N
N

N

HAL

open science

Controle et transmission de I’information dans les
systémes de spins

Lucile Aubourg

» To cite this version:

Lucile Aubourg. Controle et transmission de l'information dans les systemes de spins. Physique
[physics|. Université de Bourgogne Franche-Comté, 2017. Francais. NNT: . tel-01546287v1

HAL Id: tel-01546287
https://theses.hal.science/tel-01546287v1
Submitted on 23 Jun 2017 (v1), last revised 9 May 2018 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01546287v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

UBFC Q.

UNIVERSITE ,
BOURGOGNE FRANCHE-COMTE

| .

[ .

[ ECOLE DOCTORALE

| CARNOT - PASTEUR
InsGibub

uTl M

Theése de doctorat
Spécialité physique

Controle et transmission de 'information dans
les systemes de spins

Lucile Aubourg
Date de la soutenance : 2 mars 2017

Membres du jury :

Rapporteurs : Arne Keller (université Paris-sud)
Dominique Spehner (université Grenoble Alpes)
Examinateurs : Perola Milman (université Paris Diderot, CNRS)

Hans-Rudolf Jauslin (université de Bourgogne)
Directeurs de these :  Pierre Joubert (université de Franche-Comté)
David Viennot (université de Franche-Comté)






Table des matieres

11

Introduction

Dynamique interne et contrdle dans une chaine de spins

Phénoménes internes a une chaine de spins
1.0.1 Matrice densité . . . . . . . ..
1.1 Modeles de chalnes de spins . . . . . . . . . . o o it e
1.2 Evolution des chaines de spins avec le paramétre d’interaction . . . . . . . . . ... ..
1.2.1 Evolution de la population . . . . . ... ... ... .. ...
1.2.2  Evolution de la cohérence . . . . . . . . . ... ...
1.3 Analyse du comportement des chalnes de spins . . . . . . . ... ... ... ......
1.3.1 Le modele d’Heisenberg : un couplage isotrope . . . . . .. . ... . ... ...
1.3.2 Le modeéle Ising-Z : une interaction conservant ’ordre dans la chaine . . . . . .
1.3.3 Modéle Ising-X : un couplage induisant un grand désordre . . . . . . . . .. ..

Théoréme adiabatique des matrices densités

2.1 Dynamique adiabatique et matrices densités . . . . . . . .. ... Lo
2.1.1 Les théorémes adiabatiques usuels . . . . . . .. ... ... L.
2.1.2 Transport adiabatique . . . . . . .. ... L Lo

2.2 Théoremes adiabatiques forts et faibles . . . . . . . . .. .. ... L.
2.2.1 Temps caractéristiques . . . . . . . . . L
2.2.2 Les théoremes adiabatiques . . . . . . . . .. . ... .. ... ... ...

2.3 Transport adiabatique de la matrice densité . . . . . . . .. ... ... L.
2.3.1 Régime adiabatique fort . . . . . . ... Lo o
2.3.2  Ordre zéro du régime adiabatique faible . . . . . .. ... ... ... ... ...
2.3.3 Régime adiabatique faible du premier ordre . . . . . . . .. ... ..o
2.3.4 Régime adiabatique faible dusecond ordre . . . . . . . ... .. ... ... ...
2.3.5 Le cas du bain thermique . . . . . . . .. ... L o
2.3.6 Croisements de valeurs propres dans le régime adiabatique faible . . . . . . ..

2.4 Exemples . . . .. e
2.4.1 Controdle de qubits atomiques . . . . . . . . .. ...
2.4.2 Contréle d’un spin au milieu d’une chaine . . . . . . . ... . ... ... ....

Transmission du désordre de ’environnement vers le systéme

Dynamique de spins frappés

3.1 Systeme de spins frappés . . . . . . . ..

3.2 Cyclicité des quasi-énergies . . . . . . . . ..o L
3.2.1 L’anholonomie de Cheon . . . . . . . . . . . .. . ... . ... ... .
3.2.2 Lespin . . . . . . e

13

17

21
21
22
25
25
26
29
29
33
34

39
39
39
40
41
41
44
48
48
49
93
57
60
61
62
62
67

79



4 TABLE DES MATIERES

4 Effets du désordre de I’environnement 89
4.1 Modélisation de 'environnement classique . . . . . . . . .. ... L oL oL 89
4.2 Le désordre dans un systeme de spins . . . . . .. .. ..o L oo oo 91

4.2.1 Effets du désordre sur la dynamique des spins . . . . . . . .. ... ... .. 91
4.2.2  Analyses des comportements des effets du couplage avec la distribution d’Husimi 106
4.3 Possibilités de conservation de 'ordre dans les systémes de spins . . . . .. .. .. .. 108
4.3.1 Frappe dans la direction d’un vecteur propre . . . .. . ... ... ... .. .. 108
4.3.2 Petite fréquence de Rabiduspin . . . . ... ... ... .. oL 113
4.4 Discussion a propos de la taille de la chaine . . . . . . . ... ... . oL, 115

IIT Bruit chaotique agissant sur un systéme quantique 125

5 Chaos classique et chaos quantique 129
5.1 Chaos classique . . . . . . . . . . 129

5.1.1 Définitions d’un systéme dynamique classique . . . . . . . . .. ... ... ... 129
5.1.2 Topologie des systemes dynamiques conservatifs . . . ... .. ... ... ... 131
5.1.3 Chaos . . . . . . . . e 132
5.1.4 Les exposants de Lyapunov . . . . . . .. ... L o oo 133
5.1.5  Exemple : Le chat d’Arnold . . . . . . . . . ... 133
5.2 Chaos quantique . . . . . . . .. L e e 138
5.2.1 Discussion sur la notion de chaos quantique . . . . . . ... ... ... .. 138
5.2.2 Criteres du chaos quantique . . . . . . . . .. L L L Lo 139
5.2.3 Chaines de spins chaotiques . . . . . . . . . . ... 140

6 Ensembles de spins soumis a des frappes chaotiques 147
6.1 Décohérence avec une dynamique suivant le Chat d’Arnold . . . . . . . .. ... ... 147
6.2 Analyse des exposants de Lyapunov et horizon de prédictibilité . . . . . .. ... ... 150
6.3 Notions d’entropie . . . . . . . . . L 151

6.3.1 Entropie de Shannon . . . . . . . ... Lo L Lo 151
6.3.2 L’entropie métrique . . . . . . . . . L 152
6.4 Evolutions de 'entropie . . . . . . . . . .. e 153

7 Conservation de I’horizon de cohérence dans les structures de spins 155

7.1 Conservation par changement du systeme dynamique . . . . . . ... .. ... ... .. 155
7.1.1 Chainedespins . . . . . . . . . . . . e 155
7.1.2 Glacedespins . . . . . . . . e 166

7.2 Conservation par changement de ’environnement chaotique . . . . .. ... ... ... 173
7.2.1 Standard map . . . ... .. e e e e 173
7.2.2 Environnement chaotique dissipatif . . . . . .. . ... ... ... L. 176

8 Controdle de systémes quantiques soumis & un bruit chaotique 183
8.1 Un modele approprié pour réaliser du contrdle . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 183

8.1.1 Dynamique de I'information le long d’une chaine de spins . . . . . .. ... .. 183
8.1.2 Analyse de la transmission d’information le long d’une chaine de spins . . . . . 189
8.1.3 Contrdle de l'information transmise . . . . ... ... ... ... ........ 196
8.1.4 Réalisation d’une opération et d’'une porte not . . . . . . . ... ... ... .. 202

8.2 Contrdle du monopdle d’'une glace de spins . . . . . . . .. ... L. 206

IV  Théorie de Koopman et horizon de cohérence 213

9 L’opérateur de Koopman 217

9.1 Définitions fondamentales . . . . . . . . L 217



TABLE DES MATIERES

9.2 Analyses spectrales de 'opérateur de Koopman . . . . . .. ... .. ... .. .....
9.3 Propriétés ergodiques . . . . .. L e
9.4 Résumé sur le spectre de Koopman . . . . . . . . .. ... 0 oo

10 Systéme quantique asservi
10.1 L’équation de Schrodinger-Koopman . . . . . . . . . .. . .. .. ... ...
10.2 Le spectre de quasi-énergies . . . . . . . . ..o
10.2.1 L’équation des quasi-énergies . . . . . . . . . . . . ...
10.2.2 Développement local des états de quasi-énergies . . . . . . . . . . ... ... ..
10.2.3 Développement global des états de quasi-énergies . . . . . . . . .. . ... ...
10.3 Dynamique de Schrodinger-Koopman . . . . . . . .. .. ... L 000

Conclusion et perspectives
A Opérateur d’évolution d’un systeme de spins frappés
B Démonstration de la présence d’anholonomie

C Définitions et propriétés des entropies
C.1 Entropie métrique . . . . . . . . ..
C.2 Entropie topologique . . . . . . . . . . e

D Partition de ’exponentielle ordonnée en temps

225
225
227
227
231
233
234

241

243

247

251
251
256

259



TABLE DES MATIERES



Remerciements

Je tiens a remercier tout d’abord mes deux directeurs de these M. Pierre Joubert et M. David
Viennot pour leur soutien, leur aide, leur écoute et leur encadrement lors de ces trois années de these.

Je remercie également les personnes qui ont été la pour discuter de mon travail, faire des com-
mentaires lors de sessions posters ou lors de conférences et en particulier M. Hans-Rudolf Jauslin, M.
Arne Keller, M. Vincent Pouthier, M. José Lages, M. Dominique Sugny et M. Stéphane Guérin.

Un grand merci aussi a tous les membres de 1’observatoire pour leur accueil et leur aide lors des
phases compliquées de ma these. Je remercie aussi la directrice de I’'observatoire Mme. Céline Reylé, les
membres du service informatique Mme. Francoise Gazelle, M. Sekou Diakité et M. Kevin van Keulen
et les secrétaires de 'observatoire Mme Martine Pidancier et Mme Fabienne Locatelli.

Je remercie finalement M. Arne Keller, M. Dominique Spehner, Mme Perola Milman et M. Hans-
Rudolf Jauslin d’avoir accepté de participer & mon jury de these.



REMERCIEMENTS



Publications

Voici la liste des publications réalisées :

1. D. Viennot and L. Aubourg, Decoherence, relazation, and chaos in a kicked-spin ensemble,
Physical Review E, 87 062903 (2013)
associée aux chapitres 4 et 6

2. Lucile Aubourg and David Viennot, Analyses of the transmission of the disorder from a disturbed
environment to a spin chain, Quantum Information Processing, 14 1117-1150 (2015)
associée au chapitre 4

3. David Viennot and Lucile Aubourg, Adiabatic theorem for bipartite quantum systems in weak
coupling limit, Journal of Physics A, 48 025301 (2015)
associée au chapitre 2

4. David Viennot and Lucile Aubourg, Quantum chimera states, Physics Letters A, 380 5-6 (2015)
associée au chapitre 5

5. Lucile Aubourg and David Viennot , Information transmission in a chaotically kicked spin chain,
Journal of Physics B, 49 115501 (2016)
associée au chapitre 8



10

PUBLICATIONS



Notations

O&® C D=2

=~
== I_

o2 =

0

dist

dim
dimHausd.
DomH

FT

H

Hy

1 avec 12 = —1
I®N

Im
inf,, f

K=L*T,du) ® H

LNX, )
L3(X,dx)
L(H)
limsup,, f
Minxp(G)
max GG
min G
O(x™)

Re

Sp(H)
sup,, f

Te et Te
— —
Tt

trg
U(t,0)
Uk

U(H)
V(0)

wWo

équivalent a

norme

intersection

union

produit tensoriel

AGB= Z?E?A A; ® B; avec dim A = dim B

produit scalaire dans un espace de Hilbert

produit interne de Hs ® He

ensemble vide

action adjointe (A0(U)p = UpUT)

ensemble des opérateurs bornés de ’espace de Hilbert H
ensemble des fonctions k-fois différentiables de A & valeurs dans B
corps des complexes

distance

dimension

dimension de Hausdorff

domaine de 'opérateur H

transposée de 'opérateur F'

opérateur Hamiltonien

Hamiltonien de Koopman

nombre complexe

produit tensoriel de N matrices identités d’ordre 2

partie imaginaire

borne inférieure sur « de la fonction f

espace de Hilbert étendu

{f: X = Ctel que [y |f(z)|du(z) < +oo}

ensemble des fonctions de carré sommable de X pour la mesure de Lebesgue
ensemble des opérateurs de I'espace de Hilbert H

limite supremum sur « de f

ensemble des matrices a n lignes et p colonnes sur le corps G
maximum de G

minimum de G

reste d’ordre =" lorsque z est au voisinage de 0

partie réelle

spectre de H

borne supérieure sur « de la fonction f

exponentielles ordonnées en temps (de gauche a droite ou de droite a gauche)

opérateur de Koopman

trace (partielle) sur £

opérateur d’évolution

opérateur d’évolution de Koopman

ensemble des opérateurs unitaires de ’espace de Hilbert H
voisinage de 0

fréquence de frappe

11



12

aVp
a=p

AY

4

A

Oz, Oy €t 0,
0
f:A—B

fre—ysy=f(z)

NOTATIONS

joint des ensembles a et 8 {ANB/A € a,B € ,ANB # &}

la partition « est moins fine que la partition 3

force de la i-iéme frappe agissant sur le n-iéeme spin

retard de la i-ieme frappe agissant sur le n-iéme spin

retard angulaire de la i-ieme frappe agissant sur le n-ieme spin
matrices de Pauli

dérivée partielle

I’application f part de I’ensemble A et arrive dans ’ensemble B
I’application f associe a I’élément x 1’élément y



Introduction

Le controle quantique est un aspect émergent de la recherche qui touche un grand nombre de
domaines. Nous pouvons citer par exemple les ordinateurs quantiques. Dans ces derniers les bits qui
n’ont que deux états 0 ou 1 sont remplacés par des qubits pouvant avoir une infinité d’états grace au
principe fondamental de la physique quantique : la superposition d’états. Celle-ci stipule que si une
particule quantique est caractérisée par deux niveaux d’énergie par exemple |0) et |1), alors elle peut
étre dans un état a|0) + b|1) avec |a|> + |b|?> = 1. Dans les ordinateurs quantiques, le controle peut
apparaitre pour réaliser des portes logiques quantiques. Certaines de ces portes sont équivalentes a
celles que nous connaissons en classique, en particulier la porte not qui permet d’inverser I’état d’entrée.
Par exemple si nous reprenons un qubit, et si & entrée de la porte il est dans I’état a|0) + b|1), en
sortie il sera dans 1’état b|0) +a|1). Mais, le controle ne touche pas que les ordinateurs quantiques, nous
le retrouvons aussi dans la spintronique (nous utilisons la propriété quantique du spin de 1’électron
pour stocker de l'information), la quantronique (nous remplagons les dispositifs électroniques par
des atomes), I'information quantique, les nanosciences etc. Il existe plusieurs types de controles :
le contrdle statique dans lequel nous imposons un jeu de parameétres a l’environnement (comme un
champ laser) sur lequel nous n’agirons plus, le controle dynamique dans lequel nous faisons évoluer
les parametres de controle au cours du temps pour aller vers 1’état cible; les contrdles quantiques
cohérents et incohérents qui comme leurs noms l'indiquent, font intervenir soit que des états purs,
soit des distributions d’états quantiques; le controle actif consistant a essayer expérimentalement le
controle avec certains parametres, et a ajuster ensuite ceux-ci en fonction du résultat jusqu’a obtenir
le contrdle souhaité, et le controle passif qui consiste a étudier ab initio le systéme, et & le comprendre
théoriquement afin de réaliser tout de suite le meilleur contrdle possible. Pour arriver a controler le
systeme, nous avons besoin de mieux comprendre comment 'information quantique se transmet dans
les systémes quantiques (dynamique de l'information dans les systémes) et comment elle se dégrade
(décohérence, relaxation, etc).

Les systémes quantiques sont souvent sujets au probléeme de décohérence [93]. Il existe plusieurs
processus de décohérence dont I'un des plus importants est I'intrication. Pour comprendre ce phéno-
mene, considérons un atome isolé. Un physicien réalise une analyse théorique de cet atome. L’étude
expérimentale associée ne donnera pas le méme résultat car 'environnement (d’autres atomes formant
un gaz par exemple) va interagir avec cet atome, ce qui entraine une "corrélation" entre I’état du sys-
teme et celui de 'environnement. C’est ce que nous appelons U'intrication. La décohérence correspond
a laugmentation de cette derniere. Elle pourrait se traduire par une mauvaise rotation du qubit lors
de la formation d’une porte not. Le qubit partant de I’état |0) n’arriverait pas a I’état |1). Les autres
processus de décohérence pouvant intervenir sont la dissipation (ce n’est pas & proprement parler un
phénomene de décohérence (c’est plutot une relaxation qui existe aussi du point de vue classique))
qui est aujourd’hui trés bien comprise d’un point de vu adiabatique, ou la distorsion des parametres
de contrdle par ’environnement. Lorsque la décohérence est maximale, le systeme pris initialement
dans un état quantique (une superposition d’états) devient classique. Il présente alors une certaine
probabilité statistique d’étre dans un état propre (classique) donné. Ceci induit une mauvaise pré-
diction des résultats lors d’un controle. Les aspects quantiques des phénomeénes ne peuvent plus étre
exploités. La décohérence peut survenir par exemple lorsqu’un qubit est couplé avec des qubits voisins
ou par du bruit environnemental (le bain thermique, les bains de phonons dans les solides). Le bruit
environnemental peut agir directement sur le systéme quantique (équation de Lindblad [19], systémes
ouverts [3, 36]). Ce dernier point a déja été trés souvent étudié, et n’est pas l'objectif de ce travail de
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14 INTRODUCTION

theése. Mais dans 'optique du contréle, comme nous I’avons dit, le bruit environnemental peut avoir
un autre effet : distordre le signal de contréle. Ceci est peu étudié et est I'une des études principales
de ce travail. Nous pouvons noter que dans la plupart des cas le bruit agit a la fois sur le contrdle
et sur le systeme. Cependant pour mettre en exergue les effets de la perturbation du contréle, nous
négligerons les divers effets environnementaux directs sur le systéeme. Nous voulons comprendre les
effets de la distorsion sur l'intrication, la décohérence et la contrdlabilité du systeme. Est-ce que le
bruit est génant pour la transmission de l'information ?

Un des buts de ce travail est de réduire la décohérence et d’analyser la transmission d’information
a lintérieur méme d’un systéme quantique et entre un environnement et son systeme quantique. Pour
ce faire nous travaillerons principalement sur des spins (cette notion sera abordée pour la premiére
fois dans le chapitre 1). Les spins ayant deux états, nous pouvons facilement parler d’information en
faisant 1’analogie avec un qubit. L’état |1) ou up représentera l'information 1 et I’état |0) ou down,
I'information 0. Pour ce faire, nous regarderons tout d’abord une approche adiabatique. Elle décrit le
fait que le systéme initialement sur un état de quasi-énergies (cette notion sera abordée au chapitre
3) reste sur cet état au cours du controle et n’en change pas (I’état évoluant au cours du temps).
Le suivi d'une quasi-énergie n’est possible que si la quasi-énergie associée est isolée. Il ne doit pas
exister de croisement de quasi-énergies. Si ce dernier cas n’est pas vérifié, pour conserver le contexte
adiabatique, nous devons considérer un groupe d’états de quasi-énergies dont 1’ensemble des quasi-
énergies associées est adiabatiquement isolé des autres. Il est alors possible de connaitre la forme finale
de I’état qui n’est qu’une déformation de I’état initial. Pour bénéficier du contexte adiabatique, il faut
réaliser une lente modulation des parametres de controle. Dans un premier temps nous essaierons de
déterminer les relations adiabatiques existant dans un systéme quantique bipartite (systéme constitué
de deux parties) au travers d’un couplage perturbatif. Le bruit perturbant le systéme ne vient pas de
Pextérieur mais est interne au systéme en faisant varier les conditions initiales (bruit interne, désordre
initial des spins).

Toujours dans 'optique de réaliser de la transmission d’information nous complexifierons le systeme
en lui rajoutant un environnement. Le controle peut alors étre distordu par ce que nous appellerons un
environnement classique modifiant les parametres de controle du champ magnétique. Nous étudierons
plusieurs types de bruits académiques en passant d’un bruit peu désordonné, un bruit stationnaire
(bruit dans la distribution spatiale des conditions initiales sans bruit temporel), au bruit le plus désor-
donné possible, du bruit blanc (distorsion microcanonique). Ces bruits ne posseédent pas de propriétés
particulieres. Mais quand le systéme classique a des propriétés particulieres (par exemple un bruit
chaotique présentant des exposants de Lyapunov, étant déterministe et peut étre ergodique, ou pré-
sentant une attracteur étrange), nous pouvons nous demander si et comment le systéme classique
transmet ses propriétés au systéme quantique (y a t-il une signature des propriétés classiques dans le
systéme quantique 7). Nous nous intéressons donc a la transmission de I'information dans le systéme
de qubits mais aussi au bruit de ’environnement et comment il vient perturber le systeme.

Dans ce rapport nous nous intéressons certes a ’aspect pratique (arriver a faire du controle quan-
tique), mais aussi aux aspects les plus fondamentaux (transmission de I'information du classique vers
le quantique, théorie de I'information quantique, transport de I'information dans un systéme). Nous
ne cherchons pas a optimiser les solutions de controle, nous voulons comprendre le phénomene d’un
point de vu fondamental. Pour ce faire, nous utiliserons des simulations numériques a 1’aide de Mathe-
matica. Nous avons écrit un code de simulation numérique qui ait le moins d’approximations possible.
De plus, nous étudions des systemes non-autonomes donc dépendant du temps, ce qui limite la ca-
pacité a simuler un tres grand systéme. Ces deux aspects réduisent la taille de notre systeme qui est
de 1024 spins sans couplage et seulement de 12 spins maximum lorsqu’ils sont couplés. Néanmoins,
nous avons vérifié que les résultats étaient invariants d’échelle. Au cours des expériences numériques,
nous faisons varier les entrées dans tout ’espace des parameétres pour étudier toutes les propriétés du
systéme pouvant intervenir, afin de dégager des lois empiriques du comportement du systéme. Nous
avons donc besoin d’une réponse rapide du programme de simulation. Ensuite, nous nous intéressons
a donner un cadre plus formel (théoréme adiabatique pour analyser la dynamique du comportement,
approche de Koopman pour lier le classique et le quantique et éléments de la théorie de I'information
(entropies métrique et topologique)).
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Pour étudier la transmission de I'information dans les systémes de spins, nous essaierons d’abord
de déterminer un théoréme adiabatique des matrices densités quand le systeme bipartite est faiblement
couplé et en I'absence d’environnement. Nous complexifierons ensuite notre systéme en rajoutant du
bruit extérieur qui peut étre stationnaire, de dérive linéaire, Markovien ou blanc. Dans un troisiéme
temps, nous modifierons ce bruit académique en considérant un bruit possédant des propriétés particu-
lieres plus "structurées" (bruits chaotiques). Ce bruit présente la particularité d’étre "ordonné" au début
(comme le bruit stationnaire) et de devenir apres un laps de temps appelé horizon de prédictibilité, tres
"désordonné" (comme le bruit blanc). Finalement nous essaierons de formaliser mathématiquement la
transmission de I'information au travers de la théorie de Koopman.
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Introduction

Un systéeme quantique bipartite est constitué de deux sous-systémes que nous notons S (pour le
systeme) et € (pour 'environnement) et décrit par ’espace de Hilbert Hs®?H¢. Nous sommes seulement
intéressés par le comportement de la composante S avec I'oubli d’informations sur la composante £.
Si Y € Hs ® He est Iétat du systeme quantique bipartite, le sous-systéme S est décrit par la matrice
densité p = trg|Y)w| (ou {.|.) dénote le produit interne de Hs ® He) ou la trace partielle trg sur Hge
supprime I'information concernant £. p prend en compte l'intrication de S avec £. En effet la matrice
densité contient plusieurs informations. Les éléments diagonaux représentent la population des états et
les éléments non diagonaux la cohérence. Si le systéme et ’environnement sont tres fortement intriqués,
les éléments non-diagonaux de la matrice densité du systéme tendent & étre proche de 0 (bien siir ceci
dépend de la base mais avec un systeme fortement intriqué, les éléments non-diagonaux sont proches
de 0 dans toutes les bases) et les éléments diagonaux représentent la probabilité que le systéme soit
dans un certain état. C’est dans ce dernier cas que nous parlons d’intrication. Un probleme intéressant
dans la dynamique d’un systéme quantique bipartite est le controle de la composante S. Le controle
quantique a potentiellement plusieurs applications en nanoscience et dans les ordinateurs quantiques.
Un probleme du contréle quantique consiste & trouver comment agir sur S (par champ laser, champ
magnétique, etc) de maniére a ce que S évolue d’un état initial py vers un état cible prédéterminé peipie.
La présence de £ peut considérablement modifier le probléme de contrdle par rapport au contréle d’un
état pur de Hs avec S seul. De plus, le contrdle peut affecter £ directement ou indirectement par le
couplage entre S et £. La compréhension de la dynamique de S avec £ est cruciale.

Une telle situation arrive en théorie de 'information quantique ou § et £ sont deux qubits d’un or-
dinateur quantique ou deux ensembles de qubits. Dans ce cas, le controle consiste a réaliser des portes
logiques ou un algorithme quantique sur S en présence d’autres qubits £ de l'ordinateur quantique.
Cependant, les dynamiques de systémes quantiques bipartites surviennent aussi dans le controle de sys-
temes quantiques ouverts ou S est un petit sous-systeéme et £ est un grand environnement responsable
des effets de décohérence sur S.

Une approche adiabatique peut étre utilisée [64] pour décrire le controle quantique, car la variation
des parametres de controle est souvent lente. L’hypothese adiabatique consiste a prendre des para-
metres de contréle évoluant lentement par rapport aux temps caractéristiques du systeme. Dans ce
cas, I'état du systeéme reste sur I’état propre instantané ou le groupe d’états propres instantanés qui
se déforment avec le temps. Le seul changement d’états possible est lorsqu’un croisement de valeurs
propres se produit. Des schémas de contréles quantiques basés sur 'approximation adiabatique ont été
proposés pour différents systémes fermés [108, 61, 83, 40]. Pour des systémes quantiques ouverts, des
approches adiabatiques basées sur des Hamiltoniens non hermitiens ont été étudiées [35, 85, 86]. Des
travaux s’intéressant aux aspects bipartites de la dynamique quantique ont été réalisés par Sjoqvist
et al du point de vu des phases géométriques non adiabatiques [91, 95, 25]. Récemment des phases
géométriques a valeurs opérateurs ont été proposées comme généralisations des phases géométriques
de Sjoqvist, dans le contexte d’évolutions cycliques non adiabatiques [2] et d’évolutions adiabatiques
[100, 102]. Néanmoins une étude rigoureuse du régime adiabatique du systéme quantique bipartite
exhibant des phases géométriques a valeurs opérateurs n’a jamais été réalisée.

Un des buts de ce chapitre est de voir comment le couplage peut perturber le systeme. FEn effet,
nous savons qu’une particule quantique n’est jamais isolée et que le couplage avec les autres particules
pourrait entrainer des phénomenes de relaxation de la population et de décohérence. Autrement dit,
une question importante est de savoir comment le couplage transmet l'information a l'intérieur du
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systeme bipartite.

Dans une premiere partie, nous regarderons les effets du couplage. Pour ceci, nous analyserons le
comportement de chaines de spins couplés par une interaction de plus proches voisins d’Heisenberg,
d’Ising-Z ou d’Ising-X. Ensuite nous complexifierons le systéme en rajoutant du controéle sur les spins.
Le second but de cette partie est de montrer que, sous certaines conditions concernant I’évolution du
systéeme quantique bipartite, I’évolution de la matrice densité satisfait une formule de transport adia-
batique exhibant des phases géométriques a valeurs opérateurs. Nous présenterons quelques rappels
sur les théoremes adiabatiques usuels. Nous établirons ensuite des théoréemes adiabatiques par rapport
a une discussion concernant différentes échelles de temps apparaissant dans la dynamique du systéme
quantique bipartite. En particulier, nous considérerons deux régimes adiabatiques. Ces résultats nous
permettrons d’établir des formules de transport adiabatique de la matrice densité. Ces formules ex-
hibent (pour le régime adiabatique faible) des phases géométriques a valeurs opérateurs similaires &
celles introduites dans des études précédentes [91, 95, 25, 2, 100, 102]. Le générateur de phase dyna-
mique & valeurs opérateurs peut apparaitre comme un Hamiltonien effectif de S habillé par £. Dans
ce second chapitre, nous considérons le cas d’un faible couplage entre S et £. En effet, pour souligner
le comportement individuel de la composante S a Uintérieur du systeme bipartite du point de vue
de 'approximation adiabatique, il est nécessaire d’expliciter la relation entre les vecteurs propres du
systeéme bipartite et les vecteurs propres de sa composante S. Ceci requiert une analyse perturbative.
Finalement, nous présenterons deux exemples : un qubit réalisé comme un atome a deux niveaux dans
un champ laser (décrit dans approximation de ’onde tournante) en interaction perturbative avec un
autre atome, et un spin contrélé par un champ magnétique au milieu d’une chaine caractérisée par
une interaction de plus proches voisins d’Heisenberg.



Chapitre 1

Phénomeénes internes a une chaine de
spins

Nous allons étudier les phénomenes pouvant intervenir avec le couplage au travers d’un exemple :
les chaines de spins. Il existe un grand nombre de couplages possibles mais nous nous intéresserons
seulement a trois cas : le couplage d’Heisenberg, d’Ising-Z et d’Ising-X. Cette analyse des effets du
couplage nous permettra aussi de déterminer le role de ces interactions. De telles chaines de spins ont
par exemple été étudiées dans [96, 42, 104]. Pour pouvoir les étudier, nous avons besoin de définir la
notion de matrice densité.

1.0.1 Matrice densité

La matrice densité est une description introduisant un mélange statistique d’états quantiques
([19]). Supposons que nous voulions réaliser une statistique sur un systéme S possédant les états
propres {1, }, et que nous possédions n copies identiques (relativement a I'information disponible) de
S avec n > 1. Si nous prenons une copie au hasard, il y a une probabilité P, (liée & la méconnaissance
sur le systéme, nous ne disposons pas de toute I'information sur S) pour que celle-ci soit dans I’état
y,. Afin d’introduire la matrice densité, nous modélisons dans "un tableau" le fait que le systéme soit
dans 'état 1,, avec une probabilité P, :

pr 0 0 000
0O P, 0 0 0O

0 0 P 000 .. ‘

0 0 0 . = S Polbn) (] = p

P,
ou la matrice densité p est prise ici dans sa base diagonale. Si nous prenons une autre base, nous
pourrions trouver cette derniére matrice pleine. Les propriétés concernant p sont les suivantes :

— zg;”?f P, =1<%trp=1 (avec tr la trace sur l'espace du systéme)

— p=p' (la matrice densité est auto-adjointe)

— la probabilité pour qu’une copie soit dans ’état ¢ est tr(p|p)(d|) = (P|p|P)

—pz0evYeeH (9llg) =0

Considérons un univers constitué d’un environnement £, d’un systeme S et décrit par ’espace des
états Hg ® He. Si nous obtenons une incertitude sur le systéme, qui se caractérise par ’apparition
de probabilités, c’est parce que nous avons un manque d’informations sur I’environnement, nous ne
connaissons pas son état. Afin de déterminer des informations sur le systéme, nous introduisons la
matrice densité p = try, |[YNY|, avec [¢) € Hs @ He un état de l'univers. Celle-ci revient alors a
moyenner sur tous les états possibles de I'environnement. Nous retrouvons bien un état du systéme
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apres la trace car si {|a)} est une base des états du systéme, {|n)} est une base de ceux de 'envi-
ronnement et ¢ € Hg @ He, tel que ¥ = 3, Ynala) @ [n) = [¥), ¢ = 32, , Pnald) @ In) = |8)
= || = e >om.g On,a¥m,gla) (B] ® |n)(m|, la trace nous donne :

trae |l = D _(nléiwIn)

a)(fl € L(Hy)

::EZ:E:(muai;;g

n a’/g

(1.1)

Les matrices densités permettent aussi de stipuler si I’état de 'univers est factorisé ou intriqué.
En effet, dans le cas ou I’état de I'univers est sous forme factorisée, la matrice densité donnera un
état pur : p = |x)(x| avec x € Hg. Cependant, dans l'autre cas, si I’état de I'univers est sous forme
intriquée, la matrice densité donnera un état mixte avec une certaine probabilité attachée aux états
présents dans la mixture.

1.1 Modeles de chaines de spins

Nous considérons une chaine de N spins couplés par une interaction de plus proches voisins. Un
champ magnétique constant et uniforme est appliqué sur les spins entrainant une levée de dégénéres-
cence par effet Zeeman. L’hamiltonien d’un tel systéme s’écrit

N N-1
H=)> Ho, + > Hrn (1.2)
n=1 n=1

avec Hy,, = 190D @ 11| |)(] | @ I®N=") I'hamiltonien quantique du n-iéme spin avec seulement
leffet Zeeman et Hr, I’hamiltonien d’interaction de plus proches voisins qui peut étre pour le n-ieme
couple de spins consécutifs, un des opérateurs suivants

1. Interaction d’Heisenberg

Hy, =—JI*" Y oS, ©8,+5,88,+5,®8,)®N-""1 (1.3)

2. Interaction Ising-7Z
H; =—-JI? Vg8, @8, 2Nl (1.4)

3. Interaction Ising-X
H; =—-JI* Vg, @8, N1 (1.5)

avec J le parametre d’interaction, S; = goi, {0i}i=a,y,> les matrices de Pauli et 1 ®7 Je produit tensoriel
de n matrices identités d’ordre 2.
i

L’opérateur d’évolution de ¢t = %Uio Z(Z;ril)ﬂ

at= s’écrit

U = ¢ Rug 2" (1.6)
ol wy est la fréquence de 1’échantillonnage temporel (i.e. 127” est le pas de discrétisation temporel).
0

Soit [} € C2N Détat de la chaine au temps t = iT (|1))) représente I'évolution discrétisée de la
chaine et T' = 1277;) Par définition de I'opérateur d’évolution nous avons

[ty = U@y ®) (1.7)

La matrice densité de la chaine est A A A
P = 1) ()] (1.8)
et la matrice densité du n-iéme spin est
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FIGURE 1.1 — Représentation schématique de la distribution d’Husimi. La couleur rouge représente le
maximum de probabilité et la couleur bleu la plus petite probabilité. Le pdle nord est situé au centre
et le pole sud est le cercle limite. Nous avons représenté les états propres des spins, pour la premiere
sphere le spin est dans ’état | 1) et pour la seconde | |).

tri=1,... n—1,n+1,..~N est la trace partielle sur I'espace de Hilbert des spins sauf le n-iéme. La matrice
densité encode deux informations fondamentales. La premiere concerne les éléments diagonaux. Ils
représentent la probabilité d’occupation des états | 1) et |]) du n-iéme spin et sont appelés la population

(1] pg)] ) et (J ]pg)] 1)). La seconde information est associée aux termes non diagonaux. Ils sont

une mesure de la cohérence quantique! du n-iéme spin et sont appelés la cohérence (|(1 | pq(f)| D).

A partir de p,(f ), nous obtenons la matrice densité du spin moyen de la chalne au temps ¢

o_1&
Prot = 37 2 AN (1.10)
n=1

La population et la cohérence d’un spin moyen de la chaine et d’un spin de la chaine vont nous
permettre de voir et d’analyser les phénoménes apparaissant au travers du couplage.

Afin d’étudier ’évolution des spins de la chaine, nous allons utiliser une analyse semi-classique au
travers de la distribution d’Husimi. Elle est définie par

H(0,¢) = {0, ¢l)|? (L.11)

avec |0, @) = cos (%) | 1) + €*¥sin (%) | 1) Iétat cohérent d’un spin [70]. La distribution d’Husimi est
une distribution de quasi-probabilité représentant la distribution d’un état quantique sur ’espace de
phase classique du systeme. Notre systeme est constitué de spins. L’équivalent classique du spin est un
moment dipolaire magnétique et donc un vecteur. (6, ¢) représente l'orientation de ce vecteur. L’état
|0, ©) est 'état quantique le plus proche de I’état classique de vecteur orienté dans la direction (6, ¢).
Ainsi H(0,¢) est la probabilité pour que v ressemble a I'état classique (6, ). Nous représenterons
la distribution d’Husimi sous forme d’une sphere (la sphere de Bloch). Cette sphere de 'espace des
phases sera représentée par une projection azimutale (le pdle nord au centre et le pole sud comme
étant le cercle limite). Pour un état pur, nous avons représenté les sphéres d’Husimi sur le graphique
1.1 ainsi que pour des états propres superposés figure 1.2. Le processus d’intrication est aussi montré
par la distribution d’Husimi. Elle devient uniforme pour un état d’intrication maximale comme le
montre les spheres du graphique 1.3.

L’analyse des chaines de spins avec la distribution d’Husimi sera trés importante dans la suite
car elle permettra de faire une analyse semi-classique des spins. Nous pourrons "les voir bouger" sur
les représentations graphiques comme des "boules classiques" (tout en ne perdant pas le phénomeéne
purement quantique de lintrication grace au verdissement comme le montre la figure 1.3). L’analyse
de la distribution d’Husimi sera le support des interprétations (semi-classiques) que nous ferons de la
dynamique des chaines de spins.

1. par cohérence quantique, nous entendons le poids des propriétés purement quantiques (superposition d’états,
intrication, effets non-locaux)
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FIGURE 1.2 — Représentation schématique de la distribution d’Husimi. La couleur rouge représente le
maximum de probabilité et la couleur bleu la plus petite probabilité. Le pole nord est situé au centre
et le pole sud est le cercle limite. Nous avons représenté des états purs superposés des spins, pour la
premiére sphére, le spin est dans 1'état %ﬂ T+ | 1)), pour la seconde %ﬂ ) 4 €'i| ) et pour la

troisiéme %(m N+ 14).

FIGURE 1.3 — Représentation schématique de la distribution d’Husimi. La couleur rouge représente
le maximum de probabilité et la couleur bleu la plus petite probabilité. Le pole nord est situé au
cente et le pole sud est le cercle limite. Nous avons représenté des états mixtes des spins, caractérisés
par des matrices densités différentes dont les éléments non-diagonaux sont nuls. Les matrices densités

1 2 1
. e o . Lo 29 Lo
associées aux distributions d’Husimi sont respectivement <(2) 1 ), < (3) 1 ) et (8 )
: 1

2
3 3
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FIGURE 1.4 — Evolution de la population du spin moyen (ps) et d’un spin (ps) d’une chaine de 9
spins couplés par une interaction d’Heisenberg de plus proches voisins. L’évolution est la méme pour
une chaine couplée par une interaction d’Ising-Z. wq est la fréquence d’échantillonnage temporel, wq la
fréquence d’oscillation de Rabi et J I'intensité de 'interaction entre deux spins. n est le n-iéme instant

de la discrétisation temporelle de pas 121}—7(;. L’état initial de la chaine de spins est [1)(0)) = |¢)®?.

1.2 Evolution des chaines de spins avec le paramétre d’interaction

Nous voulons connaitre les différents effets du couplage sur les spins d’une chaine. Pour ceci, nous
allons analyser la population et la cohérence d’un spin et du spin moyen de la chaine.

1.2.1 Evolution de la population

Le graphique 1.4 montre I’évolution de la population du spin moyen et d’un spin d’une chaine
couplée par une interaction d’Heisenberg ou d’Ising-Z de plus proches voisins. Quand les spins sont
initialement dans le méme état, les couplages n’induisent aucun effet sur la population au contraire
du couplage Ising-X. En effet, comme nous le voyons sur le graphique 1.5 plus la force du couplage
augmente, plus la population du spin moyen et d’un spin de la chaine oscille en se rapprochant de
I’équiprobabilité.

Si les spins sont initialement dans des états différents avec ’état d’un spin |¢9) = a| 1) + b| |) ou
a est tiré uniformément dans [0,1] et b qui vérifie |a|? + [b|> = 1 (les états sont choisis aléatoirement,
permettant ainsi de produire du désordre a U'intérieur de le chaine), plusieurs phénomenes apparaissent
en fonction du couplage comme le montre la figure 1.6. Pour le couplage d’Heisenberg, la population
d’un spin oscille plus ou moins rapidement en se rapprochant de la population moyenne. Le couplage
Ising-Z ne produit aucun effet sur la population (voir a la section 1.3.2 pour plus d’explications).
Finalement le couplage Ising-X induit une relaxation complete de la population vers I’équiprobabilité
avec le couplage augmentant (mais avec de grandes oscillations).

Pour résumer, les différents effets possibles du couplage sur la population sont

— aucune modification (ce que nous observons pour le couplage Ising-Z et le couplage Heisenberg
quand les spins sont initialement dans le méme état)

— variation de la vitesse d’oscillation (pour le couplage d’Heisenberg quand les spins sont initiale-
ment dans des états différents)

— relaxation de la population qui se rapproche ou peut atteindre I’équiprobabilité (présent pour le
couplage Ising-X)
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FIGURE 1.5 — Evolution de la population du spin moyen (p) et d’un spin (ps) d’une chaine de 9
spins couplés par une interaction d’Ising-X en fonction du parametre d’interaction. wy est la fréquence
d’échantillonnage temporel, w; la fréquence d’oscillation de Rabi et J I'intensité de l’interaction entre
deux spins. n est le n-iéme instant de la discrétisation temporelle de pas 1277(;. L’état initial de la chaine

de spins est [(0) = 1) ®9.

1.2.2 Evolution de la cohérence

Les phénomenes observés pour la cohérence sont similaires a ceux observés pour la population en
ce qui concerne le couplage d’Heisenberg et d’Ising-X. En effet, si les spins sont initialement dans le
méme état la cohérence du spin moyen et celle d’'un spin d’une chaine couplée par une interaction
d’Heisenberg ne changent pas comme en atteste la figure 1.7. Au contraire si la chaine est couplée
par une interaction d’Ising-X, figure 1.8, de la décohérence apparait (mais accompagnée de fortes
oscillations des cohérences). Celle-ci est d’autant plus importante que le couplage est grand et atteint
presque la distribution microcanonique. Le couplage d’Ising-Z induit des oscillations de la cohérence
non présentes dans la population (figure 1.9). Nous voyons aussi sur ce dernier graphique que pour
un rapport wio tres faible, il n’y a pas d’oscillation de la population moyenne ni de la population d’un
spin. En effet, le couplage est tres faible et est au voisinage de 0, les spins se comportent presque
comme s’il n’y avait pas de couplage. Ils ne se perturbent donc pas entre plus proches voisins.

Si les spins sont initialement dans des états différents (la variation de la distribution initiale des
états des spins entrainant du désordre dans la chaine de spins) avec ¥y = a| 1) + b |) ol a est
tiré uniformément dans [0,1] et b qui vérifie |a|? 4 [b]? = 1, I’évolution de la cohérence dépend du
couplage considéré comme le montre la figure 1.10. Un spin d’une chaine couplée par une interaction
d’Heisenberg peut avoir une modification de sa cohérence qui peut augmenter ou diminuer. Dans tous
les cas elle se rapproche de la cohérence du spin moyen. Cette modification se comprend facilement.
Nous avons vu que la population d’un spin couplé par une interaction d’Heisenberg se rapproche de
la population du spin moyen. Cette derniere population peut étre plus proche d’une équipartition des
états que la population d’un spin individuel (comme ce que nous avons sur le premier graphique de
la figure 1.6). Dans ce cas la cohérence augmente. Si la population du spin moyen est plus loin d’une
équipartition que la population du spin considéré, le phénomene inverse apparait.

Les spins couplés par une interaction d’Ising-Z présentent une oscillation de la cohérence. Finale-
ment le couplage d’'Ising-X induit une décohérence qui apparait tres rapidement avec 'augmentation
du couplage. La chute de la cohérence est rapide et totale.

Nous voyons que le premier et le troisieme graphique de la figure 1.10 présentent des courbes fluc-
tuant tres faiblement quand le couplage est tres faible. Il n’y a presque pas d’oscillation de population
du spin moyen de la chaine et d’un spin de la chaine. Les spins se comportent presque comme si il
n’y avait pas de couplage ce qui réduit énormément la perturbation des spins entre plus proches voisins.

Pour résumer, les différents phénomenes apparaissant sur la cohérence sont :
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FIGURE 1.6 — Evolution de la population du spin moyen (p) et d’un spin (ps) d’une chaine de 9
spins. Les spins sont respectivement couplés par une interaction d’Heisenberg, d’Ising-Z et d’Ising-X.
Les états initiaux des spins sont aléatoirement choisis de maniére & obtenir ¥y = a| 1) + 0| J) ou a

est tiré uniformément dans [0, 1] et b qui vérifie |a|? + [b|> = 1. wq est la fréquence d’échantillonnage

temporel, w; la fréquence d’oscillation de Rabi et J l'intensité de 'interaction entre deux spins. n est
le n-iéme instant de la discrétisation temporelle de pas 377;
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FIGURE 1.7 — Evolution de la cohérence du spin moyen (pst) et d'un spin (ps) d’une chaine de 9
spins couplés par une interaction d’Heisenberg. wqg est la fréquence d’échantillonnage temporel, w; la
fréquence d’oscillation de Rabi et J I'intensité de 'interaction entre deux spins. n est le n-iéme instant
de la discrétisation temporelle de pas 3}—7;. L’état initial de la chaine de spins est [1)(0)) = |19)®?.
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FIGURE 1.8 — Evolution de la cohérence du spin moyen (pit) et d'un spin (ps) d’une chaine de 9
spins couplés par une interaction d’Ising-X en fonction du parametre d’interaction. wy est la fréquence
d’échantillonnage temporel, wy la fréquence d’oscillation de Rabi et J l'intensité de I'interaction entre
deux spins. n est le n-ieme instant de la discrétisation temporelle de pas i—’; Les courbes p;o, wio = 0.01

et ps, wio = 0.01 sont confondues. L’état initial de la chaine de spins est [1)(9)) = |ag)®?,
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FIGURE 1.9 — Evolution de la cohérence du spin moyen (pto) et de deux spins (p; et ps) d’une chaine
de 10 spins couplés par une interaction d’Ising-Z. wy est la fréquence d’échantillonnage temporel, w; la
fréquence d’oscillation de Rabi et J I'intensité de 'interaction entre deux spins. n est le n-iéme instant
de la discrétisation temporelle de pas i—’;. L’état initial de la chaine de spins est [1)(0)) = |1))®10.

— aucun effet (pour le couplage d’Heisenberg quand tous les spins sont initialement dans le méme
état)

— oscillation périodique (pour le couplage Ising-Z)

— augmentation ou diminution de la cohérence (pour le couplage d’Heisenberg quand tous les spins
sont initialement dans des états différents)

— chute de la cohérence se rapprochant et pouvant atteindre 0 (avec de fortes oscillations) (ce que
nous observons pour le couplage Ising-X)

Ces phénomenes sont directement liés aux couplages.

1.3 Analyse du comportement des chaines de spins

Nous venons de voir les différents effets sur la population et sur la cohérence du couplage. Afin de
bien comprendre ces phénomenes, regardons comment agissent les couplages.

1.3.1 Le modeéle d’Heisenberg : un couplage isotrope

Le couplage d’Heisenberg est un couplage isotrope. Il tend a aligner tous les spins dans une méme
direction. Si les spins sont initialement dans la méme direction comme pour le graphique du haut de la
figure 1.11, ils restent dans le méme état et présentent une précession autour de la direction z induite
par le champ Zeeman. Au contraire, si les spins sont dans des états différents, I'interaction va forcer
les spins a étre dans un méme état, I’état moyen de la chaine de spins et pour obtenir cet état les spins
vont s’intriquer entre eux (second graphique de la figure 1.11).

Nous pouvons aussi comprendre le phénomeéne d’intrication comme le fait que les spins (dans une
interprétation semi-classique) se génent entre eux au niveau de la projection de leur précession. Si
les spins sont tous dans la méme direction initiale, ils vont tous se mettre en précession de la méme
maniere autour de I'axe z. Il n’y a donc pas de géne qui apparait. Au contraire, si les spins sont
dans des états différents, ils vont avoir des mouvements de précession différents. Ils vont se géner non
suivant z mais suivant x ou y ou les projections des précessions vont pouvoir se "croiser". C’est cette
géne (semi-classique) qui induit de l'intrication (au niveau quantique).
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FIGURE 1.10 — Evolution de la population du spin moyen (ps¢) et d’un spin (ps) d’une chaine de 9
spins. Les spins sont respectivement couplés par une interaction d’Heisenberg, d’Ising-Z et d’Ising-X.
Les états initiaux des spins sont aléatoirement choisis de maniére a obtenir ¢y = a| 1) 4+ b| |) ot a est
tiré uniformément dans [0,1] et b qui vérifie |a|? + |b]? = 1.
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FIGURE 1.11 — Evolution de la distribution d’Husimi d’une chaine de 5 spins couplés par une inter-
action d’Heisenberg de plus proches voisins. Pour la premiere figure, tous les spins sont initialement
dans le méme état alors que pour la seconde, I’état de chaque spin est aléatoirement choisi pour ob-
tenir 1o = al 1) + b| J) ol @ est tiré uniformément dans [0,1] et b qui vérifie |a|? + |b|? = 1. La plus
grande probabilité est représentée en rouge et la plus petite en bleu. Le processus d’intrication est
aussi montré par la distribution d’Husimi. Dans ce cas, les sphéres tendent a devenir uniformément
vertes.
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FIGURE 1.12 — Evolution de la distribution d’Husimi d’une chaine de 5 spins couplés par une inter-
action d’'Ising-Z de plus proches voisins. Pour le premier graphique, tous les spins sont initialement
dans le méme état alors que pour le second, 1’état de chaque spin est aléatoirement choisi pour obtenir
o = a| 1) + b }) ot @ est tiré uniformément dans [0,1] et b qui vérifie |a> + [b|*> = 1. La plus
grande probabilité est représentée en rouge et la plus petite en bleu. Le processus d’intrication est
aussi montré par la distribution d’Husimi. Dans ce cas, les spheres tendent a devenir uniformément
vertes.
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1.3.2 Le modeéle Ising-Z : une interaction conservant 1’ordre dans la chaine

L’évolution libre des spins soumis a un couplage d’Ising-Z ne présente jamais d’intrication comme
le montre la figure 1.12. Que les spins soient initialement dans la méme direction ou dans des états
différents, ils ont un mouvement de précession avec une intrication périodique (les sphéres deviennent
faiblement vertes). Cette intrication est un phénomeéne purement quantique qui ne trouve pas d’expli-
cation semi-classique et est associée aux oscillations de la cohérence (figure 1.9) (qui ne sont que des
oscillations de Rabi).

Nous pouvons comprendre ceci mathématiquement par le fait que le couplage Ising-Z est un cou-
plage diagonal dans la base {| 11),| T1),| 11),| {{)}. Considérons deux spins couplés par une inter-
action d’Ising-Z. Toutes les matrices sont définies dans la base {| 1), | T1),| 1), | J1)}. Dans ce cas,
I'opérateur d’évolution devient pour deux spins

. H
U = ¢ g7 (1.12)
avec
0 O 0 O
2 2
0 O 0 0 1 0 0 0
0 M o0 0 1o -1 0 0
oo moo |[TTT 0 0 -1 0 (1.14)
0 0 0 hw 0 0 0 1
gz 0 0 0
R hwy
_ 0 JT+ 55 o 0 - 0 (1.15)
0 0 Jr+ 55t 20
0 0 0 —J o + hwy
. H
& U = ¢ g ?T (1.16)
2L or
e 4wq O 0 0
o AL 1 o
0 e (4w0+2w0)2 0 0
= (n w1 Yo (1.17)
0 0 e (4“’0—"_2“’0)2 0
1 AT Wi ™
0 0 0 e <4w0 w0>2
oit a fonction d’onde initiale complete telle que
Soit () 1a fi d’ond 1 lete tell
«
9O = w1y o ) = | 7 (1.18)
)

avec |a|? + |82 + |y]2 + |0]? = 1, |[1) Iétat du premier spin et |i)2) I’état du second spin. L’évolution
de la fonction d’onde est donnée par

1) = U ptY) (1.19)
L or
oe 4w
Be_“(%—i_%) 2
= (1.20)

. hJ w1
fye_“ ( Zug + Zwg ) 2w

[ hJ _wyp
5ezz(m7w—o)2ﬂ'
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Pour obtenir la cohérence et la population du premier spin, nous devons calculer la matrice densité et
la trace partielle sur le second spin. La matrice densité est définie par

P = @) (1) (1.21)

ivfil o
ae 4o

; hJ | w1
i L1
[36 (2w0+w0)7r

B i [ L WL o | Ll 4 WL —qa| L 2L )2

—i o 11(2 + ™ | 5-+ T u| 7 T
—in (AL ) <a*e I S A AN SR S
e

. hJ w1
5622 (m—w—o> 2

(1.22)
aa* aﬁ*en(% 21:”710)2” a’Y*em(;i“JO 21:)710)2” as* e 2

B Ba*e—iz(%—i—%)%r 55* 57* /35*6_“(%_;710>27r

o i 2L Vo —in 2L — 2L )or

’yoz*e ”(2w0+2w0)2 ,75* ,y,y* ’7(5*6 ”(2w0 2w0>2

sareiBz g (FE)r oL (g ) 55"
(1.23)
La cohérence du premier spin est
he. (i . ,
o = |1 10D 1) + (1 10 L) (1.24)
i B w1 o AL w1

— "ya*e 22(2w0+2w0)27r—‘1-66*6“(21”0 2w0)27r (1'25>

Dans la cohérence, seule 'argument de la fonction exponentielle varie. Cette fonction est 27 périodique,
ce qui explique les intrications périodiques. La population up du premier spin est donnée par

A = (11 16 1) + (1 1] 1) (1.26)
— aa* 1 88" (1.27)

La population n’est pas modifiée avec le temps. L’extension a un plus grand nombre de spins donne
le méme résultat.

Contrairement au couplage d’Heisenberg, les spins ne s’intriquent pas de maniére permanente
lorsqu’ils sont dans des états différents. Les spins couplés par une interaction d’Ising-Z sont soumis
a deux champs : le champ Zeeman et leur propre champ. Ces deux champs sont dirigés suivant la
direction z et entrainent une précession autour de cet axe. Ainsi, comme les spins tournent autour du
méme axe, ils ne se génent pas suivant z au cours de leur précession (ils ne sont pas couplés suivant
et y; il n’y a pas d’effets de la projection de leur précession suivant ces directions). La projection de
leur précession suivant z ne se rencontrent pas. Ils n’ont alors aucune raison de s’intriquer.

1.3.3 Modeéle Ising-X : un couplage induisant un grand désordre

Dans le cas d’'une chaine de spins couplés par une interaction d’Ising-X, nous voyons, graphique
1.13, que peu importe 1’état initial des spins, ceux-ci s’intriquent treés fortement.

Dans ce modele, un spin ressent deux champs magnétiques. Le premier est le champ magnétique
Zeeman lequel est dans la direction z. Le second est donné par le terme —JS;, (Sz,) et peut étre
interprété comme un champ dans la direction x induit par les spins voisins. Ces deux composantes
générent un champ total, lequel donne la direction de précession des spins. Mais ce champ total
est constamment modifié. Pour comprendre ceci, considérons ’exemple suivant et la figure 1.14. Au
temps ¢ = 0, les spins sont dans la direction x. Donc le champ total est & v = 7 (v est I'angle entre la
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FI1GURE 1.13 — Evolution de la distribution d’Husimi d’une chaine de spins couplés par une interaction
d’Ising-X. Pour le premier graphique, tous les spins sont dans la méme direction initiale alors que pour
le second, I’état de chaque spin est aléatoirement choisi pour obtenir 1y = a| 1) + b| |) ol a est tiré
uniformément dans [0, 1] et b qui vérifie |a|? + |b|? = 1. La plus grande probabilité est représentée en
rouge et la plus petite en bleu. Le processus d’intrication est aussi montré par la distribution d’Husimi.
Dans ce cas, les spheres vont vers la couleur verte uniforme.
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FIGURE 1.14 — Représentation schématique de ’évolution d’un spin de la chaine induite par le champ
total (fleche magenta en pointillés-tirets). Le champ magnétique total est composé par le champ
magnétique Zeeman (fleche cyan) et le champ dans la direction 2 (vert) induit par les spins voisins.
Ce dernier champ est caractérisé par la projection dans la direction = de la moyenne de 'opérateur de
spin S de ses voisins (appelé (S,)). Le cercle bleu en pointillés-tirets correspond a la représentation
de la précession par rapport a la position du spin. Le spin considéré suit le cercle de précession dans
la direction indiquée par la fleche rouge pleine. Nous supposons que tous les spins sont initialement
dans la direction x et que le champ magnétique Zeeman a la méme intensité que le champ local.
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direction z et le champ total dans le plan (x, z); pour 'exemple, le champ magnétique Zeeman a la
méme intensité que le champ local). Les spins commencent leur précession autour de ce nouvel axe. Le
rayon du cercle de précession est la distance entre la position des spins et la direction du champ total.
Comme les spins bougent, le champ total de chaque spin bouge aussi (induit par les spins voisins,
mais ici, comme tous les spins sont dans la méme direction initiale, le champ total est le méme pour
chaque spin et leur déplacement est le méme) et ils vont vers la direction z avec une décroissance de
(Sz) (voir tg et t3). Quand la direction du champ total est suivant I’axe z, les spins tournent autour de
cet axe et (Sz) devient nul (¢4). Les spins suivent leur précession autour de 'axe z et rapidement (S;)
devient différent de zéro (¢5). Le champ total est différent de ’axe z et va constamment vers l'axe x
dans la direction —z (tg). Quand ils arrivent a I’axe x, les spins vont dans la direction opposé (apres
une demi-précession autour de l'axe x) vers 'axe z (t7), et ainsi de suite. Quand un spin modifie la
direction de précession de ses voisins, ceci induit une intrication entre eux. Ceci peut étre vu sur la
figure 1.13. Dans ce graphique, nous voyons clairement que les spins commencent leur mouvement
de z dans la direction —z. Durant ce mouvement, les couleurs bleu et rouge se fadent (les spheres
deviennent vertes) et montrent une intrication des spins.

Quand les spins sont dans des directions initiales différentes, ceci induit du désordre dans la chaine.
Tous les spins vont avoir un champ moyen total et des directions de précessions différentes pour chaque
spin. La projection des précessions suivant l’axe x, (I'axe du couplage) se "rencontrent". Les précessions
se génent donc, et induisent de l'intrication entre deux spins voisins.
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Chapitre 2

Théoreme adiabatique des matrices
densités

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la dynamique interne de chaines de spins et les effets
possibles du couplage sur la population et la cohérence. Afin de complexifier le modele nous allons
considérer un systéme quantique bipartite [110, 103] avec une faible interaction entre le systéme et
Penvironnement afin de réaliser du controdle sur le systéme (un atome et une chaine de spins).

2.1 Dynamique adiabatique et matrices densités

Dans cette section, nous donnons les prérequis nécessaires pour développer le théoreme adiabatique
des matrices densités.

2.1.1 Les théorémes adiabatiques usuels

Un des premiers théoremes adiabatiques en mécanique quantique fut introduit pas T. Kato en
1950 dans [47]. Nous pouvons citer aussi [14], [6] et [94].

Dans une hypothese adiabatique, les parametres de controle évoluent tres lentement par rapport
aux temps caractéristiques du systéme. Dans ce cas, I’état du systeme reste sur ’état propre instantané
ou le groupe d’états propres instantanés qui se déforment avec le temps et qui sont contintiment
connectés a ’état de départ. Ainsi le seul changement possible d’état dans une hypothese adiabatique
est lorsqu’un croisement de valeurs propres se produit.

Théoréme 1. Théoreme adiabatique standard
Soit s — H(s) une famille d’hamiltoniens auto-adjoints. On note s = % le temps réduit sur l’intervalle
[0,T]. On suppose que {H(s)}sepo,1)0nt un domaine commun dense' dans H, et que Uéquation

zh%UT(s) =TH(s)Ur(s) (2.1)

admet une solution s — Up(s) € U(H) fortement continue?. On suppose de plus que le spectre de H(s)
est purement discret (i.e. Sp(H(s)) = {€j(s)}j=1,...n) (le cas N = 400 nest pas exclu). On suppose
que
— les valeurs propres instantanées de H(s) sont des fonctions continues de s, et restent distinctes
(isolées) les unes des autres pendant la période d’évolution 0 < s <1
— Pj(s) € C*([0,1], B(H)) (Pj(s) étant le projecteur orthogonal sur Sp;(s) et B(H) lensemble des
opérateurs bornés de l’espace de Hilbert H)

1. c’est & dire que la fermeture du domaine est la totalité de I’espace de Hilbert. La fermeture étant définie comme
I’ensemble des vecteurs du domaine et les limites de toutes les suites de vecteurs convergentes du domaine (une suite du
domaine peut converger a lextérieur de celui-ci, sur son bord). Une suite est convergente si elle est de Cauchy c’est a
dire si pour tout € > 0, il existe n. tel que quelque soit p > 0, quelque soit 1 > ne, |[Yntp — Ynl] < €

2. topologie forte : A, S Asi limp— 4o ||(An — A)|| = 0, Vb € DomA,,
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Alors Vj
lim Up(s)Pj(0) = Pj(s) lim Up(s) (2.2)

T—4o00 T—4o00
Démonstration. voir [64] O

Cependant ce théoréme ne permet pas le croisement d’énergies et n’est associé qu’a une seule valeur
propre. Pour palier & ces problémes, nous devons nous référer au théoréeme adiabatique de Nenciu [69]

Théoreme 2. Théoréme adiabatique de Nenciu
Soit s — H(s) une famille d’hamiltoniens auto-adjoints. On note s = % le temps réduit sur l'intervalle
[0, T]. On suppose que {H(s)}geo,1) ont un domaine commun dense dans H, et que l’équation

zh%UT(s) — TH($)Up(s) (2.3)

admet une solution s — Up(s) € U(H) fortement continue. On suppose que

— il existe des fonctions réelles sur [0, 1], notées a;(s),bj(s) j=1,...,N —1 < 400, telles que

a;(s) < bj(s) < ajri(s) , V4, Vs
mln]mf(]() a;j(s)) >d>0

et
Sp(H(s)) = UjL; Sp;(s)
Spi(s) C] — 00, a1(s)]
Spi(s) C [bj-1(s),a;(s)], Vj=2,..,N —1
Spn(s) C |by—1(s), +o0[
— Pj(s) € C*([0,1], B(H))

— R(s,2) = (H(s) — 2)7! est différentiable par rapport a s et V6 > 0, IK5 € RT tel que

K

| | = e sz 24
Vz tel que dist(z,Sp(H(s))) > ¢
AlorsVj=2,...,. N —1
i Ur(s)Py(0) = Fy(s) Jim_Ur(s) (25)
Démonstration. voir [69] O

D’autres théoremes adiabatiques existent. Nous pouvons citer par exemple le théoreme adiabatique
s’appliquant aux cas présentant des croisements [14] et un nombre infini de croisements [44], le théoreme
adiabatique sans gap [6] et un théoréme adiabatique pour la mécanique quantique statistique [67]. Dans
ce dernier cas, il n’y a pas d’environnement perturbant les probabilités statistiques contrairement a
ce que nous ferons dans la section suivante. Le théoreme adiabatique pour la mécanique quantique
statistique est défini pour une matrice densité dont I’évolution est régit par I’équation de Liouville
(shp = [H, p]). Ce n’est pas ce cas que nous considérerons ici.

2.1.2 Transport adiabatique

La proposition suivante nous permet de connaitre 1’évolution de la fonction d’onde lorsque celle-ci
est soumise a une dynamique adiabatique.
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Proposition 1. Soit H(t) un hamiltonien auto-adjoint. Soit E,(t) une valeur propre non-dégénérée
de H(t) et |n,t) le vecteur propre associé (toutes ces fonctions étant C' par rapport a t).

U(t,0)|n,0)(n,0| ~ |n,t)(n,t|U(t,0) (2.6)

ot U(t,0) est une solution de l’équation de Schrédinger associée a t — H(t). On suppose qu’a t = 0
la fonction d’onde du systéme est telle que g = |n,0), alors on a pour tout t

¢(t) ~ e—lﬁ_l f(: En(t/)dt/e— fos(n,t’|6t/\n,t/)dt/’n’ t) (27)

S
Le terme e~ Jo (nat/ 1By lm.ydt

abélienne).

porte le nom de phase de Berry-Simon (ou phase géométrique adiabatique

L’approximation "~" dans les équations 2.6 et 2.7 signifie qu’il y a un reste en O (%)

Démonstration. voir [9] O

—ht [T B (t)dt

La fonction d’onde fait apparaitre deux phases. Une phase dite dynamique e " et une

_ s ’ I\ g4 . , .
phase dite géométrique e Jo (nat' 10y In.t') e . Nous pouvons interpréter la phase dynamique comme le

souvenir du temps écoulé. Pour la phase géométrique aidons-nous de la propriété suivante :

Propriété 1. La phase de Berry ne dépend que du chemin parcouru C dans M (espace des paramétres
de controle) et pas de la durée T' de ce parcours.

Démonstration. voir [9] 0

Nous voyons que la phase géométrique s’interprete comme le souvenir du chemin parcouru.

Le cas d’une unique valeur propre dégénérée a été étudié par Wilczek et Zee dans [105]. Cependant,
ce que nous venons de voir ne s’applique que lorsque les formules de transport adiabatique sont
associées a une seule valeur propre. Dans un cas plus général, il nous faut une formule de transport
adiabatique associée & un théoreme adiabatique caractérisé par plusieurs valeurs propres comme celui
de Nenciu. Cependant, dans ce cas les phases géométriques non-abéliennes ne commutent pas avec les
phases dynamiques [87, 97].

La phase géométrique n’est pas inhérente a la théorie adiabatique. En effet, les phases géométriques
existent aussi pour une dynamique abélienne non adiabatique [1] et sont dites de Aharonov-Anandan.
Les phases géométriques non-adiabatiques et non-abéliennes sont dites de Bohm-Mostafazadeh [11].

2.2 Théoremes adiabatiques forts et faibles

Dans ce qui suit, nous allons considérer un systéme bipartite, donc un systéme constitué de deux
sous-systemes que nous notons S pour le systeme et £ pour 'environnement. L’environnement sera
pris petit dans toute la suite de ce chapitre afin d’éviter tout effet de résonance pouvant survenir entre
le systéme et I’environnement.

2.2.1 Temps caractéristiques

Soit le systeme quantique bipartite d’espace de Hilbert Hs ® Hg gouverné par ’Hamiltonien
dépendant du temps
H(t) = Hs(t) ® Ig + Is ® He(t) + €V (t) (2.8)

ou Hs € L(Hs) est 'Hamiltonien auto-adjoint de la composante S, He € L(He) est 'hamiltonien
auto-adjoint de la composante £, V € L(Hs ® He) est opérateur de couplage entre S et £, et € € V(0)
est un parametre de perturbation avec V(0) désignant un voisinage de 0. Soient {up}, et {vg}g les
spectres purement ponctuels de Hgs et He. Pour simplifier le probléme, nous supposons que toutes
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les valeurs propres ne sont pas globalement dégénérées, c’est a dire que ces valeurs propres sont non-
dégénérées pour tout ¢t > 0 sauf (éventuellement) pour un nombre fini de moments isolés t.. A ces
valeurs propres, nous associons respectivement les vecteurs propres normalisés {(p}y et {€g}g.

HsG(t) = mp()G(t) G eHs, meR (2.9)
He(t)€s(t) = vp(t)ép(t)  &p € He, v €R (2.10)

ol les valeurs propres sont au moins C° et les vecteurs propres C' par rapport a t. Soit {Mglep le
spectre purement ponctuel perturbé de H et {¢ps}s s les vecteurs propres associés.

H(t)pos(t) = Nop(t)dop(t)  dpp € Hs @ He, g €R (2.11)
lim ¢ (t) = Go(t) @ &s(1) (2.12)
lim Ay () = po(t) + vp(t) (2.13)

(avec la limite de I'état quantique définie avec la topologie de la norme? associée a (.|.)). En utilisant

la méthode des perturbations de Rayleigh-Schrédinger au premier ordre d’approximation, nous avons
Ao = tp +vg + €Vigpg + 0(62) (2.14)

Ve
G =C®Es+e Y W @&+ O() (2.15)
(ex) () Mo~ He T V8 — 1y

ol Veypg = (Ce ® & |V |G @ €g). Nous considérons 1'équation de Schrodinger associée a la dynamique

du systeme bipartite
av(t
Zhdi) = H(t)¥(t) (2.16)
avec la condition initiale W(0) = ¢qq(0).
Du point de vu du contréle de S, plusieurs temps apparaissent

— T, la durée totale de 1’évolution (la durée du controle)

— 753, le temps propre quantique caractérisant la transition de S de (, vers un autre vecteur
propre (la période des oscillations de Rabi de la premiére transition impliquant (g, telle que
Ts = SUPyefo,7) MAXpza 7 i)

— 0¢, le temps caractérisant la perturbation de S par €

— Tg, le temps de transition v, <+ vg par oscillations de Rabi (7¢ = SUPye(o,7] MAX G2 W)

Si nous voulons que I’évolution soit adiabatique, il faut que les facteurs non-adiabatiques soient
négligeables

- (Gaal Hdvs)
(0,8) # (a,0)  (Baaldpg) = 2 (2.17)
Abﬁ - Aaa
ou le point désigne une dérivée par rapport a t et le prime une dérivée par rapport au temps réduit

5= (bac|dvs) désigne la propension du systéme & passer de Détat (b3) a I'état (ac).

h

(b,8) # (a, ) <<¢aa’(labﬁ>> = m

(6ol -l 61) (215)

Comme ((gbaa\%/]qﬁbg)) est borné, il faut que m soit négligeable

h h
- 2.19
T(og = Aaa) Ty — pta+ v — va + (Vg g — Vaaaa) + O(e)) (2.19)
h 1
- 2.20)
T(tt — fra + V5 — Var) 1 5 “Voprs—Vassaa) 2 (
(pyy — p Vg ) 1+ s — + (f)(6 )

h V - Vaa ax
- - Wosrs ) ) 4 o) (2.21)
T(:U’b_,ula"i_VB_Va) (ub_ﬂa+yﬁ_ya)

3. 4 si limy s yoo [t — ]| = 0
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Si Vb # a, infycpo 1) |16 — pal = O(1) (ceci signifie que 7s < 6¢, O(1) signifie une condition de gap
tres grande par rapport a €), alors

h _ h _ h6<%ﬁ755 — Vaoc,aa) + 0(62) (2 22)
_ o V3—Va Va—Va )\ 2 :
T = o) Ty —pa) (14 252) Ty, — pa)? (14 2222)

o . l/ﬁ—Va
' On pose A' = infyc[o, 7] MingLe MaXpL |1 + = o '
doit pas y avoir de résonance entre une transition du systéme et une transition de I’environnement
donc A = O(1). Nous avons alors

. Pour avoir une dynamique adiabatique il ne

o
T(Mp — Aaa)

2
< — .
< 7x + 7gexz TOC) (2.23)

I3 . . B . . .
avec 7§ = Supte[O’T] maXbia m et 0¢ = lnfte[O’T] mln(b[-})?ﬁ(aa) m. Sl T est choisi tel

que 75 < T, alors V(bB) # (ac), Iéquation 2.18 montre que |(paa|dps)) < 1. Les couplages non
adiabatiques sont donc négligeables, nous pouvons penser que le systeme reste projeté seulement sur
Pétat initial ¢gq(t) durant toute la dynamique. Ceci correspond au régime adiabatique tres fort qui
est associé a une évolution adiabatique de tout le systéme bipartite.

Maintenant si inf,c(o 7y mingsq [ — pa| = O(€) (ceci signifie que 7s ~ 6°, il y a quasi-croisement
des énergies), plusieurs cas apparaissent

— Sia# B et infieom |V — val = O(1) Péquation 2.19 devient

h h
= - p 2.24
T()\b,@ - )\aa) T(Vﬁ — Vo + 6(,UJb — Mo + ‘/bﬁ,bﬁ - Vaa,aa)) ( )
h he(ﬂb - ﬂa + %B g — Vaa aa) 2
— _ J ’ 2.2
T(vp = va) T(vg — va)? +OE) (2:25)

= 2 (infycpo, ) minpsta |6 — fia] = O(1)).

— Si a = f ou si il existe t, tel que vg(ts) = vq(ts), comme nous avons \yg = €(fip + Vi ,p3) alors

oll nous avons posé [iy

h h
T()\b,é’ - )\aa) B TG([L[) - ﬂa + %ﬁ,bﬂ - Vaa,aa)

(2.26)

pour tout ¢ si & = 3 ou seulement & t = t,.

Deux régimes apparaissent alors, le régime adiabatique faible (Te ~ 1 < T ~ 6 et le régime
adiabatique fort (T'e > 1 & T > 6°) tous deux caractérisés par

2
h < % + ;36 +0O(?)  pour a # B et si infycpo,7) Vg — val = O(1) (2.27)
T (Ao = Aaa) | = pour a = 3 ou si I, tel que vg(ty) = va(ts)
avee Te = Sup, MaXpa s 0 = infiefo,r) Mis) 4an) 7TV 05 Verar) ©F

TS = SUPye[o,7] NAXg E(ﬂb_ﬂa"l‘%z,bﬁ_vaa,aa) (le temps de transition p, <> up induite par Paction de
Penvironnement sur le systéme).

Si T est choisi tel que 6¢ ~ 7§ < T, alors Y(bB) # (aq), |(¢aaldps)) < 1. Dans le régime adiaba-
tique fort, comme dans le régime adiabatique treés fort, le systéme reste projeté seulement sur ¢qq (t)
durant toute la dynamique. Au contraire, si 17" et € sont choisis tel que 0 ~ 75 ~ T, alors V3 # «,
l(Pac|Ppa)l < 1 si nous supposons que 7 < T', mais [(Paa|dpa)| & 1. Pour le régime adiabatique faible,
I’environnement reste projeté sur ’espace engendré par le vecteur propre ., mais les transitions entre
I’état propre (, et le vecteur propre (; sont possibles a cause des transitions non adiabatiques induites
par £ sur S.

Pour résumé, il y a trois régimes adiabatiques
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— 75 K 0° et s < T, le régime adiabatique tres fort
— 75 ~ 0°et 0° < T, le régime adiabatique fort
— 75 et 6 ~ T, I’évolution de & étant supposée adiabatique (1¢ < T'), le régime adiabatique faible.

Dans le régime adiabatique fort et le régime adiabatique tres fort, S et £ évoluent adiabatiquement
par rapport au controle (et S évolue adiabatiquement par rapport & £ dans le régime adiabatique tres
fort). Dans le régime adiabatique faible, seul £ évolue adiabatiquement par rapport au controle, alors
que I’évolution de S peut étre plus riche. Nous pouvons noter que le régime adiabatique faible est le
plus intéressant du point de vu du controle quantique. En effet, en général, les problémes de controle
quantique sont caractérisés par la condition H(T') = H(0) comme nous commengons et nous finissons
avec le controle éteint. Ceci induit que ¢ga(T") = ¢aa(0) et dans le régime fort et tres fort nous avons
p(T) = p(0). Au contraire, grace aux transitions possibles dans le régime adiabatique faible, nous
pouvons avoir p(T) = Up(0)UT avec U € U(Hs) (ott U(Hs) est 'ensemble des opérateurs unitaires
de Hs). La réponse au probléme de contrdle consiste alors a trouver la modulation du contréle au
cours du temps telle que U transforme p(0) en peipe (ou au moins telle que ||Up(0)UT — peipel| soit
minimal). L’hypothese nécessitant que 1’évolution de £ doit étre adiabatique est naturelle dans ce
contexte, puisqu’il correspond a la nécessité que les transitions dans £ ne perturbent pas le controle
adiabatique en générant de la décohérence.

2.2.2 Les théorémes adiabatiques

Théoréme 3. Théoréme adiabatique fort pour les systémes quantiques bipartites

Soit [0,1] 2 s — H(s) = Hs(s) ® I¢ + Is @ Hg(s) + €V (s) une famille d’Hamiltoniens auto-adjoints
d’un systéme quantique bipartite tel que YT > 0, 1hW'(s) = TH(s)¥(s) ait des solutions continues
dans la topologie de la norme, et tel que V soit borné*. Soient {uy}y et {vs}s les spectres purement
ponctuels de Hgs et He et {(p}p et {Eg}p les vecteurs propres normalisés associés. Soit {¢wtsp les
vecteurs propres normalisés de H continuellement liés a {(, ® &}y 3 quand € — 0 (dans la topologie de
la norme). Nous considérons le cas ot V(0) = ¢aa(0). Par soucis de simplicité, nous supposons que
chaque valeur propre est non-dégénérée et que Hs et Hg n’ont pas de spectre continu. Nous supposons
les conditions suivantes

(i) Vb, B,s — wp(s) et s > vg(s) sont Ct; s — (y(s) et s — Eg(s) sont C* dans la topologie de la
norme.

(it) aucune résonance entre les transitions de S et € impliquant (, ® &, n'arrive, i.e. Vs € [0,1],
V(b5) # (aqr), pu(s) + vp(s) + Vop(s) # pa(s) + va(s) + €Vaal(s)-
(iii) les énergies perturbées de S satisfont a une condition de gap d’ordre € avec g :

inf min s) + €V, 8) — ta(8) — Vaaaal(s) = O 2.28
o0E ) oamin | 1ro(s) + €Vigon(5) — a(s) = Vanaa(s)] = O(€) (2.28)

Alors nous avons )
Vs € [0,1],  Paa(s)(s) = U(s) + O (T> (2.29)
€
avec Py (8) = |Paa(8)NPaa(s)| le projecteur orthogonal sur ¢aq -

Nous remarquons que nous pouvons aussi écrire Py, (s)¥(s) = ¥(s) + O (%) Pour le théoreme

adiabatique fort, 8¢ < T, donc € est grand. La condition (i7i) du théoreme adiabatique fort implique
une grande condition de gap pour les énergies perturbées du systeme. Dans ce cas, il ne peut pas y
avoir de croisement dans les énergies du systeme.

Démonstration. Vs € [0,1], (¢as(s))a,s est une base complete de Hs(s) ® He(s), donc

U(s) =) Cda(S)e_m_le: Aas(@)de 15 () (2.30)
4o

4. Un opérateur H est borné si ||H|| = sup,ﬂ% < 00



2.2. THEOREMES ADIABATIQUES FORTS ET FAIBLES 45

avec cgs € C.

A

h— =HU 2.31
h— (2.31)

1h dY

—— =HWV 2.32
:>Tds (2.32)

= ZZJ}E (Cdd( YT o Aas(@7 g (6) B T A (8)cas(s)e T T o M) g )
I

eas(s)e T o M@)o gy ) ZHch T [T Aas(o)da () (2.33)

—zfl N o)do —h 1 N o)do
Z(cda P 2O 5 (5) + Das(s)eas(s)e T oA g45(5)

d,0

1h —oh— 1 o) U —z -1 § o)do
+?Cd6(s) BT g Aas(o)d ) Z)\da s)cas(s)e”" T Jo Aas(@)d bas(s) (2.34)

= Y ds(s)e —th 1T [ Ags(o) o ché ﬂh*leos Aas(@)do 4t () (2.35)

En projetant sur elhileO Ao (J)da<<¢bﬁ(3)‘7 nous obtenons

n 1 (o (o2 g -1 N ag)— (oa g
S dys(s)e Tl Qos (I Aas(@idog, 5 Z% W Jy Qos () =Das(@)doyy, (o) |67 (s)) (2.36)

= chy(s Zc 5(5)e™ T Jo Qo (@)= Xas( Doy ()61, () (2.37)

En intégrant cette derniere équation par rapport a s, nous trouvons

) = sl0) =3 [ et m_lTIOG(AbB(CHd‘S(O)dCK%ﬂ(U)|¢>&5(0)>>d0 (2:39)

cas(o d (=T [7 (s(0)~Aas(O) )d() / J
= — 2.
= p(0) Z/O B 1] )‘bﬁ _ )\dE) do ( <<¢b5( )|¢d6(a)>> g ( 39)
Par intégration par partie nous avons

coals) = as(0) — [ (0 )Bn3(0) | Shg (0o

> ([ a5 (0 )bns(0) 165 () e’hleOU()\bB(C)—Ad(S(C))dC]S
(d6)#(bB) th™ 1T (Ao (o) — Ags (o))

s T[] O (O =Aas(9))d¢ cas (o) bns ()| dls (o) !
+/0 h=IT < Avs () — Aas(0) ) o] 240

0

Au premier ordre de perturbation nous avons pour (dd) # (a«)
_ 2
Aao — )\dé = g — pbd + Vo — Vs + €(Vaa,aa - Vd&,dé) + O(e ) (2'41>

A cause du gap et des conditions de non résonance, au moins | Agq —Ags| > O(€) méme si a = J ou si s,
tel que vs(s«) = va(s«). Toutes les autres quantités de I’équation 2.40 sont bornées. En effet, les vecteurs
propres étant, C?, ¢js et @5 sont bornés sur [0, 1] (supseqo 1] [|¢s!| < +00 et supsepo 1) [|dhsll < +00).
Les valeurs propres étant C!, N5 est définie et est bornée sur [0, 1] (Supsepo,1) [Agsl < +00), de plus



46 CHAPITRE 2. THEOREME ADIABATIQUE DES MATRICES DENSITES

cas < 1 est Ct (car cqs = e o Aasdo gy S| W) avec W qui est C! comme solution de I'équation de
Schrédinger ®). 11 suit que

cas{Ps|Pas)
h1T

SUPsefo,1] 1Pusl| ( 1 )
< = — .
— O(7 (2.42)

olt on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz (|(dns|Pas) < ||onsll-||das|| avec ||¢ps]| = 1 puisque les
états sont normalisés). Ceci implique que le troisieme terme de 1’équation 2.40 est en O (T%)

Note : la démonstration que nous faisons ici est la démonstration la plus simple du théoréme
adiabatique qui ne fonctionne que si ’espace de Hilbert est de dimension finie. Dans le cas contraire
et sous les hypotheéses du théoréme adiabatique (spectre purement ponctuel, vecteurs propres non
dégénérés) il faut aussi appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwartz sur les sommes sur d et 4.

Pour le quatriéeme terme de 1’équation 2.40

caslpooldl) \'_ _cislnold) |, carldislds)
YT (Mg — Aas) ) B YT (g — Aas) 0B 1T (Mg — Aas)

cas{naldlls) (Nop — Nas)caslPvp | das)

— 2.4
" =T (Mg — Ads) =T (Ao — Aas)? (2.43)
o lusl0) e 1641
Cas{Pv8|Pas < SUPse0.1] €451 SUPse(o.1] [1Pasll _ (1)
h 1T | A1T =0 T (2.44)
Cd5<<¢§;/3|¢515>> SUPse(0,1) ||¢25|| SUDse(0,1] |05 1
< ’ ; _ 4 _
BT | T 1T 0 <T) (2.45)
cas(ons|dls)| _ SuPsejo,) || basl| ( 1 )
< : - e .
AT | = ho1T OlT (2.46)
(Mg = A aslbs Bl | _ $uPscio.) Mg = sl 0Psefo 195l _ (1> (2.47)
h 1T n-1T T .

Ceci implique que le quatriéme terme de I’équation 2.40 est en O (%) Pour (b3) = (a«), nous avons

caas) = 1= [ canloWooalo) )il + 0 () (2.48)

et V (bB) # (aa) nous retournons a I’équation 2.38
s == ¥ [ el TR OO MO gy +0 (1) (249)
(dd)#(aar)

Nous avons la condition sur la somme (dd) # (aa) car dans I’équation 2.40 tous les termes sauf
les deux premiers sont négligeables. Notons que cqa(0) = 1 et cp(0) = 0. L’expression 2.49 étant

I’équation intégrale des séries de Dyson pour une condition initiale nulle, nous avons cpg(s) = O (T%)
Finalement, nous concluons que

‘IJ(S) _ Caa(s)e—z}‘rlT fOS Aaa(a)d0¢aa(3) + 0O <;E> (2.50)

o Jol(daa(0)|¢a(0) o

une condition 1n1t1ale égale & 1 (en effet, cette équation peut s’écrire M = —(baa(0)| P (0))caa +

(@] (T%) avec Cqq(0) = 1; la solution d’une telle équation différentielle est b1en une exponentielle). [

avec Cqq(s) = car I’équation 2.48 est ’équation intégrale d’une exponentielle avec

5. nous disons seulement que comme nous avons défini les ¢ comme des fonctions C2 sur [0, 1] et les A comme des
fonctions C*, ils sont dérivables. Donc leurs dérivées ne présentent pas de divergences dans [0, 1] (sinon les fonctions ne
seraient pas dérivables) et sont des fonctions bornées.
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Comme le régime adiabatique tres fort est obtenu avec un théoréme adiabatique usuel appliqué sur
le systeme quantique bipartite, il peut étre considéré comme un cas particulier du précédent théoréme

ou la condition de gap est plus forte et ou le reste de ’approximation adiabatique est plus petit, O (%)
au lieu de O (%)

La condition (iii) revient a dire que |79 — 6¢| est petit. Ceci induit que 75 ~ 6. La condition
T>0sT> % car 0 ~ O (%) En conséquence le reste O (ﬁ) doit étre petit.

Le théoreme 3 peut étre vu comme un corollaire du théoréme adiabatique usuel car leurs hypo-

theses sont tres similaires. Néanmoins, le théoreme 3 correspond & un théoreme adiabatique avec une

condition de gap laquelle est asymptotiquement faible (i.e. O(¢)). Le reste de 'approximation adiaba-

tique (O (%e)) est alors plus grand que celui de l'approximation adiabatique usuelle (O (%))

Théoréme 4. Théoréme adiabatique faible pour les systémes quantiques bipartites

Soit [0,1] 2 s — H(s) = Hs(s) ® I¢ + Is ® Hg(s) + €V (s) une famille d’Hamiltoniens auto-adjoints
d’un systéme quantique bipartite tel que VT > 0,1hV'(s) = TH(s)W(s) ait des solutions continues
dans la topologie de la norme, et tel que V' soit borné. Soient {p}y et {vg}pg les spectres purement
ponctuels de Hgs et He et {(p}p et {Eg}p les vecteurs propres normalisés associés. Soit {¢wt les
vecteurs propres normalisés de H continuellement liés a {(, ® 3}y 3 quand € — 0 (dans la topologie
de la norme). Nous considérons le cas ot V(0) = ¢aa(0). Par soucis de simplicité nous supposons que
chaque valeur propre est non dégénérée et que Hs et Hg n’ont pas de spectre continu. Nous posons les
conditions suivantes

(i) Vb, B, s — wp(s) et s — vg(s) sont C1; s — (u(s) et s — Ez(s) sont C? dans la topologie de la
norme.

(ii) aucune quasi-résonance entre les transitions de S et £ impliquant &, ne survient, i.e. Vs €
0,1], Ve, ¥(b8) # (car), lup(s) + v (s) — prels) — va(s)] = O(1).
(iii) les énergies de € satisfont une condition de gap d’ordre 0 avec vy

inf mi —u(s)| = 001 2.51
sel%yl]rﬁr;glw(S) va(s)] = O(1) (2.51)

(iv) [0,1] x C > (s,2) — R(s,z) = (H(s) — z)~! est fortement C' par rapport a s et pour tout § > 0,
JKs € RT, tel que ||R(s,2)|| < WE(S)W Vz satisfaisant dist(z, {\vg}p.8) > 0.
Alors nous avons
Vs €[0,1],  Pan(s)U(s) = U(s) + O <1> (2.52)

T
avec Poo(8) = Y4 |dba(5)Pba (5)]

Démonstration. Soient ,(s) = {Aca(s)}e et 01(s) = {Ag(s)}p,8a une décomposition du spectre de
H(s) en une part liée a v, et une autre, a son complémentaire. Au premiere ordre des perturbations
nous avons

Aea — Mg = fte — o + Vo — Vg + €(Vaaca — Vipp) + O(€%) (2.53)

Avec la condition de gap et la condition de quasi-résonance nous avons

inf dist(oa(s),0,(s)) = inf minmin A, — Apg| = O(1 2.54
nf dist(oa(s).02(s)) = inf, minmin Aee — 5| = O(1) (250
Nous sommes dans les conditions du théoréme adiabatique de Nenciu (la condition (iv) est une nécessité
du théoreme) lequel assure que durant toute I’évolution, le systéme reste projeté sur le sous-espace
spectral associé a la partie isolée du spectre o, = {A¢q }e. L’application du théoréme de Nenciu prouve
le théoreme présent, lequel en est juste une version spéciale. O

Nous notons que la condition de non quasi-résonance (ii) peut étre relachée comme une condition
de non résonance f14(s) + vg(s) # pe(s) + va(s) (permettant |pp(s) + v5(s) — pe(s) — va(s)| = O(e)).
De plus la condition peut étre supprimée si Veq ca(Sx) # Vigps(ss) pour s, tel que pp(ss) + vg(ss) =



48 CHAPITRE 2. THEOREME ADIABATIQUE DES MATRICES DENSITES

te(85) + Va(sx). Cependant avec ces conditions, le reste de 'approximation adiabatique est plus grand
et est en O (%) Néanmoins, le plus grand intérét de ce théoreme est le régime adiabatique faible pour
lequel % n’est pas au voisinage de l'infini (ot nous ne pouvons pas appliquer le théoréme du régime

adiabatique fort) et ou la condition optionnelle suivante est satisfaite : les énergies de S satisfont une
condition de gap d’ordre € avec pg

éfbfu min () — pa(s)] = O(e) (2.55)
L’hypothese (iii) nous dit que mingg|vg — vo| = O(1) = maxyg = lea‘ = 0(1), donc 7¢ =

O(1) & 7¢ ~ 1. Comme de plus T' € V(00) (ce qui signifie simplement que T est tres grand devant les
autres temps du probleéme), nous avons 7' > 7¢. La derniére hypothese (paragraphe ci-dessus) stipule
que |up — o] = O(€) = maxgy m =0 (%), donc 7 = O (%) Ainsi 75 ~ % et 75 ~ 6°.

L’hypothese (iii) implique que & évolue adiabatiquement par rapport au controle. A la fin nous
avons un environnement qui posséde un gap en énergie trés grand par rapport au gap en énergie du
systeme.

2.3 Transport adiabatique de la matrice densité

La matrice densité de S se définit comme
p(s) = tre|V(s)HP(s)| (2.56)

2.3.1 Régime adiabatique fort

Proposition 2. Formule de transport adiabatique fort de la matrice densité
Dans les conditions du théoréme adiabatique fort (théoréme 3), nous avons

s € [0,1] p(5) = paals) + O (;) (2.57)

avece pao = tre|dan($)Ndaa(s)| la "matrice densité propre’.

Démonstration. Par le théoréme 3 nous avons

U(s) = e T Jg Aoa(@)do— [ baa(@)l¢ta(@ Moy oy 4 0 <T1> (2.58)
€

Clomme {$ua(s)|dua(s) = 1,
005 000 () + (Baa ()| (s) = 0 (2.59)

= (Baa(5)baa(5)) = —(Paa(s)|Faa(s)) (2.60)
= (Baa()|baa(5)) = —(Pha(5)|Paa(s)) (2.61)
et donc (Paa|Pae) € 1R. On en déduit que [ (s)KW(s)| = [Paa (s)Nbaa(s)| et que ps = tre|daa (s baa(s)|+
O (4): 0

La fonction d’onde peut étre approchée par la méthode perturbative de Wigner-Brillouin. Cette
méthode stipule que

3 e ® &V G ® o)

c O(? 2.62
ottt e~y G B VTG @6y C T O (26

¢aa(5) = Ca ® ga + €
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_ (Ce @&V [Ca @ &a)
(Poelinal = (W Pl e M);(aa) fa = He + Vo — vy + €a ® &a| V|G ® £ ® W)
<<Ca®fa|v|<c®€>> 2
g («“‘ @l e(w);w) Ha — fe+ Va — vy + e ® AT AR <5”|) Ho[) o)
_ (e ® &1V ® &)
|PaciPaal = 1Ca) (Cal @1€a)(€al +6w§aa) fa — fio + Vo — 1y + €lCa @ Ea]VCa ® §a>>lcc><<a! ® |&y) (&l
{Ca ® &alVICe ® &)

+e [Ca) (el ® [€a) (€| + O(%)  (2.64)

(e7)#(ac) Ha = fe + Vo = Vy T €<<Ca ® £Q|V|<a ® ‘fa>>

Finalement

3 € ®&|VIC ® &)
() Z{ay Ha ~ HetVa = vy + e @ &alV 6o @ &)

(o ® &V ® &) (1
+ 6(07§aa) Mo — phe + Vo — Vy + 6<<<a ® §Q|V‘Ca ® €a>>‘Ca><Cc‘5aW +0 (ma (T€,€ )) (265)

p(s) = [Ca)(Cal + € |Ce) <Ca|5a'y

- (Ce ® EalVICa ® &a)
o) = Gl e e e eV G B 6

R v T o (L
+ C;L,ua_,Uc+€<<ca®£a|v|ga®§a>>lga><gc‘+O< a. (TE7 >) (266)

[€e){Cal

2.3.2 Ordre zéro du régime adiabatique faible

Soit {¢gs}a,s une base complete de Hs @ He

‘I/(S) _ ch(s(S)eflh*leO /\dé(S)ds(bd&(S) (267)
d,o
La démonstration effectuée dans le cas du théoréeme adiabatique fort (théoréeme 3) montre que

coals) = o3(0) = [ ens (oW () 6150

S q cas(0)bus(0)|035(@) w11 fo”@w(c)—xda(odc}
(d5)#(bB) 1h 1T (Nog(0) — Aas(0))

T [T (N (O)—A d
+/S e Tf() (Mg (€)—Aas(C)) Ci Cd5(0)<<¢bﬁ(‘7)|¢/d5(a)>> do (2 68)
0 Wh= 1T ds Mog(0) — Nas(0) )
Comme € < 1, Aga(s) — Ags(S) = pta — ptd + Vo — vs + O(€). L’approximation de |Agq — Ags| dépend de
ce que représente (dd)
— pour (dd) # (a«x) 'absence de résonance (condition (ii) de théoréeme adiabatique faible, (théoréme
4)) assure que |Aso — Ags| = O(1)
— pour ¢ # « (cas particulier du cas précédent) la condition de gap (condition (iii) du theéoréme
adiabatique faible (théoréme 4)) assure que |Ago — Aas| = O(1)
— pour § = « on peut avoir s* € [0, 1] tel que pg(s*) = pa(s*) = [Aaa(s*) — Ada(s™)] = O(e) =
T|Aaa(s*) — Ada(s¥)| = O(T€). Or Te n’est pas nécessairement au voisinage de l'infini.
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Ainsi les termes en ¢ pour 3 # o sont négligeables. Seuls les termes ¢y, pour b # a ne peuvent étre
négligés. 1l vient de I’équation 2.38 que

) = = T [ eaalo) TR OO D gl oo + O () 269

Introduisons maintenant les exponentielles ordonnées en temps 'I[;e et ’]I(Le. Celles-ci sont définies

telles que
s / s
(Te_ fo A(o’)do’) — _r]re— fO A(o’)do’A(S) (270)
— —
0
avec ']I_‘>e_ Jo Atoyde _ 1, et
s / s
<r]I<q_€ fo A(o)do’) _ —A(S)’]&‘ii fo A(o)do (271>
0
avec ']I(‘_ff Jo Aleydo _ ¢

A Tl’aide de ces exponentielles ordonnées en temps, nous pouvons définir le théoreme des représen-
tations intermédiaires stipulant que

s AT [ Aado! —n T [T Aqdo
-1 s s -1 s — |~ doTe 0 AqTe 0

Te— T [ Aado—[? Aado _ q~h='T [ Aadorp,~ Jo 4Te oTe (2.72)

“— — —

avec [Aalab = Maadap (
\

b
A = Zb,c<<b( )|<c(5)>

Jab dénote I’élément de matrice a la a-iéme ligne et a la b-iéme colonne) et

[
() (Cels)] € L(Hs)-

On pose [Kolpa(s) = TSy )‘b“da<<¢ba|¢ila))eﬂh_lTfos Aaad? o en utilisant les équations 2.67 et
2.69,
= Z cba(s)e_m_leos )‘bo‘(o)dggbba(s) (2.73)
b
-y {Tf I\ ffa]b T S Nal)de g (2.74)
b a

On pose [An]ap(S) = Aaa(S)dap

S U(s) =Y {q&em‘lTﬁf Aadope= KC«L Boa(5) (2.75)

b

_ Z [Tezth N Aadcr:| } [Te N i{a} . oa(s) (2.76)

— i
be

Ce qui donne par le théoreme des représentations intermédiaires

= U(s) =Y [']I‘e_mlT Jo Aado=[7 Kada]b Do (2.77)

-
b

avec [ oz]ab = (baa’(b a> Aon K € Mnxn( ) (n - dlm(HS)) Comme ‘Cb><<c‘¢aa> = ‘Cb)<€c’<a> ®
|£a> + O( ) - 6ca¢ba + O( )

= 0(s) = 3[BT TR A ] 16 G gua(s) + O (max (6) ) @79

b,c be
On définit 'action adjointe d’une transformation U sur une matrice densité p comme

W[U]p = UpUT (2.79)
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Proposition 3. Formule du transport adiabatique faible de la matrice densité d’ordre 0
Dans les conditions du théoréme adiabatique faible nous avons Vs € [0, 1]

_ s +(0) s 1
p(s) = A {'Jl‘e_m T [y Bo”(0)dope— A(O)@d”] Pac(s) + O (max < e)> (2.80)
— — T
avec le générateur de phase dynamique d’ordre zéro défini comme

ZAba )IGo(9)){Go(s)] € L(Hs) (2.81)

et le générateur de phase géométrique d’ordre zéro défini comme

A (s) =3 (G (8)ICLNIG(5)) (Ce(s)] € L(Hs) (2.82)

b,c
Nous trouvons des phases géométriques a valeurs opérateurs.

Démonstration. Afin de démontrer la proposition 3, nous allons d’abord démontrer le corollaire sui-
vant.

Corollaire 1.

Z [Te—zﬁleos AadU—fOs KadO':| ‘Cb)(Cc’ —e f fa‘§a>d0'-]r —h™ 1Tf E dJT f A(())dO' + O(G) (283)

— — —
be

avec [Ka]ab = <<¢aa|¢ga>>'

Démonstration. En utilisant le corollaire annexe D, nous obtenons

5 [,g‘_em—leos Aado— [ Kada] DG =Y [']I‘e IN ng] hr_e I Kado:| . 1y (2.84)

be be f bf
-3 Tk ) 3 e o] el
(2.85)
avec X = 1TA, + K, — Te™ Jo Xdo g (11;_6 Jo Xd”) -
— Nous cherchons Y € M, (C) tel que ’]I;e_ZhileOS B do _ b {']I;e_ b ng} 1Co) (Cal-
(1{1‘_@‘”1@ N Eg%a)/ _ —Zﬁ_lTEéO)?_e_lhilT [ EQdo (2.86)

= —h ! e fosYdU = — e_fos Ydo
TEQ S [T ] ol =3 [ k] e

k) b’d

e oY g o= Jo Ydo (2.
R [z b, e > Tk Gl @8

> T N [T R el = [y k) (6l

bd b,d

e oY g o= Jo Ydo (2.
+ b%; h‘— ]bd ) (Cal + b%; ['E Ld Co) (Cal  (2-88)
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= {zh‘lTAﬂ;e_ Jo Yda]bd G){(Cal =D {YTj_ Jo Yda} . 1) (Gl

bd b,d

+ Y [re k) gl + Y [T k) cleia) (28

b,d,f b.d,f
N _m—1TAaP]£6— Jy ydo _ —Y’JI}_ IN Ydo | IO( Pﬂf_ JyYdo _ ']I;e_ Jy Ydo IO( (2.90)
car
(CalCr) = day (2.91)
= (Cal¢r) + (Caly) = 0 (2.92)
= (CalCr) = —{CalCh) (2.93)

avec [Io(]df = (CalC}), Ke Misen(C)

=Y =i A+ K —Te~ Jo Ydo & <11:; Jo Ydf’)l (2.94)
Mais
[Kalab = (Paal $ha) (2.95)
= <Ca‘<l/)> + <§a’€g>5ab + 0(6) (296)
= Ko =K +7a + O(e) (2.97)

avee Mo = <€a|§g¢> € 1R, et
(o} S o s -1
X =i Thot K ~Te Jo X7 i (@afo Xd") +O(e) (2.98)

=Y =X+ O(e) (2.99)

Donc . o
Tl (GGl =T TR 00 (2.100)
bd = bd =

s (0) s
— Nous cherchons Z € M,,x,(C) tel que Te™ Jo Aa’do _ Ste {']Igz_ Jo Zda] 1Cr) (¢l

fc

s 20, \/ s 4(0)
= (’]I‘e_ Jo Aa df’) = e Jo Aa"do 4O (2.101)
— —

CGIAD = 37 | ~zTe b 70

fe fre

+Z [']k—fodea
fie

-y |:1Iw_ef05Zda

f?c

) (Cel
fc

’C}><Cc‘ + Z [F]I;e_ fos Zdo
fe f.c

CrHC (2.102)

fc

Nous avons A = > 00 (ColCE)Cb) (Cal- Donc

= — T — |y Zdo IO(C _ _7T ~J¢ 2do :
= i fc< )66 fZ[ re e
SO I TR ol ] B Y PTG RCALS
frc.9 fe g fe
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:>—']}l?_foZda}%:—Z'];_e_fOZdU—i—f%'](If—fOZda—’]E_foZdaf%

= Z =K= Ko — 10+ O(e)
D’ou .
y S / s (0
> [lr_e_ J KadJL Cp){Cel = e Jo (eltidome=Jy Aade 4 o)
f’c c

Revenons a la démonstration de la proposition 3. Nous avons donc
_ [ ’ =17 [ g® _ 5 40 1
\I}(S) —e fO <€a|§a>dUTe 1h TfO Ea dUTe fO Au dU(ng(S) + O (maX (7 €>>
— — T
et ainsi

- s p(0) s 4(0)
p(S) — tl“g"l’>><<\l" — ’H<;€_zh le() By da’Te— f() Ay do’paa(s)

—

93

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

s ,(0) T _ s (0) T
« (’]:Eg fO Ay da) (T[;_elh 1Tf0 Ey da) (2108)

O]

A Dapproximation d’ordre zéro, il ne reste donc plus aucun élément associé & £, mis & part dans
Aba- Apa €st donc le seul souvenir de £, et se trouve dans l'expression de la phase dynamique a
valeurs opérateurs. Nous avons vu que T'e n’était pas négligeable dans le cas du théoréme adiabatique
faible. Ainsi il n’est pas possible d’approcher Ay, par une approximation d’ordre zéro dans la phase

dynamique.

2.3.3 Régime adiabatique faible du premier ordre

Proposition 4. Formule de transport adiabatique faible de la matrice densité a l'ordre 1
Dans les conditions du théoréme adiabatique faible (théoréme 4), nous avons Vs € [0, 1]

_ —h~ T fs E&l)(a)da — fs A‘(ll)(a')da l 2
p(s) =2Ad {TI{‘_e 0 Te™ Jo Paa(s) + O | max 7€

avec le générateur de phase dynamique défini comme

B = 3 (Nua(9)8c = Finin()) 1626 6D (9] € £0Hs)

b,c

et le générateur de phase géométrique de premier ordre défini comme

AD(s) = S 1D NI () (Gl (s)] € L(Hs)

b,c

avec

Via,ba ()
Cba ( + edz;é:b Mb d(S) + €%a,ba(5) Cd(S)

(1) . Viy.ca(5)(€a(5)I€](5)) (1 — Gpe)
nabc( ) < ( |£a 5bc + ’Y#Za /.Lc Mb(s) T I/a(s) — ]/,y(s) n 6‘/0&70&(8)

+edy Voarey (8) (§4(5)1€4 (5)) (1 — de)

2 (5) = 11e(5) + Vals) — 2(5) + Vi)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)
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Démonstration. Comme pour la formule & 'ordre zéro, nous avons

U(s) = ; ['H}_Zh_leos Aado— [ Kado’:| . bpa(s) + O (;) (2.114)
= 5 Uaslwlenl b+ © (7 (2.115)

(1) V|G @Ea o ,
Soit Cba Cb + € Xzt Vidabala avee Vi po = 5= /.Ld+1§f1<d§y£l|5 <<|§l;§§a|>‘>/|<b®£ - En utilisant un dévelop-

pement perturbatif du premier ordre basé sur la méthode de Wigner-Brillouin, nous avons

oo =G @te Y. Vipala®& + O() (2.116)
(dy)#(be)

— (W@t e S Varnala ® & + 0() (2.117)
y#a dzb

|Gpabeal = (\c(”> D) +e S Viypll) ® m)

7750 d#b

(<C§é’!®<§a|+e 3 Vd'y,ca<<d‘®<€7‘)+0(62) (2.118)
ket

= ‘¢bo¢>><<¢ca’ = |<{Ei)>< (1)| ® |£a> £a| + € Z de bo¢|Cd><Cc| & |§'Y><£a’

YF# o, d#b
Y Viyeal@) (Gl @ €a) (6] + O(?)  (2.119)
yadte
[Ppadbealdan = IGWCRICN) ® 1€ T S VaysalCa) ® 1€4)dac
#ad#b
Y ViycalG) © [€a)0addar + O(e?)  (2.120)
vadte
= |¢ba>><<¢ca|¢aa = |§l§c1x)><gca |Caa> ® |§ Z Vd’y ba’Cd> & ’£7> ac (2121)
v#ad#b
Or
G a0 = G CDIEE) @ €a) +IGNCDle Y. Vayaalla) ®16) + O3 (2.122)
v#a,dta
= (VDI ® [€a) +1GMCle Y. VimaalCa) @ 16,) + O(€) (2.123)
viadta
= 1IN @ 1€a) + € 3 VeyaalG) ® [6,)(1 = 8ac) + O(2) (2.124)
YFo
D’ou

= | SN bealBaa = 1GECD Gan — € 3 VeraalG) @ [6)(1 = Gac)
VF#o

Y Viybala) ® €)0ac + O(€%)  (2.125)
y#a,d#b
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= |dpaNbealdan = GNP baa —€ S VeydalGo) (Cal bay
y#a,d#c

+e Y VaysalCa){Celday + O(*)  (2.126)
Yo, d7b

En utilisant I’équation 2.115, nous trouvons que

Z Uabc|Cba <Cba |¢ao¢ — € Z Z Z UabeV, cy, da’€b> <Cd|¢afy

b,c d#cy#a
1
+ ez Z Z Uabe Ve palCa) (Celpay + O (max <T’ e2>) (2.127)
b,c d#b~y#a
1
= U(s) = Undua +€ > WyarUa] $ay + O (max (T, 6?)) (2.128)
YFa

avec les opérateurs de Hs : Us = Yo Unbel G ) (G| et Waa = g Sy Virsa SIS

[N | = (Z/{a‘d)aa» +€ Z [anvua] |¢a“/>>)
y#o

x <<<¢aaru; e Yl [ul WM) +0(max (.¢)) (2120)

yFo

= [UNY| = UalPaoMPaaltld + € D WaasUal [Ca) (Cal @ [€5) (Ealth]

Yo
e 2 Ul Gl @ o) 6 ] + 0 (max (1)) (2a30)
Ainsi
pls) = tre [NV | = Un ool + O (max (1.%) ) (2.13)
= Unpaald) + O (max (; 62>> (2.132)
Uo =3 e e TG (2.133)
Mais

[Kalpe = (Braldca) (2.134)

= (Boalhe) = (< W@ (Eal €3S VarpalCal © w)
o difb

x (|<£32/> ® [€a) + &) @ 1€0) + € 32 D" Vi calCa) @ 16) + € D Y Vayen (160) @ 16) +1¢a) @ m)) O(e)
vHade v#ad#c
(2.135)

= (Boaldia) = (CI1CDY + (€al€l) + € 303 Vi balCalCe) ® (&1€0)

yF# o dF#d

+€D> D VarealllCa) ® (€al€) + O(*)  (2.136)
y#a d#c



56 CHAPITRE 2. THEOREME ADIABATIQUE DES MATRICES DENSITES

= (Bral D) = (Gia ICED") + (€al€h) + € D" Vi cal€al€)) (1 — 04c)

yFo

+e Z ch,ba<§’y|§/a>(l — Ope) + 0(62) (2.137)
YF#o
= (Boal @) = [Kalbe + ' + O() (2.138)
[Kalbe = (o 168") (Ka€ Maxn)
D’apres le corollaire annexe D nous avons
_ —h T [° Agdo— [ Kodo (1)
ua_bz[ﬂge oAl ] o)D) (2.139)
=S [ hxe] Jre k] e+ o) (2.140)
bde - bad L

=3 [pe o] |<é?><c§2|z[wge—f5f“d“] N+ 02 (21a1)
b,d bd fic

S fe) S 71
avec X = b~ 1TA,, —1—7]&)—# Ka 'Hf_fo Xdo Ko <’]£e_fo Xd“)

_ s (1)
— Nous cherchons Y € M,,,,(C) tel que ’]I(‘_eﬂh T [§ Ea'do _ S b

Tefe] 1)

<

_ s (1) / - s (1)
(Tem ' [ B d”) = i TEW e T J Bl (2.142)

=S - 'TEW [']I‘e_fosYda} Wyt [_me—fjws} 1)y (e
2 I 16 (Gl =32 | YT 16N G

b,d b,d

n Z [’]I<‘_e fos yda':| |Cl§;)/> <Cc(l¢11)‘ + Z [']I(‘_e fos Ydo:| ’Cba >< (1)/| (2143)
b,d bd b,d

2> (o Tha =) T R G = X v me ] i)

b, b,d

+ 3 [Tk e+ X [T ki) @i

b7d7f bvdvf

= (=th ' TA, =) Te JoYdo _ = —YTe JoYdoy g Te™ JoYdo _qe=J¥do g (2.145)

—

o s o s -1
Nous avons donc Y = 1h~'TA, —1—17((11)—}— Ka —’]I;e_ Jovdo Ka (T(T_e_ Jo Yda) et par comparaison

avec la définition de X nous avons Y = X. Donc

s )
S el ey = pe TN e (2:146)

b,d

s ,(1) s
— Nous cherchons Z € M,,»,,(C) tel que 'Ile* Jo Aa’do _ > fe [’Ee Jo 2do

. ISRl

s (1) ! s A1)
<T€_ f() Aa dg) = —Te_ f() Aa dUAgl) (2147)
— —
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\<“>><<§23|

(D /(1)) 4(1) _ _ — % Zdo
fc|<fa>< co ’Aa _Z{ Zr]ge fO

fie
+ Z [Te Zda}

= 72 |:’}£6_f082da
f?c

lsl 1>|+Z[T€ °Zd“} Chad(cl] (2.148)

C

- Z |:r]<r_€—fOSZd0'

[Kalegl (SR =3 [_que—fo Zds

\<<2><<§32|

fieg fe fie
— [?zd 1 Zd 1
+ Y [pedom| DI+ X [pedo %) (cieiieiie (2.149)
f.eg fe f.eg fe
= —Te Jo 240 fro— —zTe Jo 240 g Tem Jo 240 _ e Jo 240 i (2.150)
— +— +— —
ceci implique que Z = [O{ «- Alors
— [*Kad AWV
) {Tj Jox ”] Cha) (¢ =Te ~Jo Astdo (2.151)
f?c
D’ou
— s (1) s ()
Up =Te ™ T Eq e Jo Aa’do 4 o2 (2.152)
En injectant cette expression dans I’équation 2.132, nous retrouvons le résultat attendu. O

Nous notons que nous avons utilisé la méthode de Wigner-Brillouin pour la théorie des perturba-
tions car le régime adiabatique faible ne nécessite pas que s <« T' et permet le croisement des valeurs
propres de S. Cette méthode nous permet d’éviter des divergences dans la série perturbative induites
par ces possibles croisements.

La partie non-diagonale de E& ) inclut un générateur de phase géométrique associé a & : 77& ). Ceci
vient du fait que E&l) joue le role d’'un Hamiltonien effectif de S habillé par £.

2.3.4 Régime adiabatique faible du second ordre

Au second ordre des perturbations

Ve b8

=G ®E+
g = @E+e D ot vy =

(en2b8) P

Vias,cy Veryb8 — Vey 58V
e 2 T Ca® &+ O(3) (2.153)
(5120 oy o) (L6 — V5 — V) (i — e + v — )

Cc®£7

Cette approximation n’est pas normalisée & l'ordre €3. Par soucis de simplicité nous choisissons d’uti-
liser une base biorthonormale définie comme suit

<<¢z'y‘¢bﬁ>> = 5cb67ﬂ + 0(63) (2154)

Une telle méthode permet de définir un générateur de phase géométrique correct [98, 102]. La base
biorthonormale est caractérisée par

<<¢ZB| = <<¢b,3’ — ¢ Z XbB,C’y<<Cc & E’y‘ (2.155)

(e7)
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avec
Xopey = Z (o — Vbﬁ’dév‘f’w - Vdé_,cvvcv,c’y - (1= 63e5,)
(@) (He = 1o+ vy = V) (He — pia + vy = v5)
b Y el I (1 — gy,
(a8)£(bs) b~ He T VB Vo) (p — pd + v — vs)
+ > Vas,cy Vo, ds (L Guds) (2,156

(d8)£(bB) (:uc — pa + Uy — V5)(Mb — Ug + vg — V§)

Vérifions en calculant (@7, [¢pgs)-

« _ Ve v
<<¢c’y‘¢bﬁ>> = (Cc ® &1 ® (a) + (Cc ® &y |€ (xg)z#:(bg) 1y — fa + V5 — Ve |G ® &)

Vis.we Ve — Ve vs Vi
e Z 3 45,06 Ve v — Ve b8 Vo s 1 ® E9)
(d8)#£(bB) (z€)£(bB) (Mb_/'bd—"_yﬁ_Vé)(/'l/d_/“tz—’—yﬁ_l/&)

Vx C
te Z o — 10 izv f\\x®§f|€b®§/ﬁ>>
(@) #(ey) 7€ v

Ve 13 Vs,
. ) (i (i ® &l¢a ® &
(xf%bﬁ) (d6§c»y) (Nb — Mg + Vg — V&)(,Uc — g+ vy — Vf)\\ d 5| >>

Vdé z{vmﬁ cy T ‘7:55 C'y‘_/C'y cy
+ T e {Ca ® &G ® &a)
(dé)z#:(w) (xf)%;(cv) (fe = pra + vy = v5) (pe — po + vy — V)" §

Vey,we Vae,ds — Ve s Vas,ao
_62 v,z §,d ¢, ’ 1—50(55C®§6C®§
%‘;(wé)%:dé (Ba = pre + Vs — vy)(Ra — pa + Vs —yg)( 105 ){Ca ® &51C © &p)

Vit ds Ve o6 — VeraeVe
— €2 x€,ds Vey,x€ cy,z€ Vey,ey 1 — 6eqs0~6 )Ca @ &5 ® €
% (af%C’Y) (:U’c — Uq + Uy — V5)(Nc — Wy + Uy — Vg)( ol )<< ‘ fg))

Vie as V.
- s 1 — 040 ® Q&)+ O (2.157
%5: (mg)z?g:(c,y) (Md — Mg + Vs — Vé)(ﬂc — pg Uy — Vé)( d 55><<Cd 56’({; §5>> ( ) ( )

, Very,aeVaevs — Ve psVop s
= (0% D) = 6ebdp + € .28 "%, 22008, (1 = 6peboyp)
K 8 " (zﬁ%bﬂ) (Hb — Hc =+ Vg — V’Y)(Nb — Mz + vg — Vﬁ) P
Ve Vs,
+ € do,b8 Vdé, al (1 — 5db5,56)
(d8)#(c) My — Hd + Vg = Vs e — Hd + Vy — Vg
e Z ‘_/bﬁ,rivx&cv — @xé,cv‘_/cmcv (1— 8pe03 )
(w6 () (He = Hb+ vy = V) (e — pra + vy — ) !
RS VeyagVag bp — VaebsVos 8 (1= 505)
(w6 Ziv) (o = He v = v) (1o — pto + v — ve) !
_ 2 Z Vae b Veywg — VeyaeVey,en (1= 640 B)
(ar ey e Ho F 1 = V) (fte = pa + vy = ) !
Vie ppVey o
—& Y $:08 Teyag (1= 0apdes) + O(€%)  (2.158)

(26 Z(ey) Ho — Ha + V5 = V) (e — Ha + vy — V)

Finalement

= (b5, |dv8) = eb03 + O(€?) (2.159)



2.3. TRANSPORT ADIABATIQUE DE LA MATRICE DENSITE 99

Proposition 5. Formule de transport adiabatique faible de la matrice densité a ’ordre 2
Dans les conditions du théoréme adiabatique faible, nous avons Vs € [0, 1]

s) = A0 U, 533 e A0 Wsa (8)Ua(8)] [Ca(8)){(Cals O | max 1,63 2.160
P8 = 30 Ua(5] o205 + & 37 20 s 51n ] o) o) + (max (7.¢8)) (2100

Up(s) = Te T Jo B @doq = [§ AL (0)do (2.161)
Wia(s) = 33 Vheals) 0 cyvie (o)) (2.162)

d C;éd ca,d&(s)
avec Aca,ds = He — Pbd + Va — Vs + €Veaca- Le générateur de la phase dynamique du second ordre est

E2(5) = 32 (D51 = i0(0) ) 62 ()G (9] € £03s) (2.163)

b,c

et le générateur de la phase géométrique du second ordre est

AP () =Y <<cba (IR )+ 3230y e hess () <<f<s>\<g<s>>)

b,c d#c f#bd#a COc d5(8 Aba,fé( )
2 NP ()] € L(Hs) (2.164)

avec

da Jba Vda ea ea ba — Vea ba%a,ba
¢?=¢+ > ey Ca (2.165)

d;éb ba,da d£b e£b Aba daAba ,eq

—VineaV
*(2) — C +e ca,fa C + 62 ea da co,eq ca,ea Vea,co Cd
< ‘ C’ ]%é:c ACO‘ fa | (%é:c gﬁ:c Aca daAca ea < ‘

ca avaea_vaea‘/eaea 1_666
—6222 JkaVk k )( )<<e|

¢ kte Aea,caAea,ka

(Vka,ea‘/ca,ka - ‘/ca,kavvca,coz) (1 - 506)
—€2D (€|

e ktc Aca eaAcoz ka

_ 62 Z Z Z Vk'y eaVea ey ( - 61@@) <<e| (2166)

e ktcyta ea k'yAca,k'y
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nabc <§Oé‘§a 5bc +e€ Z VEH;CO‘ ga’é.(;)( 5bc) T Z %a,UY(g'Y’féc)(l - 5bc)

S#a Acoz,b5 . Aba Neat

+ 62 Z Z Z Vd5 ca%a d’y(l - 6db> <§’Y’€6>

dtcdta ca,d&Aba,d'y

%5 6¢V:3¢> ca Veqb caVea coz) (1 - 5bc) <§a’f(/5>
+ €2 d d ’ ;
(% gcd;l Aca,béAca,e¢

+ 2 Z Z V;Ja,dvvda,ca(l - 5db)<€7’§é¢>

7#04 dtc Aba,dyAda,ca
2 e¢ cé%a edp — %a,ed)‘/ba,ba) (1 - 61)0) <§5’§;>
e (SZZZ AbachAbae(;S
#a e#£b pFa ) )
9 ba ey k'y cp — Vk’y,cqﬁ‘/czb,c¢) ( 5 (bev),(co) ) <§¢|‘£a>
> ) Z N
p#a ktcyEda o baZed ky
9 k’y,cqﬁ ba N %a,k’y%a,ba) (1 - 5 ba) ch)) <£¢’£/ >
—¢ Z Z Z ApacoDoak
o kb oncp basky
Vk [¢ Va ( )<§ "SI>
2 v,c9 Vba,ky ?lSa
LYY Y i Ab - (2.167)
b0 kb o o,k Sbacky

(2)

Paa €st la matrice densité corrigée définie comme

Vira 1)
paa _paa+€2222 CadV dv, Ziad’y ad)Kc><<a’

¢ dicrta cozd7
Vd aVaa,d _5ad
rEY Yy Hukelen Bl (g
[ d#cr#Fo x&yTaq,ey
aa (5‘/061104( _5ac)(1_5a )
—e Y e P16 (¢ (2.168)
of 0a aa, fé R aa,cd

La démonstration de cette proposition est similaire a ce qui a été fait pour les ordres précédents.

2.3.5 Le cas du bain thermique

Dans le cas ou £ est un grand sous-systéme, il peut étre intéressant de le considérer a s = 0 comme
étant un bain thermique, c’est a dire que &£ est décrit par la matrice densité suivante

¢~ BHz(0) o~ Bva(0)

PB = T = Z ‘ga( )>< a( )’ (2‘169>

avec 3 = k 7 la constante de Boltzmann, T' la température du bain et Z = trge™ BHe(0) 14 fonction de
partition. Sorc pu € L(Hs @ He) la matrice densité de la solution du systéme bipartite de I’équation
de Liouville-von-Neumann

1h

TPul(s) = [Hs(s) @ Ie + Is © He(s) + €V (s), pu(s)] (2.170)

Bl’a( )
pZ/{(O) = Z ‘?baoc( )>><< aa(o)‘ (2‘171>
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Nous avons trgpy(0) = pg + O(€?), impliquant que £ est bien un bain thermique. La solution de
I’équation de Liouville von-Neumann est

o~ val0)
pu(s) =D ———1¥(aa) (ST (aa) (5)] (2.172)

«

ou W, est la solution de I’équation de Schrédinger %\I" = HW¥(,,) avec la condition initiale

ax)

¥ (40)(0) = Paa(0). A la limite du régime adiabatique faible, nous avons

p(s) = trepu(s) (2.173)
—Bra(0) s s
e Z i1 M (Vdorm — D (Vdo 1
= za: Tma |:r]<r_€ h Tfo B (0)d ’]E)e fo Ay’ (0)d :| paa(s) +0 (max <T762>) (2174)

2.3.6 Croisements de valeurs propres dans le régime adiabatique faible

Une des conditions du théoreme adiabatique faible est que les valeurs propres de £ ne se croisent
pas. Cependant dans la réalité ceci n’est pas toujours le cas. Supposons donc que les conditions du
régime adiabatique faible soient satisfaites sauf en s, olt v4(s«) = v3(s+) (en supposant qu’aucun autre
croisement ne survienne). La fonction d’onde initiale est

¥(0) = ¢aa(0) (2.175)
Le transport adiabatique nous permet d’obtenir pour s > s,
U(s) = /1 —=pUs@aa(s) + /Pe?Uspas(s) (2.176)
_ s (1) s A1)
avec Uy = |Te ™ 1T [y Baldopg= fy Aa’do , & cause des transitions non-adiabatiques induites au voi-

— —
sinage de s, par les croisements. p est la probabilité d'une transition non-adiabatique de &, vers &g

induite par le passage par le croisement et ¢ est la différence de phase accumulée pendant la transition
non-adiabatique. La matrice densité devient pour s > s,

p(s) = tre| W (s)¥(s)] (2.177)

- s (1) s 4(1) - s (1) s 4(1)
p(S) _ (1—p)9/l0 |:r]<r_e—lﬁ 1Tf0 E, dJTe_ fO A d0':| paa(S)—Flea |:r]<r_e—zh 1Tf0 Eﬁ da'.]zg— fO AB d0:| paﬁ(s)

—

) s A1)
1_ D T [°E, danfA, do
+/(1—p)pe wﬁ[g 0 Te™ Jo
) s A
+ /(1 . p)pe—upﬁ%iba |:1£€—zfz, 1Tf0 Eq dcrql;e— fo Aq do:| Taﬂa(s)

+0 (max (; 62>> (2.178)

Taap(s)

ou A0 [Us]r = UaTUg et
a»f

Taap = tg|Paa{Pas] (2.179)
V;)B ac
= TgaB = € ) ;
’ ;l Pa — Hd + Vo — V5 + €Vaaaa Ca) (Gal
Vaﬁ do 9
e ’ |Ca)(Cal + O(€%)  (2.180)
;1 Pa — d + Vg — Vo + EVaﬁ,aﬂ

Le croisement des énergies propres de £ induit un effet de décohérence dans la matrice densité de

S appelé décohérence cinétique car il est induit par la variation du systeme de contrdle par rapport

au temps. En pratique, il peut étre difficile de calculer p explicitement, mais si nous supposons que

Vs € V(s«), vg(s) — va(s) = N(s — s4) (N étant une constante) et que Vo4 est indépendant de s,
Te2v2

2t aa,af

alors p peut étre estimé par la formule de Landau-Zener [56, 109] p = e 2R
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2.4 Exemples

Dans cette section nous nous intéressons a deux exemples de systémes quantiques bipartites : le
controle d’un qubit interagissant avec un champ laser et d’un spin au milieu d’une chaine de spins.

2.4.1 Controle de qubits atomiques
Le modele

Considérons un atome a deux niveaux S interagissant avec un champ laser. Cet atome est gouverné
dans I'approximation de 'onde tournante & un photon par I’hamiltonien suivant

h 0 Q(s)er(s)
Hs(s) = 3 <Q(3)5W(3) (22(3) ) (2.181)

avec §)(s) le produit entre l'intensité du champ électrique et le moment dipolaire de l'atome, ¢ le
déphasage du champ laser et A le detuning (le gap d’énergie entre les deux états des atomes moins
Pénergie d’un photon du champ laser). Ce systéme peut représenter un atome soumis & un champ de
contrdle pour former par exemple des portes logiques.

Un autre atome (qubit) £ est en contact avec le premier et est gouverné par ’'Hamiltonien suivant

He = <O 0 ) = e ) (2.182)

0 hw. 2
(04,0y,0;) sont les matrices de Pauli. L’interaction entre les deux atomes est supposée étre

Voo i 0 13
i o V3 0

eV =c¢ 0 Vi 2V b (2.183)
Vi 0 Vo 21
Vi Vi Vs
=e(2°l®(l+az)+vof®(l—az)+21%®(I+az)+;am®(l—az)+vgax®ax>
(2.184)

avec € un parametre de perturbation. Les deux premiéres lignes et/ou colonnes sont associées aux deux
états de S et a I'état fondamental de £ et les deux dernieres sont associées aux deux états de S et a
I’état excité de £.

Nous introduisons un changement de variable des paramétres de controle r(s) = 1/Q(s)? + A(s)? et

0(s) = arctan %. Les valeurs propres et vecteurs propres des deux composantes du systeme bipartite

sont
to(s) = gr(s)(cos 0(s) —1) (2.185)
pi(s) = gr(s)(cos 0(s)+1) (2.186)
I 2.187
Gols) = e~ 1P (s) sin@ (2157
10(8) o 0(s)
Gi(s) = (e SDCOSS;?S) 2 ) (2.188)
2
avec
o = (2.189)

vy = hw, (2.190)
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/I max
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FIGURE 2.1 — Intensité de I'impulsion laser appliquée sur ’atome par rapport au temps réduit et
différence de la fréquence du laser modulé avec la fréquence de la transition atomique par rapport au
temps réduit.

o = (é) (2.191)

¢ — (2) (2.192)

Le contrdle est fixé par la variation des parametres de controle suivante

""(5) = Tmax + (Tmin - Tmax)€_25(s_0'5)2 (2.193)
0(s) = Opmax sin(ms) (2.194)
p(s) = 2ms (2.195)

Ces équations nous permettent d’obtenir la figure 2.1 représentant I'impulsion laser et la modula-
tion de la fréquence du laser.

Transport adiabatique

Déterminons tout d’abord les valeurs propres perturbées & 1’ordre 1

Vo Vi 0 Vs —cos@
—1p(8) iy 0(8)
—= — M 7 (S) 3 @ ‘/1 ‘/0 V3 O e SO( )Slni
{Co ® &|V'[¢o ® &) ( cos &0 () sin 220 0) 0 W 2 W . 2
Vs 0 Vo 21 0
(2.196)
— CoS @Vo + Vie () sin @
— 0(s)  up(s) qiny 00 — €08 @Vl + VOQ_W(S) Sin@ 2197
= (— cos —5> € sin == 0 0) o—10(5) sin @Vg (2.197)
V3 cos@
6(s) _ _0(s) 6(s) _0(s) 6(s) .o 0(s)
— cos? 222V — wp(s) 2\ 2] oup(s) A2 A2) 27\°)
cos 5 Vo — Vie sin 5 cos 5 e sin > cos 5 Vi + Vysin 5
(2.198)
= Vo — Visinf(s) cos p(s) (2.199)
h
= Aoo = 5r(cosf(s) —1) + €Co ® &ol V6o @ &o) + O(€) (2.200)

= Pr(cosf(s) 1) + e(V — Vasinf(s) cos p(s)) + O() (2.201)
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E/h
15 P
— . — Ao
1.0~ N /,/ -
i . - : e - Ao
I . . p Ao
0.5F . TR
I N y Ay
| \\\\—\4///\ | - 3
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FIGURE 2.2 — Energies instantanées des deux atomes durant le contrdle par rapport au temps réduit
(avec hwe = 0.5 au, rmax = 1 au, ryin = 0.02 au, Vo = 3 au, V3 = 1.5 au, Vo = 0.5 au, V3 = 2.5 au,
Omax = 5 €t € =5 X 10~* (au : unité atomique))

En procédant de la méme maniére, nous trouvons

Ao = gr(cos 0(s) + 1) + e(Vo + Vi sin0(s) cos ¢(s)) + O(€?) (2.202)
Ao1 = gr(cos 0(s) — 1) + €(2Vy — Vo sin0(s) cos ¢(s)) 4 haw, + O(€) (2.203)
Mt = 2r(eos () + 1) + e(2 + VasinB(s) cos () + v + O(€) (2.200)

Ces énergies sont représentées sur le graphique 2.2
Calculons maintenant les vecteurs propres perturbés a l'ordre 1 (équation 2.112)

(1) (G @ &olVIdo ® &o)

=(y+ 2.205
o = ¢ o — p1 + €{Co @ ol V|G @ §0>>C1 ( )

Voo Vi 0 V3 — Cos @

s . i Vo V3 0 —1p(5) gip 205)
(C1 @ &V ¢ @ &) = (e*w(s) sin @ cos @ 0 O) 01 Vg 2;0 v c Osm 2
Vs 0 Vo 21 0

(2.206)

—Vp cos @ + Viem %) gin 0(s)

2
—Vi cos @ + Vbe*“P(S) sin 22

‘/367199(8) sin @ ? (2207)

—V3 cos%s)

=<e*w(s)sin@ cos@ 0 O)

(G ® €|V ® &) = —Voe ¥ sin 9(25) cos 9(25) + Vie 290 gin? 9(25) — Vj cos? 9(28)

+ Voe ) sin 0(28) cos @ (2.208)

(€1 @&V ® &)=V <e2w(s) sin? 0(28) — cos? 0(28)) (2.209)

i (6_2“" sin? @ — cos? @)

—hr 4+ e (Vg — Visinf(s) cos p(s)) !

=) =Gt (2.210)
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De la méme maniére nous trouvons

%1 (e2w( ) gin2 %) 9 ﬁ)
m_ 2
2.211
=Gte hr+e(%+v181n9( ) sp(s)) CO ( )
o Va (e=210(s) sin2 2 9 — cos2 2 )
2.212
Coi’ =Co T ¢€ hr—i—E(QVb—VISlne( )COSQO( )) ( )
Va (2#(5) sin? %) _ cog2 )
W e ( 2 2 ) ¢ (2.213)

hr 4+ € (2Vh + Vi sin 6(s) cos (s)) 0
Nous supposons que les deux qubits sont initialement dans leur état fondamental ¢g(0) et que le

controle est initialement éteint £2(0) = 0. Le transport adiabatique de la matrice densité pour S seul
est

pad—seul(s) = |C0(8)><C0(8)| (2214)

Si la dynamique des deux qubits est fortement adiabatique, la formule de transport adiabatique de la
matrice densité est (équation 2.57)

Pad— fort = Poo(S) (2.215)
— 1ea(s 5 V10,00 . .
= Pad—fort = 1G0())(Co(s)| + o~ i T o ® EalVICo ®€0>>ICl( )){Co(s)]
Voo,10 1
o G eE N e+ (mx (7.2))

— Vi
= Pad—fort = |<0(8)><C0(8)| + e—h’l”(S) + 6(% — Vl COSQO(S) Sin9( ))

(e s B2 = cos? B u o)) Guto)] + (20 sin 2 — ot 20 |<o<s>><c1<(s>\))
2.217

Si la dynamique est faiblement adiabatique la formule de transport adiabatique de la matrice
densité donne (équation 2.109)

_ s (1) s 4(1)
pad_faible — Q[D |:r]<r_€—’lh 1Tf0 E()l (o’)do'r]£>e— fO A[)l (o’)do':l poo(s) (2218)
avec . . . . L
E = 2ol¢)G8) | + Awol¢ly ) (€55 (2.219)
77(1) =0 car les ({g) sont indépendant de s
Aél) _ Z (Cz%)|Cc%)'>Kb%)>(C§é)| (2.220)

b,c=0

Régime adiabatique fort

Nous voulons que les hypotheses du théoréme adiabatique fort soient remplies. Pour ceci nous
choisissons les parametres tels que 7' = 20000 au, 7s = inf (g 1 m =2auet = ﬁ =21
au (au : unité atomique). Nous sommes bien dans les conditions T' > 0 ~ 7s et aucune résonance
entre les transitions de S et £ impliquant ¢gp n’est présente comme nous ’avons vu sur la figure 2.2.

La figure 2.3 montre I’évolution de la population de 1’état 0 ((o(s)|p(s)|¢o(s)) et de la cohérence
[{Co(s)|p(8)|¢1(s))| du qubit controlé. La figure suivante, 2.4, présente la comparaison des erreurs
adiabatique seul, adiabatique fort et adiabatique faible avec la dynamique "exacte"®. La prédiction
de la formule du transport adiabatique pour S seul atteint une erreur de 10~2 pour la population (ce
qui est du méme ordre de grandeur que € ) et d’environ 2.5 x 102 pour la cohérence. L'utilisation du
théoréme adiabatique fort nous donne une erreur de 'ordre de 10~3 pour la cohérence et la population.

Nous gagnons presque un ordre de grandeur. Cette erreur est la méme que l'erreur théorique obtenue
0c -3

= =107"°.

T

6. pour calculer celle-ci numériquement, nous avons utilisé la méthode des opérateurs fractionnés.
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° pad—scul,OO
"7 Pad—fort,00
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FIGURE 2.3 — Evolution de la population de I'état 0 pe 00 = (Co(5)|pe(5)|C0(5)) et de la cohérence pe o1 =
[{Co(s)|pe(s)|C1(s))] du qubit controlé pour la dynamique exacte (¢ = @), la formule de transport
adiabatique fort (e = ad — fort) et la formule de transport adiabatique faible (e = ad — faible).
Toutes les conditions sont remplies pour étre dans le régime adiabatique fort avec hw. = 1.5 au,
Tmax = 1 au, rmin = 0.5 au, Vo = 3 au, V1 = 1.5 au, Vo = 0.5 au V3 = 2.5 au, Opax = 5 et
€ = 1.6 x 1072 (au : unité atomique). Le cas adiabatique fort, le cas seul et le cas exact sont confondus
sur le graphique.
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- 10g401000—Pad-seut, 00l
= 10g9lPo0—Pad-fort00l
-~ 10g,0lPo0—Pad-taibie.00]

- log;p€

—logy(Tw,)

- 10g;0l001=Pad-seuro1
= logglpo1 —Pad-forto1
-~ logglpo1—Pad—taible, 01|

- logp€e

—log;o(Tw.)

FIGURE 2.4 — Comparaison de I’évolution de 'erreur logarithmique des approximations adiabatiques
seul, fort et faible avec la dynamique exacte de la population de ’état 0 du qubit et de la cohérence.
Toutes les conditions sont remplies pour étre dans le régime adiabatique fort avec hw. = 1.5 au,
Tmax = 1 au, rmin = 0.5 au, Vg = 3 au, V3 = 1.5 au, Vo = 0.5 au, V3 = 2.5 au, Opax = et
€ =1.6 x 1072 (au : unité atomique).

o

Régime adiabatique faible

Nous cherchons a nous placer dans les conditions du régime adiabatique faible. Pour ceci nous
posons les parametres tels que 7' = 200 au, 7s = infy¢g 1) m =50 au, 0° = ﬁ = 667 au et
L =2 au (au : unité atomique). Nous sommes donc bien dans les conditions ¢ ~ 75 ~ T et

T > 7¢ et il n’y a pas de quasi-résonance entre les transitions de S et .

T =

La figure 2.5 montre I’évolution de la population de I’état 0 ((o(s)|p(s)|Co(s)) et de la cohérence
[{(Co(s)]|p(s)|¢1(s))] du qubit controlé. La figure suivante, 2.6, présente la comparaison des erreurs
adiabatique seul, adiabatique fort et adiabatique faible avec la dynamique exacte. Les erreurs de la
prédiction de la formule du transport adiabatique pour S seul sont trés grandes pour la population
et pour la cohérence et atteignent environ 107%4. Au contraire, la formule de transport adiabatique
faible nous permet d’atteindre une erreur maximale de 10722 pour la population et la cohérence.
La formule de transport adiabatique faible nous permet donc d’obtenir de biens meilleurs résultats
avec une moyenne d’erreur de l'ordre de 75 = 1073, Cette erreur est en accord avec la prédiction
max (%, €?)

2.4.2 Controéle d’un spin au milieu d’une chaine
Le modele

Le modele est constitué d’une chaine de spins contenant 2/N 4 1 spins couplés par une interaction
d’Heisenberg de plus proches voisins. Un champ magnétique constant et uniforme est appliqué sur les

spins de maniere a lever la dégénérescence par effet Zeeman Bzeceman = — 5 €-. Un champ de controle

dépendant du temps gcontréle est appliqué sur le spin central S de maniére a le controler. En notant
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FIGURE 2.5 — Evolution de la population de I'état 0 pe.00 = (Co(5)|pe(s)|Co(s)) et de la cohérence pe g1 =
[{Co(s)|pe(s)|Ci(s))| du qubit controlé pour la dynamique exacte (¢ = &), la formule de transport
adiabatique fort (e = ad — fort) et la formule de transport adiabatique faible (e = ad — faible).
Toutes les conditions sont remplies pour étre dans le régime adiabatique faible avec hw. = 0.5 au,
Tmax = 1 au, rmin = 0.5 au, Vo = 3 au, Vi = 1.5 au, Vo = 0.5 au, V3 = 2.5 au, Opax = 5 et e =5 % 1074
(au : unité atomique). Le cas adiabatique fort et le cas seul ainsi que le cas adiabatique faible et exact
sont confondus sur les graphiques.
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FIGURE 2.6 — Comparaison de I’évolution de 'erreur logarithmique des approximations adiabatiques
seul, fort et faible avec la dynamique exacte de la population de ’état 0 du qubit et de la cohérence.
Toutes les conditions sont remplies pour étre dans le régime adiabatique faible avec hw. = 0.5 au,
Tmax = 1 au, rmin = 0.5 au, Vo = 3 au, Vi = 1.5 au, Vo = 0.5 au, V3 = 2.5 au, Opax = 5 et e =5 % 1074
(au : unité atomique).

B (s) = gcontréle(s) +B Zeeman, 1 Hamiltonien du spin contrdlé est

— —

Hs(s) = B(s).9 (2.221)
h

= — (By(s)oy + By(s)oy + B.(s)o>) (2.222)

avec § = %(0'937 gy,0;) ou (04,0y,0,) sont les matrices de Pauli. Le reste de la chaine correspond a
I’environnement £ et est décomposé en demi-chaines telles que ’espace de Hilbert total soit Hge =
Heg @ Hea aveec Heg/q = (C?)®N Tespace de Hilbert de la demi-chaine & gauche et de la demi-chaine
a droite du spin controlé. L’environnement est gouverné par I’Hamiltonien

He = Ho @ I®N + I°V @ Hg (2.223)
avec
N B . N-1 . .
He =Y 1°"Y® Beeman. S @ 1PV — 7 3" 19D @ § 6 § @ [#N-—=D (2.224)
n=1 n=1

ou I correspond a l'opérateur identité, J est la constante de couplage entre les spins et SoSs =
Yimay» i ®5i. L'interaction entre le spin de controle et I'environnement est

Vse=—J50 (I°W Vg 5o 1oV + [N g § o 19V-D) (2.225)

ou Vs_g € Hs ® Hg. La constante de couplage est le paramétre de perturbation J < 1.
Le systeme est caractérisé par 1’équation aux valeurs propres

Hs(y = oy aveca=0,1 (2.226)
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En calculant le déterminant de Hs, et en posant B(s) = ||B(s)||,0(s) = arccos
arctan gzgz%, nous trouvons les valeurs propres et les vecteurs propres suivants

pols) = ~ 2 B(s)

wi(s) = SB()

—sin @
Gols) = e#(8) cos 9(s)

2

e=4(3) cog 25)
Gi(s) = ( 0(s)

sin 222
in =

B (s)

(s)
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et ¢(s) =

(2.227)

(2.228)

(2.229)

(2.230)

Considérons que ’environnement ne contienne que 6 spins, soit trois a gauche et trois a droite.
Nous notons &, = |i) ® |7) ® |k) avec 4,7,k = 0,1 et |i) I'état propre d'un spin isolé. Les valeurs
propres et vecteurs propres a l'ordre 1 sont

hw, h?
7/(000) = —3% - J* + O(JQ)

V(100)—(001) = — 4

hw, K2
V(001)+(010)+(100) =~~~ J; +0(J?)

hw,
V(001)—2(010)+(100) — — 4

Y(110)—(011) 1 +0(J?)

hw, K2
Y(O011)+(101)+(110) = —— — J? +0(J?)

hwe
V(011)-2(101)+(110) = ~;— + JR? + O(J?)

3hw, h2
V(lll) = 4 - J? + O(JZ)

lesquels sont associés aux vecteurs propres

1

éa(ijk)—i-b(lmn)-l-c(opq) = W (afijk + 0&imn + Cgopq)

Le controle est fixé par la variation suivante des parametres de controle

Transport adiabatique

B(s) = By (1 _ e—(s—0.5)2/A32) 4B

0(s) = (1 — sin(ws))

©o(s) = 2ms

(2.231)
(2.232)
(2.233)
(2.234)
(2.235)
(2.236)
(2.237)

(2.238)

(2.239)

(2.240)

(2.241)
(2.242)

Nous supposons que la chaine est initialement dans I'état ¢oq,q, o0 ag,aq € {(000),(100) —
(001), ..., (011) — 2(101) + (110),(111)} correspondant aux états gauches et droits de la chaine. Le
transport adiabatique de la matrice densité pour S seul est

Pad—seul (S) = ‘CO(S» (CO(S) ’

(2.243)
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e
S
S

(111) —1
(110) — 2(101) + (011) -2
(110) + (101) + (011)  —1
(110) — (011) 0
(100) — (001) 0
(100) + (010) + (001) 1
(100) - 2(010) + (001) 2
(000) 1

TABLE 2.1 — Valeurs du nombre n, caractérisant le couplage dans la demi chaine dans I’état &,.

Si la dynamique de la chaine est fortement adiabatique, nous devons connaitre les coefficients de
couplage

(Ca ® €agoal Vs—e1G ® Lagag) = =T (Cal SIG)-(Eagaal (593 + §d1) ayaq) (2.244)
Il S-16) ( (0, +110,)) (2.245)
—J(Cal S |Cb> nagad (2.246)

avec S92 le vecteur de spin agissant sur le troisieme spin a gauche et S celui agissant sur le premier
spin a droite. Montrons un exemple de calcul. Comme ’environnement ne contient que les termes o,
il en est de méme pour le systeme par la présence du produit scalaire.

h s s 0 —sin 0(s)
(ColS:[¢0) = 5( Sin@ e~%(%) cos ()) (0 _1> (e o(s )COSQQ(S) (2.247)
h _qip 26)
T2 <_ sin 50 e cos (S)) ( w(s:)n > e(s)> (2.248)
—e cos ~5~
= gsin2 9(25) — Cos (2) (2.249)
= —E cosf(s) (2.250)

De la méme maniére nous obtenons

(CilSz1¢) = Ecos@( ) (2.251)

(C1]Sz¢0) = —Esmﬁ( ) (2.252)

Exemple de calcul des n, (équation 2.246)

((100) + (010) + (001) 57 (100) + (010) + (001)) + ((100) + (010) + (001)\551\(100) + (010) + (001))
(2.253)
= % ({(100) 4 (010) + (001)](100) + (010) — (001)) + ((100) + (010) 4 (001)| — (100) + (010) + (001)))
(2.254)
h2
=33 (2.255)

De la méme maniere nous obtenons la table 2.1
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A Taide de ces données, le transport adiabatique de la matrice densité est (équation 2.57 et 2.66)

Pad—fort = pO,agad(S) (2256)

) = ¢ (s 5 —J{C1(8)]5:1¢0(5)) Enaa,
Pad—fort(8) = [Co(8)){Co(s)| + ro = i — J(Go(5)151Co(5)) B,

- < ( )’S |<1( )>2nago¢d s s A i 62
S N G|+ 0 (max (7)) @25

[€1()) (Co(s)]

sin 0(s)
—B(8) + 2ng,a, cosb(s)

(1€ (5))(Co(8)] + [Co(s)) (Ca(s)])

+ 0 (max <T1€ e2>> (2.258)

Si la dynamique est faiblement adiabatique, le transport adiabatique de la matrice densité est
(équation 2.109)

= Pua—sort() = 10N + 2o,

- (1) (1)
P faitte — 2D [@9 T [ anad(omwe Jrad., o)da] Poegery () (2.259)
avee 1 1 1 1
Egélg)ad = )‘OQgOédK(ga)gad><C(ga)gad’ + Alagad’€£a)gad><g§a)gad| (2260)
77(1) = 0 car {3 est indépendant de s.
1
1 1
Aglg)ad = Z <Clga27ad|<-0(i2qad/>‘Clga)gad><€c(é)gad| (2261)
b,c=0
ou
h 2 9
Magaq = ~5 B +Vay + Vag + = Nagay cosf + O(J*) (2.262)
h Jh?
)\lagad = §B + Vo, + Vay — T?’Lagad cosf + O(JQ) (2263)
et
_hy/B2-B2 (ﬁn )
(o ey =6 S Ay (2.264)
Oagayg — SO0 — 1 .
o g T (%% (5neged)
Jh sin 6
- - ago 2.265
= o= Ny ‘B— Jgnagad cos(6) G ( )
(1) Jh sin 0
= + —Naya 2.266
Clagad C 4 Nayg ig _ J%nagad COS(@) CO ( )

Régime adiabatique fort

Nous voulons que les hypotheses du théoreme adiabatique fort soient remplies. Pour ceci nous
choisissons les paramétres tels que T = 5 x 10% au, 75 = inf,cjo.1) m = 15auet §/ =

m =2 x 102 au (au : unité atomique). Nous sommes bien dans les conditions 7 >> 07 > 7.

La figure 2.7 montre I’évolution de la population de I’état 0 ((o(s)|p(s)|Co(s)) et de la cohérence
[{(Co(s)|p(s)|¢1(s))| du spin controlé. La figure suivante 2.8 présente la comparaison des erreurs adia-
batique seul, adiabatique fort et adiabatique faible avec la dynamique exacte”. Sur la figure 2.7, les
régimes adiabatiques ne sont pas distinguables comme toutes les courbes sont superposées. Nous avons
donc I'impression que le régime adiabatique fort semble ne pas étre présent pour ce systéme. Cepen-
dant lorsque nous regardons le graphique des erreurs 2.8, nous voyons que la formule du transport
adiabatique fort induit, en général, des erreurs plus faibles.

7. pour réaliser le calcul exact, nous avons utilisé la méthode des opérateurs fractionnés.
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FIGURE 2.7 — Evolution de la population de 1'état 0 du spin pego = (Co(8)[pe(s)[Co(s)) et de la
cohérence pe 01 = [(Co(5)|pe(s)[C1(s))| du qubit contr6lé pour la dynamique exacte (o = &), la formule
de transport adiabatique fort (e = ad — fort) et la formule de transport adiabatique faible (o =
ad— faible). Toutes les conditions sont remplies pour étre dans le régime adiabatique fort avec hw, = 2
au, By = 1 au, By, = 0.67 au et J = 2 x 1072 (au : unité atomique). Toutes les courbes sont

confondues.
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FIGURE 2.8 — Comparaison des évolution de I'erreur logarithmique des approximations adiabatiques
seul, fort et faible avec la dynamique exacte de la population de ’état 0 du qubit et de la cohérence.
Toutes les conditions sont remplies pour étre dans le régime adiabatique fort avec hw. = 2 au, By = 1
au, Bmin = 0.67 au et J =2 x 1072 (au : unité atomique).

Régime adiabatique faible

Nous cherchons a nous placer dans les conditions du régime adiabatique faible. Pour ceci nous
posons les parametres tels que 7' = 50 au, 7s = infyc[g m =102 au, ¢/ = m =103
au et g = w% = 0.5 au (au : unité atomique). Nous sommes donc bien dans les conditions 7" > 7¢ et
07 ~ 15 £ T.

La figure 2.9 montre I’évolution de la population de I’état 0 ((o(s)|p(s)|Co(s)) et de la cohérence
[{(Co(s)|p(s)|¢1(s))| du spin controlé. La figure suivante 2.10 présente la comparaison des erreurs adiaba-
tique seul, adiabatique fort et adiabatique faible avec la dynamique exacte. Les erreurs de la prédiction
de la formule du transport adiabatique seul sont trés grandes en accord avec le tres faible gap entre
les deux valeurs propres de Hg(s) durant la dynamique. La formule du transport adiabatique faible
fournit une tres bonne approximation avec une erreur plus faible que 7% = 102 en accord avec 'erreur

de la formule du transport adiabatique max (7%, €?).
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FIGURE 2.9 — Evolution de la population de I'état 0 du spin pego = (Co(8)[pe(s)[Co(s)) et de la
cohérence pe 01 = [(Co(5)|pe(s)[C1(s))| du qubit contr6lé pour la dynamique exacte (o = &), la formule
de transport adiabatique fort (e = ad — fort) et la formule de transport adiabatique faible (o =
ad — faible). Toutes les conditions sont remplies pour étre dans le régime adiabatique faible avec
hwe = 2 au, By = 1 au, By, = 1072 au et J = 2 x 1073 (au : unité atomique). Le cas adiabatique
fort et le cas seul ainsi que le cas adiabatique faible et exact sont confondus sur le graphique.
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FI1GURE 2.10 — Comparaison des évolutions de l'erreur logarithmique des approximations adiabatiques
seul, fort et faible avec la dynamique exacte de la population de ’état 0 du qubit et de la cohérence.
Toutes les conditions sont remplies pour étre dans le régime adiabatique faible avec hw, = 2 au, By = 1
au, Bupin = 1072 au et J =2 x 1073 (au : unité atomique).



Conclusion

Nous nous sommes intéressés aux différents effets dus au couplage. Dans la chaine de spins, celui-ci
peut apparaitre de différentes manieres et nous avons choisi de regarder trois cas : le couplage d’Hei-
senberg, d’Ising-Z et d’Ising-X. Nous avons vu que sur la population, le couplage pouvait entrainer :
aucune modification, variation de la vitesse d’oscillation et relaxation de la population qui se rapproche
ou peut atteindre 1’équiprobabilité. Pour la cohérence, les différents effets possibles sont : aucun ef-
fet, oscillations périodiques, augmentation ou diminution de la cohérence, et chute de la cohérence
se rapprochant et pouvant atteindre 0. Le couplage d’'Heisenberg est un couplage isotrope, il permet
d’obtenir un méme état pour deux spins voisins. Ainsi si les spins sont initialement dans le méme
état, il n’y a pas d’effet du couplage sur la population et sur la cohérence, contrairement au cas ou les
spins sont dans des états différents. Le couplage Ising-Z n’induit aucun effet sur la population. Il y a
juste des oscillations de cohérence. Ce phénomene est purement quantique. Le couplage Ising-X est le
couplage qui induit le plus de désordre. Quelque soit ’état initial des spins, ceux-ci vont s’intriquer.

Nous avons ensuite complexifié le systéme en nous intéressant au controle d’un systéme bipar-
tite composé d’un systeme S et d’un environnement £. L’interaction entre S et £ est perturbative.
Différents régimes adiabatiques ont été mis en avant : un régime adiabatique tres fort, un régime
adiabatique fort et un régime adiabatique faible. Pour le premier, le systéme et I’environnement sont
fortement adiabatique, pour le second I’environnement est fortement adiabatique mais pas le systéme,
et dans le dernier les temps caractéristiques du systéme et de l'environnement sont de 'ordre de
grandeur de la durée du controle. Nous avons montré que la phase géométrique a valeurs opérateurs
comme définie par [91, 95, 25, 2, 100, 102] est exhibée par les systémes quantiques bipartites dans une
approximation adiabatique avec couplage perturbatif. Ce résultat reste valide si le systeme bipartite
est constitué d’un petit sous-systéme et d’un grand environnement (chaine de spins). Néanmoins, pour
un trés grand environnement (un réservoir) les hypotheses du théoréme adiabatique de non résonance
et de non quasi-résonance entre les transitions de S et £ peuvent ne pas étre satisfaites car le spectre
d’un réservoir est assimilé a un continuum [19]. Ces phases géométriques adiabatiques & valeurs opéra-
teurs surviennent quand ’environnement est faiblement adiabatique (le cas favorable pour un controle
quantique du sous-systéme) mais avec un sous-systéme non nécessairement adiabatique par rapport au
contrdle et aux effets de 'environnement. Le générateur de phase dynamique a valeurs opérateurs, est
une sorte d’hamiltonien effectif représentant le systeme habillé par les états de 'environnement. Deux
exemples ont été donnés : le contrdle d’un qubit atomique et le controle d’un spin au milieu d’une
chaine, et permettent de confirmer la présence des différents régimes adiabatiques. Les hypotheéses
perturbatives restreignent un peu le champ d’applications des présents résultats. Il serait intéressant
de prouver que le transport adiabatique de la matrice densité exhibe aussi une phase géométrique a
valeurs opérateurs avec une forte interaction entre les deux parties du systéme bipartite.

Nous connaissons maintenant les effets possibles du couplage sur un systéme quantique et nous
disposons d’une méthode de représentation du contrdle adiabatique (a ’aide du transport adiabatique
des matrices densités exhibant des phases & valeurs opérateurs). Cependant les systémes quantiques ne
sont pas isolés et sont plongés dans des environnements pouvant les perturber ou perturber le controle.
C’est ce que nous allons étudier dans la partie suivante.
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Deuxiéme partie

Transmission du désordre de
I’environnement vers le systeme
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés a I’évolution de systemes dynamiques
coupés de l'extérieur, i.e. aucun processus dynamique ne vient perturber le controle. Un probléme
clé est la compréhension des effets de la perturbation de I'environnement agissant sur la totalité du
systéme quantique bipartite. Ils peuvent produire des conséquences sur chaque composant du systéme
et induire de la décohérence, de la relaxation et des processus chaotiques [19, 51, 52, 80, 111, 22,
106, 20]. De maniére a comprendre ces problémes, nous considérerons dans cette partie un ensemble
de spins (des spins sans interaction) et une chaine de spins, i.e. un ensemble de N spins % deux a
deux couplés (plus proches voisins) de maniére a former une ligne. Les couplages seront modélisés
par l'interaction d’Heisenberg, d’Ising-Z ou d’Ising-X, lesquels permettent une "cohésion" a l'intérieur
du systéeme dynamique. Les processus dynamiques sur les systémes quantiques (ensemble de spins et
chaine de spins) seront induits par des trains de frappes ultra-courtes (pic de Dirac) sur les spins afin
de s’intéresser aux dynamiques discretes.

Les processus de décohérence de chaines de spins frappés régulierement ont été étudiés par plusieurs
auteurs [73, 74, 75, 76, 54, 12, 71]. Dans ces études, les processus de frappes étaient réguliers. Dans
la présente partie, nous considérerons des trains de frappes irréguliers, i.e. la force et le retard des
différentes frappes sont modifiés au cours du temps, lesquels peuvent potentiellement induire des
comportements dynamiques plus riches dans les systemes quantiques.

La motivation pour étudier les systémes quantiques frappés irrégulierement est que dans certaines
situations, les trains de frappes adressés aux spins peuvent traverser un environnement (que nous
considérerons comme classique) avant d’atteindre les spins cibles. La perturbation peut atténuer les
forces des frappes et/ou les retarder. Comme chaque train de frappes peut étre irrégulier, les spins
peuvent sentir des trains différents. L’ensemble de trains de frappes est appelé le "bain de frappes',
assimilant le modele a un systeme quantique en contact avec une sorte d’environnement classique. Les
perturbations seront décrites par différents systémes dynamiques classiques. Nous considérerons des
dynamiques classiques académiques de maniere a disposer de toutes les informations les concernant et
de s’affranchir des difficultés a simuler le bruit. L’étude d’un environnement plus réaliste fera ’objet
d’analyses futures.

Le but de ce chapitre est d’interpréter les origines des différentes évolutions d’un systéme de spins
frappés et de voir les effets du couplage (comparaison entre un ensemble de spins et une chaine de
spins), mais aussi de voir la transmission du désordre dans une chaine de spins frappés. Quand les
frappes deviennent différentes (& cause de la perturbation choisie), du désordre apparait dans le bain de
frappes classiques. Ce désordre est ensuite transmis aux systémes de spins par les frappes que chaque
spin recoit. De plus, le couplage est la source de la transmission du désordre le long de la chaine de
spins. Il induit un plus grand désordre dans la chalne. Généralement le désordre induit des processus
de décohérence et de relaxation de la population vers la distribution microcanonique. En opposition
avec ces analyses, il est important de poser la question de la possibilité de conserver de la cohérence,
de 'ordre dans la chaine de spins et dans ’ensemble de spins en dépit du désordre des frappes. Toute
cette analyse peut étre trés compliquée a cause de 'interaction entre les spins, de l'intrication et de
la superposition d’états.

Cette partie est organisée comme suit. Le premier chapitre présente les modeles d’un systéme
quantique frappé, dont les frappes sont perturbées par un environnement classique. Nous verrons un
cas particulier de systeme frappé au travers d’'un phénomeéne tres intéressant qui est I’anholonomie de
Cheon. Le chapitre suivant est dévoué au comportement général d’une chaine de spins frappés. Nous
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analyserons I’entropie, la cohérence et la population de maniére a comprendre comment le désordre du
bain de frappes est transmis aux systemes quantiques et ses conséquences sur la chaine de spins par
rapport au couplage. Nous regarderons aussi par quels moyens (en agissant sur le champ de controle),
il est possible de ne pas induire de transmission du désordre du bain de frappes au systéme quantique.
Dans ce chapitre, nous considérerons un ensemble de 1000 spins et une chaine de 10 spins, mais nous
verrons que les résultats ne dépendent pas du nombre de spins dans la chaine.



Chapitre 3
Dynamique de spins frappés

Dans ce chapitre nous nous proposons de donner les équations permettant d’analyser le compor-
tement de systémes de spins frappés [8, 13].

3.1 Systeme de spins frappés

Considérons un ensemble de N spins sans aucune interaction entre eux. Nous supposons qu’a
linstant initial chaque spin est dans un état |1)g) qui peut étre un état propre ou une superposition
d’états. A t > 0, les spins sont soumis & des trains d’impulsions magnétiques ultra-courtes (des pics
de Dirac). Avant d’atteindre les spins, les trains passent dans un environnement classique modifiant &
la fois la force et le retard de chaque frappe. Ainsi, chaque spin peut voir un train de frappes différent
comme l'illustre la figure 3.1. Nous appellerons bain de frappes, le bain constitué par I’environnement
classique et les frappes.

Soient /\g) et T,Si) respectivement la force et le retard de la i-iéme frappe agissant sur le n-ieme

spin et wg = 2% la fréquence de frappe. L’Hamiltonien quantique du n-iéme spin frappé est

Hy(t) = Ho+ "W S AD6(t —iT — 7)) (3.1)
Sh
avec Hp ’'Hamiltonien d’un seul spin, 6(¢) la distribution de Dirac et W l'opérateur de frappes choisi
comme un projecteur de rang un. Ce dernier opérateur est relié a la direction des frappes |w) =
cos(¥)| 1) + sin(9¥)| |) par la relation W = |w)(w|. En posant gogf) = wor\”) le retard de frappe
angulaire, nous pouvons considérer I’Hamiltonien associé au temps réduit 6 = %

H,(0) = Ho + hwoW > AD6(0 — 2im + o)) (3.2)
€N

Lol

primary train of | | | | | |
ultrashort pulses I I

classical kick bath chain of
environment spins

0000

FIGURE 3.1 — Représentation schématique d’un systéme quantique (ici une chaine de spins) soumis
a des trains d’impulsions magnétiques. L’ensemble des frappes est perturbé par un environnement
classique.
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A partir de cette équation, il est possible de déterminer 'opérateur de monodromie (Popérateur d’évo-
lution de 2T 3 20+1w
wo wo

a la i-ieme frappe

qui est un opérateur unitaire) exact du systéme frappé pour le n-iéme spin et

. i . (%)
U = ot GTA 1 4 (A et (3.3)

n

La démonstration se trouve dans [99] et est présentée en annexe A.

Dans ce que nous venons d’écrire, les spins ne sont pas couplés entre eux. Nous supposons main-
tenant qu’il existe un couplage de plus proches voisins. L’Hamiltonien 3.2 devient

N-1
H(b Z Hy, + Z (Hon + 120D @ a3 AW (6 ( — 2im + go,(f)) ® I®<N—">) (3.4)

n=1 ieN

avec Hp, I'Hamiltonien du n-ieme spin et Hjy, "'Hamiltonien d’interaction de plus proches voisins du
n-iéme couple de spins. De cette équation et en se basant sur la méthode détaillée en annexe A nous
obtenons 'opérateur de monodromie de la i-ieme frappe pour les spins organisés du plus petit retard
(n=1) au plus grand (n = N)!

U@ — ¢~ hwo L(2m—p ))HN 1

J8WN-1) o ([ + (e —ay ntl — 1)W>
1 7 H, T
®I®(”—1) hwo (905\7) n+1 S"5\7) n):| JOWN-1) ® <] + (e—l)‘p _ 1) W> e hT(,l)J()I <P5> (3.5)

ot Hoy = Y0y Ho, + S0 Hy,..

Dans cette derniere équation et dans I’équation 3.3, nous voyons clairement que les deux opérateurs
(@) (@)

de monodromie sont 27 périodiques par rapport & . Ainsi, le couple (A, @r’) définit un point sur
le tore T? qui joue le role d’espace des phases classique pour le train de frappes.

Le modele de spins frappés est bien équivalent a un spin dans un champ magnétique impulsionnel.
L’Hamiltonien d’un spin frappé est

hwl

H==-|1)( L+ Blw) (w] AP — i1 — 1) (3.6)
iEN
jw) = | 1) + B 1) lo)? + 18> =1 (3.7)
_(lef? B
_ ’a‘z + ‘B|2 + . |a|2;|ﬁ\2 ) Re(&ﬁ) ;j[@(@ﬁ) (39)
2 e(ap) + 1Im(ap) — 1A

_ 1 (\a\Q - 1) 0.+ Re(ap)o, + Im(aB)o (3.10)

2 2) ¢ * v '

Dans notre cas ’'Hamiltonien vaut donc

H = B(t).8 + f(t) (3.11)

avec f(t) =1 4 b~ AY) ot —1T + T}f)) (induisant un changement de phase sans importance).

. 0 Re(ap) ‘ .
Bity=| 0 |+2|Im@p) | S ADst —iT + 7)) (3.12)
% |o¢|2 — % €N

1. les spins sont réorganisés apres le tirage aléatoire pour aller du plus petit retard au plus grand
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FIGURE 3.2 — Représentation schématique d’un repere orthonormé sphérique.

dont le premier terme correspond a un champ magnétique constant induisant un effet Zeeman, et le
second est associé au champ de contréle impulsionnel.

0
By=| 0 | +b> A06(t —iT + 7)) (3.13)
-4 ieN
2

avec b le vecteur unitaire de la direction de polarisation du champ de contrdle.

o 1 _;bz’ 5 _ \/?ezarctan:z (3.14)

1+bz 1_bz varctan 22
[w) =\ == D)+ e ) (3.15)

wy = /Ly ¢ JEZO gy (3.16)

avec (6, ) sont les directions de polarisation du champ de controle dans le repére 3.2.

L’analyse des systémes frappés permet de mettre en avant plusieurs phénomenes intéressants dont
I'un est I’anholonomie de Cheon.

3.2 Cyclicité des quasi-énergies

Le suivi d’une quasi-énergie lorsqu’un parametre perturbatif varie contintiment permet de mettre
a jour un phénomene apparaissant dans des contextes adiabatiques : I’anholonomie de Cheon. Cet
anholonomie utilise les quasi-énergies qui sont les valeurs propres de 'opérateur de monodromie. Il
permet de changer de quasi-énergies en fin de période sans transition d’état. Une quasi-énergie est une
sorte d’énergie du systéme habillé par les frappes. L’étude reprise ici a été réalisée dans les publications
[99] et [68].

Nous devons considérer les états des quasi-énergies car nous ne pouvons pas faire du contrdle
adiabatique avec les états d’énergie (a cause des frappes ultra-courtes qui sont des variations rapides).
Alors que les états des quasi-énergies ne dépendent que des parametres de contrdle évoluant lentement
(A, ), nous pouvons donc leur appliquer une approche adiabatique.

3.2.1 L’anholonomie de Cheon

Soit Uy I'opérateur de monodromie pour une force de frappe A et Uy, 'opérateur de monodromie
pour la premiere force de frappe choisie \g.
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A=0 Xo X‘1Xz}
A=2m ‘ Y ‘ e
KXo XiXz2iXo KiXa
A
FIGURE 3.3 — Manifestation de 'anholonomie de Cheon. Le suivi continu d’une quasi-énergie en

fonction d’un parametre variant périodiquement permet de passer sur une autre quasi-énergie au bout
d’une période de ce dernier. L’axe horizontal représente le spectre des quasi-énergies périodiques sur
R.

Proposition 6. Anholonomie de Cheon

Soit un systéme caractérisé par l’ensemble des équations données dans la section précédente. Le seul
paramétre variant est X. L’espace des paramétres de controle est donc un cercle S'. Ce systéme pos-
sede un ensemble de quasi-énergies {Xn()\)}n:(),._,_,]v que nous supposons non-dégénérées VA avec N le

nombre de quasi-énergies par cycle Q%h (le spectre de quasi-énergies étant cyclique, elles reviennent

tous les 255—5) Elles sont définies dans un espace de Hilbert pour lequel il faut d’une part, que |w)
ne soit pas vecteur propre de Uy, et d’autre part, il faut réduire l’espace de Hilbert en excluant les
éventuels vecteurs propres de Uy, orthogonauz d |w) (I’explication détaillée est donnée en annexe B).
L’opérateur de frappe étant un projecteur, il vérifie W = W?2. Tout ceci permet d’obtenir la phénoméne

d’anholonomie de Cheon
Xn(Mo 4 271=) = xni1(Xo)  mod(2rhT 1) (3.17)

avec le signe moins signifiant par valeur inférieure. Ainsi lorsque nous suivons contintiment xn ()
aprés un tour (A — X+ 2mw) xn est devenue Xpi1.-

Nl 2hm
= > Axy = T (3.18)
n=0

avec Axy, = Xn()‘O + 27T_) - XnJrl()‘O)'

Cette proposition se représente schématiquement pour trois quasi-énergies par la figure 3.3. Lorsque
A varie de 0 a 27, la quasi-énergie varie de x,, a Xn+1. Dans notre exemple, il faut que A varie de 67
pour revenir a la quasi-énergie de départ. La mise en place des équations de cette anholonomie est
réalisée en annexe B.

L’anholonomie de Cheon permettant de suivre les quasi-énergies et d’en changer au bout d’une
période, il est intéressant de déterminer les groupes de quasi-énergies pouvant étre adiabatiquement
suivis. Si un croisement de quasi-énergies se produit, alors nous ne pouvons suivre que le groupe
constitué des quasi-énergies se croisant et non une quasi-énergie seule.

3.2.2 Le spin

Considérons un systeme constitué d’un spin tel que 'Hamiltonien du systéme isolé soit Hy =
%] 1)} | avec un effet Zeeman pour lever le dégénérescence. Le spin est soumis & un opérateur de
frappe dont la direction est

1 )
) = e el 1)+ (e 4 i) ) (3.19)

Le calcul analytique de 'opérateur de monodromie equation 3.3 donne

14a?(e=**—1) —\ a(c—1d) —m oL
T e — 1) ame o
_ o> [cFad? ( o+ crudl?
U/\(Qﬂ.) o ( —\ _ 1) a(ctrd) —lﬂ'% + ( —\ 1) c2+d? —m% (320>
€ laP+ctad?  © € [al?Hctad? ©
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20 vy + | v
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FIGURE 3.4 — Anholonomie de Cheon avec anti-croisements.
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FIGURE 3.5 — Le premier graphique montre une anholonomie non-vérifiée lorsque la direction de

frappe correspond & celle d’un vecteur propre. Le second graphique met en avant des anti-croisements

apparaissant lorsque la direction de frappe est trés proche d’un vecteur propre |w) = W0+ 1,an-

V401

N LL)0=1.6UJ1

[y
o=

holonomie est vérifiée.

De maniere générale, nous obtenons le graphique 3.4. Nous voyons tres clairement qu’au bout d’une
période de A = 27, nous sommes passés de la quasi-énergie xn & Xn+t1-
Par contre, nous devons faire attention a un cas particulier. Si I'opérateur de frappe est suivant

un état propre, jw) = | 1), Popérateur de monodromie devient
e~ 0
Ux(27) = oL (3.21)
0 e w
A

Nous obtenons donc deux valeurs propres e suivant | 1) et ¢ suivant | }) dont la seconde est
indépendantes de A. Aucun changement de quasi-énergie ne s’effectue au bout d’une période a cause
de la valeur propre constante. L’anholonomie de Cheon n’est pas vérifiée comme en atteste le premier
graphique de la figure 3.5. Par contre si nous nous plagons trés proche d’un vecteur propre mais sans
étre dans sa direction, ’anholonomie est vérifiée grace a l'anti-croisement (voir le second graphique
figure de la 3.5).

Pour faire du contréle adiabatique, le phénomene d’anholonomie peut étre utilisé. Par exemple si
nous faisons varier lentement la force des frappes A de 0 & 2w nous passerons de yg & x1 et de x1 & xo
(modulo 27). Ainsi nous réalisons une sorte de porte not.
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Chapitre 4

Effets du désordre de I’environnement

Dans ce chapitre, nous étudions le modele de systémes de spins frappés [8, 13] afin de voir com-
ment la perturbation de 'environnement peut entrainer du désordre dans les systémes de spins. Nous
regarderons les phénomenes apparaissant dans deux systémes : un ensemble de spins non couplés et
une chaine de spins [34]. Nous avons déja vu dans la partie 1 que le couplage, en particulier le couplage
Ising-X, pouvait introduire du désordre. Il est intéressant de voir si la perturbation de I’environnement
accentue ce désordre ou permet, sous certaines conditions, de le diminuer. Afin d’étudier ces systémes,
nous allons reprendre les outils utilisés dans la premiere partie, a savoir la population, la cohérence et
la distribution d’Husimi, auxquelles nous rajoutons une analyse de I’entropie. Dans tout ce chapitre
nous supposerons que les spins sont initialement dans le méme état.

4.1 Modélisation de ’environnement classique

Le bain de frappes est caractérisé par la distribution initiale des premieéres frappes et la dynamique

perturbant les trains de frappes. La suite des frappes ()éf))i et (9055 ))i agissant sur le n-ieme spin, sera
modélisé par une évolution discréte caractérisée par un flot ¢ :

AY ALY
¢ B | = i+1 (4.1)
o) oty
Les premieres frappes {()\7(10), go,(lo))} sont aléatoirement choisies dans I'intervalle [A., A +do] X [¢x, s+
dp] de maniére uniforme. dy est appelé la magnitude de perturbation des premieres frappes.

Dans la partie 3, nous avons vu que le couple (A, ) définit un tore comme espace des phases.
Ainsi, les dynamiques classiques perturbant les impulsions des trains de frappes sont définies sur le
tore T2. Les dynamiques de bruit que nous étudions sont au nombre de quatre :

1. Bain de frappes stationnaire, défini par le flot stationnaire

-0

Les frappes ne sont pas modifiées, le systeme va étre soumis & chaque instant aux mémes frappes.

2. Bain de frappes de dérive linéaire (aussi appelé "drift" dans les graphiques) défini par le flot

A A+ %’T mod 27
¢ (90) B (go + 2 mod 27r> (43)
ot a,b € R\Q. L’orbite de (g, ¢o) est dense dans T2.

3. Le bain de frappes microcanonique défini par le flot stochastique ¢ consistant a tirer aléatoire-
ment les variables sur T? avec la mesure de probabilité suivante

 dAdy

= (4.4)

du(X, )
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Processus stationnaire Processus de dérive linéaire

0 : L L n L I L L L L I L L L L I L L L n L L L L L L L L L L L L L L L2 L 1 L L 1 L L L
0 i 2 3 4 5 6 i 2 3 4 5 6

Processus Markovien

—
7 2
S

—

FIGURE 4.1 — Représentation des dynamiques stationnaires, de dérive linéaire, Markoviennes et mi-
crocanoniques. L’espace des phases T? est représenté déplié a plat.

avec 4 la mesure de probabilité de Haar sur T?. Il s’agit du bruit blanc. Les spins vont recevoir
des frappes (forces et retards de frappes) différentes a chaque instant.

4. Bain de frappes Markovien défini par le flot ¢ consistant a tirer aléatoirement les variables sur
T? avec la mesure de probabilité suivante

dun(, @) = %6;<<A—Anl>2+<w—wnn2> (4.5)

Ce processus est un processus de Wiener a temps discret (une marche aléatoire) correspondant
au mouvement brownien sur T2 avec un pas moyen de o > 0. Les spins recoivent des frappes
d’autant plus différentes & un méme instant que la largeur a mi-hauteur de la gaussienne (o) est
grande.

Tous ces processus dynamiques sont représentés sur la figure 4.1.

Les trains de frappes sont perturbés par un environnement classique modifiant a la fois le retard et
la force de chaque frappe. Selon I'environnement classique choisi, la variation de la force et du retard
entre deux frappes n’est pas la méme. Plus la variation entre deux frappes est grande, plus le désordre
dans le bain de frappes augmente. Les bains de frappes stationnaires et dits de dérive linéaire sont
moins désordonnés que le bain de frappes microcanonique. De plus, un désordre initial, une variation
des premieres frappes de chaque train est introduite par le parametre dy. Regardons ce que ces deux
éléments induisent sur nos deux systémes de spins.
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FIGURE 4.2 — Evolution de ’entropie d’'un ensemble de 1000 spins par rapport a dy. Les spins sont
soumis & un bain de frappes stationnaire. Le couple (), ¢) représente le sommet inférieur gauche du
carré de co6té dy dans lequel les valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont
uniformément tirées.

4.2 Le désordre dans un systeme de spins

Deux parametres de désordre caractérisent le bain de frappes :
— la distribution initiale des premieres frappes
— la dynamique des trains

Nous essaierons de comprendre comment le désordre du bain de frappes influence les systémes de
spins par analyse de ’entropie, de la population et de la cohérence d’un ensemble de spins. Nous nous
intéresserons aussi au cas d’une chaine de spins afin de voir comment le couplage modifie le désordre
induit dans les systémes de spins.

4.2.1 Effets du désordre sur la dynamique des spins

L’entropie étant une mesure du désordre, elle va nous permettre de quantifier la transmission du
désordre du bain de frappes au systeme de spins. Plus I’entropie augmente, plus le désordre dans les
systemes de spins augmente. Dans le cas de spins couplés, 'entropie d’un spin est aussi une mesure
d’intrication. Dans les études suivantes, nous utiliserons ’entropie quantique, ’entropie de von Neuman
pour un spin

SvN,n = —tr (pn 10g pn) (46>

et 'entropie du spin moyen (sachant que p§’01 =+ SN ij) (équation 1.10))

Stot = =Yt (Prot 10g prot) (4.7)

avec 7y une constante arbitraire choisie a % dans ce chapitre.

Parametres responsable du désordre

Une augmentation de la dispersion initiale dans le bain de frappes entraine une augmentation de
I’entropie dans I’ensemble de spins comme en atteste la figure 4.2. Pour une dispersion initiale trés pe-
tite, dy < 1, I'entropie est presque nulle. Presque aucun désordre n’est transmis & I’ensemble de spins.
En effet, si dy est petit, les frappes initiales ont presque toutes la méme force et le méme retard. Les
spins vont donc changer d’états de la méme maniere ce qui n’introduit pas de désordre dans I’ensemble
de spins. Au contraire, si la dispersion est grande, les spins sont initialement frappés différemment. Ils
ne vont donc pas changer d’état de la méme facon. Le désordre du bain de frappes est transmis au
bain de spins et est associé a une augmentation de I’entropie
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FIGURE 4.3 — Evolution de I'entropie d’un ensemble de 1000 spins en fonction de la dynamique
classique pour deux valeurs de dy. Pour le cas Markovien ¢ = 0.5. Le couple (A, ¢) représente le
sommet inférieur gauche du carré de c6té dy dans lequel les valeurs initiales des parametres de force
et de retard de frappes sont uniformément tirées.

De la méme maniere, plus l'irrégularité de la frappe dans le temps augmente, plus l'entropie
augmente dans ’ensemble de spins, ce que nous observons au travers du graphique 4.3. Pour un dy
petit, entropie est plus importante pour un ensemble de spins soumis & un bain de frappes Markovien
avec une grande largeur a mi-hauteur que pour un bain de frappes stationnaire. Si dy est grand, toutes
les dynamiques induisent le maximum d’entropie.

Plus la dynamique est irréguliere dans le temps, plus les spins vont étre frappés différemment les
uns des autres et avoir des états différents. L’entropie et donc le désordre, augmentent dans I’ensemble
de spins.

dop introduit une dispersion et un désordre initial dans I’ensemble de spins. Il est amplifié par 1'irré-
gularité de la frappe dans le temps. Le désordre dans le bain de frappes est ainsi transmis a I’ensemble
de spins.

Nous venons de voir comment la dispersion initiale et la dynamique classique influencent le désordre
dans un ensemble de spins. Regardons maintenant ’effet du couplage sur le désordre. Pour ceci, nous
considérons une chaine de 10 spins couplés par une interaction de plus proches voisins d’Heisenberg,
d’Ising-Z ou d’Ising-X. Le graphique du haut de la figure 4.4 montre 1’évolution de I’entropie du spin
moyen de la chaine et celui du bas présente ’intrication du 5ieme spin de la chaine. Nous remarquons
que plus l'interaction entre les spins est importante, plus ’entropie et l'intrication augmentent pour
une dispersion initiale non nulle.

Dans une chaine de spins couplés, 'intrication d’un spin semble augmenter avec presque le méme
taux que l'entropie du spin moyen et donc du désordre, comme le montre les figures 4.4, 4.5 et
4.6. Cependant pour un temps court, nous voyons que l’entropie d’intrication du 5iéme spin met
plus de temps & augmenter que celle du spin moyen. Plus le bain de frappes est désordonné, plus
I’entropie et l'intrication augmentent rapidement. Les bains de frappes stationnaires et de dérive
linéaire ont une entropie augmentant beaucoup plus lentement que le bain de frappes microcanonique.
Nous remarquons aussi que comme pour I’ensemble de spins, plus dy augmente et/ou plus l'irrégularité
de la frappe dans le temps est importante, plus la chaine de spins est désordonnée.

L’évolution de l'entropie et de l'intrication pour une chaine de spins soumise & une interaction
d’Ising-X est similaire a celle que 1’on observe pour une interaction d’Ising-Z sauf que les oscillations
initiales observées pour wio = 1.25 ne sont pas présentes (voir 4.7).

Nous avons vu que dy introduisait un premier désordre dans un systéme de spins. L’irrégularité de
la frappe dans le temps entraine un désordre dans le systéme de spins dans le temps. Le parameétre de
couplage permet de transmettre ces désordres le long de la chaine de spins. Les couplages d’Heisenberg
ou d’Ising-Z ne sont pas la source du désordre. Ils permettent une meilleure transmission de ce dernier.
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FIGURE 4.4 — Evolutions de 'entropie d’une chaine de 10 spins (haut) et de U'intrication du bieme

spin d’une chaine (bas) pour deux valeurs de J. Chaque spin est soumis & un bain de frappes de

dérive linéaire (haut et bas), stationnaire, Markovien et microcanonique (bas) et est couplé a ses plus
proches voisins par une interaction d’Heisenberg. Les graphiques sont similaires pour une interaction

d’Ising-Z ou d’Ising-X. Pour le bain de frappes Markovien, ¢ = 1073. Le couple (), ¢) représente le

sommet inférieur gauche du carré de c6té dy dans lequel les valeurs initiales des parametres de force
et de retard de frappes sont tirées.
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FIGURE 4.5 — Evolutions de ’entropie du spin moyen d’une chaine de 10 spins (haut) et de I'intrication
du 5iéme spin de le chaine (bas) par rapport au parameétre de dispersion initiale. Chaque spin est soumis
a un bain de frappes stationnaire, de dérive linéaire, Markovien et microcanonique, et est couplé a
ses plus proches voisins par une interaction d’Heisenberg. Les conditions initiales sont les mémes pour
toutes les dynamiques classiques. Le bain de frappes Markovien est caractérisé par un pas brownien
moyen sur le tore de ¢ = 0.1. La premiere courbe nommée Siyt, dyg = 0.01 est la méme pour toutes
les dynamiques classiques. dp ) correspond a une dispersion initiale seulement pour le parameétre de
frappes (A). Le couple (A, ) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel les
valeurs initiales des parameétres de force et de retard de frappes sont tirées.
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FIGURE 4.6 — Evolutions de I’entropie du spin moyen de la chaine de 10 spins (haut) et de I'intrication
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couplage J. Les spins de la chaine sont soumis & un bain de frappes de dérive linéaire et sont couplés
par une interaction d’Ising-Z. dg ) correspond a une dispersion initiale seulement sur le parametre de
frappes (A). Le couple (A, ¢) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel les
valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont tirées.
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FIGURE 4.7 — Evolution de I'entropie du 6i¢me spin d’une chaine de 10 spins par rapport a dg » pour
deux valeurs de wio. dp ) correspond a une dispersion initiale uniquement sur le parametre de force
(M\). Chaque spin est soumis a un bain de frappes de dérive linéaire et est couplé par une interaction
d’Tsing-X. Le couple (A, @) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel les

valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont tirées.
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FIGURE 4.8 — Exemple d’oscillations de population du spin moyen (py¢) d'un ensemble de 1000 spins
soumis a un bain de frappes stationnaire. Le couple (A, ) représente le sommet inférieur gauche du
carré de coté dg dans lequel les valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont
tirées.

Au contraire le couplage Ising-X est une des sources du désordre induite dans la chaine de spins.

Ainsi, la dispersion initiale, le parametre d’interaction, le choix de la dynamique de frappes et
le couplage Ising-X sont les sources de I'augmentation de ’entropie et de l'intrication dans la chalne
de spins. Le parametre de dispersion initiale et la dynamique classique induisent du désordre dans le
bain de frappes lequel est transmis & chaque spin de la chaine. Le parametre d’interaction permet une
transmission de ce désordre d’un spin & son voisin.

Nous tirons de ces analyses que, plus le bain de frappes est dispersé dans le temps, plus le désordre
augmente. Ce désordre est ensuite transmis dans la chaine de spins grace au couplage. Nous vou-
lons maintenant connaitre les effets de ces parametres sur la chaine de spins et en particulier sur la
population et la cohérence.

Oscillations de la population

Si les frappes sont peu dispersées et régulieres dans le temps, comme dans le cas d’un bain de frappes
stationnaire, la population moyenne présente des fluctuations ayant de grandes amplitudes comme le
montre la figure 4.8. Dans ce cas, tous les spins subissent presque la méme frappe et des oscillations
de Rabi sont présentes. Comme les frappes sont presque toutes les mémes, elles ont presque la méme
force et vont agir au méme instant. Ainsi les spins vont évoluer sensiblement de la méme maniere. Il
n’y a pas de compensation d’oscillations dans la matrice densité finale, les oscillations restent présentes.

Plus dy augmente, plus les oscillations de population et de cohérence du spin moyen d’un ensemble
et d’une chaine de spins diminuent comme en atteste les figures 4.9 et 4.10. Pour un ensemble de spins,
nous observons que plus dy augmente, plus les spins sont frappés initialement différemment. A cause
de ces frappes différentes (pas la méme force ni le méme retard), les spins vont changer d’états mais ils
ne vont pas tous avoir le méme. Il y a donc une compensation des oscillations dans la matrice densité
moyenne entrainant une réduction des amplitudes d’oscillations avec ’augmentation de dg.

Les oscillations de population et de cohérence d’un seul spin d’une chaine couplée par une inter-
action d’Heisenberg, diminue de la méme maniere que celle du spin moyen de la chaine.

Les oscillations de la population du spin moyen d’un ensemble de spins et d’une chaine de spins
couplés par une interaction d’Heisenberg sont aussi influencées par l'irrégularité de la frappe dans
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FI1GURE 4.9 — Evolutions de la population et de la cohérence du spin moyen d’un ensemble de 1000
spins (pgor) et du bieme spin de 'ensemble (p5) avec une augmentation de la dispersion initiale. Chaque
spin est soumis a un bain de frappes stationnaire. dy ) correspond a une dispersion initiale seulement
sur le parametre de force de la frappe (). Le couple (A, ¢) représente le sommet inférieur gauche du
carré de coté dg dans lequel les valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont

tirées.



98 CHAPITRE 4. EFFETS DU DESORDRE DE L’ENVIRONNEMENT

'Stat., |W>M,I¢0>M L4 w1 =1

Vo

)
= , , ,A=1, =1
[ 2
13 " " J ¢ dO,/\,pm =05

n
0 10 20 30 40

Stat,, [w) =R, |y ) S L g o L oy et

. /10 iz "o ~e dyyp,=0.5

[<tlplv>|
o5k — dm,ps:O.S
0.4 e doap,=1.2
03¢ —a - doap =12

0.2F
v— dop,=7

0.1F

0.0

FIGURE 4.10 — Evolutions de la population (haut) et de la cohérence (bas) du spin moyen d’une chaine
de 10 spins et du Hieme spin de la chaine avec une augmentation de la dispersion initiale. Chaque spin
est soumis a un bain de frappes stationnaire et les spins sont couplés par une interaction d’Heisenberg
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FIGURE 4.11 — Oscillations de la population du spin moyen d’'un ensemble de 1000 spins soumis a
un bain de frappes Markovien (o = 0.07). Le couple (A, ¢) représente le sommet inférieur gauche du
carré de coté dg dans lequel les valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont
tirées.
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FIGURE 4.12 — Evolutions de la population (haut) et de la cohérence (bas) du spin moyen d’une
chaine de 10 spins (pg) et du 5ieme spin de la chaine (p5) en fonction de la déviation standard du
mouvement brownien (o). Ce dernier définit I’évolution du bain de frappes classique. Les spins sont
couplés par une interaction d’Heisenberg. Le couple (A, ¢) représente le sommet inférieur gauche du
carré de coté dg dans lequel les valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont
tirées. Les spins sont initialement dans I’état [1g) = \/%—3(3| T +2| 1)) et sont frappés dans la direction
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FIGURE 4.13 — Evolution de la population du spin moyen d’une chaine de 10 spins (pio) et du bieme
spin de la chaine (ps5). Les spins de la chaine sont soumis & un bain de frappes Markovien et sont couplés
par une interaction d’Ising-Z. Le couple (A, ) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté
dop dans lequel les valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont tirées. dg x
correspond a une dispersion initiale uniquement sur le parametre de force. Les spins sont initialement
dans Détat |1g) = %ﬂ M + 2| ])) et sont frappés dans la direction |w) = %(2| D +114)
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FIGURE 4.14 — Evolution de la population du spin moyen d’une chaine de 10 spins (pio:) et du bieme
spin (p5) de la chaine par rapport a la déviation standard du mouvement brownien (o). Chaque spin
est soumis a un bain de frappes Markovien et est couplé par une interaction d’Ising-X de plus proches
voisins. Le couple (A, ) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel les
valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont tirées. Les spins sont initialement
dans I'état |hg) = \/%—3(3] 1)+ 2] 1)) et sont frappés dans la direction |w) = \/%—0(3| H+1h)

le temps. Prenons pour illustrer un bain de frappes Markovien. Pour une largeur & mi-hauteur tres
petite, le bain de frappes Markovien peut s’apparenter au bain de frappes stationnaire. Au contraire,
si la largeur & mi-hauteur o est trés grande, le bain de frappes correspond & un bain de frappes micro-
canonique. Ainsi si o n’est pas trop grand ni trop petit, nous voyons le passage d’un bain de frappes
stationnaire & un bain de frappes microcanonique. Dans ce dernier cas, nous voyons que 'irrégularité
des frappes dans le temps a tendance a détruire les oscillations comme le montre les figures 4.11 et 4.12
(pour les courbes pior,0 = 0.1 et p5,0 = 0.1) au travers d'un amortissement de celles-ci. Au départ
les frappes ne sont pas dispersées. Il faut un certain temps pour que le processus disperse les frappes,
et ainsi que les spins soient dans des états différents, faisant disparaitre les oscillations de Rabi a la
moyenne. Plus dy ou o augmentent, plus ’amortissement est rapide car la dispersion est grande.

Pour le couplage Ising-Z, si 'interaction est faible il est possible d’observer une réduction des
amplitudes d’oscillations avec dy. Si en plus la dispersion initiale n’est pas trop grande, le bain de
frappes Markovien présente aussi un amortissement de la population et de la cohérence comme le
montre la figure 4.13.

Finalement, 'intrication est tellement grande pour une chaine couplée par une interaction d’Ising-
X qu’il est quasiment impossible d’observer 'amortissement de la population avec un bain de frappes
Markovien (figure 4.14) ni la réduction des oscillations de la population. La chute est vraiment dras-
tique (ici nous travaillons en couplage fort, si nous diminuons le couplage, nous avons un mélange
entre les évolutions sans et avec couplage ce qui fait que les amortissements pourraient étre visible;
mais pour les observer il faut un couplage tres faible.)

Processus de décohérence et relaxation de la population

Dans les figures qui suivent, seule la population | 1) a été représentée car la trace de la matrice
densité doit valoir 1. Il est donc facile a partir d’une population d’obtenir la seconde.

Le processus de relaxation consiste en une perte de linformation de I'état initial |¢)p). Sur le
graphique 4.15, nous voyons que plus l'irrégularité de la frappe dans le temps est grande, plus le
processus de relaxation est important. Lorsque les frappes sont irrégulieres, le désordre dans le bain
de frappes augmente. Le désordre du bain de frappes induit du désordre dans le bain de spins qui
peut étre relié & un manque d’information. Ainsi I'irrégularité de la frappe dans le temps entraine une
augmentation de la perte d’information. L’information initiale est totalement perdue lorsque les popu-
lations tendent vers le microcanonique lim, o (1 |p| 1) = % Le processus de relaxation est aussi plus
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FIGURE 4.15 — Evolution de la population du spin moyen d’un ensemble de 1000 spins soumis & un
bain de frappes stationnaire ou microcanonique.

important lorsque dy augmente comme le montre le figure 4.9 pour la méme raison que précédemment.

La figure 4.16 présente ’évolution de la cohérence en fonction du nombre de frappes pour différentes
dynamiques de frappes. Le graphique du haut est pour une faible dispersion des frappes alors que sur
celui du bas, les frappes sont dispersées au maximum. Plusieurs points sont mis en évidence. Tout
d’abord, plus les frappes sont dispersées sur le tore T2, plus la décohérence est forte. La dispersion dans
les frappes est donnée par le parametre dy pour des bains de frappes stationnaires, microcanoniques
et de dérive linéaire, et par dy et/ou par la largeur a mi-hauteur o pour le bain de frappes Markovien.
Avec une dispersion extrémement faible, la cohérence associée & la perturbation stationnaire oscille
autour de sa valeur de départ, il n’y a donc pas de décohérence. Au contraire, pour une large dispersion,
elle chute initialement fortement pour osciller ensuite. Cependant elle ne chute pas complétement, elle
chute vers une valeur |p4;| > 0. Il en est de méme pour le processus Markovien pour une largeur a mi-
hauteur relativement faible. Plus la largeur a mi-hauteur est grande, plus la chute de la cohérence est
rapide. Ce phénomene s’explique facilement. Quand la dispersion initiale est faible, tous les spins sont
initialement frappés de la méme maniere, avec le méme retard et la méme force. Il n’y a pas de raison
que de la décohérence survienne car ils sont tous modifiés de la méme manieére. L’ensemble de spins
reste donc cohérent. Au contraire, si la dispersion augmente, du désordre apparait dans ’ensemble de
spins entrainant des états de spins différents. La décohérence apparait.

La présence d’irrégularités de la frappe dans le temps (ce qui se traduit par une modification
du retard) permet une meilleure décohérence (voir figure 4.16). Nous voyons que les bains de frappes
microcanoniques et celui dit de dérive linéaire permettent une décohérence totale lim,,—, o0 [(T |p| )| =
0 alors que les deux autres bains, les bains de frappes stationnaires et Markoviens présentent une
chute n’allant pas & 0, lim,— o0 |[(T |p| $)| = Cmin # 0. Le bain de frappes microcanonique permet
une décroissance brutale et directe de la cohérence qui reste ensuite a 0 alors que pour celui de
dérive linéaire, elle oscille une fois arrivée a 0. Pour les deux autres bains, le cohérence chute d’abord
rapidement pour ensuite osciller.

Les irrégularités seules ne peuvent pas expliquer complétement la chute de la cohérence. Il faut un
minimum de dispersion. Prenons par exemple un processus stationnaire mais avec une large dispersion.
Des le départ, la dispersion entraine une chute rapide de la cohérence. Cependant cette chute n’est pas
totale car le processus stationnaire n’entraine pas de désordre, il est régulier, la cohérence ne rechute
pas ensuite. La perte de cohérence correspondant a la transmission du désordre du bain de frappes
a ’ensemble de spins devient minime apres celle créée par la dispersion initiale. Il faut un processus
entrainant de l'irrégularité dans la frappe pour que la décohérence soit plus importante.

Regardons maintenant ce qu’il se passe quand les spins sont couplés par une interaction d’Hei-
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FIGURE 4.16 — Evolutions de la cohérence du spin moyen d’un ensemble de spins soumis & un bain
de frappes stationnaire, microcanonique, Markovien (o = 0.1) et de dérive linéaire. Le graphique du
haut est associé a une faible dispersion alors que celui du bas est pour une forte dispersion initiale
des frappes. Le couple (), ¢) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel les
valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont tirées.
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FIGURE 4.17 — Evolutions de la population (haut) et de la cohérence (bas) du spin moyen d’une
chaine de 10 spins, et d’'un ensemble de spins sans couplage. L’ensemble de spins est frappé par un
bain de frappes microcanonique et la chaine par des bains de frappes stationnaires et microcanoniques.
Les spins de la chaine sont couplés par une interaction d’Heisenberg de plus proches voisins. spins
correspond au nombre de spins contenu dans ’ensemble.

senberg. Les figures 4.9 et 4.10 montrent une comparaison entre un ensemble de spins et une chaine
de spins couplés par une interaction d’Heisenberg avec une augmentation de la dispersion initiale.
Les graphiques montrent que plus la dispersion initiale est grande, plus la population et la cohé-
rence moyenne d’une chaine de spins se comportent comme une distribution microcanonique. Chaque
spin suit I’évolution du spin moyen de la chaine contrairement a un spin de ’ensemble. Le couplage
d’Heisenberg induit donc que chaque spin adopte le comportement du spin moyen de la chaine.

Nous avons vu que, pour un ensemble de spins, I'irrégularité de la frappe dans le temps augmen-
tait la chute de la cohérence et la relaxation de la population pour atteindre le microcanonique. Au
contraire, pour une chaine de spins la population et la cohérence évoluent vers le microcanonique, peu
importe l'irrégularité a partir du moment ou la dispersion initiale est grande.

La figure 4.17 montre la méme chose que précédemment mais avec la comparaison entre un bain
de frappes stationnaire et un bain de frappes microcanonique pour une chaine de spins et pour un
ensemble caractérisé par différents nombres de spins. Nous remarquons que plus le nombre de spins
dans I'ensemble est faible, plus la cohérence et la population du spin moyen oscillent. Un ensemble
d’environ 1000 spins a presque le méme comportement qu'une chaine de 10 spins couplés par une
interaction d’Heisenberg de plus proches voisins. De plus, la cohérence de la chaine soumise & un bain
de frappes stationnaire a le méme comportement qu’un ensemble de spins soumis & un bain de frappes
microcanonique. Le couplage d’Heisenberg permet de transmettre le désordre dans la chaine de spins
mais aussi d’augmenter ce désordre, ce que nous avons vu précédemment.

Concernant le couplage Ising-Z, comme le désordre dans la chaine est important, la population
relaxe rapidement vers % et la cohérence chute a 0 quelque soit la dispersion initiale. Le comportement
est similaire a celui d’Heisenberg mais avec une large dispersion initiale. Cependant, contrairement au
couplage d’Heisenberg, un spin ne suit pas 1’évolution de la moyenne comme le montre la figure 4.18.
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FIGURE 4.18 — Evolution de la population du spin moyen d’une chaine de 10 spins (pi) et du
Sieme spin de la chaine (p5) couplés par une interaction d’Ising-Z. Chaque spin est soumis & un bain
de frappes Markovien défini par une largeur a mi-hauteur ¢ = 0.1. L’état initial de chaque spin est
aléatoirement choisi pour obtenir |1g) = a| T)+b| |) avec a tiré uniformément dans [0, 1] et b qui vérifie
Va? +b% = 1. La direction de frappe est caractérisée par |w >= cos (§ — )| 1) +sin (F — )| |).
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FIGURE 4.19 — Evolutions de la population et de la cohérence des spins appartenant a des chaines de
différentes tailles. Chaque spin est couplé par une interaction de plus proches voisins d’Ising-Z et est
soumis & un bain de frappes de dérive linéaire.
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FIGURE 4.20 — Evolutions de la population et de la cohérence du spin moyen d’une chaine de 10 spins
(ptot) et du bieme spin de la chaine (p5) par rapport a dp. Chaque spin est soumis & un bain de frappes
Markovien et est couplé par une interaction d’Ising-X. Le couple (A, ¢) représente le sommet inférieur
gauche du carré de c6té dy dans lequel les valeurs initiales des parametres de force et de retard de
frappes sont tirées. Les spins sont initialement dans I'état |1)g) = %(! 1Y+ 1)) et sont frappés dans

la direction |w) = %(2| P+ 14h).

Pour le couplage Ising-Z, nous observons initialement un petit "plateau" de cohérence comme le
montre la figure 4.19. Celui-ci est visible pour un spin de la chaine mais pas pour le spin moyen a cause
de la compensation des oscillations dans la matrice densité moyenne. Le petit plateau de cohérence
ne dépend pas de la dynamique, de la dispersion initiale ni apparemment du nombre de spins. Il ne
correspond pas a une cohérence maximale, et sa valeur est d’environ 0.2 —0.3. Mais durant ce plateau,
il y a une évolution de la population de chaque spin. La population des spins peut osciller avant que
la cohérence ne chute a 0. Le petit plateau est dii a l'interaction, laquelle tend a conserver tous les
spins dans la méme direction z. Un spin reste donc un peu cohérent avec son voisin.

Finalement, pour le couplage Ising-X (figure 4.20), comme pour le couplage d’Heisenberg, chaque
spin suit I’évolution du spin moyen de la chaine. Que le parameétre dy soit petit ou grand, il y a une
chute de la cohérence et une relaxation de la population vers le microcanonique. Peu importe le bain
de frappes choisi et la dispersion initiale, il y a toujours un grand désordre dans la chaine de spins di
a l'interaction. Le désordre semble étre maximal.

Pour tous les couplages, si I'interaction décroit, il y a un mélange entre 1’évolution sans interaction
(ce que nous observons pour l’ensemble de spins) et celle due au couplage. La premiere partie de
I’évolution dépend uniquement de la dispersion initiale, du bain de frappe choisi et du couplage si les
spins sont couplés par une interaction d’Ising-X.
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FIGURE 4.21 — Evolution de la distribution d’Husimi d’une chaine de 5 spins couplés par une inter-
action d’Heisenberg de plus proches voisins. Chaque spin est soumis & un bain de frappes de dérive
linéaire. La plus grande probabilité est représentée en rouge et la plus petite en bleu. Le processus
d’intrication est aussi montré par la distribution d’Husimi. Dans ce cas, les sphéres tendent a devenir
vertes. Le couple (A, ) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel les
valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont tirées.

4.2.2 Analyses des comportements des effets du couplage avec la distribution
d’Husimi

Dans cette section nous voulons comprendre comment le couplage agit sur les spins soumis a un
environnement classique. Pour ceci, il est intéressant d’utiliser la distribution d’Husimi et une analyse
semi-classique. La distribution d’Husimi a été définie et analysée au chapitre 1.

Interaction d’Heisenberg

Considérons une chaine de spins couplés par une interaction d’Heisenberg. Sans frappe, si les spins
sont initialement dans la méme direction, ils ont un mouvement de précession autour de la direction
z induite par le champ Zeeman, ce que nous avons vu figure 1.11. Si nous rajoutons des frappes, pour
une méme interaction et un méme état initial des spins nous obtenons la figure 4.21. Au début, tous les
spins sont orientés dans la méme direction et bougent de la méme maniere pendant quelques frappes.
A partir de la frappe 8, nous voyons que les spins commencent a étre dans des directions différentes.
Le désordre apparait dans la chaine. Plus le nombre de frappes augmente plus ce désordre augmente.
Pour un grand nombre de frappes les spins deviennent intriqués avec leurs voisins. Aucun phénomene
particulier n’est observé pour les spins du bord. En comparant les figures 1.11 et 4.21 nous remarquons
que les spins n’ont plus de mouvement de précession lorsqu’ils sont frappés. Ils ont tendance a s’aligner
dans la direction de la frappe sans toutefois 'atteindre completement. Plus les spins sont fortement
frappés plus ils vont avoir tendance a s’aligner dans la direction de la frappe.

Le couplage d’Heisenberg est un couplage isotrope. Il tend a aligner tous les spins dans la méme
direction. Si tous les spins sont initialement dans la méme direction, et soumis & un bain de frappes
régulier dans le temps ayant une tres faible dispersion initiale (dy ~ 0), ils sont frappés avec la méme
force et le méme retard. Ainsi, a chaque instant, les spins conservent le méme état. Le couplage ne
modifie pas leurs orientations. L’entropie et I'intrication restent faibles.

Au contraire, si la dispersion augmente et/ou que le bain de frappes est irrégulier dans le temps,
chaque spin va étre frappé différemment de son voisin, c¢’est-a-dire avec une force et un retard différents.
Un spin ne va pas évoluer de la méme maniére que son voisin et ils vont avoir des états différents.
L’interaction va alors tendre a aligner les spins dans la méme direction. Pour ceci les spins vont
s’intriquer les uns avec les autres.

Les frappes entrainant du désordre dans les états des spins et 'interaction voulant les aligner sont
deux effets en opposition. Les spins perdent leurs mouvements initiaux et vont vers la perte maximale
de leurs informations : la distribution microcanonique.
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FIGURE 4.22 — Evolution de la distribution d’Husimi de chaque spin d’une chaine couplée par une
interaction de plus proches voisins d’Ising-Z et soumise a un bain de frappes de dérive linéaire. La plus
grande probabilité est représentée en rouge et la plus petite en bleu. L’intrication est aussi représentée
par la distribution d’Husimi. Dans ce cas, les spheres se rapprochent de la couleur verte. Le couple
(A, ) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel les valeurs initiales des
parametres de force et de retard de frappes sont tirées.

Tout ceci peut aussi s’expliquer en terme de géne entre les spins (interprétation semi-classique).
Une frappe est I’équivalent d’'un champ magnétique pendant une tres courte durée. Ainsi, au moment
de la frappe, les spins vont avoir un mouvement de précession autour de celle-ci. Comme les frappes
sont différentes d’un spin a un autre, ils ne vont pas tous avoir le méme mouvement de précession. Les
projections des précessions de deux spins voisins suivant les axes du couplage x, y et z montrent qu’ils
se "recoupent’. Ceci induit que les spins se génent dans leur mouvement et de I'intrication apparait.

Couplage Ising-Z

La figure 4.22 montre 1’évolution de la distribution d’Husimi d’une chaine de spins couplés par une
interaction d’Ising-Z. Deux comportements différents apparaissent : avant la dixiéme frappe, les spheéres
d’Husimi ne sont pas compleétement vertes alors qu’elles le deviennent apres. Ce premier comportement
apparalt pendant le temps du petit plateau de cohérence dont nous avons parlé précédemment. Il y a
un faible nombre de frappes pendant lequel les spins conservent de la cohérence et ou la population
peut osciller. De maniere générale, apres ce plateau, il y a une relaxation de la population vers le
microcanonique et une chute a 0 de la cohérence (si |w) # \%(! D +14), [ 1), | {), voir plus loin, & la
section 4.3).

Pour comprendre ce phénomene, rappelons que sans frappe, le processus d’Ising-Z n’induit pas
d’intrication, que les spins soient dans la méme direction ou non.

L’intrication apparaissant peut étre analysée comme le fait que les spins se génent entre eux. A
chaque frappe d’un bain caractérisé par une dispersion initiale et/ou une irrégularité de la frappe dans
le temps, un spin va étre orienté dans une direction différente des autres spins. Comme une frappe est
I’équivalent d’un champ magnétique de faible durée, les spins vont avoir une micro-précession autour
de la direction de ce champ. Pendant ce laps de temps, les projections des précessions de deux spins
voisins suivant la direction z vont se "recouper”. Les spins se génent alors, ce qui induit de I'intrication.

Un phénomeéne apparait et ne trouve pas d’explication semi-classique. Il peut provenir de processus
purement quantiques. Si les spins sont tous frappés de la méme maniére (processus stationnaire) sans
dispersion initiale, le processus d’intrication apparait aussi au travers d’oscillations périodiques de la
cohérence et de 'intrication (dues aux oscillations de Rabi) (ce que nous avons vu au chapitre 1 au
travers des figures 1.9 et 1.12 pour des chaines de spins non frappés). Pourtant les spins ont tous la
meéme précession et sont tous dans la méme direction.
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FIGURE 4.23 — Evolution de la distribution d’Husimi de chaque spin d’une chaine de 5 spins couplés
par une interaction d’Ising-X. Chaque spin est soumis a un bain de frappes stationnaire avec une faible
dispersion initiale de la force et du retard de frappes. La plus grande probabilité est représentée en
rouge et la plus petite en bleu. Le processus d’intrication est aussi montré par la distribution d’Husimi.
Dans ce cas, les sphéres deviennent vertes. Le couple (A, ) représente le sommet inférieur gauche du
carré de coté dy dans lequel les valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont
tirées.

Couplage Ising-X

Nous avons déja vu dans le chapitre 1 qu’une chaine de spins couplés par une interaction d’Ising-X
et non-frappés présentait de l'intrication. La frappe ne fait que rajouter du désordre dans le bain de
spins comme le montre la figure 4.23. Il y a une modification de la direction des spins due a leurs
précessions mais aussi aux frappes. Si une dispersion initiale est présente ou que le bain est irrégulier
dans le temps, un spin est frappé différemment de ses voisins, il va avoir une précession différente de
ses voisins car le champ total va étre différent d’un spin a un autre. Les projections des précessions de
deux spins voisins vont se recouper. Ceci induit une géne dans le mouvement des spins. Une grande
intrication entre les spins apparait et elle se conserve.

4.3 Possibilités de conservation de ’ordre dans les systémes de spins

En fonction du choix des parameétres de frappes, il est possible de réduire le phénomeéne de déco-
hérence et d’empécher le population de relaxer vers %

4.3.1 Frappe dans la direction d’un vecteur propre

Les graphiques 4.24, 4.25 et 4.26 montrent 1’évolution de la population en fonction de I’angle des
frappes pour un ensemble de spins et une chaine de spins couplés par une interaction d’Heisenberg et
d’Ising-Z. Ces figures montrent que la relaxation est d’autant meilleure que I'angle entre la direction
des frappes et un des vecteurs propres du spin est grand. De la méme maniére, les amplitudes des
oscillations de Rabi diminuent avec la frappe se rapprochant d’un vecteur propre. Ces deux effets
se comprennent facilement mathématiquement. Si |w) = | 1) ou | |), alors (1,]) sont aussi vecteurs
propres de 'opérateur de frappe W. Ils sont donc vecteurs propres de 'opérateur de monodromie défini
dans ’equation 3.3. La dynamique induit une phase entre les deux composantes de ’état quantique. Or
la phase ne joue pas au niveau des populations, elles restent a leurs valeurs initiales. Une interprétation
physique possible est que les oscillations de Rabi n’existent pas en classique. Or la frappe est dans la
direction d’un vecteur propre, qui est une direction classique. Le systéme ne va donc pas osciller en
terme de population car il n’y a pas d’oscillation classique.

La diminution de la relaxation de la population avec la frappe se rapprochant d’un état propre
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FIGURE 4.24 — Evolutions de la population du spin moyen d’un ensemble de spins en fonction du
nombre de frappes et en fonction de ¥ caractérisant la direction de frappe (Jw) = cos?| 1) +sind| |))
en haut pour un bain de frappes microcanonique et en bas pour un bain de frappes stationnaire. La
vitesse de relaxation augmente pour ¢ loin de 0 ou 7.
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FI1GURE 4.25 — Evolutions de la population et de la cohérence du spin moyen d’une chaine de 10 spins
(ptot) et du bieme spin de la chaine (p5) avec la variation de ¥ (|w) = cos (¢) | 1) +sin (¢) | {)). Chaque
spin est soumis a un bain de frappes de dérive linéaire et est couplé par une interaction d’Heisenberg.
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FIGURE 4.26 — Evolutions de la population et de la cohérence du 5iéme spin (ps) et du spin moyen (por)
d’une chaine de 10 spins couplés par une interaction d’Ising-Z. La direction de frappe est caractérisée
par |w) = cos (¥) | 1) + sin (9) | ). Chaque spin est soumis & un bain de frappes microcanonique.
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FIGURE 4.27 — Evolutions de la population du spin moyen d’une chaine de 10 spins (ps) et du Sieme
spin de la chaine (p5). La direction des frappes est caractérisée par |w) = cos (¢)| 1) + sin (9) | ).
Cette chaine est soumise a un bain de frappes de dérive linéaire et est couplée par une interaction
d’Ising-X. Le graphique du haut est pour une faible dispersion initiale, et le graphique du bas est pour
une grande dispersion initiale. Le couple (), ¢) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté
do dans lequel les valeurs initiales des parametres de force et de retard de frappes sont tirées. Les spins
sont initialement dans I’état |¢g) = \/%—0(3| H+11).

du spin est présente pour I'ensemble de spins et les couplages d’Heisenberg et d’Ising-Z. L’évolution
obtenue pour la population d’un ensemble de spins en fonction de ¥ est conservée pour une chaine
de spins car les vecteurs propres du couplage d’Heisenberg ou d’Ising-Z sont les mémes que ceux de
I’ensemble de spins.

Au contraire, la diminution de la relaxation de la population avec la frappe se rapprochant d’un
état propre du spin n’est pas présente pour le couplage d’Ising-X comme nous pouvons le voir figure
4.27. Ceci se comprend parce que le couplage induit d’autres vecteurs propres de H. Nous observons
simplement une légere diminution de la relaxation de la population avec la frappe se rapprochant d’un
état propre du spin si le parametre de dispersion initiale est tres faible et que le dynamique classique
n’est pas trop irréguliere dans le temps.

Contrairement a ce que nous avons observé pour la population, la perte de cohérence du spin
moyen d’un ensemble de spins est d’autant meilleure que la frappe est dans la direction d’un vecteur
propre comme le montre la figure 4.28. La superposition d’états n’existe pas en classique. Lorsque nous
frappons dans une direction qui est une superposition d’états, nous créons encore de la superposition.
Au contraire si nous frappons dans une direction propre, cet état est classique et le systeme voudrait
se retrouver dans une configuration classique. Pour ceci il faut que la matrice densité soit une mélange
statistique et qu’il y ait perte de cohérence.

La cohérence ne se comporte pas de la méme fagon pour le couplage d’Heisenberg, d’Ising-Z et
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FIGURE 4.28 — Evolution de la cohérence du spin moyen d’un ensemble de spins soumis & un bain de
frappes stationnaire (dg > 1) en fonction de ¢ (|w) = cos(F)| 1) + sin(P)] })). limp— 100 |[{T |p| 4| =
Cmin diminue pour ¥ proche de 0 ou 7.

I’ensemble de spins. Pour une chaine de spins, le processus de décohérence est d’autant plus important
que la frappe tend vers une superposition équiprobable d’états (jw) = % (| 1) + | 4))) comme le montre
les figures 4.25 et 4.26. Plus |w) se rapproche d’un vecteur propre, plus la cohérence d’un spin oscille
fortement et oscille périodiquement en revenant a sa valeur initiale pour le couplage d’Ising-Z. Ceci
est un phénomene purement quantique qui ne trouve pas d’explication semi-classique.

4.3.2 Petite fréquence de Rabi du spin

Plus 3—; (w; la fréquence de Rabi et wy la fréquence de frappes) diminue, plus le processus de

décohérence et la relaxation de la population d’un ensemble de spins et d’une chaine de spins couplés
par une interaction d’Heisenberg sont lents, comme le montre la figure 4.29. Rappelons que 120—’; repré-
sente le temps propre quantique, le temps de transition entre les deux états du spin et wqg est associé
a la fréquence de frappes. Si wg > wq, les spins n’ont pas le temps d’évoluer qu’ils sont tout de suite
refrappés. Ils changent tres lentement d’états, et la décohérence est faible.

Quand la direction de frappes est différente de celle des spins, et si wi < wy, ce phénomene
s’accompagne d’un saut de population. Pour un faible nombre de frappes, nous voyons apparaitre sur
la figure 4.30 un saut de population vers le haut ou vers le bas associé a un saut de la cohérence. Ce
phénomene se produit principalement lorsque les frappes sont dispersées, réguliéres et pour % < 1.
Nous avons vu que pour un bain de frappes régulier dans le temps présentant une dispersion des
frappes initiales nulle, de fortes oscillations sont présentes. Nous pensons que dans ce contexte le saut
de population est aussi présent mais qu’il est caché par les oscillations de la population.

Le saut de population provient du fait que les spins ont tendance a s’aligner avec la direction des
frappes. Ceci se voit tres clairement figure 4.31 en représentant ’amplitude du saut de population en
fonction de 'angle entre la frappe et la direction du systéme. En particulier, nous voyons que le saut
de population est nul lorsque la frappe est dans la direction d’un vecteur propre car il y a seulement
un changement de phase.

Une étude similaire nous a permis d’analyser la variation du saut de cohérence en fonction de
I’angle entre les directions du systéme et de la frappe. Les variations ressemblent trés fortement a ce

que nous observons pour la population mais avec un déphasage de T

1
La variation de %(1) s’explique de la méme maniere que précédemment. Plus wg est grand par
rapport & w; moins le systeme a le temps d’évoluer entre deux frappes. Le systéme n’aura donc pas
d’autre possibilité que de se rapprocher de la direction des frappes a force d’étre frappé.
Nous avons aussi stipulé que les frappes devaient étre régulieres. Le processus d’alignement est

d’autant plus efficace que les frappes sont fortes et sont toujours les mémes. Si les frappes sont trop
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Comportements spécifiques
Bains classiques des bains quantiques

Bain stationnaire Décohérence nulle ou incompléte
Relaxation nulle ou incompléte
Décohérence nulle ou avec de fortes
Bain de dérive linéaire | fluctuations

Relaxation nulle ou avec de fortes
fluctuations

Bain microcanonique | Décohérence complete et rapide
Relaxation compleéte et rapide
Oscillations de population

Bain Markovien nettement amorties

TABLE 4.1 — Résumé des différents comportements des ensembles de spins par rapport aux bains de
frappes.

faibles, le saut de population n’est pas visible car la frappe n’est pas assez forte pour aligner les
spins dans sa direction. Si le processus est irrégulier, la force de chaque frappe varie a chaque instant.
Elle n’est donc pas toujours assez forte pour laisser entrevoir le saut de population et pour empécher
I’évolution libre des spins.

Le saut de population est donc d’autant moins visible que le désordre dans le bain de frappes est
grand.

Cependant, pour les couplages Ising-Z et Ising-X, 1’évolution avec g—é n’existe pas comme nous
le voyons sur les figures 4.32 et 4.33. La population relaxe vers la distribution microcanonique et la
cohérence chute a 0. Le désordre induit par ces couplages et trop important.

Au final, nous observons que les parameétres provoquant du désordre, dy et la dynamique classique
du bain de frappes, induisent dans le systéme de spins de la décohérence et de la relaxation de
population. Le couplage entre les spins permet d’accentuer le désordre pour le couplage d’Heisenberg
ou Ising-Z ou méme d’en créer initialement pour le couplage Ising-X. En jouant sur les parametres, il
est possible de réduire cet effet en prenant par exemple “L trés petit pour le couplage d’Heisenberg.

wo
Les effet des différents parametres sont résumés dans les tableaux 4.1 et 4.2

4.4 Discussion a propos de la taille de la chaine

Nous avons vu le comportement des ensembles de spins et des chalnes de spins par rapport a diffé-
rentes dispersions initiales et différentes dynamiques. Une étude intéressante serait de savoir comment
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FIGURE 4.32 — Evolutions de la population et de la cohérence du spin moyen d’une chaine de 10 spins
(ptot) et du bieme spin de la chaine (p5). Chaque spin est couplé par une interaction d’Ising-Z et est
soumis & un bain de frappes de dérive linéaire.
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FIGURE 4.33 — Evolution de la population du spin moyen d’une chaine de 10 spins (piot) et du Sieme
spin de la chaine (p5) couplée par une interaction d’Ising-X par rapport a =+ Chaque spin est soumis
a un bain de frappes de dérive linéaire.
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Parameétres| Aucun couplage | Heisenberg Ising-Z Ising-X
Oscillations de la do < 1 est
population et de la | équivalent au cas Désordre et Désordre et
cohérence pour J =0 :aucun intrication déja intrication déja
une dynamique désordre et aucune | forts si wio est forts si wio est
do=0 peu irréguliere intrication important important
Efficacité de la
Efficacité de la décohérence et de
décohérence et de | la relaxation de
la relaxation de la | population . Efficacité de la Efficacité de la
population . Amplitude des décohérence et de | décohérence et de
Amplitude des oscillations de la relaxation de la relaxation de
oscillations de populations \,. population . population .
population \,. Le | Désordre et Désordre et Désordre et
do N désordre N intrication intrication intrication
Efficacité de la
décohérence et de
la relaxation de La relaxation de
population \,. La | population \,
fréquence des pour aller vers la
oscillations de direction de la
population . frappe. Effet du
Effet du saut de saut de population
%(1) Ny population N Aucun effet Aucun effet
Le désordre et Le désordre et Le désordre et
wio Vs I'intrication Iintrication I'intrication
Efficacité de la
décohérence " et
de la relaxation de | La relaxation de
population \.. population \ et la
Amplitude des cohérence des La relaxation de
oscillations de spins oscille plus population et la
population . avec de plus décohérence “\, et
Effet du saut de grandes chaque spin oscille | Presque aucun
¥ — 0 ou 5 | population amplitudes plus effet
La décohérence et
la relaxation de
population 7 avec
Amortissement des | La décohérence et | une interaction et
oscillations de la relaxation de une dispersion Presque aucun
o population population faible effet
Chaque spin suit
Phénomeénes I’évolution du spin | Un "plateau" de Intrication tres
particuliers moyen de la chaine | cohérence grande

TABLE 4.2 — Résumé des différents comportements d’un ensemble de spins et d’une chaine de spins

frappés.
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FIGURE 4.34 — Evolutions de la cohérence du spin moyen d’'une chaine de spins (ps¢) et d'un spin
de la chaine (ps5) pour différents nombres de spins. Les spins sont couplés avec leur plus proches
voising par une interaction d’Heisenberg et sont soumis a un bain de frappes de dérive linéaire. Le
couple (A, ) représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel les valeurs initiales
des parametres de force et de retard de frappes sont tirées. Les spins sont initialement dans 1’état

[to) = \%(2| M +11)) et sont frappés dans la direction |w) = \/Ll—o(?)] P+
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FIGURE 4.35 — Evolutions de la cohérence du spin moyen d’une chaine de spins (py) et d’un spin de
la chaine (p5) pour différents nombres de spins. Les spins sont couplés avec leur plus proches voisins
par une interaction d’Ising-Z et sont soumis a un bain de frappes de dérive linéaire. Le couple (), ¢)
représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dg dans lequel les valeurs initiales des parametres
de force et de retard de frappes sont tirées. Les spins sont initialement dans I’état |¢g) = %(2| DEAEM)

et sont frappés dans la direction |w) = \/%(?ﬂ P+ 1h).



120 CHAPITRE 4. EFFETS DU DESORDRE DE L’ENVIRONNEMENT

{Drift, L2002, =L dy=1, 251, ¢=1, ptm}

[<tlplv>]
051 —e— Spins=6

--m-- Spins=8

—&— Spins=10

~-a-— Spins=12
o h_ 1
{ant, £202, =1, dg=1,2=1, ¢=1, ps}
[<tlplv>]
051 —=e— Spins=6
~-=a-— Spins=8

—+— Spins=10

--a-- Spins=12

FIGURE 4.36 — Evolutions de la cohérence du spin moyen d’une chaine de spins (pyt) et d’un spin de
la chaine (p5) pour différents nombres de spins. Les spins sont couplés avec leur plus proches voisins
par une interaction d’Ising-X et sont soumis & un bain de frappes de dérive linéaire. Le couple (), ¢)
représente le sommet inférieur gauche du carré de coté dg dans lequel les valeurs initiales des parametres
de force et de retard de frappes sont tirées. Les spins sont initialement dans I’état |¢g) = %(2| DEAEM)

et sont frappés dans la direction |w) = \/%(?ﬂ P+ 1h).
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se comporte la chaine de spins avec un nombre de spins augmentant. Pour ceci nous allons considérer
des chaines de 6, 8, 10 et 12 spins représentées figures 4.34 pour le couplage d’Heisenberg, figure 4.35
pour le couplage d’Ising-Z et 4.36 pour le couplage d’Ising-X. Nous voyons sur ces figures qu’il n’y a
presque aucune modification du comportement de la cohérence. Les modifications que nous observons
proviennent du fait que la dispersion des frappes dans la chalne varie d’une taille & une autre, comme
le nombre de spins augmente.

Nous pouvons donc supposer que les comportements que nous avons observés dans ce chapitre
restent les mémes pour des chaines beaucoup plus grandes.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons étudié le comportement d’un ensemble de spins et d’une chaine de
spins soumis & un bain de frappes. Ce bain est perturbé par un environnement classique lequel peut
étre stationnaire, Markovien, de dérive linéaire ou microcanonique. Les spins de la chalne sont couplés
par une interaction de plus proches voisins d’Heisenberg, d’Ising-Z ou d’Ising-X. Dans les tableaux 4.1
et 4.2, nous avons résumé les comportements de ’ensemble de spins et de la chaine de spins en fonction
des différents parametres et de la présence d’interaction. L’évolution de la chalne de spins couplés par
une interaction d’Heisenberg est similaire a I’évolution d’un ensemble de spins sans interaction lorsque
la dispersion initiale est faible. Pour une grande dispersion, les résultats obtenus avec une interaction
d’Heisenberg sont similaires a ceux obtenus avec un bain de frappes microcanonique sans interaction.
Mais il y a une différence essentielle : tous les spins adoptent le comportement du spin moyen dans une
chaine de spins caractérisée par une interaction d’Heisenberg. L’interaction d’Ising-Z induit plus de
désordre que le couplage d’Heisenberg. Mais un petit plateau de cohérence apparait. Les spins essaient
de retenir leurs voisins avant d’aller vers la distribution microcanonique. L’interaction qui induit le
plus de désordre est le couplage Ising-X. Il y a toujours une relaxation de la population et une chute
de la cohérence vers la distribution microcanonique.

Le désordre dans le bain de frappes, lequel est dii a I’environnement classique, est transmis a
la chaine de spins. Celui-ci est plus grand pour une large dispersion initiale ou un bain de frappes
désordonné. Si le parametre d’interaction est grand, ceci augmente le désordre dans la chaine de spins
au travers de I’apparition d’une intrication. Donc, le désordre dans le bain de frappes est transmis aux
spins de la chaine lesquels le transmettent a leurs voisins sous forme d’intrication. Ceci est bien visible
pour le couplage d’Heisenberg au travers de la comparaison entre une chaine couplée et un ensemble
de spins. Un plus grand nombre de spins est nécessaire pour obtenir le méme comportement général
que pour une chalne de spins couplés.

Pour un bain de frappes ordonné avec une dispersion initiale pas trop grande, le couplage d’Hei-
senberg n’induit pas une évolution du comportement des spins vers la distribution microcanonique.
Comme les spins sont frappés de la méme maniere, ils ne s’intriquent pas entre eux. Pour 'interaction
d’Heisenberg ou d’Ising-Z, un bain de frappes Markovien est intéressant au travers de 1’utilisation
des premieres frappes lesquelles n’induisent que peu de décohérence. Cependant, pour un bain tres
désordonné (comme le bain de frappes microcanonique) ou quand la dispersion initiale est grande, une
conservation de I'ordre peut quand méme étre trouvée. Une frappe dans la direction d’un état propre
du spin peut étre utilisée pour les couplages d’Heisenberg ou d’Ising-Z. Pour 'interaction d’Heisen-
berg, prendre le facteur %(1) tres petit permet d’empécher une relaxation de la population vers % Ces
analyses sont intéressantes pour un bain de frappes désordonné ou une large dispersion initiale.

L’étude réalisée ici est inchangée si nous considérons une modification de la direction de frappes a
la place de la force et/ou du retard de frappes.

L’interaction d’Heisenberg étant le couplage le moins désordonné, il est le plus approprié pour faire
du contrdle quantique. Pour ce controle, il est utile d’utiliser le bain de frappes le moins désordonné, le
bain de frappes stationnaire. Cependant il faudrait trouver un environnement permettant ce controle
pendant un laps de temps avant que la population et la cohérence de la chaine de spins aillent vers la
distribution microcanonique.
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Troisieme partie

Bruit chaotique agissant sur un
systeme quantique
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Introduction

Dans cette partie nous utiliserons le méme modele que dans la partie précédente. Nous considérons
un systéme de spins (qui peut étre un ensemble de spins, une chaine de spins ou une glace de spins)
frappés par des trains d’impulsions magnétiques ultra-courtes. Avant d’atteindre les spins, ces trains
vont passer dans un environnement classique qui va perturber la force et le retard de chaque frappe. Cet
environnement est maintenant choisi chaotique. Les dynamiques chaotiques possédent une propriété
remarquable alors qu’ils sont parfaitement déterministes (contrairement aux bruits aléatoires de la
partie précédente) : la sensibilité aux conditions initiales. Celle-ci stipule que si deux points soumis a
une dynamique chaotique, sont initialement tres proches mais non superposés, il vont s’écarter a partir
d’un temps qui correspond & I’horizon de prédictibilité. Ainsi si deux frappes sont initialement treés
proches (en terme de retard et de force de frappes), elles vont devenir différentes & partir de ’horizon
de prédictibilité. Avant cet horizon, les frappes sont similaires, il n’y a donc pas de désordre dans le
bain de frappes. Cependant apres, les frappes deviennent différentes et du désordre apparait dans le
bain de frappes. La question majeure est de savoir comment cet horizon se traduit sur le systéme de
spins, est-ce que pendant ’horizon de prédictibilité le systeme reste cohérent, est-ce qu’il présente un
horizon plus grand, comment le désordre classique se transmet-il aux systémes de spins ? Ceci constitue
un des objectifs de cette partie.

Utilisant cet horizon chaotique, un autre but de cette partie est de réaliser du controle quantique.
Il existe différents types de contrdles et nous pouvons citer par exemple le controle optimal [38]. Pour
un tel type de contrdle nous voulons atteindre une cible de maniére optimale et ceci se décompose
en deux points. Le premier consiste a savoir si la cible est atteignable et le second a connaitre quel
chemin permet d’atteindre la cible avec un colit minimal. Dans cette partie nous n’utiliserons pas ce
controle mais il pourrait faire ’objet d’études futures. Nous utiliserons deux exemples de contrdles
plus simples. Le premier correspond au controle de la transmission d’information. Nous avons vu
dans le chapitre précédent que l'interaction d’Heisenberg induisait un méme état pour deux spins
voisins. Utilisant ce phénomene, si les spins voisins ne sont pas dans le méme état, ils vont échanger
leur information et c’est ce que nous appelons de la transmission d’information. Le second controle
consiste a réaliser des portes logiques comme la porte not. Pour ce faire, nous utiliserons un champ
de contrdle avec un processus stationnaire (concernant la force et le retard de frappes), sur lequel une
perturbation chaotique vient agir. La réalisation de portes logiques constitue une question cruciale
pour la réalisation d’ordinateurs quantiques. Dans ces ordinateurs, les bits qui n’ont que deux états
sont remplacés par des qubits pouvant avoir une infinité d’états. Un spin pouvant représenter un qubit,
ceci nous permettra de parler de 'information au lieu de I’état du spin. L’état up du spin représente
la valeur 1 et ’état down, la valeur 0.

Nous utiliserons des bruits chaotiques académiques au travers principalement d’automorphismes
continus sur le tore. Cependant il existe de vrais bruits chaotiques dans la nature, comme les systemes
de réaction-diffusion [26, 72, 82, 77, 33| et l'activité électrique dans les cellules [28, 29]. Il reste aussi
la possibilité que nous imposions un bruit chaotique volontairement dans le contréle, le but étant de
transmettre le chaos classique aux systémes de spins.

Dans ce chapitre, nous introduirons tout d’abord les notions de chaos classique et de chaos quan-
tique. Nous étudierons ensuite le cas d’un ensemble de spins soumis & un train de frappes perturbés
chaotiquement. Nous verrons que celles-ci entrainent un horizon de cohérence supérieur a I’horizon de
prédictibilité pendant lequel les spins restent cohérents. Dans un troisiéme chapitre, nous regarderons
la conservation de cet horizon de cohérence que ce soit en fonction du systéme quantique choisi (nous
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prendrons le cas d’une chaine de spins et d’une glace de spins) ou que ce soit en changeant de systéme
dynamique classique (nous prendrons les exemples de la standard map et des systémes dynamiques
dissipatifs & trois dimensions). Finalement dans un dernier chapitre nous regarderons le contrdle de
systemes quantiques avant ’horizon de cohérence. Ce controle se décomposera en deux exemples : le
contrdle par transmission d’information et le contréle pour réaliser une porte logique.



Chapitre 5

Chaos classique et chaos quantique

5.1 Chaos classique

Afin de comprendre ce qu’est le chaos en dynamique classique, nous allons d’abord donner les
définitions, propriétés, propositions et théoremes associés pour ensuite les appliquer sur un exemple
concret : la dynamique du chat d’Arnold. Le chaos classique a été étudié par de nombreux chercheurs
[60, 107, 5, 32, 88|.

5.1.1 Définitions d’un systeme dynamique classique

Pour définir la notion de systéme dynamique classique, nous avons besoin de connaitre ce qu’est
une tribu et une mesure.

Définition 1. Tribu
Soit I' un ensemble. On appelle tribu sur I' un ensemble T de parties de I' qui vérifie

1. T n’est pas vide

2. T est stable par complémentaire. Autrement dit si on a ¢b le complémentaire de b € T, alors

‘beT
3. T est stable par union dénombrable. Autrement dit si Vn € N, b, € T alors J,enbn € T

Nous pouvons donner deux exemples de tribus :

o La tribu borélienne Tp : c’est la tribu de tous les ouverts engendrés par des pavés |g,q X
Agq[x]p,p x Ap[ (ou dans le cas d'un espace des phases caractérisé par un Hamiltonien, ¢ cor-
respond a la coordonnée généralisée et p au moment conjugué associé).

¢ La tribu de Lebesgue 7Ty, : elle contient la tribu précédente et est complétée par la mesure de
Lebesgue.

Juste a tire indicatif, comme la notion a été utilisée, introduisons la définition :

Définition 2. Mesure de Lebesgue
Soit (R, B(R)) l’espace mesurable R muni de sa tribu borélienne. Il existe une unique mesure notée A
sur cet espace mesurable qui posséde les propriétés suivantes :

1. Yae R, VA € B(R), N(a+ A) = A(A) (invariance par translation de la mesure de Lebesgue)
2. M([0,1]) =1

3. M[a,b]) =b—a, Va,beR,a<b

Pour I nous pouvons utiliser la tribu borélienne. Celle-ci est généralement trop grossiére et nous

I’ajustons en rajoutant les ensembles de mesures de Lebesgue nulles qui ne s’y trouvent pas déja
(T = TN {D CT, vol(D) =0}).

129
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Définition 3. Mesure
Une mesure sur l’espace des phases mesurable (T',T) est une application p: T — [0,+o0] telle que
— l’ensemble vide est de mesure nulle (&) =0

— La mesure d’une réunion dénombrable d’ensembles mesurables deux o deux disjoints, est la
somme des mesures des ensembles

Sip:T —[0,1] avec pu(I') = 1, nous dirons que y est une mesure de probabilité.

Définition 4. Systéme dynamique classique continu en temps

On appelle un systéme dynamique un triplet (I, F,dp) ou T' est l'espace des phases, F est une ap-
plication continue de I dans I" et du est une mesure d’intégration sur I'. Les trajectoires de phase du
systeme dynamique sont solutions de l’équation

X = F(t, X(t)) (5.1)

Si F ne dépend pas explicitement du temps, X = F(X(t)), on dit que le systéme est autonome, dans
le cas contraire on parle de systéme forcé.

Définition 5. Flot
On appelle flot d’un systéeme dynamique (U, F, du), Uapplication continue ®° : T' — T indexée par
deuz instants t > s telle que pour toute trajectoire de phase t — X (t), on a

(X (s)) = X(t) (5.2)

Le flot est donc une application permettant 1’évolution du systeme dynamique vers un temps
ultérieur. L’application sur un systeme satisfait a :

Propriété 2. Flot d’un systéme dynamique
Le flot d’un systéme dynamique est un semi-groupe (car Uapplication ®“° n’est pas nécessairement
réversible) continu de transformations, c’est a dire, VX € I', YVt > s > r

(X)) = X
q)t,s o PS5 = (I,t,s((I)s,r(X>) — (I)t,r(X)

L’application du flot est réversible pour un systéme dynamique linéaire. Pour un systéme autonome
on a 1% = d'% (le flot ne dépend que d’un indice correspondant au temps écoulé).

Définition 6. Mesure préservée
Nous disons qu’une mesure u est préservée par un flot ® (ou qu’un flot préserve la mesure) si

vDeT, @ (D))=uD) (5.3)

Le flot préserve la mesure si I’évolution de n’importe quelle région D € I' reste toujours de méme
mesure.

Définition 7. Systéme conservatif et dissipatif
On dit que (T, F,du) est conservatif si la mesure u est préservée par le flot ® associé a F. Par contre
si p(®(D)) < u(D) pourt >0, on dit qu’il est dissipatif.

Définition 8. Attracteur

Soit (T, F, du) un systéme dynamique classique dissipatif. Un attracteur du systéme dynamique est une
région de l’espace de phase vers laquelle converge toute trajectoire de phase passant a son voisinage.
Le voisinage en question est appelé bassin d’attraction de ['attracteur.

Généralement I'attracteur a la topologie d’'un point, d’'un cycle, d’un tore ou d’un hypertore. Par-
fois c’est une structure fractale, nous disons alors que l'attracteur est étrange.

Nous pouvons nous intéresser a la linéarisation du flot. Nous posons X (s) = X
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X = F(X)
& 2ob3(X,) = F(®M(X,))

9 80H°(Xo) _ —n OF(Y) D™ (X,) 10
= o oxg = 2b=1 gy [y=ate(Xo) oXg

L’équation du Jacobien du flot est :

an;,s) = OF (X (t))J(t,s) (5.4)
2%% (X, a o
avec (J(t,s))p = #a J(s,s) =1et (OF)y = gf(b

Dans le cas d’un systéme linéaire et autonome, nous avons
J(t,s) = e@Ft=s) (5.5)

Tout systéme dynamique autonome & temps continu est associé a un systeme dynamique a temps
discret relativement & une discrétisation du temps. Si At est son pas de temps, ® = ®AL,

Définition 9. Systéme dynamique a temps discret autonome
On appelle systéme dynamique autonome a temps discret le triplet (I', ®, ) avec I' un espace topo-
logique, ® : T' — T un automorphisme de l’espace des phases (le flot), et p une mesure sur I'. La
dynamique est définie par

Xpt1 = D(Xy) (5.6)

avec X, € T'. Le flot est conservatif si quelque soit D partie mesurable de T', u(®(D)) = u(D), il est
dissipatif si p(®(D)) < u(D)

5.1.2 Topologie des systéemes dynamiques conservatifs

Le principe d’ergodicité a été introduit par Ludwig Boltzmann en 1871 au cours de ses recherches
en cinétique des gaz. Il fut ensuite développé pour s’appliquer aux systemes dynamiques et a la théorie
du chaos.

Définition 10. Systeme ergodique
Soit un systéme d’espace de phase ' et de flot ® qui préserve la mesure de probabilité p. On dit que
le systéme est ergodique si

VDeT, &Y D)=D= uD)=0 ou 1 (5.7)

Ainsi, pour qu’un systéme soit ergodique, il faut que les seuls ensembles mesurables invariants par
le flot vers le passé soient 1’espace des phases total accessible, ou des domaines inaccessibles.

De la propriété d’ergodicité, nous avons :

Propriété 3. Densité des orbites
Si la mesure de probabilité est ergodique vis a vis du flot, alors pour p-presque tout X € I' on a
u({®"(X), n € N}) =1, avec D correspondant a D complété des points de son bord.

Ainsi, dans le cas d’un systéme ergodique, pour presque tout instant initial toute trajectoire va
visiter tout ’espace au fur et & mesure des itérations. Elle va emplir tout ’espace.

Tous les systémes ergodiques vérifient le théoréme suivant

Théoréme 5. Théoréme ergodique de Birkhoff
Soit un systéme dynamique équipé d’une mesure ergodique. Pour toute fonction continue f € C°(T)
telle que [ |f(X)|du(X) < oo, on a

1 n—1
lim Y @ (X)) = [ F(X)du(X) (5:8)
k=0

n— 4+oo M=

pour p-presque tout X € T’
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Ce théoreme stipule que dans le cas d’une mesure ergodique, la moyenne temporelle au cours de
son évolution est égale a la moyenne statistique de cette méme grandeur [57].

Définition 11. Topologiquement transitif
Un flot est dit topologiquement transitif si pour chaque pair d’ouverts U, V € T, il existe un certain
n tel que P"(U)NV # &

Définition 12. Mélangeant
Un systéme dynamique conservatif (I', ®, u) est dit mélangeant si VA, B € T,

lim p(AN®™"(B)) = p(A)u(B) (5.9)

n—-+00

5.1.3 Chaos

De nombreuses définitions concernant le chaos emploient la notion de sensibilité aux conditions
initiales. Pour comprendre cette notion, prenons deux points trés proches situés sur ’espace des phases.
Le point qui nous intéresse est X (0) et nous faisons une toute petite erreur dessus § X (0) afin de définir
le second point X (0) = X (0) + 86X (0). A l'instant initial, lerreur entre les deux points est tres faible :
In > 0, tel que quelque soit X (0), quelque soit € > 0, il existe X (0) tel que

[|6X(0)]] <e (5.10)
et tel que le flot exhibe une sensibilité aux conditions initiales si 3¢ > 0 tel que
|®1(X(0) +0X(0)) — (X (0))|| >n>e¢ (5.11)

Autrement dit, si deux points sont initialement trés proches, ces points vont finir par s’écarter
exponentiellement.

Définition 13. Horizon de prédictibilité
Soit 1> 0 la prédiction souhaitée. On appelle horizon de prédictibilité l'instant t;, le plus petit tel que
[|X(t) — X(t)|| > n Vt > t,, sachant que ||X(0) — X (0)|| < 7.

Le chaos est quelque chose de complexe a définir. Il existe plusieurs définitions. Celle qui semble
étre la plus utilisée est donnée par Robert Devaney [27]

Définition 14. Définition du chaos
Soit (X,d) un espace métrique. Alors ® : X — X est dit chaotique sur X s’il satisfait les conditions
sutvantes :

o & posséde une sensibilité aux conditions initiales
o O est topologiquement transitif

Il existe d’autres définitions du chaos. Nous pouvons citer encore par exemple la définition au sens
de Wiggins

Définition 15. Systéme dynamique chaotique
Un systéeme dynamique classique (I',®,u) est dit chaotique s’il existe un sous ensemble invariant
compact X de T’ tel que

— ®|x est mélangeant
— ®|x ezhibe une sensibilité auz conditions initiales

Nous trouvons dans la littérature d’autres définitions de systémes dynamiques chaotiques comme
celle au sens de Li-York [58] ou encore Block-Coppel [10].
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5.1.4 Les exposants de Lyapunov

Théoréme 6. Théoréeme de Lyapunov

Soit (I', F, du) un systéme dynamique autonome tel que la matrice de sa linéarisation au voisinage
du point d’équilibre considéré OF (OF correspondant au point de linéarisation (point d’équilibre) de
F), soit diagonalisable. Soit {Re()\;)}i, l'ensemble des parties réelles des valeurs propres de OF, on
appelle ces nombres exposants de Lyapunov locauz. Soit (ny, ng, n_) € N3 la signature des exposants
de Lyapunov : ny est le nombre d’exposants de Lyapunov positifs, ng est le nombre d’exposants de
Lyapunov nuls et n_ est le nombre d’exposants négatifs (avec les valeurs propres comptées autant de
fois qu’elles sont dégénérées)

e (ny,np,n—)=(0,0,n), alors 0 est un point fixe (exponentiellement stable par linéarisation) du
systéme dynamique

e si(ny,ng,n_)=(0,1,n—1), alors 0 est stable et se trouve sur un cycle limite

o si(ny,ng,n_)=(0,2,n—2), alors 0 est stable et est entouré de cycles limites ou se trouve sur
un tore limite

o si(ny,ng,n—)=(0,3,n—3), alors 0 est stable et se trouve sur un hypertore limite

e si (ny,no,n_) = (0,4,n —4), alors 0 est stable et est entouré d’hypertores limites ou se trouve
sur un hypertore limite

o si(ny,ng,n_) = (0,n9,n—ng) avec ng >4 alors 0 est stable et est entouré d’hypertores limites
o siny # 0 alors 0 est instable
0 pour OF correspondant au point de linéarisation (point d’équilibre) de F'.

Ce théoreme est présent dans [107]. Les exposants de Lyapunov locaux sont définis au voisinage
d’un point d’équilibre.

Nous définissons aussi I’exposant de Lyapunov asymptotique comme

1
A =li —log (tr (U 5.12
fmsup o Og(r( i z)) (5.12)
ou U; = 0¥y, ,..00x,00x, avec X,, = ®"(Xp). Dans l'expression précédente, nous faisons une

moyenne temporelle au travers du terme % et une sorte de moyenne dans l’espace de phase au travers
de la trace et de la succession des X,.

Proposition 7. Soit (I, ®, u) un systéme dynamique classique. Si son exposant de Lyapunov asymp-
totique est positif, alors ® présente une sensibilité aux conditions initiales.

Cette proposition peut étre trouvée dans [88].

5.1.5 Exemple : Le chat d’Arnold

Afin de comprendre les notions abordées dans cette section, nous allons prendre appui sur un
exemple : Iapplication du chat d’Arnold. Celui-ci est un modeéle dynamique mis au point en 1967
par Vladimir Arnold [4]. Certains supposent qu’elle porte ce nom car Arnold aurait décrit ce modele
en s’aidant du dessin d’'un chat. Le nom de cette application provient d’un jeu de mot purement
anglais. Le traduction de "chat" est "cat" en anglais et Arnold 'utilisait en abréviation de "continuous
automorphisms of the torus" soit en francais "automorphismes continus sur le tore'.

Modele

Les équations de ce modele sont

{ ®@) =60+ mod(2n) (5.13)

®(A) =6+2X mod(2n)
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Processus du Chat d’Arnold

én

4 5 6

FI1GURE 5.1 — Trajectoire d’'un point suite a I’application du chat d’Arnold.

Elles constituent une bijection du tore T? sur lui-méme. Autrement dit, nous partons de I’espace
des phases (le tore T?) et par application de ce flot, nous revenons dans Iespace de départ. La mesure
du systéme dynamique est du(6,\) = ‘ffjﬁ.

L’application du chat d’Arnold est un systéme ne dépendant pas explicitement du temps, il est

autonome. L’évolution de ce systéme est caractérisée par le flot.

Exposants locaux de Lyapunov

Le point d’équilibre pour le systéme non-linéaire du chat d’Arnold (T2, ®, 94} est (0, 0). Ce point
4
est aussi le point fixe du systéme linéarisé.
La matrice jacobienne du flot de 'application du chat d’Arnold est :

999 990 1 1
J = a%ek a%\ =
00 O 12
Pour obtenir les exposants de Lyapunov, il faut diagonaliser cette matrice.

_3+45
2

(a0

Nous obtenons cette derniére matrice dans la base propre. Or, nous avons déja stipulé que pour un
systéme linéaire et autonome : J(t, s) = e(@")(¢=5) En posant s instant initial, nul : J(¢,0) = @)

= At (5.14)

nous trouvons la matrice

mERE
OF = T I 2=5) (5.15)
0 2

Nous obtenons les coefficients de Lyapunov pour 7' =1 :

In(355) ~ 0.9624 > 0 345 3_

V5 V5
In(35) ~ —0.9624 < 0 = In(—5—) +in(=5—) =0 (5.16)

La trajectoire du point reste dans le domaine défini par les modulo, dans le carré de dimension
21 x 27w. L’application successive des équations du modele nous donnent un systéme instable, qui
diverge vers l'infini dans la direction de la dilatation. Mais le modulo permet au systeme de ne pas
diverger, il est a l'origine des effets non-linéaires. Le systéme du chat d’Arnold est linéairement instable
mais stabilisé par effet non-linéaire. Ceci est visible sur le schéma 5.1. L’espace est complétement empli
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Processus du Chat d’Arnold

FIGURE 5.2 — Trajectoire de quatre points suite a I'application du chat d’Arnold (mise en évidence
de la sensibilité aux conditions initiales). Les quatre points sont choisis initialement trés proches et
appartiennent a l'intervalle § x A — [0.1,0.11] x [0.1,0.11]

par les trajectoires des différents points. Les exposants de Lyapunov sont aussi les exposants locaux
en n’'importe quel autre point de T? (ils ne dépendent pas du point de I’espace des phases). C’est une
particularité de ce modele.

Direction de contraction et de dilatation

Nous avons précédemment déterminé les valeurs propres des équations du chat d’Arnold en cher-
chant les coefficients de Lyapunov. Sans le modulo, le systéme se dilate et se contracte selon les vecteurs

propres du systeme d’équations. Nous obtenons la direction associée a la valeur propre A caractérisée
1

2
1+v5
1+(T"

par le vecteur vy = 145 et, la direction associée a la valeur propre A_ et caractérisée par
2
1+v5
1+(455)
1
1-v5
v (7)
le vecteur v_ = 1-V5
2
2
1-v5
v (57)

Les analyses des coefficients de Lyapunov et des vecteurs propres déterminés précédemment montrent
explicitement qu’une région est étendue selon la direction donnée par le vecteur v et qu’elle est rétrécie
selon la direction v_.

Sensibilité aux conditions initiales

Afin de visualiser la sensibilité aux conditions initiales dans le modeéle du chat d’Arnold regardons
la trajectoire de 4 points donnés par le graphique 5.2. Les quatre points sont choisis initialement tres
proches et appartiennent a I'intervalle  x A — [0.1,0.11] x [0.1,0.11].

Tres rapidement, ces points ne suivent pas la méme trajectoire. La premiére itération (appliquer
une fois les équations du modele sur la position d’un point) semble encore assez bonne. Nous voyons
ensuite que ces points s’éloignent sur la méme ligne, pour apreés ne pas suivre le méme chemin. Ceci
se nomme la sensibilité aux conditions initiales. Une toute petite erreur initiale va devenir tres grande
au fur et a mesure des itérations.
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Ce résultat se retrouve mathématiquement. A I'instant initial nous avons :

X(0)

. §X (5.17)
X(0) = X(0) + 6X(0) = X(0) + <5X;>

L’erreur peut se décomposer comme d.X; selon un des vecteurs propres de notre systéme d’équations
et 0 X selon le second vecteur propre.

Pour une itération, en utilisant la diagonalisation de la matrice réalisée précédemment (il suffit
juste d’appliquer notre modele sur 'erreur décomposée dans la base de F' diagonalisée), les points
prennent les positions :

X(t)
_ () 5 X (5 5 x (5.18)
2

Ces équations nous montrent que lerreur varie en fonction des valeurs propres. Comme ces der-
nieres sont différentes de 1, les erreurs ne sont pas constantes. En particulier Ay > 1 entraine une
augmentation de 'erreur et A_ < 1 une diminution de celle-ci. Il y a amplification exponentielle de
0X1 avec le temps. Au bout de n itérations, nous aurons :

X(tn)

S

. (225X, (5.19)
X(tn) = X(t,) + (eln(3_2 5))”(5X2

S

qui devient, lorsque le nombre d’itérations tend vers I'infini :

X(too)
in 3+/5 o) n3+\/5 oo
Kltoe) = X(too) + (3_35)) o %X(too)—l-((el( 2)) 6X1> (5.20)
(eln( 5 ))005X2 0

Notre raisonnement ne porte que sur la partie linéaire. La partie non-linéaire, le modulo, reste encore a
appliquer pour avoir 'application du chat d’Arnold en entier. Pour un nombre infini d’itérations, § X5
s’est contractée alors que 0.X; ne fait qu’augmenter de maniére exponentielle. L’erreur commise sur
le point de départ induit que la prédiction va étre mauvaise a cause de l'instabilité dans la prédiction
de la dilatation. L’évolution ne restera précise qu’a court terme. Ceci correspond, comme nous l’avons
stipulé plus haut, & la sensibilité aux conditions initiales.

Il est possible de savoir au bout de combien d’itérations la prédiction sera fausse : o Si 7 = 1.03.
n

2
La premiere itération est & peu pres fiable mais, a partir de la seconde, ce ne sera plus le cas. Ceci est

en accord avec ce que nous avons remarqué sur le graphique précédent.

Densité des orbites

A partir du flot et de la préservation de la mesure, nous pouvons montrer que V(6,\) € T2,
{®"(0, M) }nen est dense dans T2. C’est-a-dire que tout, ou presque tout I’espace du tore est atteint
par le flot partant d’un point.

Confirmons tout d’abord que la mesure est préservée. En reprenant ce que nous avons vu sur le
flot, nous avons de mani¢re générale : p(®*(D)) = Jor(py % = /p |J(0,)\|0,t,)\,t)|%. Si les
coordonnées avant application du flot sont 6, X et 8, A aprés application de celui-ci (®(6, A) = (8, X)),
et en utilisant I’équation ci-dessus, nous avons :

dOd\ < - dfd)\
_ 21
[D(D) 12 /DIJ(H,AI@,A)! 12 (5.21)
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. 90 99
J(0,M0,%) =% 2%‘
80 O\

avec les f et \ vérifiant les équations du chat d’Arnold :

{0 = O+X  mod(2n)

A = 042\ mod(2T)
Donc
J=[ ol=1
= f¢>(D) % =Jp Cfﬁ?
= u(®(D)) = p(D) (5.22)
VD C T?

La mesure p est préservée par ®.

Revenons & ce que nous voulions démontrer, & savoir V(0,\) € T2, {®"(0,\)}en est dense dans
T2. Soit (A,\) € T? un point non-cyclique! et soit D la plus grande région connexe non-cyclique
non-atteinte par {®"(0,\),n € Z}. Nous précédons par I’absurde en supposant que D n’est pas de
mesure nulle. Une région est connexe, si c’est un domaine (surface, volume, ...) fermé par une seule
et unique frontiére extérieure. Mais, elle peut contenir des frontieres intérieures. De ce fait ®~"(D),
n € 7Z, n’est pas non plus atteinte sinon la région D serait atteinte apres n 4+ m itérations, avec m
correspondant au nombre d’itérations pour que ¢™ (0, \) € D. Autrement dit, si D est cyclique, alors
u(D) = 0 et comme c’est la plus grande région non-atteinte par le flot, toutes les régions non-atteintes
sont de mesure nulle et ’orbite est donc dense.

D et tous les "(D) sont deux a deux disjointes. Si les ensembles n’étaient pas disjoints, des
surfaces se recouperaient. A ce moment-la, nous pourrions construire une région connexe plus grande
(formée par les surfaces se recoupant), ce qui est incompatible avec ce que nous avons dit avant. Sauf
si In tel que ®"(D) = D. D ne serait alors constitué que de points cycliques. Or I’ensemble des points
cycliques est de mesure nulle (nous admettrons ce fait sans plus de démonstration). Les régions étant
deux a deux disjointes, nous avons alors :

+oo
U2 @7(D)) = Y w(@7(D)) (5.23)
n=0

Or la mesure est préservée donc :

+oo +00
S (@ (D) = 3" w(D) (5.24)
n=0 n=0

nous obtenons une équation indépendante de n. Le résultat est forcément l’'infini dans le cas ou
u(D) # 0.

L’espace T? correspond & l'espace des phases d'un tore. De ce fait son volume est u(T?) = 1.
De plus, comme U@~ "(D) C T? (car D C T?), u(U,® (D)) C u(T?), ce que nous avons ob-
tenu avant est impossible et u(D) = 0. Il n’existe pas de région accessible non atteinte par le flot et
{®"(0, \) }nen atteint presque tout T?. La formulation presque tous est utilisée car tous les points qui
ne vérifient pas cette propriété forment un ensemble de mesure nulle.

Le flot préserve la mesure si 1’évolution de n’importe quelle région D C T? reste toujours de méme
mesure. Les exposants de Lyapunov que nous avons précédemment calculés confirment ce fait car ils
s’annulent, signifiant que la contraction se compense avec la dilatation.

1. un point ou une région D est cyclique si il existe n tel que @™ (D) = D.
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Ergodicité

Pour le chat d’Arnold, nous avons déja démontré que le flot préserve la mesure. Regardons si le

systéme est aussi ergodique. Soit D C T? tel que ®(D) = D. Nous avons montré précédemment que
{®"(0, M) }nen est dense dans T? pour presque tout (0, \). De ce fait

U ,@"(D) =T? (sauf si u(D) = 0)

Comme (D) = D,

Unzo®"(D) = UpzyD = D

= D =T?

La mesure de D est équivalente & celle de D.

= (D) = u(T?)
=u(D) =1

Donc ®(D) = D = u(D) =1 si D n’est pas constituée que de points cycliques. Si au contraire, D

est constituée seulement de points cycliques u(D) = 0.

5.2 Chaos quantique

Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés du chaos quantique [41] et aux méthodes

permettant de différencier les états liés, les états de diffusion et les états chaotiques.

5.2.1 Discussion sur la notion de chaos quantique

Pyyry permet de définir le régime quantique par analogie avec la mécanique classique [65]. Pgyry

est la probabilité de survie de I’état initial, autrement dit Psy.,(t) est la probabilité pour que I’état
du systéeme quantique ressemble a 1’état de départ.

Paouro(t) = [(0(0)[U(£,0)[4(0)) (5.25)

L’état quantique est supposé étre ’analogue du point de I'espace de phase en mécanique classique.
L’analogie entre les différents régimes classiques et quantiques est la suivante :

— Point fixe de la mécanique classique : la trajectoire de phase reste toujours sur le méme point.

Son analogue quantique est Py, (t) = 1 (quelque soit t) (& tout instant nous restons sur I'état
initial). L’état quantique de départ est alors un état propre (discret). Nous dirons que nous nous
trouvons dans un état lié. La dynamique est stationnaire.

Cycle en mécanique classique : si nous partons d’un point du cycle, nous y revenons pério-
diquement. L’analogue quantique est Psy,,(t) est périodique (nous revenons périodiquement a
Iétat quantique initial). Dans les deux cas, nous allons parler d’état lié. La dynamique est dite
périodique.

Tore invariant (si la dynamique part sur le tore, elle reste sur le tore : le tore est stable sous Deffet
de la dynamique, il est invariant sous 'effet du flot) en mécanique classique : si nous partons d’un
point du tore, nous revenons dans son voisinage périodiquement (trajectoire quasi-périodique).
L’analogue quantique est Py, (f) est quasi-périodique (nous revenons régulierement a un état
tres proche de ’état initial (mais pas avec une probabilité de 1 seulement proche de 1). Nous
sommes toujours dans un état lié.
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— Attracteur étrange et chaos hamiltonien : si nous partons d’un point de I'attracteur (ou de 'es-
pace de phase accessible pour le chaos Hamiltonien) nous revenons sans cesse dans son voisinage
grossier mais de maniére erratique, sans aucune régularité. L’analogue quantique est Pgypy(t)
présentant des oscillations erratiques avec une décroissance globale vers 0 mais avec des résur-
gences de probabilités non-nulles (globalement nous ne revenons pas vers 1’état quantique initial
mais de temps a autre, de maniére erratique, nous avons un état qui ressemble un peu a 1’état
initial). Nous sommes dans un état chaotique.

— Pas d’attracteur ni de sous-variété stable : nous quittons définitivement le point initial et la
trajectoire s’en éloigne a l'infini. I’équivalent quantique est Py (t) décroit vers 0 et y reste
(nous ne retrouvons jamais un état quantique ressemblant a I’état initial). Nous sommes dans le
cas d’un état de diffusion. La dynamique est dite de diffusion.

C’est donc a travers le comportement de Pk, par analogie avec les comportements de récurrences
des trajectoires classiques, que nous définissons les régimes quantiques (et donc le chaos quantique).
Pour résumer :

— Etat lié classique : la trajectoire de phase revient dans le voisinage du point de départ quasi-
périodiquement (voir périodiquement, voir ne change jamais). Etat lié quantique : la probabilité
de retour a ’état initial (Psyyy) est quasi-périodique (incluant le cas périodique et le cas station-
naire).

— Etat de diffusion classique : la trajectoire de phase ne revient jamais dans le voisinage du point
de départ. Etat de diffusion quantique : la probabilité de retour a 1’état initial tend vers zéro de
fagon définitive.

— Etat chaotique classique : la trajectoire de phase revient erratiquement dans un voisinage grossier
du point de départ. Etat chaotique quantique : la probabilité de retour a 1’état initial tend
globalement vers 0 avec des résurgences erratiques de probabilités non-nulles.

Le probleme est qu’il est difficile d’analyser le comportement de Pgyy,. Graphiquement, nous pou-
vons facilement confondre des oscillations quasi-périodiques complexes avec des résurgences erratiques.
Nous pouvons aussi avoir des oscillations quasi-périodiques comme des pics périodiques séparés par
de grandes plages de probabilités nulles, et si nous tragons sur une durée trop courte, cela ressemble
a une décroissance vers 0. Pour éviter ces confusions, nous pouvons tracer peum €t Dmoy-

Peum (t) = /0 tp(t’)dt’ (5.26)
Drmoyen (t) = 1/0tp(t/)dt’ (5.27)

— Etat lié : Py est quasi-périodique alors peyy, croit linéairement et py,q, tend vers une valeur
asymptotique non-nulle.

— Etat de diffusion : Py, tend vers 0 alors Peum tend vers une valeur asymptotique non-nulle et
DPmoy tend vers 0

— Etat chaotique : Py décroit vers 0 avec des résurgences non nulles alors pey, croit non-
linéairement et py,o, tend vers 0

DPmoy €t Peum sont des outils pour analyser le comportement de Py, qui définit le comportement
dynamique de I’état quantique.

5.2.2 Criteres du chaos quantique

Nous donnerons ici quelques exemples de méthodes permettant de différencier les états liés, les
états de diffusions et les états chaotiques. La décohérence dans le chaos quantique a déja été étudiée
dans [51].
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Le théoréme de RAGE

D’apres le théoreme RAGE (Ruelle, Amrein, Georgescu, Enss) [65, 78] Nous avons :

— Les états liés sont des superpositions d’états propres associés au spectre purement ponctuel de
H.

— Les états de diffusion sont des superpositions d’états propres associés au spectre absolument
continu de H.

— Les états chaotiques sont des superpositions d’états propres associés au spectre singulierement
continu (fractal) de H.

H étant 'Hamiltonien du systéme quantique (ou son opérateur de quasi-énergie).

Ressemblance entre 1’état quantique et un portrait de phase classique

La méthode consiste a tracer la distribution de probabilité de ressemblance entre ’état quantique
et les points de 'espace des phases classiques [41], en général avec la distribution de Wigner ou la
distribution d’Husimi

h(p,q) = [{p. qlplp, 9)| (5.28)

ou |p,q) est I’état cohérent du systéme associé au point (p,q) de l'espace des phases classique et
p est la matrice densité. Cette méthode est tres compliquée a employer car nous devons connaitre
I’état cohérent du systeme dynamique, de plus la distribution d’Husimi est sensible aux phénomenes
d’intrication non présents en classique ce qui peut cacher les effets recherchés (différentiation entre les
états liés, de diffusion et chaotiques).

La distribution des espacements de niveaux

La méthode consiste a étudier la distribution des espacements de niveaux 7(s) entre deux niveaux
successifs {A, 41 — Aptn=1,. dimn—1 [46, 20, 39, 41]. Nous observons alors différents phénomenes. Si
la distribution présente des pics de Dirac correspondant aux gaps n(s) = >, 0(s — s,), le spectre
est purement ponctuel et la dynamique est stable. Si la distribution des espacements de niveau suit
une distribution de Poisson de la forme 7(s) = e~ %, le spectre est pseudo-aléatoire et correspond a
un état de diffusion. Finalement si la distribution des niveaux d’énergie suit une loi de Wigner de la
forme n(s) = gse_%sz alors le spectre est singulierement continu et la dynamique est chaotique. Cette
formule provient de I’équivalent quantique des bifurcations assurant que le chaos quantique apparait
lorsque le systéeme présente une infinité dense d’anti-croisements qui induisent des corrélations dans le
spectre [46].

Le criteére du théoreme RAGE s’applique principalement au spectre de quasi-énergie (qui est tou-
jours infini) alors que le critére de la distribution des espacements de niveaux est plus général.

5.2.3 Chaines de spins chaotiques

Nous allons illustrer les méthodes permettant de mettre en évidence du chaos quantique au travers
des chalnes de spins. Les méthodes que nous allons donner permettent de dire si la chaine correspond
a un état lié, un état de diffusion ou un état chaotique. Pour ceci nous allons considérer trois sortes
de chaines :

— Une chaine Ising-Z parfaite

wo N J. N
H=- > os+ ZZ > 0., ®0z,., (5.29)
n=1 i=1

nous prendrons comme valeur des parametres wy = 0.5 et J, = 1. Le systéme ne présente que
des états liés.
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FIGURE 5.3 — Evolutions de la probabilité de survie, de la probabilité de survie cumulée et de la
probabilité de survie moyenne d’une chaine de 12 spins couplés par une interaction d’Ising-Z. La

chaine est initialement dans une superposition de tous les états propres >, ~ eZA" |An) avec Z =3, et
et A\, la n-ieme valeur propre.

— Une chaine Heisenberg XXZ parfaite

N-1
Wo J:L"

N N1
J
H - 9 Zo-zn + 4y n;l (o-xn ® 0$n+1 + Uyn ® O-yn+1) + ZZ nglo-zn ® Uzn+1 (530)

i=1
nous choisissons les parametres tel que wy = 0.5, J = 0.5 et J, = 1. Ce systéme se comporte
comme un systeme pseudo-aléatoire sans mémoire [39].

— Une chaine Ising-Z avec un défaut d’inclinaison du champ Zeeman

N N—-1
J,
H= % E (sinfoy, + cosbo,, ) + ZZ E Oz @020y (5.31)
n=1 n=1
avec wy =2, J, =4 et @ = 2. Ce systéme a un comportement chaotique [46].
32 Y

Commencons par regarder I’évolution de la probabilité de survie. Conformément aux caractéris-
tiques décrites dans la sous-section dédiée 5.2.1, les états de la chaine Ising-Z parfaite ont le comporte-
ment d’états liés comme ce que nous voyons figure 5.3. La figure suivante 5.4 montre que les états de la
chaine Heisenberg-XXZ se comportent comme des états de diffusion. Finalement la derniere figure 5.5
atteste que les états de la chaine Ising-7Z avec un défaut d’inclinaison du champ Zeeman se comportent
comme des états chaotiques.

En ce qui concerne les espacements de niveaux, le graphique 5.6 présente un spectre purement
ponctuel comme des pics de Dirac. Ceci atteste que la chaine Ising-Z parfaite se comporte comme une
dynamique stable. La figure 5.7 montre un spectre dense aléatoire qui suit la loi de Poisson. La chaine
Heisenberg-XXZ a le comportement d’états de diffusion. La figure 5.8 présente une distribution des
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FIGURE 5.4 — Evolutions de la probabilité de survie, de la probabilité de survie cumulée et de la
probabilité de survie moyenne d’une chaine de 12 spins couplés par une interaction d’Heisenberg-

Y e;” |An) avec

XXZ. La chaine est initialement dans une superposition de tous les états propres »_,
Z=%., e et A, la n-iéme valeur propre.
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FIGURE 5.5 — Evolutions de la probabilité de survie, de la probabilité de survie cumulée et de
la probabilité de survie moyenne d’une chaine de 12 spins couplés par une interaction d’Ising-Z.
Cette chalne présente un défaut d’inclinaison du champ Zeeman. La chaine est initialement dans une

Y e;" |\n) avec Z =3, e et A, la n-iéme valeur propre.
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FIGURE 5.6 — Distribution des espacements de niveaux d’énergie pour une chaine de 12 spins couplés
par une interaction d’Ising-Z. La courbe rouge correspond a la loi de Wigner et la verte a la distribution
de Poisson.
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FIGURE 5.7 — Distribution des espacements de niveaux d’énergie pour une chaine de 12 spins couplés
par une interaction d’Heisenberg-XXZ. La courbe rouge correspond a la loi de Wigner et la verte a la
distribution de Poisson.
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FIGURE 5.8 — Distribution des espacements de niveaux d’énergie pour une chaine de 12 spins cou-
plés par une interaction d’Ising-Z avec un défaut d’inclinaison du champ Zeeman. La courbe rouge
correspond a la loi de Wigner et la verte a la distribution de Poisson.
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espacements de niveaux pour la chaine Ising-Z avec défaut, suivant la loi de Wigner. Elle est donc
chaotique.

Les outils d’analyse du chaos quantique définis ici ont été utilisés pour étudier un modele de réseau
de spins présentant des états de chimere quantique (& la fois chaotique sur une partie du réseau, et
régulier sur une autre), modele proposé par M. David Viennot (se référer a la publication 5. de la page
9 des publications).

Note : Dans nos exemples, nous n’avons pas pris des chaines de spins infinies, mais des chaines de
12 spins finies. Pgy,y(t) revient donc a 1 au bout d’un certain temps (comme il y a un nombre fini de
degrés de liberté, alors la dynamique est forcément périodique). Ce sont les chaines de spins infinies
qui sont chaotiques, mais quand nous les simulons, nous utilisons des chaines finies. La chaine de 12
spins se comporte comme la chaine infinie au début de la dynamique, mais passé une certaine date, les
effets de bords (qui devraient étre absents avec une chaine infinie) se propagent et la dynamique n’est
plus bonne. Ce sont les réflexions des ondes de spins sur les bords qui par interférences constructives
finissent par ressusciter la condition initiale.
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Chapitre 6

Ensembles de spins soumis a des
frappes chaotiques

Dans le chapitre 4, nous avons vu le comportement d’un ensemble de spins et d’une chaine de spins
soumis a des trains d’impulsions magnétiques perturbés par un environnement classique pouvant étre
stationnaire, de dérive linéaire, microcanonique ou Markovien. En reprenant le modele développé dans
le chapitre 3, nous nous intéressons maintenant au cas particulier d’un bain de frappes perturbés par
un environnement classique chaotique dont le flot correspond a ’automorphisme continu sur le tore

11 . . D
). Nous supposerons ici que la dispersion initiale des frappes sur le

du chat d’Arnold [90] & = ( 1 92

tore est faible dy = 1074,

6.1 Décohérence avec une dynamique suivant le Chat d’Arnold

La figure 6.1 montre 1’évolution de la population et de la cohérence du spin moyen d’un ensemble
de spins en fonction du nombre de frappes. Avant d’atteindre 7 frappes, le bain reste cohérent et la
population oscille autour de sa valeur de départ. Ceci est équivalent aux observations faites pour les
bains de frappes réguliers (stationnaire et de dérive linéaire) au chapitre 4. Aprés ce laps de temps,
la cohérence chute a 0 et la population relaxe vers 0.5 comme dans le cas des frappes non régulieres
avec une large dispersion initiale (cas microcanonique). Dans le cas particulier ou la frappe est dans
la direction d’un vecteur propre, la cohérence et la population ne présentent pas d’oscillation durant
les 7 premieres frappes comme le montre la figure 6.2.

L’utilisation d’un bain de frappes chaotique est tres intéressante car c’est le seul modele qui permet
d’avoir deux comportements successifs différents bien mis en évidence : avant la ligne verticale des
graphiques 6.1 et 6.2 il y a une conservation de la cohérence alors qu’apres elle chute a 0. Nous
nommons par horizon de cohérence le nombre de périodes au bout desquelles il y a un changement de
comportement. Celui-ci correspond a 7 dans le modele du chat d’Arnold avec une dispersion initiale
de dy = 1074, Ce comportement est directement relié aux propriétés chaotiques du chat d’Arnold et
en particulier a la propriété de sensibilité aux conditions initiales. Cette derniére nous dit que si deux
points sont initialement trés proches, ils vont s’écarter au bout d’un temps qui correspond & 1’horizon
de prédictibilité (alors que dans un cas déterministe non-chaotique, les points restent voisins quelque
soit l'instant pris). Ainsi, des frappes initialement treés proches vont finir par se disperser apres ’horizon
de prédictibilité. Le désordre créé par le bain de frappes est transmis au bain de spins a 1’horizon de
cohérence, entrainant une perte de cohérence et une distribution quantique microcanonique.
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FIGURE 6.1 — Evolutions de la population et de la cohérence du spin moyen d’un ensemble de 1024
spins soumis a un bain de frappes chaotique. La ligne pointillée verticale représente I'horizon de
cohérence. Le couple (A4, ¢«) correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel
sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales. Les spins sont initialement dans 1’état

|1o) = \/%(3] T +1]1)) et sont frappés dans la direction |w) = \/%(?ﬂ DEAENE
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FIGURE 6.2 — Evolutions de la population et de la cohérence du spin moyen d’un ensemble de 1024
spins soumis a un bain de frappes chaotique. La ligne pointillée verticale représente I'horizon de
cohérence. Le couple (A4, ¢«) correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel
sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales. Les spins sont initialement dans 1’état
[tho) = \/%(3] 1Y+ | 1)) et sont frappés dans la direction |w) = | 1).
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FIGURE 6.3 — Distribution initiale suivant les axes propres du flot (carré de largeur dp).

6.2 Analyse des exposants de Lyapunov et horizon de prédictibilité

Nous voulons trouver la condition analytique de I’horizon de prédictibilité. Pour ceci, considérons
. . ey 1 1
les automorphismes continus sur le tore caractérisés par le flot ® = - 1) avec z € R*. Vz, ce

flot est ergodique et chaotique. Soient Ay les valeurs propres du flot,
Pey = et (6.1)

avec ex € T?, |lex|| = 1, [\y| > 1, |A_| < 1 et |\ A_| = 1. e; correspond & la direction instable du
flot et e_ a la direction stable. In |A1| sont les exposants de Lyapunov du systéme dynamique.

Soit {()\SLO), gogLO))}n:07.,,7 ~ les frappes initiales (respectivement la force et le retard des frappes) sur
les N spins. Ces frappes sont choisies aléatoirement dans le carré de sommet (A, @) et de coté dpe
et dpe_ de maniére a étre dans la direction des axes propres comme le montre la figure 6.3.

La distance maximale entre deux points a l'itération n est

n [ A n [ Ax
d, = H(I) <<¢*> + doey + d06_> - (SD*> || (62)

= ||®" (doey + doe_ )| (6.3)
= ||N}Yeqr + Ale_||do (6.4)
= /A% + A2, (6.5)
~ |\ |do (6.6)

car pour n assez grand, selon les conditions précédemment posées, A}y > 1 et A" ~ 0. Nous pouvons
noter que dans ’approximation linéaire nous regardons les deux points les plus loin pour voir com-
ment ils se comportent. Nous regardons a n trés grand, donc les fluctuations accidentelles sont non
significatives.

Afin de définir I’horizon de prédictibilité, nous avons besoin de connaitre la notion de partition.

Définition 16. (Partition mesurable)

Soit (I',T,u) un espace de probabilité avec I' un espace topologique, T une tribu sur I' et p une
mesure de probabilité. Nous appellerons partition mesurable une famille o« = { Ay, Ag, ....Ap} de parties
mesurables non vides telles que, pour i # j, on a p(A;NA;) =0et AyUAU....UA, =T.

Nous décidons de recouvrir ’espace des phases T? par un ensemble de cellules "presque" disjointes
(sauf sur leur bord p(o;Noj) = 0) de dimension dn x dg qui constituent les micro-états classiques avec
dg la longueur d’un micro-état. Le désordre dans les frappes ne commence que lorsque la propriété de
sensibilité aux conditions initiales a séparé les orbites des trajectoires. Ce désordre correspond aussi
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FIGURE 6.4 — Distribution initiale suivant les axes fondamentaux (carré de largeur dp).

a ce que nous appelons I'entropie classique. Pour un systéme dynamique classique, il y a séparation
quand nous dépassons la longueur d’un micro-état classique

dn > dD = ‘)\+|nd0 > dD (67)
Indo — Indg
> — .
Znz o (6.8)
no = % correspond a I’horizon de prédictibilité.

Pour une distribution initiale le long des directions fondamentales, la formule est un peu différente.
La projection sur e; et e— ne donne pas des distributions uniformes. La largeur de la distribution

sin(7)
prédictibilité de Lyapunov pour le systéme classique de frappes est alors

(¢)
le long de ey est approximativement de F = o ayec ~ = arctan <:§)) (figure 6.4). L’horizon de

. Indo — In (%)

B (6.9)

6.3 Notions d’entropie

Afin de déterminer une formule empirique de ’horizon de cohérence, nous avons besoin de définir
différentes notions d’entropie. Dans la partie précédente, nous avons déja vu I’entropie de von Neumann
permettant une mesure du désordre dans le bain de spins

SyNn = —10tr(py In py,) (6.10)

Le facteur arbitraire ("10") sera expliqué par le suite.

Nous avons besoin de définir deux nouvelles entropies, I’entropie de Shannon permettant de mesurer
le désordre dans le bain de frappes et I’entropie de Kolmogorov-Sinai (ou entropie métrique) permettant
de mesurer la production du désordre par le flot.

6.3.1 Entropie de Shannon

Nous voulons modéliser le désordre dans le bain de frappes. Il correspond au désordre classique.
Comme il est a relier a la mécanique statistique, nous devons définir le nombre de micro-états classiques
du systéme. Pour ceci considérons la partition o de T? en plusieurs cellules représentant les micro-
états classiques. Nous choisissons la longueur d’un micro-état classique do = g; de maniere a avoir
une faible probabilité pour que plusieurs frappes d’une méme itération soient simultanément dans le
méme micro-état. La partition de T? est représentée par la grille {% i=0,...,128 X {%—Z}jzg,_..7128. Nous
choisissons 7 et j allant jusqu’a 128 car 128 x g7 = 27 représente un des cotés de T?2. Nous prenons un
nombre de spins et donc un nombre de trains de frappes égal a N = 1024.
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FIGURE 6.5 — « et 7y forment deux partitions d’'un méme espace mesurable. L’intersection (ou le joint)
de ces deux partitions donnent une partition plus fine.

Pour visualiser la faible probabilité permettant de définir la longueur d’un micro-état g7, nous

tirons suivant une loi uniforme les 1024 points sur le tore. Ensuite, nous comptons le nombre de
points arrivant dans chaque micro-état. Nous conservons le valeur du nombre maximum de points
pouvant tomber dans un micro-état. Nous réitérons ceci plusieurs fois afin de faire une moyenne. Pour
128 x 128 cellules, nous obtenons une moyenne inférieure a 2. Nous ne pouvons pas expliquer plus
clairement pourquoi cette taille de micro-état convient pour notre probléme. dg = 155 ou do = {gioe
nous donnerait une probabilité de double occupation encore plus faible. Cependant les résultats qui
seront donnés par la suite conviennent pour do = Z;. Cette valeur a été ajustée grace aux simulations
numériques.
L’entropie classique dans le bain de frappes est mesurée par ’entropie de Shanon

Sshn = — Zpij,n In pijn (6.11)
1,J

ot pjjn ! est la fraction de trains de frappes étant dans le micro-état (i, ) a la n-iéme itération.

Le nombre de spins NV = 1024 et le facteur 10 de ’entropie de von Neumann sont choisis de manieére

a ce que 'entropie maximale soit sup(Syn.n) = sup(Ssp,) = 10In2 = In 1024. Pour 'entropie de von
1
(2) 1 | qui correspond a un manque maximum
2
1

sup(Synn) = —10tr ((8 > In <é )) =10In2 (6.12)

Dans le cas de l’entropie classique, 1’équilibre thermodynamique est atteint lorsque l’entropie est
maximale, chaque train occupe un micro-état différent. Dans ces conditions sup(Ssp,n) = In(£2) ot Q
est le nombre de micro-états occupés et nous avons

Neumann le maximum d’entropie est pour p, =

d’information.

= O
= O

sup(Ssnn) = In(1024)

6.3.2 L’entropie métrique

La production du désordre par le flot peut étre mesurée par ’entropie de Kolmogorov-Sinai. Soit
ap = \/g;é@_p(a) la partition de T? définie par ® avec ®~!(a) = {® 71 (A)} aca et aVy = {ANG/A €
a,G €v,ANG # @}. aV v s’appelle la partition jointe de a et v dont nous pouvons donner comme
exemple la figure 6.5. L’intersection des deux partitions permet de créer la nouvelle partition o V 7.

Soit u la probabilité de Haar sur T2. L’entropie de Kolmogorov-Sinai du flot est définie par

. 1
hu(®) = sup lim =~ > 7 u(A) In(ps(A)) (6.13)
AEOLn
Cette notion est définie dans [7]. Les définitions et les propositions qui lui sont liées sont présentes

en annexe C.

1. pour calculer numériquement cette grandeur, nous regardons a chaque itération le nombre de frappes (que nous
normalisons par la taille des micro-états) qui vont étre dans le micro-état (i, j)
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6.4 Evolutions de ’entropie

Nous voulons déterminer la formule empirique de I'horizon de cohérence. La fomule 6.13 représente
le désordre moyen produit par ® & chaque itération. Pour des automorphismes hyperboliques sur T?

([71)
hy(®) = In A (6.14)

A4 correspond a I'exposant de Lyapunov dans la direction instable. Le flot crée le désordre dans le bain
de frappes avec un taux de In |\ | par frappe. Donc, si au départ il n’y a pas de désordre dans le bain
(S =0), la premiere frappe efficace crée In |\ | désordre et S = In|Ay|. Apres n frappes S =nln|Ay|.
Avant un nombre de pas inférieur & ’horizon de prédictibilité ng, il ne se crée pas de désordre dans
le bain classique et le flot n’induit du désordre que sur une échelle inférieure a dg. Il n’est donc pas
visible. Ce n’est qu’a partir de ng que le flot crée du désordre sur une échelle supérieure a la longueur
des micro-états.
0 st n <ng

Srsin = { (n—ng) In A4 ] st n > np (6.15)
Cette formule est une estimation analytique de I’entropie classique dans le bain de frappes.

Le désordre quantique est issu du désordre classique. Mais, ce n’est pas un seuil de dispersion
qui fait démarrer I’entropie quantique, ni un seuil d’entropie classique. Méme si 'entropie classique
est trés petite (trés petite dispersion), il y a un tout petit peu de désordre classique qui engendre
du désordre quantique. A chaque pas (frappe), le faible désordre classique engendre du désordre
quantique en petite quantité. L’effet se cumule de frappe en frappe. Ainsi, I’entropie quantique peut
croitre alors que l’entropie classique reste tres petite. C’est donc l'entropie classique cumulée qui
est significative. L’entropie quantique démarre quand ’entropie classique cumulée dépasse un certain
seuil. Les simulations numériques montrent que ce seuil correspond a l’entropie maximale Sy,q, =
sup(Sgn) = 101n2. L’horizon de cohérence quantique n, est donc telle que

Tx
Z SSh,n = Smax (616)
n=0
Comme Sgp, ,, = Sk, selon [7],
T
> (n—ng)In|Ag| = Smaz (6.17)
n=ng
Ne —no) (Ns — 1
-, (e D)<2* not )1n\A+|:Smw (6.18)
Nous obtenons de cette équation, ’horizon de cohérence quantique :
SSmaac 1
Ng =N 1 - = 6.19
* o+ + In ‘)\+| 9 ( )
Dans certains cas, et plus particuliéerement lorsque = (les automorphismes continus sur le tore
1
sont caractérisés par le flot ® = v il ) est petit (Jz| < 1), la formule empirique précédente

peut ne pas correspondre exactement aux résultats numériques. Ceci est dii aux faibles erreurs de
la prédiction de Kolmogorov-Sinai pour l'entropie classique. De petites variations de Sgj, peuvent
arriver avant n augmentant l’entropie cumulée. De plus, pour z petit (systéme faiblement chaotique),
le taux de production d’entropie peut étre plus petit que In |A;| (cette valeur issue des analyses de
Kolmogorov-Sinai est une valeur moyenne pour un n trés grand et pour une partition optimale). Par
contre, I’horizon quantique n, vérifie toujours Y.1"* ) Sei 5 = Smaz (avec Sg,, numérique).

Les résultats de cette analyse sont donnés sur la figure 6.6. Nous voyons bien que I’entropie classique
commence a croitre a partir de I’horizon de prédictibilité et que 'entropie quantique augmente a partir
de I'horizon de cohérence. Ce n’est que lorsque I’entropie classique cumulée atteint I’entropie maximale
que I'entropie quantique croit. Ces graphiques vérifient les formules que nous venons de donner. Ces
formules ont aussi été vérifiées a de nombreuses reprises sur différents automorphismes continus sur le
tore.
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FIGURE 6.6 — Pour différents flots chaotiques, I'’entropie de von Neumann de ’ensemble de spins,
I’entropie de Shannon du bain de frappes, l'entropie de Shannon cumulée du bain de frappes et
I’entropie du bain de frappes prédit par les analyses de Kolmogorov-Sinai. L’horizon de prédictibilité du
bain de frappes (équation 6.9) et I’horizon de cohérence (équation 6.19) d’un bain de spins sont indiqués
par des lignes pointillées verticales. Le couple (A, ¢«) correspond au sommet inférieur gauche du carré
de coté dy dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards des frappes initiales. Les spins sont
initialement dans 1’état |ig) = %ﬂ T+ 1)) et sont frappés dans la direction |w) = \/#2—6(5| D414



Chapitre 7

Conservation de I’horizon de cohérence
dans les structures de spins

L’horizon de cohérence correspond & un nombre de frappes pendant lequel le systéme reste cohérent
et durant lequel la population peut évoluer. Nous avons vu ’apparition de cet horizon pour un ensemble
de spins soumis a une dynamique classique représentant un automorphisme continu sur le tore. Nous
nous intéressons ici a d’autres systémes quantiques : des chaines de spins et des glaces de spins [23, 43]
mais aussi a d’autres dynamiques classiques chaotiques [60, 63]. Le but est de savoir si I'horizon de
cohérence est conservé, si il reste décrit par la formule 6.19 et sous quelles conditions.

Le modéle reste le méme que celui du chapitre 3.

7.1 Conservation par changement du systeme dynamique

7.1.1 Chaine de spins

Nous n’analyserons pas le cas d’'une chaine de spins couplés par une interaction d’Ising-X. Nous
avons vu au chapitre 4 que ce systéeme était treés désordonné, qu’il induisait une chute tres rapide de
la cohérence et une relaxation de la population vers le microcanonique. Avec un couplage Ising-X, le
plateau de cohérence est détruit.

Modéle Ising-Z : Une quasi-destruction du plateau de cohérence

Considérons une chaine de spins couplés par une interaction de plus proches voisins d’Ising-Z
décrite par I’équation 1.4. Un champ magnétique constant et uniforme est appliqué sur la chaine
induisant une levée de dégénérescence par effet Zeeman. Si les spins ne sont pas frappés (figures 1.4,
1.9 et 1.12), la population reste a sa valeur initiale et la cohérence oscille en dessous de sa valeur
initiale.

Pour une chaine de spins frappés par une dynamique chaotique (un automorphisme continu sur
le tore) le couplage induit du désordre et de l'intrication. La cohérence et la population vont vers
la distribution microcanonique (relaxation de la population vers 0.5 et chute de la cohérence a 0)
et 'entropie croit. Ceci est trés bien montré par la figure 7.1. L’entropie augmente tres rapidement
et la distribution d’Husimi tend & devenir complétement verte. Le maximum d’entropie est atteint
quand la distribution d’Husimi est proche de la couleur verte (environ 13 frappes). Nous retrouvons
sur ce graphique ce dont nous avons parlé au chapitre 4 et qui correspond au plateau de cohérence
caractéristique du couplage Ising-Z. Ce plateau ne conserve pas la cohérence initiale et il est inférieur
a la durée de I'horizon de cohérence.

Le plateau lié a I'horizon de cohérence est seulement visible dans une configuration : quand la
direction de frappe correspond a un vecteur propre, c’est a dire |w) = | 1) ou | }), comme le montre la
figure 7.2. Chaque spin conserve sa cohérence initiale avec de fortes oscillations vers le bas quelque soit
le nombre de frappes. Il n’y a pas de modification de la population. La cohérence du spin moyen est
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FI1GURE 7.1 — Evolutions de ’entropie et de la distribution d’Husimi d’une chaine de 7 spins couplés
par une interaction d’Ising-Z. La chaine est soumise a une dynamique classique chaotique. ® est la
matrice définissant 'automorphisme du tore. Sur le graphique du haut, la ligne verticale représente
I’horizon de cohérence. Sur le graphique du bas, la plus grande probabilité est représentée en rouge et
le plus petite en bleu. Le processus d’intrication est aussi montré par la distribution d’Husimi. Dans ce
cas les spheres deviennent vertes. Le couple (A4, ¢«) correspond au sommet inférieur gauche du carré
de c6té dy dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales. Les spins sont
initialement dans I'état [yg) = \/qu 1) 42| |)) et sont frappés dans la direction |w) = %ﬂ N +14)).
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FIGURE 7.2 — Evolution de la cohérence du spin moyen (pst), du ler (p1) et du 5ieéme (ps) spin d’une
chaine couplée par une interaction d’Ising-Z. Les spins sont soumis a des frappes évoluant suivant une
dynamique chaotique sur le tore. ® est la matrice définissant 'automorphisme continu du tore. La
ligne verticale correspond a ’horizon de cohérence. Le couple (A4, ¢.) correspond au sommet inférieur
gauche du carré de coté dy dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales.
Les spins sont initialement dans 1’état |¢) = %(\ 42| 1)) et sont frappés dans la direction |w) = | 1).
ny est I’horizon de cohérence.

conservée avec de grandes oscillations vers le bas seulement avant I’horizon de cohérence. Apres elle
tend vers 0. La comparaison avec le graphique 1.9 montre qu’avant ’horizon de cohérence, la chaine
se comporte comme si elle n’était pas frappée. Pour le comprendre, considérons un ensemble de spins
n’ayant aucun couplage entre eux. L’opérateur d’évolution pour la i-ieme frappe est

Ho (4)

U(l) — e_lm(Qﬂ'—<pn ) I+ (6—1)\% Ho (9)

' l)W] ¢ g £ (7.1)

Dans ce qui suit, toutes les matrices sont définies dans la base (| 1), | T1), | 41),] J4)). Nous supposons

1 1
que les frappes sont dans la direction d’un vecteur propre alors W = |w)(w| = 0 (1 0) = O) .

0 0
Si nous calculons 'opérateur d’évolution du n-iéme spin jusqu’a la m-iéme frappe, nous obtenons
. 1 0 —aaW 1 0
m () — m w : e~ 0 i G
=, UM =10, (O 6—121}0(277—@53))> ( 0 1) <0 e—lgwlo<p$f>> (7.2)
" —z)\,(lj) 0
= Hj—l P (7.3)
0 e wo
m - (5)
. (7.0
- —1 Zm Yr :
O e j=1 wq

Soit |(0) = (g) avec |a|? + |8|2 = 1 Iétat initial identique pour tous les spins. La fonction d’onde

a la i-iéme frappe est

(7.5)



158 CHAPITRE 7. CONSERVATION DE L’HORIZON DE COHERENCE

La matrice densité est alors

pl = @) (1@ (7.6)

o .
aa® 045*6_12311 A gt 2 g™
04*561 Z;:l ,\gf) e—z 22:1 %7‘( ﬂﬁ*

De cette derniére équation, nous voyons que la force et/ou le retard n’influencent pas la population
quand la frappe est dans la direction d’un vecteur propre. La force induit juste un pur déphasage.

Mais ici, nous avons en plus un couplage entre les spins. Pour deux spins couplés par une interaction
d’Ising-Z, I'opérateur d’évolution devient

U = ¢~y Grel) {I ® (I + <e_”‘§) _ 1> W)] )

(i _ Mo ()
X KIJF (e_’)‘l) — 1) W) ®I} e Two Y1 (7.8)

(7.7)

Nous supposons que gpg) < gogl). De maniere a simplifier ce calcul, nous ne considérerons pas une

variation de la force et du retard d’une frappe & une autre, c’est & dire que U® = U, gogi) = 1,

gogi) = (2, )\gi) =\ et )\g) = Ag. Les frappes sont dans la direction d’un vecteur propre donc comme

précédemment W = <(1) 8 .
0 O 0 O
HOJ:(O hwl>®l+l®<0 hwl)—JSZ®SZ (7.9)
2 2
0 O 0 0 10 0 0
0 M o 0 10 -1 0 0
— 2 _ gz
0 0 Mmoo TTlo 0 -1 0 (7.10)
0 O 0 hun 0 0 0 1
gz 0 0 0
h? | hwy
_ 0 JT+75 2 0 i 0 (7.11)
0 0 Jh 4+ =5 0
0 0 0 JE 4wy
Comme les différents opérateurs dans 7.8 commutent,
—1 Ho.1 27 A 2@
U=e ™o {I—i— (e — 1)W} ® [I—i— (e7*2 — 1)W] (7.12)
NG NG
_ et (e 0) o (e 0 (7.13)
0 1 0 1
z(/\<l>+)\(2i)) 0 0 0
— " Zg‘g 27 0 6_1)‘52) 0 " 0 (7'14)
0 0 e 0
0 0 0 1

En posant o = 4%70 et 8= 2“’710, I'opérateur hamiltonien s’écrit

12T g=uAat+A1) 0 0 0
O e_Z(OCJFB)QWB—’L)\l 0 O
sU= 0 0 e~ Wa+B)2m —1xa 0 (7.15)
0 0 0 pi(a—28)2r
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Soient |¢1) = (?) et |o) = (}) les états initiaux des deux spins avec |x|?+|¢|? = L et |[y[2+]6]> =1

Alors
XY

@) = ) @ ) = 2{‘; (7.16)
)

L’évolution de la fonction d’onde a la i-iéme frappe est

’L.ZOL27T€77:’L()\2 +A1)

e in(atB)2m p—itA
i i X(5€_ZZ o+ T ,—1AL
[$9) = URED) = | o isarppem i (7.17)

C(5€” a—28)2r

La matrice densité est alors

p(i) = |¢(i)><¢(i)‘ (7.18)
La cohérence du premier spin est

A0 =101 6D 1) + (1 1] )| (7.19)
’XVC* * pit(204B)2m ,—ir Ay + X(;g*(;*e—”@a—ﬁ)%re_”)‘l (7.20)
‘X’YC* * u (2a+p)27 + X(SC 5*e~ (20— ,3)271" (721)

et la population up du premier spin est
A = (11 169 1) + (1L 1] 1) (7.22)
= XX+ xx 60" (7.23)

Pour une frappe dans la direction d’'un vecteur propre, la population reste constante et la cohérence
d’un spin ne dépend pas de la force ni du retard quelque soit le nombre de frappes, comme ce que
nous avons vu dans les graphiques. Pour la cohérence du spin moyen nous avons

PO = 21 1] 1) 4+ 0L 1O] 1Y + (11 1601 1) + (11 10] 1)) (7.24)

1 . . .
P?g?&(” X’VC* * 22(20:+B)27re—22)\1 + X(Sc*é*e—n)\le—u(Za—B)Zw

+X7X*5*6_u>\2 eiz(2o¢+5)27r + C,}/C*d*e—iz@a—ﬁﬂﬂe—iz)\g

(7.25)

et dans le cas ou A = A\{ = A2, nous obtenons

pgg]{le,(z) ; X’YC* * zz(2a+6)27r +X5C*5*67iz(2a75)27r

+X7X*5*eu(2a+ﬁ)2ﬂ + C,.YC*(S*@—“(QO‘_B)QW‘ (7.26)

Nous remarquons que deux spins couplés et frappés ne ressentent jamais le retard (il n’apparait pas
dans lopérateur d’évolution (équation 7.15)). Pour la force de frappes, deux cas apparaissent. Si les
forces de frappes sont les mémes, il n’y a pas d’effet sur la cohérence moyenne, mais si les forces de
frappes sont différentes, la cohérence moyenne est modifiée. Ainsi, avant I’horizon de cohérence, les
spins sont tous frappés de la méme maniére et la cohérence n’est pas modifiée. Au contraire, apreés
I’horizon, la différence dans les frappes induit une chute de la cohérence. Ceci peut facilement étre
étendu a un nombre de spins plus grand.

Nous remarquons sur la figure 7.2, que les cohérences des spins individuels sont en phases. Ce n’est
donc pas un effet de moyennage qui fait chuter la cohérence moyenne. Nous pouvons voir dans les
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FiGUuRrE 7.3 — Evolutions de la cohérence et de l’entropie du spin moyen d’une chaine de 10 spins
couplés par une interaction d’Ising-Z par rapport a la valeur du parametre d’interaction. La chaine
est soumise a des frappes évoluant suivant une dynamique chaotique sur le tore. ® est la matrice
définissant 'automorphisme continu du tore. La ligne verticale est ’horizon de cohérence. Le couple
(Ax, ) correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel sont tirées les valeurs
des forces et retards de frappes initiales. Les spins sont initialement dans ’état |¢g) = \/ig(| N +2/ 1))

et sont frappés dans la direction |w) = | 1). n. est 'horizon de cohérence.
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FiGure 7.4 — Evolutions de la population et de la cohérence du spin moyen d'un ensemble de 80
spins sans interaction (pior, wio = 0), du spin moyen de 8 chaines de 10 spins (pot, wie = 1) et du 5itme
spin de la premiere chaine (ps, wio = %), les chaines étant décrites par la modele d’Heisenberg. Les
spins sont soumis a des frappes évoluant suivant la dynamique du chat d’Arnold. ® est la matrice
définissant ’automorphisme du tore. Le couple (A, p,) correspond au sommet inférieur gauche du
carré de cOté dg dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales. Les spins
sont initialement dans I’état |¢p) = %ﬂ T+ 1)) et sont frappés dans la direction |w) = | 1). n, est
I’horizon de cohérence.

équations précédentes que les cohérences sont multipliées par des facteurs de phases différents car les
forces de frappes sont différentes sur chaque spin. Ceci induit un chute de la cohérence vers 0 apres
moyennage.

Pour savoir si ’équation 6.19 est toujours valide pour ce systéme de spins, nous avons besoin de voir
I’évolution du plateau de cohérence avec le parameétre d’interaction. La figure 7.3 montre I’évolution
de la cohérence et de I'entropie d’une chaine de spins couplés par une interaction d’Ising-Z. Pour un
parametre d’interaction petit, le plateau disparait. Nous sommes presque dans le cas d’un ensemble de
spins sans aucune interaction. Cependant, le nombre de spins n’est pas suffisant pour voir le plateau
de cohérence. Si wio est assez grand, nous voyons des oscillations de cohérence et d’entropie avant
I’horizon de cohérence. Apres celui-ci, la cohérence chute a 0 et 'entropie atteint sa valeur maximale.
Sur le graphique de ’entropie, nous voyons que ’horizon de cohérence correspond toujours au nombre
de frappes pour lesquelles les oscillations de I’entropie commencent a décroitre et donc pour lesquelles
la moyenne des oscillations commencent a augmenter. Pour un couplage Ising-Z la formule empirique
correspond aussi au nombre de frappes pour lesquelles 'entropie commence a croitre.
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FIGURE 7.5 — Evolutions de la population et de la cohérence du spin moyen de 80 spins sans interaction
(Ptot, wio = 0), du spin moyen de 8 chaines de 10 spins (pot, wio = %) et du 5iéme spin de la premiere
chaine (ps, wio = %), les chaines étant décrites par le modele d’Heisenberg. Les spins sont soumis a des
frappes évoluant suivant la dynamique du chat d’Arnold. ® est la matrice définissant ’automorphisme
du tore. Le couple (A4, ¢.) correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel
sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales. Les spins sont initialement dans I’état
[tho) = %ﬂ 1+ 1)) et sont frappés dans la direction |w) = %(2| 1 + | J)). n« est I'horizon de
cohérence.



7.1. CONSERVATION PAR CHANGEMENT DU SYSTEME DYNAMIQUE 163

Modeéle d’Heisenberg : des résultats similaires a 1’absence de couplage

Considérons maintenant une chaine de spins couplés par une interaction de plus proches voisins
d’Heisenberg. Nous savons que ce couplage est isotrope (deux spins ont tendance a s’aligner dans la
méme direction) et que les spins se comportent individuellement comme un spin moyen de la chaine.
Les graphiques 7.4 et 7.5 montrent 1’évolution de la cohérence du spin moyen de 8 chaines de 10 spins,
d’un spin d’une chaine et d’un ensemble de 80 spins. La premiere figure (7.4) est pour une frappe dans
la direction d’un vecteur propre alors que pour sur la seconde (7.5), la frappe est dans une superposition
d’états. Pour ces deux figures, toutes les courbes de cohérence sont confondues. Une chaine de spins
couplés par une interaction d’Heisenberg adopte le méme comportement qu’un ensemble de spins,
avec la particularité que la cohérence de chaque spin présente le plateau de cohérence. Le couplage
d’Heisenberg semble rendre possible la conservation du résultat intéressant obtenu pour un ensemble
de spins, pour le spin moyen de la chaine et pour chaque spin de la chaine. Pendant la durée de
I’horizon de cohérence la population peut osciller et varier.

La longueur du plateau de cohérence semble ne pas étre différent pour une chailne de spins et
correspond au nombre de frappes donné par I’équation 6.19. Ceci peut se voir en utilisant 1’entropie
au travers de la figure 7.6. Rappelons que I’entropie quantique, ’entropie & I'intérieur de la chaine de
spins est mesurée par I’entropie de von Neumann

SvN,n = —’Ytl"(Pn In pn) (727)
et I'entropie classique, ’entropie dans le bain de frappes, est définie par ’entropie de Shannon
Sshn =—0Y_ Pijn N pijn (7.28)
©7,n

ol pjjn est la fraction de trains de frappes qui sont dans le micro-état (i,j) a la n-iéme itération.
Les deux facteurs arbitraires v et 6 sont choisis de maniére a ce que ’entropie de von Neumann et de
Shannon aient les mémes maxima.

L’entropie est une mesure du désordre. Dans le bain de frappes, le désordre est donné par la
variation de la force et du retard des frappes regus par les spins. Dans la chaine de spins, I’entropie
quantique correspond & une large différence entre les états des spins dans la chaine et/ou a une
large intrication. Cette entropie provient uniquement des frappes comme nous choisissons les spins
initialement tous dans le méme état. Comme pour les ensembles de spins, nous observons que I’entropie
classique commence a partir de I’horizon de prédictibilité et I’entropie quantique a partir de ’horizon
de cohérence. Méme si I'interaction et I'intrication permettent une meilleure transmission du désordre
dans la chalne de spins, le temps requis pour transmettre le désordre du bain classique au bain
quantique est le méme que sans interaction.

Pour seulement 5 ou 7 spins couplés, ’entropie quantique suit 1’évolution obtenue pour 50 spins
sans interaction ce qui n’est pas le cas de ’entropie classique. L’entropie classique peut étre modélisée
par 'entropie de Kolmogorov-Sinai, laquelle nécessite un grand nombre de trains de frappes. Pour 50
trains de frappes (et donc 50 spins), I’évolution de l'entropie classique correspond & la prédiction de
Kolmogorov-Sinai. Donc, la notion de "un grand nombre de spins" est différente suivant que le désordre
est classique ou quantique. Le désordre dans les frappes, lequel est un désordre classique, requiert un
plus grand nombre de trains de frappes pour étre en conformité avec la prédiction alors qu’un nombre
de spins plus faible est suffisant pour voir le désordre dans la chaine de spins.

De maniere a connaitre la modification de I’horizon de cohérence quand les spins sont couplés,
nous devons regarder 1’évolution de la cohérence et de ’entropie avec wio, ce qui est réalisé figure 7.7.
Quand J < wo, 'entropie et la cohérence se comportent comme un ensemble de spins et la formule
empirique donnée par ’équation 6.19 peut étre utilisée. La dynamique induite par les frappes domine
la dynamique interne de la chaine. Dans ces conditions, les résultats peuvent étre comparés a ceux d’un
ensemble de spins. Au contraire, si J > wp, 'augmentation de I'entropie et la chute de la cohérence
commence de plus en plus tét. Il y a toujours un horizon de cohérence mais il ne peut plus étre prédit
par la formule 6.19. La dynamique interne induit plus de désordre et d’autres phénomenes qui ne sont

pas pris en compte dans la formule de I’horizon de cohérence.
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FIGURE 7.6 — Les graphiques montrent, pour le flot du chat d’Arnold, I’entropie de von Neuman (une
mesure du désordre dans la chaine de spins ou dans ’ensemble de spins), I’entropie de Shannon (une
mesure du désordre dans le bain de frappes), l’entropie de Shannon cumulée du bain de frappes, et
Pentropie du bain de frappes prédite par ’analyse de Kolmogorov-Sinai (une mesure de la production
du désordre par le flot prédit par la théorie du systéme dynamique). L’horizon de prédictibilité du bain
de frappes et 'horizon de cohérence du bain de spins sont indiqués par des lignes pointillées verticales.
Le graphique du haut est réalisé pour 5 chaines de 10 spins couplés (avec wio = %) par une interaction
d’Heisenberg et celui du bas est pour un ensemble de 50 spins. Les spins sont initialement dans I’état
|o) = %( | 1) + | J)) et sont frappés dans la direction |w) = | 1). Le couple (A, ¢x) correspond au
sommet inférieur gauche du carré de c6té dy dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards de
frappes initiales.
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FIGURE 7.7 — Evolutions de la cohérence et de ’entropie d’un spin moyen d’un ensemble de 100 et
1000 spins sans interaction (wi0 = 0) et du spin moyen d’une chaine de 10 spins (wio # 0) couplés
par une interaction d’Heisenberg. Tous les spins sont dans ’état initial |¢g) = %ﬂ 1) +1 1)) et sont

frappés suivant la direction d’un vecteur propre |w) = | 1). Les spins sont soumis a des frappes évoluant

suivant un automorphisme continu du tore défini par ®. Spins correspond au nombre de spins sans
aucun couplage entre eux. Les courbes définies par wio = 2—10 et wio = 0 sont confondues sur les deux

graphiques. Le couple (A4, ¢«) correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel
sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales. n, est I’horizon de cohérence.
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FIGURE 7.8 — Représentation schématique d’une glace de spins. Le symbole "D" signifie glace droite
et le symbole "G", glace gauche.

?

FIGURE 7.9 — Exemple de frustration géométrique a trois sites (2 dimensions) et a quatre sites (3
dimensions). La direction des spins est représentée par les fleches noires.

7.1.2 Glace de spins

Une glace de spins est un matériau magnétique exotique tres intéressant qui peut présenter sous
certaines conditions un ou plusieurs monopdles magnétiques [43, 23]. Elle est constituée de cristaux
reliés les uns aux autres par un spin comme le montre la figure 7.8.

Comme nous le voyons sur la figure 7.8, les glaces de spins posseédent une forme tétraédrique ou
a chaque sommet se trouve un spin. La structure est la méme que celle de la glace d’eau ou chaque
sommet du tétraedre posseéde une molécule d’eau, a la différence que chaque tétraedre possede aussi une
molécule d’eau en son centre. Dans le cas de la glace d’eau, ce sont les moments dipolaires électriques
des molécules d’eau qui jouent le réle des spins. Les glaces de spins peuvent étre faites de plusieurs
matériaux mais nous trouvons principalement du titanate de dysprosium (Dy2Ti207) et du titanate
d’holmium (Ho2Ti207).

La glace de spins est caractérisée par la frustration géométrique. Pour bien la comprendre considé-
rons un exemple a trois sites comme sur le premier graphique de la figure 7.9. L’interaction entre les
particules est de type anti-ferromagnétique. Les spins des sites vont alors s’aligner mais dans des sens
opposées pour étre au niveau d’énergie minimale (alignement anti-paralléle). Cependant deux spins
peuvent bien s’aligner dans des directions opposées mais le dernier pose probleme. S’il se met dans
une direction opposée a I'un des deux autres spins, il sera dans la méme direction que le troisieme,
ceci provoque une frustration géométrique. Si nous passons maintenant a trois dimensions comme sur
le second graphique de la figure 7.9, nous voyons aussi apparaitre la frustration géométrique. Les spins
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FIGURE 7.10 — Exemple de frustration géométrique dans une glace de spins. La direction des spins
est représentée par les fleches noires. Les directions propres sont représentées par des fleches rouges.

ne peuvent pas tous étre anti-paralleles les uns avec les autres. Comme il est impossible d’avoir une
configuration favorable, nous parlons de frustration. Revenons maintenant aux glaces de spins. Pour
étre dans la configuration d’énergie minimale, les spins vont s’aligner suivant les directions propres,
celles partant du centre du tétraedre et rejoignant chaque sommet (voir plus loin pour plus d’explica-
tions). Il y a alors deux configurations possibles comme nous le montre la figure 7.10. Dans une glace
de spins, les interactions sont de types ferromagnétiques (au sens des directions locales {€;} : c’est a
dire que le spin 1 est dans la direction €7, le spin en 2 lui sera "parallele" s’il est dans la direction é5 et
anti-parallele s’il est dans la direction —é3). Les spins veulent alors s’aligner dans la méme direction
(au sens des directions {€;}). Dans le cas du premier graphique, entre les spins du haut et ceux du bas
de la figure, les interactions ferromagnétiques sont bien minimisées, cependant entre ceux de droite et
ceux de gauche, les spins sont alignés anti-parallelement. Au final, il y a autant d’alignements paral-
leles que d’alignements anti-paralleles. Cependant dans le second graphique, nous voyons qu’il y a plus
d’alignements paralléles que d’anti-paralléles. Ceci crée un surplus d’énergie associé au phénomeéne de
monopole magnétique.

Construction de la glace de spins

Pour construire un cristal d’une glace de spins facilement, il faut le représenter dans un cube. Le
premier spin se situe & un sommet du cube (spin 1 de la figure 7.8). Nous tracons ensuite les trois
diagonales partant de ce point et traversant les faces du cube. Les trois sommets atteints par ces
diagonales donnent les trois autres spins du tétraedre (spins 2, 3 et 4 de la figure 7.8) qu’il suffit juste
de rejoindre pour finir de construire le cristal.

Nous remarquons sur la figure 7.8 que deux types de cristaux apparaissent que nous nommons
glace droite (représentée par un D sur le graphique) et glace gauche (représentée par un G sur le gra-
phique). Nous allons donc analyser ces deux types de cristaux pour pouvoir construire ’'Hamiltonien
d’interaction ainsi que les états des spins.

La glace de spins est caractérisée par deux bases (dans R? (espace géométrique)) : la base globale
associée aux directions {z,y, 2z} du graphique 7.11 et la base locale, la base associée aux directions
é€; (en rouge sur la figure 7.11). La base locale est associée aux directions z; locales définies par la
configuration des spins a ’état de plus basse énergie. Comme la direction z; d’un spin dépend du
point considéré (donc de la base locale associée), nous devons nous rapporter a une base globale.
Pour ceci, il faut décrire globalement les vecteurs. Sur le graphique 7.11, nous avons représenté les
vecteurs €; (de direction locale z;) associés a chaque spin d’un cristal droit. Ces vecteurs deviennent
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FIGURE 7.11 — Représentation schématique d'une glace de spins droite. Les vecteurs représentés en
rouge correspondent aux directions z; dans la base locale des spins. {z,y, z} est associé a la base
globale.

FIGURE 7.12 — Représentation schématique d’une glace de spins gauche. Les vecteurs représentés
en rouge correspondent aux directions z; dans la base locale des spins. {x,y, z} est associé a la base
globale.

1 -1 -1 1
dans la base globale &) = | -1, e =] 1 |,és=|—1] et €4 = |1]|. A partir de ces vecteurs
-1 -1 1 1
Oy —0y
: : : J _ _h J. _ _h
nous obtenons facilement les vecteurs de spins en chaque point S; = i | o | So = 2\’/5 oy |,
—O0z —0y
—O0gx Oz
G, — | _ G, — _h_
53—2\/3 Oy etS4—2\/§ Oy
0, 0

Nous faisons la méme chose pour le cristal gauche. En prenant comme appui le graphique 7.12,
1 1 -1 —1

nous obtenons € = | —1|,e5 =] 1 |,eg=| 1 | et €& = | —1|. Les vecteurs de spins en chaque
1 —1 1 —1
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L’hamiltonien d’interaction a l’intérieur d’un cristal de spin s’écrit

N-1 N
H=Y Y 1*'gS,0* " 'S, oI"™" (7.29)

m=1ln>m

avec N le nombre de spins dans un seul cristal et § © S = Yizay,> Oi ® Si. Quand on rajoute une ou
plusieurs glaces de spins, il faut bien repérer le numéro du spin qui relie deux glaces afin d’avoir les
bonnes interactions et rajouter des tensoriels identités pour arriver au nombre de spins total de tous
les cristaux.

Les axes propres d’une glace de spins sont ceux partant du centre du tétraedre et rejoignant les
sommets. Pour connaitre les états propres des spins, il faut obtenir la direction du spin dans la direction
des axes propres.

a
Soit €; = | b | 'axe z d’un spin dans la base locale.
c
o8 = aoy +boy +eo = | ¢ 470 (7.30)
e Y = \a+b  —c ’

Nous cherchons les vecteurs propres

c a—1b)\ [x x
(i 20)C) =2 0) 7

cx + (a—b)y = tx
(a—)y=(—ct)x

x a—1b 1 a—1b 1
<y> - <—Ci 1) VR (—ct12 (—cj: 1) N (7.33)

Nous obtenons finalement les états entrants et sortants décomposés dans la base des vecteurs propres

(7.32)

de o,
) 1 a—1b
. 1 a—1b
lin, i) = NED) (_C B 1) (7.35)

correspondant aux états up et down locaux (par rapport a €;). Ils sont dit entrants ou sortants car ils
correspondent a des directions entrantes ou sortantes du tétraedre.

Horizon de cohérence

Nous avons regardé la conservation de ’horizon de cohérence pour 2, 3 et 4 glaces de spins pour
des états de monopole (1 spin sortant et 3 spins entrants) et de non monopdle (2 spins entrants et 2
spins sortants). Dans tous les cas nous obtenons une conservation de 1’horizon de cohérence comme
le montre les graphiques de population et de cohérence 7.13. Cette figure montre 1’évolution de la
population et de la cohérence pour une glace de spins constituée de 3 cristaux dont 2 forment un
monopodle suivant la représentation de la figure 7.14. Les spins sont situés suivant leurs axes z; propres
donnés par les vecteurs des graphiques 7.11 et 7.12. Nous voyons qu’avant 1’horizon de cohérence la
population et la cohérence restent a leurs valeurs de départ. Elles vont ensuite vers la distribution
microcanonique. Avant 1’horizon de cohérence les spins ne ressentent pas les frappes car la force et
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FIGURE 7.13 — Evolutions de la population et de la cohérence du spin moyen et d’un spin dans une
glace de spins constituée de 3 mailles. L’état initial des spins est tel que deux mailles forment un
monopdle et le troisieme un non monopdle comme montré sur le figure 7.14. Chaque spin est soumis
a un train de frappes chaotique pour lequel la direction de frappe est |w) = %O T +11). Laxe
vertical correspond a I’horizon de cohérence. Le couple (A, . ) correspond au sommet inférieur gauche
du carré de coté dy dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales. n, est
I’horizon de cohérence.
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FIGURE 7.14 — Représentation schématique d’une glace de spins contenant 3 cristaux. Les fleches
représentent la direction des états initiaux des spins.

le retard sont proches de 0. Comme en plus les spins sont suivant les axes propres, ils sont dans une
configuration stable et ne bougent pas. Aprés 'horizon de cohérence, I'effet chaotique se fait ressentir
au travers de la force et du retard. Les spins frappés différemment ne vont pas avoir le méme état et
les effets du couplage interviennent. Ceci induit de la décohérence et une relaxation de la population.
I’analyse de I'horizon de cohérence avec la présence de monopoéles ou de non-monopdles montre les
mémes résultats. Le monopole n’a donc aucune influence sur la durée de ’horizon de cohérence. Si nous
choisissons un couple initial (A, ¢«) # (0,0), les effets des frappes se font ressentir des le départ. Dans
cette configuration le plateau de cohérence n’est pas visible a cause des couplages qui transmettent le
désordre. Il en est de méme si les spins ne sont pas dans la direction des axes propres. Ces résultats
montrent que les discussions du début du chapitre ne sont pas limitées a la structure en chaine de spins.
Des réseaux de spins plus complexes, comme la glace de spins, exhibent aussi les mémes phénomenes.

L’horizon de cohérence est aussi montré par la variation du monopole magnétique au cours du temps
comme le montre la figure 7.15. Nous avons représenté cette variation au travers du flux traversant
ces cristaux. Dans le papier [23], nous trouvons que la charge magnétique moyenne d’une cellule « est

Qu =11 > tr(pio}) (7.36)

avec p la magnitude du moment magnétique et ag la longueur de la liaison du réseau du cristal (la
sommation étant sur tous les sommets du tétraedre). La charge magnétique est la moyenne statistique
des états up et down des spins de la cellule. Le potentiel scalaire magnétique est

)_@%

41 r,

V(re (7.37)

en coordonnées sphériques au centre de la cellule . Nous en déduisons le champ magnétique au centre
de la cellule «

_ Ho Qa

B = —gradV(ry) = 4 2 Cra (7.38)
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FiGurE 7.15 — Evolution du flux magnétique a travers les trois cristaux d’'une glace de spins. Les
graphiques sont respectivement associés au premier, au second et au troisieme cristal de la figure 7.14.
Les deux premiers cristaux forment un monopdle magnétique d’ou le fait que le flux commence a +2.
La ligne verticale correspond a I’horizon de cohérence. Chaque spin est soumis a un train de frappes
chaotique pour lequel la direction de frappe est |w) = %(\ 1 41 1)). Le couple (A, ¢.) correspond
au sommet inférieur gauche du carré de cété dy dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards
de frappes initiales.

Si nous prenons une sphere S, de rayon r, centrée sur la cellule, le flux est

& = () B.dS (7.39)
Se
= p10Qa (7.40)
hpop
= 502 Ztr(piago’) (7.41)

Nous utiliserons le flux sans dimension suivant

= fwou Ztr (pic (7.42)

2ad

Plus le flux tend vers £2 plus le cristal tend a étre un monopdle et inversement. Nous voyons sur la
figure 7.15 que pendant la durée de 1’horizon de cohérence le monopdle est conservé. Apres I’horizon
il est completement perdu.

Afin de vérifier la conservation de I’horizon de cohérence, nous devons regarder comment évolue
I’entropie avec la variation du parameétre d’interaction. Ceci est représenté sur la figure 7.16. Nous
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FIGURE 7.16 — Evolution de I'entropie d’une glace de spins constituée de 3 cristaux. Chaque spin est
soumis & un train de frappes chaotique pour lequel la direction de frappe est |w) = %ﬂ M+ ).
L’état initial des spins est tel que deux cristaux forment un monopdle et le troisieme un non monopole
comme le montre la figure 7.14. L’axe vertical représente ’horizon de cohérence. Le couple (A, @x)
correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel sont tirées les valeurs des forces
et retards de frappes initiales.

voyons la présence d'un petit décrochage dans la courbe de ’entropie attestant de la présence d’un
changement dans le désordre de la glace. Celui-ci correspond au temps associé a ’horizon de cohérence.
Nous remarquons que ’horizon de cohérence reste bien prédit par la formule 6.19 quelque soit la valeur
du parametre d’interaction.

7.2 Conservation par changement de I’environnement chaotique

Nous venons de voir que I'horizon de cohérence se conservait avec le changement de systéme de
spins. Regardons maintenant si cet horizon se conserve en changeant le systéme dynamique classique
et en prenant les systémes chaotiques de la Standard map et les systémes dynamiques dissipatifs a 3
dimensions.

7.2.1 Standard map

La Standard map est associée & la section de Poincaré du mouvement d’un rotateur frappé! [63].
Elle est caractérisée par les équations

p T =p'+ Ksin(z')  mod 27 (7.43)

T =o'+ p™ mod 27 (7.44)

avec p' le moment angulaire du rotateur, z* sa position angulaire apres la i-iéme frappe et K l'intensité
des frappes.

La Standard map est une dynamique particuliere car elle présente des ilots de stabilité et une mer
chaotique dans son espace des phases comme le montre la figure 7.17. Au centre et sur les cotés se
situent la mer chaotique et les points formant des ovales sont dans 'llot de stabilité. Ce dernier ne
nous intéresse pas ici car il n’est pas chaotique. Au centre d’un ilot les observations sont similaires
a celles faites avec la dynamique stationnaire. Partout ailleurs dans I'ilot de stabilité, la dynamique
ressemble & un mélange entre une dynamique stationnaire et une dynamique de dérive linéaire. Nous
nous intéresserons ici a la mer chaotique.

1. un rotateur est une tige pouvant tourner autour d’un axe situé a une de ses extrémités. De plus le rotateur est
frappé de l'autre coté de la tige.
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FIGURE 7.17 — Evolution de plusieurs dynamiques de la Standard map prises aléatoirement sur I’espace
des phases. Chaque couleur correspond a une trajectoire de conditions initiales différentes.
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FIGURE 7.18 — Evolution de I’exposant asymptotique de la Standard map en fonction du nombre de
Jacobiens considérés.

D’apres le théoreme de Pesin [49], 'entropie métrique est égale a I'exposant de Lyapunov. Nous
devons donc calculer I'exposant de Lyapunov asymptotique pour connaitre la pente de l’entropie
classique ainsi que la prédiction de I’horizon de cohérence équation 6.19. Dans le cas de la standard
map, nous avons

Xn+1 - ¢(Xn) (7.45)

Nous calculons alors les matrices jacobiennes aux points X,, considérés

8¢1‘:3(w,p) 3¢>2(z,p)
00x0 = | 06" (ep)  00° ) (7.46)
Op ox X,

L’exposant de Lyapunov asymptotique vaut

A = lim sup % n (¢ (U7 0;)) (7.47)

i—+oo 4l

avec U; = 0px, ,....0px,0px,. Le calcul numérique de I'exposant de Lyapunov asymptotique est
donné figure 7.18. La valeur de cet exposant vaut approximativement 0.83.

Considérons maintenant un ensemble de N spins sans couplage. Ces spins sont soumis a un bain
de frappes perturbées par un environnement classique chaotique suivant la dynamique de la Standard
map. La perturbation touche la force et le retard de chaque frappe. En prenant les premieres frappes
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FIGURE 7.19 — Evolutions de ’entropie et de la cohérence d’un spin moyen d’un ensemble de 80 spins
soumis a une environnement chaotique suivant la dynamique de la mer chaotique de la Standard map.
Tous les spins sont initialement dans 1'état |¢g) = %(2| T + 1| 4)) et sont frappés dans la direction

|w) = | 1). La ligne verticale sur le graphique de la cohérence correspond a I'horizon de cohérence.
Le couple (A4, ¢x) correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel sont tirées
les valeurs des forces et retards de frappes initiales. Le second graphique montre I’entropie de von
Neuman (une mesure du désordre dans ’ensemble de spins), l’entropie de Shannon (une mesure du
désordre dans le bain de frappes), 'entropie de Shannon cumulée du bain de frappes et 'entropie du
bain de frappes prédite par I'analyse de Kolmogorov-Sinai (une mesure de la production du désordre
par le flot prédit par la théorie du systéeme dynamique). L’horizon de prédictibilité du bain de frappes
et I’horizon de cohérence du bain de spins sont indiqués par des lignes pointillées verticales

dans la mer chaotique de la Standard map et une taille de micro-état de g;, nous obtenons les évolutions
de l'entropie et de la cohérence représentées figure 7.19. Sur ces graphiques ’horizon de prédictibilité
a été ajusté manuellement. En effet, la Standard map est un systéme chaotique compliqué qui ne
possede pas de directions propres (si nous linéarisons le flot en un point x, et que nous cherchons les
directions propres comme vecteurs propres de la linéarisation, nous trouverons un résultat différent de
la linéarisation en un point y). Ces directions dépendent du point ot nous nous trouvons, ce qui ne
permet pas d’utiliser la formule de I'horizon de prédictibilité équation 6.9.

Par ailleurs, nous remarquons que lorsque ’horizon de prédictibilité correspond au moment ot I’en-
tropie classique commence a croitre, ’horizon de cohérence prévoit le moment ou I’entropie quantique
commence a augmenter. La pente de I'entropie classique est bien donnée par ’exposant de Lyapunov
asymptotique. L’entropie classique cumulée correspond au moment ou ’entropie quantique commence
a croitre. La formule 6.19 reste donc valable.
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P

FI1GURE 7.20 — Exemple d’application de premier retour de ’orbite permettant de retourner au point
maximal.

7.2.2 Environnement chaotique dissipatif

Les systemes chaotiques a trois dimensions que nous voulons regarder ici sont des systemes dissi-
patifs dont I'exposant de Lyapunov varie en fonction du point considéré. Ainsi avec ces systémes, la
mesure n’est pas préservée. L’espace des phases occupé se réduit a attracteur étrange avec le temps,
ce qui fait que la partition initiale de I’espace des phases peut devenir non pertinente avec le temps. A
cause de ces deux éléments, nous ne pouvons pas utiliser les mémes outils que précédemment. Il faut
donc remplacer ’entropie de Kolmogorov-Sinai par I’entropie topologique et calculer I’exposant asymp-
totique pour obtenir la formule de I’horizon de cohérence (équation 6.19). Celle-ci est définie dans [7]
et ensemble des propositions, théoremes, lemmes et définitions qui lui sont relatives se trouvent en
annexe C.

Entropie topologique

Nous allons présenter une des méthodes permettant de calculer ’entropie topologique que nous
pouvons trouver dans [29]. Elle utilise ’application de premier retour. Considérons le systéme chaotique
décrit par les équations

dx

—F 4
dt 1(1‘,:[/,2) (7 8)
dy

= F 4
Y By(w,y,2) (7.49)
dz
Z_F .
= = By(w,p.2) (7.50)

Nous choisissons une des trois grandeurs x, y ou z. Prenons x. Nous choisissons une partition du
temps de telle maniére que nous ayons un pas de temps At entre deux points. Soit x, le maxima
de z a la n-iéme itération. Nous cherchons la fonction f telle que x,4+1 = f(x,) et nous tragons f
pour obtenir I'application de premier retour. Ensuite, nous cherchons le point z,, ayant la plus grande
image. Nous tragons l’orbite complete de ce point de maniere a retourner sur le point de départ, le
point maximal, comme sur la figure 7.20 (dans cet exemple, le point maximal est le point d’abscisse
x.). Nous numérotons les points en fonction de leur position gauche ou droite en abscisse par rapport
au point maximal. Dans notre exemple, nous avons L,,C; R.;,R,;, avec C' pour le point central,
L pour les points & gauche du point central et R pour ceux & droite du point central (les indices
correspondant a ’abscisse du point considéré). Nous créons alors les intervalles suivant la suite définie
précédemment Iy = [z2, x|, Io = [x¢, x3], I3 = [x3,x1] et leurs images f(I1) = [z3, z1], f(I2) = [x1,x.],
f(I3) = [zc, x2]. Nous construisons la matrice telle que si I; C f(I)) nous mettons un 1 dans la matrice
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a la colonne j et a la ligne k£ sinon nous mettons 0. Dans ’exemple précédent cette matrice est

L L Iy

0 0 1 f(Ih)

Lo o f(I;) (7.51)
0 1 1 f(Is)

Il ne reste plus qu’a chercher les valeurs propres de la matrice. L’entropie topologique vaut alors
hiop = In(maz(valeurpropre)) (7.52)

La suite z,,+1 = f(x,) est un systéme dynamique & une dimension dont les propriétés sont similaires
au systeme dynamique différentielle a trois dimensions, equations 7.48, 7.49 et 7.50. L,,Cy Ry, Ry,
représente un systéme dynamique symbolique de propriétés équivalentes.

Exposant de Lyapunov asymptotique

Afin de déterminer la valeur de I’horizon de cohérence par la formule empirique 6.19, nous devons
calculer I’exposant asymptotique.
Le flot est caractérisé par

X(t) = F(X(t)) (7.53)
X (t) = ®'(Xo) (7.54)
J(t,0) = 0P x 1) (7.55)
avec ® le flot et J la matrice jacobienne du flot.
J(t,0) = 0F,()J (t,0) (7.56)
Donc \
J(t,0) = Telo OFatydt (7.57)

Le systeme dynamique dissipatif présente une variation & la fois dans le temps et dans l’espace.
L’exposant de Lyapunov asymptotique est donc

A = lim sup % In (tr (JT(t, 0)J(t, 0))) (7.58)

t—o00

Nous pouvons nous permettre de partir de I'instant initial car dans le "limsup" le régime transitoire

est supprimé. La norme utilisée est ||A|| = (/tr(AT A). Finalement aprés convergence A correspond a
Pexposant de Lyapunov asymptotique dans I'attracteur (une sorte d’exposant de Lyapunov moyen).

Lorenz

Les mouvements de convection apparaissant dans I’atmosphere ou dans les fluides sont décrits par
les cellules de Bénard. Nous retrouvons de tels mouvements dans I’atmospheére terrestre par exemple.
Ce mouvement est trés bien représenté lorsque nous faisons chauffer une casserole d’eau. Il y a la
plaque qui chauffe le fond de la casserole alors que le haut reste froid. Il y a alors des transferts de
chaleur par mouvements de convection. Le chaud va avoir tendance a monter alors que le froid descend.
Ces mouvements se décomposent en cellules. Deux cellules adjacentes doivent avoir un mouvement
opposé afin d’étre compatibles entre elles. Ces échanges thermiques ont été décrits par Lorenz [60] &
travers un modele a trois dimensions régi par les équations suivantes

dx

— =P(x — 7.59
" Py (7.59)
d

d—g; =—xz+ Rxr—vy (7.60)
dz _ xy — bz (7.61)

dt
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FIGURE 7.21 — Evolution de la dynamique de Lorenz au cours du temps.

avec P le nombre de Prandtl et R le nombre de Rayleigh. "z" correspond a ’amplitude du champ de
vitesse dans la cellule de Bénard au cours du temps, "y" a ’écart de température entre les courants
ascendants et descendants (Tyse — Tyese) €t "z" & Pécart entre le profil vertical de température et un
profil linéaire 2. Le tracé de cette dynamique pour les parameétres P = 10, R = 28 et b = % nous donne
la figure 7.21. Pour intégrer ces équations dans le temps, nous utilisons la méthode de Runge Kutta 4.
Nous voyons la présence d’un attracteur étrange ressemblant a des ailes d’un papillon. Entre les deux

ailes du papillon, le sens de rotation s’inverse.

Ces équations sont continues dans le temps, il n’est donc pas adéquat d’utiliser des frappes pour
interagir avec notre systéme de spins. Nous utiliserons donc un champ continu qui va étre perturbé
par les différents parametres de Lorenz tel que B = Bo + ébmit avec Eo = Byé, le champ de controle
non perturbé formant une gaussienne et gbmit le bruit perturbant le champ de controle

B, T X varB
Biryit = | By | = | y x varB (7.62)
B, z X varB

avec varB un petit facteur multiplicatif mesurant & quel point le champ est perturbé et {x,y, z} les
parametres de Lorenz. Prenons par exemple les figures 7.22 et 7.23. Ce champ va perturber

1. lintensité du champ magnétique ||B]|
2. la direction de polarisation du champ magnétique de contrdle
L’Hamiltonien d’un tel systéme s’écrit
H = By.S + Byruit.S (7.63)
= Bo.S + HBbruitberuit-S (764)

Nous voulons réécrire cette derniére équation sous la forme

H = Bo.§ + || Byl [[w) (] + £(2).1 (7.65)

2. interpolation linéaire entre la température de la source de chaleur en bas, et la température du réservoir froid au
dessus
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FIGURE 7.22 — A gauche, champ total sans perturbation. A droite, champ total avec I’ajout du bruit
chaotique suivant la dynamique de Lorenz.

{varB=0.02}

FIGURE 7.23 — Les trois composantes du champ perturbées par un environnement chaotique suivant
la dynamique de Lorenz.



180 CHAPITRE 7. CONSERVATION DE L’HORIZON DE COHERENCE

45

40 / |

30 35 40 435

FIGURE 7.24 — Application de premier retour et orbite permettant de retourner au point maximal pour
la dynamique de Lorenz. En jaune nous avons représenté la premiere bissectrice et en bleu I’application
de premier retour x,41 = f(x,).

Ceci est équivalent a ce qui a été fait dans la section 3.1 pour lequel la direction de frappes est

o) = 1+ b,
- 2

1_bz 7 ar nb—
1)+ e | ) (7.66)

avec b2 + bg + b% = 1. Nous reprendrons donc cet opérateur avec Lorenz. La fonction f(t) représente
juste un changement de jauge et ne joue aucun réle dans la matrice densité que nous étudions ni dans
la fonction d’onde. En effet

w = (Bo.§ + A(®)|w)(w]) ¢ (7.67)
w = (Bo.S + Mt) ) (wl + £(2)) 0 (7.68)
o= e g Sy, (7.69)
= [) (¥ = [9)(P| (7.70)
p=(l0)d]) =» (7.71)
Au final, nous avons
H(t) = Ho(t) + Nt)W (¢) (7.72)

avec Hy 'Hamiltonien de contréle, A la force de frappes et W lopérateur de frappe. L’opérateur
d’évolution associé s’écrit entre deux instants

Ut + At 1) = ONY (7.73)
~ e—lh71)\(t)W(t)Ate_'Lh71Hct'rl(t)At (774)
~ (14 (6705 1) W(r)) e Hem D20 (7.75)

En utilisant la méthode décrite précédemment pour trouver ’entropie topologique, nous obte-
nons le graphique 7.24. Ce graphique ne donnant pas de résultat tres précis, nous avons utilisé une
méthode numérique a 'aide de Mathematica en calculant les différentes images. Ceci nous a donné
des valeurs précises permettant de construire la matrice ressemblant a 7.51. La valeur propre la plus
grande obtenue est 2 et le logarithme népérien de cette valeur nous donne 0.69. La valeur de ’exposant
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FIGURE 7.25 — Evolution de I'exposant asymptotique en fonction du nombre de pas de temps At.
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FIGURE 7.26 — Evolutions de la cohérence et de l'entropie d’un spin moyen d’un ensemble de spins
soumis & une perturbation chaotique selon la dynamique de Lorenz. Les spins sont dans I’état initial
o) = %ﬂ 1 +14)). Le second graphique montre I'entropie de von Neuman (une mesure du désordre
dans l'ensemble de spins), ’entropie de Shannon (une mesure du désordre dans le bain de frappes) et
I’entropie topologique. L’horizon de prédictibilité du bain de frappes et ’horizon de cohérence du bain
de spins sont indiqués par des lignes pointillées verticales.
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asymptotique est donnée par le graphique 7.25 et vaut 0.87.

Considérons un ensemble de N spins soumis & un champ magnétique Zeeman permettant une levée
de dégénérescence. L’évolution de la cohérence et de Ientropie d’un tel systéme (graphiques 7.26)
décrit par le champ de perturbation donné par les figures 7.22 et 7.23 montre la présence de ’horizon
de cohérence. Celui-ci est bien prédit par la formule 6.19. La pente de ’entropie quantique est donnée
par 'entropie topologique. L’horizon de prédictibilité est ajusté manuellement a partir de I'instant ou
I’entropie classique commence a augmenter. Pour définir I’entropie classique, nous avons pris une taille
des micro-états de c6té 0.01. Afin de réduire les oscillations de I’entropie classique, il faudrait pouvoir
diminuer la taille des micro-états. Ceci nécessite une grande capacité mémoire.

L’analyse d’autres modeéles chaotiques a 3 dimensions (Rossler [81, 60], Rucklidge [60], Genesio-
Tesi [60], Shimizu-Morioka [60], Chen [24, 60], Liu-Chen [60], Sprott [92, 60], Zou-chen [60] et Cellule
de Glucose [28]) donnent des résultats similaires.

Les phénomenes observés (horizon de cohérence) et la formule empirique associée, semblent étre
indépendants de la structure du réseau de spins (ensemble, chaine, glace), du type de bruit chaotique
(Anosov, a mer chaotique, dissipatif avec attracteur étrange), et du type de controle (par frappes ou
en champ continu).



Chapitre 8

Controle de systemes quantiques
soumis a un bruit chaotique

L’horizon de cohérence est un temps durant lequel la cohérence peut étre conservée ainsi que les
oscillations de la population. Nous pouvons donc penser que pendant cet horizon il est possible de
réaliser de la transmission d’information ainsi que du contréle quantique. Nous nous intéresserons ici
au contrdle d’'une chaine de spins soumise a une interaction d’Heisenberg et au contrdle du monopdle
magnétique d’une glace de spins.

Le transfert d’information dans les chaines de spins a déja été étudié par plusieurs auteurs [15, 16,
17, 31, 59, 89].

8.1 Un modele approprié pour réaliser du controle

Nous avons vu dans la partie précédente que pour une chaine de spins couplés par une interaction
d’Heisenberg et soumis a un bain de frappes chaotique, il y a un temps durant lequel les spins conservent
leur cohérence. La conservation de la cohérence est liée a une conservation de I'information des spins.
Quand les frappes ne sont pas dans la direction d’un vecteur propre, il y a une oscillation de la
population et de la cohérence due aux frappes durant ’horizon. Au contraire, si la frappe est dans la
direction d’un vecteur propre, il y a une complete conservation de la cohérence sans aucune oscillation.

Comme un spin peut étre représenté par un qubit, nous considérerons 1’onde observée, I’excitation
sur la chalne, comme une transmission d’information le long de la chaine de spins.

Dans cette section, nous choisissons de rester dans le cas ou J < wq afin de connaitre la valeur
de I'horizon de cohérence. Nous choisissons aussi cette condition de maniere a ce que le controle de la
dynamique par les frappes domine sur la dynamique interne de la chaine.

8.1.1 Dynamique de l'information le long d’une chaine de spins

Nous considérons une chaine de spins couplés par une interaction de plus proches voisins d’Heisen-
berg. La figure 8.1 représente I’évolution de la population (1 |p,| 1) par rapport au temps. Comme il
n’y a pas de frappe, nous voyons une transmission de I'information due au couplage d’Heisenberg qui
est représentée par la couleur jaune-orange (le couplage d’Heisenberg est isotrope). La figure présente
des pics de densité (jaunes, oranges et blancs) lesquels résultent des interférences entre les différentes
ondes. Le point jaune le plus brillant & la fin du graphique semble étre une renaissance de I’onde initiale
(& t = 0) et au milieu, le pic ressemble & une renaissance inverse de l'information (la population est
inversée) : le graphique ressemble & une renaissance de paquets d’ondes. Cependant la transformée
de Fourier de la population (graphique du bas de la figure 8.1) présente une large bande ce qui est
la signature d’oscillations chaotiques [53]. Ainsi le paquet d’ondes n’a pas une renaissance compléte.
Nous appelons ce phénomene une quasi-renaissance.

Le graphique densité du haut de la figure 8.2 est le méme que celui de la figure 8.1 sauf que tous
les spins sont frappés dans la direction d’un vecteur propre. Les frappes sont perturbées par un envi-
ronnement classique chaotique. En comparant les deux figures 8.2 et 8.1, nous voyons clairement que
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FIGURE 8.1 — Le graphique du haut représente la densité de la population (1 |p,| 1) d’une chaine de 7
spins couplés par une interaction d’Heisenberg de plus proches voisins. Les spins ne sont pas frappés.
Celui du bas montre la transformée de Fourier de la population par rapport au temps, associée au
graphique densité du premier spin. Chaque spin est dans la direction initiale |¢)p) = \/Lg(| N +2| 1))

sauf le 4iéme qui est dans 'état | 1).
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FIGURE 8.2 — Densité de la population (1 |p,| 1) d’une chaine de 7 spins, et évolutions de la cohérence
et de I'entropie du spin moyen d’une chaine (ptot, Sun,tot), du 2nd (p2, Syn,2), du 3ieme (p3, Sun,3)
et du 4ieme (ps4, Syn4) spin de la chaine. Chaque spin de la chaine est couplé par une interaction
d’Heisenberg et est dans ’état initial |¢g) = \/qu 1 + 2| |)) sauf le 4iéme qui est dans 1'état | 1).
Les spins sont soumis & un bain de frappes chaotique pour lequel chaque frappe est dans la direction
d’un vecteur propre | /). ® est la matrice définissant ’automorphisme continu sur le tore. La ligne
verticale sur les graphiques de la cohérence et de ’entropie correspond a I'horizon de cohérence. Le
couple (A4, p,) correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel sont tirées les
valeurs des forces et retards de frappes initiales.
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FIGURE 8.3 — Le graphique du haut montre la densité de la population (1 |p,| 1) d’une chaine de
7 spins couplés par une interaction de plus proches voisins d’Heisenberg. La figure du bas représente
Iévolution de la cohérence de trois spins de la chaine (p4, p5 et pg) et du spin moyen de la chaine
(ptot) avec le nombre de frappes. La chaine est soumise & un bain de frappes chaotique ou la direction
de frappes n’est pas celle d’un vecteur propre |w) = \%(2| 1 4] J)). A linstant initial tous les spins
sont dans I'état [1g) = \/ig(| 1 42| |)) sauf le 4ieme qui est Détat | 1). ® est la matrice définissant
I'automorphisme continu sur le tore. La ligne verticale sur le graphique de la cohérence correspond a
I’horizon de cohérence. Le couple (A4, ¢x) correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dy
dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales.
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Iinformation est complétement transmise le long de la chaine de spins jusqu’a un certain nombre de
frappes, de la méme maniére que quand il n’y a pas de frappe. Le nombre de frappes pour lequel la
transmission d’information est arrétée correspond a la durée de I’horizon de cohérence. Le graphique
central de la figure 8.2 montre que le spin moyen de la chalne a une cohérence qui chute apres ’ho-
rizon de cohérence. C’est exactement la méme chose pour un spin de la chaine mais avec de grandes
oscillations. Ces oscillations apparaissent car on choisit la force du couplage petite de maniere a voir la
transmission d’information et a avoir une prédiction de la valeur de I’horizon de cohérence (pour une
grande force de couplage, les oscillations et la transmission d’information sont tres rapides). Les spins
sont frappés différemment a partir de I’horizon de cohérence ce qui explique le gele de la transmission
d’information. Nous observons le méme phénomene avec ’entropie (dernier graphique de la figure
8.2). L’entropie augmente a partir de I’horizon de cohérence. Cependant, si la direction des frappes
ne correspond pas a un vecteur propre, I’onde d’information n’est pas visible, ainsi que 1’horizon de
cohérence, comme en atteste le graphique 8.3.

Une frappe dans la direction d’un vecteur propre permet une transmission d’information avant

I’horizon de cohérence comme si il n’y avait pas de frappe. Pour comprendre ceci, considérons deux
spins couplés par une interaction d’Heisenberg. L’opérateur d’évolution s’écrit

U = ¢~ Cr=t) [I ® (I + <e—M§” - 1) W)] e )=o)

i —z@ ()
X [(I—i— (€M§) - 1) W) ®I} e wo Pl (8.1)

De maniere a simplifier le calcul, nous ne prendrons pas en compte la variation de la force et du retard

d’une frappe & une autre, i.e. U = U, wgi) = ¥1, ‘Pg) = P2, A?) = A1 et /\§i> = A2. De plus comme
nous nous intéressons seulement a la variation de la force de frappes entre le ler et le 2nd spin, pour
simplifier le calcul, nous poserons aussi que p; = w2 = 0. Comme la frappe est dans la direction d’un

vecteur propre, nous avons
1 10
W = |w)(w| = <0> (1 0) = (0 0) (8.2)

L’opérateur d’évolution devient alors

S (R (RS
o[ R ] R I P | B

N
O =
o O
~__—
—_
| S
9]
5
QN
X
o

avec
1 0 00
01 0 0
QHO’IXO — 0 O 1 0 (84)
0 0 0 1
emitra) 0 0
Ho 1 —\
—%Lg 0 e M 0 0
S U=e “Twg 7T 0 0 ez (8'5)
0 0 0 1

Hy 1 = Ho + Hy avec Hp une matrice diagonale et H; une matrice avec des termes non-diagonaux
associés au couplage. La matrice Hy ; peut étre écrite comme

Hoyr = (8.6)

O O O e
oo oo
o o0 O
QUL O OO
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avec a # d a cause de la forme de Hy. L’exponentielle d’une telle matrice est

v 0 0 O
Ho, 1
—1g2lor 10 v ow 0
7 Tlo ow v o0 (87)
0 0 0 =z
et 'opérateur d’évolution s’écrit
ue™Mitr2) 0 0
0 ve M we 2 ()
U = 0 wefl)\l Ue*l)\g 0 (88)
0 0 0 x
1oz C s . 1 1 (1
Soit I’état des spins a l'instant initial |¢1) = 0 et |Yg) = 7\
1
& 00) = ) @ o) = - | (5.9)
V210
0
L’évolution par rapport au nombre de frappes est donnée par
D) = Ulp) (8.10)

De maniere a connaitre l'effet des frappes sur la population, nous devons calculer les trois premiéres

populations up du ler spin ( pzl)op,(i))

et la matrice densité p®).

. Pour ceci, nous devons calculer la fonction d’onde complete |w(i)>

1100
111 1 0 0
) — 1Oy O = =
P =WNTI=510 0 0 o (8.11)
00 00
La population up du premier spin est donnée par la trace partielle sur le second
1P = (11O 1) + (11 10O 1) =1 (8.12)
ue—z(/\l-‘r)\g)
W) = U@ = 5| v (8.13)
V2 we™ M
0
uu* wre”2  ywre 2 0
1| vu*e? vo* vw* 0
D) — Wy = =
o =M= e e o (8:14)
0 0 0 0
O, 1 * *
& o0 = (00 1pM ) + (11 60 1) = 5 (uu” 4+ 0v7) (8.15)
u26—2l()\1+/\2)
1 ,026727,/\1 +w2672(/\1+)\2)
2)\ _ 1)\ _
@) = Uy )>_ﬁ o2 1 et 32) (8.16)
0
& A7 = (1L 1P 1) + (11 6P 1) (8.17)
— % (Uz(ug)* + 02 (V%) +w(w?)* + P (w?)re M) 4 wQ(UZ)*el(Al_AQ)) (8.18)
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De la méme maniere nous obtenons

o 1 . i
pill7 ,(3) — 5 <u3(u3)* + vt |:U2(U2)* + 5w2(w2)* + UZ(w2)*e2z()\2 A1) + 21)2(11)2)*6 1(A1—A2)
+w2(v2)*621()\1—)\2) + 2w2(w2)*€z(/\1—)\2) + 2w2(v2)*ez()\1—/\2) + 2w2(w2)*e_l(’\1_’\2)}) (819)

Au travers des trois populations up du ler spin, nous voyons que la force peut affecter la population
seulement si elle est différente pour deux spins couplés. Si la force est la méme, elle disparait de la
population et I’évolution du spin est seulement due au couplage. Cette démonstration peut aussi étre
faite pour un retard qui n’est pas le méme d’une frappe a une autre et pour un plus grand nombre de
spins couplés, la conclusion sera la méme.

Dans le cas d’une chaine de spins couplés et frappés chaotiquement, tous les trains de frappes
sont presque similaires jusqu’a I’horizon de prédictibilité. Les spins ressentent seulement la différence
a l’horizon de cohérence. Donc, avant ’horizon de cohérence, la population n’est pas modifiée par les
frappes et nous conservons seulement la variation due au couplage. Inversement, s’il y a des modifica-
tions de la force de frappes entre deux trains de frappes ou plus (donc apres I’horizon de prédictibilité),
les populations des spins ne sont pas modifiées de la méme maniére. Ceci induit une perte de cohé-
rence. Comme le couplage induit une "cohésion" entre les spins, si les frappes sont toutes les mémes
la cohésion est conservée, la population et la cohérence ne changent pas. Mais si les frappes sont
modifiées, quand les spins ressentent cette modification, la cohésion dans la chalne est perturbée et
des interférences apparaissent.

Pour une frappe qui n’est pas dans la direction d’un vecteur propre, des oscillations apparaissent
durant le plateau de cohérence comme nous I'avons vu figure 7.5. Au début de la dynamique, tous les
spins sont dans le méme état. Les frappes sur les spins sont approximativement les mémes (la disper-
sion initiale des forces et des retards des frappes sont faibles). Donc aucun désordre n’est transmis du
bain de frappes au bain de spins. Mais, la direction des frappes (pour une superposition) modifie les
états des spins et perturbe la transmission de l'information (figure 8.2). Les états des spins peuvent
étre plus ou moins proche d’un état classique et alors perdre ou gagner de la cohérence. Ceci explique
la présence d’oscillations de la cohérence avant 1’horizon de cohérence et la perte d’information sur la
figure 8.3. Mais si la frappe est dans la direction d’un vecteur propre, nous conservons seulement les
modifications dues a 'interaction et non celles dues aux frappes. Le graphique du bas de la figure 6.2
montre que la frappe dans la direction d’'un vecteur propre ne modifie pas la cohérence avant ’horizon
de cohérence, i.e. avant la dispersion induite par la sensibilité aux conditions initiales.

Si les frappes ne sont pas dans la direction d’un vecteur propre, les états des spins sont compléte-
ment modifiés. Comme 'automorphisme continu sur le tore induit tout le temps une variation de la
force et du retard des frappes, la direction de celles-ci est plus ou moins proche de I’état des spins. 11
est tres compliqué de réaliser un controle dans ces conditions. Cependant une chaine de spins couplés
par une interaction d’Heisenberg et frappés dans la direction d’un vecteur propre transmet toutes
les informations (jusqu’a I’horizon de cohérence) comme une chaine non frappée. Donc nous pouvons
réaliser des transmissions d’information durant ’horizon de cohérence.

8.1.2 Analyse de la transmission d’information le long d’une chaine de spins

Nous considérons une chaine de spins couplés par une interaction d’Heisenberg ott J < wg. A cause
du couplage d’Heisenberg, deux spins voisins tendent & étre alignés dans la méme direction. Ceci rend
possible I'obtention d’une transmission d’information si deux spins voisins ne sont pas dans la méme
direction.

Considérons une chaine de spins soumis a des frappes chaotiques et initialement dans la direction
[o) = \/%—7(] 1) +4| 1)) sauf le premier qui est dans 1’état | 1). Nous venons juste de voir que pour une
chaine de spins frappés chaotiquement dans la direction d’un vecteur propre, avant I’horizon de cohé-
rence, I’évolution des états des spins est seulement due au couplage. Mais apres 'horizon de cohérence,
il y a relaxation de la population, chute de la cohérence et augmentation de ’entropie. Si la frappe
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n’est pas dans la direction d’'un vecteur propre, il existe deux sortes d’oscillations de la population.
La premiere oscillation est due aux frappes et a la fréquence d’oscillations des spins, et correspond
a 'onde porteuse. La seconde résulte du couplage et correspond a ’enveloppe. Ces deux oscillations
décrivent le comportement de la population. Nous nous placerons dans le cas ou la frappe est dans la
direction d’un vecteur propre.

Nous voulons connaitre le nombre de spins & travers lequel I'information passe durant I’horizon de
cohérence. Nous rappelons que ’horizon de cohérence peut étre prédite par I’équation 6.19 (car nous
sommes dans les conditions J < wg). Considérons la figure 8.4. Nous voyons une variation du nombre
de spins atteints par l'information avant I'horizon de cohérence en fonction de wg. En particulier,

plus wo augmente, plus le nombre de spins atteint par l'information est faible. Dans ’équation de
_ Houx
lopérateur de monodromie 3.3, wq est seulement inclus dans e ' ##o . Quand wy tend vers 0, cette

exponentielle présente un grand nombre d’oscillations rapides et se comporte comme si elle valait 0
(théoreme de Riemann-Lebesgue). Au contraire, si wg est grand, elle tend vers 1. Si I’exponentielle
tend vers 1, I'impact de ce facteur sur les états des spins est plus faible que si ce facteur tend vers 0,
ce qui est en accord avec nos observations. Nous pouvons aussi faire cette analyse en considérant une
variation du parametre d’interaction, les résultats seront les mémes. Physiquement, plus le parametre
d’interaction est grand, plus les spins tendent rapidement a étre dans le méme état et donc plus
rapidement ils transmettent leur information.

De maniere a obtenir le nombre de spins atteint par l'information avant I’horizon de cohérence,
nous avons besoin de connaitre la vitesse de transmission. La figure 8.5 présente ’évolution de la
population up des 7 spins de la chaine et correspond au premier graphique de la figure 8.4. Chaque
spin transmet son information a ses voisins. L’état du premier spin est up. Il transmet son information
au 2nd spin. L’état du 2nd spin dépend de 1’état de ses deux voisins et tend a étre une superposition
des deux. C’est la méme chose pour les autres spins. De plus, la population up des spins ne décroit
pas jusqu’a 0 mais a une valeur supérieure a 0 & la fin de son oscillation. Donc chaque spin conserve
un peu d’information ce qui explique la décroissance de la hauteur des pics de 1’état up d’un spin a
un autre avec le nombre de frappes. Le dernier spin n’a qu’un seul voisin, et est seulement influencé
par celui-ci. C’est comme une onde dans une boite : il a une augmentation de son information (une
sorte de concentration de 'onde). Nous observons le phénomene classique de diffusion du signal durant
sa propagation (I’étalement du signal avec une atténuation de son intensité maximale). Ici le signal
correspond a la population up avec une diffusion le long de la chaine.

Nous voulons obtenir la période d’oscillation d’un spin couplé avec seulement un autre spin (donc
un spin du bord dans notre cas). L’Hamiltonien d’interaction de deux spins couplés est donné par la
matrice suivante

—% 0 0 0
0 Zh —% 0
H; = 0 w3 0 (8.20)
2wo 4wg
0 0 0 Jh

T 4w

La partie due au couplage correspond au milieu de la matrice avec les termes non-diagonaux. Nous
Jho __Jh
considérons le bloc matriciel associé aux états (| 1)), | 41)), ( g, }}{’0> pour lequel les valeurs

2wo 4wq
Jh
4wg

voisin correspond a Ay — A_ = 1{)—’3. Un spin du bord a une période d’oscillation de

propres sont Ay = + %. La fréquence de Rabi des oscillations pour un spin qui n’a qu'un seul

ff _ wo
Tbeord - ﬁ (821)
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FIGURE 8.4 — Densités de la population (T |p,| 1) de 7 spins couplés par une interaction d’Heisenberg
de plus proches voisins. La chaine est soumise a un bain de frappes chaotique ou la frappe est dans la
direction d’un vecteur propre | J). Au temps ¢ = 0 tous les spins sont dans 1'état |ig) = \/LT?(‘ 1+4] 1))
sauf le ler qui est dans I'état | 1). J (le parametre d’interaction) augmente du premier graphique
au troisieme. ¢ est la matrice définissant 1’automorphisme continu sur le tore. Le couple (A, px)
correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté dyp dans lequel sont tirées les valeurs des
forces et retards de frappes initiales.
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FIGURE 8.5 — Evolutions de I'entropie et de la population en fonction du nombre de frappes. Ces
graphiques sont associés au premier graphique densité de la figure 8.4. La chaine est soumise a un
bain de frappes chaotique ou la direction des frappes est celle d’'un vecteur propre | J). A l'instant
initial tous les spins sont dans ’état |¢g) = \/Ll—?ﬂ 1) + 4] 1)) sauf le premier qui est dans I’état | 1). @
est la matrice définissant I’automorphisme continu du tore. Le couple (A4, ¢«) correspond au sommet
inférieur gauche du carré de c6té dg dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes

initiales.
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FIGURE 8.6 — Evolution de la population d’une chaine de 7 spins couplés par une interaction d’Hei-
senberg par rapport a leurs positions dans la chaine. Cette information est représentée pour 5 temps.
Ces temps prédisent quand le lers, le 2nd, le 3ieme, le 4ieme et le 5iéme spins atteignent le maxi-
mum d’information. Les spins sont soumis & des frappes chaotiques et sont initialement dans 1’état
[o) = \/%ﬂ 1) +4| |)) sauf la premier qui est dans 1’état | 1). Chaque spin est frappé dans la direction
d’un vecteur propre | ]). Cette évolution correspond a celle du premier graphique densité de la figure
8.4. ® est la matrice définissant 'automorphisme continu du tore. Le couple (A, @) correspond au
sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards de
frappes initiales.

En refaisant la méme chose pour 3 spins couplés, nous obtenons la matrice d’interaction

9 0 0 0 0 0 0
0
0 0 % 0 0 0 0 0
Jh Jh
0 0 0 0o o0 L 0 0
H; = 2wo 8.22
! 0 L0 0 0 0 0 (8.22)
Jh Jh Jh
0 0 0 50 0 -5t b 0
o 0 0 0 o0 F 0 0
Jh
0 0 0 0 0 0 0 -
Le bloc central
o0 0 0 0
Jn b un g
2wo 2wo 2wo I8 0
0 0 0o 0 Fr
8.23
0 #~ 0o o 0 0 (8.23)
Jh Jh Jh
0 0 0 0 g 0
nous donne comme valeurs propres Z—‘g, —%, 0} lesquelles sont toutes dégénérées. La fréquence d’os-

cillation d’un spin avec deux voisins est la plus grande fréquence définie par les différences des valeurs
propres précédentes et vaut % Sa période est donc

2’UJ

eff 0

g = — .24
milieu 3Jh (8 )

Ceci est en accord avec ce que nous observons sur le graphique du bas de la figure 8.5.

Durant la propagation de l'information, il y a une diffusion du paquet d’onde. Donc la période
d’oscillation de chaque spin augmente durant la propagation de I'information. Ce phénomene est bien
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visible sur la figure 8.6. Plus le temps augmente, plus le paquet d’onde s’étale sur un grand nombre
de spins.

La période d’oscillation du premier spin est Tb o Le second spin recoit I'information d’un spin qui
n’a qu’un seul voisin et qui n’a donc pas la méme période d’oscillation que lui. La période d’oscillation
du second spin est alors la moyenne entre celle d’un spin avec deux voisins et celle d’un spin avec un

e 1 wo 2’11)0
Tmfo{/ﬁn = <Jﬁ + 3Jh> (825)

De la méme maniere pour les autres spins nous obtenons la période d’oscillation

voisin

Teffn — (Teff” 1 + T”) (8.26)

moyen moyen

avec T = Tbe OfTJ; ou T;{{Z o 12 période d’oscillation du n-iéme spin seulement induit par les plus proches
voisins.

Nous connaissons maintenant la période d’oscillation de tous les spins de la chaine. Si nous obtenons
le temps de transmission de I'information de la population up maximale d’un spin & la population up
maximale du spin suivant, nous aurons toutes les informations dont nous avons besoin. Considérons
un spin que ’on nomme "sp" lequel a deux plus proches voisins. Ce spin a son maximum d’information
quand la population du spin précédent et celui qui suit se croisent, comme nous le voyons clairement
sur les figures 8.5 et 8.6. Ceci est seulement visible pour la premiére transmission du premier au dernier
spin de la chailne, i.e. seulement pour un aller de la transmission de 'information et pas pour le retour a
cause de la diffusion et des interférences. Sur la figure 8.5, a t = 0, seul le premier spin a I'information.
Quand t augmente, le nombre de spins atteints par 'information et la diffusion de ’onde sur un grand
nombre de spins augmentent. La population up du spin avant le spin sp diminue, alors que celle de
celui situé apres augmente. L’information maximale que le spin sp peut obtenir est lorsque ses voisins
ont la méme information et donc quand leurs populations se croisent 'une I'autre. Comme la forme du
paquet d’ondes est symétrique par rapport a la population up maximale, le spin sp a son maximum
d’information quand le spin sp + 1 est au quart de son oscillation. La dispersion et les interférences
du paquet d’ondes rendent difficile ’obtention de la valeur de la population de tous les spins avec le
temps. La dispersion n’est pas seulement entre trois spins. La population d’un spin a son maximum
d’information a la moitié de son oscillation et la transmet au trois quart de son oscillation. Alors

1
TP s, = — T (8.27)

trans. 4 moyen

Ceci ne concerne pas le dernier spin de la chaine dans la direction de la transmission. Finalement une
période complete de transmission de I'information du premier spin au dernier est (un aller)

P = ZTne’L]:)]j;eQn Z trans (828)

ou N correspond au nombre total de spins. Le premier terme est le temps d’obtention de I'information
maximale du 3iéme spin et le second est le quart de la période d’oscillation des spins du 3ieme au
dernier spin de la chaine. Pour le modele choisi (7 spins),

31 fwo | 2w 171 1 fwyg 2wy 2w
P=17 [2 (hJ + 3hJ>} 1 [ ([2 <hJ + 3hJ>} + 3hj)}
1 wo 211)0 2w0 2w0
[ ([ (m*gwﬂ *m)} *m)]
W 2w 2w 2wg 2wg
(hJ + 3hJ>} + 371,])} BHJ)] + 3hJ)]

(120 4 20)] 4 2] 4 2un) | 2] 4 29))] (s
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FIGURE 8.7 — Densité de la population (1 |p,| 1) d’une chaine de 7 spins couplés par une interaction
d’Heisenberg. La chaine est soumise & un bain de frappes chaotique ou les frappes sont dans la direction
d’un vecteur propre | 1). Les états initiaux des spins sont [io,+1) = J%(3| T+ 1) et o) =

\/%—0(] 1)+ 3] 1)). ® est la matrice définissant ’'automorphisme continu sur le tore. Le couple (A, @x)
correspond au sommet inférieur gauche du carré de co6té dy dans lequel sont tirées les valeurs des forces
et retards de frappes initiales.

Finalement, pour obtenir le nombre de spins atteint par I'information avant I’horizon de cohérence,
nous calculons

Nw:%xN—wa (8.30)

avec ny I’horizon de cohérence et Ntour le nombre de transmissions du premier spin au dernier dans
la direction de la transmission. Ce nombre doit étre retiré afin de ne pas additionner deux fois le
dernier ou le premier spin. De maniere a connaitre la valeur de 1’horizon de cohérence, nous utilisons
I’équation 6.19. Afin de Pobtenir, nous réalisons le calcul avec 700 systémes classiques (700 trains
de frappes). Pour cette étude, nous avons besoin d’un grand nombre de systémes classiques de ma-
niére a ce que les analyses de Kolmogorov-Sinal soient pertinentes. Avec ce nombre de spins, ’horizon
de cohérence de la figure 8.4 est approximativement de 50 frappes. Cependant, I'augmentation du
désordre est relativement faible. La grande augmentation commence approximativement a 55 frappes.
Dans les graphiques densités de la méme figure, cette valeur correspond au moment ou le désordre
devient visible. Considérons n, = 55. La prédiction du nombre de spins atteints par I'information
pour le graphique du bas de la figure 8.4 est 3.5, la prédiction pour le second graphique est 7 et pour
le premier, la prédiction est 13. Ces valeurs sont en accord avec le nombre de spins atteints sur les
graphiques. Mais il est nécessaire de faire attention. Nous utilisons seulement une interaction de plus
proches voisins. Donc l'information d’un spin est transmise a son ou ses plus proches voisins. Pour
simplifier les calculs, la possibilité d’une renaissance de I'information due aux interférences entre les
ondes n’est pas prise en compte dans ceux-ci.

Nous pouvons aussi observer un autre comportement figure 8.7. Sur ce graphique, nous avons al-
terné les états des spins. Si la position des spins dans la chaine est impaire, alors I’état des spins est
[hont1) = ﬁ(?;\ T+ 1)), et si elle est paire, |ta,) = \/%T)U 1) + 3| |)). L’horizon de cohérence est
environ de 13. Comme précédemment, nous pouvons connaitre I’état des spins au moment de ’horizon
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de cohérence en fonction de wq et du parametre d’interaction. Il y a aussi un effet tres bien visible sur
ce graphique : il y a une sorte de gele des états au moment de ’horizon de cohérence. L’état du 4iéme
spin est conservé au moment de I’horizon de cohérence pour un large nombre de frappes. Nous pouvons
aussi voir ce gele sur les autres graphiques densités. Ce phénomeéne est expliqué dans la sous-section
suivante.

Note : par soucis de simplicité, nous choisissons de ne pas considérer le cas o les spins sont presque
tous dans I'état | 1) et/ou | |), i.e. dans la direction d’un vecteur propre. Si la direction des spins est
initialement proche d’un vecteur propre, a t = 0 il n’y a pas de cohérence parce que les spins sont
dans une direction classique. Donc 'effet de ’horizon de cohérence avec une chute de la cohérence et
une grande augmentation de 'entropie n’est pas présent. Cependant le résultat sera le méme. A partir
de I’horizon de cohérence et a chaque frappe, les spins ressentent des forces et des retards de frappes
différents. Donc les spins réagissent aux frappes ce qui induit un arrét de la transmission d’information.

Nous pouvons maintenant déterminer le temps de transmission de l'information entre des spins
couplés par une interaction de plus proches voisins d’Heisenberg. Utilisant ces analyses, il peut étre
intéressant de voir s’il est possible de réaliser une expérience de controle.

8.1.3 Controéle de 'information transmise

Nous considérons une chaine de spins fermée ou chaque spin est couplé par une interaction de plus
proches voisins d’Heisenberg. Ce modele nécessite une modification de I'Hamiltonien d’interaction
comme suit

N—-1
Hy=Y Hy,—J (S I®" '8+ 8,0 a8+ 8.0 4. (8.31)

n=1

ol nous avons juste ajouté le terme d’interaction entre le ler et le dernier spin.

Nous considérons les spins dans 1’état initial [1pg) = \/%—7(\ 1) + 4| |)) sauf le ler spin qui est dans
Pétat | 1). Siil n’y a pas de frappe, nous obtenons une transmission libre de I'information entre les
spins, comme nous pouvons le voir sur le premier graphique de la figure 8.8. Comme la chaine est
fermée, l'information du premier spin est transmise au 2nd spin et au 9iéme. Pour le contréle, nous
voulons que l'information aille seulement dans une direction, c’est a dire vers le second spin. Pour ceci,
nous calculons la période d’oscillation du ler spin comme si il n’avait qu’un seul voisin, i.e. T}, O{,J; =32
Ici, nous avons seulement la moitié de son oscillation (car le ler spin est dans I’état up, il ne part pas
de I'état down pour avoir une oscillations compléte), donc T = 577 = 10. Nous choisissons de frapper
le 9iéme spin de maniére & ce qu’il reste dans un état proche de I’état | ) durant la premiere oscillation
du ler spin (approximativement 10 frappes). Ainsi, le premier spin peut seulement transmettre son
information au 2nd spin et se comporte comme s’il n’avait qu'un seul voisin (ceci explique le calcul de
la période d’oscillation du ler spin). En utilisant des frappes stationnaires, le contrdle est représenté
sur le graphique du bas de la figure 8.8.

Ce modele est intéressant car il ne présente pas d’interférence entre les spins. Nous forgons le
ler spin a aller dans une direction, vers le 2nd spin. Nous imposons un chemin de transmission de
I'information.

Le second controle consiste a arréter la transmission d’information. Nous choisissons de concentrer
I'information sur le 5ieme spin quand elle I’a traversé deux fois. Nous obtenons la figure 8.9. Pour
obtenir ce graphique, nous avons calculé la période d’oscillation de chaque spin et plus précisément
la période de deux oscillations pour les spins 1, 2, 3 et 4 et la période d’une seule oscillation pour
les spins 6, 7, 8 et 9. Aprés ceci, nous devons les frapper stationnairement dans la direction down
quand leur information est la plus petite. Ceci rend possible la concentration de 'information sur le
cinquiéme spin.

Note : Ici chaque spin est frappé au temps approprié de maniere a ce qu'’il soit presque dans I’état
de la frappe. Cependant si nous frappons tous les spins (sauf le 5iéme) en méme temps, au moment
de la frappe, ils peuvent avoir un état plus ou moins proche de I’état de frappes. Ceci induit une
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FIGURE 8.8 — Densités de la population (1 |p,| 1) d’une chaine de 9 spins couplés par une interaction
de plus proches voisins d’Heisenberg. Sur le graphique du haut, les spins ne sont pas frappés. Au
contraire sur celui du bas, le 9ieme spin est frappé dans la direction down (Jw) = | |)) entre la
premiere et la dixieme frappe. Le couple (A, ¢) = (3,0) correspond aux valeurs initiales de la force et
du retard de frappes. Tous les spins sont initialement dans 1’état \/%—7(| 1) + 4| |)) sauf le ler qui est
dans létat | 1). n est le parametre temporel (nombre de pas de discrétisation temporel ou nombre de
frappes)
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FIGURE 8.9 — En haut, graphique densité de la population (1 |py| 1) d’une chaine de 9 spins couplés par
une interaction de plus proches voisins d’Heisenberg. En bas, évolution de la population par rapport
au nombre de frappes. De maniere a ce que le bieme spin conserve toute l'information apres que
celle-ci lait traversé deux fois, les autres spins sont frappés dans la direction down quand la premiere
oscillation est finie pour les spins 6, 7, 8 et 9 et quand la seconde oscillation est finie pour les spins 1,
2, 3 et 4. Tous les spins sont initialement dans I’état [ig) = \/%ﬂ 1) + 4] })) sauf le premier qui est

dans la direction up. Le couple (A, ¢) = (3,0) correspond aux valeurs initiales de la force et du retard
de la frappe.
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FIGURE 8.10 — En haut : graphique densité de la population (1 |p,| 1) d’une chaine de 9 spins couplés
par une interaction d’Heisenberg de plus proches voisins. En bas, évolution de la population par rapport
au nombre de frappes. Tous les spins sont frappés stationnairement en méme temps, i.e. quand la
seconde oscillation du 4iéme spin est finie. Les spins sont initialement dans 1'état |1)y) = \/Lﬁﬂ N+4| 1))
sauf le ler qui est dans I’état up.
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oscillation de la population, et une faible ou aucune concentration de 'information. Un exemple est
donné figure 8.10. De maniere a effectuer un controdle, il est plus efficace de toujours frapper le spin
dans son état afin qu’il y reste. Il est aussi plus efficace de le frapper dans la direction d’un vecteur
propre.

Cette derniére analyse nous permet de comprendre pourquoi il y a une sorte de gele de I’état des
spins au moment de ’horizon de cohérence et qui dure pendant quelques frappes sur les figures 8.2,
8.4 et 8.7. Nous venons de voir que si nous frappons un spin au temps approprié, nous pouvons le
forcer a rester dans ’état de la frappe. Considérons par exemple le graphique densité de la figure 8.2.
Au départ, il y a une évolution libre des oscillations des spins. Nous voyons seulement les oscillations
dues a l'interaction entre les spins car tous les spins sont frappés de la méme maniére. Mais, apres
I’horizon de cohérence, tous les spins sont frappés différemment. Donc les spins réagissent aux frappes.
Au temps de ’horizon de cohérence, tous les spins sont presque dans 1’état down sauf le 4iéme qui est
dans une superposition a| 1) + | |) avec a > 3. Comme les spins sauf le 4iéme sont presque dans
I’état de la frappe, la variation de leurs états est tres faible. Ceci montre une sorte de géle. Donc nous
pouvons conserver 'information, comme le contrdle de cette partie mais avec des frappes chaotiques.

Dans cette sous-section, jusqu’a maintenant, nous avons réalisé un controle parfait, i.e. rien ne
perturbe les frappes. Nous introduisons maintenant un bruit chaotique sur les frappes. Considérons
les deux grandeurs (/\S ), gpg )). Elles représentent respectivement la force et le retard de la i-ieme frappe
sur le n-iéme spin associées a la solution de controle parfaite. Nous introduisons un autre ensemble
de frappes (Aﬁert’(i), @ﬁe”’(i)) lequel correspond a la perturbation induite par le processus dynamique
chaotique. La dispersion initiale est choisie pour étre trés proche de 0 (nous voulons seulement effet
chaotique et pas la propagation des parametres sur ’espace des phases induite par I’automorphisme
du tore). Les nouvelles frappes sont définies par ()xq(f ), gogf)) + ()\ﬁert’(i), @ﬁert’(i)). Nous obtenons la fi-
gure 8.11. Sur le graphique du haut, nous voyons qu’avant 70 frappes, il n’y a pas de modification
de linformation sous controle. Apres ce nombre, 'information arrétée sur le 5iéme spin commence
a étre étalée sur les autres spins. Ceci est aussi visible sur le graphique de 'entropie. S’il n’y a pas
de perturbation des frappes de contrdle, au temps ou I'information est stoppée, le spin 5 a une large
entropie alors que pour tous les autres spins elle est plus faible. Quand nous ajoutons la perturbation
chaotique, I’évolution ne change pas jusqu’a I’horizon de cohérence. L’entropie est grande pour tous
les spins avec beaucoup d’oscillations (parce que l'interaction est faible). Un phénomeéne interessant
est que ’horizon de cohérence est a 55 frappes comme nous le voyons sur le graphique de I’entropie.
Cependant sur le graphique densité, I'information est conservée sur le Sieme spin jusqu’a environ 70
frappes. Il est donc possible de conserver de l'information apres I’horizon de cohérence sur quelques
frappes (grace au phénomene de gele dii aux frappes chaotiques évoqués plus haut).

Pour le contrdle, la propagation des parametres de frappes sur I'espace des phases avant 1’horizon

N

de prédictibilité est considérablement réduit car nous choisissons de commencer & )\‘Ze”’(o) =0et
cpﬁert’(o) = 0 (nous conservons seulement 'effet du chaos). Dans ces conditions, nous pouvons penser
qu’il est possible de prendre d’autres directions de frappes. Cependant, ceci produit généralement des
oscillations de la population et de la cohérence. Pour une frappe seulement sur un spin comme montré
par exemple figure 8.8, nous pouvons utiliser une autre direction de frappe. Dans ce cas, les résultats
du contrdle sont corrects. Par exemple, si I'état des spins est |1)g) = %(\ 1+ | })) sauf le ler qui est
dans I’état up, frapper le ler spin dans la direction d’un vecteur propre détruit toute 'information des
spins laquelle reste proche de % Dans ce cas, il est préférable de frapper dans la direction des spins.
Mais si nous frappons plusieurs spins, ils vont avoir différentes oscillations qui ne sont pas forcément
les mémes. A cause de l'interaction, les spins transmettent leurs orscillations aux autres spins, ce qui
induit du désordre dans la chaine (comme les spins n’ont pas tous la méme oscillation). L’information

des spins est alors completement perdue.

Nous venons juste de voir la possibilité de changer et d’arréter la transmission d’information. Mais
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FIGURE 8.11 — En haut : densité de la population (1 |p,| 1) d’une chaine de 9 spins couplés par
une interaction d’Heisenberg de plus proches voisins. De maniere a ce que le Hieme spin conserve
toute I'information apres qu’elle ’ait traversé deux fois, les autres spins sont frappés dans la direction
down quand la premiere oscillation est finie pour les spins 6, 7, 8 et 9 et apres la seconde oscillation
pour les spins 1, 2, 3 et 4. Le graphique du bas représente I’évolution de ’entropie par rapport au
nombre de frappes pour le spin moyen de la chaine et le 4iéme et le 5iéme spin quand il n’y a pas de
perturbation des frappes (respectivement S,y tot, Sun 4, Sun,5) €t quand les frappes sont perturbées par
une environnement chaotique (Syn,Chao. tot, SvN,Chao. 4, SvN,Chao.,5)- Tous les spins sont initialement
dans état |iyg) = \/%Q 1) 4+ 4| 1)) sauf le premier qui est dans I'état | 1) et sont frappés dans la
direction |w) = | |). Le couple (A4, ¢«) correspond au sommet inférieur gauche du carré de coté do
dans lequel sont tirées les valeurs des forces et retards de frappes initiales.
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nous n’avons pas réalisé de vrais controles. Nous avons juste frappé les spins au temps approprié.
Une question intéressante est la possibilité de controler par des frappes (avec des changements de la
direction de frappes) 'information durant I’horizon de cohérence.

8.1.4 Réalisation d’une opération et d’une porte not

Nous nous intéressons a la réalisation d’une opération not. Une opération not ne correspond pas a
une porte not. En effet pour la porte not nous inversion I’état du spin quelque soit son état initial : la
porte ne dépend pas de I’état initial du spin. Au contraire pour une opération not nous connaissons
parfaitement 1’état initial des spins et c’est en fonction de cette direction initiale que nous allons
moduler la direction du champ de frappes pour inverser 1’état du spin.

Nous voulons controler les spins de maniere & ce qu'un spin ou tous passent de 1’état up a ’état
down. Pour réaliser ceci, nous utilisons des frappes suivant un schéma de controle, perturbées par un
environnement chaotique, et définies par ()\gf ), gogf )) + (Aﬁm’(i), goffrt’(i)).

Les spins sont initialement dans le méme état, I’état up | 1). De maniére & forcer les spins a aller
vers la direction down, la direction de frappe |w) = #62 (a| 1) + 5] |)) est modifiée : la valeur de «
décroit de 0.02 et celle de 8 augmente de 0.02 a chaque frappe pendant 50 frappes. Apres ces frappes,
nous frappons les spins afin qu’ils restent dans la direction down. Nous devons laisser le temps aux
spins de changer de direction. Si la modification est trop rapide, une décohérence peut apparaitre.
Dans cette configuration, nous obtenons la figure 8.12. Cette figure montre que la population de tous
les spins va de la direction up a la direction down et reste dans la direction down apres ’horizon de
cohérence. Sur le second graphique, quand les spins sont dans la direction down, la cohérence vaut O.
L’état des spins devient classique.

De la méme maniere, nous pouvons aussi produire une opération not avec seulement un spin de
la chaine. Tous les spins sont initialement dans la direction up et seulement le ler est frappé. Les
autres spins peuvent évoluer librement. Conservant les mémes frappes que pour la figure 8.12, nous
obtenons la figure 8.13. Le premier spin réalise une opération not. Il conserve un peu son information
apres ’horizon de cohérence. Au-dela de 20 frappes apres I’horizon, cette information est perdue et la
population du premier spin va vers la distribution microcanonique.

Ainsi, il est possible de produire une opération not avec une chaine de spins durant ’horizon de
cohérence. Si nous réalisons cette opération avec tous les spins, 'information est conservée apres 1’hori-
zon de cohérence. Mais si seulement un spin de la chaine est frappé de maniere a former une opération
not, les autres spins évoluant librement, 'information est conservée pendant 20 frappes apres I’horizon
de cohérence.

Cependant, ici nous n’avons pas réalisé une vraie porte not mais seulement une opération not. Pour
réaliser une porte not, il faut que 'opération modifiant les frappes ne dépende pas de I’état initial des
spins.

Considérons alors une chaine de spins couplés par une interaction de plus proches voisins d’Heisen-
berg. Nous voulons réaliser une porte not pendant la durée de 1’horizon de cohérence. Autrement dit
si I’état initial des spins est «| 1) + 3| |) apres Iapplication d’une porte not il devient | 1)+« J). Ces
directions sont données par rapport aux axes propres du spin, soit la direction z. On peut obtenir un
renversement du spin en ne frappant qu'une seule fois dans une direction perpendiculaire, par exemple
la direction = (donnée par le chat de Schrodinger |w) = %ﬂ T+ 1)) comme en atteste la figure
8.14. Dans cette figure nous avons choisi de frapper tous les spins dans la direction x une seule fois
au bout de dix frappes pour deux exemples d’états initiaux des spins. Nous remarquons que dans les
deux cas la porte not est réalisée. Il est possible aussi de ne frapper qu’un seul spin comme ce qui est
réalisé sur la figure 8.15. Dans ce cas le ler spin réalise bien la porte not mais a cause des interactions
entre les spins celle-ci n’est pas conservée.

Nous avons vu qu’une libre transmission de I’information durant I’horizon de cohérence apparait
quand les spins sont chaotiquement frappés dans la direction d’un vecteur propre. Nous avons aussi
réalisé un contrdle en changeant, modifiant ou concentrant l'information des spins. Pour ceci, nous
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FIGURE 8.12 — Evolutions de la population et de la cohérence d’une chaine de 6 spins couplés par
une interaction de plus proches voisins d’Heisenberg. Les spins sont controlés de maniere a former une
opération not. Ils sont initialement dans la direction | 1) et sont frappés stationnairement suivant une
direction allant de up a down. Les frappes sont perturbées par un environnement classique chaotique
dont ® est la matrice définissant I'automorphisme continu du tore. Les parametres de frappes sont

définis tels que (Af”t’(o), cpi)ert’(o)) = (0,0) (la base du carré de c6té dy dans lequel sont tirées les valeurs

des forces et des retards de frappes initiales) et ()\g), go,(f)) = (3,0). La ligne verticale correspond a

I’horizon de cohérence. Sur les deux graphiques, toutes les courbes sont confondues.
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FIGURE 8.13 — Evolutions de la population et de la cohérence d’une chaine de 6 spins couplés par
une interaction d’Heisenberg de plus proches voisins. Le ler spin est contrélé de maniere & former
une opération not, les autres spins évoluant librement. Tous les spins sont initialement dans ’état
| 1) et le ler est frappé stationnairement suivant une direction allant de ’état up a I’état down. Les
frappes sont perturbées par un environnement classique chaotique dont ® est la matrice définissant
I’automorphisme continu du tore. Les parametres de frappes sont définis par ()\fert’(o), @fert’(o)) = (0,0)
(le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel sont tirées les valeurs initiales des forces
et des retards de frappes) et ()\gi),gagi)) = (3,0). La ligne verticale, ,n,, correspond & I'horizon de
cohérence.
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FIGURE 8.14 — Evolutions de la population d’une chaine de 7 spins couplés par une interaction de
plus proches voisins d’Heisenberg. Tous les spins sont frappés a la dixieme frappe dans la direction
lw)y = %(] M+ 1)). Sur le graphique du haut les spins sont initialement dans I'état |¢g) = \/%—0(3\ )+

| 1)) et sur celui du bas |1g) = %(2| 1) 4+ | 1)). Les parametres de frappes sont définis tels que

()\ﬁ)ert’(o),cpﬁe”’(o)) = (0,0) (le sommet inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel sont tirées

les valeurs des forces et des retards de frappes initiales) et ()\%10), 907(110)) = (3,0). La ligne verticale

correspond a I’horizon de cohérence. Sur les deux graphiques toutes les courbes sont confondues.
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FIGURE 8.15 — Evolution de la population d’une chaine de 7 spins couplés par une interaction de
plus proches voisins d’Heisenberg. Seul le ler spin est frappé a la dixieme frappe dans la direction
|lw) = %ﬂ T 4+ | })). Les spins sont initialement dans 1’état |yg) = %(2[ P41 1) @ estla
matrice définissant I’automorphisme continu du tore. Les parameétres de frappes sont définis tels que
()\gert’(o),cpfert’(g)) = (0,0) (le sommet inférieur gauche du car(ré) de(c(;té dp dans lequel sont tirées
110 ’%10 )

les valeurs des forces et des retards de frappes initiales) et (A = (3,0). La ligne verticale

correspond a I’horizon de cohérence.

avons utilisé des frappes stationnaires avant 1’horizon de cohérence. Dans les deux derniéres sous-
sections, la propagation des parameétres de frappes chaotiques sur l’espace des phases avant ’horizon
de prédictibilité est considérablement réduit car nous choisissons de commencer & A = 0 et ¢ = 0 (nous
considérons seulement les effets d’un bruit chaotique de faible intensité initiale). Dans ces conditions,
nous avons controlé la transmission d’information et forcé un spin ou tous les spins a réaliser une
opération not et une porte not.

8.2 Contréle du monopdle d’une glace de spins

Considérons une glace de spins constituée seulement de deux cristaux comme représentée sur la
figure 8.16. Initialement les spins sont dans un état tel que les deux cristaux forment un monopdle
magnétique. Sous certaines conditions sur les parameétres de frappes il est possible de conserver le flux
a travers un cristal alors que dans l'autre il oscille périodiquement comme le montre la figure 8.17.
Cette oscillation signifie que le monopodle est périodiquement recréé. Ce phénomene et les conditions
nécessaires pour y parvenir n’ont pas encore trouvé d’explications.

Dans ce premier graphique, il n’y a que les frappes de controle qui sont présentes. Si nous rajou-
tons une perturbation chaotique sur les frappes, nous obtenons le graphique 8.18. Nous voyons que
pendant la durée de I'horizon de cohérence I'oscillation du monopole est conservée mais qu’apres il est
compléetement détruit et la population relaxe vers le microcanonique.
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FIGURE 8.16 — Représentation schématique d’une glace de spins contenant deux cristaux. Les fleches
représentent 1'orientation des vecteurs de spins dans ’espace.
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FIGURE 8.17 — Evolutions de la population dans la base locale des spins et du flux a travers une glace
de spins constituée de deux cristaux suivant la représentation de la figure 8.16. Le second graphique
est associé au premier cristal et le troisieme au second. Les parameétres de frappes sont définis tels que
(Aq(f), gogf)) = (0.1,0). La direction de frappe est |w) = | 1).
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FI1GURE 8.18 — Evolutions de la population dans la base locale des spins et du flux a travers une glace
de spins constituée de deux cristaux suivant la représentation de la figure 8.16. Le second graphique
est associé au premiere cristal et le troisieme au second. ® est la matrice définissant ’automorphisme
continu du tore. Les parameétres de frappes sont définis tels que ()\fert’(o), gofert’(o)) = (0,0) (le sommet
inférieur gauche du carré de coté dy dans lequel sont tirées les valeurs initiales des forces et des retards
de frappes) et (Ag), wﬁf)) = (0.1,0). La direction de frappe est |w) = | 1). La ligne verticale correspond
a I’horizon de cohérence.
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Conclusion

Le chaos classique est caractérisé par la propriété de sensibilité aux conditions initiales. Celle-ci
stipule que si deux points sont initialement tres proches, ceux-ci vont s’écarter exponentiellement au
cours de la dynamique a partir d’un temps correspondant a I’horizon de prédictibilité. Nous avons
vu qu'un ensemble de spins, soumis a des frappes perturbées chaotiquement (automorphisme continu
sur le tore) présente un laps de temps pendant lequel le systéme conserve sa cohérence et pendant
lequel la population peut osciller. Ce temps est appelé horizon de cohérence et est supérieur a 1’horizon
de prédictibilité. A I'instant initial toutes les frappes de 'environnement classique perturbées chaoti-
quement sont les mémes. A partir de I'horizon de prédictibilité ces frappes deviennent différentes. Le
systéme quantique ne ressent cette différence qu’a partir de ’horizon de cohérence pour lequel nous
avons déterminé une formule empirique.

Nous avons vu que cet horizon restait présent pour d’autres systémes quantiques tels que des
chaines de spins et des glaces de spins. De la méme maniere le changement d’environnement chaotique
permet de conserver I’horizon en prenant par exemple la Standard map ou des systemes dissipatifs
tels que la dynamique de Lorenz.

Ainsi nous connaissons un environnement permettant aux systémes quantiques de conserver leur
cohérence pendant un laps de temps. Nous pouvons donc penser qu’il est possible de réaliser du controéle
quantique pendant la durée de ’horizon de cohérence. Nous avons réalisé de tels contrbles pour deux
systemes : la chaine de spins et la glace de spins. Pour la chalne de spins, nous avons commencé
par réaliser un contrdle par transmission d’information. Pour ceci, nous avons utilisé une chaine de
spins couplés par une interaction d’Heisenberg de plus proches voisins. L’interaction d’Heisenberg
est un couplage isotrope qui induit une méme orientation des spins dans I’espace (ou un méme état
des spins). Ainsi si deux spins voisins n’ont pas le méme état ils vont se transmettre leurs états de
proche en proche. Ceci nous a permis de déterminer une formule donnant le nombre de spins atteints
par l'information avant I’horizon de cohérence. Un second controle a été réalisé. Pour celui-ci, nous
avons utilisé une chaine fermée et des frappes stationnaires, qui sont perturbées par un environnement
chaotique (automorphisme continu sur le tore). Pendant la durée de I'horizon de cohérence nous
avons pu forcer l'information & aller que dans une seule direction (comme la chaine est fermée si
un spin possede un état up et tous les autres sont dans un autre état, I'information du spins up a
tendance a se transmettre a ses deux plus proches voisins). Ensuite cette information a été stoppée
sur le spin central de la chaine. Pour ce faire, il faut frapper les spins au bon moment. Autrement
dit, il faut frapper les spins quand leur état est quasiment le méme que celui de la frappe pour
les forcer a rester dans la direction de la frappe. Ceci constitue la meilleure méthode pour que le
spin conserve son information. Finalement en utilisant la méme méthode, nous avons pu réaliser une
porte logique pendant I’horizon de cohérence, la porte not et une opération not. Les glaces de spins
sont des matériaux a phases magnétiques exotiques possédant la propriété remarquable d’exhiber un
monopdle magnétique sous certaines conditions. Pendant la durée de I'horizon de cohérence, il est
possible de contrdler ce monopdle magnétique. Un cristal conserve le monopodle alors que le second
voit son monopdle disparaitre périodiquement.

Nous avons stipulé que 'horizon de cohérence pouvait étre prédit par une formule empirique. Cette
formule semble bien fonctionner mais nous ne comprenons pas tout ce qu’il se passe. En particulier
nous pouvons nous demander pourquoi il y a la présence d’un décalage entre I’horizon de cohérence
et I’horizon de prédictibilité et quelle est la pente de ’entropie quantique. Afin de mieux comprendre
ces phénomenes, nous allons réaliser dans la partie suivante une analyse mathématique de ce modele
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en utilisant la théorie de Koopman.



Quatriéeme partie

Théorie de Koopman et horizon de
cohérence
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Introduction

Dans ce chapitre, nous conservons le systéme étudié précédemment. Autrement dit nous considérons
un systéme de spins soumis a des trains d’impulsions magnétiques ultra-courtes. Avant d’atteindre les
spins, les impulsions passent dans un environnement classique modifiant a la fois la force et le retard
de chaque frappe. Cet environnement est choisi chaotique. En effet pour un environnement classique
chaotique, la cohérence et ’entropie présentent un phénomene particulier. Avant un laps de temps que
nous appelons horizon de cohérence, le systéme reste cohérent et ’entropie est nulle (ou stable) alors
qu’apres 'horizon, la cohérence chute a 0 et I'entropie croit tres fortement. L’horizon de cohérence
est supérieur a I’horizon de prédictibilité (temps au bout duquel deux points trés proches soumis a la
dynamique chaotique vont s’écarter de maniére exponentielle). Nous avons vu que ce phénomeéne se
conservait lorsque nous changions de systéme classique chaotique (au lieu d’un automorphisme continu
sur le tore, prendre la Standard map ou les systémes dynamiques dissipatifs a trois dimensions) et
lorsque nous changions de systéme quantique (que se soit pour un ensemble de spins, une chaine de
spins ou une glace de spins). De ce phénomene, plusieurs questions se posent. Comment I'information
classique se transmet-elle au systeme quantique, pourquoi I’horizon de prédictibilité est plus court que
I’horizon de cohérence, quelle est la pente de 'entropie quantique? Ce sont des questions auxquelles
nous voulons répondre dans cette partie par une analyse plus formelle.

Nous avons besoin d’un formalisme qui traite de maniére unifiée la dynamique classique, quantique
et leurs interactions. M. H.R. Jauslin donne une piste dans [84, 45] sur la construction de ce formalisme
unifié. Pour ceci nous utilisons I'opérateur de Koopman défini dans K = L?(H) ® H. Le premier terme
est ’espace des observables L? sur 'espace des phases I du systéme classique modélisant les trains de
frappes, le second est I'espace de Hilbert H des spins.

Les quasi-énergies du controle avec bruit chaotique jouent un réle important dans cette analyse. La
notion élémentaire de quasi-énergie dans le controle des spins a été étudiée au chapitre 3.2. Cependant
cette analyse peine a prendre en compte le bruit (les opérateurs de monodromie qui se succedent
changent rapidement a cause du bruit, donc les quasi-énergies changent avec lui; le tracé de celles-ci
au cours du temps ne nous a pas semblé pertinent pour interpréter les phénomenes). Nous avons donc
besoin de définir des quasi-énergies incluant globalement 'effet du bruit chaotique. Ce sont celles-ci
qui devraient exhiber une distribution d’espacements de niveaux (vu au chapitre 5) caractéristique du
chaos quantique.

Dans un premier chapitre nous verrons comment 1’opérateur de Koopman est défini. Nous analyse-
rons ses propriétés, en particulier spectrales. Dans un second, nous regarderons comment ’opérateur
de Koopman agit sur les systemes quantiques asservis par un systeme dynamique classique.

Notons que dans cette partie nous donnons un début d’étude qui n’est pas terminée. Toutes les
questions que nous avons posées ne trouvent pas encore de réponse.

Nous pouvons noter que dans toute cette partie, nous adoptons la convention d’Einstein sur la
répétition d’indices haut/bas.

Tout le chapitre 9 reprend les théoremes, définitions, propriétés et propositions que nous trouvons
dans la littérature. Dans le chapitre 10, les définitions 18, 20 et 21, le théoreme 9 et la propriété 15
sont tirés des articles de M. H.R. Jauslin. Le reste n’avait pas encore été traité.

215



216 INTRODUCTION



Chapitre 9

L’opérateur de Koopman

Nous avons introduit dans la partie précédente une formule empirique permettant de donner la du-
rée de I’horizon de cohérence. Nous proposons une approche par la théorie de Koopman [50, 21, 62] afin
de donner des résultats plus formels. Avant de s’intéresser a ’analyse des systémes quantiques asservis,
nous regarderons les définitions fondamentales et les propriétés associées au spectre de Koopman.

9.1 Définitions fondamentales

Dans la définition 4 du chapitre 5, nous avons vu qu'un systeme dynamique classique était défini
par un triplet (I, %, ) avec I' espace topologique encore appelé espace des phases, RT 3t +— ! €
Aut(T") est un (semi-)groupe d’automorphismes de I" appelé le flot et © une mesure sur I'. Le systéme
dynamique est dit conservatif si pour tout ensemble ouvert A C T, u(p!(A)) = u(A).

Dans toute cette partie nous prendrons I' = T" (n-tore) et u(I') = 1. Soit 6y € I, la trajectoire de
phase est définie par 0(t) = ¢!(6p). Soit F' € Aut(T"), par la définition 4 les trajectoires de I'espace des
phases du systeme dynamique sont solutions de I’équation

6= F(b) (9.1)

avec F le générateur du flot ¢ : dd—‘it = F(ph).
Définition 17. Opérateur de Koopman
L opérateur de Koopman d’un systéme dynamique (T, ¢!, i) est Uopérateur linéaire T' € L(L*(T,du))
défini par
Ve L*(T,du)  T'f(0) = f(#'(0)) (9.2)

avec L2(T", du) 'espace des observables (fonctions de I') de carré intégrable du systéme dynamique.
L’opérateur de Koopman permet de traiter la dynamique non-linéaire 6=F (9) sur 'espace des phases
comme une dynamique linéaire sur I’espace des observables.

Soit I'opérateur de Perron Frobenius P € L(LY(T, dp)) défini par ([48])

[ Po@dn) = [ pla)dp() 93)
A ot (A4)

avec A CT (A € T tribusur I') et p € L}(T, dp) une densité sur espace des phases. Nous remarquons
que comme 'opérateur de Koopman peut aussi étre défini comme un opérateur linéaire de L>°(T", du) C
L3(T',dp), il est le dual de I'opérateur de Perron Frobenius!. Vf € L>(T',du), Vp € L}(T, dp)

(pIT"f) = (P'plf) (9.4)
o (flp) = Jp £(0)p(0)dp(6)

Propriété 4. L’opérateur de Koopman d’un systeme dynamique conservatif est unitaire

1. Pespace dual de LP est L? avec % + % =1
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Démonstration. ¥ f,g € L*(T,dp), nous avons

(T'IT f) = | (") f("(0))dpu(0) (9-5)

= / 9OV £(0)pul 9" (0))det (9p5 ") db" ..do" (9.6)

()

avec Jp} la matrice jacobienne du flot et p,, la densité de la mesure. Comme nous sommes dans la cas
d’un systéme dynamique conservatif, le flot préserve la mesure (u(p'(A)) = u(A) avec A C T'). Alors

[, du® = [ du) (9.7)
¥t (A) A

N / pu(0)d9"...d6" = / du(6) (9.8)
¢t(A) A
On pose = ©(#) alors ’équation précédente devient
N / pu(0=4(0))|detdp; t|dd"...dg" = / pu(0)d6"...d0" (9.9)
Le systeme étant conservatif, nous avons

pu(™"(0))Idetdpy | = pu(9) (9.10)

La fermeture topologique? de ! (I") correspond & tout I'. Ainsi par I’équation 9.6, nous voyons que
(T'9IT"f) = (gl f) (9.11)
O

Propriété 5. Le générateur linéaire de 'opérateur de Koopman est F“% € L(LA(T,dp))

Démonstration.
Tt —1 _ (¥'(9) — f(0)
M SO = T (942
df (04 (6
_ o) 913
0
= 9L 0 |y (9.14)
5]
= F*(0) 86{; (9.15)

D’apres le théoréme de Stone [79] qui dit que

Théoréme 7. Soit U(t) un groupe fortement continu a un paramétre (U(t)U(s) = U(t+s) et U(—t) =
U(t)~'). Le générateur du groupe est

Ut) -1

Atp = lim >t¢ (9.16)

t—0

avec la limite dans le topologie forte, I l'opérateur identité et U(t) = et.

A est générateur du groupe U(t) si et seulement si ‘fi—(tj = AU. Nous voyons que F' “(«9)3% est le
générateur de T°. O

Propriété 6. Le générateur de Koopman d’un systéme dynamique conservatif (avec I' = T") est
anti-autoadjoint.

2. la fermeture topologique A correspond & tous les points de A auxquels nous rajoutons ceux de son bord
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Démonstration. Soient f,g € L

(T, dp)) P9 o avee f € Dom(,85) = {f € AT NED), Fauf €
LX(T,du)}3 et g € Dom((F*,8,)").

(9lF*0.0) = [ SOF©).9FO)du(0) (917
_ /F V. (9@ F(6)£(8)pu(6)) db'...d6,, — 7. (9@ F(0)pu(0)) F(6)d6*...d6™  (9.18)

- /F 9OV (F(0)p,(0)) F(0)d0*...do™ (9.19)

GIF*0,0) = §_gOFOF(0).dS(0) = (F9,911) ~ [ GO O)dv () F(©)) do*..do™  (9.20)

Nous considérons des systemes conservatifs, donc des systémes qui préservent la mesure, ainsi div(p, F) =
0 p-presque partout. De plus comme 'espace des phases correspond a un n-tore, le bord ne contient
aucun élément OI' = @. Nous trouvons donc de I’équation précédente que

(GIFFOuf) = —(F"0u9lf) (9.21)
Il s’en suit également que Dom((F*9,)") = Dom(F*d,). O

Prenons par exemple le cas d'une dynamique Hamiltonienne avec 6 = (gq,p), avec p; le moment
conjugué de ¢;. Nous avons

4 OHM(q,
i = g}jp) (9.22)

0H(q,
pi = _8(((111 P) (9.23)

avec H € C'(T") I'Hamiltonien classique du systéme dynamique. Nous avons alors
FrO, = ¢ 0y + piOp, (9.24)
OM(q,p) 0 OH(g,p) 9

= 7 9.25
opi  Og dq'  Op; (9:25)
={. "} (9.26)

avec {.,.} le crochet de Poisson.

9.2 Analyses spectrales de 'opérateur de Koopman

Soient A € Sp(F*0,) une valeur spectrale de F*0, et f\ € C' une fonction propre associée. Par
I’équation aux valeurs propres nous avons

L OF(0)
FH(0) o = Af(0) (9.27)
Et Vopérateur de Koopman satisfait
T A(0) = ¥ fr(0) (9.28)

Nous pouvons noter que fy n’est pas nécessairement L™ ou L?, en particulier si A appartient au
spectre continu. Les états du spectre continu sont non normalisables, et sont souvent des distributions,
donc ne sont pas dans L2.

3. nous définissons un domaine (Dom(.)) avec les fonctions de départ (fonctions sur lesquels nous agissons) et les
fonctions d’arrivée de I'espace de Hilbert. Dans le cas présent nous définissons un endomorphisme (application linéaire
d’un espace dans ce méme espace) car F*9, appartient a LQ(F7 dpu), les fonctions sur lesquels il peut agir doivent étre
dérivables dans C*(T) et leurs images doivent toujours étre dans L*(T', du)



220 CHAPITRE 9. L’'OPERATEUR DE KOOPMAN

Proposition 8. Soient A\i,X\2 € Sp(F"0,) deuzr valeurs propres spectrales associées a fx,(0) et
o (0) (fonctions propres généralisées) alors Ay + Ao € Sp(F*0,) dont la fonction propre associée
est fa+x.(0) = [, (0)fr,(0). De plus, Vr € R tel que (f5,) € CY(T'), alors rA; € Sp(F*d,) dont la
fonction propre associée est frx, (0) = (fx,(0))"

Ce résultat suit directement le fait que le générateur de Koopman est une dérivée de premier
ordre. Nous pouvons noter que nous ne pouvons pas prendre n’importe quel r. En effet dans le cas
ou nous prenons par exemple le systéme dynamique classique (Sl, o', %) (St est le cercle) tel que

©'(0) = 0 + wt mod(27) (avec w > 0 constant), I’équation aux valeurs propres est

dvf
— 2
wd& Af (9.29)
Sa résolution nous donne R
f(0) = ew? (9.30)

Avec la condition de périodicité stipulant que f(0 + 27) = f(#), nous avons %271 = 2T = A = nw
avec n € Z. Le générateur de Koopman est dans ce cas w% et le spectre de w% est wwZ, avec
funw(0) = €. Nous avons (finw)” € C1(S) (continu, dérivable et 27-périodique par rapport & ) si et
seulement si r € Z (sinon nous ne restons pas dans I'espace de Hilbert sur le cercle).

Propriété 7. Soient (T, @', p) un systéme dynamique classique et A € Sp (F*9,,) associée a la fonction
propre f.
— Si 0, est un point fize du flot (Vt, o' (0.) = 0.), alors soit on a X =0, soit on a f\(0.) =0 avec
Re) <0, soit on a |fr(6s)] = +00 avec ReX > 0
— 8i 0, est un point cyclique du flot (3T > 0 tel que o (04) = 0.), alors soit on a X € QZT”Z, soit
on a fx(0x) =0 avec ReX <0, soit on a |f\(6)| = +00 avec ReX > 0
— Si 0, est un point d’un tore invariant d’une dynamique quasi-périodique ou sur un attracteur du
flot, alors soit on a A € 1R, soit on a fr(6«) = 0 avec ReX < 0, soit on a |fx(0x)] = +00 avec
ReA >0

Démonstration. Par définition des fonctions propres de Koopman nous avons

A" (0)) = eMfr(0) (9.31)
VO € T. Si 6, est un point fixe ¢'(6,) = 6, alors I'’équation précédente devient
fr0.) = €M fr(6.) (9.32)

Si fa(64) # 0 ou oo, cette égalité est satisfaite pour tout ¢ seulement si A = 0. Si A € 1R, |fr(0.)| =
limy o0 BN £1(04)| = 0 si ReA < 0 ou |f1(0x)| = +oo si ReA > 0.
Si 6, est un point cyclique 7 (6,) = 6., ’équation 9.31 devient

A0.) = fr(0,) (9.33)

Si f(6x) # 0 ou oo, cette égalité n’est satisfaite que si \T' € 2m1Z. Si A € R, | fr(0x)] = limy s 100 €T | £ (64)] =
0 si ReX < 0 ou |fr(6s)] = 400 si ReX > 0.

Si maintenant 0, est sur un attracteur, 30y € T, I(tx)ren (avec limg_, ooty = +o00) tel que
limyg_y o0 9™ (6y) = O+ D’apres Iéquation 9.31, ceci implique que

lim ek f(6p) = f(6,) (9.34)
k—+4o0

Finalement, si ReX < 0, f(6«) = 0 et si ReX > 0, f(6.) = +00. Nous avons la méme chose avec un
tore invariant d’une dynamique quasi-périodique en prenant le cas particulier 6y = 6,. ]

Propriété 8. Soit (I', !, ) un systéme dynamique classique et soit 0, € T un point fize du flot. Soit
A € Sp(F*9,) associée a la fonction propre fy. Si ReX <0, A # 0 et V fa lo—g, 7 0 alors V fy lo—g.
est un vecteur propre gauche de la matrice jacobienne du générateur du flot OFy,, et X est la valeur
propre de Lyapunov associée.
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Démonstration. Nous considérons les développements de Taylor de f) et [’ au voisinage de 6,

PrO) = G| @ -8+ 0l —0.P) (9.35)
0
1) = G| @ =)+ 0l - 0.IP) (9.36)

Comme nous considérons que 6, est un point fixe, ¢*(6,) = 0, = $'(6,) = 0 = F*(0,) = 0. De plus
de par la propriété 7, f\(6«) = 0. Pour obtenir I’équation aux valeurs propres F*0,f\ = Afy il nous
faut le développement de 0, f

0
Oufr = Oy (a£ , (0”—95)+O(H9—9*|I2)> (9.37)
_Of 3

= g TOUI0 —0l]) (9.38)

OF"Ofz| 10y oy Ofa v e
oa7 agu |, ¢ ) =2 gga|, @ =0+ O 6.11) (9.39)

Il s’en suit B B

(0Fp.)*V fx|, = AVhrlp, (9.40)

La transposée ¥, vient du fait que nous sommons sur les lignes et non sur les colonnes. Nous pourrons
noter aussi que les vecteurs propres gauches de la matrice densité sont des vecteurs propres droits de
sa transposée *. Les valeurs propres de Lyapunov sont les valeurs propres de la matrice jacobienne du
générateur du flot ou du flot. O

Si nous travaillons en dimension n, I' = T", la matrice jacobienne est d’ordre n, et supposons
qu’elle a n valeurs propres de Koopman dans le semi-plan gauche complexe avec V fy [g_, # 0. Les

vecteurs propres gauches (V | 9*) ) sont toujours biorthogonaux aux vecteurs propres droits
a=1,...,n
qui sont les directions propres (€;)q=1,..» au voisinage de 6,. Autrement dit
OF*
0" |, e, = g€l (9.41)
8f)\ m
L e =0y (9.42)
o0H |y

ceci avec un choix convenable de normalisation. Soient (9%),=1, ., le systéme de coordonnées de I" au
voisinage de 6, associée aux directions propres

ZZZ = ¢q (9.43)
Nous avons alors
P 0) = S| (0"~ 82+ 0(10 - 0.1 (9.44)
— 9fra * K gb b 2
= om |, ey (0" = 9;) + O(]10 — 0.]]%) (9.45)
= (0" = 93) + O(/[0 — 6.1°) (9.46)

Propriété 9. Soit (T, ¢!, 1) un systéme dynamique classique et soit 0, € T’ un point cyclique du flot de
période T. Soit A € Sp(F"0,,) associée aux fonctions propres fx. Si ReA <0, X & %Z et ﬁfx‘ ; #£0

0=
alors 6]&‘079 est un vecteur gauche de la matrice de monodromie du cycle et A est la valeur propre
de Floquet-Ly:zpunov associée.

4. si nous écrivons ceci en terme de ket, nous avons (v|M = \{v| <& M™|v) = Av)
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Démonstration. En utilisant le théoréme de Floquet [37, 66, 99] IS¢, A € M, xn(R) tels que ago’é* =
Steht ou ST = St AT est la matrice de monodromie du cycle. En utilisant expansion de Taylor
au voisinage de 6,, nous avons

o o tv
PO = 0D+ G| GEE @ e - o(lo -l (9.47
@"(0- 0.
= fr(©'(0s)) + ggﬁ o) (SteAt)Z(GM — 0"+ O(]10 — 64| *) (9.48)
e

En se placant & t = T, 'équation aux valeurs propres T fy(6,) = e £, (6,) devient

8f)\ (eAT)l/(e,LL _ 05) _ 6)\T %

Ho_ Qh _ 2

0+

car f(¢T(64)) = f(64) =0 & cause de la propriété 7 Ainsi

— e/\T ﬁf,\

() V1 ;

) (9.50)

avec ¥ correspondant au signe de transposée. O

Propriété 10. Soit (T',¢', 1) un systéme dynamique classique. Soit A C T wun tore invariant de

dynamique quasi-périodique ou un attracteur du flot et soit 0, € A. Soit X\ € Sp(F"0,) associée a la

fonction propre fy. ST Rel < 0 et ﬁf,\‘e ‘6.) # 0 alors ﬁf}“e ‘64) est un vecteur propre gauche
=p « = *

de la matrice jacobienne du flot agog* et A est associée a la valeur propre locale de Lyapunov.

Démonstration. En utilisant le développement de Taylor au voisinage de 6, nous avons

Ofr
oov

asotu

OF — oM 0 — 6, 51
0. 007 ( )+ O(] 119) (9.51)

04

A (0)) = fa(¢'(6:)) +

L’équation aux valeurs propres 7 f\(0s) = e fA(0.) devient

Ofr e Ofx
oo ot (0) oor

(O, ) (0" — 01) = e

M (0" — 0+ O(]10 — 04 (9.52)

@ (0x)

car pour 0, € A, p'(0,) € A et f(¢'(0.)) = 0 par la propriété 7. Il vient que

oy =% VI

(95)% V i (9.53)

©t(6)

9.3 Propriétés ergodiques

Propriété 11. Soit (T, !, ) un systéme dynamique conservatif

— si le systéme dynamique est mélangeant (se référer a la définition 12 du chapitre 5) alorsVf,g €
LA(T, dp)

i [ GO 1©)d(0) = [ 5@)au(o) [ 1(0)du(o) (9.54)

— si le systéme dynamique est ergodique (se référer d la définition 10 du chapitre 5) alors Vf €
L2(T,dp) pour p-presque tout Oy € T’

lim — /0 U B0yt = /F F(0)dpu(6) (9.55)

t—+oo T’

Démonstration. voir [30] O
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Propriété 12. Soient (T, ', u) un systéme dynamique classique et X € Sp(F*d,,) associée a la fonc-
tion propre fy. Si ! est mélangeant alors

— si ReX < 0 alors [ fA(0)du(0) = 0 si fr € L*(T, dp)
— si ReA > 0 alors f\ & L*(T, du)

Démonstration. Soit f,g € L*(T',du). Si ¢! est mélangeant alors nous avons d’apres [57]

tim [ 9@)1(¢' 0)d0) = | 9@dp(6) [ 10)dn(0) (9.56)

t—+oo JT

En appliquant cette relation avec f = g = f) en supposant que fy € L?(T, du), nous avons

2

i [ A0 du(0) =| [ HO)du(0) (9.57)

t—+00

Si Re) < 0 la partie gauche tend vers 0. Si ReX > 0 la partie gauche diverge et alors fy ¢ L(T, du) et
comme nous avons L?(I",du) € L' (', dy) (nous rappelons que u(I') = 1) ceci contredit ’hypothese. [

Théoréme 8. Soit (I', ', 1) un systéme dynamique classique conservatif. Si Sp(F*"9,)\{0} est le
spectre absolument continu (le spectre de pur point étant réduit a {0}) alors ¢! est mélangeant.

Démonstration. voir [50] O

Propriété 13. Soient (I', ', 1) un systéme dynamique classique conservatif, o' est ergodique si et
seulement si toutes les valeurs propres de F*0,, sont non-dégénérées et les fonctions propres sont de
module 1. En particulier, la seule fonction propre associée a 0 € Sp(F*0,,) est fo(0) =1

Démonstration. voir [30] O

Propriété 14. Soit (I', o', 1) un systéme dynamique classique conservatif mélangeant tel que Sp(F*9,)\{0}
est continu. VA € Sp(F*0,)\{0} nous avons

/FfA(G)du(@) =0 (9.58)

Démonstration. Comme le systeme dynamique est mélangeant et donc ergodique, f) est de module 1
et donc fy € L?(T, du). Ainsi

A+0A : A+0A 2
lim [ BO A ) du()ix = [ 55®dn®)] dx (9.59)
—+00 Ja—sx JT A=éx |Jr
ot I\ est tel que 0 & [XA — I, X+ )] (avec A € :R). Mais
A+0A : A+0A N 9
li / 9 0))dp(0)dX = i 0)|2dp(0)dA 9.60
Jim [ L ROREO0)dp(0)dr = Tim [ e ] AO)Fdu(f) (9-60)
A+0A
= lim eMd\ (9.61)
t—+00 S —_6\

car |f1(0)]?> = 1. On a un systéme conservatif donc le générateur de Koopman est anti-autoadjoint et
les valeurs propres spectrales sont imaginaires pures (A € :R*). Nous avons donc si f) est continu en A

A0
lim eMdr =0 (9.62)
t—400 JN_§\
Ainsi
A+ 2
/ / AO)du®)| dr =0 (9.63)
A—0OA I
2
= | [ 5@)aute)| =0 (9.64)
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9.4 Résumé sur le spectre de Koopman

Dans cette section nous résumons les différentes composantes attendues dans le spectre de Koop-
man et les propriétés des fonctions propres associées.
— 0 € Spd(FNG#)
fo(0)|g = constante VE C T tel que ¢'(E) = E et ¢'|g est ergodique. Au minimum f(0) = 1
est une des fonctions propres associées a 0.
— Tous les A € «R* N Spy(F*0,) exposants de Lyapunov locaux de chaque point fixe ..

fr(0.) =0 et Vfy

; est la direction propre locale gauche.

— Tous les \ € (2]1%\%2) N Spy(F*0,) exposants de Lyapunov locaux de chaque cycle C.
FA8) =0 et Vi

— Tous les A € %Z C Spy(F*0,) fréquences de chaque cycle C de période T'.
fa(0s) # 0, V0, € C.

— Tous les A € «R* N Spy(F*0,,) fréquences de chaque tore invariant A.
r0) #0, V0, € A.

— Des X € 1R* N Sp(F*0,,) sans propriété particuliere.
fa(04) = 0, VO, point fixe ou cyclique et v fa = 0.

) est la direction propre locale gauche V0, € C.

De plus, si la dynamique est dissipative :
— Tous les A € Cre<o N Spy(£*0,) exposants de Lyapunov locaux de chaque point fixe ..
fa0) =0 et V fa ) est une direction propre locale gauche.
— Tous les A € Creco N Spy(F*0,) exposants de Lyapunov locaux de chaque cycle C.

r(0s) =0 et v f)“e est une direction propre locale gauche V0, € C.

— Tous les A € Cre<o N Spy(F*0,) exposants de Lyapunov locaux de chaque tore invariant ou

attracteur A.
a(ls) =0 et Vfy ; est une direction propre locale gauche V0, € A.

— Tous les A € 1R* N Sp,,,; (F#0,,) pour chaque attracteur étrange A.
x(0s) #0, V0, € A.

— Des A € Cre<o NSp(F*0,,) sans propriété particuliere.

fx(6) = 0, V0, point fixe ou cyclique et V fy = 0.

— Des X € Cgeso N Sp(F*0,,) sans propriété particuliere.
| fa(6s)] = 400, VO, point fixe, cyclique, sur un tore invariant ou sur un attracteur.



Chapitre 10

Systeme quantique asservi

Dans la partie 9, nous avons déterminé une formule empirique de I'horizon de cohérence. Le but de
ce chapitre est de trouver une formule plus formelle de cet horizon. Pour ce faire, nous allons d’abord
développer I'équation de Schrodinger-Koopman, pour ensuite déterminer la forme des quasi-énergies
associées. Enfin nous nous intéresserons aux systémes quantiques asservis.

10.1 L’équation de Schrodinger-Koopman

Définition 18. Systeme quantique asservi continu en temps

Un systéme quantique continu en temps asservi par un systéme dynamique classique est défini par le
quintuplet (T, u, o', H, H) ot (T, u, pt) est un systéme dynamique classique, H est un espace de Hilbert
d’états quantiques et I' 5 0 — H(0) € L(H) est une famille d’hamiltoniens auto-adjoints fortement
continue par rapport d 0. La dynamique du systéme quantique asservi est gouvernée par l'équation de
Schrodinger

dy (1)

dt

avec d(t =0) = Yo € H la condition initiale pour le systéme quantique, 8y € T étant la condition
initiale pour le systéme classique.

= H(¢'(60))4(t) (10.1)

Dans cette section, nous utiliserons seulement des systémes quantiques de dimension finie, dimH <
+00. Nous considérerons H(t) = Hy + He(0) avec Hyg 'hamiltonien d’un systéme quantique isolé
indépendant de 0 et H.(0) Phamiltonien de controle. Il représente 'action d’un systéme de contrdle
classique sur le systéme quantique avec éventuellement du bruit (chaotique) se superposant au controle.
Nous sommes donc dans une situation analogue a celle des chapitres 6 et 7.

Définition 19. Etats mixtes

Soient (T, p, ', 1, H) un systéme quantique asservi, g € H un état quantique et py € L*(T, dp) une
densité de I’ (po € RT, [1po(0)du(0) = 1). L’état mizte associé avec les états quantique et statistique
indtiauz (1o, po) est la matrice densité

p(0) = [ 16(t,0)) (5(t,0) o 0)ds(6) (10:2)

ot (t,0) € M est solution de I’équation de Schridinger zh% = H('(0))d(t,0) avec ¥(0,0) = 1.

Un systéme quantique présente des états mixtes lorsque la cohérence chute. Cette formule est
analogue a la formule 1.10 : pgz)t = % Z,]Ll pgf) pour un N tres grand (avec des spins découplés pour
lesquels pgf ) est un état pur). Il s’agit d’une moyenne sur toutes les conditions initiales des systémes
dynamiques classiques (bruit).

Définition 20. Hamiltonien de Koopman
Soit (T, u, o', H, H) un systéme quantique asservi et soit K = L*(T',du) @ H Uespace de Hilbert étendu.

225
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Nous appelons I’hamiltonien de Koopman d’un systéme quantique asservi l'opérateur Hi € L(H) défini
par

Hyg = _mpu(e)a% ® Iy + H() (10.3)

ou F'*0,, est le générateur de Koopman.

Théoréme 9. Soit (I, u, o', H, H) un systéme quantique asservi. Soit t — (t) € K = L*(T,dp) @ H
une solution de ’équation de Schridinger Koopman

mawg’” = Hi)(6,1) (10.4)

ot Hy est hamiltonien de Koopman. Alors 1)(t,0y) = ¥(¢'(6),t) est une solution de I’équation de
Schrodinger usuelle.

Démonstration. On a

oyY(d, (0,
m‘z’étt) _ —thﬂ(e)W + H(0)(0,1) (10.5)
Il vient que
dip(t,00) . dip(t(0),1)

1h e 1h o (10.6)

_ L 0v(0,1) 9v(0,1)
=h Tt lomsiion) + 1 FH(0) 0 oo (10.7)
= H(0) ¥(0,t)|g=pt (00 (10.8)
= H(¢"(60))¥(t, o) (10.9)
[

Ce théoréme montre que nous pouvons obtenir la dynamique individuelle d’un spin 1[1(15,90) (de
condition initiale 6y) a partir de la dynamique globale de Schrédinger-Koopman (6,t) (fonction
d’onde délocalisée sur tout l'espace de phase I').

Définition 21. Opérateur d’évolution de Koopman
Soient (T, u, o', H, H) un systéme quantique asservi et Hx € L(K) son hamiltonien de Koopman.
L’opérateur d’évolution de Koopman d’un systeme quantique asservi est

Uk (t,0) = e~ Hrct (10.10)

Y(t) = Uk(t,0)(0) < zh% = Hg1)(t) avec ¢ € K. Si le systéeme dynamique est conservatif, alors
Hp est auto-adjoint et Ui est unitaire.

Propriété 15. Soient (T, p, o', H, H) un systéme quantique asservi conservatif, Uk (t,0) € U(K) son

opérateur d’évolution de Koopman, Tt € U(L*(T,du)) opérateur de Koopman du systéme classique

et U(t,0;0) € U(H) Uopérateur d’évolution du systéme quantique, i.e. la solution fortement continue

de ’équation

dU (t,0;0)
dt

avec U(0,0;6) = I3. Les trois opérateurs sont reliés par

il = H(£'(0))U(t,0;0) (10.11)

Uk (t,0) = T U(t,0;0) = U(t,0; o 4(0))T (10.12)

Démonstration. Voir [84] O

Propriété 16. Soient (T, p, ipt, H, H) un systéme quantique asservi conservatif et p(t) son état mizte
pour les conditions initiales (Yo, po) € Hx LY (T, dp) (voir définition 19). Soit W(0,t) = Uk (t,0)/po(0)1o €
K. Nous avons

p(t) = tr2 (e an Y EONP ()] (10.13)
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ou | )| correspond au produit scalaire dans K.
Démonstration. D’apres ’équation 10.12,
t) = T\/po(H)U(2,0;0)40 (10.14)
Comme U (t,0; 0 = (t, 0), avec (t, 0) la solution de I'équation de Schrodinger usuelle, nous avons
W(0,t) =T '/ po(t)o(t,0) (10.15)
o~ (0)9(t, 07" (8)) (10.16)

trr2(r,ap [P O ()] = /(9\‘1’(t)>><<‘1’(t)|9>du(9) (10.17)
_/|x11 0,0)(U (0, 1)|du(0) (10.18)
—/ [(t,071(0))) (Dt 7 (0))po( ™" (6))dpa(0) (10.19)
ZLt(F) [0 (t,0)) (¥ (t, 0)|po(0)|det (D) |y (' (6))dB" ..d6" (10.20)

ou p, est la densité de la mesure. Mais comme le flot préserve la mesure, d’apres les équations 9.8 et
9.9, nous avons |det(9p})|p.(¢(0))do!...d0" = du(6) et la fermeture topologique de ¢~ ¢(T") correspond
a tout I'. Il vient que

ez VORE O] = [ 10(6,0)) (08, 0)ln(0)dp(6) = (1 (10.21)
O

L’état mixte se trouve étre la trace partielle d’un état pur de ’espace de Hilbert élargi K. Ainsi
L?(T',dp) joue le role d'un environnement classique induisant décohérence et relaxation sur le systéme
dynamique quantique. Ainsi nous sommes en présence d’un systeme bipartite. Par analogie avec ce
que nous avons vu dans le chapitre 2, ’environnement représente £ et le systéme dynamique quantique

S.

10.2 Le spectre de quasi-énergies

10.2.1 L’équation des quasi-énergies

Définition 22. Soit (T, p, o', H, H) un systéme quantique asservi. Nous appelons quasi-énergies, les
valeurs propres de I’hamiltonien de Koopman

0
(—th“(H)ae +H( )) 1a,0) = yala, 0) (10.22)

Un exemple intéressant est lorsque 6 = (q,p) avec ’hamiltonien classique H € C'(T'). Dans ce cas
nous avons

Hy = i{H,.} + H(0) (10.23)

L’hamiltonien de Koopman se trouve alors étre une somme de deux Hamiltoniens : le premier est
une version quantifiée (non canonique) de ’'Hamiltonien classique et le second est 'Hamiltonien quan-
tique. Ainsi les quasi-énergies seront une composition des énergies classiques et quantiques. Au cours
de cette these, nous souhaitons connaitre la transmission d’information de I’environnement vers le sys-
teme. L’environnement se trouve étre classique et le systéme quantique. Connaitre des quasi-énergies
exhibant les deux domaines pourraient donner les informations nécessaires a cette étude.

Nous allons maintenant étudier la structure du spectre de quasi-énergie et les propriétés des états
associés.
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Propriété 17. Soient (T, u, o', H, H) un systéme dynamique asservi conservatif et x, € Sp(Hg) une
quasi-énergie associée a l'état propre |a,0) € K. Soit U(t,0;0) € U(H) lopérateur d’évolution du
systéme quantique. Nous avons

U(t,0;0)|a,0) = e~ Xal|q, o!(0)) (10.24)

Démonstration.
Uk (t,0) = " ' Hxct (10.25)
= Uk (t,0)]a, ) = e Xat|q, 6) (10.26)

Mais comme Uk (t,0) = TtU(t,0;6),

U(t,0;0)|a,0) = e~ 'XelT|q, ) (10.27)
= e " Xl g, ot (0) (10.28)
O

Proposition 9. Soient x, € Sp(Hg) une quasi-énergie associée a l’état propre |a,0) € IC, et X €
Sp(FFd,) une valeur propre de Koopman associée d la fonction propre fy € L*(T',du), alors xq+1h\ €
Sp(H) est une autre quasi-énergie associée a ’état propre fi(6)|a,0).

Ceci vient directement du fait que le générateur de Koopman est une dérivée du premier ordre. Il
vient de cette proposition la décomposition suivante des quasi-énergies

3{)21‘}1':1’.._7djm7.,5 (- Sp(HK), VXa S Sp(HK), d\ e Sp(F“&M), di € {1, ...,dim?—[}
Xa = Xi — thA (10.29)

Cette équation peut s’expliquer comme suit. Nous savons que si x, est dans le spectre de Hy, alors
Xa —thA aussi, quelque soit A dans le spectre de Koopman. Donc nous choisissons un y; dans le spectre
de Hg et ensuite nous enlevons tous les x1 —2A\ qui sont engendrés par x1 et les valeurs de Koopman.
Ensuite nous choisissons yo parmi les valeurs propres restantes, puis nous enlevons tous les Yo — thA.
Et ainsi de suite, jusqu’a Yqimy car apres avoir enlevés tous les Xqimy — thA il ne reste plus rien dans
le spectre. Nous voyons alors que tout le spectre est engendré comme {X;}i=1,.. dimy — thSp(F*0,).
Nous choisissons donc un plus petit ensemble de valeurs propres qui va permettre de générer toutes
les autres a l'aide du spectre de Koopman.

Nous pouvons aussi écrire x»; = —thA + X;. De plus nous avons

(A, 2),0) = fx(0)|Zpi, 0) (10.30)
avec Hi|Zp;,0) = xi|Z i, 0).

Nous considérons que les états de quasi-énergie {|a,0)}, sont normalisés dans K, i.e. {ala) = 1.
Nous avons donc aussi

(ZralZp) =1 [ (Zyu, 812, 0)di(6) = 1 (10.31)

(DI =1 [ (Zpi,012Z3s,6) | 13(0)?] dn(®) = 1 (10.32)

Si nous voulions normaliser les |Zu;, ) dans H, nous rajouterions une norme dépendant de 6 (N (0))
tel que les nouveaux vecteurs soient N(6)|Zpu;,0). Mais, comme la norme dépend de 6, ce nouveau
vecteur propre ne serait pas vecteur propre de Hg .

fr n'est pas normalisé dans L?(T",dy) mais dans L?(T',d(;) avec la "mesure propre quantique"
d¢;(0) = (Zu;, 0| Z i, 0)dp(6). De plus nous avons

X = (Zal FxHi Al Z i) (10.33)
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X\i = /<Z/LZ,9’H(9)|Z/M,0>(1§)\(9) —’Lh/ F“(G)(Zui,0|8#|Zui,9)df>\(0)
T T

[ PR @ o) 10

avec la "mesure propre classique" d&x(0) = | fr(0)|?du(9)

Propriété 18. 57 fy\ sont tous de module 1, alors les états de quasi-énergie fondamentaux peuvent
étre orthonormés dans H : (Zp;(0)|Z;(0)) = di; pour p presque tout 6.

Démonstration. Nous supposons que |f(0)|? = 1. Ainsi d&x(0) = du(6). 11 suit que

[ (20is11(6)| 21, 0)d6r(©) ~ th | F*(6)( 213,010,121, 0)d6n(0) = (Bl Hic| Z) - (10.35)

- ¥ (10.36)
D’apres I’équation 10.34, on a
TG

[ FOT0 5 d60) = v - % (1037

= —uh) (10.38)

= —h(fr(0)| K| fr(0)) (10.39)

= . OA(0)
— /F FH0)FA(0) =5 du(6) (10.40)

On remarque donc que d¢;(0) = du(0). Ceci revient a dire que (Zu;, 0| Zu;,0) = 1 pour p-presque tout
0.
Pour i # j, (Zwi| fxHk fA|Zp;) = 0 car les deux vecteurs propres sont différents. Nous avons

[ (21 6110121, 0)d(6) it [ F(0)(Z1i 10,0 Z115,0)du(0)

— [ FOTO A 201715, 0)u0) =0 10.41)

Mais nous avons

[ (21 011©)\ 21, 0)din(0) = it | FHONZi 010,021 0)du®) = (Zuil i\ Zy)  (10.42)

=0 (10.43)
D’aprées ces deux dernieres équations,
— afx\(0
[ @7 2N 2101211, 0)u0) = 0 (10.44)
> (Zp1,0] Zp,0) = 0 (10.45)
pour u-presque tout 6 ]

Propriété 19. Soit (T, u, ', H, H) un systéme quantique asservi conservatif.
— Soit 0, € T un point fire de . On peut choisir comme ensemble de quasi-énergies fondamentales
{Xi}i=1,....dimn = Sp(H(0x)). De plus | Zp;i, 0s) est le vecteur propre de H(6) associé d X;.

— Soit 0, € T un point cyclique de ¢'. On peut choisir comme quasi-énergies fondamentales ’en-
semble {Xi}ti=1,. aimn = Sp(Mp,) ot My, est la matrice de monodromie de l’équation de Schri-
dinger. De plus |Zp;, 0,) est le vecteur propre de My, associé d x;
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Démonstration. En utilisant la décomposition de I’équation 10.24, nous avons

Ut 0;0) fr(0)| Zpi, 0) = e 0t £y (01(0)) | Z s 0'(6)) (10.46)
= e NN £(0)| Z i, ' (6)) (10.47)
= e TN (0)| Z i, 1(6)) (10.48)

Soit 6, un point fixe, alors ©!(6,) = 6. De plus, de par la propriété 7 f1(6.) = 0 sauf si A = 0. Nous
nous plagons dans le cas ou A = 0.

U(t,0;0.)|Zpi, 04) = e~ %t | Z ;. 0,) (10.49)

Mais
ot
U(t,0,0) = Te™" " Jo M2 0N (10.50)

Et comme 6, est un point fixe nous pouvons traiter la dynamique comme un Hamiltonien non dépen-
dant du temps :

U(t,0;0,) = e h" HE)t (10.51)

De plus
¢ —h " H(0.)t —h ™It
e N Z i, 0s) = e X Z iy Ox) (10.52)

Nous trouvons alors I’équation aux valeurs propres

Soit 6, un point cyclique, alors ¢ (6,) = 6. De part la propriété 7, fr(6x) = 0 sauf si A € %Z.
Nous nous plagons dans cette derniere condition. Alors

U(T,0,0,)|Zpi, 05) = e~ "%T| Zp;.0,) (10.54)

Comme nous sommes dans le cas d’un point cyclique, nous ne pouvons pas utiliser la dynamique d’un
Hamiltonien indépendant du temps. Nous utilisons le théoréeme de Floquet [66, 99] qui stipule que

U(t,0,0,) = Z(¢,0;0,)e " Mot (10.55)
avec Z(t+T,0;60,) = Zy,(t,0). Ainsi
e Mo T 70,y = e T | 7y, 0,) (10.56)
Nous obtenons donc ’équation aux valeurs propres
My, |Zpi, 0.) = XilZ i, 05) (10.57)
O

Nous venons de déterminer des équations aux valeurs propres dans lesquelles apparaissent les états
de quasi-énergies. Ces états sont choisis relativement & un point fixe ou un point cyclique. Dans ce qui
suit nous étudions ce qu’ils deviennent lorsque nous changeons de point de référence.

Propriété 20. Soient (T, pu, o', H, H) un systéme quantique asservi conservatif, et 01, et 0oy deuz
points fizes de ©'. Soient {Xi1}i les valeurs propres de H(01.) et {Xi2}i les valeurs propres de H(024).
Soient {|Zu;1,0)}: les états de quasi-énergie fondamentauz associés au point fixe 01, et {|Z iz, 0)}i
les états de quasi-énergie fondamentauz associés au point fize Ooy. Si Xio € Sp(H(014)) alors 3j €
{1, ..., dimH} tel que |Zpj,0) = |Zpiz, 8), sinon |Ze,014) =0
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Démonstration. On a
(=2 FH(0)0, + H(0)) | Z iz, 0) = Xizl Z iz, 0) (10.58)

Nous obtenons I’équation aux valeurs propres suivantes
= H(614)|Z iz, 015) = Xi2|Z iz, 1) (10.59)

car F*(01,) = 0 comme 61, est un point fixe. Il suit que |Z 2, 61.) est un vecteur propre de H(61,)
avec la valeur propre Yo sauf si |Z 2, 01.) = 0. O

Propriété 21. Soient (T, pu, o', H, H) un systéme quantique asservi conservatif, et 01, et 0oy deuz
points cycliques de p'. Soient {Xi1}: les valeurs propres de My, et {Xi2}i les valeurs propres de My,, .
Soient {|Zi1,0)}i les états de quasi-énergie fondamentauz associés au point cyclique 014 et {|Z 2, 0) }i
les états de quasi-énergies fondamentaux associés au point cyclique Ooy. Si 014 et Oon appartiennent
d deux cycles différents de périodes Ty et Ty tels que % € Q, alors si X2 € Sp(My,,) + QTith alors
35 € {1,...dimH} tel que |Zpj1,0) = |Zo,0) sinon |Zpia, 614) = 0. Si 01, et 6o, appartiennent au
méme cycle de période T, alors Xi2 € Sp(Mp,,) + Y?ZZZ (0t p'2(01.) = O24) et j € {1,...dimH} tel
que |Zpj1,0) = |Zpiz, 0).

Démonstration. Soient 01, et 02, appartenant a deux cycles différents avec % = g € Q. En utilisant
la théoreme de Floquet [37, 66, 99]

U(qTs, 0;0)| Z iz, 0) = e~ %i2aT2| 7,1, 9T2(9)) (10.60)

= Z(ng, 0; 91*)€_m71M91*qT2 |Z,UJZ'2, 91*> = e_m71>22iqT2 |Z,u1-2, quT2 (91*» (10.61)

Comme qTy = pTy, nous avons Z(qT5,0;01.) = Z(pTy,0;014) = Iy et ©172(01,) = P11 (01,) = 01..
Nous avons alors
e~ Moy pT1 710 01,) = e X2 T | 7,00 1) (10.62)

| Z pi2, 014) est alors vecteur propre de Mpy,, avec pour valeur propre X2 mod% sauf si | Zpio,014) = 0.
Si 61, et 05, appartiennent au méme cycle, le méme argument arrive avec p = ¢ = 1. De plus,
Jts < T tel que p'2(01,) = Oa,. 11 vient que

U(T,0:01,) = U(T, ta,0,1)U (t2,0; 01, (10.63)
e ML T = Z(T 9,01, )e ™M Moae (T=12) 7 (5 050y, )~ Mon. P2 (10.64)
e Moy (T=t2) — (T ¢y 0, )e " Mon (T=12) 7(1, 0: 0y, 10.65

h , 02,01 2,Y, U1

Mais, Z(T, t2,01.) Z(t2, 0; 01,) = Z(T,0;01,) = Iy = Z(T t2,01.) = Z(ts,0;01,) L. Ainsi e " Moy (T—t2)
—Zh_lMQQ* (T—t2)

21h 0

et e T—ts"

sont similaires et Sp(Mpy,,) = Sp(Mp,,) mod

10.2.2 Développement local des états de quasi-énergies

Dans cette sous-section, nous voulons connaitre le développement local des états de quasi-énergies,
autrement dit ce que valent ces états au voisinage du point fixe ou cyclique de référence. Nous utilisons
le terme "local" car I'approximation ne sera valide qu’au voisinage d’un point fixe, plus nous nous
éloignons de ce point fixe, moins ’approximation peut étre utilisée.

Propriété 22. Soient (T, u, o', H, H) un systéme quantique asservi conservatif, 6, € T' un point fize
de @b, {Xi}i les quasi-énergies fondamentales associées a Ox et {Zu;,0)}; les états de quasi-énergies
associés. Soient (€4)q les directions propres dans I' dans le voisinage de 0, et {\,}q les valeurs propres
locales de Lyapunov associées. Nous avons

<Z,uj79*|v5a H‘O:O* |Z/ula0*>
Xi — Xj +1hA,

<Zﬂj79‘v€a|zﬂi79>|9:9* = (10.66)
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Démonstration. On sait que

U(t,0:0)| Zpi, 0) = e %1\ Zps;, o' (6)) (10.67)
Soit 8 = 6, + §6. Par un développement de Taylor, nous avons

P'(0)" = 01 + (99, )s80” + O(1160]) (10.68)
Le développement de Taylor de I’équation 10.67 donne

<U(t, 0:0.) gg]

0
59“) (!Zm,9*> + ogu 1ZHills, 59”)

. 0 .
— < (1Z0,6) + g 12, (06,0456 ) + OI60]) (10.69)

0

ou
U(t7 0; 9*) W|Zﬂz>

SOM + S| | Zus, 0,)66"
+aa !M )

S 2l

(%u (3@2*)’;‘59” +0(|l60*)  (10.70)

Nous projetons chaque membre sur (Z;, 0]

— -1y —1 -1 Xi 1
e Xt <Z“3‘agu‘Z/“> . +(Zpj, 0. ‘aeu‘Z““ L) = e Kt <Z“J’86V‘ZM’> * (&pg*)u (10.71)
Zu5,00 20| 120,00 = (e St (0l )Y — e Kt g (2 zZ 10.72
< /’L]7 | aeu | )ul’ *> - (e ( 4109*)11, —€ u) < /’L]|80V’ /’LZ> * ( . )
En dérivant I’équation précédente par rapport au temps, nous obtenons
82U ~ _—hy, v —hi 1y, P v
(Zpj, Ocloh e 6t60# | Z i, 0s) = (xie h X’t(&ptg*)#—kzhe h Xlt(@g@é*)ﬂ
~ _—h gt cv 9
—Xe NG ) (2| 5| 2 - (1073)
les | Zu;) ne dépendant pas du temps. Mais
0*U 0
= _—— (H(¢' ; 10.74
ths oo = o (HEO)U(2,0:6)) (10.74)
OH ou
= Oeh)LU(t,0;0) + H(p'(0) =— 10.75
) PPV 0,0:0) + H0) g (10.75)
En utilisant I’équation 10.72,
82U h—l~ 0
. _ —th™ Xt . il . t\v
(s Ol G| V702 = e 0 5o, |2 00020,
~ —h iy v —h gt v 0
+ %5 (7 Xt @gh, ) — e ) (Zuj| g 1Zna)| - (1076)
Par comparaison avec ’équation 10.73 nous avons
(Zuy 0. 2 w 1205, 0.)(05);, = ((%i = X5)(Oh)y, + 1005, )1, (Zu] wwzlm (10.77)
Comme ¢'(0) = F(got(e)) = (02p);, = (OF () (")), Ainsi
8H t\v ~ ~ v v
(Z13.0.1 G| 120,0.000)5 = (% = %3095 + h0F. L) (O, (Znsl s 2wl (1079
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par définition (0Fp, )heh = Nel; et (Dpp )hek = eatel

2 j
oOH ANt v ~ ~ Aot v
(Zpj, 04 907 |, IZm70*> Seley = (X — Xj +1hA,)e>" ey <Z:UJ’89V|Z:UZ> (10.79)
(Zpj, 04|Ve, Hlg |Zpi, 0i) = (Xi — Xj +117,) (Z11|Ve, | Z i)y, (10.80)
O
En utilisant cette propriété, nous avons
213, 0) = | Z11i 0:) + D Ve, | Z1i)lg, (97 = 9%) + O([10 — 0.1%) (10.81)
(Zpj, 0<|Va, Hlp, |Zpi,0x) 2
= |Zu;, 04 — < x Zpi, 0:) (0" —99) + O(]|0 — b 10.82
2y, 0) + 3250 S PR 2,00 (0"~ 9 + 010 - 6) - (1082

ou (%), est le systeme de coordonnées de I" au voisinage de 6, dans les directions propres du flot (équa-

(Zujﬁ*IVEa Hlg, |Zps,0+)
Xj+hA,

mesure la propension du systéme dynamique classique a induire une transition de |Z ul, > |Z i, 0s)

au voisinage de 0. |x; — X;j + th),| est petit si ReA, ~ 0 (Re), est 'inverse de la durée de vie du flot
autour de 6,) et x; — X; = hImA, (condition de résonance). I'mA, représente la fréquence de rotation
du systeme dynamique autour du point fixe. Pour qu’il y ait résonance, il faut que la la durée de vie
de ’état (durée pendant laquelle le systéme tourne autour du point fixe) soit grande et soit accordée

tion 9.43). Le prolongement de |Zy;, 6,) n’est pas un vecteur propre de H(0).

avec la fréquence de transition quantique % Si nous avons une résonance de ce type la, il y a
une transition de |Zpu;, 0,) vers |Zpu;, 0,) a cause du systéme dynamique. Plus nous sommes loin de la
résonance, moins les états se contaminent les uns les autres.

10.2.3 Développement global des états de quasi-énergies

Dans la sous-section précédente, nous avons fait un développement local des quasi-énergies. Main-
tenant, nous nous intéressons a un développement global des quasi-énergies, développement en fonction
de l'intensité du couplage entre les vecteurs de quasi-énergies fondamentaux induit par I’Hamiltonien
(plus les couplage sont forts, moins 'approximation est juste). Ici le terme "global" est utilisé car
I'approximation que nous allons introduire est uniforme sur tout ’espace des phases.

Propriété 23. Soient (T,pu, ', H,H) un systéme quantique asservi conservatif, 0, € T un point
fire de @b, {X:}i les quasi-énergies fondamentales associées d 0. et {|Zp;, 0)}; les états de quasi-
énergies associés. Soit Sp(F*0,) > X\ w— Hy € L(H) tel que H(0) = H(0:) + >\ il (Hx =
Jr Ix(O)H (0)dp(8)) (a cause de la propriété 7, fr(0s) =0 pour X # 0). On suppose que Je > 0 tel que
[(Zps, 0« | Hx|Zpj, 04)| < €, VA # 0. Nous avons alors

Z ,9 Hy\|Zu;,
| Zpi, 0) = | Zpi, 0.) + > > fa(6 “J | 1 ’;M >|z 117, 0.) + O(e?) (10.83)
AA£0 j —Xjt
Démonstration. Nous posons
| Z i, 0) = | Zpi, 02) + > SA(0)]Gin) (10.84)
AA£0

avec |(;n) € H. L’équation propre (—2hF"0,, + H(0))|Zw;,0) = Xi|Z i, 0) devient

(—th“@u + H(6,) + Zﬂm(e)) (|Zuz, + Y A0)]Ga) ) = Xi <|Zﬂu + ) A(0)IGn) )

A£0 220 A£0
(10.85)
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Comme f) est vecteur propre de F*0,, alors F*0, fy = Afy. Il vient donc que

—h > AN + D AOHG)IG) + D OV HAZps, 0. + > frgw(0)HalGw)

A0 AA£0 A0 Av#£0

%Y AAO)IGn) (10.86)

A£0

Z f)\(@) (_Zh)\‘gz)\> + H(Q*)|<z>\> + H)\’Z/Ma 6*> + Z H)\—V‘Cil/>) = Xz Z f)x |Cz>\ 1087)

A0 V#0\ AA0
(H(6x) = Xi — thA) [Gin) + HAl Zps, 0.) + > Ha—y|Giv) =0 (10.88)
v#£0,\
Comme (|Zp;,0.)); est une base de H, nous posons [(;x) = >=; Gijal Z i, 0x)-
ZC@])\ Xz - Zh}‘) |Z:u'j7 > + H)\‘ZMh 9*) + Z ZCijVH)\fulzujv 0*> =0 (1089>
v#0,N J

Par projection de cette derniere équation sur (Zu;, 6| nous trouvons

CZ]A( —Xi —thA) + <Z:uj’ O« HA|Z iy 04) + Z ZCikV(Z:uja Ol Hx—v|Z pi, 0) = 0 (10.90)

v#0\ k
A — ~ ~ ik I/ ~ .
Xi_Xj+Zh/\ V;smk Xj+zh)\
>~Ci - )~(y + ’LhA V;EO Ak X]C + ’th/ )27, - )2] =+ thA
O
Si F'*9,, présente un spectre continu, la formule peut étre adaptée comme suit
Z LO0.|Hy)|Z
Z10,60) = 1Z0,0.) + f SH07 DZ1i8) 13 701,00 + O3 (10.93)
— Xj + thA

ot + g(A)dA = lims_,q (f_6 gN)dx + s g()\)d)\). Nous avons les mémes commentaires que pour lex-
pansion locale, avec le phénomene de résonance si x; —x; = hImA (Re(\) = 0 comme nous considérons
un systeme conservatif, le générateur de Koopman est anti-autoadjoint et donc son spectre est imagi-
naire pur).

10.3 Dynamique de Schrodinger-Koopman

Nous venons de déterminer les équations des quasi-énergies ainsi que leurs développements local
et global. Nous pouvons appliquer des stratégies similaires au contrdle adiabatique (chapitre 2) sur les
états de quasi-énergies.

Théoréme 10. Soient (T, p, o', H, H) un systeme quantique asservi conservatif et |a,0) € KC les états
de quasi-énergies normalisés. Soient A, = < (60)\at\a t(0p)) le générateur de phase géométrique
associé a l'état de quasi-énergie et X (t) = ( t(60))0, le champ de vecteurs tangents au flot. Si ¢
est ergodique alors

1;(_[/_) ~ e—lh_lfot<a7<pt(00)|H( t(60))|a,pt (60))dt— fO Aq(t dt|a (00)> (1094)

avec t dans le voisinage de +o0o et 1) solution de Uéquation de Schrédinger pour u-presque toutes les
tions initi —oh=1 [agpt (60) | H (1! (60)) as" (60) ) dt :
conditions initiales (|a,6p),0p) € H xT. e 0\ ’ est la phase dynamique et

ﬂfo «Wdt oot Iq phase géométrique (non-adiabatique) de la dynamique asservie.
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Démonstration. Soit 1 € K solution de I’équation de Schréodinger-Koopman zh%—’f = Hg1) avec ¢(t =
0,0) = |a,#). Nous avons

¥(6,t) = Ug(t,0)]a, 6) (10.95)
= e Hict| g g) (10.96)
= e Xal g 0) (10.97)

En appliquant le théoréme 9, nous avons
(1) = e X a, o4 (60)) (10.98)
Mais comme x, = (a|Hx|a) nous avons (avec X = F*(0)0,)
Yo = /F (a, 6| HH(6)|a, ) dyu(8) — 1h /F F*(0){a, 010, )a. 0)dyu(6) (10.99)

- / (a, 6| FH(6)|a, 6)dju(8) — 1h / ix Andp(6) (10.100)
I I

avec ix le produit intérieur ' et A = (a, 0|d|a, 6). '
Le théoréme ergodique de Birkoff [57] stipule que pour 0(t)* = F¥(0), si (T, ¢!, u) est ergodique
alors pour p-presque tout g

Jim 1 [ @) G G0l o))t = [[(o, 0 H@)la,0)du) (0,101
tlg_nooz/ Ag(t)dt = /zXflad,u(G) (10.102)

Ainsi Lt
Xa~ [ 0,0 @) H @)oo' B0t — 5 [ (10.103

O]

Bien que les quasi-énergies soient définies par des moyennes statistiques sur tout I" (équation 10.34),
le théoreme ergodique induit que la fonction d’onde se présente comme une formule de transport usuelle
(équation 10.94) similaire au transport adiabatique (équation 2.7) (bien que nous ne sommes pas ici
dans des conditions adiabatiques). Nous allons maintenant appliquer cela & 1’expression de la matrice
densité.

Soit 19 € H avec ||ig|| = 1. Comme (|Zpu;,0)); est une base (non-orthonormée) de H, Je;(0) €
L2(D,dp) tel que g = ¥, ¢i(0)|Zui,0). Par décomposition des ¢;(f) sur les fonctions propres de
Koopman nous avons ¢y = >; Sy cixfa(0)|Zui, 0). Comme la condition initiale est dans H, elle ne
dépend pas de 6 et nous avons (0, t) = Uk (t,0)to.

= ZZCi)\e_m_lxutf)\(GHZ:uia0) (10104)
i A

Ainsi la solution de I'équation de Schrédinger avec les conditions initiales (1o, 6p) est (par le théoréme
9)

Wb (t, 0) ZZCW XL £ (! (80))| Z iy ' (B0)) (10.105)
:chwf X £ (00)| Z i, o (00) (10.106)
A
~ DY ene OO £y (60)| Zpi, o (60)) (10.107)
i A

1. soit M une variété alors A = A, dz" € Q'M, V=V*

BTV € TM (vecteur tangent & M) et ivA=V*A,
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Cette derniere égalité est vraie pour un flot ergodique avec un grand ¢, la phase dynamique et geéo-
métrique étant respectivement d;(t) = J5(Z iy ©1(00) [ H (£1(00))| Z i, 0t (60))dt et vi(t) = o [ Ai(t)dt
(avec A = (Zpi, ¢ (00)| 51 Z1is ' (60)))- i

De la méme maniére, I’état mixte associé aux conditions initiales (¢, pg) € H x L' (', du) est

p(t) = / [ (t, 0))((t, 0)| po(0)dpa(9) (10.108)

= o) = S endue [ 0)| 26 0)) (Zis. 2 0)|o(0)dp(6) - (10109)
5 AV

car dans le cas d’un systéme conservatif, Sp(F*9,) C 1R et f, = f_,. Si Sp(F*d,)\{0} est continu,
la formule peut étre réécrite comme suit (10.106)

0t 00) = e (cw + ][ cr fA(HO)d)\) \Z s, 6 (60)) (10.110)
et
plt) = S0 (e [ 120 0 (0)) 20y, O) o0)dn ()
bJ

+ o 71 % /F ol Zpa, 6 (0)) (Z11s, 6 (0) | po (6)d(0) dv
+%0 f cix /F FA0)|Z i, £1(0))(Z 1, 0 (6)] o0 (0) dpa(6) dA
Hf cocis [ 50120 o' 0) 21y, O)lpo(@)dn(©)irdy) - (1011

La formule pour p est relativement complexe, nous pouvons nous demander si en utilisant la
propriété 16 et une approche similaire au chapitre 2, nous ne pourrions pas la reformuler ou ’approcher
a laide de phases géométriques a valeurs opérateurs. Nous n’avons pas eu le temps d’étudier cette
question. Avant de conclure, nous présentons ici une conjecture sur la fagon dont le formalisme de
Schrédinger-Koopman peut étre utilisé pour formaliser les résultats observés dans les expériences.

Conjecture 1. Soit (T, p, o', H, H) un systéme quantique asservi conservatif avec dimH = 2 (spin) et

u la mesure microcanonique. Soit Dy C I' un ensemble connexe. Nous considérons les conditions ini-

tiales (QZO, %) € Hx LY(T,dp) oulp, estla fonction caractéristique de Dy, et p(t) I’état mizte asso-

cié. Soient {|Zp;, 0) }i=1,..m un ensemble fondamental d’états de quasi-énergie. VA C I' ensemble mesu-

rable conneze, nous appelons diamétre de A la quantité LA = maX;cry .1 SUPy, g,ea dist(|Zpi, 1), Z i, 02))
la distance étant au sens de la sphére de Bloch représentant les états de spins (distance sur la surface

de la sphére). Nous supposons que £I' > m

— Si (T, p, pt) est mélangeant alors

I
lim p(t) = ?’* (10.112)

t—4o00

— Si (T, i, pt) est chaotique avec ’exposant de Lyapunov asymptotique

1
A= sup sup limsup - In||Vz0'(0)|| > 0 (10.113)
9eDy ||i]|=1 t—+oo T

alors

p(t) = [6(1,00)) (D (1, 00)| + O (X2 Dy) (10.114)

ot zﬁ(t, o) est solution de l’équation de Schrodinger pour les conditions (1/;0,90) € H x Dy
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Idée justifiant cette conjecture : o
De I’équation 10.109 et en utilisant le fait que le systéme dynamique préserve la mesure (¢!(I') =T
et |det(0¢h)|pu(p'(0))db:...d0" = p,(0)db*...d0"™ = dp(0)) nous avons

focz)\cj,,e (X5 —x2) /fA v N\ Z i, ><Zu],9]]b0(zp(0))du(9)d)\du (10.115)
= focv\cj,,e (v = X“)t/ I (O)| Zpi, 0)(Zpj, 0| Lt (DO () ) w(0)dM\dv (10.116)

ou pour simplifier les notations nous écrivons ¢ grd\ = go + F gadA.
Nous supposons que (I', !, 1) est mélangeant. A cause de la propriété 11 nous avons

. Lot (py)(0)
i [ Frsl0)| 21, 0){ 23, 012 2L du(0) (10.117)
o g Iy (0)
= dim_ [ £ru(0)1Z00,0){Zns 01du(®)T D0 0) (10.118)
_ . . ]IDO(Q)
= [ el 0) Zns 010 (0) | RS an0) (10.119)
= [ 15s(0)1Z111,6)(Z11 O1du(6) (10.120)

Puisque LT > 7, nous pouvons supposer que |Zu;, #) parcourt uniformément l'intégralité de la sphére
de Bloch S2. Nous avons avec 1 = cos(9)|1) + €' sin(9)[2) et ¢+ = sin(9)[1) — *® cos(¥))[2) :

cos? e? sin(29) ) dide
/SQ [9)(Pld2 = /9 O( ) QSmQ(ﬁ) ) o3 (10.121)
-1 (0 1) (10.122)
et
_ sin 219) e'?sin?(0) \ dvde
/S2 () ([ = /ﬂ - ((3 o) %Sin(w)> . (10.123)
= (8 8) (10.124)
Il suit que I
[ 12115.0)( 213, 01d0) = 5, (10.125)

Par la propriété 14, pour A # v, [ fa—,(8)du(6) = 0. Nous pouvons alors supposer (cela demanderait
une justification rigoureuse) que

Iy
[ 550(0)1211,6) 2y Bld(6) = 63,57~ v) (10.126)
Les états mixtes satisfont alors
2 —
tliinoop E f\cl)\\ d)\ (10.127)

De plus (Yo|tho) =1 X [ci(0)]? =1 < X, § § cintiv Jp fron(0)du(0)dAdv = 3, ¢ |cin|?d\ = 1. Nous

avons finalement

Iy
tlg-noo p(t) = 5 (10.128)

t

Nous supposons que (I, ¢, ) est chaotique. Par définition , VA C T" ensemble mesurable

V91,92 €A H |Z,U,Z‘,91> |Z,uz,02>H O(KA) (10.129)
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Soit g € Dy nous avons V6 € ¢t(Dy)
| Fa—v (O Z i, 0)(Z 117, 0] — Fr—u (9" (00))| Z i, " (B0))(Z 11, ' (B0)| [| < O(L9"(Do))  (10.130)

car || ) (@] —|¢o) (ol [| = || [)}(] = [¢0)(B] + |10} (D] — [0} (ol || = [| [¢ = 1o)(d] + [¢0) (¢ = ¢ol || <
1Y — ol| [|o]] + 1vol] ||¢ — ¢ol|- De plus 0 et o' (0y) sont dans o'(Dy), donc la norme des différences
de vecteurs est de 1'ordre du diametre de ¢(Dyp). Nous avons alors

| @0 o | . 2n(6)
/Ff,\,y(0)|ZuZ,0)(Zﬂj,9\ *"M(DO) du(9)—/¢t(D0) fH(H)IZuz,0><Zug,9\M(DO)

= P (" (00))| Z 1, ' (00))(Z 1, 0" (80) | + O(£" (D))
(10.132)

() (10.131)

En effet, comme nous intégrons sur quelque chose de petit, I'intégrale devient la valeur de la fonction
sur ce quelque chose de petit auquel nous ajoutons un reste. Il suit alors

p(t) = S § § e 00N o (61(00))| Zpa £1(60)) (2, ' (60) A + O£ (Dy)
iJ

(10.133)
= [4(t,00)) ((t, 0)| + O(£L" (Do) (10.134)

Finalement, par définition des exposants de Lyapunov (I’écart entre deux points croit le long du
flot comme '), V0,02 € Do, dist (|Zpi, ' (01)), | Z i, ' (02))) < eAtdist (| Zui, 01), | Zpi, 02)). 11 suit
que £¢t(Dy) < XL Dy.

Nous voyons d’apres I’équation 10.112 qu’'un systeme mélangeant présente pour un grand ¢ une
forte décohérence et une forte relaxation vers une équipartition. Mais si il est chaotique, au début de
I’évolution, ’état du systéme reste pur avec une impureté (entropie linéaire ) 1—tr(p(t)?) = O(e24 Dy)
(1 — tr(p(t)?) est une mesure d’impureté, plus ce facteur est petit, plus le systéme est pur).

Nous espérons démontrer la formule de I'horizon de cohérence avec une analyse ressemblant & celle
qui vient d’étre faite. En étendant cette idée de démonstration, nous espérons aussi déterminer la
pente de I’évolution de ’entropie quantique.



Conclusion

Dans la partie précédente, nous avons étudié les systéemes de spins soumis a des frappes perturbées
chaotiquement. Nous avons vu que les évolutions de la cohérence et de I’entropie présentent un laps de
temps avant que la cohérence chute et que ’entropie commence a croitre. Ce temps est appelé horizon
de cohérence et nous en avons déterminé une formule empirique. Il serait intéressant de comprendre la
transmission du désordre du bain de frappes aux systemes de spins. En particulier, pourquoi ’horizon
de cohérence est-il plus grand que I’horizon de prédictibilité ? Pourquoi le désordre dans le bain de
frappes ne se transmet-il pas immédiatement au bain de spins?

Pour ceci nous avons commencé a étudier la théorie de Koopman. Nous avons rappelé en détail
les différentes composantes attendues dans la spectre de Koopman et les propriétés des fonctions
propres associées. Dans un second temps, nous avons analysé ’évolution de la dynamique de Koopman-
Schrédinger pour laquelle nous avons obtenu une conjecture trés intéressante. Nous avons vu que
le départ de l'entropie quantique dépend de la pureté du systeme. Plus le systéme est pur, moins
son entropie va augmenter. Nous espérons pouvoir tirer de la conjecture une analyse plus fine de
I’horizon de cohérence. Cependant ceci n’est qu’une conjecture et nécessite encore d’étre démontrée
rigoureusement.

Le travail réalisé au cours de la these se termine ici, mais il reste de nombreuses autres analyses
a faire : adapter I’analyse pour un systéme dynamique en temps discret, faire les analyses théoriques
concernant I’horizon de cohérence et les comparer aux analyses numériques avec les différents systemes
que nous avons vu précédemment (chat d’Arnold, Standard map, glace de spins, systémes dynamiques
dissipatifs), trouver des signatures des propriétés du systéme dynamique classique dans le systéme
dynamique quantique. Analyses ot la présence d’exposant de Lyapunov quantique (voir [84]) pourrait
trouver une utilité pour les recherches futures.
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Conclusion et perspectives

Pour ce travail de these, nous avons commencé par déterminer les effets du couplage sur un systéme
de spins. Pour ce faire nous avons étudié des chaines de spins au travers de trois couplages différents :
Heisenberg, Ising-Z et Ising-X. Ceux-ci peuvent n’induire aucun effet, faire varier la vitesse d’oscillation
de la population, avoir des oscillations périodiques de la cohérence, augmenter ou diminuer la cohérence
et faire chuter la cohérence et relaxer la population pouvant atteindre la distribution microcanonique
(la population relaxe vers % et la cohérence chute a 0). Le couplage permet donc de transmettre des
informations entre les différents spins de la chaine. Nous avons aussi continué I’étude en complexifiant
le systéme. Pour ce faire, nous avons rajouté un controle et étudié le comportement adiabatique d’un
systéme quantique bipartite (systéme constitué de deux sous-systeémes) décrit dans 1’espace de Hilbert.
Le couplage entre le systeme et ’environnement est perturbatif. Nous avons vu qu’il existait trois
régimes adiabatiques définis en fonction des temps caractéristiques du systéme et de I’environnement.
Il y a : le régime adiabatique trés fort pour lequel le temps caractéristique du systéme 7g est tres
petit devant la durée du controle T et devant le temps caractérisant la perturbation du systeme
par l'environnement 0¢ (équivalent aux théorémes adiabatiques usuels), le régime adiabatique fort
pour lequel 75 est de méme ordre de grandeur que 6¢ et 6¢ est trés petit devant T, et finalement le
régime adiabatique faible pour lequel 6¢ et 75 sont de méme ordre de grandeur que 7. Ceci permet,
dans ce dernier régime, d’avoir des transitions, ce qui peut rendre la dynamique plus riche d’un
point de vu comportemental. Nous avons aussi déterminé les formules de transports adiabatiques
associés aux théoremes adiabatiques. Nous avons montré ’existence d’une phase géométrique a valeurs
opérateurs. Une question importante serait de savoir ce que devient cette phase géométrique a valeurs
opérateurs ainsi que les trois régimes adiabatiques dans le cas d’un couplage fort entre le systeme et
I’environnement.

Cependant les systémes quantiques ne sont jamais isolés et I'interaction avec leur environnement
peut entrainer des comportements plus riches mais surtout plus compliqués. En particulier nous avons
regardé le cas de systemes de spins couplés ou non, frappés par des impulsions magnétiques ultra-
courtes. Ces impulsions sont perturbées par un environnement classique modifiant & la fois la force et
le retard de chaque frappe. L’environnement classique peut étre stationnaire, de dérive linéaire, Mar-
kovien et microcanonique. Nous avons vu que plus I’environnement était désordonné dans le temps
(sachant que le moins désordonné est l’environnement stationnaire, et le plus désordonné est 1’envi-
ronnement microcanonique) plus le systéme allait vers la distribution microcanonique. Plus le systéme
présente un désordre initial, que ce soit des états de spins différents, ou dans I'amplitude de pertur-
bation initial des frappes (retards et/ou forces de frappes entre deux spins différents sont les mémes
ou treés différents) alors plus le systéme va se rapprocher de la distribution microcanonique. Nous
voyons donc qu’il y a une forte transmission d’informations entre ’environnement et le systeme. La
perturbation des frappes dans ’environnement induit une perturbation des spins dans le systéme qui
deviennent désordonnés. Cependant cette transmission de I'information ne permet pas de réaliser dans
de bonnes conditions du contréle quantique. Nous avons vérifié que les résultats trouvés étaient inva-
riants d’échelle. Une étude future serait de regarder les effets d’environnements réalistes. En effet ici
nous avons fait une liste exhaustive des effets pouvant intervenir dans la cohérence et la population
d’une chaine de spins et d’un ensemble de spins pour des environnements académiques. Réaliser la
meéme étude sur des environnements non académiques permettrait de savoir rapidement dans quelle
classe d’environnements il se situe (stationnaire, de dérivé linéaire, Markovien ou microcanonique).

Afin d’étendre encore la complexité de notre modele, nous pouvons utiliser un environnement
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classique présentant des propriétés particuliéres. Toujours afin de comprendre la transmission d’infor-
mation entre le systéme et I’environnement, nous avons utilisé des automorphismes continus sur le tore,
la Standard map et les environnements chaotiques dissipatifs a trois dimensions du type Lorenz. Pour
ces environnements chaotiques, nous avons vu qu’avant un laps de temps correspondant a 1’horizon
de cohérence, le systeme restait cohérent alors qu’apres il allait vers la distribution microcanonique.
En particulier si la frappe est dans la direction d’un vecteur propre, toute la cohérence est conservée
pendant la durée de I’horizon de cohérence. Un systeme chaotique présente la propriété remarquable
de sensibilité aux conditions initiales. Ainsi au départ, les frappes sont toutes les mémes jusqu’a ’ho-
rizon de prédictibilité ou elle deviennent différentes. Ce désordre dans les frappes est transmis aux
systemes de spins a partir de I’horizon de cohérence qui est supérieur a ’horizon de prédictibilité.
Ceci nous a permis de réaliser du controle pendant la durée de ’horizon de cohérence. Le premier
contrdle est réalisé avec une chaine de spins couplés par une interaction d’Heisenberg et frappés dans
la direction d’un vecteur propre. Nous mettons le systéme initialement dans un état particulier et nous
le laissons évoluer librement ce qui correspond & de la transmission d’information entre les spins. Pour
le second, nous considérons une chaine de spins fermée couplée par une interaction d’Heisenberg et
nous agissons directement sur les spins par des frappes stationnaires pour leur donner une direction
de transmission de I'information et imposer un point de "stockage" de I'information. De plus pendant
le durée de ’horizon de cohérence, nous avons pu réaliser une porte logique, la porte not. Des études
futures consisteraient a refaire cette analyse pour des environnements chaotiques existant comme par
exemple de la RMN en environnement biologiques chaotiques (réaction diffusion [28, 29], activités
électriques des cellules [26, 72, 82, 77, 33]).

Si des environnements concrets pouvaient présenter les mémes propriétés que les environnements
chaotiques alors il serait possible de réaliser toutes les portes logiques pendant la durée de I’horizon
de cohérence et peut étre méme de réaliser un ordinateur quantique. En effet, le probléme majeur
aujourd’hui pour créer de tels ordinateurs est la présence de décohérence. Comme cette décohérence est
nulle ou presque pendant la durée de I’horizon de cohérence, peut étre que I’environnement chaotique
serait un bon atout a utiliser. De plus il pourrait étre intéressant d’essayer de réaliser d’autres portes
logiques, comme la porte de Hadamard. Nous pouvons noter que les résultats obtenus dans la troisiéme
partie ne changent pas si nous remplagons la perturbation de la force et/ou du retard de frappes par
la perturbation de la direction de frappes.

Nous avons déterminé une formule empirique de I'horizon de cohérence, le but de la derniere
partie est de trouver une formule mathématique de cet horizon. Nous voulons mieux comprendre
comment 'information se transmet entre le systeme classique et le systeme quantique et en particulier
pourquoi ’horizon de cohérence est supérieur a 1’horizon de prédictibilité, autrement dit, pourquoi
le désordre dans le bain de frappes ne se transmet pas immédiatement au bain de spins. Nous avons
déterminé une conjecture dans cette partie qui permettrait de commencer a répondre a ces questions
mais la démonstration est incomplete. Des études futures consisteraient a démonter cette conjecture, a
refaire ’analyse en temps discret (pour traiter des automorphismes continus sur le tore), & essayer de
comprendre la pente de 'entropie quantique (qui semble liée & I'entropie classique cumulée). Et bien
stir il faudrait confirmer numériquement les résultats ainsi obtenus. Il s’agirait également d’appliquer
les approches du controle adiabatique avec phases a valeurs opérateurs aux états de quasi-énergies et
d’étudier la distribution d’espacements de niveaux de quasi-énergies afin de faire le lien entre le chaos
classique du systeme dynamique et le chaos quantique du systeme de spins qui lui est asservi.

Ce probléme peut encore étre complexifié. En effet nous avons dit que pour comprendre la trans-
mission de l'information de ’environnement vers le systeme, nous négligions 'effet direct du bruit
environnemental sur le systeme. Pour avoir un probleme complet, qui prenne en compte tous les ef-
fets possibles, il faudrait rajouter cette perturbation du systeme par ’environnement au travers d’un
bain thermique (équation de Lindblad [19]). Toute I’étude réalisée ici devrait alors étre refaite pour
comprendre les effets conjoints des deux sources de décohérence.



Annexe A

Opérateur d’évolution d’un systeme de
spins frappés

Cette démonstration reprend celle effectuée dans [99].
Nous voulons montrer que I’opérateur d’évolution du n-ieme spin a la i-ieme frappe est caractérisé

par
(l)

U = ¢ G 4 (oW 1)) e (A1)

L’hamiltonien du n-iéme spin est caractérisé par

H,(0) = Ho + hwoW > AD6(0 — 2im + o)) (A.2)
€N

Sur [2im,2(i + 1)7], on a
avec gogf) le retard de la frappe qui aurait due étre en 0 (frappe pour 6 = @Sf) plutot que 6 = 0).
L’opérateur de monodromie a la i-ieme frappe est

: 2n 1 o)
UD = U(©2(i + 1), 2ir) = _Zfo AN "
= U(27T7 8051) + E)U(gogf) +€,0) avec € < 1 (A.5)
I (i) . i ;
= lim ']I'e_Z fjﬁi)“ %dt lim 'JI'e_z 0% : (;I”% +WAL 60 ’(1)))&9 (A.6)
e—0 e—0 :
s W e (o ADWs0—p) ) do
—e el o (2m—n, )25’%71} N (hw0+ (0—¢ )) A7)

Il reste a déterminer le second opérateur d’évolution. Pour ceci nous utilisons le théoréme des
représentations intermédiaires [64].

@
+6( 0 D Wl ))de

—1
U +e, 0) = lim Te o (A.8)
(i) 9 Hg 0 Hg _
. J“Pn 2 fo‘Pn te Te 0 hwo )\(Z)WT f() hw(g a6’ 5(974p5;))d9
S O (A9
@, Ho, . Ho, ,
n’ te Fuw 4 v 2
=lime hwowg)'ﬂ‘e_lfoso TR0 NI We 0" 5(0- 1) db (A.10)

e—0

Nous passons a la dernieére équation car Hy est diagonale. Donc ’exponentielle ordonnée est égale a
son exponentielle normale.
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Pour tout opérateur K(6) on a

o e

_, (e RO) ALY oD te N ,
et o™ T KONO-AD _ g 3N (pyn /0 K(61)5(61 — o) /0 K(02)5(65 — o)...

—

On—1 .
/ K(0,)8(0 — 0@)db,,...d0y  (A.11)
0

0 te . 4
[T K001 - o0 = K(ol?) (A12)
0
wsf)%-e son)+e
/ K(601)5(0;—p® / K(02)5(03—pD)d0ydb; = / / §(01—)6(02— D) dB2d,
0 0 Oo=
. (A.13)

La double intégration sur [0, go,(f) + €]? définie par 0 < 0y < 01 < 4,0% ) + € donne

( )+e ( )+e )-I—e ) )
/9 /9 5(01 — ©N)6(02 — ©)dbdo, = /9 /9 501 — N§(0y — o DVdh1dh,  (A.14)
1= 2=

(“+e >+€ 4
- / )56y — o0))dBydf  (A.15)
61= Oo=
Donc
o) e o0y
/ / ()5(0y — o)) dBadfy — / / ()5(0y — o)) dBodb;
01= D= 61= Oo=
o) e >+€ ‘
+ /9 0)5(8y — o) dbodty | (A.16)
1=

oD e 0, oD e ol e ‘
/ / 501 — )5(82 — o) d2dl; = / / 5(01 — p{)3(0g — o) dbady (A.17)
o 02=0 01=0 Joo=

=0
0 2
1 9077. +e .
_ ( / 5(6 — gogﬁ)de) (A.18)
2 \Jo
1
=_ Al
; (A.19)
Donc
(@) (4)\2
Pn +e . 91 . K "
[ K00 - o) [ K @a)60: — D)oy = KES (A.20)
De méme
e ‘ On1 , K (o
/0 K(61)5(6: — ng>).../0 K(6,)5(6n — 0(0)db,...d6, — (fu S (A.21)
1+ L (0)5(0— —1K 80%))) ()
Te o RO )0 _ g Z = e (en) (A.22)
Revenons au probleme
(), ,Hoo . _ Hoo . Hool) Hool)
lim Te " Jo e hwo )\,(J)We hwo 5(0—<p£f))d9 — o hwg )\(Z)We hwq (A23)

e—0



(4) (4)

) (@) Hoep, Hoep
. _,Ho _ @)y _ Hoep *"hw (%) " "hw
Uéz) —e " hwg (2m—pn )6 ¥ hag et 0 N\, We 0
) (4)
—oHo (or_ (0 Dy —gHoen”
— o g (ZTmen) o W T g
Nous avons aussi comme W = W?2 = W"
. +o00 (D\k
(i) (=)
—\y W n n
e =1 E W
3+ il

k=1

Finalement
Ho

Ul = o Viwg (27—

245

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)



246 ANNEXE A. OPERATEUR D’EVOLUTION D'UN SYSTEME DE SPINS FRAPPES



Annexe B

Démonstration de la présence
d’anholonomie

La démonstration de 'anholonomie de Cheon est présente dans la publication [68].

Nous avons
H(t)=Ho+ AW Y _6(t —T) (B.1)
I€EZ
L’opérateur d’évolution associé dépendant de A est

—1HgT AW

Uy=e " e & (B.2)

Soit Ag la premiere valeur de la force de frappe, alors nous avons

—1HgT —aAgW

Uy, =€ 7" e & (B.3)
A=W
= Uy =Uye " » (B.4)

Nous nous plagons dans le cas ou opérateur de frappes est un projecteur de rang 1, i.e. W = |w){(w|.
L’équation aux valeurs propres de 'opérateur de monodromie est :

UxlGn (X)) = 20 (X)[¢n (X)) (B.5)

avec zp(A) = e~ nMT Tranalyse des équations donne deux sortes de vecteurs propres triviaux a Uy,
Pour le premier, nous supposons qu’un vecteur propre |() de Uy, est orthogonal & |w) (la direction de
frappes).

W) = |w)(w|¢) =0 (B.6)
La valeur propre associée est zg. Dans ces conditions
1(A—Ag)W
UxC) = U™ 7 Q) (B.7)
D’apres I’équation B.6,
= Ux¢) = Uxol€) = =0l¢) (B.8)

|¢) est vecteur propre de Uy avec une valeur propre qui est constante et indépendante de .

Pour le second cas, nous supposons que |w) est un vecteur propre de Uy, et que la valeur propre
associée est zg. Comme des vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes sont orthogonaux,
tous les vecteurs de Uy, sauf |w) sont orthogonaux & |w). Comme ces vecteurs sont orthogonaux a la
direction de frappes, ils vérifient le premier cas donné ci-dessus. De plus, comme

A=W
Uplw) = Uppe™ 5 [u) (B.9)
A=) |w) (w]
= Uy e 200 (B.10)
_1(>\—A0)
=Uye 7 |w) (B.11)
_*A=X0)
=zpe  h |w) (B.12)
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% 2 I N I A
T

FIGURE B.1 — Cyclicité des quasi-énergies et choix d’une valeur seuil. Les différents traits montrent
trois types de cyclicités différents : le premier par des traits droits, les deux autres par des traits
pointillés.

1(A—=Xg)
alors, |w) est vecteur propre de Uy avec la valeur propre zpe™ ~ & ‘ dépendant de .

Dans la suite, nous allons nous placer dans un espace de Hilbert réduit ne contenant pas les deux
cas triviaux donnés ci-dessus. De plus, nous supposons que le spectre de Uy n’a pas de dégénérescence
VA. Dans le cas contraire, des quasi-énergies se croiseraient, ce que nous voulons éviter pour le suivi
adiabatique. En effet, soient u; et uy deux valeurs propres identiques, et soit |w) = ...+ |u1) +|ug) + ...,
alors (w|u; —ug) = 0. Or |u; & ug) est aussi vecteur propre de Hy. Il y a donc bien une valeur propre
constante car |w) est orthogonal & un vecteur propre de Hy. Ceci induit dans le graphique des quasi-
énergies, une droite coupant les autres quasi-énergies.

Expliquons pourquoi nous ne considérons pas non plus les deux classes de vecteurs propres pré-
cédemment citées. Comme dans les deux cas triviaux zg est indépendant de A, la quasi-énergie 1’est
aussi. A ce moment la, quelque soit la frappe, la quasi-énergie est la méme. Il n’y a pas d’anholonomie
a cause des croisements dus a la quasi-énergie constante.

Comme le spectre de Uy n’est pas dégénéré, ceci permet de dire que :

05 [(wl¢)] st (B.13)

La premiéere inégalité s’explique car si U est non dégénéré, alors |w) est non-orthogonal & tout vecteur
propre |¢) de Uy. Si la seconde inégalité était absente, |w) serait un vecteur propre de Uy. Or si |w)
est vecteur propre, d’aprés ce que nous avons dit dans le premier des cas triviaux, tous les vecteurs
propres de Uy sont orthogonaux a |w). Ceci est faux comme |(w|()| # 0.

D’apres le théoreme de Floquet [37], le spectre des quasi-énergies est périodique. De plus dans notre
cas, elles sont 27 périodiques en A. Supposons qu'il existe N quasi-énergies x,, () (avec N = dimH).
De par la cyclicité du spectre des quasi-énergies, nous devons choisir un seuil. Nous avons tracé (figure
B.1) sur une fleche la cyclicité de trois quasi-énergies. En fonction de la valeur seuil choisie, nous
devons redéfinir ’énergie seuil xg. Nous avons ainsi tracé trois cycles différents. Le premier délimité
par des barres verticales complétes et les deux autres par des barres verticales avec des pointillées.

Ainsi, pour N quasi-énergies, il existe N possibilités de quasi-énergies seuil. Une fois ce choix fait,
nous lui assignons n = 0. Ensuite x,(\) augmente avec n. Plus précisément

Xo(/\o) < x1(Ag) < ... < xn=1(X0) < x0 + 2rhT ! (B.14)
ot xo(Xo) et xo(Ao) + 2rAT ! correspondent & la méme valeur propre zg(Ag) = e~X0(A0)T Aingi, n

est identifié avec n + N.

Nous voulons ensuite savoir ce qui arrive lorsque A augmente de 27. Si x,, était effectivement une
fonction 27 périodique alors x, (A + 27) = xn(A). Mais vérifions le en regardant quelle valeur prend n
apres un cycle 27. Pour ceci, évaluons

)\0+27T 8Xn()\)
Ay, = d\ B.1
X /A 0 " (B.15)

Normalement, dans le cas d’une fonction 27 périodique f, K})OH” f(x)dx = f(xo+2m)— f(x9) = 0. Ici,
nous posons Axo = Xu(Ao) — xo(Xo) mod(2rhT~1). Autrement dit, apres une variation A de 27, nous
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A=0 Ko KXo }
A=2m ‘ Y ‘ e
. Yo  XiXz2iXo KiXz

FIGURE B.2 — Manifestation de I’anholonomie de Cheon. Le suivi adiabatique d’une quasi-énergie en
fonction d’un parametre variant périodiquement permet de passer sur une autre quasi-énergie au bout
d’une période de ce dernier. L’axe horizontal représente le spectre des quasi-énergies périodiques sur
R.

envisageons le fait que nous ne retrouvions pas la méme quasi-énergie. xo(Ao) varie jusqu’a x,(Ao)
lorsque A croit de Ag jusqu’a Ao + 27. Pour déterminer la valeur de p, nous évaluons la formule de
Hellmann—Feynman :

Oxn(N) _
o\

Comme dit précédemment, W est un projecteur donc W2 = W. Cette égalité implique que les valeurs
propres de W sont soit 0, soit 1. Nous obtenons alors

AT~ (W)W [Ca(A)) = AT~ [(w]Gu (M) 2 (B.16)

Ixn(N) -1
0< <hT B.17
) N ( )
Or, d’apres 1’équation B.13, 0 < [(w|(,(A))| < 1, donc
Ixn(A) -1
0 rT B.18
<oy < (B.18)
Ceci donne pour Ay,
Ao+27 Ao+27 Ao+2m
/ 0d) < / DnlY) / BT dA (B.19)
o o O 2o
&0 < Axn < KT + 27 — o) (B.20)
& 0< Ay, < 2rhT™! (B.21)

De ce fait 0 < u < N car si = N, xn(Xo) = xo(Xo) + 27hT ! et Axg = 2nhT 1.

Ainsi, nous voyons bien que lorsque A varie de 0 a 27, nous passons de la quasi-énergie xo(Ao)
a Xu(Ao) avec 0 < p < N. Ceci correspond a l’anholomie de Cheon. Nous pouvons la représenter
graphiquement pour trois quasi-énergies figure B.2. Au bout de 67, nous retrouvons la quasi-énergie
seuil pour p = 1.

Nous voulons trouver la valeur de p. Dans le cas d’un systéme a deux niveaux comme il n’y a que
deux quasi-énergies,
Xn(Ao + 27—) = Xn+1(Ao) (B.22)

le signe moins est ajouté car lors d’une variation, nous passons de Ag & Ag + 27 par valeurs inférieures.
Pour montrer que I’équation B.22 est toujours vérifiée pour N > 2, analysons

Ao+2m
ZAXH_ Z/O+ 8X" Jax (B.23)

Ao+27
37 / (Gl WG} (B.24)

h o+27r
== / )dA (B.25)
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avec tr représentant la trace matricielle. Or, comme W = |w)(w|, tr(W) =1 et

—tr(W)d\ = T

Ao+2m A 2Qhr
_ 2hr B.26
/ T (B.26)

Est-ce que xn(Xo + 27—) = Xn+pu(Xo) mod(2nhT 1) vérifie bien la formule précédente Vy ?

N— N-—
> Ax Z X (o +27=) = xn(A0)) (B.27)
=0 n=0

N-1
Z Xnan(Ao) = D xn(Ao) (B.28)
n=0

Les quasi-énergies correspondant aux indices 0 < n < N sont dans un méme cycle. L’indice de
la quasi-énergie dans la premiére somme est n + N. Pour rester dans un méme cycle, il faut que
0<n+4+pu<N=—pu<n<N —u En dehors de ce cycle, nous appliquons le modulo @ pour y

retourner.

N—1 N—p—1 N-1 N-1
D A= 3 xu(h) + 20 Xnep(Ro) = D2 xn(Mo) (B-29)
n=0 n=0 N_/J‘ =
N-1 p—1 i N-1
= Z Xn(/\O) + Z (Xn()\o + ) Z Xn /\() (B.30)
n=p n=0
h
(B.31)
Le deuxiéme terme de la deuxiéme égalité vient du fait que n + y = m = Z “u Xn—O—p(/\O) =

N-1 .
2N th Xm (o). Nous décalons ensuite d’une période N ce qui revient a ajouter =7 2hm 3 1a quasi-énergie.

Nous retrouvons ’équation B.26 que lorsque p = 1. Et nous avons bien x, (Ao —|— 27—) = xn+1(No)
VN > 2.

Nous pouvons nous demander si i est toujours de 1 lorsque nous modifions les parametres initiaux
et en particulier la dimension. u dépend directement de la forme de W. Il faut que celui-ci soit un
projecteur sinon nous ne pouvons faire ce développement car W # W2, Ses valeurs propres ne seraient
alors pas 0 ou 1.

En plus de la condition W = W?2, il faut reconstruire I'espace de Hilbert réduit que nous consi-
dérions pour W = |w)(w|. Prenons par exemple un projecteur de rang 2, W = |wi)(w1| + |wa) (wa].
Les deux conditions précédentes conservent la méme structure. En effet, pour la premiere condition
nous supposons qu'un vecteur propre |() de Uy, est orthogonale & |wq) et |wg2) et la valeur propre
correspondante est zg. Ceci implique que |¢) est aussi un vecteur propre de Uy VA et la valeur propre
2o ne dépend pas de A. Pour la seconde condition, nous supposons que |wq) et |ws) sont vecteurs
propres de Uy, et la valeur propre associée est zg. Ainsi, tous les vecteurs propres de Uy, sauf |w;) et
|wa) sont orthogonaux & |w;) et |wa) et sont reliés au premier cas. Sur ce principe, nous pouvons aller
jusqu’a un projecteur de rang n.

Ainsi, il faut d’une part que |w) ne soit pas vecteur propre de Uy, et d’autre part réduire l'espace
de Hilbert en excluant les éventuels vecteurs propres de Uy, orthogonaux a |w).



Annexe C

Définitions et propriétés des entropies

Toutes les propositions, théorémes et définitions présents ici sont tirés de [7] dans lequel sont
présentes les démonstrations.

C.1 Entropie métrique

Partition d’un espace mesurable

Soit I' un espace mesurable, i.e un espace équipé d’une mesure u et d’une tribu, dont nous voulons
faire une partition, par exemple un rectangle. Pour ceci, il suffit de décomposer le rectangle en sous-
ensembles mesurables tel que la réunion de ces ensembles reforment ’espace de départ, comme ce qui
est fait figure C.1.

Pour définir mathématiquement ce qu’est une partition mesurable, nous avons besoin de la notion
d’espace topologique. Un espace topologique est un couple (I',7) ou I' est un ensemble et 7 une
topologie. La topologie est ’ensemble des ouverts (par définition, un ouvert est un élément de 7).
Un espace de probabilité est un triplet (I', 7, ) ou I' est un ensemble décrivant tous les événements
élémentaires possibles (cela peut étre un ensemble discret ou un espace topologique), 7 est une tribu
sur I', qui est I’ensemble de tous les sous-ensembles de I' qui constituent un événement possible. La loi
de probabilité u est une application de 7 dans [0, 1] qui & une partie O de I se trouvant dans la tribu 7°
associe sa probabilité de survenue (i.e. la probabilité pour qu’au moins un des points de O se produise).

Soient deux partitions a et v. Nous supposons que la partition « est présente dans « mais qu’en
plus la partition « est plus fine. Nous notons cette nouvelle relation o =< v qui signifie que « est moins
fine que v. Par exemple figure C.2, a et v sont deux partitions d’'un méme espace mesurable. Nous
voyons que la partition o est contenue dans la partition v mais que la partition v est plus précise.
Ainsi « est moins fine ou plus grossiére que .

Ficure C.1 — Exemple de partition d’un espace mesurable formant un rectangle.
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o Y

FIGURE C.2 — «a et v sont deux partitions d’un méme espace mesurable. La partition de « est contenue
dans celle de 7. On dit que « est moins fine que .

L’entropie, une mesure de partition

Soit une grille dans laquelle nous jetons un ensemble de points suivant la mesure p. H,(«) est
I’entropie associée a cette répartition de points dans la partition o de I’espace mesurable. Sur cette
grille, nous rajoutons une application ® préservant la mesure et qui modifie la répartition des points
dans ’espace mesurable. Ainsi, & chaque application de ® sur un espace mesurable I', la grille de
partition « et donc H,(«) sont modifiés.

Soit h,(®) I'entropie moyenne que fait gagner ® a chaque application. Pour ceci nous appliquons
® un tres grand nombre de fois. Nous calculons alors H,,(«) pour une partition o donnée et on fait la
moyenne.

Cependant, il est important de noter qu’en mathématiques, le fonctionnement est inverse, ® ne
s’applique pas sur les points mais sur les partitions. C’est pourquoi nous sommes obligés de considérer
&~ 1. En effet prenons par exemple une application amplificatrice. Si nous appliquons ® sur les points,
a un moment les points sortent de la partition fixe et nous perdons de I'information. Si nous agissons
sur les partitions et que nous prenons @, les cellules sont de plus en plus grandes et nous gagnons de
I'information (ce n’est pas équivalent au cas ou ® agit sur les points). Au contraire, si nous appliquons
®~! sur la partition supposée finale, la partition diminue et nous perdons des points. Nous retrouvons
donc une équivalence.

Pour imager tout ceci, nous pouvons considérer I’exemple de la regle a 1 dimension. Un point que
nous déplagons le long de la regle revient a faire bouger la régle dans 'autre sens du déplacement du
point pour l'atteindre.

Afin d’obtenir la valeur de lentropie métrique, considérons I(;(A)) le manque d’information as-
sociée au micro-état A de la partition «, une fonction allant de [0, 1] — [0, +o0]

Hy(o) = Y 1(u(A)) (C.1)

Aca

De plus, le manque d’information doit vérifier
I(u(A) =1) =0 (C.2)

Il n’y a pas de manque d’information, nous savons exactement ou se trouvent les points. Elle doit aussi
vérifier

I(u(A) = 0) = 0 (C.3)
Car nous savons parfaitement que le systéme ne se trouve pas en A. Finalement de ces conditions,
nous trouvons

Hy(a) =) —pu(A) In(u(4)) (C.4)
Aca

De plus pour une distribution uniforme nous avons pu(A4) = é avec ) le nombre de micro-états total
(Q = card(«)), alors

H,(a) =1n(Q) (C.5)
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Propriété de ’entropie métrique agissant sur une partition

Afin de définir les propriétés reliées a ’entropie, nous avons besoin de définir I’entropie relative de
« par rapport 8. Nous déduisons facilement de I’équation C.4

Ly _AnB) uanB)
mo = ¥ () 0

L’entropie est une fonction additive suivant la proposition suivante

Proposition 10. Additivité de ’entropie
On a
Hy(av Bly) = H(a|BV )+ H(B]Y) (C.7)

avec la partition jointe a V3 ={ANB/A€a,B € ,ANB # o}.
Si la partition « correspond a l'espace total alors H,(a) = H,(a|{T'}). Nous obtenons facilement

ceci car % = p(A). La proposition précédente devient donc

Corollaire 2. H,(aV )= H(a|B) + H(B)

Le fait de connaitre quelle partition est plus fine qu’'une autre, par exemple o < 3, permet de
connaitre 'entropie la plus grande car I’entropie est une fonction monotone de la relation de finesse.
Il est alors possible de comparer les entropies entre elles.

Proposition 11. Monotomie de l’entropie

1. si o = B, alors H(a|y) < H(B|Yy)

2. siy =< p, alors H(a|B) < H(alv)

Si la partition v correspond a l’espace total, nous obtenons facilement le corollaire suivant

Corollaire 3.
1. Sia=f, alors H(a) < H(pB)
2. H(a|B) < H(P)
3. H(a) — H(B) < H(alp)

En suivant les relations de finesse entre les partitions, il est possible de montrer la sous-additivité
de I'entropie

Proposition 12. Sous-additivité de ’entropie
H(aV Bly) < H(aly) + H(Bl) (C.8)

Si la partition v correspond a l’espace total, nous obtenons facilement le corollaire suivant

Corollaire 4.
H(aV p) < H(a)+ H(B) (C.9)

Proposition 13. Ezhaustion de l'information
Soit By = 1 2 ... 2 Bn 2 ... une suite de partitions mesurables de I' telle que la réunion U,cy Bn
engendre la tribu borélienne B. Alors H(«|Br) tend vers 0 quand n — +o0.

Lemme 1. Soient (I', T, 1) un espace de probabilité et C une sous algébre de Boole! de T qui engendre
la tribu T. Alors pour tout B € T et e > 0, il existe C € C telle que u(BAC) < e.
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\ \
AN
o \\ \\ \ \\ / ’
N\ 7\\ 7
BAC

FIGURE C.3 — La partie verte représente I'union disjointe des deux ensembles B et C.

BAC = (BUC) — (BNC) est appelé 'union disjointe (voir graphique C.3). On sait que u(B) =
Ji di(a) = [y In(a)du(x). Or

s = Tellp = [ o) = le(@)du(a)
= u(BAC)
Osizg BUC

=< O0sizeBNC
1 sinon (x € (BUC — BNCQC))

Lemme 2. Soient (I',T,p) un espace de probabilité, et a une partition mesurable de T'. Alors, pour
tout n > 0, il existe € > 0 tel que, si B est une partition mesurable de I telle que pour tout A dans «,
il existe B dans 8 avec p(AAB) < e, alors on a H(a|f) <.

Propriété de ’entropie métrique agissant sur un systéme dynamique probabilisé

Un espace dynamique probabilisé est formé par un triplet (', 7, u) avec I' 'espace total, 7 une
tribu et 1 une mesure sur cette tribu. Nous passons & un systeme dynamique probabilisé en rajoutant
une application ® : I' — I' qui préserve la mesure. Nous obtenons alors le quadruplet (I, T, u, ®).

Lemme 3. La limite limy,_, o %H (\/?;01 <I>_i0z) existe. On l'appelle Uentropie de ® pour la partition
a, et on la note h(®,a) = h,(P(w)).

avec @~ la partition {®~¢(A)/A € a}.

Deux systémes dynamiques (I', T, u, ®) et (I, 77, 1/, ®’) sont dit conjugués s’il existe une applica-
tion ¢ : I' — T tel que
hod=3d o1 (C.10)
presque partout 2. Nous pouvons donc dire que 7 change le transformé par ® est équivalent & trans-
former par ® I'image de x par ¢

P(@(z)) = 2((¥(2)) (C.11)

Ce qui se résume par le schéma C.4.

1. Une algebre de Boole est un ensemble équipé par trois types d’opérations : et (zety=1siz=y=1letzety=0
sinon), ou (zouy=0siz =y =0et x ouy =1 sinon) et non (non z =0si x =1 et z = 1 sinon) et de deux éléments
{0,1}. Les éléments de I'espace obéissent & 1'associativité (z ou (y ou 2) = (x ou y) ou z et x et (y et z) = (z et y) et z)
, la commutativité (z ou y =y ou z et x et y =y et ), 'identité (z ou 0 =0 et (z et 1 = z), annihilation (z et 0 =0
et z ou 1 = 1), 'idempotence (z et z = x et  ou x = ) et 'absorption (x et (x ou y) = x et x ou (x et y) = x) par
rapport aux opérations et et ou, la distributivité de et sur ou (x et (y ou z) = (x et y) ou (z et z)) et le complémentaire
(z et non x =0 et x ou non x = 1) par 1’élément non.

2. une propriété P est vraie presque partout si elle est vraie sur I'\F avec u(F) = 0 la probabilité d’étre en F est
nulle.
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Y
r T
¢l
r >
v

FiGURE C.4 — Représentation schématique de la formule C.11.

Proposition 14. Si (I, T, u, ®) et (I, T, 1/, ®") sont deuz systémes dynamiques probabilisés conju-
gués (au sens de la mesure), alors

h(®) = by (&) (C.12)

Autrement dit I’entropie est un invariant des systémes dynamiques probabilisés.

Lemme 4. La suite Cp, = H (o] \/[—; ') est décroissante et converge vers h(®(a)).

Les C), sont donc des grandeurs qui permettent d’obtenir I’entropie de a sachant que nous connais-
sons I’entropie de \/!_; @ ‘a. Nous savons que I’entropie est reliée au manque d’information, c’est donc
le manque d’information que nous avons sur « par rapport au manque d’information de \/I; ®‘a.
Le manque d’information est donc une fonction de ® et dépend du désordre déja créé par ®. C’est
grace a cette quantité que nous obtenons I’entropie moyenne.

La proposition suivante montre que ’entropie moyenne est sous-additive et montre que 'inégalité
de Rokhlin est vérifiée.

Proposition 15. Soient (I, T, u, ®) un systéme dynamique probabilisé et o et B des partitions me-
surables de I'. Alors
1. h(®, 0V B) < h(®, ) + h(D, B)
3. Pour tout k > 1, on a h(®,a) = h(P, \/f:[) ®~'a)). De plus, si ® est inversible, alors h(®,a) =
h(q)7 Vf:—k (I)_ia)
Proposition 16. Pour tout k > 1, on a
hu () = kh, (D) (C.13)

Définition 23. Partition génératrice
Une partition mesurable o de I' est dite génératrice pour ® si la suite des partitions a, = \/j—o '«
engendre la tribu T ou si ® est inversible et si la suite des partitions o, = \/"__, ®'a engendre la

i=—n
tribu T .

Théoréme 11. Kolmogorov-Sinai
Si « est génératrice pour ®, alors
hu(®) = (@, ) (C.14)

Lemme 5. Soient (I',T, ) un espace de probabilité, o une partition mesurable de I', v une mesure
de probabilité sur (I',T) et s,t >0 avec s+t = 1. Alors

sHy (o) +tH, (o) < Hopyyrn(o) < sHy(a) +tH, (o) +1In(2) (C.15)
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Proposition 17. Soient (I', T, p, ®) un systéme dynamique probabilisé, o une partition mesurable de
I, v une mesure de probabilité ®-invariante sur (I',T) et s,t > 0 avec s+t = 1. Alors on a

.Z. hs;j,+ty((p7 a) — Shu((p, a) + thy(é, CY)
2. hsu—l—tu(@) = Sh#(¢> + thy(q))

C.2 Entropie topologique

Nous avons vu dans la section précédente la notion d’entropie métrique. Pour celle-ci nous avons
dii définir la notion de partition mesurable. L’entropie topologique se définit a partir de recouvrements
d’ouverts.

Nous travaillerons dans des espaces compacts métrisables I'. Un espace est compact si il peut étre
recouvert par un nombre fini d’ouverts. Un espace est métrisable si il est homéomorphe a un espace
métrique, c’est a dire qu’il possede une application bijective continue allant de cet espace dans un
espace métrique, dont la bijection réciproque est continue.

Soit U une topologie. N (U) correspond au nombre minimum d’ouverts que nous pouvons prendre
dans U pour recouvrir entierement I.

Définition 24. Recouvrement ouvert
Un recouvrement d’ouverts est un ensemble U d’ouverts de I' tel que | J, v =T

Pour toute application continue ® : I' — T, nous notons ® '/ le recouvrement ouvert {®~1(U)} yey
de T
Comme pour 'entropie métrique, nous définissons le recouvrement joint de U et V par

UVY={UNV/U€cU,V eV} (C.16)

Si chaque ouvert de V est contenu dans au moins un ouvert de U, alors V est plus fin que U et nous
notons U < V. Ces deux notions sont caractérisées par le lemme suivant

Lemme 6. 1. On a N(®7'U) < N(U) avec égalité lorsque ® est surjective
2. NUVV) < NU)N(V)
3. 85U =V, alors N(U) < N(V)

Maintenant que nous avons défini ce qu’est un recouvrement d’ouverts, regardons les propriétés,
définitions et lemmes associés a I’entropie topologique.

Soit O, le recouvrement de I’espace métrique compact par des boules de rayon e
B(z,e) ={y € I, dist(z,y) < €} (C.17)

(y un point de la boule considéré et z le centre de la boule).

Soit F' une partie de I’espace métrique compact I'. F' peut étre n’importe quel morceau de I'. 1l
peut par exemple étre I' lui-méme, I’ensemble vide, un ensemble de points isolés de I', un ensemble
de points continus de I', etc. Nous dirons que F' est e-dense si les boules centrées sur les points de F'
permettent de recouvrir entiérement I’espace métrique compact I.

I'= | ] B(z,e) (C.18)

zeF

Au contraire, nous dirons que F est e-séparé si deux boules centrées sur des points de F ont une
distance par rapport a leur centre supérieure a €. Ainsi les boules ne se touchent pas.

Nous définissons maintenant Ny(e) le nombre minimum de boules d’une partie de F' e-dense per-
mettant de recouvrir tout I'.
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Définition 25. On note Ny(e) la borne inférieure des cardinaux des parties e-denses de T'.

Nq(e) = inf N(UE) (C.19)

Fe-dense

avec Uy, recouvrement de boules de rayon € de F'.

Soit N)(€) la borne supérieure des cardinaux des parties e-séparées. Pour obtenir ce nombre, nous
prenons toutes les parties e-séparées. Pour chacune nous cherchons le recouvrement qui nécessite le
moins de boules de rayon e et nous choisissons celle qui a le plus grand nombre de boules (dans son
recouvrement minimum de boules).

Lemme 7. Pour tout € > 0, on a les inégalités
Nj(2€) < Ng(€) < Ny(e) (C-20)

Lemme 8. Soient I' un espace topologique compact, ® : I' — ' une application continue et U un
recouvrement d’ouverts de I'. Alors la suite des %ln [N (\/i]\ial (ID_iZ/{)] admet une limite finie quand
n tend vers 4+o00.

Nous notons cette limite

h(®,U) = lim m[ (\/ @"U)] (C.21)

n—oo n
qui représente 'entropie de ® pour le recouvrement ouvert U.
Définition 26. On appelle entropie topologique de ®, et on note hioy(®) 1élément de [0, 00| suivant

hiop(®) = sup H(®,U) (C.22)
u

Nous avons 1’équivalence suivante entre des dynamiques topologiquement conjuguées

Proposition 18. Soient (I', @), (T, ¥) des systémes dynamiques topologiques (topologiquement) conju-
gués, avec I', T métrisables compacts. Alors

htop(®) = hiop() (C.23)
Proposition 19. On «a
. 1
Prop(®) = lim ( Jim 10 N0 ) (C.24)
1
= lgr(l) (hTan_)solép - In Nj o€ )) (C.25)

Considérons un recouvrement d’ouverts U de I'. Comme le montre la figure C.5, les ouverts pos-
sédent un plus grand diametre. Nous appelons diam(U) le plus grand diametre des ouverts U de
Uu.

Corollaire 5. Soit U, une suite de recouvrement d’ouverts de I'. Si limy,_ oo diam(U,) = 0, alors

hiop = lim h(P,U,) (C.26)

n—oo
Proposition 20. Soient I' un espace topologique compact, ® : I' — I' une application continue et U
un recouvrement d’ouverts de I'.
1. Pour tout k > 1, on a h(®,U) = h(®, V5O U) et, si O est inversible, alors h(®,U) =
h(VE_ @7U)
2. Pour tout k > 1, on a hiop(®F) = khiop(®)
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FiGure C.5 — Exemple d’ouverts ou "diametre" représente les diametres des ouverts U de U.

Définition 27. Un recouvrement d’ouverts U de T est dit générateur pour ® silim,, o (Viey @~ U) =

0 ou si ® est inversible et silimy, o (diam (\V/7—_,, ®~U))

Ceci signifie qu'il n’y a pas d’ouvert de U (ou de morceau d’ouvert de U) qui ne soit pas recoupé
a un moment ou a un autre par les pré-images ® 'U. Les découpes successives sont telles que les
morceaux sont de plus en plus petits pour devenir infinitésimaux.

Théoréme 12. SiU est générateur pour f, alors hioy(P) = h(PU).

Définition 28. Soit (T, dist) un espace métrique compact. Une application continue ® : T' — T est
dite expansive s’il existe € > 0 tel que, si x # y alors

sup dist (" (z), " (y)) > € (C.27)

neN

ou st  est inversible et s’il existe € > 0 tel que, si x # y alors

SIEIIZ) dist (®"(x), P"(y)) > € (C.28)

Théoreme 13. Principe variationnel
Soient T' un espace métrique compact et ® : T' = T une application continue. Alors on a l’égalité

hiop(®) = sup  hu(®P) (C.29)
peM(I)®

avec M(I)® lespace des mesures de probabilités boréliennes ®-invariantes sur I’
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Partition de I’exponentielle ordonnée
en temps

Corollaire 6. Soit s — A(s) € L(V) une famille d’opérateurs auto-adjoints bornés de l'espace de
Hilbert V. Soit s — Ua(s) € U(V) un opérateur unitaire fortement continu par rapport a s et solution
de ’équation

UA =—AUy Ua(0) = Iy (D.1)

Soit s — B(s) € L(V) une autre famille d’opérateurs auto-adjoints bornés. Nous avons
Uhyp=—(A+B)Uatp (D.2)

= Usrp=UxUy (D.3)
avec X = A+ B — UXAU;(1

Démonstration.
Uayp =UxUyg = US(UA—l-UxUA: —(A+ B)Uas+n (D.4)
= —XUxUy —Ux AUy = —(A+ B)UxUy (D.5)
= XUx +UxA=AUx + BUx (D.G)
=X =A+B-UxAUy! (D.7)
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