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FIGURE 1 - Un nuage de points approchant une surface
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1 INFERENCE GEOMETRIQUE

La problématique de l'inférence géométrique consiste a estimer I'information
géométrique d’'une forme a partir de données discretes partielles. En pratique,
étant donné un objet S comme une surface ou un volume, les méthodes d’acquisi-
tion aboutissent a la donnée d’'un objet K approchant S. En inférence géométrique,
on cherche tout d’abord a définir des quantités géométriques sur les objets K et S
comme les courbures ou les mesures de courbure, puis on montre que ces quan-
tités sont proches sous des hypotheses les plus larges possible.

L’estimation de quantités différentielles, la reconstruction de surfaces, et la
détection d’arétes vives sont motivées par un grand nombre d’applications en
traitement des images 3D (“geometry processing” et “computer graphics”). De
nombreux systémes d’acquisition 3D donnent en sortie, un nuage de points ou
ensemble de voxels!. Il est donc crucial de développer des algorithmes d’extrac-
tion d’informations géométriques directement sur des nuages de points. Ces al-
gorithmes seront en particulier applicables aux ensembles digitaux et aux trian-
gulations. Il apparait, depuis un certain temps, que I'inférence géométrique peut
étre utile dans I'analyse de données telles que celles récoltées dans des foréts
[Par06] ou des milieux urbains [CGAY13] et provenant de diverses domaines
tels que I'imagerie médicale [LDF04]. Les informations géométriques sont utiles
dans divers algorithmes de traitement de ces données dont la visualisation, la
segmentation, la détection de symétries ou la reconstruction de surfaces sont les
exemples principaux. La reconstruction de surfaces cherche a reconstruire un ob-
jet 2-dimensionnel, le plus souvent une triangulation ou une surface implicite,
a partir d'un nuage de points (voir [BTST14] pour un état de l'art récent des
méthodes de reconstruction). Plusieurs algorithmes définissent leur reconstruc-
tion comme une filtration de la triangulation de Delaunay [CG06]. La plupart de
ces méthodes n’ont pas de garanties de retrouver la bonne topologie ou les bonnes
normales. Certaines d’entre elles garantissent une bonne reconstruction dans le
cadre restreint ou le nuage de départ est situé sur la surface sous-jacente [AB99]
ou avec un bruit Hausdorff assez faible [DG06]. Les hypothéses mises en jeu dans
les précédentes méthodes sont souvent assez fortes et la reconstruction de surfaces
a partir de données bruitées est encore peu garantie. Pour palier a ce probleme,
certaines méthodes de reconstruction de surfaces utilisent en entrée un nuage de
points muni d’informations géométriques telles que les normales. La qualité de la
reconstruction est alors liée a la qualité des informations fournies. Par exemple,
les méthodes de reconstruction de Poisson [KBHO06] sont tres dépendantes de la
qualité des normales données en entrée.

La recherche de garanties en inférence géométrique sur des objets bruités est
donc un prérequis a I'obtention de garanties sur de nombreux traitements. Dans
notre approche, c’est la stabilité de la fonction distance a un compact qui permet
d’obtenir la stabilité d'une méthode d’inférence. La fonction distance a un compact
est stable pour la distance de Hausdorff et permet d’obtenir des garanties quand
les approximations sont proches au sens de Hausdorff. La distance a une mesure
est un outil qui permet d’obtenir une meilleur stabilité, par exemple aux points
aberrants (appelés outliers). Les travaux relatifs aux garanties obtenues avec la

1. contraction de “volumetric pixels”, ce terme désigne les cubes composant une image 3D



fonction distance et la distance a une mesure seront présentés dans la section 3 de
I'introduction. Au préalable, je donne un tour d’horizon de diverses méthodes d’es-
timation n’ayant pas forcément de garanties, mais qui peuvent étre intéressantes
pour leur précision et leur stabilité expérimentale.

2 TOUR D’HORIZON DES METHODES D’ESTIMATION

Cette section constitue un survol des méthodes d’estimation géométrique.
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FIGURE 2 — Différents types de données. a) nuage de points digital. b) triangulation

ESTIMATION DES NORMALES ET COURBURES. Un grand nombre de résultats d’infé-
rence géométrique se basent sur des données structurées telles que les contours
digitaux [KL12] ou les triangulations [MTO04]. Il existe un grand nombre d’algo-
rithmes d’estimation de courbures sur les triangulations [Ham93, KLM98, SW92,
Tau95]. On peut se référer a [MSRO7] pour une comparaison des méthodes d’esti-
mation des courbures moyennes et Gaussiennes sur les triangulations. En pratique,
c’est souvent intéressant d’estimer des quantités directement sur des nuages de
points non structurés obtenus par exemple a 'aide d’un scanner. Je présente ici a
travers quelques exemples, trois familles de méthodes d’estimations géométriques
sur des nuages de points.

La méthode la plus répandue pour estimer les normales et courbures a par-
tir d'un nuage de points consiste a approcher localement la surface sous-jacente
par un polynome. La méthode de I'analyse en composante principale a pour but
d’approcher localement la surface par le plan qui minimise I'erreur au sens des
moindres carrés. Cela correspond a un polynéme de degré 1. Dans [MNGO04],
les auteurs montrent la convergence d’'un estimateur de normale a une surface
basé sur 'analyse en composante principale. Dans [CP05], les auteurs utilisent la
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formule de Taylor pour définir des fonctions polynomiales proches du nuage de
points. Cette derniere méthode a I'inconvénient de ne pas étre garantie théorique-
ment.

Une deuxieme classe de méthodes permet I'estimation de la normale et des
courbures a partir d’'un nuage de points en reconstruisant une surface lisse proche
du nuage a l'aide d’'une fonction implicite. La surface implicite est alors définie
comme une ligne de niveau d’une fonction réelle. Les méthodes moving least square
[AKO04, PYO7] cherchent une fonction qui minimise localement les moindres carrés
avec un poids. La méthode étudiée dans [FCOSO05] s’intéresse particulierement a
la robustesse aux outliers tout en prenant en compte la présence d’arétes vives.
Des garanties topologiques et géométriques d'une méthode moving least square
sont données dans [Kol08] mais la convergence des normales n’est pas garantie.
D’autres méthodes basées sur les surfaces implicites considerent la surface comme
élastique et la déforment a chaque pas de temps pour se rapprocher d’'un minimum
d’énergie [ZOF01, ZOMK98]. Si la surface donnée en initialisation de I'algorithme
est suffisamment proche de la surface sous-jacente, alors cette méthode est assez
robuste. Mais on ne peut pas garantir pour ces méthodes d’atteindre un minimum
global d’énergie.

Il existe aussi des méthodes statistiques pour estimer des quantités géométri-
ques. Dans [YLLT07], des méthodes statistiques sont utilisées pour améliorer la
méthode présentée dans [HDD"92] basée sur I'analyse en composante principale.
Plus récemment, Boulch et al. [BM12] a proposé un estimateur statistique des
normales basé sur le “Randomized Hough Transform” trés robuste au bruit et aux
outliers. Néanmoins, cette méthode est plus un classifieur de normales qu'un es-
timateur de normales. En effet, le nuage de points est divisé en un nombre fini
de groupes de points sur un critere de proximité des normales. Cette méthode
nécessite le choix d'un parametre de taille qui controle le cardinal des groupes.

DETECTION DES ARETES VIVES. Le probléme de détection d’arétes vives est tres
proche du probleme d’estimation des courbures et comme pour les courbures, la
plupart des algorithmes existants pour la détection des arétes vives prennent une
triangulation en entrée. Dans [HPWO05], les auteurs utilisent la courbure discrete
et dans [WHH10], les auteurs utilisent I'application de Gauss pour detecter les
arétes. Les résultats sont visuellement bons, mais non robustes au bruit Hausdorff
et aux outliers. Quelques algorithmes utilisent en entrée un nuage de points. Dans
[PKGO3], les auteurs présentent une méthode basée sur ’ACP qui est intéressante
par ses propriétés multi-échelles. Cependant, ces méthodes n’ont pas de garan-
ties puisqu’elles sont définies par une séries de processus souvent complexes. Plus
récemment, la méthode d’estimation des normales développée dans [BM12] et
présentée dans le précédent paragraphe permet la détection d’arétes vives. Elle
utilise le fait que la distribution statistique des normales dans une zone proche
d’une aréte est radicalement différente que sur une partie lisse.

INFERENCE GEOMETRIQUE EN GEOMETRIE DIGITALE. En géométrie digitale, la
facon classique de relier la quantité estimée dans I'espace discret a la quantité eu-
clidienne est la convergence multigrille : quand la forme est discrétisée avec un pas
de grille h tendant vers 0, la quantité estimée doit converger vers celle attendue.
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FIGURE 3 - Différents types de bruits. a) Nuage de points avec un fort bruit Haus-
dorff. b) Nuage de points avec un fort bruit Hausdorff et des outliers

En dimension 2, quelques estimateurs convergents multigrille ont été introduits
pour approcher la normale, [dVLO8, PG11] et la courbure [PG11, KL0O9, RL11].
En 3D, des méthodes empiriques pour I'estimation des normales et courbures ont
été introduites dans [FMO08]. Plus récemment, un estimateur de courbures conver-
geant basé sur les invariants intégraux a été présenté dans [CLL14].

3 FONCTIONS DISTANCES

DISTANCE A UN COMPACT. Un des principaux problémes qui se pose en inférence
géométrique est la question de I’échelle a laquelle on regarde l'objet. Il apparait
nécessaire de choisir un parametre qui définit I’échelle a laquelle faire les calculs.
L'information a une échelle R € R* est contenue dans la ligne de niveau R de
la fonction distance. L’étude du R-voisinage tubulaire de K a ainsi permis de ga-
rantir des méthodes d’inférence en topologie et en géométrie. Cette idée a été
utilisée pour développer des méthodes d’estimation de la topologie [NSWO08], du
cone normal [MOG11, CCSLO9] et des mesures de courbure [MOG11, CCSLT09].
Dans [NSWO08], les auteurs garantissent ainsi qu’il est possible, sous certaines
conditions d’échantillonnage, de retrouver ’homologie. La fonction distance et
l'offset sont aussi utilisés dans [CCSL09] pour obtenir des garanties sur I’estima-
tion du cone normal dans le cadre des surfaces a u-reach positif. Une condition
d’échantillonnage est donnée pour que la reconstruction de I'offset soit isotope a
'objet sous-jacent. Dans [CCSLT09], les auteurs utilisent la fonction distance et
la théorie du cycle normal pour prouver la stabilité des mesures de courbure des
offsets dans le cas des compacts a p-reach strictement positif. Dans [MOG11], les
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auteurs utilisent un estimateur de normale et de courbures défini a I'aide d’une
matrice de covariance : le Voronoi Covariance Measure (VCM). Le VCM capte l'in-
formation géométrique contenue dans les cellules de Voronoi du nuage de points.
Les méthodes présentées ci-dessus s’appuient sur la stabilité de la fonction dis-
tance. L'une des propriété principale de la fonction distance est sa stabilité au
bruit Hausdorff qui peut s’exprimer ainsi : si K’ est un compact proche de K, alors
les distance dg et dx sont proches. La fonction distance a deux autres propriétés
importantes de régularité :

e dx est 1-Lipschitzienne, i.e. Vz,y € R?, ||dk(z) — dr(v)|| < |lz — y]|.

e d2 est 1-semi concave, i.e. ||.||> — d% est convexe.
Ces deux propriétés interviennent directement ou indirectement dans de nom-
breuses études de stabilité d’estimateurs.

DISTANCE A UNE MESURE. Les méthodes du paragraphe précédent s’appuient sur
la stabilité de la fonction distance qui est robuste au bruit Hausdorff. Or la présence
d’un seul outlier dans le nuage de points fait tomber 'hypothéese Hausdorff et les
théoremes ne s’appliquent plus. Il a été montré dans [CCSM11] que la distance
a une mesure possédait, comme la distance a un compact, les deux propriétés de
régularité (Lipschitz et 1-semi concave). Les méthodes basées sur la distance a
une mesure peuvent en conséquence s’appuyer sur ces propriétés. La distance a
une mesure est un outil qui contient de I'information sur la géométrie et qui est
stable pour la distance de Wasserstein (en un sens qui sera précisé par la suite), ce
qui permet la présence d’outliers [CCSM11]. La stabilité de cet outil a récemment
été utilisé dans une méthode d’analyse topologique de données [BCOS13].

4 CONTRIBUTIONS / RESUME DE LA THESE

Nous venons de voir qu’il existait un grand nombre de méthodes d’estima-
tion géométrique sur des approximations de surfaces. Seulement une petite partie
d’entre elles sont garanties robustes au bruit Hausdorff et encore moins aux out-
liers. L’objectif principal de cette these est d’obtenir des garanties théoriques sur la
stabilité de nos estimateurs au bruit Hausdorff (et éventuellement aux outliers).

Un autre objectif de ce travail est d’établir les liens entre les méthodes d’es-
timation de normales et de courbures en géométrie algorithmique et celles uti-
lisées en géométrie digitale. Comme on I'a vu dans la section 2 de l'introduction,
de nombreuses méthodes d’'inférence en géométrie digitale utilisent la géométrie
spécifique des ensembles de pixels et voxels. On peut appliquer les algorithmes
définis sur des nuages de points quelconques a des ensembles de voxels. Ainsi,
les différentes méthodes présentées dans cette these font 'objet d’'une application
en géométrie digitale a travers des expérimentations mais aussi des résultats de
convergence multigrille. La difficulté principale du passage d’un résultat de stabi-
lité Hausdorff sur des nuages de points a un résultat de convergence en géométrie
digitale est de déterminer les valeurs des parametres pour lesquelles on peut
établir la convergence multigrille. Enfin, nous attachons une importance parti-
culiere au fait que les méthodes développées dans cette these soient calculables
efficacement. Le travail de programmation lié a I'implémentation des méthodes
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étudiées dans cette these représente une grande partie du travail fourni pour cette
these.

Premiere Partie :
Inférence géométrique et fonction distance

Les chapitres 1, 2 et 3 constituent une premiere partie s'intéressant a des
méthodes d’inférence utilisant la fonction distance.

CH. I : FONCTION DISTANCE

Nous rappelons, dans ce premier chapitre, quelques propriétés de la fonction
distance a un compact. La premiére section rappelle des propriétés de la fonction
distance et des propriétés des compacts a reach positif. Dans la deuxieme section,
nous rappelons la formule des tubes. La section 3 s’intéresse a la stabilité de la
projection a un compact. Dans le cas ou K et K’ sont deux compacts proches au
sens de Hausdorff, nous rappelons un résultat de stabilité /; des projections sur K
et K’ (Théoreme 1.12). Nous démontrons enfin un résultat qui permet de contréler
le comportement de la projection sur un compact K quand celui-ci approche une
hyper-surface lisse S de R? (théoréme 1.14).

CH. II : ESTIMATION DE NORMALES ET ACP

L’analyse en composante principale (ACP) est un outil classique d’analyse de
données. Nous montrons dans ce chapitre un résultat de stabilité d’estimateur de
normale a I'aide de ’ACP (théoreme 2.3) qui donne une borne explicite de I'er-
reur. Ce résultat quantifie un résultat de convergence montré dans [MNGO4] et
implique directement le corollaire suivant qui établie qu’en choisissant convena-
blement le parametre d’échelle r et sous certaines conditions d’échantillonnage,
on a la convergence de I'estimateur de normale.

Corollaire 2.4 . Soit C une courbe de classe C* de reach p > 0 et p un point de C.
Soite € R, a € R™ etr = aez. Si P C B,(r) est un (¢, m)-échantillon de C N B,(r)
P

tel que m < 1_5;" alors U'angle (3 entre la normale a C' en p et la normale au nuage P

au sens des moindres carrés satisfait
8= 0(m’),
ot la constante intervenant dans le O ne dépend que de p et de a.

Appliqué a des ensembles digitaux, ce résultat permet d’obtenir une conver-
gence multigrille de I'estimateur (théoreme 2.13). Des expérimentations sur des
nuages de points et des ensembles digitaux viennent confirmer la stabilité en
présence de bruit Hausdorff (section 3). Le dernier paragraphe propose une heu-
ristique en ajoutant des poids aux points pour obtenir plus de robustesse au bruit.



CH. III : DIGITAL VORONOI COVARIANCE MEASURE

Alors que I'analyse en composante principale cherche a estimer un plan tangent
approchant la surface, le Voronoi covariance measure (VCM) tente d’approcher le
cone normal. Dans ce chapitre nous appliquons la méthode du VCM aux ensembles
de voxels dans R? pour établir un résultat de stabilité d’un estimateur de normale &
I'aide du VCM (théoreme 3.6) qui donne une borne explicite de I'erreur. Ce résultat
implique directement le corollaire suivant qui donne la convergence multigrille de
cet estimateur.

Corollaire 3.7 . Soit X un domaine compact de R3 dont le bord X est une surface
de classe C? de reach p > 0. Soient a,b € R, r = ahi et R = bhi. Alors pour h > 0,
ona

(i (), s (po)) = O(?)),
ott ng(po) est la normale a S en py et 0, g(Po) est son approximation a Uaide de UACP.

Les expérimentations permettent de confirmer la précision et la robustesse de
cette méthode. Le VCM contient, en outre, des informations sur les courbures.
Les tests numériques montrent que ces informations peuvent étre utilisées pour
détecter les arétes vives. D’autre part, nous automatisons le choix des parametres
en choisissant ceux qui minimisent 'erreur garantie par notre résultat de stabilité
multigrille.

Deuxiéme Partie :
Distances robustes pour I'inférence géométrique

Les chapitres 4 et 5 forment une deuxiéme partie consacrée a 'inférence géométri-
que utilisant des fonctions distance robustes aux outliers, afin de garantir une es-
timation robuste aux outliers. Cette partie constitue la contribution principale de
cette these.

CH. IV : FONCTIONS DISTANCE-LIKE

La majorité des méthodes d’inférence géométrique se basent, directement ou
indirectement, sur la stabilité de la fonction distance. Celle-ci est stable au bruit
Hausdorff mais pas aux outliers. Ce chapitre a pour objet de rappeler les pro-
priétés des fonctions distance-like. On montre la stabilité des gradients des fonc-
tions distance-like (Proposition 4.4) qui est une conséquence directe de la stabilité
L, des gradients des fonctions convexes. On propose enfin des exemples de fonc-
tions distance-like robustes et calculables efficacement.

CH. V : VORONOI COVARIANCE MEASURE GENERALISE

On développe ici un estimateur de quantités géométriques robuste aux outliers
a l'aide des fonctions distance-like. On généralise le Voronoi covariance measure
aux fonctions distance-like. Pour chaque fonction distance like 9, le §-VCM associe
a toute fonction mesurable x une matrice Vs z(x). On montre le résultat suivant
qui établie la stabilité de notre estimateur.
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Théoréme 5.5 . Soit K un compact et 6 une fonction distance-like. Pour toute fonc-
tion bornée et Lipschitzienne x : R — R*, on a

1
Ve.r(X) = Vare. r(X)llop < C1 [lxlls, 10 = di[|%
ott C est une constante qui dépend seulement de R, d et diam(K).

Ce résultat assure que si une fonction distance-like ¢ est proche de la fonction
distance a un compact dg, alors le §-VCM V; y est proche du VCM V. z. Appliqué
a la distance a une mesure, ce résultat implique que le VCM généralisé permet
une estimation robuste aux outliers de la normale a une hyper-surface. Des tests
numériques sur des nuages de point et sur des ensembles de voxels confirment
en pratique la précision et la robustesse au bruit Hausdorff et aux outliers des
estimations de normales, courbures, directions de courbures (figure 4) et arétes
vives.
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FIGURE 4 — Estimation des directions principales sur “Bimba”. Gauche : Données
en entrée avec outliers (80% des points sont translatés d’'une distance au plus 0.02,
10% sont translatés d’une distance entre 0.02 et 0.1, et 10% sont des outliers pris
uniformément dans une boite englobante). Droite : pour chaque point, on projette
I'estimation de la direction principale minimale du VCM généralisé sur la triangu-
lation initiale.
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Chapitre 1

FONCTION DISTANCE

FIGURE 1.1 — Lignes de niveau de la fonction distance a un nuage de point
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INTRODUCTION

Comme nous 'avons rappelé dans le chapitre précédent, la fonction distance
a un compact K contient des informations géométriques sur le compact K. Pour
établir un résultat de stabilité sur une méthode d’inférence géométrique basée sur
la fonction distance, il peut étre utile de connaitre les propriétés de la fonction
distance et en particulier sa stabilité et celle de son gradient. C’est en cela que ce
chapitre constitue une introduction aux deux chapitres suivants qui décrivent deux
résultats d’inférence géométrique basés sur la fonction distance. Les propriétés de
la fonction distance ont largement été étudiées [Fed59, Gro93]. On s’intéresse a
des résultats de stabilité de la fonction distance car ils permettent d’obtenir des
résultats de stabilité d’inférence géométrique [CCSLT09, MOG11, CCSLO09].

La section 1 de ce chapitre rappelle les résultats de régularité de la fonction
distance a un compact et les propriétés des compacts a reach positif. Nous rappe-
lons ensuite dans la section 2 la formule des tubes dans le cadre des hyper-surfaces
a reach positifs. Cette formule sera utilisée dans le chapitre 3, pour la preuve de
la stabilité d’'un estimateur de normale. La section 3 de ce chapitre étudie la sta-
bilité de la projection. Nous rappelons tout d’abord le résultat de stabilité L, de
la projection [CCSM10]. Mon apport dans cette section est un résultat qui permet
de controler le comportement de la projection sur un compact K quand celui-ci
approche une hyper-surface lisse S (Théoreme 1.14). Ces deux résultats seront
utiles dans le chapitre 3.

1 FONCTION DISTANCE ET ENSEMBLE A REACH POSITIF

La fonction distance & un compact K associe a tout point z € R sa distance a
K :

di () := min{||lz —y[|, y € K}

ou ||.|| est la norme euclidienne de RY. La distance au compact K caractérise
entiérement le compact K puisque K = {zr € R?, dy(z) = 0}. Elle contient donc
toute l'information sur la géométrie du compact K. L'objectif de cette section est
d’étudier les propriétés de la fonction distance, fortement liées a la notion de reach.
On rappelle la proposition suivante qui établit que la distance est Lipschitzienne
et qui est une conséquence directe de l'inégalité triangulaire.

Proposition 1.1. Pour tout compact K, la distance dy est 1-Lipschitzienne. i.e.
Va,y € R, |dg(z) — dr(y)| < [l - yll.

En particulier dy est continue.
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FIGURE 1.2 — Axe médian et offset.

AXE MEDIAN. L’axe médian est introduit par Blum en 1967 [Blu67] et a été lar-
gement étudié car il contient des informations géométriques. Le survey [ABE0Q9]
fait le point sur la stabilité et le calcul de 'axe médian. Ce dernier est défini comme
I'ensemble des points de R? ayant plusieurs projections possibles sur K.

Définition 1.2. (axe médian)
L’axe médian d’'un compact K C R? est défini par

AM(K) ={z €R? Jy,2 € K, tqy # z et |z —y|| = ||z — 2| = dx()}.

La figure 1.3 donne I'exemple d’'un axe médian dans le cas d’une courbe fermée
de R2. On note px la projection sur le compact K, c’est a dire I'application qui &
un point # € R? associe son plus proche voisin dans K. L’axe médian corres-
pond au lieu géométrique ou la projection n’est pas définie, mais aussi a I'en-
semble sur lequel la fonction distance n’est pas différentiable [Fed59]. Nous rappe-
lons le résultat suivant qui donne 'expression du gradient de la fonction distance
(Théoréme 4.8 de [Fed59]).

Proposition 1.3. Pour tout compact K, la distance dy est de classe C' sur R%\ (K U
AM(K)) et son gradient vaut

T — pr(z)
d(z)
La fonction distance étant lipschitzienne, le théoréme de Rademacher implique

qu’elle est de classe C! presque partout au sens de Lebesgue. Cela implique en
particulier que 'axe médian est de mesure de Lebesgue nulle.

Vr € RN\ (K UAM(K)), Vdg(z) =

ENSEMBLE A REACH POSITIF. La notion de reach permet de définir un voisinage
dans lequel la projection est bien définie.

Définition 1.4 (reach).
Le reach d’'un compact K est la distance entre K et son axe médian AM(K), cest a
dire

inf{||z —y|, z € K, y € AM(K)}.

Le reach correspond a la distance critique a laquelle on peut s’éloigner de K
en étant stir de n’avoir qu'un seul plus proche point dans K. Tout au long de
cette these nous considererons des objets lisses a reach strictement positif et nous
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nous intéresserons au voisinage tubulaire (voir figure 1.3) d’une taille plus petite
que le reach dans lequel la projection est bien défini. Formellement, on définit le
voisinage tubulaire de K de parametre ¢ (ou t-offset) par: K! = {z € R?, dy(z) <
t}. La proposition suivante donne une propriété importante de la fonction distance
démontrée par Federer [Fed59], dont on se servira tout au long de cette these.

Proposition 1.5. Soient K un compact de reach p > 0 et r un réel tel que r < p.
Alors pg est ~E-lipschitzienne sur K" :

p

p—r

Ipr(2) —pr(y)l < |z —yl.
En particulier; si t est un réel tel que 0 < t < r, dx est de classe C'' sur K"\ K', i.e.
la différentielle de dj est lipschitzienne sur K™\ K".

HYPER-SURFACE. Soit S C R? une variété plongée orientée de classe C* et de
dimension d — 1. On peut alors trouver pour chaque point p € S un voisinage
dans S qui est 'image d’une fonction ¢, : O C R*! — R? de classe C* dont la
différentielle est de rang maximal et telle que ¢,(0) = p. On dit qu'une hyper-
surface est de classe C*! si les 1, peuvent étre choisis de classe C*!, c’est a dire
que la différentielle d’ordre k£ de dj est lipschitzienne. On note 7,5 le plan tan-
gent a S en p et ng(p) la normale unitaire orientée a S en p. L’application —Dng(p)
est un endomorphisme symétrique de I'espace tangent 7,5, et est en conséquence
diagonalisable. Les courbures principales de S en p sont notées A\, \o, ..., A\g_1,
et sont définies comme les d — 1 valeurs propres de —Dng(p). On appelle direc-
tions principales les vecteurs propres correspondant e, es, ..., e4_1. Alors que la
normale est une information d’ordre 1, les courbures principales sont liées a la
différentielle d’ordre 2. Federer donne dans [Fed59] la caractérisation suivante
des hypersurfaces a reach positif :

Proposition 1.6. Une hyper-surface de classe C! est de classe C'' si et seulement si
elle est a reach strictement positif.

Le théoréeme de Rademacher implique qu'une hyper-surface de classe C! a reach
positif est de classe C? presque partout. Les courbures d’une hyper-surface a reach
p > 0 sont alors définies presque partout. Notons que, en les points ou c’est défini,
les valeurs absolues des courbures principales sont majorées par 713‘

2 FORMULE DES TUBES

Nous rappelons ici la formule des tubes qui donne une expression du volume
d’un voisinage tubulaire d’'un objet. On déduira ainsi la proposition 1.10 qui sera
utile dans le chapitre 3. Nous rappelons avant cela quelques définitions utiles pour
la suite.

2.1 MESURE DE HAUSDORFF

Nous définissons ici la mesure de Hausdorff qui est une généralisation des
notions d’aire et de volume. Pour tout ensemble A C R¢, on note diam(A) son
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diametre, c’est a dire la quantité
diam(A) := sup {[lz —y||, =,y € A}.

Définition 1.7. (mesure de Hausdorff) Soit K C R% et k € R, on définit la k-mesure
de Hausdorff de K par

H*(K) := liminf {i alk)r(A)F, K c UA“ diam(4;) < 5} (1.1)

e—0
=1 €N

ot les A; sont des parties de R%, r(A;) = diam(A4;)/2 et a(k) est le volume de la boule
unité de dimension k.

L’existence de la limite est assurée par le fait que inf { >_;°, a(k)r(A;)*, K C
\U; Ai, diam(A;) < e} est une fonction décroissante de ¢ [Mor08]. La terminologie
“mesure de Hausdorff” est justifiée car on peut montrer que c’est une mesure
de Borel. Pour comprendre intuitivement cette mesure, placons-nous dans le cas
d’une courbe C plongée dans R?. Sa “longueur”, qui correspond a sa 1-mesure de
Hausdorff, est définie a I'aide d’'une suite de recouvrements de plus en plus fins
auquel correspond une quantité fini ) . o(1)r(A;). Au contraire un objet “plein” de
R? tel que la boule unité, a une 1-mesure de Hausdorff infinie.

ENSEMBLES RECIFIABLES.

Définition 1.8. Un ensemble A C R? est dit m rectifiable si H™(A) < oo et s’il
existe une famille dénombrable de fonctions lipschitziennes f; : R™ — R? telle que
A C |, fi(R™) H™-presque partout.

On peut noter que les ensembles rectifiables admettent un espace tangent H"-
presque partout ce qui permet en particulier d’intégrer sur ces ensemble [Mor08].

k-JACOBIEN. Soien V C R? et W c R? deux ensembles rectifiables. Pour toute
fonction lipschitzienne f : V' — W, le k-Jacobien de f peut étre défini comme la
e  (f(B,(r) N V)
H B,(r)nV
J =li P
= T B, Ay

ou B, (r) est la boule de R? de centre p et de rayon r. Si V et W sont deux variétés
de méme dimension m, alors pour H™-presque tout p de V, la k-Jacobienne n’est
rien d’autre que le déterminant de la différentielle de f en p qui est I'application
linéaire Ds(p) : T,V — Ty W .

2.2 VOLUME D’UN OFFSET

Nous nous intéressons ici au volume des offsets des hyper-surfaces de R de
classe C! a reach positif. La formule des tubes établit que ce volume est un po-
lynome en le parametre d’offset. Elle a été donnée dans le cas des ensembles
convexes par Steiner [Ste43], et dans le cas lisse dans [Wey39]. Federer a généralisé
ces deux formules dans le cadre des ensembles a reach positif [Fed59]. On rappelle
ici la formule des tubes dans le cas des hyper-surfaces a reach positif.
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Lemme 1.9 (Formule des tubes). Soit S C RY une hyper-surface de classe C*!' de
reach p > 0. Soient R > 0 et B un borélien de R¢, on a :

R
HUSENpH(BNS)) :/B S/Rngl;fu — t)\i(2))dtdz,
m —

ot les \;(x) sont les courbures principales de S.

Démonstration. La démonstration utilise la formule générale de I'aire-coaire. Soit
f la fonction définie par

f: Sx]—RR[ — 8%
(z,t) — =+ tng(z)

Comme S est une hyper-surface de classe C'', la fonction f est Lipschitzienne.
On peut donc appliquer la formule générale de l'aire-coaire (formule 3.13 de
[Mor08]) qui nous donne :

/ dH(z) = / Ja(f)dH (z).
SR Sx]—R,R]|

D’apres le théoreme de Rademacher, ng est différentiable presque partout, et on a
pour presque tout z, J(f)(x) = 1192} (1 — t)\;(2)), ce qui permet de conclure.  [J

On en déduit la proposition suivante qui sera utile au chapitre 3.

Proposition 1.10. Soit S C R? une d — 1-variété de classe C*! et de reach p > 0.
Soit R > 0 et € > 0 tels que R + ¢ < . Alors pour tout borélien B tel que 0(B N S)
est une variété de dimension d — 2, on a

D HE(SENps'(BNS)) <2(3) RHIYBNS)

2) HE((SEE\SE=)Nps'(BNS)) < (g) "HAB N S)e

3) H (ST Nps (BNS)) S HTAOR(3)T +2(3) (BN S)
En particulier; si B est une boule de rayon r, on a :

a) H(SENps'(BNS)) =O(Rr).

b) He((SEF\SE<)Npg (BN S)) = Oferd).

o) HH(9[SENpg'(BNS)]) = O(Rri=2 4 r17h),

ot la notation O fait intervenir une constante qui ne dépend que du reach p.
Démonstration. Le lemme 1 donne :
R
HU ST Npg'(BNS)) = / / 911 — t)\(2))dtdx.
BNS J-R

On peut majorer tous les |\;(z)| par ,l), on a donc

R ¢ d—1 3 d—1
HYSENpg(BNS)) < / dx x / (1 + —) dt <H*Y(BNS)x2R (—) .
BNS -R P 2
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FIGURE 1.3 — Volume d’un offset.

La preuve du deuxiéme point est similaire. Le volume de (S#5\SE=¢)np (BN Y)
est plus petit que

R+e ¢ d—1 —R+e ¢ d—1
/ dx % / <1+—> dt+/ (1——) dt| .
BNS R—¢ P —R—¢ P
Il suffit alors d’utiliser I'égalité suivante :
Rete N 1 d N\ d
/ (1+—) dt:—(1+R+6> ——(1+R E) .
R-e p d p d p

En factorisant par = [(1 + R+5> — (1 +
suivante

d—1 k d—1-k
1 ~ ~ 2
d P p — p p P \2

Pour le point 3), on a

*5>] , on conclut a 'aide de la majoration

ISENps (BN S) = Ay U Ay,

ou
A ={z eR3 |z —ps(z)]] = Retps(zr) eBNS}
AzzsRﬂpS( (BNS)

Et similairement au premier point, on a

A A = oo T (1= Ai(@) R)de
<2H(BNS) (1+2)
<2(HTHIBNS).
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On note C = J[B N S]. Comme pour le lemme 1.9, 'ensemble A, a pour pa-
ramétrisation la fonction

f: Cx(=R,R) — A
(x,1) —> x+tng(x)

Par hypothese, C admet en tout point un plan tangent pour lequel on peut définir
une base orthonormée. Le 2-jacobien de f en (z,t) est donnée par I1%-7(1 —
thic(z)), ol les \; o(x) sont les courbures de S en z dans les directions de la
base orthonormée de I'espace tangent a C en . On a

’Hd1(A2):L/_Zynf;f(1—tAi,c(x))ydtdx < ’H“(C)/_R <1+%>d_2dt

R

< H(C)R @)H.

La preuve des points a, b et c suivent en remarquant que si B est une boule de
rayon r, alors H4 (BN S) = O(r¢1) et H2(C) = O(r*2). O

3 STABILITE DE LA PROJECTION

Sur les nuages de point ou sur les triangulations, il n’existe pas de définition
standard de normales et courbures comme sur les surfaces lisses, mais une grande
diversité d’estimateurs. Nous nous intéresserons, dans les chapitres suivants, aux
garanties théoriques sur la qualité des estimateurs ainsi qu’a leur résistance aux
perturbations. Ces garanties sont tout naturellement liées a la stabilité de la fonc-
tion distance et de son gradient.

Nous rappelons d’abord un résultat de stabilité en norme L; de la projection
sur un nuage de points proche d’'une hyper-surface a reach positif (section 3.1). Ce
résultat sera utilisé dans le chapitre 3 et généralisé dans le chapitre 4. La contri-
bution de cette section est le Théoreme 1.14 qui permet de controler le compor-
tement de la projection sur un compact approchant une hyper-surface. Ce dernier
résultat sera utilisé dans le chapitre 3.

3.1 STABILITE [

Définition 1.11. Soient K et K' deux compacts, on appelle distance de Hausdorff
entre K et K' le réel positif :

dy(K,K') = inf{e € R*, K C K* et K' C K°}.

Soit D un domaine de R? et £ C D un ensemble rectifiable. Pour toute fonc-
tion ¢ définie sur D et a valeur dans R?, on note ||¢||; z la norme L, restreinte a
E, cest-a-dire le réel ||¢||,z = [, [|¢(2)|dz. De méme, ||¢||«, ¢ est la norme uni-
forme restreinte a £ : ||¢||co,z = sup,cg ||¢(x)]|. On rappelle le résultat suivant qui
garantit la stabilité de la projection [CCSM10].
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Théoréme 1.12. Soient E un ouvert de R? de bord rectifiable, K et K' deux compacts
de Rd. Soit R = max(||dK||oo7E, dK’Hoo,E) Ona:

I — prrllie < Cst x [HYE) + diam(K)H* 1 (9E)] x /Rdp(K, K')
ot la constante ne dépend que de la dimension.

La démonstration s’appuie sur un théoréme plus général donnant la stabilité du
gradient de fonctions convexes qui est un résultat clé de [CCSM10] et [MOG11] :

Théoréme 1.13. Soient E un sous-ensemble de R? de bord rectifiable, et f,qg: E —
R? deux fonctions localement convexes sur E tels que diam(V f(E) U Vg(E)) < O,
alors,

IV = Vgl e < Co x [HUE) + (Cr + | f — gl L)1 OE)] % || f — gl X%

ott la constante C, ne dépend que de la dimension.

3.2 PSEUDO-CONTINUITE DE LA PROJECTION

Le théoreme suivant établit que la projection py sur 'ensemble K qui est
proche d'une hyper-surface lisse S se comporte “presque comme” la projection
ps. Ce résultat n'implique pas la continuité de la projection sur le compact X,
mais il indique que si K est suffisament proche de S et = de 2/, alors p(x) sera
proche de pg(z'). Ce résultat est lié aux propriétés classiques de la projection sur
un ensemble a reach positif.

/ . . B.(p)

FIGURE 1.4 — Démonstration du lemme 1.15

Théoréme 1.14. Soit S une hypersurface plongée dans R de classe C? et de reach
p > 0. Soit K un compact tel que dy (S, K) = < 2p et R < p un nombre positif. Si x
et 2’ sont des points de S% tels que ||x — 2’| < n, alors :

) 1
Ipr(x) — pr (2] < 24/8p + 2¢ + T 1l

p
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Ce résultat sera utilisé dans le chapitre 3. La preuve du théoréme est une
conséquence des lemmes 1.15 et 1.16. On note B,(r) la boule de centre p et de
rayon r.

Lemme 1.15. Soit S une hyper-surface plongée dans R? de classe C? et de reach
p>0.Soitr < petx € R¥tel que d(z,S) =6 < r. Si q € S satisfait ||qg — ps(z)|| > r
alors ||z — q||” > %rQ + 0%

Démonstration. La démonstration est illustrée sur la figure 1.4. Comme S a un
reach p strictement positif, il existe une boule B.(p) de centre ¢ et de rayon p
tangente a S au point pg(z). L'intérieur de cette boule n’intersecte pas S et les
points ¢, z, et pg(z) sont alignés. Soit ¢ un point de S tel que ||¢ — ps(x)|| =7 > 7.
On note P le plan passant par c, z, ps(x) et p. Soit y € 0B.(p) 9B, (7)NP.On a
clairement que pgs(x) est a égale distance de ¢ et y. De plus, comme ¢ ¢ B.(p), c est
plus proche de y que de ¢, Par suite, le segment [c, ps(z)] est plus proche de y que
de g, ce qui implique que ||z — g|| > [l — y||. Comme ||z — y|| est la longueur de la
diagonale d’une trapéze régulier, on a ||z — y|° > %FQ + 62, ce qui nous permet de
conclure. O

r=./8pe+¢

FIGURE 1.5 — Démonstration du lemme 1.16.

Lemme 1.16. Soit S une hyper-surface plongée dans R? de reach p > 0. Soit K un
compact tel que dy (S, K) = ¢ avec € < 2p. Soit R un nombre tel que R < p. Pour
tout x € S®, ona

pr(z) € Blps(z), v/8ep +¢)

Démonstration. La démonstration est illustrée sur la figure 1.5. Soit z € ST. On
note § = ||z —ps(z)||. 1l existe py € K tel que ||ps(z) — po|]| < €. On a donc
o = poll < llz —ps(@)| + Ilps(x) — poll < 6+ ¢, ce qui implique que ||z — pic(x) | <
d +¢. Soit p € K tel que p ¢ B(ps(z), /8pe + ). Il nous faut maintenant prouver
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que p # px(x). Commencons par supposer que § < e. L'inégalité ¢ < 2p implique
que 3¢ < /8pe + ¢ et donc ||p — ps(x)| > 3. On a

[z = pll > llp = ps()l| = lIps(x) — =l > 3e =6 > 2e > [l — px(z)],
ce qui assure que p # px(z).
On suppose maintenant que § > ¢. Il existe ¢ € S tel que ||¢ — p|| < € et donc

q—ps(z)|| > /8pe. Le lemme 1.15 implique de plus que ||z — ¢||*> > £ x 8pe + §2.
p P plique de plus q > % 8p
Le fait que 6 > ¢ implique que ||z — ¢|| > § + 2¢. On a finalement

|z =pll = [z =gl —e >+ = [lz — px(z)].
Ce qui assure que p # px ().

Démonstration du Théoréme 1.14.
L’inégalité triangulaire nous donne

Ipre(2) = pre (@)l < llpxc(x) = ps (@) + lIps() = ps (@) + [Ips(z’) = prc(2)]] -

La proposition 1.5 de la section précédente assure que pg est 1_15—Lipschitzienne

sur S”. On a donc [[ps(z) — ps(2’)|| < =

avec le lemme 1.16. O]

P
L:n. Les deux autres termes sont bornés
P
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Chapitre 2

ESTIMATION DE NORMALES ET
ANALYSE EN COMPOSANTES
PRINCIPALES
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INTRODUCTION

L’analyse en composantes principales est une méthode tres utilisée en statis-
tiques pour trouver des directions privilégiées dans des jeux de données [Jol86,
ZHTO06], mais aussi dans des domaines proches de la géométrie comme la vision
par ordinateur [BMVS04, KRV06]. Hoppe et. al. [HDD"92] ont proposé un algo-
rithme pour estimer la normale a un nuage de points approximant une courbe de
R? ou une surface de R? utilisant 'analyse en composantes principales (ACP). La
normale a un point p peut alors étre définie comme la normale au plan minimisant
la somme des distances au carré aux points situés dans une boule centrée en p. Mi-
tra et. al. [MNGO04] ont montré un résultat de convergence des normales calculées
avec ’ACP.

CONTRIBUTION. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des résultats effectifs
en quantifiant 'erreur faite sur I'estimation de la normale. Nous montrons une
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version plus géométrique du résultat de convergence de [MNGO4] dans le cadre
des courbes de reach positif de R? (section 1). Dans le théoréme de stabilité de
[MNGO04], les auteurs utilisent une notion d’uniformité de I’échantillonnage se ba-
sant sur un modele statistique. Les points ne sont pas tirés uniformément autour
de la courbe sous-jacente, mais ils sont 'image par une fonction de points tirés uni-
formément sur I'espace tangent. Nous avons choisi de controler I'échantillonnage
a l'aide d’une notion plus géométrique, la notion de (¢, m)-échantillon. Nous appli-
quons ensuite ce théoreme dans le contexte des contours digitaux pour obtenir la
convergence multigrille d’'un estimateur de normale (section 2). Nous présentons
dans la section 3 des expérimentations sur deux types de données : des nuages
de points et des contours digitaux. Les expérimentations permettent de confirmer
la précision de la méthode. Nous présentons en complément une heuristique sur
les surfaces en 3 dimensions. Nous proposons également dans la section 3.3 une
heuristique basée sur I'analyse en composantes principales pondérée.

1 STABILITE DE L’ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCI-
PALES

Dans cette section, nous établissons un résultat de stabilité Hausdorff d’'un esti-
mateur de normale basé sur 'analyse en composantes principales, sur des nuages
de points approchant des courbes planes de classe C?. Mitra et. al. [MNGO04] ont
montré un résultat de convergence avec une hypothese d’uniformité de ’échantil-
lonnage se basant sur un modele statistique. Nous remplacons cette condition
par une condition géométrique d’(e, m)-échantillon. Nous donnons également une
borne explicite de I'erreur faite sur I’estimation des normales.

1.1 GENERALITES

On rappelle tout d’abord le principe et les outils de ’'analyse en composantes
principales en dimension quelconque d. On se place dans un repere orthonormé
(p, i1, ...,ig) de R, Soit P = (p;)1<i<, un nuage de n points de R<. Pour tout
entier i € {1,...,n}, on note (z; ;)1<j<4 les coordonnées de p,. Soit p le barycentre
des points (p;)i<;<, dont la j-éme coordonnée vérifie 7; = £ > | x; ;. On note
M., 4(R) I'ensemble des matrices n x d a coefficients réels. Soit N € M,, 4(R)
la matrice réelle n x d des coordonnées de P définie par N;; = (z;; — 7;). La
matrice M = 1 NTN est appelée matrice de covariance du nuage de point P. Un
vecteur propre correspondant a la plus petite valeur propre de la matrice M est
une normale au plan le plus proche du nuage P au sens des moindres carrés. Un
tel vecteur est appelé normale au nuage P au sens des moindres carrés ou bien,
en référence a la méthode statistique d’analyse en composantes principales, une
normale ACP.

Remarque 2.1. La normale au sens des moindres carrés ne dépend pas du choix du
repére orthonormé, mais seulement du nuage de points P. En effet, soit (p/, 1, ..., 14)
un autre repere orthonormé. On remarque tout d’abord que le vecteur N reste inva-
riant par changement d’origine. Soit () la matrice de passage de changement de base.
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Alors dans la nouvelle base, la matrice des coordonnées centrées s’écrit N' = QT NQ.
La matrice de covariance dans cette nouvelle base vérifie :

M = L(QTNQYQTNQ = L QTNTQQTNQ = QT NTNQ = QM.

La matrice M’ est semblable a M et a donc les mémes valeurs propres et les mémes
vecteurs propres.

En plus d’'une hypothése de proximité Hausdorff du nuage de points a la courbe
lisse, nous avons besoin d’une hypothése sur 'uniformité de I'’échantillonnage des
points pour établir le théoreme de stabilité de ’estimateur de normale. Nous uti-
lisons une notion classique de (¢, m)-échantillon inspirée de celle de [Dey06] qui
garantit a la fois la proximité et 'uniformité de I'échantillonnage. Pour tout en-
semble fini F, on note |F| son cardinal.

Définition 2.2. Soient S une hyper-surface de R¢ de reach p > 0, P un nuage de
points du plan, ¢ € R et m € N*. On dit que P est un (¢, m)-échantillon de S si

. dH(S, P) <ep

b VPGPJ HqGP’Hp_QH <25P}| <m

FIGURE 2.1 — Normale au sens des moindres carrés. Le vecteur ng(p) est la normale
a O en p et n9?(p) est la normale ACP du nuage de point P.

1.2 STABILITE DANS R2

Le résultat suivant controle l'erreur faite dans I'estimation de la normale a
I'aide de I'analyse en composantes principales. Le théoreme affirme que si P est
un (¢, m)-échantillon d’une partie de la courbe C' de reach p localisée autour d'un
point p € C, alors la normale estimé au point p a 'aide de I'analyse en composantes
principales appliqué au nuage de points PNB,(r) est bonne si on prend ¢ et r assez
petits devant m et p.

Théoréme 2.3. Soit C une courbe de classe C?, de reach p > 0 et p un point de C.
Soient r € R tel que 0 < r < £, ¢ € Rtel que 0 < ¢ < 1. Soit P C By(r) un
(¢, m)-échantillon de C' N B,(r) tel que m < £l Si

2r  2pe  1r? 2g? 1
v = 32m? —T—I—L+T—+2€+p— < -,
p p 2

27



alors Uangle ( entre la normale a C en p et une normale au nuage P au sens des
moindres carrés satisfait :

Le corollaire suivant nous donne le comportement asymptotique quand les pa-
\ o7 . 1
rametres r et € sont liés par la relation r = ac2 (avec a > 0).

Corollaire 2.4. Soit C une courbe de classe C* de reach p > 0 et p un point de C.
Soite € R, a € R* et r = aez. Si P C B, (r) est un (¢, m)-échantillon de C'N B,(r)
P

tel que m < 1_53" alors Uangle 3 entre la normale a C' en p et une normale au nuage

P au sens des moindres carrés satisfait
8= O(ng%),
ot la constante intervenant dans le O ne dépend que de p et de a.

Ce résultat indique une assez forte dépendance a 'uniformité de I’échantil-
lonnage puisque la borne dépend de maniere quadratique en m. Néanmoins, si
I'échantillon étudié en pratique est relativement uniforme, alors le terme en m?
sera peu important.

1.3 DEMONSTRATION DU THEOREME DE STABILITE.

La démonstration donnée ici suit les étapes de la démonstration du résultat
de [MNGO4], mais en explicitant la borne en fonction de r, ¢ et p. Sans perdre
en généralité, on se place dans le repere orthonormé (p,1i,j) ou i est un vecteur
tangent a C' en p. L’angle [ est I'angle entre la normale au sens des moindres carrés
et 'axe (Oy). La matrice de covariance )M est une matrice symétrique pouvant

s’écrire
mi m
M = 11 12
mi2  Ma2
ol mq; et mago sont positifs. Nous rappelons tout d’abord le théoreme de Gershgorin
[Bel65].

Théoréme 2.5 (Gerschgorin). Soit A = (A;;) € Myq(R). Si les d disques de Ger-
schgorin D; := {z € R, [z — A| < >, |A;[} sont 2 a 2 disjoints, alors A ad-
met d valeurs propres réelles distinctes A1, ..., \g. Plus précisément, pour tout entier
ie{l,..,d},ona\; € D,

La démonstration du théoreme 2.3 résulte directement des lemmes 2.6 et 2.10.
Les lemmes 2.7, 2.8 et 2.9 sont des résultats techniques intermédiaires. On intro-

duit o = [kt
mi1

Lemme 2.6. Sous les hypothéses du Théoréme 2.3, si o < 1, alors

a(l+a)

<oy
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Démonstration. L’hypothése v < 3, entraine mgy < my; — |mio|. Comme mo,

est positif, on a my; — |ma| > mas + |mi2|, ce qui entraine que les disques de
Gerchgorin sont disjoints. Si on note \; et \, les deux valeurs propres, on a donc
d’apres le théoreme de Gerchgorin : Ay > myy — |mys| > mag + |mia| > Ag. Soit

[ 11) } le vecteur propre correspondant a la plus petite valeur propre \,. Alors

mi1 Mi2 v _ /\ v

M1z Moo 1 211

év{mll_)\z} _ _[ mio }
mig M2 — A2

_ (mar = Ag)mug + maa(maz — As)

é pumy
Y (mH — )\2)2 + m%z
- |U| < |m12|(m11 — Ao+ |m12|)
N (M1 — Ag)?
all + a)
< =T
=l < ATy
1
= [ = arctan(|v]) < arctan((zél(_——i_ojz))
a(l+a)
< —_— 7
TP E aap

]

Nous avons besoin du résultat classique suivant, qui est une conséquence di-
recte de la proposition 1.5 du chapitre précédent.

Lemme 2.7. Soit C" une courbe du plan de longueur finie, de reach p > 0 et

d’extrémités ¢ et ¢l,. Si le segment [q|q,] est situé dans le p-voisinage tubulaire de

C", alors la longueur [(C") de C" vérifie

" qs — ¢
l(C)_ H i__lH’
P

ot n = max{|lg — per(q)l,q € [¢{ 5]}

Démonstration. Comme le reach de C” est plus grand que p, la projection po» sur

C" est bien définie en tout point du segment [q/¢;]. Par la proposition 1.5, on sait

que sa restriction a [¢}¢}] est ——Lipschitzienne, ce qui donne

1" = 1 o[}y < 12—

]

Lemme 2.8. Soit C' une courbe du plan de reach p > 0 et p un pointde C. Si r < p
et g un point quelconque de C' N\ B,(r), alors la pente «,, de la courbe en ¢ par rapport
a la tangente a C en p vérifie

”

ag <

q
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FIGURE 2.2 — Démonstration du lemme 2.8

Démonstration. On peut se ramener au cas ou ¢ € dB,(r) N C. En effet, si ce n’est
~ ~ . 7’2 .
pas le cas, alors ¢ € 0B,(7) N C avec 7 < r. Le fait que la borne T soit plus

_72

petite que \/p;‘TTQ suffit pour se restreindre a ¢ € 0B, (r)NC'. Le lemme 7 de [AB99]

implique que B,(r) N C' n’a qu'une seule composante connexe. Le fait que C soit
a reach positif p implique que la courbe C' est contenue dans le complémentaire
de l'union de deux disques D, et D, (cf. figure 2.2). Soit ¢; un plus proche voisin
de ¢ dans 'ensemble (0D, U dD5y) N 0B,(r). Supposons que ¢, appartienne a 9D,
de centre ¢;. Le cercle 0D, a une pente égale a ——/— en ¢;. Notons D le disque

02 —12
de centre ¢ et de rayon p tangent a C' en ¢. Notons t et t; des vecteurs tangents
respectivement a 0D en ¢ et a 9D, en ¢, tels que ces vecteurs forment un angle
aigu avec le vecteur (p — ¢;). On a alors

T
5= |(tr,p — )|+ (P —q,ac—a)| =6, p— Q|+ [(p— ¢, ¢ — )

Par l'absurde, si la pente de C' en ¢ est plus grande que celle de 9D, en ¢, alors
I'angle (t1, p—q1) est plus petit que 'angle (t, p—¢q) en valeur absolue. Cela entraine
que I'angle (p — q, c— q) est plus petit que 'angle (p — ¢, ¢c; — ¢1) en valeur absolue.
On a donc ||c — p|| < |e1 — p|| = p, ce qui est impossible. O

Lemme 2.9. Soit C' une courbe du plan d’extrémités q; et g5, de reach p > 0. Soient
e € RT tel que ¢ < 1, et m € N*. Soit P un (e, m)-échantillon de C'. Alors

- 2ep '

De plus, pour toute courbe connexe C" C C', le nombre de points du nuage P situés
dans le voisinage tubulaire C"*" est majoré :

l(C//)
2ep

b) |PNC"| < ({ J +3)m.
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FIGURE 2.3 — Démonstration du lemme 2.9 a) Définition de 'ensemble R’ b)
Définition de Pensemble R”. L’ensemble R” est un recouvrement de P.

Démonstration. On note ¢, = ¢;. On définit 'ensemble de points {c;} de C’" en
parcourant la courbe C” entre ¢| et ¢, de la maniere suivante : ¢, est le point de
B, (2ep) N C" qui vient apres c;_; dans le parcours de C’. Le dernier point est
noté ¢, (figure 2.3.a. L'ensemble R’ = {D'; = By (ep), 0 < i < M} est constitué
de M disques ouverts d’intersection deux a deux vides. La longueur £’ de la ligne
polygonale reliant les points ¢, c},... ¢}, puis ¢, vérifie

M-1
£ (Z I —c;H> +lds = chell = M x 22p+ s = el (M +1) x 22p
1=0

En utilisant le fait que £’ > ||¢5 — ¢}||, on a alors (M + 1) x 2ep > ||¢, — q;]|. Or le
fait que P soit un (e, m)-échantillon implique que |D}| > 1. Comme les disques D
sont disjoints, on a |P| > M + 1, ce qui donne la premiere inégalité.

Pour la seconde inégalité, on note ¢; et ¢ les extrémités de C”. On définit de
maniere itérative les points ¢/ en parcourant la courbe C” de ¢/ a ¢ de la maniere
suivante : ¢j = ¢y et ¢/ est le point de B.» (2ep) N C” qui suit ¢, dans le sens de
parcours (figure 2.3.b ). Le dernier point avant ¢, est alors noté ¢,_, avec N > 0
et on note ¢y = ¢y. Lensemble R” = {D"; = Bu(2¢p), 0 < i < N} forme un
recouvrement de C"**. La longueur £” de la ligne polygonale reliant les points c,
... ¢y vérifie

N-2
L= (Z lein = CQ’II) +lldz — ol 2 2(N = 1)ep.
i=0

Le fait que £” < [(C") donne l'inégalité
Or I'hypothese P est un (¢,m)-échantillon de ¢’ implique que pour tout entier i,
|D"; N P| < m, ce qui donne la deuxieme inégalité.

R =N+1< [S0] +2= |40 43

2ep 2ep

Lemme 2.10. Sous les hypotheses du théoreme 2.3

2r  2pe  1r? pie?
p '

a§32m2(—+—+—2+2€+—2
P T

Démonstration. Le fait que C soit de reach p implique que C' est contenu dans le
complémentaire de 'union de deux disques tangents de rayon p, ce qui donne que
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pour tout point p’ € C'N B,(r) de coordonnées (z’,y’) dans le repére (p,i,j), on a

|| < ret
2

2
W <p—Vp—1? < —e—
P+ =

Pour tout point ¢ € P C B,(r) de coordonnées (z,y), on a \x| < r. Comme la
distance de Hausdorff entre P et C' est inférieur a ¢p, on a |y| < % + ep. On note
n le cardinal du nuage de point P. On peut donc majorer les deux termes :

1 1 u 23
Imag| = EZ%%—EZ%Z%’ S7+2€p7’
=1 i=1 i=1
Moz < 1 iyz < T—4 + 2r% + &%p”.

n

Enfin, dans le but de minorer m;; = % E (z; — ), on considere le sous-

=1
ensemble du plan 7" = {(z,y) € R? |z —7Z| < &=} N B,(r) (figure 2.4) et on

minore N = |{(z,y) € P,|x —Z| > =}| = n — |T' N P|. On majore pour cela
|T"N P|. Lhypothese r < % permet d’appliquer le lemme 7 de [AB99] qui im-
plique que C" :=CNT n’a qu 'une composante connexe. On note ¢/ et ¢, les deux

extrémités de C”. Comme [P NT| < |P N C""|, le lemme 2.9.b appliqué a C”
entraine |7'N P| < (L ( J +3>

2ep

T
Dy L
a1
/ 1 1
¢ P i . /
i ' q2
Do A
1 1
.
om

FIGURE 2.4 — Représentation de 'ensemble 7.

On applique le lemme 2.7 a C” = C' N T. Ceci nous donne [(C") < Hqi gll iy

ou n = max{||¢ — per ()|, q € [¢{¢5]}- Le fait que la courbe C soit de reach p )
implique qu’elle est contenue dans le complémentaire de 'union de deux disques
D, et D, tangents de rayon p (voir figure 2.4). De plus, la pente de la courbe
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est majorée en valeur absolue par le lemme 2.8 par On a alors

\/T,,z<\ﬁ

2
lgy — aill < /1 + (%) 2 < 2. De méme, on a5 = max{lg — pr(q)]. ¢ €

[ @5]} < 5= < 4- Cela implique [(CNT) < 33— = LI Tyapres le lemme
29.b,ona:
4/15 4/15 4v/1
TNP| < “lmasm< | 222 4 g = T 4 am
29mep 29mep 29¢p

Majorons maintenant chacun des deux termes en fonction de n. L’hypothese
m < {¢ donne immédiatement que 3m < %. Pour le premier terme, on applique le

lemme 2.9.aa C" = CNB,(r) dextrémité ¢, et ¢}. Cela nous donne wj < n.

Pour minorer ||¢; — ¢5||, on remarque que tout point ¢ de coordonnées (z,,y,)
appartenant & une des deux composantes connexes de (R?\(D; U D,)) N 9B,(r)

vérifie |y,| < . Cela implique que |z > /12 ;—; >ry/l— 15 = 7,\/71*5_ Or le fait

que ' =C OB ,»(7) soit contenu dans le complémentaire de D, UD, implique que ¢}
et ¢; appartiennent & deux composantes connexes différentes de (R%\(D; U D5))N

0B, (r) (voir figure 2.4). Ceci implique ||¢} — ¢,|| > r@. Cela nous donne L%J <

n. Cela entraine LA‘—*/T‘E”"J < zn. On peut donc minorer N = n — [T'N P| par N >

29¢p
n — % — ¢ = 5. Enfin, cela nous donne la minoration de my; :
]' . 2 1 n T 2 7”2
mi=-9> (-7 >—><—><<_>: _
n=od etz x o (o) = o
Cequidonnea<32m2(2—p’"+3§+z_§+2&«+%)_ -

2 APPLICATION EN GEOMETRIE DIGITALE

Le but de cette partie est d’appliquer la méthode précédente d’estimation de
normale a l'aide de 'ACP dans le cas particulier des ensembles digitaux. On rap-
pelle tout d’abord les outils nécessaires en géométrie digitale. On établit ensuite
un résultat de convergence multigrille de notre estimateur.

2.1 PREREQUIS EN GEOMETRIE DIGITALE

CONTOURS DIGITAUX. Comme nous nous intéressons au comportement d’un esti-
mateur de quantité différentielle sur des objets digitaux, nous devons tout d’abord
établir les liens entre I'objet euclidien sous-jacent et 'objet digital. On définit pour
tout point z € R? avec x = (z, ..., 24), son voxel associé vox(z) = [z; — th, 21 +
th] X ... X [xq — 3h, x4+ 3h]. Considérons un domaine X C R?. On note Digj,(X)
la discrétisation de Gauss de X dans une grille d-dimensionnelle de pas A :

Dign(X) := vox(X N (hZ)%).
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Dign(X) [] X 9 nX & 7z

FIGURE 2.5 — Définition et représentation de 7,

On note 0.X le bord de X et 9, X la h-frontiére, c’est a dire le bord de Dig,(X). On
définit 7, comme 'ensemble de points : 7, = 9, X N h(Z + %)d. L’ensemble Z;, est
un nuage de points qui a la propriété d’étre proche de 0.X au sens de Hausdorff :

Lemme 2.11. Soit X un domaine de R? dont le bord 0X est de reach p > 0, pour

; 2
tout réel h tel que 0 < h < 7 ona

d++vd—1
du(0X, Zy) < (%) h
Démonstration. On a l'inégalité dy(0X, 7)) < dy(0X,0hX) + du(0nX, Zy). Le

théoreme 1 de [LT14] établie que, dy(0X, 0, X) < ‘/TEh. D’autre part, on a immédiate-

ment par construction que dy (0, X, Z;,) < ¥“1h, ce qui permet de conclure. [

CONVERGENCE MULTIGRILLE. La convergence multigrille est une approche na-
turelle pour garantir la stabilité d’estimateurs appliqués a des discrétisation d’'un
objet lisse sous-jacent. Etant donné un estimateur défini sur Dig,(X), 'idée de la
convergence multigrille est de garantir que 'estimateur tend bien vers la quantité
a estimer sur X quand A tend vers 0. On peut se référer a [CLR12] pour I'étude de
la convergence multigrille de quantité géométrique élémentaires telles que la lon-
gueur d’'une courbe ou l'aire d’'une surface. La figure 2.6 représente les discrétisés
successifs de plus en plus fins d’'un domaine de R?. Cette figure illustre la conver-
gence multigrille de 'estimateur d’aire puisque 'on visualise intuitivement que
I'aire du domaine discrétisé tend vers l'aire du domaine X quand la grille devient
fine. La plupart du temps, on ne peut avoir une convergence multigrille que sur
une famille restreinte d’objet X. La définition suivante donne la définition plus
formelle de la convergence multigrille sur une famille d’objet X'.

Définition 2.12. Soit Ex,h un estimateur d’'une quantité géométrique E défini sur
0X. On dit que Ex , est convergent multigrille sur la famille X si pour tout X € X,

3ho > 0, Vh < ho, ¥p € OX || Ex(p) — E(p)l| < o(h)

ott o(h) tend vers 0 quand h tend vers 0.
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FIGURE 2.6 — Suite de discrétisations de plus en plus fines.

Cette définition de convergence multigrille d’'un estimateur est une version
relaxée de la convergence usuelle [CLR12]. En effet, nous supposons que nous
connaissons le point p € J.X, ce qui est faux en geénéral. 1l serait plus naturel de
définir Ex ), sur I'ensemble 9, X ou sur Z,.

2.2 CONVERGENCE MULTIGRILLE DE L’ESTIMATEUR DE NORMALE
ACP

L’estimateur de normale ACP étudié dans la section 1 est défini sur tout nuage
de points. En particulier, on I'applique dans cette section a I’ensemble 7. On
s'intéresse donc a la convergence multigrille de I'estimateur 7nix, = nz¢} qui est
pour tout point p la normale ACP associé au nuage de point Z,NB,(r). Le théoréme

de la section 1 permet d’établir la convergence multigrille de cet estimateur en 2D :

Théoréme 2.13. Soit X la famille des domaines X C R? dont le bord 0X est de
o . ) . o . 1 . ~

reach positif. Si a un réel strictement positif et r = ah?, alors Uestimateur ng‘gf est

convergent multigrille sur X et vérifie pour tout X € X :

[T

Vp € 90X, [z} (p) — nax(p)|| = O(h?)

ot la constante intervenant dans le O(.) ne dépend que du reach de 0.X.

La démonstration découle directement du corollaire 2.4 et du lemme 2.15. On
peut supposer sans perdre en généralité que le reach p vaut 1. Le lemme suivant
est un résultat intermédiaire :

Lemme 2.14. Soit X un domaine du plan dont le bord 0X est de reach p = 1 et p
un point de 0X. Soient ¢ > 0 et r = \/e. Soient ¢ et ¢ les deux extrémités d’'une
composante connexe de B,(r + £)\B,(r) N 0X. Si ¢ est assez petit, alors

lgn — gof| < 2e.
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Démonstration. On se place dans le repere orthonormé (p, tox (p), ngx(p)) ot tox (p)
et nyx(p) sont respectivement le vecteur unitaire tangent et normal a 0X en
p. Le fait que 0X soit de reach 1 implique que la courbe est contenu dans le
complémentaire de 'union de deux boules tangentes en p de rayon 1. Supposons
que ¢, € 0X NOB,(r) et go € 0X N IB,(r + ¢) ont pour coordonnées (z,,,y,, ) et
(Zgys Ygo )+ S1 umas est la pente maximale de 0.X N B,(r), on a alors

||QI - q2|| < V 1+ Oé?nam|xq2 - Iqll'

Or on a par définition |z,,| < r + €. Pour minorer |z,, |, majorons |y, |. Le fait que
¢y est situé entre les deux cercles 0D, et 9D, implique que

1
Y| <1—=V1—-12= 57“2 + o(r?).
Quand r est assez petit, on a |y,, | < r* Comme ¢; € B,(r), on a alors
1
Tg| > VP2 —rt=7r— 57“2 + o(r?).

Pour r assez petit, on a alors |z,,| > r — r? et en conséquence |z, — z,,| < r*. Le
lemme 2.8 implique que la pente «,,,, est majorée en valeur absolue par

rte = (r £ 17’ 82 o\(r 82
Cmaz < 1_(T+€>2—( + )<1+2( +e)’+o((r+ ))).

Si on prend r et ¢ assez petit, on a alors a,,,, < %(r +¢). On a enfin

2
o — @l < V1+a2, ]z —rn| < \/1 + (_) (r + &)2r?
4
= 7’ (1 - §(r +e)* +o((r + 6)2)>

Comme r = /g, si ¢ est assez petit, ||¢1 — ¢of| < 2¢

P2 =z, ()

a) Z, C (0X NB,(r))* b) 0X C (Z, N B,(r))*

FIGURE 2.7 — Démonstration du lemme 2.15.
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Lemme 2.15. Soit X un domaine dont le bord 0X est de reach p = 1. Si h € R** est

assez petit et r (:)| \/%h%, alors Z;, N B,(r) est un (4h, 289)-échantillon de 0X N B,(r)
ZpNBp(r

et 289 < 2B,

Démonstration. Par définition du (e, m)-échantillon (Définition 2.2), il faut mon-
trer que :

- dg(0X N B, (p), Zn N B.(p)) < 4h
- Vp e dX,|{q€ Zn|lp—ql <8h}| <289

Le second point est immédiat car on remarque que toute boule de rayon 8/ contient
moins de 172 = 289 points de hZ?. Pour le second point, on utilise le lemme 2.11
qui nous donne dy (C, Z,) < V3:2p < 3h. Notons ¢ = 3h. On ne peut pas conclure
que dy(C NB,.(p), Zrn N B,(p)) < e car un probleme de bord peut apparaitre.
Soit ¢, € Z, N B,(r), montrons qu’il existe un élément de 0X a une distance
de ¢; plus petite que 3¢ (voir figure 2.7.a) . Si pox(q1) € B,(r), alors pox(q1)
convient. Sinon, pox(q1) € (B,(r + €)\B,(r)) N 0X. Pour h assez petit, il existe un
point ¢o € 9B,(r) N 0X tel que ||¢2 — pax(q1)|| < 2 par le lemme précédent.
Réciproquement, pour p; € 0X N B,(r), montrons qu’il existe un élément de
7, a une distance de p; plus petite que 3¢ (voir figure 2.7.b). Soit p, € Z, un
plus proche voisin de p; dans Z,. Si p, € B,(r) alors il convient. Sinon, on a
p1 € (B,(r)\B,(r—e))NoX. Pour h assez petit, il existe un point p; € 9B, (r—e)NoX
tel que ||ps — p1|| < 2¢ par le lemme précédent. Comme tous les plus proches voi-
sins de p; dans Z,, sont dans B,(r) et a une distance plus petite que ¢ de p;, on a
le résultat.

Les deux derniers points impliquent que dy (90X NB,.(p), Z,NB,(p)) < 4h. Pour
montrer que 289 < W, le lemme 2.9.a appliqué a B,(r) N Z;, implique que
|Z, N B, ()| est minoré a une constante pres par Jiﬁ

O

x"g‘ x
Ry

X

X

P ST

X

-

FIGURE 2.8 — Modeéle de bruit Hausdorft.
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3 EXPERIMENTATIONS

3.1 EXPERIMENTATIONS SUR LES NUAGES DE POINTS

Dans cette sous-section, nous présentons des résultats expérimentaux de l’es-
timateur de normale ACP sur des nuages de points. Nous présentons, dans un
premier temps, des résultats validant le résultat de stabilité de la section 1 sur les
courbes en 2D. L’essentiel de cette theése s’intéresse a ’estimation des normales
et courbures sur des approximations de surfaces en 3D ; nous présentons dans un
second temps une heuristique dans ce contexte.

MODELE DE BRUIT HAUSDORFF. Dans le but de tester la résistance au bruit Haus-
dorff des différentes méthodes développées dans cette these, je définis le modele
de bruit Hausdorff. Ce modele de bruit a essentiellement pour but de confirmer
expérimentalement les résultats théoriques faisant intervenir une hypothese Haus-
dorff. Il est défini par I'algorithme suivant : pour un parametre de bruit ¢ chaque
point du nuage initial non bruité est translaté d’'une distance aléatoire uniforme
entre 0 et ¢ dans une direction aléatoire de 'espace ambiant. La figure 2.8 montre
I'exemple d’'une courbe bruitée avec un tel modele.

20

erreur moyenne
o
T
I

ACP -
s

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
bruit

a) b)

FIGURE 2.9 — a) Visualisation du modele “fleur” d’équation paramétrique polaire
Ipll = 2 4 1 cos(5t) (diametre = 2) échantillonné avec 160 points avec un bruit
Hausdorff 0.1. b) Déviation moyenne (en degrés) des normales ACP en fonction
du parametre de bruit Hausdorff sur la forme précédente.

3.1.1 VALIDATION EN 2D

RESISTANCE AU BRUIT. Le Corollaire 2.4 affirme que si P est un nuage de points
assez proche d’une courbe C, alors I'estimateur de normale au sens des moindres
carrés est proche de la vrai normale. Cette propriété implique une stabilité a
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un bruit Hausdorff. Les tests numériques présentés dans la figure 2.9 utilisent le
modele de bruit Hausdorff et permettent en conséquence de confirmer expérimen-
talement cette stabilité au bruit. La comparaison avec d’autres méthodes est faite
dans la derniere section du chapitre 5.

30

25 1

20 — A

erreur moyenne
&
T
.

ACP -
‘

0 I I I
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

parametre r

a) b)

FIGURE 2.10 - a) Visualisation du modele “fleur” d’équation paramétrique polaire
Ipll = 2 + §cos(5t) (diametre = 2) échantillonné avec 160 points non bruité. b)
Déviation moyenne (en degrés) des normales ACP en fonction du parametre r sur
la forme précédente.

SENSIBILITE AUX PARAMETRES. La méthode d’estimation des normales a l'aide
de I'analyse en composantes principales nécessite le choix d’'un parametre réel r
qui correspond a la taille du voisinage (rayon de la boule) dans lequel la matrice
de covariance est calculée. La figure 2.10 présente I'erreur d’estimation moyenne
de la normale en fonction du choix du parametre r. Comme le théoreme 2.3 le
prévoyait, on observe une certaine dépendance en r. Un parametre r trop petit
entraine une mauvaise estimation car 'analyse en composantes principales est
faite sur un trop petit nombre de points. A ¢ constant, si r tend vers 0, le calcul
de la matrice de covariance est méme impossible puisque le nombre de voisins
contenu dans la boule de rayon r est alors 0. A 'opposé, un choix de paramétre r
trop élevé a tout naturellement tendance a “lisser” les normales et en conséquence
a perdre en précision.

3.1.2 HEURISTIQUE SUR LES SURFACES EN 3D

L’essentiel des résultats théoriques obtenus et des expérimentations faites dans
cette these ont pour cadre général 'approximation de surfaces plongées dans I'es-
pace 3D. Je présente ici des résultats expérimentaux observant la stabilité de I'es-
timateur de normale ACP dans ce cadre.
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erreur moyenne
X

FIGURE 2.11 — a) Visualisation du modele bimba avec un bruit Hausdorff 0.01.
b) Visualisation des normales ACP sur le modele bimba (diametre = 1) avec un
bruit Hausdorff 0.01 (utilisation de 'ombrage de Phong). c) Déviation moyenne
(en degrés) des normales en fonction du parametre de bruit Hausdorff.

RESISTANCE AU BRUIT. La figure 2.11 illustre la résistance au bruit Hausdorff de
la normale ACP. Les figures 2.11 a) et b) montrent le résultats de la visualisation du
modele “bimba” avec le méme bruit et éclairés respectivement selon les normales
a chaque triangle, et selon les normales des moindres carrés. J'utilise un ombrage
de Phong sur les normales pour que la visualisation soit plus parlante. La bonne
orientation des normales permet ainsi de gommer les imperfections géométriques
qui apparaissent alors invisibles a I'ceil, excepté sur les contours. Nous remar-
quons que, malgré la géométrie tres bruitée, les normales ACP calculées sont assez
bonnes.

SENSIBILITE AUX PARAMETRES. Les calculs en trois dimensions viennent confir-
mer la sensibilité de la méthode au choix du parametre observé dans le cas des
courbes du plan. La figure 2.12 illustre cette sensibilité et en particulier le lissage
des normales obtenu si le parametre r est trop grand.

3.2 EXPERIMENTATIONS EN GEOMETRIE DISCRETE

Dans cette partie, nous validons la convergence multigrille de I'estimateur des
normales a travers des expérimentations. Une premieére série de tests vient confir-
mer la convergence multigrille de I'estimateur dans le cas d'une courbe en 2 di-
mension. Une seconde série présente une heuristique montrant la convergence de
I'estimateur de normale a une surface dans le cas 3D.

MODELE DE BRUIT KANUNGO. Dans le but de confirmer expérimentalement les
résultats théoriques faisant intervenir une hypothese Hausdorff, on définit le mod-
ele de bruit Kanungo sur les contours digitaux. Pour une taille de bruit ¢ € N la pro-
babilité qu'un voxel situé a une distance A\ de X appartienne au contour bruité est
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FIGURE 2.12 — Visualisation des normales ACP sur le modele “bimba” non bruité
avec r = 0.01 (a) et »r = 0.03 (b). ¢) Déviation (en degrés) de la normale en
fonction du parametre r sur le modele bimba non bruité.
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=
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FIGURE 2.13 — Convergence multigrille en 2D. Déviation de la normale ACP (en
degrés) en fonction du pas h en échelle logarithmique sur le modele “Flower” non
bruité (gauche) et avec un bruit Kanungo de parametre 0.3 (droite).

t*. Ce n’est pas exactement un bruit Hausdorff, mais la plupart des perturbations se
situe dans une bande d’épaisseur 2 /(1 — t). Remarquons que le modele Kanungo
dépend du pas de discrétisation h. Plus précisément, plus le pas de discrétisation
est petit, et plus le bruit est faible. Ce modele est intéressant dans la mesure ou il
garantit la convergence des contours bruités vers la forme sous-jacente et permet
ainsi de faire une étude de convergence multigrille.

OBSERVATIONS DE LA CONVERGENCE MULTIGRILLE. Une premiére série de don-
nées est exposée dans la figure 2.15. Elle confirme expérimentalement la conver-
gence du théoreme 2.13. On observe, dans le cas du modele “Flower” en dimen-
sion 2, une convergence plus rapide que O(h). La figure 2.13 b) montre que cette
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FIGURE 2.14 - Visualisation des données en 3D. Visualisation du modele "Roun-
ded cube” d’équation “100 — z* — y* — 2*” avec les normale théoriques. Avec le
parametres h = 0.5 et un bruit Kanungo de taille ¢ = 0 (gauche), et h = 0.1,
t = 0.3 (droite).

100 100

'‘Rounded Cube' sans bruit

erreur d'angle
erreur d’angle
=

FIGURE 2.15 — Convergence multigrille en 3D. Déviation de la normale ACP (en
degrés) en fonction du pas h en échelle logarithmique sur le modele “Rounded
Cube” non bruité (gauche) et avec un bruit Kanungo de parametre 0.3 (droite).

convergence est stable en pratique a une perturbation de type Kanungo de pa-
rametre 0.3. Nous remarquons qu’en présence de bruit, le choix d'un parametre de
rayon r trop faible entraine une moins bonne précision.

Dans le cadre d’une surface de R?, nous proposons les résultats des estimateurs
de normales au sens des moindres carrés pour le modele “Rounded Cube”. Comme
en dimension 2, la présence de bruit ne vient que peu perturber la convergence
multigrille.

Cette méthode sera comparée dans le chapitre 5 a la méthode du jet fitting
[CPO5], et a un algorithme statistique tres résistant au bruit et aux outliers [BM12].
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3.3 ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES PONDEREE

Dans cette partie, je présente une heuristique pour améliorer I'estimateur de
normale ACP. En ajoutant des poids au nuage de points, le but est de rendre in-
signifiant les points éloignés du reste du nuage afin de gagner en robustesse au
bruit, notamment aux outliers.

DESCRIPTION DE LA METHODE. On se place dans un repére orthonormé de R,
Soit P = (p;)1<i<n un nuage de n points de R? tels que pour tout entier i €
{1,...,n}, p; a pour coordonnées (z;;)i<;j<a. SOit (w;)icf1,..ny € R™ le vecteur des
poids des points de P vérifiant > " ,w; = 1. Soit p le barycentre des points
pondérés (p;,w;)i1<,<,. Le point p de coordonnée (7;),<;<q Vérifie donc : 7, =
D i1 Wil e

Définition 2.16. On appelle normale au sens des moindres carrés pondérés le vecteur

n4CPP minimiseur de :
2

=1

min i ((p; —P).mn)

L’estimateur de normale avec analyse en composantes principales classique est
facile a calculer puisqu’il correspond a un vecteur propre d'une matrice de cova-
riance. La formulation de la proposition suivante permet 'implémentation de la
version pondérée de l'estimateur avec une matrice de covariance pondérée.

Proposition 2.17. La normale n4“"" est le vecteur propre correspondant a la plus

petite valeur propre de la matrice M € M,, ,,(R) définie par
M =cc”
ou C € M, 4(R) est définie par C; ; = \Jw;(z;; — T).
Démonstration. Remarquons que C; est le vecteur ligne des coordonnées de :

VWi X (p; —p). On a donc

n

> (- Pl = S~ Pt = 33 Comy) = (Cn) (o).

i=1 =1 j=1

Cette fonction quadratique atteint son minimum quand n est le vecteur propre de
norme 1 correspondant a la plus petite valeur propre.
O

En pratique, j’ai choisi de pondérer les points du nuage a l'aide de la k-distance.
La k-distance d’un point = au nuage de points P est la racine carrée de la moyenne
des carrés des distance de x aux k plus proches voisins dans P. C’est une notion
centrale de la deuxiéme partie de cette these.

Définition 2.18. Soit P un nuage de n points de R? et k € N tel que k < n. On
définit la k-distance d’'un point x € R? au nuage P par

d Z d2 (x,y)
yGNPk )

ott Npy(x) est Uensemble des k plus proches voisins de x dans P.
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La k-distance est un outil intéressant pour calculer I’éloignement au nuage de
points. Cette notion d’éloignement nous est utile dans I'analyse en composantes
principales pondérée. Intuitivement, un point qui se trouve loin du reste du nuage
doit avoir un poids faible pour qu’il soit moins pris en compte dans le calcul des
directions principale. Pour tout point p; € P, on choisit en conséquence le poids :
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FIGURE 2.16 - Visualisation des normales estimées avec I’ACP pondérée, et
moyenne des déviation en degrés de cette normale en fonction du bruit sur le
modele : “bimba”.

EXPERIMENTATIONS. Cette sous-section a pour but de présenter les résultats expé-
rimentaux de I'estimateur de normale au sens des moindres carrés pondérés. Nous
présentons des expériences sur des nuages de points approximant des surfaces
plongées dans R3. Cette méthode a été pensée pour résister davantage au bruit,
c’est pourquoi les tests présentés ici se concentrent sur cette stabilité. Nous com-
parerons cet estimateur avec les autres estimateurs développés dans cette these a
la fin du chapitre 5. Jai effectué un grand nombre de tests pour comprendre quel
type de poids induisaient de bons résultats. Je ne présente ici que les résultats
avec les poids présentés dans le paragraphe précédent définis comme l'inverse de
la k-distance car c’est avec ce modele de poids que les résultats sont les meilleurs.

L’estimateur de normale au sens des moindres carrés pondéré est calculé en
suivant le méme algorithme que I'estimateur ACP classique, excepté que le nuage
de points considéré est pondéré. La premiere étape est donc de calculer les poids w;
associés aux points p; a 'aide de la k-distance. Ensuite, on se donne un parametre
de voisinage r et on calcule le vecteur propre associé a la plus petite valeur propre
de la matrice définie dans la proposition 2.17.

Les résultats présentés dans la figure 2.16 montrent une amélioration de la
déviation des normales et de la visualisation d’autant plus grande que le bruit est
grand. Les parametres choisis pour ces expériences sont constants et valent £ = 10
etr = 0.015.
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CONCLUSION

Nous avons étudié la précision et la stabilité de I'estimateur de normale au sens
des moindres carrés en dimension 2 et sur deux types de données : les nuages
de points et les ensembles digitaux. L'étude théorique a permis d’expliciter la
constante dans un résultat de stabilité de I’estimateur ; ce qui nous a permis d’ob-
tenir la convergence multigrille de notre estimateur sur des ensembles de pixels.
Les expérimentations sur les deux types de données, en 2 dimensions et en 3 di-
mensions ont permis de confirmer la précision et la stabilité au bruit Hausdorff.
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Chapitre 3

DIGITAL VORONOI COVARIANCE
MEASURE

FIGURE 3.1 — Visualisation de la normale estimée avec le VCM sur un tore voxélisé.
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INTRODUCTION

On propose dans ce chapitre un estimateur de quantités géométriques telles
que les normales, les courbures et les arétes vives pour les surfaces digitales en 3D.
Cet estimateur ne dépend que du pas de discrétisation et est une version digitale
du Voronoi Covariance Measure (VCM) [MOG11].

ESTIMATION GEOMETRIQUE BASEE VORONOI. Les méthodes d’analyse en com-
posantes principales classiques essaient d’approcher la normale en cherchant lo-
calement a approcher la surface par un plan ou un polynome de degré plus élevé
(voir par exemple [MT04]). Les méthodes basées sur le diagramme de Voronoi ap-
prochent le cone normal d’une forme sous-jacente, soit géométriquement [AB99]
soit en utilisant la covariance des cellules de Voronoi [ACSTD07, MOG11]. Les
auteurs de [MOG11] ont défini le Voronoi Covariance Measure (VCM) d’un com-
pact de R%. IIs montrent que le VCM d’une surface lisse contient de I'information
géométrique en particulier sur les normales. Ils établissent un résultat de stabilité
Hausdorff. Ce résultat de stabilité permet en conséquence d’utiliser le VCM pour
estimer les quantités différentielles d’'une surface a partir d’'une approximation
Hausdorff telle qu’'un nuage de points ou une triangulation.

CONTRIBUTIONS. Les contributions de ce chapitre sont les suivantes. On définit,
dans le cadre de données digitales, un estimateur du VCM qui a chaque surfel du
bord d’un objet digital, associe une matrice de covariance. On montre un résultat
de convergence multigrille (Section 2, théoreme 3.2) de cet estimateur. On en
déduit un estimateur de normale (défini comme le vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre de 'estimateur du VCM) pour lequel on montre la conver-
gence multigrille avec une vitesse de convergence en O(hs) (Section 3, Corollaire
1). Enfin, on présente des résultats expérimentaux montrant que la vitesse de
convergence est proche de O(h) en pratique (Section 4). Les expérimentations in-
diquent que l'estimateur VCM peut étre aussi utilisé pour estimer la courbure et
détecter les arétes vives dans le cas de données digitales perturbées par un bruit
Hausdorff.

1 VORONOI COVARIANCE MEASURE

On rappelle dans cette section la définition et les propriétés du Voronoi cova-
riance measure (VCM). Le VCM a été introduit dans [MOG11] pour I'estimation
des normales et des courbures. Soient K un compact de R?, d la fonction distance
a K et pg : R? — K la projection sur K. On sait par la proposition 1.3 du chapitre
1 que la projection est définie H?-presque partout. On rappelle que pour tout réel
positif R, 'ensemble K est le R-offset de K. Le VCM associe a toute fonction
intégrable y : R? — R*, la matrice

Vial0) = [ (o= pila))o = p@) x(p(a))d.
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1.1 NUAGES DE POINTS

Dans le cas ol le compact K est un nuage de points P, le VCM fait naturelle-
ment intervenir le diagramme de Voronoi de P. La cellule de Voronoi d’un point p
de P est 'ensemble Vorp(p) :={z € R, Vg € P ||z — p|| < ||z — ¢||}, et px envoie
(H4-presque) tout point x sur le centre de sa cellule de Voronoi. En conséquence,

Vicr(x) =Y x(p) / (z — p).(z — p)de.

peP Vorp (p)NPR

FIGURE 3.2 — Domaine d’intégration du VCM

1.2 SURFACE LISSE

Le VCM d’une surface lisse S de R?® contient de I'information sur sa normale
ng [MOG11]. En appliquant le VCM a une fonction indicatrice de la boule B,(r)
centrée en un point p situé sur la surface donne quand r — 0,

2

Vs r(X) ~ §R37’2 [ns(p)ns(p)] . (3.1

1.3 STABILITE

Le résultat de stabilité suivant [MOG11] implique que le VCM est stable aux
perturbations Hausdorff. L’équation (3.1) implique alors que les normales peuvent
étre estimées a I'aide du VCM d’un nuage de point approchant une surface. Une
heuristique est utilisé pour estimer d’autres quantités géométriques telles que les
courbures, les directions principales ou pour détecter des arétes [MOG11]. On
note ||.||op la norme matricielle induite par la norme euclidienne. Soit une fonction

f:R?— R, onnote |||, = sup,cpa |f(2)| et Lipf = sup,., |f(z) = f(y)|/ |z — y]
sa constante de Lipschitz, qui peut étre infinie. On définit la norme bounded-

Lipschitz par || f|lg;, = [[fllo + Lip(f)-

Théoreme 3.1. [MOG11] Soit x une fonction bornée et Lipschitzienne, K un com-
pact de R? et R > 0. Alors pour tout compact K', on a

[Vicr(x) = Vim0 lop < Collxlls, dir (B K')z,
ott la constante C ne dépend que de K, R et de la dimension.
49



eee ' eee Zh
I R: ..:ooooooo
mH:
Zp QF A(ZF) QF N pz, (By(r)) BIZF N (7} (By(r)] @

FIGURE 3.3 — La discrétisation d’un offset et sa localisation.

Dans le chapitre 5, nous généraliserons ce résultat a une plus grande classe
d’estimateurs faisant intervenir des fonctions distances robustes. En particulier,
nous quantifierons la constante C' intervenant dans le résultat précédent et mon-
trerons qu’elle ne dépend que de R et du diametre de K.

2 VCM SUR DES ENSEMBLES DIGITAUX

Dans cette section, on définit un estimateur du VCM dans le cas de données
digitales 3D. Le théoreéme 3.2 explicite les conditions sous lesquelles cet estimateur
est convergent multigrille.

2.1 DEFINITION

Soit X un domaine compact de R? dont le bord est une surface de classe C>.
Comme dans le chapitre 2, on note X le bord de X, Dig,(X) = vox(X N (hZ)3)
la discrétisation de Gauss de X, et 9,X C R3 'ensemble des surfels du bord de
Dig,(X). On définit le nuage de points Z, = 9,X N h(Z + 3)*. On sait d’apres
le lemme 2.11 que Z,, est proche au sens de Hausdorff de 0.X. On définit enfin
I'estimateur digital du VCM par l'application qui a toute fonction mesurable x :
R3 — R associe la matrice

Var(x) = Y W = pz,(2)(@ = pz,(2) x(pz, (1),

R
x€Qy

ot OF = {z € ZF N h(Z + })3, vox(z) C Z}'} est 'ensemble des centres des voxels
entiérement contenus dans ZF, le R-offset de 7, (voir Fig. 3.3).

2.2 CONVERGENCE MULTIGRILLE DE L’ESTIMATEUR VCM

Le principal résultat théorique de ce chapitre est le théoréme suivant. Intuiti-
vement, il quantifie 'erreur dans 'approximation du VCM d’une surface lisse par
le VCM digital de sa discrétisation de Gauss.

Théoreme 3.2. Soit X un domaine compact de R? dont le bord X est une surface
de classe C* et de reach p > 0. Soit R < & et x : R® — R* une fonction intégrable

50



dont le support est contenu dans une boule de rayon r. Pour tout h > 0 tel que

hgmin<1R,2f732f ),ona

[Vox.r(0) = 2,00

= O(Lip(x) x [(F°RE + 72 R* + rR#)h?)

op

+ X0  [(F*RE + rR2 4 rRE)h% + r2RA)).

Dans le théoreme et dans la suite du chapitre, les constantes intervenant dans
la notation O(.) ne dépendent que du reach de 90X et de la dimension (qui est
égale a 3 ici). Pour la preuve du théoreme 3.2, on utilise le VCM d’un nuage de
points Z,, c’est a dire Vy, r(x). Par I'inégalité triangulaire, on a

HVaX,R(X) ~Vz,.z(x)

< [Vox,r(X) = V2,2 (00l + HVZh,R(X) ~Vz,.2(X)

op op

La preuve du théoreme découle alors directement des propositions 3.3 et 3.4 qui
bornent respectivement le second et le premier terme du membre de droite. On
pose e = V3h qui est une borne de la distance de Hausdorff entre Z;, et 9.X (lemme
2.11).

2.3 ESTIMATION DU VCM D’UN NUAGE DE POINTS.

On rappelle les hypotheses du théoreme. L’ensemble X est un domaine com-
pact de R? dont le bord 9.X est une surface de classe C* de reach p > 0.Ona R < &
et y : R® — R* est une fonction intégrable dont le support est contenu dans une
boule B, (r) de centre y et de rayon r.

Proposition 3.3.
Sous les hypothéses du théoréeme 3.2, on a

|V2r 00 = V2000

= O [P R(Lip(0) R + [Ixlle) B + 7*Rllxlloch]

op

Démonstration.
Etape 1 : Le but de cette étape est de prouver que

Vz,.r(X) = / (QR)(JJ — 92, (2))(@ = pz,(2)) x(pz, (2))dz + B*|[ x|l O(hr?).

Comme vox(QF) C ZE, on a

Vi) = fronan @~ 2, (2)(& — 0z, (@) x(pz, (1))ds
T Sy (7 — 02, ()@ — bz, (2)) X (b2, (2)da

En utilisant le fait que ||z — py, (z)|| < R, que x est borné par | x|, et que le
support de x est contenu dans la boule B, (r) (voir figure 3.3), le second terme de
I’équation est borné par

* x Ixlloo x H ([ 2 \vox ()] Mz, (By(r))) -
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Montrons maintenant que Z N p,'(B,(r)) C pyx(By(2r)). En effet, soit z €
Zf N py! (By(r)). Le fait que la distance de Hausdorff entre Z,, et 0X soit bornée
par ¢ implique que z € dX 7+, Comme ¢ = v/3h < R, le lemme 1.16 (page 22)
implique que ||pox(z) — pz, (2)|| < /8ep + ¢, ce qui donne

[pox () = yll < llpox (2) = pz, ()| + [Ipz, (x) = yll < /Bep+e+r <2

Etablissons maintenant que Z7\vox(QF) c dXF+t\gX B (V3+)e En effet, comme
nous l'avons dit précédemment, on a Z® ¢ dXF*e, De plus, si x € JXF-(V3+1)e
alors le fait que la distance de Hausdorff entre 7, et 0.X est inférieur a ¢ implique
que x € Z,f’*/gg. Soit ¢ € h(Z + 3)* le centre du voxel contenant z. Le fait que
diam(vox(c)) = v/3h = ¢ implique que vox(c) C ZF, et donc z € vox(Qf). On
obtient donc Z/*\vox(QF) C dXF+e\gX - (V3+)e On déduit finalement que

[20\vox(2f1)] Np7' (B, (1) € [0X™\0X ] nppk(B,(2r),  (3.2)

dont le volume est borné par O(er?) = O(hr?) par la proposition 1.10.b, ce qui
permet de conclure 1’étape 1.
Etape 2 : Nous devons maintenant borner le terme restant :

a= o (P2 = () X2 (2)ds = V(1)
En décomposant A sur I'ensemble des voxels de vox(Q%), on a

O I A R RAE)

Rr Y vox(c
ceNy

—(c = p2z,(c))(c = pz,(c))"x(pz,(c))] dz

Comme dans I'étape 1, on peut localiser le calcul autour du support de y. On
introduit I'ensemble des centres D = QFNp;x (B, (2r)). On a légalité A = A, + A,
avec

a=y =) = b o) bz o) = Xz ()

ceD
Az = Z/ ( )[(l’ —12,(2))(x = pz,(2)" — (c = pz,(c))(c = pz,(c) Ix(pz,(c))
CED VOoxX|(cC
Nous allons maintenant borner A; et A,. On a
1A lop < " 2 = pz, ()]l | = Pz, (@)*]| X2, (2)) = x(pz,(c))] da.
CGD vox(c

Pour tout ¢ € D etz € vox(c),ona ||lz—c|| < ‘/;h. De plus, par définition de QF, on
a que x et ¢ appartiennent a Z* C 9X"*¢. Donc, comme h < R < £, le théoréme
1.14 (page 21) implique ||pz, () — pz,(¢)]| = O(ez + & + h) = O(hz) et donc
IX(pz.(2)) = X(p2,(¢))l| = Lip(x)O(h?). En utilisant le fait que ||z — pz, ()| < R,
on a

1A1]|op = Hs(vox(D)) x R x Lip(x) x O(h3).
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Comme vox(D) C ZE Np,x(B,(2r)) € 0X* Npy1(B,(2r)) et e < R, la propo-
sition 1.10.a implique que Hs(vox(D)) = O(r*R). Cela donne ||A;|lo, = Lip(x) X
O(r2R3hz).

Bornons de maniére similaire ||As||op. On pose u = (x —¢), v = ¢ — pg, (c) et
w =Pz, (c) —pz, (z). On peut écrire x — py, (r) = u + v + w, et on obtient

> I v - e, ()|

Grace aux inégalités ||u| < h, |[v]| < R et ||w|| = O(h2), on borne le terme dans
Pintégrale par O(||x||oc(R h2 +h)). Et en utilisant H5(vox(D)) = O(r2R), on obtient
1A2]lop = O(lIxlloe (12r?hz + r*Rh)). 0

2.4 STABILITE DU VCM.

Il a été montré dans [MOG11] que le VCM d’un nuage de points est Hausdorff
stable. Plus précisément, le théoreme 5.1 de [MOG11] établit que

Vax r(X) = V2,20, = O(h?).

Cependant, la constante intervenant dans O(hz) dépend de la surface 9X. Nous
voulons ici une constante plus précise faisant intervenir des quantités locales, r
et R. La preuve est similaire a celle de [MOG11], excepté que nous localisons les
calculs.

Proposition 3.4. Sous les hypothéses du théoréme 3.2, on a

Vox, (00 = Vi, 200l

= O(Lz’p(x) x [(FPR% + 2R3 + rR)h2] + |||l X [(F*R? + r?R% + TR%)h%]).
Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition précédente le fait que h <
min <\/%R, N 327"—;%) implique que py' (supp(x)) C P,y (By(2r)). On introduit
donc 'ensemble £ = 0X"° Np,+(B,(2r)), sur lequel nous allons intégrer. on a

Vaxa) = [ (o= pox(@)(e = pox(a)) x(pox(a)
= Z (z = pax(2))(z — pax(2)) X (pox (v))

XRpy % (By(2r)

= | (&= pox(@))(z — Pox () X (pox (v)) + Erry,

ou lerreur Err, satisfait
1ETT1[lop < R? X [[X[loo X Ha(OX ™ Npyy(By(2r)) \ E).

De plus, on a 90X *Np,y (B, (2r))\E = [0XF\OX <] Np; (B, (2r)), dont le volume
est borné par la proposition 1.10.b par O(r?¢c) = O(r*h). On a donc
1Brrillop = X[l x O(R*r?h).
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Similairement, on a
V() = / (& = b2, (2) (& — 2, (1) x (02, (2)
- / iy (PR~ P ) (P, ()

_ / v —po >><x — p2 ()X (2, (2)) + Errs,

E

ou lerreur Err, satisfait

| Errallop < (R+€)* X [Ixlloo X Ha(Z] N pox (By(2r) \ E).

Comme l'ensemble Z N py5(B,(2r) \ E C [0XF\0XR] Np,x(B,(2r)), son
volume est borné par O(r?c) = O(r*h), on a

1Errallop = (R +)* X Ixlloo X O(r*h).

Il nous faut maintenant comparer les deux intégrales sur 'ensemble commun £

A= /E [(z = pox (2)) (@ — pax (2)) X(Pox () — (¥ = Pz, (2)) (& = pz,(2)) "X (P2, (2))] -

En suivant la preuve du théoréme 5.1 de [MOG11], on a
|A]lop < (R2Lip(x) +2R||xl0) X [H3(E) + (diam(E) + R+V Re) x H*(OE)] x V Re.

Les propriétés b. et c. de la proposition 1.10 donnent respectivement que H3(E)
est borné par O(r?R) et que H?(OF) est borné par O(rR + r?). Comme h = \/%5,
on a

1A llop = O(Lin(x) x [(r* R 4725 +7RE)hd] + [l x [(7*RE +72RE +rRE)RY).
Comme || Erry]|op €t || Errs||op sont négligeable devant ||A||,p,, on obtient la borne :

Vax,z () = Vi, r00 o
= O(Lip(x) x [(F*R3 + 1R + 7R + [l x [(FPRE + 7°RE + rRERA).
O

3 CONVERGENCE MULTIGRILLE DE L’ESTIMATEUR DE NOR-
MALE

Soit X un domaine compact de R? dont le bord 9X est une surface de classe C?
de reach p. On souhaite ici estimer la normale a 0.X a partir de sa discrétisation de
Gauss. Sih < \/ig p, le lemme 2.11 (page 33) implique que la distance de Hausdorff
dy(Zy,0X) est majoré strictement par le reach p. La projection pyx est donc défini
sur Zj,. Soit py un point de 7, et p, la projection de py sur 9.X. On définit I'es-
timateur de normale en appliquant le VCM digital a une fonction Lipschitzienne
qui approche la fonction indicatrice de la boule B (). Pour tout point p, soit x;.,
une fonction Lipschitzienne qui vaut 1 sur B,(r), vaut 1 — (|| — p|| — ) /r2 sur
B,(r + r2)\ B,(r), et vaut 0 sur le domaine restant.
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Définition 3.5. L’ estimateur de normale 7, z(py) est le vecteur propre associé a la
plus grande valeur propre de Vz, r(Xrz)-

Remarquons que I'estimateur de normale est défini au signe pres. Le théoreme
suivant donne une erreur d’estimation entre +7, r(py) et ng(po).

Théoréme 3.6. Soit X un domaine compact de R? dont le bord X est une surface

de classe C* et de reach p > 0. Soit R < £. Donc pour tout h > 0 tel que h <

. 2 , . , ~ i~ o
min <\/%R, ﬁgr, m), Uangle entre les lignes portées par i, r(po) et ns(po) satisfait

(Mr,r(Po), ns(po)) =
O((rR—% YR Y4 iR T4 2+ 2 R)RT + R 2+ R+ R? + r%>.

Le corollaire suivant est une conséquence directe du théoreme.

Corollaire 3.7. Soit X un domaine compact de R? dont le bord X est une surface
de classe C* de reach p > 0. Soient a,b € R, r = aht et R = bhi. Alors pour tout
h > 0 assez petit, on a

(i (o), ms(po) = O(h*))

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.6. On introduit le VCM normalisé N, z(7;) =
5375 V2R (Xr)- D’apres le théoreme sin(#) de Davis-Kahan [Dav63], au signe
pres de £, z(po), on a

[7ir, 7 (70) = s (po)|| < 2| N (0) — ns (po)ns (po)'[lop-

Majorons le membre de droite. L'inégalité triangulaire donne

o 3
| Ny, r(Po) — ng(po)ns(po)[lop < W\|Vzh,R(Xr,m) — Vox,rR(Xr) |lop

3
+ 2 R3r2 ||V8X7R(X7"7I56) - V@X,R(Xr,po)Hop

3
+ WHVaX,R(ano) —Vox,r(1s,,(,))llop

3
g V(L) = ns(po)ns (o) o

La preuve du théoréme est alors une conséquence du théoreme 3.2, qui contrdle
le premier terme, et des trois lemmes suivants qui controlent les autres termes.

Lemme 3.8. Sous les hypotheéses du théoréme 3.6, on a

3
2w R372

Démonstration. On décompose le domaine d’intégration

Vox.z(xrgs) — Vox,g (Xrpo)llop < O(R7Y(h +72))

Supp(Xrm) = (B (r) N Byy (1) [ B (r + 72)\ (B (r) N By (1)

On pose ¢ = v/3h qui majore la distance de Hausdorff de Z; et 9X. Par hypothése,
on ace < £. On a donc que les points py et p, appartiennent a By () N B, (7).

5-
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De plus les fonctions x, s et x,p, sont égales a 1 sur I'intersection B (r) N B, (7)
et comme ||py — pol| < du(0X,Z),) < ¢, 'ensemble By, (r + r2)\ (Bg (1) N By, (1))
3

est contenu dans I'offset [9(By, (1) N B, (r))]"*"" dont le volume est borné par la
proposition 1.10.a par O(r2(¢ + r2)). On décompose de maniére symétrique le
support de X, ,,, ce qui donne

HV@X,R(XT,ISE)) - V&X,R(X?‘,pg)”op = O(RZTZ(E -+ 7"%))
Comme ¢ = v/3h on a le résultat. 0

Lemme 3.9. Sous les hypothéses du théoréeme 3.6, on a

3
22 R3

Démonstration. Comme ., = 1, (r) Sur la boule B, (r), en utilisant les mémes
arguments que dans les démonstrations de la partie précédente, on a

Vox,rR(Xrpo) — Vox,rR(18,, () llop = O(r2).

Va8 () =Voxn (L) llop < H* (X 01 |05k (B, (r 4+ r4)) \p3k (B ()] ) x B2

La proposition 1.10 implique que le volume H? (&XR N [pg}((By(r + r%))\pg_}{(By(r))] )
est plus petit que 4R x H? (8)( NB,(r + r%)\By(r)). Le fait que cette aire est
bornée par O(r3) nous permet de conclure. O
Lemme 3.10. Sous les hypotheses du théoreme 3.6, on a

—
2w R3r?

Démonstration. On a la relation suivante (voir théoreme 1 de [Mér09])

Vox,r(18,,(r)) — 1(po)n(po)'[lop = O(r + R?)

Vaxalln, o) = s L+OE)] [ alpnt) . @)

pEBp, (r)NS

Par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la normale a 0.X, on a

In(p) = o)l < sup [ D) llep Ly o
q

ou l,,, est la longueur de la géodésique joignant p et p,. Comme la corde (pp,) est
contenue dans l'offset 9X*, o R < p, onal,,, = O(||p — po||) (voir [MT04] par
exemple). D’ou ||n(p) — n(po)|| = O(r) et donc n(p)n(p)t — n(po)n(po)t = O(r). Par
conséquent

/GB s n(p)n(p)* dp = H*(By, (r) N S)n(po)n(po)’ + H*(Bp, (r) N S) O(r).

En combinant avec ’équation. (3.3), on a

3
2R3H2(B,, (r) N S)

VaXvR(pro(T)) = [1 + O(R2)] X (n(po)n(pg)t + O(T)) .

On conclut en utilisant le fait que #*(B,,(r) N S) est equivalent a 7r?. O
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4 EXPERIMENTATIONS

On évalue expérimentalement la convergence multigrille, la précision et la ro-
bustesse au bruit Hausdorff de notre estimateur de normale, mais aussi sa stabilité
pour détecter les arétes vives.

La premiére série d’expérimentations analyse la convergence de 'estimation de
normale avec le VCM par rapport a la normale du bord de la forme 0X (figures 3.4
et 3.5). Les calculs sont effectués sur un tore de grand rayon 6 et de petit rayon
2, et sur un ellipsoide de demi axes 1/90, v/45 et \/45. On mesure l'erreur d’angle
e(p) = cos™(A(p) - n(p)) pour tout point p € Z;, de la forme discrétisée avec deux
différentes normes :

l1(€) o 1 Z e(p), lso(€) e/ sup €(p). (3.4)

N Card(Zh) ez PEZ),

Dans les expérimentations, nous avons essayé différents noyaux Y. ,, et nous don-
nons les résultats pour deux d’entre eux : le noyau y;,, défini par x) , (z) = 1
si |lz — pol| < r, O sinon; le noyau x, ,, défini par x;, (z) = 1 — [lz — pol|/r si
||z —pol|| < r, O sinon. La figure 3.4 affiche les normes des erreurs d’angles estimées
en degré, pour des pas de discrétisation de plus en plus fins. Le corollaire 3.7 prédit
la convergence multigrille en O(hé) de l'estimateur quand r = ahi et R = bht.
On observe en pratique que la vitesse de convergence est proche de O(h) pour les
deux normes et pour les différents choix de paramétres R = r = 3hi, R = r = 3h3
ou R = r = 3h2. D’autres expérimentations montrent que les résultats les plus
précis sont obtenus pour « € [3, 3] si R = r = ah®. Nous notons que le choix du
noyau n’a pas un grand impact sur la qualité de I'estimation, tant que celui-ci a un
support comparable au noyau x; , .

On perturbe le modele du tore avec un bruit Kanungo de parametre ¢ = 0.25
(voir section 3.2 du chapitre 3 pour la définition). Ce n’est pas exactement une
perturbation Hausdorff mais la plupart des points se situent dans une bande de
taille 2h/(1 — t). La figure 3.5 montre que la normale est toujours convergente
pour les deux normes. Ici encore, la convergence est proche d’'une vitesse O(hg),
ce qui est mieux que la convergence théorique en O(hs).

On s’intéresse a la qualité visuelle de notre estimateur sur différentes formes,
en affichant les surfels éclairés selon la normale estimée. Tout d’abord, la figure 3.6
affiche I'estimation des normales sur le modele du tore perturbé avec un fort bruit
Kanungo de parametre p = 0.5. La figure 3.7 affiche les améliorations visuelles
en utilisant les normales calculées avec I'estimateur VCM par rapport a celles cal-
culées avec un autre estimateur trivial. En particulier, la comparaison de la figure
3.7.b avec la figure 3.7 c et d montre que l'estimateur du VCM est plus précis que
la convolution sur la géométrie des surfels. De plus, on a testé notre estimateur
sur de nombreuses formes standards (voir figure 3.8).

Notre estimateur VCM est une matrice qui contient aussi des informations
sur la courbure selon les autres directions. Mérigot et al. [MOG11] ont proposé
de détecter les arétes vives en utilisant les trois valeurs propres Iy, (5, [3 du VCM
comme suit : si l; > [y > I3, on calcule l5/(l; + I3 + [3) et on marque les points si la
valeur dépasse un seuil 7. La figure 3.9 montre cette détection sur le modele “bun-
ny” a différentes échelles , avec 7' = 0.1 pour toutes les données (cela correspond
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FIGURE 3.4 — Convergence multigrille de 'erreur d’angle de I'estimateur de nor-
male (en degré). Les tests sont faits sur un tore avec les parametres (R = r = 3h®
avec a € {1, 3, 3}), pour deux normes (I, l.,), avec le noyau x;,, (gauche), et le
noyau X}«,po (droite).

a un angle de ~ 25°). Cela montre que I'information du VCM est géométriquement
stable. Pour conclure, on liste ci-dessous des informations sur les temps de calcul.
Cet estimateur a été implémenté et est disponible dans la librairie DGtal [DGtrg].

Image taille #surfels (R,r) calcul x,-VCM. Orient. normales
“Al” 150° 48017 (30,3) 0.73 s 0.88's
“rcruiser”  250° 66543 (30, 3) 1.26 s 0.99s
“bunny”  516*> 933886 (30,5) 30.1s 159s
“Dig. Smow” 5123 3035307 (30,5) 82.1s 53.6s

CONCLUSION

On a présenté des estimateurs géométriques stables pour les ensembles digi-
taux, le premier approchant le Voronoi covariance measu