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Introduction générale

e travail de thése a ét¢é mené au sein de 1'équipe Modéles, Image et Vision (MIV)

du laboratoire ICube (UMR 7357). Cette thése a été dirigée par Mohamed Tajine
(Professeur des Universités) et encadrée par Etienne Baudrier (Maitre de Conférences)
et Loic Mazo (Maitre de Conférences). Ces travaux ont été partiellement réalisés dans
le cadre du projet Reconstruction tomograpHique pour la cryo-micrOscopie électronique
d’objets DéformablES (RHODES) en collaboration avec I'Institut de Génétique et de
Biologie Moléculaire et Cellulaire (IGBMC). Cette thése a été financée par une bourse

d’allocation du Ministére de la Recherche.

Contexte

La cryo-microscopie électronique est une technique tomographique permettant de re-
constituer la structure 3D d’un objet complexe (les protéines, les virus) a partir de ses
images obtenues avec le microscope électronique. Ces images de 'objet sont appelées
les projections et sont souvent acquises sous orientations inconnues. La reconstruction
3D est un outil important pour la visualisation de structures complexes. Un des avan-
tages de la cryo-microscopie électronique est la possibilité d’obtenir une haute résolution
(jusqu’au picométre). La procédure de reconstruction tomographique en cryo-microscopie
électronique fait intervenir plusieurs techniques d’imagerie telles que les techniques de dé-

bruitage, d’alignement, de classification, de reconstruction et de raffinement des images.
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Ces techniques sont encore développées depuis la premiére reconstruction 3D qui a été
obtenue par Derosier et Klug en 1968 [1]. Plusieurs sujets de recherche complexes sont en-
core ouverts tels que I'estimation des orientations inconnues des projections, I’estimation

des états déformables de 'objet et le débruitage des projections.

Pendant le processus de reconstruction tomographique en cryo-microscopie électro-
nique, la distance entre deux projections est fréquemment mesurée. La projection peut
étre considérée comme un vecteur et la distance peut étre calculée par les différents types
de distances définies dans I’espace vectoriel. Parmi ces distances, la distance la plus utilisée
est la distance euclidienne. Par exemple, les auteurs dans |2, 3, 4| classifient les projec-
tions en calculant les distances euclidiennes entre elles, puis construisent une matrice de
distances et 1'utilisent avec les techniques de réduction dimensionnelle pour estimer les
orientations des projections. Dans [5, 6], aprés avoir reconstruit le premier modéle de
I’'objet a partir de projections acquises, ce modéle est reprojeté sur une sphére selon des
orientations uniformes, puis les distances euclidiennes entre les reprojections et les pro-
jections acquises sont calculées afin de raffiner le modéle. Une alternative a la distance
euclidienne dans le processus de raffinement est le coefficient de corrélation croisée [7].
Cependant, les résultats obtenus en utilisant la distance euclidienne ou le coefficient de
corrélation croisée ne sont pas différents comme montré dans [8]. La distance euclidienne
est aussi utilisée dans [9] pour établir la fonction de cotit & minimiser. Le but est d’estimer

simultanément les orientations des projections et I'objet.

Les travaux réalisés au cours de cette thése portent sur les distances entre projections
avec comme objectif 'amélioration de la procédure de reconstruction tomographique en

cryo-microscopie électronique.

Problématique

La distance euclidienne entre deux projections peut avoir une grande variation, méme
si les deux projections sont proches. Plus précisément, des différences angulaires d’orien-
tations similaires peuvent générer des couples de projections dont la distance euclidienne

est trés grande. Ceci implique que la distance euclidienne n’est pas une bonne relation
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spatiale entre deux projections et elle peut amener des erreurs si on 1'utilise pendant le

processus de classification ou de raffinement des projections.

Contributions

Le but de cette thése est de rechercher une mesure plus fidéle a la différence angulaire
entre deux projections. La principale question posée est de savoir si I’on est capable d’es-
timer la différence angulaire entre deux projections & partir d’un ensemble de projections
non orientées. Pour s’attaquer & ce probléme, ’approche proposée dans cette thése est
d’estimer la différence angulaire entre deux projections en se basant sur les propriétés des
moments de projections et la construction du graphe de voisinage pour les projections.
Etant donné que le probléme d’estimation de la différence angulaire en 2D est différent

de celui en 3D, 'approche proposée est donc séparée en deux cas 2D et 3D.

En 2D, les formules d’estimation de la différence angulaire sont développées en se ba-
sant sur la relation entre les moments de 'objet et les moments des projections. Cette
relation a été utilisée pour l'estimation des orientations de projection et a été étudiée
sous le nom de méthode des moments dans [10, 11, 12]. Cependant, 'objectif de ce travail
est différent car il est essentiellement centré sur I'estimation de la différence angulaire
entre deux projections sans connaitre ni estimer leurs orientations. Les formules déve-
loppées ne sont robustes que pour les projections proches. Elles sont donc utilisées pour
estimer la différence angulaire entre des projections voisines. Afin de trouver les voisins
de chaque projection, des seuils adaptatifs sont développés dans I'espace des moments de
projections. Ces seuils reposent sur I’hypothése que les orientations des projections sont
distribuées selon une loi quelconque. Aprés avoir estimé la différence angulaire entre les
projections voisines, un graphe de voisinage est construit tel que ses sommets soient les
projections, ses arétes relient des projections voisines et soient pondérées par les diffé-
rences angulaires estimées par les formules. Finalement, une estimation de la différence
entre deux projections quelconques est calculée en utilisant un algorithme du plus court
chemin sur le graphe de voisinage. La performance de la méthode proposée est testée

sur des données simulées. Les tests ont montré que la dispersion de notre méthode par
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rapport a 'orientation de la projection est beaucoup plus petite que celle de la distance

euclidienne.

Comme la méthode en 2D donne des bons résultats d’estimation de la différence an-
gulaire et 1'utilisation des moments pour l'estimation des orientations en 3D a aussi été
étudiée dans 10, 13|, nous avons donc étendu notre méthode développée en 2D pour le cas
3D. Bien que les étapes de la méthode en 3D soient presque similaires que celles en 2D, il
existe aussi des difficultés spécifiques qui doivent étre traitées particuliérement. Les tests
en 3D ont montré que la dispersion de notre méthode par rapport & 'orientation de la
projection est & nouveau beaucoup plus petite que celle de la distance euclidienne. D’autre
part, les orientations des projections peuvent aussi étre estimées par d’autres méthodes
en 3D. Une famille des méthodes la plus utilisée est les méthodes basées sur la technique
de ligne commune [14, 7]. La technique de la ligne commune se base sur le théoréme de la
coupe centrale selon lequel deux projections partagent une ligne commune dans 'espace
de Fourier. Cette ligne commune est orthogonale aux orientations de deux projections.
La combinaison des lignes communes entre trois projections différentes permet de trouver
leurs orientations. La recherche des lignes communes entre les projections est cotiteuse
et peut comporter des erreurs cumulatives si les lignes communes ne sont pas correcte-
ment identifiées [10]. Contrairement a la ligne commune, l'utilisation de la méthode des

moments est plus rapide et n’entraine pas des erreurs cumulatives.

Organisation du mémoire

Le chapitre 1 introduit un état de ’art sur la tomographie et ses applications, ainsi que
sur la cryo-microscopie électronique avec sa modalité d’acquisition, ses problématiques,
les techniques d’imagerie et les méthodes de reconstruction tomographique utilisées. Le
chapitre 2 décrit les principes de la tomographie en 2D et 3D. Les notions de rotation,
de projection, de moment avec leurs propriétés sont présentées dans ce chapitre. Les
chapitres 3 et 4 sont consacrés au probléme de 'estimation de la différence angulaire
en 2D et 3D. Les problématiques, les étapes d’estimation sont présentés. Le chapitre 5

montre la performance de la méthode proposée par des expérimentations sur une base
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d’images simulées. La comparaison de notre méthode avec la distance euclidienne et les
autres méthodes est aussi réalisée. Le document se termine par une conclusion générale
et les perspectives de ces travaux de thése. Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, les
listes des figures et des tables figurent a la fin du mémoire. Les démonstrations les plus

techniques sont données en annexe.
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n tour d’horizon de la tomographie et ses applications est présenté dans ce cha-
U pitre. En particulier, nous détaillons le cas de la tomographie en cryo-microscopie

électronique sur laquelle nous travaillons.
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1.1 Introduction générale de la tomographie

1.1.1 Tomographie

La tomographie est une technique qui reconstitue la structure interne d’un objet. Le
mot tomographie vient du mot grec « tomos » qui signifie « coupe ». Le principe général
de cette technique est le suivant : des rayons traversent l'objet & partir d’'une source et
engendrent sur un récepteur un signal représentant certaines propriétés de l'intérieur de
I'objet. L’ensemble des différents signaux est acquis soit par une rotation de la source,
soit par une rotation de I'objet ou bien encore sous forme d’objets identiques mais avec
différentes orientations. Ces signaux sont finalement utilisés pour reconstruire le volume de
I'objet. Les rayons peuvent étre des rayons X, des noyaux atomiques ou des électrons. Ils
sont émis par une source ponctuelle (des rayons en éventail) ou non ponctuelle (des rayons
paralléles). Il existe une variété de techniques tomographiques dans plusieurs domaines
différents. Par exemple, le scanner X, 'TRM (imagerie par résonance magnétique), la TEP
(tomographie par émission de positons) en imagerie médicale, la microscopie électronique
et cryo-microscopie électronique en biologie structurale ou 'imagerie tomographique radio

dans le réseau sans fil. Le détail de ces techniques est présentée dans la partie 1.1.2.

Dans la plupart des cas, I'orientation de la source ou la rotation de I'objet est connue
et le volume de 'objet peut étre reconstruit par différentes méthodes qui sont classées en
trois grandes familles : les méthodes basées sur 'inversion directe de la transformée de
Fourier, les méthodes basée sur la rétro-projection et les méthodes algébriques. Ces mé-
thodes sont détaillées dans la partie 1.4. Cependant, il y a aussi certains cas dans lesquels
I'orientation de la source ou la rotation de 'objet est inconnue. Par exemple I’étude des
particules en cryo-microscopie électronique ou lorsque les objets se déplacent pendant la
procédure d’acquisition. L’étape d’estimation des orientations de l'objet doit donc étre
ajoutée dans la procédure de reconstruction tomographique pour ces cas. Le détail des
méthodes d’estimation de 'orientation est présenté dans la partie 1.3. Aprés avoir obtenu
un premier modéle de 'objet, ce dernier est ensuite amélioré par une étape de raffinement

durant laquelle le modéle est re-projeté selon différentes orientations, puis les données
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obtenues sont comparées avec les données originales afin de trouver les meilleures orien-
tations pour les données originales. Les nouvelles orientations sont ensuite utilisées pour
reconstruire un deuxiéme modéle. Cette étape peut étre répétée jusqu’a ce que le résultat
de reconstruction soit stable. La procédure de reconstruction tomographique pour des
orientations inconnues implique des allers-retours entre ’estimation des orientations et la
reconstruction de I'objet. Les orientations estimées sont utilisées pour reconstruire 'objet,
puis 'objet reconstruit est a son tour utilisé pour raffiner les orientations. L’estimation
des orientations avant la reconstruction ou vice-versa peut donc ne pas étre optimisée. 11
existe aussi des méthodes qui sont développées pour profiter de cette interdépendance en

reconstruisant conjointement I'objet avec les orientations (partie 1.5).

1.1.2 Applications de la tomographie

La tomographie est appliquée dans plusieurs domaines que nous détaillons ici.

1.1.2.1 Imagerie médicale

L’imagerie médicale permet la représentation visuelle de l'intérieur du corps pour I’ana-
lyse clinique et 'intervention médicale. Elle est aussi utilisée pour la représentation fonc-
tionnelle des organes et des tissus. Le principe général des techniques en imagerie médicale
est illustré sur la figure 1.1 dans laquelle l'objet étudié (par exemple le corps humain) est
introduit dans le tunnel d’un appareil d’imagerie. Les rayons ou les ondes traversent 1'ob-
jet et produisent plusieurs images représentant un morceau de 'intérieur de I'objet (une
vue en 2D). Ensuite, ces images peuvent étre regroupées afin de reconstruire une vue 3D
de 'objet. Il existe différentes techniques en imagerie médicale qui sont classées en deux

catégories :
a) Imagerie structurelle

Les techniques d’imagerie permettent d’obtenir des informations sur la structure des
organes, leurs formes, leurs limites, et dans certains cas leurs contenus (e.g. structures

osseuses, calculs vésicaux). Les techniques connues en imagerie structurelle sont décrites
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ci-dessous.

e La radiologie standard, dite X. C’est une technique simple et est le plus souvent
utilisée en médecine. Un faisceau de rayons X traverse une zone du patient qui est
placé entre une source de rayons X et une plaque contenant un capteur radiographie.
Les rayons X interagissent avec les différentes structures traversées et produisent des
densités différentes sur le capteur.

e La tomodensitométrie X, ou le scanner X. Cette modalité suit le méme principe que
la radiologie X. La seul différence est que la source n’est pas fixe, elle tourne autour
du patient pour obtenir plusieurs coupes transversales de 'organisme.

e [’imagerie par Résonance Magnétique — IRM, utilise un principe différent. Le pa-
tient est placé dans un champ magnétique trés intense. Les atomes d’hydrogéne qui
composent 'organisme interagissent plus ou moins avec le champ magnétique suivant

leur localisation, créant des coupes différentes de 1'organisme.

b) Imagerie fonctionnelle

Les techniques d’imagerie permettent d’étudier le fonctionnement des organes au lieu

de leur structure comme en imagerie structurelle. Les techniques connues en imagerie

fonctionnelle sont décrites ci-dessous.

e [’IRMf, ou IRM fonctionnelle. L’IRMf repose sur le méme principe que 'I[RM struc-
turelle, mais avec la modification de certains paramétres d’acquisition des images.
Elle permet d’avoir des images reflétant les variations de 'apport sanguin. Ces va-
riations sont utilisées souvent pour mesurer le fonctionnement du cerveau et sont
reliées & I'activité des neurones.

e La TEP ou Tomographie par Emission de Positons. La TEP repose sur l'injection
d’un traceur (par exemple fluor 18, oxygéne 15 ou azote 13) dans l'organisme. La
diffusion du traceur permet de repérer les zones ou, par exemple, le métabolisme
osseux est anormal. Un scanner particulier est utilisé pour détecter cette émission

du traceur.

11

1.1. INTRODUCTION GENERALE DE LA TOMOGRAPHIE



ETAT DE L’ART

Vue axiale Vue transaxiale

PRI
plAY)
ML,

anneau de

détecteurs | projections

reconstruction
tomographique

=“

supcrpomuan

(b)

Figure 1.1: a) le scanner d’'IRM ; b) le principe d’acquisition des images 2D (projections)
en IRM sous différentes orientations. Le volume 3D du cerveau est obtenu par la

superposition des coupes [15].

1.1.2.2 Biologie

La tomographie peut étre utilisée en biologie pour étudier la structure et 'organisation
spatiale des micro-organismes, des cellules ou des macromolécules (e.g. protéines, acides
nucléiques). Les techniques tomographiques connues en biologie reposent sur la microsco-
pie électronique. En particulier, la microscopie électronique est utilisée en cristallographie

pour étudier la structure des cristaux a I’échelle moléculaire ou atomique.
a) Microscopie électronique

La microscopie électronique est une technique tomographique utilisant un faisceau
d’électrons pour illuminer et créer une image trés agrandie d’un échantillon. Cette tech-
nique permet d’étudier les structures complexes des molécules avec une résolution jusqu’au

picométre. Il existe plusieurs types de microscopie électronique :

e la microscopie électronique en transmission (MET) qui amplifie le comportement du

faisceau d’électrons quand il traverse la structure de I’échantillon. Les effets d’in-

12 1.1. INTRODUCTION GENERALE DE LA TOMOGRAPHIE



ETAT DE L’ART

teraction entre les électrons et 1’échantillon engendrent une image représentant la
projection de I’échantillon ;

e la microscopie électronique a balayage (MEB) qui est différente de la MET ou I'image
observée est la projection de I’échantillon. La MEB reproduit plutét une image de
la surface de ’échantillon avec une grande profondeur de champ dans I'image. Aprés
avoir balayé 1’échantillon, les pertes d’énergie du faisceau d’électrons en chaque point
de V'échantillon sont enregistrées et utilisées pour créer une image de surface de

I’échantillon.

En général, la résolution d’'une image en MET est plus élevée que celle en MEB.
La MET est donc préférée pour étudier la structure complexe des cellules, des macro-
molécules en biologie structurale. Au contraire, la MEB est préférée pour étudier les
micro-organismes car elle donne une profondeur de champs plus nette que celles des mi-
croscopies optiques. Les deux types de microscopie électronique demandent une prépara-
tion de ’échantillon trés soigneuse pour pouvoir obtenir une bonne qualité d’'image. C’est
le cas en particulier pour la MET car les échantillons peuvent étre dégradés durant 1’ac-
quisition par le faisceau d’électrons ou étre difficiles a observer par transmission en raison
d’une grande épaisseur de 1’échantillon. En biologie, plusieurs étapes sont appliquées pour
pouvoir préparer les échantillons propres, minces et avec une structure la plus proche
possible de I’état naturel. Les échantillons peuvent aussi étre colorés pour rehausser le

contraste dans certaines situations.
b) Techniques tomographiques basées sur la microscopie électronique
Tomographie électronique

La tomographie électronique permet d’obtenir un modéle 3D d’une structure complexe
en utilisant la MET. Le principe de cette technique est de tourner les échantillons autour
d’un axe perpendiculaire au faisceau d’électrons. Un ensemble des projections de diffé-
rentes orientations est obtenu sous cette technique. Les projections sont ensuite utilisées
pour reconstruire un modéle 3D de la structure complexe. Un des inconvénients de la
tomographie électronique est la limitation de la rotation des échantillons (entre +70°) qui

peut conduire a une perte d’information sur la reconstruction.
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Cryo-microscopie Electronique

La cryo-microscopie électronique (Cryo-ME) est une technique particuliére pour pré-
parer les échantillons en MET. Cette technique réduit 'impact du faisceau d’électrons
qui cause la dégradation des échantillons et permet de mieux préserver la structure de
I’échantillon proche de I’état vivant. Au contraire de la coloration ou du fixateur chimique,
le principe de la Cryo-ME consiste & congeler trés rapidement des échantillons sous forme
hydratée dans I’éthane liquide. Comme le cadre d’étude de cette thése est relié a cette

technique, elle sera plus détaillée dans la partie 1.2.

1.1.2.3 Meécanique des matériaux

La tomographie est utilisée dans la mécanique des matériaux pour évaluer les infor-
mations quantitatives sur la densité, la dimension et la constitution des matériaux. Les
données observées utilisant la tomographie sont aussi utiles pour déterminer les endroits

ou les défauts apparaissent dans les matériaux [16].

1.1.2.4 Géométrie convexe

La géométrie convexe étudie le probléme de la reconstruction d’un ensemble convexe
a partir de ses projections. Elle a bien été étudiée dans [17] ou les ensembles convexes
de Z? sont reconstruits avec un nombre limité de projections (par exemple seulement
sous quatre orientations de projection différentes). Une autre approche est d’extraire di-
rectement des propriétés des ensembles convexes & partir de leurs projections sans avoir
besoin de reconstruire ces ensembles. L’estimation de 1'aire et du périmétre d’un ensemble

convexe sont par exemple étudiés dans [18].

La tomographie est aussi appliquée dans les domaines de la compression et de la sécurité
des données [19], de la planification de personnel [20] et de 'imagerie tomographique radio

21, 22].
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1.1.3 Tomographie continue et discréte

Nous présentons d’abord la transformée de Radon qui est la modélisation mathéma-
tique d’une acquisition tomographique. Soit (x,y) les coordonnées cartésiennes d’un point
en 2D, f une fonction continue et a support compact des deux variables d’espace x et y.
Soit L; g un ensemble de lignes droites paralleles qui sont définies par ¢t = x cos 6 4y sin 0.
La transformée de Radon Rf(6.t) de f(x,y) est définie par I'intégrale de f le long de la
ligne Ly g :

Ry(0)t) = : f(zy)dl, (1.1)

ou d/ est un élément de longueur sur L; 9. Une projection peut étre définie comme la trans-
formée de Radon selon une orientation fixée, notée par pg : t — Ry(6,t). Une illustration

de la projection py(t) est représentée sur la figure 1.2. La tomographie continue consiste a

Figure 1.2: Représentation de la transformée de Radon.
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reconstruire 'objet dans le cas ol I'objet et ses projections sont définis de facon continue,
pour tout # € R. Par exemple f : R? = R, pp: R — Ret § € R (figure 1.3). Dans ce cas,
I'objet peut étre reconstruit a partir de ses projections par I'inversion de la transformée

de Radon.

En pratique, il n’y a qu'un nombre limité d’orientations de projections qui sont réa-
lisées, 0 € {61,...,0,}, et la projection obtenue est échantillonnée, t € {t1,....,t,,}, o
n,m € Z. Cependant, la tomographie continue peut aussi étre utilisée si n et m sont suf-
fisamment grands. Plusieurs méthodes analytiques ont été développées et utilisées pour
reconstruire 'objet. Par exemple la méthode de rétro-projection filtrée [23] est une meé-
thode qui est utilisée couramment en tomographie continue. Les méthodes analytiques
demandent une distribution uniforme de l'orientation de projection pour que le résultat
de reconstruction ne soit pas dégradé, mais il y a aussi certains cas ou cette condition est
difficile & atteindre (par exemple, en tomographie des grands objets en aéronautique). Les
méthodes algébriques [24, 25| peuvent étre utilisées dans le cas ou la distribution n’est pas
nécessairement uniforme. L’inconvénient de ces méthodes algébriques est que le temps de

calcul est plus long que celui des méthodes analytiques.

a) b)

Figure 1.3: Exemple pour la tomographie continue : (a) la fonction f: R? — R, (b) la
projection py : R - R
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En revanche, la tomographie continue ne peut pas étre utilisée dans le cas ol le nombre
de projections est trés petit (deux ou trois) ou quand il y a une limitation du nombre
de rayons de la source de diffraction. La tomographie discréte est utilisée au lieu de
la tomographie continue pour ces cas. Contrairement au cas continu ou l'image de la
fonction a reconstruire et son domaine sont continus, dans le cas discret, I'image de la
fonction a reconstruire est un ensemble discret et son domaine peut étre discret ou continu
[26]. Un probléme particulier de la tomographie discréte est la reconstruction d’un ob-
jet binaire a partir d’un petit nombre de projections. Par exemple f : Z? — {0,1},
po:Z — {0,1,...,255} et 0 € {0,x/5,... 7} (figure 1.4). Différentes méthodes basées sur
la théorie algébrique, la géométrie convexe et combinatoire ont été étudiées et appliquées
pour reconstruire I'objet en tomographie discréte. Il est a noter que les méthodes algé-
briques utilisées en tomographie discréte sont différentes de celles en tomographie continue
en ce qu’elles permettent d’intégrer des connaissances a priori, par exemple la limitation
des valeurs de la fonction & reconstruire, permettant ainsi de réduire le temps de calcul
et d’améliorer la résolution de reconstruction. Les applications de la tomographie discréte
sont par exemple les tests industriels non-destructifs, le controle de qualité en industrie
des semi-conducteurs ou la sécurité de données, dans lesquels le nombre de projections
est limité pour éviter d’endommager les spécimens. Le probléme de la reconstruction de
la tomographie discréte a été présenté dans les travaux de thése de A. Daurat [17] et de

F. Abdmouleh [18].

La tomographie continue est utilisée pour les applications en imagerie médicale ou en
microscopie électronique ot la condition sur le nombre de projections peut étre amplement
validée. Les travaux de cette thése sont liés a la reconstruction tomographique en Cryo-
ME dans laquelle un grand nombre de projections (> 1000) peut étre obtenu selon des
techniques spécifiques. La tomographie continue est donc utilisée dans le cadre de cette

thése.
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a) b)

Figure 1.4: Exemple pour la tomographie discréte : (a) la fonction f : Z2 — {0,1}, (b) la
projection verticale pg : Z — {0,1,...,255}.

1.2 Tomographie en cryo-microscopie électronique

La Cryo-ME utilise la MET avec une technique de préparation spéciale pour éviter la
dégradation de I’échantillon. Le froid est utilisé pendant 1’étape de fixation afin de mieux
préserver ’état naturel des molécules dans ’échantillon. Une présentation de la Cryo-ME

peut étre trouvée dans [15, 27, 28, 29, 30, 31].

1.2.1 Modalité d’acquisition

Une grille contenant une solution pure de I’échantillon est plongée dans de I'azote li-
quide & trés basse température (environ -180°C). La solution contient plusieurs copies
(quelques milliers ou millions) de la méme molécule sous différentes orientations. La di-
minution rapide de la température empéche la cristallisation en glace de la solution, et
ainsi permet d’éviter la détérioration de la molécule. Aprés I'étape de fixation, la grille
d’échantillon est traversée par un faisceau d’électrons diffracté de la source d’électrons. I1
est & noter que la source d’électrons, le détecteur et la grille d’échantillons sont fixes tout

au long de 'acquisition. La dispositif en Cryo-ME est illustrée sur la figure 1.5a.
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Figure 1.5: a) Le dispositif en Cryo-ME; b) la modalité d’acquisition des images
projetées d’une structure complexe : un faisceau d’électrons d’une source traverse un
échantillon contenant plusieurs copies d’une méme structure, puis plusieurs projections

de cette structure sont obtenues sur le détecteur [31].

Le résultat obtenu sur le détecteur est formé par un plan d’image contenant les pro-
jections orthogonales des molécules. Cette technique permet de préserver les molécules
dans la grille d’échantillon dans un état proche de leurs état naturel. Cependant, un des
problémes de cette technique est que les molécules sont positionnées selon des orientations
inconnues dans la grille d’échantillon (figure 1.5b). Il en résulte donc des projections sans

connaissance sur les orientations.

1.2.2 Enjeux de la cryo-microscopie électronique

L’objectif principal de la Cryo-ME est d’étudier la structure 3D d’une complexe chi-
mique & partir de ses projections. Plusieurs macromolécules telles que ’ADN, des protéines

ou polysaccharides ont déja été observées en Cryo-ME sous une trés haute résolution. Par
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exemple : Bottcher et al. [32] ont réussi & obtenir la structure de la protéine nucléocap-
sidique du virus de hépatite B a la résolution 7,4 A en 1997. Ou plus récemment, une
résolution de 2,8 A a été obtenue par Melody G Campbell et al. [33] pour des complexes
enzymatiques protéasome 20S en 2015. Bien qu’une haute résolution de la structure de

I’'objet puisse étre obtenue en Cryo-ME, il existe plusieurs inconvénient a cette modalité.

1.2.2.1 Dommage di aux électrons

En raison d’une haute sensibilité de ’échantillon aux dommages d’irradiation causés
par le faisceau d’électrons, I’échantillon doit est observé sous une dose d’électrons trés
faible afin de préserver les détails en haute résolution. Cependant, ce fait entraine un trés
faible rapport signal a bruit (RSB) sur les images obtenues (=~ —20 dB). Toutes les images

d’acquisition sont donc perturbées par du bruit trés important.

1.2.2.2 Faible contraste

L’impact du faisceau électronique sur ’objet étudié cause une perte d’information prin-
cipalement dans les hautes fréquences. Pour limiter cette perte d’information, 'intensité
du faisceau est réduite. Il en résulte des images de trés faible contraste. Le contraste de
I'image est lié au caractéristiques du microscope par la fonction de transfert de contraste
(FTC) dont la valeur varie entre —1 (transfert de contraste négatif optimal) et 1 (trans-
fert de contraste positif optimal). Les zones proches de zéro dans la FTC représentent des
informations perdues de 'objet. Ces zones de zéro varient selon le paramétre de défoca-
lisation. La configuration de la défocalisation est importante afin d’améliorer le contraste

de T'objet.

1.2.2.3 Projections homogénes et hétérogénes

L’information sur les orientations des projections obtenues dans le plan du détecteur
est perdue du fait de la technique d’acquisition. Les molécules dans la grille d’échantillon

peuvent aussi tourner d’un angle inconnu autour de I'axe de projection. Il en résulte des
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projections qui sont issues d’une méme orientation (i.e. vue) mais avec différentes rota-
tions dans le plan (figure 1.6b). De plus, il existe une translation inconnue pour chaque
projection dans le plan d’image a cause du bruit perturbé durant I'étape de sélection des
projections (figure 1.6a). On distingue les projections homogénes qui ont la méme orien-
tation des projections hétérogénes dont les orientations sont différentes. L’identification
des projections homogeénes et hétérogénes est cruciale dans le processus de reconstruction,

mais ceci n’est pas toujours simple en raison du bruit important et du faible contraste.

1.2.2.4 Orientations inconnues

Dans la plupart des cas, les méthodes de reconstruction nécessitent de I'information
sur les orientations des projections. Comme les orientations des projections sont incon-
nues en Cryo-ME, I'estimation des orientations est nécessaire afin de reconstruire l'objet.
Cependant, 'estimation des orientations n’est pas facile en raison du bruit. Le détail des

méthodes d’estimation des orientations est présenté dans la partie 1.3.

1.2.2.5 Conformation

Les images obtenues peuvent représenter différents états d’'un méme objet déformable.
La plupart des méthodes actuelles de reconstruction sont développées pour reconstruire
un objet dans un seul état. La qualité de la reconstruction peut donc étre dégradée
si les images ne sont pas identifiées et classifiées selon les états déformables avant la
reconstruction. Nous supposerons dans notre étude que les projections sont celles d’un

objet avec un seul état.

1.2.3 Techniques d’analyse des particules isolées

L’analyse des particules isolées est un ensemble de techniques d’imagerie utilisées le
long de la procédure de reconstruction, et permettant de traiter les problémes en Cryo-
ME ainsi d’améliorer la qualité de la reconstruction. La procédure d’analyse des particules

isolées est détaillée dans [29] et est résumée dans le paragraphe suivant.
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Un ensemble de données contenant environ mille collections d’images est acquis en
Cryo-ME. Chaque collection posséde une défocalisation différente et se compose de cen-
taines de sous-collections ot chaque sous-collection contient quelques milliers de particules.
La premiére étape d’analyse des particules isolées est d’aligner et de fusionner les sous-
collections de chaque collection. Ensuite, la défocalisation est déterminée pour chaque
collection et utilisée pour corriger la fonction de transfert de contraste. Les informations
perdues a cause de la défocalisation sont restaurées en fusionnant les collections de dif-
férentes défocalisations. I.’étape suivante consiste & rassembler les images de particules a
partir de la collection fusionnée. Ces images sont ensuite alignées, classifiées et moyennées

pour augmenter le RSB. Cette étape est illustrée sur la figure 1.6.

(a) | (b)

Figure 1.6: a) l'identification des images projetées; b) 'alignement et la classification

des images, puis le moyennage pour augmenter le RSB [31].

Aprés avoir obtenu un ensemble d’images moyennées et classifiées selon différentes
orientations, I’é¢tape suivante consiste a estimer les orientations de ces projections. Plu-
sieurs méthodes différentes peuvent étre utilisées telles que la méthode Random Conical

Tilt [34] ou la méthode Orthogonal Tilt Reconstruction [35]. Ce sont des modalités d’ac-
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quisition a plusieurs inclinaisons et plusieurs prises de vue qui fournissent un premier
volume grossier. Le probléme de ces méthodes est que 1'objet reconstruit peut perdre cer-
tains détails. La méthode basée sur les moments [10] et la famille des méthodes basées
sur le théoréme de la ligne commune [36, 14, 7, 37| sont aussi utilisées. Le probléme de
ces méthodes est la sensibilité au bruit. Le détail des méthodes d’estimation d’orientation
est présenté dans la partie 1.3. Plusieurs logiciels ont été développés sur ces méthodes et
peuvent étre trouvés dans [38, 39, 40]. Une fois I'affectation des orientations terminée, la
structure initiale de la particule est obtenue en utilisant les méthodes de reconstruction

qui seront présentées dans la partie 1.4.

Aprés avoir obtenu une reconstruction ab initio de 'objet, ce premier modéle de 'objet
sera utilisé pour raffiner les orientations des projections. Un ensemble de projections sous
différentes orientations est engendré & partir du premier modéle et utilisé comme une
base de référence. Ensuite, les projections issues de 'acquisition sont comparées avec les
projections de référence en utilisant la distance euclidienne ou la corrélation croisée. Les
orientations des projections réelles sont remplacées par les orientations des projections
de référence qui sont les plus corrélées avec les projections réelles, puis une nouvelle
reconstruction de I'objet est faite. Ce cycle est répété plusieurs fois en étendant 'espace

de génération des orientations. La procédure de raffinement est détaillée dans [8, 41, 42].

Un schéma général pour la procédure de la reconstruction en Cryo-ME est illustré sur la
figure 1.7. Il est a noter que les étapes présentées dans le schéma ne sont pas nécessairement
tous appliquées. Il existe aussi des méthodes en Cryo-ME dans lesquelles les projections

ne sont pas classifiées (par exemple, le logiciel Relion développé par Scheres [42]).

1.3 Estimation des orientations

1.3.1 Random conical tilt

Les méthodes basées sur la technique Random Conical Tilt (RCT) sont utilisées souvent
en microscopie électronique. La technique consiste a acquérir deux fois des images a partir

de la grille d’échantillon. La premiére fois la grille n’est pas inclinée, puis la deuxiéme fois
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Figure 1.7: Schéma des techniques d’analyse des particules isolées.
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la grille est inclinée d’un angle 6. Cette technique est illustrée sur la figure 1.8. Les images
obtenues & partir de la grille non-inclinée sont d’abord alignées et classifiées selon des
classes de différentes orientations. Les images dans chaque classe représentent une méme
vue de 'objet mais avec différentes rotations dans le plan. Les rotations des images sont
calculées pour chaque classe. Ensuite, les images de la grille inclinée sont reliées aux classes
de la grille non inclinée en fonction de leur position sur la grille. Cela permet d’obtenir des
jeux de vues disposées suivant un cone comme illustré sur la figure 1.9a. Les orientations
des images dans chaque classe de la grille inclinée sont déterminées en se basant sur les
rotations calculées des images dans la méme classe de la grille non-inclinée. Comme les
images de chaque classe de la grille inclinée représentent ’objet selon différentes vues, elles
sont donc utilisées pour reconstruire 'objet. Finalement, les reconstructions de différentes

vues de 'objet sont obtenues pour chaque classe de la grille inclinée.

poEE
poon —

b)

Figure 1.8: Les images obtenues par la technique RCT [43] : a) la grille d’échantillons est

45°

non-inclinée ; b) la grille d’échantillons est inclinée d’un angle 6 = 45°.

La technique RCT a certaines limitations. Comme l'inclinaison de la grille génére des
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a) b)

Figure 1.9: Le principe de la technique de RCT [43] : a) la représentation conique des

projections dans la grille inclinée ; b) les projections dans 'espace de Fourier.

images sous des orientations d’'une forme conique avec un angle 6, il existe des zones
coniques dans lesquelles on ne peut pas acquérir d’images. Ceci entraine des pertes d’in-
formation et limite la résolution de la reconstruction. Ce probléme peut étre illustré dans
I'espace de Fourier ou les plans de projection ne couvrent pas tout I'espace (figure 1.9b).
En outre, dans le cas de la Cryo-ME, la dose d’électrons peut faire fondre la glace des
échantillons lorsque la grille n’est pas encore inclinée. Cet effet provoque un déplace-
ment des molécules entre les deux acquisitions. Ceci réduit donc la résolution de 'objet

reconstruit.

Une alternative au RCT est la technique d’Orthogonal Tilt Reconstruction (OTR) qui
est présentée dans [35]. La différence de ’OTR par rapport & la RCT est que la grille
d’échantillons est inclinée deux fois, la premiére fois d’un angle 6 = 45°, puis la deuxiéme

fois d’'un angle 6 = —45°.
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1.3.2 Ligne commune

Cette technique permet d’estimer 'orientation des images directement a partir de don-
nées moyennées, classifiées selon différentes vues. Elle se base sur le corollaire suivant

(corollaire du théoréme 1 présenté dans la partie 1.4) :

Corollaire 1 (Corollaire de la ligne commune). Dans l’espace de Fourier 3D, deuz pro-
jections correspondent & deux plans passant par l'origine qui s'intersectent en une ligne

perpendiculaire a l'orientation des deux projections.

Figure 1.10: La représentation de la ligne commune entre deux projections dans ’espace

de Fourier [37].

Le corollaire de la ligne de commune est illustré sur la figure 1.10. Le principe de la tech-
nique de la ligne commune est de rechercher deux lignes communes entre trois projections
différentes. La recherche de la ligne commune peut étre effectuée par ’examen de toutes
les lignes qui passent par I'origine du plan de projection dans I'espace de Fourier comme
illustré sur la figure 1.11. Cette recherche peut aussi étre réalisée dans 'espace de Radon
[7]. Une fois déterminées les deux lignes communes, leur relation spatiale est utilisée pour
estimer les orientations relatives entre les trois projections. Cette procédure est répétée

avec deux des trois premiéres projections et une autre projection ajoutée. Finalement, les
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orientations de toutes les projections sont estimées et utilisées pour reconstruire 1’objet

en utilisant les méthodes de la partie précédente.

commune

Figure 1.11: La recherche de ligne commune entre deux projections dans ’espace de

Fourier |37].

En raison d’une sensibilité au bruit pour la recherche des lignes communes, la technique
de la ligne commune ne fonctionne pas bien dans le cas d’'un petit RSB. Cependant, le
RSB peut étre augmenté pendant le processus de classification. Elle est donc utilisée de
préférence sur des images moyennées. Une autre limitation de la technique de la ligne
commune est ’absence d’information sur la chiralité car deux projections issues de deux

orientations inverses peuvent avoir une méme ligne commune avec une autre projection.

1.3.3 Moments

Contrairement aux deux techniques précédentes qui fonctionnent uniquement en 3D,
les méthodes basées sur les moments peuvent étre utilisées en 2D [11] et en 3D [13, 10].

La technique des moments se base sur les relations entre les moments de l'objet et de ses
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projections. Le moment d’ordre (c,d) de la fonction f peut étre défini par

uwﬂﬂ==4;éx%ﬂf@ykMdy (1.2)

Soit p la projection orthogonale de f sur 'axe z. Le moment d’ordre ¢ de p est défini par

/MMzéﬂM@M- (1.3)

La premiére propriété importante est que certains moments de la fonction f et de sa

projection p sont égaux
peo(f) = pe(p). (1.4)

De plus, lorsque l'objet est tourné d’un angle ¢, le moment d’ordre 2 de sa projection,

noté pa(py), est tel que

p2(pg) = cos” Oz 0(f) + sin” Opoa(f) + 2sin 6 cos O 1 (f). (1.5)

Pour calculer I'angle 0, les valeurs de s o, p10,2 et (11,1 de la fonction f doivent étre connues.
Si f est centrée a l'origine, alors p11 = 0 en raison de la symétrie. En plus, p2o et po2
peuvent étre calculés par la méthode présentée dans [10]. Le contenu de cette technique

sera plus détaillée dans le chapitre 2.

Comme pour la ligne commune, la sensibilité des moments au bruit conduit a 'utiliser

sur des données prétraitées.

1.4 Meéthodes de reconstruction tomographique

Les méthodes de reconstruction tomographique pour des angles connus peuvent étre
classées en trois groupes : les méthodes d’inversion directe de la transformée de Fourier, les
méthodes de rétroprojection et les méthodes algébriques [44|. Ces méthodes fonctionnent
en 2D ainsi qu’en 3D, mais pour simplifier, toutes les méthodes seront présentées en 2D

dans cette partie.
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1.4.1 Meéthode d’inversion directe de la transformée de Fourier

Les méthodes d’inversion directe de la transformée de Fourier se basent sur le théoréme

de la coupe centrale :

Théoréme 1 (Théoréme de la coupe centrale). Soient F(u,v) la transformée de Fourier
de f(x,y) et Sp(w) la transformée de Fourier d’une projection pg(t) sous l'orientation 0.
Alors

Sp(w) = F(wcosh,wsinb). (1.6)

Le théoréme de la coupe centrale est illustré sur la figure 1.12. Dans ’espace de Fou-
rier, chaque projection correspond a une droite qui est perpendiculaire a I'orientation de
projection et qui passe par le centre de 'objet. La combinaison de I’ensemble des projec-
tions dans 'espace de Fourier et I'inversion de la transformée de Fourier permet donc de

reconstruire Uobjet [45].

+o00 +00
flzy) = / / F(u,0)e? > 4) qady. (1.7)

1.4.2 Meéthode de rétro-projection

Les méthodes de rétro-projection permettent de reconstruire 'objet dans 'espace réel

a partir des intégrales de projections [46].

flzy) = /ng(:c cosf + ysin ) dé. (1.8)
0

Le principe de la rétro-projection est illustré sur la figure 1.13. On voit que la qualité de
reconstruction dépend du nombre de projections considérées. En pratique, le nombre de

projection doit étre suffisamment grand pour avoir une bonne reconstruction.

Cependant, méme lorsqu’on a de nombreuses projections, 'image reconstruite peut
étre floue en raison de la contribution des projections sur tous les pixels de l'image.
Les projections doivent étre filtrées avant d’étre utilisées pour la reconstruction. Ceci est

appelé la rétro-projection filtrée [47] (voir figure 1.14).
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Se(w)

Figure 1.12: Méthode d’inversion de Fourier directe : a) transformée de Fourier de la
projection ; b) ensemble des projections dans 'espace de Fourier; c) transformée de

Fourier inverse.

a) b) c)

Figure 1.13: Reconstruction par rétro-projections [23] : a) : image initiale; b) trois

projections; ¢) nombreuse projections.
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e/

a) ) )

Figure 1.14: Reconstruction par rétro-projections filtrées [23| : a) : image initiale; b)

trois projections filtrées ; ¢) nombreuse projections.
1.4.3 Meéthodes algébriques

Les deux familles de méthodes évoquées ci-dessus reposent sur la formule analytique
pour reconstruire l'objet et demandent une infinité de projections, ainsi qu’une distri-
bution uniforme des orientations de projections pour pouvoir converger. Les méthodes
algébriques [46] proviennent de la modélisation de I'objet comme un tableau de pixels et
de la linéarité de 'opération de projection. Il en résulte un systéme linéaire a résoudre
pour retrouver 'objet. Il peut étre inversé directement dans des cas trés simples mais en
général c’est difficile, ce qui conduit d’une part a une résolution itérative et d’autre part,

a se limiter au cas ot le nombre de projection n’est pas trop grand.

Le principe des méthodes algébriques est illustré sur la figure 1.15 dans laquelle f;,
j = 1...M est 'ensemble de pixels & reconstruire; p;, © = 1... N est 'ensemble des
rayons de projection et w;; est la contribution du pixel f; sur le rayon p;. Le probléme

est de résoudre le systéme d’équations suivant :
M
ijifi:pia 1=1...N. (19)
Jj=1

Une approche itérative est utilisée pour résoudre le systéme d’équations ci-dessus comme
illustré sur la figure 1.16 pour le cas de deux rayons et deux pixels a reconstruire. Ceci
est expliqué comme suit : un point initialisé f(o) est choisi aléatoirement dans I'espace
des solutions, puis ce point est projeté sur la droite p; pour obtenir une nouvelle solution

). Ensuite une nouvelle solution f) est obtenue par la projection de f() sur py. Ce
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Figure 1.15: Géométrie des méthodes algébriques : la matrice a reconstruire contient M
pixels f;; les projections sont divisées en N rayons p; ; les contributions des pixels f; sur
les rayons de projections sont données par une matrice pondérée W, ot wj; est la

contribution du pixel f; sur le rayon de projection p;.

processus est répété jusqu’a la convergence vers la solution optimale. La valeur a ajouter

au pixel 7 a l'itération ¢ peut étre calculée par

AfD = P wi, (1.10)

ol q; = Zi\f:1 féi_l) (pour plus de détail voir [46]).

Les méthodes algébriques les plus utilisées sont la méthode ART (Algebraic Recons-
truction Technique) [24] et 1a méthode SIRT (Simultaneous Iterative Reconstruction Tech-

nique) |25]

1.4.3.1 Meéthode ART

Pour la méthode ART, la valeur de w;, dans I’équation (1.10) est égale soit a 1 si le

centre du pixel k est dans le rayon p;, soit & 0 sinon. Alors Af]@ est égal 0 pour les pixels
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\/

Figure 1.16: Méthode itérative pour résoudre le systéme d’équations linéaires dans le cas

de deux pixels et deux rayons.

dont les centres ne sont pas dans le rayon p;. Ainsi, A fj@ est calculé par

(i) _ Pi—Gi
ALY =S5 (1.11)

ot V; est le nombre de pixels dont les centres sont dans le rayon p;.

1.4.3.2 Meéthode SIRT

Pour la méthode SIRT, Af]@ n’est pas ajouté toute de suite au pixel f;, les valeurs
de A fj@ sont stockées pendant le parcours a partir du premier rayon p; jusqu’au dernier
rayon py. Une fois qu’on arrive au dernier rayon py, les valeurs de A fj@ sont moyennées

et ajoutées au pixel f;.
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1.5 Reconstruction conjointe

Il existe des méthodes permettant de reconstruire conjointement 1'objet et les orien-

tations comme présenté dans |9, 48]. Soit @ la solution initiale de la fonction f a

reconstruire. Soit ©0) = {0%0),950)7 e ,9%0)} I’ensemble ordonné des angles initiaux qui
sont associés a 'ensemble des projections P = {p1,p2,...,pn}, ou n € N est le nombre de

projections. La reconstruction conjointe consiste en une procédure d’optimisation itérative
dans laquelle, a chaque itération, une nouvelle solution ( f (i),@(i)) est obtenue a partir de la

) (i)}

solution précédente. Ensuite, un nouvel ensemble des projections P() = {pgi) ,pg N

est calculé et comparé avec I'ensemble des projections originales P, ou p,(j) est la projec-
(4)

tion obtenue a partir de f (@) et 0,.”. La comparaison est réalisée avec la fonction de cott

A définie par

A(FD.09) =3 Ipe — 13 (1.12)
k=1

1.6 Mesures de la similarité/dissimilarité entre deux

projections

Pendant la procédure de reconstruction tomographique pour les orientations inconnues,
il est inévitable de mesurer la similarité ou la dissimilarité entre deux projections a partir

de I'ensemble des projections.

1.6.1 Alignement des projections

Le processus d’alignement des projections peut étre trouvé dans [8]. Deux projections
sont alignées pour prendre en compte toutes les positions relatives des deux projections
(générées par la rotation et le décalage d’une projection par rapport a l’autre), puis trou-
ver la position qui minimise la dissimilarité ou maximise la similarité entre ces deux
projections. La mesure de la dissimilarité la plus utilisée est la distance euclidienne. Etant

donnée qu’'une projection en 2D peut étre considérée comme une image de k pixels. Soient

35 1.5. RECONSTRUCTION CONJOINTE



ETAT DE L’ART

p1, p2 deux projections en 2D. L’alignement entre deux projections p; et p2 est la déter-

mination d’une rotation R, € SO(2) et d'une translation r € R? telles que

(Rq,r) =  argmin DE%’z(Ra,r), (1.13)
R,eS0(2),reR?
k 1/2
ot DE; 2(Rq,r) = (Z(pl (x;) — p2(Raxi + 7‘))2) qui est la distance euclidienne entre
i=1

p1 et la transformation de po.
Ensuite, si on ré-écrit DE%Q par

k k k

DE? (Ra.r) = Zpl(xi)2 + sz(xz)z -2 Z(}h(%i)pg(Ra(Ei +7), (1.14)

les deux premiers termes dans (1.14) sont invariants par la transformation z; — Ryx;—+7.
Alors, le probléme de minimisation dans (1.13) devient le probléme de maximisation
comme suit

(Roor) = argmax  wi o(Ra,r), (1.15)
R,eS0(2),reR?

k
ott w1 2(Ra,r) = Y p1(z) p2(Raxi + 1) qui est appelé la fonction de corrélation croisée.
i=1
Une version normalisée de wi2(Rq,r), appelée le coefficient de corrélation croisée, est
présentée dans [8]. On constate que l'alignement des projections utilisant la distance

euclidienne ou le coefficient de corrélation croisée sont des deux procédures équivalentes.

1.6.2 Classification des projections

Les projections peuvent étre classifiées selon leurs orientations. Plus précisément, les
projections dont les orientations sont proches doivent étre regroupées dans une méme
classe. Chaque classe représente donc une vue différente de 'objet. Plusieurs techniques
ont été utilisées pour classifier les projections telles que le partitionnement en k-moyennes
[49], le regroupement hiérarchique [50], ou une approche hybride par la combinaison des

deux derniéres [51]. Dans ces techniques, la construction de la matrice de dissimilarité ou
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de similarité entre les projections est cruciale et la distance euclidienne ou le coefficient

de corrélation croisée est couramment utilisé.

1.6.3 Raffinement des projections

La distance euclidienne et le coefficient de corrélation sont aussi utilisés pendant ’étape
de raffinement des projections. Comme nous ’avons présenté dans la partie 1.2.3, le pre-
mier volume reconstruit est considéré comme un modéle de référence. Il est utilisé pour
générer un ensemble de projections de référence selon des orientations données. Ensuite,
la dissimilarité ou la similarité entre chaque projection de I'objet et chaque projection
du modéle est mesurée en utilisant la distance euclidienne ou le coefficient de corrélation
croisée. L’orientation des projections de 'objet est ensuite raffinée selon 'orientation de la
projection du modéle qui minimise/maximise leur dissimilarité/similarité. Cette itération

est répétée jusqu’a ce que la variation entre deux modéles consécutifs devient négligeable.

1.6.4 Estimation des orientations

Les orientations des projections peuvent étre estimées par la construction d’un graphe
de voisinage dont les sommets sont des projections, les arétes relient les projections voi-
sines. Les projections voisines sont définies comme les projections dont les orientations
sont proches. Afin de déterminer les voisins de chaque projection, la distance euclidienne
est calculée entre n’importe quel couple de projections, puis les voisins de chaque projec-
tion sont choisis par seuillage ou I'approche des k-plus proches voisins. Ensuite, plusieurs
techniques de réduction dimensionnelle non-linéaire peuvent étre utilisées pour estimer

les orientations des projections a partir du graphe de voisinage construit.

1.6.5 Relation entre projections et leurs orientations

La distance euclidienne (resp. le coefficient de corrélation croisée) calculée entre deux
projections est considérée comme ayant une relation avec les orientations des deux pro-

jections, par exemple dans les étapes de classification, de raffinement des projections, ou
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bien pour 'estimation des orientations des projections présentées ci-dessus. Plus précisé-
ment, deux projections dont la différence angulaire entre les orientations est petite de-
vraient aussi étre séparées par une petite distance euclidienne et vice-versa. Cependant,
la relation entre la distance euclidienne et la différence angulaire de deux projections est
non-monotone, méme pour deux projections proches. Nous montrons dans la partie expé-
rimentale que la dispersion de la distance euclidienne par rapport a la différence angulaire
entre deux projections est grande méme pour des projections voisines. L’utilisation d’une
telle mesure non-monotone peut donc conduire a des erreurs pendant les étapes de classi-
fication ou de raffinement des projections. L’étude d’une mesure qui représente mieux la

relation spatiale entre deux projections est 'objet principal de ce travail.

1.7 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre les notions principales de la tomographie et ses
applications dans plusieurs domaines. La différence entre la tomographie discréte et la
tomographie continue est présentée. La tomographie continue est utilisée dans le cadre de
cette thése car il est adapté aux données de la cryo-microscopie électronique sur lequel
nous travaillons. I’objectif principal de la tomographie en cryo-microscopie électronique
est la reconstruction du volume 3D de I'objet a partir de I’ensemble de ses projections
dont les orientations sont inconnues. Les techniques d’acquisitions des projections, les mé-
thodes d’analyse des images, d’estimation des orientations et de reconstruction de 'objet
ont été expliquées. Durant la procédure de la reconstruction tomographique, la mesure
de la dissimilarité ou la similarité entre deux projections est une étape importante et in-
évitable. Les deux mesures de dissimilarité et de similarité les plus souvent utilisées sont
la distance euclidienne et le coefficient de corrélation croisée. Dans la suite du mémoire,
nous proposons une autre mesure qui permet d’estimer la différence angulaire entre deux
projections lorsque leurs orientations sont inconnues. Comme la caractérisation des pro-
jections et leurs orientations en 2D est différente avec celle en 3D, le probléme d’étude de
la différence angulaire entre deux projections est présenté séparément dans le chapitre 2

pour le cas 2D et dans le chapitre 3 pour le cas 3D.
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’estimation de la différence angulaire entre deux projections en 2D est présentée dans
L ce chapitre. Nous appelons objet dans R? une fonction intégrable au sens de la
mesure de Lebesgue f : R? — [0,1] telle que le support Sy de f soit un ensemble compact
de R? out Sy est I'adhérence de 'ensemble {z € R?|f(z) # 0}. Nous définissons aussi le

barycentre C' : (z¢,yc) de f — centre de gravité de I'objet — comme suit :

) :ffxf(m,y)dm'dy
[ fay)dudy

(2.1)
_JJyfy) dedy
T T fay)dady

Les notions de base utilisées dans ce chapitre sont introduites dans le paragraphe suivant.

2.1 Notions de base

2.1.1 Projection

On écrit SO(2) pour le groupe de toutes les rotations autour de I'origine dans R?. La

rotation d’un point dans R? d’un angle # € R autour de l'origine est représentée par la

matrice Ry € SO(2)
cosf —sinf
Ry = . (2.2)
sinfl  cosf

La définition des projections a été présentée dans le chapitre précédent. La projection

peut aussi étre définie de la maniére suivante :

Etant donné un objet de R?, sa projection sur I'axe x suivant un angle # € R peut étre
obtenue par la rotation d’angle —6 du systéme de coordonnées, puis par la projection de
I'objet sur le nouvel axe x (figure 2.1). La définition de la projection en 2D est alors la

suivante :
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Figure 2.1: En 2D, la projection Py est obtenue de deux maniéres alternatives : soit (a)
en tournant 2Oy d’un angle —6 et projetant orthogonalement f sur laxe Oz, soit (b)

en tournant f d’un angle 6 et projetant orthogonalement f/ sur I'axe Oz.

Définition 1 (Projection 2D). Soit f : R? — [0,1] un objet 2D et soit # € R. La projection
Ps(0) de f selon I'angle 0 est définie par

P (0)(x) = /R foley) dy, 23)

oil fo(x,y) = f(pg(x,y)) est la rotation de f suivant 'angle 6 et (pg(z,y))T = Ry(z,y)T
avec Rg € SO(2).

Il est a noter que Py (0)(x) = Py(0+m)(—x). Ceci représente une propriété de symétrie

pour les couples de projections dont les angles différent de 7 (figure 2.2b et ¢).

Lorsque les projections sont représentées en fonction des angles 6, on obtient un sino-

gramme comme illustré sur la figure 2.2a ol chaque colonne correspond & une projection
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0 100 200 300
angle (degré)

(a) (b)

x10% x10%

Figure 2.2: a) objet 2D, b) sinogramme de I'objet : chaque colonne correspond a une
projection & un angle 6 spécifié, ¢) projection a I'angle 10°, d) projection suivant 1’angle

190° = 10° 4 180°. Ces deux projections sont symétriques.

selon un angle # spécifié. Le sinogramme se compose de plusieurs sinusoides en fonction
de 0. Dans le cas ou les angles de projection sont inconnus, on obtient un sinogramme

dans lequel les colonnes sont permutées comme illustré sur la figure 2.3.

2.1.2 Moments et leur relation avec les orientations de projection

Le moment d’ordre (c,d) € N de la fonction f est donné par

pealf) = /R /R oy (o) de dy. (2.4
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angle inconnu (degré)

Figure 2.3: Le sinogramme pour des angles inconnus. Les colonnes du sinogramme sont

permutées.

On rappelle aussi le moment d’ordre ¢ € N d’une fonction mesurable g : R — R

halg) = /R o g() da. (2.5)

Lorsque fy est projeté sur 'axe x, certains moments de fy sont préservés sur les moments

de projection Py(6).

Propriété 1 (Conservation des moments, [10]). Soit ¢ € N. Le moment d’ordre (¢,0) de

la fonction fj est égal au moment d’ordre c de la projection Pr(6) de fy
,Uc,O(fG) = Nc(Pf(e))' (2'6)

Si le barycentre de fp est a l'origine, le barycentre de P;(0) est aussi a I'origine. Ceci
donne p1,0(fp), r0,1(fa), 11,1(fo) et p1(Py(0)) = 0. En outre pour le moment d’ordre 2,

on a la propriété suivante :

Propriété 2 (Somme invariante, [52]). Soit p20(fg) et po2(fp) les moments d’ordres
(2,0) et (0,2) de la fonction fy. 11 existe une constante C' € R telle que

p2,0(fo) + po2(fe) = C, V0 € R. (2.7)

Par ailleurs, le moment 14(Py(0)) de la projection Pr(f) est un polynome trigonomé-
trique de degré d en fonction de ¢ = (cosf,sinf) € SO(2) [53]. L’expression de jiq(Pr(6))

est donnée dans la propriété suivant [53].
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Propriété 3 ([53]). Soit d € N. Le moment d’ordre d de la projection Py(6) est donné

par

1a(Pr(0)) = Z ay, cos(kB) + by, sin(k0). (2.8)

0<k<d
k=d mod 2

On peut obtenir & partir de la propriété 3 que ug(Ps(0)) = (—=1)%pua(Ps(0 + 7)). Ceci
montre qu’il n’y a que les moments d’ordre pair qui sont T—périodiques. Un exemple de

moments d’ordre d pour différentes valeurs de d est présenté sur la figure 2.4.

En particulier, 1'utilisation de la propriété 3 pour le moment d’ordre 2 nous donne la

propriété suivante :

Propriété 4 ([10]). Soit n'}'5", u?l;” le moment maximal et minimal de la projection Pr(6)
max

pour § € R. Si l'origine des angles est choisie de telle facon que pa(Py(0 = 0)) = 75",

alors le moment d’ordre 2 de Pf(f) est donné par

p2(Py(0)) = pf5® — (75" — W) sin 6, (2.9)

max min

ol pps* = maxger p2(Pr(0)), p'f'y" = minger p2(Pr(0)).

La propriété 4 montre une relation importante entre les angles 6 et les moments d’ordre
2 qui sera utilisée dans la suite pour le probléme de I’estimation de la différence angulaire.

Le détail de la propriété 4 est donné dans I'annexe A.1.

Désormais, pour alléger les notations, on note fifq(6) = 11q(Ps()) le moment d’ordre

d de la projection Py(0) de f.

2.1.3 Différence angulaire entre deux projections

Nous définissons la différence angulaire entre deux projections Pr(6;) et Pr(6;) comme
I'angle minimal entre deux droites passant par l'origine et faisant un angle 0; et 0; avec

I'axe des abscisses. Elle est définie par

dang (Pr(6;),Ps(0;)) = min(|0; — 0;],7 — |6; — 05]), (2.10)
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Figure 2.4: Moment 114(P(#)) de la projection P¢(6) en 2D, 0 € [—m,7] : les cas de a),
¢), e) et g) sont des moments d’ordres pairs pour d = 2,4,6,8. Les cas de b), d), f) et h)

sont des moments d’ordres impairs pour d = 1,3,5,7.

45 2.1. NOTIONS DE BASE



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA DIFFERENCE ANGULAIRE EN 2D

On déduit de (2.10) que dang(Pr(6;),P;(0;)) = dang(Pr(6i),P;(6; 4 m)). En effet, notre
méthode d’estimation de la différence angulaire est basée sur les valeurs absolues des

moments. Or
,a(0)] = (1) s a(0 + )| = |pep.a(0 + 7], (2.11)

et on constate que pour un intervalle [a,a + 7[ quelconque sur le cercle R/7Z, et pour
un angle 0 quelconque dans R /77, soit 0, soit 0 + 7, est dans [a,a + 7[. Ceci permet de

supposer que 0 € [—7/2,7/2].

Dans le reste du manuscrit, on écrira P, ug au lieu de Py et py g lorsqu’il n’y a pas

d’ambigiiité.

2.2 Probléme d’estimation de la différence angulaire

Soit f une fonction dont le barycentre est a l'origine, n € N et © = {61,02,...,0,} C
[—7/2,7/2[ un ensemble d’angles inconnus. On note IT = {P(#;)|1 < i < n} I’ensemble
des projections associées aux angles de ©. L’objectif est d’estimer la différence angulaire

dang entre deux projections quelconques a partir de ’ensemble II.

Pour cela, I’équation (2.9) est ré-écrite de la maniére suivante :

0 __,Mm
sin?(9) = 120 — 15| (2.12)
Mo — Ha

ou
= gt st pa(0 = 0) = py'*
m_

min min

py"" st pa(0 = 0) = py

L’équation (2.12) a été utilisée dans l'article de Salzman [10] pour estimer I'angle 6 de
la projection P(0). 1l est a noter qu’il y a deux valeurs possibles de 6 € [—m /2,7 /2] dans
(2.12). Ceci correspond a la symétrie par rapport a I’axe des y du moment d’ordre 2 dans
[—7/2,7/2[ comme illustrée sur la figure 2.4a. Cette ambigiiité a été résolue par Salzman
en utilisant les moments d’ordres impairs en raison d’une forte variation de ces moments

dans [—m /2,7 /2] (figure 2.4b, d, f et h).
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Une solution simple pour estimer la différence angulaire entre deux projections peut
étre obtenue en faisant une soustraction entre deux arcsinus de I'équation (2.12). Cepen-
dant, comme la fonction x — arcsin(y/r) a une pente élevée pour = a proximité de 0 et
1, ceci peut amener des erreurs dans le calcul de la différence angulaire lorsque le moment
d’ordre 2 de I'une des deux projections est proche de ,ug’”” ou py'** dans le cas ou les
projections sont bruitées. La figure 2.5 montre la fonction arcsin(y/x) dans le cas bruité,

nous voyons qu’un petit changement de x proche de 0 ou 1 peut conduire & un grand

écart sur la fonction arcsin(y/x).

Nous proposons donc une autre approche plus adaptée a ce probléme : au lieu d’estimer
directement la différence angulaire entre deux projections, on estime la différence angu-
laire entre deux projections associées a deux angles proches sans regarder leurs angles.
Une formule d’estimation basée sur la linéarisation de (2.12) est donc développée pour
des projections voisines '. Ensuite, on construit un graphe de voisinage G = (V,E) dont
les sommets V' sont les projections, les arétes E relient les projections voisines et sont
pondérées par la différence angulaire calculée avec la formule développée. La recherche
des projections voisines est réalisée dans ’espace des moments et sera présentée dans la
partie suivante. Enfin, un algorithme du plus court chemin est appliqué sur le graphe G

afin d’estimer la différence angulaire entre deux projections quelconques sur le graphe G.

2.3 Meéthode d’estimation de la différence angulaire

2.3.1 Recherche des voisins pour chaque projection

L’objectif de cette partie est de chercher a partir de 'ensemble des projections II, les
plus proches voisins de chaque projection. Puisque le moment d’ordre d de la projection
est un polyndme trigonométrique de degré d en fonction de 'angle de la projection (cf.
propriété 3), nous avons montré dans I’Annexe C que deux angles proches donnent deux

moments proches pour n’importe quel ordre en raison de la continuité¢ des moments par

1. Dans cette thése, nous appelons projections voisines des projections dont les angles sont

proches.
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w2

0 0.5 1
xr
Figure 2.5: La pente élevée de la fonction arcsin \/x pour z proche de 0 ou 1. La courbe

rouge est pour le cas sans bruit, la courbe bleue est pour le cas de bruit.

rapport aux angles. Par contre, si deux moments d’ordre d sont proches, cela n’implique
pas nécessairement que les deux projections sont proches car les moments ne sont pas
monotones. Ceci nous impose d’effectuer une recherche des voisins en utilisant plusieurs
ordres. La figure 2.6 présente un exemple de distribution des projections dans l'espace
de moments d’ordres 2 et 3 selon différents angles. On voit que 'utilisation de moments
d’ordres différents permet de distinguer toutes les projections. Ceci nous permet de recher-
cher des voisins dans cet espace. L’algorithme des k-plus proches voisins peut étre utilisé
pour ce probléme. Le choix du nombre de voisins k est délicat car si k£ est trop petit,
moins de voisins sont trouvés et le graphe du voisinage construit peut perdre la connexion
entre certains sommets proches (voir la figure 2.7a). Au contraire, si k est grand, plus de
faux voisins sont trouvés et le graphe du voisinage construit peut générer des plus courts

chemins erronés (voir la figure 2.7¢).

Au lieu des k plus proches voisins, une approche alternative basée sur le seuillage
est proposée : pour chaque moment p(f) d’ordre d d’une projection P(f) donnée, un

intervalle de taille 2e4, centré sur |ug(0)|, est établi pour trouver au moins un moment

48 2.3. METHODE D’ESTIMATION DE LA DIFFERENCE ANGULAIRE



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA DIFFERENCE ANGULAIRE EN 2D

2.5
2+ o° °M°°:? 1
o°¢& d’fo
A1 5 [ f ’.‘p ]
oS .o . °
< 4 L ]
0‘9 b v
'DO
05+ o,° .
A
0 ? | | |
1 2 3 4 5
112(0)

Figure 2.6: Distribution des projections de 'image sur la figure 2.2a en fonction des

angles dans I'espace des moments. Les angles sont distribués uniformément.

pa(0"), 0" # 6, correspondant a une projection P(#') tel que 6" et 6 soient proches. La
formule de ;4 est donnée dans la proposition suivante. Sa démonstration est détaillée

dans 'annexe A.3.

Proposition 1 (Seuillage adaptatif en 2D). Soit f : R? — [0,1] un objet 2D, soit p € [0,1].
On suppose que la distribution des angles 0 est uniforme dans [—7n/2,7/2[. Pour chaque
moment pg(0) d’ordre d, il existe un intervalle centré en |ug(0)| et de taille 2e4 dans
lequel nous pouvons trouver, avec une probabilité p, au moins un moment ud(ﬁl), tel que
0 #£0 et 0 est un voisin de 0 dans ©. La demi-taille gq est calculée par

co=5 (1= (1=p)77) x d max(|ua(6)]). (2.13)

Remarque 1. €4 est indépendant de 6.

Remarque 2. Quand la densité de probabilité des angles est connue —notée A— ’équation

(2.13) de la proposition 1 peut étre modifiee comme suit

eq = mk x d max(|uq(0)]), (2.14)
0eR
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avec k € Afl(%(l —p)ﬁ) ot A est la fonction croissante § +— f61_6 Ax (Ao (—id))(¢t) dt,

id l'identité et % la convolution.

La formule (2.13) permet d’obtenir un seuillage adaptatif en fonction du nombre n
de projections et de la distribution des projections. Sur un exemple nous comparons la
technique des k plus proches voisins et notre technique de seuillage adaptatif sur la figure
2.7. Nous voyons que le choix du nombre de plus proches voisins pour établir un bon
graphe de voisinage GG n’est pas facile, en particulier quand le nombre de projections n’est
pas assez grand. Notre méthode de seuillage fonctionne mieux que celle des k plus proches

voisins sur cet exemple.

Le probléme avec I’équation (2.13) est que la valeur exacte de Iglealéc(]ud(Q)D est incon-
nue. Elle n’est estimée qu’a partir de I’ensemble fini des projections II par reneaéc(md(ﬁﬂ).
Cependant, nous montrons dans la proposition 2 (présentée dans la partie suivante) que
les erreurs portant sur l'estimation des valeurs extrémes de |pq(0)| dans (2.13) convergent
quadratiquement vers 0 quand le nombre de projections tend vers I'infini. Les erreurs dues

aux valeurs extrémes induisent donc des erreurs négligeables sur le calcul de 4.

En conclusion, étant donnée une projection P;, I'expression (2.13) nous permet de
chercher des ensembles Jé contenant des voisins de P; pour différents ordres d. Le résultat
final est un ensemble J* qui est 'intersection des ensembles JZ[- Une aréte qui relie P; avec

chaque projection dans J? est alors ajoutée dans le graphe de voisinage G.

2.3.2 Formules d’estimation de la différence angulaire

Dans la suite de ce chapitre, nous utilisons les notations et hypothéses suivantes :
Notations et hypothéses

e O ={01,....0,} C[-5,5|: ensemble d’angles tel que 01 < ... < 6y, en outre nous
posons 0y = 6, — 7 (donc, Oy < 67).

e A(©) = max (6; —6;_1) : différence angulaire maximale entre deux angles successifs.
1<i<n

o M ={p2(bs) | 0: € O},
o 1% = max(M) et i = min(M).
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Figure 2.7: Recherche des voisins de chaque projection dans I’espace de moments par les
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(d) seuillage adaptatif

k-plus proches voisins (a,b,c) et par seuillage adaptatif (d).
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o 0™ — argmax(M) et 0™ = argmin(M).
e A(M) = maxmin | — /| : différence maximale entre un moment et son plus proche
HEM p'#p

voisin.

Nous avons présenté dans la partie précédente la recherche des voisins permettant de
construire le graphe de voisinage GG dont les arétes relient les projections voisines. La pon-
dération de ces arétes est maintenant abordée. Pour cela, nous avons établi des formules
en faisant le développement limité de I’équation (2.12). Ces formules sont présentées dans
la définition suivante. Du fait que la formule principale (2.17) présente une instabilité nu-
mérique lorsque le moment d’ordre 2 de la projection est proche d’'un des deux extremums,
nous sommes obligés d’utiliser d’autres formulations au voisinages de ces extremums. Le
choix des seuils a(M) et b(M) qui permettent de décider qu’elle formule doit étre utilisée

est exposé plus loin dans la proposition 3.

Définition 2 (Pondération des arétes du graphe G). Soient a(M),b(M) € R. Pour deux
angles proches 0; et 0;, la pondération w;; entre les deux projections correspondantes
P(6;) et P(0;) est calculée par I'une des trois formules suivantes selon la valeur des

moments

o sipa(6;) < a(M) et pz(0;) < a(M),

- /lénin -V MQ(QJ) - ﬂéninl <2 15)
~max ~min )

Mo — Mo

Wi j =

o si pz(6i) > b(M) et p2(0;) > b(M),

~max _ 0; _\/m
125 M2( ) 125 pa( J)| (2.16)

~max __ 5 min

Ho Ha

Wi =

e sinon

Wi = |12(05) — p2(0:))|
L = a(0e)) (p2(0e) — ™)

ot & € {ij} et |ua(fe) — EFE | est minimal,

(2.17)

La valeur de w; ; est utilisée pour pondérer 'aréte qui relie les deux sommets 7 et j

sur le graphe de voisinage G. Un des problémes du calcul de w; ; est que ces formules
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~min

utilisent les moments extrémes empiriques [ [h'*

et 5™ au lieu des moments extrémes

max ~min max

théoriques ;15" et ,umm Les erreurs portant sur l'utilisation de 5" et ji5'** doivent étre

considérées. La proposition suivante donne une borne supérieure sur la différence entre

les moments extrémes empiriques et ceux théoriques.

Proposition 2 (Erreur d’estimation des moments extrémes). Soit d > 2. Les erreurs

n max

relatives sur //m suite a l'utilisation des moments extrémes empiriques um‘“,

et
[T sont inférieures a idQA(@) (pima — yyminy

Démonstration. Soit 07" € [—m/2,7/2), resp. ggw”“ € 0, tels que

pa(03""") = L /2){/%(9)}, (2.18)
pa(07°") = max{yq(0:)}. (2.19)

Alors, 07" € [0;,0;11] pour un certain i tel que 0 <7 < n.

Posons /"™ = 11q(07%), resp. p** = ud(@gmw).

Alors, p'™ — ' < pg(07'*) — pa(f;). Un développement limité est fait pour pq en
0 = 07", On obtient

g — i < pg(07) — pa(0;)

<= gmar _ g 2
50 i) a3
Puis, comme 07" € [0;,0;11], on a
d?puq

Comme pg est un polynome trigonométrique de degré d, on déduit de 'inégalité de Bern-

stein (cf. annexe A.2) que

1
e — e < < d? A(O)? (T — ). (2.22)

De la méme fagon, on obtient
~ms in 1 ax n
g — i < A A(O) (e — ). (223)

]

53 2.3. METHODE D’ESTIMATION DE LA DIFFERENCE ANGULAIRE



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA DIFFERENCE ANGULAIRE EN 2D

Nous avons montré que les erreurs sur les moments extrémes empiriques sont asymp-
totiquement négligeables lorsque le nombre de projections devient grand. Un autre point
sensible du calcul de w; ;j est la détermination des seuils a(M) et b(M) permettant de choi-
sir une formule appropriée dans la définition 2. La proposition suivante explique comment
choisir a(M) et b(M) et donne les erreurs dues a 'utilisation de w; ; pour 'estimation de

la différence angulaire entre deux projections P(6;) et P(6;).

Proposition 3. Si les seuils a(M) et b(M) sont tels que a(M) — G5 et i — b(M)
sont asymptotiquement dominés par et soumis & A(M)® avec o € (0,2/3), alors, pour
0 <1i,j <n tels que |0; — 0;| € O(A(O)),

o sipip(0;) € [a(M),b(M)] ou pp(0;) € [a(M),b(M)],

wij = dang (P(0:),P(0;)) + 0(A(O)) (2.24)

® sinon

wij = dang (P(0:),P(6;)) + O(A(O)). (2.25)

La démonstration de la proposition 3 est donnée dans ’Annexe A.4. L’erreur esti-
mée pour l'utilisation de trois formules de w; ; est illustrée par la figure 2.8 ou I'erreur

d’estimation est calculée comme suit
|wij — dang (P(6:),P(6;)) | / dang (P (6:),P(65)). (2.26)

Nous voyons que la formule (2.15) donne un meilleur résultat que les autres pour les
couples de projections qui sont proches de ,ug”m. De méme avec la formule (2.16) pour les

couples de projections qui sont proches de 5'** et avec la formule (2.17) pour les couples

de projections qui ne sont pas proches ugm'” et u5'**. La combinaison des trois formules

donne donc un meilleur résultat que 'utilisation d’une seule formule.

Les positions relatives de p§", g5, a(M), uge, a2 et b(M) en absence de bruit

sont illustrées par la figure 2.9.

Les étapes de la méthode d’estimation de la différence angulaire sont résumées dans la

partie suivante.

54 2.3. METHODE D’ESTIMATION DE LA DIFFERENCE ANGULAIRE



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA DIFFERENCE ANGULAIRE EN 2D

1 : :

< Formule (2.13) y
. x Formule (2.12) 5
20,8 o Formule (2.14) £ 1
5
= 0,6 - ,
©
E
00,4 - ]
@
©
502 ¢ .
o
=
(O}

Figure 2.8: Erreur d’estimation de la différence angulaire par les trois formules dans la

définition 2.

2.3.3 Algorithme d’estimation de la différence angulaire

Nous proposons un algorithme pour I'estimation de la différence angulaire entre deux
projections a partir de I’ensemble de projections II. Nous calculons d’abord les moments
d’ordre d, d € {2,3,4,5}, des projections dans II, puis les voisins de chaque projection sont
trouvés par la recherche des moments dans Uintervalle |14(6)| £ €4. Le seuil ¢4 est calculé
par I'équation (2.13) en fixant la probabilité p = 0,95. Il est 4 noter qu’il y a un ensemble de
voisins trouvés pour chaque ordre de moment. Le résultat final de la recherche des voisins
est obtenu par l'intersection de ces ensembles. Nous choisissons les ordres d = 2...5 car
nous avons constaté empiriquement que les moments d’ordre supérieur a 5 sont sensibles

au bruit et n’améliorent pas le résultat.

Ensuite, les différences angulaires entre les projections voisines sont estimées par les
formules données dans la définition 2. Afin de séparer ces trois formules, a(M) est fixé a

AT A(M)Y? et b(M) est fixé a fig**® — A(M)Y/? selon la condition dans la proposition 3.

Nous pouvons maintenant construire un graphe de voisinage G = (V,F) dont les som-
mets V' sont les projections, dont les arétes F relient les projections voisines et sont
pondérées par les différences angulaires estimées. La différence angulaire entre deux pro-

jections quelconques du graphe G est estimée par un algorithme du plus court chemin
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Figure 2.9: Positions relatives entre pJ¥n, pmaz jgmin - gmaz - q( M) et b(M).

sur ce graphe. La procédure d’estimation de la différence angulaire est résumée dans

I’Algorithme 1.

Remarque 3. Plus_ Court  Chemin(G) représente un des algorithmes pour calculer le plus
court chemin sur le graphe GG. Nous pouvons utiliser, par exemple, 'algorithme de Dijkstra

[54]| pour calculer le plus court chemin.

2.4 Traitement du bruit

Cette partie traite du probléme du bruit qui souvent perturbe les projections pendant
Pacquisition. Soit P(#) = P(0) + ¢, la projection bruitée, oit € ~ N(0,02) est un bruit
gaussien de moyenne 0 et de variance o2. On note aussi II = {751]1 <7 < n} I'ensemble de
projections bruitées. Nous présentons d’abord les méthodes de débruitage de I’ensemble

de projections.
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Algorithme 1: Estimation de la différence angulaire en 2D
Données: II = {P(0;) | 1 <i <n}.

Résultats: estimation de dang(P(6;),P(0;)),1 <i,j <nyi#j.

1. G+ 0,D« {2,...5}.

2. Calculer {pg(6;)}i=1..n puis &4, pour d € D.

3. Pour chaque indice 1,
31 Iy {7 | [1a(09)] — ea < [1a(07)] < |pa(0i)| +ea}, ¥d € D.
3.2, J N Ji
3.3. Pour chaque j € J¢, G + G U {(i,j,w; j)}.

4. Plus_ Court Chemin(G).

2.4.1 Deébruitage de ’ensemble des projections
2.4.1.1 Analyse en composantes principales

[analyse en composantes principales (ACP) est une technique de réduction dimension-
nelle linéaire qui a été proposée en 1901 |55|. La technique d’ACP est une des techniques
les plus utiles pour analyser les données de haute dimension. L’ACP fait une transfor-
mation orthogonale du systéme de coordonnées telle que si on projette les données sur le
premier axe (ou premiére composante), la variance de la projection est maximale, si on
projette les données sur le deuxiéme axe, la variance est la deuxiéme plus grande, etc (la
figure 2.10 illustre le principe de PACP). Soit p la taille des projections de ’ensemble II.
On peut considérer chaque projection de IT comme la réalisation d’une variable aléatoire
P de dimension p. L’application de ’ACP sur ’ensemble II de n projections est faite par

le calcul de la matrice de covariance S

S— % S (P —m)P -, (2.27)

Pell

oum= % ZPeH P est la moyenne des projections dans II. Onnote iy > lp > ... > [, e R

les valeurs propres et uj,ug,...,u, € RP les vecteurs propres de la matrice de covariance
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Figure 2.10: I’ACP pour les données de 2 dimensions : (a) les données sont analysées

selon deux composantes; (b) les données sont transformées selon ces deux composantes.

S. L’ACP exprime I'ensemble des projections dans la base formée par les vecteurs propres
u1,ug, ..., up. En pratique, les données sont souvent approchées dans une dimension k
plus petite que p afin de réduire la complexité des données. La figure 2.11a montre les
20 premiéres valeurs propres de S pour ’ensemble de projections II. On voit que le 15
premiéres valeurs propres sont suffisantes pour capturer presque toute la variance des

données.

Le bruit est réparti uniformément sur la base orthonormée de ’ACP et la projection
(algébrique) de 'ensemble des projections bruitées Il sur k < p dimensions permet de
réduire la variance du bruit, tout en préservant la majeure partie de la variance des
projections. Les figures 2.11b-2.11d représentent les 20 premiéres valeurs propres dans
un cas bruité. Il est clair que lorsque le bruit est plus important, il y a moins de valeurs
propres qui se distinguent du bruit. L’identification du nombre de composantes qui sont
encore distinguables dans le cas de bruit est donc nécessaire. Cette identification peut étre

réalisée en utilisant la méthode présentée dans [56].

2.4.1.2 Filtre de Singer-Wu

Une méthode de débruitage basée sur la combinaison entre I’ACP et la définition du

filtre de Wiener [57| a été développée par Singer et Wu [58]. On rappelle d’abord le filtre
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Figure 2.11: L’ACP du sinogramme sur la figure 2.2b : les 20 premiéres valeurs propres

de la matrice de covariance pour différents niveaux du bruit.
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de Wiener qui donne un estimateur P de P a partir de P. Lestimateur P est donné par

la formule linéaire suivante

P=m+ H(P—m), (2.28)
ol H est obtenu par
1 .
H=argmin — Y [P~ (m+H(P—m))|> (2.29)
HeRrxp T 7.
Pell,Pell

La solution de (2.29) est donnée dans [59]
H=25(S+o%1)71,
ou I € RP*P est la matrice identité. L’équation (2.28) devient alors
P=m+S(S+o*)H(P-m). (2.30)

L’estimateur P dans (2.30) peut aussi étre écrit dans la base des vecteurs propres de S

p
P :m+2hi <75 — m,u;) uj, (2.31)
1=1

ou (.,.) est le produit scalaire et h; est calculé par

1 l;
avec RSB; = —. (2.32)

hij=—
! 1+ RSB;’ o2

Singer et Wu ont développé leur méthode de débruitage & partir du filtre de Wie-
ner linéaire (2.31) en prenant en compte I'identification du nombre k& < p de premiéres

composantes de I’ACP. Le filtre de Singer-Wu est donné par

p
P=m+ Z i i <75 — I‘fl,fb» U;, (2.33)
i=1
oulm= % Zﬁeﬁ P est la moyenne de P dans II et U1,Us, . ..Uy, sont les vecteurs propres

calculés de la matrice de covariance S de P

$= 13 -myP - (2.34)
" Pell

60 2.4. TRAITEMENT DU BRUIT



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA DIFFERENCE ANGULAIRE EN 2D

La valeur de h;j est calculée par

1
hip=———7" 2.35
ok 1+ RSBZJC ( )
avec )
B2 _

RSB} —p/n sit <k

RSB, = { RSBi+p/n (2.36)
0 sinon.

Il est & noter que les k premiéres composantes, la variance o2 et les valeurs propres
1,0, ...l sont inconnues. Elles sont estimées & partir de données bruitées par la méthode
présentée dans [56]. Cette méthode donne un estimateur 62 pour la variance en se basant
sur la théorie des permutations. La variance o2 peut aussi étre estimée en considérant les
pixels proches des bordures du sinogramme (trés liés au bruit). Un estimateur k est ensuite
donné pour le nombre de composantes utilisées. Pour n,p — o0, k est déterminé par la
sélection des valeurs propres Zl, e ,Zp de la matrice de covariance S qui sont supérieures

au critére suivant
lerit = 627/ p/n. (2.37)

En fin, les estimateurs [, . . . ch pour les valeurs propres [y, ... l; sont estimées comme la
solution positive de I'équation du second degré

R 5 ~2
zjz(lj+&2)(1+§‘lf—k), j=1,...

TN

(2.38)

La figure 2.12 représente le résultat du débruitage pour différents niveaux du bruit.

2.4.2 Estimation des moments extrémes

Le bruit se propage aussi sur le calcul du moment de projection et conduit a des erreurs
non seulement dans la formule de la recherche des voisins, mais aussi dans les formules
d’estimation de la différence angulaire. Soit P(6) = P(6) + € la projection bruitée, ot
e ~ N(0,0%) est le vecteur de bruit gaussien de moyenne 0 et de variance o2 dont les

composantes sont indépendantes. Le moment jig(f) d’ordre d de la projection bruitée

61 2.4. TRAITEMENT DU BRUIT



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA DIFFERENCE ANGULAIRE EN 2D

(d) 10 dB (e) débruitage de (d)

(f) 0 dB (g) débruitage de (f)

Figure 2.12: Débruitage par le filtre de Singer-Wu pour différents niveaux du bruit. (a)

sans bruit. (b), (d), (f) sinogramme bruité. (c), (e), (g) résultat débruité correspondant
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P(6) est calculé par
1
= /xdp(ﬁ)(x) dx—l—/xd €(z) do (2.39)
“1

Comme la somme de variables gaussiennes indépendantes est gaussienne, le moment 114(6)

suit aussi une distribution normale de moyenne 4(6) et de variance ¥2, ol

1 3
> = /xzfl oy | = —2 . (2.40)
Jd+1)2

—1

Comme le bruit peut augmenter 1’écart entre les moments d’extrémes théoriques et les
moments extrémes empiriques, il est nécessaire estimer les moments extrémes théoriques
a partir de I'ensemble des moments empiriques (moments bruitées). Sous I’hypothése
d’une distribution uniforme des angles 6, nous déduisons de 1'équation (2.12) la densité

de probabilité du moment p9 comme suit
1
2/ (1™ — pig) (s — p™")

Si la distribution des angles 6 n’est pas uniforme, mais sa densité de probabilité est encore

. (2.41)

1
P(pz) = — %

disponible, la densité de probabilité du moment ps peut aussi étre calculée en remplagant

le terme 1/7 dans la formule (2.41) par

A (v (s e~ ) ). (2.42)

ol A est la densité de probabilité des angles 6. Ensuite, la densité de probabilité du

moment 7i4(0) est obtenue par la convolution entre P et la densité de probabilité du bruit
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gaussien de moyenne 0 et de variance X2

max

H2
~ 1 —(fi2 — p2)*
Mgnin

La figure 2.13 illustre la forme de P et P pour différents niveaux du bruit gaussien. On
remarque que les positions relatives de p¥n, ez pmin - gmaz - q(\f) et b(M) dans le
cas bruité sont changées en général comme illustré sur la figure 2.14 (4 comparer avec la
figure 2.9).

Les deux moments extrémes ugnm et p5'®? peuvent alors étre estimés en utilisant le
maximum de vraisemblance

(v ey = argmax H ]/D\(m| min M, max ]V[), (2.44)
meM

ot M = {fia(6;) | 1 < i < n}.
Nous n’avons pas trouvé une solution analytique pour I’équation (2.44). Dans les tests

présentés au chapitre 4, ’équation (2.44) est résolue numériquement.

1 —Sané bruit
-2 =0.02
0.8 =Y =0.03 ]
! > =0.04
06 [ :r b
04+ 1
0.2 v !
Pl |!x‘
) e J-' . ‘\’L,
Mgnm ’ugzax

Figure 2.13: Densité de probabilité du moment po pour différents niveaux de bruit sous

I’hypothése d’une distribution uniforme des angles de projection.
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2
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Figure 2.14: Positions relatives de p¥n, pmer g gmaz (M) et b(M) dans le cas

bruité.
2.4.3 Deébruitage du graphe de voisinage

Le débruitage de l’ensemble de projections utilisant le filtre de Singer-Wu et Desti-
mation des moments extrémes nous permet de réduire les erreurs portant sur la formule
de seuil (2.13) de la recherche des projections voisines et sur la formule d’estimation des
angles entre projections voisines dans la définition 2. Cependant, le bruit affecte le graphe
de voisinage méme apreés cette étape de débruitage. En réalité, le graphe G peut étre « rac-
courci » par les arétes qui relient des projections initialement éloignées a cause du bruit
(voir la figure 2.15a). Comme les formules de la définition 2 sont prévues pour estimer la
différence angulaire entre des projections proches, plus deux projections sont éloignées,
plus l'erreur du calcul de la différence angulaire par ces formules est importante. Il est

donc préférable de détecter ces fausses arétes et de les enlever du graphe de voisinage G.

Le nombre de voisins communs & deux sommets ¢ et j reliés par une aréte qui « rac-
courcit » le graphe du voisinage est plus petit que celui de deux sommets qui sont de
vrais voisins. Ceci nous permet de détecter les fausses arétes en vérifiant le nombre de
voisins communs a deux sommets. Une des possibilités pour calculer le nombre de voisins

communs a deux sommets du graphe est 'utilisation de I'indice de Jaccard définie par
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J(i,5) = %, (2.45)
ol N; est I'ensemble de sommets voisins du sommet ¢. [.’indice de Jaccard pour les arétes
raccourcies doit étre plus petit que celui pour les bonnes arétes (c’est a dire reliant deux
vrais voisins). Un seuil y est donc défini de telle sorte que si J(i,j) < v on enléve laréte
entre les sommets i et 7, ot 0 <~ < 1. La figure 2.15 représente le graphe du voisinage G
dans le cas de bruit avant (a) et aprés avoir appliqué le filtre de Singer-Wu, I'estimation
des moments extrémes (b) et l'utilisation de I'indice de Jaccard (c). Nous voyons que le
nombre des arétes raccourcies diminue lorsque le filtre de Singer-Wu et I'estimation des
moments extrémes sont appliqués (figure 2.15b) et il diminue encore aprés avoir utilisé
I'indice de Jaccard pour enlever les faux candidats sur le graphe G. En pratique, le choix
du v est empirique : il ne doit pas étre trop grand pour que le graphe G ne perde pas des

bonnes arétes qui relient deux sommets voisins.

2.5 Estimation de la différence angulaire par I’estima-

tion des angles des projections

La différence angulaire entre deux projections peut étre obtenue en estimant d’abord
les angles des deux projections. Une des méthodes les plus récentes pour 'estimation des
angles des projections est la méthode développée par Singer et al. [58]. Il est & noter
que le filtre de Singer-Wu et la technique de l'indice de Jaccard présentés dans la partie
précédente font partie de cette méthode. Le principe de la méthode de Singer-Wu est basé
sur la décomposition en éléments propres d’un graphe laplacien [60]. C’est une technique de
réduction dimensionnelle non-linéaire permettant de réduire les données d’'une structure
non-linéaire de grande dimension dans une base de dimension inférieure en préservant
sa structure non-linéaire. Sachant que les projections de haute dimension sont obtenues
selon des angles distribués sur un cercle, la réduction dimensionnelle de I’ensemble des

projections dans une base & deux dimensions peut donc révéler I'information sur leurs
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Figure 2.15: Débruitage du graphe de voisinage G. (a) le graphe est perturbé par du
bruit, (b) aprés avoir appliqué le filtre de Singer-Wu et estimé les moments extrémes, (c)

aprés avoir utilisé l'indice de Jaccard.
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angles.

La comparaison entre notre méthode et la méthode de Singer-Wu est présentée dans

le chapitre 4.

2.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre notre étude en 2D sur le probléme de ’estimation
de la différence angulaire entre deux projections faisant partie d’'un ensemble de projec-
tions donné sans connaissance sur les angles des projections. Les propriétés des moments
de projection ont été présentées. Une méthode d’estimation de la différence angulaire
basée sur les moments de projections, sur la technique de seuillage adaptatif et sur la
construction d’un graphe de voisinage a été développée. De plus, nous avons aussi abordé
le probléme du bruit qui perturbe les projections et limite le résultat d’estimation. Plu-
sieurs techniques de débruitage (filtre de Singer-Wu, maximum de vraisemblance, indice
de Jaccard) ont été proposées dans ce chapitre. La suite du mémoire présente le cas 3D du
probléme d’estimation de la différence angulaire, qui est une extension de notre méthode

en 2D.
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‘estimation de la différence angulaire en 3D est plus compliquée que celle en 2D. La
L projection en 3D est une image 2D qui est obtenue par la projection de 1'objet 3D
selon une orientation dans trois dimensions. Les orientations des projections en 3D sont
distribuées sur une sphére. Ceci est différent du cas 2D ou les orientations des projections
sont distribuées sur un cercle. De plus, une projection en 3D posséde aussi une rotation

aléatoire dans son plan d’image. Cette propriété n’existe pas en 2D.

Cependant, la méthode d’estimation de la différence angulaire basée sur les moments
en 2D peut aussi étre utilisée en 3D. Comme la généralisation a la 3D de la méthode
des moments n’est pas triviale, nous nous sommes concentrés, pour le cas 3D, sur cette

PR T . , A . ; . .
généralisation. La méthode résultante peut étre combinée avec d’autres outils existants

mais cela dépasse le cadre de notre étude.

Nous considérons maintenant le probléme d’estimation de la différence angulaire en
3D. Comme en 2D, dans R? on appelle objet une fonction f: R3 — [0,1] mesurable au
sens de la mesure de Lebesgue et a support Sy compact (Sy est I'adhérence de I’ensemble
{x € R3|f(z) # 0}). Nous définissons aussi le barycentre C : (z¢,yc,zc) de f — centre

de masse de 'objet — comme suit :

B ffxf(:uy,z) dx dy
¢ fff(z,y,z)dxdy dz’

T

_ ffyf(x,y,z) dy dy
e [ [ flzy2)dedydz’ (3.1)
Sty dady

¢ fff(x,y,z)dxdydz'

Les notions de base utilisées dans ce chapitre sont présentées dans la partie suivante.
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3.1 Notions de base

3.1.1 Rotation en 3D

On écrit SO(3) pour le groupe de toutes les rotations autour de lorigine dans R3.
La rotation des angles (,0,%)) d’un point dans R3 autour des axes z, y et z peut étre

représentée par la matrice R, g, suivante

Ry0.4 = (C1.C2.C7), (3.2)
avec
c.0c.y s.ps.f0c.4c.ps. P —c.ps.fc.+s.ps. Y
Cl=|—cosy|,C?=|—s.ps.0s.p+copcp|,C3=| cos.ls.+spcv
s.0 —s.pc.6 c.pc.f

ol s. et c. représentant respectivement les fonctions sinus et cosinus. La rotation R g,
se compose de trois rotations élémentaires consécutives, la rotation autour de I’axe z d’un
angle 1, puis autour de l'axe y d’un angle 6, puis autour de ’axe z d'un angle ¢. Ces

rotations sont données par les matrices R,, Ry et Ry € SO(3).

1 0 0 c.0 0 s.0 c.yp —s.p 0
Rp=10 cp —s.¢ |,Rg= 0 1 0 |,Ry=1]sv ctv 0
0 s, cp —s.60 0 c.0 0 0 1

3.1.2 Projection

La projection en 2D est définie comme la transformée de Radon selon une orientation
fixée. Cette définition peut aussi s’étendre en 3D comme la transformée de Radon selon
un plan en dimension 3. Cependant, il y a une autre extension, appelée transformée en
rayon X qui est I'intégrale de ’objet selon une orientation. Nous choisissons cette derniére
qui modélise 'acquisition en microscopie électronique. Etant donné f un objet de R3, sa
projection suivant les angles ©,60,9 € R est obtenue par la rotation de 1'objet autour des

axes r, y et z suivant les angles ¢,0,1, puis par l'intégration selon 'orientation verticale
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sur le plan (zOy).

s)(zy) = /Rfs(:v,yz)dz, (3.3)

ol s = ((pvevw) € RB? fs<l',y,2) = f(ps(x,y,Z)), (p8<x7y7z>>T = RS (:anvZ)T7 RS € SO(3>

Dans la suite de cette partie, f désigne un objet de R3 et f, désigne 'image de f par
la rotation R ot s = (¢,0,1)) € R3. Nous définissons aussi le vecteur d’orientation de la
projection comme le vecteur unitaire obtenu par la rotation du vecteur unitaire de I'axe

z suivant R;!

vp(p.d) = Ry (0,0,1)7 (3.4
— (sin @, — sin p cos , cos p cos A) .

Notons que le vecteur d’orientation vp(p,0) de la projection Py(¢,0,1) ne dépend pas
de l'angle ¢ qui détermine la rotation de la projection dans le plan (zOy). La figure 3.1

donne des exemples de projections d’un objet 3D suivant différentes orientations.

Notons aussi que (¢,0,0) — Pr(¢,0,1) est une fonction périodique de période 27 en

©,0,1 et que I'on a les relations suivantes
Prlp.00)(@,y) =Pr(pf + 7, —¥)(—z,y)

=Prlo+m —0,—¥)(z, —y) (3-5)
= Pf(%eﬂﬁ + 7T)(—$, - y)

Comme la méthode d’estimation de la différence angulaire en 3D est basée sur des mo-
ments de projections qui sont invariants par rapport aux signes de x et y, nous pouvons
supposer ¢,0,¢ € [—m/2,m/2[. Ceci correspond a une distribution de vp(p,d) sur la demi-
sphére.

3.1.3 Moment et orientation des projections

Le moment d’ordre (c,d,e) € N3 de la fonction f en 3D est donné par

feaelf / / / ¥ 2 f(,2) dudy dz. (3.6)
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(a) objet 3D (b) Ps(—50°, — 15°,160°)

20 40 60 80

(c) Py(70°,30°,6°) (d) Py(—30°,20°,10°)

Figure 3.1: Projections en 3D : (a) un objet de R3, (b) — (d) trois projections de I'objet.
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On rappelle aussi que la matrice d’inertie |61] de fs est définie par

12,0,0(fs) p1,1,0(fs) m1,01(fs)
Ty(s) = p10(fs) po20(fs) poia(fs) |- (3.7)
p1,01(fs) po1,1(fs) ro02(fs)

La matrice d’inertie associée & 'orientation s est liée a la matrice d’inertie associée a
'orientation (0,0,0) par
RsTy(s) Ry = Ty(s0), (3.8)

ou sp = (0,0,0). Si 'on prend comme référentiel la base des vecteurs propres de la matrice
symétrique T (s), 'équation (3.8) correspond a une procédure de diagonalisation de T¢(s)
avec, comme vecteurs propres, les colonnes de R;l et, comme valeurs propres, les moments
142,0,0(fs0)s 10,2,0(fs0)> 10,0,2(fs0). Cependant, le calcul direct de Ty(s) a partir de f est
impossible dans le contexte de la tomographie car f est inconnue. Il n’y a que I’ensemble
de projections de f qui est disponible. Nous montrons dans la suite que T(s) peut étre

calculée a partir de I’ensemble des projections de f.

Quand fs est projetée sur le plan xOy, certains moments de fs sont préservés sur ses

projections Py(s).

Propriété 5 (Conservation des moments, [10]). Soient c,d € N et s = (p,0,1) € R3.

Les moments d’ordre (¢,d,0) de fs sont égaux aux moments d’ordre (c,d) de la projection
Pi(s)
Mc,d,O(fS) = MC,d(Pf(S))- (3.9)

Notons que si le barycentre de f, est a I'origine, Ps(s) est aussi centrée a 'origine et
p1,1,0(fs) = p11(Py(s)) = 0.

La conservation de la trace de la matrice Tf(sg) dans le changement de base associé a

s permet d’écrire la propriété suivante

Propriété 6 (Somme invariante, [52]). Soit s = (¢,0,1) € R? et soit p2,0.0(fs), 0.2.0(fs)
et 110,0,2(fs) les moments d’ordres (2,0,0), (0,2,0) et (0,0,2) de la fonction fs. Il existe une
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constante C' € R telle que
1200(fs) + 1o20(fs) + noo2(fs) = C, Vs € R, (3.10)

Le calcul de la matrice T¢(s) a partir de 'ensemble des projections de f est donné par
le théoréme suivant

Théoréme 2 (Expression de T¢(s) en fonction des moments de projection, [10]). Soient

max ,,med
)

TNl W le moment mazimal, médian et minimal de la projection P(s) pour s =

0.0) € R3. Si f est centrée o Uorigine et si lorigine des angles est choisie de telle
¥
fagon que p200(fso) = 1™, p020(fs0) = p™ et poo2(fs,) = p™", ot so = (0,0,0),

alors les matrices T¢(s) de f sont calculées par

a 0 b
Te(s)=1 0 ¢ d |, (3.11)
b d e
ou
e = ILL270('Pf(S)) et c = MO,Q(Pf(S))
. e:umaer,umed—Ir,umm—a—C

o b — i((a—luma:r)(a C__“r:edxa_lumm))l/g
o d— i((c—Iumaa:)(c;fied)<c_umin)>1/2

et
o p = max max(p2,0(Pf(s)),10,2(Py(s)))

o el = max min(yi,0(Py(s)).p02(Py(s))) = min max(yi2,0(Py(s)).02(Py(s)))
o M = min min(p2,0(Pr(s)).p0,2(Pr(s)))-

Aprés avoir calculé les matrices T (s), on obtient I'orientation vp(¢,0) de la projection

P¢(s) en fonction des moments de projection par

Corollaire 2 (Calcul de vp(p,0)). Si f est centrée a l'origine, les vecteurs d’orientation
vp(p,0) de la projection Py(s), ot s = (p,0,)) sont calculés par

o — + (W= 120 () (0 = poa(Py(s)) )

: (3.12)

o
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o {15k} ={123},
° (,ulannug) — (Mmaaﬁ’umed’umin)_

La démonstration du corollaire 2 est donnée dans 'annexe B.1.

I est a noter que pour ¢,0 € [—m/2,7/2[, v} (¢,0) = cos cosf > 0 et on déduit de
I'équation (3.12) quatre solutions différentes de vp(p,0) di a I'ambiguité des signes de
v};(gp,@) et v%(cp,@). Ceci correspond a quatre valeurs symétrique de vp sur quatre octants

de la demi-sphére (figure 3.2).

Figure 3.2: Représentation des quatre possibilités pour le vecteur d’orientation sur les
quatre octants de la demi-sphére (vue de dessus) en raison des signes inconnus dans

'équation (3.12).

Comme en 2D, les moments d’ordre (c,d) de la projection Pr(s) sont aussi des poly-

nomes trigonométriques. La proposition suivante étend le corollaire 3 a la 3D.

Proposition 4 (Polynome trigonométrique). Soit s = (p,0,¢) € R3, le moment . a(Py(s))
d’ordre (c,d) de la projection Ps(s) est un polynome trigonométrique de degré c 4 d en

fonction de ['orientation de projection.
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La démonstration de la proposition 4 est donnée dans ’annexe B.2.

3.2 Estimation de la différence angulaire

Nous considérons maintenant le cas 3D de l'estimation de la différence angulaire
entre deux projections. Soit f un objet 3D dont le barycentre est a l'origine, n € N,
O = {(i0i,¥)|1 < i < n} un ensemble d’orientations inconnues dans [—m/2,7/2[>.
On appelle II = {P(p;,0;,1;) |1 < i < n}, Pensemble des projections associées a O, et
V = {vp(gi,0;) |1 < i < n}, 'ensemble des vecteurs d’orientations de II. Notre objec-
tif est d’estimer la différence angulaire entre deux projections a partir de I'ensemble des
projections II. Comme en 2D, nous définissons la différence angulaire entre deux projec-
tions Py(s) et Pr(s’) comme I'angle minimal entre deux droites associées & deux vecteurs
d’orientations vp(s) et vp(s’). Elle est calculée par le produit scalaire entre ces deux

vecteurs et définie comme suit
dang (P (s),Ps(s")) = arccos(|vp(p,0).vp(¢',0)]). (3.13)

L’équation (3.13) peut étre utilisée pour effectuer cette estimation. Cependant, il est
a noter qu’il y a quatre solutions possibles a I’équation (3.13) a cause des signes inconnus
dans 'équation (3.12). En effet, la valeur absolue du produit scalaire de deux vecteurs vp,

et vp, est comme suit
lvp,.vp,| = | £ v},iv%pj + U%iv%j + U%iv%jh (3.14)

ol vp, = (iv%)i, i”%ﬂ”%) et vp, = (iv%)j : iv%j,v%j) sont les deux vecteurs d’orientations
des projections P; et Pj, i # j. L’équation (3.14) donne en prenant la fonction arccosinus

quatre angles différentes entre 0 et 7/2.

Pour résoudre le probléme d’estimation de la différence angulaire, nous proposons une
approche basée sur les moments, qui étend notre méthode en 2D. Nous cherchons d’abord
les projections dont les vecteurs d’orientations sont proches (les projections voisines).

Une technique de seuillage adaptatif est développée pour rechercher les voisins de chaque
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projection dans ’ensemble de projection II. Les différences angulaires entre ces projections
voisines sont estimées avec une formule déduite de (3.13). Ensuite, nous construisons un
graphe de voisinage G = (V,E) dont les sommets sont des projections, les arétes relient
les projections voisines et sont pondérées par les différences angulaires estimées. Enfin, la
différence angulaire entre deux projections quelconques sur le graphe de voisinage G est

estimée en appliquant un algorithme du plus court chemin sur le graphe G.

Bien que toutes les étapes d’estimation soient similaires a celles en 2D, il existe aussi
des difficultés spécifiques au cas 3D a chaque étape. Elles sont présentées dans la partie

suivante.

3.3 Meéthode d’estimation de la différence angulaire

3.3.1 Recherche des voisins pour chaque projection

Le probléme de la recherche des voisins les plus proches de chaque projection est
étudié dans cette partie. Comme en 2D, la recherche des projections voisines est basée sur
le calcul d’intervalles de confiance pour les moments de projections de différents ordres.
Plus précisément, étant donné p. 4 le moment d’ordre (c,d) de la projection P, il faut
trouver au moins un autre moment /i, ; d'une projection P’ (P # P’) dans un intervalle
tie.d £ €ca tel que le vecteur d’orientation vp de P’ soit proche du vecteur d’orientation
vp de P. Cependant, cette approche ne peut pas étre appliquée directement en 3D, car le
moment de projection calculé & partir du vecteur d’orientation vp(p,0) dépend de I'angle
1 qui donne la rotation de la projection dans le plan projeté. Au lieu d’utiliser ces moments
(appelés moments initiaux), nous utilisons les moments de Hu [62] qui sont invariants par
rotation. Les moments de Hu sont des sommes de produits des moments initiaux. Etant
donnés que les moments initiaux sont des polynémes trigonométriques (cf. proposition
4) et que I'ensemble des polynomes trigonométriques est un anneau, les moments de Hu
sont aussi des polyndmes trigonométriques. Notons ./\/lh(<p,9) le h¢™ moment de Hu de

la projection P(yp,0,40), h = 1...7. La valeur de M"(¢,0) est calculée comme suit (en
omettant les arguments (p,0,1)) :
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M= oo+ pog2,

M? = (20 — po2)? +4pi 1,

M? = (30 — 3p12)* + (Buza — po3)?,

M* = (3.0 + p12)” + (p21 + po3)?,

M = (30— 3p1,2) (130 + p1,2) (3,0 + p1,2)” — 3(p2,1 + p0:3)°) (3.15)
+ (3u2,1 — 10,3) (12,1 + 110,3) (3(13,0 + p1,2)” — (2,1 + 103)°),

MO = (20 — po2) (13,0 + p1,2)* — (2,1 + p0,3)%) + 41,1 (30 + p1,2) (21 + Ho,3),

M = (Buay — po3) (3,0 + p1,2) (30 + 11,2)° — 3(p21 + po,3)%)

— (p3,0 — 3p1,2) (2,1 + 10.3) (3(ps0 + p1,2)” — (w21 + 103)?)-

La figure 3.3 illustre la distribution des moments de Hu en fonction des angles ¢ et
0 € [—m/2,m/2]. On voit que les moments de Hu sont des sommes de produits de fonctions
sinusoidales. Le degré du polynome trigonométrique M” est calculé a partir des degrés des
polynomes trigonométriques p. 4 qui font partie de 'expression de M" . Notons aussi que
ordre du moment M” correspond au degré du polynoéme trigonométrique M”". Ensuite,
afin de choisir les voisins les plus proches de chaque projection, nous calculons, pour
chaque moment M"(p,0) de la projection P(p,0,%), un intervalle M"(p,0) + ¢, dans
lequel on peut trouver, avec une probabilité assez grande, au moins un autre moment de
Hu M" (¢ ,0") correspondant a un voisin de P(,0,1). La valeur de ¢}, est calculée comme

suit.

Proposition 5 (Seuillage adaptatif en 3D).

Soit f : R3 — [0,1] un objet 3D et soit p € [0,1]. Supposons que les orientations de
projections sotent distribuées uniformément sur la demi-sphére. Pour chaque moment de
Hu /\/l? de la projection P; sous lorientation vp, (1 < h <7), il existe un intervalle borné
par /\/lf + ey, dans lequel on peut trouver, avec une probabilité supérieure ou égale a p, au
moins un moment de Hu ./\/l;1 d’une projection P; sous l'orientation vp, avec Mf # ./\/l?

et vp, est le voisin de vp,. La valeur de ey, est donnée par
1 L
en=m(1—(1—=p)=71)° &, (3.16)

ot & = k1r£a<x (|Mh(g0j,6j)], k = 246,612,812 est Uordre de M" pour h = 1...7,
<j<n

respectivement.
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Figure 3.3: Distribution de moments de Hu en fonction des angles ¢ et 6.

La démonstration de la proposition 5 est donnée dans ’annexe B.3.

Remarque 4. Comme en 2D, la démonstration de la proposition 5 peut étre adaptée afin de
relacher 'hypothése de la distribution uniforme pour les angles. Notons A, A2 la densité
de probabilité des angles ¢ et 6. Alors, dans 'équation (3.16), le terme (1 —(1 —p)ﬁ)%
peut étre remplacé par o € A~! <}1 (1 - (1- p)nil)) ou A est la fonction croissante

5 ~ ~
5!—)/ (M x Ao * P2 x A2)|, ) (8) (3.17)
0 > >

avec A\| = Ap o (—id) (resp. Ay = Ag o (—id)) et % est la convolution.
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3.3.2 Formule d’estimation de la différence angulaire

Comme nous 'avons déja dit, la formule (3.13) ne permet pas d’estimer la différence
angulaire entre deux projections quelconques suite au probléme des signes dans (3.12).
Cependant, nous pouvons utiliser la formule (3.13) dans le cas de deux projections voisines
en faisant 'hypothése que toutes les projections voisines se situent dans un méme octant.
La majoration de ’erreur produite par cette hypothése est complexe et nous ne ’avons
pas fait. Cependant, Nous avons constaté expérimentalement que cette hypothése conduit
a des erreurs négligeables (selon les résultats dans la partie 4.2) lorsque le nombre de
projections est suffisamment grand. Sous cette hypothése, on choisit donc le plus petit

angle parmi les quatre possibles. La formule (3.13) est ré-écrite comme suit :

3
dang(P,Pl) = arccos Z vl v;),| : (3.18)
i=1
La figure 3.4 représente la distribution uniforme des vecteurs d’orientations sur la demi-
spheére. Les points entre les bandes rouges sont des points dans la zone ambigiie ol on
peut trouver les paires qui se situent sur deux octants différents et les deux lignes violettes

séparent les quatre octants.

3.3.3 Reésumé de la méthode d’estimation de la différence angu-

laire en 2D et 3D

Nous pouvons maintenant construire un graphe de voisinage dont les sommets sont les
projections, les arétes connectent les projections voisines et sont pondérées par les diffé-
rences angulaires estimées par 1’équation (3.18). Enfin, la différence angulaire entre deux
projections quelconques dans le graphe de voisinage est calculée par un algorithme du
plus court chemin. Nous rappelons que notre méthode en 2D linéarise I’équation de Salz-
man (2.12) afin de réduire I’effet du bruit. Cependant, comme la linéarisation de I’équa-
tion (3.18) en 3D n’est pas aussi simple qu’en 2D, nous omettons cette étape. Comme en

2D également, les valeurs de p™%%, @ et ™™ utilisées dans (3.18) et (3.16) sont incon-
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Figure 3.4: représentation des orientations sur la demi-sphére (vue dessus) : les quatre
octants sont divisés par les bandes violettes, la zone entre des bandes rouges est la zone

ambigiie.

nues et ne peuvent étre estimées qu’a partir de ’ensemble fini de projections. Néanmoins,
la proposition 2 est encore valable en 3D et nous pouvons donc négliger les erreurs d’esti-
mation de ™ ¢ et ™" Jorsque le nombre de projections est grand. En présence de
bruit, le filtre de Singer-Wu est utilisé pour débruiter les projections et I'indice de Jaccard

est utilisé pour débruiter le graphe de voisinage. Par contre, estimation %%, ¢? et

™" par le maximum de vraisemblance est abandonné a cause de la complexité du calcul.
Bien que la linéarisation de I’équation de Salzman et I'estimation des extrémités ne soient
pas appliquées en 3D, les expérimentations (chapitre 4) montrent que le résultat de notre

méthode surpasse celui de la distance euclidienne par sa faible variabilité.

La méthode proposée pour I'estimation de la différence angulaire entre deux projections
tomographiques en 2D et 3D est appelée Estimation de la Différence Angulaire basé sur

les Moments (EDAM). Les étapes de la méthode EDAM sont détaillées ci-apreés.

Etape 1 : Débruitage de I’ensemble de projections en utilisant le filtre de Singer-Wu
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[58).

Etape 2 : Calcul des moments & partir de I'ensemble de projections. En 2D, les moments
td, 2 < d < 5, sont calculés par I'équation (2.5). En 3D, les moments ji. 4, 0 < ¢,d < 3,
sont calculés par 'équation (2.4). Puis les moments de Hu ./\/lh, 1 < h <7, sont calculés
a partir de fi; g.

Etape 3 : Estimation des moments extrémes : cette étape n’est valable qu’en 2D ou

,ugnm and p5'** sont estimées comme présentées dans la partie 2.4.2.

Etape 4 : Sélection des voisins de chaque projection par seuillage adaptatif. En 2D, le

seuil g4 est calculé par I’équation 2.13. En 3D, le seuil ¢, est calculé par ’équation 3.16.

Etape 5 : Calcul des différences angulaires entre des projections voisines. En 2D, les

formules dans la définition 2 sont utilisées. En 3D, la formule (3.18) est utilisée.

Etape 6 : Construction du graphe de voisinage dont les sommets sont les projections
et les arétes relient les projections voisines trouvées dans U'Etape 4 et sont pondérées par

les différences angulaires calculées dans 'Etape 5.

Etape 7 : Débruitage du graphe de voisinage en utilisant l'indice de Jaccard comme

présentée dans la partie 2.4.3.

Etape 8 : Calcul de la différence angulaire entre deux projections quelconques en uti-

lisant un algorithme du plus court chemin sur le graphe de voisinage.

3.4 Estimation de la différence angulaire par ’estima-
tion des orientations des projections
Comme en 2D, la différence angulaire entre deux projections peut étre obtenue par I’es-

timation préalable des orientations des deux projections. Parmi les méthodes d’estimation

des orientations en 3D, deux méthodes récentes sont présentées.
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3.4.1 Meéthode de Singer-Zhao

Singer et al. [63] ont proposé une méthode d’estimation des orientations des projections
en se basant sur une technique de réduction dimensionnelle dont le calcul des trois premiers
vecteurs propres donne l'information sur les orientations des projections. Soient P; et
P; deux projections. La premiére étape de cette méthode est de calculer la distance
euclidienne entre P; et P;

DE; j = een[%iélﬂ) IPi — RoPjll, (3.19)

ol RgP est la rotation de P suivant 'angle #. L’étape suivante est de construire un
graphe de voisinage G = (V,FE). Les sommets dans V sont des projections, les arétes dans
E relient deux projections dont la distance euclidienne est inférieure a un seuil € donné.
La construction du graphe de voisinage G est basée sur le fait que si deux projections
dont les orientations sont trés proches, la distance euclidienne calculée entre ces deux
projections est aussi petite. Le seuil € permet de rechercher les plus proches voisins de
chaque projection. Ensuite, pour faire la réduction dimensionnelle, une matrice H est

calculée a partir du graphe de voisinage G
i, {ij} € B

H; ;= N ,
0, {ij ¢ B

(3.20)
ot i =+/—1 et 0; ; est Pangle 6 obtenu de 'équation (3.19). La matrice H représente une
relation d’orientation locale entre des projections voisines et le calcul de trois premiers
vecteurs propres de H donne l'information sur les orientations des projections. Il est a
noter que la méthode de Singer-Zhao repose sur ’hypothése que la différence angulaire
entre des orientations de deux projection voisines est trés petite. Le nombre de projections

doit donc étre trés grand pour valider cette hypothése.

3.4.2 Meéthode de Shkolnisky-Singer

La méthode d’estimation des orientations de Shkolnisky et al. [64] est basée sur la

technique de la ligne commune présentée dans la partie 1.3.2. La premiére étape est la
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Figure 3.5: La relation des lignes communes dans U'espace de Fourier [64].

recherche de la ligne commune entre deux projections P; et P; quelconques. Comme
illustré sur la figure 3.5, deux projections P; et P; s’intersectent en une ligne commune
caractérisée par un vecteur unitaire ¢; ; dans l'espace de Fourier 3D. Les projections de
ce vecteur sur I'espace de Fourier 2D des deux projections P; et P; sont les deux vecteurs

unitaires ¢; j et ¢;;
: T : T
Cij = (COS Qi 5, SIN QG 4, O) y G = (COS Qjq, SOG4, 0) 5 (3.21)

ol oy ; est 'angle entre ¢; ; et 'axe des abscisses. Il existe une relation entre ¢; ; et ses
projections c¢; j, Cj;

Ricij = a1, = Rjcji, (3.22)
olt R; est la rotation qui améne ¢; ; & ¢; j. L’équation (3.22) est ré-écrite par
cij = Ry 'Rjcji, (3.23)

ol R;le est la rotation qui amene c¢;j; a ¢; j. Cette rotation peut étre calculée a partir

des lignes communes entre P;, P; et une autre projection Py, k # {i,j}. En pratique,
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la recherche des lignes communes contient des erreurs dues au bruit. Pour y remédier,
plusieurs valeurs de Rz._le sont calculées a partir de P;, P; et toutes les autres projections
P, puis la moyenne des R;le est utilisé. L’étape suivante est d’établir une matrice S
telle que

S;j =R 'R;. (3.24)

Comme la matrice S contient les rotations relatives entre toutes les paires de projections,
le calcul de trois premiers vecteurs propres de cette matrice donne I'information sur les

orientations des projections.

La comparaison des deux méthodes présentées ci-dessus avec la méthode EDAM est

faite dans la partie suivante.

3.5 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre le cas 3D du probléme d’estimation de la dif-
férence angulaire entre deux projections non-orientées. La méthode d’estimation en 3D
est une extension de celle en 2D. Les propriétés des moments de projections sont étudiées
et utilisées pour obtenir une formule d’estimation entre deux projections voisines et pour
rechercher les voisins de chaque projection en utilisant la technique du seuillage adaptatif.
Les seuils sont déterminés en se basant sur les moments de Hu au lieu des moments ini-
tiaux du a leur invariance par rotation. Enfin, un graphe de voisinage comme celui en 2D
est construit pour estimer la différence angulaire entre deux projections quelconques. Les
techniques de débruitage présentées en 2D sont aussi utilisées en 3D sauf ’estimation des
deux moments extrémaux en raison de la complexité du calcul. Dans la suite du mémoire,

la performance de notre méthode en 2D et 3D est testée dans plusieurs expérimentations.
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(c) 128 pixels (d) 256% pixels

Figure 4.1: Exemples des images 2D pour différentes résolutions.

angulaire entre deux projections. Les tests pour des projections voisines (le cas local)
et des projections quelconques (le cas global) sont effectués. La base des images 2D et
3D testées est fabriquée artificiellement a ’aide d’un programme informatique que nous
avons écrit. Les images ont des formes aléatoires en niveau de gris avec comme objectif

de simuler des molécules en Cryo-ME.

4.1 Expérimentations en 2D

Notre méthode est testée sur un ensemble de 50 images 2D en niveau de gris aux
résolutions 322,642, 1282 et 2562 pixels. Des exemples de ces images sont présentés sur la

figure 4.1 et leurs projections 1D selon différents niveaux de bruit le sont sur la figure 4.2.
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(c) 0 dB (d) -5 dB

Figure 4.2: Projections 1D avec différents niveaux de bruit de I'image présentée sur la

figure 4.1 a la résolution 1282 pixels.
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4.1.1 Cas sans bruit
4.1.1.1 Estimation de la différence angulaire entre deux projections voisines

La premiére expérimentation vise a tester la robustesse des formules d’estimation pré-
sentées dans la définition 2, dans le cas ou la différence angulaire entre deux projections
est petite. (c’est a dire entre des projections voisines). Dans cette premiére expérimen-
tation, pour chaque image 2D, 200 paires d’angles (0,Af) sont générées aléatoirement
(selon une distribution uniforme) dans le pavé [—90°,90°[x[0°,2°]. Les projections P(0)
et P(0 + A) sont calculées pour chaque paire (0,Af). La différence angulaire entre P(0)
et P(0 + Af) est ensuite estimée en utilisant les formules de la définition 2. Il est & noter
que les deux moments extrémes ;5" et ug”” sont pris dans I'ensemble des 200 paires de
moments (u2(0), p2(0 + Af). Une seconde estimation est calculée a 'aide de la méthode
de Salzman (MS) présentée dans la partie 2.2. Une troisiéme mesure de similarité avec la
distance euclidienne (DE) entre P(0) et P(6 + Af) est aussi calculée. L’objectif de cette
premiére expérimentation est d’estimer la dispersion de ces mesures par rapport a 'angle
0 de projection, ainsi que la linéarité des mesures en fonction de la différence angulaire

dang(P(0),P(0 + Af)) = Af. Afin de mesurer le résultat obtenu, nous utilisons la racine

de lerreur quadratique moyenne normalisée € défini comme suit en (%)

100 "X — X;)?
F= — _ \/2"—1( ! i) , (4.1)
Xmaw - Xmin n

ol X est Destimateur de X, )A(max = maxlgign()/(\i), )?mm = minlgign(fi). Les résultats
de la premiére expérimentation sont montrés sur la figure 4.3. Il est clair que la linéarité
de la DE (figure 4.3a) est moins forte que celle de la MS (figure 4.3b) et de 'EDAM
(figure 4.3c). De plus, la dispersion de la DE est beaucoup plus élevée que celle de la
MS et de TEDAM. Cependant, la dispersion de la MS est un peu plus petite que celle
de PTEDAM. Une raison est que la méthode EDAM est la linéarisation de la formule de

Salzman.

Notons aussi que la distance euclidienne n’estime pas la différence angulaire entre deux
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Figure 4.3: Premiére expérimentation (cas local) : dispersion de la DE (a), de la MS (b)
et de 'TEDAM (c) entre deux projections voisines en 2D pour image de 1282 pixels. La

DE est normalisée dans [0°,2°].
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projections (au contraire de 'TEDAM et de la MS). Afin de comparer la dispersion de la
distance euclidienne avec les autres mesures sur la figure 4.3, la distance euclidienne est
normalisée dans l'intervalle de la différence angulaire testée ([0°,2°] pour cette premiére
expérimentation). De plus, comme ’estimateur X dans le calcul de & doit étre mesuré

avec la méme échelle de X, nous n’avons pas calculé € pour la distance euclidienne.

Les résultats quantitatifs en fonction des différentes résolutions des images sont pré-
sentés dans le tableau 4.1 (cas local). On voit que les valeurs de € de 'EDAM et de la MS

sont inférieures a 5.2% pour toutes les résolutions.

Tableau 4.1: Premiére expérimentation (cas local) : € (%) de la MS et de 'EDAM en 2D

pour différentes résolutions (en pixels) dans le cas sans bruit. Test pour deux projections

voisines.
322 642 1282 2562
MS 52+28 414+15 40+16 39+15

EDAM 52+25 51+£20 50+16 45+1.3

4.1.1.2 Estimation de la différence angulaire entre deux projections quel-

conques

Dans la deuxiéme expérimentation, I'estimation de la différence angulaire entre deux
projections quelconques est testée. Pour cela, 200 angles 6 € [—90°,90°[ sont générés aléa-
toirement selon une loi uniforme pour chaque image 2D. Les projections correspondantes
P(0) sont ensuite calculées. Les différences angulaires entre deux projections quelconques
sont estimées en utilisant 'EDAM avec 'algorithme 1, la DE et la MS sont aussi appli-
quées et comparées avec 'EDAM. Comme illustré sur la figure 4.4, la dispersion (resp.
la linéarité) de la DE (figure 4.4a) est encore beaucoup plus élevée (resp. moins forte)

que celle de la MS (figure 4.4b) et de 'EDAM (figure 4.4c). Les dispersions de la MS et
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Figure 4.4: Deuxiéme expérimentation (cas global) : la dispersion de la DE (a), de la MS
(b) et de 'TEDAM (c) entre deux projections quelconques en 2D pour une image de 1282

pixels.
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de 'EDAM ne sont pas trés différentes. Notons que la DE dans le cas global est calculée
par l'algorithme de Dijkstra a partir des DE entre des projections voisines. Les résultats
d’estimation pour différentes résolutions sont présentés dans le tableau 4.2 (cas global).
On voit que les valeurs de  de la MS et de TEDAM sont inférieures a 1% pour toutes les

résolutions.

Tableau 4.2: Deuxiéme expérimentation (cas global) : € (%) de la MS et de TEDAM en
2D pour différentes résolutions (en pixels) dans le cas sans bruit. Le test pour deux

projections quelconques.

322 642 1282 2562

MS 0505 04+03 0718 03+0.3
EDAM 074+04 06+02 09+17 05+£02

Notons aussi que la valeur de € dans le cas global diminue significativement par rapport
au cas local. Ceci peut étre expliqué par le fait que 'algorithme du plus court chemin en
2D nous permet de réduire les erreurs globales. Comme montré sur la figure 4.5, les points
S1,...,55 sont les orientations des projections Py, ..., Ps distribuées sur un cercle et les
arétes relient les orientations des projections voisines. En utilisant I'algorithme du plus
court chemin, I'angle @\55 peut étre calculé par la somme d’angles STOE et STO\S5
plutot que la somme d’angles STO?Q, @, cee m. Ceci permet de réduire I'erreur
accumulée pour le calcul global de la différence angulaire. De plus, les erreurs locales
portant sur la somme peuvent aussi se compenser (erreurs négatives et positives). Le
comportement de la somme d’erreurs peut étre expliqué par le théoréme central limite
[65]. Supposons que les erreurs locales €, ... e, soient des variables indépendantes et
distribuées selon une loi quelconque de moyen 0 et de I’écart-type o, la somme d’erreurs

locales suit une loi normale de moyen 0 et de I'écart-type o+/n quand n tend vers I'infini.

Les deux premiéres expérimentations montrent que notre méthode et la méthode de

94 4.1. EXPERIMENTATIONS EN 2D



CHAPITRE 4. RESULTATS EXPERIMENTAUX ET DISCUSSION

/

Figure 4.5: Explication du comportement des erreurs locales et globales en 2D.

Salzman ont une dispersion par rapport a lorientation de projection (resp. linéarité par
rapport a la différence angulaire) beaucoup plus petite (resp. forte) que celle de la distance
euclidienne. En plus, comme 'EDAM est obtenue par une approximation de la MS, le
résultat de la MS est meilleur que celui de 'EDAM dans le cas sans bruit. Néanmoins,
notre approximation permet d’avoir une meilleure robustesse dans le cas bruité comme

nous allons le voir dans la partie suivante.

4.1.2 Cas bruité
4.1.2.1 Estimation des moments extrémes par le maximum de vraisemblance

La robustesse au bruit de la MS et 'EDAM est maintenant testée. Dans cette troisiéme
expérimentation, aucune des méthodes de débruitage décrites dans la partie 3.3.3 n’est
appliquée. Le bruit gaussien est ajouté aux projections avec différentes valeurs du rapport
signal & bruit (RSB). Ensuite, une procédure similaire a celle utilisée dans la deuxiéme ex-
périmentation est appliquée. En outre, nous testons aussi dans cette expérimentation une
variante de 'EDAM dans laquelle les arétes du graphe de voisinage GG sont pondérées par
la formule de Salzman 2.12 au lieu de sa linéarisation. Cette nouvelle version est nommée
EDAMS pour la distinguer de la version originale. [.’estimation des moments extrémes

[T et 19T est obtenue par maximum de vraisemblance (partie 2.4.2). Pour cela, nous
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supposons [15%" € [min M med ]\//\[} et 115" € |med M max ]\Af] selon I'observation illus-
trée sur la figure 2.14, ou M est Iensemble des moments bruités. Ensuite, les candidats
pour 5" et 5% sont choisis selon I'équation (2.44). Notons aussi que, l'intégrale dans

I'équation (2.43) est approchée par la fonction integral() de MATLAB.

La figure 4.6 montre les valeur de € de la MS, TEDAMS et 'EDAM pour un RSB variant
de 40 dB a4 5 dB (a) sans (b) avec l'estimation des moments extrémes par le maximum de

vraisemblance. Des bruits plus importants seront testés dans ’expérimentation suivante.

Sur la figure 4.6a, on voit que la valeur de £ de la MS est nettement plus élevée que celles
de TEDAMS et de ’TEDAM lorsque 'estimation des moments extrémes par maximum de
vraisemblance n’est pas utilisée. En particulier, la valeur de € de la MS est beaucoup plus
élevée que les autres lorsque le RSB est inférieur a 25 dB. Notons aussi que la valeur de
z de TEDAM est plus petite que celle de TEDAMS. Ceci montre que la linéarisation de
la formule de Salzman nous donne un meilleur résultat dans le cas bruité. Dans le cas
avec estimation par maximum de vraisemblance des moments extrémes (figure 4.6b), la
valeur de Z de toutes les méthodes —la MS, TEDAMS, 'EDAM- sont plus petites que dans
le cas sans estimation (~ 2%) et la dispersion de la MS est a4 nouveau plus élevée que
celles de 'EDAM et de 'TEDAMS. Encore une fois, 'EDAM est meilleure que 'EDAMS
en particulier pour un RSB inférieur a 10 dB. Dans le tableau 4.3, la valeur de € de
chacune des méthodes pour différentes résolutions sont données pour un RSB de 25 dB.
La valeur de € de TEDAM pour toutes les résolutions est la plus petite. La comparaison
entre 'TEDAM et PEDAMS montre que la linéarisation de la formule de Salzman permet

d’améliorer le résultat d’estimation lorsque les données sont bruitées.

4.1.3 Comparaison avec la méthode de Singer-Wu

Nous avons montré la meilleure performance de TEDAM en 2D par rapport & la DE
et a la MS. La différence angulaire peut aussi étre obtenue au moyen d’une estimation
des angles des projections. La méthode de Singer-Wu développée dans [58] est considérée
comme une bonne méthode pour estimer les angles des projections (partie 2.5). La valeur

de € de la méthode EDAM et de la méthode de Singer-Wu en fonction du niveau de
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Figure 4.6: Troisiéme expérimentation (cas global bruité) : € (%) de la MS, de TEDAMS
et de 'TEDAM en fonction du RSB en 2D. Test avec des images de 1282 pixels (a) sans

(b) avec 'estimation par maximum de vraisemblance des moments extrémes 5" et
TTmax
Ko
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Figure 4.7: Troisiéme expérimentation (cas global bruité) : € (%) (a) de TEDAM (b) de
la méthode de Wu [58] en fonction du RSB et du nombre de projections pour des images

de 2562 pixels.
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Tableau 4.3: Troisiéme expérimentation (cas global bruité) : € (%) pour la MS,

I'EDAMS, 'EDAM en 2D pour différentes résolutions (en pixels). Test pour le RSB = 25

dB, les moments extrémes p5™" et p5*** sont estimés par maximum de vraisemblance.

322 642 1282 2562

MS 141+£56 102£47 83%£3.0 7.5=£4.7
EDAMS 6.7+12 6.1£19 60+£17 49+1.6
EDAM 64+11 58+18 56+16 46+15

bruit et pour différents nombres de projections est représentée sur la figure 4.7. 1l est
a noter que toutes les étapes de 'EDAM décrites dans la partie 3.3.3 sont maintenant
appliquées. On voit que notre méthode fonctionne globalement mieux que la méthode
de Singer-Wu, en particulier lorsque le nombre de projections est petit. Pour un grand
nombre de projections (> 1000), la méthode de Singer-Wu est un peu plus robuste que
I’EDAM lorsque le bruit est faible avec un RSB > 5 dB. Cependant, quand le niveau du
bruit augmente, la valeur de € de la méthode de Singer-Wu augmente plus vite que celle

de TEDAM.

En conclusion, les expérimentations en 2D montrent que la méthode EDAM fonctionne
mieux que la distance euclidienne, que la méthode de Salzman dans le cas de bruit et que
la méthode de Wu pour un nombre de projections, ou un RSB petit. La linéarisation de
la formule de Salzman (2.12) combinée avec 'estimation des moments extrémes est utile
lorsque les données sont bruitées. Ces étapes de pré-traitement nous permettent d’obtenir

un bon résultat d’estimation.

4.2 Expérimentations en 3D

La méthode EDAM est maintenant testée en 3D. Un ensemble de 50 images 3D en
niveau de gris de différentes résolutions — 323, 643, 1283 et 2563 voxels — est généré. Des
exemples de ces images 3D et de leurs projections 2D sont montrés sur la figure 4.8 et la

figure 4.9.
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(b) 643 voxels

(c) 1283 voxels (d) 2563 voxels

Figure 4.8: Exemples d’images 3D selon différentes résolutions.

50 100 150 50 100 150

(a) projection non-bruitée (b) 10 dB

50 . 100 150 50 100 150

(c) 0dB (d) =5 dB

Figure 4.9: Exemples de projections 2D a differents niveaux du bruit.
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4.2.1 Cas sans bruit

Dans cette quatriéme expérimentation, un ensemble de 1000 triplets (y,0,1) est généré
aléatoirement et uniformément sur la demi-sphére pour chaque image 3D avec .00 €
[—90°,90°[. L’ensemble des projections correspondantes et leurs moments . 4(,0,1) sont
ensuite calculés. Les valeurs extrémes de p.q(p,0,1) sont prises dans I'ensemble des
moments de ’échantillon. Les voisins de chaque projection sont trouvés en utilisant le
seuillage des moments de Hu définis par I’équation (3.16). Les différences angulaires entre
ces projections voisines sont ensuite estimées par la formule (3.18). Enfin, les différences
angulaires entre deux projections quelconques sont obtenues par ’algorithme de Dijkstra
sur le graphe de voisinage. Les résultats sont comparés avec ceux fournis par la DE en

terme de dispersion.

Les résultats sont regroupés sur la figure 4.10 pour deux projections voisines (cas local)
et sur la figure 4.11 pour deux projections quelconques (cas global). On voit que la DE
(figures 4.10a et 4.11a) varie en fonction de l'orientation beaucoup plus que 'EDAM
(figures 4.10b et 4.11b) dans les deux cas. De plus, la linéarité de TEDAM est aussi plus
forte que celle de la DE. Notons aussi que les erreurs d’estimation les plus importantes
de PEDAM affichées sur la figure 4.10b sont le résultat d’estimation de deux projections
dont les orientations se situent dans deux octants différents de la demi-sphére. Le nombre

de cas erronés est petit avec 2,7% du nombre total de cas estimés.

Comme illustré dans le tableau 4.4, la valeur de € de TEDAM est inférieure a 5,5%

pour le cas local et a 6,9% pour le cas global.

Notons aussi que la valeur de € dans le cas global n’est pas inférieure a celle dans le
cas local contrairement a ce qui est observé en 2D. Une des raisons est que ’algorithme
du plus court chemin ne fonctionne pas bien en 3D ou les orientations sont distribuées
sur la sphére plutot que le cercle comme en 2D. Comme montré sur la figure 4.12, les
points S1,...,S5 sont les orientations des projections Py, ..., Ps distribuées uniformément
sur la sphére et les arétes relient les orientations des projections voisines. L’algorithme du
plus court chemin calcule ’angle STOE par la somme d’angles STOE, e ,m. Cette

—_—
somme ne donne pas une bonne approximation de S10S5 comme en 2D (& comparer avec
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Figure 4.10: Quatriéme expérimentation (cas local) : la dispersion de la différence

angulaire entre deux projections voisines en 3D pour une image de 1283 voxels, (a) la

DE, (b) TEDAM. La DE est normalisée dans [0°, 15°].
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Figure 4.11: Quatriéme expérimentation (cas global) : la dispersion de la différence

angulaire entre deux projections quelconques en 3D pour une image de 1283 voxels, (a)la

DE, (b) TEDAM.
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Tableau 4.4: Quatriéme expérimentation : € (%) de PEDAM en 3D pour différentes
résolutions (en voxels) dans le cas sans bruit. Le cas local est celui des paires de

projections voisines. Le cas global est celui des paires de projections quelconques.

323 643 1283 2563

Local 54+22 47+12 42+13 40+12

Global 6.8+23 64+£15 61+17 61+1.6
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Figure 4.12: Explication du comportement des erreurs locales et globales en 3D.

la figure 4.5). De plus, il existe aussi des erreurs d’octants portant sur des calculs locals.

Le comportement des erreurs globales en 3D est donc plus compliqué que celui en 2D.

Cette quatriéme expérimentation montre que la DE en 3D posséde une dispersion

(resp. linéarité) élevée (resp. faible) par rapport a l'orientation de projection (resp. diffé-

rence angulaire entre deux projections), tandis que 'TEDAM permet d’estimer la différence

angulaire avec une petite dispersion (resp. forte linéarité).
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Figure 4.13: Cinquiéme expérimentation : € (%) de 'EDAM en 3D pour différents
niveaux du bruit et pour différents nombres de projections. Le test est réalisé avec des
images de 128 voxels. La méthode de Singer-Wu est utilisée pour débruiter les

projections.

4.2.2 Cas bruité

La robustesse au bruit de 'EDAM en 3D est ensuite évaluée dans une cinquiéme
expérimentation. Un bruit gaussien est ajouté aux projections. Le filtre de Singer-Wu et
I'indice de Jaccard sont utilisés pour débruiter les projections. Les résultats d’estimation
pour différents nombres de projections et pour différents niveaux du bruit sont montrés
sur la figure 4.13 pour des images de 1283 voxels. La valeur de g est inférieure & 10% pour
un RSB supérieur & 10 dB dans le cas de 1000 projections et pour un RSB supérieur 4 0
dB dans le cas de 10000 projections.

4.2.3 Comparaison avec la méthode de Singer-Zhao et la méthode

de Shkolnisky-Singer

Comme en 2D, la différence angulaire en 3D peut aussi étre calculée aprés avoir estimé

les orientations des projections. En particulier, la méthode de Singer-Zhao développée
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dans |63] (partie 3.4.1) donne une bonne estimation de 'orientation des projections. Selon
les résultats obtenues dans [63], cette méthode peut estimer les orientations des projections
trés bruitées (pour un RSB < —10 dB) et surpasse le résultat de FTEDAM dans le cas d’un
RSB inférieur a 0 dB. Cependant, ’avantage de notre méthode est qu’elle peut étre utilisée
avec un petit nombre de projections, tandis que la méthode de Singer-Zhao a besoin d’un

grand nombre de projections (> 10000) afin d’obtenir un bon résultat.

Une autre famille de méthodes d’estimation des orientations est basée sur la technique
de la ligne commune [66, 67, 49, 68]. Une des méthodes donne les meilleurs résultats
est la méthode de Shkolnisky-Singer [64] évoquée dans la partie 3.4.2. Cette méthode
est combinée avec plusieurs techniques de débruitage qui améliorent significativement le
résultat de I'estimation. Selon les résultats obtenus dans [64], la méthode de Shkolnisky-
Singer peut estimer les orientations des projections pour un petit nombre de projections
(> 10) et avec un bruit important (RSB < —10 dB). Cependant, un des inconvénients
des méthodes basées sur la ligne commune est le temps de calcul. Le temps de calcul de la
méthode de Shkolnisky-Singer est en O(p3 n? +n3), ot p est la taille de la projection et n
est le nombre de projections. Au contraire, le temps calcul de notre méthode est beaucoup
plus rapide avec une complexité en O(p2 n + n2). Plus précisément, la méthode EDAM
calcule les moments des projections en O(p®n), cherche les projections voisines en O(n?)
et exécute I'algorithme de Dijkstra en O(n?). L’étape de pré-traitement est réalisée en
O(p?n +n?) avec O(p?n) pour la décomposition de I’ACP, O(n) pour le filtre de Singer-
Wu et O(n?) pour la construction d’une matrice des indices de Jaccard. Globalement,

I'EDAM est exécutée en O(p®n + n?).

Tous les expérimentations dans cette partie sont réalisées sur une machine Linux équi-
pée d’un processeur Xeon 3.20 GHz et 16 GB de RAM. Les étapes de notre méthode
ne sont pas parallélisées. Le langage MATLARB est utilisé pour les expérimentations. Le
temps de calculs pour tester notre méthode sur chaque image 2D ou 3D est présenté dans
les tableaux 4.5 et 4.6. Il est & noter que le temps de calculs de la méthode de Shkol-
nisky sur une image 3D de taille 1283 pixels avec 1000 projections est a 16277 secondes

(voir |64]) qui est beaucoup plus long que celui de notre méthode avec 476 secondes.
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Tableau 4.5: Temps de calculs de 'TEDAM pour une image 2D pour différentes

résolutions et pour différents nombres de projections.

322 642 1282 2562

100 3s 3s 3s 3s

500 78s T8s 79 s 79 s

1000 376s 377s 38ls 394s

Tableau 4.6: Temps de calculs de TEDAM pour une image 3D pour différentes

résolutions et pour différents nombres de projections.

323 643 1283 2563

1000 457s 460s  476s  510s

5000 807s 912s 1001s 1318s

10000 1360s 1651s 2183s 3429s

4.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la performance de la méthode EDAM en réalisant
plusieurs tests sur une base d’images simulées a différentes résolutions en 2D et 3D. Les
comparaisons entre 'TEDAM et la distance euclidienne, la méthode de Salzman, la méthode
de Singer-Wu, la méthode de Singer-Zhao et la méthode de Shkolnisky-Singer ont été
effectuées. Sur les tests que nous avons faits, 'EDAM

e a une dispersion par rapport a I'orientation de projection (resp. linéarité par rapport

a la différence angulaire) nettement inférieure (resp. forte) a la distance euclidienne
méme pour les projections voisines

e est meilleure que la méthode de Salzman dans le cas de bruit
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e est meilleure que la méthode de Singer-Wu en général
e est meilleure que la méthode de Singer-Zhao sauf pour le cas ol on a un grand
nombre de projections trés bruitées.
e est meilleure que la méthode de Shkolnisky-Singer pour le temps de calcul.
Sur les tests 2D réalisés, la linéarisation de I’équation de Salzman et l’estimation des

moments extrémes sont utiles lorsque les données sont bruitées.
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Bilan

Nous avons étudié dans cette thése les mesures de la dissimilarité entre deux projec-
tions utilisées pour la reconstruction tomographique d’un objet a partir de ses projections
non-orientées. Parmi les mesures entre deux projections, la distance euclidienne est cou-
ramment utilisée pour la classification et le raffinement des projections. Cependant, nous
avons montré que la dispersion de la distance euclidienne par rapport a l'orientation de
la projection est grande méme pour deux projections proches. Ceci peut conduire a des

erreurs pour la classification ou le raffinement des projections.

Une méthode a été proposée pour I'estimation de la différence angulaire entre deux
projections en 2D et 3D. Le principe de notre méthode -EDAM- est basé sur la construc-
tion d’un graphe de voisinage dont les sommets sont les projections, dont les arétes relient
des projections voisines et sont pondérées par une approximation locale de la différence
angulaire. Le calcul de ces poids est basé sur les propriétés des moments de projection. La
détermination des projections voisines est réalisée dans ’espace des moments de projec-
tion en utilisant un seuillage adaptatif. Les seuils sont développés en fonction du nombre
de projections et de la distribution des orientations des projections. Une fois construit
le graphe de voisinage, la différence angulaire entre deux projections est estimée en uti-
lisant un algorithme du plus court chemin sur le graphe de voisinage. Des méthodes du

pré-traitement des projections et du graphe de voisinage sont utilisées afin d’améliorer la
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robustesse au bruit de notre méthode.

La performance de 'EDAM est testée sur des images simulées de différentes résolu-
tions. Les tests ont montré que la dispersion de 'EDAM par rapport 'orientation de la
projection est beaucoup plus petite que celle de la distance euclidienne. La robustesse au
bruit de FEDAM montre que notre méthode peut fonctionner pour un RSB jusqu’a —5
dB. PFEDAM est aussi comparée avec d’autres méthodes s’appuyant sur ’estimation des
orientations telles que la méthode de Salzman basée sur le calcul exact des orientations,
la méthode de Singer-Wu, la méthode de Singer-Zhao et la méthode de Shkolnisky-Singer
reposant sur la décomposition spectrale afin de réduire des données de grande dimen-
sion dans une base de dimension inférieure (2 ou 3). Les tests ont montré que L’EDAM
est meilleure que la méthode de Salzman dans le cas bruité, meilleure que la méthode
de Singer-Wu en global, meilleure que la méthode de Singer-Zhao sauf pour un grand
nombre de projections tres bruitées et meilleure que la méthode de Shkolnisky-Singer

pour le temps d’exécution.

Perspective

Il reste plusieurs points a améliorer dans la méthode EDAM.

Premiérement, nous devons accroitre la robustesse au bruit de 'EDAM en 3D. Pour
cela, la linéarisation de la formule d’estimation de la différence angulaire entre deux pro-
jections voisines, ’estimation des moments extrémes peuvent étre réalisées comme en 2D.
En outre, 'extension de 'EDAM en utilisant les techniques basées sur la ligne commune
est intéressante car plusieurs méthodes de débruitage et d’estimation des orientations ont

été développées sur cette technique.

Deuxiémement, il faudrait comparer la robustesse de 'EDAM avec la méthode de
Singer-Zhao et la méthode de Shkolnisky-Singer sur une méme base d’images (en raison

du temps, les tests quantitatifs n’ont pas été réalisés).

Troisiémement, il est nécessaire de tester 'EDAM sur des données réelles. Sachant

que la distribution des orientations des projections peut étre non-uniforme, le dévelop-

110



CONCULSION GENERALE

pement de ’EDAM indépendamment de la distribution des orientations est importante
en pratique. De plus, nous avons supposé dans cette thése que la projection est centrée
a l'origine. Cependant, chaque projection dispose toujours une translation inconnue dans
son plan projeté. L’estimation de la différence angulaire pour les projections non-alignées

est aussi 4 étudier.

Quatriémement, il faudrait tester I'application de 'EDAM dans les étapes de classifica-
tion et de raffinement des projections durant la reconstruction de 'objet. Par exemple en
2D, TEDAM peut étre utilisée pour remplacer la distance euclidienne dans les méthodes de
reconstructions [58, 4, 3|. En 3D, I'utilisation de 'EDAM au lieu de la distance euclidienne

dans la méthode de Zhao peut produire une meilleure reconstruction de I'objet.
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Annexe A

Démonstrations en 2D

A.1 Estimation de I’angle par la méthode de Salzman

On rappel le moment d’ordre (2,0) de la fonction fy

12,0(fo) //ﬂ: y° fo(x,y) dz dy. (A.1)
En changeant les variables (z,y)” _o(z,y)T = (cos Oz + sin Oy, — sin Oz + cos Oy)7,
obtient
12,0(fo) = /]R /R (cos Oz + sin Oy)* f (x,y) d dy (A-2)
= cos? Oug,o(f) + sin? O 2(f) + 2sin 6 cos Oy 1(f). (A.3)

Si f est centrée a 'origine, on a yu1,1(f) = 0. De plus, sans perte de généralité, on peut

choisir le repére de référence tel que

p2,0(f) = max uz2 o fp). (A.4)
R
On déduit de la propriété 1
p2,0(f) = max p2,0(fo) = max p2(Pr(0)). (A.5)
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Comme la somme des p20(fg) et po2(fg) est une constante pour tout 6 (propriété 2).
Alors,

po2(f) = min p2,0(fo) = min p2(Pr(0)). (A.6)
On pose
K75 = max pua(Py(0)), s = min iz (Py(0))- (A7)

L’équation (A.3) devient

12,0(f9) = na(Py(0)) = cos® Q'™ + sin” Op'Fy" (A.8)
= p'5T — (s — s sin® 6. (A.9)

A.2 Rappel de I'inégalité de Berstein

n

Théoréme 3 (Inégalité de Bernstein [69]). Soit f(z) = ) a; cos(ix) + b;sin(iz), un

i=0
polynome trigonométrique de degré n. On a
I < max1 ) (A10)
max < [— n max{|f(x)|}. X
zeR | |dz || = =zeR

A.3 Démonstration de la proposition 1

La proposition 1 est basée sur le lemme 1 qui donne, pour une probabilité donnée, la
distance maximale entre deux angles successifs & partir d’un ensemble d’angles distribués

uniformément sur le cercle R/7Z.

Lemme 1. Soient 01,...,0;,....0, des variables indépendantes et distribuées uniformé-

ment dans [—7/2,7/2). Soit? Z; j = min (|€Z —0j],m—10; — 9j|). Alors, pour i € [1,n],

Prob (m;nZi7j < 5) >p = 6>75 <1 — (1 —p)ni1) . (A.11)
e

1. La variable Z; ; est la distance entre les variables 6; et 6; sur le cercle R/7Z.
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Démonstration. Soient (X;)!_ ; des variables indépendantes et distribuées uniformément
dans [0,1]. On pose Y;; = |X; — Xj| pour toute couple (i,7), i # j. Soit p € (0,1).
Nous voulons trouver un nombre réel positif d le plus petit possible tel que, pour chaque

i € [1,n], 3j # i, min (Yi,j,l — Yi’j) < 0 avec une probabilité supérieure ou égale p.

Notons que pour un i € [1,n] fixé, les variables aléatoires Y;;, 1 < j < n, j #
i, sont indépendantes. En outre, nous rappelons que la différence absolue entre deux
variables uniformes a une distribution triangulaire dont la fonction de répartition est
11— (1—x)% pour z € [0,1].
Pour chaque i € [1,n], on a
Prob (m;n (min (}/;J,l — YLj)) < 5) >p
VES
— HProb (min((Yi,j,l — Y;J-) > 5) <1l-p
JF#i
— HProb(5<Y,-7j<1—5) <1l-—p (A.12)
J#i
= (1-62-6<(1-p)1
_1
— 52%(1—(1—]9)”1).
On conclut en prenant X; = 1/7(6; + 7/2). O

Démonstration de la prop. 1. On obtient, a partir du théoréme des accroissements finis et

de I'inégalité de Bernstein, pour tous 6, 6’ :
. '
aO) = |mal@)l) T dia
6eR deo

60—
On déduit a partir du lemme 1 et 'équation (A.13) la formule

}Sdﬁ%WM@W (A13)

ca=5 (1= (1=p)77) x d max{ua(0)]} (A.14)

qui assure que, pour tout angle €, on peut trouver avec une probabilité supérieure a p au

moins un moment |pg(6')|, 8" # 6, dans Uintervalle |uq(0)] % 4. O
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A.4 Démonstration de la proposition 3

Démonstration. Soient IT = {61,....0,} o ) < by <--- <Oy et M = {uz(0) | 6 € II}. On

pose
A1, = max min |u — /|,
Lo = maxmin [ =y
Doy = max{p5'" — 5 5" — p5 ) et (A.15)
A3’n = maX{GHl —0; ‘ 0<i< n} oll By = 6,
Notons que
d
Ayp < Agpmax | 2 ' . (A.16)
R
(c’est a dire Ay, = O(A3y,)). En effet,
A = min 0r) — 1/ A7
1,n pear o |p2(0r) — 1’| (A17)
= [p2(0k) — p2(61)| (A.18)

pour certains 6.0; € II.
Il y a donc deux cas :

o k< I (on peut supposer que js(0g) # po(Oer) car si pa(0h) = pa(Open). puis on
prend k + 1 au lieu de k), puis

|2(0k) — p2(0)] < |p2(0k) — p2(Bk41)] (A.19)
dpio
< (Op41—0 — A.20
(Ok+1 — Ok) max | — o (A.20)
e le cas ol | < k est montré de fagcon symétrique
d
On obtient donc, pour tous les cas, Ay, < A3, maxger % .
En outre, selon la proposition 2, Ag, = O(A37n2).
On a aussi de I’hypothése,
CA1,* < a5 —b(M), a(M) — @5 < DA, (A.21)

pour certains C,D > 0et 0 < o < 2/3.
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max

= = (T = ) (T = (M) + b(M) = a(M) +
(a(M) = ) + (™ = ™), on déduit

Ensuite, comme )

b(M) — a(M) > 7" — 7% — 9Ny, — 2DAy @
Mo 2] , ,

| (A.22)
> ,umax . Iugnm . O(Ag,n2) . O(AS,na)-

En supposant que A3z, — 0 pour n — 0 et n suffisamment grand, on peut affirmer qu’il

existe une borne inférieure strictement positive pour b(M) — a(M).

Le calcul ci-dessous suppose que Ay, Ao, A3, sont petits (inférieur a 1). Pour cela,

on peut simplement prendre n suffisamment grand.

Soient ¢;, 6; dans O tels que |§; — 0;| = O(As,,). Tout d’abord, on considére le cas
dans lequel 6; ou 6; est entre a(M) et b(M).

~mazx min

On définit § € {i,j} tel que |ua(0¢) — ¢] est le minimum (ainsi, 0¢ € [a(M),b(M]).
On obtient de la série de Taylor de po en 0
-1

0; — Qj = ,ug(@') — [LQ(QJ') + O(|91 — 9j|2 dpiz (95) . (A.23)
de

On déduit de I'équation (2.12)

dd’f(eg)\ 2™ — ™) sin(B) cos(Oe) = 2/ [0, (A21)

ot f(x) = (ui*** — z)(z — &), Posons aussi f(z) = (G5 — x)(z — G5""). On obtient

Fu2(0e)) = f(u2(6e)) + O(As) (A.25)

et, comme 0¢ € [a(M),b(M)],
F(u2(9¢)) = min(f(a(M)).f(b(M)) > k(b(M) — a(M)) A1 ,". (A.26)

On en déduit
1

Szl (Flual0e))”

do

V2 O(Agy App /), (A.27)
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ol la constante dans le grand O dépend de f et k.
On déduit des équations (A.23) et (A.27)

|112(0:) — pa(6;)]

2\/17(/@(95))

=10; — 0;| + O(Az, Al,n_ga/2) + O(A3,% Ay, =)

. ) 302 (A.28)
=10; — 0;| + O(As " A1y )

= |9i — 9j| + O(A37n2_3a/2).
Nous rappelons que a < 2/3, alors 2 — 3a/2 > 1 et on a fini.

Ensuite, nous développons la formule d’estimation de |0| dans le cas de ua(0) > b(M)

(le cas ua(f) < a(M) est similaire). On obtient de I’équation (2.12),

mar __ 0
"QW—% |sin(8)]. (A.29)
Hao Ha

Alors,

py' ™t — pp(0i) g — pa(6;)
maﬂc o mm Iugnax - M72nin

Comme ‘|a| - |b|| < |a — b| pour tous a, b, on déduit de ’équation (A.30) que

i = pa(6) [ — pua(6)
mam . mm lu72naac o Mgm'n

0; — 0,
< |sin(#;) —sin(f;)| < |2 sin 5 ]| <10; —6;]. (A.31)

- |[sin(0;)]  — |sin(6;)||. (A.30)

Comme on suppose |0; —0;| € O(As ), on a prouvé le deuxiéme résultat de la proposition

3. [l
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e B

Annexe

Démonstrations en 3D

B.1 Démonstration du corollaire 2

Démonstration. L’équation (3.8) est ré-écrite :

12,0,0(fs) — Aj 0 11,01 (fs) Ry;
0 po2,0(fs) — A po1(fs) Rg; | =0, (B.1)
p1,0,1(fs) po1,1(fs)  p002(fs) — A Ra;

ot R;; est un élément de la matrice Rgl et (A1,A2,A3) = (MZ,O,O(fso)7,“0,2,0(fso)aﬂo,O,Z(fso))

sont les valeurs propres de la matrice d’inertie Ty(s), 1 <4, j < 3 puis

(12,0,0(fs) = Aj)R1j + p10,1(fs)Rs; =0
(10,2,0(fs) — Aj)Raj + po1,1(fs)R3; =0 - (B.2)
11,01 (fs)Raj + po,1,1(fs)Raj + (00,2(fs) — Aj)Ra; =0
Etant donné que l’orientation vp de la projection P correspond & la troisiéme ligne de
la matrice de rotation Rs_l, noté vp = (U%,U%,U%)T et on a aussi R3; = 'Ug;., alors I'équa-

tion (B.2) devient
( _ —0a(fs)

R:. = Uj
& M2,0,0(fs)(; )/\j P
o THo1als) G (B.3)
Ro; = v
T wogo(f) =N P
L jo = U%
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Sachant que R%j + jo + jo = 1, on obtient & partir de I’équation (B.3)

M%,O,l(fs) M%7171(f5) i
(<szo,o<fs> N7 ozl = 1) (op)" =1

De plus, le théoréme 2 donne

® 1200(fs) = p20(Pr(s)) et po20(fs) = p0,2(Pr(s)) ,
N ( (12,0(Py(s)) — u™) (p2,0(Pr(s)) — ") (a0 (Py(s)) — p™™) ) 1/2
10.2(Pr(s)) — p2,0(Pr(s)) _
((MO,Q(Pf(S)) — ") (po2(Pr(s)) — pe) (o2 (Py(s)) — p™m) ) 1/2
112,0(Pr(s) — po2(Pr(s))

(B.4)

o 1101(fs) =

po1(fs) ==+
()\17)\27)\3) = (Iumaxaﬂmed,/lmin)

et

o T = iré%gmax(,uz,o(Pf(S))»MO,Q(Pf(S)))

o " = maxmin(uz,0(Py(s))p0,2(Pr(s))) = min max(pz,0(Py(s)).40,2(Pr(s)))
° Mmin — g&g min(,uzo('Pf(S)),,LLQ,Q('PJC(S))).
) 1

Alors, on résout I'équation (B.4) pour obtenir UP,U% et v%. O

B.2 Démonstration de la proposition 4

Démonstration. En rappelant la formule du moment de projection en 3D :

el 0) = / / VP 1(.0.0) (a.y) dr dy. (B.5)
Soit Ry 0,4) = <Tji)1§i7j§3' L’équation (B.5) est ré-écrite par

Mc,d(sﬂﬁ,@ﬁ):///Oélcazdg(oél,az,a?,)dal dag das, (B.6)

ol g(aq,a9,a3) = (Z rjQj, Z roj Qj, Z r3; ozj> . En changeant les variables

Tij QU (1 <1 < 3), (B.7)

I
.
s
)
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puis en inversant (B.7) par

3

aj = ZT” Bi (1 <j<3), (B.8)
i=1
on obtient
Mc,d(%gﬂm =
5 d
/// ( m @) (Z T2 @') [ (B1,82,B2) dB1dB2dBs. (B.9)
i=1

En utilisant la formule du trindme de Newton et la notation des indices multiples avec

ri = (le,TQj,T‘gj) et § = (ﬁl,ﬁg,ﬁg), on obtient pour j € {1,2} et n:

3 n
(Zmﬁi) -3 () (B.10)

L’équation (B.9) est ensuite ré-écrite sous la forme

///ZZOOHW” 40 £(8) g

|kl=c [l|=d
Z Z ( ) ( )Tl T9 Hof n—(k+1) (B.11)

OU fif (k1) €St le moment de f & 'ordre n — (k +1).

Mc,d<80,97¢) =

Comme les coefficients r;; sont des polynomes trigonométriques, on a fini. 0

B.3 Démonstration de la proposition 5

Démonstration. On suppose que la distribution des orientations de projections est uni-
forme sur la sphére. On détermine d’abord la distribution de ¢ et 6 € [—7/2,7/2). L

surface élémentaire de la sphére est

dS = df cosf dep. (B.12)
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Elle doit étre constante afin d’obtenir une distribution uniforme sur la sphére. Cependant,
dS dans (B.12) est une fonction de cosf et n’est pas constant si ¢ et 6 sont distribués

uniformément dans [—7/2,7/2). Pour cela, ¢ et 6 peuvent étre générés comme suit :
p=7mu—m7/2, 0=arcsin(2v—1), (B.13)
ol u,v sont distribués uniformément dans [0,1). Alors, dS est uniforme :
dS = d(sinf) dp = 27 dv du. (B.14)

Maintenant, pour la simplification, on écrit M au lieu de M" ott h € {1,...,7}, car les
étapes suivantes sont similaires pour tous les moments de Hu. Soit un intervalle fermé K
de [~7/2,7/2)? et deux moments de Hu M(,0) et M(¢',0") ot (p,0) et (¢',0") sont dans
K.On a

dM
N < am
|IM(",0) M(p,0) < (@I%?gl( (max () i

dM
) Gt s
ot b, = ¢ — et dp =0 —0.
Solent u, v tels que ¢ = mu — /2, § = arcsin(2v — 1) et soit Jy, 0, tels que ¢ + 9, =
7 (u—+dy) —7/2, 0+ dg = arcsin(2(v + d,) — 1).

Alors, |0,| = 7 |dy| et, en observant la pente de la courbe sinus,

|0y| = %‘ sin(9+59)—sin(9)| > —(sin(—m/2+dy) —sin(—7/2)) = sin2(59/2) > %|59|2.

N —

(B.16)

On en déduit

IM(Q'0) — M(p,0)] < 7 max (max ('%‘ , 'dd_/\; )) (|5u| + \/M) . (B.17)

(p,0)eK

Alors,
Prob (|M(¢",0') = M(p,0)| < ) > Prob ([6,| + h(|6,]) < 4), (B.18)

41)))

Maintenant, étant données 2n variables indépendantes et aléatoires (U;,V;)"_;, qui sont

?

ot h(z) =+/ret d=¢/ <7r max (max (‘%

(p,0)eK

127



distribuées uniformément dans [0,1] et un nombre réel p € (0,1), nous voulons trou-
ver un nombre réel positif 4 le plus petit possible tel que, pour chaque i € [1,n|, 3j #
i,|U; = Uj| + h(]V; = Vj|) < 6 avec une probabilité supérieure ou égale a p. Nous rappelons
que la différence absolue entre deux variables uniformes a une distribution triangulaire

dont la fonction de densité est g : x +— 2(1 — z), for x € [0,1]. Alors

prob (i (107~ U1+ 1V = D) <) =
A0

= [[Prob(|Ui = Uj| + h(|Vi = Vj|) > 6) < 1—p

ji
1)
= / (9% ((a/W) o h71)) (B)dt > 1 = (1 - p)s (B.19)
0
— %53(1—2%(5%5—52)) >1—(1—p)t

—=f>1-(1 —p)ﬁ en supposant 0 < 1/2

1
1

<:52(1—(1—p)n—1)3.

Il reste a établir une borne pour

dM | |dM
o (e (5] ) =

L’inégalité de Bernstein est maintenant appliquée afin d’obtenir un majorant pour

|dM/dpl| et |dM/dE] :

dM| | dM
— . =) <k 0 B.21
o (| S24].| ) < 1 s 201, (B.21)
ol k est 'ordre de M.
Finalement, on pose
e = km max (IM(i07)]) (1= (1 —p)71)7. (B.22)

1<i<n
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e C

Annexe

Continuité des moments par rapport

aux angles

Dans cette partie, nous supposons que pour tous n € N*, v, (resp. d,,) est la mesure de

Lebesgue (resp. la distance euclidienne) sur R".

Soit g : R” — R, alors S, correspond au support de la fonction g, autrement dit S, est
I'adhérence de 'ensemble {z € R" | g(x) # 0}.

On note L°(R™) I'espace des fonctions g : R" — R telle que g € L>*(R") et S, est un
ensemble compact de R".

Pour r > 0, B,,(r) (resp. B,(r)) dénote la boule fermée (resp. ouverte) de R™ de rayon r

et de centre l'origine O.

Lemme 2 (Lemme d’Urysohn : [70]). Soient K un ensemble compact et V' un ensemble
ouvert de R™ tel que K C V. Alors, il existe une fonction continue g : R™ — [0,1] telle

que pour tous x € K, g(v) =1, S, est un ensemble compact et Sy C V.

Le lemme suivant donne une approximation d’une fonction mesurable par une fonction
continue. La démonstration d’un résultat plus général que celui donné dans le lemme

suivant se trouve dans [71].
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Lemme 3 (|71]). Soient f : R” — R une fonction mesurable et ¢ > 0. Il existe une

fonction continue ¢- : R™ — R telle que :

v({z € R* [ f(z) # ¢e(2)}) <e. (C.1)

Remarque 5.

— Si e’ < e, alors on peut supposer que Sy C S,

— Supposons que K = Sy un ensemble compact et posons V = K @ Bj,(1). D’aprés
le Lemme 2, il existe une fonction continue g : R™ — [0,1] telle que pour tous
r € K, g(x) =1, S est un ensemble compact et S; C V. Posons ¢, = g X ¢.. Donc
on a pour tous z € Sy, ¢.(x) = ¢.(x) et pour tous z € (R"\ Sy) si ¢(z) = 0,
alors ¢.(z) = 0. Donc, {x € R" | f(z) # ¢.(x)} C{z e R" | f(x) # ¢<(2)}. Par
conséquent, ¢. est une fonction continue, Sy, C Sy @ B;,(1), Sy, est un ensemble

compact et
va({z € R | f(2) # ¢L(2)}) <e. (C.2)

Alors, on peut supposer dans toute la suite que Sy, C Sf @ B;,(1) et Sy est un
ensemble compact.

- Si f € L*°(R™), alors ¢, peut étre choisi de telle fagon que ¢, € L*°(R™) et
[¢elloo < 11 f]loo-

Dans le lemme suivant, nous montrons que la mesure de Lebesgue sur R" est invariante

par les isométries de R".

Lemme 4. Soit A un ensemble mesurable de R"™ et soit R une isométrie de R™. Alors,

vn(R(A)) = vn(A). (C.3)

Démonstration. Soit A C R™ un ensemble mesurable et soit R : R™ — R"™ une isométrie.

vn(R(A)) = / XA(R™ (@1,0,20)) dy ...day, (C.4)
1

= /Rl(Rn) XA(II,...,ZL’n> mdxl dxy, (05)

= vp(4). (C.6)
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]

Théoréme 4. Soit f : R" — R une fonction mesurable avec un support compact et telle
que f € L¥(R"), R : I x R" s R" est une fonction continue ot I = (R/Z)* (c’est a
dire I est un tore de dimension () telle que pour tous 0 € I, R(0,.) est une transformation
orthogonale sur R™ et K : R™ — R est une fonction continue avec m < n. Pour tous

0 el et(xy,..,xm)€R™, posons :

Pr(0)(21,....mm) = /n_m f(R(O,(x1,....xn))) ATyt ...dxy, (C.7)

L (Pr(8)) = - K(x1,..,wm) Pr(0)(x1,....2m) dzy ...d2y,. (C.8)

Alors, (f.0) — p(Pf(0) est une fonction continue de I x LP(R™) dans R.

Démonstration. Soient f,f; € LX(R") tels que Sy, C Sy @ B, (1) et 6.0/ € 1.
pc (Pr(0)) = pic (P, (0)) = puc (Py(0)) — i (P(0)) + prc (Py () — e (Pr, (6)). (C.9)
— Premiérement, développons px (Pr(6')) — px(Pr(8)) :

pc (Pr(0)) — pxc (Pr(0)) = K(z1,eesm) (Pr(0) (21,00 ) — Pp(0) (21,s0,) Ay .. diyy,

Rm

= . K(x1,ee0) (f(R(O (21,00 00))) — F(R(O,(21,..0s2,)))) Ay ... dazy,.
(C.10)

Soit € € (0,1]. Alors, selon le lemme 3, il existe une fonction continue ¢, telle que,

vn({z € R [ f(2) # de(2)}) <e.

Posons A. = {z € R"|f(x) # ¢(x)} et Ay = {z € R"|f(R(V,x)) # ¢-(R(V,x))}.
Comme v,(A.) < e et Ay, = R(9,.) 1 (A.), alors en utilisant le Lemme 4, on obtient

vn(Age) <e forall ¥el.

Posons B = S; @ B,(1) et B' = Jyc; R(Y,.)"'(B).
Comme Sy C B et S, C B, alors Jye; R(V,.)"1(Sy) € B et Uye; R(9,.)"H(S,.) C B'.
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De plus, B’ est un ensemble borné. En effet, B est un ensemble compact et pour tous
zy € B, il existe 01,05 € I et x1,y2 € B tels que x; = R(01,x) et yo = R(6s,y). Ainsi
on a dy(z,y) < dp(x,0) + d,,(0,y) = dn(21,0) + dn(O,ys) < 2max,ep d,(0,z) ou O est
I'origine.

D’autre part, comme A. C B, alors pour tous 9 € I, Ay. = R(J,.)"'(A.) C B

Comme ¢. est une fonction uniformément continue (car ¢. est une fonction continue a

support compact). Alors il existe 6 > 0 tel que
Vaoax eRY d,(zv,2) <6 = |p(x) — ¢ (2')] < e.

Comme R : I x R™ — R™ est une fonction continue et B’ est un ensemble borné, alors R

est une fonction uniformément continue sur I x B’ et il existe donc §; > 0 tel que
V(0x),0' ") eI x B d,((0x),02)) <6 = dy(R(0x),R(¢ ")) <0

ou dj,, est la distance induite par la distance euclidienne sur le produit cartésien du tore

de dimension ¢ et de R™.

Pour tous 6.0’ € I et pour tous x € R" on a :
F(RE,2)) — F(RO,2)) = (RO 2)) — (RO 2)) + 6-(R(O)) — 6= (R(O.2))+
¢(R(0,7)) — f(R(0,7)). (C.11)
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Alors,
(PO~ B0 < [ v SR ) — 62RO 2)) 21,
" / IR ()] 10:(RE ) — 6.(R(O.2)| s -,
" / K (21| 16-(R(0.2)) — F(R(O.2))| das .l
< / VG W URO'2) = 6RO ) o
[ IR )| 10:(RO.2)) = 0RO dey .l
" /A K (@1,)] [0o(RO.2)) — F(R(O2))) day ...
< 2||f||oo/Am K (1) das .

+ . | K (21, tm)| |0e(R(O' 7)) — - (R(0,x))| dzy ...dx,,

+ 2||f||oo/ | K (21,0 | Ay ...dy,.
A9,E

< 2|[fllo |1 K]loo,5 (Vn(Age) + va(Age))

+ |[K]|o, /B 6=(R(O 2)) — 0-(R(0.2))| ey .dy
< A fllos 1K los,5r vn(Ae)

+ |[K]|oo, /B |@=(R(0'2)) = ¢=(R(0,))] dw ...dz,.

Ou ||K||oo,pr = maz({|K(z1,....m)| | (21,....xm) € B'}) est un nombre fini car K est

une fonction continue sur R™ et B’ est une ensemble borné.

Soit d; la distance géodésique sur le tore de dimension ¢ induite par la distance eucli-
dienne. Si d(¢',0) < 01, et donc dj,((¢/,7),(0,7)) < 01, alors d,(R(0',x),R(0,x)) < §. Par
conséquent, [¢(R(0',1)) — 6.(R(6.2))] < e.

Donc,
i (Pr(0') = i (Pr(0))] < (4| flloo [ Koo, + [[K|loo,5r va(B') ) € (C.12)
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— Deuxiémement, développons p(Pr(0)) — px (P, (6)) -

L (Pr(0)) =k (P (0)) = - K(z1,....xm) (Pr(0)(21,..cstm) — Pp (0)(21,...,20,) dzy ... A2y,

= | K(zrzm) (F(RO(21,20)) — FRO,(21,0s20)))) day ... dn.

Rn

= . KR 0,21,....w) (f(@1,0smn) — f1(T1,0,20)) Aoy ... Ay,

S ||f_f1||Loo/ |K(R_1(9,$1,...,Im)|dl'1... d[L‘n
Sr®B, (1)
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d Contribution a I'estimation de la """
similarité dans un ensemble de
projections tomographiques non-
orientées

Résumeé

La cryo-microscopie électronique est une technique tomographique permettant de reconstituer la structure 3D
d’'un objet complexe en biologie a partir d’'un jeu d’acquisitions. Ces images de I'objet complexe sont appelées
les projections et sont acquises sous orientations inconnues. Un des avantages de la cryo-microscopie
électronique est I'obtention d’'un modéle 3D de trés haute résolution de I'objet dans un état naturel. La
procédure de reconstruction comporte plusieurs étapes telles que lalignement, la classification des
projections, I'estimation de leurs orientations et le raffinement des projections. Lors de ces étapes, la distance
entre deux projections est fréquemment mesurée.

Le travail réalisé au cours de cette thése s’organise autour de la recherche théorique d’'une distance entre
des projections non-orientées avec comme objectif I'amélioration de la procédure de reconstruction
tomographique en cryo-microscopie électronique. La contribution de ce travail de thése est une méthode
permettant d’estimer la différence angulaire entre deux projections dans les cas 2D et 3D. Notre méthode est
basée sur la construction d’'un graphe de voisinage dont les sommets sont les projections, dont les arétes
relient des projections voisines et sont pondérées par une approximation locale de la différence angulaire. Le
calcul de ces poids repose sur les propriétés des moments de projection. Notre méthode est testée sur des
images simulées de différentes résolutions et de différents niveaux du bruit. La comparaison avec des autres
méthodes d’estimation de la différence angulaire est aussi réalisée.

Mots clés : cryo-microscopie électronique, reconstruction tomographique, distance euclidienne, différence
angulaire, orientations inconnues, moments de projections, graphe de voisinage.

Résumeé en anglais

Cryo-electron microscopy is a tomographic technique allowing to reconstruct a 3D model of complex structure
in biology from a set of acquired images. These images are known as the tomographic projections and are
taken at unknown directions. The advantage of the cryo-electron microscopy is the 3D reconstruction at very
high resolution. The reconstruction procedure consists of many steps such as projection alignment, projection
classification, orientation estimation and projection refinement. During these steps, the distance between two
projections is frequently measured.

The work in this thesis aims at studying the distances mesured between two unknown-direction projections
with the objective of improving the reconstruction result in the cryo-electron microscopy. The contribution of]
this thesis is the developement of a method for estimating the angular difference between two projections in
2D and 3D. Our method is based on the construction of a neighborhood graph whose vertices are the
projections, whose edges link the projection neighbors and are weighted by a local approximation of the
angular difference. The calculation of the weights relies on the projection moment properties. The proposed
method has been tested on simulated images with different resolutions and at different noise levels. The
comparison with others estimation methods of angular difference has been realised.

Keywords: cryo-electron microscopy, tomographic reconstruction, Euclidiean distance, angular difference,
unknown directions, projection moments, neighbordhood graph.
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