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Introduction

Ma thèse est consacrée à l’étude des variétés projectives strictement convexes de
volume fini. Dans un premier temps, j’ai étudié l’adhérence de Zariski des holonomies
de variétés projectives strictement convexes de volume fini. Je me suis ensuite intéressé
à l’espace des modules des structures projectives strictement convexes de volume fini.
J’ai, en particulier, montré que cet espace est un fermé de l’espace des représentations.

Contexte

Une variété projective réelle proprement convexe est le quotient �\⌦ d’un ouvert
proprement convexe ⌦ de l’espace projectif RPn�1 par un sous-groupe discret sans tor-
sion � de SLn(R) qui préserve ⌦. Être proprement convexe signifie qu’il existe une carte
affine de RPn�1 dans laquelle ⌦ est relativement compact. On dit que la variété �\⌦
est strictement convexe lorsque ⌦ est un ouvert strictement convexe, c’est-à-dire que le
bord @⌦ de ⌦ ne contient aucun segment non trivial. Le convexe ⌦ peut être muni d’une
métrique (dite de Hilbert) et d’une mesure (dite de Busemann) laissées invariantes par
les transformations projectives qui préservent ⌦.

Lorsque le quotient �\⌦ est compact, on dit que ⌦ est un convexe divisible. Ces
variétés ont été étudiées par de nombreux auteurs, on citera par exemple [Ben60, Vey70,
VK67], ou plus récemment [SM02, Ben00, Ben04, Ben03, Ben05, Ben06, Ben08]. Le
résultat suivant de Benoist résume bien la situation dans ce cas précis

Théorème ([Ben04], théorème 1.1 et proposition 2.5) Soit � un sous-groupe discret
sans torsion de SLn(R) qui divise un ouvert proprement convexe ⌦ de RPn�1. Alors les
quatre assertions suivantes sont équivalentes :

(i) l’ouvert ⌦ est strictement convexe ;
(ii) le bord @⌦ est de classe C1 ;
(iii) le groupe ⌦ est hyperbolique ;
(iv) l’espace (⌦, d⌦) est Gromov-hyperbolique.

Nous nous intéressons plutôt ici au cas où le quotient est non compact et de volume
fini ; on dit parfois que ⌦ est quasi-divisible. On citera Marquis qui s’est intéressé au
sujet dans [Mar12a], et en particulier au cas des surfaces projectives (i.e. n = 3) dans
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Introduction

[Mar12b, Mar10].
Notons que cette situation est un cas particulier de la notion plus générale de finitude
géométrique – notion introduite, dans le cas des géométries de Hilbert, par Crampon et
Marquis dans leur article [CM14].

L’exemple introductif indispensable de convexe divisible ou quasi-divisible est l’el-
lipsoïde. On considère la forme quadratique de signature (1, n� 1) sur Rn

q(x1, . . . , xn) = x21 � x22 � . . .� x2n

On note E et on appelle ellipsoïde la projection sur RPn�1 du cône {x 2 Rn|q(x) > 0}.
Plus généralement, on appelle ellipsoïde tout Un ellipsoïde est un ouvert projectif stric-
tement convexe. Son groupe d’automorphismes Aut(E) = {g 2 SLn(R)|gE = E} n’est
autre que SO(q), lui-même conjugué à SO1,n�1(R) dans SLn(R).
Muni de la distance de Hilbert dE , un ellipsoïde est isométrique à l’espace hyperbolique
réel Hn. L’espace métrique (E , dE) est le modèle projectif de l’espace hyperbolique appelé
aussi modèle de Beltrami-Klein. En particulier, l’ouvert convexe E est homogène, c’est-à-
dire que Aut(E) agit transitivement sur E . On trouvera de nombreuses caractérisations
de la géométrie hyperbolique parmi les géométries de Hilbert dans [Guo14].

L’ellipsoïde est un convexe divisible : il est divisé par tous les réseaux cocompacts de
SO(q). C’est aussi un convexe quasi-divisible comme illustré sur la figure 1 empruntée
à [Mar12a].

Figure 1 – Un ellipsoïde divisible (à gauche) et un quasi-divisible (à droite)

L’objet principal de cette thèse étant les variétés projectives strictement convexes
de volume fini en dimension quelconque, le théorème suivant de Marquis montre qu’il
en existe en toute dimension pour lesquelles l’ouvert ⌦ n’est pas un ellipsoïde :

Théorème ([Mar12a], théorème p.4) En toute dimension n � 3, il existe un couple
(⌦n,�n) où ⌦n est un ouvert proprement convexe strictement convexe de RPn�1 et �n

un sous-groupe discret de SLn(R) qui préserve ⌦n et tel que :
— le quotient �n\⌦n est de volume fini ;
— le quotient �n\⌦n n’est pas compact ;
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— le groupe �n est d’indice fini dans Aut(⌦n) ; en particulier, l’ouvert proprement
convexe ⌦n n’est pas homogène.

De plus, l’ouvert ⌦n est Gromov-hyperbolique et le groupe �n est Zariski-dense dans
SLn(R).

Motivations et présentation des résultats

Mon intérêt s’est d’abord porté sur l’adhérence de Zariski du groupe d’holonomie
d’une variété projective strictement convexe de volume fini.
Yves Benoist justifie l’intérêt de l’adhérence de Zariski en introduction de son cours
Sous-groupes discrets des groupes de Lie donné à Luminy en 1997 lors de l’European
Summer School in Group Theory :

« Le concept qui me semble le plus utile pour l’étude d’un groupe linéaire �

est la notion d’adhérence de Zariski. C’est-à-dire le plus petit sous-groupe
algébrique contenant �. L’efficacité de cette notion tient en ce que, d’une
part elle conserve certaines propriétés du groupe � et d’autre part on peut
lui appliquer les techniques de groupes algébriques. [...] Donc, pour étudier
un groupe linéaire � [...], on le considère comme sous-groupe Zariski dense
de... son adhérence de Zariski. »

On généralise dans cette thèse les théorèmes suivants (respectivement de Benoist et
Marquis) au cas de variétés de volume fini et de dimension quelconque :

Théorème ([Ben00], théorème 3.6) Soit � un sous-groupe discret de SLn(R) qui divise
un ouvert strictement convexe ⌦ de RPn�1. Si ⌦ n’est pas un ellipsoïde, alors � est
Zariski dense dans SLn(R).

Théorème ([Mar12b], corollaire 3.5) Soit � un sous-groupe discret de SL3(R) qui pré-
serve un ouvert proprement convexe ⌦ de RP2. Si �\⌦ est de volume fini et ⌦ n’est pas
un triangle, alors l’adhérence de Zariski de � est SL3(R) ou un conjugué de SO1,2(R).

On considère ici un ouvert projectif strictement convexe ⌦ et un sous-groupe discret
sans torsion � < SLn(R) qui préserve ⌦ et tel que l’action de � sur ⌦ soit libre et
de covolume fini. Les points cuspidaux (notés p 2 @⌦) sont des points fixes de trans-
formations paraboliques et interviennent dans la définition des pointes d’une variété
projective convexe. On note �p = Stab�(p) le sous-groupe parabolique (maximal) de �

fixant un point cuspidal p.

Proposition 2.6 Soit �\⌦ est une variété projective strictement convexe de volume
fini. Soient p, p0 2 @⌦ deux points cuspidaux distincts. Alors < �p,�p0 >

z est conjugué
à SO1,n�1(R) ou bien < �p,�p0 >

z

= SLn(R).

Le théorème suivant et son corollaire décrivent l’adhérence de Zariski de �.
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Théorème 2.1 Soit �\⌦ une variété projective strictement convexe de volume fini. Sup-
posons que pour toute paire (p, p0) de points cuspidaux de @⌦ le sous-groupe < �p,�p0 >

ne soit pas Zariski-dense dans SLn(R). Alors l’adhérence de Zariski du groupe � est
conjuguée à SO1,n�1(R).

Corollaire 2.2 Soit �\⌦ une variété projective strictement convexe de volume fini.
Alors � est Zariski-dense dans SLn(R) ou bien l’adhérence de Zariski de � est conjuguée
au groupe SO1,n�1(R) (i.e. ⌦ est un ellipsoïde).

Remarque – M. Crampon et L. Marquis ont démontré un résultat analogue dans
[CM14] (théorème 7.28) :

Théorème (Crampon, Marquis) Soit ⌦ un ouvert strictement convexe à bord C1, soit
� un sous-groupe discret et irréductible de Aut(⌦). Si l’ensemble limite ⇤� contient un
point parabolique uniformément borné, alors l’adhérence de Zariski de � est soit SLn(R)
soit conjuguée à SO1,n�1(R).

On peut démontrer le corollaire 2.2 avec ce théorème , mais sa démonstration est
basée sur un lemme de Benoist sur les groupes algébriques et leurs représentations, tan-
dis que la notre découle d’un résultat géométrique de [CLT15a] sur les pointes de �\⌦.

La démonstration du théorème 2.1 fait intervenir deux résultats clés. Le premier
décrit l’adhérence de Zariski de � lorsque ⌦ est un ellipsoïde.

Lemme 2.3 Soient ⌦ ⇢ RPn�1 un ouvert strictement convexe et � < SLn(R) un sous-
groupe discret sans torsion qui préserve ⌦. On suppose que le quotient �\⌦ est une
variété projective strictement convexe. Alors le groupe �

z est conjugué à SO1,n�1(R) si
et seulement si ⌦ est un ellipsoïde.

Le second permet d’étudier simultanément tous les groupes cuspidaux.

Théorème 2.10 Soit �\⌦ une variété projective strictement convexe de volume fini. On
suppose que � n’est pas Zariski-dense dans SLn(R). Alors il existe un forme quadratique
q de signature (1, n� 1) telle que, pour tout point cuspidal p, on ait �p

z ⇢ SO(q). Dans
ce cas, tous les points cuspidaux appartiennent au bord @E = P(q = 0) de l’ellispoïde
E = P(q > 0). De plus, �z

= SO(q) et ⌦ = E.

Dans un second temps, je me suis intéressé à l’espace des modules des structures
projectives strictement convexes de volume fini. On traite le cas de variétés de volume
fini et de dimension quelconque, après que Marquis s’est déjà intérressé au cas des
surfaces projectives convexes de volume fini :

Théorème ([Mar10]) On se donne une surface S qui est l’intérieur d’une surface com-
pacte à bord. On suppose que S est de caractéristique d’Euler strictement négative.
L’espace des modules des structures projectives proprement convexes de volume fini sur

4



Introduction

la surface S s’identifie à l’une des composantes connexes de l’espace des représentations
du groupe fondamental de S dans SL3(R) dont l’holonomie des lacets élémentaires est
parabolique, à conjugaison près.

Dans le cas de variétés projectives convexes compactes, il existe un résultat plus
général :

Théorème ([Kos68], [Ben05]) Soit � un groupe de type fini, on note F� l’ensemble des
représentations fidèles et discrètes ⇢ : � ! SLn(R) pour lesquelles il existe un ouvert
proprement convexe ⌦ divisible par ⇢(�).
(Koszul) L’ensemble F� est une partie ouverte de Hom(�, SLn(R)).
(Benoist) Si � ne contient pas de sous-groupe distingué nilpotent infini, alors F� est
une partie fermée de Hom(�, SLn(R)).

On considère ici les représentations fidèles et discrètes ⇢ : � ! SLn(R) d’un
groupe � pour lesquelles il existe un ouvert ⌦⇢ préservé par ⇢(�) tel que le quo-
tient ⇢(�)\⌦⇢ soit une variété projective strictement convexe de volume fini. On note
�� ⇢ Hom(�, SLn(R)) l’ensemble de ces représentations. Le principal résultat obtenu
affirme que �� est un fermé de l’espace des représentations.

Théorème 3.1 Soient � un groupe et n � 4. L’ensemble �� est une partie fermée de
Hom(�, SLn(R)).

Si l’on remplace « variété » par « orbivariété » dans la définition de ��, le groupe
� peut avoir de la torsion et l’action de ⇢(�) sur ⌦⇢ n’est plus nécessairement libre,
mais le théorème 3.1 reste vrai. C’est le résultat un peu plus général du théorème 3.3
ci-dessous.

Théorème 3.3 Soit � un groupe et soit �orb

� l’ensemble des représentations ⇢ 2 Hom(�, SLn(R))
fidèles et discrètes telles qu’il existe un ouvert strictement convexe ⌦⇢ ⇢ RPn�1 préservé
par ⇢(�) et sur lequel l’action de ⇢(�) est de covolume fini. Alors �orb

� est une partie
fermée de Hom(�, SLn(R)).

Remarque – Cooper, Long et Tillmann ont récemment étudié l’ouverture de �� en
imposant des conditions sur l’holonomie des bouts des variétés projectives strictement
convexes considérées (voir [CLT15b]).

Pour démontrer le théorème 3.1 on se donne une suite de représentations ⇢k 2 ��
qui converge vers ⇢1 2 Hom(�, SLn(R)). Ainsi, pour tout k, on dispose d’un ouvert
strictement convexe ⌦k ⇢ RPn�1 qui est ⇢k(�)-invariant et tel que le quotient ⌦k/⇢k(�)

est un variété de volume fini. Le but est de montrer que la représentation ⇢1 appartient
à ��.

Une famille de sous-groupes de �, appelés groupes cuspidaux, joue un rôle récurrent
dans cette partie. Ce sont les sous-groupes ⇧ < � pour lesquelles les représentations
⇢ 2 �� définissent un sous-groupe parabolique maximal ⇢(⇧) correspondant à une pointe
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de la variété ⇢(�)\⌦⇢. De façon équivalente, lorsque n � 4, un groupe cuspidal est un
sous-groupe ⇧ < � isomorphe à Zn�2 et maximal pour cette propriété.

On commence par étudier la représentation limite ⇢1.

Proposition 3.6 Soient � un groupe et {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers ⇢1 2
Hom(�, SLn(R)). Alors la représentation limite ⇢1 est fidèle, discrète et irréductible.

On montre ensuite qu’il existe un ouvert projectif proprement convexe ⌦1 qui est
préservé par ⇢1(�). Ce convexe est obtenu à partir de la suite des convexes ⌦k associés
aux représentations ⇢k.

Proposition 3.17 Soient � un groupe et {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers
⇢1 2 Hom(�, SLn(R)). Il existe un ouvert proprement convexe (non vide) de RPn�1,
noté ⌦1, qui est préservé par le groupe �1 = ⇢1(�).

D’après le théorème 0.5 de [CLT15a], les pointes des variétés Mk = ⇢k(�)\⌦k sont
toutes hyperboliques. On en déduit que les limites de ces pointes sont des pointes hy-
perboliques de la variété M1 = ⇢1(�)\⌦1.

Proposition 3.21 Soient � un groupe et ⇧ < � un sous-groupe isomorphe à Zn�2.
Soit {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers ⇢1 2 Hom(�, SLn(R)). Alors le groupe
⇢1(⇧) est conjugué dans SLn(R) à un sous-groupe de SO1,n�1(R).

On montre également que l’action de ⇢1(�) sur ⌦1 est de covolume fini. Pour cela,
on retire les pointes de M1 qui sont des limites de pointes de Mk. Sachant que ces
pointes sont de volume fini, car hyperboliques, il suffit de montrer que la variété à bord
obtenue est compacte.

On montre enfin que le convexe limite ⌦1 est strictement convexe et à bord C1.
Toutes les conditions sont alors vérifiées pour affirmer que la représentation limite ⇢1
appartient à ��, ce qui achève la preuve du théorème 3.1.

En parallèle des représentations projectives, je me suis également intéressé au double
d’une variété à bord. L’étude du double s’est révélée nécessaire pour montrer que la
variété limite, étudiée dans la partie précédente, était de volume fini. On considère
une variété à bord N ayant un nombre fini de composantes de bord. L’objectif est de
construire le revêtement universel du double de N ainsi que son groupe fondamental.

Définition Soit une variété à bord N ayant un nombre fini de composantes de bord. Le
double de N , noté N

d, est construit en collant deux copies de N le long de leur bord :

N
d
= (N ⇥ {0}) [h (N ⇥ {1}) où h : @N ! @N est l’application identité.

Le théorème suivant permet de construire N , une variété contractile qui est le revê-
tement universel de N

d.
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Théorème A.1 Soit N une n-variété à bord ayant un nombre fini de composantes de
bord. On note ˜N le revêtement universel de N . En recollant une infinité de copies de
˜N le long de leurs composantes de bord on peut construire une n-variété N qui est le
revêtement universel de N

d.
De plus, si on suppose que le revêtement universel ˜N de N est contractile et que les
composantes de bord de ˜N sont contractiles, alors N est une variété contractile.

Le second théorème permet de construire le groupe fondamental de N
d. Il est

construit à l’aide du groupe fondamental de N et des composantes de bord du re-
vêtement universel de N .

Théorème A.2 Soit N une n-variété à bord ayant un nombre fini de composantes de
bord. On note C = ⇡0(@ ˜N) et on définit le groupe ⌃ =

⌦

{�⇤}⇤2C | �2⇤ = 1

↵

. On note ⌃d

le sous-groupe d’indice deux de ⌃ engendré par les éléments de la forme �⇤�⇤0 , pour
tous ⇤,⇤0 2 C.
Alors le groupe fondamental de N

d est isomorphe au produit semi-direct ⌃do� ⇡1N , où
� est l’action de ⇡1N sur ⌃d induite par l’action naturelle de ⇡1N sur C.
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Chapitre 1

Variétés projectives convexes

1.1 Convexes projectifs

Dans ce texte, RPn�1 désigne l’espace projectif réel de dimension n� 1, c’est-à-dire
l’ensemble des droites de Rn passant par l’origine.

Définitions Une partie C de RPn�1 est dite convexe si l’intersection de toute droite
projective avec C est connexe ou vide.
Une carte affine de RPn�1 est le complémentaire d’un hyperplan projectif.
Un ouvert convexe ⌦ de RPn�1 est proprement convexe lorsque son adhérence ⌦ est
contenue dans une carte affine.
Un ouvert ⌦ est strictement convexe lorsqu’il est proprement convexe et que son bord
@⌦ ne contient aucun segment non trivial.

Remarque – On peut également considérer la sphère Sn�1 qui est l’ensemble des demi-
droites de Rn passant par l’origine. Si ⌦ est un ouvert proprement convexe de RPn�1,
le revêtement à deux feuillets ⇡ : Sn�1 ! RPn�1 fournit deux copies de ⌦ qui sont les
deux composantes connexes de ⇡�1

(⌦). L’adhérence de chaque composante est alors
contenue dans un hémisphère ; on en choisi une que l’on note également ⌦.

Définition Soit A une partie de Sn�1, le cône de A est défini comme le demi-cône
vectoriel C(A) = R+A ⇢ Rn.
En notant (Rn

)

⇤ l’espace dual de Rn, on peut de plus définir le cône dual de A par

C⇤
(A) = {' 2 (Rn

)

⇤ | 8v 2 A, '(v) > 0}

Définition Une orbivariété projective convexe est le quotient �\⌦ d’un ouvert propre-
ment convexe ⌦ de RPn�1 par un sous-groupe discret � de SLn(R) qui préserve ⌦.
On parle de variété projective convexe lorsque le groupe � est sans-torsion.
Si de plus l’ouvert ⌦ est strictement convexe, on parle de variété projective strictement
convexe.
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Chapitre 1. Variétés projectives convexes

1.1.1 Métrique de Hilbert

Tout ouvert proprement convexe ⌦ de RPn�1 peut être muni d’une métrique de
Hilbert notée d⌦ et définie comme suit. Pour tout p, q 2 ⌦, on note D une droite
projective passant par p et q (elle est unique si p 6= q) et a, b 2 @⌦ les extrémités du
segment D \ ⌦. On pose alors d⌦(p, q) = | log[a, p, q, b]|, où

[a, p, q, b] :=
|| a� q ||
|| a� p ||

|| b� p ||
|| b� q ||

est le birapport entre ces quatre points et || · || est une norme euclidienne sur une carte
affine contenant l’adhérence ⌦. Cette définition ne dépend ni du choix de la carte affine,
ni de la norme || · ||.

a

p

q

b

⌦

Figure 1.1 – Métrique de Hilbert

Fait Les éléments de SLn(R) préservent le birapport. En conséquence, tout sous-
groupe � < SLn(R) qui préserve ⌦ est un sous-groupe de Isom(⌦, d⌦), le groupe des
isométries de (⌦, d⌦).

Conséquence Soit �\⌦ une variété projective convexe. La métrique d⌦ définie sur
l’ouvert ⌦ passe au quotient et permet de définir une métrique sur M :

8x, y 2M, dM (x, y) = inf

8

>

<

>

:

d⌦(x̃, ỹ)

�

�

�

�

�

�

�

q(x̃) = x

q(ỹ) = y

x̃, ỹ 2 ⌦

9

>

=

>

;

où q : ⌦!M est l’application de passage au quotient.

1.1.2 Volume de Busemann

La métrique de Hilbert sur ⌦ est de Finsler avec

8x 2 ⌦, 8v 2 Tx⌦, F⌦(x, v) =
1

2

✓

1

|| v+ � x || +
1

|| v� � x ||

◆

||v||
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où v+, v� 2 @⌦ sont les points d’intersection de la droite définie par x et v avec @⌦.
Cette métrique définit une mesure sur ⌦, absolument continue par rapport à la mesure
de Lebesgue, appelée volume de Busemann et notée vol⌦.
Pour plus de détails sur la structure finslérienne d’un ouvert proprement convexe de
RPn�1 on pourra consulter le paragraphe 1.1.3 de [Mar12a].

Pour construire le volume de Busemann, on se place dans une carte affine A conte-
nant l’adhérence ⌦ et munie d’une norme euclidienne || · ||. On note B1

x = {v 2 Tx⌦ : F⌦(x, v) < 1}
la boule unité de l’espace tangent à ⌦ en x, � la mesure de Lebesgue sur A et vn =

�({v 2 A : ||v|| < 1}) le volume de la boule unité euclidienne en dimension n. Pour tout
borélien A ⇢ ⌦ ⇢ A on pose

vol⌦(A) =

Z

A

vn
�(B1

x)
d�(x)

A nouveau, cette définition ne dépend ni du choix de la norme euclidienne, ni de la
carte affine.

Fait Ce volume vol⌦ est invariant par Isom(⌦, d⌦).

Conséquence Comme la métrique d⌦, le volume vol⌦ passe au quotient et permet de
définir une notion de volume sur toute variété projective proprement convexe �\⌦ : pour
tout A ⇢ ⌦, si q : ⌦!M restreinte à A est injective, on pose volM (q(A)) = vol⌦(A).

Définition On dira qu’une variété projective convexe �\⌦ est de volume fini lorsqu’elle
est de volume fini pour la mesure volM , i.e. lorsque volM (M) < +1.

1.2 Isométries projectives

Définition Soit ⌦ un ouvert proprement convexe de RPn�1. On appelle isométrie pro-
jective de ⌦ tout élément de l’ensemble

Aut(⌦) = {g 2 SLn(R) | g⌦ = ⌦}

Remarque – On a vu en 1.1 que tout élément de SLn(R) qui préserve ⌦ conserve la
métrique d⌦, d’où le choix du terme isométrie.

Définition Soit ⌦ un ouvert projectif proprement convexe. Pour tout g 2 Aut(⌦) on
appelle longueur de translation de g le réel

⌧⌦(g) = inf

x2⌦
d⌦(x, gx)

Définition Soient ⌦ un ouvert proprement convexe de RPn�1 et g 2 Aut(⌦). On dit
que l’élément g est :

11



Chapitre 1. Variétés projectives convexes

— elliptique si ⌧⌦(g) = 0 et cet infimum est atteint ;
— parabolique si ⌧⌦(g) = 0 et cet infimum n’est pas atteint ;
— hyperbolique si ⌧⌦(g) > 0 et cet infimum est atteint ;
— quasi-hyperbolique si ⌧⌦(g) > 0 et cet infimum n’est pas atteint.

On peut trouver une classification générale des isométries projectives dans la partie 2
de [CLT15a]. On se restreint ici au cas où l’ouvert projectif ⌦ est strictement convexe.
On a alors le théorème de classification suivant :

Théorème 1.1 ([CM14], théorème 3.3, p.2314) Soient ⌦ un ouvert projectif strictement
convexe et g 2 Aut(⌦). On est dans l’un des trois cas exclusifs suivants :

— g est elliptique.
— g est hyperbolique ; il a exactement deux points fixes p+, p� 2 @⌦, l’un attractif

et l’autre répulsif : la suite (gi)i2N converge uniformément sur les compacts de
⌦ \ {p�} vers p+ et la suite (g�i

)i2N converge uniformément sur les compacts de
⌦ \ {p+} vers p�.

— g est parabolique ; il a exactement un point fixe p 2 @⌦ et préserve toute ho-
rosphère basée en p (voir définition en 1.4.3). Les suites (gi)i2N et (g�i

)i2N
convergent uniformément sur les compacts de ⌦ \ {p} vers p.

En particulier, g n’est pas quasi-hyperbolique.

Remarque – La démonstration de ce théorème comporte deux étapes importantes. On
montre d’abord que tout g 2 Aut(⌦) possède au moins un point fixe dans ⌦. C’est une
conséquence du théorème du point fixe de Brouwer ou bien du lemme 3.2 de [Ben05].
Puis on distingue quatre cas exclusifs :

— g possède au moins un point fixe dans ⌦ et g 6= id ; alors g est elliptique.
— g possède au moins trois point fixes dans @⌦ ; alors g = id.
— g possède exactement deux points fixes dans @⌦ ; alors g est hyperbolique.
— g possède exactement un point fixe dans @⌦ ; alors g est parabolique.

Le cas qui nous intéresse dans cette thèse est celui d’un ouvert ⌦ strictement convexe
et d’un sous-groupe discret � < Aut(⌦) sans torsion. La proposition suivante et le
théorème 1.1 affirment qu’un tel groupe � n’est composé que d’éléments hyperboliques
et d’éléments paraboliques.

Proposition 1.2 Soient ⌦ un ouvert proprement convexe de RPn�1 et � un sous-groupe
discret de Aut(⌦). Le groupe � est sans torsion si et seulement si � ne contient aucun
élément elliptique.

Démonstration. On va montrer qu’un élément � 2 � est elliptique si et seulement s’il
est d’ordre fini. Soit � 2 � un élément elliptique. D’après la remarque ci-dessus, � fixe
un point p 2 ⌦. L’étude des éléments elliptiques fournie par [CLT15a] (lemme 2.2,
p.195) permet d’affirmer que le sous-groupe G =< � > est conjugué dans SLn(R) à un
sous-groupe de On(R). Or � est discret et On(R) est compact, ainsi G est un groupe
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1.3. Ensemble limite et sous-groupes élémentaires

fini. En particulier, l’élément � est d’ordre fini.
Soit � 2 � un élément non trivial d’ordre fini w � 2. Alors le sous-groupe G =< � > de
� est fini, donc compact. Par un « argument de barycentre », le lemme 2.1 de [Mar14]
permet d’affirmer que G fixe un point de ⌦. En particulier, � est elliptique.

1.3 Ensemble limite et sous-groupes élémentaires

Définition Soient ⌦ un ouvert proprement convexe de RPn�1 et G un sous-groupe
discret de Aut(⌦). On dit que le groupe G est un groupe élémentaire s’il existe un point
p 2 ⌦ qui est fixé par tous les éléments de G.

Pour plus de détails, on pourra consulter la partie 4 de [CLT15a] consacrée à l’étude
des sous-groupes élémentaires.

Définition Soient ⌦ un ouvert proprement convexe de RPn�1 et G un sous-groupe
discret de Aut(⌦). On dit que le groupe G est

— elliptique si tout élément non trivial de G est elliptique ;
— hyperbolique si tout élément non trivial de G est hyperbolique ;
— parabolique si tout élément non trivial de � est parabolique.

Si de plus � est un sous-groupe discret de Aut(⌦) tel que G < �, on dit que G est
un sous-groupe parabolique maximal de � si G est parabolique et vérifie la propriété de
maximalité suivante :

8G0 < � parabolique, G < G0 ) G = G0

Faits On reprend les notations de la définition ci-dessus.
— Dans un groupe elliptique, tous les éléments fixent le même point p 2 ⌦.
— Dans un groupe hyperbolique, tous les éléments fixent les mêmes points p, q 2 @⌦.
— Dans un groupe parabolique, tous les éléments fixent le même point p 2 @⌦.

En particulier, tout groupe elliptique, hyperbolique ou parabolique est un groupe élé-
mentaire.

Définition Soient ⌦ un ouvert projectif strictement convexe et � < SLn(R) un sous-
groupe discret qui préserve ⌦. Soit de plus x 2 ⌦. On note �.x l’adhérence de �.x dans
RPn�1 et on définit le sous-ensemble de @⌦ suivant

⇤

x
� = �.x\�.x ✓ @⌦

Comme ⌦ est strictement convexe, cette définition ne dépend pas du choix de x 2 ⌦.
On note alors cet ensemble ⇤� et on le nomme ensemble limite de �.

Cette notion d’ensemble limite a été introduite et étudiée par Guivarc’h dans [Gui90]
pour un sous-groupe de SLn(R) agissant sur son espace symétrique. On pourra égale-
ment consulter [Ben97].

13



Chapitre 1. Variétés projectives convexes

Faits Soit � < SLn(R) un sous-groupe discret qui préserve un ouvert strictement
convexe ⌦.

— � est un sous-groupe élémentaire si et seulement si son ensemble limite ⇤� est
fini.

— Dans ce cas, le cardinal de ⇤� vaut 0, 1 ou 2, et le groupe � est respectivement
elliptique, parabolique ou hyperbolique.

— Si ⇤� est infini, alors c’est le plus petit fermé �-invariant de @⌦.
— Pour n � 3, si � est un sous-groupe élémentaire, alors le quotient �\⌦ est de

volume infini.

Fait Soit � < SLn(R) un sous-groupe discret qui préserve un ouvert strictement
convexe ⌦ et dont l’action sur ⌦ est de covolume fini. Alors on a l’égalité ⇤� = @⌦.
Cela signifie qu’il n’existe pas de fermé propre de @⌦ préservé par � ; on dit que l’action
de � sur @⌦ est minimale.

1.4 Décomposition du quotient

Cette section reprend les notations et les explications de Crampon et Marquis issues
de [CM14]. On y définit et étudie différentes parties d’une variété projective stricte-

ment convexe M = �\⌦, où ⌦ désigne un ouvert projectif strictement convexe et � un
sous-groupe discret de Aut(⌦).

Le théorème suivant est également démontré chez Cooper, Long et Tillmann ([CLT15a],
théorème 0.1, p.183). Il permet de définir la notion de constante de Margulis pour les
variétés projectives convexes.

Théorème 1.3 ([CM13], théorème 1, p.2) En toute dimension m, il existe une contante
"m > 0 et un entier im, tels que, pour tout ouvert proprement convexe ⌦ ⇢ RPm, pour
tout sous-groupe discret � de Aut(⌦), pour tout point x 2 ⌦, le groupe �"m engendré
par l’ensemble {� 2 � | d⌦(x, �x) < "m} est virtuellement nilpotent.
De plus, on peut trouver un sous-groupe nilpotent de �"m d’indice inférieur ou égal à
im.

Définition Une telle constante "m est appelée constante de Margulis.

1.4.1 Parties fine et épaisse

Dans cette section, on fixe la dimension m et une constante de Margulis " = "m > 0.

Notation Soient ⌦ un ouvert projectif strictement convexe et G un sous-groupe
(quelconque) de Aut(⌦). Soit x 2 ⌦. On note

— G"(x) le sous-groupe de G engendré par {� 2 G | d⌦(x, �x) < "} ;
— ⌦"(G) = {x 2 ⌦ | G"(x) est infini} ;
— ⌦

c
"(G) = {x 2 ⌦ | G"(x) est infini et parabolique} ✓ ⌦"(G).
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⌦

⌦"(G)

⌦"(P )

M = �\⌦

M"(G)

M"(P )

M "
(�)

Figure 1.2 – Décomposition du quotient

Fait Pour tous � 2 G et x 2 ⌦, on a G"(�x) = �G"(x)��1. Donc G⌦"(G) = ⌦"(G)

et G⌦

c
"(G) = ⌦

c
"(G). Ainsi, les quotients de la définition suivante sont biens définis.

Définition Avec les notations ci-dessus, en notant M = G\⌦, on appelle
— partie fine de M , le quotient M"(G) = G\⌦"(G) ⇢M .
— partie épaisse de M , le complémentaire de M"(G) dans M ; c’est le quotient

M "
(G) = G\

�

⌦\⌦"(G)

�

.
— partie cuspidale de M , le quotient M c

" (G) = G\⌦c
"(G) ⇢ M"(G) ; ses compo-

santes connexes sont les pointes de M .
— partie non cuspidale de M , le complémentaire de M c

" (G) dans M .

Remarque – Ces définitions de parties fine et épaisse coïncident avec les définitions
usuelles donnée par le rayon d’injectivité. Plus précisément,

M"(G) =

n

x 2M | inj(x) <
"

2

o

et M "
(G) =

n

x 2M | inj(x) � "

2

o

Faits ([CM14], lemme 6.2)
Soit M = �\⌦ une variété projective strictement convexe.

— Les composantes connexes de la partie fine sont de la forme M"(G), pour G un
sous-groupe virtuellement nilpotent maximal de �.

— En particulier, les composantes connexes de la partie cuspidale (i.e. les pointes)
sont de la forme M"(P ), pour P un sous-groupe parabolique maximal de �.

— Les composantes connexes de la partie fine qui ne sont pas des pointes sont des
tubes de la forme M"(G), pour G un sous-groupe hyperbolique maximal de �.
Un tube est simplement le voisinage (dans le quotient) d’une petite géodésique
fermée.

1.4.2 Volume fini

Dans le cas ou une variété projective convexe est strictement convexe, on a une
caractérisation utile de la finitude du volume. On utilisera cette caractérisation pour
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Chapitre 1. Variétés projectives convexes

montrer qu’une variété projective strictement convexe de volume fini possède un nombre
fini de pointes (théorème 3.4).

Théorème 1.4 ([CLT15a], théorème 0.8, p.185) Une variété projective strictement
convexe est de volume fini si et seulement si sa partie épaisse est compacte.

Ce théorème est une conséquence de la décomposition fine-épaisse et du théorème
suivant de Benzécri.

Théorème 1.5 ([Ben60], théorème 2, p.309) On note C⇤ l’ensemble des couples (K, p),
où K est un compact proprement convexe d’intérieur non vide et p un point de l’intérieur
de K.
Alors l’action de SLn(R) sur C⇤ est cocompacte.

1.4.3 Horopointes

Définition Pour tous p 2 @⌦ et x 2 ⌦ on note rpx le rayon géodésique issu de x et
d’extrémité p. On définit la fonction de Busemann (cf. [Bus55]) associée à p par

Bp : ⌦⇥ ⌦ �! R
(x, y) 7�! lim

t!+1
t� d⌦(y, r

p
x(t))

On appelle horoboule centrée en p passant par x le sous-ensemble de ⌦ défini par Hx
p =

{y 2 ⌦|Bp(x, y) > 0}. On appelle horosphère et on note @H le bord d’une horoboule H ;
c’est une hypersurface {y 2 ⌦|Bp(x, y) = 0}.

Définition Soit M = �\⌦ une variété projective strictement convexe et soit P =

M"(P ) = P\⌦"(P ) une pointe de M , où P < � est un sous-groupe parabolique fixant
un point p 2 @⌦. On appelle horopointe associée à P tout quotient P\H ⇢ P, où
H ⇢ ⌦"(P ) est une horoboule centrée en p.

Remarque – Soit P une pointe de M comme dans la définition ci-dessus. On peut
lui associer une famille à un paramètre d’horopointes P\Hx(t)

p (voir figure 1.3), avec
x : R⇤

+ ! ⌦ est un rayon géodésique d’extrémité p et telle que

8t, t0 > 0, t < t0 ) Hx(t0)
p ⇢ Hx(t)

p et dH
⇣

@Hx(t)
p , @Hx(t0)

p

⌘

= |t0 � t|

où dH est la distance de Hausdorff pour l’espace (⌦, d⌦) (voir paragraphe 3.3.1).

Définition Soit M = �\⌦ une variété projective strictement convexe et soit P =

M"(P ) une pointe de M , où P < � est un sous-groupe parabolique maximal fixant un
point p 2 @⌦. On dit que P est une pointe hyperbolique s’il existe un ellipsoïde E1 inclus
dans ⌦"(P ) et préservé par P .
Cette définition équivaut à dire que le sous-groupe parabolique P est conjugué dans
SLn(R) à un sous-groupe de SO1,n�1(R).
Dans ce cas, il existe un ellipsoïde E2 de RPn�1 qui contient le convexe ⌦ et tel que
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1.4. Décomposition du quotient

⌦"(P )

⌦

p

M = �\⌦

P

P\Ht

P\Ht0

Ht

Ht0

Figure 1.3 – Deux horopointes de P

— E1 et E2 sont préservés par P ;
— E1 et E2 sont tangents à @⌦ en p.

Fait Pour n � 4, une pointe P et une horopointe associée P\H sont topologiquement
identiques car l’ouvert ⌦"(P ) qui définit P se rétracte sur l’horoboule H qui définit
P\H. La pointe P est un produit (S1

)

n�2 ⇥ R⇤
+ d’un tore par une demi-droite ouverte

et son horopointe P\H est un produit (S1
)

n�2 ⇥ R+.
Dans certaines situations, comme par exemple dans la partie 3.5, on préfèrera travailler
avec des horopointes plutôt que des pointes.

Remarque – Dans [CLT15a], les auteurs donnent une définition plus générale de
« pointe ». Notre définition de « pointe », donnée au paragraphe 1.4.1, correspond à
leur définition de « pointe de rang maximal ». Avec nos hypothèses, c’est-à-dire dans
le cas d’une variété projective strictement convexe de volume fini, le théorème 0.4 de
[CLT15a] affirme que toutes les pointes sont de rang maximal.
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Chapitre 2

Adhérence de Zariski des

holonomies de variétés projectives

strictement convexes de volume fini

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’adhérence de Zariski du groupe d’holonomie
d’une variété projective strictement convexe de volume fini.
On considère un ouvert projectif strictement convexe ⌦ et un sous-groupe discret sans
torsion � < SLn(R) qui préserve ⌦ et tel que l’action de � sur ⌦ soit libre et de covo-
lume fini. On rappelle que les points cuspidaux (notés p 2 @⌦) sont des points fixes de
transformations paraboliques et interviennent dans la définition des pointes d’une va-
riété projective convexe. On note �p = Stab�(p) le sous-groupe parabolique (maximal)
de � fixant un point cuspidal p.

Les principaux résultats obtenus sont le théorème suivant et son corollaire :

Théorème 2.1 Soit �\⌦ une variété projective strictement convexe de volume fini. Sup-
posons que pour toute paire (p, p0) de points cuspidaux de @⌦ le sous-groupe < �p,�p0 >

ne soit pas Zariski-dense dans SLn(R). Alors l’adhérence de Zariski du groupe � est
conjuguée à SO1,n�1(R).

Corollaire 2.2 Soit �\⌦ une variété projective strictement convexe de volume fini.
Alors � est Zariski-dense dans SLn(R) ou bien l’adhérence de Zarisiki de � est conjuguée
au groupe SO1,n�1(R) (i.e. ⌦ est un ellipsoïde).

2.1 Caractérisation de l’ellipsoïde

Soit �\⌦ est une variété projective strictement convexe de volume fini. On donne
une condition nécessaire et suffisante sur l’adhérence de Zariski de � pour que ⌦ soit
un ellipsoïde.
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Lemme 2.3 Soient ⌦ ⇢ RPn�1 un ouvert strictement convexe et � < SLn(R) un
sous-groupe discret sans torsion qui préserve ⌦. On suppose que le quotient �\⌦ est une
variété projective strictement convexe de volume fini. Alors le groupe �

z est conjugué à
SO1,n�1(R) si et seulement si ⌦ est un ellipsoïde.

Démonstration. =) Si �z est conjugué à SO1,n�1(R), alors il existe une forme qua-
dratique q de signature (1, n�1) laissée invariante par �z. Ainsi l’ouvert ⌦ et l’ellipsoïde
E = P(q > 0) sont deux convexes �-invariants. On commence par montrer que l’inter-
section @E \@⌦ est non vide. Soient x0 2 ⌦ et � 2 � un élément hyperbolique. On note
x = limk!1 �kx0 2 @⌦ le point attractif de �. Alors x est la droite de Rn stable par �
associée à sa valeur propre � de plus grand module. On note v 2 Rn un vecteur propre
directeur de Rx. Alors q(�v) = q(�v) = �2q(v). Or q(�v) = q(v) car � 2 SO(q). Donc
q(v) = 0 car |�| > 1, i.e. x 2 P(q = 0) = @E . Ce qui montre que @E \ @⌦ 6= ;.
Montrons ensuite que E = ⌦. L’intersection @E \ @⌦ est un fermé non vide �-invariant
de @⌦, donc il contient l’ensemble limite ⇤�. Or ⇤� = @⌦, donc @E \ @⌦ = @⌦, i.e.
@⌦ ✓ @E . Comme les adhérences ⌦ et E sont des convexes compacts d’intérieur non
vide de Rn, elles sont égales à l’enveloppe convexe de leur bord. On a donc l’inclusion
⌦ ✓ E . Supposons que cette inclusion soit stricte. Dans ce cas, on peut choisir y 2 ⌦ et
z 2 E\⌦. On note ! l’intersection du segment [y, z] avec le bord @⌦. Alors ! 2 E car
[y, z] ⇢ E par convexité, et ! 2 @⌦. Ceci contredit l’égalité @E \ @⌦ = @⌦. On conclut
donc que les convexes ⌦ et E sont égaux.
(= Si ⌦ ⇢ RPn�1 est un ellipsoïde, il est de la forme P(q < 0), où q est une

forme quadratique de signature (1, n � 1). Soit � un élément de �, alors � préserve
⌦ = P(q < 0). Montrons que � 2 SO(q).
On choisit une base B = (e1, . . . , en) de Rn dans laquelle la forme quadratique q est de
la forme q = x21 + . . .+ x2n�1 � x2n. Il existe des réels ↵ij (pour 1  i, j  n) tels que la
forme q � � s’écrive

P

ij ↵ijxixj . On définit le polynôme P = q � � � ↵11q, il est de la
forme

P (x) = x1R(x2, . . . , xn) + T (x2, . . . , xn)

où R et T sont des polynômes homogènes en n� 1 variables réelles. On va montrer que
P est nul sur Rn.
Soit W l’ensemble des w 2 Rn tels qu’il existe une droite affine D(w) passant par w,
qui intersecte l’axe Re1 en un point et la conique {q = 0} en deux points. Cet ensemble
W contient l’ouvert {w 2 Rn | q(w) < 0}. En effet, si q(w) < 0, en choisissant un point
v de l’axe Re1 suffisamment loin de l’origine, alors la droite affine passant par v et w

intersecte la conique {q = 0} en exactement deux points. Soit w 2 W , on note v le
point d’intersection de D(w) et de l’axe Re1. Alors d = w � v est un vecteur directeur
de D(w) et une paramétrisation de cette droite affine est donnée par

D(w) = {v + td | t 2 R}

On définit la fonction réelle f(t) = P (v + td). Elle vérifie f(0) = 0 car v 2 Re1
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et P (v) = 0 d’après la forme de P donnée ci-dessus. De plus, comme � préserve la
quadrique {q = 0}, P s’annule aux deux points d’intersections de D(w) avec {q = 0}.
Donc il existe t1 6= t2 2 R⇤ tels que f(t1) = f(t2) = 0. En notant Bq la forme bilinéaire
associée à q, on peut écrire

f(t) = q(�v + t�d)� q(v + td)

= t2 [q(�d)� q(d)] + 2t [Bq(�v, �d)�Bq(v, d)] + [q(�e1)� q(d)]

On constate que f est un polynôme du second degré à trois racines distinctes 0, t1, t2,
donc f ⌘ 0, et ainsi P|D(w) ⌘ 0. Or l’ensemble W contient l’ouvert {q < 0}, donc le
polynôme P est nul sur cet ouvert. D’où finalement P ⌘ 0, i.e. q � � = ↵11q. Comme �
est un élément de SLn(R), on a de plus que ↵11 = 1. On a donc montré que � < SO(q),
i.e. que � est conjugué à un sous-groupe de SO1,n�1(R).
Pour conclure que �

z est conjugué à SO1,n�1(R), on applique le lemme 2.4 pour obtenir
que � est irréductible, puis le lemme 2.5 pour conclure.

Lemme 2.4 ([Mar12a], lemme 5.3, p.29) Soit � un sous-groupe de SO1,n�1(R). Si �
n’est pas irréductible, alors l’ensemble limite de � est inclus dans un hyperplan de @H.

Lemme 2.5 ([BdlH04], proposition 1, p.1359) Tout sous-groupe discret et irréductible
de SO1,n�1(R) est Zariski-dense dans SO1,n�1(R).

2.2 Sous-groupe engendré par deux groupes paraboliques

maximaux

Soient �\⌦ est une variété projective strictement convexe de volume fini et p, p0 2 @⌦
deux points cuspidaux distincts. On étudie l’adhérence de Zariski du groupe < �p,�p0 >

engendré par les deux groupes paraboliques maximaux �p et �p0 .

Proposition 2.6 Soit �\⌦ est une variété projective strictement convexe de volume
fini. Soient p, p0 2 @⌦ deux points cuspidaux distincts. On note respectivement hp et h0p
les algèbres de Lie de �p

z et �p0
z. Pour tous x, y,� 2 Rn�2, on note �(x) et ⇠(�, y) les

matrices

�(x) =

0

B

@

0

tx 0

. . . x

0 0

1

C

A

et ⇠(�, y) =

0

B

B

B

B

B

B

B

@

0 . . . . . . . . . 0

�1y1
. . . ...

... . . . ...

�n�2yn�2
. . . ...

0 ��1
1 y1 . . . ��1

n�2yn�2 0

1

C

C

C

C

C

C

C

A

Alors il existe une base eB de Rn dans laquelle les éléments de hp sont de la forme �(x)
et les éléments de h

0
p sont de la forme ⇠(�, y).
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De plus, si tous les coefficients �i valent 1, alors < �p,�p0 >
z est conjugué à SO1,n�1(R) ;

sinon on a < �p,�p0 >
z

= SLn(R).

Algèbre de Lie de �p
z Soient p 2 @⌦ un point cuspidal et �p < � le groupe

parabolique maximal associé, on note W = �p
z. Afin de démontrer la proposition 2.6,

on va montrer que l’algèbre de Lie de W , notée hp, est l’ensemble

hp =

8

>

<

>

:

0

B

@

0

tu 0

. . . u

0 0

1

C

A

où u 2 Rn�2

9

>

=

>

;

(2.1)

Ce resultat est expliqué au début de la preuve du théorème 9.1 de [CLT15a].
L’hypothèse de récurrence qu’ils démontrent est la suivante : (pour n = dimW =

dim @⌦)

Il existe des coordonnées paraboliques pour ⌦ centrées en p telles que @⌦
est le graphe de la fonction convexe f : U ! R, u 7! <u,u>

2 , où U =

(Rn, < ., . >), et les éléments de W sont définis sur toute la carte affine et
de la forme Su : �e1 + x 7! x+ u+ < u, x > e1 + <u,u>

2 e1 + �e1 paramétrés
par u 2 U . Chaque Su est alors la restriction d’une unique transformation
projective.

Pour montrer que les éléments de hp sont de la forme (2.1) avec nos notations, il faut
remplacer n par n� 2 dans cette hypothèse de récurrence.

On fixe une base B = (e1, . . . , en) de Rn telle que A = {v 2 Rn | vn = 1} ' Rn�1

soit une bonne carte affine pour ⌦.
Les éléments Su sont paramétrés par u 2 U = Vect(e2, . . . , en�1) ' Rn�2 et sont définis
sur Re1 � U par

8v = �e1 + x 2 Re1 � U, Su(v) = x+ u+ < u, x > e1 +
< u, u >

2

e1 + �e1 2 Re1 � U

Les Su induisent des applications affines Tu sur la carte affine A

8
 

v

1

!

=

0

B

@

�

x

1

1

C

A

2 A, Tu

 

v

1

!

=

 

Su(v)

1

!

Ce qui donne en écriture matricielle (dans la base B) :

[Tu]B =

0

B

@

1

tu <u,u>
2

In�2 u

0 1

1

C

A

22
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On a ainsi

W = �p
z
=

8

>

<

>

:

0

B

@

1

tu u2

2

In�2 u

0 1

1

C

A

où u 2 Rn�2

9

>

=

>

;

En passant à l’algèbre de Lie, on obtient finalement la forme (2.1).

Démonstration de la proposition 2.6. Considérons deux points cuspidaux p et p0 de ⌦ et
deux bases B = (e1, . . . , en) et B0

= (e01, . . . , e
0
n) « associées à p et p0 ». Cela signifie que

l’on choisit d’une part e1 = e01 et en = e0n tels que p = Re1, p0 = Ren et que l’on choisit
d’autre part e2, . . . , en�1 appartenant à H l’hyperplan d’appui à ⌦ en p et e02, . . . , e

0
n�1

appartenant à H 0 l’hyperplan d’appui à ⌦ en p0 (voir figure 2.1).
De cette façon, les éléments de hp sont de la forme �(u) dans B et ceux de h

0
p sont de

la forme t�(v) dans B0, pour u, v 2 Rn�2.
Soit B la matrice de passage de (e2, . . . , en�1) à (e02, . . . , e

0
n�1). La décomposition de B en

valeurs singulières s’écrit B = U.D.V , avec U, V 2 O(n� 2) et D = Diag(�1, . . . ,�n�2).
On note

D =

0

B

@

1

D

1

1

C

A

, U =

0

B

@

1

U

1

1

C

A

, V =

0

B

@

1

V

1

1

C

A

et P =

0

B

@

1

B

1

1

C

A

En particulier, P est la matrice de passage de B à B0. Soit eB la base de Rn telle que la
matrice U soit la matrice de passage de B à eB. Alors la matrice de passage de B0 à eB
est

W =

0

B

@

1

tV.D�1

1

1

C

A

Soit �(u) un élément de hp, son écriture dans la base eB est

tU.

0

B

@

0

tu 0

0 u

0 0

1

C

A

.U =

0

B

@

0

tuU 0

0

tUu

0 0

1

C

A

= �(tUu).

Soit t�(v) un élément de h

0
p, son écriture dans la base eB est

W�1.

0

B

@

0 0

v 0

0

tv 0

1

C

A

.W =

0

B

@

0 0

D.V v 0

0

tv tV.D�1
0

1

C

A

= D.t�(Vv).D�1.

Ainsi, dans la base eB, les éléments de hp sont de la forme �(x) et les éléments de h

0
p
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H

p

p0
H 0

⌦

H \H 0

Figure 2.1

sont de la forme ⇠(�, y), avec x, y,� 2 Rn�2.
Les lemmes 2.7 et 2.8 suivants achèvent la preuve de cette proposition.

Lemme 2.7 Avec les notations de la proposition 2.6, si tous les coefficients �i valent
1, alors < �p,�p0 >

z est conjugué à SO1,n�1(R).

Démonstration. On reprend les notations de la démonstration de la proposition 2.6.
On va déterminer l’algèbre de Lie engendrée par hp et hp0 . On se place dans la base
eB. On note (Ei,j)i,j la base canonique de Mn(R) et, pour 1  i  n � 2, on note
ei = t

(0 . . . 1 . . . 0) le vecteur de Rn�2 ayant un 1 en i-ème position. On note également
An�2(R) l’ensemble des matrices antisymétriques réelles de taille n� 2.
Soient

�(v) =

0

B

@

0

tv 0

. . . v

0 0

1

C

A

2 hp et t�(w) =

0

B

@

0 0

w
. . .

0

tw 0

1

C

A

2 hp0

Alors leur commutateur est

⇥

�(v), t�(w)
⇤

=

0

B

@

tvw 0

v tw � w tv

0 �tvw

1

C

A

En sommant on peut obtenir toutes les matrices de la forme A =

0

B

@

↵ 0

A0

0 �↵

1

C

A

où

↵ 2 R et A0 2 An�2(R). En effet, tvw 2 R et toute matrice antisymétrique peut être
obtenue comme somme de v tw � w tv avec v, w 2 Rn�2. Plus précisément, on obtient
tout élément de base Ei,j � Ej,i de A0 2 An�2(R) en choisissant v = ei et w = ej dans
la différence v tw � w tv.
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On peut ensuite calculer les commutateurs [�(v), A] et
⇥

t�(w), A
⇤

:

[�(v), A] =

0

B

@

0

tv(A0 � ↵In�2) 0

... 0 �(A0 � ↵In�2)v

0 . . . 0

1

C

A

2 hp

⇥

t�(w), A
⇤

=

0

B

@

0 . . . 0

(↵In�2 �A0)w 0

...
0

tw(A0 + ↵In�2) 0

1

C

A

2 hp0

Notons g la sous-algèbre de Lie de slnR définie comme suit :

g =

8

>

<

>

:

0

B

@

↵ tv 0

w A0 v

0

tw �↵

1

C

A

↵ 2 R
v, w 2 Rn�2

A0 2 An�2(R)

9

>

=

>

;

Les calculs de [�(v), A] et
⇥

t�(w), A
⇤

ci-dessus montrent que l’algèbre de Lie < hp, hp0 >

est égale à g. En effet, < hp, hp0 >✓ g car hp ✓ g et hp0 ✓ g. Réciproquement, toute
matrice de g peut être obtenue par sommes et commutateurs d’éléments de hp et hp0 .

Dans la base eB, on note Q =

0

B

@

0 1

�In�2

1 0

1

C

A

la matrice d’une forme quadratique de

signature (1, n�1). Alors tout élément X 2< hp, hp0 > vérifie la relation Q.X.Q = �tX,
donc < hp, hp0 >✓ so(Q). De plus, dim(< hp, hp0 >) =

n(n�1)
2 = dim(so(Q)). Ainsi

< hp, hp0 >= so(Q) ' so(1, n� 1).

Lemme 2.8 Avec les notations de la proposition 2.6, si au moins un des coefficients �i
est différent de 1, alors < �p,�p0 >

z

= SLn(R).

Démonstration. On reprend les notations de la démonstration de la proposition 2.6. On
va montrer que l’on peut obtenir une base complète de sln(R) à l’aide de sommes et
commutateurs d’éléments de hp et hp0 . On note (Ei,j)i,j la base canonique de Mn(R) et
Hi,j = Ei,i�Ej,j . Dans ce qui suit, on fabrique progressivement la base {Ei,j | i 6= j}[
{H1,j | 2  j  n} de sln(R).
Quitte à permuter les éléments de la base eB, on peut supposer que �1 6= 1. Pour
1  i  n � 2 on note ei =

t
(0 . . . 1 . . . 0) le vecteur de Rn�2 ayant un 1 en i-ème

position. On note X = �(e1) 2 hp et Y = ⇠(�, e1) 2 hp0 .
Le calcul permet alors d’obtenir les éléments E1,n, En,1, H1,n, puis E1,2, E2,1, En,2,
E2,n, H1,2 :

E1,n =

�1
3(�21 � 1)

[X, [X, [X,Y ]]] , En,1 =

�1
3(�21 � 1)

[Y, [Y, [X,Y ]]] , H1,n = [E1,n, En,1].
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puis

E1,2 =

��1
3(�21 � 1)

✓

[X, [X,Y ]]� �21 � 2

�1
X

◆

, E2,n =

�1
3(�21 � 1)

✓

[X, [X,Y ]] +

2�21 � 1

�1
X

◆

E2,1 =

1

3(�21 � 1)

✓

[Y, [X,Y ]]� �21 � 2

�1
Y

◆

, En,2 =

��21
3(�21 � 1)

✓

[Y, [X,Y ]]� 2�21 � 1

�1
Y

◆

En choisissant X = �(ej�1) et Y = ⇠(�, ej�1), on obtient ensuite les E2,j et Ej,2 pour
tout j � 3 :

E2,j = [E2,1, X] , Ej,2 = [Y,E1,2]

Enfin, on obtient les Ei,j pour tous i, j 6= 2 tels que i 6= j, puis les H1,k pour tout
k � 3 :

Ei,j = [Ei,2, E2,j ] , H1,k = [E1,k, Ek,1]

Toutes ces matrices élémentaires obtenues forment une base de sln(R). Ainsi < hp, hp0 >=

sln(R).

Pour alléger les notations, on note Gp,p0 l’adhérence de Zariski du groupe < �p,�p0 >,
où p, p0 2 @⌦ sont deux points cuspidaux. On appelle ellisphère le bord d’un ellipsoïde.
La démonstration du lemme 9.1 de [CLT15a] souligne l’existence, pour tout point cus-
pidal p, d’une famille d’ellipsoïdes tangents à ⌦ et H en p, où H est l’hyperplan d’appui
de p.
Plus précisément, pour tout point cuspidal p 2 @⌦, il existe une famille Ellp = {Et}t2R
d’ellipsoïdes tangents à ⌦ et H en p. De plus, la famille d’ellisphères @Et privées du
point p est un feuilletage de RPn�1\H dont chaque feuille Et\{p} est invariante par �p

z.

Lemme 2.9 Soient p, p0 2 @⌦ deux points cuspidaux distincts. On note Ellp = {Et}t2R
(respectivement Ellp0 = {E 0

s}s2R) la famille d’ellipsoïdes tangents à ⌦ et H en p (respec-
tivement tangents à ⌦ et H 0 en p0). L’adhérence de Zariski de < �p,�p0 > est conjuguée
à SO1,n�1(R) si et seulement s’il existe des réels t0 et s0 tels que E 0

s0 = Et0 .

Démonstration. =) Si < �p,�p0 >
z est conjugué à SO1,n�1(R), alors < �p,�p0 > pré-

serve un ellipsoïde E = P(q > 0), où q est une forme quadratique non dégénérée de
signature (1, n� 1). En particulier, �p et �p0 préservent E , d’où E 2 Ellp \ Ellp0 .

(= Par hypothèse, il existe un ellisoïde E0 appartenant aux deux familles {Et}t2R
et {E 0

s}s2R. Cet E0 est unique car l’ensemble {@Et\{p}}t2R d’ellisphères épointées est un
feuilletage de RPn�1\H. De plus, �p stabilise tous les @Et et �0

p stabilise tous les @E 0
s. Par

unicité, E0 est donc préservé par < �p,�p0 >. Ainsi, < �p,�p0 > préserve l’ellipsoïde
E0 et < �p,�p0 >

z est un sous-groupe de SO(q), où q est une forme quadratique de
signature (1, n�1) telle que P(q > 0) = E0. On en conclut que < �p,�p0 >

z est conjugué
à SO1,n�1(R) par la proposition 2.6.

26



2.3. Sous-groupe engendré par tous les groupes paraboliques maximaux

⌦

Et

p0

p

E 0
s

Figure 2.2

2.3 Sous-groupe engendré par tous les groupes paraboliques

maximaux

On démontre le théorème principal de ce chapitre ; le théorème suivant est un point
clé de sa démonstration.

Théorème 2.10 Soit �\⌦ une variété projective strictement convexe de volume fini.
Supposons que pour toute paire (p, p0) de points cuspidaux distincts de @⌦ le sous-groupe
< �p,�p0 >

z soit conjugué à SO1,n�1(R). Alors il existe un forme quadratique q de
signature (1, n� 1) telle que �p

z

< SO(q) pour tout point cuspidal p. Dans ce cas, tous
les points cuspidaux appartiennent au bord @E = P(q = 0) de l’ellispoïde E = P(q > 0).
De plus, �z

= SO(q) et ⌦ = E.

Démonstration. Soient p et p0 deux points cuspidaux. Par hypothèse, le sous-groupe
Gp,p0 est conjugué à SO1,n�1(R). Donc il existe une forme quadratique q de signature
(1, n � 1) telle que Gp,p0 = SO(q). Le lemme 2.9 garantit l’existence d’un ellipsoïde
E1 2 Ellp \ Ellp0 tel que E1 = P(q > 0). Soit p00 2 @⌦ un troisième point cuspidal. On
veut montrer que �p00

z

< SO(q) et p00 2 @E1.
Par hypothèse, Gp,p00 et Gp0,p00 sont conjugués à SO1,n�1(R). Ainsi (lemme 2.9) il existe
un ellipsoïde E2 invariant par Gp,p00 et un ellipsoïde E3 invariant par Gp0,p00 tels que

E2 2 Ellp \ Ellp00 et E3 2 Ellp0 \ Ellp00

Alors trois configurations sont envisageables ; seule la première n’entraîne pas de contra-
diction :

— Si p00 2 @E1, alors E2 et E1 sont deux ellispoïdes de Ellp contenant p et p00, donc
E2 = E1 (de même E3 = E1). Ainsi, Gp,p00 = SO(q) et �p00

z

< SO(q).
— Si p00 2 E1, alors E2 ( E1 et E3 ( E1. Dans ce cas, E2 et E3 sont de part et d’autre

de H 00, l’hyperplan d’appui à ⌦ en p00 (figure 2.3). Ceci est impossible car p, p0, p00

sont trois points sur le bord du convexe ⌦.
— Si p00 /2 E1, alors E1 ( E2, d’où p0 2 E2. Dans ce cas, E1 et E3 sont de part et

d’autre de H 0, l’hyperplan d’appui à ⌦ en p0 ; ce qui est à nouveau impossible.
Ainsi, les ellipsoïdes E1, E2, E3 ne sont qu’un seul et même ellipsoïde, noté E , et tout
point cuspidal appartient à @E .
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E3

E1

E2

p p0

p00

H 00

Figure 2.3 – Une configuration impossible

Pour achever la preuve, montrons que �

z

= SO(q) et ⌦ = E . On vient de montrer
l’existence d’une forme quadratique q de signature (1, n � 1) telle que �p

z

< SO(q)

pour tout point cuspidal p. Soient p et p0 deux points cuspidaux, alors < �p,�p0 >
z

=

SO(q) car, par hypothèse, < �p,�p0 >
z est conjugué à SO1,n�1(R). Soit � 2 �, on a

��p��1
= ��p et ��p0��1

= ��p0 . Ainsi, � < �p,�p0 > ��1
=< ��p,��p0 >, d’où

�SO(q)��1
= SO(q) en passant à l’adhérence de Zariski. Ceci signifie que � appartient

au normalisateur de SO(q) dans SLn(R), qui est SO(q) lui-même (lemme 2.11). On
conclut que � = SO(q) et que ⌦ est un ellipsoïde (lemme 2.3).

Lemme 2.11 Soit q une forme quadratique non-dégénérée sur Rn. Alors SO(q) est son
propre normalisateur dans SLn(R), i.e.

NormSLn(R)
�

SO(q)
�

= SO(q)

Pour la démonstration, on applique le lemme suivant :

Lemme 2.12 Soit q une forme quadratique non-dégénérée sur Rn. Alors, pour tout
t 2 R⇤, SO(q) agit transitivement sur l’ensemble de niveau q�1

({t}) ⇢ Rn.

Démonstration. Soient x, y 2 Rn\{0} tels que q(x) = q(y) 6= 0. On définit une isométrie
h : (Rx, q) ! (Ry, q) par h(x) = y. Par théorème de Witt, h se prolonge en une
isométrie ˜h de (Rn, q), i.e. ˜h 2 O(q). Quitte à composer ˜h (à gauche) par un élément de
O(q)\SO(q) qui fixe y, on peut supposer ˜h 2 SO(q).

Démonstration du lemme 2.11. L’inclusion SO(q) ✓ NormSLn(R)
�

SO(q)
�

est évidente,
montrons l’inclusion réciproque.
Soit g 2 NormSLn(R)

�

SO(q)
�

. Alors SO(q�g) = gSO(q)g�1
= SO(q) ; on pose q0 = q�g.

Soit x 2 Rn tel que q0(x)q(x) 6= 0 (x existe car sinon le polynôme q0q est nul sur
Rn). Posons � =

q0(x)
q(x) et t = q(x). Le lemme 2.12 implique que le polynôme q0 � �q

est nul sur l’ensemble de niveau q�1
({t}). Par homogénéité, pour tout ↵ 2 R⇤

+ on a
y 2 q�1

({↵t}) , 1p
↵
y 2 q�1

({t}), donc q0 � �q est nul sur l’ouvert q�1
(R⇤

+t). Par
conséquent, q0 � �q est le polynôme nul, i.e. q0 = �q.
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Ainsi, dans les deux cas, on a q � g = �q avec � 2 R⇤. Or le déterminant de g vaut 1,
donc � = 1. D’où, q � g = q, i.e. g 2 SO(q), ce qui achève la démonstration.

On peut à présent achever la preuve du théorème principal de ce chapitre :

Théorème 2.1 Soit �\⌦ une variété projective strictement convexe de volume fini. Sup-
posons que pour toute paire (p, p0) de points cuspidaux de @⌦ le sous-groupe < �p,�p0 >

ne soit pas Zariski-dense dans SLn(R). Alors l’adhérence de Zariski du groupe � est
conjuguée à SO1,n�1(R).

Démonstration. D’après les lemmes 2.7 et 2.8, pour tous points cuspidaux p et p0, le sous-
groupe < �p,�p0 >

z est conjugué à SO1,n�1(R). Le théorème 2.10 permet de conclure.

La démonstration du corollaire 2.2 est immédiate.

Corollaire 2.2 Soit �\⌦ une variété projective strictement convexe de volume fini.
Alors � est Zariski-dense dans SLn(R) ou bien l’adhérence de Zarisiki de � est conjuguée
au groupe SO1,n�1(R) (i.e. ⌦ est un ellipsoïde).
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Chapitre 3

Fermeture des structures

projectives strictement convexes de

volume fini

Ce chapitre est consacré à l’espace des déformations des structures projectives stric-
tement convexes de volume fini.
On s’intéresse précisément aux représentations fidèles et discrètes ⇢ : � ! SLn(R)
d’un groupe � pour lesquelles il existe un ouvert ⌦⇢ préservé par ⇢(�) tel que le quo-
tient ⇢(�)\⌦⇢ est une variété projective strictement convexe de volume fini. On note
�� ⇢ Hom(�, SLn(R)) l’ensemble de ces représentations.

Le théorème principal obtenu est le suivant :

Théorème 3.1 Soit � un groupe. L’ensemble �� est une partie fermée de Hom(�, SLn(R)).

3.1 Variété des représentations

Fixons un groupe �. Lorsque �� est non vide, cela implique en particulier que ⇢(�)
est sans torsion, de type fini et ne contient pas de sous-groupe distingué nilpotent non
trivial (propositions 3.2, 3.4 et 3.5).

L’ensemble �� est invariant par conjugaison. Pour démontrer notre résultat principal
(théorème 3.1), il s’agit de montrer que �� est un sous-ensemble fermé de la variété des
représentations Hom(�, SLn(R)).

Notation Pour cela on se donne une suite de représentations {⇢k}k2N ⇢ �� qui converge
vers ⇢1 2 Hom(�, SLn(R)). Ainsi, pour tout k 2 N, on dispose d’un ouvert strictement
convexe ⌦k ⇢ RPn�1 qui est ⇢k(�)-invariant et tel que le quotient Mk = ⇢k(�)\⌦k est
une variété projective convexe de volume fini.
Pour alléger les notations, on notera �k = ⇢k(�) pour tout k 2 N et �1 = ⇢1(�).
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Le but est bien-sûr de montrer que la représentation ⇢1 appartient à ��.

3.1.1 Premiers résultats

Proposition 3.2 Si �� est non vide, alors � est un groupe sans torsion.

Démonstration. Supposons que � ait de la torsion. Soit ⇢ 2 ��. Alors ⇢(�) est un
sous-groupe de SLn(R) avec de la torsion et le quotient ⇢(�)\⌦⇢ est une orbivariété
avec un ou plusieurs points singuliers. Ceci contredit que ce quotient est une variété
projective.

Si l’on remplace « variété » par « orbivariété » dans la définition de ��, le groupe �

peut avoir de la torsion, mais le théorème 3.1 reste vrai.

Théorème 3.3 (corollaire au théorème 3.1) Soit � un groupe et soit �orb

� l’ensemble
des représentations ⇢ 2 Hom(�, SLn(R)) fidèles et discrètes telles qu’il existe un ouvert
strictement convexe ⌦⇢ ⇢ RPn�1 préservé par ⇢(�) et sur lequel l’action de ⇢(�) est de
covolume fini. Alors �orb

� est une partie fermée de Hom(�, SLn(R)).

Démonstration. Soit {⇢k}k est une suite de �� qui converge vers une représentation
⇢1 2 Hom(�, SLn(R)). D’après le lemme de Selberg, il existe un sous-groupe �

0 < �

d’indice fini et sans torsion. Les représentations ⇢k|�0 appartiennent à �� et convergent
vers ⇢1|�0 qui appartient aussi à ��0 , d’après le théorème 3.1. Il existe ainsi un ouvert
strictement convexe ⌦1 ⇢ RPn�1, qui est ⇢1(�

0
)-invariant et tel que ⇢1(�

0
)\⌦1 soit

une variété projective strictement convexe de volume fini. Comme �

0 est d’indice fini
dans �, on a l’égalité des ensembles limites ⇤⇢1(�) = ⇤⇢1(�0). Or ⇤⇢1(�0) = @⌦1, donc le
convexe ⌦1 est ⇢1(�)-invariant et le quotient ⇢1(�)\⌦1 est une orbivariété projective
strictement convexe. Son volume est fini car on a la surjection ⇢1(�

0
)\⌦1 ⇣ ⇢1(�)\⌦1

qui est une isométrie locale.

Proposition 3.4 Si �� est non vide, alors � est de présentation finie. Pour tout ⇢ 2 ��,
la variété M⇢ = ⇢(�)\⌦⇢ possède un nombre fini de pointes.

Démonstration. Soit ⇢ 2 ��. Alors la partie épaisse de M⇢, notée M "
⇢ , est une variété

compacte (théorème 1.4). Si M "
⇢ a du bord, elle a un nombre fini de composantes de

bord, par compacité. Or, dans la décomposition fine-épaisse (paragraphe 1.4.1), chaque
pointe correspond à une composante de bord de M "

⇢ et chaque tube correspond à deux
composantes de bord. Ainsi la variété M⇢ possède un nombre fini de pointes et de tubes.
On note N⇢ la partie non cuspidale de M⇢ (paragraphe 1.4.1). C’est la réunion de la
partie épaisse et des éventuels tubes de M⇢. Comme il y a un nombre fini de tubes et
que chaque tube est compact, la variété N⇢ est compacte. Ainsi le groupe fondamental
⇡1(N⇢) est de présentation finie, par compacité (voir, par exemple, [Hat02], corollaire
A.12, p.529). Si M⇢ n’a pas de pointe, alors M⇢ = N⇢ et on conclut. Sinon, on a tout
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de même ⇡1(M⇢) = ⇡1(N⇢) car N⇢ est un rétracte par déformation de M⇢ (chaque
composante de bord de N⇢ provient d’une pointe de M⇢).

Proposition 3.5 Si �� est non vide, alors � ne contient pas de sous-groupe distingué
nilpotent non trivial.

Démonstration. Soient ⇢ 2 �� et N un sous-groupe distingué nilpotent non-trivial de
�. Alors ⇢(N) est un sous-groupe distingué dans ⇢(�) et élémentaire. En effet, ⇢(N)

est nilpotent donc contient un élément central non-trivial ⌘ 2 ⇢(N). Comme ⌦⇢ est
strictement convexe, ⌘ fixe un ou deux points de @⌦. Comme ⌘ est central, tout élément
� 2 N fixe ou échange ces points fixes. Ainsi il existe un sous-groupe N0 d’indice 1 ou
2 dans ⇢(N) qui fixe un de ces points fixes x de ⌘ ; N0 est donc élémentaire. Pour tout
� 2 ⇢(N) non-trivial, il existe k � 1 tel que �k 2 N0 et donc �kx = x. Or � n’est pas
elliptique car ⇢(�) est sans torsion, donc � est soit parabolique, soit hyperbolique. Alors
� et �k ont les mêmes points fixes, donc �x = x et ainsi ⇢(N) est élémentaire.
Or ⇢(N) est distingué, donc les groupes ⇢(N) et ⇢(�) ont même ensemble limite. En
effet, ⇤⇢(N) est inclus dans ⇤⇢(�) et est ⇢(�)-invariant car, pour tout � 2 ⇢(�), on a
�⇤⇢(N) = ⇤�⇢(N)��1 = ⇤⇢(N). Or ⇤⇢(�) est le plus petit fermé ⇢(�)-invariant, donc
⇤⇢(N) = ⇤⇢(�).
Un groupe étant élémentaire si et seulement si son ensemble limite est fini, on déduit de
cela que ⇢(�) est aussi élémentaire. Ceci est en contradiction avec la finitude du volume
du quotient ⇢(�)\⌦⇢ (voir faits page 14).

3.2 Représentation limite ⇢1

Proposition 3.6 Soient � un groupe et {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers ⇢1 2
Hom(�, SLn(R)). Alors la représentation limite ⇢1 est fidèle, discrète et irréductible.

3.2.1 Représentation limite fidèle et discrète

On commence par montrer que la représentation ⇢1 est fidèle et discrète (proposition
3.8). On déduit cela du lemme suivant de Goldman et Millson.

Lemme 3.7 ([GM87], lemme 1.1, p.499) Soit � un groupe sans torsion n’admettant
pas de sous-groupe distingué nilpotent non trivial. Soit G un groupe de Lie linéaire.
Alors l’ensemble des représentations fidèles et discrètes de � dans G est un fermé de
Hom(�, G).

Proposition 3.8 Avec les hypothèses de la proposition 3.6, la représentation ⇢1 est
fidèle et discrète.

Démonstration. D’après la proposition 3.5, � n’admet pas de sous-groupe distingué
nilpotent non trivial. On applique le lemme 3.7 avec G = SLn(R).
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3.2.2 Représentation limite irréductible

On montre ensuite que la représentation limite ⇢1 est irréductible (proposition 3.9).
C’est un résultat déterminant pour la suite de notre raisonnement.

Définition Soit G un groupe. On dit qu’une représentation ⇢ : G ! SLn(R) est irré-
ductible si {0} et Rn sont les seuls sous-espaces de Rn laissés stables par ⇢(G).
On dit qu’une représentation ⇢ : G ! SLn(R) est semisimple si elle est somme di-
recte de représentations irréductibles. On appelle alors longueur de ⇢ ce nombre de
représentations irréductibles.

Proposition 3.9 Avec les hypothèses de la proposition 3.6, la représentation ⇢1 est
irréductible.

Plan de la preuve La démonstration de l’irréductibilité de ⇢1 se fait en plusieurs
étapes successives. On commence par se ramener à une représentation semisimple ⇢ss1
(proposition 3.10), On note H = ⇢ss1(�)

z l’adhérence de Zariski de ⇢ss1(�), H0 la com-
posante connexe de l’identité de H et G le groupe dérivé [H0, H0].
On applique la proposition 3.11 au groupe semisimple G et à la représentation ⌧ : G!
SLn(R). On obtient que la représentation ⌧ est irréductible (lemme 3.16) en invoquant
un argument de dimension cohomologique qui permet d’éliminer le cas d’égalité dans la
proposition 3.11. On en déduit l’irréductibilité de ⇢ss1 et donc celle de ⇢1.

La proposition suivante justifie l’existence d’une représentation semisimple ⇢ss1 dans
l’adhérence de la classe de conjugaison de ⇢1 dans SLn(R).

Proposition 3.10 En toute dimension n � 1 et pour toute suite de représentations
⇢i : � ! SLn(R) qui converge vers une représentation ⇢1, il existe une sous-suite
{⇢ip}p2N et une suite {⇢̃p}p2N de conjugués de ⇢ip dans SLn(R) qui converge vers une
représentation semisimple ⇢̃1.
De plus, si la représentation ⇢1 n’est pas irréductible, alors ⇢̃1 ne l’est pas non plus.

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur n � 1. Si n = 1, alors ⇢1
est irréductible et il suffit de choisir ⇢̃i = ⇢i pour tout k 2 N et ⇢̃1 = ⇢1.
Supposons que le résultat est vrai pour toute dimension d  n�1 et montrons le résultat
au rang n. Soit donc une suite ⇢i : � ! SLn(R) qui converge vers une représentation
⇢1. Si ⇢1 est irréductible, il suffit de choisir ⇢̃i = ⇢i pour tout i 2 N et ⇢̃1 = ⇢1.
Sinon, soit V1 un sous-espace stable pour ⇢1 de dimension 1  d  n � 1 tel que ⇢11,
la restriction de ⇢1 à V1, soit irréductible. Alors, pour tout � 2 �, la matrice ⇢1(�)

s’écrit par blocs
d ����! n�d ����!

⇢1(�) =

 

⇢11(�) c1(�)

0 ⇢21(�)

!
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Comme � est de type fini (proposition 3.4), on se donne une famille génératrice (�1, . . . , �N ).
On choisit de plus une métrique dSLn(R) sur SLn(R). On va montrer que, quitte à conju-
guer, la suite des ⇢i converge vers une représentation ⇢]1, où

⇢]1(�) =

 

⇢11(�) 0

0 ⇢21(�)

!

pour tout � 2 �

Pour tout p � 1, il existe tp > 0 tel que, pour tout générateur �, on a

dSLn(R)
�

⇢]1(�), gtp⇢1(�)g�1
tp

�

<
1

p

avec

gtp =

 

tp Id 0

0 In�d

!

(tp)
� d

n 2 SLn(R)

Par ailleurs, ⇢k converge vers ⇢1, donc il existe un rang ip, tel que, pour tout i � ip et
pour tout générateur � de �, on a

dSLn(R)
�

gtp⇢1(�)g�1
tp , gtp⇢i(�)g

�1
tp

�

<
1

p

En posant ⇢]p = gtp⇢ipg
�1
tp pour tout p, on obtient que ⇢]p ! ⇢]1.

Si la sous-représentation ⇢21 est irréductible, alors ⇢]1 est semisimple et on choisit
⇢̃i = ⇢]i pour tout i 2 N et ⇢̃1 = ⇢]1. Sinon, on applique l’hypothèse de récurrence à la
suite constante églale à ⇢21 : � ! SLn�d(R), i.e. il existe une suite de représentations
⇢̃2i : �! SLn�d(R) conjuguées à ⇢21 dans SLn(R) qui converge vers une représentation
semisimple ⇢̃21. On note ⇢̃2i = ki⇢21k�1

i ces conjugués, avec ki 2 SLn�d(R) pour tout
i 2 N ; on note également, pour tout i 2 N,

hi =

 

Id 0

0 ki

!

2 SLn(R) et ⇢̃1 =

 

⇢11 0

0 ⇢̃21

!

Alors la suite des conjugués ⇢̃p = (hpgp) ⇢ip (hpgp)
�1 converge vers ⇢̃1 qui est semi-

simple. De plus, cette construction implique que ⇢̃1 n’est pas irréductible dès lors que
⇢1 n’est pas irréductible.

Définition On dit que g 2 GLn(R) est positivement semiproximal si son rayon spectral
�1(g) est valeur propre de g.
Une représentation ⇢ d’un groupe G dans GLn(R) est dite positivement �-semiproximale,
avec � un sous-groupe de G, si tout � 2 � a une image ⇢(�) qui est positivement semi-
proximale.

Définition ([Ser71], 1.2 et 1.8) Soient G un groupe de Lie réel et � un sous-groupe
discret de G. On appelle dimension cohomologique de � et on note cd(�) la borne
supérieure des entiers q tels que Hq

(�,M) 6= 0 pour au moins un �-module M .
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On appelle dimension cohomologique virtuelle de � et on note vcd(�) la borne inférieure
des cd(�0

) parmi les sous-groupes �

0 < � d’indice fini.

Remarque ([Ser71], p.99) – Soit � un groupe discret comme ci-dessus.
i) On a vcd(�) = 0 si et seulement si � est fini.
ii) Si �0 est un sous-groupe de �, on a vcd(�0

)  vcd(�) et il y a égalité si l’indice
[�

0
: �] est fini.

iii) Si � est sans torsion, on a vcd(�) = cd(�). Par contre, si � a de la torsion, on
a cd(�) =1, alors que vcd(�) peut être fini.

Proposition 3.11 ([Ben05], proposition 6.4, p.28) Soient G un groupe semisimple
connexe et � un sous-groupe discret, de type fini et Zariski dense de G. Soient (V, ⇢) une
représentation réelle de G de noyau fini et t la longueur de V . On décompose (V, ⇢) en
une somme directe de représentations irréductibles : V = V1� . . .�Vt, ⇢ = ⇢1� . . .�⇢t.
On suppose que ⇢ est positivement �-semiproximale.
Alors on a l’inégalité vcd(�)  dimV � t.
Le cas d’égalité se produit si et seulement si � préserve un produit ⌦1⇥. . .⇥⌦t d’ouverts
proprement convexes ⌦i de P(Vi) et le quotient �\(⌦1 ⇥ . . .⇥ ⌦t) est compact.

L’objectif est d’appliquer cette proposition 3.11 au groupe G = [H0, H0], où H =

⇢ss1(�)

z, à � un sous-groupe bien choisi de ⇢ss1(�) (lemme 3.13), ainsi qu’à la représen-
tation ⌧ : G ,! SLn(R)

Lemme 3.12 Avec les notations précédentes, le groupe G contient un sous-groupe P '
Zn�2.

Démonstration. Le groupe H est réductif car la représentation ⇢ss1 est semisimple. On
peut donc décomposer H0 en un presque produit H0 = GZ, où G est le sous-groupe
semisimple défini ci-dessus et Z est le centre de H0.
Choisissons ⇧ un sous-groupe cuspidal de � (voir définition en 3.4.1) et notons P =

⇢ss1(⇧). Pour tout � 2 ⇧, l’élément ⇢ss1(�) est unipotent (i.e. (⇢ss1(�) � id)n = 0) car,
pour tout k 2 N, ⇢ssk (�) est unipotent et cette propriété passe à la limite. Pour montrer
que P est un sous-groupe de G, il suffit de montrer que U = ⇢ss1(< � >)

z est un sous-
groupe de G pour tout � 2 ⇧.
U est un sous-groupe unipotent abélien connexe de H. On note prZ la projection

prZ : U ! H0/G ' Z/(Z \G)

Alors prZ(U) est un sous-groupe unipotent et distingué de Z car Z/(Z \G) est abélien.
Il est donc trivial car le radical unipotent de Z est trivial (car H est réductif et donc
son centre aussi). On a montré que U < G.

Lemme 3.13 Avec les notations précédentes, il existe un sous-groupe discret � de type
fini et Zariski dense de G tel que

Zn�2 < � < G \ ⇢ss1(�)
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Démonstration. Le groupe G \ ⇢ss1(�) est discret donc dénombrable. Pour tout i 2 N,
on note Bi la boule ouverte de Mn(R) centrée en 0 et de rayon i. On définit alors, pour
tout i 2 N, les fermés de Zariski

Fi = Bi \G \ ⇢ss1(�)

z

< G

Les Fi forment une suite croissante (pour l’inclusion) de fermés de SLn(R) pour la topo-
logie de Zariski. Or, SLn(R) est un espace topologique noetherien pour cette topologie,
donc la suite des Fi est stationnaire, i.e. il existe un rang i0 tel que, pour tout i � i0,
on ait Fi = Fi0 . En particulier, tout élément g 2 G \ ⇢ss1(�) appartient à Fi0 , donc
G \ ⇢ss1(�) ✓ Fi0 . Mais G \ ⇢ss1(�)

z

= G et Fi0 < G, donc Fi0 = G. On note � le
sous-groupe

� = hBi0 \G \ ⇢ss1(�), P i

où P ' Zn�2 est le sous-groupe du lemme précédent. On vient de montrer que � est
Zariski dense dans G. De plus, � contient ⇢ss1(⇧) ' Zn�2 et � est discret et de type
fini par construction, donc il satisfait aux conditions de l’énoncé.

Lemme 3.14 Avec les notations précédentes, la représentation ⌧ : G ,! SLn(R) est
positivement �-semiproximale.

Démonstration. Pour tout k, le groupe ⇢ssk (�) préserve le cône ouvert proprement convexe
C(⌦k) de Rn. D’après le lemme 3.15 ci-dessous, tous les éléments de ⇢ssk (�) sont posi-
tivement semiproximaux (pour tout k). Par passage à la limite, il en est de même des
éléments de ⇢ss1(�) et donc des éléments de �, car être positivement semiproximal est
une condition fermée.

Lemme 3.15 ([Ben05], lemme 3.2, p.11) Soit � un sous-semigroupe de GL(V ) qui
préserve un cône ouvert proprement convexe C de V . Alors tout élément de � est posi-
tivement semiproximal.

Lemme 3.16 Avec les notations précédentes, la représentation ⌧ : G ,! SLn(R) est
irréductible.

Démonstration. On peut appliquer la proposition 3.11 de Benoist à G, � et ⌧ . On en
déduit l’inégalité vcd(�)  n�t. Par construction, � contient un sous-groupe isomorphe
à Zn�2, donc vcd(�) � n� 2 et ainsi 1  t  2. Si t = 2, on est dans le cas d’égalité de
la proposition 3.11. Ce qui est impossible car le revêtement Zn�2\� est infini. En effet,
Zn�2z

= Rn�2 et �

z

= G est semisimple. Finalement t = 1 et ⌧ est irréductible.

L’irréductibilité de ⌧ : G ,! SLn(R) entraîne l’irréductibilité du groupe G. Ainsi, Rn

est un G-module simple et donc aussi un �-module simple. On en déduit l’irréductibilité
de ⇢ss1, ce qui démontre le théorème.
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3.3 Existence d’un convexe limite

On montre ici qu’il existe un ouvert projectif proprement convexe laissé invariant
par le groupe ⇢1(�).

Théorème 3.17 Soient � un groupe et {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers
⇢1 2 Hom(�, SLn(R)). Il existe un ouvert proprement convexe (non vide) de RPn�1,
noté ⌦1, qui est préservé par le groupe �1 = ⇢1(�).

On montrera dans la partie 3.5 que le quotient �1\⌦1 est de volume fini, puis dans
la partie 3.6 que ⌦1 est strictement convexe.

3.3.1 Distance de Hausdorff

Définition (cf. figure 3.1) Soient (E, d) un espace métrique et X,Y ⇢ E des parties
non vides de E. Leur distance de Hausdorff, notée dH , est définie par

dH(X,Y ) = max

(

sup

x2X
inf

y2Y
d(x, y) ; sup

y2Y
inf

x2X
d(x, y)

)

De façon équivalente,

dH(X,Y ) = inf {" > 0|X ✓ Y", Y ✓ X"}

avec
X" :=

[

x2X
{z 2 E|d(z, x)  "} = {z 2 E|d(z,X)  "}

Remarque – En général, dH(X,Y ) = " n’implique pas que X ✓ Y" et Y ✓ X". Un
contre-exemple classique est E = R, d = |..|, X = { 1

n |n 2 N⇤} et Y = {�1
n |n 2 N⇤}.

La proposition suivante est classique.

Proposition 3.18 On note F (E) l’ensemble des compacts non vides de E. Alors

i) dH définit une métrique sur F (E) ;

ii) si (E, d) est complet, alors (F (E), dH) est complet ;

iii) si (E, d) est compact, alors (F (E), dH) est compact ;

iv) la topologie de F (E) ne dépend que de celle de E (et pas de la métrique d).

3.3.2 Parties convexes de la sphère

Distance sur Sn�1
: Soit < ., . > un produit-scalaire sur Rn. On note Sn�1 l’en-

semble des demi-droites de Rn passant par l’origine. On peut plonger Sn�1 dans Rn en
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3.3. Existence d’un convexe limite

Figure 3.1 – Distance de Hausdorff

l’identifiant naturellement à l’ensemble des vecteurs de Rn de norme 1. On définit, pour
tous x, y 2 Sn�1

dS(x, y) = Arccos (< x, y >)

dS définit alors une distance sur la sphère Sn�1.

On note ⇡ : Sn�1 ! RPn�1 le revêtement à deux feuillets de RPn�1. Pour tout
k, l’ouvert ⌦k est proprement convexe, donc l’ouvert ⇡�1

(⌦k) a deux composantes
connexes, chacune étant difféomorphe à ⌦k, dont l’adhérence est contenue dans un hé-
misphère de Sn�1. Pour tout k, on choisit une de ces deux composantes et on la note
également ⌦k ⇢ Sn�1. Alors, pour tout k, l’adhérence ⌦k est un compact convexe de
Sn�1.

On munit l’ensemble F (Sn�1
) des compacts non vides de (Sn�1, dS) de la métrique

de Hausdorff dH . Alors
�

F (Sn�1
), dH

�

est compact et l’ensemble des convexes fermés
de Sn�1 est un sous-espace fermé de F (Sn�1

). Quitte à extraire, on peut donc supposer
que la suite des ⌦k converge vers un convexe fermé non vide K1.

3.3.3 Convexe limite ⌦1

Lemme 3.19 Soient � un groupe et {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers ⇢1 2
Hom(�, SLn(R)). Soit {⌦k}k2N une suite d’ouverts proprement convexes de RPn�1 tels
que, pour tout k 2 N, ⌦k est préservé par ⇢k(�) et tels que la suite des ⌦k converge vers
un convexe fermé non vide K1. Alors K1 est �1-invariant.

Démonstration. ([CG93], lemme 1, p.659) Soient  2 K1 et � 2 � quelconques, mon-
trons que ⇢1(�) 2 K1.
Soit " > 0. La suite (⇢k(�))k converge uniformément vers ⇢1(�) sur Sn�1, donc il existe
un rang k1 tel que, pour tout k � k1, dS

�

⇢1(�)x, ⇢k(�)x
�

< " pour tout x 2 Sn�1.
En fait, la suite (⇢k(�))k est uniformément C-lipschitzienne à partir d’un certain rang
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k2. C’est-à-dire que, pour tous k � k2 et x, y 2 Sn�1, dS
�

⇢k(�)x, ⇢k(�)y
�

 CdS(x, y).
Ajoutons que K1 est la limite de Hausdorff des ⌦k. Donc il existe une suite xk 2 ⌦k

qui converge vers . Autrement dit, il existe un rang k3 tel que, pour tout k � k3,
dS(, xk) <

"
C .

Ainsi, pour tout k � max(k1, k2, k3), on a

dS
�

⇢1(�), ⇢k(�)xk
�

 dS
�

⇢1(�), ⇢k(�)
�

+ dS
�

⇢k(�), ⇢k(�)xk
�

 "+ C
"

C
= 2"

Ainsi ⇢1(�) est la limite des ⇢k(�)xk 2 ⌦k, donc ⇢1(�) 2 K1.

Lemme 3.20 Soient � un groupe et {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers ⇢1 2
Hom(�, SLn(R)). Soit {⌦k}k2N une suite d’ouverts proprement convexes de RPn�1 tels
que, pour tout k 2 N, ⌦k est préservé par ⇢k(�) et tels que la suite des fermés ⌦k

converge vers un convexe fermé non vide K1. Alors K1 est d’intérieur non vide et
proprement convexe.

Démonstration. Commençons par montrer que K1 est d’intérieur non vide. On a vu
que K1 est préservé par �1. Donc le sous-espace vectoriel Vect(C(K1)) engendré par
le cône de K1 est un sous-espace (de dimension au moins 1) qui est également préservé
par �1. Or ⇢1 est irréductible (proposition 3.6), donc Vect(C(K1)) est l’espace Rn

tout entier. En particulier, comme K1 est convexe, K1 est d’intérieur non vide.
Supposons que K1 ne soit pas proprement convexe. Alors K1 est tout de même inclus
dans un hémisphère fermé de Sn�1, noté dS, car c’est une limite de fermés ⌦k proprement
convexes. De plus, K1 contient deux points antipodaux x et�x, et donc C(K1) contient
la droite vectorielle D = Rx. La présence de points antipodaux implique que le cône
dual C⇤

(K1) est vide car '(�x) = �'(x) pour tout ' 2 (Rn
)

⇤. Étudions plutôt le cône
dual fermé

C⇤
(K1) = {' 2 (Rn

)

⇤ | 8v 2 K1, '(v) � 0}

Pour tout ' 2 C⇤
(K1), on a '(x) = '(�x) = 0. Ceci montre que C⇤

(K1) est inclus
dans le sous-espace D? de (Rn

)

⇤, où

D?
= {' 2 (Rn

)

⇤|8x 2 D,'(x) = 0}

Ainsi
dimVect(C⇤

(K1))  dimD?
= n� 1

et dimVect(C⇤
(K1)) � 1 car C⇤

(K1) ◆ C⇤
(dS) 6= ;. De plus, le cône dual C⇤

(K1) est
préservé par le groupe transposé t

�1, donc le sous-espace Vect(C⇤
(K1)) l’est aussi. Or

la représentation transposée t⇢1 est irréductible car ⇢1 est irréductible. Contradiction.

Fin de la démonstration du théorème 3.17. On définit ⌦1 comme l’intérieur de K1.
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D’après les lemmes 3.19 et 3.20, c’est un ouvert proprement convexe non vide qui est
préservé par �1, ce qui démontre le théorème 3.17.
Dans toute la suite, on notera M1 le quotient �1\⌦1.

3.4 Pointes de la variété limite

On montre dans cette partie que les pointes de M1 sont hyperboliques.

Proposition 3.21 Soit n � 4 et soient � un groupe et ⇧ < � un sous-groupe isomorphe
à Zn�2. Soit {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers ⇢1 2 Hom(�, SLn(R)). Alors
le groupe ⇢1(⇧) est conjugué dans SLn(R) à un sous-groupe de SO1,n�1(R).

3.4.1 Sous-groupes cuspidaux

Soient ⇢ 2 �� et M⇢ = ⇢(�)\⌦⇢ la variété projective strictement convexe de volume
fini associée. Si M⇢ n’est pas compacte, alors elle possède un nombre fini de pointes
(proposition 3.4). On a vu dans le paragraphe 1.4.3 que les pointes de M⇢ sont de la
forme P\H, où H est une horoboule de ⌦⇢ basée en un point parabolique p 2 @⌦⇢ et
P < ⇢(�) un sous-groupe parabolique maximal.
Comme les représentations ⇢ 2 �� sont fidèles, la topologie des variétés M⇢ ne dépend
que du groupe �.

Définition On appelle groupe cuspidal un sous-groupe ⇧ < � tel que, pour toute
⇢ 2 ��, ⇢(⇧) soit un sous-groupe parabolique maximal de ⇢(�) correspondant à une
pointe de M⇢.
De façon équivalente, lorsque n � 4, un groupe cuspidal est un sous-groupe ⇧ < �

isomorphe à Zn�2 et maximal pour cette propriété.

Notation Pour un groupe � fixé, on note F(�) l’ensemble des groupes cuspidaux de
�.
On note r = r(�) le cardinal fini de l’ensemble F(�)/�. Lorsque n � 4, r est aussi égal
au nombre de pointes que possèdent les variétés M⇢, pour ⇢ 2 ��.

À chaque pointe Pi (1  i  r) de M⇢ correspond (à conjugaison près) un unique
groupe cuspidal noté ⇧i 2 F(�). En choisissant de plus une horoboule Hi incluse dans
⌦"(⇢(⇧i)), on peut écrire une horopointe associée à Pi sous la forme ⇢(⇧i)\Hi.

Dans toute la suite, on fixe une famille finie de groupes cuspidaux {⇧i}1ir de �,
de sorte que chaque ⇧i soit un représentant d’une classe de conjugaison de F(�).
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3.4.2 Pointes hyperboliques

On note � 2 Hom
�

Rn�2, SLn(R)
�

la représentation définie par

� : Rn�2 �! SLn(R)

u 7�!

0

B

@

1

tu |u|2
2

In�2 u

0 1

1

C

A

�

où |u|2 = tuu
�

Soit ⇧ un sous-groupe cuspidal de � (voir paragraphe 3.4.1). Pour tout k, le sous-
groupe ⇢k(⇧) de �k est un groupe parabolique maximal associé à une pointe de la
variété Mk = �k\⌦k.
La démonstration du lemme 9.1 de [CLT15a] décrit explicitement les éléments de ⇢k(⇧).
Elle nous dit que, dans une base adaptée, les éléments de ⇢k(⇧) sont de la forme �(u),
pour u 2 Zn�2. Dans la suite on identifie ⇧ à Zn�2.

Fixons une base de Rn. Pour tout u 2 ⇧ ' Zn�2, les éléments ⇢k(u) sont des
conjugués Ak �(u)A

�1
k de �(u) par une matrice de changement de base Ak. On peut

décomposer Ak en un produit Ak = Ok Tk, où Ok est orthogonale et Tk triangulaire
par blocs. Par compacité, on peut supposer que les Ok convergent ; comme ⇢k converge,
on peut supposer que ⇢k(u) = Tk �(u)T

�1
k , quitte à conjuguer par O�1

k . De plus, quitte
à multiplier par un multiple de l’identité, on peut « normaliser » les matrices Tk. Pour
tout k, les matrices Tk triangulaires par blocs sont alors notées

Tk =

0

B

@

↵k
twk �k
Ak vk

0 1

1

C

A

Avec ces notations, le produit ⇢k(u) = Tk �(u)T
�1
k s’écrit

⇢k(u) =

0

B

@

1 ↵k
tuA�1

k
t
�

wk � ↵kA
�1
k vk

�

u+ ↵k
|u|2
2

In�2 Ak u

0 1

1

C

A

Plusieurs simplifications sont possibles ; pour tout k 2 N :
— on peut supposer �k = 0 car Tk �(u)T

�1
k est indépendant de �k ;

— on peut supposer vk = 0 quitte à remplacer wk par wk � ↵kA
�1
k vk.

On obtient alors

⇢k(u) =

0

B

@

1 ↵k
tuA�1

k
twku+ ↵k

|u|2
2

In�2 Ak u

0 1

1

C

A
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Or, pour tout u, ⇢k(u) converge vers ⇢1(u). On a donc

⇢1(u) =

0

B

@

1

tuA0
tuw1 + ↵1

|u|2
2

In�2 A1 u

0 1

1

C

A

(3.1)

où A0, A1,↵1, w1 sont les limites respectives de ↵kA
�1
k , Ak,↵k, wk.

En particulier, on a A1A0 = A0A1 = ↵1In�2.

Remarque – Le terme twku � ↵k
|u|2
2 de ⇢k(u) est un « polynôme en u », notons-le

Pk(u). Ce terme converge pour tout u, en particulier Pk(u)+Pk(�u) = ↵k|u|2 converge
pour tout u. On en déduit que ↵k converge (vers ↵1) et donc que wk converge (vers
w1).

Lemme 3.22 Avec ces notations, la limite ↵1 de la suite ↵k est non nulle.

Démonstration. Supposons que ↵1 = 0, on va aboutir à une contradiction en invoquant
le fait que ⌦1 est proprement convexe (lemme 3.20). On se place dans la carte affine

A =

�

[x] 2 RPn�1
�

�xn 6= 0

 

' {x 2 Rn|xn = 1}

Soit x =

0

B

@

a

y

1

1

C

A

un point de A\⌦1 (avec a 2 R et y 2 Rn�2) et Wx l’orbite de x sous

l’action de ⇢1(Zn�2
). Les ⇢1(u) sont alors des translations et les éléments de Wx sont

de la forme

⇢1(u)

0

B

@

a

y

1

1

C

A

=

0

B

@

a+

t
(A0y + w1)u

y +A1u

1

1

C

A

De plus, l’enveloppe convexe Conv(Wx) ⇢ A \ ⌦1 est égale à l’orbite ⇢1(Rn�2
)x car

l’application  x définie par

 x : Rn�2 �! A ' Rn�1

u 7�!

0

B

@

a+

t
(A0y + w1)u

y +A1u

1

1

C

A

est affine, donc

Conv (Wx) = Conv
�

 x(Zn�2
))

�

=  x

�

Conv(Zn�2
)

�

=  x

�

Rn�2
�

= ⇢1
�

Rn�2
�

x

Or ⇢1(Rn�2
)x est un sous-espace affine de A, donc A \ ⌦1 contient une droite affine,

sauf si Wx = {x}. Comme ⌦1 est proprement convexe, on a Wx = {x} pour tout
x 2 A \ ⌦1. D’où ⇢1(Zn�2

) = {id}, ce qui est impossible par injectivité de ⇢1.

43



Chapitre 3. Fermeture des structures projectives strictement convexes de volume fini

Lemme 3.23 Il existe une forme quadratique q1 de signature (1, n�1) telle que ⇢1(⇧)

est un sous-groupe de SO(q1).

Démonstration. On a vu précédemment (lemme 3.20) que ⌦1 est un ouvert proprement
convexe en raison de l’irréductibilité de ⇢1. Ainsi le lemme 3.22 implique que ↵1 6= 0.
En particulier, on a A1 2 GLn�2(R) car A1A0 = A0A1 = ↵1In�2.
L’égalité 3.1 donne la forme des éléments ⇢1(u). Par le calcul, on vérifie que ⇢1(u) 2
SO(Q1), où Q1 est la matrice symétrique de signature (1, n� 1) donnée par

Q1 =

tT�1
1

0

B

@

0 0 1

0 �In�2 0

1 0 0

1

C

A

T�1
1 et T1 = lim

k!1
Tk

Proposition 3.24 Les pointes de M1 associées aux groupes ⇢1(⇧i) sont des pointes
hyperboliques (pour 1  i  r).

Démonstration. C’est la conséquence de l’étude de cette section. Les pointes de Mk sont
données par la famille de sous-groupes paraboliques {⇢k(⇧i)}1ir. Les pointes de M1
qui proviennent des pointes de Mk sont donc données par la famille de sous-groupes
{⇢1(⇧i)}1ir. Le lemme 3.23 permet de conclure.

3.5 Finitude du volume de la variété limite

Théorème 3.25 Soient � un groupe et {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers
⇢1 2 Hom(�, SLn(R)). Il existe un ouvert proprement convexe (non vide) de RPn�1,
noté ⌦1, qui est préservé par le groupe �1 = ⇢1(�) et tel que le quotient M1 =

�1\⌦1 soit une variété projective proprement convexe de volume fini.

L’existence d’un convexe limite �1-invariant est donnée par le théorème 3.17, il
reste à montrer que le quotient M1 est de volume fini.

Dans cette partie, on travaillera avec des horopointes plutôt qu’avec des pointes.
On veut y montrer que la variété limite M1 est de volume fini, i.e. que sa partie
non cuspidale est compacte et que ses pointes P sont de volume fini. Or, pour toute
horopointe P = P\H ✓ P, la partie P\P de P est compacte, donc il suffit de montrer
que M1 privée des horopointes est compacte et que toute horopointe est de volume fini.

Plan de la preuve : Pour tout k, on note Nk la variété compacte à bord obtenue
en retirant à Mk des horopointes P

(k)
1 , . . . ,P(k)

r associées respectivement à ses pointes
P(k)
1 , . . . ,P(k)

r . Une telle variété Nk étant compacte, on applique la proposition 3.28 à son
double Nk

d qui est une variété fermée. On en déduit que les dimensions cohomologiques
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3.5. Finitude du volume de la variété limite

de ⇡1(Nk
d
) et ⇡1(N1

d
) valent n � 1 (lemmes 3.29 et 3.30). On note ensuite N1 la

variété à bord obtenue en retirant à M1 des horopointes associées aux pointes qui sont
des limites de pointes de Mk. Pour montrer que N1 est compacte (lemme 3.31), on
applique la proposition 3.28 au double N1

d de N1. On conclut que M1 est de volume
fini car elle est la réunion d’une partie compacte N1 et d’un nombre fini de pointes
hyperboliques de volume fini (lemme 3.32).

Définition Soit ⇡ un groupe et m � 1 un entier. Un espace V est un espace d’Eilenberg-
MacLane de type K(⇡,m) si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

i) V est connexe non-vide ;

ii) son m-ième groupe d’homotopie ⇡m(V ) est isomorphe à ⇡ ;

iii) tous ses autres groupes d’homotopie sont triviaux.

Si m = 1, les conditions i) et iii) équivalent à dire que le revêtement universel ˜V de V

est contractile.

On ne considèrera ici que des espaces K(⇡, 1).

Notation On reprend la notation ⇧1, . . . ,⇧r des groupes cuspidaux introduite au pa-
ragraphe 3.4.1. On note, pour tout k, P(k)

1 , . . . ,P(k)
r les pointes de Mk. On note, pour

tout 1  i  r, P(k)
i une horopointe associée à P(k)

i , i.e. il existe une horoboule H(k)
i de

⌦k préservée par ⇢k(⇧i) telle que

P

(k)
i = ⇢k(⇧i)\H(k)

i ✓ P(k)
i

On note alors Nk la variété obtenue en retirant à Mk ces horopointes P

(k)
i :

Nk = Mk\
 

r
G

i=1

P

(k)
i

!

C’est une variété à bord de dimension n� 1 ayant r composantes de bord. De plus, Nk

est compacte car la variété Mk est de volume fini.

Notation On note P1
1 , . . . ,P1

r les pointes de M1 qui sont associées aux groupes
⇢1(⇧1), . . . , ⇢1(⇧r) respectivement. On note, pour tout 1  i  r, P1

i une horopointe
associée à P1

i , i.e. il existe une horoboule H1
i de ⌦1 préservée par ⇢1(⇧i) telle que

P

1
i = ⇢1(⇧i)\H1

i ✓ P1
i

On note alors N1 la variété obtenue en retirant à M1 ces horopointes P

1
i :

N1 = M1\
 

r
G

i=1

P

1
i

!

Lemme 3.26 Pour tout k 2 N[{1}, le revêtement universel ˜Nk de Nk est contractile.
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Démonstration. Soit k 2 N [ {1}. ⌦k est le revêtement universel de Mk. Les pointes
de Mk étant disjointes, le revêtement universel de Nk s’identifie à

˜Nk = ⌦k\
 

r
G

i=1

�k.H(k)
i

!

Comme ⌦k est contractile, il suffit pour conclure de trouver une rétraction R : ⌦k ! ˜Nk.
Pour cela, rappelons qu’une horoboule H s’identifie au produit @H⇥R⇤

+ via l’application
suivante :

@H⇥ R⇤
+ �! H

(m, t) 7�! rpm(t)

où p est le centre de l’horoboule H et rpm est le rayon géodésique issu de m et d’extrémité
p. Cette identification est équivariante par rapport aux sous-groupes paraboliques de
�k qui préservent H.
On définit une rétraction R : ⌦k ! ˜Nk comme suit, pour tout x 2 ⌦k :

— si x 2 ˜Nk, on pose R(x) = x ;
— sinon x 2

Fr
i=1 �k.H(k)

i , i.e. il existe i et � 2 �k tels que x 2 �.H(k)
i et x = � rpm(t)

avec (m, t) 2 @H(k)
i ⇥ R⇤

+, on pose alors R(x) = � rpm(0) 2 @ ˜Nk.
Cette application R est continue.

Lemme 3.27 Avec les mêmes hypothèses, les composantes de bord de ˜Nk sont contrac-
tiles.

Démonstration. Les composantes de bord de ˜Nk apparaissent en retirant des horoboules
H ' @H⇥R⇤

+ ' Rn�2⇥R⇤
+ à ⌦k. Ainsi ces composantes de bord sont toutes des Rn�2,

donc sont contractiles.

Les lemmes 3.26 et 3.27 permettent d’appliquer le théorème A.1 en annexe à la
variété à bord Nk. Ce théorème nous permet de construire Nk, une variété contractile
qui est le revêtement universel de Nk

d, le double de Nk.

Théorème A.1 Soit N une n-variété à bord ayant un nombre fini de composantes de
bord. On sait construire une n-variété N qui est le revêtement universel de N

d.
De plus, si on suppose que le revêtement universel ˜N de N est contractile et que les
composantes de bord de ˜N sont contractiles, alors N est une variété contractile.

Proposition 3.28 ([Bro82], proposition 8.1(a), p.210) Soit V une variété de dimension
d (avec ou sans bord) qui est un espace K(⇡, 1). Alors cd(⇡)  d.
De plus, cd(⇡) = d si et seulement si V est compact sans bord.

Lemme 3.29 Pour tout k, la dimension cohomologique de ⇡1(Nk
d
) vaut n� 1.

Démonstration. On veut appliquer le cas d’égalité de la proposition 3.28 pour V = Nk
d.

La variété sans bord Nk
d est un K(⇡1(Nk

d
), 1) de dimension n� 1 car son revêtement

46



3.5. Finitude du volume de la variété limite

universel Nk est contractile. De plus, elle est compacte car elle provient de la variété
Mk de volume fini à laquelle on a retiré ses pointes.

Théorème A.2 Soit N une n-variété à bord ayant un nombre fini de composantes de
bord. On note C = ⇡0(@ ˜N) et on définit le groupe ⌃ =

⌦

{�⇤}⇤2C | �2⇤ = 1

↵

. On note ⌃d

le sous-groupe d’indice deux de ⌃ engendré par les éléments de la forme �⇤�⇤0 , pour
tous ⇤,⇤0 2 C.
Alors le groupe fondamental de N

d est isomorphe au produit semi-direct ⌃do� ⇡1N , où
� est l’action de ⇡1N sur ⌃d induite par l’action naturelle de ⇡1N sur C.

Lemme 3.30 La dimension cohomologique de ⇡1(N1
d
) vaut n� 1.

Démonstration. On sait que cd(⇡1(Nk
d
)) = n � 1 pour tout k 2 N (lemme 3.29). En

fait, les groupes fondamentaux ⇡1(Nk
d
) et ⇡1(N1

d
) ne dépendent que du groupe � et de

sa famille de sous-groupes cuspidaux F(�). Ainsi, pour tout k 2 N, ⇡1(Nk
d
) ' ⇡1(N1

d
)

et on conclut, d’après le lemme 3.29, que vcd(⇡1(N1
d
)) = n� 1.

On a en effet une bijection entre l’ensemble C des composantes de bord de ˜Nk et la famille
F(�). Explicitement, à ⇧ 2 F(�), on associe l’unique composante de bord de ˜Nk qui
est préservée par ⇧ ; réciproquement, on associe à ⇤ 2 ⇡0(@ ˜Nk) le groupe Stab�(⇤).
Le théorème A.2 implique que le groupe fondamental ⇡1(Nk

d
) ne dépend que de C '

F(�) et de ⇡1Nk ' �

⇡1(Nk
d
) ' ⌃d o� ⇡1(Nk)

Lemme 3.31 La variété à bord N1 est compacte.

Démonstration. Il suffit de montrer que son double N1
d est compact. Pour cela on

applique le cas d’égalité de la proposition 3.28 à V = N1
d. Le lemme 3.26 permet

d’affirmer que N1
d est un K(⇡1(N1

d
), 1) et le lemme 3.30 montre que cd(⇡1(N1

d
)) =

n� 1 = dim(Nk
d
).

Lemme 3.32 Les horopointes P

1
i (retirées à M1 pour obtenir N1) sont de volume

fini.

Démonstration. C’est le corollaire 7.16 de [CM14]. On en rappelle la preuve pour la
commodité du lecteur.
Soit P = P\H une telle horopointe de M1 et soit P la pointe associée à P. On va
montrer que P est de volume fini. On a vu à la proposition 3.24 que P est une pointe
hyperbolique. En particulier, il existe un ellipsoïde E1 préservé par P , tangent à @⌦ en
p (point fixé par P ) et inclus dans l’horoboule H. Quitte à choisir l’horoboule H plus
petite, on peut se donner une horoboule H1 de E1 centrée en p et contenant H (voir
figure 3.2). On a donc l’inclusion P\H ✓ P\H1 et l’inégalité vol⌦  volE1 . D’où

vol⌦ (P\H)  volE1 (P\H1) < +1
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Tp@⌦

p

E1

H1

H

⌦

Figure 3.2 – Horopointe associée à une pointe hyperbolique

3.6 Stricte convexité du convexe limite

Théorème 3.33 Soient � un groupe et {⇢k}k2N une suite de �� qui converge vers ⇢1 2
Hom(�, SLn(R)). Il existe un ouvert strictement convexe et à bord C1 de RPn�1, noté
⌦1, qui est préservé par le groupe �1 = ⇢1(�) et tel que le quotient M1 = �1\⌦1
soit une variété projective strictement convexe de volume fini.

L’existence d’un ouvert limite ⌦1 proprement convexe et �1-invariant est donnée
par le théorème 3.17. Le fait que le quotient �1\⌦1 soit de volume fini est donné par
le théorème 3.25. Il reste à montrer que l’ouvert ⌦1 est strictement convexe.

On définit ci-dessous la notion de « groupe relativement hyperbolique », introduite
par Gromov dans [Gro87]. Les deux définitions suivantes sont dûes à Bowditch [Bow12].

Définition Soit X un espace de longueur qui est complet, localement compact et hy-
perbolique. Soit G un groupe qui agit sur X par isométries.
On dit que y 2 @X est un point limite conique s’il existe un point x 2 X et une suite
(gi)i2N d’éléments de G tels que gix! y et les points gix restent à distance bornée du
rayon géodésique issu de x et d’extrémité y.
On dit que p 2 @X est un point parabolique borné si p est le point fixe d’un sous-groupe
parabolique de G et le quotient StabG(p)\(@X\p) est compact.

Définition Soient G un groupe et G une famille de sous-groupes infinis de type fini.
On dit que G est hyperbolique relativement à G si les quatre propriétés suivantes sont
vérifiées :
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3.6. Stricte convexité du convexe limite

(i) Il existe un espace de longueur X sur lequel G agit proprement discontinument
par isométries.

(ii) X est complet, localement compact et hyperbolique.

(iii) Tout point du bord de X est soit un point limite conique, soit un point parabolique
borné.

(iv) Les éléments de G sont précisément les stabilisateurs StabG(p) d’un point parabo-
lique borné.

Le théorème suivant de Cooper, Long et Tillmann permet de montrer que l’ouvert
⌦1 est strictement convexe et que @⌦1 est de classe C1 (proposition 3.35).

Théorème 3.34 ([CLT15a], théorème 11.6, p.248) Soit M = �0\⌦ une variété projec-
tive convexe (complète) de volume fini. On note F(�0) la famille des sous-groupes

F(�0) =
�

�(⇡1c)�
�1 | c 2 ⇡0(@N), � 2 �0

 

Si M est difféomorphe à l’intérieur d’une variété compacte N et si l’holonomie de
chaque composante de bord de N est parabolique, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) (⌦, d⌦) est �-hyperbolique ;

(ii) ⌦ est strictement convexe ;

(iii) �0 est hyperbolique relativement à la famille F(�0) ;

(iv) @⌦ est de classe C1.

Proposition 3.35 L’ouvert ⌦1 est strictement convexe et son bord est de classe C1.

Démonstration. Les variétés projectives strictement convexes Mk = �k\⌦k sont de vo-
lume fini, donc elles vérifient les hypothèses du théorème 3.34. Ainsi, comme les ⌦k sont
strictement convexes, on obtient que ⇡1Mk est hyperbolique relativement à la collec-
tion de sous-groupes paraboliques maximaux {⇢k(⇧1), . . . , ⇢k(⇧r)}, où {⇧1, . . . ,⇧r} =

F(�)/� est l’ensemble des représentants des classes de conjugaison des groupes cuspi-
daux.
Comme � ' ⇡1Mk, on peut s’affranchir des indices k et affirmer que le groupe � est
hyperbolique relativement à la collection de sous-groupes {⇧1, . . . ,⇧r}. En passant à la
représentation ⇢1, on obtient que ⇡1M1 est aussi relativement hyperbolique. Comme
M1 est de volume fini (théorème 3.25), elle vérifie aussi les hypothèses du théorème
3.34. On peut conclure que ⌦1 est strictement convexe.
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Annexe A

Double d’une variété à bord

L’objectif de cette annexe est de démontrer les théorèmes A.1 et A.2 ci-dessous.
Il s’agit de deux résultats concernant le double d’une variété à bord. On construit,
sous certaines hypothèses, le revêtement universel de ce double ainsi que son groupe
fondamental.

Soit N une variété à bord ayant un nombre fini de composantes de bord. On note
@ ˜N le bord de ˜N et C l’ensemble des composantes connexes de @ ˜N .

Définition Le double de N , noté N
d, est construit en collant deux copies de N le long

de leur bord :

N
d
= (N ⇥ {0}) [h (N ⇥ {1}) où h : @N ! @N est l’application identité.

Fait Le double N
d d’une variété à bord N peut aussi être obtenu en prenant le bord

de la variété N ⇥ [0, 1]. De cette façon, on voit que N
d est une variété sans bord.

Notation On définit le groupe

⌃ =

⌦

{�⇤}⇤2C | �2⇤ = 1

↵

On note G le graphe de Cayley de ⌃ par rapport à la partie génératrice {�⇤}⇤2C .
Ce graphe G est un arbre dont toutes les arêtes sont indexées par un élément ⇤ de
C. Plus précisément, pour tout sommet s fixé, cette indexation des arêtes définit une
bijection entre l’ensemble des voisins de s et l’ensemble C.
On note S l’ensemble des sommets de G, A l’ensemble des arêtes de G et ⇡ la projection
A! C.
Pour tous s, s0 deux sommets voisins de S, on note [s, s0] 2 A l’arête de G qui relie ces
deux sommets.
On choisit comme sommet de référence s0 2 S celui qui correspond à l’élément neutre
de ⌃.
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⇤1

⇤2

⇤3

Figure A.1 – Arbre G pour C = {⇤1,⇤2,⇤3}

Définition On définit ensuite une relation ⇠ sur ˜N ⇥ S comme suit :
pour tous (m, s), (m0, s0) 2 ˜N ⇥ S,

(m, s) ⇠ (m0, s0),

(

m = m0 appartient à une même composante de bord ⇤

[s, s0] 2 A et ⇡([s, s0]) = ⇤

ou bien (m, s) = (m0, s0)

Lemme A.0 La relation ⇠ est une relation d’équivalence sur ˜N ⇥ S et les classes
d’équivalence sont compactes.

Démonstration. La réflexivité et la symétrie sont évidentes par définition (car les arêtes
de G ne sont pas orientées). Soient (m, s), (m0, s0), (m00, s00) 2 ˜N ⇥ S tels que (m, s) ⇠
(m0, s0) et (m0, s0) ⇠ (m00, s00). Si (m, s) = (m0, s0) ou (m0, s0) = (m00, s00), la transitivité
est évidente. Sinon m = m0

= m00 appartiennent à une même composante de bord ⇤ et
⇡([s, s0]) = ⇤ = ⇡([s0, s00]). Donc [s, s0] et [s0, s00] sont deux arêtes de G indexées par le
même élément ⇤ de C. Cela n’est possible que si [s, s0] = [s0, s00] et donc s = s00. Ainsi
(m, s) ⇠ (m00, s00) et la relation est transitive.
Les classes d’équivalence sont composées de un ou deux points, donc elles sont com-
pactes.

Notation On note N le quotient de ˜N ⇥ S par ⇠ muni de la topologie quotient. Il est
obtenu en recollant une infinité de copies de ˜N le long de leurs composantes de bord.
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Dans la suite, on montrera que N est un revêtement de Nd. Pour cela, on partitionne
l’ensemble S des sommets de G en deux parties S0 et S1, où S0 (respectivement S1) est
l’ensemble des sommets à distance paire (respectivement impaire) du sommet s0. On
note p :

˜N ! N est le revêtement universel de N et on définit l’application

pN : N = (

˜N ⇥ S)/ ⇠ �! N
d
= (N ⇥ {0}) [@N (N ⇥ {1})

(m, s) 7�!
(

(p(m), 0) si s 2 S0

(p(m), 1) si s 2 S1

On peut à présent énoncer les deux principaux théorèmes de cette annexe. Leurs
démonstrations font l’objet des sections A.1 et A.2 respectivement.

Théorème A.1 Soit N une n-variété à bord ayant un nombre fini de composantes de
bord.
Avec les notations précédentes, N est une n-variété sans bord et pN est le revêtement
universel de N

d.
De plus, si on suppose que le revêtement universel ˜N est contractile et que les compo-
santes de bord de ˜N sont contractiles, alors N est une variété contractile.

Théorème A.2 On note ⌃d le sous-groupe d’indice deux de ⌃ engendré par les éléments
de la forme �⇤�⇤0 , pour tous ⇤,⇤0 2 C.
Le groupe fondamental de N

d est isomorphe au produit semi-direct Gd = ⌃d o� ⇡1N ,
où � est l’action de ⇡1N sur ⌃d induite par l’action de ⇡1N sur C.

A.1 Revêtement du double

Proposition A.3 L’ensemble quotient N = (

˜N ⇥ S)/ ⇠ possède une structure de
variété sans bord.

Démonstration. On note q :

˜N ⇥ S ! N l’application de passage au quotient.
Soit A = {(Ui,'i)} un atlas de la variété à bord ˜N . Les Ui sont des ouverts de ˜N et les
'i : Ui ! Vi des homéomorphismes, où les Vi = 'i(Ui) sont des ouverts du demi-espace
Rn
+ = {x 2 Rn | x1 � 0}. On note @Rn

+ = {x 2 Rn | x1 = 0} le bord de Rn
+. On

partitionne les indices i en deux sous-ensembles :

I = {i | Vi \ @Rn
+ = ;} et J = {j | Vj \ @Rn

+ 6= ;}

Avec ces notations le bord de ˜N s’écrit

@ ˜N = {x 2 ˜N | 9j 2 J : x 2 Uj , 'j(x) = (0, x2, . . . , xn)}

=

[

j2J
'�1
j (Vj \ @Rn

+)
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On va construire explicitement un atlas pour N = (

˜N ⇥ S)/ ⇠, comme illustré sur la
figure A.2b.
Pour tout i 2 I et pour tout s 2 S on pose

U s
i = q(Ui ⇥ {s}) ⇢ N et 's

i : U s
i �! V s

i = Vi

(m, s) 7�! 'i(m)

Les U s
i sont des ouverts de N car les Ui sont des ouverts de ˜N et S est discret. En fait les

U s
i sont homéomorphes aux ouverts Ui. Les applications 's

i sont des homéomorphismes.
Pour tout j 2 J et pour tout s 2 S on pose

U s
j = q(Uj ⇥ {s} [ Uj ⇥ {s0})

où s0 2 S est l’unique sommet tel que ⇡([s, s0]) = ⇤ avec Uj \ ⇤ 6= ;. On a alors égalité
entre U s

j et U s0
j . On pose de plus

's
j : U s

j �! V s
j = Vj [ ⇣1(Vj)

(m, s00) 7�!
(

'j(m) si s00 = s

⇣1('j(m)) si s00 = s0

où ⇣1 : Rn ! Rn est la réflexion (x1, x2, . . . , xn) 7! (�x1, x2, . . . , xn). En particulier,
avec ces notations, on a V s

j = V s0
j et 's0

j = ⇣1 � 's
j .

Les U s
j sont des ouverts car Uj⇥{s} et Uj⇥{s0} sont des ouverts de ˜N ⇥S. Les 's

j sont
bien définies car lorsque (m, s) ⇠ (m, s0), on a m 2 @ ˜N et 'j(m) = (0,m2, . . . ,mn) =

⇣1('j(m)).
Donnons ensuite les applications de changement de cartes. Soient s, s0 2 S et i, j 2 I[J
tels que U s

i \ U s0
j 6= ;. Alors soit s = s0, soit les sommets s et s0 sont voisins ; dans les

deux cas on peut supposer que s = s0 car, si j 2 J , on a U s
j = U s0

j . L’application de
changement de carte

's
j � ('s

i )
�1

: 's
i (U

s
i \ U s

j ) �! 's
j(U

s
i \ U s

j )

est alors égale à 'j � ('i)
�1. Finalement, l’ensemble {(U s

i ,'
s
i ) | i 2 I [ J, s 2 S} est un

atlas pour N .
De plus, la variété N est sans bord car tout point a un voisinage homéomorphe à un
ouvert de Rn.

On montre à présent que N est un revêtement de N
d. Pour cela, on partitionne

l’ensemble S des sommets de G en deux parties S0 et S1, où S0 (respectivement S1) est
l’ensemble des sommets à distance paire (respectivement impaire) du sommet s0. On
rappelle également que le double N

d est construit en collant deux copies de N le long
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˜N
⇤

Ui

Uj

Vj

Vi

Rn
+

Rn
+

'j

'i

(a) Atlas de

˜N

˜N ⇥ {s0}˜N ⇥ {s}
⇤⇥ {s} ⇤⇥ {s0}

q
U s
i

U s
j

U s0
i

(b) Recollement des cartes

Figure A.2 – Construction d’un atlas pour N

du bord : Nd
= N ⇥ {0} [@N N ⇥ {1}. On définit l’application

p⇥ :

˜N ⇥ S �! N
d

(m, s) 7�!
(

(p(m), 0) si s 2 S0

(p(m), 1) si s 2 S1

où p :

˜N ! N est le revêtement universel de N .

Lemme A.4 L’application p⇥ passe au quotient et induit une unique application pN :

N ! N
d.

Démonstration. Soient (m, s), (m0, s0) dans ˜N ⇥S tels que (m, s) ⇠ (m0, s0), en particu-
lier m = m0 appartient à une composante de bord ⇤ ⇢ @ ˜N . Alors p⇥(m, s) = (p(m), ✏)

et p⇥(m0, s0) = (p(m), ✏0) sont un seul et même point de Nd car p(m) 2 @N . Le théorème
de factorisation permet de conclure.

Proposition A.5 L’application pN : N ! N
d est un revêtement de N

d.

Démonstration. Soit x 2 N
d. Si x /2 @N ⇢ N

d, alors x est à l’intérieur de N⇥{0} ou de
N ⇥ {1} dans N

d. Il existe U 3 x un ouvert trivialisant pour le revêtement p :

˜N ! N

et on note
F

iOi = p�1
(U). Alors U est aussi un ouvert trivialisant pour pN car on a

p�1
N (U) =

G

s2S✏

(tiOi ⇥ {s}) où ✏ = 0 si x 2 N ⇥ {0}
✏ = 1 si x 2 N ⇥ {1}

Si x 2 @N ⇢ N
d, alors x appartient à une composante de bord ⇤ ⇢ @N et on peut

choisir un ouvert O de N contenant x. Alors U = (O ⇥ {0}) [ (O ⇥ {1}) ⇢ N
d est un
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N

pN

N
d

⇤

N⇥{0} N⇥{1}

U

Oi

Oi

Oi

Figure A.3 – Revêtement de N
d

ouvert trivialisant pour pN car on a

p�1
N (U) =

[

s2S
(O ⇥ {s})

Proposition A.6 La variété N est simplement connexe.

Démonstration. Soit � : [0, 1] ! N un lacet de N , montrons qu’il est homotope à un
point. La variété N est construite en recollant des copies de ˜N le long de composantes
de bord. Le lacet � étant compact, il intersecte un nombre fini de copies de ˜N dans N ;
on note A la réunion de ces copies. A est une partie connexe par arcs de N qui contient
�. Pour achever la preuve, il suffit de montrer que A est simplement connexe.
Pour cela on montre par récurrence sur r � 1 l’affirmation suivante :

« Soit A une partie connexe de N obtenue comme réunion de r copies voisines
de ˜N dans N . Alors cette partie A est simplement connexe. »

Si r = 1, ⇡1(A) est trivial car A n’est composée que d’une seule copie de ˜N .
Supposons l’affirmation vraie au rang r � 1. Soit A une partie connexe de N obtenue
comme réunion de r + 1 copies voisines de ˜N dans N . Notons A1, . . . , Ar+1 ces copies.
Quitte à renuméroter, on peut supposer que A\A1 est encore connexe par arcs. On note
⇤1 la composante de bord de ˜N qui joint A1 à A2[ . . .[Ar+1. On applique le théorème
de Seifert-van Kampen à A vue comme la réunion de A1 et A2 [ . . . [ Ar+1 le long de
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A1

A2

A3

A4

A5

�

Figure A.4 – Simple connexité de N

⇤1. On obtient
⇡1(A) = ⇡1(A1) ⇤

⇡1(⇤1)
⇡1(A2 [ . . . [Ar+1)

Or ⇡1(A1) et ⇡1(A2[ . . .[Ar+1) sont triviaux par hypothèse de récurrence. Ainsi, ⇡1(A)
est trivial et on a démontré l’affirmation au rang r + 1.

La proposition suivante est une conséquence directe des propositions A.5 et A.6.

Proposition A.7 La variété N est le revêtement universel de N
d.

La dernière proposition de cette section affirme que, sous certaines hypothèses sur
˜N et ses composantes de bord, la variété N est contractile.

Proposition A.8 Si ˜N est contractile et que les composantes de bord de ˜N sont contrac-
tiles, alors N est contractile.

Démonstration. Comme N est un CW-complexe, d’après le théorème de Whitehead
([Hat02], théorème 4.5, p.346), il suffit de vérifier que tous ses groupes d’homotopie
sont triviaux. Soit k � 2, pour montrer que ⇡k(N ) est trivial, on va montrer que toute
application continue f : Sk ! N est homotope à une application constante. L’image
f(Sk) est une partie compacte de N , donc elle intersecte un nombre fini A1, . . . , Ar de
copies de ˜N dans N ; on note A la réunion de ces copies. Pour achever la preuve, il suffit
de montrer que A est contractile.
Pour cela on applique le lemme A.9 à deux copies voisines Ai, Aj pour obtenir que leur
réunion Ai [Aj est contractile (car leur intersection est une composante de bord de ˜N ,
donc est contractile). Puis on applique à nouveau le lemme A.9 de proche en proche
aux autres copies voisines qui composent A.
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Lemme A.9 Soit X = A[B un CW-complexe qui est la réunion de deux sous-complexes
A et B contractiles dont l’intersection A \B est contractile. Alors X est contractile.

Démonstration. B est contractile, donc X/B et X sont homotopiquement équivalents.
L’inclusion A! X envoie A\B dans B, donc induit une injection continue i : A/(A\
B) ,! X/B. Comme X = A [ B, i est une bijection. De plus, i envoie les fermés
sur des fermés, donc i est un homéomorphisme. Par ailleurs, A et A/(A \ B) sont
homotopiquement équivalents car A \ B est contractile. Finalement A/(A \ B) est
contractile (car A l’est) et X aussi par l’homéomorphisme i.

A.2 Groupe fondamental du double

On commence par définir un groupe G, sous-groupe du produit libre ⌃ ⇤ ⇡1N .

Définition On définit le groupe G = ⌃o� ⇡1N comme le produit semi-direct extérieur
de ⌃ par ⇡1N relativement à l’action � : ⇡1N ! Aut(⌃), où cette action � de ⇡1N sur
⌃ est définie par

8� 2 ⇡1N, 8� = �⇤1 . . .�⇤r 2 ⌃, �(�)(�) = ����1
= ��⇤1 . . .��⇤r

En particulier ⌃ est un sous-groupe normal de G et les groupes G/⌃ et ⇡1N sont
isomorphes. De plus, tout élément g 2 G s’écrit de façon unique comme un produit
g = ��, où � 2 ⌃ et � 2 ⇡1N .

Remarque – G est le groupe des mots en � 2 ⇡1N et � 2 ⌃ dans lequel les mots de
la forme ��⇤��1��1

�⇤ sont triviaux ; i.e. pour tous � 2 ⇡1N et �⇤ 2 ⌃ on a les relations
��⇤��1

= ��⇤ dans G.

On définit à présent les actions de G sur les ensembles S, ˜N et N .

Action de G sur S : Tout élément de ⇡1N induit une bijection de C et ⌃ est en
bijection avec S. On a donc des actions naturelles de ⇡1N et ⌃ sur S. On vérifie plus
loin que c’est deux actions induisent une action de G sur S, pour cela décrivons l’action
de ⇡1N . Le sommet s0 est laissé fixe par tous les éléments de ⇡1N . Pour tout autre
sommet s 2 S, il existe un unique chemin injectif dans G allant de s0 à s (car G est un
arbre). Toutes les arêtes de G sont indexées par des éléments de C. On peut dont faire
agir tout � 2 ⇡1N sur les arêtes qui composent le chemin précédent. On obtient alors
un nouveau chemin partant de s0. Le sommet où aboutit ce nouveau chemin est par
définition le sommet image de s sous l’action de �.
On explicite ensuite l’action de ⌃ ; il suffit de définir l’action des �⇤. Pour tout s 2 S,
on note !(s) le mot en ⇤ 2 C représentant le chemin injectif sur G allant de s0 à s. En
fait ! définition une bijection entre l’ensemble des sommets S et l’ensembles des mots
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réduits en ⇤ 2 C. On partitionne S en deux sous-ensembles :

S+
⇤ = {s 2 S | !(s) commence par la lettre ⇤} et S�

⇤ = S\S+
⇤

Pour tout s 2 S+
⇤ , !(s) s’écrit ⇤!0 et on pose !(�⇤s) = !0. Pour tout s 2 S�

⇤ , on pose
!(�⇤s) = ⇤!(s). De cette façon, les involutions �⇤ préservent le graphe G et agissent
comme des « symétries du graphe ».
Vérifions maintenant que ces actions de ⇡1N et ⌃ sont compatibles avec les relations
qui définissent le groupe G. Soient � 2 ⇡1N , ⇤ 2 C, s 2 S fixés, montrons que ��⇤s =

(��⇤��1
)s. On note !(s) = ⇤1⇤2 . . .⇤r. Si dans un premier cas ��1s 2 S+

⇤ , i.e. si
!(��1s) est de la forme ⇤!0, alors !(�⇤��1s) = !0 = (��1

⇤2) . . . (��1
⇤r), et donc

!(��⇤��1s) = ⇤2 . . .⇤r. D’autre part !(��⇤s) = ⇤2 . . .⇤r car �⇤ = ⇤1 par hypothèse.
Si dans un second cas ��1s 2 S�

⇤ , alors !(�⇤��1s) = ⇤(��1
⇤1)(��1

⇤2) . . . (��1
⇤r),

et donc !(��⇤��1s) = (�⇤)⇤1⇤2 . . .⇤r. D’autre part !(��⇤s) = (�⇤)⇤1⇤2 . . .⇤r car
�⇤ 6= ⇤1 par hypothèse.

Action de G sur

˜N : L’action de ⌃ est triviale et ⇡1N agit naturellement sur ˜N .

Action de G sur N : On vient de définir les actions de G sur ˜N et S, donc G agit
sur ˜N ⇥ S. Vérifions que cette action est compatible avec la relation d’équivalence ⇠.
Supposons que (m, s) ⇠ (m0, s0) dans ˜N ⇥ S. Soit (m, s) = (m0, s0) et il n’y a rien à
vérifier, soit m = m0 2 ⇤ et [s, s0] 2 A avec ⇡([s, s0]) = ⇤. Alors, pour tout � 2 ⇡1N ,
on a �m = �m0 2 �⇤ et �[s, s0] = [�s, �s0] 2 A avec ⇡([�s, �s0]) = �⇤ car la projection
⇡ : A! C est ⇡1N -équivariante.
Pour tout � 2 ⌃, on a �m = �m0 2 �⇤ = ⇤ car � agit trivialement sur ˜N . De plus, �
ne modifie pas le marquage des arêtes de G, donc ⇡([�s,�s0]) = ⇤.

Proposition A.10 L’action de ⌃ sur S est simplement transitive.

Démonstration. En fait les ensembles S et ⌃ sont en bijection. À tout s 2 S tel que
!(s) = ⇤1 . . .⇤r on associe l’élément � = �⇤1 . . .�⇤r 2 ⌃ et réciproquement.
Pour montrer que l’action de ⌃ sur S est simplement transitive, il suffit, pour tout
s 2 S, de trouver un unique � 2 ⌃ tel que �s0 = s. Cet unique élément est précisément
� = f(s), en notant f la bijection entre S et ⌃.

On a vu ci-dessus comment le groupe G agit sur la variété N . On étudie maintenant
un sous-groupe Gd de G et on montre qu’il est isomorphe au groupe ⇡1(N

d
).

Définition On pose
⌃d = < �⇤�⇤0 | ⇤,⇤0 2 C >

C’est un sous-groupe d’indice deux de ⌃. Il est en bijection avec {s 2 S | dG(s, s0) 2 2N}
l’ensemble des sommets qui sont à distance paire du sommet de référence s0.
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On définit ensuite Gd = ⌃d o� ⇡1N comme le produit semi-direct extérieur de ⌃d par
⇡1N relativement à l’action � : ⇡1N ! Aut(⌃d) définie par

8� 2 ⇡1N, 8⇤,⇤0 2 C, �(�)(�⇤�⇤0
) = ��⇤��⇤0

Remarque – Gd est un sous-groupe d’indice deux de G. Ses éléments vérifient des
relations similaires à celles du groupe G, à savoir

8� 2 ⇡1N, 8�⇤,�⇤0 2 ⌃ : ��⇤�⇤0��1
= ��⇤��⇤0

La proposition suivante affirme que Gd préserve les fibres du revêtement pN .

Proposition A.11 L’application de revêtement pN : N ! N
d est Gd-invariante.

Démonstration. Comme le groupe Gd préserve les classes d’équivalence de ⇠, il suffit de
montrer que l’application p⇥ :

˜N ⇥S ! N
d est Gd-invariante. Soient (m, s) 2 ˜N ⇥S et

g 2 Gd, on a s 2 S✏ avec ✏ 2 {0, 1}. Alors g(m, s) = (g m, g s) et g s 2 S✏ car la distance
de g s à s0 a la même parité que celle de s à s0. De plus, p(g m) = p(m) car Gd préserve
les fibres du revêtement p :

˜N ! N . Ainsi p⇥(g(m, s)) = (p(m), ✏) = p⇥(m, s).

Proposition A.12 L’action de Gd sur chaque fibre de pN est simplement transitive.

Démonstration. Fixons un point x0 de N
d. Le sous-ensemble p�1

N ({x0}) de N s’écrit
aussi comme le produit cartésien p�1

({x0}) ⇥ S0 ⇢ ˜N ⇥ S si l’on considère x0 comme
un point de N . Or l’action de ⇡1N est simplement transitive sur la fibre p�1

({x0}).
De plus, l’action de ⌃d est simplement transitive sur S0 et triviale sur ˜N , car ⌃ agit
simplement transitivement sur S (cf. proposition A.10).
Soient (x0, s0) et (x, s) dans p�1

({x0})⇥S0. D’après ce qui précède, il existe un unique
� 2 ⇡1N tel que �x0 = x. De plus, il existe un unique � 2 ⌃d tel que �s0 = s. On
pose g = ��, c’est l’unique élément de Gd vérifiant g(x0, s0) = (x, s) (car l’écriture d’un
élément de Gd sous la forme �� est unique).

L’unicité du revêtement universel ainsi que les propositions A.11 et A.12 impliquent
le résultat suivant qui achève la démonstration du théorème A.2.

Proposition A.13 Les groupes Gd et ⇡1(N
d
) sont isomorphes.
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