N
N

N

HAL

open science

Correspondances de Simpson p-adique et modulo p

Daxin Xu

» To cite this version:

Daxin Xu. Correspondances de Simpson p-adique et modulo p. Géométrie algébrique [math.AG].
Université Paris Saclay (COmUE), 2017. Frangais. NNT: 2017SACLS133 . tel-01557497

HAL Id: tel-01557497
https://theses.hal.science/tel-01557497
Submitted on 6 Jul 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01557497
https://hal.archives-ouvertes.fr

S PARIS

° .
°. i Ecole doctorale ,
universite i de mathématiques FACULTE
PARIS-SACLAY i Hadamard (EDMH) DES SCIENCES
NNT : 2017SACLS133 D’ORSAY

THESE DE DOCTORAT
de
L’UNIVERSITE PARIS-SACLAY

Ecole doctorale de mathématiques Hadamard (EDMH, ED 574)

Etablissement d’inscription : Université Paris-Sud

Laboratoire d’accueil : Laboratoire Alexander Grothendieck (ERL 9216 CNRS)

Spécialité de doctorat : Mathématiques fondamentales

Daxin XU

Correspondances de Simpson p-adique et modulo p”

Date de soutenance : 19 juin 2017
Aprés avis des rapporteurs :

ARTHUR OGUS  (UNIVERSITE DE CALIFORNIE A BERKELEY)
TAKESHI TSUJI (UNIVERSITE DE TOKYO)

Jury de soutenance :

CHRISTOPHE BREUIL (UNIVERSITE PARIS-SUD) Président

AHMED ABBES (INSTITUT DES HAUTES ETUDES SCIENTIFIQUES) Directeur de these
OLIVIER BRINON (UNIVERSITE DE BORDEAUX) Invité

MicHEL GROS (UNIVERSITE DE RENNES 1) Examinateur
ARTHUR OGUS (UNIVERSITE DE CALIFORNIE A BERKELEY) Rapporteur
TakesHI TSUJI (UNIVERSITE DE TOKYO) Rapporteur

Fondation mathématique <
IHES )
et e S '
FMJH =5

J'\cmms Hadamard






Titre : Correspondances de Simpson p-adique et modulo p”
Résumé

Cette these est consacrée a deux variantes arithmétiques de la correspondance de Simpson.

Dans la premiére partie, on compare la correspondance de Simpson p-adique a un analogue p-adique de la corre-
spondance de Narasimhan—Seshadri pour les courbes sur des corps p-adiques dit & Deninger et Werner. Narasimhan et
Seshadri ont établi une correspondance entre les fibrés vectoriels stables de degré zéro et les représentations unitaires
irréductibles du groupe fondamental topologique pour une courbe complexe propre et lisse. Soit X une courbe propre
plat p-adique a fibre géométrique générique lisse et connexe. Par transport paralléle, Deninger et Werner ont associé
fonctoriellement & chaque fibré vectoriel sur X dont la réduction est fortement semi-stable de degré 0 une représen-
tation p-adique du groupe fondamental de la fibre géométrique générique de X. Ils se sont posés quelques questions :
leur foncteur est-il pleinement fidele 7 la cohomologie des systéemes locaux fournis par leur foncteur admet-elle une
filtration de Hodge-Tate 7 et enfin, leur construction est-elle compatible avec la correspondance de Simpson p-adique
développée par Faltings ? On répond positivement & ces questions.

La seconde partie est consacrée a la construction d’un relevement de la transformée de Cartier d’Ogus—Vologodsky
modulo p". Soient W l'anneau des vecteurs de Witt d’un corps parfait de caractéristique p > 0, X un schéma formel
lisse sur W, X’ le changement de base de ¥ par ’endomorphisme de Frobenius de W, X5 la réduction modulo p? de X’
et X la fibre spéciale de X. On reléve la transformée de Cartier d’Ogus-Vologodsky définie par X5. Plus précisément,
on construit un foncteur de la catégorie des Ox,-modules de p"-torsion & p-connexion intégrable dans la catégorie des
Ox-modules de p"-torsion & connexion intégrable, chacune étant soumise & des conditions de nilpotence appropriées.
S’il existe un relévement F : X — X’ du morphisme de Frobenius relatif de X, notre foncteur est compatible avec une
construction “locale” de Shiho définie par F'. Comme application de la transformée de Cartier modulo p™, on donne
une nouvelle interprétation des modules de Fontaine relatifs introduits par Faltings et du calcul de leur cohomologie.

Mots-clefs : théorie de Hodge p-adique, cohomologie cristalline, cohomologie p-adique, géométrie al-
gébrique arithmétique.



Title : p-adic and modulo p"” Simpson’s correspondences
Abstract

This thesis is devoted to two arithmetic variants of Simpson’s correspondence.

In the first part, I compare the p-adic Simpson correspondence with a p-adic analogue of the Narasimhan—
Seshadri’s correspondence for curves over p-adic fields due to Deninger and Werner. Narasimhan and Seshadri
established a correspondence between stable bundles of degree zero and irreducible unitary representations of the
topological fundamental group for a complex smooth proper curve. Let X be a p-adic flat proper curve with smooth
and connected geometric generic fiber. Using parallel transport, Deninger and Werner associated functorially to every
vector bundle on X whose reduction is strongly semi-stable of degree 0 a p-adic representation of the fundamental
group of the geometric generic fiber of X. They asked several questions about this functor: Is their functor fully
faithful? Does the cohomology of the local systems produced by this functor admit a Hodge-Tate filtration? Is their
construction compatible with the p-adic Simpson correspondence developed by Faltings? We answer positively these
questions.

The second part is devoted to the construction of a lifting of the Cartier transform of Ogus-Vologodsky modulo
p". Let W be the ring of the Witt vectors of a perfect field of characteristic p, X a smooth formal scheme over W, X’
the base change of ¥ by the Frobenius morphism of W, X% the reduction modulo p® of ¥’ and X the special fiber of X.
We lift the Cartier transform of Ogus-Vologodsky defined by X5 modulo p™. More precisely, we construct a functor
from the category of p™-torsion Ox/-modules with integrable p-connection to the category of p"-torsion ’x-modules
with integrable connection, each subject to suitable nilpotence conditions. If there exists a lifting F' : ¥ — X’ of
the relative Frobenius morphism of X, our functor is compatible with a functor constructed by Shiho from F. As
an application, we give a new interpretation of Faltings’ relative Fontaine modules and of the computation of their
cohomology.

Key-words : p-adic Hodge theory, crystalline cohomology, p-adic cohomology, arithmetic algebraic
geometry.
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Au début des années 90, Simpson [24] a construit des équivalences de catégories entre la catégorie des
représentations linéaires de dimension finie (& valeurs complexes) du groupe fondamental topologique d’une
variété complexe projective et lisse X, celle des fibrés a connexion intégrable sur X et celle des fibrés de
Higgs semi-stables de classes de Chern nulles sur X. Sa théorie est un analogue non-abélien de la théorie de
Hodge.

Récemment, inspiré par ces travaux, Faltings a développé une théorie analogue pour les systémes locaux
p-adiques sur les variétés définies sur des corps p-adiques [12], appelée correspondance de Simpson p-adique.
Simultanément, Ogus et Vologodsky ont établi un analogue de la correspondance de Simpson pour les
modules & connexion intégrable en caractéristique positive [20], appelée transformée de Cartier. Cette these
porte sur ces deux variantes arithmétiques des résultats de Simpson. Dans la premiére partie [I], je compare
la correspondance de Simpson p-adique a un analogue p-adique de la correspondance de Narasimhan et
Seshadri pour les courbes sur des corps p-adiques dii & Deninger et Werner [8]. La seconde partie [II] est
consacrée a la construction d’un relévement de la transformée de Cartier modulo p™.

0.1. Narasimhan et Seshadri [19] ont établi en 1965 une correspondance bijective entre ’ensemble des classes
d’équivalence de représentations unitaires irréductibles du groupe fondamental topologique d’une surface de
Riemann compacte X de genre > 2 et l’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels stables
de degré 0 sur X. Deninger et Werner ont développé récemment un analogue partiel pour les courbes p-
adiques [8)]. Leur construction est basée sur la notion de fibré vectoriel fortement semi-stable sur une courbe
en caractéristique p > 0. Rappelons qu’un fibré vectoriel sur une courbe X propre et lisse sur un corps
algébriquement clos de caractéristique p est dit fortement semi-stable si ses images inverses par toutes les
puissances entieres du Frobenius absolu de X sont semi-stables.

Soient K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0 de corps résiduel une cloture
algébrique d’un corps fini Fp, K une cloture algébrique de K, ¢ le complété p-adique de K. On note O
(resp. Oz, resp. 0) 'anneau de valuation de K (resp. K, resp. €). Soient C' une K-courbe propre et lisse, Z
un point géométrique de C, m1(C,T) le groupe fondamental étale de C en T et cC=cC ®7% €. On dit qu'un
fibré vectoriel F sur C est de Deninger-Werner s'il s’étend en un fibré vectoriel sur un modele semi-stable de

C sur o dont la réduction est fortement semi-stable de degré 0 (8] Definition 6). On note ‘ng la catégorie

de ces fibrés et Repg™ (m1(C, 7)) la catégorie des €-représentations continues p-adiques de 71(C,Z) sur

des €-espaces vectoriels de dimension finie. Par transport parallele, Deninger et Werner ont construit un
foncteur :

(0.1.1) V: %gw — Repy™ (m(C,7)).

Inspirés par le cas complexe, ils ont posé quelques questions concernant ce foncteur :

(i) est-il pleinement fidele ?

(ii) est-il compatible avec la correspondance de Simpson p-adique introduite par Faltings [12] ?

(iii) la cohomologie des systémes locaux fournis par ce foncteur admet-elle une filtration de Hodge-Tate ?
Dans la premiére partie, on répond a ces questions de maniére positive.

0.2. Dans [20], Ogus et Vologodsky ont établi un analogue de la correspondance de Simpson pour les modules
a connexion intégrable en caractéristique positive, ainsi qu’une extension des résultats de Deligne et Illusie
exposés ci-apres au cas de la cohomologie de de Rham avec coefficients.

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, W anneau des vecteurs de Witt sur k, X un schéma
lisse sur k et X’ le changement de base de X par le morphisme de Frobenius de k. On pose Wy = W /p* W
et on désigne par Fx i, : X — X' le morphisme de Frobenius relatif de X. Deligne et Illusie [6] ont démontré
les résultats suivants : _ _ L _ _

(i) s’il existe des Wa-schémas lisses X et X’ et un Wa-morphisme F' : X — X' qui releve F/, alors F'

induit un quasi-isomorphisme :

(0.2.1) Biz0 Vs il—1] = Fx/pa (5 ),

ou 0% /k désigne le complexe de de Rham de X sur k;
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(ii) sion suppose seulement lexistence d’un relévement lisse X’ de X’ sur Wy, alors il existe un isomor-
phisme dans la catégorie dérivée des @x-modules D*(Fx/)

(0.2.2) DL V=] = Fi i (Tep(Q 10 D)),

oll T, désigne le tronqué d’un complexe en degrés < p.

On suppose qu’il existe un relevement lisse X' de X' sur Wy comme dans le cas (ii). Le résultat prin-
cipal d’Ogus—Vologodsky est la construction d’'un foncteur appelé transformée de Cartier, de la catégorie
HIG(X'/k) des modules de Higgs sur X'/k dans la catégorie MIC(X/k) des €'x-modules & connexion inté-
grable relative a k, chacune étant soumise a des conditions de nilpotence appropriées.

La relation entre la correspondance de Simpson p-adique développée par Faltings [12] et la transformée
de Cartier n’est pas encore comprise. La premiere difficulté est de relever la transformée de Cartier modulo
p™. Shiho [23] a construit un relévement “local” de la transformée de Cartier modulo p™ sous I'hypothése
d’existence d’un relévement du morphisme de Frobenius relatif modulo p"*! comme dans le cas (i) ci-dessus.
Dans [21], Oyama a donné une nouvelle construction de la transformée de Cartier d’Ogus—Vologodsky
comme l'image inverse d’un morphisme de topos. Son travail est inspiré par I'approche de Tsuji pour la
correspondance de Simpson p-adique ([2] IV).

Dans la seconde partie de cette these, intitulée Lifting the Cartier transform of Ogus—Vologodsky mod-
ulo p™, on utilise les topos d’Oyama pour “recoller” le foncteur de Shiho et obtenir un relévement de la
transformée de Cartier modulo p™ sous 'hypotheése que X se reléve en un schéma formel lisse sur W. Plus
précisément, soient X un schéma formel lisse sur W, X’ le changement de base de X par le morphisme de
Frobenius de W, X} la réduction modulo p? de X’ et X la fibre spéciale de X. On reléve la transformée
de Cartier d’Ogus—Vologodsky définie par X5. On construit un foncteur de la catégorie des Ox,-modules de
p"-torsion & p-connexion intégrable dans la catégorie des Ox-modules de p™-torsion a connexion intégrable,
chacune étant soumise & des conditions de nilpotence appropriées. S’il existe un relévement F : X — X’ du
morphisme de Frobenius relatif de X, notre foncteur est compatible avec le foncteur de Shiho induit par
F. Comme application de la transformée de Cartier modulo p™, on donne une nouvelle interprétation des
modules de Fontaine relatifs introduits par Faltings [10] et du calcul de leur cohomologie.

1. Transport parallele et correspondance de Simpson p-adique

1.1. Soient K un corps de valuation discrete complet de caractéristique 0 de corps résiduel une cloture
algébrique d’un corps fini F,, K une cloture algébrique de K, € le complété p-adique de K. On note O
(resp. O, resp. o) 'anneaun de valuation de K (resp. K, resp. €). On pose S = Spec(Ox) et on note s (resp.
n) le point fermé (resp. générique) de S et 7 le point géométrique de S associé & K.

Soient X une S-courbe plate et propre a fibre générique lisse et géométriquement connexe et T un point
géométrique de X7. On dit qu’un fibré vectoriel F sur X ®p, o0 est de Deninger- Werner si I'image inverse
de F sur la normalisation de chaque composante irréductible de X, est fortement semi-stable de degré 0. A
un tel fibré F, Deninger et Werner [8] associent une représentation p-adique du groupe fondamental étale
71 (X5, T) définie comme suit.

Pour tout entier n > 1, quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un morphisme propre
¢ : X' — X tel que ¢, soit étale fini, que X’ soit une S-courbe semi-stable et que l'image inverse de
Fn = F/p"F par la réduction modulo p™ de ¢ soit triviale. Le “transport parallele” permet alors de
construire une représentation de 71 (X5, Z) sur la fibre de F,, en T. Par passage a la limite projective, on
obtient une o-représentation continue p-adique de m (X7, 7).

1.2. Soient C une K-courbe propre, lisse et connexe, C=C ®7% € et T un point géométrique de C. On dit
qu’un fibré vectoriel F sur C est de Deninger- Werner si, quitte a remplacer K par une extension finie, il existe
un S-modele propre et plat X de C et un fibré vectoriel de Deninger-Werner F sur X ®o, o de fibre générique
F. On note ‘ng la catégorie de tels fibrés et Repg™™ (1 (C, T)) la catégorie des €-représentations continues
p-adiques de 71 (C,T) sur des C-espaces vectoriels de dimension finie. La construction de Deninger-Werner
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induit alors un foncteur
(1.2.1) V:02Y — Repd™ (m1(C, T)).

Le but de la premiere partie de cette theése est de comparer ce foncteur a la correspondance de Simpson
p-adique et de répondre aux questions de Deninger et Werner énoncées dans (0.1)).

1.3. La construction de Faltings, appelée classiquement correspondance de Simpson p-adique, utilise sa
théorie des extensions presque-étales et prolonge ses travaux en théorie de Hodge p-adique, en particulier
ceux qui concernent la décomposition de Hodge-Tate pour une variété propre et lisse sur un corps p-adique
[9], 11]. L’objet principal d’étude est la notion de représentation généralisée, qui étend celle de représentation
p-adique du groupe fondamental géométrique. Ce sont, en termes simplifiés, des représentations semi-linéaires
p-adiques continues du groupe fondamental géométrique dans des modules sur un certain anneau p-adique
muni d’une action continue du groupe fondamental géométrique. Faltings construit un foncteur de la catégorie
de ces représentations dans la catégories des fibrés de Higgs [12]. Rappelons que si X est un schéma lisse de
type fini sur un corps F, un fibré de Higgs sur X est un couple (M, 6) formé d’un fibré vectoriel M sur X
et d’un morphisme Ox-linéaire § : M — M R4, Q%{/F’ appelé champ de Higgs, tel que 8 A 8 = 0.

1.4. Nous utiliserons la variante développée par Abbes et Gros [2], qui s’applique & une classe de représenta-
tions généralisées vérifiant une condition d’admissibilité a la Fontaine, dites de Dolbeault. Nous introduisons
dans le méme esprit une autre condition d’admissibilité, plus forte que celle de Dolbeault, que nous qualifions
de Weil-Tate. Elle correspond aux fibrés de Higgs a champ de Higgs nul dans la correspondance de Simpson
p-adique.

Par ailleurs, en s’inspirant de la construction de Deninger-Werner, nous associons a certaines représen-

tations généralisées, qualifiées de potentiellement libres de type fini, des représentations continues p-adiques
du groupe fondamental géométrique. Les fibrés vectoriels de Deninger-Werner définissent naturellement des
représentations généralisées potentiellement libres de type fini, et on retrouve ainsi le foncteur de Deninger-
Werner. Les représentations généralisées de Weil-Tate sont aussi potentiellement libres de type fini. Le
principal probléeme est de comparer ces deux sous-catégories. Notre principal résultat est que les représenta-
tions généralisées fournies par les fibrés vectoriels de Deninger-Werner sont de Weil-Tate. Ce résultat nous
permet de répondre aux trois questions posées par Deninger et Werner.
1.5. Pour définir la notion de représentation généralisée, on a besoin du topos de Fualtings. Soit X un S-
schéma de type fini a réduction semi-stable tel que X3 soit connexe. On désigne par E la catégorie des
morphismes de schémas V' — U au-dessus du morphisme canonique X7 — X tels que le morphisme U — X
soit étale et que le morphisme V' — Uy soit fini étale. On équipe E de la topologie co-évanescente engendrée
par les recouvrements {(V; — U;) — (V — U) }ier des deux types suivants :

(v) Ui =U pour tout i € I, et (V; = V);cs est un recouvrement.

(¢) (Ui = U);er est un recouvrement et V; = U; Xy V pour tout i € I.

Le site F ainsi défini est appelé site de Faltings de X. On désigne par E et 'on appelle topos de Faltings de
X, le topos des faisceaux d’ensembles sur FE.

Pour tout schéma Y, on note Et /vy (resp. Etf/y) la catégorie des schémas étales (resp. finis et étales)
au-dessus de Y munie de la topologie étale, et Yy (resp. Yie;) le topos des faisceaux d’ensembles sur Et A%
(resp. Etf/y). Les foncteurs

(1.5.1) Etyx, 2 E Ve (V= X)
(1.5.2) Et)x = E Uw (U; = U)
sont continus et exacts a gauches. Ils définissent donc deux morphismes de topos

(1.5.3) B:E — Xpge,
(1.5.4) c:E — Xg.
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Pour chaque objet (V — U) de E, on note T la cloture intégrale de U = U ®p, O dans V. On
désigne par Z le préfaisceau d’anneaux sur £ défini pour tout (V — U) € Ob(FE) par

(1.5.5) BV - U) =TT ,04v).

En fait, celui-ci est un faisceau sur E ([2] II1.8.16). Les représentations généralisées sont essentiellement les
Z-modules de E. Cependant, pour tenir compte de la topologie p-adique, nous travaillons avec le systeme
projectif des anneaux %,, = B/p" %, n > 1.

Pour tout entier n > 1, %, est un objet de la fibre spéciale ES de E‘, c’est-a-dire du sous-topos fermé
de E complémentaire de 'ouvert o*(X,). Celui-ci s’insére dans un diagramme commutatif & isomorphisme
canonique pres

(1.5.6) E,—2 - F

X ot —— Xet
ol a est I'injection canonique, § est le plongement canonique et oy est induit par o ([I} 7.11).

1.6. Les systemes projectifs d’objets de E, indexés par ’ensemble ordonné des entiers naturels N, forment un
topos que 1’on note E§°. On le munit de 'anneau Z = (%,,)n>1 de ESNO. On dit qu'un Z-module (M,,),>1
est adique si, pour tout entier ¢ > 1, le morphisme M, @@41 HB; — M;, déduit du morphisme de transition

v

M;+1 — M;, est un isomorphisme. On note Modg(4) la catégorie des Z-modules & isogénie pres.
On pose C' = X et C' = C ®% €. L'image inverse associée au morphisme £ (1.5.3) induit un foncteur

9

(1.6.1) RepS™ (1, (C, 7)) — Modg(%).

Si X est propre sur S, d’aprés le principal théoréme de comparaison de Faltings (cf. [11I] Theorem 8, [1]
2.4.16), celui-ci est pleinement fidele. Par ailleurs, I'image inverse associée au morphisme o ([1.5.4)) induit un
foncteur

(1.6.2) Vect — Modg (%),
ol la source désigne la catégorie des fibrés vectoriels sur C.

On dit qu’un fibré vectoriel sur C et une ¢-représentation continue V de 1 (C,T) sont HBg-associés si

leurs images par les foncteurs (1.6.2) et (1.6.1) dans Modg(%) sont isomorphes.

1.7. Soient C' une courbe propre et lisse sur K, T un point géométrique de C et C=cC ®@% €. On dit
qu’un fibré vectoriel F' sur C est de Weil-Tate si, quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un
S-modele semi-stable X de C' et une €-représentation continue V' de m1(C,T) tels que F et V soient @Q—
associés dans le topos annelé de Faltings relatif & X. On définit symétriquement la notion de €-représentation
continue de Weil-Tate de m1(C,T). On note %‘gT (resp. Repy' * (m1(C,T))) la catégorie de ces fibrés (resp.
¢-représentations). On montre le résultat suivant :

Théoréme 1.8 ([I] 10.19). I existe des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de l'autre
(1.8.1) v %\évT — Repy ¥ (m1(C,T)) et T :Repy * (11(C,T)) — ‘U\gT.

Le foncteur ¥ est construit par la méthode de Deninger-Werner via le topos de Faltings ([I] § 8). Le
foncteur 7 est induit par le foncteur image directe du morphisme o (|1.5.4) et le foncteur image inverse du
morphisme 3 ([1.5.3]).

Notre principal résultat est le suivant.

Théoréme 1.9 ([[] 14.5, 14.6). (i) Tout fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C est de Weil-Tate.

(ii) La restriction du foncteur ¥ a la catégorie mgw s’identifie au foncteur V (1.2.1]).
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La condition de Deninger-Werner peut se voir comme une condition d’admissibilité a la Fontaine. Elle
présente toutefois des différences notables avec la condition d’admissibilité de Weil-Tate. D’une part, le fibré
est trivialisé par une courbe semi-stable au-dessus de X qui est finie et étale au-dessus de C', mais qui n’est a
priori pas finie au dessus de X. D’autre part, on a besoin d’une infinité de tels revétements, un pour chaque
réduction modulo p™, n > 1. La premiere difficulté peut étre surmontée grace a un résultat de Raynaud sur
le quotient d’une courbe semi-stable par un groupe fini [22]. La seconde difficulté est plus sérieuse. On la
surmonte grace & la théorie des déformations des presque-modules dans le sens de Faltings ([I] 13.7).

1.10. D’apres et on en déduit la pleine fidélité du foncteur de Deninger-Werner V . On
démontre que pour qu'une €-représentation continue V' de 71 (C,T) soit de Weil-Tate, il faut et il suffit que
son image, par le foncteur , soit de Dolbeault et que le fibré de Higgs associé par la correspondance
de Simpson p-adique soit muni du champ de Higgs nul ([I] 11.7). De plus, le fibré vectoriel sous-jacent & ce
fibré de Higgs est donné par 7 (V') . Cela signifie que I’équivalence de catégories .7 n’est autre
que la correspondance de Simpson p-adique pour les fibrés de Higgs a champ de Higgs nul. La condition
d’admissibilité de Weil-Tate nous permet de construire une filtration de Hodge-Tate pour la cohomologie
galoisienne des représentations de Weil-Tate ([I] 11.8).

2. Relévement de la transformée de Cartier d’Ogus—Vologodsky modulo p”

2.1. Commengons par rappeler un cas particulier de la transformée de Cartier d’Ogus—Vologodsky [20].
Soient k£ un corps parfait de caractéristique p > 0, W "anneau des vecteurs de Witt de k, X un schéma lisse
sur k et X’ le changement de base de X par le morphisme de Frobenius de k. On suppose qu’il existe un
relévement lisse X/ de X' sur Wo.

Soit £ un entier > 0. On dit qu'un module de Higgs (M, 0) sur X /k est nilpotent de niveau < ¢ 8'il existe
une filtration croissante N, de M telle que Ng = 0, Nyi1 = M et que §(N;) C N;—1 Qpy Qﬁ(/k pour tout
i. On dit qu'un Ox-module M & connexion intégrable V est nilpotent de niveau < ¢ si sa p-courbure est
nilpotente de niveau < ¢ (en tant que champ de F-Higgs) (cf. [16] 5.6). On désigne par MIC,(X/k) (resp.
HIG,(X'/k)) la catégorie des Ox-modules & connexion intégrable nilpotents de niveau < ¢ (resp. modules
de Higgs sur X’ /k nilpotents de niveau < ¢). La transformée de Cartier induit une équivalence de catégories
([20] Thm. 2.8)

(2.1.1) c):{} cHIG, 1 (X'/k) = MIC,_(X/k).

Considérant les 0x/-modules comme des modules de Higgs sur X’/k muni du champ de Higgs nul, I'équiv-
alence précédente permet de retrouver la descente de Cartier ([16] 5.1).

Soient (M’,6) un module de Higgs nilpotent sur X'/k de niveau ¢ < p et (M,V) = C)_?}(M’,G). Le
morphisme 6 s’insére dans un complexe, appelé le compleze de Dolbeault de (M’',0) dans ([24] p. 24 et [2]
1.2.3) ou le complexe de Higgs de (M’,0) dans ([20] p. 2),

6 NO NO
Ml —>M/ ®()’X, Q%{//k — Ml ®6’X, Q?X”/k — e

11 existe alors un isomorphisme dans la catégorie dérivée D(€x/) des €x/-modules ([20] 2.27)
(212) T<p7€(M/ ®ﬁX’ Q..X’/k) l) Fx/k*(T<pfg(M ®6’X Q;(/k))7
ol M ®py Q;(/k désigne le complexe de de Rham de (M, V).

2.2. La construction locale de Shiho du relevement de la transformée de Cartier modulo p™ repose sur
la notion de A-connezion introduite par Deligne. Soient f : X — S un morphisme lisse de schémas, M
un Ox-module et A € I'(S, Og). Une A-connezion sur M relative a S est un morphisme f~!(0g)-linéaire
V:M— M®egy Qk/s tel que V(zm) = 2V (m) + Am ® d(z) pour toutes les sections locales x de Ox
et m de M. Classiquement, les 1-connexions sont appelées connexions. L’intégrabilité des A-connexions est
définie de la méme maniere que pour les connexions. Les 0-connexions intégrables ne sont autre que les
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champs de Higgs. On note MIC(X/S) (resp. A-MIC(X/S)) la catégorie des &x-modules & connexion (resp.
A-connexion) intégrable relative & S.

2.3. Dans la suite, si nous utilisons une lettre gothique ¥ pour désigner un W-schéma formel adique, la
lettre romaine correspondante 7' désignera sa fibre spéciale. Soient X un schéma formel lisse sur W et n un
entier > 1. On désigne par 0 : W — W DPautomorphisme de Frobenius de W, par X’ le changement de base
de X par o et par X, la réduction X modulo p™ pour tout entier m > 1. Dans [23], Shiho a construit un
relevement “local” de la transformée de Cartier d’Ogus—Vologodsky modulo p™ sous I’hypothese qu’il existe
un W, yq-relevement Fj, 1 : X471 — X;zﬂ du morphisme de Frobenius relatif Fx/p: X — X'

L’image du morphisme canonique dFj, 41 : F,’{_H(Q%EHH/W”H) est contenue dans pQ%&LH/Wn+1
par p, ce morphisme induit un morphisme Ox -linéaire

. Divisant

dFoi1/p: Fr(Q% yw,) = Q% /w,-
Shiho a défini un foncteur ([23] 2.5)

(2.3.1) &, : p-MIC(X,/W,) — MIC(X,/ W)
(M'. V') = (Fy(M'),V)

ouV:F:y (M) — Q;n/wn ey, Fri(M') est la connexion intégrable définie pour toutes les sections locales
f de Ox,, et e de M’ par

(2:3.2) V(fE;(e)) = f(id ®%)(F;(V'(6))) +df @ (F(e))-

Shiho a démontré que le foncteur ®,, induit une équivalence de catégories entre les sous-catégories pleines
de p-MIC(X],/ W,,) et de MIC(X,,/ W,,) formées d’objets quasi-nilpotents ([23] Thm. 3.1). Lorsque n = 1,
Ogus et Vologodsky ont prouvé que le foncteur @, est compatible avec leur transformée de Cartier C;;
définie par X5 ([20] Thm. 2.11; [23] 1.12).

2.4. Soit (T, A) un topos annelé. On appelle A-algébre de Hopf la donnée d’un anneau B de T' muni de cing
homomorphismes

d
A=B, B%BesB, BSA BB,
dy
ou le produit tensoriel B ® 4 B est pris a gauche (resp. droite) pour la structure d’A-algebre de B définie
par dy (resp. dy), satisfaisant aux conditions de compatibilité pour les coalgebres (cf. [4] IT 1.1.2, [II] [£.2).
Une B-stratification sur un A-module M est un isomorphisme B-linéaire

(2.4.1) EZB@AM;M(X)AB

ol le produit tensoriel est pris & gauche (resp. droite) pour la structure d’ A-algebre de B définie par dy (resp.
dy), vérifiant 7 (g) = idps et une condition de cocycle (cf. [II] [5.5).

2.5. L’exemple principal d’algebre de Hopf est donné par ’enveloppe a puissances divisées de 'immersion
diagonale. Soient X un schéma formel lisse sur W, X2 le produit de deux copies de X sur W. Pour tout
n > 1, on note Py, I'enveloppe & puissances divisées de I'immersion diagonale X,, — X2 comopatible avec
la PD-structure canonique sur (W,,,pW,,). Les schémas {Px, },>1 forment un systéme inductif adique et
on note Px le W-schéma formel adique associé. La Ox-bigebre Op, de X,,, est naturellement munie d’une
structure de Ox-algébre de Hopf formelle (i.e. pour tout n > 1, une structure de Ox -algébre de Hopf sur
Op,. , qui sont compatibles) (cf. [LI] [.15).

Une connexion intégrable quasi-nilpotente relative & W sur un 0%, -module M (cf. [II] est équivalente
aune Op, -stratification sur M ([5] 4.12). Suivant Shiho [23], on donne ci-dessous une description analogue
pour les p-connexions ; I’algébre de Hopf associée est construite par dilatation (certain sous-ensemble ouvert
distingué de I’éclatement admissible) en géométrie formelle.
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2.6. On définit par éclatement un X2-schéma formel adique Ry vérifiant les propriétés suivantes ([II] [3.12)) :
(i) le morphisme canonique Ry 1 — X2 se factorise & travers 'immersion diagonale X — X?;
(ii) pour tout W-schéma formel adique 2) et tous W-morphismes f : 9 — X2 et g: Y — X qui s’insérent
dans un diagramme commutatif

X —— %2

il existe un unique W-morphisme f’ : ) — Ry qui releve f.

Le morphisme d’espaces topologiques sous-jacents |Rx| — |X?| se factorise & travers 'immersion di-
agonale (cf. [II] . On désigne abusivement par Or, l'image directe de O, via le morphisme induit
Rz zar = X,ar. Utilisant la propriété universelle de Rx, on montre que Op, est naturellement munie d’une
structure de Ox-algebre de Hopf formelle (cf. [IT] [4.12).

L’'immersion diagonale ¥ — ¥? induit une immersion fermée ¢ : ¥ — Rx. Pour tout n > 1, on désigne
par Tx ,, Uenveloppe & puissances divisées de ¢, compatible avec la PD-structure canonique sur (W,,pW,,).
Les schémas {Tx, }»>1 forment un systéme inductif adique et on note T’x le W-schéma formel adique associé.
D’aprés la propriété universelle de I'enveloppe & puissances divisées, la structure d’algebre de Hopf formelle
sur Og, s'étend en une structure de Ox-algebre de Hopf formelle sur la Ox-bigébre Or, de X,a, ([II][5.20).

Dans (|36] Prop. 2.9), Shiho a montré que pour tout n > 1 et tout O, -module M, une Or, -stratification
sur M est équivalente & une p-connexion intégrable quasi-nilpotente sur M (cf. [II] [5.22)).

2.7. En fait, on a besoin d’une quatriéme algebre de Hopf qui a été introduite d’abord par Oyama, qu’on
construit aussi par éclatement admissible. Pour tout k-schéma Y, on note Y le sous-schéma fermé de Y
défini par l'idéal de Oy formé des sections de &y dont la p-iéme puissance est nulle. Dans ([II] ,
on construit un X2-schéma formel adique Qx vérifiant les propriétés suivantes :

(i) le morphisme canonique Qx1 — X? se factorise & travers I'immersion diagonale X — X?;

(ii) pour tout W-schéma formel adique 2) et tous W-morphismes f : 2) — X2 et g : ¥ — X qui s’insérent
dans un diagramme commutatif

Y——9

] if
X — %2

il existe un unique W-morphisme f’:%2) — Qx qui releve f.

Utilisant la propriété universelle de @ x, on montre que le faisceau structural de Q¢ induit une Ox-algebre
de Hopf formelle 0g, de X, (cf. [II] [.12).

Soient Py le ¥2-schéma formel défini dans t : X — Px le morphisme canonique qui releve 'immersion
diagonale ¥ — X2, # le PD-idéal de Op, défini par 1. Pour toute section locale x de ¢, on a 2P =
plzlPl = 0. On en déduit une immersion fermée Px — X au-dessus ¥2. D’aprés la propriété universelle de
Qzx, on obtient un X2-morphisme Px — Qx. Celui-ci induit un homomorphisme d’algébres de Hopf formelles
ﬁQx — ﬁpx (Cf. [II} .

2.8. Supposons qu'il existe un relevement F': X — X’ du morphisme de Frobenius relatif Fiy,, de X. Par
propriétés universelles, le morphisme F? : X2 — X'? induit des morphismes ¢ : Qx — Ry ([II] et
p: Py — Ty ([ au-dessus de F? qui s’insére dans un diagramme commutatif ([II] (6.12.1)))

R

Qx Ry
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ot les morphismes caoniques w : Ty — Rx/ (2.6]) et A : Py — Qx (2.7) sont indépendants de F'. De plus, 1
et ¢ induisent des homomorphismes des algebres de Hopf formelles Or ., — F.(0q,), Or,, — F.(Opy). Le
diagramme ci-dessus induit un diagramme commutatif ([II] (6.12.2))

(2.8.2) { Ox: -modules munis } Y { O’x,,-modules munis }
d'une O, -stratification d'une O -stratification

wzi l/\i

{ Ox: -modules munis } #n { Ox, -modules munis }
d'une Or,,-stratification d’une Op, -stratification

Shiho a montré que le foncteur ¢}, est compatible avec le foncteur ®,, défini par F' , via I’équivalence entre
la connexion (resp. p-connexion) intégrable quasi-nilpotente et la Op, -stratification (resp. Or, -stratification).

On va montrer que le foncteur 1} est induit par le foncteur image inverse d’un morphism de topos
annelés défini par Oyama qui ne dépend pas des relevements du morphisme de Frobenius relatif. Mais
I'identification avec 7 en dépend.

2.9. Soit X un schéma sur k. Suivant Oyama [21], nous définissons deux catégories & et & associées a X
comme suit. Un objet de & (resp. &) est un triple (U, T, u) constitué d’un sous-schéma ouvert U de X, d’un
W-schéma formel ¥ et d’un k-morphisme affine w : 7' — U (resp. u : T — U). Les morphismes sont définis
de maniére naturelle (cf. [IT] 7.1). On désigne par &’ la catégorie d’Oyama associée au k-schéma X'.

Soit (U, T, u) un objet de &. Le morphisme de Frobenius relatif Frr/;, : T'— T" de T se factorise & travers
un k-morphisme fx /5 : T — T’. On a un diagramme commutatif

(2.9.1) U 2 TC T
el ] 2
U/ u’ I/ C T/

ot les fleches verticales désignent les morphismes de Frobenius relatifs. Le triple (U’, T, u’ o fr/;) est alors
un objet de &”’. On obtient ainsi un foncteur

(2.9.2) p: & — &, (U,%,u) — (U, T, o fry).
On dit qu'une famille de morphismes {(U;, T;, u;) — (U, T, u) }icr de & est un recouvrement de Zariski
sil'on a
U=UicU;, et Til>T><UUi, Viel.
On dit qu’une famille de morphismes {(U;, T;,u;) — (U, %, u)}ier de & est un recouvrement de Zariski si
son image par p (2.9.2)) est un recouvrement de Zariski de &’. Ces recouvrements forment une pré-topologie

sur & (resp. &). On désigne par & (resp. &) le topos des faisceaux d’ensembles sur & (resp. &). Le foncteur
p est pleinement fidéle, continu et cocontinu ([II] [7.20)). Il induit donc un morphisme de topos

(2.9.3) Cx/w:6— &

tel que le foncteur image inverse soit induit par la composition avec p.

2.10. Pour tout objet (U,%,u) de & (resp. &) et tout sous-schéma ouvert V' de U, on désigne par Ty le
sous-schéma formel ouvert de T associé au sous-schéma ouvert T' X, v V' (resp. T' Xusof,,, .00 V' (2.9.2)) de
T. Pour tout faisceau .Z de & (resp. &), le foncteur contravariant V s .Z (V, Ty,) définit un faisceau de Uyay
qu’on désigne par F(y g u)-

2.11. Soit n un entier > 1. Le foncteur contravariant (U, T, u) — I'(%, O, ) définit un faisceau d’anneaux
sur & (resp. &) qu’on désigne par Og ,, (resp. Og ). Par définition, on a C}/W(ﬁg/)n) =0Ogn.
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Pour tout objet (U, T, u) de & (resp. &), on considére Oz, comme un faisceau sur 7' (resp. T). On a

(ﬁé",n)(U,‘I,u) = U*(ﬁ‘ln) (resp. (ﬁéyn)(U,i,u) = u*(ﬁin))~

Un Og ,-module (resp. Og p,-module) .7 est équivalent aux données suivantes ([II] [8.4)) :

(i) pour tout objet (U, T, u) de & (resp. &), un u.(Ox, )-module F (1 5y de Uyar ;

(ii) pour tout morphisme f : (U, %1,u1) = (Uz,%T2,uz) de & (resp. &), un morphisme wuy,(0g, ,)-

linéaire
cr w1 (05, ) Ouz. (0, ) v, (Fz,m2)) o = F(0r,51)
satisfaisant & une condition de cocycle pour la composition des morphismes comme dans ([4] 5.1).

Suivant ([4] 6.1), on dit que .# est un cristal si ¢y est un isomorphisme pour tout morphisme f et que
ZF est quasi-cohérent si F(y,z) est un u,(0z,)-module quasi-cohérent de Uya, pour tout objet (U, T, u). On
désigne par € (Os ) (resp. €(Os.n)) la catégorie des cristaux de Og ,-modules (resp. Og ,-modules). On
utilise la notation €9°°"(—) pour désigner la sous-catégorie pleine des cristaux quasi-cohérents.

Pour tout objet (U, T, u) de & (resp. &), le foncteur u, induit une équivalence de catégories entre la
catégorie des Oz -modules quasi-cohérents de T, ,ar la catégorie des u.(Ox, )-modules quasi-cohérents de
Ugar ([II) . Si .F est un Og ,-module (resp. Og ,-module) quasi-cohérent, pour tout objet (U, T, u), on
peut considérer équalement %7 z) comme un Oz, -module quasi-cohérent de T, sar-

Proposition 2.12 ([II] [8.18). Soient X un W-schéma formel lisse, X sa fibre spéciale et n un entier > 1.
Il existe une équivalence canonique de catégories entre la catégorie € (Os ) (resp. €(Og.rn)) et la catégorie

des O, -modules avec Or, -stratification (resp. Ogq. -stratification) (2.4 2.7).
Théoréme 2.13 ([II] 8.13)). Soit X un schéma lisse sur k. Alors, pour tout n > 1, les foncteurs image

directe et image inverse du morphisme Cx,w (2.9.3)) induisent des équivalences de catégories quasi-inverses
l'une de l'autre

(2.13.1) G Opr ) 2 CIM(Op ).

Le théoréme est démontré par la descente fppf pour les modules quasi-cohérents.

On appelle transformée de Cartier modulo p™ I’équivalence de catégories C% /W .

Supposons qu’il existe un W-scheme formel lisse X avec la fibre spéciale X. Lorsque n = 1, Oyama a
démontré et le fait que le foncteur image inverse C% /w est compatible a la transformée de Cartier
C;,Ql d’Ogus—Vologodsky définie par le relevement X4 de X’ (2.1) (cf. [21] section 1.5). Dans ([II] § 11), on
redémontre ce résultat par une méthode différente.

Proposition 2.14 ([II] . Soient X un W-schéma formel lisse, X sa fibre spéciale, F' : X — X' un
relevement du morphisme de Frobenius relatif Fx,, de X et 1y, le foncteur défini par F dans . Alors,
le diagramme

Cx/w

(2.14.1) G (g0 ) G (Og,n)

| |

{ Ox: -modules quasi-cohérents } Y { Ox, -modules quasi-cohérents }
munis d'une Og ,-stratification munis d'une g, -stratification

est commutatif a un isomorphisme fonctoriel prés. C’est-a-dire, pour chaque cristal de Og ,-modules quasi-
cohérent M , on a un isomorphisme fonctoriel :

(2.14.2) e s () = v(Cx)w(A)).

Dans le diagramme ([2.14.1), les foncteurs verticaux dépendent du modele X et le foncteur ¢ dépend
du relévement F' du morphisme de Frobenius relatif, tandis que le foncteur C% /w dépend uniquement de
X. L’isomorphisme ng dépend aussi de F'.
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D’apres ([2.8.2)), I'équivalence de catégories C /w est compatible avec le foncteur ®,, défini par F (2.3.1)).

2.15. Dans [13], Fontaine et Laffaille ont introduit la notion de module de Fontaine pour étudier les représen-
tations galoisiennes p-adiques. Elle est inspirée des travaux de Mazur ([17], [18]) et d’Ogus ([4], § 8) sur la
conjecture de Katz. Soit 0 : W — W I’endomorphisme de Frobenius et Ky = W[%] Un module de Fontaine
est un triple (M, M*®, ©*) composé d’un W-module de longueur finie M, d'une filtration décroissante {M*};cz
tel que M° = M, MP = 0 et de morphismes W-linéaires

(2.15.1) o WR,wM' - M 0<i<p-1

tels que ¢f|priv1 = ppiTt et que Zf:_ol ¢'(M?%) = M. Les morphismes {¢®} sont appelés morphismes de

Frobenius divisés. Le résultat principal de Fontaine-Laffaille est la construction d’un foncteur pleinement
fidele et exact de la catégorie des modules de Fontaine de longueur < p — 2 dans la catégorie des Z,-
représentations de torsion du groupe de Galois Gk, de K ([25] Thm. 2). Son image essentielle est constituée
des représentations cristallines de torsion de Gk, & poids de Hodge-Tate dans 'intervalle [0,p — 2] (cf. [5]
3.1.3.3).

Fontaine et Messing montrent qu’il existe une structure naturelle de module de Fontaine sur la coho-
mologie cristalline d’un schéma propre et lisse X sur W de dimension relative < p — 1 ([14] 11.2.7). IIs en
déduisent la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham de X,,/ W.,.

2.16. Une généralisation des modules de Fontaine dans le cadre relatif a été proposée par Faltings dans [10].
Les modules de Fontaine relatifs peuvent étre considérés comme un analogue des variations de structures de
Hodge sur les W-schémas formels lisses.

Soient X = Spf(R) un schéma formel affine et lisse sur W, X sa fibre spéciale et F : X — X un o-
relevement du morphisme de Frobenius absolu F'x de X. Un module de Fontaine sur X par rapport a F' est
un quadruple (M, V, M*®, ¢%) composé d'un &x-module cohérent de torsion, d’une connexion intégrable V
sur M, d’une filtration décroissante, exhaustive et séparée M® sur M de longueur au plus p — 1 vérifiant
la transversalité de Griffiths, et d’une famille de morphismes de Frobenius divisés {¢%} relatifs a F définis
comme dans vérifiant une condition de compatibilité entre {¢%} et V ([10] 2.c, 2.d).

En utilisant la connexion, Faltings recolle les catégories des modules de Fontaine par rapport a différents
relevements de Frobenius par une formule de Taylor (voir [10] Thm 2.3). En recollant les données locales, il
définit les modules de Fontaine sur un W-schéma formel lisse, méme s’il n’existe pas de relevement de Fx.

Si X est le complété p-adique d’un schéma propre et lisse X sur W, Faltings a associé a chaque module
de Fontaine de longueur < p — 2 sur X une représentation du groupe fondamental étale de Xx,. De plus,
Faltings a généralisé le résultat de Fontaine-Messing pour la cohomologie cristalline d’un module de Fontaine
relatif.

2.17. Comme application de leur transformée de Cartier [20], Ogus et Vologodsky ont proposé une inter-

prétation des modules de Fontaine de p-torsion sur X ([20], 4.16). Un module de Fontaine de p-torsion est
un triple (M, V, M*) comme dans tel que pM = 0 muni d’un isomorphisme horizontal (2.1.1])

(2.17.1) b C;;(ﬁ*(Gr(M), k) = (M, V),

ou k est le champ de Higgs sur Gr(M) induit par V et la transversalité de Griffiths, et 7 : X’ — X est le
changement de base du morphisme de Frobenius de k & X. Etant donné un o-relévement F : X — X de Fy,
un tel morphisme ¢ est équivalent a une famille de morphismes de Frobenius divisés relatifs a F' (2.16]) (cf.

1] [12.16).

Par transversalité de Griffiths, le complexe de de Rham M ®4, Q% /K €st muni d’une filtration décroissante

(2.17.2) F{(M ®¢, QL) = M1 @4, % /e

Soient ¢ la longueur de la filtration M* (i.e. M? = M, M** = 0) et d la dimension relative de X sur W.
Supposons que d+ ¢ < p. Comparant les complexes de de Rham et de Dolbeault (2.1.2)), Ogus et Vologodsky
ont redémontré les résultats suivants de Faltings :
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(i) Pour tous i < p — 2 et m, le morphisme canonique H™(F"™ (M ®4, Qk/k)) — H™(FY (M ®¢y
Q% /k)) est injectif. [’isomorphisme ¢ (2.17.1) induit une famille de morphismes de Frobenius divisés sur
(H™(M ®@6x Q% /1), {H™(F")}i<p—1) qui en font un module de Fontaine sur W.

(ii) La suite spectrale d’hyper-cohomologie du complexe filtré de de Rham (M ®4, Q% Ik F*) dégénere
en E;.

2.18. Utilisant la transformée de Cartier modulo p™, on redéfinit les modules de Fontaine sur X a la maniere
d’Ogus—Vologodsky ([IT] . La formule de Taylor utilisée par Faltings pour recoller les données relatives
aux différents relevements de Fx est naturellement encodée dans le topos d’Oyama ([II] . Suivant
la stratégie de Faltings, on démontre des analogues des résultats précédents (2.17((i-ii)) sur la cohomologie
cristalline d’un module de Fontaine de p"-torsion ([II] [13.1)). Ces résultats peuvent étre considérés comme
une généralisation partielle de pour les modules de Fontaine de p™-torsion. Cependant, on ne sait
pas comment généraliser le résultat d’Ogus—Vologodsky sur la comparaison des complexes pour la
transformée de Cartier modulo p™.






M

(1]
(1]
2]

Bibliographie

D. Xu, Transport paralléle et correspondance de Simpson p-adique, Chapitre I de cette thése, a paraitre dans Forum of
Mathematics, Sigma.

D. Xu, Lifting the Cartier transform of Ogus—Vologodsky modulo p™, Chapitre II de cette these.
A. Abbes, M. Gros, La suite spectrale de Hodge-Tate, prépublication (2015), arXiv :1509.03617.
A. Abbes, M. Gros, T. Tsuji, The p-adic Simpson correspondence, Annals of Mathematics Studies, Vol. 193 (2016).

P. Berthelot, Cohomologie cristalline des schémas de caractéristique p > 0, Lecture Notes in Mathematics, vol. 407
Springer-Verlag, Berlin, 1974.

P. Berthelot, A. Ogus, Notes on Crystalline Cohomology, (MN-21), Princeton University Press, 2015.

C. Breuil, W. Messing. Torsion étale and crystalline cohomologies Astérisque 279 (2002), 81-124.

P. Deligne, L. Illusie, Relévements modulo p? et décomposition du compleze de de Rham, Invent. Math. 89, 247-270 (1987).
C. Deninger, A. Werner. Vector bundles and p-adic representations I, preprint (2003), larXiv :0309.273.

C. Deninger, A. Werner. Vector bundles on p-adic curves and parallel transport, Ann. Scient. E.N.S. Vol. 38. No. 4 (2005),
553-597.

G. Faltings, p-adic Hodge theory, J. Amer. Math. Soc. 1 (1988), 255-299.

G. Faltings, Crystalline cohomology and p-adic Galois representations, in Proc. 1st JAMI conference (ed. J.I. Igusa), pp.
25-81, John Hopkins (1989).

G. Faltings, Almost étale extensions, in Cohomologies p-adiques et applications arithmétiques. II, Astérisque 279 (2002),
185-270.

G. Faltings, A p-adic Simpson correspondence, Adv. Math. 198 (2005), 847-862.
J.-M. Fontaine, G. Laffaille, Construction de représentations p-adiques, Ann. Scient. E.N.S. Vol. 15. No. 4 (1982), 547-608.
J.-M. Fontaine, W. Messing, p-adic periods and p-adic étale cohomology, Contemporary Math. 67, (1987), 179-207.

K.Kato. On p-adic Vanishing Cycles (Application of ideas of Fontaine—Messing), Adv. Studies in Pure Math. 10, 1987,
207-251.

N. Katz. Nilpotent connections and the monodromy theorem : Applications of a result of Turrittin. Pub. Math. IHES 39
(1970) : 175-232.

B. Mazur, Frobenius and the Hodge filtration, Bull. Amer. Math. Soc. 78, (1972), 653-667.
B. Mazur, Frobenius and the Hodge filtration-estimates, Ann. of Math. 98, (1973), 58-95.

M.S. Narasimhan, C.S. Seshadri, Stable and unitary vector bundles on a compact Riemann surface, Ann. of Math. 82
(1965), 540-567.

A. Ogus, V. Vologodsky, Nonabelian Hodge theory in characteristic p, Pub. Math. IHES 106.1 (2007), 1-138.
H. Oyama, PD Higgs crystals and Higgs cohomology in characteristic p, preprint

M. Raynaud, p-groupes et réduction semi-stable des courbes, in The Grothendieck Festschrift, vol. III, eds P. Cartier et
al., Progress in Mathematics, vol. 88 (Birkh&duser, Basel, 1990), 179-197.

A. Shiho, Notes on generalizations of local Ogus—Vologodsky correspondence, J. Math. Sci. Univ. Tokyo 22 (2015), 793—-875.
C. Simpson, Higgs bundles and local systems, Pub. Math. IHES, 75 (1992), 5-95.
N. Wach, Représentations cristallines de torsion, Compositio Math. 108 (1997), 185-240.

23


Introhttp://arxiv.org/abs/1509.03617
Introhttp://arxiv.org/abs/math/0309273




CHAPITRE 1

Transport parallele et correspondance de Simpson p-adiqueEl

Deninger et Werner ont développé un analogue pour les courbes p-adiques de la correspondance classique de
Narasimhan et Seshadri entre les fibrés vectoriels stables de degré zéro et les représentations unitaires du groupe
fondamental topologique pour une courbe complexe propre et lisse. Par transport parallele, ils ont associé foncto-
riellement a chaque fibré vectoriel sur une courbe p-adique dont la réduction est fortement semi-stable de degré 0
une représentation p-adique du groupe fondamental de la courbe. Ils se sont posés quelques questions : leur foncteur
est-il pleinement fidéle ? la cohomologie des systémes locaux fournis par celui-ci admet-elle une filtration de Hodge-
Tate ? leur construction est-elle compatible & la correspondance de Simpson p-adique développée par Faltings ? Nous

Résumé

répondons a ces questions dans cet article.
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1. Introduction

1.1. Narasimhan et Seshadri [38] ont établi en 1965 une correspondance bijective entre l’ensemble des
classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles du groupe fondamental topologique d’une
surface de Riemann compacte X de genre > 2 et I’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels
stables de degré 0 sur X. Deninger et Werner ont développé récemment un analogue partiel pour les courbes
p-adiques [14]. Leur construction est basée sur la notion de fibré vectoriel fortement semi-stable sur une
courbe en caractéristique p > 0. Rappelons qu’un fibré vectoriel sur une courbe C propre et lisse sur un
corps algébriquement clos de caractéristique p est dit fortement semi-stable si ses images inverses par toutes
les puissances entieres du Frobenius absolu de C' sont semi-stables.

1.2. Soient K un corps de valuation discrete complet de caractéristique 0 de corps résiduel une cloture
algébrique d'un corps fini I, K une cloture algébrique de K, ¢ le complété p-adique de K. On note O
(resp. Oz, resp. o) I'anneau de valuation de K (resp. K, resp. €). On pose S = Spec(Ox) et on note s (resp.
n) le point fermé (resp. générique) de S et 7 le point géométrique de S associé a K.

Soient X une S-courbe plate et propre a fibre générique lisse et géométriquement connexe et T un point
géométrique de X5. On dit qu’un fibré vectoriel F sur X ®o, o est de Deninger- Werner si I'image inverse
de F sur la normalisation de chaque composante irréductible de X est fortement semi-stable de degré 0.
A un tel fibré F, Deninger et Werner associent une représentation du groupe fondamental étale m (X, T)
définie comme suit.

Pour tout entier n > 1, quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un morphisme propre
¢ X' — X tel que g, soit étale fini, que X’ soit une S-courbe semi-stable et que 'image réciproque de
Fn = F/p™F par la réduction modulo p" de ¢ soit triviale . Le “transport parallele” permet alors de
construire une représentation de m; (X, T) sur la fibre de F,, en T (cf. . Par passage a la limite projective,
on obtient une o-représentation continue p-adique de (X5, T).

1.3. Soient C' une K-courbe propre, lisse et connexe, C=C ®7 € et T un point géométrique de C. On dit

qu’un fibré vectoriel F' sur C est de Deninger-Werner si, quitte & remplacer K par une extension finie, il
existe un S-modele propre et plat X de C' et un fibré vectoriel de Deninger-Werner F sur X ®¢, 0 de fibre
générique F'. On note mgw la catégorie de tels fibrés et Repg™™ (71 (C,T)) la catégorie des €-représentations

continues p-adiques de 71 (C, T) sur des €-espaces vectoriels de dimension finie (cf. [3.18). La construction de
Deninger-Werner induit alors un foncteur (6.14.1))

(1.3.1) V: %gw — Repy™ (m1(C, T)).

Inspirés par le cas complexe, Deninger et Werner ont posé quelques questions concernant ce foncteur :
est-il pleinement fidele ? la cohomologie des systemes locaux fournis par celui-ci admet-elle une filtration de
Hodge-Tate ? leur construction est-elle compatible a la correspondance de Simpson p-adique développée par
Faltings [23] ? Le but de cet article est de répondre & ces questions.

1.4. Simultanément, Faltings a développé une correspondance pour les systemes locaux p-adiques sur les
variétés définies sur des corps p-adiques, inspiré par les travaux de Simpson dans le cas complexe. Rappelons
que ce dernier a étendu le résultat de Narasimhan et Seshadri aux représentations linéaires quelconques du
groupe fondamental topologique d’une variété complexe projective et lisse. Pour ce faire, on a besoin de la
notion de fibré de Higgs : si X est un schéma lisse de type fini sur un corps F, un fibré de Higgs sur X est
un couple (M, ) formé d’un fibré vectoriel M sur X et d’un morphisme Ox-linéaire 6 : M — M Q4 Q%(/F
tel que 6 A0 =0 (cf. . Le résultat principal de Simpson [45] établit une équivalence de catégories entre
la catégorie des représentations linéaires de dimension finie (a valeurs complexes) du groupe fondamental
topologique d’une variété complexe projective et lisse X et celle des fibrés de Higgs semi-stables de classes
de Chern nulles sur X.

1.5. La construction de Faltings, appelée classiquement correspondance de Simpson p-adique, utilise sa
théorie des extensions presque-étales et prolonge ses travaux en théorie de Hodge p-adique, en particulier
ceux qui concernent la décomposition de Hodge-Tate pour une variété propre et lisse sur un corps p-adique.
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L’objet principal d’étude est la notion de représentation génméralisée, qui étend celle de représentation p-
adique du groupe fondamental géométrique. Ce sont, en termes simplifiés, des représentations semi-linéaires
p-adiques continues du groupe fondamental géométrique dans des modules sur un certain anneau p-adique
muni d’une action continue du groupe fondamental géométrique. Faltings construit un foncteur de la catégorie
de ces représentations dans la catégories des fibrés de Higgs [23]. Nous utiliserons la variante développée
par Abbes et Gros [4], qui s’applique & une classe de représentations généralisées vérifiant une condition
d’admissibilité a la Fontaine, dites de Dolbeault. Nous introduisons dans le méme esprit une autre condition
d’admissibilité, plus forte que celle de Dolbeault, que nous qualifions de Weil-Tate. Elle correspond aux fibrés
de Higgs a champ de Higgs nul dans la correspondance de Simpson p-adique.

Par ailleurs, en s’inspirant de la construction de Deninger-Werner, nous associons a certaines représen-
tations généralisées, qualifiées de potentiellement libres de type fini, des représentations continues p-adiques
du groupe fondamental géométrique. Les fibrés vectoriels de Deninger-Werner définissent naturellement des
représentations généralisées potentiellement libres de type fini, et on retrouve ainsi le foncteur de Deninger-
Werner. Les représentations généralisées de Weil-Tate sont aussi potentiellement libres de type fini. La
principale question est de comparer ces deux sous-catégories. Notre principal résultat est que les représenta-
tions généralisées fournies par les fibrés vectoriels de Deninger-Werner sont de Weil-Tate. Ce résultat nous
permet de répondre aux trois questions de Deninger et Werner.

1.6. Pour définir la notion de représentation généralisée, nous avons besoin du topos de Faltings. Soit X un
S-schéma de type fini & réduction semi-stable tel que X3 soit connexe. On désigne par E la catégorie des
morphismes de schémas V' — U au-dessus du morphisme canonique Xz — X tels que le morphisme U — X
soit étale et que le morphisme V — Ug soit fini étale . On équipe E de la topologie co-évanescente
engendrée par les recouvrements {(V; — U;) = (V — U)}ies des deux types suivants :

(v) U; =U pour tout i € I, et (V; = V);cs est un recouvrement.

(¢) (Ui = U);er est un recouvrement et V; = U; xy V pour tout i € I.
Le site E ainsi défini est appelé site de Faltings de X. On désigne par E et 'on appelle topos de Faltings de
X, le topos des faisceaux d’ensembles sur FE.

Pour tout schéma Y, on note Et /vy (resp. Etf/y) la catégorie des schémas étales (resp. finis et étales)
au-dessus de Y munie de la topologie étale, et Y (resp. Yis) le topos des faisceaux d’ensembles sur Et /Y

(resp. Etf/y). Les foncteurs

(1.6.1) Etyx. > E V= (V—X)
(1.6.2) Et)x = E U~ (U =)

sont continus et exacts a gauches. Ils définissent donc deux morphismes de topos

(1.6.3) B:E — Xpgw,
(1.6.4) o E — Xe.

Pour chaque objet (V' — U) de E, on note 7" la cloture intégrale de U = U ®p,. O dans V. On
désigne par # le préfaisceau d’anneaux sur E défini pour tout (V — U) € Ob(FE) par

(1.6.5) BV = U) =TT, 04).

En fait, celui-ci est un faisceau sur E ([4] II1.8.16). Les représentations généralisées sont essentiellement les
Z-modules de E. Cependant, pour tenir compte de la topologie p-adique, nous travaillons avec le systéme
projectif des anneaux %,, = @/p”@, n > 1.

Pour tout entier n > 1, 4, est un objet de la fibre spéciale ENIS de , ¢’est-a-dire du sous-topos fermé de E
complémentaire de ouvert o*(X,) . Celui-ci s’insere dans un diagramme commutatif & isomorphisme
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canonique pres

(1.6.6) E,—2 - F

a
Xt — Xt

ou a est I'injection canonique, § est le plongement canonique et o4 est induit par o.
Les systemes projectifs d’objets de E, indexés par I’ensemble ordonné des entiers naturels N, forment un

topos que l'on note EE’O. On le munit de I'anneau B = (%,,)n>1 de EY. On dit quun Z-module (Mp)n>1

est adique si, pour tout entier ¢ > 1, le morphisme M; 1 ®%.. PB; — M;, déduit du morphisme de transition
M;11 — M;, est un isomorphisme.

On note Modg(%) la catégorie des Z-modules & isogénie prés (2.16). Si X est propre sur S, d’aprés
le principal théoréme de comparaison de Faltings (7.19)) (cf. [22] Theorem 8, [3] 2.4.16), 'image réciproque
associée au morphisme 3 induit un foncteur pleinement fidele (8.8))
(1.6.7) Repy™(m1 (X7, 7)) — Modg ().
1.7. Supposons que X soit une S-courbe semi-stable et posons C' = Xz. Soient T un point géométrique de
C et n > 1 un entier. Si X’ est une S-courbe semi-stable, (E’,@/) le topos annelé de Faltings associé a
X' et p: X’ — X un S-morphisme propre, alors ¢ induit par fonctorialité un morphisme de topos annelés
P, : (E;,@;) — (Es,%,). On dit quun %,-module M,, est potentiellement libre de type fini s'il est de
type fini et si, quitte & remplacer K par une extension finie, il existe un S-morphisme propre ¢ : X' — X
tel que X’ soit une S-courbe semi-stable, ¢, soit fini étale et qu’avec les notations précédentes @} (M,,) soit
un @:L—module libre. Par “transport parallele”, on associe & tout %4,-module potentiellement libre de type
fini une représentation de 71 (C,Z) (8.10]).

On dit qu'un %-module M = (M,)n>1 est potentiellement libre de type fini s'il est adique de type

Y]

fini et si, pour tout entier n > 1, M,, est potentiellement libre de type fini. On désigne par Modgtf(%)

la catégorie des Z-modules potentiellement libres de type fini & isogénie prés. La construction précédente

induit un foncteur (8.14.1))
(1.7.1) ¥ : Mod3"(#) — Repd™(m (C, 7).

Celui-ci généralise le foncteur V (L.3.1)). En effet, notons Vects la catégorie des fibrés vectoriels sur C =
C ®% €. L’image réciproque associée au morphisme o induit un foncteur (cf. (5.14.2)) et (7.12.4))

v

(1.7.2) Vect s — Modg(4).

La restriction de ce dernier a ‘ng se factorise a travers Mod}éltf (#). Le foncteur # induit alors le foncteur

V (8.21).
Par ailleurs, le foncteur ([1.6.7) se factorise a travers la sous-catégorie Modgtf(@) de Modg(%). Le
composé de ce dernier et de # est isomorphe au foncteur identique (8.17(ii)).

On dit qu’'un fibré vectoriel sur C et une ¢-représentation continue V de 1 (C,T) sont HBg-associés si

leurs images par les foncteurs (1.7.2) et (1.6.7) dans Modg(%) sont isomorphes (cf. .

1.8. Soient C une courbe propre et lisse sur K, Z un point géométrique de C et C=cC ®7 €. On dit qu'un
fibré vectoriel F sur C est de Weil-Tate si, quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un S-modele

semi-stable X de C' et une €-représentation continue V' de 71 (C,T) tels que F et V soient @Q—associés dans
le topos annelé de Faltings relatif a X. On définit symétriquement la notion de €-représentation continue
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de Weil-Tate de 7 (C,Z). On note m‘gT (resp. Repy ©(71(C,T))) la catégorie de tels fibrés (resp. telles
C-représentations). On montre le résultat suivant :

Théoréme 1.9 (cf.[10.19). Il existe des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de lautre
(1.9.1) 7 0YT = Repy ' (m(C,T)) et T :Repy (m(C,T) - VY.

v

La restriction du foncteur (|1.7.2)) & Q]\éVT se factorise a travers Modgtf(%). Le foncteur ¥ est défini par
la composition de ce dernier et # (1.7.1) (cf. (10.8.1))). D’autre part, le foncteur 7 est induit par le foncteur

(1.6.7) et le foncteur image directe du morphisme o (1.6.4) (cf. (10.11.1))).

Notre principal résultat est le suivant.
Théoréme 1.10 (cf. . Tout fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C' est de Weil-Tate.

La condition de Deninger-Werner peut se voir comme une condition d’admissibilité a la Fontaine. Elle
présente toutefois des différences notables avec la condition d’admissibilité de Weil-Tate. D’une part, le fibré
de Deninger-Werner est trivialisé par une courbe semi-stable au-dessus de X qui est finie et étale au-dessus de
C, mais qui n’est a priori pas finie au dessus de X. D’autre part, on a besoin d’une infinité de tels revétements,
un pour chaque réduction modulo p™, n > 1. La premiere difficulté peut étre surmontée grace a un résultat
de Raynaud sur le quotient d’une courbe semi-stable par un groupe fini iii) cf. aussi [40]). La seconde
difficulté est plus sérieuse. On la surmonte grace a la théorie des déformations des presque-modules dans le
sens de Faltings (|13.7).

Proposition 1.11 (cf. . La restriction du foncteur ¥V a Q]gw s’identifie au foncteur V.
On en déduit la pleine fidélité du foncteur de Deninger-Werner (|1.3.1]).

1.12. On démontre que pour qu'une €-représentation continue V' de m(C,T) soit de Weil-Tate, il faut et
il suffit que son image, par le foncteur , soit de Dolbeault et que le fibré de Higgs associé par la
correspondance de Simpson p-adique soit muni du champ de Higgs nul (cf. . De plus, le fibré vectoriel
sous-jacent & ce fibré de Higgs est donné par .7 (V) . Cela signifie que ’équivalence de catégories .7
@ n’est autre que la correspondance de Simpson p-adique pour les fibrés de Higgs a champ de Higgs nul.
Dans [T1.8] on démontre l'existence d’une filtration de Hodge-Tate pour la cohomologie des représentations
de Weil-Tate.

1.13. 1l est utile de noter que Faltings mentionne dans le premier paragraphe de la section 5 de [23] qu’on
peut généraliser la construction de Deninger et Werner pour certaines fibrés de Higgs en comparant les
déformations des vraies représentations et celles des représentations généralisées.

1.14. Apres avoir fixé les notations générales dans la section 2 nous développons dans les sections [3] & [f]
quelques préliminaires utiles pour la suite de cet article. La section [3] est consacré a rappeler et étudier les
presque-algebres et les presque-modules développés par Faltings dans son approache de la théorie de Hodge
p-adique. Pour alléger, nous avons choisi dans cet article de substituer au préfixe presque le préfixe o suggéré
par le almost anglais. Dans la section [d] nous rappelons la fidélité du foncteur GAGA pour les modules
cohérents sur un €-schéma de type fini. La section [f] contient des rappels et des compléments sur les courbes
relatives. Dans la Section@ nous rappelons les résultats de Deninger et Werner. Suivant ([4] III et VI), nous
présentons le topos annelé de Faltings dans la section [7] Ensuite, nous rappelons le principal théoréeme de
comparaison de Faltings et nous donnons quelques corollaires. Nous finissons cette section par la description
du topos annelé de Faltings associé a un trait . Dans la section |8 nous présentons la construction du
foncteur # et ses propriétés. Nous établissons un résultat de descente galoisienne pour le topos de
Faltings dans la section |9} Gréce a ce résultat, nous démontrons une variante modulo p™ du théoréme (cf.
. Dans la section |10} nous introduisons les notions de fibré vectoriel de Weil-Tate et de €-représentation
continue de Weil-Tate. Nous construisons les foncteurs ¥ et .7 (1.9.1) et nous démontrons le théoréme
Dans la section nous comparons la correspondance de Simpson p-adique et la correspondance .7
Dans la section nous rappelons la notion de faisceauxr de a-modules suivant ([3] 1.4). Nous développons



2. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES 31

ensuite une théorie de déformations des faisceaux de a-modules suivant I’approche d'Illusie [29] dans la
section Nous étudions la relation entre les déformations des représentations du groupe fondamental et
les déformations des a-Z-modules et nous démontrons le théoreme dans la section EEI[
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du programme ANR Théorie de Hodge p-adique et Développements (ThéHopadD) ANR-11-BS01-005.

2. Notations et préliminaires

2.1. Dans cet article, p désigne un nombre premier, K un corps de valuation discréte complet de carac-
téristique 0 dont le corps résiduel k est une cloture algébrique de F, et K une cléture algébrique de K. On
note O I'anneau de valuation de K et O la cloture intégrale de Ok dans K. On désigne par o le séparé
complété p-adique de O, par € son corps des fractions, par m son idéal maximal et par v la valuation de o
normalisée par v(p) = 1. Pour tout entier n > 1, on pose 0, = Ox/p" O

On choisit un systeme compatible (v,) de racines n-iemes de p dans Of. Pour tout nombre rationnel
r >0, on pose p" = (7,)"™ ot n est un entier > 0 tel que rn soit entier.

On pose S = Spec(Ok), S = Spec(O%), S = Spec(0), ¥ = Spf(o) et pour tout entier n > 1, S, =
Spec(Ok /p"Of ). On note 7 (resp. s) le point générique (resp. fermé) de S et 77 (resp. 77) le point géométrique
générique correspondant & K (resp. €). Pour tous S-schémas X et S’, on pose Xg = X x5 5’. Pour tout
entier n > 1, on pose

(2.1.1) AXTL:AXXS}S}L7 YZXXSE, YZXXSS.
Pour tout morphisme de S-schémas 7 : Y — X, on pose m, = 7 Xg S,. Pour tout &x-module M sur un
S-schéma X, on note M,, le Ox,-module M ®g, Og, sur X,.

Si T est un trait (i.e. le spectre d’un anneau de valuation discréte) et 7 son point générique, on dit que
(T, 7) est un trait génériquement pointé (ou simplement t¢rait lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité). Si
(T,7) et (T',7') sont deux traits génériquement pointés, un morphisme (7’,7') — (T, 7) est un morphisme
T’ — T qui envoie 7/ & 7. On dit qu’un tel morphisme est fini si le morphisme sous-jacent 77 — T est fini.
2.2. On désigne par Ens la catégorie des ensembles que I'on considére ainsi comme un topos (ponctuel) et
on le note aussi Pt ([6] IV 2.2). On désigne par Ab la catégorie des groupes abéliens.
2.3. Soit & une catégorie abélienne et M, N deux objets de 7. On désigne par D(&/) sa catégorie dérivée.

On note abusivement M le complexe concentré en degré 0 de valeur M. Pour tout entier i, on pose ([49]
10.7.1)

(2.3.1) Ext’, (M, N) = Homp ) (M, NTi]),
ou [i] désigne le décalage de degré i.

Soit F : &/ — &/’ un foncteur exact entre catégories abéliennes. Il s’étend en un foncteur de D (&)
dans D(«7’). En vertu de (2.3.1)), il induit, pour tous objets M et N de o et tout entier 4, un morphisme
canonique
(2.3.2) Ext’, (M, N) — Ext', (F(M), F(N)).

Pour tous objets M et N de <7, le groupe Ext!, (M, N) classifie les extensions de M par N dans <7 (cf. [50]
13.27.6).

2.4. Soient &/ une catégorie abélienne ayant suffisamment d’injectifs et M un objet de /. Le foncteur
Homg (M, —) : o — Ab est exact & gauche. On désigne par

(2.4.1) Ext',(M,-): o — Ab  Vi>0
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les foncteurs dérivées & droite de Hom (M, —). On pose Ext’, (M, —) = 0 pour i < 0. Cette définition est
compatible avec (2.3.1)) (cf. [49] 10.7.4 et 10.7.5).

2.5. Soient &/ une catégorie abélienne et E une suite spectrale dans 7

(2.5.1) Ey = B

telle que EZQJ =0sii<0ouj<0. Les termes de bas degré fournissent une suite exacte ([36] Appendix B)
(2.5.2) 0-Ey’ - E' 5 EY 5 B0 5 E? - By,

ot E? = Ker(E* — Ey?). Soient E’ une autre suite spectrale

(2.5.3) Ej = B/

telle que E’Q” =0sii<0ouj<O0,etu:E— E un morphisme de suites spectrales ([18] 0.11.1.2). On a
alors un diagramme commutatif

(2.5.4) 0 E° E! ES’ E>° E? Ey’
ul,()l \L 1 i 0,1 J{ 2,0 l 2 \L 1,1

2 u Ug Ugy uy Uy

0 E/21,0 E/l EIQO,I E/QQ,O E/12 E/21,1

Lemme 2.6. Conservons les notations de et supposons que les morphismes uzzj sont des isomorphismes
pour i + 7 < 1 et sont des monomorphisms pour i + j = 2. Alors, le morphisme u™ : E” — E est un

isomorphisme sin = 0,1, et est un monomorphisme si n = 2.

Preuve. 1l est clair que u° est un isomorphisme. D’apres (2.5.4)), le lemme des cing et le lemme du serpent,
on déduit que le morphisme u! est un isomorphisme et que le morphisme u? est un monomorphisme. Par
suite, on en déduit un diagramme commutatif

(2.6.1) 0 E? E? EJ?
u2£ Ql \L\ :

1 u Uy

0 E'12 E2 E/20,27

d’ou l'injectivité de u2.

2.7. Pour tout schéma X, on note Pic(X) = H'(X,0%) le groupe des classes d’isomorphismes de Ox-
modules inversibles. Soit f : X — T un morphisme propre de schémas. On désigne par Picy,r le foncteur
de Picard relatif de X au-dessus de T, défini pour tout T-schéma T" par

(2.7.1) Picx7(T') = H (T, Ripps f1(Gm)),

ou f': X xpT" — T’ est la projection canonique et G,, est le faisceau fppf qui & chaque schéma Y associe le
groupe I'(Y, 05) (cf. [39] 1.2). Soit ¢ un point de T'. D’apres (2.7.1), on a Picx,r(t) = Picx, /(t). Le foncteur
Picx, /¢ est représentable par un schéma en groupes localement de type fini (cf. [39] 1.5.2). Il possede un plus
petit sous-groupe ouvert connexe, sa composante neutre Picg(t st (1] VI, 2). On définit le sous-foncteur
Picg(/T de Picx/r comme suit : pour tout T-schéma T", Picg(/T(T’) est le sous-groupe de Picyp(T") formé
des éléments qui pour chaque point ¢ de T” induisent par fonctorialité un élément de Pic())(t /t(t).

2.8. Soit X un schéma. On dit qu'un Ox-module quasi-cohérent F' est un fibré vectoriel sur X s’il est

localement libre de type fini. On désigne par Vectx la sous-catégorie pleine de la catégorie des € x-modules
formée des fibrés vectoriels.

2.9. Soit (7, A) un topos annelé. On désigne par Mod (7T, A) la catégorie des A-modules de 7. On dit qu’un
A-module M de T est localement projectif de type fini si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites
(cf. [4] T11.2.8) :
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(i) M est de type fini et le foncteur sZom 4 (M, -) est exact;

(ii) M est de type fini et tout épimorphisme de A-modules N — M admet localement une section ;

(iif) M est localement facteur direct d’'un A-module libre de type fini.

On désigne par LLY (T, A) (resp. LP"(T, A)) la sous-catégorie pleine de Mod(7, A) formée des A-
modules localement libres (resp. localement projectifs) de type fini de 7.

Un A-module localement projectif de type fini est plat en vertu de (iii). Soient M’ et M"" deux A-modules
localement projectifs de type fini. D’apres (iii), le A-module S#0om4(M', M") est aussi localement projectif
de type fini. Soit 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte de Mod(7, A). On en déduit que, pour tout
i > 1, le foncteur &ztYy (M, —) est nul. Le module M est donc aussi localement projectif de type fini.

Etant donné un A-module localement projectif de type fini M, la suite spectrale qui relie les Ext locaux
et globaux ([6] V 6.1) induit, pour tout A-module N et tout entier ¢ > 0, un isomorphisme

(2.9.1) Ext’y (M, N) = H(T, #oma(M,N)).

2.10. Soient (7, A) un topos annelé et £ un A-module de T. Un A-module de Higgs a coefficients dans E
est un couple (M, ) formé d’un A-module M de T et d’'un morphisme A-linéaire § : M — M ®4 FE tel que
ONO=0.

2.11. Soit 7 un topos. Les systémes projectifs d’objets de T indexés par I'ensemble ordonné des entiers
naturels N, forment un topos que I'on note 7" (cf. [4] VL.7.1). Le foncteur

(2.11.1) AT = TV

qui & un objet F' associe le foncteur constant N° — T de valeur F' est exact a gauche. Il admet pour adjoint
a droite le foncteur

(2.11.2) AT ST

qui & un foncteur N° — 7 associe sa limite projective ([4] II1.7.4). Le couple (A, A*) définit donc un
morphisme de topos

(2.11.3) ATV ST

Etant donné un anneau A = (4,,),>1 de TV, on dit quun A-module M = (M,,),>1 de TV est adique
si pour tous entiers i et j tels que 1 <4 < j, le morphisme M; ®4;, A; — M; déduit du morphisme de
transition M; — M; est un isomorphisme.

2.12. Etant donnés un morphisme de topos 7 : 71 — T3 et un groupe abélien .Z de T3, on définit, pour tout
entier ¢ > 0, un morphisme

(2.12.1) v (T3, F) = H(TL, 7" (F))
comme le composé
(2.12.2) H' (T3, 7) = H (T3, 77" (F)) = H(T1,7* (7)),

ou la premieére fleche est induite par le morphisme d’adjonction id — v,7* et la seconde fleche est induite
par la suite spectrale de Cartan-Leray.

Supposons que v soit le composé de deux morphismes de topos 71 — Tz LN T5. Alors, pour tout entier
1 > 0 et tout faisceau abélien .% de T3, le morphisme composé

(2.12.3) H (T3, 7) 25 HI(T3, B°(F)) = H (Tz, 07" (F)) = HI(T1, 7 (F)),

ou la deuxieéme fleche est induite par le morphisme d’adjonction B* — a,a*p* et la troisieme fleche est
induite par la suite spectrale de Cartan-Leray, s’identifie au morphisme . En effet, si on note, pour
i =1,2,3, T; : T, = Ab le foncteur “sections globales”, le morphisme composé (2.12.3)) est induit par le
morphisme composé de la catégorie dérivée D(Ab) :

(2.12.4) RT3.% — RT3RB.8°F —» R[LRa.a*B*F = RT 0" 3" Z.
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Celui-ci s’identifie au morphisme induit par adjonction
(2.12.5) RT3% — RT3 Ry F =R a"5* F,
qui fournit le morphisme (2.12.1)).

2.13. Pour tout schéma X, on note Et/x (resp. Xgt) le site (resp. topos) étale de X. On désigne par
Et.p /x (resp. Et.con /x) la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas étales de présentation finie
sur X (resp. étales, séparés et de présentation finie sur X ), munie de la topologie induite par celle de Et /X
Si X est quasi-séparé, le foncteur de restriction de X4 dans le topos des faisceaux d’ensembles sur Bt /X
(resp. Etgeon /x) est une équivalence de catégories ([6] VII 3.1 et 3.2).

On désigne par X,,, le topos de Zariski de X et par
(2.13.1) ux : Xet — Xgar

le morphisme canonique ([6] VII 4.2.2). Si F' est un &x-module quasi-cohérent de X,,,, on note encore F le
faisceau de X défini pour tout X-schéma étale X’ par ([6] VII 2 ¢), cf. aussi [4] II1.2.9)

(2.13.2) F(X")=T(X",F ®¢, Ox/).
On désigne par Etf/ x le site fini étale de X, c’est-a-dire la sous-catégorie pleine de Et /x formée des
schémas étales et finis sur X, munie de la topologie induite par celle de Et /x- On note Xpe le topos fini

étale de X, c’est-a-dire le topos des faisceaux d’ensembles sur Etf/ x- Le foncteur d’injection canonique
Etf/ v — Et /x est continu. Il induit donc un morphisme de topos que I'on note

(2.13.3) px @ Xey — Xt

2.14. Soient X un schéma connexe, T un point géométrique de X. On désigne par 71 (X,T) le groupe
fondamental de X en T et par HB, (xz) le topos classifiant du groupe pro-fini 7 (X,7), c’est-a-dire la
catégorie des ensembles discrets munis d’une action continue a gauche de 7 (X, Z) ([6] IV 2.7). Le foncteur
fibre en T

(2.14.1) wz : Bty x — HB,, (x7)

qui a tout revétement étale Y de X associe I’ensemble des points géométriques de Y au-dessus de T, induit
une équivalence de catégories ([4] VI.9.8)

(2142) Uz : HBTrl(X,i) :—> Xfét.

Le foncteur wg est pro-représentable par un systéme projectif (X;,T;, ¢ij)ier de revétements étales
galoisiens pointés de X, indexé par un ensemble ordonné filtrant I, ou Z; est un point géométrique de
X, au-dessus de T et ¢;; : X; — X, (¢ > j) est un épimorphisme qui envoie Z; sur ;. Il est appelé pro-objet
universel galoisien de X en x. Le foncteur
(2143) vz . Xfét — HBﬂ.] (X,%) F— hﬂF(XZ),

iel
est une équivalence de catégories, quasi-inverse de uz ([4] VI1.9.8).

Lemme 2.15. Soient X un schéma quasi-compact, quasi-séparé et connexe et I un faisceau abélien de
torsion de Xgs. Le morphisme canonique

(2.15.1) 0% H (X, L) — H (X, pix (IL)).
est un isomorphisme si i = 0,1, et est un monomorphisme si t = 2.

Preuve. Le morphisme d’adjonction id — px.p% est un isomorphisme ([4] V1.9.18), d’ou la proposition
pour i = 0. Montrons-1a pour ¢ = 1. Les topos Xg; et Xyt sont cohérents ([4] VI.9.12). Par ([4] VI.9.20) et
([6] VI 5.1), on peut se borner au cas ot p% (L) est un faisceau abélien localement constant et constructible,
i.c. représentable par un schéma en groupes fini et étale G sur X. Le faisceau R' px.(p% (L)) de X est le
faisceau sur Etf/ x associé au préfaisceau défini par Y — H' (Y, p% (IL)). La catégorie des p% (IL)-torseurs
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sur Yz est équivalente a la catégorie des Gy -fibrés principaux homogenes sur Y pour la topologie étale, ou
Gy =G xx Y (|6] VII 2 b)). Tout Gy-fibré principal homogeéne sur Y est trivialisé par un revétement étale
de Y. Le faisceau R px.(p% (L)) est donc trivial.

On a une suite spectrale

(2.15.2) HY (Xie R pic (i (L)) = B (X, oy (L),
On en déduit un isomorphisme
H' (Xiet, pxcepx (L) = HY (Xey, pi (L))

La proposition pour ¢ = 1 résulte de ce dernier et de I'isomorphisme id = px«pP%. Comme R px«(px (L))
est nul, on en déduit par (2.5.2)) une suite exacte

(2.15.3) 0 = H*(Xeet, px« (px (L)) —= B (Xer, px (L)) = H (Xgeo, R? pxa (X (1))

La proposition pour i = 2 résulte alors de ce dernier et de I'isomorphisme id = px.p%-

2.16. Si € est une catégorie additive, on désigne par 6g et I'on appelle catégorie des objets de € a isogénie
prés ([4] TI1.6.1), la catégorie ayant mémes objets que €, et telle que I'ensemble des morphismes soit donné,
pour tous M, N € Ob(%¥), par

(2.16.1) Home, (M, N) = Home (M, N) @z Q.
On désigne par
(2.16.2) C — %@7 M — MQ7

le foncteur canonique. Deux objets de € sont dits isogénes s’ils sont isomorphes dans la catégorie 6p. Si
% est une catégorie abélienne, la catégorie 6y est abélienne et le foncteur canonique (2.16.2)) est exact ([4]
I11.6.1.4). Tout foncteur additif (resp. exact) entre catégories additives (resp. abéliennes) € — ¢’ induit un
foncteur additif (vesp. exact) €gp — % compatible aux foncteurs canoniques (2.16.2)) ([4] 111.6.1.5).

La famille des isogénies de ¥ permet un calcul de fractions bilatere ([29] I 1.4.2). La catégorie %y

s’identifie a la catégorie localisée par rapport aux isogénies et le foncteur ([2.16.2)) est le foncteur de localisation
(cf. [4] T11.6.1).
2.17. Soit (7, A) un topos annelé. On désigne par Modg(7T, A) la catégorie des A-modules de T a isogénie
pres (2.16) dont les objets sont appelés les Ag-modules. Etant donnés deux Ag-modules M et N, on note
Hom, (M, N) le groupe des morphismes de M dans N dans Modg(7,A). Rappelons que la catégorie
Modg(T, A) a suffisamment d’injectifs ([4] IT1.6.1.6) et reprenons les notations de (2.4) pour cette catégorie.
Pour tout entier i > 0 et tous Ag-modules M et N, on pose Ext)y (M, N) = Extyoq,(7,4) (M, N) qui est
un Q-espace vectoriel. En particulier, pour tout entier ¢ > 0 et tout Ag-module N, on pose

(2.17.1) H(T, N) = Extly_(Ag, N).

On note Vectg la catégorie des QQ-espaces vectoriels. Le foncteur canonique Ab — Vectg induit une
équivalence de catégories Abg — Vectq. Etant donné un A-module M de 7, on a un diagramme commutatif

Hom 4 (M,—)

(2.17.2) Mod(T, A) Ab
i Hom a, (Mg,—)
Modg (T, A) — "+ Vectg,

ou les fleche verticales sont les foncteurs canoniques. Ceux-ci sont exacts et transforment les objets injectifs
en des objets injectifs ([4] II1.6.1.6). Pour tout entier i > 0 et tous A-modules M et N, on en déduit par la
suite spectrale de Cartan-Leray un isomorphisme

(2.17.3) Exty (M, N) ®z Q = Extly (Mg, Ng).
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En particulier, pour tout entier ¢ > 0 et tout A-module N, on a un isomorphisme
(2.17.4) H(T,N) ®z Q ~ H(T, Ng).

2.18. Soient & une catégorie abélienne, End(id.,) 'anneau des endomorphismes du foncteur identique de
o/ et ¢ : 0 — End(idey) un homomorphisme. Pour tout objet M de &7 et tout v € o, on note ju (M)
l’endomorphisme de M défini par ¢(v). En particulier, pour tous objets M et N de &7, Homg (M, N) est
muni d’une structure de o-module.

On dit qu’un objet M de o est a-nul s’il est annulé par tout élément de m, i.e. si (M) = 0 pour tout
~ € m. Pour toute suite exacte 0 — M"” — M — M’ — 0, pour que M soit a-nul, il faut et il suffit que M"”
et M’ soient a-nuls. On appelle catégorie des a-objets de &7 et 'on note a-<7 le quotient de la catégorie 7
par la sous-catégorie épaisse formée des objets a-nuls ([24] IIT §1; cf. aussi [3] 1.4.2). On note

(2.18.1) a: o = oo, M (M)

le foncteur canonique; on notera aussi M* au lieu de a(M) lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion. La
catégorie a-47 est abélienne et le foncteur « est exact ([24] III §1 prop. 1). On dit qu'un morphisme f de o/
est un a-isomorphisme (resp. a-monomorphisme, resp. a-épimorphisme) si «(f) est un isomorphisme (resp.
monomorphisme, resp. épimorphisme), autrement dit si son noyau et son conoyau (resp. son noyau, resp.
son conoyau) sont a-nuls.

La famille des a-isomorphismes de 7 permet un calcul de fractions bilatére ([29] I 1.4.2). La catégorie a-
o/ s’identifie a la catégorie localisée par rapport aux a-isomorphismes et « est le foncteur canonique
(de localisation).

Lemme 2.19 ([3] 1.4.3). Les hypothéses étant celles de soient, de plus, f: M — N un morphisme de
@,y € o tels que le noyau et le conoyau de f soient annulés par ~y. Alors, il existe un morphisme g : N — M
de o tel que go f = p2(M) et fog=p2(N).

2.20. Soit &/ une catégorie abélienne tensorielle autrement dit, o/ est une catégorie abélienne munie d’un
foncteur bi-additif ® : & x & — &7 et d’un objet unité A, vérifiant certaines conditions ([12] 1.15), et soit
¢ : 0 — End(A4) un homomorphisme. On a un homomorphisme canonique End(A) — End(id.). On peut
donc définir la catégorie a-7 suivant Le produit tensoriel induit un bi-foncteur

(2.20.1) - X - — -, (M,N)— M®N,

qui fait de a-47 une catégorie abélienne tensorielle, dont A% est un objet unité (cf. [3] 1.4.4). Le foncteur o
induit un homomorphisme End(A) — End(A%). Par suite, pour tous objets M et N de a-«7, Hom,._o (M, N)
est canoniquement muni d’une structure de End(A)-module.

3. Représentations a coefficients dans les modules de type a-fini

3.1. Rappelons que o désigne le séparé complété p-adique de O et m son idéal maximal et que I'on a
m? =m et v(m) = Qs . Pour tout nombre réel » > 0, on note I, I'idéal de o formé des éléments x € o
tels que v(x) > 7.

On note Mod(o) la catégorie des o-modules. Prenant pour ¢ : 0 — End(idpod(o)) 'isomorphisme
canonique, on considere les notions introduites dans pour la catégorie Mod (o). Considérons le foncteur

(3.1.1) Mod (o) — Mod(o) M — My = Homg(m, M).
Pour tout o-module M, on a des a-isomorphismes (2.18]) canoniques fonctoriels ([4] V.2.4)

(3.1.2) M — M, z+— (m e m— mx),
(3.1.3) m®, M — M.
Proposition 3.2 ([4] V.2.5 et 2.6). Soit f : M — N un morphisme de o-module.

i) Pour que f soit un a-isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme indui : — soit un
i) P it ] hi. il faut et il t l hi. induit fy : My — Ny soit
isomorphisme.
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(ii) Pour que f soit un a-isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme induit m @, M — m ®, N
soit un isomorphisme.

(iii) Pour tout entier i > 0, le foncteur Exti(m, —) envoie les a-isomorphismes sur des isomorphismes.

(iv) Le foncteur envoie les a-monomorphismes sur des monomorphismes.

Remarque 3.3. Le o-module m n’est pas projectif. En effet, le o-module m est plat et on am = liglneN(pl/”),

ol p'/™ est une racine n-itme de p dans O . Mais le systéme projectif (Hom, (o, (pl/")))nzl ne vérifie
pas la condition de Mittag-Leffler. L’assertion résulte alors de ([41] 3.1.3).

3.4. Suivant ([43] 2.2), pour tous o-modules M et N et tout v € m, on dit que M et N sont y-équivalents
et on note M =, N, s’il existe deux o-morphismes f : M — N et g : N — M tels que fog = yidy et
go f =ridy. On dit que M et N sont a-équivalents et on note M ~ N si M et N sont y-équivalents pour
tout v € m.

On dit qu'un o-module M est de type a-fini si, pour tout v € m, il existe un o-module de type fini N
tel que M =, N. Pour tout entier n > 1, on dit qu'un o,-module M est de type a-fini s’il est de type a-fini
en tant que o-module.

On dit qu’une suite de o-modules est a-ezacte si ses groupes de cohomologie sont a-nuls (cf. [3] 1.5.2).

Remarque 3.5. (i) D’aprés deux o-modules a-isomorphes sont a-équivalents. La réciproque n’est pas
vraie. En effet, pour tout nombre réel 7 > 0, on a alors I, ~ o (B.1). Si r & Qs9, 0 et I, ne sont pas
a-isomorphes (cf. [3] 1.8.4).

(ii) La notion de type a-fini introduite dans est compatible avec la définition générale introduite dans

(cf. [3] 1.5.3 et 1.8.5(ii)).

Théoréme 3.6 ([43] 2.5). Pour tout o-module de type a-fini M, il existe une unique suite décroissante de
nombres réels positifs (r;)i>1, tendant vers 0, et un unique entier n > 0 tels que

Lemme 3.7 ([3] 1.5.13 et 1.8.7). Soit 0 - M' — M — M" — 0 une suite a-ezacte de o-modules. Pour que
M soit de type a-fini, il faut et il suffit que M' et M" le soient.

Proposition 3.8. Soit M un o-module de type a-fini.

(i) Il existe un sous-o-module libre de type fini M° de M tel que M/M°® soit annulé par une puissance
de p.

(i) Les sous-modules (p"M°®),>1 forment un systéme fondamental de voisinages de 0 pour la topologie
p-adique de M.

(iii) La topologie p-adique de M est séparée et compléte.

(iv) Soit N un sous-module de M. La topologie p-adique de N est induite par la topologie p-adique de
M.

Preuve. (i) D’apres le o-module M est a-équivalent & un o-module N = o™ @& (®;>10/1,,) avec
(r;)i>1 tendant vers 0. Notons N° le sous-o-module 0™ de N. Choisissons un élément v de m. Il existe des
morphismes de o-modules f: N — M et g: M — N tels que go f = ~vidy et fog = ~idys. La restriction
de f & N° est donc injective. On prend pour M° le sous-o-module libre de type fini f(IN°) de M. On a alors
g(M°) = ~yN° C N°. Les morphismes f et g induisent une y-équivalence entre M/M° et N/N° :

(3.8.1) f:N/N°— M/M°  g:M/M°— N/N°.

Comme N/N° >~ @;>10/1,, est annulé par une puissance de p, il en est de méme de M /M°.

(ii) En vertu de (i), il existe un entier m > 1 tel que p™(M/M°) = 0. On en déduit que p™M C M° C M.
Les systemes fondamentaux (p"M°®),>1 et (p™"M),>1 de voisinages de 0 sont alors équivalents.

(iii) On a un isomorphisme canonique M° — Mo = @Mo/p"Mo. En vertu de (ii), M= @nM/p”MO
est le séparé complété p-adique de M. Pour tout entier n > 1, on a une suite exacte

(3.8.2) 0 — M°/p"M° — M/p"M° — M/M° — 0.
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Le systéme projectif (M°/p™M?),>1 vérifie la condition de Mittag-LefHler. La limite projective induit donc
une suite exacte

(3.8.3) 0— M°— M — M/M° — 0

qui s’insére dans un diagramme commutatif

(3.8.4) 0 Me M M/M° —=0
|
0 Mo M M/M°® —=0

On en déduit que le morphisme canonique M — M est un isomorphisme ; d’ou 'assertion.

(iv) En vertu de N est de type a-fini. Il existe un sous-o-module libre de type fini N° de N vérifiant la
condition (i). On peut supposer de plus que N° C M°. Soit N3, = {x € M°|p™x € N° pour un entier n > 1}
la saturation de N° dans M°. On a alors (p"M°) N N2, = p" N2, pour tout n > 1. Comme p n’est pas un
diviseur de zéro dans M°/N2., M°/NZ, est o-plat ([2] 1.9.12). On en déduit que N2, est de type fini ([2]
1.9.14). 1l existe donc un entier [ > 1 tel que p'! NS, C N°. Pour tout entier n > 1, on a

sat

(P"M°)NN° = (p"M° N Ng,,

JAN® = (p"Ngy) NN° =p"Ng

sat*
On en déduit que

p"N° C (p"M°) N N° C p"'N°.
L’assertion s’ensuit compte tenu de (ii).

Lemme 3.9 ([3] 1.8.11). Soit M un o-module tel que M/pM soit de type a-fini. Alors, le o-module M=
@M/p”M est de type a-fini.

Lemme 3.10. (i) Soit (My)n>1 un systéme projectif de o-modules a-nuls. Alors, les o-modules ILHMH et
R!lim M,, sont a-nuls.

(ii) Sotent (Mp)n>1 et (Ny)n>1 deux systémes projectifs de o-modules et (fn : My, — Ny)n>1 un systéme
projectif des a-isomorphismes. Alors, le foncteur limite projective induit des a-isomorphismes @Mn —
m N, et R' lim M,, — R' lim N,,.

L’assertion (i) est démontrée dans ([27] 2.4.2) et l'assertion (ii) résulte de (i).

Définition 3.11 ([4] V.6.1). Soient R une o-algébre et M un R-module. On dit que M est a-plat si il vérifie
les conditions équivalentes suivantes :

(i) Pour tout R-module N et tout entier i > 1, Tor:*(M, N) est un o-module a-nul.

(ii) Pour tout R-module N, Torf (M, N) est un o-module a-nul.

(iii) Pour tout morphisme R-linéaire injectif f : Ny — Na, le noyau de idp; @ f : M @ g N1 = M ®pr No
est un o-module a-nul.

Lemme 3.12. Soient R une o-algébre et M un R-module a-plat. Alors, le R-module m ®, M est plat. En
particulier, pour tout o-module a-plat N, m ®, N est sans torsion.

Preuve. En vertu de (ii), pour tout o-module a-nul N, m ®, N est nul. La R-platitude de m @, M
résulte alors de la o-platitude de m. On sait qu’un o-module est plat si et seulement s’il est sans torsion ([10]
chap. VI §3.6 lem.1) ; d’ou la deuxiéme assertion.

Proposition 3.13. Soient M et N deuz o,-modules (2.1) (resp. o-modules) a-équivalents. Alors, la a-
platitude de M est équivalente a celle de N.

Preuve. Supposons que M soit a-plat. Soit f : N7 — N un morphisme injectif de 0,,-modules. Pour tout

v € m, il existe des morphismes o-linéaires g : M — N et h: N — M tels que goh = vidy et hog = yidy,.
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On a alors un diagramme commutatif

h®id Ny
(3.13.1) N ®,, Nt —= M ®,, N1

idn ®fl lidM f

h®id Ng
N ®0 N2 —_— M ®0 N2

Comme Ker(M ®,, N1 — M ®,, N2) est a-nul et goh = yidy, on en déduit que Ker(N®,, N1 — N®,, Na)

est annulé par I'idéal ym de 0. La a-platitude de N s’ensuit compte tenu du fait que m?> = m. La démonstration

pour les o-modules est similaire.

Corollaire 3.14. Soient n un entier > 1 et M un o,-module (resp. o-module) de type a-fini. Pour que M

soit a-plat, il faut et il suffit qu’il existe un entier m > 0 tel que M = ol (resp. M ~ o™ ).

Preuve. Comme p"M = 0, d’apres il existe une suite décroissante de nombres réels (7;);>1 tendant
vers 0 tels que r; < n et que M ~ @;>10/I,,. Le o-module 0/I, est a-isomorphe & o0,. Soit 7 un nombre
réel tel que 0 < r < n. Il est clair que 0/1, n’est pas un o,-module a-plat. L’assertion pour les 0,,-modules
s’ensuit. La démonstration pour les o-modules est similaire.

Lemme 3.15. Soit (M, )n>1 un systéme projectif de o-modules tel que, pour tout entier n > 1, M, soit un
0n-module a-plat de type a-fini et que le morphisme canonique My, 11 ®o,,_, 0n — My, so0it un a-isomorphisme.
On pose, pour tout entiern > 1, N, =m®, M,,, M = 1£1Mn et N = ]'gl]\fn. Alors :

(i) On a un a-isomorphisme canonique N = M.

(ii) ’homomorphzsme canomque N/p”N — N, est un isomorphisme.

(iii) Les o-modules N et M sont a-plats de type a-fini.

Preuve. (i) Pour tout entier n > 1, le morphisme canonique N,, — M,, est un a-isomorphisme (3.1.3).
En vertu de ii), la limite projective induit un a-isomorphisme canonique N — M.
(ii) D’apres ii), le a-isomorphisme M, 11 ®,,,, 0, — M,, induit un isomorphisme Ny, 11 ®,., 0n =

N,. On notera que, pour tout entier n > 1, N,, est un 0,- module plat (3.12] - Pour tous entiers m,n > 1,

appliquant le foncteur Ny, 1y ®o,,.,, — 2 la suite exacte 0 — 0, —> Om4n — 0, — 0, on en déduit une suite
exacte :

(3.15.1) 0= Now 25 Nopn — Ny — 0.

Le systeme projectif (N, )m>1 vérifie la condition de Mittag-Leffler. On en déduit une suite exacte

pm

(3.15.2) 0 N N N, 0,

d’ou 'assertion.

(111) En vertu de (i) et il suffit de démontrer I'assertion pour N. La a-finitude de N résulte de (ii)
et 3.9 D’apres E N est a- equlvalent a un o-module 0™ & (®;>10/1,,) avec (r;);>1 tendant vers 0. On en
dedult que, pour tout entier n > 1, on a N/p"N ~ o™ & (692>1(0/Ih)/p (0/I.,)). D’autre part, on notera
qu’il existe un entier I > 1 tel que, pour tout ent}ier n>1, N, ~o, . En vertu de (ii), pour tout entier
i > 1, on a donc r; =0; d’ou la a-platitude de N.

Remarque 3.16. Sous les hypotheses de la topologie p-adique de N est la limite projective des
topologies discrétes sur les N,,.

3.17. Soient V un €-espace vectoriel de dimension finie, V° un sous-o-module libre de type fini de V' qui
I’engendre sur €. On appelle topologie p-adique sur V 1'unique topologie compatible avec sa structure de
groupe additif pour laquelle les sous-groupes (p"V°),,>1 forment un systéme fondamental de voisinages de
0. Cette topologie ne dépend pas du choix de V° (cf. [4] 11.2.2). On notera que tout morphisme €-linéaire
de €-espaces vectoriels de dimension finie est continu pour la topologie p-adique.
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3.18. Dans la suite de cette section, on se donne un groupe profini G. Pour tout entier n > 1, on munit
lanneau o, = o/p™o (resp. o, resp. €) de la topologie discréte (resp. de la topologie p-adique, resp. de la
topologie p-adique (3.17)) et de laction triviale de G.

Soit n un entier > 1. Par o0, -représentation de GG, on sous-entend un o,-module M muni de la topologie
discrete et d’une action continue et o,-linéaire de G. Un morphisme de o,-représentations de G est une
application o,-linéaire et G-équivariante. On désigne par Rep,, (G) la catégorie des o,-représentations de
G.

On note 0 le systéme projectif d’anneaux (0,,),>1. On désigne par Rep;(G) la catégorie des systemes
projectifs de o[G]-modules discrets (V;,),>1 tels que, pour tout entier n > 1, p™V,, = 0. Il est clair que les
catégories Rep, (G) et Repy(G) sont abéliennes.

Par o-représentation continue de G, on sous-entend un o-module de type a-fini muni de la topologie
p-adique et d’une action o-linéaire continue de G. Par €-représentation continue, on sous-entend un €-espace
vectoriel de dimension finie muni de la topologie p-adique et d’'une action €-linéaire continue de G.
Un morphisme de o-représentations (resp. €-représentations) continues de G est une application o-linéaire
et G-équivariante. Une telle application est continue pour la topologie p-adique (cf. . On désigne par
RepS®™™(G) (resp. Repy™ (@) la catégorie des o-représentations (resp. €-représentations) continues de G.

Lemme 3.19. Soient V un objet de RepS®*(G) et W un sous-o-module de V' stable par G. Alors, W (resp.

[

V/W ) est un o-module de type a-fini et la restriction de laction de G sur W (resp. V/W ) est continue pour
la topologie p-adique.

Preuwve. La a-finitude de W et V/W résulte de La continuité de 'action de G pour la topologie
p-adique de W s’ensuit compte tenu iv). Soit 7w : V. — V/W la projection. Pour tout entier n > 1, on a
m(p"V) = p™(V/W). On en déduit la continuité de 'action de G sur V/W.

Proposition 3.20. La catégorie RepS™ (G) est abélienne.

o}

Preuve. Cette catégorie est clairement additive. Soit f : V; — V4, un morphisme de Rep®™*(G). D’aprés

on définit Ker(f) (resp. Coker(f)) par le o-module Ker(V; — V3) (resp. Coker(V; — V3)) muni de la
topologie p-adique et de 'action de G induite par Vi (resp. V2). Il est clair que le morphisme canonique
Coim(f) — Im(f) est un isomorphisme.

loti(G) la sous-catégorie pleine de Rep,, (G) formée des o,,-
représentations dont le 0,-module sous-jacent est libre de type fini, par Rethf(G) la sous-catégorie pleine

de RepS®™ (G) formée des o-représentations continues dont le o-module sous-jacent est libre de type fini.

On désigne par Repi! (@) la sous-catégorie pleine de Rep,(G) formée des systémes projectifs (V;,),>1

tels que, pour tout entier n > 1, V,, soit un objet de Rep{,t:(G) et que le morphisme canonique V;, 1 ®a,,,

3.21. Soit n un entier > 1. On désigne par Rep

0, — V,, soit un isomorphisme de o,-représentations de G.
Le foncteur limite projective induit une équivalence de catégories

(3.21.1) Repy'(G) = Repy, ' (G).

0

En effet, le foncteur Rep (G) — Repl(G), défini par V — (V/p"V),>1 est un quasi-inverse de (3:21.1)).

0 0
Pour tout objet V de Replotf(G), on note V[%] la €-représentation continue associée. Le foncteur canonique
Repf(G) — Rep™ (@) induit une équivalence de catégories :
(3.21.2) Rep''(G)g = RepP™(G),

[

ol la source désigne la catégorie des objets de Replotf(G) a isogénie pres (cf. [13] prop. 22).

3.22. Prenant pour ¢ 'un des homomorphismes canoniques 0 — End(idRep% (@) © = End(idRep, (¢)) ou
o — End(idRepcﬂont(G)), on peut considérer les notions introduites dans pour les catégories abéliennes
Rep,, (G), Rep;(G) et Rep;”™ (G). Un morphisme de Rep, (G) (resp. Rep;”™(G)) est un a~-isomorphisme

si et seulement §’il induit un a-isomorphisme sur les modules sous-jacents. Un morphisme (f,)n>1 de
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Rep;(G) est un a-isomorphisme si et seulement si, pour tout entier n > 1, f, est un a-isomorphisme
de Rep, (G).
aptf

3.23. Soit n un entier > 1. On désigne par Rep,*" (G) la sous-catégorie pleine de Rep,, (G) formée des
0,-représentations dont le 0,,-module sous-jacent est a-plat de type a-fini (3.14)), et par Repo‘ptf(G) la sous-

0
catégorie pleine de Repi®™ (@) formée des o-représentations continues de G dont le o-module sous-jacent est
a-plat de type a-fini.

On désigne par Rep?ptf(G) la sous-catégorie pleine de Repy(G) formée des systémes projectifs de
représentations (V,,),>1 tels que, pour tout entier n > 1, V,, soit un objet de Rep?ftf(G) et que le morphisme
canonique Vi, 11 ®,,,, 0, — V5, s0it un a-isomorphisme .

En munissant m de Paction triviale de G, d’apres et le foncteur limite projective induit un

foncteur

(3.23.1) F: Repg‘ptf(G) — Rep2P"(G) (Vi)nz1 = limm @, V.
D’autre part, on a un foncteur
(3.23.2) Fy : Rep2P (@) — Rep®™(G) Vs (V/P"V )1
En vertu de [3.8(i)-(ii), on a un foncteur canonique
1
(3.23.3) Rep2P(G) — Repy™ () Vi V[E]

On désigne par Rep2P"(Q)q (resp. Rep?ptf(G)@) la catégorie des objets de Rep* (@) (resp. Rep;” @)
a isogénie pres.
Lemme 3.24. (i) Le foncteur Fy envoie les a-isomorphismes sur des isomorphismes.

(i) Soit (Vi)n>1 un objet de Repg‘ptf(G). On a un isomorphisme canonique fonctoriel

B(Fi((Va)nz1)) = (M @6 Vi )n>1

et un a-isomorphisme canonique (M @, Vi )n>1 — (V)n>1-

Preuve. L’assertion (i) résulte de ii) et lassertion (ii) résulte de (3.1.3) et ii).
Lemme 3.25. Soit V un objet de Rep‘g‘ptf(G). On munit m ®, V de la topologie p-adique et de l'action
canonique de G. Alors :

(i) On a un isomorphisme canonique fonctoriel m @, V =3 Fy(Fy(V)).

(ii) Le a-isomorphisme canonique m ®, V. — V est injectif.

Preuve. (i) D’apres [3.§[(iii), on a un isomorphisme canonique et fonctoriel de o-représentations continues
me,V Sme,V ~ limm ®, (V/p"V); d’out assertion.

(ii) Le noyau du morphisme m®,V — V est a-nul. La proposition résulte du fait que le o-module m®, V'
n’a pas de torsion (3.12)).
Corollaire 3.26. Les foncteurs Fy et Fs induissent des équivalences de catégories quasi-inverses ['une de
Uautre

(3.26.1) Rep™(G)g <> Repl™ (G)g,  Rep™(G)g = Repi™ (G)g.

Preuve. En vertu de[2.19] tout a-isomorphisme est une isogénie. L’assertion résulte alors de [3.24] et [3.25]
Proposition 3.27. Le foncteur canonique (3.23.3)) induit une équivalence de catégories

(3.27.1) Rep®P(G)g — RepP™(G).

Preuve. L’essentielle surjectivité résulte de (3.21.2). Soient V; et V5 deux objets de Rep‘jptf(G). 11 suffit
de démontrer que le morphisme canonique

(3.272) Homg(Vi, V) 92 Q - Homa(Vi[ ], Vol )
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est un isomorphisme. D’apres ii), on a une suite exacte de Rep®™(G)

(3.27.3) 0o m®, Vo= Vo = k®, Vo — 0.
On en déduit une suite exacte
(3.27.4) 0 — Homg(Vi,m ®, Vo) — Homeg(Vh, Vo) — Homg (V1, k ®, Va).

Comme k ®, V3 est a-nul, on a des isomorphismes (m ®, V2)[3] = V2[1] et Homg(Vi,m ®, V2) @2 Q =

Homg (V1, Va) ®z Q. D’apres on peut donc se ramener au cas ou Vs est sans torsion.
On note Vi tor le sous-module de torsion de Vi et on le munit de la topologie p-adique et de l'action
continue de G induite par V; (3.20). On a alors des isomorphismes

(3.27.5) Homg (V1 / Vi tor, V2) — Homeg (Vi, Va)
et Vl[%] = v/ W,tor)[%]- On peut donc se ramener au cas ot V; est sans torsion.
Comme V; et V5 sont isogeénes & des o-modules libres de type fini (3.14]), on a un isomorphisme canonique
~ 1 1
(3.27.6) Hom, (V1, V2) @z Q = Homc(Vl[];], Vz[g})-

On en déduit Dinjectivité de (3.27.2). Etant donnée une application €-linéaire et G-équivariante f : Vl[%}] —
VQ[%], il existe une application o-linéaire g : Vi — V3 telle que g[%] = f. Comme les actions de G sur o et €
sont triviales et les o-modules sous-jacents a V7 et V5 n’ont pas de torsion, I’application g est G-équivariante ;
d’otul la surjectivité de (3.27.2)).
Lemme 3.28. Soient X un schéma connezxe, T un point géométrique de X. Pour tout entier n > 1, on note
encore oy, le faisceau d’anneaus constant de X, de valeur o,, et on note 6 l'anneau (0,,),>1 de X%\Té:.

(i) Pour qu’un 0,-module L de Xy soit localement libre de type fini, il faut et il suffit que sa fibre Lz
en T soit un o,-module libre de type fini.

(ii) Pour qu'un 6-module L = (L,),>1 soit localement libre de type fini, il faut et i suffit que L soit
adique et que pour tout entier n > 1, le 0,-module L,, soit localement libre de type fini.

Preuve. L’assertion (i) est démontrée dans ([4] I11.2.11). En calquant la démonstration de ([4] I11.7.19,
7.20), on vérifie 'assertion (ii).
3.29. Conservons les notations de et reprenons de plus celles de pour G = 71(X,Z). Soit n un
entier > 1. La restriction du foncteur uz : By, (x 7 = X (2.14.2)) & la sous-catégorie Rep, (m1(X,7)) de
B, (x,7) induit une équivalence de catégories :

(3.29.1) Rep, (m(X,7)) = Mod (X, 05).

D’apres i), celle-ci induit une équivalence de catégories (2.9} [3.21))

(3.29.2) piz : Repy! (11(X, 7)) = LLY (X, 01).

D’apres (3.21.1)) et ii), les foncteurs (3.29.2)) induisent une équivalence de catégories
(3.29.3) iz : Repy (m1(X, 7)) = LLY(X3;, 8).

On désigne par LLS(XfNé: ,0) la catégorie des 6-modules localement libres de type fini de XfNé: a isogénie pres.
D’apres (3.21.2)), le foncteur (3.29.3)) induit une équivalence de catégories
(3.29.4) fiz o : Repg™ (mi (X, 7)) = LLE(XE,, 8).

3.30. Soient W un objet de lReplotf(m (X,7)) et V une Creprésentation continue de (X, 7). Pour tout
entier ¢ > 0, on désigne par H (71 (X,Z), W) (resp. Hy, (71 (X, ), V)) le groupe de cohomologie continue

de m1(X,T) a valeurs dans W (resp. V') (cf. [47] §2 ou [4] 11.3.8).
Posons L = jiz(W) (3.29.3)). D’apres (3.29.1)), ([4] 11.3.10 et I11.7.11), on a un isomorphisme canonique

(3.30.1) Hi, . (m (X, 7), W) = HY (XE, , L).
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4. Compléments de géomeétrie rigide
4.1. Soient . = Spf(0) et X un .#-schéma formel de présentation finie. Pour tout &x-module %, on pose
1
(4.1.1) y[;] =7 @z, Qp.

Celui-ci est canoniquement isomorphe a la cléture rigide de .# ([2] 2.10.1, [4] 111.6.15). On note Mod " (0x [%])

la catégorie des ﬁx[%]—modules cohérents et Mod@oh(ﬁx) la catégorie des Ox-modules cohérents & isogénie
pres. Alors le foncteur canonique

1 1
(4.1.2) Mod®"(0x) — ModCOh(ﬁx[E])y F 9[51,
induit une équivalence de catégories ([4] 111.6.16)
~ 1
(4.1.3) Mod$"(0x) = Mod™"(0x[~]).
p

4.2. On désigne par X™& I’espace rigide cohérent associé a X ([2] 4.1.6) et par %;1(% le topos admissible de
X8 (2] 4.4.1). On pose © = .#"8. Pour tout Ox-module ., on peut lui associer un faisceau Z"¢ de X1%
([2] 4.7.4). Le faisceau (Ox)"® est un anneau de X2% que 'on note @xris (2] 4.7.5). On a un morphisme
canonique de topos annelés ([2] (4.7.5.1))

ri 1
(4.2.1) Ox : (xag:, ﬁ%rig) — (%zara ﬁx[;})

Celui-ci induit un morphisme canonique de topos annelés ([2] (4.7.5.2))

(4.2.2) px : (XUE Oxrie) = (Xpars Ox).

Pour tout Ox-module cohérent .%, on a un isomorphisme canonique ([2] 4.7.25)
(4.2.3) pi(F) = e,

4.3. Soit V un €-schéma séparé de type fini. On peut lui associer un O-espace rigide quasi-séparé V" ([2]
7.4.12). On désigne par V2 le topos admissible de V2" ([2] 7.3.4) et Oyan lanneau structural de V2" ([2]
7.3.8). On a un morphisme de topos annelés (le morphisme de GAGA [2] (7.6.2.4)) :

(4.3.1) Oy (Vo' Oven) = (Viar, Ov').

Si F est un Oy-module, on pose F*" = &7, (F) (I'image réciproque étant pris au sens des modules). L’anneau
Oyan est cohérent (cf. [2] 7.3.10 et 7.3.11). On désigne par Mod“" (&) (resp. Mod®" (@yan)) la catégorie
des Oy-modules (resp. Oyan-modules) cohérents (2] 7.3.10).

4.4. Soient X un §—schéma séparé et de présentation finie (2.1)), X le schéma formel complété p-adique de
X et V=X Q®,¢. On aun O-morphisme canonique ([2] 7.4.12.2)

(4.4.1) Xris _y yon

Si X est propre sur S, celui-ci est un isomorphisme et par suite V" est cohérent ([2] 7.4.14). Soient .# un
Ox-module cohérent et % son complété p-adique. On a un isomorphisme fonctoriel ([2] 7.6.7)

(442) Jgé:rig BN (y‘v)an‘)?rig'

Proposition 4.5. Soient V un €-schéma séparé de type fini et F' un Oy -module cohérent. Si F** =0, F
est également nul.
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Preuve. Le support de F' est un sous-ensemble fermé de V. Comme chaque sous-ensemble fermé de V' a
un point fermé, il suffit de démontrer que, pour tout point fermé P de V, Fp est nul.
Soient P un €-point de V et @ : © — V2" le morphisme d’espaces rigides associé ([2] 7.4.12). D’apres (2]

7.4.12.3), il existe un S-schéma X séparé de présentation finie et de fibre générique V tel que Q se factorise
en un morphisme © — X" que l'on note encore @, suivi du morphisme canonique X'& — }an ([@43).
D’aprés ([2] 3.3.12 et 4.1.20), il existe un unique point rigide 2 : . — X ([2] 3.3.1) tel que Q = 2"8.

Pour démontrer que Fp est nul, on peut se ramener au cas ou X = Spec(A) est affine. On note Ale
complété p-adique de A et on pose B = A[%]7 B = ﬁ[]l;] et f: B — B’ le morphisme canonique. Le point
rigide 2 de X correspond a un idéal maximal q de B’ (cf. [2] 3.3.2). D’apres ([2] 1.12.11(1)), p = f~1(q) est
I’idéal maximal de B correspondant au point fermé P.

Il existe un Ox-module cohérent .7 tel que ¥ ®, € ~ F ([2] 2.6.23). En vertu de (4.4.2)), on a un
isomorphisme Z'i& = [ an| Xrig On en déduit que Ztie = (). 1l existe un A-module cohérent M tel que .7
soit isomorphe au @x-module associé & M. Notons M le complété p-adique de M. D’apres ([2] 1.12.16), le
couple (A,pA) vérifie la condition de Krull ([2] 1.8.25) et on a alors un isomorphisme

(4.5.1) M®y A M.

D’apres ([2] 4.8.24), le B'-module ]\//.7[]%] est nul. On en déduit que
1 — 1

(4.5.2) (MZ])y @8, By ~ (M[7])q

est nul. D’apres ([2] 1.12.17), le morphisme canonique A — A est plat. Il en est méme du morphisme local
By — By. En vertu de ([16] 6.6.1), By est fidelement plat sur By. Le Bp-module (M[%})p ~ Fp est alors
nul, d’ou la proposition.

Corollaire 4.6. Sous les hypothéses de[L.5] le foncteur

(4.6.1) d} : Mod™"(0y) - Mod™"(Oyan)  F — Fo©

est exact et fidéle.
Preuve. Cela résulte de [4.5| et ([2] 7.6.8).

Proposition 4.7. Soient V un schéma séparé de type fini sur € et F un Ox-module cohérent. Pour que F'
soit plat, il faut et il suffit que F*™ soit un Oyan-module plat.

Preuve. Si F' est plat, c’est alors un fibré vectoriel sur V. On en déduit que F*" est localement libre de
type fini et est plat.

Supposons que F?" soit plat. Soient U un ouvert de V', Fyy la restriction de F' a U et Fj" = O (F)
(4.6.1)). Le Opan-module F{i" s’identifie a la restriction de F*" sur U*". Comme U2} a suffisamment de points
(2] 7.3.14), Ff" est un Opyan-module plat. Comme le foncteur @7, (4.6.1) est exact et fidele, on en déduit
que le foncteur

(4.7.1) Fy ®6, — : Mod®"(0y) — Mod®" (&)

est exact. La proposition s’ensuit compte tenu de ([2] 1.3.17).

5. Rappel sur les courbes

5.1. Dans cet article, une courbe sur un corps F est un schéma séparé de type fini et géométriquement
connezxe sur F' de dimension 1. Une courbe propre sur un corps algébriquement clos est dite semi-stable si
elle est réduite et a pour seules singularités des points doubles ordinaires. On notera que cette définition est
moins restrictive que la définition classique puisqu’on n’impose aucune condition sur 'intersection avec les
composantes rationnelles.
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5.2. Soient T = Spec(R) le spectre d’'un anneau de valuation R de hauteur 1, de corps des fractions F,
et F une cloture algébrique de F. On note 7 (resp. t) le point générique (resp. fermé) de T et T le point
géométrique générique correspondant & F.

Une T-courbe est un T-schéma plat, séparé, de présentation finie et de dimension relative 1 dont la
fibre générique est une courbe lisse sur F. Une T-courbe f : X — T est propre (resp. réguliére, resp.
normale) si f est propre (resp. X est régulier, resp. X est normal). D’apres ([33] § 4 3.8), toute T-courbe est
irréductible et réduite. D’apres la factorisation de Stein ([18] 4.3.1), la fibre spéciale d’une T-courbe propre
est géométriquement connexe et est donc une t-courbe propre . On dit qu'une T-courbe X; domine une
autre T-courbe X, g’il existe un T-morphisme dominant de X; dans Xs.

On dit qu’une T-courbe est semi-stable si elle est propre et si sa fibre spéciale géométrique est une courbe
semi-stable. On dit qu'une T-courbe X est cohomologiquement plate en dimension O si elle est propre et si
le faisceau Ox est cohomologiquement plat sur 7" en dimension 0, i.e. si le morphisme structural A : X — T
induit un isomorphisme @7 = \.(€x) universellement ([18] 7.8.1). On notera qu’une T-courbe propre a
fibres géométriquement réduites (en particulier une T-courbe semi-stable) est cohomologiquement plate en
dimension 0 (cf. [18] 7.8.6).

Une T-courbe propre X est appelée modéle (resp. T-modele) de sa fibre générique (resp. de sa fibre
géométrique générique). Soit C' une courbe propre et lisse sur F. On dit qu'un T-modele X; de C' domine
un autre T-modele Xo de C, §’il existe un T-morphisme de X; dans X5 induisant un isomorphisme entre les
fibres génériques.

5.3. Pour toute T-courbe semi-stable X, le foncteur de Picard relatif Pic% /T est représentable par un

T-schéma semi-abélien (cf. [8] 9.4.1). Si T = S (2.1)), on a Pic(S) = 0 et donc un isomorphisme canonique
Pic(X) = PicX/§(§) (cf. [8] 8.1 Prop.4).

Définition 5.4. Soient (7', 7) comme dans et X une T-courbe propre.

(i) On appelle T-revétement de X la donnée d’un T-morphisme propre de présentation finie de T-courbes
¢ :Y = X tel que le morphisme ¢, : Y; — X, soit un revétement étale.

(ii) Soit ¢ : Y — X un 7-revétement. Si la T-courbe propre Y est cohomologiquement plate en dimension
0 (resp. a des fibres géométriquement réduites, resp. est semi-stable, resp. est réguliere), ondit que p : ¥ — X
est un T-revétement cohomologiquement plat en dimension O (resp. d fibres géométriquement réduites, resp.
semi-stable, resp. régulier) et en abrégé un 7-revétement c.p.d.0.

(iii) On dit qu’un 7-revétement ¢ : Y — X est fini si le morphisme sous-jacent ¥ — X est fini.

(iv) Soit ¢ : Y — X un 7-revétement. Si ¢, : Y, — X, est un revétement étale et galoisien de groupe
des automorphismes G et si I’action de G sur Y, s’étend en une X-action sur Y, on dit que ¢ : Y — X est
un T-revétement galoisien.

Soient ¢1 : Y7 — X et 9 : Yo — X deux 7-revétements de X. Un morphisme de @1 dans @9 est un
X-morphisme 7 : Y1 — Y5. On notera alors que Y; domine Y5 et on dira que ¢; domine @s. Supposons
de plus, que @1 et ¢y soient galoisiens. Alors, le morphisme 7, : Y7 ; — Y5 - est un revétement galoisien.
Notons u : Aut(Y: »/X;) — Aut(Yz ,/X;) Phomomorphisme induit par 7.. On dit que 7 est éguivariant s'il
est u-équivariant.

Théoréme 5.5 (Grothendieck ; cf. [1] pour g(C) > 2 et [33] § 10.2 pour g(C) = 1). Pour toute K-courbe
propre et lisse C (2.1)), il existe un trait S’ fini sur S tel que C' admette un S’'-modéle semi-stable.

5.6. Soit X une S-courbe propre. Une désingularisation de X est un modele régulier de X, dominant X.
On sait qu’il existe une désingularisation de X (cf. [33] § 8 3.44). Si le genre de X, est > 1, gréce au critére
de contraction de Castelnuovo (cf. [33] § 9 3.21), on peut construire une désingularisation minimale Y de X
unique & isomorphisme pres, c’est-a-dire que toute désingularisation Y’/ — X se factorise d’une fagon unique
a travers Y. D’apres ([33] § 9 3.13), tout n-automorphisme de X, s’étend en un S-automorphisme de la
désingularisation minimale de X.
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Proposition 5.7 ([34] 2.7 et 2.8). Soit X une S-courbe propre. Il existe un trait S fini sur S tel que Xg
soit dominé par un S'-modéle semi-stable et régulier X' de X5. Si le genre de X, est > 1, on peut trouver
S’ de sorte que X' soit la désingularisation minimale de Xg.

Corollaire 5.8. Soient C une K -courbe propre et lisse, X1 et Xo deux S-modéles de C. Il existe un trast
S’ fini sur S et un S’-modéle X3 semi-stable et régulier de C' dominant X1 g et Xa gr.

Preuve. 1l existe un S-modeéle X de C' dominant X; et Xo ([13] prop. 20). L’assertion résulte alors de
b7

5.9. On dit qu'un S-schéma X a une réduction semi-stable si, localement pour la topologie étale, X est
isomorphe a un S-schéma de la forme

(5.9.1) Spec(Oklt, .. tml/(tr .. tn — 1)),

ou 7 est une uniformisante de Ok, m et n sont des entiers vérifiant m > n > 1. On notera qu’une S-courbe
propre admet une réduction semi-stable si et seulement si elle est semi-stable et réguliére (cf. [42] 1.6).

5.10. Soit X une S-courbe a fibres géométriquement réduites. D’apres ([33] § 4 1.18), pour tout trait S’ fini
sur S, le schéma X/ est normal. On en déduit par passage a la limite projective que le schéma X = X xg S
(2.1.1) est normal.

Proposition 5.11. Soit X une S-courbe propre.

(i) Etant donnés un nombre fini de n-revétements (resp. n-revétements galoisiens) p; : Y; — X, il existe
un trait (S’,n') fini sur (S,n), un n'-revétement semi-stable, régulier et galoisien ¢ : Y — Xg/ et pour chaque
©i, un morphisme (resp. un morphisme équivariant) de ¢ dans p; xgS’.

(ii) Pour tout n-revétement fini (resp. fini et galoisien) ¢ : Y — X, il existe un trait (S’,n') fini sur
(S,m) tel que @ xg S soit dominé par un n'-revétement fini, d fibres géométriquement réduites (resp. fini,
galoisien, a fibres géométriqguement réduites) de Xg:.

(iii) Pour tout n-revétement ¢ 1 Y — X, il existe un trait (S’,n') fini sur (S,n), un S’'-modéle semi-stable
X' de X7 dominant Xg: et un n'-revétement semi-stable, régulier, fini et galoisien ¢’ : Y' — X' qui s’insére
dans un diagramme commutatif

(5.11.1) vy —2 s X

L

%]
Yy —> Xgr.

Preuve. (i) Si le genre de X, est nul, X5 n’admet aucun revétement étale non-trivial. Dans ce cas,
Pénoncé (i) résulte de appliqué aux produits des Y; au-dessus de X. Pour ¢g(X,) > 1, cela résulte de
et des propriétés de la désingularisation minimale, appliquées au produit des Y; au-dessus de X (cf. [13]
Thm. 12 et [14] Thm. 4).

(ii) D’apres ([20] Thm. 2.0), il existe un trait (S’,n’) fini sur (S,n) tel que la normalisation Y’ de Yy
ait une fibre spéciale géométriquement réduite. Comme Y est excellent, Y’ est fini sur Y. Supposons de plus
que ¢ : Y — X soit galoisien. Comme Y est la cléture intégrale de Y dans Y x g7/, Paction de Aut(Y,,/X,,)
sur Y s’étend en une action sur Y, i.e. Y — Xg/ est aussi un ’-revétement galoisien.

(iii) D’apres (i), quitte & remplacer K par une extension finie, ¢ est dominé par un rn-revétement semi-
stable, régulier et galoisien Y’ — X. Notons G = Aut(Y, /X,). L’action de G sur Y, s’étend en une X-action
sur Y. Comme Y est projective ([32] Thm. 2.8), le quotient Y'/G existe ([I5] V.1); notons le X’. Calquant
la démonstration de ([34] 3.8) (cf. aussi [40] Prop. 5), on vérifie que X’ est un modele semi-stable de X,
dominant X. Le morphism Y’ — X’ est donc un n-revétement semi-stable, régulier, fini et galoisien. Comme
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le diagramme

(5.11.2) Y, —— X/

n
Y, — X,

est commutatif, il en est de méme de (5.11.1)) en vertu de ([17] 7.2.2.1).

Corollaire 5.12. Soit X une S-courbe propre.

(i) Etant donnés un nombre fini de n-revétements de X, il existe un 7-revétement semi-stable et galoisien
de X qui les domine tous.

(ii) Tout mj-revétement ¢ : Y — X fini et galoisien est dominé par un 7j-revétement fini, galoisien et d
fibres géométriquement réduites.

Preuve. D’apres la théorie de la descente ([19] 8.8.3 et 8.10.5), quitte & remplacer S par une extension
finie, tout 7j-revétement (resp. 7j-revétement fini, resp. 7j-revétement fini et galoisien) de X se descend en un
n-revétement (resp. n-revétement fini, resp. n-revétement fini et galoisien). Le corollaire résulte alors de

5.13. Soit X une S-courbe projective et de présentation fini. L’anneau o est universellement cohérent ([2]
1.12.15). Par suite, Panneau @x est cohérent. On note Mod®"(0x) (resp. Mod®"(0x_) ([2.1)) la catégorie
m

des Ox-modules (resp. Ox.-modules) cohérents et Mod&h(ﬁx) la catégorie de Ox-modules cohérents a
n
isogénie pres. D’apres ([2] 2.6.23), tout &x.-module cohérent se prolonge en un €x-module cohérent. Etant
n

donnés deux objets F et F' de Mod®" (), on a un isomorphisme

(5.13.1) Home, (F, F') ®2 Q = Home,_(Fs, ]:%)

Celui-ci implique que F et F’ sont isogénes dans ModCOh(ﬁ 'x) si et seulement si leurs fibres génériques sont

isomorphes sur X;. Le foncteur canonique Mod“"(0x) — Mod®"(6x.) induit alors une équivalence de
n

catégories

(5.13.2) Mod$"(0x) = Mod™"(0x.).
5.14. Conservons les notations de On pose .¥ = Spf(0) et on note X le schéma formel complété p-

adique de X qui est propre et de présentation finie sur .. En particulier, Ox est cohérent ([2] 2.8.1). Pour
tout Ox-module F, on note F son complété p-adique. On note ModCOh(ﬁx) la catégorie des Ox-modules

cohérents. Comme X est projectif et de présentation finie sur S, le foncteur
(5.14.1) Mod®"(0x) — Mod®"(0%), F~— F

induit une équivalence de catégories ([2] 2.13.8).
Choisissons des quasi-inverses de (4.1.3)) et (5.14.1). On désigne par jx le foncteur composé de I’équiva-

lence de catégories ((5.13.2) et des quasi-inverses de (4.1.3)), (5.14.1)
1.0 ~

(5.14.2) 9% : Mod®?(0x[~]) = Mod®"(0x.).
p n

Lemme 5.15. Conservons les notations de . Pour tout ﬁx[%}]—module localement projectif de type fini
F (2.9), 1x(F) (6.14.2) est un fibré vectoriel sur X

Preuve. Posons F = 7x(.%). On désigne par X' I’espace rigide cohérent associé au schéma formel X (4.2))
et X %‘“ I’espace rigide quasi-séparé associé au €-schéma propre Xﬁ ([.3). On a un isomorphisme X' = X %”‘
{4.4) et un morphisme de topos annelés ox : (X3, Oxrie) — (Xyar, ﬁx[%]) (4.2.1). En vertu de (4.2.3]) et
(4.4.2)), on a un isomorphisme

(5.15.1) o5 (F) = P,
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Le O xan- -module F?" est alors localement projectif de type fini. Par suite, c’est un & xan- -module plat .
D’ apres [4.7] F est plat. Le lemme s’ensuit.

Lemme 5.16. Conservons les notations de .14
(i) Pour tout Ox-module €, on a un isomorphisme canonique

(5.16.1) r(x,%[l]) ~ T(X, ) @7 Q.

(ii) Soient F un ﬁx[ |-module cohérent et F' = jx(.F). Pour tout entier i > 0, on a un isomorphisme
canonique
(5.16.2) H' (X, 7) ~ H' (X, F).

Preuve. (i) Par platitude de 0% sur o, il suffit de démontrer I'isomorphisme ([5.16.1)) pour les ouverts
affines. Dans ce cas, cela résulte de ([2] 2.10.5).

~

(ii) 11 existe un @x-module cohérent F tel que .# .7-"[ ] et que F' =~ Fx. Dapres ([2] 2.13.2), on a un
isomorphisme canonique
(5.16.3) H'(X, F) ~ H'(X, F).

On déduit par (i) un isomorphisme H (X%, F )®zQ ~ H' (%, .%). Par platitude, on a un isomorphisme canonique
(5.16.4) H' (X, F) ©7 Q = H'(X;, F).

L’assertion s’ensuit.

6. Correspondance de Deninger-Werner

On rappelle que le corps résiduel k de O est une cloture algébrique de F,, (2.1)).

Définition 6.1. (i) Soient C une courbe propre et lisse sur un corps algébriquement clos de caractéristique
p et Fro : C — C le Frobenius absolu de C. On dit qu'un fibré vectoriel F' sur C' est fortement semi-stable
si (Frx)*(F) est un fibré vectoriel semi-stable pour tout entier n > 0.

(ii) Soient C' une courbe propre sur un corps algébriquement clos de caractéristique p et = : C—>Cla
normalisation du sous-schéma réduit sous-jacent a C'. On dit qu'un fibré vectoriel F' sur C est fortement
semi-stable de degré 0 si m*(F') est fortement semi-stable de degré 0 sur chaque composante irréductible de
C.

On notera qu'un fibré vectoriel semi-stable sur une courbe propre et lisse de genre g > 2 sur un corps
de caractéristique p n’est pas nécessairement fortement semi-stable (cf. [26]).

Théoréme 6.2 ([14] Thm. 16, Thm. 17 et [48] 2.4). Soient X une S-courbe propre, X = X x5S et
F un fibré vectoriel sur X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La fibre spéciale Fs de F est fortement semi-stable de degré 0 sur X.

(i) Pour tout n > 1, il existe un 7-revétement ¢ : X' — X (5.4) tel que ¢ (Fy,) soit libre de type fini,
ot Fy, (resp. on) est la réduction modulo p™ de F (resp. ¢) (2.1.1]).

(iil) Il existe un entier n > 1 et un Tj-revétement @ : X' — X tels que @ (F,) soit libre de type fini.

Définition 6.3. Conservons les notations de E On appelle fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X tout
fibré Vectorlel sur X vérifiant les conditions équivalentes de[6.2] On désigne par mDW la sous-catégorie pleine
de Vect 3 ) formée des fibrés vectoriels de Deninger- Werner

Pr0p051t10n 6.4. Soit X une S-courbe semi-stable. Un fibré en droites sur X est de Deninger-Werner si

et seulement si sa classe appartient d Pic;/g(g) 12.7).

Preuve. D’aprés ([14] Thm. 12), la catégorie

Q])DV(W contient tous les fibrés en droites dont les classes sont

dans Pic;/g(g). Inversement, pour tout fibré en droites L € %)DZW’ I'image inverse de la fibre spéciale Ly sur
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la normalisation de chaque composante irréductible de X, est de degré 0. D’apres ([14] Thm.13), la fibre
générique Lz de L est donc aussi de degré 0. Ceci implique que L € Pic(;v(/?(g) en vertu de ([8] 9.1.13).

Proposition 6.5. Soient X une S-courbe propre et lisse, n un entier > 1 et L un fibré en droites dont la
classe appartient a Pic§/§(§). Alors, il existe un 1-revétement fini, galoisien et a fibres géométriquement
réduites de X trivialisant L,,.

Preuve. Quitte & remplacer K par une extension finie, il existe une S-courbe propre et lisse Y telle que
X ~Y et un point z € Y(5). On sait que Picoy/s est un schéma abélien sur S ([8] 9.4.4). La classe de L est

contenue dans Picg// 5(S). On a un morphisme de S-schémas

(6.5.1) ju Y = Picy g

défini, pour tout S-schéma T, par

(6.5.2) Y(T) = Pics(T)  ys [Ovp(y— ).

Notons A = (Pic}, /5)" le schéma abélien dual de Pic) /s et considérons le morphisme d’Albanese défini par
z €Y(S),

(6.5.3) ERED GEEN Picys = 4,
ou @ est la polarisation canonique ([35] 2.6.4). D’apres ([35] 2.7.9), le morphisme
(6.5.4) AY =~ Pic%y /¢ =5 Pich g ~ A,

induit par ¢,, s’identifie & —id4v. Il existe donc un fibré en droites L' sur A = A xg S dont la classe

appartient & Pic%/s(ﬁ) tel que ¢} (L) ~ L. Par descente ([19] 8.8.3), le groupe Pic4,g(k) ~ Picy, /i (k) est
de torsion. Il existe un entier N tel que

(6.5.5) N*[L{]=0  dans Pic), (k)
ol on a encore noté N : Pic% /s~ Pic% /s le morphisme de la multiplication par N. Le groupe
Ker(Pic)y /g(0n) — Pich /s(k))

est de p™-torsion en vertu de ([46] 2.4). On a donc

(6.5.6) (p"N)*[L,] =0  dans Pic%,g(0y).
On désigne par Y™ le T-schéma défini par le diagramme cartésien
(6.5.7) yn) oA
L
Yu

Yy —>

En vertu de , I’image réciproque de L, par YTS") — Y, est triviale. D’apres la théorie du corps de
classes géométrique ([44] VI 11), 7,(n) est géométriquement connexe et est un revétement étale et galoisien
de Y. D’apres , I’action du groupe Aut(Y,,(n)/Yn) s'étend en une Y-action sur V(™. Le morphism
Y™ — Y est donc un 7)-revétement fini et galoisien. La proposition résulte alors de (ii).

6.6. Soient X une S-courbe propre, T un 7-point de Xz et n un entier > 1. On se propose de construire
un foncteur de mgw dans Reploti (m1(X7,7)) (3:21). Soit F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X.

Comme X est propre, le -point T se prolonge en une section S — X que I’on note encore (abusivement) Z.
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On note Z,, : S, = X, la réduction modulo p™ de Z. On définit le o0,,-module sous-jacent & la représentation
associée a F par
(6.6.1) Vi (F) = T(Sn, Th(Fn))s
qui est un 0,-module libre de type fini.

D’apres i), il existe un 7j-revétement c.p.d.0 et galoisien ¢ : X’ — X de groupe des automorphismes
G tel que ¢}, (Fy) soit libre de type fini. Soit (Cj,7;)ier un revétement universel galoisien de (X7, %) (2.14).
Choisissons un point géométrique J € X%(ﬁ) au-dessus de T. Il existe ¢ € I et un épimorphisme
Celui-ci induit un épimorphisme

fi : Aut(CZ/Xﬁ) — G

défini pour tout o € Aut(C;/X5), par &(0)(7) = & o 0(y;). Le composé des homomorphismes

(6.6.2) & (X, T) — Aut(Ci/X7)oP 5 GoP

est indépendant du choix de i € I mais dépend du choix de ¥ au-dessus de Z. En effet, soient 7 et 7’ deux
7-points de X au-dessus de 7. Il existe un élément h € G tel que h(y) =y'. D’aprés ([13] Thm.13 (19)), les
homomorphismes &, & : m1(C, @) — G°P sont reliés par :

(6.6.3) &) = hes (DY, Wy e m(CT),

6.7. Conservons les hypotheses et notations de On construit une action p, r de m (X5, ) sur V,(F).
L’action de G sur X% s’étend en une X-action sur X’. Tout g € G induit donc un automorphisme

(6.7.1) gn 1 TG, 00(Fn)) = T(Xp, 97 (Fn))-

Le 7-point 7 se prolonge en un S-point de X " au-dessus de T € X (S) que I'on note encore (abusivement) 7.
Comme le morphisme structural A : X’ — S vérifie \,(0x/) = Og universellement, le morphisme 7, : S,, —
X/, déduit de 7 induit un isomorphisme :

(6.7.2) U s DX, 00 (Fn)) = D(Sn, Un (93 (Fn))) = Vi (F).

Pour tout v € m1 (X5, T), posant g = &;(v), on définit un automorphisme p, () de V,,(F) par

)"

(6.7.3) P r (1) Vo (F) T (XD, 0 (Fa)) 25 (X, 04 (Fn)) L Vi (),

On notera que p, 7 est 'homomorphisme composé
(6.7.4) pur s T (X ) T G Aute, D(XL, 0% (Fn)) 225 Auto, Vo(F).

On définit la o,-représentation de 7 (X7, @) associée & F par (V,(F), pn,7) que 'on note encore V,,(F).

Proposition 6.8 ([13] Thm. 13). Sous les hypothéses de la 0,,-représentation V,,(F) de m(X7,T) est
indépendante des choiz du Tj-revétement c.p.d.0 ii)) et galoisien ¢ : X' — X et du point § de X
au-dessus de T, a isomorphisme pres.

6.9. Conservons les hypotheses et notations de Etant donnés un morphisme f : F — F' de D2V et un
entier n > 1, il existe un 7j-revétement c.p.d.0 et galoisien ¢ : X’ — X trivialisant F,, et F), (cf. i)).
L’isomorphisme ([6.7.2)) est clairement fonctoriel en F. D’apres le morphisme f induit un morphisme de
op-représentations de 7 (X, 7)

La correspondance F +— V,,(F) définit ainsi un foncteur qu’on note ((3.21)

(6.9.2) V., : OOV = Repy! (m1 (X7, 7).

On
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Proposition 6.10 ([13] Thm. 14 et 16). (i) Les foncteurs {V,}n>1 (6.9.2) sont compatibles entre eux et
définissent un foncteur o-linéaire et exact (3.21)

(6.10.1) V0V — Repy! (m1 (X7, 7)),
qui commute auz produits tensoriels, aux passages aux duauz et auxr homomorphismes internes. On le notera
aussi V g pour signifier que la construction dépend de X.

(ii) Pour tout morphisme dominant f : X' — X de S-modéles de Xz, Uimage inverse d’un fibré vectoriel

de Deninger-Werner sur X par f est de Deninger-Werner sur X'. De plus, on a un isomorphisme de
foncteurs

(6.10.2) Vi = Vg o f*

6.11. Dans la suite de cette section, on fixe une courbe propre et lisse C' sur K, T un 7-point de C et on
pose C' = C @« C.
Définition 6.12. (i) On dit qu’un fibré vectoriel F' sur C est de Deninger-Werner il existe un S-modéle
X de C et un fibré vectoriel de Deninger-Werner F sur X muni d’'un isomorphisme F' ~ ]-%. On désigne par
%gw la sous-catégorie pleine de Vect s formée des fibrés vectoriels de Deninger-Werner.

(ii) On dit qu’un fibré vectoriel F' sur C est potentiellement de Deninger- Werner s’il existe un revétement
étale et connexe 7 : C' — C tel que, posant 7 = 7 ®3 €, ©#*(F) soit de Deninger-Werner sur C'=¢’ @ €.
On désigne par Q]péDW la sous-catégorie pleine de Vectx formée des fibrés vectoriels potentiellement de
Deninger-Werner.

Théoréme 6.13 ([14] Thm. 11, 12, 13). (i) Les sous-catégories mgw et QY%DW de Vecty sont stables par
extensions. 5
(ii) La catégorie Q]gDW contient tous les fibrés en droites de degré 0 sur C.

(iii) Tout fibré vectoriel de ‘Z]}éDW est semi-stable de degré 0.

6.14. Soit X un S-modele de C. D’apres [5.13) on a un foncteur pleinement fidele Jx - ‘B?{Vé — ‘Z}gw.
D’apres (3.21.2)), (6.10.2) et ([13] Cor. 21), on obtient un foncteur €-linéaire, exact ([3.18]) :
(6.14.1) Ve : UV — Rep™ (mi(C, 7))

qui commute aux produits tensoriels, aux duaux et aux homomorphismes internes (cf. [I4] Thm. 28).

7. Topos annelé de Faltings

7.1. Dans cette section, on se donne un S-schéma plat, séparé et de type fini X tel que X = X x5S
soit normal. On notera que X est localement irréductible dans le sens de ([4] 111.3.1). En effet, comme X
est S-plat, ses points génériques sont les points génériques du schéma X7, qui est noethérien ; ’ensemble des
points génériques de X est donc fini (cf. [4] II1.3.2(ii)). On note h: X — X et h: X5 — X les morphismes
canoniques. On désigne par E la catégorie des morphismes de schémas V' — U au-dessus du morphisme
canonique X7 — X, i.e. des diagrammes commutatifs

(7.1.1) IHT
XWHX

tels que le morphisme U — X soit étale et que le morphisme V' — Uz soit fini et étale ([4] VI.10.1). Elle est
fibrée au-dessus de la catégorie Et /x des X-schémas étales, par le foncteur

(7.1.2) T E—Et)x, (VU w~U.
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La fibre de m au-dessus d’un X-schéma étale U est la catégorie Etf/UF des schémas finis étales au-dessus de

Uz, que P'on équipe de la topologie étale (2.13)). La catégorie fibrée 7 est alors un site fibré. ([6] VI 7.2.1)

On munit E de la topologie co-évanescente ([4] VI.5.3), c’est-a-dire de la topologie engendrée par les
recouvrements {(V; — U;) — (V — U)};er des deux types suivants :

(v) Uiy =U pour tout i € I, et (V; — V);er est un recouvrement ;

(¢) (U; = U);er est un recouvrement et V; ~ U; xy V pour tout i € I.

On appelle topos de Faltings de X et ’on note E, le topos des faisceaux d’ensembles sur E. Si F' est un
préfaisceau sur F, on note I le faisceau associé. Signalons la description commode et simple suivante de
E.

Proposition 7.2 ([4] V1.5.10). La donnée d’un faisceau F sur E est équivalente d la donnée pour tout
objet U de Et/X d'un faisceau Fy de Us se et pour tout morphisme f : U — U de Et/X d’un
morphisme Fy — (fi)see«(Fur), ces morphismes étant soumis d des relations de compatibilité, tels que, pour
toute famille couvrante (fy, : Up — Upex de Et/X, si pour tout (m,n) € X2, on pose Upy = Uy, Xy Uy, et
on note fun : Unn — U le morphisme canonique, la suite de morphismes de faisceauz de Uz ts¢

(7.2.1) Fo = [[(Fameee(Fu,) = T (Frnisee«(Fu,,,)

nex n,mex
soit exacte.

En vertu de la proposition précédente, on peut identifier tout faisceau F' sur E au foncteur {U — Fy}
associé, out U € Ob(Et,x) et [y € Ob(Us tet) est la restriction de F' a la fibre de 7 au-dessus de U.
7.3. Pour tout U € Ob(Et/X), on a un foncteur canonique :
(7.3.1) a :Btyy. = E, Ve (V=U).

Le foncteur ax : Etf/ x; — E est continu et exact a gauche ([4] VL.5.32). Il définit donc un morphisme de
topos (4] VI.(10.6.3))

(7.3.2) B:E — Xy

Le foncteur

(7.3.3) ot Bty > E, U~ (U; = U)

est continu et exact & gauche ([4] VI.5.32). Il définit donc un morphisme de topos ([4] VI.(10.6.4)) :
(7.3.4) 0 FE = Xg.

Par ailleurs, le foncteur

(7.3.5) Ut E - Bt)x, (V-U)=V

est continu et exact & gauche ([4] VI.10.7). 11 définit donc un morphisme de topos :

(7.3.6) U: Xpe — E.

On vérifie aussitot qu’on a un isomorphisme canonique

(7.3.7) BoW¥ = px.,

ou px. : Xge — Xj ger est le morphisme canonique . On en déduit par adjonction un morphisme
(7.3.8) B — \Il*p}ﬁ,

qui est un isomorphisme en vertu de ([4] VI.10.9(iii)).
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7.4. On désigne par D la catégorie des morphismes de schémas V' — U au-dessus du morphisme canonique
h: Xz — X, ie. des diagrammes commutatifs
1%
X

(7.4.1)

_—

N~

3

tels que les fleches verticales soient étales (cf. [4] VI.4.1). Elle est fibrée au-dessus de la catégorie Et,x des
X-schémas étales, par le foncteur

(7.4.2) w:D—Et)y (V-oU)—U.

La fibre de @ au-dessus d’un schéma étale U est la catégorie Et U= des schémas étales au-dessus de Us, que
l’on équipe de la topologie étale. La catégorie fibrée w est alors un site fibré (cf. [6] VI 7.2.1).

On munit D de la topologie co-évanescente ([4] VI.5.3), c’est-a-dire la topologie engendrée par les
recouvrements {(V; — U;) — (V — U)};er des deux types suivants :

(v) U; =U pour tout i € I, et (V; — V);er est un recouvrement ;

(¢) (U; = U);er est un recouvrement et V; ~ U; Xy V pour tout i € I.

Le topos des faisceaux d’ensembles sur D est appelé le topos co-évanescent et est noté Xet X X0 X776t -

Celui-ci vérifie une propriété universelle qui explique cette notation (cf. [4] VI.3.7 et V1.3.12). Les foncteurs
(7.4.3) pi :Et)x =D, Uw (U —>U),

(7.4.4) p; EBt)x. =D, Ve (V-X),

sont exacts & gauche et continus. Ils définissent donc deux morphismes de topos ([6] TV 4.9.2)

(7.4.5) P Xeo X xo Xoeo — Xer,

(7.4.6) Py Xét<;Xét X760 — X556t

7.5. Tout objet de E est naturellement un objet de D. On définit ainsi un (Et /x )-foncteur cartésien pleine-
ment fidele

(7.5.1) ptE—=D

dont la ﬁbre au-dessus d’un schéma étale U sur X est le foncteur d’injection canonique Etf/Uﬁ — Et Uz Le
foncteur est continu et exact a gauche ([4] VI.10.15). 11 définit donc un morphisme de topos

(752) p: XtXX Xv]et_>E

Il résulte aussitot des définitions que les carrés du diagramme

P1 — P2

(7.5.3) Xt %Xct X x40 X760 H')(17 ét
lp lpx’n
o = B
Xt E X5 g6t

ol px,. est le morphisme (2.13.3)), sont commutatifs & isomorphismes canoniques pres.

7.6. D’apres ([4] VI.3.11), la donnée d’un point de X ?X X7 6 est équivalente & la donnée d’une paire de
points géométriques T de X et y de X5 et d’une fleche de spec1ahsat10n u:y — X(z), ou Xz est le localisé
strict de X en Z. Un tel point sera noté (g ~» ). On désigne par p(y ~» T) son image par p, qui est donc un
point de E. D’aprés ([4] VL5.30 et VI.10.18), lorsque (7 ~» T) décrit la famille des points de Xét?Xc’t X5t
la famille des foncteurs fibres de X¢¢ X x,, X560 (resp. E) associés aux points (3 ~ T) (resp. p(y ~ T)) est
conservative.
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7.7. Reprenons les notations de On désigne par

(7.7.1) Wscoh : Dscon — Etscoh /X Tscoh © Elscon — Etscoh /X

les sites fibrés déduits de w (7.4.2)) et 7 ((7.1.2]) par changement de base par le foncteur d’injection canonique

(772) Etscoh /X Et/X7

et par ¢ : Dsecon — D et 1o : Fscon — E les projections canoniques. D’aprés ([4] VI1.5.21), si on munit DSCOh
(resp. Escon) de la topologie co-évanescente définie par wgcon (resp. mseon) €t si l'on note DSCOh (resp. Escoh)
le topos des faisceaux d’ensembles sur Dgcon (resp Escoh) le foncteur ¢1 (resp. to) induit par restriction une
équivalence de catégories Xet<; Xoo X776t = Dscoh (resp. E> Ebcoh)

7.8. Pour tout (V — U) € Ob(E), on note UV la cloture intégrale de U dans V. On désigne par £ le
préfaisceau d’anneaux sur E défini pour tout (V — U) € Ob(E), par

— —V
(7.8.1) BV -U)=TU ,0zv).
Pour tout U € Ob(Et/X), on pose ([7.3.1)
(782) @U = @ o Qapr.

D’apres ([4] IIL.8. 16) 2 est un faisceau pour la topologie co-évanescente de E. On dira dans la suite que %
est I'anneau de E associé & X. Pour tout entier n > 1 et tout U € Ob(Et/X) on pose

(7.8.4) @U,n = @U/pn@[].
La correspondance {U +— @U,n} forme naturellement un préfaisceau sur E dont le faisceau associé est
canoniquement isomorphe au & %, (cf. [4] VI1.8.2 et VI.8.9).

7.9. Considérons 'homomorphisme
(7.9.1) hi(Ox) — 0.(B),
ol hi: X — X est la projection canonique, défini pour tout U € Ob(Et /x) par ’homomorphisme canonique
J— 7U7
(7.9.2) ru,oz) —TU ", ﬁﬁU;).

Sauf mention explicite du contraire, on considére o : E — X (7.3.4) comme un morphisme de topos
annelés, respectivement par 4 et h.(O%). Nous utilisons pour les modules la notation o~ ! pour désigner
I'image inverse au sens des faisceaux abéliens et nous réservons la notation ¢* pour l'image inverse au sens
des modules.

7.10. Comme X, est un ouvert de Xg, i.e. un sous-objet de l'objet final X de Et/X ([6] IV 8.3), o*(X,)
est un ouvert de E. On note RE E/(,*(X )y — E le morphisme de localisation de F en o *(Xy). On désigne par
Es le sous-topos fermé de E complémentaire de l’ouxiert 0*(X,), i.e. la sous-catégorie pleine de E formée
des faisceaux I tels que v*(F) soit un objet final de E/,-(x,) ([6] IV 9.3.5). On note

(7.10.1) 5B B

le plongement canonique, c’est-a-dire le morphisme de topos tel que J. E — E soit le foncteur d’injection
canonique. D’aprés ([4] I11.9.7), pour tout entier n > 1, 'anneau %, (7 est un objet de E,.

7.11. Soit n un entier > 1. Notons d : Xy, — X et d,, : Xs — X, les morphlsmes canoniques . Il existe
un morphisme de topos ([4] I111.9.8) :

(7.11.1) 0 By = Xyt
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unique a isomorphisme pres tel que le diagramme

(7.11.2) B, —2> X,

|k
E - Xét7
soit commutatif & isomorphisme prés.
Pour tout entier n > 1, comme le corps résiduel de O est algébriquement clos, on a une immersion

fermée d, : Xy — X, qui releve d,,. Comme d,, est un homéomorphisme universel, on peut considérer
le faisceau ﬁfn de X, 6 (ou de X, 4ar) comme un faisceau de X, ¢ (ou de X ar). L’homomorphisme

canonique o~ ! (h.(0%)) — 2 induit alors un homomorphisme d’anneaux sur E, ([4] 111.9.9) :
(7.11.3) o ' (Ox.) = Bn.

Par suite, le morphisme de topos o est sous-jacent a un morphisme de topos annelés que 1’on note
(7.11.4) on t (Ee, Bn) = (Xoer, O5)-

7.12. On désigne par Z 'anneau (%, ),>1 de EY° [2.11) et par O Vanneau (Ox )p>1 de XN, (ou de
XE;M). Les morphismes (0y,)n,>1 (7.11.4)) induisent un morphisme de topos annelés :

(7.12.1) o (B %) = (XN, 02).

On note X le schéma formel complété p-adique de X. On désigne par :

(7.12.2) i (X, O%) = (Xiar O)

s,6t0 U s,zar U5
le morphisme canonique, par
(7.12.3) A (X ar O5) = (X sars Ox)
le morphisme de topos annelés dont le foncteur image directe est la limite projective , et par
(7.12.4) T: (EY, 8) = (Xear, Ox)

le morphisme composé de topos annelés Ao %o &.

7.13. Si A est un anneau, on note encore A le faisceau constant de valeur A de Xz gs¢. Comme l'anneau
B(Xz — X) =T(X, Ux) est une Op-algebre, il existe un homomorphisme canonique d’anneaux Oz —
B.(P) de X7 ter. Celui-ci induit, pour tout entier n > 1, un homomorphisme canonique o, — B.(%,,) de
X7 tet. On définit le morphisme de topos annelés

(7131) Bn : (E&@n) — (Xﬁ,fé‘mon)

par le morphisme de topos composé 306 ((7.3.2) et (7.10.1))) et ’homomorphisme canonique o,, — (.(%,,).

o1 N
On note o 'anneau (0,,),>1 de X3 et €t

(7.13.2) B (B, B) = (X35 0)
le morphisme de topos annelés induit par les morphismes (8,,),>1 (7.13.1).

7.14. Pour qu’'un faisceau F' de E soit un objet de ES, il faut et il suffit que, pour tout point (7 ~ )
de Xét<; Xew X77,6¢ 1) tel que T soit au-dessus de 7, la fibre F,5..5) de I en p(y ~» Z) soit un singleton
(cf. [4] II1.9.6). Soient n un entier > 1 et L. un o0,-module de X5 s. Comme les foncteurs fibres commutent
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au produit tensoriel ([6] IV 13.4) et que %, est un objet de E, ([4] IIL9.7), on en déduit que le faisceau
B*(L) ®,, B, de E est un objet de E,. Par adjonction, on a donc un isomorphisme de E

(7.14.1) B*(L) @, Bn = 0.(B5(L)).

7.15. On note Mod(Z,) la catégorie des Z,-modules de E et Mod" (2,,) la sous-catégorie pleine formée
des Z,-modules de type fini. On note Mod (%) la catégorie des Z-modules de EN°, Mod®(Z) la sous-
catégorie pleine formée des ZB-modules adiques de type fini (2.11) et Modg(%) (resp. Mod&tf(@)) la
catégorie des objets de Mod (%) (resp. Mod™! (%)) & isogénie pres (2.16)).

7.16. Supposons, dans la suite de cette section, que X soit un S-schéma propre a réduction semi-stable de
fibre géométrique générique connexe (5.9). On notera que X est adéquat dans le sens de ([4] T11.4.7) et par
suite que X est normal ([4] II1.4.2 (iii)). D’apres ([5] 6.1), pour tout point géométrique T de X, il existe un
voisinage étale U de T dans X dont la fibre générique U,, est un schéma K (m,1) (cf. [3] 1.2.2). On en déduit,
pour tout faisceau abélien de torsion localement constant constructible .7 de X5 ¢ et tout entier i > 1, que

R'U,(F) =0 (7.3.6) (cf. [5] 9.6). On a donc un isomorphisme

(7.16.1) HY(E, U, (F)) = H (X560, F)

déduit de la suite spectrale de Cartan-Leray.

7.17. Soit L un faisceau abélien de torsion de X7 4. Le faisceau p}?(L) (2.13.3]) est isomorphe a une limite

inductive de faisceaux abéliens de torsion localement constants et constructibles de Xz ¢ (cf. [4] VI.9.20).

D’apres ([4] VI.10.5 et VI.10.10), les topos X7 ¢ et E et le morphisme de topos ¥ sont cohérents. Par (7.16.1)
et passage a la limite ([6] VI 5.1), on a un isomorphisme
(7.17.1) HY(E, 0. (0 (1)) = B (X0, (L)

n,€

déduit de la suite spectrale de Cartan-Leray. Pour tout entier ¢ > 0, considérons le morphisme composé
(7.17.2) H' (X ger, L) 25 HI(E, 3°(L)) S H(B, . (0 (L)) = B (Xger, ok (L),

ou la deuxiéme fleche est induite par I’isomorphisme f* = ¥, pﬁ(ﬁ (7.3.8) et la troisitme fleche est I'isomor-
phisme . D’apres le morphisme composé s’identifie au morphisme induit par pﬁ(ﬂ :
(7.17.3) p}? cH' (X756, L) — H (X770 P&W(]L))-

qui est un isomorphisme pour i = 0,1, et est un monomorphisme pour i = 2 (cf. [2.15). Comme les deux
derniere fleches de (7.17.2)) sont des isomorphismes, on en déduit le résulte suivant.

Lemme 7.18. Soit L un faisceau abélien de torsion de Xz rei. L’homomorphisme

(7.18.1) 8%t H (X 400, L) — H(E, B(L)).

est un isomorphisme si i = 0,1, et est un monomorphisme si i = 2.

Théoréme 7.19 (Faltings; [3] 2.4.16). Soient n un entier > 1 et . un o0,-module localement libre de type
fini de X5 t6¢. Le morphisme o, -linéaire canonique

(7.19.1) H'(E, 5"(L)) = H'(E, 5(L) @, %)

est un a-isomorphisme (3.1)).

D’apres ([4] V1.9.20), il existe une extension finie F' de Q, contenue dans K et, notant O I'anneau de
valuation de F', un (Or/p" OF)-module localement libre de type fini " de X7 ts; tels que L ~ L'®0,. /pro . 0n-
Comme o, est plat sur O /p"OF, il suffit de démontrer que le morphisme o,-linéaire canonique

(7.19.2) H'(E, (L") @0, jprop 0n — H(E, B* (L") @04 /pm0p Bn)
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est un a-isomorphisme. La méme démonstration que celle de ([3] 2.4.16) s’applique alors aux (Op/p"OF)-
modules localement libres de type fini de X3 s, en remplagant le morphisme de Frobenius par une puissance
de ce dernier.

Proposition 7.20. Soient n un entier > 1 et I un o0,-module localement libre de type fini de Xz ge. Le
morphisme o0, -linéaire induit par 3, (7.13.1)
(7.20.1) By H' (Xgga, L) = H'(Ey, (L))
est un a-isomorphisme si i = 0,1, et est un a-monomorphisme si i =2 (3.1)).

Preuve. Comme le foncteur 4, : ES - E (7.10.1)) est exact, on a un isomorphisme

5% HY(E, 8*(Ly,) ®o, Bn) ~> H'(Es, 55(Ly))
en vertu de ([7.14.1)). Le morphisme ([7.20.1) s’identifie au morphisme composé
i B™ 1y ak T pk Z\ S i pk
H (Xﬁ,féhL) —H (Eaﬂ (L)) —H (Eaﬂ (L) ®0n @n) — H (Esaﬂn(]l‘n))a

ou la premiere fleche est le morphisme ([7.18.1) et la deuxiéme fleche est le a-isomorphisme ([7.19.1). La
proposition s’ensuit compte tenu de et
Corollaire 7.21. Soit L = (LL,,),>1 un 0-module localement libre de type fini de Xlﬁ\tofét. Pour i =0,1, le
morphisme o-linéaire induit par B (7.13.2)
(7.21.1) B HY(Xp e, L) — H(ELY, (L))
est un a-isomorphisme.

Preuve. Pour tout entier ¢ > 0, on a un diagramme commutatif (cf. [4] VI.7.10)

(7:212) 0——=R'lim _ H™ (X e, L) —— B (X L) ——lim | H (X7 ge0, L) — 0

(Bi)l B*l i(ﬁ;)

0—— R‘1 kinnZI H’L_l(E&ﬂ:L(Ln)) - Hl(EEIo?B*(L)) - kinnZI Hl(E&ﬁ:(Ln)) —0

ol l'on a posé H_1<Xﬁ’fét7ﬂ.4n) =0et H_l(Es,B,*l(]Ln)) = 0 pour tout m > 1. L’assertion résulte alors de

B0 et

7.22. On désigne par Ept le topos de Faltings associé au morphisme canonique hg : 7 — S. Pour tout
U e Ob(Et/S), le site Etf/UF est équivalent au site EtCOh/UW (2.13). D’apres ([4] VI.5.11), le foncteur p*
induit une équivalence de topos (7.5.2) :

<_ _ ~ ~
(7.22.1) p i Set X 56 Mer — Ept,
qui s’insére dans le diagramme commutatif (7.5.3)

(7.22.2) Set - Sét?Sétﬁét — s Tet
o = B —
Se Epy Mgt

7.23. Soient @ : S — S, hg : 7 — S les morphismes canoniques et at : Etscoh/S — Etswh/g, hJSr :

Etscoh /s = ]:]tcoh /7 les foncteurs de changement de base associés (2.13). On note Dgcon €t Escon les sites
introduits dans @ relativement au morphisme hg. On observera que 7, étant un topos ponctuel, il existe
un unique morphisme de topos

(7.23.1) b Set = Mg
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tel que b* () = S ([6] IV 4.3). Il est induit par 'unique foncteur exact a gauche

bt - Etcoh /m Etscoh /S

Lemme 7.24. (i) Pour tout U € Ob(EtSCOh/S), il existe un S-morphisme fonctoriel en U
(7.24.1) U — b"(Ug),
induisant un isomorphisme au-dessus de 7. B
(if) Pour tout (V — U) € Ob(Escon), il existe un isomorphisme de S-schémas fonctoriel en (V — U)
— ~ =V
(7242) U Xb+(U;) b+(V) —U

ot UV désigne la cloture intégrale de U dans V ([7.8)).

Preuve. D’apreés ([19] 18.10.8), tout objet U de Etycon /s est la somme de deux sous-schémas ouverts Uy
et Uz, ou Uy est fini sur S et Us est fini sur 7. On peut traiter indépendamment le cas ou U est fini sur S et
celui ot U est fini sur 7.

Si U est fini sur S, U est isomorphe a une somme de copies de S. Par suite, on a un isomorphisme
canonique U = b*(U7), d’out le lemme dans ce cas.

Si U est fini sur 9, on a U ~ Us. La construction de (7.24.1) est immédiate dans ce cas puisque le
morphisme composé

.. bt - ..

EtCOh /1 - Etscoh /S - EtCOh /M
ou la seconde fleche est déduite du changement de base, est I'identité. De plus, on a U x b+ (Us) b (V) ~
Ug xu V=V et ﬁv ~ V' ; d’ou l'isomorphisme (|7.24.2)) dans ce cas.
7.25. On déduit de ([7.24.1)) un morphisme de foncteurs
(7.25.1) ttrat — bR,
et donc un 2-morphisme

t:hsb— a.

D’apres la propriété universelle des topos co-évanescents ([4] V1.3.7), le triplet (a, b,t) induit un morphisme
de topos

= «
(7.25.2) Wi Ser = Ser X 56 Tets
qui s’insere dans le diagramme commutatif

(7.25.3) St

Set
On vérifie aussitot que
(7.25.4) i) = (d:~-7) et uls) = (7 s),

ou 7j ~ s est 'unique fleche de spécialisation de 77 vers s. En vertu de ([4] VI.3.7.2), u est induit par le
foncteur

(7.25.5) ut: Dycon = Bt g (V= U) = U Xy b5 (V)
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ot la fleche U — bT (Uz) est défini dans (7.24.1). On en déduit que u*((7 — n)*) = 7. Le topos né;;%ﬁét est
canoniquement isomorphe au topos localisé de Sgt ?Sétﬁét en (7 — n)* ([4] VI.3.14). Notons D; le sous-topos
fermé de Sg; ?sétﬁét complémentaire de ouvert (77 — 7). Le morphisme « ([7.25.2)) induit deux morphismes
de topos ([6] IV 5.11 et 9.4.3)

_ «— _ ~
(7.25.6) U Tigy = Nét X ne Tt et Ug @S¢t — Ds.

On identifie le morphisme v (resp. u,) au point (id : 7 ~» 77) (resp. (7 ~ s)) de D.
Proposition 7.26. Le morphisme u est une équivalence de topos.

D’apres ([30] 2.3.2), le topos Sétisétﬁét est local de centre (7 ~ s) ([6] VI 8.4.6). En vertu de (7.25.4),
le morphisme de topos u est local ([30] 2.1). La proposition résulte alors de [7.27] [7.29] et [7.30] ci-dessous.
Lemme 7.27. Le morphisme v est une équivalence de topos.

/
scoh

Preuve. On désigne par D le site défini par la sous-catégorie pleine (Dgcon ) /(7—n) de Dscon munie de la
topologie induite via le foncteur d’inclusion. En vertu de ([4] VI.10.14), le topos 7t X p,, Tey €St canoniquement
isomorphe au topos des faisceaux d’ensembles sur D._ . D’apres (7.25.5)), le morphisme v est induit par le

foncteur

(7.27.1) vt D)

sco

n = Eteon /7 (V=U)—V.

On désigne par ¢ la catégorie des voisinages du point v de nétinétﬁét dans le site D/ ;. Les objets de 5
sont les couples formés d’un objet (V' — U) de D._, et d’'un 7j-morphisme m de 77 dans V. On désigne par
Z5 la sous-catégorie pleine de €5 formée des objets de la forme (77 — U, idy). Il est clair que @%’ forme une

sous-catégorie cofinale de ‘Kﬁ"

. — - iy . . .
Pour tout faisceau F' de 7¢; X 1, Ter, considérons le morphisme d’adjonction

(7.27.2) v*(F) = v 0" (F).
Celui-ci s’identifie a la limite inductive sur la catégorie 9%’ des morphismes
(7.27.3) Fn—=U) = v (F)@{—U).

D’apreés ((7.27.1)), on a un isomorphisme v, (v*(F))(7 — U) ~ v*(F)(7) = v*(F). Le morphisme (7.27.3)

s’identifie alors au morphisme canonique F(7] — U) — v*(F). En prenant la limite inductive, le morphisme

(7.27.2) est donc un isomorphisme. Comme le point v est conservatif pour le topos nét<;nétﬁét (4] VL.5.28),
on en déduit que le morphisme d’adjonction

(7.27.4) id = v*
est un isomorphisme. Celui-ci implique que v* est pleinement fidele ([6] I 6.4). Il est clair que le foncteur
fibre v* est essentiellement surjectif, d’ou le lemme.

Lemme 7.28. Soit T un topos local de point central s : Pt — T . On suppose que le point s est conservatif
pour T . Alors, s est une équivalence de topos.

Preuve. Notons € : T — Pt la projection canonique ([6] IV 4.3). Rappelons que, pour tout faisceau F' de
T, le morphisme naturel I'(T, F) — s*(F) est bijectif. Celui-ci induit un isomorphisme canonique €, — s*.
On en déduit un isomorphisme

(7.28.1) Ex8y —> 5% 5.

On notera que le morphisme composé cos : Pt — 7 — Pt s’identifie au morphisme identique. On en déduit
que le composé de (|7.28.1)) et du morphisme d’adjonction

(7.28.2) £48x — 58, — id
s’identifie au morphisme identique. Par suite, le morphisme d’adjonction

(7.28.3) 5%5, —»id.
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est un isomorphisme. D’autre part, le morphisme composé déduit des morphismes d’adjonction s* —
$*s.8* — s* ¢’identifie au morphisme identique ([28] 1.1.12). On en déduit un isomorphisme canonique

(7.28.4) s 5 5% s.8".
Comme le foncteur fibre s* est conservatif, le morphisme d’adjonction
(7.28.5) id = 5,5

est un isomorphisme. Le morphisme s induit donc une équivalence de topos.
Lemme 7.29. Le morphisme ug ([7.25.6)) est une équivalence de topos.
Preuve. Les points v et ug sont conservatifs pour le topos Sétygétﬁét (cf. [7.6). Par et ([6] IV 9.7.3),

on en déduit que le point us est conservatif pour lNDS. D’apres il suffit de démontrer que le topos D, est
local de centre ug. Considérons le morphisme composé de topos

(7.29.1) Sy > Dy —> Sétysécﬁét —— P,

ol i est le morphisme d’injection canonique et € est la projection canonique. Rappelons ([6] IV 9.5.8) que le
morphisme d’adjonction

(7.29.2) i*i, = id
. . — . . . .
est un isomorphisme. Comme Sg; X g,, 74 st local de centre o ug (7.25.4), on a un isomorphisme canonique
(7.29.3) Ev — uti*.
On en déduit que le composé

(7.29.4) Evin = Ul — U}

est un isomorphisme. Le foncteur “sections globales” T'(Ds, —) est donc isomorphe au foncteur fibre u*, i.e.
le topos D; est local de centre .

Lemme 7.30. Soient f : T' — T un morphisme de topos, U un ouvert de T et U' = f*(U). Notons
J+ T = T (resp- j' = Tjyyy — T') le morphisme de localisation de T (resp. T') en U (resp. U') et
i:Ts =T (resp. i : T] — T") le sous-topos fermé de T (resp. T') complémentaire de l'ouvert U (resp. U')
([6] IV 9.3.5). Le morphisme f induit deux morphismes de topos ([6] IV 5.11 et 9.4.3)

(7.30.1) f/U : 7—/IU/ — 7-/U et fs . 7;/ — 7;.

Supposons que T, (resp. T]) soit ponctuel, T (resp. T') soit local de centre i (resp. i') et que fy soit une
équivalence de topos. Alors, [ est une équivalence de topos.

*

Preuve. Posons p' = i o ji et p = i* o0 j,.. Le topos T (resp. T') est équivalent au topos obtenu par
recollement de (71, T, p) (vesp. (T/y, T, p)) (cf. [6] IV 9.5.4). Considérons le diagramme

(7.30.2) Ty e T s T

f/U*i f*l lfs*

Ty 2T =T,

dont le carré de gauche est clairement commutatif. Le foncteur i* (resp. i"*) est isomorphe au foncteur
“sections globales” I'(T, —) (resp. I'(T’,—)) et le foncteur f,. est isomorphe au foncteur identique. On en
déduit que le carré de droite de est aussi commutatif. Les foncteurs p et p’ sont donc compatibles.
Par suite, f. induit une équivalence de catégories en vertu de ([6] IV 9.5.2).
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7.31. Soit %, 'anneau de Ept associé¢ a S (7.8)). Par (7.8.1)), (7.24.2) et (7.25.5)), on a un isomorphisme
d’anneaux de Fp;.

(7.31.1) Pt (Og) = By
Par les équivalences de topos (7.22.1)) et (7.25.2)) :
(7-31-2) Eét = Sét§Sétﬁét ﬁ> Ept;

I'anneau Oz de S¢ s’identifie alors & I’anneau @pt de Ept et pour tout entier n > 1, 'anneau ﬁgn de Sg

s'identifie alors & Panneau %, de E,; (7.8.3). D’aprés (7.22.2) et [7.29] le sous-topos fermé sq de S
s’identifie au sous-topos fermé E,; , (7.10.1)) de Ep;.
D’apres (7.22.2)) et (7.25.3)), le morphisme de topos a : S¢x — Sg induit une équivalence de topos annelés

(7.31.3) an : (s, O3, ) = (36, O5 ),

qui s’identifie au morphisme de topos annelés o, ((7.11.4)) de E'pt. De plus, le morphisme de topos b : Sg; — Ty
induit une équivalence de topos annelés

(7.31.4) bt (set, O ) = (Tlgsgs On)
qui s’identifie au morphisme de topos annelés (5, (|7.13.1]) de Ept.

8. Correspondance de Deninger-Werner via le topos annelé de Faltings

Dans cette section, on se donne une S-courbe semi-stable X et un 7-point * de X5z. On pose C' = X5.
Rappelons que X = X xg S est un schéma normal (cf. [5.6). On reprend les notations de § pour X.

8.1. Pour tout 7-point 7 de C. Il existe un trait S’ fini sur S, un morphisme hg : 7 — S’ et un S-morphisme
y: 8" — X qui s’insérent dans un diagramme commutatif de schémas

hegr
(8.1.1) s g

| )

C——X
On identifie le topos annelé (S, U5) au topos annelé de Faltings associé au morphisme hg et au schéma S
(cf.|7.31). Pour tout entier n > 1, le diagramme (8.1.1]) induit par fonctorialité ([4] I111.8.20) un morphisme
de topos annelés qu’on note
(8.1.2) [Uln : (561, O5, ) = (Es, Bn).
Par fonctorialité du topos de Faltings ([4] VI.10.12), celui-ci est indépendant des choix du trait S’ fini sur S
et du diagramme (8.1.1]).

Proposition 8.2. Supposons X régulier. Soient n un entier > 1, M un %B,-module libre de type fini et 7
un point géométrique de C. Le morphisme [g], et le foncteur (—)y (3.1.1)) induisent un isomorphisme
fonctoriel
(82.1) ([1h)s : T(Es, M)z = T(ser, []5,(M))s-

Preuve. Comme M est libre de type fini, il existe un o,-module libre de type fini L. de Cys tel que
M ~ g*(L). D’aprés ([4] VI.(10.12.6)), on a un diagramme commutatif de topos annelés

[@]n - T2
(8.2.2) (set, O3,) "> By, B)

bnl ) lﬁn

(Titegs 0n) ——= (Ctegs 01
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ou b, est I'équivalence de topos annelés ([7.31.4), induisant un diagramme commutatif :

—x

(8.2.3) I(Cler, L) — T (Tgey, 7" (L))

T(Byy M) —22 D(ser, [75(M))

ol S induit un a-isomorphisme en vertu de et 7* induit un isomorphisme puisque I est un faisceau
constant et C' connexe. On en déduit un a-isomorphisme

(8.2.4) (715, : T(Es, M) = T(ser, [7], (M)

L’isomorphisme (8.2.1]) résulte de [3.2(i).
8.3. Soient (S’,n’) un trait fini sur (S,n), ¢ : X’ = Xg un n'-revétement semi-stable. On note encore s

le point fermé de S’ et on fixe un 7-morphisme 7 — 7’ et par suite un S-morphisme S — S’. On pose
X =X"xg 8 X' =X xg §et C'=X"xg 7. On désigne par

(8.3.1) 0: X' HXg - X, 5: X' =X, X' 5 X eth:C =X

les morphismes canoniques. On a un diagramme commutatif induit par ¢

(8.3.2) o — X M x

Ak )

C—=X—">X.

Comme X’ est une S’-courbe semi-stable, le schéma X’ est normal (5.6). On désigne par (E’ ,@/) le topos
annelé de Faltings associé au schéma X’ au-dessus de S’ (cf. et |7.8)) et par

(8.3.3) ®:(E, %) (E,B)
le morphisme induit par fonctorialité par (8.3.2) ([4] IIL.8.20). D’apres ([4] VI.(10.12.6)), les carrés du

diagramme

(8.3.4) X, <2 -2

N

Xy <—— E —— Cey,

ou 8 et ¢’ sont les morphismes canoniques (7.3.2)) et (7.3.4)) relatifs au S’-schéma X', sont commutatifs &
isomorphismes canoniques pres.

On note E’, le sous-topos fermé de E/ complémentaire de Pouvert o’* (X5,) (7.10),

(8.3.5) §:E —E
le plongement canonique ([7.10.1f) et
(8.3.6) ol Bl = Xl

le morphisme canonique de topos (7.11.1). D’aprés (8.3.4), on a un isomorphisme ®*(0*(X})) ~ o™ (X},).
En vertu de ([6] IV 9.4.3), il existe donc un morphisme de topos

(8.3.7) ®,: E. — E,
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unique a isomorphisme pres tel que le diagramme
~ @S ~
E! —= E;
5’l lzs
B_*_F

soit commutatif. Il résulte de (8.3.4]) et de ([6] IV 9.4.3) que le diagramme de morphismes de topos

(8.3.8)

(8.3.9) B2 L F,

.
X, s

5,6t 5,6t

est commutatif & isomorphisme pres.
— — —
Pour tout entier n > 1, on pose #,, = A /p" A , et on désigne par

~, —
(8:3.10) ol (BL.B,) = (X0, O,)
le morphisme de topos annelés induit par ¢’ (7.11.4)), et par
(8:3.11) Br: (B, B,) = (Ciags 0n)

le morphisme de topos annelés induit par 3’ (7.13.1)). L’homomorphisme canonique &~ (%) — % induit un

homomorphisme ®*(%,,) — @; Le morphisme @, est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés,
que ’on note

(8.3.12) &, : (E., B, — (E,, B).
11 résulte de (8.3.9) et de la définition de ([7.11.3) que le diagramme de morphismes de topos annelés

(8.3.13) (B, B,) —— (E,, By
J/ = J/
(X;’étv ﬁ?;@) - (Xs,ét7 ﬁfn)a

ou P, est la réduction modulo p™ de @, est commutatif & isomorphisme pres. D’apres (8.3.4), (8.3.8)) et la
définition de (|7.13.1)), le diagramme de morphismes de topos annelés

(8.3.14) (B, B,) —> (Ey, B)
B;Ll lﬁ"
ox

(Cééta Un) I (Cféta Un)
est commutatif & isomorphisme pres.
Les morphismes (®,,),>1 définissent un morphisme de topos annelés

v/

(8.3.15) & (BN F) = (B, %)
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8.4. Conservons les notations de et supposons de plus que le n’-revétement semi-stable ¢ : X' — Xg
soit galoisien. Posons G' = Aut(X,,/X,/), qui est isomorphe a Aut(C’/C). Tout g € G s’étend en un X-
automorphisme de X’. Par suite, celui-ci induit pour tout entier n > 1, un morphisme de topos annelés
n (E;,@;) — (Eg,@;) tel que ®,, ~ ®, o g,, et que pour tous g, h € G, on ait un isomorphisme

(gh)s = hy, 0 gy

Définition 8.5. (i) On dit qu'un %,-module M,, est potentiellement libre de type fini s’il est de type fini,
et ¢'il existe un trait (57, 7’) fini sur (S,7n) et un n’-revétement semi-stable ¢ : X’ — Xg/, tel que, reprenant

les notations de O (M,) soit un @/n—module libre de type fini.

(ii) On dit qu'un B-module M = (M,,),>1 est potentiellement libre de type fini si M est adique de type
fini (2.11)), et si, pour tout entier n > 1, le %,-module M,, est potentiellement libre de type fini.

On désigne par ModP'"(2,,) (resp. ModP'*f (@)) la sous-catégorie pleine de Mod(%,,) (resp. Mod(z))7
formée des %,-modules potentiellement libres de type fini (resp. Z-modules potentiellement libres de type
fini). On désigne par Modpltf(@) la catégorie des objets de ModP"" (%) & isogénie prés; c’est une sous-
catégorie pleine de Modatf - Les objets de Modpltf(%) sont appelés les @@—modules potentielle-
ment libres de type fini.

8.6. Dans cette section, on reprend les notations de pour le groupe profini m (C,T). Soit n > 1 un
entier. On note abusivement 35, 5% et f§ les foncteurs composés suivants :

(8.6.1) B Rep!™ (m(C,7)) 25 LLY(Crar, 0,) 2% Mod(ZZ,,),
(8.6.2) 3 Rep (m,(C,7)) 225 LL¥(CY, 5) 25 Mod(%),

2 con — T Bé —
(8.6.3) B : Repl®™ (m (C,7)) 222 LLY(CY:  5) 25 Modq (),

ol iz, fiz et [iz g sont les équivalences de catégories définies dans [3.29 m
Proposition 8.7. Soit n un entier > 1. Le foncteur B (resp. B*, resp. 5(5) est exact et il se factorise d
travers la sous-catégorie Mod™" (,,) (resp. Modpltf(,%’), resp. Modpltf(é)).

Preuve. L’anneau # est plat sur Oz ([4] I111.9.2) et par suite %, est une o,-algébre plate, d’ott 'exac-

titude du foncteur 5. On en déduit que les foncteurs ﬁ* et ﬁQ sont exacts.

Etant donné un objet L de LLtf(Ofet7 0,), il existe un revétement étale, connexe et galoisien ¢ : ¢/ — C
tel que ¢*(LL) soit un o,-module libre de type fini de Cf,. D’apres i), quitte a remplacer S par une
extension finie, il existe un 7-revétement semi-stable ¢ : X’ — X de fibre géométrique générique ¢ : C' — C.
Reprenons les notations de dans ce cas. D’apres , on a un isomorphisme

(8.7.1) @7 (B (L)) = B, (o5(IL))-

Par suite, 5 (L) est potentiellement libre de type fini. L’assertion pour le foncteur B* s’ensuit compte tenu
de ii).
Proposition 8.8. Supposons X régulier. Le foncteur (8 est pleinement fidéle.

Preuve. Etant donnés deux objets Ly, Ly de LLtf(C’fet, ) on pose

L = %Omﬁ(Ll,LQ),

qui est encore un o-module localement libre de type fini de CfNé:. Comme le 6-module Ly est localement libre
de type fini, on a un isomorphisme canonique

(8.8.1) B*(L) = Hom (5" (Lr), B (L2))-
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D’apres et , le foncteur 5 induit un isomorphisme :

(8.8.2) Homs (L1, L2) ®2 Q = Hom= (5" (L1), 5*(Ls)) @z Q;
d’oui la pleine fidélité de (8.6.3).

Lemme 8.9. Soit M un %,-module potentiellement libre de type fini. Le o,-module
(8.9.1) Wn(M) =T (set, [Z],(M))s,

0t [T : (Set, O, ) — (Es, By) est le morphisme de topos annelés induit par T et (—)y est le foncteur
(3.1.1), est a-plaf de type a-fini .

Preuwve. D’apreés [5.11](i), il existe un trait (S’,n’) fini sur (S,7) et un n’-revétement semi-stable, régulier
et galoisien ¢ : X' — Xg tel que, fixant un n-morphisme 77 — 1’ et reprenant les notations de D (M)
soit libre de type fini et que chaque 7j-point de C’ au-dessus de T se descende en un 7n’-point de X7’7,.

Choisissons un 7-point 7 de C” au-dessus de 7, et un 7’-point de X;, qui le descend. On note y le S’-point
de X’ correspondant et z : S” — X le S-morphisme induit par . Le diagramme commutatif de couples de
schémas

@)

(1 ) -2 (€ = X))

m lw,,,aﬁ)

(C—X)
induit un diagramme commutatif de topos annelés :

[7]n = =
(et O ) ——= (L, B,,)

Pn
|

(ES7@'H)
On en déduit un isomorphisme de o,-modules #,,(M) =~ I'(s4, 3]} (P (M)))y. Comme P} (M) est un @;-
module libre de type fini, I'assertion s’ensuit compte tenu de [3.14]
8.10. On fixe un entier > 1. Dans la suite de cette section, on se propose de construire un foncteur de

Mod?"(4,,) dans Repo‘ftf(m (C, 7)) (3.23). Etant donné un Z4,,-module potentiellement libre de type fini

o
M, on définit le 0,-module #,, (M) sous-jacent a la oy-représentation associée a M par (8.9.1). Reprenant
les notations de la preuve de le morphisme [7],, induit un isomorphisme o,-linéaire (cf. [8.2))
(8.10.1) ([hh)z : T(EL, ©.(M)y = W (M),
On construit une action gops de m1(C,T) sur #,,(M) comme suit. Posons G = Aut(X;,/X,/) qui est
isomorphe a Aut(C’/C). D’aprés tout g € G induit un morphisme de topos annelés g, : (E;,@;) —

(E;,@;) et par suite un automorphisme

(8.10.2) (90)s : T(EL, @3, (M)); = T(EL, (M),
On a un homomorphisme surjectif (6.6.2))
(8.10.3) & :m(C,T) = GP.

Pour tout v € m1(C,T), posant g = &(7y), on définit un automorphisme oas(7y) de #;, (M) par

—1 % —1 . * . S—
(8.10.4) on () #(M) IR (B @ (), O p(EL @5 (0n); TR ().

On notera que gy est 'homomorphisme composé

(8.10.5) o 11(C,T) T GP s Aute, D(E,, @2 (M)); D% Aut, #,(M).
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On définit la o,-représentation de m1(C,T) associée & M par (#;,(M), opr) qu’on note simplement #;,(M).

Proposition 8.11. Etant donné un %, -module potentiellement libre de type fini M, la o, -représentation
W (M) de w1 (C,T) est indépendante des choix du trait (S',n') fini sur (S,n), du n'-revétement semi-stable,
régulier et galoisien ¢ : X' — Xg: et du point § de C'(7) au-dessus de T d isomorphisme pres.

Preuve. Le 0,-module sous-jacent & #;, (M) est clairement indépendant des données ci-dessus. Il
suffit de démontrer que 'isomorphisme (8.10.4]) est indépendant des mémes données.

Reprenons les notations de et soient ¥ et ¥ deux 7-points de C’ au-dessus de Z. Il existe un élément
h e G~ Aut(C'/C) tel que h(y) =7'. Avec les notations de on a deux homomorphismes

(8.11.1) & m(C,T) = GP & 1 m(C,7) = GP.
reliés par la relation (6.6.3) :
(.112) 2 () = heg(h! Wy em(CT),
On déduit par fonctorialité un diagramme commutatif
~ h* ~
(311.3) D(BL, @5 (M)); 5 T(E, @, (M)
w ]"')”J, @y

Pour tout v € 71(C,T), posant g = &(v) et ¢’ = & (7), on en déduit que ¢’ = hgh™' dans G et que
(8.11.4) ([@h)eo gz (@) = ([@hzo (o (g)zo () o ([h)e) ™t = ([@hh)e o (gn)s o ([Flh)) "
Ceci implique que Pautomorphisme gps(7y) (8.10.4) est indépendant du choix du point § au-dessus de Z.

Soient (S”,n”) un trait fini sur (S,n) et ¢ : X” — Xgr un n’-revétements semi-stable, régulier et
galoisien trivialisant M. D’apres [5.11[i), on peut supposer que S” domine S’ et qu’il existe un morphisme
équivariant de ¢ dans ¢ xg S” (cf. . Notons-le ¢ : X" — X' xg S" et soit u : Aut(X],/Xn) —
Aut(X;,,/ X,7) homomorphisme induit par 1),. Alors, le morphisme équivariant ¢ induit un morphisme
u-équivariant de topos annelés de Faltings :

~ —/ ~, —/

ol la source désigne le topos annelé de Faltings associé au S”-schéma X", qui est muni d’une action de
Aut(X} /Xy) (8.4). On en déduit, pour tout g € Aut(X,, /X,), un diagramme commutatif

~ (u(9)}) ~
(8.11.6) D(EL,®5(M)); - T (EL, % (M));

(‘I’Z)ul i(‘l’il)u

T (B, W (@5 (M))); ~28 (B Wi (@5(M)))

La proposition s’ensuit compte tenu de (8.10.4)).

8.12. Soit f : M — M’ un morphisme de %,-modules potentiellement libres de type fini. D’apres i), il
existe un trait (S’,n) fini sur (S,7) et un n’-revétement semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X' — Xg- tels
que, reprenant les notations de[8.3] ®; (M) et @ (M) soient libres de type fini. L’automorphisme (8.10.4)) est
fonctoriel en M. Par on peut associer & f : M — M’ un morphisme de o,-représentations de 71 (C,T)

(8.12.1) Wo(f): W (M) — Hn(M').
La correspondance M — #,,(M) définit ainsi un foncteur o,-linéaire

(8.12.2) Wy, : Mod™ ™ (Z,,) — Rep2™ (m1(C,7)).

[
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Lemme 8.13. Soit M = (My,)n>1 un ZB-module potentiellement libre de type fini. Pour tout entier n > 1,
le morphisme canonique My 11 — M, induit un a-isomorphisme fonctoriel de o, -représentations (3.22))

(8131) %+1(Mn+1) ®on+1 0pn — Wn(Mn)

Preuve. Soit n un entier > 1. D’apres [5.11|(i), il existe un trait (S’,n’) fini sur (S, 7n) et un n’-revétement
semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X' — X trivialisant M, ;. On a un isomorphisme de 0,,-modules

(8.13.2) D(set, [T 41(Mnt1)) @o,p1 00 = T(ser, 7] (M)
En vertu de (3.1.2), celui-ci induit un a-isomorphisme canonique de o,-modules
(8.13.3) Wni1(Mps1) @a,,, 0n — Wo(M,).

D’apres et la fonctorialité de (8.10.4)), ce dernier est 71 (C, Z)-équivariant. On vérifie aussitot que (8.13.1))
est fonctoriel en M (cf.[8.12)).

8.14. En vertu de (3.23.1)) et les foncteurs %, induisent un foncteur o-linéaire

(8.14.1) W . Mod”™ (Z) — Rep™™(1,(C,7)) M = (My)ns1 limm ®, #7,(My)-

On le note aussi #x pour signifier que la construction dépend de X. D’apres le foncteur # s’étend en
un foncteur €-linéaire :

(8.14.2) W : Modl' (%) — Rep™ (11 (C, 7).

Proposition 8.15. Soient (S',n') un trait fini sur (S,n), ¢ : X' = Xgo un 77’ revétement semi- stable et
régulier. Reprenant les notations de pour @, l’image réciproque par d d’un L@ module poten-

tiellement libre de type fini est un %’ -module potentiellement libre de type ﬁm De plus on a un diagramme
commutatif

(8.15.1) Mod™" (%) — />~ Rep2™ (1, (C, 7))

e AR aptf '
Mod"" (% ) — = Rep® (1, (C",7"))

ou C' = X%, T’ est un n-point de C' au-dessus de T et la fléche verticale a droite est le foncteur induit par
I’homomorphisme canonique w1 (C', ') — 71 (C,T).

Preuve. Soient n un entier > 1 et M,, un %,-module potentiellement libre de type fini. D’apres (i)7
quitte & remplacer S’ par une extension finie, il existe un n’-revétement semi-stable, régulier et galoisien
¥ : X" = Xg dominant ¢ : X' — Xg tel que ¥ (M,) soit un @Z—module libre de type fini, ot (E”, %’N)
désigne le topos annelé de Faltings associé a la S’-courbe semi-stable X", ¥, le morphisme de topos annelés
induit par 1 . Le @;—module @ (M,,) est donc potentiellement libre de type fini. On en déduit la
premiere proposition.

Notons ¢ : X" — X' le morphisme induit par ¢, #x »(M,) et #x: o(P%(M,)) les 0,-représentations
associées a M, et ®*(M,,), respectivement. On notera que ¢ est un 7’-revétement semi-stable, régulier et
galoisien de X’'. D’apres , on a un isomorphisme de 0,,-modules

(8.15.2) Wxcn(Mn) = Wt n(®(My)).

En vertu de (8.10.4]) et celui-ci est 7 (C’, 7')-équivariant. On vérifie aussitot que I'isomorphisme (8.15.2)
est fonctoriel en M, (cf.|8.12). La commutativité du diagramme (8.15.1)) s’ensuit.
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Proposition 8.16. Soientn un entier > 1 et V' un objet de Rep{,tfl (m1(C,7)). Alors, on a un a-isomorphisme

canonique et fonctoriel de o, -représentations
(8.16.1) V= #,(06:(V))
ot B3} est le foncteur (8.6.1) (cf. [B.7).

Preuve. Soit ¢ : C' — C un revétement étale, connexe et galoisien tel que 'action de 71 (C,T) sur V se
factorise & travers Aut(C’/C)°P. D’apres [5.11fi), il existe un trait (S”,7’) fini sur (S,7) et un 7’-revétement
semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X’ — Xg de fibre géométrique générique 5 = ¢ : C' — C. Reprenons
les notations de et pour ¢ : X' = Xgr, tout g € Aut(C’/C) induit un diagramme commutatif de

53.11))

topos annelés (cf.

(8.16.2) (ELB,) — (Cley.00)

9n l lg
Br

/

(527@71) —— (Cis»0n)
On note L = uz(V) le 0,-module localement libre de type fini de Cte associé a V' (3.29.2)). Choisissons un
7-point 7 de C’ au-dessus T. On désigne par
(8.16.3) T(V): V5 #,(B5(L))

le a-isomorphisme de 0,,-modules défini par le composé
(8.16.4)
(

V 2 D(Clyr 6° (L)) — D(EL, B (6% (L)) — T(EL, B (6*(L)))s = T(EL, @%(B5(L)))s 2%, (85 (L))

ou la premiére fleche est un isomorphisme puisque ¢*(IL) est constant et C’ est connexe, la deuxieme fleche
est le a-isomorphisme induit par 3/ (7.20.1)), la troisiéme fleche est un a-isomorphisme en vertu de (3.1.2)),

la quatriéme fleche provient de (8.3.14) et la derniére fleche est I'isomorphisme (8.2.4)). D’apres (8.16.2)), pour

tout g € Aut(C’/C), le morphisme (8.16.4) s’insére dans un diagramme commutatif :

(8165)  V —= T(Cly ¢ (L)) —= T(BL, A12(6%(L)))s — = D(EL, @5(B5(L))s % o, (5(L)

n

gi ly* J{(gi)u l(gi)u

V o T(Cley, 6 (L)) —= DB, 32 (6 (L)))g — = T(EL, &4,(82(L)); ~2m% 7, (55 (L))

Celui-ci implique que le a-isomorphisme 7(V') (8.16.3)) est compatible aux actions de 71 (C,T) en vertu de

(8.10.4). Par suite, on obtient un a-isomorphisme de Repﬁftf(m (C,T))

(8.16.6) (V) 1V = #a(Br (V).

Soit f : V! — V un morphisme de Replotj (m1(C,T)). Choisissons un revétement étale et galoisien

¢ : C'" — C trivialisant les représentations V et V', un trait (S’,n') fini sur (S,7) et un 7'-revétement
semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X’ — Xg de fibre générique géométrique ¢ : ¢/ — C. Le diagramme
commutatif (8.16.5]) étant fonctoriel en V', on en déduit un diagramme commutatif

(8.16.7) v/ d 1%

T(V’)i iT(V)
' (FoBL) ()
(B (V"))
d’oti la fonctorialité du a-isomorphisme (8.16.1)).
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Corollaire 8.17. (i) Soit V un objet de Rep' (7, (C,T)). On a un isomorphisme canonique fonctoriel
(8.17.1) me, V5w (B5(V)).

(ii) Le foncteur composé #g o Bu@ (18.6.3) est isomorphe au foncteur identique.

Preuve. Pour tout entier n > 1, on pose V,, = V/p"V. D’aprés on a un a-isomorphisme Canonique

et fonctoriel (Vy,)n>1 = (0 (85 (Va)))n>1 de Repaptf (m (C,T) - L’assertion (i) résulte alors de 4(1)
et ii). L’assertion (ii) résulte de (i) et de lisomorphisme canonique (m @, V)[1] = V[1].

8.18. Posons X = X x5S (2.1). Pour tout entier n > 1 et tout ﬁv -module F, on considere F,, = F®g, ﬁ’s
comme un faisceau de X, 4. On pose F= (Fn)n>1 que l'on cons1dere aussi comme un faisceau de XS ot

D’aprés (J4] 111.7.18), on a un isomorphisme &*(F) ~ (07(Fy,))n>1, 0l 0, €t & sont des morphismes de topos

annelés ([7.11.4) et ((7.12.1]).
Proposition 8.19. Soient n un entier > 1 et F un fibré vectoriel de Deninger-Werner (6.3)) sur f Alors,
le B,-module o (F,) (resp. B-module 5*(F)) est potentiellement libre de type fini.

Preuve. D’apres i), quitte & remplacer S par une extension finie, il existe un n-revétement semi-
stable ¢ : X’ — X tel que @, trivialise F,,. Reprenons les notations de pour ¢. D’apres (8.3.13)), on a un
isomorphisme

(8.19.1) @7 (07, (Fn)) 2 0,7 (85, (Fn))-
Le %,-module o (F,) est donc potentiellement libre de type fini. Comme F est adique, on en déduit que le
Z-module 5*(F) est potentiellement libre de type fini.

Proposition 8.20. Soient n un entier > 1 et F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X. On a un
a-isomorphisme canonique et fonctoriel

(8.20.1) Viu(F) = (o7 (Fn))
ou V,, est le foncteur de Deninger-Werner (6.9.2)).

Preuve. D’apres i), quitte & remplacer S par une extension finie, il existe un 7n-revétement semi-
stable, régulier et galoisien ¢ : X' — X tel que ,, trivialise F,,. Reprenant les notations de et on a
un diagramme commutatif de topos annelés :

(zn]
(8.20.2) (ser, O5. ) (E', B.) (Ey, Br)

[@ln

_—

P,
\Ll LU; Lffn
oo O ) =2 (X i1, O

an | (ser, O,) — (X{ a0 %)

Sk

(Szara ﬁgn) $> (X, O ) — (Xs,zar7 ﬁ}ﬂ)

ol uy, et uj, sont les morphismes de topos annelés canoniques. Rappelons (6.6.1]) et (8.9.1)) que les 0,,-modules
sous-jacents aux représentations V,, (F) et #;, (o} (Fy,)) sont définis par

(8.20.3) Vi (F) = L(szar, T (Fn)) et #nlon(Fn)) = T(sst, [2n] (05 (Fn)))s-

n n
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Comme on a [Z,)*(0}(Fn)) ~ ak (T (Fn)) (8.20.2), Péquivalence de topos annelés a,, et le foncteur (—)y
(3.1.1) induisent un a-isomorphisme de 0,,-modules

(8.20.4) ay Vo (F) = Wn(on(Fn))-
Posons C" = X et G = Aut(C’/C). Reprenant les notations de les carrés commutatifs de droite de
(8.20.2)) sont compatibles aux actions de G sur (E;,@;), (Xt ﬁ? ) et (X! ﬁi ). On en déduit par le

s,zar? !
foncteur (—)4, pour tout g € G, un diagramme commutatif :
@) 9n U

(8.20.5) Vi (F) L(X{ ars @ (Fn)) T(X¢ sars @ (Fn))

a:i l(u’no;)* i(u;,v;,)* laz
.| (W)L ~ . (97) ~ vl ([;) !
Wl (F)) L DB (o) (0 (Fa)))k 2 (B, (01) (0 (Fu)))t “2 A (02 ()

Celui-ci implique que le a-isomorphisme ([8.20.4) est compatible aux actions de 71 (C,T) en vertu de (6.7.3))
et (8.10.4). On en déduit un a-isomorphisme de o0,,-représentations de m1 (C,T)

(8.20.6) 7(F) : Vo (F) = #r(on(F)).

Soit f : 7/ — F un morphisme de ‘H%W. D’apreés [5.11((i), quitte & remplacer S par une extension finie,

il existe un n-revétement semi-stable et régulier ¢ : X’ — X tels que p,, trivialise F,, et F,. Le diagramme
commutatif (8.20.5) est fonctoriel en F. On en déduit par et un diagramme commutatif

(8.20.7) Vo(F)— Dy ()
T(F’)l lr(f)
Wyoo,
Wlos(F) D (ot (F))

d’ou la fonctorialité du a-isomorphisme (8.20.1)).

Corollaire 8.21. Soit F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X. On a un isomorphisme canonique
et fonctoriel de o-représentations continues de m (C,T)

(8.21.1) m @, V(F) = # (5% (F))
ou V est le foncteur de Deninger-Werner .
Preuve. D’apres on a un a-isomorphisme canonique et fonctoriel
(Vi (F)nz1 = (Fnlon(Fn)))nz1
de Rep‘g‘ptf(m (C,7)) (3:23). L’assertion résulte alors de i) et ii).

9. Un énoncé de descente pour les fibrés vectoriels de Deninger-Werner
9.1. Soient 7 un topos et G un groupe fini. Une action de G sur T est la donnée pour tout g € G d’un
morphisme de topos g : T — T tels que (id)* = ids et que pour tous g, h € G, on ait un isomorphisme
(9.1.1) cgn:g*h" = (hg)",
vérifiant des relations de cocycle pour la composition ([15] VI 7.4). Supposons que T soit muni d’une telle

action de G. Un objet G-équivariant de T est la donnée d’un faisceau % de T et pour tout ¢ € G d’'un
isomorphisme

(9.1.2) 7 F S 9N (F),
tels que T;;} = id# et que pour tous g,h € G, on ait

(9.1.3) Tf}; =Cpg0 h*(Tf) ot .
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Une telle donnée est appelée une action de G (& droite) sur .%. Etant donnés deux objets G-équivariants .%;
et o, un morphisme f: %, — 5 de T est dit G-équivariant, si pour tout g € G, le diagramme

f

(9.1.4) T T
“(f)
9 (F1) = g7 (F)

est commutatif. On désigne par Tg la catégorie des objets G-équivariants de 7.

Soit A un anneau de 7 muni d’une action de G compatible avec sa structure d’anneau, i.e. tel que les

isomorphismes 7.4 (9.1.2) soient des isomorphismes d’anneaux. Un A-module G-équivariant est la donnée

d’un A-module M de T et d'une action de G sur M compatible avec sa structure de A-module.

9.2. Dans la suite de cette section, on se donne une S-courbe semi-stable X et un revétement étale et
galoisien €’ de C' = X3. On pose G' = Aut(C’/C) et on note 1) : C! — C' le morphisme canonique. D’apres
le schéma X est normal. On reprend les notations de § [7| pour X. On note E? le site défini par la
catégorie E/c/_,x) (7.1) munie de la topologie induite par le foncteur canonique

Le site E* est alors canoniquement équivalent au site de Faltings associé au morphisme canonique ' =X
(cf. [4] VI.10.1 et VI.10.14). On désigne par E* le topos localisé de E en B*(C') = (C' — X)® qui est
canoniquement équivalent au topos des faisceaux d’ensembles sur le site E* ([4] VI.10.14) et par

(9.2.2) d:E' 5 E

le morphisme de localisation. En vertu de (J6] IIT 2.5), celui-ci s’identifie au morphisme de topos induit par
fonctorialité du topos de Faltings ([4] VI.10.12). On désigne par E? le sous-topos fermé de E* complémentaire
de l'ouvert ®*(c*(X,,)) de E* et par

(9.2.3) 6t Ef — E

le prolongement canonique. En vertu de ([6] IV 9.4.3), il existe un morphisme de topos canonique

(9.2.4) ®,: Ef > E,.

On pose 7 = ®* (%) (7.8) et, pour tout entier n > 1, @i = @ﬁ/p"@u qui est isomorphe & 'anneau ®*(4,,).

Comme 4, est un objet de o (7.10), on en déduit que 'anneau @i appartient a EE Le morphisme de
topos (9.2.4]) est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés qu’on note

(9.2.5) o, : (B, B) - (B, %B,).

9.3. Par fonctorialité du topos de Faltings ([4] VI.10.12), 'action de G sur C’ induit une action de G sur le
topos Ef (9.1). En particulier, tout ¢ € G induit un morphisme g : E¥ — E* tel que

(9.3.1) d 5 doyg.

On en déduit que ¢*(®*(c*(X,))) ~ ®*(¢*(X,,)). L’action de G sur E* induit alors une action de G sur EY.
Pour tout g € G, on a donc un morphisme g, : Eﬁ — Eg tel que

(9.3.2) b, 5 P, 0 Js-

On désigne par Eg la catégorie des objets G-équivariants de E? (9.1). D’apres (9.3.1), 'image inverse de ®
induit un foncteur

(9.3.3) ®* : E — E%.
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En particulier, 'anneau @i est muni d’une action de G compatible avec sa structure d’anneau. Pour tout
entier n > 1 et tout g € G, le morphisme de topos gs est sous-jacent & un morphisme de topos annelés

=i —t =t St
In (Egv'%n) - (Egﬂg(?n)
tel qu’on ait un isomorphisme canonique
(9.3.4) o, = &, 0g9,.

L’image inverse de ®,, induit alors un foncteur

(9.3.5) ®* : Mod(%,) — Modg(%"),

ol Modg(@i) désigne la sous-catégorie pleine de Eé formée des @i—modules G-équivariants de Ef (9.1)).
Proposition 9.4. Le foncteur ®* : E — Eg (19.3.3)) est une équivalence de catégories.

Preuve. Considérons
(9.4.1) Fo B

le topos fibré associé au site E (cf. [25] IT 3.4.1) : la catégorie fibre de F au-dessus de (V — U) € Ob(E)
est le topos localisé E,(y_,py. de E en (V — U)?, et pour tout morphisme A : (V' — U') = (V — U) de

E le foncteur image inverse h* : E/ v _,pye — E;(y/pr)e est le foncteur image inverse par le morphisme de
localisation par rapport & h. On rappelle que F est un champ au-dessus de F (cf. [25] IT 3.4.4).

Le morphisme @w = (¢,id) : (¢ — X) — (C — X) forme un recouvrement de (C — X) dans FE
(ctf. v)) que I'on note (abusivement) encore w. La catégorie E = F(C — X) est donc équivalente & la
catégorie F(w) des données de descente relativement au recouvrement .

Comme le morphisme 1) : C' — C est un torseur sous G de Etf/c, on a un isomorphisme dans F

(9.4.2) (C"= X)x G~ (C"—= X) xcox) (C'— X).

On note encore G le faisceau constant de E de valeur G. Le morphisme (€7 — X)* — (C' — X)? est alors
un torseur sous G de E ([25] IIT 1.4.1). Par descente galoisienne (cf. [8] 6.2.B), la catégorie des données de

descente F(w) relativement au recouvrement w est équivalente a la catégorie Eg, d’ou la proposition.

Corollaire 9.5. Le foncteur ®} : Mod(#4,) — Modg(%’i) (19.3.5) est une équivalence de catégories.

9.6. Pour tout objet U de Et/x, on pose Uz = U x x C” et on note ¢y : U — Uy le morphisme canonique.
Considérons le site fibré

(9.6.1) Fﬁ:FO’y:Eﬁ—}Et/X,

dont la fibre au-dessus de U est le site Etf/UL (19.9.1). Pour tout faisceau ¢ de Eﬁ, on note ¥ sa restriction
n
a Etf/UL. Le topos E* est canoniquement équivalent au topos de Faltings associé au morphisme canonique
n

(C" = X). La donnée d’un faisceau ¢ de E* est alors équivalente a la donnée pour tout objet U de Et/X
d'un faisceau ¥y de Uy p, vérifiant des conditions de comptabilité et de recollement (cf. [4] (VI.5.11.1)).
Comme ¢y est un torseur sous G pour la topologie étale de Uy, le topos U%)fét est muni d’une action de G
induite par fonctorialité. D’aprés ([4] VI.5.11), la donnée d’une action de G sur ¢ est équivalente & la
donnée pour tout objet U de Et /x d’une action de G sur 4y compatible aux morphismes de restriction.

9.7. Soit F ={U — ﬁU}UE()b(Et/X) un préfaisceau sur F tel que pour tout objet U de Et/x, Zu soit un

faisceau de Ug . Pour tout objet U de Et/x, la fleche ¢y : U% — Uy est un objet de Etf/UF. Le foncteur

77 e €t donc un foncteur de restriction. On en déduit un isomorphisme canonique de préfaisceaux sur Et
,

(9.7.1) F oy = {U = @i e (FU)}s
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ot 7 est le foncteur (9.2.1). Le faisceau associé a % oy est isomorphe a ®*(7¢). Le faisceau ¢f; 1 (Fv) de

U% ts¢ €st muni d’une action de G induite par ¢f; ., fonctorielle en U. D’apres W ils induisent une action

de G sur ®*(.F*) qui coincide avec celle de *(.#“) induite par ®* (9.3.3).

9.8. On désigne par P la sous-catégorie pleine de Et /x formée des schémas affines. On munit P de la topolo-
gie induite par celle de Et,x. Les objets de la sous-catégorie P forment alors une famille topologiquement
génératrice du site Et /x - On désigne par

9.8.1 b EL S P
P P

le site fibré déduit de 7 (9.6.1)) par changement de base par P — Et /x- On munit E%, de la topologie
co-évanescente définie par 71'%, et on note Eg, le topos des faisceaux d’ensembles sur Ep. D’aprés ([4] VI.5.21
et VI.5.22), la topologie de Ef) est induite par celle de Ef au moyen du foncteur de projection canonique

Ef) — B, et celui-ci induit par restriction une équivalence de catégories
(9.8.2) EF = EL.

On désigne par Eg, la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur Ep. Comme Elﬁp est une sous-catégorie
topologiquement génératrice de E*, le foncteur “faisceau associé” sur Eg, induit un foncteur que I'on note
aussi

(9.8.3) EL S Ef, 7 T

Soient ¥ = {W ~ %y} (W € Ob(Et,y)) un préfaisceau sur E¥, ¥p = {U — %y} (U € Ob(P)) 'objet de
E\f) obtenu en restreignant ¢ a Ef). On en déduit un isomorphisme canonique de E*

(9.8.4) G5 = G

9.9. Dans la suite de cette section, on suppose, de plus, qu’il existe un trait (S’,7’) fini sur (S,7) et un
7’-revétement fini, galoisien et & fibres géométriquement réduites ¢ : X’ — Xg (5.4) tels que, en fixant un
n-morphisme 77 — 7', X7 ~ C’ et que o7 : X — X7 s’identifie au morphisme 1. On pose X' = X' xg S et
on note

(9.9.1) h: X —X e p: X' =X

les morphismes canoniques. N N N
Pour tout (V — U) € Ob(E*), on pose U' = U xx X', U' =U" xx X' et 7" (resp. U'V) la cloture

intégrale de U (resp. U’) dans V. Comme U’ est ﬁﬂi sur U, on a un isomorphisme canonique U v UV.
Comme ®* est le foncteur de restriction, on a ®*(Z)(V — U) ~ B(V — U). On en déduit par (7.8.1) un
isomorphisme fonctoriel en (V' — U)

(9.9.2) BV —U) STTY,02,).

Pour tout U € Ob(Et,y), on pose @gj = ¢l (Bu) (1.82) et @gjn = @”U/p"@?] qui est isomorphe &
T 14t (Bu.n) (7-84). En vertu de (9.9.2), on a un homomorphisme d’anneaux de U et
(9.9.3) 02.(U") = By,

ot la source désigne le faisceau constant de valeur O, (U’). Comme l'action de G sur ¢’ s’étend en une
action de G sur X', 'anneau ﬁf,(U’) est muni d’une action de G telle que I’homomorphisme ((9.9.3)) soit

G-équivariant. D’apres et (9.7.1), 'anneau 2, est isomorphe au faisceau sur E* associé au préfaisceau

(9.9.4) (U—B,}  UecOb(Ety).
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9.10. Comme E* est isomorphe au topos de Faltings associé au morphisme canonique C’ — X, on a un
morphisme canonique ([4] (V1.10.6.3))
(9.10.1) B E* = Ci,
qui rend commutatif le diagramme (cf. [4] (VI.10.12.6))

P

Et

|

/ n
Cley — = Crar.

Soit » un entier > 1. On désigne par 3% : (Eg,@i) — (Cfs» 0n) le morphisme de topos annelés défini par

le composé % o 6% (9.2.3) et le morphisme canonique o,, — B (@i) Par des arguments similaires a ceux de
8.3] on en déduit un diagramme commutatif

(9.10.2) (%, B.) —~ (E., B.)

Bl l lﬁn

©
(Ciser 0n) —>= (Cist, 0n),
a isomorphisme pres, qui commute aux actions de G sur (Eg,@i) et (Cis, 0n).

Théoréme 9.11. Soient X une S-courbe semi-stable, T un point géométrique de Xz et F un fibré vectoriel
sur X = X xg S ([2.1). Supposons qu’il existe un entier n > 1, un trait (S',n') fini sur (S,n) et un n'-
revétement fini, galoisien et a fibres géométriquement réduites ¢ : X' — X tels que, fixant un n-morphisme
7 — 1 et reprenant les notations de (9.9.1), 37, (F,) soit libre de type fini. Alors, on a un isomorphisme
B, -linéaire

(9.11.1) Yo 1 03 (Fn) = B (Vi (F)),

ou Vy,(F) est la oy-représentation de mi(Xz,T) associée a F (6.7), o est le morphisme de topos annelés

(7.11.4) et B est le foncteur (8.6.1)).
Preuve. Pour tout objet U de Et/x, onpose U' =Uxx X', U; =U'xg s et U, = U'xg7. D'apres (9.7.1)
et ([4] V1.5.34(ii) et V1.8.9), le @i-module O (0 (Fp)) est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau :

(9.11.2) (U= FulUy) ®o— ) Burn} U € Ob(Btx).

ol Fn(Us) et 0% (Us) sont considérés comme des faisceaux constants de U g, D’apres (9.9.3), anneau
@%n de Ul g, est une Oz, (U{)-algébre. Pour tout objet U de P (9.8, on en déduit un isomorphisme

, . . . !
G-équivariant de faisceaux de UZ o,

711 ~—% *ﬁ
(9-11.3) FuUs) @05 (v.) Bun — Pn(Fa)(U7) @03, W) Buns

olt les actions de G sur F,(Us) et O (Us) sont triviales et @, (F,)(Uy) et O3, (Uy) sont considérés comme

des faisceaux constants de U%’fét munis des actions de G induites par ;. On note My le but de (9.11.3).

On pose L, (F) = pz(V,,(F)) le 0,,-module localement libre de type fini de Cfg, associé a V., (F) (3.29.2).
D’apres ([4] VI.8.9 et IV.10.9), le @i-module O (Bx (L, (F))) =~ (591)*(90%(]1471(]:))) est isomorphe au faisceau
associé au préfaisceau

* * —t "
(9.11.4) {U = 13 g6 (05 460 (Ln(F))) @, Brn} U € Ob(Et,x),
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ol hy; : Uz — C" est le morphisme canonique. On pose Ny = hij 4 (05 5 (Ln(F))) ®a, @gn qui est muni
d’une action de G fonctorielle en U (cf. [9.7]).
Comme @}, (F,) est un 0=, -module libre de type fini, d’apres (6.7.3) et on a un isomorphisme

G-équivariant de 0,-modules de Céét
(9.11.5) P (Fu)(X5) = @5 per (Ln(F)),

ou @y, (Fn)(X.) est considéré comme le faisceau constant de Cf,, muni de 'action de G induite par @),. On
a un isomorphisme G-équivariant et fonctoriel en U de &=, (U!)-modules

(9.11.6) BLENUY) = BuF)(X]) @, O, (U,
On en déduit par (9.11.5) un isomorphisme G-équivariant et fonctoriel en U de 0%, (Uy)-modules de U7 g
(9.11.7) 2 (Fu)(U) ~ /U*,fét(sﬁ%,fét(ﬂln(f))) Roa,, ﬁ}LL(Ué)-

En vertu de (9.11.3)) et (9.11.4)), on en déduit, pour tout objet U de P, un isomorphisme G-équivariant et

fonctoriel en U de @U’n—modules de U%’fét

(9.11.8) My = Ny.

D’apres et on en déduit un isomorphisme G-équivariant de @i—modules
(9.11.9) @7 (07, (Fn)) = @7, (B (Ln(F)))-

Le théoréme résulte alors de

Remarque 9.12. Pour tout entier 1 < m < n, on a un isomorphisme %,,-linéaire 7, : 0 (Fm) —
B, (Vi (F)). En vertu de la preuve, les isomorphismes 7, et 7,, sont compatibles.
10. Fibrés vectoriels et représentations de Weil-Tate

10.1. Soient X une S-courbe semi-stable, T un point géométrique de X7. On reprend les notations de §m
pour X. Rappelons qu’'on a des morphismes de topos annelés (cf. et [7.13))

(10.1.1) (Xoor: Ox ) &= (EoBn) 2 Xgsoon),  W¥n>1
o Vo ~NO ——= 5 s} o
(10.1.2) (XN 00) & (B, ) D (x5, 0).

On reprend les notations de pour les foncteurs 3, B* et /5’@

On désigne par X le schéma formel complété p-adique de X. Rappelons que X est de présentation finie
sur . = Spf(o) et qu’on a un morphisme de topos annelés ([7.12.4)

(10.1.3) T: (@”@) = (X zar, Ox).

Pour tout Ox-module cohérent .# de X, ,ar €t tout entier n > 1, on note .%,, = # /p"# que l'on considére
comme faisceau de X ,ar ou de X ¢¢. D’apres ([4] (II1.11.1.12)), on a un isomorphisme canonique

(10.1.4) F ((Fn)n>1) = T (F).

Le foncteur T, induit un foncteur additif et exact a gauche que ’on note encore
- 1

(10.1.5) T, : Modg(%4) — Mod(ﬁx[g]).

D’apres (4.1.3)), le foncteur T induit un foncteur additif que I'on note encore ([7.15))

(10.1.6) T Mod“’h(ﬁx[%]) — Mod% " (%).
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Définition 10.2. (i) Soient n un entier > 1, F,, un fibré vectoriel sur X,, et V, une 0,-représentation de
™ (X7, 7) (3.18). On dit que F, et V,, sont %, -associés s’il existe un isomorphisme Z%,-linéaire
(10.2.1) 03 (Fu) 2 B (V).

(ii) Soient .# un ﬁg[%]—module localement projectif de type fini (2.9) et V' une €-représentation continue
de 71 (X7, 7) (3.18). On dit que . et V sont Bg-associés 'il existe un isomorphisme Zq-linéaire
(10.2.2) T*(F) = Bp(V).
Définition 10.3. (i) On dit qu'un ﬁx[%]—module localement projectif de type fini .# est de Weil-Tate s’il
est Bg-associé a une €-représentation continue de m (X7, 7).

(i) On dit qu'une €-représentation continue V' de 71 (X7, Z) est de Weil-Tate relativement a X si elle

v

est Zg-associée a un ﬁ’x[%]—module localement projectif de type fini.
On désigne par ModWT(ﬁx[%]) la sous-catégorie pleine de ModCOh(ﬁx[%}) formée des ﬁx[%]—modules
WT /X cont

de Weil-Tate et par Rep, (m1(X5,%)) la sous-catégorie pleine de Repg™ (71 (X7, 7)) formée des €-
représentations de Weil-Tate relativement a X.

Remarque 10.4. On dit qu’un fibré vectoriel F sur X=X ><S§ (2.1)) est de Weil-Tate si le ﬁ};[%]—module

F [%} est de Weil-Tate. D’apres ((10.1.4)), il revient au méme de dire qu’il existe une €-représentation continue

V de 71 (X7, T) et un isomorphisme Zg-linéaire

(10.4.1) (6" (Fa)nz1))a = Bp(V)-

Proposition 10.5. Soient X une S-courbe semi-stable, T un point géométrique de Xz, n un entier > 1 et
F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X (6.3)). Alors, il existe un trait S' fini sur S, un S’-modéle
semi-stable et régulier X' de Xz (10.15) et un n'-revétement ¢ : X' — Xg tels que @y, (F,) et an(]:)

sotent @;—associés, ou (E;,@;) désigne le topos annelé de Faltings associé au schéma X' au-dessus de S’
et an(]:) est la o, -représentation de w1 (X5, T) associée a F par (6.9.2)).

Preuve. Quitte & remplacer S par une extension finie, d’apres [5.11|(iii), il existe un S-modéle semi-stable
X' de X5 et un n-revétement ¢ : X’ — X tels que @, (F,) soit trivialisé par un 7)-revétement semi-stable,

fini et galoisien Y’ — X'. D’aprés|9.11} &) (F,,) et Ve (@ (F)) sont @;—associés. D’apres (5.8)), (8.3.13) et
n
(8.3.14)), on peut supposer que X est régulier. La proposition s’ensuit alors compte tenu de ii).

Proposition 10.6. Soient X une S-courbe propre et lisse, T un point géométrique de Xz, L un fibré en

droites de classe appartenant a Pic%/g(g). Pour tout entier n > 1, on a associé¢ a L une o0,-représentation
V(L) de m(X7,T) (6.7) et une o-représentation continue V(L) de w1 (X7, %) (6.10.1). Alors, L, et V,(L)
sont B, -associés ; et EA[%] et V(E)[%} (13.21) sont é@—associés.

Preuve. Soit n un entier > 1. D’apres [6.5] et on a un isomorphisme
(10.6.1) Yot o (Ln) = Br(Va(L)),
d’ot le premier énoncé. En vertu delm, les isomorphismes (7Vp,)n>1 sont compatibles. La proposition
s’ensuit compte tenu (10.1.4)).

Proposition 10.7. Soient X une S-courbe semi-stable et réguliére et T un point géométrique de Xz;.

1 Qa Testriction au joncteur A, a (0] x|= S€ Jaciorise a Lravers ta sous-caleqgorie pieine
i) La restriction d ¢ T*1016‘MdWTﬁ; torise a t ! tégorie plei

v v

Mod?" (%) (83) de Mod?'(%).
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(ii) Pour tout objet F de MOdWT(ﬁx[%D, on a un isomorphisme Bg-linéaire, canonique et fonctoriel

(10.7.1) T*(F) = B5(Va(T*(F))),

v

ot Wy : Modaltf(%’) — Repy™ (m1(X7,7)) est le foncteur (8:14.2).

Preuve. Soit # un objet de ModWT(ﬁx[%]). Choisissons un objet V de Rep™ (m1(X7,T)) et un
isomorphisme Zg-linéaire
(10.7.2) T TH(F) = B5(V).
L’assertion (i) résulte alors de D’apres ii), on a un isomorphisme é@—liﬂéaire canonique et fonctoriel
(10.7.3) Ba(V) =+ B (#a(B5(V))).
On en déduit compte tenu de (10.7.2) et (10.7.3) un isomorphisme éQ—linéaire

T*(F) = By (#a(TH(F))).

Montrons que cet isomorphisme ne dépend pas des choix de V' et de 'isomorphisme 7 et qu’il est fonctoriel en

cont

Z . 1l suffit de démontrer que, pour tous objets V et V' de Repg™™ (1 (X7, T)) et tout morphisme Zg-linéaire
0 : B@(V) — B@(V’), le diagramme

v

(10.7.4) B (V) —— B5(#0(B5(V)))
ei l%(%p(f)))
B (V') == By (#a (B (V"))
est commutatif. D’apres la pleine fidélité du foncteur B@ , 6 est 'image d’un morphisme 9 : V — V' de

Rep™ (m1(X7,7)) par B& La commutativité de ((10.7.4) résulte alors de la fonctorialité de ((10.7.3)).

Corollaire 10.8. Sous les hypothéses de pour tout objet F de ModWT(ﬁx[%}]), la C-représen-tation
continue #o(T*(F)) est de Weil-Tate relativement & X. On désigne par ¥x le foncteur

E

(10.8.1) Vs : ModWV T (0 p}) — Repy X (m (X5, 7)), T e Wo(TH(F)).

Alors, Vx(F) et F sont By-associés.

Proposition 10.9. Soient X une S-courbe semi-stable et réguliére. On note LPtf(ﬁx[%]) la sous-catégorie

pleine de ModCOh(ﬁx[%]) formée des ﬁx[%}—modules localement projectifs de type fini.
(i) Pour tout objet F de LPtf(ﬁx[%D, le morphisme d’adjonction (cf. [4] TI1.12.1)
(10.9.1) F = T (T*(#F))

est un isomorphisme.
(i) La restriction du foncteur T* (10.1.6) d LPtf(ﬁx[%]) est pleinement fidéle.

Preuve. (i) D’apres ([4] II1.12.4(ii)), on a un isomorphisme déduit du morphisme d’adjonction
(10.9.2) F Q1] T.(%q) = T.(T*(F)).

L’isomorphisme ((10.9.1)) résulte alors de l'isomorphisme ([4] I11.11.8)

(10.9.3) ﬁx%] 5 T. (%)
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(i) Soient ¥4 et % deux Ox-modules cohérents de X ,ar tels que gl[%] et gg[%] soient localement
projectifs de type fini. Notons ¢ = S ome, (%1,%). Alors, g[%] est aussi localement projectif de type fini
(2.9). Comme % est de présentation finie, on a un isomorphisme canonique
(10.9.4) (%) = %omé(T*(%),T*(%g)).

Considérons le morphisme composé
(10.9.5) [T (Xszar, ) = T( Xy par, To(TH(9))) = T(EY, T*(9)).

D’apres (i) et i), le morphisme f ®z Q est un isomorphisme. On en déduit la pleine fidélité de T™.

Proposition 10.10. Soient X une S-courbe semi-stable et réquliére et T un point géométrique de X. Pour
toute C-représentation V' de Weil-Tate relativement d X, le ﬁx[%]—module T*(ﬂvf@(V)) est de Weil-Tate. De
plus, on a un isomorphisme @Q—linéaire, canonique et fonctoriel

(10.10.1) By (V) = TH(T.(Bg(V)))-

Preuve. Soit V une €-représentation de (X7, T) de Weil-Tate relativement & X . Choisissons un ﬁx[%]—

v

module de Weil-Tate .Z et un isomorphisme Zg-linéaire
(10.10.2) 71 By(V) = T*(F).
D’apres (10.9.1)), T*(Bé(V)) est de Weil-Tate.
En vertu de , on a un isomorphisme Zg-linéaire, canonique et fonctoriel en .7
(10.10.3) T(F) = T (T.(T*(F))).

On en déduit compte tenu de (10.10.2)) et (10.10.3) un isomorphisme %Q—linéaire

Bo(V) = TH(T(By(V)))-
Montrons que cet isomorphisme ne dépend pas des choix de .% et de I'isomorphisme 7 et qu’il est fonctoriel
en V. Il suffit de montrer que, pour tous ﬁx[%]-modules localement projectifs de type fini %, %’ et tout
morphisme Zg-linéaire 6 : T*(F) — T*(F'), le diagramme

(10.10.4) T%(F) —— T (T (T"(F)))

Q\L lT*(T*(G))

TH(F") —— T*(T(T"(F")))
est commutatif. D’aprés la pleine fidélité du foncteur T* ii), 6 est 'image d’un morphisme ¥ : & — F’
de LPtf(ﬁx[%]) par T*. La commutativité de (10.10.4) résulte alors de la fonctorialité de (10.10.3) en .Z.
Corollaire 10.11. Sous les hypothéses de[10.10l Pour toute €-représentation V de Weil-Tate relativement
aX,le ﬁ’x[%]—module T.(Bg(V)) est de Weil-Tate. On désigne par Jx le foncteur

(10.11.1) Tx : Repy " /¥ (11 (X5, 7)) — ModWT(ﬁx%]), Ve T (G5 (V).

Alors, V et Tx(V) sont é@—associés.

Proposition 10.12. Soient X une S-courbe semi-stable et régulicre et T un point géométrique de Xz. Les

foncteurs Y% (10.8.1)) et 5 (10.11.1)) sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de ’autre.
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Preuve. D’apres |10.7((ii), pour tout objet # de ModWT(ﬁx[%]), on a un isomorphisme %q-linéaire,
canonique et fonctoriel

(10.12.1) T*(F) = By (V2 ().

Composant 'isomorphisme canonique ((10.9.1)) et 'image de (10.12.1)) par T, on en déduit un isomorphisme
fonctoriel

(10.12.2) F = Tx(Vx(F)).

D’autre part, d’aprés ((10.10.1)), pour tout objet V de RerVT /X(7T1 (X5,T)), on a un isomorphisme

é@—linéaire, canonique et fonctoriel
(10.12.3) By(V) = T*(Fx(V)).

Composant l'isomorphisme canonique V. = W@(Bé(V)) l ii)) et I'image de (10.12.3]) par #g, on en
déduit un isomorphisme fonctoriel

(10.12.4) V 2 V(T (V)).

10.13. Soient X une S-courbe semi-stable et réguliére, (S’,n') un trait fini sur (S,7n) et ¢ : X’ = Xg un
7n/-revétement semi-stable et régulier. Soient Z un 7j-point de X5 et Z’' un 7-point de X7 au-dessus de 7.

On fixe un n-morphisme 77 — 1" et par suite un S-morphisme S — S’. On désigne par X’ le schéma formel
complété p-adique de X xg S et par g : X’ — X le morphisme de schémas formels induit par la projection
canonique X’ — Xg . Reprenant les notations de pour ¢, on désigne par

~ o =/
(10.13.1) T:(EN, %) — (X!

s,zar’

Or).

le morphisme (10.1.3) relatif & X’. On a alors un diagramme commutatif & isomorphismes pres (cf. (8.3.14)
et [] 111.(9.11.15)).

v/ B/

(10.13.2) (X yurs Or) ~—— (BN, B ) > (X2, 6)

Tk

(Xs,zar, ﬁx) <T7 (EEO ,é) *ﬂ> (XNO ﬁ)

n,fét>
L’homomorphisme canonique 1 (X7, 7') — m1(X7,T) induit un foncteur
(10.13.3) Repg™ (m1 (X7, 7)) — Repg™ (m1 (X7, 7).

Proposition 10.14. Conservons les notations de|10.13|. Alors :
(i) L’image inverse d’un ﬁx[%]—module de Weil-Tate par g est un ﬁx/[%]—module de Weil-Tate.
(i) Toute C-représentation continue de Weil-Tate relativement @ X de mi(Xz,T) définit par restriction

(10.13.3) une €-représentation continue de Weil-Tate relativement @ X' de w1 (X7, 7).
(iii) On a des diagrammes commutatifs d isomorphismes prés

(10.14.1) MOdWT(ﬁx[%D Vx RePXVT/X(m(Xﬁ,E))

/| |

Vit /
ModWT (0 [1]) —>Repy "/~ (mi (XL, 7))
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et

(10.14.2) Repy /¥ (m1 (X7, 7)) —> Mod"™ " (62[1])

| /|

’ T 1
Repy ' /™ (m (X4, 7)) — = Mod" " (0 [1])

ou Ve et Txr sont les foncteurs (10.8.1) et (10.11.1)) relatifs a X'.

Preuve. Soient . un ﬁx[%]—module de Weil-Tate et V' une C-représentation de Weil-Tate associée. Il

existe donc un isomorphisme Zg-linéaire

(10.14.3) T*(F) & By(V).
o/

En vertu de ([10.13.2), on en déduit un isomorphisme %-linéaire

(10.14.4) T (g"(:F)) = B5 (V)

d’ou les assertions (i) et (ii).
Comme ¥x = T" o#f, la commutativité du diagramme ((10.14.1)) résulte de et ((10.13.2)). La com-
mutativité du diagramme ((10.14.2)) s’ensuit par [10.12] d’on lassertion (iii).
10.15. Dans la suite de cette section, on fixe une K-courbe propre et lisse C' et un point géométrique T de C.
On pose C' = C @3 <. Soit S’ un trait fini sur S. Un S’'-modéle de C est la donnée d'un S-morphisme S — S’
et d’'une S’-courbe propre X munie d’un isomorphisme C' ~ X xg 7. Soit X un S’-modéle semi-stable et
régulier de C'. Reprenant les notations de on a un foncteur pleinement fidele en vertu de ([5.15))
1
(10.15.1) g% : LP"(0%[~]) — Vect .
p
Définition 10.16. (i) On dit qu'un fibré vectoriel F' sur C' est de Weil-Tate 8'il existe un trait S’ fini sur
S, un S’-modele semi-stable et régulier X de C' et un ﬁx[%]—module de Weil-Tate .# tels que jx(F) ~ F
(10.15.1)).
(ii) On dit qu'une €-représentation continue V' de 1 (C,T) est de Weil-Tate s’il existe un trait S’ fini
sur S, un S’-modele semi-stable X de C tels que V soit de Weil-Tate relativement a X.
On désigne par %\gT la sous-catégorie pleine de Vects formée des fibrés vectoriels de Weil-Tate et

par Repy * (m1(C,Z)) la sous-catégorie pleine de Repy™ () (C,T)) formée des ¢-représentations continues

de Weil-Tate. Soit X un S-modéle semi-stable et régulier de C. La restriction du foncteur jx (10.15.1f) a
ModWT(ﬁx[%]) induit un foncteur pleinement fidele que 1’on note encore

1
(10.16.1) Ix ModWT(ﬁx[g]) — U

Soient S’ un trait fini sur S et X’ un S’-modele semi-stable et régulier de C' dominant Xg/. Reprenons les
notations de [10.13] En vertu de[10.14{i) et de la définition de jx (5.14.2)), on vérifie que le diagramme

(10.16.2) Mod"" (0x[2])

1
p

Mod" " (0 [1]) = W™

ol jx: désigne le foncteur (10.16.1)) relatif & X', est commutatif.
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Lemme 10.17. (i) Pour tout morphisme f de Q]\éVT, il existe un trait S’ fini sur S et un S’-modéle semi-
stable et régulier X de C' tels que f soit contenu dans limage du foncteur jx (10.16.1)).
(ii) Pour tout morphisme f de Repy ' (m1(C, %)), il existe un trait S' fini sur S et un S’-modéle semi-
stable X de C tels que f provienne de la sous-catégorie pleine Rep\évT /X(7r1 (C, 7)) de Rep\éVT(ﬂ'l(C, T)).
Preuve. (i) Soient F et F’ deux fibrés vectoriels de Weil-Tate sur C. D’aprés il existe un trait S’ fini
sur S et un S’-modele X semi-stable et régulier de C' tels que F et F’ soient les images des ﬁ’gg[%]—modules
localement projectifs de type fini par jx . L’assertion résulte alors de la pleine fidélité de .
En calquant la démonstration de (i), on vérifie Passertion (ii).

10.18. En vertu de et les foncteurs ¥4 fournissent un foncteur

(10.18.1) Ve : BT — Repy ' (m(C,T)).
De méme, les foncteurs jx o Jx fournissent un foncteur :
(10.18.2) T Repy ' (m1(C,T)) = BT

Théoréme 10.19. Les foncteurs ¥ (10.18.1) et . (10.18.2) sont des équivalences de catégories quasi-
inverses 'une de l'autre.

Preuve. Pour tout objet V de RerVT(m (C, 7)), quitte & remplacer S par une extension finie, il existe
un S-modele semi-stable et régulier X de C' tel que V soit de Weil-Tate relativement a X. D’apres ((10.12.4]),
on a un isomorphisme
(10.19.1) V 5 Ve (T5(V))

11 résulte de la fonctorialité de (10.12.4) et de[10.17(ii) que celui-ci est fonctoriel en V.
De méme, pour tout objet I de U, quitte a remplacer S par une extension finie, il existe un S-modele

semi-stable et régulier X de C et un objet .7 de ModWT(ﬁx[%]) tels que F' ~ jx(%). D’apres (10.12.2)), on
a un isomorphisme

(10.19.2) F = Ta(Va(F)).

11 résulte de la fonctorialité de (10.12.2)) et de[10.17|(i) que celui-ci est fontoriel en F.

Théoréme 10.20. Tout fibré vectoriel de Deninger- Werner sur C est de Weil-Tate. De plus, la restriction
du foncteur ¥y : ‘B\gT — Repy™™(m(C,7)) (10.18.1) a la sous-catégorie Q]gw s’identifie au foncteur de
Deninger-Werner V (6.14.1)).

On présentera la démonstration dans [I4.5] et [14.6]
Corollaire 10.21. Le foncteur de Deninger-Werner V ~ (6.14.1)) est pleinement fidele.

Preuve. Cela résulte de [[0.19] et [0.201
Proposition 10.22. Soient m: C' — C un revétement étale connexe, T un f-point de C' au-dessus de 7,
C'=C"@5Cei=nrngC Alors :

(i) L’%mage inverse d’un fibré vectoriel de Weil-Tate sur C par 7 est de Weil-Tate sur C'.

(ii) Toute C-représentation continue de Weil-Tate de m(C,T) définit par restriction (10.13.3) une €-
représentation continue de Weil-Tate de m (C', 7).

(iii) Le morphisme 7 induit des diagrammes commutatifs & isomorphismes prés

2 T
(10.22.1) ‘ll‘éVT —%> Repy H(m1(C, 7)) Repy © (m(C,T)) —= Q?‘gT

S

Ayv !’ 9V !
PWT —> Repy T (m (C', 7)) Repy (m(C",7)) —> 0T

Cela résulte de [10.14
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11. Correspondance de Simpson p-adique pour les représentations de Weil-Tate

11.1. On munit S de la structure logarithmique .#¢ définie par son point fermé ([4] I1.6.1), autrement
dit, .#s = j.(0;) N Og, out j : § — S est Dinjection canonique. On munit S et S [2.1) des structures
logarithmiques .5 et //% images inverses de .#s (cf. [4] I1.5.10).

On associe fonctoriellement & toute Z,)-algébre A I'anneau (cf. [4] 11.9.3)

(11.1.1) A = lim A/pA

TP

et un homomorphisme 6 : W (A”) — A de anneau W(A®) des vecteurs de Witt de A” dans le séparé complété
p-adique A de A.
1
On désigne par p I'élément de (Ox)” induit par la suite (p#7 ),>o (2.I) et on pose

(11.1.2) &=l —peW((0g)),
ou [ ] est le représentant multiplicatif. On pose
(11.1.3) o (O) = W((0O)")/ Ker(0)2.

On a une suite exacte ([4] 11.9.5(iv))

(11.1.4) 0—— W((0p)") —= W((0g)’) —L=0—=0.
Elle induit une suite exacte
(11.1.5) OHU#%(O?)—O>O—>O,

ol -{ est induit par la multiplication par { dans 2% (0O ). L'idéal Ker () est un o-module libre de base . On
le note £o et on note £ 'o le o-module dual de £o. Pour tout o-module M, on désigne les o-modules M ®, £o
et M ®, ¢ 'o simplement par £M et €' M respectivement.

On pose

(11.1.6) o(S) = Spec(#2(0%))

que I'on munit de la structure logarithmique .7, g définie dans ([4] 11.9.8). L’homomorphisme 6 induit
alors une immersion fermée exacte ([4] I1.5.22)

(11.1.7) ig: (5, Ms) > (H(S), M ).

11.2. Dans la suite de cette section, on se donne une S-courbe semi-stable et réguliere X que ’on munit de
la structure logarithmique .#x définie par sa fibre spéciale X;. Le morphisme de schémas logarithmiques
[ (X, dx) = (S, #s) est alors adéquat au sens de ([4] I11.4.7). On notera que X, est le sous-schéma
ouvert maximal de X ou la structure logarithmique .#x est triviale. Pour alléger les notations, on pose

(11.2.1) Vx5 = Qxarx) /(S5

On munit X = X x s S (2.1.1) de la structure logarithmique //li image inverse de .#x . Posons Jx /s =
Homey (ﬁk/s, Ox) et ﬁ§/§ = TIx/s Qos ﬁ%- Comme X est une S-courbe, on a alors H2(X,7, Ix/8m) =0
et H?(X,, Ix/s,s) = 0. Compte tenu de ([37] § 5 Cor.2), R? f«(Ix/s) est localement libre de type fini. En
outre, on a R? [e(Ixs)n = H2(X,,7 Tx)s,m) = 0. On en déduit que H?(X, Tx)s) =0 et HZ(Y, 9§/§) =0.
D’aprés ([31] Prop. 3.14), il existe une (#%(S), .4, (5))-déformation lisse (X, M) de (X, ‘//lf)’ c’est-a-dire
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un diagramme cartésien

(11.2.2) X, M) —— (X, t3)

»

(8, ) —= (A(8), M 1 5)-

On fixe une telle déformation (X, .2 %) dans la suite de cette section.

11.3. On note X le schéma formel complété p-adique de X. On désigne par £~ 1Q%€ | le complété p-adique du
O<-module E*IQ%/E = 5’19}(/5 ®ey O et on pose, pour tout entier j > 0, £~ JQx/y =Ny (€7 19;/:?)
On sous-entend par ﬁx[l]—module de Higgs a coefficients dans 5716;/5“ un ﬁx[%]—module de Higgs a
coefficients dans £~ 19%6/5, (2.10). On désigne par MH(ﬁ’x[ & 1Q§€/§,) la catégorie de tels modules et
par MH" (0 [l] & 19%6 /) la sous-catégorie pleine formée des modules de Higgs dont le ﬁx[%]—module
sous-jacent est cohérent. On appelle ﬁ’x[ |-fibré de Higgs a coefficients dans &~ 1(21 X/ tout ﬁx[%]—module
de Higgs a coefficients dans £~ 1(2%6 | dont le ﬁx[p] -module sous-jacent est localement projectif de type fini

29).

11.4. On reprend les notations de §Ip0ur le S-schéma X. Soient .# un @Q—module adique et de type fini
(7.15) et A" un ﬁx[ J-ibré de Higgs a coefficients dans £~ 1Q§€/y Dans ([4] II1.12.10(ii)), Abbes et Gros
définissent la proprlete pour .Z et A d’étre associés. On dit que 4 est de Dolbeault s’il admet un fibré de

Higgs associé et que .4 est soluble s'il admet un Zg-module associé (Cf [4] II1.12.11).
On désigne par Mod(g"lb (%) la sous-catégorie pleine de ModaLtf ) (7.15)) formée des %@ modules de
Dolbeault, et par MHSOl(ﬁx[l] £ 1Q§€/y) la sous-catégorie pleme de MH(ﬁx[p] £ 1Q§€/y) formée des

ﬁx[ |-fibrés de Higgs solubles & coefficients dans £~ 19;/5, En vertu de ([4] I11.12.18), il existe un foncteur

(11.4.1) H - ModR*" (%) — MHSOI(@[ L0k ).
D’apres ([4] I11.12.23), il existe un foncteur dans Pautre sens

(11.4.2) W MHE\(0 []5 '0%,) — Mod3" (7).

Théoréme 11.5 ([4] T11.12.26). Les foncteurs (11.4.1) et (11.4.2) sont des équivalences de catégories quasi-
inverses l'une de l'autre.

Lemme 11.6. Soit F un ﬁx[%] -module localement projectif de type fini. Alors, le é@—module T"(F)
et le fibré de Higgs (F,0) sont associés (L1.4)), et on a un isomorphisme canonique et fonctoriel
(11.6.1) (F,0) = 2(T*(F)).

Preuve. Démontrons que T*(F) et (%,0) sont r-associés dans le sens de ([4] I11.12.10(i)) pour tout
nombre rationnel r > 0. On désigne par £ la PB-algebre de Higgs-Tate d’épaisseur v associée d ()?, ///35)
(cf. [4] 111.10.31), par d(") la Z-dérivation universelle de ¢(") définie dans ([4] (I11.12.7.1)), par Z" la catégorie

des pr-isoconnexions intégrables relativement & Dextension 4" /Z (cf. [] 111.6.10) et par E7, la catégorie
des objets de Z" a isogénie pres (2.16)). Dans la suite, on va construire un isomorphisme canonique fonctoriel

(11.6.2) T (F,0) = &"(T*(F)),
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v

olt & : Mod%" (%) — S et T MHCOh(ﬁgg[%],ﬁflﬁé/y) — Zp sont des foncteurs ( (I11.12.7.3)) et
P

([4] (111.12.7.8)). En vertu de (4.1.3), il existe un Ox-module cohérent ¥ tel que F# ~ ¥[-]. Par définition
de &" (@] (IIL.12.7.2)), on a

(11.6.3) &(TH(F)) = (¢ 02 T"(9),4") @2 T*(9),id,p"d" @ id)q.
Compte tenu de la définition de T"F ([4] (I11.12.7.6)), on a
(11.6.4) T(£,0) = (6 @2 T(9),4") 0= TH(9),id @5 T*(id), pd") @ T*(id))q.

On prend pour (11.6.2)) I'isomorphisme induit par (11.6.3)) et (11.6.4). D’apres ([4] I11.12.17(i)), on en déduit

un isomorphisme

(7,0) = H(T"(F)).
La fonctorialité de (11.6.1)) se déduit de celle de (11.6.2)). Le lemme s’ensuit.

Proposition 11.7. Soient T un point géométrique de Xz, V une C-représentation continue de m (X7, T)
(13.18). Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le Bg-module Bé(V) (8.6.3) est de Dolbeault (11.4) et le fibré de Higgs F( Vé(V)) est de champ
de Higgs nul.

(b) V est de Weil-Tate relativement ¢ X (10.3)).
De plus, si les conditions sont remplies, on a un isomorphisme canonique fonctoriel de fibrés de Higgs

(11.7.1) A(BHV)) = (Fx(V),0),
ou Jx est le foncteur .

Preuve. Supposons d’abord que la condition (a) soit remplie. On note Z# le ﬁx[%]—module localement
projectif de type fini sous-jacent a % (5@(‘/)) D’apres on a un isomorphisme canonique

(11.7.2) (F,0) = 2(T*(F)).
En vertu de on en déduit un isomorphisme de é(@—modules
(11.7.3) By(V) = T*(F),

d’ou la condition (b).
Supposons que la condition (b) soit vraie. D’apres 10.1O|7 le Ox[L]-module Z% (V) est localement projectif

de type fini. De plus, on a un isomorphisme fonctoriel en V' ((10.10.1))
(11.7.4) By(V) = T (Fx(V)).
La condition (a) et I'isomorphisme ([11.7.1]) résultent alors de appliqué & F = Fx (V).

Proposition 11.8. Soient C une K -courbe propre et lisse, T un point géométrique de C, V une €-représentation
de Weil-Tate de w1 (C,T) et T (V) le fibré vectoriel sur C = C @3 € associé a V. On a alors une suite exacte

(11.8.1) 0 = H'(Crar, 7 (V) = Hegn (m1(C,T), V) = HY(Crar, T(V) @, (€108 ¢)) = 0,

ot HE . (m1(C,T), —) désigne le groupe de cohomologie continue de w1 (C,Z) (3.30).

Preuve. Quitte & remplacer K par une extension finie, il existe un S-modeéle semi-stable et régulier X
de C tel que V soit de Weil-Tate relativement & X (10.3]). Reprenant les notations précédentes pour X, on

a un isomorphisme canonique de Ag-modules

(11.8.2) By(V) = T*(Fx(V)).

Reprenant les notations de pour le topos annelé (EFO,@), d’apres (3.30)) et (7.21)), le foncteur 56
(8.6.3]) induit un isomorphisme canonique

(11.8.3) Hl oo (m1(C, ), V) = HY(EY, B3(V)).
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Par ailleurs, choisissant un 0x-module cohérent % tel que % [I%] ~ % (V) (4.1.3)), on a une suite exacte
(11.8.4) H'(X,R’ T, (T*(%))) = HT (BN, T*(%)).
Compte tenu de i), on en déduit une suite spectrale
(11.8.5) H'(X,R? T.(T*(T%(V)))) = HH (EY T (Z%(V))).

D’apres (11.7.1) et ([4] I11.12.34), on a un isomorphisme canonique de ﬁx[%]—modules

(11.8.6) RY T (T°(Zx(V))) = Tx(V) @0y €905,
Compte tenu de ii), on a un isomorphisme €-linéaire
(11.87) H'(X, 7(V) @0, (€779 ) = B (Coae, (V) @0, (€779, )).

Comme C est une courbe sur K, ce dernier est nul si ¢ > 2. On en déduit par (I1.8.5) une suite exacte de
C-espaces vectoriels

(11.8.8) 0= H' (Char, 7(V)) = H(EY, T (T2(V))) = H(Crars T(V) @0, (€704 ) = 0.

La proposition s’ensuit compte tenu de (11.8.2)), (11.8.3]) et (11.8.8]).

12. Faisceaux de a-modules

12.1. Pour toute o-algeébre A, on désigne par Mod(A) la catégorie abélienne tensorielle des A-modules.
Suivant prenant pour ¢ : 0 = A = End(idymod(a)) "homomorphisme structural, on appelle catégorie
des a-A-modules et 'on note a-Mod(A) le quotient de la catégorie Mod(A) par la sous-catégorie épaisse
des A-modules a-nuls. On désigne par

(12.1.1) a: Mod(A) — a-Mod(A) M — M*®,

le foncteur canonique (2.18.1). Pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(3] (1.4.7.1))

(12.1.2) Hom, nod(a) (M, N*) = Hompgoq(a)(m ®o M, N).

On désigne par o, le foncteur

(12.1.3) o« : a-Mod(4) — Mod(A4), P — Homg noa(a) (A%, P),

et par oy le foncteur

(12.1.4) o1 : a-Mod(A) — Mod(A), P — m®,o.(P).

En vertu de (12.1.2)), pour tout A-module M, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(12.1.5) o (M*) = Hom,(m, M).

Proposition 12.2 ([3] 1.4.8). (i) Le foncteur o. est un adjoint d droite du foncteur o (12.1.1)).

(ii) Le morphisme d’adjonction oo o, — id est un isomorphisme.

(iii) Le foncteur o\ est un adjoint & gauche du foncteur c.

(iv) Le morphisme d’adjonction id — « o oy est un isomorphisme.
Corollaire 12.3 ([3] 1.4.9). Les foncteurs « et o) sont exacts et le foncteur o, est exact & gauche.
12.4. On appelle a-0-algébre (ou 0%-algébre) un monoide unitaire commutatif de a-Mod(o) (|3] 1.4.11). On
désigne par Alg(o) la catégorie des o-algébres et par a-Alg(o) la catégorie des a-o-algebres. Le foncteur «
étant monoidal, il induit un foncteur que ’on note encore

(12.4.1) a: Alg(o) — a-Alg(o).
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Compte tenu de I'isomorphisme canonique A% = A% @ 4o A%, le foncteur o, (12.1.3) induit un foncteur que
I’on note encore

(12.4.2) 0. : a-Alg(o) — Alg(o), P — Homg noa(a) (A%, P).

En vertu de ([3] 1.4.12), celui-ci est un adjoint a droite du foncteur « (12.4.1)) et le morphisme d’adjonction
« o 0, — id est un isomorphisme.

12.5. Soit A une o-algébre. On pose A% = «(A) (12.4.1) et on désigne par Mod(A%) la catégorie des
A%-modules unitaires de a-Mod(o). Le foncteur o : Mod(0) — a-Mod(0) étant monoidal, il induit un
foncteur

(12.5.1) a4 : Mod(A) — Mod(A%).

Celui-ci transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes. Il induit une équivalence de catégories ([3]
1.4.13)

(12.5.2) a-Mod(A) = Mod(A?%).

On pose A’ = 0,.(A%) (12.4.2). D’aprés on a un morphisme canonique de o-algebres A : A — A’ qui
induit un isomorphisme A% = A’“. Pour tous 0®modules P et @, on a un morphisme o-linéaire canonique

(12.5.3) Homg mMod(o) (0%, P) ®o Homy Mod(o) (0, Q) — Hom Mod(o) (0%, P ®oe Q)
défini par fonctorialité et composition. Par suite, le foncteur o, induit un foncteur
(12.5.4) 7/ : Mod(A®) — Mod(4’).

Composant avec le foncteur induit par A : A — A’, on obtient un foncteur

(12.5.5) T« : Mod(A%) — Mod(A).

On désigne par 7y le foncteur

(12.5.6) 71 : Mod(A%) — Mod(A4) P—m®, 7.(P).

Le foncteur 7, (resp. 71) est un adjoint a droite (resp. gauche) de a4 et les morphismes d’adjonction a g 07, —
id et id — a4 o 7y sont des isomorphismes (cf. [3] 1.4.13).

12.6. Dans la suite de cette section, € désigne un site, % la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur & et
% le topos des faisceaux d’ensembles sur %". On note o> (resp. m_) le préfaisceau constant sur ¢ de valeur
o (resp. m) et 0~ (resp. mgg) le faisceau associé. On désigne par Mod(%;) (resp. Mod(og)) la catégorie
abélienne tensorielle des (0.)-modules de 2 (resp. (oz)-modules de %). Prenant pour o — End(o) (resp.
0o — End(o(g)) I’homomorphisme canonique, on appelle catégorie des a-o(;;—modules (resp. a-o(g-modules) et
I'on note a-Mod(o.>) (resp. a-Mod(0.>)) le quotient de Mod(o_) (resp. Mod(o7)) par la sous-catégorie
épaisse des modules a-nuls.
12.7. On appelle catégorie des préfaisceaur de a-o-modules sur € et ’'on note a-% la catégorie des pré-
faisceaux sur € & valeurs dans la catégorie a-Mod(o), i.e., la catégorie des foncteurs de €° & valeurs dans
a-Mod(0) ([3] 1.4.16).

On dit qu’un préfaisceau de a-o-modules F sur € est séparé (resp. un faisceau) si pour tout objet X de
% et tout crible couvrant Z de X, le morphisme canonique

(12.7.1) F(X)— 1&1 F(Y)
(Yu)e(C/z)°

est un monomorphisme (resp. isomorphisme) (cf. [3] 1.4.21 et 1.4.24). On note a-% la sous-catégorie pleine

de a-€ des faisceaux de a-o-modules sur €.
Le foncteur o : Mod(o) — a-Mod(o) (|12.1.1]) définit un foncteur exact et monoidal

(12.7.2) a:Mod(o) — a-%.
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D’apres ([3] 1.4.9(i)), celui-ci transforme les faisceaux de o-modules en des faisceaux de a-o-modules. Il induit
donc un foncteur
(12.7.3) &:Mod(o ) — a-%.

Ce dernier transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes ([3] 1.4.23(iii)). Il induit une équivalence
de catégories ([3] 1.4.35)

(12.7.4) a-Mod(o.2) = a-%.

On munit a-% de la structure de catégorie abélienne tensorielle déduite de celle de a-Mod(o 2) ([2:20) via

I’équivalence ((12.7.4)).

En vertu de ([3] 1.4.31), le foncteur canonique d’inclusion ¢ : a-% — a-€ admet un adjoint & gauche
(12.7.5) 3:0-% — -G,

dit foncteur “faisceau de a-o-modules associé¢”. On désigne par i : Mod(o.>) — Mod( ) le foncteur canon-
ique et par a : Mod(o_) — Mod(o.7) le foncteur “faisceau de o-modules associé¢”. On a alors des diagrammes
commutatifs a 1somorphlsmes pres ([3] 1.4.35, 1.4.36)

(12.7.6) Mod(o_7) — > Mod(o_>) Mod (o >) —— Mod(o_2)
-t —2 > a%. % a-¢.

12.8. Les foncteurs o, (12.1.3) et oy (12.1.4) (pour les o-modules) induisent des foncteurs que 1'on note
respectivement

(12.8.1) G.:0-¢ — Mod(oy),
(12.8.2) 51:a¢ — Mod(o).

En vertu de ([3] 1.4.9(i)), 0. transforme les faisceaux de a-o-modules en des faisceaux de o-modules. Il définit
donc un foncteur

(12.8.3) &, 0a-€ — Mod(o.2).

On désigne par o) le foncteur

(12.8.4) & :0-¢ = Mod(os) M mo®, . (M)
€

On notera que o0, s’identifie au composé du foncteur o et du foncteur “faisceau associé” a. D’apres
le foncteur 7, (resp. o) est un adjoint a droite (resp. gauche) de @ (cf. [3] 1.4.19); les morphismes
d’adjonction @ o g, — id et id — & o &) sont des isomorphismes. Le foncteur o, est un adjoint & droite de &
et le morphisme d’adjonction & o &, — id est un isomorphisme ([3] 1.4.35).

Lemme 12.9. (i) Le foncteur o) (12.8.4)) est un adjoint ¢ gauche de & (12.7.3).

(ii) Le morphisme d’adjonction id — & o oy est un isomorphisme.

Preuve. Soient M un faisceau de a-o-modules sur ¢’ et N un o_-module. On a (M) = a(a1(c(M))).
(i) Par adjonction et (12.7.6)), on a des isomorphismes

Homog(a(Gg («(M))),N) =~ Hom, A(

2

(M), i(N))
uM),a(i(N)))
M; a(N)).

Hom %;(
m,

12
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(ii) Le morphisme d’adjonction ¢(M) — a(a1(c(M))) est un isomorphisme. Compte tenu de (12.7.6]), on
a des isomorphismes

(12.9.1) M = a(a(oy(1(M)))) =~ a(a(M)).
12.10. La donnée d'un monoide commutatif unitaire de a-% est équivalente a la donnée d’un préfaisceau
sur € a valeurs dans a-Alg(o) (12.4.1) dont le préfaisceau de a-o-module sous-jacent est un faisceau (cf. [3]

1.4.40). On note Alg(a-%) la catégorie des monoides commutatifs unitaires de a-%.
De méme, la donnée d'un monoide commutatif unitaire de Mod(o.>) est équivalente a la donnée d’une

(0)-algebre de %. On note Alg(o.) la catégorie des monoides commutatifs unitaires de Mod(o.3).
Le foncteur a (12.7.3]) étant monoidal, il induit un foncteur que ’on note encore

(12.10.1) a: Alg(oz) — Alg(a-7).
Compte tenu de le foncteur o, (12.8.3) induit un foncteur que 1’on note encore
(12.10.2) 5. : Alg(a-%) — Alg(o).

D’apres ([3] 1.4.40), 7. est un adjoint & droite de & ; le morphisme d’adjonction & o 7, — id est un isomor-
phisme et le morphisme d’adjonction id — &, o & induit un isomorphisme & — & 0 7, o Q.
12.11. Dans la suite de cette section, on fixe une o_-algebre Ade %. On désigne par Mod(A) la catégorie
abélienne tensorielle des A-modules de €. Prenant pour ¢ : 0 — F(‘g, A) 'homomorphisme canonique, on
appelle catégorie des a-A-modules et 'on note a-Mod(A) le quotient de la catégorie abélienne Mod(A) par
la sous-catégorie épaisse des A-modules a-nuls. B

On pose A% = a(A) (12.10.1)) et on désigne par Mod(A®) la catégorie des A*-modules unitaires de a-%.
La donnée d’une structure de A%-module unitaire sur un faisceau de a-o0-modules M sur € est équivalente
a la donnée pour tout X € Ob(%) d’une structure de a(A(X))-module unitaire sur M (X) dans le sens de
telle que pour tout morphisme X — Y de €, le morphisme M(Y) — M (X) soit linéaire relativement
au morphisme de 0%-algebres a(A(Y)) — a(A(X)), ou a : Alg(o) — a-Alg(o) est le foncteur (12.4.1) (cf.
[3] 1.4.41).

Le foncteur « (|12.7.3) étant monoidal, il définit un foncteur
(12.11.1) a4 Mod(A) — Mod(A®).
Celui-ci transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes (cf. [3] 1.4.23(iii)). Il induit une équivalence
de catégories ([3] 1.4.41)
(12.11.2) a-Mod(4) = Mod(A®).
Dans la suite de cette section, pour tout A-module M, on pose abusivement M* = a4 (M).
12.12. On pose A’ = 7, (A%) (12.10.2)). D’apres [12.10} on a un homomorphisme canonique de o-algebres
A: A — A’ qui induit un isomorphisme a(A) = a(A’). Compte tenu de le foncteur o, (12.8.3) induit
un foncteur (cf. [3] 1.4.41)
(12.12.1) 7. : Mod(A®) — Mod(A4").
Composant avec le foncteur induit par A, on obtient un foncteur
(12.12.2) T« : Mod(A%) — Mod(A).
On désigne par 71 le foncteur
(12.12.3) 71 : Mod(A%) — Mod(4), M — m(@;®o(g?*(M).
Pour tous A“-modules M et N, on pose

(12.12.4) Hom e (M, N) = Hompgod(ae) (M, N),
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qui est naturellement muni d’une structure de I‘((g, A)-module, en particulier, d’une structure de o-module.
12.13. Soit A — B un morphisme de o_-algébres. On note B* = a(B) (12.10.1) et on désigne par Mod(B“)

la catégorie des B“-modules de a-%. On a des diagrammes commutatifs

(12.13.1) Mod(B*) —2> Mod(B) Mod(B?*) —2-> Mod(B)
Mod(A%) — > Mod(4),  Mod(A®) —““> Mod(A),

ou les fleches verticales sont des foncteurs d’oubli et Tp., Tp1, Tax et Tar désignent les foncteurs ((12.12.2)) et
(12.12.3)) relatifs & B et A respectivement. On peut donc omettre les indices B et A dans les notations de
TBx, TBl, TAx €t Tal.

Lemme 12.14 ([3] 1.4.23). (i) Pour qu’un morphisme de A-modules f : M — N soit un a-isomorphisme,
il faut et il suffit que le morphisme m ®0~M —m ®0~N induit par f soit un isomorphisme.

(ii) Pour tous A-modules M et N on a un zsomorphzsme o-linéaire canonique

(12.14.1) HOmAa(Ma,Na) —>H0mA(mcg®a~M7N)-
€
Proposition 12.15. (i) Le foncteur 7, (12.12.2) est un adjoint d droite du foncteur as (12.11.1).

(ii) Le morphisme d’adjonction cyg o T, — id est un isomorphisme.
(iii) Le foncteur 7 (12.12.3) est un adjoint d gauche du foncteur c4.
(iv) Le morphisme d’adjonction id — &4 o Ty est un isomorphisme.

Preuve. Les assertions (i) et (ii) sont démontrées dans ([3] 1.4.41).
(iii) Soient M un A-module et N un A%-module. D’apres (ii) et (12.14.1]), on a des isomorphismes

Hom 4o (N, M®) =5 Homue ((7.(N))®, M®)

— HomA(mcl;;®ucg7~'*(N),M)

~

—  Homyu (71(NV), M).

(iv) On notera que, pour tout A%-module M, le a-o-module sous-jacent & (71(M)) s’identifie canonique-
ment & a(c1(M)). Lassertion résulte du fait que le morphisme d’adjonction id — & o gy est un isomorphisme
(cf. [T29(i))

Corollaire 12.16. (i) Les foncteurs aa, 71 sont ezacts et le foncteur T, est exact ¢ gauche.

(ii) Les foncteurs aa et T« transforment les objets injectifs en des objets injectifs. En particulier,
Mod(A%) a suffisamment d’injectifs.

(iii) Le morphisme d’adjonctionid — T.oda (Tesp. Tioaa — id) induit un isomorphisme & —» Q407,004
(resp. a0 T 00A — Gia).

Preuve. (i) Compte tenu de [12.15] a4 est exact et 7. (resp. 71) est exact a gauche (resp. droite). Le
o-module m_> étanthlat ([6] y 1.7.1), lexactitude de 71 s’ensuit compte tenu (12.12.3]).

(ii) Le foncteur a4 (resp. 7x) est un adjoint & droite d’un foncteur exact, d’on 'assertion ([6] V 0.2).

(iii) En effet, le morphisme composé

&A *)&AO?*OaA —)&A,
ou les fleches sont déduites des morphismes d’adjonction, s’identifie au morphisme identique. L’assertion
pour T, s’ensuit compte tenu de [12.15(ii). La démonstration de I’assertion pour 7y est similaire.
Remarque 12.17. Le foncteur a4 ne transforme pas les objets projectifs en des objets projectifs. En effet,

considérons le topos ponctuel et prenons pour A 'anneau 0. En vertu de ([12.1.5)), pour tout o-module M,
on a un isomorphisme canonique

Hom,e (0%, M*) = Hom,(m, M).
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Compte tenu de 0® n’est pas projectif dans la catégorie a-Mod(o).

12.18. On désigne par D(Mod(A)) (resp. D(Mod(A?))) la catégorie dérivée de Mod(A) (resp. Mod(A%)).
Les foncteurs exacts a4 et 77 induisent des foncteurs exacts entre catégories dérivées

(12.18.1) F :D(Mod(A)) — D(Mod(A%)), G : D(Mod(A%)) — D(Mod(A)).

Proposition 12.19. Le foncteur G est un adjoint a gauche du foncteur F.

Preuve. D’apres ([28] 1.1.12), on a des identités triangulaires

nkaXA ~ ~ ~ TIXN ~ ~

(12.19.1) &A:>a/ma,4 7'1:>7'101A7f:[
id~\ ﬂg“*s id~ ﬂe*:’

OLA - T! o

QA T

ol 7 et € désignent les transformations naturelles d’adjonction. Comme a4 et 7y sont exacts, on en déduit des
identités triangulaires similaires pour la paire (G, F'). La proposition s’ensuit compte tenu de ([28] 1.1.14).
12.20. Rappelons que la catégorie abélienne Mod(A%) a suffisamment d’injectifs ii)) et reprenons
les définitions de [2.4] pour cette catégorie. Pour tous A“-modules M, N et tout entier ¢ > 0, on pose
Ext’ya (M, N ExtMod 40y (M, N) qui est muni d’une structure de o-module.

D’apres et (L ﬁ pour tout A%*module M, tout A-module N et tout entier ¢ > 0, on a un
isomorphlsme canomque

(12.20.1) Ext’y(7(M), N) =5 Ext’yo (M, N%).
Soient M et N deux A-modules. Le foncteur exact &4 induit un morphisme canonique ([2.3.2))
(12.20.2) Ext’y(M,N) — Ext’yo (M*, N?).

Composant avec I'isomorphisme Ext’y. (M, N®) = ExtY (7(M®), N), on obtient un morphisme canonique
(12.20.3) ExtYy (M, N) — Exty (7 (M®*), N).

On notera que celui-ci est induit par le morphisme d’adjonction G o F' — id. En particulier, il s’identifie au
morphisme canonique induit par la fleche d’adjonction 71(M*) — M.

Lemme 12.21. Soient M et N deuz A-modules de €. Le morphisme canonique (12.20.2)) est un a-isomorphisme
de o-modules.

Preuve. 1l suffit de démontrer que le morphisme est un a-isomorphisme. En vertu de iii),
le morphisme canonique f : 7i(M*) — M est un a-isomorphisme de Mod(A). D’aprés pour tout v € m,
il existe un morphisme A-linéaire g, : M — 71(M*) tel que g, o f = 7?idps et f o gy, = * id;!(Mu).
déduit que le noyau et le conoyau de sont annulés par v2, d’ot le lemme.
Corollaire 12.22. Le foncteur aa induit une équivalence de catégories

(12.22.1) Modg(A) < Modg(A®),

On en

ot la source (resp. le but) désigne la catégorie des A-modules (resp. A%-modules) a isogénie prés (2.16]).
Preuve. Par définition, le foncteur est essentiellement surjectif. La pleine fidélité résulte de [12.21

12.23. Soient M un A% module et N un A-module. En vertu de[12.15(iv), on a des isomorphismes canon-
iques et fonctoriels de A“-modules

(12231) (%(M@Aa Na))a:%M(gAa Na, (?I(M))a ®Aa Na:_)M®Aa Na.

On en déduit par [12.14fii) et [12.15(iii) un isomorphisme canonique et fonctoriel de A-modules

(12.23.2) m<g®o(gﬁ(M ®aa N¥) = m(@;@)o(gﬁ(M) ®@a N
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Compte tenu de isomorphisme m ®, m ~ m et de la définition de 7, celui-ci s’identifie & I'isomorphisme
(12.23.3) M @40 N®) = 7(M) @4 N
Proposition 12.24. Soit n un entier > 1 et supposons que p" A = 0. Soit M un A-module plat sur o, ([6]
V 1.7).
(i) Pour tout 0,-module P et tout entier i > 0, on a un isomorphisme canonique
(12.24.1) Ext! (m/p"m, P) =5 Ext}(m,P).
(ii) Le foncteur Homa (M, —) : Mod(A) — Mod(o,,) transforme les objets injectifs en objets injectifs.
(iii) Soient Ny et Ny deux A-modules. On a un isomorphisme canonique et fonctoriel
(12.24.2) HomA(m%7®0; Ny, Na) = Hom,(m, Hom 4 (N, Na)).
(iv) Pour tout A-module N, on a une suite spectrale

(12.24.3) By’ = Ext}(m, Ext/, (M, N)) = E™ = Ext}7 (m~®, - M, N).
€

Preuve. (i) Le foncteur Hom,(—, P) : Mod (o) — Mod(o) s’identifie au foncteur composé

(12.24.4) Mod(o) —22%% Mod(0,) ~22 ") Mod(o).

Comme — ®, 0, envoie les objets projectifs sur des objets projectifs, on en déduit une suite spectrale
(12.24.5) Ext} (Torf(m,0,), P) = Ext;" (m, P).

On

L’assertion résulte alors de la platitude de m.

(ii) Posons 0oz, = 0%;/ pro. Soient P un o,-module et P le faisceau associé au préfaisceau constant

de valeur P sur €. Pour tout A-module N, par adjonction ([6] IV 13.4.1), on a un isomorphisme canonique

(12.24.6) Hom, . (P N) = Hom,, (P,T(%,N)).
€ .,n

Soit I un A-module injectif de %. Pour tout 0,-module P, on en déduit un isomorphisme canonique

(12.24.7) Hom, - (P.g, soma(M, 1)) = Hom,, (P, Homa (M, I))
€,n
Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique ([6] IV 12.14)

(12.24.8) HomA(P?;@aﬁ; M, I) = Hom, (P A oma(M,I)).

E€,n

L’injectivité de Hom 4 (M, I) résulte de celle de T et de la platitude de M.
(iii) En vertu de ([6] IV 12.14), on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(12.24.9) HomA(m%;@o ~ Ny, NQ) = Hom, ~(m<(;;, %omA(Nl, NQ))
€ €
Par adjonction ([6] IV 13.4.1), on a un isomorphisme canonique et fonctoriel
(12.24.10) Horxlag(m(g7 A om (N1, N2)) = Hom,(m, Hom 4 (Ny, N)).
(iv) D’apres (iii), le foncteur
(12.24.11) Hom A (m @, ~ M, —) : Mod(4) — Mod(o,,),
s’identifie au foncteur composé

Hom 4 (M,—) Hom,, (m/p"m,—)
-

(12.24.12) Mod(A) Mod(o,) Mod(o,).

Comme Hom 4 (M, —) envoie les objets injectifs sur des objets injectifs, on en déduit une suite spectrale

(12.24.13) Ext} (m/p"m,Ext’,(M,N)) = Ext7(m_~®, . M, N).
€

On

La suite spectrale (12.24.3)) s’ensuit compte tenu de (i).
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12.25. Soit ¢ : (¢, A’) — (€, A) un morphisme de topos annelés. On note a-%” la catégorie des faisceaux
de a-o-modules de ¢’ et on pose A’* = a(A4’) (12.10.1). On désigne par Mod(A'*) la catégorie des
A’ modules de a-%". En vertu de i), le foncteur ¢* : Mod(A4) — Mod(A4’) envoie les a-isomorphismes
sur des a-isomorphismes. Il induit donc un foncteur

(12.25.1) % : Mod(A®) — Mod(A"™)

qui s’insére dans un diagramme commutatif
(12.25.2) Mod(A) —f > Mod(4')
| .
Mod(A%) —2 > Mod(A').
Compte tenu de iv), pour tout A%module M, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

~

(12.25.3) V(M) = (" (Tar(M)))"
Le morphisme adjoint de cet isomorphisme
(12.25.4) Tan(Y(M)) = ¢*(Ta(M))

est un a-isomorphisme en vertu de [12.15(iii). C’est méme un isomorphisme en vertu de [12.14(ii) et de
I’isomorphisme m ®, m ~ m.

12.26. Conservons les notations de [I2:25 et supposons que le morphisme ¢ soit plat, i.e. que le foncteur

©* : Mod(4) — Mod(A4’) soit exact ([6] V 1.8). D’apres ([24] I111.1 Corollaire 3), le foncteur ¢ (12.25.1)) est

exact. En vertu de (12.25.2)) et (12.25.4)), pour tout A%-module M, tout A-module N et tout entier i > 0,
h

les isomorphismes (12.20.1}) induisent un diagramme commutatif

(12.26.1) Extiya (M, N®) — > Extlya ($(M), $(N®))

U ]

Ext)y (Far (M), N) —— Extly (Fan (¥(M)), ¢*(N)),

ou les fleches horizontales sont les morphismes canoniques induits par les foncteurs exacts ¢* et v (2.3.2)).

12.27. Conservons les notations et les hypotheéses de [I2.26] et supposons de plus que p"A = 0. Soient M
un A-module qui est plat sur 0,, et N un A-module. Comme ¢* est exact, le A’-module ¢*(M) est encore
plat sur o0,. On désigne par E (resp. E') la suite spectrale (12.24.3) associée aux A-modules M et N (resp.
A’-modules ¢*(M) et ¢*(N)). Le foncteur exact ¢* induit un morphisme de suites spectrales (cf.

(12.27.1) u=(ud u"):E - E

dont les morphismes

(12.27.2) uy?  Ext! (m, Ext’, (M, N)) — Ext’ (m, Ext?’,, (¢* (M), ¢*(N)))
(12.27.3) u™ Extz}‘(mﬁ;;@)u(;M, N) — Extz,(m%/ ®°<;/ ©* (M), o*(N))

s’identifient aux morphismes canoniques induits par ¢* (2.3.2)). Compte tenu de l'isomorphisme canonique
ms=®o M~ TI(M®) et (12.26.1)), le morphisme u™ s’identifie au morphisme canonique induit par 1 :

€
(12.27.4) Ext’o (M®, N®) — Extu ((M*), p(N?)).

Définition 12.28 ([3] 1.5.3). Soient M un A-module de € et v € m.
(i) On dit que M est de type v-fini s'il existe un raffinement (U;);c; de I'objet final de € tel que, pour
tout ¢ € I, il existe un (A|U;)-module libre de type fini N; et un morphisme (A|U;)-linéaire

(12.28.1) N; — M|U;
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dont le conoyau est annulé par .

(ii) On dit que M est de type a-fini s’il est de type v-fini pour tout v € m.
Définition 12.29. (i) On dit qu'un A-module M est plat (resp. a-plat) si, pour tout morphisme injectif de
A-modules f: Ny — Ny, le noyau de idps @ f : M @4 N = M ®4 N3 est nul (resp. a-nul).

(ii) On dit qu'un A%-module M est plat si, pour tout morphisme injectif de A%-modules f : Ny — Ny,
le noyau de idy Qf : M ® ga N1 = M ® 4o Ny est nul.

Lemme 12.30. (i) Pour qu’un A-module M soit a-plat, il faut et il suffit que M® soit un A*-module plat.

(ii) Pour qu’un A®-module N soit plat, il faut et il suffit que 71(N) soit un A-module plat.

Preuve. (i) Supposons que M soit un A-module a-plat et soit f : Ny — N5 une injection de A*-modules.
D’aprés [12.16(i), f induit une injection de A-modules 7(N;) — 7(N2). On en déduit que le noyau de
idy @n(f) : M ®@an(N1) = M @4 71(Na) est a-nul. Comme le foncteur a4 est exact et commute avec les
produits tensoriels, le morphisme idpje @ f : M* @ g N1 — M® ® 4o N3 est une injection ; d’ou la platitude
de M<.

D’autre part, supposons que M soit un A“-module plat et soit f : N3 — Ns une injection de A-modules.
Posons N = Ker(M ®4 N; — M ®4 Ns). Comme le foncteur ava est exact et M* plat, on a une injection
de A%-modules M“ ® 4o Ni* = M* ® g4« N5'. On en déduit que N® = 0; d’ou I'assertion cherchée.

(ii) La suffisance de la condition résulte de (i) et de I'isomorphisme N — (7,(N))® iv) .

Supposons que N soit un A%module plat. En vertu de (i) et de I'isomorphisme N =5 (7,(N))* (12.15(ii)),
T«(N) est a-plat. Soit f : Ny — N3 un morphisme injectif de A-modules. Posons L = Ker(7,(N) ® g« N3 —

T(IN)® a0 N2) qui est a-nul. Compte tenu de la platitude de m_>sur 0 5 on am_®, L = Ker(71(N)® 40 N1 —
€

TI(N) ® 4« N3). Ce dernier est nul; d’ou la platitude de 71(N).
Lemme 12.31. Conservons les notations de[12.25]
(i) Pour tout A-module plat M, o*(M) est un A'-module plat.
(ii) Pour tout A*-module plat N, ¥(N) est un A'*-module plat.

Preuve. L'assertion (i) est démontrée dans ([6] V 1.7.1). D’apreés [12.30(ii), le A-module 7(N) est plat.
En vertu de (i), le A’-module ¢*(7a1(N)) =~ 7an((N)) (12.25.4)) est plat. La A*-platitude de )(N) s’ensuit
compte tenu de [12.30((ii).

12.32. On note €V le topos des systémes projectifs d’objets de ¢ (2.11)). On pose 00 = (0%;)7121 (resp.

Mo = (Mz)n>1) qui est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau constant de valeur o (resp. m) de
&N Soit A = (An)pn>1 une o, -algebre. On note Mod(A) la catégorie des A-modules de N

Proposition 12.33. (i) Soit M un A-module de %. On a un isomorphisme canonique fonctoriel (12.12.2))

(12.33.1) Te(M*) = %oma(g(m%; M).

(i) Soit M = (M, )n>1 un A-module de €N, On a un isomorphisme canonique fonctoriel

(12.33.2) c%”omo(;No (M0, M) =~ (%"omo(g(mcg7 My))n>1

Preuve. Soient U un objet de % et Jju (g/U ¢ le morphisme de localisation de CenU.

i) On a un isomorphisme canonique fonctoriel M (U) =+ I' CgU, ji;(M)). Comme @ et g, transforment
/U»Ju

les faisceaux en des faisceaux , d’apres , on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(12.33.3) Te(M*)(U) ~ Hom, (m, M (U)).

Par adjonction ([6] IV 13.4.1), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(12.33.4) Hom, (m, T(€07, 5 (M))) = Hom, -1, (77 (m2), iy (M).

L’assertion s’ensuit.
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(ii) Soit n un entier > 1. On désigne par a, : ¢ — €V le morphisme de topos canonique défini pour

tout faisceau F' = (F,),>1 de &N par ol (F) = F, (4] (I11.7.1.2)). Le foncteur o, admet un adjoint & droit
apy (cf. [4] (I11.7.1.5)). On en déduit des isomorphismes :

(12.33.5) o (Hoomy - (M, M)(U) =~ Home- (M0, M)(an(U))
n i G i\
(12336) = HomﬂgNo Ia"!(U) (m<gN° |0¢n!(U)’M a"y(U))'
On note [n] le sous-ensemble ordonné {1,2...,n} de N. On munit ‘KN/U x [n] de la topologie totale relative

au site fibré constant ‘g/U x [n] — [n] de fibre € ([4] VI.7.1) et on désigne par (‘g/U)["]o le topos des faisceaux

d’ensembles sur €y x [n] (cf. [4] II1.7.1). Le foncteur d’injection canonique €,y x [n] — €y x N induit un
morphisme topos ([4] I11.7.8)

(12.33.7) on  (G0)" = (G0)Y.
On note j(y,n) : (?NO)/QH!(U) — N le morphisme de localisation de &N en an(U). D’apres ([4] 111.7.9),

on a une équivalence canonique de topos
(12.33.8) b (E) (@) jamw)

telle que jy,,) © h soit le composé

o

~ . o (i yN i
12.33.9 C ) 2 (G0N Uo) , oN°.
/ / —
On en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel
(12:33.10) Homo . la e (M lan ), Mlanw)) = H0m0<5/u>[n1o (m((g/U)[n]o s (Jo(Mi))i<i<n)-

D’apres ([4] VI.7.13), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(12.33.11) Horrll,<<;/u)[n]o (m(sa;/u)[nl" U (Mi))i<i<n) — Hom";w (ms?/U’JU(M”))'

Compte tenu de (12.33.6)), (12.33.10) et (12.33.11)), on en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel
(12.33.12) af (Home - (Mo, M)) = Hom, (m > M,),
n o W S\

d’otut la proposition.

12.34. Conservons les notations de On désigne par a-E"N’ la catégorie des faisceaux de a-o-modules
de €N (12.7). Pour tout entier n > 1, on désigne par Mod(A2) la catégorie des A2-modules de a-€ et par
Mod(A?) la catégorie des A®-modules de a-%"" . On note P(Mod(A)) la catégorie des systémes projectifs
(My)n>1, out M, est un Af-module et M, 1 — M,, un morphisme A, ;-linéaire.

Soient M = (M,)n>1 un objet de Mod(A) et f = (f,)n>1 un morphisme de Mod(A). Pour que M
soit a-nul, il faut et il suffit que, pour tout n > 1, M,, soit c-nul dans la catégorie Mod(A,,). Par suite,
le morphisme f est un a-isomorphisme si et seulement si, pour tout entier n > 1, le morphisme f,, est un
a-isomorphisme de Mod(A,,). Par suite, le foncteur

v

(12.34.1) a:Mod(A) - P(Mod(AY)) (M) — (M)
envoie les a-isomorphismes sur des isomorphismes. Il induit donc un foncteur
(12.34.2) b: Mod(A%) — P(Mod(A2)).

Les foncteurs (Ta,« : Mod(A%) — Mod(A,))n>1 induisent un foncteur
(12.34.3) t: P(Mod(AY)) — Mod(/ul) (M) — (T(My)).

On désigne par
(12.34.4) s : P(Mod(AS)) — Mod(A?)
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le composé du foncteur ¢ et du foncteur canonique a 4 : Mod(A) — Mod(A%). Les isomorphismes &4, o
Ta,+ — id (12.15(ii)) induisent un isomorphisme

(12.34.5) bos =id.
D’aprés [12.33] le foncteur composé
(12.34.6) toa: Mod(A) — Mod(A)

s'identifie au foncteur composé 74, o & 4. En vertu de |12.16(iii), le foncteur a 4 : Mod(A) — Mod(A®) est
isomorphe au foncteur composé

(12.34.7) Mod(A) % P(Mod(A2)) & Mod(A) 24 Mod(A%).
On en déduit un isomorphisme
(12.34.8) id = sob.

Par suite, b et s sont des équivalences de catégories, quasi-inverses I’'une de ’autre.

13. Déformations des faisceaux de a-modules
Dans cette section, on se donne un topos 7. On considére toujours 7' comme muni de sa topologie
canonique ([6] IT 2.5), qui en fait un site.

13.1. Rappelons d’abord la théorie des déformations pour les modules sur un topos annelé suivant ([29] IV
3). Soit

(13.1.1) p:A— A
une surjection de o-algebres de T dont le noyau I est de carré-nul. Soient My, J deux Ag-modules et
(13.1.2) M =(0—J— M— My —0)
une extension de A-modules. On a alors un diagramme commutatif
(13.1.3) IQA M — M — MRy Ag——=0
S R
La fleche verticale de gauche induit un morphisme de Ag-modules
(13.1.4) w(M) : T @4, My — J.

En vertu de (13.1.3), u(M) est un épimorphisme si et seulement si le morphisme canonique M ® 4 A9 — M
est un isomorphisme. La correspondance M — u(M) définit un homomorphisme (cf. [29] IV 3.1.1)

(13.1.5) u @ Extl (Mg, J) — Homa, (I @4, Mo, J).

On a une suite exacte (cf. [29] IV 3.1.4) :

(13.1.6) 0 — Exty (M, J) — Exty (Mo, J) % Homa, (I @4, Mo, J) 2 Ext?_ (Mo, J),
ou la premiere fleche est le morphisme défini par restriction des scalaires.

Théoréme 13.2 ([29] IV 3.1.5). Soient My, J des Ag-modules et ug : I ®4, My — J un morphisme
Ag-linéaire. Alors :
(i) Il existe une obstruction

(13.2.1) d(uo) € Ext? (Mo, J)

dont Uannulation est nécessaire et suffisante pour l’existence d’une extension de A-modules M de My par J

telle que u(M) = g (13.1.5).
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(ii) Lorsque O(ug) = 0, l'ensemble des classes d’isomorphismes de telles extensions M est un torseur
sous Ext}%(MO, J).
Lemme 13.3 ([29] IV 3.1.1). Supposons que le topos T ait suffisamment de points. Soit M = 0—J—
M — My — 0) une extension de A-modules telle que le morphisme canonique M ®4 Ay — My soit un

isomorphisme. Alors, pour que M soit plat sur A, il faut et il suffit que My soit plat sur Ay et que u(M)
(13.1.4) soit un isomorphisme.

Preuve. Comme T a suffisamment de points, on peut se ramener au cas ou T est le topos ponctuel.
L’assertion résulte alors du critére de platitude ([18] 0.10.2.1).

Remarque 13.4. La suite exacte ((13.1.6) peut s’établir par un calcul direct (cf. [29] IV 3.1.12). L’isomor-
phisme de Cartan

(13.4.1) RHom 4 (My, J) = RHom 4, (M @4 Ao, J)

induit une suite spectrale

(13.4.2) EyY = Exty (For (Mo, Ao), J) = E = Ext'}7 (Mo, J).

Comme M est un Ag-module, on a alors un isomorphisme canonique 7 orf (M, Ag) — I ®4, M. La suite
exacte des termes de bas degré de (|13.4.2)) fournit la suite exacte (13.1.6]) (cf. [29] IV 3.1.13).

13.5. Soit ¢ : (77, A’) — (T, A) un morphisme plat de topos annelés ([6] V 1.8). On pose A = ¢*(A4p) et
I' = p*(I). On désigne par

(13.5.1) ByY = Bxty, (Torf (0% (M), Ap), () = B = Ext'}7 (0" (M), ()

la suite spectrale (13.4.2) associée aux Aj-modules ¢* (M) et ¢*(J). Le faisceau T or’y (My, Ag) est calculé
par une résolution plate de My. En vertu de12.31(i) et de I'exactitude du foncteur ¢*, on a un isomorphisme
canonique

(13.5.2) o (Torh (Mo, Ag)) = Forh, (0" (Mo), Ap):

Le foncteur exact ¢* induit un morphisme de suites spectrales (cf.

(13.5.3) uw:E=(EY, E") - E = (B} E™)

dont les morphismes

(13.5.4) uy? ExtiAo(gorjA(Mo, Ap),J) — Exti‘()(ﬂorf/(go* (My), AG), ¢*(J)),
(13.5.5) u™ o Ext (Mo, J) — Exty (0" (M), ¢*(J))

s’identifient aux morphismes canoniques induits par ¢* (2.3.2). Les termes de bas degré du morphisme u
induisent un diagramme commutatif

0 ——— BExtly (Mo, J) ————— BExty (Mo, J) ————— Homa, (I ®4, Mo, J)

‘| - -

0 —— Extly (0" (Mo), ¢*(J)) — Extly (¢" (Mo), ¢*(J)) ——Hom, (I' ® o " (M), ¢"(J))

0

(13.5.6) Hom a, (I © 4, My, J) ——2—— Ext? (Mo, J)

”’*i lw

Hom u/ (I' ® 41 ¢* (M), * () —— Ext? (¢* (Mo), ¢*(J]))-

0

Cela signifie que la théorie de la déformation est fonctorielle par rapport au morphisme plat .
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13.6. On note a-T la catégorie des a-o-modules de T' ([12.7) et on pose Ag = a(Ap) et A~ = &a(A) (12.10.1).
Soient My et J deux Ag-modules. D’apres[12.15(iv), 12.20.]1) et (|12.23.3)), on a des isomorphismes canoniques

Exty (R(Mo), 7(J)) = Extia (Mo, J),
Ext, (71(Mo), () = Extha (Mo, J),
Homy, (I ®4, 71(Mo),71(J)) — Homae (I* ®aa Mo, J).
On définit des morphismes
(13.6.1) u® : Extla (Mo, J) = Homaa (1% ® s Mo, J),
(13.6.2) 9 : Hom ag (I* @0 Mo, J) — Exta (Mo, J),
par les morphismes u et 0 relatifs aux Ag-modules 7i(Mp) et 7(J) (13.1.6). On en déduit par une

suite exacte
u® - 0%
(13.6.3) 0 — Extiye (Mo, J) = Extlya (Mo, J) <= Homag (I* @ag Mo, J) — Ext’a (Mo, J),

ou la premiere fleche est le morphisme défini par restriction des scalaires.

Théoréme 13.7. Conservons les notations de|(13.6, Soient My, J des Af -modules et ug : I ®ag Mo — J
un morphisme Ag -linéaire. Alors :
(i) Il existe une obstruction

(13.7.1) 9%(uo) € Ext%y (Mo, J)

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour l’existence d’une extension de A*-modules M de My par

J telle que u®(M) = uo (13.6.3).

(ii) Lorsque 0%*(ug) = 0, ’ensemble des classes d’isomorphismes de telles extensions M est un torseur
sous Extig (Mo, J).
13.8. Conservons les notations de On note a-1" la catégorie des faisceaux de a-o-modules de 1" ((12.7))
et on pose A" = a(A’) et A = a(Aj) (12.10.1). Le foncteur exact ¢* : Mod(A) — Mod(A’) s’étend en
un foncteur exact ¢ : Mod(A%) — Mod(A'®) (12.26). D’apres (12.26.1) et (13.5.6)), on a un diagramme
commutatif

0 ——— Ext o (Mo, J) ————— Ext ya (Mo, J) Y~ Homag (I* @4, Mo, J)

wl ! :

ra

0 —— Extlyre ((Mo), () —— Extiysa ((Mo), () ——= Hom azo (I'* @ g (M), ()

(13.8.1) Hom 4 (I @ ag Mo, J) ————= Ext}a (Mo, J)

wl |+
6/0(
Hom gy (I'* @ age (Mo), 9(J)) —— Ext’ye (¥ (M), 9 (J)),
ou les fleches horizontales sont induites par le foncteur exact 1 (2.3.2). Cela signifie que la théorie de la
déformation pour les a-modules est fonctorielle par rapport au morphisme plat .
13.9. Soit A une o-algebre (ou Oz-algebre) plate de T'. Pour tout entier n > 1, on pose A, = A/p"A et
I, = p"A/p*™ A qui est un idéal de As,. Le morphisme de multiplication par p™ induit, pour tout entier
n > 1, un isomorphisme canonique de A,-modules I,, — A,,. Pour tout entier n > 1, on pose A® = a(A4,)

2.
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Soient n un entier > 1, M,, un A,-module et N,, un A%module. L’isomorphisme I,, — A,, induit un
isomorphisme canonique de A,-modules (resp. A%-modules)

(13.9.1) v:l, ®a, My, = M, (resp. w: I ®@aa Ny = N,).

On appelle déformation de M,, sur As, (resp. déformation de N, sur A§,) toute extension de As,-modules
(resp. A%, -modules)

(13.9.2) M = (0 = M,, » Ms,, » M,, —0) (resp. N = (0 - N, - Ny, > N, = 0))

telle que ’LL(M) = v (resp. u®(N) = w) (13.9.1).

13.10. Pour toute déformation 0 — M,, — My, — M, — 0 de M,, sur A,,, il est clair que 0 - M —
Mg, — MY — 0 est une déformation de MS sur AS, . D’autre part, si 0 — N,, = Na,, — N, — 0 est une
déformation de N, sur AZ, la suite exacte 0 — 71(Ny,) = T1(N2n) — T1(Np,) — 0 est une déformation de
TI(Np,) sur Ag, en vertu de [12.16(1i) et (12.23.3)).

Lemme 13.11. Supposons que le topos T ait suffisamment de points et soit n un entier > 1.

(i) Soit M,, un A,-module plat. Une déformation de M, sur As, est équivalente a la donnée d’un
Aoy -module plat Ms, et d’un épimorphisme Asy-linéaire g : Mo, — M, tels que le morphisme canonique
My, ®a,, An = M, soit un isomorphisme.

(ii) Soit N,, un A%-module plat (12.29(ii)). Une déformation de N, sur AS, est équivalente d la donnée
d’un AS, -module plat Nay, et d’un épimorphisme AS, -linéaire g : Naop, — N,, tels que le morphisme canonique
Nap, ®ag, A% — N, soit un isomorphisme.

Prewve. (i) Soit 0 — M, — My, — M, — 0 une déformation de M, sur As,. Comme v est un
isomorphisme, le morphisme Mas,, ® 4,, A, — M, est un isomorphisme (cf. . D’aprés Mo, est plat
sur As,.

D’autre part, soient Ma,, un Ag,-module plat et g : My, — M,, un morphisme tel que Ma,, ®4,, A, =
M,,. Par platitude de My, on en déduit un isomorphisme I,, ® 4,, Ma, — Ker(g), d’ott 'assertion.

(ii) Soit 0 = N,, — Na, — N, — 0 une déformation de N,, sur Ag,. D’apreés [12.30{ii), 71(V,,) est
Ap-plat. En vertu de (i) et [13.10} 71(N2,) est Aap-plat et on a un isomorphisme 71(Nap) ®a,, An >~ T1(Ny).
On en déduit par iv) un isomorphisme Ny, ®ag, A% ~ N,. La platitude de Na, résulte de i).

D’autre part, soient Na, un Ag,-module plat et g : N2, — N,, un morphisme tel que Nay, ®ag, A% = N,
Par platitude de Na,, on en déduit un isomorphisme I ®ag, Ny, = Ker(g), d’ou l’assertion.

13.12. Dans la suite de cette section, on se donne un schéma connexe X et un point géométrique T de X.
Soit n un entier > 1. On note Xy le topos fini étale de X et o, le faisceau constant de valeur o0,, de Xgg;.
Le foncteur fibre en T

(13.12.1) Mod (X, 0,) — Mod(o,,), L+— Lz
induit une équivalence de catégories ([2.14.3))
(13.12.2) Mod (X, 0,) — Rep, (m(X,7)),

ou le but désigne la catégorie des o,-représentations de m1 (X, ) (3.18)). On désigne par Modaptf(Xfét7 On)
la catégorie des 0,-modules a-plats de type a-fini de X (12.28] [12.29)).

Lemme 13.13. (i) Pour qu’un o,-module L de Xt soit a-plat de type a-fini, il faut et il suffit que sa fibre

Lz (13.12.1) soit un o,-module a-plat de type a-fini.
(ii) Le foncteur (13.12.2)) induit une équivalence de catégories (3.23)

(13.13.1) Mod " (X¢eq, 0,) = RepoP (m1 (X, 7))

o

Preuve. (i) Comme le foncteur est conservatif, la a-platitude d’un o,-module de X est
équivalente a la a-platitude de sa fibre en .

Si L est de type a-fini, sa fibre Lz est évidement de type a-fini. Supposons que Lz soit de type a-
fini et montrons que L est de type a-fini. Pour tout v € m, il existe un o0,-module libre de type fini M
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et un morphisme o0,-linéaire v : M — Lz dont le noyau est annulé par 7. Soit e, - ,e, une base de
M. L’assertion recherchée étant locale pour Xy, quitte a remplacer X par un revétement étale, on peut
supposer que 71 (X, T) fixe les éléments u(ey), -+ ,u(ey) de Lz. Munissant M de 'unique o,,-représentation
de 7 (X, ) telle que ey, - - - , e, soient fixes, 'homomorphisme u est alors 71 (X, Z)-équivariant. Par suite, L
est un 0,-module de type a-fini de Xg.
(ii) Cela résulte de (i).

13.14. On désigne par a-Xis la catégorie des a-o-modules de X . Soit m un entier > 1. On pose
0% = a(o,) (12.10.1) et on désigne par Mod (X, 02) la catégorie des 0%-modules de a- Xy . On a
un foncteur canonique ((12.7.3))

(13.14.1) & : Mod(Xter, 0n) — Mod(Xter, 02).

On désigne par ModP* (Xfet, %) I'image essentielle de la catégorie Modo‘ptf(Xfet7 0,,) dans Mod( Xz, 0%).
Lemme 13.15. Soit £ un objet de ModP" (X, 02).

(i) Le o%-module £ est plat (12.29).

(i) Toute déformation de & sur o3, (13.11(ii)) est un objet de ModP™ (X, 03,,).

Preuve. (i) Cela résulte de [12.30{1).

(ii) Soit L un o,-module a-plat de type a-fini de X tel que L* ~ . On en déduit par adjonction
(12.15(iii)) un a-isomorphisme 7(.#) — L; d’ott la a-finitude de 7(.#). D’apreés [12.30[(ii), 71(-Z) est o,-plat.
Soit .’ une déformation de £ sur 0g,,. En vertu de et i), T1(Z") est une déformation de 71(%)
sur 0o, et est donc 0s,-plat. Par ailleurs, on a une suite exacte de 0s,-modules

(13.15.1) 0= 7(L)z— 1(L)z = 1(L)z — 0.

On en déduit par et i) la a-finitude de 7(Z"). Par suite, 7(.%") appartient & Mod®P" (X, 02,).
L’assertion résulte alors de I'isomorphisme .2’ = (7(.2"))* (12.15(iv)).

13.16. On note X}\Té: le topos des systémes projectifs d’objets de Xig et 0 'anneau (0,,)n>1 de XfNé:.
On désigne par Mod“P" (X}, 6) la sous-catégorie pleine de Mod(XE, ,6) formée des 6-modules (L, ),>1
tels que, pour tout entier n > 1, L, soit un objet de Modaptf(Xfét,Un) et que le morphisme canonique

Lyy1 ®o,py 00 — Ly soit un a-isomorphisme. Compte tenu de les foncteurs (|13.13.1]) induisent une
équivalence de catégories

(13.16.1) Mod“*" (X}, 8) = Repl™ (m1 (X, 7).

On désigne par P(Mod (X, 05)) la catégorie des systemes projectifs (-2, )n>1, ou %, est un of-module
de a-Xg et £, 11 — £, est un morphisme of, | ;-linéaire (12.34)). Rappelons que le foncteur canonique

(13.16.2) Mod(Xfet, 0) — P(Mod(Xg4, 07)) (Lp)n>1 = (Lo)n>1,
induit une équivalence de catégories ((12.34.2))
(13.16.3) Mod(XE, ,5%) = P(Mod (X, 0%)),

On désigne par P(Mod P (X, 02)) la sous-catégorie pleine de P(Mod (X, 02)) formée des systémes
projectifs (.Z,)n>1 tels que, pour tout entier n > 1, %, soit un objet de Modptf(Xfét,o,aL) et que
le morphisme canonique %, 41 ®oa, Lo = £, soit un isomorphisme. On note P(Modptf(Xfet, 09))o la
catégorie des objets de P(ModP" (Xfet, ¢)) & isogénie prés. On désigne par LL™(XE] | 0) (resp. LLtf(XfNe:7 0))
la catégorie des 6-modules localement libres de type fini de Xfét (resp. 6-modules localement libres de type
fini de X}, & isogénie prés).

Lemme 13.17. La catégorie P(Mod“P" (X4, 02)) est limage essentielle de la catégorie Mod“P* (X1 | )

par le foncteur (13.16.2)).
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Preuve. Tl est clair que image essentielle de Mod“P* (X[}, 6) est contenu dans P(Mod®™ (X, 02)).
Soit .Z = (Z,)n>1 un objet de P(Mod®P" (X, 0)). En vertu de la preuve de(13.15(ii), 71(.%,,) est a-plat de
type a-fini. L’isomorphisme canonique %}, 11 ®oq | 07 = %, induit un isomorphisme 7(Z) 41 ®o,, ., 0n —

71(%,) ([12.23.3)). L’assertion résulte alors de 'isomorphisme (%,)n>1 — ((T1(<Z0))*)n>1 (12.15(iv)).

Lemme 13.18. Le foncteur canonique
(13.18.1) LLY(X],8) = Mod®P* (X}, )
induit une équivalence de catégories
(13.18.2) LLY(X};, 0) = P(Mod™ (X4, 0%))q.
Preuve. D’apres [3.26] [3.27 (3.29.4) et (13.16.1)), le foncteur (13.18.1]), qui correspond au foncteur

~

canonique Repl! (7 (X,T)) — Repo‘pt (m1(X,Z)), induit une équivalence de catégories LLS(XE:,E) —

Modaptf(Xfli:, 0), ou le but désigne la catégorie des objets de Modo‘ptf(X}Vé:,ﬁ) a isogénie pres. L’équiva-
lence de catégories Mod’lptf(Xfet7 ) ~ P(ModP" (X4, 08))g résulte de [12.22] et

14. Déformations des représentations et déformations des a-modules de Faltings

14.1. Soient X un S-schéma propre a réduction semi-stable de fibre générique géométrique connexe et n
un entier > 1. On note (E, &) (resp. (Es, %,)) le topos annelé de Faltings (resp. la fibre spéciale du topos
annelé de Faltings) associé au S-schéma X ( - On désigne par o-Xz s (resp. oz—Es) la catégorie des
a-o-modules de X7 e (resp. E,) (12.7). On pose 0% = a&(o,), #, = a(P,) (12.10.1) et on désigne par
Mod (X5, fet, 0%) la catégorie des of-modules de a- X5 sz, et par Mod (A B,) la catégorie des 2, -modules de
o-E, ([2.11).

Comme %, est plat sur o, ([4] I11.9.2), le foncteur 5 : Mod (X7 tét, 0,,) = Mod(%,,) (7.13.1)) est exact
et il induit un foncteur exact que 'on note

(14.1.1) by, : Mod (X7 14, 0) — Mod(Z.).
Pour tout entier ¢ > 0 et tous og-modules .&, £’ de X5 g, celui-ci induit un morphisme canonique (2.3.2)
(14.1.2) Extga (£, 2') — Ext%z (b (2), b (ZL))).

Proposition 14.2. Soient L et L’ deux 0,,-modules localement libres de type fini de Xz tsr. Posons &£ =1L
et &' =1.'%. Alors le morphisme (14.1.2)) est un isomorphisme sii = 0,1 et est un monomorphisme sii = 2.

Preuve. Le foncteur exact 3 induit, pour tout entier ¢ > 0, un morphisme canonique ([2.3.2)

(14.2.1) Exty, (L, L') = Ext (65 (L), 8, (L))

Comme L est un o,-module localement libre de type fini de Xy, on a un isomorphisme canonique
(14.2.2) B (H#om,, (L, ]L’)) = Homz (B (L), BE(L")).

D’apres ) et ( m le morphisme (/1 s’identifie au morphisme canonique induit par 3
(14.2.3) H' (X et #om, (L, L)) — H(E,, B (#om,, (L,L))).

On notera que J#om,,, (L,IL”) est un 0,-module localement libre de type fini de X5 s. Le morphisme (14.2.3)
est donc un a-isomorphisme pour i = 0,1, et est un a-monomorphisme pour i = 2 en vertu de [7.20] Par

suite, il en est de méme de (14.2.1)).

Comme L est localement libre de type fini, on a deux suites spectrales (cf. [12.27))
(14.2.4) By’ = Ext)(m,Ext] (L,L')) = E™ =Ext}/(Z,.2)
(14.2.5) EJ7 = Extl (m, Ext%n (Br(L), Br(L) = E" = ExtH (b,(2),b,(2"))

n n
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et les foncteurs exacts 5 et b, induisent un morphisme de suites spectrales

(14.2.6) u=(ud u™):E—FE.
D’apres iii)-(iv), le morphisme canonique induit par (14.2.1])
(14.2.7) uy” : Exty(m, Bxt) (L, L)) = Ext)(m,ExtZ (8 (L), 8; (L)),

est un isomorphisme si j = 0,1 et est un monomorphisme si ¢ = 0 et j = 2. D’apres le morphisme
canonique u™ (|[14.1.2)) est un isomorphisme si m = 0,1 ; et est un monomorphisme si m = 2.

Proposition 14.3. Soient m un entier > 1 et %, un objet de 1\/Iodptf X7 566, 0 m tels que le
morphisme (14.1.2)) induit par by,
(14.3.1) Extya (L, L) = Exti@ (b (L), b (L))

soit un isomorphisme pour i = 0,1 et soit un monomorphisme pour i = 2. Supposons qu’il existe une

déformation M de b, (%) sur %27” m(u - Alors :
(i) Il existe une déformation Loy, de L, sur 0%, telle que bap (Lam) soit isomorphe & M en tant que
déformation.

(ii) Le morphisme (14.1.2)) induit par b,
(1432) EXtiS‘m (ng, ggm) — EXti@;m (bgm (.,%27,1)7 bgm (fgm))

est un isomorphisme pour i = 0,1 et est un monomorphisme pour i = 2.

Preuve. (i) On pose I = p™o/p?™o et I' = p™%/p*™%. En vertu de le foncteur by, induit un
diagramme commutatif

(14.3.3) 0 —— Ext., o (L, Lm) Ext (L L)

bmi lbm

0 —— Extoo (b (L), bm (L)) — Extlégm (b (L), b (L))

Extly (Zn,Zn) “ Homos (I ®as Loms Lin) o ExtZ, (Lns L)
b27nl lbm lbm
EXti (bm(jm)a bm(gm)) A Homéa (I/a ®@‘1 bm(gm)a bm(gm)) & EXt@ (bm(gm)a bm(vgm))

ou la premiere (resp. seconde) ligne est la suite exacte associée aux 0%, -modules .Z;, et %, (resp.
B, -modules by, (L) et by (ZLm)). Notons wy (resp. wy) lisomorphisme associé au 0%,-module plat
L de X gse (vesp. 2, -module plat by, (Z)). On a alors by, (w1) = wo.

Comme il existe une déformation M de by, (%) sur By, d2(ws) est nul d’apres i). La derniére
fleche verticale de est injective. Par suite 01 (w;) = 0. Compte tenu i), il existe une déformation

de %, sur 0%,,. En vertu de ii), l’assertion résulte du fait que la premiere fleche verticale du diagramme
(14.3.3)) est un isomorphisme.

(ii) Posons L, = 71(Zn) et Loy = 11(Zam). D’apres (12.25.4)) et (12.26.1]), Phypothese revient & dire
que le morphisme induit par 3

(14.3.4) Exty, (Lm, L) = Exts; (85, (L), B (L))

est un isomorphisme pour ¢ = 0,1 et est un monomorphisme pour ¢ = 2. De méme, il suffit de démontrer la
méme propriété pour le morphisme induit par 53,

(14.3.5) EXti2m (Lo, Lom) — EXtigzm (B2m (L2m), B2 (L2m))-
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Comme 71 est exact, Lo, est une extension de L,, par L,,. Par dévissage, il suffit de démontrer que le
morphisme induit par 53,

(14.3.6) Ext’ m(Lm,Lm) — EXtiQZM (6;(]]“771))6;(}]4771))

02

est un isomorphisme pour ¢ = 0,1, et est un monomorphisme pour i = 2. Rappelons qu’on a deux suites

spectrales ((13.5)

(14.3.7) Ey7 = Exth (Zor?" (Lp,0m), L) = B = Exti! (L, L),
(143.8) BYY = Extl, (Tor> (8, (Ln), Bun). By (L)) = B = BxtT (8, (Ln), B, (Lon).

et que le foncteur f3,, induit un morphisme de suites spectrales
(14.3.9) u=(u,u"):E—FE.
Comme I ~ o0,,, I' ~ %A,,, on en déduit, pour tout entier j > 2, des isomorphismes
(14.3.10)  For®®™ (Ly,0,) = T0r2% (L 0)s  Tor?2m (B (L), Bin) = Tor 2 (B (L), Bon)

Pour j =1, on a Jor]*" (L, 0m) ~ L, et 901"‘%7"( * (L), Bum) =~ (%, (Lm). Le morphisme uy? : 5/ —
E/Qm s’'identifie alors au morphisme (14.3.4). D’apres et 'hypotheése, le morphisme v’ (14.3.6) est un
isomorphisme si ¢ = 0,1 et est un monomorphisme si ¢ = 2; d’ou I'assertion.
Théoréme 14.4. Soient C une courbe propre et lisse sur K, C =cC Q% € et I un fibré vectoriel de
Deninger-Werner sur C 1- 1)). Alors, il existe un trait S’ fini sur S, un S’- modele semi- stable et régulier
X de C’ m et un fibré vectoriel de Deninger-Werner et de Weil-Tate F sur X=X X g S tel que .7-" ~ F
Preuve. On fixe un entier n > 1. D’apres quitte a remplacer S par une extension finie, il existe un
S-modele semi-stable et régulier X de C' et un fibré vectoriel de Deninger-Werner F sur X de fibre générique
F tel qu’on ait un isomorphisme
(14.4.1) s T (Fa) S B (VaF)),
ou V,,(F) est la o0,,-représentation de 71 (C,T) associée & F (6.7). On note L,, le 0,,-module localement libre
de type fini de Cge associé & V,,(F) (cf. (3.29.2))) et on pose .24, = L2
On va démontrer par récurrence que pour tout entier m € {2!n|l > 0} il existe un objet %, de
ModP" (Cig, 0%,) vérifiant I'hypothése de et un isomorphisme de Z,,-modules

(14.4.2) Y+ (O (Fin))® = b (L)

tels que les isomorphismes (,,) soient compatibles. L’assertion pour m = n résulte de et (14.4.1).
Supposons que ’assertion soit vraie pour m > n et montrons-la pour 2m.

Le Pay-module o3, (Fam) est une déformation de of,(F,,) sur Ba,y, [13.11fi). On lidentifie & une
déformation de by, (%) sur By, via le a-isomorphisme v,, (14.4.2)). D’apres i), il existe une déformation
Lom de L, sur 05, et un isomorphisme de @gm-modules

(1443) Yom ¢ (U;m(]:gm))a l) bgm(ggm)
compatible avec v,,. En vertu de |13.15((ii) et [L 11) Lo est un objet de ModP* (C'fét, 05,,) et il satisfait
I'hypothese de

Pour tout entier m > n, choisissons un entier I > 0 tel que 2/"'n < m < 2'n et posons %, =
Loin Qoo 0Op,. On en déduit des isomorphismes compatibles
2tn

(14.4.4) Ym - (U:n(]:m))a = b (Lm)-
On désigne par - (e (resp. a- EN°) la catégorie des a-o-modules de CN; (resp. EY) (12.7). On pose
0% = a(o) (resp. 7 - &(;@)) (12.10.1) et on désigne par Mod(CY,,5%) la catégorie des 6%-modules
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de a-Cl;, et par Mod(é ) la catégorie des # -modules de a- EY° ([12.11). Posons F = (fm)m>1 et
L = (Ln)m>1 € P(Modptf(Cfet, )) (13.16) que l'on considére aussi comme un objet de Mod(CE;, 0%)
(cf. m Le foncteur ﬁ* induit un foncteur que 'on note (12.25))

(14.4.5) b: Mod(Cl;, %) — Mod@ ).
Par 'équivalence de catégories Mod(% ) = P(Mod(4,)) (12.34.2), le % -module b(.Z) correspond au

systeme projectif (by,(Zm))m>1. En vertu de [12.34] m les 1somorph1smes compatibles (14.4.4) induisent un
e

isomorphisme de & -modules

(14.4.6) 5 (5—*(%))& = 0(2),

olt & est le morphisme de topos annelés . En vertu de 8] il existe un 8-module localement libre

de type fini L de C’f . tel que L@ ~ % dans la catégorie Mon(CfCt, ). En vertu de|12.22} on en déduit

par ([14.4.6) un isomorphisme de %Q—modules

(14.4.7) (@"(F))e = (8 (L))e:

d’ott le théoréme.

Corollaire 14.5. Tout fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C est de Weil-Tate (10.16).

Proposition 14.6. La restriction du foncteur 7 ‘BWT — Rep™(m1(C, 7)) (10.18.1)) a la sous-catégorie

%gw s’identifie au foncteur de Deninger-Werner V 1)

Preuve. Soient F' un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C. D’apres quitte a remplacer S par
une extension finie, il existe un S-modele semi-stable et régulier X de C', un fibré vectoriel de Deninger-

Werner et de Weil-Tate F sur X de fibre générique F. En vertu de on en déduit un isomorphisme de
¢-représentations continues de 71 (C,7) :
(14.6.1) Va(F) S Ya(F).

11 reste & démontrer que celui-ci est fonctoriel en F. Soit f : F' — F’ un morphisme %gw. En vertu de
et quitte & remplacer S par une extension finie, il existe un S-modéle semi-stable et régulier X de
C et deux fibrés vectoriels de Deninger-Werner et de Weil-Tate F et F’ sur X tels que ]-% ~ Fet FL ~ F'.
D’apres (5.13.1)), f s’étend en un morphisme de F & F’. La fonctorialité de (14.6.1]) résulte alors de

15. Appendice I. Compléments d’algébre homologique

15.1. On se donne une catégorie abélienne .o/ ayant suffisamment d’injectifs, un complexe borné inférieure-
ment K*® de & et un objet X de /. Choisissons L®® une résolution injective de Cartan-Eilenberg de K*°.
La suite spectrale d’hypercohomologie ([18] (0.11.4.3.2))

(15.1.1) EyY = Ext’, (X, H/(K*)) = E"" = H (RHomp () (X, K*)),

est la suite spectrale du bicomplexe Hom (X, L**) associée a la filtration canonique FIlI = (Zi+j:n,l2i
Hom (X, L**))nez ([18] 0.11.3.2). Rappelons la construction de cette derniére. Pour la page 0, on a ([49]
5.6.2)

(15.1.2) Ej7 = Hom, (X, L),

et le morphisme dj’ : EfY — BT est induit par la différentielle L¢ — LI+,
Notons, pour tous entiers i et I, Zt(L*") (resp. BL(L*"), resp. Hi(L”)) le I-itme sous-groupe des cocy-
cles (resp. cobords, resp. groupe de cohomologie) du complexe (L7%);cz. Le complexe (Zi(L*%));>o (resp.
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(BL(L*"))i>0, resp. (Hi(L*7));i>0) est une résolution injective de Z'(K*®) (resp. B'(K*®), resp. H'(K*®)) (cf.
[18] 0.11.4.2). On a alors ([49] 5.6.2)

(15.1.3) E}/ = Hom,, (X, H] (L*")).

Le morphisme d%7 : E%Y — B est induit par la différentielle H? (L*%) — H’(L***1). On en déduit
(15.1.4) EY7 = Bxt!, (X, HI (K*)).

15.2. On se donne de plus une catégorie abélienne &/’ ayant suffisamment d’injectifs et un foncteur ezact
F: o — &' Soient K'* un complexe borné inférieurement de o/’ et g : F(K*®) — K’® un morphisme de
complexes. On désigne par E la suite spectrale d’hypercohomologie

(15.2.1) EyY = Ext’, (F(X),H/(K'*)) = E"™™ = H(RHomp ) (F(X), K'*)).

Choisissons une résolution injective de Cartan-Eilenberg L’®>* de K’*. On notera que F(L**®) est encore une
résolution de Cartan-Eilenberg de F(K*®) (mais pas nécessairement injective). Le morphisme g s’étend en
un morphisme de bicomplexes ([18] 0.11.4.2, cf. aussi [9] XVII 1.2)

(15.2.2) G:F(L**) — L'**.

On en déduit par le foncteur F' un morphisme de bicomplexes

(15.2.3) Hom,, (X, L**) — Hom, (F(X), L'**)
et par suite un morphisme de suites spectrales ([18] 0.11.2.3)

(15.2.4) u=(ud u"):E—E.

15.3. Le morphisme G ([15.2.2)) induit au morphisme (ué’j : Eé’j — Eg’j)m- de u (15.1.2)) et il induit, pour
tout entier j, un morphisme de complexes

(15.3.1) (F(E (L*)))iz0 = (H (L*)):0.

Le morphisme composé, induit par celui-ci et le foncteur exact F,

(15.3.2) Hom (X, H] (L**)) — Hom . (F(X), F(H} (L*"))) — Hom (F(X),H] (L'*?))

s’identifie au morphisme u}’ de u (15.1.3). Les morphismes (u}”); ; induisent le morphisme u4? (15.1.4)
(15.3.3) Ext’, (X, H/(K*)) — Ext’,, (F(X),H (K'*))

En outre, le morphisme de complexes g induit, pour tout entier j, un morphisme de groupes de cohomologie
(15.3.4) F(H(K*)) ~ H (F(K*®)) — H(K'*).

Rappelons que le complexe (HJ (L*%));>o (resp. (HJ (L'*%));i>0) est une résolution injective de H? (K*) (resp.

Hj(K")). Le morphisme de complexes ((15.3.1) étend le morphisme ((15.3.4). Le morphisme u;J (115.3.3)

s’identifie alors au morphisme composé
(15.3.5) Ext’, (X, H/(K*)) — Ext’,, (F(X), F(H (K*))) — BExt’, (F(X),H (K'*)),

ou la premiere fleche est le morphisme canonique (2.3.2)) induit par le foncteur exact F' et la seconde fleche
est induite par (|15.3.4)).

15.4. Le morphisme g et le foncteur exact F' induisent, pour tout entier 7, un morphisme (|2.3.2))
(1541) En == EXt%(ﬂ) (X, K.) — E/n = EXt%(M/)(F(X), K/.)7

qui n’est autre que le morphisme u™ de wu.
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15.5. Reprenons les notations de On considere le cas ou & = &7/ = Mod(o) et on prend pour F
le foncteur identique et pour X le o-module m. Choisissons I*® (resp. I’®) une résolution injective de N
(resp. *(N)) et posons K*® = Homa(M,I°®) et K'* = Homy/(¢*(M),I'*). On a alors un morphisme de
complexes ¢*(I®) — I'* et par suite un morphisme de complexes g : K* — K’®. On notera que, dans ce cas,

la suite spectrale ([12.24.3)) s’identifie a la suite spectrale (15.1.1). Appliquant ce qui précede, on en déduit
le morphisme de suites spectrales u (12.27.1)) et la description des morphismes us” et u™.

15.6. On consideére le cas dual de On se donne deux catégories abéliennes <7 et &/’ ayant suffisamment
d’objets projectifs, un foncteur eract F : &/ — &/’ et X un objet de &/. Soient K® un complexe borné
supérieurement de &7, K’® un complexe borné supérieurement de <7’ et g : K’* — F(K*®) un morphisme de
complexes. En remplacant les résolutions injectives par les résolutions projectives, on construit un morphisme
u:E — E entre les deux suites spectrales d’hypercohomologie

(15.6.1) EY = Extl, (H/(K*®),X) = E" =H"(RHompy)(K* X)),

(15.6.2) Ey7 = Ext’, (W (K"*),F(X)) = E'" =H"(RHomp, (K", F(X))).

De méme, les morphismes uéj et u" s’identifient aux morphismes canoniques induits par le morphisme g et
le foncteur exact F.

15.7. Reprenons les notations de On considere le cas ot &/ = Mod(A) et &/’ = Mod(A’) et on
prend pour F le foncteur exact ¢* et pour X le A-module J. Choisissons P* — Ay (resp. P'* — Aj) une
résolution projective de A-modules (resp. A’-modules) et posons K® = My ®4 P® et K'* = o*(My) @4/ P'*.
Comme A}, = ¢*(Ap), on a alors un morphisme de complexes P’®* — ¢*(P*®). Il induit un morphisme de
complexes g : K'* — ¢*(K*®). On notera que, dans ce cas, la suite spectrale ([13.4.2)) s’identifie & la suite

spectrale ([15.6.1). Appliquant ce qui préceéde, on en déduit le morphisme de suites spectrales u ([13.5.3) et
la description des morphismes us’ et u™.

16. Appendice II. Admissibilité des fibrés vectoriels de Deninger-Werner : une
démonstration simplifiée, d’aprés Tsuji
16.1. Soit X une S-courbe & réduction semi-stable (5.9). On pose X = X x5 S, f =X Xg ?, C=X5et
c=cC X7 € (2.1.1). On désigne par E le topos de Faltings associé¢ au S-schéma X (7.1), par E; sa fibre
spéciale (7.10), par Z I'anneau structural de £ (7.8) et, pour tout n > 1, par %,, 'anneau %/p"% qui est
un objet de E (7.10). On note % l'anneau (%,,),>1 de EN (2.11).
Rappelons qu’on a des morphismes de topos (7.3)
\I/:Cét%E, B:E%Cfét, U:E%Xét.
On note 9 : E‘S S FEetd: X6t — Xgt les morphismes canoniques. Le morphisme ¢ induit un morphisme

Os : ES — X, ¢ (7.11.1). Les morphismes o, et 5o 4 induisent des morphismes de topos annelés (cf. 7.12 et
7.13)

(Xoer, Ox,) <= (Es,Bn) 25 (Croe, 00),

o 5 e S B e
(XN 02) & (B ) D (Cl 0,

s,6t)
ot O (resp. 0) désigne I'anneau (O )n>1 de XN, (resp. (0n)n>1 de CR).
16.2. Soient n un entier > 1 et L un o,-module localement libre de type fini de Cg. D’apres 7.16, pour
tout i > 1, on a R' U, (p*(L)) = 0. Comme * = U, p* (7.3.8), on en déduit un isomorphisme canonique

(16.2.1) H'(E, (L)) = H'(Cer, p*(L)).
D’apres le théoréme de comparaison de Faltings (7.19)), on a un a-isomorphisme canonique
(16.2.2) H'(E, 5*(L)) = H'(E, *(L) ®,, Bn).
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D’apres (16.2.1)) et (16.2.2)), on déduit un a-isomorphisme canonique

(16.2.3) H'(Cer, p* (L)) = H(E,, B5(L)).

16.3. Soient (S’,n') un trait fini sur (S,n) (2.1), X’ un S’-modeéle & réduction semi-stable de C' et ¢ : X' —
X un morphisme de S’-modéles. On désigne par (Eg,@;) le topos annelé associé au S’-schéma X' ((16.1))
et par @, : (E;,@;) — (Es, #.,,) le morphisme de topois annelés induit par ¢ (8.3).

Proposition 16.4. Soit M un A, -module plat. Supposons qu’il existe un 01-module localement libre de
type fini L de Ciey tel que Bi (L) = M/pM. Alors, le morphisme canonique induit par ®,

(16.4.1) H'(E,, M) — H'(E., ®*(M)).

est un a-isomorphisme.

Preuve. On désigne par 8 le morphisme de topos annelés (Eg,@;) — (Ctet, 01) (16.1). On a un diagram
commutative

H'(E;, 57 (L))
ou les fleches obliques sont des a-isomorphismes (16.2.3)). L’assertion pour n = 1 s’ensuit compte tenu
(8.3.14). Comme M est plat, on déduit le cas général par dévissage.

Corollaire 16.5. Soient M,,, M", deuz %,,-modules localement libres de type fini et My, M’y leur réduction
modulo p. Supposons qu’il existe deux 01-modules localement libres de type fini L,IL" de Cie tels que 57 (L) ~
My et BF(L') =~ Mj.

(i) Le morphisme canonique induit par ®,,

H'(EL, B (L))

(16.5.1) g : Homg (M, M, )E%Homé;(q):(./\/ln),@”,;(/\/l;l)).

est un a-isomorphisme.

(i) On pose B, = ~(@n) et @/a ~(@;) et on utilise (—) pour désigner la classe d’un
PB,-module dans Mod(%,,) ([1211)) (resp. un %’ module dans Mod (%, )). Le a-isomorphisme g (16.5.1)
induit un zsomorphzsme

(16.5.2) Homge (M7}, M) = Home (€5, (M), @7 (M],)).

Preuve. (i) Comme L et M,, sont localement libres de type fini, on a des isomorphismes canoniques
Bi(#om,, (L, L)) = Homz (My, M), @5 (A omz (M, M) = om (CIJ* (M,,), @5 (M))).
L’assertion résulte alors de appliqué & M = Homz (M, M)
(ii) D’aprés 12.14(ii) et 12.24(iii), le morphisme coincide avec le morphisme
Hom, (m, g) : Hom, (m, Hom; (Mn,/\/l )) — Hom, (m, Homﬁ;(q),*l(/\/ln),q);(/\/l;))),

induit par g. L’assertion résulte alors de 3.2(i).

16.6. Dans la suite, nous utilisons 9.11 et M(ii) pour démontrer la Zg-adimissiblité des fibrés vectoriels
de Deninger-Werner sur X (10.4). Pour ce faire, on a besoin quelques compléments au théoréme 9.11.

Lemme 16.7. Soient 1 : Y1 — X, @2 : Yo — X deux n-revétements finis et galoisiens (5.4)). Alors, il existe
un trait (S',n') fini sur (S,n), un n'-revétement fini, galoisien, a fibres géométriquement réduites ¢ : Z — X g
et pour i = 1,2, un morphisme équivariant de ¢ dans p; xg S" (5.4)).
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Preuve. 11 existe un trait S’ fini sur S et une composante irréductible Y de (Y7 xx Y2) xg S’ tels que
la fibre générique de Y soit géométriquement connexe. Le morphisme Y — Xg/ est alors un n'-revétement
fini, galoisien et les morphismes ¥ — Y7 5/, Y — Y5 ¢ sont équivariants. D’apres ([20] Thm. 2.0), il existe
un trait S” fini sur S’ tel que la normalisation Z de Yg~ ait une fibre spéciale géométriquement réduite. Le
morphisme canonique Z — X g est alors un 7”-revétement fini, galoisien, & fibres géométriquement réduites
et vérifie les conditions recherchées.

16.8. Soient F un fibré vectoriel sur X et n un entier > 1. Supposons que F vérifie la condition suivant :

(%) il existe un trait (S’,n’) fini sur (S,n) et un n’-revétement fini, galoisien et & fibres géométriquement

réduites ¢ : X' — Xg tels que, fixant un n-morphisme 7 — 7/, @, (F,) soit libre de type fini, ou
D=pxg S. o

Le fibré F est alors de Deninger-Werner (6.3). Soit Z un K-point de C. On pose C' = X[ et G =
Aut(C’/C). Considérant T comme un S-point de X, la représentation V,(F,) de m(C,Z) associée est
définie par la fibre T} (F,,) en T et action de G sur @, (F,) (X)) (cf. 6.7). En considérant V,,(F,,) comme un

S
op-module de Cie, on obtient un isomorphisme canonique G-équivariant de o,-modules constants de Cf,

(cf. .11.5)
(16.8.1) u: ¢Z(Fn)(X;) = S"%,fét(vnu:n))-

On désigne par E! le topos de Faltings associé au morphisme ¢/ — X, par @ : E' 5 Fle morphisme
de topos induit par (C' — X) — (C — X) ([4] VI.10.14), et par @i I'anneau ®~!(%,). L’isomorphisme
G-équivariant (|16.8.1)) induit un isomorphisme G-équivariant de @i—modules libres de type fini ((9.11.9)

(16.8.2) (0, (Fn)) = (B (Va(Fn)))-
Par descente (9.5), on en déduit un isomorphisme %,,-linéaire (cf. preuve de 9.11)
(168.3) o1 0L (F) S5 B (ValF)):

Lemme 16.9. Conservons les hypothéses de [16.8. L’isomorphisme (16.8.3)) est indépendant du choiz du
trait S’ fini sur S et du n'-revétement v : X' — Xgr.

Preuve. Soient (S”,n") un trait fini sur (S,n) et ¥ : X' — Xg» un n”-revétement fini, galoisien et a
fibres géométriquement réduites qui trivialise F,. D’aprés on peut supposer que S” est fini sur S’ et
qu'il existe un morphisme équivariant ¢ : X" — Xg,, de 1/ revétement de Xgn.

On pose C" = XTI et H = Aut(C"/C). Comme &, (F,) et ¥, (Fn) sont localement libres de type fini et
X' (resp. X") est cohomologiquement plat de dimension 0 sur S’ (resp. S”), on a un isomoprhisme canonique
de 0,,-modules
(16.9.1) B (Fu)(X0) = Gy (Fu)(XY).

Comme ¢ est équivariant, 'action de GG & gauche est compatible avec ’action de H a droite via la surjection
H — G. On en déduit que la construction de la représentation V,,(F,,) ne dépend pas du choix du trait S’
et du n’-revétement ¢ & isomorphisme pres (6.8).

D’apres , on a un isomorphisme H-équivariant de o0,,-modules constants de C,

(16.9.2) v P (Fa)(XY) 55 4 et (Vi (F)).

L’image inverse par ¢5 : C" — C” de 'isomorphisme u ([16.8.1]) coincide avec I'isomorphisme v via 1}
On désigne par Efle topos de Faltings associé au morphisme canonique C”" — X et par ¥ : E' S FE (resp.
=B Eﬁ) le morphisme de topos induit par C” — C (resp. C" — C"). L’isomorphisme H-équivariant v

(116.9.2)) induit un isomorphisme H-équivariant de E" (19.11.9)
(16.9.3) U (o (Fn)) = (B (Vi (F))).
Comme qb%’fét(u) = v, I'image inverse par = de I'isomorphisme ({16.8.2]) est I'isomorphisme (16.9.3)). L’assertion

s’ensuit.
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16.10. Soient (7, 7) un trait fini sur (S,7n), ¥ un T-modele semi-stable de C et ¢ : Y — X7 un morphisme
de T-modeles de C. Fixant un n-morphisme 7 — 7, on pose Y =Y xr S et

P:Y =+ X
le morphisme canonique. On désigne par (Ey,s,@ym) le topos annelé associé au T-schéma Y , par
(16.10.1) U, : (By,s, Byn) — (Es, Br)
le morphisme induit par v, et par oy,, and PBy,, les morphismes canoniques de topos annelés
Oyn (Ey,s,gy,n) — (Yset, Oy ), Byn : (EY,S,@Y,n) — (Chsg, 0p).

Lemme 16.11. Conservons les hypothéses de[16.8) et [16.10] Alors,
(i) le fibré vectoriel o (Fn) sur Y, vérifie la condition () de|16.8| et on a un isomorphisme canonique
de By n-modules

*

(16.11.1) W 1 O30 (O (Fn)) = By (Vo (0 (Fn))),

ot V?n(E:L(}"n)) désigne la représentation associée au fibré vectoriel de Deninger-Werner ., (Fp) sur Y, ;
(i) image inverse par U, (16.10.1) de l"isomorphisme ~y, (16.8.3)) est l’isomorphisme vy p, .

Preuve. Les n-morphismes 7 — 1’ et 7 — 7 déterminent une composante irréductible S” de S’ xg T.
On note 7 le point générique de S” et on pose Z = (X' xx Y)(g/xs1)5". Le morphisme Z — Xg» est un
n''-revétement fini et galoisien et le morphisme Z — X’ est G-équivariant. D’aprés ([20] Thm. 2.0), il existe
un trait (7,7') fini sur (S”,n") tel que la normalisation Y’ de Zp/ ait une fibre spéciale géométriquement
réduite. L’action de G sur Z s’étend en une action sur Y.

Fixant un n”-morphisme 77 — 7/, on pose Y =Y xS.On désigne par ¢ le 7/-revétement fini, galoisien,
a fibres géométriquement réduites Y’/ — Y7 et par ¢ le morphisme canonique Y — Y. Le fibré vectoriel

*

b, (Fyp) est trivialisé par ¢ et vérifie alors la condition () de La représentation Vg (4, (F,)) de
m1(C, %) associée, est induite par I'action de G sur ¢, (¥, (Fn))(Y?). Le morphisme canonique ¥ — X
induit un isomorphisme G-équivariant
(16.11.2) P Fa)(X2) = 0, (0, (Fu)) (YY)
On en déduit que les représentations V,,(F,) et V?n(ﬂi(]:n)) sont isomorphes (cf. 6.10(ii)).
On a un isomorphisme G-équivariant de o,-modules constants de Cf,, (16.8.1)
(16113) v an(@n(]_—ﬂ))(ys/) l> w%,fét(vv,n(@n(]:n)))'
L’isomorphisme 7y, est induit par v (cf. preuve de 9.11). D’aprés ((16.11.2)), I'isomorphisme v est compatible

avec u (|16.8.1)).

On note abusivement u (resp. v) I'isomorphisme des 0,,-modules sous-jacents & u (resp. v). Soient p(¢ ~»
7) un point de By (7.6), p(¢ ~ ¥(¥)) 'image du point p(¢ ~ ) dans Es et p(¢ ~ 9(7)) un point de E*
au-dessus de p(¢ ~» ¥(7)). La fibre de I'isomorphisme =, en p(¢ ~> T) est éqal & la fibre de I'isomorphisme
(16.8.2)) en p(c ~ 1 (7)). En vertu de la preuve de 9.11, ce dernier coincide avec I'isomorphisme
(Bn)p@v@) Do, -
De méme, la fibre de I'isomorphisme vy, en p(¢ ~» g) coincide avec I'isomorphisme
(@Ym)p(iwg) ®on v.
L’assertion résulte alors de la compatibilité entre u et v.
Proposition 16.12. Soit F un fibré vectoriel surf vérifiant la condition (x) de pour n = 1. Alors, il

existe un isomorphisme dans la catégorie Mod(%)q des B-modules d isogénie prés :

(16.12.1) 3*(F)g = B (V(F))e-
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Preuve. D’aprés 5.11(iii), pour tout n > 1, il existe un trait S fini sur S, un S"-modele semi-stable
X de C et un S™-morphisme (™ : X — X, de S™-modeles de C tels que fixant un S-morphisme

S — S l'image inverse de JF,, sur Yn) = X X g S vérifie la condition () de pour n. On prend
(XM, 8MW) = (X, S). D’apres 5.8 et [16.11} on peut supposer de plus que {X ™ /S 1}, forment un systeme
inverse et que chaque X (™ a une réduction semi-stable sur S,

Pour tout n > m > 1,1 > 1, on désigne par (Egn),@f")) le topos annelé associée au S(™-schéma X (")
(16.1) et par ‘I)l(n’m) le morphisme de topos annelés (Eﬁ"),@l(")) — (ES”),@E"’)) induit par X — X(™)_ On
note simplement q)l(”) pour <I>l(n’1). D’apres (8.3.13)), (8.3.14)) et 9.11, pour tout n > 1, on a un isomorphisme
@in)—linéaire
(16.12.2) Tt (@7 (Fn)) = O (B (Vi F))-

D’apres and P'image inverse par ®4"™ de I'isomorphisme ,, est la reduction modulo p™ de ..
On pose M,, = B85 (V,(Fn)) et M/, = o} (F,). Appliquant (ii) au morphisme de topos annelés ",
on obtient un isomorphisme de @Z—modules
(16.12.3) En i ME = MY
qui est enovyé a 5 via l'isomorphisme . Comme les {v,}n>1 sont compatibles, on en déduit que
{€n}n>1 sont compatibles. On obtient alors un isomorphisme de éa—modules
(M)nz1)* = (M7)n=1)".
L’assertion s’ensuit de 12.22.
Corollaire 16.13. Tout fibré vectoriel de Deninger- Werner sur C est de Weil-Tate.
Preuve. L’assertion résulte de 10.5 et [16.12






(1]

2]

[9]
(10]
(11]
(12]

(13]
14]

(15]
(16]
(17]
(18]

(19]

20]
(21]
(22]

23]
(24]
[25]
[26]

27]
28]
29]

Bibliographie

A. Abbes, Réduction semi-stable des courbes d’aprés Artin, Deligne, Grothendieck, Mumford, Saito, Winters..., dans
"Courbes semi-stables et groupe fondamental en géométrie algébrique", J.-B. Bost, F. Loeser et M. Raynaud (éditeurs),
Progress in Mathematics 187, Birkhauser (2000), 59-110.

A. Abbes, Eléments de Géométrie Rigide : Volume I. Construction et étude géométrique des espaces rigides. Springer,
(2010).

A. Abbes, M. Gros, La suite spectrale de Hodge-Tate, prépublication (2015), arXiv :1509.03617.

A. Abbes, M. Gros, T. Tsuji, The p-adic Simpson correspondence, Annals of Mathematics Studies Vol. 193, Princeton
University Press (2016).

P. Achinger. K(m,1)-neighborhoods and comparison theorems; Compositio Mathematica, 151(10) (2015), 1945-1964.

M. Artin, A. Grothendieck, J. L. Verdier, Théorie des topos et cohomologie étale des schémas, SGA 4, Springer-Verlag,
Tome 1, LNM 269 (1972) ; Tome 2, LNM 270 (1972) ; Tome 3, LNM 305 (1973).

P. Berthelot, A. Grothendieck, L. lllusie, Théorie des intersections et théoréme de Riemann-Roch, SGA 6, Springer-Verlag,
LNM 225 (1971).

S. Bosch, W. Liitkebohmert, M. Raynaud. Néron models, Springer-Verlag, (1990).

H. Cartan et S. Eilenberg. Homological algebra, Princeton University Press (1956).

N. Bourbaki, Algébre commutative, Chapitres 1-9, Hermann (1985).

M. Demazure, A. Grothendieck. Schémas en groupes, SGA3, Springer-Verlag, LNM 151-153, (1970).

P. Deligne P, J. S. Milne. Tannakian categories in Hodge cycles, motives, and Shimura varieties. Springer-Verlag, LNM
900 (1981), 101-228.

C. Deninger, A. Werner. Vector bundles and p-adic representations I ; preprint (2003), larXiv :0309.273.

C. Deninger, A. Werner. Vector bundles on p-adic curves and parallel transport; Annales scientifiques de I’Ecole normale
supérieure. Vol. 38. No. 4 (2005) : 553-597.

A. Grothendieck, Revétements étales et groupe fondamental, SGA 1, Springer-Verlag, LNM 224, (1971).
A. Grothendieck, J.A. Dieudonné, Eléments de Géométrie Algébrique I, Seconde édition, Springer-Verlag (1971).
A. Grothendieck, J. Dieudonné : Eléments de Géométrie Algébrique I. Publ. Math. THES 4 (1960).

A. Grothendieck et J. Dieudonné, Eléments de Géométrie Algébrique, III Etude cohomologique des faisceaux cohérents.
Publ. Math. IHES 11 (1961), 17 (1963).

A. Grothendieck et J. Dieudonné, Eléments de Géométrie Algébrique, IV FEtude locale des schémas et des morphismes de
schémas. Pub. Math. THES 20 (1964), 24 (1965), 28 (1966), 32 (1967).

H.P. Epp. Eliminating wild ramification ; Inventiones mathematicae 19.3 (1973), 235-249.
G. Faltings, p-adic Hodge theory, J. Amer. Math. Soc. 1 (1988), 255-299.

G. Faltings, Almost étale extensions, dans Cohomologies p-adiques et applications arithmétiques. II, Astérisque 279 (2002),
185-270.

G. Faltings, A p-adic Simpson correspondence, Adv. Math. 198 (2005), 847-862.
P. Gabriel, Des catégories abéliennes, Bulletin de la Société Mathématique de France 90 (1962) : 323-448.
J. Giraud, Cohomologie non abélienne, Springer-Verlag (1971).

D. Gieseker, Stable vector bundles and the frobenius morphism ; Annales scientifiques de ’Ecole Normale Supérieure Vol.
6. No.1 (1973), 95-101.

O. Gabber, L. Ramero, Almost Ring Theory; Springer-Verlag, LNM 1800 (2003).
O. Gabber, L. Ramero, Foundations for Almost Ring Theory Release 6.8 ; preprint, arXiv :math/0409584, (2004).
L. Hlusie, Compleze cotangente et déformations I. Springer-Verlag, LNM 239, (1971).

111


http://arxiv.org/abs/1509.03617
http://arxiv.org/abs/math/0309273
http://arxiv.org/abs/math/0409584v9

112 BIBLIOGRAPHIE

[30] L. Illusie, Produits orientés, dans Travauz de Gabber sur l'uniformisation locale et la cohomologie étale des schémas
quasi-ezcellents, Séminaire & 'Ecole Polytechnique dirigé par L. Illusie, Y. Laszlo et F. Orgogozo; Astérisque 363-364
(2014).

[31] K. Kato, Logarithmic structures of Fontaine-Illusie; Algebraic analysis, geometry, and number theory (Baltimore, MD,
1988), (1989), 191-224.

[32] S. Lichtenbaum, Curves over discrete valuation rings; Am. J. Math. 90 (1968), 380—405.
[33] Q. Liu. Algebraic Geometry and Arithmetic Curves; Oxford university press, (2002).
[34] Q. Liu. Stable reduction of finite covers of curves; Compositio Mathematica 142(01) (2006) : 101-118.

[35] L. Moret-Bailly, Métriques permises; Séminaire sur les pinceaux arithmétiques : la conjecture de Mordell, Astérisque, 127
(1985), 29-88.

[36] J.S Milne. Etale Cohomology (PMS). No. 33. Princeton University Press, 1980.
[37] D. Mumford, Abelian variety, Oxford University Press (1970).

[38] M.S. Narasimhan, C.S. Seshadri, Stable and unitary vector bundles on a compact Riemann surface, Ann. of Math. 82
(1965), 540-567.

[39] M. Raynaud, Spécialisation du foncteur de Picard; Publ. Math. IHES, 38, (1970) 27-76.

[40] M. Raynaud, p-groupes et réduction semi-stable des courbes, in The Grothendieck Festschrift, vol. III, eds P. Cartier et al.,
Progress in Mathematics, vol. 88 (Birkhiuser, Basel, 1990), 179-197.

[41] M. Raynaud, L. Gruson, Critéres de platitude et de projectivité ; Inventiones mathematicae 13.1 (1971), 1-89.

[42] T. Saito, Log smooth extension of a family of curves and semi-stable reduction; Journal of Algebraic Geometry, 13(2),
(2004), 287-322.

[43] P. Scholze, p-adic Hodge theory for rigid-analytic varieties; Forum of Mathematics, Pi. Cambridge University Press, 1 :
el, (2013).

[44] J-P. Serre, Groupes algébriques et corps de classes. Hermann, 1975.

[45] C. Simpson, Higgs bundles and local systems, Publ. Math. THES, 75 (1992), 5-95.

[46] J. Tate, p-divisible groups; Proc. Conf. Local Fields (Driebergen, 1966), Springer, Berlin, 158-183 (1967).

[47] J. Tate, Relations between Ko and Galois cohomology, Inventiones mathematicae 36 (1976), 257-274.

[48] J. Tong, Application d’Albanese pour les courbes et contractions; Mathematische Annalen 338 (2007), 405-420.
[49] C.A. Weibel. An introduction to homological algebra ; Cambridge university press, 1995.

[50] The Stacks Project Authors. Stacks Project. http ://stacks.math.columbia.edu, 2015.


http://stacks.math.columbia.edu

CHAPITRE 2

Lifting the Cartier transform of Ogus—Vologodsky modulo p"

Abstract

Let W be the ring of the Witt vectors of a perfect field of characteristic p, X a smooth formal scheme over W,
X’ the base change of X by the Frobenius morphism of W, X5 the reduction modulo p? of X’ and X the special fiber
of X. We lift the Cartier transform of Ogus—Vologodsky defined by X% modulo p™ [33]. More precisely, we construct
a functor from the category of p"-torsion Oy/-modules with integrable p-connection to the category of p"-torsion
Ox-modules with integrable connection, each subject to suitable nilpotence conditions. Our construction is based on
Oyama’s reformulation of the Cartier transform of Ogus—Vologodsky in characteristic p [34]. If there exists a lifting
F : X — X’ of the relative Frobenius morphism of X, our functor is compatible with a functor constructed by Shiho
from F [36]. As an application, we give a new interpretation of Faltings’ relative Fontaine modules [13] and of the
computation of their cohomology.
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1. Introduction

1.1. In their seminal work [12], Deligne and Illusie gave a purely algebraic proof of the degeneracy of the
Hodge to de Rham spectral sequence in characteristic zero. Their proof is based on a decomposition of the
de Rham complex of a smooth variety in positive characteristic.

Let k be a perfect field of characteristic p > 0, W the ring of Witt vectors of k, X a smooth scheme over
k and X' the base change of X by the Frobenius morphism Fy : k — k. We put Wy = W /p? W and we
denote by Fx /i, : X — X' the relative Frobenius morphism of X. Deligne and Illusie proved the following:

(i) If there exist smooth Wa-schemes X and X’ and a Wy-morphism F: XX lifting Fx /., then F
induces a quasi-isomorphism

(1.1.1) Dizo L[~ = Fx/i( Q1)

where 2% Ik denotes the de Rham complex of X over k.

(i) If there exists (only) a smooth lifting X’ of X’ over W, then there exists an isomorphism in the
derived category Db(ﬁ x/) of Ox-modules

(1.1.2) Dy EQX’/k[ i) = Fx e (T<p(Q% /1))

where 7., denotes the truncation of a complex in degrees < p.

Ogus and Vologodsky developed in [33] an analogue of Deligne-Tllusie’s results for the sheaf of PD-
differential operators. Their construction leads to an analogue of Simpson correspondence [35] in character-
istic p. Recall that Simpson classifies (complex) finite-dimensional linear representations of the topological
fundamental group of a smooth and projective complex variety in terms of Higgs modules. If X is a smooth
scheme over a field K, a Higgs module on X/K is an Ox-module together with an Ox-linear morphism
0:M—MQRg, Qﬁ(/K, called Higgs field, such that § A @ = 0. By the integrability condition, @ fits into a
complex, called the Dolbeault complez of (M,0) in ([35] p. 24 and [2] 1.2.3) or the Higgs complex of (M, )
n ([33] p. 2),

NG 2 NG
M—>M®ﬁx QX/K — M Qg QX/K — e
1.2. We keep the assumption and notation as in|1.1{and let X’ be a smooth lifting of X’ over W5 as in ii).
Ogus and Vologodsky constructed a functor C)T(,/ called the (inverse) Cartier transform, from the category

HIG(X'/k) of Higgs modules on X'/k to the category MIC(X/k) of Ox-modules with integrable connection
relative to k, each subject to suitable nilpotence conditions. They also proved a comparison isomorphism of
complexes, which extended that of Deligne—Illusie . In the following, we recall a special case of their
construction.

Let ¢ be an integer > 0. We say that a Higgs module (M,0) on X/k is nilpotent of level < £ if there
exists an increasing filtration N, on M such that Ny = 0, Nyy1 = M and that 0(N;) C N,—1 Qg4 Qk/k for
all i. We say that an Ox-module M with integrable connection V is nilpotent of level < £ if its p-curvature
is nilpotent of level < ¢ (as an F-Higgs field) ([21] 5.6). We denote by HIG,_1(X'/k) (resp. MIC,_1(X/k))
the full subcategory of HIG(X'/k) (resp. MIC(X/k)) consisting of nilpotent objects of level < p — 1. The
Cartier transform induces an equivalence of categories ([33] Thm. 2.8)

(1.2.1) c):(} (HIG, 1(X'/k) = MIC,_1(X/k).

Considering an €x/-module as a Higgs module on X’ /k with zero Higgs field, the above equivalence recovers
the Cartier descent ([21] 5.1).
Let (M’,0") be a nilpotent Higgs module on X’ /k of level £ < p and (M,V) = C)?Z} (M',0") (1.2.1). Then

there exists an isomorphism in the derived category D(€0x/) ([33] 2.27)

(1.2.2) Tep—t(M' @6, Qx1 /1) = Fxyea(T<p—e(M @6y Q% /1))
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where M’ ®¢., Q;(,/k is the Dolbeault complex of (M’,0") and M ®4, Q;(/k is the de Rham complex of
(M, V).

1.3. Faltings developed a p-adic analogue of Simpson correspondence [35] for p-adic local systems on varieties
over p-adic fields [14]. The relation between Faltings’ p-adic Simpson correspondence and the Cartier
transform is not yet understood. The first difficulty is to lift the Cartier transform modulo p™. Shiho [36]
constructed a “local” lifting of the Cartier transform modulo p™ under the assumption of a lifting of the
relative Frobenius morphism modulo p"*! as in i) above. In [34], Oyama gave a new construction of the
Cartier transform of Ogus—Vologodsky as the inverse image by a morphism of topoi. His work is inspired
by Tsuji’s approach to the p-adic Simpson correspondence ([2] TV). In this article, we use Oyama topoi to
“glue” Shiho’s functor and obtain a lifting of the Cartier transform modulo p™ under the (only) assumption
that X lifts to a smooth formal scheme over W.

1.4. Shiho’s construction relies on the notion of A-connections introduced by Deligne. Let f: X — S be a
smooth morphism of schemes, M an &'x-module and A € T'(S, Os). A A-connection on M relative to S is an
f71(Os)-linear morphism V : M — M ®¢, Qg such that V(zm) = 2V(m) + Am ® d(z) for every local
sections x of Ox and m of M. Classically, 1-connections are called connections. We define the integrability
of A-connections in the same way as for connections. Integrable O-connections are nothing but Higgs fields.
We denote by MIC(X/S) (resp. A-MIC(X/S)) the category of &x-modules with integrable connection (resp.
A-connection) relative to S.

1.5. In the following, if we use a gothic letter ¥ to denote an adic formal W-scheme, the corresponding
roman letter T" will denote its special fiber. Let X be a smooth formal scheme over W and n an integer > 1.
We denote by o : W — W the Frobenius automorphism of W, by X’ the base change of X by ¢ and by X,,
the reduction of X modulo p™. In [36], Shiho constructed a “local” lifting modulo p™ of the Cartier transform
of Ogus—Vologodsky defined by X5, under the assumption that there exists a lifting Fy, 41 : X541 — X, of
the relative Frobenius morphism Fx/; : X — X "of X.

The image of the differential morphism dF, ;1 : F,’:H(Q%%H/W”H) = Q% . w,.,, Of Fui1 is contained

in pQ%en+1 S Wi Dividing by p, it induces an O -linear morphism

dFny1/p: F:Z(Q%e'n/wn) - Q%en/wn-
Shiho defined the functor ([36] 2.5)
(1.5.1) ®,, : p-MIC(X]/W,) — MIC(X,/W,)
(M',\V') = (Fp(M'),V)
where V : F¥(M') — Q;n/wn ®gx, Fy(M') is the integrable connection defined for every local sections f
of Ox, and e of M’ by
gt

b
Shiho showed that the functor ®,, induces an equivalence of categories between the full subcategories
of p-MIC(X],/ W,,) and of MIC(X,,/ W,,) consisting of quasi-nilpotent objects ([36] Thm. 3.1). For n = 1,
Ogus and Vologodsky proved that the functor ®; is compatible with the Cartier transform C;,Ql defined
by X4 ([33] Thm. 2.11; [36] 1.12).
1.6. Let (7, A) be a ringed topos. A Hopf A-algebra is the data of a ring B of 7 together with five
homomorphisms

(1.5.2) V(fE;(e)) = f(id )(F (V'(€) + df @ (Fy;(e)).

d
A= B, §:B — B®j B (comultiplication), = :B — A (counit), o :B — B (antipode),
d1

where the tensor product B ® 4 B is taken on the left (resp. right) for the A-algebra structure of B defined
by do (resp. dy), satisfying the compatibility conditions for coalgebras (cf. [4] 1T 1.1.2).
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A B-stratification on an A-module M is a B-linear isomorphism
(1.6.1) e:BoaM = M®aB

where the tensor product is taken on the left (resp. right) for the A-algebra structure defined by dy (resp.
dy), satisfying 7*(e) = idas and a cocycle condition (cf. [5.5).
1.7. The main example of a Hopf algebra is given by the PD-envelope of the diagonal immersion. Let X
be a smooth formal W-scheme, X2 the product of two copies of X over W. For any n > 1, we denote by
P, the PD-envelope of the diagonal immersion X,, — X2 compatible with the canonical PD-structure on
(W,,,pW,,). The schemes {Px, },>1 form an adic inductive system and we denote by Px the associated
adic formal W-scheme. The Ox-bialgebra Op, of X,,, is naturally equipped with a formal Hopf &'x-algebra
structure (i.e. for every n > 1, a Hopf 0%, -algebra structure on Op, , which are compatible) (cf. .
A quasi-nilpotent integrable connection relative to W,, on an 0%, -module M (cf. is equivalent
to an Op,-stratification on M ([5] 4.12). Following Shiho [36], we give below an analogue description of
p-connections; the relevant Hopf algebra is constructed by dilatation (certain distinguished open subset of
admissible blow-up) in formal geometry.

1.8. We define by dilatation an adic formal X2-scheme Ry satisfying the following conditions .

(i) The canonical morphism Ry ; — X? factors through the diagonal immersion X — X2

(i) Let X — X2 be the diagonal immersion. For any flat formal W-scheme ) and any W-morphisms
f:9 — X%and g:Y — X which fit into the following commutative diagram

Y——9

l ls
X —— %2

there exists a unique W-morphism [’ : 9) — Rz lifting f.

We denote abusively by O, the direct image of g, via the morphism Rz yar — X,ar (i). Using the
universal property of Rx, we show that Og, is equipped with a formal Hopf 0x-algebra structure .

The diagonal immersion X — X2 induces a closed immersion ¢ : ¥ — Ry (3.6). For any n > 1, we denote
by T% , the PD-envelope of ¢, : X,, — Rz, compatible with the canonical PD-structure on (W,,pW,).
The schemes {Tx ,,}n>1 form an adic inductive system and we denote by Tx the associated adic formal
W-scheme. By the universal property of PD-envelope, the formal Hopf algebra structure on O, extends to
a formal Hopf Ox-algebra structure on the Ox-bialgebra O, of X,ar .

In ([36] Prop. 2.9), Shiho showed that for any n > 1 and any 0% -module M, an Or,-stratification on
M is equivalent to a quasi-nilpotent integrable p-connection on M (cf. .

1.9. In fact, we need a fourth Hopf algebra, introduced firstly by Oyama [34], that we construct also by
dilatation. For any k-scheme Y, we denote by Y the closed subscheme of Y defined by the ideal sheaf of
Oy consisting of the sections of Oy whose pth power is zero. In , we construct an adic formal
¥2-scheme Qx satisfying the following conditions.

(i) The canonical morphism Qx,1 — X2 factors through the diagonal immersion X — X2.

(ii) For any flat formal W-scheme 2) and any W-morphisms f : ) — X2 and ¢g : Y — X which fit into
the following commutative diagram

Y——9

gl if
X —=X%?
there exists a unique W-morphism [’ : ) — Qx lifting f.

We denote abusively by &g, the direct image of Og, via the morphism Qzx sar — X,ar (). Using the
universal property of Qx, we show that 0g. is equipped with a formal Hopf 0’x-algebra structure (4.12)).
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Let Py be the formal X2-scheme defined in t : X — Px the canonical morphism lifting the diagonal
immersion X — X2 and # the PD-ideal of 0p, associated to ¢;. For any local section of ¢, we have
2P = plzlPl = 0. Then we deduce a closed immersion Px — X over X2. By the universal property of Qx,
we obtain an ¥?-morphism ) : Py — Qx. The later induces a homomorphism of formal Hopf &x-algebras
ﬁQx — Opy '

1.10. Suppose that there exists a lifting ' : X — X' of the relative Frobenius morphism Fy/, of X.
By the universal properties of Ry and of PD-envelope, the morphism F? : X2 — X2 induce morphisms

Y Qx — Ry and ¢ : Py — Ty (6.11)) above F? which fit into a commutative diagram ([6.12.1])

(1.10.1) =N S

N

Q% - Rx'

where w : Ty — Rx (1.8) and A : Py — Qx (1.9) are independent of F'. Moreover, 1) and ¢ induce
homomorphisms of formal Hopf algebras Or,, — F.(0q,) and Or,, — F.(Op,). The above diagram

induces a commutative diagram ((6.12.2])

(1.10.2) { category of ﬁg%—modules} ¥ {category of ﬁxn—modules}
with Og.,-stratification with 0, -stratification

{ category of Oy, —modules} #n {category of ﬁxn-modules}
with Or,,-stratification with Op,-stratification

In ([36] 2.17), Shiho showed that the functor ¢} is compatible with the functor ®,, defined by F (L.5.1),
via the equivalence between the category of modules with quasi-nilpotent integrable connection (resp. p-
connection) and the category of modules with @p,-stratification (resp. Or,-stratification).

We will show that ) can be identified with the inverse image functor of a morphism of ringed topoi
defined by Oyama . The identification of 1) with this inverse image functor depends on the liftings of
X and its Frobeniusm morphism, but the topoi themselves do not.

1.11. Let X be a scheme over k. Following Oyama [34], we define two categories & and & associated to
X as follows. An object of & (resp. &) is a triple (U, T, u) consisting of an open subscheme U of X, a flat
formal W-scheme ¥ and an affine k-morphism u : T — U (resp. u: T — U ) Morphisms are defined
in a natural way (cf. . We denote by & Oyama’s category associated to the k-scheme X'.

Let (U,%,u) be an object of &. The relative Frobenius morphism Fr/, : T — T" factors through a
k-morphism fr /5, : T — T’. We have a commutative diagram

(1.11.1) U - TC T
U/ u’ I/ C T/

where the vertical arrows denote the relative Frobenius morphisms. Then (U’,%,u’ o fr/;) is an object of

&'. We obtain a functor
(1.11.2) p:&— &, (U,%,u) — (U, T, o fr)p).
We say that a family of morphisms {(U;, T;,u;) = (U, T, u) bier of & is a Zariski covering if we have
U=UierU;, and T; ST xyU;, Viel.
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We say that a family of morphisms {(U;, %;,u;) = (U, T, u) }ier of & is a Zariski covering if its image under
p (1.11.2)) is a Zariski covering of &’. These coverings form a pretopology on & (resp. &). We denote by

& (resp. &) the topos of sheaves of sets on & (resp. &). The functor p is fully faithful, continuous and
cocontinuous ([7.20). Then, it induces a morphism of topoi (7.21.1))

(1.11.3) Cx/w:é&— &

such that its inverse image functor is induced by the composition with p.
1.12. For any object (U, T, u) of & (resp. &) and any open subscheme V' of U, we denote by Ty the open
formal subscheme of ¥ associated to the open subscheme T' X, V (resp. T Xawlofo o U7 V' (1.11.2) of T.
For any sheaf .Z of & (resp. &), the contravariant functor V — % (V,Ty) defines a sheaf of Uy, that we
denote by F(y,x u)-
1.13. Let n be an integer > 1. The contravariant functor (U, %, u) — I'(%T, O, ) defines a sheaf of rings on
& (resp. &) that we denote by O ,, (resp. Og ). By definition, we have C/w(Os/n) = Og -

For any object (U, %, u) of & (resp. &), we consider O« as a sheaf on T' (resp. T'). Then we have

(Osn)v,su) = us(Ox,) (resp. (Ogn)w,su) = u«(Ox,)).

To give an O ,-module (resp. Og ,,-module) & amounts to give the following data @
(i) For every object (U, T, u) of & (resp. &), an u,(0g,)-module .Z (1 z) of Uyar (1.12).
(ii) For every morphism f: (Ur, Ty, u1) — (U2, Ta,uz) of & (vesp. &), an u1.(Os, ,)-linear morphism

cr w1 (05, ) Ous. (05,0, (Fzm2)) o = F0r,51)

satisfying a cocycle condition for the composition of morphisms as in ([5] 5.1).

Following ([5] 6.1), we say that .# is a crystal if ¢y is an isomorphism for every morphism f and that #
is quasi-coherent if (<) is a quasi-coherent u,(Os, )-module of U, for every object (U, ¥,u). We denote
by €(Os ) (resp. €(Os.)) the category of crystals of O ,-modules (resp. Og ,,-modules). We use the
notation €9°°®(—) to denote the full subcategory consisting of quasi-coherent crystals.

For any object (U,%,u) of & (resp. &), the functor u, induces an equivalence of categories between
the category of quasi-coherent Oz, -modules of T, ,., and the category of quasi-coherent u, (s, )-modules
of Uyay . If .Z is a quasi-coherent Og ,-module (resp. Og ,-module), for any object (U, T, u), we can
equivalently consider .7 ) as a quasi-coherent Os, -module of Ty, ;a;.

Proposition 1.14 (8.18)). Let X be a smooth formal .#-scheme and X its special fiber. There exists a
canonical equivalence of categories between the category € (O ) (resp. €(Og,n)) and the category of Ox, -

modules with Og, -stratification (resp. Og ., -stratification) .
Theorem 1.15 (8.13)). Let X be a smooth k-scheme. Then, for any n > 1, the inverse image and the direct
image functors of the morphism Cx,w (L.11.3) induce equivalences of categories quasi-inverse to each other

(1.15.1) CIMNOp1 ) = I (O ).

The theorem is proved by fppf descent for quasi-coherent modules.

We call Cartier transform modulo p™ the equivalence of categories C% /W .

Given a smooth formal W-scheme X with special fiber X, when n = 1, Oyama proved and showed
that the inverse image functor C% /w is compatible with the Cartier transform C;; of Ogus—Vologodsky
defined by the lifting X/, of X’ (cf. [34] section 1.5). In section we reprove the later result in a
different way .

Proposition 1.16 . Let X be a smooth formal W-scheme, X its special fiber, F : X — X' a lifting of
the relative Frobenius morphism Fx i, of X and vy, the functor defined by F in . Then, the following
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diagram (1.14])

C;(/W

(1.16.1) C(Osr )

I lz zJ{u
{ O, -modules } Yn { O, -modules }
with Og,,-stratification with &g . -stratification

is commutative up to a functorial isomorphism. That is, for every crystal A of Og n-modules of éNZ", we
have a canonical functorial isomorphism

(1.16.2) e s (u(A) = v(Cxyw(A)).

In the diagram ([1.16.1)), while C}/W does not depend on models of X, ¢ depends on the lifting F' of
the relative Frobenius morphism and the vertical functors p and v depend on the formal model X of X. The

isomorphism nr depends also on F'.
By 1.10L the equivalence of categories C}}/W (1.15.1)) is compatible with Shiho’s functor ®,, defined by

F(|1.5.1]).

1.17. In [15], Fontaine and Laffaille introduced the notion of Fontaine module to study p-adic Galois rep-
resentations. It is inspired by the work of Mazur ([29], [30]) and Ogus ([5], § 8) on Katz conjecture. Let
o : W — W be the Frobenius endomorphism and K, = W[%] A Fontaine module is a triple (M, M*, ¢*®)
consisting of a W-module of finite length M, a decreasing filtration {M*};c7 such that M°® = M, MP =0
and W-linear morphisms

(1.17.1) o W, wM' - M, 0<i<p-1,
such that @] i1 = pit! and P77 o' (M?) = M. The ¢'’s are called divided Frobenius morphisms.

The main result of Fontaine—Laffaille is the construction of a fully faithful and exact functor from the
category of Fontaine modules of length < p — 2 to the category of torsion Z,-representations of the Galois
group Gk, of Ko ([38] Thm. 2). Its essential image consists of torsion crystalline representations of G,
with weights < p —2 (cf. [7] 3.1.3.3).

Fontaine and Messing showed that there exists a natural Fontaine module structure on the crystalline
cohomology of a smooth proper scheme X over W of relative dimension < p — 1 (|[16] I1.2.7). Then they
deduced the degeneration of the Hodge to de Rham spectral sequence of X,/ W,.

1.18. A generalisation of Fontaine modules in a relative situation was proposed by Faltings in [13]. Relative
Fontaine modules can be viewed as an analogue of variation of Hodge structures on smooth formal schemes
over W. Let X = Spf(R) be an affine smooth formal scheme over W, X its special fiber and F : X — X
a o-lifting of the absolute Frobenius morphism Fx of X. A Fontaine module over X with respect to F is
a quadruple (M, V, M*, ¢%) made of a coherent, torsion &x-module M, an integrable connection V on M,
a decreasing exhaustive filtration M*® on M of length at most p — 1 satisfying Griffiths’ transversality, and
a family of divided Frobenius morphisms {¢%} as in satisfying a compatibility condition between
{¢%} and V (cf. [13] 2.c, 2.d).

Using the connection, Faltings glued the categories of Fontaine modules with respect to different Frobe-
nius liftings by a Taylor formula (cf. [13] Thm. 2.3). By gluing local data, he defined Fontaine modules
over a general smooth formal W-scheme X, even if there is no lifting of Fx.

If X is the p-adic completion of a smooth, proper W-scheme X, Faltings associated to each Fontaine
module of length < p — 2 over X a representation of the étale fundamental group of Xk, on a torsion Z,-
module. Moreover, Faltings generalised Fontaine-Messing’s result for the crystalline cohomology of a relative
Fontaine module.
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1.19. Let X be a smooth formal W-scheme. As an application of their Cartier transform [33], Ogus and
Vologodsky proposed an interpretation of p-torsion Fontaine modules over X (]33], 4.16). A p-torsion
Fontaine module over X is a triple (M,V,M?®) as in such that pM = 0 equipped with a horizontal
isomorphism

(1.19.1) b : C;z(w*(Gr(M),n)) = (M, V),

where k is the Higgs field on Gr(M) induced by V and Griffiths’ transversality, and 7 : X’ — X is the base
change of the Frobenius morphism of k to X. Given a o-lifting F' : X — X of Fx, such a morphism ¢ is
equivalent to a family of divided Frobenius morphisms {¢%} with respect to F (cf. .

By Griffiths’ transversality, the de Rham complex M ®¢, Q% n is equipped with a decreasing filtration

(1.19.2) F'(M ®¢, Q%) =M™ @0, Q% .

Let £ be the length of the filtration M* (i.e. M = M, M**! = 0) and d the relative dimension of X over W.
Suppose that d + ¢ < p. Using the comparison of the de Rham and the Dolbeault complexes , Ogus
and Vologodsky reproved Faltings’ results ([33] 4.17):

(i) For any i,m, the canonical morphism H™(F"™ (M ®,, Q}/k)) — H™(F' (M ®4, Q%)) is in-
jective. The morphism ¢ induces a family of divided Frobenius morphisms on (H™(M ®g,
Q;(/k)7 {H™(F")};<,_1) which make it into a Fontaine module over W (L17).

(ii) The hypercohomology spectral sequence of the filtered de Rham complex (M ®4, Q% Ik F") degen-
erates at Ej.

1.20. For any n > 1, using the Cartier transform modulo p™, we reformulate Faltings’ definition of p”-
torsion Fontaine modules over X following Ogus—Vologodsky . The Taylor formula used by Faltings
to glue the data relative to different liftings of Fy is naturally encoded in Oyama topos ((12.18]). Following
Faltings’ strategy, we prove the analogue of the previous results (i—ii)) on the crystalline cohomology of
a p"-torsion Fontaine module over X (|13.1]). Such a result can be viewed as a partial generalisation of
for p™-torsion Fontaine modules. However, we don’t know how to generalise Ogus—Vologodsky’s result on
the comparison of complexes for the Cartier transform modulo p™.

1.21. Section [2] contains the main notation and general conventions. In section [3] we recall the notion of
dilatation in formal geometry. In section [d] after recalling the notions of Hopf algebras and groupoids, we
present the constructions of groupoids Ry and Qx . In section |5, we recall the notions of modules
with integrable A-connection and of modules with stratification and we discuss the relation between
them. Following [36], we present the construction of Shiho’s functor @, in section [6] In section
we study the Oyama topoi & and & (L.11), the morphism of topoi C X/ W and their variants for
the fppf topology. Section [§]is devoted to the study of crystals in the Oyama topoi (L.13). We prove our
main results and We recall the construction of the Cartier transform of Ogus—Vologodsky [33]
in section [0} In section [I0] following Berthelot and Oyama, we study several rings of differential operators
which serve as a preparation for the next section. In section we compare the Cartier transform C% /W
and the Cartier transform of Ogus—Vologodsky. Our proof is different from the original proof of
Oyama. In section we introduce a notion of relative Fontaine modules using Oyama topoi . We
compare it with Faltings’ definition [13] and Tsuji’s definition [37]. In section [13] we construct the Fontaine
module structure on the crystalline cohomology of a relative Fontaine module.

After finishing this article, I learned from Arthur Ogus that Vadim Vologodsky has skecthed a similar
approach for lifting the Cartier transform in a short noteE| without providing any detail.

A different approach to the formulation of a Cartier transform modulo p™ and its relationship to Fontaine
modules was taken in [28].

1. available at http://pages.uoregon.edu/vvologod/papers/p-adiccartier.pdf
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2. Notations and conventions

2.1. In this article, p denotes a prime number, k a perfect field of characteristic p, W the ring of Witt vectors
of k and 0 : W — W the Frobenius automorphism of W. For any integer n > 1, we set W,, = W /p™ W and
7 = Spf(W).

2.2. Let X be a scheme over k. We denote by F'x the absolute Frobenius morphism of X, by X' = X ®y, 5, k
the base change of X by the Frobenius morphism of k, by mx/;, : X’ — X the canonical projection and by
Fx i, : X — X' the relative Frobenius morphism. Then we have a commutative diagram

Fx/k
(2.2.1) x A x X

Noe

Speck LN Speck

TX/k

2.3. Let X be a scheme over k. We denote by X the schematical image of Fx : X — X ([24] 6.10.1 and
6.10.5). By (|24] 6.10.4), X is the closed subscheme of X defined by the ideal sheaf of Ox consisting of the
sections of Ox whose pth power is zero. It is clear that the correspondence X +— X is functorial. Note that
the canonical morphism X — X induces an isomorphism of the underlying topological spaces.

The relative Frobenius morphism Fx/, : X — X' factors through X . We denote the induced mor-
phism by fy/, : X — X'. By definition, the homomorphism Ox' — fx/k:(Ox) is injective, ie. fx is
schematically dominant ([24] 5.4.2).

IfY - X and Z — X are two morphisms of k-schemes, by functionality, we have a canonical morphism

Since X is affine if and only if X is affine (cf. [24] 2.3.5), we verify that (2.3.1) is an affine morphism.

2.4. In this article, we follow the conventions of [I] for adic rings ([I] 1.8.4) and adic formal schemes ([I]
2.1.24). Note that these notions are stronger than those introduced by Grothendieck in ([24] 0.7.1.9 and
10.4.2).

2.5. If X is an adic formal scheme such that pfx is an ideal of definition of X, for any integer n > 1, we
denote the usual scheme (X, 0% /p"O%) by X,.

2.6. We say that an adic formal .#-scheme X ([1] 2.2.7) is flat over . (or that X is a flat formal .#-scheme)
if the morphism €3 — €% induced by multiplication by p is injective (i.e. if O is rig-pur in the sense of ([1]
2.10.1.4.2)). Tt is clear that the above condition is equivalent to the fact that, for every affine open formal
subscheme U of X, the algebra I'(U, O%) is flat over W.

Let A be an adic W-algebra ([I] 1.8.4.5). Then A is flat over W if and only if A, = A/p"A is flat over
W,, for all integer n > 1. Indeed, we only need to prove that the condition is sufficient. Let a be an element
of A such that pa = 0. For any integer n > 1, by the flatness of A,, over W,,, the image of a in A,, is
contained in p"~1A/p"A. Since A is separated, we see that a = 0, i.e. A is flat over W. We deduce that an
adic formal .-scheme X is flat over . if and only if X,, is flat over .7, for all integer n > 1.

2.7. Let f : X — S be a morphism of schemes. We say (abusively) that a morphism of &x-modules
w: M — N is Og-linear if it is f~1(Os)-linear.

2.8. Let X be a scheme. We denote by Zar,x the category of open subschemes of X and by X, the
Zariski topos of X.
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3. Blow-ups and dilatations

3.1. Let A be an adic ring (2.4), J an ideal of definition of finite type of A. We put X = Spec(A),
X’ =Spec(A/J) and X = Spf(A). The formal scheme X is the completion of X along X’. For any A-module

M, we denote by M the associated @x-module and by M* the completion of M along X’ ([1] 2.7.1), which
is an Ox-module. Any morphism of A-modules induces naturally a morphism of &x-modules. In this way,
we define an additive functor from the category of A-modules to the category of Ox-modules

(3.1.1) M — M2,

This construction is independent of the choice of J.
3.2. Let a be an open ideal of finite type of A. We denote by a0y the ideal sheaf of 0y associated to the
presheaf defined by U ~ al'(U, O%). By ([1] 2.1.13), we have a® = a0%x.

Let B be an adic ring, u : A — B an adic homomorphism ([1I] 1.8.4.5) and f : 9) = Spf(B) — X = Spf(A)
the associated morphism. In view of ([1] 2.5.11), we have a canonical functorial isomorphism

(3.2.1) f(@®) = (a@4 B)A
Then, we deduce a canonical isomorphism
(3.2.2) f*(a®)0y = (aB)”

Indeed, by definition, f*(a®)0y is the image of the morphism f*(a®) — Oy = f*(Ox), which clearly factors
through (aB)?. The isomorphism (3.2-2) follows from the fact that a® = afx and (aB)® = (aB)0y.

3.3. Let X be an adic formal scheme, # an ideal of definition of finite type of X and &/ an open ideal of
finite type of X ([I] 2.1.19). For any n > 1, we denote by X,, the usual scheme (X, 0x/_#") and we set

(331) %ln = Proj(@mzodm Reox ﬁxn)

For m < n, there exists a canonical morphism u/,,, : ¥, — X! such that the diagram

/

L

Umn,
Xm — X,

is Cartesian, which means that the sequence (X)) forms an adic 1nduct1ve (%,)-system ([1] 2.2.13). We call
its inductive limit X’ the admissible blow-up of o in X ([1] 3.1.2). By ([1] 2.2.14), X’ is an adic formal
X-scheme. The structural map ¢ : ¥’ — X is clearly of finite type ([1] 2 3 13).

3.4. Let X be a flat formal .-scheme locally of finite type (2.6, [1] 2.3.13) and & an open ideal of finite
type of X containing p. Let ¢ : X’ — X be the admissible blow-up of & in X. Then the ideal &/ 0%/ is
invertible ([1] 3.1.4(i)), and X' is flat over . ([L] 3.1.4(ii)). We denote by X4,y the maximal open formal
subscheme of X’ on which

(3.4.1) (A Ox)| X (at 1p) = POx)| X (et /)
and we call it the dilatation of o/ with respect to p. Note that X, ;) is the complement of Supp (& Ox' /pOx/)

in X’ ([24] 0.5.2.2). In view of ([I] 3.1.5 and 3.2.7), the above definition coincides with the notion of dilatation
of &7 with respect to p introduced in ([1] 3.2.3.4). We denote the restriction of ¢ : X’ — X to X (4, by
(3.4.2) Y X(wp) = X

3.5. Keep the notation of [3.4] and assume moreover that X = Spf(A) is affine. There exists an open ideal of
finite type a of A containing p such that a® = < ([1] 2.1.10 and 2.1.13). Let X = Spec(4), Y = Spec(A/pA),
¢ : X' — X be the blow-up of a in X and Y’ = ¢~1(Y); so X is the completion of X along Y. Then X’ is

canonically isomorphic to the completion of X’ along Y’ and ¢ is the extension of ¢ to the completions ([1]
3.1.3).
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Let (a;)o<i<n be a finite set of generators of a such that ag = p. For any 0 < i < n, let U; be the maximal
open subset of X’ where a; generates a0x . Since a0x- is invertible, (U;)o<i<, form an open covering of
X'. Tt is well known that U; is the affine scheme associated to the A-algebra A; defined as follows:

@5 a [t o] Ao )
a; as (a; — aiz;) i
Al

(3.5.2) A = i

(A;)ai -tor ’

where (A})q4; -tor denotes the ideal of a;-torsion elements of Af. Let A; be the separated completion of A;
for the p-adic topology and U, = Spf(/@). Then (0i)0§i§n form a covering of X'; for any 0 < i < n, U;
is the maximal open of X’ where a; generates the invertible ideal a® &% ([1] 3.1.7(ii)). The open formal
subscheme X (. /) of X’ is equal to [70 = Spf(;l\o). In particular, we see that, in the general setting of
Y X p) — X is affine ([1] 2.3.4).

Let A{z1,--,2,} denote the p-adic completion of the polynomial ring in n variables Az, -, x,],
which is flat over Alxq,---,2,] by (1] 1.12.12). Since A is flat over W, we have Ay = Aj. In view of ([1]
1.12.16(iv)), we deduce a canonical isomorphism

(3.5.3) A{ai7... 7@}:M;E&
p p (a; — Pzi)lgign

Proposition 3.6. Let X be a flat formal .7 -scheme locally of finite type, &7 an open ideal of finite type of

X containing p, X(u/p) the dilatation of </ with respect to p, ¥ : X(4/p) — X the canonical morphism, )

a flat formal .7-scheme and f : Y — X an adic morphism ([1] 2.2.7) such that o/ Oy = pOy. Then there

exists a unique & -morphism f' Y — X(uz,p) such that f =po f'. If f is moreover a closed immersion,

then so is f'.

Proof. We can reduce to the case where X = Spf(A) is affine and then to the case where ) = Spf(B) is
affine and the morphism f is associated to an adic homomorphism « : A — B. We take again the notation
of By , we have (pB)® = (aB)?. The open ideals of finite type pB and aB are complete by ([8]
III §2.12 Cor 1 of Prop 16) and separated as submodules of B. We deduce that pB = aB by taking I'(9), —).
Since B is flat over W, the homomorphism u extends uniquely to an A-homomorphism Ay — B and then
to an adic A-homomorphism w : Eo — B by p-adic completion. We take for f’ the morphism induced by w
which is uniquely determined by f. The last assertion is clear.

Remark 3.7. Let X be a flat formal .#-scheme locally of finite type, &/ an open ideal of finite type of X
containing p, X(./p) the dilatation of & with respect to p, ¥ : X(4/,) — X the canonical morphism, 9) a
flat formal .’-scheme and f : ) — X an .-morphism. Let T" be the closed subscheme of X defined by .o
and Y =9); . Since p € o7, the following conditions are equivalent:

(1) ﬂﬁ@ = pﬁ@.
(ii) There exists a morphism g : Y — T which fits into a Cartesian diagram:
(3.7.1) Y — =9
|l
T—X

(iii) There exists a morphism g : Y — T which fits into a commutative diagram (3.7.1)).
3.8. Let A be a commutative ring such that pA = 0 and I an ideal of A. We denote by F4 the Frobenius
endomorphism of A and by I(®) the ideal of A generated by Fu ().

Let B be an adic ring such that pB is an ideal of definition of B and a an open ideal of B containing p.
We denote by a; the ideal a/pB of B/pB and by a* the open ideal W‘l(agp)) of B, where 7 : B — B/pB is
the canonical homomorphism. If a is furthermore of finite type and {ay, - ,a,} is a set of generators of a,
then af is of finite type and {p,a¥,--- ,al} is a set of generators of at.
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3.9. Let X be a scheme such that p@x = 0 and .# a quasi-coherent ideal of X. We denote by .#®) the
quasi-coherent ideal F%(.#)0x of X. When X = Spec(A) is affine and I = T'(X, .#), it is clear that we have

7@ = 1) ([3]).

Let X be an adic formal scheme such that p&x is an ideal of definition of X, &/ an open ideal of X
containing p and 7, : Oy, — Ox, (resp. 7 : Ox — Ox,) the canonical homomorphism for all integers n > 1.
We denote by 7 the quasi-coherent ideal o7 /pOx of X; and by /% the ideal ﬂ_l(%(p)) of 0%, which is
equal to the projective limit of the projective system (ﬂgl(%(p)))nzl. When X = Spf(A) is affine, there
exists an open ideal a of A such that &/ = a® ([1] 2.1.10). By construction, we have 7% = (a*)?. Hence, in
general, /% is an open ideal of X in the sense of ([1] 2.1.19). By if & is furthermore of finite type, so is
a7t
Proposition 3.10. Let X be a flat formal .7-scheme locally of finite type, o7 an open ideal of finite type of
X containing p, T the closed subscheme of X defined by </ and v : X(y1,,) — X the dilatation of ot with
respect to p . Let Q) be a flat formal #-scheme, Y =1 and f : Y — X an -morphism. Then the
following conditions are equivalent:

(i) There exists a morphism g : Y — T which fits into a commutative diagram

(3.10.1) Y —=9

)

T—Xx

(11) .Q/ﬁﬁ@ = pﬁg),

If furthermore the above conditions are satisfied, then there exists a unique morphism f' =) — X (ot /)
such that f = o f'.

Proof. Since g is uniquely determined by f, we can reduce to the case where X = Spf(A) is affine and
then to the case where ) = Spf(B) is affine and the morphism f is associated to an adic homomorphism
uw: A — B. There exists an open ideal of finite type a of A such that &/ = a®. Since p € a, a!B = pB if
and only if the pth power of any element of a/pB is zero in B/pB. The equivalence of (i) and (ii) follows
(3-2.2]). The second assertion follows form applied to 7.

Remark 3.11. Under the assumptions of 3.10, the dilatation X(./,) of & (resp. X(y1/p) of /%) with
respect to p is the same as the Higgs envelope Rg(X) (resp. Qg (X)) introduced in ([34] page 6).
Proposition 3.12. Let X be a flat formal .#-scheme locally of finite type, i : T — X1 an immersion (not
necessary closed). There exists a unique formal X-scheme X(r/p) (resp. x%T/p)) up to canonical isomorphisms
satisfying the following conditions:

(i) The canonical morphism (X(r/p))1 — X1 (resp. (.’{?T/p))l — (%?T/p))l — X1) factors through the
immersion T — X;.

(ii) Let ¢ be the canonical morphism X,y — X (resp. .’{%T/p) — X), QD a flat formal 7 -scheme,
Y =91 and f : Y — X an S-morphism. Suppose that there exists a k-morphism g :' Y — T (resp.
g:Y — T) which fits into the following diagram:

(3.12.1) VY ——=9 (resp. Y ——=9 )
R
T——X T——X

Then there exists a unique .-morphism f': ) — X1y (resp. f': Y — %?T/p)) such that f =1 o f'.

Proof. Tt suffices to prove the existence. The uniqueness follows from (i) and the universal property (ii).
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Let $1 be an open formal subscheme of X such that i(T) C 4 and that T — L is a closed immersion and,
let .27 be the open ideal of finite type associated to T — 4. We take X7/, (resp. %%T /p)) to be the dilatation
U(er /py (xesp. Ui p)). Then property (i) follows from and For any morphism f : ) — X as in (ii),
by , the morphism f factors through the open subscheme 4 of X. Then property (ii) follows from
B.6 and B.101
Proposition 3.13 ([34] 1.1.3). Let X, 9 be two flat formal .7-schemes locally of finite type, f : X — 2
an étale ./ -morphism ([I] 2.4.5). Suppose that there exist a k-scheme T and two immersions i : T — X1,
j:T — Y1 such that j = foi. Then f induces canonical isomorphisms of the formal schemes

~ Y
(3.13.1) X = Dams Xy = Dy

Proof. By the universal property (3.6), the composition X7,y — X — 2) induces a canonical -
morphism u : X(7/p) — Y (r/p)- We consider the commutative diagram

(3.13.2) Qrph —=T —= X

| |

Dy —9

Since f : X — %) is étale, the composition of top horizontal morphisms lifts uniquely to a 2)-morphism
9:Y(r/p) — X. By (3.13.2)) and the universal property, g induces an X-morphism v : 2 (rp,) — X(7/p). The
following diagram

(3.13.3) Drsp) ——= X(ryp) —= Dir/p)
~a o,
x—1 o9

is commutative. By the universal property, we deduce that u o v = id.
Let ¢ : X(7/p) — X be the canonical morphism. We consider the diagram

(3.13.4) X(r/p) —= D(z/p)
o0
/

where the lower triangle is commutative. Since ¢ and g1 factor through T', we have 1)1 = (g ou);. Since
f is étale and the square of commutes, there exists one and only one lifting of (X(7/,))1 — X1 to
a P-morphism X7/, — X. We deduce that ¢ = gowu, i.e. the diagram commutes. Then we have
1 ovou=1. By the universal property, we deduce that v o u = id. The first isomorphism follows.

The second isomorphism can be verified in the same way.

Lemma 3.14 ([34] 1.1.4). Let X, Q) be two flat formal #-schemes locally of finite type, f: X — ) a flat
S -morphism, T — 1 an immersion and S =T xq X. Then f induces canonical isomorphisms of formal
schemes

(3141) x(S/p) = SD(T/p) X .’{, }C?S/p) = Q‘jt(iT/p) X X.

Proof. By we can reduce to the case where T'— %) is a closed immersion. Let 7 (resp. %) be the
open ideal of finite type associated to the closed immersion 7" — 2) (resp. S — X). Put 3 = 9 (/) X9 X. By
the universal property, the morphism f induces a 2)-morphism X /) — 9 (2/p) and then an X-morphism
u: X(ﬂ/p) — 3
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Since f is flat, 3 is flat over .. We have &/ 03 = %03 = p05. By the universal property, we deduce
an X-morphism v : 3 — X(4/p). Since u,v are X-morphisms, we deduce that v ov = id and v o u = id by
the universal property as in the proof of [3.13]

The second isomorphism can be verified in the same way.

4. Hopf algebras and groupoids

4.1. Let (7, A) be a ringed topos. For any A-bimodules (resp. A-bialgebras) M and N of 7, M ®4 N
denotes the tensor product of the right A-module M and the left A-module N, and we regard M ® 4 N as
an A-bimodule (resp. A-bialgebra) through the left A-action on M and the right A-action on N.

Definition 4.2 ([4] II 1.1.2 and [34] 1.2.1). Let (.7, A) be a ringed topos. A Hopf A-algebra is the data of
an A-bialgebra B and three ring homomorphisms

(4.2.1) 0 : B — B ®j B (comultiplication), 7 : B — A (counit), o:B — B (antipode)
satisfying the following conditions.

(a) 0 and 7 are A-bilinear and the following diagrams are commutative:

1 4

(4.2.2) B B®aB B B®sB
| fous o] |
0 0®idp 8 m-idp
idp ®6 idg -7
B4 B——=B®4B®y4 B B®a B B

(b) o is a homomorphism of A-algebras for the left (resp. right) A-action on the source and the right
(resp. left) A-action on the target, and satisfies 0? = idg, mo o = 7.
(¢) The following diagrams are commutative:

(4.2.3) B—" A B—" A
6l ld1 5\L \Ldz
Bo,B 2L p Bo,B2Y% B

where d; (resp. ds) is the structural homomorphism of the left (resp. right) A-algebra B.

Such a data is also called an affine groupoid of (.7, A) by Berthelot ([4] II 1.1.2).
Definition 4.3 ([4] II 1.1.6). Let f : (', A") — (7, A) be a morphism of ringed topoi, (B,dp,0p,7p)
a Hopf A-algebra and (B',dp/,0p/,mp/) a Hopf A’-algebra. We say that an A-bilinear homomorphism
B — f.(B') is a homomorphism of Hopf algebras if the following diagrams are commutative:

0B TB oB

f*(B/) f*(éB/)f*(B/ ®A’ B/) f*(B/)f*(ﬂ'B’)f*(A/) f*(B/>f*(UB’)f*(BI)

where the right vertical map of the first diagram is the composition B ®4 B — f.(B’) ®y,(a f«(B') —
[«(B"®a B').

4.4. Let (J,A) be a ringed topos, M and N two A-bimodules. We denote by J#omy(M,N) (resp.
Homy, (M, N)) the sheaf of A-linear homomorphisms from the left A-module M to the left (resp. right)
A-module N. We put MY = S#omy (M, A). The actions of A on M induces a natural A-bimodule structure
on MY. There exists a canonical A-bilinear morphism

(4.4.1) MY @4 NY = (M®aN)Y

which sends ¢ ® 1 to 6 defined by 8(m @ n) = p(mi(n)) for all local sections m of M and n of N.
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Let E, F be two A-modules, we have a canonical morphism

(4.4.2) a: Homy(E,F@a M) — Homy(MY @4 E,F)
defined, for every local sections 6 of SZom,.(E, F ®4 M), ¢ of MY and e of E by
(4.4.3) a(0)(p®e) = (id @) (6(e)).

4.5. Let B be a Hopf A-algebra. By (4.4.1)), we obtain a morphism

(4.5.1) BY x BY = (Boa B)Y 25 BY.

Letting  : B — A be the unit element, the above morphism induces a non-commutative ring structure on B".
Indeed, the associative law can be verified from the first diagram of (4.2.2)). We verify that a-1 =1-a = a for
all a € BY by the second diagram of (4.2.2). The homomorphism 7 : B — A induces a ring homomorphism
i: A=AV — BY. In this way, we regard BY as a non commutative A-algebra. Using the second diagram
of (4.2.2)), one verifies that the left (resp. right) action of A on BY via i is equal to the left (resp. right)
A-module structure of BY defined in [£.4]

A homomorphism of Hopf A-algebras ¢ : B — C induces homomorphism of A-algebras ¢¥ : CV — BY.
4.6. Let f: (J',A") = (7, A) be a morphism of ringed topoi, (B,dp,op,75) a Hopf A-algebra. Suppose
that the left and the right A-algebra structures on B are equal. Then (f*(B), f*(05), f*(75), f*(0B)) form
a Hopf A’-algebra.

Let (B',ép/,0p/,7p') be a Hopf A’-algebra and u : B — f,(B’) a homomorphism of Hopf algebras (4.3).
By adjunction, we obtain homomorphisms of A’-algebras
(4.6.1) u*: f*(B) = B, u: f*(B)®a f*(B) » B @4 B’
for the left A’-algebra structures on the targets. Then the diagrams

f*(éB)
- T s

(4.6.2) f*(B) f*(B) ®ar f*(B) ffB)———4A
| F
B’ dpr B S B B’ -2 A’

are commutative. The restriction of 4 on f~'(B ®4 B) is given by u?|;-1(p). In view of and (4.6.2),
the homomorphism uf induces a homomorphism of A’-algebras (u#)Y : (B')Y — (f*(B))V.

4.7. Let X be an adic formal .%-scheme. For any integer r > 1, let X" ! be the fiber product of (r+1)-copies
of X over .. We consider X as an adic formal (X"*1)-scheme by the diagonal immersion A(r) : X — X"+1.

We denote by 7 : X2 — X? the morphism which exchanges the factors of X2, by p; : X2 — X (i = 1,2)
the canonical projections and by p;; : X% — X? (1 <i < j < 3) be the projection whose composition with
p1 (resp. po) is the projection X3 — X on the i-th (resp. j-th) factor.

For any formal X2-schemes 9) and 3, 2) xx 3 denotes the product of 9) — X2 22 ¥ and 3 — x2 25 X,
and we regard 9) X 3 as a formal X2-scheme by the projection 9) xx 3 — X2 xy X2 = ¥3 22, x2,
Definition 4.8. Let X be an adic formal .#-scheme. A formal X-groupoid over . is the data of an adic
formal X2-scheme & and three adic .#-morphisms

(4.8.1) a:BxxB -6, 1:X—-6 n:6-6

satisfying the following conditions.
(i) o and ¢ are X2-morphisms and the following diagrams are commutative:

id X« vxid

(482) QSX:{QﬁXg@H@X;{@ ®—>Q§X;{Q5

dl l dl \ l

Bxy B —2 & Bxy B —2 6
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(ii) The morphism 7 is compatible with 7 : X2 — X2 and we have 72 = idg, not = ..
(iii) Let g1 (resp. g2) be the projection & — X induced by p; (resp. p2). The following diagrams are
commutative:

q1 q2

(4.8.3) & —X 6 —X
idxnl lb nxidl ll,
Q5X:{Q5*a>6 ij:{@*a)@

(iv) The morphism of the underlying topological spaces |&| — |X?| factors through A : |X| — |X2|.
Let @ : B,a; — X,ar be the morphism of topoi induced by &,,, — X2, and its factorization through A.
Then we have w,(0s) = (1.(0s) = ¢2.(Cs). In this way, we regard O as an Ox-bialgebra of X,,,. Then,
the formal X-groupoid structure on & induces a formal Hopf Ox-algebra structure on Og, that is for every

n > 1, a Hopf O -algebra structure on O, which are compatible.

Definition 4.9. Let X,9) be two adic formal .#-schemes, f : Q) — X an .“-morphism, (&, as,ts,ns) a
formal X-groupoid and (), o, L, 75) a formal )-groupoid. We say that an X2-morphism ¢ :  — & is a
morphism of formal groupoids above f if the following diagrams are commutative:

H Xy H—2>§ D) R 555
NN
Bxe® 2o f L &6

A morphism of formal groupoids ¢ : § — & induces a homomorphism of formal Hopf algebras &y —
f«(Og), that is for every n > 1, Og, — f.(Os, ) is a homomorphism of Hopf algebras.

4.10. In the following of this section, X denotes a smooth formal .-scheme ([I] 2.4.5). We put X = ¥; (2.5).
For any integer r > 1, let X"*! be the fiber product of (r+1)-copies of X over .#. We denote by Rx(r) (resp.
Qx(r)) the dilatation (X"*1)(x/p) (resp. (%Hl)?x/p)) with respect to the diagonal immersion X — X"*1
(3.12). By i), the canonical morphisms (Rx(r)); — X" and (Qx(r))1 — (Qx(r))1 — X"t factor
through the diagonal immersion X — X" +1.
To simplify the notation, we put Rx = Rx(1), Qx = Qx(1), Rx = Or, and Qx = Og..

Proposition 4.11 ([34] 1.2.5 and 1.2.6). Let r,r’ be two integers > 1. There exists canonical isomorphisms
(4.11.1) Rx(r) xx Rx(7") = Rx(r +1'), Qx(r) xx Qx(r") = Qx(r +71),

where the projections Rx(r) — X and Qx(r) — X (resp. Rx(r') — X and Qx(r') — X) are induced by the
projection X"t1 — X on the last factor (resp. X7 5 X on the first factor).

Proof. By we have a commutative diagram
(Rx(r))1 xx (Rx(r'))1 — Rx(r) xx Rx(r')

| |

X xr+1 X x %T/—i-l
By the universality of Rx(r + ') (3.12)), we obtain an (X" *1)-morphism
(4.11.2) ¢ : Rx(r) Xz Rx(r") = Rx(r+1").

On the other hand, by the universal property of Rx(r) and Rx(r’), the projection X'+l xr+ op
the first (r+1)-factors (resp. X"+ +1 — X7'+1 on the last (r’ + 1)-factors) induces a morphism Ry (r+7') —
Rx(r) (vesp. Rx(r +7') — Rx(r')) and hence an (X"*" *1)-morphism

(4.11.3) ¥ : Rx(r+71") = Rx(r) xx Rx(r').
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The composition Rx(r +r') Y Ry (r) xx Rx (") & Rx(r +71') — X"+"'+1 is the canonical morphism
Rx(r+7r') — X7t +1 By the universal property of Rx(r+1'), we have p o = id. Let ¢; (resp. ¢2) denote
the projection on the first (resp. second) factor of Rx(r) xx Rx(r"). We consider the commutative diagram

(4.11.4) Rx(r) xx Rx(r') ——= Rx(r +1") LN Rx(r) xx Rx(r")

X Rx(r)

\ |

errl

By the universal property of Rx(r), we see that ¢; o9 o ¢ is equal to ¢;. Similarly, we verify that gz 0o o ¢
is equal to gs. Hence, we have ¥ o ¢ = id.
Since X is reduced, we have X = X. We have a canonical morphism (Qx(r))1 Xx (Qx(r"))1 —

(Qx(r)1 xx (Qx ()1 (2.3.1) and the following commutative diagram
(Qx(r)1 xx (@x(r))1 — (Qx(r))1 xx (@x(r)1 —— Qx(r) xx Qx(r')

| |

’
X :{r—i—l X3 xr +1

By the universal property of Qx(r + ') (3.12)), we obtain an (.’{’*T/“)—morphism
(4.11.5) Qx(r) xx Qx(r') = Qx(r + 7).

By repeating the proof for Rx(r + '), we verify that the above morphism is an isomorphism.
Proposition 4.12. The formal X2-scheme Rx (resp. Qx) has a natural formal X-groupoid structure.

Proof. We follow the proof of ([34] 1.2.7) where the author proves the analogues results for the X?-
schemes Rx 1 and Qx 1. By the morphism of the underlying topological spaces |Rx| — |X?| (resp.
|Qx| — |X?|) factors through the diagonal immersion |X| — |X2|. We consider the following commutative

diagram :
(4.12.1) (Rx(2))1“— Rx(2)

l

x3
o
X—=X2
By the universal property of Rx , we deduce an adic X2-morphism
(4.12.2) o : Rx(2) = Rx.
We identify Rx(2) (resp. Rx(3)) and Rx Xx Rx (resp. Rx Xx Rx Xx Rx) by The diagrams

id Xagr aR aprXxid aR
Rx xx Rx Xx Rx — Rx Xx Rx —= Rx  Rx Xx Rx xx Rx —— Rx xx Rx — Rx

A _

xg P13 %2 x4 P134 x3 %2

P124

}:4




4. HOPF ALGEBRAS AND GROUPOIDS 131

are commutative and the compositions of the lower horizontal arrows coincide. By the universal property of
Ry, we deduce that agr o (id xar) = ag o (ar x id).
For any integer r > 1, we consider the following commutative diagram:

(4.12.3) X
/ iA(r)
X o xrtl
By the universal property of Rx(r), we deduce a X" *!-morphism
(4.12.4) tr(r) : X — Rx(r).
In view of since X — X"*! is an immersion, tg(r) is a closed immersion. When r = 1, the diagrams

idXLR aR LRXid aR
R;{HR;{X;{R;{HR% RxHR;{X;{R;{HRx

A R N A S

x2 (p1,p2,p2) x3 P13 x2 X2 (p1,p1,p2) %3 P13 x2

are commutative and the compositions of the lower horizontal arrows are equal to idy2. By the universal
property of Rx, we deduce that ag o (id xXtg) = ago (g x id) = id.
We consider the following commutative diagram (4.7)):

(4.12.5) Rx1“—— Rx
xQ
X —— X2

By the universal property of Rx, we deduce an adic morphism
(4126) R : Ry — Rx.

Since To A = A, we deduce that ng oitr = tg by the universal property of Rx. By construction, ng satisfies
the condition ii). The diagrams

(4.12.7) RXM;R% Xx Rx OCHRR% Rx L%¢>Rx
:{ig (p1,p2,p1) %llg P13 xig :*\L p1 i A xlg

are commutative and the compositions of the lower horizontal arrows coincide. By the universal property of

Rx, we deduce that ag o (id Xngr) = tg 0 q1. We prove the equality ag o (ng X id) = tg 0 g2 in the same way.
The proposition for Qx can be verified in exactly the same way using [£.10] and

4.13. We put 9 = Spf(W{T},---,Ty}) and we present local descriptions for Ry and Qg . Put

& =10T; —T;®1 € Oy:. The ideal &7, associated to the diagonal closed immersion 9); — 2)?, is generated

by p,&1,82,- -+ ,&q. Hence, we have an isomorphism of 0y):-algebras

{é ) @}_ﬁw{xlw',zd} ~

(4.13.1) O

.. = — Ry .
p’ Tp (& — pxi)i<i<d Y
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By the ideal 7% is generated by p, ?,--- & and we have an isomorphism of Oy2-algebras (3.5.3)

& & Oy2{x1, -+ ,2q} ~
4.13.2 Ogy2q 2=, 2% ¢ = BN .
( ) Y {P p } (ff —pl‘z‘)lgigd Q@

Lemma 4.14. Let d be the relative dimension of X over &/ and &dx the d-dimensional affine space. Assume
that there exists an étale ./-morphism f : X — 9 = Spf(W{T,--- ,T4}). Considering Rx as a formal
X-scheme via the morphism q1 : Rx — X (resp. q2: Rx — X), then f induces an isomorphism over X:

(4.14.1) A: Ry =5 AL,

such that Aoitg : X — 1&‘315 is the closed immersion associated to the zero section of &dae

Proof. We follow the proof of ([34] 1.1.8) and we first prove the assertions for ). Observe that ¢; and
go are affine. For any 1 < i < d, we have 1 @ T; = p(%) +T; ® 1 in Ry. By (4.13.1), we deduce the
isomorphisms
(4.14.2) Oplai,- -, za} = q1(Ry), Op{1,- w4} = ga(Ry)
where x; is sent to % in both cases. The isomorphisms (4.14.1f) for ) follows. We put ¥ = ); and we

consider the following commutative diagram

(4.14.3) x?

where the square is Cartesian. By and we deduce an isomorphism
(4144) Ry = RQJ X9)2 (35 X 7 YAD) = Rm Xq1,9 X.

Considering Rx as a formal X-scheme via ¢, the isomorphism (4.14.1)) follows from that of Ry). The another
isomorphism can be verified in the same way. In view of the construction of 1z (4.12.4), the composition
Ao tp corresponds to the zero section.

Corollary 4.15. Keep assumptions of and consider % ’s as sections of Rx. We have the following
isomorphisms of Ox-algebras

(4.15.1) Ox{z1,--+ 24} = q1.(Rx), Ox{x1,-++ 24} = q2+(Rx)
where x; is sent to % in both cases.
4.16. We put 9 = Spf(W{Ty,--- ,T4}). By (4.13.2)), we have following isomorphisms
Vi N o, Yle e N
(4.16.1) o{z1, -, Tas Y1, L Ya) 4 410(Qy), vi{z1, T, Y1 Yd} = 42, (Qy)

(y7 — pri)i<i<d (yf — p;)1<i<d

p
where x; is sent to % and y; is sent to &; in both cases.
Assume that there exists an étale #-morphism f : X — ) = Spf(W{T1, - ,Tq}). We consider the &;’s

and %’s as sections of Qx. By |[3.13][3.14] and (4.14.3)), we deduce the following isomorphisms

ﬁx{x17”'7l‘day1)"'ayd} ~ ﬁx{x17”'7md?y17"'7yd} ~
4.16.2 = q1+(Qx), — q24(Q
( ) (yf - Pffi)lgigd 1*( x) (yf - Pl’i)1§i§d 2*( x)

p
where z; is sent to %' and y; is sent to &; in both cases.
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4.17. Let n be an integer > 1. We describe the Hopf algebra structure of Rx , and Qx ,, in terms of a system
of local coordinates. Keep the assumption and notation of The homomorphism Ox2 — Ox2 Qe Ox2
induced by p13 : X% — X2 sends &; to 1®&;+&;®1. The homomorphism Ox2 — Ox:2 induced by 7 : i
sends & to —&;. In view of the proof of we have following descriptions:

§:Ran = Ran®oy, Ren L 10%+5%0l
(4.17.1) o R — R R

T Rxp — Ox, %HO

0:Qx,n — Qxn Q6x, Qxn &G—10§+ER1L

& & p=1 (p=1)! ¢j o ep—i | EF
(4.17.2) > 183 +§:j:1 j!(p;j)!fi(g)gi +5 el
o 0:Qxn = Qxn & — —&is % > ‘(_fai)
T Qxn = Ox, & — 0, %HO

5. Connections and stratifications

5.1. Let S be a scheme, X a smooth S-scheme, M an &x-module and A € I'(S, Og). A A-connection on M
relative to S is an @g-linear morphism ([2.7))

(5.1.1) V:iM = M®g, /g
such that for every local sections f of Ox and e of M, we have
(5.1.2) V(fe) =Xe®d(f)+ fV(e).

We will simply call V a A-connection on M when there is no risk of confusion. For any ¢ > 0, the morphism
V extends to a unique Og-linear morphism

(5.1.3) Ve M®oy Q% g = M ©oy Qg

such that for every local sections w of Q9% /s and e of M, we have
(5.1.4) Vi(le®@w) =Xe®d(w) + V(e) Aw.

The composition V1 o V is Ox-linear. We say that V is integrable if V1 oV = 0.

Let (M,V) and (M’, V') be two €x-modules with A-connection. A morphism from (M, V) to (M’', V')
is an Ox-linear morphism w : M — M’ such that (id®u) oV =V’ ou.

Classically, 1-connections are called connections and integrable 0-connections are called Higgs fields. A
Higgs module is an Ox-module equipped with a Higgs field.

We denote by MIC(X/S) (resp. A-MIC(X/S), resp. HIG(X/S)) the category of &x-modules with
integrable connection (resp. A-connection, resp. Higgs field) relative to S.

Let (M, V) be an object of A-MIC(X/S). We deduce that V441 0 V, = 0 for all ¢ > 0. Then we can
associate to (M, V) a A-de Rham complez:

(5.1.5) MY M®o, Vs 25 M@y Wg 25

Classically, 0-de Rham complexes are called Dolbeault complexes in (|[35] p. 24, [2] 1.2.3) or Higgs complezes
in ([33] p. 2).

5.2. Let d,n be integers > 1, S a (Z/p"Z)-scheme, f : X — A% = Spec(Os[T},--- ,T,]) an étale S-
morphism. For any 1 < i < d, we denote by ¢; the image of T; in Ox. Let m be an integer > 0 and

(M,V) an Ox-module with integrable p™-connection relative to S. There are @g-linear endomorphisms
Vo,, -+ ,Va, of M such that for every local section e of M, we have

d
(5.2.1) V(e) =Y Va,(e) ® dt.
=1
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Since V is integrable, we have Vg, o Vg, = Vjy, 0 Vp, for all 1 < 4,5 < d. Therefore, for every multi-index
I= (i1, ,iq) € N, the endomorphism Vyr = [[7_;(Va,)" is well-defined.

Following ([5] 4.10, [36] Definition 1.5), we say that (M, V) is quasi-nilpotent with respect to f if, for
any open subscheme U of X and any section e € M(U), there exists a Zariski covering {U; — U}, ey and a
family of integers {N;};c such that Vi (e|y,) =0 for all j € J and I € N? with [I| > N;.

If f: X — A% is another étale S-morphism, (M, V) is quasi-nilpotent with respect to f if and only if it

is quasi-nilpotent with respect to f’ ([5] 4.13, [36] Lemma 1.6). Note that the previous result requires that
pn ﬁs =0.
Definition 5.3 ([5] 4.13; [36] Definition 1.8). Let n be an integer > 1, S a (Z/p™Z)-scheme, X a smooth
S-scheme and (M,V) an Ox-module with integrable p™-connection relative to S. We say that (M, V)
is quasi-nilpotent if for any point x of X, there exists a Zariski neighborhood U of z in X and an étale
S-morphism f: U — A‘é such that (M, V)|y is quasi-nilpotent with respect to f .

We denote by MIC™(X/S) (resp. A- MIC™(X/S)) the full subcategory of MIC(X/S) (resp. A-MIC(X/S))
consisting of the quasi-nilpotent objects.

5.4. Let m,n be two integers > 0, S,T two (Z/p"Z)-schemes, X (resp. Y) a smooth S-scheme (resp.
T-scheme). Suppose that there exists a commutative diagram

(5.4.1) xX—2sy

L,

S—hoT

Let (M,V) be an object of p™-MIC(Y/T). Taking the inverse image by g of V, we obtain an Og-
morphism

(5.4.2) g (M) = g*(M) @y g* (/1)

By composing the canonical morphism g*(Q%, /T) — Qﬁ( /g0 We obtain an Og-linear morphism
(5.4.3) (9,0)" (V) : g" (M) = g" (M) ®oy Vx5

For any local section m of M and x of Ox, we have

(5.4.4) (9, 1) (V) (wg"(m)) = 2g"(V(m)) + p™g"(m) © da.

Then we see that (g,h)*(V) is an integrable p™-connection on ¢g*(M). Hence we have an inverse image
functor (cf. [21] 1.1.4, [36] page 6)

(5.4.5) (g,h)* : p™-MIC(Y/T) — p™- MIC(X/S).

By ([36] Prop 1.9), it sends quasi-nilpotent objects to quasi-nilpotent objects.
Definition 5.5 ([34] 1.2.2). Let (7, A) be a ringed topos, (B, d,m,0) a Hopf A-algebra (4.2) and M an
A-module. A B-stratification on M is a B-linear isomorphism € : B ®4 M — M ®4 B (4.1)) such that:

(i) 7*(e) = idps.

(ii) (cocycle condition) The following diagram is commutative:

5
(5.5.1) B®RsB®os M © M®sB®4B

B®a M®sB
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Given two A-modules with B-stratification (M7, e1) and (Ma,e2), a morphism from (M, 1) to (Ma,e2)
is an A-linear morphism f : M; — M, compatible with e; and e5. The A-module M; ® 4 M5 has a canonical
B-stratification

€1®id My, iday ®e2

(5.5.2) B®a M @4 My —— M1 @4 B®a Ms My @4 My ®a B.

The above stratification on the tensor product makes the category of A-modules with B-stratification into
a tensor category.

Let n be an integer > 1, X an adic formal .”-scheme, M an Ox -module and & a formal X-groupoid
over . (4.8). We call abusively O -stratification on M instead of Oy, -stratification on M .

Remark 5.6. Keep the notation of If a B-linear morphism € : B ®4 M — M ®4 B satisfies the
conditions (i) and (ii) of then ¢ is an isomorphism. Indeed, by [£.2[c), we have

(561) (ldB ®0’)*(5*(E)) = dT(TF*(E» = d?(ldM) =idyesB -
Moreover, we verify that
(5.6.2) (idp ®0)*(idp ®e) = o*(e), (idp®0)* (e ®idp) = e.

By the condition (ii) of 5.5 we deduce that & o 0*(¢) = idygp. Symmetrically, we have 0*(g) o e = idpgm.
Then the assertion follows.
Lemma 5.7 (|[34] 1.2.4). Let (7, A) be a ringed topos, B a Hopf A-algebra and M an A-module. A B-
stratification on M is equivalent to an A-linear morphism 6 : M — M ® 4 B for the right A-action on the
target satisfying the following conditions:

(i) The composition (idp @m) 00 : M — M ®4 B — M is the identity morphism.

(ii) The following diagram is commutative

(5.7.1) M—" s Mo,B

G\L \L@@idB
idy ®9

M®@aB—M®yuB®sB

Proof. Given a stratification € on M, we define 6 for every local section m of M by 6(m) = (1 ® m).
The conditions (i) and (ii) follow from the corresponding conditions of e. Conversely, given a morphism 6
as in the lemma, we define a B-linear morphism ¢ : B®@4 M — M ® 4 B by extension of scalars. It is clear
that e satisfies the conditions (i) and (ii) of [5.5] By ¢ is an isomorphism.

Remark 5.8. Keep the notation of In view of the homomorphism 6 : B — B ®4 B induces a
B-stratification on the right A-module B.

5.9. Let 6 : M — M®4 B be an A-linear morphism satisfying the conditions of[f.7jand a(#) : BY®4 M — M
the associated A-linear morphism (4.4.2)). In view of the condition (i) of 5.7 «/(6) sends 1 ® m to m for any
local section m of M. Moreover, using the condition (ii) of one verifies that the morphism «(f) makes
M into a left BY-module (cf. [34] Proof of 1.2.9 page 18 for details).

5.10. Let f : (7',A") — (,A) be a morphism of ringed topoi, B a Hopf A-algebra and B’ a Hopf
A’-algebra. A homomorphism of Hopf algebras B — f.(B’) (4.3) induces a functor (5.5) (cf. [4] II 1.2.5):

(5.10.1) { A-modules } { A’-modules }
o with B-stratification with B’-stratification
(M,E) — (f*(M)7f_1(€) ®f*1(B) B/)
5.11. For a commutative ring A, we denote by A(zy,---,z4) the PD polynomial ring in d variables ([4] I

1.5). If A is an adic ring such that pA is an ideal of the definition, we denote by A{xy, -, x4) the p-adic
completion of the PD polynomial algebra A{xy,- -, z4).
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5.12. In the following of this section, X denotes a smooth formal .#’-scheme. For any integer n > 1, we
equip (W,,,pW,,) with the canonical PD-structure ~,.

Let 7,n be integers > 1. We denote by X! the product of (r + 1)-copies of X,, over .%, and by
Py, (r) the PD-envelope of the diagonal immersion X,, — X"™! compatible with the PD-structure =, (4]
I 4.3.1). By extension of scalars ([5] 3.20.8, [4] I 2.8.2), we have a canonical PD-isomorphism Px, (1) X &,
Fm = Px, (r) for all integers 1 < m < n. The inductive limit Px(r) of the inductive system (Px, (1))n>1
is an adic affine formal (X"™!)-scheme ([1] 2.3.10). We drop (r) from the notation when r = 1.

5.13. Let n be an integer > 1. Assume that there exists an étale .-morphism X — 1&“} = Spf(W{Ty,---
,Ta}) and we set t; the image of T; in €%, for all 1 < i < d. We note &; the section 1 ®¢; —t; ® 1 of Ox:2
and also its image in Op, . We have canonical PD-isomorphisms for the left and the right O, -algebras
structure of Op, () ([4] I 4.4.1 and 4.5.3) (5.11)):

(5.13.1) Ox, (x1, - ,x4) = q1:(Opy, ), Ox, (w1, - ,24) = q2:(Opy,)
where ¢1,¢q2 : Px, — X, are the canonical morphisms and x; is sent to §;. For any multi-index I =
(i1,--- ,iq) € N%, we put &Ml = H;.lzl 5][”] € Op, . If Jp, denotes the PD-ideal of Op, , then Jj[ﬁin is free
with a basis {¢U]| || > j} as a left (resp. right) @x,-module for any j > 1 ([5] A.3).

Then we deduce the following isomorphisms ([5.11])
(5.13.2) Ox{(x1, - ,2a) = q1:(Opy), Ox((z1,  ,xa) = q2:(Opy)

where ¢1, g2 : Px — X are the canonical morphisms and x; is sent to &;.
Hence, in general, the PD-scheme Py is flat over .#,. We deduce that Py is flat over .77 (12.6)).

5.14. For any integers n,r,r’ > 1, we have a canonical isomorphism of PD-schemes ([4] IT 1.3.4):

(5141) An Py, (’I’) xx, Px, (’I’/) = Py, (r + 7“/)

where the projection Py, (r) — X, (resp. Px,(r') — X,) is induced by the projection X! — X,, on the
last factor (resp. x;;’“ — X,, on the first factor). Moreover, the isomorphisms A, and A, are compatible for
all integers 1 < m < n (see [4] IT 1.3.5). We deduce a canonical isomorphism of formal (£7+"'+1)-schemes
(5.14.2) Px(r) xx Px(r') = Px(r+1').

Proposition 5.15. The formal X2-scheme Px has a natural formal X-groupoid structure.

Proof. For any r > 1, the diagonal immersion A(r) : X — X"! induces a canonical (X" *!)-morphism
(5.15.1) tp(r) : X — Px(r).

Let J be the PD-ideal of Op, () associated to the closed immersion X1 — Pk, (r). For any local section x
of J, we have P = plalPl = 0. Hence, we have a closed immersion Py, (r) < %; (2.3). Since ¥; is reduced,
the composition X1 — P, (r) — X1 is an isomorphism. We deduce an isomorphism:

(5.15.2) Py, (1) = %1

Hence the morphism of the underlying topological spaces |Px| — |X?| factors through A : |X| — |X?|. The
canonical morphism

(5.15.3) Py (2) — X3 222 x2

is compatible with ¢p(2) and A. By the universal property of (Px,)n>1, we deduce an X2-morphism
(5.15.4) ap: Px(2) — Px.

Similary, by the universal property of (Px, )n>1, the composition Py — X? 5 x2 induces a morphism
(5.15.5) np : Px — Px.
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By the universal property of (Px, )n>1, we verify that (ap,tp,np) defines a formal X-groupoid structure

on Py (cf. the proof of |4.12)).

To simplify the notations, we put Px = €p, considered as a formal Hopf Ox-algebra by (4.8} [5.15]).

Proposition 5.16 ([5] 4.12). Let n be an integer > 1. There is a canonical equivalence of categories between
the category of Ox, -modules with Px-stratification and the category MICY (X,,/7,) (5.3)).

We recall the description of this equivalence in the local case (cf. [5] 4.12). Suppose that there exists
an étale .#,-morphism X, — A% = Spec(W,[T1, -+ ,T,]). We take again the notation of and
Let (M,V) be an Ox -modules with quasi-nilpotent integrable connection. The associated stratification
£:Px ®oy M = M ®¢, Px is defined, for every local section m of M by

(5.16.1) el@m) =Y Var(m)® el
IeNd
where the right hand side is a locally finite sum since V is quasi-nilpotent.
Proposition 5.17. Let Qx be the formal X-groupoid defined in [4.12| We have a canonical morphism of
formal X-groupoids (5.15|)
Proof. Note that the canonical isomorphism Py = X (5.15.2) fits into a commutative diagram

(5.17.2) Px — Px

|,

X2 x2

By the universal property of Qx (3.12]), we deduce a canonical X2-morphism X : Px — Qx . We denote by
(ap,tp,mp) (resp. (ag,tg,ng)) the formal groupoid structure on Px (resp. Qx). The diagrams

(5.17.3) PxXxPxLQxxex%Qx Px xx Px —2> Py —2> Qx
xg 7%3 P13 x2 %3 P13 %2 xQ

are commutative and the compositions of the lower horizontal arrows coincide. By the universal property of
Qx, we deduce that ag o A2 = Ao ap. The composition X 2, Px — X2 is the diagonal immersion. By the
universal property of Qx, we deduce that A otp = 1. The following diagrams

(5.17.4) Py "o Pe 25 Qx Py —2=Qx —2Qx
%2;>x27%2 %27x2*7'>%2

are commutative and the compositions of the lower arrows coincide. By the universal property of Qx, we
deduce that A onp = ng o A. The proposition follows.

5.18. We take again the notation of for X. For any integers n,r > 1, we denote by Tk ,(r) the
PD-envelope of the closed immersion X,, < (Rx(r))n compatible with the PD-structure ~,. By
extension of scalars ([4] I 2.8.2), we have a canonical isomorphism of PD-schemes Tx (1) X &, rm — Tx,m(7)
for all integers 1 < m < n. The inductive limit T%(r) of the inductive system (T% ., (7))n>1 is an adic affine
formal Ry (r)-scheme. We denote by

(5.18.1) w(r) : Tx(r) = Rx(r)
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the canonical morphism. We set Tx = Tx(1) and w = w(1).

5.19. Let n,r,7" be integers > 1. We denote by J(g,(r)), the ideal of &g, (), associated to the closed
immersion X,, — (Rx(7)),, which induces an isomorphism on the underlying topological spaces. Via the

(X7 + 1) isomorphism
(Rx(r))n xx, (Rx(r'))n = (Rx(r +17)n,
the ideal J(gr,(r)), @6x, O(Rx(r)n T O(Rx () @6x, J(Rx()), cOrTesponds to Jigr, (r4ry),- In view of ([4]
IT 1.3.5), we deduce a canonical isomorphism of PD-schemes
(5.19.1) At Txn (1) Xx, Toen (1) = T (7 +17),

where the projections T ,,(r) — X, (resp. Tx (") — X,,) is induced by the projection X7 ™! — X,, on the
last factor (resp. X7 *1 — X, on the first factor). In view of the construction of (5.19.1)), the isomorphisms
Am and A, are compatibles for all integers 1 < m < n. We deduce a canonical isomorphism of formal
(X7 *1)-schemes

(5.19.2) Tx(r) xx Tx(r") = Tx(r +1").
Proposition 5.20. The formal X2-scheme Tx has a natural formal X-groupoid structure such that the
morphism w : Tx — Rx (5.18.1) is a morphism of formal X-groupoids (4.9} 4.12)).

Proof. Since the morphism of underlying topological spaces |Rx| — |X?| factors through A : |X| — |X?|,
the same holds for |Tx|. The X2-morphism tg(r) : X — Rx(r) ([4.12.4) induces a canonical X2-morphism

(5.20.1) tp(r) + X — Tx.

The composition of @w(2) and ag

(5.20.2) Tx(2) — Rx(2) — Rx

is compatible with ¢7(2) and tg. By the universal property of (Tx n)n>1, we deduce an X2-morphism
(5.20.3) ar : Te(2) — Tx

compatible with ar. We identify Tx(2) and Tx xx Tx (resp. Tx(3) and Tx xx Tx xx Tx) by The
diagrams

id X o « arp xid «
T:{XxTxXxTx;;TxXxTx*T>Tx T:{X:{TxXxTx%TxXxTx*T>Tx

b b

Rx xx Rx xx Rx =% Rx xx Rx — > Rx  Rx xx Rx xx Rx ““> Rx xx Rx — > Rx

are commutative and the compositions of the lower horizontal arrows coincide. By the universal property
of (Tx n)n>1, we deduce that ar o (id Xar) = ar o (ap x id). Since ng ot = tr (4.8(ii)), by the universal
property of (Tx n)n>1, the composition Tx — Rx RN Rx (4.12.6) induces a morphism
(5204) nr: Ty — Txk.

By the universal property of (Tx n)n>1, we verify that (ar,tp,nr) is a formal X-groupoid structure on
Tx (cf. the proof of |4.12). In view of the proof, the morphism w is clearly a morphism of formal groupoids.
5.21. To simplify the notation, we set Tx = Or, considered as a formal Hopf 0'x-algebra (4.8) and we present
a local description for it. Assume that there exists an étale .#-morphism X — A%, = Spf(W{Ty,--- ,Ty}).
We put & =1®T; —T; — 1 and we consider 5 as the section of Rx (4.13) and of Tx.

Let n be an integer > 1. By and the closed immersion X,, = Rx , of smooth .#,-schemes is
regular ([27] 17.12.1) and (%, -++, =) is a regular sequence which generates Jr, n (5.19). In view of ([4] I
4.5.1 and 4.5.2), we deduce the following isomorphisms:

(5.21.1) Ox,(x1,"+ ,Ta) — 1+ (O ,,) Ox,(x1,++ ,2q) — @02+(Or% ),



5. CONNECTIONS AND STRATIFICATIONS 139

where ¢1,¢2 : Tx,n — X,, are the canonical projections and z; is sent to % in both cases.

Then we deduce the following isomorphisms ([5.11])

(5.21.2) Oxzr,  xa) = q(Tx)  Ox(x1, - 2a) = q2.(Tx),

where g1, g2 : Tx — X are the canonical projections and x; is send to % in both cases. For any multi-index
. . d Eiis

I= (7/1;@27 e 7ld) € Nd7 we pUt (%)[1] = Hj:l(#)[lj] S 7?{

Proposition 5.22 ([36] Prop. 2.9). Letn be an integer > 1. There is a canonical equivalence of categories

between the category of Ox, -modules with Tx-stratification and the category p-MICY™(X,,/%) (5.3)).

We recall the description of this equivalence in the local case (cf. [36] Prop. 2.9). Suppose that there

exists an étale .-morphism X — 1&“} = Spf(W{T1,--- ,T4}). We take again the notation of and
Let (M, V) be an O, -modules with quasi-nilpotent integrable p-connection. The associated stratification
£:Tx ®p, M = M ®¢, Tx is defined, for every local section m of M by

1]
(5.22.1) e(l®m) = Z Vor(m) ® () .

where the right hand side is a locally finite sum since V is quasi-nilpotent.

Lemma 5.23. There exists a canonical morphism of formal X-groupoids
Proof. Recall (3.7) that we have a commutative diagram

Rx1—— Rx

|

X ——x2

Since Ry is flat over W, the ideal (p) of Or, has a canonical PD-structure. By the universal property of PD-
envelope, we deduce a canonical X2-morphism ¢ : Rx — Px. We denote by (ag,tr,nr) (resp. (ap,ip,np))
the formal groupoid structure on Ry (resp. Px). By the universal property of (Px n)n>1, we verify that ¢ is
a morphism of formal X-groupoids (cf. the proof of .

5.24. Let s : Px — Rx be the homomorphism of formal Hopf algebras induced by ¢. We present a local
description of s. Suppose that there exists an étale .-morphism X — &dy = Spf(W{Ty, - ,T4}) and we
put ¢; the image of 7; in Ox and & = 1®t; —t; ® 1 € Ox2. We take again the notation of .15 and In
view of the construction of ¢, for any multi-index I € N, we have

1]
(5.24.1) s(el) = pT!(g)I.

We denote by Jg (resp. Jp) the ideal sheaf of Rx (resp. Px) associated to the closed immersion tp
(resp. tp). Note that the p-adic valuation of I!is < 7, -, L‘pi,“ < |I]. By (5.24.1), we deduce that in general,

s is injective and s(Jp) C pJr. Then we have S(Jl[pi]) C p'J§ for any 1 < i < p— 1. By dividing by p’, we
obtain Ox-bilinear morphisms

(5.24.2) sl T o vo<i<p—1,

where s denotes the morphism s.
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6. Local constructions of Shiho

In this section, X denotes a smooth formal .“-scheme, X the special fiber of X, X' = X X » , . the base
change of X by o (2.1) and 7 : X’ — X the canonical projection.
6.1. Let n be an integer > 1. We assume that there exists an .%,41-morphism F, 11 : X341 — x;m
(2.5) whose reduction modulo p is the relative Frobenius morphism Fy/, of X (2.2) and we denote by
F, the reduction modulo p™ of Fj, 1. The morphism F,;; induces an (O, )-linear morphism dF, ; :
F:+1(le;l+1/yn,+l) — Q%Enﬂ/&’n“ whose image is contained in pQ%En“/YnH' It induces an O -linear
morphism
an+1

p

such that the following diagram commutes:

(6.1.1) (% s0) = Ok,

* 1 S 1
Fn+1(QZ{LL+1/‘Vn+1) an+1/(7)n+1
l i
. dFy41/p

6.2. Let M’ be an 0%, -module. We denote by ¢, the composition
(6.2.1) G Py, B0y, M) 5 FLQY, ) Bon, FL(M') = Ok @0, FL(M),

i.e., the composition of i1 @ id and the canonical isomorphism.

Let (M',V') be an Ox; -module with an integrable p-connection relative to ., . We construct a
W ,-linear morphism V : Ff(M') — Q;n/yn ®g, Fy(M') as follows. For any local sections f of 0%, and
e of M', we put

(6.2.2) V(fE(e)) = fCu(F5(V'(e)) + df ® (Fj;(e)).
We define V by additivity and we prove below that V is well-defined and is an integrable connection on
FX(M') relative to .7,.

Let f be a local section of 0%, ., f' = 7*(f) € ﬁx;ﬂ and e a local section of M’. There exists a local
section @ of 0%, , such that F;:H(f’) = fP 4+ pa. Then, we have %(Frf(df’)) = fP=Ldf + da, where f, f’

and a are the reductions modulo p™ of ]77 ]?’ and a. We deduce that

V(EF;(f'e)) = GF(f'V'(€)) + Cu(F (pdf' @ e))
= (fP +pa)Cu(E(V'(e) + p(fP~df + da) @ (F;(e)),
V((f* + pa)F;(e)),
which implies that V is well-defined.

It is clear that V is a connection. To verify the integrability of V, we can assume that X is affine and
that there exists an étale .#, 1 1-morphism %, — Adynﬂ = Spec(Wy1[Th, -+ ,T4)). For any 1 < i < d,
let t; be the image of T; in Ox, and tj = 7*(t;) € Ox; . There exists a section a; of Ox, such that
%(dt;) = tffldti + da; and a W,,-linear morphism #; : M’ — M’ such that for every local section e of
M’, we have V'(e) = Z?Zl dt; ® 0;(e). Then we have

d
(6.2.3) V(Fy(e)) = > (7 dt; + da;) ® F}(0;(e)).
i=1
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We deduce that
d

Vi(V(Ei@) = V(0 b+ das) @ F(0:(0)))

i=1

IS8

_ Z _(tf‘ldti + da;) NV (Fr(0:(e)))
d d

= =) > (a4 dai) A (57 dt + dag) @ Fr(0;(6:(e))).

i=1 j=1
Since V' is integrable, 6; 0 0; = 6; 0 0; for all 1 < 4,5 < d. We deduce that V is integrable.

Lemma 6.3. Let (M'’,0) be a Higgs module on X'/k (5.1)) and V the integrable connection on M =
F% (M) constructed in , If (M, 0) is quasi-nilpotent (5.3)), then so is (M, V).

Proof. The question being local, we can reduce to the case where there exists an étale .#-morphism X, —
Adyz = Spec(Wy[T1, -+ ,Ty]). We take again the notation of There exists Ox-linear endomorphism

0;: M’ — M’ for 1 <i < d such that for every local section e of M’, we have 6(e) = Zle 0;(e) ® dt}. We
set 0; the dual of dt;. By (6.2.3]), we have

(6:3.1) Vo (Fiue)) = 7 Fi (0 +ZZ?FX/k (©).

We denote by ¢ : M — M ®py F)"((Qﬁ(/k) the p-curvature associated to V ([21] 5.0). There exists
O'x-linear endomorphisms v; : M — M for 1 < i < d such that

d
(6.3.2) U= 1 ® Fx(dty).

i=1
Recall ([21] 5.2) that +; and ¢; commutes for 1 < 4,j < d. For any I = (i1, -+ ,iq) € N, we put
Yy = szl w;j and 0y = H] 1 GJJ. The pth iterate 81-(17) of 9; is zero ([21] 5.0). Then we have
(6.3.3) Vi = (Va,)".

By (6.3.1) and induction, one verifies that for any integer [ > 1, there exist elements {a; 1 € Ox }rene,1<|11<i
such that for every local section e of M’ we have
(6.3.4) (Vo) (Fxyn(e) = D anrFy ) (0i(e)).
1<|I|<i

Since the 1;’s are Ox-linear morphisms, if there exists an integer N such that 6;(e) = 0 for all |[I| > N, then
V1(Fy ) (e)) =0 for all [I| = N by (6.3.3) and (6-3-4). We deduce that V is quasi-nilpotent.

6.4. With the notation of [5.1] and [6.2] . Shiho constructed a functor (cf. [36] 2.5)
(6.4.1) ®,, : p-MIC(X], /) — MIC(X,/ ).
(M, V') = (Fy(M),V)

By the functor ®; sends quasi-nilpotent objects to quasi-nilpotent objects. Then by dévissage ([36]
Prop 1.13), the same holds for ®,,. It induces an equivalence of the categories ([36] Theorem 3.1):

(6.4.2) @, : pMIC™ (X!, /7)) =5 MIC™(X,,/.7).
Let (M', V') be an object of p-MIC(X!],/.#,,) and (M, V) = ®,,(M’,V'). In view of (6.2.2)), the adjunction
morphism of idy ® A® (dF;%) (6.1.1) induce a W-linear morphism of complexes ({5.1.5))



142 2. LIFTING THE CARTIER TRANSFORM OF OGUS-VOLOGODSKY MODULO p"

Indeed, for local coordinates t1,- - ,tq of X/, over .#,, any local section of M’ R0, Qge' /7, Can be written

as a sum of sections of the form m ® dt;; A --- Adt;,. Using (6.2.2), one verifies that (6.4.3) is a morphism
of complexes.

Remark 6.5. Given an Ox/-module M’ the Frobenius descent connection V an on F)*(/k(M') is defined for
every local sections m of M’ and f of Ox, by

(6.5.1) Vean(fFy/(m)) =m @ df.

It is integrable and of p-curvature zero. Cartier descent states that the functor M’ — (F% /k(M "), Vean)
induces an equivalence of categories between the category of quasi-coherent &'x,-modules and the full sub-
category of MIC?"(X/k) consisting of quasi-coherent objects whose p-curvature is zero ([21] 5.1). Considering
O'x-modules as Higgs modules with the zero Higgs field, by , we see that ®; is compatible with Cartier
descent.

6.6. Let (M',60) be a Higgs module on X’/k and ¢ an integer > 0. We suppose that (M, 6) is nilpotent of
level </, i.e. there exists an increasing filtration of M':
(6.6.1) 0=N)CN/C---CN,CNy =M

such that O(N]) C N{_, ®¢,, Q;,/k for 1 <i < ¢+ 1. Then the induced Higgs field on grly, (M’) is trivial.
We set (M,V) = ®1(M’,0) and N; = ®1(N/,0|N/) for 0 <i <+ 1. By (6.2.2)), we see that V induces
an integrable connection on each graded piece gr'y (M), with zero p-curvature.
We have a filtration on the de Rham complex M ®¢, 2%, (resp. the Dolbeault complex M'®¢,, Q% / %)
defined by:

N; ® ey Q;(/k (resp. N; ®e,., Q},/k).
Proposition 6.7. The morphism of complezes (6.4.3) induces for every i € [1,£ + 1] a quasi-isomorphism

(6.7.1) Ni®e, %k = Fx/ee(Ni @6y Qxp)-

Proof. Following ([32] 1.2), we first consider the case where £ = 0, i.e. 6 is the zero Higgs field. Then V
is the Frobenius descent connection on M = Fy ; (M'). When M' = O/, the morphism on the cohomology

induced by A (6.4.3)) is the Cartier isomorphism ([21I] 7.2)
(6.7.2) C;(}k D% T H (Fxyre (Q% /1))

Since Fy/;, induces an isomorphism on the underlying topological spaces, we have an isomorphism of com-
plexes

(6.7.3) M @6y, Fxpi( Q% /1) = Fx (M @6y QU 1).

Since Fix /i (Q% /k) is a complex of flat &x/-modules whose cohomology sheaves are also flat (6.7.2)), the
canonical morphism

(6.7.4) M' @, Uy = M @6, H (Fxjin(Q% 1) = H (M @0, Fx e Q1))

is an isomorphism. The assertion in the case £ = 0 follows.
We prove the general case by induction on i. The assertion for ¢ = 1 is already proved. If the assertion
is true for ¢ — 1, then the assertion for ¢ follows by dévissage from the induction hypothesis.

6.8. In the following of this section, we suppose that there exists an .#-morphism F : X — X’ which lifts
the relative Frobenius morphism Fx /i, of X. We take again the notation of Rx, Qx, Tx and Px (4.12)
5.15)

Proposition 6.9. The morphism F induces a morphism of formal groupoids above F (4.9)
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Proof. First, we show that there exists a morphism ¢ : Qx 1 — X’ which fits into a commutative diagram

(6.9.2) Qx1— Qx
g x2

|-

X/ A xl2
where the bottom map is induced by the diagonal immersion. The problem being local on X, we can assume
that there exists an étale .#-morphism X — A%, = Spf(W{T},---,Ty}). For any 1 < i < d, we put ¢; the
image of T; in Ox, t, =7*(t;)) € Ox, & =1t —t, @1 € Ox2 and & = 1@ t, —t, @ 1 € Ox2. Locally,
there is a section a; of Ox such that F*(t;) = t¥ + pa;. Then we have
(6.9.3) FPE) = 1ot —t?el+p(leoa —a;®1)
G+t —t'el+pl®a; —a; ®1)

p—1
&g+ (f) gt +pl©a; —a;©1).
Jj=1

Since & = p- (%) in Qx, the image of F2*(¢!) in Qx is contained in pQx. The existence of g follows. By the

universal property of Ry (3.12)), we deduce an X’>-morphism 1 : Qx — Rxs. Using the universal property
of Rx/, we verify that 1 is a morphism of formal groupoids above F' (cf. the proof of 5.17).

6.10. We denote the composition of ¢ : Qx — Ry and A : Py — Qx (b.17.1)) by
The morphism ¢ is a morphism of formal groupoids above F' (4.9)).

Lemma 6.11 ([36] Prop. 2.14). The morphism ¢ induces a morphism of formal groupoids above F
(6.11.1) p: Py — Ty

Proof. For any n > 1, by ¢ oup = F op (4.8(ii)) and the universal property of Ty, , bn
Px, — Ry, induces a PD-Ry/ ,-morphism ¢,, : Px, — T%/ . For any 1 < m < n, since ¢,, and ¢,, are
compatible, we see that ¢,, and ¢, are compatible. Hence we obtain a X’2-morphism ¢ : Py — Ty. It
follows from and the universal property of (T%’ ,)n>1 that ¢ is a morphism of formal groupoids above

6.12. We have a commutative diagram of formal groupoids

(6.12.1) Py —2 o~ Ty

A w
b
Qx
where ¢, ¢, are induced by F. By [5.10} we deduce a commutative diagram:

(6.12.2) { O -modules } L { Ox,-modules }
with Ry/-stratification with Qx-stratification

w;l J{A;

{ Ox: -modules } #n { 0%, -modules }
with 7x/-stratification with Px-stratification
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6.13. Let n be an integer > 1 and F), (resp. F,41) the reduction modulo p" (resp. p"*1) of F. In ([36]
Prop. 2.17), Shiho proves that, through the equivalences of categories and the functor

Ox: -modules } { Ox, -modules }
with 7x/-stratification with Px-stratification

(M,e) = (Fy(M),¢7"(e) ®p-1(75,) Px)-

coincides with the functor induced by Fj,11 (6.4.2)

(6.13.1) o {

O, : p-MIC™ (X /%) = MIC™ (X, /.50).

7. Oyama topoi

In this section, X denotes a k-scheme. If we use a gothic letter T to denote an adic formal .#’-scheme,
the corresponding roman letter T" will denote its special fiber T Qw k.

Definition 7.1 ([34] 1.3.1). We define the category &(X/.) (resp. &(X/.7)) as follows.

(i) An object of &(X/.7) is a triple (U, %, u) consisting of an open subscheme U of X, a flat formal
&-scheme ¥ and an affine k-morphism v : T — U.

(ii) An object of £(X/.¥) is a triple (U, T, u) consisting of an open subscheme U of X, a flat formal
.#-scheme ¥ and an affine k-morphism v : T — U, where T is the closed subscheme of T defined in
2.0l

(iii) Let (U1, %1,u1) and (Ug, T2, u2) be two objects of &(X/.7) (resp. &(X/)). A morphism from
(U1,%1,u1) to (Us, To, uz) consists of an .#-morphism [ : ¥; — Ty and an X-morphism ¢ : Uy — Us
such that g ou; = ug o fs (resp. g ouy = ug o fs), where fs is the reduction modulo p of f.

We denote an object (U, T, u) of & (resp. &) simply by (U, %), if there is no risk of confusion.

To simplify the notation, we drop (X/.%) in the notation &(X/.) (resp. £(X /%)) and we write simply
& (resp. &), if there is no risk of confusion. We put &’ = &(X'/.) (2.2)).
Lemma 7.2. Let f : Ty — Ty be an -morphism of flat formal & -schemes and fs : Ty — Ty its special
fiber.

(i) If fs is an isomorphism, then [ is an isomorphism.

(ii) If fs is flat, then the morphism %1, — To,, induced by f (2.5) is flat for all integer n > 1.

Proof. We can reduce to the case where T, = Spf(B), T2 = Spf(A) are affine ([1] 2.1.37) and f is induced
by an adic W-homomorphism » : A — B. For any integers n > 1, we put A, = A/p"A, B, = B/p"B,
gr(A) = p"A/p" Tt A and gr"(B) = p"B/p" T B. Since A and B are flat over W, the canonical morphism
of Bj-modules

(7.2.1) By @4, gr"(A) — gt"(B)

is an isomorphism.

(i) If v induces an isomorphism A; — B;, we deduce that u is an isomorphism by and ([8] III
§ 2.8 Cor. 3 to Théo. 1).

(i) If By is flat over A;, we deduce that B, is flat over A,, for all integer n > 1 by and the local
criteria of flatness ([8] III § 5.2 Théo. 1).

7.3. We say that a morphism (Uy, %1, u1) — (U2, T2, us) of & (resp. &) is flat if the special fiber T — T5
of the morphism ¥; — T5 is flat.

Let (U1, %1,u1) — (U, %, u) be a flat morphism and (Us, %2, u2) — (U, %, u) a morphism of & (resp. &).
Their fiber product is represented by the fiber products T15 = 1 X5 %o which is flat over . in view of ii)
and and Uy = Uy Xy Us endowed with the affine morphism 77 xp To — Uy Xy Us (resp. composite
morphism Ty x¢ Ty — T4 X7 Th — Uy xy Uz (2.3.1))) induced by ui, up and w.
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7.4. Let (U,%,u) be an object of &£. We have a commutative diagram

(7.4.1) U = TC T
fr/e
Fu/kl FT/k\L / lFT/k
(PR L T

where the vertical arrows denote the relative Frobenius morphlsms -, . It is clear that (U’, T, u o fr/p)
is an object of & ([7.1]). Moreover, the correspondence (U, T, u) T, u' o fry) is functorial. We denote
by p the functor defined as above:

(7.4.2) p:&— &, (U,%,u) = (U, T, o fr).

The functor p sends flat morphisms to flat morphisms and it commutes with the fibered product of a
flat morphism and a morphism of &. Indeed, by functoriality, if 73 — T and T — T are two morphisms
of k-schemes, the canonical morphism fr, x fr, : Ty xp To = Ti' xp Ty is equal to the composition
Ty xrTo = (T xr Th) — (Ty xp Ly) =Th x¢ T3
Definition 7.5. (i) We say that a morphism f : (U1, %1) — (Usz,T2) of & is Cartesian if the following
diagram is Cartesian

o

U1*>U2

(i) We say that a morphism f : (Uy,%T1) — (Us,T3) of & is Cartesian if p(f) is a Cartesian
morphism of &’.

If f:(Uy,%1) = (Ua, Ta) is a Cartesian morphism of & (resp. &), T; is an open subscheme of T5 and f
identifies ¥; with the open formal subscheme induced by %5 on 77 by i).

A Cartesian morphism is clearly flat . By and the base change of a Cartesian morphism of
& (resp. &) is Cartesian. The composition of Cartesian morphisms of & (resp. &) is clearly Cartesian.

7.6. Let (U,%,u) be an object of & (resp. &) and V an open subscheme of U. Note that the canonical
morphism T — T induces an isomorphism on the underlying topological spaces. We denote by ¥y the
restriction of T to the open subset u =1 (V) of the topological space |T|. If (U, T) is an object of &, we denote
by Ty the special fiber of Ty, i.e. the subscheme of T induced on u~!(V). Then, we have a canonical
isomorphism (Tv)" = T' x¢» V. Hence, we obtain an object (V,Ty) of & (resp. &) and a Cartesian
morphism (V,%y) — (U,%) of & (resp. &).

Let (U, %) be an object of &, (U, %) = p(U,T) and V an open subscheme of U. Since p takes Cartesian
morphisms to Cartesian morphisms, we have p(V, Ty ) = (V', Ty).

Any morphism (U3, %1) — (Us,T3) of & (resp. &) factors uniquely through the Cartesian morphism
(U1, (%2)v,) — (U2, %2). The category & (resp. &) is fibered over the category Zar,x of open subschemes
of X by the functor

(7.6.1) n:& — Zar,x (resp. & — Zar;x) (U, %)~ U,
7.7. Let (U, ) be an object of & (resp. &). By [7.6] we have a functor
(771) QUg) * Zar/U - & (resp. ﬁ) Vi (V, {sv)

Let f: (U1,%1) — (U2, %2) be a morphism of & (resp. &), 5 : Zar,y, — Zar,y, the functor induced
by composing with U; — Us. Then, the morphism f induces a morphism of functors:

(7.7.2) B+ oy x1) = UUa,%2) © Jf
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Let .7 be a presheaf on & (resp. &). We denote by .7 <) the presheaf .7 o a(y,¢) on Zar,;. The
morphism §; induces a morphism of presheaves:

(7.7.3) Vs F o = F s

It is clear that viq = id. By construction, if f is a Cartesian morphism, then 7 is an isomorphism. If
g : (U2,%2) — (Us, T3) is another morphism of & (resp. &), we verify that

(774) Ygof = Vf O]}(Vg%
where j} denotes the localisation functor from the category of presheaves on Zar,y, to the category of
presheaves on Zar y, .

Proposition 7.8. A presheaf F on & (resp. &) is equivalent to the following data:

(i) For every object (U, %) of & (resp. &) a presheaf F <y on Zary,

(ii) For every morphism f : (U1, %1) — (U, %T2) of & (resp. &) a morphism vy : F(u, w,)|lv, = Fw,,5.)»
subject to the following conditions

(a) If f is the identity morphism of (U,T), then ~y; is the identity of F ).

(b) If f is a Cartesian morphism, then ¢ is an isomorphism.

(¢) If f and g are two composable morphisms of & (resp. &), then we have Y405 =vf © 73(7g)-

Proof. Let {#w s),7s} be a data as in the proposition. We associate to it a presheaf on & (resp. &)
as follows. Let (U,%) be an object of & (resp. &). We define .7 (U, %) = F(y,)(U). For any morphism
f:(V,3) = (U%X) of & (resp. &), we deduce a morphism from

(7.8.1) Fwx)U) = Fux(V) = Fu3)V).
In view of conditions (a) and (c), the correspondence
(7.8.2) (U, %) = FusU)

is a presheaf. In view of condition (b), the above construction is quasi-inverse to the construction of
The assertion follows.

We call descent data associated to .F the data {#(y,z),7s} as in the proposition.

Definition 7.9 ([34] 1.3.1). Let (U,%,u) be an object of &(X/.) (resp. &(X/.#)). We denote by
Cov(U, %, u) the set of families of Cartesian morphisms {(U;, T;,u;) — (U, T, u)}ier such that {U; — U}er
is a Zariski covering.

7.10. By|[7.5 we see that the sets Cov(U, %) for (U,T) € Ob(&(X/7)) (resp. (U,T) € Ob(£(X/5))) form
a pretopology ([3] II 1.3). We call Zariski topology on &(X/.7) (resp. £(X/.7)) the topology associated to
the pretopology defined by the Cov(U,%)’s. We denote by @E(X/Y) (resp. &(X/Y)) the topos of sheaves
of sets on &(X/.7) (resp. £(X/.7)), equipped with the Zariski topology.

To simplify the notation, we drop (X/.%) in the notation &(X/.%) (resp. &(X/.#)) and write simply
& (resp. &), if there is no risk of confusion. We put & = &(X’/.%).

Proposition 7.11. Let .7 be a presheaf on & (resp. &) and {F,s),7s} the associated descent data .
Then F is a sheaf for the Zariski topology, if and only if for each object (U, %) of & (resp. &), the presheaf
Fu,3) is a sheaf of Uyay .

Proof. Let (U, %) be an object of & (resp. &). The functor a(y,1) sends morphisms of Zar,;; to
Cartesian morphisms of & (resp. &) and commutes with fibered products. It is clearly continuous for the
Zariski topologies. Hence, if .7 is a sheaf, then .Z(y « is a sheaf of Uy, ([3] IIT 1.2).

Conversely, suppose that each presheaf .#(y <) is a sheaf of Usar. Let {(U;, ;) — (U, T)}ier be an
element of Cov(U,%). In view of condition (b) of we deduce that the sequence

E(U, ‘3:) — Hy(Uza‘Zz) = H y(UUvSZ])
iel ijel
is exact, where (Ui, Ti5) = (Us, %) X (w,5) (Uj, %;). Hence, F is a sheaf.
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7.12. Recall that a family of morphisms of schemes {f; : T; — T};cr is called an fppf covering if each
morphism f; is flat and locally of finite presentation and if [T = {J,c; fi(|T3]) (cf. [23] IV 6.3.2).

We say that a family of .#-morphisms of flat formal .#-schemes {f; : ¥; — T}icr is an fppf covering
if each morphism f; is locally of finite presentation ([I] 2.3.15) and if its special fiber {T; — T};cs is an
fppf covering of schemes. By ([1] 2.3.16) and ii), a family of “-morphisms of flat formal .#-schemes
{%; = T}ies is an fppf covering if and only if the family {%;,, — Ty }ier is an fppf covering of schemes for
all integer n > 1.

Recall that an adic formal .#-scheme ¥ is flat over . if and only if T, is flat over .7, for all integer

n>1 . Since fppf coverings of schemes are stable by base change and by composition, the same holds
for fppf coverings of flat formal .#-schemes.
Definition 7.13. Let (U, %, u) be an object of &(X/.) (resp. &(X/)). We denote by Coveppe(U, T, w)
the set of families of flat morphisms {(U;, T;, u;) — (U, T, u) bier such that {U; — U},er is a Zariski
covering and that {¥; — T};cs is an fppf covering .

It is clear that Coveppe(U, T, w) contains Cov(U, T, u) (7.9).

7.14. By and we see that the sets Covippe(U, %) for (U,T) € Ob(&(X/¥)) (resp. (U,%) €
Ob(&(X/.))) form a pretopology ([3] II 1.3). We call fppf topology the topology on &(X/.) (resp.
&(X /7)) associated to the pretopology defined by the sets Coveppe(U, ). We denote by g(X/Y)fppf (resp.
&(X/y)fppf) the topos of sheaves of sets on & (X/.) (resp. &(X/.¥)), equipped with the fppf topology.
To simplify the notation, we drop (X/.) in the notation éaN(X/Y)fppf (resp. %(X/,V)fppf) and write
simply &ppt (resp. &fppf), if there is no risk of confusion. We put gf’ppf = E(X' . )opt-
7.15. Let % be a sheaf of g"fppf (resp. Efppf) and (U, %) an object of & (resp. &). Since .7 is also a sheaf
for the Zariski topology, the presheaf .7 ) (7.8) is a sheaf of Uya,.
Let {f : (U,3) = (U,¥)} be an element of Coveppe(U,T) and put (U,3 xg 3) = (U,3) xwx) (U, 3).
Since .7 is a sheaf for the fppf topology, we deduce an exact sequence of Uyq,

(7.15.1) Fu,3) L Fw3) = FU,3x:3)-

7.16. Let ¥ and 2 be two categories, 2 (resp. @) the category of presheaves of sets on € (resp. ) and
u: % — 2 a functor. We have a functor

(7.16.1) 7€ Geu(¥)=%ou
It admits a right adjoint ([3] I 5.1)
(7.16.2) U,:%— 9.

Let € and 2 be two sitesﬂ If u:% — 2 is a cocontinuous (resp. continuous) functor and .# (resp. ¢)
is a sheaf on € (resp. 2), then u, (%) (resp. u*(¥)) is a sheaf on 2 (resp. €) ([3] III 1.2, 2.2).

Let € (resp. 2) be the topos of the sheaves of sets on € (resp. 2) and u : ¥ — 2 a cocontinuous
functor. Then u induces a morphism of topoi ¢ : %€ — 2 defined by g« = U. and g* = a o u*, where a is the
sheafification functor (cf. [3] III 2.3).

7.17. Note that the fppf topology on & (resp. &) is finer than the Zariski topology. Equipped with the fppf
topology on the source and the Zariski topology on the target, the identical functors & — & and & — & are
cocontinuous. By they induce morphisms of topoi

(7171) 0. gofppf — ga o: &fppf - %

If Z is a sheaf of gafppf (resp. éfppf), 0.(.F) is equal to .Z. If ¢ is a sheaf of & (resp. &), then o*(¥) is the
sheafification of ¢ with respect to the fppf topology.

2. We suppose that the site ¢ is small.



148 2. LIFTING THE CARTIER TRANSFORM OF OGUS-VOLOGODSKY MODULO p"

Lemma 7.18. Let Y, Z be two k-schemes and g1,92 : Y — Z two k-morphisms. We put h; = g} o Ty /e :
Y - Y' — 7' (7.4.1) fori=1,2. If hy = ha, then g1 = go.

Proof. Let U be an affine open subscheme of Z. Since fy;, is a homeomorphism and hy = hs, we have
g7 (U) = g5 *(U). Hence we can reduce to case where Z is affine.

Since the morphism fy/;, is schematically dominant (2.3), we deduce that g; = g5 by ([24] 5.4.1). The
functor X — X’ from the category of k-schemes to itself is clearly faithful. Then the lemma follows.
Lemma 7.19. Let (U, T,u) be an object of & and g : (V',3,w) = p(U,%,u) a morphism of &'. Then there
exist an object (V,3,v) of & and a morphism f: (V,3,v) = (U, %, u) of & such that g = p(f).

Proof. Put V = FJ/lk(V’). Since the composition Z — T LTI T factors through V/ C U’, the
composition Z — T - U factors through V. We obtain a k-morphism v : Z — V such that w = v’ o Iz/k-
Since fz/y, is separated, v’ is affine ([25] 1.6.2(v)) and so is v. Hence, we get an object (V,3,v) of & and a
morphism f : (V,3,v) = (U,%,u) of & such that g = p(f).

Lemma 7.20 (cf. [34] 1.4.1). (i) The functor p (7.4.2) is fully faithful.

(ii) Equipped with the Zariski topology (7.10)) (resp. fppf topology (7.14)) on both sides, the functor p is
continuous and cocontinuous ([3] 1T 1.1, 2.1).

Proof. (i) The functor p is clearly faithful. We prove its fullness. Let (Uy,%1,u1), (Ua, T2, usz) be
two objects of & and g : p(U1,%T1,u1) = p(Usz,To,us) a morphism of &'. Since U] C Uj C U’, we have
U, C Uy C U. It suffices to show that the diagram

g
T, —=T,

U14>U2

is commutative. It follows from applied to the compositions T} % Uy — Uy and T — 1Ty 225 Us.

(ii) A family of morphisms {(U;, %;) — (U, %) }ier of € belongs to Cov(U, X) (resp. Covippr(U, )) if and
only if, its image by p belongs to Cov(p(U, %)) (resp. Covippr(p(U, %))). Since p commutes with the fibered
product of a flat morphism and a morphism (7.3), the continuity of p follows from ([3] III 1.6).

Let {(U/,%;) = p(U, %) }ier be an element of Cov(p(U, X)) (resp. Coveppe(p(U, T))). By there exists
an element {(U;,%;) = (U, %) }ier of Cov(U, %) (resp. Coveppe(U, T)) mapping by p to the given element.
Then, p is cocontinous by ([3] IIT 2.1).

7.21. By ii) and the functor p (7.4.2]) induces morphisms of topoi

(7.21.1) Cx)» :E—&,
(7.21.2) Cx/ o topt  Coppt — Crop-
such that the pullback functor is induced by the composition with p. We have a commutative diagram
~ Cx /. tppf ~
(7.21.3) Erppt > Gt
~ Cx, g/

Let .Z be a sheaf of &' (resp. g"f;pf), {Zw,),77.#} the descent data associated to .7 (7.8) and
{C(F)wa)s 7,07} the descent data associated to Cl,,(F) (vesp. Cx, o gpe(F)). Since p takes
Cartesian morphisms to Cartesian morphisms (7.5)), for any object (U, ¥) of &, we have

(7.21.4) C*(g)(U,‘:) = WU*(yP(Uv‘I))
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where 7y denotes the equivalence of topoi U, — Uya,. For any morphism f : (Uy,T1) — (U, T2) of &, we
verify that

(7.21.5) Vr.00(F) = MU (Vp(1),7)-

7.22. Let X be an affine scheme and h : X — Y = Spec(k[T1,---,Ty]) an étale morphism. By (]20] 3.2),
the following diagram is Cartesian (2.2))

(7.22.1) x o x

hl O h
Fy

We put Q) = Spf(W{Ty,---,Ty}) and we denote by Fy : 9 — 2 the affine morphism defined by
o: W — W and T; — T/. Since X is étale over Y, there exists a unique deformation X of X over 2 up
to a unique isomorphism by deformation theory. The formal scheme X xg) g, 9 is also a deformation of
X =X Xy,r, Y over 9. Then we deduce a Cartesian diagram

(7.22.2) X——>x

| = |
Iy
9 —2
In particular, we obtain a morphism of finite type Fx : X — X above o, which lifts the absolute Frobenius
morphism Fx of X. We put X' = X x » ,.#. Then we obtain an .”-morphism of finite type Fy,o : X — X'

which lifts the relative Frobenius morphism Fx/,. Since X is smooth, the morphism Fy /. : X — X' is
faithfully flat (cf. [20] 3.2). Hence {Fx,s : X — X'} is an fppf covering in the sense of

Lemma 7.23. Let (U',%,u) be an object of &', U = F);/lk(U') Suppose that U is affine and that there
exists an étale k-morphism U — Spec(k[Ty,- - ,Tq]).

(i) There exists an object (U, 3) of & and an element {f : p(U,3) — (U, %)} of Covipps(U', T).

(ii) Let g : (U7,%1) — (U', %) be a morphism of &' . Then there exists a morphism h : (U1, 31) — (U, 3) of
& and an element {¢ : p(U1,31) = (U], %1)} of Covippe (U1, 1) such that the following diagram is Cartesian:

(7.23.1) p(U1,31) —— (U], %1)

p(h)i O ig

(U, 3) —— (U, %)

Proof. (i) We follow the proof of ([34] 1.4.5). Let 4 be a smooth lifting of U over . and F : il — ' a
lifting of Fy/ as in Note that U’ is affine. Since the morphism w is affine, T" and ¥ are affine. Since
81" is smooth over .¥, there exists an .-morphism 7 : ¥ — U’ which lifts u. We consider the following
commutative diagram:

(7.23.2) T xpr U T x4

e

u U b9

U’ w




150 2. LIFTING THE CARTIER TRANSFORM OF OGUS-VOLOGODSKY MODULO p"

We set 3 =% xy U, Z =T xy: U and we denote the composition Z — Z — U by v. Then we obtain an
object (U, 3,v) of &. By (7.23.2)), one verifies that the diagram

(7.23.3) Z— =T

L

7 -

is commutative. Then, we obtain a morphism p(U, 3,v) = (U’,%,u) of &’. Since {F : & — '} is an fppf
covering, {p(U, 3,v) — (U’,%,u)} is an element of Coveypr(U’, T).

(ii) The morphism f is flat. We denote by (U7, 31) the fibered product p(U, 3) x (- «) (U1, %1) in &. By

applying[7.19] to the projection (U{, 31) — p(U, 3), we obtain the Cartesian diagram (7.23.1)). Since ¢ is the
base change of f, ¢ is an element of Cov,pr(U7, T1).
Lemma 7.24. Let X be a k-scheme and (U', %) an object of &', (U,3) an object of & and {p(U,3) —
(U, %)} an element of Coveppe(U',T). Then there exists an object (U,3 Xz 3) of & and two morphisms
p1,p2 (U, 3 xg 3) = (U,3) such that p(U,3 x< 3) = p(U,3) xw,x) p(U,3) and that p(p1) (resp. p(p2)) is
the projection p(U, 3) x .y p(U,3) — p(U, 3) on the first (resp. second) component.

Proof. By applying m to the projection p(U,3) xw x) p(U,3) — p(U,3) on the first component, we
obtain an object (U,3 x< 3) of & and a morphism p; : (U,3 X< 3) — (U,3) as in the proposition. The
existence of py follows from the fullness of p (7.20[i)).

Proposition 7.25 ([34] 4.2.1). Let € be a site, 9 a site whose topology is defined by a pretopology and
u:€ — 2 a functor. Assume that:

(i) w is fully faithful,

(i) w is continuous and cocontinuous,

(iii) For every object V' of 9, there exists a covering of V in 2 of the form {u(U;) — V}ier where U;

is an object of €. L
Then the morphism of topoi g : € — 9 defined by g* = u* and g, = U, is an equivalence of topoi.
Theorem 7.26 (cf. [34] 1.4.6). For any smooth k-scheme X, the morphism

o !
CX/yvprf : éfppf - ‘gfppf

is an equivalence of topoi.
The theorem follows from [7.20] [7.23] and [7.25]
7.27. If we equip & (resp. &) with the Zariski topology, the functor (7.6.1)

(7.27.1) n:& — Zar;x (resp. m: & — Zar;x) (U, %) = U

is cocontinuous. Since 7 commutes with the fibered product of a flat morphism and a morphism ([7.3)), one
verifies that 7 is also continous ([3] III 1.6). By [7.16] it induces a morphism of topoi that we denote by

(7.27.2) v:E — Xar (resp. v : é — Xsar)

such that the inverse image functor is induced by the composition with m. Moreover, one verifies that the
above morphisms fit into a commutative diagram

~ C ~
(7.27.3) &2 g
l Fx/k l

!
XZ&F Xzar

Let .7 be a sheaf of X,.,. For any object (U,T) of & (resp. &), we have (v*(F))w,s) = Flv. For
any morphism f : (Uy,%1) — (Us, T2) of & (resp. &), the transition morphism «; of v*(#) (7.7.3) is the
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canonical isomorphism
(7.27.4) Vi (Flo)lv, = Flu,-

7.28. Let U be an open subscheme of X. The category &(U/.) (resp. &(U/.7)) forms naturally a full
subcategory of &(X/.7) (resp. &(X/.¥)). Equipped with the Zariski topologies on both sides, the canonical
functor &(U/S) — &(X/S) (resp. EU/S) — £(X/.S)) is continuous and cocontinuous. It induces a
morphism of topoi

(7.28.1) ju:EULS) = E(X).S)  (resp. j,, : EU)S) = E(X].F))

such that the inverse image functor is given by resctricting a sheaf of &(X/.%) to &(U/.%) (resp. &(X/.%)
to &(U/)). The above morphisms fit into a commutative diagram

(7.28.2) 2.y — L Ewr )
~Ul Cx/s ~ lJU/
E(X/S) E(X'S)

7.29. Let e be the final object of @‘?(X/Y) (resp. %(X/J”)) and U an open subscheme of X. We define a
presheaf U on &(X/.%) (resp. £(X/.7)) by

_ [ eV, ifVCU
(7.29.1) uvv,%) = { 0 otherwise

One verifies that U is a sheaf for the Zariski topology (7.10) and that it is a subobject of e. By (7.21.4)), we
have CY, »(U") =U. Then C x/.» induces by locahsatlon un morphlbm of topoi

which fits into a commutative diagram ([3] IV 5.10)

(7.29.2) EX)S) g ——> X)) 5,
R
E(X).9) E(X')S)

Proposition 7.30 ([4] IIT 3.1.2). There exists a canonical equivalence of topoi
(7.30.1) EU/S) -»cg’(X/Y)/ﬁ (resp. £(U/S) -%ﬁ(X/Y)/ﬁ).

which is compatible with jy (resp. iU ) and the localisation morphism with respect to U. Moreover, the

morphism (Cx /) coincides with Cy /.o via the above equivalences.

/v’

Proof. A sheaf of (S”(X/,S”) is a pair consisting of a sheaf .Z of &(X/.%) and a morphism ¢ : . — U.
By (7.29.1), for any _object (V ’E) of &£(X/.) such that V ¢ U, we have .#(V,%) = (. We associate to
(Z,q) a sheaf & of &(U/.#) by restricting .7 to &(U/.#). Conversely, given a sheaf & of &(U/.), we can
associate a sheaf .Z of &(X/.%) by letting

gV, %) itV cU

ar _ 9

(7.30.2) FV.%) = { 0 otherwise

Then there exists a unique morphism ¢ : .%# — U and we obtain a sheaf of &(X/.7 ) . These functors are

quasi-inverse to each other and give the equ1valence (7.30.1)).
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Note that the inverse image functor of ju (resp. j ) is given by resctricting a sheaf of E(X)S) to
EU/S) (resp. E(X/f) to £(U/Y)). If F is a sheaf of E(X/).7) (resp. £(X/.7)), then the canonical
morphism . x U — % induces an isomorphism when it restrict to &(U/.#) (resp. &(U/.%)). Then the
compatibility between jir (resp. j U) and the localisation morphism with respect to U follows.

The direct image functor of the localisation morphism is fully faithful ([3] IV 9.2). Then the second
assertion follows from the first assertion and the commutativity of the diagrams (7.29.2)) and (7.28.2)).

8. Crystals in Oyama topoi

In this section, X denotes a k-scheme and n an integer > 1.

8.1. We define a presheaf of rings Og(x/5)n on &(X/.7) (resp. Og(x)7)n on E(X/7)) (7.1) by
(8.1.1) (U,2) = T(%,O<,).

For any object (U, %) of &(X/.) (resp. &£(X/.)) and any element {(U;, ;) — (U, %) }ier of Covipps (U, F)
(7.13), {%in — Tn}ier is an fppf covering of schemes (7.12). By fppf descent for quasi-coherent modules
(122] VIII 1.2), Og(x/7)n (vesp. Og(x/#)n) is a sheaf for the fppf topology ((7.14). Since the fppf topology
is finer than the Zariski topology, it is also a sheaf for the Zariski topology (7.10)).

To simplify the notation, we drop (X/.#) from the notation Og(x,#), (resp. Og(x;»).n) and we write
Ogn (resp. ﬁém) We put ﬁg/,n = ﬁg(X//y))n
8.2. We take again the notation of We verify that, by definition

(8.2.1) C}/y(ﬁé”,n) =0Ogn (resp. C?{/y,fppf(ﬁé"’,n) = ﬁém)

The morphism Cx,s (resp. Cx;. fppt) is therefore underlying a morphism of ringed topoi, which we
denote also by

(8.2.2) Cxror (8. 08m) = (8,06,

(823) (resp. CX/.Y’ fppf  * (g)fppfv ﬁg n) - (g)f/ppfv ﬁg/ ))
8.3. For any object (U, T, u) of & (resp. &), we consider O« as a sheaf of Ty, (resp. T,,,). We have (7.11)

(O m)wzu) =ux(Og,) (resp. (Ogn)w,zu) =u(0g,))
A morphism f: (Uy,%1,u1) = (Usa, %2, u2) of & (resp. &) induces a morphism of the ringed topoi

(8.3.1) Fo s Urgars u1(Ox, ) = (Us yars e (O, ).

For uz.(0g, ,, )-modules of Uy 4., we use the notation ]?n’l to denote the inverse image in the sense of abelian
sheaves, and we keep the notation f* for the inverse image in the sense of modules. Note that if f is a
Cartesian morphism ([7.5| , the morphlsm fn is a localisation morphism of ringed topoi.

Let % be an Op. n—module of & (resp. Og n-module of @@) The sheaf Z (1,5 ) of Uzar is naturally
an u,(0z, )-module. Then the morphism vy : F (v, <,)lv, = F(w,,,) extends to an uy.(Ox, ,, )-linear
morphism

(832) Cr: ﬁt(j(Uz,TQ)) - y(Uth)
If g : (U, %2) — (Us,%3) is another morphism of & (resp. &), in view of (7.7.4), we verify that
(8.3.3) Cgof :chf*(cg)

Proposition 8.4. An O ,-module oféa (resp. Og n-module of @“’) is equivalent to the following data:
(i) For every object (U T,u) of & (resp. &), an u.(Os, )-module Fy z) of Ugar,
(ii) For every morphism f: (Ur,T1,u1) = (U2, T2,u2) of & (resp. &), an ui.(Ox, ,,)-linear morphism
s 639,
which is subject to the following conditions
(a) If f is the identity morphism, then c; is the identity.
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(b) If f is a Cartesian morphism, then cy is an isomorphism.
(¢) If f and g are two composable morphisms of & (resp. &), then we have cgor = cy o fi(cq) (8.3.3).

Proof. By E and a data {F (1), cr} gives a sheaf .7 of & (resp. &). The O<,,-module structure
on Z(y ) induces an ﬁg n-module (resp. Og ,-module) structure on 7.

We call the data {F <), cs} defined in the linearized descent data associated to the Og ,-module
(resp. Og n-module) F of & (resp. of &).

An Op ,-module (resp. Og n,-module) F of gfppf (resp. Efppf) induces an Og ,-module (resp. Og ,-
module) o, (F) of & (resp. &) (7.17.1). We can associate to .Z a linearized descent data {Zws=),cr} by
that of 0. (F) (8.4).

Definition 8.5 ([34] 1.3.3). Let .% be an Og ,-module of & (resp. an O n-module of gfppf, resp. an
Os n-module of E, resp. an Og y-module of Efppf).

(i) We say that .# is quasi-coherent if for every object (U, %,u) of & (resp. &), the u.(Oz,)-module
Fw,z) of Ugar . ) is quasi-coherent ([24] 0.5.1.3).

(ii) We say that .Z is a crystal or a crystal of Og n-modules of & (resp. Og n-modules of &ppf, resp.
O¢ n-modules of &, resp. Os.n modules of <§’fppf) if for every morphism f : (Uy,%1) — (Usz,T3) of & (resp.
&), the canonical morphism c; is an isomorphism.

We denote by ‘ﬁ(ﬁg n) (resp (gfppf(ﬁg n), resp. €(Og ), resp. ‘Kfppf(ﬁg n)) the category of crystals

of Og ,-modules of & (resp. Og p-modules of é?ppf, resp. Og p-modules of é“" resp. Og n-modules of éafppf)
and we use the notation ¢4°"(—) or ‘gf%?fh( ) to denote the full subcategory consisting of quasi-coherent
crystals.
8.6. Let o/ be an Og ,-algebra of & (resp. Og n-algebra of é) and {#(y,1),cy} the associated linearized
descent data. Then #/y «) is an Oz -algebra of U,,,. For any morphism f : (U1, %) — (U, T3) of & (resp.
&), the morphism ¢y is a homomorphism of O,  -algebras. We say that o7 is quasi-coherent (resp.
is a crystal) if it is quasi-coherent (resp. is a crystal) as a module .

Proposition 8.7. Letu : T — U be an affine morphism of schemes, i : T — T a nilpotent closed immersion.
We denote by v : (T,071) — (U,u.(O7)) the morphism of ringed topoi induced by w. Then, the inverse
image and direct image functors of v induce equivalences of categories quasi-inverse to each other between
the category of quasi-coherent Or-modules of T,ar and the category of quasi-coherent u.(Or1)-modules of
Uzar~

The assertion follows from [8.9] and [R.10l

Lemma 8.8. We keep the assumption of 8.7 The restriction of the functor v, to the category of quasi-
coherent Or-modules is exact.

Proof. The functor v, is left exact. Let .# — A4 be a surjection of quasi-coherent &7-modules. To
show that v, (A#) — v.(A) is surjective, it suffices to show that for any affine open subscheme V' of U, the
morphism v, () (V) — v.(A)(V) is surjective. Since w is affine, the open subscheme 7y of T associated
to the open subset u~1(V) of T is affine. Since .#, .4 are quasi-coherent and 7y is affine, the morphism
M (Ty) — A (Ty) is surjective. Then the assertion follows.

Lemma 8.9. We keep the assumption of . For any quasi-coherent Or-module M, v (M) is quasi-
coherent and the adjunction morphism v*(v.(A)) — M is an isomorphism.

Proof. The question being local, we may assume that U is affine and so is 7. Then the quasi-coherent
07 module .# admits a presentation

(8.9.1) 0% — 02" — . — 0.
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The canonical morphism (v, (07))®f — m(ﬁ?l ) is clearly an isomorphism. Since v, is exact (8.8]), we obtain
a presentation of v, (.#)

(0:(67))% = (v(O7))®" = vi( M) = 0.

The first assertion follows.
The exact sequence (8.9.1) induces a commutative diagram

(V" (7)) —— (V" (0:(67)) T —— v* (v (A)) — 0

| l |

0%’ 02! M 0.

Since v, is exact and v* is right exact, horizontal arrows are exact. The first two vertical arrows are
isomorphisms. Then the second assertion follows.

Lemma 8.10. We keep the assumption of. For any quasi-coherent u.(O7)-module N, v*(N) is quasi-
coherent and the adjunction morphism A — v, (v*(A")) is an isomorphism.

Proof. The pull-back functor sends quasi-coherent objects to quasi-coherent objects ([24] 5.1.4).
The second assertion being local, we may assume that U is affine and that .4 admits a presentation:

(e (07)% = (us (7)) = A# =0

Then we deduce a commutative diagram

(us(Or))®7 (us(O7)) ! N 0

| | |

(04 (v (us(07)))® — (v (v (ue(O7)))) T — v (v*(A)) —=0

Since v, is exact (8.8) and v* is right exact, the horizontal arrows are exact. The first two vertical arrows
are isomorphisms. Then the second assertion follows.

Remark 8.11. (i) Let .# be a quasi-coherent Og ,,-module of & (resp. Og ,-module of é) By for any
object (U, %) of & (resp. &), we can equivalently consider .7y ) as a quasi-coherent Oz -module of
T zar; for any morphism f : (Uy,%1) — (Ua, Tz) of & (resp. &), we can equivalently consider cy as an
Oz, ,-linear morphism of T ,a,:

(8.11.1) cr fn(Fwezs) = Fwnz,

where f,, denotes the morphism ¥ ,, = Ta .
(i) Let .#’ be a quasi-coherent Og ,-module of &”’. By (7.21.4), C%, (#') is also quasi-coherent. For
any object (U, T) of &, we have an equality of Ox -modules of T, 5oy (7.21.4)
(8.11.2) (Cx/ o (FNws) = F o)
Lemma 8.12. The inverse image functor C}/y of Cx)» (8.2.2)) sends quasi-coherent Og: ,,-modules (resp.
crystals of Og: n-modules) of & to quasi-coherent Og ,,-modules (resp. crystals of Og ,-modules) of %
Proof. The assertion follows from (7.21.4) and (7.21.5)).
Theorem 8.13 (cf. [34] 1.4.3 for n = 1). Let X be a smooth scheme over k. The inverse image and the
direct image functors of Cx ;s induce equivalences of categories quasi-inverse to each other (8.5)

(8.13.1) CUNOgr ) = CUNOg ).
The theorem follows from and below.
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Proposition 8.14. Let X be a k-scheme. The direct image functors o, : g?ppf —~ & and Oy : gfppf — é
(7.17.1) induce equivalences of categories

(8.14.1) CLP (O ) =5 €M (Op ), CLM(Op.n) = €M (Op,).

fppf fppf
Proof. The functor o, sends quasi-coherent crystals of ¢ ,-modules of gfppf (resp. Og ,-modules of
Epppt) 10 quasi-coherent crystals of Og ,-modules of & (resp. Og ,-modules of &). The functors (8.14.1) are
clearly fully faithful. It suffices to show the essential surjectivity.

Let .7 be a quasi-coherent crystal of O ,-modules of & and {#y s),cs} the associated linearized
descent data. We consider .#(y ) as an Og, -module of T, (8.11). To see that .7 is a sheaf for the fppf
topology, we prove that, for any element {(U;, T;) = (U, %) }ier of Covippe(U, T) (7.13)), the sequence

(8.14.2) 01T, Zus) = HP(Ti,g"(Ui,fi)) - H D(Tij, Fw,,,5.))
iel ijel
is exact, where (Uyj, Ti5) = (Us, %) X, (U;,%;) (7.3). Then, we have
(8.14.3) Fwisn = [ Fwn) Py = F(Foo),
where f; (resp. fi;) denotes the morphism ¥, — ¥ (resp. T,;; — ¥). It suffices to show that the sequence
(8.14.4) 0= Zus = [[ feFwosy) = [ o Fw,x)
icl ijel

is exact. The question being local, we can suppose that U is quasi-compact and quasi-separated and so is
%. Hence we can reduce to the case where the set I is finite. Note that the schemes %, ,, and ¥,, are quasi-
compact and quasi-separated and that the morphisms f; and f;; are quasi-compact. Then the exactness of
follows from the fppf descent for quasi-coherent modules ([22] VIII 1.2).

The assertion for quasi-coherent crystals of O¢ ,,-modules can be verified in exactly the same way.

Proposition 8.15. Let X be a smooth k-scheme. The inverse image and the direct image functors of the
morphism Cx /.o sope (8.2.3) induce equivalences of categories quasi-inverse to each other:

(8.15.1) Gl (Osr ) 2 Gl (Os.n)-

fppf fppf

Proof. We write simply C for Cx/.9, fopt- By @ to prove the proposition, it suffices to show that the
functors C* and C, preserve quasi-coherent crystals. The assertion for C* follows from (7.21.4) and (7.21.5).

Let .# be a quasi-coherent crystal of O ,-modules of gfppf and (U’, %, u) an object of &’. We first show
that (C.(F))w ) is quasi-coherent. We may therefore assume that U = F);/lk(U ") satisifies the condition
of i.e. U is affine and there exists an étale k-morphism U — Ag. Then, by i) and there exist
objects (U, 3) and (U, 3 x< 3) of &, an element {f : p(U,3) = (U’,T)} of Coveppe(U’, ¥) and two morphisms
p1,p2 : (U, 3 x5 3) = (U,3) such that p(U,3 xs 3) = p(U,3) Xw,x) p(U,3) and that p(p1) and p(p2) are
the canonical projections of p(U, 3) x w x) p(U, 3) . In particular, the morphism 3 x5 3 — 3 attached
to p1 (resp. p2) is the projection on the first (resp. second) component.

Since the adjunction morphism C* C, — id is an isomorphism , we have

(8.15.2) T+ ((Cu(F))pw.3)) = F(0.3) T« ((Co( F ) pU,3x23)) = F(U,3%53)-

By we consider .7y 3y (resp. F(,3x.3)) as a quasi-coherent €3, -module of Z,a; (resp. (O(3x.3),)-
module of (Z X1 Z),ar). Since .7 is a crystal, we have (034, 3), )-linear isomorphisms

* Cp Cpy *
(8.15.3) P (F(w,3)) T2> F(U,3x23) < Pin(F(,3))-

We define ¢ : p3(F(v,3)) — pi(F(v,3)) to be the composition of c,, and the inverse of c,,. Thus, we obtain a
descent datum (F(y 3, @) for the fppf covering { f,, : 3, — T, }. By ([22] VIII 1.2), it is effective. Therefore
there exists a quasi-coherent Ox -module .# of T,,,, a canonical (€3, )-linear isomorphism

(8.15.4) faldl) = F .3

n
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and an exact sequence of Uy,
(8.15.5) 0 = U« (us(A)) = Fw,3) = FU,3x<3)

where .7y 3) and .Z (3. 3) are now considered as sheaves of Usa,.
On the other hand, since C.(.%) is a sheaf, there exists an exact sequence of U,,, (7.15.1)

(8.15.6) 0= (Ca(F)) w3y = (Cu(F))pw.3) = (CulF)) p0.3%53)-

~

By (8.15.2), we obtain an w. (0, )-linear isomorphism u.(.#) — (C.(F))w x) of U,,,. In particular,
(Cu(F))(w,x) is quasi-coherent. Hence C,(#) is quasi-coherent.

Let g : (U7,%1) — (Us,%2) be a morphism of &’. We prove that the morphism (8.11.1])
(8.15.7) g Gn(Cu(F)wy.32) = Cul(F)wy.31)
associated to C.(.%) is an isomorphism. Since the problem is Zariski local, we may assume that that Uj
satisfies the condition of By ii), there exists a morphism h : (U1, 31) — (Us,32) of &, an element

{f1:p(U1,31) = (U], %1)} of Coveppe(U7,%1) and an element { fa : p(Usz, 32) = (U3, T2)} of Covippe(Us, T2)
such that the following diagram is Cartesian

(8.15.8) p(U1, 31) SELE (U1, %1)
p(h)i ig
f2

p(Uz, 32) — (U3, T2)
By and repeating the previous fppf descent argument, we have a canonical isomorphism (8.15.4])

(8.15.9) fin(Cul P ) wrs) = Pz

for 4 = 1,2. Furthermore, since .# is a crystal, we have an isomorphism
(8.15.10) Cp hZ(ﬁ‘\(Uz,sz)) l) y(U1,31)'

In view of (7.21.5), (8.15.2)), (8.15.8) and (8.15.9)), the morphism

(8.15.11) fin(eg) : fin(gn(C(F)wy,52))) = fLn(CulF)wyan)

is identical to ¢;, (8.15.10) and hence is an isomorphism. Since fi 5, : 31, = %1, is faithfully flat, we deduce
that ¢4 is an isomorphism. The proposition follows.

Definition 8.16. Let X be a smooth k-scheme. We call Cartier transform (modulo p™) the equivalence of
categories (8.13.1))
(8.16.1) Cx 5 : €N Opr ) = €M (Opn).

The above equivalence depends on X and is different to the Cartier transform of Ogus-Vologodsky [33)]
which depends on a lifting of X’ to Wy5. We will explain the compatibility between two constructions under

the assumption that there exists a smooth lifting of X to W (11.30)).
Let U be an open subscheme of X. By ([7.28.2), we have a commutative diagram

Cxy.
(8.16.2) C(Os(x)5)m) —— C(Og(x)7)n)
jf}i ijé
o

U/

C(Osv)7)m) —=C(Osw)s)n)

To simplify the notation, we write C* for C%, ; if there is no confusion.

8.17. In the following of this section, X denotes a smooth formal .#-scheme with special fiber X. The triple
(X, X,id) (resp. (X,X,X — X)) is an object of & (resp. &). By [£.10] (X, Rx(r)) (resp. (X,Qx(r))) is an
object of & (resp. &) for all integer r > 1.
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Proposition 8.18. There exists a canonical equivalence of tensor categories between the category € (Og )
(resp. € (Ogn)) and the category of Ox, -modules with Rx-stratification (resp. Qx-stratification) .

Proof. We follow the proof of ([34] 1.3.4) where the author deals with the case n = 1.

We take again the notation of the proof of [f.12] We denote by ¢1,¢s : (X, Rx) — (X, X) the canonical
morphisms, by ¢;; : (X, Rx(2)) — (X, Rx) the morphism induced by Rx(2) — X3 249, %2 and the universal
property of Ry (cf. ([£12.1)) for all 1 <i < j <3, and we put r; = q1 0 ¢;; = g2 0 qj; : (X, Rx(2)) = (X, X)
for all 7 # j. B

Let .7 be a crystal of Og ,-modules of &. We set F to be the 0%, -module .#x x). Then we deduce
isomorphisms of Rx-modules of X,

(8.18.1) Cqq * fon(]:) = g(X,Rx) Cqy * Zfzkn(]:) = g(X,Rx)-

We denote by e the composition of c,, and the inverse of ¢;,. The composition of the structural homomor-
phism of the left (resp. right) Ox-algebra Rx and wr (4.2)

ﬁx—)Rxﬂ—R)ﬁx

is the identity morphism. Hence we have 7% (¢) = idr (5.5(i)). For (¢,7) = (1,2),(2,3), (1,3), the isomor-
phism ’qvl*]n(e) : ?;f’n(]-") = ﬁ,n(}_) is equal to the composition of ?;‘n(}") = Z(x,Rx(2)) and the inverse of
750 (F) = F(x.Rx(2))- Hence we obtain the cocycle condition ¢}, ,(€) 0 G353 ,,(€) = i3, (¢). It is clear that
the correspondence # — (F,¢) is functorial and is compatible with tensor products .

Conversely, let F be an O, -module with an Rx-stratification ¢ : g3 ,,(F) = ¢}, (F). Let (U, %, u) be
an object of & such that U is affine. Since X is smooth over . and ¥ is affine, the k-morphism v : T — U
extends to a morphism ¢ : (U, T) — (X, X) of & We define .#(y5) to be the 05, -module ¢, (F) of Usar.
We show that this definition of %y 1) is independent of the choice of the deformation ¥ — X of u: T — U
up to a canonical isomorphism which comes from the stratification.

Let 1, 2, ¢35 be three morphisms (U, T,u) — (X, X,id) of &, ¢ij = (pisp;) : T — X2 forall 1 <i <
j<3and ¢ = (p1,02,03) : T — X3. The diagram

(8.18.2) T— %

;-

X —— %
is commutative. By the universal property of Rx (3.12), ¢;; induces a unique morphism ¢;; : (U, T, u) —

(X, Rx) of & Then we deduce a canonical isomorphism
s SO, N C N e
(8.18.3) Gin(F) = @ijn(@an(F)) —— &5 n(@ n(F)) = &5 n(F).
Similarly, ¢ induces a unique morphism % : (U, %) — (X, Rx(2)) such that ¢;; 0 ¢ = ¢;;. Using the cocycle
condition gy, ,,(€) © @33 ,(€) = qi3.,(€) (5.5(ii)), we verify that
(8.18.4) Pr2.n(€) © Pa3.n(€) = P13 (e)-
Hence, by gluing the construction for affine objects, we obtain an @z, -module #(y; 5y of U, for a general
object (U, %, u) of &.

Let g : (U1,%1) — (U2,%2) be a morphism of & such that U; and Us are affine. By the previous
arguments, there exists morphisms ¢ : (U1,%1) — (X, X) and ¢ : (U2, %2) — (X,X) of & Then there
exists a unique morphism h : (Uy,%1) — (X, Rx) such that ¢; o h = ¢1 and g3 0 h = ¢ 0 g. We deduce a
canonical Oz,  -linear isomorphism of Uy 4,

~ O

(8.18.5) ¢ : G (F(W2.32)) = (@20 (F)) == ho(@1,0(F)) = P, 30)-
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By gluing the constructions for affine objects, we obtain an isomorphism ¢, for a general morphism g of &.
It is clear that ¢iq = id. Furthermore, let ¢’ : (U, T2) — (Us, T3) be another morphism. Using the cocycle
condition for stratifications, we verify that

(8.18.6) Cgrog = Cq © G (Cqr)-

Hence we obtain a linearized descent data {.%(y,z ), ¢y} such that each morphism c; is an isomorphism.

Then, we get a crystal of Og ,-modules % of & by The correspondence (F,¢) — & is clearly functorial
and quasi-inverse to the previous construction.

The assertion for crystals of Og ,,-modules can be verified in the same way.
Remark 8.19. (i) Let U be an open subscheme of X, ${ the associated open formal subscheme of X. By
we have a canonical isomorphism Ry — Ry xx2 U2 (resp. Qy — Qx X x2 42). The restriction functors
Jir and j *U (7.28.1)) send crystals to crystals. Moreover, one verifies that the equivalence of categories in
is compatible with localisation with respect to U .

(ii) If o7 is a crystal of Og ,,-algebras of & (resp. Ug n-algebras of &), then the Ry-stratification (resp.
Qx-stratification) associated on .27 x x) is an isomorphism of Rx-algebras (resp. Qx-algebras).
8.20. We set X' = X x 9, &% and we suppose that there exists an .-morphism F' : X — X’ which
lifts the relative Frobenius morphism Fx/; : X — X’ of X. We show that the Cartier transform C* (8.16.1])
globalises Shiho’s local construction in § [6] defined by F.

The morphism F' induces a morphism of &’ that we denote also by

(8.20.1) F:p(X,%X)=(X",X,Fxy) — (X', X',id)

Recall that the morphism F' induces a morphism of formal groupoids ¥ : Qx — Rx/ above F. The
composition Qx 1 — Qx1’ — X’ (7.4.1) identifies with the morphism ¢ : Qx1 — X’ induced by F? : X2 —
X2 (6.9.2). It follows from the proof of that 1 induces a morphism of &’ that we denote also by
(8.20.2) b p(X,Qx) = (X', Rxr)

which fits into the following commutative diagrams

(8.20.3) o(X,Qx) —— (X', Rx))  p(X,Qx) —— (X', Rx)
p(ql)l J{qﬁ p(az)l J{qé
p(X,X) — (X', %) p(X,X) — = (X', %)

where q1, g2 (resp. ¢}, q)) are the canonical projections of (X, Qx) to (X, X) (resp. (X', Rx/) to (X', X)).
Proposition 8.21. Keep the assumption of|8.20. The diagram (8.12]):

(8.21.1) C(Osi ) < € (Op.n)

zl iz
{ O, -modules } Yn { O, -modules }
with Ry -stratification with Qx-stratification

where the vertical arrows are the equivalences of categories defined in and the bottom functor is induced
by the morphism v defined by F (5.10), is commutative up to a functorial isomorphism of Ox,-modules
depending on F

(8.21.2) e B (Mix z) = CH (M) (x %)

compatible with the Qx-stratifications, for every crystal M of Og: n-modules of &'
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Proof. Let .# be a crystal of Og ,-modules of & By (7.21.4)), we have
(8.21.3) C*(///)(Xﬁg) = WX*(///p(va))
Since . is a crystal, F' (8.20.1]) induces a functorial isomorphism of 0% -modules
(8.21.4) N Fi (Mo x) = mxe(EE (M ixo x)) = C (M) (x 29

Similarly, ¢ (8.20.2) induces an isomorphism
(8.21.5) Txs (U (M x1 7)) = C (M) (x,0x)-

Recall that the left vertical functor of (8.21.1) is given by .# — (.| x: x+),€") where &’ is induced by
isomorphisms 4%, (A x1 x)) = M(x' k) — (M x1 2 Bym, we have
(8.21.6) Y (M x1 20),€") = (F (Mixr x)), Txc(Ph(E))).

)(

On the other hand, the Ox, -module associated to C*(.#) is C*(.#)x x) and the associated Qx-
stratification is induced by the 1somorphlsms 92n (M) (xx) = C(M)(x,0x0)  TGn(C(A)(x,3))-

The proposition follows in view of (8.20.3 m and (| m

8.22. Keep the assumption of [8.20) - Recall that the morphisms of formal X-groupoids @’ : Ty — Rz

(5.18.1)) and X : Py — Qx (5.17.1}) induce functors

(8.22.1) w;;k . { ﬁg%—modules } N { ﬁg%—modules }
with Ry -stratification with Tx/-stratification

(8.22.2) A* { Ox,-modules } _ { Ox, -modules }
" lwith Qx-stratification with Px-stratification

By [6.16] [5.22] and [8:18] they further induce functors
(8.22.3) w:6(0g ) — p-MIC™(X] /S),
(8.22.4) v:€(Osn) — MICT(X,/S).

By (6.12.2), [6.13| and [8.21] the diagrams

(8.22.5) € (Osr ) = € (Ogn)

2 2
{ Ox: -modules } Vi { Ox, -modules }
with Ry -stratification with Qx-stratification

1% *
wTL >\TI,

{ Ox; -modules } én { 0%, -modules }
with Tz -stratification with Px-stratification
? 2

p-MIC™ (X!, /.7,) o

MIC™(%,,/,)

where the functors ¢, ¢} and ®,, are induced by F, are commutative up to a functorial isomorphism of
MIC™(%,,/#,,). For every object 4 of € (0 ,), we have a canonical and functorial isomorphism (8.12))

(3.22.6) M B () 5 0(CH ().
We see that the Cartier transform C* (8.16.1)) is compatible with Shiho’s functor ®,, (6.4.2)).
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Lemma 8.23. Let I, Fy : X — X' be two liftings of the relative Frobenius morphism Fx, of X. Then,
F1, Fy induce a morphism of &'
(8231) ’lﬁlg : [)(.XV7 Qx) — (X/,Rx/).

Proof. The proof is similar to that of By the universal property of Ry, it suffices to show that
there exists a unique k-morphism ¢ : Qx,1 — X’ which fits into a commutative diagram

(8.23.2) Qx1—Qx
g x2
\L(Fl»f%)

X/ A le

The problem being local on X, we can assume that there exists an étale .-morphism X — 1&‘} =
Spf(W{T1,--- ,T4}). Weput t; theimage of T} in O%, §; = 1®t;—t,®1, ¢, = 7*(t;) € Ox and £, = 1@t;—t,®1
for all 1 < i < d. Locally, there exists sections a;, b; of Ox such that Fy(t)) = t¥ + pa;, F5 (t;) = t + pb;. By
a similar calculation of (6.9.3]), we have

p—1
(.23 €)=+ 3 (D)l 10+l - o )
j=1

P

Since &’ =p- (%) in Qx, the assertion follows.

8.24. Keep the assumption of [8:23] we denote by a the composition

(8.24.1) o (XX, Fx) = p(X, %) 249 p(X, Q) 22 (X', Ry).

We set ¢}, ¢4 : (X', Rx) — (X', X’) the canonical morphisms of &’ and we have ¢} o a = F; (8.20.1)).
Considering Rx as a formal Hopf Ox/-algebra of X,.,, @ induces a W-homomorphism of X,,,:

(8242) a:Rx — ﬁ;{

Equipped with the left (resp. right) @ -linear action on the source and the @y -linear action induced by

Fy (resp. F,) on the target, a is Oxs-linear.

Suppose that there exists an étale .#-morphism ¥ — 1&%,; = Spf(W{T1,--- ,Ty}) and we take again the
notation of the proof of In view of (8.23.3)), the homomorphism a is determined by

! F5(t)) — Ff (¢
(8243) a(&) — 2( 7,) 1 ( z)
p p
8.25. Let I, I, : X — X' be two liftings of the relative Frobenius morphism F/, of X, .# a crystal of
Og: n-modules, M = M (x: 5y and €' : @, (M) = §", (M) the associated Ry -stratification (8.18). Recall
(8.21) that the morphisms F} and Fy induce morphisms 91,5 : p(X,Qx) — (X', Rx/) of & respectively.
We associate to (M, e") two different Ox  -modules with Qx-stratification

(8.25.1) (F7 (M), mxa (97 (1)) and  (F5, (M), mx. (3,(<))).

Let ®1,, (resp. ®3,) be Shiho’s functor induced by Fy (resp. F») (6.4.2). We associate to .# two
different objects of MIC* (X,,/.7,,) (8.22.5)
(.25.2) () and By ()

whose underlying 0%, ,-modules are Iy, (M) and F3, (M) respectively.
The morphism « gives a natural way to glue local constructions of Shiho for different choices of lifting
of the relative Frobenius morphism Fx /. of X.

V1<i<d.
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Proposition 8.26. Keep the assumption of [8.25] The morphism o and the Ry -stratification &' induce an
isomorphism of Ox, -modules with Qx-stratification:

(8.26.1) a™(e') : (F3, (M), mxs (¥3,,(')) = (FT (M), mxi (4] . (€)))
such that nr, = nr, o a*(e") (8.21.2).

Proof. We denote by ¢1,q2 : (X,Qx) — (X, X) the canonical morphisms of &, by ¢{,q5 : (X', Rx') —
(X', X') the canonical morphisms of & and by ¢;; : (X', Rx/(2)) — (X', Rx/) the morphism induced by

Rx/(2) — %3 P75 %72 and the universal property of Ry for all 1 <i < j <3 (cf. ([£I12.1)).
Since F; = ¢; o o for i = 1,2, the isomorphism ¢’ : 5", (M) = ", (M) induces an isomorphism
(8.26.2) Tx (0 () : Fy,, (M) = Ff, (M).

We write simply a*(¢’) for mx. (@) (¢')). Then we have ng, = np, ca*(e’). It remains to show that the a*(¢’)
is compatible with the Qx-stratifications on both sides.
The compositions of morphisms

x2 p1 x A %2 (Fl vFQ)%/Q pIQ x/
x2 By P g
are equal. We deduce that the compositions of morphisms of &”
p(X, Q) 225 p(X, %) —= (X7, Rer) —2m (X7, %)

p(X,Qx) —2= (X', Ryr) —2 > (X', %)

are equal. In view of the isomorphism (X', Rx/(2)) ~ (X', Rx) X (x/,x/) (X', Rxs) of & (4.11.1)), we obtain
a morphism of &’

(8.26.3) u:p(X,Qx) = (X', Rx:(2))
such that oo p(q1) = g5 0 u and Y3 = ghs o u. Symmetrically, we construct a morphism of &’
(8.26.4) v:p(X,Qx) = (X', Rx/(2))

such that 1; = ¢}y 0v and a0 p(q2) = ¢b3 o v. The compositions

:*:2 (¢1,e1,02) 3:3 (F1,F2,F2) :{/3 Pls :{/2

:{2 (e1,e2,02) 3:3 (F1,F1,F2) %/3 Pls %/2

are equal to (Fy, Fy) : X% — X'2. By the universal property of Ry (3.12)), we deduce that ¢f30u = ¢}300 = 12
(8.23)), i.e. the compositions

(8.26.5) p(X,Qx) == (X', Ry/(2)) —22> s (X', Ryr)

are equal to ¢13. By (8.20.3), we have fn(an(/\/l)) ~ q?*n(ﬁz*n(/\/l)) for all 4,5 = 1,2. By the cocycle
condition g1 ,,(€") 0 53 ,,(€") = @15 ,,(€'), we deduce a commutative diagram:

03 ()

(8.26.6) 03 (@ (M) U3 (@ (M)
E;,n@;:(s'»l l?{,n@:@'))
O nyn(e’) Tx [ ~1%
1/11,n(QQ,n(M>) ¢1,n(Q1,n(M>>
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That is the isomorphism a*(¢’) is compatible with the Qx-stratifications WX*(J;“(E/)) and WX*(IZT’n<E/)).
Corollary 8.27. Keep the assumption of . The isomorphism induces an isomorphism of
MIC™ (X, /) (8.25.2)
(8.27.1) a’ () : Cop(u(A)) = Prp(p(A))
such that np, = np, o (') (8.22.6).

It follows from and
Remark 8.28. Given a lifting of the Frobenius morphism, Shiho’s functor applies to O, -modules

with integrable p-connection. However, the isomorphisme (8.27.1]), which glues local constructions of Shiho,
depends on the Ry/-stratification on the O, -module .# x/ x/).

9. Cartier transform of Ogus—Vologodsky

In this section, X denotes a scheme. Starting from [0.9] we will suppose that X is smooth over k.
9.1. Let F alocally free &x-module of finite type. We denote by S(E) (resp. I'(E)) the symmetric algebra
(resp. PD-algebra) of E over Ox ([19] I 4.2.2.6) and for any integer n > 0, by S™(E) (resp. T'n(E)) its
homogeneous part of degree n. There exists a unique homomorphism of &'x-algebras
(9.1.1) 5:S(E) = S(E) ®py, S(E)
such that for every local section e of E, we have d(e) = 1 ® e+ e ® 1. This homomorphisms makes S(E) into
a Hopf commutative &'x-algebra.
9.2. Let I (resp. J) be the ideal ®,>1 S"(E) of S(E) (resp. PD-ideal @,>1',(E) of I'(E)). Recall ([5] 3.9)
that we have
(9.2.1) S(E)/I" ~ ®pmen S™(E), T(E))JM ~@pcnlm(E),  ¥Yn>1.
We denote by S(E) (resp. T'(E)) the completion of S(E) (resp. I'(E)) with respect to the filtration {I"}>1
(resp. PD-filtration {J™}, ).

Let M be a T'(E)-module. We say that M is quasi-nilpotent if for any open subscheme U of X and any
e € M(U), there exists a Zariski covering {U; — U},er and a family of integers {N; }ies such that for each

i € I, e|y, is annihilated by the ideal JWNVil | For any integer n > 0, we say that M is nilpotent of level < n if
E is annihilated by J+1,

9.3. Let Q = Some, (E, Ox) be the dual of E. The pairing E®g, ! — Ox induces a canonical morphism
(9.3.1) I (E) ®¢, S™T(Q) — S™(Q)
which is perfect if m = 0 ([5] A.10). If we equip I'(E) with the topology defined by the PD-filtration {J}

and S(€2) with the discrete topology, the Ox-linear morphism I'(E) ®¢, S(2) — S(€) is continuous. It
extends by continuity to an action of I'(E) on S(€2):

~

(9.3.2) T(E) @6, S(Q) — S(Q).

We have an increasing exhaustive filtration of I'(E)-submodules {Gm<n S™(Q2)}ns0 of S(Q) such that
Bm<n S (Q) is nilpotent of level < n. Then S(Q) is quasi-nilpotent. The above morphism induces an
O'x-linear isomorphism

(933) f(E) = I-Ln(@mgnrm(E))

~ I'&n%omﬁx(@mgnsm(g)aﬁx)
= Home, (S(Q),0x).

We equip #ome, (S(), Ox) with the Ox-algebra structure induced by the Hopf algebra S(€2) (4.5). The
above isomorphism is an isomorphism of x-algebras.
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9.4. Let f: Y — X be a morphism of schemes. We put Ey = f*(E) and Qy = f*(Q). By the universal
property of the symmetric algebra, we have a canonical isomorphism of Oy -algebras

(9.4.1) F*(Sox () = Say ().

Since Sg, () is a direct sum of locally free &x-modules of finite type, by duality (9.3.3), we deduce a
canonical isomorphism of Oy -algebras

(9.4.2) Loy (By) =~ Homoy (Soy (), Oy)
= f*(%omﬁx(sﬁx(g)aﬁ)())
~  f(Toy(E)).

9.5. Let .Z be an E-torsor of X,,,. An affine function on £ is a morphism f : & — Ox of X,,, satisfying
the following equivalent conditions ([2] I1.4.7):
(i) For every open subscheme U of X and every s € .Z(U), the morphism:

(9.5.1) EWU)— 0o(U), t— f(s+1t)— f(s)

is Ox (U)-linear.
(ii) There exists a section wy € Q(X), called the linear term of f, such that for every open subscheme
Uof X and all s € Z(U) and ¢t € E(U), we have

(9.5.2) fls+1) = f(s) +wy ().

The condition (i) is clearly local for the Zariski topology on X. We denote by .% the subsheaf of
Homx,, (£, 0x) consisting of affine functions on .Z; in other words, for any open subscheme U of X,
F(U) is the set of affine functions on Z|y. It is naturally endowed with an &x-module structure. We call
F the sheaf of affine functions on Z.

We have a canonical @x-linear morphism ¢ : Ox — .% whose image consists of constant functions. The
“linear term” defines an &x-linear morphism w : % — Q. One verifies that the sequence

(9.5.3) 0=0x 575050

is exact. By ([19] I 4.3.1.7), the above sequence induces, for any integer n > 1, an exact sequence:
(9.5.4) 0—S" HF) = S"(F) = S"(Q) — 0.

The Ox-modules (S"(%))n>0 form a inductive system. We denote its inductive limit by

(9.5.5) o = liy S"(F)

n>0

which is naturally endowed with a structure of an &x-algebra. For any integer n > 0, the canonical morphism
S"(Z) — & is injective. By letting N, (&) = S"(F) for all n > 0, we obtain an increasing exhaustive
filtration of <.

There exists a unique homomorphism of &'x-algebras

(9.5.6) e = S(Q) @y o
such that for every local section m of .%, we have

(9.5.7) um)=1m+w(m) 1.
For any integer n > 0, we have

(9.5.8) N () € Bisjmn S'(Q) ® Ny().
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By construction, the following diagram is commutative

(9.5.9) e R (O P

| o

S(Q) ®e, o 2L S(Q) 90, S(Q) @6y, F

9.6. By (9.3.3) and (9.5.6]), we have an &x-linear morphism:
(9.6.1) L(E)®e, & — o
u®a = (uv®id)(u(a)).
By (0.5.7) and (9.5.9), the above morphism makes & into a I'(E)-module. The action of E on .Z is given
by w (9.5.3) and duality. By (9.5.8), we see that & is quasi-nilpotent and that for any n > 0, N, (&) is a
I'(E)-submodule of ./ and is nilpotent of level < n.
The canonical S(£2)-linear isomorphism Qé(ﬂ) Jox = Q ®e, S(Q) induces an isomorphism

(9.6.2) 0oy = QQpy .
We denote the universal Ox-derivation by
(9.6.3) dey : = QRp, .

For any local section m of %, we have d(m) = w(m) ® 1.

9.7. Let s € Z(X) and let ps : F — Ox be the associated splitting of the exact sequence (9.5.3). The
morphism  — % deduced from id —c o ps extends to an isomorphism of Ox-algebras

(9.7.1) V:S(0) S o

which is compatible with the filtrations (©o<i<n S'(Q2)), and (N,,(#)),. The diagram

(9.7.2) s@Q) ——Y

S(Q) oy S(Q) “2 S(Q) @oy

is commutative. Hence the isomorphism ) is compatible with the f(E)—module structures (9.3)).

9.8. Let f:Y — X be a morphism of schemes and . an E-torsor of X,,.. For &x-modules, we will use
the notation f~! to denote the inverse image in the sense of abelian sheaves and will keep the notation f*
for the inverse image in the sense of modules. The affine inverse image of £ under f, denoted by f¥(%),
is the f*(E)-torsor of Y, deduced from the f~!(E)-torsor f*(.¢) by extending its structural group by the
canonical homomorphism f~1(E) — f*(E),

(9.8.1) [ 2)= ()N E f(E);

in other words, the quotient of f*(.¢) x f*(E) by the diagonal action of f~1(E) ([17] III 1.4.6).

We denote by .7 the sheaf of affine functions on . (9.5) and by Z* the sheaf of affine functions on
fH(&). Let | : £ — Ox be an affine morphism, w € Q(X) its linear term and o’ = f*(w) € f*(Q)(Y).
Endowing Oy with the structure of f*(E)-object defined by w’ ([2] I11.4.8), there exists a unique f*(F)-
equivariant morphism I : f(%) — Oy that fits into the commutative diagram

(9.8.2) F1(&L)—= f(0x)

L
fH(&) ——— 0y
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where the vertical arrows are the canonical morphisms ([I7] III 1.3.6). The morphism !’ is therefore affine,
with linear term w’. The resulting correspondence [ — I’ induces an @'x-linear morphism

(9.8.3) N F = f(FT).
Its adjoint morphism is an Oy -linear isomorphism (2] I1.4.13.4)
(9.8.4) N fH(F) S T

which fits into a commutative diagram

(9.8.5) 0 —— Oy — [(F) — f*(Q) —=0
I
0 Oy Tt f1(Q2) —=0

In particular, the isomorphism A is compatible with actions of f*(T' g, (E)) ~ g, (f*(E)) (0.4.2).

9.9. In the following of this section, X denotes a smooth scheme over k. We denote by Cris(X/k) the
crystalline site of X over k equipped with the PD-ideal 0, by (X/k)crys the crystalline topos of X over &k and by
Ox )y the structure ring of (X/k)crys defined for every object (U, T, §) of Cris(X/k), by (U, T,6) — I'(T, Or).

Recall ([5] 5.1) that to give a sheaf E on Cris(X/k) is equivalent to give the following data:

(i) For every object (U, T,d) of Cris(X/k), a sheaf E 75y of Tyar;

(if) For every morphism g : (U1, T1,01) — (Usz, T3, d2), a morphism of T} ,a,

(991) Cg : j;l(E(Uz,Tz,éz)) - E(Ulle,lsl)’

where jg_1 denotes the inverse image functor from 75 ,ar to 11 zar;
satisfying some compatibility conditions.
If Fis an Ox/,-module, E(y 7 5) is an Op-module and ¢, extends to an Or,-linear morphism:

(9.9.2) g 0g(Bw,15,8,)) = By 11.60)5

where 77 denotes the inverse image functor from the category of &r,-modules to the category of Or,-modules.
Recall that E is quasi-coherent if each Or-module E(y 7 s) is quasi-coherent and that E is called a crystal
of Oxi-modules if each morphism ¢, is an isomorphism.
9.10. Let E be a crystal of locally free 'y ,i-modules of finite type on Cris(X/k) and £ an E-torsor of
(X/k)crys. For any object (U,T) of Cris(X/k), Ly 1y is an E r)-torsor of Ty, ([4] III 3.5.1). We define
Z(u,r) to be the sheaf of affine functions on £y, ) of T,a;

Let g : (Uy,T1) — (Uz,T2) be a morphism of Cris(X/k). The morphism

(9.10.1) ¢ Iy (Lwnm)) = L)

is j, ' (E(u,,1,))-equivariant. By ([17] ITI 1.4.6(iii)), we obtain an E(y, r,)-equivariant isomorphism
(9.10.2) 15 (L s ) = Lo, 1)

By (9.8.4)), we deduce an Op,-linear isomorphism ([2] IT 4.14.2)

(9.10.3) Yo+ 9 (P wam) = P

In view of the compatibility conditions of ¢, (9.10.1) and ([2] II 4.15), the data {# 1,74} satisfy the
compatibility conditions of ([5] 5.1). Hence, they define a crystal of &x/,-modules that we denote by .# and
call the crystal of affine functions on £ .
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9.11. Keep the notation of[9.10, For any object (U, T') of Cris(X/k) and any integer n > 0, we set &y, 1) =

h—I)anO Sm(y(UyT)) and Nn(ﬂ uT) = Sn(y(UvT)) For any morphism g: (U17T1) — (UQ,TQ) of CI‘IS()(/]C)7

since .% is a crystal and Jy commutes with inductive limits, we have canonical isomorphisms

(9'11'1) Eg :jZ(VQf(Uszﬂ) = h_n;jz(sn(‘gi(ULTz))) = JZ{(Uth)’
n>0
(9.11.2) Jg To (N (9 ) 1)) = S™ (U (Fwa1))) = Nul ) 0y,1)-

Then the data {7y 1), ¢y} (resp. {Nn()w,1), Eivg}) form a crystal of Ox-algebras (resp. Ox-modules) that
we denote by &7 (resp. N, (&)). Then {N,,(&/)},>1 defines an increasing filtration of 7.

9.12. Let (U,T,0) be an object of Cris(X/k) and Jr the PD-ideal associated to the closed immersion
i:U — T. For any local section a of Jr, we have a? = 0 and hence an isomorphism U = T. We denote by
©7/1 the composition ([2.2))

froe
(9.12.1) orn: T—5U" ——> X',

The morphism ¢x/; is equal to the relative Frobenius morphism Fx/,. If g : (U1, T1) — (Uz,T3) is a
morphism of Cris(X/k), then o,/ 09 = @7, /i

Let M’ be an Ox-module. There exists a canonical isomorphism
(9.12.2) g1 9" (D (M) = 7, g (M),
The data {¢7,,.(M’), ¢y} defines a crystal of Ox/-modules that we denote by ..
Lemma 9.13 ([33] 1.1). The Ox-module with integrable connection associated to A ([5] 6.8) is F)*(/k(M’)
and the Frobenius descent connection Vcay (6.5.1).

Proof. The Ox-module .#(x x) is equal to @}/k(M’) = F)*(/k(M’). Let P% be the 1% order PD
neighborhood of the diagonal immersion X — X2 ([5] 3.31) and I the ideal associated to the closed immersion
X — P%. Then (X, P%) is an object of Cris(X/k) (5] 4.2). We have a commutative diagram

p1

(9.13.1) Py X

PrL/k
pzl \ J(FX/)C
Fx/k

X— =X

The morphisms py, p2 extend to morphisms of Cris(X/k). We have isomorphisms:
(9.13.2) G 1 (Fxpp (M) = 01 (M), Gy 1 P3(FX (M) = 01 1 (M).

We set ¢ to be the composition of ¢,, and the inverse of ¢,,. The connection V on F}*(/k(M’) associated to
A is defined, for every local sections f of Ox and m of M’ by

V(fFxpu(m)) = fFxp(m) @ 1= e(1® fFy . (m)) € Fy ), (M') @6y Qi

In view of (9.13.1), V annihilates F);/lk (M"). Then the assertion follows.

9.14. We denote by Cris(X/ W) the crystalline site of X over Wy equipped with the PD-structure ~o
(G-12). Let (U, T,6) be an object of Cris(X/Ws) and T the reduction modulo p of 7. Since & and 7, are
compatible ([5] 3.16), (U, T, 6) induces an object (U, T, ) of Cris(X/k).

9.15. Let Tx/y, (resp. Tx//;) be the Ox-dual of the &x-module of differential forms Q% (vesp. QY. ;).
Suppose we are given a smooth lifting X’ of X’/k over Wy. Let (U, T, ) be an object of Cris(X/ W) such
that T is flat over Wy, T the reduction modulo p of T and V an open subscheme of T. Then (U, T) is an
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object of Cris(X/k). We denote by V the open subscheme of T associated to V and by .Z, or (V) the set

of Wa-morphisms V — X’ which make the following diagram commute ((9.12))

(9.15.1) V——sV

]|

X — = X

The functor V fg, ‘PT/k(V) defines a sheaf for the Zariski topology on T'. Since X' is smooth over Wa,
such liftings exist locally. By deformation theory ([19] III 2.2.4), the sheaf Z%, or is a torsor under the

Orp-module %om@T(f;/k(Qk,/k),pﬁ%) = o7 (Txr /1)

Proposition 9.16 ([33] Thm. 1.1). Suppose we are given a smooth lifting X' of X' over Ws. Let Tx1/k
be the crystal of Ox p-modules associated to the Ox/-module Tx//, (9.12). Then, there erists a unique
Ixri-torsor Lz, of (X/k)ays satisfying following conditions:

(i) For every object (U,T) of Cris(X/k) admitting a flat lifting (U, T) in Cris(X/ Ws), the abelian sheaf
$§,7(U7T) of T,ar s the sheaff;,)(pT/Nk (19.15]). R o

(ii) For every morphism g : (U1, Th) — (U2, T3) of flat objects in Cris(X/ Wa) and any lifting F : To —
X' e f§,7ipT2/k(T2), the transition morphism cg : ];1($§,7(U2’T2)) — $§,7(U1,T1) (19.9.1)) satisfies
(9.16.1) ¢y (F))=Fog:Ty -+ X'.

9.17. We denote by .7 % the crystal of affine functions on %, (19.10) and by /5, the quasi-coherent crystal
of Ox/-algebras associated to F ¢, (9.11). We put Ag;, = @/%, (X.X)" There exists an integrable connection

V4 on Ag,. By (9.4.2) and Az, is a quasi-nilpotent F)*(/k(F(TX,/k))—module.
Proposition 9.18 ([33] Prop. 1.5). The p-curvature

P 'A)?’ — .Ag, Koy F)*{/k(Q}X’/k)
of V4 is equal to the universal Ox -derivation (9.6.3))
d: Az, — Az, @ox Fxu(Qx i)
9.19. Let F be an Ox-module. Recall (5.1) that a Higgs fields on E over X relative to k is an Ox-linear

morphism 6 : £ — E®g, Qk/k such that 6 A9 = 0. A Higgs field on F over X relative to k is equivalent to

an S(Tx/;)-module structure on E, which extends its &x-module structure (cf. [33] 5.1). The pair (£,6)
is called a Higgs module on X relative to k.

We denote by HIG(X/k) the category of Higgs modules on X relative to k. Let Ix be the ideal
©m>09"(Tx/x) of S(Tx/i). For any integer n > 0, we say that a Higgs module E over X relative to k is

nilpotent of level < n, if E is annihilated by I}H as an S(Tx/,;)-module.

9.20. We call PD-Higgs module on X relative to k a f(TX/k)—module FE, and we say that the structure
morphism 1) : f(TX/k) — Home, (E,E) is the PD-Higgs field on E. For any local section ¢ of f(TX/k),
we set e = (§). R

Let n be an integer > 1. We denote by HIG., (X/k) the category of I'(T x /5 )-modules and by HIGS" (X /k)
(resp. HIG(X/k)) the full subcategory of HIG. (X/k) consisting of quasi-nilpotent objects (resp. nilpotent
objects of level < n) .

Since S"(Tx /i) ~ I'"(Tx/x) for all 0 < n < p — 1, a nilpotent Higgs module of level < p — 1 induces
naturally a nilpotent PD-Higgs module of level < p — 1.
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9.21. Let (E1,%1) and (E2,%2) be two objects of HIGS"(X/k) and 0 a local section of Tx,;. We define a
PD-Higgs field ¢ on E; ®g, F2 by ([33] 2.7.1)

(9.21.1) Yol = Y 100 ® Py g0
i+j=n
Let m, n be two integers, (E1,v1) an object of HIGT (X/k) and (E2,v2) an object of HIGT' (X /k). There
exists a unique PD-Higgs field 1 on s#omeg, (E1, Es) defined, for every local sections h of sZom g, (E1, E2)
and 0 of Tx;, by (cf. [33] page 31)

(9.21.2) You(h) = Y (=1)'¥ygmohoty g  VI>1

itj=l
9.22. Let n > 1 be an integer and P% the n'® PD-neighborhood of the diagonal immersion X — X?2
with respect to the zero PD-ideal of k ([5] 3.31). We put P} = Opy and we consider them as sheaves of
X,ar- Considering P% as a left Ox-module, we set (P%)Y = #ome, (P%, Ox) the sheaf of PD-differential
operators of order < n ([5] 4.5). The sheaves {(P%)"}n>0 form an inductive system. The ring D/, of
PD-differential operators of X relative to k ([5], §4) is defined as the inductive limit

(9.22.1) Dy, = lim(P%)".
n>0
Suppose that there exists an étale k-morphism X — A{ = Spec(k[t1,--- ,t4]). Let t; be the image of T}

in Ox and 0; € Tx/,(X) the dual of dt; that we consider as a PD-differential operator. For i # j, 0; and 9;
commute. We set 9! = H;l:l 97 forall I = (iy,--- ,iq) € N%. By ([4] 1 4.5.3), the Ox-module (P%)" is free
with a basis {90!, [I| < n}. Any local section of Dy can be written as a finite sum >, a;0.

9.23. Let d be a local section of Tx/;, considered as a derivation of &'x over k and hence as a PD-differential
operator of order < 1. The sheaf of rings Dx/ is generated over Ox by Tx/;. The pth iterate o) of 9 is
again a derivation of Ox over k ([21] 5.0.2, [5] 4.5) and hence a PD-differential operator of order < 1. We
denote by 97 the pth power of 9 in Dy, which is an operator of order < p.

We have a homomorphism of &x-algebras (2.2))
(9.23.1) c: Fx(Tx/) = Dxspy,  F(9) 0P — 9,

called p-curvature morphism, which factors through the center Zx/;, of Dx;, ([21] 5.2, [6] 1.3.1). By the
isomorphism ﬂ}/k(TX/k) ~ Tx//;, and adjunction, we deduces from ¢ an &x-linear morphism

(9232) c er[‘)(//]C _>FX/k*<ZX/k>
Theorem 9.24 (6] 2.2.3; [33] Thm. 2.1). The morphism ¢ (9.23.2) induces an isomorphism of Ox-algebras
(9.24.1) S(Txr /) = Fx e Zxi)-

The above morphism makes Fx,.(Dx ) into an Azumaya algebra over S(Tx ) of rank p??, where d is
the dimension of X over k.

9.25. We denote by D} Ik the tensor product

(9.25.1) Dix/k @5y, D(Tx0/)-

via the morphism S(Tx/ /) = Fx/p«(Dx/i) induced by the p-curvature morphism (9.24.1). To give a left
DA’X /k—module is equivalent to give an Ox-module M with integrable connection V and a homomorphism

~

(9252) "LZJ : F(Txl/k) — FX/k*((g)’ndﬁX (M,V))
which extends the Higgs field
(9253) S(TX’/}c) — Fx/k*(éandﬁx (]\47 V))

given by the p-curvature of V (9.24.1)) (cf. [33] page 32).
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9.26. Recall (9.4.2) that we have a canonical isomorphism F)*(/k(f(TX//k)) = f(F)*(/k(TX//k)). Let M be
a left D}/k—module and n an integer > 0. We say that M is quasi-nilpotent (resp. nilpotent of level < n) if
M is quasi-nilpotent (resp. nilpotent of level < n) as a I'(F , (Tx//x))-module (9.2)).

We denote by MIC,, (X/k) the category of left D}/k—modules and by MICS"(X/k) (resp. MIC’(X/k))
the full subcategory of MIC,(X/k) consisting of quasi-nilpotent objects (resp. nilpotent objects of level
<n).

Let (M, V) be an €x-module with integrable connection whose p-curvature is nilpotent of level < p—1
([21] 5.6). Since S"(Tx/ /) =~ I'n(Tx/ /) for all 0 < n < p —1, (M, V) induces naturally an object of
MICZ*(X /k). In particular, an @x-module with integrable connection of p-curvature zero (6.5) induces
naturally a nilpotent left D7, / x-module of level < 0.

9.27. Let (My,V1,91) and (M2, Va,v2) be two objects of MIC3" (X /k). There exists a canonical integrable

~

connection V on M ®¢g, Ms ([21] 1.1.1). The morphisms 11 and 1) induce an action ¢ of F e (M(Txo k)
on My @, My as in (9.21.1). Then we obtain an object (M ®g, M, V, 1) of MICI*(X/k).

Let m,n be two integers and (M, Vi,%1) an object of MICT'(X/k) and (Ma, Va,1)2) an object of
MICZ(X/k). There exists an integrable connection V on the &x-module J#omg, (My, Mz) defined, for
every local sections 0 of Ty, and h of S#ome, (M, M) by ([21] 1.1.2)

(9.27.1) Vao(h) =Va50h—hoVis.
By induction, one verifies that for any [ > 1, we have
/1 . ,
(0.27.2) = 3 V() aatone wiar
i+j=I

The morphisms ¢ and 19 induce an action of f(TX//k) on Fy (S omey (M1, Ms)) defined by the same
formula as (9.21.2). In view of (9.27.2)), these data make s om g, (M7, M) into an object of MIC;"*"(X/k)
(33] 2.1).

9.28. By the Ox-algebra Az, (9.17) is equipped with a quasi-nilpotent left D Jy-module structure.
Moreover, we have an exhaustive filtration { N, (A, ) }n>o0 of left D} /x-submodules of A, such that Na(Az,)
is nilpotent of level <n (9.11)). We denote by (Az;,)" the Ox-dual of A%,

(9.28.1) (Az)Y = Homey (Ax

% Ox) = lim Home, (N (Az,), Ox).

0

X!

i

By and we see that (Ag;,)" is an object of MIC, (X/k).
The involution morphism T/, — Tx/, defined by x — —z, induces a homomorphism that we denote
by

Theorem 9.29 ([33] 2.8). Suppose we are given a smooth lifting X’ of X' over Wa.
(i) The left D}/k—module Bs
(ii) The functors (9.28.2))

(9.29.1) Cg + MIC,(X/k) 5y HIG,(X'/k) B (Hompy (Az)", E))
“(E).

is a splitting module for the Azumaya algebra FX/k*(D’;Y(/k) over f(TX//k).

’

(9.29.2) c; HIG, (X'/k) = MIC,(X/k)  E'— (Ag,)Y Ry

are equivalences of categories quasi-inverse to each other. Furthermore, they induce equivalences of temsor

categories between MICS"(X/k) and HIG3"(X'/k) (9.21} [9.27).
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(iif) Let (E,V,v) be an object of MIC, (X /k) and (E',0') = C5,(E,V,¢). If a lifting F of the relative
Frobenius morphism Fx;, exists, it induces a natural isomorphism of F)*(/k (f(TX//k))—modules
(9.29.3) nz (B, ¢) = Fp(E' =0').

We call C, (resp. C,;) the Cartier transform (resp. inverse Cartier transform) of Ogus—Vologodsky.

Theorem 9.30 ([33] 2.17). Suppose we are given a smooth lifting X' of X' over Wy. Let (M',0) be a
nilpotent Higgs module on X' /k of level £ < p (9.20) and (M,V) = C= (M',0"). Then, the lifting X’ induces
an isomorphism in the derived category D(Ox/)

(9.30.1) Tept(M' @6, Q%1 /1) = Fxen(T<po(M @6 Q% /1))

where M' ®¢ ., Q;(,/k is the Dolbeault complex of (M',0"), M Q¢ Q;(/k is the de Rham complex of (M, V)
and T<e denotes the truncation of a complez.
We will give a partial generalization of this result for certain p™-torsion crystals (cf. 13.23)).

—1
:-Xv/

10. Prelude on rings of differential operators

In this section X denotes a smooth scheme over k. From [10.11fon, suppose we are given a smooth formal
#-scheme X with special fiber X.

10.1. Let n > 1 be an integer. We denote by Px (resp. P%) the PD-envelope (resp. the n'" PD-
neighborhood) of the diagonal immersion A : X — X2 with respect to the zero PD-ideal of k ([5] 3.31). We
put Px = Op, and Py} = O Py and we consider them as sheaves of X,,,.. By one verifies that Px is
equipped with a Hopf &x-algebra structure (4,7, o) . By , 0 is a homomorphism of PD-algebras.

Assume that there exists an étale k-morphism X — A¢ = Spec(k[T}, - -+, Ty]). We set t; the image of T;
in Ox and & =1®t; —t; ® 1. We consider the ;’s as sections of Px. Regarding Px as a left (resp. right)
Ox-algebra, we have an isomorphism of PD-Ox-algebras ([4] I 4.5.3)

(10.1.1) Ox (w1, ,xa) = Px,

where z; is sent to &. The homomorphism of PD-algebras § : Px — Px Qg Px ([4 1 1.7.1) sends &; to
& ®14+1®¢. For any a € N¢, we set ¢[0] = Hgl[ai]. Then we deduce that

(10.1.2) §(€ld) = Z ¢l @ glo—pl,
BEN?, B<a
The left (resp. right) &x-module P% is free with a basis {¢[°], |a| < n} ([4] T 4.5.3).

10.2. Let U be a open subscheme of X2 such that A(X) C U and that X — U is a closed immersion.
The canonical morphism Px — X? factors through an affine morphism Px — U. We denote by Z the
schematical image of Px — U ([24] 6.10.1 and 6.10.5). Note that the morphisms X — Py and Px — Z
induce isomorphisms between the underlying topological spaces. Hence we regard &7 as an Ox-bialgebra of
X,ar- We obtain an injective homomorphism of &-bialgbras ¢, — Px and we consider &7 as a subalgebra
of Px.
Lemma 10.3. The scheme Z defined in[10.2) is independent of the choice of U up to canonical isomorphisms.
Proof. Let Uy and U, be two open subscheme of X? such that A(X) C U; and that X — U; is a closed
immersion i = 1,2 and Z7 (resp. Z3) the schematical image of Px in Uy (resp. Us). We can suppose that
Uy C Uy. The image of |Z1| and |Px| in |Uy| (resp. |Us|) are equal. Then the composition Zy — Uy — Us is
a closed immersion. By ([24] 6.10.3), we deduce a canonical isomorphism Z; — Z5.

Lemma 10.4. Assume that X is separated and that there exists an étale k-morphism X — Ag.

(i) The left (resp. right) Ox-module Oz is free with a basis {€[*, a € {0,1,--- ,p — 1}¢} ([10.1.1).
(ii) The Oz-module Px is free with a basis {£P1), T € N4},
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Proof. (i) Tt is clear that € contains &% for all @ € {0,---,p — 1}, Tt suffices to show that &y is
contained in the &x-submodule of Px generated by {¢/*, a € {0,1,---,p — 1}7}.

The question being local, we suppose that X is quasi-compact. Let J be the ideal sheaf associated to
the diagonal closed immersion X — X2 and w : Px — X? the canonical morphism. By we consider
Z as the schematical image of w. The ideal J being of finite type, we suppose that J is generated by m
elements z1,- -+ , 2, of J(X?) for some integer m > d. Since Op, is a PD-algebra, the image of 2%, -- -, zP,
in w,(O0p,) are zero. Put N = (p — 1)m. Then the image of the ideal JN*! in w,(Op,) is zero, i.e.
the morphism @ factors through the N*'! order infinitesimal neighborhood Yy = Spec(@xz/JN*1) of the
diagonal immersion X — X2. Then we obtain a homomorphism

(10.4.1) ﬁyN — Px
whose image is @z. Recall ([5] 2.2) that, the left (resp. right) Ox-module Oy, is free with a basis {¢!, |I] <
N}. For any element I = (iy,--- ,iq) € N if one of the components i; is > p, then the image of ¢! in Py

is zero. Then the assertion follows.
(ii) The assertion follows from (i) and the local description of Px (10.1.1)).

10.5. The p-curvature morphism ¢’ : S(Tx//;) = Fx/k«(Dx/i) induces an isomorphism between S(Tx /)
and the center Zx i, of Dx /i, (9.24). It makes D/, into an S(Tx./;)-module of finite type. Let Ixs be the
ideal ®,,>1 8™ (Tx k) of S(Tx/ k). We denote by K the two-side ideal of D x/;, generated by ¢/(Ix/) and by

Dx/j the completion of D/, with respect to the filtration {K" },,>1:

(10.5.1) Dk = lim Dy /K™,

m>1

The completion f)X/k is equal to the (Ixs)-adic completion for the S(Tx//;)-module Dx/,. Then we
obtain an isomorphism of §(T x7/k)-algebras

(10.5.2) S(Tx//k) ®s(Txr ) Dx/i = Dxie

10.6. We consider the &x-algebra (Px)V (4.5) of hyper PD-differential operators of X relative to k. Recall
(9.22.1) that Dx/;, = li_n>qn>1(73§()v. Then we have a canonical homomorphism of &x-algebras:

(10.6.1) Dx/x = (Px).
For any integer n > 0 and any open subscheme U of X, we define
(10.6.2) F"(Px)(U) = {a € Px(U)|u(a) =0 Yuc K"THU)}.
Then F"(Px) is a left Ox-submodule of Px. We set (F"(Px))Y = Home, (F"(Px), Ox).
10.7. Suppose that there exists an étale k-morphism X — A% = Spec(k[t1,- -+ ,tq]). We take again the

notation of The p-curvature morphism ¢’ sends 9, to 8 and the ideal K is generated by {7, --- , 04}
over Dx ;. Then, any local section of Dy, can be written as an infinite sum:

(10.7.1) > @' withas € Ox.
IeNd
Since ¢/(0'%) = 978 for B € N, the above section can be rewritten as
(10.7.2) > ba g% - ¢ (9P)  with by s € Ox.
ae{0,--- ,p—1}4,8eNd
For any I,.J € N%, the image of 8! in (Px)Y (10.6.1)) satisfies 0! (¢/]) = 67, ;.

Lemma 10.8. (i) For any n > 0, the sheaf F"(Px) is a Oz-submodule of Px (10.2).
(ii) With the assumption and notation of F"(Px) is a free Oz-module with basis {¢P1|T| < n}.
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Proof. (i) The question being local, we take again the assumption of Since the ideal K is generated
by {97,---,85}, a local section a = Y, brel of Py is annihilated by K if and only if by = 0 for all
IeNI—{0,--- ,p—1}¢ By i), F(Px) is equal to the subsheaf &7 of Px. Then the assertion follows.

(ii) The ideal KT is generated by the set of PD-differential operators {9F!, |I| = n + 1} over Dx/j.
Then the assertion follows from [10.4{ii) and the duality between 9! and £,

10.9. For any n > 0, since F"*(Px) is locally a direct summand of Px, the canonical morphism (Px )" —
(F"(Px))V is surjective. By (10.1.2)), [10.4)i) and [10.8]ii), the homomorphism & : Px — Px ®ey Px
sends F"(Px) to F"(Px) ®e¢y F"(Px). In view of (4.5), the Ox-algebra (Px)" induces an Ox-algebra
structure on (F"(Px))V.

Proposition 10.10 (Berthelot). (i) For any integer n > 1, the homomorphism (10.6.1)) induces a canonical
isomorphism of Ox -algebras Dy, /K" = (F"(Px))".
(ii) the homomorphism (10.6.1)) induces a canonical isomorphism of Ox -algebras f)X/k = (Px)Y.

Proof. (i) Since K™ *1 acts trivially on F"(Px), we obtain a homomorphism Dy, /K" — (F"(Px))".
In view of the local description of K" and of F"(Px) (10.8]ii)), this homomorphism is an isomorphism.

(ii) We have a canonical isomorphism (Px )V = #ome, (lim _ F"(Px), Ox) ~ @(F"(PX))V. Then
the assertion follows from (i). -

10.11. In the following of this section, suppose that we are a smooth formal .#-scheme X with special fiber
X. We put Rx1 = Rx/pRx and Qx1 = Qx/pQx . Recall that the left and the right &'x-algebra
structures of Ry, are equal . We denote by ¢1,¢2 : Qx,1 — X the canonical morphisms.

Suppose that there exists an étale .-morphism X — Ad, = Spf(W{Ty, - ,Ty}). We set t; the image
of T; in Ox and & = 1®t; —t; ® 1. We take again the notation of [f.15] and of [£.16 and we denote by ¢; the

element % of Rx,1 and by n; the element % of Qx, 1. We have isomorphisms of &x-algebras (4.15] 4.16

(10.11.1) Ox[z1, -+ ,24) = Raxa, z; — (i

(10.11.2) Ox(x1, - ,xq,y1, - ,yal/(@}, - ah) = qj«(Qx1), =&, yirrm j=1,2.

By we have the following description of the Hopf algebra structures on Rx,; and Qx 1
0:Rx1 >Rx1Qex Rx1 (—10G+G®1

(10.11.3) g Rx,l — RxJ Cl — 7@
W:Rx,lﬁﬁx <1*—>0
0:0%1 = 9x1®p, Qx1 &—1Q6E+4E®1
nim 1@+ 30 e d o+ 01
0:Qx1— Qx1 & =& M =y
WIQ;{,l—)ﬁX §i»—>0,nil—>0

Proposition 10.12 ([34] 1.2.11). The Hopf Ox-algebra Rx 1 is canonically isomorphism to S(Qﬁ(/k) (19.1)
and the Ox-algebra (Rx 1)V is canonically isomorphic to f(TX/k) (19.2]).

Proof. There exists an open formal subscheme i of X2 such that diagonal morphism X — X? factors
through by a closed immersion X — il. Let .# (resp. I) be the ideal associated to the morphism X —
il (resp. X — U). Then the canonical morphism &y — €y induces an isomorphism of &x-modules
I (I +pOy) = I/1°.

We consider Og, as an Og-algebra of il,,,. Since Rx is the dilatation of 4 with respect to .# (4.10)),
the image of the canonical Oy-linear morphism « : & — Op, is contained in pOr,. Note that Ry is flat
over .. By dividing by p, we obtain an Oxz-linear morphism

(10.12.1) B:I — Or, T —.
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With the notation of [10.11] 8 sends &; to % for all 1 < ¢ < d. It is clear that ,B(f2) C pOr,. Then we
obtain an Ox-linear morphism Qk e Rx,1 and hence a homomorphism of &'x-algebras

(10.12.2) S(Q%x/x) = Rax1-

With the notation of [10.11}, the above morphism sends dt; to ¢; and hence is an isomorphism by (10.11.1)). By
and (10.11.3)), it is compatible with Hopf algebra structures. The second assertion follows .
10.13. In the following, we study the Ox-algebra (Qx1)Y. Suppose first that there exists an .-morphism
F : X — X’ which lifts the relative Frobenius morphism Fx/, of X. We denote by 2) (resp. Z) the fiber
product of F? : X2 — X'? and Ry — X'? (resp. the diagonal immersion X’ — X'2) and by S the fiber
product of Fy/, : X — X’ and Ryx.; — X’ (410). The morphism Fyx,; : X — X’ and the diagonal
immersion A : X — X? induce a closed immersion X <+ Z. We have a commutative diagram:

(10.13.1) S Y Ry
\ .
O 9 Ry
X Z X’
AN N
%2 r X"

where Y = 9); is equal to Ry 1 Xx/ Z and the left square is Cartesian.

Let 4 be an open formal subscheme of X2 such that diagonal immersion X — X2 factors through a
closed immersion X — # and put ' = U x » , .. Let & (resp. ') be the ideal associated to the diagonal
immersion X — 4 (resp. X’ — {l'). For any local section x of .#, we have 2P € .#'0. Since Z is defined
by #'0y and X is reduced, the closed immersion X < Z induces an isomorphism X =+ Z. Then, the
closed immersion Y — Y factors through S — Y. By the universal property of Qx , we deduce an
¥2-morphism

(10.13.2) v:9 — Qx.
2
The composition Qx — X2 I\ %72 induces a morphism of formal groupoids above F (6.9.1)):

By (10.13.1)) and the universal property of Rz (3.12]), we deduce that the composition ¥ov : Q) — Qx — Ry

is the canonical morphism
(10.13.4) 9) = Ry Xz X2 = Ryr.

10.14. Keep the assumption and notation of|10.13] The morphism v (10.13.2f) induces a morphism S — Qx 1
which makes the following diagram commutes

S 1
X

Qx,1 Ryq

l

X/

Nt

X2 ——= X2

(10.14.1)
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Let u be the canonical morphism S — X. Since Rx/ 1 — X' is affine, we have an isomorphism Fj‘}/k(Rx/,l) =
u«(0g) ([24] 9.3.2). Then the morphism S — Qx 1 induces an Ox-bilinear homomorphism

(10.14.2) v:Qxa — Fy/(Rar ).

The morphism 1; induces a homomorphism of Hopf algebras sp : Rar1 — Fx/p(Qx,1) (4.3). By
adjunction, we obtain a homomorphism of &x-algebras

(10.14.3) st P p(Rarn) = Qxa

for the left Ox-algebra structure on Qx ;. Then the composition v o sg is the identical homomorphism.
10.15. Recall that we have a canonical morphism of formal X-groupoids Px — Qx (5.17.1). Then we obtain
a homomorphism of Hopf &'x-algebras :

(10.15.1) uw:Qx1 — Px.

By taking duals and ii)), the above homomorphism induces a homomorphism of &'x-algebras

(10.15.2) u” : Dy — (Qx1)".

Lemma 10.16 ([34] 1.2.13). Keep the assumption and notation of [10.11] and of[10.13]
(i) The homomorphism u: Qx 1 — Px sends & to & and n; to —& (10.1.1)).
(ii) The homomorphism v : Qx 1 — F;(/k(Rfo) sends & to 0 and n; to F)*(/k(C ).

Proof. (i) The first result is clear. In Op,, we have £ = p(p — 1)!5?’]. Since (p — 1)! = —1(modp), we
see that u(n;) = —&.

(ii) The question being local, we can suppose that X is separated. Let .# be the ideal associated to the
diagonal immersion X — X2. By , we have .# 0g = 0. In particular, &; is sent to 0 in I'(S, Og). In
Qx, we have:

& 1ot -l 1 —l .
£ o eistel syt o p=>3
2 -1

& olohtel (et + el p=2

Since .# 0g = 0, the image of t! @ " — "' @ 1! in I'(S, Os) is zero. Then v(n;) is equal to the image
of (1®t! —t’ ® 1)/p in I'(S,Os). On the other hand, there exists a local section a of Oy such that
F*(t}) =t + pa. If we denote the morphism ) — Ry by f, then we have

(10.16.1) /=02t -t"e1)/p+1a—a® 1.

Then we see that the image f*(£}/p) in T'(S, Os) is equal to v(n;). The assertion follows.

10.17. In view of [10.16(ii), the homomorphism v (10.14.2) is independent of the choice of the lifting F' :
X — X' of Fx/;,. Then, we obtain an &'x-bilinear homomorphism

(10.17.1) v:Qx1 = Fx/p(Rar)

for a general smooth formal .#-scheme X even if the relative Frobenius morphism cannot be lifted over
. By (10.11.3)) and [10.16(ii), v is compatible with Hopf €x-algebras structures. By taking &x-duals, we

obtain a homomorphism of & X-algebras 9.4.2 110.12))
Lemma 10.18 ([34] 1.2.14). Let o : FX/k(val) — F;/k(Rx,l) be the involution homomorphism defined

in (T0.11.3).

(i) The restriction of u¥ and (o ov)Y to Fg}k(g(TX//k)) coincide.

(ii) The images of any local sections of uv(ﬁx/k) and of (UOU)V(F);}k<f<TX//k))> commute in (Qx1)".



10. PRELUDE ON RINGS OF DIFFERENTIAL OPERATORS 175

Proof. The questions being local, we take again the assumption and notation of{10.11} Let 9; € Tx 4 (X)
(resp. 0; € Tx//p(X")) be the dual of dt; (resp. dt;).

(i) We identify dt; and ¢} via the isomorphism S(2 k,/k) = Ry ([10.12). It follows from [10.16|that the
Ox-linear morphism (o o v)Y( X/k( ) : Qx1 — Ox is given by

& — 0, i = (=dt;, 9}) = —0ij.

i Yj

On the other hand, we consider 0; as a hyper PD-differential operator. The p-curvature morphism
¢ : Tx/ /i = Fx/ps(Dxyx) sends 9] to 07. Therefore the Ox-linear morphism v (F)*(/k( ) : Qx1 — Ox is

given by
G (60 =0, e (=€) = 3y
Then the assertion follows.
(ii) By (i) and the fact that F'y /k(ﬁxl) is contained in the center of D/, the images of any local
sections of u (DX/k) and of (o ov)Y( X/k(ﬁxz)) commute in (Qx1)Y. For any a = (a1, - ,aq) € N%,

we set 0% = H 1 0 and we consider it as a hyper PD-differential operator. By (i), we have u"(9P%) =
(o ov)Y( X/k((“)’o‘)) = 0 if one of the component «; of a is > p. Then by (10.7.1), it suffices to check that

uY(0*) and (o o v)V (F)"(/k(a'[ﬂ])) are commutative for all a, 3 € N%. Since u and v are Ox-bilinear, the

product u¥(9%) - (o o v)V(F)*(/k(a’[ﬁ])) is equal to the composition:

9@ F5 ), (919))

u@(ocov %
A Px Qo Fx/k(Rx,l) — Ox.

5
(10.18.1) g:9Qx1 — 9Qx1Roy Qx1
Similarly, the product (o o v)Y(9'%1) - 4" (9%) is equal to the composition:

F, (0P
X/k(Rx 1) ®ey Px X ok,

(oov)Qu

(10.18.2) h:Qxi > Qui ®oy Qi 2

Since {¢In7|T € {0,1,--- ,p— 1}d J € N} is a basis of the left @x-module Qx 1, and g, h are Ox-linear,
it suffices to whow that g(¢/n7) = h(¢'n”). By (10.11.3)), we have

d
(10.18.3) sty =06+ ao )t 1on+ Z pfn)sl DET 4 1),
I=1
We write the right hand side simply by (1®¢+&@ 1) (1on+ Y0, %gm ®EP~™ 4+ n®1)7. Then
we have
(w®(oov))od)(En)

= awﬂawm(u®§+£®m%1®n+§imﬁ;ﬁ%¢m®fWM+n®1v> [0153)

(o180 Fyu) - o1’ (10.11.3, [10.16)

J!

= (- > KW,IQ§@@>®F%A0*K

KeNd, K<J
Since (0'1%1, (") = 85,7, we have (10.18.1))
17! (0,1 (EW)7=F) it p < J
18.4 I,Jy\ ( ) BI(J B)! = Y
(10.18.4) 9(&n) { 0 otherwise.

A similar calculation shows that g(¢/n”7) is equal to h(£7n?). Then the assertion follows.
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Proposition 10.19 ([34] 1.2.12). The homomorphisms (cov)¥ and u" induce an isomorphism of X/k( (Tx/1))-

algebras (9.25)
(10.19.1) D) = (Qxa)”.

Proof. By |10.18, we obtain a canonical homomorphism of F;‘(/k(f(TX//k))—algebras
(10192) w : DX/k ®F_1 (/S\(TX’/lc)) FX/k( (TX’/k)) — (Qx71)v.

By m the left hand side is isomorphic to D7, X/ We show that w is an isomorphism. The question

being local, we may assume that there exists an étale morphism X — &dy We take again the notation of
10.18} By (10.7.2) and |10.18} a local section of D}/k can be written as an infinite sum:

0* /18]
(10.19.3) > Cap oy @ Fxpp(0'7)
ae{0,1,-- ,p—1}¢,B€Nd

with coefficients c, s € Ox. By (10.18.4) and (9%, &) = 4, 1, we have
(10.19.4) w(a, ® F;z/m’[ﬂ])) (€n7) = (1) 5, 165,
al

Since {¢In?, T € {0,--- ,p—1}4,J € N} form a basis for the left &x-module Qx 1, we deduce that w is an
isomorphism.

Proposition 10.20 ([34] 1.2.9). Let X be a smooth formal .-scheme, X its special fiber. There exists a
canonical equivalence of tensor categories between HIGS"(X/k) (9.20) (resp. MICS"(X/k) (9.26))) and the
category of Ox-modules with Rx-stratification (resp. Qx-stratification) (4.12) .

Proof. We recall here the main construction of the equivalence, refering to ([34] pages 18-20) for details.
Let (M, €) be an Ox-module with Rx-stratification and 6 : M — M ®¢, Rz 1 the Ox-linear morphism

defined by 8(m) = (1 ® m) (5.7). By [10.12]and E we deduce a f(TX/k)—module structure on M:
(10.20.1) ¥ T(Tx k) @ox M — M.

To show that 1 is quasi-nilpotent, we suppose that there exists an étale .-morphism X — &dy We take
again notation of [10.11} For any I € N?, we set 9l/] = H?Zl 8][-”] € f(TX/k). The action of 91 on M is
given by the composition

i [1]
(10.20.2) Yo+ M —" M @0, Ry 20 M .

Since Rzx,1 is isomorphic to a polynomial algebra over 0x (10.11)), for any local section m of M and any
point z of X, there exists a neighborhood U of = such that 6(m)|y is a section of M(U) ®4, ) Rx1(U)
and can be written as a finite sum:

(10.20.3) el@m)=0(m)= > ton(m)@ (.

IeNd

Hence, (M, ) is quasi-nilpotent (9.2 .
Let (M,e) be an €x-module with Qx-stratification and 6 : M — M@ﬁx Qx .1 the morphism induced by
e. By w and |5 . we associate to it a DX/k module (M, V) (9.25). We take again the assumption and

notation of the proof of For I € {0,---,p—1}¢,J € N%, the action of the local section 9! QF% ), (0 L1
of D}( / On M is given by the composition

ld®w(a QF%,, (8'71))
6 M ®g, Qx. M

(10.20.4) v(')l o ¢a/[J] : M
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Since Qx 1 is of finite type over a polynomial algebra over &x ({10.11]), for any local section m of M and any
point z of X, there exists a neighborhood U of x such that 6(m)|y is a section of M(U) ®¢, ) Lx,1(U)

and can be written as a finite sum (10.19.4])
1
(10.20.5) e(1@m) = 6(m) = > (=)VI 5 (Vor 0 gan)(m) © €'y,

I1€{0,---,p—1}2,JeN4
Hence (M, V, ) is quasi-nilpotent (9.26]).
Corollary 10.21. Let X be a smooth formal .#’-scheme, X its special fiber, & and & the Oyama topoi of
X (7.10) and 0,1, O 1 the p-torsion structure rings of & and & respectively (8.1). We denote by € (Os 1)
(resp. €(Os.1)) the category of crystals of Og 1-modules of & (resp. Og 1-modules of &) (8.5). Then, we
have equivalences of tensor categories

(10.21.1) HIG(X/k) ~€(Os1),  MICI(X/k) ~ € (Op1).

Moreover, the above equivalence is compatible with localisation with respect to U ((7.30)).

The equivalences follows from [8.18) and [10.20] The compatibility with localisation follows from [8.19(i).
Note that the equivalences of categories (10.21.1] ) depend on the formal model X of X.

Corollary 10.22 1 iii)). Let Cx/y cf — &' be the morphzsm of topoi associated to X ,

M a crystal of Og 1-modules of &' | (85, (M’,0) the associated P(TX//k) -module (10.21) and (V, 1/1) the
D}/k—module structure on (Cly ) o (A" ))(X %) Then a lifting F : X — X' of the relative Frobenius morphism

Fx i of X induces a functorial isomorphism of X/k( (Tx//1))-modules:

(10.22.1) e (Fgyn(M0)) = ((Cxyor (A1) (x,2), %)
where 1 denotes the involution homomorphism X/k( (Txi/1)) — X/k( (Tx /1)) (9.28.2)).

Proof. We take again the notation of 4 By A4 m and |1 the homomorphism sgy

induces a homomorphism of &'x-algebras:

(10.22.2) (55)Y : DY = Fxyu(@(Txopn)-

Since the composition v o siﬂ is the identity (|10.14)), the composition (|10.17.2))
(gov)Y (sh)V

(10.22.3) X/k( (TX’/k)) D}(/k - X/k( (TX’/k>)

is the involution homomorphism ¢ : F)*(/k(f(TX//k)) — F;(/k(l"(TX//k)) (19.28.2).
Let € be the associated Ry/-stratification on M’. Recall [8.21] m that the morphism F induces a functorial
isomorphism of &x-modules compatible with Qx-stratifications:

(10.22.4) nr - (F;(/k(M/)»S}(E)) = (C§/y(///))(x,x)-
In view of [10.20} the associated D}/k—module structure on Fy , (M’) in the left hand side is give by F% ; (6)

via (s%)Y that we denote by (Vp,¥r). Then we obtain a functorial isomorphism of D7 x/i-modules

(10.22.5) nr  (Fx (M), Ve, ) = (Cx)o (M) (x,2)-
In view of ([10.22.3), we have an equality of F'y (f(TX//k))—modules
(10.22.6) (Fo(M), ) = 0 (Fi o (M, 0)).

This concludes the proof.
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11. Comparison with the Cartier transform of Ogus—Vologodsky

In this section, X denotes a smooth formal .-scheme, X its special fiber and Tx/;, the &x-dual of the
Ox-module of differential forms Qk/k. We set X' =X Qv ,, 7.

11.1. Let & and é be the Oyama topoi of X (7.10) and &g 1, Og 1 the p-torsion structure rings of & and

& respectively (8.1). We use the conventions and notation of § If we use a gothic letter T to denote an
adic formal .¥-scheme, the corresponding roman letter 1" will denote its special fiber ¥ ®w k. A morphism
g:(U1,%1,u1) = (U2, Ta, uz) of & (resp. &) induces a morphism of ringed topoi (8.3.1])

(11.1.1) s+ (U1, u1.(01,)) = (Us, u2s(Ory,)).

11.2. Let v : & — Xar (resp. v : é — X,ar) be the morphism of topoi defined in Its inverse image
functor is induced by the composition with the functor

& (resp. &) — Zar)x, (U, %) — U.
For any object (U, %, u) of &, the morphism u : T'— U induces a canonical, functorial homomorphism
(11.2.1) v (Ox)(U,Z,u) = Ox(U) = Op1(U, T, u) = u.(Op)(U).
Then the morphism of topoi v : & — X,r underlies a morphism of ringed topoi
(11.2.2) vi(&,0s1) = (Xpar, Ox).

For any object (U, %, u) of &, we have a morphism v’ o fr/, : T — U’ (7.4.1) and hence a canonical,
functorial homomorphism

(11.2.3) v*(F)*(/k(ﬁX/))(U, Tu) = Ox/(U') = Os1(U, %, u) = (W o fr/i)«(Or)(U).
The composition of morphisms F'x/, o v : & — X,ar — X, underlies a morphism of ringed topoi
(11.2.4) (&, 081) = (XL, Ox).

By ([7.27.3), the morphisms p and v’ fit into a commutative diagram

Cx,

(11.2.5) (&,061) (&, 080 1)

S

(XLars Ox7)

zar?

11.3. Let M be an Ox-module and .# = v*(M) (11.2.2). For any object (U, %, u) of &, we set u*(M) =

M|y ® ey u«(Or). Recall (7.27)) that we have (v*(M))w,s) = M|y. In view of [7.11]and (11.2.1]), we deduce
that .#y <) = u*(M). For any morphism g : (U, T1,u1) — (U2, Ta,uz) of &, in view of (7.27.4), the
transition morphism ¢, : g3 (.#(v, x,)) — #v, =,) is the canonical isomorphism ((11.1.1)

(11.3.1) gr(us(M)) = a5 (M).

Hence . is a crystal of Og 1-modules of &. If M is moreover quasi-coherent, then so is .# (8.5)). In this
case, for any object (U, T, u) of &, the Op-module .4y of Tyar (8.11)) is u*(M]|y).

Lemma 11.4. Under the assumption of‘11.3 the f(TX/k)—module associated to A (10.21)) is the Ox -module
M equipped with the zero PD-Higgs field (9.20))

Proof. The underlying &x-module is .#(x xy = M. The reduction modulo p of the two canonical
morphisms ¢1, ¢2 : Rx — X are equal. By (11.3.1)), the R x-stratification on M associated to .Z (8.18)

€1 G5 (M) = G ((M)
is the identity morphism. In view of (10.20.2)) and (10.20.3)), the PD-Higgs field associated to ¢ is zero.
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Lemma 11.5. Let M’ be an Ox:-module and A = p*(M'). Then A is a crystal of Og 1-modules ofg and
the Dx i,-module associated to ./ is (F)*(/k(M’), Vean, 0) (10.21)), where Vean denotes the Frobenius descent
connection on Fy (M) (6.5.1)).

Proof. We set A" = v"™*(M') (11.2.5). Then .# = Cx,5(#") is a crystal by For any object
U, %, u) of & we put ¢p/p, =u' o fr, : T — T — U’. Then we have p(U, T, u) = (U, T, ¢p/p) (7.4.2) and
/ / /
(721.4)

(11.5.1) Oy (AN 2) = T (M1 3 4,,0)) = T4 (B (M),

The morphism ¢x /. associated to the object (X, X) of £ is F'x/;. Then we have .#(x x) = F)*(/k(M’). There
exists a commutative diagram

(11.5.2) Q1 —2

@
flll m\ lFX/k
X sy
The morphisms ¢, g2 : (X,Qx) — (X, %) of & induce isomorphisms ((11.3.1} [11.5.1))
(11.5.3)  cqu + @ (Fx/p (M) = mx2 (00, (M), Cqp 1 B o(F (M) = mxi(0,, n(M)).

The Qx-stratification € on Fy /k (M') associated to the crystal .# (8.18) is given by the composition of ¢,
and the inverse of ¢,,. In view of (11.5.2)), for any local section m’ of M’, we have

(11.5.4) (1@ Fy (') = Fijp(m') ® 1.

Let (F (M), V,) be the D}/k—module associated to (F,, (M'),€) (10.20). In view of (11.5.4), (10.20.4)
and ((10.20.5)), we deduce that V and ¢ annihilate the subsheaf F);/lk(M’) of F)*(/k(M’). Hence V is the
Frobenius descent connection and 1 = 0.

Corollary 11.6. Let Mod(0x/) be the category of Ox:-modules and let A be the functor
(11.6.1) A:Mod(Ox/) = MICS(X/k) M’ (Fx/,(M'), Vean, 0)

where MIC?Y(X/k) denotes the category of nilpotent D}/k—modules of level <0 (9.26]). Then, the following

diagram is commutative up to a canonical isomorphism

(11.6.2) Mod(Ox/) —2> MICY (X /k)
S
C(Os 1) ¢ (0g,1)

where the right vertical arrow is given by (10.21]).
It follows from (11.2.5)), [11.4]and |11.5]

11.7. Let (U, %, u) be an object of &, W an open subscheme of T' and 205 the open subscheme of T associated
to W. We define Zx (v,5,4)(W) to be the set of /5-morphisms 2, — X5 which make the following diagram
commutes

(11.7.1) W W,

| |

— X —— X
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The functor W+ Zx (,5,)(W) defines a sheaf of T,,,. Since X is smooth over ., such morphisms
exist locally. By deformation theory ([19] III 2.2.4), the sheaf %Zx (5,4 is a torsor under the &r-module

Home., (u*(Q}]/k), pOs,) = u*(Ty) of Thar.

11.8. Let g : (V,3,v) = (U,%,u) be a morphism of & and g5 : Z — T (resp. g2 : 32 — T3) the reduction
of the morphism 3 — T. For &r-modules, we will use the notation g;! to denote the inverse image in the
sense of abelian sheaves and will keep the notation g} for the inverse image in the sense of modules. By
adjunction, the isomorphism g} (u*(Ty k) — v*(Ty,y) induces an Op-linear morphism:

T U*(TU/k) — gs*(v*(TV/k:))'

We have a canonical T-equivariant morphism Zx (u,xu) — 9s+(Zx,(v,3,0)) Of Tsar defined for every local
section h : Wa — Xy of Zx (vx,u) Dy

(11.8.1) Rx vg0) = 9o (Zx,(v3,0) B hogl gy,

By adjunction, we obtain a g;l(u*(TU/k))—equivariant morphism of Z,,,:

(11.8.2) Vg © 95 (Rx,(U,50) = B (V,3,0)-

By ([17] III 1.4.6(iii)), we deduce a v*(Ty,)-equivariant isomorphism of Zya: (9.8):
(11.8.3) 95 (R, vx0) = R (v,3.0)-

One verifies that the data {u.(Zx (v,s,u)), 7y} satisfy the compatibility conditions of Then it defines

a sheaf of & that we denote by Zx (7.11). We set Ix /1, = v*(Txx) (11.2.2 . In view ofm and
(11.8.2), Zx is a Tx i-torsor of .

Proposition 11.9. (i) There exists a quasi-coherent crystal Fx of Og 1-modules Ofg such that:
(a) For every object (U, %, u) of &, Fx =) (8.11)) is the sheaf of affine functions on the u*(Ty y)-torsor

%%,(U,T,u) Oszar "
(b) For every morphism g : (V,3) — (U,T) of &, any affine function | : Zx w,s.) — Or and any

section h € Xx v,xu)(T), the transition morphism c, : gi(Fx w,x)) = Fx,v,3) (8.11) sends gi(l)
to an affine function ' : Zx (v,3.) — Oz such that

(11.9.1) l'(hog2) = g;(I(h)) € O.
(ii) We have an exact sequence of crystals (11.2.2):
(11.9.2) 0= Os1 — Fx = v (Qx ;) — 0.

Proof. (i) For any object (U, T, u) of &, we define .#x (%) as in (i). Recall (9.5.3)) that we have an exact
sequence of Op-modules of T,

(11.9.3) 0= Or 5 Fx ws) = w Q) =0
For any morphism ¢ : (V,3) — (U,%) of &, by (9.8.4) and (|11.8.3)), we obtain an &z-linear isomorphism
(11.9.4) ¢y 1 95 (Fx,w,3) = Fx,(v.3)

which fits into a commutative diagram (9.8.5|)

(11.9.5) 0——=g:(Or) —= gi(Fx w5) — gi(u* () —=0

T

0 ﬁz yx,(vﬁ) %‘U-’U*(Q%//k) —0
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In view of the compatibility conditions of v, (11.8.2)) and ([2] II 4.15), the data {Fx (v s),cy} satisfy
the compatibility conditions of Hence, they define a quasi-coherent crystal of & ;-modules of & that
we denote by #x. The equality (11.9.1) follows from (9.8.2) and (11.8.1).

The assertion (ii) follows from [11.3|and the diagram (11.9.5).

11.10. For any object (U,%) of &, {S"(Fx (,5))}n>0 form an inductive system (9.5). We denote its in-
ductive limit by :@x’(U’fz) which is an Op-algebra of T,,,. Since the inverse image functor commutes with
inductive limits, for any morphism g : (V,3) — (U, %) of &, the isomorphism ¢, (11.9.4) induces an isomor-
phism of &z-algebras

(11.10.1) by + 95 (Bx,(w,3)) = Bx,(v,3)-

Then the data {%x (v,z), by} defines a quasi-coherent crystal of O ;-algebras of & that we denote by
B .
11.11. We set Fx = Fx (x,x) and Bx = %Bx (x,x). Then we obtain an Rx-stratification e on Fx (resp.

eg on Bx) and a f(TX/k)—module structure ¢z on Fx (resp. ¥z on Bx).
On the other hand, Fx being the sheaf of affine functions on the Tx ;-torsor Zx,(x x), Fx (resp. Bx)

is equipped by with a f(TX/k)—module structure that we denote by kx (resp. kp).
Recall that we have an exact sequence ((11.9.3))

(11.11.1) 0= Ox = Fx = Qx ) = 0.

The element idx, : X2 — X2 of Zx (x x)(X) induces a canonical splitting
(11.11.2) s Fx = Ox @ QL (1), w(1)).
Then it induces an isomorphism of &'x-algebras

(11.11.3) Bx = S(Qp,)-

By the isomorphism s;jq (11.11.2]) (resp. (L1.11.3)) is compatible with the action kx (resp. kg) and the
canonical action of I'(Tx/x) on Ox & Qx ;. (resp. S(Q% ;) (0-3).

Proposition 11.12. Assume that there exists an étale .-morphism X — &dy = Spf(W{Ty,--- ,T4}). We
take again the notation of [10.11]

(i) If l is a section of Fx such that w(l) =0 (11.11.2), then ex(1®1) =1 1.

(ii) For 1 < i <d, let l; be the section of Fx such that l;(id) = 0 and w(l;) = dt;. Then er(1®1;) =
Lol-1®¢.

Proof. Assertion (i) follows from and [T1.9(ii).

(ii) We denote by g : Rx1 — X the canonical morphism. The canonical morphisms ¢1 2,¢22 : Rx 2 —
Xo € Xx,(X,Rx,q.)(Rx,1) induce two splittings of Fx (x r.) (11.9.3)

(11.12.1) Sg1  Qsx(Fx (x,R2)) — Ra1 ® (Rx1 ®ey Q_lx/k) = (flq),w(f))
(11.12.2) Sqs * U+ (Fx,(x,Rx)) — Rx1® (Rx1 oy Qﬁgm) = (flg2),w(f)).

We identify Rx1 @ (Rx1 ey Q%{/k) with Rx1 ®gy Fx by idr,, ®siq . In view of and
, the morphism s, is inverse to gs.(cy;) for ¢ = 1,2. Then, the Rx-stratification € on Fy is given by
the composition of the inverse of s,, and sg,.

We denote by f the local section s_,! (1®1;) of ges(Fx,(x,ry))- Then we have f(gz2) = 0 and w(f) = 1®dt;.
To show the assertion, it suffices to prove that f(¢1) = —¢; ® 1. The morphisms ¢i, g2 are induced by two
homomorphisms

(11.12.3) L1 ﬁxz — Rxg, Lo : ﬁxz — Rx,g
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such that ¢1 is equal to t2 modulo p. Then they define a Wa-derivation

(11124) D= Lo — L1 ﬁxZ — p'R,xyg.
We denote by
(11.12.5) ¢:Rax1 ®ox Uy, = PRa2

the Rx 1-linear morphism associated to D. Then we have

¢(1®dtl) =10t —t;, ®1 —p<§j) Epra.

Identifying s#ome, (Rx1 @6y Qﬁ(/k,pr,g) = Rax1 ®ox Tx/k, we consider ¢ as a section of ¢}(Tx k).
Then we have g2 = q1 + ¢ € Zx,q. (Rx,1) and we deduce that (9.5]ii))

fla) = flz—9)
= —w(f)(9)
-Gl

The proposition follows.
Corollary 11.13. The f(TX/k)—actions Yr and kF on Fx (resp. Y and kg on Bx) satisfy vr = 1*(kr)
(resp. Y = 1*(kB)), where ¢ : f(TX/k) — f(TX/k) denotes the involution homomorphism (9.28.2]).

Proof. The question being local, we take again the assumptions and notation of [11.12| Let 9; € Tx 4 (X)
be the dual of dt;. In view of ((10.20.3) and [I1.12{(ii), the action of ¢z 5, on Fx sends [; to —1. We equip

Ox QY (resp. S(Q ;) with the canonical action of f(TX/k) (9.3). The isomorphism siq (11.11.2) (resp.

(11.11.3))) sends ; to dt; and induces an isomorphism of f(TX/k)—modules

(11.13.1) (Fx,¥F) = (Ox @ Qﬁ(/k) (resp. ((Bx,v5) = L*(S(Q}(/k))).

Then the assertion follows from [T.11]

Lemma 11.14. We denote by e}, (resp. €g) the Rx-stratification on Rx 1 associated to the f(TX k)-action
kg (resp. Yp) on Bx via the isomorphisms of Ox-algebras Bx — S(Qﬁ(/k) = R (10.12}[11.11.3)

(i) For any local section v of Rx 1, we have e (1 ®r) = §(r) (10.11]).
(ii) For any local section r of Rx 1, we have ez (0(r)) =r ® 1.

Proof. The question being local, we take again the assumption and the notation of [11.12 Then for
1 <4 <d,l; is sent to ¢; by the isomorphism By — Rx 1. Since EE, € and § are homomorphisms, it
suffices to verify the assertion for the local sections (;. By [11.12[ii) and [11.13|i), we have

(11.14.1) eR(1®G)=GR1-11¢, e(1®G)=0Go1+1R(
Then, the assertion (i) follows from The assertion (ii) follows from the relations
er(0(Gi) =er(1®G+GR1)=(GR®1-1®G)+10G=G® 1.

Proposition 11.15 ([34] 1.5.3). Let M be a quasi-nilpotent f(TX/k)-module, e the associated Rx -stratification

on M (10.20)). We denote by My the underlying Ox -module of M equipped with the f(TX/k)—module struc-
ture defined by the zero PD-Higgs field. Then the stratification € : Rx1 Qe M — M ®¢ Rx,1 induces two

isomorphisms of f(TX/k)—modules (19.21.2))

(i) (Bx,¥B) ®ey My — M ®p, (Bx,¥5),
(ii) (Bx,vB) ®6y "(M) = My ®e, (Bx,¥s).
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Proof. We take again the notation of [11.14] To simplify the notation, we write R for Rx 1. The Rx-
stratification on My is the identity morphlsm idrom : R®py M — R ®@6, M (cf. the proof of [11.4 - We
denote by 6y (resp. #) the morphism M — M ®4, R defined by m — m®1 (resp. m +— (1 ®m)) for every
local section m of M.

(i) Since the action ¥ on Bx is compatible with the ring structure of By, it suffices to show that
0: My — M ® (Bx,¥g) is f(TX/k)—equivariant. In view of , it suffices to prove that the following
diagram is commutative

(11.15.1) M %o M®g, R

0Ridg id pr ®ep
M®ey R— M ®¢, R Qpy RHM®ﬁX R®ex R
By condition (ii) of [5.7] the composition

idy ®
(11.15.2) M—"s Mos, REE Moo, Roo, RFM 06, R @0y R.

in the above diagram is equal to the composition

(11.15.3) M— e Mo, RYL M o, Roo, RAEIM 05, R @0, R.

By [11.14{(ii), the above composition is equal to the composition

(11.15.4) M2 Moy, R2ER Moy, Roo, R.

The assertion follows. R
(if) By |11.13(1), it suﬂices to show that the morphism (Bx, k) ®gx M — Mo Qg (Bx,rp) is T'(Tx/p)-
equivariant. Similarly to (i), by (5.5.2)), it suffices to prove that the following diagram is commutative

0

(11.15.5) M M@, R
0 J(0®ld7z
90@1(173 id s ®E
M®ey R—— M®5XR®@’X'R4>M®0X’R®6’X'R

By condition (ii) of the composition

O®idr

(11.15.6) M _0. M@y R— M ®@p, RQoyx R
in the above diagram is equal to the composition
(11.15.7) M- Moo, RYL M s R0y R.

The assertion follows from [11.14](i).
11.16. Let Cx/» : & — &' be the morphism of topoi (7.21.1). We put £, = CX,»(%x) (LL.8). For any
object (U, %, u) of &, we set ¢/, = ' o fryp : T — T' — U’ so we have p(U, %, u) = (U, %, ¢r/x) (7.4.2).
By , the descent data of the sheaf Zy of & is {u«(Zx (' .5.61)) Vo(a)} ll.EL 11.8).

We put 7y = Cx, o (Fx) and By = Cx, 5 (Hx'). For any object (U, T,u) of &, we have (8.11.2

(11.16.1) L Usu) = T (U S orp)  PBx Uz = B (U T brm)

The linearised descent data of the quasi-coherent crystal of g 1-modules Z 5 (resp. Og i-algebras #y) of

ﬁis {yf’,(U’,f,d?T/k)’cP(g)} (resp. {%%’,(U/,‘I,qﬁ/k)acp(g)}) (7.21 .
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We set Fp = Zx,(x,x) and By = @x,(x,x)- By 110.21} these Ox-modules are equipped with D;’(/k-
module structures that we denote by (Vz,9x) (resp. (Vs,9¥5)).

11.17. Let .#' be a crystal of g 1-modules of &' (M, 0’;) the associated [(Tx5,)-module, .4, = v* (M)
[LL.3), A = Ck,5(A4") and (N,Vn,¢n) the associated D}(/k—module. By |10.21F |11.4| and |11.15|(i), we

have an isomorphism of crystals of O/ 1-modules of &

(11.17.1) Bx @, , My~ M Do, , B

Applying C% /> We obtain an isomorphism of crystals of O 1-modules of & :
(11.17.2) Bx R6,, C}/y(///(;) =N Ry, Bx-
By we deduce an isomorphism of DY / p-modules

(11.17.3) A By @oy Fy/p(M') = N @y By

where the D}/k—action on the left hand side is induced by (Vp,¢p) on By and (Vcan,0) on Fy (M ) (9.27)),
that we still denote by (Vg,%g); and the D}/k—action on the right hand side is induced by (Vy,¥n) on N
and (Vg, 1/15) that we denote by (Viot, Ptot)-

The F( ) module structures ¢z on By and 6y on M’ define a I‘(TX//k) module structure on
By ®o,, M’ , that we denote by 0io;. On the other hand, the zero PD-Higgs field on N and the action

of Y3 on By deﬁne a F(TX//k)-module structure on N ®¢, By, that we still denote by 5.

Theorem 11.18. Let .4’ be a crystal of Og 1-modules of é"N’, (M',0),) the associated f(TX,/k)—module,
N =Cx,o(A") and (N,Vn,N) the associated D}/k-module. Then, the isomorphism (11.17.3)

(11.18.1) A (By ®6,, M',(Vp,18),bo0t) = (N @6y By, (Viot Ytot), ¥B)
is compatible with the DX/k -actions and the f(TX//k)—actions defined on both sides in .

Proof. We only need to prove the compatibility of the f(TX//k)—actions. Let €' : By ®¢,, M’ =

M' ®¢,, Bx: be the Ry/-stratification on M’ , and g the f(TX//k)—action on By defined in
The question is local. Since the Cartier transform is compatible with localisation , we can suppose
that there exists a lifting F' : X — X’ of the relative Frobenius morphism F/, of X. Then it induces a
morphism F : (X', X, Fx;,) — (X', X’) of &’. The isomorphisms (11.17.1]), (11.17.2) and the transition
morphisms ng associated to F' induce a commutative diagram

F (B @0, , M) (x0,x1)) ———= Fx (M ®0,, , Bx)(x,x1))

nFl lnp

(Zx @64, Cx o (M) (x %) (N ®os, Bx)(x.2)

Then we deduce a commutative diagram

Fi ()
(11.18.2) F)(Bx @0, M') e, F (M’ @6, Bx:)

wi inp

ﬁ:{ ®6>X’ MI N®ﬁx Ex

By [10.22} the isomorphism np : F ; (Bx) =5 By underlies an isomorphism of F;‘(/k(f(TX//k))—modules
(11.18.3) F (B, v (v0r)) = (B, ¥s)-
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By |11.15(ii), the isomorphism FX/k< ¢’) is compatible with actions of X/k( (Tx/1)):

(11.18.4) ;‘(/k(a’) L Py (B @6y, M’ Yp @id +id @ (0a)) = FX/k(M Qe Bxr,id @p).
Then the assertion follows from (11.18.2), (11.18.3) and (11.18.4)).

Remark 11.19. The above theorem is an analogue of a result of Ogus—Vologodsky ([33], 2.23).

Lemma 11.20. Keep the notation of [11.17]
( ) The actions (Vg,¥p) of DX/k and Byor, of F(TX//k) on By ®¢,, M' commute with each other.

The actions (Viet, Yiot) of DL, and v ofF Tx: /1) on N ®g, By commute with each other.
X/k B / x 2x

Proof. (i) By the formula (9.21.1), one verifies that the action iz of f(TX//k) C D}/k and the action

Otot Of f(TX,/k) on By ®¢,, M’ commute with each other. For any local sections D of Tx , & of IA“(TX//k),
b of By and m of M’, by|9.21.1} we have

Vi,0(Oot,er(b@m)) = Vg p(pe (b)) @m+ Vg p(b) @ On e (m)
= Ype(Vep(b) @m+ Ve p(b) ® O ¢ (m)
= Otot,e/(Vp,n(b®m))

Since D}(/k is generated by T/, and f(TX//k) the assertion follows.

The assertion (ii) follows from (i) and [T
11.21. Let (H,0) (resp. (H,V,v)) be a F(TX/k)—module (resp. a D}/k—module). We define its f(TX/k)
invariants (resp. D} Ik invariants) by

(11.21.1) H? = Homgp . (Ox,0),H)  (resp. HVY) = Hompy ((Ox,d,0), H)).

Lemma 11.22. Keep the notation of [11.17| and suppose that .4’ is quasi-coherent. The canonical homo-
morphism of crystals Og 1 — By induces an isomorphism of Ox-modules (resp. Ox -modules)

N 55 (N ®gy By)'E, (resp. M’ =5 (B ®¢,, M')(VEVE)),

Proof. The assertion in lemma being local, we may assume that there exists a lifting F' : X - X' of the
relative Frobenius morphism F /5, of X. Byl and (11.13.1), we have isomorphisms of F /k( (Tx/1))-
modules

nr: Fx ) (By @6, M', 0" (Yp) @ 1d) (N ®ox Bx,¥B)
S(Qﬁc/k) ®ex Fx (M) F5 By @6, M', 0 (Yp) ®id)

where S(QX/k) is equipped with the canonical action of f(TX/k). A local section u of S(Qk/k) ®ox Fx (M)
can be written as a finite sum

N
N

(11.22.1) u=y wi®u

with u; € F, (M') and w; € S*(Q). In view of the perfect pairing Li(Tx/k) ®ey S () x/1) = Ox (©:37)
for ¢ > 1, the action of f(TX/k) on u is trivial if and only if u; = 0 for ¢ > 1, i.e. u belongs to the submodule
F5 (M) of F ) (M') ®¢ S(€2). The first isomorphism follows.

Equipped with the Frobenius descent connection Vca., on F% /k(M "), we have an injection of D}( Ik
modules (F% . (M'), Vean, 0) = (Bx ®¢, M', Vg, ) and a canonical Ox-linear isomorphism ([21] 5.1)

(11.22.2) M = F)*(/k(M/)(Vcan,O).

In view of the first isomorphism, we deduce that (By ®s,, M")(VE¥E) ig contained in the image of X/k(M’)
in By ®¢,, M'. Then the second isomorphism follows from (11.22.2)).
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Proposition 11.23. Keep the notation of [11.17 and suppose that .#' is quasi-coherent. The isomorphism

(11.18.1) induces

(i) a canonical isomorphism of D}/k—modules

(Bx ®,, M', Vi, ¥p)" = (N, Vi, 9n);
(ii) a canonical isomorphism of f(TX//k)—modules
(M/,OM/) :—) (N ®ﬁx ﬁwié)(vtotﬂbtot).

Proof. By taking f(TX//k) invariants (resp. D’)Y(/k invariants) for the isomorphism ,
assertion (i) (resp. (ii)) follows from and
11.24. The Ox-module Fy is the sheaf of affine functions on the F;(/k(TX//k)—torsor Rxr (x1,%,Fx ) Of Xoar.
By and , the Ox-module Fy (resp. Ox-algebra By) is equipped with a F)*(/k(f(TX//k))—module
structure that we denote by £ (resp. Up).
Lemma 11.25 (cf. . The two F)*(/k(f(TX//k))-module structures Yy and VF on Fy (resp. ¥
and Y on By) coincide.

Proof. 1t suffices to show the assertion for F,. We have F; = 34’35/7()(/7357};}{/16).
The question being local, we can reduce to case where there exists an .#-morphism F' : X — X’ which
lifts the relative Frobenius morphism F /;, of X. Then we obtain a morphism F': (X', X, Fix ;) — (X', X')

of & and an isomorphism ([11.9.4))

Let 97 be the f(TX,/k)—module structure on Fy induced by the crystal Fx,. By|10.22] the isomorphism

~

nr: Fyp (Far) =5 F underlies an isomorphism of Fp (T(Txrx))-modules

(11.25.2) nF : Fypp(Far O (0F) = (Fxo ¥F)-

On the other hand, regarding F%: as a sheaf of affine functions, the f(T x'/k)-action on Fy/ defined in

is equal to +*(vx) (11.13). By nr induces an isomorphism of F)*(/k(f(TX//k))—modules
(11.25.3) e Fxp(Fas O (WF) = (Fx, 9F).

The assertion follows.

11.26. In the following, we compare the Cartier transform C}/ » and the Cartier transform of Ogus—
Vologodsky (9.29). Let Cris(X/k) (resp. (X/k)crys) be the crystalline site (resp. topos) of X over k with
the PD-ideal 0. Using the Wa-lifting X7 of X', Ogus and Vologodsky constructed a torsor Zx; of (X/k)crys
([©.16). We denote by Fx, the crystal of affine functions on £y, of (X/k)crys and by </x; the quasi-coherent
crystal of O j-algebras associated to 5[35/2 . We put Fy, = 93612,()(7)() and Ay, = @y, (x,x) which
are equipped with Dy /;-module structures. Moreover, this Dx/,-module structure extends to a D7X s
module strucutre on Ay, (©:28). The D}/k—module (Axy)Y = Homey (Ax,, Ox) is a splitting module

for the Azumaya algebra FX/k*(D}(/k) over f(TX//k) 1 i)). Then one deduces an equivalence of tensor
categories ((9.29[(ii))

(11.26.1) Cxy : MIC" (X /k) = HIGI"(X'/k), N+~ L*(%omD}/k((Axfz)v,N)).

11.27. Let (U, T, ) be an object of Cris(X/k) such that there exists a flat formal .-scheme T with special
fiber T. Recall (9.12)) that the morphism U — T induces an isomorphism U —» 7. Then we obtain an

object (U, %) of &. The morphism @7, : T'— X' (9.12.1) is the same as the composition T % U — X'
(11.16]). Moreover, the w}/k(TX//k)—torsor ‘,%%WT/,C of T,ar (9.15) is the same as the d)i}/k(TU//k)—torsor
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R (U % b)) Of Toar (11.8). Recall that Fx; () is the sheaf of affine functions on %%, o, . By (11.16.1)),
we deduce a canonical isomorphism of &p-modules

(11.27.1) Ty = Lxws)

Let g : (Uy,T1,01) — (Us,T2,62) be a morphism of Cris(X/k). Suppose that there exists an .7-
morphism g : ¥; — T of flat formal .#-schemes with special fiber g : T} — T5. Then we obtain a morphism
g: (U1,%1) = (U, %) of & In view of 9.16(ii), the transition morphism of the crystal of O ;-modules .7 5

of & associated to g (11.9.4L 11.16)

(11.27.2) ¢g 1 9" (Zx (0sm2) = L y,30)

is compatible with the transition morphism of the crystal Fx; of Ox/,-modules associated to g (9.9.2)

(11273) Cg . !f(yx;,(Ug,Tz)) l) yxlz,(Ul,Tﬂ'

Lemma 11.28. The isomorphism Fx, = Fy (11.27.1) is compatible with the actions of Dx/p-

Proof. The object (X, Px) of & lifts the object (X, Px) of Cris(X/k). The canonical morphisms g1, ¢z :
(X, Px) — (X, X) of & lift the canonical morphisms p1,ps : (X, Px) — (X, X) of Cris(X/k). Recall (8.22.2))
that the Qx ;-stratification on F; induces a Px-stratification on F; which is given by the isomorphisms

(11.28.1) Cq - Qik,s(fae) = Zx,(X,ny Cqz :qg,s(fx) = zx,(X,Px)'
In view of the isomorphism Fy; =5 Fy is compatible with Px-stratifications. Then the assertion

follows.

Corollary 11.29. The isomorphism .7-'35/2 = Fx induces a canonical isomorphism of Ox-algebras Axé =
By compatible with the actions of D}Y(/k.

By [11.28, we obtain an isomorphism Axfz =5 By compatible with actions of Dxyk- By and [11.25

~

this isomorphism is compatible with actions of F , (I'(Tx//x)). Then the assertion follows.
Theorem 11.30. Let X be a smooth formal /-scheme and X its special fiber. The following diagram is
commutative up to a canonical isomorphism

Cx/ o«

(11.30.1) CI(Og 1) —= €I (O 1)

I

MICS* (X/k) — HIGS™ (X /k)
where Cx /.o, is the direct image functor of the morphism of topoi Cx ;s (8.13)), which depends only on X,
and the vertical functors are defined in[10.21] and depend on X.

Proof. Let .4 be a quasi-coherent crystal of &g ;-modules of é , N the associated D}( /k—rnodule7

M = Cx;.(A) and M’ the associated f(TX,/k)—module. By we have a canonical isomorphism
Cx/o (M) = N . The D}/k—module structure (Vp_, 5. ) on By induces a D}/k—module structure on its

dual By (9.27). By (11.26.1) and 11.29|, we have a canonical isomorphism of f(TX//k)-modules

(11.30.2) Cxy(N) = v (Hompy | (Bx,N))

where the f(T x7/k)-action on the right hand side is given by that of E;. The canonical morphism

(11.30.3) Home, (Ox,Bx @¢yx N) — Home, (B, N)
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sends a local section ¢ of #ome, (Ox,Bx ®e, N) to x : E; — N defined for every local section f of ﬁ}é
by

(11.30.4) x(f) = (f @idn)(p(1)).

Since By is locally a direct sum of free &x-modules of finite type (11.18.3), the morphism ((11.30.3)) is an
isomorphism. We equip Ox the D}/k—module structure (d,0). By (9.27.1) and (9.21.2), one verifies that a
local section ¢ : Ox — By ®¢, N is D}(/k—equivariant if and only if x (11.30.4) is D}Y(/k—equivariant. Then
we deduce an isomorphism

(11.30.5) Hompy, ((Ox,d,0), Bx ®ox N) = ,%ﬂomD}/k(gaV@ N).

In view of ((9.21.2)), the above isomorphism induces an isomorphism of f(T x7/k)-modules (11.17))

(11.30.6) (Hompy, , (Ox,Bx @ox N),vs,) = L*(%omD}/k(ﬁg, N)).

Then the assertion follows from [11.23[ii) and ([11.30.2)).

12. Fontaine modules

In this section, X denotes a smooth formal .-scheme and X its special fiber.

Definition 12.1. Let n be an integer > 1. We define the category of filtered modules with quasi-nilpotent
integrable connection MICg(%,,/.%,,) as follows. A filtered module with quasi-nilpotent integrable connection
is a triple (M, V, M*) consisting of an object (M, V) of MIC"(X,,/.#,,) and a decreasing filtration {M*};cz

(12.1.1) CMPCM M =M=M""-..
satisfying Griffiths’ transversality
(12.1.2) VIM)c M @Qk 1y Vi>0.

Given two objects (M1, V1, M7) and (Ma, Vo, M3) of MICr (X, /%), a morphism from (M, Vi, M7)
to (Ms, Vo, M3) is a horizontal €% -linear morphism f : M7 — My compatible with the filtrations.

For any ¢ > 0, we denote by MICk(X,,/.%,) the full subcategory of MICk(%,,/.#,) consisting of objects
with length < ¢ (i.e. the filtration satisfies M**! = 0).

12.2. Let £ be an integer > 0, (M, V, M*) an object of MIC(%,,/.%,). We consider the O , -linear morphism
(12.2.1) g: @M — @i M’

defined for every local section m; of M* by g(m;) = (m;, —pm;) in M=t @& M*. We set

(12.2.2) M = Coker(g).

For any 0 < j < ¢, we denote by (—); the composition Mi — @f:OMi — M and by M~ the canonical
image of @/_yM" in M. We obtain a decreasing filtration

(12.2.3) MCM*C...CM ‘=M.
We consider the W ,-linear morphism
(12.2.4) h:@i_oM' — (Bi_oM") ®oy, Vi),
defined by
(12.2.5) Wy = ViM =M™ Q6 QO 5, forl<i</,

hlao = pV:M® = M°®g, Q% o
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Lemma 12.3. The W,,-linear morphism h induces a quasi-nilpotent integrable p-connection V on M such
that for any —€ < i < —1, we have
(12.3.1) VM) Cc M @0, Q% /.-

Proof. Tt follows from the definition that the composition
(12.3.2) Sl M S af_ M (6o M) 0, O /o = Mo, Q% 0
is zero. Hence the morphism h induces a W ,-linear morphism
(12.3.3) VM= M®g,, Q.

We show that V is a p-connection. The restriction of h to M? is the p-connection pV. Hence the restriction

of V to M is a p-connection. Let f be a local section of Ox, i an integer € [1,¢] and m a local section of
M?. The morphism h sends fm € M* to

(12.3.4) V(fm)=fV(im)+medf e M@0 4.
Note that we have (m);_1 = (pm);. Then we deduce that
(12.3.5) V(f(m):) = fV((m)s) +p(m); @ df.

The assertion follows. The integrability of V implies easily that of V.
It is clear from the definition that V satisfies the condition 1| Since M is p"-torsion, the restriction
of V to M is quasi-nilpotent. In view of m, we deduce that V is quasi-nilpotent.

12.4. Let €iT be the Tx-stratification on M associated to V - We present its local description.

Suppose that there exists an étale .-morphism X — Ad = Spt(W{T1,---,T4}). We take again the
notation of and of- For any 0 < i < ¢, any local section m of M* and any I € N, in view of m,

we have

(12.4.1) Vor((m)i) = { ;ﬁf’iﬂv);j('”))o g (|)I|§>Zz§ .

By (5.22.1)), we deduce that

(7] (7]

[I1<i [T]>1 p

Proposition 12.5. Suppose that £ <p—1. s
(1) There exists an Rx-stratification €~ on M.

(ii) The Ryx-stratification ey induces the Tx -stratification Efr via the functor (8.22.1)).

Proof. Let epr be the Py-stratification on M and 0y : M — M ®¢, Px the morphism defined by
Opr(m) = epr(1 ® m). We denote by Jp the PD-ideal of Px. In view of local description of JI[;,]n (5-13)),

M ®¢,, Jl[f] is a submodule of M ®¢, Px for any 4,5 > 0. By ([31] 3.1.3) and Griffiths’ transversality,
we have

i
(12.5.1) oMY Y M wg, Jp,  VO<i<l
§=0
We denote the target by (M ®¢, Px)" and the induced morphism by 63, : M* — (M ®¢, Px)'. Let
s : Px — Rx be the homomorphism defined in and for all j < p—1, s : J}Z’] — Rx the induced
morphism (5.24.2)). For any j < 4, we have a canonical morphism

(12.5.2) (—); @57 : M @p, JEI 5 Moy, Rx
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For any 0 < j' < 7 <1, in view of the local description of Jl[;]n (5.13), we have the intersection in M ®g, Px
M @o,, I8N M ©p,, JET = M @0, JET.
Since si*j|J}[;,_j/] = pi=7 57 (5.24.2), we deduce that the morphisms (12.5.2)) are compatible and they
induce an Ox-linear morphism
(12.5.3) u: (M ®gy, Px)' = M @4, Rax.
By construction, we have “i|(M®ﬁx pryi+1 = putt. Then the morphism
Bi_gu’ 0 Oy i_ M’ — MQ%’% Rx
induces an Ox-linear morphism
(12.5.4) 0~ :M— M®s,, Rx.

We will show that the above morphism satisfies the conditions of [5.7] and hence induces an Rx-
stratification. To do this, we can reduce to the case where there exists an étale .-morphism X — A, =
Spf(W{Ty, - ,Ty}). We take again the notation of For any 0 < i < ¢, any local section m of M*, we
have

(12.5.5) =3 Vam)edl e ZMJ ox, JEN.
IenNd Jj=0

The p-adic valuation of I! is less than -, Ll |J Ifi <p-—1and |I| > i, % is an element of Z,. By
(5.24.1)), we have s*(¢l!]) = (5) . Then we deduce that

I 1| —i I
(12.5.6) 0= ((m);) = Z %(Val(m))wu\ ® (i) + Z pI! (Vor(m)), ® (i) )

|7]<i

It is clear that 9 verifies condition (i) of By (12.5.6) and the local description of § : Rx, —
Rzn @ox, Rxn (.17), we deduce that

05 @1dr(05;((m)s))

T I!lj!(V8I+J(m))i—|ll—|=]|®<]§)>[ ? (i)J

pltl—i

[|+]J]<i
[]+]|—i I 7
+ Z p Vor+s (m))0®(£> & <€)
1+ 1> P P
= idg ®(05;((m)s)).
By we obtain an Rx-stratification € on M. Assertion (ii) follows by comparing (12.4.2) and (12.5.6)).

12.6. By we associate to (M, 51\7[) a crystal of Og ,-modules of & that we denote by M.
Weput ¥ = X X » .7 (2.1) and we denote by 7 : ¥’ — X the canonical morphism. In view of[3.14| and
. 4.12} the morphlsm T 1nduces a morphlsm of formal groupoids g : Rx' ~ Rx X.v s — Rx above T l-

We denote by .# /' the crystal of Og/ ,-modules of & £ associated to the Ox: -module with Ry/-stratification
(W*(M),TFR( 7)) (6.10). The Ox, -module with integrable p-connection associated to M (8.22.3) is the

inverse image (M, V) of (M,V) by 7 (5.4).
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The previous construction is clearly functorial and it defines a functor
(12.6.1) MICE (X, /%) — €(Osi)
(M,V,M*) +— A
Definition 12.7. A (p"-torsion) Fontaine module over X is a quadruple (M,V,M?®, ¢) consisting of an

object (M, V, M*) of MICY *(X,,/.%,) such that each @%,-module M’ is quasi-coherent, and a morphism
of MIC™(X,,/%,)

(12.7.1) ¢ v(C(A)) = (M,V)

where C* is the Cartier transform and v : €(0p,,) — MIC™(X,,/.7,) is defined in (8.22.4).

We say that such a Fontaine module is strongly divisible if ¢ is an isomorphism.

Given two Fontaine modules (M7, V1, M}, ¢1) and (Ms, Vo, M3, ¢2), a morphism from (My, Vi, M7, ¢1)
to (M, Va, M3 ,p2) is a morphism f : (My,Vi,M7?) — (M3, Vs, M3) of MICg_l(%n/yn) such that the
following diagram commutes

(12.7.2) v(CH(])) 2 (M1, V1)

u(@(f'))i lf

V(C* (M3)) — (Ms, V)

where f’ : /ZZY — /Z/z is the O/ ,-linear morphism induced by f (12.6.1]).
We denote by MFy,;g(X) the category of Fontaine modules over X and by MF(X) the full subcategory

of MFy(X) of strongly divisible Fontaine modules (M, V, M*, ¢) such that M is a coherent %, -module
for some integer n.

Remark 12.8. In the p-torsion case, given an object (M, V, M*) of MIC&(X/k), M = gr(M) and V is the
Higgs field on gr(M) induced by V and Griffiths’ transversality which is of length < ¢. In ([33] 4.16), using
their Cartier transform C;,zl (19.29), Ogus and Vologodsky define a p-torsion Fontaine module as an object

(M,V,M?*) of MICgfl(X/k) together with a horizontal isomorphism
(12.8.1) P C;i(w*(Gr(M),G)) = (M, V).

By [11.30] our definition is compatible with theirs.

12.9. Let Q) be a smooth formal .#-scheme, Y its special fiber and ¢ : X — ) a closed .#-immersion. For
any n > 1, we denote by ©,, the PD-envelope of ¢,, compatible with ~, by Jgp, the PD-ideal of 05 . The
schemes {®,, },>1 form an adic inductive system and we denote by ® the associated adic formal .#-scheme.
Since the canonical morphism A : ©,, — 9),, is affine, we consider quasi-coherent 05, -modules equiva-
lently as quasi-coherent A.(@p, )-modules ([24] 9.2.1). There exists a quasi-nilpotent integrable connection
Vo, :0n, = Os, Qg Q%n/y" such that Vo (y™) = y[™~dy for every local section y of the ideal of
X, in9, ([5] 6.4).
12.10. Recall that o denotes the Frobenius endomorphism of W. We suppose that there exists a o-morphism
Fy : 9 — 9 lifting the Frobenius morphism Fy : Y — Y. For any n > 1, the 0y, -linear morphism iy
induces by adjunction a semi-linear morphism with respect to Fy that we abusively denote by

dF,
(12.10.1) 72‘) Q. = Foe(Qy, 10) = Wy

Since ©,, is equal to the PD-envelope of the immersion X — %),, compatible with ~, the morphism
Fy induces a o-morphism Fp : ® — D lifting the Frobenius morphism of ©;. We denote by ¢o, the
homomorphism Oy, = Fg5'(0np,) — O, induced by Fp. Since o, (Jo,) = 0, we deduce that for any



192 2. LIFTING THE CARTIER TRANSFORM OF OGUS-VOLOGODSKY MODULO p"

0 <7 < p, we have g, (JI'l) C p"Op,. Since D, is flat over .7, ([4] T 4.5.1), dividing po
obtain a semi-linear morphism with respect to Fro

by p", we

n+r

(12.10.2) oo, I w0y, VO<r<p-L
Definition 12.11 ([13] 2.3 ¢), [37], 2.1.7). A Fontaine module over X with respect to (v, Fy) is a quadruple
M = (M,V,M*®, p5,) consisting of
(a) A quasi-coherent O -module M for some integer n > 1.
(b) A quasi-nilpotent integrable connection V: M — M ®g¢,, Q%n S compatible with Vo (12.9).
(c) A decreasing filtration {M"},~, of M by quasi-coherent Og ,-submodules satisfying Griffiths’ transver-
sality such that M"™ = M for r <0 and that J[T] Ms$ C M™% forr > 0,7+ s < p.
(d) A family of semi-linear morphisms {¢f, : M i N M }r<p with respect to Fp called divided Frobenius
morphisms satisfying the following conditions:
(i) @h| M = poptt, ¥ r < p— 1 (in particular, g = p'edy; for i > 0).
(ii) For any integers r, s > 0 such that r + s < p and any local sections a of Jg], x of M?®, we have

P " (az) = @5, (a)pim(2)-

(iii) The following diagram commutes for all r < p (12.10.1):

Vimr
(12.11.1) M Mt g, /7,

. dFs
P l 2

M—Y > M, Q.

A morphism between two Fontaine modules I = (M, Vs, M®, ;) and M = (N, Vn,N°®, of) is a
horizontal Op-linear morphism f : M — N compatible with the filtrations and the divided Frobenius
morphisms.

We denote by MF4,i,(X; ¢, Fy) the category of Fontaine modules over X with respect to (¢, Fy). One

verifies that the quadruple (0, , Vg, ,J. g] ,%D, ) is an object of MFypig(X; ¢, Fy).
Let MM = (M, M*®,Vr, ¢3) be an object of MPFyig(X; ¢, Fy). Since M is an Op-module, the de Rham
complexe M ®g,, Qg)n /S is concentrated on X. By Griffith’s transversality, for any » < p — 1, we have a

subcomplex (M" 1 ®g,, Q%n/yn)qzo of the de Rham complex M ®g¢,, Q;Dn/yn' By , the divided
Frobenius morphisms {¢§;} and d% induce a W-linear morphism of complexes
(12.11.2) (M™* R0y, Q%Jn/ﬁ”n) Qew W = M Qg, Q%)n/f’n'
12.12. Let M = (M, M*,V m, o3y) be a p™-torsion object of MFyig(X;¢,2)). We define the 0p-module 0
as the quotient of &,,F%(M") by the 0, -submodule generated by local sections of the following forms:
(i) 1®z)r-1—(1Qpx), forall x € M",r < p,
(i) (oo, (a)®@x)s — (1 ® ax)rys for all @ € ng,x e M?r>0,r+s<p,

where (—), denotes the canonical inclusion F§(M") = @,«pF5(MT). In view of condition (d) of[12.11} the
morphisms {¢fy; }r<p induce an Ogp-linear morphism

(12.12.1) Qo+ M — M.

Definition 12.13. We say that an object 9t of MFyi,(X; ¢, Fy ) is strongly divisible if oy is an isomorphism.
12.14. In the case X = ) and ¢ = id, we have ©,, = X,,. We write simply MFy,;(X; Fx) for MFy,;.(X;id, Fi)
and we denote by MF(X; Fx) the full subcategory of MFy,(X; Fx) of strongly divisible objects whose
underlying x-modules are coherent.
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Let M = (M, V,M*, p3;) be an object of MFy;,(X; Fx). The condition (d-ii) of [I12.11| and the relation
(i) of [12.12 are empty and we have M = F¥(M) (12.2.2)).
12.15. Suppose that there exists a o-lifting Fx : X — X of the Frobenius morphism Fyx. The morphism
Fx induces an .“-morphism F : X — X’. Let (M, V,M?®) be an object of MICE"(X,,/.#,,). By (8.22.6) and
the morphism F' induces a functorial isomorphism of MIC*™ (X,,/.7,):

(12.15.1) e @ (" (M,V)) = v(C* (M),

where ®,, is Shiho’s functor defined by F. The underlying €%, -module of ®,,(7* (M,V)) is F;(/]\Z)
(6.4.1). We denote the connection on F§(M) by V.

Given a horizontal morphism ¢ : V(C*(/Z/v’)) — (M, V), we obtain a horizontal morphism ¢r and a
family of morphisms {4 : M* — M}~

(12.15.2) pr =gonp: (Fx(M),Vr) = (M, V),
(12.15.3) PNV RSNy VLN V)

For 7 > 0, we set @}i = p'p%. Then we obtain a functor
(12.15.4) Ar i MFug(X) » MFug(XFx) (M, V.M, 0) o (M, V, M*, 5.

Conversely, a family of divided Frobenius morphisms {¢% : M* — M };<,_1 satisfying (d-i,iii) of|l in-
duces an Ox, -linear morphlsm oF @ F% (M — M (12:121)). Then we obtain a morphism ¢ : C* (////)(X,x
M by composing with nF . We define a functor

(12.15.5) XF : MFyie(X; Fx) = MFy,(X) (M, V,M®, %) — (M,V,M*, ).
Proposition 12.16. The functors Ap (12.15.4) and xp (12.15.5)) are well-defined. They induce equivalences
of categories quasi-inverse to each other and preserve the strong divisibility condition (12.13]).

Proof. Let (M,V,M?®,¢) be an object of MFy;z(X). It follows from the definition of M that the
morphlbms {#%} satisfy condition (d-i) of [12.11] We show that they albo satisfy condition (d-iii). Recall

) that for any local sections m of M and f of 0%, , we have
(12~16-1) Vr(fF(m)) = fC(F3(V(m))) + F5(m) ® df

where ¢ denotes the composition

id ®dFx /p
) —

Fx(M ®6y, Q%e ) l>Fae(M) X6x, Fx(Qx 2 Fx (M) RO, Q%en/yz;

For any 0 < i < p — 1 and any local section m of M? we denote by (V(m));_1 the image of V(m)
via M ®g, an//” — M R6x, Qx"/yn for 1 <i < p—1and by (V(m))_; the image of pV(m) in
M@ﬁxn Q%en/yn for i = 0. In view of the definition of V (12.3), we have V((m);) = (V(m));—1 and
(12.16.2) Vigp(m)) = ¢r@id(Ve(Fi((m)))  (1215.3

= or @id(((Fx(V((m):))))  (12.16.1)

_ A% ).
= Yr® » (V(m))i-1)

I .
= et e = E(V(m).

The commutativity of follows. The functor is well-defined and preserves the strong
divisibility conditions.

Conversely, let (M,V,M*,¢%) be an object of MFys(X; Fx). In view of , the associated
morphism ¢g : F§ (M) — M is compatible with the connections V and V. Via nz" (12.15.1)), we obtain a
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morphism ¢ : V(C*(,/Z/7)) — (M, V) as (12.7.1). Hence the functor xg (12.15.5) is well-defined and is clearly

quasi-inverse to Ap.
Remark 12.17. By|[12.16] we see that the notion of Fontaine module over . (12.7)) is compatible with the
notion of Fontaine modules over W introduced by Fontaine and Laffaille (cf. [15] 1.2 or [38] 2.2.1).

12.18. Let Iy, F : X — X' be two liftings of the relative Frobenius morphism Fx;, of X and let F; x =
mo F; : X — X. We present an explicit description of the equivalence of categories

(12181) )\F2 O XF, : MFbig(x; FLX) l) MFbig(%; FQ}:).
The morphisms F; and F5 induce a morphism of &’ ([8.24.1)
(12.18.2) a:p(X,X) = (X', Rx).

Let (M, V, M*) be an object of MICE ™" (X,,/.#,). Recall that the morphism « induces a functorial isomor-
phism of MIC™(%,,/.%,) (8.27.1)
(1218.3) o (e )+ (Fx(M), Vi) = (Fi2(M), Vi)

such that ng, = np, o a*(1x(e5;)) (8:26). In view of the proof of |12.16, a family of divided Frobenius
morphisms {(p}j }i<p—1 is equivalent to a horizontal morphism ¢p; (12.15.2)) for j = 1,2. Then the functor

(12.18.1)) is given by
(12184) MFbig(.’{; Fl,x) — MFbig(%; ngx)
(M, V,M®,¢p,) — (M,V,M* ¢p oa"(ng(e)))-

Let us describe the isomorphism ([12.18.3)) in terms of a system of local coordinates. Assume that there
exists an étale .-morphism f : X — A%, = Spf(W{Ty,---,T,}) and put t; the image of T; in Ox and
& =1®t;—t;®1 € Ox2. Let i be an integer € [0,p — 1], m an element of M*® and (m); its image in M. We

have
~ ¢ I pHI=i £ 1
(12.18.5) €M(1 ® (m);) = |IZ<1 7 |'( o1 (m ))i—\II ® (p) + ;I |I)! (Vaz( )) ® <p) .

Recall that the morphism a : X — Ry (12.18.2]) induces a homomorphism a : Ry — Ox (8.24.2)) which
sends %to M (8.24.3]). We deduce that

(12186) o (mh(es)) (L ®p, (m):) = 2(””) Q11 (Vor (m),_ 1

III i

+Z|1|>1<M> ®F1 (Vor(m ))

(ng(t) - fo(t)>1 B ﬁ (Fz*x(ty) -
p e p
In ([13] proof of Thm. 2.3), Faltings proposed the Taylor formula to construct an equivalence
of categories between MFy,,(X; F5 x) and MFbig(%; F1,x). We see that his construction coincides with our
functor A\p, o xr, (12.18.1)).
Proposition 12.19 ([31] 5.3.3). Suppose that there exists a o-lifting Fx : X — X of the Frobenius morphism.
(i) Let (M,¥V,M?*,¢) be an object of MF(X; Fx) (12.14). Then each M* is locally a direct sum of sheaves
of the form Ox,, .
(ii) Any morphism of MF(X; Fx) is strictly compatible with the filtrations ([10] 1.1.5).
(iii) The category MF(X; Fx) is abelian.

where

VI =(i,---,iq) € N?

Ff,x@j))”
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Corollary 12.20 ([13] 2.1). (i) Any morphism of MF(X) is strictly compatible with the filtrations.
(ii) The category MF(X) is abelian.

Proof. Assertion (i) being local, we may assume that there exists a o-lifting of the Frobenius morphism.

Then, it follows from and (ii).

For any morphism f : (M, V1, M}, p1) = (Ms,Va, M3, @2) of p™-torsion objects of MF(X), we denote
by (L,Vy) and (N, Vy) the kernel and the cokernel of f in MIC™(%,,/.7,). We denote by L*® (resp. N*®)
the filtration on L (resp. N) induced by M7 (resp. My) ([10] 1.1.8). Since f is strictly compabitlbe, for any
i < p, we have f(Mj) = f(M;) N Mi ([10] 1.1.11) and an exact sequence 0 — L* — M{ — M4 — N* — 0.
By the snake lemma, we deduce an exact sequence

0—>f—>]\71—>1\72—>ﬁ—>0.

Then we deduce a commutative diagram

0 —— v(C*(L")) — v(C*(M])) — v(C* (M})) — v(C* (A7) —0

0—— (L, Vi) —— (M1,V) —— (M3,Vy) — (N, Vn) ——0

Hence we can define Ker(f) and Coker(f) in MF(X). We deduce that the category MF(X) is abelian.

12.21. Let (13 : X — 91, Fy,) and (12 : X — s, Fy,) be two data as in[[2.9)and suppose that there exists
a smooth #-morphism g : Yo — 21 compatible with ¢1,:2 and the Frobenius morphisms Fy, and Fy,.
Then g induces a PD-morphism gp : ®9 — ©; compatible with Fp, and Fp,. Note that gp induces an
isomorphism on the underlying topological spaces.

Lemma 12.22 ([37] 2.2.2). Let x be a point of X,, and let t1,--- ,tq be a family of local sections of Oy,
in a neighborhood of 1a(x) such that {dty,...,dts} form a basis of Q} and that 15(t;) = 0 (the

D2,n/D1,n,T
existence follows from the fact that 11 is a closed immersion). Then there exists an Oy, ,, »-PD-isomorphism

(12.22.1) Op, Tty Ta) = On, &

which sends T; to t;.
Proof. Let .7; be the ideal of X,, in 2); ,. We have a commutative diagram

—0! —0

0 —— (/I —= 1]y, 5 )z X0/ S

| |

0 —=15(5/I5)e —=15(Qy, /5, )z

|

* 1
b2 (Q@z,n/ml,n)z

— 0l —0

X0/ Sn,x

Hence, if f1, fa,- -+, fm form a regular sequence of generators for (.#1),, (z), then t1,--- ,tq, g*(f1), -, 9" (fm)
form a quasi-regular sequence of generators for (#2),,(,) ([27] 0.15.2.2) and hence a regular sequence of
generators ([27] 0.15.1.11). Then the assertion follows from ([4] I 4.5.1(ii)).

Proposition 12.23 ([37] Proof of 2.2.1). Keep the assumption of [12.21] The morphism g : D2 — D1
induces equivalences of categories quasi-inverse to each other:

(12.23.1)  g" : MFy,ig(X; 01, Fy, ) = MFyig(X; 02, Fy,), Gx : MFpig(X; 12, Fy,) = MFpig(X; 01, Fy, ).
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We present the construction of pull-back functor and we refer to [37] for the construction of the push-
forward functor. Let 9t = (M1, V1, M7, ¢}) be an object of MFy,5(X; 1, Fy,) and n an integer such that
p"M = 0. We define

g*(f)ﬁ) = (M% Va, MQ.’ @5)
as follows. We set My = 0, , ®p,,  Mi. For any r < p, the submodule M3 of M is defined to be the sum
(12.23.2) S S ®e,  M{? 5 M),
r1>0,r1+r2=1
Let x be a point of X. With the notation and assumption of [12.22] for any I = (i1,--- ,iq) € N, we set
T = H?zl TJ[”]. In view of [12.11((c) and (12.22.1)), M3 , can be written as a direct sum of Oy, , ,-modules

(12.23.3) My, =@ My T,
|I|=s
For any local sections a of Op,, and m of M, we define a W,,-linear morphism Vy : My — My Roy, .,
1
Q@Z,vL/y'L by
(12.23.4) Va(a®@m)=a-g"(Vi(m)) + m® Ve, (a).

Since Vi and Vp, , are compatible, V3 is well-defined and Vg, , is compatible with V. Since V; and
Vao,, are quasi-nilpotent integrable connections satisfying Griffiths’ transversality, the same holds for V.
For any r < p, in view of (12.23.3)), one verifies that the semi-linear morphisms

@Slgm ® pi?: Jg;}n oy, M{* = M, ritre=r, 0<r <p-1
are compatible and induce a semi-linear morphism with respect to Fp,:

(12.23.5) wy : My — M.

The conditions d i-iii) follow from those of ¢} and of O,

Remark 12.24. By (12.23.4), the morphism ¢ induces a morphism of de Rham complexes

(12241) M, ®ﬁ‘lj1,n Q;Dl,n/yn — M, ®ﬁ‘1J2,n Q;Z)Q,n/yn.
For any » < p — 1, we have a commutative diagram (|12.11.2)
(12242) (M{_' ®ﬁfz)1,n Q;th/yn) ®o’7w W —— M1 ®0211,n Qé)l,n/yn

| |

(MQT_. ®ﬁ‘~l’2,n Q%Jz,n/yn) QoW W M ®(j212m, Q%h,n/yn

Lemma 12.25 ([37] 2.3.2). The functor g* (12.23.1) sends strongly divisible objects to strongly divisible
objects (12.13)).
Proof. The canonical morphisms 0y, , ®¢,, =~ M{ — Mj induce an Op,, -linear morphism ([12.12)

(12.25.1) Uy g () = g+ (M).
In view of condition (ii), the above morphism is surjective. We have a commutative diagram:
(12.25.2) 95 (M) —2m g (M)
gE(wm)l l%*(sm)
9p(My) === M,

If ¢y is an isomorphism, then u, is an isomorphism and so is pg«(on). The lemma follows.



12. FONTAINE MODULES 197

Proposition 12.26. Suppose that X is separated over . Take again the notation of[12.18 and let A : X —
X? be the diagonal immersion, q1,q> : X* — X the canonical projections and Fx» = (Fy x, Fo x) : X% — X2.
Then the diagram

AR

(12.26.1) MF g (X) ————> MF}i(X; F1 %)

MPF i (X; Fy 1) —2> MFpip(X; A, Fy2)

is commutative up to a canonical isomorphism.

Proof. Let M = (M,V, M*, ) be a Fontaine module over X and ¢r, = pong, : Fz*x(]\Aj) — M
for i = 1,2. Then we have Ap, (M) = (M,V,M*, ¢r,) € MFyis(X; F; x). We denote abusively by ¢; the
composition Py — ¥2 25 X and we set M; = ¢ (\g, (M) = (¢ (M), V;, AS, ©on,) € MFypig(X; A, Fyz).

Let € : ¢3(M) = qi(M) be the Px-stratification on M. By ([31] 3.1.3 cf. , it is a filtered
isomorphism with respect to the filtrations A3 and A}. Since ¢ is the Px-stratification on M, it is compatible
with Vo and Vj. It remains to show that € is compatible with the divided Frobenius morphisms o3, on
both sides. .

Since ¢ : C*(.4")(x,x) — M is a horizontal morphism, the following diagram commutes

(12.26.2) G (CH (M) (x.0)) > C (M) (x.pe) =< a}(C* (M) (x x))
q%(w)i iqf(eo)
g3 (M) 2 gi (M)

We have ¢r, = nF, o ¢ and the following commutative diagrams:

—~ 45 (nFy) —~ ~ . a(nry) —~

(12.26.3) @ (F5 x(M)) — ¢ (C*(A") (x %)) a1 (Ff x(M)) — q; (C*(A") (x %))
G iqz () G iql ()
g5 (M) qi (M)

The filtered isomorphism ¢ : AS =+ A% induces an isomorphism & : % = 53?1 (12.12)). In the diagrams

(12.26.4) G5 (F3 (M) —=> C* (M) (x pr) <~— g1 (F}. (M)
e
a3 (ory) m, c m, G (om)
J{Sﬂfvrz (2) Py l
g5 (M) - g; (M)

the left-hand side diagram and the right-hand side diagram are commutative (12.25.2]).
To prove the assertion, it suffices to show that diagram (2) is commutative. By (12.26.2)) and ((12.26.3)),
the outer diagram of (12.26.4]) commutes. Since ug, is surjective ([12.25.1)), it suffices to prove the following

lemma.

Lemma 12.27. Diagram (1) of (12.26.4) is commutative.
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Proof. Recall (8.23)) that Fi, Fy induce a .-morphism Qx — Rx. We denote the composition
p(X,Px) = p(X,Qx) — (X', Rx/) of morphisms of & (7.4.2) by f. It fits into the following commuta-
tive diagram:

p(g2) p(q1)
- ) —_—

p(X,X) ,O(X,Px p(va)

(X', &) <2 (X, Ryr) —> (X', X)

Hence the composition q§(F2*x(M ) = q’f(Fl*’x(M )) of the upper arrows of diagram (1) coincides with the
pull-back of the Rx-stratification €~ on M (12.5) via the composition Px EN Ry ™% Ry (12.6):

(12.27.1) Fr(mh(e)) : Px Oy (Rx @6y M) = Px @ry (M ®6,, Rx).

To show the lemma, we may suppose that there exists an étale morphism X — Ady and we take again
the notation of [12.18] For 1 < k < d, we set Fy(t},) = t + par and F3(t}) = ¢} + pbr. By (8.23.3), the
homomorphism Ry — Px induced by f sends

(12.27.2) (%) 2 = (p— 1)1 Z Tth 1P + (10 by —ar ® 1).

For any multi-index I = (iy,--- ,iq), we set 2! = Hi:l zi’“ Let ¢ be an integer € [0,p — 1], m a local section
of M* and (m); its image in M. By (12.18.5)) and (12.27.2), the isomorphism (12.27.1]) sends

ZI

1]~ ,
(12.27.3) 1® (1®q, (m)i) = > 7 ® (Vor(m))icin @q, 1) + > p T ® ((Var(m))o @4, 1)
[T]<d |T|>4

The Px-linear morphism ug, (resp. ug,) (12.25.1)) sends
(12274) 1®(1®y, (m);) — (1 ®Fp, (1®q, m))l (resp. 1@ ((m); ®q, 1) — (1 ®Fp, (M ®q, 1))1.

where (—=); : Fp_(A}) — 5:717 denotes the canonical morphism for j =1, 2.
On the other hand, the isomorphism e : A5 = A? sends 1 ® m to >.; Vgr(m) @ . Hence the
isomorphism £ : My > My in diagram (1) sends

(12.27.5) (1 ®p, (1&g m)), = > (1 &5, (Var(m) @, 1)),
I

With the notation of [12.10, the divided Frobenius morphisms on (Op, ,J I[;i ) satisfies

plTI=izl

Vi<p, I >i.
By conditions (i) and (ii) of [12.12] we deduce that

12.27.7 1 Vo 1y, — (%I(%Ff;x (Vor(m) @ 1)i—yyy i [ <
( ) (1 ®pp, (Vor(m) @) { (= @y, (Vor(m) @ 1) i |1] > i

By comparing (12.27.3), (12.27.4), (12.27.5) and (12.27.7)), the assertion follows.
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13. The Fontaine module structure on the crystalline cohomology of a Fontaine module

In this section, we reprove the following result of Faltings on the crystalline cohomology of a Fontaine
module:
Theorem 13.1 ([13] IV 4.1). Let X be a smooth proper formal .#-scheme of relative dimension d and
(M,V,M*, ) ap"-torsion object of MF(X) of length <€ <p—1 (i.e. M**' =0). We denote by F"
the subcomplex M'™* @¢. Q% o of the de Rham complex M Qo % /5

(i) Let m be an integer such that min{m,d} + ¢ < p —1 and ¢ an integer < p — 1. Then the canonical
morphism H™(F") — H™(M R6x, Q;En/y,n) is injective.

(ii) Let m be an integer such that min{m,d —1} +¢ < p—2 and i an integer < p —1. The isomorphism
@ induces a family of semi-linear morphisms rj)g’i : H™(FY) — H™(M ®ox, 0%, /5,) (with respect to o).
Then the data .

(H" (M @0y, Q.5,), (HPE)IS, (6500)

form an object of MF () (12.17)).

(ili) In the spectral sequence of the filtered de Rham complex (M ®gy, Q% /5 F") ([10] 1.4.5)

(13.1.1) ED® = H™ (g1 (M Qox, %, /7.)) = H'*(M ®e, Q% /7.)s
the differential morphism dy° vanishes for min{r + s,d — 1} + ¢ < p — 2.

The data (0%, ,d) defines a Fontaine module of length 0 over X. By iii), we deduce that:
Corollary 13.2 ([16] 2.8; [13] IV 4.1). If d < p — 1, the Hodge to de Rham spectral sequence of X,/
degenerates at Eq.

We refer the proof of the theorem to[13.22|and we start with some preparations on crystalline cohomology.
13.3. Let n be an integer and X a smooth scheme over ./,,. We denote by Cris(X /.7,) (resp. (X/%%)crys)
the crystalline site (resp. topos) of X over ., Ox,, the structural sheaf and Jy, s, its PD-ideal.

Definition 13.4 ([31] 2.1.2 and 3.1). (i) Let (U,T) be an object of Cris(X/.#,), Jr the PD-ideal of U in T'
and M an Op-module. We say that a decreasing filtration {M®};cz of M by @r-submodules is G-transversal
to Jp if for any i € Z, we have

(13.4.1) JrM M = JHA 4 g2 g

In particular, we see that such a filtration is Jp-saturated, i.e. Jgf] M3 C M7 for all i > 0, 5.

(ii) Let .# be a crystal of O /.5, -modules. We say that a decreasing filtration { M} ieq, of M by Ox),-
submodules of .#Z is G-transversal to Jx,s, if for any object T of Cris(X/.%,), the filtration {.#} }icz of
A is G-transversal to Jx, o, 7.

Lemma 13.5 ([31] 3.1.1). Let .# be a crystal of Ox )y, -modules endowed with a filtration {.#"}icz, G-
transversal to Jx;s,. For any morphism f : Ty — Ty of Cris(X/.%,), via the transition isomorphism
(M) = My, M, coincides with

(13.5.1) > Tn (f(Aq) ().
i1tiz=i

Theorem 13.6 ([31] 3.1.2, 3.2.3). Let Y be a smooth #p,-scheme, v : X — Y a closed %, -immersion and
D the PD-envelope of . compatible with ~y. Let .4 be a quasi-coherent crystal of Ox;, -modules, M = Mp
and V: M — M g, Qij/vjﬂn the associated quasi-nilpotent integrable connection on M (as an Oy-module)
(15] 6.6). Then the evaluation of sheaves of (X /S )erys on D induces an equivalence of following data:

(i) A decreasing filtration {.#*};cz by quasi-coherent Ox ), -modules on A which is G-transversal to
Jx/yn . 4

(ii) A decreasing filtration {M"};cz by quasi-coherent Op-modules on M which is G-transversal to
Jx )7, p and which satisfies Griffiths’ transversality i.e. V(M) C M @g, Qij/vjﬁn for all i.
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We review the construction of the data (i) from the data (ii) and we refer to [31] for more details. Let
{M;}icz be a filtration as in (ii). Let D(1) be the PD-envelope of the immersion X = Y B % X, Y
compatible with v, py,p2 : D(1) — D the canonical projections and € : p3(M) = pj(M) the Op)-
stratification induced by V. We define a filtration {A; }iez on pj(M) by the formula for j = 1,2.
By Griffiths’ transversality, one verifies that the isomorphism e : p3(M) = pj(M) induces for any i, an
isomorphism ([31] 3.1.3)

(13.6.1) Al = AL

Given an object T of Cris(X/.%,), there exists locally a morphism r : T — D of Cris(X/.#,). Using
the formula (13.5.1)), we obtain a filtration {.#}icz on r*(M) = .#r. Using the fact that ¢ is a filtered
isomorphism, one verifies that the filtration {.#}.};cz on .#7 is independent of the choice of r up to iso-

morphisms which come from the stratification and is well-defined. Then we obtain a filtration {.#"};cz of
M by quasi-coherent O g, -modules. By ([31] 2.2.1.2, 2.3.1), one verifies that {.#"};c7 is G-transversal

to JX/&”,L-

13.7. Let M be an Op-module and V : M — M ®g,, Q%,/yn an integrable connection on M. A filtration
{M*®}icz of M satisfying Griffiths’ transversality induces a filtration on the de Rham complex M ®¢,, Q3 1
defined for every i € Z and q € Z>g by

(13.7.1) F'(M ®6y 05,,) =M™ 00, 0, .

Since M is an Op-module, the de Rham complex M ®g,, QS, A is concentrated on X.

Theorem 13.8 ([4] V 2.3.2, [31] 6.1.1). We denote by ux,s, the canonical morphism (X /7 )erys — Xaar-
Let ./ be a quasi-coherent crystal of Ox s, -modules and { M) ey a filtration on A, G-transversal to

JX/(S(?S‘ There exists an isomorphism in the derived category D(X,ar, Wp,)
(13.8.1) Rux)z,(M) = Mp @6y, Q35 -

(ii) For any i, there exists an isomorphism in D(X,ar, W,,) compatible with
(13.8.2) Ry, (M) > F(Mp @0y, 03 5).

Corollary 13.9 ([4] V 2.34, [31] 6.1.7). Let ¢v1 : X — Y1 and 1o : X — Yo be two closed .7, -immersions
of X into smooth ./, -schemes, D1, Dy the PD-envelopes of t1,1o compatible with v and f : Yo — Y1 an
Sn-morphism such that 1o = fou. Let A be a quasi-coherent crystal of Ox s, -modules and { M}z a
filtration on A, G-transversal to Jx s, . Then the morphisms of complexes induced by f

%Dl ®ﬁy1 9371/5’71 - %D2 ®ﬁy2 9372/5%’
Fl(,%fpl ®0y1 Qg)l/yn) — Fi(Q%'DZ ®ﬁy2 93/2/5/”), Vie Z,

are quasi-isomorphisms and compatible with (13.8.1)) and (13.8.2]).

13.10. We suppose that X is separated over .#, and we take a Zariski covering % = {U, };cr of X consisting
of affine schemes. For any integer r > 0 and any element J = (jo, j1," - - ,jr) of I""1, we denote by U’ the
intersection NJ_yU;,, by U, the product {Uj,}7_, over W,, and by P; the PD-envelope of the diagonal
immersion U’ — U; compatible with 7. Note that U7 and P; are also affine. Then we obtain two
compatible simplicial objects:

d
d
(13.10.1) Uier Ui = Uere UJ%UJHS U’

! —
(13.10.2) Licr UiguJGP Ur=UsepUs--
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where d, s denote the faces and degeneracy morphisms. Then the faces and degeneracy morphisms of ((13.10.2])
induce a simplicial object compatible with (13.10.1):

! =
(13103) LliEIUigquGIQPle—lJEI3PJ"'
Let .# be a quasi-coherent crystal of Ox g, -modules and {.# “};ez a filtration on ., G-transversal to

Jx,s,. We associate to (.#,.#*) a bicomplex C3*(.#) and for any i € Z, a bicomplex F*(C5,*(.#))) by
setting

(13.10.4) Cpl) = P TW e, @6y, Q) 5.), 125 =0
Jerr+t
(13.10.5) F(Cp () = @ T, 45 @6, Q) 5.), 1520,

Jelr+t
the horizontal differential morphism 9;** is the alternating sum of the resctriction morphisms induced by the
faces morphisms ([13.10.3)) and the vertical differential morphism 95® is given by the connection on .#p,.
Proposition 13.11 ([13] IV a)). There exist canonical isomorphisms of cohomology groups:
(13.11.1) H* (X)) erys, #) = H*(Tot(Cy* (A)))

~

H*(X/Sp)erys: A7) = H*(Tot(F'(C3°(A)))), Vi€ L.
Proof. Let e be the final object of (X/#,)crys. An open subscheme U of X' defines a subobject U of e
by
~ [ eWV,T) £V CU,
uv,T) = { 0 otherwise.
Moreover, there exists a canonical equivalence of topoi ([4] IV 3.1.2)

(13.11.2) (X)) = (U/S)erys

crys /5
which identifies the localisation morphism with respect to U and the functoriality morphism induced by
U — X. Then, the morphisms {U; — e};cr form a covering in (X /7, )crys. With the notation of |13.10, we
have [, ; ﬁj = U”/. By cohomological descent, we have a spectral sequence ([11] 5.3.3.2, [3] Vbis 2.5.5)

(13.11.3) B = @ H((U7)F)erys, ANUT) = B (X ) S erys, ),

J6]r+1

whose differential morphism d’® : EJ* — E[™"* is the alternating sum of the morphisms induced by the
faces morphisms of .

On the other hand, we calculate H®(Tot(C3,°(.#))) by filtering this bicomplex by rows ([26] 0.11.3.2).
By i), the vertical cohomology of C%°*(.#) is isomorphic to a direct sum of crystalline cohomology
groups

(13.11.4) H;’s = Ker ag,s/Im(ag,s—l)
(13.11.5) ~ @ HS((UJ/yn)Cry57%|UJ)
Jelr+t

Recall that we have a spectral sequence ([39] 5.6.1)

(13.11.6) E7 = Hp® = H'™* (Tot(C3,* (A))),
whose differential morphism d}"* : B"* — EJ*"* is induced by the morphism of complexes
(13.11.7) O L ORt (M) — CLFV (M ).

In view of and [13.10} the morphism d;* coincides with d}"* (13.11.3)). Then the assertion for . follows.
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Using [13.8(ii) and one verifies the assertion for .#* in the same way.
13.12. We consider the injective Oy s, -linear morphism
(13.12.1) gt ey
defined for every local section m of .#" by g(m) = (m,—pm) in A~ & #*. We set A_5 = Coker(g). For
any 7, s € Z, the morphism g induces an injective morphism

p—1
(13.12.2) EB P v’ ap w0, Q,,0) =P P TO AL @0, )
i=1 jelr+! i=0 Jelr+!

compatible with the differential morphisms and hence an injective morphism of bicomplexes:

p—1 p—1
(13.12.3) go : @ F(Cy (M) — EB F(Cy (.

We denote its quotient by C3,°(A_z) By m the crystalhne cohomology groups of A_, are canonically
isomorphic to cohomology groups of Tot(C (M)

13.13. Let X be a smooth and separated formal .#-scheme. In the following, we will use|13.11|to construct a
Fontaine module structure on the crystalline cohomology of an object of MF(X) (12.7)). For this propose, we
first show how to associate an object of MFy,,(X) to Fontaine modules with respect to a family of Frobenius

liftings (T2.11).

Suppose that there exist m +1 liftings F1,- -, Fy, 41 of the relative Frobenius morphism Fy /;, of X. We
set 1 X’ — X the canonical morphism, Fym+1 = 7™ o(Fy, -+ Fppp) : Xm0 — X land A 0 X — xmH!
the diagonal closed immersion. For 1 < i < m + 1, the projection ¢; : ¥™*! — X on the i-th component

induces a functor (12.23.1])
q;k : MFbig(%; FZ,:{) — MFbig(}f; A,Fmerl).

By composing with the functor Ap, , we obtain a functor
(13.13.1) ¢; 0 A, : MFpig(X) = MFpig(X; A, Fym+1).

We denote by Px(m) the PD-envelope of the diagonal immersion A compatible with v and by
Fpy(m) : Px(m) — Px(m) the lifting of Frobenius morphism induced by Fym+1 : X! — X™*+1 We denote
abusively the composition Px(m) — X™m+! 2y X by g;.

Proposition 13.14. Let n be an integer > 1, M = (M, V,M*®,p) a p™-torsion Fontaine module over X,
M the crystal of Ox, )z, -modules associated to (M, V) and {.#'} the filtration on 4 associated to {M"}

(13.6). Then there exists a functor
(13.14.1) MFpis(X) — MFpig(X; A, Fxmt1)

(MY, M*,0) = (Mpem)s VP m)s M P (m)> P (m)
which is isomorphic to the functor ¢f o Ap, (13.13.1)) via the transition morphism
(13.14.2) Cqi 1 @F (M) = Mpy(m)-

Proof. By - there exists a quasi-nilpotent integrable connection Vp, () on .#p, () such that the
filtration {/// hd satisfying Griffiths’ transversality. We will construct a family of divided Frobenius
morphisms on (/// P (m), AP, (m)) via (|13.13.1) and we will show that the construction is independant of the
choice of 1. .

Recall (12.16)) that the morphism F; induces a horizontal morphism ¢, = ¢ o nr, : F{'x(M) — M and
hence an object Mg, (M) = (M, M*,V,¢p,) of MFyi(X; F; x) for 1 <i <m+1. Weset M; = ¢ (Ar,(IN)) =

(g7 (M), Vi, A?, 0% ) € MFpig(X; A, Fxms1) (12.23.1). Note that c,, (13.14.2) is a horizontal isomorphism.
By [13.5} ¢4, induces a filtered isomorphism:

(13.14.3) AL Sy,
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Then we obtain a family of divided Frobenius morphisms ©p, (m) o0 (Mpy(my, P (m)) by ©9y, -

To show that the construction is independent of the choice of ¢ € {1,---,m + 1}, we can reduce to the
case m = 1. In this case, the proposition follows from [12.26]
13.15. In the rest of this section, we suppose that X is a smooth proper formal .#-scheme of relative
dimension d. Let ¢ be an integer € [0,p — 1], n an integer > 1 and (M,V,M?*, ) a p™-torsion object of
MF (X) of length ¢ (i.e. M* # 0, M**? =0). We denote by .# the crystal of O, s, -modules associated
to (M, V) and by {.#"} the filtration on . associated to {M"} (13.6). We write simply HZ,,,(—) for the
crystalline cohomology groups H*((X,,/)exys, —). 1If we consider 4, .#" as Ox,, J.,.-modules for some
integer m > n, by [13.8} the notation Hg . (—) does not lead to any confusion for the crystalline cohomology
of M, N
Lemma 13.16. Keep the notation of|13.15| and of[13.12, The morphism ¢ induces W-linear morphisms of
bicomplexes

(13.16.1) ¢k F(CLN( M) @ow W — C (M), NYO<i<p-—1,

(13.16.2) Yo Oyt (Aa) ©ow W — C3° (M),

which are functorial in (M,V,M*, p) € MF(X). In particular, we obtain for m > 0, W-linear morphisms
(13.16.3) ot HI (M) @ew W = HIL (),  YO0<i<p-—1,

(13.16.4) P Heo(Ag) @ w W — Hepo ().

Proof. We take a Zariski covering % = {i;};er of X consisting of affine formal schemes and for each
i € I a lifting F; : $1; — Sl of the relative Frobenius morphism of &; ;. For any integer r > 0 and
J = (jo, -+ ,jr) € I"1, we denote by 4’ the intersection N7_y4;,, by U, the product of (r + 1)-copies of
#” and by P; the PD-envelope of the diagonal closed immersion {7 — i[;. Note that P; is equal to the
PD-envelope of the immersion of 7 in the product of {tl;,}7_, over .. We denote by Fy, : tl; —
the morphism induced by {Fj,}I, and by Fp, : P; — Pj the lifting of the Frobenius morphism induced
by Fy,. By we associate to (M,V,M®, ) a family of divided Frobenius morphisms with respect to
(LLJ *)L[J,Fu‘]):

(13.16.5) Op,  Mb, — Mp, Ni<p-—1
For any r,s > 0, in view of (12.11.2)) and (12.24.2)), the W-linear morphism
(13.16.6)
i—s K dFU i—S
@ ©p, ®/\9( J) . @ F(HJ7,/[PJ ®ﬁuj)n9uin/y”)®gww—> @ L[ '//[PJ(X)ﬁMJnQﬂJn/LVn)
Jelr+1 p Jelr+1 Jerr+t

is compatible with differential morphisms 85, 85 of F* (C3°(A)), C3;° (M) respectively ([13.10). Then we
obtain a W-linear morphism of bicomplexes

(13.16.7) Pt FH(CRN (M) Raw W — C° (M),
By condition (d-i) of [L2.11] we see that the composition (13.12.3)

(13.16.8) DL F (O (M) By W — e @ LT (O () @y W25 O (1)

vanishes. Then we obtain a W-linear morphism of bicomplexes
(13.16.9) Yo : O3 (Aw) @ow W — C3° ().

It is clear that the above constructions are functorial.
By [13.11fand [13.12] we obtain morphisms of cohomology groups (|13.16.3|) and (13.16.4)).

Proposition 13.17. IfpM = 0 and min{m, d—1}+¢ < p—2, the morphism )™ (13.16.4) is an isomorphism.
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Proof. We use H;”?(—) to denote the vertical cohomology of a bicomplex. Recall (13.11.6) that we have
two spectral sequences:

(13.17.1) E =H(C5 (M) = H™(Tot(C5°(Ax)))

(13.17.2) EV =HPY(C N (A) = H(Tot(C3°(A)))

The morphism of bicomplexes ¢ induces a k-linear morphism of spectral sequences E' ®, 1k — E. Then it
is enough to prove that for any r > 0 and s satisfying min{s,d — 1} + ¢ < p — 2, the induced morphism
(13.17.3) H*(C5 (An)) Qo k — H* (C3° (M)

is an isomorphism. Since .# is p-torsion, we have A 4, = @1?—5 gri() & A#P~L. For any s > 0, we set

1=

AN, = @f;g gr' =5 ( ) ® P75, Since U’ is affine, C°(A4) can be written as a direct sum
D TW AL 5 Do, Q-
J61T+1
Recall that the divided Frobenius morphisms ¢} : .#} — .#p, and the semi-linear morphism
/\S(%) : Qi(,],l/k — Qfl,;,l/k induce a k-linear morphism
Ve DU A ®ou,, Ui,y k) Pok k= T, p, ®aoy,, Ui, /k)

and that the morphism " (13.16.2) is defined by a direct sum of morphisms @ jerr+197 ¢
Then the assertion follows from the following lemma.

Lemma 13.18. For any r >0, J € I"tY, the morphism of complexes
(13'18'1) 7/’9,.0 : F(’uJ’A;/{.,PJ ®ﬁuJ,1 QZLJ,l/k) Qo k — F(ujv'///PJ ®ﬁuJ11 QZIJ,l/k)

induces an isomorphism on the m-th cohomology group for any integer m satisfying min{m,d—1}+£ < p—2.

Proof. In view of and , we can reduce to the case where r = 0, J € I. To simplify the
notation, we write il for {7, F for the lifting of Frobenius Fy : 4l — ', U the special fiber of 4l and M (resp.
M?) for My = M|U (vesp. M = M'|U).

We set gr(M) = @f_oM*/M**'. By Griffiths’ transversality, V induces a Higgs field on gr(M):

0:gr(M) — gr(M) ®ey Q%{//«
The source of can be written as
(13.18.2) DU, (@725 gr' (M) @ MP™'7*) @4, ) 1)) o k
which is equal to
(13.18.3) D(U,gr(M) @6, Q) Qo k ifs<p—1-L.

The differential morphism of the source is induced by ffors<p—1-74.
Since pM = 0, we have (M,V) = (gr(M),0) (12.8). The isomorphism ¢ and the lifting F' induce an
isomorphism of MIC(X,,/.%,) (12.15.2))

(13.18.4) or : ©1((gr(M),0) @0k k)= (M, V).

Recall (12.16)) that ¢ induces a family of divided Frobenius morphisms ¢$%.. The morphism 1/1327 (113.18.1)),
which is induced by ¢%, coincides with the composition of morphism of complexes (6.7.1) induced by ®;
and the isomorphism of de Rham complexes induced by g

(13.18.5) (8r(M) ®y Uy ji) Bk b = M @6y, Uy
in degrees < p — 1 — £. Then the lemma follows from
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Remark 13.19. Suppose that pM = 0. Let gr(M) = @&f_,M*/M*+! and 6 the Higgs field on gr(M) induced
by V and Griffiths’ transversality. By and a similar argument of [13.18], we deduce for m < p—2—/, an
isomorphism

(13.19.1) Hetys(Ag) = H™ (gr(M) @ Q%)

Proposition 13.20. (i) If d < p —1— £, the morphism ™ (13.16.4) is an isomorphism for all m.

(ii) If d > p — 1 — £, the morphism ™ (13.16.4) is an isomorphism for m + ¢ < p — 3, and is a
monomorphism for m +£€=1p— 2.

Proof. We prove it by induction on n. In the case n = 1, i.e. M is p-torsion, it follows from [I3.17}
Suppose that the proposition is true for n — 1. By [12.20] the quadraple (pM, V|par, pM®, ¢|pc*(ﬁ)) is a
subobject of (M, V,M?*, o) in MF(X) and we denote its quotient by (M,¥V,M",9). If .4# and 4" denote
the crystal of 0%, ;5 -modules and the filtration associated to (M, V, M.) (13.6)), we have an exact sequence:

(13.20.1) 0 pdi > M A -0 Vi<p—L

By the snake lemma, we have a commutative diagram:

(13.20.2) 0 0 0
0——= &\ pl' —= " p i’ Ap 0
0——>V M —— M Ay 0
0— ol A —— el Ag——=0

0 0 0

Since ¥y, is functorial in MF(X), the assertion follows by dévissage from the induction hypothesis.
Proposition 13.21. (i) Let m be an integer such that min{m,d —1} < p—2—/{, the exact sequence (13.12)

-1 i 9 -1 i
00—l M =&yl —Ny—0
induces an eract sequence of cohomology groups

(13.21.1) 0— @) HIt (A7) — @b g HIL (M) — HI((Ay) — 0.

= crys

(ii) If m+ £ = p — 2, morphism ¥™ (13.16.4)) is an isomorphism.

Proof. We prove the proposition by induction on m. The case m = —1 is trivial. Suppose that the
assertion is true for m — 1 and we will prove it for m. By hypothesis of induction, we have an exact sequence
(which is automatically true for m = 0)

(13.21.2) 0— @ HIL (') — @V U (A7) — HI (Mg ).
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Since .#, . #" are coherent, by we see that the cohomology groups in above sequence are finite type
W,,-modules. By we have the following inequalities on the length of W,,-modules

pfl
= Z lgw ngrbys Z lgVV Crys Z)
=0

Then we deduce the surjectivity of the last arrow of ((13.21.2)), and that the above inequality is an equality.
The assertion (i) follows. The assertion (ii) follows from [13.20| and the equality (13.21.3]).

13.22. Proof of(13.1} Assertion (i) follows from and [13.21
We take for ¢ the morphism (13.16.3)). Then assertion (ii) follows from (i), [13.20{ and [13.21

Note that the complex F* = 0 if i > d 4 £. For any 7, s satisfying min{r+s,d — 1} +¢ < p—2, we deduce
from (i) that

(13.22.1) H™** (grp (M ®e¢s, %)) S HOS(FT) /HT TS (R,
Then assertion (iii) follows by comparing the W,-length of EJ"* and of E"*.

Remark 13.23. Using the comparison isomorphism between the de Rham and the Dolbeault complexes
-7 Ogus and Vologodsky proved - 13.1| for p-torsion Fontaine modules (12.8)) ([33] 4.17). More precisely,
let (M,V,M®, ) be a p-torsion object of MF(X) of length ¢ and 6 the nggs field on gr(M) induced by V

and Griffiths’ transversality. By [9.30] the isomorphism ({9.30.1]) induces via ((12.8.1)
o+ O3} (7" (G(M),0)) = (M, V),

for m < p—1— /¢, an isomorphism:

(13.23.1) H™ (gr(M) ® Q% /1,) @0k k = H™(M @ Q% ,)-
By ((13.19.1)), we obtain for m < p — 2 — ¢, an isomorphism
(13.23.2) HY(A) Qo k= HE (A).

The above isomorphism is an analogue of the isomorphism ™ (13.16.4} [13.17)) and allows us to deduce
for p-torsion objects. We don’t know whether these two isomorphisms coincide or not.

Theorem provides a generalisation of Ogus—Vologodsky’s result (9.30)) for p"™-torsion Fontaine mod-
ules. However, we don’t know how to generalise [0.30] for the Cartier transform modulo p™.
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