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Résumé

L'objet de cette thése est I'étude et la mise en oeuvre d'une méthode d'élements finis multi-échelles pour la
simulation d'écoulements miscibles en milieux poreux. La définition des fonctions de base multi-échelles suit I'idée
introduite par F. Ouaki dans [Oual3]. La nouveauté de ce travail consiste a combiner cette approche multi-échelle
avec des éléments finis de type Galerkine Discontinus (DG) de facon a pouvoir utiliser ces nouveaux éléments sur
des maillages non-conformes composés de mailles de formes diverses.

Nous rappelons, dans un premier temps, le principe des méthodes DG et montrons comment ces méthodes
peuvent étre utilisées pour discrétiser une équation de convection-diffusion instationnaire identique a celle ren-
contrée dans le probléme d'écoulement considéré dans ce travail. Aprés avoir vérifié |'existence et |'unicité d'une
solution a ce probléeme, nous redémontrons la convergence des méthodes DG vers cette solution en établissant
une estimation d’erreur a priori.

Nous introduisons, ensuite, les éléments finis multi-échelles non conformes et détaillons leur mise en oeuvre
sur ce probleme de convection-diffusion. En supposant les conditions aux limites et les parameétres du probléme
périodiques, nous montrons une nouvelle estimation d'erreur a priori pour cette méthode.

Dans une seconde partie, nous considérons le probleme d'écoulement complet ot I'équation considérée dans
la premiére partie est résolue de maniere couplée avec I'équation de Darcy. Nous introduisons différents cas tests
inspirés de modeles d'écoulements rencontrés en géosciences et comparons les solutions obtenues avec les deux
méthodes DG, a savoir la méthode classique utilisant un seul maillage et la méthode étudiée ici. Nous proposons
de nouvelles conditions aux limites pour la résolution des problemes de cellule qui permettent, par rapport a
des conditions aux limites linéaires plus classiquement utilisées, de mieux reproduire les variations des solutions
le long des interfaces du maillage grossier. Les résultats de ces tests montrent que la méthode multi-échelle
proposée permet de calculer des solutions proches de celles obtenues avec la méthode DG sur un seul maillage
et de réduire, de facon significative, la taille du systeme linéaire a résoudre a chaque pas de temps.
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Abstract

This work deals with the study and the implementation of a multiscale finite element method for the simulation
of miscible flows in porous media. The definition of the multiscale basis functions is based on the idea introduced
by F. Ouaki in [Oual3]. The novelty of this work lies in the combination of this multiscale approach with
Discontinuous Galerkin methods (DG) so that these new finite elements can be used on nonconforming meshes
composed of cells with various shapes.

We first recall the basics of DG methods and their application to the discretisation of a convection-diffusion
equation that arises in the flow problem considered in this work. After establishing the existence and uniqueness
of a solution to the continuous problem, we prove again the convergence of DG methods towards this solution
by establishing an a priori error estimate.

We then introduce the nonconforming multiscale finite element method and explain how it can be implemented
for this convection-diffusion problem. Assuming that the boundary conditions and the parameters of the problem
are periodic, we prove a new a priori error estimate for this method.

In a second part, we consider the whole flow problem where the equation, studied in the first part of that work,
is coupled and simultaneously solved with Darcy equation. We introduce various synthetic test cases which are
close to flow problems encountered in geosciences and compare the solutions obtained with both DG methods,
namely the classical method based on the use of a single mesh and the one studied here. For the resolution of
the cell problems, we propose new boundary conditions which, compared to classical linear conditions, allow us
to better reproduce the variations of the solutions on the interfaces of the coarse mesh. The results of these tests
show that the multiscale method enables us to calculate solutions which are close to the ones obtained with DG
methods on a single mesh and also enables us to reduce significantly the size of the linear system that has to be
solved at each time step.



Abstract
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1.1 Contexte et motivations

1.1.1 Extraction des hydrocarbures

Les compagnies pétroliéres cherchent a extraire les hydrocarbures présents au sein d'un gisement de la maniére
la plus efficace et la plus économique possible. Cette extraction n'est pas une opération simple. La géométrie du
réseau poreux et les propriétés des roches qui le composent peuvent plus ou moins complexifier la production
des hydrocarbures. Dans le passé, il était courant de ne récupérer qu'un peu moins de 10 % des hydrocarbures
disponibles dans un réservoir (récupération primaire), en laissant le reste des hydrocarbures en place parce
qu'il n'existait pas de techniques capables de maintenir une pression suffisante au sein du gisement. Plus tard,
I'introduction d'injecteurs d'eau a permis d'améliorer le taux de récupération des hydrocarbures. Dans le cycle
d’'exploitation d'un gisement, cette seconde étape est appelée récupération secondaire. Elle permet d'extraire
jusqu'a 45 % des hydrocarbures. Aujourd'hui, il existe des techniques qui permettent d'amener cette récupération

a 60 %. Parmi elles, on peut citer
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Chapitre 1. Introduction

1. la récupération thermique qui consiste a injecter de la vapeur dans le réservoir et ainsi a fluidifier les hy-
drocarbures, c'est a dire a diminuer leur viscosité sous I'effet de I'apport de chaleur,

2. l'injection de gaz qui consiste a injecter du C02 qui, si les conditions thermodynamiques le permettent, va
se dissoudre dans la phase hydrocarbure et la aussi contribuer a réduire la viscosité de huile,

3. l'injection d'espéeces chimiques telles que
— des polymeéres pour augmenter la viscosité de I'eau et obtenir un rapport de mobilité plus favorable par
rapport a la viscosité de la phase hydrocarbure (amélioration de I'efficacité de balayage macroscopique),

— des surfactants pour réduire la tension superficielle entre les phases aqueuse et hydrocarbure (amélio-
ration de I'efficacité de balayage microscopique).

La valeur économique d'un gisement se mesure sur la quantité des hydrocarbures, le nombre de barrils, que I'on
est capable d'en extraire. Pour estimer le potentiel économique d'un réservoir, les compagnies pétroliéres ont
recours a des logiciels de simulation dans le but de définir et d'évaluer différents scénarios d’exploitation.

1.1.2 Utilisation de la simulation

De nombreuses activités en ingénierie de réservoir nécessitent I'ultilisation d'un simulateur d’'écoulement.
Parmi ces activités, on trouve :
— le calage de modeles de réservoir a partir de données de production ou de sismiques 3D /4D,

— I'optimisation du placement des puits et des scénarios de production,
— l'analyse, la gestion des incertitudes et les calculs économiques.

Chacune de ces activités nécessite dans certains cas le lancement de plusieurs dizaines voire centaines de simu-
lations parfois trés coliteuses en temps de calculs. Pour diminuer ces temps de simulation, de nombreuses voies
de recherche sont explorées, a I'heure actuelle, et les méthodes numériques dites multi-échelles, du fait de leur
haut niveau de parallélisation, constituent dans ce contexte une voie de recherche privilégiée.

1.2 Etat de I’art des méthodes multi-échelles

Les méthodes d’'éléments finis multi-échelles ont été introduites pour la premiére fois par Th.Y. Hou et X.H.
Wu dans [HWO97] pour résoudre des problemes elliptiques a coefficients de diffusion oscillants. Le principe de
ces méthodes consiste a calculer numériquement des fonctions de base particuliéres dont la forme dépend des
variations du coefficient de diffusion a une tres petite échelle. Ces fonctions sont utilisées pour assembler et
résoudre, dans une premiére étape, un systéme linéaire sur un maillage relativement grossier. Elles sont ensuite
utilisées, dans une seconde étape, pour reconstruire une approximation de la solution sur un maillage plus fin
de facon a reproduire l'influence des variations du coefficient de diffusion a la petite échelle. Des résultats
d’homogénéisation établis dans [BLP78], [SP80] et [ZKO94] permettent de justifier le principe de construction
de cette méthode dans le cas ou le tenseur de diffusion est périodique. Notons que d'autres méthodes multi-
échelles également inspirées de résultats d’"homogénéisation ont été proposées dans [Arb00], [MBS00], [WEOQ3]
et [EH09].

Une propriété trés importante pour simuler le transport des fluides est la conservation des flux. Cela a
motivé I'introduction d’'une autre méthode multi-échelle basée sur la méthode des éléments finis mixte-hybrides
dans [CHO2]. Elle fut mise en ceuvre sur un modele de type Black-Oil dans [KLNT09]. Des résultats similaires
ont été obtenus avec une autre méthode multi-échelle basée sur la méthode des volumes finis [JLT03a].

Pour des problémes de type convection-diffusion, une premiére méthode dite multi-échelle hétérogéne (HMM)
a été proposée dans [HO10]. A la différence des méthodes précédentes, cette méthode sert uniquement 3 calculer
plus précisément une solution sur le maillage grossier et ne permet pas d'obtenir une solution discrete a I'échelle
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fine. Une toute autre approche a été récemment proposée dans [EIf15]. Cette méthode a pour point de départ une
discrétisation éléments finis de type Galerkine Discontinus et construit un espace d’approximation multi-échelle a
partir d'une décomposition orthogonale locale (LOD) sans hypothése de périodicité ni de séparation d'échelle sur
les coefficients. Une estimation d'erreur entre les deux solutions données respectivement par la méthode éléments
finis appliquée de facon classique sur le maillage fin et la méthode multi-échelle a été établie sous I'hypothése

H o0
(’)(I 1)1\||L (Q)><1

ol u désigne la vitesse, et Ay la plus petite valeur propre du coefficient de diffusion.

Une nouvelle méthode multi-échelle basée sur le méme principe que la méthode HMM a été récemment proposée
dans [AE14] pour une équation de type advection-diffusion.

L'approximation numérique d'une équation de type convection-diffusion par les méthodes classiques peut générer
des instabilités lorsque la convection domine la diffusion. Ce phénomene est également observé dans le cadre des
méthodes multi-échelles. Des approches pour pallier a cette difficulté sont proposées dans [BLM15, Mad16] dans
le cadre de certaines méthodes multi-échelles.

La méthode, étudiée spécifiquement dans ce rapport, a été proposée pour la premiére fois dans la thése [Oual3].
Cette derniére a fait |'objet d'une publication dans [OADE15]. Nous nous proposons ici d’en poursuivre I'étude,
notamment

— en |'utilisant de maniére combinée avec des éléments finis de type Galerkine Discontinus de facon a pouvoir
I'utiliser a terme sur des maillages de type Corner Point Grid (CPG) adaptés a la simulation de réservoir,

— en la testant sur des exemples d'écoulements Darcéens.

Nous allons maintenant donner un bref apercu de I'état de I'art sur les méthodes d’éléments finis de type
Galerkine Discontinues.

1.3 Les méthodes de type Galerkine Discontinues

1.3.1 Un bref apercgu historique

Bien que les méthodes DG aient existé sous diverses formes depuis plus de 30 ans, elles n'ont connu un
important développement que durant la derniére décennie. Les premiéres méthodes DG ont été proposées et
analysées dans les années 1970. La premiére application a une équation hyperbolique remonte a 1973 lorsque
Reed et Hill [RH73] ont utilisé cette technique pour résoudre I'équation du transport des neutrons. L'introduction
d'un décentrage du terme convectif fut proposé par Lesaint et Raviart [Les73, LR74, Les76] en 1974 et fut
analysé pour la premiére fois par Girault et Raviart [GR12] pour le probléme de Navier-Stokes. Quelques années
plus tard, la méthode a été améliorée par Caissignac et Touzani [CT90a, CT90b] pour approcher des équations
d’'écoulements incompressibles avec couches limites. Durant la méme période, la méthode a été étendue aux
problémes d'évolution par Chavent et Cockburn [CC87].

Le traitement spécifique du terme de diffusion fut réalisé au cours des travaux de Nitsche [Nit72] au début des
années 1970, Babuska [Bab73], Babuska et Zlamal [BZ73], Douglas et Dupont [DD76], Baker [Bak77], Wheeler
[WheT78] et Arnold [Arn82]. Ces derniers travaux constituent une étape importante dans le développement des
méthodes DG. Depuis le début des années 90, de nouvelles contributions sont apparues. Par exemple, Bassi et
Rebay [BRI7] ont utilisé une méthode DG pour résoudre les équations de Navier-Stokes compressibles, Cockburn
et Shu pour les équations de type convection-diffusion. Un cadre d'analyse unifié a été proposé par Arnold, Bressi,
Cockburn et Marini dans [ABCMO02] pour I'équation de Poisson.
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1.3.2 Quelques propriétés intéressantes des méthodes de type Galerkine Dis-
continues

Les méthodes DG ont gagné en popularité du fait de quelques-unes de leurs propriétés comme la conservativité
locale des flux, leur faible diffusivité et leur meilleure représentation des discontinuités. Les espaces d'approxi-
mation étant localisés sur chaque élément du maillage, ces méthodes permettent de traiter plus facilement les
non-conformités des maillages et les failles et offrent une plus grande flexibilité. En effet, dans les endroits ou la
solution est plus réguliére, on peut décider d’augmenter le degré des polynémes (sans modifier le maillage) ou
bien de raffiner dans le cas contraire.

Sur le plan informatique, ces méthodes présentent des propriétés trés intéressantes. Elles permettent d'obtenir
plus facilement des schémas d’ordre plus élevé que les méthodes de type volumes finis et se parallélisent trés
facilement. Mais il n'y a pas encore de solveur linéaire efficace a grande échelle.

Dans le paragraphe qui suit, nous présentons le modeéle et la discrétisation éléments finis de type Galerkine
Discontinus qui ont constitué le point de départ de ces travaux.

1.4 Présentation du modele et de la discrétisation éléments finis

1.4.1 Le probléeme du transport d’un traceur en milieu poreux

On considére, dans cette theése, le systéme d’équations suivant qui modélise le transport d'un traceur dans
un milieu poreux € :

O (p(x)c(t,x)) + div (u(t,x)e(t,x) — D(u)(t,x)Ve(t,z)) =0 dans (0,T) x Q,
div(u)(t,x) =0 dans (0,7) x Q,
(1.1)
u(te) = — X (G pig) - p(ta)e) dans (0,7) x 2,
p(c)
c(0,2) = (z) dans Q

ol les inconnues sont la pression du fluide P, la vitesse de Darcy u et la concentration du traceur c. Dans le
systéme d'équations (1.1) :
— ¢(x) désigne la porosité du milieu poreux (sans dimension),

— K(z) le tenseur de perméablilté en [m?]

— 1 la viscosité fonction de la concentration c,
— p(t,z) la masse volumique du fluide en [kg/m?],
— g le vecteur gravité en [m/s?],

— ar

Q
+ar|[u T+ =£
[[ul

dispersion mécanique
facteurs a, et ar (en [m]) représentent respectivement les dispersivités longitudinale et transversale.

— D(u) = D1 uu’ avec D,, (en [m?/s]) la diffusion moléculaire. Les

diffusion moléculaire

La frontiere 92 de 2 est telle que 02 = Iy UTp ot Ty et T'p sont deux parties deux-a-deux disjointes. Le
bord I'p est tel que I'p = TI';,, UTye. On définit T';,, et ',z comme suit

I'in ={z €Tp; u(x) nq(x) <0},
Fowt = {z €Tp;u(z) ng(z) >0}.
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Le systeme d'équations (1.1) est complété par les conditions aux limites suivantes :

u(t,x) - ng(x) =up(t,x) —ur(t,r) sur (0,7) x 09,

ct,x) = Cin sur (0,7) x Ty,

c(t,x) = Cout sur (0,7) x Tout,

(D(u)(z)Ve(t,x)) -no(z) =0 sur (0,7) x Ty,

/ P(t,x)dx =0 dans (0,T) x Q,
Q

T T
/ / uy(t,x) dadt:/ / up(t,x)dodt > 0.
0o Jog 0o Joo

ur(t,x) = 0 sur (0,7) X (Tout UTN)

On suppose que :

et que
up(t,x) = 0 sur (0,7) X (T'; UTN).

1.4.2 Discrétisation temporelle

Nous avons utilisé le schéma “IMPIMC (IMplicit in Pressure, IMplicit in Concentration)” pour la discrétisation
en temps du systéme d'équations (1.1). A une date t"! de la simulation, cet algorithme procéde en deux étapes
découplées. On résoud, tout d'abord I'équation de Darcy pour obtenir une approximation P;:H de la pression
P™*1. On reconstruit une vitesse discrete u)'t! en utilisant la nouvelle pression P!, Enfin, la vitesse u ™! est
utilisée dans I'équation de transport pour calculer la nouvelle approximation de la concentration ¢" 1.

1.4.3 Résolution du probleme de Darcy

Nous avons choisi une méthode de type volume finis a 2 points pour résoudre I'équation de Darcy. Cette
méthode permet d'avoir des flux consistants sur des maillages parallélepipédiques et conservatifs sur chacune
des faces. La vitesse discréte u™*! est reconstruite dans I'espace de Raviart-Thomas de degré 0 3 partir des flux
donnés par la méthode des volumes finis.

Remarquons que, dans le cas de maillages plus généraux, nous pouvons utiliser une méthode volumes finis de
la famille des méthodes HMM (Hybrid Mimetic Mixed methods voir [DEGH10]) et la formule de reconstruction
H (div)-conforme proposée dans [Lem13].

Pour accélerer la résolution de I'équation de Darcy, nous pouvons également utiliser la méthode des éléments finis
mixtes multi-échelles étudiée dans [Oual3]. Celle-ci peut étre également appliquée sur des maillages généraux en
utilisant une méthode de discrétisation de type HMM.

1.4.4 Discrétisation DG de ’équation de transport

En simulation de réservoir, les éléments finis dits conformes ont été peu utilisés du fait de la présence de
termes de convection (qui nécessitent I'emploi de méthodes de stabilisation, difficiles & mettre en oeuvre) et de
la non conformité du maillage (suite a des raffinements ou a cause de la présence de failles).

Dans cette thése, nous avons choisi une discrétisation de type Galerkine Discontinue pour approcher la solution
de I'équation de transport. Ce choix a été motivé par le fait que ce mode de discrétisation permet :

— une discrétisation simple du terme de convection, par le biais d'un décentrement,
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— de gérer les non-conformités du maillage mentionnées précédemment,
— d'obtenir plus facilement des schémas d’'ordre plus élevé que les méthodes volumes finis,

— une utilisation quasi-immédiate dans des codes paralleles.

Dans ce qui suit, nous rappelons brievement le principe de cette discrétisation dans le cas conforme.

Notations et schémas DG : Nous considérons une famille de maillages &}, conformes et réguliers de €2 dont
les éléments, notés E;, sont des quadrilatéres ou des hexaédres. On note I';, I'ensemble des faces intérieures de
En et I‘z I'ensemble des faces situées sur le bord de &;,. On définit les ensembles suivants :

Fh,in = {8 € Fin;e € FZ} ) thut = {6 € Fout;e € FZ} ’

v ={eelyjec Flfl} ; I'np = Thin UTh out-

Soit e € 1’}; telle que e = Ef N E;. On note n. un vecteur normal unitaire dirigé de E} vers E;. On définit le
saut [¢)]. et la moyenne {¢}. d'une fonction % sur e par

Wl = m, — v {0} = 5(Wn, + ).

Pour e € I‘Z, n. = ng et on définit le saut et la moyenne de ¢ comme étant la trace de v sur e. On définit
enfin la forme bilinéaire des sauts :

Jo(u,v) = Z e /

EEFL UI'n. D

ol h. est le diametre de e, et chaque o, est un parameétre positif choisi de facon a obtenir une propriété de
coercivité discréte. Les solutions discretes sont recherchées dans |'espace d'approximation suivant

Xy, = {vn € L*(Q);VE € &y, vn 5 € PE(E)ouQf(E)}

et, pour résoudre |'équation de transport du systéme (1.1), nous utilisons le schéma suivant dont I'analyse est

détaillée au chapitre 2 : trouver CZH € X}, telle que pour tout vy, € Xp, on a:

At/¢c"+1vhdx+ Z/ u"tvepth) - Vo, do — Z/ et Vo, da

Ee&y Eeéy

- > D"V, nefoy)e do — v > (D" Vup}e - ncfep e do

€ €

e€li Uy, p e€li Ul'y, p
1, 1 1 1
+ E / put nefople do + E / Bt noy ds + Jo (gt on)
e€l’ ¢ e€ly out

At/d)ch v, dx + Z /cmu vy do

e€ln,in

(1.2)
avec v = —1,0,1.
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1.4.5 Meéthode multi-échelle pour I’équation de transport

F. Ouaki a proposé dans sa thése [Oual3] une méthode multi-échelle pour résoudre une équation de transport
basée sur une discrétisation de type éléments finis. La méthode a été testée dans le cas ou la vitesse de convection
est une fonction périodique définie analytiquement, sur des maillages Cartésiens, a I'échelle fine comme a I'échelle
grossiere.

Partant des résultats obtenus par Franck Ouaki dans [Oual3], nous montrons, dans le chapitre 6, comment
intégrer cette approximation multi-échelle au sein d’une discrétisation de type Galerkine discontinue pour résoudre
plus efficacement I'équation de transport du systeme (1.1). Dans cette approche, les vitesses sont obtenues de
maniére discréte en résolvant I'équation de Darcy. Cette méthode peut étre mise en oeuvre dans le cas ou les
éléments du maillage grossier sont de forme quelconque.

Nous décrivons, brievement, dans ce qui suit, le principe de cette méthode.

Définition du maillage grossier

On considére un maillage &, dit maillage fin sur lequel sont définis les paramétres pétro-physiques (champs
de perméabilité K, porosité ¢, ...). On note par E un élément du maillage &,. On construit un maillage £ en
effectuant une agglomération des éléments du maillage fin £,. On note par K un élément du maillage £y et par
Ry I'ensemble des éléments fins qui le composent, i.e., K = U E.

FE€eRk

Définition des problemes de cellules

Pour chaque i = 1,--- ,d, d désignant la dimension du domaine, et chaque maille K € £y, on considere la
fonction @."t* solution du probléme suivant :
u" L (z) - vartt R (z) — div (D(u”“(;v))VzE?H’K(;L‘)) = gx)u "t e Vi e K,
(1.3)
a T (z) = x;, VzelK,

Jreu"t(2) da
Sy o(x) da
~n+1

Le vecteur w est la fonction vectorielle dont la restriction a une maille K a pour composantes les solutions
des problemes (1.3).

u*,7t+1,K —

Construction de ’espace d’approximation grossier sur les mailles agglomérées

Les éléments du maillage grossier pouvant avoir des formes diverses, nous utilisons la méthodologie décrite
dans [BBC"12] pour construire dans chacun de ces éléments K une base orthonormale de I'espace PX(K).

Construction de la base multi-échelle pour une maille grossiére

L'espace d'approximation grossier Xy étant construit, I'espace des fonctions multi-échelle X5 f est alors
défini par :

Xy = {’UX;FS{H =vyow™ avec vy € ]P”L}’(EH)} (1.4)
ob Bh(e) = | PA(K).
Keéy
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Discrétisation a 1’échelle grossiére

La méthode multi-échelle consiste a discrétiser |'équation de transport dans I'espace multi-échelle (1.4) en
utilisant la formulation DG introduite en (1.2). On obtient alors le schéma suivant : trouver ¢y € X7/}, telle

que pour tout vy € X3y, ona:

(D( n+1)v n+1> Yoy do — Z / n+1 n+1) Vo dz

Keeg VK KeEy

- Z /{D OV ne[vgle do — v Z /{D "Vog e - nelcy e do

€€F7’ UFH D ¢ 8€F7' UFH D

+ Z / P n+1 UH do + Z / n+1un+1 *NeVp do + JO(C’VI?_lva)

eEF‘ e€lH out

At/(bchde—l- Z /cm -n.vg do.

e€ly in

(1.5)
avec v = —1,0,1. Le cas 7 = 1 correspond a un schéma DG symétrique, v = —1 correspond a un schéma DG
anti-symétrique et v = 0 a un schéma DG incomplet.

1.5 Présentation des résultats obtenus au cours de la these

1.5.1 Analyse d’un probléme de convection-diffusion et de sa discrétisation a
partir d’éléments finis de type Galerkine Discontinus

Equation de convection-diffusion étudiée

Dans le chapitre 4, nous établissons |'existence et |I'unicité d'une solution a I'équation suivante :

Ot (p(x)e(t,x)) + div (u(z)c(t,x) — D(u)(z)Ve(t,x)) =0 dans (0,7) x 9,
c(t,x) =0 sur (0,T) x I'p,
(1.6)
(D(u)(z)Ve(t,x)) - no(x) =0 sur (0,7) x 'y,
¢(0,x) = co(z) dans Q.

Discrétisation DG

On approche la solution ¢ de I'équation (1.6) par ¢, solution du probléme suivant : trouver ¢, € H'(0,T; X},)
telle que, pour tout vy, € X, on a:

/Q (ggh) vndz+ Y /E( (WVer) - Vopdo — / ucy) - Vo da

Ee&y,

- Y [owval = (X [D@nl wfol.d

eEFi UFh D € eGFi UFh D € (17)
+ Z / “u - nefvp]e do + Z /chu n.vy do + Jo(en,vn) = 0,

EEF’ € e€ln out
cn(0) = co.
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Estimation d’erreur a-priori
Nous avons établi I'estimation d'erreur suivante sous les hypothéses 2.1 détaillées dans le chapitre 2.

Théoréme 1.1. On suppose les hypothéses 2.1 vérifiées. Soit (£p),~ une suite de maillages conformes et
réguliers de Q. Soit ¢ € L*(0,T; H&FD(Q)) solution de I'équation (1.6). Soit ¢, € H'(0,T; X},) solution du
schéma numérique (1.7). Si on suppose que c appartient 3 I'espace H' (0,T; H**1(Q)) alors il existe une constante
C' qui ne dépend ni de ¢, ni de h telle que, pour tout t € (0,T), on a

) 1/2
2
+ ||C|L2<0,T;Hk+1<E))>> :

L2(0,T; HF1(E))

dc
lle = enll Lo 0,220 + e = enll 20 4:x,) < CRF <Z (’ ot

Ecgy,

1.5.2 Estimation d’erreur a-priori pour la méthode multi-échelle

Une estimation d'erreur a-priori a été établie pour la méthode multi-échelle introduite précédemment sur un
probléeme de convection-diffusion a coefficients périodiques que nous allons introduire maintenant.

Définition du probléme périodique, rappels de résultats d’homogénéisation existants et énoncé
d’une nouvelle estimation d’erreur

On considére I'équation suivante :
1
¢ (x)0rce (t,x) + —u(z) - Ve (t,z) — div (D (2)Vee(t,x)) = 0 dans (0,7) x 2
< (1.8)
ce(0, ) = A(x) dans Q
ol I'on suppose que la porosité, la vitesse et le tenseur de diffusion-dispersion sont des fonctions périodiques en

espace de période ¢ ne dépendant pas du temps. La condition initiale est donnée par une fonction ¢°. Dans la

suite, on note
T

01=0(2) 1= (2). D0 = (%)

€
ety =ux/e.
Quelques résultats d’homogénéisation

Soit Y le cube unité [0,1]%. On définit tout d’abord le probléme de cellule suivant : trouver w; € H(Y)
solution de :

u(y) - (Vywi(y) +e;) — div, (D(y) (V,wi(y) +e;)) = d(y)u”-e;,  Vyey,

w;(y) est Y-périodique, (1.9)

/le(y) dy =0,

ol la vitesse homogénéisée u* est définie par :

ut =

il

/Y u(y)dy,
et §= /Y b(y)dy.

Le probléeme homogénéisé relatif au probleme (1.8) s'énonce de la maniére suivante : trouver une fonction ¢
solution de B
pOc(t,x) —div(D*Ve(t,x)) = 0 dans (0,7T) x Q,
(1.10)
(0, z) = (z) dans
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ou le tenseur D* est défini comme suit :

Di, = [ D) (Vo) + &) (V,0,00) + ) d
Y

On note ¢y la fonction définie par

* d *
1 <t,a: - “Et,y) o <t,a: - “Et) wi(y). (1.11)

ox;
i=1 v

Nouvelle estimation d’erreur entre la solution exacte et la solution homogénéisée

Pour établir I'estimation d'erreur (1.19), nous avons été amené a établir le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. On suppose que les hypothéses 4.1 sont vérifiées. On suppose le domaine ) est rectangulaire
et en forme de boite (voir défintion 5.1.1). Soient (c.) la suite des solutions de I'équation (1.8), ¢ la solution
du probléme homogénéisé (1.10), ¢y la fonction définie par I'égalité (1.11) et les fonctions w; solutions des
problémes (1.9). Nous avons alors I" estimation suivante :

T u*t wt |

/ cE(t,~)c<t,~ ) —ec (t7o ,) dt < C5(1+¢) (1.12)

0 € e ¢)llp2a

ou la constante C's > 0 est indépendante de € mais dépend du temps final T.

Idée de la méthode multi-échelle
Introduisons les fonctions tests oscillantes w; définies comme suit :
W5 (z) = 2; + ew; (f) . (1.13)
€

Alors on a V@5 (z) = e; + Vyw; (£> En remplacant V&5 (z) par e; + Vyw; (f) dans I'équation (1.9), on
; € ‘ €

obtient le probleme de cellule suivant :

L (B) - var(a) —div (D (2) var@) = 26 (5w e Vo eey (1.14)
e g € e g

et, compte tenu des estimations (5.4), (5.5) et (5.6), nous pouvons prendre

) + (@ () = 1) (%C (m u;) |

1
On remarque que le membre de droite correspond a un développement de Taylor a I'ordre 1 en espace. On peut
alors approcher la fonction c. par ce début de développement, ce qui permet d’écrire :

c(t, ) ~ (t,@f(x) - “*t> .

d
*t
ce(t,x) ~ ¢ (t,x - uE

1

3

On introduit la fonction é. vérifiant :

& (t,z) :c(mc— u*t) (1.15)

€
Dans ce cas,
u*t

3

c (t,@g(z) - ) = Ce(t,w"(x)),

et on prend comme approximation :
ce(t, z) = ¢ (t, " (x)). (1.16)
La formule d'approximation (1.16) est le point de départ de la méthode d'éléments finis multi-échelles étudiée

dans ce travail pour le probleme (1.8). Cette formule nous suggére d'approcher la solution du probleme (1.8)
dans I'espace ol les fonctions de base sont des polynémes composés avec la fonction @®.
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1.5. Présentation des résultats obtenus au cours de la thése

Approximation des problémes de cellule

. ~. ~c. B . N .
Pour chaque maille E € £y, on approche w; par w;’" solution du probléme suivant :

L (@) - VarE (@) — div (DE( )v~fE(z)) - L@ e voen,
3 g

(1.17)
w5 (x) — 2, VaedE,

ol
“E S ut (z)dz

o fE ¢ (z)dz

ayant pour composantes les solutions des probléemes (1.17).

u

On construit le vecteur ¥

Schéma de discrétisation a 1’échelle grossiére

On commence par définir I'espace d'approximation grossier Xy comme suit :
Xy = {vg € L*(Q);VE € Ey,vpp € PL(E)}.
L'espace des fonctions multi-échelle X, g est alors défini par :
Xem = {ve g = vy ow® avec vy € X}

Pour établir une estimation d'erreur a priori, on considéra la norme brisée définie comme suit :
1/2

1
ol eny = | 30 102 Vonlagey + nlonam) +5 3 [ 1% nellonl2do
Ectn eel, Uy, p

On approche la solution de (1.8) par c.. iy € X. g solution du probléme : trouver c. y € H'(0,T; X, ) telle
que, pour tout ve g € XaH, on a:

/ (¢ac:H) Ve, dx + Z/DEVCEH) Ve g de — Z /ucEH ) - Ve g de
Q

E€éy Ecéy

. /{D Veonte meloonledo—y /{D Voest}e nolee sl d
PEF7 UFHD € PGI—W Ul'g. p €

(1.18)
+Z /gp,}”ue n.[ve gle do + Z /caHu NV g do + Jo g (e m,vem) =0,

eel, ¢ e€l'H out

CE’H(O) = 7T5’HCO

avec vy = —1,0,1.

Estimation d’erreur a priori pour la méthode multi-échelle

Théoréme 1.3. On suppose les hypothéses 5.1 vérifiées. On suppose que le domaine ) est rectangulaire et en
forme de boite (voir défintion 5.1.1). Soit c. la solution du probléeme (1.8). On considére un maillage régulier
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En de pas H avec ¢ < H. On note c. gy la solution discréte obtenue avec le schéma numérique (1.18). Alors,
Vt € [0, T, nous avons l'inégalité suivante

llce,mr — Cs||2Loo(o,t;L2(Q)) + [lee,m — Ce||2L2(o,t;H1(sH))
2

€ u® €
<e+H+ =+ ||—— (€2+H+f>
H RV /\min€ Lo (Q) H
u ||
+||— (e+ H) (1.19)
€ llLe(a)
e 12
Remarques 1.1. 1. La présence du terme ||— dans l'estimation d’erreur a priori (1.19) pourrait
¢ ll=(@)
laisser croire que la méthode muti-échelle ne converge pas lorsque ¢ et H tendent vers 0. Il faut se sou-
uE
venir que — représente la vitesse du modéle considéré (1.8) donc il est trés naturel qu'il apparaisse dans

€
'estimation d’erreur a priori.
2. On remarque que la méthode multi-échelle est plus précise pour des petites vitesses de convection.

3. On remarque que la convergence de la méthode multi-échelle se détériore lorsque la convection est domi-
€

> )\min-
L>(Q)

nante, ie

3

4. On remarque également que la convergence de la méthode multi-échelle se détériore lorsque ¢ et H sont
\ ) € . N . L .. \
proches a cause du terme de résonance —. Ceci est dii au choix des conditions aux limites des problémes

H
de cellule (1.17).

1.5.3 Résultats numériques

Les méthodes présentées précédemment ont été implémentées dans la plate-forme Arcane [GL09] utilisée a
IFP Energie nouvelles (IFPEn) pour la mise au point de simulateurs en géosciences (modélisation de bassin,
simulateurs de réservoir et de stockage de COs, -+ ).

Nous introduisons au chapitre 3 plusieurs exemples illustratifs et caractéristiques de la simulation de réservoir
en dimension deux d'espace. Dans tous les cas, le domaine €2 considéré est un réservoir de dimension 365,76 m x
670,56 m. Le maillage fin est composé de 120 mailles dans la direction = et de 220 mailles dans la direction y.
Trois champs de perméabilité ont été choisis. Pour le premier, la perméabilité est constante. Quant aux deux
suivants, ils correspondent aux couches 26 et 39 du cas SPE10 [MMO1] représentés sur la figure 1.5.3. Des
premiéres solutions de référence, correspondant a la discrétisation introduite précédemment dans les paragraphes
1.4.2, 1.4.3, 1.4.4 sont présentées dans ce chapitre.

Résolution multi-échelle du transport du traceur couplée avec celle du probleme de Darcy

Dans le chapitre 6, nous avons testé le schéma multi-échelle (1.18) et son couplage avec la résolution de
I'’équation de Darcy sur les cas d’'application mentionnés précédemment. Pour démontrer |'efficacité de cette
méthode, nous avons comparé, a la fois qualitativement et quantitativement et en terme de temps de simulation,
les solutions multi-échelles avec les solutions obtenues avec la discrétisation réalisée uniquement a I'échelle fine.

Ces tests ont également été I'occasion de tester différentes variantes de la méthode que nous décrivons dans les
trois paragraphes suivants.
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2e-11 -11

le-12 le-12

[l I\HHIl

le-14

f]e-1()

1.4e-18

le-14 |

 —

le-16

3.68e-17
(a) Couche 26 (b) Couche 39

FW\ [ HIHI’

FIGURE 1.1 — Champ de perméabilité dans la direction  pour les couches 26 et 39 du cas SPE10

Nouvelles conditions aux limites pour les probléemes de cellules

Les conditions aux limites utilisées pour résoudre les problémes de cellules (1.3) jouent un rdle trés important
sur la qualité de I'approximation. En fait, les conditions linéaires proposées dans la version initiale de la méthode ne
capturent pas les variations de la vitesse u"*! et du tenseur D aux bords des mailles grossieres. Nous avons donc
proposé une autre stratégie décrite au paragraphe 6.2.6 permettant de mieux prendre en compte les variations
des parameétres sur les interfaces du maillage grossier.

La méthode du domaine élargi dite "Oversampling technique"

Nous avons testé la méthode du domaine élargi dite "Oversampling technique" introduite par T. Hou dans
[HW97] pour réduire I'influence des conditions aux limites linéaires. Elle constitue une alternative intéressante a
la stratégie précédente. En effet, lorsque les fonctions de base de multi-échelle doivent étre recalculées un nombre
assez important de fois, la stratégie précédente devient impraticable car elle serait trés coliteuse en terme de
temps de calcul. La méthode du domaine élargi consiste a résoudre, pour chaque maille grossiere K, le probleme
de cellule (1.3) dans un domaine K qui contient K.

Stratégies de mise a jour des fonctions de base multi-échelles

Les fonctions de base multi-échelles X ;g i (1.4) varient au cours du temps en fonction de la variation de
la vitesse u" ! et du tenseur D. Par conséquent une mise a jour de ces fonctions est nécessaire au cours de la
simulation. Pour éviter une mise a jour coliteuse et inutile de I'ensemble de ces fonctions a chaque pas de temps,
nous proposons deux stratégies différentes 6.3.1 et 6.3.2 au chapitre 6.

Utilisation de maillages faits d’agglomérations non réguliéres de mailles fines

La méthode multi-échelle a été également testée sur des maillages grossiers faits d’agglomérations quel-
conques de mailles fines. Des exemples de tels maillages sont représentés sur la figure 1.2. Ces tests constituent
une premiere étape, |'objectif étant a terme de construire le maillage grossier en fonction, par exemple, des
hétérogénéités spatiales du champ de perméabilité.

Pour clore cette introduction, nous mentionnons quelques perspectives pouvant faire I'objet de futurs travaux.
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(a) #(€m) =120 (b) #(Ex) = 60 (c) #(Em) =15

FIGURE 1.2 — Exemples de maillages grossiers faits d'agglomérations non réguliéres de mailles fines

1.6 Perspectives

Performances de la méthode multi-échelle en parallele

Un des intéréts des éléments finis multi-échelles est de pouvoir répartir le calcul des fonctions de base sur
des processeurs différents et ainsi d'obtenir des réductions des temps de calculs trés importantes par rapport
aux approches classiques travaillant sur un seul maillage. Une prochaine étape consisterait donc a mesurer les
performances de la méthode étudiée ici en paralléle.

Lors de ces tests, il serait également intéressant de coupler cette méthode avec les éléments finis mixtes multi-
échelles [HW97] de facon a réaliser une simulation multi-échelle compléte du probléme (1.1). Les pistes évoquées
dans [Oual3] pour améliorer |'efficacité de la méthode mixte pourraient &tre reprises pour la méthode étudiée ici.

Stratégies d’agglomération du maillage fin

Comme cela a été rappelé plus haut, la qualité des fonctions de base multi-échelles dépend des conditions
aux limites imposées au niveau des problémes de cellules. Différentes stratégies d'agglomération du maillage fin
devront étre testées pour éviter d'avoir de trop grandes variations des propriétés pétrophysiques au niveau des
interfaces des mailles grossiéres.

Prise en compte de la compressibilité du fluide

La méthode multi-échelle étudiée dans ce manuscrit est valable sous I'hypothése divu™ = 0. Cette hypo-
thése n'est plus vérifiée dés lors que le fluide est compressible. Il conviendra donc de voir comment modifier la
méthode pour lever cette restriction.

Application a des cas non linéaires et, en particulier, aux écoulements diphasiques

La non-linéarité présente dans le probleme de transport a été ici écartée par le découplage en temps, qui
nous a permis de nous ramener a un probléme de convection-diffusion linéaire en la concentration du pas de
temps courant. Mais les non-linéarités sont incontournables dés lors que |'on considére, par exemple, des cas
d’'écoulements diphasiques. Une autre piste de recherche consistera a étudier les extensions possibles de la méthode
aux non-linéarités inhérentes a ce type de modéle.
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Chapitre 2

Approximation numérique d’une
équation de transport par les
méthodes de type Galerkine

Discontinues
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Le but de ce chapitre est de montrer comment discrétiser une équation de type convection-diffusion au moyen
d’'éléments finis de type Galerkine Discontinus. Nous définissons tout d'abord, au paragraphe 2.1, I'équation
modele, les conditions aux limites et initiales vérifiées par cette équation. Nous établissons ensuite au paragraphe
2.2 I'existence et I'unicité d'une solution a cette équation. Nous montrons au paragraphe 2.3, comment discrétiser
cette équation au moyen d’'éléments finis de type Galerkine Discontinus et établissons une estimation d’erreur a

priori pour ce type de discrétisation au paragraphe 2.4.

2.1 Définition du probléeme

Soient © un domaine borné, connexe et Lipschitz de R? (d = 2,3) et T un réel positif. On note n le vecteur
normal unitaire au bord 02 de Q) dirigé vers I'extérieur de 2. Of) est tel que 92 = 'y UT'p avec 'y et I'p

deux-a-deux disjoints. On note ¢(¢,x) la solution du probléme suivant :

0y (6(z)c(t,z)) + div (u(t,z)e(t.z) — D(u)(t,z)Ve(t,z)) =0 dans (0,7 x Q,
c(t,x) =0 sur  (0,7) x I'p,
(D(u)(t,z)Ve(t,x)) - n(z) =0 sur  (0,T) x 'y,
c(0,z) =co(z) dans Q.
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Chapitre 2. Approximation numérique d’une équation de transport par les méthodes de type Galerkine Discontinues

On suppose les hypothéses suivantes vérifiées :

Hypotheses 2.1.
ILu-n=0 (0,7)xTy,
co € LA(Q),
¢ est indépendant du temps et ¢ € L*°(Q),
il existe pmin €t Pmax deux réels positifs tels que Vx € R%, 0 < ¢min < d(2) < Pmax,
divu € L°°(0,T; L>(R2)) et u € L>(0,T; L*(Q)9),
D(u) est symétrique et appartient 3 L™ (0, T; L>(Q)4*%),

il existe deux réels \pin > 0 et Apaqe tels que

NSO WD

VEECRLVZ €Q, Apax €] = D)(2)€ - € = Ain |€] .

Dans ce qui suit, nous serons amenés a décomposer le bord I'p en T'p =T ULy ot Ty et Tpye sont tels
que
Iy ={x €Tp;u(z) n(z) <0},
Towe ={x €Tp;u(z) n(x)>0}.
La forme du probléme (2.1) suggere de chercher ¢ dans I'espace L>(0,T; H&FD ().

Remarques 2.1. Etudions toutefois la régularité de la trace de cu-n. Afin de fixer les idées, nous nous placons
ici en dimension trois. Avec les hypothéses faites suru et I'espace oti I'on cherche ¢, on au € L*(Q)?, c € L%(Q)
en espace; en temps cu € L*(0,T). Donc cu € L*(0,T; L'?/5(Q)%). De méme, divcu = cdivu + Ve - u €
L*(0,T; L4/3(Q)). Donc, par rapport a x, cu est dans un espace différent de H(div;<Y), plus régulier pour la
fonction elle-méme et moins régulier pour la divergence. Ecrivons formellement la formule de Green qui peut étre
Jjustifiée par densité :

/ div(cu)y dz + / cu-Vipdr = (cu-n,1)) g - (2.2)
Q Q

Le premier terme a un sens pour 1 € L*(Q) et le second terme a un sens pour Vi) € L'?/7(Q)3. D’apres les
1
injections de Sobolev, W'*(Q) s'injecte dans L*(Q) pour t = - Donc pour que le membre de gauche de

I"équation (2.2) ait un sens, il faut que ¢ € W1’12/7(Q), espace plus grand que H' (). Maintenant, la trace
de v est dans W°/1212/7(9Q) donc d’aprés I'injection évidente de H*/'2(9Q) dans W°/1%12/7(9Q), le second
membre de (2.2) a un sens dés que cu - n est dans H~°/'2(0Q) qui s'injecte dans H~'/(89). Tout ceci est
formel mais peut étre justifié par densité. La conclusion est que cu-n € L*(0, T} H*5/12(8Q)) qui est un espace
un peu plus régulier que Hil/z(aﬁ) et en particulier sa restriction 3 T est dans L*(0,T; H*E’/IQ(FN)). Ceci
est aussi valable pour n'importe quelle surface réguliere de .

2.2 Existence et unicité d’une solution
Pour établir 'existence et I'unicité d'une solution au probléme (2.1), nous réécrivons tout d'abord ce probleme

sous forme variationnelle puis construisons une solution correspondant a la limite d'une approximation de type
Faedo-Galerkine.

2.2.1 Ecriture du probléme sous forme variationnelle

Dans ce qui suit, Q7 = (0,7) x €. On introduit la formulation variationnelle suivante ol I'on cherche une
solution ¢ € L*(0,T; Hy -, () telle que VV € Hj 1-(Qr) N L*(0,T; Hj 1, () :

T oV T T
—/ /qﬁc—dmdt—&—/ /D(u)Vc-Vdedt—/ /cu-Vdedt:/¢coV(-,O)dx. (2.3)
0o Jo O o Jo o Ja Q

Remarque 2.1. L'existence et I'unicité de (2.3) est assurée par le Théoréme 6.6 établi dans [Wio].
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Partant de ce résultat, I'existence et |'unicité d'une solution au probléme (2.1) se déduit du théoréme suivant :

Théoréme 2.1. Toute solution ¢ de I'équation (2.1) dans LQ(O,T;Hol,FD(Q)) est solution de la formulation
variationnelle (2.3) et réciproquement.

Démonstration. Pour mettre le probléeme (2.1) sous forme variationnelle et donner un sens a la condition aux
limites sur I'y, il est commode d'introduire la fonction

W = (uc — D(u)Ve, ¢c) .

Puisque I'on cherche la solution ¢ de (2.1) dans I'espace L*(0, T; H' (), la fonction W appartient a H (div x; Q7 )4*!
car W € L*(Qr)%H! et
div xW =div,W + 9;W = 0.

Par conséquent W -ng,. € H~'/2(8Q7), ce qui entraine que W -ng, € H~/2(S) sur toute partie S C Q7.
Ceci donne un sens faible a la condition aux limites sur I'y :

W -ng, =(uc—D(u)Ve)-n sur (0,7) x I'y.
Nous venons de voir que cu-n € L2(0,T; H°/12(9Q)), espace plus petit que H~/2(9Q), ce qui entraine que
D(u)Ve-ne H V2 ((0,T) x Ty) .
Donc la condition (D(u)Ve)-n = 0 sur (0,7) x I'y de I'équation (2.1) a un sens dans le dual de Héé2((07T) X
I'y). De plus, dans le cas qui nous concerne u-n = 0 sur (0,7) x I'y, donc W -ng, =0 sur (0,7) x T. En

résumé,
W e fl(leX7 QT),

divxW =0, dans Qr,
W -ng, = —¢co, sur {0} x £, (2.4)

W . ng,. = ¢c(T), sur {T} x Q,

W .ng,. =0, sur (0,7) x I'n.

Enfin, on peut préciser un peu plus I'espace de I'inconnue ¢ en mettant la condition essentielle sur I'p dans I'es-
pace, c'est-a-dire, on cherche ¢ dans L2(0, T; Hé,l“o (€2)). La fonction W permet de mettre facilement le probleme

(2.1) sous une premiére forme variationnelle. Prenons les fonctions-test V dans H'(Qr) N L?(0,T; H&FD(Q)).
D’apres la formule de Green ci-dessus, on a :

/ (divx W)V dzdt = — W~vad$dt+<W'nQT,V>aQT =
T Qr

T oV T T
7/ /qﬁc—dxdtJr/ /D(u)Vc~Vdedt7/ /uc'Vdedt+<W~nQT,V>5Q =0.
o Jo O o Jo o Jo ’

En utilisant les conditions aux limites on a :
(W enopVpa, = [ (0clOV(-0) + 6e(T)V (1)) do.
Pour éliminer le terme au temps 7', puisqu’on ne dispose pas de ¢(T"), on choisit V' tel que V(-,T) = 0. Alors
(W-ng,,V)so, = /Q —pcoV (+,0) dax.
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D’ol une premiére formulation variationnelle ot I'on cherche une solution ¢ € LZ(O,T;H&’FD(Q)) telle que
WV € Hy p(Qr) N L*(0,T; Hyp, (2)) -

T oV T T
—/ /(;Sc—dxdt—l—/ /D(u)Vc-Vdedt—/ /cu~Vdedt:/¢00V(-,O)dx.
0o Jo O o Jo o Jo Q

Nous venons de voir que toute solution ¢ de (2.1) dans L*(0,T; Hj r, (€2)) est solution de (2.3). Pour montrer
la réciproque, on considére ® € D(Qr) et en remplacant V par ® dans (2.3) on a:

T 9P T T
—/ (bc—da:dt—k/ D(u)Vc-V‘bdxdt—/ /cu-Vq)dxdtzO.
0o Jo o O o Jo 0o Jo

En utilisant la fonction W, ceci s'écrit

— W . VxPdrdt=0
Qr

ou encore
(divxW,®) =0, dans OQr.

L'équation (2.1) est donc satisfaite au sens des distributions. Ceci entraine que W € H (div x; Or) et que pour
tout V€ H(Qr)

T
—/ /W~VXVdmdt+<W-nQT,V>aQT:O. (2.5)
0o Ja

Si on choisit V' a support compact dans Q et V(-,T) =0, on a

T oV T T
—/ / ¢pc—— dx dt + / / D(u)Ve-VVdxdt — / / cu- VVdzdt = (¢c(-,0),V(-,0))q -
o Jo Ot o Jo o Jo

Si on compare cette derniére égalité avec la formulation variationnelle (2.3), on a

(0-0).V(-0ha = [ deaV(-0)
ce qui entraine au sens des distributions sur 2
¢c(-,0) = deo.
Puisque ¢ > ¢.in > 0, on a également I'égalité suivante :
c¢(,0)=co pp sur
d'oti ¢(-,0) € L*().

Pour retrouver la condition naturelle sur T'y, on reprend (2.5) avec V € H}(0,T; H&FD (©2)) et on compare
avec (2.3). Ceci donne

(W- nQT7V>(0,T)><FN =0.

Nous avons vu plus haut que W -ng, = D(u)Ve-n sur (0,7) x 'y car u-n = 0 sur I'y donc

D(u)Ve-n=0

’

au sens de (Héf((O,T) X FN)) . O

34



2.2. FEuxistence et unicité d’une solution

2.2.2 Construction d’une solution de (2.3)

Il ne s'agit pas encore dans ce paragraphe de proposer un schéma numérique pour résoudre de maniére
approchée le probleme (2.3) mais plutét d'utiliser une semi-discrétisation en espace basée sur une méthode de
Galerkine pour montrer |'existence d'une solution. Comme I'espace de Hilbert H&FD (€2) est séparable, il admet

une base orthonormale (voir [Bre10]) (¢)1<j<oo- On définit I'espace VY = vect(p1, . .. on). On définit la suite
(™) n>1 solution du probleme suivant : trouver ¢V : [0, 7] — V¥ de la forme :

Nty = ol (t)es

avec aiv € Hl(O,T)7 1 < s < N, solution de

d(¢c™) N N ;
( Yoidr+ | D(u)Ve" -Vep;de — [ ¢’u-Vy;de =0, Vi=1,---,N,
Q Q Q

ot
2.6
N (2.6)
N (0) = Py(co) = Y _(cosps)s-
s=1
Py représente |'opérateur de projection orthogonale sur V¥ dans L2(Q). omme ¢;,j5 =1,--- N est une base
pour VN, I'équation (2.6) équivaut 3 résoudre le systtme d’EDO suivant :
d n N
M—a™(t) + Alt)a™ (t) =0,
dt
(2.7)

a™(0) = av,

ou, pouri,j=1,--- N,

Mi; = / bpip;dr, Aij(t) :/ D)V - Vo — (0.Ve;)g;) dz, oo, = / cop; dx.
Q Q Q
On remarque que les coefficients de M sont constants et que ceux de A appartiennent a L°°(0,7"). La matrice
M est symétrique et grace aux hypothéses faites sur ¢, elle est définie positive, donc inversible. Par conséquent,
le systeme (2.7) est équivalent a :

Lo (t) + MA@ (1) = 0,
(2.8)

o™ (0) = ay.

C'est un systeme carré d'équations différentielles linéaires d'ordre un a coefficients bornés. Une extension classique
du théoreme de Cauchy-Lipschitz (voir [Wlo]) entraine que (2.8) admet une unique solution ™ € C°([0, 7)Y
eéme

et en reportant cette information dans (2.8) on trouve que a™ € W1°(0, 7). En multipliant la i équation

de (2.6) par «; et en sommant sur 4, on trouve :

L@mﬁy%w@w+énwwwwvwm—Aw@mvw@mzq

1d 1 1
s— [ ¢V (1) de+ [ D)V () - Ve () < Sldiv(u)|| Lol (D72 ) + */ lu-n|(cN (1) dz.
2dt Jo Q 2 2 Jaa

En utilisant les conditions aux limites et u-n = 0 sur 'y, on élimine le terme de bord au second membre et on

a
1d

1.
33 A0 o A T (Ol < G ()=o) e (O e

35



Chapitre 2. Approximation numérique d’une équation de transport par les méthodes de type Galerkine Discontinues

En intégrant de 0 a t, nous obtenons :

¢min 1
5 Q(C ()% dz + Amin | VeV [[72(,) < Hd'V( N L= (ar) ||C $)[2(ayds + 5 5 Q<25(CN(0))2d5177
ce qui peut étre également réécrit sous la forme :
N (12 2Amin N ¢maz N
lle (t)”LZ(Q)'i_THVC 7200, < ¢ IIdIV( u)|l Lo (o) HC $)|[72()ds + - H O)[I72(0)-

En utilisant le Lemme A.1, on a :

[Idiv (W) [|Loo (o p)t

2)\m1n
Pmin

¢m(1’1‘ .
VeV |72 (a,) < r— 1N (O)11F 2y { € Pmin

1Y )20y + =

On remarque que [|c™ (0)|z2(q) < llcollr2(n) car Py est la projection sur V™ pour la norme L?(€2) donc :

[Idiv (u)[|Loo (o p)t

2\ ,
HCOHL2(Q) e Pmin - (2.9)

oIV I, < 5o

(bmzn

¢ma'r

Y Ol Z20) + .

Par conséquent Ve est borné dans L?(Qr) et ¢V est bornée dans L>(0,T; L%*(Q)). Il existe alors une
sous suite de ¢V (encore notée par ¢V) qui converge faiblement dans L?(0,T; H'(Q)) et -faiblement dans
L>(0,T; L*(2)). Il existe ¢ € L*(0,T; Hy p,, () N L>(0,T; L*(€2)) telle que :

T
// (2,6)¥ xtdmdt]“—m>/ /c(a;,t)\ll(x,t)dxdt, YO € LY0,T; L2(Q)),
Q

/ / VN (2,) U (2 ) dodt 222 / ' / Ve(zt)U(z,t)dedt, VU € L2(0,T; L2 ().

On voudrait montrer que la limite ¢ de la sous-suite de ¢ vérifie la formulation variationnelle (2.3). Puisque ¢
est assez réguliere, on a :
[ o%eite = [ oo an
Soit ¥ € H(} 7(0,T), on a:
T

4 (o) [ (fpoeerso)oor- [ ([ onso)oo-n

0 0 0 Q

T , T T

—/ (/ ¢cN<pj) W (1) +/ (/ D(u) Ve - wj) w (1) —/ (/ N wj) w (1)
0 Q 0 Q 0 Q
= ([ s 0;) w00)

On fixe j et on passe a la limite en N. On obtient :

/OT (/Q ¢apj) qf'(t)+/OT (/QD(U)VC«V%) U(t) /OT </Q cu~wj> v(t) = (/Q ¢cosoj> v(0).

En utilisant la densité de la base (¢;);>1 dans Hyp,(Q2),ona Vv € Hjp, (Q), YU eHY0,T):

—/OT(/QQZ)CU> /(/D )Ve- Vv) U(t) — /(/ch-VU \If(t):(/Qchov)\I/O

L'ensemble des fonctions de la forme v avec v € HO,FD(Q) et ¥ € Hj 1(0,T) est dense a la fois dans
L*(0,T; H&FD (Q)) et dans H&T(O, T; L?(R)), donc dans I'intersection des deus, HévT(QT)ﬂLz(O, T; H&FD (€)).
¢ vérifie donc bien la formulation variationnelle (2.3).
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2.3 Analyse numérique des méthodes de Galerkine Discontinues

L'objectif de cette section est d'étudier le schéma numérique proposé dans [SWO05]. Nous introduisons, dans
un premier temps, les notations relatives au maillage.

Définition 2.1. Soit &, une suite de maillage de 2. On dit qu'il s’agit d’une suite de maillages réguliers si

1. la suite h = max diam(E;) tend vers 0,
E;€&n

2. il existe une constante o telle que, pour tout h > 0 et tout F € &,

diam(E)
p(E)

X 00,
ot p(K) désigne la rondeur de I'élément E.

Définition 2.2. Nous considérons une famille de maillages &, conformes et réguliers de Q dont les éléments,
notés E;, sont des quadrilatéres ou des hexaédres. On note T, I'ensemble des faces intérieures de & et T'%
I'ensemble des faces situées sur le bord de &;,. On définit les ensembles suivants :

Fh,in:{eerin;eerz}y Fh,out:{eerout;eert};}7

Ipnv={ecTysec FZ} v Tnp =Thin U out-

Soit e € I";'L telle que e = Ey N E;. On note n, un vecteur normal unitaire dirigé de Ej vers E;. On définit le
saut [, et la moyenne {¢}. d’'une fonction 1) sur e par

[w]ﬁ - wEk - wEl? {l/f}e - %WE;C + 'l/)Ez)

Pour e € I‘Z, n. = n et on définit le saut et la moyenne de 1) comme étant la trace de 1) sur e. On définit enfin

la forme bilinéaire des sauts :
a,
Jo(u,w) = Z h—e /[u]e[v}e do

e€l; Ul'y p

ou h. est le diamétre de e, et chaque o, est un paramétre positif & choisir.

2.3.1 Schéma numérique

On définit I'espace X} comme suit :
Xy, = {vn € L*(Q);VE € &y, vn 1 € Pi(E) ou Q4(E)}.

Remarquons que la condition essentielle sur I'p ne figure pas dans I'espace X}, ce qui est typique des méthodes
de Galerkine Discontinues. Il est possible de choisir des k différents d'un élément a I'autre, mais pour simplifier,
nous n'en utiliserons qu’'un seul.

Pour semi-discrétiser en espace la solution ¢ de (2.1) dans H* (0, T; L?(R2)), on fait le raisonnement heuristique
suivant. Supposons pour le moment que ¢, € HI(O, T; X}1,) est une approximation de c et soit v, € X},. Comme
cn, est trés réguliere dans chaque E et que D(u) € L>(0,T; L°°(2)?*%), on remplace ¢ par c;, dans (2.1), on
multiplie cette relation par vy, et on intégre en espace, ce qui nous donne :

/ Oden vy, dx + / div (ucy, — D(u)Vep)vp de =0
o Ot Q

ou encore

Oocy, .
/Q Q(;;;:} vn dr + Z /Ed"’(uch—D(U)Vch)vhdz:O.

Ecgy,
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En appliquant la formule de Green, nous obtenons :

/Qa¢ "o dx + Z (/E u)Veyp) - Vvhdx/aE(D(u)Vch).nEvhda>

Ecgy,

+ Z ( / uch)-Vvhd:v+/6E(uch)~nEvhd0) =0.

Eeé&y

1
En se servant de I'égalité : Vaq,a9,b1,b0 € R, a1b1 — asby = 5[(&1 + ag)(bl - bg) + (a1 — ag)(bl + bg)], ona:

Z/ u)Vey,) - ngup do = Z/ {D(u)Vepte - nefvple + [D(w)Vep]e - ne{up}e) do

Ee&y eel,

+ Z u)Vey) - nevp, do.

eEFbL ¢

Par la suite, on décide de négliger [D(u)Vep]e - ne{vn}e ce qui est consistant puisqu'il est nul si on remplace ¢,
par la solution exacte ¢ (car on a la continuité de la trace (D(u)Ve) - n.). En utilisant la condition aux limites
naturelle sur I'y, on remplace

Z/ u)Vey) -nevpdo par Z/ u)Vey) - nevy do

eel’® ¢ eelp,p” ¢

car (D(u)Ve) -n, =0, pour e € '}, y. De méme on a:

Z/ cpu - npvy do = Z/ {cnu}e - nelvple + [cpu]e - ne{vnte) do + Z /chu n.vy, do.

Ecén ecl'y, eel"b ¢

Par la suite, on décide de négliger le terme [cpu]. - n. ce qui est consistant puisqu'il est nul si I'on remplace ¢y,
par la solution exacte ¢ ( car on a la continuité de cu - n.). En utilisant le fait que u-n=0surI'y ,on a:

Z /chu n.v, do = Z /chu n.v, do.

eel? ¢ e€ly,p ' ®
Pour toute face interne e = Ej, N Ej, le terme {cpu}. - n. est approché par le schéma décentré (Upwind)

Ch|g, 0 M Si u-n. =0,
{enu}e -n. =
Ch|E, U Ne si u-n. <O0.

On note :
Ch|g, SI u-ne =0,
upw _
e, = .
Chip, Si u-me <O0.
Rappelons que n. est dirigé de Ey vers E;. Donc on prend la valeur de ¢;, dans Ej 13 ol u entre dans Ej et
inversement. Le méme décentrement est appliqué sur les faces de bord. La solution ¢ étant supposée nulle sur

I'y.p, le terme
/ch“’u -n.vp, do
€
s'annule donc pour e € I'y, ;;,. Remarquons encore que, du fait de la continuité de la trace de c, les termes :
E /{D(u)Vvh}e ‘nefeple | et Jo(en,on)
EGF;UF}L,D
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peuvent étre ajoutés sans perte de consistance. Finalement, on aboutit au schéma semi-discret en espace suivant,
consistant 3 trouver ¢, € H(0,T; X},) tel que pour tout v, € X}, on ait :

/am vy, dz + Z/E( (W)Vey) - Vo, do — Z/uch Vo dz

Ecgy Ecéy,

- > /{D(u)Vch}e'n@[vh]ede’y > /{D(u)Vvh}e-ne[ch}eda

e€l} Ul p ~ © e€li Ul p * © (2.10)
+ Z / “u - nfvple do + Z /chu~nevhda+J0(ch,vh):0
eell e€ln out
cn(0) = ¢
avec v = —1,0,1. Le cas 7 = 1 correspond a un schéma DG symétrique, v = —1 correspond a un schéma DG
anti-symétrique et v = 0 a un schéma DG incomplet.
On pose
2 (cn,vn) Z / u)Vey) - Vop dz — Z /{D(u)VCh}e 1 [vp)e do
E€E), e€li Ul p * ©
-7l X / {D(w)Vur}e - n[en]e do
e€l Ul p * ©
et

By, (ch,vn) Z / ucy) Vvhdx—l—Z/ c"Pu - ngfvple do + Z /chu-nevhda.

Ecé&y, EEFI ¢ e€l'n out

Lorsque la solution ¢ de I'équation (2.1) est assez réguliere pour qu'on puisse remplacer ¢j, par ¢ dans (2.10), la
consistance est alors définie comme suit :

Définition 2.3. On dit que la méthode (2.10) est consistante si I'égalité suivante est vérifiée

/ 8(;10) vy, dx + Ah(c Uh) + Bh(c,vh) + Jo(c,vh) =0, Y, € X} (2.11)
Q

Proposition 2.1. Si la solution ¢ de (2.1) est assez réguliére pour que
Ve e T4 UTY, D(u)Ve|,-n. € H Y?(e)
alors la méthode (2.10) est consistante.

Démonstration. On considére c la solution de I'équation (2.1). On a

/dlv uc — D(u)Ve)vy, de = Z /dIV uc — D(u)Ve)vy, dz

Ee&y,

-y UE(UC_D(u)vc).whdx—/aE(uc—D(u)vc)-nEvhda .

Ee€&y
Ona:
Z/ uc — D(u)Ve) - ngo, do = Z/ ({uc — D(uVe)}e - nefvp]e + [uc — D)V, - nfop}e) do
Ecgy, oF ecTly,
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En utilisant la régularité de D(u)Ve|,-n, et cu|,_n., on a [uc — D(u)Vc].-n, =0, Ve € I'},. En utilisant le fait

que u-n = 0 surI'y y et la condition naturelle sur ¢, on a: (uc—D(u)Ve)e-n. =0, Ve eIy n. En seservant
1 )

de I'égalité c**“u-n, = {c}.u-n,+ §|u~ne|[c]e, ona [{ucle -nefvpledo = [ ¢*PYu-n.fvy)edo, Ve €Ty,

€ €

car ¢ € L*(0,T; H'(Q2), donc [¢]. = 0 pour tout e € I',. Nous obtenons ainsi :

Z/ uc — D(u)Ve) -ngu, do = — Z /{D (uVe)le - nefvple da—|—2/ P - nefop]e do

Ecé&y e€l' Ul' p ecl},

+ Z /cu n.vy do.

EEFh D €

O

Pour étudier I'existence et I'unicité de la solution de (2.10), nous introduisons la norme suivante de I'espace

Xn
1/2

1
lonllx, = Z IDY2(u Vvh||Lz gy +Jo(vn,vn) + 5 5 Z /|u “ne|[vp]? do
Ecé&p EEFfLUFh,D e

On se propose de montrer le résultat suivant qui sera utilisé par la suite.

Proposition 2.2. /| existe une constante C qui ne dépend que de I'élément de référence et du degré des
polynémes dans I'espace Xy, telle que, pour tout vy, et ¢, dans Xy, les inégalités suivantes sont vérifiées :

1.
hele| 1

< Z ID'/2(u )VChIILz(E>+ oy Z Am‘” 5] b = enlllZz e
] 12 mwn

/{D(u)VCh} ‘n.lvp] do

ol e est la face interne e = 1 N E5,

C12 )\2

max h€|e|

1 2
25 )\ |E| hi's”[vh]HL?(e)

IDY2(w)Ven|[Fa(m) + 55

)
/{D(u)Vch} ‘nefvp] do| < 3
ou e est une face de bord adjacente a I'élément E .

Démonstration. Soit e = E1 N Es une face interne, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité
triangulaire, on a

B/
1
<[ "5 e e | (crlllee )

7j=1,2

/{D(u)Vch} ‘n.[vp] do
€
En passant a I'élément de référence é, on a
B 12
ID(W)Ven g, lL2e) < AmazllVen g, ll22e) < Aman <|é|> Ven|ll L2 e)-
En utilisant |'équivalence des normes en dimension finie, on a :

B\
I9enlliae) < A Fenll o < ¢ <|E |> IVenll oo,

Remarquons que

IDY2(u)Ven| L2 (m,)-

1
IVenllrae,) < D2 (u)(DY2(0)Ver) || 12(s,) < N
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En rassemblant ces majorations, on déduit que

/{D(u)Vch} ‘n.[vp] do

‘€| 1z 1/2 “‘max )\mam 1/2 1
he [D*(u )VChHLZ(EJ) W”[Uh]”LZ e)
e

c (121"
é
< — — -
2 ( |€| > _j:zl)Q |Ej| \/ min
On pose :
A &

>1/2

)\maw 1
S (}ll/z"[vh]HLz(e)) ||D1/2(u)vchHL2(E.v’)'

C‘\' |€| 1/2
< — [ —= h
Z 2 (lEJ|) ¢ \/)\min

/{D(u)Vch} ‘nefvp]do| < |

ce qui donne :

1
En utilisant I'inégalité de Young : 2ab < §a® + ng, ona:
C? helel 1
1/2 ma:c
Z |ID VCh”Lz E)+ 5 )\mm ‘E | h

J12

HlwnlZ2 o)

\

/{D Wep} - nefvy] do

De méme, si e € I'? et E est 'élément de &, adjacent 3 e, on obtient
C2 X2, hele| 1

v 1/2 max '€ 2
||D (u )VChHLz(E) + 5 25 Amin |E| he ||[Uh]HL2(e)~

/{D YVent -nefvp) do| <

Proposition 2.3. On a I'égalité suivante

n(ch,cn) E / divu) ch dx —|— — E /
EEE €€F2UF}17D ¢

|u- ne|[ch}§ do.

Démonstration. On a

1 2
Z/chu Ve, dz 3 Z /Eu-V(ch)dx
Ec&y,

Z —f/ divu)c? do + = / u-ngci do

EES}
=-3 Z / (divu)ci do + = Z/u n.[ci)edo + = Z/u n.c; do.
Eeé‘ eel” eerb ¢
En utilisant cette derniére égalité, on a
1

B (ch,cn) Z/ (divu)cs da + Z/u n. (¢} [en)e —§[ci]e)d0

EGE e€l}, ¢

1

—I-* Z /u~nec;2lda—§ Z /c;zlu-neda
GGFthn €

e
e€ln out

En remarquant que
1
[chlu-n, = Slenf2lu-nl,
41
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nous avons

By (cnycn)
e

Proposition 2.4. Pour v =
vérifie I'inégalité suivante :

A} (en,en) + Br(cn,cn) + Jolen,cn) =

Démonstration. On a

Z/ dlvuchder* Z

|u- ne|[ch}z do.

eel“}lul“h,D ¢

O

—1,0,1, on peut choisir les constantes o, de sorte que I'opérateur A} + By, + Jo

HchHXth Z/ (divu)c; da.

EESh

2 (cnycn) Z [DY2(u) Vch||L2 —(1+%) Z /{D(u)Vch}e ‘nelcp)e do
Ecé&y, EGFZUFth €
En utilisant la Proposition 2.2, on a :
Menen) = D IDY2()Ven|Fam — (1+7) Z > D2 (w) WVenlliaig,
Eegy eel” Jj=12
6 : mar 6| 1
S (3 I el | -0 (G 30 3 e e Aol
e€l'n, p eel} j=1,2
SEROY [ it RN T
7 28 Amin |B| T ML)
ecl'y, p
Soit L le nombre maximum de faces qu'un élément peut avoir, alors on a :
Al (ensen) = (1— 1+7) ) > IDVA()Ven7
Eeé&y
c? hele| 1 c? hele| 1
—(1 ~ maw 2 ~ max 2
( +’7) 45 Z _z: )\mzn |EJ‘ he||[ch]||L2(e)+ 2(5 Z )\mzn |E| he”[ChH‘Lz(e)

ecl'n p

En utilisant le résultat de la Proposition 2.3, nous avons

A} (cnyen) + Br(cn,en) + Jo(cn,cn) = (1 —(1+7)

2

el

p>

(0-6
ecln.p

1
5 D

€€F2UF}17D €

42

Z [DY2(u)Vep||2. E)—i— Z / (divu)ci dx

7)

Ecé&y, Eegh
€2~ Mg helel | 10
V)Ej:l y Amin [ Ej| o, Mol ey

)02 >\H’L(L.L he|e| iHC H2
28 Amin |E| | he hilL2(e)

|u~ne|[ch]gda.
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1
Si on choisit d = —, on a:

2L
3
Aifenn) + Bulenen) + hfenen) > (237) T IDVH@)Verlagey + 5 3 [ (@vuge
Ecé&y, EG:‘:
2 hele| | 1 9
+ Z 1+’y Z )\mm 5| h:H[Ch]Hm(e)
eer}l
_ LCQ max h ‘6| -
+ 3 (o147 o H enl3ae)
e€lh b mzn
—|—1 Z lu-ne|[cn)? do
9 , . e|lChle .
PGF;'IUF;L D
En posant,
A A2, helel
oe = 2LC? Tmazr €0 Ve e T
‘7422172 /\min |E]‘ h
(2.12)
A2 he
O = 4L02 mag el Thp
mzn |E|
nous avons
3 — Y Oe¢
Atenan) + Blenn) + doenn) > (P77 ) | T U0V Vel + X FEllnl e,
Ecé&p eGFi UFh D ¢
1
+3 Z /e|u n|[cn]? da—I— Z / (divu)cj dz.
e€li Ul p EGS
Donc pour toutes les valeurs de 7,
A} (cnsen) 4 Bulcn,en) + Jo(cnsen) = HCh”X;L + 5 Z / (divu)cy, da.
Eef)h
O
Remarque 2.2. En se servant de I'inégalité : Ve € T'y, |;|| 3h ! (voir 2.1 pour la définition de og), on

peut montrer que les o, peuvent étre encadrés par des constantes indépendantes de h.

Remarque 2.3. La méthode DG étudiée ici nécessite I'emploi de coefficients de pénalisation o. pour rendre le
schéma stable. Ces paramétres doivent étre choisis avec une grande précaution. lls doivent étre choisis suffisam-
ment grands pour que le schéma numérique (2.10) converge et pas trop importants pour éviter de générer une
matrice avec un conditionnement trop important.

Théoriquement, les coefficients de pénalisation doivent vérifier les inégalités suivantes :

N A he _
S Amin |Ej
hele|
4LC2 Ana Ve € Th.p.
mln |E|

Dans le cas ou les valeus propres du tenseur de diffusion D(u) varie sur un intervalle assez large, ce choix peut
devenir peu efficace. Par exemple, si Apin = 1.0e ™7 et Apae = 1.0, les coefficients de pénalisation vérifieraient
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les inégalités suivantes :

~ h‘e‘ .
e > 2.0e"LC? = Ve € T,
o Oe'LC jgl:z 5| eely

a0 hele
0. > 4.0e" LC? é" Ve € T, p.
Ce qui générerait une matrice avec un conditionnement trop important. A cause de cela, d’autres méthodes pour
choisir les paramétres o, sont proposées dans la littérature voir([Dry03, ESZ08]). Ces méthodes consistent a
choisir les paramétres localement comme suit :

ws ws )
ae:2aM/he7 VeeTl) avec e=FE;NEs,

e e
Wy, +Wg,
e

w
oezahE, VeeThpNE
e

wg = (D(u)|pn,) - n,

avec « une constante choisie entre 1 et 100 en pratique.

2.4 Estimation d’erreur

L'objectif de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.2. On suppose les hypothéses 2.1 sont vérifiées. Soit (£1,),,- une suite de maillages conformes et
réguliers de Q). Soit ¢ € L*(0,T; Hy 1, (2)) solution I'équation (2.1). Soit c;, € H'(0,T; X;,) solution du schéma
numérique (2.10). Si on suppose que c appartient 3 I'espace H'(0,T; H*T1(Q)) alors il existe une constante C
qui ne dépend ni de ¢, ni de h telle que, pour tout t € (0,T), on a
5 1/2
2
+ ||C||L2(07T;Hk+1(E))>> .

L2(0,T:HV+1(E))
(2.13)

dc
e — Ch||Loo(o,t;L2(sz)) +lle— ChHL2(O,t;Xh) <Cn* < Z (H@t
Ee&y

||UH%4(Q)03

Remarque 2.4. L'estimation d’erreur 2.13 comporte le terme h?*+1 . Ce terme peut étre une source

mn
d'instabilité de la solution numérique obtenue avec le schéma (2.10). En effet, lorsque ||u||?L4(Q)) > Amin, la
convergence du schéma n'est plus garantie. Ce phénomene a été abondamment étudié dans la littérature. Plu-
sieurs méthodes sont proposées pour pallier a cette difficulté. On peut citer par exemple les méthodes de type
Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin(SUPG) [JK07], [HFM87], [BH82], Galerkin/Least-Square(GLS) [HFH89],
Pressure-Stabilizing/Petrov-Galekin (PSPG) [Tez91], etc. Toutes ces méthodes de stabilisation ont |'inconvé-
nient de dépendre d’un paramétre qui n'est pas facile a choisir (pour plus de détails sur ce point voir [FMO04]).
Dans le cas ou la solution du probléme n'est pas assez réguliére, les méthodes de stabilisation peuvent s'avérer

lullZ

inefficaces. Dans ce cas, une stratégie pour diminuer la quantité h>*+1 consiste soit a raffiner le maillage

min
ou soit a augmenter le degré du polynéme k localement. Et, parmi les avantages d'une discrétisation de type

Galerkine Discontinue c'est la possibilté de se passer des contraintes de conformité contrairement aux méthodes
de type éléments finis continus. Ainsi, on peut procéder un raffinement sans modifier le maillage.

Un autre avantage qu’offre une discrétisation de type Galerkine Discontinue est le fait que, pour deux éléments
adjacents, on peut employer des polynémes de degré différents. La solution numérique peut étre stabilisée en
combinant a la fois une adaption en espace et une adaption en terme de degré des polynémes. Cette stratégie
est communément appelée dans la littérature la "hp"-adaption ([GS06], [HS05]).
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Dans la suite, on pose
& =cp —c, I'erreur d’approximation,

¢l = c—m,(c), Verreur d'interpolation,

e =cn—m(e) =E+¢,

avec 7y, |'opérateur d'interpolation de Lagrange dans |'espace H&FD (). L'approche pour montrer I'estimation
(2.13) est classique. Elle consiste a établir une estimation d’erreur entre la solution exacte et la solution numérique
en intercalant |'opérateur 7. Ensuite, on borne les termes de I'estimation en utilisant le fait que £/ = ¢ — 1, (c)
est une erreur d'interpolation. On commence par montrer la proposition suivante.

Proposition 2.5. I/ existe une constante C' indépendante de h telle qu'on ait I'inégalité suivante

||§I||2Loo(o,T;L2(Q)) + ||§I||2L2(0,T;Xh) +
€17 o 0,422 (00) F 11 200,630y < 2 , (2.14)

o¢t I
C (llg*(o M7z + || HLZ(OTL2 @) TITE Nz 0,m)

avec

he
TEhH => H(D(u)l/QVEI||%2(07T;L2(E))+ > (7||{D(U)VEI}eH%?(O,T;L‘Z(e))

Ee€éy, eeF' Uy, b
e upw . 2
+ Z 12(0.1302(m)) T Z D) ™ w e nelzz 0 72 )
Eecé&y, eeF’

Démonstration. En utilisant la consistance du schéma (2.10), on a

/Q a(gf) wn da + A7 (€,0n) + Br(Ewn) + Jo(Eon) = 0, Yo, € X),.

En remplacant & par €4 — ¢, on a

A I
[ 2 o (€ o)+ B o)+ o6 an) = [ X6 ot A€ )+ Bl o) )
On prend v;, = €4, ce qui donne
a(¢¢")

[ 2D e e v mutet e 6 = [ 20 e (el e BalE! e

En utilisant le résultat de la proposition 2.4, nous avons :

AL(ENEY) + Bl £4) + Tl 64 = 116N, + 5 Z/ (divu)(€)*d

EEE

ce qui donne :

A I
( (987) ¢ ) I, +5 > [ vuetde < (8<gf )7§A>+AZ(§I,§A)+Bh(§la€A)+J0(§I£A)-

EE:‘:

(™) _a _
5t € ) Ona:

(8(25“)’5/1) _< 8£A’§A> /%t{ } w:%%/QQS(fA)Q dm:%% ("¢1/2€A‘

Considérons le terme (

2
L?(Q)) '
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I
Considérons maintenant le terme (a(zf ),§A>. Nous avons
(PE!) A 5§I A 51295 55 1/2 1/2 1/2
= = < .
( s Sk =01/ ) < lo qu 3 .
En utilisant I'inégalité de Young : 2ab < §a® + %bQ, on a
8(¢§I) A 6¢ma7; 8§I 2 ¢ma1‘ A2
g ez i > Lmar :
( ot )S T2 Ot || 120 Y 11z

ntin, on peut majorer le terme 5 par voir |Bre . Il existe une constante indépendante
Enfi jorer | MNioe 4, (voir [Bre03]). Il exi Cp indépend

A
de h telle que ||§ ||L2(Q)
le terme AZ(fl,ﬁA) se simplifie en

A= Y [ Ouve) - verta— S [Dwve') - nlet)d

Ecé&n e€lt Uy, p

<Gy ||§A||Xh. En utilisant le fait que ||[§I]e||%2(e) = 0 pour toute face e € I',, UT'y, p,

En utilisant, a nouveau, successivement, les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young, nous obtenons les deux
inégalités suivantes :

6 1
> / ) Verda < 2(2 |(D<u)”2V£f||%z(E)>+25||£A||%<,L,

Eeé&y, Ecéy,

0 he 1
> [owve nfetdr <[ EUD@VE L | + 55l

; e 2 ,
CGFZUF}MD QGF;UF}LYD
En rassemblant ces deux résultats, nous avons
el A 1/2 I 5 he I )12 Loicae
AEEN <5 [ Y ID@VE By | +5 D D@ LR |+ 5160
Ecg, eEF;’LUFh,D €

Considérons le terme By, (¢7,64)

By ( Z/ uel) . veA dx+Z/ )P - [€7 do + Z [5 u-n.4 do.

Ecé&y, eelt e €€l out
Comme pour le terme précédent, nous avons les deux inégalités suivantes :

Z/ug Ve do < g(
Ecé&y

Ecé&y

Z/ ehwroy . n (¢4, do <

e€ly, e€lt

1
uf’ll%z(E)> + 55 1€ 1%

A’"LZTL

l\D\Oﬂ

hﬁ I\upw 2 1 A2
S 2 E) T melagey | + g5 R

(&

En rassemblant ces deux inégalités, nous obtenons

§ 1 ) he o
Bir(¢' ") < 2<Z : ||u£I||%2<E>>+2 > gll(é’) PUu e me| 7

Eecé&y )\mln EEFi
+3 > lgunefeg |+ ||€ %,
Oc
e€ln, out
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Remarquons, de plus, que Jo(gl,fA) =0 et que &/ =0 sur I}, out- Posons, maintenant,

he
<Z [(D(u)t/2ve! %2 (1) ) + Z ;SH{D(U)VfI}eH%?(e)

Ecé&y eeFfLUFh,D
1 12 E I\upw 2
+1 g e sy | + > EN P a n|7 .,
Ece min " Oe
h ecl'y

On choisit § tel que

1 1
5 — % maX(3 C d)nlaz) 0

On obtient alors I'inégalité suivante :

2

6¢ma:c 851 6 I
o6, +5 X [ @)’ 1 e
2dt (’ ) EES 2 Ot |2y 2
En intégrant sur ]0,¢], on a
2
3626 0]] o ol e [ 3 5 [ et < Cope 26
vy Eeg, L2(0,6:L2(2)
5 [ 2
v T 1 - 1/2¢A 0
+2/0 €+ 5[0,
2
A2 20 6¢max afl J
Hf HL2(Q) ¢ Hf HL?(Otxh)\ Dmin ot Lo (07L2 Q))+¢mm (€ )HLl(O,T)

1 A ¢maz 2
+ r— ||d'V11||L<><>(QT)/0 H5A||L2(Q) + . HfA(O)Hw(Q)'

mwn

En utilisant le Lemme A.1 et en procédant comme dans le paragraphe 2.2.2, on a

2a (bmaw 6¢maw

43
0+ 21 m < ( A 0) [y + S G

! §
||L (0,7:L2(Q)) T ¢mmT(51)||L1(0,T)>

1 .
7¢ ‘ HdlquLm(QT) t
X exp \ 7 .

Il existe donc une constante C' indépendante de h telle que

I

o¢
HfA”%“(O,t;L?(Q)) + ||fA||2L2(o,t;Xh) <C (Hf (0 )||L2 @t || HLZ(O T:02(9) T T(5I)||L1(07T)> :

En utilisant I'égalité £ = ¢4 — &7 on a

||€I||%°°(O,T;L2(Q))+||£I||%2(O,T;Xh) +

||§||%oo(o,t;L2(Q)) + H£||2L2(O,t;X;L) <2 A ocl ,
c (ns Oy + |1 5 30 sy + ITIE >||L1<0,T>)

Nous allons maintenant achever la démonstration du théoréeme 2.2.
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Démonstration. On reprend |'estimation (2.14).
Considérons le terme ||§I||2Lm(O7T;L2(Q)). En utilisant le fait que &/ est une erreur d'interpolation, on a :

H§I||L°°(0,T;L2(Q)) S hk+1|c|L°°(0,T;Hk+1(Q))-

Considérons le terme [|¢" |72 o 7. x,)- On rappelle que :

T
1
1€ o = [ | 2 IDVA@VE ey + DD+ S [uendiglae | ae

IAS A €€l Uy, p ~ ©

Toujours, en utilisant le fait que &/ est une erreur d’interpolation, on a :
1/2 1))2 2k 2

3 IV e sy <1 (3 el ).

Ecé&p Eegy,
En utilisant le fait que ¢! est continue et le fait que &/ = 0 sur I'p, on a

1
Il 12
M =5 Y [laendigds=o
e€li Ul p ¢

En rassemblant ces résultats, on obtient

1€ 122 0,m,50) S P** ( > |Ci2(O,T;Hk+1(E))> :

Eecé&y
Considérons le terme

he
YEH) =D DWWV R iy + DL ;||{D(U)V§I}eH%Z(O,T;Lz(e))
E€E, c€liUTyp ©

1 he upw
ED v L e D [ R P )

Ecg, [\min eEF;’L

En utilisant |'égalité suivante
upw 1 %
(51) PYa-n, = {gl}eu ‘De + ilu ’ n6|[£l]e = {gI}eu ‘n. Ve€el.

Soit e = F4 N E5 une face interne, on a :

upw 1 1
H(fI) P u'ne||L2(e) < 92 Z Hflu'ne|Ej||L2(e) < ||11||Loo(g) 9 Z ||€I\E,-HL2(E)~
Jj=1,2 j=1,2
On obtient :
: e\
€'l < (fo1) 1€7Memc

B\ (1el V2 /
< Ctra.ce ( |é| ) (| j) (HfI”QLZ(EJ) + h2||V§IH%2(EJ)>
LN 1/2 1/2
|E| le] 2 2\ 1/2
< Ctrace ( |é| 7| j‘ ((Chk+1‘C|Hk+l(Ej)) + h2 (Chk00|C|Hk+1(Ej)) )
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Par conséquent, on a

he ,
> SN  nela 07,20

eelt
el [ul )" 2
e e WL (@) k+1 2\1/2
g C race ~ h 1 ¢ .
2 g | 2 C 2 ( B ) (o) lelaerscey
el j=1,2
- 2
2 2 2k+2 2 2\1/2 hele| |E]
< C ||u||L°°(Q) h Ctrace ( + UO) Z 20—6‘E | ‘ | )
eGF; j=12
2 2 2k+2 2 2\1/2 |E| Lhe|el 2
gc ||u||L°°(Q)h * Ctrace (1+UO) ‘é‘ Z 2% ‘E| |C|Hk+1(E)
Eeg, \j=1,2 " ¢I"J
1/2
< <C> Cuncedmin (14 5) el p2k+2 Z |7
~ ~ L2 O,T;HkJrl E
é 02)\3%96 = ( (E))
< ChraceAmin (1 + 08)1/ ||u||i°°(ﬂ) 2k+2 2
S % W2 el fa o e (i)
maz E€&y,
ol L est le nombre maximum de faces qu'un élément peut avoir. En utilisant le fait que
Lhelel < Amin oure eIt
20| T adnxe,, "
on a
he upw 1/2 ‘EA| mm
Z *H(SI) P - ne||L2(0TL2(e)) c? ||11HLoc(Q) h2k+20‘52race (1+0(2)) Z \C|Hk+1(E
O, le| 402 )2
eel}, mar Ee&y,
N
< ||u||i<>0(ﬂ) h2k+20t2r'1ce (1+ ) / min Z |C|2
~ 40202, E€E) e
Soit e = E1 N E5 une face interne, on a :
I{D@)VE}e - nel|p2(e) < Z ID@)VE |5, [l L2(e)-
j 1,2
En utilisant, a nouveau un théoréme de trace, nous montrons que :
: AR
IDETE 1, 220 <A ([5) 198701200
le] /2
< Ctrace)\ma;c <é> ||V€I||H1(E)
B\ el V2
e
< CtraceAmam ( |é| > <|> (”v(gl)HQLz(Ey) + h2||D2§I||%2(Ej))1/2
j
.\ 1/2 1/2
B (e . . /
< CtraceAmaz |é| ‘ | ((C UO|C‘H1€+1(E )) (C CT()|C|H7<+1(E )) )
j

E|
< CCtraceAmaz (
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On obtient

he
> Z\|{D(U)V§I}e||2m(e)

QGFZUF)“D
E hele| |E
CQCthace (1 + UO)Agnaz | ~ ‘ th 6| l | 5 | |C|Hk+1(Ej)
: 2\ 2w
GEF;UF}IWD j=1,2

)

Lhelel
Cchmceoo(l +UO)>‘727Lax ( > h?* Z Z 2|E*‘0’ ) |c|%lk+1(Ej)
J €

Ee&, \j=1,2

En utilisant le fait que

22: Lhelel < Amin oure eI
220 B T acex,,, "

max

Lhe | | < )\mzn

pour e € I'y, p,

oc|El T 4C22, .
nous avons
he
> ;|\{D(U)V§I}e||%2(e)
e€li Ul'y b €
. 2
eI T P LR DET U o
trace™ 0 0/Ymax ‘é| 02)\2 H (E5)
ecl Uy p maz  \ j=1,2
Csz o3(1+ 03) i
< race? - mn h2k c
40?2 E§h| ‘H’““
Ct2 a5 (1+ 98) Amin , 2, 2
N race¥ _ h Z |C|Hk+l(E)
402 Ecé&y,
Nous avons, par ailleurs :
1 1

Z )\7_Hu£l||%2(E) < Z )\7_HU||%4(E)”§IH%4(E)'

Ecéy, min Ecé min
On voudrait a présent majorer |'erreur d'interpolation H§I||%4(E). Pour cela, on procéde comme suit :

1/4 1/4
H§IHL4(E) = (/E lc — mh(c)|* dx) = </E |(c — 7n(c)) o Frl* |J;|d§:)
1/4
1/4
W g ([ e mnoreltas) . (1)

ou Fpg désigne I'application bijective et linéaire en chacune de ces variables, définie dans I'élément E 3 valeur
dans I'élément de référence E telle que F(E) = F et Jx désigne le jacobien de Fg.
On considére le membre de droite de (2.15). On a

(c—=mn(c)) o Fp =coFp —fu(co Fg) =& — (¢

En utilisant I'extension du théoréme de Deny-Lions (voir [Ciad91], Théoreme 3.1.1 et [CR72]), il existe une
constante qui dépend de I'élément de référence F telle que :

e =1 (@)l oy < Cleurs (s
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ol
ak-‘rlé

ak+1ji

d 2 1/2
[é]Hk+1(E') = (Z A ) .
i=1 L2(E)

Il nous reste a présent a faire le chemin inverse, c'est a dire exprimer I'intégrale précédent sur I'élément E. On
commence par la remarque suivante : si 9 appartient a H™(E), alors v o Fg € H™(E). Par conséquent, en
utilisant le fait I'application Fg est linéaire en chacune de ces variables, on obtient :

90(2)  OFg() d(vo Fr)(d)
8@1 o 8@ 8:17Z ’

9?0(2)  9*Fgp(2) 0o Fr)(@) [0Fp(@)\° 82(vo Fg)(2) 0Fp(2)\* 82(vo Fg)(2)
O () P (25

83’{)(,@) _282]:E( )8}'E( )62(’1}0]‘-E)(,@)

i 7o) 0 edal (a&(@))g’ 0*(v o Fi)(#) _ (afE(@)>3 0 (v 0 Fu)(#)

A b
Bxi 831‘,' 831‘i
Par récurrence, on montre que

oma(E) _ (afE(fc))’" ™ (vo Fg) (&)

omz; 0%; omx;

, Ym > 1.

Alors, en passant a I'élément F/, on obtient

2 k1l gk+1,
0 OFE
g ° Lldr < || 22E
L2(B) /)< oz; ) 3’““%‘ 7ol H 0,

En rassemblant les différents résultats, on obtient I'inégalité suivante :

H ak+1A

2k+2 PYSEH
k1%, |J.7: 1||L<>°(E / ’ak+1

Lo (E)

2 A 1/2 OFp |t
o= wn(@N ey < M2 g [T | Wl oy el
OF s 72
Il reste & majorer les termes ||Jx | . g, D5, et [[J7-1 | oo ()~ Il existe trois constantes C1, Cy et C
Lo (B)
indépendantes de hg et de I'élément E telles que (voir [CR72] ) :
0FE 1
7l e i) < Cui, Ha < Cohp,  |Ir-1llpee(p) < O
Li || Lo (£) E

Finalement, on a

N s A h3
e = #n(&) 1 7a (s < 0201020375 W ey S 08 B el (g
E

ol on a utilisé le fait que — < oy.
PE
En sommant sur les éléments, on obtient :

1 1
Z N ||u||2L4(E)||§I||i4(E)5 Z )\7_||u||%4(13)h2k+103 C@I’““(E)'
EEgh man E€5h, min

Ce qui donne encore

1 [ ||L4Q‘70
Il L T s el DD C SR B

Eeg, TN Amin Ecé&y
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I 2
Considérons le terme ¢ (1) .On a
Ot lz20,m;2())
2 2
Hafl(t) < p2kt2 Z e .
Ot 201020 peg, |9t 20,1 (i)

En rassemblant ces différentes inégalités et supposant que {A(O) = 0 (la solution numérique initiale est prise
égale a l'interpolée de Lagrange de ¢g), on a

e — ch||L°°(U,t;L2(Q)) +lle- ChHLQ(O,t;Xh,)

5h’€<2

Ecéy,

2

dc

1/2
2 2
ot Fllellz e 0,741 () + ||CL2<0,T;Hk+1<E))> :

L2(0,T;H*1(E))

En utilisant le fait que L°°(0,T; H*"'(E)) c L*(0,T; H*"*(E)), on a
ac 2

1/2
2
ot + C||L2<0,T;Hk+1<E>>> :

lle — Ch||Loc(o,t-,L2(Q)) + [le— ChHL?(O,t;Xh) < h < Z

Ee€&), L2(0,T;HF1(E))
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Chapitre 3

Probleme du traceur

Sommaire
3.1 Modele continu . . . . . . v v v it e e e e e e e e e e e e e e e e e e 53
3.2 Discrétisation temporelle . . . . . . . . . L L e e e e e e e e e e e e 55
3.3 Résolution du probleme de Darcy . . .. ... .. ... ... 55
3.3.1 Méthode des volumes finisa 2 points . . . . . . . .. ... .. ... ... ..., 56
3.3.2 Méthodes de reconstruction des flux . . . . . .. .. .. Lo 57
3.4 Schémas numériques de type DG pour I’équation de transport . . . . ... .. 57
3.5 Résultats numériques . . . . . . . . L L L e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 58
3.5.1 Exemple 1: Validation . . . . . . .. .. ... o 58
3.5.2  Exemple 2 : Perméabilité homogene . . . . . . ... ... 62
3.5.3 Exemple 3:SPEIO . . . . . . . . e 62

Ce chapitre a pour but d'introduire le probleme d'écoulement étudié au cours de cette thése et un schéma
numérique permettant de résoudre ce systeme d'équations aux dérivées partielles. Ce schéma est basé sur une
discrétisation de type volumes finis pour |'équation de Darcy, sur une méthode de reconstruction de la vitesse
dans I'espace de Raviart-Thomas RT et utilise la méthode DG étudiée dans le chapitre 2 pour I'équation de
transport. A titre illustratif, nous présentons quelques résultats numériques obtenus avec cette discrétisation.

3.1 Modéle continu

On considére, dans cette theése, le systéme d'équations suivant qui modélise le transport d'un traceur dans
un milieu poreux € :

O (¢(z)c(t,x)) + div (u(t,z)c(t,x) — D(u)(t,x)Ve(t,x)) =0 dans (0,T) x Q,
div(u)(t,z) =0 dans (0,7) x Q,
(3.1)
ute) = — X0 (G p(r) - p(ta)e) dans (0,7) x €,
p(c)
c(0,z) = () dans Q

ou les inconnues sont la pression du fluide P, la vitesse de Darcy u et la concentration du traceur c. Dans le
systéme d'équations (3.1) :

— ¢(x) désigne la porosité du milieu poreux (sans dimension),

— K(2) le tenseur de perméablilté en [m?]

1
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Chapitre 3. Probléeme du traceur

— u=(cp %% + (1 —c)ug )" ol u, et po désignent respectivement la viscosité du traceur en [Pa.s]
et la viscosité du fluide initialement présent dans le milieu poreux en [Pa.s],

— p(t,z) la masse volumique du fluide en [kg/m?],
— g le vecteur gravité en [m/s?],

+oar|u|| I+ AL~ O yu” avec D, (en [m?/s]) la diffusion moléculaire. Les

[[u
dispersion mécanique
facteurs oz, et ap (en [m]) représentent respectivement les dispersivités longitudinale et transversale.
On fait les hypotheéses suivantes :

— D)= Dyl

diffusion moléculaire

Hypotheéses 3.1.

1. Q est un domaine borné, connexe et Lipschitz; ng est le vecteur normal unitaire a OS2, dirigé vers |'extérieur
de Q). Le bord 0N de () est tel que OS2 = I'y UT'p avec I'y et I'p deux parties du bord deux-a-deux
disjointes. Le bord I'p est tel que I'p = Ty, UT,:. On définit Ty, et Ty comme suit

Iipn ={z €Tp; u(x) nq(x) <0},
Tour ={z €Tp;u(z) ng(z) > 0}.
2. Il existe deux constantes positives kmin (kmin > 0) et kmas telles que

Fminl€? < ETK(2)€ < kmazl€]?, VE € RY

3. Le tenseur D est défini sur R? & valeurs dans I'espace R%*?. On suppose qu'il existe deux constantes
positives dpin (dmin > 0) et dpmas telles que :

min (14 [u]) [ < "D < dpnaa (1+[u]) €], & ueRE
4. ¢ € HI(Q) et il existe deux constantes positives ¢pin, (Omin > 0) €t Gmax telles que
¢min < ¢($) < ¢maz Vo € Q.

On compléte le systéme d'équations (3.1) par les conditions aux limites suivantes :

u(t,z) - ng(z) =up(t,x) —ur(t,x) sur (0,T) x 092,
c(t,x) = Cin sur (0,T) x Ty,
c(t,x) = Cout sur (0,T) x Tpue,
(D(u)(z)Ve(t,x)) no(z) =0 sur (0,T) x Ty,
P(t,x)dx =0 dans (0,T) x Q,

Q

ou
T T
/ / uy(t,x) dadt:/ / up(t,x)dodt > 0.
0 oN 0 o

uy(t,x) = 0 sur (0,7) X (Tour UTN)

On suppose que :

et que
up(t,x) = 0 sur (0,7) X (T'; UTN).
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3.2. Discrétisation temporelle

3.2 Discrétisation temporelle

Soit (t")1<n<n Une suite croissante de réels positifs appartenant a [0,7]. On note
c"(z) =c(t"x), P"(z)=P{t"x), u(z)=u(t"x) et p"(x)=pt"x).

On consideére |'algorithme suivant pour résoudre le systémes d’équations (3.1).

Algorithme de découplage

1. Un maillage &, la condition initiale ¢ et les conditions aux bords,
une initialisation des paramétres (¢, p, ...), etc.

2. FORn=0to N
(a) Résoudre le systeme de Darcy suivant pour obtenir P"™* 3 partir de ¢

—div M n+1 xr) — ntl x = n

d (M(c"(w)) (VP ) = )g)> ’ dansth
‘(u(K(Z%) (VPn“(x)—p"“(x)g)) mg =upt(@) —uptl@) w0, (32)
/ P () do =0 dans 2.

Q

(b) Reconstruction de la vitesse u™ ! i partir de P™*!.

(c) Résoudre I'équation de transport pour obtenir ¢! 3 partir de u"*! grace au schéma d'Euler implicite
suivant
O (o™ (z) +div (" = D) Vet (z) =0 dans Q,
u"(2) - ng(z) =uy (z) —ufT (z)  sur 09,
"(x) = cin (" 1) sur Ty,
anrl(x) = Cout (thrl’x) sur Fouta
(DU ™) (2)V T (2)) - ng(z) =0 sur I'y.

(3.3)
Cet algorithme résoud le systeme d'équations (3.1) en deux étapes découplées. On résoud, tout d'abord I'équation
de Darcy (3.2) pour obtenir la pression P" . On reconstruit la vitesse u™ ™ en utilisant la nouvelle pression P" .
Enfin, la vitesse u™ ' est utilisée dans I'équation de transport (3.3) pour calculer la concentration "L Cette

”

approche est appelée dans la littérature le schéma “IMPIMC (IMplicit in Pressure, IMplicit in Concentration)”.

3.3 Résolution du probleme de Darcy

Nous avons choisi une méthode de type volume finis a 2 points pour résoudre I'équation de Darcy (3.2). Cette
méthode permet d'avoir des flux consistants sur des maillages parallélépipédiques et conservatifs sur chacune des
faces. Comme nous le verrons dans ce qui suit, la conservativité des flux est une propriété importante pour la
reconstruction de la vitesse de Darcy u™*!. Remarquons que I'équation (3.2) peut également étre résolue au
moyen d'un schéma de type DG mais qu'une étape de postprocessing est nécessaire afin de reconstruire des flux
conservatifs comme cela a été fait dans [LR15].

Pour des maillages plus généraux, nous pouvons utiliser une méthode volumes finis de la famille des méthodes
HMM (Hybrid Mimetic Mixed methods voir [DEGH10]) et la formule de reconstruction H (div)-conforme proposée
dans [Lem13].
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3.3.1 Meéthode des volumes finis a 2 points

Nous rappelons dans ce paragraphe le principe du schéma volumes finis a deux points.
En intégrant I'équation (3.2) sur une maille E € &, nous avons :

K
/E—dlv <lu(cn) (anJ’_l - pn+1g)) dx = 0.

En utilisant la formule de la divergence, on a :

Z/ ( P"H—pnﬂg))-neds:o.

e€cOF

En utilisant la condition aux limites

<_lL(IC<75.2)) (VP"’-H(.'L‘) _ ,o”+1(m)g)) .nQ( ) _ U?,Jrl( ) _ urILJrl(x) sur 0L,

> -G

e€COFE,eZ 002

on a:

—ptlg )>} ‘nedo = Z / el u?,“) do.

e€cOQNIE
Ce qui donne :

[ Gz} mete= & i -y 52 [ (e

el eCOE,eZ 00

) -n, do.
) -n, do.

e€OFE,eZ 00

On approche la pression P par la fonction P,?H € PY(&) solution de

> /(CnVP"“) neda—Z/e T eupt) do - ) /(

e€OFE,eZ 00 er e€OFE,eZ 00
K .
Soit e = Ex N E}, avec n. orientée de Ex vers Er,. On approche (HVP;:H> - n, par la différence finie
plc”
K /\K>\L|€|
an+1 . Pn+1 Pn+1
<u(c"> " e ™ Ncdre + Mdre ( i)

avec Pptt et PPt les valeurs respectives de Py dans les éléments Ef et E, et

(m(K)|xne) - ne

A= ()

ot I'opérateur m(g)|x désigne la moyenne de la fonction g sur I'élément Ec et dg. la distance entre le centre

K
de Ek et le centre de la face e. De méme, on approche / ( ( n)pn+1g> -n, do comme suit :
u(c

e

K . > VYL |e|
" ‘nedo~ ———M———— — .
/e <u(c">p g ) medo ™ o wndn,? K T

avec
(m(Kp" ) kn.) - ne

m(p(e))

ol dg désigne la distance entre les centres de Fx et Ef,.

VK =
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3.4. Schémas numériques de type DG pour ’équation de transport

Finalement, on aboutit au schéma suivant pour le calcul de la pression :

Ak ALlel| 1 i el
e il pn+ pn+1 n+1 n+1 do — _ Yrvrlel B '
Z )\KdLe + )\LdK ( Z e ) 7 Z deLe + deKeg (ZK ZL)

e€OE,eZ 02 eel? e€COFE,eZ 002
(3.4)
On désigne par Fi . le flux défini comme suit :
A Arle| +1 +1 YrYrlel ;
— (P - P} )+ ——————qg(2x —2L), VeeTl}
Ardre + Ardke ( ) Yrdre + deKeg( % = 2z) h
Fre= (3.5)

/(u’[”r1 upth) do, Ve € TY.
€

3.3.2 Meéthodes de reconstruction des flux

La pression P[LLH obtenue avec le schémas (3.4) nécessite un traitement spécifique pour évaluer la vitesse
uZH aux points d'intégrations. La méthode proposée ici consiste a construire une approximation uZ“ de la
fonction
K(z)
p(c™(x))
dans I'espace RT((Er). Une telle approximation peut étre construite en déterminant, pour tout E € &, six
constantes a, b, ¢, o, B et v telles que

(VP (@) = p" " (2)g)

a + oax
wt(zyz) = b + By (3.6)
c + vz

Les constantes a, b, ¢, a, 5 et v sont determinées en utilisant les équations suivantes définies pour tout e € OF :

/uZ+1 ‘nedo = Fr .
e

3.4 Schémas numériques de type DG pour I’équation de transport

L'équation de transport est résolue avec le schéma suivant introduit au chapitre 2 :
trouver ¢} ™! € X, telle que, pour tout vy, € Xj, on a:

At / ¢Cn+1 v dlf+ Z / u’;:-i—l 7L+1) V'Uh dr — Z / n+1 n+1) vvh dx

Eeé&y, Ee&n
- Y. D@Vt e - nefop)e ds — > / {D(u}*) Vs e - nfe ™). ds
e€li Ul p * © e€li Ul p ~ ¢
(3.7)
+ Z/ upw n+1 Uh d8+ Z n+1 n+1 Dy, dS+J0(CZ+1,Uh)
eel}, e€ln out
At/qbch vp dx + Z /cmuh+1 n.vy ds
e€ln in ¢
avec v = —1,0,1. Le cas v = 1 correspond a un schéma DG symétrique, v = —1 correspond a un schéma DG

anti-symétrique et v = 0 a un schéma DG incomplet.
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Chapitre 3. Probléeme du traceur

3.5 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques obtenus avec les méthodes introduites
précédemment.

3.5.1 Exemple 1 : Validation

Pour étudier la convergence des schémas numériques (3.4), (3.3.2) et (3.7), on considére I'exemple suivant
inspiré du cas test étudié dans la thése [Lil5] : soient §2 le carré unité et p et ¢ deux fonctions définies comme
suit :

™
—
playt)=2—e"(I+z+2*)—eV(1+y+y®))e2 VzeQ,

clxyt)=(@x(l—2)+y(l—y))t Ve

Nous allons considérer dans ce section trois champs de perméabilité pour étudier numériquement la méthode
de reconstruction (3.3.2) introduite dans ce chapitre. Nous allons, par la méme occasion, étudier I'impact de
la vitesse obtenue avec cette méthode reconstruction sur le schéma DG (3.7) pour I'équation de transport. Les

résultats numériques dans cette section ont été obtenus grace a un logiciel prototype développé a partir de la
librairie deal.ll [BHK] au cours de cette thése. Les éléments Q2 ont été utilisés pour I'équation de transport.

Test 1 : Champs de perméabilité homogeéne Dans ce premier test, les valeurs des paramétres sont
définies dans le tableau 3.1. Des écarts relatifs entre les solutions exactes et les solutions numériques sont

Q (0,1)?

o 0.2

K 9.44¢ 3T m?
DI 18 "mZs !

oy, 1.8¢°m

ar 1.8¢ %m

o 2.9 Pa.s

s 5.8 Pa.s

p 1.0e3 kg.m=3
At 0.05s

TABLE 3.1 — Valeurs des paramétres utilisées dans I'exemple 1.

représentés dans les tableau 3.2, tableau 3.3, tableau 3.4 et tableau 3.5. On peut observer, a partir de la
figure 3.5.1, les ordres de convergences suivants :

1P = Pull 2 (qy ~ O(h),
o —upl| g2 ) ~ O(h).

Les coefficients de pénalisation o, dans le schéma (3.7) sont choisis comme dans la remarque 2.3 avec
a = 1.0. Dans cet exemple, on observe que le nombre d'itérations pour résoudre les systémes linéaires issus de
la discrétisation de I'équation de la concentration par le schéma (3.7) est du méme ordre pour v = —1,0, 1.
On peut remarquer, a partir de la figure 3.5.1, les ordres de convergences suivants

lle = enllp2iqy ~ O(h),
lle = cnllx, (g, ~ Oh).
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3.5. Résultats numériques

R 1/10 1/20 1/40 1/80 1/160 1/200
1P = Pull12(q)

1Pl 20
[u— uh||L2(Q)

0.0380191 0.0188306 0.00939198 | 0.00469304 | 0.00234615 | 0.00187689

0.0178508 0.00508409 | 0.00141192 | 0.000385249 | 0.000103776 | 6.78839e-05

||uHL2(Q)

TABLE 3.2 — Ecarts relatifs entre les solutions analtyiques et les solutions numériques en fonction du pas du
maillage au temps t = 0.05.

h 1/10 1/20 1/40 1/80 1/160 1/200
C|c|ChL2(Q) 2.77256-05 | 1.37923¢-05 | 6.81317-06 | 3.32438e-06 | 1.58344¢-06 | 1.23643¢-06
o=l e

R 6.00315¢-05 | 3.16591e-05 | 1.6191e-05 | 8.10676e-06 | 3.96712¢-06 | 3.13075e-06
Nb. itér;tions 4 4 4 6 7 7

TABLE 3.3 — Ecarts relatifs entre la solution analtyique et la solution numérique en fonction du pas du maillage
au temps t = 0.05 avec v = 0.

h 1/10 1/20 1/40 1/80 1/160 1/200
HC|_C|C}LHL2(Q) 2.77271e-05 | 1.37953e-05 | 6.81905e-06 | 3.33558e-06 | 1.60386e-06 | 1.26084e-06
o= el

W 6.0035e-05 | 3.16662e-05 | 1.6205e-05 | 8.13409e-06 | 4.0179e-06 | 3.19191e-06
Nb. itér;tions 4 4 5 6 8 8

TABLE 3.4 — Ecarts relatifs entre la solution analtyique et la solution numérique en fonction du pas du maillage
au temps t = 0.05 avec v = 1.0.

h 1/10 1/20 1/40 1/80 1/160 1/200
W 2.77241e-05 | 1.37893e-05 | 6.8073e-06 | 3.31325e-06 | 1.56353e-06 | 1.21295e-06
e — Cﬁ\()&:z(sh)

m 6.0028e-05 | 3.1652e-05 | 1.61769e-05 | 8.07962e-06 | 3.91762e-06 | 3.0719e-06
Nb. itérétions 4 4 5 6 6 7

TABLE 3.5 — Ecarts relatifs entre la solution analtyique et la solution numérique en fonction du pas du maillage
au temps ¢ = 0.05 avec v = —1.0.

Test 2 : Perméabilité hétérogene Dans ce deuxiéme test, les valeurs des paramétres sont définies dans le

max

tableau 3.6. Ici, max - —— ~ O(10%). Théoriquement, I'erreur de reconstruction de la vitesse avec la méthode
€En Rmin

"% est important. Cela est confirmé numériquement (voir tableau 3.7). On

3.3.2 devient large si le rapport
min

constate une perte de précision au niveau la solution de I'équation de transport obtenue avec le schéma DG (3.7)
(voir le tableau 3.8).
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Chapitre 3. Probléme du traceur

1.0000000 -
h2 ——
0.1000000 Pression |
Vitesse ———
> Con. L2
2 0.0100000 Con. Bri —— |
n
.g /
T 0.0010000
[
o
3
@ 0.0001000
i
0.0000100
0.0000010
0.001 0.01 0.1 1

FIGURE 3.1 — Erreurs relatives en échelle logarithmique

Q (0,1)*

¢ 0.2

K figure 3. 5 1
DI 1 18 "m?s7!

oy, 1.8¢7°

ar 1.8 %m

o 2.9 Pa.s

Lhs 5.8 Pa.s

En 120 x 220

0 1.0e3 kg.m ™3
At 0.05 s

TABLE 3.6 — Valeurs des paramétres utilisées dans I'exemple 1.

1.832e-04

o

.00013882

9.4478e-5
5.0132e5
578706

FI1GURE 3.2 — Champ de perméabilité K

Test 3 : Perméabilité trés hétérogéne Dans ce troisiéme test, les valeurs des paramétres sont définies dans

kmaz

le tableau 3.9. Ici, max ~ O(107). On constate une perte de précision significative dans la reconstruction de
€

En Kmin

60



3.5. Résultats numériques

PP
2= Pullizo) | h00g3078
Py
u—u
T ~wnllize | ha76160
||11HL2(Q)

TABLE 3.7 — Ecarts relatifs entre les solutions analtyiques et les solutions numériques au temps ¢t = 0.05.

1.0 0 1.0
||C*Ch||L2(Q)
7 IA@) | 1 88114e-05 | 1.88528¢-05 | 1.88981e-05
llell p2 o
Cc— C
Te = enllxuien | 540361005 | 8.442540.05 | 8.485330.05
||C||Xh(gh)
Nb. itération 5 5 6

TABLE 3.8 — Ecarts relatifs entre la solution analtyique et la solution numérique en fonction du parameétre v au
temps ¢t = 0.05 .

la vitesse (voir tableau 3.10). On observe également une perte de précision au niveau de la solution de |'équation
de transport obtenue avec le schéma DG (3.7) (voir tableau 3.11).

Q (0,1)?

0] 0.2

K figure 3.5.1
DI 118 "m?s7!
ay, 1.8¢°m

ar 1.8¢ %m

Lo 2.9 Pa.s

s 5.8 Pa.s

En 120 x 220

P 1.0e3 kg.m=3
At 0.05 s

TABLE 3.9 — Valeurs des paramétres utilisées dans |'exemple 1.

P—P
2= Pulliz@y | oos1075
P oo
u—u
) P -
||UHL2(Q)

TABLE 3.10 — Ecarts entre les solutions analtyiques et les solutions numériques au temps ¢ = 0.05.

Conclusion Ce premier exemple nous a permis de valider les méthodes proposées dans le chapitre 2 et dans
celui-ci. Nous avons constaté des pertes signicatives de précision a cause de la vitesse. Pour conserver les ordres
de convergences, il est parfois nécessaire d’employer des méthodes d'ordre plus élevé pour résoudre I'équation
de Darcy a cause des fortes hétérogénéités du champs de perméabilité K. On peut remarquer également que les
méthodes de discrétisation de type Galerkine Discontinue générent des matrices de taille trop importante. Afin
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1.888=-03

0.0001

e-5

il HHHH\WD
]

let
le-7
le-8
le9
1.318=-10
F1GURE 3.3 — Champ de perméabilité K
5y -1.0 0 1.0

||C—Ch||L2(Q)
_— 0.000416615 | 0.000429988 | 0.000447109

||c||L2(Q)
e — Ch||xh(5h)

0.00240157 | 0.00253748 | 0.00271208
||C||xh (En)
Nb. itération 6 6 7

TABLE 3.11 — Ecarts entre la solution analtyique et la solution numérique en fonction du parameétre  au temps
t=0.05.

d’alléger le colit de calcul de ces grands systémes linéaires, la méthode Galerkine Discontinue Hybride (HDG) a
été proposée dans [NP12].

3.5.2 Exemple 2 : Perméabilité homogene

Pour les exemples qui suivent, un schéma DG incomplet avec des éléments Py a été utilisé pour résoudre
I'équation de transport. Tous les résultats numériques dans cette section ont été produits grdce a un code
développé au cours de cette thése basé sur la plateforme Arcane [GL09].

La géométrie du domaine € et la partition de 92 sont représentées sur la figure 3.4. Les surfaces I';,, et Ty
sont définies comme suit

T = (0, 30.48) x {0} U {0} x (0, 30.48),

Tour = (365.76, 335.28) x {670.56} U {365.76} x (640.08, 670.56).
Les valeurs des parametres choisies pour ce deuxieme exemple sont données dans le tableau 3.12. Ici le champ de

perméabilités est supposé constant en espace. Les valeurs des concentrations sont représentées sur la figure 3.5.2
a différentes dates.

3.5.3 Exemple 3 : SPE10

Le cas test SPE10 est un benchmark classique en simulation de réservoir [MMO1]. Initialement le maillage de
ce cas test comprend 85 couches dans la direction verticale et respectivement 60 et 220 mailles dans les directions
x et y. Le champ de perméabilité présente spatialement des contrastes de perméabilités importants. Pour nos
tests, nous avons extrait les couches 26 et 39 correspondant a des variations caractéristiques de ce champ pour
ce benchmark. Dans notre second exemple, la géométrie du domaine 2, la partition de 02 et les paramétres du
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3.5. Résultats numériques

Q voir Figure 3.4

10} 0.2

K 1.0e" I m?

DIE 1.8¢ "Tm2.s7!

ag, 1.8¢°m

ar 1.8¢ %m

dim(Ep,) 120 x 220

Lo 1.0e"? Pa.s

s 9.0¢ % Pa.s

p 1.0e% kg.m ™3

Cin 1

Cout 0

/ ur(tx)do | 5.7e 5 m?.s7!
20

At 216€° s

TABLE 3.12 — Valeurs des parameétres utilisées dans |'exemple 2.

220 x 3.048m

120 x 3.048m

FIGURE 3.4 — Géométrie du domaine

probléme sont identiques au premier exemple. Seule la taille du maillage differe légérement, chaque maille ayant
été divisée par 2 dans la direction x. Les valeurs des perméabilités different également. Celles-ci sont représentées
sur la figure 3.5.3 pour les deux couches retenues.

Les concentrations obtenues a différents temps sont représentées sur la figure 3.5.3 pour la couche 26 et sur
la figure 3.5.3 pour la couche 39.

Pour le cas SPE10, du fait des trés fortes hétérogéneités, I'utilisation de polynémes d'ordre supérieur a 1
est souvent nécessaire pour obtenir des solutions suffisamment précises. Mais inversement |'utilisation de tels
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= —0.,8 =
—0.75 g —0.8
- —:0,6 -
0.5 0.6
04
0,25 g 04
E Eoz
0.2
4,54e-06 0,001377 0,187587

(a) t = 21 At (b) t =31 At (c) t =50 At
FIGURE 3.5 — Profils de concentration obtenus a différentes dates sur le premier exemple

2e-11 -11

le-12 é1e-12
: le-14
le-14
B —le-16
L1e-1o
3,68e-17 | 1,4e-18

(a) Couche 26 (b) Couche 39

F1GURE 3.6 — Champ de perméabilité dans la direction x pour les couches 26 et 39 du cas SPE10

polyndmes a un colt. Ainsi, |'utilisation d'éléments Py sur le cas 3D complet aboutit, pour résoudre I'équation
de transport (3.3), a chaque pas de temps, a la résolution d'un systéme linéaire dont la matrice est de taille
10.122.000.

L'objectif des chapitres qui suivent est d'étudier et de mettre en oeuvre une méthode d'éléments finis multi-
échelle afin de résoudre & moindre coiit I'équation (3.3).
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N
®

le-12

o
~
(6]

0.75

le-14

o
N
(@]

le-16
3.68e-17

F\ II\F I‘ \‘HHH\‘ —
Om‘\l\\wl\\\\\\‘\\\m

Om‘\\\\m\\\\l\\‘\\lm

o
N
(&)1

(b) t =5At (c) t = TAt

P
T

o
~
&)

0.75 0.75

o
on
o
o

o
)
o
o
)
a
o
N
o

Om‘\l\\mo;\\\\\\\‘l\\m

Om‘\\\\m‘\\\\l\‘\
Om‘\\\\m‘\\\\\\l

(d) t =11At (e) t =21 At (f) t =50 At

FIGURE 3.7 — Profils de concentration obtenus a différentes dates pour la couche 26 du second exemple
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I\\\H’I\\m
H\\I\‘\Hm

—=le-12
: 0.75 0.75
le-14 05 05
le-16 025 1 025
14e-18 le-16 1,360-12

E \) E E
075 075 075
05 Eo,s Eo,5

025 025 025

"/j

5

: 2,466-08 1,056-06 1,126-05

(d) t =31 At (e) t =41 At (f) t =50 At

FIGURE 3.8 — Profils de concentration obtenus a différentes dates pour la couche 39 du second exemple
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Chapitre 4

Homogénéisation d’un probleme de
transport

Sommaire
4.1 Définition du probléme périodique . . . . . . . . .. o 000 s e e e e e e e 67
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L'objectif de ce chapitre est de rappeler un certain nombre de résultats d'homogénéisation pour un probléme
de tranport étudiés par F. Ouaki dans ([Oual3]). Nous proposons également une nouvelle estimation de I'erreur
d"homogénisation.

4.1 Définition du probléme périodique

Une premiere étape avant de procéder a I'homogénéisation d'une équation de type convection-diffusion est
la mise a échelle de cette derniére. Différentes formes de mise a I'échelle sont proposées dans la littérature (
voir [ARO7], [DP05], [ABMP10], [BJPO03] et [HL09]). Nous rappelons ci-dessous la forme étudiée dans la thése
de F. Ouaki ([Oual3]).

4.1.1 Mise a ’échelle

On considére I'équation de transport suivante :
O (p(a™)c(t,x™)) + div (u(z*)e(t,z™) — D(u)(z*)Ve(t,z™)) = 0 dans (0,T) x Q. (4.1)

On note z* la variable d’espace a I'échelle fine, [ la longueur caractéristique de variation des paramétres ¢, u et
o . l .
D(u). On note Lg la longueur caractéristique du domaine . On pose ¢ = - et note respectivement par ¢g,

R
ug, cr, Tr et D(u)g les grandeurs caractéristiques de la porosité, de la vitesse, de la concentration, du temps
et de la diffusion. Les variables adimensionnées sont alors définies ainsi

T = LR7 t= TR’ ¢ ( ) - (bR 9
= e ey~ PO et
u (37) - up )’ D( ) (t? ) D(U)R(t ? )a E(t7 ) CR .



Chapitre 4. Homogénéisation d’un probléeme de transport

L’équation adimensionnée obtenue a partir de (4.1) s'écrit ainsi sous la forme

(67 (2)ce () + div {‘mm)%m) _ W

Lron D(u)s(a:)VcE(t,x)} =0 dans (0,7¢) x €,

r* T
0 Q= ;rteQp et T = —.
ou { X € }e T

Lgr R
Pour ce probléme on peut définir un nombre de Péclet a chaque échelle
. lug
1. a I'échelle fine, on note Pejy. = —————,
I)(U)R
<y . e Lrugr
2. a I'échelle macroscopique, on définit Pe = .
D(u)r
1 1
On a alors Pe = —Pej,.. On se place ici dans le cas ou Pej,. = 1 ce qui entraine Pe = — et, en prenant
€ €
également Ty = Lion I'équation (4.1) se réécrit
= D)’
1
0 (¢° (z)ce(t,x)) + div {ug(m)ce(t,x) - D(u)e(:c)Vcs(t,x)} =0 dans (0,7¢) x Q.. (4.2)
€

Remarque 4.1 :Avec ce choix de Tr, on considére donc une échelle de temps correspondant au temps de diffusion
et on suppose que la diffusion est du méme ordre que la convection a I'échelle fine.

4.1.2 Probleme périodique

On considere le probleme modele adimensionné (4.2). Pour simplifier la présentation, on prend = R? (
pour se passer des conditions aux limites) et on supposera que le tenseur de diffusion-dispersion D ne dépend pas
de la vitesse u. Supposons dans un premier temps que la porosité, la vitesse et le tenseur de diffusion-dispersion
sont périodiques en espace de période ¢ et ne dépendent pas du temps. Nous les notons

(@) =6 (%) @) =u(2), D) =D (2). (43)
€ € €
On rappelle que le domaine Y désigne le cube unité [0, 1]%. Pour tout z € Z¢, on définit I'opérateur TS (translation

+ homothétie) sur Y comme suit

T;(y) =ze+ey, VyeY. (4.4)
Pour z € Z%, on définit le domaine Y, comme suit
Y =T,(Y). (4.5)

On peut remarquer que I'union des Y est un recouvrement de R?, je

R = | vy

z€Z4

Nous considérons le probléme de transport qui consiste a chercher une fonction c. dans I'espace
L? (0,13 H (R%)) nc® ([0,77; L* (RY))
solution de

d)s(:c)atcs(t,x)—kéue(x)-VcE(t,z)—div (D*(2)Veo(ta)) = 0 dans (0,T) x R -
4.6

ce(0, ) = AP(x) dans RY,

avec les hypotheses suivantes :
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Hypotheéses 4.1.

1. On suppose que le tenseur D est symétrique, que ses composantes D; ; sont des fonctions Y -périodiques
et sont dans CQ(Y) et qu'il existe deux réels positifs Apin €t Amaz avec Apin > 0 tels que Vx € Q)

Amaz €7 = D(@)E - € = Ain [€]7,  VE € RY,

oti |-| désigne la norme euclidienne dans R?,

2. On suppose que la divergence de la vitesse u est nulle : divy(u(y)) = 0,Vy € Y, que ses composantes u;
sont des fonctions Y -périodiques et sont dans C*(Y),

3. On suppose que ¢ € H? (Y), que ¢ est Y-périodique et qu'il existe deux réels positifs ¢p,in €t Gumaz avec
¢min > 0 te/s que Vy S Yv ¢mzn < ¢(y) < ¢maz:

4. La condition initiale c° € H*(R?).

Sous les hypothéses 4.1, il existe une unique solution au probléme (4.6). De plus, en exploitant la régularité de
la condition initiale c°, on montre que c. € L°°(0,T; H*(R?)) (preuve établie dans I'annexe C, proposition C.3).

Remarque 4.1. La condition initiale ¢y a été choisie assez réguliére. Ceci, comme le verra, est nécessaire pour
pouvoir établir I'estimation (4.17).

4.2 Quelques résultats d’homogénéisation

Dans cette section, on rappelle un certain nombre de résultats démontrés dans [Oual3][chapitre7].

On définit tout d’abord le probléme de cellule suivant : trouver w; € H'(Y) solution de :
u(y) - (Vywi(y) + e;) — divy (D(y) (Vywi(y) + €)) = d(y)u*-ei, Yy ey,

w;(y) est Y-périodique, (4.7)
Y
ol la vitesse homogénéisée u* est définie par :

/Y u(y)dy, (48)

oll ¢ = /Yqb(y)dy-

L'existence et I'unicité d'une solution w; € W*°(Y') au probléme (4.7) découle du lemme B.4 rappelé dans
I'annexe B.

Définition 4.1. Soit le tenseur D* défini par :
D}, = AD(y) (Vywi(y) +€;) - (Vyw;(y) +e;) dy. (4.9)

Ce tenseur vérifie la proposition suivante établie dans [Oual3][page 107] :

Proposition 4.1. Le tenseur D* est symétrique, défini positif et ses composantes se réécrivent sous la forme :
D;, = [ {6t~ wlw)us) + D) (Vs +e) e} dy. (110)
Y
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Proposition 4.2. Le tenseur D* vérifie I'inégalité suivante :

(D*€) - & > Ain [€*, VE €R?. (4.11)

Démonstration. L'inégalité suivante a été établie dans [Oual3][page 109]

2
D663 Ao | [Vyuelo) +¢]

avec wg = Z &w;.

Partant de ceIIe -ci, on obtient
2 2
Y Y Y Y
2
Y Y

> Aminl V€ + 2Amin / Y, wely) - € dy
Y

d

8wl
y OYr

/ mzn|Y||€|2 + 2)\mzn Zgl ng

i=1 =

> mm|Y||£|2+2Amm2@25k/6ywz y)ny dy

=1 =

(y) dy

/ mmY 2 2)\mzn i [ : d
¥lef? + Zg/yw (4)(n- &) dy

/ mzn|£| )

ol nous avons utilisé le fait que w; est Y-périodique. O

Probleme homogénéisé

On définit le probléme suivant : trouver une fonction ¢ dans L?(0,T; H°(R%)) solution

POrc(t,x) — div (D*Ve(t,r)) = 0 dans (0,T) x RY,
(4.12)
(0, ) = &(z) dans R%

Sous les hypotheses 4.1, le probléme (4.12) admet une unique solution (preuve établie dans |'annexe C proposition
C.4).

Définition 4.2. Soit la fonction ¢y définie par

c tx—u*t _zd:ac tx—u*t w;(y) (4.13)
1 ’ €7y _‘ 8.131 ’ c i\Y)- .

Ansatz

On cherche la solution ¢, du probléme (4.6) sous la forme suivante

*t *t
ce(t,x) =c (t,x U > +ea <t,x - 7:c> . (4.14)
€ 5

e
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4.3. Nouwvelle estimation d’erreur

Dans ce qui suit, on pose

*t
Ce(t,x) =c (t,x _u > )

€
Nous avons les estimations suivantes établies dans [Oual3] :
Théoréme 4.1. On suppose que les hypothéses 4.1 sont vérifiées. Soient (c.) la suite des solutions de I'équa-

tion (4.6), c la solution du probléme homogénéisé (4.12), ¢y la fonction définie par I'égalité (4.13) et les fonctions
w; solutions des problémes (4.7). Nous avons alors les estimations suivantes :

T u*t ut -\|?
ce(t,)—clt,-— —ecy |t — , = dt < Cie (4.15)
0 19 g 1) Hl(]Rd)
et
*t *t -
sup ||ce(t,+) — ¢ (t, . > —ecy (t, Lt ,) < Cae, (4.16)
te[0, T € € &/l re

ot les constantes C1,Cs > 0 sont indépendantes de € mais dépendantes du temps final T'.

4.3 Nouvelle estimation d’erreur

Nous avons établi dans cette these le théoréme suivant qui raffine les résultats du théoreme 4.1

Théoréme 4.2. On suppose que les hypothéses 4.1 sont vérifiées. Soient (c.) la suite des solutions de I'équa-
tion (4.6), ¢ la solution du probléeme homogénéisé (4.12), ¢y la fonction définie par I'égalité (4.13) et les fonctions
w; solutions des problémes (4.7). Nous avons alors I" estimation suivante :

T u*t ut -\
/ ce(t,") —c¢ (t, - — ) —ecy <t, - = , > dt < C5(1+¢) (4.17)
0 € € &/ a2 (re)
ou la constante C'3 > 0 est indépendante de € mais dépend du temps final T.
Démonstration. Nous allons procéder comme dans [Oual3]. On pose
u*t u't x
rs(t,x)—cg(t,z)—c(t,x— 8 ) —ec <t,;1:— 5 ,8) ; (4.18)
et
d
u*t u't z u*t x\ Oc u*t
gy =c(t,a— ta— 220 e (ta— (7)7 o — . (4.19
c2P(t,x) c(m 6)—}—561(96 5 6) c(x 8)—&—5;11) 5 8x¢(x 6) (4.19)
Evaluons 0;¢ZP(z,t). On a
ap u*t u” u*t
0ycP(t,x) = Oe |ty — ——Veltz—
€ € €
N zd: (x) d?%c u*t i (x) u* vac . u*t
ey w; ) — | —e> wi|- T —
— otox e € ox; €
En utilisant I'équation (4.12), on a
d d
1 9?c u*t u* u*t
a ap t, = tD* P — t, - - V t, -
e’ (t:2) ZZ¢ 1 90, ( T ) € C( T )
k=11i=1
+ezd: (a:) d?%c . u*t ezd: (3:) u* v(‘)c . u*t (4.20)
w; | — y L — — w; | — —_— , L — . .
P e/ Otox; € P € € 0x; €
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Evaluons V2P (t,x). On a

o2 (o (5)) g (e )+ (2) v (o)
=3 (v (e (2)) g (o= 51) weom (D) var (e -5)

Evaluons div (D*(z)VclP (t,x)). On a :

div (DF () Vet (1.0)) = div (D%) > (ev=v (i (2))) g (1 u:))

i=1

+ediv (Da(x) zd:wi (g) v(,f; (t,x - u?)) . (4.22)

En utilisant les équations (4.6), (4.12) et I'égalité (4.13), on voit que r. vérifie formellement

¢°(x)Opre (t,x) + éus(:c) - Vre(t,x) — div (D (z)Vr.(t,x)) = —f°(t,x),
(4.23)
¢ z\ Oc?
re(0) =<3 wi () gxi ()

avec

fe(tx) = ¢ (x)0pclP (t,x) + %ue(x) - V2P (tx) — div (D (2) Vel (t,x)) .
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Le terme f€ peut étre réécrit comme suit :

. 4 vt (x ., 0% u* N u*
fe(tx) = ];; ¢<;> )Dk’iaxkaxi <t,x— ;) —¢%(x)— Ve (m— ;)
d R z\ 0% u* d R x\ [u* Oc u*
+e X0 @) g, (’”‘ et) e () (gvaxi (“”‘ gt»
4 * d T c u*
3L (9 (o (D)) (= 0 w550 (2) v (1)
d - x Oc u*t
=i (Do) (er+e9 ( (2))) i (e =)
4 x 0%¢. ) ¢ x Oc u*t
B I;; (DE(:I:) (ei tev (wi (g))))k O0xr0x; (t,2) — ediv (DE(:E) ;wl (g) vaxi <t7 e
¢ 2c u*
zgg(be(x)wi (€>3?5351(7 _ t)
33 (P (@ i (2) + (05 (o042 (w0 (2))) 1) ) g
k=1 i=1 i
4 Zd: (ius(x) (e 42 (wi () — aiv (D7) (e +2¥ (wi (2)))) - ¢f(x)“£ el> g; (t,2)
— ediv (Ds(x) ;wi (g) Vaa;l <t, x — u;*t)) .

’

On rappelle que H'(R%) = H}(R?). Donc (H*(R?)) = H'(RY) et

Yo e H'RY,  [[oll g gay = sup v.p)
eEH(RY), ol 1 (gay=1

)

d'ou
(0.0} < 1011 ety Nl oy (4.24)

On commence par établir une estimation pour |[re||;2( 7,1 (ray)- En multipliant I'équation (4.23) par re,
ona:

¢ (x)Opre (t,2)re (t,x) doe + / lus () - Vr(t,x)re(t,x) doe + /Rd (D (x)Vre(t,x)) - Vre(t,x) dx

R Rd €

= — fetx)re(t,x)de.  (4.25)
Rd

Remarque 4.2. [ci, il faut remarquer que D(R?) est dense dans H*(RY) Yk > 0. Ceci permet d’appliquer la
formule de Green sans avoir le terme de bord.

Remarque 4.3. Ici, on s'intéresse a la justification des intégrales dans I'équation (4.25). On sait que c. €
L>(0,T; H*(RY)). Donc, d'aprés I'équation (4.6), on a ¢°0yc. € L>(0,T; L*(R?)) car D° et u sont assez
réguliéres. Alors les propriétés de ¢ entrainent que

dice € L*(0,T,L*(RY)) (4.26)
donc c. € Wh*(0,T; L*(R%)).
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Maintenant on étudie ¢ sachant que ¢ € L*(0,T; H>(R?)). Comme w; € W *°(Y), ceci entraine que ¢, €
L*(0,T; H*(R%)). Donc ¢ € L?(0,T; H*(R?)).

Considérons le terme 0.c2P (voir (4.20)). Le troisiéme terme de (4.20) est le terme qui determine la régularité
de 9,2 . Comme c € L*(0,T; H?(RY)) et ¢pd;c = div(D*Ve), w; € WH(Y), alors on a

Opc?? € L2(0,T; H*(R?)). (4.27)

Enfin, on considére div(D°Vc®®) (voir (4.22)). On peut voir que son 26™M€ terme est celui qui determine sa
régularité. Comme ¢ € L*(0,T; H®(R?)), la dérivée d'ordre 3 de c est dans L*(0,T; H*(R%)), donc, la régularité
de D? entraine div(D*Vc®) € L?(0,T; H*(R?)).

Par conséquent, (4.26), (4.27) et la régularité de ¢° entrainent que ¢°0;r. € L*(0,T; L*(R%)). On montre
également que u® - Vr, et div(D®r.) appartiennt 3 L*(0,T; L*(R%)). On en déduit que f¢ € L*(0,T; L*(R%)).
Les intégrales dans I'équation (4.25) sont alors justifiées.

En utilisant le fait que ¢° ne dépend pas de la variable ¢ et le fait que div(u) =0, on a:

1d

3t Ji ¢° () (r=(t.2))” da +/ (D (@)Vre(t,z)) - Vre(t,x) de < |[f* Ol g1 gay 7 (O] g1 gy -

R4

0
En utilisant I'inégalité ab < ia + %bz on a

s Vo))

En prenant § = A, et en intégrant sur [0,¢] avec t € [0,7], on a

5 [verol,

2 1 2
ey i 19Oy < 55 15Oy +

2
3 17 ()N 71 (a)y -

)\mzn 2

HV’I’EHLQ(Oth(]Rd)) X / ||fE ||H L(R4) d7'+ 9 H ¢5T ‘

min 2
2 [ (5 e

L2(]Rd L2(R4)

Ceci donne encore

)\min ¢mam

2 2 1 ‘ 2 2
||T€(t)||L2(]Rd) + Braim HVTEHL?(O,t;LZ(Rd)) < W/ 1 (- (R¢) dr + Drmin HT?(O)HLZ(RD{)

(bmm / e (7)I122 gy dr- (4.28)

Ceci entraine alors

10) 2 Ami ¢
||’/‘5( )HLZ (R4) X ﬁ/ ||fs HH L(R4) d7'+ nag H 2 )HLg(Rd)_'_ ¢mzn/0 ||TE(T)H22(Rd) dr.

En appliquant le lemme A.1, avec

1 k 2 ¢maa: 2 2
alt) = W/o Hfg(T)”Hfl(Rd) dr + Dmin HT{:‘(O)HLQ(RL{)
et
6 _ ;nn:n,
on déduit I'inégalité suivante
2 (j) . 1 r e 2 ¢mam 2 2
SUuptefo,T] ||T€(t)HL2(Rd)<e man PR ; IIf (T)HH%(W) dT+¢ - HTE(O)HLZ(]Rd) . (4.29)
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Toujours en reprenant I'inégalité (4.28), on a

2 1 r 5 2 ¢maz 2 t 2
”VTEHL?(O,t;L?(]Rd)) < )\27_/0 I1f (T)”H—l(Rd) dr + N ||7’§(0)HL2(R4)+ ) ||T’s(7')||L2(Rd) dr.

De l'inégalité (4.29), on déduit que

Amin T' T
||r || dr <Te d)rrnn # ||f6(7')||2 dr + ¢ma:1: HTQ(O)HQ
c L2(Rd) (z)minAmin 0 Hﬁl(Rd) (Z)min € L2 (Rd) .
On en déduit alors que

¢min 1 4 2 (bmaa: 2
||VTE||L2 (0,T;L2(R4)) X < max Te QS"”” 7)\ ||fE(T)||H—1(Rd) dr + d)"nn ||T?(0)’|L2(Rd) .

min d)'min >\7nin 0

(4.30)
Il nous reste alors a estimer ||T§(O)H2L2(Rd) et Hf5||2Lz(o7T;Hq(Rd)). On commence avec le terme Hrg(O)HiQ(Rd).
On a
2 2 2 2 0112
HTE(O)HLZ(]Rd) <e ze{ql,ax, a0} Hwi”LOC(Y) ||C HHl(Rd) . (4'31)

Considérons maintenant le terme || f*(t,2) 2 (o 7,12 (ra))- On rapelle que

fe(tx) = ¢°(x)0,c2P (t,x) + éua(x) Vel (ta) — div (D (2)VelP (t,x))
= Bi(t,x) + B;(t,x) + B5(t,x) + B (t,x)

avec

d
z\ 0% u*t
Bi(ta) =<y ¢ (@)w; (= -
1(t,x) €i:1¢ (z)w; (E) D0z, (t,x 6 ),

d d e (x T T 8%é,
Bt~ 5° (£, (o i () (00 o9 (o (2) 1)) 25 0

k=11=1

d * c
pite - 3 (bt (&Hﬂi@D)ﬁ%WMGﬁN@%DD)&MifJQN@v
Bi(t,x) = —ediv ( zd:wl ( ) oz, <t,x - uit)) .

i=1

Considérons le terme B}. On a

BTl 20,712 (R1)) =

d
N\ 0%¢ u*t
£
il=) 55—\t ——
€Z¢ (@)w (5) o0toz; < € >
i=1 L2(0,T5L2 (R%))
S €@l oo vy Nlwill oo

o u*t
Btax ’ €
||¢||Loo

WL (V) "
¢ [|w Z”LOO(Y) |D ||L°°(Y) |C|L2(0TH3(1Rd)) (4.32)

L2(0,T;L2(R%))
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0 *t 1 *t
ou I'on a utilisé le fait que a—i <t,:z: _u ) = —Zdiv <D*Vc (t,x _u >) Considérons le terme B5. On a
€

3

*

ugt) o(t,x) dx‘

_ 02
1Bz r-1(ray = Sup /R ZZC’” (5”) 8xk(9cx <t T

eeH ' (RY), ol 1 gay=1" /R 71527

*

= sup Z /5 ZZC’“ (x) 8:?:8901 (t x — u;) p(t,x) da:‘

A;"GI{l(Rd)v||‘»9H1-11(rr¢id):1 zcZ4 k=11i=1

d d

= sup > X3 cuw) . (t,my) - “;t> P11 ()= dy|

‘PEHl(Rd%”‘PHHl(Rd):l zeZd k=1 i=1

avec

Chrily) = MD% — (((y)ug —ur(y)) wiy) + (D(y) (ei + Vywi(y))) - ex) | -
¢

En utilisant la définition de D}, ; (voir (4.10)), on a / Ck,i(y) dy = 0. En effet, on a
Y

[ Gty [ (‘Z’fj) D ()i — ) 0:(0) + (D) (s + Vyi) o))
=D~ [ (@)~ ws) wi(s) + (D) (e + Vi) - 1) dy
=0.
Par conséquent, en utilisant le lemme A.3, il existe une fonction & ; € H(div,Y') N L>(Y)? telle que

divyéri(y) = Cri(y), dansY

ki - My =0, surdY.
Alors, on a
u*t
B0y = sup [ XY amgtng e (a1 - ) ez a
B0 cem ), ol 1 gay=1 zgd ,czlz; 0.0, 3@‘ €

= /YZZ&H 9 (5o (210 - ) wtets ) <y

peH (RY), [lol] g1 ]Rd)—l zc74d k=1 i=1

d
u*t
< sup €k.ill oo (v / ‘ < <t,TZE(y) — ) 90(157Tz6(y))) ‘ad dy
LPEHI(Rd)’HS@HHl(Rd)flzgdl;; x) Oz 0x; €
d
d*c u*t
< sup 1€5,] / ‘Vy ( (t,x - ) cp(t,x)> ‘dfﬂ
PEH (R, \|¢\|H1(Rd)_1k§:1; Oxp0x; €
d d
9c u*t
S sup € ”&c z”Loo Y) / ‘V ( <t T — ) (p(t@)) ‘ dx
eEH(RY), ol g1 (gay=1 :1; ( 0x0x; €
< €Hi3;X||§k7i||LOO(Y) sup (|C|H3(]Rd) ||<,0HL2(]Rd) + |C‘H2(Rd) HV@HLQ(Rd))

PEH(R), o]l g1 (ry=1

< €H]1€aiX ||€k,i||Loo(y) (|C\H3(1Rd) + |C|H2(Rd)) .
On en déduit que

HBSHLZ 0,T7;H—! (R4 < emax ||§k,z‘||Loo Y (|C\L2(0,T;H3(Rd)) + \C|L2(0,T;H2(Rd))) .
( (R4)) bt (Y)
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Considérons le terme B5(t,z). On a

B3 ()l L2 (ra)

d ) . u* c u* ’
3 (2w forrew ()~ (00 (oo (w0 (1)) -0 o) g (1= )|
(B (o9 (o () - (270 oo (e (2)))) - 000 ) g (1= )|

dz/<< (o2 (i (£))) = (0700 (e 9 (0 (2))) - 0" ) B2 )
iy [ (e -@ﬁw<<9»—m@ﬂw@+w@49»wwmfeOiawfm

i= 1zezd
<d ZZ / (( (0 Ty )~ i, (D) o+ ) 00 ) 2 (1750 - 21) )ty

AN 2
IS [ (100 e Byt v, (DG e Ty~ o 00 2 (70 - 1))ty
i=1 zezd ¢
=0, )
car en utilisant le probléme de cellule (4.7), on a
u(y) - (ei + Vywi(y)) — divy (D(y) (e; + Vywi(y))) — d(y)u”-e; =0, vyeV.
On en déduit que
||B§||L2(0,T;L2(Rd)) = 0. (4.33)

Considérons le terme B;. On a

d
u*t
I BS (,) || g1 (may = sup ‘/ ediv wz< ) (tac— ) go(x)dx‘
EHTED T e @), ol 1 ay=1 | S @2 u; £

=1
’ u*t
=c sup / w; ( ) <t, z— ) V(x) dx’
EH (R, [l g1 ety =1 | SR § Z ( ; c
< €H1?X||wiHLoo(y) ||D||Loo(y) |C‘H2(]Rd) sup ||v<pHL2(Rd)

PEH! (RY), ”<P|\H1(Rd):1

< €max ||wz'HLoo(y) ||D||Loo(y) |c| 2 (ra).-
On en déduit que
1Bl 22 0,7, -1 (rayy < € max Wil oo () 1D poe (v €] 20,1212 ) -
En utilisant le fait que pour tout v € L*(R%) N H~}(R?), on a [Vl -1 (ray < |0]l 12 (ga)- Alors on obtient :

1M p2 0,7 -1 wayy < IBillL2go.rp2ay + 1B2l L2071 (rayy + 185l 120,712 (may)
+ 1 Bill 120,711 Ry
< Ce (4.34)

avec C' indépendante de ¢.
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Chapitre 4. Homogénéisation d’un probléeme de transport

Finalement, en remplacant les estimations (4.31) et (4.34) dans les inégalités (4.29) et (4.30), on obtient les
inégalités suivantes

Sup¢efo,T) |7 (t )HL2(Rd) Cie, (4.35)

IVrell 20,702 @ay) < Cofs (4.36)

avec C] et Cs deux constantes indépendantes de €. On retrouve ainsi les inégalités (4.15) et (4.16) démontrées
dans [Oual3].
On souhaite maintenant établir une majoration de [r.|g2g4). L'ingrédient essentiel de la démonstration est la
méthode de la “translation” (voir [All05][page 133]).

On multiplie I'équation (4.23) par D, " (Dpr.(t,x)) (voir (C.3) pour la définition de I'opérateur Dj!) ce qui
donne

d)s(x)atrs(tax)DI:h (DZTs(t,x)) dx + / éue(x) ) Vrs(tﬂ?)DEh (D.er(tax)) dx
R4 R

+/]Rd (D*(x)Vre(t,x)) -V (D,;h (DZrE(t,m))) dx = fe(t,a) D" (D,’jrs(t,w)) dzx.

R4

Remarquons que
/R (DF @) (t2)) -V (D" (D (80)) da
= / <—fe(t,x) — ¢%(x)Opre(t,x) — %ua(ac) . Vrs(t,x)> D,;h (D,’gra(t,x)) dx.
Rd

En utilisant I'égalité (C.4), nous avons

» D (D (x)Vre(t,x)) - VDI (ro(t,x)) do

= / <f€(t,ac) — ¢%(x)Oyre (t,x) — éue(x) ~V7“s(t,£c)) D;h (DZre(t,x)) dx.
R4
En utilisant I'égalité (C.5)

D} (D?) (2)Vre(t,x) - VDI (ro(t,x)) do + / (De’h”k(x)VDZ’(rE(t,x))) VD! (ro(t,z)) dz

Rd Rd

= / <f5(t,x) — ¢ (x)Ogre(t,x) — 1uE(:c) . Vrs(t,x)) D,:h (Dzrg(t,x)) dz.
Rd g
avec D=MF(g), 5 = = Dj ;(z + hey,).
Monin [V Do) (1) 2 gy < | /R D}t (D) (2)Vr(t,) - VD} (1. (t.2) de|
+ /Rd (fg(t,x) — ¢ (x)Oyre(t,x) — éug(x) . Vre(t,:n)> Dk_h (Der(t,x)) d:v‘

< sup HDk (D%),

,J

\ o 197 2y [VDR (o) | 2y

| Dy "Dr-(t,
L2(Rd)

+

)

fg(ta') + ¢Eatr6(t7') + gug : Vrﬁ(t")

En utilisant I'inégalité (C.6) (HD thre ,')HLQ(W) < ||VDﬁrs(t,~)HL2(Rd)), ona:

| VDLt < s [ D) 1970 e
min 1,j
c u
o (17 + 2] 197y + 1600 e ) -
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4.3. Nouwvelle estimation d’erreur

. En utilisant a nouveau I'inégalité (C.6), on a

Considérons le terme HD,’? (D), 4

‘LOC(]Rd)
oD,

5‘D1-j
Leo®r4) || Oz

Oy,

Lo (R4)

|k (0°),

(]

< +o00, (4.37)

1
€ L>=(Y)

car D; ; € C*(Y). En utilisant la propriété (C.7), on a

or.
ox k

1 1

()

I

‘ 8D,]
Oy

= Vre(t,
L2(R4) Amin € i,j I ( )”LZ(Rd)

1

Lee(Y)

£ u £
(nf () gy + 2], o, 1970 gagen + 119 <->atr€<t,->m<w>) .

+

)\min
Autrement dit

1 1
el 20,7512 (R4)) < ooy
min ]

Y IV7ellLoiz2 ey

‘8DZJ

Lo(Y)

1 u
- ('fE”L?(O,T;L?(]Rd)) + HgHLw(Y) IVTell L2 0,702 may) + |¢58t7“5||L2(0,T;L2(]Rd))> :

En utilisant I'inégalité (4.36), on a :

L
Lo (Y) /\min

2
el ez (0,7;m2(mey) < 1 sup
min  1,j

‘ BD”
Oy

<Hf5||L2(0,T;L2(Rd)) + Oy ||u||Loo(y) + Hd)aatrs||L2(0,T;L2(]Rd))) :
(4.38)

Il nous reste alors a majorer les termes || f*[| 12 7. 1.2(ray) €t |90°0ire|| 120 1, p2(ray)- Pour estimer [ f%[| 2o 7. p2(ray),

. N . en2 £1(2
il nous reste a majorer ||B3||72( 7, 12(ra)) €t [1Bill12(0, 712 (Ra))-
Considérons le terme B5. On a

d 2 * ’
s B z\ O3 u't
B30 e = | (ZZ% () gong; (0 )) "
k=1 i=1
d d ?
x 82(; u*t
-y [ (23 (e-21)) o
z€Z4 [Yf <k=1 i=1 (5) Oz dzs :
) 2
d9?%c . u't
— Z/ (ZZCm(y)ax oz (?Tz(y)_ - >> e’ dy
zezd *Y \k=1i=1 R
d d 2
92¢ u*t
2 2 © ¢
< H}fiXHCk,iHLoo(Y)d Z /YZ ((%Jkami (t7Tz W) - 5)) =
zc74d k=1 1i1=1
d d 2
820 u*t
2 2
grr}ﬁXHCk,z‘HLoo(y)d /dez_:l; (63%81:1 <t,x— € >> de

2
< d? Hllcaix ||Ck,i||Loo(y) |C‘?12(Rd)
avec

[ Cr.i

e = | 2201~ (60t~ ua(v) i) + (D) (o + Vo) - 1)

Le=(Y)
[ .
< D5 |+ 16 e vy 105+ 108 e 1031 e 3y

+ ||Di,k||Loo(y) + ||Di,k||Loo(y) ||VwiHLoc(Y) :
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Chapitre 4. Homogénéisation d’un probléeme de transport

On en déduit que

||Bz||L2(0TL2(]Rd)) C|L2(0TH2(]Rd))' (4.39)

Considérons le terme B5. On a

2
1B5(t:) 22 e

I
T
)

(V)
/N
=7
<
w)
[0}
&
S
/N
(OIS
N—
<
SR
SRR
/N
“0#
c
*
~
~——
S~
~—
QU
13)

<d (;—1 ) = . 52 - ?
4L (G O F wom a5 e %))

i d T\ 0% u’t 2
L (E A (GO fmoatis ()

< 262 S~y 9 e x d%c ; u*t
<22t [ (2305 0 (Pt (£) g (o= )
» d d d ] - e u*t ]
e Ad ZZ Z ( k,m(aj)wi <g)) m (t,l‘ T ) T
<y ) d d d 9 _ " 826 - 2 .
S ~/1Rd ZZ Z oy, ( k,m(x)wi (g)) m <t7$— B > €T

3.2 2 2 2
20 s D 2 oy mi 012 el g

d d d 2, o
<2e? ) / ZZ > 6‘1a§k (Dg,m (y)wi(y)) 8xi(9mi (t,TZ(y) - ;)) eldy

k=11i=1 m=1
? max |

2
+2d% max |ka||Loc )maX”wiHLw(y) |clFrs may

d d 2
93¢ . u*t
< 243 HVDHLm(y) maXszHLoo(y) Z / Z Z <8:c o, (t’TZ (v) - € )> ety
1i=1m m !

zcZ4 =1

2
- u*t
203 ||DHL<>0(Y maXHVu)ZHLOC(Y Z/ZZZ ((93:‘ Er <t7Tz(y)_ - )) eldy

zc74d k=1 1=1 m=1

3 _2 2
+ 2% max | D[} ) max [14] ) [l

d d 2
3 2 2 u*t
<2 |VD|Lm<y>mgx||wi||Lw<y>Ad§:E:}:(axmaxz (ta=1)) as

1i=1m=1

d d 2
u*t
+2d? ||D||iw(y)m?XHVwiH2Loo(Y/ ZZZ( (t’x_ c )) d
1m

2. 2 2
+2d°¢ max Dk oo () max will o (v lel s ay-
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4.3. Nouwvelle estimation d’erreur

D'ou
2
1 B5(t,) 172 (may
2 2 2 2
<2d" | VD[ (y) max [[wil| o ) |clFr2(may + 2d" D] o0 v max [V o (v lelr2 (ra)
2 2
+ 2d%? max Dk | (vy max [[wil oo () |l s (Ra)-

On en déduit

2
1Bl 720, 7;02®aY)

2 2 2 2

< 2d HVDHLw(Y) max Hwi||L°°(Y) |C|%2(O,T;H2(Rd)) +2d* ||D||L°°(Y) max vaiHLw(Y) |C|2L2(0,T;H2(Rd))
2 2

+ 2d%* rax HDk,m”Loo(y) max ||wi||Loo(Y) |C|%2(O,T;H3(]Rd))' (4.40)

En utilisant les inégalité (4.32), (4.39), (4.33) et (4.40) , on en déduit I'inégalité suivante

150 2 0.y < € 'd’”(;’“’) lwill e vy 1D Wz 3 lefZao 2oty + € mee IOl oe (v lelZ 0,72y
2 | VD |} e gy ma w3y €l 20,72y
2" [ D] 3y max [ Vel ) lel 20,72 ey
+2d°¢* Tilfjg( ||Dk,m||2Lao(y) max ||wi|\ioo(y) |C|%2(0,T;H3(]Rd))
<Cs(1+¢€%). (4.41)

. A or .
Il nous reste a majorer le terme [[¢°0urel| 2o 1, p2(ray)- On teste I'équation (4.23) avec —(t,z) (ce qui est

ot

légitime car %(t,x) € L*(0,7; H'(RY))) :

or. 2 1 . ore R or.
/Rd ¢ () ( ot (¢, x)) dx —i—/]R —u®(z) ~Vr5(t,x)ﬁ(t,x) dx + /Rd (D*(z)Vre(t,x)) - Vﬁ(t,x) dx

d €

=_ fg(t@)%(t,m) dx

En utilisant successivement les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young, nous avons :

Onin=0)| G2t [ D@V V) do
Rd) Rd 8t
1 €
25 (17 @M + | 2], 197l )
En prenant 6 = @;m’ ona:
ore 2 2 / ore
t D (x)Vr.(t,x)) - V—(t,x) dz
150 5 [ @)V
2 - 2
< g (1 O + | 2] 197 )
Considérons le terme / (D®(z)Vre(t,x)) - V%(t,x) dz. En utilisant le fait que le gradient et la dérivée
R4

commutent, on a

or

/Rd (D (x)Vre(t,x)) - 8: (t,x)dx = /Rd (D*(x)Vre(t,x)) - 86: (t,x)dx.
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Par ailleurs, en utilisant le fait que D® est indépendant de ¢, on a
i/ (D®(z)Vre(t,x)) - Vre(t,x) de
dt Jpa
e 9 . d
:/ D(x)= (Vr.(t,x)) ) - Vr(t,xz) dx—l—/ (D (2)Vre(t,x)) - = (Vr:(t,x)) da.
Rd ot Rd ot

En utilisant le fait que D® est symétrique, on a :

d £
it ., D @Vre(ta) - Vre(tw) do
0

= (Vre(t,x)) - (D*(z)Vre(t,z)) dz —|—/ (Df(x)Vre(t,x)) - % (Vr.(t,x)) dz

Rd ot .
= 2/Rd (D*(x)Vre(t,x)) - % (Vre(t,x)) de.
Nous avons ainsi
€ ({97"5 B 1d 5
/Rd (D% (@) Vre(t,)) - V5 = (t) do = 5 — /Rd (D (2)Vr.(t,z)) - Vre(t,a) da.

On obtient alors

‘ Ore

2
1
t..
at ( ?)
En intégrant sur [0,77], on a

+ —
L2(R4) Gmin dt

e e 2 u|? 2
T ID°0r e < o (17 e + |2 I9retedlaen )

or 2 2 2 u|? 2
] o I + o IDrT) ) < 7= (nfEan(O,T;Lz(Rd)w [ - wanmmmd»)
1

+ D O g

ou encore

Or. 2 /\mzn 2 2 2

‘ ot L2(0,T;L?(R4)) ¢mzn ||V ( 7.)||L2(Rd) < ¢mzn Hf ||L2(0TL2(Rd)) + HiHL“’(Y ||Vr6||L2(O’T;L2(Rd))
)\mam 2

+ i [Vre(0)||72ga) -

min

En utilisant les inégalités (4.36) et (4.41), on a :

Considérons le terme ||Vr€(0)\|ig(Rd). On a d'apres (4.18) :

90 =37 (u <>>§;<x>siwz«<:>v§;‘j<x>

ore 2
ot

)\min 2 Amam
2 (T By < o (Co 4 €2) 4 oy ) + A 77 0) ey
L2(0,T;L2(R%)) ¢m1n mzn d)mwl

O

5 (2) 25 (2) 7

On obtient alors

2 2 2
HVTE(O)HIR(RGL) < deiax ”Vywi”Loo(y) ‘COﬁ{l(Rd) + 2de” max ||wi||Loo(y) |CO|§12(Rd)'
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Ainsi
87‘5 2 2 2 2
5 < o (Cs1+) + G ulf =y,
t L2(0,T;L2(R%)) ¢mln
>\maz 2
+—— (2dm?X HvywiHim(Y) | ?fl(Rd) + 2de? max Hwi||L°°(Y) \CO@Z(W))

e2203  2de* Mo

2
max ||wiHLoc(Y) |CO‘%12(]R‘1)

= 2 d)mzn
203 202 2 2d/\maz 2
+ o+ o [l + o max Vil ) 1€ oy
¢min ¢mzn d)mzn !

On en déduit I'inégalité suivante :

87’5 203 2d)\mam 2
<e + max [|wi e vy |17
H Ot || 20,7502 (Ra)) \/ in  Omin i L) AR
2C3 2C2 2 2d)\mam 2
+ \/2 + ||u||L°°(Y) + " bmin max ||vywi||L°°(Y) |CO|?L11(R4)- (4.42)

Revenons a I'estimation de |rc|z2 (o, 7,2 (ray)- On a, d'aprés (4.38)

Co
)\min %7
1
+ . (”fE”L?(o,T;m(Rd)) + Oy ||uHLoc(y) + ||¢€($)at7'e||L2(0,T;L2(1Rd))> :

‘ 3Dij
Oy,

el 20,7512 (R4)) <
Le=(Y)

En utilisant les inégalités (4.41) et (4.42), on a

Cy
7l L2 (0,752 (RY)) < N Sup
min  i,j

+ 5¢ma9c \/ 203 + 2d>\ma:c

>\min

1
+— (VO + G ul )

L>=(Y) Amin

‘ aDZj
Oy

2 max sz‘||2Loo(y) |CO|?{2(R4)
min (bmin 3

2 2 ¢
)\mzn min min mn

Qbmam 203 202 2 2d)\mm 2
n + 17 vy + == max [V ywill o ) 101571 g

< Csec (1+¢).

83



Chapitre 4. Homogénéisation d’un probléeme de transport

84



Chapitre 5

Méthode multi-échelle pour un
probleme de transport et estimation
d’erreur a priori
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L'objectif de ce chapitre est de proposer et d'étudier une discrétisation de type Galerkine Discontinue (voir
chapitre 2) pour la méthode multi-échelle proposée par F. Ouaki ([Oual3]). Nous montrons en particulier une
estimation d'erreur. Nous rappelons tout d'abord le principe de cette méthode.

5.1 La méthode multi-échelle

5.1.1 Hypotheses de départ

Nous rappelons dans ce paragraphe comment les résultats mentionnés dans la section 4.2 ont été utilisés
dans [Oual3] pour construire une nouvelle méthode multi-échelle pour résoudre le probléeme (4.6). Les résultats
théoriques précédents ont été montrés en considérant I'espace R?. Comme, a des fins de simulation numérique,
nous ne pouvons travailler avec cet espace dans sa totalité, nous considérons seulement un domaine Q@ C R
aux bords duquel nous imposons des conditions de périodicité. Les résultats d'homogénéisation qu’on obtiendrait
avec des conditions aux bords de type Dirichlet seraient différents (voir [APP12]). Cela est principalement dii au

*

u
terme de grande dérive — qui pose un probléme?! sur le bord du domaine. Les hypotheses de périodicité sur
€

1. La difficulté est die au fait que lorsqu’on approche la solution du probleme (4.6) sous la forme cc(t,x) = c(x) +

*

¥
u't . . A s
ec1 (t,m - ,7> , nous n’avons aucune guarantié que argument = — reste le domaine 2. Donc grace aux conditions de

e € 3
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les conditions aux limites sont donc nécessaires pour |'étude théorique de la méthode mais, en pratique, cette

méthode sera aussi appliquée avec des conditions aux bords plus classiques.
Nq

Pour ce qui suit, on supposera que €2 est rectangulaire et en forme de boite, ie ) = ZY; (voir 4.5 pour
i=1
la définition de Y,7). On définit W""(Q2) comme I'espace des fonctions appartenant a I'espace W"™P(Q) et

Q-périodique. On désigne par Wm’p(Q) I'espace des fonctions appartenant a I'espace W"7(Q2) a moyenne nulle
sur .

On cherche
Ce € CO ([OaT]a LZ(QD n L2 (0’ T’ H;# (Q))

solution du probléme

¢ (x)Opce (t,x) + éus(x) -Vee(t,x) — div (D (2)Vee(t,x)) = 0 dans (0,T) x 2 65)

ce(0, ) = A(z) dans Q

Comme précédemment, nous notons ¢°(x) = ¢(E) u(z) = u(z) D*(z) = D(E) et supposons les hypotheses
€ € €
qui suivent vérifiées.

Hypotheéses 5.1.

1. On suppose que le tenseur D est symétrique, que ses composantes D; ; sont des fonctions Y -périodiques
et sont dans CQ(Y) et qu'il existe deux réels positifs Apin €t Amaz avec Apin > 0 tels que Va € Q)

Amaz [€]7 = D(2)€ - € > Anin €], VE €RY,

oti |-| désigne la norme euclidienne dans R?,

2. On suppose que la divergence de la vitesse u est nulle : divy(u(y)) = 0,Yy € Y et que ses composantes
u; sont des fonctions Y -périodiques et sont dans C*(Y),

3. On suppose que ¢ € H? (Y), que ¢ est Y-périodique et qu'il existe deux réels positifs ¢pin €t Gmaz avec
¢min > 0 te/s que Vy S Yv ¢mzn < (b(y) g ¢mazr

4. La condition initiale ¢° € H;;(Q)
Définition 5.1. On définit le probléme suivant : trouver une fonction ¢ dans L*(0,T; Hi(ﬂ)) solution
P0c(t,x) — div (D*Ve(t,x)) = 0 dans (0,T) x Q,
(0, z) = (x) dansQ
ot D* et ¢ sont définies dans le chapitre 4.

Définition 5.2. Soit la fonction ¢y définie par

d
u*t Jdc u*t
c1 <t,x — 67y) = 2 oz, (t,m - ) w;(y) (5.3)

ou les fonctions w; sont définies dans le chapitre 4.

limites périodiques, la fonction c. peut étre vue comme étant une fonction définie dans I’espace tout entier.
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5.1. La méthode multi-échelle

Théoréme 5.1. On suppose que les hypothéses 5.1 sont vérifiées. Soient (c.) la suite des solutions de I'équa-
tion (5.1), ¢ la solution du probléme homogénéisé (5.2), ¢y la fonction définie par I'égalité (5.3) et les fonctions
w; solutions des problémes (4.7). Nous avons alors les estimations suivantes :

T . 2
*t t -
/ ce(t, ) — ¢ (t,-— u ) —ecy <t,-— e ) dt < Cye (5.4)
0 g g g HY(Q)
*t A
sup |lce(t,-) —¢ (t,- _u > —ecy (t,- _u ,) < Cae, (5.5)
t€[o, T € € &/llLz e
et
T . 2
*t t -
/ cE(t,-)—c(t,-— u ) —ecy (t,— u 7) dt < C5(1+¢) (5.6)
0 € € &/lla2)

ou les constantes C'1, Cy et C'3 > 0 sont indépendantes de ¢ mais dépendantes du temps final T'.
Démonstration. La preuve est identique a celle du théoréeme (4.2). O

Remarque 5.1. L'approximation numérique de I'équation (5.1) par les méthodes classiques engendre principa-
lemement deux difficultés.

Premiérement, pour approcher efficacement ce probléme, le pas du maillage h doit satisfaire I'inégalité h < ¢.
Ce qui, lorsque ¢ tend vers zero, génére des matrices de taille trop importante.

Deuxiémement, les solutions peuvent engendrer des instabilités lorsque la convection est trop dominante (ici,
la norme de la vitesse est O(s1)).

5.1.2 Idée de la méthode

Introduisons les fonctions tests oscillantes w; définies comme suit :

(@) = i +ewi (2)),
9

et posons y = L Alors on a Vs (x) = e; + Vyw; (E) En remplacant V@3 (x) par e; + V,w; (E) dans
€ € 5
I'équation (4.7), on obtient :
1 1
“u (f) VEE (z) — div (D (f) V@f(x)) =4 (f) u*-e; Ve &Y. (5.7)
e \e € e’ \¢

On a alors :

ce(t,z) = c tm—u*t —i-zd:(@&(x)—x.)ﬁ tx_u*t
e\vy ~ ) c i ) al‘i ) c .

i=1
On remarque que le membre de droite correspond a un développement de Taylor a I'ordre 1 en espace. On peut
alors approcher la fonction c¢. par ce début de développement, ce qui permet d'écrire :

c(t,7) ~ ¢ (t,@s(x) _ “*t) .

e

On introduit la fonction & vérifiant :

9

G(tyz) = ¢ (t,x - ‘”) . (5.8)

Dans ce cas,

et on prend comme approximation :
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Maillage fin

Maillage grossier

FIGURE 5.1 — Exemple de maillage fin

La formule d'approximation (5.9) est le point de départ de la définition d'une nouvelle méthode d’éléments finis
multi-échelles adaptée au probléeme (4.6). Cette formule nous suggére d'approcher la solution du probléme (4.6)
dans I'espace ou les fonctions de base sont des polyndmes composés avec la fonction @°. L'intérét de cette
méthode repose sur le fait qu'on peut approcher numériquement et de maniére trés rapide la fonction @°.

Les méthodes multi-échelles reposent principalement sur deux ingrédients : la construction des fonctions de base
multi-échelle et |'approximation dans la base multi-échelle. Les fonctions multi-échelles sont concues pour capturer
la variation de la porosité ¢, de la vitesse u® et du tenseur de diffusion D® a I'échelle fine. L'approximation dans
la base muti-échelle génére une matrice dont la taille est beaucoup moins importante par rapport a celle générée
si la simulation était faite directement sur le maillage fin.

5.1.3 Définition du maillage grossier

Définition 5.3. Soit £y une famille réguliére de maillages de Q). Les éléments de £ notés E; sont supposés
E
étre deux a deux disjoints. On suppose que le domaine E; est une boite de la forme F; = U Y avec Ng le

1
nombre d'éléments de la boite. On suppose de plus que les éléments Yy sont deux a deux disjoints. On rappelle
que pour tout élément Yy, il existe yi € R? tel que chaque coordonnée de yi est un multiple de ¢ et que Yy
est I'image de 'Y par l'application Ty, composée d'une translation et d'une homothétie, définie comme suit

T (y) = vk + ey, ie, T(Y) = Y.
On note Fﬁq I'ensemble des faces intérieures de £ et Fl}{ I'ensemble des faces de Eg situées sur le bord de €.
On reprend les mémes notations que le chapitre 2 et nous introduisons
I‘H,in: {eerin;eerl}q}7 FH7out: {eerout;eer?{}

Fyny={eecTnsec F}fq} s Tap=THin U1 ou-

Soit e € Fz}{ tel que e = E,,, N Ej, on notera n, un vecteur normal unitaire dirigé de E,, vers E;. On définit le
saut [¢]. et la moyenne {1} d'une fonction v par

[Yle = Vb, — Vi {0he = 5 (0, +Um)

Pour e € I";L, n. = ng et on définit le saut et la moyenne de 1) comme étant la trace de v sur e. On définit
enfin la forme bilinéaire des sauts :

Jo,m(u,0) = Z Te [u]e[v]e do

_ H
GGFIHUFHYD ¢ e

ou H. est le diamétre de e, et chaque o, est un parameétre positif a choisir.
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5.1. La méthode multi-échelle

5.1.4 Approximation des problemes de cellule

Comme cela a été mentionné plus haut, les fonctions w; doivent &tre approchées numériquement et de
N . . ~ ~c.E . N .
maniere rapide. Pour chaque maille E € £y, on approche @S par w;" solution du probléme suivant :

1 - . 1
“uf(z) - Vet (z) — div (Ds(x)wa’E(x)) = —¢*(x)uF.¢; VzeE,
€ ¢ (5.10)
w; (@) = z; VzedE,
ol
- Jput(z)dzx
fE ¢ (x)dx”
On construit le vecteur w=¥ ayant pour composantes les solutions des problemes (5.10) comme suit :
VE € &y, (wa)i ="
Il existe une unique fonction w; € H?(E) vérifiant I'équation (5.10) (voir B.5).
Nous avons le lemme suivant (démontré dans [Oual3], Annexe C)
Lemme 5.1. // existe des constantes C et Cy indépendantes de ¢ et de la maille E telles que
|w® — {EE’E|H1(E) < C1/e|0E|, (5.11)
~g ~c. F
@7 — @ 2 gy < CoeV/|E] (5.12)
et
~, ~c F
18 = @ || e ) < N0l vy € (5.13)
Remarques 5.1. 1. Les problémes (5.10) sont indépendants entre eux et peuvent étre calculés en paralléle.

2. Le choix des conditions aux limites joue un réle crucial sur la qualité des fonctions de bases multi-échelles.
Le fait que les conditions aux limites soient définies indépendamment des variations de la porosité ¢°,
de la vitesse u® et du tenseur de diffusion D¢, peut engendrer d'importantes erreurs. Typiquement si on
considére le choix fait dans (5.10), on a :

~¢ ~c, F

L2(9E) < Vel|OE| ||wiHL°°(E) )

. ~c.F
|v (@ - )]
oll nous avons utilisé le fait que w; € W (Y) (voir le lemme B.4). On voit que ce choix est tout 3 fait
tend vers 0. Mais, par contre,

7| v (@; - a;")|
L2(9E) L2(0E)

Jjustifié car lorsque e tend vers 0, ||W; — w;
ne tend vers zero que lorsque H tend vers zero et toute la difficulté vient de ce dernier point. En effet dans

< VI[OE] HvywiHLoc(E) .

L2(E)

— . , N < . N ) € N
I'estimation d’erreur a priori (5.16), établie ci-apreés, I'erreur de résonnance se comporte en ¢ est a dire

que l'estimation d’erreur (5.16) se dégrade lorsque € et H sont proches. Des méthodes ont été proposées
dans le cas elliptique pour améliorer ces conditions aux limites. On peut citer par exemple :
— la méthode d'oversampling étudiée dans [HW97, EHW00, CCSY08],

— une méthode consistant & résoudre un probléeme de cellule sur OFE dans [HW97, JLT03b, JLTO05].
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Chapitre 5. Méthode multi-échelle pour un probléme de transport et estimation d’erreur a priori

Maillage fin

Maillage grossier

F1GURE 5.2 — Définition d'un maillage pour la méthode oversampling

5.1.5 Schéma de discrétisation a I’échelle grossiére

On définit I'espace Xy comme suit :

Xy = {UH S LQ(Q);VE € SH,UH\E S ]P’s(E)} .

L'espace des fonctions multi-échelle X, g est alors défini par :

Xe g ={vey =vgow® avec vy € Xg}.

Pour tout élément E, on note {¢;},_, npop une base de Pk (E). On définit I'opérateur d'interpolation de

Lagrange 7y sur C°(E) comme suit :

NDOF B
mav(z) = Y vlay)g;(x), Vv e CYE),

=1
ol les points a; sont tels que ¢;(a;) = d;;. On définit I'opérateur d'interpolation 7.z sur C°(E) comme suit

NDOF
= (mgv) ow™F(x), VYve CE). (5.14)

e, mv(z) = Z v(a;)pj 0w (z)

j=1

Comme @°'F € H?(E) alors, pour tout ve i dans X g, Ve,H | € HQ(E) Par la suite, nous utiliserons la norme

brisée suivante définie sur I'espace H'(Ex) :
1/2

B 1 u®
il e = | Do 1D *Voulieim + Jou(vive) + 5 Z /e|? ‘n|[op]? do
Ecty ecl, Uy p

On approche la solution de (5.1) par ¢cc, g € X, g solution du probléme : trouver ¢, g € Hl(O,T;XE’H) tel que
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5.2. Estimation d’erreur a priori pour la méthode multi-échelle

pour tout v. g € X g, ona:

/(;SE n+11)EHd,r—|— Z / DVC,;-H V’UEHdI— Z / uceH VFUEHd'r

Ecéy Ecéy

_ Z /{D Veente De[ve gledo — v Z /{D Ve, i e - nelce,mled

8€F7’ UFH D SGF'L UFH D

+ ) - / B mefvepledo + Y /Ce U Ve i do + Jo, 1 (Ce,m Ve, 1) (5.15)

eeF‘ e€lH out

1
= E/QQZJECQHUE,HdI

cen(0) = 71'57Hco

avecy = —1,0,1. Le cas v = 1 correspond a un schéma DG symétrique, v = —1 a un schéma DG anti-symétrique
et v =0 a un schéma DG incomplet.

Proposition 5.1. Si la solution c. de (5.1) est assez réguliére pour que
Vt € (0,T),Ve € T% UTY, DVe(t)|, -n. € H Y2(e)
alors le schéma (5.15) est consistant.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition 2.1. O

5.2 Estimation d’erreur a priori pour la méthode multi-échelle

Théoréme 5.2. On suppose que les hypothéses 5.1 vérifiées. On suppose le domaine Q) est rectangulaire et
en forme de boite. Soit c. la solution du probléme (5.1). On considére un maillage régulier £y de pas H avec
e < H. On note c. g la solution discréte obtenue avec le schéma numérique (5.15). Alors, ¥t € [0, T, nous
avons l'inégalité suivante

ez, — Ce||2Loo(o,t;L2(Q)) + llee,n — CE||2L2(0,t;H1(£H))

c 2

€ u €
Se+H+ =+ ||—— (52+H+—)
H \/>\7nin€ L () H
— e+ H 5.16
ey e (516)
e 2
Remarques 5.2. 1. La présence du terme || — dans ['estimation d’erreur a priori (5.16) pourrait
€ L
laisser croire que la méthode muti-échelle ne converge pas lorsque ¢ et H tendent vers 0. Il faut se sou-
€
venir que ll représente la vitesse du modéle considéré (5.1) donc il est trés naturel qu'il apparaisse dans

€
'estimation d'erreur a priori.
2. On remarque que la méthode multi-échelle est plus efficace pour des petites vitesses de convection.

3. On remarque que la convergence de la méthode multi-échelle se détériore lorsque la convection est domi-
€

nante, ie > Apin (voir (5.48)).

€ llL=(0)
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4. On remarque également que la convergence de la méthode multi-échelle se détériore lorsque € et H sont
N s € . N . .. .. \
proches a cause du terme de résonance — . Ceci est dii au choix des conditions aux limites des problémes

de cellule (5.10).

Principe de la démonstration

La démonstration du théoréme 5.2 est divisée en plusieurs étapes :

1. La premiére étape consiste a établir une estimation d’erreur entre la solution exacte c. et la solution discréte
Ce, en intercalant un opérateur convenable appliqué a é.. Contrairement aux méthodes DG classiques ol
un opérateur de type Lagrange appliqué a c. serait suffisant, ici la situtation est beaucoup plus complexe.
En effet, comme 7. gc. n'est pas un polynéme alors la théorie des éléments finis classiques ne permet pas
d'évaluer I'erreur d'interpolation c. — . mc.. Sachant que I'on dispose des inégalités du théoréme 5.1 issues
de la théorie de I'homogéneisation, I'interpolation de la solution homogénéisée 7. ¢, est un intermédiaire
intéressant pour calculer une estimation d'erreur entre la solution exacte c. et la solution discréte c. fr.

2. La deuxiéme étape consiste a majorer les termes de |'estimation d’erreur entre la solution exacte c. et la
solution discréte c. .

3. Et enfin, en dernier lieu, on rassemble les différents résultats pour conclure.

Dans ce qui suit, on définit les quantités suivantes :
& (tx) = cem(t,x) —ce(t,x), V(t,x)e (0,T) x Q,
¢(ta) = cta) — meme(tx), V()€ (0,T) xQ,
8 (tx) = & (ta) + €l (ta) = cen(tx) — me e (ta),  Y(ta) € (0,T) x .

5.3 Estimation d’erreur

L'objectif de cette section est d'établir une estimation d’erreur analogue a celle que nous avons établie a la
proposition 2.5 pour le schéma numérique (2.10).

Proposition 5.2. Lorsque la solution c. de I'équation (5.1) est assez réguliére pour que
Vt € (0,T),Ye € T UTY, DVe.(t)], -n. € H /%(e),

alors pour tout t € (0,T), on a l'inégalité suivante

10
1€eNF o0 022062y + €l G2 0.1 Eyy S DL Th (5.17)
=1
avec

2 €

1 v ;0
L0 L2(E)) Ty= ) pu U E FAICE 2105

Eegy ~min

T, = ”551”%00(077“;[,2(9)), T = Z H(DE)l/Qvgs

Ecéy

)

2
L2(0,T)

H? 1
Ti= Y 10D a0y T= D MH/E@(&@M!(-@))CZ:C

Ecéy Ecéy

He H€ u wue ‘e
To= 3 CHDVElieraney, Tr= D SoIE)™ ==
e

! e )
ecly eely,

2
6 Z200,7;L2(e))>
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5.3. Estimation d’erreur

u® - n, Oe
Ts= ) *Hfl F20,rr20)s To= F||§£H%2(0,T;L2(e))v
e€l H out e€Tgp  ©
1 u® N2
o=z ¥ [1%5 nleh?in
e€l'y p

Démonstration. Nous allons suivre une démarche similaire a celle utilisée au chapitre 2 pour établir I'estimation
(2.14). Pour plus de clarté, on décide de supprimer momentanément la dépendance des fonctions par rapport a

la variable .

En utilisant I'équation (5.1) et le schéma (5.15), on a :
/ O(¢°Ee)ve,mr dx + A (& ve 1) + Br (& ve ) + Jo,u(§evem) = 0
Q

ou

gsvus H Z / DEV&E VUE H dx — Z / {DEV§5} ne[va H] V{DEVUE,H}e * e [gs]e) do

Ecéy eel', Ul'y p

B (€eyven) = Z/ L) vaHd.T—I—Z/ggupwu el edot S

Ec€y eel, e€lH out

JO,H(feﬂfa,H) = Z % [SE]S[UE,H]e do.

EEF%UFHYD

En remplacant & par 5;4 — 5; et en prenant v, g = 5;4, on a

Aamfsxsmw¢%@g¢w+BH@ﬁga+%ﬂ@igw

'Us,H do.

a@ww@¢+ﬂﬁxﬂ+&mgb+hmggy

La proposition 2.4 implique que :

A2 + Bl ) + Jon( 6 8) > 518 e+ 5 3 [ (o () @2

E€5H
ou .
2
Hf?HHl(gH) = Z ||(D€)1/2Vf?||2L2(E) + Jo.m(§8468) + 3 Z /\* Je do.
FEeéy GGFI UFH D

1>
Comme div (t) =0,0ona:

e¢A I
(205er) S e < [ AT e o AL () + Bl )+ (€62
L2(Q) Q

e¢A
Considérons le terme < (¢ ),EA). En utilisant le fait que la fonction ¢° ne dépend pas de ¢, on obtient :

’gA) /¢€8t{ } zdt/d)e gA 2dt “/EfA

( (6°€2) 7€A> <¢e

93
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Considérons le terme /Q(&t((bsfg))gf. Ona:
[owenga= Y [ ot
Ecéy

en utilisant le lemme A.2, on a :

1
o enetas < 3 Deloe Ve I + Y- | [ atorelyin

Ecéy Ee&y

162 22(m)

1
En utilisant I'inégalité de Young, 2ab < Sa® + 5(72, on a:

) 1
Joenetan < 3 SDRIG Dy + 55 2 IVE )

Ecény Ectn

5 / | Lae
+ ol 0 (bsge dx + 95 §E 2
2 | ] 32 gt
) . c c
<Y 5 DB 1 ) 25 S D)D)V EVEL 2 )
Ecéy Ecéy
+ Y o ‘/ dy(¢°€l)d 2+ > g2
€ X oo llSe 2
Eety 2081 /g EGSH 20 me
) . c
< Y 5Dhlons 5§>||§»1,1(E)+25 > D)2V ey
EEEH mzn Ee€
) el 2 A2
b Y sim| fowreal + 5 e,

Eecéy Eeéy

En utilisant le fait qu'on peut majorer Z 5% 172 (i) par Clled I %1.(g,) (voir [Bre03]) avec C indépendant de
FEe&y

H
H et en utilisant le fait que D est majorée par — (voir [PW60]), alors on a :
™

2

el A 6H 5 2 g el
f@wenetar< ¥ SR + g e+ S g | o

Ecfy FEely
C a2
+ %”55 121 (200

On considére le terme A7, ( 81,5?). On rappelle que

ApEley= Y / (D°VEL) - Veddu — ) /{vag Yo ne[éfedo — > /Davg .68 do

€

Ee&y eel't, e€ly,p
- ) /{vagf‘}e n[¢!]cdo—y Y /vagA ) -n.&l do.
eel't, eel'y,p

Comme Vt € [0,T], £1(t) € H'(Q), alors on a [¢!]. = 0,Ve € T'%. En appliquant les inégalités de Cauchy-
Schwartz et de Young, nous obtenons :

) 1
> / (D°V(¢l)) - Vel da < S35 ( > ||(DE)1/2V(§EI)H2L2(E)> +%||5§4H12Hl(811)7

Ecéu Ectu
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) He . 1
> [0y niededr <5 | X SEHDVED Kl | + 55l e

e€Ty eel't, ¢
Nous pouvons montrer que
1 H 03
% > fH{DEVf?}eH%‘Z(e)

! e
ecl'y

55 1€ 5 @-

En effet, soit une face interne e = E; N E5, on a

1 >\'I271(lil)
IHDVEL Y ellZe o) < 5 Y D (VEN 5, 7o) < 5 > IVEN g1

Jj=1,2 j=1,2

En passant a I'élément de référence E, on a

HDVEN g < H mar S (VER) 222 oy

2
j=1,2

En utilisant |'équivalence des normes en dimension finie, on a :

1/2 ~ N\ 172
—y o <eé ‘E| vaAH <é ﬂ H(Da)*l/Q (D5)1/2 va
L2(B) [E] ° NEE) || :

(D) ve!

[ve24]

L2(e) L2(B;)

“llzm;)

|E| 1
|l? ‘ V Annn
On obtient alors :

H{DVER e Z'f D)VE sy £ 3 H D) PV o

j=1 j=1,2

De méme, pour une face de bord e = EN FZ, on a

IHDVEL ellFae) S ||E||V£AIIL2(E) (D) AVEA 2, o) S HL (D) 2VEL |2 -

|E|
De ces inégalités, nous déduisons qu'il existe une constante Cy indépendante de H telle que

1 He .. 1 . Cy
5 | 2 IHDVE T | S 55 D ID)AVE Gam) S S5 lI€ 15 o)

ethUFH‘D ¢ EecEy

En rassemblant ces différents résultats, on obtient

_ Cy 1
( Z 1(D)2 V(¢ )|2L2(E)> + 276”524”%1(81” + 5”524”%11(5;;)

Ecéy

6 O¢ 17112 6 I]é € I 2
o3| 2 TN | +5 | 22 SEHPVE elEag

e€ly, p ¢ eel,

Ap(eled) <

1\3\04

Considérons le terme By (¢1,62). On rappelle que :

den=- 3 [E verws ¥ [t e

Ecéy CEF%UFH,out
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et |'inégalité de Young, on a :

1 u® 1
Z / fI Vel dr < - < Z A ||€§EI|%2(E)> +2*5||§?H%11(5H)-

A
FEecEy EcEy man

Comme précédemment, nous pouvons montrer que :

Iuwu ‘Neroa 5 HE Iuwu6'n€2 1 A2
> [t e do <5 | D S I g | + 5518 e

v e ‘
€€, Ul out e€Ty,

En rassemblant ces différents résultats, on a

u® 1 0 H wpw U 1
B (¢le) < ( )\ §g||2L2(E)> + g”fé‘l”?{l(&,) t3 E 76|\(§51) b — “Z20)
Eeg min €

e€l, Ul g out

Considérons le terme JO’H(EEI,gf). On rappelle que :

Jon(ele = Y 7 [1elllede do

e€ly, Uy, p

En utilisant le fait que [¢/]. = 0,Ve € T'%;, on a alors :
Oe
JOH fevgs Z /ga ge 6
e€l'y p
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
D<) Y TENE e + 55 16 e
) e15e 2 H, € (e) 251> (Em)

e€ly,p

Posons

H? 1 2
TEh= D Sl NG m+ D m] / au(¢°€l)dx| + Y (D)2VEL T

Ecty Eecfy EESH
5 U wu ‘e
+ > fII{D VE ellfae + Z f 72y + D fH v 72 ()
el E€€y Amin el
u® ‘e 206
+ Z *”51 ||L2(e) + Z 18] HL2(e)
e€l'y out eGFHD

On choisit § tel que
1 1
= — Cy+5
“73 25( S

soit strictement positif. On obtient I'inégalité suivante :

+ Q)

dtH\/qbff MEz ) + 20l1€8 Ol e,y < ITE) D).
En intégrant sur ]0,¢], on a

2 § T
€2 (D120 + THffHQB(o,t;Hl(sH)) S T/O Y(ED) () dr + 1E20)]1F 20
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En prenant t = T, il existe une constante C' indépendante de H telle que

T
||524||2Loo(0,t;L2(Q)) + ”5?“%2(0,15;H1($H)) <C (/0 Y(ED) () dr + ||5§4(0)||%2(Q)> .

En utilisant I'inégalité triangulaire, on a :

T
1€ (0,122 I T2 0,681 107y S 1€ oo 0,122 0 HIIEE HL2<0TH1(5H))+/ Y(&)(r) dT+|E2 (O)]IF2 (-

On rappelle que

1
€ e = 3 NP 2VE ey + hon(eleh +5 > [ 15 nelighae

Eec€n eel', Ul'y p

Toujours en utilisant le fait que ¢X(t) € H*(Q), on obtient

€15 e = 30 WDV Ve iy + 3 el g X [ 1 el

Ecéy GEFH)D ecl'y p

En rassemblant tous ces résultats, on a

11
1€ellTo0 (0,022 (2 + 1€ 1T2 (0,001 E2y) S ZTz‘
=1
avec
Ty = ||E1)2 Z (D)!/2% 7= 3 e
1= Lo (0,15L2(Q))> LQ(OTLQ(E)) S_Eeg N e SellLzomisa )
H
>z 1o
Ti= 3 10 e miey Ts= 3 H/ O1(6° (@)€L (-, ) ,
e ( =) ez, 2 12(0,7)

He He u® - ne
To= Y. 7H{ngfg}e\\%2(o,T;L2(e))v T =Y 7“(fg)upr||2L2(0,T;L2(e))’

eGF;I c eGI”}_I
Iu i 1 P Oe I
Ts= > *Hf F20mz2e)y, To= . F||§EH%2(0,T;L2(6))’
e€l'y out e€ly, p €
Tu=3 ¥ [I5nd@Pdn T =IO
eGFHD

Le terme T} est nul. En effet, par définition on a
€20,2) = o g (0,3) — 7o g (0,2) = co g (0,2) — 7o (), Vo € Q.
et puisqu’on a défini la condition initiale sur c. g par
Ve e Q, copm(0,2)=m g’ (z).
on en déduit que T7; = 0. O

La suite de la démonstration consiste a majorer les termes T; de I'estimation d'erreur (5.17). On commence
par montrer la proposition suivante :
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Chapitre 5. Méthode multi-échelle pour un probléme de transport et estimation d’erreur a priori

Proposition 5.3. Soit (£r) >0 une famille réguliére de maillages de Q. On suppose que Q) est rectangulaire
et en forme de boite. On suppose que les hypothéses 5.1 sont vérifiées. Soient (c.) la suite des solutions de
I'équation (5.1), ¢ la solution du probléme homogénéisé (5.2), c¢1 la fonction définie par I'égalité (5.3) et les
fonctions w; solutions des problémes (4.7). Nous avons alors I'estimation suivante :

> / ( c(t,u;t)ecl(t,.u;t,;))rz dtgcg(H(1+s)2+§;)

€l Ul L2(e)
(5.18)
avec Cy une constante indépendante de ¢ et de H.

Démonstration. On note par P}} I'opérateur de projection orthogonale défini dans L?(Q2) a valeur dans |'espace
P (En)-

Posons G = c.(t,x) — ¢ <t,:z: - uj) —eq <t,gg —
I'inégalité triangulaire, on a

IVGll 2oy < IV (G = Pi (O))]] ooy + IV (PE (G)) || 2y -
En utilisant le résultat démontré dans [DPE12][Lemma 1.59], on a

|V (G- Pf (G < CyHY?|Glp2(py, YeeTgNE (5.19)

u*t x

,). Soit £ € &y et soit e € JF, alors en utilisant
€

)HL2 (e)
avec Cy,. une constante indépendante de F et de H.
En utilisant le résultat démontré dans [Riv08][Page 23], on a

IV (Pr; (G) CopH 2 |V PE(G)

)HL?(e) S HL?(E)

avec Cyp une constante indépendante de E et de H.

Donc il faut évaluer ||V P (G HL2(E . Comme P}, est stable en norme H' donc

||VPH ||L2(E) HV (PH (@) - G)HL2(E) + HVGHL2(E) :
En passant a I'élément de référence E, il existe une constante C telle que
IV (PEG) ~ Gl sy < CELE 9 (PR - 6)|
(&) H L2(B)
<O 50, koo
¢ HVG‘ L2(E)

Ce qui entraine

IV P (G) CIVGl g2y + VGl 2y < 1+ O) VGl 2y -

22y <
En recollant les inégalités, on obtient :

VPG < Cirp(1+ CYH V2 |VG| 2 (5.20)

Mz

En utilisant les inégalités (5.19) et (5.20), on a

S [ (et (e ) e 12 ))

BGF}{UFH,D

2

L2(0,T,L2(e))

2 pa — 2
< Z (2C't2TH G200, 712 () 2C;,(1+C)*H™! HVGHLQ(O,T;LZ(E))>

eGFi UFH D

2LCt21H Z HG||L20TH2(E +2Ct7b( +C ! Z ||VG||L20TLZ(E))
Ecéy Ecéy
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avec L le nombre de faces de faces qu'un élément de £y peut posséder.
Finalement, en utilisant I'inégalité (5.4), on a

3 /OT v (cg(t,-) —¢c (t,- - u;) —ecy (t,- _ u;g))

e€l', Uy p
< 2LC2 He? +2LC3,(1+ C)?H 'e?
<Cy(H(1+e)*+H 'e?)

2

L2(e)

avec Cy = max (QLC’,?,, , 2LC2 (1 + 6)2) O

5.4 Majoration des termes 17, T5 et T3

La stratégie pour majoration des termes T3, T5 et T3 repose sur la remarque suivante

Remarques 5.3. La difficulté pour majorer les termes T, Ts et T3 réside dans le fait que
fg(t,l‘) = Ca(tax) - 71-E,Hée(tvx)

n'est pas une erreur d’interpolation. Pour majorer ce terme, celui-ci doit étre décomposé en fonction de trois
types d’erreur, que sont :

— [l'erreur d’homogéisation,

— ['erreur de discrétisation,

— et l'erreur dile a I'approximation des problemes de cellules (4.7) par les problémes (5.10).

Sur la base de cette remarque, on considére la décomposition suivante :

Z IV (e = 7rs,Hés)HQLz(o,T;Lz(E)) <3 (Gilwm + Gaige + Giell) ) (5.21)
Ecéy

ol

Ghom = Y IV (ce() = ec( 0" (D) [72(0. 112 (1))

Ecfy
~ ~ ~, 2
G}lisc = Z ||v ((CE - FHCE) ('7wg(')))”Lz(O,T;Lz(E)) )
EcEuy
~ ~, ~ 2
et G¢1:ell = Z IV (rmé:(-,w(-) — 71—E,HCE('V))”L‘Z(Q,T;[}(E)) :
Ee&y

De méme, on considére les décompositions suivantes :

Z ||C€ - ,/TE,HéEHi?(O)T;LQ(E)) < 3 (G%wm + GZisc + Ggell) ) (522)
Ecéuy

ol

Ghom = Y llee(-) = &0 (DIIZa0. 7020

Ectn
~ ~ ~, 2
G?lisc = Z H(CE - TrHCE) ('aws('))HLQ(O,T;LQ(E)) ’
E€fn
~ ~ ~ 2
Gzell = Z Impée(-, @°(-)) — 7TE,HCE('>')||L2(07T;L2(E))a
E€fn
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et
~ 112
Z ||C€ - ﬂ-&HCEHLOO((),T;L?(E) =X (Ghom + deec =+ G('pll)
Ec&ny
ol
Gigwm Z l[ee(y) — e (- (- ))||L°° (0,T;L2(E)) »
Ecéy
~ ~ ~, 2
Ggisc = Z H(CE - FHCE) (" wa('))HLOO(O,T;LQ(E)) ’
Ecty

N ~ 2
Goen = Z [mr e (-, () — WE,HCE('V)||L°0(07T;L2(E))’

Terme d’homogénéisation globale Gy,

Lemme 5.2. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

2
G}mm = Z IV (ce(:yr) — e (- (’)))HL?(O,T;B(E)) Se

Ecéy

~ ~ 2
Ghom = Z HCE(V') - CE("wE('))||L2(O,T;L2(E)) g 62'

S 2
Ghom = D lles() = 20" (D w025y S €™

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

Démonstration. Pour majorer les termes T, Ty et T3, nous allons procéder comme dans [Oual3]. L'idée consiste

a utiliser les inégalités du lemme 5.1. On commence par la décomposition suivante :

d

VCE( 7') Zv{u\f()amég(a)

i=1

[Vee () = Ve (4 W (Dl 20,12 (m)) <

L2(0,T;L%(E))

)0z, Ce(+,r) — VE (-, w°(+))

L2(0,T;L2(E))

(5.27)

Le premier terme du membre de droite de (5.27) peut &tre majoré en utilisant I'inégalité (5.4). En effet, on a:

u*t u*t =z x\ Oc u*t
V(c(t,x— 6 )+5cl (t,x— 6 ,E>) Ve (t,x) —&—EZV(wZ(g){m(t,m— E ))

(ei + V,w; (g)) 0y, Cc(t, )

[
M&

i=1
—l-EZwZ( )Va .Ce(t,x).
En utilisant le fait que @5 () = x; + cw; (g) et donc que V5 (z) = e; + Vyw; (g) nous avons :
V|ec(t,z)—c tx—u*t —ec u't z = Ve (t,x) va )0y, Cc (t,x)
e\l ; c 1 3 c ’5 8 €
x
- i\ 81'} t7 .
ng (E)V Ce(t,x)
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L'inégalité (5.4) implique que :

2
d

VCE ,' Z amLCE 7')

D

Ec&y,

1/2
2 >
2 . [,o°
= = L2(0,T: Lo (2))

. 2
= ( v (3 3t o (2 vt ))
[ € L2(0,T;L>(E))

Puis, en utilisant le fait que ¢ € L™ (0,T; W*>(Q)) et w € W">°(Q), on obtient

(g

L2((0,T)><E)

d 2

VCE ,' Z aILCE a')

S (1+19)) S (5.28)
L2(0,T;L2(E))

D

Ecé&yp

Considérons maintenant le second terme du membre de droite de (5.27). On remarque d'abord que

d
Z VW5 Oy, Ce (t,x) — Ve (t, w° Z VW5 () (O, Ce (t, ) — O, Cc (¢, 05 (x))) .

=1

On a ainsi :

S Hd+Vywll o iy 1IVE () = Ve (0" ()l 20,1y -
L2((0,T)x E)

d
SV () (0r, = () — Ou, e (7))
i=1

En utilisant le développement de Taylor avec reste intégral, on obtient :

Vi (t,w®(z)) = Vée(t,x +6/ Zw, Vaa«,Ce (t x4 esw (Z)) ds.

On obtient ainsi :

>

Ecéy

d

Z Vfu\f() (azmée ('7 ) - amés (7’&)\E<)))

=1

~ 112 2
S E e ||CEHL2(O,T;W2v°°(Q)) ||w||L°°(E) |E]
L2(0,T;L%(E))  E€fm

<e? (5.29)

Les inégalités (5.28) et (5.29) nous permettent de déduire I'inégalité (5.24).

Considérons le terme Z llee(-,) — 65(-,@5(-))Hng(O,T;Lz(E)). Un développement de Taylor avec reste inté-
Ecéy

Ce(t,0°(x)) = (L, x) —|—5/ Zwl 893166 (t x4 esw (Z))ds

gral donne :

On obtient ainsi
ce(t,x) — G (t,0° () = ce(t,x) — Ce(t, x) — 5/ E wl 8&05 (t T+ esw (a:)) ds
3
B u*t x u*t =
=c(t,x) — éc(t,x) —ecy | t,x — ,— | +ecy | t,x— ,—
e €

e e
_5/ Zwl 8%05 (tx—l—ssw (i))ds
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Par conséquent, on a :

*t
ce(t,x) — e (t,x) —ecq (t,m _u , x)
e €

~ ~, 2
l[ce(t,2) — E (0" (@) 1200712 ()) < (
L2(0,T;L2%(E))

u‘t zx
+ el (t, T — , >
€ &/ 1lL2(0,sL2(E))
2
1.d T x
+e / Zwl (f) Oz, Ce (t,x + esw (7)) ds
0 4 € €
i=1 L2(0,T;L%(E))
5 w't z\|?
<3| ||ee(tx) —ée(t,x) —ecy |tz — , =
& /M2, (k)
) ( u*t x) 2
+etller | t,x — , =
& &/l 0,2 (m))
1.4 T T ’
4e2 / Zwi (—) Oy, Ce (t,x + esw (—)) ds
o g g
=1 L2(0,T;L%(E))

En sommant sur tous les éléments du maillage, on obtient :

2

u't z
ce(t,x) — Ce(t, @) —ecy (t,x - ,€>

L~ 2
Z l[e<(t,2) — E (6, 0" (@) |20, 712 (my) < 3 (

E€&y, L2(0,T;L%())
. 2
9 u‘t x

+e” |1 (tv r — ) )

& &/l (0,iL2 ()
1y x T ’
+¢? / E w; (7> Oy, Ce (t,x + esw (7)) ds
0 4 € €
1=1 L2(0,T;L2%(R2))

En utilisant I'inégalité (5.4), le fait que ¢ € L?(0,T; W*>°(Q)) et que w € W (), nous avons

P 2
Z [[e=(t,2) — Cs(taws(x))||L2(0,T-,L2(E)) Sé?
Ecg&y,

d’ou l'inégalité (5.25).

NE

Considérons le terme Z llee(vyr) — éc (-, @ (-))Hiw(O’T;LQ(E)). Comme précédemment, nous avons
Ec€éy

2
*t
ce(t,x) — Ce(t,x) —ecy (t,az _u , sr:)
€ &JllL=(01L2(E))

- —~, 2
||Cg(t,$) - cs(tawa(x))HL“(O,T;LZ(E)) < 3 (

« 2
9 u't x
+ &% ||ler (t,x — , )
€ &/ llL=(01iL2(B)
1 d X T ’
+e2 / Zw, (—) Oy, Ce (t,x + esw (7>) ds
0= °F c L>(0,T:L(E))
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En sommant sur tous les éléments du maillage, on obtient :

" 2
- ~ 2 _ u‘t x
S llea(t) — (7 (@) 2 o 1010y < 3 ( () — &(t,7) — ecr (t,x - )
E€&y, L>(0,T;L*(2))
" 2
9 u‘t x
+e7||cr (t,x — ,>
& &/ MlLee(o,miL2 ()
1 X x ’
+e? / sz (—) Oz, Ce (t,:v + esw (f)) ds
0 “ € €
i=1 Lo (0,T:L2(2))

En utilisant I'inégalité (5.5), le fait que ¢ € L?(0,7; W?2°°(Q)) et que w € W">°(Q), on a

X (4 e 2
Z l[ce(t,2) — E:(t,w (x))”Loo(o,T;m(E)) Se
Eecé&y,

d’ou l'inégalité (5.26). O

Terme d’interpolation G g;s.

Lemme 5.3. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

G}lisc = Z IV ((¢c —mmee) (-, @6(')))“22(0,:{1;[,2(@) S H' +2H?, (5.30)
Ecéy
Gzisc = Z [(éc — muée) ('7@8('))”%2(0,T;L2(E)) S H +*HY, (5.31)
Ecéy
~ ~ ~, 2
Glise = Z [(é: — mmée) ('7w8('))HL°C(O,T;L2(E)) SH+eHY. (5.32)
FEely

Démonstration. On commence par remarquer que
d
V(6 — 7uds) (60 (@)) = 3 Vi (2) 0y, (7 — wae) (1,07 ().
i=1

~ x .
Puis, en utilisant V&; (z) = e; + V,w; (f) on obtient :
€

IV (& = mrée) (0" (D)l 20.7:02()) =

d
>V ()0, (6 — i) (@ ()
i=1

L2(0,T;L%(E))
<VT||Id + Vyw||LOO(Y) IV (€ = muée) (W0 ()l oo 0,1 02(5)) -

En utilisant le développement de Taylor avec reste intégral, on obtient :
d 1
_ _ N _ _ x _ _ x
V(@ ) (18°() = ¥ (o = ) (1) 42 3 [ (2) 00 (9 (e = ) (14 2o (2) ) s
i=170 € €

Puis, en utilisant le fait que ¢ € L°°(0,T; W*°(2)) et en utilisant des résultats d'interpolation classiques, on a

> IV (@ =) (B ON iy S D (HHem o romm ey + H|E)
Eeény Eety

S Y (BBl ~ o rwa () + H2E B
Ecéy

5 H4|EE|%OO(O’T;W3‘OO(Q))|Q‘ + H2€2|Q|
S H* + H%:?
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d'ou I'inégalité (5.30).
Considérons le terme Z (& — wpee) (-,@€(~))||2Lg(0 7.12(m))- EN utilisant le développement de Taylor avec

Ecéy
reste intégral, on obtient :

(Ce —mgce) (t,w(x)) = (Cc — mhie) (t, T —i—sZ/ w; O, (Gc — THE) (t,x+esw <£>) ds.
€
Puis, en utilisant le fait que ¢ € L°°(0,T; W*°(2)) et en utilisant des résultats d'interpolation classiques, on a

~ 2 ~
> e = mae) (0 (Dlaorzamy S Y2 (Bl mqomyms + H'<1B)
Ectuy Eclu

S Z (HG‘E||65|%°°((O,T);W3v°°(E))+H452|E|>
FEely

S HO\ee|Foo (0,700 (0 [ + HE?|€)]
< HS + H?

d'oii I'inégalité (5.31).

Considérons le terme Z l(éc — mgée) (~,@8(-))\\200(0’T;L2(E)). En utilisant le résultat précédent, on a :

Ecéy
~ 2 B
Z || 7THC€ ("ws(‘))HL‘X’(O,T;LQ(E)) S Z (H6|C€|%oo((07T);H3(E)) +H452|E|)
Ecéy EcEn
S Z <H6|E||65|%°°((O,T),W3OG(E)) + H4€2|E|>
Eclu
S H6|E€|%°°((0,T);W3100(Q))|Q‘ + H*e?|Q)
< HS + g2
d'otl I'inégalité (5.32). 0

Terme d’homogénéisation locale G

Lemme 5.4. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

cell = Z ||v 7rHcs , W ( )) - 7rE,Hés('a'))||2L2((),T;[‘2(E)) S E +eH™™ %+ + 52H67d7 (5-33)
Ecéy
~ ~ ~ 2 _ €
Gl = Z |mace(-, @ () — 7rs,HCs('a')HL2(0,T;L2‘(E)) S+ HY I+ T’ (5.34)
EcEuy
~ —~ - _ €
= 30 mne(s () = et o) o rigagey S &+ HE 982 + =, (5.35)
Ecéy

ou mwp est I'opérateur d'interpolation dans X g et m. p est l'opérateur d’interpolation multi-échelle tel que défini
n (5.14).

Démonstration. En utilisant la définition de 7. g, on a :

V (mrée(t, 0% (2)) — me gl (t2)) = V (156 (t, @° (2)) — mre.(t, @ (z)))

= ZV e, (TEée) (8, W% (2)) — VWS ()0, (mHée) (t, 0 (2)) .
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En intercalant le terme V&5 (2)0,, (muée) (t,w(x)), on a :

IV (raee (@ () = Tesre oDl o o) <

Zd: (Vs = Var"?) o, (muee) ()

L2((0,T)x E)

Zv~€> v (1) (50°()) = (O, (mrce) (075 ()
L2((0,T)x E)
(5.36)

Considérons le premier terme du membre de droite de (5.36). On a:

d
> (V@ = VT ®) o, () (0°()
i=1 L2(0,T;L?(E))
d
VT30V (@ - @) up O, () ()
i=1 L2(m) 1P€ L} L= (0,T;L>=(E))

On applique ensuite le lemme 5.1 sur chaque maille E. Ainsi :

Z |V (@ — & )HL2(E)N Z |0F| S eH* ' H™ %
Ecéy EcEy

oll nous avons utilisé le fait que la mesure du bord d’une maille est bornée par H%~! et que le nombre de mailles
nécessaires au recouvrement de 2 est borné par H~%. On a donc

>

Ecéy

2

Sup On, (T Ce) (" ()
i€{1,...,d}

<= sup

~ H
L2(E) Ecéy

3 (Vs = Ve ") ., (wuée) (7))

i=1

Lo (0,T5L°(B))

(5.37)
De plus, utilisant le fait que & € L?(0,T; H*(2)) , on montre que |02 el oo 0,7, 1.0 (1)) €St bornée. En effet,
en utilisant le résultat d'interpolation suivant ( voir [BS07]) : il existe une constant C' indépendante de H telle
que

|v — TV Wi gy < CH™™i=d/p lollyymn(my, Vo€ W™P(E),
on obtient :
10z, Cell Lo (0,750 (1)) < 18l Lo0 (0,mw 1,00 (1)) + CH*2|e.| oo 0,151 (5 S (1 1+ H2),

Et, on obtient alors :

d 2
> SV (@ = @) 0, (raee) (7)) S = +eH™ (5.38)
Ee&y |li=1 L2(0,T5L2(E))
Considérons maintenant le second terme du membre de droite de (5.36). On a
d
> V@ (O, (wuee) (0 () = Os, (wée) (P ()))
i= 1 L2(0,T;L2(E)) (5.39)

w;’ E sup ||8961 (ﬂH&E) (7@5()) - azq (WHEE) (’7{58’E('))||L2(07T;L2(E)) .

Lo (E) ie{1,...,d}
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~,

Remarque 5.2. Pour majorer le terme 0, (té.) (-y0°(+)) — Ou, (mré:) (@ E(-)), on souhaiterait appliquer
une inégalité de Taylor-Lagrange®. Ce qui necessite que la fonction x — () soit lipschitzienne dans E. Or,
comme les fonctions py, sont des polynémes dans E alors oy, est de classe C*™° dans E. La difficulté est que nous
n’avons aucune guarantie que les images des fonctions x — w™'¥ () et x — @°(x) soient incluses dans E.

On introduit pour cela le sous-ensemble Cg de E pour lequel ©°(x) € E :
Cp = {x € E | B, 2 |[w] o ) C E}

Nous avons également @E’E(x) € EVx € Cg. En effet, en reprenant I'estimation (5.13), on a

~c F

|@° -z — (w [wllpee vy & Vo € E.

—‘T)HLOC(E) <

Donc
15 = ll gy < Wl ry 418 = 2l e (), Ve € B

et
[ =2l ) < 20l

On va donc majorer le terme 9, (mgé.) (- 0°(+)) — Ou, (Tré:) (@5 F()) en le séparant en deux

102, (71e) (@) = B, (m1E) (T )|
= Ham (ﬂ-Hé&) (,ﬂ)\s()) - 811 (TrHEE) (’{IJE,E())Hiz(CE)

+ Haﬁcz (TFH6€) (7’&)\6()) - 8337, (ﬂ-H&E) (’@E,E())HiQ(E\CE) . (540)

On a donc les majorations suivantes :

102, (1) (%)) = O, (m1e) T E (D320 < IV (RHE ) |87 = Ty
SIVOy, (rwé €)||L°° () @7 —@° ||L2(E)
S IVOs, ()| (5 € |E|
S IVOs, (mréc) || iy > H, (5.41)

en utilisant le lemme 5.1 et le fait que les volumes des mailles sont de I'ordre de H?.
Sur E\ Cg, on utilise le fait que
|[E\ Cp| S |0E|e.

On a donc

~ e . ~c 2
10, (rree) (5@°()) = 0a, (wre) (PO o o
= NE = € 2
S 02, (rare) (587 ()) = D, (mare) (5P O oy OB €
<eHd ! (5.42)

En insérant les inégalités (5.42) et (5.41) dans (5.39), on obtient

2
~s

<2HY 1+ H ) + eHITL
L2(0,T5L2(E))

o (muce) (5(@° — a%F)(-)))

2. Soit f une fonction appartenant & I’espace Wl’oo(w) dans w C 2, alors il existe une constant M telle que

[fly) = f@)| <Mz —y| VzewVyew.
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ol nous avons utilisé I'inégalité suivante :

HV@MWHEE||Lw(O7T;Lw(E)) < \V@Iiéshx(oj;mcw)) + CHsid/2‘66|L°°(O,T;H5(E)) g (1 + H37d/2)'

En calculant la norme L? sur tout I'espace, on obtient

2.

FEely

SOVEEE (0, (nnde) (0 — 7))

i=1

< > EHY 1+ ) 4 eH!
L2(0,T;L2(E)) E€fnm
<21+ H%) 4 eH™!

car le nombre de mailles pour recouvrir € est de I'ordre de H ™9,
Finalement, on obtient

Z ||V (WHEE(E@E(')) - Ws,Héa('v'))HL‘Z(O,T;[;(E)) S,
Ecéy

+eH™ 4 &2 4 2H6

= \

Considérons le terme Z lece(-,@we(+)) — '/T;-;,Hée('a')||i2(07T;L2(E)). Ona:
Ecéy

TEE(t, 0% (2)) — Te e (tx) = mpée(t, 0 (x)) — mgé-(ta™F (z)).

Comme précédemment, nous effectuons la décomposition suivante :

| mrée(t, W) — me mé(t, )”Lz E) = = ||mué(t,w") — 7 meé(t, )HL2(CE)
+ ||7THCa(t7'&}\ ) — Tg, HCE( )HLQ(E\CE) .
Les mémes arguments nous permettent de montrer que :

[mrée(t, ) — WE,HEE(ta')H;(cE) < HV(WHEE)@)Hsz(E) eH' S (1+ H ) HY,

|7 Eée (t, W) — We_,Hée(t,.)Hiz(E\cE) <eH

Les inégalités (5.45) et (5.44) nous permettent ainsi de borner (5.43) de la facon suivante :
Imree (-, W () — me e, )||L2(E) (1+H*")e?H +eH.
En calculant la norme L? sur tout le domaine €2, on obtient

~ ~, ~ 2 — _
N mne (@) — Temle () e gorne sy S €+ HE €2 +eH Y,
Ecéy
et
- ~c ~ 2 — -
D Ml ( @) = 7o mle (o) o ey S &+ H e +eH ™
Ecéy

(5.43)

(5.44)

(5.45)

O

Proposition 5.4. Soient ¢, la solution du probléme (5.1) et é. définie par (5.2) et (5.8), les inégalités suivantes

sont vérifiées :

T1§ﬁ+eH7 4?4 2H? 4 2H54 4 HY,

Ty <% 4+ H3 9% + 2H* + % + HS,
1 ue |? 2 8—d 2 2774 , € 6
T3 S — (s +HS? 2 +—+H).
Amin || € Lo () H

(5.46)

(5.47)

(5.48)
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Démonstration. On peut remarquer que
T < G?Lom + Gzisc + Gzell'

En utilisant les inégalités (5.26), (5.32) et (5.35), on obtient I'inégalité (5.46).
De méme, on peut voir que

T2 < )‘gnax (Gilwm + G:lisc + Géell) .

A partir des inégalités (5.24), (5.30) et (5.33), on obtient I'inégalité (5.47).
Enfin, on a

112

1 u

3

T3

N

(G%zom + Gzisc + Gzell) .

)\min L>(Q)

Et enfin, en utilisant les inégalités (5.25), (5.31) et (5.34), on obtient I'inégalité (5.48).

5.5 Majoration des termes T} et T;

Les termes T, et T3 sont les plus compliqués a majorer car nous ne disposons pas d'inégalités issues de la
théorie de I'homogénéisation pour la dérivée temporelle. Ce qui justifie I'utilisation d'une norme négative. Et,

grace a cela, nous pouvons borner les termes T et T5.
A nouveau, partant de la remarque 5.3, on décompose T, comme suit :

H? ~
Z p ”Q/)Eat (CE - TrE,HCE) ('7'))”%2(0771;1&[71(}3)) <3 (Dhom + Dyisc + Dcell) y
Ecéy

ou

Diom = 37 o167 (0heal) = 6 (10 @0 D) o st )

FEely
H? € ~ ~ ~¢ 2
Dgise = Z 2 ||¢ (‘)at ((Cs - 7THCs) (o,w (’)))”L2(0,T;H*1(E)) )
Ecéy

H? - - e ~
et Dee = Z =) l6°(-)0s (mrée (-, we(+)) _7TE7HCE("'))||2L2(0,T;H*1(E))'
E€éy

De méme, nous décomposons le terme T5 sous la forme :

1 ~ 2
S g | [ @ mm con s <3 (Dl b Dl ),
Ecéu E L2(0,T)
ou
1 2
Dhm= 3 57 | [ @ 0ect) - 0 @@ o]
Ecéy E LQ(OvT)
2
Dhe= 3 5751 | 6@ @1~ mnt) (@) el
E€€y 2 L2(0,T)
b 1 . . ~ 2
ot Dhu= 3 g | [ 6@ 00 el 0°(@) = () d|
Ecéy (O»T)
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5.5. Majoration des termes Ty et Ts

Terme d’homogénéisation globale Dy, et D?

Lemme 5.5. Soient c. la solution du probléme (5.1) et ¢. définie par (5.2) et (5.8). Nous avons les inégalités
suivantes :

e 112
Dhom < e2H2(1+ H)? + 2 H* || + H%? + HY(1 +¢)2, (5.51)
L>(9)
e (12
Dpon SE°+¢° : (5.52)
€ llLee (@)

Démonstration. On commence par rappeler que, pour E € i, on a :

167 ()0hee ) = 67 (0% o0 O Eeqo.mita-1 ey
_ /T< wp | U8 @0 (t) — o, 8°(@) o) do) )dt.

. 2
e H (E)\{0} IVollLz(m)

Majorer les termes Dy, et DY revient alors 3 majorer les intégrales suivantes :

/E 6 (2)0 (e (t,2) — 2 (1, 0°(2))) plx) dz, pour g € H'(E)

et

/ ¢ ()0 (ce(t,x) — C(t, W (x))) du.
E

On commence d'abord par décomposer le terme ¢° (2)0; (¢ (t,x) — ¢-(t,w*(x))) en plusieurs termes. En utilisant
I'équation (5.1), on a

&% (2)0ce (tx) = —éue (z) - Vee(t,x) 4+ div (D® (z) Vee (t,x)) -

En dérivant le terme é.(¢t, w"(x)), on a :

¢ ()02 (1, 0% (x)) = ¢ ()0, <C (W“w (g) - t))

= ¢°(x) (0yc) (t,;v +ew (%) u;t) - é(ba(x)u* -V (c (t,m+5w (g) - u:)) :

On définit I; comme suit :

h(ta) = 6 (@pu” - ¥ <c (t,x—i—sw (%) - “f)) |

En utilisant I'équation (5.2), on a

(e (12w (£) = 20 = “ i (e (1,04 (2) - 21))

On définit le terme I, comme suit

Ir(t,x) = div (D*Vc <t, T+ ew (g) - u;)) .

Donc, on a

6% (2)0ye. (t, 0% (z)) = I1(t,z) + Q_f I(t,z).
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*

On applique ensuite un développement de Taylor au voisinage de = — sur les termes I et I5 en utilisant le

fait que c € L™ (O,T; W3°°(Q)) :

* d *
Ii(tx) = 72958("17)11* -Ve (t,x _ u5t> — ¢ (z)u* - <Z VO, c (t,x - llgt) w; (:))
i=1

— 5/ Z sz (g) w; (g) ¢ (x)u” - Vaiy%,c (t,:c - u;t +esw (:)) (1 — s)ds.

*

ld + esw (m)) ds.
€ €

Ir(t,x) = div (D*Vc¢) ( ,

) /Zwl ”: div (D*Va,, )<t,x—

£
On pose C. la somme des deux restes intégraux de I; + ¢ gx) I, ie

*

“Et +esw (i)) (1— s)ds
wesu (%) ) as

[ S () () e o2 e (1

11]1

*

+/0 Z (bsq(_:?) w; <§) div (D*Vd,, ¢) (t,x B ugt

i=1

On en déduit que

¢° ()0 (ce(t,x) — Ec(t, w"(x)))
= div (D®(z)Vee(t,x)) — G ;) )d iv(D*Vée(t,x)) + 1qbs(as)u* - Vée(t,x)

i (320700 o i (2)) ) < (3200 (o 49 (o (£)) )

d
+ ¢ (z)u” - (Z VO, (t,z)w; (g ) - }ua(:v) -Vee(tr) —eCe(t,x)

s £ d d (bE(x) * 02 1 5 * ~
= div (D®(2) Ve (t,z)) —ZZ D302, 0, Ce(t,) + —0° ()u’ - Ve (t,2)

i=1 k=1 2
+ i D#(z) (ek +eV (w;C (g)))) 92, 4 Ce(tw) + idlv (Ds(a:) (ek +eV (w;C ( )))) O, Ce(t,2)
k=1 k=1
—div (i: Dé(z) (ek +eVvV (wk (g))) 8%68(75,33)) + Z zd: ¢° (z)ujwy ( ) 92, 4 ()
k=1 i=1 k=1

— —u®(x) - Vee(t,x) — eCe(t, )

= div ( x)Vee (t,x) ZDE (ek +ev (wk (g))) 6wk65(t,x)> + %(be(x)u* - Ve (tx)

zd:zd: ( ;x D}, — ¢°(z)uiwp (g) - (Ds(x) (ek + eV (wk (g)))) )83 ()

—u®(x) - Ve (t,x) —eCe(t, x)

+
(=L
£
<
/N
)
Ul
—
~—
/N
(¢]
E
+
™
<
/N
g
=
/N
N———
N——
N—
&
=
(e
™
—~
~~
=
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ol on a utilisé le fait que 82, , é(t.@) = 02, &(tx). En intercalant le terme

on a

= div | D°(2)Ve(t,x) — iDa(m) (ek +eVvV (wk (g))) 63%55(1571‘)) + %(be(x)u* - Vé.(t,x)

~ () . .
S (g - (@t - wita) wn (£) - (D7) (e < (un (2)))) o) 22,

¥ Zd: div (Ds(q;) (ek +ev (wk (g)))) B, & (t,2) — éu‘s(m) Ve (tx) — eCelt, x)
k=

On en déduit

d * * d *
Zwk (g) VO, c (t,x — u;) =V (t,x - ust,i) — ;Vwk (g) 0z, C <t,x — u€t> .

k=1
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5~ (@) b xs
_;;< ; DY, — (¢5(x)ul — ut(x)) wy, (g) - (D () (ek—l—zsv (wk (f)))) e>a§ ()
+Zd:dlv (D (z) (ek +eVv (wk (g)))) Or,, Ce(t,x) — —u(x) - Ve (tx) — eCe(t, x)

k=1

d
+u®(z) Ve (tm—t €> —];us(x)-v<wk (7))3 c(tm—t)
— div (D (2)Vee (t,2) —zd:D (x) (ek tev (wk (g))) 9, 2 (1 :c)) + §¢ (z)u* - V& (t,2)

S () - z
;;( D (6% (2)u — uS () wy (g) - (D () (ekJreV (wk (f)))) e> 92, é(tw)
+ y div (D (x) (ek +eVv (wk (g)))) Oy, Cc(t,x) — —u®(x) - Ve (t,x) — eCe(t, )

k=1

tx ¢ w(a T u*

+u(z) Vg (t,x - Et,g) - ’; 5( ) . (ek + eV (wk (E))) Oz, C <t,x - ;)

- (@) - ;
S5 (S e (2) - (570 o9 (0 (2)) ) it
—&—zd: d1V<D (z) (ek+5V(wk (7>)>)—1§ (ek—i—eV(wk <7)))+1¢ (z)u ek>8 e (t,x)

=
2
Il
]~
N
&
<
A~
o)
—
o
—~
o
B
+
™
<
A~
g
B
\
~—
—
—
~—
|
[=1
[QEPEN
&
~~
¢
B
+
™
<
—~
g
BN
\
~—
~—
~—
+
m | =
-
™
—~
&
N—
[=1
*
¢}
B
"
&
Ead
e}
m
—
-
&
SN~—
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J(t,z) = div <D5(x)VcE(t,x) - Xd: Dé () (ek +ev (wk (g))) 8$kéa(t,x)>
k=1

N.(t,x) = flue(os) : (Vcs(t,x) — Ve (t,z . t) —eVa (t,z U t,x)>
5

€ € e
On a alors
&% (2)0y (ce(t,x) — e (t,w° (2))) = L. (t,x) + J:(t,x) — eCe(t, x) + Mc(t,x) + Ne(t,x).
Par conséquent, on obtient :
H? 9
Dhom < ? Z ||Is + Js - 505 + Ms + N5HL2(O,T;H—1(E))
Eecéy
5H?

2 2
< 2 Z (llIEHLQ(O,T;H*l(E))+||J€HL2(O,T;H*1(E))
Ecéy

2 2 2
e 1Cel 22 0,1y + 1Mellz20. 7,51 (y) + HNEHL?(O,T;H*l(E))) :

/EIE(.,I) dz /E J.(-z) dz

/EC'E(-,x)da: /EME(~,x)dx /ENa(-,x)dx ;(O’T))

Remarque 5.3. La suite de la démonstration consistera 8 majorer les termes I, J., C. et M. et N. en norme
L*(0,T; H Y(E)) et en norme L*(0,T; L*(E)). La majoration repose principalement sur les deux arguments
suivants :

— utilisation du lemme A.3,

De méme, on a

5
b
l)hom< Z 2|E| <‘

Ecéy

2 2

"

L2(0,T)
2 ‘

L2(0,T)
2 ‘

+ &2

+ +
L2(0,T) L2(0,T)

— utilisation de la forme des éléments du maillage :

Ng
E=|]JY$, VEecé&n.
1

On rappelle que k € Z, VY, C E, Y est I'image de 'Y par I'application T, définie par
T (y) = ke + ey.

Majoration du terme 1.

Partant de la remarque 5.3, pour tout ¢ € Hl(E) ona:

Lls(t,x)w(w)dx
[ (T o e (2) - (05 (29 (i (2)))) o) oo

(5.53)
=55 [ S (P o o (2) - (070 o (v (2)))) ) et i
¢

NEg d
== >oet [ 303 (M5~ (6luhu — w(0)) k(o) ~ (Do) es+ Ty0n0) - ) 0, T ) ATE )
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L'égalité suivante est vérifiée

/Y <¢E;5y) e — ()i —ui(y) wr(y) — (DY) (ex + Vywi(y))) ~ei> dy = 0.

En effet, en utilisant le fait que ¢ = / &(y) dy et la définition de D}, (voir (4.10)), on a
Y

/Y (gbi,)y) it — (@(W)uj —ui(y)) wi(y) — (D(y) (ex + Vywi(y))) e) dy

—D;, - /Y (G} — (1) we(y) — (D) (ex + Vyuwr () - e: dy
= 0.

Par conséquent en utilisant le Lemme A.3, il existe une fonction Cix € H(div,Y) N (L®(Y))? telle que

—divy G (y) = —-Dj;, — (9(y)u; —ui(y)) wi(y) — (D(y) (ex + Vywi(y))) - i, dans Y

Cik(y) -ny (y) =0, sur 9Y.

On obtient alors :

Ng d d
[ Ltaretade =333 e [ ~divGu)e?, o, o015 ) 0T w) dy
E z=1i=1 k=1 Y
Ng d d
=Y 3 e [ Galo) V(02 (T )T ) dy
z=1i=1 k=1 Y
Ng d
<l oD 190 @2 T )T )|
z=11i=1 k=1
< emax Gl vy ZZ/ V(@ 0, et0)p () | o
=1 k=1

< emax Gl vy 22/ V02, o, elta)p(a) + 2, 20 (10) Vi) | da

=1 k=1

1/2

< EHQE}CX HQ,kHLoo(y) |E| ||Cs||Loo 0,T; W3- (E) H<PHL2(E + l1Eell L (0,T;W2-(E) ||V90||L2(E)>

2 (DE €l oo (0,75w2.00 (5) + HEEHLOO(O,T;W?:OO(E)) Vol r2(m)

1/
< Enﬁx HCMHLOO(Y) 12

1/2 -
< emx 1Glmn B2 (2 1ol wamian + Iedlimzvam o)) 196155ce
< g2 (2
X Enﬁx HCUCHLoo(y) |E| P HC||L°°(0,T;W3=°°(E) + ||C||L°<>(07T;W2v°°(E) ||VS0||L2(E)

car, le domaine F étant convexe, la constante Dg est majorée par — (voir [PW60]). On en déduit que
m

H 1/2
”IEHLOO(O,T;H*l(E)) 5 € (71' + 1) |E‘ / .

Donc, on a:

H
el 2 (0,731 (5y) S VTe (ﬂ + 1> |E|2,

114
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En sommant sur tous les éléments E, on a :
H 2 H 2
2
EIMhmmewS*Tﬂf”><§:w0<€T<w+Q'm
Eecéy Ecéuy

On obtient finalement

2
>IN - <2 (2 ) (5.54)
ellL2(o0,mH-1(E)) ~ =

Ecéy

De méme, en prenant ¢ =1 dans 5.53 , on a :

I (t,x) dx

mmmwmnzsztmkme

i=1 k=1

< 5Hilf}€x HQ,k”Loo(y) |E] ”cEHLOO(O,T;W?’vOC(E)

< 511}%} ch’,kHLoo(y) |E| ||CHL°°(O,T;W3#>°(E)

On en déduit que
2

(t,x) dx < |E|e2.
12(0,T)
En sommant sur tous les éléments E, on a :
H/ woal| <o S 1B S0 <6 (5.55)
EeS ‘ L2(0,T) EcEn

Majoration du terme C.

Ce terme est majoré comme suit :

/Ctx x)dx

ol D est la constante de Poincaré-Wirtinger associée a E. On peut montrer que [|Ce|| o (0,75 ) €St indé-

pendante de ¢ car ¢ € L>(0,T; W>>(Q)),w; € L>(Q), ¢° € L>°(Q). En sommant sur tous les éléments, on
a

< |E|1/2 1Ce ||Loo((o T)xE) ||<P||L2(E) |E|1/2DE Ce HLoc((o T)xE) ||V<P||L2(E) (5.56)

2
> 1Celroe (0,11 (my) < > [EIDE|Cell Lo oy <) < g |Q| 1CENE o 0,7y x02)
E€x E€€n

en utilisant a nouveau le fait que la constante Dy est majorée par — (voir [PW60]). On obtient finalement
™

2
Z HCEHLZ(O,T;H*l(E)) |Q‘ 1C: ||L°° ((0,T)xQ) ~ S H (5.57)
FEefy

De méme, en prenant ¢ = 1 dans la premiére partie (5.56), on a :

AVC”

ST Y IEHICA o) x0) < TIRNCellzo 0,7y x5 - (5.58)

Ees L2(0,T) Ec€y
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Majoration du terme M,

On s'intéresse au terme M.. On rappelle que :

M) =Y (aiv (D@ (o427 (11 (2)))) = 2 (e 469 (e (£))) + 2w o1 ) )

En multipliant M. par une fonction ¢ € H et en intégrant par parties, on obtient

/ M. (t2) (5.59)

pIAC <D€<x> o o (21))) 2 (v (2)) o o ) i
d Ng

- ZZ/ (div (Dg(a:) (ek +eVv (wk (g)))) — usg(x) : (e;€ +eVv (wk (g))) + %st(x)u* .ek> Du, = (t,2)p(z) dae

k=1z2=1

o (Zativ, (D) for + Ty () = 2 (er - Ty0(0) + 200" €1 ) 0, eI )T ()

d Ng
= 1 >0 /Y e (div, (D(y) (ex + Vywr(y))) — u(y) - (ex + Vywr(y)) + o) - ex) &, & (t.15 (1) 0(T5 (1) dy
k=1 z2=1

=0,
car on a |'égalité suivante (voir (4.7))
u(y) - (e + Vywi(y)) — divy (D(y) (e + Vywi(y))) = o(y)u” - ex.

On en déduit le résultat suivant :

Z ||M6Hi2(O,T;H—1(E)) =0. (560)

Eefy

De méme, en prenant ¢ = 1 dans (5.59), on obtient

3 ﬁ H/E M. (t2) do

FEe&y

: = 0. (5.61)

L2(0,T)

Majoration du terme de N,

On rappelle que

N.(tz) = féue(x) ‘ <ch(t,x) _ Ve <t,x _ “;t> _ev <01 (t,x _ “;:))) .

En multipliant N. par une fonction ¢ € H et en intégrant par parties, on obtient

’/ N (t,x)(x) dx ‘ = ’/ (Vcs(t x) — Ve <t,x - t) —eV (61 (t@ f )>
E E5 € ‘e
562)
u*t T
< = (t,x) — tr — - ta — d
HgHLx(m ’Vc( z) Vc( T — ) eV <C1< x =551 . el 2z
u*t x
< H—H ‘v tx)—V (t, - >—sv< (t - )) v
B2 L) ce(t,x) clte—— x . | thILz(E)
u*t x
< =|® Veu(ta) = Ve (tao— =) eV (e (to— =2 v .
2], et - v (r - ) o9 (e (e - 2.2 o 199
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V() — ¢ (.7 .4 ) — eV <C1 (.7 .U 7))
€ e e
En utilisant I'inégalité (5.4), on a;

Z (| Ne ||L2(0TH 1(B)) S 2H2H H ) (5.63)
FEe&y

On en déduit le résultat suivant :

H?
e sz,
2 WNelistoiris o) S 57 1l iy 2o

Ec&ny

2

L2(0,T;L2(E)) .

De méme, en prenant ¢ = 1 dans 5.62, on obtient :

> o= /N (t,z) dx |E‘/ (/N (t,2) da:> dt<E€g |E|/ B[ [N ()12

FEefy
<y / IN(t) o ) < / ST N () g

Ecéy Ectuy

L L e e )

Toujours, en utilisant I'inégalité (5.4), on a;

5 o

FEely

2

L2(0, T) EcEn

2

dt.
L2(B)

2
2
u
2
sz

. 5.64
€ HLoo(Y) (5.64)

L2(0,T)

Majoration du terme J;

Considérons le terme J.. On rappelle que :

J.(t,z) = div (Dg(m)VCE(t,x) - i Dé () (ek +ev (wk (g))) 8xkés(t,x)> .
k=1

Par intégration par parties, on a

/EJE(t,m)ga(x) dx = —/E <D€(x)ch(t,x) - zd:Ds(w) (e/zC +ev (wk (g))) 8xkég(t,x)> -Vo(z)de

+ /BE (DE(J;)ch(t,x) — zd:Ds(a:) (ek +eV (w;€ (g))) (9%68(75,36)) -ng(x)p(r)de.

En utilisant I'inégalité Cauchy-Schwarz,on a

d
/ Je(t,x)p(z) de < || D*Vee( Z (ek +eVv (wk (E))) O, Ce (L) ||V<P||L2(E)
k=1 L2(E)
(nev% Z “(ee 2 (we(2))) amkasos,o)) np| el -
k=1 L2(OE)
Ce qui s'écrit encore, en utilisant un théoréeme de trace :
/ J t.’E dl’ < DEVCE ZDE (ek + eV (wk <g>>) axkés(tv) HVSD”L?(E)
L2(E)

+ H'/?

(DEVCE(t,~) - Xd:DE (ek +ev (wk (g))) amkés(t,-)> ‘g

k=1

Vol 2 (g -
L2(9E)
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De l'inégalité (5.4), on a:

‘ V(o) — V() — eV <c1 ( - “;' : 6))

Elle peut étre réécrite sous la forme suivante :

<e.

~

L2(0,T;L2(Q))

Veo(t) = Ve (ta) + V <01 (t, z— “Et, ”Z)) +g.(ta), (5.65)

avec
||geHL2(o,T;L2(Q)) Se
En plus, en utilisant I'inégalité (5.18), on a

2 —_—
5l om <l 2 102

CEFZUFH,D
En multipliant I'égalité (5.65) par D%, on a:

u't x

2)) 4 D),

D*(z)Ve.(t,z) = D (2)Ve(t,x) + D (z)V (01 (t7 x —

et en utilisant la définition de ¢; (4.13), on a

DE (2) Ve (t,2) = D (2)Vé. (t,) + D () zd: eV <wk (g)) By 2o (t,2) + € zd: D* (2)wy (g) Vo, <t, - “;t)
k=1 k=1
+ D*(z)g-(t,2)
d d *
= ZDE(J?) (e;C + eVwy (g)) Oz, Ce (t,2) + azzDs(gg)w;g (g) VO, c (t, T — ust) + D%(x)g.(t,x).
k=1 k=1

Ce qui donne :

u*t

) 4 D e ()

D*Ve(t,x) — iDE(x) (ek + eVwy, (g)) O, C=(t,x) = siDE(x)wk (g) VOy,c <t, x —
k=1

Les fonctions w; et le tenseur D® étant bornés, on a
”DE(')w(')Vaﬂiké('?')”L?(O,T;LQ(E)) < ||w||Loo(Y) ||D“Loe(y) ||vaxké”L2(o,T;L2(E))
car c € L (0, T; W*>(Q)). De plus, en utilisant le caractére borné de D*

5 2 2
ID=()9e () z20,m502 1)) S P oo vy 18220, 02(E)) -

Finalement, on obtient

D

Ecéy

2

DV (-,) — iDE (ek. +eV (wk (g))) Oz, Cc(+5)

k=1

L2(0,T;L2(E))

d
DVl D3/ LR RN —

Ecfy \i=1

<(;_2

N
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5.5. Majoration des termes Ty et Ts

Considérons maintenant le terme

H (vace( ) - f:DE (er+ev (wi (2))) axké€(~7~)> ‘np
k=1

2

EEEH L2(0,T;L%(9F))
On a
2
5 (5o 350 55 (o (£))) i)
Ecty < L2(0,T;L2(9E))

2

— 2E§H (ZDEwk( )V@zkc( “€>> ‘ng

+ Z ”(DEgE)'nE||L2(0,T;L2(6E))

L2(0,T;L%(9E))

Ecéy
2
5 52 Z |8E| +L ||DHL<>0(Y) Z Hg5||L2(0,T;L2(e))
E€ln e€ly,Ulx, p

2

<7 H 2 H—12
NH+ (1+e)*+ €

ol nous avons utilisé le fait le nombre de faces est de I'ordre du nombre d'éléments, ie H~? et que |OE| est de
I'ordre H?~' et obi L représente le nombre maximun de faces qu'un élément peu posséder. On obtient alors

d 2

(D Vee(t,z) Z (ek + eVwy (Z)) azkég(t,x)> -ng

H),

Ee&y

L2(0,T;L*(OE))
S(EP+H*(1+e) +€%).

On en déduit alors

Y elza(o ey S €8+ (€2 + H (1 +2)%). (5.66)
Eecéy

On procede maintenant a la majoration de / Jo(t,x)dx. On a
E

Z / (t,x)de = Z Z /(DE VWee(t,x) — ZD (z )(ek+€Vwk (Z))@mkés(t,x)> ‘n(x) dz
k=1

Ecéu Ecfy ecOE

- ¥

GEFjHUFH1D

‘n.(z)do

€

/ DeVe. (t,) — Ed: Dé () <ek + eV (g)) B, & (£,2)
k=1

€

En utilisant le fait que D € C?(Y), c. € L*(0,T; H*(Q)), é. € L*(0,T; H*(Q)) et w; € H*(Y'), on montre que
d x
DVe.(tx) — > D () (ek + eV ( )) O, & (t,2) € L2(0,T; HY(Q)).
k=1

Par conséquent, on a

d

D ()Ve.(tz) — > D () (ek +ev (wk (g))) 8%65(15,:1:)] ‘n.(z) =0, VeeTi.

k=1
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Chapitre 5. Méthode multi-échelle pour un probléme de transport et estimation d’erreur a priori

On obtient alors

I RATIEDS z/( )Vea(ta) —

MR

De(x) (ek te (Vwk (%))) 3zkés(t,x)> “n(z)do

Ecéy E€&y ecOFE k=1
d
= Z / [ x)Vee(t,x) E:DE (e;€ +eV (wk (g))) 8%65(&:5)1 ‘n.(z)dx
e€lyp € k=1 e
- /6 ) (Df(x)vcg(m) - ;:lee(az) (ek +ev (wk (g))) 3zk65(t7x)> ng(x),dz.

En utilisant le fait que D et w; sont e-périodiques et le fait que ¢ est Q-périodique et que ) est en forme de
boite, on déduit

Z / (t,z) (5.67)

FEely

En rassemblant les inégalités (5.54),(5.57), (5.63), (5.60) et (5.66), on obtient |'inégalités suivante :

112
Diom S e*H*(14 H)? +2H?

~

+ H?e* + H* (1 +¢)?,
L= ()

3

De méme, en rassemblant les inégalités (5.55),(5.58), (5.64), (5.61) et (5.67), on obtient I'inégalités suivante :

c 112

b 2 2
Dy, Sef+e

el

Terme d’interpolation D et DY;,.

Lemme 5.6. Soient c¢. la solution du probléme (5.1) et ¢. solution de I'équation (5.2). Alors les inégalités
suivantes sont vérifiées :

Ddzsc S, HG + H452, (568)
Dijise S H? + ¢ (5.69)

Démonstration. On rappelle que

T €(x)0; ((¢e — mee) (t,we(x 2)dz|?
16200 (e = ) (0 O o = | ( p W06 ) () 2l ‘)

e F\{0} Vel (m)

(5.70)
2
< [ 16 0o ) (4 Oy
oll Ty est I'opérateur d'interpolation sur X g et la fonction @w* est définie pour chaque composante par
W5 (x) = x; + ew; (g) ,

les fonctions w; étant les solutions des problémes de cellule (4.7). Majorer Dg;s. revient a majorer |'intégrale
suivante :

/E 6% (1) (01 (& — mute) (1, 5°(2)) () dar
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5.5. Majoration des termes Ty et Ts

En appliquant le développement de Taylor avec reste intégral, on a :

O (e = mte) (@ (1)) = Oy (éc — ) mw%/fiw 0u01 (0 = mnte) (1o -+ esu () ) ds

*

u;), Oe(t,x) = ;div (D*Ve) (t,x) et ¢ € L=®(0,7;W3°°(Q)) alors dc €

Et comme é.(t,x) = ¢ (t,x —

megxw*wxgyonaﬁau@::@c(, tf>—i.vceﬂu-tf>onaamsaﬁaemegzw&wan)

En utilisant un résultat d'interpolation de Lagrange, on obtient

. H .
16°C) (@1 (@ = mae) (T ON i) S — mas (100 (@ = mas8e) Ol gy + £l E2)
H
S = (HYBIM 100(0) s o ) + | EI?)

< HP| B2 (00l oo ) + Hel B2,

Finalement, on obtient

H2 € ~ ~ ~e
Z =y 9°(-) (01 (¢c — mmee) (-, w (')))||2L2(0,T;H HE)) ~ < H°|Q| [0y, o) T H'e*|9f

Ecéy
< HS + H*?
Considérons DY, .. On rappelle que
2
DY = & H / ¢°(2)0; (e — mpée) (t,0° (2)) dx .
EGS L2(0,T)

En prenant ¢ = 1 dans (5.70), on a:

/ ¢°(2)0, (¢ — muée) (6,0°(2)) dx < Smax| EIY? 1|00 (6 — wuée) (6,07 ()| 2
E
5 ¢maxH1|E| ”atée(ta')HWL‘X’(E) +5|E|

On en déduit que

2
H/ ¢° ()0 (¢ — mHie) (-0 (x))dx < H? 4 &2,
Eee | L%(0,T)
O
Terme d’homogénéisation locale D..; et D%,

Lemme 5.7. On reprend les définitions de la proposition 5.5. Alors, les inégalités suivantes sont vérifiées :
Deeny S eH +2H? (1 + H9), (5.71)
Dby S 7+ 1+ H'™Y), (5.72)

Démonstration. On rappelle que

Deeny = Z ||¢€at (WHEE(H@E(')) - WE,HEE('V))H;(Q,T;H*l(E)) :

Ec€y
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Chapitre 5. Méthode multi-échelle pour un probléme de transport et estimation d’erreur a priori

On rappelle que :

6% ()0 (mree(t, W (-)) — e, mee(t, ))HLz(OTH 1(B)) (5.73)
_ /T < s UE x)0; (mg e (t, W (z)) — me, mée(t,x)) cp(sr:)dxf) dt
0 \pei\{0} |\V<P||iz(E)
(5.74)

S 72 16° ()0 (mrree (- @° () = me e ()72 (m)

Majorer D.;; revient a majorer I'intégrale suivante :
/ ¢ (2)0y (més(t, W (x)) — me mée(t,x)) o(z)dx. (5.75)
E

Partant toujours de la remarque 5.2, sur chaque maille E, on va séparer cette norme en deux en considérant
I'ensemble Cg et son complémentaire. Sur E'\ Cg, on majore simplement de la maniére suivante

100 (s (8, 8 () = Tt (8D o i gy 190 (R (83T ()) = 712 (6) | o (0 € 1OE
<eHL (5.76)
Sur Cg, les fonctions ; sont de classe C* et on utilise une inégalité de Taylor
[0 (mé=(t, @°(-)) — me,m e (1, ))HLz(cE S HvatTrHCEHLOO(E Hw —w® H||L2(E)
Et, en utilisant (5.12), nous avons

|0 (rme.(t, @ () — a=F () 2HY(1+ H* ), (5.77)

320y S
On déduit des inégalités (5.77) et (5.76)

0 (mrée(t,w*(+)) — =, mec(t, ))HL2(E SeH 4 EQHd(l + H4_d)'
Et donc, on a:

Z H(ba()at (WHée(t;ﬁ}E(>) — Tle HCS( ))”Lz 0,T;H- 1(E)) NEH + € (1 +H4 d)
FEe&y

car le nombre de mailles dans £x est de I'ordre de H 4,
On obtient finalement :

H? _ N _ ~ 2 _
Z 2 ||¢€ (6t(7THCE) (tvws) - 6t<7THC£) (ta ws,E)) ||L2(O,T;H*1(E)) SeH + €2H2(1 +H* d)-
Ecéy
On rappelle que D%, est défini comme suit

2

|H/ ¢ (2)0; (mre:(t, w" () — 7o wC(t,2)) da

EeE L2(0,7)

En prenant ¢ = 1 dans (5.75), on a :

/E ¢°(2)0y (mrree(t, @ (2)) = e e (8,2)) doe < Smaa| EIY? |0y (wrre (t, 0% (2)) — mre (L07F (2))) || oy

Par conséquent, on en déduit :

2
SeH P4 e2(14 HYY
L2(0,T)

B] H/ O (mpe(t, @ (x)) - 7o e (t.2)) du

EES
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5.6. Majoration des termes Tg, T7, Tg, Tg et Tig

Proposition 5.5. Soient c. la solution du probléme (5.1) et ¢. définie par (5.2) et (5.8). Les inégalités suivantes
sont Vérifiées :

o112
Ty <H(1+ H)? + 2HY | & + H?** + H*(1+¢)? + H® + H*¢?
L= ()
+eH 4 2H?*(1 + H* %), (5.78)
w ||?
Ts S+ || — + H? + 214+ HY Y. (5.79)
€ llL=()
Démonstration. En utilisant les inégalités (5.50), (5.68) et (5.71), on en déduit les inégalités voulues. O

5.6 Majoration des termes Ty, 17, Ts, Ty et Tig

L'objectif de section consiste a majorer les termes Tg, 17, Tg et Ty. On rappelle que

H, H, wpw U e
To= ) (jH{stfg}e“%%o,nw(e))v = 7\\(5&{) b 172 (0,722(e)):
SGF’}_I ¢ SGFL €
H, u® - n, Oc
To= Y, ?||5576 Ze0mizzey: To= Y ﬁHSEIH%Z(o,T;m(e))y
e e
e€l g out e€ly,p
1 u®
o=z ¥ [1% nleh? i

e€l'u p

Nous considérons la décomposition suivant que nous allons utiliser pour majorer les termes 17, Ty, Ty et T :

§ : ~ 12 e e e
||C€ - 71—€7HCEH[ﬁ(o)T;L?(@)) < hom + Gdisc + Gcell’
EEF%UFH,D

ou,

e ~ -~ 2
hom — Z HCE('v') - (CE('a w£(')))||L2(07T;L2(e)) ’

e€l', Ul'y p

. L N 2
Ghise= > N @°() = mae( @ (Dli20702(0)) »
EEFiHUFH,D
. PN . 2
et cell = Z HWHCE('vwE(')) - 7T€>HC€('7')||L2(0,T;L2(e)) ’

eEF’é_IUFH,D

. ~ P ~ €T .
la fonction w® est définie pour chaque composante par Wi (z) = z; + cw; (7) , et les fonctions w; sont les
€

solutions des problemes de cellule (4.7).
De méme, pour majorer le terme Tg, on considére la décomposition suivante :

Z ||v (Ca - Wa,Héa)“iz(g,T;L%e)) < Z HV (QE(')') - (EE('v'&}E('))))Hi(o,T;LQ(e)) ’

eEqu eeFj{
+ YV @@ () = e (B () 720,22 (0))
eEFiH
~ ~ ~ 2
+ > IV (rm (@ () = 7, i (o) 20,1020 o
eEF"'H
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Chapitre 5. Méthode multi-échelle pour un probléme de transport et estimation d’erreur a priori

Terme d’homogénéisation globale G,

Lemme 5.8. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

e ~ ~ 1
o = O o) = @@ O omee S <H+ H) . (5.80)
el Ul'y p
~ ~¢ 2 < e 2
DIV (eelr) = @@ O 20200y S 7 TH(L+e)% (5.81)
eel',

Démonstration. Soit e € T UT g p. Posons v(t,x) = c.(t,x) —é.(t,@° (). En passant a |'élément de référence,

on a
L?O)

ot 2oy < lel2 00t | o) < Clel? (||@<t,->|L2@ + |[ Vot

~ |e
<Ol (e ey + HIV0E e
BT

Ce qui entraine

e
0020 < 207 (0o + B2 19000 ) )

En sommant sur toutes les faces, on obtient

o LC o
Do et = et Dlieomeey S Yo 7 leets) = &G0 (DI r2m)

e€l, Ul'y, p e€ls, Ul . p

+ > LCH||Vee(-) = Ve (- 0 (D) 72002 (y)

e€ly, Ul p
avec L le nombre maximun de faces d'un élément. En utilisant I'inégalité (5.24), on a
. ~ 2 <15 g2 9 ~ 9 1
Z llee () = e W (D2 0,7522(e)) S LC T He” | < LCe™ | H + H
EEF;IUFH,D

ce qui donne l'inégalité (5.80).

Pour établir I'inégalité (5.81), nous allons procéder comme pour I'inégalité (5.24). On commence par décom-
poser le terme

IV (ce(-+) = (0" ()72 (0,720

comme suit :
d
IVee () = Ve (@ (D p2go.rvz20ey < || Veel) = Z V@ (-)Dy, e (-,)
=1 L2(0,T;L2(e))
d
+ [N v ()0s 2. () — Ve (w7 () (5.82)
=t L2(0,T:L2(e))
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5.6. Majoration des termes Tg, T7, Tg, Tg et Tig

Le premier terme du membre de droite de (5.82) peut &tre majoré en utilisant I'inégalité (5.4). En effet, on a:

u*t u*t =z x\ Oc u*t
V(c(t,x— 6 )+5cl (t,x— 6 ,6>) Ve (t,x) +€Zv(wl<e>8xi<t’x_ 6 ))

(ei + Vyw; (g)) 0y, Cc(t, )

[
M&

i=1
—|—€Zwl ( )va G (1),

N e s o~ x —~, x .
ol, nous avons utilisé le fait @5 (z) = z; + ew; <7) et donc V@§ (z) = e; + V, w; (f) On obtient alors :
5 €

u*t u*t x
V(cg(t,x)—c<t,x— 5 >—€Cl (t,aﬁ— - ,€)> Vee(t,x) va Oy, Ce(t,2)

i=1

- Eizz;wi (g) VO, ¢ (t,x).

Ce qui donne :

d
| (v%('v') - Z Vﬁ;?(')amée('v')> ‘e

i=1

L2(0,T;L2(e))

u*t u't x
ce(t,x) —c|t,x — —ecy | t,x — , — ‘N
€ e €

+E;H(w () ost)

L2(0,T;L3(e)

L2(0,T5L2(e))

Puis, en utilisant le fait que ¢ € L™ (0,T; W*>(Q)) et w; € WH>(), on obtient

> 1 (2) w009 n

< ‘8‘1/2.
L2(0,T5L%(e)) ™

Par conséquent, on a :

2.

eely,

d

VCE ,' Z a:mce 7')

L2(0,T;L2(e))

u*t u't x
< 262 g |e\—|—2 H( (ceta: <t,x— )—ecl (t,x— ,)))-ne
: € € €
e€T, Ul'y EF‘ Uly
u*t ut x 2
ce(t,x) — t,x — —ecy | t,x — , = ‘N,
€ € €

En utilisant I'inégalite (5.18), on a

2

eel'y

2

L2(0,T;L2?(e)

<2

el"b Uly L2(0,T;L?(e)

d

VCE ) Z 89@ Ce 7')

<SS b HQ+e)?+ H

::\w

L2(0,T;L3(e))

d'oii I'inégalité (5.81). 0
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Chapitre 5. Méthode multi-échelle pour un probléme de transport et estimation d’erreur a priori

Terme d’interpolation G¢;,,

Lemme 5.9. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

Yo e @) = maE O (D oo S H + HE, (5.83)

eGFLUFHWD
STV @) = mrle (B D) a0 mizo(ey S H® + He?. (5.84)
eel"’}{

Démonstration. En utilisant le développement de Taylor avec reste intégral, on a :
1 d
N N _ _ x _ _ x
Ge(t, W% (x)) — e (t, 08 (x)) = (6. — mpé) () + 5/ Zwi (f) Op, (Cc — THCe) (t,x + esw (7)) ds.
0 = € €

Puis, en utilisant le fait que é. € L°°(0,7; W3 (Q)) et w € W°°(£) et en utilisant des résultats d'interpolation
classiques ||&c — el 20y S H5/2\6|H3(E), on obtient :

P PN 2 ~
Z |G (-, @°(+)) — WHCE('vwE('))”L?(O,T;LQ(e)) S Z <H5|CE|2L2(O,T;H3(e)) + H352|@|)

CEF%UFH,D eEI”}_I
5% |2 3.2
S Z (H |Ce [T o0 0,720 () l€] + H e |€|>
eel',
515 |2 3.2
SH |CE|L°°(O,T;W3v°°(Q)) + H’e
S H? 4+ H?E?
d’ol l'inégalité (5.83).
Pour montrer I'inégalité (5.84), on considére le développement de Taylor avec reste intégral suivant :

V (2 (t, @ (2)) — mué (6,05 (@) = V (& — 7ré.) (t,:z:)+€/01 iwi (g) VO, (éc — THé:) (t,x + esw (g)) ds.

Puis, en utilisant le fait que é. € L°°(0,7; W3 (Q2)) et w € W°(£) et en utilisant des résultats d'interpolation
classiques ||V (¢ — mrC: )12y S H3/2|5|H3(E), on obtient :

Z [V (& (-, @°(-)) — T‘—HEE("{U\E(')))HiZ(O,T;L2(e)) S Z (H3|E€‘%2(O,T;H3(e)) + H52|€\)

eel, eel,
S HP|e.[] : le| + He®|el
~ elLoe (0,75W 3.0 ()
eely,

S H|Ee ] (0 1,00 () + HE?

< H? + He?
d'ol I'inégalité (5.84). O
Terme d’homogénéisation locale G, ;;
Lemme 5.10. L'inégalité suivante est vérifiée :
2
e ~ ~ ~ 2 € —
Gcell = Z ||7THCE (’wE()) _WE’HCE(.7.)||L2(O,T;L2(€)) 5 ﬁ +52H7 d’ (585)
e€l', Ul'y, p
~ —~ ~ 2 € - -
DIV (e (@7 ()) = me e (CoDzago i) S g7 +eH B (5.56)
eel,
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5.6. Majoration des termes Tg, T7, Tg, Tg et Tig

Démonstration. On a
- P - 2 ~ . ~ 2
Z [mpe (-, w°(-)) — 7rs,HCs(‘v‘)||L2(0’T;L2(e)) = Z [wree (-, w° — wg(’))”m(o,T;m(e))
EEF%UFHYD EEF;{UFI-LD

~ 2 N 2
< HVWHCe('»')HLO@(O,T;Lw(Q)) Z |@° — wEHL?(e)

eEF;IUFH,D

~ 2 2
SNIVmae () 0,7, (@) Z lew® (72 (e

EGF;UFH,D

<e? HVﬂ'Hé&('a')Hioc(O,T;Lw(Q)) ”ws(')HQL‘”(Q) Z lel.

e€l', Uy p

De plus, utilisant le fait que é. € L?(0,T; H*(Q)), on montre que (7 rCell oo (07,1 (1)) €St bornée. En effet, en
utilisant le résultat d'interpolation suivant ( voir [BS07]) : il existe une constant C' indépendante de H telle que

|0 = Trvlwise ) < CH™ 74P vllymey, YveEW™P(Q),
on a .
V7 rCell oo (07,1 () < Jeelpo o, mwres () + CH 2|6 | oo o, priva(a)) S (1+ HT2), (5.87)

On en déduit que :

Z ||7TH66 (7@6(» _ﬂ—E,HéE( > )||L2 OTLQ(e)) (1+H8 d) ||w ()Hiw(ﬂ) Z |€|

EGFZUFH,D QGF;IUFHﬁD

2
< . €2H7_d
~ H

ol nous avons utilisé le fait que Ve € Ty, @°(z) = o +cw®(z) et W (2) = et oti on a utilisé le fait le nombre
face est de I'ordre du nombre d'élement, ie H~%. Ce qui donne I'inégalité (5.85).

Considérons le terme Z IV (rgée (, w5 () — 7rs7HEs(',~))||iQ(O’T;L2(e)). En utilisant la définition de 7. g,

eel'y,
on a:

V (mgée(t, W (z)) — e, mée(t,x)) =V (ﬁHég(t @° (z)) — mpé-(t, " (2)))

- Z V@E ()0, (1) (t, @ (x)) — V@5 )0y, (nmé.) (t,0°F ().

En intercalant le terme V{D?E(x)axi (mpée) (t,w*(x)), on a:

d

zxv@—Vﬁﬂﬁmmmammm>

=1

IV (rare (@ () = meopie (oDl eoriiaey <

L2(0,T;L3(e))

@ (0w (07 () = Do, mu e (@0 ()))

L2(0,T512(e))
(5.88)
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Chapitre 5. Méthode multi-échelle pour un probléme de transport et estimation d’erreur a priori

Considérons le premier terme du membre de droite de (5.88). On a:

d

> (Var - Vi) o, (rac) (0°())

i=1

L2(0,T:L2(e))

(w — )" sup Oy, (mule) (w"())

L2(e) Lo (0,T5L°° (e))

< e[V (@) 20 {SUP Ox, (THCe)
i€

...,

L>(0,T;L°°())

< ele]? [Vef @) | g o)

sup Oy, (mpce)
e{1,...,d}

gouay

L= (0,T;L°°(2))

De plus, utilisant le fait que & € L*(0,T; H?(2)), on montre que 102, THCe || Loc (0,7, 1.0 (2)) €St bornée. En effet,
en utilisant le résultat d'interpolation suivant ( voir [BS07]) : il existe une constant C' indépendante de H telle
que

02 TH e oo (0,710 (00)) < |Cel Lo (0,701 () )+ CH™ 2|6 | oo 0 1)) S (1+ HT2),

On obtient alors

d 2
>N (Vi - Vi ®) o, (wae.) (0°()) S+ HSY) ST el
eely, Ili=1 L2(0,T;L?(e)) eel', Ul'y p
&2
<< H8 5.89
ol on a utilisé le fait le nombre face est de I'ordre du nombre d'élement, ie H .
d
Considérons le terme Z V@f’E (O, T Ce (- 0°(+)) — 8xi7rHéE(.@EvE(.))) .Ona
i=1 L2(0,T;L2(e))
W57 (0, (m1€) (0% () = Ou, (myée) (@5 (-)))
L2(0,T;L2(e))
d
S Z va; " sup 10, war e (07 () — 8’31'7TH65("@67E('))HL2(O,T;L2(6))
i=1 Loo(e)

Partant toujours de la remarque 5.2, on introduit I'ensemble
cs = {x € B | dist(x, 2 ||| y)) C E} Ne

Alors comme @° (z) = x + ew®(x), donc W°(x) € e Vx € C§.
On va donc majorer le terme 9, & (0% (+)) — Oy, T ée (W (-)) en le séparant en deux

100, w118 (@ ()) = Do, w0 F ()20
= a7 (@ () = Bu e (5 () [0

+ (|0 T p e (@7 () — aI,iﬂHes(-,wfon)H;(e\%) . (5.90)
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5.6. Majoration des termes Tg, T7, Tg, Tg et Tig

On a donc les majorations suivantes :
102 w18 (@ () = o7 (0P ()| ooy ) < 10007 () = O marle (T )] s
SV, (7)o ) 107 = |
S IVOz, (mree)l| pos () llew® (@) 2 c)
1/2 |e|1/2

SIVOe, (THE)| oo (1) € Wl oo e) -

En utilisant I'inégalité (5.87), on a
S~ L~ 2 U 2
|0 e (0% () = 3zi7THCa(-7wE’E(~))HLQ(C%) SIVOe, (maée) e gy € lel [0 | e
_ en2
S (1 + B e e uf)? .,
S (1+H>Nelel.
Par conséquent, on a
~ ~ ~ ~ 2 _
Z ||axi7THCE('7w€(')) - 833i7THCE('aw€7E('))HL2(CE) S Z (1 + H® d)5 ‘€|
eel, e€l, Uy, p
€
< — 4+eHY 5.91
Sur e\ C§, on utilise le fait que
le\Cg| S He sid=2,
le\ C%| < H?% sid = 3.

On a donc

Hawinge(.@e(.)) _ 89:1-7TH56('7@8’E('))HQLz(e\cg) < |‘8$i7rHEE(.7@8(.)) — a”“WHEE("wE’E('))Hiw(e\cg) le\ C%|

<eH +eH?.
Par conséquent, on a
~ ~c ~ ~c,F 2 €
Z ||am7THCs('vw ()) - aaci,ﬂ'HCe('aw (.))HLQ(e\CE) S T (592)
eel'y,
En utilisant les inégalités (5.91) et (5.92), on a:
J 2
- NN _ . € _
Z vwf,E (axz (ﬂ-HC) (7w6()) - axq (ﬂ-Hca) ('aw 7E())) ,S E + €H5 d.
ecli [li=1 L2(0,T;L3(e))

O

Proposition 5.6. Soient c. la solution du probléme (5.1) et é. définie par (5.2) et (5.8), on a les inégalités
suivantes :

To S+ H* (14 e)? +H? + H 4 e 4 eH> 4 4 cH3 Y, (5.93)
2
T < HEH (2 + e2H? + 2H* + H + 2H577) (5.94)
€ llpee (@)
2
Ty < HEH (e +2H? + 2H* + H® + 2H% 1), (5.95)
€ llLe(Q)
2
Ty < e+ % F2H? 4 HY 4 2HO, (5.96)
Tio S+ H*(1+e)? +?H? + H 4 e +eH3 4 4 eHS 4 (5.97)
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Démonstration. Soit e € E1 N E5 une face interne. On a
I u®-n 1. ; u®-n
(hyre B = Zpel), e

3

u® - n,

+ {ga }6

€, .
et comme &X(t) € H'(Q) et que u € C(Q) alors [Sé]eﬁ = 0 pour toute face e € I';;. On obtient alors
€

u®-n, u® - n,

(€ B = (e e = L (el g, + €l s,

3

Par conséquent, on a :

T7:ZU—C

2
£
u® - n,

% (ﬁg\El + feI\E2>

u||? He ;12
S HEHLW(Y) e; o H£5||L2(0,T;L2(6))
H

eel, & llerrieze)
u 2 u 2 e e e
< HEHLW(Y) HEHLW(Y) ZF Hf HLz(oTL2(e)) < H "Lw(y) H (G om + Ghise + Giant) -
H
En utilisant les inégalités (5.80), (5.83) et (5.85), on en déduit
T7<H*H (e +®H? + 2H* + H + 2H%Y)
L>(Q)
u® - n,
Ty = Z *”51 %2 0,722y < HH*H (Ghom + Gise + Geent)
e€l'H out
<H7H (€2+€2H2+€2H4+H6+52H8—d).
L>(Q)

Oe 1, . . . g2 _
Ty = Z EHSEI”%Q(O,T;Lz(e)) 5 E (Ghom + Gdisc + Gcell) g (52 + ﬁ + €2H2 + H4 + E2H6 d) .

e€l'u,p

u® 19 1 uy? .
§ l|? . ne‘(gs) do g 5 HEHLOO(Q) (Ghom + Gdzsc + Gcell)
1 2
—H—H E2H + =+ 2HP + HP 4+ 2H4)
~2 Lo () H
De méme, en utilisant les inégalités (5.81), (5.84) et (5.86), on en déduit

H,
To= > D Ve eliao.miraen
eEFj'q ¢

H, e
< Z ?Afnax [V (ce(-y) — (Ee (- ('))))HQL(O,T;B(E)) )

e€l, Uy p ©

H., N N
Y N V@B ) = mae (BT ON o)

CEF%UFH,D ¢

H, - —~ - 2
+ Z ?Agnaw IV (rmés(-, 0°(")) — WE,HCE(U'))||L2(07T;L2(e))

EEI‘;{UFH,D ¢

SN (P H* (A +e)? +H> + H* v e +eH 4+ eH5 ).

~ max
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5.7. Démonstration du théoréme 5.2

Etape 3
5.7 Démonstration du théoréme 5.2

On termine la démonstration du théoréme 5.2 en utilisant les inégalités établies précédemment.

Démonstration. En utilisant les inégalités (5.46),(5.47),(5.48),(5.78),(5.79),(5.93),(5.94),(5.95) et (5.97), on
en déduit I'inégalité suivante :

||§6||%°°(0,t;L2(Q)) + ||fe||2L2(o,t;H1(5H))

5%+€H7—d+€2+52H2+€2H6—d+H4+52+H6—d€2+52H4+%+H6
1 we || € w ||?
— (52+H6*daz+52H4+—+H6> +e2H?(14+ H)? +2H* || —
)\min £ L>=(Q) H 3 Lo (Q)

+ H?? + H*(1+¢)> + HS + H*> 4+ eH + 2H?*(1 + H*™9)
e (12

+ H? +2(1+ H*9)
L (9)

+e2+ H*(1+¢e)> +2H* + H* + ¢ + eH> 4 + cH

+e2 4 &2

3

+‘ (€2+€2H2+€2H4+H6+82H8—d)

w2
=
B e i
+€2+%+52H2+H4+62H6—d

+ 2+ H* (14 e)* +?H? + H + e+ eH> 4 + a8

En utilisant le fait e < H, on a:

1€ellZ o0 (0,62 () + EellT2 (0,81 (£20)

€ €

< 8—d 2 4 6

NH+H +e"+H +H t
1 u® 2

3

(52+H87d+£+H6> +HY1 4+ H)?
>\min L>(Q) H

112

+HY(14e)? + HS + HY QA+ H ) + &2
15

+ H2(1 T H4_d)
L> ()

ul2

+H2(1+e)2+s+H9*d+H (2 +H*+H® + H'O %)

€ HLw(Q)

2
9
+52+ﬁ+H2(1+s)2+s+H4*d+H9*d.

Lorsque H et £ tendent vers 0, on peut majorer H* par H pour k > 1 et €2 par . Alors, en utilisant le fait que
d < 3, on obtient :

112

€ 1 u €
1€l 0.0i82 )+ IellZ2 0,1 ey S &+ H A 5+ 53— |1 L=(9) (52 +H E)
2
+ H b H (e+H).
e llne ()
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Chapitre 6

Mise en oeuvre de la méthode
multi-échelle pour la simulation du
probleme de traceur

Sommaire
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6.4.3 Exemple 3:SPEIO . . . . . . . . . e 143

Nous montrons, dans ce chapitre, comment la méthode multi-échelle basée sur des éléments finis de type
Galerkine Discontinus, introduite et étudiée au chapitre 5, peut étre mise en oeuvre pour résoudre |'équation de
convection-diffusion du systéme (3.1). Nous commencerons par décrire deux algorithmes implémentés pour géné-
rer le maillage grossier, I'un produisant un maillage cartésien, I'autre un maillage non structuré fait d'agglomérats
de mailles fines. Nous rappellerons ensuite la méthode proposée dans [BBC'12] qui permet de construire une
base de polynémes orthonormée sur des mailles grossiéres de forme quelconque. Ceci nous permettra d'introduire
les éléments finis multi-échelles et nous verrons a cette occasion comment définir les conditions aux limites des
problémes de cellule afin d'obtenir des solutions plus précises. Nous décrirons enfin deux stratégies de mise a jour
des fonctions de base au cours de la simulation.
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6.1 Construction du maillage grossier

On considére un maillage &, appelé maillage fin sur lequel sont définis les paramétres pétro-physiques (la
perméabilité K, la porosité ¢, les paramétres de la dispersion). On note E un élément de ce maillage. On
construit un maillage £y a partir d'agglomérations d’éléments du maillage fin £,. On note K un élément du
maillage £ et Rk I'ensemble des éléments fins qui le composent (K = U E). Deux algorithmes, décrits

E€eRk
dans les paragraphes qui suivent, ont été mis en oeuvre pour générer le maillage grossier.

6.1.1 Construction d’un maillage grossier Cartésien

Dans le cas ou le maillage &, est Cartésien, la facon la plus simple de construire le maillage £y est de
regrouper les mailles fines a partir d'une suite d'entiers donnée par |utilisateur dans chaque direction de I'espace
(voir figure 6.1). Cette méthode, bien que trés simple, ne peut &tre mise en oeuvre sur des maillages plus généraux
et ne tient pas compte des variations spatiales des paramétres pétrophysiques.

Naillage En

Maillage £y

FIGURE 6.1 — Exemple de maillage grossier Cartésien

6.1.2 Construction d’un maillage grossier a ’aide du partionneur Métis

Pour pouvoir travailler sur des maillage plus généraux, un second algorithme utilisant le partitionneur Métis
a été mis en oeuvre. Ici |'utilisateur fixe simplement le nombre de mailles grossiéres souhaité et le partitionneur
regroupe les mailles fines en sous-domaines comme cela est fait au début d'une simulation paralléle. Le découpage
est effectué sur un graphe ol chaque maille est représentée par une feuille et chaque lien est constitué d’une face.
Les variations spatiales des parametres pétrophysiques étant liées aux changements de lithologies dans le réservoir,
ces dernieres peuvent étre utilisées pour guider le partionneur lors de ses regroupements. |l suffit pour cela de
pondérer le graphe en choisissant un poids adapté lorsque deux lithologies existent de part et d'autre d'une face.
Ce poids peut étre réglé en fonction de la différence en moyenne du champ de perméabilité ou de porosité,
par exemple. Cette seconde idée qui devrait permettre de limiter les variations des paramétres pétrophysiques
le long des interfaces des mailles grossieres et d'améliorer la précision de la méthode multi-échelle n'a pu étre
complétement validée au cours de cette these.
Nous détaillons maintenant la mise en oeuvre, pour le probleme du traceur, de la méthode multi-échelle introduite
au chapitre 5.

6.2 Méthode multi-échelle

Nous rappelons tout d’abord la définition des problémes de cellules.
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6.2. Méthode multi-échelle

6.2.1 Définition des problemes de cellules

Pour chaque maille K € £, on consiere la fonction @fH’K, i=1,---,d, solution du probléme suivant :
u L (z) - vartt R (z) — div (D(u"“(w))V@fH’K(w)) = px)u "t e, vre K,
(6.1)
al T (z) = x; ,VreikK,
ou +1
WL fK u"(z) dx
S5 O(x) da
On construit ensuite le vecteur @™ ™% ayant pour composantes les solutions des problemes (6.1) comme suit :

7

~n+4+1 ~n+1,K
VK € €y, (wﬁ?‘ )Z = .

Ces fonctions vont nous permettre d'intégrer, par composition, les variations spatiales des parameétres pétrophy-
siques dans les fonctions de base définies sur le maillage grossier. Dans le paragraphe qui suit, nous rappelons
comment construire une telle base sur des mailles grossiéres telles qu'obtenues avec I'algorithme décrit en 6.1.2.

6.2.2 Construction de ’espace d’approximation grossier sur les mailles agglo-
mérées
Comme les éléments agglomérés peuvent avoir des formes diverses, les méthodes classiques des éléments finis
ne permettent pas de construire une base polyndmiale dans un élément aggloméré K. Nous avons ici appliqué la
méthode proposée dans [BBC"12] pour construire une base orthonormée de I'espace P%(K).

Orthonormalisation

Pour un élément K € £, on note Né;f le nombre d'éléments de |a base de I'espace P%(K) et (@i)ieqa,..

NEK }
" dof
une base de cet espace. Un exemple classique consiste a prendre la base des mondmes suivante
d
oi = {Mg (%)} faend o<k},  Mg(x) = Hzf (6.2)
i=1

A partir de cette base, nous appliquons I'algorithme modifié de Gram-Schmidt pour contruire une nouvelle base
(Lpi)ie{l NE ) Cet algorithme est décrit comme suit :
© 7 dof

Construction d’une base polynomiale dans un élément aggloméré K
. K
1. fort =0to Ndof 1

(a) forj=0toi—1

Lk = /K B (2)¢ (z) da;

s K AK K K.
@, =¥ — TP

2. K = ¢ /K K ()3 (x) da

3. PF = i
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(b) ®1

(h) 7 () s

FIGURE 6.2 — Exemple de fonctions de bases P3

4 of =35

Notons qu'ici les coordonnées x sont exprimées dans le repére (GK, €1, €3, e’é) ou Gk représente le centre de
gravité de I'élément K et les ¢; les vecteurs de la base canonique de R®. Comme cela a été noté dans [BBC'12],
un meilleur choix, permettant en particulier de contenir le conditionnement de la matrice de masse pour des
éléments trés déformés, consisterait a exprimer les coordonnées x dans le repére (GK, e1 K, €2, K, 637K> ol eq k.,

es K et e3 i correspondent aux principaux axes d'inertie de la maille K.
On définit alors I'espace P%(E) comme suit

PiEn) = |J Pi(K)

KeEy

en prenant, pour chaque ]P”;(K), la base construite grace a la procédure décrite précédemment. Des exemples de
fonctions de base obtenues avec cet algorithme sont données sur la figure 6.2.

Remarque 6.1. 1. A partir des coefficients . NK 4 on peut évaluer la base (p;);c (1,
p )

i7,9,5€{1,- Ngof.}
ainsi que toutes ses dérivées. Cette propriété est trés intéressante d’un point de vue informatque car il suffit
uniquement de stocker ces coefficients pour avoir toutes informations sur la base (p;) €1, NE f}'
’ do
2. La base P%(Ey) est hiérachique, i.c. P~ (Ex) C P5(Ew). Cette propriété est intéressante dans le contexte
de la p — adaptation.

6.2.3 Construction de la base multi-échelle pour une maille grossiére

Les fonctions décrites aux paragraphes précédents nous permettent maintenant d'introduire |'espace des
fonctions multi-échelle X ;s i défini par :

Xty = {0 = v 0 @ avec vy € Ph(En)} . (6.3)
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6.2.4 Définition du probleme grossier

La méthode multi-échelle consiste a discrétiser I'équation de convection-diffusion du systeme (3.1) dans

I'espace multi-échelle (6.3). On obtient alors le schéma suivant : trouver ¢t € XMSH telle que pour tout

v € X}fg g ona:

At/¢c"+1dex+ Z / ”'H "H) Vog dx — Z / ntl "H) Vog dx

KeEy Ke€y

— Z /{D(u"“)Vc?IH}e ‘nefvgleds —y Z /{D(u"“)VvH}e ‘n.[ci e | ds

EGF;IUFH‘D € QGFZUFH,D €

+ Z / upw n+1 UH dS+ Z n+1un+1-l’levhdS-‘rJo(C?;Ll,UH)

el e€l'H out

= é/ ocy vy dr + Z Cinu™ T n vy ds.
Q e€lp,in V€
(6.4)
avec v = —1,0,1. Le cas 7 = 1 correspond a un schéma DG symétrique, v = —1 correspond a un schéma DG
anti-symétrique et v = 0 a un schéma DG incomplet.

6.2.5 Couplage avec I’équation de Darcy

Le découplage des résolutions des équations de Darcy et de I'équation de convection-diffusion est précisé
comme suit :

Résolutions des équations de Darcy et de I’équation de convection-diffusion au moyen des
éléments finis multi-échelles

1. Construction des maillages &, et £y, initialisation de la condition initiale ¢°, des conditions aux bords,
initialisation des paramétres (¢, p, ...), etc.

2. FORn=0to N

(a) Calcul de P™"! en résolvant le probléme de Darcy suivant a partir de la donnée de ¢

—ivM () — pnt(x = n
d (,u(c"(x)) (VP (x) — p" )g)) 0 dans Q,

_ (f(g (VP (z) — p(t"+1,x)g)) ‘ng  =up(z) —uft(z) surdQ,

/ P (z) dx =0 dans (2.
0

(b) Reconstruction de la vitesse u" ™! en utilisant P"
(c) Résolution des problémes aux cellules (6.1) ;

(d) Construction de I'espace multi-échelle XI’\L/[?H (6.3);
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(e) Calcul de "1 en résolvant I'équation de transport suivante 3 partir de I'approximation discréte de
u"! et du schéma (6.4) :

O (") (z) + div ("t = D"V ) (z) =0 dans Q,
u" " (z) - ng(z) =uy (z) —ufT(z)  sur 09,
() = cin(t" T 1) sur Ty,
() = Cout(t" T 2) sur Cout,
(D" ) (2)Ve" i (2)) - ng(z) =0 sur I'y.

Ce découplage est similaire a celui décrit au paragraphe 3.2. L'équation de Darcy est résolue au moyen de
la méthode volumes finis a deux points décrite au paragraphe 3.3.1. La reconstruction de la vitesse discrete est
décrite au paragraphe 3.3.2.

6.2.6 Autres conditions aux limites pour les problémes de cellule

Comme cela a été mentionné dans le chapitre 5, les conditions aux limites utilisées pour résoudre les problemes
de cellules (6.1) ont une influence directe sur la qualité des fonctions de base multi-échelles. Les conditions aux
limites linéaires imposées au niveau des problémes de cellules (6.1) peuvent dégrader I'approximation dans la
mesure ol elles ignorent les variations de la vitesse u" ™! et du tenseur D aux bords des mailles grossiéres.

Nous proposons ici de nouvelles conditions aux limites pour pallier a ce probleme. L'idée de cette nouvelle
approche consiste a utiliser la fonction w? solution du probléme suivant comme condition aux limites des problémes
de cellules (6.1)

u'(z) - V! (z) — div (D(u'(2))Va! (z)) = fi(z) Vz€Q,
(6.5)

wj (x)

r; Vx e o

avec fi(z)x = ¢(x)u"X ¢,
Rappelons que, dans ce qui précéde, u" correspond a la vitesse de Darcy évaluée au cours du premier pas de
temps, i.e., en utilisant la concentration initiale. La résolution du probléme (6.5) est faite sur le maillage fin.

1

Remarque 6.2. Si, au cours de la simulation, les variations spatiales de la vitesse u et du tenseur D(u) différent
fortement de leur valeur initiale (suite a la fermeture ou I'ouverture de puits), il peut étre nécessaire de résoudre
a nouveau le probleme (6.5) afin d’obtenir une bonne approximation.

6.2.7 La méthode du domaine élargi dite " Oversampling technique "

Nous présentons ici la méthode du domaine élargi dite "Oversampling technique" introduite par T. Hou dans
[HW9I7] pour réduire I'influence des conditions aux limites linéaires sur la qualité des fonctions de base multi-
échelles. Elle constitue une alternative intéressante a la stratégie introduite en 6.2.6. En effet, lorsque les fonctions
de base de multi-échelle doivent étre recalculées un nombre assez important de fois, la stratégie 6.2.6 devient
inefficace car elle serait tres coliteuse en terme de temps de calcul. La méthode du domaine élargi consiste a
résoudre le probléme de cellule (6.1) dans un domaine K qui contient K (voir figure 6.3). Elle est définie comme

~n+1,K

suit : pour chaque maille K € £, on construit K et on consiére la fonction w, ,i=1,---d, solution du
probleme suivant :
u"(z) - vartt R (z) — div <D(u"+1(x))V@?+1’K(x)> = ¢(z)u*"TLE Lo, Wz e K,
(6.6)
w;L+1’K($) = z; ,Vx€ oK,
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Maillage fin

Maillage grossier

FI1GURE 6.3 — Définition d'un maillage pour la méthode oversampling

ff} u"t(z) dz

[z o(x) dx

u*,nJrl,K —

. . . ~ 1,K .
On construit ensuite la fonction @, """ comme suit :

VK € &y, @K (z) = attE (2), Vi e K,

K2 ?

Pour élément K € Eg, on définit le nombre dx comme suit :

S = dist(OK,OK). (6.7)

6.3 Stratégies de mise a jour des fonctions de base multi-échelles

Dans le probleme du traceur, le champ de vitesse varie avec le temps sous |'effet d'un changement de la
viscosité et/ou d'un changement des conditions aux limites. Les fonctions de bases multi-échelles doivent donc
étre réévaluées. Une mise a jour systématique de toutes les fonctions de base a chaque pas de temps est trés
coliteuse et inutile en pratique car la vitesse ne change pas de maniére significative en tout point du réservoir.
Deux stratégies peuvent donc étre mises en oeuvre.

6.3.1 Stratégie 1

La premiére stratégie consiste a mettre a jour les fonctions de base multi-échelles toutes les m itérations,
I'entier m étant fixé en début de simulation.

6.3.2 Stratégie 2

La seconde stratégie consiste a mettre a jour les fonctions de bases multi-échelles lorsqu’une variation signi-
ficative de la viscosité est observée dans une maille grossiére. On calcule, en d'autres termes, la quantité :

it = | [t @ [ e o (638)

et les fonctions de base associées a |'élément K sont mises a jour si E"K“ > £, avec £, un seuil donné.

6.4 Reésultats numériques

Dans cette section, on présente quelques résultats numériques obtenus avec la méthode multi-échelle présentée
plus haut. Nous comparons en particulier les résultats obtenus avec cette méthode et ceux obtenus avec la méthode
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Chapitre 6. Mise en oeuvre de la méthode multi-échelle pour la simulation du probléme de traceur

classique décrite au chapitre 3. Dans cette section, la solution de référence désigne la solution numérique obtenue
a partir du schéma DG sur le maillage fin &;,. Et, pour étudier la robustesse de la méthode multi-échelle, nous la
comparerons a la solution de référence.

6.4.1 Exemple 1 : Cas d’un champ de vitesse périodique

On reprend ici le cas d'un champ de vitesse périodique, introduit notamment dans [Oual3]. On considére le
domaine © = (0,1)2. On impose le champ de vitesse suivant

2 2
—dsin <7m:) cos <7ry> + b2,
€ €

u(z,y) = (6.9)
0 cos (27:6) sin (27?) + bg

avec ¢, 0, bg et bg des constantes choisies selon le cas test considéré. Dans cet exemple, le maillage fin &, est
constitué de 100 éléments dans chaque direction. Ici, on choisit dx = 10h (voir (6.7) pour la définition) dans le
cas ou la méthode du domaine élargi est employée. On choisit At = 0.05.

vitesse x

vitessey ——

FIGURE 6.4 — Champs de vitesse avec ¢ = § = b2 = 0.1 et bg =0

Test 1 Dans ce test, on considére la vitesse représentée sur la figure 6.4. Les solutions numériques sont
représentées sur les figures 6.5(b) et 6.5(c). Le maillage grossier est un maillage Cartésien ot chaque maille
grossiére est constituée de 25 éléments du maillage fin dans chaque direction. On peut voir sur la figure 6.5(b)
I'impact du choix des conditions aux limites linéaires utilisées lors de la résolution des problémes de cellules.
La méthode du domaine élargi permet d'améliorer la qualité des fonctions de bases multi-échelles et on obtient
alors une solution numérique de meilleure qualité représentée sur la figure 6.5(c). L'estimation d’erreur établie

p . p € p
pour la méthode multi-échelle (5.16) comporte un terme de résonance en T Dans le cadre de la méthode
multi-échelle proposée par T. Hou ([HWO97]) pour une équation elliptique, I'emploi de la méthode oversampling
/1 ny . . . ' . € .
améliore la qualité de la solution multi-échelle et au lieu d'un terme de résonance en ,/E, on obtient un terme

€ , ., , ., R . ~ , .
en —. Dans le cadre de la méthode multi-échelle étudiée dans cette these, il semble étre également le cas (voir
tableau 6.1 et tableau 6.2).

Test 2 : Convection dominante On considére maintenant la vitesse représentée sur la figure 6.6. Ici, € =

U}
1/10, § = by = 1/100, by = 0 et D° = 10~%. Le nombre de peclet P, = HII;(Q)H = 200 H. Comme pour
DI o (@)
une discrétisation Galerkine Discontinue classique, on observe des instabilités au niveau des solutions numériques

obtenues avec le schéma multi-échelle lorsque la convection domine la diffusion, ie (|[u®[[f1o(q)) > Amin)-
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(a) Sol. Ref. (b) Sol. Msc. 1 (c) Sol. Msc. 2

FIGURE 6.5 — Solutions au temps ¢ = 7 At. La solution multi-échelle 6.5(b) a été obtenue en utilisant des
conditions aux limites linéaires pour les problemes de cellules tandis que la solution multi-échelle 6.5(c) a été
obtenue avec la méthode oversampling.

H 1/4 1/5 1/10 1/20 1/25
L’ 0.0256998 | 0.02468 | 0.0430169 | 0.0572223| 0.0655117
H'(£,) | 0.112606 | 0.088825 | 0.0737171| 0.0605053| 0.0817529

TABLE 6.1 — Ecarts relatifs entre la solution de référence et la solution multi-échelle obtenue avec la méthode
"Oversampling" avec ¢ = 1/10, 6 = by = 1/10 et by = 0.

H 1/4 1/5 1/10 1/20 1/25
L’ 0.0391794 | 0.0399596 | 0.0524475 | 0.0298388 | 0.0419106
H'(£,) | 0.145108 | 0.119858 | 0.0851194| 0.0543727| 0.0537896

TABLE 6.2 — Ecarts relatifs entre la solution de référence et la solution multi-échelle obtenue en utilisant des
conditions aux limites linéaires pour les problémes de cellules avec e = 1/10, § = by = 1/10 et by = 0.

vitesse x

vitesse y

FIGURE 6.6 — Champs de vitesse avec ¢ = 0.1, § = b’ = 0.01, bg =0

Ce qui est en accord avec |'estimation d'erreur (5.16). Des méthodes de stabilisation pour certaines méthodes
multi-échelles sont récemment proposées pour pallier 3 cette difficulté (voir [BLM15, Mad16]). Ici, on constate
que l'impact du choix des conditions aux limites linéaires utilisées lors de la résolution les problemes de cellule
est plus important. On remarque également que la convergence est plus lente (voir tableau 6.3 et tableau 6.4).
Ce qui est en accord avec |'estimation d'erreur (5.2).
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H 1/4 1/5 1/10 1/20 1/25
L7 0.0460731 | 0.0458836 | 0.0747679 | 0.0973751 | 0.0753918
H'(£,) | 0.188612 | 0.159867 | 0.12064 | 0.0868699| 0.109438

TABLE 6.3 — Ecarts relatifs entre la solution de référence et la solution multi-échelle obtenue avec |la méthode
"Oversampling" avec ¢ = 1/10, 6 = by = 1/100 et by = 0.

H 1/4 1/5 1/10 1/20 1/25
L? 0.056095 | 0.0556612 | 0.0694713| 0.0398587 | 0.050912
H'(£,) | 0.215769 | 0.185355 | 0.1068 | 0.067771 | 0.0649741

TABLE 6.4 — Ecarts relatifs entre la solution de référence et la solution multi-échelle obtenue en utilisant des
conditions aux limites linéaires pour les problémes de cellules avec € = 1/10, § = by = 1/100 et by = 0.

vitesse x

vitesse y

FIGURE 6.7 — Champs de vitesse avec ¢ = 0.1, § = b) = 10.0 et b)) =0

Test 3 : Vitesses importantes On considére maintenant la vitesse représentée sur la figure 6.7. Ici, ¢ =

[u]] <

1/10, § = by = 100e, by = 0 et D = 107°. Le nombre de peclet P, = @ f =2.10°2H. La

vitesse considérée est plus importante que la périodicité €. Ce qui doit conduire, conformément a |'estimation
1>

d'erreur (5.16), a des erreurs plus importantes a cause du terme . Ce qui est confirmé numériquement (voir

tableau 6.5).

H 1/4 1/5 1/10 1/20 1/25
L’ 0.0460731 | 0.0458836 | 0.0747679 | 0.0973751 | 0.0753918
H'(€,) | 0188612 | 0.159867 | 0.12064 | 0.0868699| 0.109438

TABLE 6.5 — Ecarts entre la solution de référence et la solution multi-échelle obtenue avec la méthode "Over-
sampling" avec ¢ = 1/10, 6 = by = 10.0 et by = 0.

6.4.2 Exemple 2 : Perméabilité homogene

On reprend I'exemple 3.5.2 introduit dans le chapitre 3. Les profils de concentrations sont représentés sur les
figures 6.8 et 6.9. Les solutions multi-échelles représentées sur les figures 6.8(b) et 6.8(c), obtenues respectivement
avec des conditions aux limites linéaires et des conditions aux limites améliorées (stratégie décrite au paragraphe
6.2.6), sont qualitativement proches du fait de |'absence d’hétérogénéité. Ici £ = 12 x 22.
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o
N
o

o
S
o

om‘\\\lmo\\\l\\\‘\l\m_‘

(a) Sol. Ref. (b) Sol. Msc. 1 (¢) Sol. Msc. 2

FIGURE 6.8 — Profils de concentration obtenus au temps ¢t = 21 At. La solution multi-échelle 6.8(b) a été obtenue
en utilisant des conditions aux limites linéaires pour les problemes de cellules tandis que la solution multi-échelle
6.8(c) a été obtenue avec le choix décrit au paragraphe 6.2.6.

\IHH\‘IHH_‘
HHIH‘H\H_.
\\I\H\‘I\\m

0.75 0.75 0.75
0.5 0.5 0.5
0.25 0.25 0.25

© M—_—

0

(a) Sol. Ref. (b) Sol. Msc. 1 (c) Sol. Msc. 2

©_-—
’I\H

FIGURE 6.9 — Profils de concentration obtenus au temps ¢t = 31 At. La solution multi-échelle 6.9(b) a été obtenue
en utilisant des conditions aux limites linéaires pour les problemes de cellules tandis que la solution multi-échelle
6.9(c) a été obtenue avec le choix décrit au paragraphe 6.2.6.

6.4.3 Exemple 3 : SPE10

On reprend I'exemple 3.5.3 introduit dans le chapitre 3. Nous testons différentes variantes de I'algorithme de
résolution multi-échelle sur cet exemple ou les champs de perméabilités sont trés hétérogenes.
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Chapitre 6. Mise en oeuvre de la méthode multi-échelle pour la simulation du probléme de traceur

Couche 26
Impact du choix des conditions aux limites pour les problémes de cellules

La solution multi-échelle représentée sur la figure 6.10(b) a été obtenue a partir de conditions aux limites
linéaires et la figure 6.10(c) avec les conditions aux limites décrites au paragraphe 6.2.6. Les erreurs relatives
avec la solution calculée sur le maillage fin sont données en normes L? et H' dans le tableau 6.6.

Msc. 1 Msc. 2

—— S
e I

||ChHL2(Q)
llen =i e,

0.0124933 0.00933493

lenll ey

TABLE 6.6 — Erreurs relatives en fonction du choix des conditions aux limites pour la couche 26
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0 0
(a) Sol. Ref. (b) Sol. Msc. 1 (¢) Sol. Msc. 2

FIGURE 6.10 — Profils de concentration obtenus au temps t = 10 At sur la couche 26 du cas SPE10 avec les
deux choix de conditions aux limites.

Impact de la taille des mailles grossiéres

Toutes les solutions multi-échelles considérées ici sont obtenues en utilisant les conditions aux limites décrites
au paragraphe 6.2.6. En comparant les figures 6.11(a)- -6.11(f), on peut voir que la solution multi-échelle converge
qualitativement et quantitativement vers la solution de référence lorsque le pas du maillage grossier H tend vers
le pas du maillage fin h. Ce qui est en concordance avec la théorie. Les erreurs relatives sont données dans le
tableau. 6.7.

Solutions multi-échelles obtenues sur maillages généraux

On considére ici les maillages grossiers obtenus a partir du partionneur Métis et représentés sur les fi-
gures. 6.12(a)- -6.12(d). Les profils de concentration sont représentés sur les figures 6.13(a)- -6.13(e). Les
erreurs relatives sont indiquées dans le tableau 6.8. Ici, aussi, toutes les solutions multi-échelles ont été obtenues
avec la stratégie décrite au paragraphe 6.2.6.
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Ep=24x44 [ Eg =15%x20 | Ex=12x10 | Ep=6x10 | Eg=3x5

l[en — CAH/[SHH(Q)
0.000483469 | 0.00110849 0.00250603 0.0090247 0.022104

||ChHL2(Q)
llen =i,

0.000598711 | 0.0012722 0.00270341 0.00933493 0.0228682

||ChHH1(€h)

TABLE 6.7 — Erreurs relatives entre la solution de référence et les solutions multi-échelles obtenue avec le choix
décrit au paragraphe 6.2.6 en fonction du choix des dimensions du maillage grossier pour la couche 26.
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(d) 12 x 10 (e) 6 x 10 (f) 3x5

FIGURE 6.11 — Profils de concentration obtenus au temps t = 10 At. Toutes les solutions multi-échelles sont
obtenues avec la stratégie décrite en 6.2.6 sur des maillages grossiers Cartésiens. Les solution multi-échelles
6.11(b), 6.11(c), 6.11(d), 6.11(e) et 6.11(b) sont obtenues respectivement avec un maillage grossier Cartésien
Ea=24x44, g =15x20,Eg =12x 10, Eg =6 x 10 et Eg =3 x 5.

Sans mise a jour des fonctions de bases multi-échelles

Toutes les solutions multi-échelles considérées ici ont été obtenues en utilisant la stratégie décrite au para-
graphe 6.2.6. Le maillage grossier est Cartésien de taille £ = 5 x 5. En comparant les solutions représentées
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Msc. 1 Msc. 2 Msc. 3 Msc. 4

llen = et 120

Tonl 0.000489101 | 0.00410948 0.010879 0.0258326
h L2(Q)

llen = ekl e,

0.000637571 | 0.00443068 0.0114181 0.0266279

llenll ey

TABLE 6.8 — Erreurs relatives entre la solution de référence et les solutions multi-échelles obtenue avec le choix
décrit au paragraphe 6.2.6 en fonction du maillage grossier utilisé pour la couche 26.

(a) #(E) = 1056 (b) #(Em) =120 (c) #(&m) =60

(d) #(€n) =15

FIGURE 6.12 — Maillages grossiers obtenus avec le partitionneur Metis pour la couche 26.

sur les figures 6.14(a)-6.14(c), on constate que la solution multi-échelle obtenue sans mise & jour des fonctions
multi-échelle est qualitativement proche de celle obtenue avec une mise a jour systématique des fonctions de
bases multi-échelles. Ceci s’explique par le fait que fait le paramétre p varie faiblement.
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FIGURE 6.13 — Profils de concentration obtenus au temps ¢t = 10 At pour la couche 26.

Mise a jour réguliére des fonctions de bases multi-échelles

On se place dans les mémes conditions que le test précédent en mettant ici a jour les fonctions de base tous
les 4 pas de temps. Les profils de concentrations sont représentés sur les figures 6.15(a)—6.15(c).

Mise a jour automatique des fonctions de bases multi-échelles

On se place dans les mémes conditions que le test précédent en mettant ici a jour les fonctions de base
en fonction des variations de la viscosité comme décrit au paragraphe 6.3.2. Ici e5 = 0.001. Les profils de
concentrations sont représentés sur les figures 6.16(a)—6.16(c).

Temps de simulation et erreurs relatives

On compare ici les temps de simulation et les écarts relatifs des solutions multi-échelles par rapport a la solution
de réference. Ici, la solution Msc. 1 représente la solution multi-échelle avec une mise a jour systématique des
fonctions de base multi-échelle a chaque pas temps, la solution Msc. 2 celle sans mise a jour des fonctions de

147



Chapitre 6. Mise en oeuvre de la méthode multi-échelle pour la simulation du probléme de traceur
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FIGURE 6.14 — Profils de concentration obtenus au temps ¢ = 10 At. Solution multi-échelle 6.14(b) avec mise a
jour systématique des fonctions de base. Solution multi-échelle 6.14(c) sans mise a jour des fonctions de base.
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FIGURE 6.15 — Profils de concentration obtenus au temps ¢ = 10 At. Solution multi-échelle 6.15(b) avec mise
a jour sytématique des fonctions de base. Solution multi-échelle 6.15(c) avec mise a jour des fonctions de base
tous les 4 pas de temps.

base multi-échelle, la solution Msc. 3 celle avec la stratégie décrite au paragraphe 6.3.1 et la solution Msc. 4
celle avec la stratégie décrite au paragraphe 6.3.2.

sol. Ref Msc. 1 Msc. 2 Msc. 3 Msc. 4
298.626 474.036 189.175 218.196 225.159

TABLE 6.9 — Temps de simulation des solutions fine et multi-échelles en considérant différentes stratégies de
mise a jour des fonctions de base pour la couche 26.
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FIGURE 6.16 — Profils de concentration obtenus au temps ¢ = 10 At. Solution multi-échelle 6.16(b) avec mise a
jour systématique des fonctions de base. Solution multi-échelle 6.16(c) avec la stratégie 6.3.2 avec £, = 0.001.

TABLE 6.10 — Erreurs relatives des solutions multi-échelles en considérant différentes stratégies de mise a jour
des fonctions de base pour la couche 26.

Couche 39

On considére maintenant la couche 39 de I'exemple 3.5.3 introduit dans le chapitre 3.

Impact du choix des conditions aux limites pour les problémes de cellules

La solution multi-échelle représentée sur la figure 6.18(b) a été obtenue a partir de conditions aux limites
linéaires et la figure 6.18(c) avec les conditions aux limites décrites au paragraphe 6.2.6. Les erreurs relatives
avec la solution calculée sur le maillage fin sont données en normes L? et H' dans le tableau 6.11.

Msc. 1 Msc. 2
MS
Cp — C
H i e 0.0213798 0.0185381
”chHL2(Q)
llen =i ®l e
h 0.0251836 0.0207458
llenll ey

TABLE 6.11 — Erreurs relatives en fonction du choix des conditions aux limites pour la couche 39.
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FIGURE 6.17 — Maillages grossiers obtenus avec le partitionneur Metis pour la couche 39.
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FIGURE 6.18 — Profils de concentration obtenus au temps ¢t = 10 At sur la couche 39 du cas SPE10 avec les
deux choix de conditions aux limites.
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Impact de la taille des mailles grossiéres

Toutes les solutions multi-échelles considérées ici sont obtenues en utilisant les conditions aux limites décrites
au paragraphe 6.2.6. Des profils de concentration sont représentés sur les figures 6.19(b)- -6.19(e). Les erreurs
relatives sont données dans le tableau. 6.12.

Ea=5x10 | Eg=10x10 | Eg =10x22 | Eg =24 x 11

llen = ek 120

0.0325963 0.0247353 0.0185381 0.0195193
”ChHL2(Q)

llen = i e,

0.0345900 0.026803 0.0207458 0.0218423

”ChHHl(f,’h)

TABLE 6.12 — Erreurs relatives entre la solution de référence et les solutions multi-échelles obtenue avec le choix
décrit au paragraphe 6.2.6 en fonction du choix des dimensions du maillage grossier pour la couche 39.
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FIGURE 6.19 — Profils de concentration obtenus au temps ¢t = 10 At sur la couche 39 du cas SPE10.
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Chapitre 6. Mise en oeuvre de la méthode multi-échelle pour la simulation du probléme de traceur

Mise a jour automatique des fonctions de bases multi-échelles

On considére ici le maillage grossier cartesien £ = 10 x 22. On compare les solutions multi-échelles suivant
les différentes stratégies descrites dans ce chapitre. Les erreurs relatives entre la solution de référence et les
solutions multi-échelles sont représentées dans le tableau 6.14.

Msc. Sol 1 Msc. Sol 2 Msc. Sol 3 Msc. Sol 4

llen — i7" 20y

0.0178400 | 0.0195193 | 0.0179687 | 0.0179949
llenll L2 ()

llen = ek i e

0.0199827 0.0218423 0.020126 0.0201616

”ChHHl(é’h)

TABLE 6.13 — Erreurs relatives entre la solution de référence et les solutions multi-échelles obtenues pour diffé-
rentes stratégies de mise a jour des fonctions de base pour la couche 39.
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FIGURE 6.20 — Prolfiles de concentration obtenus au temps 10 At. Les solutions 6.20(b), 6.20(c), 6.20(d) et
6.20(e) représentent respectivement la solution obtenue sans mise a jour des fonctions de base multi-échelle,
avec mise a jour automatique des fonctions de base, avec la strategie 6.3.1 avec T, = 4 et avec la strategie
6.3.2 avec ¢, = 0.001.
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6.4. Résultats numériques

Solutions multi-échelles obtenues sur maillages généraux

On considére ici les maillages grossiers obtenus a partir du partionneur Métis et représentés sur les fi-
gures. 6.17(b)- -6.17(f). Les profils de concentration sont représentés sur les figures 6.21(b)- -6.21(f). Les erreurs
relatives sont indiquées dans le tableau. 6.14. Ici, aussi, toutes les solutions multi-échelles ont été obtenues avec
la stratégie décrite au paragraphe 6.3.2 avec ¢, = 0.001.

#(Er) =50 | #(Em) =100 | #(En) =200 | #(Ex) =300 | #(Em) = 400

0.0478892 0.0479958 0.0226605 0.0300792 0.0279459

llen = ek 120

fenll 2 o
l[en — c%bHHl(E;L)

0.0506092 0.0502723 0.0252873 0.0330332 0.0309366

||Ch||H1(5h)

TABLE 6.14 — Erreurs relatives entre la solution de référence et les solutions multi-échelles obtenue avec le choix
décrit au paragraphe 6.2.6 en fonction du maillage grossier utilisé pour la couche 39.
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FIGURE 6.21 — Profils de concentration obtenus au temps ¢ = 10 At pour la couche 39.
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Chapitre 6. Mise en oeuvre de la méthode multi-échelle pour la simulation du probléme de traceur
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Annexe A

Quelques résultats d’analyse
fonctionnelle

Lemme A.1. Soient I un intervalle de R et a € I. Soient o, B et u des fonctions définies sur I a valeurs dans
R. On suppose que B et u sont continues et la fonction « intégrable sur I. On a alors les résultats suivants :

1. Si la fonction (3 est positive et la fonction u vérifie

u(t) < alt) + / Bs)u(s)ds

alors on a

u(t) < alt) + /at a(s)3(s) exp (/t B(T)dr) ds, Vtelt>a.

2. Si, de plus, la fonction « est croissante, alors

u(t) < alt) exp (/t 6(s)ds> . Vel

Démonstration. Posons, pour tout s € I,

v(s) = exp ( / Sﬂ(r)dr) / " B(ryu(r)dr.
o) = ()~ [ srutrar) ssresp (- [ sinar).

Comme u(t) — / B(s)u(s)ds < «(t), on a

On a alors

V() < a@)esp (- [ atrar).

En intégrant v’ et en utilisant le fait que v(a) =0, on a

w0 < [ e e (- [ ) as.

Or, d'aprés la définition de v, nous avons

/ ' B(rulr)dr = exp (/ t B0r ) (),
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Annexe A. Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

ce qui donne

/atﬁ(r)u(r)dr < /ata(s)ﬁ(s)exp (/:ﬂ(r)dr) ds.

On en déduit ainsi que, pour tout t € I,

ut) <a(t)+ [ " (s)8(s) exp ( / t ﬂ(r)dr) ds.

a

Ceci conclut la preuve du premier résultat.

Si nous supposons maintenant que la fonction « est croissante, nous avons :

e ([ 50 as

s=t
s=

ut) <aft) + |

<al)~ (atyew ([ sryar) )
< a(t) exp (/t B(r)dr) .

)

a

Lemme A.2. Il existe une constant Cq qui ne dépend que ) telle que I'inégalité suivante soit vérifiée :

1%
Q

1
< Ca llull g1 () VOl L2y + 1922

Yu € L3(Q),Yv € HY(Q), ’/qu vl £2(q) -

Démonstration. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

w )l
uv| = ulv—7= | v]+—= [ u/l v
/Q /9 ( 1 Jo Q[ Jo  Ja
1
< Co ”uHH*I(Q) ”v“”Lz(Q)“ri /Q’LL /Ql}

/u
Q

diam(Q
En plus dans le cas ot le domaine §) est convexe, la constante Cq, est majorée par diam({2) (voir [PW60]). O
71'

1
< Ca ||UHH71(Q) ||VU||L2(Q) +192 ||U||L2(Q) :

Lemme A.3. Soit une fonction g € L*°(Y) telle que/ g(y)dy = 0. Alors, il existe ¢ € H(div,Y')N(L>®(Y))*
Y
telle que

—div¢(y) = g(y), dansY
C(y) -n(y) =0, surdY.
Démonstration. On considére le probléme suivant :
—Af(y) = g(y), dansY
(A1)
(VO(y)) -n(y) =0, surdy
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Formulation variationnelle

On procéde par approche variationnelle. On multiplie I'équation (A.1) par une fonction v € H(Y) et on
intégre par partie, ce qui donne

/YW(y)-W(y) dy:/yg(y)v(y) dy

Le second membre est bien défini car L= (Y') C L*(Y).
Posons

a4 (6.0) = /Y Vo(y) - Voly) dy = /Y o(w)oly) dy, V6 € H' v e H'(Y),
et
10,0) = /Y oyl dy, Vo€ H(Y).

Par la suite, on considére la formulation variationnelle suivante : trouver § € H'(Y’) solution :

/ V6(y) - Vo(y) dy = / o(y)oly) dy, Vo e H'(Y). (A2)
Y Y

Existence et unicité d’une solution

Pour démontrer |'existence et I'unicité du probléeme (A.2), nous allons appliquer le lemme de Lax-milgram.
On rappelle que dans I'espace H'(Y'), la semi-norme | - |71 (y) est une norme équivalente a la norme HY(Y). La
forme bilinéaire a4 est bilinéaire est coercive. En effet, on a :

a(0.60) = /Y VO(y) - VO(y) dy = V0] 2y,

La bilinéaire ay est continue. En effet, on a

0, (6,0) = /Yve(y) Vo) dy < V0]l oy IVl payy s Vo € HY(Y),
La forme linéaire [ est continue. En effet, on a :

!/Yg(y)v(y) dy| < gl gz 1ol < Cw gl 2 vy 1V 01l 2 vy

avec Cyy la constante de I'inégalité Poincaré-Wirtinger.

Par conséquent, par application du Théoreme de Lax-Milgram, on a existence et unicité d'une solution a la
formulation variationnelle (A.2).

Equivalence

On a montré que toute solution de I'équation (A.1) est solution de la formulation variationnnelle. Réciproque-
ment, toute solution de la formulation variationnelle est solution de I'équation (A.1). En effet, soit w € H'(Y),

on pose v = w —/ w, on a alors v € H'(Y)) et par conséquent on a
Y

/W(y)‘Vw(y) dy:/ 9(y)w(y) dy, (A.3)
Y Y

car g est a3 moyenne nulle.
Comme la fonction 6 € H'(Y') alors § est une distribution et toutes les distributions ont un laplacien faible. On
peut prendre w € C°(Y) dans (A.3) puisque w n'a pas plus de contrainte sur sa moyenne

/YVH(y) -Vuw(y)dy = <V9,Vw> = —<A9,w> = <g,w>.
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Annexe A. Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

Par conséquent au sens des distributions, on a —Af = g et comme g € L*(Y), alors I'égalité —Af = g a lieu au
sens L?(Y). Donc V6 € H(div,Y) et la formule de Green est valable. Alors par une intégration par partie, on a

/ (—26(y) — g(y))wly) dy + / (VO(y) - n(y))w(y)dy =0,  Ywe H(Y).
Y oY

En utilisant AG(y) — g(y) = 0 dans Y, on obtient alors
| (80w nmetids =0, vwe B,
v

En utilisant le fait que I'image de H'(Y") par |'application trace est dense dans L?(9Y'), on a
(VO(y)) -n(y) =0, presque partout sur JY.

Ce qui prouve I'équivalence.
En utilisant le résultat demontré dans [Maz09], on a V8 € (L°°(Y))¢. En posant ¢ = V#, on a

—div((y) = g(y), dansY,

d’ou le résultat voulu. O
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Annexe B

Existence, unicité et régularité des
problemes de cellule

Définition B.1. On définit 'opérateur elliptique P comme suit :
d d d
=Y 0 (Ajk Oku) + > 0; (Bju) + Ru (B.1)
j=1k=1 j=1

avec A une fonction de R? & valeurs dans R**? B une fonction de R* 3 valeurs dans R¢ et R une fonction de
R¢ 3 valeurs dans R.

On rappelle la défintion d'un opérateur fortement elliptique défini dans ([LM], page 111)

Définition B.2. On dit 'opérateur P (B.1) est dit fortement elliptique s'il existe une constante strictement
positive « telle que

d d
SS T A6 > alg?, Ve € RY

j=1k=1
Nous avons le résultat suivant démontré dans [McL0O][Théoreme 4.16] :

Théoréme B.1. Soient Q; et Qy deux ouverts bornés de R? tels que Q1 C Qo et on suppose que I'opérateur
P est fortement elliptique. Pour tout réel v > 0, siu € H' () et f € H" () tels que

P(u) = f, dans o

et si les coefficients A;;, B; et R sont C™'(Qy) alors u € H™™'(Qy) et

||uHHr+1 Q) S <C Hu”Hl(Qz) + C |l fll g ()
avec C' une constante indépendante de €)1 et de (5.

Lemme B.4. On suppose que les hypothéses 4.1 sont vérifiées, alors il existe une unique solution w; € H. #(Y) N
CY(Y) solution de :

u(y) - (Vywi(y) +e;) —divy (D(y) (Vywi(y) +e;)) = d(y)u” -e;,  Vy ey,
(B.2)
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Annexe B. FExistence, unicité et régularité des problémes de cellule

Démonstration. On procéde par approche variationnelle. On multiplie I'équation (4.7) par une fonction v €
H;&(Y) et on intégre par partie, ce qui donne

/ u(y) - (Vwi(y) + e;) v(y) dy + / D(y) (Vur(y) + e) - Voly)dy — | D(y) (Vur(y) + &) - nyo(y) do
Y Y oY

- /Y By)(u* - e)u(y) dy,
ce qui donne encore

/ u(y) - Vw;(y)v(y) dy + / D(y)Vwi(y) - Vu(y) dy — / (D(y)Vwi(y)) - nyv(y) do

Y Y oY
- [ ®we) - nyoly)do

oY
=/ ¢(y)(U*-ei)v(y)dy—/(u(y)-ei)v(y) dy—/(D(y)ei)-Vv(y) dy.
Y Y

Y

Le terme de bord (D(y)Vw;(y)) - nyv(y) do est nul. En effet, on a

oY
| Ve o= [ D@TVe) nve@do+ [ (DE)Te) nye()do
oY Tiy1=0y D=1y
+[ DwVee) et [ (DETYEw) ve)do
P{yz=0} Diya=1}
+[ D@TeE) e+ [ D)) nyol) de
{y3=0} {yz=1}
En utilisant le fait que nY\F{yl:o} = fnylr{yl:l}, nYII‘{y2:o} = fny‘r{m:l} et nY\F(y?,:o} = fny‘r{ygzl} et en
utilisant le fait que D et w; sont Y-périodiques, on a
| ®@Tuw) wewdr= [ (D@, - DO b, ) wyol) do
{y1=0}
s [ (PO, - DTG, ) o) do
Fiyz=0}

s [ (POVEWr - - DOTEWr,, ) ayol) do

{y3=0}

=0.

Comme les composantes du tenseur D sont Y-périodiques alors, on a / (D(y)e;) - ny (y)v(y)do = 0. On
, oY
obtient la formulation variationnelle suivante : Trouver w; € H;&(Y) tel que

a(w;,v) =1(v), Yve H#(Y), (B.3)

a(w;,w) = /Y u(y) - Vwi(y)v(y) dy + /Y D(y)Vw;(y) - Vu(y) dy

1) = [ o - eotwdy — |

[ (atw)-eotw) d - / (D(y)e:) - Voly) dy,

Y
Dans la suite, on pourra remarquer que la semi-norme |- |1 (y est une norme équivalente a la norme H;&(Y)
En effet, on a I'inégalité de Poincaré-Wirtinger
1
v _/ U(y) dy < Cy ||VU||L2(y) , Yve H (Y)
v L2(Y)
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avec Cy une constante qui ne dépend que de Y. Et, comme H(Y) C H'(Y) et pour tout v € HL(Y), on a

/ v(y)dy =0 alors on a
Y
[Vl 2y < Oy IVl 2y, Vo€ Hi,&(y)~

Par conséquent, on a
IVoll 2y < M0l o) < M0ll2 vy + VOl 2y < A+ Cr) VDIl 2y o € Hy(Y).

Ce qui prouve I'équivalence des normes ||-[| 1 () et | - [m1(v)-
#

Equivalence

On a vu que toute solution du probléme (4.7) est solution de la formualtion variationnelle (B.3). Récipro-
quement, on montre que toute solution de la formulation variationnelle (B. 3 est solution du probléme (4.7)

presque partout. En effet, pour tout p € CF° (Y), on pose v(y) = ¢(y) W / y)dy alors v € H#(Y) et

en remplacant dans la formulation variationnelle (B.3), on obtient

[ 0 vt (¢ - 37 [ ewran) av+ [ DwTwio) - Tet)dy
/¢ (w(y)—m/yw(y)dy> dy—/y(u(y%ei) (@(y)—n/ysO(y)dy> dy

/Y<D<>>w<>

Donc au sens des distributions, on a :

<u (Vyw; +e;) — div(D (V,w; + ;) — p(u” - e;), so>

(1 Low) ([ 0 (Fwstny +e0 dy~ [ ot -eny).

On peut remarquer la condition de comptabilité suivante :
/ (u(y) - (Vs + €)) dy = [ (00)” ) dy =0,
Y Y
En effet, on a
[ ) (Ve dy— [ (6t-e ay
Y Y
- /Y (u(y) - (Vu)) dy + /Y (u(y) - (e)) dy — /Y (G(y)u” - e;) dy
- /Y div (u(y)wi(y)) dy + /Y (u(y) - ;) dy - /Y (u(y) - e:) dy
- | @@uiw) ny do
oY

:0’

ou on a utilisé le fait que les composantes de la vitesse u et la fonction w; sont Y-périodiques. Par conséquent,
on obtient

<u- (Vw; + e;) — div(D (Vw; + €;)), L,O> = <<Z>(u* -e;), <p>, au sens des distributions.

Puisque w; € H'(Y) et ¢ € H*(Y) alors div(D (Vw; + e;)) € L?(Y) et par conséquent, on a
u(y) - (Vwi(y) + e;) — div(D(y) (Vwi(y) + e;) = ¢(y)(u” - e;), presque partout.
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Annexe B. FExistence, unicité et régularité des problémes de cellule

Existence et unicité

Pour prouver I'existence et I'unicité de la solution, on applique le théoréme de Lax-Milgram a la formulation
variationnelle (B.3). Pour cela, nous devons vérifier la continuité de la forme bilinéaire a et sa coércivité et nous
devons également vérifier la continuité de I'application [.

La forme bilinéaire a est coercive, ie :
a(wiw;) = Ain [ V03132

En effet, on a

al(wi,w;) /Y Vi (y)wi(y dy+/D Vwi(y) - Vs () dy

v > [ vt @) dr+g [ u) )R+ A [Vl

2 Amin ||vwi||L2(Y)

car divyu = 0 et que les composantes de u et w; sont Y-périodiques.

La forme bilinéaire a est continue, ie :
a(w;,v) = || Vw| ||Vv||L2 () Vv € H#(Y)

En effet, on a :

/ (u(y) - Voos) v(y) dy + / (D(y)Vui(y)) - Voly) dy
Y

Y
<u- vwi”L?(Y) HU||L2(Y) + ||DvwiHL2(Y) ||VU||L2(Y)

< Cy ( sup ||ui||Loo(Y)> vaz‘”m(y) HVUHL2(Y)

ie(1,...,d)

+ ( sup Di,jHLoo(y)) ||vwi||L2(Y) HVUHL2(Y)
(1,5)€(,....d)?

2 Vw2 3y [Vl 2 vy -

La forme linéaire [ est continue, ie

/Y (S(y)u* - e) v(y) dy — /Y (u(y) - e:) v(y) dy / (D(y)e:) - Voly)dy| < [Vl ay) -

Y
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En effet, on a :

/Y (G(y)u” - i) vo(y) dy /Y (uly) - &) o(y) dy — / (D(y)e:) - Voly) dy

Y

< [ou” - el oy [0l Lo vy + T €ll 2y (0] 2y
+ HDeiHL?(Y) ||VU||L2(y)

<191l g2y ( (Sup Y ||uf|Loo(Y)> 1ol 2y

ie(1,...,

+ Yl( sup IIUiIme) 1ol L2 vy
ie d)

yeeey

+VIY| Sup ||Di,j||Loo(y) vaHm(y)
(i,5)€(1,...,d)?
2 Cy VUl p2iyy + Oy [Vl 2 vy + (IVOll 2 vy
2Vl gy
Par conséquent, par application du théoréme de Lax-Milgram, nous avons I'existence et I'unicité d'une solution
w; € H#(Y) a la formulation variationnelle (B.3).

Régularité

Pour étudier la régularité de la solution du probléme (4.7), nous allons appliquer le théoréme B.1 avec r = 2.
Pour cela, nous avons besoin de construire une fonction W appartenant a I'espace H' dans un domaine contenant
Y et solution d'un probléme fortement elliptique telle que sa restriction a Y est égale a w;.

On définit les domaines Yy obtenus par translation du domaine Y comme suit :

Ye=k+Y, VkeZ%
De méme, pour tout k € Zd, on définit la fonction @y sur Y, comme suit :
ok (x) = w;(y), Ve=y+ke Yk (B.4)

On définit la fonction W comme suit :

W(z) = Z vk (), vz € RY,
keZ

En utilisant la définition de W, on a Wy, = w; € H*(Y) et en utilisant le fait que w; est Y-périodique, alors
W e H.(R?). Il nous reste maintenant 3 démontrer que W est une solution d’un probléme fortement elliptique.
Pour cela, pour tout k € Z% et pour toute fonction V € C;2,(R?), on a :

/Rd (u(z) - (VW (z) +e;) — div(D(z) (VW (z) + €;))) V(x) dzx

= Z/ (u(®) - (Vor(z) + i) — div(D(z) (Ver(z) + €:))) V(z) da.
kezd /Y

Par changement de variable z =k +y, on a :

/Rd (u(z) - (VW (x) + €;) — div(D(z) (VW (z) + €;))) V(z) dzx

= /Y (u(yk +¥) - (Ver(y +y) +e;) — div(D(yx + y) (Ver(yk +y) +€:)) V(g +y) dy.
kezd
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En utilisant la définition de ¢ et en utilisant le fait que les composantes du vecteur u et les composante du
tenseur D sont Y-périodiques, on a :

/R () (VI (z) + 1) — div(D(e) (VIV (&) + 1)) V(@) d

-y / () - (Vei(y) + e) — div(D(y) (Veily) +e))) Ve + ) dy.
kezd’Y

En utilisant I'équation (4.7), on a :
/R () (V&) + 1) — div(D(e) (VIV(z) + 1)) V() d

-y /Y(¢(y)u*'ei)v(yk+y)dy

kezd

Ce qui donne encore
/Rd (u(e) - (VIV(2) + e;) — div(D(x) (VW (2) + ;) — (6(a)u” - e,)) V(z) da = 0.
Par conséquent, on a

u(z) - (VW(x) + e;) — div(D(x) (VW (x) + €;)) = ¢(z)u* - e, au ses des distributions. (B.5)

Comme D; ; et u; sont dans C*(Y') et ¢ € H*(Q) et comme w; = W; dans Y, alors par application du théoréme
Blavec A, ; =D;;, Bj=uj, R=0et f = ¢(x)u* -e;, on a w; € H*(Y). Par conséquent w; € C*(Y). O

Lemme B.5. On suppose que les hypothéses 4.1 sont vérifiées, alors il existe une unique solution fo’E € H*(E)
solution de :

L (@) - VarE (@) — div (Ds(z)V@i’E(z)) - L@ e voen,
3 g

(B.6)
w; P (z) = z; Vz €0FE,

Démonstration. On procéde par approche variationnelle. On commence par faire un relévement. Soit une fonction
P . E e B ~e,E ~c.E
g définie sur E par g(x) = x; et on cherche w;'~ sous la forme w;"” = w;}’ + g avec w;, € Hy(E). On

obtient alors

1

—u®(z)- V@i’f(m) — div (Ds(x)V@f”OE(x)) = f VzeE,

€ (B.7)
wSy () =0 VzelE,

1 1
avec f € H'(E) définie par f = gqﬁ‘f(x)u*ﬂ e + gua(x) - €.
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Formulation variationnelle

On multiplie I'équation (B.7) par une fonction v € HJ(E) ce qui donne :

/E (%E(@-V@fﬁ@)) v(z) do — /E div (Ds(x)Vz'Ei’f(x)) v(z)do = /E f(@)v(@) da.
Par une intégration par parties, on a :
/E (if@;)-V@ﬁ@)) v(z) dz + /E (Df(x)vwf;f(x)) V() dz — /6 i (De(az)V@i’dE(x)) npo(z) do
= /Ef(x)v(x) dz.

En utilisant le fait v = 0 sur OF, on obtient la formulation variationnelle suivante : trouver V@f’f € Hy(E) tel
que

/E (1u6(:c).m§;§(x)> o(@) de + /E (D (@) V£ () - V() da = /E F@)o(a) da. (B.S)

3

Equivalence

On a montré que toute solution de I'équation (B.7) est solution de la formulation variationnelle B.8. Ré-
ciproquement, nous allons montré que toute solution de la formulation variationnelle B.8 est aussi solution de
I'équation (B.7) dans un sens a préciser. Soit ¢ une fonction de I'espace C5°(E) alors comme C°(E) C Hy(E)
alors I'équalité suivante est veérifiée

3

[ (Ge@ - vorf@ ) vwo+ [ (DF@vae) Vet o= [ fepwdn

Alors au sens des distributions, on a :

{ (qu(x) - vmf;f) —div (stwf;f (x)) —fe)=0.

Ce qui donne :
1 ~ ~
(gue(x) : waOE) — div (DEway’f(x)) — f =0, au sens des distributions.

Existence et unicité

Nous allons utiliser le lemme de Lax-Milgram pour établir I'existence et I'unicité de la formulation variationnelle
. ' 1
B.8. On rappelle que la semi-norme [[V¢|| () est une norme dans I'espace Hy(E). On commence par montrer
que la forme bilinéaire suivante est coercive

€

/E <1u8(x)-V@f,’f (w)) v(x) da + /E (Ds(m)vwg’f(m)) Vo(z) dr.
En effet, on a

[ (Bw@ - varfe) @i ae+ [ (0@vaife) v e i

g
> / L @) - VarE @) ) a5 E (@) do + A vm?’ff
B \¢ i E 20 N2
2
2 /\min v{[]f,oE‘ )
0 llL2(m)
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1
car / (Eua(as) . V{DfOE(I)) ﬁff(z) dx = 0.
E

Nous allons montrer que la forme bilinéaire est continue :

/E (105(3?) : V@j’f(@) v(z) dx+/E (Df(x)v@;’f(x)) Vo(z) dz

3

1 e E B

s HE“%) V| Wl @+ [D@VEE @) 190
E) (E)
1

S c oW H N?,E‘ A’rnowc ~§7E‘ \Y% .

E|-u ) w;'’y L2(E) HVUHB(E) (x) + Vw; o) | UHLZ(E)
CARS + Ama | || VB LIVl

¢ lreem) PO llLaqmy T

d'ol la continuité de la forme bilinéaire.
Nous allons montrer que la forme linéaire suivante est continue

/Ef(m)v(l‘) dr = /E (iqﬁs(x)u*’E ce; + éug(x) -ei) v(z)dx.

/Ef(x)v(x) do = /E (i¢5(x)u*’E-ei+ éug(x) -ei> o(z) dz

1 1
< ‘¢su*7E.ei+uE -e; ||UHL2(E)
€ € L2(E)
1 e « B 1 €
< Cgl|=¢° (z)u™” - e; + —u® - ¢; ||vv||L2(E)
c € L2(E)
Cg

< (1 - el 8]y + 10 - @ill ey ) 190 22y

d’'ou la continuité de la forme linéaire.
Par conséquent, en appliquant le lemme de Lax-Milgram, on a existence et unicité de la solution de la
formulation variationnelle B.8.

Régularité
~c.E . , , . .. .
w; 'y est solution d'une équation elliptique dans un domaine convexe et comme le second membre f € Hl(E)
~c. F . . N T ~c ., F ~e, F ; .
alors on montre que w;),” appartient au moins 3 I'espace Hy(FE). Comme w;"~ = w;};" + x;, alors on en déduit
~c. E =
que w5 € H*(E). O
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Annexe C

Existence, unicité et régularité des
problemes d’évolution

Définition C.3. Soient a , b € R. Soit V' un espace de Hilbert. On définit I'espace W (a, b; V , V*) comme
suit
Wia,b; V,V*)={v e L*(a,b; V), v € L?*(a,b; V*)}.

Nous avons les théoremes suivants démontrés dans [DLOO][page 473]

Théoréme C.2. Soient a , b € R. Soient V et H deux espaces de Hilbert. On suppose que V est dense dans
H. Soitve W (a,b; V., V*). Alors la fonction v appartient a I'espace C° ([0,T]; H).

Théoréme C.3. Soient a , b € R. Soient V et H deux espaces de Hilbert. On suppose que V est dense dans
H. Soient v,u € W(a, b; V., V*). Alors I'égalité suivante est vérifiée

(Oru, v) + (u, Opv) = (u(b),v(b)) — (u(a), v(a)). (C.1)

Proposition C.1. Soient a , b € R. Soient V et H deux espaces de Hi/b/ert. On suppose que V est dense dans
H. Soitue W (a, b; V., V™). Alors I'égalité suivante est vérifiée dans D (|0, T'])

(Qpu(t), v) = %(u(t) ,v), YveV. (C.2)

Définition C.4. Soit I'opérateur DZ’ défini par

P s he}’z) —®) vy e 12(RY. (C.3)

Proposition C.2. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

/ wD " (v) dx = D} (w)vdz, Yvw e L*(R?), (C4)
Rd Rd
D,’;(wv)(x) do = / (w(x) DZ(U)(x) + DZ(U))(L) vh’k(x)) dz, Yvw € LQ(Rd), (C.5)
JRA R4
||DZ(U)||LP(R(1) g ||vv||Lp(]Rd) ) Vv € Wl’p(Rd)v (06)
avec v"* = v(x + hey).
ov
: h _ 7Y 2 (md
}LILI%)D]C (v) = 92p” Yo € L*(R?). (C.7)
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Démonstration. Soient v,w € L*(R%). On a

/]Rdw(m)Dk v(x )dm—/ v(m—he};z)—v(x) w(ac)dx:/RdWw(x)dm—éd@w(x)dx.

R4

Considérons le terme / vz = hev) w(z)dz. On a

Rd h
/ Mw(x) dx:/ v(y)wd%
R4 h R h
oll on a posé y = = — heg. On en a déduit
/ w(z) D[;hv(x) dr — / v(z) M dz — / @ w(z)dz = / v(z) w(z + hey) —w(z) d»
Rd Rd h ) RE h

= D w(2))v(z) dz.

Rd

d’ou l'inégalité (C.4).
On établi maintenant I'égalité (C.5). Soient v,w € L*(R%). On a

A B w(x + heg)v(x + heg) — w(x)v(z) .
y Dy (wv)(x) dx = /Rd - d
_ / w(x + heg)v(z + hey)  w(@)v(x + hey) n w(@)v(z + he)  w(@)v(z) da
. h h h

_ /Rd w(zx + he];c) —w(x) o(x + hex) +w(x) v(z + he]f) —v(x) I
= y D (w(z)) v(x + heg) +w(z) D (v(x)) d,

d’ol l'inégalité (C.5).

Soit v € C°(R%). Posons g(t) = v(z + hey). On a alors
DZ(”) = v+ he;z) —v(@) = 9(1) ;g(O) = /0 g'}(Lt) dt = /0 e, - Ve(r+theg)dt.
Alors, pour 1 < p < oo, ona
1/p

1
/ e, -Ve(r+theg)dt
0

P 1/p 1
DR 1o oy = (/Rd dx) < (/d/ Vc(x+thek)|pdtdx>

1 I)
g(/o Rd|Vc(x+thek)|pdxdt) (/ IVl g d ) — Vel g

Pour p = o0, on a
1
||DZ(v)||LQC(Rd) = ‘/0 ey - Vc(fv—i—thek)dt‘ < Vel po may -

En utilisant la densité de I'espace C°(R?) dans WP (R?), on retrouve I'inégalité (C.6).
Soit v € L*(RY). On a HDZ(U)HB(W) < C avec C indépendant de h. Donc la suit (DZ(v))h converge

faiblement vers z appartenat a L?(R%). Identitions la limite z. Soit ¢ € C2°(R%); d'une part,

Dy(v(@))p(a)dz — | z(x)p(z)dx
Rd Rd
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d’autre part, en utilisant (C.4), on a

Di(vla))p(e) da = [ o)D" o(w)

R4 Rd

s _ 0
Mais comme ¢ est une fonction réguliére, a support compact, alors D h<p B fortement dans LQ(Rd).

axk
Donc
_ Op v
Dt o(z) de = — —d:<—,>.
| v@nite@ e == [ vl @ de = (G
, ) v h ov . TN . o
Ce qui entraine que z = T Donc D} (v) — T faiblement. Mais d’aprés la semi-continuité inférieure par la
Tk T,
limite faible, on a
v
. h > _ )
}llIL%HDk(U)HLQ(Rd) = HZHL2(R‘1) ' (93% L2
Donc
’ o <cC
Oz L2(Rd)

O

Proposition C.3. On suppose que les hypothéses 4.1 sont vérifiées. Alors, il existe une unique fonction c. dans
'espace
L? (0,75 H? (R*)) nc® ([0,7]; L* (RY))
telle que
dee
ot

€ L? (0,75 L* (RY))
solution de

{ % (x)Opce (t,x) + éue(x) Ve (t,x) — div (D () Ve (t,z)) = 0 dans (0,T) x R%, (C.8)

(0, ) =c(z) dansR%.
Démonstration. Formulation variationnelle

La preuve de I'existence et I'unicité d'une solution de I'équation (C.8) se fera par approche variationnelle.
Pour cela, on multiplie I'équation (C.8) par une fonction v € H'(R?), ce qui donne :

(6%0he. (1) v) L e (b2t (@) - V(o) do + / (D% (2) Ve (t,2)) - Vo(z) dz = 0. (C.9)

H-1(R4),H(R4) B /]Rd 3 Rd

En utilisant le fait que u® € (L“(Rd))d, D e (L“(]Rd))dXd et ¢° € L>=(R%), on montre que I'équation (C.9)
a bien un sens. Et, comme ¢ ne dépend pas de t alors, on a

/e 1ca:usa;-vajac (x)Vee(t,x)) - Vo(z) dx =
9 57et).v) (t)u(@) - Vola)do+ [ (D (@)eu(t) - Vola) do =0,

H-1(R),H(RY) /Rd €
(C.10)
Soit ¥ € H&T(O,T), on a

/oTjt <<¢€cs(t) ’”>H1(Rd>,H1<Rd)) U(t)dt
_ /OT (/R lcg(t,x)uﬁ(m) -Vou(z)dx + /Rd (D*(z)Vee(t,x)) - Vo(x) dx) W(t)dt = 0.

d €
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Par intégration par parties, on a

’

—/OT( ) ¢° (z) e (t,2)v(z) dx) U (t)dt

_ /0 ' ( /R d %cg(t,x)us(a:) Volz)dz + /R (DF(@)Vex(t)) - V() da:) W(t)dt
([ s @)ec0m)ol@)de ) ¥0) = ( | 6 2)@)o(@)dz ) w(0).
R4 R

On considére la formulation variationnelle suivante :
trouver c. € L*(0,T; H'(R?)) telle que, pout tout V € L?(0,T; H*(R%)) N H&T(O,T; L*(R%)), on a :

_/OT 3 qﬁf(x)ce(t,x)aa—‘;(t,m) dxdt_/OT /Rd (icg(t,x)ue(x) —DE(:C)VcE(t,x)) YV () da d

= y ¢°(2)(2)V(0,2) da. (C.11)

Unicité et Existence

Construction d’une solution de (C.11) Nous allons utilisé la méthode de Galerkine pour montrer |'exis-
tence d'une solution. Comme I'espace de Hilbert H'(R?) est séparable, il admet une base orthonormale (voir
[Bre10]) (¢;)1<j<oo- On définit I'espace VY = vect(p1,...,on). On définit la suite (c"°)y>1 solution du
probléme suivant : trouver ¢™¢ : [0,¢] — V de la forme :

N
MNe(ta) =Y ad e (t)es()

avec aiv’g IS Hl(O,T), 1 < s < N, solution de

O( e N,e t 5
/ ( (9 (@)e " (t.2)) Yoi(x)dr + | D(x)VeNE (ta) - Vi (z) do — / cN’E(t,x)u (=) -Vi(z)dz =0,
R4 ot R4 Rd
Vi=1,---,N,
N
N (0,2) = e (@) = Pu(”) = D (00 )ps ().
s=1
(C.12)
Py représente 'opérateur de projection orthogonale sur V™ dans Lz(Rd). Comme ¢;,j =1,--- ,N est une base
pour V| I'équation (C.12) équivaut a résoudre le systéme d’EDO suivant :
d
MaaN’s(t) +Aa™e(t) =0,
(C.13)

o™ (0) = ay,
ol pourt,j=1,--- N

us(x)

My = [ @it e, Ay = [ (D@00 Toilo) - L Toutaes(o)) a,

Qg = /Rd A (x)p;(z) da.

On remarque que les coefficients de M et A sont constants. La matrice M est symétrique et grace aux hypothéses
faites sur ¢°, elle est définie positive, donc inversible. Par conséquent, le systéme (C.13) est équivalent a :

d
%aN’E(t) +MtAMNE(t) = 0,

(C.14)
a™¢(0) = ay.
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C'est un systeme carré d'équations différentielles linéaires d'ordre un a coefficients bornés. Une extension classique
du théoréme de Cauchy-Lipschitz (voir [WIo]) entraine que (C.14) admet une unique solution a™¢ € C°([0,7])"

et en reportant cette information dans (C.14) on trouve que a™* € W'*(0,7)". En multipliant la ;*M€
équation de (C.12) par «; et en sommant sur 4, on trouve :

x)eNe(tx
/Rd 8(¢( )8t (t’ ))CN’E(t,l’) da:—i—

D (2)Vc e (ta) - Ve (tx) —/ cN’E(t,x)u éx) VeNE(ta) de = 0,
R4

Rd

1d
gZ)(cN"f(t,a;))2 dx + D¢ (z)VeNe (ta) - Ve (L) de = 0.
2 dt ]Rd
En intégrant de 0 a T', nous avons :

P [ (00 do 4 Ml TNy = 5 [ 5@ (0) d
R4 R4

On remarque que ||cN’€(O)||Lz(Rd) < ||CO||L2(]Rd) car Py est la projection sur V¥ pour la norme L*(R?) donc :

2)\min d)mcu
||CN’5(t)||2L2(Rd)+ o ||VCN’EH%2(0,T;L2(Rd)) S . || )72 (Ray (C.15)

et par conséquent VcV¢ est borné dans L2(0,T; L?(R%)?) et ¢™¢ est bornée dans L>(0,T; L*(RY)) . Il existe
alors une sous suite de ¢™¢ (encore notée par ¢"¢) qui converge dans L?(0,T; H'(R?)) faiblement et dans
L>®(0,T; L*(R?)) +-faiblement. Il existe ¢ € L*(0,T; H'(R%)) N L°°(0,T; L*(RY)) telle que :

T T
/ / N ()W (1) da dt 222 / / c(t,x)W(t,x)dedt, YO e LY(0,T; L*(RY)),
0o Jre R?

T
/ VeNe (ta) - U(ta) da dt N*—O‘B Veo(tx) - U(ta)dodt, YU e L2(0,T; L2(RY)4).
R4 R4

N,e

Passage a la limite On voudrait montrer que la limite c¢. de la sous-suite de ¢"'¢ vérifie la formulation

variationnelle (C.11). Puisque ¢"*° est assez réguliére, on a :

Ve (t,x
/]Rd ¢€(x)887t(t’) i(x) de = % ngE(;U)cN’E(t,x)apj(x) dx.

Soit ¥ € H&T(O,T), ona:

/OTjt ( . pc™NE (t,x) () dm) U(t) dt+/0T ( y D (2)VeN< (1) - Vgaj(;v)> )W (t) dt

T
—/ (/ (tx) -Voj;(x)d >\I/(t)dt:0.
0 Rd
En intégrant par parties, on a:

_/OT </Rd ¢ECN,€(t,$)<Pj(l')) \I/l(t) dt + /OT ( 9 D (2)VeN < (t,2) - Vgoj(x)) U(t) dt

-/ ! ([ et ™™ vo,m) vy = ([ o0, vo.

On fixe j et on passe a la limite en N. On obtient :

- /0 ) < » ¢€(w)cs(t,x)<pj(x)) U () dt + /0 ’ ( . D (2)Veo(t,z) - v@j(x)> W(t)dt

-/ ' ([ ™ vp) vwa- ([ seonem)vo.
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En utilisant la densité de la base (p;);>1 dans H*(R%), ona Vv € H'(R?), V¥ € H;7(0,T) :
T ) T
—/ ( qﬁa(x)cg(t,x)v(m)) U (t)dt —|—/ ( D*(x)Vee(t,x) - Vv(ac)) U(t)dt
0 R4 0 Rd

_/OT </R cs(t,x)%(x) : Vv(x)) U(t)dt = ( 9 ¢ (2)c () v(z) d:c) 7(0).

L'ensemble des fonctions de la forme v¥ avec v € H'(R%) et ¥ € H&T(O,T) étant dense dans L(0,T; H' (R%))Nn
H&T(O,T; L*(R%), alors c. vérifie la formulation variationnelle (C.11).

Régularité

En utilisant le fait que ¢ € H3(R?), on peut montrer |'estimation suivante :

2
1 2
‘&E (D)"? Ve (1)
at L2 (07T;L2(Rd ¢mzn LZ(Rd)
1 u® ? 2 /\maar 2
S - ||VC || 2 72(rdy) T VCO 2 .
?nin L>=(R4) SEAOTEAED) ¢mzn || ||L (R)

0 0
En effet, on prend v = % dans I'équation (C.10) ce qui est possible car % € HY(RY) pour tout t € [0, T).
On obtient :

55

Ce qui donne encore

85

805

1 dc,
_ “(z) - Veut, De 0 o
L2(]R<d) /Rd e Ot B¢ (bW (z) - Veetz) dz + R (z)Vee(t,x) -V ot — (tx)dx =0

+ D (z)Vee(t,x) - V%(t,a:) dr = /]R 1%(t,ax)u‘s(aj) - Vee(t,x) do

L2(RY) R ot . € Ot
u® de
<|¥ el Vet ageoy
Loo(R4) L2(R4)

En utilisant I'inégalité :2ab < a®+b% ona

e

+ [ Dr@)Velta) - V< (ta) do — / L0 (4 yuf (x) - Veu () da
L2(Rd) R4 8t Rd € 375

2 2

€

1

<L e (t,)
20

ot

u

£

|w%<mqu+\

Lo (R%) L2(Rd) .

Considérons le terme D®(x)Vee(t,z) - V%(t,x) dx.
R4

Df(z)Ve(t,z) -V%(t,x) dx :/ D (z)Vee(t,x) - cha(t,:U) dx
ot R ot

R4
d
= ZZDz _]( )61168(1: l‘)a g(t,x) dx.

En utilisant le fait que Dj ; = D7 ;, on

D (z)Vee(t,x) - v@cg (t,x)de = Lo Z ZD )0y, ¢ (t,0)0y ;o (t,)

R ’ ot 20t P
. (D% (@)Vee(t,z) - Ve (t,x))
2 at C: (T, Ce (T, .
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Par conséquent, on a

de. 2 10 1 [|us|? Hacs( A
\ ¢° t, 4+ —= D (2)Vee(t,x) - Vee(tx)de < — || — Ve + = .
¢ 6t ( ) LQ(Rd) 2 6t 4 (I) CE( ) 8( ) (5 Loo(Rd,) || 5( )||L2(]Rd) 2 at LZ(Rd)
Ce qui donne encore
vade g e 21w s8Rt
€ t, — D6 \V4 t7.’ < —||l— Vee(t, 4 - =27 .
ar )LQ(Rd 28t H cel )L2(Rd) 26 || & || poo gy IVeet)lzz@n + 5| =5 L2 (R4
En intégrant sur [0, T, on a
H /¢sacs H (D?) 1/2g, e(Tv')’ ?
Ot || 200,712 (R1)) 2 L2(R%)
1 u® 2 305 1 1/2 2
<% Ve +2 +7HD€ Ve 0,.’ .
25 |5 o o ¥y ;|5 ey P2 @0
Ce qui donne encore
(¢ o >Hace +1H(D6)1/2VCE(T)‘2
man LZ(O,T’L2(Rd)) k) L2(Rd)
1w 2 1 1/2 2
SoE Lo (Re) ||VCEHL2(O’T?L2(R‘1))+§H(DE) Veel0)]| s aay
En prenant 6 = ¢pin, ON a
oc. ||? 1 1/2 2
D* T, ‘
H Ot 20,102y Pmin (D% Vee(T) L2(R4)
1 u® 2 2 )\max 2
h d)?nzn Lo (R4) ||VC€||L2(0’T;L2(Rd)) - Qsmin HVCOHLz(Rd) '

On souhaite maintenant montrer que ¢, € L?(0,T; H*(R?)). L'ingrédient essentiel de la démonstration est
la méthode de la “translation” (voir [All05][page 133]).

On prend v = D;" (Djrc-(t,x)) dans I'équation (C.10) ce qui est possible car c.(t) € H'(R?) pour tout
t €10, T]. On obtient :

¢ ()yce(t,x) Dy " (Dice(t,x)) da + / éua(x) Ve (ta) D" (Diea(tx)) do
d Rd

+ /Rd (D*(z)Vee(t,z)) - V (D,;h (Dje.(t,x))) da = 0.
Ce qui donne encore
/Rd (D (2)Vee(t,x)) - V (D" (Djee(t,x))) dz
= —Excx—lusx-ca: I (Dl _(t.z T
= [, (- @acctt) - Lt @) Veutr)) D" (D)
En utilisant I'inégalité (C.4), on a :

» D} (Df(2)Vee(t,x)) - VDP (co(t,x)) da

= / (—ng(x)@tcE(t,x) — 1ua(x) . Vcs(t,:c)> D,:h (DZ'CE(t,l‘)) dz.
Rd 9
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En utilisant I'inégalité (C.5), on a :
/]Rd (Ds’h’k(x)VD,’;(cE(t,x))) VD! (c.(t,x)) dx + /Rd Dy, (D?) (2)Vee(t,x) - VDI (ce(t,x)) da
= / ((bg(x)atce(t,z) - éug(x) . Vcs(t,x)> D" (Djre-(t,x)) da.
Rd
avec D=MF(z), 5 = = Dj ;(z + hey,).
Mnin [ VD)0 2oz < / Dy, (D7) (1) Ve (t,) - D} (ex(t,2)) da
+ ’ /]Rd (—qﬁg(x)atcs(t,x) — %us(x) . Vcs(t@)) D,;h (DZCE) dx‘

<sup [ Du (D), |, o 19Ol gy VD (02) ] 3 ey

+ ’—qﬁg(x)@tcg(t,x) _ éus(x) Ve (t,a)

2 "Dl;hDery‘LZ(Rd)

L2(R
< Siup HDh (Dg)i,j ‘L‘”(]Rd) |V CEHLZ(]Rd HVDk: (ce(t,m)) HLz (RY)
1
+ ’—(bs(m)&gcg(t,x) — =u®(z) - Ve (t,2) HDk_hDerHLQ(Rd) )

¢ L2(R)

En utilisant I'inégalité ||D;hDZc€||L2(Rd) < ||VDZCE||L2(W) ,ona:

2
)\min ||VDZ(CE)(t)||L2(]Rd) < Szl’ljp HDh (DE)’L,j ‘Loo(Rd ||VC5||L2(Rd Hka Cg HL2 Rd)
1
H—gbe(x)atcs(tw) — —u®(z) - Ve (t,x) HVDZCEHLZ(RJ) .

‘ L2 (R)

Ce qui donne encore

Ao [V DR (e) Oy < 5P [ D0 (), | 19l gy VD () g
i,

u
+ (HgHme [Vee(t.0)l 2 ey + ||¢f<x>atcs<t7x>||L2<Rd>> IV DRee |l s gy -

Ce qui donne encore

HVDZ(CE)(t)HLz(Rd) N S;l‘]l) HDh DE) ‘ oo (RY) HVCEHLQ(Rd)
1 1
T N ZHme IVeet.)llza@e + 5 19°(@)0ce (b2l oy -
En particulier, pour tout k =1, --- ,d, on a
Oc,
Vot < D1 (D), Ve 1z
H axk( ) L2(R4) min Szl,lgp " ) Sl Loe (R2) | CE”L (&%
1 L.
Ul 1 O (B P RO Y
On en déduit alors
1
ecleey < 5w |00 D9y IV
1 Lo
|| 2] e 197 0 gy + 5 16° @) () g
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Finalement, on a

e e
1
+ - EHLOO(Y IV7rell 20,7502 ey . ||¢ (@)0rcell 20,7512 (Re)) -
Considérons le terme HDh (D), 4 ‘Lw(Rd)' Par définition, on a Dy, (D°), ; = DZij. Alors, on a
0Ds; oD,
20Oy = 128D e < | 2 = 2T
L>(R%) Tk || Loo (Rd) € Yk llpee(v)
Par conséquent, on a :
1 8Dij
. y < —— Veel pzo.1 ,
|Ca|L2(0,T,H2(Rd)) Amin ig € || Oyk L) [ CEHLZ(O,T,L"’(RC’))
1 ¢ma:p
+ Ao EHLOO(Y) HvrsHLz(o,T;LZ(RJ)) +5 Ao HatcEHLz 0,T;L2(R4)) *
On en déduit que ¢, € L?(0,T; H*(RY). O

Proposition C.4. On suppose que les hypothéses 4.1 sont vérifiées. Alors, il existe une unique fonction ¢ dans
'espace
L2 (0,T; H® (RY)) N L2(0,T; W3>°(R?))

telle que
Jdc

5 € L7 (0,T; L* (RY))

solution de _
$0sc(t,x) — div (D*Ve(t,r)) = 0 dans (0,T) x RY,
(C.16)
(0, z) = P(z) dansR%,

Démonstration. La preuve de I'existence et I'unicité d'une solution de I'équation (C.16) se fera par approche
variationnelle. Pour cela, on multiplie I'équation (C.16) par une fonction v € H'(R%), ce qui donne :

<¢Gatc(t) : v> + /R (D*Ve(t,z)) - Vo(z) da = 0. (C.17)

H=1(RY),H' (R)

Soit U € Hj 1(0,T), on a

/OTjt <<¢C( ), > I(Rd)yHl(Rd)) U(t)dt + /OT (/Rd (D*Ve(t,z)) - Vo(x) da:) U(t)dt = 0.

Par intégration par parties, on a

_ /O T( [ dettapio) dm) V(1) dt /0 ! ( /]R (D*Ve(t)) - Vola) dm) W(t)dt
= ( g oc(0,2)v(z) d:v) U(0) = ( g oc® (z)v(z) d:r) T(0).

On considére le formulation variationnelle suivante :
trouver ¢ € L*(0,T; H'(R?)) tel que, pout tout V € L*(0,T; H'(R%)) N Hy (0,75 L*(R)), on a :

- /T pc(t,x) %V (t,x) dx dt + / / (D*Ve(t,z)) - VV (t,x) de dt = o (2)V(0,2)dx  (C.18)
0o Jre R4 R4
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Annexe C. Ezistence, unicité et régularité des problémes d’évolution

Unicité et Existence

Construction d’une solution de (C.18) Nous allons utilisé la méthode de Galerkine pour montrer |'exis-
tence d'une solution. Comme I'espace de Hilbert H'(RY) est séparable, il admet une base orthonormale (voir
[Bre10]) (¢j)1<j<oo- On définit I'espace VY = vect(p1,...,on). On définit la suite (¢V)y>; solution du
probléme suivant : trouver ¢V : [0,¢] — V' de la forme :

N
N(ta) =Y al (t)ps(x)
s=1
avec aiv € Hl(O,T), 1 < s < N, solution de

[y s [ D9 ) Vet =0, i1,
Rd

ot Rd
C.19
N (C.19)
N (0,2)) = ¢ () = Pn(®) = D () ps ().

s=1

Py représente I'opérateur de projection orthogonale sur V¥ dans L2(Rd). Comme ¢;,j =1,--- ,N est une base
pour VI, I'équation (C.12) équivaut a résoudre le systéme d’EDO suivant :
d
M%aN(t) +Aa(t) =0,

(C.20)

aN(O) = «y,

ou pourij=1--- N
M,;; = /Rd qggoi(x)gaj(x) dz, A;j = /Rd D*Vy,(z) - Vi(x)dz, ag,; = /]Rd co(:c)goi(:c) dx.

On remarque que les coefficients de M sont constants et ceux de A appartiennent a L°°(0,7). La matrice M
est symétrique et inversible. Par conséquent, le systéme (C.20) est équivalent a :

d y —1 N

—a () + M "Aa’ (t) =0,
dt *) *) (C.21)

o™ (0) = ay.

C'est un systeme carré d'équations différentielles linéaires d'ordre un a coefficients bornés. Une extension classique
du théoreme de Cauchy-Lipschitz (voir [WIlo]) entraine que (C.21) admet une unique solution aV e CO([O,T])N
et en reportant cette information dans (C.21) on trouve que a™ € W1>°(0,7)" . En multipliant la i€ équation
de (C.19) par «; et en sommant sur 4, on trouve :

/Rd %:WCN@@) dx + /Rd D'V (ta) - VeV (ta) de = 0,

1d
—— (N (t,2))? dx + D*VN (tx) - Ve (tx) de = 0.
2 dt Rd Rd

On integre de 0 a t :

¢ . ¢
9 (CN(WC))Q dz + [|(D )1/2VCN||2L2(0,T;L2(Rd)) D) (CN(O))2 dz,
R4 Rd

On remarque que ||CN<O)||L2(Rd) < ||®|l p2(ray car Py est la projection sur V™ pour la norme L?(R%) donc :
2.
1™ (1172 (Ray + EH(D 2N T2 0,72 (mayy < 1PN T2 ey (C.22)
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et par conséquent V¢V est borné dans L2(0,T; L?(R%)?) et ¢V est bornée dans L°°(0,T; L*(R%)) . Il existe
alors une sous suite de ¢ (encore notée par ¢¥) qui converge dans L*(0,T; H'(R?)) faiblement et dans
L>=(0,T; L*(R?%)) *-faiblement. Il existe ¢ € L*(0,T; H'(R%)) N L°°(0,T; L*(RY)) telle que :

T T

/ / N (t,2)U(t,2) dr dt X722 / / c(tx)U(ta)dodt, VU e LY(0,T; L2(R%)),
0 R4 0 Rd

T

T
/ Ve () (ta) do dt S22 Ve(t.a)¥(tx)dedt, VP e L(0,T; L*(RY)).
0 JRrd R

Passage a la limite On voudrait montrer que la limite ¢ de la sous-suite de ¢ vérifie la formulation
variationnelle (C.11). Puisque ¢ est assez réguliére, on a :

CN
[ owto =5 [ 6Nt de

ot dt
Soit U € Hj 1(0,T), on a:
T 4 T
/ o7 < o (t,x)p;(2) d:z:) U(t)dt + / ( D*Vc (t,x) - V(pj(a?)) dx¥(t)dt = 0.
0 0 Rd
En intégrant par parties, on a:

- /0 ' ( | d)cN(t,x)(pj(x)) (1) dt + /0 ' ( /R DN (). wj(x)) U (t) dt = ( | ¢CN(o,x)¢j(x)) ¥ (0).

On fixe j et on passe a la limite en N. On obtient :

- /OT ( g qbc(t,x)goj(x)) W' (t) dt + /OT (/Rd D*Ve(t,x) - Vg@(x)) U(t)dt = ( g ¢c(0,x)<pj(m)) U(0).

En utilisant la densité de la base (p;);>1 dans H'(R%), ona Vv e H'(R?), V¥ e H&T(O,T) :

- /0 ! ( | qbc(t,x)v(at)) V(1) dt + /O ' ( /]R D V() Vv(m)) () dt — ( [ 5@ dx) ¥ (0).

L’ensemble des fonctions de la forme v¥ avec v € H'(R%) et ¥ € H(}VT(O,T) étant dense dans L(0,T; H' (R%))N
Hj 1(0,T; L*(R%)), alors la solution construite c vérifie la formulation variationnelle (C.18).

Régularité

Etape 1 En utilisant le fait que ¢ € H3(Rd), on peut montrer |'estimation suivante :

|| oc]? 1/2 2 012
- + H (D*)/“ Ve <sup |DJ | ||Ve .
¢‘ Ot || L2(0,7;L2(Re)) ) L2RD) iy DI e
Oc
En effet, en prenant v = g dans (C.17), on a
H + D*Ve(tyx) - V—(t,x)dz =0
L2(R4) R4 t
. " Jc
Considérons le terme D*Ve(t,z) - V= (t,z) dz.
Rd ot
o 0c 0 I
* * 2
y D*Ve(tx) -V 5 —(t,x)de = y D*Ve(t,x) - 8 E:: 2:: 7.5 (@)0s,c(t,2)0; , c(t,x) dz.
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En utilisant le fait que D; ; = D7, on

Jdc
D* t V=
g Ve(tx) -V T

En intégrant sur [0, t], ona

Ce qui donne encore

10 .
(t,x)dx = 35t (D*Ve(t,z) - Ve(t,x)) .
Par conséquent, on a

10 .
+ 20t )y D Ve(t,x) - Ve(t,x)de =0

L2(R")

2 2

EH<D*>”2 ve(T,) (D*)"/? Ve(0,)

L2(0,T:12(R4)) L2(Rd) ) H L2(Rd)

ac 2 1 D* 1/2V 2 1 D V O 9
at + H( ) C( ) Lz(Rd) §bup| ||| C( ?')HL‘Z(Rd) .

I

L2(0,T;L2(R%))

Etape 2 On souhaite maintenant montrer que ¢ € L?(0,7; H*(R?)). En prenant v = D, " (Djre(t,z)) dans
(C.17)

/R Gueltr) D (Dlelt,e) do + /R (D"Ve(t.) -V (D" (Dlelt.))) dr =0,
Ce qui donne encore
/R | (D"Ve(t.a)) -V (D" (Dletta))) do == [ Goyelta) D" (De(ta) do-
En utilisant I'inégalité (C.4), on a :
» D} (D*Ve(t,x)) - VDI (c(t,x)) dox = — . ¢Oc(t,x) D" (Dlte(t,x)) dx.
En utilisant I'inégalité (C.5), on a :
/R , (D*"k(2)V D} (c(t,x))) - VD (c(t,x)) dx + » Dy, (D) (2)Ve(t,z) - VDI (¢(t,x)) dx

¢Oyc(t,x) Dy " (Dﬁc(t,x)) dzx.

Rd

avec DMk (g), = D ;(z + heg).

P

Amin [V DR (02 o

< ‘ Dy, (D*) (z)Ve(t,z) - VDY (c(t,x) dm‘ + ‘ ¢Oc(t,x) D" (Dlie) d:v‘
R4
< sup ’Dh )z',j ‘Lw(Rd) ||V0(t)||L2(Rd) HVDk (c ”L2(Rd) + H‘Eatc(t’x)um(w) ||DI;hDZC||L2(]Rd)

En utilisant I'inégalité ||D,;}LDZC||L2(W) < HVDZCHL?(Rd) ,ona:

A [V DL e

< sup HDh D*)i,j ‘L&(Rd) ||VC||L2(]Rd) HVDICL <C)HL2(]R¢1) + H(Eatc(t’x)HLZ(Rd) HVD]}CL(C>HL2(]Rd) .
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Ce qui entraine

OO P et d AL TF RN | PRES wd CEZCUI S
En particulier, pour tout K =1,--- ,d, on a
v < supHD;, (D*),,, Vel 2wy + 5 I 601c(t.0)]
Oz |l paay  Amin i, L (RY) SO L2(R?)

On en déduit alors

1 . 1 -
s ey < =50 | Dn (D7) _ o 19l + 53— [10900(t:0) sy -
Finalement, on a
< Dy, (D* \Y gB 0
el L2 (0,712 (Re)) < sup | Du (D") 5], || llr2orr2@ay + +— . || iell p20,7,12 (1)) -
min  1,j
Comme Dy ; est constant alors Dy, (D*) = 0. Par conséquent, on a :
] < [Decll
L2(0,T;H2(RY)) = Aomin t=11L2(0,T;L2(RY))

On en déduit que ¢ € L*(0,T; H*(R?).

Récursivité Soit ¢ € C°(R?). Comme C°(RY) ¢ H'(R?), alors on peut prendre v = 83790 dans (C.17).
T,
On obtient alors

dp

amk( x)dr = 0.

" 8(,0 *
9 d)@tc(t,z)a—xk(:c) dx + /Rd (D*Vel(t,z)) -V

Par intégration par partie, on a :

_/ $Os,, 1c(t,x)ep dx—l—ZZ/ D; ;0x,c(t,7)0s, o () dx
Rd

=1 j=1

_/ G0, re(tx)o( dm—ZZ/ D? 0,y 0. clt,2)0s, o) da.
Rd

1=15=1

En utilisant la régularité de ¢, on a 9y, 4, c(t,x) = Oy, 4, c(t,x) et de méme, on a 9y, 1c(t,x) = Oy 4, c(t,z). Alors
ona

[ boctta) @ do+ [ (DVe(ta) V5 E @) da
_/Rd(pat)xkc(tx dm—ZZ/ D} ,0s, 0 0(t,7)0s, () da,

=1 j=1

Par conséquent, on a

g &@ng;‘z)w(x)dﬁ/w (D*V clt. )> - Ve(z)dx = 0.

8xk
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t
En utilisant la densité des fonctions C°(R?) dans H'(R?), on en déduit que c(t.2)

50,0 0y s + / D v o) dr =0, Vo e HI(RY.
R4 8Ik Rd ai'k

En répétant I'étape 1, on peut établir I'estimation suivante :

_| &2 2 9 2 0 2
H c n H(D*)l/z v—C(T7~) < sup |Dj| ’vc '
3t(9$k L2(0,T;L2(R4)) 8.Tk; L2(Rd) i,j 8$k L2(Rd)
En répétant I'étape 2, on peut établir I'estimation suivante :
e 2
e < 2|2 , kell..d.
Oy, 1L2(0,T;H2 (RD)) Amin || OtOxy, L2(0,T;L2(R4))

On en déduit alors que ¢ € L?(0,T; H*(R?). Et recursivement, on montre que ¢ € L?(0,T; H>(R?)).

vérifie I'équation suivante :

En utilisant les injections de Sobolev, on montre que H®(RY) ¢ W3>(R%). On en déduit alors que ¢ €

L2(0,T; W3 (R%)).
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