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Introduction

La théorie des nombres modernes utilise une grande diversité d’outils de ’analyse mais
aussi de la géométrie algébrique notamment dans I’étude des nombres premiers. Le travail
présenté ici est une illustration de l'interaction possible de ces méthodes. Nous étudions
deux types de suites indexées sur les nombres premiers en utilisant des méthodes aussi
variées que celles de la géométrie algébrique, du grand crible, ou de 'analyse complexe.

Cette thése est composée de deux parties indépendantes qui traitent chacune d’un type
de suites indexées sur les nombres premiers. Pour chacune de ces suites, on s’intéresse
a I'ensemble des indices pour lesquels le terme de la suite vérifie une certaine propriété
algébrique (dans la premiére partie) ou plus analytique (dans la seconde). Une premiére
information qui nous intéresse sur ces ensembles est leur taille : sont-ils finis ou infinis?
et s’ils sont infinis sont-ils de taille comparable a I’ensemble des nombres premiers tout
entier ?

Pour estimer la taille d’'un ensemble, on peut utiliser deux notions de densité. La pre-
miére est la densité naturelle :

Définition 1. Soit A un sous-ensemble d’un ensemble P, on définit la densité naturelle
de A dans P par

: {peA:p< X}
densgyn(A4) = lim su
sup(4) Nt {pEP:p < X}

et

. HpeA:p <X}
densing(A) = lim inf .
ensint(A) = inf oo =,

Si ces deux quantités sont égales, on dit que I’ensemble A admet une densité naturelle.
Leur valeur commune est appelée densité naturelle de A.

On définit aussi la densité logarithmique :

Définition 2. Soit A un sous-ensemble d’un ensemble P, on définit la densité logarith-
mique de A dans P par

1
2red
Jsup(A) = limsup ===~
X—o0 D peP »

p<X

et .
ZpGA P

dinf(A) = lim inf _p=X
) R e T

p<X

Si ces deux quantités sont égales, on dit que I’ensemble A admet une densité logarithmique.
Leur valeur commune est appelée densité logarithmique de A.

Les deux notions de densité coincident si elles existent, mais il existe des ensembles
qui ont une densité logarithmique sans avoir de densité naturelle. C’est le cas par exemple
pour I'ensemble des nombres premiers dont le premier chiffre est 1 (voir [FL96]).
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Il est clair qu’un ensemble qui admet une densité (inférieure) naturelle (ou logarith-
mique) non-nulle par rapport & un ensemble infini est lui-méme infini.

Pour des questions de concision, écrira parfois « densité » a la place de « densité natu-
relle » ou « densité logarithmique » si le contexte est clair. Notamment dans le chapitre 1
la densité dont on parle est toujours la densité naturelle, tandis que dans le chapitre 3 on
est contraint d’utiliser la densité logarithmique.

Les chapitres 1 et 2 qui suivent constituent la premiére partie de cette thése. C’est une
version légérement améliorée et plus approfondie de I'article [Dev17]. On s’intéresse a une
suite indexée par les nombres premiers dont la provenance est géométrique. Etant donné
un schéma affine X de type fini sur Z, on considére pour tout p premier la quantité Nx (p) :
le nombre de F,-points de la réduction modulo p de X. L’objet d’é¢tude de notre premiére
partie est la suite Nx(p) [mod p|. En particulier on s’intéresse a l’ensemble {p premier :
p 1 Nx(p)}, c’est-a-dire 'ensemble des p tel que la coordonnée d’indice p de la suite est
non-nulle.

La motivation pour cette étude vient des travaux de Fouvry et Katz : dans [FKO1|
les auteurs montrent que si 'ensemble {p premier : p 4 Nx(p)} est infini, alors via un
processus de stratification de X, on affine les estimations de Weil de certaines sommes
exponentielles indexées sur les F),-points de X.

On montre dans le chapitre 1 que sous certaines conditions sur la géométrie du schéma
X, Pensemble {p premier : p{ Nx(p)} est soit infini soit inclus dans un ensemble fini de
« premiers de mauvaise réduction ». De plus si cet ensemble est infini, on montre qu’il est
« assez gros » : il a une densité naturelle inférieure strictement positive (selon la défini-
tion 1). Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 1. Soit X un schéma de type fini sur Z. On suppose que X Xz Q est biration-
nelle a une variété projective lisse Yy /Q satisfaisant :

1. dim(Yp) <3 et
2. le nombre de Hodge h%3(Yy) est nul.

Alors il existe un ensemble fini Z,X,Y de mauvais premiers, ne dépendant que de X, de'Y
un modéle de Yy sur Z et de Uapplication birationnelle entre Xg et Yy, tel que pour tout
ai,...,an € Z, soit Uensemble {p ¢ X'y y : p{ [[i21(Nx(p) — ai)} est vide, soit il admet
une densité naturelle inférieure strictement positive.

On donne plus de précisions sur ’ensemble de mauvais premiers dans la définition 1.36.
On redonne la définition des nombres de Hodge dans la sous-section 1.1.3. Ce théoréme
est une version améliorée de [Dev17, Th. 1.1] ot 'hypothése 2 est plus forte : on suppose
que dans le cas ou dim(Yy) = 3, le troisiéme nombre de Betti b3(Yp) est nul. Les mé-
thodes utilisées dans ce chapitre sont principalement issues de la géométrie algébrique. La
preuve du théoréme 1 se base notamment sur la notion de fonction frobenienne utilisée
systématiquement par Serre dans [Ser12|. Cela nous permet de trouver d’autres exemples
d’applications des résultats de Fourvy et Katz.

Dans un deuxiéme temps dans le chapitre 2, on s’intéresse au plus petit premier p pour
lequel le terme Nx(p) [mod p] évite un ensemble de valeurs fixées. Par exemple dans le
cas initial : on cherche le plus petit premier p qui vérifie pt Nx(p).

Le théoréme 1 garantit en effet qu’il suffit de trouver un élément de bonne réduction
dans Pensemble {p : p { [[;~,(Nx(p) — a;)} pour assurer qu'il est assez gros. Il est donc
naturel de chercher si cet élément va étre assez facilement accessible. On se restreint au
cas ou X est une courbe hyperelliptique et on utilise le fait qu’alors les ensembles {p : p 1
[~ (Nx(p) — a;)} ont de bonnes propriétés algébriques. Des méthodes de grand crible
telles que celles présentées dans [Kow08a| permettent alors de donner des bornes sur ce plus
petit élément pour certaines familles de courbes hyperelliptiques. On déduit notamment
par application du crible le résultat suivant.



Théoréme 2. Soit f € Z[X] un polynoéme séparable de degré 2g. On s’intéresse a la famille
de courbes

Cy: y2 = f(t)(t_u)
ot u décrit Z — {x, f(x) = 0}. Alors

Qg,l (T)

1 B o
THU €Z:|ul <T,p| H(Ncu(p) —a;),Vp < Qg1 (T) de bonne réduction }| < TlogT

=1

/2 3= r5s)
avec Qqg1(T) = (2K 47vlog T)A’ (log(2KgylogT))2"" 7#2n=2’ pour une constante K, ne
dépendant que de g et v = 4¢g° + 2g + 4.

On a donc a genre fixé, une borne logarithmique en la taille des coefficients pour la
taille du plus petit premier de 'ensemble {p : p { [T\, (N¢, (p) — a;)} pour la plupart des
paramétres u € Z. Ce théoréme est 'objet de [Dev17, Sect. 5|, on obtient aussi dans le
chapitre 2 des bornes pour le plus petit premier dans I'ensemble {p : p t [[" | (Nx(p) —a;)}
dans le cadre de familles plus générales & plusieurs parameétres. On prouve les résultats de
ce type en utilisant deux techniques de crible imbriquées selon une technique inspirée de
larticle [EEHKO09.

Le chapitre 2 est aussi 1'occasion de revoir quelques méthodes de grand crible. On
s'intéresse notamment & une nouvelle variante du grand crible introduite par Bellaiche
dans [Bell6]. L’idée est de ne plus seulement prendre en compte la taille des ensembles
criblants mais aussi leur structure dans le cas ot le crible se fait sur un groupe. Dans le cas
ou la table des caractéres du groupe en question est connue, cela peut donner de meilleures
bornes que le grand crible développé par Kowalski dans [Kow08a].

Enfin le chapitre 3 est dédié a la généralisation des courses de nombres premiers de
Chebyshev. On s’intéresse a une suite du type Af(p) de coefficients de fonctions L assez
générales. Sous des conjectures classiques, si la fonction L est auto-duale, la suite associée
s’équirépartit dans un intervalle de R de fagon symétrique par rapport a 0. Les questions
de biais de Chebyshev généralisées & ces suites sont : que peut-on dire du signe de la
fonction > . Ar(p) 7 Quelle est la taille de I'ensemble des x pour lesquels cette fonction
est strictement posltive? Est-ce que I'ensemble {x >2: %" _ Af(p) > 0} est «la moitié¢ »
de I'ensemble total ?

On montre que si la fonction L satisfait certaines propriétés analytiques qui sont en
général attendues dans la théorie des fonctions L, alors on peut commencer & répondre a
ces questions. On utilise notamment la notion de distribution logarithmique limite qui est,
depuis les travaux de Rubinstein et Sarnak [RS94], la quantité centrale a étudier dans les
questions de biais de Chebyshev. Notre premier résultat est le suivant.

p<w

Théoréme 3. Soit L(f,s) une fonction L analytique suivant la définition 3.1 et auto-duale.
Soit Bt = sup{Re(p) : L(f,p) = 0}. On pose

_logz
Ey( = 5 > ()

p<w

La fonction E¢(x) admet une distribution logarithmique limite iy (selon la définition 3.15).

Ce résultat se démontre par des méthodes d’analyse complexe classiques dans I’étude
des fonctions L. Il demande aussi un argument de théorie ergodique : le théoréme de
Kronecker-Weyl. On donne de plus une expression explicite pour la valeur de la moyenne
et de la variance de la mesure pf en fonction des zéros de la fonction L(f,s). On peut
appliquer ce résultat a tout élément de notre classe de fonctions L analytiques, cela fournit
de nouveaux exemples de courses de nombres premiers intéressantes.
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Pour répondre plus précisément aux questions posées dans le cadre des biais de Che-
byshev, on cherche ensuite & trouver plus de propriétés pour la mesure py. On s’inspire
de conjectures classiques sur les répartitions des zéros de fonctions L pour rajouter des
hypothéses dans notre cadre.

Théoréme 4. Soit L(f, s) une fonction L analytique suivant la définition 3.1 et auto-duale.
Pour tout T > 0 soit Z3(T) = {y:0 <~y <T,L(f, Bro +1iv) = 0}.

1. Supposons qu’il existe € > 0 tel que pour tout T assez grand, il existe yp € Z:;(T%_e)
tel que yr ¢ (Z3(T) — {vr})q. Alors Uensemble {x > 2 : 37 . Af(p) > 0} admet
une densité logarithmique.

2. Supposons que pour tout T, pour tout (k-), € 7211 tel que Z"/Ezf(T) kyy =0

on a Zwezf(T) ky =0 [mod 2] (conjecture 3.14). Alors la distribution limite piy est
symétrique par rapport a sa moyenne.

3. Supposons que U’hypothése de Riemann généralisée est satisfaite pour L(f,s) (conjec-
ture 3.6), alors supp uy = R.

Les hypothéses des deux premiers points sont inspirées du fait que l'on imagine en
général que les zéros des fonctions L ont des parties imaginaires qui sont indépendantes
les unes des autres. On utilise des versions affaiblies de ’hypothése (LI) (conjecture 3.10)
qui est notamment utilisée dans les travaux de Rubinstein et Sarnak [RS94]. On montre
des résultats similaires & ceux de loc. cit. sous des hypothéses plus faibles. Par exemple
le point 2 implique que si la moyenne de la distribution py est non nulle, alors la course
associée va étre biaisée dans la direction du signe de cette moyenne.

L’hypothése de Riemann est certainement une des conjectures les plus citées en théorie
analytique des nombres. On note qu’une certaine force de nos résultats réside dans le fait
qu’on ne l'utilise pas plus tot (le théoréme 3 par exemple est inconditionnel). On remarque
qu’'une conséquence intéressante du point 3 est que la densité logarithmique de ’ensemble
{x>2:37 ., Ar(p) > 0} ne peut pas étre extréme : sous 'hypothése de Riemann on a

0 < dinf xZQ:ZAf(p)>O < Osup xZZ:Z)\f(p)>O < 1.

p<z p<z

Les propriétés analytiques que ’on suppose sur la fonction L dans le théoréme 3 sont
assez générales. Elles sont vérifiées dans de nombreux cas. Cela nous permet d’appliquer le
principe des courses de nombres premiers a de nouveaux exemples. On montre notamment
le résultat suivant.

Théoréme 5. Soient E1 et Eo deux courbes elliptiques définies sur Q toutes deux sans
multiplication complexe, soient fi et fo les formes automorphes associées. On suppose que
les courbes Fq et Fo ne sont pas isogenes sur Q ni sur aucune extension abélienne de Q.
Sous Uhypothése de Riemann pour L(fg, ® fg,,-), la fonction

B(z) = 103(;“) 3 az)(El)pap(Eﬂ

p<x
admet une distribution logarithmique limite d’espérance strictement négative.

L’interprétation de ce résultat est que dans la situation donnée, les coefficients a,(E1)
et ap(E2) ont tendance & étre souvent de signes opposés.
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Notations

Rappelons quelques notations standard utilisées dans cette thése. On note |A| le car-
dinal de I’ensemble A.

On note P I'ensemble des nombres premiers. En général les notations p et £ sont réser-
vées & des nombres premiers distincts. On note (a,b) le plus grand diviseur commun des
entiers a et b.

Pour = € R, on note [z] la partie entiére de .

Pour z € C, on note e(z) = exp(2inz).

On utilise les notations f < g pour z € X ou f = O(g) pour x € X, ot X est un
ensemble sur lequel f et g sont définies, pour dire qu’il existe une constante C' > 0 telle
que |f(z)| < Cg(z) pour tout z € X. La constante C aussi appelée « constante implicite »
peut dépendre de certains parameétres qui seront précisés. On écrit f =< g pour f < g et
g < f. Enfin f(x) = o(g(x)) quand z — x¢ signifie que f(z)/g(z) — 0 quand = — xo.
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Chapitre 1

Classes de congruence modulo des
premiers du nombre de points
rationnels des variétés

Dans [FKO01|, Fouvry et Katz introduisent une condition intéressante pour garantir une
bonne estimation de certaines sommes exponentielles indexées sur un schéma affine.

Théoréme 1.1. Soient d, n, D des entiers > 1, soit X un sous-schéma fermé de A%[l/DP
tel que X/C est irréductible et lisse de dimension d. On suppose qu’il existe un ensemble
infini de premiers p pour lesquels il existe un corps fini I, de caractéristique p tel que
| X (E,)| est premier a p,

Alors pour tout morphisme f : X — Al il existe une constante C ne dépendant que
de X et f, un sous-schéma fermé Xo C Ag[l/D}’ de dimension relative < n — 2, tels que
pour h € A’Z‘[l/D}(FP) — Xo(F)), tout p premier ne divisant pas D, tout caractére additif
non-trivial ¢ de Fp, on a

S W(f(@) + hawy .+ hay)| < Cpt.
zeX (Fp)

Ce théoréme est la concaténation de [FKO1, Th. 8.1 et Cor. 4.5] qui traitent en fait
du A-nombre de X. On donne plus de détails sur ces résultats et sur le A-nombre dans
la section 1.2 de ce chapitre. Notamment sous la méme condition, on a aussi une bonne
répartition des points rationnels de X sur F,. Le but de ce chapitre est d’étudier I'hypothése
de ce théoréme. On a en effet 'impression que cette hypothése devrait étre satisfaite avec
grande probabilité pour un schéma X choisi « au hasard ».

On s’intéresse plus particulierement au nombre de F,-points modulo p de schémas
définis sur Z en faisant varier p dans I’ensemble des nombres premiers. Le but est de savoir
dans quelle mesure on peut dire que la propriété « p ne divise pas Nx(p) » (le nombre de
F,-points) est typique. Il y a deux facons de comprendre le mot « typique » dans la phrase
précédente. La premiére est : étant donné un schéma X particulier, peut-on minorer la
taille de ’ensemble des premiers {p : p ¥ Nx(p)}? Le but dans 'optique du théoréme 1.1
est de garantir qu’il est infini. On répond & cette question en donnant des exemples pour
lesquels on sait minorer la densité inférieure (au sens de la définition 1) de cet ensemble,
assurant ainsi qu’il est infini et méme « assez gros ». C’est le point principal de la partie
1.4. On peut aussi se demander si ’ensemble {p : p{ Nx(p)} est infini pour beaucoup de
schémas dans une famille. Dans ce but on donne dans la sous-section 1.4.4 une condition
géométrique sur le schéma étudié pour que cette propriété soit vérifiée. C’est le cas par
exemple pour les courbes irréductibles (voir la proposition 1.38).
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Ces résultats sont en lien étroit avec un théoréme de Serre [Ser12, Th. 6.3]. On utilise
en fait une forme un peu plus générale que 'on re-démontre dans la section 1.3.

Comme nous ’a fait remarquer A. Chambert-Loir & propos d’une version préliminaire
de [Dev17], les résultats obtenus se généralisent en fait facilement au cas plus général de
I’étude d’ensembles :

n
{peP:pt[[(Nx(p) — ai)}
i=1
ot X est un schéma de type fini sur Z (et non plus seulement affine), et ay,...,a, sont
des entiers fixés.

On verra que la géométrie joue un role important dans ce chapitre, on donnera donc tout
d’abord quelques éléments de géométrie algébrique sur les schémas de type fini sur Z. On
rappellera aussi quelques résultats classiques de géométrie algébrique qui nous permettront
de simplifier notre probléme.

1.1 Schémas de type fini sur Z

Dans ce chapitre on s’intéresse au nombre de F,-points de schémas de type fini sur Z.
Le but de cette section est de rappeler comment calculer ces nombres avec les outils de la
géométrie algébrique.

Notre objet d’étude sera un schéma X séparé réduit de type fini sur Spec(Z). On pourra
voir par exemple [Har77, I] pour des définitions. Etant donné X un tel schéma, pour chaque
nombre premier p, on peut associer a X le schéma X, = X xz F, la « réduction modulo
p» de X. Le schéma X, est séparé et de type fini sur F,,. De la méme facon, on s’intéresse
a la fibre générique du morphisme X — Spec(Z). On notera dans la suite Xog = X xz Q
ce schéma.

Remarque 1. 1. Pour X un schéma sur un anneau A et B un A-module, on prend
la, convention de noter X x4 B le produit fibré X Xgpeca Spec B pour alléger les
notations (on oublie le symbole « Spec »).

2. Il est & noter que ’on ne suppose pas nos schémas irréductibles ni méme connexes.

On peut compter le nombre de points modulo p de X. Plus précisément on s’intéresse
a la quantité Nx(p) := |X,(F,)| le nombre de Fj-points rationnels de X,. Dit autrement
Nx(p) est le nombre de points fermés de X, dont le corps résiduel est de cardinal p. On
ne compte pas avec « multiplicité ». Ainsi si (Xp)red est le schéma réduit associ¢ a X, on
a [(Xp)" ! (Fp)| = [ Xp(Fp)|-

Dans le cas affine, on a X = Spec(Z[T1,...,T,]|/(f1,.-., fm)) ou les f; sont des po-
lynémes a coefficients entiers. La quantité Nx(p) est exactement le nombre de solutions
dans (F),)" aux équations polynomiales qui définissent X.

Dans le cas projectif, on a X = Proj(Z[T1,...,Tn]/(f1,..., fm)) ou les f; sont des
polynémes homogénes a coefficients dans Z. Pour p un premier le nombre de points Nx (p)
est alors le nombre de solutions dans (F,)"™! — {0} aux équations qui définissent X a
multiplication par un scalaire pres dans F.

On connait de nombreuses propriétés de Nx(p), notamment par les conjectures de
Weil prouvées par Deligne (|Del80]). Pour énoncer ces résultats nous allons avoir besoin de
quelques notions de cohomologie ¢-adique. La plupart des énoncés des sous-sections 1.1.1
et 1.1.2 m’ont été expliqués par G. Laumon, j’ai aussi consulté [Ser12, Chap. 4| et le survol
de Katz [Kat94b|. Pour des références plus classiques sur le sujet, on pourra voir [Mil80)]
ou [Del77]. On cite ensuite quelques conséquences des conjectures de Weil qui nous seront
utiles par la suite. La plupart de ces résultats s’expriment mieux dans le cadre des variétés
projectives lisses. On commence donc par énoncer un résultat nous permettant de lier
notre schéma X & une variété projective lisse sur Q grace a la résolution des singularités
de Hironaka.
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1.1.1 Reésolution des singularités

Le cas projectif lisse est souvent le plus facile & traiter : la cohomologie y est mieux
connue. On peut remarquer notamment que la dualité de Poincaré est vérifiée dans ce cas.
Il est donc séduisant d’essayer de se ramener aussi souvent que possible au cas des schémas
projectifs lisses. D’aprés un résultat de Hironaka (voir par exemple [Kol07, Th. 3.36]), sur
un corps de caractéristique 0 on peut résoudre les singularités d’un schéma pour obtenir
une variété projective lisse. Dans le cas de notre schéma X sur Z, on pourra donc résoudre
les singularités de Xy, le but de cette sous-section est d’étudier les conditions permettant
de propager cette résolution de Xg a X.

Commengons par énoncer le théoréme de résolution des singularités sur Q. On utilise
pour cela 'ouvert lisse du schéma Xj.

Définition 1.2. Soit X une variété sur Q, on définit X(l)isse I'ouvert lisse de de Xy, comme
le sous-schéma ouvert de Xy sur lequel la jacobienne de Xy a rang maximal.

Théoréme 1.3 (Hironaka). Soit Xy un schéma projectif réduit sur Q, alors il eziste un
schéma Xqo projectif lisse sur Q et un morphisme birationnel Xo — Xg qui est un isomor-
phisme au dessus de X§*°. De plus Xo — X5 est un diviseur a croisement normauz.

Le théoréme de Hironaka donne la résolution des singularités par une série d’éclatements
[Kol07, Th. 3.36]. Ces éclatements peuvent étre définis dans le corps de base de la variété
(ici Q), on obtient ainsi une application birationnelle Xy — Xo définie sur Q. Quitte a
inverser un nombre fini d’entiers, on peut relever cette résolution a Z. Enoncons ce résultat
dans le cas plus simple ot X est lisse (quitte & considérer I'ouvert lisse) mais pas forcément
projective.

Théoréme 1.4. Soit X un schéma quasi-projectif réduit sur Z tel que Xo est lisse sur Q.
Il existe un entier N > 1, un schéma Y projectif lisse sur Z[1/N] et un sous-schéma fermé
D CY tels que

1. le sous-schéma D est un diviseur a croisement normauz relatif sur Spec(Z[1/N])
(voir par exemple [SGA03, XIII 2.1] pour une définition précise), en particulier pour
tout premier p { N, le sous-schéma D, est un diviseur a croisement normaux dans
Yp,

2. onaX xz Z[1/N]~Y — D.

1.1.2 Cohomologie a support compact

Fixons Q une cloture algébrique de Q, pour tout premier on va choisir une cloture
algébrique de F), de fagon a avoir des morphismes canoniques (dépendants de ces choix)
entre les groupes de Galois que 1'on va considérer par la suite.

Pour tout p premier, on fixe Qp une cloture algébrique de Q, et on fait le choix d'un
plongement de Q dans Q,,. On note Q," I'extension maximale non ramifiée de Q,, dans Q,,.
Soit Zy" anneau des entiers de Q" : c’est la cloture intégrale de Z;, dans Q'. L’anneau
Z,} est a valuation discreéte, son corps résiduel est une cloture algébrique de ¥, que l'on
note Fp.

On a alors la suite exacte :

1— Gal(QP/Q;r) — Gal(ﬁp/Qp) — Gal(F,/F,) — 1. (1.1)

Le groupe Gal(Qp/Qgr) est aussi appelé sous-groupe d’inertie et noté I,. Le groupe

Gal(F,/F,) est isomorphe a o

» ou oy est U'endomorphisme de Frobenius arithmétique
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donné par I'élévation a la puissance p dans F,. Le choix du plongement Q dans Q, nous
donne aussi un morphisme

Gal(Q,/Q,) — Gal(Q/Q). (1.2)

Reprenons notre schéma X séparé réduit de type fini sur Spec(Z). On définit X, =
Xp XF, Fp. De la méme facon on définit la variété Xy = Xo XQ Q.

Soit ¢ un nombre premier (distinct de p la caractéristique du corps). Pour chacun des
corps K =F,,Q,, Q, et pour ¢ > 0, on définit (voir par exemple [Kat94b|) les groupes de
cohomologie étale & support compact

H{(X xz K,Qq) = H(X xz K,Z;) ®z, Q.

Ce sont des Q-espaces vectoriels de dimension finie, qui sont triviaux quand 7 > 2 dim(X).
L’action du groupe de Galois Gal(K/K) sur K induit une action sur X xz K, donc aussi
une action sur les groupes de cohomologie H:(X xz K, Q).

On veut montrer que pour presque tous les premiers p, I’action du Frobenius o, sur
HY(X xz Fp, Q) peut se relever en une action sur Hi(X xz Q, Q).

Le plongement Q C Qp donne pour tout ¢ > 0 un isomorphisme

HY(X0,Qe) ~ HI(X xz Q,, Q).

En effet X xz Qp =X, XqQ Qp et la cohomologie est inchangée par changement de base
d’un corps algébriquement clos a un autre. De plus cet isomorphisme est compatible avec
le morphisme Gal(Qp /Q,) — Gal(Q/Q). Ainsi il nous suffit maintenant de relever I’action
du Frobenius o, sur HA(X xz Q,, Q).

Définition 1.5. On appelle élément de Frobenius en p un élément v, de Gal(Q/Q) qui
est 'image par le morphisme (1.2) d'un élément de Gal(Q,/Qp) qui a pour image o}, dans

Gal(F,/F),) par la surjection de (1.1).

D’aprés la suite exacte (1.1), si le groupe d’inertie I, agit trivialement sur le groupe
H{(X xz Q,,Q¢), on a un isomorphisme

Hi(X), Qo) ~ HI(X x7Q,, Qu).

qui est compatible avec ’action du Frobenius o0, ou de son relevé dans Gal(Qp /Qp)-
Dans le cas lisse, si on peut relever la situation du théoréme 1.4 & Zj, on a I'isomor-
phisme espéré d’aprés [Del77, p.254, 1.3.3].

Théoréme 1.6. Soit Y un schéma projectif lisse sur Z, et D un diviseur a croisements
normavx av dessus de Z, dans Y. On note X =Y — D. Alors pour tout premier £ # p,
pour tout © > 0 le groupe d’inertie I, agit trivialement sur Hi(X XZQP, Qo) et il existe un
isomorphisme canonique

H{X xzQ,, Q) ~ HA(X,, Q)

compatible avec l'action de Gal(Q)"/Qp) =~ Gal(F,/Fy).

En combinant les théorémes 1.4 et 1.6 on obtient le résultat suivant (voir aussi [Ser12,
Th. 4.13]).

Corollaire 1.7. Soit X — Z un schéma séparé réduit de type fini. On peut choisir une
partie finie Xx de l’ensemble des premiers telle que :

1. pour tout premier p ¢ Xx U {{}, pour tout i > 0, laction du groupe d’inertie I, sur
Hi(X xg Q,, Qu) est triviale;
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2. et pour tout élément de Frobenius ~, en p ¢ ¥x U{l}, pour tout o € Z et pour tout
1 >0, on a

tr(vy | Ho(Xo, Qo)) = tr(op | Ho(Xp, Qo))

Le cas ou X est projective lisse est plus simple. D’aprés [Mil80, p.230, Cor. 4.2], on
peut prendre pour l’ensemble Y x ’ensemble des « premiers de mauvaise réduction pour
X », c’est-a-dire I’ensemble des premiers p tel que X, n’est pas projective lisse.

Dans le cas ott Xg est lisse, les théorémes 1.4 et 1.6 permettent de conclure. On prend
pour 'ensemble ¥ x ’ensemble des premiers p ne divisant pas 'entier N qui apparait par
le théoréme 1.4.

Dans le cas général, on se raméne au cas lisse en utilisant la stratification (voir par
exemple [KL85, Sect. 3|). On écrit Xy comme une réunion ensembliste finie disjointe
de sous-schémas réduits localement fermés et lisses : Xo = Ui X". Pour cela on prend
X0 = Xéisse, et pour k > 0, X¥+1 est 'ouvert lisse du schéma réduit du schéma fermé com-
plémentaire de X* dans X — Uj < X J. Le processus est fini car le fermé complémentaire
perd au moins une dimension a chaque fois. On raisonne par récurrence sur la dimension en
utilisant les isomorphismes dans les suites exactes longues pour les groupes de cohomologie
associés a cette décomposition. On montre ainsi que 'on peut prendre X x = UpX yk.

Dans la suite pour chaque schéma X — Z séparé réduit de type fini, on suppose qu’un
choix d’un ensemble X x satisfaisant les conditions du corollaire 1.7 a été fait.

1.1.3 Quelques invariants géométriques

Soit X — Z un schéma séparé réduit de type fini. On définit dans cette partie quelques
invariants liés & la cohomologie du schéma X.

Définition 1.8. Soit p premier. Les nombres de Betti de X, sont définis par
bi(Xp) = dimq, H.(Xp, Q).

D’apres le corollaire 1.7, sauf éventuellement pour un nombre fini de premiers, on a
bi(Xp) = bi(Xp). On utilise donc une définition plus globale des nombres de Betti.

Définition 1.9. On définit les nombres de Betti de X : pour tout ¢ > 0, b;(X) := b;(Xp).

Définition 1.10. On définit la caractéristique d’Euler—Poincaré & support compact de X
2dim(X ;
par xe(X) = 1" (- 1)bi(X).
Dans le cas ot Xy est projective lisse, on va aussi se servir des nombres de Hodge. On

définit les nombres de Hodge de X grice a la cohomologie usuelle sur les faisceaux de
différentielles Qg(o, voir par exemple [CR12, Sect. 4].

Définition 1.11. On pose h*™ (X)) = dimgq H™ *(Xo, QfXO)
Remarque 2. Par changement de base plat [Har77, Th. 9.3], on voit qu’on obtient les
mémes nombres de Hodge pour Xy, X xq C et pour Xy xq Q, (voir [11194]) & condition
que p soit un premier de bonne réduction pour X.

On peut lier les nombres de Hodge aux nombres de Betti par la relation suivante.

Proposition 1.12 (Décomposition de Hodge). On a by, (X) = Y1 A" H(X).
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1.1.4 Calculer Nx(p)

Soit X un schéma séparé réduit de type fini sur Z. La variété X, est munie d’un
F,-morphisme de Frobenius naturel Frob, : X, — X, défini comme suit : sur 'espace
topologique X, c’est I'identité, et son action sur le faisceau structurel Ox, est donnée
par f — fP. Dans le cas affine, cela revient & mettre les coordonnées a la puissance p.

Alors I’ensemble des F,-points de X, est exactement I’ensemble des F,-points fixes par
I’application Frobenius naturelle Frob,,.

Remarque 3. Nous venons de redéfinir un endomorphisme de Frobenius sur X, de fa-
¢on plus géométrique, il est tout de méme comparable a 'endomorphisme de Frobenius
1

arithmétique de la sous-section 1.1.2 : on a Frob, =0, ".

Comme dans la sous-section 1.1.2, on a une action de Frob,, sur les groupes de coho-
mologie H!(X,, Q). On a le théoréme de Grothendieck—Lefschetz.

Théoréme 1.13 (Grothendieck—Lefschetz). Soit £ un nombre premier différent de p, alors
Nx(p) =Y _(=1)"tr(Frob, | H{(X,, Qe)).
i
On va utiliser une variante de ce théoréme ([Ser12, Th. 4.13]) qui va nous permettre

d’étudier Nx(p) en faisant varier le nombre premier p.

Théoréme 1.14. Pour { premier, pour tout p ¢ ¥x U {{}

Nx(p) =) _(=1)" tr(Frob, | H{(X xz Q. Q).

)

Ce théoréme est une conséquence directe du corollaire 1.7.

1.1.5 Quelques conséquences des conjectures de Weil

En utilisant la formule de Grothendieck—Lefschetz (théoréme 1.14), on a maintenant une
fagon théorique de calculer Nx (p) pour tous les premiers p ¢ ¥ x. Plus on a d’informations
sur les groupes de cohomologie & support compact H*(X, /) := Hi{(X xz Q, Q) et sur la
fagon dont I’endomorphisme de Frobenius agit dessus, plus on peut déduire d’informations
sur Nx (p). C’est l'idée des conjectures de Weil, démontrées par Deligne [Del80| (on pourra
aussi voir [Kli]). Ce sont des résultats puissants dont on n’utilisera pas toute I’ampleur, on
en présente seulement ici deux conséquences dont on se servira par la suite.

Le résultat suivant est une conséquence du résultat principal de [Del80].

Lemme 1.15. Soit p un nombre premier. Soit X, un schéma de type fini sur Fp. Soit
1> 0.

bi(Xp)
tr(Frob, | HA(X), xr, Fp, Qo)) = > o
j=1

ou les o j sont des nombres complexes satisfaisant |y j| = p~2  pour des entiers m; ; < 1.
Dans le cas ot X, est projective lisse, on a m;; =t pour tout j.

On a en particulier le théoréme de Lang—Weil (voir par exemple [Kat90|) qui permet
d’estimer les nombres de points rationnels.

Lemme 1.16 (Lang-Weil). Soit X/Z un schéma de type fini de dimension d. Soit N le
nombre de composantes irréductibles de dimension d de X/C. Alors il existe une constante
C(X) > 0 telle que pour tout premier p ¢ ¥x, on a

0 < Nx(p) < Np? + C(X)p 2. (1.3)
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Remarque 4. On peut prendre N = boy(X). Comme on veut que Uinégalité (1.3) soit
vérifiée par presque tous les premiers, on ne peut pas espérer une meilleure estimation (en
particulier minoration) sans hypothése sur le corps de définition des composantes irréduc-
tibles sur C.

En particulier on a toujours une borne supérieure sur Nx (p).
Le résultat suivant est un corollaire facile de la dualité de Poincaré.

Lemme 1.17. Soit p un premier et Y, une variété projective lisse de dimension d définie
sur Fp,. Pour tout premier £ # p, pour tout entier i € {d+1,...2d}, on a

tr(Frob,, | Hé(Y;? X Fpa Q) = pi_d tr(Froby, | Hgd_i(yp x Fpa Q).
Démonstration. D’aprés les résultats de Deligne [Del74| on peut écrire pour chaque 4,

‘ - bi(Yp)
tr(Froby, | H{(Y, x Fyp, Qo)) = Y ai
j=1

ou |ay ;| = p?. La dualité de Poincaré [Del74, (2.4)] assure que b; = bog—; et (quitte a

d
changer l'ordre) oy j = ——2— pour tout j. Ainsi
iy

2d

b' b b K3
i i Pd P !;d 5
b Aod—i.3 ’ A9d—
=1 =1 2d—1,j =1 2d—1i,j

ol z — Z est la conjugaison complexe. O

Ce résultat fournit une propriété de divisibilité par p des traces de Frobenius sur les
groupes de cohomologies d’ordre strictement supérieur a la dimension du schéma. Si Y), est
un schéma projectif lisse, alors p divise tr(Frob, | H(Y, x F,, Q¢)) pour tout i > dimY),.
On a un autre résultat du méme type en utilisant une conjecture de Katz démontrée par
Mazur et Ogus (voir par exemple [I1194, 1.3.9], aussi [Maz72]).

Théoréme 1.18 (Mazur-Ogus). Soit Y un schéma projectif lisse sur Z,, de dimension d.
Soit m < d un entier. Soit ¢ le plus petit entier tel que he™=¢(Y) # 0. Alors p° divise
tr(Frob, | H*(Y x F},, Qy))

C’est un corollaire du Théoréme de Mazur-Ogus [BO78, 8.39] : le polygone de Newton
de (H™(Y/Z,)/torsion, Frob,) est au dessus du polygone de Hodge de Y en degré m. (Pour
plus de détails sur les définitions de ces polygones, voir [11194]).

En particulier si 4™~ *(Y xz,Qp) = 0 pour tout i < ¢, la plus petite pente du polygone
de Hodge de Y en degré m est ¢. Donc les valeurs propres de l'action du Frobenius sur
H™(Y,/Z,)/torsion sont des entiers algébriques avec une valuation p-adique supérieure a
¢. On en déduit que leur somme est divisible par pc.

Remarque 5. Dans le cas ou X est un schéma projectif sur Z tel que Xg soit projectif
lisse sur Q, on a pour tout p ¢ Xx premier de bonne réduction, le schéma Y = X xz Z,
est projectif lisse. De plus on a vu que par changement de base plat on a h*™~{(X) =
R*™=(Y). On en déduit donc le résultat suivant.

Soit X un schéma projectif sur Z tel que Xy soit projectif lisse, supposons que pour un
entier m on a h%™(X) = 0. Alors pour tout p ¢ Xx, p divise tr(Frob, | H™(X,, Qy)).
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1.2 A-nombre et nombre de F)-points modulo p

Revenons au théoréme 1.1. Pour comprendre son hypothése on s’intéresse aux propriétés
de divisibilité par p de Nx(p). On s’est intéressé plus particuliérement a ’étude d’ensembles
du type :

{peP:ptNx(p)} (1.4)

avec X un schéma affine sur Z. Fouvry et Katz [FKO1] ont montré qu’on peut relier
Pestimation de sommes exponentielles indexées sur X a I’étude de ’ensemble (1.4), en
passant par le A-nombre de X.

Plus précisément, étant donné un schéma X de type fini affine défini sur Z tel que
X/C soit lisse, une fonction f sur X (i.e. un morphisme f : X — A'), un corps fini k et
un caractére additif non-trivial ¢ de k, les auteurs définissent A(X, f, k, 1) comme le rang
d’un certain faisceau lisse défini en utilisant la transformée de Fourier ([FKO01, Part 4]).

On trouve dans l'introduction de [Kat94a| une bonne fagon d’appréhender le A-nombre
dans une situation simplifiée. Précisément, pour X un sous-schéma fermé de A7 de dimen-
sion d, Katz introduit le A-nombre pour évaluer la somme « normalisée » :

M(p)=p™" Z p~? Z exp (2? Zai$i>
) )

acAn(Fp zeX(Fp i=1

Dans le cas ott X est irréductible, on obtient facilement M(p) < 1+ O(p~'/?). Le A-
nombre nous permet de donner plus de précisions sur cette majoration. Il y a deux cas ot
la connaissance du A-nombre nous permet vraiment d’affiner ’estimation :

— si A =0, alors M(p) = O(p~1/?),
— si A=1, alors [M(p) — 1| = O(p~/?).
Plus généralement on a le [FKO1, Lem. 4.3] : A(X, f, k,1) = 0 si et seulement s’il existe
un ouvert dense U dans A} tel que pour toute extension finie £ de k et tout h € U(E) la
somme exponentielle

> Wltrgu(fx) + Z hiz;))

zeX(E)

est nulle.
Dans le cas ou le A-nombre est non-nul, [FK01, Cor. 4.5] donne une estimation trés
précise de ce type de sommes exponentielles.

Théoréme 1.19 (Fouvry-Katz). Soient d, n, D des entiers > 1, soit X un sous-schéma
fermé de A%[l/DV tel que X/C est irréductible et lisse de dimension d. Soit f une fonction
sur X. On suppose que A(X, f,k,1) > 1, pour tout corps k de caractéristique suffisamment
grande et tout caractére additif non-trivial ¢ de k a valeurs dans Q.

Alors il existe une constante C' ne dépendant que de X et f, un sous-schéma fermé
Xy C A%[I/D], de dimension relative < n— 2, tels que pour tout h € A%[UD] (Fp) — Xo(F)p),
pour tout p premier ne divisant pas D, tout caractere additif non-trivial ¢ de Fp, on a

S W(f(@) + bzt hay)| < Opt
zeX (Fp)

Ce théoréeme ameéliore un résultat obtenu dans [KL85|, sur la dimension du sous-schéma
« exceptionnel » X9 mettant en défaut la majoration ci-dessus. La fonction f peut étre trés
générale, par exemple une fraction rationnelle en les coordonnées.

Par ailleurs, la non-nullité du A-nombre garantit aussi une bonne répartition des F-
points dans l'espace affine [FK01, Cor. 1.5].
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Théoréme 1.20 (Fouvry-Katz). Soient d, n, des entiers > 2, soit X un sous-schéma
fermé de AL, tel que X/C est irréductible et lisse de dimension d. On suppose que X/C
n’est pas inclus dans un hyperplan de Ag. On suppose que A(X,0,k,v¢) > 1, pour tout
corps k de caractéristique suffisamment grande et tout caractére additif non-trivial ¢ de k
a valeurs dans Q.

Alors pour tout b vérifiant 1 < b<p on a

{z € X(Fp) :Vi,0 <x; < b} = |X(Fp)|<z)

+0 (pd/Q(logp) (1+ 6%~ (logp)~ d)) :

Ces théorémes montrent I'intérét d’établir la non-nullité du A-nombre. Bien qu’il y ait
une formule topologique [Kat89, 4.6] pour calculer le A-nombre a I’aide de caractéristiques
d’Euler—Poincaré, celle-ci n’est pas trés effective et il est difficile de savoir si la valeur est
nulle ou non. En utilisant des propriétés géométriques, Katz a calculé les A-nombres dans
certains cas particuliers.

Notamment ([Kat80, p. 150]) dans le cas de surfaces S de A3 définies par : f (35 y,2) =
pour k un corps de caractéristique premiére a deg(f), le A-nombre associé a (S, 0, k, 1)) est
deg(f)(deg(f) — 1)2. En particulier il est non nul dés que deg(f) > 1.

On peut aussi citer [Kat89, Cor. 6.5] : soit X une hypersurface lisse de A7 donnée
par une équation du type : F(z1,...,2,) = a avec a # 0 et F un polynéme homogéne
pondéré. Alors le A-nombre associé a (X, 0, k, 1)) est supérieur ou égal a 2.

Enfin on a le Théoréme [FKO01, Th. 8.1] qui donne un critére pour garantir la non-nullité
du A-nombre.

Théoréme 1.21 (Fouvry-Katz). Soit X un sous-schéma fermé de A7 tel que X/C est
lisse connexe de dimension relative d. Soit D le produit des premiers de mauvaise réduction
pour X/Z. Cette donnée fournit un entier N (lié a la stratification).

S’il existe un ensemble infini de premiers p tels qu’il existe un corps fini E, de caracté-
ristique p avec p t | X (Ep)|. Alors le A nombre associé a (X, f,k, 1) est non nul pour toute
fonction f, pour tout corps fini k de caractéristique premiére @ DN et pour tout caractére
additif ¢ de k a valeurs dans Q.

Fouvry et Katz ont utilisé le théoréme 1.21 pour exhiber de nouvelles classes d’exemples
de schémas affines avec un A-nombre non nul. Ils montrent notamment que pour n > 3 et
d > 1 impairs, et a1, ..., a, des entiers premiers entre eux, le sous-schéma affine X de A}
défini par les équations :

{ [ @i =1
> i aixzc‘l =0

a un A-nombre non nul pour toutes les situations (X, f, k,v) a condition que la caracté-
ristique de k soit assez grande.

L’étude des premiers p qui ne divisent pas Nx(p) s’inscrit dans le cadre général de
Iétude des propriétés p-adiques de Nx(p). Une premiére approche est le Théoréme de
Chevalley—Warning qui a été successivement amélioré par Ax puis Katz [Kat71].

Théoréme 1.22 (Chevalley-Warning-Ax—Katz). Soit k un corps fini a ¢ = p* éléments.

Soient f1,..., fn des polynomes en m wvariables a coefficients dans k, de degrés respectifs
di,...,dp. Soit V le sous-schéma affine de A}* défini par l'annulation de f1,..., fn. Soit
" le plus petit entier supérieur a % Alors

[V (k)] =0 [mod ¢"].
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En particulier, si m > Y7 | d;, p divise le nombre de Fj-points de la variété affine.
On est dans un cas ou le théoréme 1.1 ne s’applique pas, mais cela ne veut pas dire que le
A-nombre est nul.

Le cas des surfaces cubiques est assez classique, on a [Man74, 27.1.1] :

Proposition 1.23. Soit S, une surface cubique projective lisse sur F,, alors
|Sp(Fp)| =1 [mod p|.

Enfin dans la veine de ces résultats, certaines conditions géométriques garantissent
certaines propriétés p-adique de Nx(p). C'est le cas par exemple de [Esn03, Th. 1.1]. Ce
résultat garantit que si le groupe de Chow des O-cycles d'une variété projective lisse X,,/F,,
est égal & Z alors Nx(p) =1 [mod p].

1.3 Fonctions frobeniennes et généralisation du théoréme de
Serre

De fagon générale, il est assez courant d’avoir & étudier des ensembles du type :

{peP:Nx(p) eSp)}

ot S(p) est un ensemble qui peut dépendre de p. Par exemple la conjecture de Sato—
Tate (qui est maintenant un théoréme [CHTO08|, [HSBT10]) résout complétement et trés
précisément la question de 1’étude d’un tel ensemble dans le cas ou X est une courbe
elliptique sur Q et S(p) est un intervalle de la forme |p + 1 + a\/p,p + 1 + b/p[, avec
a,b € [—2,2] indépendants de p.

Théoréme 1.24 (Conjecture de Sato-Tate). Soit E une courbe elliptique sans multiplica-
tion complexe, écrivons

Ni(p) = p — 2y/peos(6,) + 1,

avec 0, € [0, 7] alors pour tous 0 < a < <7, on a

9 B
dens{peP:a<b,<p}) = 7r/ sin?(t)dt.

«

Le cas avec multiplication complexe est aussi connu (voir par exemple [Mur82, p. 198|)
mais la distribution dépend de la courbe et peut charger les points.

Toujours dans le cadre des courbes elliptiques, une fois la conjecture de Sato—Tate
connue, il est naturel d’étudier des ensembles du type {p : ap(E) = h}. C’est 'idée de la
conjecture de Lang—Trotter, il est conjecturé que étant donné un « bon » entier h, ’ensemble
{p : ap(E) = h} est infini, de plus on conjecture un équivalent asymptotique pour la taille
de cet ensemble. On pourra lire I'introduction de [Kat09] pour plus de précisions sur ces
conjectures. En général on pense que ces ensembles ont une densité nulle. Citons par
exemple un résultat obtenu par Serre [Ser81, Th. 20| :

Théoréme 1.25 (Serre). Soit E une courbe elliptique sur Q. Supposons que E n’ait pas
multiplication complexe. On a

o< @5 ap(E) = B} = O/ log()V*~9)
pour tout § > 0.
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L’estimation a été amélioré par Elkies [E1k87| dans le cas h = 0. En particulier on sait
déja dans le cas d’une courbe elliptique E sans multiplication complexe que la densité de
Pensemble {p: pt (Ng(p) —h)} est 1.

Dans le cadre plus général des variétés abéliennes, Ogus [Ogu81] s’est intéressé a 1’en-
semble des premiers ordinaires. Etant donné une variété abélienne A sur Z de dimension
g, un premier p est dit ordinaire si p ne divise pas tr(Frob, | HI(A4, xp, F,, Qo). En
particulier si on se donne C une courbe projective irréductible lisse de genre g, sa jaco-
bienne est une variété abélienne A de dimension g. Alors si un premier p est ordinaire pour
A, il satisfait p ¥ (N¢(p) — 1). Ogus a montré [Ogu81, Cor. 2.9] dans le cas des variétés
abéliennes de dimension plus petite ou égale & 2 que I'ensemble des premiers ordinaires a
une densité strictement positive. L’idée de sa démonstration est assez élémentaire une fois
connu le lemme 1.15, on reprendra cette idée dans la preuve du résultat principal de ce
chapitre (voir la sous-section 1.4.2).

Le cas des courbes irréductibles est assez simple, il suffit de connaitre ’action de ’en-
domorphisme de Frobenius sur le module de Tate ¢-adique. Dans le cas général, d’apreés la
formule de Grothendieck—Lefschetz (théoréme 1.14), I’étude de Nx (p) est liée a I'action de
I’endomorphisme de Frobenius en p sur le produit des groupes de cohomologie f-adique a
support compact. Comme I’endomorphisme de Frobenius n’est bien défini qu’a conjugaison
preés, il est naturel d’étudier des ensembles du type :

{p € P : Frob, € C}

ot C est une réunion de classes de conjugaisons dans G, un groupe de Galois fini (groupe
de Galois d’une extension finie de Q). C’est exactement de cela que traite le théoréme de
Chebotarev (voir par exemple [Ser81, §2]).

Théoréme 1.26 (Chebotarev). Soit G le groupe de Galois d’une extension finie E/Q.
Soit C' un sous-ensemble de G stable par conjugaison. Alors l’ensemble

{p € P: non ramifié, Frob, € C'}

admet une densité naturelle (au sens de la définition 1) égale %
Dans le livre [Ser12|, Serre utilise le théoréme de Chebotarev pour étudier des ensembles
du type
{p € P:Nx(p) =a[mod m|}

pour tout X schéma de type fini sur Z, et tout a,m entiers fixés. Plus précisément, Serre
prouve le théoréme suivant.

Théoréme 1.27 (Serre). Soit X un schéma séparé de type fini sur Z, a, m deuz entiers
fixés (m > 1). Alors 'ensemble des premiers p tels que Nx(p) = a [mod m] admet une
densité rationnelle. De plus si a = x.(X) [mod m] la caractéristique d’Euler—Poincaré de
X a support compact (voir la définition 1.10), alors cette densité est strictement positive.

En particulier le résultat de Serre porte sur la fonction p — Nx(p) [mod m] pour m un
entier fixé non nul, mais sa preuve contient déja le cas général d’une fonction provenant de
traces de Frobenius. Pour montrer ce résultat, Serre a introduit la notion générale de fonc-
tions frobeniennes. Il obtient en fait un résultat semblable pour toutes les fonctions frobe-
niennes. On montre dans la sous-section 1.3.3 une version généralisée du théoréme 1.27 afin
de déduire des informations sur Nx(p) [mod p] a partir d’informations sur une fonction
modulo m. L’idée est en fait de montrer que la fonction qui nous intéresse est frobenienne.

Remarque 6. Il est & noter que cette méme idée a été utilisée par Sawin dans [Saw16|
pour calculer explicitement les densités des ensembles des premiers ordinaires de surfaces
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abéliennes définies sur Q, et ainsi préciser le résultat de Ogus [Ogu81, Cor. 2.9]. Notre
résultat est plus général car il traite de schémas de type finis assez généraux de petite
dimension ou vérifiant certaines propriétés géométriques. Cependant on ne parvient pas a
calculer une borne inférieure strictement positive pour le cas général. Une étude des groupes
de Sato—Tate généralisés pour un schéma fixé devrait permettre d’obtenir une telle borne.
Cependant les seuls résultats connus portent sur les courbes elliptiques ou les courbes de
genre 2 (dans les travaux de Fité, Kedlaya, Rotger et Sutherland [FKRS12]|) c¢’est ce qui
permet & Sawin de calculer les densités pour les surfaces abéliennes.

1.3.1 Généralisation du résultat de Serre

On va montrer une légére variante du théoréme [Ser12, Th. 6.3]. Soit X un schéma
séparé réduit de type fini sur Z. D’apreés le théoréme 1.14 il existe une partie finie Yx de
P telle que pour tout p ¢ ¥ x, pour tout ¢ # p premier,

2d

Nx(p) =) (1) tr(Frob, | H'(X, 1))
1=0

ou Frob,, est I'isomorphisme de Frobenius géométrique associé a p, c’est un élément (bien
défini a conjugaison prés) de I'sy , 1= Gal(@zxu{g}/Q), groupe de Galois de I'extension
galoisienne maximale Qx, sy de Q non ramifiée au-dessus de Xx U {¢} (voir la sous-
section 1.1.2).

Le théoréme [Ser12, Th. 6.3| traite de la fonction p — Nx(p). Grace a la formule de
Grothendieck—Lefschetz, on voit qu’il suffit de savoir traiter des fonctions du type

fxi:P—(Exu{l}) — Z (1.5)
p — tr(Frob, | H'(X,¢))

ainsi que n’importe quelle combinaison linéaire & coefficients entiers de ces fonctions. On
peut décomposer ces fonctions :

Frob — pe . t
Posxufe By i Gal@y ,/Q) — - GLIHI(X,0) — T Q.

La deuxiéme fleche correspond a Daction de 'y, , sur H'(X, ). Cette action laisse fixe
Pimage du réseau H.(X x Q,Z;) dans H'(X, (). Cela permet de voir I'image py(I's, )
comme un sous-groupe de GLy,(x)(Zg) ou bj(X) = dim H'(X, () est le i-éme nombre de
Betti de X (comme dans la définition 1.9). D’apreés les conjectures de Weil, on sait en fait
que 'image de fx; est dans Z est indépendante de /.

Il y a une fagon naturelle d’étendre les fonctions fx ; en 1. On choisit pour cela la valeur
de la fonction trop, en I'identité (de I'sy ,). On pose

fxi(1) == bi(X). (1.6)

Le résultat clef sur ces fonctions est le théoréme suivant, inspiré du théoréme de Serre
(voir aussi [Dev17, Th. 2.1]).

Théoréme 1.28. Soit (X;); un ensemble fini de schémas séparés réduits de type fini sur
Z. Pour chaque j soit ¥x; l’ensemble fini des « mauvais premiers » associé par le corollaire
1.7. Soit f : P —U;¥x; — Z une combinaison Z-linéaire de fonctions fx,; comme dans
(1.5). Alors pour tout a,m € Z, ’ensemble

Eom(f) ={p € P —U;Zx, : pt m, f(p) = a [mod m]} (1.7)

vérifie une des deuxr propriétés :
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— soit Eqm(f) =0,
— soit dens(Eym (f)) est un nombre rationnel strictement positif.

De plus si f(1) = a [mod m] alors Eq.m(f) # 0.

Remarque 7. 1. Le théoréme 1.27 est le cas particulier ou f = Nx du théoréme 1.28.
Il s’agit bien d’'une combinaison linéaire a coefficients entiers de fonctions fx ; d’aprés
le théoréme 1.14. De plus on a Nx (1) = x.(X) par définition de la caractéristique
d’Euler—Poincaré (définition 1.10).

2. Le théoréme 1.28 est en fait un résultat sur les « fonctions frobeniennes » de Serre.
On montre que pour tout m entier fixé non nul, la fonction f™ : p— f(p) [mod m)]
est (U;Xx, U {p | m})-frobenienne. Il est alors facile de déduire qu’une intersection
ou une réunion finie d’ensembles E, ,,(f) est soit un ensemble vide, soit un ensemble
qui admet une densité rationnelle strictement positive.

3. En particulier le théoréme 1.28 assure que si on trouve un premier dans I’ensemble
Eqm(f) alors cet ensemble est infini (et méme admet une densité strictement posi-
tive). L’idée de garantir qu’une infinité de premiers satisfont la méme propriété en
ne vérifiant cette propriété que pour un seul peut déja étre trouvée dans [Lub99).

1.3.2 Fonctions frobeniennes

Commengons par donner des résultats généraux sur les « fonctions frobeniennes » de
Serre. On verra alors que la preuve du théoréme 1.28 en découle naturellement. On va se
contenter de définir les fonctions frobeniennes sur ’ensemble des nombres premiers et non
en toute généralité sur I’ensemble des places archimédiennes d’un corps de nombre. Pour
le cas plus général, on pourra voir [Serl2, Part. 3.3| : les preuves des résultats exposés
ci-dessous sont similaires.

Soit S un sous-ensemble fini de P, ) un ensemble muni de la topologie discréte. Soit
f:P — 8§ — Q une application.

Définition 1.29. On dit que f est une fonction S-frobenienne s’il existe une extension
galoisienne finie £ de Q non ramifiée hors de S et une application ¢ : Gal(E£/Q) — Q
stable par conjugaison telle que pour tout p € P — S,

f(p) = ¢(Froby).

Proposition 1.30. Soit f : P — 5 — Q une fonction S-frobenienne, alors les images de f
et ¢ sont égales.

Démonstration. On a clairement Im(f) C Im(¢). Pour g € Gal(E/Q) le théoréme de
Chebotarev (théoreme 1.26) assure qu’il existe (une infinité de) p € P — S tel que Frob,
est dans la classe de conjugaison de g. Donc ¢(g) = ¢(Frob,) € Im(f). O

Définition 1.31. Un ensemble ¥ C P — S est dit S-frobenien si sa fonction indicatrice est
S-frobenienne, c’est-a-dire s’il existe une extension galoisienne finie £ de Q, et un sous-
ensemble C' de 'ensemble des classes de conjugaison de son groupe de Galois G, tels que
p € X si et seulement si Frob, € C.

Alors d’aprés le théoréme de Chebotarev, > a une densité qui est égale a % On en

déduit la proposition suivante.

Proposition 1.32. Un ensemble S-frobenien est soit vide soit de densité rationnelle stric-
tement positive.

Démonstration. Cela découle de la définition associée au théoréme de Chebotarev. En effet
si 'ensemble ¥ est S-frobenien et non vide, alors le sous-ensemble C' associé est aussi non

vide. O
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De fagon plus générale, on a la proposition suivante.

Proposition 1.33. Soit f : P — S — Q une fonction S-frobenienne, et soit w € Q). Alors
Iensemble f~1(w) est soit vide soit de densité rationnelle strictement positive.

Démonstration. Il existe une extension galoisienne finie £/Q de groupe de Galois G, et
¢ : G — Q tels que pour tout p € P — S, on a f(p) = ¢(Frob,). Alors p € f~1(w) si et
seulement si Frob, € ¢~!(w). Cela montre que f~!(w) est S-frobenien par stabilité de ¢
par conjugaison. ]

Définition 1.34. Si f : P — S — Q est S-frobenienne, on peut définir f(1) := ¢¢(1) ou 1
est l'identité du groupe de Galois Gal(E/Q).

On remarque que f(1) est dans I'image de f puisqu’il est dans I'image de ¢ (par la
proposition 1.30), donc la proposition 1.33 assure que I’ensemble

{peP-5:f(p)=r)}

est non vide donc de densité rationnelle strictement positive.

1.3.3 Preuve du Théoréme 1.28

D’aprés le théoréme des restes chinois on peut supposer que m = ¢¥ avec ¢ premier.
Une combinaison linéaire entiére de fonctions frobeniennes reste frobenienne donc on peut
supposer que f = fx ;.

Reprenons la décomposition des fonctions de type (1.5), on a vu qu’on peut choisir un
Zj-réseau L; de H'(X, () stable par 'action de I's, de fagon & avoir

tr(Frob, | H (X, /)) = tr(Frob, | L;).

(Il suffit de prendre pour L; I'image dans H'(X,¢) de H!(Xg, Z;).) On peut alors considérer
le groupe L;/¢*L;, c’est un Z/¢*Z-module libre de rang b;(X). On a la décomposition
suivante

p_g b po GL(Ly)

G s GLyy(x)(Z/0°Z) — 2 7/04Z

ol on a factorisé ¢, par son noyau. Ainsi, fx ;(p) ne dépend que de I'image de Frob,, dans
GL(Li/t*L;) ~ GLy,(x)(Z/¢"Z)

qui est un groupe fini. Donc il suffit de connaitre I'image de I's, dans un groupe fini : un
quotient fini de I'g, qui correspond a une extension galoisienne finie K, de Q, avec

G = Gal(Ku/Q) < GLy,(x)(Z/0"Z).
Finalement fy ; est Sy-frobenienne pour ¢ : g + tr(g | L;/¢*L;).

On a défini fx;(1) dans (1.6) de fagon compatible avec la définition 1.34. Ainsi la
proposition 1.33 permet de conclure la preuve du théoréme 1.28.
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1.4 Ensemble des premiers p tels que Nx(p) évite certaines
classes de congruence modulo p

Dans cette section on cherche des conditions pour garantir que ’ensemble des premiers
{p ¢ Zx :pt I~ (Nx(p) — ai)} est infini. De plus on montre que si cet ensemble est
infini, alors il a une densité inférieure strictement positive.

Plus précisément on donne deux énoncés. Le cas projectif lisse est habituellement plus
accessible. On a un résultat assez général dans ce cas.

Théoréme 1.35. Soit X un schéma projectif sur Z, tel que X Xz Q est une variété
projective lisse de dimension d. Supposons que h®™(X) = 0 pour tout 3 < m < d. Alors
pour tout ay,...,an € Z, soit U'ensemble {p ¢ Xx : pt[[i—;(Nx(p) — ai)} est vide, soit il
admet une densité inférieure strictement positive.

Dans cet énoncé, on utilise la notation A%/ (X) pour les nombres de Hodge de X (voir la
définition 1.11), et 'ensemble X x est I’ensemble des premiers de mauvaise réduction pour
X (voir le corollaire 1.7).

Plus généralement, d’apreés le théoréme 1.3 une variété sur Q est toujours birationnelle
& une variété projective lisse. Dans certains cas, on ne perd pas trop d’informations en
considérant le nombre de Fj,-points de la variété projective lisse.

Définition 1.36. Soit X un schéma séparé réduit de type fini sur Z, on suppose donné
un morphisme birationnel Yy — Xo. On définit ¥’y ;. comme 'ensemble des premiers de
mauvaise réduction associé i cette situation. On a E’X,y D X x UXy et il faut encore éven-
tuellement rajouter un nombre fini de premiers que ’on a besoin d’inverser pour effectuer
le morphisme.

On déduit le corollaire suivant qui s’applique par exemple aux variétés affines (voir
aussi une version un peu plus faible [Dev17, Th. 1.1]).

Corollaire 1.37. Soit X un schéma séparé réduit de type fini sur Z. On suppose que
X Xz Q est birationnelle & une variété projective lisse Yy satisfaisant :

— dim(Yp) <3 et

— h%3(Yp) = 0.
Alors pour tout ax, . .., a, € Z, soit Uensemble {p & X'y : pt [} (Nx(p) —a;)} est vide,
soit il admet une densité inférieure strictement positive.

Remarque 8. Dans le cas ol le schéma X est de dimension au plus 2, la condition sur le
nombre de Hodge est satisfaite automatiquement pour tout choix de Yy. En particulier on
peut prendre ¥y, = Xx.

Le théoréme 1.35 est une conséquence du théoréme 1.28. Pour en déduire le théoréme
1.35, il nous suffira de construire la bonne fonction auxiliaire combinée & des arguments
élémentaires. En évaluant la fonction auxiliaire en 1, on pourra déduire des conditions
géométriques pour garantir que notre ensemble de premiers est infini. Notamment, dans le
cas des courbes irréductibles, on montre le résultat suivant.

Proposition 1.38. Soit C' un schéma de type fini sur Z tel que C Xz Q est une courbe
géométriquement irréductible. Alors pour tout a € Z — {x.(C) — 1}, on a

densiyi{p € P — X, pt (Ne(p) —a)} > 0.

On a un résultat du méme type pour les surfaces K3. Pour rappel les surfaces K3 sont
les surfaces S qui ont un faisceau canonique trivial et un premier nombre de Betti b1(S)
nul, on pourra voir par exemple [BPVdAV84, VIII| pour plus de détails sur les propriétés
de telles surfaces.
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Proposition 1.39. Soit S un schéma projectif sur Z tel que S Xz Q est une surface K3.
Alors pour tout a € Z — {1,2,3,4,5}, on a

densip{p € P — X5 :p1 (Ns(p) —a)} > 0.

Remarque 9. On sait juste dire dans les résultats ci-dessus que la densité inférieure est
strictement positive mais on ne sait ni montrer 'existence de la densité, ni minorer la
densité par une borne strictement positive dans le cas général. On détaille un peu plus ce
qu’on pourrait faire dans la sous-section 1.4.5.

1.4.1 Simplification du probléme

Dans cette section on prouve parallélement le théoréme 1.35 et le corollaire 1.37. L’idée
est que pour prouver le corollaire 1.37, on se raméne au cas projectif lisse puis on évalue
la différence entre le nombre de points de la variété de départ et le nombre de points de
son modéle lisse. Ainsi, on va prouver le théoréme 1.35 dans le processus.

Pour cela on se sert du théoréme 1.28 qui traite de classes de congruences modulo un
entier m d’une certaine fonction définie avec des traces de Frobenius. On va construire
une fonction auxiliaire Mx suffisamment proche de la fonction Ny, qui soit aussi une
combinaison linéaire entiére de traces de Frobenius, mais pour laquelle 'information sur sa
classe de congruence modulo certains entiers m nous permette de déduire des informations
sur la classe de congruence de Mx (p) [mod p]. Précisément, on prouve le résultat suivant.

Théoréme 1.40. Soit X un schéma de type fini sur Z satisfaisant les hypothéses du
théoréme 1.35 (resp. du corollaire 1.87). Alors pour tout a € Z, il existe une fonction Mx
définie sur P — Xx (resp. sur P — ZIX,Y) telle que
1. la fonction Mx , est une combinaison Z-linéaire de fonctions fy; de type (1.5) pour
des schémas U et des entiers i,
2. pour tout p € P —Xx (resp. p € P — E/X’Y), on a Mx q(p) = Nx(p) —a [mod p),
3. il existe des entiers b_(X), by (X) tels que pour tout € > 0 il existe A = A(X,a,€) >0
satisfaisant pour tout p € P — Xx (resp. p € P — Z'ny), p>A:

(0—(X) — €)p < Mx,a(p) < (b+(X) + €)p.

On prouve ce résultat dans la sous-section 1.4.3. On peut alors en déduire le théoréme
1.35 et le corollaire 1.37. Ce sont en effet des conséquences immeédiates du résultat suivant :

Proposition 1.41. Soit X un schéma de type fini sur Z satisfaisant les hypothéses du théo-
reme 1.85 ou du corollaire 1.87. Soient a, . ..,a, € Z, et soient Mx 4, ..., Mx 4, des fonc-
tions associées par le théoreme 1.40. Alors soit l'ensemble {p ¢ X'y : p1 [[12(Mx.0,(p))}
est vide, soit il admet une densité inférieure strictement positive.

De plus, ’évaluation en 1 des fonctions Mx, nous donne d’autres conditions pour
assurer la non-vacuité de tels ensembles. On a ainsi le résultat suivant.

Théoréme 1.42. Soit X un schéma de type fini sur Z satisfaisant les hypothéses du
théoréme 1.35 ou du corollaire 1.37. Soient ay,...,an € Z. Soient Mx q,,...,Mxq, et
by (X) des fonctions et bornes associées par le théoréme 1.40. Supposons que pour tout i
on ait

max(| M, (1) = b_(X) + 1], [Mx0,(1) = b4 (X) = 1)) = 24+ b, (X) = b_(X).  (1.8)
Alors

n
densine{p & Ty : pt [ [(Nx(p) — ai)} > 0.
i=1
On cherche alors & minimiser ou au moins évaluer la quantité b, (X)—b_(X). On donne
des valeurs de ces bornes dans la preuve du théoréme 1.40. On en déduit notamment les
propositions 1.38 et 1.39.
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1.4.2 Conséquences du théoréme 1.40

Commengons par prouver la proposition 1.41, en supposant le théoréme 1.40 vrai.

Démonstation de la proposition 1.41. Soit X comme dans le théoréme et aq,...,a, € Z
alors le théoréme 1.40 nous fournit des fonctions Mx 4, et des bornes b+ (X) € Z, A; =
A(X,a;, 1) > 0 telles que pour tout p ¢ E’X’w p > A;, on a pour tout k € Z :

(b—(X) =14+ k)p < Mx,q,(p) + kfar(p) < (b+(X) + 1+ k)p.

Supposons que 'ensemble {p ¢ X'y y : p{ [[[Z;(Mx q,(p))} est non vide. Soit py un premier
dans cet ensemble. Posons m; = Mx 4, (po). D’aprés le théoréme 1.40.2, pour tout k € Z
on a, en utilisant la notation (1.7),

n
Do S m EO,mi-i-kpo (MX,lli + kal)' (19)
i=1

On a donc des ensembles frobeniens d’intersection non vide. Comme les fonctions Mx 4, +
kfs1 sont des combinaisons linéaires entiéres de traces de Frobenius (théoréme 1.40.1),
on peut leur appliquer le théoréme 1.28. On en déduit que 'intersection (1.9) admet une
densité qui est un nombre rationnel strictement positif.

Prenons maintenant A = max;(A;). Alors pour k assez grand, on a

() Eomitkpo(Mx.a, + Efar) N[A,00) € [ {p € P, Nx(p) # ai [mod p]}.  (1.10)
i=1 =1

En effet, puisque pg > 2, on peut prendre k& > —b_(X) + 1 tel que pour tout ¢ on a
m; + kpo > by (X) + 1+ k. Alors pour p € Eg m,4kpo (Mx,a; + kfar) N[A,00), on a

0 < Mx,a,(p) + kfar(p) < (b4(X) +1+Fk)p
et
M a,(p) + kfar(p) = 0 [mod m; + kpo.
Donc p ne divise pas Mx q,(p) + kfa1(p). On a ainsi la proposition 1.41. O
On peut aussi garantir que des intersections

n

() Bomi i, (Mx.a, + Eifar)

i=1

sont non vides grace a la valeur en 1. Alors si on peut choisir les k; pour que les m; , soient
assez grand on aura de nouveau l'inclusion (1.10), cela permet de déduire le théoréme 1.42.

Démonstration du théoréme 1.42. Fixons un i € {1,...,n}. Supposons que
IMx q,(1) =b_(X)+ 1] >2+ b (X) - b_(X). (1.11)
On pose k; = —b_(X) + 1. Alors on a pour tout p assez grand,
0 < My (p) — (b_(X) = 1) far (p) < (b1 (X) = b_(X) +2)p.
Choisissons

mi = [Mxq;(1) = (b—(X) — 1) far (1)
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Alors d’apreés le théoréme 1.28, 'ensemble Ep ,,, (Mx 4, + kifa1) est non vide. De plus la
condition (1.11) permet de garantir que pour tout p assez grand dans Eq m,, (Mx,q, +kifa1)

Pt (Nx(p) — ai).
Si la condition (1.11) n’est pas satisfaite, alors d’apres ’hypothése (1.8), on a
[Mx 0, (1) = b4 (X) = 1] = 2+ b4 (X) = b (X).

Dans ce cas on prend k; = —by(X) — 1 et m; = [Mxq,(1) — b (X) — 1.
L’intersection N} Egm,(Mx ., + kifa1) contient 1, elle a donc une densité qui est
strictement positive. ]

On donne des applications de ce résultat dans la sous-section 1.4.4, aprés la preuve du
théoréme 1.40 dans lequel on donne plus de détails sur les valeurs des bornes b4 (X).

1.4.3 Construction de la fonction auxiliaire — Démonstration du Théo-
réme 1.40

Nous avons montré dans la partie précédente 1'utilité des fonctions auxiliaires Mx 4.
Prouvons maintenant leur existence. On peut se réduire au cas o a = 0, en effet une
fois construite une fonction Mx satisfaisant le théoréme 1.40 pour a = 0, il nous suffit de
définir My o := Mx — afep ol e est le point affine : f, o(p) = 1 pour tout p.

Commencons par le cas projectif lisse qui permet de déduire le théoréme 1.35.

Proposition 1.43. Soit X un schéma projectif sur Z, tel que X Xz Q est une variété
projective lisse de dimension d. Supposons que h®™(X) = 0 pour tout 3 < m < d. Alors
la fonction Mx := Z?:O(—l)ifx,i satisfait le théoréeme 1.40 pour a = 0. On peut prendre
b (X) = —ba(X) el by.(X) = by(X).

Ici ba(X) est le deuxiéme nombre de Betti de X, comme dans la définition 1.9.

Démonstration. Soit d la dimension de X sur Z. D’aprés le théoréme 1.14, pour tout
p¢Xxona

2d
Nx(p) =) fxi(p).
=0

On utilise alors le lemme 1.17 conséquence de la dualité de Poincaré : on a pour tout
i€ {d+1,...2d}, pour tout p ¢ Xx,

fxi(p) = 1" fx 2a-i(p).
En particulier, comme fx 24—;(p) est un entier,

d

Nx(p) =Y (1) fx,i(p) [mod p].

i=1
On utilise maintenant le théoréme 1.18 (« corollaire de divisibilité » de Mazur-Ogus).

D’aprés 'hypothése, h%™(X) = 0 pour tout 3 < m < d, donc tout p ¢ Yx divise fx m(p)
pour tout m > 3. Finalement on a obtenu

2

Z(—l)ifx,i(p) [mod p).

=1

Nx(p)

La condition 3 ainsi que les valeurs des bornes by(X) sont conséquences directes du
lemme 1.15. O
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Pour la preuve dans le cadre du corollaire 1.37, on fait la preuve par récurrence sur la
dimension. Le cas de la dimension 1 est une initialisation facile.

Proposition 1.44. Soit X un schéma de type fini sur Z, tel que X Xz Q est une courbe.
Alors la fonction Mx := Nx satisfait le théoréme 1.40 pour a = 0. On peut prendre
b_(X)=0 et by (X) =ba(X).

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 1.16. [

Pour la dimension 2 et 3 on se raméne au cas projectif lisse grace au théoréme de
Hironaka (théoréme 1.3) et on utilise la proposition 1.43.

Proposition 1.45. Soit X un schéma de type fini sur Z de dimension 2 ou 3. Supposons
que la variété X xz Q est birationnelle & une variété Yy satisfaisant les hypothéses de la
proposition 1.43. Soit D le produit des éléments de ¥y . Soit Y le schéma sur Z[1/D)]
correspondant a Yy, et U le sous-schéma ouvert de X Xz Z[1/D] tel que lapplication
birationnelle est un isomorphisme sur U. Alors la fonction

My =My — My_y+ Mx_y
satisfait le théoreme 1.40 pour a = 0. On peut prendre
b_(X)=—b2(Y)=bp: (Y -U)+b_(X-U)
et by (X)=b2(Y)—b_(Y =U)+b:(X —-U).

Démonstration. Pour tout p ¢ X'y 3 on a clairement Ny (p) = Ny(p), ot U est vu comme
sous-schéma de X xz Z[1/D] ou de Y, autrement dit

Nx(p) = Ny (p) — Ny_vu(p) + Nx_uv(p).

On utilise la proposition 1.43 pour Y. Comme Uj est un ouvert dense de Xy on a dim(Xg—
Up) < dim(Xp), et de méme dim(Yy — Up) < dim(Xp). Ainsi dans le cas ou X est de
dimension 2, les sous-schémas Yy — Uy et Xg — Uy sont des courbes, on peut donc leur
appliquer la proposition 1.44. On construit de cette fagon les fonctions My _y et Mx_y.
Dans le cas ot X est de dimension 3, les sous-schémas Yy — Uy et Xg — Uy sont au plus de
dimension 2, et satisfont les hypothéses de la proposition 1.45 que l'on a déja prouvé dans
le cas de la dimension 2. On obtient ainsi la fonction Myx annoncée. O

1.4.4 Retour sur ’évaluation en 1

On a donné dans les propositions 1.43, 1.44 et 1.45 des formules explicites pour les
fonctions My et pour les bornes b4 (X). On peut dans certains cas calculer leurs valeurs
et donc en déduire des applications du théoréme 1.42.

On a notamment dans le cas des courbes irréductibles le résultat suivant (déja énoncé
a la proposition 1.38).

Proposition 1.46. Soit C' un schéma de type fini sur Z tel que C' Xz Q est une courbe
géométriquement irréductible. Alors pour tout a € Z — {x.(C) — 1}, on a

densiye{p € P — Xc,p1 (Nc(p) —a)} > 0.

Démonstration. D’aprés la proposition 1.44, on peut prendre Mo = N¢ et dans le cas
irréductible, b4 (C) = b_(C) = 1. Donc la condition (1.8) du théoréme 1.42 devient

max(|xc(C) — al, [xe(C) —a—2|) > 2. (1.12)

La seule valeur exclue pour a entier est a = x.(C) — 1. O
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Remarque 10. 1. On peut se demander s’il est naturel d’exclure une valeur. Dans le
cas de la droite affine, on a Nyi(p) = p, il est évident qu’il faut enlever la valeur
a=0=x.(A!) — 1. De méme pour la droite projective, x.(P') — 1 = 1. Dans le cas

des courbes elliptiques la valeur exclue est a = —1, on remarque qu’elle correspond
a la valeur h = —2 du théoréme 1.25 pour laquelle Serre donne une meilleure borne
[Ser81, Th. 20].

2. On sait déja beaucoup plus de choses dans ce cadre, notamment pour les courbes de
genre < 1. En effet dans le cas des morceaux de droites ou de coniques (de genre
nul), on a souvent une formule explicite pour le nombre de Fp-points, et la quan-
tité Nx(p) [mod p| ne prend que quelques valeurs qui dépendent de la classe de
congruence de p modulo un certain entier. Dans le cas des morceaux de courbes ellip-
tiques, la conjecture de Sato—Tate (théoréme 1.24) régle complétement la question.

Pour appliquer le théoréme 1.42 & des surfaces, cherchons des surfaces S pour lesquelles
I'action de I’endomorphisme de Frobenius sur le groupe de cohomologie H?(S, £) est assez
bien connue. Une premiére idée est de regarder les surfaces cubiques.

Soit S un schéma projectif sur Z tel que Sy est une surface cubique projective lisse. Alors
on a h%2(S) = 0 (voir par exemple [BPVAV84, V.2|) donc p | fs2(p) pour tout p ¢ Xg.
De plus b;(S) = 0. En particulier on peut prendre Mg = fgo et b4 (S) = b_(S) = 0. En
fait le cas des cubiques projectives lisse est déja connu (voir la proposition 1.23). On peut
s’intéresser & l'intersection d’une telle surface avec un ouvert affine, alors on se rameéne a
étudier le nombre de points de la courbe a linfini. Soit f un polynoéme de degré 3 dans
Z[z,y, z]. On note f3 sa composante homogéne de degré 3. Soit X la surface affine donnée
par f(z,y,z) = 0. On suppose que
T Yz
AR
— la courbe projective C' « & l'infini » définie par I’équation f3(x,y,z) = 0 est une

courbe irréductible sur C.

— la surface projective S définie par 1’équation 3 f( ) = 0 est lisse sur C, et

Alors Nx(p) = 1 — N¢(p) [mod p]. Donc d’aprés la proposition 1.38, pour tout a #
2—xc(C) on a
densinf({p ¢ Xx : p1 (Nx(p) —a)}) > 0.

Exemple 1. On peut donner un exemple concret. La courbe projective donnée par I’équa-
tion 23 + 32 + 22 = 0 est une courbe elliptique sur C et la surface projective donnée par
I'équation Y : 23 + 3 + 23 + t2(x + y + 2) = 0 est lisse sur C. On peut donc appliquer le
raisonnement ci-dessus a la surface affine X : 23 + 132 + 23 + 2 +y + 2 = 0, on a pour tout
a # 2,

densint({p ¢ Xx : pt (Nx(p) —a)}) > 0.

Un deuxiéme cas de surfaces pour lesquelles I’'endomorphisme de Frobenius est assez
simple est celui des surfaces K3. En effet, une propriété remarquable des surfaces K3 est
que le deuxiéme groupe de cohomologie H?(S,Z) se décompose en une somme directe
Pic(S) @ HZ.(S,Z) ot Pic(S) est le groupe de Picard de la surface et HZ.(S,Z) est un
sous-module dit « transcendantal » de rang 2 (voir par exemple |[BPVdV84, VIIL.3|). De
plus pour tout premier p de bonne réduction, p divise tr(Frob, | Pic(S)), il ne reste donc
plus que 'action sur le groupe transcendantal. Par ailleurs on a b1(S) = 0. On peut alors
prendre comme fonction auxiliaire Mg(p) = tr(Frob, | HZ(S,£)) + fso(p), et les bornes
sont by (S) = 2, b_(S5) = —2. L’application du théoréme 1.42 nous donne donc le résultat
suivant (déja énoncé a la proposition 1.39).

Proposition 1.47. Soit S un schéma projectif sur Z tel que S xz Q est une surface K3.
Alors pour tout a € Z — {1,2,3,4,5}, on a

densiyi{p € P — Xs:p1 (Ng(p) —a)} > 0.
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Démonstration. On applique le théoréme 1.42 dans la situation comme expliquée plus haut.
On a Mg(1) =2+ 1 = 3. Alors la condition(1.8) devient

max(|6 — al,|—a|) > 6. (1.13)

Il nous faut donc exclure toutes les valeurs de a comprises strictement entre 0 et 6. O

1.4.5 Tentatives d’estimation de la densité inférieure

Dans le cas des courbes elliptiques sans multiplication complexe, le résultat de Serre
(théoréme 1.25) garantit que la densité de 'ensemble {p € P —3¥g : pt (Ng(p) —a)} existe
et vaut 1. On pourrait se demander s’il y a d’autres cas ol ’on sait assurer que la densité
existe. Faute de savoir assurer I'existence de la densité, il semble naturel de vouloir donner
une borne inférieure strictement positive pour la densité inférieure.

En fait ces questions sont assez difficiles. Une fagon d’y répondre est de tenter de
calculer la densité d’un ensemble Ey,,(My o) comme défini au (1.7). D’aprés le théoréme
1.28, on sait que la densité est un nombre rationnel. En suivant la preuve du théoréme 1.28
on a une fagon théorique de calculer la valeur de cette densité.

En effet, supposons que m = ¢ est un nombre premier pour simplifier. Réduisons pour
le moment au cas ol on s’intéresse juste a une fonction frobenienne élémentaire de type fx ;

comme dans (1.5). Alors la densité de I'ensemble E, ¢(fx,;) vaut % ot Gy(X, 1) est
'image du groupe de Galois I's,,, donnée par I'action de I’endomorphisme de Frobenius
sur H'(X,/), et C, est le sous-ensemble (stable par conjugaison) des matrices de trace

valant a dans ce groupe.

On peut estimer cette densité si on connait le groupe Gy(X, ). Le probléme est que ce
groupe n’est pas bien connu en général, mais on peut avoir des idées sur ce qu’il devrait
étre.

Par exemple dans le cas d’une courbe C irréductible projective lisse on sait que pour
p & Yoy, Frob, agit sur HY(C,¢) x HY(C,¢) x H*(C,{) comme un élément (1, M,p) de
{1} x CSp(2g9,Fy) x F; avec de plus le multiplicateur de M égal & p. Donc on peut
s’attendre dans un cadre « générique » & ce que le groupe qui nous intéresse soit Gy =
Uaer{l} x aSp(2g,Fy) x {a}. On a alors

dens(Eg¢(Ne.a)) = Z {M € aSp(Qg,Fg)|é;;((]2\4;?;)l| —a+ o [mod £}

a€cFy
1

~ —

14

par [Kow08a, App. B.2]. On a donc trouvé une borne inférieure strictement positive
dans ce cas.

Le cas des courbes irréductibles projectives lisses est particuliérement simple, car pour
p assez grand il y a une seule valeur modulo p qui ne convient pas. On a

g Xce:pt(Nelp) —a)y ~{p ¢ Scye: fealp) #1—a}

ou le symbole ~ signifie que les ensembles coincident & un nombre fini de premiers prés.
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Donc a ¢ fixé, on fait une réunion finie d’ensembles E;;(fc1). On a

densine({p & v, pt (Ne(p) — a)})

> Z {M € CSp(2g,Fy) : tr(M)=1—a+b [mod ]}

beF; |CSp(29, F)

(C—1)(C—1) [ ¢ \*ToH!
=) <£+1>

/-1 i 2g%+g+1
R <£+1>

ou la deuxiéme minoration découle de [Kow08a, App. B.2|.
29%4g+1

{=1 4
Comme sup,ep 7= (747

premiers {p ¢ ¢ : pf (No(p) —a)} est de densité 1.

Finalement, pour répondre & la question posée dans cette sous-section, une bonne
idée est de chercher plus d’informations sur l'action de I’endomorphisme de Frobenius.
Cependant cette recherche n’a pas été poussée plus loin dans cette thése. On pourra voir
par exemple l'article [FKRS12| ou les auteurs cherchent a déterminer plus précisément les
groupes de Sato—Tate qui entrent en jeu pour les courbes de genre 2.

= 1 on en déduit que dans ce cas l’ensemble des

1.5 Exemples de schémas avec un A-nombre non nul

Les résultats de la section 1.4, et notamment le corollaire 1.37 nous permettent de
revenir a la question de départ : trouver des schémas affines qui satisfont I’hypothése du
théoréme 1.1. Dans cette section on exhibe de nouveaux exemples de schémas affines dont le
A-nombre est non-nul, en utilisant le théoréme 1.21 di & Fouvry et Katz et notre corollaire
1.37 qui permet de simplifier 'hypothése de Fouvry et Katz. On déduit en effet le résultat
suivant.

Corollaire 1.48. Soit X un sous-schéma fermé de Ay tel que X/C est lisse conneze de
dimension relative d. On suppose que X Xz Q est birationnelle a une variété projective
lisse Yy satisfaisant :

— dim(Yp) <3 et
— h%3(Yg) = 0.

Soit D le produit des premiers de mauvaise réduction associ€s a cette situation (éléments
de Xy y ). Sl existe un premier po ¢ X'y y tel que po{ Nx(po). Alors le A nombre associé
a (X, f,k, ) est non nul pour toute fonction f, pour tout corps fini k de caractéristique
premiere & DU et pour tout caractére additif ¢ de k a valeurs dans Q.

Notre résultat ne s’applique qu’a des schémas de dimension plus petite que 3. On
présente des exemples et contre-exemples de chaque dimension.
1.5.1 Exemples de courbes

Le cas des courbes irréductibles a déja été réglé par la proposition 1.38. En particulier
on a

Proposition 1.49. Soit C un schéma affine sur Z tel que Cy soit une courbe irréductible.
Alors si xc(C) # 1, Uensemble {p: pt No(p)} a densité inférieure strictement positive.

On s’intéresse donc a la caractéristique d’Euler—Poincaré des courbes irréductibles pour
voir lesquelles sont exclues de ce résultat. Pour calculer le genre d’une courbe qui peut avoir
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des points singuliers, on peut chercher un modéle projectif lisse puis utiliser le théoréme
de Hurwitz (voir par exemple [Har77, IV.2]).

Soit C' une courbe affine sur Z, on peut compléter C//C en une courbe projective C/C
en lui ajoutant un nombre fini N > 1 de points. Alors par additivité de la caractéristique
d’Euler-Poincaré,

Xc(C) = XC(C) — N.

Par une suite d’éclatement, on obtient un modeéle projectif lisse C /C de C/C. On a donc
un morphisme séparé C — C de courbes de degré 1. Le théoréme de Hurwitz [Har77, IV.
Cor. 2.4] garantit que

Xe(C) = Xc(C) —deg R
oil deg R est une quantité positive qui compte la ramification. Or x.(C) = 2 —2¢(C) Ainsi

on a

Xc(c) < XC(C) -1<1
et 1'égalité n’est vérifie que dans le cas ou C est une courbe de genre nul et N = 1. Par
exemple les droites affines ne satisfont pas la propriété 1.49. Dés que C est de genre g > 1
ou qu’il faut rajouter plus d’un point & C'/C pour la compléter, on est dans le cadre de la
propriété 1.49.
1.5.2 Exemples de surfaces

Le contre-exemple des surfaces elliptiques

Soit f(z,t) un polynoéme a coefficients dans Z de degré exactement 3 en la premiére
variable, alors on peut définir la surface elliptique affine associée par S : y? = f(x,t) dans
A3. Ces surfaces ne vérifient pas toujours les hypothéses du corollaire 1.48, précisément on
a le résultat suivant.

Proposition 1.50. Supposons que l'on puisse écrire f(x,t) = ax3 + b(t)x? + c(t)x + d(t)
avec a € Z — {0}, b,c,d € Z[T] de degrés respectivement bornés par 1,3,5. Alors pour p
premier différent de 2, on a

Ns(p) = 0 [mod p].

Démonstration. Soit p un nombre premier, on a

Ns(p)= Y 1+xp(f(a1))

(,)€F2

ou X, est le caractére de Legendre modulo p. On s’intéresse a la valeur de Ng(p) [mod p],
donc on va étudier la somme
Z Xp(f(2,1)).

(z,t)EF2
On s’inspire de la preuve de [Hua82, Th. 8.2|.

Lemme 1.51. Soit p premier impair, soit ¢ entier non divisible par p — 1, alors

Z z¢ =0 [mod p].

z€F,

En particulier si P est un polynéme de degré au plus p — 2,

Z P(z) =0 [mod p)].

zcFy

Démonstration. C’est immédiat en utilisant la cyclicité de F ;. O
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On peut maintenant prouver la proposition. Pour tout (x,t) € FIQ), on a

N YA —k3(25 k) +2(k— )+ (¢~m) o
>y (7)) (0) b(1)*~e(t)/~"d(1)" [mod 1
Pour k, ¢, m fixés, en sommant d’abord sur z, on obtient la somme

Z 325t —k)+2(k—€)+(6—m) _ Z x@%fefm

z€F, zeF,
d’aprés le lemme 1.51, cette somme est nulle modulo p sauf si 3e=1) 5 Dk —¢—mestun
multiple (non nul) de p — 1. Comme k, ¢, m > 0,
?)(]92_1)—k—€—m<2(p—1),
donc la somme est non nulle seulement dans le cas k + £ +m = %.

Danslecasou k+ ¢+ m = %, faisons d’abord la somme sur ¢,
ety ) = 3 Pl
teF, teF,,

ou P est un polyndéme & coefficients entiers de degré au plus
(k=0 4+3l—m)+5m=k+2(+2m<2(k+{+m)=p—1

car k > 0. Donc P est de degré au plus p — 2. Le lemme 1.51 permet d’affirmer que cette
somme est nulle modulo p.
On a donc montré que pour tout triplet (k, ¢, m),

3OS BT RO Em gy E Lo (1) ()™ = 0 [mod p]

z€F, teFy
donc
ST s =0 [mod p].
z€F, teF,
O
Remarque 11. 1. Si on suppose que le degré total de f est majoré par 3 on est dans le

cadre des hypothéses de la proposition 1.50, et la surface S est une surface cubique,
ce résultat est alors un corollaire du résultat déja énoncé sur les surfaces cubiques
projectives lisse (proposition 1.23, voir aussi le paragraphe correspondant dans la
sous-section 1.4.4). En effet, dans ce cas la courbe a l'infini C' est une réunion de
droites {[a: Y : B, Y € F,} U{[0:1:0]} avec f3(a, ) =0, ou f3 est la composante
homogeéne de degré 3 de f. Ce qui fait No(p) = 1 [mod p|, donc Ng(p) =0 [mod p].

2. Les surfaces cubiques de cette forme fournissent un exemple de surfaces qui ont un
A-nombre non nul d’aprés le résultat de Katz [Kat80, p. 150] (voir aussi le paragraphe
correspondant dans la section 1.2), mais qui ne satisfont pas ’hypothése du corollaire
1.48. En effet, pour tout premier p | Ng(p)

Remarque 12. On ne peut pas affaiblir ’hypothése sur le degré de b, en effet pour p > 2,

Z ZXP (= 1)(z = %)) = xp(~1) [mod p].

zeF, teF)

Le calcul se fait en utilisant [Hua82, Th. 8.2]
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Proposition 1.52. Soit p > 2 premier, a,b € Z, alors

Z Xp(#? + ax +b) = —1 [mod p].
z€F,

On a en sommant d’abord sur £,

3" Xz — 12) = —xp(—1) [mod p],
teF,

puis en sommant sur z,

Z (_Xp(x2 —z)xp(—1)) = xp(—1) [mod p]
zeFy,

c’est le résultat voulu.

Surfaces affines dont le modéle projectif lisse est une surface K3

On a vu dans la proposition 1.39 que pour les surfaces K3 il faut éviter seulement 5
valeurs de a pour assurer que I’ensemble {p € P —Xg : p{ (Ng(p) —a)} est infini. On peut
aussi calculer le nombre de F,-points de S pour un certain py ¢ g pour garantir que cet
ensemble est infini.

Pour appliquer le corollaire 1.48, on s’intéresse a des schémas affines. Regardons ici des
schémas affines dont le modéle projectif lisse est une surface K3. Alors si on veut appliquer
la proposition 1.39, il faut savoir évaluer la différence de points entre la surface K3 projec-
tive et une surface affine associée. On peut aussi appliquer directement le corollaire 1.37 &
condition de comprendre I’ensemble de mauvaise réduction associé a la surface.

Exemple 2. On traite ici 'exemple d’une surface affine inspiré de l'article [PTvdV92]. La
surface X est définie sur Z par les équations :

Il+zx+y+z+t =0
xyzt + xyz + xyt + xzt + yzt=0

Pour compléter X en une surface projective on peut rajouter les 4 droites a l’infini
mais la surface projective ainsi obtenue n’est pas lisse, elle a 10 points singuliers (trois
coordonnées nulles et les deux autres opposées). On nomme Y le schéma obtenu aprés
éclatement en ces 10 points. La surface Y est une surface projective lisse qui est méme
une surface K3 (voir [PTvdV92]). La surface X n’a qu’un nombre fini de points singuliers
donc on peut supposer dim(X — U) = 0. Le complémentaire de U dans Y est composé
de diviseurs lisses & croisements normaux. Donc Yy, C Xy C {2,3,5} . Il nous suffit
de calculer le nombre de F7-points de X pour conclure. En utilisant SageMath [SD16], on
trouve N7(X) = 94 = 3 [mod 7]. Donc on peut déduire que

densine{p : pt Np(X)} > 0.

Dans l'article [Wen06], ’auteur s’intéresse a des surfaces quartiques de I’espace projectif
P3 données sous la forme

Y =Y (f1, f2) : fizo, 1) + fo(z2,23) =0

ou f1 etfy sont des polynémes homogénes de degré 4 que l'on supposera a coeflicients
entiers, sans racines doubles, de facon a ce que pour k =1, 2,

By yg = fu(y1, v2)

soient des courbes elliptiques dans P(2, 1, 1) 'espace projectif pondéré. On suppose de plus
que Y (f1, f2) est lisse. D’aprés le théoréme de Lefschetz faible [Mil80, Prop. 7|, Y (f1, f2)
admet donc un H' trivial, D’aprés [Ino76, p. 552 c’est méme une surface K3.
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Exemple 3. La quartique de Fermat est définie par :
F:xé—i—w%—l—x%—kxézo.

On s’intéresse au nombre de Fj-points rationnels d'une surface affine associée a F, par
exemple
) 4 4 4 _
X]-‘. 1+$1+x2+$3—0.

D’apres le corollaire 1.37, il suffit de trouver un premier de bonne réduction vérifiant
p 1 Nx,(p) pour savoir qu'il en existe un ensemble de densité inférieure strictement positive.
Le schéma F est un modéle projectif lisse de Xz (lui méme lisse), et on a juste rajouté
une courbe (quartique) lisse pour I'obtenir. Donc il nous faut juste éviter le premier 2 qui
est de mauvaise réduction. Un calcul avec le logiciel SageMath [SD16] donne

Nx,(3) =12 =0 [mod 3]
ce qui ne permet pas de conclure. On teste les premiers suivants pour finalement trouver
Nx,(13) =96 =5 [mod 13]

On conclut donc que

densipi{p : pt Np(X7)} >0

et on a donc le corollaire 1.48.

De facon un peu plus générale, étudions

X =X(f1, f2) : filz,y) + f2(2,1) = 0.
On a alors pour p premier,
Nx(p) = Ny (p) — Nc(p)

ot C est la courbe quartique dans P? définie par
C: fi(zo,x1) + fa(x2,0) = 0.

Supposons fa(1,0) # 0, comme FE; est une courbe elliptique, C' est une courbe lisse
géométriquement irréductible. C’est une courbe projective de genre 3, donc de caractéris-
tique d’Euler—Poincaré égale a —4. En particulier on peut utiliser les propositions 1.38 et
1.39 pour a = 0. On déduit le résultat suivant :

Proposition 1.53. Si f2(1,0) # 0 alors l’ensemble {p ¢ Xx : p{ Nx(p)} est de densité
inférieure strictement positive.

Remarque 13. Le cas ot f3(1,0) = 0, est moins aisé. Si f; est scindé dans F,,, C(F)) est
I'union de 4 droites données par zob; = yoa; ou [a; : b;] sont les quatre racines de f; dans
PL(F,). Ces droites sont concourantes au point [0 : 0 : 1] donc sous ces conditions

Nc(p) =4(p+1)—-3=4p+1.

Ainsi sous ces conditions,
Nx(p) = Ny(p) — 1 [mod p].

Or a = 1 est une valeur exclue dans la proposition 1.39, on ne peut donc pas conclure au-
tomatiquement, il faudra calculer le nombre de points pour un premier de bonne réduction
pour chaque exemple.
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1.5.3 Exemples en dimension trois

On veut un exemple de schéma affine de dimension 3 qui soit birationnel & un schéma
projectif lisse avec un nombre de Hodge h%3 nul.

On pourrait d’abord penser a l’exemple le plus simple : une hypersurface de 'espace
affine P, Soit Y C P une hypersurface projective lisse définie sur Z par une équation de
degré d. Alors ses nombres de Hodge sont tous connus (voir par exemple [CR12, Sec. 4]).
On a h%3(Y) = (d_l). En particulier les hypersurfaces lisses de degré inférieur ou égal a 4

4
satisfont les hypothéses du théoréme 1.35.

Remarque 14. Une facon de garantir que le nombre de Hodge h%3(Y") est nul est d’avoir
plus que cela, le nombre de Betti b3(Y) = 0. D’aprés [Dim92, Chap. 5 §3|, dans le cas d'une
hypersurface de degré d on a b3(Y) = % — 1 ce qui est nul seulement si d =1 ou 2

(strictement positif si d > 2).

Construction d’exemples avec troisiéme nombre de Betti nul

Reprenons l'idée de la remarque 14, on cherche & construire des exemples pour lesquels
le troisiéme nombre de Betti b3 nul. En suivant une idée qui nous a été proposée par O.
Benoist, on va construire des schémas affines de dimension 3 dont un modéle projectif lisse
vérifie bg = 0.

On a vu que les hypersurfaces non rationnelles ne conviennent pas. Donnons maintenant
une construction non triviale de tels exemples. On se donne une surface projective S définie
sur Z, lisse sur C avec b1(S) = 0 (on peut par exemple prendre pour S une surface K3).
Alors on construit un schéma lisse Y muni d’un morphisme g : Y — S tel que pour tout
s € 9, la fibre Y; est isomorphe P'. Le calcul des nombres de Betti de Y se fait en utilisant
la suite spectrale de Leray (voir par exemple [Voi02, Chap. 16]) pour g : Y — S. La suite
est donnée par Ey’ = H'(S, R7g.Q) = H"™(Y,Q). Cela signifie en particulier ([Voi02,
Th. 8.21]) qu’on a une suite exacte :

... — coker (H"(So, R?9.Q) — H*(So, R°9.Q)) — H*(Yy, Q)
— ker (H'(So, R*9:.Q) — H*(S), R°9.Q)) — ...

Or R%,Q ~ Q ~ R?¢,Q car les fibres de g sont toutes isomorphes a la droite P!, et
H(PY, Q) ~ H?(P!, Q) ~ Q. Comme H3(Sy, Q) ~ H'(Sp, Q) ~ 0 par hypothése sur S,
cela permet de déduire que b3(Y) = 0.

Remarque 15. Le premier exemple de tel schéma auquel on pense est le produit fibré
S x P'. Cependant connaitre le nombre de F-points de cette varié¢té ne nécessite pas un
théoréme propre a la dimension 3. On va donc chercher des exemples plus intéressants.

Les schémas que 'on vient de décrire sont connus et étudiés sous le nom de « schémas
de Severi-Brauer sur S d’ordre relatif 2 ». Dans notre cas (S est une surface projective lisse
sur C), [Gro68, Part. 8] assure que Les « schémas de Severi-Brauer sur S d’ordre relatif
2 » sont classifiés par la 2-torsion du groupe de Brauer de S, que I'on note Br(S)[2].

Notons K = C(S) le corps des fonctions de S. Alors Br(S)[2] est le sous-groupe de
Br(K)[2] constitué des classes non ramifiées sur S. On peut interpréter Br(K)[2] comme
Iensemble des algébres de quaternions sur K. En particulier les éléments de Br(S)[2]
peuvent se décrire grace a des fonctions rationnelles définies sur un ouvert affine.

De plus dans le cas oi1 S est une surface complexe projective lisse, on a une description
de ce groupe :

Br(S)[2] = (2/22) " & H¥ (S, Z)[2),

ou r est le rang du groupe de Picard de S. Dans le cas ot Br(S)[2] est non-trivial (c’est
le cas quand S est une surface K3 par exemple), alors un élément non trivial de Br(S)[2]
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fournit une équation pour un schéma de Severi-Brauer sur S d’ordre relatif 2 qui n’est pas
S x P. La seule condition pour donner des équations explicites de telles variétés sera de
savoir expliciter un élément non-trivial de Br(S)[2].

Plus concrétement, on fixe S une surface K3 dans I’espace projectif pondéré P(1,1,1, 3)
donnée par une équation f(z,y,z) = w? ol f est un polynéme homogéne de degré 6. Un
élément non-trivial de Br(S)[2] peut étre donné sur un ouvert affine O de S comme un
couple (a,b) ot a et b sont des fonctions rationnelles en la variable s = (z,y,2) € O. On
définit le schéma U(a,b) dans O x P?par les équations :

Ula,b) : a(s)u? + b(s)v? = 2.

Alors Ul(a,b) est birationnel & un schéma de Severi-Brauer sur S d’ordre relatif 2, c’est-
a~dire qu’il admet une complétion projective lisse Y'(a,b) satisfaisant b3(Y (a,b)) = 0.
Ecrivons a = «a/d, b = (/d avec «, 3,d des polynémes, on peut alors définir une variété
plus grande X (a, b) dans P(1,1,1,3) x P? par les équations :

flz,y,2) = w

Y(a’ b) : { a(x,y,z)u2 +/8<$7y72)v2:d(x7yuz)t2

avec les variables [x : y: z : w] € P(1,1,1,3), [t : u : v] € P2 Alors U(a, b) est ouvert dense
dans X (a,b) donc X(a,b) est aussi birationnel & Y (a,b). Comme on cherche un exemple
affine, on retire au schéma X (a, b) une intersection avec un hyperplan a l'infini : le schéma
affine dans A donné par les équations

. flz,y,1) = w
X(a7 b) ‘ { Oé(x, Y, 1)U2 + B(xv Y, 1)U2:d($7 Y, 1)

admet Y (a,b) comme modéle projectif lisse.
Comme on peut s’y attendre, on ne sait pas en général décrire un élément non-trivial
du groupe Br(S)[2], mais on peut trouver des études de surfaces K3 dans la littérature.

Exemple 4. Dans l'article [ABBVA14] les auteurs s’intéressent a une surface K3 que 'on
notera S et que l'on peut définir par une équation w? = f(x,y, 2) avec

f(z,y,2) = 25 + 625y + 12252 + z*y? + 222y 2 + 2823y — 3823y 2 + 4623y2>
+ 42323 4 242yt — 42?32 — 3722222 — 3622y2d — 42?2t + 48xytz — 24ay3 22
+ 3day?2® 4 dzyzt + 200°2 + 20122 — 8323 — 11221 — 4y2°.

D’aprés [ABBVA14, Th. 9 (iv)], la surface K3 a un groupe de Picard de rang 2, donc
Br(S)[2] n’est pas trivial. Alors [ABBVA14, Prop. 11| fournit un élément non-trivial du
groupe Br(5)[2] sous la forme d’une algébre de quaternions de paramétre (a, b) avec

a =z + ldzy — 23y — 8yz
et
b=biby = (x — 4y — 2)(32> + 222y — 42z + S8wyz + 3x2% — 16y> — 11y%2 — 8y2? — 23).
Soit X le schéma de dimension 3 dans A® donné par les équations

, fla,y,1) =’
. a(iL', Y, 1)u2 + b(:B, Y, 1)1}2: 1

D’apreés le raisonnement que I'on vient de suivre, le schéma X admet un modéle projectif
lisse Y satisfaisant b3(Y) = 0. On peut donc lui appliquer le corollaire 1.37. On connait les
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premiers de mauvaise réduction pour la surface S, ils sont donnés dans [ABBVA14, Rk. 12].
Supposons que la construction de X ne crée pas d’autres premiers de mauvaise réduction.
Alors on peut calculer le nombre de F7-points de X. En utilisant SageMath [SD16], on
obtient

Nx(7) =584 # 0 [mod 7].

On déduit (sous I'hypothése que 7 ¢ X'y )

densine({p : pt Nx(p)}) > 0.
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Chapitre 2

Méthodes de crible et plus petit
premier dans un ensemble frobenien

On a vu dans la proposition 1.38 au chapitre précédent que pour une courbe irréductible
C sur Z, pour des entiers ay,...,an # Xc(C) — 1, U'ensemble {p : p 1 [[;-;(Nc(p) — a:)}
est infini et méme admet une densité inférieure strictement positive. L’idée générale pour
les résultats du chapitre précédent est de trouver un premier de bonne réduction dans
I'ensemble {p : pt[[;—;(Nc(p) —a;)} afin de garantir qu’il n’est pas vide. Dans ce chapitre
on cherche a savoir s’il est difficile de trouver ce premier : on se pose la question d’estimer
la taille du plus petit élément de 'ensemble {p : p 1 [[';(Nc(p) — ai)}. Au vu de la
proposition 1.38 I’ensemble a une densité inférieure strictement positive, donc on s’attend
& ce que ce premier soit « assez petit » en fonction des paramétres qui permettent de définir
la courbe. Cependant on parvient dans la section 2.3 & construire des exemples de courbes
pour lesquelles le plus petit premier de 'ensemble {p : p{ No(p)} est arbitrairement grand.

Remarque 16. 1. On pourrait se poser la question dans un cadre plus général pour un
schéma X de type fini sur Z vérifiant les hypothéses du corollaire 1.37 par exemple.
Comme on en a déja fait la remarque plus tot, le cas des courbes irréductibles est assez
facile a traiter, tandis que le cas général est beaucoup plus délicat. On se contente
donc ici de traiter le cas plus simple des courbes.

2. Dans le cas des surfaces, on a vu dans la proposition 1.50 des exemples de surfaces
pour lesquelles 'ensemble {p : p ¥t No(p)} est vide. Il n’y a donc pas de plus petit
premier dans cet ensemble.

L’idée que ’on va suivre dans ce chapitre est de majorer pour presque toutes les courbes
irréductibles C;, dans une famille indexée par un paramétre u, le plus petit élément py(C,)
de l'ensemble {p : p1 [\, (Ne, (p) — ai)}. Pour cela on va utiliser deux méthodes de crible
imbriquées suivant 'idée de [EEHK09|. On veut estimer la taille de I’ensemble des u dans
I'espace de paramétres U sur Z pour lesquels po(C,) est plus grand qu’une certaine valeur
Q. Tl faudra choisir cette valeur @ pour que U'ensemble {u € U : po(Cy) > Q(U)} soit
« petit ». Pour estimer la taille de tels ensembles on aura recours & des méthodes de grands
cribles différentes selon ’espace des paramétres U. On estimera en particulier la taille de
I’image de tels ensembles par la réduction modulo p. Pour cela on utilisera & nouveau une
méthode de grand crible pour les classes de conjugaison du Frobenius tel que présenté dans
[Kow08a, Chap. 8]. On commence dans la section 2.1 par rappeler le principe du grand
crible tel que présenté dans [Kow08a|, ainsi que diverses maniéres de l'appréhender qui
permettent d’obtenir différents résultats que ’on comparera.
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2.1 Inégalités de grand crible

La notion de crible en théorie analytique des nombres regroupe diverses méthodes dont
le but est d’estimer asymptotiquement des fonctions définies par des propriétés arithmé-
tiques contraintes par des relations de congruences modulo un ensemble de nombre premier.
Le plus souvent cette fonction est 'indicatrice d’un ensemble dont I'image modulo divers
premiers p évite des ensembles criblants €2,. Dans ce chapitre on utilise le principe du
« grand crible » de Linnik, dans le sens ot les tailles des ensembles criblants €2, sont des
fonctions croissantes de p, (par opposition au « petit crible » ou les ensembles criblants
sont de taille bornée). On renvoie au livre de Kowalski sur le grand crible [Kow08a| pour
la plupart des preuves de cette section.

Commengons par redonner le cadre général du grand crible tel qu’énoncé dans [Kow08a,
Chap. 2| (voir aussi [Jou07, Chap. 6]). Un cadre de crible est la donnée d’un triplet
(Y, A, (pr)ecp) ot Y est un ensemble, A est un ensemble d’indices et pour chaque ¢ € A
Papplication py : Y — Y} est surjective vers un ensemble fini Y. Dans les applications A
sera toujours un ensemble de nombres premiers. Souvent 'application py est une réduction
modulo ¢ de 'ensemble Y (cela a du sens quand Y est défini sur Z). On définit aussi un
ensemble a cribler associé a un cadre de crible (Y, A, (pg)eca) comme la donnée d’un triplet
(X, p, F) ou (X, ) est un espace mesuré et F': X — Y est une application telle que pour
tout £, ppo F' est mesurable. On se donne aussi un support premier de crible L* : une partie
finie de A. Enfin pour tout £ € £*, on a une famille d’ensembles criblants €y C Yy.

A toutes ces données on associe un probléme de crible qui est de majorer la mesure de
I’ensemble

S(X, (Qg)g,ﬁ*) = {JI e X Ve ﬁ*,pg(F(x)) §7§ Qg}

L’idée générale est que plus les ensembles €y sont gros, plus lensemble S(X, ()¢, L)
devrait étre petit et devrait donc représenter un ensemble d’exceptions & une régle générale
qui serait d’avoir son image dans au moins un des §2.

Pour majorer la mesure de 'ensemble S(X, (€¢)s, £*) la méthode consiste & couper le
probléme en deux. D’une part, on utilise une estimation de la taille des ensembles criblants
Q. D’autre part on majore une constante de grand crible A qui va dépendre du cadre de
crible mais pas des ensembles criblants. On peut donner une formule explicite pour A et
I'utiliser dans divers problémes de crible, on donnera notamment des bornes supérieures
dans trois cadres de cribles différents aux sous-sections 2.1.1, 2.1.2, et 2.1.3.

Pour définir la constante de grand crible, on a besoin de quelques données supplémen-
taires. On utilise pour tout ¢ une densité de probabilité vy sur I'ensemble Y; & valeurs
dans |0, 1]. Cette densité permet de choisir une structure hermitienne sur I’ensemble des
fonctions sur Yy & valeurs dans C en définissant le produit scalaire :

(f.9) =" ) f(W)9(y).

yeY,

On va utiliser une base de ’espace des fonctions définies sur les Y,. Pour ¢ € L* soit
B; U{1} une base orthonormée de I'espace L?(Yy, (,),,) ou 1 est la fonction constante égale
al.

On peut énoncer la premiére inégalité de grand crible formulée par Montgomery (voir
[Kow08a, Prop. 2.3]).

Théoréme 2.1 (Montgomery). Etant donné une situation de crible comme définie plus
haut, soit A = A(X, L*) la constante de grand crible associée définie comme la plus petite
valeur réelle positive satisfaisant

> > /X a(z)p(pe(F(x)))dp(z)

teLx peB;

<A /X () Pdps(z)
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pour tout o € L*(X). Alors on a pour toute famille d’ensembles criblants (Q)ecrpx l'inéga-
lité

1(S(X, (), £)) < AH™!

ol

La définition de A n’est pas utilisable directement. Grace au principe de dualité on
parvient & majorer la constante de grand crible par des sommes exponentielles que 'on
sait en général mieux traiter. Pour cela on a besoin d’une hypothése supplémentaire sur
les surjections py. Pour tout ¢ # ¢ € L* on a lapplication pgp : Y — Y, x Yy définie
comme le produit de py et pp. Cette application n’est pas a priori surjective mais on va
avoir besoin qu’elle le soit dans les applications que I'on développe.

Définition 2.2. On dit que le systéme (pg)eep est linéairement indépendant si pour tout
¢ # 0 € A, Papplication pg e : Y — Yy x Yy est surjective.

Sous I’hypothése de linéaire indépendance du systéme, on peut donner une majoration
de A. C’est le contenu de [Kow08a, Prop. 2.9].

Théoréme 2.3. On se place dans la situation ci-dessus. Soient £,0' € L*, et ¢ € By,
¢' € B}, on définit

/ o(pu(F (2)))F (oo (F (@) dp).

A(X, £*) < max max Z Z W (o, ¢")|

(eLx 0EBL jieln By,
4

Cette borne est souvent calculable, on va donner des exemples de ce calcul dans les
sections suivantes. En général dans les applications on utilise la borne du membre de droite
a la place de A.

Remarque 17. On a donné les théorémes 2.1 et 2.3 dans le cadre du crible a support
premier. Dans [Kow08a| ces résultats sont présentés sous une forme plus générale en fai-
sant un crible sur un ensemble plus grand de nombres sans facteurs carrés. Prendre un
support de crible plus grand permet en général d’affiner la majoration, on utilise ainsi
dans la sous-section 2.1.2 une version du crible due & Kowalski ot le support de crible est
un ensemble d’entiers sans facteurs carrés dont les facteurs premiers sont assez grands.
Cependant, prendre comme support de crible tous les entiers sans facteurs carrés ne donne
pas toujours la meilleure borne, on montre dans la sous-section 2.1.3 une version améliorée
d’un résultat de Bellaiche en prenant comme support de crible seulement un ensemble de
nombres premiers.

On utilisera réguliérement le résultat suivant,
Lemme 2.4. Soient Q >0, a > —1 et b € R alors Z€<Q 0*(log £)? =, Q% (log Q)>~1

C’est un résultat classique que 1’on obtient grace & une sommation d’Abel et le théoréme
des nombres premiers.
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2.1.1 Crible pour la mesure de comptage sur Z¢

Commencons par présenter la situation simple du crible sur Z¢ avec la mesure de comp-
tage. On pourra voir [Gal73| pour une premiére utilisation de ce crible. Le cadre du crible
est (Z%, P, (pp)pep) Ol pp est la réduction modulo p : Z¢ — Fg. C’est une généralisation du
grand crible classique (voir [Kow08a, 4.2]). Le résultat utilisé par Gallagher [Gal73, Sect.
1] est obtenu avec un crible supporté sur les entiers sans facteurs carrés. On donne ici une
preuve élémentaire d’un résultat un peu plus faible dans le cas ou le support de crible est
le support premier.

Soit T' > 1 assez grand fixé, on choisit comme ensemble a cribler X (7)) := ZIN [T, T]¢
muni de la mesure de comptage et de I'inclusion naturelle dans Z?. Prenons pour £* =
L*(Q) ensemble des premiers plus petits qu'une borne Q.

Majorons la constante de grand crible A(T, Q). D’aprés le théoréme 2.3, il nous faut
d’abord chercher une base orthonormée de ’espace des fonctions sur Fg pour le produit
scalaire usuel. On pose pour a € Fg,

a-x
¢a7p:mb—>e( )
p

ol - est le produit scalaire usuel de Fg. Les ((ba,p)ang forment une base orthonormée de
L?(FZ). On a donc

A(T,Q) < max max Z Z (W (¢ap: Pop)l-

P<Q acF{—{0} 4
p'<@Q ber,—{Q}
Calculons la valeur de W (¢q,p, ¢pp )-

W (Qaps Dop) = > Gap(w)dpy (1)

\u\<T
SIS ()
= uj ) .
j= lujz—
Donc
— si p=19p' et a = b, on obtient

W ($a,ps Pap) = (2T +1)%.

— Sip =p et a# b, soit k le nombre de coefficients identiques entre a et b (on a
0 <k <d-—1), alors quitte a réordonner pour que les coefficients identiques soient
les k premiers,

d
. 1
(¢apa¢bp) (2T+ H min <2T+ I,QH%_I)JH> .
Jj=k+1 P
a;j—b;

ou [|z|| est la distance de & Z. Comme p{aj —bj, on a ‘ > 5. Ainsi,

d—k
W (hap, dop)l < (2T + 1)F (g)

et cette majoration est non triviale a condition que p < T'. Si on fixe a dans Fg, ily
a (i) p=F éléments b dans Fg avec exactement k coordonnées semblables.
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— Sip#p, onaajp —bjp#0 pour tout j sauf dans le cas a; = b; = 0 ce qui peut
arriver pour au plus d — 1 indices j. Soit k le nombre de coefficients nuls en commun
a a et b on trouve, quitte a réordonner

d
W (Gaps dop)l < 7+ D [ min | 27 +1,
j=k+1 QHT”

D’ou

d—k
(W (Gaps b)) < (2T + 1)F (p§> .

Et cette majoration n’est pas triviale si p, p’ < V/T. Pour a fixé dans Fg avec k, coef-

ficients nuls, il y a (kIS)P'd_k

On obtient donc la majoration de A(T, @),

éléments b dans Fg, avec exactement k zéros communs.

d—1
d—k
A(T,Q) <max 3 (2T +1)% + < > 2T +1 <p) ik
p<Q — 9

I\ d—k
a 1d—k 2T 1 k pp
wanty S () er o (1

p'<Q k=0
2yd | Q o ka k PQ2 -k
«T+@)+ log Q p<C)2{aegLaX{0} {k:O (k ) @T+1) (2)
2\d Q 3yd—1
<(T+ Q) +@(T+Q )

et la constante implicite ne dépend que de d.
Remarque 18. Cette majoration est triviale si Q > v/T.
Finalement on a obtenu le résultat suivant.

Proposition 2.5. Dans le cadre du grand crible sur Z¢, on a

A(T, Q) < (T + Q%" + 1OSQ<T + QY

2.1.2 Crible pour les classes de conjugaison de Frobenius

Dans [Kow08a, Chap. 8|, Kowalski utilise un crible pour les classes de conjugaison
de I'endomorphisme de Frobenius pour donner une version quantitative d’un résultat de
Chavdarov [Cha97| en réponse a une question de Katz sur la fonction zéta d’une courbe
sur un corps fini. On se demande si typiquement le numérateur de la fonction zéta d’une
courbe irréductible vérifie certaines propriétés comme : étre irréductible sur Q ou avoir
un corps de décomposition dont le groupe de Galois sur Q est maximal. Ces questions
avaient déja été abordées dans [Kow06a| mais les bornes ont été améliorées et précisées
dans [Kow08a).

On se place dans le cadre d’une famille de courbes C' — U sur un corps fini. Plus
précisément, soit ¢ une puissance d’un nombre premier p, et soit U/F, une variété algé-
brique affine lisse géométriquement connexe de dimension d > 1 sur F,. Fixons un second
premier £ # p. Au revétement étale C — U on associe la représentation f-adique continue
du groupe fondamental étale arithmétique de U :

pPe 7T1(U7 ﬁ) - GL(297QE)
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correspondant & l'action de 'endomorphisme de Frobenius Frob,, sur H}(C,, ¢). En parti-
culier pour tout u € U(F,), le numérateur de la fonction zéta de C,, est

det(1 — Tpe(Froby,)).

C’est un polynéme a coefficients dans Z,. La représentation ne dépend en fait pas vraiment
de ¢, et les coefficients sont dans Z, on dit que le systéme est compatible (voir [Kow08a,
Def. 8.7]).

D’apreés la dualité de Poincaré, 'image py(m1 (U, 7)) réduite modulo £ est un sous-groupe
Gy du groupe des similitudes symplectiques C'Sp(2g, Fy). Dans le cas ol on connait précisé-
ment ces sous-groupes quand £ varie, on peut utiliser le crible pour les classes de conjugaison
sur ce groupe pour évaluer la taille d’ensembles du type {u € U(F)) : Frob, € A}. En
particulier on peut évaluer la taille d’ensembles pour lesquels le polynéme caractéristique
du Frobenius satisfait certaines propriétés.

Le principe du crible pour les classes de conjugaison du Frobenius est de prendre comme
cadre de crible Y = G* I’ensemble des classes de conjugaison du groupe G = 1 (U, 7). Soit
A un ensemble de premier différents de p et pour chaque £ € A la surjection py : G — Gy
est la restriction & son image de la réduction modulo ¢ de I'application py. Dans le cas
ol la dimension de U est supérieure & 2 on a besoin d’'une condition supplémentaire de
non-ramification sur A = Ay. On pose Ay = P — {p} et pour d > 2, A4 est 'ensemble des
premiers /¢ différents de p tels que p t |Gy].

Remarque 19. La condition que I'on impose ici sur Ay pour d > 2 est trop forte, on
pourrait prendre un ensemble de premiers plus grand. En effet comme remarqué dans
[Kow08b, Sect. 4], il suffit que les morphismes py soient modérément ramifiés (on pourra
voir I’énoncé de [Kow08b, Th. 4.1] pour plus de détails). Ces deux ensembles de premiers
ont une densité positive donc ils donnent des majorations du méme ordre & la constante
prés.

L’ensemble & cribler que I'on considére est X = U(F),) qui est fini. On lui associe la
mesure de comptage et application u — Frob,, qui donne bien un élément dans G

Dans le cas maximal — c’est-a-dire que l'image par py du groupe fondamental étale
géométrique 7 (U, 7)) est le groupe symplectique Sp(2g, Fy) — Kowalski obtient des bornes
pour la constante de grand crible associée a cette situation [Kow08a, Cor. 8.10].

Théoréme 2.6 (Kowalski). Dans la situation de crible donnée plus haut, on suppose que
le systéeme (pg)een est linéairement indépendant (selon la définition 2.2). Pour tout ¢ € Agq
on se donne un sous-ensemble Qy C Gy stable par conjugaison. Alors pour tout L entier,

{u € U(F,) :Vl e Ay, £ < L, py(Froby,) ¢ Q}| < (¢¢ + Cqg? V2L + 1)) H!
ot l’on peut prendre
— A=2¢>+g+2sid=1,
— A=6g>+3g+4sid>2 et que p{|Gy| pour tout £ € Ay,

et
. ve(S2p)
H = g | | — Qe)’

meL £m VZ(}/K
le support de crible L est ici
L ={m sans facteur carré : €| m =L € Ay, H(€ +1) < L+1}.
Lm
La constante C' ne dépend que de U.

Remarque 20. Ici le support de crible n’est pas seulement le support premier £*. On
prend un ensemble de nombres sans facteurs carrés dont les diviseurs premiers sont dans
L*. I’idée d’enlever les nombres sans facteurs carrés qui ont des petits facteurs premiers
est due a Zywina, cela permet de gagner un facteur d’ordre une puissance de loglog L.
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2.1.3 Meéthode de Bellaiche

En général dans le cadre du grand crible, seule la taille des ensembles cribants €2y
compte. L'idée de Bellaiche dans [Bell6] est de modifier légérement le principe du grand
crible pour prendre en compte la structure des ensembles €2, notamment dans le cadre du
crible pour Frobenius de la section 2.1.2.

Le résultat que nous allons présenter dans cette section est une légére amélioration
dans un cadre général de [Bell6, Th. 14]. Il suppose qu’on connait un bon terme d’erreur
dans le théoréme de Chebotarev généralisé associé a la situation. Nous avons déja énoncé le
théoréme de Chebotarev dans le chapitre précédent (théoréme 1.26), on appelle théoréme
de Chebotarev effectif un résultat qui donne une estimation du terme d’erreur obtenu dans
le calcul de la densité. De tels résultats sont souvent conditionnels. L’article de Bellaiche
se base notamment sur une version effective du théoréme de Chebotarev due & Lagarias et
Odlyzko [LO77, Th. 1.1] (voir aussi [Bell6, Th. 2]), ce résultat est conditionnel a I’hypothése
de Riemann généralisée et a la conjecture d’Artin. Dans ce résultat apparait un invariant
numérique qu’il nomme complexité de Littlewood.

Définition 2.7. Soit £//Q une extension finie galoisienne de degré d et de groupe de Galois
G := Gal(E/Q). Soit M le produit des nombres premiers ramifiés dans E. On définit la
complezité de Littlewood de f une fonction centrale sur G a valeurs complexes par

360 = X i | 2 (e | dime

geG

oll la premiére somme est indexée par un ensemble de représentants des classes d’isomor-
phismes de représentations complexes irréductibles de G.

Pour C' C G un sous-ensemble stable par conjugaison, on note A\g(C) = Ag(1¢) la
complexité de Littlewood de sa fonction indicatrice.

On peut alors énoncer le théoréme de Chebotarev effectif [Bell6, Th. 1| (voir aussi
IIK04, Sect. 5.13]).

Théoréme 2.8 (Chebotarev effectif). Soit E/Q une extension finie galoisienne de groupe
de Galois G. Soit M le produit des nombres premiers ramifiés dans E. Soit f une fonction
centrale sur G a valeurs complexes et m(x, f) :==>_,_, f(Froby). Supposons vraies I’hypo-
theése de Riemann généralisée et la conjecture d’Artin pour les fonctions L associées aux
représentations irréductibles de G. Pour x > 3 on a

[7(z, f) — ne(f) Li(z)] < Vare(f)(logz +log M +log|Gl),

ot la constante implicite est absolue et pg(f) = ﬁ deG f(g) est la valeur moyenne de
f.

Remarque 21. Dans le cas oit f = 1¢ la fonction indicatrice d’un ensemble stable par
conjugaison, on a ug(f) = % On retrouve donc bien un énoncé classique du théoréme de

Chebotarev.

En utilisant une nouvelle version de grand crible et le théoréme 2.8, Bellaiche montre
le résultat suivant [Bell6, Th. 14].

Théoréme 2.9 (Bellaiche). On se donne deuz entiers, M et N. Soit A ’ensemble des
nombres premiers ne divisant pas N, & chaque £ € A on associe Ly une extension ga-
loisienne finie de Q non-ramifiée en dehors des nombres premiers divisant M. On note
Gy son groupe de Galois. On se donne également une famille (Dy)ocp de sous-ensembles
stables par conjugaison des Gyp. Pour x > 0, on note

7(D,x)=|{p<x:pt M etVl e A Frob,q, € D}l
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Supposons qu’il existe deux réels 0 < a < 1, 0 < 3, et des constantes P, P', R > 0 tels
que
— on alog |G| = O(log ),
— pour tout £ € A, Pl™ < % < P>,
— pour tout £ € A, A\g,(Dy) < R(P,
— pour tous £ # ' dans A, Uapplication naturelle Gal(Q/Q) — Gy x Gy est surjective.

En supposant vraies [’hypothése de Riemann généralisée et la conjecture d’Artin pour toutes
les fonctions L d’Artin des représentations irréductibles des (Gg)een, on a

at4p+1 il
TF(D, l’) =0 (JZ 2a445+2 (log x) at2p+1 )

Remarque 22. Le théoréme 2.9 n’est pas exactement celui énoncé par Bellaiche. L’amé-
lioration que ’on apporte est un gain dans ’exposant du logarithme. Elle est obtenue en
choisissant comme support de crible le support premier au lieu de ’ensemble de tous les
nombres sans facteur carré.

On va prouver le théoréme 2.9 comme corollaire d’un résultat un peu plus général.

Théoréme 2.10. Soit X un ensemble fini muni d’une application x — F, vers un groupe
T.

On se donne une famille de représentations qui forme un systéme linéairement indé-
pendant py : I' = Gy, £ € A vers des groupes finis. On se donne également une famille
(Dg)ecp de sous-ensembles stables par conjugaison des Gy, on veut majorer

m(X,D)=|{zx € X : Yl € A, p(Fy) € Dy}|.

On suppose que pour chacune des représentations finies p : I' — G avec G = Gy ou
G = Gy X Gpr, on a un théoréme de Chebotarev effectif : pour toute fonction f centrale sur
G, on a

[7(X, f) = [X|u(f)| < CA(XDB(G)Ac(f) (2.1)

ou (X, f) = > ex f(p(Fy)), u(f) est la moyenne de f sur G et Ag est une norme sur
lespace des fonctions centrales satisfaisant Ag(1) = 1 et Agyxa, (f1®f2) = Aa, (f1)Aa, (f2).
Supposons de plus que A(T) ~ T"(logT)* et B(T) = O(T*(log T)*) (avec r <1, t,u >0).

Supposons qu’il existe des réels 0 < a, o, 3,0, et des constantes M, P, P', R > 0 (avec
P >1sia=0) tels que

— on a pour tout £ € A, |Gy| < M,

— pour tout £ € A, P{® < % < Pl
— pour tout £ € A, A\g,(Dy) < ROP.
Alors
1 _(atD)(a=r) o/ —a+(a+1)(s+u)+2(8+t5)
W(X7 D) =0 |X| o’ +2B+2t5+1 (log |X|) ol +28+2t5+1
Remarque 23. 1. Dans les applications, I' sera souvent un groupe de Galois d’ex-

tension séparable d'un corps de nombre ou du type 7 (U,7) pour U une variété
algébrique, alors I'application x +— F), sera 'application Frobenius.

2. Pour Bellaiche [Bell6], Ag est la complexité de Littlewood vue & la définition 2.7. Ce-
pendant la preuve fonctionne avec n’importe quelle norme satisfaisant les hypothéses
citées.
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Démonstration. On se place dans le méme cadre que dans l'article [Bell6], et on utilise les
notations de [Kow08a, § 2.1] (voir aussi 'introduction de cette section). Pour tout ¢ € A
on a une application X — Gy qui & un élément x associe py(Fy). Prenons Yy = {0, 1}, alors
on a pour tout £ une application surjective mp, de X dans Y, donnée par x n—) 1p,(pe(Fy)).
On munit Yy d’une mesure de probabilité, p,({0}) = |G£| |D£|, we({1}) = Ge\

On prend pour £* un sous-ensemble fini de A, £* C A ﬂ [0, Q] que I'on optimisera plus
tard. Pour ¢ € A, Qy = {0} C Y.

Alors I’ensemble criblé est

S(X,Q, L") ={x e X : Yl e L pFy) € Dy}

En particulier, 7(X, D) < |S(X, 2, £L¥)].
Pour £ € A, soit ¢, la fonction de L?(Yy, jug, C) positive en 1, qui compléte {1} en une

|Gel—=[De| | Dy
oo 90) = —\/ @by

I'introduction, B} = {¢¢}, et on a d’aprés les théorémes 2.1 et 2.3

base orthonormée. On a ¢y(1) = Selon les notations de

1S(X,Q,L9| < AH!

N Q
ott A <maxpers Y pepx |W(de, our)| et H =), %
On veut majorer maxsess » pepx |W (e, der)| ot pour 4,0 € L*,

W (ge, ¢0) = Y du(me(w))per (o ()

zeX

=Y ¢e(1p,(pe(F2) e (1n, (per (Fr)))

zeX

(les ¢, étant a valeurs réelles). Donc W (¢, o) = (X, fr ) suivant les notations du
théoréme 2.10, ol fop = ¢y 0 1lp, ® ¢p o lp, sur Gy x Gy sil £l et frg= @7 olp, sur
Gy. Dans les deux cas, fy est une fonction centrale, donc par le théoréme de Chebotarev
effectif de 'hypothése (2.1),

(W (e der) — n(fee)| X|| < CA(X)B(IGee )M feer)-

On a par définition de ¢y, ¢y,

p(foer) =0, sil#L
p(fee) = 1.

Par inégalité triangulaire,

|G| — | Dy
| Dy

| Dyl

A(g7olp,) < (Do) + 15—y MG = Do)

Comme par inégalité triangulaire A(Gy — Dy) < A(Dy) +1 < cR(®, pour ¢ assez grand, Dy
étant non vide, en utilisant les majorations et minorations des hypothéses, on obtient

2 < /ol ¢ 8
A(¢Zo1D£)_(Pe 1+P€a_1)R€
< P'Re*'+P

pour ¢ suffisamment grand (comme « > 0, on remarque que si « = 0 et P > 1 alors on a
une majoration du méme type quitte a faire croitre la constante).
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De la méme facon,

Gl — | Dy |1 Dy
A 1 < 4| ———=X(D — - D
(¢Z o Dg) = |D€| ( 5) + |G€| — |Dg| (GZ f)

< |lGd | < pee
=\l 1Dy L+ &
|Dy|
P’E 2% —1 ¢ et
< o _ -
< + 2¢ + Pro — 1
< RVP + eS8,

pour ¢ suffisamment grand (comme précédemment, si o > 0 c’est immeédiat, si a« = 0 et
P > 1 on a un résultat similaire quitte & changer la constante).

Comme par hypothése sur A\, A(¢¢01p, ® ¢ppr 0 1p,) = A(¢¢ o 1p,)A(¢per 0 1p,,), on a
une majoration de tous les termes apparaissant dans A a condition de prendre pour £* un
sous-ensemble de A du type A N[N, Q], pour N suffisamment grand fixé.

On a par le lemme 2.4,

A < max ¢ |X| + CA(X]) B(|G)P'RE™P + 3" R* (P + )0 TP B(|Gep )T+
E *
O
< [X |+ QYT (log Q)T A(| X )

On veut minorer H = ), r. ‘G"'EZ"D"", c’est-a-dire ), p. (@ - 1). Par hypothése,

[Del
H>Y (P"—1)
lelL*

2.

N<I<Q

Qa+1
log Q

en utilisant le lemme 2.4. A nouveau si « = 0 et P > 1, la minoration reste du méme
type. Donc H~! < C%Q_O‘_l log Q.
On a finalement,

R(X.D) € AH1 < (1X] + CQ7 85 A(X])(10g.Q)* ) -0 log Q.
2
donc
(X, D) < Cs|X|Q* " og Q + Ca| X|" (log | X [)*Q* 2341 (1og Q).

On cherche @ sous la forme |X|%(log |X|)® pour que les deux termes soient de méme
ordre, sachant que si on trouve a > 0 alors log @ sera du méme ordre que log | X].

l-(14+a)a=r+(d —a+2(8+1td))a
1—7r
of +28+2t5 + 1

comme 7 < 1, a > 0. On a alors une équation pour b :

S a=

1-(I+ab=s+u+(a —a+2(8+1t5))b
- l—-s—u
o 2826+ 1°
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On pose donc
Q = | X|7T2ar a1 (log | X |) 7 T28 2t (2.2)

@ croit vers U'infini avec | X | donc peut-étre supérieur & N pour | X| assez grand. On obtient
alors pour | X| assez grand,

o —atra+28+2t5+r (at1)(stw)+a’ —at2(8+t6)

7r<)(7 D) < C5‘X‘ o +2B+2t6+1 10g(’X’) o/ +28+2t5+1

O]

Remarque 24. 1. Contrairement au résultat de la sous-section 2.1.2, il est ici évident
de calculer la taille des €2, = {0}. Cependant la constante de grand crible A est plus
compliquée & évaluer, elle prend compte de la structure des ensembles criblants, ce
qui n’est pas le cas dans le grand crible usuel. Ainsi, avec une bonne connaissance
des groupes impliqués et pour de bons ensembles criblants, on peut imaginer obtenir
de meilleures majorations par cette méthode que par la méthode usuelle.

2. Par équivalence des normes sur les espaces de dimension finie, Aq(D) < Cg||1p|2 =
Ca m . Cette majoration donne en général des résultats moins bons que ceux
connus, mais si on a une estimation de Cg, qui tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini,
le résultat devient plus intéressant.

3. On peut avoir o/ # « mais il faut tout de méme maitriser o’ car si on le laisse étre
arbitrairement grand, la borne obtenue sur 7(X, D) est triviale. Il faut donc savoir
minorer les tailles des ensembles Dy. On n’a pas besoin d’une telle minoration dans
le cadre du grand crible usuel, c’est une difficulté supplémentaire.

On déduit du théoréme 2.10 la preuve du théoréme 2.9.

Démonstration du théoréme 2.9. On utilise de le théoréme de Chebotarev effectif 2.8 et le
théoréme 2.10, avec X = {p <z :pt M} de cardinal de 'ordre de Li(z), on a

A(X|) = vzlogz ~ v/Li(z)(log Li(z))2
donc r =3, s = 2, et B(|G|) =1 car log|G| = O(log z). Les propriétés demandées pour A
sont prouvées dans [Bell6, Part. 2. O

2.1.4 « Plus grand crible », méthode de Gallagher

Dans le cadre d’un sous-ensemble de Z?, Nous utiliserons une autre méthode de grand
crible basée sur le « plus grand crible » (larger sieve) de Gallagher tel que généralisé par
Zywina [Zyw10, Sec. 3|. Ce résultat est déja utilisé dans le cadre du double crible [EEHK09,
Prop. 17].

On redonne ici la preuve dans un cadre un peu plus général que nécessaire. En parti-
culier on donne le résultat [Zyw10, Th. 3.1 dans le cas ou on veut étudier la taille d’une
partie finie de K% ott K est un corps de nombres. On verra cependant que le cas d > 2 ne
permet pas d’obtenir des résultats trés satisfaisants dans notre situation.

Définition 2.11. Soit K un corps de nombres. Soit Mg I'ensemble des places de K. Pour
v € My, on note |-|, la valeur absolue associée a v, et on note n, = [K, : Q,] le degré local

en v. Pour a = (ay,...,aq) € K¢ on définit la hauteur de a par
h = o).
a(a) = max max(1, [a;[y")
veEMK
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Définition 2.12. Soit K un corps de nombres. Soit p un idéal premier de I'anneau des
entiers Zg, on note Fy, le corps résiduel en p. On définit une application naturelle de
réduction modulo p, m, : K¢ — ]P’d(Fp) par :

— sia = (ai,...,aq), avec vp(a;) > 0 pour tout ¢, on pose my(a) = [a; [mod p] : ... :
aq [mod p] : 1].

— sinon, il existe une représentation (aj,...,aq,aq+1) de I'élément [a; : ... a4 : 1] €
P4(K), avec vy(d;) > 0 pour tout i, et pour au moins un 4, on a vy(a;) = 0. On pose
alors my(a) = [@1 [mod p]:...:aq [mod p]: ag+1 [mod pJ].

Théoréme 2.13 (Zywina). Soit K/Q un corps de nombres, soit d > 0 un entier, soit
T > 0 une constante et soit A un ensemble fini d’éléments de K% tel que hg(a) < T pour
tout a € A. Soit S un ensemble fini d’idéaux premiers dans Zg . Supposons que la taille de
Uimage de A par Uapplication de réduction m, : K — P4(Fy) est < v(p) pour tout p € S.

Alors on a
> pes 1og(Np) — log(2K-QlT2)

Shes 1oi((fa\;p) — log(2lK-QIT?)

si le dénominateur de cette expression est positif, dans le cas contraire ’inégalité est dans
Uautre sens.

|A| <

Démonstration. On pose A = Ha;ﬁbeA h(a—0b), c’est un nombre réel supérieur ou égal a 1.
Pour tout a # b, on a h(a — b) < 2[5 Qn(a)h(b) donc

A < QT2 IAIGAI=), (2.3)

On peut aussi minorer A : on a A = [, e 4 h((a — b)~1) (ot les opérations se font
coefficient par coefficient). D’ou

AZ H H(Np)minivp(ai—bi)‘
aFbe ApesS

On peut restreindre le produit intérieur aux p tels que min; vy(a; —b;) > 0, c’est a dire que
a = b [mod p|. Ainsi

log(A)> > > log(Np)

atbeA,  peS

a=b [ mod p]
>3 ) log(Np) — Al log(Np). (24)
pES, a=b [ mod p| pes
Or) .- [ mod p] 1> % d’aprés I'inégalité de Cauchy—Schwarz. Finalement en réunis-
sant (2.3) et (2.4) on a obtenu
Al? .
3" log(Np) (’(]L) - rA) < log(A) < JAI(JA] - 1) log(2QUT?).

pes

Il suffit alors de diviser par |.A| et de réorganiser les termes pour avoir le résultat annoncé.
O

Remarque 25. On remarque que ce crible donne de bons résultats quand v(p) est petit
par rapport & log Np, c’est-a-dire que la proportion ‘l%\' doit étre trés proche de 1. Dans
le cadre du grand crible classique, on a juste besoin que cette proportion soit positive
et bornée inférieurement par une constante, c’est la raison pour laquelle on appelle cette

méthode le plus grand crible.
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2.2 Applications : majorer le plus petit premier dans un en-
semble frobenien

Dans cette section on utilise les méthodes de cribles énoncées a la section précédentes
pour répondre & notre question : majorer pour la plupart des courbes C hyperelliptiques
dans une certaine famille le plus petit premier dans ensemble {p : p{ []"_; (Nc(p) — ai)}.

On va pour cela utiliser des familles & un ou plusieurs paramétres de courbes hyper-
elliptiques. Suivant I'idée de [Kow08a|, quand on réduit ces familles modulo des nombres
premiers p, on peut majorer la taille de 'image de I’ensemble des « mauvais » paramétres
modulo p grace & un crible pour les classes de conjugaison de Frobenius tel que présenté
dans la sous-section 2.1.2. Alors suivant une idée de [EEHKO09|, on peut utiliser cette ma-
joration pour borner la taille de ’ensemble des « mauvais » paramétres grace & un second
crible.

Le plus grand crible tel que présenté dans la sous-section 2.1.4 donne une majoration
trés forte dans le cas ol 'espace des paramétres est de dimension 1, cependant il ne donne
rien dans les cas de dimension supérieures. On utilise alors soit le crible pour la mesure
de comptage (comme vu & la sous-section 2.1.1) soit une adaptation du crible de Bellaiche
(comme vu a la sous-section 2.1.3). On verra que ces deux techniques donnent des résultats
comparables.

2.2.1 Mise en place du probléme

Fixons un ensemble de paramétres U C Z¢, on veut étudier une famille de courbes
paramétrée par U. Plus précisément, soit U un ouvert de A%. On se donne une famille de
courbes sur U, c’est-a-dire un morphisme C — U dont toutes les fibres sont des courbes
sur Z, on va rajouter I’hypothése qu’elles sont toutes projectives lisses sur Q de genre fixé
g.

Prenons un nombre premier p, notre famille de courbes C sur Z, se réduit modulo p
en une famille de courbes C, — U, sur F, via le changement de base Z — F,. Modulo
chaque premier p on est donc dans la situation de la sous-section 2.1.2. En particulier, pour
chaque premier p on peut considérer la situation de crible pour les classes de conjugaison
du Frobenius déduite de Iaction p, de Frob, sur H}(C,,¢). Pour tout u € U, on peut
considérer sa réduction modulo p coefficients par coefficients, alors si C,/F), est lisse, on a

a(Cy,p) :=p+1— N¢,(p) = tr(pe(Froby)).

On dit que p est un premier ordinaire pour la courbe C,, ou que la courbe C,/F), est
ordinaire, si a(Cy,p) # 0.

L’idée de cette partie est d’évaluer la taille de I’ensemble des paramétres u € U pour
lesquels la courbe C, a un plus petit premier ordinaire anormalement grand. On étudiera
pour cela la réduction modulo p de l'ensemble des paramétres v € U, pour voir que
modulo un premier p fixé, 'ensemble des u € U(F,) pour lesquels C,, n’est pas ordinaire
est assez petit. Alors par une méthode de crible on en déduira un majorant pour la taille
de I'ensemble de ces paramétres. Plus généralement, dans cette section on s’intéresse a des
ensembles du type

n
SU.T,Q,a) ={uecU: |ul| <T.Vp < Q,p | [[(New(p) — ai)} (2.5)
i=1
pour un n-uplet d’entiers a = (a1,...,ay), ot .|| est la norme infinie sur Z¢. On veut

minimiser la valeur de () tout en garantissant que cet ensemble est un ensemble d’exceptions
(de taille petite par rapport a T4). Ainsi on pourra conclure que pour la plupart des courbes
dans la famille, le plus petit premier de I'ensemble {p : pt [, (Nc(p) — ai)} est inférieur
a Q.

55



En utilisant la réduction modulo p, on peut écrire ’ensemble (2.5) sous la forme
SUT,Q a) ={ueU:|lu| <T,Vp < Q,mp(u) € Dyp(a)},
ot m, est la réduction modulo p coefficients par coefficients et
Dy(a) :={u € Up(Fp) : a(Cy,p) € {1l —a1,...,1 —an}}.

Dans la sous-section 2.2.2, sous une hypothése de grande monodromie, on va estimer la taille
des ensembles Dy, (a) grace a la technique de grand crible pour les classes de conjugaison de
Frobenius présentée a la sous-section 2.1.2. Cela fait on pourra utiliser diverses méthodes de
grand crible ou de plus grand crible pour trouver une majoration de la taille des ensembles
S(U,T,Q,a). Cest le point des sous-sections 2.2.3, 2.2.4 et 2.2.5.

Donnons d’abord deux exemples de situations auxquelles on imagine pouvoir appliquer
un tel résultat.

Exemple 5. Soit g > 2 un entier et soit f € Z[T| un polynéme séparable de degré 2¢g on
consideére les courbes de modéle affine

Cu:y” = f(t)(t—u)

ouu € Z.

Si le polynéme f(t)(t — u) est séparable, la courbe C,,/Q est une courbe affine hyper-
elliptique. On note (A?; la courbe projective lisse dont les points en dehors de I'infini sont
donnés par le modéle ci-dessus. La réduction de ', en un premier p qui ne divise pas son
discriminant est une courbe hyperelliptique sur F,. On a

Ng (p) =p—a(Cyu,p) +1
ou comme deg(f(t)(t —u)) est impair, la courbe n’a qu’un point & l'infini donc
Ne, (p) =p — a(Cu,p).

On déduit que pour p > 4g? premier de bonne réduction, p { Ng, (p) si a(Cy,p) # 0.

Dans ce cas, U est I’ensemble des paramétres u tels que f(t)(t —u) est séparable. Notre
famille de courbes C — U a pour fibre au dessus de u la courbe Cy,. Un théoréme de Yu (voir
par exemple [Kow08a, Prop. 8.13]) assure que I'image par p; du groupe fondamental étale
géométrique 7 (Up) est le groupe symplectique Sp(2g, Fy) : on est dans le cas maximal de
la sous-section 2.1.2.

Par application des résultats de la sous-section 2.2.3, on obtient le résultat suivant (voir
aussi [Dev17, Th. 1.3]).

Proposition 2.14. On se place dans la situation évoquée dans l'exemple 5, en particulier
la famille de courbes est

Cury? = f(t)(t —u)

ot u € Z et f est un polynoéme séparable de degré 2g. Alors

1 o T
THU €Z:|ul<T,p| Z1_[1(]\7071(;0) —a;),Vp < Qg1(T) de bonne réduction }| < ng“glliéT)

avec Qg1(T) = (2K logT)ﬂ’/2 (log(2K 4 logT))%(kW;nﬂ) pour une constante Ky ne
dépendant que de g et v = 49 + 2g + 4.
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Exemple 6. On peut aussi regarder la famille de courbes hyperelliptiques C : y? = f(x)
pour f parcourant I’ensemble des polyndmes unitaires séparables de degré 2g+1 > 1 dans
Z[X].

Dans ce cas U est un sous-schéma ouvert de A2Z9+1. La famille C — U a pour fibre
au dessus de f le modele projectif lisse de Uy, elle contient la famille de ’exemple 5 donc
le théoréme de Yu s’applique encore. En utilisant les résultats de la sous-section 2.2.4 on
obtient le résultat suivant.

Proposition 2.15. On se place dans la situation de ’ezemple 6, la famille de courbes
qu’on étudie est indexée par les polynomes unitaires séparables de degré 2g + 1, f(x) =
29T g x? + .+ wrx + ug. Alors

1 - .
W\{u € Z29t :lu|| < T,p | H(Ncu(p)—ai),Vp < Q;729+1(T) de bonne réduction }|
i=1
2 1
< T_#L(1+‘6g2+13g+4)(10g T)2

2941
avec Qf 941 (T) = TootT.

Remarque 26. Yu n’a pas publié la preuve de son théoréme. Cependant on peut trouver
une preuve par Hall dans [Hal08|.

2.2.2 Majoration de la taille des ensembles D,(a) grace au crible pour
les Frobenius

On va utiliser le résultat de la sous-section 2.1.2 pour estimer la taille de I’ensemble
Dy(a) == U {u € Up,a(Cy,p) = a;}. (2.6)
On va prouver le résultat suivant.

Proposition 2.16. Soit p un nombre premier. On se place dans la situation décrite dans la
sous-section 2.1.2. On suppose que pour tout £ € Ng l’image par py du groupe fondamental
étale géométrique 7 (U,M) est le groupe symplectique Sp(2g, Fy). Soit Dy(a) défini comme
en (2.6), alors
1. sid=1, on a
1Dp(a)] < p' % (logp) '~/ (0202,

ot v = 4g® + 29 + 4 et la constante implicite ne dépend que de g.
2. 56d>2,etp>29+1, ona

[Dpla)] < %pdﬂ/(f)‘g%kfigﬂ)

o(p) —7(9,p) loe.,

ot r(g,p) est le nombre de racines de l'unité modulo p d’ordre inférieur ou égal a g,
é(p) = p — 1 est le nombre de classes inversibles modulo p et la constante implicite
ne dépend que de g et de n.

Démonstration. Par une variante du lemme de Goursat [Cha97, Prop. 5.1] (voir aussi
[Kow08a, Lem. 8.12]), dans le cas maximal le systéme (p;) est linéairement indépendant.
Ainsi d’aprés le théoréme 2.6, il existe une constante C' > 0 telle que

1D, < (p* + Cp?~2(L + 1)) H ™, (2.7)
avec
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1. A=2¢°4+g+2sid=1,
2. A=6g>+3g+4sid>2et pt|Gy pour tout £ € Ay,

1
1= g w—m

meLg £lm

ici

et L4 est 'ensemble des nombres m sans facteur carré a facteurs premiers dans ’ensemble
A4 vérifiant Ham(é + 1) < L+ 1. On optimisera le paramétre L plus tard.

1. Dans le cas d = 1, ’ensemble Ay est ’ensemble de tous les premiers différents de p.

2. Si d > 2, comme on I'a déja vu, on ajoute I'hypothése p 1 |G| pour chaque ¢ € Ay.
Le groupe Gy C C'Sp(2g,F) est un sous-groupe de GL(2g,Fy) donc son ordre divise
¢9(29-1) Higzl(ﬂ“ — 1). Il suffit donc que p ne divise pas Higzl(ﬂk — 1) pour que p ne
divise pas |Gy|. Donc il suffit que ¢ # p ne soit pas une racine de 1'unité modulo p
d’ordre plus petit que 2g. Cette condition est possible si p > 2¢g + 1, on prend alors
Aso = { # p, T[2,(¢F — 1) # 0 [mod p]}, on exclut un nombre borne r(g,p) de
classes modulo p

On veut minorer H. Dans notre situation, on a

Q= Ni_1{g € GSp2y(Fr), m(g) = p,tr(g) # ai}-

Ecrivons la condition sur les traces a ’aide d’un polynéme caractéristique :

€| = > [{g € GSp2y(F¢),m(g) = p,det(T" — g) = f}].
fEFg[T],f’(O);ﬁal,...,an

On trouve dans [Kow08a, Lem. B.5| une minoration du nombre de matrices a polyndéme
caractéristique donné, cela permet de déduire que le cardinal de I’ensemble 2y est supérieur
a la quantité

S F / 2g%4g+1
| NP, {f € Fy[T], p-symplectique de degré 2g, f'(0) # az}]‘ ng( ol < > .

‘+1

On rappelle qu'un polynéme f de degré 2g est dit p-symplectique si ¢’est un polyndéme
unitaire vérifiant 729 f(£) = p9f(T). On dénombre les polynémes symplectiques avec le
second coefficient évitant au plus n valeurs :

[ e 292+g+1_1_292+g—|—1+n+0 1
1Spog(Fe)] = 77 "0 \i+1 N ‘ \e2)

Comme la fonction z — 7% est croissante, on en déduit que

T ()
[Sp2g(Fo)| = 9] = T=3(0)

1. Dans le cas d = 1, ’ensemble A recouvre presque tous les premiers. On suit le méme
raisonnement que pour la preuve de [Kow08a, Th. 8.15] : on applique le théoréme de
Lau-Wu ( [LWOQ] voir aussi [Kow08a, Th. G.2|). Posons pour m dans Ly, f(m) :=

1
Hz\m - 5 - On a

He Y mim =% Y fm)

meLy meLy,m>L/2

58



De plus pour tout premier £ € A1 on a

f0) =

|- el o (L) 1 o (1
1_(1 2g%4g414n O(%))_292+g+1+n gs\v )"

|

Le théoréme de Lau—Wu assure que
H > L*(log L)_1+1/(292+9+1+”)

avec une constante implicite ne dépendant que de g.

2. Dans le cas d > 2, il faudrait traiter une somme sur les nombres avec des facteurs
premiers dans certaines classes de congruence. On évite la difficulté en écrivant que
la somme sur les nombres sans facteurs carrés est supérieure a la somme sur les
premiers.

H> Y €>>(1—T(g’p)>L2(logL)_1

NSNS (p)

avec une constante implicite ne dépendant que de g et n.

1/2A

Finalement, on choisit L = p pour que les deux termes dans la parenthése de (2.7)

soient de méme ordre de grandeur.

1. Dans le cas d = 1, on obtient :
‘DP(Q” < p1_2/’y(10g 1))1_2/(“{-1-27L—2)7

avec v = 4¢g® + 2¢g + 4. La constante implicite ne dépend que de g.

2. Dans le cas d > 2, cela donne :

o(p) d—1/(6g%+3g+4)
[ Dp(a)| < ————"——p" /T logp,
8 ¢(p) — (g, p)
la constante implicite ne dépendant que de g et n.
O
Remarque 27. 1. Dans la situation de la proposition 2.16, la densité de ’ensemble £2,

se rapproche de 1 quand ¢ tend vers l'infini. C’est légérement mieux que ce qu’on
attend d’habitude dans le grand crible. Il nous suffit en général de montrer que la
densité est minorée par une constante. On a donc une minoration de H meilleure que
dans les cas classiques de grand crible. On pourrait vouloir utiliser un plus grand crible
dans cette situation. A ma connaissance une telle méthode n’a pas été développée
pour les cribles de classes de conjugaison de Frobenius.

2. La minoration de H dans le cas d > 2 est peut-étre un peu brutale. On pourrait
estimer mieux la somme d’entiers sans facteurs carrés dont les facteurs premiers
sont dans certaines classes de congruences. Cependant une meilleure estimation ne
pourrait nous faire gagner au mieux qu’une puissance de log L.

3. On pourrait imaginer tenter de trouver une meilleure majoration en utilisant la tech-
nique de Bellaiche de la sous-section 2.1.3, mais il y a assez peu d’espoir : dans [Bel16,
§2.3.2|, Bellaiche montre que la borne de Cauchy est & peu prés optimale dans les
sous-ensembles de trace fixé de GL,,.
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2.2.3 Cas d’un espace de paramétres de dimension 1 — Utilisation du
plus grand crible

Commengons par appliquer le plus grand crible de la sous-section 2.1.4. On peut utiliser
la majoration de la taille de I’ensemble D) (a) obtenue & la proposition 2.16 pour donner
une majoration de la taille de I’ensemble S(U, T, @, a) défini en (2.5), on obtient alors le
résultat suivant.

Théoréme 2.17. Soit g un entier positif fixé. Soit U C Az un sous-schéma ouvert dense.

On se donne une famille C — U de courbes projectives sur Z dont la fibre générique

est lisse de genre g. On suppose que pour tout premier p et tout premier £ # p, on a

pe(7(U,)) = Sp(2g,Fy). Alors il existe une constante K, qui ne dépend que de g telle que

pour «la plupart » desu € U, |u| < T, le plus petit p vérifiant p { [[7_,(Nec, (p)+a;—1) est

magjoré par Qq1(T) := (2K,v1og T)V/2 (log(2K 4y log T))%(lfﬁ), oty = 4g® + 29 + 4.
Précisément, on a

Qg,l(T)
TlogT

1
T!{u €Z:|ul <T,a(Cy,p) €{al,...an},Vp < Qu1(T)} <

ot la constante implicite est absolue.

Démonstration. On a
S(U,T,Q,a) = {u € Z% hi(u) < T,Yp < Q,u [mod p] € Dy(a)},

ot la hauteur hy est comme dans la définition 2.11. L’ensemble S(U, T, @, a) est un sous-
ensemble fini de Q qui vérifie les hypothéses du théoréme 2.13. D’aprés la proposition 2.16
il existe une constante K, telle que v(p) = Kyp'~2/7(logp)' =% +27=2) convient.

Le théoréme 2.13 assure alors que

1
S(U,T,Q,a)| < pr;; SLA
ZPSQ vip) 10g(2T )

si le dénominateur est positif.
En utilisant le lemme 2.4 on peut minorer la somme au dénominateur :

1
Z ogp N LQQ/V(IOgQ)—1+2/(7+2n—2)
p<Q v(p) 2Ky

avec une constante implicite absolue. De la méme fagon, on majore le numérateur :
> logp<@Q
p<@Q

avec une constante implicite absolue.
/2 F(0—57s) o
Prenons Q = Qq,1(T) = (2K4vylogT)"~ (log(2K4ylogT))2" ~F2n=2/ alors le dénomi-
nateur est de taille

—142 +2n—2
<7 (%) [ _ 1> log T > (V2 —1)logT.

Il est en particulier positif : on obtient

T
ST, Qp(7).0)] < 2D

la constante implicite est toujours absolue.
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On peut tout de méme suivre le raisonnement dans le cas ot U est un sous-schéma
ouvert de dimension d > 2. On obtient alors le résultat (moins intéressant) suivant.

Proposition 2.18. Soit g un entier positif firé. Soit U C Aga un sous-schéma ouvert
dense de dimension d > 2. On se donne une famille C — U de courbes projectives sur Z
dont la fibre générique est lisse de genre g. On suppose que pour tout premier p et tout
premier £ # p, on a p(7(Up)) = Sp(2g,F,). Alors pour tout a € Z, il existe T > 0 et
u e U(Z), |ul| T satisfaisant a(Cy,p) = a pour tout p < Llog(27?).

Démonstration. Dans le cas d > 2, d’aprés la proposition 2.16 on a
_ 2
V(p) — Kg,npd 1/(69°+3g+4) lng

On applique le théoréme 2.13. Le dénominateur est donc

!

S 0(’51)’ —log(27?) = K, 1 37 pdt /O 430H) 100 (272),
V 7

p<@ "V p<Q

Pour d > 2, la somme sur les premiers est convergente, donc si on prend 71" assez grand, le
dénominateur sera négatif. Dans ce cas, le théoréme 2.13 assure que

log(2T?) — Q

ISWU.T,Q,a)] > log(272) — Kg_,7'11, Zp<Qp—d+1/(6g2+39+4)'

Prenons Q(7T') = %log(QT 2) alors on a
IS(U,T,Q(T),a) > 1.

En particulier, pour T assez grand, ’ensemble S(U,T, % log(272),a) est non vide, c’est-
a-dire qu’il existe une courbe C, |u| < T, telle que pour tout p < %log(QTz), on ait
a(Cuap) € {a17"'7an}' O

2.2.4 Cas d’un espace de paramétres de dimension supérieure — Utili-
sation de la mesure de comptage sur Z¢

Pour d > 2, le plus grand crible ne permet pas de donner un majorant de la taille du
plus petit premier de I'ensemble {p : p{ [T_;(Nc(p) — ai)} pour la plupart des courbes C
d’une famille & d paramétres. Dans cette situation, on utilise le grand crible sur Z¢ comme
vu dans la sous-section 2.1.1. Cela permet d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 2.19. Soient g et d > 1 des entiers positifs. Soit U C A% un sous-schéma
ouvert. On se donne une famille C — U de courbes projectives sur Z dont la fibre générique
est lisse de genre g. On suppose que pour tout premier p et tout premier £ # p, on a
pe(m](Up)) = Sp(2g,F). Alors pour « la plupart » des uw € U, ||u|| < T, le plus petit p

vérifiant p{ 1, (Ne, (p) + a; — 1) est majoré par T sid =1 et par Qya(T) = TE2 5
d>2.
Précisément,

1. sid=1, ona
1
f|{u €Z:|ul| <T,mp(u) € Dp(a),Vp < \/T}| <4 T_%_l/v(logT)2—2/(7+2n—2)7

ol v = 4g® + 29 + 4 et la constante implicite ne dépendent que de g,
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2. s6d>2,0na

1
Fallu € 2%+ |lull < T,a(Cu,p) € {ar, ... an}, ¥p < Qg o(T)}

<gm 7 5ams (141/(69° +3g-+4)) (log T')?2

ot la constante implicite ne dépend que de g et n.

Démonstration. On applique le théoréme 2.1 avec la borne obtenue & la proposition 2.5
pour A. On a pour 7, > 0

{ue 2z ul) < T,mylu) € Dyla),¥p < QY < (<T+ @)+ LT Qg)“) "

_ 1_|Dy(a)|
avec H =37, “p, a1

La proposition 2.16 jointe au lemme 2.4 permet de minorer H.

l.sid=1,ona
1Dy(a)] < p' 2/ (log p) =2 (+2n=2),

ot v = 4¢% 4+ 2g + 4 et la constante implicite ne dépendent que de g. Donc

H> Z p2/'y(10gp)—1+2/(’y+2n—2)
p<@Q
> Ql+2/'y(log Q)—2+2/(’Y+2n—2)

la constante implicite ne dépend que de g.

2.8id>2,etp>2g+1,0na
|Dp(a)| < pt= /O30 1og p,
la constante implicite ne dépend que de g et de n. Donc

H > 3" pt/(€ 3054 (1og p) =1
p<Q
> Q1+1/(692+3g+4) (log Q)fz

la constante implicite ne dépend que de g et de n.

On choisit Q de facon & avoir A(T, Q) < T, cela permet de conclure.
1. Dans le cas d = 1, prenons Q = Q;,l(T) = /T, alors on obtient

w2+ Jull < Tumw) € Dyla)yVp < VE}] < TH 1 (log TY2-2/r4n-3)
2. Dans le cas d > 2, prenons Q = Q;,d(T) = T%, alors on obtient

[{u € 2% |Jull < T,my(u) € Dyla), ¥p < Qg a(T)}
< Td—ﬁ(1+1/(692+3g+4))(10g T)2.

O]

Remarque 28. Dans le cas d = 1, on trouve un majorant de 'ordre de v/T', ¢’est beaucoup
moins bien que le résultat obtenu par la méthode de plus grand crible au théoréme 2.17.
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2.2.5 Cas d’un espace de paramétres de dimension supérieure — Utili-
sation de la méthode de grand crible de Bellaiche

En utilisant la sous-section 2.1.3, on a une autre fagon de trouver un majorant pour le
plus petit premier de 'ensemble {p : p{ [\ (Nc(p) — a;)} .

Proposition 2.20. Supposons qu’il existe o > 0 tel que pour tout premier p on ait
| Dp(a)| > p™,

Alors pour « la plupart » des w € U, ||u|| < T, le plus petit p vérifiant p t [[;—,(Ne, (p) +
a; — 1) est majoré par

Qg.a(T) := T (log T)m,

Précisément, on a

1 _141/(d)+e
gallu €U lul <T.a(Cup) € {ar, .., an},Vp < Qga(T)H < T GemsD

pour tout € > 0, ot y(1) = 2¢9°> + g+ 2, et y(d) = 69> + 39 +4 si d > 2 et la constante
implicite ne dépend que de €, g et d.

Remarque 29. Dans le cas d = 1 le trés grand crible (théoréme 2.17) donne encore la
meilleure majoration pour le plus petit premier de 'ensemble {p : p t [[;_, (Nc(p) — a:)}.
Dans le cas d > 2, la borne @] ,(T) obtenue dans le théoréme 2.19 est moins bonne
que celle de la proposition 2.20. Ce qu’on gagne dans la proposition 2.20 par rapport au
théoréme 2.19 pour la borne Q4 4(T) est perdu dans la majoration de la taille de I’ensemble
exceptionnel.

Démonstration. On cherche & appliquer le théoréme 2.10 a notre situation. Pour T entier
assez grand fixé, on prend X = [T, T|¢NZ4, alors | X | = (2T +1)%. L’application naturelle
a associer est I'inclusion dans Z?%. On regarde alors pour tout premier p la projection Pp:
Z¢ — (Z/pZ)?, le systéme (p,) est bien linéairement indépendant selon la définition 2.2.
Comme précédemment

Dp(a) ={u e Up:a(Cyu,p) €{ar,...,an}}

est bien un sous ensemble de (Z/pZ)? stable par conjugaison.
Commengons par vérifier le théoréme de Chebotarev effectif.

Lemme 2.21. Soit m un entier, et f : (Z/mZ)? — C une fonction. On a

Y fla[mod m]) — (2T + 1)%u(f)| = O m?u(| £1))

x€[-T,T]4NZ4
la constante implicite ne dépend que de d.

Démonstration. On évalue la somme
> fe mod m)
x€[-T,T)4NZd
en découpant le grand cube [T, T]% en petits cubes de coté m. On peut mettre [%]d
cubes de coté m entiers. La somme sur chacun de ces cubes est m?u(f). Il reste alors une
somme sur moins de m? valeurs de f, on peut la majorer par m?u(|f|). Donc

d
> sl mod m) = |20 () + O(mu(lf)),

z€[-T,T)INZd
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Il nous reste & estimer la différence avec (27 + 1)%u(f). On a

2] (3 ) o

= (27)% + O(d(2T)* 'm?).

On peut conclure. O

Donc on a bien un théoréme de Chebotarev effectif avec Ag = pg|-| ¢’est une norme
sur les fonctions f : G — C, on a bien pg(1) = 1 et la propriété de multiplicativité pour
les produits tensoriels de fonctions sur les produits de groupes. Suivant les notations du
théoréeme 2.10,

— on a A(T%) = 791 doncr:d%‘ll,s:o,

— ona B(m?) =mdonct=1,u=0,

— pour p premier, |(Z/pZ)¢| = p?, donc § = d,

— ordce A it it mi _pt — 1 _
grace a la proposition 2.16, on sait minorer D, @] On peut prendre a = (@ — € pour

n’importe quel € > 0, avec y(1) = 2¢* + g+ 2 et v(d) = 6> +3g + 4 si d > 2.
— par hypothése, o = o/,

— on a A(Dy(a)) = %, mais pour le théoréme 2.10, il faut g > 0, on prend donc

p
5 =0.
On utilise la formule (2.2) : la valeur optimale pour @ est :

1—(d—1)/d

1
Qu.a(T) = T" +2at1 (log T') o+2ar1

Le théoréme 2.10 assure que

14+1/v(d)+e 2d+a’ —1/~(d)+e

IS(U,T, QualT). @) < 70T (105 1) s
pour tout € > 0 assez petit. On a donc le résultat annoncé. ]

On n’a pas spécifié la valeur de o’ dans ’énoncé de la proposition 2.20, pour cela on
a besoin de minorer la taille de Dy(a). Dans I'idée, la majoration devrait étre optimale,
donc o/ &~ « devrait convenir (c’est la solution qui donne la meilleure majoration possible
de |S(U, T, Q,a)| mais pas pour la borne sur le plus petit premier). Dans tous les cas, il
est raisonnable de penser qu’on va avoir o < o < d.

En effet, on peut espérer que |Dp(a)| > 1 pour tout p. Sinon, Dy, (a) est vide pour un
certain premier pg. Alors S(U, T, po, a) est vide indépendamment de T'. Or pg < T i, donc
o/ = d convient encore.

2.3 Courbes avec un grand plus petit premier

Soit C une courbe affine lisse qui admet un modéle projectif lisse de genre plus grand
que 2. On soupgonne que le plus petit élément de {p € P : pt No(p)} n’est pas trés grand.
On cherche ici des courbes hyperelliptiques pour lesquelles ce plus petit premier va étre
assez grand. Comme on 'a vu dans la section 2.2, il est naturel de penser que ces familles
de courbes vont soit avoir un genre non borné, soit avoir un conducteur non borné.
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2.3.1 Courbes avec un grand genre

Une premiére idée est donc de faire tendre le genre vers l'infini. Soit ¢ un nombre
premier, on définit Cj la courbe hyperelliptique affine par 1’équation :

Cy:y? =2+ 1.

Alors pour tout premier p ¢ {2,q}, la courbe C;/F), est lisse. De plus, si p # 1 [mod ¢]
alors I'application x ~— x? 4+ 1 est une bijection de F,. On en déduit N¢,(p) = p. Ainsi
pour tout premier p < 2¢ + 1, on a N¢,(p) = p.

La borne 2q + 1 n’est intéressante que si 2q 4+ 1 est premier. Il pourrait étre composé.
Dans ce cas on a N¢,(p) = p pour tout premier p < 4¢q + 1, et on peut continuer si 4q + 1
est aussi composé. On cherche donc des premiers ¢ pour lesquels le plus petit premier
p =1 [mod g| est grand. Plus précisément, pour un entier N fixé, on cherche le plus petit
premier ¢ possible satisfaisant : le plus petit premier p = 1 [mod ¢| est supérieur a N.

Exemple 7. On cherche une courbe du type C; pour laquelle le plus petit premier p {
Ng, (p) est supérieur a 100. Le plus petit premier congru a 1 modulo 17 est 6 x 17+1 = 103,
et on a N¢,,(103) = 87. Donc pour tout premier p < 103 de bonne réduction pour Ci7 on

a NC17(p) =D

Exemple 8. Pour N = 10000, le premier ¢ = 457 convient, en effet 457x30+1 = 13711 est
le plus petit premier dans la classe de congruence 1 [mod ¢|. On a N¢,..(13711) = 13255.
Alors pour tout premier p < 13711, on a N¢,..(p) = p.

2.3.2 Courbes de genre fixé

D. Lombardo m’a proposé une fagon de construire une famille de courbes hyperellip-
tiques de genre 2, mais avec des coefficients potentiellement trés grands. Fixons un grand
entier N. Pour tout premier p < N, il est possible de trouver un polynéme f, € F,[X] de
degré 5, tel que la courbe affine dans F,, donnée par ’équation y? = fp(z) soit lisse et ait
exactement p points dans F),. L’existence d'une courbe projective hyperelliptique sur F),
avec p + 1 points est donnée par [HNR09, Th. 1.2], on choisit alors un ouvert affine pour
avoir exactement un point a 'infini. Grace au théoréme des restes chinois, on déduit 1’exis-
tence d'un polynéme f € Z[X] de degré 5 qui satisfait pour tout p < N, f = f, [mod p).
Alors le plus petit premier p vérifiant p { No(p) pour la courbe C : 32 = f(z) est supérieur
aN.

Exemple 9. Soient C] et Cy les courbes hyperelliptiques affines de genre 2 données par
les équations : Cy : y? = 2° +52% +5x et Cy : y? = 2° + 2. En utilisant SageMath [SD16] on
trouve que pour tout p < 401, on a N¢, (p) = p ou N¢,(p) = p. Donc on peut en déduire
une courbe C sur Z telle que N¢o(p) = p pour tout p < 401, et Cy a un modéle projectif
lisse de genre 2.

En fait, pour tout p = £2 [mod 5|, on a N¢, (p) = p. L’idée est qu’alors les racines de
x* + 522 + 5 ne sont pas dans F), et elles sont échangées par 'action de I’endomorphisme
de Frobenius.

On peut aussi compter le nombre de points d’une courbe hyperelliptique par un calcul
direct. Si C' est donnée sur Z par 1’équation y? = f(z) alors Nx(p) = p+ > wer, Xp(f(2)).
On peut simplifier cette expression en utilisant le lemme 1.51.

Exemple 10. Soit Cj la courbe hyperelliptique affine donnée par I'équation Cj : y? =

2® +bzx. On a )
ANOEDIEDD ((P _kl)/ )bew%w (mod .

zeF, k.&.g:%
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On intervertit les sommes et on utilise le lemme 1.51. On a 0 < 5k + ¢ < g(p — 1) donc
les seuls termes qui comptent sont ceux ou 5k + ¢ = p — 1 ou 5k + ¢ = 2(p — 1). Dans le
premier cas, k + ¢ = u et bk + ¢ = p — 1, on trouve k = p—gl. Dans le second cas, on

3(p=1)
3

trouve k = . Finalement

— sip# 1 [mod 8], on déduit que N¢, (p) = 0 [mod p],

— sip=1[mod 8], on a N¢,(p) = —(gjgﬁ)(b:ﬂp_m + b%) [mod p|, donc si piT =

—1 [mod pl, on trouve N¢,(p) = 0 [mod p].

On peut donc construire une famille de courbes hyperelliptiques Cy de genre 2, avec le
plus petit premier p f N¢, (p) arbitrairement grand et avec des coefficients qui croissent de
maniére raisonnable.

Par exemple 2 est une racine 4-éme de —1 modulo 17, c’est aussi une racine 10-éme de
—1 modulo 41, par contre 2'® = 1 [mod 73]. Donc pour la courbe Cy : 4% = 2° + 22, on a
Ne, (p) = p pour tout p < 73.

En utilisant SageMath [SD16|, on trouve que pour la courbe C' = C_36284789135 : y? =
x° — 36284789135z, on a N¢(p) = p pour tout p < 113.

2.4 Autres applications de la méthode de grand crible de
Bellaiche

On souhaite voir d’autres exemples d’applications de la nouvelle méthode de Bellaiche
pour le grand crible (théoréme 2.10), pour cela il nous faut un théoréme de Chebotarev
effectif. On a un tel théoréme démontré par Kowalski [Kow06b| dans le cadre des variétés
sur les corps finis.

On considere les données suivantes : U/F, est une courbe affine lisse, géométriquement
irréductible, réalisée comme ouvert dense d’une courbe projective lisse C/F, de genre g,
soit Ny = |(C — U)(Fy)| le nombre de points & linfini. Pour tout ¢ premier différent
de la caractéristique du corps on se donne une application surjective vers un groupe fini
pe : ™1 (U, 1) = Gy quirésulte de la réduction modulo ¢ d’un faisceau Z,-adique modérément
ramifié lisse et sans torsion. On suppose de plus que le systéme formé des représentations
pe est linéairement indépendant. On note dans la suite p = p; (resp. p = pg X pp pour
(#10), et G =Gy (resp. G =Gy x Gp). On note GY = py(m1(U,7)) (resp. GY = GJ x GY,.
On a une suite exacte

1 -GG BT 1

avec I' abélien. Pour v € U(F,) on note Frob, la classe de conjugaison du Frobenius
géométrique en u dans 71 (U, 7). Il existe v € G tel que pour tout u, p(Frob,) € vG9Y.
On transforme [Kow06b, Th. 3| en théoréme de Chebotarev effectif avec constante de
Littlewood a la fagon de Bellaiche.

Théoréme 2.22 (Kowalski). Dans le cadre ci-dessus pour toute fonction centrale f : G —
C dont le support est inclus dans la classe a gauche vGY, on a

m(f,q) = pas (N)IU(Fg)| + O(neo + 9)vara(f))

avec une constante implicite absolue, ou

o 1) = 1 D Fa) et df Zf

geng

> fla)x ')

geG

Remarque 30. On note que contrairement au théoréme 2.8, ce théoréme est incondition-
nel.
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Démonstration. On reprend la preuve de [Kow06b, Th. 3] sans la derniére majoration par
inégalité de Cauchy—Schwarz. Comme f est centrale sur G, on peut écrire

F= (fx)x

xe@G

Les caractéres x de représentations triviales sur GY9, correspondent exactement aux carac-
téres ¢ (de degré 1) de I avec x(g) = w(m(g)) pour tout g € G. On a

> (. ) ¥ (p(Froby) Z Z F(9)¥(m(y))¥(m(y))

pel ¢er 9676’“’
T
g X @) = ().
ge'ng

Ainsi,
w(f.q) = pas (F)|U(F)| + > (£;x) Y x(p(Froby)).

X non trivial sur G9 ueU(Fq)

Il nous reste & majorer le second terme, en utilisant la formule des traces de Grothendieck—
Lefschetz, on écrit

2

Y Xalp(Froby)) =) (1) tr(Frob, | Hi(U,w(p)))

uel(Fy) i=0

ol si x est le caractére associé a la représentation irréductible 7, on note aussi m(p) le
faisceau correspondant a la représentation o p. On a H2(U,n(p)) = 0, cela découle de
I’hypothése sur la forme de p (voir [Kow06a, preuve de la Prop. 5.1]). Dans le cas G = Gy on
remarque qu’on a déja écarté la situation ol m est la représentation triviale. Donc d’aprés
le théoréme de Deligne,

Y X(p(Froby))| < Vaoo(U, (p))

ueU(Fq)
ol (U, n(p)) = dim H(U, 7 (p)) + dim H (U, 7(p)) < (neo + 29 — 1) dim(7)

Suivant la preuve de Kowalski [Kow06b, Th. 3], le faisceau est modérément ramifié¢ donc le
terme supplémentaire dii aux conducteur de Swan dans le cas général est ici nul. Finalement
on majore le second terme par

(moe +29 — 1) S I 0 (D)
xeG

O
Remarque 31. Comme f est & support dans un vGY, on pourrait vouloir plutot utiliser
une constante de Littlewood sur le groupe GY mais la fonction f(v.) sur GY9 n’est pas

forcément centrale donc on ne peut pas I’écrire comme combinaison linéaire de caractéres
sur GY9. Cependant, si 7y est dans le centre de G, la fonction f(7.) est centrale et

Aa(f) = Aas(f(7.))-

En effet on a alors G = () x GY9 car G est le groupe engendré par les images de Frobenius

par le théoréme de Chebotarev. Donc G = (v) x G9, et les caracteres de () sont constants
sur le support de f.
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Remarque 32. On peut penser que la majoration de la somme sur les caractéres non
triviaux sur GY par la somme sur tous les caractéres est un peu grossiére, mais le terme
alors ajouté est

(noo +29 = 1) D [(f, 9 0o m)[o(m(1)) = (nos + 29 — 1)pcs (f)

pel
qui est négligeable devant le premier terme quand ¢ est grand.

Proposition 2.23. Soit U/F, comme dans le théoréme 2.22, A un sous-ensemble de l’en-
semble des nombres premiers, (p; : (U, ) — Gyp)eepn une famille de représentations
continues qui forment un systéme linéairement indépendant. Pour tout £ € A on se donne
un ensemble Dy C Gy stable par conjugaison, inclus la classe & gauche 'yG?. Supposons
qu’il existe deux réels 0 < «, 3, et des constantes P, P', R > 0 tels que

— pour tout £ € A, P{* < |‘G ‘l < PUe, (sia=0, alors P> 1),

— pour tout £ € A, A\g,(Dy) < R(P,

alors

at4B+1 28
[{u € U(F,), ¢ € A, po(Froby) € Dy}| < 31571 log(q) o271,

Démonstration. On est presque dans le cadre du Théoréme 2.10, avec X = U(F,), | X| ~ ¢,
A(T) =VT donc r = 1,5 =0, et B(T) =1 ainsi t = u = 0. La différence est que notre
théoréme de Chebotarev effectif fait apparaitre ugs au lieu de pg. On peut cependant suivre
la preuve de la méme fagon : I’application Frobenius est X — 'ng pour tout £ € A. Donc on
remplace Gy par ’ng dans la preuve (quand on n’utilise pas le fait que c’est un groupe).

, . G7|-|D GJ|-|D
On prend désormais p({1}) = % et ue({0}) = % Alors ¢p(1) = \/%,

90(0) = —\/ i@ i

Les fonctions fy ¢ sont définies sur WGZ X W/G?, (ou ng), on peut les prolonger
au groupe entier en leur donnant pour valeur 0 sur le complémentaire. Ce sont alors des
fonctions centrales (car ng est stable par conjugaison) qui vérifient les hypothéses du
théoreme 2.22.

Il apparait donc un facteur Ag e (foer) que I'on majore par

e

Par hypothése, on sait majorer ce terme. Finalement on trouve

a+48+1

28
m(U(F,), D) < q2o+48+2 log(q) a 2871
O

Remarque 33. Dans l'article de Kowalski utilisé [Kow06b| on trouve un théoréme plus
général avec X de dimension quelconque, on pourrait aussi tirer un résultat de crible de
ce théoréme.

Exemple 11. Traitons un exemple d’application en supposant que pour tout £ € A, G? =
SLs(Fy). Par exemple on regarde une famille & un paramétre de courbes elliptiques C},
t € U(Fy) (sous ensemble de Fy). On a pour tout premier ¢ différent de p, une application
t s Froby |[H'(C,¢) qui induit une représentation de degré 2 du groupe fondamental étale
arithmétique de U. On peut s’intéresser au nombre de t tels que P; est réductible, ou P
est le polynome caractéristique de Froby |H(C,¢). On étudie D, = {M € Gy, det(T —
M) est réductible}.
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Si pour tout ¢ 'image du Frobenius est dans une classe a gauche qui peut étre repré-
sentée par une homothétie (ou un élément du centre) modulo G, alors la connaissance de
Gg pour tout ¢ suffit. Ici 'image du Frobenius est la classe a gauche modulo SL(2,Fy) des
matrices de déterminant g. Donc si ¢ = p?" est un carré, ’homothétie de rapport p” est
dans la classe de conjugaison de 'image du Frobenius et dans le centre du groupe Gy pour
tout ¢ # p. Appelons 7 cette homothétie (ou son image dans Gy).

On a

Gl |6
[De| |y Dyl

quand ¢ — +00, donc on peut prendre @ = 0, P > 1. En utilisant la table des caractéres
de SLy(Fy), [Kow08a, p. 230], on calcule

~ 2

A6, (De) = Mgz (7' Dy) = O(0)

donc on peut prendre 5 = 1.
Le résultat précédent donne

|{t € Fy, P; est réductible dans Z[T]}| <« p% log(p)%.

Remarque 34. Une estimation intéressante de la constante de Littlewood dépend de la
connaissance de la table des caractéres des groupes GZ , il faut donc non seulement connaitre
le groupe (ce qui n’est pas toujours facile) mais aussi sa table des caractéres (ce qui devient
difficile quand 'ordre grandit).
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Chapitre 3

Courses de nombres premiers pour
les coefficients de certaines
fonctions L

Dans ce chapitre on s’intéresse a la généralisation de la notion de biais de Chebyshev
dans les courses de nombres premiers. L’idée vient d'une lettre de Chebyshev a Fuss [Che99|
dans laquelle celui-ci affirme avoir montré que pour beaucoup d’entiers x il y a plus de pre-
miers inférieurs a = qui sont congrus & 3 [mod 4] qu’a 1 [mod 4]. L’appellation « course de
nombres premiers » souligne le fait que I’on compare deux ensembles de nombres premiers.
Pour poursuivre la métaphore, on dit qu'un concurrent est en téte au moment = s’il y
a plus de premiers inférieurs & x dans son équipe que dans I'autre. On se pose alors la
question de savoir si chacun des concurrents est une infinité de fois en téte, et si on peut
estimer précisément la taille des ensembles des z > 2 tels qu'un concurrent donné est en
téte.

L’observation de Chebyshev peut se traduire par le fait que la fonction  — Zpg x (771)
est beaucoup plus souvent négative que positive. L’approche standard pour étudier cette
question est d’utiliser la fonction L de Dirichlet associée au caractére de Lengendre (;1) On
donne plus de détails sur I’historique des courses de nombres premiers dans la section 3.2.

Plus généralement, étant donné une fonction L(s) = > - apn™%, on peut chercher
a comprendre le signe de la fonction x +— Zp<x ap. On parlera de la course de nombres
premiers associée a la fonction L. On considére cette fois la course entre les premiers pour
lesquels les coefficients a, sont positifs et ceux pour lesquels les coefficients a, sont négatifs,
en pondérant par leur valeur. On peut alors se poser les mémes questions que pour la course
originelle de Chebyshev.

Le but principal de ce chapitre est de définir les propriétés que doit satisfaire la fonction
L pour que la course associée soit bien définie, et soit éventuellement intéressante. On
définit pour cela dans la section 3.1 une notion de fonctions L analytiques pour lesquelles
les preuves de résultats antérieurs sur les courses de nombres premiers s’adaptent bien.
On énonce notamment quelques résultats et conjectures classiques liés aux propriétés des
zéros de telles fonctions. On démontre alors dans la section 3.3 que 'on peut étudier les
courses associées aux fonctions L de cette classe, grace a 'idée introduite par Wintner
[Win41] d’étudier la distribution logarithmique limite associée a une « fonction de course »
normalisée (voir la définition 3.15).

On verra que notre notion de fonction L analytique regroupe des hypothéses assez
naturelles qui sont connues ou au moins supposées vraies pour la plupart des « fonctions
L » habituellement utilisées en théorie des nombres. Cela nous permet de donner dans
la section 3.4 diverses courses de nombres premiers associées a des fonctions L d’origines
diverses. On retrouve notamment les résultats obtenus pour les courses & deux concurrents
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dans les classes de congruences modulo un entier fixé qui est un cas particulier de [RS94].
Nos raisonnements sont une généralisation de certains des résultats de [Sar07], [Fiol4a] sur
les courses pour les coefficients a, de courbes elliptiques sur Q.

La plupart des résultats obtenus antérieurement sont conditionnels & de fortes hypo-
theses telles que ’hypothése de Riemann généralisée et des hypothéses sur I'indépendance
linéaire des zéros ou sur leur multiplicité. Dans la section 3.5, on montre des résultats
conditionnels & ces hypothéses ainsi qu’a des versions affaiblies de celles-ci. On s’intéresse
a la régularité, la symétrie et au support de la distribution logarithmique limite dont I’exis-
tence est garantie par le théoréme 3.19. On montre notamment conditionnellement & une
hypothése d’indépendance linéaire assez faible, que I'ensemble {z > 2 : Y  _ a, > 0}
admet une densité logarithmique.

p<z

3.1 Une classe analytique de fonctions L

3.1.1 Deéfinition des fonctions L analytiques

Dans ce chapitre on utilise une définition de fonction L analytique inspirée de [IK04,
Chap. 5| et de la classe de Selberg. On ne définit de telles fonctions que par des propriétés
analytiques, que 'on utilisera pour étudier la course de nombres premiers associée.

Définition 3.1 (Fonction L analytique). Soit L(f,s) une fonction en la variable s € C,
associée & un parameétre auxiliaire f auquel on peut associer un entier ¢(f) (souvent f
est d’origine arithmétique et g(f) est son conducteur). Alors L(f,s) est une fonction L
analytique si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. La fonction s’écrit comme une série de Dirichlet qui se factorise en produit eulérien
de degré d > 1 :

d
L(f,8) =Y At =T[T] (0 - ars@p~) "

n>1 p j=1

avec A\f(1) = 1 et ay;(p) € C, vérifiant |y j(p)| = 1 pour tout j et p { ¢(f). En
particulier la série de Dirichlet et le produit eulérien sont absolument convergents
sur Re(s) > 1. On appelle d le degré de la fonction L.

2. On peut associer a la fonction un facteur gamma de parametres locaux k; € C,
Re(kj) > —1:

d e
+(f, 9) :W—ds/zl—IF (8 2@) '

j=1
On définit le conducteur analytique de f par :

d

a(f) = a(f) [ (sl +3),

j=1
et on définit la fonction L complétée
A(f,5) = a(f)* /P2 (f, 8)L(f, 9)-

La fonction A(f,s) se prolonge de fagon holomorphe a tout le plan complexe; on
obtient une fonction entiére d’ordre 1. De plus on a une équation fonctionnelle

A(fv 8) = E(f)A(?a 1- 5)7 (3'1)

avec e(f) = £1. On a noté dans I'’équation précédente A(f,-) la fonction L complétée
associée a la fonction L(f,s) := > 1 Ar(n)n™°.
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3. La fonction .
L(fP,s) = [[T] (0 - ars*~)
p j=1

est définie sur Re(s) > 1. On fait I'hypothése qu'il existe un ouvert U D {Re(s) > 1}
tel que la fonction L(f @) -) se prolonge en une fonction méromorphe sur U. De plus
on suppose que le prolongement sur U — {1} n’a ni zéro ni pdle.

Remarque 35. 1. Les hypotheéses que ’on fait ici sont plus fortes que celles habituelle-
ment données pour définir la classe de Selberg [KP99], elles sont aussi plus fortes que
celles proposées par Iwaniec et Kowalski [IK04, Chap. 5]. On note par exemple qu’on
suppose que les zéros locaux sont presque tous de norme 1, c’est une version trés forte
de la conjecture de Ramanujan—Petersson. Il est plus classique de supposer seulement
pour tout € > 0, Af(n) = O(n). Notre hypothése permet d’avoir [Af(n)| < 74q(n) ou
74(n) est le nombre de représentations de n comme produit de d nombres entiers. En
particulier, pour p premier, on a |Af(p)| < d.

2. On suppose aussi que le prolongement analytique de notre fonction L est holomorphe,
en particulier la fonction ¢ de Riemann n’est pas une fonction L analytique dans le
sens de notre définition 3.1.

3. Une fonction A holomorphe sur C est dite d’ordre 1 si elle vérifie pour tout g > 1
(et pour aucun § < 1) :
A(s) < exp(]s]?).
Cela implique des propriétés sur la répartition des zéros (voir proposition 3.4) et donc
sur une borne pour la dérivée logarithmique (voir proposition 3.5).

4. L’hypothése 3, n’est peut-étre pas trés habituelle. On peut écrire la fonction L( f @), s)
sous la forme

L(f®,s) = L(Sym? f,s)L(A?f, )"

(voir la définition 3.2). Donc on pourrait remplacer hypothése sur L(f), s) en une
hypotheése similaire sur ces deux fonctions. Alternativement, comme ’a proposé F.
Brumley, on pourrait demander une propriété de la fonction L(f ® f,s).

Définition 3.2. Soit L(f,s) une fonction L analytique de degré d et de zéros locaux
ay;(p). On définit pour Re(s) > 1, la fonction L carré symétrique

Lsym® £ =] ] (- apmar@p )™
p 1<5<k<d

et la fonction L carré alterné

LAt =1 T (- ear@eammp)".

Remarque 36. Ces fonctions ne sont pas forcément des fonctions L analytiques suivant
la définition 3.1, en fait on verra dans les exemples que souvent 'une des deux se prolonge
avec un pole en 1.

Exemple 12. On a plusieurs exemples de fonctions usuelles qui satisfont les hypothéses
de la définition 3.1.

1. Les fonctions L de Dirichlet pour les caractéres non triviaux sont analytiques dans
le sens de la définition 3.1. En particulier on pourra retrouver les résultats de [RS94|
a partir de nos résultats plus généraux (voir la sous-section 3.4.1).
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2. Les fonctions L provenant de formes modulaires primitives holomorphes cuspidales
de niveau ¢ € N, caractére x, poids k > 1 satisfont aussi toutes les hypothéses de
la définition 3.1. Ce sont des fonctions L analytiques de degré 2 (voir par exemple
[IKO04, 5.11]). La conjecture de Ramanujan—Petersson est satisfaite selon [Del74, Th.
8.2] et [DST4]. En particulier d’aprés les travaux sur la modularité ([Wil95], [TW95|,
[BCDTO1]), si E est une courbe elliptique sur Q alors la fonction de Hasse—Weil
associée L(FE,s) satisfait la définition 3.1. Cette propriété a déja été utilisée par
Fiorilli dans [Fiol4a|. La preuve dans le cas général des fonctions L analytiques va
en fait fonctionner de la méme fagon que la preuve des résultats de Fiorilli.

3. Etant donné L(f,s) et L(g,s) deux fonctions L provenant de formes modulaires
comme dans le point 2, on peut définir le produit de Rankin—Selberg L(f ® g, s)
comme la fonction L dont les zéros locaux sont les produits des zéros locaux de
L(f,s) et L(g,s). Si f # g, la fonction L(f ® g,s) est une fonction L de degré 4
qui satisfait aussi la définition 3.1 (voir [IK04, Chap. 5.1]). Il nous reste a vérifier
I’hypothése 3. On a

L(Sym? f ® Sym® g, s)L(X Xg: S)
((Sym?* f) ® xg, s)L((Sym® g) & x5, 5)

L((f©9)®.9) = 7

ol Xf, Xg sont les caractéres respectivement associés a f et g. Toutes les fonctions
dans cette expression se prolongent & un ouvert contenant Re(s) = 1 sans zéro ni
pole ailleurs qu’en 1. On utilise cette propriété dans la sous-section 3.4.4 dans le cas
ou f et g sont associés a des courbes elliptiques non isogénes.

4. Si on suppose vérifiée la conjecture de Ramanujan—Petersson pour les fonctions L
de représentations automorphes cuspidales unitaires de GL(m), m > 1, on obtient
de nouveaux exemples de fonctions L analytiques. En effet I’hypothése 1 est alors
garantie par la conjecture de Ramanujan—Petersson. L’hypothése 2 est connue dans
ce cas : voir [GJ72], [Cog04]. Enfin on peut écrire la fonction L(7(?), s) sous la forme

L(7T(2), S) _ L(Sym2 T, S)L(/\27T,8)_1.

Les deux facteurs du produit sont des fonctions L automorphes comme composées
de représentations [Sha97|. De plus [Sha97, Th. 1.1| garantit qu’aucune de ces deux
fonctions ne s’annule sur la droite Re(s) = 1. On obtient donc I'hypothése 3. On
revient sur ces exemples généraux dans la sous-section 3.4.3.

Soit L(f,s) une fonction L analytique de degré d selon la définition 3.1. On a pour
tout p premier, A¢(p) = Z?Zl ay.;(p). Si on sait de plus que L(f,s) = L(f, s), alors A\¢(p)
est un nombre réel pour tout p. La conjecture de Sato—Tate généralisée dans ce cadre dit
qu’on s’attend a ce que les (A¢(p)), s’équirépartissent dans l'intervalle [—d, d] suivant une
certaine loi définie par un groupe de Sato—Tate associé. Dans ce chapitre on s’intéresse au
signe de la fonction Zp<z Af(p). Cette question a plus d’'intérét si la loi de répartition des
(A#(p))p est symétrique par rapport a 0, ou au moins si elle a une moyenne nulle. On fait
I’hypothése que la conjecture générale suivante est satisfaite.

Conjecture 3.3 (Sato—Tate généralisée). Soit S un ensemble fini stable par conjugaison
de fonctions L analytiques au sens de la définition 3.1. On se donne aussi des poids com-

plexes (ay)res tels que ay = ay. Alors la suite (Zfes af)\f(p)>p est équirépartie dans un

intervalle de R suivant une loi de Sato—Tate.

Remarque 37. Dans le cas d’une fonction L de Hasse—Weil associée & une courbe ellip-
tique, la conjecture 3.3 est une version faible de la conjecture de Sato—Tate originelle qui
est désormais prouvée ([CHTO8|, [HSBT10]).
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Sous la conjecture 3.3 pour 'ensemble S avec les poids (ay)fes, et dans le cas ot la
loi de Sato—Tate a une moyenne nulle, on est naturellement amené a étudier le signe de la
fonction

T — Z Z af)\f(p).
p<z feS

Le but de la section 3.3 est d’utiliser les propriétés des fonctions L analytiques pour étudier
ce type de fonctions.

3.1.2 Propriétés des fonctions L analytiques

Présentons quelques conséquences de la définition 3.1, notamment sur les zéros des
fonctions L analytiques. Soit L(f, s) une fonction L analytique de degré d. Dans la défini-
tion 3.1.2, on associe & L(f, s) un facteur

d Tk
A(f,s) = 2T < 2*”"3)

j=1

ot les k; sont des nombres complexes de partie réelle > —1. Cette hypothése garantit que
la fonction v(f,s) ne s’annule pas sur C et n’a pas de pole sur Re(s) > 1. Comme la
fonction complétée A(f,s) est supposée holomorphe, les poles de la fonction (f, s) sont
des zéros de la fonction L(f,s). On appelle ces zéros les « zéros triviaux » de L(f,s), ils
sont situés aux points —2m — x; pour 1 < j < d et m € N.

Les autres zéros de la fonction L(f, s) sont appelés « zéros non-triviaux », ils sont tous
situés dans la bande critique 0 < Re(s) < 1. L’équation fonctionnelle (3.1) induit des
propriétés de symétrie entre les zéros de L(f, s) et ceux de L(f, s). Précisément si p est un
zéro de L(f, s), alors 1 —p et p sont des zéros de L(f, s). En particulier si L(f,s) = L(f, s),
alors il y a une symétrie centrale de centre % ainsi qu’une symétrie par rapport a la droite
réelle dans I’ensemble des zéros de L(f, s).

Proposition 3.4. Soit L(f,s) une fonction L analytique de degré d au sens de la défini-
tion 3.1. On a pour tout € > 0,

> 1ol < oo

p,A(f,0)=0

Plus précisément, on a pour T > 1,

d
{o=F+iv: L(f,p) =00 < B< 1] ST} = _log ‘i;ﬁ?fd +0 (10g (atN(T +3)"))
et
{p = B+i7: Alf,p) = 0,IT — 5] < 1} < log (a(/)(T +3)") . (3:2)

En particulier on a une borne sur la multiplicité des zéros en fonction de leur partie ima-
ginawre. Les constantes implicites sont absolues.

Démonstration. La premiére assertion est une conséquence du fait que A(f,s) est entiére
d’ordre 1, on applique alors la formule de Jensen (voir par exemple [Rud80, 15.20]) pour
obtenir le résultat. Les preuves sont détaillées dans [IK04, 5.3]. t

Grace aux propriétés de distribution des zéros, on peut déduire une borne sur la dérivée
logarithmique d’une fonction L analytique quand on reste a une certaine distance des zéros.
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Proposition 3.5. Soit L(f,-) une fonction L analytique selon la définition 3.1. Pour tout
d > 0, et pour tout s € C, vérifiant Re(s) < 2 et |s—p| > 0, pour tout p zéro de la fonction
L complétée A(f,-) (voir la défintion 3.1.2) on a

L'(f,)
L(f,s)

ot q(f) est le conduteur analytique de L(f,s) tel que défini dans la définition 3.1.2 et la
constante implicite est absolue.

’ < log (Cl(f)(‘s‘ + 3)d) (|Re(s)| + d(571)

Démonstration. D’aprés la définition 3.1.2; la fonction L complétée A(f,-) est une fonction
holomorphe sur C d’ordre 1. Par le théoréme de factorisation de Hadamard [IK04, Th. 5.6],
on a

L'(f,s) _ 7' (f:9)

1
TG T ahe) st Oesa)

ou la somme est sur 'ensemble des zéros p de A(f,-) et le facteur v est tel que donné dans
la définition 3.1.2 : y(f, s) = []* F(Sgﬁj). Donc on a

j=1
V(f,s) o (5
V(f,s) _;ﬂ(sg"j)

Or la fonction I' satisfait 1’équation fonctionnelle I'(s + 1) = sI'(s) en dérivant on obtient

11: /((5111)) =14 F/((ss)). On peut donc se ramener a étudier 1;“/((58)) pour 1 < Re(s) < 2. En effet

en itérant le procédé, dans le cas ot Re (Szﬁj> > 1 pour tout j on écrit

()]

"(f, 1 1 I (s+ ki s+ Kj
e svm ot ( 7 - [R( 7))+
W(fs) o P ik
si pour un j on a plutdét Re (%) < 1, alors on remplace la somme intérieure par

0 I(z) P

Zk: [Re<¥>]72. Pour Re(z) > 1 on a o < log|z|. Donc on en déduit
V' (fs)
V(5 8)

Il nous reste a estimer la somme » p ﬁ. On suit pour cela I'idée de la preuve de [IK04,

(5.28)]. Soit s = o + it satisfaisant les hypothéses de la proposition 3.5. On a

1 1 1 1
Zs—p_zp:<s—p_3+it—p>+zp:3+it—p

p

< di! 4 log (q(f)(\s| n 3)d) .

N Z <S i P 3 _|_;§ _ p> + O(log(a(f)(J¢| +3)d))

d’aprés [IK04, (5.32)]. De plus pour chaque p = 8 + iy zéro de A(f,-), on a

1 1 3—o0

s—p_3+it—p‘g’(3—6)(0—@—(t—7)2+i(3+0—2ﬂ)(t—7)
lo| + 1

2(0 = B) — (t —7)?|

<
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avec une constante implicite absolue. Si o < —1/2, on en déduit
2(0 = B) = (t =) > 1+ (t = )*.
En utilisant de nouveau [IK04, (5.32)|, on obtient

3 < ([Relo)]+ 1) log(al (e + 3))

p

avec une constante implicite absolue. Dans le cas on —1/2 < 0 < 2, on a

1 1 < 1
s—p 3+it—p §+ (t—~)%

On coupe la somme en deux selon si |t — | est <1 ou > 1 et on utilise (3.2). On obtient

> <o og(atA) (il +3)%)

p

avec une constante implicite absolue. On a donc le résultat annoncé.

3.1.3 Hypothéses supplémentaires sur les zéros non triviaux

Dans le cas des fonctions L de I'exemple 12, on rajoute souvent des hypothéses sur les
zéros non triviaux pour obtenir des résultats plus forts. Nous présentons dans cette partie
quelques conjectures usuelles dans des versions plus ou moins faibles.

Hypothése de Riemann

L’hypothése la plus souvent faite sur les zéros des fonctions L est ’hypothése de Rie-
mann généralisée. On pense que les zéros non triviaux d’une fonction L devraient tous se
trouver sur la droite Re(s) = 1/2.

Conjecture 3.6 (GRH). Soit L(f,s) une fonction L analytique, alors si p est un zéro non
trivial de L(f,s) on a Re(p) = 3.

Dans ce chapitre, on ne suppose pas en général que 'hypothése de Riemann est vérifiée.
On introduit alors la notation

Bro = sup{Re(p) : L(f,p) = 0}

et plus généralement dans le cas d'un ensemble fini S de fonctions L analytiques

Bs,0 = sup{Re(p) : 3f € S, L(f, p) = 0}.

Alors on a § < fBfo < 1 et le fait que I'hypothése de Riemann est satisfaite pour la fonction
L(f,s) est équivalent & B = 3.

Remarque 38. On pense que si ’hypothése de Riemann n’est pas satisfaite pour L(f, s),
alors 379 = 1 et la borne supérieure n’est pas atteinte. Cependant cette situation n’est pas
satisfaisante pour les calculs que ’on veut faire : notre objet d’étude se réduit a ’ensemble
vide. En général, on imaginera que iy est atteint (i.e. que la borne supérieure est un
maximum), comme le suppose Fiorilli [Fiolda, Hyp. LI(E)].
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On utilisera alors dans la suite une notation pour I’ensemble des zéros de partie réelle
maximale. Dans le cas d’'un ensemble fini S de fonctions L analytiques, on note

Zs={y>0:3f €S,L(f Bso +iv) =0}, Zs(T) = ZsN]0,T],

les multi-ensembles de zéros de partie réelle maximale comptés avec multiplicités. Dans le
cas ol on ne veut pas prendre en compte les multiplicités, on rajoute une * en exposant.
On note Z% et Z&(T) les ensembles associés aux multi-ensembles ci-dessus. De la méme
fagon que précédemment, quand 1’ensemble S est un singleton { f}, on notera seulement un
f en indice au lieu de {f}. Suivant I'idée de la remarque 38, on imagine que ces ensembles
ne sont pas vides méme si fy > 1/2. D’aprés la discussion sur la symétrie de ’ensemble
des zéros, il suffit de connaitre les zéros de partie imaginaire positive pour connaitre tous
les zéros de partie réelle maximale.

Dans le cas ot 'on ne veut pas supposer I’hypothése de Riemann, on peut supposer des
résultats plus faibles. On imagine que les zéros hors de la droite Re(s) = % sont trés peu
nombreux. On formalise cette idée grace a des théorémes de type « théoréme de densité

ZET0o ».

Définition 3.7. Soit L(f, s) une fonction L analytique. On appelle un théoréme de densité
zéro (Zero Density Theorem) pour L(f, s), un résultat qui garantit que les zéros de L(f, )
hors de la droite Re(s) = 1/2 forment un ensemble de densité nulle dans l'ensemble des
zéros de L(f, s), pour une notion de densité choisie (voir les définitions 1 et 2).

On utilisera la conjecture suivante qui ne traite que des zéros de partie réelle maximale.

Conjecture 3.8 (ZD). Soit L(f,s) une fonction L analytique. Dans le cas ot Bfo > %,
on a pour tout € > 0
|Z4(T)] < T' .

En particulier la somme ) est finie.

1
YEZy [Bo+in]
Remarque 39. En comparant la conjecture 3.8 & la proposition 3.4, on déduit bien que

I’ensemble des zéros de partie réelle maximale doit étre de densité zéro si I’hypothése de
Riemann n’est pas satisfaite.

Pour plus de détails et de précisions sur les théorémes de densité zéro pour la fonction ¢
de Riemann ainsi que pour les fonctions L de Dirichlet on pourra voir le chapitre consacré
dans le livre de Twaniec et Kowalski [IK04, chap. 10]. Citons tout de méme dans le cas de
la classe de Selberg le résultat suivant [KP03, Lem. 3.

Théoréme 3.9 (Kaczorowski-Perelli). Soit L(f,s) une fonction de la classe de Selberg de
degré d. Soit ¢ > 0. On a

{p=B+iv:L(f,p) =0,8> 0,y < T} < THIF3=0)+e

: : 1
quand T' — oo uniformément pour 5 < o < 1.

En particulier, si B9 > 1 — m alors la conjecture 3.8 est satisfaite pour L(f, s).

Indépendance linéaire

Il est courant (suivant le travail de Rubinstein—Sarnak) quand il est question de biais
de Chebyshev de faire des hypothéses d’indépendance linéaire entre les zéros des fonctions
L utilisées. Dans le cas de [RS94], cette hypothése prend la forme forte suivante.

Conjecture 3.10 (LI). Soit S un ensemble fini de fonctions L analytiques. Le multi-
ensemble Zs est linéairement indépendant sur Q.
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Remarque 40. Cette conjecture suit la philosophie suivant laquelle les zéros d’une fonc-
tion L devraient étre des nombres réels « au hasard ». On remarque que cette conjecture
implique que les zéros de chaque L(f,s), f € S sont tous simples.

On peut affaiblir cette conjecture en autorisant des multiplicités.

Conjecture 3.11 (LI*). Soit S un ensemble fini de fonctions L analytiques. L’ensemble
Z5 est linéairement indépendant sur Q.

Dans l'optique d’affaiblir ces hypothéses, nous utiliserons la notion de zéros « auto-
nomes » (self-sufficient) telle qu’introduite par Martin et Ng dans leur travail en cours
[MN]. Ainsi qu’une version un peu plus faible dépendante de certains paramétres.

Définition 3.12. 1. Soit v € Z5, on dit que v est autonome s’il n’est pas dans le
Q-espace vectoriel engendré par les combinaisons linéaires finies de Z5 — {v}.

2. Soient U,V > 0, alors v € Z%(U) est (U, V)-autonome s’il n’est pas dans le Q-espace
vectoriel engendré par Z5(V) — {~}.

Remarque 41. Un zéro autonome est clairement (U, V')-autonome pour tous U,V assez
grands.

La conjecture 3.11 revient a dire que tous les zéros sont autonomes. Une version un
peu plus faible de cette conjecture pourrait donc étre la conjecture suivante.

Conjecture 3.13. Soit S un ensemble fini de fonctions L analytiques. On a

1
DR
YEZS v
v autonome

Remarque 42. 1. Martin et Ng ont utilisé la notion de zéro autonome pour énoncer la
conjecture 3.13. Sous cette hypothése ils parviennent & montrer que chaque concur-
rent est en téte de la course une infinité de fois dans le cadre des courses dans les

classes de congruences modulo un entier.

2. Cette conjecture n’est pas compatible avec la conjecture 3.8 dans le cas ot ’hypothése
de Riemann n’est pas vérifiée.

On utilisera aussi dans ce chapitre 'hypothése plus faible que la conjecture 3.11 sui-
vante.

Conjecture 3.14. Soit S un ensemble fini de fonctions L analytiques. On a pour toute
combinaison linéaire finie o coefficients dans Z :

Zk77:0:> ZkWEO[mod 2].

YEZs YEZs

3.2 Le biais de Chebyshev et les premiéres généralisations

3.2.1 Courses de nombres premiers dans les classes de congruences mo-
dulo un entier

L’idée des biais de Chebyschev remonte a la lettre [Che99| écrite par Chebyshev a Fuss
dans laquelle il remarque qu’il semble y avoir souvent plus de premiers congrus a 3 [mod 4]
qu’a 1 [mod 4] dans les intervalles d’entiers [2,z]. Une telle remarque peut se vérifier en
étudiant le signe de la fonction z +— Zpgx (_71), oll (_71) est le symbole de Legendre.

Cette étude a été généralisée et approfondie par Rubinstein et Sarnak. Dans [RS94|

les auteurs étudient le cas général de courses a plusieurs participants dans les classes de
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congruences modulo un entier ¢ fixé. Restons dans la situation a deux concurrents. Etant
donné a,b deux classes inversibles modulo ¢, on veut savoir si pour les premiers dans
I'intervalle [2,z] une classe est favorisée par rapport a 'autre. Une fagon de répondre a
cette question est d’étudier les ensembles {z : 7(z;q,a) > m(x;¢,b)} ol pour ¢ une classe
inversible modulo ¢, on note 7(x;q,c) := [{p < x:p = c [mod ¢|}|.

De fagon générale, on veut étudier ’ensemble des z pour lesquels une certaine fonction
E(x) est positive. Une premiére question est de savoir si cet ensemble est non-vide, si ¢’est
le cas on se demande §’il est infini, puis §’il a une densité positive. Suivant les travaux de
Wintner sur le terme de reste dans le théoréme des nombres premiers [Win35|, [Win4l],
I’objet naturel a étudier ici est la distribution logarithmique limite de la fonction normalisée
E(x). Cette notion a été reprise par Rubinstein et Sarnak pour étudier le biais dans le
cas des courses de premiers dans les classes de congruences modulo ¢, elle a ensuite été
beaucoup réutilisée dans des versions plus générales de courses de nombres premiers.

Définition 3.15. Soit E une fonction sur R & valeurs réelles, on dit que E admet une dis-
tribution logarithmique limite p si pour toute fonction g continue bornée et lipschitzienne
sur R on a

Y —o0

1Y

tim [ o)y = [ gu). (3.3)
2 R

Kaczorowski a prouvé par des calculs numériques [Kac95] que I’ensemble

{z :7(x;4,3) > w(x;4,1)}

n’a pas de densité naturelle (au sens de la définition 1). On peut tout de méme chercher si de
tels ensembles ont une densité logarithmique. En effet, on sait par exemple que ’ensemble
des premiers dont le premier chiffre est 1 admet une densité logarithmique mais pas de
densité naturelle, cet exemple est cité dans [Ser70] comme communiqué par Bombieri (on
pourra aussi voir [FL96|). Rappelons la définition de densité logarithmique que 1'on utilise
dans ce chapitre.

Définition 3.16. On reprend les notations de la définition 3.15. Soit

Y
5(E) = lim sup % /2 1oo(E(e"))dy

Y —oo
et
1 Y
I(E) = liminfy/ 1>0(E(e))dy.
2

Y —o0

Si ces deux densités sont égales, on note d(E) leur valeur commune. Ces quantités per-
mettent de mesurer le biais de E(z) vers les valeurs positives.

Cette définition est une version continue de la définition 2, il suffit de faire le changement
Y

de variable x = e¥, X =e”.
Définition 3.17. Si §(F) existe et est > % on dit qu’il y a un biais vers les valeurs positives.
Siona §(E) < 3 on dit quil y a un biais vers les valeurs négatives.

Remarque 43. On remarque que si £ admet une distribution limite p qui a de bonnes
propriétés de régularité — par exemple si p est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue — alors §(FE) existe et vaut (0, 4+00).

Remarque 44. Rubinstein et Sarnak donnent en fait des définitions plus générales dans
le cas de fonctions a valeurs dans R", mais nous n’étudierons ici que le cas de courses &
deux concurrents. Dans ce cas, on peut comparer les deux concurrents directement donc
les fonctions & valeurs dans R suffisent.

80



Dans ce cadre et conditionnellement & GRH (conjecture 3.6) et LI (conjecture 3.10)
pour les fonctions L de Dirichlet de caractéres modulo ¢, Rubistein et Sarnak montrent
[RS94, Th. 1.4] que les courses de nombres premiers dans les classes de congruences modulo
g sont toujours biaisées sauf dans deux cas particuliers : la course & deux concurrents
qui ont le méme nombre de racines carrées modulo ¢, et la course & trois concurrents
ai,az, a3 qui vérifient ay = pa; [mod ¢, a3z = p*a; [mod ¢] pour p # 1 [mod q] vérifiant
p> =1 [mod g]. IIs prouvent sous les mémes hypothéses que le biais se dissipe lorsque g
tend vers +o00 [RS94, Th. 1.5]. En particulier, dans le cas des courses a deux concurrents, ils
montrent que la course est biaisée en direction de la classe qui n’est pas un carré modulo
q. Cela confirme et explique I'observation de Chebyshev, pour laquelle ils font le calcul
numérique de la densité logarithmique.

Ces résultats se basent sur une version générale du théoréme de Kronecker-Weyl (voir
par exemple [Hum)]).

Théoréme 3.18 (Kronecker-Weyl). Soient ty,...,tn des nombres réels quelconques. Soit
A l’adhérence topologique du groupe a 1 paramétre {y(t1,...,tn),y € R}/ZN dans le tore
TN. Pour tout fonction continue h : TN — R, on a

1 Y
lim — / h(yt1,...,ytn)dy = / h(a)dwa (3.4)
Y Jo A

Y —oo
ot wy est la mesure de Haar normalisée sur A.

On peut trouver dans [FM13| plus de précisions sur le biais obtenu dans le cas général
d’une course & deux concurrents dans les classes de congruences modulo un entier ¢ toujours
sous GRH et LI. A propos des courses dans les classes de congruences modulo ¢ avec
plusieurs concurrents, on pourra aussi voir le survol [GMO06]. Inconditionnellement & GRH,
Ford et Konyagin ont montré ([FK02|) que certains zéros des fonctions L de Dirichlet hors
de la droite critique Re(s) = % pouvaient créer des courses avec un biais extréme (égal a
0 ou a 1). Martin et Ng travaillent actuellement ([MN]) sur le support de la distribution
limite associée a une course a plusieurs concurrents modulo ¢ sous des hypothéses plus
faibles que LI. Ils ont notamment des résultats conditionnels & la conjecture 3.13.

FEn restant dans le cadre des courses de premiers dans les classes de congruences modulo
q, on peut faire des courses & deux concurrents dont les concurrents sont des ensembles de

classes de congruence. On étudie alors le signe d’'une fonction

x> ‘A}|7T(az;q,A) - ’;ﬂw(x;q, B)
ou A et B sont des sous-ensembles de (Z/qZ)*. Un cas classique étudié par Rubinstein
et Sarnak est celui de la course entre les résidus quadratiques R = {a [mod ¢] : 3z [mod
q], 2> = a [mod ¢} et les non-résidus quadratiques NR = {a [mod ¢] : Vz [mod ¢, 2% #
a [mod ¢]} modulo g. Cette étude a été poursuivie par Fiorilli dans [Fiol4b| ou sont
exhibées des courses dont le biais est arbitrairement proche de 1.

3.2.2 Généralisations a I’étude d’autres termes d’erreur

L’étude du biais de Chebyshev dans sa version originelle repose sur le second terme dans
le théoréme de Dirichlet sur I’équirépartition des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques. Dans le cas ol on a des données arithmétiques avec un théoréme d’équi-
répartition — par exemple du type de la conjecture 3.3 — on peut aussi étudier le biais
associé.

Cette idée a été proposée par Mazur dans son article de survol sur les termes d’er-
reurs en arithmétique [Maz08|. Il y propose d’étudier la questions des courses de nombres
premiers pour les nombres de Fj,-points de courbes elliptiques ou plus généralement pour
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les coefficients de formes modulaires. Plus précisément il trace les graphes de fonctions du
type

x> [{p <z,ap(E) > 0} = {p < 2,0, (E) < 0}

ot ap(F) =p+1—|E(F,)|, pour diverses courbes elliptiques E sur Q. Il observe alors une
possible corrélation entre le rang algébrique de la courbe elliptique et le biais de la course
entre les premiers pour lesquels a,(E) > 0 et ceux pour lesquels a,(E) < 0. Il semble que
plus le rang algébrique est grand, plus la course est biaisée vers les valeurs négatives.

Cependant une telle observation est difficile a justifier théoriquement. En effet Sarnak
a proposé un cadre pour justifier 'observation de Mazur dans sa lettre [Sar07]. Pour cela il
est nécessaire d’étudier les zéros de toutes les puissances symétriques L(Sym" E.s) (n > 1)
de la fonction de Hasse-Weil de la courbe elliptique E/Q, en supposant I’hypothése LI dans
toute la famille (infinie).

Sarnak propose d’étudier une fonction plus simple : Zpgx a’iﬁfj ) Le signe de cette
fonction peut étre étudié en ne connaissant que des propriétés de la fonction de Hasse—
Weil L(E, s). Pour cette course, Sarnak a expliqué 'observation de Mazur sur le lien entre
le biais et le rang analytique de la courbe elliptique conditionnellement & GRH et LI (en
supposant aussi la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, on a donc le lien entre le biais
et le rang algébrique de la courbe elliptique).

Les idées de la lettre de Sarnak on été reprises par Fiorilli dans [Fiol4a]. Fiorilli ex-
hibe des courses pour les courbes elliptiques arbitrairement biaisées sous des hypothéses
plus faibles que GRH et LI. Les raisonnements ne dépendent pas du fait que la fonction
étudiée vient d’une courbe elliptique sur Q, mais seulement des propriétés analytiques que
cela induit sur la fonction L associée. On peut généraliser ces résultats a des fonctions L
satisfaisant des propriétés similaires. C’est ce qui motive notre définition 3.1.

3.3 Une course pour des coefficients de fonctions L générales

Dans cette section on se fixe un ensemble fini stable par conjugaison S de fonctions
L analytiques selon la définition 3.1, ainsi que des poids complexes (ay)fes vérifiant pour
tout f € S, ay = ay. On veut étudier le signe de la fonction

1
S D> aph(p

p<z feS

X —

On va montrer qu'une bonne normalisation de cette fonction admet une distribution limite
dont on sait calculer la moyenne et la variance en fonction des zéros des fonctions L de
Pensemble S.

Commengons par introduire une notation pour les multiplicités des zéros et poles. Soit
L une fonction méromorphe au voisinage d’un point p. On note m(L, p) la multiplicité du
zéro de L au point s = p. (On a m(L,p) = 0 si L(p) # 0, m(L,p) > 0si L(p) = 0 et
m(L,p) <0si L aun pole en s=p.)

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant qui est une généralisation
de [Fiol4a, Lem. 3.4].

Théoréme 3.19. Soit S un ensemble fini de fonctions L analytiques vérifiant S = S, et
soit (af)fes un ensemble de nombres complexes vérifiant ay=ay. On pose

!
Fs(e) = 5eg 20 2 arhs (v

p<z feS

La fonction Es(x) admet une distribution logarithmique limite ps (voir définition 3.15).
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Il existe C' une constante positive (dépendante de S) telle que pour tout A, on a
ps(R—[—A, A]) < exp(—CVA).

De plus soit Xs une variable aléatoire de loi ps, alors on connait l’espérance et la variance
de Xs :on a

E(Xs) =ms = Y ag (m(L(/, ), )dgg 10 = Bshm(L(S, ), Bs0))

fes

et )
|Ms(7)|

ValXs) =2 2 15+ 7

YEZS
o on note Ms(7y) == 3 res agm(L(f,-), Bs,o + i), pour v € Z§.

Remarque 45. La valeur de la moyenne donne une idée de la direction du biais. Il est
naturel de penser (quand la variance n’est pas trop grande) que si la moyenne est non nulle
alors la distribution est concentrée autour de sa moyenne. Cette idée est fausse en toute
généralité. Il faut bien sur préciser la taille de la variance ; cela pourra se faire a I’aide d’une
inégalité de Chebyshev. On note aussi que si la distribution est symétrique par rapport
a sa moyenne (voir la sous-section 3.5.2) ou si la distribution admet une densité qui ne
s’annule pas sur des ouverts (voir le théoréme 3.36.4) alors ce principe est plus proche de
la vérité. On a tout de méme tendance & penser que si le biais existe, il est en faveur des
valeurs du méme signe que la moyenne.

On prouvera ce théoréme grace a la proposition suivante qui lie plus directement la
distribution pus aux zéros des fonctions L de ’ensemble S.

Proposition 3.20. Soit T > 2 et

Gsr(z) =ms — Z 2Re <M8(’Y)w> :

+1
Nez5(T) Bs,0 + iy

La fonction Gsr(x) a une distribution logarithmique limite ps . De plus pour toute fonc-
tion g continue bornée et lipschitzienne, on a

i [ gtdusin(t) = [ glt)dus(t)
T—o00 R R
On verra la preuve de l'existence de ps r dans la sous-section 3.3.6. C’est une consé-
quence du théoréme de Kronecker-Weyl (théoréme 3.18).

Remarque 46. 1. Dans la situation ou 'ensemble Zs est vide (voir la remarque 38
a ce sujet), les fonctions Gsr(x) sont constantes et ne dépendent pas de 7. La
proposition 3.20 et le théoréme 3.19 deviennent assez peu intéressants dans ce cas.
Les distributions logarithmiques limites us 7 et ps sont égales au poids de Dirac
Omg -

2. En particulier dans le cas ot 859 = 1 et n’est pas atteint, 'ensemble Zs est vide
et la distribution logarithmique limite est dg. Donc 'information que nous donne le
théoréme 3.19 est Eg(xz) = o(1) ce qui est correct mais déja connu.

3. Un résultat similaire a déja été obtenu dans [ANS14]|. L’idée est de voir les fonctions
Gs,r(e¥) comme des polynomes trigonométriques qui approchent la fonction Es(eY)
lorsque T" — oo. Cependant le résultat de [ANS14| est conditionnel & GRH, tandis
que dans notre situation les parties réelles des zéros peuvent varier.
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Commencons la preuve du théoréme 3.19. On remarque que mis a part le cas de la
variance, les assertions que 'on veut démontrer sont stables par linéarité. On ne prouve
donc ces assertions que dans le cas ou S est un singleton {f} et ay = 1. On reviendra
au cas général pour le calcul de la variance dans la sous-section 3.3.7. La preuve suit
essentiellement les idées de Fiorilli pour la preuve de [Fiolda, Lem. 3.4]. On ne donne
donc pas toujours tous les détails classiques. On tente de garder la dépendance en f pour
chacune des bornes car on a dans I'idée de faire varier la fonction L. On donne plus de
détails la-dessus dans la sous-section 3.3.8.

3.3.1 Approximation de (f, )

Le résultat que 'on veut prouver est lié au second terme du développement asymp-
totique dans un résultat du type théoréme des nombres premiers pour une fonction L
générale. Il est classique dans le cadre de tels résultats de commencer par étudier la fonc-
tion associée

00 d
(fom) =) aj(p)* | logp.
k:].pkgaj 7=1

Cette fonction est liée & la dérivée logarithmique de L(f,s). Pour Re(s) > 1, on a

L/(f, S) 3 - k —k = _
_L(f s) :ZZ Zaj(p) D slogp:;ZAf(n)n s
) ot

k=1 p n=1

La formule de Perron et le théoréme des résidus aprés intégration sur un chemin en-
tourant certains zéros nous fournissent une formule explicite pour ¥ (f, x).

Lemme 3.21. Soit L(f,-) une fonction L analytique, alors

w(fam):_ Z £p+R(fax7T)

L(f,p)=0
[Tm(p)|<T
ot
2 d
R(f,z,T)=0 <dlog:c + d%(log 2)? 4+ de V4 log x (log(q(f)Td)) + dlog(c;Ef)T ):c> ,

avec une constante implicite absolue.

Démonstration. D’apreés la formule de Perron (voir par exemple [MV07, Cor. 5.3|), on a
pour terme principal

i c+iT_Ll(f,S) SdS
2w c—iT L(f? S)

5=
S
pour ¢ > 1. On choisit c =1+ @. Le terme d’erreur est

o X it (1, )+ By B
n=1

z/2<n<2z

Commengons par simplifier le terme d’erreur. D’aprés la définition 3.1.1, la conjecture de
Ramanujan-Petersson est vérifiée pour L(f,s) donc, pour tout n, on a |As(n)| < dA(n)

84



ot A est la fonction de von Mangoldt habituelle. En particulier pour z/2 < n < 2z, on a
Ag(n) < dlog2x. Dot pour x > 2,

. x X
Z |Af(n)| min <1, T|x—n|> < dlogx (1 + Z Tk‘)

r/2<n<2x k<z
< dlogx + d%(log z)2.

Pour le second terme on utilise la méme majoration grace a la fonction de von Mangoldt.

- ATE?) =d Cc/(c) ol C est la fonction zéta de
¢

(
'(¢)

Riemann. Comme celle-ci a un poéle simple en 1 on trouve o < g 1 pour ¢ > 1. Comme

On majore la somme du second terme par d )

1
c:l—i—logm,ona

(42)° ZOO Ar(n)]
T - ne < df log Z.
On a ainsi obtenu pour z > 2,

1 c+iT L/(f ) ds
% / o L, ) —+0 (dlogx +d— (logx)Q) . (3.5)

Revenons au terme principal, on calcule I'intégrale en utilisant le théoréme des résidus
le long du chemin rectangulaire formé par les droites Re(s) = ¢, Im(s) = £T, Re(s) = —1
parcouru en sens trigonométrique et qui évite les zéros a distance au moins (log z)~! (quitte
a déplacer légérement le chemin). On a donc une somme sur les zéros (non-triviaux) de
partie imaginaire inférieure & T en valeur absolue et une intégrale que ’on peut borner
grace a la proposition 3.5. Plus précisément, I'intégrale sur le segment vertical entre —% —T

et —3 + 1T est majorée par

O(f,x) =

1 [T L/, s) _1ds ! /T 1 dt
— orTd— | LT lo ( t+3d) <+dlo x>
2
< dz i log = (log (q(f)Td))
Sur les segments horizontaux entre — 3 j: i7" et ¢+ 7T on a
1 cEiT L/(f ) 1 c
— : log ( T)") dlog r)27d
or || 797 S| < T / og (a(f)(Io] + 1)) (o] + dlog z)a°do
zlogxlo T4
< gPlogzlog (a(NT7)
Tlogx
Cela permet de conclure. (On peut aussi voir [IK04, Chap. 5, Ex. 7].) O

Remarque 47. Le lemme 3.21 n’est intéressant que dans le cas ot 1" n’est pas trop grand
par rapport & x. Le choix T' = x nous donne

P 2

U(fx) = — = +0(d(log(a(f)z?))" ). (3.6)

5O ()
m(p)|<z

Donnons une forme plus générale. Soient x et T fixés quelconques. On sépare la somme
sur les zéros de I'expression (3.6) de la fagon suivante :

Z = Z + Z - Z =: %1 + g — X3, (3.7)

L(f,p)=0 L(f,p)=0 L(f,p)=0  L(f,p)=0
m(p)<e  [m(p)|<T  [Im(p)[>T  [Im(p)|>e

On va alors étudier chacune de ces sommes séparément dans la suite afin de déterminer le
terme principal et évaluer les termes d’erreurs.
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3.3.2 Majoration de >3

On généralise |[Fiol4a, Lem. 2.1].

Lemme 3.22. Soit L(f,s) une fonction L analytique et soit x > 2. On a

3 ””p < d (log(a(f)2))?

L(f,p)=0
[Tm(p)|>=

Démonstration. On utilise de nouveau le théoréme des résidus pour montrer que

P . . 1 / (f,s) .d
Z — = lim lim — 25
L(pr):O p R2—>OO R1—>OO 2277' C(Rl,RQ,T) L(f’ S) S
Im(p)>T

ot C(Ry, Ry, T) est le chemin rectangulaire de sommets c+iT', c+iRy, —R1+iRg, — Ry +iT
parcouru dans le sens trigonométrique, avec ¢ = l—i—@, on admet que l'on peut légérement
déplacer le chemin pour passer toujours & distance au moins (logz)~! des zéros de L(f, s).

L’intégrale sur le segment vertical Re(s) = ¢ est estimée grace a la différence des
formules de Perron obtenues en (3.5). On obtient alors une borne en

0 <dlog:1c + dz(log z)? <; + }%))
2

L’intégrale sur les autres segments est bornée grace a la proposition 3.5. Sur les segments
de droites horizontaux, on écrit

‘/C—HR L/ dS
ri+ir L(f s

ol R =T ou Ry. On obtient un terme majoré par

g

C ) d €T
< /R1 log <q(f)(|a +iR| + 3) ) (lo| + dlog:c)ﬁ_ " iR|dU

1
Rlogx

(log(q(f)Rd)(l +log )z + log(q(f)(R + R1)®)(Ry + log x)le)) ,

Pour le segment vertical (Re(s) = —R1), on a

-

——dt
| Ry + it]

‘ /-Rﬁ“ﬁ V(f.s) ds

Ro
prir L(F9) s < /T log <q(f)(’_R1 it + 3)d> (Fy +logz)

< (B +loga)e™ (log(a(f) (R + Ro))

Si on fait tendre Ry — oo puis Ry — oo, on obtient

p . d
> L < dloga+d(loga)+ f“)z‘%i(ﬁle)_

(f’ ):
Im(p)|>T

(3.8)

Le résultat annoncé s’en déduit en prenant T' = z. O
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3.3.3 Majoration en norme L? pour X,

Suivant 'idée de [Fiolda, Lem. 3.3] et [RS94, Lem. 2.2|, on donne une borne de la
norme L? du deuxiéme terme.

Lemme 3.23. Soit L(f,s) une fonction L analytique, et soient T,Y > 2. On pose

(3.9)

Alors on a
d*log(q(f)T)? N d*log(q(f)T)?
T T ’

Y
/ lef(e?, T)Pdy < Y
2
la constante implicite est absolue.

Démonstration. On suit I'idée de la preuve de [RS94, Lem. 2.2|. On calcule

eY(p1+P2—2B7,0)

(e¥,T)|?dy < / ——dy
/2 ’ ‘ Z p1P2

1
< min(Y, |p1 + 52 — 2810/ 71)
Z [tm(p1)|[Tm (p5)] !

1
< min(¥, [Tm(p) — (o))
;,m [Tm (1) [T (p2) |
[Im|>T

Le terme diagonal |Im(p1) — Im(p2)| < Y ! est borné par

vy dlog(a(f)hl) _  d*log(a(f)T)*

2
Bt M T

Pour le second terme, d’aprés les propriétés des zéros (proposition 3.4) on peut comparer
la somme a l'intégrale

I / B o8 ) 5, #BAUITY | g

log(q(f)Y),

la constante implicite est absolue. ]

3.3.4 Etude de ¥,

On montre que le terme ¥; est trés proche de la fonction Gs 7 introduite dans la
proposition 3.20.

Lemme 3.24. Soit L(f,s) une fonction L analytique, et soit T > 2. On pose

5f,T = Sup{Re(p)v L(f7 :0) =0, |Im(p)‘ <T, Re(p) < /Bf,()}-

On a
w3 T o (e legq(NTP)
P a=r Protiy
lﬁfng L(f,Bf,0+iv)=0
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Remarque 48. Si on suppose I'hypothése de Riemann, on a 3y = —oo pour tout T' et
ce terme de reste est bien nul.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.4, on a

P 1
7 Bro Z - < gPrr=Pro Z ﬂ

Re(p)<By,0 Re(p)<By,0
[Im(p)|<T [Im(p)|<T

< 2Prr=Prolog(q(f)T)?,

avec une constante implicite absolue. O

3.3.5 Retour a E¢(x)

Revenons a la fonction Ef(x) en étudiant la différence avec la fonction 9(f,z). On
montre que dans certains cas la différence n’est pas un terme de reste. Il faut prendre en
compte un terme supplémentaire dans le terme principal.

Lemme 3.25. Soit L(f,s) une fonction L analytique, on a

[N

logz Y Ap(p) = ¥(f.2) +m(L(fP),1)a7 + op(x

p<z

). (3.10)

Démonstration. D’aprés la conjecture de Ramanujan—Petersson (définition 3.1.1) et le
théoréme des nombres premiers classique, on a

d
logz As(p) = ¢(f,2) = ) a;(p)® | logp + O(dx'/?).
1

p<w p?<z \J=

Pour évaluer le second terme on utilise un théoréme taubérien de Wiener—Ikehara (voir par
L'(f®,s)
L(f®,s)
a un prolongement méromorphe sur un ouvert contenant Re(s) > 1, qui ne s’annule pas
sur la droite Re(s) = 1 et qui n’a pas de pole excepté éventuellement un poéle simple en
s =1 de résidu —m(L(f®,-),1). On obtient

exemple [Ten15, 11.7.5]) pour la fonction . D’aprés la définition 3.1.3, cette fonction

d
D ai)? | logp = —m(L(f?, ), 1)z + 0 (V).
j=1

p?<z

3.3.6 Existence de la distribution limite

On utilise la fonction Gy de la proposition 3.20,

m(L(fv ')76}“,0)

Bro

GﬁT(l‘) = 5f,0:%

— > 2Re <m(L(f, -),,Bﬂo—i-i’y)xw).

- Bro+iv
’YGZf (1)

On reprend le résultat du lemme 3.25 ot on évalue ¢( f, z)z =% grace a 'expression (3.6) que
Pon coupe selon 'expression (3.7). Alors on peut évaluer chacun des termes. Le lemme 3.24
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permet de séparer le terme ¥; en la fonction Gy () avec un terme de reste. On utilise
ensuite ’expression (3.9) et la borne pour X3 venant du lemme 3.22. On a donc

Ep(z) = Grr(z) + Of (ﬁfﬁf’T_Bf"O (log T)2> —es(x,T) +oy(1) (3.11)

ou le second terme disparait si on suppose I’hypothése de Riemann vérifiée. Commencons
par montrer que la fonction Gy a une distribution logarithmique limite.

Lemme 3.26. Soit T' > 2. La fonction Gy a une distribution logarithmique limite pyp.

Démonstration. La preuve est une conséquence du théoréme de Kronecker—Weyl (théo-
réme 3.18) et suit 'idée de la preuve de [RS94, Lem. 2.3] (voir aussi [ANS14, Prop. 2.4|).

Ordonnons ’ensemble des zéros de partie imaginaire inférieure & 7' : on écrit Z;(T) =
{7, ;7N ()} Fixons une fonction g : R — R continue bornée et lipschitzienne. On peut
associer & g la fonction de N(T') variables suivante

N@) - aimy,
g(t) = mr— 2Re - 3.12
i) =g | my—2me | 3 5o 3.12)

cette fonction est continue sur le tore TV, On a

Y Y
y _ - (M YN(T)
/2 9(Gyrr(e”))dy /2 g (—Qﬂ_y, T y) dy.

Le théoréme de Kronecker—Weyl permet de conclure : la distribution w7 est la tirée

en arriére de la mesure de Haar normalisée sur 'adhérence du groupe & un paramétre
{(Zy,..., B0y) y € RY/ZNT) dans TN, O

On peut maintenant utiliser I’expression (3.11) pour montrer que la fonction E; a une
distribution logarithmique limite. Soit g une fonction continue bornée Cy-lipschitzienne,
on a

/ (B () dy = / " (Grlendy + 0y (09 / ' ewa,wﬁ)dy) (3.13)
Y
+0, (¢, [ lester.Ddy) +ortcy)

On divise I’expression par Y, et on prend les limites inférieures et supérieures quand Y —
o0o. On peut borner ces limites en utilisant le lemme 3.26 pour remplacer la limite pour
G par la distribution logarithmique limite, et le lemme 3.23 avec I'inégalité de Cauchy—
Schwarz pour borner le terme venant de 7. On obtient

logT 1Y
g(t)dpuy, +O( ><hm1nf/ g(Er(e?))dy
| ot®rinsr+0; (0,5 7 | atEsen)

. I
< limsup Y/2 g(Ef(ey))dy < /Rg(t)d/ﬁfj + Oy <

Y —oo

logT

\f

Comme on peut prendre T arbitrairement grand, les limites inférieures et supérieures
coincident, donc la limite existe.

) . (3.14)

On applique enfin le théoréme de Helly & la suite des mesures de probabilité (1 f7)7r>1,
de la méme fagon que dans la preuve de [ANS14, Th. 2.9]. Cela assure que la limite obtenue
est bien une mesure.
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3.3.7 Calcul de la moyenne et de la variance

Commencons par montrer que la distribution p; a une décroissance exponentielle a
Pinfini.

Lemme 3.27. On a
pr(R—[ms—R,my+ R]) <5 e~es(DVE,

Démonstration. D’aprés les propriétés de répartition des zéros des fonctions L analytiques
(proposition 3.4) on a

. xi'y 1

YEZH(T) 1€Zp(T
< (logT)%.
On en déduit que pour tout 7', la fonction G (e¥) est bornée. Donc la mesure p1f7 a un

support compact inclus dans un intervalle [my — c(log T)2, m¢ + c(log T)?] ot ¢ ne dépend
que de f. D’apres l'expression (3.14), on a

pi(R = [my — c(logT)*,my + c(log T)?]) = Oy <10¢ng> '

Prenons R = c(logT)?, on obtient le résultat annoncé. O

La distribution p; a une décroissance exponentielle, elle a donc des moments finis. On
calcule la moyenne et la variance pour conclure la preuve du théoréme 3.19. Ces calculs se
font en étudiant d’abord la méme question pour 7 puis en faisant tendre T" vers 'infini.
Fixons d’abord T' > 2, on a

1 Y
td = lim — \d

Y wy

. -
—00 JCZH(T) Bf,o + 2y

=g~ Jim 0[S om(L(f, ), Bro+ i)

Yoo Ve () |Bro + ][]

car la somme est finie. La limite quand T" — +oco est donc

/ tdpy = my.
R

Pour le calcul de la variance, on ne peut plus utiliser la linéarité. On revient au cas
général. Pour T' > 2 fixé, on utilise la fonction

Gsr(z) =ms — Z 2Re (MS(’Y)W>

+1
eZ5(T) ﬁs,o 8l

ou, pour vy € Zg, on note comme dans I’énoncé du théoreme 3.19,

MS(’Y) - Z a’fm(L(f7 ')7 53,0 + Z’Y)

fes
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Calculons la variance pour la distribution ps 7. On a

2
[1t=msPdusz = pm < / <M8<v>ew N Ms(—7)6m> "
R 7 Bo + iy Bo — iy

VEZL(T
- Ms()\) /Y i(y—A
-] -l i(v=Nyq

Yeo Y Z 50 —|— ny (Bo —iA) c Y

ot la somme porte sur les v, A dans Z5(T) U (—Z%(T')). Le terme diagonal X\ = v est le
terme principal égal a
3 2|Ms(v)?

3
reza(T |/BSO + 17|

L’autre terme tend vers zéro quand Y — oo et T est fixé. Suivant le raisonnement de
[Fiol4a, Lem. 2.6], on obtient

’ 2

2|Ms(v)
t —msl?dus = _—
/R| sldps Z Bs,o + iv|?

YEZS

3.3.8 Question de la dépendance en le paramétre f

On se demande ce qui se passe si on ne fixe pas f mais qu’on le fait varier dans une
famille, ou que l'on fait varier le degré de la fonction L. On reprend (3.13) en faisant plus
attention a la dépendance en f. Pour toute fonction g continue bornée lipschitzienne, on a

v/ By ey = & / " 0(Gyr(e)dy + O, (lg“gfm / " ey(ﬁfvT_ﬂf’O)dy>
2 2 2

log(q(f)T) , log(a(f)T)3/?
+Og@z N Ao >

Y
+0, (; | dtogats) + dye v ey)ewa,o)dy) |

De nouveau dans cette expression, le deuxiéme terme disparait si on suppose I’hypothése
de Riemann généralisée pour les fonctions L de la famille. Le facteur r(f,z) vient du
lemme 3.25 ot on n’a pas explicité la dépendance en f. On a r(f,xz) — 0 quand x — +oc.
Ignorons ce terme pour le moment, alors le troisiéme terme est

O(f@mgwwy)

On a donc une condition liant Y et f si 'on veut faire varier les deux en méme temps.
Cependant on voit avec le troisiéme terme que si l'on fait varier f de facon & ce que
q(f) — 400 ou d — 400, le paramétre T' devra varier aussi pour que le terme obtenu
soit encore un terme de reste. Le probléme est qu’alors tous les termes dépendent de f.
Le fait de faire tendre f vers une limite ne permet donc pas de déduire que la suite des
distributions limites py admet une limite. Dans le cas précédent dans I'expression (3.14),
les limites inférieures et supérieures ne dépendaient pas de T et ils donnaient donc une
information fixe quand 7" tendait vers I'infini. Un tel raisonnement semble difficile lorsque
f varie.

Cependant si on sait par un autre moyen que la suite des py converge, alors la limite
sera la distribution limite de la limite des Ej.
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3.4 Exemples d’applications

3.4.1 Courses entre classes de congruences modulo un entier

On peut retrouver les résultats [RS94, Th. 1.1, Th. 1.2] dans le cas d'une course de
nombres premiers entre deux classes de congruences a et b modulo un entier g. On applique
le théoréme 3.19 & l’ensemble des fonctions L de Dirichlet associées aux caractéres non
triviaux modulo ¢ :

S={L(x,") : xmod ¢,x # xo}

avec les poids a, = %q)(x(a) —x(b)). En particulier, on a certains de ces résultats incon-
ditionnellement & GRH.

Théoréme 3.28. Soit ¢ > 3 un entier et a Z b deuz classes inversibles modulo q. Posons
Bao = sup{Re(p), Ix mod q,x # xo, L(x, p) = 0}.

La fonction

log(z

xﬁq,o

~—

Eyap(z) =

admet une distribution logarithmique limite pg.qp sur R. Il existe C' une constante positive
(dépendante de q) telle qu’on ait

Nq;a,b(R - [_A7 A]) < exp(—C\/Z).

(m(z;q,a) — m(x;q,b))

De plus si GRH est vérifiée pour les fonctions L de Dirichlet de caractéres modulo q (i.e.
Bo,g = 1/2) et si L(x,1/2) # 0 pour tout x mod ¢, x # xo. Alors la distribution figqp a
pouT moyenne
Mgas = Y, (x(b) = x(a)).
x mod ¢
x*=xo
En particulier on a prouvé [RS94, Th. 1.1] inconditionnellement. En suivant I'idée de

la remarque 45, on déduit du calcul de la moyenne sous GRH que si le biais existe (voir la
sous-section 3.5.1) alors

1. si ab~! est un carré, le biais est égal a % (il n’y a pas de biais),
2. sinon le biais est en direction de la classe qui n’est pas un carré modulo q.

Ce qui est bien le résultat de Rubinstein et Sarnak [RS94, Th. 1.4] dans le cas des courses
& deux concurrents. On a ainsi ce résultat conditionnellement & GRH et & I’'une des conjec-
tures permettant de garantir que le biais est dans la direction du signe de la moyenne (voir
la remarque 45), par exemple la conjecture 3.13 ou la conjecture 3.14 qui sont toutes deux
plus faibles que LI.

Poursuivant I'idée de [RS94] et [Fiol4b|, on peut aussi s’'intéresser a la course entre
résidus quadratiques et non résidus quadratiques modulo un entier q. On prend cette fois

S={L(x,"): xmod ¢,x # X0, X* = Xo}

avec pour tout x, a, = ﬁ = [(Z/qZ)* : (Z/qZ)*?P]~1. On obtient ainsi le résultat
suivant.

Théoréme 3.29. Soit ¢ > 3 un entier. Posons
Bfg = sup{Re(p), Ix mod ¢, x # xo0, x> = X0, L(x, p) = 0}.
La fonction
log(x)
Egrnr(z) = ———5((p(q) — Dm(z;9, R) — m(2:¢, NR))
plq)x’ao
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admet une distribution logarithmique limite pig,r Nr sur R. Supposons de plus que GRH est
vérifiée pour les fonctions L de Dirichlet de caractéres réels modulo q et si L(x,1/2) # 0
pour tout x mod ¢, X # X0, x> = Xo. Alors la distribution Hq;:R,NR @ POuT moyenne

L —pla)

et = hlg)

On retrouve notamment [RS94, Th. 1.1] dans ce cadre (voir aussi [Fiol4b, Lem. 2.2|)
inconditionnellement. On remarque que la moyenne obtenue conditionnellement & GRH est
toujours négative, elle s’éloigne de zéro quand il y a peu de carrés modulo g. On retrouve
donc bien l'idée de [Fiol4b| qui est de chercher des courses avec un biais arbitrairement
proche de 1 dans les courses entre résidus quadratiques et non résidus quadratiques modulo
les entiers qui ont beaucoup de facteurs premiers.

On peut généraliser ces résultats a des courses du genre

Yoo - D M)

p=a [mod q] p=b [ mod ¢]
p<w p<w

ou

pl@)=1) > M- D, Nb)

p=0 [mod (] pZ0 [mod ¢]
p<z p<w

ou f est une forme modulaire primitive holomorphe cuspidale et pour tout premier p,
Af(p) est son coefficient de Fourier en p. En effet la famille des tordues L(f ® x,s) pour
x parcourant les caractéres modulo un entier g est bien une famille de fonctions L ana-
lytiques selon la définition 3.1 (voir par exemple [Cog04]). On peut donc appliquer le
théoréeme 3.19 & lensemble de fonctions S = {L(f ® x,s) : x caractére modulo ¢} ou
S = {L(f ® x, s) : x caractére modulo ¢, x? = xo} avec les poids a, comme précédem-
ment. On aura de nouveau l'existence d’une distribution logarithmique limite associée aux
fonctions normalisées. Pour en déduire des informations sur le biais, il nous faudrait ce-
pendant plus de connaissances sur les zéros des fonctions L tordues.

3.4.2 Biais de Chebyshev et nombres premiers de la forme a? + Db?

Dans 'article [SB85], les auteurs donnent plusieurs exemples de fonctions L de degré
2 qui ne viennent pas directement de courbes elliptiques mais de surfaces K3. On définit
les trois fonctions L suivantes :

_D -1
= I (e ()
pl2D p
pour D =4, 2 et 3, avec
0 si (i) =0ou —1,
ap = 2_pp2 P
2G_T si p s’écrit sous la forme a? + Db?.

D’aprés [SB85, Th. 14.2], ces trois fonctions L coincident avec des fonctions L de formes
paraboliques de poids 3, de niveau 4D. En particulier ce sont des fonctions L analytiques
qui satisfont la définition 3.1.

Remarque 49. Dans le cas D = 4, ce résultat était déja connu de Schoeneberg [Sch53].
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Ainsi, on peut étudier le signe des fonctions

log(x) Z a®? — Dv?

22—
xPp.o a? + Db?
p=a?+Db2<zx

ED(JJ) =

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 3.30. Pour D =4, 2 et 3, la fonction Ep admet une distribution logarithmique
limite dont la moyenne est —w — 01 ) <0.
27

Démonstration. Pour tout p, on a aq(p)as(p) = ( ) donc la fonction L donnée par le

=T (2)r)

p

=D
p

carré alterné est

qui est holomorphe et ne s’annule pas en s = 1. De plus d’aprés [MW89, App.], la fonction
L(fp ® fp,s) = L(A2fp,s)L(Sym? fp,s) a un pole simple en s = 1. On en déduit que
la fonction L(fg),s) = L(A%fp,s) 'L(Sym? fp,s) a un pole d'ordre 1 en s = 1. Le
théoréme 3.19 permet de conclure. O

En particulier sous GRH pour la fonction Lp(s), suivant I'idée de la remarque 45, si
le biais existe pour la course définie par Ep alors il est en direction des valeurs négatives.
Ce résultat laisse imaginer que dans la décomposition p = a? + Db?, le terme Db? est
souvent plus grand que le terme a?. On a tracé les figures 3.1, 3.2 et 3.3 qui correspondent
respectivement aux courses entre a® et —Db? pour D = 4,2,3. On a utilisé pour cela
lalgorithme de Cornacchia implémenté dans SageMath [SD16| pour obtenir les valeurs des

fonctions 5 5
a“ — Db

Sp(z) := g 5
p=a?+Db2<x a*+ Db

pour z variant de 0 & 2.107. Les graphes obtenus rendent assez crédible le fait que les
courses sont biaisées vers les valeurs négatives.

Remarque 50. Dans le cas D = 4, le résultat est lié a la répartition des angles des
premiers de Gauss. Une telle étude utilisant les caractéres de Hecke sera approfondie dans
un article & venir.

3.4.3 Formes automorphes sur GL(m)

On a évoqué dans ’exemple 12.4 le cas des fonctions L associées & des représentations
automorphes cuspidales unitaires irréductibles de GL(m) avec m > 2. Supposons la conjec-
ture de Ramanujan—Petersson vérifiée pour ces fonctions, alors on est dans le cadre de la
définition 3.1. Si la représentation 7 est auto-duale, on peut appliquer le théoréme 3.19 a la
fonction L(m, s). On peut donc définir la course de nombres premiers associée a cette fonc-
tion. La fonction Er(z) = ;%f’; o 2 p<z Ar(p) admet une distribution logarithmique limite
ur dont on a une formule pour I'espérance.

Si on suppose que 'hypothése de Riemann est satisfaite, on s’intéresse au comportement
en 5 = 1 de la fonction L(7®),s) = L(Sym?7,s)L(A?r,s)~" pour estimer I’espérance.
Dans le cas ou la représentation 7 est irréductible et non triviale, [Shad7, Th. 1.1] assure
qu'aucune des deux fonctions L(Sym?m,s), L(A%r,s) ne s’annule en s = 1. Suivant la
discussion dans l'introduction de [BG92], on a L(r ® m,s) = L(Sym?7,s)L(A%7,s) et
quand 7 est auto-duale, cette fonction a un pole simple en s = 1 [MW89, App.|. Donc il
ne reste pas beaucoup de choix :
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— soit L(Sym? 7, s) a un pole simple en s = 1 et m(L(f®,-),1) = —1,
— soit L(A%7, s) a un pole simple en s = 1 et m(L(f®?,-),1) = 1.

De plus il y a un critére (donné dans [BG92| par exemple) qui permet de déterminer dans
quelle situation on est. On a ainsi montré le résultat suivant.

Proposition 3.31. Soit L(m, s) une fonction L associée 4 une représentation automorphe
cuspidale unitaire irréductible de GL(m) avec m > 2. On suppose vérifiée la conjecture de
Ramanujan—Petersson. Alors la fonction Er(x) = ;%%rf) > p<z Ar(p) admet une distribution
logarithmique limite pu,. Sous Uhypothése de Riemann l’espérance de cette distribution est

my = +1 —2m(L(~w,-),1/2). En particulier m, # 0.

Suivant les idées de la remarque 45, un tel résultat laisse penser qu’'une course associée
& une représentation irréductible va toujours avoir un biais différent de %

Dans le cas m = 2, on retrouve les fonctions L associées aux formes modulaires cuspi-
dales classiques. En particulier on peut traiter le cas des fonctions L de Hasse-Weil associées
aux courbes elliptiques sur Q. C’est le sujet de l'article [Fiol4a]. Etant donné une courbe
elliptique £/Q. On étudie le signe de la fonction

log(x) ap
EE($) = E =
PE0 = \/i)

ot ap = p+ 1 — Ng(p). D’aprés le théoréme 3.19 (ou la proposition 3.31), la fonction
Eg(xz) admet une distribution limite pg, de plus une variable aléatoire de loi pug a pour

’ __ m(L(E),Bo)
esperance — B

a L(A2,E,s) = ((s). donc m(L(f®),1) = 1. On retrouve donc bien de la méme facon que
Sarnak et sous I'’hypothése de Riemann la dichotomie de comportement déja remarquée
dans [Maz08| entre le cas ou le rang analytique est nul est celui ou il est non nul.

+ 01 5, - En effet, la fonction L(Sym?, E, 5) est holomorphe, et on
27 )

3.4.4 Corrélation des signes des coefficients a, pour deux courbes ellip-
tiques

Poursuivons 1’étude des termes d’erreur dans les nombres de points de courbes ellip-
tiques. On se donne deux courbes elliptiques E; et Ey définies sur Q toutes deux sans
multiplication complexe. On suppose que les courbes F; et Fo ne sont pas isogénes sur Q
ni sur aucune extension abélienne de Q. En particulier on ne peut pas obtenir une courbe
comme une tordue quadratique de 'autre. Il suffit par exemple d’étudier deux courbes el-
liptiques sur Q de rangs algébriques différents. Pour les applications numériques on prendra
les courbes dont le modéle affine est

Ei: P 4+y=a—zet By: > +y=2a®+22— 2. (3.15)

La courbe E; est de rang 1, et la courbe E5 est de rang 2.

D’apreés les résultats sur la modularité (JWil95], [TW95], [BCDTO01]) on peut associer
a Iy et Ey des formes modulaires cuspidales de poids 2, fg, et fg,. Comme on I'a déja
remarqué dans I’exemple 12.3 on peut faire le produit de Rankin-Selberg des fonctions L
associées. La fonction L(fp, ® fg,,-) vérifie pour tout p premier A\(p) = a,(E1)a,(E2)/p
et c’est une fonction L analytique selon la définition 3.1.

Cela découle de [Ram00, Th. M|. En effet le fait que E; et E3 sont non isogénes
garantit que fg, # fg,, et comme par hypothése, E; et Es ne deviennent pas isogénes
sur une extension quadratique de Q la fonction L(fg, ® fg,,) est associée a une forme
automorphe cuspidale sur GL(4). On en déduit les points 1 et 2 de la définition 3.1, le
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point 3 a déja été évoqué dans 'exemple 12.3, on pourra aussi voir la preuve du lemme 3.32.
On peut donc appliquer le théoréme 3.19, pour étudier la quantité

log(2) < ap(E1)ay(E)
E(x) = .

p<w

Autrement dit on étudie les corrélations entre les signes des a, des deux courbes elliptiques.

Remarque 51. Dans cette situation — on suppose que E; et Ey ne sont isogénes sur
aucune extension abélienne de Q — une version plus forte de la conjecture 3.3 pour la
fonction L(fr, ® fg,) est démontrée (voir [Har09, Th. 5.4]).

Pour calculer la moyenne de la distribution limite il nous faut connaitre ’ordre d’annu-
lation de L(fg, ® fr,,s) en s = By (ou en 1/2 sous ’hypothése de Riemann). Cela peut-il
dépendre des ordres d’annulations correspondants aux fonctions de Hasse-Weil de F; et
Ey?

Sous I'hypothése de Riemann, il faut aussi étudier la fonction L((fg, ® fg,)?,s) as-
sociée (voir la définition 3.1.3). On sait calculer I'ordre du zéro en s = 1 de cette fonction.

Lemme 3.32. On suppose que Ey et Eo ne sont isogénes sur aucune extension abélienne de
Q. Alors, la fonction L(A*(fg,®fg,),-) est holomorphe et la fonction L(Sym?(fg, ® fg,), ")
a un pole d’ordre 1 en s = 1.

Démonstration. On écrit pour i = 1, 2,

L(fp.s) = [JA—mp ) 1 —mp)

p

Donc d’aprés la définition 3.2 on a

LN (fe, ® fr)es) = [] [T (=720 ) 0 =72 ) (1 —p )~

p =12
= L(Sym2 fE1>3)L(Sym2 fE27 5)'

Comme on I'a déja vu dans la sous-section 3.4.3, pour i = 1,2 la fonction L(Sym? fg.,-)
est holomorphe. De la méme fagon

L(Sme(fEl ® fE2)> 8) = L(Sym2 fEl ® Sym2 sza S)C(S)

Or comme les courbes E; et Fo ne deviennent pas isogénes sur une extension quadratique
de Q, on a (e.g. [Ram00, Th. 4.1.2]) Sym? fg, 7 Sym? fg, comme représentations. Ainsi
d’aprés [MW89, App.], L(Sym? fg, ® Sym? fg,, s) est holomorphe et ne s’annule pas en
1. O

On peut donc conclure sous I’hypothése de Riemann.

Proposition 3.33. Soient F1 et FEy deux courbes elliptiques sur Q sans multiplication
compleze. On suppose que les courbes ne sont isogénes sur aucune extension abélienne de
Q. Sous Uhypothese de Riemann pour L(fr, ® fg,,"), la fonction

E(z) = loig) Z ap(El)pap(E2)

p<z

admet une distribution logarithmique limite d’espérance strictement négative.
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FIGURE 3.4 — Valeurs de Sg, g, () dans l'intervalle [0;5.109]

Démonstration. D’apreés le théoréme 3.19 et le lemme 3.32, sous I’hypothése de Riemann,
la fonction E(z) admet une distribution logarithmique limite d’espérance égale a

_Qm(L(fE1 ® fE2> ')7 %) —-1<0.

On peut aussi appliquer directement la proposition 3.31, en effet la représentation associée
a fg, ® fr, par [Ram00] est bien irréductible. O

On déduit de ce résultat que pour deux courbes elliptiques sans multiplication com-
plexe non isogeénes (au sens fort ci-dessus) E; et Es, les coefficients a,(E1) et ap(E2) ont
tendance & étre de signes opposés. La figure 3.4 correspond & la course entre les signes
des a,(E1)ay(E2) pour Ey et Eo comme dans 'exemple (3.15). On a tracé le graphe de la

fonction Sk, g,(x) = Zp<m M pour z variant de 2 & 5.10° grace a I’algorithme de
comptage de points des courbes elliptiques implémenté dans SageMath [SD16] (et utilisant

pari) par J. Cremona.

3.4.5 Jacobienne de courbes modulaires

Soit ¢ un nombre premier. On étudie la course de nombres premiers pour les sommes de
coefficients de toutes les fonctions L modulaires de formes primitives cuspidales de poids
2 et de niveau ¢. La fonction L associée & cette course est le produit fini

[T L9 = Lldo(a). ),

fesSa(g)*

ot Jo(q) est la variété jacobienne de la courbe modulaire Xo(g). La factorisation de la
fonction L de Jy(gq) est un résultat de Shimura [Shi94|. On a déja vu que les fonctions
L(f,s) pour f parcourant I’ensemble des formes modulaires cuspidales classiques sont
analytiques selon la définition 3.1, donc la fonction L(Jy(q),-) qui est un produit de telles
fonctions est aussi une fonction L analytique. On peut lui appliquer le théoréme 3.19 : la

fonction |
og(
E o) () = 5J0q)oz Z A
p<z f€S2(q)*

admet une distribution logarithmique limite 1 7,4 et on a une formule explicite pour son
espérance. Sous I’hypothése de Riemann la valeur de 'espérance dépend de la multiplicité
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du zéro en s = 3 de L(Jo(q),s). Comme il est classique de penser que les fonctions L
de formes cuspidales sont « toutes »de rang 0 ou 1 et qu’il y en a autant de chaque,
en supposant la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, on ([Bru95]) fait la conjecture
suivante.

Conjecture 3.34. Supposons U’hypotheése de Riemann vérifiée pour L(Jo(q),s), pour tout
q premier. On a

1\ 1 .
m (LU ) 3 ) ~ 31820
lorsque ¢ — 0.

Des résultats dans cette direction ont été prouvés par Kowalski et Michel (JKMO00a] et
[KMOOb]). Les auteurs montrent inconditionnellement qu’il existe deux constantes expli-
cites ¢ < % < C telles que

c|S2(q)*| <m(L(Jo(a),-),1/2) < C[Sa2(q)"],

pour tous les premiers ¢ suffisamment grands.

La conjecture 3.34 nous laisse imaginer un rang trés grand, donc potentiellement une
moyenne loin de zéro. Cependant on va voir que cette valeur se compense bien avec la
multiplicité du zéro en 1 de la fonction L(Jo(q)®,-). L’idée est que si 'on considére toutes
les formes primitives de poids 2 et de niveau ¢ en méme temps, et en supposant que la
moitié a rang 0 et 'autre moitié rang 1, on pense que la moitié va donner un course biaisée
vers les valeurs positives et I’autre moitié une course biaisée vers les valeurs négatives. Plus
précisément on a le résultat suivant.

Théoréme 3.35. Supposons que pour tout premier q assez grand, [’hypothése de Riemann
est satisfaite pour la fonction L(Jo(q),-). Alors la fonction

B
Ejo(q) (@ Og Z Z Af

p<z feSa(q

admet une distribution logarithmique limite. Si on suppose vérifiée la conjecture 3.84, son
espérance est 0q—o0(]52(q)*|) et sa variance est > |Sa(q)*|.

Remarque 52. 1. Cette fonction L ne provient pas d’une représentation irréductible
comme & la sous-section 3.4.3, on peut avoir un m(L(f?), 1) # +1.

2. On est dans la situation ou la variance est assez grande par rapport a I’espérance.
Cela laisse penser a une possible dissipation du biais quand ¢ — 400. Cependant le
rapport n’est pas assez petit pour pouvoir prouver la dissipation : il nous faudrait

M9 () pour cela, c’est-a-dire un meilleur terme d’erreur dans la conjecture 3.34.

Démonstration. Commencons par calculer la multiplicité du zéro en s = 1 pour la fonc-
tion L(Jo(¢)?,s). On regarde pour cela les zéros locaux des fonctions L(A%(Jo(q)), ) et
L(Sym?(Jy(q)),-) pour les factoriser sous une forme plus simple.

Fixons f € Sa(q)* et notons ay(p), ay(p) ses zéros locaux. On a af(p)as(p) = 1 si
p 1 q. Donc

LN (Jo()), 8) = Go()* @ [T L(f @ £, 5)
f#F

et

L(Sym*(Jo(q)),s) = [[ L(Sym?® f.5) [] L(F @ [, 9).
f FAF
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Ainsi, la fonction L(A%(Jo(q)),-) a un pole d’ordre [S3(¢q)*| en s = 1, et la fonction
L(Sym?(Jo(q)),-) est holomorphe au voisinage de s = 1 et ne s’y annule pas. Finale-
ment la fonction L(Jy(q)®?),-) a un zéro de multiplicité m(L(Jo(q)?),-),1) = |Sa(q)*| en
s=1.

Le théoréme 3.35 est donc une conséquence du théoréme 3.19, en supposant 'hypo-
these de Riemann généralisée et la conjecture 3.34. Dans cette situation ’espérance de la
distribution logarithmique limite est

1

2 (L(h(a) ), 5 ) = 19200 = o[S2(a)").

Enfin la variance est

« m(L(Jo(q), ), 3 + iv)? * 1
Z ( ( 0((1(1)+ '>y2§ 7) > Z (1 + 72)
L(Jo(g), A +i7)=0 1 L(Jo(g), A +iv)=0 4

7#0 #0

> log(q(Jo(q)) > |S2(q)"|.

3.5 Propriétés supplémentaires de la distribution limite

D’aprés le théoréme 3.19, étant donné un ensemble fini S de fonctions L analytiques
stable par conjugaison et des poids ay, la fonction Es(z) = >° <, > resarAs(p) admet
une distribution logarithmique limite ps. Dans cette section, on cherche des propriétés
supplémentaires de la distribution ps. Pour cela on va faire des hypothéses supplémentaires
classiques sur les zéros non-triviaux des fonctions L de I’ensemble S, en s’inspirant de celles
énoncées dans la sous-section 3.1.3.

3.5.1 Existence du biais

On a évoqué a la remarque 43 le fait que si la distribution ps est suffisamment réguliére
alors, on peut montrer 1'existence du biais. On voudrait pouvoir appliquer la formule (3.3)
a la fonction g = 19 4 ), cependant cette fonction n’est pas continue. L’idée heuristique
de cette partie est que si la mesure us n’a pas d’accumulation de masse en 0, on ne devrait
pas voir le saut de I'indicatrice. Grace a la transformation de Fourier, on transforme cette
idée en une hypothése sur les zéros des fonctions L de S, en utilisant la notion de zéros
autonomes de la définition 3.12. On obtient alors le résultat suivant.

Théoréme 3.36. Soit S un ensemble fini de fonctions L analytiques vérifiant S = S, et
soit (ayr)fes un ensemble de nombres complexes vérifiant ay=ay.

1. Supposons qu’il existe € > 0 tel que pour tout T assez grand, il existe yp € Zg(T%%),

un z€éro (T%%,T)—autonome, Alors 0(Es) existe.

2. Supposons que Zg contient au moins un zéro autonome. Alors la distribution us est
continue (i.e. us a une masse nulle sur les ensembles finis).

3. Supposons que Z3 contient au moins trois zéros autonomes. Alors la distribution ps
a une densité ¢ € L' (i.e. dus(z) = ¢(z)dx).
4. Supposons que la somme
>

VEZS v
v autonome

est divergente (congecture 3.13). Alors la distribution pus a une densité lisse ¢ € C™
a décroissance rapide.
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Remarque 53. 1. Les hypotheéses faites ici sont de force croissante, mais elles sont
toutes plus faibles que I'hypothése LI (conjecture 3.10) utilisée dans [RS94] pour
montrer I'existence du biais.

2. On rappelle que l'existence de d(Es) implique que 'ensemble {z > 2 : Es(z) > 0}
admet une densité logarithmique. Nous avons donc prouvé l'existence de la densité
logarithmique pour de tels ensembles sous une condition assez faible.

3. Dans la situation 4, selon [MN] on peut aussi déduire que la distribution us est
supportée dans tout R. En particulier il n’y a pas de biais extréme, chacun des
concurrents prend la téte de la course une densité positive de fois. On revient sur le
support de la distribution ps dans la sous-section 3.5.3 en faisant d’autres hypothéses.

Démonstration. La preuve de ces résultats part de la méme idée que [RS94, Part. 3.1] : on
commence par calculer la transformée de Fourier des distributions limites s 7. On a

. ' M e2imty
fis(§) = / exp | —i§ [ ms —2Re Z B(’Y)—i—l dt
Ar 2y Psotiy
E/ H 621'7”&.Y
— e~ ims exp <z£2 Re < (v ))> dt
AT ez Bs,0 + iy
ot Ar est l'adhérence topologique du groupe a un paramétre {(;—;y,,%y),y €

R}/ZNT) dans TN,
Dans la situation 1, pour T assez grand, on a un élément vy € ZS(Tf_E) (T%_E,T)—
autonome. On peut traiter différemment 'intégrale selon cette direction en écrivant Ap =

T x A/, on sépare l'intégrale :
€2i7rtﬁ,
exp | €2 Re (M ,))dtx
(ie2re (M0

pstT(§) =e ””55/ H{
e?iﬂe
E2Re | M - do. (3.16
/I‘exp <Z5 e( (VT)ﬁS,OJrWT)) (3.16)

Ar vE€Z(T
On reconnait que l'intégrale sur T est la 0-éme fonction de Bessel du premier type :

o (i e2im? B 26 M (yr) )
/Te p (z§2 Re <M(7T>/35,0 n Z"YT)) do = Jy ( 75570 Tirl)

On a une estimation des valeurs des fonctions de Bessel (voir par exemple [Wat95]) : pour

z €R,
. 2
\MMSM«L).
T

En bornant trivialement I'intégrale sur A/, par 1, on obtient une borne pour la transformeée
de Fourier de psr pour T' assez grand :

Pso+ivr
&M ()

1}

X 26M (yr)
s O] < |0 (| 7200

< min (1, ) . (3.17)

Revenons a l'existence du biais, on veut montrer que les limites

1 /Y
lim sup Y/ 1>0(Es(e¥))dy
2

Y-

101



et

Y-

1 Y
lim inf/ 1>0(Es(e?))dy
Y 2 -

coincident. On approche la fonction indicatrice par une fonction continue bornée et lip-
schitzienne. On écrit 159 = gn + (150 — gn) Ol gy, est la fonction n-lipschitzienne vérifiant

0 six < —1/2n,
gn(z) =< 1 six>1/2n,
nx +1/2 sinon.

Ainsi les fonctions g, et |[1>0 — gn| sont bornées continues et n-lipschitziennes. On a donc :

Y —oo

Y
fim 3 [ Gy = [ oult)dnsr(t)

et il en est de méme pour la fonction |19 — gy |. Ensuite en prenant 7" arbitrairement grand
on s’approche de la distribution limite pgs. Plus précisément on a

)

I IR
< lim inf Y/ 1>0(Es(e¥))dy < limsup Y/ 1>0(Es(e¥))dy
2 2

Y —o0 Y —oo

/ gn(t)dpsT — / |1>0 — gnl(t)dusr + Os <n
R R

< /Rgn(t)dus,:p + /Rllzo — gnl(t)dusT + Os (nlof/g)> . (3.18)

De plus on peut borner les pus7(|1>0 — gn|). D’aprés la formule de Parseval (voir par
exemple [Kat04, Th. VI.2.2]) on a :

/\120 — gnldust —/ QHMﬂS,T(f)dE
R R

52
1 4n
[ d an, . d
<[ gplsr@laes [ Glisr©lde

en choisissant de couper & un a(n) < 2n. D’aprés la majoration (3.17), on a :

2a(n) +/£ 4nﬁd§

/ 150 — gnldus T <
R

2n [>a(n) |£|5/2
< aln)  nyAT
n a(n)3/2’
Prenons n = VT1=¢ et a(n) = n'~5, alors comme 7 < T%_g, les termes de reste dans

Pexpression (3.18) tendent vers 0 quand 7" — +00. On en déduit que les densités inférieure
et supérieure coincident, donc on a prouvé le point 1.

Pour 2, on revient a l'expression (3.17) mais cette fois le zéro autonome ne dépend
plus de T. On a donc une borne comme en (3.17) indépendante de 7" pour tout 7' > ~r,.
En faisant T" — 400 on obtient la méme borne pour jis. Alors le fait que la distribution
s est continue est une conséquence d’un théoréme de Wiener (voir par exemple [Kat04,
Th. VI.2.11]). En effet ce théoréme de Wiener assure qu'une mesure p est continue si et
seulement si

N Y LA
lim — [ |a(é)]°d¢ =0.
-Y

La borne obtenue dans (3.17) garantit qu’on a cette condition, donc us est bien continue.
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Pour 3 et 4 on peut de nouveau faire le méme raisonnement que précédemment. Dans
le calcul de la transformée de Fourier de us on va trouver autant de facteurs Jo qu’on
a de zéros autonomes. En bornant les facteurs Jy comme précédemment et le facteur
venant de l'intégrale sur les zéros qui ne sont pas autonomes par 1 on obtient ainsi une
borne pour la transformée de Fourier de pus. Ces bornes permettent de déduire les résultats
annoncés. En effet pour 3, on déduit que fis € L'NL2. Pour 4, de la méme facon on obtient
une majoration de fis pour tout T" qui permet de déduire que fis décroit plus vite que
toute inverse de polynéme. On montre ainsi que ps admet une densité ¢ € C>*° N L. La
décroissance rapide est une conséquence du lemme 3.27. O

3.5.2 Symeétrie

Sous ’hypothése LI (conjecture 3.10) Rubinstein et Sarnak montrent que la distribution
us est symétrique par rapport a sa moyenne. On va montrer la symétrie sous une hypothése
plus faible, mais qui repose encore sur une certaine propriété d’indépendance linéaire entre
les éléments de Zg.

Théoréme 3.37. Supposons la conjecture 3.14 vérifice : pour tout (k,)~ € Z(25) tel que
dovezskyy=00na3 .z ky=0[mod 2|. Alorsla distribution limite ps est symétrique
par rapport ¢ sa moyenne ms.

On va montrer ce résultat en montrant que pour tout 7' la distribution us r est sy-
métrique. Pour cela on va donner plus de précisions sur la mesure de Haar normalisée
venant du théoréme de Kronecker—Weyl tel qu’on I’a utilisé dans la preuve du lemme 3.26.
Commengons par reformuler la conjecture 3.14.

Lemme 3.38. Les assertions suitvantes sont équivalentes :
— pour toute combinaison linéaire entiére Z%ZS kyy =0, ky €Z, on a Zwez ky =
0 [mod 2],
— pour tout sous-ensemble fini {y1,...yn} C Zs, l'élément (%, cee %) est dans 'adhé-
rence du groupe 4 un parameétre

71 YN N
— Y, ..., — R)/Z
{(%y, ,%y),yé }/

dans TN

Remarque 54. La conjecture 3.10 est elle équivalente au fait que ’adhérence de chacun
de ces groupes a un paramétre est le tore TV tout entier. Cependant pour montrer la
symétrie il suffit de savoir que ces adhérences contiennent le point central.

Démonstration. Prenons le sous-espace Q-orthogonal a ’ensemble

. 71 TN N(T)
r=4{(+-—y,...,— R}/Z .
{(27_‘_97 ) 27‘ry)’y € R}/

N
FJ' = {(7“1,...,7‘]\[) S QN : ZTZ% = 0}
i=1

Quitte & multiplier par les dénominateurs, on ne perd pas d’information en ne considérant
que les éléments dans Z"V de cet ensemble. Alors 'adhérence de I' est I'orthogonal de son
orthogonal :

N
A= @Y ={(01,...,0n) e TV :VE € TH)> kil = 0 [mod 1]}.
i=1
Ainsi (1,...,3) € Asi et seulement si pour tout k € T'* on a SN ki =0 [mod 2] O

29
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On peut maintenant montrer le théoréme 3.37.

Démonstration du théoréme 3.37. On montre que pour tout 7' > 2, la distribution us 7
est symétrique par rapport & sa moyenne. D’aprés la preuve du lemme 3.26, la distribution
ps,1 est la tirée en arriére de la mesure de Haar normalisée w4, sur I’adhérence du groupe

a un paramétre {(Zy, ..., 3Py) y € R}/ZNT) dans TN,

D’aprés le lemme 3.38, le point (%, ey %) est dans le sous-tore Ap, donc A = A +
(%, e %) On fait le changement de variable a — a4+ (%, ey %) dans l'intégrale qui définit

ps,r- Pour tout T > 2 et pour toute fonction g continue bornée lipschitzienne, on a

/R sOduss = [ aidon,

Ar

- 1 1
:/ g<a—|—<2,...,2>>deT:/ g(2mys — t)dps,T
Ar R

ol on utilise la notation § définie en (3.12). On a g((a + (3,...,3))) = h(a) ot h est la
fonction donnée par h(z) = g(2mys — x).

En prenant T arbitrairement grand dans (3.14), on en déduit que la distribution pus
est aussi symétrique. ]

Revenons sur la valeur de I'espérance,

o= g (~TNEBs0) g vy ).

vt Bs,0

Cette valeur est non-nulle seulement si il existe un f tel que L(f, 8s,0) = 0 ou si I'hypothése
de Riemann est vérifiée pour chacune des fonctions L de I’ensemble S.

En supposant la conjecture 3.14, la distribution ps est symétrique par rapport a son
espérance. Dans le cas ot cette espérance est nulle on a (oo, 0] — [0, 00) = 0 donc pas de
biais a priori. Par contre si I’espérance n’est pas nulle, on a tendance & penser que le biais
sera différent de % Si la distribution pus admet une densité lisse (voir le théoréme 3.36.4),
on peut effectivement en déduire que le biais est en direction du signe de la moyenne.

Prenons le probléme dans l'autre sens, comme dans [Fiold4a, Th. 1.7]. Les remarques
précédentes permettent de déduire le résultat suivant.

Proposition 3.39. Soit S un ensemble fini de fonctions L analytiques stable par conju-
gaison. On suppose vérifiée la conjecture 3.14. Alors si us[0,00) — ps(—00,0] # 0, soit
Uhypothese de Riemann est satisfaite pour toutes les fonctions L de S, soit il existe f telle
que L(f,Bso) = 0.

3.5.3 Support

Dans [RS94, Th. 1.2], Rubinstein et Sarnak montrent conditionnellement a I’hypothése
de Riemann généralisée pour les fonctions L de Dirichlet que la distribution pg n 4 associée
a la course entre les carrés et non carrés modulo q est supportée dans tout R. En particulier
il ne peut pas y avoir de biais extréme (égal & 0 ou a 1). Dit autrement, la fonction Er n 4
associée change infiniment souvent de signe : chaque concurrent prend la téte de la course
une infinité de fois.

La preuve de Rubinstein et Sarnak s’adapte bien dans notre cadre plus général toujours
conditionnellement a ’hypothése de Riemann généralisée. Si 'hypothése de Riemann n’est
pas satisfaite, on suppose que la conjecture 3.8 s’applique. On peut alors montrer dans
ce cas que la distribution associée a un support borné. Précisément on a la dichotomie
suivante.
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Théoréme 3.40. Soit S un ensemble fini de fonctions L analytiques vérifiant S = S, et
soit (ay)fes un ensemble de nombres complexes vérifiant ay=ay.

1. Supposons que l’hypothése de Riemann généralisée est satisfaite pour toutes les fonc-
tions L de S (conjecture 3.6). Supposons de plus que Re(ayg) > 0 pour tout f € S, et
qu’il existe f € S tel que Re(ay) > 0, alors supp s = R. En particulier

0<38(S) <3(S) <1

2. Supposons que s > % et que la conjecture 3.8 est satisfaite pour toutes les fonctions

L de §. Alors
|Ms(y Ms(y)|
suppis  |ms— Y EOL 5
Vezs |580+W| eEs |580+W|
Remarque 55. 1. En particulier 'hypothése supplémentaire de 1 est vérifiée si I'en-

semble § est un singleton. Elle est aussi vérifiée dans le cas ou on fait la course
des nombres premiers dans les classes de congruences modulo un entier ¢ entre la
classe 1 [mod ¢| et une autre classe inversible selon la situation exposée dans la
sous-section 3.4.1.

2. D’aprés le théoréme de Kaczorowski—Perelli (théoréme 3.9), si les fonctions L de
I'ensemble S sont toutes de degré au plus d et si on a Bsg > 1 — m alors 2
s’applique, donc la mesure us a support borné.

Démonstration du théoréeme 3.40. Commengons par le point 2; plus facile.
s . . 4 [Ms (7)]
D’aprés la conjecture 3.8, la somme sur les zéros Zwe 22 135 0+
pour tout 7" > 2, la distribution logarithmique limite ps 7 a un support inclus dans I'in-

tervalle

est convergente. Donc

=S Ms(v)| ms+ Y [Ms ()]

ez \580+W| 2. 1Pso+ 1]

Cet intervalle ne dépend pas de T', donc on peut passer a la limite quand T — oo dans
Pexpression (3.14).

Prouvons maintenant le point 1. On suit pour cela la preuve de [RS94, Th. 1.2]. L’idée
est de montrer que us([A,00)) > ¢(A) > 0 pour une certaine fonction strictement positive
¢ de A. Pour cela on va minorer la mesure d’ensembles du type {y < M, Es(e¥) > A} en
minorant des intégrales de Eg(e¥) sur des intervalles assez petits pour que Eg(e?) ne varie
pas trop.

Précisément, pour € > 0 petit et t > 1 on définit

1 t+e

Fe(t) =5

Es(e¥)dy.
5% /. s(e¥)dy

D’aprés I'expression (3.11) en supposant ’hypothése de Riemann, on a

Es(e?) = mg — Z 2Re (Ms(’y) ei')’y- > —es(e,T) + o(1).

1
Ve ZL(T) 2t

D’aprés I'expression (3.8), on a

les(e?, T)| <s ye™ 2 +
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Comme la somme ) 712 est convergente, on en déduit en intégrant autour de t que

2

2 S poqar0sm00) | o </ <t+ logm) +1).
2 T T

'yEZ* (T)

On prend la limite quand T" — oo, alors

2 sin(~yt) sin(ye)
F(t) == > — Os(1) (3.19)
YEZS
pour t > 1.
On va montrer que F¢(t) est assez grande pour « suffisamment » de ¢ > 1. On commence
par étudier les fonctions auxiliaires

FET(t) ::g Z Re(MS(V))M.

2
€
~EZ5(T) i

On a

S Re(Ms() (“,5”)2

YEZS(T)

>ce Y, Re(Ms(v)) = coeN(1/e),
vEZ%(1/e)

pour un certain ¢y > 0, si 7' > 1/e. Ici on a utilisé ’hypothése Re(Ms(7y)) > 0 (avec U'in-
égalité stricte pour certains ). La fonction N est définie par N(T') := ZRe(af)>0‘Zf(T)|'
Sous I'hypothése de Riemann d’aprés la proposition 3.4 on a N(T') < T log(T).

Remarque 56. Si on ne suppose pas ’hypothése de Riemann, on n’a pas de minorant pour
la valeur de N(T'). De plus si on suppose la conjecture 3.8, on en déduit que eN(1/€) — 0
quand € — 0. En particulier, il est difficile de montrer que F; 7(e) est grand.

On cherche d’autres valeurs ou F¢ r est grande. Pour tout entier m on a :

Frrl€) = Fer((m+ 1)) €2 Y Re(Ms(3)fsin(ve) — sin(y(m + 1)e)| 22O

€
2EZL(T) 7
Re(Ms(7))
<2 me (yme) Y ST
1€Z5(T)
ou ||-|| est la distance au multiple entier de 27 le plus proche. On veut que le terme de

droite soit suffisamment petit pour assurer que FQT((m + 1)e) est assez grand. Il suffit que
m vérifie

coeN(1/e)
Re(M, ’
ZWEZE(T) ( ’ys(’Y))

max - ([|yme) < (3.20)

YEZ5(T)
alors Fr((m + 1)e) > LeN(1/e).
Remarque 57. Sion ne suppose pas '’hypothése de Riemann, la condition que ’on obtient
ici est

FeT( )
— 45(T)

max (vaGHJr!l (=250 e 91 (1 4 1)e ||) (3.21)

v€Z5(T)
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ou S(T) = 2762*( ) P{e(#‘m. Cette somme est bornée si on suppose la conjecture 3.8
vérifiée. On a pour tout ~,

1
[[yme]l +*!1 U200t 129 (m + 1)el| = 5|1 — el 7270 mEU 2.
Pour avoir 'inégalité (3.21) il nous faut donc au moins

127e]l < Fer(e),

pour tout v < T'. On a la condition 7" > 1/¢, et on a seulement une borne inférieure sur la
valeur F 7(€) > € en supposant ’ensemble Z§ non vide. La condition (3.21) semble donc
vraiment trop forte pour pouvoir étre réalisée en général.

Montrons que si la condition (3.20) est vérifiée pour un entier m, alors la valeur Fi((m-+
1)e) est aussi assez grande. Soit M un entier fixé, on pose G s 'ensemble des m tels que
1/e < m < M /e vérifiant la condition (3.20). Alors pour m € Gy, on a

m + 1)e) sin(~e)|

Fu((m +1)e) = Fuop(m + 1)6)| < % 3 bt > +o()
T<v
< QIOgT(T) r1< 64—06]\7(1/6).

On choisit T' = €2, alors le membre de gauche est borné. Ainsi, pour m dans Gy,
F((m+1)e) > ZEN(l/E)

On veut maintenant minorer la taille de ’ensemble G ;. On utilise le })rlncipe des tiroirs.
On coupe le cube N(1/¢)-dimensionnel en petits cubes de taille COEN 19 on obtient ainsi

—N(1/e
de Vordre de (%(1/6)) (1/€)

S(e=2) petits cubes. Alors il existe un petit cube qui contient au

moins N
v= (= 1) coeN (1/€)
85(e~2)
vecteurs de la forme m(y1€/27,. .., vn(1/e€/2T) pour % < m < % de la forme m =
k([1/€e] +1). On a donc v entiers m; < mg < ... < m,, pour chaque 2 < i < v on forme

I'entier n; = m; — mq, c’est un élément de Gp,. Ainsi

co log(l/e) ) elog(1/e)

Guyl>v—1 M
Gl 2 v > (8log(e_2)

(3.22)

Soit m € Gy, on va montrer qu’il y a un ensemble de y de mesure positive autour de
(m+1)e pour lesquels Es(e¥) est grand. On note A la mesure de Lebesgue sur R. On veut
minorer

A(m,€) = A ({y e [me, (m + 2)e], Es(e¥) > %‘)EN(UE)}) .
On a

(m+2)e
[ B et oy < BeN(1/e)

Donc

(m+2)e e
o [ By en oy 2 Fo(m o+ 1)) — LeN(1/9

2¢ Jone S

> %061\7(1/6).
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D’autre part, en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(m+2)e 1 (m+2)e 2 2 1/2
| B madn < 5 ([ Bse@Ray) Ao,

d’ou

(m+2)c . >
A(m,€) > 4¢? ( / Eg(ey)2dy> <§06N(1/e)).

me

On peut maintenant minorer la mesure de Lebesgue de la réunion de tels ensembles.
On a

({ye [1, M + 26, Es(e¥) > LeN(1/e) ) > = 3 Amye)
8
mEGM
—1

> z ( / e s(ey)2d1/> (Lenasg)’

eGum

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(m+2)e -1 M+2 -1
S ([ Estera) ziour (2 [ Esera)
me log(2)

mEG]y[

On utilise I'expression (3.11), et le lemme 3.23 pour T fixé. Il existe une constante c telle
que
M+2
/ Es(e¥)?dy < cM.
log(2)

Finalement en utilisant (3.22), on obtient

o c 2elog(1/¢)
1g<1/>> T (clog(1/6)?

log(e72)

On divise par M et on fait tendre M vers 'infini, le terme de gauche donne la densité
logarithmique p((%eN(1/€),00)). Ainsi prenons A = @eN(1/¢), en inversant la fonction
(décroissante) € — A = LeN(1/¢€) pour € assez petit on trouve une minoration de la forme

p((A,00)) =2 ¢(A) >0

pour A assez grand. Ce qui conclut.
On peut suivre le méme argument pour —e au lieu de €. On a

A ({y € [1,M +2€), Es(e¥) > %%N@/e)}) > M (

Fer(—€) < —coeN(1/e).
Donc en suivant le raisonnement, on obtient

p((—00, —A4)) = ¢(4) >0

pour A assez grand.
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Résumeé : Dans la premiére partie de cette thése, on s’intéresse a la suite Nx(p) [mod p]
ot X est un schéma séparé réduit de type fini sur Z, et pour tout p premier, Nx(p) est
le nombre de Fp-points de la réduction modulo p de X. Sous certaines hypothéses sur la
géométrie de X, on donne une condition simple pour garantir que cette suite différe en
une densité positive de coordonnées de la suite identiquement nulle, ou plus généralement
de suites dont les coordonnées sont obtenues par réduction modulo p d’un nombre fini
d’entiers. Dans le cas ot X parcourt une famille de courbes hyperelliptiques, on donne une
borne en moyenne sur le plus petit premier p pour lequel Nx(p) [mod p] n’est pas dans
un certain ensemble de valeurs fixées.

La seconde partie est dédiée a des généralisations de la notion de biais de Chebyshev. On se
donne une fonction L vérifiant certaines propriétés analytiques généralisant celles vérifiées
par les fonctions L de Dirichlet. On s’intéresse a la suite des coefficients de Fourier a,, pour
p premier. Plus précisément on étudie le signe de la fonction sommatoire des coefficients de
Fourier de la fonction L. On montre sous des conditions classiques que cette fonction admet
une distribution logarithmique limite. Sous des hypothéses supplémentaires on obtient de
bonnes propriétés telles que la régularité, la symétrie et des informations sur le support de
cette distribution.

Title : Algebraic and analytic properties of some sequences indexed by prime numbers

Keywords : Chebotarev Density Theorem, Algebraic varieties over finite fields, Large
and larger sieve, Chebyshev’s bias

Abstract : In the first part of this Thesis, we study the sequence Nx(p) [mod p|] where
X is a reduced separated scheme of finite type over Z, and Nx(p) is the number of F,-
points of the reduction modulo p of X, for every prime p. Under some hypotheses on
the geometry of X, we give a simple condition to ensure that this sequence is distinct
at a positive proportion of indices from the zero sequence, or generalizations obtained by
reduction modulo p of finitely many integers. We give a bound on average over a family
of hyperelliptic curves for the least prime p such that Nx(p) [mod p] avoids the reduction
modulo p of finitely many fixed integers.

The second part deals with generalizations of Chebyshev’s bias. We consider an L-function
satisfying some analytic properties that generalize those satisfied by Dirichlet L-functions.
We study the sequence of coefficients a, as p runs through the set of prime numbers.
Precisely, we study the sign of the summatory function of the Fourier coefficients of the
L-function. Under some classical conditions, we show that this function admits a limiting
logarithmic distribution. Under stronger hypotheses, we prove regularity, symmetry and
get information about the support of this distribution.
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