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Introduction

Du fait des performances croissantes des outils informatiques, I’approche numérique

en mécanique des fluides ne cesse de se développer et se présente comme un complément
précieux a l’étude expérimentale. Elle permet d’obtenir un nombre considérable d’in-
formations sur la nature de phénomenes qui ne sont pas toujours accessibles aisément de
maniére expérimentale sous peine d’influer sur la dynamique de 1’écoulement. Par ailleurs,
on peut aisément mener des études paramétriques pour des colts moindres que dans le
cadre de 'approche expérimentale.
Par conséquent, la simulation numérique des phénoménes turbulents constitue, de nos
jours, un enjeu important en mécanique des fluides. Ainsi, de nombreuses études visant a
développer des méthodes numériques permettant de disposer de simulations précises tout
en réduisant leurs cotlits ont été réalisées au cours de ces derniéres décennies. Cependant,
la simulation numérique instationnaire d’écoulements turbulents reste pour le moment
limitée a des configurations relativement simples. En effet, les mécanismes qui entrent en
jeu dans ce type d’écoulement font intervenir une gamme importante d’échelles caractéris-
tiques, tant d’un point de vue spatial que temporel. La turbulence se décrit ainsi comme
un état chaotique et par définition imprévisible. Pour étudier les écoulements turbulents,
il convient donc de faire une sélection parmi les échelles afin de n’en calculer qu’une partie
et de réduire le nombre de degrés de liberté nécessaires pour que la simulation soit réa-
lisable. La non-linéarité des équations implique un couplage entre les différentes échelles,
ce qui rend impossible leur résolution de maniére indépendante. Il faut donc tenir compte
de l'interaction entre ces échelles par des modéles. Afin de simuler au mieux la physique
complexe de ce type d’écoulement, il existe ainsi deux approches distinctes.

Tout d’abord, on peut décider de prendre en compte l'ensemble des interactions entre
ces différentes gammes d’échelles, ce qui a pour conséquence d’aboutir a des cotits de cal-
cul prohibitifs. En effet, la prise en compte d’un ensemble de structures de tailles plus ou
moins fines nécessite un nombre important de points de discrétisation. On parlera alors de
Simulation Numeérique Directe (S.N.D. ou D.N.S. en anglais pour Direct Numerical Simu-
lation). Afin de limiter les désagréments de 'approche directe, on a généralement recours
a des outils de modélisation dans le but de réduire la quantité d’échelles explicitement
résolue.

C’est notamment dans cette optique que la S.G.E. (Simulation des Grandes Echelles, ou
L.E.S. en anglais pour Large Eddy Simulation), a été élaborée. Elle repose sur une décom-
position fréquentielle des variables de 1’écoulement par ’application d’un filtre passe-bas
en fréquence. L’intérét de ce filtrage est qu’il permet de distinguer deux gammes d’échelles :
d’une part, la partie basse fréquence contient les grosses structures de I’écoulement, les-
quelles constituent sa partie motrice et sont calculées directement par résolution des équa-
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8 INTRODUCTION

tions de Navier-Stokes filtrées; d’autre part, les petites échelles, qui correspondent a la
partie haute fréquence, sont prises en compte par 'introduction d’un modéle. Cette modé-
lisation s’appuie sur des caractéristiques particuliéres de ces petites structures (isotropie,
homogénéité, universalité, ...). Pour une revue plus compléte des techniques Simulation
des Grandes Echelles, le lecteur pourra se reporter a l'ouvrage de P. Sagaut [122].

Cependant, ces hypothéses portant sur les petites échelles ne sont pas vérifiées pour toutes
les configurations de calcul. Par exemple, on ne retrouve pas nécessairement les conditions
d’isotropie des petites échelles dans les zones de proche paroi. Par ailleurs, la proportion
de petites échelles peut varier de maniére significative spatialement et temporellement, du
fait du caractére intermittent de la turbulence. Ceci nécessite alors d’adapter la modéli-
sation en conséquence, de maniére a diminuer les erreurs de modélisation dans les zones
de I’écoulement critiques pour ’approche SGE.

Une idée couramment envisagée, afin de limiter les erreurs de modélisation engendrées
dans de telles circonstances, est alors de diminuer la quantité d’échelles a modéliser. La
solution est ainsi d’adapter le maillage afin de le rendre plus fin dans les zones a risques,
au regard des hypothéses nécessaires a la modélisation. En effet, la notion de filtrage in-
troduite dans le cadre de la SGE est directement liée a la résolution de la grille de calcul :
plus le maillage est grossier, et plus la quantité d’échelles & modéliser est importante.

La notion d’adaptation de maillage est déja couramment employée dans le cadre de la ré-
solution numérique d’équations différentielles. On peut citer les méthodes A.M.R. (Adap-
tive Mesh Refinement [9, 8, 117]) dont I'objectif est d’adapter localement et de maniére
automatique le maillage a 1’échelle des mécanismes mis en jeu. L’objectif commun des
méthodes adaptatives est ainsi d’ajuster la résolution du maillage de telle maniére qu’il
soit possible d’obtenir une bonne discrétisation de ’ensemble des structures de 1’écoule-
ment. Ces méthodes adaptatives peuvent alors étre combinées avec différentes approches
portant sur la simulation des phénomeénes turbulents. C’est le cas des études concernant le
probléme de couplage entre les méthodes moyennées de type RANS (Reynolds Averaged
Navier-Stokes [114]) et SGE, chacune de ces méthodes nécessitant une précision de grille
de calcul qui lui est propre. On parle alors de méthodes hybrides [115, 136, 68|.

Face au probléme du cott excessif que représente la prise en compte déterministe de
structures de petites tailles, il est ici envisagé de traiter chaque gamme d’échelle indépen-
demment par une décomposition multi-niveaux. Pour cela, on cherche a réduire I’étendue
des grilles de calcul de haute résolution et a limiter ces grilles aux zones particuliéres
de I’écoulement qui nécessitent la prise en compte déterministe de petites structures,
comme c’est par exemple le cas des écoulements de couche limite. Un outil d’adapta-
tion de maillage est ainsi proposé dans cette étude. Cependant, une telle décomposition
multi-niveaux n’est pas sans poser un certain nombre de problémes. En particulier, une
attention toute particuliére doit étre prétée au probléme du couplage et du transport
d’informations entre les différents niveaux de résolution. Ainsi, s’il semble intuitivement
simple de transférer I'information résolue a un niveau donné vers des niveaux de résolu-
tion plus grossiers, 'opération inverse se révele plus délicate. Dans ce cas, il est nécessaire
de procéder a un enrichissement en fréquence de la solution afin de lui donner le bon
niveau fréquentiel. L’approche introduite dans ces travaux traite de maniére explicite de
la discontinuité fréquentielle qui existe entre les différents niveaux de filtrage. Plus pré-
cisément, cette derniére sera traitée par un enrichissement direct par extrapolation pour
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le couplage grossier/fin nécessaire a la définition des conditions aux limites d’une grille fine.

Le recours a I’adaptation de maillage en Simulation des Grandes Echelles n’est par ailleurs
pas un probléme simple a traiter. En effet, un grand nombre d’études a permis de mettre
en évidence les éventuelles complications numériques qui peuvent survenir lorsque 1’on
applique des calculs de SGE sur un maillage non uniforme en espace en accord avec la
répartition spatiale des structures turbulentes (voir, par exemple, [50, 143, 142, 63]). L’in-
fluence de cette erreur, dite erreur de commutation, engendrée par ce type de maillage, y
est discutée.

Mais 'impact réel des méthodes d’adaptation de maillages sur la SGE n’a pas été détaillé
d’avantage. L’objectif des travaux effectués a donc été d’étudier 'apport des méthodes
d’adaptation en terme de précision de calcul, lorsque 'on veut appliquer la SGE a des
écoulements pour lesquels les hypothéses de modélisation ne sont pas nécessairement vé-
rifiées.

Ce mémoire s’articule autour de deux grandes parties. La premiére commence par dé-
crire les grands concepts de la Simulation des Grandes Echelles. Ainsi le chapitre 1 ex-
pose la problématique liée a cette méthodologie en introduisant la notion de séparation
d’échelles qui lui est propre. Les équations de base de la Simulation des Grandes Echelles
sont également présentées dans ce premier chapitre, introduisant par la méme occasion le
probléme de fermeture sous-maille. Les différentes fermetures sous-mailles utilisées dans
la suite de I’étude sont ensuite décrites dans le chapitre 2. Le chapitre 3 introduit alors
le probléme que représente le couplage de la Simulation des Grandes Echelles avec des
méthodes d’adaptation de maillage. La démarche a plus particuliérement visé a donner
une estimation de l'erreur introduite par une adaptation temporelle du maillage. Une
approche théorique, inspirée des travaux portant sur ’erreur de commutation due a une
inhomogénéité en espace du maillage, a visé a mettre en évidence des critéres numériques
a respecter afin de limiter I'erreur introduite (chapitre 3). Une étude numérique sur un cas
de Turbulence Homogéne Isotrope (THI) a également été menée en paralléle pour valider
I'approche théorique (chapitre 4).

La deuxiéme partie du mémoire vise a évaluer plus concrétement "apport des méthodes
d’adaptation de maillage sur des calculs de Simulation des Grandes Echelles. Ainsi, afin de
confronter la méthode d’adaptation a des écoulements concrets, il a d’abord été nécessaire
d’élaborer une stratégie automatique d’adaptation de maillage. Aprés une étude biblio-
graphique des différentes méthodes de raffinement local de maillage existantes (chapitre
5), la méthode retenue dans ces travaux est détaillée dans le chapitre 6. On y décrit en
particulier le formalisme multi-niveaux, en détaillant la séparation multi-échelles consi-
dérée ainsi que les équations a résoudre a chaque niveau de filtrage. Le probléme du
traitement aux interfaces de couplage grossier/fin est également détaillé dans ce chapitre.
L’étape d’adaptation automatique de maillage nécessite 1'élaboration d’un indicateur de
raffinement adapté a la SGE et, de maniére plus générale, a tout écoulement pleinement
turbulent. Ainsi, afin de détecter de maniére automatique les zones a raffiner, il a été
choisi d’utiliser une méthode basée sur les ondelettes (chapitre 7); le principe est alors
de déterminer les zones critiques pour la SGE en recherchant un éventuel caractére ani-
sotrope des petites structures. La gestion du raffinement a également été mise au point
afin de limiter les erreurs numériques engendrées. Aprés avoir validé la démarche sur un
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cas simple, elle a été étendue a des cas plus complexes d’écoulements, pour lesquels une
stratégie d’adaptation semble nécessaire a la SGE (chapitre 8). Dans un premier temps, il
s’agit de valider I'algorithme multi-niveaux sur un écoulement de couche de mélange. Les
deux autres cas de calcul envisagés concernent le cas du canal plan, qui doit permettre de
confronter la méthode aux écoulements pariétaux, puis I’écoulement se formant en aval
d’un objet au bord de fuite tronqué.

Enfin, une conclusion et des perspectives viennent achever ce mémoire, complété par des
annexes et les publications associées.



Premiére partie

Aspects théoriques de la Simulation des
Grandes Echelles en maillage variable

11






Chapitre 1

La Simulation des Grandes Echelles

La simulation d’un écoulement nécessite 1'utilisation de méthodes numériques dans le
but de résoudre les équations de Navier-Stokes. On comprend aisément que les contraintes
a imposer aux outils numériques seront d’autant plus importantes que la configuration
de I’écoulement étudié sera complexe. En particulier, le cas des écoulements turbulents
nécessite la prise en compte de la dynamique de I’ensemble des échelles spatio-temporelles
caractéristiques de I’écoulement. Par exemple, dans le cas d’'un écoulement de dimension
caractéristique donnée L, il faudra utiliser une discrétisation spatiale qui permettra de
prendre en compte a la fois des structures tourbillonnaires dont la taille est du méme
ordre de grandeur que le domaine de calcul (i.e. L) et les plus petites structures présentes
dans ’écoulement caractérisées par 1’échelle dissipative de Kolmogorov 7). Ces deux échelles
sont reliées au nombre de Reynolds de ’écoulement par :

L_o (Rei/‘*) (1.1)
Ui

De cette maniére, la résolution totale des équations de Navier-Stokes pour un domaine
tridimensionnel de dimension L3 nécessitera d’utiliser une discrétisation en espace avec
O(Re%/A‘) degrés de liberté. En ajoutant a cela la prise en compte du rapport des temps
caractéristiques qui est de 'ordre de O(Re?i/ 4), on obtient au total Re? degrés de liberté.
Sachant que les nombres de Reynolds employés dans des applications aéronautiques varient
généralement entre 10° et 108, on comprend qu’il est trés difficile d’utiliser des simula-
tions numeériques directes qui prendraient en compte toutes les échelles présentes dans le
spectre d’énergie cinétique turbulente. De telles simulations nécessiteraient des ressources
informatiques bien supérieures a celles actuellement disponibles sur les super-calculateurs.

De maniére générale, il n’est pas indispensable d’avoir recours a une simulation compléte
de la dynamique de I’écoulement. En effet, en vue d’applications industrielles éventuelles
de ces calculs, seules les grandeurs moyennes et les grosses structures présentent un réel
intérét. En pratique, le caractére chaotique de la turbulence ne permet pas de reproduire
exactement, et de facon déterministe, un écoulement, les conditions initiales ne pouvant
étre connues avec une précision infinie.

Afin de limiter les cotiits de calculs lors de ces simulations d’écoulements turbulents, il
existe des techniques de modélisation qui offrent un substitut a la simulation numeérique
directe, en faisant une sélection parmi les échelles pour n’en calculer qu’une partie et
réduire ainsi le nombre de degrés de liberté nécéssaires pour réaliser cette simulation. Ces
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14 CHAPITRE 1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLES

méthodes reposent sur une décomposition des variables étudiées dans I’écoulement en sa
partie résolue, notée ¢, et sa partie non résolue et donc modélisée, notée ¢’ :

p=0¢+¢ (1.2)

La partie résolue ¢ représente le niveau de description le plus grossier de la solution dont
la résolution nécessite ’emploi de moins de degré de liberté que pour la variable physique
¢. Néanmoins, la non-linéarité des équations de Navier-Stokes traduit le couplage qu’il
existe entre les différentes échelles de la solution, ce qui implique que celles-ci ne peuvent
pas étre calculées indépendemment les unes des autres. Il est donc nécessaire de prendre
en compte les interactions entre le champ résolu ¢ et le champ non résolu ¢'. Ainsi, les
méthodes de modélisation de la turbulence que nous allons aborder par la suite ont pour
fonction d’introduire un modéle permettant de rendre compte de ces interactions. Par
ailleurs, ce modéle servant a représenter l'action d’un tres grand nombre d’échelles avec le
champ résolu, il sera caractérisé de modéle statistique dans le sens ou il ne rend compte
que d’une action globale de ces échelles.

Il existe différentes méthodes de modélisation de la turbulence qui se différencient par
la définition donnée au champ résolu ¢; les deux méthodes les plus fréquemment em-
ployées sont la méthode RANS (pour Reynolds Averaged Numerical Simulation) et la
méthode SGE (pour Simulation des Grandes Echelles, ou LES en anglais pour Large-
Eddy Simulation), que nous allons évoquer successivement dans les paragraphes suivants.
On peut également citer des approches moins répandues, comme les méthodes C.V.S.
(Coherent Vortex Simulation, [37]) et S.C.A.L.E.S. (Stochastic Coherent Adaptive Large
Eddy Simulation, [51]), pour lesquelles on ne résoud explicitement que les structures cohé-
rentes de 1’écoulement, ou encore les méthodes P.O.D. (Proper Orthogonal Decomposition,
[12]) pour lesquelles on ne conserve que les structures les plus énergétiques.

L’approche RANS consiste a définir le champ résolu ¢ comme étant la moyenne statistique
de la solution : ¢ = (¢), la notation (.) représentant I’opérateur de moyenne statistique.
La partie modélisée ¢’ représente, pour sa part, les fluctuations de la grandeur étudiée par
rapport a cette moyenne. Cette moyenne statistique est généralement associée directement
a une moyenne temporelle de la solution, mais ceci limite les situations envisageables avec
cette méthode aux seuls cas stationnaires. Pour les cas instationnaires, il existe néan-
moins les méthodes URANS (pour Unsteady Reynolds Average Numerical Simulation)
pour lesquelles la moyenne statistique est considérée, cette fois-ci, comme une moyenne
d’ensemble.

L’approche moyennée permet en régle générale une réduction considérable du nombre de
degrés de liberté utilisés pour la simulation, ce qui la rend plus attractive que les simu-
lations directes pour les applications industrielles. Elle entraine cependant des problémes
de modélisation de certains termes non linéaires qui apparaissent dans les équations de
Navier-Stokes moyennées. Ces termes faisant intervenir les variables non résolues, ils ne
sont effectivement pas directement calculables et nécessitent un recours a une modélisa-
tion, dont la complexité dépend de la quantité d’informations non-résolues. Cette modé-
lisation est trés complexe car elle doit rendre compte de la totalité du spectre turbulent.
Par conséquent, les modéles de turbulence RANS sont généralement calibrés en fonction
de la configuration de calcul rencontrée. Spalart et al. [133] en déduisent qu'il est diffici-
lement concevable d’appliquer I’approche RANS sur une configuration d’avion compléte.
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Par ailleurs, de nombreuses études semblent confirmer que les méthodes RANS abou-
tissent a des résultats erronés lorsqu’il s’agit de simuler des écoulements présentant des
interactions entre des instabilités et des phénomeénes turbulents aléatoires [7]. Il semble
en effet que les méthodes RANS sont trop dissipatives en présence de phénoménes turbu-
lents, ce qui empéche de rendre compte de tout couplage de ces derniers avec d’éventuelles
instabilités naturelles de ’écoulement. Par conséquent, 'application de méthodes RANS a
des configurations de calcul de plus en plus complexes s’avére limitée. Une solution inter-
meédiaire entre les approches directe et moyennée est la Simulation des Grandes Echelles.

La démarche de la simulation des grandes échelles est totalement différente, puisqu’il
s’agit ici de distinguer les différentes échelles présentes dans la solution. En effet, elle
propose de ne résoudre directement que les plus grandes échelles de 1’écoulement, qui
constituent “sa partie motrice”. L’emploi de telles méthodes fait également apparaitre des
termes non-linéaires dans les équations de Navier-Stokes, traduisant l'interaction entre
les petites échelles non résolues et les grandes échelles contenant la majeure partie de
I’énergie cinétique. Ces termes supplémentaires faisant intervenir le champ non résolu, on
a recours a un modéle appelé modéle sous-maille pour prendre en compte les échelles non
résolues. On peut ainsi faire le rapprochement entre cette méthode et d’autres démarches
classiques en mécanique, pour lesquelles nous avons également recours a des distinctions
de différents niveaux de description des phénomeénes; I’exemple le plus connu est l'inté-
gration de la mécanique particulaire statistique a plus grande échelle dans le cadre de la
mécanique des milieux continus.

La SGE s’en tient donc a ne résoudre réellement que les grosses structures de 1’écoulement
dont les caractéristiques varient énormément en fonction du type d’écoulement considéré,
les petites échelles ayant, pour leur part, un caractére beaucoup plus universel. Parmi les
avantages de cette démarche de simulation, on peut mentionner le fait qu’en appliquant
cette méthode, on peut réduire deux principaux défauts des autres méthodes mention-
nées : d’une part, I'exigence en puissance de calcul requise par la Simulation Numérique
Directe, et d’autre part, 'empirisme des fermetures en un point des équations moyennées
temporellement.

La simulation des grandes échelles représente donc un bon compromis entre la Simulation
Numérique Directe et les méthodes RANS.

1.1 Notion de filtrage

L’objectif de la Simulation des Grandes Echelles est donc de réaliser des simulations
a partir de maillages plus grossiers que ceux employés en simulation directe, pour réduire
le cotiit des calculs. Cela revient & appliquer un filtrage spatial a la solution, ce qui se
traduit mathématiquement par l'introduction d’une fonction ¢ obtenue par convolution
de la solution exacte et d’une fonction filtre. Ce filtre aura des propriétés liées au maillage
ainsi qu’a la taille de maille employée dans la simulation A, dite échelle de coupure. On
associe & cette échelle de coupure A un nombre d’onde de coupure vérifiant k. = 7/A. La
variable filtrée est donc définie formellement de la maniére suivante :

“+oo

H@,t) = G p(z,t) = ¢y, 1) Gz —y, Az, 1))dy (1.3)

Les propriétés communément admises pour la fonction filtre sont les suivantes :
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- Conservation des constantes : soit @ une constante,

a:a¢::/G@My:1 (1.4)

- Linéarité (facilement vérifiée par la linéarité du produit de convolution)

o+ =0+1¢ (1.5)
- Commutativité avec les dérivations
0o 0¢
2 _ Y 1.
95— Bs’ s=ux,t (1.6)

Ces propriétés apparaissent, en effet, nécéssaires pour obtenir une application simple
du filtrage aux équations de Navier-Stokes. Il est cependant important de souligner que
les filtres vérifiant ces trois propriétés n’ont a priori aucune raison d’étre des opérateurs
de Reynolds, c’est a dire :

b=GxGxp£d=GCxo (1.7)
¢ =G*(Id—G)xp#0 (1.8)

Ainsi, on peut affirmer que G n’est pas un projecteur mais peut étre interprété plutot
comme un changement de variable, d’ou la possibilité d’inverser ’opération de filtrage.
Par conséquent, il n’y a pas de perte d’information du fait du filtre employé. Au contraire,
un opérateur de Reynolds ne pouvant étre inversé |43], il y aurait une perte inévitable
d’information en employant un tel opérateur comme filtre.

Par ailleurs, il existe également des nuances en ce qui concerne les conditions de validité
de la troisiéme propriété. En effet, nous verrons par la suite que 'utilisation d’échelles
de coupure variables (dans le temps ou 'espace) peut entrainer 'apparition de termes
supplémentaires dans les équations de Navier-Stokes. Ces termes peuvent alors perturber
la simulation si on ne prend pas un soin particulier dans le choix du filtre employé afin de
pouvoir les négliger ou pour les modéliser convenablement (cf chapitre 3).

En pratique, on considére généralement trois principaux filtres en SGE pour réaliser la
séparation des échelles de la turbulence. Pour le cas monodimensionnel, on peut écrire les
noyaux de convolution G et les fonctions de transfert associées G pour ces filtres de la
maniére suivante :

1. Le filtre boite :

1 sl |z — 2
Gu-g={a Sl-d=3 (1.9)
0 sinon
G(k) = sin(kA/2) (1.10)

kA2
2. Le filtre Gaussien :

Gla—¢) = (#)m exp (”'27;5'0 (1.11)
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G(k) = exp (_iH) (1.12)

ol 7 est une constante, prise généralement égale a 4.

3. Le filtre porte, ou sharp cut-off :

_sin(ke(z —§)) T
Gz —¢) = Th—0 avec k. X (1.13)
oy )1 stk < ke
Glk) = {0 sinon (1.14)

Il peut étre intéréssant de noter ici que seul le filtre porte est un opérateur de Reynolds.
Par ailleurs, on vérifie facilement que les deux premiers filtres sont positifs, ce qui n’est
pas le cas du filtre porte. Pour comprendre I'intéret de 1'utilisation d’un filtre positif, on
introduit le tenseur sous-maille 7 (cette notion sera détaillé par la suite, cf relation (1.37)
)

Tij = m — ?Iﬂ[j

ou u; représente la -iéme composante du vecteur vitesse.

Par analogie avec le tenseur de Reynolds dans ’approche statistique, on introduit la
condition de réalisabilité ; le tenseur 7 est dit réalisable, ou défini semi-positif, s’il vérifie
les conditions suivantes :

Tii > 0 (1.15)
75| < \/TiTis (1.16)
det(1) > 0 (1.17)

La positivité du filtre est alors une condition nécessaire et suffisante pour assurer la
réalisabilité du tenseur sous maille 7.

1.2 Les équations de Navier-Stokes filtrées

1.2.1 Equations filtrées pour un fluide compressible

Ce chapitre est consacré a 'obtention des équations constitutives de la technique de
simulation des grandes échelles, soit les équations de Navier-Stokes filtrées. On rappelle
tout d’abord la forme générale des équations de Navier-Stokes, avant de rentrer en détails
dans ’obtention des équations filtrées et I'introduction des éventuels termes de commu-
tation.

Les équations de Navier-Stokes expriment des principes simples de la mécanique des
fluides, que sont la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie
totale du fluide considéré. En ’absence de forces extérieures, dans le cas d’un fluide New-
tonien, visqueux et compressible, les équations de Navier-Stokes, dans I’espace physique,
peuvent s’exprimer de la maniére suivante, en suivant la convention d’Einstein sur les
sommations :

ap 0

(pui) =0 (1.18)
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dpu; 0 _ Op 0
ot oz, M) = g T o, 00) (1.19)
OE D I )
o oz, ((PE +p)w;) = “on (@) + oz, (oijui) (1.20)

Les variables x; et t designent, respectivement, les variables d’espaces et le temps, p la
densité du fluide et on note u; la composante du vecteur vitesse dans la direction 7. La loi
des gaz parfaits permet de relier la pression statique p a la densité et la température du
fluide :

p = pRT (1.21)

ou R = R/M, R étant la constante des gaz parfaits et M la masse molaire du fluide
étudié. De la méme facon, I’énergie totale du fluide considéré pE peut s’exprimer de la
maniére suivante :

D 1
pE = 1 + S PU; (1.22)

Le terme pe = p/(y— 1) décrit I’énergie interne du fluide, v étant le rapport des capacités
calorifiques & pression constante (C,) et volume constant (C,) : v = C,/C,.

La composante ¢; du flux de chaleur et la composante o;; du tenseur des contraines
visqueuses vérifient les relations suivantes :

or

g = —K5— (1.23)
I 8xj
1
ou 0;; est le symbole de Kronecker et S le tenseur des vitesses de déformation :
1 (Ou; Ouj
Sij == : d 1.25
2 (0:13j * &Bi) (1.25)

La loi de Sutherland nous permet de déterminer la viscosité dynamique p en fonction de
la température du fluide :

T\*? Ty +C
ul(T) = o (T) bt

Ty étant une température de référence! et pg et C des constantes qui varient en fonction
du fluide étudié?.
Le coefficient de conductibilité thermique K est, pour sa part, lié a la viscosité dynamique
par l'intermédiaire du nombre de Prandtl®, noté Pr :

Cou(T

Pr

On trouve généralement le systéme formé par les équations (1.18-1.20) sous une forme
simplifiée ; on peut en effet substituer ce systéme par la notation compacte suivante :

ov
EH\/(V)ZO (1.26)

Ty = 273K
20 = 1,711 x 10-°Pl et C = 110, 4K pour lair
3Pr = 0.7 généralement admis pour lair
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Le vecteur V est ainsi constitué des variables conservatives de I'écoulement VT = (p, pU”, pE),
U étant le vecteur vitesse UL = (u1, ug, uz). L’opérateur N s’écrit :

V.(pU)
N(V) = V.(pUU)+Vp—V.o (1.27)
V.(pE+p)U)—-V.(0c:U)+ V.q

Les notations V et V. désignent respectivement le gradient et la divergence.

Le systéme (1.26) constitue la formulation générale des équations de base de la mécanique
des fluides. L’approche de la Simulation des Grandes Echelles va alors constituer a ne
les résoudre que pour les structures les plus volumineuses de 1’écoulement. Pour cela,
nous avons mentionné la notion de filtrage de la solution afin de distinguer ces grosses
structures. En appliquant ce filtre noté ~ ou G a I’équation compacte (1.26), nous obtenons
les équations filtrées a résoudre :

G * (%—‘t/ +N(V)> =0 (1.28)

L’objectif est alors de se ramener & un systéme d’équations portant sur les variables filtrées
V. En supposant, dans un premier temps, que les opérateurs de différentiation commutent
avec la notion de filtrage (voir chapitre 3 pour une discussion autour de cette hypothése),
le systéme (1.28) peut étre reformulé de la maniére suivante :

ov —

e + N(V) = —[Gx,N|(V) (1.29)
Le membre de gauche est directement calculable car il ne fait intervenir que le champ
résolu V. Le second membre provient de la non-linéarité de 'opérateur de Navier-Stokes
N et ne peut étre calculé simplement puisqu’il fait intervenir les variables non filtrées V.
Le membre de droite fait intervenir le commutateur défini de la maniére suivante :

[a,b](¢) = a0 b(¢) —boa(e) (1.30)

Par ailleurs, I’application du filtre SGE aux équations de Navier-Stokes va aboutir a des
équations filtrées portant sur des quantités a résoudre de la forme p¢@, ol ¢ représente
soit une grandeur thermodynamique de 1’écoulememnt, soit une grandeur cinématique.
Or seules les quantités p et ¢ sont calculées explicitement, ce qui entraine un nouveau
probléme de fermeture. Afin d’éviter cela, on va réecrire les équations filtrées en introdui-
sant le changement de variables de Favre, qui consiste & pondérer les quantités p¢ par la
masse volumique p. Les nouvelles variables sont ainsi obtenues par :

&Z%T (1.31)

et on utilise le méme type de décomposition des variables que celle définie par (1.2) :
p=0+¢" (1.32)

La premiére conséquence de l'introduction de ces nouvelles variables filtrées apparait au
niveau de ’énergie résolue. En effet, en appliquant ce filtrage a la relation (1.22) liant
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I’énergie a la pression, on obtient une nouvelle relation portant sur les variables filtrées
qui est non-linéaire. On introduit alors 1’énergie résolue pE :
gE=L_ 1Yo (1.33)
y=1 2 7
On peut alors réécrire les équations de Navier-Stokes en introduisant les variables de Favre,
différentes formulations du systéme d’équations filtrées étant néanmoins disponibles dans
la littérature. Pour une présentation détaillée des diverses formulations existantes pour les
équations filtrées, on pourra se reporter a la thése de Lenormand [71]. On se contentera
ici de donner la formulation retenue dans nos travaux.
L’équation de conservation de la masse filtrée est commune & ’ensemble des approches et

devient :
dap 0
—— +
Par ailleurs, il existe une importante similitude entre les différentes approches pour I’écri-
ture de I’équation de quantité de mouvement filtrée, que 'on peut écrire de maniére
générale :

o . 0, ___  dp 9oy 0
91 P G Pt B ™ By T

(i) = 0 (1.34)

Pl — G)) + (o5 — 75)  (1.35)

j Oz, Oz,
La partie résolue du tenseur des contraintes visqueuses 7;; est définie par :
— N (3 1+
Oi5 = 2,u <T> (SZ] — gSkkéw) (136)

Le membre de droite de (1.35) fait intervenir deux termes sous-maille. Le premier d’entre
eux est le tenseur des contraintes sous-mailles et est généralement noté 7,;. C’est par
I'intermédiaire de ce terme que ’on va modéliser ’action des petites échelles de la tur-
bulence sur les échelles résolues. En s’appuyant sur les travaux de Leonard [74], on peut
décomposer ce tenseur de la maniére suivante :

pla; — wi) = p (G — @) +7 (wf; + ) +7 (a))  (137)
— -~ N -~ s ——Z
Y Li; Cij R;;

ou L;j, C;; et R;; sont réspectivement les tenseurs de Leonard, des termes croisés et de
Reynolds. Seul le tenseur de Leonard est directement calculable puisqu’il ne fait intervenir
que les échelles résolues dont il traduit les interactions.

Le second terme sous-maille fait intervenir le tenseur o;; obtenu par filtrage du tenseur
0;;. En régle générale, on admet que la viscosité et la partie déviatrice du tenseur des taux
de déformations sont décorélées, ce qui permet de réécrire le tenseur o;; de la maniere
suivante :

1

On note généralement A; et Ay les deux termes présents dans le membre de droite de la
relation (1.35) :

07'7;]'

A = r (1.39)
g,

A2 = 8—%(O'ij—0'ij) (140)
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Enfin, de nombreuses formulations existent pour I’équation de conservation de I’énergie
filtrée. La formulation retenue ici est celle proposée par Vreman [145, 147| qui est la
forme la plus générale rencontrée dans la littérature, et pour laquelle aucune hypotheése
simplificatrice n’a été appliquée. L’équation traduisant la conservation de I’énergie totale
résolue pE s’écrit :

pE 0 (== -\ 0Q;, I . _.

avec (), le flux de chaleur résolu :

- OT

Q= (D)5 (1.42)

Les termes B; a Bz, qui représentent les termes sous-maille selon la décomposition de
Vreman et al. [147], sont donnés par :

1 o .
B, = ﬁa—%(puj—Puj) (1.43)
ou; ou;
J J
By = % (1.45)
Lj
Ot
B, = T"ja_z (1.46)
J
B = i — Oji—— 1.4
5 01] 81’]' Uzg Oxj ( 7)
0 -
BG = %(Eijui—aijui) (148)
J
0 /— .
B = 5 (@-a) (1.49)

On dispose dans la littérature d’un certain nombre d’hypothéses visant a simplifier
le systéme d’équations filtrées. En particulier, 'analyse de Vreman et al. [147] permet
de déterminer 'importance relative de chacun des termes sous-mailles apparaissant dans
I’équation de quantité de mouvement filtrée et ’équation d’énergie filtrée par des évalua-
tions a priori de ces termes dans le cas de la couche de mélange. Ainsi, cette étude montre
que les termes Ay, Bg et B; sont négligeables devant les autres termes présents dans ces
équations. Par ailleurs, les termes B3 et A; sont évalués de maniére immédiate dés lors
que le tenseur sous-maille 7;; a été convenablememnt modélisé. Le terme B4, bien que
calculable directement, est ignoré du fait de son faible ordre de grandeur. Enfin, le terme
Bs a fait I'objet de nombreuses études par le passé. En tenant compte des conclusions de
Vreman et al. montrant que 'ordre de grandeur de ce terme est faible devant les autres
termes sous-maille, et du fait de la complexité ou de la trop grande approximation des
modéles existants pour ce terme, il a été fait le choix de ne pas en tenir compte dans la
suite de ces travaux.
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Il est intéressant de noter que les conclusions de Vreman ne se limitent pas au cas de
la couche de mélange, puisqu’elles ont été confirmées par la suite par Lenormand et al.
[72, 73] sur une configuration de canal plan. Plus généralement, les travaux de Cote et al.
[24] montrent que ces conclusions semblent pouvoir s’appliquer a la majorité des écoule-
ments homogeénes cisaillés.

Alinsi, seuls les termes Ay, By, By et B seront retenus dans ces travaux et leur modélisa-
tion sera donnée dans un prochain paragraphe (cf chapitre 2).

1.2.2 Equations filtrées pour un fluide incompressible

L’écriture des équations de Navier-Stokes filtrées dans le paragraphe précédent nous
a contraint a considérer que 'opération de filtrage commute avec les différentes dérivées
partielles présentes dans les équations de Navier-Stokes. Or, nous allons voir que dans cer-
taines conditions de calcul, cette hypothése est remise en cause et qu’une attention toute
particuliére doit étre portée au terme d’erreur engendré. Afin de simplifier les notations,
nous allons ici considérer les équations de Navier-Stokes incompressibles comme point de
départ et réécrire les équations filtrées pour un fluide incompressible en mettant 1’accent
sur les termes d’erreur dus a la non-commutation éventuelle des opérateurs de filtrage et
de dérivation.
On se place ici dans le cas simplifié d’un fluide newtonien, visqueux, incompressible et a
masse volumique et température constantes. Les équations suivantes sont ainsi utilisées
dans le cadre de I’étude de la Turbulence Homogéne Isotrope et pour I’approche théorique
du probléme de commutation :

ou

E+V.(u®u)+%Vp—uV2u:O (1.50)

V=0 (1.51)

ou u, p, p et v représentent respectivement la vitesse, la pression statique, la masse
volumique et la viscosité cinématique du fluide étudié.

Afin de se ramener aux équations filtrées employées en Simulation des Grandes Echelles,
on applique ensuite un opérateur de filtrage aux équations précédentes. En se servant
de I’hypothése de conservation des constantes, on obtient le systéme d’équations filtrées
suivant :

G * <%+V.(u®u)+%Vp—uV2u) =0 (1.52)

G* (V) =0 (1.53)

On cherche & obtenir des équations portant sur les variables filtrées u et p, il faut donc
inverser ’ordre des opérations de filtrage et de dérivation présentes dans ces équations :

A B
E+V.(u®u)+;Vp—VV u=V.T
5 . (1.54)
| g 6| 4196410 Buw + 29,6l - 192, 64100

V= [V., Gx(u) (1.55)
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Il apparait de nouveaux termes dans ce systéme d’équations filtrées; tout d’abord, on
rappelle la notion de commutateur entre deux opérateurs a et b, appliqués & un champ u,
et qui s’exprime de la maniére suivante :

a,6)(u) = a0 b(u) — bo a(u)
L’opérateur B(u,v) est, pour sa part, défini par :
B(u,v) =u®wv

Enfin, le tenseur sous-maille 7 qui traduit I'interaction entre les échelles résolues et les
échelles modélisées, peut s’écrire :

7= [B(.,.), Gx|(u, u)

Dans la plupart des études menées a ce jour, on s’affranchit des problémes de commuta-
tion et on néglige les termes correspondant dans les équations précédentes; on retrouve
ainsi la forme usuelle des équations de la Simulation des Grandes Echelles.

Remarque : Une premiére conséquence de ces erreurs de commutation est que le champ
filtré n’est pas incompressible d’aprés I'équation (1.55). Ainsi, le champ filtré ne pourra
pas étre décrit comme solénoidal, au contraire du champ réel étudié et vérifiant (1.51).

Par la suite, la résolution de ce systéme d’équations pour un fluide incompressible sera
réalisée a 1’aide d’un code spectral. Il apparait donc nécessaire de réécrire ces équations
dans ’espace de Fourier.

Dans 'espace physique, on rappelle que le champ de vitesse u = (uy, ug, uz)?, exprimeé
dans le repére cartésien x = (1, z2, x3)7, est solution du systéme formé par les équations
de continuité et de quantité de mouvement :

(9u2-
- 1.
oz, 0 (1.56)
- o —1,2 L

ou p désigne la pression statique et v la viscosité cinématique supposée constante et
uniforme. On adjoint a cela des conditions initiales et des conditions aux limites pour
obtenir un probléme bien posé.

Le systéme équivalent dans l'espace spectral est obtenu en appliquant une transformée de
Fourier a ces équations.

La contrainte d’incompressibilté (équation de continuité) se traduit par I’orthogonalité du
vecteur d’onde k avec le mode u(k,t) défini comme suit :

ik, t) = Flu(x, ) /// (x,t)e”"®*dx | avec 2* = —1 (1.58)

La transformée de Fourier, a laquelle on associe l'opérateur JF, vérifie les propriétés sui-
vantes :

F {%ﬂ:t)] = ak;a,(k, 1) (1.59)
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Flui(x, t)uj(x,t)] = [4; * 4] (k, 1) (1.60)
Le systéme a résoudre constitué par les équations de Navier-Stokes se réduit ainsi & une
étude de I’évolution du mode k :

0
<§ + sz) ik, t) = t;(k, ) (1.61)
Le terme non linéaire t;(k, t) peut s’écrire de la maniére suivante :
G0k t) = M) [ o)l Opig (1.62)
p+a=k
avec,
1
Mijim(k) = =5 (kP2 (k) + kP (k) (1.63)
On introduit ici 'opérateur de projection sur le plan perpendiculaire au vecteur k :
kik;
Py(k) = by — = (1.64)

Le principal intérét dans 1'utilisation de I'espace spectral pour résoudre le systéme d’équa-
tions de Navier-Stokes vient de la transformation du probléme de convolution entrainé
par I'introduction du filtrage en un simple produit ; en effet, on a :

FIG(x) * u(x,t)] = Gk)u(k,t) (1.65)
La fonction G est la fonction de transfert associée au noyau de convolution du filtre, G.
L’équation de quantité de mouvement filtrée s’obtient ainsi en multipliant 'équation (1.61)
par la fonction de transfert G :

(% + uk2) Gk, 1) = Gkt (K, 1) (1.66)

avec

N

Gt t) = Mylk) [ G0 (.10 (0. ' pts (1.67)

Par la suite, le champ filtré, écrit dans 1’espace spectral, sera noté ;(k, t) = G(k)ﬁi(k, t).
En faisant le rapprochement entre le terme G(k)ti(k, t) et le terme w;u; de l'espace phy-
sique, on va pouvoir décomposer le terme écrit dans ’espace spectral de la méme maniére
que l’on a procédé dans ’espace physique ; on réécrit ainsi I’équation (1.66) de la maniére
suivante :

(% - Vk‘Q) (k) = tep (k,t) + tsas(k,t) (1.68)

ot ty, (k. t) est I'équivalent du terme w;u; de espace physique et désigne donc les interac-
tions directement calculables a partir des modes résolus; le terme tsgs(k, t), quant a lui,
représente les autres termes non-linéaires a prendre en compte, c’est a dire les interactions
sous-maille & rapprocher du terme 7;; de I'espace physique. Chacun de ces termes peut
s’exprimer de la maniére suivante :

D,q<kc
b (k) = Mg (K) / G (K)ity (p, £)itm(a, ) pd (1.69)
p+q=Fk
et
P,Q>kc .
tsas(k, 1) = Mijm(k) / GK)iy(p, )it (@, £)d*pd* (1.70)
p+q=k



Chapitre 2

Fermetures sous-maille

2.1 Notion de modéles sous-maille

2.1.1 Le principe de la modélisation

Le principe de séparation des échelles de la turbulence employé en LES permet donc

de réduire le degré de complexité de la solution, mais va introduire le probléme de fer-
meture des équations; en effet, il va falloir tenir compte de I'influence des petites échelles
de I’écoulement, qui ne sont donc pas résolues de maniére directe, mais qui vont, par
conséquent, devoir étre modélisées. La modélisation consiste ainsi a approcher les termes
de couplage entre les échelles résolues et les échelles sous-mailles uniquement a partir des
informations contenues dans ces échelles résolues.
Le probléme de la modélisation sous-maille consiste donc a prendre en compte, dans
I’équation d’évolution du champ filtré u , les effets d’interaction avec le champ fluctuant
u’ représentés par le terme V.7. On peut alors avoir recours a deux stratégies de modéli-
sation ,

— la modélisation structurelle du terme sous-maille, qui consiste a approcher au mieux
le tenseur 7 en le construisant & partir d’une évaluation de u’ ou d’un développement
formel en série. L’hypothése de modélisation consiste donc a se donner une relation
de la forme v = K(u) ou 7 = K(u);

— la modélisation fonctionelle, qui consiste & modéliser uniquement ’action des termes
sous-maille sur le champ résolu, et non plus directement le tenseur sous-maille.
L’hypothése de fermeture peut alors s’écrire sous la forme V.7 = K(a).

Chacune de ces voies de modélisation recquiert ses propres connaissances préalables sur la
dynamique des équations traitées. Par exemple, I’approche structurelle ne nécessite pas de
connaitre les interactions inter-échelles, mais elle demande une connaissance suffisante de
la structure des petites échelles nécessaires pour déterminer le tenseur sous-maille. Pour
cela, on doit supposer que la dynamique de I’équation traitée méne a une forme universelle
des petites échelles, et que la corrélation entre les échelles est suffisamment forte et simple
pour ce probléme pour pouvoir déduire la structure des échelles sous-maille & partir du
champ résolu. Pour 'approche fonctionnelle, il faudra connaitre la nature des interactions
inter-échelles et s’assurer que 'effet des petites échelles sur les plus grosses a un caractére
universel.

25
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2.1.2 Les interactions entre échelles résolues et échelles sous-maille

On peut décrire les transferts inter-échelles de la maniére suivante. Les grands tour-
billons extraient de I’énergie de I’écoulement moyen. Ces grands tourbillons sont a 1’origine
de la formation de zones de cisaillement relativement épaisses (“pancakelike”) qui tendent
a s’aplatir pour donner naissance a des nappes de vorticité. Ces derniéres, de par leur in-
stabilité, vont s’enrouler pour donner des tubes de vorticité qui, en s’étirant, vont former
des structures filamentaires. D’un point de vue énergétique, ces transformations succes-
sives vont se traduire par un transfert direct de I’énergie des grandes échelles vers les
plus petites, jusqu’a ce que la viscosité moléculaire ait totalement dissipé cette énergie
cinétique en énergie interne. On peut visualiser ce phénoméne en regardant le spectre sui-
vant correspondant a une turbulence homogeéne et isotrope (figure 2.1), ou l'on distingue
une zone de production (aux faibles nombres d’onde), une zone de transfert d’énergie des
grandes échelles vers les petites échelles (appelée zone inertielle) dans laquelle la densité
spectrale d’énergie décroit suivant la loi de Kolmogorov, et enfin une zone de dissipation
aux grands nombres d’onde.

En réalité, il existe aussi un transfert d’énergie des petites échelles vers les grandes (phé-

iProduction
E(k)

W\:sfert "direct"

Transfert "inverse” ~~ < -

Dissipatior& k

F1G. 2.1 — Spectre d’énergie en turbulence homogene isotrope et mécanismes énergétiques.

noméne de cascade inverse ou “backscatter” en anglais) mais son intensité est bien plus
faible que celle correspondant & la cascade directe, sauf pour les plus petits nombres
d’onde (pente du spectre en k*). Cependant, son influence s’avére non négligeable pour
des écoulements complexes (couche-limite, canal plan, etc...) et il apparait nécessaire d’en
tenir compte dans la modélisation sous-maille afin de bien représenter la physique de
I’écoulement.

Le paragraphe suivant va introduire une liste non exhaustive des modéles sous-mailles
existants. Les avantages et inconvénients de chacun d’entre eux sont discutés, en particu-
lier leur capacité a décrire la cascade inverse d’énergie.
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2.2 Principaux modéles

2.2.1 La modélisation fonctionnelle

Dans cette partie, on étudie en détails quelques exemples de modéles dits “fonction-
nels”, pour lesquels on fait I’hypothése que ’action des échelles sous-maille sur les échelles
résolues est essentiellement énergétique, et que, par conséquent, la connaissance du bilan
des transferts entre ces gammes d’échelles suffit a décrire ’action des échelles sous-maille.
Par ailleurs, ces modéles sont basés sur l'idée que les mécanismes de transfert d’énergie
sont similaires aux mécanismes de diffusion liés & la viscosité moléculaire. Tous les modéles
présentés ici ne tiennent compte que du transfert direct des grandes échelles vers les pe-
tites. Ceci conduit a I'utilisation d’une hypothése de Boussinesq pour la modélisation du
tenseur sous-maille, dont les axes principaux sont supposés alignés avec ceux du tenseur
des taux de déformation résolu :

= —2p1, S (2.1)

la notation ¢ décrivant la partie déviatoire du tenseur considéré.

La partie isotrope du tenseur sous-maille est, quant a elle, généralement prise en compte
de manieére implicite. En effet, a I'aide d'un changement de variable comme celui proposé
par Comte et Lesieur [21], on ajoute cette quantité a la pression filtrée. L’intérét de ce
changement de variable est qu’il n’entraine pas de modification des équations filtrées.
En ce qui concerne la fermeture de I’équation d’énergie, il reste a modéliser les termes By,
By et B3 de ’équation (1.41). Le terme Bs est directement calculable dés lors que le tenseur
sous-maille 7 est connu, alors que les termes B; et B, nécessittent une modélisation.
Ces deux derniers sont généralemement regroupés en un seul terme et leur modélisation
repose sur '’hypothése d’une proportionnalité entre les transferts sous-maille d’énergie et
le gradient de température résolue :

0 ~
Bg = —8$j (’Tijui)
0 oT
Bl + B2 = _8—1’] (Kta—%>

ou le coefficient de conductivité thermique sous-maille ; est lié a la viscosité sous-maille
par l'introduction du nombre de Prandtl turbulent :

_ ﬁVth

Br (2.2)

Kt
Il reste alors & déterminer la viscosité sous-maille, ce qui s’effectue par I'introduction d’un
modeéle sous-maille. Il est cependant intéressant de souligner que les modéles présentés

ci-dessous ont généralement été développés dans le cadre d’écoulements incompressibles,
et étendus par la suite directement au cas compressible sans modification spécifique.

Modéle de Smagorinsky

Le modéle de Smagorinsky est, historiquement, un des premiers modeéles & viscosité
turbulente a avoir été employé. Il a été élaboré et utilisé par Smagorinsky en 1963 [132] afin
de simuler les mouvements a grande échelle de ’atmosphére. Il repose sur une hypotheése
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de longueur de mélange locale, la viscosité turbulente étant alors supposée proportion-

nelle & Iéchelle de longueur caractéristique sous-maille A et & une vitesse caractéristique
turbulente v = A|S] :

Vy = (CSZ)z

§’ (2.3)

ou le gradient de vitesse caractéristique |§ | s’obtient & partir du tenseur de déformation

du champ résolu S;; :
]5) — /25,5, (2.4)

Afin de déterminer la valeur de la constante C', on fait I’hypothése que les petites échelles
sont en équilibre, c’est a dire que la production et la dissipation d’énergie se compensent,
ce qui revient a dire que I'on se situe en turbulence homogéne isotrope. On obtient ainsi
une valeur théorique pour cette constante :

1 9 3/4

ou Cj représente la constante de Kolmogorov. Avec C, = 1.41, on obtient C, ~ 0.18;
cependant, en fonction des écoulements considérés pour lesquels 'hypothése d’isotropie
peut s’avérer fausse, des valeurs de Cy dans intervalle [0,1; 0,2] sont couramment ad-
mises.

Enfin, afin de prendre en compte au mieux les structures locales de I’écoulement (présence
d’obstacles, zones laminaires, etc.), ce modéle est souvent combiné soit avec des senseurs
structurels comme celui présenté plus loin dans ce paragraphe, soit avec une procédure
dynamique pour I’évaluation de cette constante C; comme présenté en annexe B.

L’intérét de ce modéle réside dans son faible coit numérique, mais il présente néanmoins
un certain nombre d’inconvénients. Tout d’abord, il apparait nécessaire de procéder a une
modification de la valeur attribuée a la constante Cy en fonction de 1’écoulement consi-
déré; en particulier, on devra l'atténuer pour des simulations de proche paroi. De plus,
le modeéle ne tend pas a s’annuler en ’absence d’énergie sous-maille, ce qui va entrainer
des erreurs non négligeables si 1’on cherche a étudier des écoulements transitionnels sans
modification de ce modéle. Enfin ce modéle est purement dissipatif et interdit tout retour
d’énergie des petites échelles vers les grandes. Or ce phénomeéne peut représenter loca-
lement jusqu’a la moitié des transferts d’énergie dans le cas du canal plan par exemple
[110].

Modéle d’échelles mixtes

Afin de s’affranchir du principal défaut du modéle de Smagorinsky évoqué précedem-
ment, & savoir son incapacité a s’annuler dans les zones résolues de I’écoulement, Sagaut et
al. [124] ont mis au point un modeéle également basé sur la modélisation fonctionnelle, et
qui utilise I’énergie cinétique a la coupure “g.” comme un senseur additionnel qui permet
d’évaluer le caractére résolu ou non d’un écoulement. Ce modéle repose sur une triple
dépendance a la longueur de coupure du filtre A, au taux de déformation de 1'écoule-
ment étudié et a ’énergie cinétique a la coupure, et fait intervenir un paramatétre de

pondération « :



2.2. PRINCIPAUX MODELES 29

n=Cnl3] (@) (&) (2.6)

ou l'énergie cinétique q. est évaluée a l'aide d’un double filtrage de la solution comme
étant égale a I'énergie cinétique des plus petites échelles résolues :

1 /. ~\2
e =3 <Uk - Uk) (2.7)
La notation = désigne ici un second niveau de filtrage, la longueur de coupure A= [k
de ce filtre test étant supérieure a celle du filtre de la simulation A = 7/k..

L’énergie cinétique q. correspond en fait a ’énergie portée par les échelles résolues de plus

EK) - o

=
2

F1G. 2.2 — Découpage du spectre d’énergie associé a un double filtrage de la solution.

haute fréquence (Figure 2.2), et sous certaines hypothéses, sa valeur est comparable au
niveau énergétique g, des échelles sous-mailles. En effet, en considérant que les fréquences
de coupure correspondant aux deux niveaux de filtrage agissent dans la zone inertielle
d’'un spectre d’énergie de Kolmogorov en k™3 l'approximation ¢, & g, est exacte
pour A = v/8A. Le tenseur de sous-maille ainsi défini tend donc a s’annuler pour les
écoulements résolus.

Le paramétre a permet de faire dégénerer le modéle vers le modéle de Smagorinsky quand
a tend vers 1, ou vers le modéle & énergie cinétique de sous-maille [128, 150| pour a = 0.
Nous fixerons sa valeur a 0,5 dans notre étude. L’approche EDQNM [2] nous donne alors
la valeur de la constante : C,, = 0, 06.

Senseurs structurels

La majorité des modeéles relevant de la modélisation structurelle ont pour principal
défaut de ne pas s’annuler dans les zones résolues de I’écoulement, ce qui les rend surdis-
sipatifs pour les écoulements transitionels, dans des zones laminaires, ou encore prés de
parois solides.

Afin de gérer au mieux le caractére intermittent des écoulements turbulents, on peut étre
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amené a faire appel a un senseur basé sur une information structurelle dans le but d’an-
nuler les termes sous-maile dans les zones laminaires. Ceci est réalisé en incorporant au
modeéle une fonction de sélection basée sur les fluctuations angulaires de la vorticité [27].
David propose ainsi de considérer qu’un écoulement est turbulent et contient des échelles
sous-maille lorsque les valeurs de la variation angulaire locale de la vorticité pour les plus
hautes fréquences résolues sont supérieures a la valeur seuil 6, = 20°. En notant 6 ’angle
entre les vecteur vorticité w et le vecteur vorticité filtré w obtenu a I'aide d’un filtre test
, le senseur fy, est 'opérateur booléen :

f@o(0> _ { (1) si 6 Z 90 (28)

sinon

On multiplie alors ’expression classique du v; par cet opérateur pour obtenir la forme
exacte de la viscosité sous-maille.

Néanmoins, des variations aussi brutales du senseur peuvent entrainer des instabilités
numériques, ce qui a amené Sagaut [121] & proposer une version continue de la fonction
de sélection :

1 sifd>4
foo (9) :{ r(0)" sinon ’ (2.9)
avec généralement n = 2, et la fonction r(6) définie par :
tan®(6/2)
= —" 2.1
") = Sz 6,/2) (2.10)

Ce dernier rapport est evalué facilement en introduisant la vorticité fluctuante w’' = w — @
et en utilisant la relation :

. R 2
20w — W% — w4+ W
12

tan?®(0/2) = (2.11)

20w+ w2 —wr—w
Enfin, un facteur correctif de 1,65 est généralement appliqué a la fonction fp, comme
recommandé par David. Finalement, ’expression de la viscosité sous-maille est donnée
par :
inal
(1] =1,65. fo,(0) .10 (2.12)

Il existe d’autres modélisations fonctionnelles (voir par exemple [122] pour un apercu des
modéles existants) mais ce modéle est souvent retenu pour son comportement asympto-
tique, sa stabilité et son faible colt numérique du fait de sa localisation en temps et en
espace.

Modéles spectraux

Pour I'étude de la Turbulence Homogéne Isotrope, les calculs ont été menés dans
Iespace spectral, et il faut par conséquent employer des modéles de turbulence tirant
leurs informations de ce méme espace et non plus de I’espace physique comme peuvent le
faire les modéles présentés précedemment.

Afin de modéliser les transferts d’énergie, Kraichnan 67| introduit une viscosité effective
qui inclut le phénoméne de cascade inverse. La viscosité vy (k|k.,t) qui représente les
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interactions entre le nombre d’onde k et les échelles sous-mailles (k > k.) est ainsi définie
par :

TSGS(ka t)
2k2E(k,t)
ou Tsas est 'équivalent, en terme de bilan d’énergie, du terme tggs de 'équation (1.68).
En introduisant cette viscosité effective dans I’équation d’évolution du spectre d’énergie
turbulente, derivée de I’équation (1.68), on obtient la relation suivante :

0
ot

v (klko,t) = — (2.13)

+ 2k (v + vy (klke, 1)) | Bk, t) = T (k, 1) (2.14)

ot E(k,t) = G*(k)E(k,t) représente le spectre d’énergie turbulente des échelles résolues.
La modélisation permet alors d’exprimer la viscosité effective en fonction des échelles
résolues de ’écoulement, afin de fermer le systéme d’équations filtrées.

L’expression la plus simplifiée pour la viscosité turbulente a été introduite par Métais et
Lesieur [77]. La viscosité y est indépendante du nombre d’onde et représente donc une
expression moyenne sur l’ensemble des nombres d’ondes considérés. La viscosité effective
est alors définie par :

1/2
vi(kl|ke, t) = %Ck—?’/z [—E ](f)] (2.15)

Par la suite, des modéles plus précis ont été étudiés. Afin de représenter au mieux les
mécanismes énergétiques constatés par 'approche EDQNM, il a en effet été nécessaire de
rendre compte de la distribution spectrale a imposer pour la viscosité turbulente.

Pour cela, on définit la viscosité effective par un produit de deux contributions :

v (klke, t) = v2° vf (klke, t) (2.16)

Le terme constant v2° est la valeur asymptotique de la viscosité effective pour les nombres
d’onde petits devant le nombre d’onde a la coupure. On évalue sa valeur en utilisant
I’énergie a la coupure et le nombre d’onde correspondant :

Cc

> — (), 4410, 73/ { (2.17)
Une extension a été proposée par Métais et Lesieur [100]. En partant du principe que la
pente du spectre ne suit pas nécessairement la loi de Kolmogorov en k=%/3  ils s’appuient
de nouveau sur ’approche EDQNM afin de modifier le terme v2° pour un spectre de pente
—m. Pour des valeurs m < 3, le premier facteur de la viscosité effective devient alors :

)"

Pour des spectres tels que m > 3, le transfert d’énergie s’annule ce qui entraine la nullité
de la viscosité effective.

Le second facteur intervenant dans (2.16) décrit le comportement de la viscosité effective a
proximité de la coupure. On utilise généralement la définition décrivant un comportement
exponentiel de la viscosité effective quand on s’approche de la coupure :

= 0,31 —\/3 —mC —3/2[ (2.18)

k
—3,03 (—)
vi(klke,t) =1 + 34,5 ¢ k (2.19)
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Cette formule permet ainsi d’obtenir une viscosité effective quasiment indépendante du
nombre d’onde pour des valeurs de k trés petites devant k., et une augmentation de cette
viscosité a "approche de la coupure.

Les viscosités obtenues dans les différentes expressions dans I’espace spectral restent pu-
rement positives. Il est donc de nouveau impossible de rendre compte convenablement du
phénoméne de cascade inverse avec ce type de modéle sous-maille.

Il faut également souligner que le nombre d’onde de coupure k. ne peut étre choisi au
hasard. En effet, il doit appartenir a la zone inertielle du spectre d’énergie afin de s’as-
surer que les hypothéses classiques telles que 'homogénéité des échelles sous-maille sont
vérifiées.

2.2.2 La modélisation structurelle

Le principe de cette deuxiéme famille de modéles est d’approcher au mieux du ten-
seur sous-maille 7, et plus uniquement de modéliser son influence sur les échelles résolues.
Afin de modéliser la structure mathématique de ce tenseur, on va donc devoir estimer
les échelles non résolues a partir des échelles résolues. Pour cela, on fait généralement
appel a des extrapolations des caractéristiques des échelles résolues les plus fines pour es-
timer les échelles sous-mailles. Pour cela on fait appel a des hypothéses de type similarité
d’échelles, comme proposé par Bardina et al. [3], qui consiste a rapprocher le comporte-
ment des échelles résolues de plus hautes fréquences de celui des échelles non-résolues de
plus basses fréquences.

Les atouts de ce type de modélisation sont nombreux. Tout d’abord, cette modélisation
fait appel & moins d’hypotheéses que la modélisation fonctionnelle; en particulier, on ne
suppose pas ici que le tenseur sous-maille est aligné avec le tenseur des deformations résolu,
et les modéles entrant dans cette catégorie ne font pas appel a des hypothéses portant sur
I’homogénéité ou l'isotropie de ’écoulement. Dans ces conditions, on obtient un niveau de
corrélation intéressant avec le “vrai” tenseur sous-maille, évalué de maniére a priori par
filtrage d’'une DNS pour une turbulence homogéne isotrope [82] et dans le cadre d’écou-
lements anisotropes [59]|. Enfin, le fait de se dispenser de l'introduction d’une viscosité
sous-maille permet de représenter les éventuels phénoménes de backscatter. Néanmoins,
ce type de modéle s’avére sous-dissipatif pour des résultats a posteriori.

Afin de limiter ce désagrément, on choisit généralement de coupler les deux types de mo-
délisation et d’employer un modéle mizte, comme introduit par Zang et al. [151]. Il s’agit
d’un modéle plus complexe & mettre en oeuvre et plus cotiteux, qui repose a la fois sur un
modéle de viscosité sous-maille (avec évaluation dynamique des coefficients par exemple,
cf annexe B) issu de I"approche fonctionnelle et un modéle de type similarité d’échelles
issu de la modélisation structurelle. Ce type de modéle tire parti du caractére plus uni-
versel de ’approche structurelle, tout en conservant un niveau de dissipation suffisant par
I’'introduction d’une viscosité sous-maille. En outre, il est alors possible de restituer les
phénomeénes de cascade inverse.

2.2.3 Les autres approches pour la modélisation

Les sections précédentes ont mis en place les outils nécéssaires pour le traitement
explicite des termes sous-maille dans la résolution du systéme. Il existe cependant une al-
ternative & cette prise en compte explicite, appelée approche MILES (pour Monotonically
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Integrated Large-Eddy Simulation |17]). Le point crucial de cette approche est de considé-
rer que la dissipation numérique de certains schémas de discrétisation suffit a représenter
les transferts d’énergie des échelles résolues vers les échelles sous-maille. Les schémas de
type décentré, en particulier les schémas de capture de choc, jouent en effet un role simi-
laire a celui d’une dissipation sous-maille, du fait du filtrage non-linéaire haute-fréquence
qu’ils induisent.

Parmi les avantages de cette approche, on retiendra son faible coup de calcul puisqu’il n’y a
alors plus aucune évaluation de viscosité turbulente. De plus, il n’y a plus recours a 'hypo-
thése d’isotropie des petites échelles dans la modélisation implicite du terme sous-maille,
ce qui est intéressant puisque cette hypothése est controversée pour des écoulements com-
plexes.

Néanmoins, Garnier et al. [40] ont montré que 'emploi de schémas dissipatifs introduit,
de maniére générale, une dissipation dont la contribution est supérieure a celle d’un mo-
déle sous-maille. Ainsi, Garnier et al. [41] pronent 'utilisation de schémas non-dissipatifs
avec un modéle sous-maille, ou I’emploi de schémas dissipatifs seuls dans les zones o ils
sont indispensables (chocs, ...). Nous verrons en annexe que 'outil numérique utilisé dans
cette étude permet effectivement de limiter la dissipation numérique aux zones ou elle est
indispensable (cf annexe A).

Enfin, dans le cadre des écoulements en présence de parois solides, un certain nombre
de modeéles visant a améliorer les modélisations existantes dans les zones de proche paroi
ont été envisagés. En effet, le principal probléme avec les modéles classiques est qu’il ne
vérifient pas le comportement asymptotique espéré dans ces zones de 1’écoulement. L’idée
est alors d’ajouter un terme d’amortissement dans I'expression de la viscosité sous-maille
afin de la faire tendre vers zéro a la paroi. On pourra ainsi citer les travaux de Van Driest
[140] et ceux Piomelli et al. [111]. Cependant, la fonction d’amortissement utilisée dans
ces modéles est basée sur la distance a la paroi z*. Cela n’est pas sans poser de nouveaux
problémes. Tout d’abord, le fait que ces modéles soient basés sur la distance a la paroi
leur confére un caractére empirique. Par ailleurs, la question de la valeur & donner a cette
distance en présence de plusieurs parois solides, pour des configurations complexes, n’est
pas triviale.

2.3 Modeéles retenus pour 1’étude

En résumé, il existe un tres grand nombre de modeéles sous-maille présentant chacun
des intéréts et des inconvénients, en fonction du type d’écoulement considéré. Des études
antérieures permettent de déterminer ’ordre de précision attendu pour ces modéles dans
nos cas d’étude.

Tout d’abord, dans le cadre de I’approche spectrale de la Turbulence Homogeéne Isotrope,
plusieurs modéles ont été étudiés : le modéle de Smagorinsky et les modéles spectraux
basés sur l'introduction d’une viscosité effective dans le cas “simple” (2.17) ou dans le cas
dynamique avec évaluation de la pente m (2.18). Les résultats ont montré que le modéle
de Smagorinsky ne permettait pas d’obtenir correctement la pente en k3 prés de la
coupure que l'on doit retrouver dans la limite d’'un nombre de Reynolds infini. Une ac-
cumulation d’énergie est alors observé au niveau de la coupure (cf figure 2.3). Ceci peut
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s’expliquer théoriquement (voir, par exemple, [122] page 372) et s’avére étre un défaut du
modéle de Smagorinsky. Les deux autres modeles permettent de retrouver des spectres
similaires, avec une légére préférence pour le modéle dynamique de Métais et Lesieur, au
niveau de la pente prés de la coupure. Par conséquent, le modéle de viscosité effective avec
évaluation dynamique de la pente (2.18) a été conservé pour les simulations de Turbulence
Homogene Isotrope.
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F1G. 2.3 — Spectres d’énergie obtenus avec le modéle dynamique de Métais et Lesieur (—)
et le modéle de Smagorinsky (- -).

Pour les calculs en volumes finis, de nombreuses études antérieures ont mis en avant
les faiblesses et les atouts des différents modéles existants. Par exemple, Vreman et al.
[146] ont évalué le comportement de plusieurs modéles sous-maille pour le cas de la couche
de mélange turbulente. Leurs conclusions peuvent étre résumées comme suit :

— pour de faibles valeurs du nombre de Reynolds, les différents modéles étudiés
présentent des résultats comparables, qu’ils soient basés sur une évaluation dyna-
mique de leurs coefficients ou non; néanmoins, le meilleur modéle semble étre le
modéle mixte dynamique, le modéle dynamique de Clark et le modéle de Smago-
rinsky dynamique donnant également des résultats trés intéressants.

— pour de fortes valeurs du nombre de Reynolds, Vreman et al. ont constaté que
certains modéles sans évaluation dynamique de leurs coefficients s’avérent instables;
le modéle de Smagorinsky se montre pour sa part surdissipatif dans le régime lami-
naire, retardant la transition vers la turbulence, alors que dans le régime turbulent
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ce modeéle n’est pas assez dissipatif. Les meilleurs résultats sont obtenus avec des
modeéles dynamiques, le plus précis étant le modeéle de Smagorinsky dynamique.

Il semble ainsi qu’une procédure d’évaluation dynamique des coefficients soit recomman-
dée pour I’étude des phénoménes a hauts nombres de Reynolds.

Cependant, les modéles dynamiques classiques, s’appuyant sur la relation de Germano,
nécessitent une attention particuliére du fait de leur tendance & étre numériquement in-
stables (voir en annexe B). Afin d’éviter tout phénomeéne de ce type, le modeéle d’échelle
mixte a finalement été retenu ici. Ce modéle peut étre considéré comme un modéle dyna-
mique (au sens large du terme) dans la mesure ou il vise & s’adapter a la structure locale
de I’écoulement et ne requiert aucun traitement particulier en vue de sa stabilité.

Ce modéle a été validé par Sagaut et al. [123] sur le cas du canal plan, ainsi que dans de
nombreuses autres études comme les théses de Lenormand [71], Quémeéré [115] et Terracol
[136]. Les résultats obtenus avec ce modéle sont alors comparables a ceux d’un modéle
dynamique pour I’ensemble des écoulements étudiés dans ces différentes références. Les
modéles dynamiques nécessitent, pour leur part, une procédure de stabilisation numé-
rique, ce que le modéle sélectif ne requiert pas.

Le modéle d’échelle mixte sélectif a donc été retenu pour sa stabilité, son aptitude a repré-
senter convenablement les phénomeénes liés a la cascade inverse ainsi que pour sa capacité
a capturer la transition vers la turbulence.
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Chapitre 3

Analyse théorique de 'erreur de
commutation

Parmi les hypothéses couramment employées en Simulation des Grandes Echelles, la
commutativité entre les derivées partielles intervenant dans les équations de Navier-Stokes
et la notion de filtrage, liée a la decomposition du champ en grandes et petites échelles,
a été remise en cause dans de nombreuses études. Dans certaines situations, en effet, il
s’avere nécessaire de tenir compte de ’erreur numérique introduite en utilisant ce type
d’hypothése. En particulier, de nombreuses références traitent de la non-commutativité
entre derivées spatiales et filtrage dans le cadre d’une simulation réalisée sur un maillage a
pas variable en espace. Un tel raffinement en espace s’avére tout particuliérement intéres-
sant pour I’étude de phénomeénes en proche paroi. En effet, il n’est possible d’appliquer les
conditions aux limites physiques au champ filtré sans risque de détérioration des résultats
qu’a la condition que le pas d’espace du maillage tende & s’annuler a la paroi [13, 31].

3.1 Erreur de commutation en espace

Les premiéres études mettant en évidence ce phenomeéne ont été effectuées par Ghosal
et Moin [50]. Ils se placent dans une situation ou la longueur de coupure liée au filtre
varie en espace dans dans le but de mieux s’adapter a la variation spatiale des échelles
caractéristiques de 1’écoulement. Dans une telle situation, ils montrent que, sans traite-
ment particulier du filtre, les équations couramment employées en Simulation des Grandes
Echelles sont inconsistantes. Une extension particuliére du filtre est alors proposée (SOCF
pour "Second-Order Commuting Filter") afin de pallier ce probléme ; avec ce type de filtre,
I’erreur introduite en utilisant les équations classiques de la LES, appelée erreur de com-
mutation (souvent notée SCE pour “Spatial Commutation Error”), est d’ordre 2 et peut
facilement devenir plus importante que les erreurs couramment admises pour les méthodes
numeériques, que ce soit ’erreur de troncature du schéma de discrétisation ou celle induite
par le modéle sous-maille employé. Afin de limiter I'influence de I’erreur de commutation
sur la simulation, Ghosal et Moin préconisent d’introduire des termes d’ordre supérieur
dans les equations filtrées afin de tenir compte explicitement de 'erreur de commutation
qui peut intervenir et qui agit de maniére purement diffusive sur la solution. On a en effet

la relation suivante : L . —
W _ (00 1
ox  Ox M < ) Ox? Ok9) (3.1

J
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ou d(x) est le pas de grille local, §'(x) = %, k le nombre d’onde et M = fj;o C2G(¢)d¢
qui définit le moment d’ordre 2 du filtre.

On peut ainsi jouer sur 'ordre de grandeur de I’erreur numérique due a la non-commutation.
Cependant, cette méthode nécessite soit la définition de conditions aux limites supplémen-
taires, soit le recours a une méthode des perturbations complexe a traiter numériquement.
Par ailleurs, Piomelli [108] souligne que 'utilisation d'un maillage variant de maniére non
monotone risque d’aboutir a des instabilités numeériques en traitant ainsi le probléme de
commutation.

De son coté, Van der Ven [143| propose une famille particuliére de filtres adaptés a la
LES. L’intérét de ces filtres réside dans leur commutation avec les dérivées partielles en
espace a un ordre défini par le fitre lui-méme. La formulation dans ’espace de Fourier des
filtres proposés par Van der Ven est :

A —Q om
G (¢, a) =exp <2m< ) (3.2)
ol o > () est un parameétre caractéristique du filtre et m un entier positif. En particulier,
les valeur @ = 1 et m = 1 nous conduisent au filtre gaussien.

L’approche de Van der Ven permet de diminuer d’avantage ’erreur introduite, sans prise
en compte de termes supplémentaires contrairement a Ghosal et Moin, mais il se limite a
des filtres bien spécifiques, et ne fait pas référence aux problémes qui pourraient survenir
prés des frontiéres, I’étude étant menée uniquement dans le cadre d’un domaine de calcul
non borné.

Vasilyev et al. |142] ont ensuite montré qu’on diminue d’autant 'erreur de commutation
que I'on emploie un filtre ayant ses premiers moments nuls. En effet, pour un filtre ayant
ses p — 1 premiers moments nuls, on montre que I'erreur de commutation devient négli-
geable devant I'erreur de discrétisation si le schéma numérique adopté est d’ordre p, au
plus. Vasilyev et al. ont également proposé des filtres discrets répondant au critére de
commutation ainsi formulé; on retrouve entre autres les filtres décrits par Van der Ven,
ainsi que les fonctions de Daubechies [26]. De cette maniére, on obtient une généralisa-
tion des méthodes précédentes, les études de Ghosal et al. et Van der Ven apparaissant
comme des cas particuliers de ce type de filtres. Le traitement des conditions aux limites
a également été abordé. Ils montrent en effet que ’on peut appliquer les conditions aux
limites physiques au champ filtré sans risque de déterioration des résultats a condition
que le pas du maillage soit suffisamment fin prés des frontieres pour résoudre I’ensemble
des échelles locales et que le filtre employé vérifie les propriétés de commutation évoquées
précédemment.

Une prise en compte explicite des termes engendrés par la non-commutation entre déri-
vées en espace et filtrage a été proposée par Iovieno et Tordella [62]. Ils montrent qu’en
appliquant deux niveaux successifs de filtrage au champ étudié, on peut approximer le
terme d’erreur avec une précision d’ordre 4 :

Colth) = (G ) =30 s = —5 35 (U= (D) +OA) (33

ot A est une longueur de référence du filtre telle que §(z) = A x ¢(x) avec ¢(x) €
[0min/A, 1]. La notation (.)s désigne I'opération de filtrage de longueur de coupure 6. On
peut ainsi réduire considerablement ’erreur numérique introduite dans ce contexte, qui
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est, rappelons-le, d’ordre 2 sans aucune modélisation ni considération sur le filtre employé
[50]. Cette méthode est particuliérement intéressante, en particulier car elle n’entraine
pas d’augmentation au niveau de l'ordre du schéma et permet donc de s’affranchir des
éventuels problémes liés aux conditions limites évoqués précédemment.

Berselli et al. [13] se sont également penchés sur le terme d’erreur engendré par la non-
commutativité. Tout d’abord, ils ont cherché a étendre les études antérieures a des cas
plus concrets de simulations. Pour cela, ils ont développé de nouvelles expressions pour le
terme d’erreur, en limitant le nombre d’hypothéses effectuées au cours de ces recherches.
Ils ont ainsi pu déterminer une formule qui se généralise a I’ensemble des fonctions dont
les hypothéses de régularité sont cohérentes avec celles rencontrées dans les phénomeénes
turbulents, et pour les filtres couramment employés en LES. En particulier, une estimation
analytique de l’erreur de commutation a été décrite pour les fonctions continues au sens
de Holder et les fonctions ayant des singularités rationnelles au niveau de leurs dérivées.
Ces fonctions sont choisies car elles entrent tout a fait dans le cadre mathématique des
équations de Navier-Stokes. Le cas des fonctions vérifiant la loi de puissance en 1/, qui
apparaissent dans la théorie sur la couche limite, a également été étudié. Ces derniéres
sont particuliérement intéressantes car elles caracrtérisent des écoulements de proches pa-
roi et des études ont montré que ces écoulements sont particuliérement affectés par les
erreurs de commutation du fait du raffinement progressif des tailles de mailles [39, 62].
L’étude de Berselli et al. montre qu’il est nécessaire d’adapter la longueur de coupure du
filtre a la régularité de ’écoulement si on veut éliminer les erreurs de commutation. Ainsi,
pour des fonctions fortement singuliéres, cela se traduit par des tailles de mailles trés fines
afin de résoudre entiérement l’écoulement.

Par ailleurs, Berselli et al. [14] ont égalememnt étudié U'influence relative de 'erreur de
commutation par rapport aux tensions de Reynolds. Ils constatent, par exemple, que I’er-
reur de commutation a une influence aussi importante (si ce n’est plus) que le terme
sous-maille dans les écoulements de proche-paroi. Les solutions qui consistent a diminuer
le terme di & la non-commutation en jouant sur 'ordre du filtre employé ne semblent
alors pas appropriées. En effet, de cette fagon on diminue également 'importance du
terme sous-maille et ’erreur relative reste ainsi du méme ordre. De cette facon, il semble
impossible de controler I'erreur de commutation indépendemment du terme sous-maille,
ce qui confirme la difficulté que constitue I’application de maillages a pas variables dans
le cadre de la SGE.

Vasilyev et Goldstein [141] ont étudié le comportement spectral de 'erreur de commuta-
tion. En effet, en introduisant la notion de spectre local, ils ont examiné la répartition
spectrale du terme d’erreur pour différents filtres. Ils montrent ainsi que cette erreur est
concentrée au niveau des nombres d’onde proches de la coupure pour des filtres se rappro-
chant du filtre porte, alors qu’elle est répartie sur ’ensemble du spectre étudié pour des
filtres réguliers tels que le filtre gaussien. Ils comparent également cette répartition spec-
trale de ’erreur avec celle du terme sous-maille. On vérifie ainsi que la prise en compte de
Perreur de commutation est tout aussi importante que la modélisation sous-maille. Enfin,
le fait que l'erreur de commutation agisse principalement prés de la coupure est également
un probléme considérable, car la modélisation sous-maille fait généralement appel a des
informations provenant de cette gamme d’échelles.

Geurts et al. [47, 46| soulignent également le fait qu’on ne peut pas diminuer I'influence de
I’erreur de commutation uniquement en jouant sur 'ordre du filtre puisque ’on modifie,
par la méme occasion, le terme sous-maille. Par conséquent, ils cherchent a déterminer I’er-
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reur relative de commutation au regard du tenseur sous-maille. Ils montrent que la seule
maniére de diminuer réellement le terme de non-commutativité est de limiter les études
a des variations faibles de la longueur de coupure liée au filtre. Dans le cas contraire, ils
proposent de reformuler les équations filtrées par l'intermédiaire de la régularisation de
Leray.

Par ailleurs, un certain nombre d’études se sont penchées plus spécifiquement sur les
erreurs de commutation survenant sur des configurations complexes, en particulier pour
des maillages non structurés [54, 63, 89|.

3.2 Erreur de commutation en temps

La deuxiéme source d’erreur provient d'une possible variation temporelle de la longueur
de coupure du filtre. En particulier, dans le cadre de cette étude, le suivi de I’évolution
des structures turbulentes au cours de la simulation peut s’accompagner de modifications
locales du maillage au cours du calcul. Le pas de discrétisation de ce maillage étant lié
a la longueur de coupure du filtre, cette derniére est donc amenée a varier au cours du
temps. Or, de la méme maniére qu’évoqué précedemment pour une variation spatiale de
cette longueur de coupure, sa dépendance temporelle est a ’origine de ’apparition d’une
erreur de commutation entre les opérations de filtrage et de dérivées en temps. Contraire-
ment a I'erreur de commutation en espace, peu d’études se sont penchées sur 'erreur de
commutation en temps. Cela peut s’expliquer par une plus grande utilisation de maillages
variant spatialement, comme par exemple en proche paroi, alors que le raffinement en
cours de calcul est moins répandu.

Néanmoins, dans certaines situations, il apparait nécessaire d’envisager un remaillage en
fonction de I’évolution de I’écoulement. En particulier, lorsque 1’on se trouve en présence
d’éléments mobiles, la prise en compte de ces éléments va entrainer une modification du
maillage (méthodes ALE pour Arbitrary Lagrangian- Eulerian). Il en sera de méme si 1’on
fait appel a des approches de type AMR (Adaptive Mesh Refinement) dont 1'objectif est
d’adapter le maillage & la physique de I’écoulement.
Dans le but d’étendre la Simulation des Grandes Echelles & des cas concrets pour 'indus-
trie, il semble donc nécessaire d’étudier le comportement de ce type de calcul en présence
de maillages dont le pas varie au cours du calcul. Ce probléme a servi de cadre a la
premiére partie des travaux présentés dans ce mémoire. Ainsi, le premier objectif fut de
déterminer une expression théorique de l'erreur introduite dans une telle situation. On
rappelle que ce terme d’erreur peut se mettre sous la forme :

{%,G*] (P)(x,t) = {% — %} (x,t) (3.4)
Pour cela, il faut repartir de la définition du filtre en Simulation des Grandes Echelles.
On rappelle que ce filtrage est défini par :

o(x,1) = Gz —y,Alx,1)) 6y, 1) dy (3:5)

—00

On peut également réécrire cette relation en faisant appel a un filtre réduit, c’est a dire
en introduisant le filtre g défini par G(x, A) = %g (%) Les variables filtrées s’obtiennent
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alors de la maniére suivante :

o(a,t) = /_+OO A(;t) g (X(;’ZZ)) o(y,t) dy (3.6)

e}

Afin d’alléger les notations, la dépendance de la longueur de coupure vis a vis des variables
d’espace et de temps ne sera plus notée par la suite. Il faut cependant garder a ’esprit cette
dépendance qui est a l'origine de I'apparition des erreurs de commutation : A = A(z,t).
Enfin, on procéde & un changement de variable en introduisant une nouvelle variable &

définie par £ = Y=Y La relation (3.6) devient alors :

A

+o0o
Bot) = [ (6) ola - A1) dg (37)
L’objectif de cette étude étant de déterminer I’ordre d’importance de Ierreur introduite,
la suite du développement va s’inspirer des travaux de Ghosal et Moin [50|. Ils procédent
a un développement en série de Taylor de la fonction étudiée :

+o0 k
—1
sw—nen=3 T ar e piogan 5.5)
k=0 ’
8k
L’opérateur DF désigne la dérivée d’ordre k en espace : D’; =

On injecte ensuite cette décomposition en série de Taylor dans la définition de la variable
filtrée (3.7), donnant lieu & une nouvelle définition de celle-ci :

8

J’_

Bl t) = (_k;l!) A¥ Drg(r) M (3.9)

B
Il
o

Il apparait dans cette expression les moments d’ordre k du filtre g, notés M; et définis de
la maniére suivante :

ME = / ek g(e) de (3.10)

A partir de I’expression des moments liés au filtre, on peut exprimer I’erreur de commuta-
tion en réécrivant chacun des termes du membre de droite de 1'équation (3.4) a l'aide de
(3.9) ; on obtient alors 'approximation suivante pour 'erreur de commutation en temps :

P G*] (@) (x,t) = P—a—@} (z,1)

ot’ at ot
+o0o
_ (=D R OAF
= ; o Diole )My — (3.11)

Remarque : Le développement en série de Taylor nécessite néanmoins d’imposer un cer-
tain nombre de contraintes sur le filtre et la variable étudiée pour étre appliquable. Ainsi,
I’expression théorique précédente n’est valable que si on emploie un filtre qui décroit suf-
fisament rapidement afin de vérifier M& < oco. Cette condition est vérifiée pour les filtres
a support compact ainsi que les filtres pour lesquels les moments ne croissent pas trop
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rapidement. En particulier, le filtre gaussien (et ses dérivées) vérifie parfaitement ces hy-
pothéses, au contraire, par exemple, du filtre porte pour lequel le développement en série
de Taylor ne peut pas s’appliquer. Par ailleurs, la fonction étudiée ¢ doit étre contintiment
dérivable.

Afin de faire apparaitre explicitement 'ordre de grandeur en A de I'erreur de commuta-

tion, ’expression précédente est transformée en utilisant cette fois les moments M%, .
AR
ce qui aboutit a :

{ﬁ G*] (@) (x,t) = o4 Z ﬂAle;qﬁ(x,t) M, (3.12)

ot’ ot k! AT AY

Q|

Sous cette forme, on distingue deux contributions a ’erreur de commutation. D’une part,
on vérifie 'influence de la vitesse de variation de la longueur de coupure %, ce que 'on
pouvait facilement imaginer intuitivement, permettant par ailleurs de vérifier que ’erreur
de commutation est nulle si cette longueur de coupure est constante. D’autre part, il ap-
parait une somme de termes qui dépendent a la fois des dérivées de la fonction étudiée et
des moments liés au filtre.

L’objectif est alors de diminuer cette erreur, ou tout du moins de déterminer I'influence
qu’elle va avoir sur les simulations. Si I’on cherche a diminuer 'importance de cette er-
reur, on voit qu’il va falloir soit limiter la vitesse de variation de la longueur de coupure
ce qui revient a agir sur %—f, soit utiliser un filtre qui va permettre d’annuler les termes
dominants dans la somme, c’est a dire les termes liés aux premiers indices k. Comme
évoqué par plusieurs auteurs pour 'erreur de commutation en espace, le fait d’agir sur le
filtre afin d’annuler ses premiers moments pour diminuer ’erreur de commutation risque
de se montrer inefficace. En effet, augmenter 'ordre du filtre va également entrainer une
diminution du terme sous-maille, et par conséquent I’erreur relative de commutation rap-
portée au terme sous-maille ne va pas diminuer de maniére conséquente. Par ailleurs, le
filtre est, en régle générale, donné de maniére implicite par le schéma numérique employé
dans la simulation et demeure donc inconnu de maniére exacte. Pour ces différentes rai-
sons, I’étude présentée va plutdt chercher a montrer 'influence de la vitesse d’adaptation
sur un calcul de Simulation des Grandes Echelles.

Dans un premier temps, I’exemple du filtre gaussien a été étudié [76]. D’un point de vue
théorique, ’erreur de commutation qui risque d’apparaitre est la suivante :

50| @) = 5 (5020000 + (8 (3.13)

Cette expression peut étre assimilée & un terme dissipatif en introduisant une nouvelle
forme de dissipation engendrée par les problémes de commutation et notée v = %%.
On réécrit alors la relation (3.13) de la maniére suivante :

[%, G*} (@) (x,t) = v D2 (x,t) + %O(A?’) (3.14)

Cette viscosité v est positive lorsque A augmente et négative dans le cas contraire.

Ainsi, lorsque l'on va étirer le maillage, on s’attend a observer une augmentation de la
viscosité totale de la simulation, alors que lorsque le maillage est comprimé, cette quantité
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va étre amenée a diminuer. Par ailleurs, toujours d’aprés la relation (3.13), il est intéres-
sant de noter que plus la variation de la longueur de coupure est rapide, et plus le terme
d’erreur est important.

Indépendemment de cette étude, Moureau et al. [99] se sont également penchés sur l’er-
reur de commutation en temps (“Temporal Commutation Error” ou TCE en anglais). Leur
objectif est d’étendre la Simulation des Grandes Echelles a des écoulements complexes, et
plus particuliérement les écoulements se développant a l'intérieur des moteurs a piston.
Tout d’abord, leurs résultats théoriques sont tout a fait comparables a ceux évoqués dans
ce mémoire. De la méme fagon, ils estiment ’erreur de commutation a l'aide d’un déve-
loppement en série de Taylor. En considérant une longueur de coupure variant également
spatialement : G = G (z,t, A(x,t)), ils évaluent Perreur de commutation grace a 'intro-
duction des coordonnées issues des méthodes de type ALE. Ils expriment ainsi 'erreur de
commutation sous la forme d’une triple contribution : un terme d’erreur lié a la modifica-
tion temporelle du pas de discrétisation (TCE), un second terme provenant du “stretching”
éventuel du maillage en espace (SCE) et un dernier terme issu d’une éventuel modifica-
tion du filtre lui méme (par exemple, passage d’un filtre porte a un filtre gaussien). Par la
suite, ils se concentrent sur le premier terme a savoir I’erreur de commutation temporelle
et négligent les autres contributions et se retrouvent ainsi avec les mémes hypothéses que
celles exposées dans ce mémoire.

En outre, ils expriment ’erreur de commutation temporelle dans le cadre d’une étude
tridimensionnelle, en extrapolant simplement la relation obtenue dans le cadre monodi-
mensionnel. En rapportant la relation trouvée aux notations de nos travaux, on obtient :

o +00 400 400 z+]+k ( " P i i
— v v AJ tMJ
[at G*} )(x,t) _ZZZ ZW' Myt = [ALAJAL] DLDIDEG(x, 1) (3.15)

ol les moments tridimensionnels sont définis de la maniére suivante :
(i7k) +o0 +0o0 +o0o ) ok 3
= [ [T g e re a (3.16)

Enfin, Franke et Frank [38] ont également étudié l'erreur de commutation temporelle et
ont suggéré de la modéliser ou de travailler avec des grilles curvilignes comme évoqué
par Jordan [63| afin de ne pas faire apparaitre cette erreur. Un exemple de simulation
monodimensionelle leur a permis, en outre, de démontrer I’existence de ce terme d’erreur
et d’évaluer son influence sur la solution filtrée.
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Chapitre 4

Etude numérique de 'erreur de
commutation en temps

4.1 Turbulence Homogeéne Isotrope en décroissance libre

4.1.1 Description générale de la simulation

Nous allons maintenant nous intéresser au probléme de la Turbulence Homogéne Iso-
trope en décroissance libre, abrégé en THI dans la suite de ce document. Ce probléme
représente un cas test assez intéressant pour le développement de modéles sous-maille ou
de nouvelles méthodes numériques. En effet, les hypothéses d’isotropie locale a petites
échelles, généralement admises lors de 1’élaboration des modéles sous-maille, sont vérifiées
dans le cas de la THI; on est donc, en principe, en mesure de reproduire fidélement les
phénomeénes caractéristiques de cet écoulement a ’aide des outils numériques a notre dis-
position.

D’un point de vue experimental, la THI est généralement comparée aux phénomeénes tur-
bulents qui apparaissent en aval d’une grille placée a l'intérieur d’une veine d’essai [23].
Un champ de turbulence homogéne isotrope peut étre défini comme un domaine infini
de l'espace dans lequel les propriétés statistiques de la turbulence sont indépendantes
de la position du point dans le domaine. L’homogénéité se traduit par la stationnarité
dans l'espace de toute moyenne statistique de quantité fluctuante, ce qui revient a une
condition d’invariance par translation. L’hypothése d’isotropie implique qu’a tout instant,
les propriétés statistiques du champ turbulent sont invariantes par rotation et symétrie
plane en chaque point du champ. Ainsi, tout champ isotrope est nécessairement homogéne
puisque 'on peut obtenir la translation en combinant deux rotations. La dénomination
THI est donc conservée uniquement pour des raisons historiques.

Le domaine de calcul employé dans la simulation numérique de ce phénomeéne est une boite
cubique, de coté 2w, prolongée par continuité dans toutes les directions. Cette configura-
tion présente 'intérét d’étre simple a discrétiser. Par ailleurs, les conditions de periodicité
permettent d’employer un code spectral pour simuler I’écoulement. Ceci est particulié-
rement intéressant du fait de la précision des méthodes spectrales qui permettent de
s’affranchir des erreurs de discrétisation du schéma numeérique. En effet, les termes de dé-
rivation présents dans les équations filtrées sont calculés de maniére exacte dans I'espace
spectral par I'introduction du vecteur d’onde k, anihilant ainsi les erreurs d’approxima-
tion présentes dans les méthodes de volumes finis par exemple. On espére ainsi parvenir a

45
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isoler les erreurs engendrées par la modélisation du terme sous-maille de celles provoquées
par la non-commutation.

Le maillage de référence comporte 1922 points; il est homogéne dans chacune des direc-
tions. En terme de nombre d’onde, cela revient a évaluer 64 modes de Fourier du fait de
la méthode permettant d’éviter les erreurs d’aliasing (voir le principe en annexe A).

Le principe de la simulation numérique de la THI en décroissance libre est d’imposer,
en entrée de calcul, un champ de vitesse initial, auquel est associé un spectre d’énergie
cinétique turbulente. Dans la suite du calcul, plus aucune énergie ne sera injectée, on étu-
diera uniquement la décroissance de 1’énergie cinétique initiale, résultant de phénomenes
de dissipation.

Le champ initial présente une distribution gaussienne conduisant a un spectre d’énergie,
dit spectre de Passot-Pouquet [105], de la forme :

E(k):c(go):xp ( (50)2) wl)

On choisit la valeur ky = 4 qui permet de fixer le nombre d’onde pour lequel le spectre
d’énergie atteint son maximum ; la constante C' est, quant a elle, calculée afin de vérifier :

/ B(k)dk = Su?, | (4.2)
0 2

d’ou
U2

C — rms 43
3koV/ 27 (43)

Il convient également de définir les grandeurs caractéristiques classiquement étudiées dans
le cadre de la THI. Tout d’abord, I’énergie cinétique E, et ’enstrophie D correspondantes
sont définies réspectivement par :

+o0
E.(t) = % < @i > / B(k)dk (4.4)
0
L .2
D(t) = 5 < |V Adl* > (4.5)

Le fait d’utiliser un spectre avec une distribution gaussienne conduit & un champ de vitesse
dont les corrélations triples sont nulles initialement. On désigne par corrélations triples,
dans l'espace spectral, les corrélations de la forme < w;(p, t)u;(q,t)u;(—k,t) >. Ainsi, les
premiers instants de la simulation vont traduire ’établissement de ces corrélations triples,
caractérisé par une conservation de I’énergie cinétique totale et une augmentation de 1’en-
strophie. Les interactions non-linéaires, traduites par ces corrélations triples, vont ainsi
redistribuer 1’énergie sur I’ensemble des modes de Fourier jusqu’a ’obtention d’un spectre
de Kolmogorov et jusqu’a ce que les nombres d’onde excités soient suffisament élevés pour
permettre a la viscosité de dissiper ’énergie en fin de spectre. Pendant cette premiére
phase, les effets visqueux sont négligeables, on peut observer des phénoménes fortement
anisotropes et ’augmentation de l'enstrophie s’explique par l’étirement des structures
tourbillonaires.
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Dans un deuxiéme temps, les effets visqueux vont donc devenir non négligeables et entrai-
ner ’apparition de structures dissipatives. Le phénomeéne de cascade d’énergie va ainsi se
traduire par la décroissance de I’énergie cinétique et de l'enstrophie au cours du temps
(Figure 4.1). La figure 4.2 donne un exemple d’écoulement de THI une fois le régime

F1G. 4.1 — Evolution de 'énergie et de I’enstrophie résolues au cours des simulations de
Turbulence Homogene Isotrope.

turbulent établi. On considére généralement que I’on se trouve en présence d’une Turbu-
lence Homogéne Isotrope lorsque le spectre présente une pente en accord avec la théorie
de Kolmogorov, avec ’apparition d’une zone inertielle, et lorsque le coefficient de dissy-
métrie de la dérivé de la vitesse, ou skewness, atteint une valeur d’équilibre négative. Ce
coefficient est défini par Sk = (Sky; + Skas + Sks3)/3 ou Sk désigne un tenseur dont les

composantes sont données par :
ou; 3
Ox;
Sky; = ~——— 1 (4.6)

(")

Il traduit 1’étirement des structures tourbillonaires.

Sa valeur initiale est proche de zéro, le champ étant alors donné par une répartition
gaussienne. Les valeurs de ce coefficient a ’équilibre varient en fonction de I'approche
adoptée et il tend a diminuer, en valeur algébrique, avec la résolution. Ainsi, Seror [129]
obtient un coefficient de dissymétrie compris entre —0.4 et —0.5 pour ses simulations nu-
meériques directes, ce qui est en accord avec les résultats antérieurs comme ceux présentés
par Samtaney et al. [125|. Une valeur proche de —0.5 est également calculée dans les DNS
incompressibles de Vincent et al. [144] et Erlebacher et al. [33]. Les résultats expérimen-
taux de turbulence de grille de Batchelor et al. |6] donnent des skewness plus proches de
—0.4. En LES, on retrouve des valeurs plus faibles, comprises entre —0.3 et —0.4 pour
Mossi [98] ou Basu et al. [5] par exemple. Il est également intéressant de comparer les
résultats numériques avec 1’expression obtenue en s’appuyant sur les hypothéses de Kol-
mogorov Sk = —%C’k_?’/z [94] qui aboutit & Sk = —0.48 avec la valeur choisie dans notre
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F1G. 4.2 — Iso-contours de vorticité w pour ’écoulement de Turbulence Homogéne Isotrope.

étude, a savoir C), = 1.41. Ces derniers travaux confortent nos résultats nous donnant des
skewness autour de —0.35 dans les différents cas étudiés.

Les tranferts d’énergie se font principalement des grandes échelles vers les petites, ou
I’énergie est dissipée. Néanmoins, la pente a l'origine du spectre étant so = 4, I’approche
EDQNM de Lesieur et Schertzer [79] prévoit un phénoméne de backscatter important dans
les petits nombres d’onde.

La pente du spectre aux petits nombres d’onde permet également de déterminer, par
I’approche EDQNM, les evolutions temporelles des grandeurs caractéristiques de la tur-
bulence telles que I'énergie cinétique ou l'enstrophie. Lesieur et Schertzer montrent ainsi
que 'emploi d’un spectre présentant une pente aux grandes échelles so > 4 va donner
place & une loi de décroissance en énergie en ¢~ et non plus t 17 comme proposé par
Kolmogorov. Lesieur et Ossia [78] ont, pour leur part, relevé une décroissance de I’énergie
en t~13% pour une pente a l'origine en k*, ce qui est en trés bon accord avec les travaux
de Lesieur et Schertzer et nos relevés (7! d’apreés la figure 4.1).

Dans le méme temps, I'enstrophie varie en =238, Cependant, nous n’avons accés qu’aux
valeurs filtrées de ces grandeurs. Une partie des informations issues des grands nombres
d’onde est ainsi non représentée. Pour I’énergie cinétique, les échelles qui contribuent a
son évaluation sont principalement les échelles résolues, on peut donc se permettre de
confondre énergie cinétique totale et énergie cinétique filtrée. Par contre, ce n’est pas le
cas pour I'enstrophie, une part importante des échelles y contribuant étant filtrées. Acker-
man 1] montre que Uenstrophie filtrée suit une décroissance en t~'6 ce qui se rapproche
des relevés effectués (t718 d’aprés la figure 4.1).

Pour évaluer le caractére compressible de ’écoulement, on peut procéder a une décompo-
sition de Helmholtz du champ de vitesse. Cette décomposition est précise dans ’espace
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de Fourier, la partie compressible de la vitesse é¢tant donnée par u§ = [k.u]k/k? et la
partie solénoidale (ou incompressible) par uj = u, — uj. La notation uy désigne le mode
de Fourier du champ de vitesse associé¢ au vecteur d’onde k. On définit alors le facteur de
compressibilité x = uf, . /Upms, o0t uf, . désigne la valeur rms de la composante compres-
sible de la vitesse. Dans les différentes simulations effectuées, ce facteur est initialement
nul xo = 0, c’est a dire que le champ initial choisi est incompressible.

Les autres paramétres importants des simulations & venir sont rappelés dans le tableau

M | Re At
0.2 110 ]0.1s

TAB. 4.1 — THI : Paramétres de calcul

4.1, a savoir le nombre de Mach, le nombre de Reynolds et le pas de temps utilisés. Il est
intéressant de noter que le nombre de Reynolds est trés élevé, ce qui permet de se rappro-
cher d’une situation présentant une dissipation moléculaire nulle. Seules les dissipations
liées au schéma numérique et au modéle sous-mailles sont alors présentes, ce qui constitue
un cas extréme de validation de I’approche LES.

4.1.2 Mise en évidence de 'erreur de commutation

L’objectif des simulations étant de mettre en évidence les erreurs engendrées par une
variation de la longueur de coupure du filtre au cours du temps, les calculs vont s’effectuer
sur une grille comportant un nombre variable de points de discrétisation. Dans le code
spectral, cela consiste en une modification dynamique de la valeur du nombre d’onde de
coupure au cours de la simulation et une visualisation de I’évolution de 1’écoulement qui
s’en suit. Pour cela, la coupure va évoluer au cours du temps suivant une loi sinusoidale
de la forme :

kc min kc mazx kc max ~ kc min
ko(t) = — JQF — + — 5 ——-cos(wt) (4.7)
On fixe les nombres d’onde extrémes considérés dans les simulations k..., = 23 et

ke maz = 63. Physiquement, cela revient a étirer et comprimer successivement le maillage,
en passant d’un maillage en 96% qui correspond & k. = ke maz S0it 32 modes de Fourier
aprés désaliasing, & un maillage en 483 pour k. = Ecmin soit 16 modes de Fourier apres
désaliasing.

La pulsation w permet de fixer la vitesse de variation du pas du maillage. En effet, la
vitesse d’adaptation est alors :

8A . 8A 81{50 . A2 kc,max - kc,mi

F T 5 wsin(wt) (4.8)

Il va ainsi étre possible de mettre en évidence I'influence de ce paramétre sur la qualité de
la simulation. Pour cela, plusieurs calculs correspondant a plusieurs valeurs de la pulsation
w ont été menés. Les cas d’études sont détaillés dans le tableau 4.2. Afin de quantifier plus
physiquement les périodes d’oscillation considérées, on les compare au temps de retourne-
ment des grosses structures a 'instant initial. On obtient ainsi des périodes d’oscillation
allant de 92% de ce temps de retournement & 5%.
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il
0.6 | 0.92
1 | 0.55
4 [0.14
10 | 0.05

TAB. 4.2 — Oscillations étudiées en décroissance libre : Valeurs des pulsations et périodes
correspondantes adimensionnées par le temps de retournement initial des grosses struc-
tures.

L’étude étant menée dans 1’espace spectral, nous allons étudier 'influence de 'oscillation
du nombre d’onde de coupure sur le spectre et son évolution temporelle. Plus précisement,
il parait intéressant d’étudier le comportement de quelques modes particuliers choisis dans
la bande spectrale étudiée ici. Le filtre utilisé sera un filtre sharp cut-off généralement uti-
lisé dans I’espace spectral.

La figure 4.3 présente 1’évolution des modes 3, 6, 10, 14 et 18 au cours de la simulation,
pour quatre pulsations d’oscillation. On compare ces évolutions a celles obtenues en dé-
croissance libre sans oscillation de la longueur de coupure. En comparant ces différentes
courbes, plusieurs constatations peuvent étre effectuées.

Tout d’abord, pour les petits nombres d’onde, a savoir les modes 3 et 6, il apparait une
légére augmentation de 1’énergie contenue dans ces modes, et ce d’autant plus que la pul-
sation est faible. Il ne s’agit cependant pas de lier directement ce phénomeéne au probléme
de commutation évoqué. En effet, la cause de cette modification du spectre aux petits
nombres d’onde semble d’avantage étre la valeur choisie pour k¢ ,in. En effet, lorsque le
nombre d’onde de coupure est a son minimum, la simulation est fortement sous-résolue et
la coupure se situe a 'extréme limite de la zone inertielle, ce qui n’assure pas nécessaire-
ment un bon comportement du modeéle sous-maille. Or, plus la pulsation est faible, plus
la période pendant laquelle la simulation se trouve dans cette situation est conséquente,
ce qui justifie que ce phénomeéne soit plus marqué pour les oscillations lentes.

Ensuite, on s’intéresse aux nombres d’onde 10 et 14, c’est a dire des nombres d’onde
proche de k.. (aprés désaliasing) mais tout de méme inférieurs a cette valeur. Une
augmentation globale de la quantité d’énergie contenue dans ces modes est également ob-
servée. Cependant, pour ces modes, 'accumulation d’énergie augmente avec la pulsation,
au contraire des précédentes constatations pour les modes plus faibles. Par ailleurs, dans
la phase de décroissance du nombre d’onde de coupure, I’énergie contenue dans ces modes
tend & décroitre et & compenser I'accumulation qui provient de "'augmentation de k., et ce
quelque soit la pulsation. Mathématiquement, on peut interpréter ce phénomeéne a ’aide
de la relation (3.14) qui introduit une viscosité supplémentaire engendrée par 1'oscillation
de la longueur de coupure du filtre. Cette viscosité est positive quand A augmente, c’est a
dire quand k. diminue et tend donc bien & faire diminuer la quantité d’énergie prés de la
coupure pendant la décroissance de k.. Enfin, pour les nombres d’onde compris entre k¢ min
et Kcmaz, les informations issues de cette bande de nombres d’onde n’ont pas le temps
d’étre restituées pendant la phase d’augmentation de k. si une pulsation trop importante
est employée. Cela se visualise trés rapidement sur les courbes obtenues pour w = 4 et
w = 10 pour lesquelles I’énergie correspondant au mode k = 18 est quasi-nulle tout au
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F1G. 4.3 — THI en décroissance libre : évolution de la densité spectrale d’énergie E(k) de
cinq modes particuliers pour des pulsations d’oscillations, de haut en bas et de gauche a
droite, w = 0.6, w = 1, w = 4 et w = 10. — — : décroissance sans oscillation (w = 0); O :
k=3;0:k=6;A:k=10;V:k=14;¢:k=18.

long de la simulation. Pour des oscillations moins rapides, I’énergie de ce mode est re-
trouvée correctement a la fin de la période d’oscillation. Ainsi, pour des pulsations lentes,
le modéle sous-maille dispose d’un temps suffisant pour restituer les petites échelles de
I’écoulement, modélisant ainsi convenablement la cascade d’énergie. Pour des pulsations
plus rapides, le modéle ne permet pas une bonne description des échelles de ’écoulement.
On peut récapituler I’ensemble des observations effectuées a I'aide d’une figure présentant
I’évolution de la répartition spectrale de I’énergie au cours du calcul. Plus précisément, la
figure 4.4 décrit I’évolution au cours du temps de la quantité dF définie par :

dE(k,t.w) = E(k,t,w) — E(k,t,w = 0) (4.9)

Cette quantité traduit I'influence de 1'oscillation sur le spectre d’énergie puisqu’il s’agit
de la différence entre le spectre d’énergie obtenu sans oscillation et celui obtenu avec un
nombre d’onde de coupure oscillant. Ainsi, on retrouve les phénoménes d’accumulation
(dE > 0) et de perte (dE < 0) d’énergie comme précédemment. Pour les oscillations lentes,
les nombres d’ondes amplifiés se situent principalement dans les trés grandes échelles alors
que pour des oscillations plus rapides, I’accumulation se déplace vers des nombres d’onde
proche de la coupure. De plus, les petites échelles sont convenablement restituées uni-
quement si la période d’oscillation est suffisament importante pour permettre au modéle
sous-maille et au phénomeéne de cascade d’énergie associé d’agir efficacement.
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F1G. 4.4 — THI en décroissance libre : évolution de la répartition spectrale de 1’énergie
pour différentes pulsations d’oscillation : de haut en bas et de gauche & droite, w = 0.6
(T'~10,5s5), w=1 (T ~6,3s), w=4 (T ~ 1,65) et w =10 (T ~ 0,6s). Iso-valeurs de
dE.

Les simulations montrent principalement que I'utilisation de variations trop rapides de la
longueur du coupure du filtre va altérer les petites échelles. Ceci provient d’une mauvaise
représentaion du phénomeéne de cascade d’énergie, les petites échelles n’ayant pas le temps
d’atteindre un état déquilibre. Par ailleurs, pour des oscillations lentes, des erreurs sont
visibles dans les petits nombres d’onde. Celles-ci peuvent provenir du manque d’efficacité
du modéle sous-maille lorsque le nombre d’onde de coupure atteint sa valeur minimale
kc - kc,min

Il est cependant difficile de distinguer réellement 'impact des erreurs de type erreurs de
commutation des autres sources d’erreur. En effet, le fait que I’énergie totale du systéme
diminue au cours de la simulation ne permet pas d’étudier en détail I'influence de 1’os-
cillation du pas de discrétisation sur la physique de I’écoulement. En effet, au fur et a
mesure que le calcul avance en temps, la turbulence tend alors a s’atténuer et le modéle
sous-maille a un réle de moins en moins important. Un systéme conservatif serait plus
intéressant afin de réellement juger de 'aptitude de la Simulation des Grandes Echelles
a modéliser un phénomeéne turbulent en présence d’une modification du pas du maillage.
Ainsi, la deuxiéme partie de cette étude de THI va concerner un écoulement entretenu par
I’ajout d’'un terme de forcage aux équations dans le but de conserver I’énergie cinétique
totale du systéme.
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4.2 Turbulence Homogéne Isotrope forcée

4.2.1 Le terme de forcage

En I’absence de force extérieure, I’énergie cinétique de la turbulence homogéne isotrope
décroit suivant une loi en t~538 d’aprés les prédictions issues de I'approche EDQNM
(pour Eddy-Damped Quasi-Normal Markovian, voir par exemple [1] pour la détermination
de cette loi). L’objectif de I’étude étant de mettre en évidence les conséquences d’une
modification du maillage sur la simulation, il apparait utile de se baser sur un écoulement
statistiquement stationnaire afin de pouvoir comparer quantitativement les informations
entre les différents instants. Il s’agit donc de s’assurer que I’énergie cinétique totale et, par
la méme occasion, les autres grandeurs caractéristiques de la THI, restent constantes au
cours du temps. Une méthode couramment employée consiste a injecter artificiellement de
I’énergie aux grands nombres d’onde afin de compenser 1’énergie dissipée par les petites
structures. La technique employée ici a été proposée par Witkowska [148| qui préconise de
réinjecter la quantité d’énergie perdue par les effets visqueux dans une bande de nombre
d’ondes [k1, ko] situés en amont de la zone inertielle. En pratique, cela se traduit par
Pintroduction d’un coefficient multiplicateur 5 qui va agir sur les modes de Fourier de la
simulation :

a(k,t + At) = Ba(k, t) (4.10)

Ce coefficient va permettre d’amplifier les modes basse fréquence du spectre et, par consé-
quent, il est différent de un pour les seuls modes compris dans lintervalle [ky, ks]. Son
but étant d’assurer la conservation de I’énergie cinétique aux différents instants, il dépend
a la fois de la quantité d’énergie dissipée entre deux pas de temps AFE,, et de ’énergie
contenue dans la bande [k, ko] :

1+ % pour ke [k’l,k’g]
1

5= (4.11)

1 sinon

On pourrait craindre que ’ajout de ce terme de forgage ne vienne perturber la simulation,
en altérant inéxorablement la turbulence. Cependant, Witkowska et al. [149] montrent que
cette méthode de forgage n’a pas une influence significative sur le développement de la
turbulence.

On a pu toutefois noter une influence non négligeable de l'intervalle de forcage [ki, k2).
Dans les travaux de Seror [129], le for¢age est appliqué dans 'intervalle de nombres d’onde
[1,5]. Witkowska, pour sa part, obtenait les meilleurs résultats sur ses simulations avec un
intervalle de forgage [3,20]. Cependant, le spectre initial était différent avec un pic dans
des plus hauts nombres d’onde que pour nos simulations (ko = 7).

Afin de s’assurer que 'influence du forcage ne viendrait pas perturber les simulations, trois
intervalles de forcage ont été testés comme répertoriés dans le tableau 4.3. Le premier
est celui employé par Seror, le second [2,6] est choisi de maniére a étre centré autour
du nombre kg, enfin le troisiéme est légérement plus restreint avec un forcage pour les
nombres d’onde 3 < k£ < 6. Dans tous les cas, le forcage est appliqué lorsque 1’écoulement
a atteint un régime auto-similaire avec un spectre proche des hypotheses de Kolmogorov,
c’est & dire ici dés l'instant ¢t = 10. Le maillage utilisé pour tester 'influence du forcage
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contient 64° points.

cas [kmin> kma:(;]
forcage A [1,5]
forcage B 2, 6]
forgage C (3, 6]

TAB. 4.3 — Intervalles de forcage considérés

0.18
016 F
0.14 F
012 F
01F

008 |

006

0.02

F1G. 4.5 — Influence de l'intervalle de forcage sur les spectres d’énergie (gauche) et d’en-
strophie (droite) a t=20. — : pas de forcage; — — : forgage A; - - - : forcage B; — - —:
forcage C

La figure 4.5 donne un apercu du comportement spectral de la simulation pour les
différents intervalles de forcage. Ainsi, on vérifie que I’énergie contenue dans la bande de
nombres d’onde forcée est accrue, alors que I'énergie de part et d’autre de cet intervalle
est diminuée pour assurer une conservation de I’énergie totale de ’écoulement. Dans le cas
du forcage C, on observe un pic d’énergie qui se retrouve décalé vers les petites échelles
par rapport aux autres simulations, présentant un pic d’énergie proche de celui du spectre
initial kg. Or, on reporte généralement, dans la littérature, un déplacement du maximum
d’énergie au cours du temps par rapport au spectre initial en direction des petits nombres
d’onde. Ainsi, pour les calculs avec ky = 4, on s’attend a avoir un spectre qui présente un
maximum autour de k = 2 une fois le régime turbulent établi, que ce soit en décroissance
libre ou en présence d’un terme de forgage. On vérifie bien ce phénomeéne pour I’étude en
décroissance libre ainsi que pour les forcages A et B, mais pas pour le troisiéme forcage.
Cela va conduire & une modification de la physique de I’écoulement puisque le maximum
d’énergie intervient a des échelles plus petites que dans les autres cas d’étude. Pour cette
raison, ce forcage est d’hors et déja exclu pour la suite de ces travaux.

Au niveau du comportement des simulations aux petites échelles, on observe des spectres
tres proches pour les différents forcages. Une différence existe cependant entre les forgages
A et B, a savoir que le premier agit d’avantage dans les petits nombres d’onde que le se-
cond. Ainsi, le spectre forcé correspondant au cas A présente un comportement similaire
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au spectre de référence au niveau des grandes échelles de I’écoulement. Dans le cas B, le
forcage se fait d’avantage ressentir dans les grands nombres d’ondes.

L’influence du forcage sur les grandeurs caractéristiques de la Turbulence Homogéne Iso-
trope a également été mis en évidence. Ainsi, la figure 4.6 présente I’évolution de la micro-
échelle de Taylor, de I’échelle intégrale, du skewness (cf. définition 4.6) et de ’enstrophie
totale en fonction du forcage employé. La micro-échelle de Taylor et I’échelle intégrale sont
deux échelles caractéristiques de ce type d’écoulement et sont définies respectivement par :

1
N =y | 2L (4.12)
€
et ~ B(k)
T
L= dk 4.1
Tl A (413

Le forcage A entraine une augmentation de I’échelle de Taylor et de I’échelle intégrale
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F1G. 4.6 — Influence de l'intervalle de forgage sur I’évolution de I’échelle de Taylor (haut-
gauche), de l'échelle intégrale (haut-droite), du skewness (bas-gauche) et de ’enstrophie
(bas-droite). — : pas de forgage; — — : forgage A ; - - - : forcage B; — - — : forgage C

alors que le forcage B permet de conserver des valeurs plus stables pour ces deux gran-
deurs. Les trois for¢ages donnent le méme comportement pour le facteur de dissymétrie et
Ienstrophie, cette derniére tendant a se stabiliser du fait de 'apport artificiel d’énergie.
Le choix final s’est porté sur le forgage B, qui correspond a 'intervalle de forgage [2, 6], du
fait tout d’abord de sa symétrie par rapport au pic du spectre initial d’énergie, et pour
son meilleur comportement au niveau des plus petites échelles résolues.
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4.2.2 Mise en évidence de l’erreur de commutation

Comme pour le cas non forcé, la variation de la longueur de coupure est ici régie
par une loi sinusoidale (4.7). Une telle modification dynamique de la valeur attribuée a
k. va entrainer une modification de la quantité d’échelles résolues. En outre, la quantité
d’énergie résolue va fluctuer au cours du temps et il va donc falloir en tenir compte
au niveau de la quantité notée AFEy,; dans la relation (4.11). En effet, cette quantité
désigne I’énergie perdue entre deux pas de temps de simulation. Cette perte provient de
la dissipation d’énergie dans le cadre de la THI en décroissance libre et est calculée de la
maniére suivante :

ke ke
AB,, = / Bk, t)dk — / E(k,t + At)dk (4.14)
0 0

Dans la présente étude, le nombre d’onde de coupure est amené a varier au cours de
la simulation : k. = k.(t). Par conséquent, une diminution de k. va entrainer une perte
d’information au niveau de la bande spectrale [k.(t + At), k.(t)], et par conséquent une
diminution de I’énergie totale résolue fokc E(k,t)dk qui n’est en aucune maniére liée & un
phénomeéne de type dissipatif. Il n’y a donc aucune raison de réinjecter ’énergie corres-
pondant a cette diminution de k. par I'intermédiaire du terme de forcage.

Afin de résoudre ce probléme, I’évaluation de la quantité d’énergie dissipée entre deux
instants est, par la suite, réalisée dans la bande spectrale [0, k¢ nin] uniquement. L’énergie
correspondante n’est en effet pas directement affectée par les modifications de k. et AFE;,;
est alors calculé de la maniére suivante :

kc,min kc,min
AByy = / Bk, t)dk — / Bk, t + At)dk (4.15)
0 0

Une autre possibilité a été envisagée. Elle consiste a évaluer la quantité d’énergie résolue
perdue (ou gagnée) en diminuant (ou augmentant) k.. Cette démarche s’appuie sur les
hypotheéses de type Kolmogorov pour déterminer cette quantité, mais elle a été rapidement
abandonnée car ces hypothéses restent discutables, en particulier dans le contexte d’un
nombre d’onde de coupure variable.

Afin de tester l'influence de I'erreur de commutation sur les simulations, on reléve de
nouveau l'évolution de la quantité d’énergie contenue dans certains modes de la méme
maniére que dans le cas de décroissance libre. Les pulsations utilisées cette fois-ci sont
w =1, w=2et w=10. Les premiéres constatations sont similaires a celles effectuées
pour la THI en décroissance libre. Ainsi, on observe une accumulation d’énergie pour les
nombres d’ondes situés preés du nombre d’onde de coupure minimum ke i, €t ce d’autant
plus que la vitesse de variation du maillage, et par conséquent la pulsation d’oscillation,
sont importantes. L’interprétation de ce phénomeéne est identique a celle effectuée dans le
cadre de la décroissance libre. Par contre, le comportement aux petits nombres d’onde est
différent de celui observé en I'absence de forcage. En effet, alors qu’en décroissance libre
on observe une légére augmentation de I’énergie contenue dans le mode k = 3, on obtient
en présence du terme de forcage une diminution de cette méme quantité.

La figure 4.8 décrit 1’évolution au cours du temps des phénoménes d’accumulation
et de perte d’énergie pour la THI forcée. On vérifie que pour les faibles pulsations, les
petites échelles sont bien restituées pendant la phase de croissance du nombre d’onde
de coupure, alors que pour des oscillations plus rapides, la simulation ne dispose pas
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d’un temps suffisant pour restituer les petites échelles et on obtient une accumulation
importante d’énergie proche du nombre d’onde k. ;. Au niveau des grosses structures
de I’écoulement, on observe le comportement inverse, c’est a dire qu’elles sont altérées
pour les oscillations lentes. On obtient ainsi des phénomeénes d’accumulation et de perte
d’énergie pour les petits nombres d’onde qui tendent a croitre avec le temps. Au contraire,
pour les oscillations rapides, les grandes échelles sont peu modifiées au cours du temps.
On peut de nouveau expliquer ce phénomeéne par la faible valeur choisie pour k., qui
ne permet pas un bon comportement du modéle lorsque 'on s’en approche, ce qui est
d’autant plus néfaste que l’oscillation est lente.

4.2.3 Evaluation a priori de ’erreur de commutation

Cette partie a fait ’'objet d’une publication dans Computers & Fluids [76], intitulée
“Commutation error in LES with time-dependent filter width”, et reportée en annexe D.
Le principe de cette partie de ’étude est d’utiliser une simulation de THI hautement ré-
solue comme référence, et de lui appliquer un filtre dont la longueur de coupure va varier
au cours du temps comme dans les paragraphes précédents. On étudie alors les différents
termes présents dans les équations de Navier-Stokes. L’intérét de cette étude a priori est
la possibilité d’évaluer explicitement ’erreur de commutation et ainsi la comparer aux
autres termes des équations filtrées.

De nouveau, il est montré qu’en faisant varier trop rapidement la longueur de coupure du
filtre, le terme d’erreur peut devenir non négligeable par rapport aux termes convectif et
sous-maille des équations filtrées. L’erreur de commutation peut ainsi devenir jusqu’a sept
fois plus important que le terme sous-maille pour une pulsation w = 10 ce qui correspond
a vingt oscillations de A pendant une période de retournement des grosses structures.
Une étude spectrale de 'erreur de commutation a par ailleurs demontré que son influence
se concentre essentiellement au niveau des grands nombres d’onde, c’est a dire au niveau
des nombres d’onde proches de la coupure oscillante. Enfin, il a été verifié que le terme

[|C(uw)]|* = % varie linéairement avec A en accord avec I’étude théorique et la rela-
ot x

tion (3.12). Ceci permet de valider le développement effectué a 1’aide de la série de Taylor
et d’affirmer que le premier terme de cette série est a l'origine de la majeure partie de
I’erreur de commutation.

En conclusion de ces simulations de Turbulence Homogéne Isotrope, la nécessité de
controler la vitesse de variation de la longueur de coupure du filtre LES a été mise en
évidence. En effet, une modification trop rapide de cette longueur va entrainer des pertes
irrémédiables d’information qui vont se traduire par une modification de la turbulence de
I’écoulement. Au contraire, si la vitesse de variation du maillage (et, par voie de consé-
quence, la vitesse de variation de la longueur de coupure du filtre) est suffisament faible,
les phénomenes liés a la cascade d’énergie vont permettre de restituer la dynamique des
différentes structures présentes dans ’écoulement.

Dans la suite des travaux, il faudra donc préter une attention toute particuliére a ce phé-
nomeéne et chercher le meilleur compromis au niveau de la fréquence de raffinement de
maillage : elle doit étre suffisament élevée pour bien suivre I’évolution de ’écoulement et
des structures qui le composent, mais ce raffinement ne doit pas se faire au détriment de
la qualité de la solution qui pourrait étre altérée par des modifications trop fréquentes de
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la précision locale du maillage.
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F1G. 4.7 — THI forcée : évolution de la densité spectrale d’énergie E(k) de cinq modes
particuliers pour des pulsations d’oscillations, w = 1 (haut), w = 2 (centre) et w = 10
(bas). — — : évolution sans oscillation (w =0); 0:k=3;0:k=6;A:k=10; V:

k=14;¢: k= 18.
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F1G. 4.8 — THI forcée : évolution de la répartition spectrale de 1’énergie pour différentes
pulsations d’oscillation : w = 1 (haut), w = 2 (centre) et w = 10 (bas). Iso-valeurs de dE.



Deuxiéme partie

Simulation des Grandes Echelles en
maillage adaptatif

61






Chapitre 5

Les différentes techniques de
raffinement local

5.1 Intérét du raffinement local en turbulence

La caractéristique principale d'un phénoméne turbulent est son Intermittence Spatio-
Temporelle. L’intermittence est associée a des fluctuations locales de 'activité des petites
échelles présentes dans I’écoulement. Les vortex, ou zones tourbillonnaires, ou concentra-
tions de vorticité, sont classiquement associés a 'intermittence.

L’intermittence d'un écoulement est ainsi associée directement a la dynamique des petites
échelles.
Ce phénomeéne peut étre appréhendé de deux facons différentes :

— a 'aide d’une approche statistique pour laquelle on mesure 1’écart a la gaussianité

des densités de probabilités des mesures turbulentes.

— au moyen d’une approche plus heuristique qui traduit une alternance spatio-temporelle
aléatoire de régions laminaires et de régions fortement désordonnées ou tourbillo-
naires.

En 1959, Landau et Lifshitz [69] émirent ’hypothése que la dissipation de 1’énergie ci-
nétique de la turbulence n’était pas homogéne mais concentrée dans l’espace et dans le
temps au sein de régions associées a de forts cisaillements du champ de vitesse. De telles ré-
gions particuliéres existent a toutes les échelles et leur intermittence spatiale et temporelle
a été depuis prouvée expérimentalement. Elle apparait aujourd’hui dans les simulations
numériques de turbulence compressible ou incompressible. Les signatures statistiques de
Iintermittence montrent que cet effet est d’autant plus prononcé que I'on s’approche des
échelles dissipatives.

Plus précisément, Farge et al. |35] montrent que l'intermittence est principalement liée
a la dynamique des petites structures cohérentes, a savoir les phénomeénes d’éclatement
tourbillonnaire (“bursts” en anglais, voir paragraphe 8.2.1) dans le cas du canal plan, ou
les “vortex core” pour la couche de mélange. Pour cela, ils s’appuient sur une analyse en
ondelettes du champ turbulent et 'introduction d’un coefficient d’intermittence et d’un
nombre de Reynolds local, tous deux basés sur les coefficients en ondelettes.

D’un point de vue numérique, le caractére intermittent de la turbulence peut se consta-
ter de différentes maniéres. Plusieurs auteurs dont Farge et al. [35] et Perrier et al.
[106] montrent ainsi que le phénoméne d’intermittence se traduit par une légére aug-
mentation de la pente du spectre dans la zone inertielle. De méme, Farge et al. [36]

63
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rapportent des résultats expérimentaux en contradiction avec la théorie de Kolmogorov.
En effet, dans le cadre des travaux de Kolmogorov, la fonction de structure d’ordre p,
Sp(r) = %fOL |f(z) — f(z 4 7)|P dx, est amenée & varier selon une loi en puissance en
fonction de l'indice p :

Sp(r) = PP = pp/3 (5.1)

Or, on s’apercoit que ce n’est pas le cas lorsque 'on s’intéresse a ces résultats experimen-
taux. On explique généralement ce phénomeéne par le fait que la dissipation €, supposée
constante dans la zone inertielle du spectre selon les hypothéses de Kolmogorov, est en
fait intermittent en espace, rejoignant les conclusions de Landau et Lifshitz. Enfin, un
moyen simple d’évaluer numériquement le caractére intermittent d’un écoulement est de
calculer son facteur de skewness défini par la relation (4.6).

Cette répartition spatio-temporelle des structures turbulentes doit étre prise en compte
dans la Simulation des Grandes Echelles. En effet, plus la quantité de petites échelles
est importante et plus les risques d’erreur de modélisation sont conséquentes. Ceci est
d’autant plus vrai dans les régions ne vérifiant pas les hypothéses de cette modélisa-
tion, typiquement I’hypothése d’isotropie des petites échelles. Par exemple, les “bursts” en
proche paroi sont des structures de petite taille dont on sait qu’elles ne vérifient pas le re-
tour a I'isotropie. La solution la plus rapide pour diminuer les erreurs engendrées est ainsi
de diminuer la quantité d’informations & modéliser dans les zones sensibles de 1'écoule-
ment. C’est dans cette optique que nous avons voulu appliquer la Simulation des Grandes
Echelles sur des maillages s’adaptant dynamiquement a la configuration de ’écoulement.

5.2 Redistribution ou enrichissement de maillage ?

Nous venons d’évoquer l'intérét d’adapter localement le maillage en fonction de la
taille des structures turbulentes présentes dans les différentes zones de I’écoulement. I1
semble ainsi possible de controler I'erreur locale de la solution sans alourdir inutilement
les calculs. L’adaptation de maillage regroupe plusieurs familles et on se propose ici d’en
faire une étude bibliographique (non exhaustive) dans le but de justifier les choix que nous
avons fait pour notre étude.

Tout d’abord, on peut distinguer deux grandes classes de méthodes adaptatives : on peut
choisir d’optimiser la répartition des points du maillage sur le domaine étudié ou bien
enrichir le maillage dans les régions présentant des risques d’erreurs importantes.

La premiére catégorie consiste donc a redistribuer les points de discrétisation. L’algo-
rithme de redistribution est généralement découplé de la résolution des équations. Par
évaluations successives de la précision de la solution, on va ainsi densifier plus ou moins
le maillage en fonction des caractéristiques locales de ’écoulement en déplacant les points
de la grille. Le nombre total de points du maillage étant constant, on cherche a répartir
les noeuds du maillage de maniére & minimiser ’erreur globale. On se fixe donc comme
objectif d’obtenir une solution la plus précise possible en fixant les coits de calcul. On
parle généralement de méthodes d’adaptation et d’optimisation de maillages. L’inconvé-
nient majeur de ces méthodes reste qu’elles sont inadaptées aux écoulements fortement
instationnaires puisqu’elles ne permettent pas un suivi dynamique des structures. Il existe
cependant certaines études qui visent a déplacer dynamiquement les noeuds du maillage,
mais les nouveaux maillages obtenus sont souvent trés irréguliers et donc inadaptés aux
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schémas numeériques classiquement employés [107]. De plus, cette méthode va enrichir cer-
taines régions du domaine de calcul mais dans le méme temps on diminue la quantité de
points dans d’autres régions, ce qui risque de déplacer I'erreur numérique due au schéma
sans pour autant diminuer son influence sur le calcul.

La deuxiéeme catégorie repose sur un enrichissement de maillage. La méthode de raffi-
nement est ici couplée avec la résolution du systéme d’équations par I’emploi d’un senseur
(cf chapitre 7). Celui-ci a pour but de déterminer automatiquement les régions a raffi-
ner en s’appuyant sur la solution obtenue. On parle donc de techniques automatiques de
raffinement local. A la différence des méthodes de redistribution des points, le nombre
total de points de discrétisation va ici varier au cours du calcul, I'objectif étant d’obtenir
localement la précision souhaitée tout en limitant les coiits de calcul. Les avantages de
cette méthode sont nombreux, ce qui nous a motivé dans le choix de cette approche.

Il est possible de subdiviser cette catégorie en deux sous-catégories : la premiére consiste
a enrichir un maillage unique alors que la seconde est fondée sur I'enrichissement d’un
maillage fixe par ’emploi de plusieurs niveaux de grilles. Nous allons maintenant détailler
chacune de ces approches et conclure sur la méthode employée dans la suite de ce mémoire.

5.3 Techniques de raffinement local par enrichissement

5.3.1 Enrichissement d’un maillage unique

Le principe général de cette approche est de construire des mailles de niveau fin par
découpage des mailles grossieres du maillage de base. On distingue deux étapes successives,
la déstructuration et la restructuration de maillage, ce qui revient a faire disparaitre les
mailles grossiéres qui ont été raffinées au profit de mailles de niveau fin.

Ce type de raffinement est adapté a ’étude de maillages de base de type structurés ou
non-structurés. Dans le cadre de notre étude, nous adoptons une approche volumes finis
et nous allons donc nous restreindre a des maillages de base structurés.

F1G. 5.1 — Enrichissement d’un maillage unique, cas cartésien structuré, avec trois niveaux
de raffinement

L’enrichissement d’un maillage unique structuré conduit a une approche non-structurée
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avec raccords non-conformes entre les cellules du maillage raffiné. En effet, les mailles
de ce nouveau maillage ont un nombre variable de voisins a chacune de leurs interfaces
(figure 5.1). Néanmoins, afin d’éviter des irrégularités trop importantes de la résolution
du maillage fin, on limite généralement le nombre maximal de voisins de chaque cellule.
L’inconvénient principal de cette approche est le recours a des maillages non structurés
dont le traitement est plus exigeant que celui des maillages structurés.

5.3.2 Enrichissement a I’aide d’une struture hiérarchisée

[T77777
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(277777
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F1G. 5.2 — Enrichissement a 'aide d’une structure hierarchisée

La deuxiéme technique d’enrichissement de maillage va s’appuyer sur I’emploi de plu-

sieurs grilles de différents niveaux de résolution. Disposant initialement d’un maillage de
base qui recouvre l’ensemble du domaine de calcul, on créé ensuite d’autres grilles de
résolutions plus fines dans les zones détectées comme étant a raffiner. Ces nouvelles grilles
viennent se superposer au dessus de la grille grossiére comme indiqué sur la figure 5.2.
Cette approche repose ainsi sur une structure comportant plusieurs maillages emboités,
on parle de structure hierarchisée. Bien que ce type d’approche soit adapté aux maillages
structurés comme aux maillages non-stucturés, seule I’approche structurée va étre déve-
loppée par la suite dans le cadre de nos travaux.
Dans le cadre de maillages structurés, les maillages emboités sont généralement réperto-
riés en trois catégories, en fonction de leur orientation et de leur forme générale. En effet,
ils peuvent étre alignés (figure 5.3), en rotation (figure 5.4) ou topologiquement similaires
(figure 5.5) par rapport au maillage de base. En fonction du type de maillages auxquels
ont a recours, on parlera de méthode AMR (pour Adaptive Mesh Refinement en anglais)
si les maillages sont alignés ou en rotation et d’approche de type M.L.A.T. (pour Multi-
Level Adaptive Techniques) si les grilles sont topologiquement similaires. Dans notre cas,
les maillages seront alignés ce qui correspond aux méthodes de type AMR que nous allons
maintenant détailler.

Cette approche a été développée initialement par Berger et Colella dans les années 80
[9]. Leur premier objectif était d’assurer un bon suivi des ondes instationnaires qui ap-
paraissent en détonique. Pour cela, ils utilisaient plusieurs niveaux de raffinement, en
fonction d’une estimation locale de 'erreur de troncature. Ils travaillaient alors avec des
maillages raffinés en rotation vis a vis du maillage de base, ce qui leur permettait d’ali-
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F1G. 5.3 — Maillages alignés par rapport au maillage de base

K

F1G. 5.4 — Maillages en rotation par rapport au maillage de base

gner ces maillages fins avec les discontinuités. Cependant, la difficulté de traitement aux
interfaces entre les différents niveaux en présence de maillages en rotation explique que
la majorité des auteurs faisant appel a la méthode AMR préférent s’appuyer sur des
maillages alignés.

Parmi les auteurs qui ont contribué a ’amélioration de 'approche AMR, on pourra citer
en particulier Quirk [117], qui a donné un apercu détaillé de I'algorithme AMR pour les
équations d’Euler instationnaires.

L’enrichissement a ’aide d’une structure hierarchisée présente des atouts non négligeables.
Le principal atout réside dans la régularité des maillages obtenus, ce qui en terme de pré-
cision doit apporter un plus par rapport a un raffinement s’appuyant sur un maillage
unique. Par la suite, on pourra également envisager de paralléliser les calculs avec une
telle approche multi-grille, ainsi qu'une approche multi-résolution dans certaines situa-
tions complexes. Pour ces différentes raisons, la méthode de raffinement a ’aide d’une
structure hierarchisée a été retenue dans cette étude.

Par ailleurs, du fait de la complexité de 'utilisation de maillage en rotation, il reste a choi-
sir entre des maillages topologiquement similaires ou des maillages alignés. Les maillages
topologiquement similaires ont un défaut majeur dans le cadre de nos travaux : 'ensemble
des cellules a raffiner doivent étre incluses dans un seul domaine de calcul. En présence
d’écoulements turbulents faisant intervenir des structures fines plus ou moins complexes,
réparties aléatoirement dans le domaine de calcul, le raffinement obtenu risque d’étre trop
important. Les maillages topologiquement similaires sont plutot employés afin de prendre
en compte un seul phénoméne physique local comme une couche limite ou un choc. Les
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F1G. 5.5 — Maillages topologiquement similaires au maillage de base

maillages alignés aboutissent, quant a eux, a un découpage du domaine de calcul, permet-
tant d’encadrer avec précision chacune des structures présentent dans I’écoulement.

En résumé, 'approche adoptée dans cette étude s’appuie sur des maillages structurés
emboités, le raffinement étant réalisé a ’aide d’une structure hierarchisée de maillages
alignés.



Chapitre 6

Méthode de raffinement automatique
développée

La premiére partie du mémoire a permis d’introduire la notion de séparation d’échelles
du champ turbulent utilisée dans la Simulation des Grandes Echelles. Cette approche
permet ainsi de distinguer les grandes échelles présentes dans I’écoulement des petites
échelles. Cette décomposition a pour objectif principal de réduire les temps de calcul
puisque seules les grandes échelles sont explicitement résolues, tandis que les plus petites
sont modélisées par l'introduction d’un modéle sous-maille. Ces derniers reposent sur un
certain nombre d’hypothéses, lesquelles ne sont pas systématiquement vérifiées pour des
écoulements complexes. Dans un tel contexte, une méthode intéressante pour réduire les
erreurs de modélisation consiste a utiliser des maillages fins dans les zones a risques.
Cette utilisation locale de maillages fins est traitée dans ces travaux a ’aide d’une approche
multiniveau. Ainsi, a chaque niveau est associée une résolution plus ou moins importante
de I'écoulement. Ce chapitre a pour but d’introduire le formalisme général multiniveau
utilisé dans une telle approche.

6.1 Formalisme multiniveau

Dans un premier temps, il va s’agir d’introduire les notations employées par la suite
pour la représentation multidomaine/multirésolution d’un champ turbulent. L’utilisation
d’une hiérarchie de grilles va en effet nécessiter de distinguer le degré de résolution des
variables étudiées sur ces différents niveaux de gilles. Soit ¢ une fonction quelconque de
(z,t) € QxRT, Q C R3, a valeurs dans R. La représentation multiniveau de cette variable
va nécessiter ’emploi d’une famille d’opérateurs de restriction notée Gy, £k = 1, N. On
défnit alors une ensemble d’opérateurs hiérarchiques G, k = 1, N, de la maniére suivante :

Qf =GroGp_10 ... oGy = Gkogf_l (61)

Les différents niveaux de représentation de la fonction ¢ sont obtenus en appliquant un
. k . . . . N . PO T
opérateur Gy. La représentation de ¢ au niveau n € [1, N|, notée ¢ , est évaluée a l'aide

de :
—_n
¢ =G7(¢) =Gro ... Gi(9) (6.2)
L’utilisation d’une famille d’opérateurs de restriction pour G} va aboutir & des représen-
. —k . . .y «
tations ¢ de la fonction ¢ qui vont étre de plus en plus grossiére au fur et a mesure que
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k croit. Ainsi, le niveau le plus fin de représentation est 51 et le plus grossier EN.
Pour chaque niveau de résolution n, la fonction ¢ est alors décomposée a 1’aide de deux
contributions : on distingue d’une part la partie représentée sur ce niveau En et de 'autre
la partie non représentée ¢!, : .

¢p=0¢ +¢, (6.3)
Par référence aux travaux de Harten et au formalisme mutlirésolution qu’il propose, on
introduit la notion de détails. On note d¢™ le détail de la fonction ¢ au niveau n ; il caracté-
rise ’ajout d’information obtenu sur la fonction ¢ en passant du niveau de représentation
n + 1 au niveau plus fin n ou réciproquement la perte d’information lorsque 'on passe
d’un niveau n a un niveau n + 1 :

-n —n—+1
0" =9 —d = ¢, (6.4)
A Taide de ces notations, la décomposition de ¢ donnée par (6.3) peut se reformuler par
récurrence de la maniére suivante :

6=0 +) o4 (6.5)

Plus généralement, les détails permettent de faire le lien entre des différents niveaux de
représentations de la fonction ¢ :

n—1
¢ =9"+>) o¢ (6.6)
l=m

On peut ainsi déterminer la représentation de ¢, sur un niveau m donné, en connaissant
sa décomposition sur un niveau plus grossier n et les détails traduisant la perte d’infor-
mation entre ces deux niveaux.

Dans le cadre de la Simulation des Grandes échelles, on imagine aisément que l'on peut
rapprocher les opérateurs Gy de la notion de filtrage évoquée dans le premier chapitre de
ce mémoire. L’opérateur G5, va ainsi étre assimilé a un filtre passe-bas en fréquence, de
longueur de coupure Ag. De cette maniére, utilisation de 'opérateur Gy, sur une fonction
¢ va se traduire par un produit de convolution du type :

Gn(@)(x,t) = (Gn* @) (x,t) = /QGn(AmI — &) ¢(&,1) d¢ (6.7)

La hierarchie adoptée précédemment pour ces opérateurs Gy, indique un choix de longueurs
de coupure Ay croissantes avec k, ¢’est a dire Ay > Ag.

Par ailleurs, la combinaison de ces filtres G}, par exemple pour k = m..n, va aboutir & un
nouvel opérateur de filtrage G définit comme précédemment :

G ()=GuxGrg1x ... xGpi1*xGrx(.) (6.8)

On peut alors définir pour le champ aérodynamique différents niveaux de filtrage. La
variable filtrée au niveau n d’une fonction ¢ est donnée par :

@ =GNP)=GCnx Gy % ... xGy %0 (6.9)
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On note A, la longueur de coupure liée au filtre GP. A chaque longueur de coupure A, on
peut associer un nombre d’onde de coupure k, = 7/A,,. La variable filtrée an correspond
alors aux nombres d’onde k£ < k,,. Les détails entre deux niveaux succéssifs [ et [ + 1 sont
calculés comme précédemment :

5 =3~ = (G~ Gt (9) (6.10)
Dans le contexte de la Simulation des Grandes Echelles, les détails décrivent le com-
plément fréquentiel de la fonction ¢ entre les niveaux de filtrage [ et [ + 1, et sont par
conséquent liés aux échelles de fréquence comprises dans Uintervalle [k, 1, k;].
Comme évoqué précédemment, les équations de la Simulation des Grandes Echelles portent
généralement sur les variables de Favre définies par la relation (1.31). Pour cela, un nouvel
opérateur de filtrage noté F}' permet de définir la variable de Favre filtrée au niveau n
par :

mn

: 7

" =F(9) == = >, 6.11
=T G0 (o1
On peut également écrire :
o = GF <q§"‘1> (6.12)
en définissant 'opérateur G de la maniére suivante :
G (P"10)
F . n
G, (¢) = Grxp (6.13)

On notera qu’il n’y a pas nécessairement égalité entre les longueurs de coupure A" lice
au filtre G" et A™ liée au filtre primaire GG,,. En effet, il n’y a égalité que lorsque les filtres
primaires utilisés sont des filtres porte, pour lesquels on vérifie aisément G’ = G,,. Dans
le cas général, 'égalité n’est pas vérifice : A" # A"

Dans le cadre de la résolution des équations de Navier-Stokes, la décomposition multi-
échelles va s’appliquer aux variables aérodynamiques. Pour un fluide compressible, les
équations filtrées au niveau n, sous leur forme compact, s’écrivent :

0 = ~ 0
9 S ™Y — _7m _ 9w
el + N (V) =T K (6.14)

Le vecteur V(™ définit un nouveau jeu de variables filtrées faisant intervenir I’énergie
résolue au niveau n :

A p

v =1 pU = w1 (6.15)
— (n) D —(n)~(n)~(n
g )\ 22 o

Le vecteur K™ est défini a I’aide de I’énergie cinétique sous-maille généralisée du niveau
n, k™ de la maniére suivante :

0 0
km— | o | = ' 0 (6.16)
A0 5ﬁ(m (mm) _ ﬂémﬂ](gn))

Le terme sous-maille de niveau n, noté 7, est alors donné par :

70 = NV - N (V) (6.17)
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6.2 Couplage intergrilles

6.2.1 Opérateurs de restriction et de projection

Les opérateurs intergrilles sont de deux natures : projection et restriction. Leur objectif
est de faire le lien entre les champs obtenus sur les différents niveaux de grilles. Dans
notre étude, nous avons opté pour un opérateur de restriction d’ordre deux en espace et
un opérateur de projection d’ordre trois, proches de ceux évoqués par Terracol [136, 138|.
L’opérateur de projection est néanmoins modifié avec une prise en compte de d’avantage
de points du maillage grossier dans le but d’annihiler tous les termes en AiAZA’; pour
lesquels ¢ +j + k = 2.

Afin de distinguer les points de niveau fin de ceux de niveau grossier, on note (i, j, k) les
coordonnées des cellules du niveau fin et (I, J, K) les cellules de la grille grossiére. Dans
notre cas, le rapport entre deux niveaux de grilles successifs étant de deux, les relations
suivantes permettent de relier ces coordonnées : i = 2(I — 1)+ 1, j =2(J —1)+ 1 and
k=2(K—-1)+1.

L’opérateur de projection permet de calculer le champ étudié sur une grille fine en partant
des informations données par une grille plus grossiére. Ainsi en reprenant les notations
du paragraphe 6.1, on va évaluer ¢¢~1 en connaissant le champ sur la grille de niveau
supérieur . On utlhse pour cela quinze points de la grille grossiére, I’opérateur s’écrivant

finalement :
—(1-1) —1,50
¢i,j,k = (le 1(¢ )>”k
1125 —1 825 —1
= 784 Z ¢I+€,J+777K+1/1 - 6272 Z ¢I+€,J+7],K+w
(&mp)eQs (En)enB
2295 —1 195 —
6272 Z QSIJrE,JJmJ(JruWL 784 Z ¢I+§,J+n,K+¢
(&n)ens (€n)ENB
195 - 3945 —
+ @ Z ¢I+§’J+"’K+¢_18816 Z ¢1+§,J+n,K+¢
(Eny)eQy (Ena)ent
1413 —1
- 6272 Z ¢I+§,J+T],K+¢
(Em)eQl
avec
Qp = {(0,0,0)}
QF = {(=1,0,0);(0,-1,0);(0,0,-1)}
0 = {(1, ><0,1,0> (0,0,1)}
0p = {(1,1,0> <0,1,1>7<1,o,1>}
Qp = {(-1,-1,-1)}
05 = {(1,1,1)}

Afin de corriger la solution

calculée sur la grille grossiére en fonction des informations
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(a) Operateur de restriction. (b) Operateur de prolongement.

F1G. 6.1 — Cellules utilisées par les opérateurs de transfert inter-grilles (cas 2D).

complémentaires obtenues sur les grilles fines la recouvrant, on a recours a un second
opérateur appelé opérateur de restriction. Il permet de calculer le champ sur la grille
grossiére ¢) a partir de celui calculé sur les grilles fines @1 :

alI,J,K - <Rf_1 @l_l)> 1JK

1 —i-1
= 3 D Ducsrarn

(Emh)eQy

avec

Afin d’évaluer la précision de ces opérateurs, la stratégie de raffinement va étre appli-
quée a un écoulement dont on connait parfaitement la solution. L’objectif est de valider ces
opérateurs, tout d’abord sur une configuration simple présentant un maillage uniforme
dans toutes les directions, puis d’étendre cette étude a un maillage qui serait déformé
dans une direction. Pour cela, les variables de I’écoulement sont initialisées de la maniére

suivante :

(= sin2r )
U = Sin 7TLy
U2:U3:0

p=1

—1
T:1+7TM2(1—U1)2

(6.18)

\

Le vecteur des variables conservatives varie ainsi dans une unique direction y. On peut
alors simplifier les opérateurs intergrilles et les réecrire comme des opérateurs monodi-
mensionels suivant cette direction. Cela permettra ensuite d’évaluer facilement ’erreur

théorique de cet opérateur, tout du moins pour un maillage uniforme. En utilisant les
o . —l —1 —i—-1 —I-1 .
simplifications du type @7 ¢ 1 x4y = @11k €6 Gire iy = @i jx POUT tout (§,1), on réecrit
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les opérateurs de la maniére suivante :

RPE() 15 — 3 =1 5 —1
<Pll (o )>wk = 16 b1 — 32 b1 i1k T 3 b1 g1k (6.19)
—i-1 1 -1 1
(Rg—l(gb )>I K = 5 ¢7j,j7k + 5 ¢i,j+1,k (620)

La figure 6.2 décrit les fonctions de transfert des opérateurs utilisés dans cette étude
pour le transfert d’informations entre deux niveaux de grille succéssifs, en se limitant
toutefois a I’étude d’un opérateur monodimensionnel (relations (6.19) et (6.20)). Les mo-
dules de ces fonctions de transfert (fig. 6.2(c)) montrent une tendance a atténuer les plus
hautes fréquences du signal. Cette caractéristique permet d’éviter tout phénomeéne d’ac-
cumulation d’énergie au niveau de la longueur d’onde de coupure sur les niveaux grossiers
[136] qui pourrait se traduire par I'introduction d’erreurs numeériques sur les fluctuations
turbulentes. Par ailleurs, le fait que la partie imaginaire de 'opérateur de prolongement
soit non nulle vient de I'utilisation de schémas cell-centered. Ce type de schéma entraine
nécessairement 'emploi d’opérateurs décentrés au niveau du prolongement et donc ’ap-
parition d'un déphasage. La partie imaginaire de 'opérateur de restriction, quant a elle,
est nulle car il s’agit d’un opérateur centré.

En présence de maillages non uniformes, un leger gain est constaté au niveau des si-
mulations lorsque I'on pondeére les coefficients de 'opérateur de restriction par les volumes
des cellules considérées. Ainsi, un opérateur de restriction avec pondération par le volume
a été retenu dans la suite des travaux. Cette pondération n’est en revanche pas utilisée
pour l'opérateur de projection, puisque, d’une part, un tel opérateur serait compliqué
a construire du fait du nombre conséquent de points d’interpolation employés; d’autre
part, la projection est utilisée moins fréquemment que la restriction puisqu’elle intervient
seulement quand un raffinement est demandé et uniquement si la zone en question n’a
pas été raffinée auparavant, alors que I’écrasement du champ grossier par le champ fin est
utilisé & chaque pas de temps.

6.2.2 Enrichissement aux frontiéres

Le fait de recourir a une approche multirésolution nécessite un traitement particulier
au niveau des interfaces de raccord entre deux domaines de niveaux distincts. En effet,
I’'une des principales caractéristiques de cette approche réside dans la discontinuité brutale
de la taille des mailles au niveau de ce type d’interface. Cela entraine une discontinuité en
fréquence de la solution obtenue sur chacun des niveaux. En effet, comme chaque niveau
de grille est associé a un filtre LES dont la longueur de coupure est proportionnelle a la
taille de maille, il est possible de représenter d’avantage d’informations correspondant aux
petites échelles sur la grille fine. Afin de conserver une précision suffisante sur le niveau
fin, il est alors nécessaire de tenir compte de maniére explicite de cette discontinuité a
I'interface.

Cependant, la plupart des études antérieures menées sur des configurations multido-
maines ou multigrilles locales utilisent un traitement continu aux interfaces. Ainsi, Simons
et Pletcher [130| ont recours a un traitement conservatif des flux et des variables aux in-
terfaces pour leur approche multidomaine. Manhart et Friedrich [86] proposent également
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F1G. 6.2 — Fonctions de transferts des opérateurs de restriction, prolongement et de leur
association en fonction du nombre d’onde adimensionné par le nombre d’onde de coupure
du niveau fin (noté kc_f).
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(a) Traitement continu a U'interface : appa-  (b) Traitement discontinu & l'interface : res-
rition d’une zone tampon titution correcte des petites structures

F1G. 6.3 — Traitement a U'interface fin/grossier.

un traitement continu aux interfaces dans leur méthode s’appuyant sur des grilles emboi-
tées. Enfin, Sullivan et al. [135] et Boersma et al. [16] imposent également la continuité
du champ et des flux aux interfaces dans ’utilisation de leur algorithme multigrille local
sur la Simulation des Grandes Echelles. Cependant, dans le cas de 1’étude de Sullivan, le
traitement continu aux interfaces se justifie par le fait qu’il prend soin de faire tendre les
longueurs caractéristiques des deux maillages situés de part et d’autre de l'interface vers
une méme valeur en s’approchant de cette fontiére.

Ces méthodes classiques, consistant & imposer une conservation des flux (voire des
variables) a l'interface entre deux niveaux de grilles, ne peuvent ainsi remédier a ce pro-
bléme de discontinuité fréquentielle. En effet, si aucun traitement particulier en terme de
fréquence n’est effectué au niveau de 'interface, il risque de se développer une zone dite
tampon dans les premiéres mailles de la grille fine, comme évoqué par Quéméré [115] et
comme représenté sur I'image de gauche de la figure 6.3. Dans cette zone, les modes hautes
fréquences sont mal représentés, ceux-ci étant seulement régénérés au fur et a mesure que
I’on s’éloigne de la frontiére. Or cela revient a supposer que le domaine fin est suffisament
étendu afin de régénerer I’ensemble de ces modes. Bien entendu, dans de nombreux cal-
culs, on s’attend a recourir a des grilles fines de faible étendue qui ne permettront donc
pas de bien réstituer les petites structures.

Afin d’éviter 'apparition de la zone tampon, Quéméré et al. [116]| ont proposé d’employer
une méthode d’enrichissement en fréquence de la solution obtenue dans les mailles fictives
de la grille fine par simple interpolation de la solution grossiére. Ainsi, la méthode choisie
pour évaluer ’enrichissement & apporter au niveau de ces mailles fictives est la suivante :
dans un premier temps, la stratégie consiste a extraire le détail entre la solution fine et
la solution grossiére au niveau des mailles réelles directement voisines de 'interface ; puis
dans un deuxiéme temps, on injecte cette quantité dans les cellules fictives en "ajoutant
a la valeur interpolée directement & partir du champ grossier. Cependant, il convient de
pondérer le complément fréquentiel par une constante C' avant de I'appliquer dans les
cellules fictives. En effet, Quéméré [115] montre que ce coefficient permet de stabiliser le
calcul & condition que sa valeur soit inférieure & un, la valeur C' = 1 pouvant aboutir &
des instabilités numériques. De maniére intuitive, on peut justifier le choix d’une valeur
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inférieure & un pour le coefficient d’enrichissement par le fait qu’en s’éloignant du domaine
fin, on s’attend a obtenir des termes hautes fréquences de plus en plus atténués.
La stratégie d’enrichissement se déroule ainsi en deux étapes et peut se résumer de la

Q, Qnia
J I+l
o——f------- o)
j j+1 |
U | |
P O
F1G. 6.4 — Procédure d’enrichissement aux frontiéres. — : frontiére fin/grossier ; o : cellule

du maillage grossier; [ : cellule réelle du maillage fin ; B : cellule fictive du maillage fin.

maniére suivante (voir notations sur la figure 6.4) :
n)/ - —(n), . n nal, 7)), .
06" (j) = 6" (j) = Py o RyHET (7)) (6.21)

3G +1) = Pro @ (T 1)) + 0™ x 56 () (6.22)

La valeur exacte attribuée a la constante d’enrichissement C'™ demeure une inconnue du
probléme. Quéméré [115| propose des valeurs de 'ordre de 0,95 dans le cadre du couplage
RANS/LES, alors qu’une valeur de 0,7 est appliquée pour le couplage entre deux domaines
LES. Terracol [136], pour sa part, évalue la valeur & donner & cette constante en faisant
I’hypothése de l'existence d’une loi en puissance pour l'énergie résolue aux plus hautes
fréquences résolues afin de déterminer le complément fréquentiel & imposer dans la cellule
fictive. Terracol obtient ainsi des valeurs proches de 0,95 dans le cadre d’une approche
LES multiniveau. Nous avons noté cependant une grande dépendance des résultats vis
a vis de la valeur attribuée a cette constante. Aussi, les futures simulations numériques
auront pour premier objectif de déterminer une valeur optimale a attribuer a ce paramétre.
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Chapitre 7

Critére de raffinement pour la
Simulation des Grandes Echelles

7.1 Les critéres de raffinement classiques

Le critére de raffinement est un complément indissociable de toute stratégie de raffine-
ment. En effet, 'objectif des méthodes de raffinement local est d’accroitre ou de réduire
la densité de points du domaine de calcul afin d’assurer une répartition la plus uniforme
possible de I'erreur numérique - définie comme étant 1’ecart entre la solution exacte et le
résultat de la simulation. Pour ce faire, il est nécessaire de déterminer un indicateur de
raffinement qui permette de tester si la précison du maillage est localement cohérente avec
les besoins du calcul et de I'outil numérique. Ce critére est communément appelé senseur.
Dans la littérature, ces senseurs sont généralement basés sur des critéres de deux natures
distinctes. Tout d’abord, on peut étudier la précision numérique de la méthode employée
pour vérifier, par exemple, que 'erreur de troncature liée au schéma de discrétisation ne
va pas étre trop importante. D’autre part, on peut s’appuyer sur des contraintes physiques
de I’écoulement, comme par exemple les gradients des grandeurs physiques ou les valeurs
du tenseur des contraintes visqueuses. Nous allons rappeler les grands principes de ces
deux approches, ainsi que leurs limites de validité.

7.1.1 Critéres numériques

La majorité des critéres entrant dans cette catégorie est fondée sur des estimations
a posteriori de 'erreur de troncature. Pour cela, les auteurs ont généralement recours
a une méthode basée sur 'extrapolation de Richardson. Le principe est de comparer la
solution obtenue avec celle qui proviendrait d’un calcul sur un maillage deux fois plus
grossier et avec un pas de temps deux fois plus important. On a alors une estimation de
la qualité de la solution obtenue, et on peut étre amené a modifier la résolution du calcul
en conséquence. Pour une déscription détaillée de la méthode, on pourra se référer aux
travaux de Berger et ses coauteurs [8, 9, 10].
D’autres études tirent leur principe de 'introduction d’un probléme dual et une approche
de type Galerkine [57, 58], et présentent l'intérét de ne pas se limiter a 1’étude de 1'erreur
de troncature du schéma mais tiennent compte a la fois de cette erreur de discrétisation
et de 'erreur de modélisation des termes sous-maille
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7.1.2 Critéres physiques

Les senseurs basés sur des considérations physiques sont les plus couramment employés
dans la littérature. Le recours a ce type de critére nécessite une bonne connaissance de
la physique du phénoméne afin de s’assurer que ’on s’intéresse a une grandeur critique
pour ce type de configuration et ainsi détecter les régions pour lesquelles ’erreur risque
d’étre conséquente. Dans la majorité des cas, on considére que les zones pour lesquelles
la perte de précision va étre la plus importante correspondent aux endroits ou la varia-
tion de la solution est la plus grande. Les senseurs “physiques” sont ainsi le plus souvent
fondés sur des estimations de gradients de grandeurs physiques. Par exemple, dans le
cadre d’écoulements compressibles, pour lesquels les discontinuités (chocs, discontinuités
de contact) nécessitent une attention particuliére au niveau de la résolution du maillage,
le raffinement est realisé dans les zones de forts gradients de pression ou de masse volu-
mique (Hentschel et Hirschel [55], Canonne [19]). Dans le cadre d’études d’écoulements
transsoniques autour d’un profil d’aile, Coirier et Powell [20] utilisent des critéres fondés
sur la divergence et le rotationnel de la vitesse. La détection de couches limites est réalisée
par Quirk [117] & I'aide de la norme du tenseur des contraintes visqueuses. Il s’agit d’une
liste non exhaustive de grandeurs physiques utilisées afin de mesurer la résolution locale
du maillage par rapport aux phénomeénes que 1’on souhaite observer.

7.1.3 Limites de ces critéres

On dispose ainsi, dans la littérature, d’un nombre conséquent de critéres de raffinement
qui sont choisis en fonction des besoins particuliers de ’étude et de la simulation effec-
tuée. En effet, on peut constater que les grandeurs physiques adoptées pour déterminer
les zones de raffinement vont dépendre essentiellement du type d’écoulement considéré.
On ne distingue évidemment pas de la méme facon une couche limite et une onde de choc.
Cet aspect “empirique” des senseurs physiques leur enléve de leur intérét, alors qu’ils sont
numériquement trés attractifs, reposant uniquement sur les variables calculées numérique-
ment. Le critére d’arrét (threshold en anglais), ¢’est a dire la valeur au-dela de laquelle on
considére qu'une cellule de mailage doit étre raffinée, reste également a fixer de maniére
arbitraire par 1'utilisateur, ce choix n’étant pas toujours instinctif et pouvant nécessiter
un calcul préalable afin de I’évaluer. De plus, dans le cadre de I’étude des écoulements
turbulents, il semble difficile de déterminer une grandeur physique qui permette de carac-
tériser I’ensemble des phénomeénes qui entrent en jeu.

Les critéres numériques se révelent beaucoup plus universels, ne comportant aucune consi-
dération sur la physique de I’écoulement. Cela peut néanmoins s’avérer imprécis, en par-
ticulier lorsque I'on va employer une modélisation des échelles non résolues, comme c’est
le cas en Simulation des Grandes Echelles, puisqu’aucune évaluation particuliére de la
précision locale de cette modélisation n’est menée. Mitran 93] montre en effet que ce
type de critére, appliqué a une Simulation des Grandes Echelles de canal plan, aboutit a
un raffinement sur presque la totalité du domaine grossier. Or ce n’est évidemment pas
ce a quoi on s’attend, puisque le senseur détecte alors des zones propices a la Simulation
des Grandes Echelles, avec un retour a l’isotropie des échelles sous-maille, et qui n’ont
donc pas besoin d’étre raffinées. Afin d’éviter un raffinement excessif, Mitran couple alors
le senseur basé sur I'extrapolation de Richardson avec un critére portant sur la physique
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de I’écoulement. Il choisit d’étudier la répartition spatiale de 1’enstrophie ainsi que celle
du produit scalaire entre le champ de vitesse et le champ de vorticité. Cela aboutit alors
aux mémes contraintes portant sur les critéres physiques, en particulier la valeur du seuil
de raffinement qu’il faut évaluer “au cas par cas”.

7.2 Senseur en ondelettes élaboré

Dans 'optique de I'emploi de maillages adaptatifs sur des calculs de Simulation des
Grandes Echelles, nous allons, par la suite, chercher a raffiner les zones du maillage pour
lesquelles la modélisation des échelles sous-mailles risque de se montrer inefficace. Il s’agit
donc de détecter précisément les régions pour lesquelles les hypothéses utilisées pour
cette modélisation vont s’avérer inexactes. L’hypothése qui est le plus souvent sujet a
controverse est ’hypothése d’isotropie des petites échelles. On sait, par exemple, que les
écoulements confinés, en présence de parois solides, ne verifient pas cette hypothése, abou-
tissant a des erreurs de modélisation non négligeable quand on applique la Simulation des
Grandes Echelles en proche paroi. On va donc chercher un critére permettant de tester le
caractére isotropique des petites structures. Les senseurs évoqués précedemment ne per-
mettant pas aisément de mesurer une éventuelle anisotropie, on va devoir mettre au point
un nouveau critére. Celui-ci devra a la fois rendre compte de la structure locale de 1’écou-
lement, mais aussi donner des informations concernant la taille des structures rencontrées
en chaque région du domaine de calcul. En effet, les approches statistiques classiques de la
turbulence entrent généralement dans le cadre d’étude propre aux hypothéses de Kolmo-
gorov. En outre, le caractére intermittent de la turbulence n’est que rarement considéré et
le développement de nouveaux outils prenant en compte ce phénomeéne serait intéressant.
Mais cela nécessite de trouver un outil statistique qui traite de I'intermittence, le caractére
statistique de I'outil étant indispensable du fait du caractére chaotique de la turbulence
et de sa dépendance vis-a-vis des conditions initiales. Un outil répondant a ces critéres et
qui présente a la fois une localisation spatiale et une localisation en terme d’échelles est
la décomposition en ondelettes.

7.2.1 Les ondelettes

La méthode en ondelettes est une approche mathématique récente et reste un sujet
d’études important de nos jours. Cette technique a pour intérét principal de fournir une
décomposition d’un signal a la fois localisé en espace et en nombre d’onde. Pour cela,
on se donne une famille d’ondelettes sur laquelle va reposer cette décomposition. Cette
famille est obtenue par dilatation ou contraction d’une fonction choisie, appelée ondelette
mere notée 1(x) par la suite. Nous allons nous limiter, dans le cadre de ces travaux, aux
ondelettes réelles, mais il est possible de travailler avec des ondelettes complexes. Une
ondelette est une fonction ¢ € L?(R) de moyenne nulle :

o Y(x)dx = 0. (7.1)

—00

Plus généralement, 'ondelette mére est souvent choisie pour sa bonne localisation dans
I’espace physique et I'espace de Fourier; or cela nécessite que la fonction v choisie soit
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suffisament réguliére et décroisse suffisament vite dans ces deux espaces. Par ailleurs, les
ondelettes utilisées en pratique ont généralement leurs M premiers moments nuls :

+o0o
/ z™Y(x)dr =0 pour m =0, M (7.2)

[e.e]

La famille d’ondelettes, ici normalisée pour la norme L?(R), est alors obtenue par di-
latation et translation de 'ondelette mére. Cette famille est ainsi définie de la maniére
suivante :

Ura(a’) =r71% (‘” — x) (7.3)

r

ou x décrit le centre de I'ondelette 1), , et r son échelle.
La transformée en ondelettes continue de f € L*(R) a I'échelle r et a la position z se
calcule en corrélant f avec I’ondelette correspondante :

flrx) =Wf(z,r) = f(@ ) (2)da’. (7.4)

Le coefficient ainsi défini f (r,x) permet de mesurer les fluctuations de la fonction f
autour de la position x et a ’échelle r. Par la suite, on peut reconstruire toute fonction
f € L*(R) par combinaison linéaire de ses coefficients en ondelettes, i.e. :

1 “+oo +oo
t@ =g [ Ry (7.5)

La constante Cy, dépend de la famille d’ondelettes considérée :

co= [ Jowf 5= [ o

la notation © désignant la transformée de Fourier.
Une condition nécessaire afin de valider la décomposition est que I'ondelette vérifie la
condition d’admissibilité Cy, < +oo. Pour que 'intégrale soit finie, il faut s’assurer que

2 dk
- (7.6)

d(()) = 0, ce qui explique pourquoi les ondelettes doivent étre de moyenne nulle.
On vérifie également la relation suivante :

/_ ) e = Ciw /0 o /_ :o \F(r, 2)[2r~2dudr. (7.7)

e}

Dans le cadre de l'application des outils de décomposition en ondelettes a 1’étude
numérique, on s’appuie sur une formulation discrete de cette décomposition. En effet,
dans cette situation, on utilise généralement comme échelle discréte » = 2™ ce qui aboutit
a une nouvelle formulation de (7.3) :

U (2') = 272 (272 — ) (7.8)

Un choix judicieux de I'ondelette mére v (z) permet d’obtenir une base orthonormale
en ondelettes. L’intérét de ce type de base réside dans leur aptitude a bien représenter la
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fonction étudiée en connaissant un nombre optimal de coefficients en ondelettes. En effet,
ce type de base ne nécessite pas d’évaluer les coefficients pour les différentes échelles en
chaque point du domaine d’étude tout en permettant de caractériser convenablement le
contenu multi-échelles de la fonction analysée.

Les exemples d’ondelettes orthonormales sont nombreux. On peut citer les ondelettes
de Daubechies |26] ainsi que celles de Mallat [85].

Les ondelettes n’appartenant pas a la catégorie orthonormale sont dites redondantes.
Dans ce cas, 'expression (7.8) est couramment remplacée par :

/
Yom(@') = 27 <I2m") (7.9)
Ce type d’ondelette ne permet pas une représentation optimale de la fonction étudiée
contrairement aux bases orthonormales. En effet, les ondelettes redondantes ont pour
but d’évaluer en chaque point du domaine I’ensemble des coefficients en ondelettes de
la fonction aux différentes échelles. Par conséquent, le recours a ce type d’ondelettes
s’avere étre plus couteux que l'utilisation d’une base orthonormée. Néanmoins, l'intérét
des ondelettes redondantes réside dans leur capacité a apporter une analyse fine du signal
étudié. En particulier, elles se montrent plus précises lorsque 1’on cherche a évaluer la
régularité d’une fonction.
Par ailleurs, les ondelettes sont généralement définies a I'aide de fonctions d’interpolation
qui agissent dans chacune des directions de ’espace. Par la suite, on notera wﬁbv(i’jvk) le
coefficient en ondelettes discret dans la direction = défini par :

+o0o
Wi iy = o Omijny) = f(@) ¥ iy () d (7.10)

ou w;f%(i’j’k) désigne la fonction ondelette dans la direction z au point (4, 7, k) et a I’échelle
m.

Dans le cadre de nos travaux, on cherche a déterminer le spectre local en ondelettes
en chaque point du domaine d’étude. Dans cette optique, la redondance est appréhendée
comme un avantage car elle permet de déterminer les coefficients en chaque point avec la
méme précision. Ainsi, la base d’ondelette employée dans ces travaux est choisie redon-
dante.

Plus précisément, la base utilisée ici est identique a la base redondante employée par Sjo-
green et Yee [131]. En effet, dans leur étude visant a controler la dissipation numérique a
I’aide d’un critére fondé sur la décomposition en ondelettes, plusieurs familles d’ondelettes
ont été envisagées. L'une d’entre elles découle des travaux de Harten [53] portant sur une
approche multirésolution (cf relation (3.24) de [131]). C’est cette base qui a été retenue
dans notre étude. Les coefficients en ondelettes sont alors estimés a I’aide des relations
suivantes (ici dans la direction x) :

wfn,(i,j,k) = znﬁl —( ;-T-I;k + z'n:;‘,k)/2 (7.11)

et
ik = ( z"lfik + zn—lfik)/Q (7.12)
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Il s’agit ici d’un coefficient unidirectionnel, qui est évalué dans chacune des directions
de 'espace. Le coefficient tridimensionnel est alors obtenu en sommant les normes de ces
coefficients dans chacune des directions :

Win, (ij,k) = \/(w;,(i,j,k))2 + (wzz,(i,j,k))2 + (wfn,(i,j,k))z (7.13)

De plus, a l’aide d’un développement en série de Taylor de la relation (7.11), on montre
que (on omet temporairement les indices m dans un soucis de lisibilité) :

- Ax? (0 f 3
J 2 Ox? (iJk)

Ainsi, on est en mesure de déterminer la fonction de transfert correspondant a la décom-
position en ondelettes :

H(kx) = ——— = —

. Az?kx? 72 [ kx \?
- ’ ( ) , (7.15)

kxz,
avec kr. = z- qui définit un nombre d’onde de coupure monodimensionnel.

La transformeée en ondelettes correspond bien & une notion de petites échelles puisqu’elle
agit comme un filtre passe-haut sur la solution (cf figure 7.1).

H (k)

(k)

2.5 -

1.5 | —

F1G. 7.1 — Fonction de transfert associée a la base d’ondelettes choisie.

7.2.2 Critére de raffinement utilisé

Une fois les coefficients en ondelettes calculés, il va s’agir d’en tirer un critére de
raffinement qui soit adapté a la LES, ¢’est a dire dont le but est de déterminer les zones
pour lesquelles les hypothéses propre a la LES (retour a l'isotropie des petites structures,
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etc...) risquent de ne pas étre vérifiées. Pour cela, il est tout d’abord nécessaire d’introduire
’exposant de Lipschitz (ou de Holder). Ce paramétre est généralement utilisé pour tester la
régularité d’une fonction. En effet, dans le cadre de ’analyse multirésolution en ondelettes,
plusieurs théorémes permettent de relier la régularité d’une fonction et ses coefficients en
ondelettes 25, 34, 84, 106|. Par exemple, Daubechies |25 montre que si une fonction
f(z) € C! est a support compact et que ses coefficients en ondelettes vérifient

max | (f,Ymim) | < C2" (7.16)

JE€S(z0,m,e

pour tout m et pour € > 0, alors la fonction f a un exposant de Lipschitz o au point
T = XTo :

| f(x) = f(w0)] < Clo — x0]* (7.17)

pour tout x proche de xy. S(zg,m,€) désigne le domaine de dépendance de la fonction
ondelette :

S(xo,m,€) = {(4,7,k) : Ym,ijr) 70 Vo € [10 — €, 20 + €]} (7.18)

Bien que ce théoréme ait été initialement formulé pour des ondelettes non-redondantes,
il reste valable pour les ondelettes redondantes, 'intérét étant qu’avec les ondelettes re-
dondantes, le théoréme ne se limite plus aux seules fonctions de classe C'! [25].
Malheureusement, il n’est bien évidemment pas possible de déterminer exactement ce
coeffcient «. Plusieurs méthodes consistant a approximer « existent dans la littérature.
La démarche employée dans cette étude consiste a évaluer le parameétre o & partir des
maxima locaux des coefficients en ondelettes, comme proposé par Daubechies [25]. Ainsi,
apreés avoir déterminé les coefficients en ondelettes, la valeur maximale dans le domaine
de dépendance est calculé :

r .. — max , iter ide € 7].9
miR) = A | (fs Y (iterjrenbtes) | (7.19)
ou p et g désignent le stencil de ’ondelette meére. L’exposant de Lipschitz s’obtient alors
grace a une approximation des moindres carrés de la droite d’équation :

10g2 Tm,(i,j,k) = Oé@j’km +c (720)

La pente de cette droite donne en effet une valeur approximative de o au point z = (3, j, k),
notée ; j .

Afin de faire le lien entre le coefficient « et les hypothéses de modélisation de la Simulation
des Grandes Echelles, ce coefficient va tout d’abord étre rapporté a la pente du spectre
de Fourier. En effet, Farge et al. [36] et Perrier et al. [106] ont montré qu’il est possible
de relier la pente du spectre en ondelettes a celle du spectre de Fourier. On suppose que
le spectre d’énergie évolue en k=" dans la zone inertielle. Dans la suite, le senseur sera
appliqué au champ du rotationel de la vitesse et par conséquent il est intéressant de se
réferer au spectre correspondant qui est le spectre d’enstrophie :

Q(k) ~ Qok*~#

En considérant deux bandes spectrales voisines [k3; ko et [ko; k1], avec ky = rky et ky = 1k
(r > 1), il est possible de déterminer la quantité d’enstrophie contenue dans chacune d’elles
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par intégration :

Q0 = lekdk— o L P
= (k) =35\ ")k

2

Q, = szkzdk— 2 oL Y e

Alinsi, il est possible d’exprimer le rapport entre les quantités €2y et €2 a Daide de :

log& =(3—-7) log r (7.21)
Qy
Dans la présente étude, le rapport entre deux bandes successives est fixé a » = 2 afin de
pouvoir comparer le spectre en ondelettes a celui dans ’espace de Fourier.
En raisonnant dans l'espace des ondelettes, et en appliquant la base en ondelettes au
rotationel de la vitesse, les quantités €21 et €2y peuvent s’exprimer a l'aide des coefficients
en ondelettes : Q; = r? et Oy = r3. Le rapport entre ces deux quantités est alors :

Q
log — = —2« log 2 (7.22)
Qs

Les indices d’espace (i, j, k) ont été volontairement omis pour une meilleure lisibilité. En
comparant les relations (7.21) et (7.22), la relation entre les pentes ( et « est donnée par :

_5-3
T2

La valeur seuil est alors choisie en s’appuyant sur les hypothéses de Kolmogorov. Celui-ci
prédit (hypothése “K417) une décroissance du spectre en k=3, ce qui fixe la valeur de
référence pour la pente du spectre d’énergie : 5y = g Ainsi, les cellules pour lesquelles le

paramétre a; j; est inférieur 4 ap = —3 constituent des mailles & raffiner.

a (7.23)

Afin d’interpréter les valeurs calculées pour le coefficient «, il peut également étre in-
téressant de reprendre le cas test monodimensionnel utilisé par Sjogreen et Yee |131].
La méme décomposition en ondelettes a été réalisée et les résultats sont présentés sur la
figure 7.2. On observe que pour chaque variation "brusque'" de la fonction étudiée f, le
coefficient @ prend une valeur négative. Ainsi, dans une étude mono-dimensionnelle, une
variation haute fréquence de f est détectée par le signe de «. Dans notre étude, c’est une
compararsion de « avec la valeur seuil qui permet de se prononcer.

Finalement, le critére de raffinement peut se résumer a 1’aide de sa fonction moniteur
fiji qui est alors définie de la maniére suivante :

Ty g < 2
fin = { o5 Gk = T (7.24)
Les cellules pour lesquelles la fonction f;;; est non nulle sont des cellules a prendre en
compte dans I’établissement des zones a raffiner.
Cependant, un tel critére basé uniquement sur I’évaluation de la pente locale du spectre
d’énergie s’est rapidement montré limité lorsqu’il est appliqué a des écoulements turbu-
lents. En effet, il détecte alors des cellules couvrant une grande partie du domaine de
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F1G. 7.2 — Interprétation du coefficient o dans le cadre de I’étude d’une fonction monodi-
mensionelle.

calcul alors que ce n’est pas ce & quoi on pouvait s’attendre intuitivement. Le fait que ce
critére ne tienne pas compte de la quantité réelle d’énergie contenue dans les différentes
échelles de la décomposition en ondelettes mais uniquement de la pente du spectre semble
en étre la raison. En effet, dans des zones bien résolues de 1’écoulement, des oscillations
des variables de I’écoulement persistent. Celles-ci n’ont pas de signification physique et
peuvent, par exemple, étre engendrées par les erreurs d’interpolation des schémas numé-
riques. Or rien ne permet d’affirmer que la pente du spectre dans de telles zones va (et
doit) respecter les hypothéses de Kolmogorov. Afin de ne pas tenir compte de ces struc-
tures trés faiblement énergétiques aux grands nombres d’ondes, il est apparu nécessaire
d’introduire une valeur seuil € pour les coefficients en ondelettes en dessous de laquelle la
valeur de la pente du spectre en ondelettes n’est pas considérée. Bien que ce paramétre
€ soit empirique, il semble cohérent de considérer une structure anisotropique mais tres
faiblement énergétique comme ayant une influence faible sur la solution et ’erreur de
modélisation.

La valeur attribuée a ¢ = 6.1072 x Qg dépend de I’écoulement considéré et des grandeurs
qui le caractérisent. Le paramétre €}y doit ainsi représenter une vorticité caractéristique de
I’écoulement. Tout d’abord, dans le cas de la couche de mélange, la quantité €2y s’obtient
a l'aide du rapport entre la vitesse longitudinale a I'infini U, et ’épaisseur de vorticité
0y 1 Qg = U°° . Pour le canal plan, on utilise le cisaillement a la paroi : () = (86“1) (z=0).
Enfin, pour “Técoulement de culot, €y a été fixé arbitrairement a la valeur 2 = 0,5 pour
les premiers calculs réalisés a la fin de ces travaux.

Enfin, un des problémes couramment rencontré lorsqu’il s’agit d’appliquer une base en
ondelettes a une simulation numérique réside dans le traitement des conditions aux limites
a imposer pour cette base. Dans cette étude, la base en ondelettes s’applique au champ
de vitesse pour lequel on connait le comportement au niveau des limites du domaine de
calcul et dans les mailles fictives. On en déduit ensuite un rotationnel pour chaque niveau
de décomposition en ondelettes utilisé.
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7.2.3 Meéthode de grouping / clustering

La mise au point de l'outil d’adaptation automatique de maillage va nécessiter une
gestion automatique de la disposition des sous-domaines de niveau fin. Cela repose tout
d’abord sur la détection des cellules du maillage grossier pour lesquelles un raffinement
s’avére intéressant. Pour cela, un senseur dont la fonction est de sélectionner un nuage de
points a raffiner vient d’étre introduit. La deuxiéme étape est alors de regrouper ces points
en un ensemble de sous-maillages de maniére optimale. Le découpage en sous-maillages est
réalisé a I’aide d’un algorithme dit de grouping/clustering. Ce type d’algorithme est inspiré
des travaux de Berger et al. [11] et fut repris dans de nombreux travaux sur l'adaptation
de maillages [64, 103, 117]. Cet algorithme a été choisi afin de regrouper les cellules
sélectionnées en sous-domaines structurés, favorisant ainsi la vectorisation du calcul. Cet
outil évite de traiter directement chaque cellule indépendemment a I’aide d’une structure
en arbre qui serait plutot privilégiée en vue de 1'utilisation de calculateurs scalaires.

On dispose initialement de la grille grossiére (G;_; que 'on souhaite raffiner en un en-
semble de sous-domaines {G,}. Le senseur permet de se limiter & I’étude d’un maillage
G, e G, qui contient la totalité des points a raffiner mais également des cellules qui
n’ont pas été designées par le senseur. Or, on peut vouloir exclure ces derniéres des sous-
domaines de niveau fin dans le but de limiter la taille de ces sous-domaines et par consé-
quent les cotts de calcul. Afin de déterminer s’il est nécessaire de procéder & un découpage
en sous-domaines du maillage Gl, on introduit son tauzr d’occupation, ou tauxr de remplis-
sage, noté \;, défini de la maniére suivante, pour un domaine contenant n mailles dont m
ont été designées par le critére de raffinement :

= (7.25)

m
n
On va alors comparer le taux d’occupation du maillage G, avec une valeur fixée par
I'utilisateur. On considére alors que si ce taux de remplissage est inférieur a la valeur
seuil, on doit découper le maillage G, en un ensemble de sous-domaines notés G Le
maillage Gy (cf figure 7.3(a)) est alors soumis & D’algorithme de grouping/clustering.

La premieére étape de l'algorithme va permettre de détecter les éventuels plans du
domaine G, ne contenant pas de cellules a raffiner. Dans cette otpique, on calcule les
signatures de ce maillage dans chacune des directions (cf figure 7.3(b)). La signature %,
représente le nombre de cellules désignées par le senseur dans le "¢ plan du maillage
pour une étude 3D (la i ligne pour un maillage 2D) :

Y= Z Z ijk (7.26)

J

ot la fonction moniteur f;j;; est définie par la relation (7.24).

Ainsi chaque valeur nulle de la signature dans une direction désigne un plan (une ligne
en 2D) perpendiculaire & cet axe et ne contenant aucune cellule a raffiner. Il s’agit ainsi
d’un indice potentiel pour le découpage du domaine G,. On va évaluer successivement les
signatures dans chacune des directions, en commencant par la direction correspondant au
plus grand coté du domaine G,. Une fois toutes les signatures calculées dans une direction,
on s’intéresse aux indices donnant lieu a des valeurs nulles; on a alors plusieurs cas de
figure :
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— S’il n’y a aucune signature nulle dans cette direction, on passe a la direction de
maillage suivante.
— Si on détecte un unique indice ¢ pour lequel >; = 0, on découpe le domaine G, en
deux domaines G et G2 au niveau de cet indice.
— Enfin, si plusieurs indices ¢ correspondent a des valeurs nulles de la signature, on
conserve l'indice le plus proche du centre du domaine G, comme indice de découpage.
Dans des cas plus complexes, il peut arriver que ’on ne trouve aucune valeur nulle pour
les signatures dans chacune des directions bien que le domaine contienne un nombre non
négligeable de cellules a exclure de la stratégie de raffinement. Dans une telle situation,
on introduit le Laplacien de la signature (cf figure 7.3(c)) :

Les indices ¢ pour lesquels A; change de signe sont des clients potentiels pour le découpage
du maillage. On conserve 'indice donnant lieu au maximum de la fonction ZH% = Ay —
Al

Une fois le découpage de @l en deux sous-domaines G;; et G effectué, on va tra-
vailler successivement sur chacun de ces sous-domaines. Tout d’abord, on se raméne a des
domaines lek contenus dans les sous-domaines G, en regroupant ’ensemble des cellules
a raffiner, c’est a dire qu’on exclu les éventuels plans (ou lignes en 2D) dont la signature
est nulle a chaque extremité de G .

On procéde alors de maniére récursive sur chaque domaine obtenu par découpage du
domaine Gy (cf figure 7.3(d)). Le critére d’arrét de I'algorithme est la condition évoquée
précedemment pour le taux d’occupation, cette condition devant étre vérifiée cette fois-ci
pour 'ensemble des domaines él,k-

Enfin, le recours a des sous-domaines de taille trop faible risquant de porter préjudice
a la qualité de la solution, un paramétre de controle permet de fixer la taille minimale
d’un sous-domaine au-dela de laquelle on ne cherchera plus a le découper, méme si le
critére d’arrét n’est pas encore respecté.

A la fin de cet algorithme, on dispose d’un ensemble de sous-domaines de niveau fin (cf
figure 7.3(e)). Une derniére étape nous permet de procéder a d’éventuels regroupements
de sous-domaines adjacents (figures 7.4(a) et 7.4(b)). Dans notre cas, on préferera disposer
de peu de domaines de tailles importantes, ce qui revient a regrouper au maximum les
sous-domaines, mais pour d’autres architectures de machines, on pourra souhaiter avoir
un maximum de domaines de petites tailles, ou on pouura également chercher a obtenir un
bon compromis entre la taille moyenne des sous-domaines et leur nombre. Ainsi, Jouhaud
et Borrel [65] préconisent d’ajouter une étape de restructuration a la fin de cet algorithme.
L’objectif de cette étape est alors de trouver le meilleur compromis entre la taille et le
nombre de sous-domaines, étape particulierement importante si ’on veut tirer profit de
calculs paralléles. Nous n’avons cependant pas choisi de retenir cette technique, notre
objectif premier étant de limiter le nombre de sous-domaines du fait de la machine dont
nous disposons pour les calculs.

Cet algorithme assure directement la cohérence de la structure multigrille, on parle de
stucture properly-nested. En effet, la structure de maillages obtenue vérifie nécessairement
trois régles fondamentales :

— Inclusion des maillages les uns dans les autres G; C G,y V [ : cette régle tra-

duit 'emboitement successif des maillages associé a I’enrichissement progressif du
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F1G. 7.3 — Algorithme de grouping/clustering.
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(a) (b)

Fi1G. 7.4 — Etape éventuelle de regoupement des domaines fins.

maillage initial par niveau de raffinement.
— Pas de recouvrement des sous-maillages d'un méme niveau G;; NGy = 0si k # j.

— Les mailles adjacentes au maillage G; doivent obligatoirement appartenir au maillage
(511, sauf si ces mailles sont voisines des limites du domaine de calcul : cette derniére
régle impose une inclusion au sens strict qui entraine un étalement progressif des
zones de raffinement, des plus grossiéres aux plus fines ; cette régle permet néanmoins
un raffinement de plus en plus fin au voisinage des parois solides.

Afin de tenir compte de ’évolution des structures de I’écoulement entre deux raffine-
ments successifs, il a été envisagé de recourrir a des mailles de sécurité [117]. L’objectif est
ainsi d’ajouter des cellules de niveau fin aux frontiéres des domaines fins créés a partir du
critére de raffinement. Ces cellules supplémentaires sont ajoutées afin de s’assurer que les
structures détectées par le senseur resteront bien dans le domaine fin jusqu’au prochain
raffinement. Pour cela, on calcul une vitesse moyenne d’advection du fluide contenu dans
un sous-domaine de niveau fin, et on en déduit une évaluation de la distance parcourue
par ces structures d’ici au prochain raffinement. Cette démarche peut s’avérer particulie-
rement intéressante lorsque I’on va chercher a suivre des structures évoluant dans 'espace.
Enfin, une fois déterminées les limites a attribuer aux domaines fins, il reste a construire
le maillage de chacun d’entre eux. Pour cela, les mailles fines sont obtenues a l'aide de
polynomes de Lagrange appliqués au maillage grossier. Ces opérateurs permettent ainsi
de prendre en compte les variations spatiales du maillage grossier dans le calcul des co-
ordonnées des mailles de niveau fin. La figure 7.5 donne une description du probléme
rencontré. Le but est alors de déterminer la coordonnée du maillage fin notée y; 5. Il s’agit
alors d’utiliser les coordonnées correspondant au maillage grossier (yo a y3) qui sont a
disposition. On trace alors la fonction f(z) (figure 7.6) qui a chaque valeur de z fait cor-
respondre une valeur y;, ce qui permettra ensuite de déterminer la valeur correspondante
a 'indice x = 1, 5.

L’équation de la courbe reliant ce nuage de points est alors évaluée a 1’aide des polynomes
de Lagrange P;(x). Ceux-ci doivent vérifier la relation P;(j) = d;; ot d;; désigne le symbole
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F1G. 7.5 — Calcul des coordonnées du niveau fin : inconnues du probléme.
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F1G. 7.6 — Introduction des polyndémes de Lagrange.

de Kronecker. Leur expression est la suivante :

3

Pi(x) = 2
k: pum—

k#

et ’équation de la courbe y = f(x) est alors :

f@) =3 uiPa) (7.29)

Aprés résolution du systéme d’inconnues P;(z), on trouve l'expression suivante pour la
fonction d’interpolation permettant de déterminer les points du maillage fin en fonction
de ceux du maillage de base :

Yirs = F(1,5) = =0,0625 X (i1 + yir2) +0,5625 X (y; + yir1) (7.30)

Remarque 1 : dans toute notre étude, le rapport d’aspect entre deux niveaux successifs
est fixé & deux dans chacune des directions. Si on souhaite modifier ce rapport, il faudra
bien entendu changer en conséquence les polynomes de Lagrange employés.

Remarque 2 : comme les simulations utilisent une résolution explicite des équations,
il est nécessaire de vérifier que la valeur du nombre de CFL (Courant-Friedrich-Levy)
convectif reste inférieure a /3 pour stabiliser le calcul. La définition de ce nombre étant
CFL = £ (Ju1| + ¢), il s’avére nécessaire de modifier le pas de temps de la simulation
lorsqu’un nouveau niveau de résolution est créé. Ainsi, le pas de temps est divisé par deux
afin de conserver un CFL convenable sur le niveau le plus fin lors de 'apparition d’un
nouveau niveau de grille.



Chapitre 8

Application de la méthode

8.1 Couche de mélange en développement temporel

Le premier cas d’étude abordé concerne la couche de mélange compressible en dé-
veloppement temporel. Cette configuration est un cas classique d’écoulement purement
instationnaire, siége d’instabilités donnant lieu & une grande variété de régimes spatio-
temporels. Par ailleurs, les écoulements compressibles cisaillés libres, dont fait partie la
couche de mélange, se retrouvent dans de nombreux problémes complexes. C’est par
exemple le cas du sillage en aval d’une aile d’avion, ou deux fluides ayant des vitesses
différentes se rejoignent, donnant lieu & un écoulement turbulent indésirable étant source
de trainée. On cherchera alors a réduire la turbulence. Dans d’autres situations, on peut
vouloir tirer profit de la turbulence, comme par exemple pour assurer un mélange efficace
entre un combustible et un oxydant dans les moteurs a propulsion. De ce fait, la compré-
hension des phénoménes qui entrent en jeu dans ce type d’écoulement représente un réel
intéret pour les industriels.

Dans les études expérimentales, la couche de mélange est obtenue a l'aide d'une lame qui
permet de séparer deux fluides qui se déplacent & des vitesses différentes. A Iextrémité
de cette lame, les deux fluides se rejoignent, entrainant le développement d’une couche de
meélange. Lorsque 1’on suit son évolution en aval de ce point de rencontre, la couche voit
son épaisseur croitre avec la coordonnée longitudinale. On parle alors d’un développement
spatial de la couche de mélange.

La résolution numérique d’une couche de mélange en développement spatial est trés coit-
teuse, car elle nécessite I'utilisation d’'un domaine de calcul conséquent. Les simulations
se limitent alors, la plupart du temps, a une approximation temporelle de 1’écoulement
réel. Elle permet de représenter les mémes phénoménes physiques pour des cotts de calcul
moins importants. Pour cela, on utilise une fenétre de calcul que ’on prolonge par conti-
nuité dans la direction de ’écoulement. En se représentant un déplacement de la fenétre
dans cette direction, a la vitesse du fluide, on comprend qu'un suivi de I’évolution tem-
porelle de la couche de mélange a I'intérieur de cette fenétre permet de bien représenter
la physique de I’écoulement réel et son évolution spatiale.

8.1.1 Physique de I’écoulement

Dans le cadre de la couche de mélange en développement temporel, les instabilités qui
se développent sont absolues, c’est a dire qu’elles croissent au cours du temps en tout
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point de I’écoulement, et non visqueuses puisque 1’écoulement est instable méme dans le
cas d’'un fluide parfait. Une étude théorique des instabilités présentes dans la couche de
mélange a été menée par Ho et Huerre [56]. Par ailleurs, la longueur d’onde du mode le
plus instable est donnée par 'analyse de stabilité linéaire de Michalke [92] et vaut (dans le
cas d’un fluide parfait) A\, ~ 78y, ou &y désigne I’épaisseur initiale de vorticité de la couche
de mélange. Le fait d’avoir un nombre de Mach convectif inférieur & 0,6 montre que nos
simulations sont menées dans un régime quasi-incompressible pour lequel 'instabilité la
plus amplifiée est bidimensionnelle [126].

Classiquement, on distingue deux principales organisations qui coexistent dans un écou-
lement de couche de mélange. Tout d’abord, il s’agit de tourbillons cylindriques bidimen-
sionnels alignés suivant l'envergure (z), appelés tourbillons primaires. Le deuxiéme type
de structures cohérentes que l'on retrouve dans le cadre de la couche de mélange est un
ensemble de tourbillons longitudinaux contrarotatifs appelés tourbillons secondaires et
superposés aux tourbillons primaires qui les relient entre eux. Les structures primaires
sont des instabilités de type Kelvin-Helmholtz, initiées par le cisaillement entre les deux
flux. Le phénoméne de production de cette instabilité, & tendance bidimensionnelle, est
entretenu par un profil initial de vitesse qui présente un point d’inflexion. Ces structures
correspondent au mode le plus instable et sont donc caractérisées par la longueur d’onde
A, définie ci-dessus. Au cours de ’évolution de la couche de mélange, ces structures sont
amenées a s’apparier avec les structures voisines. Ce sont donc ces structures qui sont
responsables de I’épanouissement de la couche de mélange.

Une fois I'instabilité primaire développée, une seconde instabilité, tridimensionelle, se dé-
veloppe également, produisant des filets longitudinaux de vorticité entre les rouleaux. Les
premiéres visualisations des structures secondaires sont réalisées par Konrad [66] et Brei-
denthal [18]. L’instabilité a l'origine de ces tourbillons longitudinaux correspond & une
ondulation des tourbillons primaires dans la direction transverse. Plus précisément, 1’ori-
gine de cette vorticité longitudinale est localisée au niveau de la zone de stagnation (braids
en anglais) située entre deux structures primaires. Ces tourbillons secondaires sont ensuite
étirés par le champ de déformation créé entre les structures primaires. Ces filaments tour-
billonaires en épingle a cheveux (hairpins en anglais, également appelés ribs dans certaines
références) ont une longueur d’onde caractéristique, dans la direction transverse, notée A,
qui est liée directement a la longueur d’onde des structures primaires dans la direction
de I’écoulement. En effet, toujours en notant A\, la longueur d’onde caractéristique des
tourbillons de type Kelvin-Helmholtz, on montre que \; = %Aa.

Enfin, certains travaux ont permis de mettre en évidence un mécanisme de transition vers
la turbulence, appelé appariement hélicoidal. Ce mécanisme traduit la réorganisation des
tourbillons de Kelvin-Helmholtz en opposition de phase formant une topologie appelée
treillis (vortex lattice structure en anglais) qui résulte de I'apparition d’ondes obliques dés
le déclenchement de l'instabilité primaire. On parle également de tourbillons en lambda
A.

Cependant, il est important de noter que I’évolution des instabilités de la couche de mé-
lange ainsi que la topologie de I’écoulement dépendent fortement des conditions initiales
et des conditions limites, notamment sur les fluctuations de vitesse, que ce soit expérimen-
talement [70] ou en simulation numérique [22]. Apreés la période de développement, 1’écou-
lement transite vers la turbulence; on parle de transition de petites échelles (small-scale
transition), ou transition de mélange (mizing transition). Cela se traduit expérimentale-
ment par une brusque production de petites échelles, avec en particulier 1’établissement
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d’un spectre de Kolmogorov en k=%, La couche de mélange atteint ainsi son régime auto-
similaire, qui se traduit par une croissance linéaire de 1’épaisseur de la couche de mélange
et des vitesses moyennes, et des statistiques turbulentes indépendantes du temps, lorsque
les longueurs et les vitesses sont adimensionnées par les échelles appropriées - épaisseur
de quantité de mouvement pour les longueurs et vitesse a 'infini pour les vitesses. Dans
ce régime autosimilaire, la topologie de I’écoulement dépend également des parameétres de
la simulation ou de ’expérience, a savoir les conditions initiales, la taille du domaine de
calcul, et les conditions imposées en terme de perturbations. Ainsi, Rogers et Moser [119]
montrent que des perturbations initiales fortement bidimensionnelles aboutissent a un
régime a peu prés autosimilaire dans lequel on distingue des appariements de structures
organisées, des régions d’étirement et des tourbillons longitudinaux. En revanche, si la
perturbation est faiblement bidimensionnelle, on ne retrouve pas toute cette organisation
et les statistiques turbulentes sont en meilleur accord avec les résultats expérimentaux.

8.1.2 Description de la simulation

La figure 8.1 décrit la configuration de calcul. On y distingue deux flux de vitesse
opposés et de méme amplitude U,,. Un paramétre important de ce type d’écoulement est
le nombre de Mach convectif, dont le but est de déterminer les effets de compressibilité
du fluide. Dans notre situation, le fluide est identique de part et d’autre de la zone de
mélange. Dans ce cas, les chaleurs spécifiques sont identiques, et la définition du Mach
convectif est la suivante :

Ui =0

C1 + Co

U, et U, désignent les vitesses des deux courants paralléles, et c; et ¢y les vitesses du son
dans chacun de ces fluides. Dans notre situation, les fluides étant identiques (¢; = c2 = ¢p)
et 'amplitude de la vitesse étant la méme de part et d’autre (U; = —Usy = Uy), le
Mach convectif se résume au rapport %" Le nombre de Mach convectif retenu pour
cette étude est M. = 0, 2, ce qui caractérise un comportement faiblement compressible de
I’écoulement. Comme évoqué plus tot, des conditions limites de périodicité sont imposées
dans les directions longitudinale (x) et transverse (z). Dans la direction verticale (y), une
condition de sortie s’appuyant sur les variables caractéristiques est employée.

Le champ initial, qui doit présenter un point d’inflexion, est régi par un profil de vitesse
longitudinale en tangente hyperbolique :

M, (8.1)

uy(y,t = 0) = Uy tanh <§—y) (8.2)
0
On choisit de normaliser la vitesse a l'infini U,, = 1. Si on note N,, le nombre de
tourbillons de Kelvin-Helmholtz que ’on souhaite représenter en début de simulation, il
va falloir fixer 1’épaisseur initiale de vorticité a la valeur 6y = (7N,,;) ' ; en effet, comme
évoqué précédemment, la longueur d’onde du mode le plus instable est de ’ordre de sept
fois la longueur initiale de vorticité.

Les autres composantes du champ de vitesse sont initialement nulles, alors que la densité
initiale est uniforme p(t = 0) = 1. Le profil de température est choisi conformément a la
loi de Busemann-Crocco :

1
T=1+ WT M2 (1 — ;) (8.3)
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FiG. 8.1 — Couche de mélange : configuration de calcul.

A ces profils laminaires initiaux sont ajoutées des perturbations de faibles amplitudes
dont le but est d’enclencher les instabilités qui sont a l'origine de la physique de la couche
de mélange, c’est a dire le caractere tridimensionnel de I’écoulement et les appariements
succéssifs entre les gros tourbillons. Pour cela, on va exciter certains nombres d’onde in-
diqués par ’analyse de stabilité, en fonction des phénoménes que I’'on souhaite engendrer.
Ainsi, on pourra n’utiliser que des perturbations bidimensionnelles, ou au contraire uti-
liser également les modes obliques, voire appliquer un bruit blanc au profil moyen pour
s’assurer de la tridimensionnalité de ’écoulement. Afin de n’appliquer les perturbations
qu’a la zone rotationnelle initiale, elles sont pondérées en espace par l'introduction d’une

Par la suite, les perturbations initiales bi- et tri-dimensionnelles seront considérées. Cha-
cune d’elles correspond a un mode spécifique noté («, 3), ou « et 3 représentent respec-
tivement les nombres d’ondes longitudinal et transverse associés & la perturbation. Les
modes bi-dimensionnels considérés ici seront (8,0), (4,0), (2,0) et (1,0), le mode (8,0)
étant le mode le plus instable et les modes (4,0), (2,0) et (1,0) ses harmoniques. Des
modes obliques sont également utilisés afin d’introduire le caractére tridimensionnel de
I'écoulement : (8,8), (8,—-8), (4,4), (4,—4), (2,2), (2,—2), (1,1) et (1,—1). Les perturba-
tions initiales prendront la forme € X f(y) X cos(az + Bz + ¢) ou € désigne 'amplitude de
ces perturbations fixée & € = 5 x 1072 dans cette étude. Le déphasage ¢ est introduit afin
de détruire la symétrie des perturbations initiales.

Dans les simulations effectuées, il a été choisi de faire apparaitre initialement huit tour-
billons, ce qui conduit a fixer 69 = 1/56. Les tailles du domaine de calcul ont été détermi-
nées en conséquence afin de ne pas avoir un effet de bord trop important sur les résultats.
Ainsi les dimensions dans chacune des directions sont fixées & L, = 1, L, = 400, et

2

L, = 5L,. Le maillage de base est uniforme dans les directions longitudinale et trans-

verse. Dans la direction verticale, le maillage se compose d’une zone uniforme dans la
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région [—L,/8; L, /8] qui contient la moitié des points du maillage, alors que le maillage
en dehors de cette zone connait un relachement en tangente hyperbolique au fur et a
mesure que ’on s’éloigne de cette zone d’enroulement des tourbillons.

L’utilisation de huit tourbillons initiaux a pour principal objectif de réaliser une Simula-
tion des Grandes Echelles sur un écoulement pleinement turbulent. En effet, Huang et Ho
[60] ont montré que ce régime n’est atteint qu’aprés le second appariement, I’écoulement
avant ce second appariement étant assez fortement influencé par les conditions initiales.
Il faut donc permettre plus de deux appariements pour atteindre I’état pleinement turbu-
lent. Ainsi, avec quatre tourbillons initiaux, on ne pourrait pas obtenir réellement toute
la physique de la turbulence.

Dans cette étude, le nombre de Reynolds est choisi quasi-infini (Re = 10'°), c’est a dire
que le cas abordé concerne la couche de mélange dans la limite non-visqueuse. Les moti-
vations qui poussent a se placer dans cette situation sont multiples : tout d’abord, cela
représente un cas particuliérement orienté vers la validation de I’approche Simulation des
Grandes Echelles, a la fois car aucune simulation directe ne pourra s’appliquer sur une
telle configuration, mais aussi car cet exemple va permettre de tester veritablement le
fonctionnement de la modélisation sous-maille. En effet, aucune dissipation moléculaire
n’est alors présente et le seul terme dissipatif provient du terme sous-maille. Enfin, le choix
d’une valeur élevée pour le nombre de Reynolds permet de se placer dans une situation
propice a ’établissement progressif d’un régime autosimilaire a la suite d’une transition a
petite échelle [97]. L’autosimilarité doit alors étre observée entre les deuxiéme et troisiéme
appariements.

8.1.3 Calculs de référence

Afin de valider les calculs multi-grilles, deux premiers calculs de référence ont été
réalisés. Les maillages correspondant a ces calculs sont monoblocs, I'un correspondant a
la solution dite “grossiére” et ’autre a la solution “fine”. Ces deux maillages sont construits
comme évoqué ci-dessus avec un pas constant dans la zone centrale du domaine de calcul et
un relachement du pas de discrétisation en s’éloignant de cette zone. Le nombre de celulles
employées pour chacun de ces calculs est donné dans le tableau 8.1, ol on constate que
le rapport d’aspect entre ces deux maillages est de deux dans chacune des directions.

maillage | N, x N, x N, | Nombre total de cellules
grossier | 60 x 52 x 30 93600
fin 120 x 104 x 60 748800

TAB. 8.1 — Maillages fin et grossier

La figure 8.2 donne un apercu des structures primaires obtenues avec chacune de ces
grilles. Plus précisément, on trace ici un iso-contour du second invariant du tenseur des
contraintes, noté Q) :

Q:%(Q:Q—S:S) (8.5)

ou () = %(Vu — V7Tu). Le critére Q est ainsi couramment utilisé pour isoler les structures
cohérentes contenues dans un écoulement turbulent [61].
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Cette figure est obtenue quelques instants aprés la formation des structures primaires,
et avant que le premier appariement n’intervienne. On distingue dans les deux cas les
huit tourbillons initiaux. Cependant, sur la grille fine, on voit apparaitre des structures
longitudinales reliant les tourbillons de Kelvin-Helmholtz entre eux. On distingue ainsi
les prémices de la stucture en treillis, ce phénoméne n’étant pas encore apparant sur le
maillage grossier. Pour des temps plus avancés, les tourbillons en lambda sont observables
pour les deux simulations de référence (figure 8.3).

F1G. 8.2 — Visualisation de I’écoulement dans les premiers instants (t=20) ; représentation
des iso-surfaces ) = 50 et isocontours de la composante transversale de la vorticité.
Gauche : Maillage grossier ; Droite : Maillage fin.

Une quantité couramment employée afin de caractériser la couche de mélange et son
évolution est I'épaisseur de quantité de mouvement. Celle-ci est déterminée en intégrant
suivant la direction verticale la vitesse longitudinale moyennée par plan :

Lal2 01 ()2, (t)
Son(t) = / L (Z - Tm) dy (8.6)

Une autre quantité est souvent utilisée : ’épaisseur de vorticité ¢,,. Cette épaisseur est

donnée par :
AU

max |—a7§y(t) |

5,(t) = (8.7)

Néanmoins, on préferera étudier J,,, en particulier parce que cette quantité s’évalue a
I’aide d’une intégrale et est par conséquent plus réguliére que I’épaisseur de vorticité qui
repose sur un terme dérivé.

La figure 8.4 décrit ’évolution de ¢,, ainsi que celle de I'énergie cinétique de ’écoule-
ment. En comparant les courbes obtenues sur chacune des grilles, on s’appercoit que les
résultats sont trés proches jusqu’au temps t ~ 60 et qu’ensuite seulement les courbes
divergent. Ainsi, les deux calculs permettent de bien représenter le régime transitoire qui
s’étend de la formation des structures primaires (¢ ~ 10) au second appariement (¢ ~ 60)
en passant par le premier appariement (f ~ 20). Lorsque le second appariemment est
atteint, la couche de mélange bascule dans un état pleinement turbulent qui se traduit
par la présence de structures de taille réduite. Ce phénomeéne semble alors étre difficile a
capter sur la grille grossiére pour laquelle I’épaisseur de quantité de mouvement croit plus
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rapidement et I’énergie décroit plus vite que pour le maillage fin de référence.

La figure 8.5 présente les profils de vitesse obtenus sur chacun des maillages, aux instants
t = 20,60,100 et 140. La colonne de gauche présente ’évolution de la vitesse longitudi-
nale, alors que la colonne de droite s’interesse aux profils des fluctuations de cette méme
vitesse longitudinale. Ces courbes sont obtenues en moyennant la vitesse longitudinale
suivant les directions prolongées par continuité (x et z) :

(ui) = (ui),, (8.8)

Wi mus = {0 = (u),.)?),. (8.9)

Dans les premiers instants de la simulation, les résultats obtenus sur les deux grilles sont
similaires. Ensuite, plus la couche de mélange est amenée a se développer, plus les diffé-
rences se font sentir entre les deux simulations. On constate alors que la couche de mélange
est plus étendue sur la grille grossiére que sur la grille fine (¢ ~ 100 par exemple), ce que
I’on pouvait déja suggérer a 1’aide des évolutions des épaisseurs de quantité de mouvement.
Pour des instants plus avancés (¢ ~ 140), la différence est encore plus marquée. Cepen-
dant, on estime que les différents calculs sont difficilement exploitables dans des temps
supérieurs & t ~ 100. En effet, un examen des champs instantanés obtenus pour des
temps supérieurs a cette valeur montre que I’écoulement turbulent recouvre I’ensemble du
domaine. Par conséquent, les conditions aux limites dans la direction (y) risquent alors
d’avoir une influence non négligeable sur la solution. Par la suite, les exploitations de
résultats se limiteront donc a des temps ¢ < 100.

8.1.4 Validation du senseur

Afin de valider le critére de raffinement utilisé, les premiers calculs ont consisté a
I’appliquer sur une configuration simplifiée de 1’écoulement, & savoir la couche de mé-
lange bidimensionnelle. Elle est obtenue en utilisant une perturbation initiale uniquement
composée des modes bidimensionnels évoqués ci-dessus. Le fait de considérer la couche
de mélange bidimensionnelle permet alors de comparer le critére de raffinement avec des
considérations portant sur la physique des phénoménes observés. La figure 8.6 présente
un exemple de configuration 2D étudiée. On distingue sur la figure de gauche, a ’aide du
tracé d’isocontours de vorticité, deux structures tourbillonnaires bidimensionnelles de type
Kelvin-Helmholtz, reliées entre elles par des structures filamentaires. Lorsqu’on applique
le senseur en ondelettes sur cet écoulement, on obtient des cellules a raffiner réparties
comme indiqué sur la figure de droite. Il s’agit essentiellement de zones situées au niveau
des structures filamentaires et au niveau de leurs raccords avec les structures primaires.
Ces tourbillons longitudinaux peuvent étre caractérisés d’anisotropiques du fait de leur
allongement dans la direction de I’écoulement. Le fait que le senseur préconise de raffiner
au niveau de telles structures semble cohérent puisqu’on peut penser que leur anisotropie
risque de les rendre délicates a modéliser a ’aide des modéles sous-maille classiques. Par
ailleurs, Bockhorn et al. |15] décrivent ces structures allongées et situées entre les struc-
tures transverses comine étant les petites structures les plus actives de I’écoulement. En
effet, ils montrent que le spectre d’énergie au niveau de ces zones présente une quantité
importante de petites échelles, ce qui traduit la présence de petites structures fortement
énergétiques et donc fortement actives dans ces zones.
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FiG. 8.6 — Gauche : iso-contours de vorticité ; Droite : iso-valeurs du critére de raffine-
ment a < g ; .

Dans le cas tridimensionnel et pleinement turbulent, il est plus délicat d’extraire des in-
formations concernant la physique de ’écoulement en se basant sur une visualisation du
champ instantané. Il est ainsi difficilement envisageable de comparer réellement le critére
de raffinement et 'organisation des structures présentes dans 1’écoulement. Cependant,
on vérifie que dans le régime transitoire, les zones a raffiner sont situées dans la zone
de mélange qui ne couvre pas encore l’ensemble du domaine de calcul. Plus tard, les
cellules a raffiner sont réparties sur ’ensemble du domaine mais 1’écoulement n’est alors
plus physique comme mentionné plus haut. La figure 8.7 donne un exemple de remaillage
obtenu dans le cas d’un écoulement de couche de mélange pleinement turbulent. Il est
effectivement difficilement envisageable de comparer ce remaillage & des considérations
physiques. Cependant, les prochains paragraphes vont montrer que les simulations utili-
sant la méthode d’adaptation de maillage présentent un gain non négligeable de précision
par rapport au calcul grossier. Ceci tenderait donc & confirmer la cohérence du critére de
raffinement.

8.1.5 Adaptation de maillage

Le critére de raffinement semblant en accord avec la physique de 1’écoulement, il reste
maintenant a valider la stratégie de raffinement dans son ensemble. Pour cela, on applique
la procédure de raffinement automatique a intervalles réguliers et on visualise les résultats
obtenus en s’interessant, en particulier, & 'influence éventuelle des parameétres propres a
la méthode adoptée.

Une remarque importante concerne la facon dont est évaluée la qualité de la solution mul-
tigrille. En effet, comme la méthode d’adaptation se veut automatique et optimale, rien ne
permet de prévoir quelle portion du domaine grossier va étre concernée par le raffinement.
Hors la plupart des grandeurs qui sont étudiées pour la couche de mélange, dans le but
d’évaluer la précision de la solution, s’appuie sur des moyennes portant sur l’ensemble
du domaine dans les directions homogenes de 1’écoulement. Dans le calcul multigrille, il
est donc nécessaire d’évaluer les variables caractéristiques de ce type d’écoulement en se
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Fi1G. 8.7 — Exemple de remaillage obtenu pour la couche de mélange pleinement turbu-
lente : iso-contour du critére () en gris et maillages de niveau fin créés.

basant sur des informations issues du maillage de base. Celui-ci couvrant la totalité du
domaine de calcul, il est effectivement possible de comparer les résultats avec les calculs
de référence.

Influence de la constante d’enrichissement

Une partie de ces résultats a fait ’objet d’une publication |75] reportée en annexe (an-
nexe E). Il y est, entre autres, discuté de I'influence de la valeur choisie pour la constante
d’enrichissement au niveau des interfaces fin/grossier. La valeur permettant d’atteindre
la solution la plus proche de la solution fine de référence est ainsi fixée dynamiquement
pour chaque cellule a :

(8.10)

- 0,95 siI’écoulement va du domaine fin vers le domaine grossier,
N 0 si le fluide entre dans le domaine fin.

Par ailleurs, deux modéles sous-maille ont été testés : hormis le modéle d’échelle mixte
sélectif qui a été choisi dans cette thése, le modéle de Smagorinsky a en effet été appli-
qué pour étudier 'influence du modeéle sous-maille sur des calculs multi-niveaux. Pour
chacun de ces modéles, I’adaptation de maillage permet de trouver une solution proche
de la solution fine. On retrouve ainsi une bonne représentation de la transition vers la
turbulence, avec cependant une différence non négligeable avec le modéle de Smagorinsky
entre le calcul fin et le calcul avec raffinement. Cette différence provient probablement du
caractére sur-dissipatif du modéle de Smagorinsky. En effet, les études antérieures avec
ce modéle ont généralement montré un retard au niveau de la transition [146|, sans doute
du fait d’'une trop grande atténuation des perturbations initiales. Ceci n’est donc pas
directement lié a la stratégie de raffinement adoptée. Par ailleurs, la simulation multi-
niveaux permet également l'obtention du régime autosimilaire et une bonne prévision de
la zone inertielle du spectre dans le régime turbulent. On observe cependant, une nouvelle
fois, un meilleur rendu du caractére autosimilaire pour les simulation réalisées a 1’aide
du modeéle d’échelle mixte sélectif. Les profils de fluctuations obtenus avec le modéle de
Smagorinsky présentent en effet de légéres divergences sur les bords, ce qui pourrait indi-
quer que l'influence des frontiéres se fait d’avantage ressentir avec ce modeéle pour lequel
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I’établissement du régime autosimilaire est plus tardif.

Les figures 8.8 a 8.13 donnent un apercu des profils des variables de I’écoulement qui n’ont
pas été mentionnées dans I’article, que ce soit pour le modéle d’échelle mixte sélectif ou le
modéle de Smagorinsky. On retrouve tout d’abord les variables p (figure 8.8) et p (figure
8.9). Le calcul multigrille présente une légére altération pour ces deux variables en com-
paraison des deux calculs de référence. Celle-ci intervient essentiellement au niveau des
limites du domaine de calcul. Il est difficile de donner une explication a ce phénomeéne, qui
avait déja été observé par Quémeéré dans son étude du canal plan par couplage RANS/LES
[115]. Comme dans I’étude de Quéméré, l'erreur par rapport aux calculs de référence étant
de lordre de 0, 1%, elle n’est pas considérée comme suffisament significative pour remettre
en cause la stratégie de raffinement. Par ailleurs, un gain non négligeable de précision est
obtenu pour le calcul multigrille avec le modéle de Smagorinsky par rapport au calcul
grossier, au niveau de la zone centrale de la couche.
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F1G. 8.8 — Profils de pression moyenne a ¢ = 60 pour les calculs fin (o), grossier (A) et
adapté (—); Gauche : modéle d’échelle mixte ; Droite : modéle de Smagorinsky.

Au niveau des profils de fluctuations (figures 8.10 et 8.11), un bon accord est obtenu
avec ’approche multi-domaines par rapport aux calculs de référence. On notera cepen-
dant une légére sous-estimation des fluctuations dans la direction verticale au niveau de
la zone centrale de ’écoulement dans le cas du modéle d’échelle mixte (figure 8.10). Pour
les calculs avec le modéle de Smagorinsky, un gain intéressant est obtenu au niveau des
fluctuations de vitesse avec le calcul multi-niveaux. Il est également intéressant de noter
la grande similitude existant entre les solutions fines de référence obtenues avec chacun
des modeles.

La figure 8.12 décrit, pour sa part, la répartition spatiale des termes croisés du tenseur
de Reynolds. Un trés bon accord est constaté entre le calcul fin de référence et le calcul
avec adaptation de maillage. On notera cependant que les valeurs du pic de fluctuations
obtenues avec le modeéle de Smagorinsky sont tres proches pour les trois simulations. La
valeur de ce pic est, par ailleurs, légérement supérieure a celle obtenue avec le modéle
d’échelle mixte et le maillage fin.
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F1G. 8.9 — Profils de masse volumique a t = 60 pour les calculs fin (o), grossier (A) et
adapté (—); Gauche : modéle d’échelle mixte ; Droite : modéle de Smagorinsky.
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F1G. 8.11 - Fluctuations de vitesse transversale a ¢ = 60 pour les calculs fin (o), grossier
(A) et adapté (—); Gauche : modéle d’échelle mixte ; Droite : modéle de Smagorinsky.
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F1G. 8.12 — Profils des termes croisés du tenseur des tensions de Reynolds u'v" & t = 60
pour les calculs fin (o), grossier (A) et adapté (—); Gauche : modéle d’échelle mixte;
Droite : modeéle de Smagorinsky.
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Enfin, les profils de viscosité turbulente (figure 8.13), adimensionnée par la viscosité
moléculaire p,/p, sont reportés sur les derniéres images. Il ressort que la viscosité sous-
maille est plus importante dans le cas multi-niveaux. En se rappelant que ces profils sont
évalués sur le maillage grossier dans le cas multi-niveaux, il est compréhensible que la
viscosité y soit plus importante. En effet, 'utilisation de niveaux fins entraine I’apparition
de d’avantage de petites échelles au niveau de la zone de recouvrement, ce qui nécessite
une viscosité sous-maille plus importante sur la grille grossiére pour en tenir compte.
Cependant, dans I’étude avec le modéle de Smagorinsky, la différence est moins marquée
entre le domaine grossier et le calcul multi-niveaux. Ceci tenderait a confirmer le caractére
sur-dissipatif du modéle de Smagorinsky sur le maillage grossier au niveau de la zone
d’enroulement de la couche de mélange.
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FiG. 8.13 — Profils de viscosité turbulente, adimensionnée par la viscosité moléculaire, a
t = 60 pour les calculs fin (o), grossier (A) et adapté (—); Gauche : modéle d’échelle
mixte ; Droite : modéle de Smagorinsky.

En plus de la valeur attribuée a la constante d’enrichissement, d’autres parameétres
peuvent avoir une influence non négligeable sur la solution. Il s’agit, en particulier, de
la fréquence a laquelle on applique la stratégie de raffinement, des variables enrichies au
niveau des interfaces et du taux de remplissage de la méthode de grouping/clustering qui
permet de créer un nombre plus ou moins important de domaines de niveau fin. Afin
d’étudier 'impact de ces différents facteurs sur la solution obtenue a partir de maillages
adaptatifs, plusieurs séries de simulations ont été réalisées. Chacune de ces séries concerne
un des parameétres pouvant avoir une influence sur la stratégie d’adaptation en LES, a
commencer par le choix effectué pour les variables a enrichir aux interfaces entre deux
niveaux succéssifs.

Influence des variables choisies pour ’enrichissement

En effet, une fois la valeur de la constante choisie, plusieurs jeux de variables ont été
testés pour évaluer l'influence du choix des variables sur lesquelles 'enrichissement aux
frontiéres est appliqué. Il a ainsi été envisagé d’enrichir soit les variables conservatives,
soit les variables de Favre ou encore uniquement les trois composantes du vecteur vitesse.
Bien que les résultats de ces différentes simulations soient assez proches, il apparait que
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les calculs les plus précis sont basés sur un enrichissement des variables de Favre. Cette
approche étant par ailleurs la plus consistante avec le filtrage utilisé pour ’obtention des
équations de la LES, elle a été retenue dans la suite de cette étude. Il est cependant
intéressant de noter que les conclusions quant a la précision de la solution en fonction
du choix des variables a enrichir semblent dépendre de la valeur attribuée a la constante
d’enrichissement.

Influence de la fréquence de remaillage

L’utilisation d’une méthode itérative dans le but de modifier le maillage en fonction

des phénoménes rencontrés nécessite une attention toute particuliére vis a vis du choix
effectué pour la fréquence de régénération des grilles fines. En effet, dans un soucis de pré-
cision, il semble intéressant de modifier la position de ces grilles le plus souvent possible
afin de suivre I’évolution des structures présentes dans I’écoulement. Cependant, outre
les erreurs engendrées par un recours important aux opérateurs de transfert intergrilles, il
faut s’attendre a voir apparaitre de nouvelles sources d’erreurs propres a la Simulation des
Grandes Echelles dans un tel contexte : les erreurs de commutation. Comme évoqué dans
la premiére partie de ces travaux, des variations trop fréquentes du pas local de discré-
tisation risquent effectivement d’engendrer des erreurs de commutation non négligeables.
Ainsi, toute la difficulté est de trouver un bon compromis quant au choix de la fréquence
de remaillage qui permette de limiter ces erreurs numériques tout en conservant un bon
suivi de ’écoulement par la stratégie de raffinement.
Dans le cas de la couche de mélange, plusieurs fréquences ont été testées afin de vérifier
I'impact de ce paramétre sur la solution. Le tableau 8.2 décrit les différents tests effectués
dans cette étude et caractérisés par la période a laquelle la méthode de raffinement est uti-
lisée, adimensionnée par le temps initial de retournement des grosses structures de 1’écou-
lement. Ainsi, la simulation I'T35 permet d’adapter a trois reprises environ le maillage
pendant un temps de retournement des grosses structures, alors que la simulation [T280
revient a n’utiliser la méthode d’adaptation que tous les 2,5 temps de retournement des
gros tourbillons.

simulation nombre d’itérations période correspondante
entre deux raffinements
IT35 35 0,3125 <717,
IT70 70 0,625 xTp,
IT140 140 1,25 xTy,
IT280 280 2,5 xTr,

TAB. 8.2 — Fréquences de raffinement utilisées dans les simulations de couche de mélange ;
17, désigne le temps de retournement initial des grosses structures.

Afin de limiter les erreurs dues a 'opérateur de projection, toutes les simulations sont
réalisées en procédant de maniére synchronisée au premier raffinement. Celui-ci interve-
nant tot dans le calcul, les perturbations initiales jouent encore un role important et la
projection sur le niveau fin va alors varier assez fortement entre deux itérations. Les fré-
quences utilisées sont repertoriées dans le tableau 8.2. Les premiéres observations (figure
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8.14) permettent d’affirmer que U'influence de la fréquence de remaillage sur la solution
est faible.
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FiG. 8.14 — Influence de la fréquence de remaillage : évolution de I’épaisseur de quantité
de mouvement et de ’énergie pour les simulations IT35 (- ), IT70 (A), IT140 (—) et
IT280 (o).

Cette tendance est confirmée par les profils de statistiques turbulentes (figures 8.15
a 8.18). Les courbes obtenues pour les différentes fréquences de remaillage sont, en effet,
quasiment confondues & ¢t = 50. Dans un régime plus turbulent (¢ = 80), 'influence de la
fréquence de régénération des grilles fines se fait d’avantage ressentir. La différence la plus
marquante intervient au niveau des termes croisés du tenseur de Reynolds ujuy (figure
8.18) puisque la valeur du pic au centre de la couche pour la simulation IT70 est inférieure
a celles obtenues avec les autres calculs. Ce méme calcul semble par ailleurs surestimer
les fluctuations dans les directions longitudinale et verticale au detriment de la troisiéme
composante, dans la direction transverse. Ces légers écarts pour des instants avancés se
font également ressentir sur ’évolution de I’épaisseur de quantité de mouvement (figure
8.14). Les écarts relevés restent cependant faibles et sont surement dus en grande partie
aux approximations numériques engendrées par les opérateurs inter-grilles. De plus, au
niveau des profils moyens de densité et de pression (figure 8.17), la fréquence de remaillage
a une influence négligeable sur les profils obtenus. Les seules erreurs apparaissent au
niveau des frontiéres du domaine de calcul lorsque le régime est turbulent et donc lorsque
le raffinement s’étend a I’ensemble du domaine de base. Les écarts constatés peuvent de
nouveau provenir des opérateurs inter-grilles dont ’erreur d’interpolation est d’autant
plus importante que la taille des cellules du maillage est grande, comme c’est le cas dans
ces zones situées prés des limites du domaine de calcul.
En conclusion, méme si pour des fréquences de remaillage rapides quelques modifications
des profils de fluctuations apparaissent, la dynamique générale de la couche de mélange
n’est pas altérée de maniére significative par une modification de la période de régénération
des niveaux fins.
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F1G. 8.15 — Influence de la fréquence de remaillage : profils moyens et fluctuations de la
vitesse longitudinale & t = 50 (gauche) et t = 80 (droite), pour les simulations IT35 (-
-), IT70 (A), IT140 (—) et TT280 (o).
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F1G. 8.16 — Influence de la fréquence de remaillage : fluctuations des vitesses verticale et
transverse a ¢t = 50 (gauche) et t = 80 (droite), pour les simulations IT35 (- —), IT70
(A), IT140 (—) et IT280 (o).
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FiG. 8.17 — Influence de la fréquence de remaillage : profils de pression moyenne et densité
a t = 50 (gauche) et ¢t = 80 (droite), pour les simulations IT35 (- —), IT70 (A), IT140
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F1G. 8.18 — Influence de la fréquence de remaillage : terme croisé du tenseur de Reynolds
ujul, & t = 50 (gauche) et t = 80 (droite), pour les simulations IT35 (- —), IT70 (A),
IT140 (—) et IT280 (o).
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Influence du taux de remplissage des sous-domaines

La méthode utilisée pour regrouper les cellules a raffiner en sous-domaines de niveaux
fins a pour ambition d’optimiser les calculs et éviter ainsi d’augmenter inutilement les res-
sources nécessaires en terme de mémoire. Cependant, cela s’accompagne nécessairement
d’une augmentation du nombre de domaines de niveaux fins. Or ceci a pour conséquence
de rendre plus complexe le traitement du couplage entre ’ensemble des domaines de dif-
férents niveaux.

Cependant, en ajoutant quelques fonctionnalités a la procédure de raffinement, des résul-
tats intéressants ont été obtenus, a la fois aussi précis et moins colteux que les calculs
initiaux s’appuyant sur un seul domaine raffiné (A = 0). En particulier, un gain non négli-
geable a été obtenu en ajoutant des conditions de raccord conforme entre deux domaines
fins voisins. En effet, aprés avoir constaté que des erreurs non négligeables apparaissent
dés lors qu’un nombre important de domaines fins est créé, il a été envisagé “d’écraser”
les conditions classiques de traitement par enrichissement au niveau des frontiéres des
domaines fins lorsque la situation le permet. Auparavant, les conditions aux limites (hors
des frontiéres physiques du domaine de calcul) étaient uniquement traitées par enrichisse-
ment de la solution grossiére au niveau des cellules fictives du maillage fin. Bien entendu,
cette méthode est une approximation qui n’est pas sans introduire des erreurs dans la
prédiction des petites échelles de 1’écoulement.

Les simulations effectuées en ajoutant des raccords entre des domaines fins voisins ont
montré un gain conséquent en précision par rapport aux premiers calculs réalisés uni-
quement a 1’aide d’un enrichissement aux frontiéres des domaines fins. Les résultats sont
alors trés proches de ceux obtenus en ne créant qu’un seul domaine fin & chaque nouveau
raffinement (i.e. A = 0). L’évolution des grandeurs moyennes de I’écoulement (figure 8.19)
ainsi que la répartition spectrale de 1'énergie (figure 8.20) semblent effectivement faible-
ment influencées par la valeur attribuée au taux de remplissage A. Cependant, quelques
différences apparaissent lorsque I’écoulement atteint le régime turbulent et qu’il couvre
I’ensemble du domaine de base. Ceci peut avoir plusieurs explications : tout d’abord la
taille des mailles prés des extremités du domaine de calcul dans la direction (y) peut en-
trainer des erreurs d’interpolation importantes au niveau des opérateurs intergrilles et des
conditions de raccord fin/grossier. De plus, dans des instants si avanceés, il est possible que
I'influence de la condition limite suivant la direction verticale ne soit plus négligeable. Le
fait d’utiliser d’avantage de domaines fins va également se traduire par des variations plus
importantes au niveau de la résolution locale de 1’écoulement aux interfaces fin/grossier.
Il est ainsi possible d’envisager I’émergence d’erreurs de type erreur de commutation au
niveau de ces interfaces, erreurs qui se feraient d’avantage ressentir du fait de variations
locales importantes du pas de discrétisation. Néanmoins, il est évident que 1'utilisation de
la méthode de raffinement sur un écoulement pleinement turbulent couvrant 1’ensemble
du domaine de calcul n’est pas le but recherché. Dans une telle situation, il semble de
toutes facons inadapté de recourrir & un nombre conséquent de domaines fins qui n’ap-
porterait pas un gain conséquent en terme de ressources nécessaires au calcul mais serait
d’avantage source d’erreurs numériques supplémentaires.

Au final, la valeur attribuée au taux de remplissage A pour I’algorithme de grouping/clustering
ne semble donc pas avoir une grande influence sur la solution. Ce parameétre permet essen-
tiellement d’adapter la stratégie en fonction des exigences de 'utilisateur et des moyens
informatiques a disposition.
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F1G. 8.19 — Influence du taux de remplissage des sous-domaines sur la solution : évolution
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Utilisation de plusieurs niveaux de raffinement

Les paragraphes précédents ont montré la capacité de la méthode d’adaptation a mo-

difier la précision locale de la solution dans l'optique d’un recours a la Simulation des
Grandes Echelles. Dans le but d’optimiser d’avantage les calculs, il est ensuite envisagé
d’utiliser plusieurs niveaux de raffinement, ce qui permettrait de partir d’'un maillage
de base encore plus grossier et ainsi de diminuer de maniére conséquente les cotits de
calcul. Afin de tester 'aptitude de la stratégie de raffinement a créer de maniére dyna-
mique plusieurs niveaux de grilles, un maillage dit “trés grossier” a été créé pour étudier la
couche de mélange en développement temporel. Ce maillage comporte environ 10* points
(30 x 24 x 15) soit quatre fois moins que le maillage fin de référence (120 x 96 X 60 ~ 7 x 10°
points) dans chacune des directions.
Dans cette partie de I’étude, les perturbations initiales sont déterministes car 1'utilisation
d’un bruit blanc sur ce maillage trés grossier donne lieu a des résultats trés différents
de ceux obtenus sur le maillage fin. En effet, les mailles trés grossiéres atténuent trop
fortement le bruit initial pour obtenir la bonne dynamique de ’écoulement. Les perturba-
tions utilisées ici se limitent donc aux modes propres tridimensionnels caractéristiques de
I’écoulement de couche de mélange. Le principe du recours a plusieurs niveaux de raffine-
ment est schématisé sur la figure 8.21 ou l'augmentation progressive de la résolution de
la grille de calcul permet de représenter des structures de tailles de plus en plus petites.
Les grosses structures restent pour leur part inchangées d’un niveau a 'autre.

F1G. 8.21 — Calcul a trois niveaux de filtrage (couche de mélange 2D) : iso-contours de
vorticité.

Le calcul adapté se déroule de la maniére suivante : on procéde tout d’abord a la créa-
tion du niveau intermeédiaire de grille, puis on lui applique immeédiatement le senseur en
ondelettes afin de créer le deuxiéme niveau de raffinement. On procéde de cette maniére
a intervalle régulier. A chaque nouveau domaine créé, on efface les domaines de méme
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niveau créés auparavant. Ceci explique que le niveau fin soit immédiatement créé aprés le
remaillage du niveau intermeédiaire pour faciliter le traitement des conditions aux limites
de raccord fin/grossier. Le pas de temps est toujours divisé par deux a chaque fois qu'un
nouveau niveau de maillage est créé. Le rapport d’aspect entre deux grilles successives est
toujours fixé & deux dans chacune des directions.

La figure 8.22 décrit I’évolution de I’épaisseur de quantité de mouvement et de I’énergie ci-
nétique de ’écoulement pour chacune des trois simulations réalisées. Outre un léger retard
au niveau de la transition, les courbes obtenues sur la grille trés grossiére présentent un
deuxiéme point d’inflexion vers ¢t ~ 60 qui correspond au second appariement pour le cal-
cul fin et le début de la transition a la turbulence. Ceci montre I'incapacité d’un maillage
trop grossier a représenter convenablement 1’écoulement dans son régime turbulent. Le
calcul adapté permet de retrouver la dynamique générale du développement temporel de
la couche de mélange. L’évolution de I’épaisseur de quantité de mouvement est tout a fait
comparable & celle obtenue sur la grille fine. L’évolution de la quantité d’énergie cinétique
est également bien représentée par le calcul multi-niveaux. Le second palier apercu sur le
calcul trés grossier a ainsi totalement disparu sur le calcul avec adaptation de maillage.

Au niveau des profils de statistiques turbulentes, il a été choisi cette fois-ci de les
évaluer sur chaque niveau de grille puisqu’un écart important existe entre le niveau de
filtrage le plus fin et le plus grossier. Ceci est facilité par le fait que ces calculs ont été
réalisés en créant un unique maillage a chaque nouveau raffinement et a chaque niveau de
filtrage. Du fait de I'utilisation de perturbations déterministes, les domaines fins obtenus
respectent les conditions de periodicité utilisées pour évaluer les statistiques turbulentes.
Ainsi le critére de raffinement est moyenné dans les directions homogénes pour limiter le
raffinement a la direction (y) et permettre le calcul des statistiques turbulentes. Enfin,
I’absence de moyenne temporelle dans le calcul de ces statistiques est également nécessaire
pour permettre leur estimation sur les niveaux créés par raffinement.

Les profils moyens de vitesse longitudinale (figures 8.23, (a) et (b)) montrent un trés bon
comportement du calcul multi-niveaux. Etant donné qu’il s’agit d’une grandeur moyenne,
il n’y a pas une différence significative entre les profils obtenus sur les différents niveaux
de raffinement. Ce n’est plus le cas lorsque 'on s’intéresse a des profils de fluctuations
(figures 8.23, (c) et (d), et figure 8.24). Ces profils dépendent en effet du niveau de filtrage
associé au niveau de raffinement considéré. De maniére générale, pour un méme calcul, on
observe une atténuation des fluctuations au fur et & mesure que la grille sur laquelle elles
sont évaluées est de plus en plus grossiére. Ceci est cohérent avec la notion de filtrage utili-
sée en Simulation des Grandes Echelles. Une comparaison des fluctuations obtenues sur le
niveau fin du calcul adapté avec celles évaluées a partir du calcul fin permet de confirmer
le bon comportement de la simulation multi-niveaux. En étudiant plus en détail ces profils
de fluctuations, plusieurs constatations peuvent étre effectuées. Tout d’abord, a ¢t = 50,
les fluctuations obtenues a l'aide du calcul grossier sont surévaluées dans les directions
longitudinale et verticale, alors qu’elles sont sous-estimées dans la direction tranvserse,
par rapport au calcul fin. Ceci pourrait traduire une tendance de la simulation grossiére
a conserver plus longtemps un comportement plutdt bidimensionnel. Pour des temps plus
avanceés, les valeurs des fluctuations dans chacune des directions sont du méme ordre de
grandeur pour le calcul grossier, mais sont surtout supérieures aux fluctuations obtenues
sur les calculs fins et multi-niveaux. Au niveau des calculs multi-niveaux, outre le fait que
les différents niveaux de filtrage tendent a atténuer les fluctuations au fur et & mesure
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F1G. 8.22 — Calcul a trois niveaux de filtrage : évolution de I’épaisseur de quantité de
mouvement et de ’énergie pour le calcul fin (o), le calcul “trés grossier” (A) et le calcul
multi-niveaux (—).
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que le degré de résolution diminue, on constate que l'allure générale des profils de fluc-
tuations est identique sur les différents niveaux de filtrage. Ceci montre que les erreurs
d’interpolations liées a 'opérateur de restriction sont négligeables. Le calcul adapté per-
met finalement une trés bonne estimation des fluctuations dans chacune des directions,
avec un écart maximal de ordre de 16% contre des erreurs avoisinant les 30 — 40% pour
le maillage grossier. En particulier, les fluctuations dans la direction verticale sont tres
bien évaluées dans tous les régimes de ’écoulement sur le calcul multi-niveaux.

(a) (b)
0.45 0.45
0.4 04 AAAA
0.35 0.35 ‘,\
- I v N
F F VY v N
03f 03fF S AQAAAAAA:"AV 3
F F [0 QN VO
» 025 »025F > “a %
z F z F <& &
- o - o x ®
S 02F = o02F @ a
F g @, ®
F F @,
015 015 M Oo
i s g 2, ¢
01f @ 01fF [ 24 %
F ) F -~
F A F
005 CQ% 005 MA 0@9
o se ee
OSQQOIQ\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\IO\OQ o’\&?\\\\l\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\
03 0. 01 0 . . 0.3 03 02 01 0 0.1 0.2 0.3
y y
(c) (d)

F1G. 8.23 — Calcul de couche de mélange avec trois niveaux de grilles; profil moyen et
fluctuations de la vitesse longitudinale & ¢t = 50 (gauche) et ¢t = 80 (droite) pour le calcul
fin (o), le calcul “trés grossier” (A) et le calcul adapté évalué sur la grille “trés grossiére”
(A), sur la grille intermédiaire (V) et sur la grille fine (o).

La figure 8.25 présente les profils moyens de pression et densité observés pour cha-
cune des trois simulations. Le gain en précision avec le calcul multi-niveaux est évident
sur ces profils, en particulier dans le régime de transition (¢ ~ 50). A cet instant, les
profils obtenus sur les différents niveaux de grille du calcul adapté sont quasiment confon-
dus. Au dela de ce temps, il existe une nette différence entre ces différents niveaux. Ceci
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F1G. 8.24 — Calcul de couche de mélange avec trois niveaux de grilles; profil des fluctua-
tions des vitesses verticale et transverse a ¢t = 50 (gauche) et ¢ = 80 (droite) pour le calcul
fin (o), le calcul “trés grossier” (A) et le calcul adapté évalué sur la grille “trés grossiére”
(A), sur la grille intermédiaire (V) et sur la grille fine (o).
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est sans doute lié a la taille caractéristique des structures présentes dans 1’écoulement au
temps considéré. En effet, dans le régime turbulent, la proportion de petites structures est
plus importante ce qui explique la représentation moins précise sur les niveaux de grilles
inférieurs. Au niveau de la phase de transition, une quantité importante de structures
cohérentes est contenue dans I’écoulement, justifiant alors une différence moins marquée
entre les statistiques obtenues sur les différents niveaux de grilles. On observe de nouveau
les écarts observés précédemment dans les simulations & un niveau de raffinement au ni-
veau des limites du domaine de calcul. Cependant, ces erreurs sont moins importantes sur
le niveau fin que sur les niveaux grossier et intermédiaire.
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FiG. 8.25 — Calcul de couche de mélange avec trois niveaux de grilles; profils de pression
moyenne et densité a ¢ = 50 (gauche) et t = 80 (droite) pour le calcul fin (o), le calcul
“tres grossier” (A) et le calcul adapté évalué sur la grille “trés grossiére” (A), sur la grille
intermédiaire (V) et sur la grille fine (o).

Enfin, la figure 8.26 décrit la répartition spatiale du terme croisé du tenseur de Rey-
nolds. Une bonne estimation de la répartition de cette variable est obtenue avec le calcul
multi-niveaux, tant au niveau de la valeur du pic de fluctuations que de sa position dans
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la direction (y).
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F1G. 8.26 — Calcul de couche de mélange avec trois niveaux de grilles; terme croisé du
tenseur de Reynolds uju) a t = 50 (gauche) et ¢ = 80 (droite) pour le calcul fin (o), le
calcul “trés grossier” (A) et le calcul adapté évalué sur la grille “trés grossiére” (A), sur la
grille intermédiaire (V) et sur la grille fine (o).

Bilan : coiits de calculs

Afin de discuter de I'intérét d’une approche multi-niveaux dans 'optique de calculs de
Simulation des Grandes Echelles, un comparatif a été réalisé entre les coits de calcul des
simulations de référence et la simulation multi-niveaux. La comparaison porte sur le coit
mémoire et le temps de simulation qui ont été nécessaires aux calculs de couche de mé-
lange en développement temporel. Les valeurs reportées dans le tableau 8.3 correspondent
aux simulations avec un seul niveau de raffinement présentées en début de chapitre. L’in-
fluence du taux de remplissage A\ des sous-domaines sur les cotits engendrés est également
mise en avant dans ce tableau.

maillage | colit mémoire | colit mémoire | temps de calcul
at=40 at=100 t=0..100

fin 1 1 3130

grossier 0,145 0,145 2'50

adapté 0,81 1,02 32/

A=0

adapté 0,75 0,87 34

A=0,3

adapté 0,65 0,737 39’

A=0,5

TAB. 8.3 — Cotts de calcul des différentes simulations réalisées (temps CPU et mémoire).
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Tout d’abord, en terme de ressources mémoires, le calcul grossier de référence se montre

environ sept fois moins couteux que le calcul fin. Au niveau des calculs multi-grilles, il
est évident que plus la valeur du paramétre A va étre élevée, plus le nombre de points
fins utilisés va étre faible, entrainant par la méme occasion une diminution des ressources
de stockage nécessaires. De méme, il est logique que le gain mémoire tende a diminuer
au fur et a mesure que la couche se développe. En effet, une fois le régime turbulent
établi (¢ ~ 100), la couche de mélange tend a couvrir ’ensemble du domaine de calcul et
le raffinement va donc nécessiter un nombre de plus en plus important de cellules fines.
Dans le cas ot un seul domaine fin est créé a chaque raffinement (A = 0), le domaine
fin va recouvrir I’ensemble du maillage de base, ce qui explique que le colit mémoire soit
alors légérement supérieur a celui du calcul fin de référence. Pour des valeurs plus grandes
du taux de remplissage, le gain mémoire atteint des valeurs proches de 30 ou 40% par
rapport au maillage fin.
Le second critére important en simulation numeérique concerne le temps nécessaire a la
réalisation des calculs. Les durées des différentes simulations réalisées sont reportées dans
la derniére colonne du tableau 8.3. On vérifie que le calcul grossier est bien moins cotiteux
en temps de calcul que la simulation sur la grille fine, avec un rapport entre les deux temps
de calcul proche de dix. Les calculs adaptés présentent des temps de calcul légerement
supérieurs au calcul fin, et ce d’autant plus que la valeur du taux de remplissage est impor-
tante. Cette augmentation du temps de calcul avec \ a plusieurs origines, en particulier la
difficulté accrue de la gestion mémoire due a ’existence de nombreux domaines ou le cotut
de l'algorithme de grouping/clustering. Le fait de trouver des coits de calcul du méme
ordre de grandeur pour les calculs adaptés et le calcul fin de référence n’est cependant
pas rédhibitoire. En effet, plusieurs aspects de la méthode peuvent étre améliorés dans
le but de diminuer le temps de calcul. L’optimisation et la vectorisation des routines de
calcul n’ont pas été poussées a leur maximum au cours de cette thése et un gain non
négligeable peut encore étre obtenu a ce niveau. Ensuite, ’approche multi-domaines uti-
lisée s’avére particulierement intéressante pour des calculs paralléles. Bien que la gestion
des ressources ne soit alors pas évidente, 'utilisation d’une machine paralléle pourrait se
montrer efficace pour ce type de probléme par rapport & une machine vectorielle comme
celle utilisée dans ces travaux.

8.1.6 Conclusion partielle

Ce chapitre permet de mesurer 'apport de la méthode d’adaptation sur un calcul
de couche de mélange en Simulation des Grandes Echelles. La configuration de calcul
présentée correspond a une couche de mélange faiblement compressible, dont on étudie le
développement temporel afin de limiter les cotts de calcul. Le nombre de Reynolds est trés
élevé de maniére a se situer dans la limite faiblement visqueuse particuliérement concernée
par un calcul SGE. Les principaux phénomeénes intervenant dans ce type d’écoulement
sont liés au développement des tourbillons de Kelvin Helmholtz et a leurs appariements.
Les structures longitudinales reliant ces tourbillons ainsi que le développement des tour-
billons en "lambda" sont, par ailleurs, difficiles & obtenir sur des maillages trop grossiers.
Le critére de raffinement utilisé dans ’étude pour détecter les zones a raffiner est appliqué
sur I’écoulement de couche de mélange. Il décrit des cellules réparties entre les structures
primaires, au niveau de ces tourbillons longitudinaux qui joignent les tourbillons transver-
saux entre eux. Le fait que ces tourbillons soient allongés dans la direction de I’écoulement
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laisse augurer de leur caractére anisotrope, ce qui ne correspond pas aux hypothéses de
modélisation de la SGE. Ceci explique qu’il soit difficile de les représenter sur un maillage
trop grossier qui nécessiterait de les inclure dans les échelles sous-mailles. Un raffinement
de maillage au niveau de ces zones pourrait alors se montrer particuliérement efficace.
Ceci se vérifie sur les différents calculs réalisés a ’aide de la méthode adaptative. Tout
d’abord, les premiers calculs ont fait I'oeuvre d’une publication |75]. Ils consistent a n’uti-
liser qu'un seul niveau de raffinement et ont été menés pour deux modeéles sous-maille
(Smagorinsky et échelle mixte) afin de tester l'influence éventuelle de ce choix. Ils ont
montré un apport non négligeable de ’adaptation de maillage quelque soit le modéle
sous-maille utilisé, aussi bien au niveau des grandeurs moyennes de I’écoulement que des
fluctuations turbulentes. Seules les fluctuations dans la direction verticale conservent de
faibles imprécisions au niveau de la zone centrale de la couche pour le calcul avec le modéle
d’échelle mixte. Les profils de masse volumique et de pression semblent par ailleurs trés
légérement dégradés sur le calcul avec raffinement mais ’erreur ne dépasse pas les 0, 1%.
Une étude de I'influence des différents paramétres inhérents a la méthode d’adaptation a
ensuite été réalisée. Elle a montré la nécessité de controler la fréquence de régénération
des grilles fines pour éviter 'apparition d’erreurs numériques trop importantes (erreur de
commutation, opérateurs inter-grilles, etc.). Le taux de remplissage des domaines fins ne
devient influant qu’a partir du moment ou la turbulence couvre ’ensemble du domaine
de calcul c’est a dire lorsque l'influence des conditions aux limites et de la taille des cel-
lules du maillage de base ne sont plus négligeables. Un A\ trop important entraine alors
des écarts de la solution par rapport au calcul de référence. Cependant, dans une telle
situation, il ne semble pas judicieux de créer un nombre trop important de maillages fins,
la turbulence recouvrant la totalité du domaine de calcul.

Un calcul présentant deux niveaux de raffinement a ensuite été exécuté. Les résultats se
sont montrés de nouveau trés encourageant quant a l'apport de 'outil d’adaptation. Il
permet ainsi d’évaluer une solution proche de la solution de référence en partant initiale-
ment d’un mailage quatre fois plus grossier dans chacune des directions.

Cependant, la méthode reste perfectible au niveau des cotits de calcul. Une optimisation
des routines développées et surtout le recours a un calculateur plus orienté vers des cal-
culs multi-blocs permettrait ainsi de diminuer considérablement les temps de calcul par
rapport aux calculs actuels. La mémoire nécessaire aux calculs est pour sa part moins
importante avec la méthode de raffinement que pour le calcul fin de référence.

8.2 Canal plan

Le second cas d’étude concerne ’écoulement se développant dans un canal plan. Cette
configuration présente de nombreux avantages puisqu’elle repose sur une géométrie simple
a traiter a la fois numériquement et expérimentalement, et ce cas présente 'intérét d’avoir
été tres largement étudié dans la littérature. Par ailleurs, cette configuration représente
un cas d’épreuve intéressant pour la Simulation des Grandes Echelles. En effet, un grand
nombre de phénoménes physiques entrent en jeu dans ce type d’écoulement, dont certains
peuvent étre critiques en vue de leur traitement en Simulation des Grandes Echelles. En
particulier, le traitement de 1’écoulement en proche paroi nécessittant la prise en compte
des petites échelles anisotropes présentes dans cette zone reste un point délicat a traiter
en SGE. La présence de ces structures anisotropes permet de penser que la stratégie de
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raffinement présentée dans ce mémoire peut s’avérer particuliérement efficace pour limiter
les erreurs de modélisation des échelles sous-maille.

8.2.1 Physique de I’écoulement

L’écoulement dans un canal plan est principalement régi par des phénomeénes d’inter-
actions turbulentes particuliérement complexes en région de proche paroi. En effet, pour
les écoulements pariétaux, les instabilités primaires apparaissent dans les zones de proche
paroi ce qui traduit le fait que les effets visqueux jouent un role déterminant dans l'appa-
rition de ces instabilités. Plus précisément, on distingue généralement au minimum deux
régions :

— une région externe dans laquelle les effets inertiels sont prépondérants;

— une région proche de la paroi dans laquelle les effets visqueux sont les plus impor-

tants.

Plus précisément, il est couramment admis que la région de proche paroi est elle-méme
subdivisée en deux zones : la premiére est appelée sous-couche visqueuse, la seconde zone
tampon. De méme, la zone externe peut étre scindée en deux parties : la premiére est
appelée zone de sillage, partie la plus éloignée de la paroi et qui est trés peu étendue
(voire inexistante) dans le cas du canal plan; la seconde est appelée zone logarithmique.
Un apercu de l'organisation de ces zones est donné sur la figure 8.27.

L’étendue de ces différentes zones est définie en termes d’unités de paroi. Cette unité
désigne la grandeur caractéristique obtenue en normalisant les unités de longueur par une

longueur de référence :
z

+
PANES 8.11
Y (8.11)
La vitesse u, désigne la vitesse de frottement a la paroi, définie par :
Tw
P

ou 7, et p, désignent respectivement le taux de cisaillement et la densité a la paroi définis
par (si z désigne la coordonnée normale & la paroi) :
[ Oy
-\
po = p(z =0)

On admet alors que 'on peut décomposer 1’écoulement pariétal de la maniére suivante :

— Sous-couche visqueuse pour 0 < 2T < 5.

— Zone tampon pour 5 < 2z < 30.

— Zone logarithmique pour 30 < z* < 500.

— Zone de sillage pour 2z > 500.
Par ailleurs, les profils moyens de vitesse ont des développements asymptotiques bien
connus dans la sous-couche visqueuse et dans la zone logarithmique. Ainsi, au niveau de la
sous-couche visqueuse, une analyse simple [127| corroborée par les résultats expérimentaux
montre que la contrainte de cisaillement est presque uniquement due au gradient normal
de vitesse longitudinale de telle sorte que ’'on peut écrire :

ut =z" (8.14)

(=0)

Tw

(8.13)
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F1G. 8.27 — Description de la dynamique de la couche limite turbulente.

Pour la zone logarithmique, le profil moyen de vitesse longitudinale obéit a une loi loga-
rithmique, qui s’écrit dans le cas incompressible (et faiblement compressible, comme dans
les simulations présentées ici) :

ut = iln(er) +C (8.15)
K

La constante K = 0,41 est la constante de Von Karman, alors que la constante C' a été
évaluée expérimentalement entre 5 et 5, 5.
Les nombreux travaux portant sur les écoulements pariétaux ont permis de démontrer que
la zone tampon est la partie motrice de 1’écoulement du point de vue de la turbulence.
En effet, les études antérieures ont permis de montrer que ’énergie est principalement
créée dans cette zone tampon, pour ensuite étre diffusée de part et d’autre de cette zone.
Une partie de cette énergie est donc transférée vers la sous-couche visqueuse ou elle est
dissipée sous l'action de la viscosité moléculaire. L’autre partie de I’énergie produite est
transmise a la zone externe ou elle est propagée avant d’étre dissipée progressivement.
Une des caractéristiques importantes de ce phénomeéne de production d’énergie est son ca-
ractére intermittent. En effet, si ’on observe un écoulement pariétal turbulent, on visualise
facilement ’organisation tridimensionnelle de celui-ci, ainsi que la présence de structures
allongées en proche paroi. Ces structures allongées sont disposées dans la direction lon-
gitudinale de 1’écoulement et sont couramment appelées “streaks”. Elles sont a 1’origine
de D'apparition de tourbillons en épingles a cheveux (ou tourbillons en lambda A) pour
de grands nombres de Reynolds, ou de structures en fer a cheval pour des nombres de
Reynolds plus faibles. Ces streaks correspondent a une alternance de zones de fluide a
faible vitesse et de zones de fluide & haute vitesse. La présence de ces zones de fluide de
faible vitesse s’explique par une remontée de fluide de la paroi (fluide lent) vers le centre
du canal. Ce phénoméne d’éjection de fluide vers 'extérieur de la couche-limite est donc



126 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA METHODE

provoqué par la présence de ces structures de petite taille fortement anisotropes du fait de
leur allongement dans la direction de I’écoulement. En effet, les dimensions couramment
admises pour ces structures sont de 50 unités de paroi pour le diamétre, deux streaks
voisins étant séparés par une distance de 100 unités de paroi dans la direction transverse,
alors que des valeurs comprises entre 300 et 800 unités de paroi sont référencées dans la
littérature pour la longueur de ces structures. Il s’agit donc bien de structures anisotropes
étirées dans la direction longitudinale.

Une analyse plus détaillée des phénomeénes intervenant dans la zone tampon permet de
distinguer deux mouvements particuliers des structures. On regroupe ces phénomeénes
sous l'appellation d’éclatement tourbillonaire (“bursts” en anglais). On distingue ainsi un
balayage du fluide (“sweep”) provoqué par les particules de fluide rapide issues de la zone
centrale du canal (pour lesquelles ' > 0 et w’ < 0) et un mouvement d’ejection du fluide
présent en proche paroi vers le centre du canal (v < 0 et w’ > 0). Piomelli et al. [113]
montrent alors que les transferts directs d’énergie intervenant dans la zone tampon sont
liés a la phase d’éjection, tandis que les transferts inverses (backscatter) sont dus au phé-
nomeéne de balayage. Ces zones sont situées de part et d’autre des structures longitudinales
(figure 8.28). Au niveau de la zone logarithmique, ils estiment que les transferts directs
et inverses sont tous deux liés & I’éjection.

| g

F1G. 8.28 — Lieux des transferts directs (&jection : ug > 0 en bleu) et inverses (balayage :
uz < 0 en rouge) d’énergie de part et d’autre des streaks (critére @) en gris).

8.2.2 Description de la simulation

Toutes ces observations permettent de mettre en évidence le role prépondérant joué
par les structures pariétales anisotropes en ce qui concerne les transferts d’énergie entre les
différentes échelles de I’écoulement, particuliérement en ce qui concerne les phénomeénes de



8.2. CANAL PLAN 127

cascade inverse ou backscatter. La prise en compte de ces transferts inverses risque d’étre
mal réalisée par la majorité des modéles sous-maille qui sont généralement purement
dissipatifs, ce qui explique que le canal plan soit un cas d’épreuve important pour la
Simulation des Grandes Echelles.

L’étude du canal plan nécessittant une résolution de type couche-limite en proche-
paroi, les cotits de calcul peuvent s’avérer conséquents. Ainsi, il est généralement considéré
la méme approximation temporelle que pour le cas de la couche de mélange, ce qui permet
de s’affrachir de la résolution du développement spatial d’une couche limite turbulente
qui entrainerait d’importants cotits de calcul. Cette approximation consiste de nouveau
a imposer des conditions aux limites périodiques dans la direction de I’écoulement et a
étudier le développement temporel de la turbulence dans le canal. L’hypothése de pério-
dicité dans la direction longitudinale est justifiable par le fait que 1’écoulement de canal
plan est paralléle, c’est a dire que la composante normale & la paroi de la vitesse moyenne
est nulle, aussi bien en régime laminaire qu’en régime turbulent, et que cet écoulement
contient des structures ayant des longueurs caractéristiques longitudinales et transverses
bien définies. La condition de périodicité n’a alors pas d’influence sur les résultats sous
I’hypothése que les tailles du domaine de calcul ont été choisies de maniére adéquate. De
méme, on utilise également des conditions de périodicité dans la direction transverse, ce
choix étant de nouveau motivé par le fait que les tailles des structures dans cette direction
sont correctement définies.

Le recours a des conditions aux limites de type périodique permet, en outre, de s’af-
franchir des problémes de traitement des conditions de type entrée/sortie qui seraient
indispensables en développement spatial. Néanmoins, la periodicité entraine naturelle-
ment 'annulation du gradient de pression entre 'entrée et la sortie du domaine de calcul.
Or ce gradient de pression représente le terme moteur de cet écoulement c’est a dire que
ce terme permet d’entretenir I’écoulement turbulent et de conserver une énergie constante
au cours du calcul. En I’absence de ce gradient, les pertes de charge provoquées par le
frottement visqueux du fluide contre les parois ne sont plus compensées, ce qui se traduit
par une perte d’énergie du systéme. Dans le but d’entretenir ’écoulement, il est alors
nécessaire d’introduire une quantité d’énergie équivalente & un gradient de pression, ce
qui est réalisé par I'intermédiaire d’un terme de forcage. Un apercu détaillé de ce terme
de forcage est donné en annexe (annexe C).

Le champ initial se compose d’un profil moyen parabolique (profil de Poiseuille, fig 8.29)
auquel on ajoute une perturbation aléatoire de moyenne nulle. La loi de Busemann-Crocco
est de nouveau employée pour la répartition initiale de la température. Les variables de
I’écoulement sont ainsi initialisées par :

pt=0) = 1+ se
ut=0) = U, (1—(z—1)%) (1+ se)
v(t=0) = w(t=0)=se

)

-1
T(t=0) = 1+7TP7»M02 U2(1—(z—1)%
U. désigne la vitesse longitudinale moyenne au centre du canal, fixée & U, = 1,5; € €
[—1; 1] est un nombre aléatoire et s = 0, 15 fixe 'amplitude de la perturbation.

Le nombre de Reynolds de frottement est fixé a Re, = 395 et le nombre de Reynolds basé
sur la demi-hauteur du canal & Re = 7000. Le nombre de Prandtl turbulent est fixé a

Pr = 0,7 comme préconisé par Comte et Lesieur [21|. Le débit initial est @y = 8,3814
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(8, 3865 sur le maillage grossier), ce qui est un peu plus élevé que la valeur théorique dans
le cas d’un champ de vitesse non perturbé 87/3 ~ 8, 3776.
Au niveau du choix pour la taille du domaine de calcul, on cherche a s’assurer que les

FiG. 8.29 — Canal plan : configuration de calcul et champ initial; vecteurs vitesses et
iso-contours de la composante longitudinale de la vitesse.

statistiques en deux points, situés I'un au centre du canal et I’autre a I’éxtrémité de celui-
ci dans chacune des directions, sont décorrélées. Parmi les études antérieures effectuées a
Re, = 395, on trouve généralement deux choix pour ces dimensions. Par exemple, Moser
et al. [96] réalisent une DNS en s’appuyant sur un domaine de dimensions 27 x 7 X 2 rés-
pectivement dans les directions longitudinale, transverse et normale & la paroi. D’autres
références préférent utiliser un domaine légérement moins étendu dans la direction trans-
verse 21 X %7‘(‘ x 2 afin de diminuer les coiits de calcul tout en conservant une bonne
précision dans cette direction |95, 118|. Les simulations présentées dans ce mémoire font
appel a des domaines de taille identique & celle employée par Moser et al. [96], & savoir
21 X m X 2.

Deux grilles de référence seront utilisées par la suite : la grille fine contient environ 3, 1x 10°
cellules alors que la grille grossiére contient deux fois moins de mailles dans chacune des
directions, soit environ 4 x 10* cellules. Les tailles de mailles utilisées avec chacune de ces
grilles sont reportées dans le tableau 8.4. On notera en particulier la taille des mailles a
la paroi, dans la direction normale (Az. ), qui est de I'ordre d’une unité de paroi pour
le maillage fin et de deux unités de paroi pour le maillage grossier.

Les figures 8.30 et 8.31 permettent de comparer les résultats des deux simulations de
référence.

La figure 8.30 décrit ’évolution temporelle de plusieurs grandeurs moyennes caractéris-
tiques de I’écoulement de canal. La premiére d’entre elles est la vitesse moyenne débitante
qui permet de vérifier le bon fonctionnement du forcage qui assure bien la conservation
du débit pour les deux simulations. Les valeurs de la vitesse débitante obtenues pour les
deux simulations de référence sont alors toutes les deux proches de 'unité. La seconde
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maillage | N, x N, x N, | Az* | Ayt | Azb | Azt

grossier | 30 x 41 x32 | 67,4 |24,6 | 2,44 45,3
fin 60 x 82 x64 |33,7|12,3| 1,22 22,6

TAB. 8.4 — Maillages fin et grossier : nombre de cellules et tailles de mailles correspon-
dantes.

variable décrit, pour sa part, les variations de la masse volumique au niveau de la paroi
solide. Cette quantité diminue trés légérement au cours du temps méme si les variations
restent négligeables. La troisiéme courbe décrit ’évolution du terme de forcage fg; = fl(l)
au cours du temps. Celui-ci tend a se stabiliser autour d’une valeur moyenne comprise
entre —2 x 1073 et —3 x 1073, Enfin, la derniére courbe décrit 1’établissement progressif
du régime turbulent grace a une visualisation du nombre de Reynolds de frottement. En
effet, aprés une phase transitoire au cours de laquelle le nombre de Reynolds de frotte-
ment augmente rapidement, celui-ci se stabilise autour d’'une valeur proche de la valeur
nominale Re, = 395. Cependant, le calcul fin permet d’atteindre un Re, plus proche de
la valeur souhaitée que le calcul grossier.

La figure 8.31 donne quant a elle un apercu du profil moyen de vitesse longitudinale
obtenu pour chacun de ces calculs de référence ainsi que les fluctuations de vitesse dans
chacune des trois directions. Ces profils sont obtenus en moyennant les variables de 1’écou-
lement dans les directions homogénes et au cours du temps. Cette moyenne temporelle
ne s’applique cependant qu’au régime établi et ne prend pas en considération la phase
de transition initiale. Pour les profils moyens, les deux calculs tendent a donner le bon
comportement dans la sous-couche visqueuse, ainsi qu’'une assez bonne approximation de
la pente théorique dans la zone logarithmique. Cependant, la pente calculée se montre 1é-
gerement inférieure a la valeur théorique. Par ailleurs, les écarts existant entre les courbes
et la droite théorique sont liés a la différence entre le Reynolds de frottement théorique et
la valeur réellement obtenue par le calcul. Par ailleurs, la loi de comportement théorique
sera discutée dans le prochain paragraphe dans le but de donner une premiére explication
de I’écart observé au niveau de 1’évaluation de la pente par rapport a la loi logarithmique.
Au niveau des profils de fluctuations, on observe une légére surestimation du pic de fluctua-
tions de vitesse longitudinale avec le calcul grossier, alors qu’au contraire les fluctuations
dans les deux autres directions sont légerement sous-estimées. De plus, le pic de fluctua-
tions de la vitesse longitudinale se trouve décalé vers le centre du canal avec le maillage
grossier. On obtient ainsi une bonne estimation de la position de ce pic sur le calcul fin
puisque la valeur obtenue est voisine de z* = 15 ce qui correspond bien au maximum de
production d’aprés la figure 8.27.

8.2.3 Adaptation de maillage

La stratégie d’adaptation est ensuite appliquée a ’écoulement de canal plan dans le
but d’augmenter la précision de la solution par rapport au calcul grossier.
La premiére étape de validation porte de nouveau sur le critére de raffinement. La figure
8.32 permet de comparer les zones détectées par le critére de raffinement au critére Q
correspondant. La premiére remarque est que le raffinement se concentre bien sur la zone
de proche paroi. Plus précisément, les deux premiéres rangées de cellules dans la direction
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normale & la paroi sont presque totalement incluses dans le nuage de cellules a raffiner.
Au dela de ces rangées, les cellules a raffiner sont réparties au voisinage des structures
cohérentes. La figure 8.33 montre ainsi que le senseur sélectionne des celulles qui forment
des ensembles étirés dans la direction longitudinale. Ceux-ci semblent par ailleurs situés
autour des structures cohérentes, ce qui pourrait correspondre aux zones responsables des
phénomeénes d’éclatement tourbillonaire.

F1G. 8.32 — Gauche : Iso-contours du critére Q (¢ = 0,1); Droite : Iso-contour du
critére de raffinement o = —2/3.

F1G. 8.33 — Iso-contours du critére de raffinement o = —2/3 et du critére Q (Q = 0,1),
en dehors des deux premiers plans de proche-paroi.

Les premiéres simulations multi-niveaux réalisées ayant présenté des différences impor-
tantes par rapport aux calculs de référence, il a été choisi de procéder en plusieurs étapes
afin de déterminer l'origine de ces écarts.

Ainsi, dans un premier temps, on limitera a deux le nombre de domaines fins créés a
chaque nouveau raffinement, chaque domaine correspondant a une des couches limites
composant le canal. Par ailleurs, afin de limiter les recours a la procédure d’enrichisse-
ment aux frontiéres, les domaines fins sont forcés a occuper ’ensemble du domaine dans
les directions longitudinales et transverses. Ainsi on peut appliquer une condition de per-
iodicité dans chacune de ces directions pour les domaines fins. Dans la direction normale &
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la paroi, la taille des domaines fins est fixée par le critére de raffinement. Il est cependant
intéressant de noter qu’a tout instant les raccords entre le niveau fin et le niveau grossier
interviennent bien en dehors de la zone de production (z* < 15) comme préconisé par
Quémeéré [115].

Enfin, comme un doute persiste quant au terme de forcage a appliquer sur une configura-
tion multi-domaines (voir en annexe C), les premiéres simulations vont porter uniquement
sur des calculs de canal sans terme de forcage. Par ailleurs, méme si la phase de transition
est bien représentée dans le cas de la couche de mélange, il est difficile de se pronon-
cer sur la capacité réelle de la méthode d’adaptation a représenter convenablement les
phénomeémes transitionnels intervenant dans des écoulements de proche paroi. De ce fait,
I’adaptation s’appliquera dans cette étude uniquement au canal en régime établi.
Comme dans I’étude de la couche de mélange, ’évaluation de la solution obtenue avec
I’outil adaptatif sera réalisée a partir des informations contenues dans le niveau le plus
grossier. L’objectif est de nouveau d’utiliser des variables obtenues en moyennant le champ
sur 'ensemble du domaine.

Les premiers résultats obtenus auront donc pour objectif de valider "approche multi-
niveaux dans une configuration de canal, et plus spécifiquement la condition de raccord
dans la direction verticale entre le domaine de base et les domaines fins créés. La figure
8.34 donne un apercu du comportement des trois simulations réalisées en I’absence de for-
cage. Le nombre de Reynolds de frottement reste stabilisé autour d’une valeur moyenne.
L’absence de forgage ne se fait pas encore ressentir de maniére significative sur son évolu-
tion. Un gain non négligeable est alors obtenu avec I’approche multigrille pour I’évaluation
de ce nombre. En effet, aprés une premiére phase d’établissement de I’écoulement qui se
traduit par une augmentation rapide de la valeur du Re., le calcul multi-niveaux tend a se
stabiliser autour d’une valeur proche de celle obtenue par la simulation fine de référence.
Par la méme occasion, la courbe obtenue a I’aide de la méthode d’adaptation se rapproche
de la valeur nominale utilisée pour ces simulations (Re, = 395). Le taux de cisaillement
a la paroi 7, voit sa valeur diminuer avec le temps du fait de I’absence de forcage. Néan-
moins, la courbe obtenue avec la simulation multi-grilles est de nouveau voisine de celle
obtenue a l'aide du calcul fin de référence.

Au niveau des statistiques turbulentes (figure 8.35), le calcul multi-niveaux s’avére étre
en trés bon accord avec le calcul fin. Au niveau du profil de vitesse moyenne longitudinale,
les deux courbes sont quasiment identiques, traduisant a la fois une bonne représentation
du profil de vitesse dans la sous-couche visqueuse et dans la zone logarithmique. Concer-
nant les fluctuations de vitesse, les profils obtenus avec la stratégie de raffinement sont
en trés bon accord avec les profils de référence au niveau des prévisions dans la région
de proche paroi. Ainsi, une trés bonne approximation des pics de fluctuations dans cette
partie du canal est constatée. En outre, le pic correspondant au maximum de produc-
tion d’énergie est bien estimé par le calcul multi-niveaux puisque sa position et sa valeur
sont proches de celles relevées sur le calcul fin. Au niveau de la zone externe, une tres
légére surestimation des fluctuations de vitesse longitudinale est observable. Sachant que
cette zone n’est pas affectée directement par le raffinement puisque les grilles fines se
concentrent sur la zone de proche paroi, on peut estimer que ces écarts au niveau des
profils de fluctuations sont dus essentiellement a des erreurs numériques liées a la taille
des mailles grossiéres dans cette zone du canal. Le profil des tensions de Reynolds s’avére
d’avantage sensible au traitement réalisé a I'interface fin/grossier. On observe en effet des
variations importantes de cette variable au voisinage de U'interface. Les profils de densité
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F1G. 8.34 — Simulations de canal plan sans terme de forcage; évolution du nombre de
Reynolds turbulent et du taux de cisaillement a la paroi. o : maillage fin; A : maillage
grossier ; — : maillage adaptatif.

obtenus avec plusieurs niveaux de grilles présentent également des différences par rapport
aux calculs de référence. Une surestimation de I'ordre de 1% est en effet relevée au niveau
de la zone centrale du canal.

Au niveau des structures de proche-paroi caractéristiques de I’écoulement de canal

plan, une visualisation des champs instantanés permet de confirmer la capacité de la
méthode d’adaptation a représenter convenablement ’allure générale des streaks. Ainsi,
la figure 8.36 permet de comparer I’écart moyen entre deux streaks consécutifs, dans la
direction transverse, ainsi que leurs diamétres moyens. Les valeurs couramment admises
pour I’écart transversal entre deux structures varient de quatre-vingt a cent vingt unités
de paroi [98|. Les valeurs relevées pour cet écartement a partir des calculs fin et multi-
niveaux sont voisines de quatre-vingt dix unités de paroi et sont par conséquent en tres
bon accord avec les études antérieures. Au niveau du diamétre des streaks, une valeur
d’environ trente unités de paroi est généralement mentionnée dans la bibliographie. Les
valeurs relevées dans notre étude varient plutot autour de vingt unités de paroi pour le
calcul fin et entre quinze et vingt unités de paroi pour le calcul adapté.
Dans la direction longitudinale, des valeurs allant de 500 a 1000 unités de paroi sont rele-
vées dans la littérature pour la longueur des streaks. Le calcul fin présente des structures
caractéristiques dont la longueur est de 'ordre de 800 unités de paroi, contre 900 unités
de paroi en moyenne pour le calcul multi-niveaux.

Du point de vue de l'organisation des structures obtenues pour chacun des calculs,
la figure 8.37 montre que le calcul avec adaptation de maillage permet effectivement de
retrouver sur le niveau fin des structures de forme et de dimensions similaires a celles
calculées sur la grille fine de référence.

Pour le niveau grossier (figure 8.38), une plus grande quantité de structures allongées sont
présentes dans 1’écoulement lorsque I’approche multi-niveaux est utilisée par rapport au
calcul grossier mono-niveau.

Ces tendances sont confirmées par les figures 8.39 et 8.40 qui présentent les iso-contours
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FiG. 8.36 — Evaluation de I’écart transversal entre deux streaks pour le cas du canal plan
a l'aide des lignes de courant - Calcul fin et adapté (évalué sur le niveau fin) sans terme
de forcage.
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(a) Calcul fin

(b) Calcul adapté, grille fine

F1G. 8.37 — Iso-valeurs du critére  (Q=0,65).
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CANAL PLAN

(a) Calcul grossier

(b) Calcul adapté, grille grossiére

F1G. 8.38 — Iso-valeurs du critére  (Q=0,1).

137
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du critére Q évalués dans deux plans (x-y) a un temps suffisament avancé pour se situer
dans le régime établi. Le premier plan est situé a z+ = 25 c’est a dire qu’il se situe dans
la couche de Prandtl de I’écoulement, prées de la zone de production maximale d’énergie.
Le second plan, situé plus loin de la paroi du canal, est placé a zt = 55, ce qui le situe
au niveau de la zone inertielle du canal. Ces visualisations permettent tout d’abord de
confirmer le comportement inadéquate de la simulation grossiére dans la zone de proche
paroi. En effet, une comparaison de la taille et de la répartition des structures allongées
obtenues sur les deux grilles de référence montre clairement une différence de représen-
tation des petites structures de ’écoulement. Le maillage grossier tend bien a atténuer
trop fortement la quantité de petites structures présentes en proche paroi. Au niveau du
calcul multi-niveaux, une quantité sensiblement plus importante de petites échelles est
obtenue dans le plan z* = 25 sur le niveau grossier en comparaison du calcul grossier de
référence. Il est plus difficile de tirer des conclusions au niveau du plan 2™ = 95 méme si
cette représentation semble confirmer un léger gain au niveau de la quantité de structures
obtenue sur le calcul adapté. Le niveau fin permet quant a lui de retrouver une topologie
similaire a celle du calcul fin dans les deux plans choisis.

z'=25

(a) Calcul grossier (b) Calcul fin

F1G. 8.39 — Iso-valeurs du critére Q en proche paroi pour les simulations de référence.

La figure 8.41 utilise de nouveau le critére Q pour examiner le comportement de la so-
lution au niveau de 'interface de raccord entre le domaine correspondant au niveau fin (en
haut) et le domaine de base (en bas). A I'instant considéré, le raccord intervient au niveau
du plan 2 = 120. Il est intéressant de souligner que cette valeur est cohérente avec celles
utilisées par Quémeéré [115] dans son étude & grands nombres de Reynolds (2 = 115).
En comparant les structures obtenues de part et d’autre de la frontiére, il apparait que le
traitement par continuité des grosses structures est bien respecté. L’enrichissement inter-
venant au niveau de ces interfaces semble également permettre de créer artificiellement
des petites structures au niveau de la grille fine et d’amplifier celles observées sur la grille
grossiere.

Enfin en terme d’apport de la méthode de raffinement au niveau des cotits de calculs,
le tableau 8.5 montre que la méthode, dans son état actuel, apporte essentiellement un
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z'=95

z'=25

(a) Niveau grossier (b) Niveau fin

FiG. 8.40 — Iso-valeurs du critére Q en proche paroi pour le calcul avec adaptation de
maillage.

gain au niveau de la mémoire utilisée par le calcul. Les temps de calcul sur le maillage fin
de référence et le calcul multi-niveaux sont quant a eux du méme ordre de grandeur. Il
est possible d'imaginer qu'un gain en temps pourrait étre apporté par une optimisation
des routines de calcul et 1'utilsation d’une machine de calcul orientée vers le calcul multi-
domaines.

maillage | cotit mémoire | temps de calcul
fin 1 2h24'15
grossier 0.13 15’32
adapté 0.6 2h32'10

TAB. 8.5 — Cotts de calcul des différentes simulations réalisées (temps CPU et mémoire).

Les résultats qui viennent d’étre présentés pour le canal plan non forcé confortent les
premiéres conclusions effectuées sur la configuration de couche de mélange. Le raffinement
de maillage permet de retrouver des résultats proches des calculs fins de référence, tant
au niveau des profils de statistiques turbulentes que des grandeurs moyennes caractéris-
tiques d’un écoulement de canal plan. La forme générale des structures tourbillonnaires
attendues pour ce type d’écoulement est également bien représentée par les simulations
multi-niveaux. Il reste maintenant a appliquer la méthode d’adaptation de maillage au
cas du canal plan forcé. Cependant ceci s’avére étre difficile a réaliser.

En effet, les premiéres simulations effectuées en appliquant le forgage sur ’ensemble des
domaines (annexe C) présentent des variations temporelles importantes au niveau des
valeurs moyenne de la masse volumique et de la vitesse débitante obtenues avec le calcul
adapté. Ainsi, alors que la valeur du Reynolds de frottement tend a se stabiliser autour
d’une valeur intermédiaire entre celles obtenues dans les deux calculs de référence et que le
débit est bien conservé, les statistiques turbulentes ne peuvent étre correctement évaluées.
Il semble difficile d’attribuer ces écarts a la seule stratégie de raffinement, d’autant que
celle-ci fonctionne dans le cas non forcé. On pourrait par contre imaginer que I’enrichis-
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Z'=120

(a)

FiG. 8.41 — Iso-valeurs du critere @) en proche paroi; zone de raccord entre le domaine
grossier (en bas) et le domaine fin (en haut) utilisés dans le calcul adapté.
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sement aux frontiéres, associé au forcage, tend a faire varier artificiellement les variables
de I’écoulement du fait du caractére non conservatif de ces frontiéres. De plus, comme
mentionné en annexe, le fait d’appliquer a tous les niveaux le terme de forcage calculé
uniquement sur le domaine grossier n’est pas consistant avec les équations filtrées.

Dans le but d’éliminer cette derniére hypothése, la seconde méthode de forcage, dont
le but est de conserver le gradient de pression, a ensuite été employée. L’intérét de ce
forcage est qu’il est constant et identique pour tous les domaines et tous les niveaux de
grille. L’inconvénient principal est un temps d’établissement de la turbulence (bien) plus
important que pour les simulations avec évaluation dynamique du terme de forgage. Un
autre inconvénient est la décroissance du débit de I’écoulement, pendant la phase d’éta-
blissement du régime turbulent, mais le débit tend ensuite a se stabiliser sensiblement
une fois le régime turbulent établi. Une fois ce régime obtenu, la stratégie d’adaptation
est appliquée a la grille grossiére.

Les premiéres constatations tendent a montrer une influence plus importante de la valeur
choisie pour la constante d’enrichissement que dans les cas de la couche de mélange ou du
canal sans forgage. Ceci est dans doute lié en partie a 'existence de structures complexes
en proche paroi et aux phénomeénes d’éjection qui entrainent les structures a travers les
conditions de raccord fin/grossier. L’ajout du terme de for¢age peut également interférer
avec le traitement par enrichissement utilisé au niveau des interfaces de couplage. En effet,
certains calculs réalisés a partir d’une évaluation dynamique de la constante d’enrichisse-
ment présentent des accumulations de structures tourbillonaires au niveau de la zone de
raccord. Ceci pourrait traduire un comportement similaire a celui constaté dans plusieurs
études portant sur le canal plan a l’aide de ’approche RANS/LES [109]. Ces structures,
qui apparaissent au niveau de l'interface de couplage entre les approches RANS et LES,
sont généralement appelées "super-streaks". Les résultats observés sont ainsi difficilement
exploitables en particulier du fait de variations trop importantes des valeurs des grandeurs
caractéristiques en proche paroi. Des variations temporelles de la vitesse débitante ou de la
densité en proche paroi sont en effet rencontrées au cours de la simulation multi-niveaux.
Les temps d’établissement d’un régime turbulent étant rallongés avec ce type de forcage,
les calculs n’ont pas été poussés suffisament loin pour obtenir un éventuel état stabilisé
de I’écoulement. Il est donc difficile de conclure sur la cause principale des écarts observés
et les améliorations & apporter a la méthode de raffinement afin de régler les problémes
rencontres.

Alinsi, le probléme du canal forcé reste non sollutionné pour 'approche multi-niveaux sans
que cela ne résulte nécessairement d’un mauvais fonctionnement de la méthode de raffi-
nement. Celle-ci s’est en outre montrée efficace sur le cas du canal sans forcage.

Parmi les sujets de controverses qui persistent dans 1I’étude numérique du canal plan,
le comportement des profils de vitesse longitudinale dans la zone logarithmique reste sujet
a discussion. En effet, Moser et al. [96] ont montré que le comportement logarithmique de
la vitesse moyenne longitudinale n’est pas toujours évident dans cette zone. En se référant
aux travaux de George et al. |[42] et Barenblatt et al. |4], ils envisagent une variation de la
vitesse longitudinale suivant une loi en puissance u™ = A(z")". Pour comparer les deux
hypotheéses, ils utilisent deux coefficients § et ~ définis par :

+
L+ Ou
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F1G. 8.42 — Simulations de canal plan forcé ; profils de statistiques turbulentes. o : maillage
fin; A : maillage grossier ; — : maillage adaptatif.
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et
=~ (8.21)

Alinsi, en tracant I’évolution de ces deux variables dans la direction normale & la paroi, il
est possible de savoir quelle loi de comportement privilégier pour la vitesse longitudinale.
Si v se stabilise autour d’un palier constant dans la zone logarithmique, la loi est effecti-
vement de type logarithmique. Si c’est § qui se stabilise a une valeur constante, la loi de
comportement sera en (z1)™ avec n donné par la valeur du palier.

Pour nos simulations de canal, la méme procédure a été suivie. La figure 8.43 décrit les
évolutions spatiales de v et 3 obtenues dans notre étude pour les trois simulations réalisées
pour le canal non forcé. Ces courbes mettent en évidence un palier pour la variable 5 au
niveau de la zone externe, la valeur du palier étant voisine de 0,1. Ainsi, les simulations
seraient plus proches d’un comportement en (21)%! que d’une loi logarithmique en proche
paroi. D’aprés Barenblatt [4], la valeur théorique de n est donné par ny, = 2%6. Dans notre
étude, la théorie donne donc ny, ~ 0,113, ce qui est comparable aux valeurs relevées pour
les trois simulations.

Meéme si ces relevés concernent uniquement le canal non forcé, il est intéressant de consta-
ter que le profil logarithmique généralement admis pour le canal plan n’est pas retrouvé
dans cette partie de 'étude. L’influence du terme de forcage sur la loi de comportement
est cependant difficile & prévoir.

Dans le cas du canal forcé a débit constant, les profils de v et § sont reportés sur la figure
8.44 pour les simulations de référence. Pour le calcul grossier, ni v ni 3 ne semblent se
rapprocher d’une valeur constante dans la zone logarithmique. Dans le méme temps, le
calcul sur le maillage fin permet l'obtention de profils de § et v tendant tous deux a se
stabiliser dans la zone externe, méme si ce phénomeéne est moins marqué pour la variable
~. Le plateau se situe de nouveau autour de 0,1 pour [ alors que ~ se stabilise autour
de la valeur 2,1, ce qui reste inférieur a la valeur 2,5 généralement admise pour la loi de
comportement logarithmique.

En conclusion, il semble ainsi que la méthode de forcage joue un role sur la dynamique
générale des couches limites présentes dans un écoulement de canal plan. Cependant, la
tendance serait plutot de considérer une loi en puissance pour la vitesse longitudinale en
proche paroi dans les simulations réalisées dans cette étude.

8.2.4 Conclusion partielle

Ce chapitre présente les simulations du développement temporel d’un écoulement
de canal plan. Ce type d’écoulement est complexe a traiter en Simulation des Grandes
Echelles, en particulier du fait de la présence de parois solides et de structures de petites
tailles prés de ces parois. Ces "streaks" fortement anisotropes sont en effet impossibles
a modéliser avec précision a l'aide d’'un modéle SGE et nécessitent ainsi généralement
des cellules trés fines en proche paroi pour les calculer convenablement. Afin de limiter le
raffinement aux zones sensibles, on applique la stratégie d’adaptation de maillage mise au
point pendant cette étude. Les calculs sont menés pour un nombre de Reynolds turbulent
Re, égal a 395.

Le critére en ondelletes détecte des zones a raffiner situées prés des parois solides. Les
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a débit constant.
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cellules sélectionnées forment des ensembles allongés dans la direction de I’écoulement et
visiblement placés de part et d’autre des streaks. Ces emplacements correspondent aux
régions de I’écoulement a l'origine des transferts d’énergie dans les couches limites du
canal.

Le principal probléme rencontré lors de ces simulations de canal plan provient du terme de
forcage qu’il est nécessaire d’imposer dans le cas d’un écoulement de canal en développe-
ment temporel afin d’entretenir ’écoulement et contrer la dissipation d’énergie provoquée
par les frottements visqueux au niveau des parois. La problématique est de connaitre
le terme a utiliser sur les niveaux fins, sachant que les domaines fins ne recouvrent pas
I’ensemble du domaine, ne permettant pas d’utiliser I’hypothése de symétrie faite pour
déterminer les caractéristiques du premier forcage. Il n’est alors possible d’utiliser que la
deuxiéme méthode de forcage qui repose sur un terme constant et donc ne nécessite pas
d’évaluation dynamique. Il ne permet par contre pas de conserver totalement le débit a
une valeur constante et provoque un allongement du temps d’établissement de 1'écoule-
ment.

Pour pallier ce probléme, la méthode d’adaptation a tout d’abord été confrontée au cal-
cul sans terme de forcage. Celui-ci montre une bonne résolution des caractéristiques de
I’écoulement de canal plan par le calcul multi-niveaux. Les grandeurs turbulentes, telles
que le nombre de Reynolds turbulent, sont proches des valeurs nominales. La géométrie
des structures tourbillonnaires est également bien restituée et les profils de statistiques
turbulentes sont en accord avec ceux obtenus sur le maillage fin de référence. Cependant
de légeres différences subsistent pour les fluctuations de vitesse évaluées dans la zone cen-
trale de I’écoulement. Cette région n’étant pas recouverte par les grilles fines, elle conserve
un pas de discrétisation grossier, expliquant probablement les écarts constatés.

L’ajout du terme de forcage va provoquer des phénomeénes indésirables. En particulier, les
grandeurs turbulentes en proche paroi (taux de frottement, masse volumique) sont alté-
rées par 'adaptation de maillage, ce qui peut étre imputé a la stratégie d’enrichissement
utilisée aux interfaces fin/grossier. Par ailleurs, des accumulations de structures prés de
ces interfaces ont été observées pour certaines valeurs de la constante d’enrichissement,
ce qui pourrait faire songer aux "super-streaks" qui peuvent également étre obtenus pour
des calculs hybrides RANS/LES. La simulation de canal plan a ’aide de I’approche multi-
niveaux reste ainsi a ce jour non solutionnée.

Une étude approfondie des profils de vitesse moyenne dans la direction longitudinale
montre que ceux-ci tendent a se rapprocher d’avantage d’une loi en puissance que de la
loi logarithmique couramment admise pour un écoulement de canal plan. Ceci est mis en
évidence a la fois sur les trois calculs sans terme de forcage, et sur les calculs forcés de
référence.

8.3 Culot

Le dernier cas d’étude abordé concerne I’écoulement décollé se formant en aval d’un cu-
lot. La configuration choisie est celle du culot bidimensionnel. L’intérét principal de cette
configuration est son faible colit numérique qui permet d’étudier réellement 1’écoulement
en développement spatial, ce qui est plus en adéquation avec les écoulements rencon-
trés dans I'industrie que les écoulements en développement temporel. Il est ainsi possible
d’évaluer la capacité de la méthode de raffinement a suivre la progression des structures
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en aval de leur apparition. Cependant, les données bibliographiques, tant expérimentales
que numériques, sont plus limitées pour cet écoulement que pour les précédents. Néan-
moins, le but étant de valider ’approche multi-niveaux pour la Simulation des Grandes
Echelles en configuration “complexe”; cette étape parait étre une bonne transition entre
les écoulements classiques évoqués plus haut et des configurations plus industrielles.

8.3.1 Physique de I’écoulement

Le principe général de ce type d’écoulement est d’étudier les phénomeénes qui appa-
raissent en aval du bord de fuite du culot. En effet, le long des parois solides de part
et d’autre de l'objet considéré, il se développe deux couches limites (laminaires ou tur-
bulentes selon le cas d’étude) qui vont étre amenées a décoller une fois le bord de fuite
atteint. Des structures tourbillonaires vont alors se développer dans le sillage de ’objet.
Des études antérieures ont effectivement permis de mettre en évidence la présence de struc-
tures cohérentes au sein des écoulements de sillage se développant derriére des corps a
géométrie bidimensionnelle [88, 120]. Ce phénomeéne d’échappement tourbillonnaire a ainsi
été observé et étudié en détails pour des obstacles arrondis (cylindre a section circulaire)
ou & bord d’attaque franc (cylindre a section carrée). On observe le méme phénomeéne
dans les écoulements de bord de fuite tronqué, comme le culot bidimensionnel. Dans cette
configuration, le décollement est provoqué par le changement brusque de la géométrie au
niveau du bord de fuite. On observe alors, dans le sillage, un phénoméne connu sous le
nom d’allées de Von Karman qui consiste en un enchainement de rouleaux bidimension-
nels dont la vorticité change alternativement de signe.

Par ailleurs, certaines études ont mis en évidence 'apparition de structures tridimen-
sionnelles dans les écoulements de sillage. Ainsi, Grant [52] a montré expérimentalement
I’apparition progressive de structures tridimensionnelles de forte intensité qui tendent a
s’organiser en paires contrarotatives. L’existence de telles structures est par ailleurs confir-
meée dans des études plus récentes [101, 139].

La connaissance et la compréhension des phénomeénes a l'origine de la formation et de
I’évolution des structures tourbillonnaires pour ce type d’écoulement s’avérent particu-
lirement riches d’enseignements dans le but de connaitre les forces qui agissent sur le
corps au voisinage du bord de fuite. La répartition de ces efforts est a I'origine du com-
portement vibratoire de l'objet et par conséquent de son rayonnement acoustique. De
plus, un bruit acoustique est généré par 'interaction entre les tourbillons et les angles vifs
du bord de fuite. Ainsi, ce type d’écoulement est un cas test intéressant pour les études
aéroacoustiques comme celle de Manoha et al. |87].

8.3.2 Description de la simulation

La configuration de référence étudiée s’appuie sur trois domaines de calculs. Les deux
premiers sont situés en amont du culot et permettent de suivre 1’évolution des couches
limites le long des parois de 'objet. Le troisieme domaine, quant a lui, est placé en aval
du bord de fuite dans le but de suivre ’évolution des tourbillons alternés dans le sillage
de l'objet. Les dimensions des domaines amonts rapportées a 1’épaisseur du culot H = 10
sont fixées & 13H x 59,5H x 4H alors que le domaine en aval de 'objet a des dimensions
de 30H x 120H x 4H.

Les maillages employés pour ces trois domaines sont adaptés aux phénomeénes que 1’on
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souhaite observer. Ainsi, un raffinement progressif dans le direction y est appliqué aux
domaines 1 et 2 au fur et & mesure que l'on s’approche de la paroi solide. Un stretching des
maillages de ces domaines amont est également appliqué dans la direction de ’écoulement
afin d’assurer un raccord conforme vis a vis du troisiéme domaine a hauteur du culot.
Ce troisieme domaine utilise également une variation du pas de discrétisation dans la
direction longitudinale. Ceci a pour but, a la fois de raffiner le maillage prés du bord de
fuite de I'objet, mais aussi d’accroitre la taille de maille prés de la condition de sortie afin
d’augmenter la dissipation liée au schéma et ainsi éviter au maximum les phénomeénes de
réflexion. Par ailleurs, le maillage voit son pas varier dans la direction (y) afin d’obtenir
la meilleure résolution possible au niveau de la zone de sillage.

Les pas de discrétisation dans la direction transverse sont quant a eux constants pour les
trois domaines de calcul.

Par la suite, trois maillages de référence seront utilisés : un maillage dit "fin", un "grossier"
et un trés grossier. Le nombre de cellules utilisées dans chacun de ces calculs est resumé
dans le tableau 8.6.

calcul domaines amonts | domaine aval | Nombre total de cellules
trés grossier 22 x 18 x 22 30 x 50 x 22 4,1712 x 10*
grossier 44 x 36 x 44 60 x 100 x 44 3,33696 x 10°
fin 88 X 72 x 88 120 x 200 x 88 2,669568 x 10°

TAB. 8.6 — Maillages fin, grossier et trés grossier

Les simulations sont réalisées pour un nombre de Reynolds Rey = 10000 et un nombre
de Reynolds de frottement Re, = 480. La taille dans la direction verticale de la premiére
maille & la paroi est fixée & y™ = 2 pour le maillage fin, y* = 4 pour le maillage grossier et
y* = 8 pour le maillage trés grossier. Au niveau du raccord conforme entre les domaines
amont et aval, la taille de maille dans la direction longitudinale est fixée a ™ = 30 pour le
maillage fin, 7 = 60 pour le maillage grossier et 2™ = 120 pour le maillage trés grossier.

Des conditions aux limites périodiques sont appliquées dans la direction transverse du
fait du caractére fortement bidimensionnel de ’écoulement de culot. Au niveau des parois
solides, une condition de paroi adiabatique est imposée. Une condition de sortie traitée a
I’aide des variables caractéristiques est utilisée pour tous les domaines dans la direction
(¥)-

Le méme traitement est utilisé au niveau de la condition de sortie du troisiéme domaine.
Cependant, il est possible d’ajouter un terme visant a éviter les reflexions au niveau des
derniéres cellules de ce domaine. Les réflexions semblent cependant suffisament faibles
dans les simulations réalisées pour ne pas utiliser cette dissipation artificielle. Les ré-
flexions restent négligeables en particulier du fait de ’étirement imposé au maillage en
sortie de domaine.

Enfin, au niveau de la condition d’entrée, deux possibilitées ont été envisagées. La pre-
miére consiste a appliquer un profil de couche limite laminaire en entrée des domaines 1
et 2. Ce profil va évoluer le long de la paroi solide avant de décoller au niveau du bord
tronqué. Cependant, la longueur réduite des domaines en amont du culot ne permet pas
aux couches limites de transitionner avant le point de décollement sur cette configuration.
Cette condition aux limites basée sur un profil de couche limite laminaire sera nommée
condition d’entrée “laminaire”. La figure 8.47 montre que ’écoulement obtenu avec ce type
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FiG. 8.45 — Ecoulement de culot : exemple de maillage de référence.

F1G. 8.46 — Ecoulement au voisinage du culot.
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de condition d’entrée reste fortement bidimensionnelle et ne présente pas les structures
qui caractérisent généralement une couche limite turbulente.

La seconde possibilité est d’ajouter a ce profil laminaire en entrée de domaine des struc-
tures du type de celles attendues dans les écoulements de proche paroi. Terracol [137]
montre que ce type de condition aux limites permet de restituer a la fois les structures
présentes dans une couche limite turbulente et les phénoménes acoustiques caractéris-
tiques des écoulements de bord de fuite. La figure 8.48 permet de vérifier I'existence de
structures alongées au niveau de la paroi. Ces structures similaires aux streaks obtenus
précedemment sur la configuration de canal plan ont des longueurs caractéristiques de
Pordre de 1000 & 1200 unités de paroi sur le maillage fin. Cette seconde condition d’entrée
est dite “turbulente”. Le probléme avec ce type de condition d’entrée réside dans la com-
paraison des résultats obtenus pour les différents maillages. En effet, le développement des
streaks est fortement influencé par la taille de maille utilisée prés des parois. Un maillage
trop grossier tend ainsi a atténuer trop fortement les perturbations ajoutées en entrée de
domaine pour obtenir convenablement les structures recherchées. La figure 8.48 montre
ainsi deux organisations différentes des structures obtenues sur les deux maillages. On
constate en particulier que I'allongement de ces structures sur le maillage grossier est plus
important puisque ces structures couvrent la quasi-totalité du domaine dans la direction
longitudinale. Il est alors impossible de retrouver une taille correcte pour ces structures
sur le maillage grossier.
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F1G. 8.47 — Ecoulement en amont du culot avec condition d’entrée “laminaire” : iso-valeurs
du critére Q; gauche : maillage fin Q = 1 x 107°; droite : maillage grossier Q = 3 x 1075,

La figure 8.49 permet de comparer les tourbillons de Von Karman obtenus pour les deux
types d’entrées utilisées. La figure 8.50 décrit le développement des couches limites pour
ces deux entrées ot l'on note que la différence concerne essentiellement la composante
transverse de la vitesse et donc le caractére tridimensionnel de I’écoulement.

De ce fait, les calculs réalisés dans cette étude utiliseront la condition d’entrée lami-
naire, le but étant de comparer I’évolution des structures en aval de ’objet obtenue pour
chacun des maillages utilisés. Les profils moyens de vitesse obtenus le long de I’objet pour
les deux maillages de référence sont comparés sur la colonne de gauche de la figure 8.51.
Seul I’écoulement a l'extrémité du culot, et donc influencé par ’écoulement aval, se dis-
tingue entre les deux calculs; il est donc possible de comparer I’écoulement en aval du
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Fi1G. 8.48 — Ecoulement en amont du culot avec condition d’entrée “turbulente” : iso-
valeurs du critére Q (9 x 107°) ; gauche : maillage fin ; droite : maillage grossier.

F1G. 8.49 — Visualisation 3D de ’écoulement (maillage grossier) : iso-valeurs du critére
Q; gauche : condition d’entrée turbulente ; droite : condition d’entrée laminaire.
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les calculs fin (-) et grossier (—).
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culot en partant de couches limites présentant des caractéristiques comparables sur les
deux maillages.

De cette maniére, les simulations de référence sur les grilles fine et grossiére donnent lieu a
des résultats trés proches. Ceci confirme 'aptitude de la Simulation des Grandes Echelles
a résoudre des écoulements libres. Afin de réellement mesurer I'apport de 'adaptation de
maillage sur la simulation de culot, les simulations multi-niveaux vont s’appuyer sur un
maillage de base “trés grossier”. Son pas de discrétisation est deux fois plus grand que le
maillage grossier dans chacune des directions. Ainsi, les résultats peuvent étre comparés
a ceux obtenus sur les maillages grossier et trés grossier.

8.3.3 Adaptation de maillage

Afin de limiter les sources d’erreur, le choix a été fait de ne considérer qu'une adapta-
tion de maillage appliquée au troisiéme domaine. Aucun raffinement n’intervient au niveau
des couches limites en amont du culot, ce qui explique qu’il serait délicat de comparer
les résultats sur la configuration fine avec ceux obtenus sur une configuration adaptée en
utilisant la condition d’entrée dite “turbulente”. Pour la condition d’entrée dite “laminai-
re”, la taille des cellules dans les domaines amonts ne devrait pas avoir une influence aussi
importante sur la solution.

Au niveau de la détection des zones a raffiner, une simplification a été utilisée pour le
calcul du critére en ondelettes. En effet, du fait du caractére fortement bidimensionnel de
I’écoulement dans le sillage de 1’objet, les coefficients en ondelettes sont moyennés dans
la direction transverse pour ce cas d’étude. Le but essentiel de cette démarche est de
simplifier "'organisation des grilles fines créées et d’éviter 'utilisation des conditions de
raccords non conformes dans cette direction transverse. Il est en effet possible dans ce cas
d’utiliser des conditions de prolongement par continuité pour les maillages fins dans la
direction transverse ce qui limite les sources d’erreur. De plus, la stratégie de raffinement
ne s’applique pas a la premiere cellule du troisieme domaine, dans la direction longitudi-
nale, du fait de la difficulté de traitement des conditions aux limites pour les grilles fines a
cet endroit. Il faudrait en effet utiliser a la fois une condition de paroi au niveau du culot
mais aussi un raccord non conforme avec les domaines amonts, ce qui pourrait s’avérer
compliqué et source d’erreurs.

Au dela de ces hypothéses simplificatrices, la figure 8.52 permet de visualiser le compor-
tement du senseur pour cet écoulement. Cette figure montre que le critére de raffinement
désigne des structures qui ont tendance a s’allonger dans la direction longitudinale et qui
relient les tourbillons transversaux entre eux. Le critére tend également a suivre 1’évolu-
tion de ces strutures dans la direction de I’écoulement méme si ce suivi s’arréte au niveau
de I"abscisse 10H.

Les statistiques turbulentes obtenues avec les trois calculs réalisés sont reportées sur
les figures 8.53 & 8.56 sur lesquelles sont tracés les iso-contours évalués en aval du culot. Au
niveau des profils moyens de vitesse dans les directions (x) et (y) (figure 8.53), on observe
peu de différence entre les trois calculs sur ce type de figure. Il semble cependant que les
niveaux calculés sur le maillage adapté se rapprochent d’avantage de ceux obtenus sur le
maillage grossier de référence. En particulier, les iso-contours pour la composante normale
a la paroi sont mieux évalués prés de l'axe entre les abscisses z ~ 50 et x ~ 150 avec le
maillage adapté. Au niveau des fluctuations dans ces mémes directions (figure 8.54), on
observe un net gain de précision avec le calcul multi-niveaux par rapport au maillage tres
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F1G. 8.52 — Comparaison de I'évolution du rotationnel de la vitesse (en bleu) et du critére
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grossier. Il reste cependant des différences au niveau des premiers points en aval du culot
(x < 10) qui s’expliquent par U'influence des couches limites qui se développent en amont
du point de décollement et qui différent entre les calculs grossiers et adaptés. Le fait que
le raffinement ne s’applique pas au niveau de la premiére cellule en aval du culot peut
également justifier ces écarts. Les mémes conclusions peuvent étre effectuées en comparant
les iso-contours de pression et de masse volumique sur la figure 8.55. Ces deux variables
sont en effet mieux représentées lorsque la méthode de raffinement est employée. Ceci est
surtout visible dans le sillage proche de l'objet (x < 200), ce qui correspond aux zones
réellement recouvertes par la méthode d’adaptation. Dans la direction transverse, tant au
niveau des profils moyens que des fluctuations de vitesse, les iso-contours obtenus avec
le calcul multi-niveaux restent voisins de ceux calculés sur le maillage trés grossier. Ceci
semblerait traduire une mauvaise restitution du caractére tridimensionnel de I’écoulement
par la méthode de raffinement. Ce phénomeéne peut provenir des simplifications utilisées
au niveau des conditions de raccord du niveau fin dans cette direction, l'utilisation de
raccords conformes ne permettant pas d’enrichir la solution dans cette direction. On peut
également imaginer que le développement des couches limites amont joue un réle non né-
gligeable sur la tridimensionnalité de I’écoulement ce qui expliquerait que le calcul adapté
ne soit pas en mesure de restituer les mémes statistiques turbulentes dans la direction
transverse.

Alinsi, il semble que le calcul multi-niveaux permette de retrouver des résultats proches

de ceux obtenus sur le calcul grossier au niveau de la zone de recouvrement designée par
le critére en ondelettes. Pour les premiéres cellules en aval du culot, les écarts sont plus
importants, sans doute du fait de I'influence des couches limites en amont du point de
décollement. De plus, le caractére tridimensionnel de I’écoulement semble plus prononcé
sur le calcul grossier que dans les deux autres cas. Afin de valider ces premiéres constata-
tions, les profils de statistiques sont détaillés pour trois abscisses différentes sur les figures
8.58 a 8.61. Ces trois abscisses sont reportées sur la figure 8.57.
La figure 8.58 présente ainsi les profils moyens de la composante longitudinale de la vi-
tesse ainsi que les fluctuations correspondantes. Les profils moyens dans cette direction
sont trés proches pour les trois calculs et ’adaptation de maillage ne semble pas apporter
un gain significatif. Par contre au niveau des fluctuations, le calcul adapté permet de se
rapprocher des profils obtenus sur le maillage grossier. La précision est particuliérement
accrue pour les points les plus éloignés du point de décollement. Plus prés du culot, les
calculs adapté et trés grossier présentent les mémes niveaux de fluctuations. Il est de
nouveau possible que ce phénomeéne soit di a la proximité des couches limites amont.

Dans la direction verticale, la vitesse moyenne reste trés proche avec ’adaptation de
maillage de ce qui a été calculé sur le maillage le plus grossier. On observe ainsi un trés
léger gain au niveau de la zone recouverte par le raffinement de maillage, mais 'apport
n’est pas significatif. On observe également une précision accrue dans la zone centrale
en r ~ 48. Par ailleurs, les fluctuations dans cette direction verticale sont trés bien
représentées sur le maillage multi-niveaux, en particulier pour les cellules situées dans la
zone de recouvrement et en aval de celle-ci. Il semble ainsi que le mouvement moyen soit
influencé de maniére non négligeable par ’écoulement amont, tandis que les fluctuations
de vitesse sont plutot liées au pas local du maillage.

La figure 8.60 présente les variations de pression et de densité observées sur chacun
des trois calculs. On observe une trés bonne concordance entre les courbes obtenues sur le
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F1G. 8.53 — Profils des vitesses moyennes dans les directions longitudinale (gauche) et
normale & la paroi (droite).
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F1G. 8.54 — Profils de fluctuations de vitesse dans les directions longitudinale (gauche) et
normale & la paroi (droite).
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F1G. 8.55 — Profils de masse volumique (gauche) et de pression (droite).



160 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA METHODE

| | - T - T T - T - |
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

(a) Calcul tres grossier

| 1 T T T T |
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

(b) Calcul adapte

| 1 T T T T |
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

(c) Calcul grossier

F1G. 8.56 — Profils de vitesse moyenne (gauche) et de fluctuations de vitesse (droite) dans
la direction transervse.
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F1G. 8.57 — Position des plans choisis pour le détail des profils de statistiques turbulentes.
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F1G. 8.58 — Comparaison des profils de vitesse moyenne longitudinale (gauche) et de
fluctuations de vitesse longitudinale (droite) pour les calculs trés grossier (A), grossier (o)
et adapté (—) en trois abscisses différentes.
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F1G. 8.59 — Comparaison des profils de vitesse moyenne verticale (gauche) et de fluctua-
tions de vitesse verticale (droite) pour les calculs trés grossier (A), grossier (o) et adapté
(—) en trois abscisses différentes.
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maillage grossier et celles calculées avec la méthode d’adaptation, en particulier au niveau
du sillage de I'objet. Les niveaux sont ainsi bien estimés au niveau de la zone centrale
de I’écoulement. En dehors de cette zone de sillage, on observe des niveaux plus proches
de ceux observés sur le maillage trés grossier, sans doute du fait que cette zone ne soit
pas influencée directement par ’adaptation de maillage. Cependant les courbes obtenues
montrent bien un apport non négligeable de la stratégie de raffinement.

Enfin, on vérifie le manque de précision de la méthode quant a la représentation du
caractére 3D de 1’écoulement sur la figure 8.61. En effet, les fluctuations dans la direction
transverse w’ obtenues avec la méthode d’adaptation sont proches de celles calculées sur
le maillage trés grossier. Un léger gain est cependant observé en x = 48, alors que plus en
amont le gain est négligeable. De la méme facgon, le terme croisé du tenseur de Reynolds
u'v’ n’est pas mieux évalué sur le maillage raffiné que sur le maillage trés grossier.

8.3.4 Conclusion partielle

Ce dernier chapitre présente I’étude réalisée sur le cas de I’écoulement se formant dans
le sillage d’un objet. Ce dernier présente, dans notre étude, une section rectangulaire et un
bord de fuite (ou culot) tronqué. L’écoulement amont va, dans un premier temps, évoluer
le long de la paroi de 'objet, donnant lieu a "apparition d’une couche limite qui transi-
tionne progressivement vers un état turbulent. Au niveau du bord de fuite, cette couche
limite décolle et 'interaction des deux écoulements provenant des couches limites situées
de part et d’autre de I’objet va donner lieu & un écoulement de sillage. On y distingue des
tourbillons alternés, formant ce que ’on appelle une "allée de Von Karman".

L’apport de la mthode d’adaptation de maillage présentée dans ce mémoire a été testé sur
cet écoulement se formant en aval de I'objet. L’objectif est alors de tirer profit de cette
méthode pour optimiser le calcul de lécoulement de sillage. Du fait du caractére fortement
bidimensionnel de cet écoulement, les domaines fins sont forcés a s’étendre sur I’ensemble
du domaine de base dans la direction transverse.

Le critére en ondelettes détecte des zones a raffiner proches de ce qui a été observé pour
la couche de mélange. Il s’agit de structures allongées dans la direction de 1’écoulement
et qui relient les structures primaires entre elles.

En raffinant ces zones avec I'outil multi-niveaux développé, on observe un gain non né-
gligeable de la solution, en particulier dans le sillage réel de l'objet. Cependant, pour
les cellules situées trop prés du culot, on n’observe pas un gain significatif, surement en
grande partie du fait de la proximité des couches limites amont qui différent en fonction
de la résolution du maillage & leur niveau. On note également des écarts de précision
dans la direction transverse qui peuvent étre dues au traitement par raccord conforme des
maillages fins dans cette direction.

Bien que certains points restent perfectibles pour ce cas de simulation, les premiers cal-
culs montrent un gain intéressant de précision par rapport au maillage le plus grossier. Un
traitement par enrichissement dans la direction transverse pourrait par ailleurs se montrer
efficace afin se s’approcher au mieux de la solution de référence.
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F1G. 8.60 — Comparaison des profils de masse volumique (gauche) et de pression (droite)
pour les calculs trés grossier (A), grossier (o) et adapté (—) en trois abscisses différentes.
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Conclusion

L’objectif principal de cette thése est d’évaluer I’apport des méthodes d’adaptation

de maillages sur des calculs de Simulation des Grandes Echelles. Cette étude constitue
une des premiéres approches concréte de cette problématique. L'utilisation de maillages
adaptatifs devrait permettre de diminuer les erreurs de modélisation inhérentes a la Simu-
lation des Grandes Echelles, tout en conservant des cotits de calcul acceptables de maniére
a pouvoir étendre la SGE a des écoulements de plus en plus complexes.
L’idée a 'origine de ces travaux est qu’une augmentation locale de la précision du maillage
doit permettre de réduire la quantité d’échelles & modéliser dans ces zones. On espére ainsi
diminuer les erreurs de modélisation dans les zones de ’écoulement qui ne vérifient pas
nécessairement les hypothéses de la SGE. En particulier, le caractére anisotrope des pe-
tites structures n’est pas nécessairement vérifié dans les écoulements en présence de parois
solides.

Dans un premier temps, une approche théorique du probléme a montré que le recours
a des maillages a pas variables, tant spatialement que temporellement, entraine ’appari-
tion d’erreurs numériques supplémentaires, appelées erreurs de commutation. Ces erreurs
sont dues a la non-commutation de l'opérateur de filtrage utilisé en SGE avec les opé-
rateurs de dérivées en temps et en espace des équations de Navier-Stokes, en présence
de tels maillages. Le probléme lié & une variation spatiale du maillage ayant déja été dé-
taillé dans la littérature (par exemple [50, 143, 142, 63|), nos travaux proposent une étude
approfondie de I'impact d’une variation temporelle du maillage. Il a ainsi été montré, a
la fois par un développement mathématique et par un calcul numérique de Turbulence
Homogéme Isotrope, qu’il est indispensable de limiter la fréquence a laquelle le pas de
discrétisation est modifié. Dans le cas contraire, ’erreur de commutation peut se montrer
plus importante que 'erreur de modélisation sous-maille.

Dans un second temps, une méthodologie basée sur une décomposition multi-niveaux
des variables de I’écoulement et visant & raffiner localement et de maniére automatique
le maillage a été développée. On utilise ainsi plusieurs niveaux de grilles, les maillages
correspondants a un niveau donné recouvrant les maillages des niveaux plus grossiers.
Cet outil doit permettre d’augmenter localement la précision du maillage afin de réduire
les erreurs engendrées par le non-respect des hypothéses de modélisation. Pour cela, un
critére de raffinement basé sur une décomposition en ondelettes du champ de vorticité est
utilisé. Il vise a repérer les petites structures anisotropes de ’écoulement afin de créer une
grille de niveau fin au niveau des cellules correspondantes. Un algorithme de remaillage
est ensuite utilisé a intervalles de temps réguliers afin de régénerer les grilles de niveau fin.
Dans cette étude, on limite toutefois a deux le nombre maximal de niveaux fins utilisés.
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Le traitement des variables aux interfaces de couplage entre deux niveaux de grille de dif-
férentes résolutions tient compte explicitement de la discontinuité fréquentielle qui existe
entre les différents niveaux. Un enrichissement direct en fréquence par extrapolation du
champ grossier vers les grilles fines, inspiré des travaux de Quéméré [115], a été retenu
dans cette étude. Les premiers calculs ont permis de fixer la valeur de la constante qui
intervient dans cette procédure d’enrichissement.

Cette méthode d’adaptation de maillage a ensuite été appliquée a trois configurations
d’écoulements afin de tester son intérét en vue de calculs turbulents instationnaires. Ces
simulations concernent 1’écoulement de couche de mélange, le canal plan et 1’écoulement
se formant en aval d’un objet au bord de fuite tronqué.

Ces différentes simulations ont permis de valider le critére de raffinement développé dans le
cadre de calculs de Simulation des Grandes Echelles. Celui-ci désigne en effet des structures
de petite taille, allongées dans la direction de I’écoulement et par conséquent anisotropes.
Les résultats des simulations multi-niveaux montrent alors un apport non négligeable de
la procédure d’adaptation de maillage. Le cas de la couche de mélange se montre particu-
lierement bien résolu avec cette méthode tout en se basant sur un maillage initial grossier.
Les profils de statistiques présentent ainsi le bon niveau de turbulence, aussi bien avec
le modeéle de Smagorinsky qu’avec le modeéle d’échelle mixte. Une simulation avec deux
niveaux de raffinement a également été réalisée et a montré de nouveau des résultats en
trés bon accord avec le calcul fin de référence. Dans le cas du canal plan non forcé, les
profils de statistiques au niveau des couches limites sont bien évalués avec la méthode
d’adaptation. Les fluctuations dans la zone centrale du canal sont, pour leur part, sources
d’erreur, mais cette zone n’est pas raffinée et le maillage y reste probablement trop grossier
pour représenter convenablement 1’écoulement. Enfin, le cas de I’écoulement de culot se
montre également bien représenté par la méthode multi-niveaux. Des erreurs persistent ce-
pendant dans la direction transverse, qui peuvent étre dues aux simplifications apportées
dans cette direction afin de limiter le nombre de domaines fins crées. Une étude poussée
de I'influence de la condition limite dans cette direction pourrait alors s’avérer nécessaire
pour cet écoulement.

Diverses perspectives sont ouvertes a la suite de cette étude. En premier lieu, il semble
nécessaire de confronter la méthode a une machine permettant de réaliser des calculs pa-
ralléles afin de valider 'apport de la méthode au niveau des cotts de calcul. Pour cela,
il convient d’adapter le code de calcul a ce type de calculateur. Il pourrait ensuite étre
intéressant de comparer le critére de raffinement basé sur les ondelettes & d’autres critéres
habituellement utilisés dans le cadre d’écoulements turbulents. Le probléme du terme de
forcage dans le cadre d’études multi-grilles locales semble également un sujet d’étude inté-
ressant. Enfin, dans le but d’accroitre la précision des calculs présentés dans ce mémoire, il
faudrait étudier plus en détails la méthodologie proposée pour le traitement aux interfaces
fin/grossier. La valeur attribuée a la constante d’enrichissement pourrait en effet avoir une
influence non négligeable sur des écoulements confinés comme on a pu l'observer dans le
cas du canal forcé.
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Annexe A

Outils numériques

Cette annexe a pour but de présenter les schémas numériques utilisés dans I’étude afin
de discrétiser les équations de Navier-Stokes filtrées. Afin de simplifier les expressions, les
notations propres a la notion de filtrage seront volontairement omises dans cette annexe.
Ainsi, les développements présentés ici porteront sur les équations filtrées mais sont facile-
ment extensibles aux équations de la Simulation des Grandes Echelles. En effet, les termes
sous-maille sont traités de la méme fagon que les termes visqueux du fait de 'utilisation
de modeéles a base de viscosité sous-maille.

Afin de détailler la méthode de discrétisation employée, on note par la suite les équations
a intégrer sous leur forme compacte :

%—‘t/ YV (E(V) = E(V) =0 (A.1)

ou on rappelle que le vecteur V' désigne le vecteur des variables conservatives. Les notations
F, et F, désignent respectivement les flux convectifs et visqueux des équations :

F. = <pU, p(U®U) +pl, (pE +p)U)T (A.2)
F, = (0,0,0:U — Q)T (A.3)

— Code spectral

La simulation numérique de la Turbulence Homogéne Isotrope est réalisée a 'aide
d’'un code de calcul dit pseudo-spectral. Cette désignation traduit le fait que 'on
résoud les équations de Navier-Stokes dans I'espace spectral, mais que le terme non-
linéaire de ces équations nécessite un retour dans l’espace physique. En effet, le
terme non-linéaire est simple a calculer dans I’espace physique puisqu’il s’agit d’un
simple produit, alors que dans I’espace spectral, il faudrait procéder au calcul d’un
produit de convolution.

Cependant, ce passage entre ’espace de Fourier et I’espace physique n’est pas sans
poser un certain nombre de problémes. En particulier, ce changement temporaire
d’espace de travail entraine l'apparition d’une erreur supplémentaire, appelée erreur
d’aliasing. Celle-ci est due a un mélange des modes dans 1’espace de Fourier, appelé
repliement spectral. En effet, si une fonction u est donnée par sa série de Fourier
u(x) = Y ez Wke™, et que Pon impose & la série tronquée & N termes v (z) de
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prendre les mémes valeurs que u(z) aux points de collocation, il vient :

K

Z ap e = u(x;) Zukelkxﬂ (A.4)

k=—K keZ
c’est a dire

S et = 3 (Zukﬂﬂv) (A5)

k=—K k=— pEeZ

ou encore

= Z Uk4+pN (A.6)

PEZL

Le coefficient 4} contient alors i mais aussi des termes “repliés” g4 ,n (p = £1...+
o0). Ce phénoméne intervient dés lors que des termes non-linéaires sont présents.
Alinsi, si on s’interesse a une fonction présentant N modes de nombres d’onde £ tels
que |k| < K, le carré de cette fonction contient les modes k tels que |k| < 2K. Or
comme expliqué ci-dessus, la méthode de collocation est incapable de distinguer un
mode k£ d’un mode k+ N pour le carré de u, et ces modes se trouvent alors mélangés.
La résolution numérique est donc entachée de ’erreur provenant de ce repliement
spectral.

Afin de remédier a ce probléme, on utilise la méthode dite des 2/3. Il s’agit de
sur-échantilloner la fonction étudiée et de ne conserver que les deux tiers premiers
modes de cette échantillonage. Les modes affectés par le repliement se retrouvent
ainsi détruits par cette troncature, annulant par la méme occasion ’erreur d’aliasing.
Concernant la discrétisation temporelle, le code spectral employé dans ce mémoire
fait appel au schéma explicite de Runge-Kutta d’ordre trois. Plus précisément, un
schéma Runge-Kutta compact nécessitant deux tableaux de stockage par variable a
été utilisé pour les simulations de Turbulence Homogéne Isotrope. On rappelle que ce
schéma s’appuie sur trois sous-itérations et la formulation retenue, pour I'intégration
temporelle entre les itérations n et n + 1, s’écrit :

O _ (A.7)
V(k) — V(k—l) —_ At/ykRk—l k= 1, 2, 3 (AS)
vl @ (A.9)

avec
Ry = L(VO) (A.10)
Rl _ £(V(1)> + flRO (A.ll)
Ry, = LVY)+&R, (A.12)

ou L désigne 'opérateur de dérivée spatiale qui contient donc les flux visqueux et
convectifs.
Les parametres vy, 2, 73, &1 et & sont choisis en accord avec les travaux de Lowery
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et Reynolds [83] :

w o= 1/2 (A.13)
v = 0.9106836025 (A.14)
vs = 0.3660254038 (A.15)
& = —0.6830127019 (A.16)
& = —4/3 (A.17)

— Code de volumes finis

Le schéma numérique utilisé dans la deuxiéme partie du mémoire est basé sur une
discrétisation de type volumes finis des variables. La méthode adoptée est dite cell-
centered c’est a dire que les inconnues du probléme sont localisées au centre des cel-
lules. En Simulation des Grandes Echelles, il a été montré qu’il est nécessaire d’avoir
recours a des schémas de discrétisation spatiale qui soient au minimum d’ordre deux
[48, 104].

Ainsi, les flux visqueux sont discrétisés a l'aide d’un schéma centré du second ordre.
Les flux convectifs (ou flux d’Euler) nécessitent, quant a eux, un traitement spéci-
fique. Garnier et al. [40] et Mossi |98] affirment que les schémas classiques (comme
celui de Jameson par exemple), par nature dissiptaifs, se révélent étre inadaptés a la
Simulation des Grandes Echelles. En effet, de tels schémas procurent une dissipation
qui peut étre du méme ordre de grandeur (voire supérieure) que celle apportée par
le modéle sous-maille. Ceci a pour conséquence, non seulement, d’annuler 'effet du
modéle sous-maille, mais aussi de dégrader la dynamique des grandes échelles. Afin
de conserver un schéma qui soit a la fois non dissipatif et stable, Mary et Sagaut
[90] ont proposé d’optimiser le schéma hybride centré/decentré, appelé AUSM+(P),
initialement développé par Edwards et Liu [32], en vue de son application sur des
calculs de Simulation des Grandes Echelles. Le principe de ce schéma est de limiter
I'utilisation d’un décentrement aux zones instables de 1’écoulement. Pour cela, ils
utilisent un senseur dont le but est de détecter ces zones affectées par des oscillations
et pour lesquelles il est intéréssant d’utiliser un schéma décentré.

Ce schéma s’inspire du schéma de capture de choc AUSM+ de Liu et Steffen [81]
qui s’appuie sur une séparation du flux F. en un terme visqueux et un terme de
pression aux interfaces : F,. = Fion, + P. Le schéma AUSM+(P) va alors permettre
d’optimiser la précision et le colit numérique au niveau du calcul de F,,,,. Pour des
soucis de notations, on omettra ici 'indice ¢ pour le flux convectif : ' = F,. Le flux

convectif dans une direction j, au niveau de U'interface i + 1/2 est alors éxprimé a
’aide de :

FMY? =0(Q 1+ Qi r)/2 — Uaisl(Qj  — Q;1)/2 + P, (A.18)

Les indices L et R désignent réspectivement l’état gauche et 1’état droit de part et
d’autre de l'interface. Le vecteur () contient les variables conservatives de 1’écou-
lement. Le terme de pression P; est évalué au niveau de l'interface a partir des
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pressions de chaque coté de celui-ci :

p, — PrtPL

J 2 (07 52_7’ 53]'7 54j> O)t (A]_g)

La variable U représente la vitesse de déplacement de l'interface définie par U =
0.5 (tig + @) W*Y2 — ¢y (Pp — Py) Ol cy est une constante. Enfin, le senseur
mentionné ci-dessus intervient au niveau du terme Uy, :

Ugis = P max (|U], ¢1) (A.20)

oll ¢; est une autre constante et ® est une fonction binaire qui joue le role de senseur.
Si aucune oscillation n’est détectée sur une variable primitive ¢ = (p, Uy, Us, U3, P)*

au niveau de la cellule i alors ® = 0 aux interfaces i + % et © — %, sinon ® passe a

un. Cette fonction ® est déterminée a I’aide des relations suivantes :
Ak — { -1 S? (Dr1 — Ok) (Drr2 — Pry1) <O (A.21)

1 sinon
: k k+1 k k—1
W¢i:{ 1 si Ay, + AT <0 ou Aj + AT <0 (A.22)
0 sinon

¢ = max (Wy,) pouri=1,5 (A.23)

Pour finir, le schéma en temps est identique a celui utilisé dans le code spectral, a
savoir une intégration explicite a ’aide du schéma compact de Runge-Kutta d’ordre
trois.



Annexe B

Modéles sous-maille dynamiques

Afin d’éviter le caractére empirique de certains modéles, des procédures dynamiques
de modification des différents paramétres de ces modéles ont été développées. Typique-
ment, le modeéle de Smagorinsky fait partie de ces modéles non universels sous sa forme
citée précedemment, du fait de 'apparition de la constante C; fixée de maniére arbitraire
et qui peut étre amenenée a varier en fonction de I’écoulement considéré. Afin de mieux
représenter la structure de I’écoulement a 'aide de ce modeéle, Germano et al. [45] choi-
sissent d’évaluer le coefficient C'y; de maniére dynamique et de 'adapter localement en
temps et en espace au cours de la simulation. Cette procédure peut ensuite étre étendue
a l'ensemble des modéles faisant intervenir un coefficient empirique dans leur expression.
Germano [44] a tout d’abord decidé d’appliquer un deuxiéme niveau de filtrage aux équa-
tions de Navier-Stokes. Ce filtre “test”, que 'on note par exemple F' ou encore - , est
choisi tel que sa longueur de coupure soit supérieure a celle du filtre réel A >A. On
peut alors exprimer les composantes du tenseur des contraintes sous-maille au niveau de
filtrage F'G :

—_ _ =

. puipu;  —=  pi;pi

Tij = Pty — —=— = Puil; = (B.1)

P P
On introduit alors un autre tenseur £, appelé tenseur de Leonard [74], qui a la méme
structure que la relation précédente portant sur le tenseur 7', mais qui est fondée unique-

ment sur des informations directement calculables :

ﬁij = ﬁ/ﬁ\ﬂfg - puz'/.\puy' (B'2)

Finalement, la relation de Germano permet de relier les tenseurs 7, £ et T et s’écrit :
Ty = Lij+ 75 (B.3)

Cette égalité est exacte et indépendante du modéle qui sera ensuite introduit.
On peut généraliser cette relation au cas de toute fonction non linéaire f appliquée a
un champ quelconque V :

10 -1(7) = (70 -1 (7)) - (707 - 1) (B.)
que l'on peut réécrire a 1'aide du commutateur (1.30) :
[Fx, fI(G* V) =[FxGx, fl(V) — F x [G*, f|(V) (B.5)

175
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La modélisation dynamique de Germano et al. [45| consiste, dans un premier temps,
a modéliser les tenseurs des contraintes sous-maille associés aux niveaux de filtrage G et
FG a l'aide d’un modéle de Smagorinsky, en remplcant la constante ampirique C,? par
un coeffient Cy que l’on va chercher a évaluer. Ainsi, a laide de (2.3) et (2.1), les parties
déviatrices de ces tenseurs vont s’écrire :

T = —2pCy(A)?|S|SE (B.6)

— d

(T) (B.7)
17

En supposant que la valeur de Cy varie peu sur la gamme d’échelles associées a [A; A],
ce coefficient va alors pouvoir étre sorti de I'intégrale lorsque 1'on va appliquer le filtre F
au tenseur des contraintes sous-mailles 7. Ainsi, on peut écrire la relation de Germano a
laide de ce coefficient grace a :

oS

D

T = —25Cy(A)?

L = —2C,M;; (B.8)
avec
— — d
M, =7 A %' (‘%“) ~ A15184 (B.9)

Dans le but de résoudre le systéme (B.8), il apparait nécessaire de le convoluer par
un tenseur, noté B, dans le but de s’assurer que ’on evalue un unique coefficient Cy. En
effet, du fait de la symétrie des tenseurs M et L, le respect de (B.8) devrait introduire
six coefficients, ce qui n’est pas le but recherché ici. Il reste donc a determiner un tenseur
B a employer afin de se ramener a ’évaluation de la valeur du coefficient C;. Germano
et al. [45] choisissent B;; = S;; alors que Lilly [80] propose de modifier la procédure afin
d’éviter le choix de ce tenseur B. Lilly propose en effet de résoudre le systéme (B.8) en
introduisant le résidu £j; :

Eij = L, +2C,M;; (B.10)

On va alors chercher a déterminer la valeur a attribuer & C; de maniére & minimiser ce
résidu, au sens des moindres carrées :

OE;Eij _
S =0 (B.11)

Ce critére conduit a ’expression suivante pour le coefficient Cy :

Cp=——49"149
T oMM

(B.12)

Bien que la minimisation moindres carrées conditionne relativement bien le systéme,
une expression purement locale de Cy; peut s’avérer instable, en particulier si le déno-
minateur tend vers zéro ou si des valeurs non physiques fortement négatives de ce co-
efficient sont obtenues. On peut alors choisir de borner les valeurs de Cy (par exemple
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Cy = min(0,Cy)), ou moyenner directement Cy ou le denominateur et le numérateur
suivant les directions homogenes de 1’écoulement. Nous optons ici pour cette derniére so-
lution, a savoir I'introduction d’un opérateur de moyenne noté < . > que ’on applique au
numeérateur et au dénominateur afin d’éviter des instabilités numériques trop importantes.
Dans le cas de la THI, il s’agit d’'une moyenne sur tout l'espace de calcul qui détermine
un coefficient indépendant de x.

d
L= LMy > (B.13)
2< MijMij >

De plus, d’un point de vue théorique, le modéle n’est pas consistant puisqu’il utilise
I’hypothése de faible variation de Cy sur la gamme d’échelles correspondant aux niveaux
de filtrage G et F'G, alors que les simulations révélent des fluctuations importantes.
Ghosal et al. [49], Meneveau et al. |91], Ducros et al. |30], ou encore Piomelli et al. [112]
ont ainsi proposé d’autres méthodes plus complexes et plus couteuses visant a déterminer
un Cy non local tout en stabilisant son évaluation.
Par ailleurs, Nagele et Wittum [102] proposent de moyenner la constante également en

temps afin d assurer la stabilité, a 'aide d’un filtre passe-bas de la forme :
Citt = (1 —e)Cit! + €Cf (B.14)

Concernant le choix du filtre test, Spyropoulos et Blaisdell [134] montrent sur un cas de
THI que le choix A = 2A est optimal, méme si ce choix a une influence relativement faible.
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Annexe C

Terme de forcage

Dans la cadre du canal plan, le recours & un terme de forcage s’avére indispensable
afin d’entretenir 1’écoulement et ainsi palier la perte du terme moteur classique (gradient
de pression) du fait du recours a des conditions aux limites périodiques. Ce terme de
forcage va agir sur les équations filtrées. Plus précisément, le systéme d’équations filtrées
va s’écrire, dans le cas du canal plan :

0 ~ N B
Y ym v = _7m _ L) . po)
BT +/\/< ) T 8th +F (C.1)

Le vecteur F(™ désigne le terme de forcage appliqué a I’écoulement dans la direction
longitudinale :

F" = 0 (C.2)
£

La méthode adoptée ici consiste a évaluer de maniére dynamique le vecteur F™ afin
d’assurer la conservation du débit massique de 1’écoulemement au cours du calcul. Cette
approche a été proposée, dans un premier temps, par Deschamps [29, 28| dans le cas
incompressible, et fut étendue ensuite au cas compressible par Lenormand et al. [71, 72|.
Le débit massique de I’écoulement Q™ au niveau n s’obtient par intégration dans le plan
x — 2z de la composante longitudinale de la quantité de mouvement moyennée suivant le

plan homogéne x — y :
L. Ly
QM = / / <ﬁ<”)a§”)> dy dz (C.3)
o Jo

ou la notation (.) désigne la moyenne dans un plan = — y.
Par intégration de I’équation de conservation de la composante longitudinale de la quantité
de mouvement filtrée, on obtient ’équation d’évolution pour le débit massique Q™ :

0™ B <a§">> .
% = L, | (n(T™) =g |+ LyLofi” (C.4)

0
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ou encore en supposant 1’écoulement moyen symétrique :

Q™

- (n)
i =4%<mﬁ%fxﬂl + Ly L. f{" (C.5)

0z

0

Ainsi, a I'aide d’une discrétisation en temps précise a ’ordre un, on obtient une estimation
du débit & l'instant ¢t + At :

o oda?)
QO (t + At) = QW (1) + At | —2L, <,u(T(”))> — L L L (C.6)
0

Le terme de forcage fl(") peut alors étre évalué en s’appuyant sur un algorithme a un
niveau de mémoire :

P+ At = 170+ T QU+ AN = Q7 (1)
/6 n n
M CAMORTAD) (C.7)

oit Q™ (ty) désigne le débit a l'instant initial.
A Dlinstant initial to, 'algorithme est initialisé en attribuant la valeur suivante au terme
de forcage :

™ (to
£9t) = 1 (0 (T w) M (C8)

Les paramétres « et 3 intervenant dans la relation (C.7) qui ont été retenus dans cette
étude sont ceux suggérés par Deschamps [29], & savoir o = 2/At et § = 0,2/At.

Au niveau de I'équation de conservation de I'énergie filtrée, Lenormand [71] montre
que ’algorithme de forcage est plus stable si on remplace le terme fl”)zﬁ"’ dans (C.2) par
fl(")ub. La vitesse u; désigne la vitesse moyenne longitudinale de I’écoulement :

1 Lo Ly [L:
= iy dx dy d C.9
Up LxLyLz/O /0 /0 uy dr dy dz (C.9)

Dans le cadre d’une étude multiniveau, une question importante est de savoir si le
terme de forcage doit agir sur I’ensemble des niveaux ou uniquement sur I’'un d’entre eux.
De plus, I’évaluation de ce terme de forcage doit-elle tenir compte de 'existence de plu-
sieurs niveaux de grilles recouvrantes 7 Ou un calcul & partir des informations contenues
dans le maillage de base suffit-il 7 Terracol [136] choisit d’évaluer ce terme en se basant
sur la grille fine dans un soucis de précision, mais les deux grilles sont alors totalement
recouvrantes, ce qui n’est pas le cas en général dans notre approche. Dans nos travaux,
ce terme de forgage s’est montré particuliérement difficile a traiter. Pour plus de détails
quant aux différents tests effectués, on pourra se reporter au paragraphe 8.2.3.

Dans un premier temps, il semble concevable d’évaluer le terme de forcage sur le domaine
grossier, qui couvre ’ensemble du domaine de calcul. Le but serait donc bien de conser-
ver le débit du systéeme constant. Ensuite, la logique voudrait que ce terme s’applique a
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I’ensemble des domaines de calcul. En effet, si le forcage ne s’appliquait qu’au domaine
grossier, I'utilisation de 'opérateur de restriction tendrait a annuler ’effet de ce forcage
dans les zones de recouvrement. Le forcage ne serait alors restitué aux domaines fins que
par l'intermédiaire des conditions de raccord fin/grossier et des éventuelles (et rares...)
utilisations de l'opérateur de prolongement. Ainsi le terme de forcage n’interviendra qua-
siment qu’au niveau de la zone non recouverte du domaine grossier, et comme son but est
de conserver un débit constant pour I'ensemble de ce domaine, le débit dans cette zone
(en l'occurence la zone centrale du canal) va augmenter avec le temps.

Cependant, le fait de n’évaluer le terme de forgage que sur le niveau grossier n’est pas
consistant avec les équations filtrées écrites ci-dessus pour lesquelles il est nécessaire de
calculer le terme de forcage fl(") pour chaque niveau. Or le calcul de ce terme exige que
I’on utilise un écoulement moyen symétrique et que le domaine de calcul soit en contact
avec une paroi solide pour évaluer les phénoménes de frottement. Dans notre méthode
de raffinement automatique, rien n’assure que ces conditions seront vérifiées pour chaque
domaine fin créé.

Par conséquent, il a ensuite été envisagé d’utiliser un terme de forcage constant au cours
du temps et identique pour tous les niveaux. Celui-ci a alors pour but de conserver un
gradient de pression constant et non plus un débit constant. Un tel terme a été évoqué
par Deschamps [28], ses principaux inconvénients étant la non conservation du débit et un
temps de transition allongé par rapport au terme de forcage a débit constant. Le terme

de forcage utilisé est alors :
3

fi(t) = “Re (C.10)

ou Rey désigne le nombre de Reynolds initial de I’écoulement : Rey = 7000. Ce terme de
forcage ne permet pas de conserver un débit constant, celui-ci voyant sa valeur diminuer
avec le temps. Cependant, le débit tend tout de méme a se stabiliser au fur et & mesure
que la simulation se poursuit. On pourra ainsi considérer que le régime est suffisament
établi pour comparer les calculs fin et grossier de I'étude.
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FiG. C.1 — Simulations de canal plan forcé par un gradient de pression constant : évolutions
du débit, du nombre de Reynolds turbulent, du taux de cisaillement a la paroi et de la
masse volumique a la paroi pour le maillage grossier.
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The governing equations for Large-Eddy Simulation’? (LES) are classically obtained by
applying a convolution filter with a time-independent cutoff length to the Navier-Stokes
equations. Resulting equations are similar to the original Navier-Stokes equations when
differentiation and filtering operators are assumed to commute (the only additional term
is the classical subgrid stress tensor). This assumption is true with uniform filter width
on unbounded domains, but commutation errors appear when space-dependent or time-
dependent filter widths are considered. The commutation error involved by the use of
space-dependent filter width has been extensively studied!*"'° contrary to the commutation
error due to time-dependent filter width. Nevertheless, Pruett!! has already mentioned
the existence of an additional commutation error between filtering and time derivative, but
only for Eulerian time-domain filters. Franke and Frank!'? have also mentioned the problem
introduced using time-varying cutoff length, treating a monodimensional example. More
recently Moureau et al.'® have independently studied the Temporal Commutation Error
that could appear in piston-engine flows.

The use of time-varying filter cutoff lengths is necessary to derive a relevant mathematical
model for the coupling of LES with numerical methods that are based on the use of dynamic
grids, such as Adaptive Mesh Refinement (AMR) methods or Arbitrary Lagrangian-Eulerian
(ALE) techniques. The extension of LES to dynamic grid simulations thus requires to extend
the filtering procedure to the case of time-dependent filters, and to derive new constraints
on the filter kernel to enforce the consistency of the resulting set of governing equations for
LES. Recent studies concerning the use of adaptive methods in LES have been reported by

1.1416 who chose not to focus on possible commutation errors.

Hoffman et a

This article presents the analysis of the commutation error introduced in the LES equa-
tions when using a time-dependent filter width. The case of the usual Gaussian filter is
presented as an example. Some a priori tests performed in the case of an isotropic homo-

geneous turbulence are also reported in the last section, and reveal that the commutation

error may become significant.

I. BASIC LES EQUATIONS FOR TIME-DEPENDENT FILTER WIDTH

Let ¢(x) be the studied variable, which is supposed!” to have derivatives of all orders (no

shock) and to be square integrable (i.e. to have a finite energy). The filtered variable ¢(z, t)
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is defined as a convolution product:

o(x,t) = G* ¢, t)

_ / Gl - . A1) Sl ) dy

oo

1
or, equivalently'®, with the relation G(z,A) = N (%)

s = [ s (2L) eway @)

where G and A = A(z,t) are respectively the filter kernel and the cutoff length. For a
sake of simplicity, the dependency of A with respect to space and time will not be noted
hereafter.

Notice that in the following we will only consider some variations of the filtering operator
through variations of the cutoff lengthscale A. In particular, no explicit dependency of
the filter G itself to space or time will be considered. However it should be noted that a
filter shape variation close to domain boundaries should result in an additional commutation
error’.

Applying the filtering operator to the incompressible Navier-Stokes equations written in

velocity-pressure formulation, one obtains the following filtered equations:

Ju I 9
E+V.(u®u)+;Vp—uV u
(3)
=V.7+ [%, G*] (u) + [V.,Gx] o B(u,u) + %[V, G#](p) — V[V?, GX](v)
V= [V.,Gx(u) (4)

where u, p and v are the velocity, the pressure and the kinematic viscosity, respectively. The
commutator between two operators applied to a field u, [a, b] and the operator B(u,v), are
defined as:

[a,b](u) = aob(u) —boa(u)

B(u,v) =u®w

3
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and the subgrid stress tensor 7:
T =[B(.,.), G¥](u, u)

When the commutation property is assumed, the r.h.s of Eqs. (3) and (4) simplify to the

classical subgrid term, i.e. V.7 .

II. EVALUATION OF THE COMMUTATION ERROR

The previous equations have allowed us to introduce the two sources of commutation
errors, that is to say space and time filtering commutation errors. The issue of commutation

0 who

between space derivative and filtering has already been studied by several authors® !
derived some conditions on the filter kernel G to control this error.

The purpose of the present section is to express the commutation error [&’ G*] (u).

The method is based on the Taylor-series expansion of the filtered variable'®?%; first,

x p—
relation (2) is rewritten using the transformation® £ = Ty, yielding

) = | g€ oo — A6t de 5)

oo

The Taylor-series expansion will be used at this step. Rewritting the term ¢(x — A &, t) as:

= (1) k ¢k yk
k=0 ’
k
where DF = % is the k'"-order space derivative.

Introducing it into (5), after changing the order of integration and summation, a new ex-
pression for the filtered variable is obtained:

+

o(e.1) = - A% D) arf )

8

=~
Il

where the k*-order filter moment Mg’C is defined as:

= [k gt de ®)

o0

4
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0
Applying the same procedure to the variable a—f, one gets:

¢ = (=DF kO
E(x,t)_; i AV MY = (Do (e )] )

— [A* Dig(x,t) M)] (10)
Combining (9) and (10), it comes:
d o6 Ip
[E’G*] (@) (z,t) = [E - E] (z,1)

<% L OAF
Z k' . t)M, ot (11)

k=0

We obtain different expressions for the commutation error, by using definitions of the

moments for the filter g or the filter G:

0A S (_l)k k Nk k
= E gk' A quﬁ(l‘,t) M%*%g (12)

0A ~ (CDF s k
_sz_:o - Dad(. 1) Mig

where the moments for the operator A are defined as:

(S

]

Mk, = / & 22 1e) de (13)

It is interesting to note that the first two terms in the expansion (12) can be regarded as
physical convective and diffusive effects due to the temporal variation of the filter cutoff

length.
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These expressions, which rely on the moments of the filter kernels, are however valid only if

the filters employed (g, G and their derivatives) are rapidly decreasing, verifying:

Mk = /+00 &8 F(€) dé < oo for each k (14)

This assumption is usually true for common filters, but it should be studied for their deriva-
tives. In section IV, it will be shown that the gaussian filter and its derivatives satisfy this
property. More generally, this assumption is satisfied for filters with a finite support, and
filters whose moments do not grow too fast, but not in all other situations ; thus the Taylor
expansion is not consistent for the sharp cutoff filter.

A three-dimensional expansion of equation (12) was derived in the independent works of
Moureau et al.'? leading to (with our hypothesis) :

o +00 o0 +oo z+]+k ") P i i
2] i AJ I aYi
[at G*] (x,t) ZEZO ]E_O 50 Z' T M, oy (AL AJAY] D, DI D% (x,t) (15)

where A;, A, and A, are the cutoff lengthscales in each direction ; the three-dimensional

momentum is given by :
(i) +00 +oo +oo .
o= [ dgepga (16)

IIT. NECESSARY CONSTRAINTS ON FILTER KERNELS

We now address the problem of finding filter kernels which lead to consistent filtered
equations when time-dependent filter cutoff lengths are considered. A n'-order commutation

error is obtained if:

[%, G*} (¢)(2,t) = O(AP), p>n (17)

Equation (12) shows that a n'*-order error can be enforced using different solutions. The
0A

ot
independently of the properties of the filter kernel. For each filter kernel, the variation rate

first one consists in controlling the norm of the variation rate of the cutoff length, ,

can be chosen small enough to recover any order of accuracy. The second one consists in
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choosing the filter kernel so that the commutation error with both space and time derivatives

will obey the required scaling laws:

[Q, G*] (6)(x.1) = O(a?),

ot
(18)
9 q
5 O*| (@)(@,8) = O(AT), (¢,p) 2 n
yielding the following constraints:
M’;g 1 = 0 I k = 0 p
oA~ A9
(19)

M} =0,k=1.g and M =1

Theoretical analyses by Ghosal?' show that the Reynolds stress tensor obeys to a A% scaling
law in the ideal case of an infinite inertial range. Thus, considering a n'* order commuting
filter will allow to neglect commutation errors in comparison with the subgrid terms.

Nevertheless, the filter employed in the simulation is generally unknown since it is implicitely
given by the numerical scheme and thus it is not feasible to control its order. The objective

of the following parts is then to study the influence of the variation rate of the cutoff length.

IV. AN EXAMPLE: THE GAUSSIAN FILTER

Many types of low-pass filters are used for classical LES problems, but the most popular
are top-hat, Gaussian, and sharp cutoff filters. The issue of looking for filters commuting
up to any order with both space and time-derivatives should then represent an interesting
study for future AMR applications. The present study is restricted to the particular case of
the Gaussian filter.

Gaussian filters are valid in the present study because infinite intervals are considered.
However, in the case of finite intervals, the filters need to be modified in the vicinity of the
boundary due to their infinite support.

The Gaussian filter kernel G is defined as follow:

6 622
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or, equivalently, using the filter kernel g:

o(6) = /2 cap(-o¢t) 1)

Its gradient is:

oG —1 12
leading to:
k —1 k 12 k+2

This relation immediatly allows us to conclude that relation (14) is verified for the Gaussian

filter derivatives. The symmetry property of the Gaussian kernel induces:

M =0 for k =0...00

MZF#£0  fork=0..00

G
The same relations also stand for the function — because of (23). Using the g form of the

0A
kernel, it comes
12
M’é% =X My+? (24)

Remembering that M =1, M? = 1/12 and M, = 1/48, one obtains:

1 12 1
0 0 _ 2 0 __
Moy = XMy = Mg = My =0
1 12 1 1
M2, — —M?= "M~ M= —
& OATITATI ATYI T BA

Inserting these values in relation (12), one obtains the following expression for the commu-

tation error:

G| @ = 5 (5080000 + o) (25)

thus showing that the Gaussian filter yields to a first order error term with time-dependent

cutoff lengths. This term can be viewed as a diffusive term, which should be rewritten :

57| @)t = D20t + So() (20

8
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0A A

new __

where 1" = o 12

increasing A and negative for decreasing A. This interpretation suggests that a higher-

can be interpreted as an eddy viscosity that would be positive for

order method can be recovered by cancelling the leading commutation error term by adding

an explicit diffusion term with the viscosity equal to —v;*¢".

V. A PRIORI TESTS ON HOMOGENEOUS ISOTROPIC TURBULENCE

In this section, a set of a priori tests is presented, which provides information on the
influence of the commutation error on the simulation of homogeneous isotropic turbulence
on a periodic cubic domain. For these simulations an efficient pseudospectral method is
used, time integration being performed with an explicit third-order accurate Runge-Kutta
scheme and we impose periodicity boundary conditions in the three space directions. All

22 model has

the simulations have been carried out in the inviscid limit. The Chollet-Lesieur
been retained as subgrid closure. The classical 3/2-rule is applied to remedy for aliasing

errors. The initial field has a spectral energy distribution which satisfies the following law:
E(k,t =0) ~ k*exp (—2k*/k3) , (27)

ko corresponding to the initial integral scale, kg = 4 for our simulations. We then allow the
turbulence to decay until an arbitrary time ensuring that a self-similar solution is reached;
we choose t = 24. A forcing scheme? is then implemented until + = 40. This scheme keeps
the kinetic energy in the band [0, k.| at a constant level by injecting the energy lost during
the dissipation process (Fig. 1). The a priori tests are then applied on the resulting field
at ¢ = 40. At this time, the integral scale is Ly &~ 0.8 and the corresponding large-eddy
turnover time is 77, ~ 11.

The tests were performed using a very well resolved LES database on a 1923 uniformely
distributed mesh (ensuring commutation between filtering and space derivatives), and

applying a Gaussian filter to this solution.

We impose the following sinusoidal law for the cutoff wavenumber:

kmin + kmaw + kmaw - kmin

belt) = =0 .

cos(wt) (28)
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with k,,;, = 23 and k4, = 63. We thus find:

OA _ OAOke _ A kynar — Kin
ot k.0t o« 2

wsin(wt) (29)

We then report the L?-norm obtained for the terms in (3) with this filter, and compare their
influence for several values of the pulsation w, the corresponding period being noted 71" and

the commutation error being evaluated using:

0 0A (0G
We denote by “subgrid term” the expression |[SGS(u)|| = /|V.T| dQ, by “com-
D
mutation error” ||C'(u)|| = /|C(u)| dQ), and by “convective term” |[|conv(u)|| =
D

1

/ V. w®u)+ —Vp‘ dS2, where D refers to the complete computational domain.
p

D

w | e | (il ) mae (i)
10/0.05 1.26

310.18] 3.6 x10°! 2
1(0.55| 1.24 x107! 6.8 x10~1

TABLE I: Relative commutation error for several values of the pulsation w

The results obtained here are in good agreement with the previous theoretical study.
Indeed the commutation error is no longer negligible for large values of w (fig. 2) and can
become as much important as the convective and subgrid terms. This leads to a non effective
subgrid model, and could consequently represent a perturbation source for the simulation.
We can then conclude that controling the term % is a significant stake for LES applied on
adaptive meshes.

Table I displays, for each value of the pulsation w considered here, the maximum value of the

ratio between the commutation error and the convective and subgrid terms respectively. The

corresponding periods of oscillation are reported in the second column, varying from 5% to

10
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110% of the large-eddy turnover time 77, which validate the values chosen for w as physical
values. As stated previously, too large values of w lead to a high level of the commutation
error, which becomes roughly four times larger than the other terms for w = 10. From this
table, we also conclude that a negligible level of the commutation error is reached when the
cutoff variation period 7" becomes at least of the order of the large-eddy turnover time 77,.
Figures 3 and 4 present a more detailed visualization of the spectral distribution of this
error, and reveal that it mainly acts on high wavenumbers. Indeed these wavenumbers are
directly affected by fluctuations of the cutoff length, and thus exhibit the highest error levels.

2124 regarding other LES errors (discretization

This is consistent with previous conclusions
and aliasing) that occur at large wavenumbers and can thus have an adverse effect on the
simulation, since the subgrid models extract information from this wavenumber range to
compute the subfilter scales. Figure 5 displays the evolution of the amplitude of the modified
commutation error as a function of the cutoff length A. The modified commutation error
describes the commutation error referred to the variation of the cutoff lengthscale and the
gradient of the variable :
IC@W)]]

NCWI" = 35721 (31)
G| D2ul]

A linear dependency is observed for all values of A considered in this study, in good agree-
ment with the theoretical law (25). This result show that the Taylor-series expansion is a
relevant tool to analyze the commutation error, and that the first term is responsible for

almost all the commutation errors.

VI. CONCLUSIONS

The issue of commutation between filtering and time derivatives has been studied in this
paper; indeed, in some critical situations, the use of a variable filter width is unavoidable
in LES. In such a situation, some new terms arise in the filtered equations due to the
non-commutation between filtering and both space and time derivatives. The above study
deals with the issue of time-dependent cutoff lengths, the issue of space-dependent ones
having already been studied. Some conditions have been found in order to reduce the
commutation error terms in the LES equations and to be consistent with the accuracy of
the numerical scheme. The example of the Gaussian filter has also been studied, and it

seems that some undesirable errors should appear for rapidly varying cutoff length. Some

11
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a priori tests performed in the case of an homogeneous isotropic turbulence problem in
presence of varying cutoff wavenumber have indeed demonstrated that a too fast variation
of the cutoff length results in some significant errors. Finally, it would be interesting to see
whether the accuracy of time integration affects the commutation error as it was highlighted

by Haselbacher and Vasilyev® in the case of spatial discrete operators.
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FIG. 3:  Spectral distribution of the
commutation error (—) and
the resolved scale energy (- - )
forw=3;A:1t=40.01;:
t=40.35;0:t=40.7;0:
t=41.1.
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This paper address the problem of coupling an Adaptive Mesh Refinement method with Large-Eddy
Simulation (LES). A multigrid algorithm is used in order to refine the grid in zones detected by a
specific sensor based on a wavelet decomposition. This sensor has been developed to accurately detect
cells in which the classical LES hypotheses should not be verified. This algorithm is then applied to
the simulation of a 3D turbulent mixing layer at Reynolds number 1010, First results exhibit a great
sensitivity to the boundary treatments of the interface between the different grid levels. It is shown
that the use of a dynamic enrichment procedure allows to recover results in a very good agreement
with non-adpative very fine grid simulations.
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1 Introduction

The numerical simulation of turbulent flows still represents an outstanding
open problem of fluid mechanics. Indeed, turbulence can be partially described
as a three-dimensional physical phenomenon involving a large variety of char-
acteristic spatial and temporal scales. The difficulty relies in modelling the
non-linear interactions between different scales due to the Navier-Stokes equa-
tions. Indeed to perform an accurate numerical simulation of a fully three-
dimensional turbulent flow, all physically relevant scales should be resolved,
requiring generally a huge and prohibitive number of mesh points. Such a
Direct Numerical Simulation (DNS) is however restricted by the capabilities
of computers and a modeling approach is necessary in practically all cases of
technological interest to reduce the amount of scales to be resolved. For exam-
ple, Large-Eddy Simulation (LES [19,40]) allows to simulate deterministically
only the largest scales, the effect of smallest ones being parametrized. Such
a scale distinction is obtained by applying a low-pass wavevector filter to the
Navier-Stokes equations. The interactions between large and small scales are
then described by the use of subgrid-scale (SGS) models which allow to close
the filtered Navier-Stokes equations. This parametrization is generally possi-
ble under the assumption that the small scales tend to be more homogeneous,
isotropic, and universal than the large ones. However, this hypothesis implies
that the cutoff wavenumber should be chosen in the inertial range of the energy
spectrum. For example the modelling of the wall layer is perhaps one of the
most important challenges that needs to be met. Indeed, the exchange mech-
anism between resolved and unresolved scales is altered considering that the
subgrid scales may contain some significant Reynolds-stress producing events
in the near-wall region and thus the SGS model must account for them.

In such a situation the subgrid-scale model would not allow to simulate effi-
ciently the influence of small scales on the resolved ones. The unresolved scales
would contain too much information and one way to avoid the problem is to
increase the mesh resolution to take into account a wider range of scales in
the resolved flow. An important property of turbulent flows is their strong
intermittency, so that small scales may be localized only in a very small frac-
tion of space. Thus, a strategy of local grid refinement would represent a good
compromise between optimizing the model efficiency and limiting the cost of
the simulation. The difficulty relies in the determination of the regions of the
flow where a finer resolution than the one of the original grid is necessary.
Indeed grid refinement basically requires to define a criterion that will select
zones to be refined.

Adaptive strategies can be divided into two classes: those which aim at refining
a unique mesh, and those which aim at dispatching refinement levels into dif-
ferent subdomains or subscales. In the present study, the second class will be
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considered. In this case, most of the works are based on embedded structured
meshes. Historically, the first methods used topologically similar, lined up
subdomains - the so-called Multi-Level Adaptive Technique (MLAT [1,8,32]).
Then authors turn to topologically different, lined up subdomains - the so-
called Adaptive Mesh Refinement (AMR) method [4,5,27,37] - but also to
rotating subdomains [2, 3].

Many different refinement sensors can be found in the literature. They are
usually divided into two classes: numerical sensors, which usually evaluate the
local truncation error [2,3], and physical sensors, which are based on physical
considerations [9, 11,23, 37].

At the same time, several works in different scientific fields on space-scale
decomposition have led to wavelet theory [13]. In Computational Fluid Dy-
namic (CFD), these methods have been used to analyse or simulate turbulent
flows [16,17,42]. The idea is that the wavelet decomposition is able to sepa-
rate a turbulent solution into its two contributions, that is to say coherent and
random fluctuations. The wavelet de-noising procedure [14] consists in setting
to zero the wavelet coefficients that are below a given threshold. This allows a
coherent /incoherent splitting of the solution. This approach is then different
from the classical decomposition between large and small scales since coherent
motion is observed at all scales. Nevertheless, since each wavelet coefficient is
exclusively associated with a single grid point, the wavelet thresholding can be
seen as a criterion to select active grid nodes for the simulation. In this context,
two adaptive wavelet methods seem particularly promising: the Coherent Vor-
tex Simulation (CVS [16]) and the Stochastic Coherent Adaptive Large Eddy
Simulation (SCALES [21]). Both methods have the ability to dynamically re-
solve the most energetic part of the coherent eddies in a turbulent flow field.
The major distinction is that, in the CVS approach, the resulting SGS field is
near Gaussian white noise which results in practically no SGS dissipation, and
so no SGS model is required, while in the SCALES approach, some coherent
modes are filtered out in order to decrease the cost of the calculation and a
model for the unresolved scales is now required to recover satisfactory results.
Finally, the wavelet approach was also used to refine solutions of conservation
laws in a finite volume formulation, leading to the so-called multiresolution
schemes [6, 10, 22].

Nevertheless, all methods presented above are based on a priori error esti-
mation which presents some issues. A more efficient method consists in using
a posteriori criteria for refinement as proposed by Hoffman [24-26]. In these
works, a Galerkin-type approach is adopted, the introduction of a dual solu-
tion allowing to control the discretization error.

Concerning Large-Eddy Simulation, some authors have already mentioned the
possibility to use multigrid-based methods (see [41] for a review). We can dis-
tinguish two particular approaches. The first one is inspired by the pioneering



Adaptive Mesh Refinement Method for LES 205

works of Voke [47] which consists in using a multigrid cycling algorithm. Here
several grid levels are used on the entire domain and the objective is to reduce
the cost of the computation by using a specific time scale for each level with
the aim to minimize the computations at the fine grid levels. More recently,
Terracol et al. [44,45] have used the same idea with a different cycling proce-
dure and a multilevel subgrid closure. The second approach consists in using a
multidomain configuration, each one having its own degree of resolution [36].
In the present study, a particular method is proposed to optimize the grid
resolution for LES calculation. We first discuss on specific sensors that should
be considered to determine regions where too coarse meshes are used. Then
the hierarchical strategy governing grid interactions is described. Finally, some
results are presented for the simulation of a subsonic temporal mixing layer.

2 Governing equations

2.1 Navier-Stokes equations

In the present study, we will consider the dimensionless compressible Navier-
Stokes equations, that is, in the compact form:

oV +N(V)=0, (1)
with V = (p, pU", pE)T, U = (uy,uz,u3)” and:
V.(pU)
N(V) = V.(pU®U)+Vp—V.o , (2)

V.(pE+p)U)—V.(c:U)+V.Q,

where p, p, and U are respectively the pressure, density, and velocity vector
of the studied flow. The total energy pE satisfies:

P 1
—— + -p|UP, (3)

E =
PE=ST1T )

where 7 is the ratio of specific heats C,/C,. The viscous stress tensor o is
given by:

o= —u(T) (s - %tr(S)I) | (@)
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1
where S = 3 (VU +vIu ) is the shear stress tensor and the dynamic

viscosity u satisfies Sutherland’s law.

The temperature 7' is given by the perfect gas state-law:
T =ML, (5)
p
and the viscous heat flux vector @, by:

p (1) T (6)

Qv=" (y—1) RePrMg

where My, Re, and Pr are respectively the Mach, Reynolds, and Prandtl
numbers.

2.2 Multilevel formalism

The principle of Large-Eddy Simulation is to distinguish large from small scales
in a given flow. The resolved part of the flow contains only the largest scales
and is obtained by filtering the general solution of Navier-Stokes equations.
In the following, we will consider the multilevel decomposition of any variable
¢ of the flow by using L different filtering levels as developed in Terracol et
al. [44,45]. Each level is associated to a low-pass filter Gy, [ € {1, ..., L}, which
is characterized by its cutoff length scale A; and the corresponding cutoff
wavenumber k;, k1 defining the finest level and k; decreasing when [ increases.
Any filtered variable is then defined by a convolution product on the overall
domain €2 of the filter kernel G; with the continuous variable:

Gy dla,t) = /Q Gi( (), — €) BlE, 1) dE. (7)

The filtered variables at the finest level are defined as E(l) = G1 x ¢ and
recursively, the filtered variables at any coarser level | € {2,..., L} as:

&Y = G x Gy K x Gk b = GL(0). 8)
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The so-called frequential complement ¢! between two successive levels is given
by:

5¢(l) _ 5(1) i 5(“’1). (9)

It represents the scales that are resolved at level [ and unresolved at level
[+ 1. In this context, any flow variable ¢ can be decomposed into its resolved
contribution at a given [th level 5(1), the successive frequential complements
6¢\V) between the Ith and the finest (I = 1) levels, and the unresolved scales

on the finest level ¢”, as follows:

-1
6=3"+3 60 +¢". (10)

=1

In order to take into account the compressibility of the flow, it is necessary

to introduce the mass-weighted variables, also called Favre variables, that are
defined by:

_ — ()
o) = & (11)
)

Applying the operator g{ to equation (1) and introducing the subgrid term:
70 =N — N (V“) . (12)
we obtain the filtered equation at level [:

vV + N (V(”) — 70, (13)

The subgrid term 7® should contain both classical subgrid-scale tensor and
commutation error contributions. However, in the present study, the commu-
tation errors that could appear between filtering and differencing operators are
not considered, as it is usual in Large-Eddy Simulation. That is, il’'s assumed
V(G x ¢) = Gy x Vo always, as well as 9;(G x ¢) = G| x 0;¢.

Nevertheless, it should be noted that, as previously mentioned, considering
the compressible case requires to perform Favre filtering of the variables. That
is to say that the variables on which the filtering operation is applied are p,
pU and p (or equivalently pT"). Thus the fifth component of the filtered field

V(l) is not directly the filtered energy but the resolved energy at level [ given
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. 0 170 o0
70— Em: p +_pU pU il

ry—1 2 ﬁ(l) (14)

Thus, the filtered Navier-Stokes equations, that were first simplified in (13),
are given in the present work by:

Y 0~y

_ (1)
2 0030 + 2 0z00) + op 9
ot 0x 83:1 81']' (16)
0

"
_ 0 _() A0
- 833] ( ) + ax] (02] Uz] )?

— (1)
OpE" D O 070 L 2 0y 9 w0
ot ' oz, (("’E PO ) 5 W)~ g e

= —B1 — By — B3+ By + Bs + Bg + Br,

where By, ..., By terms are the subgrid terms coming from the Vreman’s de-
composition [49].
The subgrid stress tensor 7’2-(;) is defined by:

(l) _ p(l)(u"u’() () ()) (18)

@

The tensor o, ; is the filtered stress tensor, while the computable stress tensor

5" and the computable heat flux vector §§l) are defined by:

j
(1) ~(1) ~(1)
1~ ‘ ou; 20
7 = eM(T(l)) <8uz + -2 5ij> (19)

R 8$j 830@ 3 51’].{;
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and

0y _ p(T0) 70
(y—1) RePrMg 0z;

To close the set of equations, the filtered equation of state is used:

_ 50
7O = 4022 (21)

2.3 Subgrid modeling

Several assumptions allow to simplify the expressions (16) and (17) by ne-
glecting some terms. Indeed, following Vreman’s conclusions [49], Bg, B7 and
the last term in the r.h.s. of (16) can be neglected. Vreman et al. have also
shown that B4 and By are small when compared to By, By and Bs in the
energy equation and are also neglected. Finally, the terms By, By and B3 and
the first term in the r.h.s. of (16) have to be evaluated in order to close the
problem. Using the Boussinesq hypothesis, we get:

B3 i (T.(Dﬁ(l)) ,

= . ij i
Ox;

50, O &)
Bl+32:8 ( Py, oT >,

aflfj (’y — 1)P7‘tMg 8.213]'

d
where Pr; is the turbulent Prandtl number. The deviatoric part Ti(;) of the
subgrid-scale stress tensor 7;; is modeled by:

e n 1 ¢ OV
Ty =Ty - nggk) 5 = —2001S (), (22)

where v is the subgrid viscosity.
The first SGS model that is used is the selective mixed-scale model [40]. This
model is based on a non-linear combination between the filter cutoff length

- ~ oy ~\ 1/2
A;, the resolved shear stress SO = (251-(;)5,8)) and the turbulent kinetic
0.

energy near the cutoff ¢;”:

3
2

v = 1.65f5,(8) Cp |SD|7 (7 A (23)
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Classically, the constant value is C,,, = 0.06 and 4; is obtained by evaluating
the cube root of the volume of a cell. The energy q((;l) is usually defined by
qgl) = V0530 7"® where a'® = g — /ﬁ(l), the hat filter being a three-
dimensional test filter denoted by /ﬂ\(l) = A;0Aj0A; (") and with the following
definition :

Am(gb) = % ¢mfl + % Qbm + % ¢m+1 (24)

The selective function fp, allows to zero the subgrid-scale viscosity nuy) in the
laminar parts of the flow, using the angle between the filtered vorticity and

the local averaged filtered vorticity € = arccos g"‘% It is defined by:
1if 0 > 6y = 20°

0, else. (25)

Jo,(0) :{

A second SGS model is studied in this paper: the classical Smagorinsky
model. In this case, the subgrid viscosity is based on a double dependence on
the filter cutoff length A; and the resolved shear stress tensor S®):

v = (0,A0)%150), (26)

where C is a constant that is fixed in our study at Cs = 0.18.

3 Adaptive mesh refinement strategy

3.1 Detection of too coarse resolution: A wavelet-based refinement
sensor

Most of the refinement strategy encountered in the literature make use of
a priori criteria based on solution gradients and/or numerical errors; such
methods should become inefficient for fully turbulent flows where fluctuations
would be detected throughout the overall domain and such a priori techniques
would have to be modified for each study. The objective is then to establish a
generalized numerical and physical criterion that should be well suited to LES
calculation of turbulent flows.

ehe problem is to localize the small scales of the flow and wavelets theory
seems very promising in such a context. The basic idea behind the wavelet
decomposition is to represent a function in terms of basis functions, called
wavelets, which are well localized in both physical and spectral spaces. The
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wavelet decomposition of a function f(x) consists in evaluating its inner prod-
uct with some wavelet functions 1, j(x). The corresponding values are called
wavelet coefficients:

+o0

g = {fotmg) = [ F@) tny(a) da @

— o0

The index m > 0 refers to the scale, m = 0 corresponding to the finest scale in
the present study, and j represents the position in space. The basis functions
Ym,; are obtained by dilation and translation of a mother wavelet 1. In the
following, we will use redundant wavelets, that is:

Y (@) = 27 (Z;j ) (28)

Indeed, our objective being to determine how much of scale 2™ is present
in f(x) at all points with the same accuracy, redundant wavelets seem more
adapted than orthogonal ones [43]. It should be noted that the support of ¥y, ;
increases with m, as the associated scale becomes larger.

From a mathematical point of view, wavelet coefficients at small scales grow
at a related power of the scale in a region where the field encounters a singu-
larity (of a given order) or smooth, strong oscillation. We can then determine
the number of degrees of freedom that are necessary regarding the number of
singularities and thus wavelet coefficients at a given small scale.

Several wavelet methods have already been implemented for solving Partial
Differential Equations (PDEs) and wavelet techniques have been used for
analysis and compression of turbulent fields [15, 33]. For example, Coherent
Vortex Simulation (CVS) allows to separate coherent structures from incoher-
ent background using wavelet decomposition [16]. In the same way one can
expect to detect small scale structures in a flow: wavelets should represent an
efficient error estimation criterion useful for the refinement strategy. Sjogreen
and Yee [43] have used different families of wavelets in order to detect shocks,
turbulent fluctuations, and spurious high frequency oscillations. The present
study relies on the evaluation of the local Holder exponent a; which gives a
very accurate information about the regularity of the function analyzed by the
wavelet decomposition, using a least squares fit of a line to the equation:

logy rm.j = aym + C, (29)
with

Tm,j = max Wrnj+k| » (30)
k=—2mp,...2™mq
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where (' is a constant and p and ¢ define the stencil of the wavelet decompo-
sition. The function f in (27) should be chosen as a characteristic variable of
the flow such as for instance rotational, pressure or kinetic energy.

We have extended this approach to develop a three-dimensional sensor whose
objective is to determine how much of each scale is contained in the flow.
The criterion « is computed from three levels of the wavelet algorithm, three-
dimensional wavelet coefficients being obtained using the one-dimensional coef-
ficients evaluated in each direction by a simple finite-difference approximation
as proposed by Sjogreen and Yee (here in the z-direction):

Wi gk = Figae = Fitn + F i) /2 (31)
and
Tk = (s + I 00/2 (32)

More precisely, the three-dimensional coefficients w;, ; are obtained using one-
dimensional ones computed in each direction :

Wi 1) = (W, 50)% (W 15 00)% (W ) (33)

The starting function fjo for 32 is the studied function f; evaluated on the
finest grid. We can interpret «; as a local evaluation of the spectrum de-
caying exponent. Consequently, we consider that refinement is necessary in
locations where o is lower than a given threshold ag, evaluated according to
Kolmogorov’s hypothesis. Indeed, subgrid-scale models are generally efficient
only if isotropy and universality of small scales are respected, characterized
by a k~5/3 energy spectrum near the cutoff wavenumber for three-dimensional
turbulence. The sensor has then to detect regions for which such hypotheses
are not verified.

The link between the Kolmogorov decaying law and the wavelet coefficients
has already been studied by Farge et al. [15] and Perrier et al. [35]. Let’s
suppose an energy spectrum which satisfies:

E(k) ~ Egk ™", (34)

In the following simulations, we will apply wavelets to the rotational field. The
corresponding enstrophy spectrum will then satisfy:

Q(k) ~ Qok?~". (35)
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Considering two successive spectral bands [ks, ko] and [ke, k1], with k1 = rko
and ko = rks (r > 1), the enstrophy contained in each band is:

Qn:/kn Q(k)dk = o (1o L Yps-s (36)
- 3 — ﬂ 7»3—ﬁ n

We can then express the ratio between the two quantities €2 and 25 as:

log g—; = (3 —=70) log r. (37)

In our particular case, » = 2 in order to compare Fourier and wavelet decom-
positions.

In the wavelet space, the quantities £2; and 25 can be related to wavelet coef-
ficients. If the wavelet decomposition is applied to the vorticity field, we have
Q1 = 7% and Qo = 73, 71 and 7y satisfying (29). The ratio between Q; and s,
in the wavelet space, then satisfies:

Q
log — = —2a log 2, (38)
92

where the position index j has been omitted.
Comparing (37) and (38), we obtain

o= —-. (39)

The threshold parameter g will be chosen accordingly to this definition i.e.
ag = —2/3 corresponding to an equilibrium energy spectrum power law as a
function of the wavenumber k in k~” where = % According to this definition
of the threshold value, grid refinement will be performed if disequilibrium is
detected in the spectrum, corresponding to § < g

It appears necessary in practice to add a threshold parameter on wavelet-
coefficient magnitudes. Indeed, in regions where the flow is well resolved, the
sensor only evaluates the decaying exponent of the spectrum and thus, no
consideration on small-scale energy level is made. Indeed cells corresponding
to a < ap can be detected in some flow regions where energy at small-scale
is negligible. For this reason, in the following simulations, wavelet coefficients
lower than a given threshold € were not considered in the refinement strategy
even for small values of aj. The parameter € is given by € = 6 x 1073 Qg where
Qo is a characteristic vorticity of the flow. For the mixing layer simulations
reported in sections 4, this quantity is defined as 2y = %" with ¢, the vorticty
thickness at the refinement time and U, the reference streamwise velocity.
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3.2 Mesh refinement algorithm

In the previous part, a sensor has been proposed to determine which cells
of the original grid need to be refined in the specific LES context. Various
refinement strategies are available in the literature and we can regroup these
methods into two families: the first one consists in raising the number of grid
points (or moving nodes) of a unique grid; the second one distinguishes the
different levels of refinement in a hierarchical grid organization.

The particular form of adaptivity we have chosen to consider is block-
structured refinement strategy, referred to as AMR (Adaptive Mesh
Refinement), that was originally developed by Berger and Oliger [5]. AMR
solves partial differential equations using a hierarchy of grids of differing
resolutions. The key element is the use of block-structured locally refined
grid patches to increase the resolution of an underlying coarser grid only
where needed. It is based on a sequence of nested grids with finer and finer
mesh spacing, each level being advanced in time with time step intervals
determined by the CFL condition. This time step is chosen to be the same
for each level and computed to ensure the CFL condition at the finest level.
The fine grids are recursively embedded in coarser grids until the solution is
sufficiently resolved accordingly to the sensor mentioned previously.

The grid hierarchy is composed of different levels of refinement ranging from
finest (I = 1) to coarsest (I = L). The grids are properly nested: the union of
grids at level [ — 1 is contained in the union of grids at level [. In the present
study, the refinement ratio in each direction between two succesive levels is
two.

Cells requiring refinement are tagged using the wavelet sensor; the tagged
cells are then clustered into parallelepipedic patches obtained by successively
dividing in sub-grids. Note that some cells not tagged for refinement are also
included in new fine grid patches. A parameter allows to impose the number
of tagged cells contained in a sub-grid reporting to the total number of cells
in the sub-domain (grouping/clustering methods [34]). The minimal size of a
sub-domain is also imposed to avoid too small ones which would be unefficient
in terms of calculation costs.

When new grids are created at level [ — 1, the data on these grids are copied
from previous grids at level [ — 1 if possible, otherwise the data is interpolated
from the underlying grid level [ (prolongation operation). As the solution
advances in time, the regridding algorithm is called every n; (user-specified)
level [ steps to redefine grids at levels [ — 1 and remove finer, obsolete grids.
Boundary conditions and relations between different degrees of resolution are
discussed in the next section. When a fine grid boundary coincides with a
physical boundary, the coarsest grid boundary condition is applied on this
fine mesh.
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3.3 Intergrid transfers

The multilevel scheme requires some intergrid operators that allow to link
up the different grid levels. On the one hand we have already mentioned the
prolongation operator that is used to initialize a grid level [—1 by interpolation
of level [ information:

gV = p1g") (40)

where Pll*l is the prolongation operator from level [ to a finer level [ — 1.

On the other hand, fine grids contain more information than coarser ones.
For this reason a restriction operator Rffl, acting as a discrete filter on the
solution, is used to improve the solution on the coarse grid levels overlapped
by finer grids. At a given level [, we then apply:

3" =R, (41)

In this study, the restriction and prolongation operators were inspired by Ter-
racol et al. [45]. The full operator coefficients are detailed in the appendix.
In our approach, these operators act on the Favre variables since it seems to
give the most accurate results and is moreover fully consistent with the Favre
filtering formalism considered to derive the filtered Navier-Stokes equations.
It should be noticed that this hierarchical grid configuration is strongly linked
with the continuous multilevel formalism introduced in (8). Indeed, the re-
striction operator R§—1 acts as a low-pass frequency filter on the solution, and
is a discrete equivalent of the continuous filter Gj.

On the fine grids boundaries, the discontinuity of the solution with coarser grid
levels has to be explicitly taken into account. In this aim, data in ghost-cells
at the finer level are obtained by summing two contributions: the first one is
obtained by prolongation of the coarse solution and the second one represents
the frequential complement evaluated in the near-boundary cells. This dual
contribution in ghost cells is explained in Quéméré et al. [36]. The evaluation

of the fine solution in the ghost cells Eil_l)
summarized as:

is described in figure 1 and can be

o =P @) + ooty (42)

where the frequency complement (“detail”) 5(;5([’1) between the two filtering
levels [ — 1 and [ is computed in the last row of physical cells of the fine grid
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level as:

1-1)

_ —(l— _ —
5ot =gV _ pto rE L GETY). (43)

The constant C' € [0;1] is a parameter which will be referred to as the enrich-
ment coefficient.

Boundary
e 0
O "
S O

Figure 1. Enrichment procedure ; B: 55}71) , O 5(171)’ o: 5(1).

3.4 Numerical scheme

Previous works, such as the ones by Ghosal [20], have shown that it is neces-
sary to use numerical discretization schemes that are at least of second order
in space in LES calculations. Moreover, the Large-Eddy Simulation has been
proven to be more efficient when using non-dissipative schemes since a nu-
merical dissipation would overcome the subgrid scale model contribution [18].
Nevertheless, numerical dissipation is sometimes necessary in some regions of
the flow (shocks, ...) and thus a specific scheme has been retained in our cal-
culations having this goal.

The numerical method that has been retained is based on a classical cell-
centered finite-volume scheme for space discretization, with structured multi-
block meshes.

The convective fluxes are evaluated using the so-called AUSM+(P) (for Pre-
conditioned Advective Upstream Splitting Method) scheme, associated to a
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wiggle detector [31]. This sensor allows to limit the numerical dissipation to
the zones where spurious oscillations are detected while the scheme acts as
a centered scheme elsewhere. It is indeed mandatory to decrease as much as
possible the intrinsic dissipation of the numerical scheme such that it is not
responsible for an artificial damping of energy carried by spectral modes close
to the cutoff wavenumber. This is a classical constraint that has to be sat-
isfied when performing large eddy simulations, and especially in the case of
the present adaptive mesh strategy since a loss of energy in the highest re-
solved wavenumbers may interact with the wavelet-based refinement sensor.
The possible (non-linear) interactions between the numerical method, the sub-
grid closure, and refinement sensor are in practice not possible to quantify, and
it is only possible to consider a reasonable compromise between the accuracy
of the numerical method, its robustness, and the subgrid parametrization. The
following modified version of the AUSM+(P) scheme has been retained here,
and appears as a reliable approach for LES, as demonstrated in several previ-
ous studies [12,28-31,39].

The convective flux at the interface i+ 1/2, in the direction j, is then obtained
using;:

F;+1/2 =U(QjL+Qjr)/2— |Uass|(Qj r — Q5 L)/2+ P, (44)

where the indicia L and R denote respectively the left and right third-order
MUSCL interpolation. The pressure term P; is given by:

_Pr+DL

P; 5

(0, 02, 835, 645, 0)" (45)
The vector () designates the conservative variables.
The variable U designates the interface fluid velocity defined by U = 0.5 (ag+

ar). W2 — ¢y (pr — Pr), where ¢y is a constant parameter. Finally, the
previously mentioned sensor appears in the term Uy;s:

Ugis = Pmax (|U|, 1), (46)

where ¢ is a constant parameter and ® a binary function acting as a sensor.
If no spurious oscillation is detected on a primitive variable 1 at the cell %
then ® is equal to 0, elsewhere ® is set to 1 at ¢ + % and ¢ — % interfaces. The
following relations are used to define the value taken by ®:

Ak { —1if (g1 — k) (k42 — drr1) <O (7)

1 else
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o 10 85 A <0 o afsabT<0
Vi T 0, else,

¢ = max (Wy,) fori=1,..5 (49)

where the vector 1 corresponds to the primitive variables v =
(p7a1;ﬂ27a37]_))T'

A second-order centered scheme is employed for the viscous fluxes.

Finally, the time integration is performed using a third-order low-storage
Runge-Kutta scheme. This leads to a global scheme which is third-order
accurate in time and second-order accurate in space.

4 Numerical simulation: The subsonic temporal mixing layer

Some first numerical simulations have been carried out on a temporally
growing mixing layer. This flow is a typical example of a fully unsteady
situation in which different scales, both in space and time, co-exist. The study
takes place in the limit of an infinite Reynolds number Re = 10'°, in order
to evaluate precisely the LES performance in the case where dissipation is
only due to the subgrid model used. Initial flow and boundary conditions
are similar to those used in Terracol et al. [45]. It is to be noted that in this
previous study, a second order-accurate non-dissipative discretization scheme
was used to perform the simulations, which remained stable. It is therefore
expected that in the present case, the wiggle detector will be inactive in
most of the calculation domain, and that the influence of the numerical
stabilization terms will remain low, and therefore will not affect the highest
resolved wavenumbers.

Periodic boundaries are imposed in streamwise (x) and spanwise (z) direc-
tions, while a Thomson’s non-reflecting boundary condition [46] is employed
in the cross-stream (y) direction. The initial mean velocity profile is defined by
a hyperbolic tangent law in the streamwise direction, other mean components
of the velocity vector being initially set to zero:

2
u1(y,t = 0) = U tanh (5—3/) : (50)
0

where 09 = (7N,)~! is the initial vorticity thickness and U, = 1. N,y
denotes the number of primary rollers present in the computational box. The
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initial mean density is uniform p = 1 and the mean temperature is given by
the Busemann-Crocco law [38].

A 3D-perturbation is superposed to the initial mean profile in order to initiate
pairing phenomena [48]. Two- and three-dimensional modes are noted (a, (),
where o and (8 are respectively the streamwise and the spanwise wavenum-
bers. The most unstable mode is given by a linear stability analysis, that
is the two-dimensional mode (8,0) with wavelength L,/8. The subharmonic
modes (4,0), (2,0) and (1,0) are used to initiate pairings. In order to study
three-dimensionality, we can also add oblique modes: (8, £8), (4, £4), (2,+2)
and (1,+£1). The amplitude of the pertubation is the same for two- and three-
dimensional modes, and is taken as 5 x 1072. The phases of the oblique modes
are shifted to avoid symmetry of the initial conditions. All perturbations are

2
also modulated by a gaussian profile f(y) = exp (—0.5 (%) ) to limit their

effect to the initial rotational zone.

The number of primary rollers of the simulations is fixed to N,,; = 8, allowing
three successive pairings of these structures to occur. The initial mach number
is Mo =0.2.

The computational domain is a rectangular box [0, L] x[—Ly /2, L, /2] x [0, L]
with dimensions L, = 1, L, = 406y, and L, = %Lx as in Terracol’s inviscid
case. The grid is uniform in both streamwise and spanwise directions, while
a stretching is employed in the shear layer [—L, /8, L,/8]. The initial coarse
grid contains 60 x 52 x 30 cells.

4.1 Quast two-dimensional mixing layer

In this case, only two-dimensional modes are used in the initial flow in order to
evaluate the efficiency of the wavelet sensor. As explained in Bockhorn et al. [7],
fine scales are expected to be more active in the strain field between vortices,
thus these regions should represent difficulties for too-coarse LES computa-
tions, and should be marked by the sensor. Figure 2(a) shows clearly the large
quasi two-dimensional Kelvin-Helmholtz vortices with intense streamwise rib
vortices in the stagnation regions between them. Figure 2(b) seems coherent
with the approach of Bockhorn et al. [7], with refinement occuring in the shear
regions. Moreover, these structures can be seen as anisotropic because of their
elongation in the streamwise direction. Figure 2(c) depicts an example of grid
organization obtained in this situation, with a minimum number of fine grids
required.
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I:u

(a) Iso-rotational contours (b) Iso-contours o < ap

—{ 0L

(c) Adapted grids

Figure 2. Mesh refinement applied on the 2D temporal mixing layer at t = 65

4.2 Fully turbulent mixing layer

For these simulations, the oblique modes are also excited to introduce three-
dimensionality. Such a simulation is more relevant for LES calculation than
the 2D case. Figure 3(a) allows to verify the three-dimensional aspect of the
flow by considering iso-() surfaces. ) is the second invariant of the velocity
gradient tensor and is defined by:

Q:%(Q:Q—S:S), (51)

with Q = 3(VU — VTU).
Applying the wavelet sensor on this configuration leads to a complex grid
organization such as shown in figure 3(b).

Table 1 shows the corresponding number of cells of such a calculation in-
volved in coarse and fine grids calculations on the overall domain. A gain
of approximately 50% is obtained by using the adaptive grids instead of the
control fine grid.

The results obtained on such a multigrid configuration can then be compared
to those evaluated on a coarse or a fine unique grid. The remeshing algorithm
is then applied on the coarse grid once every fixed interval, that corresponds
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(a) Iso-Q criterion vizualization (b) Corresponding adapted grids

Figure 3. Mesh refinement applied on the 3D temporal mixing layer at t = 70.

grid number of cells
coarse 93600
fine 748800
adaptive 356944

Table 1. Comparison between different grids considered

to five initial large-eddy turnover periods between two successive refinements.
Other refinement frequencies have been tested and a small dependance of
the accuracy on this parameter was observed. Nevertheless, the calculation
with a fast variation of the mesh (corresponding to 1.25 initial large-eddy
turnover periods between two successive refinements) is seen not to converge.
This indicates that it is necessary not to use a too frequent variation of the
mesh in order not to obtain additional errors such as commutation errors
between filtering and differencing operators.

The so-called fine grid contains twice the number of points in each direction,
that is 120 x 104 x 60 cells. Figure 4(a) depicts the temporal evolution of the
momentum thickness d,, which is defined by:

L,/2 up)?
Sm(t) = /Ly/2 (i - %‘;}ﬁ) dy, (52)

where (.)_., is an averaging operator over the (x-z) planes, AU = 22Uy, and ¢
is the time scaled by the characteristic time [‘]%. It should be noted that &,
is here normalized by the initial vorticity thickness dg. Figure 4(a) allows to
distinguish successive pairings. The first one occurs at ¢ ~ 20 and is well rep-
resented on all simulations. The second pairing process occurs at t ~ 55 and
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is also well captured by each simulation. The mixing transition that arises be-
tween first and second pairings is well represented even on coarse grid. After
the second pairing, the flow reaches the fully turbulent state. Such a com-
plex flow is observed to be badly evaluated on the coarse grid in comparison
with the fine reference grid results. In the adaptive multilevel simulation, the
momentum thickness is observed to be better predicted with a small over-
prediction regarding the fine grid case.

Mean and fluctuations velocity profiles (figure 4(b)), both normalized by AU,
are also compared. The mean velocity is obtained by applying an averaging
over the constant-y planes of the streamwise velocity: wjms = (u;),,. The
corresponding velocity fluctuations are defined by:

u/irms = \/<(Uz - <Uz>mz)2>xz (53)

A good agreement exists between adaptive and fine grid results which should
ensure a good agreement between the sensor application and the LES require-
ments.

Nevertheless, the different calculations have shown a great dependance of the
results on the value of the enrichment constant C' at the coupling interfaces
between two consecutive levels (see relation (42)). In the first calculations pre-
sented above, the enrichment coefficient was fixed to C' = 0.7. In the following
simulations, some values of the enrichment coefficient have been tested. Fig-
ure 5(a) and figure 5(b) describe the momentum thickness evolution for these
different enrichment values. The corresponding results are compared with the
curves obtained on the coarse and fine reference grids, and in the case without
enrichment procedure. Four different values have been evaluated. On the first
case (figure 5(a)), the values are C' = 0.7 and C' = 0.95 in the three space di-
rections and for each boundary encountered. In the second case (figure 5(b)),
the enrichment coefficient is set to zero on cell boundaries in which the flow
is entering the cell, and to the user-specified value (C' = 0.7 and C' = 0.95)
elsewhere, that is for tangential or outgoing flow. This case will be referred to
as the dynamic enrichment case. In the non-dynamic enrichment case, results
are quite similar for each enrichment coefficient value, while in the dynamic
case, a greater dependence on the coefficient value is observed. In this config-
uration, the dynamic enrichment case with C' = 0.95 presents the best results.
This tendency is confirmed by figures 6(a) and 6(b) where the evolution of the
kinetic energy is shown. The most accurate enrichment constant, C' = 0.95
dynamically, gives a good description of this evolution comparatively to the
fine results.

Finally, figures 7 and 8 give an overview of the velocity profiles obtained for the
different calculations at the three distinct times ¢ = 20, 60 and 100. Again, the
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results obtained with the dynamic enrichement coefficient C' = 0.95 present
the best results. In particular, the streamwise velocity profile and the RMS
streamwise velocity fluctuation profile at ¢ = 100 obtained in this case are
in quite good agreement with those obtained on the fine control grid. The
amplitude of the fluctuations in the mixing zone are indeed close to the value
obtained with the control fine grid calculation.

L L L L 1 L L L L
50 100 150 t

(a) Temporal evolution of the momentum thickness

<U>, 2U' s

o1 L L L L L L L L L
0.2 0.4 0.6
Y

(b) Streamwise velocity profile and RMS
streamwise velocity fluctuations at ¢ = 100

Figure 4. Results obtained for coarse (A), fine (o) and adaptive C = 0.7 (—) grids.

In order to evaluate the influence of the subgrid-scale model on the multi-
level solution, the results obtained with the classical Smagorinsky model (26)
are compared to those obtained with the mixed-scale model (23). For all the
following calculations, the enrichment coefficient is fixed to 0.95 dynamically.
Figures 9(a) and 9(b) show the evolution of the momentum thickness for the
two models. With the Smagorinsky model, the pairing phenomena are de-
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— P e
50 100 150 t 50 100 150 t

(a) Non-dynamic enrichment (b) Dynamic enrichment

Figure 5. Temporal evolution of the momentum thickness for different values of the enrichment
constant, for the coarse grid (A), the fine grid (o) and adaptive grids with C =0 (- -—-), C = 0.7
(+-+) and C =0.95 (—).

ey &g
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20000 , o 0000 , 00
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(a) (b) Dynamic enrichment case

Figure 6. Temporal evolution of the total kinetic energy for different values of the enrichment
constant, for the coarse grid (A), the fine grid (o) and adaptive grids with C =0 (- - —-), C = 0.7
(+-+) and C =0.95 (—).

layed: the first pairing occurs near ¢ ~ 30 and the second near ¢ ~ 50. With
both models, the results corresponding to the multilevel calculations present
a quite good agreement with the fine results. Nevertheless, when using the
Smagorinsky model, the transitional regime is not correctly represented on
the multilevel calculation since the evolution of the momentum thickness is
closer to the one obtained on the coarse grid. A possible explanation of this
phenomenon comes from the excessive dissipation of the Smagorinsky model in
the early transitional regime. Indeed, the Smagorinsky model is known to ex-
hibit such a large subgrid dissipation that transition is delayed comparatively
to other models [48]. This is due to a damping of the initial perturbation. This
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Figure 7. Streamwise velocity (left) and RMS streamwise velocity fluctuations (right) profiles at
t = 20, 60, 100, for the coarse grid (A), the fine grid (o) and adaptive grids with C =0 (- - -),
C=0.7(--)and C=0.95 (—).
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Figure 8. Streamwise velocity (left) and RMS streamwise velocity fluctuations (right) profiles at
t = 20, 60, 100, for the coarse grid (A), the fine grid (o) and adaptive grids with C =0 (- - -),
C =0.7(---) and C = 0.95 (—), in the dynamic enrichment case.
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damping is more important on the coarse grid and in the first instants for the
adaptive calculation. Indeed, the first refinement occurs after some simulation
steps corresponding to five initial large-eddy turnover periods and during this
time the Smagorinsky model damps the perturbations giving an inaccurate
description of the transitional regime. This confirms that in such simulations
the first instants are really important.

Nevertheless, after the first pairing, both multilevel calculations present curves
that are good approximations of the corresponding fine results. While the
coarse grid simulation is unable to represent correctly the small-scale tran-
sition that occurs in the turbulent regime, the adaptive grid allows a good
representation of this phenomenon.
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Figure 9. Evolution of the momentum thickness for the fine grid (o), the coarse grid (A) and
adaptive grids (—).

The evolution of the total kinetic energy is then given in figures 10(a) and
10(b). The same conclusions can be made as for the momentum thickness:
while the transitional regime is not correctly described by the multilevel
calculation using the Smagorinsky model, it is quite well captured with the
mixed-scale model. Nevertheless, even with the Smagorinsky model, the
turbulent regime is well predicted with adaptive calculations in comparison
with the control fine simulations. Moreover, the Smagorinsky model is
confirmed to be characterized by a too large dissipation in the transitional
regime in comparison to other models.

Figures 11(a) and 11(b) depict the streamwise energy spectra obtained in
each simulation, at the same time ¢ = 60. The spectra obtained with the
two models lead to the same conclusions. The coarse grid solution does not
represent correctly the turbulent characteristic of the flow that is expected at
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Figure 10. Evolution of the kinetic energy for the fine grid (o), the coarse grid (A) and adaptive
grids (—).

this time, with a too low energy at the small scales and the presence of too
energetic large eddies. The multilevel simulation presents a correct slope close
to the k~%/% power law in the inertial range. A good representation of small
and large scales is obtained with the adaptive grid in comparison with the fine
control calculation.

006

E(K)

(a) Mixed-scale model (b) Smagorinsky model

Figure 11. Streamwise energy spectrum at ¢t = 60 ; o: fine grid ; A: coarse grid ; —: adaptive grids.

Finally, figures 12 and 13 present the RMS streamwise velocity fluctuations
for the fine and adaptive calculations with both models. This time, the space
coordinate is normalized by the momentum thickness ¢ = y/é,, in order to
highlight the self-similar regime. In this regime, the velocity profiles, in nor-
malized units, are expected to present a similar aspect at different times. The
coarse solution doesn’t reach the self similar state, while the fine and adaptive
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calculations do. It should be noted that the visualization times are different for
the two models since the transition occurs earlier with the mixed-scale model.

u RMS

(a) Fine calculation (b) Adaptive calculation

Figure 12. Streamwise velocity fluctuations during the self-similar phase, for fine and adaptive
calculations, at times ¢t =50 (—),t =60 (—-),t=70 (—--),t=80 (- --) and t =90 (- - -).
Smagorinsky model.

0.2

u RMS

v
¥
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Figure 13. Streamwise velocity fluctuations during the self-similar phase, for fine and adaptive
calculations, at times ¢t = 30 (—), t =40 (——), t =50 (- - -) and t = 60 (— - —). Mixed-scale model.

5 Conclusions

An adaptive grid method has been proposed, whose objective is to limit the er-
ror introduced by LES modeling. It first relies on the determination of regions
in which errors should occur; a wavelet-based sensor has been proposed and
assessed to evaluate the local variation of characteristic spectra at small scales
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and allows to compare this scaling with the Kolmogorov hypothesis. This sen-
sor is combined with a multilevel resolution of the Navier-Stokes equations,
fine grids being created where the sensor has detected a too slow decrease of
the energy spectrum at small scales. At this step, a particular attention has
to be paid to the treatment at the interface between grids of different levels.
First simulations have considered the three-dimensional temporal mixing layer.
The results seem in good agreement with previous studies, and allow to assess
the method as a good compromise between accuracy and cost of the com-
putation. The refinement strategy allows to obtain a good description of the
behavior of the mixing layer: the evolutions of momentum thickness and to-
tal kinetic energy are in good agreement with those obtained on the control
fine grid ; the velocity profiles confirm the good predictions of the multilevel
calculations. The self-similar regime is well described by using the refinement
strategy while the coarse grid calculation does not reach this regime. A compar-
ison between the results obtained with the Smagorinsky and the mixed-scale
models has confirmed a great dependance of the solution on the first instants
of the calculation. In particular, the transitional regime is affected by the too
large dissipation of the Smagorinsky model.

Other calculations are currently carried out on wall-bounded flows in order to
assess the accuracy of the present method near solid boundaries.

6 Appendix

We have mentioned that prolongation and restriction operators are necessary
to represent interactions between the different grid levels. We describe here
the interpolation coefficients used in the present paper.

Any fine grid point - level [ - is represented by indexes (i, j, k), while coarse
grid points - level [+ 1 - indexes are (I, J, K). The previous indices satisfy the
relations: i =2 (I — Ipeg) + 1, =2 (J — Joeg) + 1 and k = 2 (K — Kjpeg) + 1,
(Ibegs Jbegs Kveg) designing the first coarse cell to be refined.

6.1 The restriction operator

The fine-to-coarse restriction operator acts as a discrete filter on the solution.
—(I— . :
For any field (b( Y on the (I —1) —th grid level, this operator allows to define

the field E(Z) on the coarser grid level. This operator uses eight values on the 3D
fine grid to determine the corresponding coarse value. The stencil used by this
operator is described on figure 14(a), in the simplified 2D case for readibility.
The fine-to-coarse operator is second order accurate in space and is defined
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It should be noted that this operator is a discrete equivalent of the well-
known box filter.

6.2 The prolongation operator

For any field E(Z) on the [ — th grid level, the coarse-to-fine prolongation op-
erator allows to define a field E(l_l) on the finer grid level. This operator uses
fifteen values on the coarse grid to determine the corresponding fine value.
The stencil used by this operator is described on figure 14(b), in the simplified

2D case. The coarse-to-fine operator is third order accurate in space and is
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defined by:
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