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6 INTRODUCTION



Introdu
tion
Du fait des performan
es 
roissantes des outils informatiques, l'appro
he numériqueen mé
anique des �uides ne 
esse de se développer et se présente 
omme un 
omplémentpré
ieux à l'étude expérimentale. Elle permet d'obtenir un nombre 
onsidérable d'in-formations sur la nature de phénomènes qui ne sont pas toujours a

essibles aisément demanière expérimentale sous peine d'in�uer sur la dynamique de l'é
oulement. Par ailleurs,on peut aisément mener des études paramétriques pour des 
oûts moindres que dans le
adre de l'appro
he expérimentale.Par 
onséquent, la simulation numérique des phénomènes turbulents 
onstitue, de nosjours, un enjeu important en mé
anique des �uides. Ainsi, de nombreuses études visant àdévelopper des méthodes numériques permettant de disposer de simulations pré
ises touten réduisant leurs 
oûts ont été réalisées au 
ours de 
es dernières dé
ennies. Cependant,la simulation numérique instationnaire d'é
oulements turbulents reste pour le momentlimitée à des 
on�gurations relativement simples. En e�et, les mé
anismes qui entrent enjeu dans 
e type d'é
oulement font intervenir une gamme importante d'é
helles 
ara
téris-tiques, tant d'un point de vue spatial que temporel. La turbulen
e se dé
rit ainsi 
ommeun état 
haotique et par dé�nition imprévisible. Pour étudier les é
oulements turbulents,il 
onvient don
 de faire une séle
tion parmi les é
helles a�n de n'en 
al
uler qu'une partieet de réduire le nombre de degrés de liberté né
essaires pour que la simulation soit réa-lisable. La non-linéarité des équations implique un 
ouplage entre les di�érentes é
helles,
e qui rend impossible leur résolution de manière indépendante. Il faut don
 tenir 
omptede l'intera
tion entre 
es é
helles par des modèles. A�n de simuler au mieux la physique
omplexe de 
e type d'é
oulement, il existe ainsi deux appro
hes distin
tes.Tout d'abord, on peut dé
ider de prendre en 
ompte l'ensemble des intera
tions entre
es di�érentes gammes d'é
helles, 
e qui a pour 
onséquen
e d'aboutir à des 
oûts de 
al-
ul prohibitifs. En e�et, la prise en 
ompte d'un ensemble de stru
tures de tailles plus oumoins �nes né
essite un nombre important de points de dis
rétisation. On parlera alors deSimulation Numérique Dire
te (S.N.D. ou D.N.S. en anglais pour Dire
t Numeri
al Simu-lation). A�n de limiter les désagréments de l'appro
he dire
te, on a généralement re
oursà des outils de modélisation dans le but de réduire la quantité d'é
helles expli
itementrésolue.C'est notamment dans 
ette optique que la S.G.E. (Simulation des Grandes E
helles, ouL.E.S. en anglais pour Large Eddy Simulation), a été élaborée. Elle repose sur une dé
om-position fréquentielle des variables de l'é
oulement par l'appli
ation d'un �ltre passe-basen fréquen
e. L'intérêt de 
e �ltrage est qu'il permet de distinguer deux gammes d'é
helles :d'une part, la partie basse fréquen
e 
ontient les grosses stru
tures de l'é
oulement, les-quelles 
onstituent sa partie motri
e et sont 
al
ulées dire
tement par résolution des équa-7



8 INTRODUCTIONtions de Navier-Stokes �ltrées ; d'autre part, les petites é
helles, qui 
orrespondent à lapartie haute fréquen
e, sont prises en 
ompte par l'introdu
tion d'un modèle. Cette modé-lisation s'appuie sur des 
ara
téristiques parti
ulières de 
es petites stru
tures (isotropie,homogénéité, universalité, ...). Pour une revue plus 
omplète des te
hniques Simulationdes Grandes E
helles, le le
teur pourra se reporter à l'ouvrage de P. Sagaut [122℄.Cependant, 
es hypothèses portant sur les petites é
helles ne sont pas véri�ées pour toutesles 
on�gurations de 
al
ul. Par exemple, on ne retrouve pas né
essairement les 
onditionsd'isotropie des petites é
helles dans les zones de pro
he paroi. Par ailleurs, la proportionde petites é
helles peut varier de manière signi�
ative spatialement et temporellement, dufait du 
ara
tère intermittent de la turbulen
e. Ce
i né
essite alors d'adapter la modéli-sation en 
onséquen
e, de manière à diminuer les erreurs de modélisation dans les zonesde l'é
oulement 
ritiques pour l'appro
he SGE.Une idée 
ouramment envisagée, a�n de limiter les erreurs de modélisation engendréesdans de telles 
ir
onstan
es, est alors de diminuer la quantité d'é
helles à modéliser. Lasolution est ainsi d'adapter le maillage a�n de le rendre plus �n dans les zones à risques,au regard des hypothèses né
essaires à la modélisation. En e�et, la notion de �ltrage in-troduite dans le 
adre de la SGE est dire
tement liée à la résolution de la grille de 
al
ul :plus le maillage est grossier, et plus la quantité d'é
helles à modéliser est importante.La notion d'adaptation de maillage est déjà 
ouramment employée dans le 
adre de la ré-solution numérique d'équations di�érentielles. On peut 
iter les méthodes A.M.R. (Adap-tive Mesh Re�nement [9, 8, 117℄) dont l'obje
tif est d'adapter lo
alement et de manièreautomatique le maillage à l'é
helle des mé
anismes mis en jeu. L'obje
tif 
ommun desméthodes adaptatives est ainsi d'ajuster la résolution du maillage de telle manière qu'ilsoit possible d'obtenir une bonne dis
rétisation de l'ensemble des stru
tures de l'é
oule-ment. Ces méthodes adaptatives peuvent alors être 
ombinées ave
 di�érentes appro
hesportant sur la simulation des phénomènes turbulents. C'est le 
as des études 
on
ernant leproblème de 
ouplage entre les méthodes moyennées de type RANS (Reynolds AveragedNavier-Stokes [114℄) et SGE, 
ha
une de 
es méthodes né
essitant une pré
ision de grillede 
al
ul qui lui est propre. On parle alors de méthodes hybrides [115, 136, 68℄.Fa
e au problème du 
oût ex
essif que représente la prise en 
ompte déterministe destru
tures de petites tailles, il est i
i envisagé de traîter 
haque gamme d'é
helle indépen-demment par une dé
omposition multi-niveaux. Pour 
ela, on 
her
he à réduire l'étenduedes grilles de 
al
ul de haute résolution et à limiter 
es grilles aux zones parti
ulièresde l'é
oulement qui né
essitent la prise en 
ompte déterministe de petites stru
tures,
omme 
'est par exemple le 
as des é
oulements de 
ou
he limite. Un outil d'adapta-tion de maillage est ainsi proposé dans 
ette étude. Cependant, une telle dé
ompositionmulti-niveaux n'est pas sans poser un 
ertain nombre de problèmes. En parti
ulier, uneattention toute parti
ulière doit être prêtée au problème du 
ouplage et du transportd'informations entre les di�érents niveaux de résolution. Ainsi, s'il semble intuitivementsimple de transférer l'information résolue à un niveau donné vers des niveaux de résolu-tion plus grossiers, l'opération inverse se révèle plus déli
ate. Dans 
e 
as, il est né
essairede pro
éder à un enri
hissement en fréquen
e de la solution a�n de lui donner le bonniveau fréquentiel. L'appro
he introduite dans 
es travaux traite de manière expli
ite dela dis
ontinuité fréquentielle qui existe entre les di�érents niveaux de �ltrage. Plus pré-
isément, 
ette dernière sera traitée par un enri
hissement dire
t par extrapolation pour



INTRODUCTION 9le 
ouplage grossier/�n né
essaire à la dé�nition des 
onditions aux limites d'une grille �ne.Le re
ours à l'adaptation de maillage en Simulation des Grandes E
helles n'est par ailleurspas un problème simple à traiter. En e�et, un grand nombre d'études a permis de mettreen éviden
e les éventuelles 
ompli
ations numériques qui peuvent survenir lorsque l'onapplique des 
al
uls de SGE sur un maillage non uniforme en espa
e en a

ord ave
 larépartition spatiale des stru
tures turbulentes (voir, par exemple, [50, 143, 142, 63℄). L'in-�uen
e de 
ette erreur, dite erreur de 
ommutation, engendrée par 
e type de maillage, yest dis
utée.Mais l'impa
t réel des méthodes d'adaptation de maillages sur la SGE n'a pas été détailléd'avantage. L'obje
tif des travaux e�e
tués a don
 été d'étudier l'apport des méthodesd'adaptation en terme de pré
ision de 
al
ul, lorsque l'on veut appliquer la SGE à desé
oulements pour lesquels les hypothèses de modélisation ne sont pas né
essairement vé-ri�ées.Ce mémoire s'arti
ule autour de deux grandes parties. La première 
ommen
e par dé-
rire les grands 
on
epts de la Simulation des Grandes E
helles. Ainsi le 
hapitre 1 ex-pose la problématique liée à 
ette méthodologie en introduisant la notion de séparationd'é
helles qui lui est propre. Les équations de base de la Simulation des Grandes E
hellessont également présentées dans 
e premier 
hapitre, introduisant par la même o

asion leproblème de fermeture sous-maille. Les di�érentes fermetures sous-mailles utilisées dansla suite de l'étude sont ensuite dé
rites dans le 
hapitre 2. Le 
hapitre 3 introduit alorsle problème que représente le 
ouplage de la Simulation des Grandes E
helles ave
 desméthodes d'adaptation de maillage. La démar
he a plus parti
ulièrement visé à donnerune estimation de l'erreur introduite par une adaptation temporelle du maillage. Uneappro
he théorique, inspirée des travaux portant sur l'erreur de 
ommutation due à uneinhomogénéité en espa
e du maillage, a visé à mettre en éviden
e des 
ritères numériquesà respe
ter a�n de limiter l'erreur introduite (
hapitre 3). Une étude numérique sur un 
asde Turbulen
e Homogène Isotrope (THI) a également été menée en parallèle pour validerl'appro
he théorique (
hapitre 4).La deuxième partie du mémoire vise à évaluer plus 
on
rètement l'apport des méthodesd'adaptation de maillage sur des 
al
uls de Simulation des Grandes E
helles. Ainsi, a�n de
onfronter la méthode d'adaptation à des é
oulements 
on
rets, il a d'abord été né
essaired'élaborer une stratégie automatique d'adaptation de maillage. Après une étude biblio-graphique des di�érentes méthodes de ra�nement lo
al de maillage existantes (
hapitre5), la méthode retenue dans 
es travaux est détaillée dans le 
hapitre 6. On y dé
rit enparti
ulier le formalisme multi-niveaux, en détaillant la séparation multi-é
helles 
onsi-dérée ainsi que les équations à résoudre à 
haque niveau de �ltrage. Le problème dutraitement aux interfa
es de 
ouplage grossier/�n est également détaillé dans 
e 
hapitre.L'étape d'adaptation automatique de maillage né
essite l'élaboration d'un indi
ateur dera�nement adapté à la SGE et, de manière plus générale, à tout é
oulement pleinementturbulent. Ainsi, a�n de déte
ter de manière automatique les zones à ra�ner, il a été
hoisi d'utiliser une méthode basée sur les ondelettes (
hapitre 7) ; le prin
ipe est alorsde déterminer les zones 
ritiques pour la SGE en re
her
hant un éventuel 
ara
tère ani-sotrope des petites stru
tures. La gestion du ra�nement a également été mise au pointa�n de limiter les erreurs numériques engendrées. Après avoir validé la démar
he sur un



10 INTRODUCTION
as simple, elle a été étendue à des 
as plus 
omplexes d'é
oulements, pour lesquels unestratégie d'adaptation semble né
essaire à la SGE (
hapitre 8). Dans un premier temps, ils'agit de valider l'algorithme multi-niveaux sur un é
oulement de 
ou
he de mélange. Lesdeux autres 
as de 
al
ul envisagés 
on
ernent le 
as du 
anal plan, qui doit permettre de
onfronter la méthode aux é
oulements pariétaux, puis l'é
oulement se formant en avald'un objet au bord de fuite tronqué.En�n, une 
on
lusion et des perspe
tives viennent a
hever 
e mémoire, 
omplété par desannexes et les publi
ations asso
iées.
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Chapitre 1La Simulation des Grandes E
hellesLa simulation d'un é
oulement né
essite l'utilisation de méthodes numériques dans lebut de résoudre les équations de Navier-Stokes. On 
omprend aisément que les 
ontraintesà imposer aux outils numériques seront d'autant plus importantes que la 
on�gurationde l'é
oulement étudié sera 
omplexe. En parti
ulier, le 
as des é
oulements turbulentsné
essite la prise en 
ompte de la dynamique de l'ensemble des é
helles spatio-temporelles
ara
téristiques de l'é
oulement. Par exemple, dans le 
as d'un é
oulement de dimension
ara
téristique donnée L, il faudra utiliser une dis
rétisation spatiale qui permettra deprendre en 
ompte à la fois des stru
tures tourbillonnaires dont la taille est du mêmeordre de grandeur que le domaine de 
al
ul (i.e. L) et les plus petites stru
tures présentesdans l'é
oulement 
ara
térisées par l'é
helle dissipative de Kolmogorov η. Ces deux é
hellessont reliées au nombre de Reynolds de l'é
oulement par :
L

η
= O

(
Re

3/4
L

) (1.1)De 
ette manière, la résolution totale des équations de Navier-Stokes pour un domainetridimensionnel de dimension L3 né
essitera d'utiliser une dis
rétisation en espa
e ave

O(Re

9/4
L ) degrés de liberté. En ajoutant à 
ela la prise en 
ompte du rapport des temps
ara
téristiques qui est de l'ordre de O(Re

3/4
L ), on obtient au total Re3L degrés de liberté.Sa
hant que les nombres de Reynolds employés dans des appli
ations aéronautiques varientgénéralement entre 106 et 108, on 
omprend qu'il est très di�
ile d'utiliser des simula-tions numériques dire
tes qui prendraient en 
ompte toutes les é
helles présentes dans lespe
tre d'énergie 
inétique turbulente. De telles simulations né
essiteraient des ressour
esinformatiques bien supérieures à 
elles a
tuellement disponibles sur les super-
al
ulateurs.De manière générale, il n'est pas indispensable d'avoir re
ours à une simulation 
omplètede la dynamique de l'é
oulement. En e�et, en vue d'appli
ations industrielles éventuellesde 
es 
al
uls, seules les grandeurs moyennes et les grosses stru
tures présentent un réelintérêt. En pratique, le 
ara
tère 
haotique de la turbulen
e ne permet pas de reproduireexa
tement, et de façon déterministe, un é
oulement, les 
onditions initiales ne pouvantêtre 
onnues ave
 une pré
ision in�nie.A�n de limiter les 
oûts de 
al
uls lors de 
es simulations d'é
oulements turbulents, ilexiste des te
hniques de modélisation qui o�rent un substitut à la simulation numériquedire
te, en faisant une séle
tion parmi les é
helles pour n'en 
al
uler qu'une partie etréduire ainsi le nombre de degrés de liberté né
éssaires pour réaliser 
ette simulation. Ces13



14 CHAPITRE 1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLESméthodes reposent sur une dé
omposition des variables étudiées dans l'é
oulement en sapartie résolue, notée φ̄, et sa partie non résolue et don
 modélisée, notée φ′ :
φ = φ̄+ φ′ (1.2)La partie résolue φ̄ représente le niveau de des
ription le plus grossier de la solution dontla résolution né
essite l'emploi de moins de degré de liberté que pour la variable physique

φ. Néanmoins, la non-linéarité des équations de Navier-Stokes traduit le 
ouplage qu'ilexiste entre les di�érentes é
helles de la solution, 
e qui implique que 
elles-
i ne peuventpas être 
al
ulées indépendemment les unes des autres. Il est don
 né
essaire de prendreen 
ompte les intera
tions entre le 
hamp résolu φ̄ et le 
hamp non résolu φ′. Ainsi, lesméthodes de modélisation de la turbulen
e que nous allons aborder par la suite ont pourfon
tion d'introduire un modèle permettant de rendre 
ompte de 
es intera
tions. Parailleurs, 
e modèle servant à représenter l'a
tion d'un très grand nombre d'é
helles ave
 le
hamp résolu, il sera 
ara
térisé de modèle statistique dans le sens où il ne rend 
ompteque d'une a
tion globale de 
es é
helles.Il existe di�érentes méthodes de modélisation de la turbulen
e qui se di�éren
ient parla dé�nition donnée au 
hamp résolu φ̄ ; les deux méthodes les plus fréquemment em-ployées sont la méthode RANS (pour Reynolds Averaged Numeri
al Simulation) et laméthode SGE (pour Simulation des Grandes E
helles, ou LES en anglais pour Large-Eddy Simulation), que nous allons évoquer su

essivement dans les paragraphes suivants.On peut également 
iter des appro
hes moins répandues, 
omme les méthodes C.V.S.(Coherent Vortex Simulation, [37℄) et S.C.A.L.E.S. (Sto
hasti
 Coherent Adaptive LargeEddy Simulation, [51℄), pour lesquelles on ne résoud expli
itement que les stru
tures 
ohé-rentes de l'é
oulement, ou en
ore les méthodes P.O.D. (Proper Orthogonal De
omposition,[12℄) pour lesquelles on ne 
onserve que les stru
tures les plus énergétiques.L'appro
he RANS 
onsiste à dé�nir le 
hamp résolu φ̄ 
omme étant la moyenne statistiquede la solution : φ̄ = 〈φ〉, la notation 〈.〉 représentant l'opérateur de moyenne statistique.La partie modélisée φ′ représente, pour sa part, les �u
tuations de la grandeur étudiée parrapport à 
ette moyenne. Cette moyenne statistique est généralement asso
iée dire
tementà une moyenne temporelle de la solution, mais 
e
i limite les situations envisageables ave

ette méthode aux seuls 
as stationnaires. Pour les 
as instationnaires, il existe néan-moins les méthodes URANS (pour Unsteady Reynolds Average Numeri
al Simulation)pour lesquelles la moyenne statistique est 
onsidérée, 
ette fois-
i, 
omme une moyenned'ensemble.L'appro
he moyennée permet en règle générale une rédu
tion 
onsidérable du nombre dedegrés de liberté utilisés pour la simulation, 
e qui la rend plus attra
tive que les simu-lations dire
tes pour les appli
ations industrielles. Elle entraîne 
ependant des problèmesde modélisation de 
ertains termes non linéaires qui apparaissent dans les équations deNavier-Stokes moyennées. Ces termes faisant intervenir les variables non résolues, ils nesont e�e
tivement pas dire
tement 
al
ulables et né
essitent un re
ours à une modélisa-tion, dont la 
omplexité dépend de la quantité d'informations non-résolues. Cette modé-lisation est très 
omplexe 
ar elle doit rendre 
ompte de la totalité du spe
tre turbulent.Par 
onséquent, les modèles de turbulen
e RANS sont généralement 
alibrés en fon
tionde la 
on�guration de 
al
ul ren
ontrée. Spalart et al. [133℄ en déduisent qu'il est di�
i-lement 
on
evable d'appliquer l'appro
he RANS sur une 
on�guration d'avion 
omplète.



1.1. NOTION DE FILTRAGE 15Par ailleurs, de nombreuses études semblent 
on�rmer que les méthodes RANS abou-tissent à des résultats erronés lorsqu'il s'agit de simuler des é
oulements présentant desintera
tions entre des instabilités et des phénomènes turbulents aléatoires [7℄. Il sembleen e�et que les méthodes RANS sont trop dissipatives en présen
e de phénomènes turbu-lents, 
e qui empê
he de rendre 
ompte de tout 
ouplage de 
es derniers ave
 d'éventuellesinstabilités naturelles de l'é
oulement. Par 
onséquent, l'appli
ation de méthodes RANS àdes 
on�gurations de 
al
ul de plus en plus 
omplexes s'avère limitée. Une solution inter-médiaire entre les appro
hes dire
te et moyennée est la Simulation des Grandes E
helles.La démar
he de la simulation des grandes é
helles est totalement di�érente, puisqu'ils'agit i
i de distinguer les di�érentes é
helles présentes dans la solution. En e�et, ellepropose de ne résoudre dire
tement que les plus grandes é
helles de l'é
oulement, qui
onstituent �sa partie motri
e�. L'emploi de telles méthodes fait également apparaître destermes non-linéaires dans les équations de Navier-Stokes, traduisant l'intera
tion entreles petites é
helles non résolues et les grandes é
helles 
ontenant la majeure partie del'énergie 
inétique. Ces termes supplémentaires faisant intervenir le 
hamp non résolu, ona re
ours à un modèle appelé modèle sous-maille pour prendre en 
ompte les é
helles nonrésolues. On peut ainsi faire le rappro
hement entre 
ette méthode et d'autres démar
hes
lassiques en mé
anique, pour lesquelles nous avons également re
ours à des distin
tionsde di�érents niveaux de des
ription des phénomènes ; l'exemple le plus 
onnu est l'inté-gration de la mé
anique parti
ulaire statistique à plus grande é
helle dans le 
adre de lamé
anique des milieux 
ontinus.La SGE s'en tient don
 à ne résoudre réellement que les grosses stru
tures de l'é
oulementdont les 
ara
téristiques varient énormément en fon
tion du type d'é
oulement 
onsidéré,les petites é
helles ayant, pour leur part, un 
ara
tère beau
oup plus universel. Parmi lesavantages de 
ette démar
he de simulation, on peut mentionner le fait qu'en appliquant
ette méthode, on peut réduire deux prin
ipaux défauts des autres méthodes mention-nées : d'une part, l'exigen
e en puissan
e de 
al
ul requise par la Simulation NumériqueDire
te, et d'autre part, l'empirisme des fermetures en un point des équations moyennéestemporellement.La simulation des grandes é
helles représente don
 un bon 
ompromis entre la SimulationNumérique Dire
te et les méthodes RANS.1.1 Notion de �ltrageL'obje
tif de la Simulation des Grandes E
helles est don
 de réaliser des simulationsà partir de maillages plus grossiers que 
eux employés en simulation dire
te, pour réduirele 
oût des 
al
uls. Celà revient à appliquer un �ltrage spatial à la solution, 
e qui setraduit mathématiquement par l'introdu
tion d'une fon
tion φ̄ obtenue par 
onvolutionde la solution exa
te et d'une fon
tion �ltre. Ce �ltre aura des propriétés liées au maillageainsi qu'à la taille de maille employée dans la simulation ∆̄, dite é
helle de 
oupure. Onasso
ie à 
ette é
helle de 
oupure ∆̄ un nombre d'onde de 
oupure véri�ant kc = π/∆̄. Lavariable �ltrée est don
 dé�nie formellement de la manière suivante :
φ̄(x, t) = G ⋆ φ(x, t) =

∫ +∞

−∞

φ(y, t) G(x− y, ∆̄(x, t))dy (1.3)Les propriétés 
ommunément admises pour la fon
tion �ltre sont les suivantes :



16 CHAPITRE 1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLES- Conservation des 
onstantes : soit a une 
onstante,
ā = a⇐⇒

∫
G(y)dy = 1 (1.4)- Linéarité (fa
ilement véri�ée par la linéarité du produit de 
onvolution)

φ+ ψ = φ+ ψ (1.5)- Commutativité ave
 les dérivations
∂φ

∂s
=
∂φ

∂s
, s = x, t (1.6)Ces propriétés apparaissent, en e�et, né
éssaires pour obtenir une appli
ation simpledu �ltrage aux équations de Navier-Stokes. Il est 
ependant important de souligner queles �ltres véri�ant 
es trois propriétés n'ont à priori au
une raison d'être des opérateursde Reynolds, 
'est à dire :

¯̄φ = G ⋆ G ⋆ φ 6= φ̄ = G ⋆ φ (1.7)
φ′ = G ⋆ (Id−G) ⋆ φ 6= 0 (1.8)Ainsi, on peut a�rmer que G n'est pas un proje
teur mais peut être interprété plut�t
omme un 
hangement de variable, d'où la possibilité d'inverser l'opération de �ltrage.Par 
onséquent, il n'y a pas de perte d'information du fait du �ltre employé. Au 
ontraire,un opérateur de Reynolds ne pouvant être inversé [43℄, il y aurait une perte inévitabled'information en employant un tel opérateur 
omme �ltre.Par ailleurs, il existe également des nuan
es en 
e qui 
on
erne les 
onditions de validitéde la troisième propriété. En e�et, nous verrons par la suite que l'utilisation d'é
hellesde 
oupure variables (dans le temps ou l'espa
e) peut entraîner l'apparition de termessupplémentaires dans les équations de Navier-Stokes. Ces termes peuvent alors perturberla simulation si on ne prend pas un soin parti
ulier dans le 
hoix du �ltre employé a�n depouvoir les négliger ou pour les modéliser 
onvenablement (
f 
hapitre 3).En pratique, on 
onsidère généralement trois prin
ipaux �ltres en SGE pour réaliser laséparation des é
helles de la turbulen
e. Pour le 
as monodimensionnel, on peut é
rire lesnoyaux de 
onvolution G et les fon
tions de transfert asso
iées Ĝ pour 
es �ltres de lamanière suivante :1. Le �ltre boîte :
G(x− ξ) =





1

∆̄
si |x− ξ| ≤ ∆̄

2

0 sinon (1.9)
Ĝ(k) =

sin(k∆̄/2)

k∆̄/2
(1.10)2. Le �ltre Gaussien :

G(x− ξ) =
( γ

π∆̄2

)1/2

exp

(
−γ|x− ξ|2

∆̄2
)

) (1.11)
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Ĝ(k) = exp

(−∆̄2k2

4γ

) (1.12)où γ est une 
onstante, prise généralement égale à 4.3. Le �ltre porte, ou sharp 
ut-o� :
G(x− ξ) =

sin(kc(x− ξ))

kc(x− ξ)
, ave
 kc =

π

∆̄
(1.13)

Ĝ(k) =

{
1 si |k| ≤ kc

0 sinon (1.14)Il peut être intéréssant de noter i
i que seul le �ltre porte est un opérateur de Reynolds.Par ailleurs, on véri�e fa
ilement que les deux premiers �ltres sont positifs, 
e qui n'estpas le 
as du �ltre porte. Pour 
omprendre l'intéret de l'utilisation d'un �ltre positif, onintroduit le tenseur sous-maille τ (
ette notion sera détaillé par la suite, 
f relation (1.37)) :
τij = uiuj − ūiūjoù ui représente la i-ième 
omposante du ve
teur vitesse.Par analogie ave
 le tenseur de Reynolds dans l'appro
he statistique, on introduit la
ondition de réalisabilité ; le tenseur τ est dit réalisable, ou dé�ni semi-positif, s'il véri�eles 
onditions suivantes :

τii ≥ 0 (1.15)
|τij | ≤ √

τiiτjj (1.16)
det(τ) ≥ 0 (1.17)La positivité du �ltre est alors une 
ondition né
essaire et su�sante pour assurer laréalisabilité du tenseur sous maille τ .1.2 Les équations de Navier-Stokes �ltrées1.2.1 Equations �ltrées pour un �uide 
ompressibleCe 
hapitre est 
onsa
ré à l'obtention des équations 
onstitutives de la te
hnique desimulation des grandes é
helles, soit les équations de Navier-Stokes �ltrées. On rappelletout d'abord la forme générale des équations de Navier-Stokes, avant de rentrer en détailsdans l'obtention des équations �ltrées et l'introdu
tion des éventuels termes de 
ommu-tation.Les équations de Navier-Stokes expriment des prin
ipes simples de la mé
anique des�uides, que sont la 
onservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergietotale du �uide 
onsidéré. En l'absen
e de for
es extérieures, dans le 
as d'un �uide New-tonien, visqueux et 
ompressible, les équations de Navier-Stokes, dans l'espa
e physique,peuvent s'exprimer de la manière suivante, en suivant la 
onvention d'Einstein sur lessommations :

∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρui) = 0 (1.18)
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∂ρui
∂t

+
∂

∂xj
(ρuiuj) = − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj
(σij) (1.19)

∂ρE

∂t
+

∂

∂xi
((ρE + p)ui) = − ∂

∂xi
(qi) +

∂

∂xj
(σijui) (1.20)Les variables xi et t designent, respe
tivement, les variables d'espa
es et le temps, ρ ladensité du �uide et on note ui la 
omposante du ve
teur vitesse dans la dire
tion i. La loides gaz parfaits permet de relier la pression statique p à la densité et la température du�uide :

p = ρRT (1.21)où R = R/M , R étant la 
onstante des gaz parfaits et M la masse molaire du �uideétudié. De la même façon, l'énergie totale du �uide 
onsidéré ρE peut s'exprimer de lamanière suivante :
ρE =

p

γ − 1
+

1

2
ρuiuj (1.22)Le terme ρe = p/(γ−1) dé
rit l'énergie interne du �uide, γ étant le rapport des 
apa
ités
alori�ques à pression 
onstante (Cp) et volume 
onstant (Cv) : γ = Cp/Cv.La 
omposante qj du �ux de 
haleur et la 
omposante σij du tenseur des 
ontrainesvisqueuses véri�ent les relations suivantes :

qj = −K ∂T

∂xj
(1.23)

σij = 2µ

(
Sij −

1

3
Skkδij

) (1.24)où δij est le symbole de Krone
ker et S le tenseur des vitesses de déformation :
Sij =

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

) (1.25)La loi de Sutherland nous permet de déterminer la vis
osité dynamique µ en fon
tion dela température du �uide :
µ(T ) = µ0

(
T

T0

)3/2
T0 + C

T + C

T0 étant une température de référen
e1 et µ0 et C des 
onstantes qui varient en fon
tiondu �uide étudié2.Le 
oe�
ient de 
ondu
tibilité thermique K est, pour sa part, lié à la vis
osité dynamiquepar l'intermédiaire du nombre de Prandtl3, noté Pr :
K(T ) =

Cpµ(T )

PrOn trouve généralement le système formé par les équations (1.18-1.20) sous une formesimpli�ée ; on peut en e�et substituer 
e système par la notation 
ompa
te suivante :
∂V

∂t
+ N (V ) = 0 (1.26)1T0 = 273K2µ0 = 1, 711 × 10

−5Pl et C = 110, 4K pour l'air3Pr = 0.7 généralement admis pour l'air



1.2. LES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES FILTRÉES 19Le ve
teur V est ainsi 
onstitué des variables 
onservatives de l'é
oulement V T = (ρ, ρUT , ρE),
U étant le ve
teur vitesse UT = (u1, u2, u3). L'opérateur N s'é
rit :

N (V ) =




∇.(ρU)
∇.(ρU ⊗ U) + ∇p−∇.σ

∇.((ρE + p)U) −∇.(σ : U) + ∇.q


 (1.27)Les notations ∇ et ∇. désignent respe
tivement le gradient et la divergen
e.Le système (1.26) 
onstitue la formulation générale des équations de base de la mé
aniquedes �uides. L'appro
he de la Simulation des Grandes E
helles va alors 
onstituer à neles résoudre que pour les stru
tures les plus volumineuses de l'é
oulement. Pour 
ela,nous avons mentionné la notion de �ltrage de la solution a�n de distinguer 
es grossesstru
tures. En appliquant 
e �ltre noté .̄ ou G à l'équation 
ompa
te (1.26), nous obtenonsles équations �ltrées à résoudre :

G ⋆

(
∂V

∂t
+ N (V )

)
= 0 (1.28)L'obje
tif est alors de se ramener à un système d'équations portant sur les variables �ltrées

V . En supposant, dans un premier temps, que les opérateurs de di�érentiation 
ommutentave
 la notion de �ltrage (voir 
hapitre 3 pour une dis
ussion autour de 
ette hypothèse),le système (1.28) peut être reformulé de la manière suivante :
∂V

∂t
+ N (V ) = −[G⋆,N ](V ) (1.29)Le membre de gau
he est dire
tement 
al
ulable 
ar il ne fait intervenir que le 
hamprésolu V . Le se
ond membre provient de la non-linéarité de l'opérateur de Navier-Stokes

N et ne peut être 
al
ulé simplement puisqu'il fait intervenir les variables non �ltrées V .Le membre de droite fait intervenir le 
ommutateur dé�ni de la manière suivante :
[a, b](φ) = a ◦ b(φ) − b ◦ a(φ) (1.30)Par ailleurs, l'appli
ation du �ltre SGE aux équations de Navier-Stokes va aboutir à deséquations �ltrées portant sur des quantités à résoudre de la forme ρφ, où φ représentesoit une grandeur thermodynamique de l'é
oulememnt, soit une grandeur 
inématique.Or seules les quantités ρ et φ sont 
al
ulées expli
itement, 
e qui entraîne un nouveauproblème de fermeture. A�n d'éviter 
ela, on va rée
rire les équations �ltrées en introdui-sant le 
hangement de variables de Favre, qui 
onsiste à pondérer les quantités ρφ par lamasse volumique ρ. Les nouvelles variables sont ainsi obtenues par :

φ̃ =
ρφ

ρ
(1.31)et on utilise le même type de dé
omposition des variables que 
elle dé�nie par (1.2) :

φ = φ̃+ φ′′ (1.32)La première 
onséquen
e de l'introdu
tion de 
es nouvelles variables �ltrées apparaît auniveau de l'énergie résolue. En e�et, en appliquant 
e �ltrage à la relation (1.22) liant



20 CHAPITRE 1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLESl'énergie à la pression, on obtient une nouvelle relation portant sur les variables �ltréesqui est non-linéaire. On introduit alors l'énergie résolue ρ̂E :
ρ̂E =

p

γ − 1
+

1

2

ρU.ρU

ρ
6= ρE (1.33)On peut alors réé
rire les équations de Navier-Stokes en introduisant les variables de Favre,di�érentes formulations du système d'équations �ltrées étant néanmoins disponibles dansla littérature. Pour une présentation détaillée des diverses formulations existantes pour leséquations �ltrées, on pourra se reporter à la thèse de Lenormand [71℄. On se 
ontenterai
i de donner la formulation retenue dans nos travaux.L'équation de 
onservation de la masse �ltrée est 
ommune à l'ensemble des appro
hes etdevient :

∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρũi) = 0 (1.34)Par ailleurs, il existe une importante similitude entre les di�érentes appro
hes pour l'é
ri-ture de l'équation de quantité de mouvement �ltrée, que l'on peut é
rire de manièregénérale :

∂

∂t
(ρũi) +

∂

∂xj
(ρũiũj) +

∂p

∂xi
− ∂σ̂ij
∂xj

= − ∂

∂xj
[ρ(ũiuj − ũiũj)] +

∂

∂xj
(σij − σ̂ij) (1.35)La partie résolue du tenseur des 
ontraintes visqueuses σ̂ij est dé�nie par :

σ̂ij = 2µ
(
T̃
)(

S̃ij −
1

3
S̃kkδij

) (1.36)Le membre de droite de (1.35) fait intervenir deux termes sous-maille. Le premier d'entreeux est le tenseur des 
ontraintes sous-mailles et est généralement noté τij . C'est parl'intermédiaire de 
e terme que l'on va modéliser l'a
tion des petites é
helles de la tur-bulen
e sur les é
helles résolues. En s'appuyant sur les travaux de Leonard [74℄, on peutdé
omposer 
e tenseur de la manière suivante :
ρ (ũiuj − ũiũj)︸ ︷︷ ︸

τij

= ρ
(
˜̃uiũj − ũiũj

)

︸ ︷︷ ︸
Lij

+ ρ
(
ũ

′′

i ũj + ˜̃uiu′′j

)

︸ ︷︷ ︸
Cij

+ ρ
(
ũ

′′

i u
′′

j

)

︸ ︷︷ ︸
Rij

(1.37)où Lij , Cij et Rij sont réspe
tivement les tenseurs de Leonard, des termes 
roisés et deReynolds. Seul le tenseur de Leonard est dire
tement 
al
ulable puisqu'il ne fait intervenirque les é
helles résolues dont il traduit les intera
tions.Le se
ond terme sous-maille fait intervenir le tenseur σij obtenu par �ltrage du tenseur
σij . En règle générale, on admet que la vis
osité et la partie déviatri
e du tenseur des tauxde déformations sont dé
orélées, 
e qui permet de réé
rire le tenseur σij de la manièresuivante :

σij = 2µ

(
Sij −

1

3
Skkδij

) (1.38)On note généralement A1 et A2 les deux termes présents dans le membre de droite de larelation (1.35) :
A1 = −∂τij

∂xj
(1.39)

A2 =
∂

∂xj
(σij − σ̃ij) (1.40)



1.2. LES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES FILTRÉES 21En�n, de nombreuses formulations existent pour l'équation de 
onservation de l'énergie�ltrée. La formulation retenue i
i est 
elle proposée par Vreman [145, 147℄ qui est laforme la plus générale ren
ontrée dans la littérature, et pour laquelle au
une hypothèsesimpli�
atri
e n'a été appliquée. L'équation traduisant la 
onservation de l'énergie totalerésolue ρ̂E s'é
rit :
∂ρ̂E

∂t
+

∂

∂xj

((
ρ̂E + p

)
ũj

)
+
∂Q̂j

∂xj
− ∂

∂xj
(σ̂ij ũi) = −B1−B2−B3+B4+B5+B6−B7 (1.41)ave
 Q̂j le �ux de 
haleur résolu :

Q̂j = −κ(T̃ )
∂T̃

∂xj
(1.42)Les termes B1 à B7, qui représentent les termes sous-maille selon la dé
omposition deVreman et al. [147℄, sont donnés par :

B1 =
1

γ − 1

∂

∂xj
(puj − pũj) (1.43)

B2 = p
∂uj
∂xj

− p
∂ũj
∂xj

(1.44)
B3 =

∂τij ũi
∂xj

(1.45)
B4 = τij

∂ũi
∂xj

(1.46)
B5 = σij

∂ui
∂xj

− σij
∂ũi
∂xj

(1.47)
B6 =

∂

∂xj
(σijũi − σ̂ij ũi) (1.48)

B7 =
∂

∂xj

(
Qj − Q̂j

) (1.49)On dispose dans la littérature d'un 
ertain nombre d'hypothèses visant à simpli�erle système d'équations �ltrées. En parti
ulier, l'analyse de Vreman et al. [147℄ permetde déterminer l'importan
e relative de 
ha
un des termes sous-mailles apparaissant dansl'équation de quantité de mouvement �ltrée et l'équation d'énergie �ltrée par des évalua-tions a priori de 
es termes dans le 
as de la 
ou
he de mélange. Ainsi, 
ette étude montreque les termes A2, B6 et B7 sont négligeables devant les autres termes présents dans 
eséquations. Par ailleurs, les termes B3 et A1 sont évalués de manière immédiate dés lorsque le tenseur sous-maille τij a été 
onvenablememnt modélisé. Le terme B4, bien que
al
ulable dire
tement, est ignoré du fait de son faible ordre de grandeur. En�n, le terme
B5 a fait l'objet de nombreuses études par le passé. En tenant 
ompte des 
on
lusions deVreman et al. montrant que l'ordre de grandeur de 
e terme est faible devant les autrestermes sous-maille, et du fait de la 
omplexité ou de la trop grande approximation desmodèles existants pour 
e terme, il a été fait le 
hoix de ne pas en tenir 
ompte dans lasuite de 
es travaux.



22 CHAPITRE 1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLESIl est intéressant de noter que les 
on
lusions de Vreman ne se limitent pas au 
as dela 
ou
he de mélange, puisqu'elles ont été 
on�rmées par la suite par Lenormand et al.[72, 73℄ sur une 
on�guration de 
anal plan. Plus généralement, les travaux de Cote et al.[24℄ montrent que 
es 
on
lusions semblent pouvoir s'appliquer à la majorité des é
oule-ments homogènes 
isaillés.Ainsi, seuls les termes A1, B1, B2 et B3 seront retenus dans 
es travaux et leur modélisa-tion sera donnée dans un pro
hain paragraphe (
f 
hapitre 2).1.2.2 Equations �ltrées pour un �uide in
ompressibleL'é
riture des équations de Navier-Stokes �ltrées dans le paragraphe pré
édent nousa 
ontraint à 
onsidérer que l'opération de �ltrage 
ommute ave
 les di�érentes dérivéespartielles présentes dans les équations de Navier-Stokes. Or, nous allons voir que dans 
er-taines 
onditions de 
al
ul, 
ette hypothèse est remise en 
ause et qu'une attention touteparti
ulière doit être portée au terme d'erreur engendré. A�n de simpli�er les notations,nous allons i
i 
onsidérer les équations de Navier-Stokes in
ompressibles 
omme point dedépart et réé
rire les équations �ltrées pour un �uide in
ompressible en mettant l'a

entsur les termes d'erreur dus à la non-
ommutation éventuelle des opérateurs de �ltrage etde dérivation.On se pla
e i
i dans le 
as simpli�é d'un �uide newtonien, visqueux, in
ompressible et àmasse volumique et température 
onstantes. Les équations suivantes sont ainsi utiliséesdans le 
adre de l'étude de la Turbulen
e Homogène Isotrope et pour l'appro
he théoriquedu problème de 
ommutation :
∂u

∂t
+ ∇.(u⊗ u) +

1

ρ
∇p− ν∇2u = 0 (1.50)

∇.u = 0 (1.51)où u, p, ρ et ν représentent respe
tivement la vitesse, la pression statique, la massevolumique et la vis
osité 
inématique du �uide étudié.A�n de se ramener aux équations �ltrées employées en Simulation des Grandes E
helles,on applique ensuite un opérateur de �ltrage aux équations pré
édentes. En se servantde l'hypothèse de 
onservation des 
onstantes, on obtient le système d'équations �ltréessuivant :
G ⋆

(
∂u

∂t
+ ∇.(u⊗ u) +

1

ρ
∇p− ν∇2u

)
= 0 (1.52)

G ⋆ (∇.u) = 0 (1.53)On 
her
he à obtenir des équations portant sur les variables �ltrées ū et p̄, il faut don
inverser l'ordre des opérations de �ltrage et de dérivation présentes dans 
es équations :
∂u

∂t
+ ∇.(u⊗ u) +

1

ρ
∇p− ν∇2u = ∇.τ

+

[
∂

∂t
, G⋆

]
(u) + [∇., G⋆] ◦B(u, u) +

1

ρ
[∇, G⋆](p) − ν[∇2, G⋆](u)

(1.54)
∇.u = [∇., G⋆](u) (1.55)



1.2. LES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES FILTRÉES 23Il apparaît de nouveaux termes dans 
e système d'équations �ltrées ; tout d'abord, onrappelle la notion de 
ommutateur entre deux opérateurs a et b, appliqués à un 
hamp u,et qui s'exprime de la manière suivante :
[a, b](u) = a ◦ b(u) − b ◦ a(u)L'opérateur B(u, v) est, pour sa part, dé�ni par :

B(u, v) = u⊗ vEn�n, le tenseur sous-maille τ qui traduit l'intera
tion entre les é
helles résolues et lesé
helles modélisées, peut s'é
rire :
τ = [B(., .), G⋆](u, u)Dans la plupart des études menées à 
e jour, on s'a�ran
hit des problèmes de 
ommuta-tion et on néglige les termes 
orrespondant dans les équations pré
édentes ; on retrouveainsi la forme usuelle des équations de la Simulation des Grandes E
helles.Remarque : Une première 
onséquen
e de 
es erreurs de 
ommutation est que le 
hamp�ltré n'est pas in
ompressible d'après l'équation (1.55). Ainsi, le 
hamp �ltré ne pourrapas être dé
rit 
omme solénoïdal, au 
ontraire du 
hamp réel étudié et véri�ant (1.51).Par la suite, la résolution de 
e système d'équations pour un �uide in
ompressible seraréalisée à l'aide d'un 
ode spe
tral. Il apparaît don
 né
essaire de réé
rire 
es équationsdans l'espa
e de Fourier.Dans l'espa
e physique, on rappelle que le 
hamp de vitesse u = (u1, u2, u3)

T , exprimédans le repère 
artésien x = (x1, x2, x3)
T , est solution du système formé par les équationsde 
ontinuité et de quantité de mouvement :
∂ui
∂xi

= 0 (1.56)
∂ui
∂t

+
∂uiuj
∂xj

= − ∂p

∂xi
+ ν

∂

∂xj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

) , i = 1, 2, 3 (1.57)où p désigne la pression statique et ν la vis
osité 
inématique supposée 
onstante etuniforme. On adjoint à 
elà des 
onditions initiales et des 
onditions aux limites pourobtenir un problème bien posé.Le système équivalent dans l'espa
e spe
tral est obtenu en appliquant une transformée deFourier à 
es équations.La 
ontrainte d'in
ompressibilté (équation de 
ontinuité) se traduit par l'orthogonalité duve
teur d'onde k ave
 le mode û(k, t) dé�ni 
omme suit :
û(k, t) = F [u(x, t)] =

1

(2π)3

∫ ∫ ∫
u(x, t)e−ık.xdx , ave
 ı2 = −1 (1.58)La transformée de Fourier, à laquelle on asso
ie l'opérateur F , véri�e les propriétés sui-vantes :

F
[
∂ui(x, t)
∂xj

]
= ıkj ûi(k, t) (1.59)
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F [ui(x, t)uj(x, t)] = [ûi ⋆ ûj](k, t) (1.60)Le système à résoudre 
onstitué par les équations de Navier-Stokes se réduit ainsi à uneétude de l'évolution du mode k :(

∂

∂t
+ νk2

)
ûi(k, t) = ti(k, t) (1.61)Le terme non linéaire ti(k, t) peut s'é
rire de la manière suivante :

ti(k, t) = Mijm(k)

∫p+q=k ûj(p, t)ûm(q, t)d3pd3q (1.62)ave
,
Mijm(k) = − ı

2
(kmPij(k) + kjPim(k)) (1.63)On introduit i
i l'opérateur de proje
tion sur le plan perpendi
ulaire au ve
teur k :

Pij(k) = δij −
kikj
k2

(1.64)Le prin
ipal intérêt dans l'utilisation de l'espa
e spe
tral pour résoudre le système d'équa-tions de Navier-Stokes vient de la transformation du problème de 
onvolution entraînépar l'introdu
tion du �ltrage en un simple produit ; en e�et, on a :
F [G(x) ⋆ u(x, t)] = Ĝ(k)û(k, t) (1.65)La fon
tion Ĝ est la fon
tion de transfert asso
iée au noyau de 
onvolution du �ltre, G.L'équation de quantité de mouvement �ltrée s'obtient ainsi en multipliant l'équation (1.61)par la fon
tion de transfert Ĝ :

(
∂

∂t
+ νk2

)
Ĝ(k)ûi(k, t) = Ĝ(k)ti(k, t) (1.66)ave


Ĝ(k)ti(k, t) = Mijm(k)

∫p+q=k Ĝ(k)ûj(p, t)ûm(q, t)d3pd3q (1.67)Par la suite, le 
hamp �ltré, é
rit dans l'espa
e spe
tral, sera noté ûi(k, t) = Ĝ(k)ûi(k, t).En faisant le rappro
hement entre le terme Ĝ(k)ti(k, t) et le terme uiuj de l'espa
e phy-sique, on va pouvoir dé
omposer le terme é
rit dans l'espa
e spe
tral de la même manièreque l'on a pro
édé dans l'espa
e physique ; on réé
rit ainsi l'équation (1.66) de la manièresuivante : (
∂

∂t
+ νk2

)
ûi(k, t) = t<kc

(k, t) + tSGS(k, t) (1.68)où t<kc
(k, t) est l'équivalent du terme uiuj de l'espa
e physique et désigne don
 les intera
-tions dire
tement 
al
ulables à partir des modes résolus ; le terme tSGS(k, t), quant à lui,représente les autres termes non-linéaires à prendre en 
ompte, 
'est à dire les intera
tionssous-maille à rappro
her du terme τij de l'espa
e physique. Cha
un de 
es termes peuts'exprimer de la manière suivante :

t<kc
(k, t) = Mijm(k)

∫ p,q<kc

p+q=k

Ĝ(k)ûj(p, t)ûm(q, t)d3pd3q (1.69)et
tSGS(k, t) = Mijm(k)

∫ p,q>kc

p+q=k

Ĝ(k)ûj(p, t)ûm(q, t)d3pd3q (1.70)



Chapitre 2Fermetures sous-maille
2.1 Notion de modèles sous-maille2.1.1 Le prin
ipe de la modélisationLe prin
ipe de séparation des é
helles de la turbulen
e employé en LES permet don
de réduire le degré de 
omplexité de la solution, mais va introduire le problème de fer-meture des équations ; en e�et, il va falloir tenir 
ompte de l'in�uen
e des petites é
hellesde l'é
oulement, qui ne sont don
 pas résolues de manière dire
te, mais qui vont, par
onséquent, devoir être modélisées. La modélisation 
onsiste ainsi à appro
her les termesde 
ouplage entre les é
helles résolues et les é
helles sous-mailles uniquement à partir desinformations 
ontenues dans 
es é
helles résolues.Le problème de la modélisation sous-maille 
onsiste don
 à prendre en 
ompte, dansl'équation d'évolution du 
hamp �ltré ū , les e�ets d'intera
tion ave
 le 
hamp �u
tuant
u′ représentés par le terme ∇.τ . On peut alors avoir re
ours à deux stratégies de modéli-sation ,� la modélisation stru
turelle du terme sous-maille, qui 
onsiste à appro
her au mieuxle tenseur τ en le 
onstruisant à partir d'une évaluation de u′ ou d'un développementformel en série. L'hypothèse de modélisation 
onsiste don
 à se donner une relationde la forme u′ = K(ū) ou τ = K(ū) ;� la modélisation fon
tionelle, qui 
onsiste à modéliser uniquement l'a
tion des termessous-maille sur le 
hamp résolu, et non plus dire
tement le tenseur sous-maille.L'hypothèse de fermeture peut alors s'é
rire sous la forme ∇.τ = K(ū).Cha
une de 
es voies de modélisation re
quiert ses propres 
onnaissan
es préalables sur ladynamique des équations traitées. Par exemple, l'appro
he stru
turelle ne né
essite pas de
onnaitre les intera
tions inter-é
helles, mais elle demande une 
onnaissan
e su�sante dela stru
ture des petites é
helles né
essaires pour déterminer le tenseur sous-maille. Pour
ela, on doit supposer que la dynamique de l'équation traitée mène à une forme universelledes petites é
helles, et que la 
orrélation entre les é
helles est su�samment forte et simplepour 
e problème pour pouvoir déduire la stru
ture des é
helles sous-maille à partir du
hamp résolu. Pour l'appro
he fon
tionnelle, il faudra 
onnaître la nature des intera
tionsinter-é
helles et s'assurer que l'e�et des petites é
helles sur les plus grosses a un 
ara
tèreuniversel. 25



26 CHAPITRE 2. FERMETURES SOUS-MAILLE2.1.2 Les intera
tions entre é
helles résolues et é
helles sous-mailleOn peut dé
rire les transferts inter-é
helles de la manière suivante. Les grands tour-billons extraient de l'énergie de l'é
oulement moyen. Ces grands tourbillons sont à l'originede la formation de zones de 
isaillement relativement épaisses (�pan
akelike�) qui tendentà s'aplatir pour donner naissan
e à des nappes de vorti
ité. Ces dernières, de par leur in-stabilité, vont s'enrouler pour donner des tubes de vorti
ité qui, en s'étirant, vont formerdes stru
tures �lamentaires. D'un point de vue énergétique, 
es transformations su

es-sives vont se traduire par un transfert dire
t de l'énergie des grandes é
helles vers lesplus petites, jusqu'à 
e que la vis
osité molé
ulaire ait totalement dissipé 
ette énergie
inétique en énergie interne. On peut visualiser 
e phénomène en regardant le spe
tre sui-vant 
orrespondant à une turbulen
e homogène et isotrope (�gure 2.1), où l'on distingueune zone de produ
tion (aux faibles nombres d'onde), une zone de transfert d'énergie desgrandes é
helles vers les petites é
helles (appelée zone inertielle) dans laquelle la densitéspe
trale d'énergie dé
roit suivant la loi de Kolmogorov, et en�n une zone de dissipationaux grands nombres d'onde.En réalité, il existe aussi un transfert d'énergie des petites é
helles vers les grandes (phé-
Production

E(k)

kDissipation

Transfert "direct"

Transfert "inverse"

Fig. 2.1 � Spe
tre d'énergie en turbulen
e homogène isotrope et mé
anismes énergétiques.nomène de 
as
ade inverse ou �ba
ks
atter� en anglais) mais son intensité est bien plusfaible que 
elle 
orrespondant à la 
as
ade dire
te, sauf pour les plus petits nombresd'onde (pente du spe
tre en k4). Cependant, son in�uen
e s'avère non négligeable pourdes é
oulements 
omplexes (
ou
he-limite, 
anal plan, et
...) et il apparaît né
essaire d'entenir 
ompte dans la modélisation sous-maille a�n de bien représenter la physique del'é
oulement.Le paragraphe suivant va introduire une liste non exhaustive des modèles sous-maillesexistants. Les avantages et in
onvénients de 
ha
un d'entre eux sont dis
utés, en parti
u-lier leur 
apa
ité à dé
rire la 
as
ade inverse d'énergie.



2.2. PRINCIPAUX MODÈLES 272.2 Prin
ipaux modèles2.2.1 La modélisation fon
tionnelleDans 
ette partie, on étudie en détails quelques exemples de modèles dits �fon
tion-nels�, pour lesquels on fait l'hypothèse que l'a
tion des é
helles sous-maille sur les é
hellesrésolues est essentiellement énergétique, et que, par 
onséquent, la 
onnaissan
e du bilandes transferts entre 
es gammes d'é
helles su�t à dé
rire l'a
tion des é
helles sous-maille.Par ailleurs, 
es modèles sont basés sur l'idée que les mé
anismes de transfert d'énergiesont similaires aux mé
anismes de di�usion liés à la vis
osité molé
ulaire. Tous les modèlesprésentés i
i ne tiennent 
ompte que du transfert dire
t des grandes é
helles vers les pe-tites. Ce
i 
onduit à l'utilisation d'une hypothèse de Boussinesq pour la modélisation dutenseur sous-maille, dont les axes prin
ipaux sont supposés alignés ave
 
eux du tenseurdes taux de déformation résolu :
τdij = −2ρνtS̃

d
ij (2.1)la notation d dé
rivant la partie déviatoire du tenseur 
onsidéré.La partie isotrope du tenseur sous-maille est, quant à elle, généralement prise en 
omptede manière impli
ite. En e�et, à l'aide d'un 
hangement de variable 
omme 
elui proposépar Comte et Lesieur [21℄, on ajoute 
ette quantité à la pression �ltrée. L'intérêt de 
e
hangement de variable est qu'il n'entraîne pas de modi�
ation des équations �ltrées.En 
e qui 
on
erne la fermeture de l'équation d'énergie, il reste à modéliser les termes B1,

B2 et B3 de l'équation (1.41). Le terme B3 est dire
tement 
al
ulable dés lors que le tenseursous-maille τ est 
onnu, alors que les termes B1 et B2 né
essittent une modélisation.Ces deux derniers sont généralemement regroupés en un seul terme et leur modélisationrepose sur l'hypothèse d'une proportionnalité entre les transferts sous-maille d'énergie etle gradient de température résolue :
B3 =

∂

∂xj
(τij ũi)

B1 +B2 = − ∂

∂xj

(
κt
∂T̃

∂xj

)où le 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique sous-maille κt est lié à la vis
osité sous-maillepar l'introdu
tion du nombre de Prandtl turbulent :
κt =

ρνtCp
Prt

(2.2)Il reste alors à déterminer la vis
osité sous-maille, 
e qui s'e�e
tue par l'introdu
tion d'unmodèle sous-maille. Il est 
ependant intéressant de souligner que les modèles présentés
i-dessous ont généralement été développés dans le 
adre d'é
oulements in
ompressibles,et étendus par la suite dire
tement au 
as 
ompressible sans modi�
ation spé
i�que.Modèle de SmagorinskyLe modèle de Smagorinsky est, historiquement, un des premiers modèles à vis
ositéturbulente à avoir été employé. Il a été élaboré et utilisé par Smagorinsky en 1963 [132℄ a�nde simuler les mouvements à grande é
helle de l'atmosphère. Il repose sur une hypothèse



28 CHAPITRE 2. FERMETURES SOUS-MAILLEde longueur de mélange lo
ale, la vis
osité turbulente étant alors supposée proportion-nelle à l'é
helle de longueur 
ara
téristique sous-maille ∆ et à une vitesse 
ara
téristiqueturbulente v = ∆|S̃| :
νt = (Cs∆)2

∣∣∣S̃
∣∣∣ (2.3)où le gradient de vitesse 
ara
téristique |S̃| s'obtient à partir du tenseur de déformationdu 
hamp résolu Sij : ∣∣∣S̃

∣∣∣ =

√
2S̃ijS̃ij (2.4)A�n de déterminer la valeur de la 
onstante Cs, on fait l'hypothése que les petites é
hellessont en équilibre, 
'est à dire que la produ
tion et la dissipation d'énergie se 
ompensent,
e qui revient à dire que l'on se situe en turbulen
e homogène isotrope. On obtient ainsiune valeur théorique pour 
ette 
onstante :

Cs ≃
1

π

(
2

3Ck

)3/4 (2.5)où Ck représente la 
onstante de Kolmogorov. Ave
 Ck = 1.41, on obtient Cs ≃ 0.18 ;
ependant, en fon
tion des é
oulements 
onsidérés pour lesquels l'hypothèse d'isotropiepeut s'avérer fausse, des valeurs de Cs dans l'intervalle [0,1 ; 0,2℄ sont 
ouramment ad-mises.En�n, a�n de prendre en 
ompte au mieux les stru
tures lo
ales de l'é
oulement (présen
ed'obsta
les, zones laminaires, et
.), 
e modèle est souvent 
ombiné soit ave
 des senseursstru
turels 
omme 
elui présenté plus loin dans 
e paragraphe, soit ave
 une pro
éduredynamique pour l'évaluation de 
ette 
onstante Cs 
omme présenté en annexe B.L'intérêt de 
e modèle réside dans son faible 
oût numérique, mais il présente néanmoinsun 
ertain nombre d'in
onvénients. Tout d'abord, il apparaît né
essaire de pro
éder à unemodi�
ation de la valeur attribuée à la 
onstante Cs en fon
tion de l'é
oulement 
onsi-déré ; en parti
ulier, on devra l'atténuer pour des simulations de pro
he paroi. De plus,le modèle ne tend pas à s'annuler en l'absen
e d'énergie sous-maille, 
e qui va entraînerdes erreurs non négligeables si l'on 
her
he à étudier des é
oulements transitionnels sansmodi�
ation de 
e modèle. En�n 
e modèle est purement dissipatif et interdit tout retourd'énergie des petites é
helles vers les grandes. Or 
e phénomène peut représenter lo
a-lement jusqu'à la moitié des transferts d'énergie dans le 
as du 
anal plan par exemple[110℄.Modèle d'é
helles mixtesA�n de s'a�ran
hir du prin
ipal défaut du modèle de Smagorinsky évoqué pré
edem-ment, à savoir son in
apa
ité à s'annuler dans les zones résolues de l'é
oulement, Sagaut etal. [124℄ ont mis au point un modèle également basé sur la modélisation fon
tionnelle, etqui utilise l'énergie 
inétique à la 
oupure �qc� 
omme un senseur additionnel qui permetd'évaluer le 
ara
tère résolu ou non d'un é
oulement. Ce modèle repose sur une tripledépendan
e à la longueur de 
oupure du �ltre ∆, au taux de déformation de l'é
oule-ment étudié et à l'énergie 
inétique à la 
oupure, et fait intervenir un paramatètre depondération α :
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νt = Cm

∣∣∣S̃
∣∣∣
α

(qc)
1−α

2
(
∆
)1+α (2.6)où l'énergie 
inétique qc est évaluée à l'aide d'un double �ltrage de la solution 
ommeétant égale à l'énergie 
inétique des plus petites é
helles résolues :

qc =
1

2

(
ũk − ̂̃uk

)2 (2.7)La notation .̂ désigne i
i un se
ond niveau de �ltrage, la longueur de 
oupure ∆̂ = π/k′cde 
e �ltre test étant supérieure à 
elle du �ltre de la simulation ∆̄ = π/kc.L'énergie 
inétique qc 
orrespond en fait à l'énergie portée par les é
helles résolues de plus

k

E(k) u

ck

q
c

u

u

u

k ’cFig. 2.2 � Dé
oupage du spe
tre d'énergie asso
ié à un double �ltrage de la solution.haute fréquen
e (Figure 2.2), et sous 
ertaines hypothèses, sa valeur est 
omparable auniveau énergétique qsm des é
helles sous-mailles. En e�et, en 
onsidérant que les fréquen
esde 
oupure 
orrespondant aux deux niveaux de �ltrage agissent dans la zone inertielled'un spe
tre d'énergie de Kolmogorov en k−5/3, l'approximation qc ≈ qsm est exa
tepour ∆̂ =
√

8∆̄. Le tenseur de sous-maille ainsi dé�ni tend don
 à s'annuler pour lesé
oulements résolus.Le paramètre α permet de faire dégénerer le modèle vers le modèle de Smagorinsky quand
α tend vers 1, ou vers le modèle à énergie 
inétique de sous-maille [128, 150℄ pour α = 0.Nous �xerons sa valeur à 0, 5 dans notre étude. L'appro
he EDQNM [2℄ nous donne alorsla valeur de la 
onstante : Cm = 0, 06.Senseurs stru
turelsLa majorité des modèles relevant de la modélisation stru
turelle ont pour prin
ipaldéfaut de ne pas s'annuler dans les zones résolues de l'é
oulement, 
e qui les rend surdis-sipatifs pour les é
oulements transitionels, dans des zones laminaires, ou en
ore près deparois solides.A�n de gérer au mieux le 
ara
tère intermittent des é
oulements turbulents, on peut être



30 CHAPITRE 2. FERMETURES SOUS-MAILLEamené à faire appel à un senseur basé sur une information stru
turelle dans le but d'an-nuler les termes sous-maile dans les zones laminaires. Ce
i est réalisé en in
orporant aumodèle une fon
tion de séle
tion basée sur les �u
tuations angulaires de la vorti
ité [27℄.David propose ainsi de 
onsidérer qu'un é
oulement est turbulent et 
ontient des é
hellessous-maille lorsque les valeurs de la variation angulaire lo
ale de la vorti
ité pour les plushautes fréquen
es résolues sont supèrieures à la valeur seuil θ0 = 20◦. En notant θ l'angleentre les ve
teur vorti
ité ω et le ve
teur vorti
ité �ltré ω̂ obtenu à l'aide d'un �ltre test
.̂ , le senseur fθ0 est l'opérateur booléen :

fθ0(θ) =

{
1 si θ ≥ θ0
0 sinon (2.8)On multiplie alors l'expression 
lassique du νt par 
et opérateur pour obtenir la formeexa
te de la vis
osité sous-maille.Néanmoins, des variations aussi brutales du senseur peuvent entrainer des instabilitésnumériques, 
e qui a amené Sagaut [121℄ à proposer une version 
ontinue de la fon
tionde séle
tion :

fθ0(θ) =

{
1 si θ ≥ θ0

r(θ)n sinon (2.9)ave
 généralement n = 2, et la fon
tion r(θ) dé�nie par :
r(θ) =

tan2(θ/2)

tan2(θ0/2)
(2.10)Ce dernier rapport est evalué fa
ilement en introduisant la vorti
ité �u
tuante ω′ = ω− ω̂et en utilisant la relation :

tan2(θ/2) =
2ω̂ω − ω̂2 − ω2 + ω′2

2ω̂ω + ω̂2 − ω2 − ω′2
(2.11)En�n, un fa
teur 
orre
tif de 1, 65 est généralement appliqué à la fon
tion fθ0 
ommere
ommandé par David. Finalement, l'expression de la vis
osité sous-maille est donnéepar :

µfinalt = 1, 65.fθ0(θ).µt (2.12)Il existe d'autres modélisations fon
tionnelles (voir par exemple [122℄ pour un aperçu desmodèles existants) mais 
e modèle est souvent retenu pour son 
omportement asympto-tique, sa stabilité et son faible 
oût numérique du fait de sa lo
alisation en temps et enespa
e.Modèles spe
trauxPour l'étude de la Turbulen
e Homogène Isotrope, les 
al
uls ont été menés dansl'espa
e spe
tral, et il faut par 
onséquent employer des modèles de turbulen
e tirantleurs informations de 
e même espa
e et non plus de l'espa
e physique 
omme peuvent lefaire les modèles présentés pré
edemment.A�n de modéliser les transferts d'énergie, Krai
hnan [67℄ introduit une vis
osité e�e
tivequi in
lut le phénomène de 
as
ade inverse. La vis
osité νt (k|kc, t) qui représente les
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tions entre le nombre d'onde k et les é
helles sous-mailles (k > kc) est ainsi dé�niepar :
νt (k|kc, t) = −TSGS(k, t)

2k2E(k, t) (2.13)où TSGS est l'équivalent, en terme de bilan d'énergie, du terme tSGS de l'équation (1.68).En introduisant 
ette vis
osité e�e
tive dans l'équation d'évolution du spe
tre d'énergieturbulente, derivée de l'équation (1.68), on obtient la relation suivante :
[
∂

∂t
+ 2k2 (ν + νt (k|kc, t))

]
E(k, t) = T<kc

(k, t) (2.14)où E(k, t) = G2(k)E(k, t) représente le spe
tre d'énergie turbulente des é
helles résolues.La modélisation permet alors d'exprimer la vis
osité e�e
tive en fon
tion des é
hellesrésolues de l'é
oulement, a�n de fermer le système d'équations �ltrées.L'expression la plus simpli�ée pour la vis
osité turbulente a été introduite par Métais etLesieur [77℄. La vis
osité y est indépendante du nombre d'onde et représente don
 uneexpression moyenne sur l'ensemble des nombres d'ondes 
onsidérés. La vis
osité e�e
tiveest alors dé�nie par :
νt(k|kc, t) =

2

3
Ck

−3/2

[
E(kc)

kc

]1/2 (2.15)Par la suite, des modèles plus pré
is ont été étudiés. A�n de représenter au mieux lesmé
anismes énergétiques 
onstatés par l'appro
he EDQNM, il a en e�et été né
essaire derendre 
ompte de la distribution spe
trale à imposer pour la vis
osité turbulente.Pour 
ela, on dé�nit la vis
osité e�e
tive par un produit de deux 
ontributions :
νt(k|kc, t) = ν∞e ν∗t (k|kc, t) (2.16)Le terme 
onstant ν∞e est la valeur asymptotique de la vis
osité e�e
tive pour les nombresd'onde petits devant le nombre d'onde à la 
oupure. On évalue sa valeur en utilisantl'énergie à la 
oupure et le nombre d'onde 
orrespondant :

ν∞e = 0, 441Ck
−3/2

[
E(kc)

kc

]1/2 (2.17)Une extension a été proposée par Métais et Lesieur [100℄. En partant du prin
ipe que lapente du spe
tre ne suit pas né
essairement la loi de Kolmogorov en k−5/3, ils s'appuientde nouveau sur l'appro
he EDQNM a�n de modi�er le terme ν∞e pour un spe
tre de pente
−m. Pour des valeurs m < 3, le premier fa
teur de la vis
osité e�e
tive devient alors :

ν∞e = 0, 31
5 −m

m+ 1

√
3 −m Ck

−3/2

[
E(kc)

kc

]1/2 (2.18)Pour des spe
tres tels que m ≥ 3, le transfert d'énergie s'annule 
e qui entraîne la nullitéde la vis
osité e�e
tive.Le se
ond fa
teur intervenant dans (2.16) dé
rit le 
omportement de la vis
osité e�e
tive àproximité de la 
oupure. On utilise généralement la dé�nition dé
rivant un 
omportementexponentiel de la vis
osité e�e
tive quand on s'appro
he de la 
oupure :
ν∗t (k|kc, t) = 1 + 34, 5 e

−3, 03

(
kc
k

) (2.19)



32 CHAPITRE 2. FERMETURES SOUS-MAILLECette formule permet ainsi d'obtenir une vis
osité e�e
tive quasiment indépendante dunombre d'onde pour des valeurs de k très petites devant kc, et une augmentation de 
ettevis
osité à l'appro
he de la 
oupure.Les vis
osités obtenues dans les di�érentes expressions dans l'espa
e spe
tral restent pu-rement positives. Il est don
 de nouveau impossible de rendre 
ompte 
onvenablement duphénomène de 
as
ade inverse ave
 
e type de modèle sous-maille.Il faut également souligner que le nombre d'onde de 
oupure kc ne peut être 
hoisi auhasard. En e�et, il doit appartenir à la zone inertielle du spe
tre d'énergie a�n de s'as-surer que les hypothèses 
lassiques telles que l'homogénéité des é
helles sous-maille sontvéri�ées.2.2.2 La modélisation stru
turelleLe prin
ipe de 
ette deuxième famille de modèles est d'appro
her au mieux du ten-seur sous-maille τ , et plus uniquement de modéliser son in�uen
e sur les é
helles résolues.A�n de modéliser la stru
ture mathématique de 
e tenseur, on va don
 devoir estimerles é
helles non résolues à partir des é
helles résolues. Pour 
ela, on fait généralementappel à des extrapolations des 
ara
téristiques des é
helles résolues les plus �nes pour es-timer les é
helles sous-mailles. Pour 
ela on fait appel à des hypothèses de type similaritéd'é
helles, 
omme proposé par Bardina et al. [3℄, qui 
onsiste à rappro
her le 
omporte-ment des é
helles résolues de plus hautes fréquen
es de 
elui des é
helles non-résolues deplus basses fréquen
es.Les atouts de 
e type de modélisation sont nombreux. Tout d'abord, 
ette modélisationfait appel à moins d'hypothèses que la modélisation fon
tionnelle ; en parti
ulier, on nesuppose pas i
i que le tenseur sous-maille est aligné ave
 le tenseur des deformations résolu,et les modèles entrant dans 
ette 
atégorie ne font pas appel à des hypothèses portant surl'homogénéité ou l'isotropie de l'é
oulement. Dans 
es 
onditions, on obtient un niveau de
orrélation intéressant ave
 le �vrai� tenseur sous-maille, évalué de manière a priori par�ltrage d'une DNS pour une turbulen
e homogène isotrope [82℄ et dans le 
adre d'é
ou-lements anisotropes [59℄. En�n, le fait de se dispenser de l'introdu
tion d'une vis
ositésous-maille permet de représenter les éventuels phénomènes de ba
ks
atter. Néanmoins,
e type de modèle s'avère sous-dissipatif pour des résultats a posteriori.A�n de limiter 
e désagrément, on 
hoisit généralement de 
oupler les deux types de mo-délisation et d'employer un modèle mixte, 
omme introduit par Zang et al. [151℄. Il s'agitd'un modèle plus 
omplexe à mettre en oeuvre et plus 
oûteux, qui repose à la fois sur unmodèle de vis
osité sous-maille (ave
 évaluation dynamique des 
oe�
ients par exemple,
f annexe B) issu de l'appro
he fon
tionnelle et un modèle de type similarité d'é
hellesissu de la modélisation stru
turelle. Ce type de modèle tire parti du 
ara
tère plus uni-versel de l'appro
he stru
turelle, tout en 
onservant un niveau de dissipation su�sant parl'introdu
tion d'une vis
osité sous-maille. En outre, il est alors possible de restituer lesphénomènes de 
as
ade inverse.2.2.3 Les autres appro
hes pour la modélisationLes se
tions pré
édentes ont mis en pla
e les outils né
éssaires pour le traitementexpli
ite des termes sous-maille dans la résolution du système. Il existe 
ependant une al-ternative à 
ette prise en 
ompte expli
ite, appelée appro
he MILES (pour Monotoni
ally



2.3. MODÈLES RETENUS POUR L'ÉTUDE 33Integrated Large-Eddy Simulation [17℄). Le point 
ru
ial de 
ette appro
he est de 
onsidé-rer que la dissipation numérique de 
ertains s
hémas de dis
rétisation su�t à représenterles transferts d'énergie des é
helles résolues vers les é
helles sous-maille. Les s
hémas detype dé
entré, en parti
ulier les s
hémas de 
apture de 
ho
, jouent en e�et un r�le simi-laire à 
elui d'une dissipation sous-maille, du fait du �ltrage non-linéaire haute-fréquen
equ'ils induisent.Parmi les avantages de 
ette appro
he, on retiendra son faible 
oup de 
al
ul puisqu'il n'y aalors plus au
une évaluation de vis
osité turbulente. De plus, il n'y a plus re
ours à l'hypo-thèse d'isotropie des petites é
helles dans la modélisation impli
ite du terme sous-maille,
e qui est intéressant puisque 
ette hypothèse est 
ontroversée pour des é
oulements 
om-plexes.Néanmoins, Garnier et al. [40℄ ont montré que l'emploi de s
hémas dissipatifs introduit,de manière générale, une dissipation dont la 
ontribution est supérieure à 
elle d'un mo-dèle sous-maille. Ainsi, Garnier et al. [41℄ pr�nent l'utilisation de s
hémas non-dissipatifsave
 un modèle sous-maille, ou l'emploi de s
hémas dissipatifs seuls dans les zones où ilssont indispensables (
ho
s, ...). Nous verrons en annexe que l'outil numérique utilisé dans
ette étude permet e�e
tivement de limiter la dissipation numérique aux zones où elle estindispensable (
f annexe A).En�n, dans le 
adre des é
oulements en présen
e de parois solides, un 
ertain nombrede modèles visant à améliorer les modèlisations existantes dans les zones de pro
he paroiont été envisagés. En e�et, le prin
ipal problème ave
 les modèles 
lassiques est qu'il nevéri�ent pas le 
omportement asymptotique espéré dans 
es zones de l'é
oulement. L'idéeest alors d'ajouter un terme d'amortissement dans l'expression de la vis
osité sous-maillea�n de la faire tendre vers zéro à la paroi. On pourra ainsi 
iter les travaux de Van Driest[140℄ et 
eux Piomelli et al. [111℄. Cependant, la fon
tion d'amortissement utilisée dans
es modèles est basée sur la distan
e à la paroi z+. Cela n'est pas sans poser de nouveauxproblèmes. Tout d'abord, le fait que 
es modèles soient basés sur la distan
e à la paroileur 
onfère un 
ara
tère empirique. Par ailleurs, la question de la valeur à donner à 
ettedistan
e en présen
e de plusieurs parois solides, pour des 
on�gurations 
omplexes, n'estpas triviale.2.3 Modèles retenus pour l'étudeEn résumé, il existe un très grand nombre de modèles sous-maille présentant 
ha
undes intérêts et des in
onvénients, en fon
tion du type d'é
oulement 
onsidéré. Des étudesantérieures permettent de déterminer l'ordre de pré
ision attendu pour 
es modèles dansnos 
as d'étude.Tout d'abord, dans le 
adre de l'appro
he spe
trale de la Turbulen
e Homogène Isotrope,plusieurs modèles ont été étudiés : le modèle de Smagorinsky et les modèles spe
trauxbasés sur l'introdu
tion d'une vis
osité e�e
tive dans le 
as �simple� (2.17) ou dans le 
asdynamique ave
 évaluation de la pente m (2.18). Les résultats ont montré que le modèlede Smagorinsky ne permettait pas d'obtenir 
orre
tement la pente en k−5/3 près de la
oupure que l'on doit retrouver dans la limite d'un nombre de Reynolds in�ni. Une a
-
umulation d'énergie est alors observé au niveau de la 
oupure (
f �gure 2.3). Ce
i peut



34 CHAPITRE 2. FERMETURES SOUS-MAILLEs'expliquer théoriquement (voir, par exemple, [122℄ page 372) et s'avère être un défaut dumodèle de Smagorinsky. Les deux autres modèles permettent de retrouver des spe
tressimilaires, ave
 une légère préféren
e pour le modèle dynamique de Métais et Lesieur, auniveau de la pente près de la 
oupure. Par 
onséquent, le modèle de vis
osité e�e
tive ave
évaluation dynamique de la pente (2.18) a été 
onservé pour les simulations de Turbulen
eHomogène Isotrope.

k

E

5 10 15 20 25 30 354045
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Fig. 2.3 � Spe
tres d'énergie obtenus ave
 le modèle dynamique de Métais et Lesieur (�)et le modèle de Smagorinsky (� �).Pour les 
al
uls en volumes �nis, de nombreuses études antérieures ont mis en avantles faiblesses et les atouts des di�érents modèles existants. Par exemple, Vreman et al.[146℄ ont évalué le 
omportement de plusieurs modèles sous-maille pour le 
as de la 
ou
hede mélange turbulente. Leurs 
on
lusions peuvent être résumées 
omme suit :� pour de faibles valeurs du nombre de Reynolds, les di�érents modèles étudiésprésentent des résultats 
omparables, qu'ils soient basés sur une évaluation dyna-mique de leurs 
oe�
ients ou non ; néanmoins, le meilleur modèle semble être lemodèle mixte dynamique, le modèle dynamique de Clark et le modèle de Smago-rinsky dynamique donnant également des résultats très intéressants.� pour de fortes valeurs du nombre de Reynolds, Vreman et al. ont 
onstaté que
ertains modèles sans évaluation dynamique de leurs 
oe�
ients s'avèrent instables ;le modèle de Smagorinsky se montre pour sa part surdissipatif dans le régime lami-naire, retardant la transition vers la turbulen
e, alors que dans le régime turbulent
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e modèle n'est pas assez dissipatif. Les meilleurs résultats sont obtenus ave
 desmodèles dynamiques, le plus pré
is étant le modèle de Smagorinsky dynamique.Il semble ainsi qu'une pro
édure d'évaluation dynamique des 
oe�
ients soit re
omman-dée pour l'étude des phénomènes à hauts nombres de Reynolds.Cependant, les modèles dynamiques 
lassiques, s'appuyant sur la relation de Germano,né
essitent une attention parti
ulière du fait de leur tendan
e à être numériquement in-stables (voir en annexe B). A�n d'éviter tout phénomène de 
e type, le modèle d'é
hellemixte a �nalement été retenu i
i. Ce modèle peut être 
onsidéré 
omme un modèle dyna-mique (au sens large du terme) dans la mesure où il vise à s'adapter à la stru
ture lo
alede l'é
oulement et ne requiert au
un traitement parti
ulier en vue de sa stabilité.Ce modèle a été validé par Sagaut et al. [123℄ sur le 
as du 
anal plan, ainsi que dans denombreuses autres études 
omme les thèses de Lenormand [71℄, Quéméré [115℄ et Terra
ol[136℄. Les résultats obtenus ave
 
e modèle sont alors 
omparables à 
eux d'un modèledynamique pour l'ensemble des é
oulements étudiés dans 
es di�érentes référen
es. Lesmodèles dynamiques né
essitent, pour leur part, une pro
édure de stabilisation numé-rique, 
e que le modèle séle
tif ne requiert pas.Le modèle d'é
helle mixte séle
tif a don
 été retenu pour sa stabilité, son aptitude à repré-senter 
onvenablement les phénomènes liés à la 
as
ade inverse ainsi que pour sa 
apa
itéà 
apturer la transition vers la turbulen
e.
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Chapitre 3Analyse théorique de l'erreur de
ommutationParmi les hypothèses 
ouramment employées en Simulation des Grandes E
helles, la
ommutativité entre les derivées partielles intervenant dans les équations de Navier-Stokeset la notion de �ltrage, liée à la de
omposition du 
hamp en grandes et petites é
helles,a été remise en 
ause dans de nombreuses études. Dans 
ertaines situations, en e�et, ils'avère né
essaire de tenir 
ompte de l'erreur numérique introduite en utilisant 
e typed'hypothèse. En parti
ulier, de nombreuses référen
es traitent de la non-
ommutativitéentre derivées spatiales et �ltrage dans le 
adre d'une simulation réalisée sur un maillage àpas variable en espa
e. Un tel ra�nement en espa
e s'avère tout parti
ulièrement intéres-sant pour l'étude de phénomènes en pro
he paroi. En e�et, il n'est possible d'appliquer les
onditions aux limites physiques au 
hamp �ltré sans risque de détérioration des résultatsqu'à la 
ondition que le pas d'espa
e du maillage tende à s'annuler à la paroi [13, 31℄.3.1 Erreur de 
ommutation en espa
eLes premières études mettant en éviden
e 
e phenomène ont été e�e
tuées par Ghosalet Moin [50℄. Ils se pla
ent dans une situation où la longueur de 
oupure liée au �ltrevarie en espa
e dans dans le but de mieux s'adapter à la variation spatiale des é
helles
ara
téristiques de l'é
oulement. Dans une telle situation, ils montrent que, sans traite-ment parti
ulier du �ltre, les équations 
ouramment employées en Simulation des GrandesE
helles sont in
onsistantes. Une extension parti
ulière du �ltre est alors proposée (SOCFpour "Se
ond-Order Commuting Filter") a�n de pallier 
e problème ; ave
 
e type de �ltre,l'erreur introduite en utilisant les équations 
lassiques de la LES, appelée erreur de 
om-mutation (souvent notée SCE pour �Spatial Commutation Error�), est d'ordre 2 et peutfa
ilement devenir plus importante que les erreurs 
ouramment admises pour les méthodesnumériques, que 
e soit l'erreur de tron
ature du s
héma de dis
rétisation ou 
elle induitepar le modèle sous-maille employé. A�n de limiter l'in�uen
e de l'erreur de 
ommutationsur la simulation, Ghosal et Moin pré
onisent d'introduire des termes d'ordre supérieurdans les equations �ltrées a�n de tenir 
ompte expli
itement de l'erreur de 
ommutationqui peut intervenir et qui agit de manière purement di�usive sur la solution. On a en e�etla relation suivante :
∂ψ

∂x
=
∂ψ

∂x
−M2

(
δ′

δ

)
∂2ψ

∂x2
+O(kδ)4 (3.1)37



38 CHAPITRE 3. ANALYSE THÉORIQUE DE L'ERREUR DE COMMUTATIONoù δ(x) est le pas de grille lo
al, δ′(x) = ∂δ
∂x
, k le nombre d'onde et M =

∫ +∞

−∞
ζ2G(ζ)dζqui dé�nit le moment d'ordre 2 du �ltre.On peut ainsi jouer sur l'ordre de grandeur de l'erreur numérique due à la non-
ommutation.Cependant, 
ette méthode né
essite soit la dé�nition de 
onditions aux limites supplémen-taires, soit le re
ours à une méthode des perturbations 
omplexe à traiter numériquement.Par ailleurs, Piomelli [108℄ souligne que l'utilisation d'un maillage variant de manière nonmonotone risque d'aboutir à des instabilités numériques en traitant ainsi le problème de
ommutation.De son 
oté, Van der Ven [143℄ propose une famille parti
ulière de �ltres adaptés à laLES. L'intérêt de 
es �ltres réside dans leur 
ommutation ave
 les dérivées partielles enespa
e à un ordre dé�ni par le �tre lui-même. La formulation dans l'espa
e de Fourier des�ltres proposés par Van der Ven est :

Ĝm(ζ, α) = exp

(−α
2m

ζ2m

) (3.2)où α > 0 est un paramètre 
ara
téristique du �ltre et m un entier positif. En parti
ulier,les valeur α = 1 et m = 1 nous 
onduisent au �ltre gaussien.L'appro
he de Van der Ven permet de diminuer d'avantage l'erreur introduite, sans priseen 
ompte de termes supplémentaires 
ontrairement à Ghosal et Moin, mais il se limite àdes �ltres bien spé
i�ques, et ne fait pas référen
e aux problèmes qui pourraient survenirprès des frontières, l'étude étant menée uniquement dans le 
adre d'un domaine de 
al
ulnon borné.Vasilyev et al. [142℄ ont ensuite montré qu'on diminue d'autant l'erreur de 
ommutationque l'on emploie un �ltre ayant ses premiers moments nuls. En e�et, pour un �ltre ayantses p − 1 premiers moments nuls, on montre que l'erreur de 
ommutation devient négli-geable devant l'erreur de dis
rétisation si le s
héma numérique adopté est d'ordre p, auplus. Vasilyev et al. ont également proposé des �ltres dis
rets répondant au 
ritère de
ommutation ainsi formulé ; on retrouve entre autres les �ltres dé
rits par Van der Ven,ainsi que les fon
tions de Daube
hies [26℄. De 
ette manière, on obtient une généralisa-tion des méthodes pré
édentes, les études de Ghosal et al. et Van der Ven apparaissant
omme des 
as parti
uliers de 
e type de �ltres. Le traitement des 
onditions aux limitesa également été abordé. Ils montrent en e�et que l'on peut appliquer les 
onditions auxlimites physiques au 
hamp �ltré sans risque de déterioration des résultats à 
onditionque le pas du maillage soit su�samment �n près des frontieres pour résoudre l'ensembledes é
helles lo
ales et que le �ltre employé véri�e les propriétés de 
ommutation évoquéespré
édemment.Une prise en 
ompte expli
ite des termes engendrés par la non-
ommutation entre déri-vées en espa
e et �ltrage a été proposée par Iovieno et Tordella [62℄. Ils montrent qu'enappliquant deux niveaux su

essifs de �ltrage au 
hamp étudié, on peut approximer leterme d'erreur ave
 une pré
ision d'ordre 4 :
Ci (〈f〉δ) =

〈
∂f

∂xi

〉

δ

− ∂

∂xi
〈f〉δ = − ∂δ

∂xi

1

2δ

(
〈〈f〉δ〉2δ − 〈f〉δ

)
+O(∆4) (3.3)oú ∆ est une longueur de référen
e du �ltre telle que δ(x) = ∆ × φ(x) ave
 φ(x) ∈

[δmin/∆, 1]. La notation 〈.〉δ désigne l'opération de �ltrage de longueur de 
oupure δ. Onpeut ainsi réduire 
onsiderablement l'erreur numérique introduite dans 
e 
ontexte, qui



3.1. ERREUR DE COMMUTATION EN ESPACE 39est, rappelons-le, d'ordre 2 sans au
une modélisation ni 
onsidération sur le �ltre employé[50℄. Cette méthode est parti
uliérement intéressante, en parti
ulier 
ar elle n'entrainepas d'augmentation au niveau de l'ordre du s
héma et permet don
 de s'a�ran
hir deséventuels problèmes liés aux 
onditions limites évoqués pré
édemment.Berselli et al. [13℄ se sont également pen
hés sur le terme d'erreur engendré par la non-
ommutativité. Tout d'abord, ils ont 
her
hé à étendre les études antérieures à des 
asplus 
on
rets de simulations. Pour 
ela, ils ont développé de nouvelles expressions pour leterme d'erreur, en limitant le nombre d'hypothèses e�e
tuées au 
ours de 
es re
her
hes.Ils ont ainsi pu déterminer une formule qui se généralise à l'ensemble des fon
tions dontles hypothèses de régularité sont 
ohérentes ave
 
elles ren
ontrées dans les phénomènesturbulents, et pour les �ltres 
ouramment employés en LES. En parti
ulier, une estimationanalytique de l'erreur de 
ommutation a été dé
rite pour les fon
tions 
ontinues au sensde Hölder et les fon
tions ayant des singularités rationnelles au niveau de leurs dérivées.Ces fon
tions sont 
hoisies 
ar elles entrent tout à fait dans le 
adre mathématique deséquations de Navier-Stokes. Le 
as des fon
tions véri�ant la loi de puissan
e en 1/α, quiapparaissent dans la théorie sur la 
ou
he limite, a également été étudié. Ces dernièressont parti
ulièrement intéressantes 
ar elles 
ara
rtérisent des é
oulements de pro
hes pa-roi et des études ont montré que 
es é
oulements sont parti
ulièrement a�e
tés par leserreurs de 
ommutation du fait du ra�nement progressif des tailles de mailles [39, 62℄.L'étude de Berselli et al. montre qu'il est né
essaire d'adapter la longueur de 
oupure du�ltre à la régularité de l'é
oulement si on veut éliminer les erreurs de 
ommutation. Ainsi,pour des fon
tions fortement singulières, 
ela se traduit par des tailles de mailles très �nesa�n de résoudre entièrement l'é
oulement.Par ailleurs, Berselli et al. [14℄ ont égalememnt étudié l'in�uen
e relative de l'erreur de
ommutation par rapport aux tensions de Reynolds. Ils 
onstatent, par exemple, que l'er-reur de 
ommutation a une in�uen
e aussi importante (si 
e n'est plus) que le termesous-maille dans les é
oulements de pro
he-paroi. Les solutions qui 
onsistent à diminuerle terme dû à la non-
ommutation en jouant sur l'ordre du �ltre employé ne semblentalors pas appropriées. En e�et, de 
ette façon on diminue également l'importan
e duterme sous-maille et l'erreur relative reste ainsi du même ordre. De 
ette façon, il sembleimpossible de 
ontr�ler l'erreur de 
ommutation indépendemment du terme sous-maille,
e qui 
on�rme la di�
ulté que 
onstitue l'appli
ation de maillages à pas variables dansle 
adre de la SGE.Vasilyev et Goldstein [141℄ ont étudié le 
omportement spe
tral de l'erreur de 
ommuta-tion. En e�et, en introduisant la notion de spe
tre lo
al, ils ont examiné la répartitionspe
trale du terme d'erreur pour di�érents �ltres. Ils montrent ainsi que 
ette erreur est
on
entrée au niveau des nombres d'onde pro
hes de la 
oupure pour des �ltres se rappro-
hant du �ltre porte, alors qu'elle est répartie sur l'ensemble du spe
tre étudié pour des�ltres réguliers tels que le �ltre gaussien. Ils 
omparent également 
ette répartition spe
-trale de l'erreur ave
 
elle du terme sous-maille. On véri�e ainsi que la prise en 
ompte del'erreur de 
ommutation est tout aussi importante que la modélisation sous-maille. En�n,le fait que l'erreur de 
ommutation agisse prin
ipalement près de la 
oupure est égalementun problème 
onsidérable, 
ar la modélisation sous-maille fait généralement appel à desinformations provenant de 
ette gamme d'é
helles.Geurts et al. [47, 46℄ soulignent également le fait qu'on ne peut pas diminuer l'in�uen
e del'erreur de 
ommutation uniquement en jouant sur l'ordre du �ltre puisque l'on modi�e,par la même o

asion, le terme sous-maille. Par 
onséquent, ils 
her
hent à déterminer l'er-



40 CHAPITRE 3. ANALYSE THÉORIQUE DE L'ERREUR DE COMMUTATIONreur relative de 
ommutation au regard du tenseur sous-maille. Ils montrent que la seulemanière de diminuer réellement le terme de non-
ommutativité est de limiter les étudesà des variations faibles de la longueur de 
oupure liée au �ltre. Dans le 
as 
ontraire, ilsproposent de reformuler les équations �ltrées par l'intermédiaire de la régularisation deLeray.Par ailleurs, un 
ertain nombre d'études se sont pen
hées plus spé
i�quement sur leserreurs de 
ommutation survenant sur des 
on�gurations 
omplexes, en parti
ulier pourdes maillages non stru
turés [54, 63, 89℄.3.2 Erreur de 
ommutation en tempsLa deuxième sour
e d'erreur provient d'une possible variation temporelle de la longueurde 
oupure du �ltre. En parti
ulier, dans le 
adre de 
ette étude, le suivi de l'évolutiondes stru
tures turbulentes au 
ours de la simulation peut s'a

ompagner de modi�
ationslo
ales du maillage au 
ours du 
al
ul. Le pas de dis
rétisation de 
e maillage étant liéà la longueur de 
oupure du �ltre, 
ette dernière est don
 amenée à varier au 
ours dutemps. Or, de la même manière qu'évoqué pré
edemment pour une variation spatiale de
ette longueur de 
oupure, sa dépendan
e temporelle est à l'origine de l'apparition d'uneerreur de 
ommutation entre les opérations de �ltrage et de dérivées en temps. Contraire-ment à l'erreur de 
ommutation en espa
e, peu d'études se sont pen
hées sur l'erreur de
ommutation en temps. Cela peut s'expliquer par une plus grande utilisation de maillagesvariant spatialement, 
omme par exemple en pro
he paroi, alors que le ra�nement en
ours de 
al
ul est moins répandu.Néanmoins, dans 
ertaines situations, il apparaît né
essaire d'envisager un remaillage enfon
tion de l'évolution de l'é
oulement. En parti
ulier, lorsque l'on se trouve en présen
ed'éléments mobiles, la prise en 
ompte de 
es éléments va entraîner une modi�
ation dumaillage (méthodes ALE pour Arbitrary Lagrangian-Eulerian). Il en sera de même si l'onfait appel à des appro
hes de type AMR (Adaptive Mesh Re�nement) dont l'obje
tif estd'adapter le maillage à la physique de l'é
oulement.Dans le but d'étendre la Simulation des Grandes E
helles à des 
as 
on
rets pour l'indus-trie, il semble don
 né
essaire d'étudier le 
omportement de 
e type de 
al
ul en présen
ede maillages dont le pas varie au 
ours du 
al
ul. Ce problème a servi de 
adre à lapremière partie des travaux présentés dans 
e mémoire. Ainsi, le premier obje
tif fut dedéterminer une expression théorique de l'erreur introduite dans une telle situation. Onrappelle que 
e terme d'erreur peut se mettre sous la forme :
[
∂

∂t
, G⋆

]
(φ)(x, t) =

[
∂φ

∂t
− ∂φ

∂t

]
(x, t) (3.4)Pour 
elà, il faut repartir de la dé�nition du �ltre en Simulation des Grandes E
helles.On rappelle que 
e �ltrage est dé�ni par :

φ(x, t) =

∫ +∞

−∞

G(x− y,∆(x, t)) φ(y, t) dy (3.5)On peut également réé
rire 
ette relation en faisant appel à un �ltre réduit, 
'est à direen introduisant le �ltre g dé�ni par G(x,∆) = 1
∆
g
(
x
∆

). Les variables �ltrées s'obtiennent
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φ(x, t) =

∫ +∞

−∞

1

∆(x, t)
g

(
x− y

∆(x, t)

)
φ(y, t) dy (3.6)A�n d'alléger les notations, la dépendan
e de la longueur de 
oupure vis à vis des variablesd'espa
e et de temps ne sera plus notée par la suite. Il faut 
ependant garder à l'esprit 
ettedépendan
e qui est à l'origine de l'apparition des erreurs de 
ommutation : ∆ = ∆(x, t).En�n, on pro
ède à un 
hangement de variable en introduisant une nouvelle variable ξdé�nie par ξ =

x− y

∆
. La relation (3.6) devient alors :

φ(x, t) =

∫ +∞

−∞

g(ξ) φ(x− ∆ ξ, t) dξ (3.7)L'obje
tif de 
ette étude étant de déterminer l'ordre d'importan
e de l'erreur introduite,la suite du développement va s'inspirer des travaux de Ghosal et Moin [50℄. Ils pro
èdentà un développement en série de Taylor de la fon
tion étudiée :
φ(x− ∆ ξ, t) =

+∞∑

k=0

(−1)k

k!
∆k ξk Dk

xφ(x, t) (3.8)L'opérateur Dk
x désigne la dérivée d'ordre k en espa
e : Dk

x ≡
∂k

∂xk
.On inje
te ensuite 
ette dé
omposition en série de Taylor dans la dé�nition de la variable�ltrée (3.7), donnant lieu à une nouvelle dé�nition de 
elle-
i :

φ(x, t) =

+∞∑

k=0

(−1)k

k!
∆k Dk

xφ(x) Mk
g (3.9)Il apparaît dans 
ette expression les moments d'ordre k du �ltre g, notés Mk

g et dé�nis dela manière suivante :
Mk

g =

∫ +∞

−∞

ξk g(ξ) dξ (3.10)A partir de l'expression des moments liés au �ltre, on peut exprimer l'erreur de 
ommuta-tion en réé
rivant 
ha
un des termes du membre de droite de l'équation (3.4) à l'aide de(3.9) ; on obtient alors l'approximation suivante pour l'erreur de 
ommutation en temps :
[
∂

∂t
, G⋆

]
(φ)(x, t) =

[
∂φ

∂t
− ∂φ

∂t

]
(x, t)

=

+∞∑

k=0

(−1)k

k!
Dk
xφ(x, t)Mk

g

∂∆k

∂t
(3.11)Remarque : Le développement en série de Taylor né
essite néanmoins d'imposer un 
er-tain nombre de 
ontraintes sur le �ltre et la variable étudiée pour être appliquable. Ainsi,l'expression théorique pré
édente n'est valable que si on emploie un �ltre qui dé
roit suf-�sament rapidement a�n de véri�er Mk

G <∞. Cette 
ondition est véri�ée pour les �ltresà support 
ompa
t ainsi que les �ltres pour lesquels les moments ne 
roissent pas trop
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ulier, le �ltre gaussien (et ses dérivées) véri�e parfaitement 
es hy-pothèses, au 
ontraire, par exemple, du �ltre porte pour lequel le développement en sériede Taylor ne peut pas s'appliquer. Par ailleurs, la fon
tion étudiée φ doit être 
ontinûmentdérivable.A�n de faire apparaître expli
itement l'ordre de grandeur en ∆ de l'erreur de 
ommuta-tion, l'expression pré
édente est transformée en utilisant 
ette fois les moments Mk
∂g
∂∆

− 1
∆
g
,
e qui aboutit à :

[
∂

∂t
, G⋆

]
(φ)(x, t) =

∂∆

∂t

+∞∑

k=0

(−1)k

k!
∆kDk

xφ(x, t) Mk
∂g
∂∆

− 1
∆
g

(3.12)Sous 
ette forme, on distingue deux 
ontributions à l'erreur de 
ommutation. D'une part,on véri�e l'in�uen
e de la vitesse de variation de la longueur de 
oupure ∂∆
∂t
, 
e que l'onpouvait fa
ilement imaginer intuitivement, permettant par ailleurs de véri�er que l'erreurde 
ommutation est nulle si 
ette longueur de 
oupure est 
onstante. D'autre part, il ap-paraît une somme de termes qui dépendent à la fois des dérivées de la fon
tion étudiée etdes moments liés au �ltre.L'obje
tif est alors de diminuer 
ette erreur, ou tout du moins de déterminer l'in�uen
equ'elle va avoir sur les simulations. Si l'on 
her
he à diminuer l'importan
e de 
ette er-reur, on voit qu'il va falloir soit limiter la vitesse de variation de la longueur de 
oupure
e qui revient à agir sur ∂∆

∂t
, soit utiliser un �ltre qui va permettre d'annuler les termesdominants dans la somme, 
'est à dire les termes liés aux premiers indi
es k. Commeévoqué par plusieurs auteurs pour l'erreur de 
ommutation en espa
e, le fait d'agir sur le�ltre a�n d'annuler ses premiers moments pour diminuer l'erreur de 
ommutation risquede se montrer ine�
a
e. En e�et, augmenter l'ordre du �ltre va également entraîner unediminution du terme sous-maille, et par 
onséquent l'erreur relative de 
ommutation rap-portée au terme sous-maille ne va pas diminuer de manière 
onséquente. Par ailleurs, le�ltre est, en règle générale, donné de manière impli
ite par le s
héma numérique employédans la simulation et demeure don
 in
onnu de manière exa
te. Pour 
es di�érentes rai-sons, l'étude présentée va plut�t 
her
her à montrer l'in�uen
e de la vitesse d'adaptationsur un 
al
ul de Simulation des Grandes E
helles.Dans un premier temps, l'exemple du �ltre gaussien a été étudié [76℄. D'un point de vuethéorique, l'erreur de 
ommutation qui risque d'apparaître est la suivante :

[
∂

∂t
, G⋆

]
(φ)(x, t) =

∂∆

∂t

(
∆

12
D2
xφ(x, t) + o(∆3)

) (3.13)Cette expression peut être assimilée à un terme dissipatif en introduisant une nouvelleforme de dissipation engendrée par les problèmes de 
ommutation et notée νnewt = ∂∆
∂t

∆
12
.On réé
rit alors la relation (3.13) de la manière suivante :

[
∂

∂t
, G⋆

]
(φ)(x, t) = νnewt D2

xφ(x, t) +
∂∆

∂t
o(∆3) (3.14)Cette vis
osité νnewt est positive lorsque ∆ augmente et négative dans le 
as 
ontraire.Ainsi, lorsque l'on va étirer le maillage, on s'attend à observer une augmentation de lavis
osité totale de la simulation, alors que lorsque le maillage est 
omprimé, 
ette quantité



3.2. ERREUR DE COMMUTATION EN TEMPS 43va être amenée à diminuer. Par ailleurs, toujours d'après la relation (3.13), il est intéres-sant de noter que plus la variation de la longueur de 
oupure est rapide, et plus le termed'erreur est important.Indépendemment de 
ette étude, Moureau et al. [99℄ se sont également pen
hés sur l'er-reur de 
ommutation en temps (�Temporal Commutation Error� ou TCE en anglais). Leurobje
tif est d'étendre la Simulation des Grandes E
helles à des é
oulements 
omplexes, etplus parti
ulièrement les é
oulements se développant à l'intérieur des moteurs à piston.Tout d'abord, leurs résultats théoriques sont tout à fait 
omparables à 
eux évoqués dans
e mémoire. De la même façon, ils estiment l'erreur de 
ommutation à l'aide d'un déve-loppement en série de Taylor. En 
onsidérant une longueur de 
oupure variant égalementspatialement : G = G (x, t,∆(x, t)), ils évaluent l'erreur de 
ommutation gra
e à l'intro-du
tion des 
oordonnées issues des méthodes de type ALE. Ils expriment ainsi l'erreur de
ommutation sous la forme d'une triple 
ontribution : un terme d'erreur lié à la modi�
a-tion temporelle du pas de dis
rétisation (TCE), un se
ond terme provenant du �stret
hing�éventuel du maillage en espa
e (SCE) et un dernier terme issu d'une éventuel modi�
a-tion du �ltre lui même (par exemple, passage d'un �ltre porte à un �ltre gaussien). Par lasuite, ils se 
on
entrent sur le premier terme à savoir l'erreur de 
ommutation temporelleet négligent les autres 
ontributions et se retrouvent ainsi ave
 les mêmes hypothèses que
elles exposées dans 
e mémoire.En outre, ils expriment l'erreur de 
ommutation temporelle dans le 
adre d'une étudetridimensionnelle, en extrapolant simplement la relation obtenue dans le 
adre monodi-mensionnel. En rapportant la relation trouvée aux notations de nos travaux, on obtient :
[
∂

∂t
, G⋆

]
(φ)(x, t) =

+∞∑

i=0

+∞∑

j=0

+∞∑

k=0

(−1)i+j+k

i!j!k!
M (ijk)

g

∂

∂t

[
∆i
x∆

j
y∆

k
z

]
Di
xD

j
yD

k
zφ(x, t) (3.15)où les moments tridimensionnels sont dé�nis de la manière suivante :

M
(ijk)
F =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

ξix ξ
j
y ξ

k
z F (ξ) dξ3 (3.16)En�n, Franke et Frank [38℄ ont également étudié l'erreur de 
ommutation temporelle etont suggéré de la modéliser ou de travailler ave
 des grilles 
urvilignes 
omme évoquépar Jordan [63℄ a�n de ne pas faire apparaître 
ette erreur. Un exemple de simulationmonodimensionelle leur a permis, en outre, de démontrer l'existen
e de 
e terme d'erreuret d'évaluer son in�uen
e sur la solution �ltrée.
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Chapitre 4Etude numérique de l'erreur de
ommutation en temps
4.1 Turbulen
e Homogène Isotrope en dé
roissan
e libre4.1.1 Des
ription générale de la simulationNous allons maintenant nous intéresser au problème de la Turbulen
e Homogène Iso-trope en dé
roissan
e libre, abrégé en THI dans la suite de 
e do
ument. Ce problèmereprésente un 
as test assez intéressant pour le développement de modèles sous-maille oude nouvelles méthodes numériques. En e�et, les hypothéses d'isotropie lo
ale à petitesé
helles, généralement admises lors de l'élaboration des modèles sous-maille, sont véri�éesdans le 
as de la THI ; on est don
, en prin
ipe, en mesure de reproduire �dèlement lesphénomènes 
ara
téristiques de 
et é
oulement à l'aide des outils numériques à notre dis-position.D'un point de vue experimental, la THI est généralement 
omparée aux phénomènes tur-bulents qui apparaissent en aval d'une grille pla
ée à l'intérieur d'une veine d'essai [23℄.Un 
hamp de turbulen
e homogène isotrope peut être dé�ni 
omme un domaine in�nide l'espa
e dans lequel les propriétés statistiques de la turbulen
e sont indépendantesde la position du point dans le domaine. L'homogénéité se traduit par la stationnaritédans l'espa
e de toute moyenne statistique de quantité �u
tuante, 
e qui revient à une
ondition d'invarian
e par translation. L'hypothèse d'isotropie implique qu'à tout instant,les propriétés statistiques du 
hamp turbulent sont invariantes par rotation et symétrieplane en 
haque point du 
hamp. Ainsi, tout 
hamp isotrope est né
essairement homogènepuisque l'on peut obtenir la translation en 
ombinant deux rotations. La dénominationTHI est don
 
onservée uniquement pour des raisons historiques.Le domaine de 
al
ul employé dans la simulation numérique de 
e phénomène est une boîte
ubique, de 
oté 2π, prolongée par 
ontinuité dans toutes les dire
tions. Cette 
on�gura-tion présente l'intérêt d'être simple à dis
rétiser. Par ailleurs, les 
onditions de periodi
itépermettent d'employer un 
ode spe
tral pour simuler l'é
oulement. Ce
i est parti
uliè-rement intéressant du fait de la pré
ision des méthodes spe
trales qui permettent des'a�ran
hir des erreurs de dis
rétisation du s
héma numérique. En e�et, les termes de dé-rivation présents dans les équations �ltrées sont 
al
ulés de manière exa
te dans l'espa
espe
tral par l'introdu
tion du ve
teur d'onde k, anihilant ainsi les erreurs d'approxima-tion présentes dans les méthodes de volumes �nis par exemple. On espère ainsi parvenir à45



46 CHAPITRE 4. ETUDE NUMÉRIQUE DE L'ERREUR DE COMMUTATIONisoler les erreurs engendrées par la modélisation du terme sous-maille de 
elles provoquéespar la non-
ommutation.Le maillage de référen
e 
omporte 1923 points ; il est homogène dans 
ha
une des dire
-tions. En terme de nombre d'onde, 
ela revient à évaluer 64 modes de Fourier du fait dela méthode permettant d'éviter les erreurs d'aliasing (voir le prin
ipe en annexe A).Le prin
ipe de la simulation numérique de la THI en dé
roissan
e libre est d'imposer,en entrée de 
al
ul, un 
hamp de vitesse initial, auquel est asso
ié un spe
tre d'énergie
inétique turbulente. Dans la suite du 
al
ul, plus au
une énergie ne sera inje
tée, on étu-diera uniquement la dé
roissan
e de l'énergie 
inétique initiale, résultant de phénomènesde dissipation.Le 
hamp initial présente une distribution gaussienne 
onduisant à un spe
tre d'énergie,dit spe
tre de Passot-Pouquet [105℄, de la forme :
E(k) = C

(
k

k0

)4

exp

(
−2

(
k

k0

)2
) (4.1)On 
hoisit la valeur k0 = 4 qui permet de �xer le nombre d'onde pour lequel le spe
tred'énergie atteint son maximum ; la 
onstante C est, quant à elle, 
al
ulée a�n de véri�er :

∫ ∞

0

E(k)dk =
3

2
u2
rms (4.2)d'où

C =
u2
rms

3k0

√
2π

(4.3)Il 
onvient également de dé�nir les grandeurs 
ara
téristiques 
lassiquement étudiées dansle 
adre de la THI. Tout d'abord, l'énergie 
inétique Ec et l'enstrophie D 
orrespondantessont dé�nies réspe
tivement par :
Ec(t) =

1

2
< ~u.~u >=

∫ +∞

0

E(k)dk (4.4)
D(t) =

1

2
< |~∇∧ ~u|2 > (4.5)Le fait d'utiliser un spe
tre ave
 une distribution gaussienne 
onduit à un 
hamp de vitessedont les 
orrélations triples sont nulles initialement. On désigne par 
orrélations triples,dans l'espa
e spe
tral, les 
orrélations de la forme < ui(p, t)uj(q, t)ul(−k, t) >. Ainsi, lespremiers instants de la simulation vont traduire l'établissement de 
es 
orrélations triples,
ara
térisé par une 
onservation de l'énergie 
inétique totale et une augmentation de l'en-strophie. Les intera
tions non-linéaires, traduites par 
es 
orrélations triples, vont ainsiredistribuer l'énergie sur l'ensemble des modes de Fourier jusqu'à l'obtention d'un spe
trede Kolmogorov et jusqu'à 
e que les nombres d'onde ex
ités soient su�sament élevés pourpermettre à la vis
osité de dissiper l'énergie en �n de spe
tre. Pendant 
ette premièrephase, les e�ets visqueux sont négligeables, on peut observer des phénomènes fortementanisotropes et l'augmentation de l'enstrophie s'explique par l'étirement des stru
turestourbillonaires.



4.1. TURBULENCE HOMOGÈNE ISOTROPE EN DÉCROISSANCE LIBRE 47Dans un deuxième temps, les e�ets visqueux vont don
 devenir non négligeables et entraî-ner l'apparition de stru
tures dissipatives. Le phénomène de 
as
ade d'énergie va ainsi setraduire par la dé
roissan
e de l'énergie 
inétique et de l'enstrophie au 
ours du temps(Figure 4.1). La �gure 4.2 donne un exemple d'é
oulement de THI une fois le régime

t

t-1,8

t-1,5

E

D

Fig. 4.1 � Evolution de l'énergie et de l'enstrophie résolues au 
ours des simulations deTurbulen
e Homogène Isotrope.turbulent établi. On 
onsidére généralement que l'on se trouve en présen
e d'une Turbu-len
e Homogène Isotrope lorsque le spe
tre présente une pente en a

ord ave
 la théoriede Kolmogorov, ave
 l'apparition d'une zone inertielle, et lorsque le 
oe�
ient de dissy-métrie de la dérivé de la vitesse, ou skewness, atteint une valeur d'équilibre négative. Ce
oe�
ient est dé�ni par Sk = (Sk11 + Sk22 + Sk33)/3 où Sk désigne un tenseur dont les
omposantes sont données par :
Skij =

〈(
∂ui

∂xj

)3
〉

〈(
∂ui

∂xj

)2
〉 3

2

(4.6)Il traduit l'étirement des stru
tures tourbillonaires.Sa valeur initiale est pro
he de zéro, le 
hamp étant alors donné par une répartitiongaussienne. Les valeurs de 
e 
oe�
ient à l'équilibre varient en fon
tion de l'appro
headoptée et il tend à diminuer, en valeur algébrique, ave
 la résolution. Ainsi, Seror [129℄obtient un 
oe�
ient de dissymétrie 
ompris entre −0.4 et −0.5 pour ses simulations nu-mériques dire
tes, 
e qui est en a

ord ave
 les résultats antérieurs 
omme 
eux présentéspar Samtaney et al. [125℄. Une valeur pro
he de −0.5 est également 
al
ulée dans les DNSin
ompressibles de Vin
ent et al. [144℄ et Erleba
her et al. [33℄. Les résultats expérimen-taux de turbulen
e de grille de Bat
helor et al. [6℄ donnent des skewness plus pro
hes de
−0.4. En LES, on retrouve des valeurs plus faibles, 
omprises entre −0.3 et −0.4 pourMossi [98℄ ou Basu et al. [5℄ par exemple. Il est également intéressant de 
omparer lesrésultats numériques ave
 l'expression obtenue en s'appuyant sur les hypothèses de Kol-mogorov Sk = −4

5
C

−3/2
k [94℄ qui aboutit à Sk = −0.48 ave
 la valeur 
hoisie dans notre
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Fig. 4.2 � Iso-
ontours de vorti
ité ω pour l'é
oulement de Turbulen
e Homogène Isotrope.étude, à savoir Ck = 1.41. Ces derniers travaux 
onfortent nos résultats nous donnant desskewness autour de −0.35 dans les di�érents 
as étudiés.Les tranferts d'énergie se font prin
ipalement des grandes é
helles vers les petites, oùl'énergie est dissipée. Néanmoins, la pente à l'origine du spe
tre étant s0 = 4, l'appro
heEDQNM de Lesieur et S
hertzer [79℄ prévoit un phénomène de ba
ks
atter important dansles petits nombres d'onde.La pente du spe
tre aux petits nombres d'onde permet également de déterminer, parl'appro
he EDQNM, les evolutions temporelles des grandeurs 
ara
téristiques de la tur-bulen
e telles que l'énergie 
inétique ou l'enstrophie. Lesieur et S
hertzer montrent ainsique l'emploi d'un spe
tre présentant une pente aux grandes é
helles s0 ≥ 4 va donnerpla
e à une loi de dé
roissan
e en énergie en t−1.38, et non plus t−10/7 
omme proposé parKolmogorov. Lesieur et Ossia [78℄ ont, pour leur part, relevé une dé
roissan
e de l'énergieen t−1.384 pour une pente à l'origine en k4, 
e qui est en très bon a

ord ave
 les travauxde Lesieur et S
hertzer et nos relevés (t−1.5 d'après la �gure 4.1).Dans le même temps, l'enstrophie varie en t−2.38. Cependant, nous n'avons a

és qu'auxvaleurs �ltrées de 
es grandeurs. Une partie des informations issues des grands nombresd'onde est ainsi non représentée. Pour l'énergie 
inétique, les é
helles qui 
ontribuent àson évaluation sont prin
ipalement les é
helles résolues, on peut don
 se permettre de
onfondre énergie 
inétique totale et énergie 
inétique �ltrée. Par 
ontre, 
e n'est pas le
as pour l'enstrophie, une part importante des é
helles y 
ontribuant étant �ltrées. A
ker-man [1℄ montre que l'enstrophie �ltrée suit une dé
roissan
e en t−1.6 
e qui se rappro
hedes relevés e�e
tués (t−1.8 d'après la �gure 4.1).Pour évaluer le 
ara
tère 
ompressible de l'é
oulement, on peut pro
éder à une dé
ompo-sition de Helmholtz du 
hamp de vitesse. Cette dé
omposition est pré
ise dans l'espa
e
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ompressible de la vitesse étant donnée par uck = [k.uk]k/k2 et lapartie solénoïdale (ou in
ompressible) par usk = uk − uck. La notation uk désigne le modede Fourier du 
hamp de vitesse asso
ié au ve
teur d'onde k. On dé�nit alors le fa
teur de
ompressibilité χ = ucrms/urms, où ucrms désigne la valeur rms de la 
omposante 
ompres-sible de la vitesse. Dans les di�érentes simulations e�e
tuées, 
e fa
teur est initialementnul χ0 = 0, 
'est à dire que le 
hamp initial 
hoisi est in
ompressible.Les autres paramètres importants des simulations à venir sont rappelés dans le tableauM Re ∆t0.2 1010 0.1 sTab. 4.1 � THI : Paramètres de 
al
ul4.1, à savoir le nombre de Ma
h, le nombre de Reynolds et le pas de temps utilisés. Il estintéressant de noter que le nombre de Reynolds est très élevé, 
e qui permet de se rappro-
her d'une situation présentant une dissipation molé
ulaire nulle. Seules les dissipationsliées au s
héma numérique et au modèle sous-mailles sont alors présentes, 
e qui 
onstitueun 
as extrême de validation de l'appro
he LES.4.1.2 Mise en éviden
e de l'erreur de 
ommutationL'obje
tif des simulations étant de mettre en éviden
e les erreurs engendrées par unevariation de la longueur de 
oupure du �ltre au 
ours du temps, les 
al
uls vont s'e�e
tuersur une grille 
omportant un nombre variable de points de dis
rétisation. Dans le 
odespe
tral, 
ela 
onsiste en une modi�
ation dynamique de la valeur du nombre d'onde de
oupure au 
ours de la simulation et une visualisation de l'évolution de l'é
oulement quis'en suit. Pour 
ela, la 
oupure va évoluer au 
ours du temps suivant une loi sinusoïdalede la forme :
kc(t) =

kc,min + kc,max
2

+
kc,max − kc,min

2
cos(ωt) (4.7)On �xe les nombres d'onde extrêmes 
onsidérés dans les simulations kc,min = 23 et

kc,max = 63. Physiquement, 
ela revient à étirer et 
omprimer su

essivement le maillage,en passant d'un maillage en 963 qui 
orrespond à kc = kc,max soit 32 modes de Fourieraprès désaliasing, à un maillage en 483 pour kc = kc,min soit 16 modes de Fourier aprèsdésaliasing.La pulsation ω permet de �xer la vitesse de variation du pas du maillage. En e�et, lavitesse d'adaptation est alors :
∂∆

∂t
=
∂∆

∂kc

∂kc
∂t

=
∆2

π

kc,max − kc,min
2

ωsin(ωt) (4.8)Il va ainsi être possible de mettre en éviden
e l'in�uen
e de 
e paramètre sur la qualité dela simulation. Pour 
ela, plusieurs 
al
uls 
orrespondant à plusieurs valeurs de la pulsation
ω ont été menés. Les 
as d'études sont détaillés dans le tableau 4.2. A�n de quanti�er plusphysiquement les périodes d'os
illation 
onsidérées, on les 
ompare au temps de retourne-ment des grosses stru
tures à l'instant initial. On obtient ainsi des périodes d'os
illationallant de 92% de 
e temps de retournement à 5%.
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ω T

TL00.6 0.921 0.554 0.1410 0.05Tab. 4.2 � Os
illations étudiées en dé
roissan
e libre : Valeurs des pulsations et périodes
orrespondantes adimensionnées par le temps de retournement initial des grosses stru
-tures.L'étude étant menée dans l'espa
e spe
tral, nous allons étudier l'in�uen
e de l'os
illationdu nombre d'onde de 
oupure sur le spe
tre et son évolution temporelle. Plus pré
isement,il paraît intéressant d'étudier le 
omportement de quelques modes parti
uliers 
hoisis dansla bande spe
trale étudiée i
i. Le �ltre utilisé sera un �ltre sharp 
ut-o� généralement uti-lisé dans l'espa
e spe
tral.La �gure 4.3 présente l'évolution des modes 3, 6, 10, 14 et 18 au 
ours de la simulation,pour quatre pulsations d'os
illation. On 
ompare 
es évolutions à 
elles obtenues en dé-
roissan
e libre sans os
illation de la longueur de 
oupure. En 
omparant 
es di�érentes
ourbes, plusieurs 
onstatations peuvent être e�e
tuées.Tout d'abord, pour les petits nombres d'onde, à savoir les modes 3 et 6, il apparaît unelégère augmentation de l'énergie 
ontenue dans 
es modes, et 
e d'autant plus que la pul-sation est faible. Il ne s'agit 
ependant pas de lier dire
tement 
e phénomène au problèmede 
ommutation évoqué. En e�et, la 
ause de 
ette modi�
ation du spe
tre aux petitsnombres d'onde semble d'avantage être la valeur 
hoisie pour kc,min. En e�et, lorsque lenombre d'onde de 
oupure est à son minimum, la simulation est fortement sous-résolue etla 
oupure se situe à l'extrême limite de la zone inertielle, 
e qui n'assure pas né
essaire-ment un bon 
omportement du modèle sous-maille. Or, plus la pulsation est faible, plusla période pendant laquelle la simulation se trouve dans 
ette situation est 
onséquente,
e qui justi�e que 
e phénomène soit plus marqué pour les os
illations lentes.Ensuite, on s'intéresse aux nombres d'onde 10 et 14, 
'est à dire des nombres d'ondepro
he de kc,min (après désaliasing) mais tout de même infèrieurs à 
ette valeur. Uneaugmentation globale de la quantité d'énergie 
ontenue dans 
es modes est également ob-servée. Cependant, pour 
es modes, l'a

umulation d'énergie augmente ave
 la pulsation,au 
ontraire des pré
édentes 
onstatations pour les modes plus faibles. Par ailleurs, dansla phase de dé
roissan
e du nombre d'onde de 
oupure, l'énergie 
ontenue dans 
es modestend à dé
roître et à 
ompenser l'a

umulation qui provient de l'augmentation de kc, et 
equelque soit la pulsation. Mathématiquement, on peut interpréter 
e phénomène à l'aidede la relation (3.14) qui introduit une vis
osité supplémentaire engendrée par l'os
illationde la longueur de 
oupure du �ltre. Cette vis
osité est positive quand ∆ augmente, 
'est àdire quand kc diminue et tend don
 bien à faire diminuer la quantité d'énergie près de la
oupure pendant la dé
roissan
e de kc. En�n, pour les nombres d'onde 
ompris entre kc,minet kc,max, les informations issues de 
ette bande de nombres d'onde n'ont pas le tempsd'être restituées pendant la phase d'augmentation de kc si une pulsation trop importanteest employée. Cela se visualise très rapidement sur les 
ourbes obtenues pour ω = 4 et
ω = 10 pour lesquelles l'énergie 
orrespondant au mode k = 18 est quasi-nulle tout au
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Fig. 4.3 � THI en dé
roissan
e libre : évolution de la densité spe
trale d'énergie E(k) de
inq modes parti
uliers pour des pulsations d'os
illations, de haut en bas et de gau
he àdroite, ω = 0.6, ω = 1, ω = 4 et ω = 10. � � : dé
roissan
e sans os
illation (ω = 0) ; 2 :
k = 3 ; ◦ : k = 6 ; ∆ : k = 10 ; ∇ : k = 14 ; ⋄ : k = 18.long de la simulation. Pour des os
illations moins rapides, l'énergie de 
e mode est re-trouvée 
orre
tement à la �n de la période d'os
illation. Ainsi, pour des pulsations lentes,le modèle sous-maille dispose d'un temps su�sant pour restituer les petites é
helles del'é
oulement, modélisant ainsi 
onvenablement la 
as
ade d'énergie. Pour des pulsationsplus rapides, le modèle ne permet pas une bonne des
ription des é
helles de l'é
oulement.On peut ré
apituler l'ensemble des observations e�e
tuées à l'aide d'une �gure présentantl'évolution de la répartition spe
trale de l'énergie au 
ours du 
al
ul. Plus pré
isément, la�gure 4.4 dé
rit l'évolution au 
ours du temps de la quantité dE dé�nie par :

dE(k, t, ω) = E(k, t, ω) − E(k, t, ω = 0) (4.9)Cette quantité traduit l'in�uen
e de l'os
illation sur le spe
tre d'énergie puisqu'il s'agitde la di�éren
e entre le spe
tre d'énergie obtenu sans os
illation et 
elui obtenu ave
 unnombre d'onde de 
oupure os
illant. Ainsi, on retrouve les phénomènes d'a

umulation(dE > 0) et de perte (dE < 0) d'énergie 
omme pré
édemment. Pour les os
illations lentes,les nombres d'ondes ampli�és se situent prin
ipalement dans les très grandes é
helles alorsque pour des os
illations plus rapides, l'a

umulation se dépla
e vers des nombres d'ondepro
he de la 
oupure. De plus, les petites é
helles sont 
onvenablement restituées uni-quement si la période d'os
illation est su�sament importante pour permettre au modèlesous-maille et au phénomène de 
as
ade d'énergie asso
ié d'agir e�
a
ement.
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Fig. 4.4 � THI en dé
roissan
e libre : évolution de la répartition spe
trale de l'énergiepour di�érentes pulsations d'os
illation : de haut en bas et de gau
he à droite, ω = 0.6(T ∼ 10, 5s), ω = 1 (T ∼ 6, 3s), ω = 4 (T ∼ 1, 6s) et ω = 10 (T ∼ 0, 6s). Iso-valeurs de
dE.Les simulations montrent prin
ipalement que l'utilisation de variations trop rapides de lalongueur du 
oupure du �ltre va altérer les petites é
helles. Ce
i provient d'une mauvaisereprésentaion du phénomène de 
as
ade d'énergie, les petites é
helles n'ayant pas le tempsd'atteindre un état déquilibre. Par ailleurs, pour des os
illations lentes, des erreurs sontvisibles dans les petits nombres d'onde. Celles-
i peuvent provenir du manque d'e�
a
itédu modèle sous-maille lorsque le nombre d'onde de 
oupure atteint sa valeur minimale
kc = kc,minIl est 
ependant di�
ile de distinguer réellement l'impa
t des erreurs de type erreurs de
ommutation des autres sour
es d'erreur. En e�et, le fait que l'énergie totale du systèmediminue au 
ours de la simulation ne permet pas d'étudier en détail l'in�uen
e de l'os-
illation du pas de dis
rétisation sur la physique de l'é
oulement. En e�et, au fur et àmesure que le 
al
ul avan
e en temps, la turbulen
e tend alors à s'atténuer et le modèlesous-maille a un r�le de moins en moins important. Un système 
onservatif serait plusintéressant a�n de réellement juger de l'aptitude de la Simulation des Grandes E
hellesà modéliser un phénomène turbulent en présen
e d'une modi�
ation du pas du maillage.Ainsi, la deuxième partie de 
ette étude de THI va 
on
erner un é
oulement entretenu parl'ajout d'un terme de forçage aux équations dans le but de 
onserver l'énergie 
inétiquetotale du système.
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e Homogène Isotrope for
ée4.2.1 Le terme de forçageEn l'absen
e de for
e extérieure, l'énergie 
inétique de la turbulen
e homogène isotropedé
roit suivant une loi en t−1,38 d'après les prédi
tions issues de l'appro
he EDQNM(pour Eddy-Damped Quasi-Normal Markovian, voir par exemple [1℄ pour la déterminationde 
ette loi). L'obje
tif de l'étude étant de mettre en éviden
e les 
onséquen
es d'unemodi�
ation du maillage sur la simulation, il apparaît utile de se baser sur un é
oulementstatistiquement stationnaire a�n de pouvoir 
omparer quantitativement les informationsentre les di�érents instants. Il s'agit don
 de s'assurer que l'énergie 
inétique totale et, parla même o

asion, les autres grandeurs 
ara
téristiques de la THI, restent 
onstantes au
ours du temps. Une méthode 
ouramment employée 
onsiste à inje
ter arti�
iellement del'énergie aux grands nombres d'onde a�n de 
ompenser l'énergie dissipée par les petitesstru
tures. La te
hnique employée i
i a été proposée par Witkowska [148℄ qui pré
onise deréinje
ter la quantité d'énergie perdue par les e�ets visqueux dans une bande de nombred'ondes [k1, k2] situés en amont de la zone inertielle. En pratique, 
ela se traduit parl'introdu
tion d'un 
oe�
ient multipli
ateur β qui va agir sur les modes de Fourier de lasimulation :
û(k, t+ ∆t) = βû(k, t) (4.10)Ce 
oe�
ient va permettre d'ampli�er les modes basse fréquen
e du spe
tre et, par 
onsé-quent, il est di�érent de un pour les seuls modes 
ompris dans l'intervalle [k1, k2]. Sonbut étant d'assurer la 
onservation de l'énergie 
inétique aux di�érents instants, il dépendà la fois de la quantité d'énergie dissipée entre deux pas de temps ∆Etot et de l'énergie
ontenue dans la bande [k1, k2] :

β =





√
1 + ∆Etot∫ k2

k1
E(k)dk

pour k ∈ [k1, k2]

1 sinon (4.11)On pourrait 
raindre que l'ajout de 
e terme de forçage ne vienne perturber la simulation,en altérant inéxorablement la turbulen
e. Cependant, Witkowska et al. [149℄ montrent que
ette méthode de forçage n'a pas une in�uen
e signi�
ative sur le développement de laturbulen
e.On a pu toutefois noter une in�uen
e non négligeable de l'intervalle de forçage [k1, k2].Dans les travaux de Seror [129℄, le forçage est appliqué dans l'intervalle de nombres d'onde
[1, 5]. Witkowska, pour sa part, obtenait les meilleurs résultats sur ses simulations ave
 unintervalle de forçage [3, 20]. Cependant, le spe
tre initial était di�érent ave
 un pi
 dansdes plus hauts nombres d'onde que pour nos simulations (k0 = 7).A�n de s'assurer que l'in�uen
e du forçage ne viendrait pas perturber les simulations, troisintervalles de forçage ont été testés 
omme répertoriés dans le tableau 4.3. Le premierest 
elui employé par Seror, le se
ond [2, 6] est 
hoisi de manière à être 
entré autourdu nombre k0, en�n le troisième est légèrement plus restreint ave
 un forçage pour lesnombres d'onde 3 ≤ k ≤ 6. Dans tous les 
as, le forçage est appliqué lorsque l'é
oulementa atteint un régime auto-similaire ave
 un spe
tre pro
he des hypothèses de Kolmogorov,
'est à dire i
i dès l'instant t = 10. Le maillage utilisé pour tester l'in�uen
e du forçage
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ontient 643 points. 
as [kmin, kmax]forçage A [1, 5]forçage B [2, 6]forçage C [3, 6]Tab. 4.3 � Intervalles de forçage 
onsidérés
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Fig. 4.5 � In�uen
e de l'intervalle de forçage sur les spe
tres d'énergie (gau
he) et d'en-strophie (droite) à t=20. � : pas de forçage ; � � : forçage A ; · · · : forçage B ; � · � :forçage CLa �gure 4.5 donne un aperçu du 
omportement spe
tral de la simulation pour lesdi�érents intervalles de forçage. Ainsi, on véri�e que l'énergie 
ontenue dans la bande denombres d'onde for
ée est a

rue, alors que l'énergie de part et d'autre de 
et intervalleest diminuée pour assurer une 
onservation de l'énergie totale de l'é
oulement. Dans le 
asdu forçage C, on observe un pi
 d'énergie qui se retrouve dé
alé vers les petites é
hellespar rapport aux autres simulations, présentant un pi
 d'énergie pro
he de 
elui du spe
treinitial k0. Or, on reporte généralement, dans la littérature, un dépla
ement du maximumd'énergie au 
ours du temps par rapport au spe
tre initial en dire
tion des petits nombresd'onde. Ainsi, pour les 
al
uls ave
 k0 = 4, on s'attend à avoir un spe
tre qui présente unmaximum autour de k = 2 une fois le régime turbulent établi, que 
e soit en dé
roissan
elibre ou en présen
e d'un terme de forçage. On véri�e bien 
e phénomène pour l'étude endé
roissan
e libre ainsi que pour les forçages A et B, mais pas pour le troisième forçage.Cela va 
onduire à une modi�
ation de la physique de l'é
oulement puisque le maximumd'énergie intervient à des é
helles plus petites que dans les autres 
as d'étude. Pour 
etteraison, 
e forçage est d'hors et déjà ex
lu pour la suite de 
es travaux.Au niveau du 
omportement des simulations aux petites é
helles, on observe des spe
trestrès pro
hes pour les di�érents forçages. Une di�éren
e existe 
ependant entre les forçagesA et B, à savoir que le premier agit d'avantage dans les petits nombres d'onde que le se-
ond. Ainsi, le spe
tre for
é 
orrespondant au 
as A présente un 
omportement similaire
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tre de référen
e au niveau des grandes é
helles de l'é
oulement. Dans le 
as B, leforçage se fait d'avantage ressentir dans les grands nombres d'ondes.L'in�uen
e du forçage sur les grandeurs 
ara
téristiques de la Turbulen
e Homogène Iso-trope a également été mis en éviden
e. Ainsi, la �gure 4.6 présente l'évolution de la mi
ro-é
helle de Taylor, de l'é
helle intégrale, du skewness (
f. dé�nition 4.6) et de l'enstrophietotale en fon
tion du forçage employé. La mi
ro-é
helle de Taylor et l'é
helle intégrale sontdeux é
helles 
ara
téristiques de 
e type d'é
oulement et sont dé�nies respe
tivement par :
λ = urms

√
15/Re

ǫ
(4.12)et

L =
π

2 u2
rms

∫ ∞

0

E(k)

k
dk (4.13)Le forçage A entraîne une augmentation de l'é
helle de Taylor et de l'é
helle intégrale
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Fig. 4.6 � In�uen
e de l'intervalle de forçage sur l'évolution de l'é
helle de Taylor (haut-gau
he), de l'é
helle intégrale (haut-droite), du skewness (bas-gau
he) et de l'enstrophie(bas-droite). � : pas de forçage ; � � : forçage A ; · · · : forçage B ; � · � : forçage Calors que le forçage B permet de 
onserver des valeurs plus stables pour 
es deux gran-deurs. Les trois forçages donnent le même 
omportement pour le fa
teur de dissymétrie etl'enstrophie, 
ette dernière tendant à se stabiliser du fait de l'apport arti�
iel d'énergie.Le 
hoix �nal s'est porté sur le forçage B, qui 
orrespond à l'intervalle de forçage [2, 6], dufait tout d'abord de sa symétrie par rapport au pi
 du spe
tre initial d'énergie, et pourson meilleur 
omportement au niveau des plus petites é
helles résolues.
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e de l'erreur de 
ommutationComme pour le 
as non for
é, la variation de la longueur de 
oupure est i
i régiepar une loi sinusoïdale (4.7). Une telle modi�
ation dynamique de la valeur attribuée à
kc va entraîner une modi�
ation de la quantité d'é
helles résolues. En outre, la quantitéd'énergie résolue va �u
tuer au 
ours du temps et il va don
 falloir en tenir 
ompteau niveau de la quantité notée ∆Etot dans la relation (4.11). En e�et, 
ette quantitédésigne l'énergie perdue entre deux pas de temps de simulation. Cette perte provient dela dissipation d'énergie dans le 
adre de la THI en dé
roissan
e libre et est 
al
ulée de lamanière suivante :

∆Etot =

∫ kc

0

E(k, t)dk −
∫ kc

0

E(k, t+ ∆t)dk (4.14)Dans la présente étude, le nombre d'onde de 
oupure est amené à varier au 
ours dela simulation : kc = kc(t). Par 
onséquent, une diminution de kc va entraîner une perted'information au niveau de la bande spe
trale [kc(t + ∆t), kc(t)], et par 
onséquent unediminution de l'énergie totale résolue ∫ kc

0
E(k, t)dk qui n'est en au
une manière liée à unphénomène de type dissipatif. Il n'y a don
 au
une raison de réinje
ter l'énergie 
orres-pondant à 
ette diminution de kc par l'intermédiaire du terme de forçage.A�n de résoudre 
e problème, l'évaluation de la quantité d'énergie dissipée entre deuxinstants est, par la suite, réalisée dans la bande spe
trale [0, kc,min] uniquement. L'énergie
orrespondante n'est en e�et pas dire
tement a�e
tée par les modi�
ations de kc et ∆Etotest alors 
al
ulé de la manière suivante :

∆Etot =

∫ kc,min

0

E(k, t)dk −
∫ kc,min

0

E(k, t+ ∆t)dk (4.15)Une autre possibilité a été envisagée. Elle 
onsiste à évaluer la quantité d'énergie résolueperdue (ou gagnée) en diminuant (ou augmentant) kc. Cette démar
he s'appuie sur leshypothèses de type Kolmogorov pour déterminer 
ette quantité, mais elle a été rapidementabandonnée 
ar 
es hypothèses restent dis
utables, en parti
ulier dans le 
ontexte d'unnombre d'onde de 
oupure variable.A�n de tester l'in�uen
e de l'erreur de 
ommutation sur les simulations, on relève denouveau l'évolution de la quantité d'énergie 
ontenue dans 
ertains modes de la mêmemanière que dans le 
as de dé
roissan
e libre. Les pulsations utilisées 
ette fois-
i sont
ω = 1, ω = 2 et ω = 10. Les premières 
onstatations sont similaires à 
elles e�e
tuéespour la THI en dé
roissan
e libre. Ainsi, on observe une a

umulation d'énergie pour lesnombres d'ondes situés près du nombre d'onde de 
oupure minimum kc,min, et 
e d'autantplus que la vitesse de variation du maillage, et par 
onséquent la pulsation d'os
illation,sont importantes. L'interprétation de 
e phénomène est identique à 
elle e�e
tuée dans le
adre de la dé
roissan
e libre. Par 
ontre, le 
omportement aux petits nombres d'onde estdi�érent de 
elui observé en l'absen
e de forçage. En e�et, alors qu'en dé
roissan
e libreon observe une légère augmentation de l'énergie 
ontenue dans le mode k = 3, on obtienten présen
e du terme de forçage une diminution de 
ette même quantité.La �gure 4.8 dé
rit l'évolution au 
ours du temps des phénomènes d'a

umulationet de perte d'énergie pour la THI for
ée. On véri�e que pour les faibles pulsations, lespetites é
helles sont bien restituées pendant la phase de 
roissan
e du nombre d'ondede 
oupure, alors que pour des os
illations plus rapides, la simulation ne dispose pas



4.2. TURBULENCE HOMOGÈNE ISOTROPE FORCÉE 57d'un temps su�sant pour restituer les petites é
helles et on obtient une a

umulationimportante d'énergie pro
he du nombre d'onde kc,min. Au niveau des grosses stru
turesde l'é
oulement, on observe le 
omportement inverse, 
'est à dire qu'elles sont altéréespour les os
illations lentes. On obtient ainsi des phénomènes d'a

umulation et de perted'énergie pour les petits nombres d'onde qui tendent à 
roître ave
 le temps. Au 
ontraire,pour les os
illations rapides, les grandes é
helles sont peu modi�ées au 
ours du temps.On peut de nouveau expliquer 
e phénomène par la faible valeur 
hoisie pour kc,min quine permet pas un bon 
omportement du modèle lorsque l'on s'en appro
he, 
e qui estd'autant plus néfaste que l'os
illation est lente.4.2.3 Evaluation a priori de l'erreur de 
ommutationCette partie a fait l'objet d'une publi
ation dans Computers & Fluids [76℄, intitulée�Commutation error in LES with time-dependent �lter width�, et reportée en annexe D.Le prin
ipe de 
ette partie de l'étude est d'utiliser une simulation de THI hautement ré-solue 
omme référen
e, et de lui appliquer un �ltre dont la longueur de 
oupure va varierau 
ours du temps 
omme dans les paragraphes pré
édents. On étudie alors les di�érentstermes présents dans les équations de Navier-Stokes. L'intérêt de 
ette étude a priori estla possibilité d'évaluer expli
itement l'erreur de 
ommutation et ainsi la 
omparer auxautres termes des équations �ltrées.De nouveau, il est montré qu'en faisant varier trop rapidement la longueur de 
oupure du�ltre, le terme d'erreur peut devenir non négligeable par rapport aux termes 
onve
tif etsous-maille des équations �ltrées. L'erreur de 
ommutation peut ainsi devenir jusqu'à septfois plus important que le terme sous-maille pour une pulsation ω = 10 
e qui 
orrespondà vingt os
illations de ∆ pendant une période de retournement des grosses stru
tures.Une étude spe
trale de l'erreur de 
ommutation a par ailleurs demontré que son in�uen
ese 
on
entre essentiellement au niveau des grands nombres d'onde, 
'est à dire au niveaudes nombres d'onde pro
hes de la 
oupure os
illante. En�n, il a été veri�é que le terme
||C(u)||∗ = ||C(u)||

∂∆
∂t

||D2
xu||

varie linéairement ave
 ∆ en a

ord ave
 l'étude théorique et la rela-tion (3.12). Ce
i permet de valider le développement e�e
tué à l'aide de la série de Tayloret d'a�rmer que le premier terme de 
ette série est à l'origine de la majeure partie del'erreur de 
ommutation.En 
on
lusion de 
es simulations de Turbulen
e Homogène Isotrope, la né
essité de
ontr�ler la vitesse de variation de la longueur de 
oupure du �ltre LES a été mise enéviden
e. En e�et, une modi�
ation trop rapide de 
ette longueur va entraîner des pertesirrémédiables d'information qui vont se traduire par une modi�
ation de la turbulen
e del'é
oulement. Au 
ontraire, si la vitesse de variation du maillage (et, par voie de 
onsé-quen
e, la vitesse de variation de la longueur de 
oupure du �ltre) est su�sament faible,les phénomènes liés à la 
as
ade d'énergie vont permettre de restituer la dynamique desdi�érentes stru
tures présentes dans l'é
oulement.Dans la suite des travaux, il faudra don
 préter une attention toute parti
ulière à 
e phé-nomène et 
her
her le meilleur 
ompromis au niveau de la fréquen
e de ra�nement demaillage : elle doit être su�sament élevée pour bien suivre l'évolution de l'é
oulement etdes stru
tures qui le 
omposent, mais 
e ra�nement ne doit pas se faire au détriment dela qualité de la solution qui pourrait être altérée par des modi�
ations trop fréquentes de
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ision lo
ale du maillage.
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Fig. 4.7 � THI for
ée : évolution de la densité spe
trale d'énergie E(k) de 
inq modesparti
uliers pour des pulsations d'os
illations, ω = 1 (haut), ω = 2 (
entre) et ω = 10(bas). � � : évolution sans os
illation (ω = 0) ; 2 : k = 3 ; ◦ : k = 6 ; ∆ : k = 10 ; ∇ :
k = 14 ; ⋄ : k = 18.
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Fig. 4.8 � THI for
ée : évolution de la répartition spe
trale de l'énergie pour di�érentespulsations d'os
illation : ω = 1 (haut), ω = 2 (
entre) et ω = 10 (bas). Iso-valeurs de dE.
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Chapitre 5Les di�érentes te
hniques dera�nement lo
al
5.1 Intérêt du ra�nement lo
al en turbulen
eLa 
ara
téristique prin
ipale d'un phénomène turbulent est son Intermitten
e Spatio-Temporelle. L'intermitten
e est asso
iée à des �u
tuations lo
ales de l'a
tivité des petitesé
helles présentes dans l'é
oulement. Les vortex, ou zones tourbillonnaires, ou 
on
entra-tions de vorti
ité, sont 
lassiquement asso
iés à l'intermitten
e.L'intermitten
e d'un é
oulement est ainsi asso
iée dire
tement à la dynamique des petitesé
helles.Ce phénomène peut être appréhendé de deux façons di�érentes :� à l'aide d'une appro
he statistique pour laquelle on mesure l'é
art à la gaussianitédes densités de probabilités des mesures turbulentes.� au moyen d'une appro
he plus heuristique qui traduit une alternan
e spatio-temporellealéatoire de régions laminaires et de régions fortement désordonnées ou tourbillo-naires.En 1959, Landau et Lifshitz [69℄ émirent l'hypothèse que la dissipation de l'énergie 
i-nétique de la turbulen
e n'était pas homogène mais 
on
entrée dans l'espa
e et dans letemps au sein de régions asso
iées à de forts 
isaillements du 
hamp de vitesse. De telles ré-gions parti
ulières existent à toutes les é
helles et leur intermitten
e spatiale et temporellea été depuis prouvée expérimentalement. Elle apparaît aujourd'hui dans les simulationsnumériques de turbulen
e 
ompressible ou in
ompressible. Les signatures statistiques del'intermitten
e montrent que 
et e�et est d'autant plus pronon
é que l'on s'appro
he desé
helles dissipatives.Plus pré
isément, Farge et al. [35℄ montrent que l'intermitten
e est prin
ipalement liéeà la dynamique des petites stru
tures 
ohérentes, à savoir les phénomènes d'é
latementtourbillonnaire (�bursts� en anglais, voir paragraphe 8.2.1) dans le 
as du 
anal plan, oules �vortex 
ore� pour la 
ou
he de mélange. Pour 
ela, ils s'appuient sur une analyse enondelettes du 
hamp turbulent et l'introdu
tion d'un 
oe�
ient d'intermitten
e et d'unnombre de Reynolds lo
al, tous deux basés sur les 
oe�
ients en ondelettes.D'un point de vue numérique, le 
ara
tère intermittent de la turbulen
e peut se 
onsta-ter de di�érentes manières. Plusieurs auteurs dont Farge et al. [35℄ et Perrier et al.[106℄ montrent ainsi que le phénomène d'intermitten
e se traduit par une légère aug-mentation de la pente du spe
tre dans la zone inertielle. De même, Farge et al. [36℄63
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ontradi
tion ave
 la théorie de Kolmogorov.En e�et, dans le 
adre des travaux de Kolmogorov, la fon
tion de stru
ture d'ordre p,
Sp(r) = 1

L

∫ L
0
|f(x) − f(x + r)|p dx, est amenée à varier selon une loi en puissan
e enfon
tion de l'indi
e p :

Sp(r) = rζ(p) = rp/3 (5.1)Or, on s'aperçoit que 
e n'est pas le 
as lorsque l'on s'intéresse à 
es résultats experimen-taux. On explique généralement 
e phénomène par le fait que la dissipation ε, supposée
onstante dans la zone inertielle du spe
tre selon les hypothèses de Kolmogorov, est enfait intermittent en espa
e, rejoignant les 
on
lusions de Landau et Lifshitz. En�n, unmoyen simple d'évaluer numériquement le 
ara
tère intermittent d'un é
oulement est de
al
uler son fa
teur de skewness dé�ni par la relation (4.6).Cette répartition spatio-temporelle des stru
tures turbulentes doit être prise en 
omptedans la Simulation des Grandes E
helles. En e�et, plus la quantité de petites é
hellesest importante et plus les risques d'erreur de modélisation sont 
onséquentes. Ce
i estd'autant plus vrai dans les régions ne véri�ant pas les hypothèses de 
ette modélisa-tion, typiquement l'hypothèse d'isotropie des petites é
helles. Par exemple, les �bursts� enpro
he paroi sont des stru
tures de petite taille dont on sait qu'elles ne véri�ent pas le re-tour à l'isotropie. La solution la plus rapide pour diminuer les erreurs engendrées est ainside diminuer la quantité d'informations à modéliser dans les zones sensibles de l'é
oule-ment. C'est dans 
ette optique que nous avons voulu appliquer la Simulation des GrandesE
helles sur des maillages s'adaptant dynamiquement à la 
on�guration de l'é
oulement.5.2 Redistribution ou enri
hissement de maillage ?Nous venons d'évoquer l'intérêt d'adapter lo
alement le maillage en fon
tion de lataille des stru
tures turbulentes présentes dans les di�érentes zones de l'é
oulement. Ilsemble ainsi possible de 
ontr�ler l'erreur lo
ale de la solution sans alourdir inutilementles 
al
uls. L'adaptation de maillage regroupe plusieurs familles et on se propose i
i d'enfaire une étude bibliographique (non exhaustive) dans le but de justi�er les 
hoix que nousavons fait pour notre étude.Tout d'abord, on peut distinguer deux grandes 
lasses de méthodes adaptatives : on peut
hoisir d'optimiser la répartition des points du maillage sur le domaine étudié ou bienenri
hir le maillage dans les régions présentant des risques d'erreurs importantes.La première 
atégorie 
onsiste don
 à redistribuer les points de dis
rétisation. L'algo-rithme de redistribution est généralement dé
ouplé de la résolution des équations. Parévaluations su

essives de la pré
ision de la solution, on va ainsi densi�er plus ou moinsle maillage en fon
tion des 
ara
téristiques lo
ales de l'é
oulement en déplaçant les pointsde la grille. Le nombre total de points du maillage étant 
onstant, on 
her
he à répartirles noeuds du maillage de manière à minimiser l'erreur globale. On se �xe don
 
ommeobje
tif d'obtenir une solution la plus pré
ise possible en �xant les 
oûts de 
al
ul. Onparle généralement de méthodes d'adaptation et d'optimisation de maillages. L'in
onvé-nient majeur de 
es méthodes reste qu'elles sont inadaptées aux é
oulements fortementinstationnaires puisqu'elles ne permettent pas un suivi dynamique des stru
tures. Il existe
ependant 
ertaines études qui visent à dépla
er dynamiquement les noeuds du maillage,mais les nouveaux maillages obtenus sont souvent très irréguliers et don
 inadaptés aux
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hémas numériques 
lassiquement employés [107℄. De plus, 
ette méthode va enri
hir 
er-taines régions du domaine de 
al
ul mais dans le même temps on diminue la quantité depoints dans d'autres régions, 
e qui risque de dépla
er l'erreur numérique due au s
hémasans pour autant diminuer son in�uen
e sur le 
al
ul.La deuxième 
atégorie repose sur un enri
hissement de maillage. La méthode de ra�-nement est i
i 
ouplée ave
 la résolution du système d'équations par l'emploi d'un senseur(
f 
hapitre 7). Celui-
i a pour but de déterminer automatiquement les régions à ra�-ner en s'appuyant sur la solution obtenue. On parle don
 de te
hniques automatiques dera�nement lo
al. A la di�éren
e des méthodes de redistribution des points, le nombretotal de points de dis
rétisation va i
i varier au 
ours du 
al
ul, l'obje
tif étant d'obtenirlo
alement la pré
ision souhaitée tout en limitant les 
oûts de 
al
ul. Les avantages de
ette méthode sont nombreux, 
e qui nous a motivé dans le 
hoix de 
ette appro
he.Il est possible de subdiviser 
ette 
atégorie en deux sous-
atégories : la première 
onsisteà enri
hir un maillage unique alors que la se
onde est fondée sur l'enri
hissement d'unmaillage �xe par l'emploi de plusieurs niveaux de grilles. Nous allons maintenant détailler
ha
une de 
es appro
hes et 
on
lure sur la méthode employée dans la suite de 
e mémoire.5.3 Te
hniques de ra�nement lo
al par enri
hissement5.3.1 Enri
hissement d'un maillage uniqueLe prin
ipe général de 
ette appro
he est de 
onstruire des mailles de niveau �n pardé
oupage des mailles grossières du maillage de base. On distingue deux étapes su

essives,la déstru
turation et la restru
turation de maillage, 
e qui revient à faire disparaître lesmailles grossières qui ont été ra�nées au pro�t de mailles de niveau �n.Ce type de ra�nement est adapté à l'étude de maillages de base de type stru
turés ounon-stru
turés. Dans le 
adre de notre étude, nous adoptons une appro
he volumes �niset nous allons don
 nous restreindre à des maillages de base stru
turés.

Fig. 5.1 � Enri
hissement d'un maillage unique, 
as 
artésien stru
turé, ave
 trois niveauxde ra�nementL'enri
hissement d'un maillage unique stru
turé 
onduit à une appro
he non-stru
turée



66 CHAPITRE 5. LES DIFFÉRENTES TECHNIQUES DE RAFFINEMENT LOCALave
 ra

ords non-
onformes entre les 
ellules du maillage ra�né. En e�et, les maillesde 
e nouveau maillage ont un nombre variable de voisins à 
ha
une de leurs interfa
es(�gure 5.1). Néanmoins, a�n d'éviter des irrégularités trop importantes de la résolutiondu maillage �n, on limite généralement le nombre maximal de voisins de 
haque 
ellule.L'in
onvénient prin
ipal de 
ette appro
he est le re
ours à des maillages non stru
turésdont le traitement est plus exigeant que 
elui des maillages stru
turés.5.3.2 Enri
hissement à l'aide d'une struture hiérar
hisée

Fig. 5.2 � Enri
hissement à l'aide d'une stru
ture hierar
hiséeLa deuxième te
hnique d'enri
hissement de maillage va s'appuyer sur l'emploi de plu-sieurs grilles de di�érents niveaux de résolution. Disposant initialement d'un maillage debase qui re
ouvre l'ensemble du domaine de 
al
ul, on 
réé ensuite d'autres grilles derésolutions plus �nes dans les zones déte
tées 
omme étant à ra�ner. Ces nouvelles grillesviennent se superposer au dessus de la grille grossière 
omme indiqué sur la �gure 5.2.Cette appro
he repose ainsi sur une stru
ture 
omportant plusieurs maillages emboîtés,on parle de stru
ture hierar
hisée. Bien que 
e type d'appro
he soit adapté aux maillagesstru
turés 
omme aux maillages non-stu
turés, seule l'appro
he stru
turée va être déve-loppée par la suite dans le 
adre de nos travaux.Dans le 
adre de maillages stru
turés, les maillages emboîtés sont généralement réperto-riés en trois 
atégories, en fon
tion de leur orientation et de leur forme générale. En e�et,ils peuvent être alignés (�gure 5.3), en rotation (�gure 5.4) ou topologiquement similaires(�gure 5.5) par rapport au maillage de base. En fon
tion du type de maillages auxquelsont a re
ours, on parlera de méthode AMR (pour Adaptive Mesh Re�nement en anglais)si les maillages sont alignés ou en rotation et d'appro
he de type M.L.A.T. (pour Multi-Level Adaptive Te
hniques) si les grilles sont topologiquement similaires. Dans notre 
as,les maillages seront alignés 
e qui 
orrespond aux méthodes de type AMR que nous allonsmaintenant détailler.Cette appro
he a été développée initialement par Berger et Colella dans les années 80[9℄. Leur premier obje
tif était d'assurer un bon suivi des ondes instationnaires qui ap-paraissent en détonique. Pour 
ela, ils utilisaient plusieurs niveaux de ra�nement, enfon
tion d'une estimation lo
ale de l'erreur de tron
ature. Ils travaillaient alors ave
 desmaillages ra�nés en rotation vis à vis du maillage de base, 
e qui leur permettait d'ali-
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Fig. 5.3 � Maillages alignés par rapport au maillage de base

Fig. 5.4 � Maillages en rotation par rapport au maillage de basegner 
es maillages �ns ave
 les dis
ontinuités. Cependant, la di�
ulté de traitement auxinterfa
es entre les di�érents niveaux en présen
e de maillages en rotation explique quela majorité des auteurs faisant appel à la méthode AMR préfèrent s'appuyer sur desmaillages alignés.Parmi les auteurs qui ont 
ontribué à l'amélioration de l'appro
he AMR, on pourra 
iteren parti
ulier Quirk [117℄, qui a donné un aperçu détaillé de l'algorithme AMR pour leséquations d'Euler instationnaires.L'enri
hissement à l'aide d'une stru
ture hierar
hisée présente des atouts non négligeables.Le prin
ipal atout réside dans la régularité des maillages obtenus, 
e qui en terme de pré-
ision doit apporter un plus par rapport à un ra�nement s'appuyant sur un maillageunique. Par la suite, on pourra également envisager de paralléliser les 
al
uls ave
 unetelle appro
he multi-grille, ainsi qu'une appro
he multi-résolution dans 
ertaines situa-tions 
omplexes. Pour 
es di�érentes raisons, la méthode de ra�nement à l'aide d'unestru
ture hierar
hisée a été retenue dans 
ette étude.Par ailleurs, du fait de la 
omplexité de l'utilisation de maillage en rotation, il reste à 
hoi-sir entre des maillages topologiquement similaires ou des maillages alignés. Les maillagestopologiquement similaires ont un défaut majeur dans le 
adre de nos travaux : l'ensembledes 
ellules à ra�ner doivent être in
luses dans un seul domaine de 
al
ul. En présen
ed'é
oulements turbulents faisant intervenir des stru
tures �nes plus ou moins 
omplexes,réparties aléatoirement dans le domaine de 
al
ul, le ra�nement obtenu risque d'être tropimportant. Les maillages topologiquement similaires sont plutot employés a�n de prendreen 
ompte un seul phénomène physique lo
al 
omme une 
ou
he limite ou un 
ho
. Les
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Fig. 5.5 � Maillages topologiquement similaires au maillage de basemaillages alignés aboutissent, quant à eux, à un dé
oupage du domaine de 
al
ul, permet-tant d'en
adrer ave
 pré
ision 
ha
une des stru
tures présentent dans l'é
oulement.En résumé, l'appro
he adoptée dans 
ette étude s'appuie sur des maillages stru
turésemboîtés, le ra�nement étant réalisé à l'aide d'une stru
ture hierar
hisée de maillagesalignés.



Chapitre 6Méthode de ra�nement automatiquedéveloppéeLa première partie du mémoire a permis d'introduire la notion de séparation d'é
hellesdu 
hamp turbulent utilisée dans la Simulation des Grandes E
helles. Cette appro
hepermet ainsi de distinguer les grandes é
helles présentes dans l'é
oulement des petitesé
helles. Cette dé
omposition a pour obje
tif prin
ipal de réduire les temps de 
al
ulpuisque seules les grandes é
helles sont expli
itement résolues, tandis que les plus petitessont modélisées par l'introdu
tion d'un modèle sous-maille. Ces derniers reposent sur un
ertain nombre d'hypothèses, lesquelles ne sont pas systématiquement véri�ées pour desé
oulements 
omplexes. Dans un tel 
ontexte, une méthode intéressante pour réduire leserreurs de modélisation 
onsiste à utiliser des maillages �ns dans les zones à risques.Cette utilisation lo
ale de maillages �ns est traîtée dans 
es travaux à l'aide d'une appro
hemultiniveau. Ainsi, à 
haque niveau est asso
iée une résolution plus ou moins importantede l'é
oulement. Ce 
hapitre a pour but d'introduire le formalisme général multiniveauutilisé dans une telle appro
he.6.1 Formalisme multiniveauDans un premier temps, il va s'agir d'introduire les notations employées par la suitepour la représentation multidomaine/multirésolution d'un 
hamp turbulent. L'utilisationd'une hiérar
hie de grilles va en e�et né
essiter de distinguer le degré de résolution desvariables étudiées sur 
es di�érents niveaux de gilles. Soit φ une fon
tion quel
onque de
(x, t) ∈ Ω×R+, Ω ⊂ R3, à valeurs dans R. La représentation multiniveau de 
ette variableva né
essiter l'emploi d'une famille d'opérateurs de restri
tion notée Gk, k = 1, N . Ondéfnit alors une ensemble d'opérateurs hiérar
hiques G, k = 1, N , de la manière suivante :

Gk1 = Gk ◦Gk−1 ◦ ... ◦G1 = Gk ◦ Gk−1
1 (6.1)Les di�érents niveaux de représentation de la fon
tion φ sont obtenus en appliquant unopérateur Gk1 . La représentation de φ au niveau n ∈ [1, N ], notée φn, est évaluée à l'aidede :

φ
n

= Gn1 (φ) = Gn ◦ ... G1(φ) (6.2)L'utilisation d'une famille d'opérateurs de restri
tion pour Gk va aboutir à des représen-tations φk de la fon
tion φ qui vont être de plus en plus grossière au fur et à mesure que69
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k 
roît. Ainsi, le niveau le plus �n de représentation est φ1 et le plus grossier φN .Pour 
haque niveau de résolution n, la fon
tion φ est alors dé
omposée à l'aide de deux
ontributions : on distingue d'une part la partie représentée sur 
e niveau φn et de l'autrela partie non représentée φ′

n :
φ = φ

n
+ φ′

n (6.3)Par référen
e aux travaux de Harten et au formalisme mutlirésolution qu'il propose, onintroduit la notion de détails. On note δφn le détail de la fon
tion φ au niveau n ; il 
ara
té-rise l'ajout d'information obtenu sur la fon
tion φ en passant du niveau de représentation
n + 1 au niveau plus �n n ou ré
iproquement la perte d'information lorsque l'on passed'un niveau n à un niveau n+ 1 :

δφn = φ
n − φ

n+1
= φ′

n+1 − φ′
n (6.4)A l'aide de 
es notations, la dé
omposition de φ donnée par (6.3) peut se reformuler parré
urren
e de la manière suivante :

φ = φ
n

+

n−1∑

l=0

δφl (6.5)Plus généralement, les détails permettent de faire le lien entre des di�érents niveaux dereprésentations de la fon
tion φ :
φ
m

= φ
n

+
n−1∑

l=m

δφl (6.6)On peut ainsi déterminer la représentation de φ, sur un niveau m donné, en 
onnaissantsa dé
omposition sur un niveau plus grossier n et les détails traduisant la perte d'infor-mation entre 
es deux niveaux.Dans le 
adre de la Simulation des Grandes é
helles, on imagine aisément que l'on peutrappro
her les opérateurs Gk de la notion de �ltrage évoquée dans le premier 
hapitre de
e mémoire. L'opérateur Gk va ainsi être assimilé à un �ltre passe-bas en fréquen
e, delongueur de 
oupure ∆k. De 
ette manière, l'utilisation de l'opérateur Gk sur une fon
tion
φ va se traduire par un produit de 
onvolution du type :

Gn(φ)(x, t) = (Gn ⋆ φ)(x, t) =

∫

Ω

Gn(∆n, x− ξ) φ(ξ, t) dξ (6.7)La hierar
hie adoptée pré
édemment pour 
es opérateurs Gk indique un 
hoix de longueursde 
oupure ∆k 
roissantes ave
 k, 
'est à dire ∆k+1 > ∆k.Par ailleurs, la 
ombinaison de 
es �ltres Gk, par exemple pour k = m..n, va aboutir à unnouvel opérateur de �ltrage Gnm dé�nit 
omme pré
édemment :
Gnm (.) = Gn ⋆ Gn−1 ⋆ ... ⋆ Gm+1 ⋆ Gm ⋆ (.) (6.8)On peut alors dé�nir pour le 
hamp aérodynamique di�érents niveaux de �ltrage. Lavariable �ltrée au niveau n d'une fon
tion φ est donnée par :
φ
n

= Gn1 (φ) = Gn ⋆ Gn−1 ⋆ ... ⋆ G1 ⋆ φ (6.9)
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oupure liée au �ltre Gn1 . A 
haque longueur de 
oupure ∆n onpeut asso
ier un nombre d'onde de 
oupure kn = π/∆n. La variable �ltrée φn 
orrespondalors aux nombres d'onde k < kn. Les détails entre deux niveaux su

éssifs l et l+ 1 sont
al
ulés 
omme pré
édemment :
δφl = φ

l − φ
l+1

= (Gl1 − Gl+1
1 )(φ) (6.10)Dans le 
ontexte de la Simulation des Grandes E
helles, les détails dé
rivent le 
om-plément fréquentiel de la fon
tion φ entre les niveaux de �ltrage l et l + 1, et sont par
onséquent liés aux é
helles de fréquen
e 
omprises dans l'intervalle [kl+1, kl].Comme évoqué pré
édemment, les équations de la Simulation des Grandes E
helles portentgénéralement sur les variables de Favre dé�nies par la relation (1.31). Pour 
ela, un nouvelopérateur de �ltrage noté Fn

1 permet de dé�nir la variable de Favre �ltrée au niveau npar :
φ̃n = Fn

1 (φ) =
ρφ

n

ρn
=

Gn1 (ρφ)

Gn1 (ρ)
(6.11)On peut également é
rire :

φ̃n = GF
n

(
φ̃n−1

) (6.12)en dé�nissant l'opérateur GF
n de la manière suivante :

GF
n (φ) =

Gn ⋆ (ρn−1φ)

Gn ⋆ ρ
n−1 (6.13)On notera qu'il n'y a pas né
essairement égalité entre les longueurs de 
oupure ∆

n liéeau �ltre Gn1 et ∆n liée au �ltre primaire Gn. En e�et, il n'y a égalité que lorsque les �ltresprimaires utilisés sont des �ltres porte, pour lesquels on véri�e aisément Gn1 = Gn. Dansle 
as général, l'égalité n'est pas véri�ée : ∆
n 6= ∆n.Dans le 
adre de la résolution des équations de Navier-Stokes, la dé
omposition multi-é
helles va s'appliquer aux variables aérodynamiques. Pour un �uide 
ompressible, leséquations �ltrées au niveau n, sous leur forme 
ompa
t, s'é
rivent :

∂

∂t
V̂ (n) + N

(
V̂ (n)

)
= −T (n) − ∂

∂t
K(n) (6.14)Le ve
teur V̂ (n) dé�nit un nouveau jeu de variables �ltrées faisant intervenir l'énergierésolue au niveau n :̂

V (n) =




ρ(n)

ρU
(n)

ρ̂E
(n)


 =




ρ(n)

ρU
(n)

p(n)

γ − 1
+

1

2
ρ(n)ũ

(n)
k ũ

(n)
k


 (6.15)Le ve
teur K(n) est dé�ni à l'aide de l'énergie 
inétique sous-maille généralisée du niveau

n, k(n), de la manière suivante :
K(n) =




0
0
k(n)


 =




0
0

1

2
ρ(n)

(
ũkuk

(n) − ũ
(n)
k ũ

(n)
k

)


 (6.16)Le terme sous-maille de niveau n, noté T (n), est alors donné par :

T (n) = N (V )
(n) −N

(
Ṽ (n)

) (6.17)



72CHAPITRE 6. MÉTHODE DE RAFFINEMENT AUTOMATIQUE DÉVELOPPÉE6.2 Couplage intergrilles6.2.1 Opérateurs de restri
tion et de proje
tionLes opérateurs intergrilles sont de deux natures : proje
tion et restri
tion. Leur obje
tifest de faire le lien entre les 
hamps obtenus sur les di�érents niveaux de grilles. Dansnotre étude, nous avons opté pour un opérateur de restri
tion d'ordre deux en espa
e etun opérateur de proje
tion d'ordre trois, pro
hes de 
eux évoqués par Terra
ol [136, 138℄.L'opérateur de proje
tion est néanmoins modi�é ave
 une prise en 
ompte de d'avantagede points du maillage grossier dans le but d'annihiler tous les termes en ∆i
x∆

j
y∆

k
z pourlesquels i+ j + k = 2.A�n de distinguer les points de niveau �n de 
eux de niveau grossier, on note (i, j, k) les
oordonnées des 
ellules du niveau �n et (I, J,K) les 
ellules de la grille grossière. Dansnotre 
as, le rapport entre deux niveaux de grilles su

essifs étant de deux, les relationssuivantes permettent de relier 
es 
oordonnées : i = 2(I − 1) + 1, j = 2(J − 1) + 1 and

k = 2(K − 1) + 1.L'opérateur de proje
tion permet de 
al
uler le 
hamp étudié sur une grille �ne en partantdes informations données par une grille plus grossière. Ainsi en reprenant les notationsdu paragraphe 6.1, on va évaluer φ(l−1) en 
onnaissant le 
hamp sur la grille de niveausupérieur φ(l). On utilise pour 
ela quinze points de la grille grossière, l'opérateur s'é
rivant�nalement :
φ

(l−1)

i,j,k =
(
P l−1
l (φ

(l)
)
)
i,j,k

=
1125

784

∑

(ξ,η,ψ)∈ΩA
P

φ
l

I+ξ,J+η,K+ψ −
825

6272

∑

(ξ,η,ψ)∈ΩB
P

φ
l

I+ξ,J+η,K+ψ

− 2295

6272

∑

(ξ,η,ψ)∈ΩC
P

φ
l

I+ξ,J+η,K+ψ +
195

784

∑

(ξ,η,ψ)∈ΩD
P

φ
l

I+ξ,J+η,K+ψ

+
195

784

∑

(ξ,η,ψ)∈ΩE
P

φ
l

I+ξ,J+η,K+ψ −
3945

18816

∑

(ξ,η,ψ)∈ΩF
P

φ
l

I+ξ,J+η,K+ψ

− 1413

6272

∑

(ξ,η,ψ)∈ΩG
P

φ
l

I+ξ,J+η,K+ψave

ΩA
P = {(0, 0, 0)}

ΩB
P = {(−1, 0, 0); (0,−1, 0); (0, 0,−1)}

ΩC
P = {(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1)}

ΩD
P = {(−1,−1, 0); (0,−1,−1); (−1, 0,−1)}

ΩE
P = {(1, 1, 0); (0, 1, 1); (1, 0, 1)}

ΩF
P = {(−1,−1,−1)}

ΩG
P = {(1, 1, 1)}A�n de 
orriger la solution 
al
ulée sur la grille grossière en fon
tion des informations
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(i,j)

(I,J)

a a

aa(a) Operateur de restri
tion.
(i,j)

(I,J)
A

C

CB

BD

E

(b) Operateur de prolongement.Fig. 6.1 � Cellules utilisées par les opérateurs de transfert inter-grilles (
as 2D).
omplémentaires obtenues sur les grilles �nes la re
ouvrant, on a re
ours à un se
ondopérateur appelé opérateur de restri
tion. Il permet de 
al
uler le 
hamp sur la grillegrossière φ(l) à partir de 
elui 
al
ulé sur les grilles �nes φ(l−1) :
φ
l

I,J,K =
(
Rl
l−1(φ

l−1
)
)
I,J,K

=
1

8

∑

(ξ,η,ψ)∈Ωa
R

φ
l−1

i+ξ,j+η,k+ψave

Ωa
R =

{
(0, 0, 0); (0, 0, 1); (0, 1, 0); (0, 1, 1);
(1, 0, 0); (1, 0, 1); (1, 1, 0); (1, 1, 1)

}A�n d'évaluer la pré
ision de 
es opérateurs, la stratégie de ra�nement va être appli-quée à un é
oulement dont on 
onnait parfaitement la solution. L'obje
tif est de valider 
esopérateurs, tout d'abord sur une 
on�guration simple présentant un maillage uniformedans toutes les dire
tions, puis d'étendre 
ette étude à un maillage qui serait déformédans une dire
tion. Pour 
ela, les variables de l'é
oulement sont initialisées de la manièresuivante : 



u1 = sin(2π
y

Ly
)

u2 = u3 = 0
ρ = 1

T = 1 +
γ − 1

2
M2 (1 − u1)

2

(6.18)Le ve
teur des variables 
onservatives varie ainsi dans une unique dire
tion y. On peutalors simpli�er les opérateurs intergrilles et les rée
rire 
omme des opérateurs monodi-mensionels suivant 
ette dire
tion. Cela permettra ensuite d'évaluer fa
ilement l'erreurthéorique de 
et opérateur, tout du moins pour un maillage uniforme. En utilisant lessimpli�
ations du type φlI+ξ,J,K+ψ = φ
l

I,J,K et φl−1

i+ξ,j,k+ψ = φ
l−1

i,j,k pour tout (ξ, ψ), on rée
rit
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(
P l−1
l (φ

(l)
)
)
i,j,k

=
15

16
φ
l

I,J,K − 3

32
φ
l

I,J+1,K +
5

32
φ
l

I,J−1,K (6.19)
(
Rl
l−1(φ

l−1
)
)
I,J,K

=
1

2
φ
l−1

i,j,k +
1

2
φ
l−1

i,j+1,k (6.20)La �gure 6.2 dé
rit les fon
tions de transfert des opérateurs utilisés dans 
ette étudepour le transfert d'informations entre deux niveaux de grille su

éssifs, en se limitanttoutefois à l'étude d'un opérateur monodimensionnel (relations (6.19) et (6.20)). Les mo-dules de 
es fon
tions de transfert (�g. 6.2(
)) montrent une tendan
e à atténuer les plushautes fréquen
es du signal. Cette 
ara
téristique permet d'éviter tout phénomène d'a
-
umulation d'énergie au niveau de la longueur d'onde de 
oupure sur les niveaux grossiers[136℄ qui pourrait se traduire par l'introdu
tion d'erreurs numériques sur les �u
tuationsturbulentes. Par ailleurs, le fait que la partie imaginaire de l'opérateur de prolongementsoit non nulle vient de l'utilisation de s
hémas 
ell-
entered. Ce type de s
héma entraînené
essairement l'emploi d'opérateurs dé
entrés au niveau du prolongement et don
 l'ap-parition d'un déphasage. La partie imaginaire de l'opérateur de restri
tion, quant à elle,est nulle 
ar il s'agit d'un opérateur 
entré.En présen
e de maillages non uniformes, un leger gain est 
onstaté au niveau des si-mulations lorsque l'on pondère les 
oe�
ients de l'opérateur de restri
tion par les volumesdes 
ellules 
onsidérées. Ainsi, un opérateur de restri
tion ave
 pondération par le volumea été retenu dans la suite des travaux. Cette pondération n'est en revan
he pas utiliséepour l'opérateur de proje
tion, puisque, d'une part, un tel opérateur serait 
ompliquéà 
onstruire du fait du nombre 
onséquent de points d'interpolation employés ; d'autrepart, la proje
tion est utilisée moins fréquemment que la restri
tion puisqu'elle intervientseulement quand un ra�nement est demandé et uniquement si la zone en question n'apas été ra�née auparavant, alors que l'é
rasement du 
hamp grossier par le 
hamp �n estutilisé à 
haque pas de temps.6.2.2 Enri
hissement aux frontièresLe fait de re
ourir à une appro
he multirésolution né
essite un traitement parti
ulierau niveau des interfa
es de ra

ord entre deux domaines de niveaux distin
ts. En e�et,l'une des prin
ipales 
ara
téristiques de 
ette appro
he réside dans la dis
ontinuité brutalede la taille des mailles au niveau de 
e type d'interfa
e. Cela entraîne une dis
ontinuité enfréquen
e de la solution obtenue sur 
ha
un des niveaux. En e�et, 
omme 
haque niveaude grille est asso
ié à un �ltre LES dont la longueur de 
oupure est proportionnelle à lataille de maille, il est possible de représenter d'avantage d'informations 
orrespondant auxpetites é
helles sur la grille �ne. A�n de 
onserver une pré
ision su�sante sur le niveau�n, il est alors né
essaire de tenir 
ompte de manière expli
ite de 
ette dis
ontinuité àl'interfa
e.Cependant, la plupart des études antérieures menées sur des 
on�gurations multido-maines ou multigrilles lo
ales utilisent un traitement 
ontinu aux interfa
es. Ainsi, Simonset Plet
her [130℄ ont re
ours à un traitement 
onservatif des �ux et des variables aux in-terfa
es pour leur appro
he multidomaine. Manhart et Friedri
h [86℄ proposent également
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tions de transferts des opérateurs de restri
tion, prolongement et de leurasso
iation en fon
tion du nombre d'onde adimensionné par le nombre d'onde de 
oupuredu niveau �n (noté kc−f).
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(a) Traitement 
ontinu à l'interfa
e : appa-rition d'une zone tampon (b) Traitement dis
ontinu à l'interfa
e : res-titution 
orre
te des petites stru
turesFig. 6.3 � Traitement à l'interfa
e �n/grossier.un traitement 
ontinu aux interfa
es dans leur méthode s'appuyant sur des grilles emboî-tées. En�n, Sullivan et al. [135℄ et Boersma et al. [16℄ imposent également la 
ontinuitédu 
hamp et des �ux aux interfa
es dans l'utilisation de leur algorithme multigrille lo
alsur la Simulation des Grandes E
helles. Cependant, dans le 
as de l'étude de Sullivan, letraitement 
ontinu aux interfa
es se justi�e par le fait qu'il prend soin de faire tendre leslongueurs 
ara
téristiques des deux maillages situés de part et d'autre de l'interfa
e versune même valeur en s'appro
hant de 
ette fontière.Ces méthodes 
lassiques, 
onsistant à imposer une 
onservation des �ux (voire desvariables) à l'interfa
e entre deux niveaux de grilles, ne peuvent ainsi remédier à 
e pro-blème de dis
ontinuité fréquentielle. En e�et, si au
un traitement parti
ulier en terme defréquen
e n'est e�e
tué au niveau de l'interfa
e, il risque de se développer une zone ditetampon dans les premières mailles de la grille �ne, 
omme évoqué par Quéméré [115℄ et
omme représenté sur l'image de gau
he de la �gure 6.3. Dans 
ette zone, les modes hautesfréquen
es sont mal représentés, 
eux-
i étant seulement régénérés au fur et à mesure quel'on s'éloigne de la frontière. Or 
ela revient à supposer que le domaine �n est su�samentétendu a�n de régénerer l'ensemble de 
es modes. Bien entendu, dans de nombreux 
al-
uls, on s'attend à re
ourir à des grilles �nes de faible étendue qui ne permettront don
pas de bien réstituer les petites stru
tures.A�n d'éviter l'apparition de la zone tampon, Quéméré et al. [116℄ ont proposé d'employerune méthode d'enri
hissement en fréquen
e de la solution obtenue dans les mailles �
tivesde la grille �ne par simple interpolation de la solution grossière. Ainsi, la méthode 
hoisiepour évaluer l'enri
hissement à apporter au niveau de 
es mailles �
tives est la suivante :dans un premier temps, la stratégie 
onsiste à extraire le détail entre la solution �ne etla solution grossière au niveau des mailles réelles dire
tement voisines de l'interfa
e ; puisdans un deuxième temps, on inje
te 
ette quantité dans les 
ellules �
tives en l'ajoutantà la valeur interpolée dire
tement à partir du 
hamp grossier. Cependant, il 
onvient depondérer le 
omplément fréquentiel par une 
onstante C avant de l'appliquer dans les
ellules �
tives. En e�et, Quéméré [115℄ montre que 
e 
oe�
ient permet de stabiliser le
al
ul à 
ondition que sa valeur soit inférieure à un, la valeur C = 1 pouvant aboutir àdes instabilités numériques. De manière intuitive, on peut justi�er le 
hoix d'une valeur
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oe�
ient d'enri
hissement par le fait qu'en s'éloignant du domaine�n, on s'attend à obtenir des termes hautes fréquen
es de plus en plus atténués.La stratégie d'enri
hissement se déroule ainsi en deux étapes et peut se résumer de la
nΩ n+1

j

J+1

j+1

J

Ω

Fig. 6.4 � Pro
édure d'enri
hissement aux frontières.� : frontière �n/grossier ; ◦ : 
elluledu maillage grossier ; � : 
ellule réelle du maillage �n ; � : 
ellule �
tive du maillage �n.manière suivante (voir notations sur la �gure 6.4) :
δφ(n)(j) = φ

(n)
(j) − P n

n+1 ◦Rn+1
n (φ

(n)
(j)) (6.21)

φ
(n)

(j + 1) = P n
n+1(φ

(n+1)
(J + 1)) + C(n) × δφ(n)(j) (6.22)La valeur exa
te attribuée à la 
onstante d'enri
hissement C(n) demeure une in
onnue duproblème. Quéméré [115℄ propose des valeurs de l'ordre de 0,95 dans le 
adre du 
ouplageRANS/LES, alors qu'une valeur de 0,7 est appliquée pour le 
ouplage entre deux domainesLES. Terra
ol [136℄, pour sa part, évalue la valeur à donner à 
ette 
onstante en faisantl'hypothèse de l'existen
e d'une loi en puissan
e pour l'énergie résolue aux plus hautesfréquen
es résolues a�n de déterminer le 
omplément fréquentiel à imposer dans la 
ellule�
tive. Terra
ol obtient ainsi des valeurs pro
hes de 0,95 dans le 
adre d'une appro
heLES multiniveau. Nous avons noté 
ependant une grande dépendan
e des résultats visà vis de la valeur attribuée à 
ette 
onstante. Aussi, les futures simulations numériquesauront pour premier obje
tif de déterminer une valeur optimale à attribuer à 
e paramètre.
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Chapitre 7Critère de ra�nement pour laSimulation des Grandes E
helles
7.1 Les 
ritères de ra�nement 
lassiquesLe 
ritère de ra�nement est un 
omplément indisso
iable de toute stratégie de ra�ne-ment. En e�et, l'obje
tif des méthodes de ra�nement lo
al est d'a

roître ou de réduirela densité de points du domaine de 
al
ul a�n d'assurer une répartition la plus uniformepossible de l'erreur numérique - dé�nie 
omme étant l'e
art entre la solution exa
te et lerésultat de la simulation. Pour 
e faire, il est né
essaire de déterminer un indi
ateur dera�nement qui permette de tester si la pré
ison du maillage est lo
alement 
ohérente ave
les besoins du 
al
ul et de l'outil numérique. Ce 
ritère est 
ommunément appelé senseur.Dans la littérature, 
es senseurs sont généralement basés sur des 
ritères de deux naturesdistin
tes. Tout d'abord, on peut étudier la pré
ision numérique de la méthode employéepour véri�er, par exemple, que l'erreur de tron
ature liée au s
héma de dis
rétisation neva pas être trop importante. D'autre part, on peut s'appuyer sur des 
ontraintes physiquesde l'é
oulement, 
omme par exemple les gradients des grandeurs physiques ou les valeursdu tenseur des 
ontraintes visqueuses. Nous allons rappeler les grands prin
ipes de 
esdeux appro
hes, ainsi que leurs limites de validité.7.1.1 Critères numériquesLa majorité des 
ritères entrant dans 
ette 
atégorie est fondée sur des estimationsa posteriori de l'erreur de tron
ature. Pour 
ela, les auteurs ont généralement re
oursà une méthode basée sur l'extrapolation de Ri
hardson. Le prin
ipe est de 
omparer lasolution obtenue ave
 
elle qui proviendrait d'un 
al
ul sur un maillage deux fois plusgrossier et ave
 un pas de temps deux fois plus important. On a alors une estimation dela qualité de la solution obtenue, et on peut être amené à modi�er la résolution du 
al
ulen 
onséquen
e. Pour une dés
ription détaillée de la méthode, on pourra se référer auxtravaux de Berger et ses 
oauteurs [8, 9, 10℄.D'autres études tirent leur prin
ipe de l'introdu
tion d'un problème dual et une appro
hede type Galerkine [57, 58℄, et présentent l'intérêt de ne pas se limiter à l'étude de l'erreurde tron
ature du s
héma mais tiennent 
ompte à la fois de 
ette erreur de dis
rétisationet de l'erreur de modélisation des termes sous-maille79



80 CHAPITRE 7. CRITÈRE DE RAFFINEMENT POUR LA LES7.1.2 Critères physiquesLes senseurs basés sur des 
onsidérations physiques sont les plus 
ouramment employésdans la littérature. Le re
ours à 
e type de 
ritère né
essite une bonne 
onnaissan
e dela physique du phénomène a�n de s'assurer que l'on s'intéresse à une grandeur 
ritiquepour 
e type de 
on�guration et ainsi déte
ter les régions pour lesquelles l'erreur risqued'être 
onséquente. Dans la majorité des 
as, on 
onsidère que les zones pour lesquellesla perte de pré
ision va être la plus importante 
orrespondent aux endroits où la varia-tion de la solution est la plus grande. Les senseurs �physiques� sont ainsi le plus souventfondés sur des estimations de gradients de grandeurs physiques. Par exemple, dans le
adre d'é
oulements 
ompressibles, pour lesquels les dis
ontinuités (
ho
s, dis
ontinuitésde 
onta
t) né
essitent une attention parti
ulière au niveau de la résolution du maillage,le ra�nement est realisé dans les zones de forts gradients de pression ou de masse volu-mique (Hents
hel et Hirs
hel [55℄, Canonne [19℄). Dans le 
adre d'études d'é
oulementstranssoniques autour d'un pro�l d'aile, Coirier et Powell [20℄ utilisent des 
ritères fondéssur la divergen
e et le rotationnel de la vitesse. La déte
tion de 
ou
hes limites est réaliséepar Quirk [117℄ à l'aide de la norme du tenseur des 
ontraintes visqueuses. Il s'agit d'uneliste non exhaustive de grandeurs physiques utilisées a�n de mesurer la résolution lo
aledu maillage par rapport aux phénomènes que l'on souhaite observer.7.1.3 Limites de 
es 
ritèresOn dispose ainsi, dans la littérature, d'un nombre 
onséquent de 
ritères de ra�nementqui sont 
hoisis en fon
tion des besoins parti
uliers de l'étude et de la simulation e�e
-tuée. En e�et, on peut 
onstater que les grandeurs physiques adoptées pour déterminerles zones de ra�nement vont dépendre essentiellement du type d'é
oulement 
onsidéré.On ne distingue évidemment pas de la même façon une 
ou
he limite et une onde de 
ho
.Cet aspe
t �empirique� des senseurs physiques leur enlève de leur intérêt, alors qu'ils sontnumériquement très attra
tifs, reposant uniquement sur les variables 
al
ulées numérique-ment. Le 
ritère d'arrêt (threshold en anglais), 
'est à dire la valeur au-delà de laquelle on
onsidère qu'une 
ellule de mailage doit être ra�née, reste également à �xer de manièrearbitraire par l'utilisateur, 
e 
hoix n'étant pas toujours instin
tif et pouvant né
essiterun 
al
ul préalable a�n de l'évaluer. De plus, dans le 
adre de l'étude des é
oulementsturbulents, il semble di�
ile de déterminer une grandeur physique qui permette de 
ara
-tériser l'ensemble des phénomènes qui entrent en jeu.Les 
ritères numériques se révelent beau
oup plus universels, ne 
omportant au
une 
onsi-dération sur la physique de l'é
oulement. Cela peut néanmoins s'avérer impré
is, en par-ti
ulier lorsque l'on va employer une modélisation des é
helles non résolues, 
omme 
'estle 
as en Simulation des Grandes E
helles, puisqu'au
une évaluation parti
ulière de lapré
ision lo
ale de 
ette modélisation n'est menée. Mitran [93℄ montre en e�et que 
etype de 
ritère, appliqué à une Simulation des Grandes E
helles de 
anal plan, aboutit àun ra�nement sur presque la totalité du domaine grossier. Or 
e n'est évidemment pas
e à quoi on s'attend, puisque le senseur déte
te alors des zones propi
es à la Simulationdes Grandes E
helles, ave
 un retour à l'isotropie des é
helles sous-maille, et qui n'ontdon
 pas besoin d'être ra�nées. A�n d'éviter un ra�nement ex
essif, Mitran 
ouple alorsle senseur basé sur l'extrapolation de Ri
hardson ave
 un 
ritère portant sur la physique
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oulement. Il 
hoisit d'étudier la répartition spatiale de l'enstrophie ainsi que 
elledu produit s
alaire entre le 
hamp de vitesse et le 
hamp de vorti
ité. Cela aboutit alorsaux mêmes 
ontraintes portant sur les 
ritères physiques, en parti
ulier la valeur du seuilde ra�nement qu'il faut évaluer �au 
as par 
as�.7.2 Senseur en ondelettes élaboréDans l'optique de l'emploi de maillages adaptatifs sur des 
al
uls de Simulation desGrandes E
helles, nous allons, par la suite, 
her
her à ra�ner les zones du maillage pourlesquelles la modélisation des é
helles sous-mailles risque de se montrer ine�
a
e. Il s'agitdon
 de déte
ter pré
isément les régions pour lesquelles les hypothèses utilisées pour
ette modélisation vont s'avérer inexa
tes. L'hypothèse qui est le plus souvent sujet à
ontroverse est l'hypothèse d'isotropie des petites é
helles. On sait, par exemple, que lesé
oulements 
on�nés, en présen
e de parois solides, ne veri�ent pas 
ette hypothèse, abou-tissant à des erreurs de modélisation non négligeable quand on applique la Simulation desGrandes E
helles en pro
he paroi. On va don
 
her
her un 
ritère permettant de tester le
ara
tère isotropique des petites stru
tures. Les senseurs évoqués pré
edemment ne per-mettant pas aisément de mesurer une éventuelle anisotropie, on va devoir mettre au pointun nouveau 
ritère. Celui-
i devra à la fois rendre 
ompte de la stru
ture lo
ale de l'é
ou-lement, mais aussi donner des informations 
on
ernant la taille des stru
tures ren
ontréesen 
haque région du domaine de 
al
ul. En e�et, les appro
hes statistiques 
lassiques de laturbulen
e entrent généralement dans le 
adre d'étude propre aux hypothèses de Kolmo-gorov. En outre, le 
ara
tère intermittent de la turbulen
e n'est que rarement 
onsidéré etle développement de nouveaux outils prenant en 
ompte 
e phénomène serait intéressant.Mais 
ela né
essite de trouver un outil statistique qui traîte de l'intermitten
e, le 
ara
tèrestatistique de l'outil étant indispensable du fait du 
ara
tère 
haotique de la turbulen
eet de sa dépendan
e vis-à-vis des 
onditions initiales. Un outil répondant à 
es 
ritères etqui présente à la fois une lo
alisation spatiale et une lo
alisation en terme d'é
helles estla dé
omposition en ondelettes.7.2.1 Les ondelettesLa méthode en ondelettes est une appro
he mathématique ré
ente et reste un sujetd'études important de nos jours. Cette te
hnique a pour intérêt prin
ipal de fournir unedé
omposition d'un signal à la fois lo
alisé en espa
e et en nombre d'onde. Pour 
ela,on se donne une famille d'ondelettes sur laquelle va reposer 
ette dé
omposition. Cettefamille est obtenue par dilatation ou 
ontra
tion d'une fon
tion 
hoisie, appelée ondelettemère notée ψ(x) par la suite. Nous allons nous limiter, dans le 
adre de 
es travaux, auxondelettes réelles, mais il est possible de travailler ave
 des ondelettes 
omplexes. Uneondelette est une fon
tion ψ ∈ L2(R) de moyenne nulle :
∫ +∞

−∞

ψ(x)dx = 0. (7.1)Plus généralement, l'ondelette mère est souvent 
hoisie pour sa bonne lo
alisation dansl'espa
e physique et l'espa
e de Fourier ; or 
ela né
essite que la fon
tion ψ 
hoisie soit
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roisse su�sament vite dans 
es deux espa
es. Par ailleurs, lesondelettes utilisées en pratique ont généralement leurs M premiers moments nuls :
∫ +∞

−∞

xmψ(x)dx = 0 pour m = 0,M (7.2)La famille d'ondelettes, i
i normalisée pour la norme L2(R), est alors obtenue par di-latation et translation de l'ondelette mère. Cette famille est ainsi dé�nie de la manièresuivante :
ψr,x(x

′) = r−1/2ψ

(
x′ − x

r

) (7.3)où x dé
rit le 
entre de l'ondelette ψr,x et r son é
helle.La transformée en ondelettes 
ontinue de f ∈ L2(R) à l'é
helle r et à la position x se
al
ule en 
orrélant f ave
 l'ondelette 
orrespondante :
f̃(r, x) = Wf(x, r) =

∫ +∞

−∞

f(x′)ψr,x(x
′)dx′. (7.4)Le 
oe�
ient ainsi dé�ni f̃(r, x) permet de mesurer les �u
tuations de la fon
tion fautour de la position x et à l'é
helle r. Par la suite, on peut re
onstruire toute fon
tion

f ∈ L2(R) par 
ombinaison linéaire de ses 
oe�
ients en ondelettes, i.e. :
f(x) =

1

Cψ

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

f̃(r, x)ψr,x(x
′)r−2dxdr (7.5)La 
onstante Cψ dépend de la famille d'ondelettes 
onsidérée :

Cψ =

∫ 0

−∞

∣∣∣ψ̂(k)
∣∣∣
2 dk

|k| =

∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(k)
∣∣∣
2 dk

k
(7.6)la notation .̂ désignant la transformée de Fourier.Une 
ondition né
essaire a�n de valider la dé
omposition est que l'ondelette véri�e la
ondition d'admissibilité Cψ < +∞. Pour que l'intégrale soit �nie, il faut s'assurer que

ψ̂(0) = 0, 
e qui explique pourquoi les ondelettes doivent être de moyenne nulle.On véri�e également la relation suivante :
∫ +∞

−∞

|f(x)|2dx =
1

Cψ

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

|f̃(r, x)|2r−2dxdr. (7.7)Dans le 
adre de l'appli
ation des outils de dé
omposition en ondelettes à l'étudenumérique, on s'appuie sur une formulation dis
rete de 
ette dé
omposition. En e�et,dans 
ette situation, on utilise généralement 
omme é
helle dis
rète r = 2m 
e qui aboutità une nouvelle formulation de (7.3) :
ψm,n(x

′) = 2−m/2ψ
(
2−mx′ − n

) (7.8)Un 
hoix judi
ieux de l'ondelette mère ψ(x) permet d'obtenir une base orthonormaleen ondelettes. L'intérêt de 
e type de base réside dans leur aptitude à bien représenter la
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tion étudiée en 
onnaissant un nombre optimal de 
oe�
ients en ondelettes. En e�et,
e type de base ne né
essite pas d'évaluer les 
oe�
ients pour les di�érentes é
helles en
haque point du domaine d'étude tout en permettant de 
ara
tériser 
onvenablement le
ontenu multi-é
helles de la fon
tion analysée.Les exemples d'ondelettes orthonormales sont nombreux. On peut 
iter les ondelettesde Daube
hies [26℄ ainsi que 
elles de Mallat [85℄.Les ondelettes n'appartenant pas à la 
atégorie orthonormale sont dites redondantes.Dans 
e 
as, l'expression (7.8) est 
ouramment rempla
ée par :
ψm,n(x

′) = 2−mψ

(
x′ − n

2m

) (7.9)Ce type d'ondelette ne permet pas une représentation optimale de la fon
tion étudiée
ontrairement aux bases orthonormales. En e�et, les ondelettes redondantes ont pourbut d'évaluer en 
haque point du domaine l'ensemble des 
oe�
ients en ondelettes dela fon
tion aux di�érentes é
helles. Par 
onséquent, le re
ours à 
e type d'ondelettess'avère être plus 
outeux que l'utilisation d'une base orthonormée. Néanmoins, l'intérêtdes ondelettes redondantes réside dans leur 
apa
ité à apporter une analyse �ne du signalétudié. En parti
ulier, elles se montrent plus pré
ises lorsque l'on 
her
he à évaluer larégularité d'une fon
tion.Par ailleurs, les ondelettes sont généralement dé�nies à l'aide de fon
tions d'interpolationqui agissent dans 
ha
une des dire
tions de l'espa
e. Par la suite, on notera wxm,(i,j,k) le
oe�
ient en ondelettes dis
ret dans la dire
tion x dé�ni par :
wxm,(i,j,k) =

〈
f, ψxm,(i,j,k)

〉
=

∫ +∞

−∞

f(x) ψxm,(i,j,k)(x) dx (7.10)où ψxm,(i,j,k) désigne la fon
tion ondelette dans la dire
tion x au point (i, j, k) et à l'é
helle
m.Dans le 
adre de nos travaux, on 
her
he à déterminer le spe
tre lo
al en ondelettesen 
haque point du domaine d'étude. Dans 
ette optique, la redondan
e est appréhendée
omme un avantage 
ar elle permet de déterminer les 
oe�
ients en 
haque point ave
 lamême pré
ision. Ainsi, la base d'ondelette employée dans 
es travaux est 
hoisie redon-dante.Plus pré
isément, la base utilisée i
i est identique à la base redondante employée par Sjö-green et Yee [131℄. En e�et, dans leur étude visant à 
ontr�ler la dissipation numérique àl'aide d'un 
ritère fondé sur la dé
omposition en ondelettes, plusieurs familles d'ondelettesont été envisagées. L'une d'entre elles dé
oule des travaux de Harten [53℄ portant sur uneappro
he multirésolution (
f relation (3.24) de [131℄). C'est 
ette base qui a été retenuedans notre étude. Les 
oe�
ients en ondelettes sont alors estimés à l'aide des relationssuivantes (i
i dans la dire
tion x) :

wxm,(i,j,k) = fm−1
i,j,k − (fm−1

i+1,j,k + fm−1
i−1,j,k)/2 (7.11)et

fmi,j,k = (fm−1
i+1,j,k + fm−1

i−1,j,k)/2 (7.12)
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i d'un 
oe�
ient unidire
tionnel, qui est évalué dans 
ha
une des dire
tionsde l'espa
e. Le 
oe�
ient tridimensionnel est alors obtenu en sommant les normes de 
es
oe�
ients dans 
ha
une des dire
tions :
wm,(i,j,k) =

√
(wxm,(i,j,k))

2 + (wym,(i,j,k))
2 + (wzm,(i,j,k))

2 (7.13)De plus, à l'aide d'un développement en série de Taylor de la relation (7.11), on montreque (on omet temporairement les indi
es m dans un sou
is de lisibilité) :
wx(i,j,k) = −∆x2

2

(
∂2f

∂x2

)

(i,j,k)

+ o(∆x3) (7.14)Ainsi, on est en mesure de déterminer la fon
tion de transfert 
orrespondant à la dé
om-position en ondelettes :
Ĥ(kx) =

∆x2kx2

2
=
π2

2

(
kx

kxc

)2

, (7.15)ave
 kxc = π
∆x

qui dé�nit un nombre d'onde de 
oupure monodimensionnel.La transformée en ondelettes 
orrespond bien à une notion de petites é
helles puisqu'elleagit 
omme un �ltre passe-haut sur la solution (
f �gure 7.1).
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Fig. 7.1 � Fon
tion de transfert asso
iée à la base d'ondelettes 
hoisie.7.2.2 Critère de ra�nement utiliséUne fois les 
oe�
ients en ondelettes 
al
ulés, il va s'agir d'en tirer un 
ritère dera�nement qui soit adapté à la LES, 
'est à dire dont le but est de déterminer les zonespour lesquelles les hypothèses propre à la LES (retour à l'isotropie des petites stru
tures,
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...) risquent de ne pas être véri�ées. Pour 
ela, il est tout d'abord né
essaire d'introduirel'exposant de Lips
hitz (ou de Hölder). Ce paramètre est généralement utilisé pour tester larégularité d'une fon
tion. En e�et, dans le 
adre de l'analyse multirésolution en ondelettes,plusieurs théorèmes permettent de relier la régularité d'une fon
tion et ses 
oe�
ients enondelettes [25, 34, 84, 106℄. Par exemple, Daube
hies [25℄ montre que si une fon
tion
f(x) ∈ C1 est à support 
ompa
t et que ses 
oe�
ients en ondelettes véri�ent

max
j∈S(x0,m,ǫ)

|
〈
f, ψm,(i,j,k)

〉
| ≤ C2mα (7.16)pour tout m et pour ǫ > 0, alors la fon
tion f a un exposant de Lips
hitz α au point

x = x0 :
|f(x) − f(x0)| ≤ C|x− x0|α (7.17)pour tout x pro
he de x0. S(x0, m, ǫ) désigne le domaine de dépendan
e de la fon
tionondelette :

S(x0, m, ǫ) = {(i, j, k) : ψm,(i,j,k) 6= 0 ∀x ∈ [x0 − ǫ, x0 + ǫ]} (7.18)Bien que 
e théorème ait été initialement formulé pour des ondelettes non-redondantes,il reste valable pour les ondelettes redondantes, l'intérêt étant qu'ave
 les ondelettes re-dondantes, le théorème ne se limite plus aux seules fon
tions de 
lasse C1 [25℄.Malheureusement, il n'est bien évidemment pas possible de déterminer exa
tement 
e
oe�
ient α. Plusieurs méthodes 
onsistant à approximer α existent dans la littérature.La démar
he employée dans 
ette étude 
onsiste à évaluer le paramètre α à partir desmaxima lo
aux des 
oe�
ients en ondelettes, 
omme proposé par Daube
hies [25℄. Ainsi,après avoir déterminé les 
oe�
ients en ondelettes, la valeur maximale dans le domainede dépendan
e est 
al
ulé :
rm,(i,j,k) = max

(ǫ1,ǫ2,ǫ3)∈[−2mp,2mq]3
|
〈
f, ψm,(i+ǫ1,j+ǫ2,k+ǫ3)

〉
| (7.19)où p et q désignent le sten
il de l'ondelette mère. L'exposant de Lips
hitz s'obtient alorsgra
e à une approximation des moindres 
arrés de la droite d'équation :

log2 rm,(i,j,k) = αi,j,km+ c (7.20)La pente de 
ette droite donne en e�et une valeur approximative de α au point x = (i, j, k),notée αi,j,k.A�n de faire le lien entre le 
oe�
ient α et les hypothèses de modélisation de la Simulationdes Grandes E
helles, 
e 
oe�
ient va tout d'abord être rapporté à la pente du spe
trede Fourier. En e�et, Farge et al. [36℄ et Perrier et al. [106℄ ont montré qu'il est possiblede relier la pente du spe
tre en ondelettes à 
elle du spe
tre de Fourier. On suppose quele spe
tre d'énergie évolue en k−β dans la zone inertielle. Dans la suite, le senseur seraappliqué au 
hamp du rotationel de la vitesse et par 
onséquent il est intéressant de seréferer au spe
tre 
orrespondant qui est le spe
tre d'enstrophie :
Ω(k) ∼ Ω0k

2−βEn 
onsidérant deux bandes spe
trales voisines [k3; k2] et [k2; k1], ave
 k1 = rk2 et k2 = rk3(r > 1), il est possible de déterminer la quantité d'enstrophie 
ontenue dans 
ha
une d'elles
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Ω1 =

∫ k1

k2

Ω(k)dk =
Ω0

3 − β

(
1 − 1

r3−β

)
k3−β

1

Ω2 =

∫ k2

k3

Ω(k)dk =
Ω0

3 − β

(
1 − 1

r3−β

)
k3−β

2Ainsi, il est possible d'exprimer le rapport entre les quantités Ω1 et Ω2 à l'aide de :
log

Ω1

Ω2

= (3 − β) log r (7.21)Dans la présente étude, le rapport entre deux bandes su

essives est �xé à r = 2 a�n depouvoir 
omparer le spe
tre en ondelettes à 
elui dans l'espa
e de Fourier.En raisonnant dans l'espa
e des ondelettes, et en appliquant la base en ondelettes aurotationel de la vitesse, les quantités Ω1 et Ω2 peuvent s'exprimer à l'aide des 
oe�
ientsen ondelettes : Ω1 = r2
1 et Ω2 = r2

2. Le rapport entre 
es deux quantités est alors :
log

Ω1

Ω2
= −2α log 2 (7.22)Les indi
es d'espa
e (i, j, k) ont été volontairement omis pour une meilleure lisibilité. En
omparant les relations (7.21) et (7.22), la relation entre les pentes β et α est donnée par :

α =
β − 3

2
(7.23)La valeur seuil est alors 
hoisie en s'appuyant sur les hypothèses de Kolmogorov. Celui-
iprédit (hypothèse �K41�) une dé
roissan
e du spe
tre en k−5/3, 
e qui �xe la valeur deréféren
e pour la pente du spe
tre d'énergie : β0 = 5

3
. Ainsi, les 
ellules pour lesquelles leparamètre αi,j,k est inférieur à α0 = −2

3

onstituent des mailles à ra�ner.A�n d'interpréter les valeurs 
al
ulées pour le 
oe�
ient α, il peut également être in-téressant de reprendre le 
as test monodimensionnel utilisé par Sjögreen et Yee [131℄.La même dé
omposition en ondelettes a été réalisée et les résultats sont présentés sur la�gure 7.2. On observe que pour 
haque variation "brusque" de la fon
tion étudiée f , le
oe�
ient α prend une valeur négative. Ainsi, dans une étude mono-dimensionnelle, unevariation haute fréquen
e de f est déte
tée par le signe de α. Dans notre étude, 
'est une
ompararsion de α ave
 la valeur seuil qui permet de se pronon
er.Finalement, le 
ritère de ra�nement peut se résumer à l'aide de sa fon
tion moniteur

fijk qui est alors dé�nie de la manière suivante :
fijk =

{
1 si αi,j,k ≤ −2

3

0 sinon (7.24)Les 
ellules pour lesquelles la fon
tion fijk est non nulle sont des 
ellules à prendre en
ompte dans l'établissement des zones à ra�ner.Cependant, un tel 
ritère basé uniquement sur l'évaluation de la pente lo
ale du spe
tred'énergie s'est rapidement montré limité lorsqu'il est appliqué à des é
oulements turbu-lents. En e�et, il déte
te alors des 
ellules 
ouvrant une grande partie du domaine de
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Fig. 7.2 � Interprétation du 
oe�
ient α dans le 
adre de l'étude d'une fon
tion monodi-mensionelle.

al
ul alors que 
e n'est pas 
e à quoi on pouvait s'attendre intuitivement. Le fait que 
e
ritère ne tienne pas 
ompte de la quantité réelle d'énergie 
ontenue dans les di�érentesé
helles de la dé
omposition en ondelettes mais uniquement de la pente du spe
tre sembleen être la raison. En e�et, dans des zones bien résolues de l'é
oulement, des os
illationsdes variables de l'é
oulement persistent. Celles-
i n'ont pas de signi�
ation physique etpeuvent, par exemple, être engendrées par les erreurs d'interpolation des s
hémas numé-riques. Or rien ne permet d'a�rmer que la pente du spe
tre dans de telles zones va (etdoit) respe
ter les hypothèses de Kolmogorov. A�n de ne pas tenir 
ompte de 
es stru
-tures très faiblement énergétiques aux grands nombres d'ondes, il est apparu né
essaired'introduire une valeur seuil ǫ pour les 
oe�
ients en ondelettes en dessous de laquelle lavaleur de la pente du spe
tre en ondelettes n'est pas 
onsidérée. Bien que 
e paramètre
ǫ soit empirique, il semble 
ohérent de 
onsidérer une stru
ture anisotropique mais trèsfaiblement énergétique 
omme ayant une in�uen
e faible sur la solution et l'erreur demodélisation.La valeur attribuée à ǫ = 6.10−3 ×Ω0 dépend de l'é
oulement 
onsidéré et des grandeursqui le 
ara
térisent. Le paramétre Ω0 doit ainsi représenter une vorti
ité 
ara
téristique del'é
oulement. Tout d'abord, dans le 
as de la 
ou
he de mélange, la quantité Ω0 s'obtientà l'aide du rapport entre la vitesse longitudinale à l'in�ni U∞ et l'épaisseur de vorti
ité
δω : Ω0 = U∞

δω
. Pour le 
anal plan, on utilise le 
isaillement à la paroi : Ω0 =

(
∂ũ1

∂z

)
(z = 0).En�n, pour l'é
oulement de 
ulot, Ω0 a été �xé arbitrairement à la valeur Ω = 0, 5 pourles premiers 
al
uls réalisés à la �n de 
es travaux.En�n, un des problèmes 
ouramment ren
ontré lorsqu'il s'agit d'appliquer une base enondelettes à une simulation numérique réside dans le traitement des 
onditions aux limitesà imposer pour 
ette base. Dans 
ette étude, la base en ondelettes s'applique au 
hampde vitesse pour lequel on 
onnait le 
omportement au niveau des limites du domaine de
al
ul et dans les mailles �
tives. On en déduit ensuite un rotationnel pour 
haque niveaude dé
omposition en ondelettes utilisé.



88 CHAPITRE 7. CRITÈRE DE RAFFINEMENT POUR LA LES7.2.3 Méthode de grouping / 
lusteringLa mise au point de l'outil d'adaptation automatique de maillage va né
essiter unegestion automatique de la disposition des sous-domaines de niveau �n. Cela repose toutd'abord sur la déte
tion des 
ellules du maillage grossier pour lesquelles un ra�nements'avère intéressant. Pour 
ela, un senseur dont la fon
tion est de séle
tionner un nuage depoints à ra�ner vient d'être introduit. La deuxième étape est alors de regrouper 
es pointsen un ensemble de sous-maillages de manière optimale. Le dé
oupage en sous-maillages estréalisé à l'aide d'un algorithme dit de grouping/
lustering. Ce type d'algorithme est inspirédes travaux de Berger et al. [11℄ et fut repris dans de nombreux travaux sur l'adaptationde maillages [64, 103, 117℄. Cet algorithme a été 
hoisi a�n de regrouper les 
ellulesséle
tionnées en sous-domaines stru
turés, favorisant ainsi la ve
torisation du 
al
ul. Cetoutil évite de traiter dire
tement 
haque 
ellule indépendemment à l'aide d'une stru
tureen arbre qui serait plut�t privilégiée en vue de l'utilisation de 
al
ulateurs s
alaires.On dispose initialement de la grille grossière Gl−1 que l'on souhaite ra�ner en un en-semble de sous-domaines {Gl,k}. Le senseur permet de se limiter à l'étude d'un maillage
Ĝl ∈ Gl qui 
ontient la totalité des points à ra�ner mais également des 
ellules quin'ont pas été designées par le senseur. Or, on peut vouloir ex
lure 
es dernières des sous-domaines de niveau �n dans le but de limiter la taille de 
es sous-domaines et par 
onsé-quent les 
oûts de 
al
ul. A�n de déterminer s'il est né
essaire de pro
éder à un dé
oupageen sous-domaines du maillage Ĝl, on introduit son taux d'o

upation, ou taux de remplis-sage, noté λl, dé�ni de la manière suivante, pour un domaine 
ontenant n mailles dont mont été designées par le 
ritère de ra�nement :

λl =
m

n
(7.25)On va alors 
omparer le taux d'o

upation du maillage Ĝl ave
 une valeur �xée parl'utilisateur. On 
onsidère alors que si 
e taux de remplissage est inférieur à la valeurseuil, on doit dé
ouper le maillage Ĝl en un ensemble de sous-domaines notés Gl,k. Lemaillage Ĝl (
f �gure 7.3(a)) est alors soumis à l'algorithme de grouping/
lustering.La première étape de l'algorithme va permettre de déte
ter les éventuels plans dudomaine Ĝl ne 
ontenant pas de 
ellules à ra�ner. Dans 
ette otpique, on 
al
ule lessignatures de 
e maillage dans 
ha
une des dire
tions (
f �gure 7.3(b)). La signature Σireprésente le nombre de 
ellules désignées par le senseur dans le ième plan du maillagepour une étude 3D (la ième ligne pour un maillage 2D) :

Σi =
∑

j

∑

k

fijk (7.26)où la fon
tion moniteur fijk est dé�nie par la relation (7.24).Ainsi 
haque valeur nulle de la signature dans une dire
tion désigne un plan (une ligneen 2D) perpendi
ulaire à 
et axe et ne 
ontenant au
une 
ellule à ra�ner. Il s'agit ainsid'un indi
e potentiel pour le dé
oupage du domaine Ĝl. On va évaluer su

essivement lessignatures dans 
ha
une des dire
tions, en 
ommen
ant par la dire
tion 
orrespondant auplus grand 
oté du domaine Ĝl. Une fois toutes les signatures 
al
ulées dans une dire
tion,on s'intéresse aux indi
es donnant lieu à des valeurs nulles ; on a alors plusieurs 
as de�gure :
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une signature nulle dans 
ette dire
tion, on passe à la dire
tion demaillage suivante.� Si on déte
te un unique indi
e i pour lequel Σi = 0, on dé
oupe le domaine Ĝl endeux domaines Gl,1 et Gl,2 au niveau de 
et indi
e.� En�n, si plusieurs indi
es i 
orrespondent à des valeurs nulles de la signature, on
onserve l'indi
e le plus pro
he du 
entre du domaine Ĝl 
omme indi
e de dé
oupage.Dans des 
as plus 
omplexes, il peut arriver que l'on ne trouve au
une valeur nulle pourles signatures dans 
ha
une des dire
tions bien que le domaine 
ontienne un nombre nonnégligeable de 
ellules à ex
lure de la stratégie de ra�nement. Dans une telle situation,on introduit le Lapla
ien de la signature (
f �gure 7.3(
)) :
∆i = Σi+1 − 2 Σi + Σi−1 (7.27)Les indi
es i pour lesquels ∆i 
hange de signe sont des 
lients potentiels pour le dé
oupagedu maillage. On 
onserve l'indi
e donnant lieu au maximum de la fon
tion Zi+ 1

2
= |∆i+1−

∆i|.Une fois le dé
oupage de Ĝl en deux sous-domaines Gl,1 et Gl,2 e�e
tué, on va tra-vailler su

essivement sur 
ha
un de 
es sous-domaines. Tout d'abord, on se ramène à desdomaines Ĝl,k 
ontenus dans les sous-domaines Gl,k en regroupant l'ensemble des 
ellulesà ra�ner, 
'est à dire qu'on ex
lu les éventuels plans (ou lignes en 2D) dont la signatureest nulle à 
haque extremité de Gl,k.On pro
ède alors de manière ré
ursive sur 
haque domaine obtenu par dé
oupage dudomaine Ĝl (
f �gure 7.3(d)). Le 
ritère d'arrêt de l'algorithme est la 
ondition évoquéepré
edemment pour le taux d'o

upation, 
ette 
ondition devant être véri�ée 
ette fois-
ipour l'ensemble des domaines Ĝl,k.En�n, le re
ours à des sous-domaines de taille trop faible risquant de porter préjudi
eà la qualité de la solution, un paramètre de 
ontr�le permet de �xer la taille minimaled'un sous-domaine au-delà de laquelle on ne 
her
hera plus à le dé
ouper, même si le
ritère d'arrêt n'est pas en
ore respe
té.A la �n de 
et algorithme, on dispose d'un ensemble de sous-domaines de niveau �n (
f�gure 7.3(e)). Une dernière étape nous permet de pro
éder à d'éventuels regroupementsde sous-domaines adja
ents (�gures 7.4(a) et 7.4(b)). Dans notre 
as, on préferera disposerde peu de domaines de tailles importantes, 
e qui revient à regrouper au maximum lessous-domaines, mais pour d'autres ar
hite
tures de ma
hines, on pourra souhaiter avoirun maximum de domaines de petites tailles, ou on pouura également 
her
her à obtenir unbon 
ompromis entre la taille moyenne des sous-domaines et leur nombre. Ainsi, Jouhaudet Borrel [65℄ pré
onisent d'ajouter une étape de restru
turation à la �n de 
et algorithme.L'obje
tif de 
ette étape est alors de trouver le meilleur 
ompromis entre la taille et lenombre de sous-domaines, étape parti
ulierement importante si l'on veut tirer pro�t de
al
uls parallèles. Nous n'avons 
ependant pas 
hoisi de retenir 
ette te
hnique, notreobje
tif premier étant de limiter le nombre de sous-domaines du fait de la ma
hine dontnous disposons pour les 
al
uls.Cet algorithme assure dire
tement la 
ohéren
e de la stru
ture multigrille, on parle destu
ture properly-nested. En e�et, la stru
ture de maillages obtenue véri�e né
essairementtrois règles fondamentales :� In
lusion des maillages les uns dans les autres Gl ⊂ Gl−1 ∀ l : 
ette règle tra-duit l'emboîtement su

essif des maillages asso
ié à l'enri
hissement progressif du
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(a) (b)Fig. 7.4 � Etape éventuelle de regoupement des domaines �ns.maillage initial par niveau de ra�nement.� Pas de re
ouvrement des sous-maillages d'un même niveau Gl,j ∩Gl,k = ∅ si k 6= j.� Les mailles adja
entes au maillageGl doivent obligatoirement appartenir au maillage
Gl−1, sauf si 
es mailles sont voisines des limites du domaine de 
al
ul : 
ette dernièrerègle impose une in
lusion au sens stri
t qui entraîne un étalement progressif deszones de ra�nement, des plus grossières aux plus �nes ; 
ette règle permet néanmoinsun ra�nement de plus en plus �n au voisinage des parois solides.A�n de tenir 
ompte de l'évolution des stru
tures de l'é
oulement entre deux ra�ne-ments su

essifs, il a été envisagé de re
ourrir à des mailles de sé
urité [117℄. L'obje
tif estainsi d'ajouter des 
ellules de niveau �n aux frontières des domaines �ns 
réés à partir du
ritère de ra�nement. Ces 
ellules supplémentaires sont ajoutées a�n de s'assurer que lesstru
tures déte
tées par le senseur resteront bien dans le domaine �n jusqu'au pro
hainra�nement. Pour 
ela, on 
al
ul une vitesse moyenne d'adve
tion du �uide 
ontenu dansun sous-domaine de niveau �n, et on en déduit une évaluation de la distan
e par
ouruepar 
es stru
tures d'i
i au pro
hain ra�nement. Cette démar
he peut s'avérer parti
uliè-rement intéressante lorsque l'on va 
her
her à suivre des stru
tures évoluant dans l'espa
e.En�n, une fois déterminées les limites à attribuer aux domaines �ns, il reste à 
onstruirele maillage de 
ha
un d'entre eux. Pour 
ela, les mailles �nes sont obtenues à l'aide depolyn�mes de Lagrange appliqués au maillage grossier. Ces opérateurs permettent ainside prendre en 
ompte les variations spatiales du maillage grossier dans le 
al
ul des 
o-ordonnées des mailles de niveau �n. La �gure 7.5 donne une des
ription du problèmeren
ontré. Le but est alors de déterminer la 
oordonnée du maillage �n notée y1,5. Il s'agitalors d'utiliser les 
oordonnées 
orrespondant au maillage grossier (y0 à y3) qui sont àdisposition. On tra
e alors la fon
tion f(x) (�gure 7.6) qui à 
haque valeur de x fait 
or-respondre une valeur yi, 
e qui permettra ensuite de déterminer la valeur 
orrespondanteà l'indi
e x = 1, 5.L'équation de la 
ourbe reliant 
e nuage de points est alors évaluée à l'aide des polyn�mesde Lagrange Pi(x). Ceux-
i doivent véri�er la relation Pi(j) = δij où δij désigne le symbole



92 CHAPITRE 7. CRITÈRE DE RAFFINEMENT POUR LA LES
y

x=3x=2x=1x=0

?
1,5

3210

x=1,5

yyy yFig. 7.5 � Cal
ul des 
oordonnées du niveau �n : in
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Fig. 7.6 � Introdu
tion des polyn�mes de Lagrange.de Krone
ker. Leur expression est la suivante :
Pi(x) =

3∏

k = 0
k 6= i

x− k

i− k
(7.28)

et l'équation de la 
ourbe y = f(x) est alors :
f(x) =

3∑

i=0

yiPi(x) (7.29)Après résolution du système d'in
onnues Pi(x), on trouve l'expression suivante pour lafon
tion d'interpolation permettant de déterminer les points du maillage �n en fon
tionde 
eux du maillage de base :
yi+ 1

2
= f(1, 5) = −0, 0625 × (yi−1 + yi+2) + 0, 5625 × (yi + yi+1) (7.30)Remarque 1 : dans toute notre étude, le rapport d'aspe
t entre deux niveaux su

essifsest �xé à deux dans 
ha
une des dire
tions. Si on souhaite modi�er 
e rapport, il faudrabien entendu 
hanger en 
onséquen
e les polyn�mes de Lagrange employés.Remarque 2 : 
omme les simulations utilisent une résolution expli
ite des équations,il est né
essaire de véri�er que la valeur du nombre de CFL (Courant-Friedri
h-Levy)
onve
tif reste inférieure à √

3 pour stabiliser le 
al
ul. La dé�nition de 
e nombre étantCFL = ∆t
∆x

(|u1| + c), il s'avère né
essaire de modi�er le pas de temps de la simulationlorsqu'un nouveau niveau de résolution est 
réé. Ainsi, le pas de temps est divisé par deuxa�n de 
onserver un CFL 
onvenable sur le niveau le plus �n lors de l'apparition d'unnouveau niveau de grille.



Chapitre 8Appli
ation de la méthode
8.1 Cou
he de mélange en développement temporelLe premier 
as d'étude abordé 
on
erne la 
ou
he de mélange 
ompressible en dé-veloppement temporel. Cette 
on�guration est un 
as 
lassique d'é
oulement purementinstationnaire, siège d'instabilités donnant lieu à une grande variété de régimes spatio-temporels. Par ailleurs, les é
oulements 
ompressibles 
isaillés libres, dont fait partie la
ou
he de mélange, se retrouvent dans de nombreux problèmes 
omplexes. C'est parexemple le 
as du sillage en aval d'une aile d'avion, où deux �uides ayant des vitessesdi�érentes se rejoignent, donnant lieu à un é
oulement turbulent indésirable étant sour
ede traînée. On 
her
hera alors à réduire la turbulen
e. Dans d'autres situations, on peutvouloir tirer pro�t de la turbulen
e, 
omme par exemple pour assurer un mélange e�
a
eentre un 
ombustible et un oxydant dans les moteurs à propulsion. De 
e fait, la 
ompré-hension des phénomènes qui entrent en jeu dans 
e type d'é
oulement représente un réelintéret pour les industriels.Dans les études expérimentales, la 
ou
he de mélange est obtenue à l'aide d'une lame quipermet de séparer deux �uides qui se dépla
ent à des vitesses di�érentes. A l'extrémitéde 
ette lame, les deux �uides se rejoignent, entraînant le développement d'une 
ou
he demélange. Lorsque l'on suit son évolution en aval de 
e point de ren
ontre, la 
ou
he voitson épaisseur 
roître ave
 la 
oordonnée longitudinale. On parle alors d'un développementspatial de la 
ou
he de mélange.La résolution numérique d'une 
ou
he de mélange en développement spatial est très 
oû-teuse, 
ar elle né
essite l'utilisation d'un domaine de 
al
ul 
onséquent. Les simulationsse limitent alors, la plupart du temps, à une approximation temporelle de l'é
oulementréel. Elle permet de représenter les mêmes phénomènes physiques pour des 
oûts de 
al
ulmoins importants. Pour 
ela, on utilise une fenêtre de 
al
ul que l'on prolonge par 
onti-nuité dans la dire
tion de l'é
oulement. En se représentant un dépla
ement de la fenêtredans 
ette dire
tion, à la vitesse du �uide, on 
omprend qu'un suivi de l'évolution tem-porelle de la 
ou
he de mélange à l'intérieur de 
ette fenêtre permet de bien représenterla physique de l'é
oulement réel et son évolution spatiale.8.1.1 Physique de l'é
oulementDans le 
adre de la 
ou
he de mélange en développement temporel, les instabilités quise développent sont absolues, 
'est à dire qu'elles 
roissent au 
ours du temps en tout93
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oulement, et non visqueuses puisque l'é
oulement est instable même dans le
as d'un �uide parfait. Une étude théorique des instabilités présentes dans la 
ou
he demélange a été menée par Ho et Huerre [56℄. Par ailleurs, la longueur d'onde du mode leplus instable est donnée par l'analyse de stabilité linéaire de Mi
halke [92℄ et vaut (dans le
as d'un �uide parfait) λa ∼ 7δ0, où δ0 désigne l'épaisseur initiale de vorti
ité de la 
ou
hede mélange. Le fait d'avoir un nombre de Ma
h 
onve
tif inférieur à 0, 6 montre que nossimulations sont menées dans un régime quasi-in
ompressible pour lequel l'instabilité laplus ampli�ée est bidimensionnelle [126℄.Classiquement, on distingue deux prin
ipales organisations qui 
oexistent dans un é
ou-lement de 
ou
he de mélange. Tout d'abord, il s'agit de tourbillons 
ylindriques bidimen-sionnels alignés suivant l'envergure (z), appelés tourbillons primaires. Le deuxième typede stru
tures 
ohérentes que l'on retrouve dans le 
adre de la 
ou
he de mélange est unensemble de tourbillons longitudinaux 
ontrarotatifs appelés tourbillons se
ondaires etsuperposés aux tourbillons primaires qui les relient entre eux. Les stru
tures primairessont des instabilités de type Kelvin-Helmholtz, initiées par le 
isaillement entre les deux�ux. Le phénomène de produ
tion de 
ette instabilité, à tendan
e bidimensionnelle, estentretenu par un pro�l initial de vitesse qui présente un point d'in�exion. Ces stru
tures
orrespondent au mode le plus instable et sont don
 
ara
térisées par la longueur d'onde
λa dé�nie 
i-dessus. Au 
ours de l'évolution de la 
ou
he de mélange, 
es stru
tures sontamenées à s'apparier ave
 les stru
tures voisines. Ce sont don
 
es stru
tures qui sontresponsables de l'épanouissement de la 
ou
he de mélange.Une fois l'instabilité primaire développée, une se
onde instabilité, tridimensionelle, se dé-veloppe également, produisant des �lets longitudinaux de vorti
ité entre les rouleaux. Lespremières visualisations des stru
tures se
ondaires sont réalisées par Konrad [66℄ et Brei-denthal [18℄. L'instabilité à l'origine de 
es tourbillons longitudinaux 
orrespond à uneondulation des tourbillons primaires dans la dire
tion transverse. Plus pré
isément, l'ori-gine de 
ette vorti
ité longitudinale est lo
alisée au niveau de la zone de stagnation (braidsen anglais) située entre deux stru
tures primaires. Ces tourbillons se
ondaires sont ensuiteétirés par le 
hamp de déformation 
réé entre les stru
tures primaires. Ces �laments tour-billonaires en épingle à 
heveux (hairpins en anglais, également appelés ribs dans 
ertainesréféren
es) ont une longueur d'onde 
ara
téristique, dans la dire
tion transverse, notée λt,qui est liée dire
tement à la longueur d'onde des stru
tures primaires dans la dire
tionde l'é
oulement. En e�et, toujours en notant λa la longueur d'onde 
ara
téristique destourbillons de type Kelvin-Helmholtz, on montre que λt = 2

3
λa.En�n, 
ertains travaux ont permis de mettre en éviden
e un mé
anisme de transition versla turbulen
e, appelé appariement héli
oïdal. Ce mé
anisme traduit la réorganisation destourbillons de Kelvin-Helmholtz en opposition de phase formant une topologie appeléetreillis (vortex latti
e stru
ture en anglais) qui résulte de l'apparition d'ondes obliques désle dé
len
hement de l'instabilité primaire. On parle également de tourbillons en lambda

Λ.Cependant, il est important de noter que l'évolution des instabilités de la 
ou
he de mé-lange ainsi que la topologie de l'é
oulement dépendent fortement des 
onditions initialeset des 
onditions limites, notamment sur les �u
tuations de vitesse, que 
e soit expérimen-talement [70℄ ou en simulation numérique [22℄. Après la période de développement, l'é
ou-lement transite vers la turbulen
e ; on parle de transition de petites é
helles (small-s
aletransition), ou transition de mélange (mixing transition). Cela se traduit expérimentale-ment par une brusque produ
tion de petites é
helles, ave
 en parti
ulier l'établissement
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tre de Kolmogorov en k−5/3. La 
ou
he de mélange atteint ainsi son régime auto-similaire, qui se traduit par une 
roissan
e linéaire de l'épaisseur de la 
ou
he de mélangeet des vitesses moyennes, et des statistiques turbulentes indépendantes du temps, lorsqueles longueurs et les vitesses sont adimensionnées par les é
helles appropriées - épaisseurde quantité de mouvement pour les longueurs et vitesse à l'in�ni pour les vitesses. Dans
e régime autosimilaire, la topologie de l'é
oulement dépend également des paramètres dela simulation ou de l'expérien
e, à savoir les 
onditions initiales, la taille du domaine de
al
ul, et les 
onditions imposées en terme de perturbations. Ainsi, Rogers et Moser [119℄montrent que des perturbations initiales fortement bidimensionnelles aboutissent à unrégime à peu près autosimilaire dans lequel on distingue des appariements de stru
turesorganisées, des régions d'étirement et des tourbillons longitudinaux. En revan
he, si laperturbation est faiblement bidimensionnelle, on ne retrouve pas toute 
ette organisationet les statistiques turbulentes sont en meilleur a

ord ave
 les résultats expérimentaux.8.1.2 Des
ription de la simulationLa �gure 8.1 dé
rit la 
on�guration de 
al
ul. On y distingue deux �ux de vitesseopposés et de même amplitude U∞. Un paramètre important de 
e type d'é
oulement estle nombre de Ma
h 
onve
tif, dont le but est de déterminer les e�ets de 
ompressibilitédu �uide. Dans notre situation, le �uide est identique de part et d'autre de la zone demélange. Dans 
e 
as, les 
haleurs spé
i�ques sont identiques, et la dé�nition du Ma
h
onve
tif est la suivante :
Mc =

U1 − U2

c1 + c2
(8.1)

U1 et U2 désignent les vitesses des deux 
ourants parallèles, et c1 et c2 les vitesses du sondans 
ha
un de 
es �uides. Dans notre situation, les �uides étant identiques (c1 = c2 = c0)et l'amplitude de la vitesse étant la même de part et d'autre (U1 = −U2 = U∞), leMa
h 
onve
tif se résume au rapport U∞

c0
. Le nombre de Ma
h 
onve
tif retenu pour
ette étude est Mc = 0, 2, 
e qui 
ara
térise un 
omportement faiblement 
ompressible del'é
oulement. Comme évoqué plus t�t, des 
onditions limites de périodi
ité sont imposéesdans les dire
tions longitudinale (x) et transverse (z). Dans la dire
tion verti
ale (y), une
ondition de sortie s'appuyant sur les variables 
ara
téristiques est employée.Le 
hamp initial, qui doit présenter un point d'in�exion, est régi par un pro�l de vitesselongitudinale en tangente hyperbolique :

u1(y, t = 0) = U∞ tanh

(
2y

δ0

) (8.2)On 
hoisit de normaliser la vitesse à l'in�ni U∞ = 1. Si on note Nrol le nombre detourbillons de Kelvin-Helmholtz que l'on souhaite représenter en début de simulation, ilva falloir �xer l'épaisseur initiale de vorti
ité à la valeur δ0 = (7Nrol)
−1 ; en e�et, 
ommeévoqué pré
édemment, la longueur d'onde du mode le plus instable est de l'ordre de septfois la longueur initiale de vorti
ité.Les autres 
omposantes du 
hamp de vitesse sont initialement nulles, alors que la densitéinitiale est uniforme ρ(t = 0) = 1. Le pro�l de température est 
hoisi 
onformément à laloi de Busemann-Cro

o :

T = 1 +
γ − 1

2
M2

c (1 − u1)
2 (8.3)
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Fig. 8.1 � Cou
he de mélange : 
on�guration de 
al
ul.A 
es pro�ls laminaires initiaux sont ajoutées des perturbations de faibles amplitudesdont le but est d'en
len
her les instabilités qui sont à l'origine de la physique de la 
ou
hede mélange, 
'est à dire le 
ara
tère tridimensionnel de l'é
oulement et les appariementssu

éssifs entre les gros tourbillons. Pour 
ela, on va ex
iter 
ertains nombres d'onde in-diqués par l'analyse de stabilité, en fon
tion des phénomènes que l'on souhaite engendrer.Ainsi, on pourra n'utiliser que des perturbations bidimensionnelles, ou au 
ontraire uti-liser également les modes obliques, voire appliquer un bruit blan
 au pro�l moyen pours'assurer de la tridimensionnalité de l'é
oulement. A�n de n'appliquer les perturbationsqu'à la zone rotationnelle initiale, elles sont pondérées en espa
e par l'introdu
tion d'unegaussienne :
f(y) = exp

(
−0.5

(
y

δ0

)2
) (8.4)Par la suite, les perturbations initiales bi- et tri-dimensionnelles seront 
onsidérées. Cha-
une d'elles 
orrespond à un mode spé
i�que noté (α, β), où α et β représentent respe
-tivement les nombres d'ondes longitudinal et transverse asso
iés à la perturbation. Lesmodes bi-dimensionnels 
onsidérés i
i seront (8, 0), (4, 0), (2, 0) et (1, 0), le mode (8, 0)étant le mode le plus instable et les modes (4, 0), (2, 0) et (1, 0) ses harmoniques. Desmodes obliques sont également utilisés a�n d'introduire le 
ara
tère tridimensionnel del'é
oulement : (8, 8), (8,−8), (4, 4), (4,−4), (2, 2), (2,−2), (1, 1) et (1,−1). Les perturba-tions initiales prendront la forme ǫ× f(y)× cos(αx+ βz+ φ) où ǫ désigne l'amplitude de
es perturbations �xée à ǫ = 5× 10−2 dans 
ette étude. Le déphasage φ est introduit a�nde détruire la symétrie des perturbations initiales.Dans les simulations e�e
tuées, il a été 
hoisi de faire apparaître initialement huit tour-billons, 
e qui 
onduit à �xer δ0 = 1/56. Les tailles du domaine de 
al
ul ont été détermi-nées en 
onséquen
e a�n de ne pas avoir un e�et de bord trop important sur les résultats.Ainsi les dimensions dans 
ha
une des dire
tions sont �xées à Lx = 1, Ly = 40δ0 et

Lz = 2
3
Lx. Le maillage de base est uniforme dans les dire
tions longitudinale et trans-verse. Dans la dire
tion verti
ale, le maillage se 
ompose d'une zone uniforme dans la
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ontient la moitié des points du maillage, alors que le maillageen dehors de 
ette zone 
onnaît un relâ
hement en tangente hyperbolique au fur et àmesure que l'on s'éloigne de 
ette zone d'enroulement des tourbillons.L'utilisation de huit tourbillons initiaux a pour prin
ipal obje
tif de réaliser une Simula-tion des Grandes E
helles sur un é
oulement pleinement turbulent. En e�et, Huang et Ho[60℄ ont montré que 
e régime n'est atteint qu'après le se
ond appariement, l'é
oulementavant 
e se
ond appariement étant assez fortement in�uen
é par les 
onditions initiales.Il faut don
 permettre plus de deux appariements pour atteindre l'état pleinement turbu-lent. Ainsi, ave
 quatre tourbillons initiaux, on ne pourrait pas obtenir réellement toutela physique de la turbulen
e.Dans 
ette étude, le nombre de Reynolds est 
hoisi quasi-in�ni (Re = 1010), 
'est à direque le 
as abordé 
on
erne la 
ou
he de mélange dans la limite non-visqueuse. Les moti-vations qui poussent à se pla
er dans 
ette situation sont multiples : tout d'abord, 
elareprésente un 
as parti
ulièrement orienté vers la validation de l'appro
he Simulation desGrandes E
helles, à la fois 
ar au
une simulation dire
te ne pourra s'appliquer sur unetelle 
on�guration, mais aussi 
ar 
et exemple va permettre de tester veritablement lefon
tionnement de la modélisation sous-maille. En e�et, au
une dissipation molé
ulairen'est alors présente et le seul terme dissipatif provient du terme sous-maille. En�n, le 
hoixd'une valeur élevée pour le nombre de Reynolds permet de se pla
er dans une situationpropi
e à l'établissement progressif d'un régime autosimilaire à la suite d'une transition àpetite é
helle [97℄. L'autosimilarité doit alors être observée entre les deuxième et troisièmeappariements.8.1.3 Cal
uls de référen
eA�n de valider les 
al
uls multi-grilles, deux premiers 
al
uls de référen
e ont étéréalisés. Les maillages 
orrespondant à 
es 
al
uls sont monoblo
s, l'un 
orrespondant àla solution dite �grossière� et l'autre à la solution ��ne�. Ces deux maillages sont 
onstruits
omme évoqué 
i-dessus ave
 un pas 
onstant dans la zone 
entrale du domaine de 
al
ul etun rela
hement du pas de dis
rétisation en s'éloignant de 
ette zone. Le nombre de 
elullesemployées pour 
ha
un de 
es 
al
uls est donné dans le tableau 8.1, où on 
onstate quele rapport d'aspe
t entre 
es deux maillages est de deux dans 
ha
une des dire
tions.maillage Nx ×Ny ×Nz Nombre total de 
ellulesgrossier 60 × 52 × 30 93600�n 120 × 104 × 60 748800Tab. 8.1 � Maillages �n et grossierLa �gure 8.2 donne un aperçu des stru
tures primaires obtenues ave
 
ha
une de 
esgrilles. Plus pré
isément, on tra
e i
i un iso-
ontour du se
ond invariant du tenseur des
ontraintes, noté Q :
Q =

1

2
(Ω : Ω − S : S) (8.5)où Ω = 1

2
(∇u−∇Tu). Le 
ritère Q est ainsi 
ouramment utilisé pour isoler les stru
tures
ohérentes 
ontenues dans un é
oulement turbulent [61℄.



98 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODECette �gure est obtenue quelques instants après la formation des stru
tures primaires,et avant que le premier appariement n'intervienne. On distingue dans les deux 
as leshuit tourbillons initiaux. Cependant, sur la grille �ne, on voit apparaître des stru
tureslongitudinales reliant les tourbillons de Kelvin-Helmholtz entre eux. On distingue ainsiles prémi
es de la stu
ture en treillis, 
e phénomène n'étant pas en
ore apparant sur lemaillage grossier. Pour des temps plus avan
és, les tourbillons en lambda sont observablespour les deux simulations de référen
e (�gure 8.3).

Fig. 8.2 � Visualisation de l'é
oulement dans les premiers instants (t=20) ; représentationdes iso-surfa
es Q = 50 et iso
ontours de la 
omposante transversale de la vorti
ité.Gau
he : Maillage grossier ; Droite : Maillage �n.Une quantité 
ouramment employée a�n de 
ara
tériser la 
ou
he de mélange et sonévolution est l'épaisseur de quantité de mouvement. Celle-
i est déterminée en intégrantsuivant la dire
tion verti
ale la vitesse longitudinale moyennée par plan :
δm(t) =

∫ Ly/2

−Ly/2

(
1

4
− 〈u1〉2xz (t)

∆U2

)
dy (8.6)Une autre quantité est souvent utilisée : l'épaisseur de vorti
ité δω. Cette épaisseur estdonnée par :

δω(t) =
∆U

max |∂u1(t)
∂y

|
(8.7)Néanmoins, on préferera étudier δm, en parti
ulier par
e que 
ette quantité s'évalue àl'aide d'une intégrale et est par 
onséquent plus régulière que l'épaisseur de vorti
ité quirepose sur un terme dérivé.La �gure 8.4 dé
rit l'évolution de δm ainsi que 
elle de l'énergie 
inétique de l'é
oule-ment. En 
omparant les 
ourbes obtenues sur 
ha
une des grilles, on s'apperçoit que lesrésultats sont très pro
hes jusqu'au temps t ∼ 60 et qu'ensuite seulement les 
ourbesdivergent. Ainsi, les deux 
al
uls permettent de bien représenter le régime transitoire quis'étend de la formation des stru
tures primaires (t ∼ 10) au se
ond appariement (t ∼ 60)en passant par le premier appariement (t ∼ 20). Lorsque le se
ond appariemment estatteint, la 
ou
he de mélange bas
ule dans un état pleinement turbulent qui se traduitpar la présen
e de stru
tures de taille réduite. Ce phénomène semble alors être di�
ile à
apter sur la grille grossière pour laquelle l'épaisseur de quantité de mouvement 
roît plus
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Fig. 8.3 � Stru
ture en treillis observée, i
i, sur le maillage �n.
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100 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODErapidement et l'énergie dé
roît plus vite que pour le maillage �n de référen
e.La �gure 8.5 présente les pro�ls de vitesse obtenus sur 
ha
un des maillages, aux instants
t = 20, 60, 100 et 140. La 
olonne de gau
he présente l'évolution de la vitesse longitudi-nale, alors que la 
olonne de droite s'interesse aux pro�ls des �u
tuations de 
ette mêmevitesse longitudinale. Ces 
ourbes sont obtenues en moyennant la vitesse longitudinalesuivant les dire
tions prolongées par 
ontinuité (x et z) :

〈ui〉 = 〈ui〉xz (8.8)
u′i RMS =

√
〈(ui − 〈ui〉xz)2〉xz (8.9)Dans les premiers instants de la simulation, les résultats obtenus sur les deux grilles sontsimilaires. Ensuite, plus la 
ou
he de mélange est amenée à se développer, plus les di�é-ren
es se font sentir entre les deux simulations. On 
onstate alors que la 
ou
he de mélangeest plus étendue sur la grille grossière que sur la grille �ne (t ∼ 100 par exemple), 
e quel'on pouvait déjà suggérer à l'aide des évolutions des épaisseurs de quantité de mouvement.Pour des instants plus avan
és (t ∼ 140), la di�éren
e est en
ore plus marquée. Cepen-dant, on estime que les di�érents 
al
uls sont di�
ilement exploitables dans des tempssupérieurs à t ∼ 100. En e�et, un examen des 
hamps instantanés obtenus pour destemps supérieurs à 
ette valeur montre que l'é
oulement turbulent re
ouvre l'ensemble dudomaine. Par 
onséquent, les 
onditions aux limites dans la dire
tion (y) risquent alorsd'avoir une in�uen
e non négligeable sur la solution. Par la suite, les exploitations derésultats se limiteront don
 à des temps t ≤ 100.8.1.4 Validation du senseurA�n de valider le 
ritère de ra�nement utilisé, les premiers 
al
uls ont 
onsisté àl'appliquer sur une 
on�guration simpli�ée de l'é
oulement, à savoir la 
ou
he de mé-lange bidimensionnelle. Elle est obtenue en utilisant une perturbation initiale uniquement
omposée des modes bidimensionnels évoqués 
i-dessus. Le fait de 
onsidérer la 
ou
hede mélange bidimensionnelle permet alors de 
omparer le 
ritère de ra�nement ave
 des
onsidérations portant sur la physique des phénomènes observés. La �gure 8.6 présenteun exemple de 
on�guration 2D étudiée. On distingue sur la �gure de gau
he, à l'aide dutra
é d'iso
ontours de vorti
ité, deux stru
tures tourbillonnaires bidimensionnelles de typeKelvin-Helmholtz, reliées entre elles par des stru
tures �lamentaires. Lorsqu'on appliquele senseur en ondelettes sur 
et é
oulement, on obtient des 
ellules à ra�ner réparties
omme indiqué sur la �gure de droite. Il s'agit essentiellement de zones situées au niveaudes stru
tures �lamentaires et au niveau de leurs ra

ords ave
 les stru
tures primaires.Ces tourbillons longitudinaux peuvent être 
ara
térisés d'anisotropiques du fait de leurallongement dans la dire
tion de l'é
oulement. Le fait que le senseur pré
onise de ra�nerau niveau de telles stru
tures semble 
ohérent puisqu'on peut penser que leur anisotropierisque de les rendre déli
ates à modéliser à l'aide des modèles sous-maille 
lassiques. Parailleurs, Bo
khorn et al. [15℄ dé
rivent 
es stru
tures allongées et situées entre les stru
-tures transverses 
omme étant les petites stru
tures les plus a
tives de l'é
oulement. Ene�et, ils montrent que le spe
tre d'énergie au niveau de 
es zones présente une quantitéimportante de petites é
helles, 
e qui traduit la présen
e de petites stru
tures fortementénergétiques et don
 fortement a
tives dans 
es zones.
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Fig. 8.5 � Gau
he : Pro�ls de vitesse longitudinale ; Droite : Pro�ls de �u
tuations devitesse longitudinale ; de haut en bas : t = 20, 60, 100, 140. x : grille grossière ; ◦ : grille�ne.
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Fig. 8.6 � Gau
he : iso-
ontours de vorti
ité ; Droite : iso-valeurs du 
ritère de ra�ne-ment α < α0 ; .Dans le 
as tridimensionnel et pleinement turbulent, il est plus déli
at d'extraire des in-formations 
on
ernant la physique de l'é
oulement en se basant sur une visualisation du
hamp instantané. Il est ainsi di�
ilement envisageable de 
omparer réellement le 
ritèrede ra�nement et l'organisation des stru
tures présentes dans l'é
oulement. Cependant,on véri�e que dans le régime transitoire, les zones à ra�ner sont situées dans la zonede mélange qui ne 
ouvre pas en
ore l'ensemble du domaine de 
al
ul. Plus tard, les
ellules à ra�ner sont réparties sur l'ensemble du domaine mais l'é
oulement n'est alorsplus physique 
omme mentionné plus haut. La �gure 8.7 donne un exemple de remaillageobtenu dans le 
as d'un é
oulement de 
ou
he de mélange pleinement turbulent. Il este�e
tivement di�
ilement envisageable de 
omparer 
e remaillage à des 
onsidérationsphysiques. Cependant, les pro
hains paragraphes vont montrer que les simulations utili-sant la méthode d'adaptation de maillage présentent un gain non négligeable de pré
isionpar rapport au 
al
ul grossier. Ce
i tenderait don
 à 
on�rmer la 
ohéren
e du 
ritère dera�nement.8.1.5 Adaptation de maillageLe 
ritère de ra�nement semblant en a

ord ave
 la physique de l'é
oulement, il restemaintenant à valider la stratégie de ra�nement dans son ensemble. Pour 
ela, on appliquela pro
édure de ra�nement automatique à intervalles réguliers et on visualise les résultatsobtenus en s'interessant, en parti
ulier, à l'in�uen
e éventuelle des paramètres propres àla méthode adoptée.Une remarque importante 
on
erne la façon dont est évaluée la qualité de la solution mul-tigrille. En e�et, 
omme la méthode d'adaptation se veut automatique et optimale, rien nepermet de prévoir quelle portion du domaine grossier va être 
on
ernée par le ra�nement.Hors la plupart des grandeurs qui sont étudiées pour la 
ou
he de mélange, dans le butd'évaluer la pré
ision de la solution, s'appuie sur des moyennes portant sur l'ensembledu domaine dans les dire
tions homogènes de l'é
oulement. Dans le 
al
ul multigrille, ilest don
 né
essaire d'évaluer les variables 
ara
téristiques de 
e type d'é
oulement en se
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Fig. 8.7 � Exemple de remaillage obtenu pour la 
ou
he de mélange pleinement turbu-lente : iso-
ontour du 
ritère Q en gris et maillages de niveau �n 
réés.basant sur des informations issues du maillage de base. Celui-
i 
ouvrant la totalité dudomaine de 
al
ul, il est e�e
tivement possible de 
omparer les résultats ave
 les 
al
ulsde référen
e.In�uen
e de la 
onstante d'enri
hissementUne partie de 
es résultats a fait l'objet d'une publi
ation [75℄ reportée en annexe (an-nexe E). Il y est, entre autres, dis
uté de l'in�uen
e de la valeur 
hoisie pour la 
onstanted'enri
hissement au niveau des interfa
es �n/grossier. La valeur permettant d'atteindrela solution la plus pro
he de la solution �ne de référen
e est ainsi �xée dynamiquementpour 
haque 
ellule à :
C =

{
0, 95 si l'é
oulement va du domaine �n vers le domaine grossier,

0 si le �uide entre dans le domaine �n. (8.10)Par ailleurs, deux modèles sous-maille ont été testés : hormis le modèle d'é
helle mixteséle
tif qui a été 
hoisi dans 
ette thèse, le modèle de Smagorinsky a en e�et été appli-qué pour étudier l'in�uen
e du modèle sous-maille sur des 
al
uls multi-niveaux. Pour
ha
un de 
es modèles, l'adaptation de maillage permet de trouver une solution pro
hede la solution �ne. On retrouve ainsi une bonne représentation de la transition vers laturbulen
e, ave
 
ependant une di�éren
e non négligeable ave
 le modèle de Smagorinskyentre le 
al
ul �n et le 
al
ul ave
 ra�nement. Cette di�éren
e provient probablement du
ara
tère sur-dissipatif du modèle de Smagorinsky. En e�et, les études antérieures ave

e modèle ont généralement montré un retard au niveau de la transition [146℄, sans doutedu fait d'une trop grande atténuation des perturbations initiales. Ce
i n'est don
 pasdire
tement lié à la stratégie de ra�nement adoptée. Par ailleurs, la simulation multi-niveaux permet également l'obtention du régime autosimilaire et une bonne prévision dela zone inertielle du spe
tre dans le régime turbulent. On observe 
ependant, une nouvellefois, un meilleur rendu du 
ara
tére autosimilaire pour les simulation réalisées à l'aidedu modèle d'é
helle mixte séle
tif. Les pro�ls de �u
tuations obtenus ave
 le modèle deSmagorinsky présentent en e�et de légères divergen
es sur les bords, 
e qui pourrait indi-quer que l'in�uen
e des frontières se fait d'avantage ressentir ave
 
e modèle pour lequel



104 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODEl'établissement du régime autosimilaire est plus tardif.Les �gures 8.8 à 8.13 donnent un aperçu des pro�ls des variables de l'é
oulement qui n'ontpas été mentionnées dans l'arti
le, que 
e soit pour le modèle d'é
helle mixte séle
tif ou lemodèle de Smagorinsky. On retrouve tout d'abord les variables p (�gure 8.8) et ρ (�gure8.9). Le 
al
ul multigrille présente une légère altération pour 
es deux variables en 
om-paraison des deux 
al
uls de référen
e. Celle-
i intervient essentiellement au niveau deslimites du domaine de 
al
ul. Il est di�
ile de donner une expli
ation à 
e phénomène, quiavait déja été observé par Quéméré dans son étude du 
anal plan par 
ouplage RANS/LES[115℄. Comme dans l'étude de Quéméré, l'erreur par rapport aux 
al
uls de référen
e étantde l'ordre de 0, 1%, elle n'est pas 
onsidérée 
omme su�sament signi�
ative pour remettreen 
ause la stratégie de ra�nement. Par ailleurs, un gain non négligeable de pré
ision estobtenu pour le 
al
ul multigrille ave
 le modèle de Smagorinsky par rapport au 
al
ulgrossier, au niveau de la zone 
entrale de la 
ou
he.
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Fig. 8.8 � Pro�ls de pression moyenne à t = 60 pour les 
al
uls �n (◦), grossier (∆) etadapté (�) ; Gau
he : modèle d'é
helle mixte ; Droite : modèle de Smagorinsky.Au niveau des pro�ls de �u
tuations (�gures 8.10 et 8.11), un bon a

ord est obtenuave
 l'appro
he multi-domaines par rapport aux 
al
uls de référen
e. On notera 
epen-dant une légère sous-estimation des �u
tuations dans la dire
tion verti
ale au niveau dela zone 
entrale de l'é
oulement dans le 
as du modèle d'é
helle mixte (�gure 8.10). Pourles 
al
uls ave
 le modèle de Smagorinsky, un gain intéressant est obtenu au niveau des�u
tuations de vitesse ave
 le 
al
ul multi-niveaux. Il est également intéressant de noterla grande similitude existant entre les solutions �nes de référen
e obtenues ave
 
ha
undes modèles.La �gure 8.12 dé
rit, pour sa part, la répartition spatiale des termes 
roisés du tenseurde Reynolds. Un très bon a

ord est 
onstaté entre le 
al
ul �n de référen
e et le 
al
ulave
 adaptation de maillage. On notera 
ependant que les valeurs du pi
 de �u
tuationsobtenues ave
 le modèle de Smagorinsky sont très pro
hes pour les trois simulations. Lavaleur de 
e pi
 est, par ailleurs, légèrement supérieure à 
elle obtenue ave
 le modèled'é
helle mixte et le maillage �n.
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Fig. 8.9 � Pro�ls de masse volumique à t = 60 pour les 
al
uls �n (◦), grossier (∆) etadapté (�) ; Gau
he : modèle d'é
helle mixte ; Droite : modèle de Smagorinsky.
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Fig. 8.10 � Flu
tuations de vitesse verti
ale à t = 60 pour les 
al
uls �n (◦), grossier (∆)et adapté (�) ; Gau
he : modèle d'é
helle mixte ; Droite : modèle de Smagorinsky.
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Fig. 8.11 � Flu
tuations de vitesse transversale à t = 60 pour les 
al
uls �n (◦), grossier(∆) et adapté (�) ; Gau
he : modèle d'é
helle mixte ; Droite : modèle de Smagorinsky.
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Fig. 8.12 � Pro�ls des termes 
roisés du tenseur des tensions de Reynolds u′v′ à t = 60pour les 
al
uls �n (◦), grossier (∆) et adapté (�) ; Gau
he : modèle d'é
helle mixte ;Droite : modèle de Smagorinsky.



8.1. COUCHE DE MÉLANGE EN DÉVELOPPEMENT TEMPOREL 107En�n, les pro�ls de vis
osité turbulente (�gure 8.13), adimensionnée par la vis
ositémolé
ulaire µt/µ, sont reportés sur les dernières images. Il ressort que la vis
osité sous-maille est plus importante dans le 
as multi-niveaux. En se rappelant que 
es pro�ls sontévalués sur le maillage grossier dans le 
as multi-niveaux, il est 
ompréhensible que lavis
osité y soit plus importante. En e�et, l'utilisation de niveaux �ns entraîne l'apparitionde d'avantage de petites é
helles au niveau de la zone de re
ouvrement, 
e qui né
essiteune vis
osité sous-maille plus importante sur la grille grossière pour en tenir 
ompte.Cependant, dans l'étude ave
 le modèle de Smagorinsky, la di�éren
e est moins marquéeentre le domaine grossier et le 
al
ul multi-niveaux. Ce
i tenderait à 
on�rmer le 
ara
tèresur-dissipatif du modèle de Smagorinsky sur le maillage grossier au niveau de la zoned'enroulement de la 
ou
he de mélange.
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Fig. 8.13 � Pro�ls de vis
osité turbulente, adimensionnée par la vis
osité molé
ulaire, à
t = 60 pour les 
al
uls �n (◦), grossier (∆) et adapté (�) ; Gau
he : modèle d'é
hellemixte ; Droite : modèle de Smagorinsky.En plus de la valeur attribuée à la 
onstante d'enri
hissement, d'autres paramètrespeuvent avoir une in�uen
e non négligeable sur la solution. Il s'agit, en parti
ulier, dela fréquen
e à laquelle on applique la stratégie de ra�nement, des variables enri
hies auniveau des interfa
es et du taux de remplissage de la méthode de grouping/
lustering quipermet de 
réer un nombre plus ou moins important de domaines de niveau �n. A�nd'étudier l'impa
t de 
es di�érents fa
teurs sur la solution obtenue à partir de maillagesadaptatifs, plusieurs séries de simulations ont été réalisées. Cha
une de 
es séries 
on
erneun des paramètres pouvant avoir une in�uen
e sur la stratégie d'adaptation en LES, à
ommen
er par le 
hoix e�e
tué pour les variables à enri
hir aux interfa
es entre deuxniveaux su

éssifs.In�uen
e des variables 
hoisies pour l'enri
hissementEn e�et, une fois la valeur de la 
onstante 
hoisie, plusieurs jeux de variables ont ététestés pour évaluer l'in�uen
e du 
hoix des variables sur lesquelles l'enri
hissement auxfrontières est appliqué. Il a ainsi été envisagé d'enri
hir soit les variables 
onservatives,soit les variables de Favre ou en
ore uniquement les trois 
omposantes du ve
teur vitesse.Bien que les résultats de 
es di�érentes simulations soient assez pro
hes, il apparaît que
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al
uls les plus pré
is sont basés sur un enri
hissement des variables de Favre. Cetteappro
he étant par ailleurs la plus 
onsistante ave
 le �ltrage utilisé pour l'obtention deséquations de la LES, elle a été retenue dans la suite de 
ette étude. Il est 
ependantintéressant de noter que les 
on
lusions quant à la pré
ision de la solution en fon
tiondu 
hoix des variables à enri
hir semblent dépendre de la valeur attribuée à la 
onstanted'enri
hissement.In�uen
e de la fréquen
e de remaillageL'utilisation d'une méthode itérative dans le but de modi�er le maillage en fon
tiondes phénomènes ren
ontrés né
essite une attention toute parti
ulière vis à vis du 
hoixe�e
tué pour la fréquen
e de régénération des grilles �nes. En e�et, dans un sou
is de pré-
ision, il semble intéressant de modi�er la position de 
es grilles le plus souvent possiblea�n de suivre l'évolution des stru
tures présentes dans l'é
oulement. Cependant, outreles erreurs engendrées par un re
ours important aux opérateurs de transfert intergrilles, ilfaut s'attendre à voir apparaître de nouvelles sour
es d'erreurs propres à la Simulation desGrandes E
helles dans un tel 
ontexte : les erreurs de 
ommutation. Comme évoqué dansla première partie de 
es travaux, des variations trop fréquentes du pas lo
al de dis
ré-tisation risquent e�e
tivement d'engendrer des erreurs de 
ommutation non négligeables.Ainsi, toute la di�
ulté est de trouver un bon 
ompromis quant au 
hoix de la fréquen
ede remaillage qui permette de limiter 
es erreurs numériques tout en 
onservant un bonsuivi de l'é
oulement par la stratégie de ra�nement.Dans le 
as de la 
ou
he de mélange, plusieurs fréquen
es ont été testées a�n de véri�erl'impa
t de 
e paramètre sur la solution. Le tableau 8.2 dé
rit les di�érents tests e�e
tuésdans 
ette étude et 
ara
térisés par la période à laquelle la méthode de ra�nement est uti-lisée, adimensionnée par le temps initial de retournement des grosses stru
tures de l'é
ou-lement. Ainsi, la simulation IT35 permet d'adapter à trois reprises environ le maillagependant un temps de retournement des grosses stru
tures, alors que la simulation IT280revient à n'utiliser la méthode d'adaptation que tous les 2, 5 temps de retournement desgros tourbillons.simulation nombre d'itérations période 
orrespondanteentre deux ra�nementsIT35 35 0,3125 ×TL0IT70 70 0,625 ×TL0IT140 140 1,25 ×TL0IT280 280 2,5 ×TL0Tab. 8.2 � Fréquen
es de ra�nement utilisées dans les simulations de 
ou
he de mélange ;
TL0 désigne le temps de retournement initial des grosses stru
tures.A�n de limiter les erreurs dues à l'opérateur de proje
tion, toutes les simulations sontréalisées en pro
édant de manière syn
hronisée au premier ra�nement. Celui-
i interve-nant t�t dans le 
al
ul, les perturbations initiales jouent en
ore un r�le important et laproje
tion sur le niveau �n va alors varier assez fortement entre deux itérations. Les fré-quen
es utilisées sont repertoriées dans le tableau 8.2. Les premières observations (�gure
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e de la fréquen
e de remaillage sur la solutionest faible.
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Fig. 8.14 � In�uen
e de la fréquen
e de remaillage : évolution de l'épaisseur de quantitéde mouvement et de l'énergie pour les simulations IT35 (� �), IT70 (∆), IT140 (�) etIT280 (◦).Cette tendan
e est 
on�rmée par les pro�ls de statistiques turbulentes (�gures 8.15à 8.18). Les 
ourbes obtenues pour les di�érentes fréquen
es de remaillage sont, en e�et,quasiment 
onfondues à t = 50. Dans un régime plus turbulent (t = 80), l'in�uen
e de lafréquen
e de régénération des grilles �nes se fait d'avantage ressentir. La di�éren
e la plusmarquante intervient au niveau des termes 
roisés du tenseur de Reynolds u1u2 (�gure8.18) puisque la valeur du pi
 au 
entre de la 
ou
he pour la simulation IT70 est inférieureà 
elles obtenues ave
 les autres 
al
uls. Ce même 
al
ul semble par ailleurs surestimerles �u
tuations dans les dire
tions longitudinale et verti
ale au detriment de la troisième
omposante, dans la dire
tion transverse. Ces légers é
arts pour des instants avan
és sefont également ressentir sur l'évolution de l'épaisseur de quantité de mouvement (�gure8.14). Les é
arts relevés restent 
ependant faibles et sont surement dus en grande partieaux approximations numériques engendrées par les opérateurs inter-grilles. De plus, auniveau des pro�ls moyens de densité et de pression (�gure 8.17), la fréquen
e de remaillagea une in�uen
e négligeable sur les pro�ls obtenus. Les seules erreurs apparaissent auniveau des frontières du domaine de 
al
ul lorsque le régime est turbulent et don
 lorsquele ra�nement s'étend à l'ensemble du domaine de base. Les é
arts 
onstatés peuvent denouveau provenir des opérateurs inter-grilles dont l'erreur d'interpolation est d'autantplus importante que la taille des 
ellules du maillage est grande, 
omme 
'est le 
as dans
es zones situées prés des limites du domaine de 
al
ul.En 
on
lusion, même si pour des fréquen
es de remaillage rapides quelques modi�
ationsdes pro�ls de �u
tuations apparaissent, la dynamique générale de la 
ou
he de mélangen'est pas altérée de manière signi�
ative par une modi�
ation de la période de régénérationdes niveaux �ns.
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Fig. 8.15 � In�uen
e de la fréquen
e de remaillage : pro�ls moyens et �u
tuations de lavitesse longitudinale à t = 50 (gau
he) et t = 80 (droite), pour les simulations IT35 (��), IT70 (∆), IT140 (�) et IT280 (◦).
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Fig. 8.16 � In�uen
e de la fréquen
e de remaillage : �u
tuations des vitesses verti
ale ettransverse à t = 50 (gau
he) et t = 80 (droite), pour les simulations IT35 (� �), IT70(∆), IT140 (�) et IT280 (◦).
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Fig. 8.17 � In�uen
e de la fréquen
e de remaillage : pro�ls de pression moyenne et densitéà t = 50 (gau
he) et t = 80 (droite), pour les simulations IT35 (� �), IT70 (∆), IT140(�) et IT280 (◦).
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Fig. 8.18 � In�uen
e de la fréquen
e de remaillage : terme 
roisé du tenseur de Reynolds
u′1u

′
2 à t = 50 (gau
he) et t = 80 (droite), pour les simulations IT35 (� �), IT70 (∆),IT140 (�) et IT280 (◦).
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e du taux de remplissage des sous-domainesLa méthode utilisée pour regrouper les 
ellules à ra�ner en sous-domaines de niveaux�ns a pour ambition d'optimiser les 
al
uls et éviter ainsi d'augmenter inutilement les res-sour
es né
essaires en terme de mémoire. Cependant, 
ela s'a

ompagne né
essairementd'une augmentation du nombre de domaines de niveaux �ns. Or 
e
i a pour 
onséquen
ede rendre plus 
omplexe le traitement du 
ouplage entre l'ensemble des domaines de dif-férents niveaux.Cependant, en ajoutant quelques fon
tionnalités à la pro
édure de ra�nement, des résul-tats intéressants ont été obtenus, à la fois aussi pré
is et moins 
oûteux que les 
al
ulsinitiaux s'appuyant sur un seul domaine ra�né (λ = 0). En parti
ulier, un gain non négli-geable a été obtenu en ajoutant des 
onditions de ra

ord 
onforme entre deux domaines�ns voisins. En e�et, après avoir 
onstaté que des erreurs non négligeables apparaissentdès lors qu'un nombre important de domaines �ns est 
réé, il a été envisagé �d'é
raser�les 
onditions 
lassiques de traitement par enri
hissement au niveau des frontières desdomaines �ns lorsque la situation le permet. Auparavant, les 
onditions aux limites (horsdes frontières physiques du domaine de 
al
ul) étaient uniquement traitées par enri
hisse-ment de la solution grossière au niveau des 
ellules �
tives du maillage �n. Bien entendu,
ette méthode est une approximation qui n'est pas sans introduire des erreurs dans laprédi
tion des petites é
helles de l'é
oulement.Les simulations e�e
tuées en ajoutant des ra

ords entre des domaines �ns voisins ontmontré un gain 
onséquent en pré
ision par rapport aux premiers 
al
uls réalisés uni-quement à l'aide d'un enri
hissement aux frontières des domaines �ns. Les résultats sontalors très pro
hes de 
eux obtenus en ne 
réant qu'un seul domaine �n à 
haque nouveaura�nement (i.e. λ = 0). L'évolution des grandeurs moyennes de l'é
oulement (�gure 8.19)ainsi que la répartition spe
trale de l'énergie (�gure 8.20) semblent e�e
tivement faible-ment in�uen
ées par la valeur attribuée au taux de remplissage λ. Cependant, quelquesdi�éren
es apparaissent lorsque l'é
oulement atteint le régime turbulent et qu'il 
ouvrel'ensemble du domaine de base. Ce
i peut avoir plusieurs expli
ations : tout d'abord lataille des mailles près des extremités du domaine de 
al
ul dans la dire
tion (y) peut en-traîner des erreurs d'interpolation importantes au niveau des opérateurs intergrilles et des
onditions de ra

ord �n/grossier. De plus, dans des instants si avan
és, il est possible quel'in�uen
e de la 
ondition limite suivant la dire
tion verti
ale ne soit plus négligeable. Lefait d'utiliser d'avantage de domaines �ns va également se traduire par des variations plusimportantes au niveau de la résolution lo
ale de l'é
oulement aux interfa
es �n/grossier.Il est ainsi possible d'envisager l'émergen
e d'erreurs de type erreur de 
ommutation auniveau de 
es interfa
es, erreurs qui se feraient d'avantage ressentir du fait de variationslo
ales importantes du pas de dis
rétisation. Néanmoins, il est évident que l'utilisation dela méthode de ra�nement sur un é
oulement pleinement turbulent 
ouvrant l'ensembledu domaine de 
al
ul n'est pas le but re
her
hé. Dans une telle situation, il semble detoutes façons inadapté de re
ourrir à un nombre 
onséquent de domaines �ns qui n'ap-porterait pas un gain 
onséquent en terme de ressour
es né
essaires au 
al
ul mais seraitd'avantage sour
e d'erreurs numériques supplémentaires.Au �nal, la valeur attribuée au taux de remplissage λ pour l'algorithme de grouping/
lusteringne semble don
 pas avoir une grande in�uen
e sur la solution. Ce paramètre permet essen-tiellement d'adapter la stratégie en fon
tion des exigen
es de l'utilisateur et des moyensinformatiques à disposition.
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Fig. 8.19 � In�uen
e du taux de remplissage des sous-domaines sur la solution : évolutionde l'épaisseur de quantité de mouvement et de l'énergie 
inétique. ◦ : λ = 0 , � : λ = 0.3et � � : λ = 0.5.
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e du taux de remplissage sur le spe
tre d'énergie à t = 60. ◦ : λ = 0 ,� : λ = 0.3 et � � : λ = 0.5.



8.1. COUCHE DE MÉLANGE EN DÉVELOPPEMENT TEMPOREL 115Utilisation de plusieurs niveaux de ra�nementLes paragraphes pré
édents ont montré la 
apa
ité de la méthode d'adaptation à mo-di�er la pré
ision lo
ale de la solution dans l'optique d'un re
ours à la Simulation desGrandes E
helles. Dans le but d'optimiser d'avantage les 
al
uls, il est ensuite envisagéd'utiliser plusieurs niveaux de ra�nement, 
e qui permettrait de partir d'un maillagede base en
ore plus grossier et ainsi de diminuer de manière 
onséquente les 
oûts de
al
ul. A�n de tester l'aptitude de la stratégie de ra�nement à 
réer de manière dyna-mique plusieurs niveaux de grilles, un maillage dit �très grossier� a été 
réé pour étudier la
ou
he de mélange en développement temporel. Ce maillage 
omporte environ 104 points(30×24×15) soit quatre fois moins que le maillage �n de référen
e (120×96×60 ∼ 7×105points) dans 
ha
une des dire
tions.Dans 
ette partie de l'étude, les perturbations initiales sont déterministes 
ar l'utilisationd'un bruit blan
 sur 
e maillage très grossier donne lieu à des résultats très di�érentsde 
eux obtenus sur le maillage �n. En e�et, les mailles très grossières atténuent tropfortement le bruit initial pour obtenir la bonne dynamique de l'é
oulement. Les perturba-tions utilisées i
i se limitent don
 aux modes propres tridimensionnels 
ara
téristiques del'é
oulement de 
ou
he de mélange. Le prin
ipe du re
ours à plusieurs niveaux de ra�ne-ment est s
hématisé sur la �gure 8.21 où l'augmentation progressive de la résolution dela grille de 
al
ul permet de représenter des stru
tures de tailles de plus en plus petites.Les grosses stru
tures restent pour leur part in
hangées d'un niveau à l'autre.
3

2

1Fig. 8.21 � Cal
ul à trois niveaux de �ltrage (
ou
he de mélange 2D) : iso-
ontours devorti
ité.Le 
al
ul adapté se déroule de la manière suivante : on pro
ède tout d'abord à la 
réa-tion du niveau intermédiaire de grille, puis on lui applique immédiatement le senseur enondelettes a�n de 
réer le deuxième niveau de ra�nement. On pro
ède de 
ette manièreà intervalle régulier. A 
haque nouveau domaine 
réé, on e�a
e les domaines de même
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réés auparavant. Ce
i explique que le niveau �n soit immédiatement 
réé aprés leremaillage du niveau intermédiaire pour fa
iliter le traitement des 
onditions aux limitesde ra

ord �n/grossier. Le pas de temps est toujours divisé par deux à 
haque fois qu'unnouveau niveau de maillage est 
réé. Le rapport d'aspe
t entre deux grilles su

essives esttoujours �xé à deux dans 
ha
une des dire
tions.La �gure 8.22 dé
rit l'évolution de l'épaisseur de quantité de mouvement et de l'énergie 
i-nétique de l'é
oulement pour 
ha
une des trois simulations réalisées. Outre un léger retardau niveau de la transition, les 
ourbes obtenues sur la grille très grossière présentent undeuxième point d'in�exion vers t ∼ 60 qui 
orrespond au se
ond appariement pour le 
al-
ul �n et le début de la transition à la turbulen
e. Ce
i montre l'in
apa
ité d'un maillagetrop grossier à représenter 
onvenablement l'é
oulement dans son régime turbulent. Le
al
ul adapté permet de retrouver la dynamique générale du développement temporel dela 
ou
he de mélange. L'évolution de l'épaisseur de quantité de mouvement est tout à fait
omparable à 
elle obtenue sur la grille �ne. L'évolution de la quantité d'énergie 
inétiqueest également bien représentée par le 
al
ul multi-niveaux. Le se
ond palier aperçu sur le
al
ul très grossier a ainsi totalement disparu sur le 
al
ul ave
 adaptation de maillage.Au niveau des pro�ls de statistiques turbulentes, il a été 
hoisi 
ette fois-
i de lesévaluer sur 
haque niveau de grille puisqu'un é
art important existe entre le niveau de�ltrage le plus �n et le plus grossier. Ce
i est fa
ilité par le fait que 
es 
al
uls ont étéréalisés en 
réant un unique maillage à 
haque nouveau ra�nement et à 
haque niveau de�ltrage. Du fait de l'utilisation de perturbations déterministes, les domaines �ns obtenusrespe
tent les 
onditions de periodi
ité utilisées pour évaluer les statistiques turbulentes.Ainsi le 
ritère de ra�nement est moyenné dans les dire
tions homogènes pour limiter lera�nement à la dire
tion (y) et permettre le 
al
ul des statistiques turbulentes. En�n,l'absen
e de moyenne temporelle dans le 
al
ul de 
es statistiques est également né
essairepour permettre leur estimation sur les niveaux 
réés par ra�nement.Les pro�ls moyens de vitesse longitudinale (�gures 8.23, (a) et (b)) montrent un très bon
omportement du 
al
ul multi-niveaux. Etant donné qu'il s'agit d'une grandeur moyenne,il n'y a pas une di�éren
e signi�
ative entre les pro�ls obtenus sur les di�érents niveauxde ra�nement. Ce n'est plus le 
as lorsque l'on s'intéresse à des pro�ls de �u
tuations(�gures 8.23, (
) et (d), et �gure 8.24). Ces pro�ls dépendent en e�et du niveau de �ltrageasso
ié au niveau de ra�nement 
onsidéré. De manière générale, pour un même 
al
ul, onobserve une atténuation des �u
tuations au fur et à mesure que la grille sur laquelle ellessont évaluées est de plus en plus grossière. Ce
i est 
ohérent ave
 la notion de �ltrage utili-sée en Simulation des Grandes E
helles. Une 
omparaison des �u
tuations obtenues sur leniveau �n du 
al
ul adapté ave
 
elles évaluées à partir du 
al
ul �n permet de 
on�rmerle bon 
omportement de la simulation multi-niveaux. En étudiant plus en détail 
es pro�lsde �u
tuations, plusieurs 
onstatations peuvent être e�e
tuées. Tout d'abord, à t = 50,les �u
tuations obtenues à l'aide du 
al
ul grossier sont surévaluées dans les dire
tionslongitudinale et verti
ale, alors qu'elles sont sous-estimées dans la dire
tion tranvserse,par rapport au 
al
ul �n. Ce
i pourrait traduire une tendan
e de la simulation grossièreà 
onserver plus longtemps un 
omportement plut�t bidimensionnel. Pour des temps plusavan
és, les valeurs des �u
tuations dans 
ha
une des dire
tions sont du même ordre degrandeur pour le 
al
ul grossier, mais sont surtout supérieures aux �u
tuations obtenuessur les 
al
uls �ns et multi-niveaux. Au niveau des 
al
uls multi-niveaux, outre le fait queles di�érents niveaux de �ltrage tendent à atténuer les �u
tuations au fur et à mesure



8.1. COUCHE DE MÉLANGE EN DÉVELOPPEMENT TEMPOREL 117

t
0 20 40 60 80

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
δm

t
0 20 40 60 80

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

E (x 10 -3)

Fig. 8.22 � Cal
ul à trois niveaux de �ltrage : évolution de l'épaisseur de quantité demouvement et de l'énergie pour le 
al
ul �n (◦), le 
al
ul �très grossier� (∆) et le 
al
ulmulti-niveaux (�).



118 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODEque le degré de résolution diminue, on 
onstate que l'allure générale des pro�ls de �u
-tuations est identique sur les di�érents niveaux de �ltrage. Ce
i montre que les erreursd'interpolations liées à l'opérateur de restri
tion sont négligeables. Le 
al
ul adapté per-met �nalement une très bonne estimation des �u
tuations dans 
ha
une des dire
tions,ave
 un é
art maximal de l'ordre de 16% 
ontre des erreurs avoisinant les 30− 40% pourle maillage grossier. En parti
ulier, les �u
tuations dans la dire
tion verti
ale sont trèsbien évaluées dans tous les régimes de l'é
oulement sur le 
al
ul multi-niveaux.
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(d)Fig. 8.23 � Cal
ul de 
ou
he de mélange ave
 trois niveaux de grilles ; pro�l moyen et�u
tuations de la vitesse longitudinale à t = 50 (gau
he) et t = 80 (droite) pour le 
al
ul�n (◦), le 
al
ul �très grossier� (∆) et le 
al
ul adapté évalué sur la grille �très grossière�(6), sur la grille intermédiaire (H) et sur la grille �ne (•).La �gure 8.25 présente les pro�ls moyens de pression et densité observés pour 
ha-
une des trois simulations. Le gain en pré
ision ave
 le 
al
ul multi-niveaux est évidentsur 
es pro�ls, en parti
ulier dans le régime de transition (t ∼ 50). A 
et instant, lespro�ls obtenus sur les di�érents niveaux de grille du 
al
ul adapté sont quasiment 
onfon-dus. Au dela de 
e temps, il existe une nette di�éren
e entre 
es di�érents niveaux. Ce
i
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(d)Fig. 8.24 � Cal
ul de 
ou
he de mélange ave
 trois niveaux de grilles ; pro�l des �u
tua-tions des vitesses verti
ale et transverse à t = 50 (gau
he) et t = 80 (droite) pour le 
al
ul�n (◦), le 
al
ul �très grossier� (∆) et le 
al
ul adapté évalué sur la grille �très grossière�(6), sur la grille intermédiaire (H) et sur la grille �ne (•).



120 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODEest sans doute lié à la taille 
ara
téristique des stru
tures présentes dans l'é
oulement autemps 
onsidéré. En e�et, dans le régime turbulent, la proportion de petites stru
tures estplus importante 
e qui explique la représentation moins pré
ise sur les niveaux de grillesinférieurs. Au niveau de la phase de transition, une quantité importante de stru
tures
ohérentes est 
ontenue dans l'é
oulement, justi�ant alors une di�éren
e moins marquéeentre les statistiques obtenues sur les di�érents niveaux de grilles. On observe de nouveaules é
arts observés pré
édemment dans les simulations à un niveau de ra�nement au ni-veau des limites du domaine de 
al
ul. Cependant, 
es erreurs sont moins importantes surle niveau �n que sur les niveaux grossier et intermédiaire.
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(d)Fig. 8.25 � Cal
ul de 
ou
he de mélange ave
 trois niveaux de grilles ; pro�ls de pressionmoyenne et densité à t = 50 (gau
he) et t = 80 (droite) pour le 
al
ul �n (◦), le 
al
ul�très grossier� (∆) et le 
al
ul adapté évalué sur la grille �très grossière� (6), sur la grilleintermédiaire (H) et sur la grille �ne (•).En�n, la �gure 8.26 dé
rit la répartition spatiale du terme 
roisé du tenseur de Rey-nolds. Une bonne estimation de la répartition de 
ette variable est obtenue ave
 le 
al
ulmulti-niveaux, tant au niveau de la valeur du pi
 de �u
tuations que de sa position dans
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tion (y).
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(b)Fig. 8.26 � Cal
ul de 
ou
he de mélange ave
 trois niveaux de grilles ; terme 
roisé dutenseur de Reynolds u′1u′2 à t = 50 (gau
he) et t = 80 (droite) pour le 
al
ul �n (◦), le
al
ul �très grossier� (∆) et le 
al
ul adapté évalué sur la grille �très grossière� (6), sur lagrille intermédiaire (H) et sur la grille �ne (•).Bilan : 
oûts de 
al
ulsA�n de dis
uter de l'intérêt d'une appro
he multi-niveaux dans l'optique de 
al
uls deSimulation des Grandes E
helles, un 
omparatif a été réalisé entre les 
oûts de 
al
ul dessimulations de référen
e et la simulation multi-niveaux. La 
omparaison porte sur le 
oûtmémoire et le temps de simulation qui ont été né
essaires aux 
al
uls de 
ou
he de mé-lange en développement temporel. Les valeurs reportées dans le tableau 8.3 
orrespondentaux simulations ave
 un seul niveau de ra�nement présentées en début de 
hapitre. L'in-�uen
e du taux de remplissage λ des sous-domaines sur les 
oûts engendrés est égalementmise en avant dans 
e tableau.maillage 
oût mémoire 
oût mémoire temps de 
al
ulà t = 40 à t = 100 t = 0 ... 100�n 1 1 31′30grossier 0,145 0,145 2′50adapté 0,81 1,02 32′

λ = 0adapté 0,75 0,87 34′

λ = 0, 3adapté 0,65 0,737 39′

λ = 0, 5Tab. 8.3 � Coûts de 
al
ul des di�érentes simulations réalisées (temps CPU et mémoire).



122 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODETout d'abord, en terme de ressour
es mémoires, le 
al
ul grossier de référen
e se montreenviron sept fois moins 
outeux que le 
al
ul �n. Au niveau des 
al
uls multi-grilles, ilest évident que plus la valeur du paramètre λ va être élevée, plus le nombre de points�ns utilisés va être faible, entraînant par la même o

asion une diminution des ressour
esde sto
kage né
essaires. De même, il est logique que le gain mémoire tende à diminuerau fur et à mesure que la 
ou
he se développe. En e�et, une fois le régime turbulentétabli (t ∼ 100), la 
ou
he de mélange tend à 
ouvrir l'ensemble du domaine de 
al
ul etle ra�nement va don
 né
essiter un nombre de plus en plus important de 
ellules �nes.Dans le 
as où un seul domaine �n est 
réé à 
haque ra�nement (λ = 0), le domaine�n va re
ouvrir l'ensemble du maillage de base, 
e qui explique que le 
oût mémoire soitalors légérement supérieur à 
elui du 
al
ul �n de référen
e. Pour des valeurs plus grandesdu taux de remplissage, le gain mémoire atteint des valeurs pro
hes de 30 ou 40% parrapport au maillage �n.Le se
ond 
ritère important en simulation numérique 
on
erne le temps né
essaire à laréalisation des 
al
uls. Les durées des di�érentes simulations réalisées sont reportées dansla dernière 
olonne du tableau 8.3. On véri�e que le 
al
ul grossier est bien moins 
oûteuxen temps de 
al
ul que la simulation sur la grille �ne, ave
 un rapport entre les deux tempsde 
al
ul pro
he de dix. Les 
al
uls adaptés présentent des temps de 
al
ul légerementsupérieurs au 
al
ul �n, et 
e d'autant plus que la valeur du taux de remplissage est impor-tante. Cette augmentation du temps de 
al
ul ave
 λ a plusieurs origines, en parti
ulier ladi�
ulté a

rue de la gestion mémoire due à l'existen
e de nombreux domaines ou le 
oûtde l'algorithme de grouping/
lustering. Le fait de trouver des 
oûts de 
al
ul du mêmeordre de grandeur pour les 
al
uls adaptés et le 
al
ul �n de référen
e n'est 
ependantpas rédhibitoire. En e�et, plusieurs aspe
ts de la méthode peuvent être améliorés dansle but de diminuer le temps de 
al
ul. L'optimisation et la ve
torisation des routines de
al
ul n'ont pas été poussées à leur maximum au 
ours de 
ette thèse et un gain nonnégligeable peut en
ore être obtenu à 
e niveau. Ensuite, l'appro
he multi-domaines uti-lisée s'avère parti
ulièrement intéressante pour des 
al
uls parallèles. Bien que la gestiondes ressour
es ne soit alors pas évidente, l'utilisation d'une ma
hine parallèle pourrait semontrer e�
a
e pour 
e type de problème par rapport à une ma
hine ve
torielle 
omme
elle utilisée dans 
es travaux.8.1.6 Con
lusion partielleCe 
hapitre permet de mesurer l'apport de la méthode d'adaptation sur un 
al
ulde 
ou
he de mélange en Simulation des Grandes E
helles. La 
on�guration de 
al
ulprésentée 
orrespond à une 
ou
he de mélange faiblement 
ompressible, dont on étudie ledéveloppement temporel a�n de limiter les 
oûts de 
al
ul. Le nombre de Reynolds est trèsélevé de manière à se situer dans la limite faiblement visqueuse parti
ulièrement 
on
ernéepar un 
al
ul SGE. Les prin
ipaux phénomènes intervenant dans 
e type d'é
oulementsont liés au développement des tourbillons de Kelvin Helmholtz et à leurs appariements.Les stru
tures longitudinales reliant 
es tourbillons ainsi que le développement des tour-billons en "lambda" sont, par ailleurs, di�
iles à obtenir sur des maillages trop grossiers.Le 
ritère de ra�nement utilisé dans l'étude pour déte
ter les zones à ra�ner est appliquésur l'é
oulement de 
ou
he de mélange. Il dé
rit des 
ellules réparties entre les stru
turesprimaires, au niveau de 
es tourbillons longitudinaux qui joignent les tourbillons transver-saux entre eux. Le fait que 
es tourbillons soient allongés dans la dire
tion de l'é
oulement



8.2. CANAL PLAN 123laisse augurer de leur 
ara
tère anisotrope, 
e qui ne 
orrespond pas aux hypothèses demodélisation de la SGE. Ce
i explique qu'il soit di�
ile de les représenter sur un maillagetrop grossier qui né
essiterait de les in
lure dans les é
helles sous-mailles. Un ra�nementde maillage au niveau de 
es zones pourrait alors se montrer parti
ulièrement e�
a
e.Ce
i se véri�e sur les di�érents 
al
uls réalisés à l'aide de la méthode adaptative. Toutd'abord, les premiers 
al
uls ont fait l'oeuvre d'une publi
ation [75℄. Ils 
onsistent à n'uti-liser qu'un seul niveau de ra�nement et ont été menés pour deux modèles sous-maille(Smagorinsky et é
helle mixte) a�n de tester l'in�uen
e éventuelle de 
e 
hoix. Ils ontmontré un apport non négligeable de l'adaptation de maillage quelque soit le modèlesous-maille utilisé, aussi bien au niveau des grandeurs moyennes de l'é
oulement que des�u
tuations turbulentes. Seules les �u
tuations dans la dire
tion verti
ale 
onservent defaibles impré
isions au niveau de la zone 
entrale de la 
ou
he pour le 
al
ul ave
 le modèled'é
helle mixte. Les pro�ls de masse volumique et de pression semblent par ailleurs trèslégèrement dégradés sur le 
al
ul ave
 ra�nement mais l'erreur ne dépasse pas les 0, 1%.Une étude de l'in�uen
e des di�érents paramètres inhérents à la méthode d'adaptation aensuite été réalisée. Elle a montré la né
essité de 
ontr�ler la fréquen
e de régénérationdes grilles �nes pour éviter l'apparition d'erreurs numériques trop importantes (erreur de
ommutation, opérateurs inter-grilles, et
.). Le taux de remplissage des domaines �ns nedevient in�uant qu'à partir du moment où la turbulen
e 
ouvre l'ensemble du domainede 
al
ul 
'est à dire lorsque l'in�uen
e des 
onditions aux limites et de la taille des 
el-lules du maillage de base ne sont plus négligeables. Un λ trop important entraîne alorsdes é
arts de la solution par rapport au 
al
ul de référen
e. Cependant, dans une tellesituation, il ne semble pas judi
ieux de 
réer un nombre trop important de maillages �ns,la turbulen
e re
ouvrant la totalité du domaine de 
al
ul.Un 
al
ul présentant deux niveaux de ra�nement a ensuite été exé
uté. Les résultats sesont montrés de nouveau très en
ourageant quant à l'apport de l'outil d'adaptation. Ilpermet ainsi d'évaluer une solution pro
he de la solution de référen
e en partant initiale-ment d'un mailage quatre fois plus grossier dans 
ha
une des dire
tions.Cependant, la méthode reste perfe
tible au niveau des 
oûts de 
al
ul. Une optimisationdes routines développées et surtout le re
ours à un 
al
ulateur plus orienté vers des 
al-
uls multi-blo
s permettrait ainsi de diminuer 
onsidérablement les temps de 
al
ul parrapport aux 
al
uls a
tuels. La mémoire né
essaire aux 
al
uls est pour sa part moinsimportante ave
 la méthode de ra�nement que pour le 
al
ul �n de référen
e.8.2 Canal planLe se
ond 
as d'étude 
on
erne l'é
oulement se développant dans un 
anal plan. Cette
on�guration présente de nombreux avantages puisqu'elle repose sur une géométrie simpleà traiter à la fois numériquement et expérimentalement, et 
e 
as présente l'intérêt d'avoirété très largement étudié dans la littérature. Par ailleurs, 
ette 
on�guration représenteun 
as d'épreuve intéressant pour la Simulation des Grandes E
helles. En e�et, un grandnombre de phénomènes physiques entrent en jeu dans 
e type d'é
oulement, dont 
ertainspeuvent être 
ritiques en vue de leur traitement en Simulation des Grandes E
helles. Enparti
ulier, le traitement de l'é
oulement en pro
he paroi né
essittant la prise en 
omptedes petites é
helles anisotropes présentes dans 
ette zone reste un point déli
at à traîteren SGE. La présen
e de 
es stru
tures anisotropes permet de penser que la stratégie de



124 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODEra�nement présentée dans 
e mémoire peut s'avérer parti
ulièrement e�
a
e pour limiterles erreurs de modélisation des é
helles sous-maille.8.2.1 Physique de l'é
oulementL'é
oulement dans un 
anal plan est prin
ipalement régi par des phénomènes d'inter-a
tions turbulentes parti
ulièrement 
omplexes en région de pro
he paroi. En e�et, pourles é
oulements pariétaux, les instabilités primaires apparaissent dans les zones de pro
heparoi 
e qui traduit le fait que les e�ets visqueux jouent un r�le déterminant dans l'appa-rition de 
es instabilités. Plus pré
isément, on distingue généralement au minimum deuxrégions :� une région externe dans laquelle les e�ets inertiels sont prépondérants ;� une région pro
he de la paroi dans laquelle les e�ets visqueux sont les plus impor-tants.Plus pré
isément, il est 
ouramment admis que la région de pro
he paroi est elle-mêmesubdivisée en deux zones : la première est appelée sous-
ou
he visqueuse, la se
onde zonetampon. De même, la zone externe peut être s
indée en deux parties : la première estappelée zone de sillage, partie la plus éloignée de la paroi et qui est très peu étendue(voire inexistante) dans le 
as du 
anal plan ; la se
onde est appelée zone logarithmique.Un aperçu de l'organisation de 
es zones est donné sur la �gure 8.27.L'étendue de 
es di�érentes zones est dé�nie en termes d'unités de paroi. Cette unitédésigne la grandeur 
ara
téristique obtenue en normalisant les unités de longueur par unelongueur de référen
e :
z+ =

z

ν/uτ
(8.11)La vitesse uτ désigne la vitesse de frottement à la paroi, dé�nie par :

uτ =

√
τω
ρω

(8.12)où τω et ρω désignent respe
tivement le taux de 
isaillement et la densité à la paroi dé�nispar (si z désigne la 
oordonnée normale à la paroi) :
τω =

(
µ
∂ũ1

∂z

)
(z = 0)

ρω = ρ(z = 0)
(8.13)On admet alors que l'on peut dé
omposer l'é
oulement pariétal de la manière suivante :� Sous-
ou
he visqueuse pour 0 ≤ z+ ≤ 5.� Zone tampon pour 5 ≤ z+ ≤ 30.� Zone logarithmique pour 30 ≤ z+ ≤ 500.� Zone de sillage pour z+ ≥ 500.Par ailleurs, les pro�ls moyens de vitesse ont des développements asymptotiques bien
onnus dans la sous-
ou
he visqueuse et dans la zone logarithmique. Ainsi, au niveau de lasous-
ou
he visqueuse, une analyse simple [127℄ 
orroborée par les résultats expérimentauxmontre que la 
ontrainte de 
isaillement est presque uniquement due au gradient normalde vitesse longitudinale de telle sorte que l'on peut é
rire :

u+ = z+ (8.14)
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Fig. 8.27 � Des
ription de la dynamique de la 
ou
he limite turbulente.Pour la zone logarithmique, le pro�l moyen de vitesse longitudinale obéit à une loi loga-rithmique, qui s'é
rit dans le 
as in
ompressible (et faiblement 
ompressible, 
omme dansles simulations présentées i
i) :
u+ =

1

K
ln(z+) + C (8.15)La 
onstante K = 0, 41 est la 
onstante de Von Karman, alors que la 
onstante C a étéévaluée expérimentalement entre 5 et 5, 5.Les nombreux travaux portant sur les é
oulements pariétaux ont permis de démontrer quela zone tampon est la partie motri
e de l'é
oulement du point de vue de la turbulen
e.En e�et, les études antérieures ont permis de montrer que l'énergie est prin
ipalement
réée dans 
ette zone tampon, pour ensuite être di�usée de part et d'autre de 
ette zone.Une partie de 
ette énergie est don
 transférée vers la sous-
ou
he visqueuse où elle estdissipée sous l'a
tion de la vis
osité molé
ulaire. L'autre partie de l'énergie produite esttransmise à la zone externe où elle est propagée avant d'être dissipée progressivement.Une des 
ara
téristiques importantes de 
e phénomène de produ
tion d'énergie est son 
a-ra
tère intermittent. En e�et, si l'on observe un é
oulement pariétal turbulent, on visualisefa
ilement l'organisation tridimensionnelle de 
elui-
i, ainsi que la présen
e de stru
turesallongées en pro
he paroi. Ces stru
tures allongées sont disposées dans la dire
tion lon-gitudinale de l'é
oulement et sont 
ouramment appelées �streaks�. Elles sont à l'originede l'apparition de tourbillons en épingles à 
heveux (ou tourbillons en lambda Λ) pourde grands nombres de Reynolds, ou de stru
tures en fer à 
heval pour des nombres deReynolds plus faibles. Ces streaks 
orrespondent à une alternan
e de zones de �uide àfaible vitesse et de zones de �uide à haute vitesse. La présen
e de 
es zones de �uide defaible vitesse s'explique par une remontée de �uide de la paroi (�uide lent) vers le 
entredu 
anal. Ce phénomène d'éje
tion de �uide vers l'extérieur de la 
ou
he-limite est don
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e de 
es stru
tures de petite taille fortement anisotropes du fait deleur allongement dans la dire
tion de l'é
oulement. En e�et, les dimensions 
ourammentadmises pour 
es stru
tures sont de 50 unités de paroi pour le diamètre, deux streaksvoisins étant séparés par une distan
e de 100 unités de paroi dans la dire
tion transverse,alors que des valeurs 
omprises entre 300 et 800 unités de paroi sont référen
ées dans lalittérature pour la longueur de 
es stru
tures. Il s'agit don
 bien de stru
tures anisotropesétirées dans la dire
tion longitudinale.Une analyse plus détaillée des phénomènes intervenant dans la zone tampon permet dedistinguer deux mouvements parti
uliers des stru
tures. On regroupe 
es phénomènessous l'appellation d'é
latement tourbillonaire (�bursts� en anglais). On distingue ainsi unbalayage du �uide (�sweep�) provoqué par les parti
ules de �uide rapide issues de la zone
entrale du 
anal (pour lesquelles u′ > 0 et w′ < 0) et un mouvement d'eje
tion du �uideprésent en pro
he paroi vers le 
entre du 
anal (u′ < 0 et w′ > 0). Piomelli et al. [113℄montrent alors que les transferts dire
ts d'énergie intervenant dans la zone tampon sontliés à la phase d'éje
tion, tandis que les transferts inverses (ba
ks
atter) sont dus au phé-nomène de balayage. Ces zones sont situées de part et d'autre des stru
tures longitudinales(�gure 8.28). Au niveau de la zone logarithmique, ils estiment que les transferts dire
tset inverses sont tous deux liés à l'éje
tion.

Fig. 8.28 � Lieux des transferts dire
ts (éje
tion : u3 > 0 en bleu) et inverses (balayage :
u3 < 0 en rouge) d'énergie de part et d'autre des streaks (
ritère Q en gris).8.2.2 Des
ription de la simulationToutes 
es observations permettent de mettre en éviden
e le r�le prépondérant jouépar les stru
tures pariétales anisotropes en 
e qui 
on
erne les transferts d'énergie entre lesdi�érentes é
helles de l'é
oulement, parti
ulièrement en 
e qui 
on
erne les phénomènes de
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as
ade inverse ou ba
ks
atter. La prise en 
ompte de 
es transferts inverses risque d'êtremal réalisée par la majorité des modèles sous-maille qui sont généralement purementdissipatifs, 
e qui explique que le 
anal plan soit un 
as d'épreuve important pour laSimulation des Grandes E
helles.L'étude du 
anal plan né
essittant une résolution de type 
ou
he-limite en pro
he-paroi, les 
oûts de 
al
ul peuvent s'avérer 
onséquents. Ainsi, il est généralement 
onsidéréla même approximation temporelle que pour le 
as de la 
ou
he de mélange, 
e qui permetde s'a�ra
hir de la résolution du développement spatial d'une 
ou
he limite turbulentequi entraînerait d'importants 
oûts de 
al
ul. Cette approximation 
onsiste de nouveauà imposer des 
onditions aux limites périodiques dans la dire
tion de l'é
oulement et àétudier le développement temporel de la turbulen
e dans le 
anal. L'hypothèse de pério-di
ité dans la dire
tion longitudinale est justi�able par le fait que l'é
oulement de 
analplan est parallèle, 
'est à dire que la 
omposante normale à la paroi de la vitesse moyenneest nulle, aussi bien en régime laminaire qu'en régime turbulent, et que 
et é
oulement
ontient des stru
tures ayant des longueurs 
ara
téristiques longitudinales et transversesbien dé�nies. La 
ondition de périodi
ité n'a alors pas d'in�uen
e sur les résultats sousl'hypothèse que les tailles du domaine de 
al
ul ont été 
hoisies de manière adéquate. Demême, on utilise également des 
onditions de périodi
ité dans la dire
tion transverse, 
e
hoix étant de nouveau motivé par le fait que les tailles des stru
tures dans 
ette dire
tionsont 
orre
tement dé�nies.Le re
ours à des 
onditions aux limites de type périodique permet, en outre, de s'af-fran
hir des problèmes de traîtement des 
onditions de type entrée/sortie qui seraientindispensables en développement spatial. Néanmoins, la periodi
ité entraîne naturelle-ment l'annulation du gradient de pression entre l'entrée et la sortie du domaine de 
al
ul.Or 
e gradient de pression représente le terme moteur de 
et é
oulement 
'est à dire que
e terme permet d'entretenir l'é
oulement turbulent et de 
onserver une énergie 
onstanteau 
ours du 
al
ul. En l'absen
e de 
e gradient, les pertes de 
harge provoquées par lefrottement visqueux du �uide 
ontre les parois ne sont plus 
ompensées, 
e qui se traduitpar une perte d'énergie du système. Dans le but d'entretenir l'é
oulement, il est alorsné
essaire d'introduire une quantité d'énergie équivalente à un gradient de pression, 
equi est réalisé par l'intermédiaire d'un terme de forçage. Un aperçu détaillé de 
e termede forçage est donné en annexe (annexe C).Le 
hamp initial se 
ompose d'un pro�l moyen parabolique (pro�l de Poiseuille, �g 8.29)auquel on ajoute une perturbation aléatoire de moyenne nulle. La loi de Busemann-Cro

oest de nouveau employée pour la répartition initiale de la température. Les variables del'é
oulement sont ainsi initialisées par :
ρ(t = 0) = 1 + sǫ (8.16)
u(t = 0) = Uc

(
1 − (z − 1)2

)
(1 + sǫ) (8.17)

v(t = 0) = w(t = 0) = sǫ (8.18)
T (t = 0) = 1 +

γ − 1

3
Pr M2

0 U
2
c

(
1 − (z − 1)4

) (8.19)
Uc désigne la vitesse longitudinale moyenne au 
entre du 
anal, �xée à Uc = 1, 5 ; ǫ ∈
[−1; 1] est un nombre aléatoire et s = 0, 15 �xe l'amplitude de la perturbation.Le nombre de Reynolds de frottement est �xé à Reτ = 395 et le nombre de Reynolds basésur la demi-hauteur du 
anal à Re = 7000. Le nombre de Prandtl turbulent est �xé à
Pr = 0, 7 
omme pré
onisé par Comte et Lesieur [21℄. Le débit initial est Q0 = 8, 3814
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e qui est un peu plus élevé que la valeur théorique dansle 
as d'un 
hamp de vitesse non perturbé 8π/3 ∼ 8, 3776.Au niveau du 
hoix pour la taille du domaine de 
al
ul, on 
her
he à s'assurer que les

Fig. 8.29 � Canal plan : 
on�guration de 
al
ul et 
hamp initial ; ve
teurs vitesses etiso-
ontours de la 
omposante longitudinale de la vitesse.statistiques en deux points, situés l'un au 
entre du 
anal et l'autre à l'éxtrémité de 
elui-
i dans 
ha
une des dire
tions, sont dé
orrélées. Parmi les études antérieures e�e
tuées à
Reτ = 395, on trouve généralement deux 
hoix pour 
es dimensions. Par exemple, Moseret al. [96℄ réalisent une DNS en s'appuyant sur un domaine de dimensions 2π×π× 2 rés-pe
tivement dans les dire
tions longitudinale, transverse et normale à la paroi. D'autresréféren
es préfèrent utiliser un domaine légérement moins étendu dans la dire
tion trans-verse 2π × 2

3
π × 2 a�n de diminuer les 
oûts de 
al
ul tout en 
onservant une bonnepré
ision dans 
ette dire
tion [95, 118℄. Les simulations présentées dans 
e mémoire fontappel à des domaines de taille identique à 
elle employée par Moser et al. [96℄, à savoir

2π × π × 2.Deux grilles de référen
e seront utilisées par la suite : la grille �ne 
ontient environ 3, 1×105
ellules alors que la grille grossière 
ontient deux fois moins de mailles dans 
ha
une desdire
tions, soit environ 4× 104 
ellules. Les tailles de mailles utilisées ave
 
ha
une de 
esgrilles sont reportées dans le tableau 8.4. On notera en parti
ulier la taille des mailles àla paroi, dans la dire
tion normale (∆z+
min), qui est de l'ordre d'une unité de paroi pourle maillage �n et de deux unités de paroi pour le maillage grossier.Les �gures 8.30 et 8.31 permettent de 
omparer les résultats des deux simulations deréféren
e.La �gure 8.30 dé
rit l'évolution temporelle de plusieurs grandeurs moyennes 
ara
téris-tiques de l'é
oulement de 
anal. La première d'entre elles est la vitesse moyenne débitantequi permet de véri�er le bon fon
tionnement du forçage qui assure bien la 
onservationdu débit pour les deux simulations. Les valeurs de la vitesse débitante obtenues pour lesdeux simulations de référen
e sont alors toutes les deux pro
hes de l'unité. La se
onde



8.2. CANAL PLAN 129maillage Nx ×Ny ×Nz ∆x+ ∆y+ ∆z+
min ∆z+

maxgrossier 30 × 41 × 32 67, 4 24, 6 2, 44 45, 3�n 60 × 82 × 64 33, 7 12, 3 1, 22 22, 6Tab. 8.4 � Maillages �n et grossier : nombre de 
ellules et tailles de mailles 
orrespon-dantes.variable dé
rit, pour sa part, les variations de la masse volumique au niveau de la paroisolide. Cette quantité diminue très légérement au 
ours du temps même si les variationsrestent négligeables. La troisième 
ourbe dé
rit l'évolution du terme de forçage fg1 = f
(1)
1au 
ours du temps. Celui-
i tend à se stabiliser autour d'une valeur moyenne 
ompriseentre −2 × 10−3 et −3 × 10−3. En�n, la dernière 
ourbe dé
rit l'établissement progressifdu régime turbulent grâ
e à une visualisation du nombre de Reynolds de frottement. Ene�et, après une phase transitoire au 
ours de laquelle le nombre de Reynolds de frotte-ment augmente rapidement, 
elui-
i se stabilise autour d'une valeur pro
he de la valeurnominale Reτ = 395. Cependant, le 
al
ul �n permet d'atteindre un Reτ plus pro
he dela valeur souhaitée que le 
al
ul grossier.La �gure 8.31 donne quant à elle un aperçu du pro�l moyen de vitesse longitudinaleobtenu pour 
ha
un de 
es 
al
uls de référen
e ainsi que les �u
tuations de vitesse dans
ha
une des trois dire
tions. Ces pro�ls sont obtenus en moyennant les variables de l'é
ou-lement dans les dire
tions homogènes et au 
ours du temps. Cette moyenne temporellene s'applique 
ependant qu'au régime établi et ne prend pas en 
onsidération la phasede transition initiale. Pour les pro�ls moyens, les deux 
al
uls tendent à donner le bon
omportement dans la sous-
ou
he visqueuse, ainsi qu'une assez bonne approximation dela pente théorique dans la zone logarithmique. Cependant, la pente 
al
ulée se montre lé-gerement inférieure à la valeur théorique. Par ailleurs, les é
arts existant entre les 
ourbeset la droite théorique sont liés à la di�éren
e entre le Reynolds de frottement théorique etla valeur réellement obtenue par le 
al
ul. Par ailleurs, la loi de 
omportement théoriquesera dis
utée dans le pro
hain paragraphe dans le but de donner une première expli
ationde l'é
art observé au niveau de l'évaluation de la pente par rapport à la loi logarithmique.Au niveau des pro�ls de �u
tuations, on observe une légère surestimation du pi
 de �u
tua-tions de vitesse longitudinale ave
 le 
al
ul grossier, alors qu'au 
ontraire les �u
tuationsdans les deux autres dire
tions sont légerement sous-estimées. De plus, le pi
 de �u
tua-tions de la vitesse longitudinale se trouve dé
alé vers le 
entre du 
anal ave
 le maillagegrossier. On obtient ainsi une bonne estimation de la position de 
e pi
 sur le 
al
ul �npuisque la valeur obtenue est voisine de z+ = 15 
e qui 
orrespond bien au maximum deprodu
tion d'après la �gure 8.27.8.2.3 Adaptation de maillageLa stratégie d'adaptation est ensuite appliquée à l'é
oulement de 
anal plan dans lebut d'augmenter la pré
ision de la solution par rapport au 
al
ul grossier.La première étape de validation porte de nouveau sur le 
ritère de ra�nement. La �gure8.32 permet de 
omparer les zones déte
tées par le 
ritère de ra�nement au 
ritère Q
orrespondant. La première remarque est que le ra�nement se 
on
entre bien sur la zonede pro
he paroi. Plus pré
isément, les deux premières rangées de 
ellules dans la dire
tion
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8.2. CANAL PLAN 131normale à la paroi sont presque totalement in
luses dans le nuage de 
ellules à ra�ner.Au delà de 
es rangées, les 
ellules à ra�ner sont réparties au voisinage des stru
tures
ohérentes. La �gure 8.33 montre ainsi que le senseur séle
tionne des 
elulles qui formentdes ensembles étirés dans la dire
tion longitudinale. Ceux-
i semblent par ailleurs situésautour des stru
tures 
ohérentes, 
e qui pourrait 
orrespondre aux zones responsables desphénomènes d'é
latement tourbillonaire.

Fig. 8.32 � Gau
he : Iso-
ontours du 
ritére Q (Q = 0, 1) ; Droite : Iso-
ontour du
ritére de ra�nement α = −2/3.

Fig. 8.33 � Iso-
ontours du 
ritére de ra�nement α = −2/3 et du 
ritère Q (Q = 0, 1),en dehors des deux premiers plans de pro
he-paroi.Les premières simulations multi-niveaux réalisées ayant présenté des di�éren
es impor-tantes par rapport aux 
al
uls de référen
e, il a été 
hoisi de pro
éder en plusieurs étapesa�n de déterminer l'origine de 
es é
arts.Ainsi, dans un premier temps, on limitera à deux le nombre de domaines �ns 
réés à
haque nouveau ra�nement, 
haque domaine 
orrespondant à une des 
ou
hes limites
omposant le 
anal. Par ailleurs, a�n de limiter les re
ours à la pro
édure d'enri
hisse-ment aux frontières, les domaines �ns sont for
és à o

uper l'ensemble du domaine dansles dire
tions longitudinales et transverses. Ainsi on peut appliquer une 
ondition de per-iodi
ité dans 
ha
une de 
es dire
tions pour les domaines �ns. Dans la dire
tion normale à



132 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODEla paroi, la taille des domaines �ns est �xée par le 
ritère de ra�nement. Il est 
ependantintéressant de noter qu'à tout instant les ra

ords entre le niveau �n et le niveau grossierinterviennent bien en dehors de la zone de produ
tion (z+ < 15) 
omme pré
onisé parQuéméré [115℄.En�n, 
omme un doute persiste quant au terme de forçage à appliquer sur une 
on�gura-tion multi-domaines (voir en annexe C), les premières simulations vont porter uniquementsur des 
al
uls de 
anal sans terme de forçage. Par ailleurs, même si la phase de transitionest bien représentée dans le 
as de la 
ou
he de mélange, il est di�
ile de se pronon-
er sur la 
apa
ité réelle de la méthode d'adaptation à représenter 
onvenablement lesphénomèmes transitionnels intervenant dans des é
oulements de pro
he paroi. De 
e fait,l'adaptation s'appliquera dans 
ette étude uniquement au 
anal en régime établi.Comme dans l'étude de la 
ou
he de mélange, l'évaluation de la solution obtenue ave
l'outil adaptatif sera réalisée à partir des informations 
ontenues dans le niveau le plusgrossier. L'obje
tif est de nouveau d'utiliser des variables obtenues en moyennant le 
hampsur l'ensemble du domaine.Les premiers résultats obtenus auront don
 pour obje
tif de valider l'appro
he multi-niveaux dans une 
on�guration de 
anal, et plus spé
i�quement la 
ondition de ra

orddans la dire
tion verti
ale entre le domaine de base et les domaines �ns 
réés. La �gure8.34 donne un aperçu du 
omportement des trois simulations réalisées en l'absen
e de for-çage. Le nombre de Reynolds de frottement reste stabilisé autour d'une valeur moyenne.L'absen
e de forçage ne se fait pas en
ore ressentir de manière signi�
ative sur son évolu-tion. Un gain non négligeable est alors obtenu ave
 l'appro
he multigrille pour l'évaluationde 
e nombre. En e�et, après une première phase d'établissement de l'é
oulement qui setraduit par une augmentation rapide de la valeur du Reτ , le 
al
ul multi-niveaux tend à sestabiliser autour d'une valeur pro
he de 
elle obtenue par la simulation �ne de référen
e.Par la même o

asion, la 
ourbe obtenue à l'aide de la méthode d'adaptation se rappro
hede la valeur nominale utilisée pour 
es simulations (Reτ = 395). Le taux de 
isaillementà la paroi τω voit sa valeur diminuer ave
 le temps du fait de l'absen
e de forçage. Néan-moins, la 
ourbe obtenue ave
 la simulation multi-grilles est de nouveau voisine de 
elleobtenue à l'aide du 
al
ul �n de référen
e.Au niveau des statistiques turbulentes (�gure 8.35), le 
al
ul multi-niveaux s'avère êtreen très bon a

ord ave
 le 
al
ul �n. Au niveau du pro�l de vitesse moyenne longitudinale,les deux 
ourbes sont quasiment identiques, traduisant à la fois une bonne représentationdu pro�l de vitesse dans la sous-
ou
he visqueuse et dans la zone logarithmique. Con
er-nant les �u
tuations de vitesse, les pro�ls obtenus ave
 la stratégie de ra�nement sonten très bon a

ord ave
 les pro�ls de référen
e au niveau des prévisions dans la régionde pro
he paroi. Ainsi, une très bonne approximation des pi
s de �u
tuations dans 
ettepartie du 
anal est 
onstatée. En outre, le pi
 
orrespondant au maximum de produ
-tion d'énergie est bien estimé par le 
al
ul multi-niveaux puisque sa position et sa valeursont pro
hes de 
elles relevées sur le 
al
ul �n. Au niveau de la zone externe, une trèslégère surestimation des �u
tuations de vitesse longitudinale est observable. Sa
hant que
ette zone n'est pas a�e
tée dire
tement par le ra�nement puisque les grilles �nes se
on
entrent sur la zone de pro
he paroi, on peut estimer que 
es é
arts au niveau despro�ls de �u
tuations sont dus essentiellement à des erreurs numériques liées à la tailledes mailles grossières dans 
ette zone du 
anal. Le pro�l des tensions de Reynolds s'avèred'avantage sensible au traîtement réalisé à l'interfa
e �n/grossier. On observe en e�et desvariations importantes de 
ette variable au voisinage de l'interfa
e. Les pro�ls de densité
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Fig. 8.34 � Simulations de 
anal plan sans terme de forçage ; évolution du nombre deReynolds turbulent et du taux de 
isaillement à la paroi. ◦ : maillage �n ; ∆ : maillagegrossier ; � : maillage adaptatif.obtenus ave
 plusieurs niveaux de grilles présentent également des di�éren
es par rapportaux 
al
uls de référen
e. Une surestimation de l'ordre de 1% est en e�et relevée au niveaude la zone 
entrale du 
anal.Au niveau des stru
tures de pro
he-paroi 
ara
téristiques de l'é
oulement de 
analplan, une visualisation des 
hamps instantanés permet de 
on�rmer la 
apa
ité de laméthode d'adaptation à représenter 
onvenablement l'allure générale des streaks. Ainsi,la �gure 8.36 permet de 
omparer l'é
art moyen entre deux streaks 
onsé
utifs, dans ladire
tion transverse, ainsi que leurs diamètres moyens. Les valeurs 
ouramment admisespour l'é
art transversal entre deux stru
tures varient de quatre-vingt à 
ent vingt unitésde paroi [98℄. Les valeurs relevées pour 
et é
artement à partir des 
al
uls �n et multi-niveaux sont voisines de quatre-vingt dix unités de paroi et sont par 
onséquent en trèsbon a

ord ave
 les études antérieures. Au niveau du diamètre des streaks, une valeurd'environ trente unités de paroi est généralement mentionnée dans la bibliographie. Lesvaleurs relevées dans notre étude varient plut�t autour de vingt unités de paroi pour le
al
ul �n et entre quinze et vingt unités de paroi pour le 
al
ul adapté.Dans la dire
tion longitudinale, des valeurs allant de 500 à 1000 unités de paroi sont rele-vées dans la littérature pour la longueur des streaks. Le 
al
ul �n présente des stru
tures
ara
téristiques dont la longueur est de l'ordre de 800 unités de paroi, 
ontre 900 unitésde paroi en moyenne pour le 
al
ul multi-niveaux.Du point de vue de l'organisation des stru
tures obtenues pour 
ha
un des 
al
uls,la �gure 8.37 montre que le 
al
ul ave
 adaptation de maillage permet e�e
tivement deretrouver sur le niveau �n des stru
tures de forme et de dimensions similaires à 
elles
al
ulées sur la grille �ne de référen
e.Pour le niveau grossier (�gure 8.38), une plus grande quantité de stru
tures allongées sontprésentes dans l'é
oulement lorsque l'appro
he multi-niveaux est utilisée par rapport au
al
ul grossier mono-niveau.Ces tendan
es sont 
on�rmées par les �gures 8.39 et 8.40 qui présentent les iso-
ontours
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(a) Cal
ul �n

(b) Cal
ul adapté, grille �neFig. 8.37 � Iso-valeurs du 
ritère Q (Q=0,65).
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(a) Cal
ul grossier

(b) Cal
ul adapté, grille grossièreFig. 8.38 � Iso-valeurs du 
ritère Q (Q=0,1).
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ritère Q évalués dans deux plans (x-y) à un temps su�sament avan
é pour se situerdans le régime établi. Le premier plan est situé à z+ = 25 
'est à dire qu'il se situe dansla 
ou
he de Prandtl de l'é
oulement, près de la zone de produ
tion maximale d'énergie.Le se
ond plan, situé plus loin de la paroi du 
anal, est pla
é à z+ = 55, 
e qui le situeau niveau de la zone inertielle du 
anal. Ces visualisations permettent tout d'abord de
on�rmer le 
omportement inadéquate de la simulation grossière dans la zone de pro
heparoi. En e�et, une 
omparaison de la taille et de la répartition des stru
tures allongéesobtenues sur les deux grilles de référen
e montre 
lairement une di�éren
e de représen-tation des petites stru
tures de l'é
oulement. Le maillage grossier tend bien à atténuertrop fortement la quantité de petites stru
tures présentes en pro
he paroi. Au niveau du
al
ul multi-niveaux, une quantité sensiblement plus importante de petites é
helles estobtenue dans le plan z+ = 25 sur le niveau grossier en 
omparaison du 
al
ul grossier deréféren
e. Il est plus di�
ile de tirer des 
on
lusions au niveau du plan z+ = 95 même si
ette représentation semble 
on�rmer un léger gain au niveau de la quantité de stru
turesobtenue sur le 
al
ul adapté. Le niveau �n permet quant à lui de retrouver une topologiesimilaire à 
elle du 
al
ul �n dans les deux plans 
hoisis.

(a) Cal
ul grossier (b) Cal
ul �nFig. 8.39 � Iso-valeurs du 
ritère Q en pro
he paroi pour les simulations de référen
e.La �gure 8.41 utilise de nouveau le 
ritère Q pour examiner le 
omportement de la so-lution au niveau de l'interfa
e de ra

ord entre le domaine 
orrespondant au niveau �n (enhaut) et le domaine de base (en bas). A l'instant 
onsidéré, le ra

ord intervient au niveaudu plan z+ = 120. Il est intéressant de souligner que 
ette valeur est 
ohérente ave
 
ellesutilisées par Quéméré [115℄ dans son étude à grands nombres de Reynolds (z+
Γ = 115).En 
omparant les stru
tures obtenues de part et d'autre de la frontière, il apparaît que letraitement par 
ontinuité des grosses stru
tures est bien respe
té. L'enri
hissement inter-venant au niveau de 
es interfa
es semble également permettre de 
réer arti�
iellementdes petites stru
tures au niveau de la grille �ne et d'ampli�er 
elles observées sur la grillegrossière.En�n en terme d'apport de la méthode de ra�nement au niveau des 
oûts de 
al
uls,le tableau 8.5 montre que la méthode, dans son état a
tuel, apporte essentiellement un
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(a) Niveau grossier (b) Niveau �nFig. 8.40 � Iso-valeurs du 
ritère Q en pro
he paroi pour le 
al
ul ave
 adaptation demaillage.gain au niveau de la mémoire utilisée par le 
al
ul. Les temps de 
al
ul sur le maillage �nde référen
e et le 
al
ul multi-niveaux sont quant à eux du même ordre de grandeur. Ilest possible d'imaginer qu'un gain en temps pourrait être apporté par une optimisationdes routines de 
al
ul et l'utilsation d'une ma
hine de 
al
ul orientée vers le 
al
ul multi-domaines. maillage 
oût mémoire temps de 
al
ul�n 1 2h24′15grossier 0.13 15′32adapté 0.6 2h32′10Tab. 8.5 � Coûts de 
al
ul des di�érentes simulations réalisées (temps CPU et mémoire).Les résultats qui viennent d'être présentés pour le 
anal plan non for
é 
onfortent lespremières 
on
lusions e�e
tuées sur la 
on�guration de 
ou
he de mélange. Le ra�nementde maillage permet de retrouver des résultats pro
hes des 
al
uls �ns de référen
e, tantau niveau des pro�ls de statistiques turbulentes que des grandeurs moyennes 
ara
téris-tiques d'un é
oulement de 
anal plan. La forme générale des stru
tures tourbillonnairesattendues pour 
e type d'é
oulement est également bien représentée par les simulationsmulti-niveaux. Il reste maintenant à appliquer la méthode d'adaptation de maillage au
as du 
anal plan for
é. Cependant 
e
i s'avère être di�
ile à réaliser.En e�et, les premières simulations e�e
tuées en appliquant le forçage sur l'ensemble desdomaines (annexe C) présentent des variations temporelles importantes au niveau desvaleurs moyenne de la masse volumique et de la vitesse débitante obtenues ave
 le 
al
uladapté. Ainsi, alors que la valeur du Reynolds de frottement tend à se stabiliser autourd'une valeur intermédiaire entre 
elles obtenues dans les deux 
al
uls de référen
e et que ledébit est bien 
onservé, les statistiques turbulentes ne peuvent être 
orre
tement évaluées.Il semble di�
ile d'attribuer 
es é
arts à la seule stratégie de ra�nement, d'autant que
elle-
i fon
tionne dans le 
as non for
é. On pourrait par 
ontre imaginer que l'enri
his-



140 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODE

(a)Fig. 8.41 � Iso-valeurs du 
ritère Q en pro
he paroi ; zone de ra

ord entre le domainegrossier (en bas) et le domaine �n (en haut) utilisés dans le 
al
ul adapté.



8.2. CANAL PLAN 141sement aux frontières, asso
ié au forçage, tend à faire varier arti�
iellement les variablesde l'é
oulement du fait du 
ara
tère non 
onservatif de 
es frontières. De plus, 
ommementionné en annexe, le fait d'appliquer à tous les niveaux le terme de forçage 
al
uléuniquement sur le domaine grossier n'est pas 
onsistant ave
 les équations �ltrées.Dans le but d'éliminer 
ette dernière hypothèse, la se
onde méthode de forçage, dontle but est de 
onserver le gradient de pression, a ensuite été employée. L'intérêt de 
eforçage est qu'il est 
onstant et identique pour tous les domaines et tous les niveaux degrille. L'in
onvénient prin
ipal est un temps d'établissement de la turbulen
e (bien) plusimportant que pour les simulations ave
 évaluation dynamique du terme de forçage. Unautre in
onvénient est la dé
roissan
e du débit de l'é
oulement, pendant la phase d'éta-blissement du régime turbulent, mais le débit tend ensuite à se stabiliser sensiblementune fois le régime turbulent établi. Une fois 
e régime obtenu, la stratégie d'adaptationest appliquée à la grille grossière.Les premières 
onstatations tendent à montrer une in�uen
e plus importante de la valeur
hoisie pour la 
onstante d'enri
hissement que dans les 
as de la 
ou
he de mélange ou du
anal sans forçage. Ce
i est dans doute lié en partie à l'existen
e de stru
tures 
omplexesen pro
he paroi et aux phénomènes d'éje
tion qui entraînent les stru
tures à travers les
onditions de ra

ord �n/grossier. L'ajout du terme de forçage peut également interférerave
 le traitement par enri
hissement utilisé au niveau des interfa
es de 
ouplage. En e�et,
ertains 
al
uls réalisés à partir d'une évaluation dynamique de la 
onstante d'enri
hisse-ment présentent des a

umulations de stru
tures tourbillonaires au niveau de la zone dera

ord. Ce
i pourrait traduire un 
omportement similaire à 
elui 
onstaté dans plusieursétudes portant sur le 
anal plan à l'aide de l'appro
he RANS/LES [109℄. Ces stru
tures,qui apparaissent au niveau de l'interfa
e de 
ouplage entre les appro
hes RANS et LES,sont généralement appelées "super-streaks". Les résultats observés sont ainsi di�
ilementexploitables en parti
ulier du fait de variations trop importantes des valeurs des grandeurs
ara
téristiques en pro
he paroi. Des variations temporelles de la vitesse débitante ou de ladensité en pro
he paroi sont en e�et ren
ontrées au 
ours de la simulation multi-niveaux.Les temps d'établissement d'un régime turbulent étant rallongés ave
 
e type de forçage,les 
al
uls n'ont pas été poussés su�sament loin pour obtenir un éventuel état stabiliséde l'é
oulement. Il est don
 di�
ile de 
on
lure sur la 
ause prin
ipale des é
arts observéset les améliorations à apporter à la méthode de ra�nement a�n de régler les problèmesren
ontrés.Ainsi, le problème du 
anal for
é reste non sollutionné pour l'appro
he multi-niveaux sansque 
ela ne résulte né
essairement d'un mauvais fon
tionnement de la méthode de ra�-nement. Celle-
i s'est en outre montrée e�
a
e sur le 
as du 
anal sans forçage.Parmi les sujets de 
ontroverses qui persistent dans l'étude numérique du 
anal plan,le 
omportement des pro�ls de vitesse longitudinale dans la zone logarithmique reste sujetà dis
ussion. En e�et, Moser et al. [96℄ ont montré que le 
omportement logarithmique dela vitesse moyenne longitudinale n'est pas toujours évident dans 
ette zone. En se référantaux travaux de George et al. [42℄ et Barenblatt et al. [4℄, ils envisagent une variation de lavitesse longitudinale suivant une loi en puissan
e u+ = A(z+)n. Pour 
omparer les deuxhypothèses, ils utilisent deux 
oe�
ients β et γ dé�nis par :
γ = z+∂u

+

∂z+
(8.20)
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Fig. 8.42 � Simulations de 
anal plan for
é ; pro�ls de statistiques turbulentes. ◦ : maillage�n ; ∆ : maillage grossier ; � : maillage adaptatif.
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β =

z+

u+

∂u+

∂z+
(8.21)Ainsi, en traçant l'évolution de 
es deux variables dans la dire
tion normale à la paroi, ilest possible de savoir quelle loi de 
omportement privilégier pour la vitesse longitudinale.Si γ se stabilise autour d'un palier 
onstant dans la zone logarithmique, la loi est e�e
ti-vement de type logarithmique. Si 
'est β qui se stabilise à une valeur 
onstante, la loi de
omportement sera en (z+)n ave
 n donné par la valeur du palier.Pour nos simulations de 
anal, la même pro
édure a été suivie. La �gure 8.43 dé
rit lesévolutions spatiales de γ et β obtenues dans notre étude pour les trois simulations réaliséespour le 
anal non for
é. Ces 
ourbes mettent en éviden
e un palier pour la variable β auniveau de la zone externe, la valeur du palier étant voisine de 0,1. Ainsi, les simulationsseraient plus pro
hes d'un 
omportement en (z+)0,1 que d'une loi logarithmique en pro
heparoi. D'après Barenblatt [4℄, la valeur théorique de n est donné par nth = 3

2Re
. Dans notreétude, la théorie donne don
 nth ∼ 0, 113, 
e qui est 
omparable aux valeurs relevées pourles trois simulations.Même si 
es relevés 
on
ernent uniquement le 
anal non for
é, il est intéressant de 
onsta-ter que le pro�l logarithmique généralement admis pour le 
anal plan n'est pas retrouvédans 
ette partie de l'étude. L'in�uen
e du terme de forçage sur la loi de 
omportementest 
ependant di�
ile à prévoir.Dans le 
as du 
anal for
é à débit 
onstant, les pro�ls de γ et β sont reportés sur la �gure8.44 pour les simulations de référen
e. Pour le 
al
ul grossier, ni γ ni β ne semblent serappro
her d'une valeur 
onstante dans la zone logarithmique. Dans le même temps, le
al
ul sur le maillage �n permet l'obtention de pro�ls de β et γ tendant tous deux à sestabiliser dans la zone externe, même si 
e phénomène est moins marqué pour la variable

γ. Le plateau se situe de nouveau autour de 0,1 pour β alors que γ se stabilise autourde la valeur 2,1, 
e qui reste inférieur à la valeur 2,5 généralement admise pour la loi de
omportement logarithmique.En 
on
lusion, il semble ainsi que la méthode de forçage joue un r�le sur la dynamiquegénérale des 
ou
hes limites présentes dans un é
oulement de 
anal plan. Cependant, latendan
e serait plut�t de 
onsidérer une loi en puissan
e pour la vitesse longitudinale enpro
he paroi dans les simulations réalisées dans 
ette étude.8.2.4 Con
lusion partielleCe 
hapitre présente les simulations du développement temporel d'un é
oulementde 
anal plan. Ce type d'é
oulement est 
omplexe à traîter en Simulation des GrandesE
helles, en parti
ulier du fait de la présen
e de parois solides et de stru
tures de petitestailles près de 
es parois. Ces "streaks" fortement anisotropes sont en e�et impossiblesà modéliser ave
 pré
ision à l'aide d'un modèle SGE et né
essitent ainsi généralementdes 
ellules très �nes en pro
he paroi pour les 
al
uler 
onvenablement. A�n de limiter lera�nement aux zones sensibles, on applique la stratégie d'adaptation de maillage mise aupoint pendant 
ette étude. Les 
al
uls sont menés pour un nombre de Reynolds turbulent
Reτ égal à 395.Le 
ritère en ondelletes déte
te des zones à ra�ner situées prés des parois solides. Les
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(a)

(b)Fig. 8.43 � Pro�ls de γ et β pour les 
al
uls �n (◦), grossier (∆) et adapté (�) dans le
as du 
anal non for
é.
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ellules séle
tionnées forment des ensembles allongés dans la dire
tion de l'é
oulement etvisiblement pla
és de part et d'autre des streaks. Ces empla
ements 
orrespondent auxrégions de l'é
oulement à l'origine des transferts d'énergie dans les 
ou
hes limites du
anal.Le prin
ipal problème ren
ontré lors de 
es simulations de 
anal plan provient du terme deforçage qu'il est né
essaire d'imposer dans le 
as d'un é
oulement de 
anal en développe-ment temporel a�n d'entretenir l'é
oulement et 
ontrer la dissipation d'énergie provoquéepar les frottements visqueux au niveau des parois. La problématique est de 
onnaîtrele terme à utiliser sur les niveaux �ns, sa
hant que les domaines �ns ne re
ouvrent pasl'ensemble du domaine, ne permettant pas d'utiliser l'hypothèse de symétrie faite pourdéterminer les 
ara
téristiques du premier forçage. Il n'est alors possible d'utiliser que ladeuxième méthode de forçage qui repose sur un terme 
onstant et don
 ne né
essite pasd'évaluation dynamique. Il ne permet par 
ontre pas de 
onserver totalement le débit àune valeur 
onstante et provoque un allongement du temps d'établissement de l'é
oule-ment.Pour pallier 
e problème, la méthode d'adaptation a tout d'abord été 
onfrontée au 
al-
ul sans terme de forçage. Celui-
i montre une bonne résolution des 
ara
téristiques del'é
oulement de 
anal plan par le 
al
ul multi-niveaux. Les grandeurs turbulentes, tellesque le nombre de Reynolds turbulent, sont pro
hes des valeurs nominales. La géométriedes stru
tures tourbillonnaires est également bien restituée et les pro�ls de statistiquesturbulentes sont en a

ord ave
 
eux obtenus sur le maillage �n de référen
e. Cependantde légères di�éren
es subsistent pour les �u
tuations de vitesse évaluées dans la zone 
en-trale de l'é
oulement. Cette région n'étant pas re
ouverte par les grilles �nes, elle 
onserveun pas de dis
rétisation grossier, expliquant probablement les é
arts 
onstatés.L'ajout du terme de forçage va provoquer des phénomènes indésirables. En parti
ulier, lesgrandeurs turbulentes en pro
he paroi (taux de frottement, masse volumique) sont alté-rées par l'adaptation de maillage, 
e qui peut être imputé à la stratégie d'enri
hissementutilisée aux interfa
es �n/grossier. Par ailleurs, des a

umulations de stru
tures près de
es interfa
es ont été observées pour 
ertaines valeurs de la 
onstante d'enri
hissement,
e qui pourrait faire songer aux "super-streaks" qui peuvent également être obtenus pourdes 
al
uls hybrides RANS/LES. La simulation de 
anal plan à l'aide de l'appro
he multi-niveaux reste ainsi à 
e jour non solutionnée.Une étude approfondie des pro�ls de vitesse moyenne dans la dire
tion longitudinalemontre que 
eux-
i tendent à se rappro
her d'avantage d'une loi en puissan
e que de laloi logarithmique 
ouramment admise pour un é
oulement de 
anal plan. Ce
i est mis enéviden
e à la fois sur les trois 
al
uls sans terme de forçage, et sur les 
al
uls for
és deréféren
e.8.3 CulotLe dernier 
as d'étude abordé 
on
erne l'é
oulement dé
ollé se formant en aval d'un 
u-lot. La 
on�guration 
hoisie est 
elle du 
ulot bidimensionnel. L'intérêt prin
ipal de 
ette
on�guration est son faible 
oût numérique qui permet d'étudier réellement l'é
oulementen développement spatial, 
e qui est plus en adéquation ave
 les é
oulements ren
on-trés dans l'industrie que les é
oulements en développement temporel. Il est ainsi possibled'évaluer la 
apa
ité de la méthode de ra�nement à suivre la progression des stru
tures



8.3. CULOT 147en aval de leur apparition. Cependant, les données bibliographiques, tant expérimentalesque numériques, sont plus limitées pour 
et é
oulement que pour les pré
édents. Néan-moins, le but étant de valider l'appro
he multi-niveaux pour la Simulation des GrandesE
helles en 
on�guration �
omplexe�, 
ette étape paraît être une bonne transition entreles é
oulements 
lassiques évoqués plus haut et des 
on�gurations plus industrielles.8.3.1 Physique de l'é
oulementLe prin
ipe général de 
e type d'é
oulement est d'étudier les phénomènes qui appa-raissent en aval du bord de fuite du 
ulot. En e�et, le long des parois solides de partet d'autre de l'objet 
onsidéré, il se développe deux 
ou
hes limites (laminaires ou tur-bulentes selon le 
as d'étude) qui vont être amenées à dé
oller une fois le bord de fuiteatteint. Des stru
tures tourbillonaires vont alors se développer dans le sillage de l'objet.Des études antérieures ont e�e
tivement permis de mettre en éviden
e la présen
e de stru
-tures 
ohérentes au sein des é
oulements de sillage se développant derrière des 
orps àgéométrie bidimensionnelle [88, 120℄. Ce phénomène d'é
happement tourbillonnaire a ainsiété observé et étudié en détails pour des obsta
les arrondis (
ylindre à se
tion 
ir
ulaire)ou à bord d'attaque fran
 (
ylindre à se
tion 
arrée). On observe le même phénomènedans les é
oulements de bord de fuite tronqué, 
omme le 
ulot bidimensionnel. Dans 
ette
on�guration, le dé
ollement est provoqué par le 
hangement brusque de la géométrie auniveau du bord de fuite. On observe alors, dans le sillage, un phénomène 
onnu sous lenom d'allées de Von Karman qui 
onsiste en un en
haînement de rouleaux bidimension-nels dont la vorti
ité 
hange alternativement de signe.Par ailleurs, 
ertaines études ont mis en éviden
e l'apparition de stru
tures tridimen-sionnelles dans les é
oulements de sillage. Ainsi, Grant [52℄ a montré expérimentalementl'apparition progressive de stru
tures tridimensionnelles de forte intensité qui tendent às'organiser en paires 
ontrarotatives. L'existen
e de telles stru
tures est par ailleurs 
on�r-mée dans des études plus ré
entes [101, 139℄.La 
onnaissan
e et la 
ompréhension des phénomènes à l'origine de la formation et del'évolution des stru
tures tourbillonnaires pour 
e type d'é
oulement s'avèrent parti
u-lièrement ri
hes d'enseignements dans le but de 
onnaitre les for
es qui agissent sur le
orps au voisinage du bord de fuite. La répartition de 
es e�orts est à l'origine du 
om-portement vibratoire de l'objet et par 
onséquent de son rayonnement a
oustique. Deplus, un bruit a
oustique est généré par l'intera
tion entre les tourbillons et les angles vifsdu bord de fuite. Ainsi, 
e type d'é
oulement est un 
as test intéressant pour les étudesaéroa
oustiques 
omme 
elle de Manoha et al. [87℄.8.3.2 Des
ription de la simulationLa 
on�guration de référen
e étudiée s'appuie sur trois domaines de 
al
uls. Les deuxpremiers sont situés en amont du 
ulot et permettent de suivre l'évolution des 
ou
heslimites le long des parois de l'objet. Le troisième domaine, quant à lui, est pla
é en avaldu bord de fuite dans le but de suivre l'évolution des tourbillons alternés dans le sillagede l'objet. Les dimensions des domaines amonts rapportées à l'épaisseur du 
ulot H = 10sont �xées à 13H × 59, 5H × 4H alors que le domaine en aval de l'objet a des dimensionsde 30H × 120H × 4H .Les maillages employés pour 
es trois domaines sont adaptés aux phénomènes que l'on



148 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODEsouhaite observer. Ainsi, un ra�nement progressif dans le dire
tion y est appliqué auxdomaines 1 et 2 au fur et à mesure que l'on s'appro
he de la paroi solide. Un stret
hing desmaillages de 
es domaines amont est également appliqué dans la dire
tion de l'é
oulementa�n d'assurer un ra

ord 
onforme vis à vis du troisième domaine à hauteur du 
ulot.Ce troisième domaine utilise également une variation du pas de dis
rétisation dans ladire
tion longitudinale. Ce
i a pour but, à la fois de ra�ner le maillage prés du bord defuite de l'objet, mais aussi d'a

roître la taille de maille près de la 
ondition de sortie a�nd'augmenter la dissipation liée au s
héma et ainsi éviter au maximum les phénomènes deré�exion. Par ailleurs, le maillage voit son pas varier dans la dire
tion (y) a�n d'obtenirla meilleure résolution possible au niveau de la zone de sillage.Les pas de dis
rétisation dans la dire
tion transverse sont quant à eux 
onstants pour lestrois domaines de 
al
ul.Par la suite, trois maillages de référen
e seront utilisés : un maillage dit "�n", un "grossier"et un très grossier. Le nombre de 
ellules utilisées dans 
ha
un de 
es 
al
uls est resumédans le tableau 8.6.
al
ul domaines amonts domaine aval Nombre total de 
ellulestrès grossier 22 × 18 × 22 30 × 50 × 22 4, 1712 × 104grossier 44 × 36 × 44 60 × 100 × 44 3, 33696× 105�n 88 × 72 × 88 120 × 200 × 88 2, 669568× 106Tab. 8.6 � Maillages �n, grossier et très grossierLes simulations sont réalisées pour un nombre de Reynolds ReH = 10000 et un nombrede Reynolds de frottement Reτ = 480. La taille dans la dire
tion verti
ale de la premièremaille à la paroi est �xée à y+ = 2 pour le maillage �n, y+ = 4 pour le maillage grossier et
y+ = 8 pour le maillage très grossier. Au niveau du ra

ord 
onforme entre les domainesamont et aval, la taille de maille dans la dire
tion longitudinale est �xée à x+ = 30 pour lemaillage �n, x+ = 60 pour le maillage grossier et x+ = 120 pour le maillage très grossier.Des 
onditions aux limites périodiques sont appliquées dans la dire
tion transverse dufait du 
ara
tère fortement bidimensionnel de l'é
oulement de 
ulot. Au niveau des paroissolides, une 
ondition de paroi adiabatique est imposée. Une 
ondition de sortie traitée àl'aide des variables 
ara
téristiques est utilisée pour tous les domaines dans la dire
tion(y).Le même traîtement est utilisé au niveau de la 
ondition de sortie du troisième domaine.Cependant, il est possible d'ajouter un terme visant à éviter les re�exions au niveau desdernières 
ellules de 
e domaine. Les ré�exions semblent 
ependant su�sament faiblesdans les simulations réalisées pour ne pas utiliser 
ette dissipation arti�
ielle. Les ré-�exions restent négligeables en parti
ulier du fait de l'étirement imposé au maillage ensortie de domaine.En�n, au niveau de la 
ondition d'entrée, deux possibilitées ont été envisagées. La pre-mière 
onsiste à appliquer un pro�l de 
ou
he limite laminaire en entrée des domaines 1et 2. Ce pro�l va évoluer le long de la paroi solide avant de dé
oller au niveau du bordtronqué. Cependant, la longueur réduite des domaines en amont du 
ulot ne permet pasaux 
ou
hes limites de transitionner avant le point de dé
ollement sur 
ette 
on�guration.Cette 
ondition aux limites basée sur un pro�l de 
ou
he limite laminaire sera nommée
ondition d'entrée �laminaire�. La �gure 8.47 montre que l'é
oulement obtenu ave
 
e type
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Fig. 8.45 � E
oulement de 
ulot : exemple de maillage de référen
e.

Fig. 8.46 � E
oulement au voisinage du 
ulot.
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ondition d'entrée reste fortement bidimensionnelle et ne présente pas les stru
turesqui 
ara
térisent généralement une 
ou
he limite turbulente.La se
onde possibilité est d'ajouter à 
e pro�l laminaire en entrée de domaine des stru
-tures du type de 
elles attendues dans les é
oulements de pro
he paroi. Terra
ol [137℄montre que 
e type de 
ondition aux limites permet de restituer à la fois les stru
turesprésentes dans une 
ou
he limite turbulente et les phénomènes a
oustiques 
ara
téris-tiques des é
oulements de bord de fuite. La �gure 8.48 permet de véri�er l'existen
e destru
tures alongées au niveau de la paroi. Ces stru
tures similaires aux streaks obtenuspré
edemment sur la 
on�guration de 
anal plan ont des longueurs 
ara
téristiques del'ordre de 1000 à 1200 unités de paroi sur le maillage �n. Cette se
onde 
ondition d'entréeest dite �turbulente�. Le problème ave
 
e type de 
ondition d'entrée réside dans la 
om-paraison des résultats obtenus pour les di�érents maillages. En e�et, le développement desstreaks est fortement in�uen
é par la taille de maille utilisée prés des parois. Un maillagetrop grossier tend ainsi à atténuer trop fortement les perturbations ajoutées en entrée dedomaine pour obtenir 
onvenablement les stru
tures re
her
hées. La �gure 8.48 montreainsi deux organisations di�érentes des stru
tures obtenues sur les deux maillages. On
onstate en parti
ulier que l'allongement de 
es stru
tures sur le maillage grossier est plusimportant puisque 
es stru
tures 
ouvrent la quasi-totalité du domaine dans la dire
tionlongitudinale. Il est alors impossible de retrouver une taille 
orre
te pour 
es stru
turessur le maillage grossier.

Fig. 8.47 � E
oulement en amont du 
ulot ave
 
ondition d'entrée �laminaire� : iso-valeursdu 
ritère Q ; gau
he : maillage �n Q = 1× 10−5 ; droite : maillage grossier Q = 3× 10−5.La �gure 8.49 permet de 
omparer les tourbillons de Von Karman obtenus pour les deuxtypes d'entrées utilisées. La �gure 8.50 dé
rit le développement des 
ou
hes limites pour
es deux entrées où l'on note que la di�éren
e 
on
erne essentiellement la 
omposantetransverse de la vitesse et don
 le 
ara
tère tridimensionnel de l'é
oulement.De 
e fait, les 
al
uls réalisés dans 
ette étude utiliseront la 
ondition d'entrée lami-naire, le but étant de 
omparer l'évolution des stru
tures en aval de l'objet obtenue pour
ha
un des maillages utilisés. Les pro�ls moyens de vitesse obtenus le long de l'objet pourles deux maillages de référen
e sont 
omparés sur la 
olonne de gau
he de la �gure 8.51.Seul l'é
oulement à l'extrémité du 
ulot, et don
 in�uen
é par l'é
oulement aval, se dis-tingue entre les deux 
al
uls ; il est don
 possible de 
omparer l'é
oulement en aval du
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Fig. 8.48 � E
oulement en amont du 
ulot ave
 
ondition d'entrée �turbulente� : iso-valeurs du 
ritère Q (9 × 10−5) ; gau
he : maillage �n ; droite : maillage grossier.

Fig. 8.49 � Visualisation 3D de l'é
oulement (maillage grossier) : iso-valeurs du 
ritèreQ ; gau
he : 
ondition d'entrée turbulente ; droite : 
ondition d'entrée laminaire.



152 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODE
y

-10

-5

0

5

10

(a) <u>, maillage �n
y

-10

-5

0

5

10

(b) <u>, maillage grossier

y

-10

-5

0

5

10

(
) <v>, maillage �n

y

-10

-5

0

5

10

(d) <v>, maillage grossier

y

-10

-5

0

5

10

(e) <w>, maillage �n

y

-10

-5

0

5

10

(f) <w>, maillage grossierFig. 8.50 � Comparaisons des pro�ls de statistiques obtenus sur les domaines 1 et 2 ave
des entrées �turbulente� (�) et �laminaire� (� �).



8.3. CULOT 153
y

-10

-5

0

5

10

(a) <u>, laminaire
y

-10

-5

0

5

10

(b) <u>, turbulent

y

-10

-5

0

5

10

(
) <v>, laminaire

y

-10

-5

0

5

10

(d) <v>, turbulent

y

-10

-5

0

5

10

(e) <w>, laminaire

y

-10

-5

0

5

10

(f) <w>, turbulentFig. 8.51 � Comparaisons des pro�ls de statistiques obtenus sur les domaines 1 et 2 pourles 
al
uls �n (·) et grossier (�).



154 CHAPITRE 8. APPLICATION DE LA MÉTHODE
ulot en partant de 
ou
hes limites présentant des 
ara
téristiques 
omparables sur lesdeux maillages.De 
ette manière, les simulations de référen
e sur les grilles �ne et grossière donnent lieu àdes résultats très pro
hes. Ce
i 
on�rme l'aptitude de la Simulation des Grandes E
hellesà résoudre des é
oulements libres. A�n de réellement mesurer l'apport de l'adaptation demaillage sur la simulation de 
ulot, les simulations multi-niveaux vont s'appuyer sur unmaillage de base �très grossier�. Son pas de dis
rétisation est deux fois plus grand que lemaillage grossier dans 
ha
une des dire
tions. Ainsi, les résultats peuvent être 
omparésà 
eux obtenus sur les maillages grossier et très grossier.8.3.3 Adaptation de maillageA�n de limiter les sour
es d'erreur, le 
hoix a été fait de ne 
onsidérer qu'une adapta-tion de maillage appliquée au troisième domaine. Au
un ra�nement n'intervient au niveaudes 
ou
hes limites en amont du 
ulot, 
e qui explique qu'il serait déli
at de 
omparerles résultats sur la 
on�guration �ne ave
 
eux obtenus sur une 
on�guration adaptée enutilisant la 
ondition d'entrée dite �turbulente�. Pour la 
ondition d'entrée dite �laminai-re�, la taille des 
ellules dans les domaines amonts ne devrait pas avoir une in�uen
e aussiimportante sur la solution.Au niveau de la déte
tion des zones à ra�ner, une simpli�
ation a été utilisée pour le
al
ul du 
ritère en ondelettes. En e�et, du fait du 
ara
tère fortement bidimensionnel del'é
oulement dans le sillage de l'objet, les 
oe�
ients en ondelettes sont moyennés dansla dire
tion transverse pour 
e 
as d'étude. Le but essentiel de 
ette démar
he est desimpli�er l'organisation des grilles �nes 
réées et d'éviter l'utilisation des 
onditions dera

ords non 
onformes dans 
ette dire
tion transverse. Il est en e�et possible dans 
e 
asd'utiliser des 
onditions de prolongement par 
ontinuité pour les maillages �ns dans ladire
tion transverse 
e qui limite les sour
es d'erreur. De plus, la stratégie de ra�nementne s'applique pas à la première 
ellule du troisième domaine, dans la dire
tion longitudi-nale, du fait de la di�
ulté de traitement des 
onditions aux limites pour les grilles �nes à
et endroit. Il faudrait en e�et utiliser à la fois une 
ondition de paroi au niveau du 
ulotmais aussi un ra

ord non 
onforme ave
 les domaines amonts, 
e qui pourrait s'avérer
ompliqué et sour
e d'erreurs.Au delà de 
es hypothèses simpli�
atri
es, la �gure 8.52 permet de visualiser le 
ompor-tement du senseur pour 
et é
oulement. Cette �gure montre que le 
ritère de ra�nementdésigne des stru
tures qui ont tendan
e à s'allonger dans la dire
tion longitudinale et quirelient les tourbillons transversaux entre eux. Le 
ritère tend également à suivre l'évolu-tion de 
es strutures dans la dire
tion de l'é
oulement même si 
e suivi s'arrête au niveaude l'abs
isse 10H .Les statistiques turbulentes obtenues ave
 les trois 
al
uls réalisés sont reportées surles �gures 8.53 à 8.56 sur lesquelles sont tra
és les iso-
ontours évalués en aval du 
ulot. Auniveau des pro�ls moyens de vitesse dans les dire
tions (x) et (y) (�gure 8.53), on observepeu de di�éren
e entre les trois 
al
uls sur 
e type de �gure. Il semble 
ependant que lesniveaux 
al
ulés sur le maillage adapté se rappro
hent d'avantage de 
eux obtenus sur lemaillage grossier de référen
e. En parti
ulier, les iso-
ontours pour la 
omposante normaleà la paroi sont mieux évalués près de l'axe entre les abs
isses x ∼ 50 et x ∼ 150 ave
 lemaillage adapté. Au niveau des �u
tuations dans 
es mêmes dire
tions (�gure 8.54), onobserve un net gain de pré
ision ave
 le 
al
ul multi-niveaux par rapport au maillage très
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ependant des di�éren
es au niveau des premiers points en aval du 
ulot(x < 10) qui s'expliquent par l'in�uen
e des 
ou
hes limites qui se développent en amontdu point de dé
ollement et qui di�èrent entre les 
al
uls grossiers et adaptés. Le fait quele ra�nement ne s'applique pas au niveau de la première 
ellule en aval du 
ulot peutégalement justi�er 
es é
arts. Les mêmes 
on
lusions peuvent être e�e
tuées en 
omparantles iso-
ontours de pression et de masse volumique sur la �gure 8.55. Ces deux variablessont en e�et mieux représentées lorsque la méthode de ra�nement est employée. Ce
i estsurtout visible dans le sillage pro
he de l'objet (x < 200), 
e qui 
orrespond aux zonesréellement re
ouvertes par la méthode d'adaptation. Dans la dire
tion transverse, tant auniveau des pro�ls moyens que des �u
tuations de vitesse, les iso-
ontours obtenus ave
le 
al
ul multi-niveaux restent voisins de 
eux 
al
ulés sur le maillage très grossier. Ce
isemblerait traduire une mauvaise restitution du 
ara
tère tridimensionnel de l'é
oulementpar la méthode de ra�nement. Ce phénomène peut provenir des simpli�
ations utiliséesau niveau des 
onditions de ra

ord du niveau �n dans 
ette dire
tion, l'utilisation dera

ords 
onformes ne permettant pas d'enri
hir la solution dans 
ette dire
tion. On peutégalement imaginer que le développement des 
ou
hes limites amont joue un r�le non né-gligeable sur la tridimensionnalité de l'é
oulement 
e qui expliquerait que le 
al
ul adapténe soit pas en mesure de restituer les mêmes statistiques turbulentes dans la dire
tiontransverse.Ainsi, il semble que le 
al
ul multi-niveaux permette de retrouver des résultats pro
hesde 
eux obtenus sur le 
al
ul grossier au niveau de la zone de re
ouvrement designée parle 
ritère en ondelettes. Pour les premières 
ellules en aval du 
ulot, les é
arts sont plusimportants, sans doute du fait de l'in�uen
e des 
ou
hes limites en amont du point dedé
ollement. De plus, le 
ara
tère tridimensionnel de l'é
oulement semble plus pronon
ésur le 
al
ul grossier que dans les deux autres 
as. A�n de valider 
es premières 
onstata-tions, les pro�ls de statistiques sont détaillés pour trois abs
isses di�érentes sur les �gures8.58 à 8.61. Ces trois abs
isses sont reportées sur la �gure 8.57.La �gure 8.58 présente ainsi les pro�ls moyens de la 
omposante longitudinale de la vi-tesse ainsi que les �u
tuations 
orrespondantes. Les pro�ls moyens dans 
ette dire
tionsont très pro
hes pour les trois 
al
uls et l'adaptation de maillage ne semble pas apporterun gain signi�
atif. Par 
ontre au niveau des �u
tuations, le 
al
ul adapté permet de serappro
her des pro�ls obtenus sur le maillage grossier. La pré
ision est parti
ulièrementa

rue pour les points les plus éloignés du point de dé
ollement. Plus près du 
ulot, les
al
uls adapté et très grossier présentent les mêmes niveaux de �u
tuations. Il est denouveau possible que 
e phénomène soit dû à la proximité des 
ou
hes limites amont.Dans la dire
tion verti
ale, la vitesse moyenne reste très pro
he ave
 l'adaptation demaillage de 
e qui a été 
al
ulé sur le maillage le plus grossier. On observe ainsi un trèsléger gain au niveau de la zone re
ouverte par le ra�nement de maillage, mais l'apportn'est pas signi�
atif. On observe également une pré
ision a

rue dans la zone 
entraleen x ∼ 48. Par ailleurs, les �u
tuations dans 
ette dire
tion verti
ale sont très bienreprésentées sur le maillage multi-niveaux, en parti
ulier pour les 
ellules situées dans lazone de re
ouvrement et en aval de 
elle-
i. Il semble ainsi que le mouvement moyen soitin�uen
é de manière non négligeable par l'é
oulement amont, tandis que les �u
tuationsde vitesse sont plut�t liées au pas lo
al du maillage.La �gure 8.60 présente les variations de pression et de densité observées sur 
ha
undes trois 
al
uls. On observe une très bonne 
on
ordan
e entre les 
ourbes obtenues sur le
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164maillage grossier et 
elles 
al
ulées ave
 la méthode d'adaptation, en parti
ulier au niveaudu sillage de l'objet. Les niveaux sont ainsi bien estimés au niveau de la zone 
entralede l'é
oulement. En dehors de 
ette zone de sillage, on observe des niveaux plus pro
hesde 
eux observés sur le maillage très grossier, sans doute du fait que 
ette zone ne soitpas in�uen
ée dire
tement par l'adaptation de maillage. Cependant les 
ourbes obtenuesmontrent bien un apport non négligeable de la stratégie de ra�nement.En�n, on véri�e le manque de pré
ision de la méthode quant à la représentation du
ara
tère 3D de l'é
oulement sur la �gure 8.61. En e�et, les �u
tuations dans la dire
tiontransverse w′ obtenues ave
 la méthode d'adaptation sont pro
hes de 
elles 
al
ulées surle maillage très grossier. Un léger gain est 
ependant observé en x = 48, alors que plus enamont le gain est négligeable. De la même façon, le terme 
roisé du tenseur de Reynolds
u′v′ n'est pas mieux évalué sur le maillage ra�né que sur le maillage très grossier.8.3.4 Con
lusion partielleCe dernier 
hapitre présente l'étude réalisée sur le 
as de l'é
oulement se formant dansle sillage d'un objet. Ce dernier présente, dans notre étude, une se
tion re
tangulaire et unbord de fuite (ou 
ulot) tronqué. L'é
oulement amont va, dans un premier temps, évoluerle long de la paroi de l'objet, donnant lieu à l'apparition d'une 
ou
he limite qui transi-tionne progressivement vers un état turbulent. Au niveau du bord de fuite, 
ette 
ou
helimite dé
olle et l'intera
tion des deux é
oulements provenant des 
ou
hes limites situéesde part et d'autre de l'objet va donner lieu à un é
oulement de sillage. On y distingue destourbillons alternés, formant 
e que l'on appelle une "allée de Von Karman".L'apport de la m�thode d'adaptation de maillage présentée dans 
e mémoire a été testé sur
et é
oulement se formant en aval de l'objet. L'obje
tif est alors de tirer pro�t de 
etteméthode pour optimiser le 
al
ul de lé
oulement de sillage. Du fait du 
ara
tère fortementbidimensionnel de 
et é
oulement, les domaines �ns sont for
és à s'étendre sur l'ensembledu domaine de base dans la dire
tion transverse.Le 
ritère en ondelettes déte
te des zones à ra�ner pro
hes de 
e qui a été observé pourla 
ou
he de mélange. Il s'agit de stru
tures allongées dans la dire
tion de l'é
oulementet qui relient les stru
tures primaires entre elles.En ra�nant 
es zones ave
 l'outil multi-niveaux développé, on observe un gain non né-gligeable de la solution, en parti
ulier dans le sillage réel de l'objet. Cependant, pourles 
ellules situées trop près du 
ulot, on n'observe pas un gain signi�
atif, surement engrande partie du fait de la proximité des 
ou
hes limites amont qui di�èrent en fon
tionde la résolution du maillage à leur niveau. On note également des é
arts de pré
isiondans la dire
tion transverse qui peuvent être dues au traitement par ra

ord 
onforme desmaillages �ns dans 
ette dire
tion.Bien que 
ertains points restent perfe
tibles pour 
e 
as de simulation, les premiers 
al-
uls montrent un gain intéressant de pré
ision par rapport au maillage le plus grossier. Untraitement par enri
hissement dans la dire
tion transverse pourrait par ailleurs se montrere�
a
e a�n se s'appro
her au mieux de la solution de référen
e.
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Con
lusion
L'obje
tif prin
ipal de 
ette thèse est d'évaluer l'apport des méthodes d'adaptationde maillages sur des 
al
uls de Simulation des Grandes E
helles. Cette étude 
onstitueune des premières appro
hes 
on
rète de 
ette problématique. L'utilisation de maillagesadaptatifs devrait permettre de diminuer les erreurs de modélisation inhérentes à la Simu-lation des Grandes E
helles, tout en 
onservant des 
oûts de 
al
ul a

eptables de manièreà pouvoir étendre la SGE à des é
oulements de plus en plus 
omplexes.L'idée à l'origine de 
es travaux est qu'une augmentation lo
ale de la pré
ision du maillagedoit permettre de réduire la quantité d'é
helles à modéliser dans 
es zones. On espère ainsidiminuer les erreurs de modélisation dans les zones de l'é
oulement qui ne véri�ent pasné
essairement les hypothèses de la SGE. En parti
ulier, le 
ara
tère anisotrope des pe-tites stru
tures n'est pas né
essairement véri�é dans les é
oulements en présen
e de paroissolides.Dans un premier temps, une appro
he théorique du problème a montré que le re
oursà des maillages à pas variables, tant spatialement que temporellement, entraîne l'appari-tion d'erreurs numériques supplémentaires, appelées erreurs de 
ommutation. Ces erreurssont dues à la non-
ommutation de l'opérateur de �ltrage utilisé en SGE ave
 les opé-rateurs de dérivées en temps et en espa
e des équations de Navier-Stokes, en présen
ede tels maillages. Le problème lié à une variation spatiale du maillage ayant déjà été dé-taillé dans la littérature (par exemple [50, 143, 142, 63℄), nos travaux proposent une étudeapprofondie de l'impa
t d'une variation temporelle du maillage. Il a ainsi été montré, àla fois par un développement mathématique et par un 
al
ul numérique de Turbulen
eHomogème Isotrope, qu'il est indispensable de limiter la fréquen
e à laquelle le pas dedis
rétisation est modi�é. Dans le 
as 
ontraire, l'erreur de 
ommutation peut se montrerplus importante que l'erreur de modélisation sous-maille.Dans un se
ond temps, une méthodologie basée sur une dé
omposition multi-niveauxdes variables de l'é
oulement et visant à ra�ner lo
alement et de manière automatiquele maillage a été développée. On utilise ainsi plusieurs niveaux de grilles, les maillages
orrespondants à un niveau donné re
ouvrant les maillages des niveaux plus grossiers.Cet outil doit permettre d'augmenter lo
alement la pré
ision du maillage a�n de réduireles erreurs engendrées par le non-respe
t des hypothèses de modélisation. Pour 
ela, un
ritère de ra�nement basé sur une dé
omposition en ondelettes du 
hamp de vorti
ité estutilisé. Il vise à repérer les petites stru
tures anisotropes de l'é
oulement a�n de 
réer unegrille de niveau �n au niveau des 
ellules 
orrespondantes. Un algorithme de remaillageest ensuite utilisé à intervalles de temps réguliers a�n de régénerer les grilles de niveau �n.Dans 
ette étude, on limite toutefois à deux le nombre maximal de niveaux �ns utilisés.167



168 CONCLUSIONLe traitement des variables aux interfa
es de 
ouplage entre deux niveaux de grille de dif-férentes résolutions tient 
ompte expli
itement de la dis
ontinuité fréquentielle qui existeentre les di�érents niveaux. Un enri
hissement dire
t en fréquen
e par extrapolation du
hamp grossier vers les grilles �nes, inspiré des travaux de Quéméré [115℄, a été retenudans 
ette étude. Les premiers 
al
uls ont permis de �xer la valeur de la 
onstante quiintervient dans 
ette pro
édure d'enri
hissement.Cette méthode d'adaptation de maillage a ensuite été appliquée à trois 
on�gurationsd'é
oulements a�n de tester son intérêt en vue de 
al
uls turbulents instationnaires. Cessimulations 
on
ernent l'é
oulement de 
ou
he de mélange, le 
anal plan et l'é
oulementse formant en aval d'un objet au bord de fuite tronqué.Ces di�érentes simulations ont permis de valider le 
ritère de ra�nement développé dans le
adre de 
al
uls de Simulation des Grandes E
helles. Celui-
i désigne en e�et des stru
turesde petite taille, allongées dans la dire
tion de l'é
oulement et par 
onséquent anisotropes.Les résultats des simulations multi-niveaux montrent alors un apport non négligeable dela pro
édure d'adaptation de maillage. Le 
as de la 
ou
he de mélange se montre parti
u-lièrement bien résolu ave
 
ette méthode tout en se basant sur un maillage initial grossier.Les pro�ls de statistiques présentent ainsi le bon niveau de turbulen
e, aussi bien ave
le modèle de Smagorinsky qu'ave
 le modèle d'é
helle mixte. Une simulation ave
 deuxniveaux de ra�nement a également été réalisée et a montré de nouveau des résultats entrès bon a

ord ave
 le 
al
ul �n de référen
e. Dans le 
as du 
anal plan non for
é, lespro�ls de statistiques au niveau des 
ou
hes limites sont bien évalués ave
 la méthoded'adaptation. Les �u
tuations dans la zone 
entrale du 
anal sont, pour leur part, sour
esd'erreur, mais 
ette zone n'est pas ra�née et le maillage y reste probablement trop grossierpour représenter 
onvenablement l'é
oulement. En�n, le 
as de l'é
oulement de 
ulot semontre également bien représenté par la méthode multi-niveaux. Des erreurs persistent 
e-pendant dans la dire
tion transverse, qui peuvent être dues aux simpli�
ations apportéesdans 
ette dire
tion a�n de limiter le nombre de domaines �ns 
rées. Une étude pousséede l'in�uen
e de la 
ondition limite dans 
ette dire
tion pourrait alors s'avérer né
essairepour 
et é
oulement.Diverses perspe
tives sont ouvertes à la suite de 
ette étude. En premier lieu, il semblené
essaire de 
onfronter la méthode à une ma
hine permettant de réaliser des 
al
uls pa-rallèles a�n de valider l'apport de la méthode au niveau des 
oûts de 
al
ul. Pour 
ela,il 
onvient d'adapter le 
ode de 
al
ul à 
e type de 
al
ulateur. Il pourrait ensuite êtreintéressant de 
omparer le 
ritère de ra�nement basé sur les ondelettes à d'autres 
ritèreshabituellement utilisés dans le 
adre d'é
oulements turbulents. Le problème du terme deforçage dans le 
adre d'études multi-grilles lo
ales semble également un sujet d'étude inté-ressant. En�n, dans le but d'a

roître la pré
ision des 
al
uls présentés dans 
e mémoire, ilfaudrait étudier plus en détails la méthodologie proposée pour le traitement aux interfa
es�n/grossier. La valeur attribuée à la 
onstante d'enri
hissement pourrait en e�et avoir unein�uen
e non négligeable sur des é
oulements 
on�nés 
omme on a pu l'observer dans le
as du 
anal for
é.
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Annexe AOutils numériquesCette annexe a pour but de présenter les s
hémas numériques utilisés dans l'étude a�nde dis
rétiser les équations de Navier-Stokes �ltrées. A�n de simpli�er les expressions, lesnotations propres à la notion de �ltrage seront volontairement omises dans 
ette annexe.Ainsi, les développements présentés i
i porteront sur les équations �ltrées mais sont fa
ile-ment extensibles aux équations de la Simulation des Grandes E
helles. En e�et, les termessous-maille sont traités de la même façon que les termes visqueux du fait de l'utilisationde modèles à base de vis
osité sous-maille.A�n de détailler la méthode de dis
rétisation employée, on note par la suite les équationsà intégrer sous leur forme 
ompa
te :
∂V

∂t
+ ∇. (Fc(V ) − Fv(V )) = 0 (A.1)où on rappelle que le ve
teur V désigne le ve
teur des variables 
onservatives. Les notations

Fc et Fv désignent respe
tivement les �ux 
onve
tifs et visqueux des équations :
Fc =

(
ρU, ρ(U ⊗ U) + pI, (ρE + p)U

)T (A.2)
Fv = (0, σ, σ : U −Q)T (A.3)� Code spe
tralLa simulation numérique de la Turbulen
e Homogène Isotrope est réalisée à l'aided'un 
ode de 
al
ul dit pseudo-spe
tral. Cette désignation traduit le fait que l'onrésoud les équations de Navier-Stokes dans l'espa
e spe
tral, mais que le terme non-linéaire de 
es équations né
essite un retour dans l'espa
e physique. En e�et, leterme non-linéaire est simple à 
al
uler dans l'espa
e physique puisqu'il s'agit d'unsimple produit, alors que dans l'espa
e spe
tral, il faudrait pro
éder au 
al
ul d'unproduit de 
onvolution.Cependant, 
e passage entre l'espa
e de Fourier et l'espa
e physique n'est pas sansposer un 
ertain nombre de problèmes. En parti
ulier, 
e 
hangement temporaired'espa
e de travail entraîne l'apparition d'une erreur supplémentaire, appelée erreurd'aliasing. Celle-
i est due à un mélange des modes dans l'espa
e de Fourier, appelérepliement spe
tral. En e�et, si une fon
tion u est donnée par sa série de Fourier

u(x) =
∑

k∈Z
ûke

ikx, et que l'on impose à la série tronquée à N termes uN(x) de171



172 ANNEXE A. OUTILS NUMÉRIQUESprendre les mêmes valeurs que u(x) aux points de 
ollo
ation, il vient :
K∑

k=−K

ûNk e
ikxj = u(xj) =

∑

k∈Z

ûke
ikxj (A.4)
'est à dire

K∑

k=−K

ûNk e
ikxj =

K∑

k=−K

(∑

p∈Z

ûk+pN

)
eikxj (A.5)ou en
ore

ûNk =
∑

p∈Z

ûk+pN (A.6)Le 
oe�
ient ûNk 
ontient alors ûk mais aussi des termes �repliés� ûk+pN (p = ±1...±
∞). Ce phénomène intervient dés lors que des termes non-linéaires sont présents.Ainsi, si on s'interesse à une fon
tion présentant N modes de nombres d'onde k telsque |k| ≤ K, le 
arré de 
ette fon
tion 
ontient les modes k tels que |k| ≤ 2K. Or
omme expliqué 
i-dessus, la méthode de 
ollo
ation est in
apable de distinguer unmode k d'un mode k±N pour le 
arré de u, et 
es modes se trouvent alors mélangés.La résolution numérique est don
 enta
hée de l'erreur provenant de 
e repliementspe
tral.A�n de remédier à 
e problème, on utilise la méthode dite des 2/3. Il s'agit desur-é
hantilloner la fon
tion étudiée et de ne 
onserver que les deux tiers premiersmodes de 
ette é
hantillonage. Les modes a�e
tés par le repliement se retrouventainsi détruits par 
ette tron
ature, annulant par la même o

asion l'erreur d'aliasing.Con
ernant la dis
rétisation temporelle, le 
ode spe
tral employé dans 
e mémoirefait appel au s
héma expli
ite de Runge-Kutta d'ordre trois. Plus pré
isément, uns
héma Runge-Kutta 
ompa
t né
essitant deux tableaux de sto
kage par variable aété utilisé pour les simulations de Turbulen
e Homogène Isotrope. On rappelle que 
es
héma s'appuie sur trois sous-itérations et la formulation retenue, pour l'intégrationtemporelle entre les itérations n et n+ 1, s'é
rit :

V (0) = V n (A.7)
V (k) = V (k−1) − ∆tγkRk−1 k = 1, 2, 3 (A.8)
V n+1 = V (3) (A.9)ave


R0 = L(V (0)) (A.10)
R1 = L(V (1)) + ξ1R0 (A.11)
R2 = L(V (2)) + ξ2R1 (A.12)où L désigne l'opérateur de dérivée spatiale qui 
ontient don
 les �ux visqueux et
onve
tifs.Les paramètres γ1, γ2, γ3, ξ1 et ξ2 sont 
hoisis en a

ord ave
 les travaux de Lowery



173et Reynolds [83℄ :
γ1 = 1/2 (A.13)
γ2 = 0.9106836025 (A.14)
γ3 = 0.3660254038 (A.15)
ξ1 = −0.6830127019 (A.16)
ξ2 = −4/3 (A.17)� Code de volumes �nisLe s
héma numérique utilisé dans la deuxième partie du mémoire est basé sur unedis
rétisation de type volumes �nis des variables. La méthode adoptée est dite 
ell-
entered 
'est à dire que les in
onnues du problème sont lo
alisées au 
entre des 
el-lules. En Simulation des Grandes E
helles, il a été montré qu'il est né
essaire d'avoirre
ours à des s
hémas de dis
rétisation spatiale qui soient au minimum d'ordre deux[48, 104℄.Ainsi, les �ux visqueux sont dis
rétisés à l'aide d'un s
héma 
entré du se
ond ordre.Les �ux 
onve
tifs (ou �ux d'Euler) né
essitent, quant à eux, un traitement spé
i-�que. Garnier et al. [40℄ et Mossi [98℄ a�rment que les s
hémas 
lassiques (
omme
elui de Jameson par exemple), par nature dissiptaifs, se révèlent être inadaptés à laSimulation des Grandes E
helles. En e�et, de tels s
hémas pro
urent une dissipationqui peut être du même ordre de grandeur (voire supèrieure) que 
elle apportée parle modèle sous-maille. Ce
i a pour 
onséquen
e, non seulement, d'annuler l'e�et dumodèle sous-maille, mais aussi de dégrader la dynamique des grandes é
helles. A�nde 
onserver un s
héma qui soit à la fois non dissipatif et stable, Mary et Sagaut[90℄ ont proposé d'optimiser le s
héma hybride 
entré/de
entré, appelé AUSM+(P),initialement développé par Edwards et Liu [32℄, en vue de son appli
ation sur des
al
uls de Simulation des Grandes E
helles. Le prin
ipe de 
e s
héma est de limiterl'utilisation d'un dé
entrement aux zones instables de l'é
oulement. Pour 
ela, ilsutilisent un senseur dont le but est de déte
ter 
es zones a�e
tées par des os
illationset pour lesquelles il est intéréssant d'utiliser un s
héma dé
entré.Ce s
héma s'inspire du s
héma de 
apture de 
ho
 AUSM+ de Liu et Ste�en [81℄qui s'appuie sur une séparation du �ux Fc en un terme visqueux et un terme depression aux interfa
es : Fc = Fconv + P . Le s
héma AUSM+(P) va alors permettred'optimiser la pré
ision et le 
oût numérique au niveau du 
al
ul de Fconv. Pour dessou
is de notations, on omettra i
i l'indi
e c pour le �ux 
onve
tif : F = Fc. Le �ux
onve
tif dans une dire
tion j, au niveau de l'interfa
e i + 1/2 est alors éxprimé àl'aide de :

F
i+1/2
j = U(Qj L +Qj R)/2 − |Udis|(Qj R −Qj L)/2 + Pj (A.18)Les indi
es L et R désignent réspe
tivement l'état gau
he et l'état droit de part etd'autre de l'interfa
e. Le ve
teur Q 
ontient les variables 
onservatives de l'é
ou-lement. Le terme de pression Pj est évalué au niveau de l'interfa
e à partir des



174 ANNEXE A. OUTILS NUMÉRIQUESpressions de 
haque 
oté de 
elui-
i :
Pj =

pR + pL
2

(0, δ2j , δ3j , δ4j, 0)t (A.19)La variable U représente la vitesse de dépla
ement de l'interfa
e dé�nie par U =
0.5 (ũR + ũL).

−→n i+1/2 − c2 (pR − pL) où c2 est une 
onstante. En�n, le senseurmentionné 
i-dessus intervient au niveau du terme Udis :
Udis = Φ max (|U |, c1) (A.20)où c1 est une autre 
onstante et Φ est une fon
tion binaire qui joue le r�le de senseur.Si au
une os
illation n'est déte
tée sur une variable primitive ψ = (ρ, ũ1, ũ2, ũ3, p)

tau niveau de la 
ellule i alors Φ = 0 aux interfa
es i + 1
2
et i − 1

2
, sinon Φ passe àun. Cette fon
tion Φ est déterminée à l'aide des relations suivantes :

∆k
φ =

{
−1 si (φk+1 − φk)(φk+2 − φk+1) < 0

1 sinon (A.21)
Wψi

=

{
1 si ∆k

ψi
+ ∆k+1

ψi
< 0 ou ∆k

ψi
+ ∆k−1

ψi
< 0

0 sinon (A.22)
Φ = max (Wψi

) pour i = 1, 5 (A.23)Pour �nir, le s
héma en temps est identique à 
elui utilisé dans le 
ode spe
tral, àsavoir une intégration expli
ite à l'aide du s
héma 
ompa
t de Runge-Kutta d'ordretrois.



Annexe BModèles sous-maille dynamiquesA�n d'éviter le 
ara
tère empirique de 
ertains modèles, des pro
édures dynamiquesde modi�
ation des di�érents paramètres de 
es modèles ont été développées. Typique-ment, le modèle de Smagorinsky fait partie de 
es modèles non universels sous sa forme
itée pré
edemment, du fait de l'apparition de la 
onstante Cs �xée de manière arbitraireet qui peut être amenenée à varier en fon
tion de l'é
oulement 
onsidéré. A�n de mieuxreprésenter la stru
ture de l'é
oulement à l'aide de 
e modèle, Germano et al. [45℄ 
hoi-sissent d'évaluer le 
oe�
ient Cs de manière dynamique et de l'adapter lo
alement entemps et en espa
e au 
ours de la simulation. Cette pro
édure peut ensuite être étendueà l'ensemble des modèles faisant intervenir un 
oe�
ient empirique dans leur expression.Germano [44℄ a tout d'abord de
idé d'appliquer un deuxième niveau de �ltrage aux équa-tions de Navier-Stokes. Ce �ltre �test�, que l'on note par exemple F ou en
ore .̂ , est
hoisi tel que sa longueur de 
oupure soit supèrieure à 
elle du �ltre réel ∆̂ > ∆. Onpeut alors exprimer les 
omposantes du tenseur des 
ontraintes sous-maille au niveau de�ltrage FG :
Tij = ρ̂uiuj −

ρ̂ui.ρ̂uj

ρ̂
= ρ̂ũiuj −

ρ̂ũi.ρ̂ũj

ρ̂
(B.1)On introduit alors un autre tenseur L, appelé tenseur de Leonard [74℄, qui a la mêmestru
ture que la relation pré
édente portant sur le tenseur T , mais qui est fondée unique-ment sur des informations dire
tement 
al
ulables :

Lij = ρ̂ũiũj −
ρ̂ũi.ρ̂ũj

ρ̂
(B.2)Finalement, la relation de Germano permet de relier les tenseurs τ , L et T et s'é
rit :

Tij = Lij + τ̂ij (B.3)Cette égalité est exa
te et indépendante du modèle qui sera ensuite introduit.On peut généraliser 
ette relation au 
as de toute fon
tion non linéaire f appliquée àun 
hamp quel
onque V :
f̂(V ) − f

(
V̂
)

=

(
̂f(V ) − f

(
V̂
))

−
(

̂f(V ) − f(V )

) (B.4)que l'on peut réé
rire à l'aide du 
ommutateur (1.30) :
[F⋆, f ](G ⋆ V ) = [F ⋆ G⋆, f ](V ) − F ⋆ [G⋆, f ](V ) (B.5)175



176 ANNEXE B. MODÈLES SOUS-MAILLE DYNAMIQUESLa modélisation dynamique de Germano et al. [45℄ 
onsiste, dans un premier temps,à modéliser les tenseurs des 
ontraintes sous-maille asso
iés aux niveaux de �ltrage G et
FG à l'aide d'un modèle de Smagorinsky, en rempl
ant la 
onstante ampirique Cs2 parun 
oe�ent Cd que l'on va 
her
her à évaluer. Ainsi, à l'aide de (2.3) et (2.1), les partiesdéviatri
es de 
es tenseurs vont s'é
rire :

τdij = −2ρCd(∆)2|S̃|S̃dij (B.6)
T dij = −2ρ̂Cd(∆̂)2

∣∣∣∣∣
ρ̂S

ρ̂

∣∣∣∣∣

(
ρ̂Sij

ρ̂

)d (B.7)En supposant que la valeur de Cd varie peu sur la gamme d'é
helles asso
iées à [∆; ∆̂],
e 
oe�
ient va alors pouvoir être sorti de l'intégrale lorsque l'on va appliquer le �ltre Fau tenseur des 
ontraintes sous-mailles τ . Ainsi, on peut é
rire la relation de Germano àl'aide de 
e 
oe�
ient grâ
e à :
Ldij = −2CdMij (B.8)ave


Mij = ρ̂


∆̂2

∣∣∣∣∣
ρ̂S

ρ̂

∣∣∣∣∣

(
ρ̂Sij

ρ̂

)d

− ∆
2̂|S̃|S̃dij


 (B.9)Dans le but de résoudre le système (B.8), il apparaît né
essaire de le 
onvoluer parun tenseur, noté B, dans le but de s'assurer que l'on evalue un unique 
oe�
ient Cd. Ene�et, du fait de la symétrie des tenseurs M et L, le respe
t de (B.8) devrait introduiresix 
oe�
ients, 
e qui n'est pas le but re
her
hé i
i. Il reste don
 à determiner un tenseur

B à employer a�n de se ramener à l'évaluation de la valeur du 
oe�
ient Cd. Germanoet al. [45℄ 
hoisissent Bij = S̃ij alors que Lilly [80℄ propose de modi�er la pro
édure a�nd'éviter le 
hoix de 
e tenseur B. Lilly propose en e�et de résoudre le système (B.8) enintroduisant le résidu Eij :
Eij = Ldij + 2CdMij (B.10)On va alors 
her
her à déterminer la valeur à attribuer à Cd de manière à minimiser 
erésidu, au sens des moindres 
arrées :

∂EijEij
∂Cd

= 0 (B.11)Ce 
ritère 
onduit à l'expression suivante pour le 
oe�
ient Cd :
Cd = − LdijMij

2MijMij
(B.12)Bien que la minimisation moindres 
arrées 
onditionne relativement bien le système,une expression purement lo
ale de Cd peut s'avérer instable, en parti
ulier si le déno-minateur tend vers zéro ou si des valeurs non physiques fortement négatives de 
e 
o-e�
ient sont obtenues. On peut alors 
hoisir de borner les valeurs de Cd (par exemple
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Cd = min(0, Cd)), ou moyenner dire
tement Cd ou le denominateur et le numérateursuivant les dire
tions homogènes de l'é
oulement. Nous optons i
i pour 
ette dernière so-lution, à savoir l'introdu
tion d'un opérateur de moyenne noté < . > que l'on applique aunumérateur et au dénominateur a�n d'éviter des instabilités numériques trop importantes.Dans le 
as de la THI, il s'agit d'une moyenne sur tout l'espa
e de 
al
ul qui détermineun 
oe�
ient indépendant de x.

Cd = −1

2

< LdijMij >

< MijMij >
(B.13)De plus, d'un point de vue théorique, le modèle n'est pas 
onsistant puisqu'il utilisel'hypothèse de faible variation de Cd sur la gamme d'é
helles 
orrespondant aux niveauxde �ltrage G et FG, alors que les simulations révèlent des �u
tuations importantes.Ghosal et al. [49℄, Meneveau et al. [91℄, Du
ros et al. [30℄, ou en
ore Piomelli et al. [112℄ont ainsi proposé d'autres méthodes plus 
omplexes et plus 
outeuses visant à déterminerun Cd non lo
al tout en stabilisant son évaluation.Par ailleurs, Nagele et Wittum [102℄ proposent de moyenner la 
onstante également entemps a�n d assurer la stabilité, à l'aide d'un �ltre passe-bas de la forme :

Cn+1
d = (1 − ǫ)Cn+1

d + ǫCn
d (B.14)Con
ernant le 
hoix du �ltre test, Spyropoulos et Blaisdell [134℄ montrent sur un 
as deTHI que le 
hoix ∆̂ = 2∆ est optimal, même si 
e 
hoix a une in�uen
e relativement faible.
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Annexe CTerme de forçageDans la 
adre du 
anal plan, le re
ours à un terme de forçage s'avère indispensablea�n d'entretenir l'é
oulement et ainsi palier la perte du terme moteur 
lassique (gradientde pression) du fait du re
ours à des 
onditions aux limites périodiques. Ce terme deforçage va agir sur les équations �ltrées. Plus pré
isément, le système d'équations �ltréesva s'é
rire, dans le 
as du 
anal plan :
∂

∂t
V̂ (n) + N

(
V̂ (n)

)
= −T (n) − ∂

∂t
K(n) + F(n) (C.1)Le ve
teur F(n) désigne le terme de forçage appliqué à l'é
oulement dans la dire
tionlongitudinale :

F(n) =




0

f
(n)
1

0
0

f
(n)
1 ũ

(n)
1




(C.2)La méthode adoptée i
i 
onsiste à évaluer de manière dynamique le ve
teur F(n) a�nd'assurer la 
onservation du débit massique de l'é
oulemement au 
ours du 
al
ul. Cetteappro
he a été proposée, dans un premier temps, par Des
hamps [29, 28℄ dans le 
asin
ompressible, et fut étendue ensuite au 
as 
ompressible par Lenormand et al. [71, 72℄.Le débit massique de l'é
oulement Q(n) au niveau n s'obtient par intégration dans le plan
x − z de la 
omposante longitudinale de la quantité de mouvement moyennée suivant leplan homogène x− y :

Q(n) =

∫ Lz

0

∫ Ly

0

〈
ρ(n)ũ

(n)
1

〉
dy dz (C.3)où la notation 〈.〉 désigne la moyenne dans un plan x− y.Par intégration de l'équation de 
onservation de la 
omposante longitudinale de la quantitéde mouvement �ltrée, on obtient l'équation d'évolution pour le débit massique Q(n) :

∂Q(n)

∂t
= Ly



〈
µ(T̃ (n))

〉 ∂
〈
ũ

(n)
1

〉

∂z



Lz

0

+ LyLzf
(n)
1 (C.4)179
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ore en supposant l'é
oulement moyen symétrique :
∂Q(n)

∂t
= −2Ly

〈
µ(T̃ (n))

〉 ∂
〈
ũ

(n)
1

〉

∂z

∣∣∣∣∣∣
0

+ LyLzf
(n)
1 (C.5)Ainsi, à l'aide d'une dis
rétisation en temps pré
ise à l'ordre un, on obtient une estimationdu débit à l'instant t+ ∆t :

Q(n)(t+ ∆t) = Q(n)(t) + ∆t


−2Ly

〈
µ(T̃ (n))

〉 ∂
〈
ũ

(n)
1

〉

∂z

∣∣∣∣∣∣
0

+ LyLzf
(n)
1


 (C.6)Le terme de forçage f (n)

1 peut alors être évalué en s'appuyant sur un algorithme à unniveau de mémoire :
f

(n)
1 (t+ ∆t) = f

(n)
1 (t) +

α

LyLz

(
Q(n)(t+ ∆t) −Q(n)(t0)

)

+
β

LyLz

(
Q(n)(t) −Q(n)(t0)

) (C.7)où Q(n)(t0) désigne le débit à l'instant initial.A l'instant initial t0, l'algorithme est initialisé en attribuant la valeur suivante au termede forçage :
f

(n)
1 (t0) =

2

Lz

〈
µ
(
T̃ (n)(t0)

)〉 ∂
〈
ũ

(n)
1 (t0)

〉

∂z

∣∣∣∣∣∣
0

(C.8)Les paramètres α et β intervenant dans la relation (C.7) qui ont été retenus dans 
etteétude sont 
eux suggérés par Des
hamps [29℄, à savoir α = 2/∆t et β = 0, 2/∆t.Au niveau de l'équation de 
onservation de l'énergie �ltrée, Lenormand [71℄ montreque l'algorithme de forçage est plus stable si on rempla
e le terme f (n)
1 ũ

(n)
1 dans (C.2) par

f
(n)
1 ub. La vitesse ub désigne la vitesse moyenne longitudinale de l'é
oulement :

ub =
1

LxLyLz

∫ Lx

0

∫ Ly

0

∫ Lz

0

ũ
(n)
1 dx dy dz (C.9)Dans le 
adre d'une étude multiniveau, une question importante est de savoir si leterme de forçage doit agir sur l'ensemble des niveaux ou uniquement sur l'un d'entre eux.De plus, l'évaluation de 
e terme de forçage doit-elle tenir 
ompte de l'existen
e de plu-sieurs niveaux de grilles re
ouvrantes ? Ou un 
al
ul à partir des informations 
ontenuesdans le maillage de base su�t-il ? Terra
ol [136℄ 
hoisit d'évaluer 
e terme en se basantsur la grille �ne dans un sou
is de pré
ision, mais les deux grilles sont alors totalementre
ouvrantes, 
e qui n'est pas le 
as en général dans notre appro
he. Dans nos travaux,
e terme de forçage s'est montré parti
ulièrement di�
ile à traîter. Pour plus de détailsquant aux di�érents tests e�e
tués, on pourra se reporter au paragraphe 8.2.3.Dans un premier temps, il semble 
on
evable d'évaluer le terme de forçage sur le domainegrossier, qui 
ouvre l'ensemble du domaine de 
al
ul. Le but serait don
 bien de 
onser-ver le débit du système 
onstant. Ensuite, la logique voudrait que 
e terme s'applique à



181l'ensemble des domaines de 
al
ul. En e�et, si le forçage ne s'appliquait qu'au domainegrossier, l'utilisation de l'opérateur de restri
tion tendrait à annuler l'e�et de 
e forçagedans les zones de re
ouvrement. Le forçage ne serait alors restitué aux domaines �ns quepar l'intermédiaire des 
onditions de ra

ord �n/grossier et des éventuelles (et rares...)utilisations de l'opérateur de prolongement. Ainsi le terme de forçage n'interviendra qua-siment qu'au niveau de la zone non re
ouverte du domaine grossier, et 
omme son but estde 
onserver un débit 
onstant pour l'ensemble de 
e domaine, le débit dans 
ette zone(en l'o

uren
e la zone 
entrale du 
anal) va augmenter ave
 le temps.Cependant, le fait de n'évaluer le terme de forçage que sur le niveau grossier n'est pas
onsistant ave
 les équations �ltrées é
rites 
i-dessus pour lesquelles il est né
essaire de
al
uler le terme de forçage f (n)
1 pour 
haque niveau. Or le 
al
ul de 
e terme exige quel'on utilise un é
oulement moyen symétrique et que le domaine de 
al
ul soit en 
onta
tave
 une paroi solide pour évaluer les phénomènes de frottement. Dans notre méthodede ra�nement automatique, rien n'assure que 
es 
onditions seront véri�ées pour 
haquedomaine �n 
réé.Par 
onséquent, il a ensuite été envisagé d'utiliser un terme de forçage 
onstant au 
oursdu temps et identique pour tous les niveaux. Celui-
i a alors pour but de 
onserver ungradient de pression 
onstant et non plus un débit 
onstant. Un tel terme a été évoquépar Des
hamps [28℄, ses prin
ipaux in
onvénients étant la non 
onservation du débit et untemps de transition allongé par rapport au terme de forçage à débit 
onstant. Le termede forçage utilisé est alors :

f1(t) = − 3

Re0
(C.10)où Re0 désigne le nombre de Reynolds initial de l'é
oulement : Re0 = 7000. Ce terme deforçage ne permet pas de 
onserver un débit 
onstant, 
elui-
i voyant sa valeur diminuerave
 le temps. Cependant, le débit tend tout de même à se stabiliser au fur et à mesureque la simulation se poursuit. On pourra ainsi 
onsidérer que le régime est su�samentétabli pour 
omparer les 
al
uls �n et grossier de l'étude.
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Commutation error in LES 185
The governing equations for Large-Eddy Simulation1,2 (LES) are classically obtained byapplying a convolution �lter with a time-independent cuto� length to the Navier-Stokesequations. Resulting equations are similar to the original Navier-Stokes equations whendi�erentiation and �ltering operators are assumed to commute (the only additional termis the classical subgrid stress tensor). This assumption is true with uniform �lter widthon unbounded domains, but commutation errors appear when space-dependent or time-dependent �lter widths are considered. The commutation error involved by the use ofspace-dependent �lter width has been extensively studied1,3�10 contrary to the commutationerror due to time-dependent �lter width. Nevertheless, Pruett11 has already mentionedthe existence of an additional commutation error between �ltering and time derivative, butonly for Eulerian time-domain �lters. Franke and Frank12 have also mentioned the problemintroduced using time-varying cuto� length, treating a monodimensional example. Morerecently Moureau et al.13 have independently studied the Temporal Commutation Errorthat could appear in piston-engine �ows.The use of time-varying �lter cuto� lengths is necessary to derive a relevant mathematicalmodel for the coupling of LES with numerical methods that are based on the use of dynamicgrids, such as Adaptive Mesh Re�nement (AMR) methods or Arbitrary Lagrangian-Eulerian(ALE) techniques. The extension of LES to dynamic grid simulations thus requires to extendthe �ltering procedure to the case of time-dependent �lters, and to derive new constraintson the �lter kernel to enforce the consistency of the resulting set of governing equations forLES. Recent studies concerning the use of adaptive methods in LES have been reported byHo�man et al.14�16 who chose not to focus on possible commutation errors.This article presents the analysis of the commutation error introduced in the LES equa-tions when using a time-dependent �lter width. The case of the usual Gaussian �lter ispresented as an example. Some a priori tests performed in the case of an isotropic homo-geneous turbulence are also reported in the last section, and reveal that the commutationerror may become signi�cant.I. BASIC LES EQUATIONS FOR TIME-DEPENDENT FILTER WIDTHLet �(x) be the studied variable, which is supposed17 to have derivatives of all orders (noshock) and to be square integrable (i.e. to have a �nite energy). The �ltered variable �(x; t)2
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is de�ned as a convolution product:�(x; t) = G ? �(x; t)= Z +1�1 G(x� y;�(x; t)) �(y; t) dy (1)or, equivalently18, with the relation G(x;�) = 1�g � x��:�(x; t) = Z +1�1 1�(x; t) g� x� y�(x; t)� �(y; t) dy (2)where G and � = �(x; t) are respectively the �lter kernel and the cuto� length. For asake of simplicity, the dependency of � with respect to space and time will not be notedhereafter.Notice that in the following we will only consider some variations of the �ltering operatorthrough variations of the cuto� lengthscale �. In particular, no explicit dependency ofthe �lter G itself to space or time will be considered. However it should be noted that a�lter shape variation close to domain boundaries should result in an additional commutationerror3.Applying the �ltering operator to the incompressible Navier-Stokes equations written invelocity-pressure formulation, one obtains the following �ltered equations:@u@t +r:(u
 u) + 1�rp� �r2u= r:� + � @@t ; G?� (u) + [r:; G?] �B(u; u) + 1� [r; G?](p)� �[r2; G?](u) (3)

r:u = [r:; G?](u) (4)where u; p and � are the velocity, the pressure and the kinematic viscosity, respectively. Thecommutator between two operators applied to a �eld u, [a; b] and the operator B(u; v), arede�ned as: [a; b](u) = a � b(u)� b � a(u)B(u; v) = u
 v3
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and the subgrid stress tensor � : � = [B(:; :); G?](u; u)When the commutation property is assumed, the r.h.s of Eqs. (3) and (4) simplify to theclassical subgrid term, i.e. r:� .II. EVALUATION OF THE COMMUTATION ERRORThe previous equations have allowed us to introduce the two sources of commutationerrors, that is to say space and time �ltering commutation errors. The issue of commutationbetween space derivative and �ltering has already been studied by several authors3�10 whoderived some conditions on the �lter kernel G to control this error.The purpose of the present section is to express the commutation error � @@t ; G?� (u).The method is based on the Taylor-series expansion of the �ltered variable19,20; �rst,relation (2) is rewritten using the transformation5 � = x� y� , yielding�(x; t) = Z +1�1 g(�) �(x�� �; t) d� (5)The Taylor-series expansion will be used at this step. Rewritting the term �(x�� �; t) as:�(x�� �; t) = +1Xk=0 (�1)kk! �k �k Dkx�(x; t) (6)where Dkx � @k@xk is the kth-order space derivative.Introducing it into (5), after changing the order of integration and summation, a new ex-pression for the �ltered variable is obtained:�(x; t) = +1Xk=0 (�1)kk! �k Dkx�(x) Mkg (7)where the kth-order �lter moment Mkg is de�ned as:Mkg = Z +1�1 �k g(�) d� (8)4
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Applying the same procedure to the variable @�@t , one gets:@�@t (x; t) = +1Xk=0 (�1)kk! �k Mkg @@t �Dkx�(x; t)� (9)The commutation error is obtained by di�erentiating relation (7) with respect to time:@�@t (x; t) = +1Xk=0 (�1)kk! @@t ��k Dkx�(x; t) Mkg � (10)Combining (9) and (10), it comes:� @@t ; G?� (�)(x; t) = �@�@t � @�@t � (x; t)= +1Xk=0 (�1)kk! Dkx�(x; t)Mkg @�k@t (11)We obtain di�erent expressions for the commutation error, by using de�nitions of themoments for the �lter g or the �lter G:� @@t ; G?� (�)(x; t)= @�@t +1Xk=0 (�1)kk! �kDkx�(x; t) Mk@g@�� 1�g= @�@t +1Xk=0 (�1)kk! Dkx�(x; t) Mk@G@�

(12)
where the moments for the operator @G@� are de�ned as:Mk@G@� = Z +1�1 �k @G@�(�) d� (13)It is interesting to note that the �rst two terms in the expansion (12) can be regarded asphysical convective and di�usive e�ects due to the temporal variation of the �lter cuto�length. 5
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These expressions, which rely on the moments of the �lter kernels, are however valid only ifthe �lters employed (g, G and their derivatives) are rapidly decreasing, verifying:MkF = Z +1�1 �k F (�) d� < 1 for each k (14)This assumption is usually true for common �lters, but it should be studied for their deriva-tives. In section IV, it will be shown that the gaussian �lter and its derivatives satisfy thisproperty. More generally, this assumption is satis�ed for �lters with a �nite support, and�lters whose moments do not grow too fast, but not in all other situations ; thus the Taylorexpansion is not consistent for the sharp cuto� �lter.A three-dimensional expansion of equation (12) was derived in the independent works ofMoureau et al.13 leading to (with our hypothesis) :� @@t ; G?� (�)(x; t) = +1Xi=0 +1Xj=0 +1Xk=0 (�1)i+j+ki!j!k! M (ijk)g @@t ��ix�jy�kz�DixDjyDkz�(x; t) (15)where �x, �y and �z are the cuto� lengthscales in each direction ; the three-dimensionalmomentum is given by :M (ijk)F = Z +1�1 Z +1�1 Z +1�1 �ix �jy �kz F (�) d�3 (16)III. NECESSARY CONSTRAINTS ON FILTER KERNELSWe now address the problem of �nding �lter kernels which lead to consistent �lteredequations when time-dependent �lter cuto� lengths are considered. A nth-order commutationerror is obtained if: � @@t ; G?� (�)(x; t) = O(�p); p � n (17)Equation (12) shows that a nth-order error can be enforced using di�erent solutions. The�rst one consists in controlling the norm of the variation rate of the cuto� length, ����@�@t ����,independently of the properties of the �lter kernel. For each �lter kernel, the variation ratecan be chosen small enough to recover any order of accuracy. The second one consists in6
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choosing the �lter kernel so that the commutation error with both space and time derivativeswill obey the required scaling laws:8>>>>><>>>>>:

� @@t ; G?� (�)(x; t) = O(�p);� @@x;G?� (�)(x; t) = O(�q); (q; p) � n (18)
yielding the following constraints:8>>><>>>:Mk@g@�� 1�g = 0 ; k = 0:::pMkg = 0 ; k = 1:::q and M0g = 1 (19)Theoretical analyses by Ghosal21 show that the Reynolds stress tensor obeys to a�2=3 scalinglaw in the ideal case of an in�nite inertial range. Thus, considering a nth order commuting�lter will allow to neglect commutation errors in comparison with the subgrid terms.Nevertheless, the �lter employed in the simulation is generally unknown since it is implicitelygiven by the numerical scheme and thus it is not feasible to control its order. The objectiveof the following parts is then to study the in�uence of the variation rate of the cuto� length.IV. AN EXAMPLE: THE GAUSSIAN FILTERMany types of low-pass �lters are used for classical LES problems, but the most popularare top-hat, Gaussian, and sharp cuto� �lters. The issue of looking for �lters commutingup to any order with both space and time-derivatives should then represent an interestingstudy for future AMR applications. The present study is restricted to the particular case ofthe Gaussian �lter.Gaussian �lters are valid in the present study because in�nite intervals are considered.However, in the case of �nite intervals, the �lters need to be modi�ed in the vicinity of theboundary due to their in�nite support.The Gaussian �lter kernel G is de�ned as follow:G(x;�) =r 6� �2 exp��6x2�2 � (20)7
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or, equivalently, using the �lter kernel g:g(�) =r6� exp(�6�2) (21)Its gradient is: @G@�(x;�) = G(x;�) ��1� + 12�3 x2� (22)leading to: Mk@G@� = �1� MkG + 12�3 Mk+2G (23)This relation immediatly allows us to conclude that relation (14) is veri�ed for the Gaussian�lter derivatives. The symmetry property of the Gaussian kernel induces:8>>><>>>:M2k+1G = 0 for k = 0:::1M2kG 6= 0 for k = 0:::1The same relations also stand for the function @G@� because of (23). Using the g form of thekernel, it comes Mk@g@� = 12� Mk+2g (24)Remembering that M0g = 1, M2g = 1=12 and M4g = 1=48, one obtains:8>>><>>>:M0@g@� � 1�M0g = 12�M2g � 1�M0g = 0M2@g@� � 1�M2g = 12�M4g � 1�M2g = 16�Inserting these values in relation (12), one obtains the following expression for the commu-tation error: � @@t ; G?� (�)(x; t) = @�@t ��12D2x�(x; t) + o(�3)� (25)thus showing that the Gaussian �lter yields to a �rst order error term with time-dependentcuto� lengths. This term can be viewed as a di�usive term, which should be rewritten :� @@t ; G?� (�)(x; t) = �newt D2x�(x; t) + @�@t o(�3) (26)8



192 Commutation error in LES
where �newt = @�@t �12 can be interpreted as an eddy viscosity that would be positive forincreasing � and negative for decreasing �. This interpretation suggests that a higher-order method can be recovered by cancelling the leading commutation error term by addingan explicit di�usion term with the viscosity equal to ��newt .V. A PRIORI TESTS ON HOMOGENEOUS ISOTROPIC TURBULENCEIn this section, a set of a priori tests is presented, which provides information on thein�uence of the commutation error on the simulation of homogeneous isotropic turbulenceon a periodic cubic domain. For these simulations an e�cient pseudospectral method isused, time integration being performed with an explicit third-order accurate Runge-Kuttascheme and we impose periodicity boundary conditions in the three space directions. Allthe simulations have been carried out in the inviscid limit. The Chollet-Lesieur22 model hasbeen retained as subgrid closure. The classical 3/2-rule is applied to remedy for aliasingerrors. The initial �eld has a spectral energy distribution which satis�es the following law:E(k; t = 0) � k4 exp ��2k2=k20� , (27)k0 corresponding to the initial integral scale, k0 = 4 for our simulations. We then allow theturbulence to decay until an arbitrary time ensuring that a self-similar solution is reached;we choose t = 24. A forcing scheme23 is then implemented until t = 40. This scheme keepsthe kinetic energy in the band [0; kmin] at a constant level by injecting the energy lost duringthe dissipation process (Fig. 1). The a priori tests are then applied on the resulting �eldat t = 40. At this time, the integral scale is L0 � 0:8 and the corresponding large-eddyturnover time is TL0 � 11.The tests were performed using a very well resolved LES database on a 1923 uniformelydistributed mesh (ensuring commutation between �ltering and space derivatives), andapplying a Gaussian �lter to this solution.We impose the following sinusoidal law for the cuto� wavenumber:kc(t) = kmin + kmax2 + kmax � kmin2 cos(!t) (28)9
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with kmin = 23 and kmax = 63. We thus �nd:@�@t = @�@kc @kc@t = �2� kmax � kmin2 !sin(!t) (29)We then report the L2 -norm obtained for the terms in (3) with this �lter, and compare theirin�uence for several values of the pulsation !, the corresponding period being noted T andthe commutation error being evaluated using:C(u) = � @@t ; G?� (u) = @�@t �@G@� � u� (30)We denote by �subgrid term� the expression jjSGS(u)jj = ZD jr:� j d
, by �com-mutation error� jjC(u)jj = ZD jC(u)j d
, and by �convective term� jjconv(u)jj =ZD ����r:(u
 u) + 1�rp���� d
, where D refers to the complete computational domain.! TTL0 max� jjC(u)jjjjconv(u)jj� max� jjC(u)jjjjSGS(u)jj�10 0.05 1.26 6.93 0.18 3.6 �10�1 21 0.55 1.24 �10�1 6.8 �10�1TABLE I: Relative commutation error for several values of the pulsation !The results obtained here are in good agreement with the previous theoretical study.Indeed the commutation error is no longer negligible for large values of ! (�g. 2) and canbecome as much important as the convective and subgrid terms. This leads to a non e�ectivesubgrid model, and could consequently represent a perturbation source for the simulation.We can then conclude that controling the term @�@t is a signi�cant stake for LES applied onadaptive meshes.Table I displays, for each value of the pulsation ! considered here, the maximum value of theratio between the commutation error and the convective and subgrid terms respectively. Thecorresponding periods of oscillation are reported in the second column, varying from 5% to10
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110% of the large-eddy turnover time TL0 which validate the values chosen for ! as physicalvalues. As stated previously, too large values of ! lead to a high level of the commutationerror, which becomes roughly four times larger than the other terms for ! = 10. From thistable, we also conclude that a negligible level of the commutation error is reached when thecuto� variation period T becomes at least of the order of the large-eddy turnover time TL0 .Figures 3 and 4 present a more detailed visualization of the spectral distribution of thiserror, and reveal that it mainly acts on high wavenumbers. Indeed these wavenumbers aredirectly a�ected by �uctuations of the cuto� length, and thus exhibit the highest error levels.This is consistent with previous conclusions21,24 regarding other LES errors (discretizationand aliasing) that occur at large wavenumbers and can thus have an adverse e�ect on thesimulation, since the subgrid models extract information from this wavenumber range tocompute the sub�lter scales. Figure 5 displays the evolution of the amplitude of the modi�edcommutation error as a function of the cuto� length �. The modi�ed commutation errordescribes the commutation error referred to the variation of the cuto� lengthscale and thegradient of the variable : jjC(u)jj? = jjC(u)jj@�@t jjD2xujj (31)A linear dependency is observed for all values of � considered in this study, in good agree-ment with the theoretical law (25). This result show that the Taylor-series expansion is arelevant tool to analyze the commutation error, and that the �rst term is responsible foralmost all the commutation errors.VI. CONCLUSIONSThe issue of commutation between �ltering and time derivatives has been studied in thispaper; indeed, in some critical situations, the use of a variable �lter width is unavoidablein LES. In such a situation, some new terms arise in the �ltered equations due to thenon-commutation between �ltering and both space and time derivatives. The above studydeals with the issue of time-dependent cuto� lengths, the issue of space-dependent oneshaving already been studied. Some conditions have been found in order to reduce thecommutation error terms in the LES equations and to be consistent with the accuracy ofthe numerical scheme. The example of the Gaussian �lter has also been studied, and itseems that some undesirable errors should appear for rapidly varying cuto� length. Some11
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a priori tests performed in the case of an homogeneous isotropic turbulence problem inpresence of varying cuto� wavenumber have indeed demonstrated that a too fast variationof the cuto� length results in some signi�cant errors. Finally, it would be interesting to seewhether the accuracy of time integration a�ects the commutation error as it was highlightedby Haselbacher and Vasilyev6 in the case of spatial discrete operators.AcknowledgmentsThe authors thank one of the referee for suggesting the interpretation of the commutationerror as an arti�cial di�usion term.
1 B.J. Geurts. Elements of Direct and Large-Eddy Simulation. R.T. Edwards, Inc., 2004.2 P. Sagaut. Large-eddy simulation for incompressible �ows - An introduction second edition.Scienti�c Computation. Springer-Verlag, 2002.3 C. Fureby and G. Tabor. Mathematical and Physical Constraints on Large-Eddy Simulations.Theoret. Comput. Fluid Dynamics, 9:85�102, 1997.4 S. Ghosal. Mathematical and Physical Constraints on Large-Eddy Simulation of Turbulence.AIAA J., 37:425�433, 1999.5 S. Ghosal and P. Moin. The Basic Equations for the Large Eddy Simulation of Turbulent Flowsin Complex Geometry. Journal of Computational Physics, 118:24�37, 1995.6 A. Haselbacher and O.V. Vasilyev. Commutative Discrete Filtering on Unstructured Grids Basedon Least-Squares Techniques.7 S.A. Jordan. A Large-Eddy Simulation Methodology in Generalized Curvilinear Coordinates.Journal of Computational Physics, 148:322�340, 1999.8 O.V. Vasilyev. Computational constraints on large eddy simulation of inhomogeneous turbulentcomplex geometry �ows. Departement of Mechanical and Aerospace Engineering, University ofMissouri - Columbia.9 O.V. Vasilyev and T.S. Lund. A general theory of discrete �ltering for LES in complex geometry.In Annual Research Briefs, Center for Turbulence Research, pages 67�82, 1997.
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1 Introduction

The numerical simulation of turbulent flows still represents an outstanding

open problem of fluid mechanics. Indeed, turbulence can be partially described

as a three-dimensional physical phenomenon involving a large variety of char-

acteristic spatial and temporal scales. The difficulty relies in modelling the

non-linear interactions between different scales due to the Navier-Stokes equa-

tions. Indeed to perform an accurate numerical simulation of a fully three-

dimensional turbulent flow, all physically relevant scales should be resolved,

requiring generally a huge and prohibitive number of mesh points. Such a

Direct Numerical Simulation (DNS) is however restricted by the capabilities

of computers and a modeling approach is necessary in practically all cases of

technological interest to reduce the amount of scales to be resolved. For exam-

ple, Large-Eddy Simulation (LES [19,40]) allows to simulate deterministically

only the largest scales, the effect of smallest ones being parametrized. Such

a scale distinction is obtained by applying a low-pass wavevector filter to the

Navier-Stokes equations. The interactions between large and small scales are

then described by the use of subgrid-scale (SGS) models which allow to close

the filtered Navier-Stokes equations. This parametrization is generally possi-

ble under the assumption that the small scales tend to be more homogeneous,

isotropic, and universal than the large ones. However, this hypothesis implies

that the cutoff wavenumber should be chosen in the inertial range of the energy

spectrum. For example the modelling of the wall layer is perhaps one of the

most important challenges that needs to be met. Indeed, the exchange mech-

anism between resolved and unresolved scales is altered considering that the

subgrid scales may contain some significant Reynolds-stress producing events

in the near-wall region and thus the SGS model must account for them.

In such a situation the subgrid-scale model would not allow to simulate effi-

ciently the influence of small scales on the resolved ones. The unresolved scales

would contain too much information and one way to avoid the problem is to

increase the mesh resolution to take into account a wider range of scales in

the resolved flow. An important property of turbulent flows is their strong

intermittency, so that small scales may be localized only in a very small frac-

tion of space. Thus, a strategy of local grid refinement would represent a good

compromise between optimizing the model efficiency and limiting the cost of

the simulation. The difficulty relies in the determination of the regions of the

flow where a finer resolution than the one of the original grid is necessary.

Indeed grid refinement basically requires to define a criterion that will select

zones to be refined.

Adaptive strategies can be divided into two classes: those which aim at refining

a unique mesh, and those which aim at dispatching refinement levels into dif-

ferent subdomains or subscales. In the present study, the second class will be
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considered. In this case, most of the works are based on embedded structured

meshes. Historically, the first methods used topologically similar, lined up

subdomains - the so-called Multi-Level Adaptive Technique (MLAT [1,8,32]).

Then authors turn to topologically different, lined up subdomains - the so-

called Adaptive Mesh Refinement (AMR) method [4, 5, 27, 37] - but also to

rotating subdomains [2, 3].

Many different refinement sensors can be found in the literature. They are

usually divided into two classes: numerical sensors, which usually evaluate the

local truncation error [2,3], and physical sensors, which are based on physical

considerations [9, 11,23,37].

At the same time, several works in different scientific fields on space-scale

decomposition have led to wavelet theory [13]. In Computational Fluid Dy-

namic (CFD), these methods have been used to analyse or simulate turbulent

flows [16, 17, 42]. The idea is that the wavelet decomposition is able to sepa-

rate a turbulent solution into its two contributions, that is to say coherent and

random fluctuations. The wavelet de-noising procedure [14] consists in setting

to zero the wavelet coefficients that are below a given threshold. This allows a

coherent/incoherent splitting of the solution. This approach is then different

from the classical decomposition between large and small scales since coherent

motion is observed at all scales. Nevertheless, since each wavelet coefficient is

exclusively associated with a single grid point, the wavelet thresholding can be

seen as a criterion to select active grid nodes for the simulation. In this context,

two adaptive wavelet methods seem particularly promising: the Coherent Vor-

tex Simulation (CVS [16]) and the Stochastic Coherent Adaptive Large Eddy

Simulation (SCALES [21]). Both methods have the ability to dynamically re-

solve the most energetic part of the coherent eddies in a turbulent flow field.

The major distinction is that, in the CVS approach, the resulting SGS field is

near Gaussian white noise which results in practically no SGS dissipation, and

so no SGS model is required, while in the SCALES approach, some coherent

modes are filtered out in order to decrease the cost of the calculation and a

model for the unresolved scales is now required to recover satisfactory results.

Finally, the wavelet approach was also used to refine solutions of conservation

laws in a finite volume formulation, leading to the so-called multiresolution

schemes [6, 10,22].

Nevertheless, all methods presented above are based on a priori error esti-

mation which presents some issues. A more efficient method consists in using

a posteriori criteria for refinement as proposed by Hoffman [24–26]. In these

works, a Galerkin-type approach is adopted, the introduction of a dual solu-

tion allowing to control the discretization error.

Concerning Large-Eddy Simulation, some authors have already mentioned the

possibility to use multigrid-based methods (see [41] for a review). We can dis-

tinguish two particular approaches. The first one is inspired by the pioneering
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works of Voke [47] which consists in using a multigrid cycling algorithm. Here

several grid levels are used on the entire domain and the objective is to reduce

the cost of the computation by using a specific time scale for each level with

the aim to minimize the computations at the fine grid levels. More recently,

Terracol et al. [44, 45] have used the same idea with a different cycling proce-

dure and a multilevel subgrid closure. The second approach consists in using a

multidomain configuration, each one having its own degree of resolution [36].

In the present study, a particular method is proposed to optimize the grid

resolution for LES calculation. We first discuss on specific sensors that should

be considered to determine regions where too coarse meshes are used. Then

the hierarchical strategy governing grid interactions is described. Finally, some

results are presented for the simulation of a subsonic temporal mixing layer.

2 Governing equations

2.1 Navier-Stokes equations

In the present study, we will consider the dimensionless compressible Navier-

Stokes equations, that is, in the compact form:

∂tV + N (V ) = 0, (1)

with V = (ρ, ρUT , ρE)
T
, U = (u1, u2, u3)

T
and:

N (V ) =




∇.(ρU)

∇.(ρU ⊗ U) + ∇p−∇.σ
∇.((ρE + p)U) −∇.(σ : U) + ∇.Qv


 , (2)

where p, ρ, and U are respectively the pressure, density, and velocity vector

of the studied flow. The total energy ρE satisfies:

ρE =
p

γ − 1
+

1

2
ρ |U |2 , (3)

where γ is the ratio of specific heats Cp/Cv . The viscous stress tensor σ is

given by:

σ =
2

Re
µ(T )

(
S − 1

3
tr(S)I

)
, (4)
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where S =
1

2

(
∇U + ∇TU

)
is the shear stress tensor and the dynamic

viscosity µ satisfies Sutherland’s law.

The temperature T is given by the perfect gas state-law:

T = γM2
0

p

ρ
, (5)

and the viscous heat flux vector Qv by:

Qv = − µ (T )

(γ − 1)RePrM2
0

∇T, (6)

where M0, Re, and Pr are respectively the Mach, Reynolds, and Prandtl

numbers.

2.2 Multilevel formalism

The principle of Large-Eddy Simulation is to distinguish large from small scales

in a given flow. The resolved part of the flow contains only the largest scales

and is obtained by filtering the general solution of Navier-Stokes equations.

In the following, we will consider the multilevel decomposition of any variable

φ of the flow by using L different filtering levels as developed in Terracol et

al. [44,45]. Each level is associated to a low-pass filter Gl, l ∈ {1, ..., L}, which

is characterized by its cutoff length scale ∆l and the corresponding cutoff

wavenumber kl, k1 defining the finest level and kl decreasing when l increases.

Any filtered variable is then defined by a convolution product on the overall

domain Ω of the filter kernel Gl with the continuous variable:

Gl ⋆ φ(x, t) =

∫

Ω
Gl(∆l(x, t), x− ξ) φ(ξ, t) dξ. (7)

The filtered variables at the finest level are defined as φ
(1)

= G1 ⋆ φ and

recursively, the filtered variables at any coarser level l ∈ {2, ..., L} as:

φ
(l)

= Gl ⋆ Gl−1 ⋆ ... ⋆ G1 ⋆ φ = Gl1(φ). (8)



Adaptive Mesh Re�nement Method for LES 207
6

The so-called frequential complement δφl between two successive levels is given

by:

δφ(l)
= φ

(l) − φ
(l+1)

. (9)

It represents the scales that are resolved at level l and unresolved at level

l+ 1. In this context, any flow variable φ can be decomposed into its resolved

contribution at a given lth level φ
(l)

, the successive frequential complements

δφ(l)
between the lth and the finest (l = 1) levels, and the unresolved scales

on the finest level φ′′, as follows:

φ = φ
(l)

+

l−1∑

l=1

δφ(l)
+ φ′′. (10)

In order to take into account the compressibility of the flow, it is necessary

to introduce the mass-weighted variables, also called Favre variables, that are

defined by:

φ̃(l)
=
ρφ

(l)

ρ(l)
. (11)

Applying the operator Gl1 to equation (1) and introducing the subgrid term:

T (l)
= N (V )

(l) −N
(
V

(l)
)
. (12)

we obtain the filtered equation at level l:

∂tV
(l)

+ N
(
V

(l)
)

= −T (l). (13)

The subgrid term T (l)
should contain both classical subgrid-scale tensor and

commutation error contributions. However, in the present study, the commu-

tation errors that could appear between filtering and differencing operators are

not considered, as it is usual in Large-Eddy Simulation. That is, il’s assumed

∇(Gl ⋆ φ) = Gl ⋆∇φ always, as well as ∂t(Gl ⋆ φ) = Gl ⋆ ∂tφ.

Nevertheless, it should be noted that, as previously mentioned, considering

the compressible case requires to perform Favre filtering of the variables. That

is to say that the variables on which the filtering operation is applied are ρ,
ρU and p (or equivalently ρT ). Thus the fifth component of the filtered field

V
(l)

is not directly the filtered energy but the resolved energy at level l given
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by:

V
(l)
5 = ρ̂E

(l)
=

p(l)

γ − 1
+

1

2

ρU
(l)
.ρU

(l)

ρ(l)
6= ρE

(l)
. (14)

Thus, the filtered Navier-Stokes equations, that were first simplified in (13),

are given in the present work by:

∂ρ(l)

∂t
+

∂

∂xi
(ρ(l)ũ

(l)
i ) = 0, (15)

∂

∂t
(ρ(l)ũ

(l)
i ) +

∂

∂xj
(ρ(l)ũ

(l)
i ũ

(l)
j ) +

∂p(l)

∂xi
−
∂σ̂

(l)
ij

∂xj

= − ∂

∂xj
(τ

(l)
ij ) +

∂

∂xj
(σ

(l)
ij − σ̂

(l)
ij ),

(16)

∂ρ̂E
(l)

∂t
+

∂

∂xj

((
ρ̂E

(l)
+ p(l)

)
ũ

(l)
j

)
+

∂

∂xj
(q̂

(l)
j ) − ∂

∂xj
(σ̂

(l)
ij ũ

(l)
i )

= −B1 −B2 −B3 +B4 +B5 +B6 +B7,

(17)

where B1, ..., B7 terms are the subgrid terms coming from the Vreman’s de-

composition [49].

The subgrid stress tensor τ
(l)
ij is defined by:

τ
(l)
ij = ρ(l)

(ũiuj
(l) − ũ

(l)
i ũ

(l)
j ). (18)

The tensor σ
(l)
ij is the filtered stress tensor, while the computable stress tensor

σ̂
(l)
ij and the computable heat flux vector q̂

(l)
j are defined by:

σ̂
(l)
ij =

1

Re
µ(T̃ (l)

)

(
∂ũ

(l)
i

∂xj
+
∂ũ

(l)
j

∂xi
− 2

3

∂ũ
(l)
k

∂xk
δij

)
(19)



Adaptive Mesh Re�nement Method for LES 209
8

and

q̂
(l)
j = −

µ
(
T̃ (l)

)

(γ − 1)RePrM2
0

∂T̃ (l)

∂xj
. (20)

To close the set of equations, the filtered equation of state is used:

T̃ (l)
= γM2

0

p(l)

ρ(l)
. (21)

2.3 Subgrid modeling

Several assumptions allow to simplify the expressions (16) and (17) by ne-

glecting some terms. Indeed, following Vreman’s conclusions [49], B6, B7 and

the last term in the r.h.s. of (16) can be neglected. Vreman et al. have also

shown that B4 and B5 are small when compared to B1, B2 and B3 in the

energy equation and are also neglected. Finally, the terms B1, B2 and B3 and

the first term in the r.h.s. of (16) have to be evaluated in order to close the

problem. Using the Boussinesq hypothesis, we get:

B3 =
∂

∂xj

(
τ

(l)
ij ũ

(l)
i

)
,

B1 +B2 =
∂

∂xj

(
ρ(l)ν

(l)
t

(γ − 1)PrtM
2
0

∂T̃ (l)

∂xj

)
,

where Prt is the turbulent Prandtl number. The deviatoric part τ
(l)
ij

d
of the

subgrid-scale stress tensor τij is modeled by:

τ
(l)
ij

d
= τ

(l)
ij − 1

3
τ

(l)
kk δij = −2ρ(l)ν

(l)
t S̃

(l)
ij , (22)

where νt is the subgrid viscosity.

The first SGS model that is used is the selective mixed-scale model [40]. This

model is based on a non-linear combination between the filter cutoff length

∆l, the resolved shear stress S̃(l)
=

(
2S̃

(l)
ij S̃

(l)
ij

)1/2
and the turbulent kinetic

energy near the cutoff q
(l)
c :

ν
(l)
t = 1.65fθ0(θ) Cm |S̃(l)| 12 q(l)c

1

4
∆

3

2

l (23)
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Classically, the constant value is Cm = 0.06 and ∆l is obtained by evaluating

the cube root of the volume of a cell. The energy q
(l)
c is usually defined by

q
(l)
c =

√
0.5 ũ′′(l) ũ′′(l) where ũ

′′(l)
= ũ(l) − ̂̃u(l)

, the hat filter being a three-

dimensional test filter denoted by ̂̃u(l)
= Ai◦Aj◦Ak(ũ(l)

) and with the following

definition :

Am(φ) =
1

3
φm−1 +

1

3
φm +

1

3
φm+1 (24)

The selective function fθ0 allows to zero the subgrid-scale viscosity nu
(l)
t in the

laminar parts of the flow, using the angle between the filtered vorticity and

the local averaged filtered vorticity θ = arccos
ω.bω
|ω||bω|

It is defined by:

fθ0(θ) =

{
1 if θ ≥ θ0 = 20

◦

0, else.
(25)

A second SGS model is studied in this paper: the classical Smagorinsky

model. In this case, the subgrid viscosity is based on a double dependence on

the filter cutoff length ∆l and the resolved shear stress tensor S̃(l)
:

ν
(l)
t = (Cs∆l)

2|S̃(l)|, (26)

where Cs is a constant that is fixed in our study at Cs = 0.18.

3 Adaptive mesh refinement strategy

3.1 Detection of too coarse resolution: A wavelet-based refinement

sensor

Most of the refinement strategy encountered in the literature make use of

a priori criteria based on solution gradients and/or numerical errors; such

methods should become inefficient for fully turbulent flows where fluctuations

would be detected throughout the overall domain and such a priori techniques

would have to be modified for each study. The objective is then to establish a

generalized numerical and physical criterion that should be well suited to LES

calculation of turbulent flows.

ehe problem is to localize the small scales of the flow and wavelets theory

seems very promising in such a context. The basic idea behind the wavelet

decomposition is to represent a function in terms of basis functions, called

wavelets, which are well localized in both physical and spectral spaces. The
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wavelet decomposition of a function f(x) consists in evaluating its inner prod-

uct with some wavelet functions ψm,j(x). The corresponding values are called

wavelet coefficients:

wm,j = 〈f, ψm,j〉 =

∫ +∞

−∞
f(x) ψm,j(x) dx. (27)

The index m ≥ 0 refers to the scale, m = 0 corresponding to the finest scale in

the present study, and j represents the position in space. The basis functions

ψm,j are obtained by dilation and translation of a mother wavelet ψ. In the

following, we will use redundant wavelets, that is:

ψm,j(x) = 2
−mψ

(
x− j

2m

)
(28)

Indeed, our objective being to determine how much of scale 2
m

is present

in f(x) at all points with the same accuracy, redundant wavelets seem more

adapted than orthogonal ones [43]. It should be noted that the support of ψm,j
increases with m, as the associated scale becomes larger.

From a mathematical point of view, wavelet coefficients at small scales grow

at a related power of the scale in a region where the field encounters a singu-

larity (of a given order) or smooth, strong oscillation. We can then determine

the number of degrees of freedom that are necessary regarding the number of

singularities and thus wavelet coefficients at a given small scale.

Several wavelet methods have already been implemented for solving Partial

Differential Equations (PDEs) and wavelet techniques have been used for

analysis and compression of turbulent fields [15, 33]. For example, Coherent

Vortex Simulation (CVS) allows to separate coherent structures from incoher-

ent background using wavelet decomposition [16]. In the same way one can

expect to detect small scale structures in a flow: wavelets should represent an

efficient error estimation criterion useful for the refinement strategy. Sjögreen

and Yee [43] have used different families of wavelets in order to detect shocks,

turbulent fluctuations, and spurious high frequency oscillations. The present

study relies on the evaluation of the local Hölder exponent αj which gives a

very accurate information about the regularity of the function analyzed by the

wavelet decomposition, using a least squares fit of a line to the equation:

log2 rm,j = αjm+ C, (29)

with

rm,j = max
k=−2mp,...2mq

|wm,j+k| , (30)
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where C is a constant and p and q define the stencil of the wavelet decompo-

sition. The function f in (27) should be chosen as a characteristic variable of

the flow such as for instance rotational, pressure or kinetic energy.

We have extended this approach to develop a three-dimensional sensor whose

objective is to determine how much of each scale is contained in the flow.

The criterion α is computed from three levels of the wavelet algorithm, three-

dimensional wavelet coefficients being obtained using the one-dimensional coef-

ficients evaluated in each direction by a simple finite-difference approximation

as proposed by Sjögreen and Yee (here in the x-direction):

wxm,(i,j,k) = fm−1
i,j,k − (fm−1

i+1,j,k + fm−1
i−1,j,k)/2 (31)

and

fmi,j,k = (fm−1
i+1,j,k + fm−1

i−1,j,k)/2. (32)

More precisely, the three-dimensional coefficients wm,j are obtained using one-

dimensional ones computed in each direction :

wm,(i,j,k) =

√
(wxm,(i,j,k))

2 + (wym,(i,j,k))
2 + (wzm,(i,j,k))

2 (33)

The starting function f0
j for 32 is the studied function fj evaluated on the

finest grid. We can interpret αj as a local evaluation of the spectrum de-

caying exponent. Consequently, we consider that refinement is necessary in

locations where αj is lower than a given threshold α0, evaluated according to

Kolmogorov’s hypothesis. Indeed, subgrid-scale models are generally efficient

only if isotropy and universality of small scales are respected, characterized

by a k−5/3
energy spectrum near the cutoff wavenumber for three-dimensional

turbulence. The sensor has then to detect regions for which such hypotheses

are not verified.

The link between the Kolmogorov decaying law and the wavelet coefficients

has already been studied by Farge et al. [15] and Perrier et al. [35]. Let’s

suppose an energy spectrum which satisfies:

E(k) ∼ E0k
−β. (34)

In the following simulations, we will apply wavelets to the rotational field. The

corresponding enstrophy spectrum will then satisfy:

Ω(k) ∼ Ω0k
2−β . (35)
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Considering two successive spectral bands [k3, k2] and [k2, k1], with k1 = rk2

and k2 = rk3 (r > 1), the enstrophy contained in each band is:

Ωn =

∫ kn

kn+1

Ω(k)dk =
Ω0

3 − β

(
1 − 1

r3−β

)
k3−β
n . (36)

We can then express the ratio between the two quantities Ω1 and Ω2 as:

log
Ω1

Ω2
= (3 − β) log r. (37)

In our particular case, r = 2 in order to compare Fourier and wavelet decom-

positions.

In the wavelet space, the quantities Ω1 and Ω2 can be related to wavelet coef-

ficients. If the wavelet decomposition is applied to the vorticity field, we have

Ω1 = r21 and Ω2 = r22, r1 and r2 satisfying (29). The ratio between Ω1 and Ω2,

in the wavelet space, then satisfies:

log
Ω1

Ω2
= −2α log 2, (38)

where the position index j has been omitted.

Comparing (37) and (38), we obtain

α =
β − 3

2
. (39)

The threshold parameter α0 will be chosen accordingly to this definition i.e.

α0 = −2/3 corresponding to an equilibrium energy spectrum power law as a

function of the wavenumber k in k−β where β =
5
3 . According to this definition

of the threshold value, grid refinement will be performed if disequilibrium is

detected in the spectrum, corresponding to β < 5
3 .

It appears necessary in practice to add a threshold parameter on wavelet-

coefficient magnitudes. Indeed, in regions where the flow is well resolved, the

sensor only evaluates the decaying exponent of the spectrum and thus, no

consideration on small-scale energy level is made. Indeed cells corresponding

to α ≤ α0 can be detected in some flow regions where energy at small-scale

is negligible. For this reason, in the following simulations, wavelet coefficients

lower than a given threshold ǫ were not considered in the refinement strategy

even for small values of αj . The parameter ǫ is given by ǫ = 6×10
−3

Ω0 where

Ω0 is a characteristic vorticity of the flow. For the mixing layer simulations

reported in sections 4, this quantity is defined as Ω0 =
U∞

δω
with δω the vorticty

thickness at the refinement time and U∞ the reference streamwise velocity.
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3.2 Mesh refinement algorithm

In the previous part, a sensor has been proposed to determine which cells

of the original grid need to be refined in the specific LES context. Various

refinement strategies are available in the literature and we can regroup these

methods into two families: the first one consists in raising the number of grid

points (or moving nodes) of a unique grid; the second one distinguishes the

different levels of refinement in a hierarchical grid organization.

The particular form of adaptivity we have chosen to consider is block-

structured refinement strategy, referred to as AMR (Adaptive Mesh

Refinement), that was originally developed by Berger and Oliger [5]. AMR

solves partial differential equations using a hierarchy of grids of differing

resolutions. The key element is the use of block-structured locally refined

grid patches to increase the resolution of an underlying coarser grid only

where needed. It is based on a sequence of nested grids with finer and finer

mesh spacing, each level being advanced in time with time step intervals

determined by the CFL condition. This time step is chosen to be the same

for each level and computed to ensure the CFL condition at the finest level.

The fine grids are recursively embedded in coarser grids until the solution is

sufficiently resolved accordingly to the sensor mentioned previously.

The grid hierarchy is composed of different levels of refinement ranging from

finest (l = 1) to coarsest (l = L). The grids are properly nested: the union of

grids at level l − 1 is contained in the union of grids at level l. In the present

study, the refinement ratio in each direction between two succesive levels is

two.

Cells requiring refinement are tagged using the wavelet sensor; the tagged

cells are then clustered into parallelepipedic patches obtained by successively

dividing in sub-grids. Note that some cells not tagged for refinement are also

included in new fine grid patches. A parameter allows to impose the number

of tagged cells contained in a sub-grid reporting to the total number of cells

in the sub-domain (grouping/clustering methods [34]). The minimal size of a

sub-domain is also imposed to avoid too small ones which would be unefficient

in terms of calculation costs.

When new grids are created at level l − 1, the data on these grids are copied

from previous grids at level l− 1 if possible, otherwise the data is interpolated

from the underlying grid level l (prolongation operation). As the solution

advances in time, the regridding algorithm is called every nl (user-specified)

level l steps to redefine grids at levels l − 1 and remove finer, obsolete grids.

Boundary conditions and relations between different degrees of resolution are

discussed in the next section. When a fine grid boundary coincides with a

physical boundary, the coarsest grid boundary condition is applied on this

fine mesh.
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3.3 Intergrid transfers

The multilevel scheme requires some intergrid operators that allow to link

up the different grid levels. On the one hand we have already mentioned the

prolongation operator that is used to initialize a grid level l−1 by interpolation

of level l information:

φ
(l−1)

= P l−1
l (φ

(l)
) (40)

where P l−1
l is the prolongation operator from level l to a finer level l − 1.

On the other hand, fine grids contain more information than coarser ones.

For this reason a restriction operator Rll−1, acting as a discrete filter on the

solution, is used to improve the solution on the coarse grid levels overlapped

by finer grids. At a given level l, we then apply:

φ
(l)

= Rll−1(φ
(l−1)

) (41)

In this study, the restriction and prolongation operators were inspired by Ter-

racol et al. [45]. The full operator coefficients are detailed in the appendix.

In our approach, these operators act on the Favre variables since it seems to

give the most accurate results and is moreover fully consistent with the Favre

filtering formalism considered to derive the filtered Navier-Stokes equations.

It should be noticed that this hierarchical grid configuration is strongly linked

with the continuous multilevel formalism introduced in (8). Indeed, the re-

striction operator Rll−1 acts as a low-pass frequency filter on the solution, and

is a discrete equivalent of the continuous filter Gl.
On the fine grids boundaries, the discontinuity of the solution with coarser grid

levels has to be explicitly taken into account. In this aim, data in ghost-cells

at the finer level are obtained by summing two contributions: the first one is

obtained by prolongation of the coarse solution and the second one represents

the frequential complement evaluated in the near-boundary cells. This dual

contribution in ghost cells is explained in Quéméré et al. [36]. The evaluation

of the fine solution in the ghost cells φ
(l−1)
∗ is described in figure 1 and can be

summarized as:

φ
(l−1)
∗ = P l−1

l (φ
(l)

) + C δφ(l−1), (42)

where the frequency complement (“detail”) δφ(l−1)
between the two filtering

levels l − 1 and l is computed in the last row of physical cells of the fine grid
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level as:

δφ(l−1)
= φ

(l−1) − P l−1
l ◦Rll−1(φ

(l−1)
). (43)

The constant C ∈ [0; 1] is a parameter which will be referred to as the enrich-

ment coefficient.

Boundary

Figure 1. Enrichment procedure ; �: φ
(l−1)
∗ , �: φ

(l−1)
, ◦: φ

(l)
.

3.4 Numerical scheme

Previous works, such as the ones by Ghosal [20], have shown that it is neces-

sary to use numerical discretization schemes that are at least of second order

in space in LES calculations. Moreover, the Large-Eddy Simulation has been

proven to be more efficient when using non-dissipative schemes since a nu-

merical dissipation would overcome the subgrid scale model contribution [18].

Nevertheless, numerical dissipation is sometimes necessary in some regions of

the flow (shocks, ...) and thus a specific scheme has been retained in our cal-

culations having this goal.

The numerical method that has been retained is based on a classical cell-

centered finite-volume scheme for space discretization, with structured multi-

block meshes.

The convective fluxes are evaluated using the so-called AUSM+(P) (for Pre-

conditioned Advective Upstream Splitting Method) scheme, associated to a
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wiggle detector [31]. This sensor allows to limit the numerical dissipation to

the zones where spurious oscillations are detected while the scheme acts as

a centered scheme elsewhere. It is indeed mandatory to decrease as much as

possible the intrinsic dissipation of the numerical scheme such that it is not

responsible for an artificial damping of energy carried by spectral modes close

to the cutoff wavenumber. This is a classical constraint that has to be sat-

isfied when performing large eddy simulations, and especially in the case of

the present adaptive mesh strategy since a loss of energy in the highest re-

solved wavenumbers may interact with the wavelet-based refinement sensor.

The possible (non-linear) interactions between the numerical method, the sub-

grid closure, and refinement sensor are in practice not possible to quantify, and

it is only possible to consider a reasonable compromise between the accuracy

of the numerical method, its robustness, and the subgrid parametrization. The

following modified version of the AUSM+(P) scheme has been retained here,

and appears as a reliable approach for LES, as demonstrated in several previ-

ous studies [12,28–31,39].

The convective flux at the interface i+1/2, in the direction j, is then obtained

using:

F
i+1/2
j = U(Qj L +Qj R)/2 − |Udis|(Qj R −Qj L)/2 + Pj , (44)

where the indicia L and R denote respectively the left and right third-order

MUSCL interpolation. The pressure term Pj is given by:

Pj =
pR + pL

2
(0, δ2j , δ3j , δ4j , 0)

t
(45)

The vector Q designates the conservative variables.

The variable U designates the interface fluid velocity defined by U = 0.5 (ũR+

ũL).−→n i+1/2 − c2 (pR − pL), where c2 is a constant parameter. Finally, the

previously mentioned sensor appears in the term Udis:

Udis = Φ max (|U |, c1) , (46)

where c1 is a constant parameter and Φ a binary function acting as a sensor.

If no spurious oscillation is detected on a primitive variable ψ at the cell i
then Φ is equal to 0, elsewhere Φ is set to 1 at i+ 1

2 and i− 1
2 interfaces. The

following relations are used to define the value taken by Φ:

∆
k
φ =

{
−1 if (φk+1 − φk)(φk+2 − φk+1) < 0

1 else
(47)
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Wψi
=

{
1 if ∆

k
ψi

+ ∆
k+1
ψi

< 0 or ∆
k
ψi

+ ∆
k−1
ψi

< 0,

0, else,
(48)

Φ = max (Wψi
) for i = 1, ...5 (49)

where the vector ψ corresponds to the primitive variables ψ =

(ρ, ũ1, ũ2, ũ3, p)
T
.

A second-order centered scheme is employed for the viscous fluxes.

Finally, the time integration is performed using a third-order low-storage

Runge-Kutta scheme. This leads to a global scheme which is third-order

accurate in time and second-order accurate in space.

4 Numerical simulation: The subsonic temporal mixing layer

Some first numerical simulations have been carried out on a temporally

growing mixing layer. This flow is a typical example of a fully unsteady

situation in which different scales, both in space and time, co-exist. The study

takes place in the limit of an infinite Reynolds number Re = 10
10

, in order

to evaluate precisely the LES performance in the case where dissipation is

only due to the subgrid model used. Initial flow and boundary conditions

are similar to those used in Terracol et al. [45]. It is to be noted that in this

previous study, a second order-accurate non-dissipative discretization scheme

was used to perform the simulations, which remained stable. It is therefore

expected that in the present case, the wiggle detector will be inactive in

most of the calculation domain, and that the influence of the numerical

stabilization terms will remain low, and therefore will not affect the highest

resolved wavenumbers.

Periodic boundaries are imposed in streamwise (x) and spanwise (z) direc-

tions, while a Thomson’s non-reflecting boundary condition [46] is employed

in the cross-stream (y) direction. The initial mean velocity profile is defined by

a hyperbolic tangent law in the streamwise direction, other mean components

of the velocity vector being initially set to zero:

u1(y, t = 0) = U∞ tanh

(
2y

δ0

)
, (50)

where δ0 = (7Nrol)
−1

is the initial vorticity thickness and U∞ = 1. Nrol

denotes the number of primary rollers present in the computational box. The
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initial mean density is uniform ρ = 1 and the mean temperature is given by

the Busemann-Crocco law [38].

A 3D-perturbation is superposed to the initial mean profile in order to initiate

pairing phenomena [48]. Two- and three-dimensional modes are noted (α, β),

where α and β are respectively the streamwise and the spanwise wavenum-

bers. The most unstable mode is given by a linear stability analysis, that

is the two-dimensional mode (8, 0) with wavelength Lx/8. The subharmonic

modes (4, 0), (2, 0) and (1, 0) are used to initiate pairings. In order to study

three-dimensionality, we can also add oblique modes: (8,±8), (4,±4), (2,±2)

and (1,±1). The amplitude of the pertubation is the same for two- and three-

dimensional modes, and is taken as 5×10
−2

. The phases of the oblique modes

are shifted to avoid symmetry of the initial conditions. All perturbations are

also modulated by a gaussian profile f(y) = exp

(
−0.5

(
y
δ0

)2
)

to limit their

effect to the initial rotational zone.

The number of primary rollers of the simulations is fixed to Nrol = 8, allowing

three successive pairings of these structures to occur. The initial mach number

is M0 = 0.2.
The computational domain is a rectangular box [0, Lx]×[−Ly/2, Ly/2]×[0, Lz ]
with dimensions Lx = 1, Ly = 40δ0, and Lz =

2
3Lx as in Terracol’s inviscid

case. The grid is uniform in both streamwise and spanwise directions, while

a stretching is employed in the shear layer [−Ly/8, Ly/8]. The initial coarse

grid contains 60 × 52 × 30 cells.

4.1 Quasi two-dimensional mixing layer

In this case, only two-dimensional modes are used in the initial flow in order to

evaluate the efficiency of the wavelet sensor. As explained in Bockhorn et al. [7],

fine scales are expected to be more active in the strain field between vortices,

thus these regions should represent difficulties for too-coarse LES computa-

tions, and should be marked by the sensor. Figure 2(a) shows clearly the large

quasi two-dimensional Kelvin-Helmholtz vortices with intense streamwise rib

vortices in the stagnation regions between them. Figure 2(b) seems coherent

with the approach of Bockhorn et al. [7], with refinement occuring in the shear

regions. Moreover, these structures can be seen as anisotropic because of their

elongation in the streamwise direction. Figure 2(c) depicts an example of grid

organization obtained in this situation, with a minimum number of fine grids

required.
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(a) Iso-rotational contours (b) Iso-contours α ≤ α0

(c) Adapted grids

Figure 2. Mesh refinement applied on the 2D temporal mixing layer at t = 65

4.2 Fully turbulent mixing layer

For these simulations, the oblique modes are also excited to introduce three-

dimensionality. Such a simulation is more relevant for LES calculation than

the 2D case. Figure 3(a) allows to verify the three-dimensional aspect of the

flow by considering iso-Q surfaces. Q is the second invariant of the velocity

gradient tensor and is defined by:

Q =
1

2
(Ω : Ω − S : S) , (51)

with Ω =
1
2(∇U −∇TU).

Applying the wavelet sensor on this configuration leads to a complex grid

organization such as shown in figure 3(b).

Table 1 shows the corresponding number of cells of such a calculation in-

volved in coarse and fine grids calculations on the overall domain. A gain

of approximately 50% is obtained by using the adaptive grids instead of the

control fine grid.

The results obtained on such a multigrid configuration can then be compared

to those evaluated on a coarse or a fine unique grid. The remeshing algorithm

is then applied on the coarse grid once every fixed interval, that corresponds
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(a) Iso-Q criterion vizualization (b) Corresponding adapted grids

Figure 3. Mesh refinement applied on the 3D temporal mixing layer at t = 70.

grid number of cells

coarse 93600

fine 748800

adaptive 356944

Table 1. Comparison between different grids considered

to five initial large-eddy turnover periods between two successive refinements.

Other refinement frequencies have been tested and a small dependance of

the accuracy on this parameter was observed. Nevertheless, the calculation

with a fast variation of the mesh (corresponding to 1.25 initial large-eddy

turnover periods between two successive refinements) is seen not to converge.

This indicates that it is necessary not to use a too frequent variation of the

mesh in order not to obtain additional errors such as commutation errors

between filtering and differencing operators.

The so-called fine grid contains twice the number of points in each direction,

that is 120 × 104 × 60 cells. Figure 4(a) depicts the temporal evolution of the

momentum thickness δm which is defined by:

δm(t) =

∫ Ly/2

−Ly/2

(
1

4
− 〈u1〉2xz (t)

∆U2

)
dy, (52)

where 〈.〉xz is an averaging operator over the (x-z) planes, ∆U = 2U∞, and t

is the time scaled by the characteristic time
δ0
U∞

. It should be noted that δm
is here normalized by the initial vorticity thickness δ0. Figure 4(a) allows to

distinguish successive pairings. The first one occurs at t ∼ 20 and is well rep-

resented on all simulations. The second pairing process occurs at t ∼ 55 and
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is also well captured by each simulation. The mixing transition that arises be-

tween first and second pairings is well represented even on coarse grid. After

the second pairing, the flow reaches the fully turbulent state. Such a com-

plex flow is observed to be badly evaluated on the coarse grid in comparison

with the fine reference grid results. In the adaptive multilevel simulation, the

momentum thickness is observed to be better predicted with a small over-

prediction regarding the fine grid case.

Mean and fluctuations velocity profiles (figure 4(b)), both normalized by ∆U ,

are also compared. The mean velocity is obtained by applying an averaging

over the constant-y planes of the streamwise velocity: uirms = 〈ui〉xz. The

corresponding velocity fluctuations are defined by:

u′irms =

√
〈(ui − 〈ui〉xz)2〉xz. (53)

A good agreement exists between adaptive and fine grid results which should

ensure a good agreement between the sensor application and the LES require-

ments.

Nevertheless, the different calculations have shown a great dependance of the

results on the value of the enrichment constant C at the coupling interfaces

between two consecutive levels (see relation (42)). In the first calculations pre-

sented above, the enrichment coefficient was fixed to C = 0.7. In the following

simulations, some values of the enrichment coefficient have been tested. Fig-

ure 5(a) and figure 5(b) describe the momentum thickness evolution for these

different enrichment values. The corresponding results are compared with the

curves obtained on the coarse and fine reference grids, and in the case without

enrichment procedure. Four different values have been evaluated. On the first

case (figure 5(a)), the values are C = 0.7 and C = 0.95 in the three space di-

rections and for each boundary encountered. In the second case (figure 5(b)),

the enrichment coefficient is set to zero on cell boundaries in which the flow

is entering the cell, and to the user-specified value (C = 0.7 and C = 0.95)
elsewhere, that is for tangential or outgoing flow. This case will be referred to

as the dynamic enrichment case. In the non-dynamic enrichment case, results

are quite similar for each enrichment coefficient value, while in the dynamic

case, a greater dependence on the coefficient value is observed. In this config-

uration, the dynamic enrichment case with C = 0.95 presents the best results.

This tendency is confirmed by figures 6(a) and 6(b) where the evolution of the

kinetic energy is shown. The most accurate enrichment constant, C = 0.95
dynamically, gives a good description of this evolution comparatively to the

fine results.

Finally, figures 7 and 8 give an overview of the velocity profiles obtained for the

different calculations at the three distinct times t = 20, 60 and 100. Again, the
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results obtained with the dynamic enrichement coefficient C = 0.95 present

the best results. In particular, the streamwise velocity profile and the RMS

streamwise velocity fluctuation profile at t = 100 obtained in this case are

in quite good agreement with those obtained on the fine control grid. The

amplitude of the fluctuations in the mixing zone are indeed close to the value

obtained with the control fine grid calculation.
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5
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δm

(a) Temporal evolution of the momentum thickness
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(b) Streamwise velocity profile and RMS
streamwise velocity fluctuations at t = 100

Figure 4. Results obtained for coarse (△), fine (◦) and adaptive C = 0.7 (—) grids.

In order to evaluate the influence of the subgrid-scale model on the multi-

level solution, the results obtained with the classical Smagorinsky model (26)

are compared to those obtained with the mixed-scale model (23). For all the

following calculations, the enrichment coefficient is fixed to 0.95 dynamically.

Figures 9(a) and 9(b) show the evolution of the momentum thickness for the

two models. With the Smagorinsky model, the pairing phenomena are de-
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(a) Non-dynamic enrichment
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(b) Dynamic enrichment

Figure 5. Temporal evolution of the momentum thickness for different values of the enrichment
constant, for the coarse grid (△), the fine grid (◦) and adaptive grids with C = 0 (– · –), C = 0.7

(· · ·) and C = 0.95 (—).
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(b) Dynamic enrichment case

Figure 6. Temporal evolution of the total kinetic energy for different values of the enrichment
constant, for the coarse grid (△), the fine grid (◦) and adaptive grids with C = 0 (– · –), C = 0.7

(· · ·) and C = 0.95 (—).

layed: the first pairing occurs near t ∼ 30 and the second near t ∼ 50. With

both models, the results corresponding to the multilevel calculations present

a quite good agreement with the fine results. Nevertheless, when using the

Smagorinsky model, the transitional regime is not correctly represented on

the multilevel calculation since the evolution of the momentum thickness is

closer to the one obtained on the coarse grid. A possible explanation of this

phenomenon comes from the excessive dissipation of the Smagorinsky model in

the early transitional regime. Indeed, the Smagorinsky model is known to ex-

hibit such a large subgrid dissipation that transition is delayed comparatively

to other models [48]. This is due to a damping of the initial perturbation. This
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Figure 7. Streamwise velocity (left) and RMS streamwise velocity fluctuations (right) profiles at
t = 20, 60, 100, for the coarse grid (△), the fine grid (◦) and adaptive grids with C = 0 (– · –),

C = 0.7 (· · ·) and C = 0.95 (—).
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Figure 8. Streamwise velocity (left) and RMS streamwise velocity fluctuations (right) profiles at
t = 20, 60, 100, for the coarse grid (△), the fine grid (◦) and adaptive grids with C = 0 (– · –),

C = 0.7 (· · ·) and C = 0.95 (—), in the dynamic enrichment case.
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damping is more important on the coarse grid and in the first instants for the

adaptive calculation. Indeed, the first refinement occurs after some simulation

steps corresponding to five initial large-eddy turnover periods and during this

time the Smagorinsky model damps the perturbations giving an inaccurate

description of the transitional regime. This confirms that in such simulations

the first instants are really important.

Nevertheless, after the first pairing, both multilevel calculations present curves

that are good approximations of the corresponding fine results. While the

coarse grid simulation is unable to represent correctly the small-scale tran-

sition that occurs in the turbulent regime, the adaptive grid allows a good

representation of this phenomenon.
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Figure 9. Evolution of the momentum thickness for the fine grid (◦), the coarse grid (∆) and
adaptive grids (—).

The evolution of the total kinetic energy is then given in figures 10(a) and

10(b). The same conclusions can be made as for the momentum thickness:

while the transitional regime is not correctly described by the multilevel

calculation using the Smagorinsky model, it is quite well captured with the

mixed-scale model. Nevertheless, even with the Smagorinsky model, the

turbulent regime is well predicted with adaptive calculations in comparison

with the control fine simulations. Moreover, the Smagorinsky model is

confirmed to be characterized by a too large dissipation in the transitional

regime in comparison to other models.

Figures 11(a) and 11(b) depict the streamwise energy spectra obtained in

each simulation, at the same time t = 60. The spectra obtained with the

two models lead to the same conclusions. The coarse grid solution does not

represent correctly the turbulent characteristic of the flow that is expected at
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Figure 10. Evolution of the kinetic energy for the fine grid (◦), the coarse grid (∆) and adaptive
grids (—).

this time, with a too low energy at the small scales and the presence of too

energetic large eddies. The multilevel simulation presents a correct slope close

to the k−5/3
power law in the inertial range. A good representation of small

and large scales is obtained with the adaptive grid in comparison with the fine

control calculation.
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Figure 11. Streamwise energy spectrum at t = 60 ; ◦: fine grid ; N: coarse grid ; —: adaptive grids.

Finally, figures 12 and 13 present the RMS streamwise velocity fluctuations

for the fine and adaptive calculations with both models. This time, the space

coordinate is normalized by the momentum thickness ψ = y/δm in order to

highlight the self-similar regime. In this regime, the velocity profiles, in nor-

malized units, are expected to present a similar aspect at different times. The

coarse solution doesn’t reach the self similar state, while the fine and adaptive
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calculations do. It should be noted that the visualization times are different for

the two models since the transition occurs earlier with the mixed-scale model.
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Figure 12. Streamwise velocity fluctuations during the self-similar phase, for fine and adaptive
calculations, at times t = 50 (—), t = 60 (– –), t = 70 (– · –), t = 80 (· · ·) and t = 90 (– · ·).

Smagorinsky model.

ψ

u’
R

M
S

-10 -5 0 5 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

(a) Fine calculation

ψ

u’
R

M
S

-10 -5 0 5 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

(b) Adaptive calculation

Figure 13. Streamwise velocity fluctuations during the self-similar phase, for fine and adaptive
calculations, at times t = 30 (—), t = 40 (– –), t = 50 (· · ·) and t = 60 (– · –). Mixed-scale model.

5 Conclusions

An adaptive grid method has been proposed, whose objective is to limit the er-

ror introduced by LES modeling. It first relies on the determination of regions

in which errors should occur; a wavelet-based sensor has been proposed and

assessed to evaluate the local variation of characteristic spectra at small scales
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and allows to compare this scaling with the Kolmogorov hypothesis. This sen-

sor is combined with a multilevel resolution of the Navier-Stokes equations,

fine grids being created where the sensor has detected a too slow decrease of

the energy spectrum at small scales. At this step, a particular attention has

to be paid to the treatment at the interface between grids of different levels.

First simulations have considered the three-dimensional temporal mixing layer.

The results seem in good agreement with previous studies, and allow to assess

the method as a good compromise between accuracy and cost of the com-

putation. The refinement strategy allows to obtain a good description of the

behavior of the mixing layer: the evolutions of momentum thickness and to-

tal kinetic energy are in good agreement with those obtained on the control

fine grid ; the velocity profiles confirm the good predictions of the multilevel

calculations. The self-similar regime is well described by using the refinement

strategy while the coarse grid calculation does not reach this regime. A compar-

ison between the results obtained with the Smagorinsky and the mixed-scale

models has confirmed a great dependance of the solution on the first instants

of the calculation. In particular, the transitional regime is affected by the too

large dissipation of the Smagorinsky model.

Other calculations are currently carried out on wall-bounded flows in order to

assess the accuracy of the present method near solid boundaries.

6 Appendix

We have mentioned that prolongation and restriction operators are necessary

to represent interactions between the different grid levels. We describe here

the interpolation coefficients used in the present paper.

Any fine grid point - level l - is represented by indexes (i, j, k), while coarse

grid points - level l+1 - indexes are (I, J,K). The previous indices satisfy the

relations: i = 2 (I − Ibeg) + 1, j = 2 (J − Jbeg) + 1 and k = 2 (K −Kbeg) + 1,

(Ibeg, Jbeg,Kbeg) designing the first coarse cell to be refined.

6.1 The restriction operator

The fine-to-coarse restriction operator acts as a discrete filter on the solution.

For any field φ
(l−1)

on the (l− 1)− th grid level, this operator allows to define

the field φ
(l)

on the coarser grid level. This operator uses eight values on the 3D

fine grid to determine the corresponding coarse value. The stencil used by this

operator is described on figure 14(a), in the simplified 2D case for readibility.

The fine-to-coarse operator is second order accurate in space and is defined
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Figure 14. Stencil used for intergrid operators (2D case).

by:

φ
(l)
I,J,K =

(
Rll−1(φ

(l−1)
)

)
I,J,K

=
1

8

∑

(ξ,η,ζ)∈Ωa
R

φ
(l−1)
i+ξ,j+η,k+ζ,

with

Ω
a
R =

{
(0, 0, 0); (0, 0, 1); (0, 1, 0); (0, 1, 1);
(1, 0, 0); (1, 0, 1); (1, 1, 0); (1, 1, 1)

}
. (54)

It should be noted that this operator is a discrete equivalent of the well-

known box filter.

6.2 The prolongation operator

For any field φ
(l)

on the l − th grid level, the coarse-to-fine prolongation op-

erator allows to define a field φ
(l−1)

on the finer grid level. This operator uses

fifteen values on the coarse grid to determine the corresponding fine value.

The stencil used by this operator is described on figure 14(b), in the simplified

2D case. The coarse-to-fine operator is third order accurate in space and is
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defined by:

φ
(l−1)
i,j,k =

(
P l−1
l (φ

(l)
)

)
i,j,k

=
1125

784

∑

(ξ,η,ζ)∈ΩA
P

φ
l
I+ξ,J+η,K+ζ −

825

6272

∑

(ξ,η,ζ)∈ΩB
P

φ
l
I+ξ,J+η,K+ζ

− 2295

6272

∑

(ξ,η,ζ)∈ΩC
P

φ
l
I+ξ,J+η,K+ζ +

195

784

∑

(ξ,η,ζ)∈ΩD
P

φ
l
I+ξ,J+η,K+ζ

+
195

784

∑

(ξ,η,ζ)∈ΩE
P

φ
l
I+ξ,J+η,K+ζ −

3945

18816

∑

(ξ,η,ζ)∈ΩF
P

φ
l
I+ξ,J+η,K+ζ

− 1413

6272

∑

(ξ,η,ζ)∈ΩG
P

φ
l
I+ξ,J+η,K+ζ,

with

Ω
A
P = {(0, 0, 0)}

Ω
B
P = {(−1, 0, 0); (0,−1, 0); (0, 0,−1)}

Ω
C
P = {(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1)}

Ω
D
P = {(−1,−1, 0); (0,−1,−1); (−1, 0,−1)}

Ω
E
P = {(1, 1, 0); (0, 1, 1); (1, 0, 1)}

Ω
F
P = {(−1,−1,−1)}

Ω
G
P = {(1, 1, 1)} .
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