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Résumé 

L’objectif de la thèse est de développer une méthode de calcul pour prédire le rayonnement 

acoustique, en fluide léger ou en fluide lourd, d’une structure excitée par une Couche Limite 

Turbulente (CLT) en présence d’un gradient de pression statique. La méthodologie proposée 

comporte trois étapes : la caractérisation de l’écoulement moyen par un calcul RANS stationnaire, la 

modélisation des fluctuations de pression pariétale à l’aide de modèles semi-empiriques et le calcul 

vibro-acoustique en réponse aux pressions fluctuantes. 

Nous portons dans ce travail une attention particulière aux effets d’un gradient de pression 

statique dans l’écoulement, présent dans la plupart des cas industriels. Pour mettre en lumière ces 

effets nous proposons l’analyse d’un cas d’écoulement avec gradient de pression négatif puis positif 

correspondant à des mesures réalisées en tunnel aérodynamique. Cette étape de validation souligne 

l’importance de la prise en compte du gradient de pression dans la modélisation globale. 

Une des difficultés pour estimer la réponse vibro-acoustique de la structure excitée par la CLT 

dans les basses et moyennes fréquences repose sur le couplage entre le modèle déterministe vibro-

acoustique et les modèles statistiques de pression pariétale. Plusieurs approches sont étudiées pour 

introduire l’excitation hydrodynamique dans le modèle vibro-acoustique : a) en modélisant 

l’excitation par une distribution de forces ponctuelles ; b) en modélisant l’excitation par un champ 

d’ondes planes ; c) en utilisant un principe de réciprocité ; d) en utilisant des échantillons d’ondes 

planes auxquelles sont associées des phases aléatoires. L’application de ces différentes approches 

sur un cas test en fluide lourd permet d’étudier l’influence des paramètres de calcul et d’établir les 

avantages et inconvénients propres à chacune des méthodes. Les calculs vibro-acoustiques sont alors 

réalisés par l’approche PTF (Patch Transfer Functions) qui permet de traduire le couplage structure-

fluide lourd sans trop augmenter le coût des calculs. Par ailleurs, pour traiter les hautes fréquences 

en utilisant la méthode SEA (Statistical Energy Analysis), des développements théoriques sont 

proposés avec les hypothèses simplificatrices associées qui permettent d’estimer la puissance 

injectée par la CLT à partir de fluctuations de pression exprimées dans le domaine des nombres 

d’onde.  

La dernière partie est consacrée à l’adaptation des méthodes pour prendre en compte 

l’évolution spatiale de la CLT en présence d’un gradient de pression. Le formalisme repose sur une 

décomposition de la structure en différentes zones auxquelles on associe des interspectres de 

fluctuations de pression différents. Cette approche est appliquée sur un cas industriel d’écoulement 

sur un massif de sous-marin. La décomposition suppose que l’on néglige l’effet des corrélations des 

pressions entre les zones. L’influence de cette hypothèse est tout d’abord étudiée avec un cas 

d’excitation homogène. Enfin l’intérêt de prendre en compte l’évolution spatiale de la CLT dans les 

calculs de la pression rayonnée est mis en évidence sur ce cas. 

 

Mots clés : Couche limite turbulente, fluctuations de pression pariétale, réponse vibro-

acoustique de structure, bruit rayonné, gradient de pression statique dans l’écoulement, 

modélisations vibro-acoustiques large bande. 
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Abstract 

The aim of this thesis is to develop a numerical method to predict the acoustic radiation, 

either in a light or in a heavy fluid, from a structure excited by a Turbulent Boundary Layer (TBL), in 

the presence of a pressure gradient. The proposed methodology consists in three steps: the 

characterization of the mean flow from a steady-state RANS calculation, the modeling of the wall-

pressure fluctuations from semi-empirical models, and the vibro-acoustic calculation in response to 

fluctuating pressure. 

In this study, a particular attention is given to the effects of a pressure gradient in the mean 

flow, which occurs in most of the industrial applications. To analyze those effects, we first propose a 

study of a flow case with negative and positive pressure gradient, which corresponds to previous 

measurements in a wind tunnel. This validation step highlights the significance of taking into account 

the pressure gradient in the global modeling. 

To estimate the vibro-acoustic response of the TBL-excited structure in the low and mid 

frequency band, a difficulty lies in the coupling between the deterministic vibro-acoustic model and 

the statistical wall-pressure model. Several approaches are studied to inject the hydrodynamic 

excitation in the vibro-acoustic model: a) by considering a spatially allocated excitation; b) by 

modeling the excitation with a plane wave field; c) by using a reciprocity principle; d) by using 

samples of uncorrelated plane waves. These approaches are tested on a heavy fluid test case which 

permits to study the influence of calculations parameters and to discuss the advantages and 

disadvantages of each method. The vibro-acoustic calculations are performed with the PTF approach 

(Patch Transfer Functions), which allows taking into account the heavy fluid-structure coupling 

without increasing time computation. Moreover in order to treat the high frequency range using SEA 

method (Statistical Energy Analysis), theoretical developments are proposed with simplifying 

assumptions to estimate the injected power to the structure from the expression of the wall-

pressure fluctuations in the wavenumber domain. 

A last part is dedicated to the extension of these vibro-acoustic methods in order to take into 

account the spatial evolution of the TBL in the presence of a pressure gradient. The formalism relies 

on a decomposition of the structure into zones on which different wall-pressure cross-spectra are 

applied. This approach is applied on an industrial test case of a turbulent flow on a submarine sail 

profile. The influence of the hypothesis necessary to the decomposition is first studied with a 

homogeneous excitation. The interest to take into account the spatial evolution of the TBL in the 

radiated pressure can then be highlighted in this case. 

 

Keywords: Turbulent boundary layer, wall-pressure fluctuations, vibro-acoustic response of 

the structure, radiated noise, pressure gradient in the mean flow, broadband vibro-acoustic 

modeling. 
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Nomenclature 

Caractères grecs : 

𝛼𝑥 , 𝛼𝑧 Coefficients de Corcos 

𝛽𝜃 Paramètre de Clauser 𝛽𝜃 = (𝜃/𝜏𝑤) (𝑑𝑝/𝑑𝑥) ; 𝛽𝛿∗ = (𝛿
∗/𝜏𝑤) (𝑑𝑝/𝑑𝑥) 

Γ(𝝃, 𝜔) Densité interspectrale des fluctuations de pression pariétale 

𝛿 Epaisseur de couche limite 

𝛿∗ Epaisseur de déplacement de la couche limite 

𝜖 Dissipation turbulente 

𝜁 Indice de zone d’excitation pariétale 

𝜂𝑖  Facteur de perte par dissipation interne d’un sous-système structure 

𝜂𝑖𝑗  Facteur de perte par couplage entre les sous-systèmes 𝑖 et 𝑗 

𝜃 Epaisseur de quantité de mouvement de la couche limite 

𝜆𝑐 Longueur d’onde associée à la convection des structures turbulentes 𝜆𝑐 = 𝑈𝑐/𝑓 

𝜆𝑓 Longueur d’onde de flexion naturelle de la structure 

𝜆𝑓𝑐 Longueur d’onde de flexion modale de la structure sous chargement lourd 

𝜇 Viscosité dynamique du fluide 

𝜈 Viscosité cinématique du fluide 

𝜈𝑝 Coefficient de Poisson de la structure 

𝜈𝑡 Viscosité cinématique turbulente 

𝝃 Séparation spatiale entre signaux de pression pariétale 

𝜌 Masse volumique du fluide 

𝜌𝑝 Masse volumique de la structure 

𝜏𝑖𝑗  Tenseur des contraintes visqueuses 

𝜏𝑤 Tension de contrainte pariétale 

Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔) Interspectre en fréquence-nombre d’onde des fluctuations de pression pariétale 

 𝜔 Pulsation turbulente 

𝜔 Pulsation 𝜔 = 2𝜋𝑓 

〈 〉 Moyenne par bande de fréquence 〈𝑋〉 =
1

2Δ
∫ 𝑋𝑑𝜔
Ω+Δ

Ω−Δ
 

 

Caractères latins : 

𝑎, 𝑏 Dimensions de structure 

𝑐0 Célérité du son 

𝐶𝑓 Coefficient de frottement 

𝐷 Rigidité de flexion 𝐷 = 𝐸ℎ𝑝
3/12(1 − 𝜈𝑝

2) 
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𝐸 Module d’Young 

𝐸𝑖  Energie interne moyennée spatialement du sous-système 𝑖 

ℎ𝑝 Epaisseur de structure 

ℎ𝑣 Réponses impulsionnelles de la structure en vitesse vibratoire 

𝑘 Energie cinétique turbulente 

𝒌 Nombre d’onde 

𝑘0 Nombre d’onde acoustique 

𝑘𝑓 Nombre d’onde de flexion naturelle de la structure 

𝐿𝑥 , 𝐿𝑧 Longueurs de corrélation 

𝑃𝑖 Puissance injectée moyennée spatialement au sous-système structure 𝑖 

𝑅𝑒𝑥 Nombre de Reynolds basé sur la variable 𝑥 ; 𝑅𝑒𝑥 = 𝑈∞𝑥/𝜈 

𝑅𝑝𝑝(𝝃, 𝜏) 
Fonction d’intercorrélation de fluctuations de pression pariétale pour une  

              séparation spatiale 𝝃 et temporelle 𝜏 

𝑅𝑣𝑣(𝒙, 𝒙
′, 𝑡) 

Fonction d’intercorrélation de vitesse vibratoire de la structure entre les  
              points 𝒙 et 𝒙′ 

𝑆𝑝𝑝(𝜔) Autospectre des fluctuations de pression pariétale 

𝑈∞ Vitesse moyenne de l’écoulement 

𝑈𝑐 Vitesse de convection 

𝑈𝑒  Vitesse externe de la couche limite ; 𝑈𝑒 = 𝑈(𝑦 = 𝛿) 

𝑢𝜏 Vitesse de frottement 

𝑣 Vitesse vibratoire normale de la structure 

𝑋+ Variable 𝑋 normalisée par l’échelle interne de couche limite 

 

Conventions pour la transformée de Fourier temporelle 

𝑇𝐹{𝑓} = ∫𝑓(𝑥)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 

𝑇𝐹{𝑓}−1 =
1

2𝜋
∫𝑓(𝑥)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔  

Conventions pour la transformée de Fourier spatiale 

𝑇𝐹{𝑓} = ∫𝑓(𝑥)𝑒−𝑗𝑘𝑥𝑑𝑥 

𝑇𝐹{𝑓}−1 =
1

2𝜋
∫𝑓(𝑥)𝑒𝑗𝑘𝑥𝑑𝑘  



 

15 
 

 

 

 

 

Introduction 

La maîtrise de la discrétion acoustique représente un enjeu majeur dans la conception des 

engins sous-marins. Au sein d’un sous-marin, plusieurs sources sont susceptibles de générer un 

rayonnement acoustique en champ lointain, et doivent être analysées et minimisées. Ces bruits 

peuvent avoir pour origine (voir Figure 1.1) : 

 le propulseur de l’engin, où l’écoulement peut interagir avec l’hélice et les appendices à 

l’arrière du sous-marin, et où le phénomène de cavitation peut apparaître ; 

 les vibrations des machines et les bruits au sein des installations internes de l’appareil, 

prédominants lorsque la vitesse du sous-marin est faible, qui se transmettent à la coque 

et provoquent un rayonnement acoustique dans l’eau ; 

 l’écoulement du fluide sur la carène et sur les singularités de la coque de l’appareil. A 

partir d’une certaine vitesse du sous-marin, l’écoulement devient turbulent et les 

fluctuations dans la couche limite turbulente (CLT) qui se forme sur la structure sont à 

l’origine d’une part d’un rayonnement acoustique direct, et d’autre part d’un 

rayonnement vibro-acoustique de la structure. 

 

Figure 1.1 : Sources de bruit rayonné par un engin sous-marin. 
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Le bruit rayonné par les vibrations de la structure excitée par la CLT, auquel nous nous 

intéressons dans le cadre de la thèse, est un bruit large bande qui peut être minimisé en optimisant 

les profils des engins et en réduisant les perturbations de l’écoulement dues aux discontinuités de la 

structure. Dans les étapes de conception d’un sous-marin, il est donc essentiel de quantifier ce 

rayonnement en fonction de la configuration d’écoulement sur la carène. Pour cela, des mesures 

expérimentales peuvent être mises en place comme par exemple des essais en tunnel 

hydrodynamique ou en conditions réelles sur maquette tractée, mais ces processus sont rendus 

complexes par la taille des installations, le coût des maquettes et les difficultés de mise en œuvre en 

fluide lourd. Les outils numériques pour la modélisation des écoulements et des réponses vibro-

acoustiques des structures sont donc d’un grand intérêt pour l’analyse et la prédiction du bruit 

d’origine hydrodynamique. 

Dans ce contexte, l’objectif de la thèse financée par DCNS avec le soutien de la DGA est de 

développer une méthodologie permettant de modéliser le rayonnement acoustique large bande 

d’une structure excitée par une CLT en fluide lourd (voir Figure 1.2). La première étape consiste à 

caractériser l’écoulement turbulent et les fluctuations de pression à la paroi qui excitent 

mécaniquement la structure. Pour cela, la méthode s’oriente vers d’une part un calcul stationnaire 

de l’écoulement turbulent pour caractériser la couche limite, et d’autre part la modélisation des 

fluctuations de pression pariétale par des modèles semi-empiriques. L’étape suivante de la méthode 

consiste alors à introduire les spectres de pression pariétale ainsi définis dans un modèle vibro-

acoustique. Différentes approches vibro-acoustiques peuvent être abordées selon la gamme de 

fréquence d’intérêt et les structures considérées. Un des objectifs de la thèse est de pouvoir adapter 

la méthode à la gamme de fréquence, en considérant aussi bien des modèles vibro-acoustiques 

déterministes en basses et moyennes fréquences, que des modèles statistiques pour les fréquences 

plus élevées. 

 

Figure 1.2 : Etapes de calcul pour la réponse vibro-acoustique d’une structure excitée par une 
CLT 
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Le manuscrit s’articule en quatre parties. Dans le premier chapitre, une étude 

bibliographique est présentée, portant sur les différents aspects de la méthode résumés en Figure 

1.2. Nous abordons dans un premier temps les méthodes numériques permettant de décrire la 

couche limite turbulente et les différents modèles semi-empiriques de fluctuations de pression. Nous 

décrivons ensuite les principales méthodes de modélisation vibro-acoustique, avant de nous 

intéresser aux approches permettant d’introduire l’excitation par la CLT dans le calcul vibro-

acoustique. 

Le deuxième chapitre est consacré à la caractérisation de l’excitation de la structure par la 

CLT. Nous portons une attention particulière aux effets d’un gradient de pression statique dans 

l’écoulement, présent dans la plupart des cas industriels (comme par exemple les écoulements sur 

paroi courbe ou sur des singularités). Pour mettre en lumière ces effets nous proposons l’analyse 

d’un cas d’écoulement avec gradient de pression négatif puis positif correspondant à des mesures 

antérieures à la thèse réalisées en tunnel aérodynamique. 

Dans la troisième partie, plusieurs approches sont proposées pour introduire l’excitation 

hydrodynamique dans le modèle vibro-acoustique. On s’intéresse dans un premier temps aux 

méthodes permettant de coupler les spectres de pression pariétale et un modèle vibro-acoustique 

déterministe, adapté aux basses et aux moyennes fréquences. Les approches développées 

introduisent l’excitation de différentes manières : la première met en jeu une distribution spatiale de 

forces ponctuelles ; la seconde modélise l’excitation par un champ d’ondes planes généralisées ; la 

troisième approche utilise le principe de réciprocité « point-onde » ; et enfin la quatrième approche 

utilise des échantillons d’ondes planes auxquelles sont associées des phases aléatoires. Les calculs 

vibro-acoustiques sont alors effectués par l’approche PTF (Patch Transfer Functions) qui permet de 

traduire le couplage structure-fluide lourd sans trop augmenter les coûts numériques. Dans un 

second temps, en vue d’étendre le domaine de fréquence d’intérêt aux hautes fréquences, on 

s’intéresse à la méthode SEA (Statistical Energy Analysis) et deux approches sont proposées pour 

calculer la puissance injectée par la CLT à la structure à partir des spectres de pression pariétale. 

Enfin le Chapitre 4 porte sur une technique développée pour prendre en compte l’évolution 

spatiale de la CLT dans le calcul vibro-acoustique. On cherche ainsi à introduire dans le calcul vibro-

acoustique les modifications du champ de pression fluctuante liées à l’évolution spatiale de 

l’écoulement sur un profil courbe et au gradient de pression statique. Les méthodes adaptées pour 

prendre en compte ces variations sont alors testées sur un cas simplifié d’écoulement en eau sur un 

profil de massif de sous-marin, de manière à travailler sur un cas proche des applications industrielles 

dans le domaine naval. 
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Chapitre 1  

Etude bibliographique 

Dans ce chapitre les problématiques décrites en introduction font chacune l’objet d’une 

étude bibliographique spécifique. La première partie propose tout d’abord un état de l’art sur la 

modélisation de l’excitation hydrodynamique par une Couche Limite Turbulente, avec notamment les 

principales méthodes numériques utilisées pour le calcul de l’écoulement et les principaux modèles 

de spectres de fluctuations de pression. Dans la seconde partie nous abordons les méthodes 

numériques courantes en vibro-acoustique selon la gamme de fréquence d’application. Enfin nous 

posons dans la dernière partie le problème vibro-acoustique de la structure soumise à une CLT, avant 

de positionner notre approche globale dans le projet de thèse.  

1.1. Excitation hydrodynamique par la couche limite turbulente 

1.1.1. Caractérisation de l’écoulement turbulent pariétal 

La turbulence est caractérisée par des structures tourbillonnaires en tout point et à tout 

instant, et par la présence de nombreuses échelles spatiales et temporelles. La description d’un 

écoulement turbulent peut être effectuée par différentes méthodes donnant plus ou moins 

d’informations. Pour mieux comprendre l’approche de mécanique des fluides numérique adoptée 

dans le cadre de la thèse, les équations générales régissant le comportement d’un fluide en 

mouvement et les caractéristiques de couche limite sont brièvement rappelées dans cette partie. Le 

lecteur est invité à consulter les ouvrages de Bailly & Comte-Bellot [9] et de Chassaing [26] pour plus 

de détails sur la turbulence.  
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1.1.1.1. Equations générales de la mécanique des fluides 

Un écoulement ayant une vitesse 𝑈𝑖(𝑥𝑗, 𝑡) obéit aux équations de conservation de la masse 

et de la quantité de mouvement. Si 𝑝(𝑥𝑖 , 𝑡) est la pression statique, 𝜌 la masse volumique du fluide 

et 𝜏𝑖𝑗  le tenseur des contraintes visqueuses, ces équations s’écrivent : 

 

{
 
 

 
 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 
𝜕𝜌𝑈𝑗

𝜕𝑥𝑗
= 0

𝜕𝜌𝑈𝑖
𝜕𝑡

+ 
𝜕𝜌𝑈𝑖𝑈𝑗

𝜕𝑥𝑗
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝜏𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗

   (1.1)

où 𝛿𝑖𝑗  est le symbole de Kronecker. 

Les écoulements à faible nombre de Mach faible peuvent être considérés comme 

incompressibles, et les équations se réécrivent : 

 

{
 
 

 
 

𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥𝑗
= 0

𝜌
𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑡

+  𝜌𝑈𝑗
𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑥𝑗

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝜏𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗

    (1.2)

avec 

 𝜏𝑖𝑗 = 𝜇 (
𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥𝑖
)    (1.3)

où 𝜇 est la viscosité dynamique du fluide. 

Lorsqu’un corps est immergé dans un écoulement, l’interaction entre le fluide et la paroi 

entraîne un changement de comportement au voisinage du corps. Les couches de fluide voisines 

interagissent et subissent un cisaillement sous l’effet de la viscosité du fluide et du frottement à la 

paroi. La zone où l’écoulement voit ses propriétés ainsi modifiées est appelée la couche limite. 

1.1.1.2. Description de la couche limite turbulente 

La couche limite est caractérisée par son épaisseur 𝛿 qui correspond à la distance entre la 

paroi et la hauteur à laquelle la vitesse atteint 95% (ou 99% selon la convention) de la vitesse 

moyenne de l’écoulement 𝑈∞ à l’extérieur de la zone visqueuse (Figure 1.1). 

 𝑈(𝛿) = 0.95𝑈∞    (1.4)

Bien qu’il soit difficile à estimer expérimentalement avec précision, ce paramètre est 

classiquement utilisé pour décrire la couche limite et le nombre de Reynolds est usuellement basé 

sur 𝛿 : 𝑅𝑒𝛿 = 𝑈∞𝛿/𝜈 avec 𝜈 la viscosité cinématique du fluide. 



1.1. Excitation hydrodynamique par la couche limite turbulente 

 

 
21 

 

 

Figure 1.1 - Profil de vitesse et épaisseur de couche limite 

L'épaisseur de déplacement 𝛿∗est également introduite pour décrire la couche limite et 

correspond à la quantité dont il faudrait déplacer la paroi pour qu’un écoulement uniforme ait le 

même débit-masse que l’écoulement réel. 

 𝛿∗ = ∫ (1 −
𝑈

𝑈∞
) 𝑑𝑦

𝛿

0

    (1.5)

L'épaisseur de quantité de mouvement 𝜃, correspond de la même manière à la quantité dont 

il faut déplacer la paroi pour qu’un écoulement uniforme ait la même quantité de mouvement que 

l’écoulement réel. 

 𝜃 =  ∫
𝑈

𝑈∞
(1 −

𝑈

𝑈∞
) 𝑑𝑦

𝛿

0

    (1.6)

La force de frottement exercée par l’écoulement sur la paroi est caractérisée par la tension 

pariétale 𝜏𝑤 et permet de définir la vitesse de frottement 𝑢𝜏 = √𝜏𝑤/𝜌. Son adimensionnement 

permet également d’obtenir le coefficient de frottement pariétal 𝐶𝑓 = 𝜏𝑤/(
1

2
𝜌𝑢𝜏

2).  

Pour un écoulement sur une plaque plane, les relations approchées suivantes peuvent être 

utilisées pour décrire la couche limite [36][117] : 

 
𝑈

𝑈∞
= (

𝑦

𝛿
)

1
𝑛

 
𝛿∗

𝛿
=

1

𝑛 + 1
 

𝜃

𝛿
=

𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
    (1.7)

Avec 𝑛 une constante dont la valeur peut aller de 7 à 8 selon les plages de nombre de 

Reynolds [117], et dans le cas général d’une couche limite sans gradient de pression statique. Pour 

plus de détails sur ces représentations, on pourra se reporter aux ouvrages de Cousteix [36] et 

Schlichting [117]. 

Enfin en présence d’une paroi courbe ou d’un obstacle, le fluide subit des changements de 

vitesse et un gradient de pression statique apparaît le long de l’écoulement. Pour quantifier celui-ci 

en prenant en compte les paramètres de CLT, Clauser [31] introduit le paramètre adimensionnel 

𝛽𝜃 = (𝜃/𝜏𝑤)( 𝑑𝑝/𝑑𝑥), auquel on préfère parfois 𝛽𝛿∗ = (𝛿
∗/𝜏𝑤)( 𝑑𝑝/𝑑𝑥) basé sur l’épaisseur de 

déplacement. 
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1.1.1.3. Loi de paroi 

Une analyse plus fine de la couche limite turbulente permet de distinguer une zone interne, 

où les effets visqueux dominent, et une zone externe influencée par les effets inertiels. On utilise 

classiquement des échelles dites internes et externes pour caractériser chacune de ces zones. Les 

paramètres relatifs aux effets visqueux comme la tension pariétale 𝜏𝑤 ou la vitesse de frottement 𝑢𝜏 

sont utilisés pour définir les échelles internes. Les variables adimensionnelles de paroi couramment 

utilisées 𝑈+ et 𝑦+ sont ainsi définies par : 

 𝑈+ =
𝑈

𝑢𝜏
 𝑦+ =

𝑦𝑢𝜏
𝜈

    (1.8)

Les échelles externes sont généralement basées sur l’épaisseur de couche limite 𝛿 et sur la 

vitesse externe à la couche limite 𝑈𝑒. 

A une faible distance de la paroi, les contraintes visqueuses jouent un rôle majoritaire par 

rapport aux contraintes dues à l’agitation turbulente, et l’écoulement peut être considéré comme 

quasi-laminaire. On parle alors de sous-couche visqueuse, et les profils de vitesse moyenne suivent 

une évolution linéaire (𝑈+ = 𝑦+). En s’éloignant de la paroi l’influence de la turbulence devient 

prédominante sur les effets de la viscosité et le profil prend la forme d’une loi logarithmique : 

 𝑈+ =
1

𝜅
log(𝑦+) + 𝐵    (1.9)

avec 𝜅 = 0.41 la constante de Karman et 𝐵 un coefficient empirique dépendant de la 

géométrie. On trouve généralement la valeur 𝐵 = 5.2 pour un cas classique de paroi plane et lisse. 

Entre ces deux régions, illustrées Figure 1.2, se trouve une zone tampon reliant les deux lois de 

comportement. Le profil de vitesse dans la couche limite apparaît donc comme une combinaison de 

lois de comportement, qui pourront, nous le verrons par la suite, être utilisées dans la modélisation 

de l’écoulement proche de la paroi. 

 

Figure 1.2 – Vitesse moyenne 𝑈+ en fonction de 𝑦+. Les lignes en pointillés représentent les lois 

de similitude linéaire 𝑈+ = 𝑦+, et logarithmique 𝑈 =
1

𝜅
log(𝑦+) + 𝐵. 
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1.1.2. Méthodes de calcul pour l’écoulement 

La résolution des équations de Navier-Stokes discrétisées en temps et en espace permet la 

simulation numérique des écoulements. Les nombreuses échelles caractérisant la turbulence 

représentent une contrainte pour la résolution, et un compromis est nécessaire entre le coût 

numérique du calcul et sa précision. Les méthodes de calcul instationnaires correspondent aux 

méthodes de calcul les plus fines mais aussi les plus coûteuses numériquement.  

1.1.2.1. Méthodes instationnaires 

On distingue parmi elles deux approches principales : la simulation numérique directe (DNS) 

et la simulation des grandes échelles (LES). La DNS consiste à résoudre toutes les échelles de la 

turbulence, le maillage spatial des équations de Navier-Stokes étant défini de manière à décrire le 

comportement des plus petites structures de l’écoulement. Cette méthode est principalement 

utilisée en recherche fondamentale, car rapidement coûteuse en ressources de calcul lorsque le 

nombre de Reynolds augmente.  

Le principe de la LES [79] est de calculer directement les grandes échelles et de modéliser les 

plus petites, permettant des simulations d’écoulements à Reynolds plus élevés qu’avec la DNS. La 

fermeture nécessitée pour la modélisation des petites échelles repose en général sur la définition 

d’une viscosité turbulente. 

De nombreux auteurs se sont intéressés à ces méthodes, en particulier la DNS, pour la 

caractérisation de la couche limite turbulente et des fluctuations de pression pariétale. On peut citer 

parmi eux Hansen et al. [60], Spalart [125], ou plus récemment Hu et al. [64] et Schlatter & Örlü 

[116]. L’évolution entre ces études montre que des progrès ont été faits en termes de nombre de 

Reynolds pouvant être abordés par des calculs instationnaires, mais les coûts numériques limitent 

encore largement l’application de ces méthodes à des cas d’intérêt industriel. 

1.1.2.2. Modèles statistiques de turbulence 

Par opposition à ces méthodes, les modèles statistiques de turbulence reposent sur une 

opération de moyenne des équations de Navier-Stokes. Ces modèles sont plus répandus dans les 

applications industrielles en raison de leur temps de calcul avantageux pour une précision 

raisonnable sur les quantités moyennes de l’écoulement, y compris sur des géométries complexes. 

Pour comprendre le principe des modèles de turbulence, il faut partir de la décomposition de 

Reynolds de chaque quantité en une partie moyenne et une partie fluctuante : 𝑄 = 𝑄 + 𝑞′. Les 

équations sont alors moyennées pour obtenir le système appelé équations de Reynolds (en anglais 

Reynolds-Averaged Navier-Stokes equations, ou RANS equations) : 

 

{
 
 

 
 𝜕𝑈𝑖

𝜕𝑥𝑗
= 0

𝜕𝜌𝑈𝑖
𝜕𝑡

+
𝜕𝜌𝑈𝑖  𝑈𝑗

𝜕𝑥𝑖
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
[𝜏𝑖𝑗 −  𝜌𝑢𝑖

′𝑢𝑗
′]

    (1.10)



Chapitre 1. Etude bibliographique 

 

24 
 

Le tenseur de Reynolds − 𝜌𝑢𝑖
′𝑢𝑗
′ caractérise les contraintes induites par la turbulence sur 

l’écoulement moyen. Les contraintes totales sont donc les contraintes visqueuses 𝜏𝑖𝑗, agissant 

majoritairement dans la zone proche paroi, et les contraintes de Reynolds, prépondérantes dans le 

reste de l’écoulement.  

La modélisation du tenseur de Reynolds permet alors la fermeture du système pour la 

résolution des équations (1.10). Pour cela le modèle de Boussinesq, fréquemment utilisé, consiste à 

définir une viscosité turbulente à partir d’une analogie entre les contraintes visqueuses et les 

contraintes turbulentes. On définit 𝜇𝑡 la viscosité dynamique turbulente qui est une fonction locale 

de l’écoulement et définie par : 

 − 𝜌𝑢𝑖
′𝑢𝑗
′ = 𝜇𝑡 (

𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥𝑖
) −

3

2
𝜌𝑘 𝛿𝑖𝑗    (1.11)

où 𝑘 est l’énergie cinétique turbulente. La formulation du tenseur de Reynolds en fonction 

de 𝜇𝑡 permet ainsi de ramener le champ turbulent que l’on ne connait pas au champ de vitesse 

moyenne.  

La viscosité cinématique turbulente 𝜈𝑡 = 𝜇𝑡/𝜌 peut se construire à partir d’une échelle de 

vitesse 𝑣 et d’une échelle de longueur 𝑙 représentatives de l’agitation turbulente : 𝜈𝑡 ∝ 𝑣 × 𝑙. Pour 

définir ces échelles représentatives, une méthode consiste à ajouter des équations de transport aux 

équations (1.10). Les modèles RANS sont classiquement ordonnés par le nombre d’équations 

ajoutées, y compris les modèles à zéro équation qui proposent une formulation directe de 𝜈𝑡. Le 

modèle de Prandtl définit notamment une longueur de mélange qui permet de relier 𝜈𝑡 aux gradients 

de vitesse moyenne (i.e. modèle de longueur de mélange). Nous utilisons dans notre étude les 

modèles à deux équations de transport 𝑘 − 𝜖 et 𝑘 − 𝜔 [77][139][2], qui font partie des plus 

couramment utilisés. Dans ces modèles, 𝑘, 𝜖 et 𝜔 représentent les quantités dont les équations de 

transport sont ajoutées. 𝑘 =
1

2
𝑢𝑖
′𝑢𝑖
′ correspond à la densité d’énergie cinétique turbulente moyenne, 

𝜖 au taux de dissipation par l’agitation turbulente, et 𝜔 = 𝑘/𝜖 la pulsation turbulente traduit la 

fréquence des structures tourbillonnaires dans l’écoulement. Le système d’équations ainsi défini 

peut alors être résolu, par la méthode des volumes finis dans la grande majorité des codes de calcul 

CFD, puis les échelles de vitesse turbulente 𝑣 et de longueur turbulente 𝑙 peuvent être calculées à 

partir de ces quantités [2].  

Dans le cas d’un écoulement le long d’une paroi, plusieurs approches sont possibles pour la 

modélisation de l’écoulement au voisinage de celle-ci. Lorsque le maillage est grossier,  une loi de 

paroi (voir 1.1.1.3) peut être utilisée dans la zone proche de la paroi où l’écoulement n’est pas résolu. 

La loi linéaire 𝑈+ = 𝑦+ est appliquée très proche de la paroi, puis la loi logarithmique dans la zone 

externe de la couche limite. Lorsque le maillage est plus fin, typiquement pour une épaisseur de 

première maille Δ𝑦+ < 5, la résolution peut se faire directement jusqu’à la paroi. Le modèle de 

turbulence peut dans ce cas être modifié pour la résolution de l’écoulement aux premières mailles 

pour prendre en compte les effets dus à la paroi. La couche limite peut par exemple être divisée en 

une sous-couche purement turbulente dans la région externe de la CLT, et une sous-couche 

visqueuse dans la région interne. Des modifications peuvent alors être apportées aux équations de 
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transport selon la distance à la paroi pour traduire les propriétés physiques de chaque région 

(comme dans la résolution proposée dans le code ANSYS Fluent [2] par exemple). 

Les modèles statistiques de turbulence présentent le meilleur compromis entre la précision 

du calcul et son coût numérique lorsqu’il s’agit d’estimer les quantités moyennes de l’écoulement. 

Les temps de calcul sont incomparables aux coûts des méthodes instationnaires et l’efficacité des 

modèles de turbulence a été prouvée à maintes reprises en recherche fondamentale et dans les 

applications industrielles. Ces modèles ne donnant d’information que sur l’écoulement moyen, une 

seconde étape dans notre approche consiste en une analyse statistique des quantités instationnaires 

à la paroi, afin de caractériser l’excitation de la structure par la CLT. 

1.1.3. Représentation de l’excitation pariétale 

La pression dans la couche limite peut être décomposée en une partie moyenne 𝑃 et une 

partie fluctuante 𝑝′. L’excitation pariétale générée par la partie fluctuante est un phénomène 

intrinsèquement aléatoire, et ce fait implique la nécessité d’une approche statistique pour sa 

description. En faisant les hypothèses de stationnarité et d’homogénéité du champ de pression dans 

le plan de la paroi (𝑥, 𝑧), on définit la fonction de corrélation spatio-temporelle 𝑅𝑝𝑝 entre deux 

signaux de pression séparés spatialement et temporellement par 𝝃 = (𝜉𝑥 , 𝜉𝑧) et 𝜏 respectivement :  

 𝑅𝑝𝑝(𝝃, 𝜏) = 𝑝
′(𝒙, 𝑡)𝑝′(𝒙 + 𝝃, 𝑡 + 𝜏)    (1.12)

avec 𝒙 = (𝑥, 𝑧) les coordonnées spatiales dans le plan de la paroi, et la barre indique une 

moyenne d’ensemble sur un certain nombre d’évènements. L’hypothèse d’ergodicité nous permet 

également de remplacer les moyennes d’ensemble par des moyennes temporelles, et la fonction 

d’intercorrélation peut se réécrire : 

 𝑅𝑝𝑝(𝝃, 𝜏) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑝′(𝒙, 𝑡)𝑝′(𝒙 + 𝝃, 𝑡 + 𝜏)𝑑𝑡

𝑇/2

−𝑇/2 

    (1.13)

L’excitation induite par le champ de pression sur la paroi peut être vue comme une 

répartition d’énergie dans les domaines spectraux de 𝝃 et . Elle se décrit donc par une densité 

interspectrale, exprimée soit dans l’espace physique en appliquant une transformée de Fourier (TF) 

temporelle, soit dans l’espace des nombre d’onde 𝒌 = (𝑘𝑥 , 𝑘𝑧) en appliquant une double TF spatio-

temporelle. La première forme qui correspond à l’interspectre spatial sera notée Γ(𝝃, 𝜔), et la 

seconde, correspondant à l’interspectre en fréquence-nombre d’onde, s’écrira Φ𝑝𝑝(𝒌,𝜔) : 

 Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔) = ∬ ∫ 𝑅𝑝𝑝(𝝃, 𝜏)𝑒
−𝑗(𝜔𝜏+𝒌𝝃)

+∞

−∞

𝑑𝜏𝑑𝝃     (1.14)

La difficulté de mesurer précisément l’interspectre de fluctuations de pression a conduit à 

considérer l’autospectre 𝑆𝑝𝑝(𝜔) comme une quantité intermédiaire correspondant à la répartition 

des fluctuations en un point en fonction de la fréquence. 
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 𝑆𝑝𝑝(𝜔) = ∫ 𝑅𝑝𝑝(0, 𝜏)𝑒
−𝑗𝜔𝜏𝑑𝜏

+∞

−∞

= ∬ Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)𝑑𝒌

+∞

−∞

    (1.15)

Ces différentes formes de densités spectrales de fluctuations de pression pariétale, 

auxquelles nous consacrons les paragraphes suivants, ont été le sujet de nombreuses études 

expérimentales et théoriques depuis les années 1950. Les multiples modèles semi-empiriques 

d’interspectre et d’autospectre développés à partir de ces études constituent une solution accessible 

pour caractériser le champ de pression, malgré la difficulté d’étendre leur application à toutes les 

configurations d’écoulement.  

D’autres pistes de modélisation se développent par ailleurs, telles que les méthodes 

statistiques proposés par Remmler et al. [126] et Glegg [53], qui permettent d’estimer les spectres de 

pression pariétale à partir des quantités de turbulence, ce qui vise à minimiser le caractère empirique 

des modèles. Un modèle statistique développé par ailleurs par Peltier & Hambric [108] permet 

d’obtenir les fonctions de corrélation spatiale à partir de données issues de calculs RANS, en tenant 

compte des effets d’un gradient de pression. Cette méthode a permis de retrouver les niveaux 

d’autospectre pour différents cas de gradient, mais les applications pour évaluer les interspectres en 

fréquence-nombre d’onde sont encore au stade de projet. 

Nous nous intéressons ici aux modèles semi-empiriques qui présentent l’avantage d’être 

facile à mettre en œuvre. Il est important de garder à l’esprit dans ce qui suit que ces modèles sont 

pour la plupart construits selon les hypothèses de structure rigide, lisse et plane ou à grand rayon de 

courbure. Cela implique pour le fluide que la couche limite n’est pas impactée par les vibrations de la 

structure ni par les défauts de surface. Notons cependant que certains auteurs comme Devenport et 

al. [1][40][8] se sont intéressés aux effets de la rugosité ou de défauts de surface sur les fluctuations 

de pression pariétale et le bruit rayonné. 

1.1.4. Autospectre de fluctuations de pression 

Les fluctuations de pression à la paroi proviennent du jeu complexe des contributions de 

chaque échelle de turbulence dans la couche limite. La prise en compte de ces contributions rend 

délicate la modélisation du champ de pression, et explique le besoin de plusieurs échelles pour la 

construction des autospectres. En basses fréquences les grosses structures turbulentes 

correspondant aux échelles externes de la couche limite influencent majoritairement les fluctuations 

de pression. En hautes fréquences ce sont les petites structures présentes dans la partie interne de la 

couche limite qui dominent le comportement du champ de pression, et on préfèrera les échelles 

visqueuses pour normaliser les spectres. Une région centrale dite zone universelle a également été 

identifiée entre les moyennes et hautes fréquences, où le spectre ne dépend plus des échelles et est 

proportionnel à 𝜔−1. Ces considérations sur les échelles de dépendance des autospectres, tout 

d’abord mises en évidence expérimentalement avec par exemple les résultats de Bakewell et al. [10] 

ou Farabee & Casarella [47], ont été amplement discutées entre autres par Blake [15], Keith et al. 

[70], Bull [21] ou plus récemment Goody [54]. Les différentes échelles que l’on utilisera pour 

adimensionner les spectres sont résumées dans le tableau suivant. 
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Echelle Adimensionnement du spectre 
Adimensionnement en 

fréquence 

Externe (Basses fréquences) 𝑆𝑝𝑝(𝜔)𝑈∞/𝜏𝑤
2 𝛿∗ 𝜔𝛿∗/𝑈∞ 

Interne (Hautes fréquences) 𝑆𝑝𝑝(𝜔)𝑢𝜏
2/𝜏𝑤

2  𝜈 𝜔𝜈/𝑢𝜏
2 

Tableau 1.1 : Variables d’adimensionnement des autospectres. 

Les tendances des spectres par gamme de fréquences sont usuellement approchées par des 

pentes caractéristiques. Pour un écoulement sans gradient de pression statique, le spectre varie en 

𝜔2 en basses fréquences, et en 𝜔−1 dans la zone de recouvrement. Dans cette dernière zone, 

certains résultats expérimentaux montrent cependant une évolution en 𝜔−0.7 (McGrath & Simpson 

[100]) ou en 𝜔−0.8 (Goody & Simpson [55]).  

En hautes fréquences la pente est approchée à 𝜔−5, mais peut également varier. McGrath & 

Simpson [100] ont par exemple mesuré une évolution en 𝜔−5.5. Il faut noter que dans cette gamme 

de fréquences, une difficulté expérimentale à déterminer la pente des spectres apparaît en raison de 

la résolution spatiale des capteurs : les niveaux sont atténués selon la taille du transducteur par 

rapport à celles des plus petites échelles de turbulence. Pour pallier ce problème, Corcos [33] 

propose un modèle théorique de facteur de correction dépendant du rayon du capteur et de la 

fréquence. Des études expérimentales, notamment par Gilchrist & Strawderman [52], Geib [50] et 

Schewe [115], mettent en évidence la variation de sensibilité sur la surface des capteurs, et la 

difficulté à établir un modèle de sensibilité pour tous les capteurs. On retiendra qu’il est prudent de 

définir un rayon équivalent du capteur en fonction de sa courbe de sensibilité sur sa surface, avant 

d’appliquer la correction de Corcos. 

1.1.4.1. Modèles d’autospectres de fluctuations de pression pariétale 

Modèle d’Efimtsov (1984) 

Le modèle empirique proposé par Efimtsov [43] est construit à partir de mesures de pression 

pariétale pour une couche limite sans gradient de pression dans un tunnel aérodynamique. Sa 

formulation dépend de 𝑅𝑒𝑢𝜏 = 𝛿𝑢𝜏/𝜈 : 

 

𝑆𝑝𝑝(𝜔) =  
𝜌2𝑢𝜏

3𝛿𝛼𝛽

(1 + 8𝛼3 (
𝜔𝛿
𝑢𝜏
)
2

)

1
3

+  𝛼𝛽𝑅𝑒 (
(
𝜔𝛿
𝑢𝜏
)

𝑅𝑒
)

10
3

 

   (1.16)

où 𝛼 = 0.01, 𝛽 = [1 + (
𝑅𝑒0

𝑅𝑒𝑢𝜏
)
3

]

1

3

, et, 𝑅𝑒0 = 3000. On remarque qu’en hautes fréquences le 

spectre varie selon 𝜔−10/3, et que la première pente en 𝜔2 en basses fréquences n’est pas incluse. 
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Modèle de Chase (1987) 

Le modèle d’interspectre en fréquence-nombre d’onde de Chase développé en 1980 [24] et 

dont une version améliorée est publiée en 1987 [25], permet de déduire un autospectre de 

fluctuations de pression par intégration sur les nombres d’onde. Cet interspectre, que nous décrivons 

plus en détail dans la partie 1.1.5, est construit à partir des contributions relatives aux interactions 

entre le cisaillement moyen et la turbulence (indices 𝑀) et entre les structures turbulentes elles-

mêmes (indices 𝑇). L’autospectre déduit du modèle le plus récent [25] s’écrit  

 𝑆𝑝𝑝(𝜔) = 2𝜌
2𝑢𝜏

4𝜔−1ℎ [
2𝜋

3
𝐶𝑀𝛼𝑀

−3(1 + 𝜇𝑀
2 𝛼𝑀

2 ) + 𝜋𝐶𝑇𝛼𝑇
−1(1 + 𝛼𝑇

−2)]    (1.17)

où 𝛼𝑀 = 𝛼𝑇 = √1+ (
𝑈𝑐

𝑏𝜔𝛿
)
2

. ℎ𝐶𝑀 = 0.466, ℎ𝐶𝑇 = 0.014, ℎ = 𝜇𝑈𝑐/𝑢𝜏 = 3, et 𝑏 = 0.75 

sont des constantes ajustées empiriquement à partir de mesures en air.  

Modèle d’Astolfi (1993) 

Le modèle d’Astolfi [5] a ensuite été développé à partir de mesures sur une structure 

soumise à une CLT en eau. Il introduit une formulation simple par segments de droites qui s’écrit : 

𝑆𝑝𝑝(𝜔)

𝜌2𝑢𝜏
3𝛿

=

{
 
 
 

 
 
 9.1 × 10

−4𝜔+
0.8

3 × 10−3𝜔+
0.4

1.5 × 10−2

1.8𝜔+
−1

0.714𝑅𝑡

4
3𝜔+

−
7
3

0.714𝑅𝑡
4𝜔+

−5

 

Si 𝜔+ < 20 

   (1.18)

Si 20 ≤ 𝜔+ < 60 

Si 60 ≤ 𝜔+ < 120 

Si 120 ≤ 𝜔+ < 0.5𝑅𝑡 

Si 0.5𝑅𝑡 ≤ 𝜔+ < 𝑅𝑡 

Si 𝑅𝑡 ≤ 𝜔
+ 

où 𝜔+ = 𝜔𝛿/𝑢𝜏 et  𝑅𝑡 = 𝑢𝜏𝛿/𝜈. Ce modèle empirique permet ainsi de traduire les pentes 

caractéristiques en moyennes et hautes fréquences mais le spectre varie selon 𝜔0.8 en basses 

fréquences.  

Modèle de Smol’yakov (2000) 

Smol’yakov [121] se base sur des mesures de spectres publiées et sur une méthode 

théorique pour proposer une modélisation dépendant du Reynolds 𝑅𝑒𝜃 = 𝑈𝑒𝜃/𝜈. Son modèle est 

construit par régions distinctes de fréquences, définies par rapport à 𝜔 = 𝜔𝜈/𝑢𝜏
2. 

𝑆𝑝𝑝(𝜔) =

{
 
 
 

 
 
 1.49 × 10−5𝑅𝑒𝜃

2.74𝜔
2
(1 − 0.117𝜔

1/2
𝑅𝑒𝜃

0.44)
𝜏𝑤
2 𝜈

𝑢𝜏
2

2.75𝜔
−1.11

(1 − 0.82𝑒
−0.51(

𝜔
𝜔0
−1)
)
𝜏𝑤
2 𝜈

𝑢𝜏
2

(38.9𝑒−8.35𝜔 + 18.6𝑒−3.58𝜔 + 0.31𝑒−2.1𝜔) × (1 − 0.82𝑒
−0.51(

𝜔
𝜔0
−1)
)
𝜏𝑤
2 𝜈

𝑢𝜏
2

 

si 𝜔 < 𝜔0 

si 𝜔𝜖[𝜔0; 0.2] 

si 𝜔 > 0.2 

   (1.19)



1.1. Excitation hydrodynamique par la couche limite turbulente 

 

 
29 

 

avec 𝜔0 = 49.35𝑅𝑒𝜃
−0.88. Le premier terme correspond aux lois générales propres à chaque 

gamme de fréquence, et le terme entre parenthèse permet une transition entre ces régions. 

Modèle de Goody (2004) 

Dans le développement de son modèle, Goody [54] s’intéresse aux effets du nombre de 

Reynolds qui est à l’origine de la décroissance des niveaux de l’autospectre en hautes fréquences. Le 

modèle est basé sur plusieurs groupes de données expérimentales de spectre pour des écoulements 

sans gradient de pression et principalement en air (entre autres Blake [14], Farabee & Casarella [47], 

McGrath & Simpson [100]), mais aussi en eau avec les mesures de Olivero-Bally et al. [103]. 

L’expression analytique de ce modèle s’écrit : 

 
𝑆𝑝𝑝(𝜔)𝑈𝑒

𝜏𝑤
2  𝛿

=
3 (
𝜔𝛿
𝑈𝑒
)
2

[(
𝜔𝛿
𝑈𝑒
)
0.75

+  0.5 ]

3.7

+ [(1.1 𝑅𝑇
−0.57) (

𝜔𝛿
𝑈𝑒
)]
7
     (1.20)

où 𝑅𝑇 =
𝛿/𝑈𝑒

𝜈/𝑢𝜏
2 =

𝑢𝜏𝛿

𝜈
√
𝐶𝑓

2
 est introduit pour prendre en compte les effets du nombre de 

Reynolds sur le spectre. Ce rapport des variables inertielles et visqueuses permet plus précisément 

de modifier la taille de la zone universelle de pente 𝜔−0.7 dans ce modèle.  

Comparaison des modèles d’autospectre 

Les modèles présentés ne sont applicables que pour des cas d’écoulement sans gradient de 

pression statique. On considère pour les comparer un cas d’écoulement en eau sur une plaque plane, 

et dont les propriétés sont indiquées dans le Tableau 1.2.  

 

Paramètre Valeur 

𝑈∞  10 𝑚/𝑠 

𝛿  4.45 𝑐𝑚 

𝛿∗  5.6 𝑚𝑚 

𝑢𝜏  0.318 𝑚/𝑠 

𝜌 1000 𝑘𝑔/𝑚3 

Tableau 1.2 : Paramètres d’écoulement 
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Figure 1.3 : Comparaison des modèles d’autospectres de fluctuations de pression pariétale (dB). 

 Les spectres adimensionnés selon les variables externes sont représentés Figure 1.3, ainsi 

que les pentes caractéristiques pour chaque gamme de fréquence. Ces tendances sont plus ou moins 

bien suivies selon les modèles, mais les spectres modélisés montrent un bon accord entre eux dans 

l’ensemble. Le modèle de Goody étant le plus récent et basé sur un grand nombre de données 

expérimentales, il est généralement admis comme étant le plus précis par rapport aux mesures pour 

les cas d’écoulement sans gradient de pression, comme le montrent Hwang et al. [66]. En le prenant 

comme référence, on peut faire les remarques suivantes : 

 Le modèle d’Efimtsov ne permet pas d’observer la pente positive en basses fréquences ni 

le maximum, mais prédit relativement bien les niveaux en hautes fréquences ; 

 Le modèle de Chase (1987) présente bien un maximum autour de 𝜔𝛿∗/𝑈∞ = 0.2, mais a 

tendance à sous-estimer les niveaux en moyennes fréquences et n’inclut pas la pente 

observée en hautes fréquences ; 

 Le modèle d’Astolfi donne une allure proche du spectre du modèle de Chase, en 

particulier dans la zone de recouvrement, et inclut la décroissance en 𝜔−5 dans les 

hautes fréquences. Cependant ce modèle a un fort caractère empirique ce qui peut être 

contraignant pour étendre son applicabilité ; 

 Le modèle de Smol’yakov donne un meilleur accord par rapport au modèle de Goody et 

présente bien les trois zones caractéristiques, mais le maximum est décalé vers les 

hautes fréquences et les niveaux sont sous-estimés en basses fréquences. 

1.1.4.2. Cas d’écoulement en présence d’un gradient de pression statique 

Les variations engendrées par un gradient de pression statique sur les niveaux de fluctuations 

de pression peuvent être significatives et sa prise en compte devient nécessaire dans de nombreux 

cas. Toutefois les mesures disponibles dans la littérature étant moins nombreuses et les lois de 
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similitude plus difficile à établir, on ne trouve pour le moment que peu de données et de méthodes 

de modélisation des autospectres prenant en compte le gradient de pression.  

L’influence du gradient de pression dépend avant tout de son signe : lorsque le fluide est en 

accélération, le gradient est négatif et est appelé favorable (noté FPG pour Favorable-Pressure-

Gradient en anglais) ; lorsque le fluide décélère, le gradient est positif ou dit adverse (APG pour 

Adverse-Pressure-Gradient) ; enfin lorsque l’écoulement ne présente pas de gradient, la 

configuration est dite ZPG pour Zero-Pressure-Gradient.  

En gradient favorable la couche limite est caractérisée par une épaisseur plus fine, et les 

structures turbulentes sont de taille plus petite. A l’inverse dans le cas APG, la couche limite s’épaissit 

et la taille des structures turbulentes augmente. Il existe un certain nombre d’études de la pression 

pariétale en gradient adverse, configuration que l’on retrouve dans le cas courant d’un écoulement 

sur un profil d’aile dans la région critique du bord de fuite. Les résultats en gradient favorable sont en 

revanche très limités. 

Les premières mesures avec gradient de pression ont été réalisées par Schloemer [118] sur 

un écoulement en air dans une conduite dont la paroi supérieure profilée permet d’avoir les deux 

types de gradient. Les comparaisons Figure 1.4 des cas de gradient issus de Schloemer et de Burton 

[22] montrent des écarts considérables par rapport au cas sans gradient. Dans le cas FPG, les niveaux 

des spectres sont globalement plus faibles en adimensionnant avec les variables externes. Dans le 

cas APG les niveaux sont plus élevés en basses et moyennes fréquences, ce qui peut être mis en 

relation avec la taille plus grande des structures turbulentes, et présentent des écarts allant jusqu’à 

15 𝑑𝐵. L’observation de ces écarts lorsque les spectres sont adimensionnés sur les variables externes 

suggère qu’ils ne sont pas dus qu’à la réduction de l’épaisseur de la CLT (cas FPG) et à son 

augmentation (cas APG).  

 

               a. Schloemer [118]    b. Burton [22] 

Figure 1.4 : Mesures d’autospectres de fluctuations de pression adimensionnés par les variables 
externes. Effets du gradient de pression. 

Nous nous intéressons ici au cas plus documenté de gradient adverse. Une comparaison 

entre des spectres expérimentaux en configuration APG et le modèle de Goody (appliqué aux 

paramètres APG de Schloemer) est présentée en Figure 1.5 pour les deux types 
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d’adimensionnement. Nous avons ajouté aux spectres de Schloemer et de Burton des données du 

projet européen ENABLE [111] (Environmental Noise Associated with Turbulent Boundary Layer 

Excitation), et de Magionesi et al. [86],[85]. Le projet ENABLE, dont nous proposons l’étude au 

Chapitre 2, met en jeu un écoulement en air en conduite dont la paroi supérieure est profilée, et les 

mesures de Magionesi portent sur un écoulement en eau sur une maquette de profil de proue.  

 

a. Adimensionnement par variables externes b. Adimensionnement par variables internes 

Figure 1.5 : Autospectres adimensionnés de fluctuations de pression pariétale dans des cas de 
gradient adverse. Comparaison entre le modèle de Goody et les spectres expérimentaux. 

 Schloemer [118] Magionesi [86],[85] Burton [22] ENABLE [111] 

Fluide Air Eau  Air Air 

𝑈∞ (𝑚/𝑠) 43.6 5.45 30.5 69.9 

𝛿∗ (𝑚𝑚) 5.26 0.85 21.6 8.87 

𝜏𝑤  (𝑃𝑎) 1.998 57.12 0.57 4.88 

𝛽𝛿∗ 3.27 0.047 18.5 3.83 

𝛽𝜃 2.07 0.034 8.7 2.9 

𝑅𝑒𝜃 9180 2841 17500 30132 

Tableau 1.3 : Paramètres d’écoulement des données expérimentales en gradient adverse. 

Les paramètres d’écoulement des mesures indiqués dans le Tableau 1.3 montrent que les 

configurations d’écoulement sont très différentes. L’écoulement des mesures de Burton présente par 

exemple une couche limite très épaisse. On note que pour les mesures de Burton, ces paramètres 

ont été déduits de leurs courbes expérimentales dans [22], ajoutant une incertitude aux valeurs.  

D’autre part les écarts entre les nombres de Reynolds rend délicate la comparaison entre les 

valeurs de 𝛽𝛿∗ ou 𝛽𝜃 entre des écoulements en eau et en air. Dans le cas de Magionesi, s’ajoute à 

cela le fait que les données proviennent de mesures sur la partie avant de la proue où le gradient 

adverse est assez élevé, mais où la couche limite est encore fine et le Reynolds faible. Le 𝛽𝛿∗ assez 
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faible de Magionesi peut en effet s’expliquer par les valeurs de 𝛿∗ et 𝜏𝑤, malgré le gradient adverse 

bien présent [85].  

En Figure 1.5 a. l’adimensionnement par rapport aux variables externes nous permet 

d’observer que les spectres expérimentaux convergent globalement en basses fréquences, à 

l’exception des mesures de Burton. Dans cette zone fréquentielle le modèle de Goody sous-estime 

les niveaux des spectres. En Figure 1.5 b. les spectres adimensionnés par les variables internes ont la 

même allure en hautes fréquences : la pente est beaucoup plus élevée et les niveaux plus bas. Le 

modèle de Goody ne permet pas de prédire cette décroissance plus rapide dans cette gamme de 

fréquence.  

Modèle de Rozenberg (2012) 

Contrairement aux cas de gradient favorable pour lesquels il n’existe pas de modèle à notre 

connaissance, un modèle récent a été développé dans le but de prendre en compte les effets d’un 

gradient adverse. Il s’agit du modèle de Rozenberg [112] construit à partir du modèle de Goody et 

basé sur plusieurs groupes de données expérimentales et numériques d’écoulement en air avec 

gradient adverse. Les configurations de ces données correspondent ou visent à reproduire les 

conditions d’écoulement sur un profil d’aile (gradient adverse en aval d’une accélération). Ces cas de 

validation comprennent entre autres les mesures de Schloemer [118], les simulations DNS de Na & 

Moin [101] et les mesures du projet ENABLE [111]. Les corrections apportées par Rozenberg 

rehaussent le niveau des spectres en basses fréquences et modifient les pentes en moyennes et 

hautes fréquences où la décroissance est plus rapide que dans le cas ZPG. Le modèle de Rozenberg 

doit également rejoindre les résultats du modèle de Goody en l’absence de gradient. 

L’autospectre du modèle de Rozenberg s’écrit : 

 S𝑝𝑝(𝜔)𝑈𝑒

𝜏𝑚𝑎𝑥
2 𝛿∗

=
[2.82Δ2(6.13Δ−0.75 + 𝐹1)

𝐴1] [4.2 (
Π
Δ
) + 1] (𝜔𝛿∗/𝑈𝑒)

2

[4.76(𝜔𝛿∗/𝑈𝑒)
0.75 + 𝐹1]

𝐴1 + [𝐶3
′(𝜔𝛿∗/𝑈𝑒)]

𝐴2
    (1.21)

avec Δ = 𝛿/𝛿∗ 𝐶3
′ = 8.8 𝑅𝑇

−0.57  

 𝐴1 = 3.7 + 1.5 𝛽𝜃 𝐴2 = min (3,
19

√𝑅𝑇
) + 7  

 𝑅𝑇 =
𝑢𝜏𝛿

𝜈
√(
𝐶𝑓

2
) 𝐹1 = 4.76 (

1.4

Δ
)
0.75

(0.375𝐴1 − 1) 

Pour adimensionner le spectre, la tension pariétale 𝜏𝑤 est remplacée par 𝜏𝑚𝑎𝑥 =

max[𝜇(𝑑𝑈/𝑑𝑦)]. Le paramètre Π décrivant la force de sillage est défini par l’équation de Coles : 

 2Π − ln(1 + 𝛱) =
𝜅𝑈𝑒
𝑢𝜏

− ln (
𝛿∗𝑈𝑒
𝜈
) − 𝜅𝐶+ − ln(𝜅)    (1.22)

où 𝜅 est la constante de von Karman et C+ = 5.1. 
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Le paramètre 𝛽𝜃 introduit la dépendance au gradient de pression dans le modèle. Dans 

l’étude paramétrique représentée Figure 1.6, le maximum du spectre en moyennes fréquences et la 

pente dans les hautes fréquences augmentent lorsque 𝛽𝜃 augmente. 

 

 

Figure 1.6 : Etude paramétrique de 𝛽𝜃 (0 ≤ 𝛽𝜃 ≤ 4). D’après Rozenberg [112]. 

 

 

Figure 1.7 : Autospectres de fluctuations de pression en configuration APG (dB, ref. 1𝜇𝑃𝑎2/𝐻𝑧). 
Comparaison entre les modèles de Goody et de Rozenberg et les spectres mesurés :  

a. Schloemer [118] ; b. Magionesi [86] ; c. Burton [22] ; d. ENABLE [111]. 
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Les spectres présentés en Figure 1.7 sont obtenus en appliquant les modèles de Goody et de 

Rozenberg à chacune des configurations expérimentales du Tableau 1.3. On observe que 

globalement le modèle de Rozenberg améliore l’allure des spectres par rapport au modèle de Goody 

malgré quelques écarts. Les maxima sont rehaussés et les pentes sont plus fortes en hautes 

fréquences. Pour le cas d’écoulement en eau, le spectre obtenu par le modèle de Rozenberg est très 

similaire à celui de Goody en basses fréquences, ce qui est lié à la faible valeur de 𝛽𝜃, puis décroît 

plus rapidement en hautes fréquences. Le modèle de Rozenberg sous-estime légèrement le spectre 

expérimental en basses fréquences et en hautes fréquences mais permet de mieux prédire les 

niveaux par rapport au modèle de Goody jusqu’à la dernière pente. 

Notons qu’une étude récente réalisée par Catlett et al. [23] propose un nouveau modèle 

empirique d’autospectre de pression pariétale sous un écoulement à gradient adverse. Le modèle est 

développé à partir de mesures d’écoulement à haut Reynolds sur un profil d’aile, puis comparé aux 

résultats expérimentaux de la littérature pour des écoulements en configuration APG. Malgré son 

fort caractère empirique, les comparaisons de ce modèle aux mesures semblent être concluantes par 

rapport aux modèles de Goody et de Rozenberg, et son utilisation pourrait être intéressante pour 

d’autres applications. 

1.1.5. Interspectre de fluctuations de pression  

L’interspectre, qui caractérise les corrélations spatiales des fluctuations de pression pariétale, 

donne une information plus complète sur le champ aléatoire mais aussi plus difficile à mesurer. Les 

premières observations qui ont permis de modéliser cet interspectre ont porté sur la notion de 

convection des structures turbulentes. Il est établi par les mesures de Willmarth & Wooldridge [140] 

et par l’analyse de Corcos [33] que la densité interspectrale Γ(𝜉𝑥 , 𝜉𝑧, 𝜔) peut être définie comme une 

fonction de 𝜔𝜉𝑥/𝑈𝑐 et 𝜔𝜉𝑧/𝑈𝑐 avec 𝑈𝑐 la vitesse à laquelle les structures turbulentes sont 

convectées. Ce mouvement des structures turbulentes par l’écoulement est à l’origine d’une 

contribution spectrale très énergétique.  

Cependant lorsqu’on se place d’un point de vue vibro-acoustique, ce n’est pas toujours cette 

contribution qui est la plus importante. Les éléments ayant une vitesse plus élevée, proche de la 

vitesse de vibration de la structure vont davantage jouer sur l’excitation de la structure, et le 

rayonnement acoustique direct de la CLT résultera des composants ayant une vitesse de phase 

proche de la vitesse du son 𝑐0. 
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Figure 1.8 : Représentation schématique du spectre en fréquence-nombre d’onde à une 
fréquence donnée. D’après Howe [61].  

La représentation de l’interspectre dans l’espace des nombres d’onde permet de bien 

distinguer ces différentes contributions, comme illustré en Figure 1.8. La contribution 

hydrodynamique se trouve dans les hauts nombres d’onde autour du nombre d’onde de convection 

𝑘𝑐 = 𝜔/𝑈𝑐, et concentre une grande partie de l’énergie du spectre. Lorsque le nombre d’onde 

diminue, une zone dite subconvective est identifiée à 1/𝛿  < 𝑘 ≪ 𝑘𝑐. A partir de l’hypothèse 

d’incompressibilité du fluide dans cette zone, le théorème de Kraichnan-Phillips[72][109] énonce que 

l’interspectre tend vers zéro en 𝑘2 lorsque |𝒌| → 0, représentant une contrainte forte sur son allure. 

Enfin la contribution acoustique, énergétiquement plus faible que la partie hydrodynamique, se 

trouve dans la région des petits nombres d’onde où les effets de compressibilité du fluide dominent. 

Des études sur la prise en compte de la compressibilité du fluide dans la zone supersonique par 

Chase [25] entre autres, montrent qu’une singularité apparaît au nombre d’onde acoustique 

𝑘0 = 𝜔/𝑐0, qui se traduit par un pic autour de 𝑘0. 

1.1.5.1. Modèles d’interspectres de fluctuations de pression pariétale 

Modèle de Corcos (1963) 

En se basant sur les mesures de Willmarth & Wooldridge [140], Corcos [33] propose une 

formulation de la densité interspectrale Γ(𝜉𝑥 , 𝜉𝑧, 𝜔) qui suppose que les décroissances de corrélation 

sont indépendantes selon les deux directions longitudinale et transversale, et que le déphasage entre 

les signaux ne varie que dans la direction de l’écoulement, en liaison avec la convection des 

structures turbulentes. 
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La densité interspectrale peut ainsi s’écrire : 

 Γ(𝜉𝑥 , 𝜉𝑧 , 𝜔) = 𝑆𝑝𝑝(𝜔)𝐴 (
𝜔𝜉𝑥
𝑈𝑐
)𝐵 (

𝜔𝜉𝑧
𝑈𝑐
) 𝑒𝑗𝜔𝜉𝑥/𝑈𝑐    (1.23)

 𝐴 et 𝐵 sont approchées empiriquement par des fonctions exponentielles : 

 
𝐴 = 𝑒

−𝛼𝑥|
𝜔𝜉𝑥
𝑈𝑐

|
 

𝐵 = 𝑒
−𝛼𝑧|

𝜔𝜉𝑧
𝑈𝑐

|
 

   (1.24)

 où 𝛼𝑥 = 0.11 et 𝛼𝑧 = 0.77 traduisent le taux de décroissance de cohérence selon les 

directions 𝑥 et 𝑧 respectivement. Des valeurs différentes sont parfois proposées selon les études : 

par exemple Blake [15] suggère 𝛼𝑥 = 0.32 et 𝛼𝑧 = 0.7 pour une couche limite sur un profil d’aile. Les 

longueurs de corrélation sont également définies pour caractériser la décroissance de cohérence : 

𝐿𝑥 = 𝑈𝑐/(𝛼𝑥𝜔) et 𝐿𝑧 = 𝑈𝑐/(𝛼𝑧𝜔).  

Dans l’espace des nombres d’onde l’interspectre s’exprime par : 

 
Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥 , 𝑘𝑧, 𝜔) = 𝑆𝑝𝑝(𝜔) (

𝑈𝑐
𝜔
)
2 4𝛼𝑥𝛼𝑧

[𝛼𝑥
2 + (1 −

𝑘𝑥𝑈𝑐
𝜔

)
2

] [𝛼𝑧
2 + (

𝑘𝑧𝑈𝑐
𝜔

)
2

]

 
   (1.25)

Le modèle de Corcos a l’avantage de donner une bonne estimation de l’interspectre dans la 

région convective, mais de nombreuses études expérimentales [88][15][65][18] ont prouvé qu’il 

surestime les niveaux dans la région des petits nombres d’onde. Il n’inclut par ailleurs pas de 

dépendance aux paramètres de couche limite tels quel 𝛿, qui peuvent influencer le spectre.  

Modèle d’Efimtsov (1982) 

Le modèle d’Efimtsov [42] reprend la formulation de Corcos (1.25) et introduit une 

dépendance par rapport aux paramètres d’écoulement 𝛿, 𝑢𝜏 et au nombre de Mach 𝑀. Il inclut ces 

modifications en redéfinissant les longueurs de corrélation : 

𝐿𝑥
𝛿
=

[
 
 
 

(
𝑎1𝜔̃

𝑈𝑐
𝑢𝜏

)

2

+
𝑎2 

2

𝜔̃2 + (
𝑎2
𝑎3
)
2

]
 
 
 
−1/2

 

   (1.26)

 
𝐿𝑧
𝛿
=

{
 
 
 
 

 
 
 
 

[
 
 
 

(
𝑎4𝜔̃

𝑈𝑐
𝑢𝜏

)

2

+ 𝑎7
2

]
 
 
 
−1/2

[
 
 
 

(
𝑎4𝜔̃

𝑈𝑐
𝑢𝜏

)

2

+
𝑎5 

2

𝜔̃2 + (
𝑎5
𝑎6
)
2

]
 
 
 
−1/2

 

si 𝑀 ≥ 0.9 

si 𝑀 ≤ 0.75 

avec 𝜔̃ = 𝜔𝛿/𝑢𝜏.  
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Efimtsov suggère les valeurs suivantes pour les coefficients empiriques : 𝑎1 = 0.1 ; 𝑎2 =

72.8 ; 𝑎3 = 1.54 ; 𝑎4 = 0.77 ; 𝑎5 = 548 ; 𝑎6 = 13.5 ; 𝑎7 = 5.66. La dépendance aux paramètres de 

CLT constitue une amélioration du modèle de Corcos mais la diminution des niveaux dans la région 

des bas nombres d’onde n’est pas introduite. 

Modèle de Smol’yakov et Tkachenko (1991) 

Smol’yakov & Tkachenko [123] réalisent des mesures de corrélations spatiales dans une 

couche limite en air en fonction de la séparation spatiale entre les capteurs et de l’épaisseur de CLT. 

Ces mesures ont la particularité d’aller jusqu’à de grandes séparations, correspondant aux régions 

subconvective et acoustique dans l’espace des nombres d’onde. Un modèle basé sur la formulation 

de Corcos est alors développé à partir de ces mesures et permet ainsi d’améliorer l’allure du spectre 

dans ces régions. 

 Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝜔) = 𝑆𝑝𝑝(𝜔)
2𝜋𝐴(𝜔)

𝑚0

(
𝑈𝑐
𝜔
)
2

ℎ(𝜔)[𝐹(𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝜔) −  Δ𝐹(𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝜔)]    (1.27)

avec 

 

𝐴(𝜔) = 𝛼𝑥√1 −
𝑈𝑐

4𝜔𝛿∗
+ (

𝑈𝑐

4𝜔𝛿∗
)
2

 , 𝑚0 =
𝛼𝑧

𝛼𝑥
 , 𝑚1 =

1+𝐴(𝜔)

5𝑛+4+𝐴2(𝜔)
 

ℎ(𝜔) = [1 −
𝑚1𝐴(𝜔)

𝑚0𝑛
2√𝛾
]
−1

 , 𝑛 = 1.005 , 𝛾 = 1 + 𝐴2(𝜔) − 𝑛𝑚1 

𝐹(𝑘𝑥 , 𝑘𝑧, 𝜔) = [𝐴2(𝜔) + (1 −
𝑘𝑥
𝑘𝑐
)
2

+ (
𝑘𝑧
𝑚0𝑘𝑐

)
2

]

−
3
2

 

Δ𝐹(𝑘𝑥 , 𝑘𝑧, 𝜔) =
1

𝑛
[1 + 𝐴2(𝜔) +

𝑛

𝑚1

((𝑚1 −
𝑘𝑥
𝑘𝑐
)
2

+ (
𝑘𝑧
𝑘𝑐
)
2

− 𝑚1
2)]

−
3
2

 

  

𝛼𝑥 et 𝛼𝑧 correspondent aux coefficients de la formulation de Corcos, mais Smol’yakov & 

Tkachenko proposent les valeurs 𝛼𝑥 = 0.124 et 𝛼𝑧 = 0.8. 𝑛 est une constante empirique. 

Modèles de Chase (1980 et 1987) 

En 1980 Chase [24] propose un premier modèle construit à partir d’une approche analytique 

qui introduit les interactions cisaillement moyen – turbulence et turbulence – turbulence comme 

sources des fluctuations de pression. La première influencera le spectre dans la partie convective, 

tandis que la seconde jouera sur la région acoustique. Ce premier modèle s’écrit : 

 Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝜔) = (2𝜋)
3𝜌2𝑢𝜏

3 [
𝐶𝑀𝑘𝑥

2

(𝐾+
2 + (𝑏𝑀𝛿)

−2)5/2
+

𝐶𝑇|𝑘|
2

(𝐾+
2 + (𝑏𝑇𝛿)

−2)5/2
]     (1.28)

avec 𝐾+
2 =

(𝜔 − 𝑈𝑐𝑘𝑥)
2

ℎ2𝑢𝜏
2

+ |𝑘|2 |𝑘|2 = 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑧

2   
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 𝛼𝑀;𝑇 = 1 + (
𝑈𝑐

𝑏𝑀;𝑇𝜔𝛿
)

2

 𝜇 =
ℎ𝑢𝜏
𝑈𝑐

  

𝑏𝑀 = 0.756, 𝑏𝑇 = 0.378, 𝐶𝑀 = 0.0745, 𝐶𝑇 = 0.0475 et ℎ = 3 sont des constantes ajustées 

empiriquement. ℎ a d’abord été défini par Chase comme pouvant varier en fonction de 𝑈𝑐 et 𝑢𝜏 mais 

des études ultérieures [15] suggèrent de garder ℎ constant. 

Chase s’intéresse dans un second temps aux effets de la compressibilité du fluide sur le 

spectre, et propose une version améliorée de son modèle en 1987 [25] qui permet d’en tenir 

compte. L’interspectre de ce dernier modèle s’exprime par : 

Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝜔) =
(2𝜋)3𝜌2𝑢𝜏

3

(𝐾+
2 + (𝑏𝛿)−2)

5
2

[𝐶𝑀𝑘𝑥
2 (

𝑘

|𝐾𝑐|
)
2

+ 𝐶𝑇|𝑘|
2 [
𝐾+
2 + (𝑏𝛿)−2

|𝑘|2 + (𝑏𝛿)−2
] [𝑐2 (

|𝐾𝑐|

𝑘
)

2

+ 𝑐3 (
𝑘

|𝐾𝑐|
)
2

+ 1 − 𝑐2 − 𝑐3]] 

   (1.29)

avec 

𝐾𝑐 = 

{
 
 

 
 
−𝑖 ((

𝜔

𝑐
)
2

− 𝑘2)

1
2

        𝑠𝑖 𝑘 <
𝜔

𝑐

(𝑘2 − (
𝜔

𝑐
)
2

)

1
2
              𝑠𝑖 𝑘 >

𝜔

𝑐

 

ℎ = 3, 𝐶𝑇ℎ = 0.014, 𝐶𝑀ℎ = 0.466, 𝑏 = 0.75, 𝑐2 = 𝑐3 =
1

6
 

Comparaison des modèles d’interspectre 

Les modèles d’interspectres de fluctuations de pression ont été étudiés comparativement à 

de nombreuses reprises dans la littérature. On peut citer les publications de Hwang et al. [65], 

Graham [56], ou encore Bonness et al. [18] et Aucejo [6] dont les études sont orientées vers la vibro-

acoustique. Une récapitulation des modèles considérés ici est présentée en Figure 1.9 pour un cas 

d’écoulement en air sans gradient de pression dont les paramètres sont résumés dans le Tableau 1.4, 

et à 𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧. Chacun des interspectres est « normalisé » de manière à ce que leur autospectre soit 

celui obtenu par le modèle de Goody.  

Les modèles de Corcos et Efimtsov sont équivalents dans les régions des petits nombres 

d’onde et subconvective, et surestiment le niveau du spectre. Le modèle de Smol’yakov permet 

d’abaisser le niveau dans les bas nombres d’onde mais donne un niveau constant dans les bas 

nombres d’onde. Les modèles de Chase respectent le théorème de Kraichnan-Phillips et les niveaux 

diminuent lorsque 𝑘𝑥 décroît. Nous avons vu que le premier modèle de Chase ne prend pas en 

compte les effets de la compressibilité du fluide, contrairement au modèle de 1987. On observe bien 

en effet que la discontinuité du spectre en 𝑘0 = 𝜔/𝑐0 liée à la compressibilité est présente avec ce 

dernier modèle. Enfin les modèles de Chase donnent un niveau plus élevé au pic convectif, mais 

également une décroissance plus rapide du spectre dans l’axe 𝑘𝑧 comme illustré en Figure 1.10.  
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Figure 1.9 : Interspectres de fluctuations de pression pariétale dans le plan (𝑘𝑥 , 0). Comparaison 
des modèles à 𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧. 

 

Figure 1.10 : Interspectres Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 𝑘𝑧, 𝜔) pour 𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧 (dB, ref 1𝜇𝑃𝑎²𝑚²/𝐻𝑧). Comparaison 

des modèles de Corcos et de Chase. 

Paramètre Valeur 

𝑈∞  85.5 𝑚/𝑠 

𝛿∗  5.3 𝑚𝑚 

𝜏𝑤  9.66 𝑃𝑎 

Tableau 1.4 : Paramètres d’écoulement pris en compte pour la comparaison des modèles en 
Figure 1.9 et Figure 1.10. 
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Certaines études dont Hwang et al. [65] ou Bonness et al. [18] permettent de situer la validité 

des modèles par rapport à des données expérimentales. La comparaison de Bonness présentée 

Figure 1.11 s’intéresse à des mesures dans les régions de nombre d’onde acoustique en air et en eau. 

Ce type de donnée est d’intérêt pour une étude vibroacoustique, la structure pouvant jouer le rôle 

de filtre dans les bas nombres d’onde. Les données en eau de Bonness proviennent d’une analyse de 

mesures de réponse vibratoire d’un cylindre dans un écoulement. Les modèles comparés sont ceux 

de Corcos, Chase 1987 et une extension [122] du modèle de Smol’yakov & Tkachenko, non présentée 

ici. On notera que les spectres sont tracés pour 𝑘𝑧 non-nul, ce qui explique l’absence du pic 

caractéristique de la contribution acoustique pour le modèle de Chase 1987. Les données 

expérimentales obtenues en air présentent des niveaux plus proches du modèle de Chase 1987 et 

confirment la surestimation du spectre par le modèle de Corcos. En eau cependant, les niveaux 

mesurés se trouvent entre les modèles de Smol’yakov et de Chase 1987.  

 

Figure 1.11 : Comparaison des interspectres modélisés à des données expérimentales en 
fonction de 𝑘𝑥/𝑘𝑐. Données en air : o, Martin & Leehey [88] ; ∆, Farabee & Geib [48]. Données en 

eau : x, Bonness et al. [18]. D’après Bonness et al. [18]. 

1.1.5.2. Vitesse de convection 

La formulation de l’interspectre spatial de type Corcos (Eq. (1.23)) permet de définir la 

vitesse de convection 𝑈𝑐 à partir de la phase de l’interspectre. Celle-ci varie linéairement en fonction 

de la fréquence et de la séparation spatiale longitudinale 𝜉𝑥, et est inversement proportionnelle à 

cette vitesse de convection ou vitesse de phase :  

 𝜓(𝜉𝑥 , 𝜔) = 𝜔𝜉𝑥/𝑈𝑐(𝜉𝑥 , 𝜔)    (1.30)
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La vitesse de convection est une fonction de la fréquence et de la séparation spatiale entre 

les capteurs comme l’ont montré de nombreuses études [118][47][4][131]. D’une part pour la 

dépendance en fonction de la fréquence, 𝑈𝑐 est plus faible en hautes fréquences associées aux 

petites structures (qui sont situées dans la région proche paroi et ont donc une faible vitesse), et plus 

élevée en basses fréquences, associées aux grandes structures (qui sont convectées à une vitesse 

plus grandes). D’autre part pour la dépendance en fonction de la séparation spatiale, pour de petites 

séparations, qui décriront le comportement des petites structures, la vitesse de convection est plus 

faible que pour de grandes séparations.  

Quelques modèles empiriques sont proposés dans la littérature pour décrire l’évolution de 

𝑈𝑐 en fonction de la fréquence. On peut citer par exemple le modèle de Smol’yakov [122] : 

 
𝑈𝑐
𝑈∞

=
1.6

𝜔𝛿∗

𝑈∞

1 + 16 (
𝜔𝛿∗

𝑈∞
)
2 + 0.6    (1.31)

Enfin certains auteurs [118][22][101][100] mettent en évidence l’influence d’un gradient de 

pression statique sur la vitesse de convection, mais aussi sur la cohérence spatiale. Les déformations 

des profils de vitesse moyenne dues à ce gradient induisent en effet de fortes variations de 𝑈𝑐. Il est 

observé que le rapport 𝑈𝑐/𝑈∞ augmente en gradient favorable et diminue en gradient adverse, en 

comparaison au cas ZPG. Nous proposons dans le Chapitre 2 une analyse plus détaillée de l’influence 

du gradient de pression dans le cadre de l’étude sur la géométrie du projet ENABLE. 

1.2. Méthodes prédictives en vibro-acoustique 

L’application des méthodes prédictives en vibro-acoustique est de manière générale 

largement conditionnée par la gamme de fréquence considérée. Nous proposons dans cette partie 

une description des principales méthodes existantes (sans en être exhaustif), en fonction du domaine 

de fréquence d’intérêt. Nous présentons tout d’abord brièvement les méthodes adaptées aux basses 

fréquences, pour ensuite porter notre attention sur les méthodes moyennes et hautes fréquences.  

1.2.1. Méthodes prédictives en basses fréquences 

Les méthodes prédictives en basses fréquences sont basées sur le principe de discrétisation 

du système en petits éléments sur lesquels les équations différentielles sont approximées. Cette 

technique présente l’avantage d’être applicable à des géométries complexes dont font partie la 

plupart des installations industrielles.  

La méthode des éléments finis (FEM pour Finite Element Method) [68] est basée sur une 

approximation du champ des variables par élément de structure. Elle s’applique aux structures 

mécaniques ou aux domaines acoustiques bornés. Après définition d’un maillage adapté du domaine, 

les valeurs des variables sont approchées aux nœuds des mailles par des fonctions d’interpolation 

appelées fonctions de forme ou fonctions de base. Cette approximation nodale permet de définir les 

matrices élémentaires correspondant à la forme intégrale du problème pour obtenir un système 

linéaire. La solution est ensuite obtenue par la résolution de ce système associé aux conditions aux 
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limites du domaine. Les matrices obtenues sont réelles, symétriques et creuses. Des algorithmes 

spécifiques très performants peuvent être utilisés pour résoudre les équations matricielles, et des 

modèles de « grande taille » peuvent donc être traités avec les moyens informatiques disponibles de 

nos jours. 

La méthode des éléments finis est très présente dans le monde industriel et dans la 

recherche mais son application est restreinte au domaine des basses fréquences. La nécessité d’avoir 

un certain nombre d’éléments par longueur d’onde considérée entraîne des maillages de taille 

prohibitive lorsque la fréquence d’intérêt est élevée. La FEM est plus intéressante pour les systèmes 

excités ayant un comportement modal, autrement dit dans les basses fréquences. 

En ce qui concerne la modélisation du rayonnement extérieur d’une structure dans un 

domaine non borné, la FEM doit être couplée avec d’autres approches. Il est nécessaire dans ce type 

de cas de modéliser une couche de fluide entourant la structure et de limiter le domaine modélisé en 

écrivant des conditions de non-réflexion des ondes acoustiques sur la frontière externe. Ceci peut se 

faire à l’aide d’éléments infinis [51] (avec le code ACTRAN par exemple), ou d’une couche de PML 

[11][12] (Perfectly Matched Layer avec le code COMSOL par exemple). Le maillage du fluide implique 

en général une grande taille de domaine et peut alourdir les calculs. 

La méthode des éléments de frontière [71] (BEM pour Boundary Element Method, dans les 

codes LMS Virtual.Lab Acoustics et RAYON notamment) se construit sur le même principe de 

discrétisation que la méthode des éléments finis. La BEM étant basée sur la théorie des équations 

intégrales, elle se différencie par le fait qu’elle ramène le problème aux frontières du domaine 

acoustique. Cette méthode est plus adaptée aux problèmes impliquant une propagation dans un 

milieu infini dans la mesure où le maillage ne se fait que sur la surface de la structure en contact avec 

le fluide. Pour modéliser un problème de couplage fluide-structure, il faut généralement associer un 

modèle FEM pour la structure et BEM pour le fluide extérieur. Les dimensions du problème sont ainsi 

réduites de un et la condition de Sommerfeld du rayonnement à l’infini est respectée avec la 

formulation intégrale. Néanmoins tout comme la FEM, les maillages atteignent rapidement des 

tailles importantes en hautes fréquences et la BEM n’est réellement applicable que dans les basses 

fréquences. Les matrices sont de taille nettement plus petites par rapport à la FEM, mais elles sont 

pleines et à coefficients complexes ce qui rend la résolution numérique coûteuse en temps de calcul.  

Par ailleurs les modèles à grandes dimensions ou les structures complexes peuvent être 

traités par des méthodes de sous-structuration [62][38][37] qui visent à réduire le coût numérique 

des calculs. L’idée est de décomposer la structure en sous-systèmes, de tronquer une partie des 

modes de chaque composant de manière à ne considérer que des modèles d’ordre réduit, puis de 

résoudre le modèle global d’ordre réduit en couplant les sous-systèmes. Différentes études [138][63] 

ont été menées sur la problématique de la troncature des modes qui affecte la validité de la 

méthode. Ces méthodes de synthèse modale représentent un complément intéressant aux calculs 

directs avec les méthodes FEM et BEM lorsque le coût numérique est trop élevé, et de nombreux 

travaux les ont utilisées avec succès. On peut citer notamment une application de la méthode de 

Craig-Bampton [38] sur un problème d’interactions fluide-structure par Wandinger [137]. 
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1.2.2. Méthodes prédictives en hautes fréquences 

En hautes fréquences lorsque la densité modale de la structure considérée devient trop 

élevée, il est généralement préférable d’utiliser des méthodes énergétiques par rapport aux 

méthodes FEM et BEM. La méthode Statistical Energy Analysis (SEA), qui est très utilisée dans le 

contexte industriel et à laquelle nous nous intéressons pour les calculs hautes fréquences en fait 

partie. Avant de la présenter plus en détail, nous décrivons brièvement quelques méthodes 

énergétiques alternatives dans la partie suivante. 

1.2.2.1. Méthodes énergétiques 

Ces méthodes reposent sur l’établissement d’une relation linéaire entre l’énergie d’un 

système et la puissance qui lui est injectée. Un certain nombre de méthodes basées sur ce principe 

ont été développées à partir des années 1980 et se développent encore. Nous citons certaines de ces 

méthodes à titre d’exemple.  

La méthode Power Flow [102][20] parfois appelée Power Flow Finite Element Analysis, vise à 

évaluer la distribution spatiale de l’énergie d’un système, contrairement à la méthode SEA qui ne 

permet que le calcul des quantités moyennes globales. Les bilans de puissances sont formulés 

localement en se basant sur une analogie avec l’équation de la chaleur, ce qui permet l’utilisation de 

codes à éléments finis pour sa résolution. Cependant à ce stade cette méthode semble être limitée 

aux systèmes à une dimension de type poutre. 

En considérant une structure composée de plusieurs sous-systèmes couplés, la méthode des 

coefficients d’influence énergétique proposée par Guyader et al. [58][17] permet de prendre plus 

finement en compte le couplage mécanique entre les sous-systèmes que la méthode SEA. La relation 

linéaire entre l’énergie et la densité spectrale de puissance des excitations d’un sous-système est 

établie via des coefficients déterminés à partir des modes globaux de la structure. Cette méthode 

combine donc les approches modale et énergétique, mais elle peut impliquer un coût numérique 

assez élevé du fait du calcul des modes globaux de la structure. 

Nous pouvons également citer l’approche des mobilités énergétiques développée par Orefice 

et al. [104][105], aussi appelée Energetic Mean Mobility Approach. Orefice introduit la mobilité 

énergétique pour qualifier un échange d’énergie par bande de fréquence dans un sous-système. 

Cette mobilité se définit à partir des mobilités classiques des sous-systèmes, et la définition de 

facteurs de connexion entre sous-systèmes permet de traiter des cas de couplage fort. La méthode 

était tout d’abord limitée aux couplages ponctuels entre les sous-systèmes, mais les travaux de Ryu 

[113] ont permis d’étendre les applications à des cas de couplage surfacique. 

1.2.2.2. Méthode SEA (Statistical Energy Analysis) 

Les documents à l’origine de cette méthode publiés dans les années 1960 par Lyon & 

Maidanik [84] et Smith [120] ne parlent pas encore de méthode SEA. Ecrit plus tard à partir de ces 

bases, l’ouvrage de Lyon & DeJong [83] en propose une description plus complète. La SEA permet de 

décrire le comportement vibro-acoustique de structures complexes en décomposant le système en 
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sous-structures et en traduisant les échanges d’énergie entre ceux-ci. Les équations de base de la 

SEA mettent en relation les énergies internes de chaque sous-système et les puissances qui leur sont 

injectées. La résolution de ce système d’équations permet alors de calculer les moyennes de la 

réponse vibro-acoustique de la structure à partir des énergies internes des sous-systèmes.  

Si l’on considère 𝑁 sous-systèmes, la relation de proportionnalité pour le sous-système 𝑖 

entre son énergie interne 𝐸𝑖  et la puissance qui lui est injectée 𝑃𝑖 peut s’écrire sous la forme [83] : 

 𝑃𝑖 = 𝜔 [(𝜂𝑖 + ∑𝜂𝑖𝑗

𝑁

𝑗≠𝑖

)𝐸𝑖 − ∑𝜂𝑗𝑖𝐸𝑗

𝑁

𝑗≠𝑖

]    (1.32)

où 𝜂𝑖  est le facteur de perte interne du sous-système 𝑖 et 𝜂𝑖𝑗  est le facteur de perte par 

couplage entre les sous-systèmes 𝑖 et 𝑗. Les données d’entrée de ce bilan énergétique sont donc la 

puissance injectée à chaque sous-système, les facteurs de pertes internes et les facteurs de pertes 

par couplages. Outre le fait qu’il peut être difficile d’estimer ces paramètres, la méthode repose sur 

un certain nombre d’hypothèses qui restreignent sa validité. Les principales hypothèses sont les 

suivantes : 

 Les sous-systèmes doivent être faiblement couplés entre eux ; 

 La densité modale doit être assez grande dans la bande de fréquence considérée ; 

 Les fréquences de résonances sont réparties statistiquement dans les bandes de 

fréquence et pour chaque sous-système. L’énergie est donc supposée uniformément 

répartie sur tous les modes d’un même sous-système ; 

 La bande de fréquence considérée doit être relativement étroite, de manière à pouvoir 

considérer que les paramètres physiques des sous-systèmes sont constants sur la bande 

de fréquence d’intérêt. On considère en général des bandes de tiers d’octave ; 

 Les excitations appliquées aux sous-systèmes sont large bande et incohérentes entre 

elles (type ‘Rain on the roof’) ; 

 Les modes au sein d’une bande de fréquence n’interagissent pas entre eux. 

La difficulté à respecter ces hypothèses dans les cas réels implique des limitations et suscite 

des critiques de cette méthode. L’analyse de Fahy [45] propose par exemple une vue d’ensemble des 

avantages et inconvénients de la méthode sous plusieurs aspects.  

Une des principales limitations concerne le couplage faible entre les sous-systèmes. Cette 

hypothèse est nécessaire pour pouvoir considérer que le comportement des sous-systèmes n’est pas 

perturbé par le couplage, mais cette considération reste floue et très théorique. La quantification du 

couplage passe par l’estimation souvent difficile des facteurs de pertes par couplage (CLF pour 

Coupling Loss Factor en anglais). Un critère sur les CLF peut ensuite être utilisé pour vérifier si le 

couplage est faible, mais la définition de couplage faible varie d’une approche à l’autre et un certain 

nombre de critères a été proposé. Le plus simple de ces critères consiste par exemple à vérifier que 

le CLF entre deux sous-systèmes est faible devant leurs facteurs de perte par dissipation interne.  
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La SEA présente toutefois les avantages de n’utiliser qu’un faible nombre de degrés de liberté 

par sous-système et d’être peu coûteux en temps de calcul. La nature statistique de la méthode, qui 

implique que seules des quantités moyennes sont définis par SEA, représente également un avantage 

en ce que le modèle n’est pas sensible aux défauts que pourrait présenter la structure. L’information 

donnée par un calcul SEA est en effet valable pour une population représentative de systèmes du 

même type.  

1.2.2.3. Extensions de la méthode SEA 

La difficulté à respecter les hypothèses de la SEA dans certains cas d’application a conduit au 

développement d’extensions du modèle basées sur les mêmes principes. On peut citer par exemple 

la méthode Wave Intensity Analysis (WIA) développée par Langley et al. [73][74], et qui reprend la 

SEA en relaxant l’hypothèse de champ diffus. Cette méthode est adaptée aux systèmes dont certains 

composants sont éloignés de l’excitation : un effet de filtrage aux jonctions peut conduire à des 

champs vibratoires non-diffus. 

La méthode SmEdA (Statistical modal Energy distribution Analysis) développée par Maxit et 

al. [91][97][98] reformule également la SEA en prenant en compte la répartition non-uniforme des 

énergies modales par bandes de fréquences. Cette extension vise ainsi à améliorer les résultats en 

moyennes fréquences lorsque le recouvrement modal est plus faible, et pour les cas où l’excitation 

est localisée ce qui entraîne une répartition inéquitable des puissances injectées. 

1.2.3. Méthodes prédictives en moyennes fréquences 

1.2.3.1. Différentes approches 

La problématique des applications en moyennes fréquences est due au fait que d’une part les 

longueurs d’onde considérées sont trop petites pour utiliser des méthodes à éléments finis sans 

engendrer des domaines de calcul contenant trop d’éléments, et d’autre part les densités modales 

sont trop faibles pour utiliser un modèle de type SEA. La méthode SmEdA vue précédemment 

constitue déjà une approche visant à étendre les applications de la SEA aux moyennes fréquences, 

puisqu’elle permet de décrire une répartition fine de l’énergie modale.  

Parmi les nombreux autres travaux consacrés aux méthodes en moyennes fréquences, on 

peut citer l’approche du flou structural [124], applicable à des structures complexes. Celle-ci doit être 

définie par une structure maîtresse déterministe à laquelle sont attachées des structures secondaires 

complexes dont le comportement vibratoire n’est pas modélisable conventionnellement. Une 

approche probabiliste permet alors d’évaluer l’influence de ce flou structural sur la structure 

maîtresse. Cette méthode a entre autres été étudiée sur un cas de rayonnement acoustique d’une 

structure immergée en fluide lourd [124]. 

Une autre approche consiste à combiner un modèle déterministe à un modèle statistique, 

comme le proposent Shorter, Langley, Cotoni et Cordioli [119][35][75]. La méthode a pour principe 

d’utiliser l’un ou l’autre de ces modèles pour la résolution de chaque sous-système selon leurs 

longueurs d’onde caractéristiques. Le fait d’utiliser un modèle statistique pour une partie des sous-
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systèmes permet de réduire le nombre de degrés de liberté et de rendre possibles les applications en 

moyennes fréquences et pour des structures complexes. Cette méthode hybride, auparavant limitée 

aux couplages linéiques, a plus récemment été étendue aux couplages à travers une surface, par 

l’exemple d’une structure couplée avec un volume acoustique [75]. 

La réduction du nombre de degrés de liberté est aussi l’objectif de la méthode dite de 

condensation des méthodes vibro-acoustiques en moyennes et hautes fréquences, ou appelée 

Modal Sampling Method [57][134]. Le groupement des modes du système par échantillons de modes 

permet de construire des niveaux d’énergie par bande de fréquence, ce qui représente une 

alternative plus précise à la densité modale utilisée dans la SEA.  

1.2.3.2. Méthode PTF (Patch Transfer Functions) 

La méthode PTF est une méthode développée par Maxit et al. [95] pour les problèmes 

acoustiques en basses et moyennes fréquences, et repose sur le principe de sous-structuration. Elle 

consiste à partitionner le problème en sous-systèmes qui peuvent être traités séparément pour 

ensuite être couplés. L’interface entre les sous-systèmes est discrétisée en surfaces élémentaires 

appelés pavés, auxquels les fonctions de transfert moyennes (i.e. patch transfer functions) sont 

calculées pour chaque sous-système isolé, c’est-à-dire in vacuo (Figure 1.12). L’application des 

relations de continuité et de linéarité à l’interface permet alors de coupler les sous-systèmes pour 

résoudre le problème global.  

 

a. 

 

 

 

 

 

b. 

Figure 1.12 : Exemple de sous-structuration d’un système fluide par la méthode PTF.  
a. Système global ; b. Définition de deux sous-systèmes et de l’interface discrétisée. 

D’après Ouisse et al. [95]. 

La PTF est intéressante pour des applications dans les basses et moyennes fréquences. La 

sous-structuration du système permet en effet de réduire le coût numérique des calculs par rapport 

à une méthode FEM ou BEM appliquée sur la structure globale. Un autre avantage réside dans le fait 
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que les PTF d’un sous-système peuvent être calculées par la méthode la plus adaptée 

indépendamment des autres sous-systèmes. Elles peuvent être obtenues numériquement par 

exemple par méthode FEM ou BEM, analytiquement ou encore par la mesure [95][106]. 

Le but premier de la PTF est la résolution de problèmes acoustiques et les premières PTF sont 

définies en termes d’impédances acoustiques par pavés (i.e. Patch Acoustic Impedance). Dans ce 

contexte la méthode a été utilisée pour étudier le rayonnement d’un haut-parleur à travers 

l’ouverture d’une cavité [95], puis la transmission acoustique à travers une double paroi [27] et le 

couplage entre des cavités acoustiques pour des applications automobiles [106][132].  

La PTF n’est pas soumise à l’hypothèse de couplage faible. Les applications peuvent donc 

s’étendre à des problèmes de couplage avec un fluide lourd comme dans les travaux d’Aucejo et al. 

[7][92] qui mettent en jeu un couplage structure-cavité. Le cas d’un couplage entre la structure et un 

milieu fluide infini est également investigué par Aucejo [6] dans le cas d’une structure excitée par 

une CLT. Son étude propose une nouvelle approche pour intégrer l’excitation par CLT dans le modèle 

PTF, comme nous le verrons dans la partie 1.3. 

1.3. Méthodes d’introduction de l’excitation par la CLT dans le 

modèle vibro-acoustique 

Une fois choisi le modèle vibro-acoustique adapté au problème, il faut définir un moyen 

d’intégrer l’excitation par la CLT dans le calcul. Nous distinguons deux types d’approches selon les 

méthodes vibro-acoustiques : les méthodes dites classiques adaptées aux modèles vibratoires 

déterministes, et les méthodes de calcul de puissance injectée à la structure, qui visent à une 

application des modèles énergétiques de type SEA. Nous décrivons brièvement ces différentes 

approches dans cette partie. 

1.3.1. Méthodes classiques pour la réponse d’une structure excitée par CLT 

Une des premières formulations pour introduire l’excitation dans un modèle vibro-

acoustique est sans doute l’approche décrite par Strawderman & Brand [128][127]. L’idée de base 

est de considérer les fonctions d’intercorrélation des quantités vibro-acoustiques pour faire le lien 

entre le modèle vibro-acoustique déterministe et les quantités statistiques relatives aux pressions 

fluctuantes. 

Pour mieux comprendre cette approche, que nous détaillons dans le Chapitre 3, considérons 

un cas de plaque plane de surface Σ𝑝 dans le plan (𝑥, 𝑧), bafflée, simplement appuyée et excitée par 

un écoulement turbulent. Nous admettons les hypothèses suivantes : 

 La couche limite excitatrice est pleinement développée, stationnaire et homogène ; 

 Le fluide et la structure sont faiblement couplés. En d’autres termes les vibrations de 

la plaque n’influent pas sur le comportement du fluide, ce qui autorise l’utilisation 

des modèles de spectres de pression pariétale ; 

 La propagation acoustique dans le fluide n’est pas affectée par l’écoulement. 



1.3. Méthodes d’introduction de l’excitation par la CLT dans le modèle vibro-acoustique 

 

 
49 

 

Si 𝑝(𝒙̃, 𝑡) représente la pression exercée par l’écoulement turbulent au point 𝒙̃, on exprime 

la réponse en vitesse de la plaque au point 𝒙 = (𝑥, 0, 𝑧) et en fonction du temps comme le produit 

de convolution suivant : 

 𝑣(𝒙, 𝑡) = ∫ ∫ ℎ𝑣(𝒙, 𝒙, 𝑡 − 𝜏̃)
+∞

−∞

𝑝(𝒙, 𝜏̃)𝑑𝜏̃𝑑𝒙
Σp

    (1.33)

où ℎ𝑣(𝒙, 𝒙̃, 𝑡) est la réponse impulsionnelle en vitesse au point 𝒙 de la plaque pour une force 

unitaire normale à la paroi au point 𝒙̃. En introduisant l’équation précédente dans la fonction 

d’intercorrélation de vitesse (voir Eq. (1.13)) entre les points 𝒙 et 𝒙′ de la plaque, on obtient : 

𝑅𝑣𝑣(𝒙, 𝒙
′, 𝑡) = ∫ ∫ ∫ ∫ ℎ𝑣(𝒙, 𝒙, 𝑡 − 𝜏̃)𝑅𝑝𝑝(𝒙 − 𝒙, 𝜏̃ − 𝜏̃̃)ℎ𝑣(𝒙

′, 𝒙, 𝑡 − 𝜏̃̃)𝑑𝜏̃𝑑𝜏̃̃𝑑𝒙𝑑𝒙 

+∞

−∞

+∞

−∞ΣpΣp

    (1.34)

L’écart 𝒙̃ − 𝒙̃̃ représente ainsi la séparation spatiale entre les points d’excitation (que l’on 

désigne également par 𝝃 = (𝜉𝑥 , 𝜉𝑧)).  

La forme spectrale est obtenue par transformée de Fourier temporelle en fonction de 

l’interspectre de pression pariétale Γ(𝒙̃ − 𝒙̃̃, 𝜔) [94] : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝒙
′, 𝜔) = ∫ ∫ 𝐻𝑣

∗(𝒙, 𝒙, 𝜔) Γ(𝒙 − 𝒙,𝜔) 𝐻𝑣(𝒙′, 𝒙, 𝜔)𝑑𝒙𝑑𝒙

ΣpΣp

    (1.35)

où 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) est la fonction de transfert en vitesse au point 𝒙 de la plaque en réponse à 

une excitation ponctuelle en 𝒙̃. 𝐻𝑣
∗(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) désigne le conjugué de 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃, 𝜔). 

De même, l’interspectre de la pression rayonnée par la structure aux points 𝒙 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) et 

𝒙′ = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) du fluide s’écrit : 

 𝑆𝑝𝑝(𝒙, 𝒙
′, 𝜔) = ∫ ∫ 𝐻𝑝

∗(𝒙, 𝒙, 𝜔) Γ(𝒙 − 𝒙,𝜔) 𝐻𝑝(𝒙′, 𝒙, 𝜔)𝑑𝒙𝑑𝒙

ΣpΣp

    (1.36)

où 𝐻𝑝(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) est la fonction de transfert en pression rayonnée au point 𝒙 du fluide en 

réponse à une excitation ponctuelle en 𝒙̃ sur la plaque. 

Ces formulations sont classiques et ont été utilisées à de nombreuses reprises pour évaluer la 

réponse d’une structure excitée par une CLT. Citons par exemple les travaux de Davies [39] pour 

l’étude de la réponse vibro-acoustique d’une plaque fine en fluide léger. Robert [110] compare plus 

tard un modèle de prédiction vibratoire basé sur cette approche avec des mesures sur une plaque 

sous écoulement en air. Thomas & Nelson [130] utilisent également ces expressions pour étudier le 

contrôle actif acoustique pour le bruit généré par la structure sous écoulement. On peut également 

citer Durant et al. [41] qui s’intéressent au cas d’une coque cylindrique excitée par une CLT interne 

en air, et comparent des mesures avec une modélisation de la réponse vibro-acoustique du cas test 

par cette méthode. 
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Une approche introduite en parallèle par Martin & Leehey [88] est également basée sur les 

fonctions d’intercorrélation de vitesse et de pression rayonnée, calculées cette fois à partir des 

quantités exprimées dans l’espace des nombres d’onde. Les interspectres 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝒙
′, 𝜔) et 

𝑆𝑝𝑝(𝒙, 𝒙
′, 𝜔) de la réponse de la plaque sont obtenues par transformées de Fourier spatiales des 

expressions (1.35) et (1.36) : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝒙
′, 𝜔) =

1

4𝜋2
∫ 𝐻̃𝑣

∗(𝒙, 𝒌, 𝜔)𝛷𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)

+∞

−∞

𝐻𝑣(𝒙′, 𝒌, 𝜔)𝑑𝒌    (1.37)

 

 𝑆𝑝𝑝(𝒙, 𝒙
′, 𝜔) =

1

4𝜋2
∫ 𝐻𝑝

∗(𝒙, 𝒌, 𝜔)𝛷𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)

+∞

−∞

𝐻𝑝(𝒙′, 𝒌, 𝜔)𝑑𝒌    (1.38)

où 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) et 𝐻̃𝑝(𝒙, 𝒌, 𝜔) sont les transformées de Fourier de 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) et 𝐻𝑝(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) 

respectivement, avec 𝒌 = (𝑘𝑥 , 𝑘𝑧). 

D’un point de vue pratique, le fait de se placer dans l’espace des nombres d’onde évite les 

calculs lourds engendrés par des intégrations spatiales sur la surface de la structure. C’est pourquoi 

cette idée a été reprise dans de nombreux travaux et déclinée dans différentes méthodes. Hwang & 

Maidanik [67] par exemple étudient par cette méthode les contributions de l’excitation par CLT au 

couplage fluide-structure selon la gamme de nombres d’onde. Plus tard une méthode basée sur 

l’intégration sur les nombres d’onde est étudiée par Mazzoni & Kristiansen [99] pour un cas de 

plaque couplée d’un côté à une cavité et de l’autre à un fluide semi-infini, et excitée par une CLT. 

Un modèle plus général de prédiction vibro-acoustique s’appuyant sur les équations (1.37) et 

(1.38) est proposé par Maury et al. [89], et appliqué à un cas de plaque fine sous un écoulement en 

air [90]. On notera que dans ce développement est introduit l’interspectre « double-nombre 

d’onde » de vitesse 𝑆𝑣𝑣(𝒌𝒗, 𝒌𝒗′, 𝜔) à partir des fonctions de sensibilité 𝐻̃𝑣(𝒌𝒗, 𝒌, 𝜔) et 𝐻̃𝑣(𝒌𝒗′, 𝒌, 𝜔), 

𝒌𝒗 et 𝒌𝒗′ désignant les nombres d’onde associés à la réponse de la structure. Les différentes 

quantités sont résumées dans la Figure 1.13.  

Des études ont par la suite été menées pour comparer plusieurs modèles d’interspectres de 

fluctuations de pression à partir de mesures vibratoires, avec notamment Borisyuk & Grinchenko 

[19], Graham [56] et Finnveden et al. [49]. Plus récemment Maxit & Denis [96] reprennent les 

expressions (1.37) et (1.38) pour introduire une méthode dite de réciprocité pour des applications à 

des structures raidies périodiquement. Aucejo [6] propose par ailleurs une méthode d’intégration de 

la pression pariétale dans le modèle vibro-acoustique en interprétant l’excitation comme un cumul 

d’ondes planes décorrélées. Dans l’étude d’Aucejo où cette approche est couplée à la méthode PTF, 

les ondes planes considérées sont limitées aux nombres d’onde autour du nombre d’onde de flexion 

naturelle de la structure qui agit comme un filtre, ce qui permet de minimiser le temps de calcul. 

Cette approche a été validée dans un cas de structure immergée dans un fluide lourd et sous 

écoulement turbulent.  

Ces approches dans le domaine physique d’une part, et dans le domaine des nombres d’onde 

d’autre part, sont à l’origine de certaines méthodes développées dans notre étude. On trouvera donc 

une description plus détaillée des calculs dans le Chapitre 3.  
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Figure 1.13 : Quantités relatives à l’excitation CLT, la structure et la réponse vibro-acoustique, 
dans les domaines de Fourier ou physique. 𝐹𝑡 désigne la transformée de Fourier (TF) temporelle, 

𝐹𝜔 la TF fréquentielle, 𝐹𝑥 la TF spatiale, 𝐹𝑘 la TF en nombre d’onde.  
Schéma d’après Maury et al. [89] (avec une notation adaptée au présent document). 

 

1.3.2. Calculs de puissance injectée à la structure par la CLT pour la 

méthode SEA 

Les méthodes d’intégration de l’excitation décrites précédemment sont applicables aux 

modèles vibro-acoustiques déterministes. Dans le cas de la méthode SEA (voir 1.2.2.2), l’excitation 

est intégrée en termes de puissance injectée à la structure par la CLT. En effet si on considère un 

sous-système excité par une CLT, la puissance moyenne (i.e. moyennée spatialement) injectée dans 

le sous-système est égal à la somme de la puissance moyenne dissipée dans la structure et de la 

puissance moyenne rayonnée dans le fluide : 

 〈𝑃𝑖𝑛𝑗〉 = 〈𝑃𝑑𝑖𝑠𝑠〉 + 〈𝑃𝑟𝑎𝑦〉    (1.39)

avec 〈𝑋〉 =
1

2Δ
∫ 𝑋𝑑𝜔
Ω+Δ

Ω−Δ
 la moyenne dans la bande de fréquence centrée sur Ω et de largeur 

2Δ. Il s’agit donc de déterminer 〈𝑃𝑖𝑛𝑗〉 pour pouvoir appliquer le modèle SEA classique. 

Un des premiers modèles est décrit par Lyon & DeJong [83]. Facile à mettre en œuvre, il 

donne toutefois des approximations de cette puissance qui peuvent être éloignées de la réalité.  
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Un modèle de puissance injectée moyennée par bandes de fréquence (modèle FAIP pour 

Frequency-Averaged Injected Power) est par la suite proposé par Totaro et al. [133][131] pour un cas 

de plaque simplement appuyée. A partir d’une analyse modale de la structure et des interspectres de 

pression fluctuantes exprimés dans l’espace physique, une expression simple de la puissance injectée 

peut être déduite lorsque l’excitation est modélisée avec le modèle de Corcos ou d’Efimtsov. 

La méthode proposée par ailleurs par Maxit & Audoly [93] est basé sur l’interspectre de 

pression pariétale en fréquence-nombre d’onde. Une expression simple de 〈𝑃𝑖𝑛𝑗〉 est obtenue par 

des hypothèses sur les nombres d’onde impactant la réponse de la structure. Les résultats de cette 

méthode ont été comparés à des mesures expérimentales sur un système plaque-cavité sous 

écoulement turbulent, puis sur un cas de dôme sonar excité par un écoulement. Ces confrontations 

ont été encourageantes même s’il subsiste des interrogations sur la validité du modèle en fluide 

lourd. 

1.4. Conclusion – Positionnement de notre étude 

L’objectif de notre étude est de développer une méthode prédictive du bruit d’origine 

hydrodynamique d’une structure soumise à une excitation par CLT et immergée dans un fluide lourd. 

D’un point de vue industriel, l’application visée est l’estimation du bruit large bande rayonné en 

champ lointain par des véhicules sous-marins en mouvement. Les principaux objectifs de la méthode 

sont donc de pouvoir traiter des cas de structures complexes et de grande taille, de prendre en 

compte le couplage structure-fluide lourd, et d’avoir un domaine fréquentiel d’applicabilité étendu. 

L’étude bibliographique de ce chapitre nous a permis de dégager les différentes méthodes 

numériques dans les domaines de la mécanique des fluides et de la vibro-acoustique. De manière 

générale, nous cherchons d’une part à évaluer l’excitation de la structure par l’écoulement turbulent, 

c’est-à-dire les fluctuations de pression pariétale dans le fluide, et d’autre part à introduire cette 

excitation dans un modèle vibro-acoustique existant.  

Pour déterminer l’excitation par la CLT de la structure, nous avons choisi d’utiliser des 

solutions numériques peu coûteuses en temps de calcul dans la perspective d’avoir une vision 

globale de la méthodologie et de pouvoir traiter facilement différents cas de géométrie. Notre choix 

s’est porté sur un calcul d’écoulement moyen par une méthode RANS, couplé avec l’application de 

modèles semi-empiriques de spectres de fluctuations de pression. Le calcul RANS présente 

l’avantage d’être applicable à des structures complexes et de grande taille pour un rapport 

précision/coût numérique intéressant dans les applications que nous visons. D’autre part les modèles 

semi-empiriques de spectres de pression pariétale, qui fournissent l’information sur l’excitation de la 

structure par une approche statistique, permettent d’estimer le champ excitateur de la structure à 

moindre coût. 

Dans le Chapitre 2, nous évaluons la validité de ces approches dans le cas d’un écoulement 

présentant un gradient de pression statique. Ce type d’écoulement, extrêmement courant dans les 

applications industrielles, engendre des fluctuations de pression pariétale qui diffèrent largement du 

cas d’écoulement homogène à vitesse constante. La configuration que nous considérons dans cette 

partie fait référence à un projet expérimental – le projet ENABLE [111] – sur un écoulement en air en 
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conduite présentant une accélération suivie d’une décélération. Parallèlement à l’étude de validité 

des approches de calcul d’écoulement par comparaison aux mesures, nous proposons un travail 

approfondi sur l’influence du gradient de pression sous différentes aspects. Cette partie nous 

permettra ainsi de souligner l’importance de la prise en compte du gradient de pression dans la 

méthodologie globale. 

Dans un second temps, certaines méthodes numériques vibro-acoustiques ont été choisies 

en fonction de leurs gammes de fréquence d’application et de leurs caractéristiques. Nous nous 

intéressons d’une part à la méthode PTF, qui permet de traiter les basses et moyennes fréquences et 

de prendre en compte un couplage fort entre la structure et le fluide. Plusieurs méthodes sont 

proposées dans le Chapitre 3 pour introduire l’excitation par la CLT dans ce modèle. a) Une méthode 

dite spatiale où l’excitation est modélisée par une distribution de forces ponctuelles ; b) Une 

approche par modélisation de l’excitation par un champ d’ondes planes généralisées (i.e. dont les 

nombres d’onde couvrent les contributions acoustique et dynamique du spectre de fluctuations de 

pression) ; c) Une méthode utilisant une technique de réciprocité ; d) Une approche par modélisation 

de l’excitation par des réalisations d’ondes planes décorrélées. 

La méthode SEA est considérée d’autre part, de manière à étendre les applications de la 

méthode aux hautes fréquences. Deux calculs de puissance injectée à la structure par la CLT, adaptés 

à l’application d’un modèle SEA, sont introduits. Nous verrons pour ces approches certaines 

hypothèses, notamment sur les nombres d’onde de l’excitation filtrés par la structure. Les différentes 

approches seront testées dans ce Chapitre 3 sur un cas de CLT homogène en fluide lourd sur une 

plaque plane, ce qui permettra d’étudier l’influence de certains paramètres et d’établir les avantages 

et inconvénients propres à chaque méthode. 

Ces méthodes d’introduction de l’excitation dans le modèle vibro-acoustique seront ensuite 

approfondies dans la dernière partie de manière à prendre en compte une évolution spatiale de 

l’excitation. Le développement consiste à décomposer la structure considérée en zones d’excitation 

auxquels sont associés des interspectres de fluctuations de pression différents selon la zone. Nous 

verrons que cette décomposition suppose que la corrélation des pressions fluctuantes entre deux 

zones est négligée. L’influence de cette hypothèse sur les résultats vibro-acoustiques sera d’abord 

étudiée puis la méthodologie globale sera appliquée à un cas d’écoulement en eau sur un profil de 

massif de sous-marin. Nous verrons que l’influence du gradient de pression sur l’excitation 

hydrodynamique se répercute sur la réponse vibro-acoustique, notamment dans les moyennes et 

hautes fréquences.  
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Chapitre 2  

Caractérisation de l’excitation 

hydrodynamique induite par une CLT : 

Etude de cas avec gradient de pression 

statique 

Nous nous intéressons dans ce chapitre à la modélisation des fluctuations de pression 

pariétale sous une CLT, dans un cas d’écoulement en conduite présentant un gradient de pression 

statique négatif puis positif. L’objectif de cette étude est double : d’une part elle doit permettre 

d’examiner la validité des modèles de turbulence et des spectres de fluctuations de pression 

pariétale que nous avons choisi d’utiliser ; d’autre part nous mettons en évidence l’influence du 

gradient de pression sur l’excitation sous plusieurs aspects, le but étant d’introduire cette influence 

dans l’analyse vibroacoustique globale. 

2.1. Description du cas d’étude : configuration du projet européen 

ENABLE 

Le cas d’étude auquel nous nous intéressons fait référence au projet européen ENABLE [111], 

dont les mesures ont été réalisées au Centre Acoustique de l’Ecole Centrale de Lyon en 2002. La 

configuration met en jeu un écoulement en air dans une conduite dont la paroi supérieure est 

profilée (voir Figure 2.1). Une zone en gradient favorable où l’écoulement est en accélération 

précède une zone en gradient adverse, où l’écoulement ralentit. La conduite a une section carrée de 

50 cm de côté en début de géométrie. Sa hauteur diminue dans la première partie de la zone de test 

jusqu’à ℎ = 30 𝑐𝑚, puis augmente dans la seconde partie pour revenir à la hauteur initiale. La zone 

de test s’étend sur 2 𝑚 dans la partie en accélération et 2 𝑚 dans la partie en décélération. 

L’installation est conçue de manière à minimiser la contamination acoustique due au bruit de fond et 

au compresseur centrifuge en amont. Le lecteur pourra se reporter au rapport du projet [111] pour 

avoir de plus amples informations sur l’installation et les techniques expérimentales.  
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Figure 2.1 : Conduite ENABLE. 

 

 

Figure 2.2 : Position des points de mesures le long de la conduite. 

 

Les mesures du projet ENABLE portent d’une part sur l’écoulement moyen, avec en 

particulier la vitesse moyenne, la tension pariétale et la pression statique, d’autre part sur les 

fluctuations de pression pariétale avec des mesures d’autospectre, d’intercorrélation, de cohérence 

et de phase. Plusieurs valeurs de 𝑈𝑖  comprises entre 25 et 50 𝑚/𝑠 ont été considérées lors des 

mesures, où 𝑈𝑖  est la vitesse en 𝑥 = 0 au début de la zone en gradient (Figure 2.2). Dans notre étude 

cependant, nous nous intéressons uniquement au cas 𝑈𝑖 = 50𝑚/𝑠. Enfin nous verrons que les 

mesures ont principalement porté sur les positions représentées en Figure 2.2 réparties le long de la 

conduite. 

2.2. Caractérisation de l’excitation hydrodynamique – Validation 

des calculs d’écoulement et des modèles de spectres de 

pression pariétale 

La modélisation de l’excitation hydrodynamique s’effectue en deux temps. L’écoulement 

moyen est d’abord calculé par méthode RANS, puis les spectres de fluctuations de pression pariétale 

sont calculés avec les modèles adaptés parmi ceux que nous avons décrits en 1.1.4 et 1.1.5 Dans 

cette partie nous validons dans un premier temps les calculs RANS sur la configuration ENABLE, avant 

de comparer les spectres de fluctuations de pression modélisés et expérimentaux. 
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2.2.1. Ecoulement moyen 

2.2.1.1. Configuration des calculs RANS 

Les calculs sont réalisés à l’aide du solveur numérique par volumes finis Fluent v.12.0 de la 

suite ANSYS Workbench. Deux types de modèles statistiques de turbulence 𝑘 − 𝜖 et 𝑘 − 𝜔 sont 

testés en deux dimensions (c’est-à-dire en supposant l’écoulement homogène dans la troisième 

direction). On notera que des comparaisons entre des calculs en deux dimensions et en trois 

dimensions réalisées sur une autre géométrie ont pu vérifier le faible impact des effets de bords.  

L’écoulement est résolu jusqu’à la paroi. Les maillages sont raffinés dans la zone proche de la 

paroi, avec un resserrement des mailles obéissant à une loi exponentielle selon l’axe 𝑦 normal à la 

paroi (voir Figure 2.3 a.). Pour avoir une précision satisfaisante, les modèles de turbulence 

préconisent une taille de première maille Δ𝑦+ à la paroi égale à environ 1 ou légèrement supérieure. 

Dans notre cas, les différents tests de configuration ont été effectués avec Δ𝑦+~2, qui donne une 

bonne précision comme le montre la comparaison avec un maillage plus fin représentée en Figure 

2.3 b.  

Le domaine de calcul considéré présente une zone à section droite constante sur 5 m en 

amont de la zone de test. De cette manière la couche limite se développe suffisamment, à partir 

d’une vitesse constante imposée en entrée du domaine de calcul, pour retrouver l’épaisseur de 

couche limite mesurée. Le maillage compte 142000 nœuds et des conditions de non-glissement sont 

imposées aux parois inférieure et supérieure.  

 

Figure 2.3 : a. Représentation du maillage en zone proche paroi ; b. Convergence en maillage. 

2.2.1.2. Résultats 

Les données calculées sont les quantités moyennes de l’écoulement comme le champ de 

pression statique 𝑝,  la tension pariétale 𝜏𝑤, les profils de vitesse moyenne 𝑈𝑒(𝑦) dont on peut 

déduire l’épaisseur de couche limite 𝛿, ainsi que les épaisseurs 𝛿∗ et 𝜃. Les profils de vitesse 

moyenne selon l’axe normal à la paroi sont comparés en Figure 2.4 entre les modèles de turbulence 
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et les mesures. On observe tout d’abord que l’évolution de la couche limite présente bien une 

compression des profils dans la zone à gradient favorable, puis un épaississement dans la zone en 

décélération. D’autre part la comparaison entre les données montre que les profils issus des modèles 

sont très semblables entre eux, et sont en bon accord avec les mesures. On observe cependant une 

légère irrégularité en début de conduite dans les profils expérimentaux. 

Les paramètres d’écoulement moyen expérimentaux et issus des calculs sont tracés en 

fonction de 𝑥 en Figure 2.5, nous rappelons leurs valeurs dans le Tableau 2.1. Les deux zones de 

gradient négatif et positif sont bien visibles, avec une forte accélération jusqu’au col en 𝑥 = 2 𝑚, 

puis une décélération jusqu’à la sortie de conduite. Les résultats numériques sont en bon accord avec 

les données expérimentales. Les paramètres calculés ne dépendent que très peu du modèle de 

turbulence. Seule la vitesse de frottement est impactée par le modèle, avec une variation de l’ordre 

de 5% entre les calculs 𝑘 − 𝜖 et 𝑘 − 𝜔. Cet écart peut venir des différents modes de résolution 

proche paroi de ces modèles. Le modèle 𝑘 − 𝜔, que nous utiliserons dans la suite de ce chapitre, 

contient notamment une correction pour prendre en compte les effets d’un faible nombre de 

Reynolds en proche paroi. Le gradient de pression statique est calculé par différences finies à partir 

du champ de pression. Des irrégularités apparaissent sur les données expérimentales mais les calculs 

et les données expérimentales sont en bon accord dans l’ensemble. 

Les épaisseurs de déplacement sont déduites des profils de vitesse pour les calculs et les 

mesures, puis comparées Figure 2.6. Ces épaisseurs sont légèrement sous-estimées par les calculs en 

particulier dans la zone en gradient favorable, où les profils de vitesse montrent de petits écarts. Ce 

paramètre est plus robuste que l’épaisseur de CLT 𝛿 mais reste très sensible aux écarts sur les profils 

de vitesse. On retrouve toutefois le même ordre de grandeur. Les valeurs de 𝛽𝛿∗ ont été déduite à 

partir des 𝛿∗ et 𝜏𝑤 expérimentaux et du gradient de pression issu des calculs. 𝛽𝛿∗ augmente avec 𝑥 

en gradient adverse. La valeur élevée en fin de conduite est donc davantage liée à la grande 

épaisseur de CLT et à 𝜏𝑤 qu’au gradient. Dans la zone FPG 𝛽𝛿∗ est plus faible en valeur absolue, les 

paramètres de CLT compensant le gradient. 

Nous observons donc dans l’ensemble une bonne concordance entre les données 

expérimentales et les calculs RANS, ce qui nous permet de valider le calcul 𝑘 − 𝜔 que nous 

utiliserons dans la suite de ce chapitre. 

𝒙 (𝒎) 0 0.5 0.8 1.5 2 2.5 2.7 3.3 

𝑼𝒆 (𝒎/𝒔) 52.9 57.9 64.6 83.9 85.5 82.2 69.9 64 

𝜹∗ (𝒎𝒎) 13 8.7 7.7 4.3 5.3 7.1 8.9 16.6 

𝝉𝒘 (𝑷𝒂) 3.96 4.88 5.86 9.09 9.66 6.96 4.89 2.90 

𝜷𝜹∗ −0.55 −1.45 −1.74 −1.1 −0.02 2.63 3.81 4.80 

Tableau 2.1 : Paramètres de CLT expérimentaux en chaque position le long de la conduite.  
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Figure 2.4 : Profils de vitesse moyenne. 

 

Figure 2.5 : Paramètres d'écoulement moyen le long de la conduite. 
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Figure 2.6 : Epaisseur de déplacement 𝛿∗ et paramètre 𝛽𝛿∗ =
𝛿∗

𝜏𝑤

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 le long de la conduite. 

2.2.2. Autospectres de fluctuations de pression pariétale 

Les mesures des spectres de fluctuations de pression pariétales ont été effectuées à l’aide de 

microphones de diamètre 1/8”. La correction de Corcos [33] est appliquée aux mesures en prenant 

un rayon équivalent 𝑟𝑒𝑞 = 0.575𝑟, que nous avons estimé à partir d’une courbe de sensibilité d’un 

microphone issue de Blake et al. [16]. Les écarts induits peuvent aller jusqu’à 5 dB, comme sur 

l’exemple représenté en Figure 2.7. Les spectres ont également été corrigés par décontamination 

acoustique en basses fréquences (voir [111]). 

Les spectres en fréquence sont comparés en Figure 2.8, Figure 2.9 et Figure 2.10 pour chaque 

configuration de gradient de pression, ZPG, FPG et APG respectivement. Les spectres modélisés sont 

calculés à partir des paramètres d’écoulement issus du calcul RANS 𝑘 − 𝜔. Le modèle de Rozenberg 

n’est représenté que pour les cas de gradient faible et adverse pour lesquels il est adapté.  

En gradient faible Figure 2.8 les modèles donnent la même tendance, en particulier en 

𝑥 = 2𝑚 où le gradient est proche de zéro (Tableau 2.1). Le modèle de Goody prédit assez bien les 

niveaux du spectre en 𝑥 = 0 𝑚. En 𝑥 = 2 𝑚 le spectre modélisé surestime le spectre expérimental. 

Cela est probablement dû à la configuration particulière de l’écoulement, qui sort d’une zone 

d’accélération et subit un saut de gradient de pression au niveau du col. Cette diminution du niveau 

se trouve en effet dans la continuité des tendances dans la région en gradient favorable.  
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Figure 2.7 : Autospectre de fluctuations de pression en 𝑥 = 2.5 𝑚. 
Influence de la correction de Corcos. 

 

Figure 2.8 : Autospectres de fluctuations de pression (dB ref 1𝜇𝑃𝑎²/𝐻𝑧)  ; Zones ZPG. 

En gradient favorable Figure 2.9, les spectres expérimentaux montrent une légère diminution 

des niveaux, conformément aux observations de Schloemer [118]. Cette diminution due au gradient 

de pression n’est pas prise en compte par le modèle de Goody, et les écarts grandissent à mesure 

que le gradient de pression augmente. 

Enfin les mesures présentées Figure 2.10 pour le cas APG montrent que le niveau augmente 

en moyennes fréquences et diminue fortement en hautes fréquences. Ces tendances sont bien 

reproduites par le modèle de Rozenberg, qui prend en compte les effets du gradient de pression 

adverse. Il est donc plus adapté que le modèle de Goody pour  ce type de gradient. Cependant les 

maxima des spectres de Rozenberg sont décalés vers les basses fréquences et les pentes en hautes 

fréquences sont différentes, ce qui creuse des écarts entre les mesures et les spectres calculés.  
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Figure 2.9 : Autospectres de fluctuations de pression (dB ref 1𝜇𝑃𝑎²/𝐻𝑧)  ;  Zone FPG. 
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Figure 2.10 : Autospectres de fluctuations de pression (dB ref 1𝜇𝑃𝑎²/𝐻𝑧) ; Zone APG. 
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2.3. Etude de l’influence du gradient de pression statique sur 

l’interspectre de fluctuations de pression pariétale 

Nous nous intéressons dans cette partie aux interspectres mesurés dans le cadre du projet 

ENABLE et aux influences du gradient de pression statique. Les interspectres ont été mesurés en 

chaque position le long de la conduite (Figure 2.2) à l’aide de deux microphones 1/8” montés sur 

deux disques non-concentriques, ce qui permet une séparation 𝝃 = (𝜉𝑥 , 𝜉𝑧) variable entre les deux 

capteurs. Cet écart peut varier de 7.5 à 95 mm dans chacune des directions longitudinale et 

transversale (Figure 2.11). 

 

Figure 2.11 : Positions des microphones. + : Microphone fixe ; o : Microphones mobiles. 

Comme nous l’avons vu dans le Chapitre 1, la formulation de type Corcos de Γ(𝝃, 𝜔) définit 

sa phase 𝜓(𝜉𝑥 , 𝜔) en fonction de la vitesse de convection 𝑈𝑐, et son module en fonction des 

longueurs de corrélation 𝐿𝑥 et 𝐿𝑧 ou des coefficients de Corcos 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧 (Eq. (1.23), (1.24), et (1.30)). 

Ainsi nous pouvons déduire des valeurs de 𝑈𝑐 d’une part et de 𝐿𝑥 et 𝐿𝑧 d’autre part (ou de 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧) 

à partir de la phase et du module de Γ(𝝃, 𝜔) respectivement.  

2.3.1. Vitesse de convection 

𝑈𝑐 peut être déduit directement de la phase pour chaque valeur de séparation longitudinale 

à partir de la relation 𝜓(𝜉𝑥 , 𝜔) = 𝜔𝜉𝑥/𝑈𝑐. Sur l’exemple tracé en Figure 2.12 en 𝑥 = 2.5 𝑚, on 

observe bien l’évolution linéaire de la phase en fonction de la fréquence (Figure 2.12 a.). D’autre part 

les mesures sont de plus en plus bruitées à mesure que la séparation augmente, ce qui est lié à la 

perte de cohérence entre les signaux. L’évolution légèrement décroissante de 𝑈𝑐 en fonction de la 

fréquence à partir de 1𝑘𝐻𝑧 est bien conforme aux observations de la littérature [47][4][118].  
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Figure 2.12 : Phase de l'interspectre (a.) et vitesse de convection (b.) en fonction de la fréquence 
et en 𝑥 = 2.5 𝑚, pour les séparations longitudinales 𝜉𝑥 = 7.5 𝑚𝑚 ; 20 𝑚𝑚 ;  40 𝑚𝑚 ;  70 𝑚𝑚. 

 

Nous nous intéressons maintenant à l’évolution de 𝜓(𝜉𝑥 , 𝜔) en fonction de la séparation 𝜉𝑥 

en chaque position le long de la conduite. Conformément à sa définition, la phase croît linéairement 

en fonction de 𝜉𝑥 comme on peut l’observer en Figure 2.13 pour 1𝑘𝐻𝑧. On note qu’un exemple 

complémentaire à 𝑓 = 3 𝑘𝐻𝑧 est présenté dans l’Annexe A. Cette évolution n’est cependant 

observable que pour un certain intervalle spatial 𝜉𝑥 autour du capteur de référence. Lorsque 𝜉𝑥 est 

trop élevé – la limite dépendant du Strouhal – 𝜓(𝜉𝑥 , 𝜔) n’évolue plus linéairement. De plus, comme 

le décrit le document [111], les mesures effectuées dans la première partie de la conduite montrent 

plus d’instabilités que dans la seconde partie, ce qui est lié à la vitesse du fluide. 

Pour ne prendre en compte que les mesures fiables, nous avons estimé par une technique de 

moindres carrés l’intervalle de 𝜓(𝜉𝑥 , 𝜔) en fonction de 𝜉𝑥 sur lequel une régression linéaire est 

possible pour déterminer une valeur de 𝑈𝑐. La phase nulle est imposée lorsque 𝜉𝑥 = 0 pour effectuer 

la régression linéaire. A 𝑓 = 1 𝑘𝐻𝑧 Figure 2.13, la phase évolue linéairement pour toutes les 

positions le long de la conduite. Lorsque la fréquence augmente l’intervalle linéaire de la phase est 

plus réduit dans la partie proche du capteur de référence en (0,0).  

Une valeur de 𝑈𝑐 peut être déduite en appliquant ce processus à chaque fréquence et en 

chaque position. Les résultats sont présentés en Figure 2.14. Les valeurs issues de la régression 

linéaire sont comparées aux valeurs calculées directement à partir de 𝜓(𝜉𝑥 , 𝜔) pour plusieurs 𝜉𝑥 (Eq. 

(1.30)). On observe tout d’abord une nette amélioration des données dans la zone en gradient 

adverse par rapport au début de la conduite. Cela est lié aux instabilités de l’écoulement associées à 

l’accélération du fluide et au comportement non-linéaire de la phase dans la zone en gradient 

favorable.  
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Figure 2.13 : Phases (rad) des interspectres le long de la conduite. 𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧.  

Trait plein : Régression linéaire ; o : Mesures. 

  

-100 -50 0 50 100

-20

-10

0

10

20

x = 0 m


x
 (mm)


( 

x, 
)

-100 -50 0 50 100

-20

-10

0

10

20

x = 0.5 m


x
 (mm)


( 

x, 
)

-100 -50 0 50 100

-20

-10

0

10

20

x = 0.78 m


x
 (mm)


( 

x, 
)

-100 -50 0 50 100

-20

-10

0

10

20

x = 1.5 m


x
 (mm)


( 

x, 
)

-100 -50 0 50 100

-20

-10

0

10

20

x = 2 m


x
 (mm)


( 

x, 
)

-100 -50 0 50 100

-20

-10

0

10

20

x = 2.5 m


x
 (mm)


( 

x, 
)

-100 -50 0 50 100

-20

-10

0

10

20

x = 2.7 m


x
 (mm)


( 

x, 
)

-100 -50 0 50 100

-20

-10

0

10

20

x = 3.35 m


x
 (mm)


( 

x, 
)

 

 



2.3. Etude de l’influence du gradient de pression statique sur l’interspectre de fluctuations de 
pression pariétale 

 

67 
 

 

 

 

Figure 2.14 : Vitesse de convection normalisée pour différentes séparations longitudinales 𝜉𝑥 en 
fonction de la fréquence. Comparaison avec 𝑈𝑐  obtenue par régression linéaire de 𝜓(𝜉𝑥 , 𝜔) 

(points bleus).   
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Dans la partie en décélération de la conduite, la vitesse de convection obtenue par régression 

linéaire est stable à partir de 𝑥 = 2 𝑚. Le rapport 𝑈𝑐/𝑈𝑒, où 𝑈𝑒  est la vitesse extérieure à la CLT 

localement, diminue à mesure que la CLT s’épaissit et que 𝑈𝑒  décroît. Comme l’explique Schloemer 

[118], cette diminution est liée à la taille des structures turbulentes convectées. La couche limite 

étant plus épaisse dans le cas adverse, les structures situées à une même distance de la paroi seront 

plus petites, et donc convectées plus lentement, que dans le cas sans gradient. 

Dans la région en gradient favorable en revanche, 𝑈𝑐 atteint 0.8𝑈∞ lorsque le gradient est 

fort en 𝑥 = 1.5 𝑚. Ces tendances en fonction du gradient se retrouvent globalement dans la 

littérature, notamment par les travaux de Burton [22], Na et Moin [101], Magionesi [86] et McGrath 

et Simpson [100].  

On peut également les observer en Figure 2.15 en comparant les vitesses de convection 

normalisées obtenues en trois positions dans la conduite ENABLE et celle calculée avec le modèle 

empirique proposé par Smol’yakov (Eq. (1.31)). Le modèle de Smol’yakov permet de retrouver 

l’augmentation en basses fréquences puis la diminution progressive lorsque la fréquence augmente. 

La prédiction reste cependant limitée aux configurations sans gradient de pression, et on retrouve 

l’augmentation de 𝑈𝑐/𝑈𝑒  en FPG et sa diminution en APG. 

 

Figure 2.15 : Vitesse de convection normalisée 𝑈𝑐/𝑈𝑒  en fonction de la fréquence adimensionnée 

𝜔𝛿∗/𝑈𝑒 ; Comparaison entre le modèle de Smol’yakov (Eq. (1.31)) et les valeurs obtenues par 
régressions linéaires de la phase en 𝑥 = 1.5 𝑚, 2.5 𝑚 et 3.3 𝑚. 

Il est important de noter que l’exploitation des mesures de la phase est limitée à une certaine 

gamme de fréquences. La Figure 2.14 montre qu’aux positions en gradient adverse et pour des 

fréquences inférieures à 𝑓 = 500𝐻𝑧, l’interpolation linéaire est dispersée (voire inexploitable pour 

𝑥 = 2𝑚). D’autre part lorsque la fréquence augmente, le nombre de points utilisés pour la 

régression linéaire est de plus en plus restreint ce qui peut engendrer des erreurs d’interpolation 

(lorsque 𝑓 > 4𝑘𝐻𝑧 en gradient adverse). 
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A partir des observations de la Figure 2.14, la variation de la vitesse de convection peut être 

mise en relation avec le gradient de pression en traçant le rapport 𝑈𝑐/𝑈𝑒 en fonction du paramètre 

𝛽𝛿∗ = (𝛿
∗/𝜏𝑤)(𝑑𝑝/𝑑𝑥). La Figure 2.16 présente les valeurs obtenues aux positions 𝑥 =

1.5 𝑚 ; 2 𝑚 ; 2.5 𝑚 ; 2.7 𝑚 ; 3.3 𝑚, où les résultats de la régression linéaire des mesures est 

exploitable. Les résultats montrent une nette dispersion de 𝑈𝑐/𝑈𝑒, de 0.5 à 0.82 en moyenne sur les 

fréquences considérées. La diminution de la vitesse de convection  est bien visible dans la partie en 

gradient adverse, où 𝛽𝛿∗ est positif. On notera que la valeur assez élevée de 𝑈𝑐/𝑈𝑒 lorsque 𝛽𝛿∗~0 

(qui correspond à la position 𝑥 = 2 𝑚) est liée à l’accélération du fluide en amont de cette position. Il 

serait risqué de l’interpréter en tant que résultat pour une configuration sans gradient de pression 

classique, compte tenu de « l’histoire de l’écoulement » en amont. Toutefois cette configuration 

d’accélération suivie d’une décélération se retrouve dans de nombreux cas tels que les écoulements 

sur les profils d’aile ou sur les dômes d’engins sous-marins. Nous retiendrons de cette étude que le 

gradient de pression dans l’écoulement entraîne une dispersion significative de 𝑈𝑐/𝑈𝑒  par rapport à 

la valeur standard de 0.7. 

 

 

Figure 2.16 : Vitesse de convection normalisée en fonction de 𝛽𝛿∗ pour des fréquences fixes. 
1𝑘𝐻𝑧 ≤ 𝑓 ≤ 4𝑘𝐻𝑧. 

2.3.2. Fonctions de cohérence 

La fonction de cohérence 𝛾(𝜉𝑥 , 𝜉𝑧, 𝜔) est définie à partir du module de l’interspectre spatial : 

 𝛾(𝜉𝑥 , 𝜉𝑧 , 𝜔)
2 =

|Γ(𝜉𝑥, 𝜉𝑧 , 𝜔)|
2

𝑆𝑝𝑝(𝜔)
2

 (2.1)   

où 𝑆𝑝𝑝(𝜔) est l’autospectre à la position de l’antenne.  
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En pratique 𝑆𝑝𝑝(𝜔) est moyenné sur les autospectres des microphones de l’antenne, mais la 

variation entre ces spectres est très faible voire négligeable. La formulation séparée du modèle de 

Corcos permet de définir une cohérence longitudinale 𝛾𝐿 en fonction de 𝜉𝑥 et une cohérence 

transversale 𝛾𝑇 en fonction de 𝜉𝑧. La configuration de l’antenne de capteurs ENABLE (Figure 2.11) 

nous donne la fonction de cohérence longitudinale pour 𝜉𝑧 = 0, et les cohérences transversales pour 

𝜉𝑥 = 7.5 𝑚𝑚 et 𝜉𝑥 = 30 𝑚𝑚. Nous ne considérons dans cette étude que les cohérences 

transversales à 𝜉𝑥 = 7.5 𝑚𝑚 qui présentent une meilleure stabilité. 

Les cohérences expérimentales 𝛾𝐿 et 𝛾𝑇 sont tracées à 1𝑘𝐻𝑧 en Figure 2.17 et en Figure 2.18 

respectivement, et à chaque position le long de la conduite. Des figures complémentaires sont 

présentées dans l’Annexe A à la fréquence 3 𝑘𝐻𝑧. On constate tout d’abord que, du fait de la 

convection des structures turbulentes, la décroissance de corrélation est globalement plus lente dans 

la direction longitudinale que dans la direction transversale.  

Tout comme pour la phase et comme décrit dans [111], les fonctions de cohérence 

longitudinales et transversales n’ont pas un comportement classique dans la première partie de la 

conduite (𝑥 ≤ 1.5 𝑚). Les points de mesure sont plus dispersés pour toutes les valeurs de 𝜉𝑥 et 𝜉𝑧, et 

en particulier lorsque la fréquence augmente (voir Annexe A). La décroissance est plus stable dans la 

partie en gradient adverse. Cependant même dans cette zone, plus la corrélation décroît rapidement, 

plus les informations sur la décroissance sont difficiles à obtenir (notamment en hautes fréquences 

et pour les cohérences transversales). 

Pour chacun des cas, une régression non-linéaire est effectuée en imposant 𝛾𝐿(𝜉𝑥 = 0) =

𝛾𝑇(𝜉𝑧 = 0 ) = 1 et à partir des formulations exponentielles du modèle de Corcos : 

 𝛾𝐿(𝜉𝑥 , 𝜔) = 𝑒
−𝛼𝑥

𝜔
𝑈𝑐
|𝜉𝑥|

 𝛾𝑇(𝜉𝑧 , 𝜔) = 𝑒
−𝛼𝑧

𝜔
𝑈𝑐
|𝜉𝑧|

 (2.2)   

Nous utilisons pour cela la fonction lsqcurvefit de Matlab qui permet d’approcher les valeurs 

expérimentales au sens des moindres carrés avec une fonction non-linéaire. Les fonctions de 

cohérence ainsi obtenues par le calcul sont tracées en superposition aux mesures. Les résultats sont 

globalement corrects dans la seconde partie de la conduite pour 𝑥 ≥ 2 𝑚, où les cohérences 

expérimentales sont plus régulières. En revanche dans la partie en gradient favorable, les régressions 

exponentielles sont difficilement exploitables compte tenu de la disparité des mesures.  

Les longueurs de corrélation 𝐿𝑥 = 𝑈𝑐/𝛼𝑥𝜔 et 𝐿𝑧 = 𝑈𝑐/𝛼𝑧𝜔 , que l’on peut déduire par 

identification, permettent de quantifier ces décroissance de cohérence. Nous comparons Figure 2.19 

les valeurs obtenues aux modèles semi-empiriques de Corcos et d’Efimtsov pour les positions dans la 

partie en gradient adverse, où les régressions exponentielles sont plus fiables. Les longueurs de 

corrélation de Corcos correspondent à 𝑈𝑐/𝛼𝑥𝜔  et 𝑈𝑐/𝛼𝑧𝜔  avec les valeurs standards 𝛼𝑥 = 0.11, 

𝛼𝑧 = 0.77 et 𝑈𝑐 = 0.7𝑈𝑒. Celles d’Efimtsov sont données par son modèle d’interspectre (Eq. (1.26)) 

et sont fonctions de coefficients empiriques et des paramètres de CLT.  
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Figure 2.17 : Cohérences longitudinales 𝛾𝐿 le long de la conduite. 𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧.  

Trait plein : Régression exponentielle ; o : Mesures. 
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Figure 2.18 : Cohérences transversales 𝛾𝑇 le long de la conduite. 𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧.  

Trait plein : Régression exponentielle ; o : Mesures. 
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Figure 2.19 : Longueurs de corrélation adimensionnées longitudinales et transversales pour les 
positions dans la zone en gradient adverse. Comparaison aux modèles de Corcos [34] et 

d’Efimtsov [42]. 

Les modèles donnent une assez bonne estimation des longueurs de corrélation en hautes 

fréquences. En basses fréquences en revanche, le modèle de Corcos ne prend pas en compte la 

diminution des échelles de cohérence, et le modèle d’Efimtsov sous-estime les valeurs. On notera 

que certains auteurs [49][107] proposent de modifier les valeurs des coefficients empiriques du 

modèle d’Efimtsov pour pallier cette sous-estimation. 

Conformément aux résultats de la littérature [131][107], les longueurs de corrélation 

croissent légèrement en basses fréquences et passent par un maximum à environ 𝜔𝛿∗/𝑈∞ = 0.3. Ce 

maximum est lié à la taille des structures cohérentes, limitée par l’épaisseur de couche limite. Les 

longueurs de corrélation décroissent ensuite proportionnellement à la fréquence. Les hypothèses de 

Corcos font évoluer 𝐿𝑥 et 𝐿𝑧 suivant 𝜔−1, mais il apparaît que les pentes ont tendance à varier selon 

la position le long de la conduite. Dans la direction longitudinale, 𝐿𝑥 décroît plus rapidement à 

mesure que la vitesse diminue, conformément aux observations sur les fonctions de cohérence 

(Figure 2.17). La pente de 𝐿𝑥 pour 𝑥 = 3.3 𝑚 est plus proche d’une loi en 𝜔−1.4, valeur que suggère 

Arguillat [4] dans une étude sur un écoulement sans gradient de pression mais avec une épaisseur de 

couche limite élevée. Dans la direction transversale cependant, les pentes ne varient que légèrement 

à partir de 𝑥 = 2.5 𝑚. 

Les coefficients 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧 associés aux longueurs de corrélation sont tracés en Figure 2.20, et 

comparés à des données de la littérature et aux modèles. Les 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧 dans la conduite sont calculés 

à partir de la vitesse de convection issue des mesures. La forte diminution des valeurs en basses 

fréquences correspond à l’augmentation des échelles de cohérence, et s’observe également dans les 

données de Finnveden [49], Arguillat [3] et Totaro [131]. Les coefficients se stabilisent ensuite autour 

des valeurs standards 0.11 et 0.77 respectivement. Dans la direction longitudinale 𝛼𝑥 augmente 

légèrement en hautes fréquences jusqu’à atteindre 0.17.  
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Figure 2.20 : Coefficients 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧 en fonction de la fréquence adimensionnée. Comparaison 
entre les résultats en gradient adverse et les données publiées de Finnveden [49], Arguillat [3] et 

Totaro [131]. 

Quelques écarts apparaissent en outre selon la position le long de la conduite. Dans la 

direction longitudinale par exemple, les valeurs issues des mesures ENABLE sont comprises entre 

0.10 et 0.17 lorsque 𝜔𝛿∗𝑈∞ > 1. Comme on pouvait l’observer avec les longueurs de corrélation, 𝛼𝑥 

est plus élevé en 𝑥 = 2 𝑚 en basses fréquences, mais cette tendance s’inverse lorsque la fréquence 

augmente. De même dans la direction transversale 𝛼𝑧 est plus grand en basses fréquences lorsque la 

vitesse de l’écoulement est élevée, jusqu’à ce que les valeurs des différentes positions convergent en 

hautes fréquences. 

Ces écarts sont liés à la vitesse de l’écoulement et au gradient de pression. Toutefois les 

variations n’étant pas uniformes selon la position et la fréquence, il est délicat dans le cas de notre 

étude d’établir une relation entre les coefficients et le gradient de pression. Nous proposons 

cependant dans la partie suivante d’étudier l’impact de ces variations sur les interspectres en 

fréquence-nombre d‘onde. 

2.3.3. Interspectres en fréquence-nombre d’onde 

Les interspectres peuvent être estimés en appliquant certains modèles semi-empiriques (voir 

partie 1.1.5) à partir des paramètres issus des calculs. On peut tout d’abord comparer les niveaux 

obtenus par ces modèles à ceux déterminés par transformée de Fourier spatiale sur les mesures. 

Cette transformée de Fourier spatiale est effectuée sur les mesures des interspectres approchées par 

la formulation de Corcos, de manière à avoir un pas spatial constant. Les spectres obtenus par cette 

opération sont comparés en Figure 2.21 aux résultats du modèle de Corcos en nombre d’onde, qui 

est alimenté par l’autospectre de Rozenberg, par la vitesse de convection calculée à l’aide du modèle 

de Smol’yakov (Eq. (3.31)) et par les valeurs usuelles de 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧 (0.11 et 0.77 respectivement). Les 

différences observées peuvent ainsi être associées aux différences entre mesures et calcul sur les 

multiples étapes de modélisation. 

On observe que les niveaux des deux spectres sont en bonne cohérence dans la zone en 

gradient adverse (comparaison effectuée à 1kHz). Cependant en certaines positions, notamment en 

3.35 𝑚, des écarts apparaissent pouvant atteindre 10 𝑑𝐵. Ces écarts peuvent être attribués aux 
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effets combinés des paramètres d’écoulement et des autospectres, qui entraînent des différences de 

niveaux aussi bien dans la région convective que dans la région des bas nombres d’onde. On peut en 

particulier se reporter à la Figure 2.10, où les autospectres montrent des différences entre les calculs 

et les mesures correspondant aux écarts observés ici. 

 

Figure 2.21 : Interspectres en nombre d’onde (dB ref 1𝜇𝑃𝑎²𝑚²/𝐻𝑧) pour les positions en 
gradient adverse à 𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧. Comparaison entre les spectres issus de la TF spatiale des mesures 

approchées, et les spectres calculés par le modèle de Corcos en nombre d’onde à partir des 
paramètres standards (modèle de Smol’yakov pour 𝑈𝑐 , et 𝛼𝑥 = 0.11, 𝛼𝑧 = 0.77). 

Pour décomposer les influences des paramètres sur les interspectres, on s’intéresse aux 

spectres calculés à partir des paramètres 𝑈𝑐, 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧 issus des mesures approchées. Nous 

comparons les spectres obtenus avec le modèle de Corcos auquel on peut appliquer ces paramètres 

dits expérimentaux, ou les coefficients constants standards (𝑈𝑐 issu du modèle de Smol’yakov et 

𝛼𝑥 = 0.11 et 𝛼𝑧 = 0.77). Dans les deux cas, on considère l’autospectre expérimental de manière à 

n’observer que l’influence de 𝑈𝑐, 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧. 

Cette comparaison, présentée Figure 2.22 nous permet d’observer l’influence du gradient de 

pression sur les spectres via ces trois paramètres. Comme précédemment, nous ne considérons ici 

que les positions en gradient adverse. La variation de la vitesse de convection par rapport à la valeur 

modélisée de 𝑈𝑐 décale le pic de convection, et les variations de 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧 agissent sur le niveau du 

spectre et les largeurs du pic dans les directions 𝑘𝑥 et 𝑘𝑧 respectivement. Les écarts sont surtout 

visibles en 𝑥 = 2𝑚 et en 𝑥 = 3.35𝑚, aux positions où les coefficients sont effectivement plus 
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éloignés des valeurs standards. Les influences sont décomposées pour ces deux positions en Figure 

2.23.  

Le modèle de Chase 1987, que nous emploierons dans la suite de notre étude pour sa plus 

grande précision dans les bas nombres d’onde, n’est pas construit à partir des expressions explicites 

des longueurs de corrélation. Nous pouvons observer l’influence du gradient de pression à travers la 

vitesse de convection seule. En Figure 2.24 cette influence décale bien le pic de convection et fait 

légèrement varier les niveaux en 𝑘𝑐, comme on pouvait l’observer avec le modèle de Corcos Figure 

2.23. Ces variations se répercutent dans les régions subconvective et acoustique qui vont jouer un 

rôle plus important sur la réponse vibro-acoustique de la structure, même si les écarts restent assez 

faibles dans cet exemple. 

Enfin nous comparons les spectres modélisés à partir des mesures aux spectres entièrement 

issus du calcul. Autrement dit, les spectres obtenus avec les paramètres de CLT, autospectres et 

vitesse de convection expérimentaux sont comparés aux spectres numériques (paramètres de CLT 

issus des calcul RANS, spectres modélisés et 𝑈𝑐 calculé à l’aide du modèle de Smol’yakov). Les 

résultats sont tracés pour 𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧 en Figure 2.25, et pour 𝑓 = 3𝑘𝐻𝑧 en Figure 2.26.  

On observe tout d’abord que les pics de convection sont légèrement décalés entre les 

spectres expérimentaux et les spectres numériques. Ces décalages sont dus d’une part aux écarts 

entre les vitesses moyennes calculées et mesurées (Figure 2.5), d’autre part aux écarts entre la 

vitesse de convection modélisée et interpolée (Figure 2.15).  

Par ailleurs les effets combinés des paramètres d’écoulements et des autospectres 

entraînent des différences de niveaux aussi bien dans la région convective que dans la région des bas 

nombres d’onde. Les autospectres tracés Figure 2.8 et Figure 2.10 expliquent en bonne partie les 

résultats. A 1𝑘𝐻𝑧 le modèle de Rozenberg permet de rehausser le niveau global et d’approcher le 

spectre expérimental. A 3𝑘𝐻𝑧, le modèle de Rozenberg donne des niveaux trop bas en particulier à 

la fin de la conduite, les écarts avec les spectres expérimentaux allant jusqu’à 10 𝑑𝐵 dans la région 

acoustique. 



2.3. Etude de l’influence du gradient de pression statique sur l’interspectre de fluctuations de 
pression pariétale 
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Figure 2.22 : Interspectres en nombre d’onde (dB ref 1𝜇𝑃𝑎²𝑚²/𝐻𝑧) pour les positions en 
gradient adverse à 𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧. Modèle de Corcos appliqué avec les valeurs de 𝑈𝑐  et (𝛼𝑥 , 𝛼𝑧) tirées 
des mesures, ou avec les valeurs standards (𝑈𝑐  : modèle de Smol’yakov, 𝛼𝑥 = 0.11 et 𝛼𝑧 = 0.77). 

 

 

Figure 2.23 : Interspectres en nombres d’onde (dB ref 1𝜇𝑃𝑎²𝑚²/𝐻𝑧), modèle de Corcos, 
𝑓 = 2𝑘𝐻𝑧. Comparaison des influences de 𝑈𝑐  et (𝛼𝑥,𝛼𝑧). 
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Figure 2.24 : Interspectre en nombre d'onde (dB ref 1𝜇𝑃𝑎²𝑚²/𝐻𝑧), modèle de Chase 1987 [25], 
𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧. Influence de la vitesse de convection. 

 

 

Figure 2.25 : Interspectres en nombre d'onde (dB ref 1𝜇𝑃𝑎²𝑚²/𝐻𝑧), modèle de Chase 1987 [25], 
𝑓 = 1𝑘𝐻𝑧. Comparaison entre les spectres obtenus à partir des mesures et les spectres obtenus 

à partir des calculs RANS et des modèles d’autospectres. 
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Figure 2.26 : Interspectres en nombre d'onde (dB ref 1𝜇𝑃𝑎²𝑚²/𝐻𝑧), modèle de Chase 1987 [25], 
𝑓 = 3𝑘𝐻𝑧. Comparaison entre les spectres obtenus à partir des mesures et les spectres obtenus 

à partir des calculs RANS et modèles d’autospectres. 

2.4. Conclusion 

Pour l’étude de l’excitation hydrodynamique d’une structure par une CLT, nous avons 

considéré dans ce chapitre un cas d’écoulement présentant un gradient de pression statique, cas très 

répandu en pratique. La configuration étudiée, tirée du projet européen ENABLE [111], met en jeu un 

écoulement en air subissant une accélération puis une décélération. 

Les différentes étapes de caractérisation de l’excitation hydrodynamique ont été abordées. 

Les données expérimentales du projet ENABLE nous ont tout d’abord permis de valider les calculs 

RANS 𝑘 − 𝜖 et 𝑘 − 𝜔 de l’écoulement moyen le long de la conduite. Les paramètres d’écoulement 

moyen calculés sont assez proches des mesures et les modèles sont sensiblement équivalents.  

Ces caractéristiques moyennes peuvent ensuite être injectées dans des modèles empiriques 

d’autospectres de fluctuations de pression. Nous avons vu que les effets du gradient de pression sont 

importants sur ces spectres. L’énergie semble se déplacer vers les hautes fréquences en gradient 

favorable, et largement vers les basses fréquences en gradient adverse. Pour modéliser les 

autospectres, nous avons considéré différents modèles selon le signe du gradient. Le modèle de 

Goody est adapté aux configurations sans gradient où la prédiction des spectres est correcte. Il est 

également utilisé par défaut dans la zone en accélération où il surestime globalement les niveaux. Le 

modèle de Rozenberg est appliqué aux cas de gradient adverse pour lesquels il a été développé : les 
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résultats sont meilleurs que le modèle de Goody, mais des écarts plus ou moins importants selon la 

configuration d’écoulement restent observables par rapport aux mesures. Ce modèle présente par 

ailleurs un caractère empirique plus prononcé ce qui limite sa validité lorsque les paramètres varient.  

 

Il est évident que ces difficultés se reportent sur la modélisation des interspectres en 

fréquence-nombre d’onde. Outre cette erreur induite par l’autospectre, il faudrait pour modéliser 

efficacement les interspectres prendre en compte les effets du gradient de pression sur les quantités 

relatives à la convection et à la cohérence des structures turbulentes.  

L’étude de la vitesse de convection et des fonctions de cohérence spatiale à partir des 

mesures le long de la conduite ENABLE nous a permis de mettre en évidence ces effets. Une grande 

disparité du rapport 𝑈𝑐/𝑈𝑒  a pu être observée selon le paramètre de Clauser 𝛽𝛿∗ proportionnel au 

gradient de pression et à 𝛿∗. Les longueurs de corrélation longitudinales et transversales sont plus 

faiblement impactées mais des variations ont également été mises en évidence selon la position le 

long de la conduite. 

La dernière étape pour modéliser l’excitation hydrodynamique consiste à introduire ces 

paramètres dans les modèles d’interspectres. En comparant les modèles standards, c’est-à-dire avec 

les paramètres constants empiriques, aux spectres obtenus par les mesures approchées, nous avons 

pu montrer l’impact que peuvent avoir les variations de 𝑈𝑐, 𝛼𝑥 et 𝛼𝑧 sur l’excitation. En allant plus 

loin, nous avons comparé les résultats entièrement numériques (calcul RANS et application de 

modèles de spectres) aux interspectres obtenus par l’application des paramètres expérimentaux. 

Nous avons vu qu’une prédiction raisonnable est possible mais que les écarts peuvent être 

significatifs selon la gamme de fréquence considérée et en fonction du gradient. 

Lorsque toutes les étapes de caractérisation de l’excitation sont réalisées par le calcul, le 

nombre des variables multiplie les incertitudes et les écarts par rapport à la réalité. S’ajoute à 

l’aspect empirique des modèles le fait qu’il n’existe pas à l’heure à actuelle de modèle d’interspectre 

permettant de prendre en compte les effets du gradient de pression. A ce stade le nombre limité de 

données dans la littérature pour une large gamme de 𝛽𝛿∗, et la difficulté d’interpréter les évolutions 

selon la configuration d’écoulement rendent délicat l’établissement de relations directes entre les 

spectres et le gradient de pression. L’influence du gradient sur les interspectres en fréquence-

nombre d’onde en particulier est encore peu investigué. On peut citer les travaux de Cipolla et Keith 

[30] qui étudient l’influence de la vitesse de convection sur le pic convectif à partir des mesures de 

Schloemer [118]. Plus récemment, les résultats expérimentaux de Salze et al. [114][69] portent sur 

les interspectres en fréquence-nombre d’onde dans les configurations ZPG, FPG et APG.  

L’importance des effets du gradient de pression que nous avons mis en évidence représente 

finalement une motivation pour améliorer l’introduction de l’excitation hydrodynamique dans le 

modèle vibro-acoustique. Nous verrons dans les chapitres suivants que les méthodes vibro-

acoustique que nous proposons visent à prendre en compte ces effets au mieux. 
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Chapitre 3  

Méthodes pour la modélisation de la réponse 

vibro-acoustique d’une structure excitée par 

une CLT homogène 

Dans ce chapitre nous abordons différentes approches pour introduire l’excitation par une 

couche limite homogène dans des modèles vibro-acoustiques. Après avoir caractérisé les fluctuations 

de pression pariétale dues à l’écoulement, il s’agit maintenant de les intégrer dans le calcul vibro-

acoustique en optimisant le rapport précision/coût numérique. L’excitation est ici supposée 

homogène : nous nous focalisons ainsi sur les différentes manières d’introduire l’interspectre des 

fluctuations de pression dans le calcul sans considérer d’évolution spatiale de la couche limite. 

Nous présentons cette étude sur un système académique composé d’une plaque plane 

bafflée, simplement appuyée, chargée sur un côté par un fluide lourd et excitée par une couche 

limite. Après une description de ce cas test dans la première partie, nous abordons les méthodes 

pour introduire l’excitation dans le calcul adaptées à un modèle vibro-acoustique déterministe, choisi 

comme étant la méthode PTF dans cette étude. Nous détaillons les principes de cette méthode dans 

la deuxième partie, avant de décrire et comparer les différentes méthodes d’introduction de 

l’excitation dans la troisième partie. L’application sur un cas académique tel que la plaque plane 

appuyée permet d’aborder facilement les méthodes, et nous décrivons dans les perspectives la 

manière dont elles peuvent être appliquées à des cas de structures plus complexes. 

Nous nous intéresserons enfin dans une quatrième partie aux méthodes vibro-acoustiques 

adaptées aux hautes fréquences. Deux méthodes de calcul de la puissance injectée à la structure par 

la CLT, qui est une donnée d’entrée d’un modèle SEA, seront présentées. Les intérêts et 

inconvénients des différentes méthodes seront enfin discutés. 

3.1. Définition du problème 

Nous considérons une plaque plane mince située dans le plan 𝑦 = 0 dans le repère cartésien 

(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) comme représenté en Figure 3.1,  et dont les dimensions correspondent au cas test étudié 

par Berry [13]. La plaque est en acier et supposée homogène et isotrope. Ses dimensions et les 

caractéristiques du matériau sont indiquées dans le Tableau 3.1. 
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Figure 3.1 : Configuration de la plaque et système de coordonnées. 

 

Symbole Paramètre Valeur 

𝑎 Longueur de la plaque 45.5 𝑐𝑚 

𝑏 Largeur de la plaque 37.5 𝑐𝑚 

ℎ𝑝 Epaisseur 1 𝑚𝑚 

𝜌𝑝 Masse volumique 7800 𝑘𝑔/𝑚3 

𝜈𝑝 Coefficient de Poisson 0.3 

𝐸 Module d’Young 2.1 × 1011 𝑃𝑎 

𝜂𝑝 Facteur de perte par amortissement interne 0.01 

Tableau 3.1 : Paramètres de la plaque. 

 

La plaque est chargée par un fluide lourd sur sa face supérieure et excitée par les fluctuations 

de pression pariétale de la couche limite. Elle est considérée simplement appuyée sur ses quatre 

bords, et entourée d’un baffle rigide. La pression acoustique obéit à l’équation de Helmholtz dans le 

milieu fluide et satisfait l’équation d’Euler à la surface de couplage entre la structure et le fluide. La 

condition de Sommerfeld est imposée à l’infini. 

L’écoulement turbulent que nous considérons dans ce chapitre correspond à l’étude de 

Ciappi et al. [29] d’un écoulement en eau sur une maquette de catamaran. Notre choix s’est porté 

sur ces données de manière à avoir un jeu de paramètres en fluide lourd et sans gradient de pression 

statique. Le travail de Ciappi et al. est une étude expérimentale portant sur les fluctuations de 

pression induites par la couche limite sur les parois du véhicule, et sur la réponse vibratoire de la 

structure. Les données utilisées pour l’écoulement moyen proviennent de calculs RANS sur le modèle 

entier réalisés par la même équipe [28][29]. L’incertitude sur les paramètres dérivés des profils de 

vitesse est estimée à 4% dans [29]. Les valeurs des différents paramètres que nous prendrons en 

compte dans ce chapitre sont résumées dans le Tableau 3.2. 



3.2. Modèle vibro-acoustique déterministe 
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Symbole Paramètre Valeur 

𝜌 Masse volumique 1000 𝑘𝑔/𝑚3 

𝑐0 Célérité du son 1500 𝑚/𝑠 

𝑈∞ Vitesse moyenne de l’écoulement 5.31 𝑚/𝑠 

𝛿 Epaisseur de CLT 11.3 𝑐𝑚 

𝛿∗ Epaisseur de déplacement 13.7 𝑚𝑚 

𝑢𝜏 Vitesse de frottement 0.1626 𝑚/𝑠 

Tableau 3.2 : Paramètres de l'écoulement. 

3.2. Modèle vibro-acoustique déterministe 

Parmi les différents modèles vibro-acoustiques déterministes étudiés dans le Chapitre 1, la 

méthode PTF présente pour nous un intérêt particulier de par sa capacité à traduire un couplage fort 

entre le fluide et la structure et de par son domaine d’application en fréquence. Celui-ci peut en effet 

s’étendre des basses aux moyennes fréquences, et le processus de sous-structuration de la méthode 

permet des applications sur des structures complexes. Dans cette partie nous présentons la méthode 

PTF de manière générale, sans considérer d’excitation par une CLT. 

3.2.1. Présentation de la méthode PTF 

Comme nous avons pu le voir dans la partie 1.2.3.2, la méthode PTF est une méthode de 

calcul vibro-acoustique basée sur le principe de sous-structuration. Le domaine d’étude est tout 

d’abord divisé en sous-systèmes couplés au niveau de leur interface commune. Celle-ci est 

discrétisée en surfaces élémentaires appelées pavés, auxquelles les fonctions de transfert 

moyennées spatialement (i.e. « patch transfer functions ») sont calculées séparément pour chaque 

sous-système (i.e. structure in vacuo, fluide avec parois bloquées). Les relations de continuité et de 

linéarité à l’interface permettent alors de traduire le couplage entre les sous-systèmes à partir de ces 

PTF, et de résoudre ainsi le problème global. 

Dans notre cas, le système plaque – milieu fluide infini est décomposé en un sous-système 

structure et un sous-système fluide (Figure 3.2). Les quantités relatives au sous-système structure 

seront désignées par l’exposant 𝑠, et celles relatives au sous-système fluide par l’exposant 𝑓. 

Contrairement à ce qui a été proposé dans la thèse de M. Aucejo [6] où la sous-structuration PTF est 

effectuée en dehors de la zone de champ proche de la structure, nous avons privilégié un découpage 

au niveau de l’interface fluide-structure, ce qui nous permettra d’introduire plus aisément 

l’excitation par CLT. Pour contourner les problèmes de convergence de l’approche PTF évoqués en 

[6] lorsque la fréquence est en dessous de la fréquence critique et que l’on décompose le problème 

dans le champ proche de la structure, on propose d’intégrer l’effet réactif du fluide dans le calcul des 

fréquences propres de la structure. Nous verrons que la description de l’effet résistif du fluide par 

PTF ne pose alors pas de problème de convergence. Nous présentons la méthode dans deux cas 
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d’excitation : la première consiste en une force mécanique ponctuelle normale à la plaque. Ce cas 

sera notamment utilisé pour valider les calculs PTF en fluide lourd ; la seconde consiste en une 

excitation acoustique dans le milieu fluide que l’on décrira par la pression induite en paroi lorsque 

celle-ci est bloquée. Ces deux cas seront utilisés pour les calculs liés à la CLT suivant la technique 

utilisée pour introduire l’excitation dans le modèle vibro-acoustique. 

 

 

Figure 3.2 : Sous-structuration du système plaque-fluide infini.  

 

3.2.1.1. Définition des fonctions de transfert par pavés 

Les fonctions de transfert du sous-système structure correspondent aux mobilités définies 

comme le rapport entre la vitesse de la plaque sur un pavé ou en un point récepteur et la pression 

excitatrice sur un autre pavé. La mobilité de pavé à pavé est définie par : 

 𝑌𝑖𝑗
𝑠 =

𝑣𝑗
𝑠

𝑝
𝑖

𝑠 (3.1)   

où 𝑣𝑗
𝑠
 et 𝑝𝑖

𝑠
 sont respectivement la vitesse de la plaque moyennée sur le pavé récepteur 𝑗, et 

la pression excitatrice moyennée sur le pavé 𝑖.  

De la même manière, la mobilité de pavé à point récepteur s’écrit : 

 𝑌𝑖𝑀
𝑠 =

𝑣𝑀
𝑠

𝑝
𝑖

𝑠  (3.2)   

où 𝑣𝑀
𝑠  est la vitesse au point récepteur 𝑀. 
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Pour le sous-système fluide les fonctions de transfert de pavé à pavé sont les impédances 

𝑍𝑖𝑗
𝑓

 : 

 𝑍𝑖𝑗
𝑓
=
𝑝
𝑗

𝑓

𝑣𝑖
𝑓
 (3.3)   

où 𝑝𝑗
𝑓

 est la pression moyenne au pavé 𝑗 résultant de la vitesse moyenne 𝑣𝑖
𝑓

 au pavé 𝑖.  

De même, l’impédance entre le pavé excité 𝑖 et le point récepteur 𝑀′ dans le fluide s’écrit : 

 𝑍𝑖𝑀′
𝑓
=
𝑝
𝑀′
𝑓

𝑣𝑖
𝑓

 (3.4)   

3.2.1.2. Couplage entre les sous-systèmes 

Nous adopterons dans ce qui suit la notation indicielle. En particulier, un indice répété dans 

une multiplication indique une sommation : par exemple ∑ 𝑌𝑖𝑗
𝑠𝑝𝑖

𝑠
𝑖 = 𝑌𝑖𝑗

𝑠𝑝𝑖
𝑠
. 

Le couplage des sous-systèmes est effectué avec les propriétés de linéarité du système et les 

relations de continuité à l’interface. On se situe d’abord dans le cas où la structure est excitée par 

une force ponctuelle et où le fluide ne contient pas de source acoustique. Dans le sous-système 

structure, la vitesse au pavé 𝑗 peut s’écrire comme la superposition de la vitesse 𝑣̃𝑗
𝑠 correspondant à 

la réponse forcée de la plaque in vacuo (que l’on appelle généralement la vitesse libre), et des 

vitesses 𝑌𝑖𝑗
𝑠𝑝𝑖

𝑠
 résultant des pressions exercées par le fluide aux pavés 𝑖. La vitesse 𝑣̃𝑗

𝑠 s’exprime alors 

par : 

 𝑣𝑗
𝑠
= 𝑣̃𝑗

𝑠 + 𝑌𝑖𝑗
𝑠𝑝

𝑖

𝑠
 (3.5)   

Dans le sous-système fluide, la pression au pavé 𝑗 résultant des vitesses normales 𝑣𝑖
𝑓

 aux 

pavés de l’interface s’écrit : 

 𝑝
𝑗

𝑓
= 𝑍𝑖𝑗

𝑓
𝑣𝑖
𝑓
 (3.6)   

En considérant la normale à la paroi orientée vers le fluide, la continuité des quantités à 

l’interface s’exprime par : 

 {
𝑣𝑖
𝑠
= −𝑣𝑖

𝑓

𝑝
𝑖

𝑠
= 𝑝

𝑖

𝑓  (3.7)   

L’introduction de (3.7) dans (3.5) et (3.6) nous donne alors la vitesse et la pression au pavé 𝑗 

après couplage, et 𝑣𝑗
𝑠
 se reformule enfin par : 

 𝑣𝑗
𝑠
= (𝕀 + 𝑌𝑖𝑗

𝑠𝑍𝑘𝑖
𝑓
)
−1
𝑣̃𝑗
𝑠 (3.8)   

où 𝕀 est la matrice identité.  
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La vitesse au point 𝑀 de la plaque et la pression au point 𝑀′ dans le fluide sont ensuite 

calculées en fonction de 𝑣𝑗 : 

 
𝑣𝑀
𝑠 = 𝑣̃𝑀

𝑠 − 𝑌𝑖𝑀
𝑠 𝑍𝑘𝑖

𝑠 𝑣𝑘
𝑠
 

𝑝𝑀′
𝑓
= 𝑍𝑖𝑀′

𝑓
𝑣𝑖
𝑓
 

(3.9)   

Nous nous situons maintenant dans le cas où le fluide est excité par une source acoustique et 

où la structure n’est pas excitée. Le terme 𝑝̃𝑗
𝑓

, que l’on désignera par la « pression bloquée », est 

défini comme la pression au pavé 𝑗 dans le sous-système fluide résultant de la source acoustique et 

sans considérer de couplage avec la structure. La propriété de linéarité donne : 

 

𝑣𝑗
𝑠
= 𝑌𝑖𝑗

𝑠𝑝
𝑖

𝑠
 

𝑝
𝑗

𝑓
= 𝑝𝑗

𝑓
+ 𝑍𝑖𝑗

𝑓
𝑣𝑖
𝑓
 

(3.10)   

En introduisant les relations de continuité (3.7) dans (3.10), on obtient : 

 𝑝
𝑗

𝑓
= (𝕀 + 𝑍𝑖𝑗

𝑓
𝑌𝑘𝑖
𝑠 )

−1
𝑝𝑗
𝑓
 (3.11)   

De même aux points 𝑀 de la plaque et 𝑀′ du fluide la vitesse et la pression s’expriment par : 

 

𝑣𝑀
𝑠 = 𝑌𝑖𝑀

𝑠 𝑝
𝑖

𝑠
 

𝑝𝑀′
𝑓
= 𝑝

𝑀′
𝑓
+ 𝑍𝑖𝑀′

𝑓
𝑣𝑖
𝑓
 

(3.12)   

𝑣𝑗
𝑠
, 𝑝𝑗

𝑓
, 𝑣𝑀

𝑠  et 𝑝
𝑀′
𝑓

 correspondent aux réponses des sous-systèmes après couplage, en termes 

de vitesse vibratoire pour le sous-système structure, et de pression rayonnée pour le sous-système 

fluide. Le calcul de ces quantités passe par la définition des mobilités de la structure et des 

impédances de rayonnement dans le fluide, qui correspondent aux fonctions de transfert par pavés. 

Nous utilisons pour cela une décomposition modale pour le calcul des mobilités, et l’intégrale de 

Rayleigh pour le calcul des impédances de rayonnement. Ces calculs sont détaillés dans l’Annexe B. 

3.2.2. Prise en compte de l’effet de masse ajoutée par le fluide lourd 

En dessous de la fréquence critique de la plaque, le fluide lourd [82][76][135] a un rôle de 

masse ajoutée sur la plaque, ce qui induit un décalage des fréquences de résonances vers les basses 

fréquences. Cet effet du chargement par le fluide peut être pris en compte par l’impédance par 

pavés 𝑍𝑖𝑗, dont la partie imaginaire (i.e. la partie réactive) est associée à cette masse ajoutée. 

Cependant il apparaît dans ce cas que la convergence est lente en fonction de la taille des pavés [6]. 

Pour éviter de raffiner la discrétisation en pavés dans le calcul PTF et d’augmenter le temps de calcul, 

nous avons choisi de prendre en compte l’effet de masse ajoutée directement dans le calcul des 

fréquences propres de la plaque. 

Nous détaillons et validons ce calcul sur un cas test dans l’Annexe C. En supposant le fluide 

incompressible, le terme de masse ajoutée est évalué à partir d’impédances par pavé appropriées et 
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d’une discrétisation suffisamment fine pour décrire l’interaction entre les modes propres de la 

plaque et le fluide dans la gamme de fréquence considérée.  

Les calculs PTF effectués dans ce chapitre et dans le Chapitre 4 seront donc précédés de ce 

processus qui détermine les pulsations de résonances de la plaque chargée par un fluide lourd. La 

méthode PTF telle qu’elle est décrite en 3.2.1 sera ainsi appliquée dans ce qui suit à partir de ces 

résonances et en considérant uniquement la partie réelle des impédances 𝑍𝑖𝑗
𝑓

, qui est associée au 

rayonnement acoustique dans le fluide. Les avantages de cette technique résident dans le fait que le 

calcul pour prendre en compte l’effet de masse ajoutée du fluide n’est fait qu’une seule fois et non 

pour chaque fréquence de calcul, et comme nous allons le voir au paragraphe suivant, la 

discrétisation en pavés sur un critère en 𝜆𝑓/4 est suffisant pour traduire le rayonnement acoustique, 

en considérant une « longueur d’onde de flexion modale » prenant en compte l’effet de masse 

ajoutée. 

3.2.3. Etude de convergence pour la discrétisation de l’interface par pavés 

Le calcul PTF nécessite une discrétisation en pavés de l’interface de couplage qui doit être 

suffisamment fine pour décrire les modes des sous-systèmes. Dans un cas de couplage entre deux 

cavités acoustiques en fluide léger, Ouisse et al. [106] ont pu montrer qu’un critère basé sur la demi-

longueur d’onde acoustique 𝜆0/2 à la fréquence maximale considérée était suffisant pour que les 

réponses convergent. Chazot et Guyader [27] ont par ailleurs étudié la convergence de maillage dans 

le cas de couplage structure-fluide léger, et proposent de prendre la demi-longueur d’onde du sous-

système structure 𝜆𝑓/2 comme critère, où 𝜆𝑓 est la longueur d’onde de flexion naturelle de la 

structure.  

Une étude approfondie par Aucejo [6] a montré plus tard que dans un cas de couplage 

structure-fluide lourd, ce critère n’est pas suffisant pour avoir des résultats corrects si la sous-

structuration du problème est faite dans le champ proche de la structure. Ceci nous a conduits à 

intégrer l’effet de masse ajoutée par le fluide directement dans le calcul des fréquences propres de la 

structure. Par ailleurs, pour les fréquences inférieures à la fréquence critique de la structure (i.e. la 

fréquence de coïncidence acoustique), les longueurs d’onde de flexion naturelle de la structure 

couplée au fluide sont plus faibles que les longueurs d’onde de flexion de la structure in vacuo. Le 

nombre de pavés doit en conséquence être plus élevé lorsque la structure est chargée par un fluide 

lourd. 

Nous étudions ici le critère de maillage de l’interface par pavés pour notre cas test de la 

plaque plane chargée par un fluide lourd et excitée en son centre par une force ponctuelle. Les 

fréquences considérées sont bien inférieures à la fréquence critique de la plaque (𝑓𝑐 > 200 𝑘𝐻𝑧 

notamment du fait de son épaisseur). 
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Le calcul de la masse ajoutée par le fluide lourd effectué au préalable nous permet d’estimer 

une longueur d’onde de flexion modale de la plaque couplée notée 𝜆𝑓𝑐(𝑚, 𝑛) et calculée par : 

 

𝜆𝑓𝑐(𝑚, 𝑛) =
2𝜋

√𝜔𝑚𝑛√
𝜌𝑚𝑛ℎ𝑝
𝐷

 

(3.13)   

où 𝜌𝑚𝑛 = 𝜌𝑝(𝑀𝑚𝑛 + 𝑀̃𝑚𝑛;𝑚𝑛)/𝑀𝑚𝑛 est une masse volumique efficace fonction de l’auto-

masse ajoutée 𝑀̃𝑚𝑛;𝑚𝑛 (voir Annexe C). L’écart engendré par le chargement lourd s’observe 

classiquement par les nombres d’onde de flexion, que nous avons représentés en Figure 3.3. Le 

nombre d’onde de flexion de la plaque à vide 𝑘𝑓 = √𝜔
2𝜌𝑠ℎ𝑠/𝐷 est ainsi comparé au nombre d’onde 

de flexion modal de la plaque 𝑘𝑓𝑐(𝑚, 𝑛) : 

 𝑘𝑓𝑐(𝑚, 𝑛) = √𝜔𝑚𝑛√𝜌𝑚𝑛ℎ𝑝/𝐷 (3.14)   

Pour prendre en compte la différence que nous observons Figure 3.3 entre le cas in vacuo et 

le cas sous chargement, nous basons le critère de longueurs de pavés de l’interface de couplage sur 

𝜆𝑓𝑐(𝑚, 𝑛) du mode dont la fréquence est la plus proche de la fréquence considérée. Le calcul PTF de 

la réponse de la plaque est ainsi appliqué pour des critères de maillage allant de 𝜆𝑓𝑐 à 𝜆𝑓𝑐/6, et les 

niveaux vibratoires moyens obtenus sont comparés en Figure 3.4 pour une excitation ponctuelle au 

centre de la plaque. Nous constatons dans notre exemple qu’une discrétisation selon le critère 𝜆𝑓𝑐/4 

est nécessaire pour que la vitesse de la plaque en flexion ait convergé. Ce critère sera généralement 

utilisé dans la suite de notre étude. Nous verrons cependant que celui-ci doit être adapté dans 

certains cas d’excitation.  

 

Figure 3.3 : Nombres d'onde de flexion naturelle de la plaque à vide noté 𝑘𝑓 et sous chargement 

lourd noté 𝑘𝑓𝑐 . 
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Figure 3.4 : Etude de convergence pour la discrétisation de l'interface de couplage par pavés. 
Critère de longueurs de pavé basé sur 𝜆𝑓𝑐 la longueur d’onde de flexion modale de la plaque 

couplée. 

3.3. Méthodes d’introduction de l’excitation par une CLT 

homogène dans un modèle vibro-acoustique déterministe 

3.3.1. Méthode spatiale 

La première méthode d’introduction de l’excitation dans le modèle vibro-acoustique est 

basée sur les relations (1.35) et (1.36), correspondant au calcul dit classique de la réponse d’une 

structure excitée par CLT. Dans cette approche, la réponse vibro-acoustique de la structure est 

calculée par une double intégration spatiale. En discrétisant ces relations l’excitation peut être 

introduite par une distribution de forces ponctuelles réparties sur la paroi et dont l’amplitude est 

pondérée par l’interspectre de fluctuations de pression pariétale, d’où le nom de méthode spatiale. 

3.3.1.1. Mise en équations 

Les équations (1.35) et (1.36), qui définissent les interspectres de vitesse de la plaque 

𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝒙
′, 𝜔) et de pression rayonnée dans le fluide 𝑆𝑝𝑝(𝒙, 𝒙

′, 𝜔), se mettent sous forme discrète de 

la façon suivante : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝒙
′, 𝜔) =∑∑𝐻𝑣

∗(𝒙, 𝒙, 𝜔) Γ(𝒙 − 𝒙,𝜔) 𝐻𝑣(𝒙′, 𝒙, 𝜔)𝛿𝒙𝛿𝒙

𝒙̃̃∈𝜒𝒙̃∈χ

 

(3.15)   

 𝑆𝑝𝑝(𝒙, 𝒙
′, 𝜔) =∑∑𝐻𝑝

∗(𝒙, 𝒙, 𝜔) Γ(𝒙 − 𝒙,𝜔) 𝐻𝑝(𝒙′, 𝒙, 𝜔)𝛿𝒙𝛿𝒙

𝒙̃̃∈χ𝒙̃∈χ
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𝜒 est la discrétisation de la surface de la plaque Σp, et 𝛿𝒙̃ et 𝛿𝒙̃̃ sont les pas de discrétisation 

spatiale entre les points d’excitation. 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) et 𝐻𝑝(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) sont respectivement les fonctions de 

transfert de la structure en vitesse et en pression rayonnée, calculées par PTF dans notre étude. 

Comme nous l’avons vu dans la partie 1.3.1, 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) correspond à la vitesse au point 𝒙 = (𝑥, 𝑧) 

de la plaque lorsqu’une force ponctuelle unitaire est appliquée au point 𝒙̃ = (𝑥̃, 𝑧̃). De la même 

manière 𝐻𝑝(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) correspond à la pression au point 𝒙 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) du fluide pour une excitation en 

𝒙̃ = (𝑥̃, 𝑧̃).  

Si l’on cherche à déterminer la vitesse en un seul point 𝒙 de la plaque et la pression rayonnée 

en un seul point 𝒙 du fluide, les expressions (3.15) se simplifient pour donner les autospectres 

𝑆𝑣𝑣(𝒙,𝜔) et 𝑆𝑝𝑝(𝒙,𝜔) : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) =∑∑𝐻𝑣
∗(𝒙, 𝒙, 𝜔) Γ(𝒙 − 𝒙,𝜔) 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙, 𝜔)𝛿𝒙𝛿𝒙

𝒙̃̃∈𝜒𝒙̃∈χ

 

(3.16)   

 𝑆𝑝𝑝(𝒙, 𝜔) =∑∑𝐻𝑝
∗(𝒙, 𝒙, 𝜔) Γ(𝒙 − 𝒙,𝜔) 𝐻𝑝(𝒙, 𝒙, 𝜔)𝛿𝒙𝛿𝒙

𝒙̃̃∈χ𝒙̃∈χ

 

On définit également les spectres de vitesse et de pression moyennés sur un pavé 𝑖 de 

l’interface de couplage, de manière à pouvoir calculer la réponse moyenne de la plaque : 

 𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔) =∑∑𝐻𝑣
∗
𝑖
(𝒙, 𝜔) Γ(𝒙 − 𝒙,𝜔) 𝐻𝑣𝑖(𝒙, 𝜔)𝛿𝒙𝛿𝒙

𝒙̃̃∈𝜒𝒙̃∈χ

 

(3.17)   

 𝑆𝑝𝑝𝑖(𝜔) =∑∑𝐻𝑝𝑖
∗ (𝒙, 𝜔) Γ(𝒙 − 𝒙,𝜔) 𝐻𝑝𝑖(𝒙, 𝜔)𝛿𝒙𝛿𝒙

𝒙̃̃∈χ𝒙̃∈χ

 

où 𝐻𝑣𝑖(𝒙̃, 𝜔) et 𝐻𝑝𝑖
(𝒙̃, 𝜔) sont les fonctions de transfert relatives au pavé 𝑖 exprimée en 

vitesse et en pression respectivement, pour une excitation en 𝒙̃ à la pulsation 𝜔.  

3.3.1.2. Application – Etude de convergence pour la résolution spatiale de l’excitation 

Le critère de discrétisation spatiale selon 𝑥 et 𝑧 doit dépendre des caractéristiques de 

l’interspectre de fluctuations de pression. Pour plus de simplicité, nous considérons le modèle de 

Corcos qui permet de séparer les contributions spectrales de l’excitation selon les directions 

longitudinale et transversale. Les études de convergence peuvent ainsi se faire séparément selon 

chacune des directions.  

 Γ(𝜉𝑥 , 𝜉𝑧 , 𝜔) = 𝑆𝑝𝑝(𝜔)𝑒
−𝛼𝑥|

𝜔𝜉𝑥
𝑈𝑐

|
𝑒
−𝛼𝑧|

𝜔𝜉𝑧
𝑈𝑐

|
𝑒𝑗𝜔𝜉𝑥/𝑈𝑐 (3.18)   

La discrétisation spatiale dans la direction 𝑧 peut donc se baser sur la longueur de corrélation 

transversale définie par 𝐿𝑧 = 𝑈𝑐/(𝛼𝑧𝜔), où 𝛼𝑧 = 0.77 est une constante empirique. Pour effectuer 

l’étude de convergence dans cette direction, on a fixé 𝛿𝑥 = 𝜆𝑐/2 et les spectres de vitesse moyenne 

𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔) sont calculés pour plusieurs pas de discrétisation 𝛿𝑧. Les résultats obtenus tracés en Figure 

3.5 montrent qu’un pas spatial 𝛿𝑧 = 2𝐿𝑧 permet aux spectres de converger.  
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Figure 3.5 : Moyenne quadratique des spectres de vitesse par pavés 𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔). Etude de 

convergence pour la résolution spatiale dans la direction transversale. Critère de discrétisation 
basé sur la longueur de corrélation transverse du modèle de Corcos 𝐿𝑧 = 𝑈𝑐/𝛼𝑧𝜔. 

 

Cette première étude de convergence pourrait suggérer qu’un critère 𝛿𝑥 = 2𝐿𝑥 est 

également suffisant pour décrire la décroissance de corrélation dans la direction longitudinale. La 

discrétisation doit en réalité être affinée selon 𝑥 pour tenir compte de la convection des structures 

turbulentes. Pour cela nous basons le critère de maillage sur la longueur d’onde caractéristique 

𝜆𝑐 = 𝑈𝑐/𝑓 associée à la phase de Γ(𝜉𝑥 , 𝜉𝑧, 𝜔). Par rapport à la longueur de corrélation du modèle de 

Corcos, prise en général comme référence, 𝜆𝑐 est plus faible d’environ 30%. L’étude de convergence 

présentée en Figure 3.6 porte sur les autospectres de vitesse 𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔) moyennés sur les pavés pour 

plusieurs valeurs de 𝛿𝑥 et avec 𝛿𝑧 = 2𝐿𝑧. Les résultats montrent qu’une discrétisation plus fine est 

effectivement nécessaire dans cette direction, avec un pas spatial minimum de 𝛿𝑥 = 𝜆𝑐/3 pour 

permettre aux spectres de converger. 

Comme l’indique la Figure 3.7, le coût numérique des calculs croît avec la fréquence. Cela est 

dû d’une part à l’augmentation du nombre de pavés associée à la diminution de la longueur d’onde 

de flexion modale 𝜆𝑓𝑐, et d’autre part à l’augmentation du nombre de points d’excitation avec la 

fréquence (liée à la décroissance de plus en plus rapide des cohérences spatiales). Les matrices 

engendrées par ces facteurs atteignent des tailles considérables pour les fréquences élevées, ce qui 

induit des coûts importants en termes de temps de calcul et d’espace mémoire. 
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Figure 3.6 : Moyenne quadratique des spectres de vitesse par pavés 𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔). Etude de 

convergence pour la résolution spatiale dans la direction longitudinale. Critère de discrétisation 
basé sur 𝜆𝑐 = 𝑈𝑐/𝑓. 

 

Figure 3.7 : Temps CPU par fréquence des calculs PTF par la méthode spatiale dans chaque cas 
de discrétisation longitudinale des points d’excitation. 

3.3.2. Méthode des Ondes Planes Généralisées 

La deuxième approche que nous proposons pour introduire l’excitation dans le modèle vibro-

acoustique est basée sur les expressions des interspectres de réponse vibro-acoustique dans l’espace 

des nombres d’onde (Eq. (1.37) et (1.38)). L’interprétation de l’excitation comme un champ d’ondes 

planes permet d’introduire l’interspectre de l’excitation dans l’espace des nombres d’onde 

Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔). Les nombres d’onde des ondes planes couvrent les contributions acoustique, 

subconvective et convective de l’excitation, c’est pourquoi nous appelons cette approche la méthode 

par ondes planes généralisées. 
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3.3.2.1. Mise en équations 

Partons à nouveau des expressions des autospectres de vitesse de la structure et de pression 

rayonnée obtenus par intégrations spatiales sur la paroi (Eq. (1.35) et (1.36)). L’interspectre de 

fluctuations de pression Γ(𝒙̃ − 𝒙̃̃, 𝜔) s’écrit en fonction de l’interspectre en fréquence-nombre 

d’onde Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔) par sa transformée de Fourier en nombre d’onde : 

 Γ(𝒙 − 𝒙,𝜔) =
1

4𝜋2
∫ 𝛷𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)

+∞

−∞

𝑒−𝑗𝒌(𝒙̃̃−𝒙̃)𝑑𝒌 (3.19)   

La substitution de (3.19) dans l’expression (1.35) donne pour la vitesse : 

𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) =
1

4𝜋2
∫ 𝛷𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)

+∞

−∞

∫ 𝐻𝑣
∗(𝒙, 𝒙, 𝜔)𝑒𝑗𝒌𝒙̃𝑑𝒙

Σp

∫  𝐻𝑣(𝒙, 𝒙, 𝜔)𝑒
−𝑗𝒌𝒙̃̃𝑑𝒙𝑑𝒌

Σp

 (3.20)   

Dans cette expression sont alors identifiées les transformées de Fourier spatiales de 

𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃̃, 𝜔) et de 𝐻𝑣
∗(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) : 

 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) = ∫ 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙, 𝜔) 𝑒
−𝑗𝒌𝒙̃𝑑𝒙

Σp

. (3.21)   

𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) est appelée fonction de sensibilité et est interprétée comme la vitesse vibratoire 

au point 𝒙 de la plaque en réponse à une onde plane de nombre d’onde 𝒌.  

L’autospectre de vitesse se réécrit finalement : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) =
1

4𝜋2
∫ |𝐻𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔)|

2
Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)𝑑𝒌

+∞

−∞

 (3.22)   

De manière analogue à la méthode spatiale, la mise sous forme discrète de l’expression 

(3.22) permet le calcul de 𝑆𝑣𝑣(𝒙,𝜔) en définissant un intervalle fini de nombre d’onde. 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙,𝜔) =
1

4𝜋2
∑|𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔)|

2
Φ𝑝𝑝(𝒌,𝜔)𝛿𝒌

𝒌∈𝐾

 (3.23)   

où 𝐾 est la discrétisation en ondes planes. On exprime par le même processus l’autospectre 

de pression en un point 𝒙 du fluide : 

 𝑆𝑝𝑝(𝒙,𝜔) =
1

4𝜋2
∑|𝐻̃𝑝(𝒙, 𝒌, 𝜔)|

2
Φ𝑝𝑝(𝒌,𝜔)𝛿𝒌

𝒌∈𝐾

 (3.24)   

où 𝐻̃𝑝(𝒙, 𝒌, 𝜔) = ∫ 𝐻𝑝(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) 𝑒
−𝑗𝒌𝒙̃𝑑𝒙̃

Σ𝑝
 représente la réponse en pression rayonnée au 

point 𝒙 du fluide lorsque la plaque est excitée par une onde plane de nombre d’onde 𝒌.  
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3.3.2.2. Calcul des fonctions de transfert par PTF pour une excitation par ondes planes 

généralisées 

L’interprétation de l’excitation par un champ d’ondes planes permet d’utiliser les équations 

(3.10) de la PTF qui définissent les réponses en vitesse et en pression en un pavé dans le cas où le 

fluide est excité. Pour calculer la réponse vibro-acoustique à une onde plane généralisée, il faut que 

la pression bloquée 𝑝̃𝑗
𝑓

 sur le pavé 𝑗 qui intervient dans ces équations soit égale à la pression associée 

à cette onde plane généralisée moyennée sur le pavé 𝑗. 

 

𝑣𝑗
𝑠
= (𝕀 + 𝑌𝑖𝑗

𝑠𝑍𝑘𝑖
𝑠 )

−1
𝑌𝑖𝑗
𝑠𝑝𝑖

𝑠 

𝑝
𝑗

𝑓
= 𝑝𝑗

𝑓
+ 𝑍𝑖𝑗

𝑓
𝑣𝑖
𝑓
 

(3.25)   

Par souci de simplicité, nous faisons l’hypothèse dans notre étude que la pression bloquée 𝑝̃𝑗
𝑓

 

est la même sur tout le pavé 𝑗 excité et qu’elle est égale à la pression au point central du pavé : 

 𝑝𝑗
𝑓
= 𝑒

𝑗𝑘𝑥𝑥𝑐𝑗+𝑗𝑘𝑧𝑧𝑐𝑗  (3.26)   

où (𝑥𝑐𝑗 , 𝑧𝑐𝑗) sont les coordonnées du centre du pavé 𝑗. Notons que des comparaisons avec le 

cas où la pression est intégrée sur plusieurs points par pavés ont pu montrer que la sensibilité à 

l’approximation de la pression au centre du pavé est faible. 

D’autre part aux points 𝑀 de la plaque et 𝑀′ du fluide, les réponses en vitesse et en pression 

sont obtenues par l’équation (3.12) en omettant toutefois la pression bloquée au point 𝑀′. La 

pression résultante qui est ainsi calculée correspond uniquement à la pression rayonnée par la 

plaque, sans tenir compte de la pression directe induite par l’onde plane généralisée. 

Avant d’étudier la sensibilité de la réponse de la structure aux contributions de l’excitation, le 

critère de maillage de l’interface en pavés doit être adapté à l’approche par ondes planes. 

Contrairement à la méthode spatiale, le critère de maillage doit être basé sur la plus petite des 

longueurs d’onde associées aux ondes planes excitatrices afin de bien décrire celles-ci. Cette plus 

petite longueur d’onde est notée 𝜆𝑚𝑖𝑛 et elle pourra en effet être plus petite ou égale à 𝜆𝑓𝑐 selon la 

gamme de nombres d’onde considérée. Conformément à l’étude de convergence sur la taille des 

pavés effectuée précédemment, le critère de 𝜆𝑚𝑖𝑛/4 sera utilisé pour les comparaisons entre les 

différentes méthodes.  

3.3.2.3. Application – Etudes de convergence dans l’espace des nombres d’onde 

Nous appliquons ici la méthode des ondes planes généralisées dans notre cas de plaque 

plane excitée par une CLT en eau. Les études de convergence portent ici sur la définition du champ 

d’ondes planes excitateur, qui peut se révéler décisive pour l’optimisation du coût numérique de la 

méthode. Comme nous l’avons évoqué dans le Chapitre 1, la structure agit comme un filtre sur les 

nombres d’onde de l’excitation. La relation (3.22) montre en effet que les ondes planes de nombres 

d’onde proches des maxima des fonctions de transfert 𝐻̃𝑣 et 𝐻̃𝑝 auront une contribution plus forte 



3.3. Méthodes d’introduction de l’excitation par une CLT homogène dans un modèle vibro-
acoustique déterministe 

 

95 
 

que les ondes planes dont les nombres d’onde en sont éloignés. Certains auteurs ce sont intéressés à 

ce phénomène de filtrage, comme Hwang & Maidanik [67] qui étudient les contributions des 

différentes régions en nombres d’onde de l’excitation sur le couplage avec la structure. On peut 

également citer Hambric et al. [59] qui observent les effets des conditions aux limites de la structure 

sur ce filtrage, pour des plaques encastrées, libres ou appuyées. 

Nous nous intéressons donc dans cette partie à la sensibilité de la réponse vibratoire aux 

différentes contributions de l’interspectre de pressions pariétale. Afin de situer la contribution 

hydrodynamique de l’excitation par rapport aux caractéristiques de la plaque chargée, la Figure 3.8 

compare le nombre d’onde de flexion modal de la plaque couplée 𝑘𝑓𝑐(𝑚, 𝑛) et le nombre d’onde de 

convection 𝑘𝑐 = 𝜔/𝑈𝑐. Comme c’est généralement le cas dans les applications en fluide lourd, la 

faible vitesse du fluide induit un nombre d’onde de convection rapidement élevé à mesure que la 

fréquence augmente. La fréquence de coïncidence hydrodynamique est donc très faible et le pic de 

convection est rapidement éloigné de la région des bas nombres d’onde. La coïncidence 

hydrodynamique se situe à environ 7 𝐻𝑧 dans notre cas c’est-à-dire proche de la première résonance 

de la plaque. L’étude de sensibilité de la réponse vibratoire porte ainsi essentiellement sur l’influence 

de la région du pic de convection, dont la prise en compte implique des tailles de matrices 

importantes et des temps de calcul élevés. 

 

Figure 3.8 : Nombre d'onde de flexion modal de la plaque avec masse ajoutée 𝑘𝑓𝑐  et nombre 

d’onde au pic de convection 𝑘𝑐 = 𝜔/𝑈𝑐 . 

Définition des discrétisations en nombres d’onde 

Nous étudions deux cas de discrétisation en nombres d’onde pour observer la sensibilité de 

la réponse vibratoire de la plaque à la contribution hydrodynamique de l’excitation. Dans le premier 

cas, le nombre d’onde maximum considéré 𝑘𝑚𝑎𝑥 est défini en fonction du nombre d’onde de flexion 

modal 𝑘𝑓𝑐. La région du pic de convection de Φ𝑝𝑝(𝒌,𝜔) n’est donc pas prise en compte lorsque la 

fréquence augmente. Nous fixons 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 3𝑘𝑓𝑐 de manière à prendre en compte les modes 

résonants et les modes non-résonants susceptibles de contribuer à la réponse. Dans le second cas 

𝑘𝑚𝑎𝑥 est basé sur le nombre d’onde de convection 𝑘𝑐. Il est plus précisément égal à 𝑘𝑐 + 𝐿𝑝𝑖𝑐/2 où 
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𝐿𝑝𝑖𝑐 est la largeur du pic de convection, définie à Φ𝑝𝑝(𝑘𝑐 , 0, 𝜔) − 10𝑑𝐵. Le pic de convection de 

Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔) est donc inclus dans ce calcul. Dans la direction 𝑧, nous prenons un seuil de nombre 

d’onde à 3𝑘𝑓𝑐 dans les deux cas de discrétisation. Ces critères de nombres d’onde maxima sont 

rappelés dans le Tableau 3.3 et leurs valeurs représentées en fonction de la fréquence en Figure 3.9. 

Notons que les valeurs minimales 𝑘𝑚𝑖𝑛 sont prises à −3𝑘𝑓𝑐 dans chaque direction et pour chaque 

cas. 

Les résolutions en nombres d’onde 𝛿𝑘𝑥 et 𝛿𝑘𝑧 sont fixés à 15 𝑚−1 à partir de l’étude de 

convergence présentée en Figure 3.10. Quelques écarts à certaines résonances apparaissent à ces 

fréquences pour 𝛿𝑘 = 20𝑚−1, et une bonne convergence est observée pour 𝛿𝑘 = 15𝑚−1. On note 

que pour les fréquences en dessous de la fréquence de coïncidence hydrodynamique, le maillage est 

raffiné selon 𝑥 pour décrire correctement le pic de convection. Nous prenons 𝛿𝑘𝑥 = 𝑘𝑐/5 pour ces 

fréquences. 

Notons que dans la Figure 3.10 b. certains modes apparaissent nettement atténués pour la 

pression rayonnée en champ lointain, phénomène que nous retrouverons par la suite à chaque tracé 

de la pression rayonnée. Nous attribuons cela au rayonnement moins fort observé pour certains 

modes selon les valeurs de leurs indices. En effet comme cela a été observé par certains auteurs 

[44][80][136], on constate qu’en basses fréquences les modes d’indices impair-impair sont plus 

rayonnants que les modes dont les indices sont impair-pair ou pair-pair. Cela peut être interprété en 

assimilant les parties vibrantes de la plaque à des monopoles. Les parties en opposition de phase 

tendent ainsi à s’annuler et les zones « non-compensées » en bords de plaque ont une contribution 

au rayonnement plus importante que les zones « compensées », comme illustré en Figure 3.11 a. 

Dans notre exemple, on constate en effet que le premier mode d’indices (1,1) est fortement 

rayonnant, puis les modes suivants d’indices (2,1) et (1,2) aux fréquences respectives 19 𝐻𝑧 et 

26 𝐻𝑧 sont peu rayonnants. Le mode rayonnant à environ 43 𝐻𝑧 correspond au mode d’indices 

(3,1), puis (3,3) à 62 𝐻𝑧. Ces tendances se retrouvent également dans les valeurs du facteur de 

rayonnement 𝜎 obtenues par le modèle proposé par Wallace [136] et représentées en Figure 3.11 b. 

 

 Cas 1 Cas 2 

𝒌𝒎𝒂𝒙 selon 𝒙 3𝑘𝑓𝑐 max (𝑘𝑐 + 𝐿𝑝𝑖𝑐/2 , 3𝑘𝑓𝑐)  

𝒌𝒎𝒂𝒙 selon 𝒛 3𝑘𝑓𝑐 3𝑘𝑓𝑐 

Tableau 3.3 : Paramètres de discrétisation pour les deux cas de calculs. Cas 1 : discrétisation 
dans les bas nombres d’onde ; Cas 2 : prise en compte de la région des hauts nombres d’onde. 

(Paramètres valables pour les fréquences au-dessus de la fréquence de coïncidence 
hydrodynamique). 
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Figure 3.9 : Nombres d'onde pour les discrétisations en ondes planes. 

 

 

 

Figure 3.10 : Réponses en vitesse moyennée sur les pavés et en pression rayonnée moyennée sur 
une demi-sphère de rayon 𝑅 = 100𝑚 pour différentes résolutions en nombres d’onde. 

 

0 100 200 300 400 500
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

Fréquence (Hz)

N
o

m
b

re
 d

'o
n

d
e

 (
ra

d
/m

)

 

 
k

c

k
fc

3k
fc

max(k
c
+L

pic
/2,3k

fc
)

10
0

10
1

10
2

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Fréquence (Hz)

P
re

s
s
io

n
 r

a
y
o

n
n

é
e

 (
d

B
, 
re

f 
1 

P
a

²)

 

 

k=10

k=15

k=20

10
0

10
1

10
2

60

70

80

90

100

110

120

130

140

150

Fréquence (Hz)

V
it
e

s
s
e

 m
o

y
e

n
n

e
 (

d
B

, 
re

f 
1

n
m

²/
s
²/

H
z
)

 

 

k=10

k=15

k=20



Chapitre 3. Méthodes pour la modélisation de la réponse vibro-acoustique d’une structure 
excitée par une CLT homogène 

 

98 
 

 

Figure 3.11 : a. : Illustration en une dimension de la compensation entre les zones en vibration 
sur une plaque (d’après Fahy [44]) ; b. : Facteur de rayonnement 𝜎 en fonction de 𝑘/𝑘𝑚𝑛 avec 

𝑘𝑚𝑛 = √(𝑚𝜋/𝑎)² + (𝑛𝜋/𝑏)², pour les premiers modes d’une plaque rectangulaire (d’après 
Wallace [136]). 

Résultats de niveaux vibratoires de la plaque 

La méthode par ondes planes est tout d’abord appliquée dans le cas où l’excitation est 

calculée avec le modèle de Corcos. Nous observons en Figure 3.12 les différentes quantités pour le 

calcul du spectre de vitesse (équation (3.23)) dans le plan (𝑘𝑥, 𝑘𝑧) et à la fréquence 𝑓 = 307𝐻𝑧. A 

cette fréquence 𝑘𝑓𝑐(𝑚, 𝑛) = 48 𝑟𝑎𝑑/𝑚 (au mode le plus proche de 307 𝐻𝑧), et 𝑘𝑐 = 519 𝑟𝑎𝑑/𝑚.  

La fonction de transfert de vitesse par pavé 𝐻̃𝑣𝑖(𝒌,𝜔) en Figure 3.12 a. permet d’observer 

tout d’abord les modes résonants dans la région des bas nombres d’onde. Cette zone peut ensuite 

être située par rapport à la région convective de Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔) en Figure 3.12 b. Le produit de ces deux 

quantités, qui correspond à la réponse en vitesse 𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔) avant intégration sur les nombres d’onde, 

est enfin représenté Figure 3.12 c. L’influence du pic de convection est bien visible autour de 𝑘𝑐 mais 

les niveaux restent beaucoup moins élevés que dans la zone des bas nombres d’onde. Sur cette 

figure sont également indiqués les nombres d’onde maxima selon 𝑥 utilisés dans les deux calculs 

avec ou sans pic de convection. 

Le spectre moyen des vitesses par pavés 𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔) alors obtenu par intégration du produit 

|𝐻𝑣𝑖(𝒌,𝜔)|
2
Φ𝑝𝑝(𝒌,𝜔) dans l’espace des nombres d’onde, est tracé en Figure 3.13. La concordance 

des résultats entre les deux cas de discrétisations en nombres d’onde nous permet de conclure que 

lorsque l’excitation est calculée avec le modèle de Corcos, la prise en compte de la région des bas 

nombres d’onde seule suffit à calculer la réponse vibratoire de la plaque.  
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Figure 3.12 : Eléments de l’équation (3.23) dans le plan (𝑘𝑥 , 𝑘𝑧) à 𝑓 = 307𝐻𝑧.  
Excitation calculée par le modèle de Corcos. 

a. : Module au carré de la fonction de sensibilité en vitesse 𝐻𝑣𝑖(𝒌,𝜔) moyennée sur les pavés de 

l’interface (dB ref 1𝑛𝑚²/𝑠²) ; b. : Interspectre de fluctuations de pression Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔) (dB ref 

1𝜇𝑃𝑎²𝑚²) ; c. : Produit des deux quantités. Ligne en pointillés : 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 3𝑘𝑓𝑐  ; Ligne en points-

pointillés : 𝑘𝑚𝑎𝑥 = max (𝑘𝑐 + 𝐿𝑝𝑖𝑐/2 , 3𝑘𝑓𝑐). 
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Figure 3.13 : Moyenne quadratique des spectres de vitesse par pavés 𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔), excitation calculée 

par le modèle de Corcos. Comparaison entre les cas de discrétisations en nombres d’onde. 

L’impact que peut avoir la contribution hydrodynamique sur la réponse vibratoire de la 

plaque peut cependant être lié au modèle de fluctuations de pression. Nous avons donc effectué les 

calculs avec la même configuration mais en appliquant le modèle de Chase 1987 pour calculer 

l’excitation. Comme nous l’avons vu précédemment, ce modèle donne des niveaux plus faibles dans 

la région des petits nombres d’onde. La contribution hydrodynamique de l’excitation est donc 

susceptible d’avoir une influence plus grande sur la réponse vibro-acoustique. Les mêmes quantités 

que dans la Figure 3.12 sont représentées en Figure 3.14 avec le modèle de Chase. On observe bien 

qu’en comparant ces deux figures, le niveau du produit |𝐻𝑣𝑖(𝒌, 𝜔)|
2
Φ𝑝𝑝(𝒌,𝜔) est plus faible dans la 

région des petits nombres d’onde et la contribution des hauts nombres d’onde a donc une plus 

grande proportion avec le modèle de Chase.  

Les spectres de vitesse moyenne obtenus avec le modèle de Chase 1987 pour les deux cas de 

discrétisations sont comparés en Figure 3.15. En basses fréquences les spectres concordent, toutes 

les contributions de l’excitation étant incluses dans la discrétisation en ondes planes. On observe 

ensuite un écart allant jusqu’à 6 𝑑𝐵 à 𝑓~40 𝐻𝑧 ce qui correspond à l’ordre de fréquence où le pic de 

convection sort du champ d’ondes planes pris en compte dans le premier calcul (𝑘𝑐 > 𝑘𝑚𝑎𝑥). L’écart 

diminue ensuite progressivement sous l’effet du filtrage du pic de convection par la réponse de la 

structure. L’influence de cette contribution porte donc essentiellement sur les fréquences où le pic 

de convection est proche des bas nombres d’onde mais non pris en compte.  
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Figure 3.14 : Eléments de l’équation (3.23) dans le plan (𝑘𝑥 , 𝑘𝑧) à 𝑓 = 307𝐻𝑧.  
Excitation calculée par le modèle de Chase 1987. 

a. : Module au carré de la fonction de sensibilité en vitesse 𝐻̃𝑣𝑖(𝒌,𝜔) moyennée sur les pavés de 

l’interface (dB ref 1𝑛𝑚²/𝑠²) ; b. : Interspectre de fluctuations de pression Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔) (dB ref 

1𝜇𝑃𝑎²𝑚²) ; c. : Produit des deux quantités. Ligne en pointillés : 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 3𝑘𝑓𝑐  ; Ligne en points-

pointillés : 𝑘𝑚𝑎𝑥 = max (𝑘𝑐 + 𝐿𝑝𝑖𝑐/2 , 3𝑘𝑓𝑐). 
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Figure 3.15 : Moyenne quadratique des spectres de vitesse par pavés 𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔), excitation calculée 

par le modèle de Chase 1987. Comparaison entre les cas de discrétisations en nombres d’onde. 

 

Figure 3.16 : Temps CPU par fréquence ; Comparaison entre le cas avec pic de convection et le 
cas sans pic de convection. 

Les fréquences où les niveaux vibro-acoustique sont impactés peuvent donc dépendre de la 

gamme d’ondes planes considérée et du modèle d’interspectre utilisé. De manière plus générale cet 

intervalle de fréquence dépendra également de la configuration de l’écoulement, en particulier sa 

vitesse moyenne : lorsque la vitesse est plus élevée, le pic de convection s’éloigne en effet plus 

rapidement avec la fréquence, et l’écart entre les spectres s’annule donc plus rapidement. 

En termes de temps de calcul, la troncature des hauts nombres d’onde permet de diminuer 

significativement le temps CPU par fréquence comme le montre la Figure 3.16. Le nombre de cas de 

chargements pour le calcul avec pic de convection entraîne des tailles de matrice très grandes et des 
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temps de calcul prohibitifs du fait du nombre de pavés. Leur taille est en effet basée sur 𝑘𝑚𝑎𝑥 qui 

augmente rapidement lorsque le pic de convection est inclus.  

Comparaison des méthodes 

Le cas où l’excitation est calculée à l’aide du modèle de Corcos nous permet de comparer la 

méthode des ondes planes généralisées et la méthode spatiale. Les spectres de vitesse moyenne et 

les spectres de pression rayonnée en champ lointain (moyennée sur une demi-sphère de rayon 

𝑅 = 100𝑚) sont calculés par chaque méthode et comparés en Figure 3.17 et Figure 3.18 

respectivement jusqu’à 𝑓 = 500𝐻𝑧. Nous observons un très bon accord entre les deux méthodes 

pour ces deux quantités. Les écarts entre les spectres de vitesse n’excèdent pas 2 𝑑𝐵, et sont liés aux 

effets combinés des résolutions de l’excitation spatiale, et de la discrétisation en nombres d’onde. De 

même les spectres de pression rayonnée en champ lointain montrent une bonne concordance. Les 

écarts augmentent légèrement par rapport aux spectres de vitesse, ce qui est probablement dû aux 

défauts de précision cumulés sur les différentes quantités. Comme nous l’avons vu dans la partie 

3.3.2.2, la pression rayonnée est calculée à partir de la vitesse par pavés et cette étape 

supplémentaire pourrait augmenter la perte de précision. Les spectres de puissance acoustique 

rayonnée sont également calculés à partir de l’intensité rayonnée, et tracés en Figure 3.19, où l’on 

observe les mêmes écarts. 

On notera que la méthode spatiale a tendance à surestimer les niveaux lorsque la 

distribution de points n’est pas assez fine, l’excitation étant surestimée par l’approximation de la 

décroissance de cohérence. A l’inverse la méthode des ondes planes sous-estime les niveaux lorsque 

les ondes planes sont trop peu nombreuses ou lorsque les pavés sont trop grands pour les décrire, 

auxquels cas une partie de l’excitation est tronquée et les niveaux sont plus bas. 

La méthode par ondes planes généralisées permet enfin de diminuer significativement le 

temps de calcul CPU par fréquence, comme indiqué en Figure 3.20 b. Cette diminution peut être 

mise en relation avec les cas de chargement, également représentés en Figure 3.20 a. Le nombre de 

chargements correspond à la quantité d’ondes planes excitatrices pour la méthode par ondes planes, 

et au nombre de points d’excitation pour la méthode spatiale. Le calcul par ondes planes nécessite 

moins d’espace mémoire par rapport à la méthode spatiale, où la distribution de points d’excitation 

entraîne des matrices de grande taille lorsque la fréquence augmente. On notera le taux élevé de 

chargements en très basses fréquences pour le calcul par ondes planes, qui est dû au raffinement de 

la résolution en nombres d’onde aux fréquences en-dessous de la fréquence de coïncidence 

hydrodynamique. Cette augmentation n’affecte cependant que peu le temps de calcul, le nombre de 

pavés considéré restant faible à ces fréquences. 
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Figure 3.17 : Spectres de vitesse moyenne 𝑆𝑣𝑣𝑖(𝜔). Comparaison entre la méthode spatiale et la 

méthode des ondes planes (OP). Excitation calculée par le modèle de Corcos. 

 

 

 

Figure 3.18 : Spectres de pression rayonnée moyennée sur une demi-sphère de rayon 𝑅 =
100𝑚. Comparaison entre la méthode spatiale et la méthode des ondes planes (OP). Excitation 

calculée par le modèle de Corcos. 
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Figure 3.19 : Spectres de puissance acoustique rayonnée. Comparaison entre la méthode spatiale 
et la méthode des ondes planes (OP). Excitation calculée par le modèle de Corcos. 

 

Figure 3.20 : Comparaison des cas de chargements et des temps de calcul par fréquence entre la 
méthode des ondes planes (OP) et la méthode spatiale. 

 

Nous pouvons ainsi conclure d’une part que les deux méthodes donnent des résultats en 

vitesse et en pression et puissance rayonnée en champ lointain en très bon accord, et d’autre part 

que la méthode des ondes planes généralisées présente un grand intérêt compte tenu du temps de 

calcul, moyennant la troncature des nombres d’onde dans la zone de convection du spectre de 

pression pariétale. L’influence de cette troncature dépend des paramètres d’écoulement et du 

modèle de spectre de fluctuations de pression utilisé, mais nous avons vu qu’elle reste très faible et 

réduite à quelques fréquences où la zone de convection n’est pas entièrement filtrée par la réponse 

de la structure. 
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3.3.3. Méthode de Réciprocité 

3.3.3.1. Mise en équations 

La méthode de réciprocité est développée à partir de la méthode des ondes planes 

généralisées et du principe de réciprocité décrit par Maxit & Denis [96]. Pour pallier au problème du 

nombre d’ondes planes considérées qui peut être trop élevé, la méthode propose de limiter le 

nombre de cas de chargement par une réinterprétation des fonctions de sensibilité.  

Selon le principe de réciprocité [46][129] appliqué aux fonctions de transfert de vitesse, le 

rapport entre la vitesse au point 𝒙 et la force au point 𝒙̃ est le même qu’entre la vitesse au point 𝒙̃ et 

la force au point 𝒙. Ainsi : 

 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙, 𝜔) = 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙, 𝜔) (3.27)   

L’introduction de (3.27) dans la transformée de Fourier spatiale de 𝐻𝑣(𝒙̃, 𝒙, 𝜔) donne : 

 𝐻𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) = ∫ 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙, 𝜔)

Σp

𝑒−𝑗𝑘𝒙̃𝑑𝒙 (3.28)   

La fonction de sensibilité 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) est alors interprétée comme la transformée de Fourier 

spatiale de vitesse lorsque la plaque est excitée au point 𝒙. Cette forme de réciprocité est appelée la 

« réciprocité onde-point (𝒌, 𝒙) ». La réponse de la structure en un point 𝒙 peut donc être calculée en 

appliquant l’équation de la méthode des ondes planes (3.22) et à partir de la réponse de la plaque 

excitée en ce même point 𝒙.  

Le principe de réciprocité s’applique de la même manière à la pression rayonnée en un point 

𝒙 du fluide. Le rapport entre la pression acoustique au point 𝒙 et la force normale au point 𝒙̃ de la 

plaque est égal au rapport entre la vitesse au point 𝒙̃ et le déplacement du volume de la source 

acoustique au point 𝒙 dans le fluide. 𝐻̃𝑝(𝒙, 𝒌, 𝜔) est alors interprété comme la transformée de 

Fourier spatiale de la vitesse de la plaque lorsqu’elle est excitée par une source acoustique située au 

point 𝒙. 

Par cette méthode, le nombre de chargement est ainsi réduit à un, qui correspond à la force 

normale agissant en un point de la plaque. 

3.3.3.2. Application – Calcul et comparaison de la réponse vibratoire de la plaque 

Pour appliquer la méthode par réciprocité au cas test considéré, nous définissons un point 

d’excitation 𝒙 sur la plaque et une distribution de points 𝒙̃ auxquels seront calculées les fonctions de 

transfert. Cette distribution doit être suffisamment fine pour que sa transformée de Fourier spatiale 

décrive correctement l’excitation dans l’espace des nombres d’onde.  

Pour cela sont définis les nombres d’onde maximaux 𝑘𝑥𝑚𝑎𝑥 et 𝑘𝑧𝑚𝑎𝑥 et les résolutions 𝛿𝑘𝑥 

et 𝛿𝑘𝑧. On en déduit la distribution de points 𝒙̃ où la vitesse vibratoire doit être déterminée par la 

méthode PTF. Pour atteindre les résolutions 𝛿𝑘𝑥 et 𝛿𝑘𝑧, il peut ensuite être nécessaire d’utiliser la 
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méthode du zero-padding. Les fonctions de sensibilité 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) sont obtenues par transformées 

de Fourier discrète des fonctions 𝐻𝑣  (𝒙̃, 𝒙, 𝜔). L’application de l’équation (3.23) par somme sur les 

nombres d’onde donne le spectre de vitesse au point 𝒙 de la plaque. 

Par ce processus, les fonctions de transfert sont donc calculées par PTF à partir d’une seule 

force ponctuelle en 𝒙, et l’excitation est exprimée dans l’espace des nombres d’onde. En termes de 

temps de calcul, cette méthode évite donc d’une part de baser le critère de taille de pavés sur les 

nombres d’onde ce qui peut être coûteux en temps lorsque la quantité d’ondes planes est grande, et 

d’autre part de passer par une distribution de points d’excitation pour l’excitation, ce qui est trop 

coûteux en espace mémoire comme nous l’avons vu pour la méthode spatiale. 

 

Figure 3.21 : Spectre de vitesse au point à 𝑥 = 10 𝑐𝑚 et 𝑧 = 10 𝑐𝑚 du centre de la plaque ; 
Comparaison entre les méthodes. Excitation calculée par le modèle de Corcos. 

 

Figure 3.22 : Temps CPU par fréquence ; Comparaison entre les méthodes. 

Les spectres de vitesse 𝑆𝑣𝑣(𝒙,𝜔) obtenus au point récepteur 𝒙 situé à 𝑥 = 10 𝑐𝑚 et 

𝑧 = 10 𝑐𝑚 du centre de la plaque lorsque l’excitation est calculée par le modèle de Corcos sont 
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comparés en Figure 3.21. Les résultats montrent un très bon accord entre les méthodes. Les temps 

de calculs indiqués en Figure 3.22 montrent l’intérêt de cette méthode par la réduction du coût 

numérique, de par le nombre réduit de pavés par rapport à la méthode des ondes planes, et le 

nombre de cas de chargement égal au nombre de points récepteurs considéré. 

Pour obtenir les spectres de pression acoustique dans le fluide, il est nécessaire par cette 

méthode de réciprocité d’effectuer des calculs PTF en introduisant un monopole acoustique au point 

où l’on souhaite déterminer le spectre de la pression induite par la CLT. Pour calculer la vitesse 

moyenne de la plaque, cette méthode nécessite d’imposer des excitations (i.e. des forces 

ponctuelles) successivement sur toute la plaque. Dans ce cas, les temps de calcul peuvent devenir 

plus importants. Ces calculs ne posent pas de problème particulier, ils ne sont néanmoins pas 

présentés dans ce document pour des raisons de temps imparti pour notre étude, et nous portons 

notre attention aux méthodes pouvant donner directement toutes les informations sur les réponses 

vibro-acoustiques (i.e. puissance rayonnée, vitesse quadratique moyenne, etc.). La méthode par 

réciprocité est la plus adaptée pour avoir les réponses vibro-acoustiques locales en un temps court, 

et on notera également qu’elle peut être intéressante dans les cas où une solution analytique des 

fonctions de sensibilité est connue. C’est le cas par exemple des structures raidies périodiquement, 

étudiées par Maxit & Denis [96]. 

3.3.4. Méthode des Réalisations d’Ondes Planes Décorrélées 

3.3.4.1. Mise en équations 

La quatrième méthode que nous proposons a pour principe de modéliser l’excitation par des 

échantillons d’ondes planes, que nous appelons réalisations d’ondes planes. Pour définir ces 

échantillons, l’approche est basée sur la définition de l’autospectre de vitesse Eq. (3.23) ou de 

pression Eq. (3.24) par la méthode des ondes planes généralisées. Comme l’introduit Aucejo [6], dans 

ces équations peut être identifié l’autospectre 𝐴(𝒌,𝜔) de l’amplitude de l’onde plane de nombre 

d’onde 𝒌 par : 

 𝐴(𝒌, 𝜔) =
Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)𝛿𝒌

4𝜋2
 (3.29)   

Le spectre de vitesse 𝑆𝑣𝑣(𝒙,𝜔) se réécrit alors : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) = ∑|𝐻𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔)|
2
𝐴(𝒌, 𝜔)

𝒌∈𝐾

 (3.30)   

Il s’interprète comme la réponse de la plaque à un champ d’ondes planes décorrélées 

d’amplitudes 𝐴(𝒌,𝜔). Une réalisation de ce champ d’ondes décorrélées peut être obtenue en 

associant une phase aléatoire à chaque onde.  
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Le calcul se fait ensuite selon trois étapes : 

 La pression bloquée pour une réalisation appliquée au point 𝒙 de la plaque est définie 

par : 

 𝑝𝑟(𝒙, 𝜔) =∑√𝐴(𝒌,𝜔)𝑒−𝑗𝒌𝒙𝑒𝑗𝜓𝒌;𝑟

𝒌

 (3.31)   

où l’indice 𝑟 désigne la réalisation considérée, et 𝜓𝒌;𝑟 est la phase associée à l’onde plane 

de nombre d’onde 𝒌 et de la réalisation 𝑟 ; 

 Les réponses en vitesse 𝑣𝑟 et en pression rayonnée 𝑝𝑟  sont calculées pour chaque 

réalisation 𝑟 à partir de la pression bloquée 𝑝̃𝑟  et des PTF aux pavés (voir partie 3.3.2.2) ; 

 Les spectres de vitesse et de pression rayonnée sont calculés en moyennant les réponses 

sur les réalisations d’ondes planes décorrélées : 

 𝑆𝑣𝑣(𝜔) ≈ 𝐸[𝑣𝑟𝑣𝑟] (3.32)   

L’intérêt de cette approche est donc d’éviter l’intégration sur les nombres d’onde pour le 

calcul des réponses vibratoire et en pression rayonnée, et de définir un champ de pression bloquée 

contenant directement l’information sur l’excitation par pavés et par réalisation. Le nombre de 

chargement est ainsi réduit au nombre de réalisations, pour lequel nous effectuons une étude de 

convergence dans la partie suivante. 

3.3.4.2. Application – Etude de convergence pour le nombre de réalisations d’ondes 

planes 

Pour l’application de la méthode au cas de la plaque plane excitée par une CLT considéré ici, 

nous utilisons les mêmes paramètres de discrétisation en ondes planes que précédemment. Le 

nombre d’onde maximum est donc 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 3𝑘𝑓𝑐 et le pas en nombres d’onde dans chaque direction 

𝑥 et 𝑧 est 𝛿𝑘 = 15 𝑚−1. Pour l’étude de convergence sur le nombre de réalisations d’ondes planes, 

nous effectuons les calculs de la vitesse moyenne de la plaque et de la pression rayonnée en champ 

lointain dans le fluide (moyennée sur une demi-sphère de rayon 𝑅 = 100 𝑚) pour 10, 20 puis 30 

réalisations. Les spectres obtenus sont présentés en Figure 3.23 et montrent que la convergence est 

satisfaisante pour un petit nombre de réalisations : les spectres à 10 réalisations sont en très bon 

accord avec les autres résultats. Cependant afin d’éviter le bruit que l’on peut observer en basses 

fréquences qui peut influencer les niveaux à certaines résonances du fait de la moyenne sur un 

nombre trop faible de réalisations, un nombre de 20 réalisations sera considéré pour les calculs qui 

suivent.  

Nous pouvons observer en Figure 3.24 a. les spectres de vitesse de chaque échantillon 

d’ondes planes pour le cas à 20 réalisations, ainsi que le spectre moyen en noir. Les temps CPU par 

fréquence comparés avec la méthode par ondes planes en Figure 3.24 b. nous indiquent que 

l’approche par réalisations d’ondes permet un léger gain en temps de calcul pour des résultats en 

très bon accord avec les méthodes précédentes, comme le montrent la Figure 3.25 et la Figure 3.26. 
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Le fait d’introduire l’excitation directement dans la définition de la pression bloquée permet en effet 

une diminution du temps CPU par rapport à la méthode des ondes planes. Ce gain en temps de calcul 

croît donc lorsque la fréquence augmente et le nombre d’ondes planes augmente.  

Les comparaisons des méthodes en Figure 3.25 et en Figure 3.26 des réponses en vitesse et 

en pression rayonnée montrent finalement un bon accord entre les méthodes, les spectres obtenus 

par la méthode des réalisations d’ondes planes décorrélées étant superposée à ceux obtenus par la 

méthode des ondes planes généralisées. 

 

Figure 3.23 : Etude de convergence pour le nombre de réalisations d'ondes planes. a. : Spectre de 
vitesse moyenne de la plaque ; b. : Spectre de pression rayonnée moyennée sur une demi-sphère 

de rayon 𝑅 = 100 𝑚. Excitation calculée par le modèle de Corcos. 

 

 

Figure 3.24 : a. : Spectres de vitesse moyenne de la plaque. Trait gris : Spectres par réalisations ; 
Trait noir : Moyenne sur les sur les réalisations. b. : Comparaison des temps CPU par fréquence 

entre la méthode par ondes planes et la méthode par réalisations d’ondes planes. 
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Figure 3.25 : Spectres de vitesse moyenne de la plaque ; Comparaison entre les méthodes 
spatiale, par ondes planes et par réalisations d’ondes planes. Excitation calculée par le modèle de 

Corcos. 

 

 

Figure 3.26 : Spectres de pression rayonnée moyennée sur une demi-sphère de rayon 
𝑅 = 100 𝑚. Comparaison entre les méthodes spatiale, par ondes planes et par réalisations 

d’ondes planes. Excitation calculée par le modèle de Corcos. 
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3.4. Calculs de la puissance injectée dans la structure par la CLT en 

hautes fréquences 

Les méthodes d’introduction de l’excitation décrites précédemment font appel à un modèle 

vibro-acoustique déterministe, qui est de fait limité aux basses et aux moyennes fréquences. Nous 

nous intéressons dans cette partie aux moyens d’intégrer l’excitation dans un modèle capable de 

prédire la réponse vibro-acoustique en hautes fréquences, et plus précisément dans le modèle 

énergétique SEA (Statistical Energy Analysis). 

Comme nous avons pu le voir dans le Chapitre 1, l’excitation de la structure par la couche 

limite est introduite dans le modèle SEA en termes de puissance injectée au sous-système structure 

〈𝑃𝑖𝑛𝑗〉. Dans le cas d’une structure complexe décomposée en plusieurs sous-systèmes structure, il 

s’agit donc d’estimer la puissance injectée par l’écoulement turbulent à chaque sous-système en 

contact avec le fluide pour chaque bande de fréquence (trois sous-systèmes dans l’exemple illustré 

en Figure 3.27).  

 

Figure 3.27 : a. Schéma de la proue d’un navire de surface avec dôme sonar ; b. Modèle SEA 
décrivant les échanges d’énergie entre les sous-systèmes. 

Nous rappelons ici certaines conditions à l’application de la SEA : d’une part la puissance 

injectée dépend de l’excitation, mais aussi de la structure réceptrice. Par exemple si la structure était 

infiniment rigide, la puissance injectée serait nulle. D’autre part le calcul de celle-ci doit respecter les 

hypothèses suivantes : la gamme de fréquence d’intérêt doit être assez haute, la densité modale 

élevée et les quantités considérées dans le calcul SEA sont moyennées sur une bande de fréquence. 

Sous ces conditions, il peut être envisagé d’évaluer la puissance injectée dans une structure 

complexe à partir de celle injectée à une structure académique équivalente [83] comme une plaque 

mince rectangulaire. En effet on sait que dans les hautes fréquences, les effets de courbure de la 

structure et les conditions aux limites ont peu d’impact sur sa réponse vibro-acoustique. Si la 

structure est d’épaisseur constante et le matériau isotrope, on peut considérer une structure plus 

simple pour évaluer les paramètres de la SEA comme la densité modale ou la puissance injectée [83]. 

Cependant pour les structures plus complexes, comme par exemple les coques raidies, le 
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comportement vibro-acoustique en hautes fréquences ne peut pas être décrit en simplifiant la 

structure par une plaque mince (par exemple les ondes de Bloch-Floquet ne seront pas prises en 

compte dans le cas de la structure raidie périodiquement). Cette approximation, que nous faisons 

dans notre étude, n’est donc valable que pour certaines applications simples. 

Une autre hypothèse de la SEA consiste à considérer que les sous-systèmes sont faiblement 

couplés. Sous cette condition, on peut supposer que la puissance injectée à un sous-système donné 

peut être estimée en négligeant les couplages avec les autres sous-systèmes.  

Pour nos calculs de puissance injectée par la CLT, nous considérons un système simple 

composé d’un sous-système structure 𝑆1 couplé avec un « sous-système fluide infini » 𝑆∞. Dans cette 

configuration la puissance injectée à 𝑆1 par la CLT est calculée à partir de la puissance dissipée dans 

la structure 𝑃𝑑𝑖𝑠𝑠 et de la puissance rayonnée dans le sous-système fluide 𝑃𝑟𝑎𝑦 (i.e. la puissance 

transmise par la structure au fluide 𝑃1∞) : 

 〈𝑃𝑖𝑛𝑗〉 = 〈𝑃𝑑𝑖𝑠𝑠〉 + 〈𝑃𝑟𝑎𝑦〉 (3.33)   

avec 〈𝑋〉 =
1

2Δ
∫ 𝑋𝑑𝜔
Ω+Δ

Ω−Δ
 la moyenne dans la bande de fréquence centrée sur Ω et de largeur 2Δ.  

La puissance dissipée est définie à partir du facteur de perte par dissipation interne 𝜂𝑝 et de 

l’énergie interne moyenne du sous-système structure 𝐸1 : 

 〈𝑃𝑑𝑖𝑠𝑠〉 = Ω𝜂𝑝〈𝐸1〉 (3.34)   

De la même manière la puissance rayonnée dans le fluide s’exprime en fonction d’un facteur 

de perte par rayonnement 𝜂𝑟𝑎𝑦 : 

 〈𝑃𝑟𝑎𝑦〉 = Ω𝜂𝑟𝑎𝑦 〈𝐸1〉 (3.35)   

L’égalité de l’énergie cinétique moyenne de la plaque avec l’énergie potentielle étant admise 

[83], son énergie 〈𝐸1〉 peut s’écrire : 

 〈𝐸1〉 = 𝑎𝑏𝑀〈𝑆𝑣𝑣〉 (3.36)   

où 𝑀 = 𝜌𝑝ℎ𝑝 est la masse surfacique de la plaque, 𝑎 et 𝑏 ses dimensions et 〈𝑆𝑣𝑣〉 est la densité 

spectrale de sa vitesse vibratoire moyennée spatialement et calculée par bande de fréquence.  

Le sous-système fluide 𝑆∞ n’a de fait pas de comportement modal mais l’échange d’énergie 

avec la structure peut être décrit à l’aide du facteur de rayonnement 𝜎 [87][44][136] (également 

appelé efficacité de rayonnement ou indice de rayonnement). La puissance rayonnée par la plaque 

dans le fluide s’exprime alors par : 

 〈𝑃𝑟𝑎𝑦〉 = Ω𝜂𝑟𝑎𝑦〈𝐸1〉 = 𝜎𝜌𝑐0 𝑎𝑏 〈𝑆𝑣𝑣〉 (3.37)   

où 𝜌 et 𝑐0 sont la masse volumique et la célérité acoustique dans le fluide respectivement. Le facteur 

d’amortissement par rayonnement se définit donc par 𝜂𝑟𝑎𝑦 = 𝜎𝜌𝑐0/(𝜌𝑝ℎ𝑝).  
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La puissance injectée à 𝑆1 par le fluide s’écrit finalement : 

 〈𝑃𝑖𝑛𝑗〉 = 𝛺𝜂𝑎𝑏 𝑀 〈𝑆𝑣𝑣〉 (3.38)   

où 𝜂 = 𝜂𝑝 + 𝜂𝑟𝑎𝑦. L’évaluation de la puissance injectée à la plaque par la CLT passe donc par le calcul 

de la densité spectrale moyenne de vitesse de la plaque découplée des autres sous-systèmes 

structure.  

Nous proposons dans ce qui suit deux approches pour ce calcul, toutes deux basées sur 

l’interprétation de l’excitation par un champ d’ondes planes (comme au paragraphe 3.3.2), et sur des 

hypothèses simplificatrices adaptées aux hautes fréquences. Dans ces deux approches, nous 

considérons une plaque plane seule et l’effet du fluide sur la plaque est pris en compte par une 

masse volumique équivalente 𝜌𝑒𝑞 et un facteur de perte équivalent 𝜂𝑒𝑞. Ces paramètres sont 

obtenus pour des fréquences en dessous de la fréquence de coïncidence acoustique et en 

considérant une plaque chargée par un fluide lourd infini [142]. 

 

𝜌𝑒𝑞 = 𝜌𝑝

(

 1 +
𝜌

𝜌𝑝ℎ𝑝√𝑘𝑓
2 − 𝑘0

2

)

  

𝜂𝑒𝑞 = 𝜂𝑝 +
𝜌𝑐0

𝜔𝜌𝑒𝑞ℎ𝑝
𝜎 

(3.39)   

où 𝑘0 est le nombre d’onde acoustique, et 𝑘𝑓 est le nombre d’onde de flexion naturelle de la plaque 

à vide. Ces paramètres 𝜌𝑒𝑞 et 𝜂𝑒𝑞 sont définis par bandes de fréquence, et seront calculés dans notre 

cas aux fréquences centrales des bandes de tiers d’octave.  

Le facteur de rayonnement 𝜎 peut être calculé à partir de différents modèles, notamment 

ceux de Maidanik [87], Davies [39] puis Leppington et al. [78]. Nous nous basons ici sur les travaux de 

Zhang et al. [142] qui privilégient le modèle de Leppington dans le cas d’une plaque chargée par un 

fluide lourd : 

 𝜎 =
𝑎 + 𝑏

𝜋𝑘𝑓;𝑒𝑞  𝑎𝑏√𝜇
2 − 1

(ln (
𝜇 + 1

𝜇 − 1
) +

2𝜇

𝜇2 − 1
) (3.40)   

où 𝜇 = 𝑘𝑓;𝑒𝑞/𝑘0, et 𝑘𝑓;𝑒𝑞 = √𝜔√𝜌𝑒𝑞ℎ𝑝/𝐷.  

La puissance injectée avec la prise en compte de l’effet du fluide sur la plaque se réécrit donc 

finalement : 

 〈𝑃𝑖𝑛𝑗〉 = 𝛺𝜂𝑒𝑞𝑎𝑏 𝜌𝑒𝑞ℎ𝑠  〈𝑆𝑣𝑣〉 (3.41)   
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3.4.2. Calcul de la réponse vibratoire moyenne sur une plaque finie  

3.4.2.1. Mise en équations 

Dans ce premier calcul, on se base sur l’expression du spectre de vitesse en considérant 

l’excitation comme étant un champ d’ondes planes généralisées.  

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) =
1

4𝜋2
∫ 𝐻𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔)Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)𝐻𝑣

∗(𝒙, 𝒌, 𝜔)𝑑𝒌

+∞

−∞

 (3.42)   

La fonction de sensibilité 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) correspond à la fonction de transfert en vitesse au point 

𝒙 de la structure pour une excitation par une onde plane de nombre d’onde 𝒌, et 𝐻̃𝑣
∗(𝒙, 𝒌, 𝜔) est son 

conjugué.  

Pour calculer 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔), nous partons de la décomposition modale de la vitesse de la 

plaque 𝑣(𝒙, 𝜔) en 𝒙 = (𝑥, 𝑧) et à la pulsation 𝜔 : 

 𝑣(𝒙, 𝜔) =∑∑𝑤𝑚𝑛(𝒙)𝑎𝑚𝑛(𝜔)

𝑛𝑚

 (3.43)   

où 𝑎𝑚𝑛(𝜔) est l’amplitude de la vitesse modale et 𝑤𝑚𝑛(𝒙) est la déformée propre du mode 

d’indices (𝑚, 𝑛).  

Notons que dans ce cas, la base modale est calculée en fonction des paramètres équivalents 

de la plaque 𝜌𝑒𝑞 et 𝜂𝑒𝑞, définis par bandes de tiers d’octave pour prendre en compte l’effet du fluide 

sur la plaque. Dans le cas d’une plaque simplement supportée sur ses quatre bords, la déformée 

propre du mode d’indices (𝑚, 𝑛) s’exprime par : 

 𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧) = sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) sin (

𝑛𝜋𝑧

𝑏
) (3.44)   

L’amplitude de la vitesse modale se calcule en introduisant l’expression (3.43) dans 

l’équation du mouvement de Love-Kirchhoff et avec la propriété d’orthogonalité des modes propres. 

En considérant une dépendance temporelle en 𝑒𝑗𝜔𝑡, 𝑎𝑚𝑛(𝜔) s’écrit : 

 𝑎𝑚𝑛(𝜔) =
𝑗𝜔𝐹𝑚𝑛

𝑀𝑚𝑛(𝜔𝑚𝑛
2 −𝜔2 + 𝑗𝜂𝑒𝑞𝜔𝜔𝑚𝑛)

 (3.45)   

avec 𝜔𝑚𝑛 les pulsations propres et 𝑀𝑚𝑛 la masse modale donnée par : 

 𝑀𝑚𝑛 = 𝜌𝑒𝑞ℎ𝑝 ∫ 𝑤𝑚𝑛(𝒙)
2𝑑𝑆

Σp

= 𝜌𝑒𝑞ℎ𝑝
𝑎𝑏

4
 (3.46)   
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𝐹𝑚𝑛 désigne la force modale imposée à la paroi. Lorsque l’excitation est associée à une onde 

plane de nombres d’onde 𝒌, 𝐹𝑚𝑛 est donnée par 

 𝐹𝑚𝑛 = ∫ 𝑒𝑗𝒌𝒙̃𝑤𝑚𝑛(𝒙)𝑑𝒙

Σp

 (3.47)   

On peut relier cette force modale à la transformée de Fourier spatiale de la déformée 

modale (supposée nulle en dehors de la plaque) et on définit la fonction 𝑤̃𝑚𝑛(𝒌) = 𝐹𝑚𝑛. La fonction 

de sensibilité 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) en réponse à une excitation par une onde plane de nombre d’onde 𝒌 

s’exprime donc par : 

 𝐻𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) =∑∑𝑤𝑚𝑛(𝒙)𝑤̃𝑚𝑛(𝒌).
𝑗𝜔

𝑀𝑚𝑛(𝜔𝑚𝑛
2 −𝜔2 + 𝑗𝜂𝑒𝑞𝜔𝜔𝑚𝑛)𝑛𝑚

 (3.48)   

Lorsque cette expression est intégrée dans (3.42), le spectre de vitesse en 𝒙 se reformule 

par : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) =∑∑∑∑
1

4𝜋2
∫ Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)𝐻𝑚𝑛(𝜔)𝐻𝑝𝑞

∗ (𝜔)

+∞

−∞𝑞𝑝𝑛𝑚

 

 . 𝑤𝑚𝑛(𝒙)𝑤𝑝𝑞
∗ (𝒙). 𝑤̃𝑚𝑛(𝒌)𝑤̃𝑝𝑞

∗ (𝒌)𝑑𝒌 (3.49)  

avec 𝐻𝑚𝑛(𝜔) = 𝑗𝜔/[𝑀𝑚𝑛(𝜔𝑚𝑛
2 −𝜔2 + 𝑗𝜂𝑒𝑞𝜔𝜔𝑚𝑛)]. Cette expression se simplifie enfin en faisant 

la moyenne spatiale et en reprenant la propriété d’orthogonalité des modes :  

 𝑆𝑣̅𝑣(𝜔) =
1

16𝜋2
∑∑|𝐻𝑚𝑛(𝜔)|

2 ∫ Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔)

+∞

−∞𝑛

|𝑤̃𝑚𝑛(𝒌)|
2𝑑𝒌

𝑚

 (3.50)   

𝑆𝑣̅𝑣(𝜔) peut être calculé par cette formulation en considérant que les fonctions 𝑤̃𝑚𝑛(𝒌) 

peuvent être calculées à partir des expressions analytiques des déformées propres pour le cas de la 

plaque plane appuyée (Eq. (3.44)). On a alors : 

 |𝑤̃𝑚𝑛(𝑘𝑥, 𝑘𝑧)|
2 = |𝐴𝑚(𝑘𝑥)|

2|𝐴𝑛(𝑘𝑧)|
2 (3.51)   

avec : 

 

|𝐴𝑚(𝑘𝑥)| = −
𝑘𝑚

𝑘𝑚
2 − 𝑘𝑥

2
 [𝑒𝑗𝑘𝑥𝑎 cos(𝑘𝑚𝑎) − 1] 

|𝐴𝑛(𝑘𝑧)| = −
𝑘𝑛

𝑘𝑛
2 − 𝑘𝑧

2
 [𝑒𝑗𝑘𝑧𝑏 cos(𝑘𝑛𝑏) − 1] 

(3.52)  

3.4.2.2. Simplification par hypothèse sur l’excitation 

Nous avons pu voir précédemment que la sensibilité de la réponse vibro-acoustique à la 

région des hauts nombres d’onde diminue lorsque la fréquence augmente et reste globalement très 
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faible en raison du filtrage par la structure. On reprend ici l’hypothèse selon laquelle seule la zone 

des bas nombres d’onde contribue à la réponse vibro-acoustique en hautes fréquences. En allant 

plus loin, cette contribution peut être limitée aux nombres d’onde modaux 𝑘𝑚 = 𝑚𝜋/𝑎 et 

𝑘𝑛 = 𝑛𝜋/𝑏, et l’interspectre de fluctuations de pression Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔) = Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 𝑘𝑧, 𝜔) peut être 

approché par Φ𝑝𝑝(𝑘𝑚, 𝑘𝑛, 𝜔) : 

 𝑆𝑣̅𝑣(𝜔) ≈
1

16𝜋2
∑∑|𝐻𝑚𝑛(𝜔)|

2Φ𝑝𝑝(𝑘𝑚, 𝑘𝑛, 𝜔) ∫ |𝑤̃𝑚𝑛(𝒌)|
2𝑑𝒌

+∞

−∞𝑛𝑚

 (3.53)   

Par ailleurs, les modes résonants de la plaque, qui ont une forte contribution à la réponse 

vibro-acoustique, ont des nombres d’onde modaux √𝑘𝑚
2 + 𝑘𝑛

2 proches du nombre d’onde de flexion 

équivalent de la plaque 𝑘𝑓;𝑒𝑞. On fait alors l’hypothèse que : 

Φ𝑝𝑝(𝑘𝑚, 𝑘𝑛 , 𝜔) ≈ Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, ω)  ∀(𝑚, 𝑛)   (3.54)   

Par ces hypothèses et en utilisant l’égalité de Parseval (
1

4𝜋2
) ∫ |𝑤̃𝑚𝑛(𝒌)|

2𝑑𝒌
∞

=

∫ |𝑤𝑚𝑛(𝒙)|
2𝑑𝒙

Σp
, le spectre de vitesse moyenné spatialement peut se réécrire : 

 𝑆𝑣̅𝑣(𝜔) ≈
𝑎𝑏

16
Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔)∑∑|𝐻𝑚𝑛(𝜔)|

2

𝑛𝑚

 (3.55)   

Le spectre de vitesse 〈𝑆𝑣̅𝑣〉 moyenné spatialement et par bande de fréquence de pulsation 

centrale Ω et de largeur 2Δ s’écrit enfin : 

 〈𝑆𝑣̅𝑣〉 ≈
𝑎𝑏

16

1

2Δ
∫ Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔).∑∑|𝐻𝑚𝑛(𝜔)|

2𝑑𝜔

𝑛𝑚

Ω+Δ

Ω−Δ

 (3.56)   

Par cette simplification, l’intégration sur l’espace des nombres d’onde est évitée ce qui doit 

permettre de diminuer significativement le temps de calcul. Cette hypothèse peut cependant avoir 

une influence sur la réponse vibro-acoustique, et nous nous proposons dans ce qui suit d’étudier la 

sensibilité de la réponse à ce raisonnement. 

3.4.2.3. Application – Etude de sensibilité de l’hypothèse simplificatrice sur l’excitation 

Les deux calculs correspondant aux expressions (3.50) et (3.55) sont appliqués à notre cas de 

la plaque plane bafflée excitée par une CLT en eau. L’effet de filtrage par la structure est tout d’abord 

illustré en Figure 3.28. La fonction 𝐴𝑚(𝑘𝑥) (Eq. (3.51)) pour le mode d’indice 𝑚 = 6 est tracé, ainsi 

que les interspectres de fluctuations de pression correspondant à chacun des calculs et à 𝑓 =

500 𝐻𝑧. Notre choix s’est porté sur le modèle de Chase pour calculer l’excitation dans cette partie 

car les niveaux donnés par ce modèle diminuent lorsque 𝑘𝑥 est proche de zéro, ce qui est susceptible 

d’augmenter l’influence de l’hypothèse faite Eq. (3.54) (i.e. Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 𝑘𝑧, 𝜔) ≈ Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔)) par 

rapport au modèle de Corcos. Les deux interspectres avec et sans cette hypothèse sont représentés 

en Figure 3.28 b. dans le plan 𝑘𝑧 = 0 et l’on observe bien la sous-estimation du spectre dans les 
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hauts nombres d’onde, et la légère surestimation dans les bas nombres d’onde lorsqu’on considère 

Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔). 

Le produit de |𝐴𝑚(𝑘𝑥)|
2 et de Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 0, 𝜔) en Figure 3.28 c. montre l’effet de la région du 

pic de convection dans les hauts nombres d’onde, qui est diminué par rapport aux bas nombres 

d’onde du fait du filtrage par la structure à cette fréquence. En comparaison, le cas où l’on prend 

Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔) sous-estime le spectre dans cette région, et le surestime légèrement dans les bas 

nombres d’onde. 

 

La Figure 3.29. a. compare les spectres de vitesse moyennés spatialement 𝑆𝑣𝑣(𝜔) obtenus 

par les deux approches, avec ou sans l’hypothèse de l’équation (3.54) au résultat obtenu par la 

méthode des réalisations d’ondes planes décorrélées. Notons que pour le cas sans hypothèse, on 

considère 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 3𝑘𝑓𝑐 et 𝛿𝑘 = 15 𝑚−1 dans chaque direction 𝑥 et 𝑧. On observe tout d’abord que 

les résonances ne sont pas en accord avec le calcul par réalisations d’ondes planes, ce qui s’explique 

par le fait que les résonances ne sont plus calculées par PTF comme précédemment, mais à partir des 

paramètres équivalents 𝜌𝑒𝑞 et 𝜂𝑒𝑞 par bandes de fréquence. Ce calcul décale les résonances vers les 

basses fréquences mais ne permet pas de retrouver précisément les résonances de la plaque sous 

chargement calculées auparavant.  

Nous indiquons dans le Tableau 3.4 le nombre de modes par bandes de tiers d’octave, 

calculés à partir des paramètres 𝜌𝑒𝑞 et 𝜂𝑒𝑞 par bande de fréquence (i.e. les valeurs aux fréquences 

centrales des bandes de tiers d’octave). Ces valeurs sont indicatives à ±1 mode, les fréquences de 

résonances variant légèrement en fonction des valeurs de 𝜌𝑒𝑞 et de 𝜂𝑒𝑞, mais permettent de savoir si 

le nombre de modes est suffisant pour appliquer la SEA. D’après le Tableau 3.4, on peut dire que la 

densité modale est suffisamment élevée à partir de 500 𝐻𝑧. On constate en effet qu’à partir de cette 

fréquence en Figure 3.29 a., les résonances ne sont plus discernables. 

Nous observons par ailleurs toujours en Figure 3.29 que les niveaux sont en très bon accord 

entre les calculs avec et sans hypothèse et la méthode par réalisations d’ondes planes décorrélées. 

Les petits écarts entre les calculs de 𝑆𝑣𝑣(𝜔) avec et sans l’hypothèse de l’équation (3.54) sont dus 

aux différences entre les interspectres de pression pariétale pris en compte. Ces écarts restent très 

faibles, ce qui nous permet de dire que l’hypothèse du niveau constant de l’interspectre de pression 

pariétale à Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔) peut être appliquée lorsque 𝑓 ≫ 𝑓ℎ𝑦𝑑 où 𝑓ℎ𝑦𝑑 est la fréquence de 

coïncidence hydrodynamique. 

En outre les temps CPU représentés en fonction de la fréquence en Figure 3.29 b. montrent 

que les calculs sur la plaque finie avec et sans l’hypothèse Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥 , 𝑘𝑧, 𝜔) ≈ Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔) 

permettent une diminution significative du temps de calcul. Le calcul avec l’hypothèse est en 

particulier quasi-instantané, l’intégration sur les nombres d’onde étant évitée. 
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Figure 3.28 : a. : Fonction |𝐴𝑚(𝑘𝑥)|
2 pour le mode 𝑚 = 6, 𝑘𝑚 ≅ 41𝑚−1. b. : Interspectre de 

fluctuations de pression (modèle de Chase 1987), comparaison entre Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 0, 𝜔) et 

Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔) à 𝑓 = 500 𝐻𝑧. c. : |𝐴𝑚(𝑘𝑥)|
2Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 0, 𝜔). 
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Figure 3.29 : Comparaison entre les calculs simplifiés avec et sans l’hypothèse Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥 , 𝑘𝑧, 𝜔) ≈

Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔), et le calcul PTF par méthode des réalisations d’ondes planes décorrélées. 

Excitation calculée avec le modèle de Chase. a. :Vitesse moyenne de la plaque ; b. : Temps CPU 
par fréquence. 

 

Fréquence 

centrale (Hz) 
125 160 200 250 315 400 500 630 800 1000 

Nombre de 

modes 
3 2 6 5 7 7 9 12 15 17 

Tableau 3.4 : Nombre de modes par bandes de tiers d’octave. 

 

3.4.3. Calcul de la réponse vibratoire sur une plaque infinie 

3.4.3.1. Mise en équations 

Une seconde approche est présentée dans cette partie pour le calcul de la réponse vibratoire 

moyenne, qui se base sur l’hypothèse de la plaque infinie. En reprenant l’hypothèse selon laquelle 

l’interspectre est égal à Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔), on peut écrire : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) =
1

4𝜋2
Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔) ∫ |𝐻𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔)|

2
𝑑𝒌

+∞

−∞

 (3.57)   

Nous cherchons ici à calculer l’intégrale des fonctions de sensibilité 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) dans l’espace 

des nombres d’onde. Pour cela nous reprenons le formalisme de la méthode par réciprocité (partie 

3.3.3), ce qui permet d’interpréter 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) comme la réponse de la structure dans l’espace des 

nombres d’onde lorsqu’elle est excitée par une force ponctuelle en 𝒙.  
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Pour déterminer cette fonction de transfert, nous écrivons l’équation du mouvement de 

Love-Kirchhoff dans l’espace des nombres d’onde en y introduisant l’hypothèse de la plaque infinie : 

 (𝐷∗[𝑘𝑥
4 + 2𝑘𝑥

2𝑘𝑧
2 + 𝑘𝑧

4] − 𝜌𝑒𝑞ℎ𝑝𝜔
2)𝑤(𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝜔) = 𝐹0𝛿(𝑥, 𝑧) (3.58)   

où 𝐷∗ = 𝐷(1 + 𝑗𝜂𝑝) est la rigidité de flexion comprenant l’amortissement interne de la 

structure. La force 𝐹0𝛿(𝑥, 𝑧), qui peut être appliquée en n’importe quel point, est imposée en 

(𝑥, 𝑧) = (0,0), et son amplitude 𝐹0 est prise à l’unité. La réponse en vitesse dans l’espace des 

nombres d’onde s’écrit alors : 

 𝐻𝑣(0, 𝑘𝑥 , 𝑘𝑧, 𝜔) =
𝑗𝜔

𝐷∗(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑧

2)2 − 𝜔2𝜌𝑒𝑞ℎ𝑝
 (3.59)   

Le calcul, que nous détaillons dans l’Annexe D, permet ensuite d’obtenir une formulation 

simple de la vitesse moyenne 𝑆𝑣𝑣(𝜔) en intégrant l’expression (3.59) sur les nombres d’onde et en 

supposant que l’énergie de la réponse de la structure est majoritairement située au nombre d’onde 

𝑘𝑓;𝑒𝑞.  

On obtient l’expression suivante en considérant les paramètres équivalents par bandes de 

fréquence 𝜌𝑒𝑞, 𝜂𝑒𝑞 et 𝑘𝑓;𝑒𝑞 pour prendre en compte l’effet du fluide sur la plaque : 

 〈𝑆𝑣𝑣〉 ≈
Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, Ω)

8𝑀𝑒𝑞√𝑀𝑒𝑞𝐷𝜂𝑒𝑞Ω
 (3.60)   

où 𝑀 = 𝜌𝑒𝑞ℎ𝑝. Cette méthode combine ainsi plusieurs hypothèses simplificatrices pour 

aboutir à une formulation simple de la vitesse moyenne de la plaque par bandes de fréquence. Cette 

expression peut ensuite être substituée dans l’équation (3.41) qui donne les niveaux de puissance 

injectée à la structure par la CLT par bandes de fréquence.  

3.4.3.2. Application – Comparaison des méthodes 

Nous comparons ici les puissances injectées calculées à partir de la vitesse moyenne 𝑆𝑣𝑣(𝜔) 

obtenue soit par l’approche sur la plaque finie, soit par l’approche sur la plaque infinie. Nous 

rappelons l’expression de la puissance injectée en fonction des paramètres équivalents : 

 〈𝑃𝑖𝑛𝑗〉 = 𝛺𝜂𝑒𝑞𝑎𝑏 𝜌𝑒𝑞ℎ𝑝  〈𝑆𝑣𝑣〉 (3.61)   

Les niveaux de puissance injectée donnés par ces calculs sont comparés en Figure 3.30, et 

sont globalement en bon accord. 
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Figure 3.30 : Puissance injectée au sous-système 𝑆1 par la CLT. Comparaison entre les méthodes 
de calcul. 

On compare enfin les niveaux de pression rayonnée obtenus par la méthode PTF et ceux 

obtenus par les calculs simplifiés de 〈𝑆𝑣𝑣〉 et l’approximation en ondes planes en champ lointain. Par 

cette approximation on peut écrire : 

 〈𝑃𝑟𝑎𝑦〉 =
〈𝑆𝑝𝑝〉

𝜌𝑐0
Σ1
2
𝑠𝑝ℎè𝑟𝑒

 (3.62)   

où 〈𝑆𝑝𝑝〉 est le spectre de pression rayonnée moyenne et Σ1
2
𝑠𝑝ℎè𝑟𝑒

 est la surface de la demi-

sphère. On en déduit ainsi les spectres de pression rayonnée à partir des expressions (3.35) et (3.36). 

Les résultats représentés en Figure 3.31 montrent que les calculs permettent bien de 

retrouver les tendances principales de la pression rayonnée sur une demi-sphère de rayon 100m. Les 

écarts sont globalement inférieurs à 3 𝑑𝐵 par rapport au calcul PTF et aux fréquences supérieures à 

500 𝐻𝑧, dans la gamme d’applicabilité du modèle SEA. Aux fréquences plus basses, les différences 

peuvent a priori être attribuées à la densité modale trop faible d’une part, et à l’influence des 

hypothèses sur l’interspectre de fluctuations de pression et les nombres d’onde prépondérants. 

En conclusion deux calculs ont été proposés pour estimer la puissance injectée SEA dans une 

structure par une couche limite turbulente. Ces deux calculs, avec l’hypothèse simplificatrice selon 

laquelle l’excitation peut être ramenée à Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔), donnent des résultats très satisfaisants en 

« hautes fréquences » (et pour des fréquences en dessous de la fréquence de coïncidence 

acoustique) tout en ayant des temps de calcul très courts (à partir des expressions analytiques (3.56) 

et (3.60)). La deuxième méthode sur plaque infinie est notamment plus rapide et facile à mettre en 

œuvre du fait qu’il n’y a pas de base modale à calculer. Ces calculs peuvent aisément être utilisés 

dans le développement de modèles SEA de structures navales, en gardant à l’esprit que les 

approximations sont valables pour des structures simples (sans raidisseurs par exemple). 
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Figure 3.31 : Niveaux de pression rayonnée par bandes de fréquence, moyennés sur une sphère 
de rayon 𝑅 = 100𝑚 ; Comparaison entre le calcul PTF et les calculs sur plaque appuyée et sur 

plaque infinie. 

3.5. Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons pu étudier différentes méthodes pour introduire l’excitation par 

une couche limite dans des modèles vibro-acoustique. Ces méthodes ont été comparées sur un cas 

test composé d’une plaque plane bafflée appuyée sur ses quatre bords et excitée par une CLT en eau, 

supposée homogène sur toute la structure. Elles sont développées à partir des formulations 

classiques des réponses vibro-acoustiques de la structure excitée par une CLT vues dans le Chapitre 

1.  

Quatre de ces méthodes sont adaptées à un modèle vibro-acoustique comme par exemple 

celui obtenu avec la méthode PTF appliquée au cas test. La plus évidente est la méthode spatiale, qui 

consiste à introduire l’excitation par une distribution de forces ponctuelles suffisamment fine pour 

décrire les décroissances de corrélations spatiales des pressions fluctuantes. L’étude de cette 

méthode nous a montré qu’un critère de résolution spatiale 𝛿𝑥 = 𝑈𝑐/3𝑓 basé sur la vitesse de 

convection 𝑈𝑐 permet la convergence des réponses vibro-acoustiques. Cette méthode se révèle 

cependant coûteuse en espace mémoire et en temps de calcul lorsque la fréquence augmente, du 

fait du grand nombre de points d’excitation à considérer. 

La deuxième approche est basée sur les expressions des réponses vibro-acoustiques par 

intégration sur les nombres d’onde. Les fonctions de sensibilité 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔), correspondant aux 

fonctions de transfert dans l’espace des nombres d’onde, sont calculées en interprétant l’excitation 

comme un champ d’ondes planes généralisées. Dans un souci d’optimisation du coût numérique de 

la méthode, nous avons réalisé une étude de sensibilité de la réponse vibro-acoustique à la 

contribution hydrodynamique de l’excitation. L’effet de filtrage de l’excitation par la structure a ainsi 

pu être observé, et nous avons pu établir que l’influence du pic de convection sur les niveaux 

vibratoire reste faible et diminue rapidement à mesure que la fréquence augmente et que le pic de 

convection s’éloigne des bas nombres d’onde. Cette méthode présente donc un grand intérêt par la 

réduction significative du temps de calcul et de l’espace mémoire nécessaire. Toutefois une 
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limitation de cette approche appliquée à la méthode PTF porte sur le nombre de pavés considérés 

dont la taille est conditionnée par les nombres d’onde des ondes planes excitatrices, ce qui 

augmente le temps nécessaire au calcul des PTF. 

La troisième méthode dite par réciprocité onde-point, consiste à interpréter les fonctions de 

sensibilité 𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔) comme la réponse de la plaque dans l’espace des nombres d’onde lorsqu’elle 

est excitée par une force au point 𝒙. Cette méthode évite ainsi d’une part l’augmentation du nombre 

de pavés liée à la quantité d’ondes planes, et d’autre part le nombre de cas de chargement trop 

élevé de la méthode spatiale. Le temps de calcul se trouve ainsi largement diminué par rapport à la 

méthode par ondes planes. Cependant un calcul ne permet d’avoir les niveaux vibratoires ou en 

pression rayonnée que localement, et la répétition du processus est nécessaire pour obtenir les 

niveaux moyens. 

La dernière approche consiste à représenter l’excitation par des réalisations d’ondes planes 

décorrélées, c’est-à-dire auxquelles sont associées des phases aléatoires et donc les amplitudes 

correspondent à l’interspectre Φ𝑝𝑝(𝒌, 𝜔). Cette méthode permet de limiter le nombre de 

chargements au nombre de réalisations d’ondes planes, qui se révèle être peu élevé pour une 

convergence satisfaisante. Le nombre de cas de chargement, égal au nombre de réalisations d’ondes 

planes, est donc réduit ce qui permet de diminuer légèrement le temps CPU, et ce qui en fait une 

méthode d’intérêt pour nos applications. 

Par ailleurs pour les modélisations hautes fréquences par la méthode SEA, nous avons évalué 

la puissance injectée dans la structure par une CLT homogène. Deux calculs, l’un sur une plaque finie, 

l’autre sur une plaque infinie, ont été proposés et ont donné des résultats très proches. On a pu 

valider sur le cas test les hypothèses qui ont permis d’aboutir à une expression analytique de la 

puissance injectée en fonction de l’interspectre en fréquence-nombres d’onde des fluctuations de 

pression, pour lequel de nombreux modèles existent dans la littérature. Les hypothèses de ces 

calculs limitent les applications à des cas de structure simple (par exemple le comportement 

vibratoire d’une structure raidie ne pourra pas être décrit correctement), mais leurs avantages 

résident dans le fait que les temps de calcul sont très courts et les calculs peuvent se mettre 

facilement en œuvre. 
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Chapitre 4  

Prise en compte de l’évolution spatiale de 

l’excitation hydrodynamique dans le calcul 

vibro-acoustique 

Nous avons pu voir dans le Chapitre 2 que l’évolution spatiale de la CLT peut engendrer des 

variations significatives des niveaux des spectres de fluctuations de pression à la paroi. Malgré cela le 

champ de pression pariétale considéré dans les modèles vibro-acoustiques est généralement 

supposé homogène spatialement. Nous nous intéressons dans ce chapitre aux moyens de prendre en 

compte les variations de l’excitation hydrodynamique dans le calcul de la réponse vibro-acoustique 

de la structure, à partir des méthodes d’introduction de l’excitation développées dans le Chapitre 3. 

En décomposant la surface de la structure en zones d’excitation, les paramètres peuvent être 

modifiés le long la paroi aussi bien dans les méthodes adaptées aux modèles vibro-acoustiques 

déterministes que dans les méthodes adaptées à la SEA. 

Ces solutions sont étudiées dans le cas d’un écoulement turbulent en eau sur un profil de 

massif de sous-marin. Nous présentons dans un premier temps la configuration de l’écoulement et la 

modélisation de l’excitation hydrodynamique. Les méthodes pour introduire l’excitation dans le 

modèle vibro-acoustique sont ensuite testées sur ce cas en considérant d’abord une excitation 

homogène qui servira de référence et permettra de comparer les différentes approches entre elles. 

Les méthodes vibro-acoustiques par zones d’excitation seront ensuite mises œuvre et l’influence des 

hypothèses nécessaires à la décomposition en zones d’excitation sera étudiée, ainsi que l’influence 

de la variation spatiale de la CLT sur la réponse vibro-acoustique. 

4.1. Etude d’un écoulement sur le profil d’un massif de sous-

marin : Modélisation de l’excitation hydrodynamique 

Le cas d’étude est un écoulement en eau sur un profil de massif de sous-marin, représenté 

en Figure 4.1, et de longueur 9.22 𝑚. L’écoulement a une vitesse 𝑈𝑖 = 5𝑚/𝑠 en entrée et se 

développe sur la structure, donnant lieu à un gradient de pression défavorable sur la majeure partie 

du profil, comme illustré en Figure 4.1 avec le coefficient de pression 𝐶𝑝.  
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Le choix de cette configuration a été fait de manière à traiter un cas proche des applications 

navales auxquelles on s’intéresse. De manière plus générale, la géométrie du cas d’étude choisi 

entraîne une évolution spatiale de la couche limite suffisamment marquée pour pouvoir étudier son 

influence sur la réponse vibro-acoustique de la structure. Le gradient de pression statique 

majoritairement adverse présent dans l’écoulement rejoint en outre la configuration de CLT que l’on 

retrouve fréquemment dans d’autres applications industrielles. 

 

Figure 4.1 : Coefficient de pression le long du profil de massif de sous-marin. 

4.1.1. Ecoulement moyen 

Les paramètres de CLT sont calculés sur un modèle en deux dimensions en deux étapes : un 

calcul d’écoulement non visqueux est d’abord effectué avec le code Fluent donnant la pression 

statique et la vitesse moyenne, qui sont ensuite injectées dans un calcul RANS utilisant le modèle de 

turbulence à longueur de mélange, effectué avec le code de couches limites 3C3D. Un taux de 

turbulence est imposé à 0.5% avec une transition forcée au point d’arrêt.  

Certains paramètres obtenus par ce calcul sont tracés en Figure 4.2 en fonction de 𝑥 la 

coordonnée longitudinale : vitesse extérieure à la couche limite 𝑈𝑒, épaisseur de couche limite 𝛿, 

gradient de pression statique et paramètre de Clauser 𝛽𝛿∗. L’écoulement présente une zone de forte 

accélération associée à une augmentation du gradient de pression du point d’arrêt jusqu’à environ 

𝑥 = 1 𝑚. Dans cette zone l’écoulement subit l’impact du fluide sur la paroi et la couche limite n’est 

pas encore développée. La vitesse diminue ensuite progressivement le long du massif à partir de 

𝑥 = 1 𝑚. La décélération est d’abord légère jusqu’à 𝑥 = 6 𝑚, et 𝛽𝛿∗ reste inférieur à 0.3. La couche 

limite s’épaissit ensuite plus fortement en fin de profil par les effets de courbure de la paroi et du 

gradient de pression statique. Les valeurs de 𝛽𝛿∗ augmentent également de manière significative 

dans cette zone en conséquence de l’augmentation de 𝛿 et du gradient de pression, et de la 

diminution du frottement du fluide sur la paroi. 
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Figure 4.2 : Paramètres d'écoulement le long du profil de massif :  
Vitesse extérieure à la CLT 𝑈𝑒 , épaisseur de CLT 𝛿, gradient de pression statique et paramètre de 

Clauser 𝛽𝛿∗ = (𝛿
∗/𝜏𝑤) (𝑑𝑝/𝑑𝑥). 

4.1.2. Autospectres de fluctuations de pression pariétale 

L’autospectre des fluctuations de pression pariétale est calculé avec le modèle de Rozenberg, 

plus adapté aux cas de gradients de pression adverses (voir Chapitre 2). On observe tout d’abord en 

Figure 4.3 l’évolution des niveaux des spectres le long du profil pour trois fréquences : 𝑓 = 10 𝐻𝑧, 

100 𝐻𝑧 et 1 𝑘𝐻𝑧. Dans la zone d’accélération, les niveaux augmentent rapidement avec 𝑥 de la 

même manière que la vitesse de l’écoulement. Ils se stabilisent ensuite sur la zone à faible courbure 

de la paroi, pour diminuer rapidement en fin de profil à partir de 𝑥 = 7 𝑚, où le gradient de pression 

est plus élevé. On distingue également différentes évolutions selon la fréquence : en basses 

fréquences les niveaux ont tendance à augmenter le long du massif dans la zone à faible courbure, 

tandis qu’ils diminuent à 1 𝑘𝐻𝑧.  

Le modèle de Rozenberg n’est théoriquement pas adapté aux cas de gradient de pression 

favorable. En pratique dans notre cas, on observe en Figure 4.4 qu’il est assez proche du modèle de 

Goody dans la zone d’accélération et jusqu’à 𝑥~6 𝑚. Dans le cas du profil de massif, cette 

équivalence peut s’expliquer par le comportement particulier du fluide en début de profil où le 

nombre de Reynolds est encore faible et la couche limite très fine. Les écarts entre les spectres de 

Goody et Rozenberg ne sont significatifs que lorsque le gradient de pression est élevé en fin de profil, 

et en particulier pour les hautes fréquences. Le modèle de Rozenberg donne alors des niveaux 

beaucoup plus faibles, la pente de la décroissance en hautes fréquences étant plus importante que 

dans le modèle de Goody.  
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Les tendances des autospectres le long du profil se retrouvent en Figure 4.5 où sont tracés 

les spectres en fonction de la fréquence et en deux positions dans la zone en gradient adverse : 

𝑥 = 2 𝑚 et 𝑥 = 7 𝑚. Nous indiquons également les paramètres de couche limite en ces positions 

dans le Tableau 4.1. On retrouve le fait que le niveau augmente en fonction de 𝑥 en basses 

fréquences, puis diminue en hautes fréquences. 

 

Figure 4.3 : Autospectres de fluctuations de pression le long du profil pour 𝑓 = 10, 100 et 1 𝑘𝐻𝑧. 
Modèle de Rozenberg. 

 

Figure 4.4 : Autospectres de fluctuations de pression le long du profil pour 𝑓 = 10 𝐻𝑧 et 

𝑓 = 1 𝑘𝐻𝑧 ; Comparaison entre le modèle de Rozenberg et le modèle de Goody. 
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Figure 4.5 : Autospectres de fluctuations de pression en fonction de la fréquence en 𝑥 = 2 𝑚 et 
𝑥 = 7 𝑚. Modèle de Rozenberg. 

 

𝒙 (𝒎) 𝑼𝒆 (𝒎/𝒔) 𝜹 (𝒄𝒎) 𝜹𝟏 (𝒎𝒎) 𝝉𝒘 (𝑷𝒂) 𝑹𝒆𝜹 𝜷𝜹∗ 

2 6.18 2.7 3.4 44.31 1.64 × 105 0.10 

7 5.55 10.7 12.7 28.16 5.92 × 105 0.91 

Tableau 4.1 : Paramètres d’écoulement en 𝑥 = 2 𝑚 et 𝑥 = 7 𝑚. 

 

4.1.3. Interspectres de fluctuations de pression pariétale 

Les interspectres de fluctuations de pression sont évalués à partir de deux modèles : d’une 

part le modèle de Corcos [33] qui permet d’exprimer facilement l’interspectre dans l’espace physique 

et dans l’espace des nombres d’onde ; d’autre part le modèle de Chase 1987 [25] qui donne des 

niveaux plus proches des données expérimentales dans la région des bas nombres d’onde. Le modèle 

de Corcos sera ainsi utilisé pour comparer les méthodes d’introduction de l’excitation dans les 

modèles vibro-acoustiques, puis nous privilégierons le modèle de Chase pour étudier plus 

précisément l’influence de l’évolution de la CLT sur la réponse de la structure. Un autre intérêt de 

considérer ces deux modèles est de pouvoir comparer les influences de la décomposition en zones 

d’excitation.  

Dans ce chapitre, les interspectres de fluctuations de pression sont normalisés à chaque 

application et leur amplitude est fixée à l’aide du modèle de Rozenberg pour l’autospectre. Les 

modèles sont illustrés pour 𝑓 = 1 𝑘𝐻𝑧 en Figure 4.6 où l’on observe le décalage du pic de convection 
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et les écarts de niveaux dus à l’évolution de la CLT. Ces écarts vont jusqu’à 9 𝑑𝐵 pour cet exemple 

entre les positions 𝑥 = 2 𝑚 et 𝑥 = 7 𝑚, et sont présents en particulier dans la région des bas 

nombres d’onde qui jouent un rôle prépondérant lorsqu’il s’agit d’évaluer la réponse vibro-

acoustique de la structure soumise à la CLT (voir partie 3.3.2.3).  

 

Figure 4.6 : Interspectres de fluctuations de pression pariétale calculés avec les modèles de 
Corcos et de Chase 1987 en 𝑥 = 2 𝑚 et 𝑥 = 7 𝑚 et à la fréquence 𝑓 = 1 𝑘𝐻𝑧. 

4.2. Calcul vibro-acoustique déterministe avec variation de 

l’excitation par CLT 

Dans cette partie nous reprenons les méthodes décrites dans le Chapitre 3 pour introduire 

l’excitation CLT dans un modèle vibro-acoustique déterministe en y intégrant la prise en compte de 

l’évolution spatiale de la CLT. L’objectif est de distribuer l’excitation par zones le long du profil dans 

le modèle vibro-acoustique, de manière à prendre en compte les variations des paramètres de CLT et 

les spectres de pression pariétale qui en découlent. 

Les méthodes considérées dans cette étude sont la méthode spatiale, la méthode des ondes 

planes généralisées et la méthode des réalisations d’ondes planes décorrélées. Elles sont dans un 

premier temps testées sur le cas test du profil de massif de sous-marin en considérant une excitation 

homogène. L’adaptation de chacune de ces méthodes par décomposition du champ de fluctuations 

de pression en zones est ensuite détaillée. Nous verrons que cette décomposition suppose que l’on 

néglige l’effet des corrélations de pression entre les zones, et l’influence de cette hypothèse sera 

étudiée avant de faire varier l’excitation spatialement.  
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4.2.1. Définition du système vibro-acoustique 

Pour simplifier les calculs vibro-acoustiques dans cette étude, nous ne considérons pas une 

structure réelle de massif de sous-marin, mais simplement un cas test composé d’une plaque plane 

en acier appuyée sur ses quatre bords et couplée à un milieu semi-infini. Les pressions fluctuantes 

calculées sur le profil du massif sont appliquées à cette plaque. Pour cela, la coordonnée 𝑦 du profil 

est donc ramenée à zéro pour toute valeur de 𝑥. 

La plaque a pour dimensions 𝑎 = 9.22 𝑚 et 𝑏 = 1 𝑚 selon 𝑥 et 𝑧 respectivement et une 

épaisseur ℎ𝑝 = 5 𝑚𝑚. Les caractéristiques de la plaque sont résumées dans le Tableau 4.2. Dans les 

calculs effectués dans cette partie, l’effet de masse ajoutée est pris en compte par le calcul des 

résonances de la structure chargée par le fluide lourd (voir Annexe C), et le rayonnement acoustique 

est décrit par l’approche PTF via la partie réelle de l’impédance de rayonnement. 

Symbole Paramètre Valeur 

𝑎 Longueur de la plaque 9.22 𝑚 

𝑏 Largeur de la plaque 1 𝑚 

ℎ𝑝 Epaisseur 5 𝑚𝑚 

𝜌𝑝 Masse volumique 7800 𝑘𝑔/𝑚3 

𝜈𝑝 Coefficient de Poisson 0.3 

𝐸 Module d’Young 2.1 × 1011 𝑃𝑎 

𝜂𝑝 Facteur de perte par amortissement interne 0.01 

Tableau 4.2 : Paramètres de la structure. 

 

4.2.2. Validation des méthodes d’introduction de l’excitation CLT dans le 

modèle vibro-acoustique dans le cas d’une excitation homogène 

Dans cette partie, l’excitation correspond aux spectres de fluctuations de pression issus des 

paramètres de CLT moyennés sur tout le profil. Ceux-ci sont indiqués dans le Tableau 4.3. Ce jeu de 

paramètres sera par la suite pris comme référence dans l’étude de la décomposition de l’excitation : 

il est en effet représentatif du cas général des calculs vibro-acoustiques où la couche limite est 

supposée homogène sur toute la plaque.  

Nous comparons les trois méthodes en utilisant les critères de discrétisation suivants pour la 

méthode spatiale : les pas 𝛿𝑧 = 2𝐿𝑧 et 𝛿𝑥 = 𝜆𝑐/6 sont appliqués, et les pavés sont de dimension 

𝜆𝑓𝑐/4, avec 𝜆𝑓𝑐 la longueur d’onde de flexion modale (voir Chapitre 3) au mode dont la fréquence est 

la plus proche de la fréquence de calcul. On note que la résolution des points d’excitation dans la 

direction longitudinale à l’écoulement a été affinée pour améliorer la convergence dans ce cas test 

par rapport à l’étude du Chapitre 3. Des écarts légèrement plus grands (jusqu’à 3 𝑑𝐵 pour la pression 
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notamment) ont en effet été observés si la discrétisation selon 𝛿𝑥 = 𝜆𝑐/3 est considérée. Ce 

raffinement a ainsi permis d’incriminer la convergence lente de la méthode spatiale pour les écarts 

observés par rapport aux autres méthodes. 

 

Symbole Paramètre Valeur 

𝑈𝑒 Vitesse moyenne extérieure à la CLT 5.67 𝑚/𝑠 

𝛿 Epaisseur de CLT 7.53 𝑐𝑚 

𝛿∗ Epaisseur de déplacement 1 𝑐𝑚 

𝜏𝑤 Tension pariétale 35.6 𝑃𝑎 

𝛽𝛿∗ Paramètre de Clauser −0.86 

Tableau 4.3 : Paramètres de CLT pour le cas à une zone (paramètres moyennés sur toute la 
surface du profil). 

 

Pour les méthodes où l’excitation est modélisée par des ondes planes, les pavés sont de la 

taille du quart de longueur d’onde minimale associée aux ondes planes excitatrices 𝜆𝑚𝑖𝑛, et le 

nombre d’onde maximal considéré est 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 3𝑘𝑓𝑐, conformément à l’hypothèse de troncature des 

hauts nombres d’onde (voir partie 3.3.2.3). La résolution en nombres d’onde est majorée à 

𝛿𝑘 = 15 𝑚−1, en minorant à 𝑘𝑚𝑎𝑥/20 pour ne pas perdre en précision en basses fréquences.  

Les résultats pour le calcul de la vitesse quadratique moyenne et de la pression rayonnée en 

champ lointain sont représentés en Figure 4.7. Nous observons un très bon accord entre les 

méthodes. De légers écarts sont présents pour la pression rayonnée en champ lointain, ce qui peut 

être mis en relation avec les résolutions respectives de chaque méthode et l’hypothèse de troncature 

des hauts nombres d’onde, comme nous l’avions observé dans le Chapitre 3.  

Dans ce cas d’étude, les grandes dimensions de la structure entraînent des coûts numériques 

importants lorsque la fréquence augmente. Aussi nous avons choisi de réaliser les tests suivants en 

réduisant le nombre de pavés considérés de manière à réduire les coûts numériques et focaliser 

l’étude sur l’influence de l’évolution spatiale de la CLT. Nous modifions le critère de maillage en 

pavés qui est fixé à 𝜆𝑚𝑖𝑛/2. On peut voir dans l’étude de sensibilité représentée en Figure 4.8 que 

l’impact de cette réduction reste faible sur la réponse vibratoire de la plaque. En effet la réduction du 

nombre de pavés n’aura d’influence que sur les ondes planes aux plus petites longueurs d’onde, et la 

majeure partie de l’excitation sera donc bien décrite. 
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Figure 4.7 : Comparaison des méthodes optimisées ; a. : Vitesse moyenne de la plaque ; b. : 
Pression rayonnée moyennée sur une demi-sphère de rayon 𝑅 = 100 𝑚. 

 

Figure 4.8 : Spectre de vitesse moyenne calculé par méthode des ondes planes généralisées ; 
Comparaison entre les critères de longueur de pavés 𝜆𝑚𝑖𝑛/2 et 𝜆𝑚𝑖𝑛/4. 

4.2.3. Mise en forme des méthodes par zones d’excitation 

4.2.3.1. Méthode spatiale par zones 

Nous reprenons ici l’expression (1.35) pour le calcul de l’autospectre de vitesse par la 

méthode spatiale. En considérant que la surface de la structure Σ𝑝 peut se décomposer en deux 

surfaces Σ1, Σ2 (i.e. Σ𝑝 = Σ1 ∪ Σ2), et que l’interspectre entre les points 𝒙̃ et 𝒙̃̃ est donné par 

Γ(𝒙̃ − 𝒙̃̃, 𝜔) pour modéliser une excitation par CLT homogène, on peut écrire par la relation de 

Chasles : 

𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) = ∫ ∫ 𝐼𝑑𝒙𝑑𝒙

𝛴1𝛴1

+ ∫ ∫ 𝐼𝑑𝒙𝑑𝒙

𝛴2𝛴1

+ ∫ ∫ 𝐼𝑑𝒙𝑑𝒙

𝛴1𝛴2

+ ∫ ∫ 𝐼𝑑𝒙𝑑𝒙

𝛴2𝛴2

 (4.1)   

10
0

10
1

40

50

60

70

80

90

100

110

Fréquence (Hz)

P
re

s
s
io

n
 r

a
y
o

n
n

é
e

 (
d

B
 r

e
f 
1 

P
a

²/
H

z
)

 

 

Méthode spatiale

Méthode par OP

Méthode par réalisations d'OP

10
0

10
1

70

75

80

85

90

95

100

105

110

115

120

Fréquence (Hz)

V
it
e

s
s
e

 m
o

y
e

n
n

e
 (

d
B

 r
e

f 
1

n
m

²/
s
²/

H
z
)

 

 

Méthode spatiale

Méthode par réalisations d'OP

Méthode par OP

b.a.

10
0

10
1

70

80

90

100

110

120

130

Fréquence (Hz)

V
it
e

s
s
e

 m
o

y
e

n
n

e
 (

d
B

 r
e

f 
1

n
m

²/
s
²/

H
z
)

 

 

L
pavé

=
min

/4

L
pavé

=
min

/2



Chapitre 4. Prise en compte de l’évolution spatiale de l’excitation hydrodynamique dans le 
calcul vibro-acoustique 

 

134 
 

𝐼 = 𝐻𝑣
∗(𝒙, 𝒙̃, 𝜔)Γ(𝒙̃ − 𝒙̃̃, 𝜔)𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃̃, 𝜔), et 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) est la fonction de transfert de vitesse 

au point 𝒙 de la plaque en réponse à une excitation au point 𝒙̃ de la plaque.  

Nous faisons l’hypothèse selon laquelle l’interspectre de fluctuations de pression à la paroi 

est négligeable lorsque les deux points 𝒙̃ et 𝒙̃̃ n’appartiennent pas à la même zone. 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) peut 

donc être approché par la somme des contributions de chaque zone d’excitation prise séparément : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) ≈ ∫ ∫ 𝐼𝑑𝒙𝑑𝒙

𝛴1𝛴1

+ ∫ ∫ 𝐼𝑑𝒙𝑑𝒙

𝛴2𝛴2

 (4.2)   

Cette relation a été obtenue en considérant une CLT homogène. On suppose que le même 

type de relation est valable lorsque la CLT est homogène sur chacune des zones : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) ≈ ∫ ∫ 𝐼1𝑑𝒙𝑑𝒙

𝛴1𝛴1

+ ∫ ∫ 𝐼2𝑑𝒙𝑑𝒙

𝛴2𝛴2

 (4.3)   

avec 𝐼1 = 𝐻𝑣
∗(𝒙, 𝒙̃, 𝜔)Γ1(𝒙̃ − 𝒙̃̃, 𝜔)𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃̃, 𝜔), et où Γ1(𝒙̃ − 𝒙̃̃, 𝜔) et Γ2(𝒙̃ − 𝒙̃̃, 𝜔) sont 

respectivement les interspectres de pression pariétale associés à la couche limite sur les zones 1 et 2. 

Lorsque 𝑍 zones sont considérées et que l’on discrétise les intégrales, l’autospectre de 

vitesse s’écrit : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) ≈∑ ∑ ∑ 𝐻𝑣
∗(𝒙, 𝒙, 𝜔) Γ𝜁(𝒙 − 𝒙,𝜔) 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙, 𝜔)𝛿𝒙𝛿𝒙

𝒙̃̃∈𝜒𝜁𝒙̃∈𝜒𝜁

𝑍

𝜁

 (4.4)   

où Γ𝜁(𝒙̃ − 𝒙̃̃, 𝜔) est l’interspectre de pression pariétale associé à la couche limite sur la zone 𝜁.  

En pratique les paramètres de CLT sont moyennés sur la zone pour ensuite pouvoir appliquer 

les modèles d’interspectre. La distribution de points d’excitation 𝜒𝜁  peut alors être définie par zone 

et obéit aux critères de discrétisation propres à la zone, tels que nous les avons définis 

précédemment. Dans la direction transversale le pas spatial 𝛿𝑧𝜁  sera donc basé sur la longueur de 

cohérence 𝐿𝑧𝜁, et dans la direction longitudinale, 𝛿𝑥𝜁  sera basé sur 𝜆𝑐𝜁.  

La méthode PTF est ensuite appliquée pour calculer les fonctions de transfert 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃, 𝜔) à 

partir des distributions de points sur la structure entière. Les sommations sur les nombres d’onde et 

sur les zones de l’équation (4.4) permettent alors d’obtenir la réponse en vitesse. Cette méthode est 

appelée la « méthode spatiale par zones ». Notons que le même processus peut être appliqué pour 

calculer le spectre de pression rayonnée 𝑆𝑝𝑝(𝒙,𝜔), en utilisant les fonctions de transfert de pression 

𝐻𝑝(𝒙, 𝒙̃, 𝜔). 
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4.2.3.2. Méthode des ondes planes généralisées par zones 

En reprenant l’équation (4.3) et en appliquant le même calcul que dans la partie 3.3.2.1, 

l’autospectre de vitesse vibratoire peut s’exprimer en fonction des interspectres en fréquence-

nombre d’onde Φ𝑝𝑝𝜁
(𝒌, 𝜔) associés à chaque zone 𝜁 : 

𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) ≈ ∫ |𝐻𝑣1(𝒙, 𝒌, 𝜔)|
2
Φ𝑝𝑝1

(𝒌, 𝜔)𝑑𝒌

+∞

−∞

+ ∫ |𝐻𝑣2(𝒙, 𝒌, 𝜔)|
2
Φ𝑝𝑝2

(𝒌, 𝜔)𝑑𝒌

+∞

−∞

 (4.5)   

𝐻̃𝑣𝜁(𝒙, 𝒌, 𝜔) = ∫ 𝐻𝑣(𝒙, 𝒙̃, 𝜔)𝑒
−𝑗𝒌𝒙̃𝑑𝒙̃

Σ𝜁
 désigne alors la fonction de sensibilité de la structure 

pour le champ d’ondes planes généralisées excitant uniquement la zone 𝜁. 

Lorsque 𝑍 zones sont considérées et que l’on discrétise les intégrales, l’autospectre de 

vitesse s’écrit : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) ≈
1

4𝜋2
∑∑|𝐻𝑣𝜁(𝒙, 𝒌, 𝜔)|

2

Φ𝑝𝑝𝜁
(𝒌, 𝜔)𝛿𝒌

𝒌∈𝐾

𝑍

𝜁

 (4.6)   

Le spectre de vitesse peut donc être approché à partir de la somme des contributions par 

zones d’excitation par la méthode des ondes planes généralisées. Cette méthode pourra être 

appelée « méthode des ondes planes généralisées par zones ». L’hypothèse de troncature de la 

structure en zones d’excitation faite dans la méthode spatiale par zones est reportée dans ce calcul, 

et les termes négligés dus à l’hypothèse d’interspectre nul entre deux zones auront donc la même 

influence que dans la méthode spatiale.  

Les fonctions de sensibilité peuvent être calculées par PTF en considérant un jeu d’ondes 

planes sur chacune des différentes zones. En appliquant l’hypothèse de troncature des hauts 

nombres d’onde, le nombre d’onde maximum 𝑘𝑚𝑎𝑥 de la gamme d’ondes planes est fixé selon le 

nombre d’onde de flexion modal de la plaque 𝑘𝑓𝑐 et est donc indépendant des propriétés des 

excitations par zones. On peut ainsi définir un ensemble d’ondes planes généralisées identique pour 

chaque zone. Cette méthode permettra ainsi une réduction du temps de calcul et du coût en espace 

mémoire par rapport à la méthode spatiale comme observé dans le Chapitre 3. 

4.2.3.3. Méthode des réalisations d’ondes planes décorrélées par zones 

A partir de l’approche par ondes planes par zones, le processus de calcul pour la méthode 

des réalisations d’ondes planes peut être appliqué par zone. En pratique la pression bloquée 

𝑝̃𝑟;𝜁(𝒙,𝜔) excitant la plaque en 𝒙 est définie par réalisation et par zone en fonction de l’interspectre 

de fluctuations de pression associé à la zone.  
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En reprenant le raisonnement détaillé dans la partie 3.3.4, 𝑝̃𝑟;𝜁(𝒙, 𝜔) la pression bloquée en 

un point 𝒙 de la zone 𝜁 pour la réalisation 𝑟 s’exprime par : 

 𝑝𝑟;𝜁(𝒙, 𝜔) = ∑𝑒−𝑗𝒌𝒙𝑒𝑗𝜓𝒌 ; 𝒓
𝜁
√Φ𝑝𝑝𝜁

(𝒌, 𝜔)

2𝜋
𝛿𝒌

𝒌∈𝐾

 
∀ 𝑥 ∈ Σ𝜁  (4.7)   

avec 𝜓𝒌 ; 𝑟
𝜁

 la phase aléatoire associée à l’onde plane de nombre d’onde 𝒌 et de la réalisation 𝑟 

excitant la zone 𝜁.  

Pour chaque réalisation 𝑟, la pression bloquée est ainsi définie sur toute la plaque. La 

méthode PTF est alors utilisée pour calculer la réponse vibro-acoustique à ce champ de pression 

excitateur. Dans un second temps, la réponse de la structure induit par la CLT peut être déduite en 

moyennant les réponses sur les réalisations. Cette méthode de calcul sera ainsi appelée « méthode 

par réalisations d’ondes planes décorrélées par zones ». 

4.2.4. Etude de l’influence de la troncature de l’excitation par zones 

Pour étudier l’influence de la décomposition en zones, l’excitation est considérée homogène 

sur toute la plaque et les résultats des méthodes proposées obtenus en découpant la surface excitée 

en différentes zones sont comparés à ceux d’un calcul avec une seule zone. Cette comparaison 

permet ainsi d’étudier l’influence des corrélations des pressions fluctuantes entre les différentes 

zones que l’on a négligées. Les interspectres Φ𝑝𝑝𝜁
(𝒌, 𝜔) sont donc égaux pour toute valeur de 𝜁, et 

sont calculés à partir des paramètres de CLT indiqués dans le Tableau 4.3.  

Pour comparer les calculs au cas à 1 zone, on considère les cas à 4 zones identiques puis 8 

zones identiques. Les tailles de zones dans la direction longitudinale sont égales à 𝑎𝜁 = 2.3 𝑚 dans le 

cas à 4 zones, et 𝑎𝜁 = 1.15 𝑚 dans le cas à 8 zones. Les calculs sont effectués avec la méthode des 

ondes planes généralisées, et en appliquant le modèle de Corcos dans un premier temps, puis le 

modèle de Chase 1987. Pour le cas où l’excitation est calculée par le modèle de Corcos, les spectres 

de vitesse et de pression rayonnée obtenus sont représentés en Figure 4.9. Les résultats montrent 

que la troncature des interspectres influence les niveaux en basses fréquences. Les écarts diminuent 

rapidement avec la fréquence et les spectres sont très proches à partir de 10 𝐻𝑧.  

Nous pouvons mettre ces écarts en relation avec les longueurs de corrélation du modèle 

dans la direction longitudinale 𝐿𝑥 = 𝑈𝑐/𝛼𝜔, tracées en Figure 4.11 en fonction de la fréquence. On 

peut établir une règle empirique selon laquelle les zones doivent être supérieures ou égales au 

double de la longueur de corrélation du modèle, ici à partir de 10 𝐻𝑧.  
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Figure 4.9 : Influence de la décomposition de la structure en zones d’excitation avec le modèle de 
Corcos ; Comparaison entre le cas à 1 zone, et les cas à 4 et 8 zones identiques avec excitation 
homogène. a. : Vitesse moyenne de la plaque ; b. : Pression rayonnée moyennée sur une demi-

sphère de rayon 𝑅 = 100 𝑚. 

Les calculs sont maintenant effectués en utilisant le modèle de Chase 1987. On observe en 

Figure 4.10 que des écarts significatifs, allant jusqu’à 15 𝑑𝐵, apparaissent aux fréquences inférieures 

à 20 𝐻𝑧 pour la réponse vibratoire de la plaque et la pression rayonnée en champ lointain.  

Pour tenter d’expliquer ces écarts, nous avons calculé les fonctions de cohérence Γ(𝜉𝑥 , 𝜉𝑧, 𝜔) 

du modèle de Chase pour en tirer les longueurs de corrélation correspondant à une décroissance de 

𝑒−1. Les fonctions de cohérence sont calculées par transformées de Fourier spatiale inverse de 

l’interspectre dans l’espace des nombres d’onde, sans considérer de troncature des hauts nombres 

d’onde. Les longueurs de corrélation longitudinales 𝐿𝑥 sont calculées pour une décroissance de 1/𝑒 

des fonctions de cohérence |Γ(𝜉𝑥 , 0, 𝜔)/Γ(0,0,𝜔)| en fonction de la séparation 𝜉𝑥. On observe en 

Figure 4.11 que la valeur de 𝐿𝑥 issues du modèle de Chase est supérieure à celle du modèle de 

Corcos à partir de 7 𝐻𝑧 mais reste bien inférieure en très basses fréquences.  
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Figure 4.10 : Influence de la décomposition de la structure en zones d’excitation avec le modèle 
de Chase 1987 ; Comparaison entre le cas à 1 zone, et les cas à 4 et 8 zones identiques avec 

excitation homogène. a. : Vitesse moyenne de la plaque ; b. : Pression rayonnée moyennée sur 
une demi-sphère de rayon 𝑅 = 100 𝑚. 

 

Figure 4.11 : Longueurs de corrélation du modèle de Corcos dans la direction longitudinale à 
l’écoulement. 

Les écarts aux fréquences inférieures à 7 𝐻𝑧 sont à ce stade difficiles à interpréter du fait du 

nombre de paramètres entrant en jeu. Une des raisons pourrait être liée aux irrégularités des 

interspectres de fluctuations de pression. En effet la validité des modèles d’interspectre est de 

manière générale remise en question lorsque les longueurs de corrélation sont beaucoup plus 

élevées que l’épaisseur de couche limite (i.e. 𝜔𝛿/𝑈𝑒 ≪ 1). Dans le modèle de Chase [25] en 

particulier, l’allure du spectre est modifiée dans la zone subconvective, définie par les nombres 

d’onde 𝒌 ≳ (𝑏𝛿)−1 où 𝑏 est une constante, du fait du théorème de Kraichnan-Phillips. En basses 

fréquences, le pic de convection est confondu avec cette zone identifiée par 𝒌 ≳ (𝑏𝛿)−1 et son allure 

se trouve modifiée. Ces hypothèses faussent les fonctions de cohérence du modèle de Chase 
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obtenues par transformée de Fourier spatiale inverse.  La Figure 4.12 montre un exemple de 

fonctions de cohérence à 5 𝐻𝑧 et on peut observer des niveaux plus élevés aux grandes séparations 

spatiales 𝜉𝑥 pour le modèle de Chase, ce qui peut en partie expliquer les écarts sur la réponse vibro-

acoustique. Pour ce modèle il faut donc garder à l’esprit qu’un critère de validité 𝜔𝑏𝛿/𝑈𝑒 ≫ 1 doit 

être respecté, ce qui correspond à 𝑓 ≫ 10 𝐻𝑧 dans ce cas.  

 

Figure 4.12 : Comparaison entre les modèles de Corcos et de Chase à 5 𝐻𝑧 ; a. : Interspectres en 

nombres d’onde pour 𝑘𝑧 = 0 ; b. : Fonctions de cohérence obtenue par transformée de Fourier 
spatiale inverse. 

Aux fréquences supérieures à 10 𝐻𝑧 dans le domaine de validité du modèle de Chase, l’écart 

entre la longueur de corrélation du modèle de Chase et celle du modèle de Corcos peut expliquer les 

écarts sur la réponse vibro-acoustique. Les spectres en Figure 4.10 sont en effet très proches à partir 

de 20 𝐻𝑧, et nous pouvons dans ce cas aussi utiliser la règle selon laquelle la taille des zones doit être 

plus grande que 2𝐿𝑥 (en restant dans le domaine de validité du modèle de Chase). 

4.2.5. Application – Mise en évidence de l’influence de l’évolution spatiale 

de la CLT sur la réponse vibro-acoustique 

Pour étudier l’influence de l’évolution spatiale de la CLT, les deux méthodes par ondes planes 

généralisées et par réalisations d’ondes planes décorrélées sont considérées. La méthode des ondes 

planes généralisées par zones présente l’avantage de pouvoir séparer les contributions de chaque 

zone d’excitation, contrairement à la méthode par réalisations d’ondes planes. En effet lorsque les 

PTF sont calculées, la contribution de l’excitation sur une zone peut être calculée en appliquant 

l’équation (4.6) avec un interspectre nul sauf sur la zone d’intérêt. Ainsi nous verrons que cette 

décomposition des contributions par zones peut être intéressante pour la compréhension des 

résultats vibro-acoustique. La méthode par réalisations d’ondes planes présente l’avantage de 

réduire le nombre de cas de chargements. 

L’ensemble de zones défini pour cette étude est basé sur la variation de l’autospectre calculé 

par le modèle de Rozenberg le long du profil, en minorant la taille des zones par 1 𝑚. En se reportant 

à la Figure 4.3, les régions où les variations des spectres sont les plus fortes se trouvent en début et 
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en fin de profil. Les tailles des zones sont donc réduites dans ces régions, et plus larges au niveau du 

centre du profil où le rayon de courbure de la structure est plus élevé.  

Nous indiquons dans le Tableau 4.4 les dimensions de chacune des zones dans la direction de 

l’écoulement, qui sont également représentées le long du profil de massif en Figure 4.13. Les 

autospectres obtenus avec le modèle de Rozenberg sont tracés pour le cas à 6 zones en Figure 4.13. 

Les tendances observées rejoignent bien celles observées sur les spectres continus de la Figure 4.3. 

Les longueurs de corrélation longitudinales 𝐿𝑥 issues des fonctions de cohérence de chaque zone 

sont tracées en Figure 4.14 et permettent de s’assurer que le critère sur la taille des zones est 

respecté pour tous les interspectres à partir d’environ 30 𝐻𝑧. 

Zone 1 2 3 4 5 6 

Longueur (m) 1 2 2 2 1.11 1.11 

Tableau 4.4 : Longueur des zones dans la direction longitudinale à l’écoulement, cas à 6 zones. 

 

 

Figure 4.13 : Répartition des zones le long du profil de massif et autospectres de fluctuations de 
pression pariétale calculés avec le modèle de Rozenberg par zones. 
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Figure 4.14 : Longueurs de corrélation du modèle de Chase pour chaque interspectre par zones. 

Les spectres de vitesse moyenne et de pression rayonnée en champ lointain obtenus par la 

méthode des ondes planes généralisées pour les cas à 1 zone et à 6 zones sont comparés en Figure 

4.15 : l’influence de l’évolution spatiale de la CLT est observable à partir d’environ 100 𝐻𝑧, où le 

calcul à 6 zones donne des niveaux plus faible que le cas à 1 zone, avec des écarts allant jusqu’à 

environ 8 𝑑𝐵 à 500 𝐻𝑧. Ces mêmes écarts se retrouvent sur les spectres de puissance rayonnée, 

tracés en Figure 4.16. 

Ces écarts sont expliqués par les spectres résultant des contributions de chaque zone 

d’excitation, tracés en Figure 4.17 a. Le lien peut être fait avec les autospectres représentés en Figure 

4.17 b correspondant aux excitations de chaque zone. Par exemple à partir de 100 𝐻𝑧, l’autospectre 

de la zone 6 diminue nettement, et l’on retrouve cette tendance sur la contribution de la réponse en 

vitesse lorsque seule la zone 6 est excitée. Les niveaux de vitesse dépendent également de la position 

de l’excitation le long du profil, et la réponse n’est pas proportionnelle aux autospectres de chaque 

zone mais les principales tendances sont retrouvées ce qui permet de faire le lien entre l’excitation et 

la réponse de la plaque.  

 

Figure 4.15 : Réponses vibro-acoustique de la plaque calculées par la méthode par ondes planes ; 
Comparaison entre les cas 1 zone et 6 zones. Excitation calculée avec le modèle de Chase. a. : 

Vitesse moyenne ; b. : Pression rayonnée moyennée sur une demi-sphère de rayon 𝑅 = 100𝑚. 
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Figure 4.16 : Spectres de puissance rayonnée calculée par la méthode des ondes planes 
généralisées par zones ; Comparaison entre le cas à 1 zone et le cas à 6 zones avec variation des 

paramètres de CLT. 

 

Figure 4.17 : a. : Contributions par zones au spectre de vitesse avec la méthode des ondes planes 
généralisées pour le cas à 6 zones d’excitation. Excitation calculée avec le modèle de Chase. b. : 

Autospectres de fluctuations de pression pariétale calculés à partir des paramètres de CLT 
moyennés par zones, avec le modèle de Rozenberg. 

 

Les mêmes calculs sont effectués avec la méthode par réalisations d’ondes planes. On 

observe Figure 4.18 que les résultats sont bien similaires par rapport à la méthode par ondes planes 

pour les cas à 1 zone et à 6 zones d’excitation. Les temps de calcul sont sensiblement équivalents 

entre les deux méthodes, avec un léger gain par la méthode des réalisations d’ondes planes 

décorrélées par zones. Ce gain est diminué par rapport au cas étudié dans le Chapitre 3, ce qui peut 

notamment être dû aux tailles des matrices de pression bloquées lorsque plusieurs zones sont 

considérées. Le nombre de cas de chargement reste néanmoins faible avec cette méthode (i.e. 

nombre de réalisation). Dans le cas où les calculs vibro-acoustiques sont réalisés à partir d’un code 
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« externe », ce nombre de cas de chargement peut devenir un élément important sur les 

performances du processus de calcul. 

 

Figure 4.18 : Réponses vibro-acoustique de la plaque calculées par la méthode par réalisations 
d’ondes planes ; Comparaison entre les cas 1 zone et 6 zones. Excitation calculée avec le modèle 
de Chase a. : Vitesse moyenne ; b. : Pression rayonnée moyennée sur une demi-sphère de rayon 

𝑅 = 100𝑚. 

Pour conclure, les deux méthodes par ondes planes généralisées par zones et par réalisations 

d’ondes planes décorrélées par zones ont pu être testées sur le cas test avec évolution spatiale de la 

CLT. Les critères à respecter pour les tailles de zones représentent une limitation en basses 

fréquences, où la décomposition en zones peut avoir une influence. Aux fréquences plus élevées 

nous avons néanmoins pu observer l’impact de l’évolution spatiale de la CLT sur la réponse vibro-

acoustique de la structure. 

4.3. Développement par zones du calcul de la puissance injectée 

pour un modèle SEA 

Nous reprenons dans cette partie les différentes approches de calcul développées dans le 

Chapitre 3 pour estimer la puissance injectée à la structure par la CLT en prenant en compte 

l’évolution de celle-ci. Le même cas du profil de massif est considéré, et le calcul sur plaque finie 

d’une part et sur plaque infinie d’autre part sont développées par zones d’excitation. 

4.3.1. Développement par zones du calcul sur la plaque finie 

On reprend ici la démarche de calcul du paragraphe 3.4.2 du chapitre précédent en 

l’adaptant à la méthode des ondes planes par zones. Les calculs font alors apparaître les fonctions 

modales définies pour chaque zone : 

 𝑤̃𝑚𝑛;𝜁(𝒌) = ∫ 𝑒𝑗𝒌𝒙̃𝑤𝑚𝑛(𝒙)𝑑𝒙

Σp

 (4.8)   
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Ces fonctions 𝑤̃𝑚𝑛𝜁(𝒌) sont obtenues analytiquement pour le cas de la plaque plane 

simplement supportée sur ses quatre bords. Après discrétisation des intégrales et tout calcul fait, le 

spectre de vitesse moyenné spatialement s’écrit : 

𝑆𝑣̅𝑣(𝜔) =
1

16𝜋2
∑∑|𝐻𝑚𝑛(𝜔)|

2∑ ∫ Φ𝑝𝑝𝜁
(𝒌, 𝜔) |𝑤̃𝑚𝑛𝜁(𝒌)|

2

𝑑𝒌

+∞

−∞𝜁𝑛𝑚

 (4.9)   

avec 𝐻𝑚𝑛(𝜔) = 𝑗𝜔/[𝑀𝑚𝑛(𝜔𝑚𝑛
2 −𝜔2 + 𝑗𝜂𝑠𝜔𝜔𝑚𝑛)].  

Avec l’hypothèse selon laquelle les nombres d’onde à forte contribution pour la réponse 

vibro-acoustique sont proches du nombre d’onde de flexion équivalente de la plaque 𝑘𝑓;𝑒𝑞 (voir 

partie 3.4.2.2), on peut écrire : 

𝑆𝑣̅𝑣(𝜔) =
1

16𝜋2
∑∑|𝐻𝑚𝑛(𝜔)|

2∑Φ𝑝𝑝𝜁
(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔) ∫ |𝑤̃𝑚𝑛𝜁(𝒌)|

2

𝑑𝒌

+∞

−∞𝜁𝑛𝑚

 (4.10)   

Le terme intégral de 𝑤̃𝑚𝑛𝜁(𝒌) est calculé à partir de l’égalité de Parseval par zones (en 

considérant une déformée nulle lorsque 𝒙̃ n’appartient pas à la zone 𝜁) : 

 ∫ |𝑤̃𝑚𝑛𝜁(𝒌)|
2

𝑑𝒌

+∞

−∞

= 4𝜋2 ∫|𝑤𝑚𝑛(𝒙)|
2𝑑𝒙

Σ𝜁

 (4.11)   

Dans le cas de la plaque simplement appuyée sur ses quatre bords, l’expression (4.11) se 

calcule à partir de la déformée modale analytique. Le calcul du spectre de vitesse par l’expression 

(4.10) est alors appliqué pour le cas à 1 zone et le cas à 6 zones dont les dimensions sont indiquées 

dans le Tableau 4.4.  

Les spectres obtenus sont présentés en Figure 4.19 et comparés aux résultats des calculs PTF 

avec la méthode des ondes planes généralisées par zones. Les spectres sont tracés à partir de 50 𝐻𝑧 

de manière à avoir assez de modes pour être dans le domaine d’application de la méthode SEA sur ce 

cas. Le Tableau 4.5 montre en effet que le nombre de mode est supérieur à 10 à partir de la bande 

de fréquence centrée à 50 𝐻𝑧. Les méthodes sont en bon accord pour le cas à 1 zone ainsi que pour 

le cas à 6 zones avec évolution spatiale de la CLT. Cela nous permet donc de valider les méthodes 

entre elles, que ce soit avec une excitation homogène ou avec une excitation variant spatialement.  

Fréquence 

centrale (Hz) 
20 25 31.5 40 50 63 80 100 

Nombre de 

modes 
8 6 6 6 14 14 14 24 

Tableau 4.5 : Nombre de modes par bandes de tiers d’octave. 
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Figure 4.19 : Spectres de vitesse moyenne de la plaque, comparaison entre les calculs par 
méthode des ondes planes et les calculs sur plaque finie pour les cas à 1 zone et à 6 zones. 

 

4.3.2. Développement par zones du calcul sur plaque infinie 

Le calcul de la réponse vibratoire effectué à partir de l’hypothèse de plaque infinie (partie 

3.4.3) peut être adapté simplement au cas avec zones à partir de l’expression (3.69). La réponse 

vibratoire totale est calculée avec : 

 〈𝑆𝑣𝑣〉 =∑〈𝑆𝑣𝑣(𝜔)𝜁〉
Σ𝜁

Σ𝑝
𝜁

 (4.12)   

Les puissances injectées à la structure par la CLT sont calculées par chacune de ces deux 

approches en utilisant 〈𝑆𝑣𝑣〉 et l’expression (3.41) du chapitre précédent. Les résultats sont comparés 

en Figure 4.20 dans la bande de fréquences [50 𝐻𝑧 ; 8 𝑘𝐻𝑧], et montrent une bonne concordance 

entre le calcul sur plaque infinie et le calcul sur plaque finie avec l’hypothèse Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 𝑘𝑧, 𝜔) ≈

Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓;𝑒𝑞 , 0, 𝜔), pour les deux cas d’excitation. On retrouve les écarts générés par la prise en 

compte de l’évolution de la CLT, qui sont reportés sur les niveaux de puissance injectée.  

On constate en outre que les tendances s’inversent à partir d’environ 2.5 𝑘𝐻𝑧 entre le cas à 

1 zone et le cas à 6 zones. Cette inversion peut s’expliquer avec les autospectres de pression 

pariétale tracés par zones en Figure 4.21 : la majorité des contributions du cas à 6 zones ont des 

niveaux supérieurs à l’autospectre du cas à 1 zone à partir de 2.5 𝑘𝐻𝑧. La pente plus forte en hautes 

fréquences est en effet présente dès 2 𝑘𝐻𝑧 pour le cas 1 zone. Les niveaux de vitesse moyenne 

résultants se trouvent donc inversés avec des écarts allant jusqu’à 5 𝑑𝐵 sur la gamme de fréquence 

considérée. 

10
2

10
3

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Fréquence (Hz)

V
it
e

s
s
e

 m
o

y
e

n
n

e
 (

d
B

 r
e

f 
1

 n
m

²/
s
²/

H
z
)

 

 
Méthode par OP - 1 zone

Méthode par OP - 6 zones

Calcul plaque finie - 1 zone

Calcul plaque finie - 6 zones



Chapitre 4. Prise en compte de l’évolution spatiale de l’excitation hydrodynamique dans le 
calcul vibro-acoustique 

 

146 
 

 

Figure 4.20 : Puissance injectée à la structure par la CLT ; Comparaison entre le calcul modal 
avec réduction de l’excitation et le calcul par hypothèse de la plaque infinie, pour les cas à 1 zone 

et à 6 zones d’excitation. 

 

Figure 4.21 : Autospectres calculés par le modèle de Rozenberg pour chaque zone d’excitation. 
Comparaison à l’autospectre du cas 1 zone. 

Enfin dans le but de valider les approches entre elles, on compare les niveaux de pression 

rayonnée en champ lointain (sur une demi-sphère de rayon 100m) obtenus pour le cas à 1 zone par 

la méthode par réalisations d’ondes planes avec ceux obtenus à partir des calculs simplifiés de 〈𝑆𝑣𝑣〉 

et de l’expression de la puissance rayonnée dans le fluide (approximation des ondes planes et Eq. 

(3.35) et (3.36)). Les niveaux de 〈𝑆𝑝𝑝〉 sont tracés en Figure 4.22. Nous constatons un bon accord à 

partir d’environ 200 𝐻𝑧 entre les deux calculs, avec des écarts inférieurs à 2𝑑𝐵 ou moins. Aux 

fréquences inférieures, les écarts peuvent atteindre environ 4𝑑𝐵 mais les tendances principales sont 

bien retrouvées par le calcul simplifié du spectre de vitesse moyenne et l’approche SEA. Ces écarts 
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pourraient être dus d’une part aux tailles de pavés qui ont été augmentées pour le calcul PTF, et 

d’autre part aux hypothèses des calculs simplifiés pour la SEA sur le terme excitateur et les nombres 

d’onde prépondérants. 

 

Figure 4.22 : Niveaux de pression rayonnée par bandes de fréquence, moyennée sur une demi-
phère de rayon 𝑅 = 100𝑚 pour le cas à 1 zone ; Comparaison entre les calculs PTF et les calculs 

simplifiés. 

Ces deux méthodes de calcul permettent toutefois de retrouver une estimation des niveaux 

de pression rayonnée lorsque la densité modale de la structure est assez élevée. Dans le cas plus 

général, ces approches peuvent être intégrées dans un calcul SEA plus complexe, en calculant la 

puissance injectée pour chaque sous-système en contact avec l’écoulement. De plus, l’avantage de 

ces méthodes réside dans le fait que les calculs sont très rapides, notamment le calcul sur plaque 

infinie, tout en permettant de prendre en compte l’évolution spatiale de la CLT sur la structure.  

4.4. Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons étudié une technique pour prendre en compte l’influence de 

l’évolution spatiale de la CLT sur la réponse vibro-acoustique de la structure. Le cas d’un écoulement 

en eau sur un profil de massif de sous-marin est représentatif des applications industrielles navales, 

et nous avons pu voir que la prise en compte des variations spatiales des spectres de fluctuations de 

pression est importante pour bien décrire le comportement vibratoire résultant.  

Les méthodes d’introduction de l’excitation dans des modèles vibro-acoustiques présentées 

dans le Chapitre 3 ont été adaptées afin de décomposer l’excitation par zones réparties le long de la 

structure. Les méthodes par ondes planes et par réalisations d’ondes planes ont été testées dans un 

cas représentatif du cas classique, où les paramètres de CLT sont moyennés sur toute la structure, 

puis dans un cas à plusieurs zones avec une évolution des paramètres de CLT et des spectres de 

pression pariétale associés. 
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Nous avons mis en évidence une limitation de la décomposition en zones d’excitation en 

basses fréquences. La taille des zones ne doit en effet pas être trop petite par rapport aux longueurs 

de corrélation. Dans le cas contraire, les corrélations des pressions fluctuantes que l’on néglige par la 

décomposition en zones sont grandes ce qui conduit à des résultats erronés. Cette limitation dépend 

du modèle d’interspectre considéré (i.e. des fonctions de cohérence spatiale) mais nous avons pu 

voir que les écarts résultants ne sont présents qu’en très basses fréquences, où les longueurs de 

corrélation sont relativement grandes. On note également qu’aux basses fréquences, la validité des 

modèles d’interspectres doit être vérifiée pour appliquer les méthodes par zones. 

L’influence de l’évolution de la CLT a été étudiée pour les fréquences qui ne sont pas 

impactées par la décomposition en zones d’excitation. Pour cela, les calculs entre les cas à zones 

multiples et à une seule zone ont été comparés et nous avons pu observer que l’évolution de la CLT 

induit des écarts en hautes fréquences, que l’on peut mettre en relation avec les autospectres de 

pression pariétale associés à chaque zone. 

Les méthodes de calcul de puissance injectée à la structure par la CLT ont également été 

adaptées de manière à introduire l’excitation par zones. Les calculs ont pu être validés par rapport 

aux calculs PTF, et les puissances injectées obtenus par les deux approches ont permis de retrouver 

les tendances dues à l’évolution spatiale de la CLT. Ces approches permettent ainsi d’avoir les 

niveaux moyens de puissance injectée, qui peuvent ensuite être introduits dans un modèle SEA plus 

complexe. Elles permettent en outre d’avoir le niveau vibratoire moyen de la plaque pour un temps 

de calcul très court. 

Globalement nous pouvons retenir que la prise en compte de l’évolution spatiale de la CLT 

dans le calcul vibro-acoustique est rendue possible par ces différentes méthodes, et que les écarts 

avec le cas d’excitation homogène peuvent être relativement importants. Néanmoins on retiendra 

également que les incertitudes sur la modélisation de l’excitation restent un inconvénient pour la 

méthodologie globale, que ce soit sur l’estimation des autospectres ou des interspectres de 

fluctuations de pression pariétale. De plus dans certaines configurations d’écoulement, comme 

notamment les écoulements à gradient favorable ou les cas particuliers de couche limite comme la 

zone en début de profil dans l’exemple du massif de sous-marin, les modèles d’excitation ne sont pas 

adaptés et la réponse vibro-acoustique pourrait en être impactée. Une des principales perspectives à 

notre étude porterait donc sur les moyens de modéliser l’excitation de façon plus précise pour ces 

cas particuliers. 
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Conclusion et perspectives 

Conclusion générale 

Ce travail de recherche a porté sur la modélisation de la réponse vibro-acoustique d’une 

structure soumise à une couche limite turbulente. Dans le cadre de la conception d’engins sous-

marins, la prédiction numérique du bruit d’origine hydrodynamique représente un enjeu important, 

en particulier face aux difficultés de mesures expérimentales dans des conditions réelles. Dans ce 

contexte, une méthodologie numérique de prédiction du rayonnement acoustique d’une structure 

excitée par une CLT a été proposée, avec d’une part la caractérisation de l’écoulement turbulent et 

des fluctuations de pression pariétale, et d’autre part l’introduction de l’excitation par la CLT dans 

des modèles vibro-acoustiques. 

La première problématique de la caractérisation de l’excitation de la structure par la CLT a 

été abordée dans un cas d’écoulement présentant un gradient de pression statique. Les variations 

significatives des paramètres d’écoulement et des fluctuations de pression pariétale dues au gradient 

de pression ont pu être mises en évidence dans la configuration d’écoulement tirée du projet 

expérimental ENABLE. D’une part les niveaux des autospectres sont nettement influencés par le 

gradient de pression, avec une baisse en gradient favorable et un déplacement de l’énergie vers les 

basses fréquences en gradient adverse. D’autre part nous avons pu observer que la vitesse de 

convection et les longueurs de corrélation spatiale des fluctuations de pression, tirées des mesures 

d’interspectre spatial, sont également impactées par le gradient de pression. Une généralisation des 

tendances en fonction des valeurs de gradient de pression est cependant délicate du fait des 

difficultés de mesures et de la non-linéarité des variations par rapport aux valeurs du gradient de 

pression. Le second objectif de cette étude a été de tester les modèles semi-empiriques 

d’autospectres et d’interspectres de pression fluctuante. Ainsi après validation des calculs 

d’écoulement moyen par méthode RANS, nous avons pu voir que les modèles de Goody et de 

Rozenberg peuvent être utilisés selon la configuration d’écoulement, malgré les écarts dus aux 

difficultés de prise en compte du gradient de pression. Pour modéliser l’interspectre en fréquence-

nombre d’onde, les modèles de Corcos et de Chase 1987 ont été considérés. Nous avons ainsi pu 

mettre en évidence les variations des niveaux entraînées par le gradient de pression, en particulier 

dans les bas nombres qui jouent un rôle prépondérant lorsqu’on calcule la réponse vibro-acoustique 

de la structure. 

La deuxième problématique que nous avons étudiée a porté sur les différentes méthodes 

possibles pour introduire l’excitation de la structure par la CLT, en considérant celle-ci homogène. En 



Conclusion et perspectives 

 

150 
 

partant des formulations classiques de couplage entre les spectres de pression pariétale et les 

fonctions de transfert vibro-acoustiques de la structure, nous avons pu tester les méthodes suivantes 

sur un cas de plaque plane, et en considérant un fluide lourd en vue d’adapter les calculs à des 

applications dans le domaine naval :  

 la méthode spatiale qui a montré une convergence assez lente en fonction de la 

résolution spatiale de l’excitation, et des coûts numériques rapidement élevés ;  

 la méthode des ondes planes généralisées qui permet d’utiliser l’interspectre en 

fréquence-nombre d’onde pour l’excitation et de réduire le nombre de cas de 

chargement et le temps CPU des calculs par rapport à la méthode spatiale ; 

 la méthode par réciprocité onde-point, qui est la plus adaptée lorsqu’on cherche à 

calculer la réponse vibro-acoustique localement en un temps court, le nombre de cas de 

chargement étant réduit au nombre de points récepteurs considéré. Cependant le calcul 

de la réponse vibro-acoustique moyenne nécessite la répétition du processus avec cette 

méthode ;  

 la méthode par réalisations d’ondes planes décorrélées, qui permet de réduire le nombre 

de cas de chargement au nombre de réalisations, qui se révèle être peu élevé pour 

obtenir une convergence. Cette méthode permet ainsi de diminuer le temps CPU des 

calculs de la réponse vibro-acoustique moyenne de la structure, par rapport à la 

méthode des ondes planes généralisées. 

Dans un second temps à partir de la formulation de la méthode des ondes planes 

généralisées, deux approches pour calculer la puissance injectée à la structure par la CLT ont été 

proposées en vue d’appliquer ensuite un modèle SEA sur des structures plus complexes. Les 

hypothèses simplificatrices permettent d’obtenir des formulations analytiques de la puissance 

injectée par bandes de fréquence très simples à mettre en œuvre, et de réduire considérablement 

les coûts numériques. Ces approches sont adaptées au cas d’une plaque plane simplement appuyée 

sur ses quatre bords, mais d’autres configurations de structure simple peuvent à priori être traitées, 

la sensibilité de la réponse vibro-acoustique aux conditions aux limites et à la courbure de la plaque 

étant faible en hautes fréquences. 

Ces différentes méthodes ont en dernier lieu pu être adaptées de manière à prendre en 

compte une évolution spatiale de la CLT dans le calcul vibro-acoustique. Une décomposition de 

l’excitation en zones permet de faire varier l’interspectre de fluctuations de pression pariétale en 

fonction des paramètres de couche limite sur chaque zone. Cette approche nécessite de négliger les 

corrélations entre les zones. L’influence de cette hypothèse a été observée en basses fréquences et 

nous avons pu établir que la taille des zones doit être supérieure au double de la longueur de 

corrélation (basée sur le modèle de Corcos). En respectant ce critère et en se plaçant dans le 

domaine de validité du modèle de Chase 1987, privilégié pour estimer les niveaux des interspectres 

dans la région des bas nombres d’onde, nous avons ensuite pu montrer l’intérêt de la méthode dans 

la prise en compte de l’évolution spatiale de la CLT. Cette approche de décomposition de l’excitation 

a pu montrer son intérêt dans un cas test proche des applications industrielles dans le domaine 

naval, par une comparaison entre le cas classiquement considéré d’excitation homogène et le cas où 

la couche limite évolue le long de la structure.  
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Perspectives 

Des perspectives peuvent être envisagées à la fois sur les méthodes de modélisation des 

fluctuations de pression pariétale et sur les calculs vibro-acoustiques.  

D’une part nous avons pu voir que l’analyse et la prédiction de la pression fluctuante 

pariétale restent très difficiles dans des configurations d’écoulement avec gradient de pression 

statique du fait de la non-linéarité des tendances en fonction du gradient. Pour progresser sur ce 

point, des études empiriques de l’influence du gradient de pression peuvent être menées à l’aide par 

exemple des résultats du projet ANR SONOBL [114], et notamment sur les cas de gradient favorable 

encore peu documentés pour la modélisation des autospectres. En outre, d’autres approches 

pourraient être approfondies pour la modélisation des niveaux des autospectres et des interspectres. 

On pense notamment aux approches statistiques [53][126][108] qui permettent d’avoir les spectres 

de pression pariétale à partir des données de turbulence et des paramètres d’écoulement obtenus 

par calcul RANS.  

Concernant les calculs vibro-acoustique en tenant compte des variations spatiales de la CLT, 

des études complémentaires devraient être menées pour étudier la sensibilité de la réponse vibro-

acoustique de la structure en fonction de la variation spatiale des spectres de fluctuations de 

pression pariétale. Un critère de nombre de zones pourrait être établi en fonction des variations des 

autospectres et des fonctions de cohérence spatiale. 

Le processus de calcul basé sur l’approche PTF devra être étendu au rayonnement de 

structures courbes non bafflées. La prise en compte de l’effet de masse ajoutée par le fluide 

directement dans le calcul des fréquences propres a permis , d’une part  de contourner l’obstacle sur 

la taille des pavés rencontré dans la thèse de Mathieu Aucejo et d’autre part, d’accélérer 

significativement les calculs. Les impédances par pavés traduisant le rayonnement dans l’eau n’ont 

cependant été calculées que pour une surface rayonnante plane et bafflée. Les calculs de ces 

impédances pour une surface rayonnante courbe sont à mener à partir d’une formulation intégrale 

du problème. Le processus de calcul permettrait alors d’estimer la pression rayonnée d’une structure 

telle que le massif de sous-marin à partir de ses modes propres. Il pourrait alors être utilisé pour 

étudier l’impact de différentes conceptions de la structure sur la pression rayonnée quand la 

structure est sollicitée par un écoulement turbulent. 

Un moyen de valider les méthodes que nous avons proposées pour introduire l’excitation CLT 

dans le modèle vibro-acoustique serait de comparer leurs résultats à des données expérimentales, 

comprenant idéalement des mesures d’écoulement et de fluctuations de pression à la paroi, ainsi 

que des mesures vibratoires de la structure. Malgré les difficultés de mise en œuvre, du fait de la 

perte de précision entre les multiples étapes de mesures et les moyens de mesure qui peuvent 

entraîner des incertitudes, il serait intéressant de confronter les résultats numériques sur une 

configuration adaptée au cas réel à des mesures expérimentales pour tenter de retrouver les mêmes 

tendances. 
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Annexe A.  

Mesures ENABLE : Interspectres de fluctuations de pression 
pariétale dans l’espace physique 

Dans l’étude du Chapitre 2 sur la géométrie ENABLE, les mesures d’interspectres de pression 

pariétale sont utilisées pour extraire la vitesse de convection par la phase de l’interspectre puis les 

longueurs de cohérence par son module. Des figures complémentaires sont présentées dans cette 

annexe pour les mesures de phase et de module et les régressions respectives à la fréquence 

𝑓 = 3 𝑘𝐻𝑧. 

La Figure A-1 illustre le fait que la partie linéaire de la phase est restreinte au centre de 

l’antenne de capteurs lorsque la fréquence augmente, ce qui peut limiter la régression linéaire qui 

permet d’avoir la vitesse de convection. On note également que l’intervalle linéaire est plus large au 

centre de la conduite, où le Strouhal est plus faible et l’écoulement plus stable. 

En Figure A-2 et Figure A-3 sont représentés les modules de l’interspectre dans les directions 

longitudinale et transversale respectivement. On constate tout d’abord qu’en comparaison à la 

Figure 2.17 et à la Figure 2.18 à 1𝑘𝐻𝑧 dans le Chapitre 2, la cohérence diminue plus rapidement à 

mesure que la fréquence augmente, ce qui s’explique par la taille plus petite des structures 

turbulentes associées aux hautes fréquences.  

On observe également sur ces figures qu’à 3 𝑘𝐻𝑧, les régressions pour extraire les longueurs 

de corrélation sont difficilement exploitables en début de conduite, en particulier dans la direction 

transversale où la décroissance est rapide en fonction de la séparation spatiale entre les capteurs. 

Cependant les mesures dans la zone de gradient de pression adverse sont plus stables et permettent 

des régressions exponentielles correctes. 
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Figure A-1 : Phases (rad) des interspectres le long de la conduite, 𝑓 = 3𝑘𝐻𝑧.  

Trait plein : Régression linéaire ; o : Mesures. 
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Figure A-2 : Cohérences longitudinales 𝛾𝐿 le long de la conduite. 𝑓 = 3𝑘𝐻𝑧.  

Trait plein : Régression exponentielle ; o : Mesures. 
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Figure A-3 : Cohérences transversales 𝛾𝑇 le long de la conduite. 𝑓 = 3𝑘𝐻𝑧.  

Trait plein : Régression exponentielle ; o : Mesures. 
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Annexe B.  

Calcul des PTF 

Nous détaillons dans cette annexe le calcul des PTF dans le cas d’étude du Chapitre 3, 

correspondant à la plaque plane simplement appuyée sur ses quatre bords et chargée sur un côté 

par un fluide. 

Le calcul des mobilités du sous-système plaque découplé nécessite le calcul de la vitesse 

normale lorsque la plaque est excitée par une pression unitaire 𝑝𝑖
𝑠
 au pavé 𝑖. On cherche ainsi à 

résoudre l’équation du mouvement de Love-Kirchhoff en considérant l’excitation :  

 𝑝(𝑥, 𝑧) = {
𝑝
𝑖

𝑠

0
 

sur le pavé 𝑖 

sur les pavés 𝑘 ≠ 𝑖 
(B.1.)  

La vitesse est obtenue par une décomposition modale de l’équation de mouvement de Love-

Kirchhoff pour les plaques minces en flexion. On en déduit la mobilité 𝑌𝑖𝑀 en un point 𝑀 = (𝑥𝑀 , 𝑧𝑀) 

et la mobilité 𝑌𝑖𝑘  au pavé 𝑘, en réponse à l’excitation au pavé 𝑖 : 

 

𝑌𝑖𝑀
𝑠 =∑∑𝑗𝜔

𝐹𝑚𝑛𝑤𝑚𝑛(𝑥𝑀, 𝑧𝑀)

𝑀𝑚𝑛(𝜔𝑚𝑛
2 − 𝜔2 + 𝑗𝜂𝑚𝑛𝜔𝑚𝑛𝜔)

𝑛𝑚

 

𝑌𝑖𝑘
𝑠 =∑∑𝑗𝜔

𝐹𝑚𝑛 ∫ 𝑤𝑚𝑛𝑑𝑆Σi

𝑀𝑚𝑛(𝜔𝑚𝑛
2 − 𝜔2 + 𝑗𝜂𝑚𝑛𝜔𝑚𝑛𝜔)

𝑛𝑚

 

(B.2.)  

Σ𝑖  est l’aire du pavé 𝑖, 𝜔𝑚𝑛 est la pulsation propre, 𝑤𝑚𝑛 la déformée modale et 𝜂𝑚𝑛 le 

facteur d’amortissement modal. 𝐹𝑚𝑛 et 𝑀𝑚𝑛 désignent respectivement la force généralisée et la 

masse modale, et sont ici calculés analytiquement dans le cas de la plaque appuyée, avec : 

 𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧) = sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) sin (

𝑛𝜋𝑧

𝑏
) (B.3.)  

On a pour une pression excitatrice unitaire : 

 

𝑀𝑚𝑛 = 𝜌𝑠ℎ𝑠 ∫ 𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧)
2𝑑𝑆

Σp

= 𝜌𝑠ℎ𝑠
𝑎𝑏

4
 

𝐹𝑚𝑛 = ∫ 𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧)𝑑𝑆

Σ𝑖

 

(B.4.)  
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Pour le sous-système fluide, le calcul de l’impédance passe par le calcul de la pression 

rayonnée dans le sous-système fluide résultant du déplacement d’un pavé. La pression 𝑝𝑀 en un 

point 𝑀 du fluide en réponse aux vitesses 𝑣𝑄 aux points 𝑄 de la plaque est donnée par l’intégrale de 

Rayleigh : 

 𝑝𝑀 =
𝑗𝜌𝜔

2𝜋
 ∫ 𝑣𝑄

𝑒−𝑗𝑘0‖𝑄𝑀‖

‖𝑄𝑀‖
 𝑑𝑄

Σp

 (B.5.)  

En discrétisant les pavés 𝑖 et 𝑘 en éléments d’indice 𝑙 et 𝑙′ respectivement, l’impédance entre 

une vitesse unitaire au pavé 𝑖 et la pression au pavé 𝑘 s’écrit : 

 𝑍𝑖𝑘
𝑓
≈
𝑗𝜌𝜔

2𝜋
∑∑

𝑒−𝑗𝑘0‖𝑄𝑙𝑀𝑙′‖

‖𝑄𝑙𝑀𝑙′‖
𝑙′𝑙

 (B.6.)  

La singularité rencontrée lorsque 𝑖 = 𝑘 est contournée en approximant le pavé par un piston 

circulaire de rayon 𝑟 = √𝑎𝑖𝑏𝑖/𝜋 avec 𝑎𝑖  et 𝑏𝑖 les dimensions du pavé : 

 𝑍𝑖𝑖
𝑓
~𝜌𝑐0(1 − 𝑒

−𝑗𝑘0𝑟)𝑑𝑆𝑖 
(B.7.)  

L’impédance entre le pavé excité 𝑖 et le point 𝑀′ du fluide s’écrit enfin : 

 𝑍
𝑖𝑀′
𝑓

≈
𝑗𝜌𝜔

2𝜋
∑

𝑒−𝑗𝑘0‖𝑄𝑙𝑀
′‖

‖𝑄𝑙𝑀
′‖

𝑙

 (B.8.)  
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Annexe C.  

Calcul des résonances avec prise en compte de l’effet de masse 
ajoutée par le fluide lourd 

L’effet du couplage entre un fluide lourd et une structure a été l’objet de nombreuses études 

depuis les années 1960, et la notion de masse ajoutée par le fluide a d’abord été introduite de 

manière à déterminer les fréquences de résonance de la structure en prenant en compte ce 

couplage. Une approche souvent reprise pour déterminer ces fréquences de résonance est la 

méthodologie de Lindholm [82] qui permet d’évaluer la masse ajoutée à partir d’une correction 

empirique. Parmi les travaux qui utilisent les résultats de Lindholm comme référence, on peut citer 

l’étude de Liang et al. [81] qui propose une formulation empirique de la masse ajoutée, et celle de 

Wu et al. [141] qui présente une solution analytique des fréquences de résonance et des déformées 

d’une structure sous chargement lourd. L’approche à laquelle nous nous intéressons ici consiste à 

calculer la masse ajoutée par le fluide sur la base modale de la plaque à vide, ce qui rejoint la 

méthode décrite dans le Code Aster [32], ou encore par Vu et al. [135].  

Le calcul des résonances d’une plaque plane de surface Σ𝑝 chargée par un fluide lourd part 

de l’équation du mouvement forcé de Love-Kirchhoff pour une plaque mince en flexion excitée par la 

pression 𝑝(𝑥, 0, 𝑧, 𝑡) exercée par le fluide : 

 𝐷 [
𝜕4

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜕2

𝜕𝑧2
+
𝜕4

𝜕𝑧4
] 𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝜌𝑝ℎ𝑝

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝑝(𝑥, 0, 𝑧, 𝑡) (C.1.)  

En dessous de la fréquence critique, l’effet réactif du fluide correspond à celui de la masse 

ajoutée par le fluide sur la structure [13][76]. Pour déterminer celle-ci, nous considérons que le fluide 

est incompressible, ce qui revient à réduire l’équation d’Helmholtz à l’équation de Laplace : 

 ∆𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0        ∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ω (C.2.)  

où Ω correspond au milieu fluide. On rappelle également l’équation d’Euler à la paroi : 

 
𝜕𝑝

𝜕𝑦
(𝑥, 0, 𝑧) = −𝜌

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑧) ∀(𝑥, 𝑧) ∈ Σp (C.3.)  

La décomposition modale du déplacement normal à la paroi 𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) sur les modes in vacuo 

de la plaque s’écrit : 

 𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) =∑∑𝑤𝑚𝑛
𝑛𝑚

(𝑥, 𝑧)𝑎𝑚𝑛(𝑡) (C.4.)  

où 𝑎𝑚𝑛(𝑡) est l’amplitude du déplacement modal, et 𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧) est la déformée propre.  
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En reportant cette expression dans l’équation d’Euler, on est amené à rechercher le champ 

de pression exercé par le fluide sur la plaque sous la forme [32] : 

 𝑝(𝑥, 0, 𝑧, 𝑡) =∑∑
𝜕𝑎𝑚𝑛

2

𝜕𝑡2
(𝑡)𝑝𝑚𝑛(𝑥, 0, 𝑧)

𝑛𝑚

 (C.5.)  

où 𝑝𝑚𝑛 est une fonction dépendante de 𝑤𝑚𝑛 qui respecte le problème décrit plus bas (voir Eq. 

(C.11.)).  

Cette décomposition modale permet d’effectuer deux calculs : 

 D’une part l’équation (C.1.) se reformule en substituant les formes (C.4.) et (C.5.) : 

∑∑𝐷[
𝜕4

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜕2

𝜕𝑧2
+
𝜕4

𝜕𝑧4
] 𝑎𝑚𝑛(𝑡)𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧) + 𝜌𝑝ℎ𝑝

𝜕𝑎𝑚𝑛
2

𝜕𝑡2
(𝑡)𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧)

𝑛𝑚

 

= −∑∑
𝜕𝑎𝑚𝑛

2

𝜕𝑡2
(𝑡)𝑝𝑚𝑛(𝑥, 0, 𝑧)

𝑛𝑚

 

(C.6.)  

En projetant cette équation sur la déformée du mode (𝑝, 𝑞) et en utilisant ensuite la 

propriété d’orthogonalité des modes, on obtient l’équation suivante : 

𝐾𝑝𝑞𝑎𝑝𝑞(𝑡) + 𝑀𝑝𝑞

𝜕𝑎𝑝𝑞
2

𝜕𝑡2
(𝑡) = −∑∑

𝜕𝑎𝑚𝑛
2

𝜕𝑡2
(𝑡) ∫ 𝑝𝑚𝑛(𝑥, 0, 𝑧)𝑤𝑝𝑞(𝑥, 𝑧)𝑑𝑆

Σp𝑛𝑚

 (C.7.)  

𝐾𝑝𝑞 est la raideur généralisée et 𝑀𝑝𝑞 la masse généralisée du mode (𝑝, 𝑞). L’effort généralisé 

de pression exercé par le fluide est ainsi traduit par le second membre de cette équation. La masse 

ajoutée intermodale s’écrit : 

 𝑀̃𝑚𝑛;𝑝𝑞 = ∫ 𝑝𝑚𝑛(𝑥, 0, 𝑧)𝑤𝑝𝑞(𝑥, 𝑧)𝑑𝑆

Σp

 (C.8.)  

𝑀̃𝑚𝑛;𝑝𝑞 est définie à partir du champ de pression 𝑝𝑚𝑛(𝑥, 𝑧) associé au mode (𝑚, 𝑛) et de la 

déformée 𝑤𝑝𝑞(𝑥, 𝑧) du mode (𝑝, 𝑞). Lorsque (𝑚, 𝑛) ≠ (𝑝, 𝑞), 𝑀̃𝑚𝑛;𝑝𝑞 correspond à l’effet de masse 

ajoutée par couplage entre ces deux modes. L’écriture sous forme matricielle de (C.7.) en régime 

harmonique fait apparaître un problème aux valeurs propres avec une matrice de masse symétrique 

non diagonale [32]. La résolution de ce problème donne alors les valeurs propres et par conséquent 

les fréquences propres de la structure en tenant compte de l’effet de masse ajoutée par le fluide. Il a 

été noté dans la littérature [13] que cet effet de couplage intermodal est moins important sur l’effet 

réactif que sur l’effet résistif du fluide. On peut donc évaluer une approximation de ces fréquences 

propres en ne tenant compte que des termes diagonaux, c’est-à-dire en ne prenant que le terme 

d’auto-masse ajoutée (i.e. (𝑚, 𝑛) = (𝑝, 𝑞)). 
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Les fréquences propres 𝑓𝑚𝑛 sont alors données par : 

 𝑓𝑚𝑛~
1

2𝜋
√

𝐾𝑚𝑛

𝑀𝑚𝑛 + 𝑀̃𝑚𝑛;𝑚𝑛

 (C.9.)  

Cette technique réduit le coût des calculs car elle évite de calculer les termes extradiagonaux 

de la masse ajoutée (i.e. lorsque (𝑚, 𝑛) ≠ (𝑝, 𝑞)), mais il faut garder à l’esprit qu’elle ne donne 

qu’une approximation des fréquences propres. 

 D’autre part les équations de Laplace et d’Euler se réécrivent également : 

 

∑∑
𝜕𝑎𝑚𝑛

2

𝜕𝑡2
(𝑡)∆𝑝𝑚𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑛𝑚

= 0 

∑∑
𝜕𝑎𝑚𝑛

2

𝜕𝑡2
(𝑡)

𝜕𝑝𝑚𝑛
𝜕𝑦

(𝑥, 0, 𝑧) 

𝑛𝑚

= −𝜌𝑝∑∑
𝜕𝑎𝑚𝑛

2

𝜕𝑡2
(𝑡)𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧) 

𝑛𝑚

 

(C.10.)  

Ce qui revient à résoudre pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ ℕ2 : 

 

∆𝑝𝑚𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 

𝜕𝑝𝑚𝑛
𝜕𝑦

(𝑥, 0, 𝑧) = −𝜌𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧) 

(C.11.)  

Ce problème est équivalent à l’équation d’Helmholtz pour un fluide incompressible (c’est-à-

dire avec une célérité acoustique infinie) en imposant un déplacement harmonique normal égal à 

𝑤𝑚𝑛(𝑥, 𝑧) sur la surface Σ𝑝 à la fréquence angulaire de 1 rad/s.  

On résout ce problème en utilisant cette analogie et l’approche PTF. La surface Σ𝑝 est 

découpée en pavés que l’on suppose suffisamment petits pour décrire l’interaction fluide-structure. 

Les impédances par pavés 𝑍̃𝑖𝑘 sont estimées en utilisant l’intégrale de Rayleigh pour une fréquence 

angulaire de 1 rad/s et une célérité qui tend vers l’infini. Elles s’expriment ainsi par : 

 𝑍𝑖𝑘 ≈
𝑗𝜌

2𝜋
∑∑

1

‖𝑄𝑙𝑀𝑙′‖
𝑙′𝑙

 (C.12.)  

Lorsque les pavés 𝑖 et 𝑘 sont confondus, 𝑍̃𝑖𝑖  est calculé avec l’approximation du pavé par un 

piston circulaire de rayon 𝑟 = √𝑎𝑖𝑏𝑖/𝜋 et le développement limité de la fonction exponentielle :  

 𝑒𝑥 = 1 +
𝑥

1!
+
𝑥2

2!
+ ⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
+ 𝑜(𝑥𝑛) (C.13.)  

On a alors : 

 𝑍𝑖𝑖 ≈ 𝑗𝜌𝑟𝑑𝑆𝑖 (C.14.)  
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On vérifie que cette impédance est bien imaginaire pure, et donc relative à l’effet réactif du 

fluide sur la structure. Sachant que la vitesse normale sur Σ𝑝 correspond alors à 𝑗 × 𝑤𝑚𝑛, la pression 

𝑝𝑚𝑛 au pavé 𝑘 s’exprimera alors par : 

 𝑝
𝑚𝑛𝑘

= 𝑍𝑖𝑘(−𝑗𝑤𝑚𝑛;𝑖) (C.15.)  

où 𝑤𝑚𝑛;𝑖 est égal à la moyenne de 𝑤𝑚𝑛 sur le pavé 𝑖.  

En discrétisant l’intégrale (C.8.) sur les pavés, on peut finalement estimer l’auto-masse 

ajoutée par : 

 𝑀̃𝑚𝑛;𝑚𝑛 ≈∑[𝑍𝑖𝑘(−𝑗𝑤𝑚𝑛;𝑖)]𝑤𝑚𝑛;𝑘
𝑘

 (C.16.)  

La sommation qui apparaît dans cette expression est effectuée sur les pavés. En appliquant 

classiquement la méthode PTF pour décrire l’interaction fluide-structure, Aucejo [6] avait noté que le 

critère en 𝜆𝑓/2 pour définir la taille des pavés n’était pas suffisant pour converger. On étudie ce 

critère sur un cas traité dans la littérature [13]. Pour cela nous basons la discrétisation sur les 

longueurs d’ondes 𝜆𝑚 et 𝜆𝑛 associées aux indices modaux 𝑚 et 𝑛 : 

 

𝜆𝑚 =
2𝑎

𝑚
 

𝜆𝑛 =
2𝑏

𝑛
 

(C.17.)  

Les tailles des pavés sont ainsi basées 𝜆𝑚 et 𝜆𝑛 : 

 
𝛿𝑥 = 𝜆𝑚/𝑁 

𝛿𝑧 = 𝜆𝑛/𝑁 
(C.18.)  

où 𝑁 est un entier. Nous étudions la convergence des calculs de résonances selon la valeur 

de 𝑁 pour l’exemple de la plaque plane simplement supportée sur ses quatre bords étudiée dans le 

Chapitre 3. Les résonances pour un mode, calculées à partir de la masse totale 𝑀𝑚𝑛 + 𝑀̃𝑚𝑛;𝑚𝑛, sont 

comparées pour plusieurs discrétisations en Figure.C-1. Dans la figure de gauche, on observe la 

convergence du rapport 𝑓𝑚𝑛/𝑓𝑚𝑛 en fonction du facteur 𝑁. On constate que lorsque 𝑁 est inférieur à 

10 la convergence n’est pas tout à fait atteinte mais l’écart avec la valeur à 𝑁 = 25 n’est que de 3 %. 

On peut estimer que la convergence n’est réellement atteinte qu’à partir de 𝑁~15.  

Pour simplifier le calcul lorsque tous les modes sont considérés, nous avons basé la 

discrétisation sur les valeurs minimales de 𝜆𝑚 et 𝜆𝑛, c’est-à-dire correspondant aux indices modaux 

de la dernière fréquence considérée dans le calcul. La Figure.C-1 b. présente les fréquences de 

résonance obtenues pour différentes valeurs de 𝑁. Le calcul est effectué en prenant les 𝜆𝑚 et 𝜆𝑛 les 

plus petits à la fréquences 10𝑓𝑚𝑎𝑥 où 𝑓𝑚𝑎𝑥 est la fréquence maximale de la gamme considérée, de 

manière à prendre en compte tous les modes et pour garantir une convergence suffisante pour les 

modes compris dans la bande de fréquence d’intérêt (𝑓𝑚𝑎𝑥 = 500 𝐻𝑧 ici). Nous constatons que la 

convergence est satisfaisante pour 𝑁 = 4 pour cet exemple. Ce calcul permet donc d’estimer les 
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fréquences de résonances de manière satisfaisante à partir d’une seule discrétisation PTF. D’une 

manière générale nous avons considéré une discrétisation selon 𝑁 = 4 en prenant 10𝑓𝑚𝑎𝑥 pour la 

limite dans le calcul des résonances, et en basant la discrétisation sur les plus petites valeurs de 𝜆𝑚 

et 𝜆𝑛. 

A partir des résonances ainsi calculées en prenant en compte l’effet de masse ajoutée, nous 

appliquons la méthode PTF au cas de plaque plane décrit dans la partie 3.1. La plaque est considérée 

excitée par une force ponctuelle en son centre. Les niveaux vibratoires moyens obtenus avec et sans 

prise en compte de l’effet de masse ajoutée sont comparés en Figure C-2 aux résultats de Berry [13]. 

Cette comparaison permet de valider sur ce cas le calcul des résonances en fluide lourd : les 

fréquences correspondent relativement bien aux résonances obtenues numériquement par Berry, et 

la comparaison avec le calcul en fluide léger permet d’observer le décalage significatif des 

résonances vers les basses fréquences induit par le fluide lourd. Les légers écarts fréquentiels qui 

subsistent peuvent certainement être attribués au fait que l’on n’a pas tenu compte des termes de 

couplage intermodaux dans le calcul de la masse ajoutée.  
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Figure.C-1 : Fréquences de résonances de la plaque. a. : Rapport entre la fréquence propre avec 
masse ajoutée 𝑓𝑚𝑛 et la fréquence propre sans masse ajoutée 𝑓𝑚𝑛 en fonction du facteur 𝑁. b. : 
Etude de convergence pour le calcul en fluide lourd, et comparaison aux résonances en fluide 

léger. 

 

 

 

Figure C-2 : Vitesses quadratique moyenne de la plaque excitée par une force ponctuelle au 
centre. Résultats obtenus par PTF en fluide léger et en fluide lourd (𝜆𝑚𝑚𝑖𝑛/4, 𝜆𝑛𝑚𝑖𝑛/4), 

comparaison aux résultats de Berry [13]. 
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Annexe D.  

Calcul de la réponse vibratoire moyenne d’une plaque plane infinie 

Nous détaillons ici la méthode de calcul de puissance injectée présentée dans la partie 3.4.3. 

On fait ici l’hypothèse simplificatrice sur le spectre des fluctuations dans les nombres d’onde 

(paragraphe 3.4.2.2) : 

 Φ𝑝𝑝(𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝜔) ≈ Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓 , 0, ω) ∀(𝑘𝑥 , 𝑘𝑧) (D.1.)  

En reprenant la formulation de l’autospectre de vitesse au point 𝑥 = (𝑥, 𝑧) de la plaque issue 

de la méthode par ondes planes généralisées, on peut donc écrire : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) ≈
1

4𝜋2
Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓 , 0, 𝜔) ∫ |𝐻𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔)|

2
𝑑𝒌

+∞

−∞

 (D.2.)  

Comme indiqué dans la partie 3.4.3, nous cherchons à calculer le terme 

∫ |𝐻̃𝑣(𝒙, 𝒌, 𝜔)|
2
𝑑𝒌

+∞

−∞
. L’hypothèse de la plaque infinie permet de reformuler l’équation du 

mouvement en passant dans l’espace des nombres d’onde et en imposant la force extérieure en 

𝒙 = (0,0). Ainsi la fonction de sensibilité 𝐻̃𝑣(0, 𝒌, 𝜔) s’écrit : 

 𝐻𝑣(0, 𝑘𝑥 , 𝑘𝑧, 𝜔) =
𝑗𝜔

𝐷∗𝑘4 − 𝜔2𝜌𝑝ℎ𝑝
 (D.3.)  

où 𝜌𝑝 est la masse volumique de la structure et 𝐷∗ = 𝐷(1 + 𝑗𝜂𝑝), avec 𝐷 la rigidité de 

flexion et 𝜂𝑝 le facteur de perte interne de la plaque. En passant en coordonnées cylindriques, le 

spectre de vitesse donne : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) ≈
1

4𝜋2
Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓 , 0, 𝜔)∫ ∫ |

𝜔

𝐷∗𝒌4 − 𝜔2𝜌𝑝ℎ𝑝
|

2

𝒌𝑑𝒌𝑑𝜃

+∞

−∞

2𝜋

0

 (D.4.)  

Appelons 𝐼 l’intégrale sur les nombres d’onde : 

 𝐼 =
𝜔2

𝐷2
∫

𝒌

|𝒌4(1 + 𝑗𝜂𝑝) − 𝑘𝑓
4|
2 𝑑𝒌

+∞

−∞

 (D.5.)  

avec 𝑘𝑓
4 = 𝜔2𝜌𝑝ℎ𝑝/𝐷.  



Annexe D. Calcul de la réponse vibratoire moyenne d’une plaque plane infinie 

 

168 
 

Cette intégrale peut être reformulée par : 

 𝐼 =
𝜔2

𝐷2
∫

1

𝜂𝑝
2𝒌8

[
 
 
 
 

𝒌

(
𝒌4 − 𝑘𝑓

4

𝜂𝑠𝑘
4 )

2

+ 1
]
 
 
 
 

𝑑𝒌

+∞

−∞

 (D.6.)  

En faisant l’hypothèse que l’énergie se situe principalement au nombre d’onde de flexion 

naturelle 𝑘𝑓, l’expression (D.6.) se simplifie : 

 𝐼 ≈
𝜔2𝑘𝑓

𝐷2𝜂𝑝
2𝑘𝑓

8 ∫

[
 
 
 
 

1

(
4(𝑘 − 𝑘𝑓)
𝜂𝑝𝑘𝑓

)

2

+ 1
]
 
 
 
 

𝑑𝒌

+∞

−∞

 (D.7.)  

Le changement de variable 𝜖 = 4(𝑘 − 𝑘𝑓)/𝜂𝑝𝑘𝑓 est appliqué : 

 𝐼 ≈
𝜔2

𝐷2𝜂𝑝
2𝑘𝑓

7 ∫ (
1

𝜖2 + 1
)
𝜂𝑠𝑘𝑓

4
 𝑑𝜖

+∞

−∞

 (D.8.)  

Or  

 ∫ (
1

𝜖2 + 1
)  𝑑𝜖

+∞

−∞

= [arctan 𝜖]−∞
+∞ = 𝜋 (D.9.)  

D’où : 

 𝐼 ≈
𝜋

4
 
𝜔2

𝐷2𝜂𝑝𝑘𝑓
6 (D.10.)  

L’autospectre de vitesse de la plaque est donc approché par : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) ≈
1

8
.Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓 , 0, 𝜔)

𝜔2

𝐷2𝜂𝑝𝑘𝑓
6 (D.11.)  

ou avec la définition de 𝑘𝑓 : 

 𝑆𝑣𝑣(𝒙, 𝜔) ≈  
Φ𝑝𝑝(𝑘𝑓 , 0, 𝜔)

8𝑀√𝑀𝐷𝜂𝑝𝜔
 (D.12.)  

où 𝑀 = 𝜌𝑝ℎ𝑝 est la masse surfacique de la plaque. 
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