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RESUME

Les planetes se forment dans le disque de gaz et de poussieres orbitant
les étoiles jeunes. Ces disques protoplanétaires sont dispersés en quelques
millions d’années, par accrétion sur 1’étoile centrale et par évaporation
dans le milieu interstellaire. Pour expliquer l'efficacité avec laquelle 1’étoile
accrete, il est couramment supposé que le transport de matiere dans le
disque est turbulent, sans certitude quant au processus entretenant la tur-
bulence. D’autre part, I'irradiation du disque par l'étoile peut déclencher
un vent photo-évaporé, mais elle ne permet pas d’expliquer la collimation
du vent en un jet étroit, perpendiculairement au plan du disque.

Ces problemes trouvent des réponses si le disque est sensible aux champs
magnétiques. A champs faible, I'instabilité magnéto-rotationnelle peut sa-
turer en turbulence entretenue. A champ fort, la force de Lorentz peut
freiner le disque, causant simultanément l'accrétion sur 'étoile et 1'éjec-
tion d’un vent collimaté. Cependant, le couplage du disque au champ ma-
gnétique se fait par l'intermédiaire des charges électriques libres, dont la
proportion est d"une sur plusieurs milliards de molécules neutres. Le cou-
plage imparfait du champ magnétique au gaz neutre est décrit en termes
d’effets “non-idéaux”, lesquels introduisent de nouveaux comportements.

Cette these est dédiée aux processus de transport se déroulant dans
les disques faiblement magnétisés et faiblement ionisés; l'influence des
effets microphysiques sur la dynamique du disque a grande échelle y est
centrale. Dans un premier temps, j'exclus le vent et j’examine l'impact des
effets non-idéaux sur la turbulence dans le plan du disque. Je montre que
I’écoulement peut spontanément s’organiser si la fraction d’ionisation est
assez faible; dans ce cas, 1’accrétion est stoppée, et le disque exhibe des
anneaux axisymétriques susceptibles d’affecter la formation planétaire.

Dans un second temps, je caractérise I'émission de vents de disque via
un modele global de disque stratifi¢, o1 le disque est magnétisé et plongé
dans une atmosphere chaude. Ce modele est le premier a décrire de fagon
globale les effets non-idéaux d’apres un réseau chimique simplifié. Il révele
que le disque est essentiellement non-turbulent, et que le champ magné-
tique peut adopter différentes configurations globales, affectant drastique-
ment les transports de masse et de flux magnétique. Un nouveau proces-
sus d’auto-organisation est identifié, produisant aussi des structures axi-
symétriques, tandis que le précédent est invalidé par 1’action du vent. Les
propriétés des vents magnéto-thermiques sont examinées pour différentes
magnétisations du disque, permettant de discriminer les vents magnétisés
des vents photo-évaporés par leur efficacité d’éjection.
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ABSTRACT

Planets form in the gaseous and dusty disks orbiting young stars. These
protoplanetary disks are dispersed in a few million years, being accreted
onto the central star or evaporated into the interstellar medium. To ex-
plain the observed accretion rates, it is commonly assumed that matter
is transported through the disk by turbulence, although the mechanism
sustaining turbulence is uncertain. On the other side, irradiation by the
central star could heat up the disk surface and trigger a photoevaporative
wind, but thermal effects cannot account for the observed acceleration and
collimation of the wind into a narrow jet perpendicular to the disk plane.

Both issues can be solved if the disk is sensitive to magnetic fields. Weak
fields lead to the magnetorotational instability, whose outcome is a state
of sustained turbulence. Strong fields can slow down the disk, causing
it to accrete while launching a collimated wind. However, the coupling
between the disk and the neutral gas is done via electric charges, each of
which is outnumbered by several billion neutral molecules. The imperfect
coupling between the magnetic field and the neutral gas is described in
terms of “non-ideal” effects, introducing new dynamical behaviors.

This thesis is devoted to the transport processes happening inside weakly
ionized and weakly magnetized accretion disks; the role of microphysical
effects on the large-scale dynamics of the disk is of primary importance.
As a first step, I exclude the wind and examine the impact of non-ideal
effects on the turbulent properties near the disk midplane. I show that the
flow can spontaneously organize itself if the ionization fraction is low en-
ough; in this case, accretion is halted and the disk exhibits axisymmetric
structures, with possible consequences on planetary formation.

As a second step, I study the launching of disk winds via a global mo-
del of stratified disk embedded in a warm atmosphere. This model is the
first to compute non-ideal effects from a simplified chemical network in
a global geometry. It reveals that the flow is essentially laminar, and that
the magnetic field can adopt different global configurations, drastically
affecting mass and magnetic flux transport through the disk. A new self-
organization process is identified, also leading to the formation of axisym-
metric structures, whereas the previous mechanism is discarded by the ac-
tion of the wind. The properties of magnetothermal winds are examined
for various disk magnetizations, allowing discrimination between magne-
tized and photoevaporative winds based upon their ejection efficiency.
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FORMATION PLANETAIRE ET STRUCTURE DES DISQUES

Avec le développement de méthodes d’observation de plus en plus per-
formantes, le nombre de planétes extra-solaires détectées a explosé ces
dernieres années [266, 267], motivant plus que jamais 1'étude des condi-
tions de formation planétaire. Il suffit de regarder le systéme solaire pour
supposer que les planetes se forment dans des disques de gaz et de pous-
siéres orbitant de jeunes étoiles [172, 190]. En lumiére visible, ces disques
sont clairement distingués par leur opacité, comme illustré sur la Figure 1.

IRAS 04302+2247

d

FIGURE 1. — Disques protoplanétaires observés en lumiere visible, vus par la
tranche (bande sombre verticale a gauche, extrait de Padgett et al.
[257]), et vus de face (a droite, extrait de McCaughrean & O’dell [224]).

La formation de planétésimaux par accumulation de poussieres pose
des difficultés théoriques [46, 75]. La compétition entre coagulation et frag-
mentation des grains dépend notamment du degré de turbulence dans le
disque [350]. Les poussieres sont entrainées par le gaz, avec une tendance
a migrer vers les maxima de pression [349]. Lorsque des grains centimé-
triques sont formés, la friction avec le gaz pourrait précipiter leur chute
sur 1’étoile, privant le disque des matériaux nécessaires a la formation de
planetes. Certains disques présentent des structures en fer a cheval dans
leur distribution de poussiéres millimétriques (voir Figure 2). Ces accumu-
lations de poussieres sont vraisemblablement associées a des structures
dans I"écoulement de gaz. Par exemple, elles peuvent traduire la présence
de vortex anti-cycloniques dans le disque [32, 328], lesquels discrimine-
raient précisément ces tailles de grains [72, 35]. Divers mécanismes pour-
raient ensuite expliquer la formation de tels vortex [e.g., 203, 226], dont
l'interaction du disque avec une planete [361].



A ce jour, le seul autre disque
ayant révélé une organisation
semblable est TW Hydrae [8].

Voir Williams & Cieza [351].
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FIGURE 2. — Disques protoplanétaires vus de face dans l'infrarouge lointain, tra-
cant ’émission thermique des poussiéres; les grains millimétriques
sont concentrées dans une région en forme de banane. Figures ex-
traites de Fukagawa et al. [120] et van der Marel et al. [340].

L’observation du disque HL Tauri par l'interférometre ALMA marque
un moment important dans la connaissance des disques protoplanétaires
[58]. Pour la premiere fois, la structure profonde d'un disque est résolue a
des échelles inférieures a 10 unités astronomiques. La Figure 3 révele 'or-
ganisation des poussiéres en anneaux axisymétriques, sédimentés dans
le plan du disque et séparés par des sillons [272]. Il est tentant d’inter-
préter les sillons comme les orbites de planetes [178, 87], ou comme des
résonances gravitationnelles liées a leur présence [34], mais d’autres méca-
nismes pourraient étre en cause [e.g., 217, 358, 111]. Si la distribution des
grains de poussiere reflete un écoulement spontanément organisé, sans in-
fluence de planetes, alors il est primordial de comprendre les processus
gouvernant la dynamique du gaz dans ces disques.

Je prendrai ce parti tout au long de la these : je considererai des disques
de gaz sans inclure l'influence de planetes, afin de me concentrer sur les
processus de transport et d’organisation de nature hydrodynamique.

DISPERSION DES DISQUES : ACCRETION ET ﬁ]ECTION

En étudiant les populations d’étoiles nées dans différents amas, il est
possible d’estimer la durée de vie moyenne des disques protoplanétaires
[142]. L'age de 10 millions d’années est communément pris comme limite
supérieure (voir Figure 4), bien que certains disques pourraient étre disper-
sés en moins d"un million d’années [76]. En plus d’'imposer des contraintes
sur les modéles de formation planétaire, la dispersion du disque requiert
des processus de transport efficaces. La matiere du disque peut étre accré-
tée par 1'étoile, ou bien dispersée dans le milieu interstellaire.

L’accrétion nécessite un transport de moment cinétique : la matiere ne
peut tomber que si elle est freinée dans sa rotation autour de l'étoile, i.e.
si du moment cinétique lui est prélevé. Le mécanisme de transport du mo-
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FIGURE 3. — Lumiere diffusée en infrarouge millimétrique dans HL Tauri, révélant
une série de sept anneaux axisymétriques dans la distribution des
poussieres millimétriques. Figure extraite de Brogan et al. [58].

ment cinétique est une énigme pour tous les types de disques d’accrétion
[260]. Dans le cas des disques protoplanétaires, I'accrétion du gaz sur la
surface de 1’étoile laisse des signatures observationnelles [52, 147, 141] qui
ont permis d’estimer les taux d’accrétion sur I’étoile dans de nombreux sys-
témes [e.g., 245, 93, 2, 220]. Ces taux d’accrétions s’expliquent difficilement
dans un disque de gaz képlerien purement hydrodynamique [26, 196].
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FIGURE 4. — Proportion d’étoiles possédant un disque détecté dans l'infrarouge
au sein de différents amas stellaires, en fonction de 1'dge de 'amas.
Figure extraite de Haisch et al. [142].

D’autre part, la dispersion des disques dans le milieu interstellaire est
observée sous plusieurs formes génériques [186, 13]. Les disques émettent
un vent moléculaire avec un grand angle d’ouverture, lequel cerne un jet
atomique, lancé depuis les régions centrales et pouvant rester collimaté sur
de grandes distances [352, 146]. L'ensemble produit des lobes bipolaires,
délimitées par un choc s’étendant dans le milieu interstellaire [139, 29].

A noter qu'il n'y a pas de
signature non-ambigiie de
U'accrétion [68, 9].
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L’irradiation stellaire peut chauffer la surface du disque a des tempé-
ratures suffisantes pour déclencher son évaporation [3, 4, 262], lorsque la
vitesse thermique du gaz avoisine la vitesse d’échappement locale. En dé-
crivant l’accrétion sous forme d’évolution “visqueuse”, les modeéles hydro-
dynamiques rendent simultanément compte du fait que la dispersion d’un
disque procede de l'intérieur vers 'extérieur, et sur une échelle de temps
pouvant étre nettement plus courte que 1’age moyen du disque [78, 179].

Néanmoins, les modeles hydrodynamiques ne permettent pas d’expli-
quer le degré de collimation observé pour les jets atomiques [33, 60], ni
I'apparente corrélation entre les taux d’accrétion et d’éjection [61, 145].
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FIGURE 5. — Image optique du disque HH30 vu par la tranche (teintes oranges)
[59]; les contours tracent I'intensité de la raie d’émission rotationnelle
] = 2—1 de la molécule de CO, englobant le jet collimaté dans I'hé-
misphére supérieur. Figure extraite de Pety et al. [269].

Les problématiques d’accrétion et d’éjection sont unifiées dans le cas des
disques magnétisés [281, 264]. Le champ magnétique interstellaire pourrait
étre indispensable deés la phase de formation d'un disque [47], et étre am-
plifié de plusieurs ordres de grandeur lors de 1’effondrement du nuage pa-
rent [122]. Partant d’un nuage sphérique, I'effondrement tend a produire
un disque dont 'axe de rotation est aligné avec le champ magnétique
global [123]. De telles configurations favorisent le lancement d'un vent
magnétocentrifuge [44], ot la matiere s’échappe du disque en suivant les
lignes de champ (voir Figure 6). A la différence d’un vent photoévaporé, le
champ magnétique extrait le moment cinétique du disque au cours de ce
processus, causant simultanément ’accrétion sur 1’étoile [100]. Si 1’orienta-
tion du champ magnétique ou son intensité ne répondent pas a ce scénario,
les disques magnétisés peuvent tout de méme afficher des taux d’accré-
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tion élevés grace a l'instabilité magnétorotationnelle [23]. Grace a elle, un
champ magnétique faible peut déstabiliser les écoulements képleriens et
entretenir un transport turbulent de moment cinétique [148, 149].

A ce jour, l'orientation du champ magnétique a été mesurée dans plu-
sieurs disques [282, 303, 356]. Le champ est principalement orienté dans le
plan du disque, avec une géométrie complexe. L’axe de rotation ne semble
pas systématiquement étre aligné avec le champ magnétique global [227],
mettant en doute les conditions initiales trop symétriques des études théo-
riques [175]. La principale incertitude est encore l'intensité du champ ma-
gnétique, difficilement accessible hors des régions internes [88].

FIGURE 6. — Simulation de vent de disque magnétisé par Zanni et al. [357] : les
lignes de champ magnétique torsadées contribuent a 1’accélération et
a la collimation du vent.

La théorie de I'accrétion-éjection dans les disques magnétisés est appli-
quée aux microquasars [89] et aux noyaux actifs de galaxie [45, 121]. Elle
est moins justifiée dans les régions externes des disques protoplanétaires
en raison du faible degré d’ionisation attendu au coeur de ces derniers
[124, 119]. La réponse du disque au champ magnétique se fait par l'in-
termédiaire des charges libres, dont la densité serait inférieure a une pour
plusieurs milliards de molécules neutres. Cependant, I'influence du champ
magnétique ne peut pas étre aussitdt exclue : le milieu est suffisamment
collisionnel pour que ces quelques particules ionisées communiquent leur
impulsion au gaz neutre. La question est de savoir si les courants élec-
triques au sein du disque peuvent engendrer une force de Lorentz dynami-
quement importante. Pour y répondre, il faut comprendre les mécanismes
d’induction du champ magnétique dans le disque.

La réponse du champ magnétique a un disque faiblement ionisé peut
étre décrite dans un cadre magnétohydrodynamique (MHD) non-idéal
[243]. Le champ magnétique n’est sensible qu'aux especes chargées élec-

L'orientation du champ
magnétique dans le disque est
déduite de celle des grains de
poussiéres par polarimétrie,
non sans ambigiiités ;

voir Andersson et al. [7].

Au dela d’une unité
astronomique.



L'intensité de la turbulence est
contrainte dans peu de disques ;
voir aussi Guilloteau et al.
[140], Pinte et al. [272].
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triquement : les ions, les électrons, et les grains de poussieres. Sous 1'effet
des collisions avec le gaz neutre, ces charges ne conduisent pas idéalement
les courants électriques. Une conductivité imparfaite serait nécessaire des
la naissance des disques, sans quoi le champ magnétique pourrait empe-
cher l'effondrement des nuages moléculaires [228, 208, 222]. Une fois le
disque formé, les courants électriques sont d’autant plus faibles que la
conductivité est basse, diminuant progressivement 1'influence du champ
magnétique. Dans cette limite, 1'instabilité magnétorotationnelle disparait
[168, 85], mettant en doute 'existence d"un transport turbulent de moment
cinétique [124, 265]. Divers observations supportent I'idée d'une faible ac-
tivité turbulente dans ces disques [164, 241, 102].

Les modéles d’accrétion-éjection magnétisées ne sont pas exclus pour
autant [345], et la transition d'un disque totalement ionisé a un disque tota-
lement neutre donne lieu a des comportements qualitativement nouveaux.
Le faible degré d’ionisation ne cause pas seulement une faible conducti-
vité électrique : le transport du flux magnétique par les charges mobiles
pourrait générer des structures axisymétriques et auto-organisées [184].

QUESTIONS DIRECTRICES

J'entreprends d’étudier la dynamique a grande échelle des disques pro-
toplanétaires par l'intermédiaire de simulations numériques dans le ré-
gime magnétohydrodynamique non-idéal. J’ai mentionné différentes fa-
cettes de ce sujet, chacune étant intriquée plus ou moins étroitement avec
les autres. J'identifie trois catégories de problématiques majeures :

A. Comment est transporté le moment cinétique dans les disques proto-
planétaires ? Comment la micro-physique du plasma affecte-t-elle le
transport de nature turbulente ?

B. Comment s’effectue la transition entre un vent thermique et un jet
magnétisé lancé depuis la surface du disque? Comment le disque
intéragit-il avec ce vent magnétothermique ?

c. Quelle est l'origine des grandes structures observées dans les distri-
butions de poussieres? Quel role ont les effets magnétohydrodyna-
miques non-idéaux dans ce processus ?

Dans la Partie i, je définis un cadre théorique et méthodologique pour
aborder ces questions. Dans la Partie ii je me concentre sur l'influence des
effets MHD non-idéaux au coeur du disque. Dans la Partie iii, je décris 1'in-
teraction du disque avec son environnement afin d’étudier coinjointement
I'accrétion et 1'éjection. Des problématiques plus précises seront définies
progressivement, en parallele de nouveaux résumés bibliographiques.



Premiere partie

CONTEXTE THEORIQUE & METHODE

Je commence par définir un cadre théorique approprié pour
décrire la physique des plasmas collisionnels, faiblement io-
nisés et faiblement magnétisés. Je présente les principaux ef-
fets de physique des plasmas pouvant affecter la dynamique
des disques protoplanétaires. Je discute notamment de l'insta-
bilité magnétorotationnelle, dans les régimes linéaires et non-
linéaires d'un plasma idéal puis non-idéal. Je décris ensuite les
méthodes employées pour affronter concretement nos problé-
matiques par simulations numériques.






MAGNETOHYDRODYNAMIQUE NON-IDEALE

Je rappelle des propriétés générales des plasmas collisionnels, faiblement
ionisés et faiblement magnétisés. J’exhibe le systeme d’équations fonda-
mentales de la magnétohydrodynamique non-idéale en partant du modele
multi-fluides. Je discute ensuite chacun des termes affectant 1'induction
du champ magnétique, en insistant sur leur pertinence dans le contexte
des disques protoplanétaires. Je décris finalement I'instabilité magnétorota-
tionnelle, origine privilégiée de la turbulence dans les disques, et j'aborde

Résumé

I'influence des effets non-idéaux sur le régime linéaire de l'instabilité.
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Exception faite des chocs.

MAGNETOHYDRODYNAMIQUE NON-IDEALE

La magnétohydrodynamique est un modéle de description des plasmas
magnétisés. Dans ce modele, le plasma est considéré comme un fluide, sen-
sible au champ magnétique par l'intermédiaire de la force de Lorentz sur
les charges qui le compose. Simultanément, le champ magnétique est in-
duit par le mouvement des charges, de sorte que champ et fluide évoluent
suivant les contraintes imposées par l'autre. Dans la limites des champs
magnétiques faibles, c’est le plasma (la matiere) qui impose sa dynamique
au champ, et réciproquement dans le cas des champs magnétiques forts.
Par analogie aux fluides non-visqueux, un plasma sera considéré comme
‘idéal” s’il conduit les courants électriques sans dissipation. Dans le cas
contraire, les sources de dissipation magnétique seront attribuées a des
effets ‘non-idéaux’. Lorsqu’il sera question de MHD idéale, j’ajouterai tou-
jours la propriété au plasma d’étre parfaitement ionisé, et magnétisé a
I’échelle considérée. Dans les sections suivantes, j'établis les équations
de la MHD non-idéale telles qu’elles sont couramment employées dans
I'étude des disques protoplanétaires.

I.L1 CADRE DE TRAVAIL

En hydrodynamique, on caractérise usuellement le degré de collision-
nalité du milieu par le nombre de Knudsen, rapport du libre parcours
moyen a la longueur caractéristique du phénomene considéré. Si ce rap-
port est petit devant 1'unité, la dynamique microscopique peut étre lissée
pour considérer le milieu comme un fluide continu. Dans un plasma col-
lisionnel, la validité d’une description fluide nécessitera que 1’échelle de
variations spatiale du champ magnétique soit grande devant le libre par-
cours moyen des particules. Le couplage électromagnétique entre les es-
peéces est ensuite indispensable pour décrire la dynamique de 1’ensemble
des especes comme celle d"un seul fluide.

Dans un plasma fortement ionisé, les collisions sont médiées par 1'in-
teraction électromagnétique sur des distances beaucoup plus grandes que
dans le cas d’un fluide neutre (de l'ordre de la longueur de Debye). La
fréquence de collision est alors définie par rapport au temps nécessaire
pour significativement dévier une particule chargée de sa trajectoire ini-
tiale, et la section efficace des collisions dépend directement de la tempé-
rature [38]. Dans un plasma ionisé, il existe une fréquence caractéristique
ne dépendant que de l'intensité du champ magnétique et des propriétés
intrinséques des particules constituant le plasma : la pulsation cyclotron

_ 4

We == HB' (1.1)
Une particule chargée dans un champ magnétique uniforme décrit une
trajectoire hélicoidale le long d’une ligne de champ, avec w, pour pulsa-
tion. Incluant la vitesse caractéristique des particules orthogonalement au
champ magnétique, nous définissons le rayon de Larmor pr, :=v, /w.. La
validité d"une description MHD idéale requiert que le rayon de Larmor
soit petit devant 1’échelle de variation du champ magnétique, et que la
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pulsation cyclotron soit la plus grande fréquence en présence. Ces hypo-
theéses peuvent étre mises en défaut dans les plasmas chauds et/ou forte-
ment magnétisés. Néanmoins, les effets de rayon de Larmor fini ne brisent
pas nécessairement la validité d"une description fluide (voir Section 1.3.6).

Additionnellement, le fluide doit étre électriquement neutre; les varia-
tions de vitesse doivent étre faibles devant la vitesse thermique des por-
teurs de charge les plus mobiles, et les longueurs caractéristiques doivent
étre grandes devant la longueur de Debye Ap := \/€okpT/nce?.

Une propriété fondamentale des plasmas obéissant a la MHD idéale est
contenue dans le théoreme d’Alfvén [6] : le flux magnétique traversant
un élément de fluide est préservé par la dynamique du plasma (voir par
exemple Landau et al. [189], Bellan [38]). On dit souvent que champ et
fluide sont gelés I'un dans l'autre. Si I'on représente le champ d’induction
par ses “lignes de champ”, celles-ci se déforment pour suivre chaque point
du fluide qu’elles traversaient initialement. En conséquence, transport de
matiere et de flux magnétique sont intimement reliés en MHD idéale. Cette
propriété n’est plus vérifiée en MHD non-idéale, et chaque nouvel effet in-
duit le champ magnétique d'une fagon qui lui est propre. Comme discuté
ci-dessous, les effets MHD non-idéaux contribuent a 1’équation d’induc-
tion magnétique; leur impact sur la dynamique du fluide se fait indirec-
tement, en redistribuant le champ d’induction et les courants électriques
associés, ou par échanges d’énergie magnétique en énergie thermique.

1.2 DERIVATION DES EQUATIONS MHD

Considérons un plasma constitué de trois espéces : des électrons (indice
‘e’), des ions de charge arbitraire (indice ‘i’), ainsi qu'une grande majorité
de particules neutres (indice 'n’). La présence de plusieurs especes neutres
ou ioniques ne modifierait pas la forme finale de 1'équation d’induction
[346]. Considérons que chacune de ces especes peut étre décrite comme
un fluide collisionnel (pression scalaire). Les équations gouvernant la dy-
namique des électrons, des ions et des neutres s’écrivent respectivement :

dv
nemed—te = —VPe +neqe (E+Ve X B) + Rpe + Rie, (1.2a)
dv;
nimiT; =—VP; +niqi (E+vi X B)+Rei+ Rni, (I.Zb)
dvn
nnmnﬁ = —VPn + Rin + Ren. (1.2¢)

Chaque espéce est sensible a sa propre pression, correspondant a un
transport d’impulsion non-collisionel, et les espéces chargées sont sen-
sibles a la force de Lorentz. Les termes du type R,p correspondent a
I’échange collisionnel d'impulsion d"une espéece « vers l'espece 3. Cette in-
teraction ne peut dépendre que de la vitesse relative entre les deux espéces,
et elle doit faire intervenir le produit des densités de chaque espece. Elle
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peut étre simplement modélisée comme un frottement aérodynamique, li-
néaire par rapport a la vitesse relative :

chﬁ =PaPpYap (vLX _vﬁ) y (13)

Yap = <GaBVth> / (moc + mﬁ) (14)
décrit le transfert d’impulsion de 1'espece « vers l'espece 3. Le numéra-
teur encode la géométrie des collisions via la section efficace o4p, et la
cinétique des collisions via la vitesse thermique vy,. Ce transfert d'impul-
sion est optimal lorsque les masses des particules sont égales. Dans le cas
ot les masses des deux particules sont tres différentes, la particule légere
se voit rebondir sur un mur rigide sans l'affecter, tandis que la particule
lourde se voit traverser un milieu sans résistance a son mouvement.

La charge électrique totale et la densité de courant électrique sont res-
pectivement définies par :

Q=) Nada=0 = nigi=-Nede, (r5)
x

J = Znaq(xv“ = niqi(Vi —Ve) =V X B/uo, (1.6)

ou la derniere égalité dans (1.6) correspond a la limite non-relativiste de
I'équation de Maxwell-Ampere. Appelons x; := ni/n, la fraction d’ioni-
sation, Z := |qi/qe| le nombre de charges élémentaires par ion, et les rap-
ports de masse €; := my/my ainsi que €, := M¢/my. La vitesse moyenne
du fluide, pondérée par la densité de chaque espece :

u:= E n(xmcxv“/g Mo My
& x

_ MnVn +Ximivi + XiZMeVe (1.7)
My + XMy + xiZme
=Vn + (Vi + ZeeVe ) Xi + O(xiz).

Il s’agit approximativement de la vitesse du fluide neutre. Appelons

p:i= Znocm(x =MNnMnp (] + (Ei + ZEe) Xi) (18)

X

la densité moyenne du fluide ; son évolution obéit a :

0tp = Z at[no(ma] = — Z V. [n(xmocvcx] =-V. [pu] . (19)

Pour décrire 1’évolution de I'impulsion du fluide, nous pouvons sommer
les équations (1.2a) a (1.2¢) :
du dvy
pa = Z NoaMe at
* (1.10)
=—VP+niqi (vi —ve) X B

=—-VP+]J x B.



1.2 DERIVATION DES EQUATIONS MHD

Les termes de collision Ry sont compensés deux a deux, du fait que 'en-
semble du fluide ne peut exercer de force sur lui-méme. A ce stade, il nous
reste a exprimer la pression en fonction des autres variables du probléme,
ainsi que le champ électrique E intervenant dans 1’équation d’induction :

0¢B=—-V X E. (1.11)

Selon les conditions physiques du milieu, la pression pourra suivre une
prescription isotherme (P = pc?2), isentropique (d [P/p¥]/dt = 0), ou bien
nous pourrons suivre le troisieme moment de 1'équation de Boltzmann
via une équation pour 9¢P. Pour ce qui est du champ électrique, sa valeur
E mesurée dans un référentiel inertiel est liée a celle E’ mesurée dans
le référentiel comobile au fluide par E/ = E+ u x B. Dans le cas idéal,
le plasma est considéré comme un conducteur parfait : £’ doit s’annuler

dans le référentiel du fluide, d’ou I'équation d’induction idéale :
0tB =V x[ux B]. (1.12)

Pour déterminer le champ électrique E’ dans le cas MHD non-idéal, nous
commengons par développer (1.7) a faible fraction d’ionisation :

du N [dvn N ( vy L7 dve) Xi]

Pt dt q T Tar
dvn (1.13)
~ NpMnp It
~ —VPn + Rin,

ol le terme de collision Rer, a été négligé devant Ry, en raison du rapport
de masse m;/m.. Comparant avec (1.10) et négligeant les gradients de
pression des espéces chargées, il apparait que Ri, ~ ] x B, soit :

J xB
Vi—Vnp >~ —. (1.14)
h " piPnYin 4
Une autre fagon d’obtenir cette relation est de sommer les équations (1.2a)
et (1.2b), puis de supposer que les ions ont atteint leur vitesse terminale (i.e.
dv;/dt = 0), sous l'action de la force de Lorentz et des frottements avec les
neutres. Négligeons l'inertie et la pression des électrons dans (1.2a) :
Rne

E+ve X B ~ g (1.15)

avec e = |de| la charge élémentaire. En développant le membre de droite :

Rne = PnpPeYne [ (vi —Vve) + (vn — Vi) ]a

_ pnpeYne]_ pnpeYne] < B. (1.16)

eMNe PiPnYin

Puisque peYne/Pivni < 1, et paPpYap = PpP«Yp«, NOUs négligerons le
second terme du membre de droite de (1.16). Il ne reste plus qu'a déve-

13

Limite non-relativiste ; voir
Landau [188], Landau et al.
[189].

Rie est négligé au premier ordre
en fraction d’ionisation.
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lopper la force électromotrice pour obtenir une loi d’'Ohm généralisée :

E+uxB~E+v, xB
=E+ve X B+ (vi—ve) X B+ (v, —vi) X B (1.170)

Ohm Hall ambipolaire
NRne+]><B_(I><B)><B
Coene Mgy PiPnYin
JxB (JxB)xB
~nJ + — . 1.17b
N ene PiPnYin ( 7 )

Les trois termes du membre de droite font intervenir la densité de courant
] = V x B/pp. Ils peuvent étre interprétés comme le développement au
premier ordre de la MHD idéale par rapport aux gradients de champ ma-
gnétique. Ils sont respectivement désignés par résistivité ohmique, dérive
de Hall et diffusion ambipolaire. Je présente leurs propriétés essentielles
ci-dessous, et référe le lecteur a Nakano & Umebayashi [243], Wardle &
Ng [346] pour d’autres dérivations dans un contexte astrophysique.

13 EFFETS NON-IDEAUX
1.3.1 Résistivité ohmique

La résistivité ohmique est provient essentiellement des collisions subies
par les porteurs de charges les plus mobiles, i.e. électrons-neutres :
n= %. (r.18)
Ces collisions provoquent une dérive entre le fluide d’électrons et le champ
magnétique. Dans (1.17a), la résistivité correspond au terme E 4 ve x B,
c’est a dire au champ électrique dans le référentiel co-mobile au fluide
d’électrons. Dire que le champ électrique n’est pas nul dans ce référentiel
revient a dire que le fluide électronique n’est pas un conducteur parfait,
bien qu’il s’agisse de 1’espece la plus mobile en présence. Le terme résul-
tant dans 1’équation d’induction est

0B =—V x InJl, (r.19)

traduisant une diffusion du champ magnétique. En multipliant par B et
intégrant, nous obtenons le taux de variation de 1'énergie magnétique

BZ
atJ dV:—J B[V xnJ] dV
v 2 v

:JV{V-[nIxB]nI'(VxB)}dV (1.20)

—J (nle)-dS—J wonJ? dv.
oV v
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Le premier terme correspond au flux d’énergie a travers les bords du vo-
lume d’intégration. Le second terme est défini négatif, et décrit effective-
ment la dissipation ohmique d’énergie magnétique.

L'influence de la résistivité ohmique sur le transport de flux magnétique
est la plus simple a intuiter : dans un plasma au repos (i.e. vitesse macro-
scopique u = 0 partout), une accumulation de flux magnétique est diffu-
sée a travers le fluide. Réciproquement, la résistivité permet au plasma de
passer a travers des lignes de champ qui seraient maintenues statiques.

1.3.2 Dérive de Hall

Le second terme de (1.17b) est la dérive de Hall :

] xB

en,

0{B=-V x

. (1.21)

Comme elle ne fait pas intervenir de collisions, nous devinons déja qu’elle
est non-dissipative. Son influence sur 1’énergie magnétique est

atJ eneBde:J [V-[JxB) x B — o (J x B)-J} AV
v 2 v (1.22)

:J {(JxB)xB}-dS.
oV

En d’autres termes, la dérive de Hall peut seulement transporter de I'éner-
gie magnétique, sans création ni pertes. A 1'échelle cinétique, on parlera de
“dérive E x B” : en présence de champs électriques et magnétiques perpen-
diculaires, une charge va spontanément dériver dans la troisieme direction,
comme illustré sur la Figure 1.1. Réciproquement, si les charges électriques
dérivent perpendiculairement au champ magnétique, cela engendre un
champ électrique de Hall dans la troisiéme direction. De maniéere générale,
les termes non-diagonaux du tenseurs de conductivité pourront toujours
étre identifiés a une dérive de type Hall [189].

B

E
(V)

FIGURE L.1. — Trajectoire d’une particule chargée soumise & un champ électrique
E et magnétique B perpendiculaires : la particule accélere suivant E,
et tandis qu’elle gagne de la vitesse, la force de Lorentz F =v x B la
dévie dans une direction perpendiculaire a E ainsi qu’a B.

15
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Cette dérive ne dépend pas du signe des charges : en présence de
champs électriques et magnétiques perpendiculaires, les charges positives
et négatives vont toutes dériver dans la méme direction, et a la méme vi-
tesse moyenne v = E x B/ B2. Pour générer un courant, la dérive de Hall
requiert une différence de mobilité entre les ions et les électrons. Cette
différence est appréciable lorsque les électrons sont magnétisés a I'échelle
considérée, mais pas les ions. Dans le cas d’un plasma électron-ion parfai-
tement ionisé, la dérive de Hall peut étre négligée si :

A. la force de Lorentz domine le gradient de pression dans (1.10); si
w est la fréquence caractéristique du probleme, alors le rapport de
I"'EMF Hall a I'EMF idéale est celui de la fréquence caractéristique w
par rapport a la fréquence cyclotron des ions wc; [38];

B. la vitesse relative électron-ion est petite devant la vitesse d’Alfvén;
le rapport de 'EMF Hall a I'EMF idéale est alors celui de la longueur
de peau des ions §; := wypi/c comparé a la longueur caractéristique
o du probléme, avec wp; la pulsation plasma des ions [263].

En résumé, 'effet Hall est négligeable dans la mesure ot les ions sont ma-
gnétisés aux échelles spatio-temporelles considérées. Nous nous attache-
rons plutdt au second critere dans le cas des plasmas faiblement ionisés,
car pour un courant électrique donné, la vitesse relative des charges est
d’autant plus grande que leur densité est faible. Nous pouvons comparer
les EMFs Hall et idéale pour extraire le rapport de longueurs suivant :

] ~ 1 B \/uonnmn \/nnmn\/ gomy

eneva  ene Koo nmy \ Z2qiny Eo
(1.23)
Pndi _ g
pilo Lo

La vitesse d’Alfvén est notée v, la longueur {y correspond a 1’échelle
caractéristique des variations du champ magnétique, et la longueur de Hall
ly; définit 1’échelle en dessous de laquelle la dérive de Hall domine le
terme d’induction idéale. Il s’agit de la longueur de peau inertielle des
ions, pondérée par une fonction décroissante de la fraction d’ionisation.

L’équation d’induction Hall peut étre réécrite de plusieurs facons, per-
mettant différentes interprétation ; j'en propose deux ci-dessous. Premiere-
ment, dans un plasma électron-ion, 1’équation d’induction devient :

J xB
ene
=V XV iXB—(vi—ve) XB]=V X [ve X B];

0tB=V X [vi X B—

(1.24)

correspondant a une équation d’induction idéale suivant le fluide électro-
nique. Le champ magnétique suit les porteurs de charge mobiles, tandis
que les ions assurent juste 1’électroneutralité. Dans cette limite ou les ions
sont inertes, la vitesse moyenne du fluide peut étre dominée par celle des
électrons, incompressibles dans un cadre MHD. Cette interprétation est
encore valable dans un plasma majoritairement constitué de neutres, a
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conditions que les ions soient parfaitement couplés aux neutres (diffusion
ambipolaire nulle). Deuxiemement, 'EMF Hall peut étre réécrite comme

1 1 1
0{B=-V x JxB :Vx[ (VBz—B-VBﬂ (1.25)
ene Hoene \ 2
1 1 1 _
=V X V-((B-B)JI—B(X)B)]:VX V-M],
Ho€Te 2 Ho€Te

avec M le tenseur de Maxwell complet. Dans un régime dominé par 1'ef-
fet Hall, la dynamique du champ magnétique B est reliée au tenseur des
contraintes magnétiques M par l'intermédiaire de 1’effet Hall. Cela fournit
un canal pour transporter du flux magnétique sans transport de masse.

Finalement, considérons le role de I’effet Hall sur la propagation d’ondes
dans un plasma homogene au repos. Apres linéarisation de (1.21) autour
d’un champ guide Bpe,, nous avons :

J1 X Bo
ene

2
0¢B1 =—-V X = (e, x B7). (1.26)

Cette équation décrit la rotation de By dans le plan perpendiculaire a By
et a la pulsation Hall wy = Bok?/ene, comme illustré sur la Figure 1.2.

FIGURE 1.2. — Dans le régime linéaire, 1'effet Hall fait tourner la perturbation B
dans le plan perpendiculaire a By a la fréquence wyy.

Nous voyons apparaitre deux propriétés de l'effet Hall en 'absence
d’écoulement : ses ondes caractéristiques sont polarisées circulairement,
et elles sont dispersives, avec une vitesse de phase décroissante en fonc-
tion de la longueur d’onde. Plus précisément, si nous ré-introduisons la
réponse du fluide dans 1'équation d’induction (1.26), I'effet Hall génere
deux nouvelles ondes caractéristiques dans un plasma homogene. Définis-
sant {; = 1/en, la relation de dispersion du plasma prend la forme

w? — w? (2k*va +KHEBE) + KV = 0. (1.27)

17
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Si nous appelons ko := vav/2/€Bo, nous pouvons expliciter deux catégo-
ries de racines, correspondant a deux branches caractéristiques :

2 _ 2.2 k2 k22
wi =k va 1+k—(2)i 1—1—]7% —11. (1.28)

Dans la limite k/ko — 0, il s’agit de deux ondes d’Alfvén w? ~ kzv%\ ; dans
la limite k/ko — +o00, nous obtenons deux ondes dispersives :

k
kg T k4

wi —_— vag\ (1.29a)
0
oo
w? ikév%\ (1.29b)

respectivement dénommées ondes whistler et ion-cyclotron (voir Figure 1.3).

1.0

0.8r

0.6r

Q

0.4r

0.2r

0% 0.5 1.0 15 2.0
K

FIGURE 1.3. — Relation de dispersion Q := w/kova en fonction de K := k/k¢ des
ondes whistler (convexe) et ions-cyclotron (concave).

1.3.3 Diffusion ambipolaire

Le dernier terme de (1.17b) peut étre réécrit

(JxB)xB F
PiPnYin  PiPnYin
(J-B)B—(B-B)J] —B?J.

= = = -—nal, (IBOb)
PiPnYin PiPnYin

x B (1.30a)

avec F := ] x B la force de Lorentz, et ], := ] — (J-B)/(B-B) le courant
électrique projeté perpendiculairement au champ magnétique local. Il peut
étre utile de faire ’analogie avec 1’équation d’induction idéale (1.12), ou le
champ de vitesse u serait remplacé par le champ de force de Lorentz F.
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La derniere égalité dans (1.30b) permet de comparer 'EMF ambipolaire a
I’EMF ohmique, avec deux différences notables. Premiérement, la diffusi-
vité na = Tinvi dépend du carré de la vitesse d”Alfvén locale, entrainant
une réponse non-linéaire du champ sur lui-méme. Deuxiémement, seule la
composante du courant électrique perpendiculaire au champ magnétique
intervient, causant une diffusion anisotrope.

Une intuition supplémentaire peut étre gagnée dans le régime linéaire.
Soit Bpe, un champ d’induction “guide” sur lequel nous ajoutons une
perturbation B exp [ik - r]; au premier ordre en perturbation, I'équation
d’induction ambipolaire est :

(J1 x Bo) X Bo
PiPnYin

2
PiPnYin

3:B1 =V x 2B = —akZBy.  (1.31)

En d’autres termes, une perturbation magnétique est diffusée dans la di-
rection du champ guide, et d’autant plus rapidement que ce dernier est
intense. La diffusion ambipolaire agit sur I'énergie magnétique de fagon
analogue a la résistivité ohmique (voir (1.20)) :

2
0| Sav=| maJuxB)-ds—| wonaRdv. @32
v GAY 2%

Elle est également définie négative : la diffusion ambipolaire ne peut que
dissiper de I'énergie magnétique. En revanche, son caractére anisotrope lui
permet théoriquement de concentrer du flux magnétique dans une dimen-
sion, a condition de diffuser le champ au moins aussi efficacement dans
les autres dimensions ; je reviendrai sur ce cas de figure.

Comme indiqué dans les équations (1.17a) et (1.14), la diffusion ambipo-
laire correspond a la dérive du fluide ionique par rapport au fluide neutre.
Cette dérive des ions résulte de 1'action combinée de la force de Lorentz
(motrice) et de la friction avec le fluide neutre (modératrice). Un point mé-
rite maintenant d’étre éclairci. La diffusion ambipolaire fait intervenir le
taux de collisions ion-neutre, et j’ai montré via (1.32) qu’il s’agit bien d"un
processus dissipatif. Paradoxalement, la diffusivité na est une fonction dé-
croissante du taux de collision ion-neutre. Cela vient du fait que la vitesse
terminale de dérive vi — v, est d’autant plus grande que les collisions
sont peu fréquentes, et c’est bien la vitesse de dérive qui intervient dans
la dissipation d’énergie magnétique. Ces considérations ne sont valables
que dans le cas d’un milieu fortement collisionel, et il serait injustifié de
prendre la limite n,, — 0, méme en maintenant ni/n, < 1.

Mention doit étre faite d'un autre processus désigné par “diffusion am-
bipolaire”, appartenant a la physique des plasmas froids non-magnétisés.
Dans un plasma faiblement ionisé et isotherme, les électrons ont une vi-
tesse thermique plus élevée que les ions d’un facteur \/m;/me.. En consé-
quence, leur diffusivité au sein du gaz neutre est également plus élevée.
Néanmoins, les électrons ne peuvent pas diffuser plus vite que les ions
sans créer une séparation de charge, ainsi qu'un champ électrique ambi-
polaire associé. Le résultat net est une réduction de la diffusivité effective
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des électrons, et une augmentation de la diffusivité effective des ions. Le
point commun avec le processus que j'appellerai “diffusion ambipolaire”
est la dérive des ions par rapport au fluide neutre.

1.3.4 Caractérisation des effets non-idéaux

11 existe différentes fagons de caractériser l'intensité des effets MHD non-
idéaux, sans convention unique. Je récapitule les caractérisations que 'on
trouve le plus souvent dans la littérature et tout au long de cette thése.

Premierement, chaque terme de I'équation d’induction (1.17b) peut étre
identifié a une diffusivité effective [344] :

0B=V X[vXB—noJ—nmuJ xeg+na(J Xep) X esl, (1.33)

avec le vecteur unitaire orienté suivant e, = B/v/B - B, méme si la dérive
de Hall n’est pas a proprement parler un processus diffusif. Nous pouvons
ensuite définir différents nombres adimensionnés, dépendant de la vitesse
d’Alfvén vy, de la hauteur caractéristique h et de la fréquence caractéris-
tique QO du probleme considéré :

le nombre de Reynolds

Ri=—, (1.34)
le nombre de Lundquist
8§ :=—, (1.35)

et le nombre d’Elsasser
VA
=i, 1.36
n0 (1.36)
Ces trois nombres peuvent étre pertinents selon le phénomeéne consi-
déré. Nous privilégierons un ensemble de trois nombres adimensionnés
qui ne dépendent pas de l'intensité du champ magnétique : le nombre de
Reynolds ohmique, le nombre d’Elsasser ambipolaire Ay = 1/Q7iy, et
I'inverse du nombre de Lundquist Hall :

L= 1g/h (1.37)

Ces nombres seront plus aisément transposables entre des études utilisant
différentes intensité de champ magnétique.

1.3.5 Conventions d’unités

Afin d’alléger les notations, j'emploierai de préférence un systeme d’uni-
tés du type CGS, sans les coefficients € et . Les facteur 47t et ¢ seront
absorbés dans la définition du champ magnétique, de sorte que la vitesse
d’Alfvén soit définie comme vo = B/,/p, I'énergie magnétique est B2/2,
le courant électrique est ] = V x B. Dans ce systeme d’unités, la longueur
de Hall ¢y = 1/en. apparait directement dans 'équation d’induction.
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1.3.6 Autres extensions de la MHD

Dans la limite d'un plasma faiblement collisionnel, le champ magné-
tique parvient a imposer une direction privilégiée a 1’échelle microsco-
pique, autorisant la distribution de vitesse des particules a devenir aniso-
trope. Une approximation fluide est encore envisageable dans ce régime
[74]. La forme générale d’un tenseur de pression possédant une direction
privilégiée eg est P =p 1+ (p| —pL)es ®ep [38]. Il incorpore deux pres-
sions distinctes : 1'une parallele au champ magnétique, I’autre perpendicu-
laire. Cette anisotropie représente l'inclusion la plus simple d’effets ciné-
tiques dans le cadre MHD. Elle autorise de nouveaux canaux d’échanges
vers 1'une ou l'autre des pressions, et permet notamment le développe-
ment d’instabilités de nature cinétique [e.g., 185].

Les gradients de pression électronique et ionique peuvent également de-
venir importants lorsque 3; . < 1. Si les gradients de densité et de pression
ne sont pas colinéaires, ils permettent de générer des champs magnétiques
a partir de zéro [301, 244]. Entre autre, ces termes peuvent devenir impor-
tants dans la modélisation des sites de reconnexion magnétique [219]. Ils
sont négligés dans notre cas car les densités électronique et ionique seront
supposées faibles devant la pression du gaz neutre, et les pressions sca-
laires satisferont une équation d’état barotrope en bonne approximation.

I.4 IONISATION DANS LES DISQUES PROTOPLANETAIRES

Comme nous l'avons vu en construisant 1'équation d’induction (1.17),
la fraction d’ionisation controle 'importance des effets MHD non-idéaux.
Elle n’est pas nécessaire pour discuter de leurs intensités relatives (voir
Kunz & Balbus [183], Wardle [344] et Section 1.4.3), mais elle joue un rdle
critique dans la construction de modeéle de disques “réalistes”. La fraction
d’ionisation dans le plan médian du disque n’est pas aisément accessible
aux observations; elle nécessite d’établir des modeéles d’ionisation. Je dis-
cute dans cette section des mécanismes d’ionisation et de recombinaison
dans les disques protoplanétaires, puis de la détermination des fractions
d’ionisation par l'intermédiaire de modéles de structure. Voir Draine [90]
pour un exposé approfondi sur l'ionisation du milieu interstellaire.

1.4.1 Meécanismes d’ionisation et de recombinaison

1.4.1.1  Collisions thermiques

Les régions les plus internes des disques protoplanétaires, au voisinage
de l'étoile jeune, sont susceptibles d’étre bien ionisées sous l'effet des col-
lisions thermiques. Umebayashi [334] a calculé la fraction d’ionisation au
sein des nuages moléculaires en incluant l'influence des collisions ther-
miques; ce calcul s’applique aux disques protoplanétaires. Il prédit une
croissance de la fraction d’ionisation de 107'¢ a 107" entre 8 x 10°K et
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1 x 103K par ionisation thermique du potassium. Ces températures sont
typiquement atteintes a des distances de 1'ordre de 0.1 AU d’une jeune
étoile, et devraient suffire a coupler significativement la dynamique du
disque a celle du champ magnétique d’aprés Gammie [124]. Notons que
l'ionisation thermique de I'hydrogene requiert des températures de ’ordre
de 13.6eV ~ 10*K, inaccessibles au coeur des disques protoplanétaires.

1.4.1.2 Rayonnements stellaires

Avec des densités de colonne largement supérieures a 102? cm~2, les
disques protoplanétaires sont opaques aux photons stellaires de haute
énergie [165, 95]. Les rayonnements considérés vont du spectre ultravio-
let lointains (FUV) aux X, avec des énergies généralement comprises entre
6eV et 5keV. Ces photons parviennent a ioniser les couches superficielles
du disque, sur une profondeur de l'ordre de quelques g.cm™—2 pour les
photons X [127], et de 'ordre de 1072 g.cm ™2 pour les rayonnements FUV
[16, 265]. Ils sont également la principale source d’ionisation dans ’atmo-
sphere du disque [353, 10]. Dans cette gamme d’énergie, le role des grains
de poussieres (sub-)microniques est double : ils sont a la fois responsables
de l'opacité du milieu, et de la capture et recombinaison d’électrons libres
[248]. Leur effet exact sur la fraction d’ionisation dépend du spectre éner-
gétique des photons et de la distribution en taille des grains.

1.4.1.3 Rayonnements cosmiques

Pour des densités de colonne supérieures a 10 g.cm~2, les photons stel-
laires sont absorbés. Les rayonnements cosmiques, principalement des
protons provenant du milieu interstellaire et possédant des énergies bien
plus élevées > 100 MeV, ont une profondeur de pénétration de 'ordre de
100 g.cm_2 [335]. Le taux d’ionisation associé est relativement faible : dans
le milieu interstellaire, sa valeur est généralement prise entre 10717 5!
[314] et 107"®s~! dans un cas optimiste [223]. Il est admis que les rayons
cosmiques sont la principales source d’ionisation dans les régions externes
des disques protoplanétaires, o1 les rayonnements stellaires sont géomé-
triquement dilués, et ot1 la densité surfacique du disque est moindre. En
réalité, leur taux d’ionisation pourrait étre fortement réduit sous les effets
d’un vent stellaire [124] et/ou par déflection sur le champ magnétique
global ; voir par exemple Cleeves et al. [79], Padovani et al. [258].

1.4.1.4 Radioactivité

La derniere source d’ionisation a prendre en compte provient des élé-
ments radioactifs présents des les premiers stades de formation du disque.
Les produits de désintégration peuvent ioniser le gaz environnant par col-
lisions inélastiques, et cela de facon homogene au sein du disque. L'es-
sentiel de l'ionisation résultant de désintégrations nucléaires est causé
par l'aluminium (?°Al) sur une durée de demi-vie relativement courte
(~ 7 x 10° yr), puis par le potassium (*°K), suivi par des éléments lourds
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(232Th, 23%2381) [336]. Les taux d’ionisation attendus sont de I'ordre de
10717 s~ en présence de 2°Al, et tombent & 10722 s~ ! en n’incluant que la
contribution des autres éléments. La radioactivité fournit un seuil inférieur
sur la fraction d’ionisation au coeur des disques protoplanétaires.

1.4.1.5 Recombinaison

La recombinaison désigne le processus de capture d’un électron par une
espéce chargée positivement; elle participe a la neutralisation électrique
du fluide a I’échelle microscopique, par opposition a l'ionisation. Dans les
disques protoplanétaires sont identifiés trois canaux de recombinaison :

A. la recombinaison radiative par des éléments métalliques, symétrique
de I'effet photo-électrique ;

B. l’adsorption a la surface de grains de poussieres, augmentant consi-
dérablement la cinétique des réactions chimiques dans le disque;

c. la recombinaison dissociative sur des cations moléculaires, i.e. cap-
ture de 1’électron et dissociation en deux especes chimiques neutres.

Chacun de ces mécanismes peut étre caractérisé par un taux de recom-
binaison. Le role des grains de poussiéres est central lorsque 1’on cherche
a estimer ces taux de recombinaison. Les atomes métalliques peuvent se
trouver condensés a la surface des grains, éliminant virtuellement le pre-
mier mécanisme ci-dessus. La distribution en taille des grains intervient
de maniére cruciale : a masses de poussiéres égales, la surface effective des
grains décroit avec leur taille moyenne. La physico-chimie de surface des
grains étant encore mal comprise, la détermination du taux de recombinai-
son totale est grandement simplifié en supposant qu’ils sont sédimentés,
i.e. spatialement isolés. Dans ce cas, la recombinaison dissociative est do-
minante dans le volume du disque, et les taux de recombinaison peuvent
étre estimés par des réseaux chimiques appropriés [e.g., 251].

L.4.2 Modeles chimiques stationnaires

Une fois que nous connaissons les taux d’ionisation et de recombinaison
associés a chacun des processus décrits ci-dessus, nous pouvons envisager
de calculer la distribution de fraction d’ionisation x, := ne/n, olt n repré-
sente la densité volumétrique moyenne de particules neutres. La premiere
étape consiste a coupler 'ensemble des processus physico-chimiques pour
déterminer le taux d’ionisation local, ainsi que le taux de recombinaison
local. La seconde étape consiste a faire I’hypothese de stationnarité, i.e.
supposer que les taux d’ionisation et de recombinaison sont égaux. Sans
cette hypothese, nous devrions suivre la dynamique d’un ensemble d’es-
péces chimiques pour un cofit rapidement prohibitif en temps de calcul ;
avec les modeles chimiques considérés, cette hypothése donne explicite-
ment la fraction d’ionisation en fonction des propriétés locales du gaz.

Différents modeles chimiques ont été considérés par le passé, incluant
ou non la présence de métaux volatiles, la chimie des grains, un ensemble
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Un réseau chimique réduit peut
rester abordable dans dans des
simulations dynamiques ;

voir par exemple Turner et al.
[333], ligner & Nelson [167].
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d’especes moléculaires et de processus ionisants; voir par exemple Fro-
mang et al. [119], Semenov et al. [304]. Le modele de disque considéré
intervient également, puisque les rayonnements ionisants (stellaires et cos-
miques) sont sensibles a la densité de colonne intégrée sur leur trajectoire.

1 10 100
r[AU] z/H

FIGURE 1.4. — A gauche : fraction d’ionisation ¢ = ne/ny dans le plan (r,z/r) pour
un modele global de disque hydrostatique avec grains de poussieres,
extrait de Woitke et al. [353]. A droite : profils verticaux de fraction
d’ionisation xe = ne/Mnp prés du plan médian z = 0 dans un modele
local de disque stratifié sans poussieres, extraits de Lesur et al. [195].

Sur la Figure 1.4 sont rassemblées deux cartes de fraction d’ionisation
obtenues pour des modeles physico-chimiques différents. Elle partagent
des tendances communes, a savoir une fraction d’ionisation inférieure a
Xe < 1078 dans les régions internes (r < 10AU) et profondes (z/H < 2) du
disque, et supérieure a x. > 107> au dela de z/H > 3. Dans le détail, les
profils radiaux (dans le plan médian) et verticaux (a un rayon cylindrique
donné) différent significativement entre ces deux modéles. Le modéle pré-
senté sur la Figure 1.4 gauche tient compte d'un grand nombre de proces-
sus physico-chimiques pour déterminer 1’état d'un disque hydrostatique,
tandis que le modele de la Figure 1.4 droite emploi une physico-chimie
simplifiée pour se concentrer sur la dynamique de I’écoulement.

La validité de I'hypothese de stationnarité est discutable sous au moins
deux angles. Premierement, elle requiert que les temps caractéristiques as-
sociés a la chimie, et en particulier a la recombinaison des électrons libres,
soient courts devant les temps caractéristiques associés a la dynamique
du fluide. Cette hypothese est corroborée par les modéles plus ou moins
complets de Woitke et al. [353], Bai [14], Rodgers-Lee et al. [289], avec
de possibles bémols selon I’activité turbulente et la composition chimique
dans le disque [166, 167]. Deuxiémement, les modeles les plus complets
[e.g., 10, 354] font généralement une hypothése supplémentaire : le disque
n'est pas seulement stationnaire, il est hydrostatique. Méme si sa struc-
ture est calculée par une méthode itérative pour correspondre a un équi-
libre physico-chimique, cet équilibre n’autorise pas la matiére du disque
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a s’échapper sous la forme d’un vent. Cette approche exclut l'effet d’auto-
écrantage du vent aux photons stellaires, pouvant étre important dans un
vent de disque au dela de quelques unités astronomiques. Ces processus
dynamiques sont susceptibles d’avoir un impact fort sur la chimie des
disques, mais leur influence n’a pas encore recu d’étude quantitative.

1.4.3 Conséquences sur la MHD non-idéale

Sans connaitre la fraction d’ionisation, nous pouvons estimer 1'impor-
tance relative des EMFs non-idéales dans les disques [183] a condition de
considérer un plasma électrons-ions-neutres sans poussieres. Il suffit de
remarquer que chaque EMF est inversement proportionnelle a la fraction
d’ionisation, y compris la résistivité ohmique (voir Pitaevskii & Lifshitz
[275, §22], Nakano & Umebayashi [243], Balbus & Terquem [28]) :

n _
n~234(—)T"2em?s . (1.38)
e
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FIGURE 1.5. — Hiérarchie des effets MHD non-idéaux dans le plan densité-
température ; les segments de droites correspondent a des intervalles
en rayon par rapport a I'étoile, a quatre échelles de hauteur (verte) et
dans le plan médian (bleue) d'un modéle de disque protoplanétaire.
Figure extraite de Armitage [12].

Avec un modeéle physico-chimique raisonnable, et en faisant '’hypothese
d’une intensité de champ magnétique B = c2/vi = 100, nous obtenons
le diagramme de la Figure 1.5. A basse densité, i.e. dans les régions ex-
ternes et superficielles du disque, la diffusion ambipolaire est dominante.
A 'opposé, dans les régions les plus denses, la résistivité ohmique est do-
minante. Dans le régime intermédiaire, c’est la dérive de Hall qui devrait
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dominer les EMFs non-idéales. Cette hiérarchie vient directement des dé-
pendances en densité de la résistivité ohmique (p°), de Ieffet Hall (p~1/2)
et de la diffusion ambipolaire (p~'). La dépendance en température dis-
parait dans les régions denses, mais la transition Hall-ambipolaire dépend
sensiblement de la température dans les régions diluées. Les conclusions
essentielles a tirer de ce diagramme sont les suivantes :

— les trois effets non-idéaux interviennent sur 1’'étendue des disques
protoplanétaires ; en dehors des régions les plus denses ou les plus
diluées, il est injustifié d’exclure 'un de ces effets;

— l'induction Hall est 'EMF non-idéale dominante pour des rayons al-
lant de quelques 10~ a 102AU au voisinage plan médian du disque.

106 T T T T
o 10 um
g 1y.mI b
IQ_ 104_ 0.3 um |
°
e L
° 402k i
: |
<v~
o 10°F .

1072 . . .

10 30 100
R (au)

FIGURE 1.6. - Nombre de Reynolds ohmique Ry = Rp, nombre de Lundquist Hall
Ry = £~ et nombre d’Elsasser ambipolaire A, = Ap (voir Sec-
tion 1.3.4) dans le plan médian en fonction du rayon; les barres ver-
ticales correspondent a différentes tailles caractéristiques des grains
de poussieres. Figure extraite de Simon et al. [310].

Si nous incluons la fraction d’ionisation calculée par l'intermédiaire
d’un modeéle de structure, nous pouvons déterminer I'importance relative
des effets non-idéaux par rapport a l'induction idéale; voir par exemple
Bai [14]. Sur la Figure 1.6 sont marquées les valeurs représentatives des
nombres adimensionnés associées aux trois effets MHD non-idéaux, en
fonction de la distance a 1’étoile et de la taille caractéristique des grains de
poussiéres. La hiérarchie prédite sur la Figure 1.5 est bien préservée sur cet
intervalle en rayon. Ces nombres adimensionnés prennent des valeurs infé-
rieures a I'unité dans les régions les plus internes < 30AU, témoignant de
I'importance majeur des EMFs non-idéales sur I'induction idéale. Au dela
de 30AU, la présence et la taille caractéristique des grains de poussiéres
jouent un role significatif dans cette comparaison.

L'influence des grains de poussiéres sur les inductions non-idéales se
fait essentiellement par la capture d’électrons libres. D’une part, les grains
réduisent la fraction d’ionisation en servant de site de recombinaison pour
les ions et les électrons. D’autre part, les grains chargés ont une grande
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section efficace de collision avec les neutres, en comparaison aux collisions
électrons-neutres. Ces deux effets ont tendance a augmenter les diffusi-
vités magnétiques, en particulier pour des grains de petite taille (sub-
micronique), comme illustré sur la Figure 1.7. Ultimement, les grains de
poussiéres chargés peuvent remplacer les ions en tant que porteurs de
charge inertes, auquel cas les ions deviennent les porteurs de charge mo-
biles dominants, inversant le signe de la dérive de Hall [355]. Malheureu-
sement, la distribution spatiale des grains de différentes tailles est encore
assez mal contrainte dans les disques observés ; voir Pinte et al. [273, 272].

R =5AU, B = 10 mG
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FIGURE 1.7. — Profils verticaux des diffusivités ohmique, Hall et ambipolaire, sans
grains (a4 gauche) et avec grains sub-microniques (d@ droite). Figure
extraite de Salmeron & Wardle [295].

Le traitement auto-cohérent de la sédimentation et de la migration des
grains, en prenant en compte plusieurs populations en taille avec des pro-
cessus de coagulation et de fragmentation, est un projet ambitieux mais
numériquement abordable [131]. Cependant, considérant la complexité et
les incertitudes ajoutées par le traitement des poussiéres, en contraste avec
'état actuel des simulations globales en MHD non-idéale, nous choisis-
sons de ne pas inclure l'effet des poussieres dans nos modéles de disques.
Nous devrons garder a 1'esprit que cette simplification sur-estime la den-
sité d’électrons libres, donc sous-estime les diffusivités dans le disque de
potentiellement plusieurs ordres de grandeur.

1.5 INSTABILITE MAGNETOROTATIONNELLE

Dans cette section, je présente une classe d’instabilités propres aux écou-
lements cisaillés, en hydrodynamique et magnétohydrodynamique a faible
magnétisation. Je me focalise sur l'instabilité magnétorotationnelle, dont
le succes vient de ce qu’elle peut saturer en turbulence auto-entretenue,
transportant efficacement du moment cinétique dans les disques. Les dé-
rivations originales des propriétés de cette instabilité sont présentées par
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La pression va introduire des
modes acoustiques, sans altérer
la discussion ci-dessous, car
nous considérerons toujours des
perturbations incompressibles.
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Balbus & Hawley [23, 24]. Je vais tenter d’en proposer une image intuitive
a partir d'une description locale et lagrangienne du fluide [157].

1.5.1 Cisaillement d’une onde circulaire

1.5.1.1  Equations locales

L’approximation de Hill [157] est appropriée pour étudier les phéno-
menes locaux dans les disques [129]. Considérons un élément de fluide en
orbite dans un potentiel gravitationnel. Placons-nous dans un référentiel
tournant avec cette parcelle de fluide, a la vitesse angulaire Qg := , /Gr—sMeZ.
Dans ce référentiel, la dynamique d’une particule est gouvernée par ’(c)rois
accélérations inertielles :

d
d—‘t’ — 200 xVv—Qp X (Qo X 1) — Ve, (1.39)
avec @ = —GM/r le potentiel gravitationnel de l'astre central. Le gradient

de pression du fluide a été négligé par simplification. En écrivant r =
(ro +x,z) et en développant au second ordre au voisinage de 7o :

2 122 3 4
e (1= 215 20 (K)o (5
To 1§ Zro 3 T

— Vo~ Q% [(ro —2x) ex + ze,]

d
— YL 2y, <1 n X) ex — 200 x v — Q21 (1 —2") — QZze,,
dt To To

soit finalement :

% ~ —i—SQ%xex —2Q0 Xv— Qézez. (1.40)
Dans le membre de droite de (1.41), le premier terme décrit les forces de
marées, le second correspond a l'accélération de Coriolis, et le troisieme
est dti a la gravité. Dans ce référentiel tournant, la gravité agit comme
une force de rappel en direction du plan médian. L'accélération centrifuge
n’est exactement compensée par la gravité qu’au rayon 1o : une particule
tournant a la vitesse angulaire Oy a un rayon plus petit (plus grand) que
To tournerait trop lentement (trop vite) pour rester a sa position. L'accélé-
ration de Coriolis empéche une telle particule d’étre indéfiniment déviée
de son rayon d’équilibre. La force de marée contient I'information sur le
cisaillement de 1’écoulement (i.e. 0,v, /T # 0). L'ajout d"un gradient radial
de pression au membre de droite de (1.39) reviendrait a modifier le poten-
tiel gravitationnel dans le référentiel en rotation ; en conséquence, le profil
de vitesse ne serait plus nécessairement Képlerien. Nous pouvons considé-
rer le cas plus général d"un fluide cisaillé dans un référentiel en rotation :

dv ~—200 XV+ ZqQ(Z)xex — Qézez, (1.41a)

dt
~0log O
dlogr’

(1.41b)
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avec q = 3/2 dans le cas Képlerien. En regardant une portion suffisamment
petite de I’écoulement, nous pouvons négliger la courbure des trajectoires
et adopter un systéme de coordonnées cartésiennes, avec o de ~ dy.

1.5.1.2 Instabilité d’onde circulaire cisaillée

Considérons pour commencer le cas sans cisaillement dans (1.41) : ¢ = 0.
Au premier ordre en perturbations incompressibles v o< exp [i (k- T — wt)],
’accélération de Coriolis est responsable d’ondes inertielles satisfaisant

0t [VXV]==2VX[QoXxV]=2(Qy-V)v (1.42a)

k
= wk X v =2iQuk,v <= iwv = Zon—; (k xv)

k
= w= ZQOf. (1.42b)
Il s’agit d’ondes incompressibles et polarisées circulairement. Ajoutons
maintenant le cisaillement radial du fluide q # 0, et complétons (1.41a)
par la définition du déplacement lagrangien v := dr/dt :

X 0 1 0 X
O | v [=] 2902 0o 200 || v |- (1.43)
vy 0 —2Q 0 vy

Si nous cherchons une soluton oscillante o e'®t, nous obtenons un sys-
téeme linéaire M - V = 0 pour le vecteur des perturbations V, et la condition
de compatibilité du systeme linéaire dét(M) = 0 donne les valeurs propres

w? =2(2-q) Q3. (144)

La pulsation w est affectée par le cisaillement g, et elle devient imaginaire
au dela d"une valeur critique q = 2. L'inégalité

dlog O
dlogr

> =2 (1.45)

correspond au critére de stabilité de Rayleigh [279] : une condition néces-
saire a la stabilité hydrodynamique des écoulements rotatoires est d’avoir
un moment cinétique spécifique 1 := Qr? croissant en rayon.

Nous pouvons étendre cette description a un cas plus général. Considé-
rons le déplacement lagrangien d"une particule soumise a deux effets : le
cisaillement de fréquence s := 0xVvy(x), et une rotation a la pulsation v. Le
point considéré évolue sous 'action d"un opérateur de cisaillement et d'un
opérateur de rotation : 9;1 = M - 1; explicitement :

o()=(0 0 (2) e
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F1GURE 1.8. — Illustration du critére d’instabilité pour les ondes circulaires ci-
saillées. Dans les deux cas, le cisaillement (fleches rouges) et la ro-
tation (fleches bleues) ont les mémes orientations. A gauche : la fré-
quence de cisaillement s est inférieure a la fréquence de rotation v,
la particule décrit une ellipse. A droite : la fréquence de cisaillement
s est supérieure a la fréquence de rotation v, et la particule s’écarte
indéfiniment de sa position initiale.

Pour que la particule décrive une trajectoire périodique x 't w € R, le
spectre de 'opérateur d’évolution M (I'ensemble de ses valeurs propres)
doit étre imaginaire pur. On trouve de fagcon élémentaire

sp(M) = {£VV sV}, (1.47)

dont les valeurs propres deviennent réelles pour s > v. En d’autres termes,
il ne peut y avoir de mouvement périodique que lorsque la fréquence de
cisaillement s est inférieure a la fréquence de rotation v. Ce principe est
illustré sur la Figure 1.8. Le critere de Rayleigh exprimé précédemment
dans (1.45) se retrouve comme cas particulier ou les ondes circulaires sont
causées par l'accélération de Coriolis, avec une pulsation v = 2Q, (voir
(1.42b)) et une fréquence de cisaillement s = qQ,.

1.5.1.3 Couplage aux ondes d’Alfvén

Ajoutons maintenant l'effet d’'un flux magnétique net, aligné avec la
vorticité w = 0, vye,. Avec la densité de courant | = V x B, la force de
Lorentz peut étre décomposée comme

]xB:—Bx(VxB):—VBB-B}+(B-V)B, (1.48)

ol le premier terme du membre de droite est analogue a une pression ma-
gnétique, tandis que le second s’apparente a une tension magnétique. Nous
allons a nouveau négliger le terme de pression, sous prétexte de consi-
dérer des perturbations incompressibles. L'effet de la tension magnétique
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est celui d’une force de rappel, dirigée suivant le rayon de courbure local
des lignes de champ. L'intensité de cette force de rappel peut étre reliée
au déplacement lagrangien du fluide a la fagon dun ressort de pulsation
wa = k-vp, ol k est le vecteur d’onde de la perturbation et v la vitesse
d’Alfvén associée au champ net [25]. La dynamique d"une particule fluide
est alors décrite par le systéeme d’équations :

% = 2qQ3x +2Q0y — wix,
) L (1.49)
U =—-200x —wiy,
En injectant une solution harmonique x exp[iwt], nous obtenons :
2_ 2 2
w”—wi +29Q5 1200w ox ) L 0, (1.50)
—12Qow w? — w% y

et le déterminant de cette matrice doit s’annuler pour que le systeme li-
néaire soit compatible ; nous obtenons ainsi le polyndme caractéristique

w* —2w? [wf\ +(2— q)Q%] +wi (wf\ —ZqQé) =0. (1.51)

En dépit de son caractere quartique, nous pouvons extraire des informa-
tions simples de cette relation de dispersion. Tous ses coefficients sont
réels; en conséquence, les racines seront réelles ou complexes conjuguées.
Les racines x4 du polyndme de degré deux ax? + bx + c satisfont les re-
lations xy +x_ = —b/a et x; - x_ = c/a. Partant de ce constat, si le
coefficient de degré zéro w3 —2qQ3 < 0, alors 'une des racines w} a un
carré négatif, donc deux racines w sont imaginaires conjuguées, et 1'une
provoque une croissance exponentielle des perturbations. La condition de
stabilité ainsi dégagée est

(k-vA)z > ZqQ%. (1.52)

A nouveau, ce critere indique que pour avoir propagation d"une onde, la
fréquence de cette derniére doit étre plus élevée qu'une fréquence caracté-
ristique associée au cisaillement. Cette interprétation était déja donnée par
Balbus & Hawley [23]; elle permet de comprendre la MRI comme l'insta-
bilité d'une onde d’Alfvén, entrainée par Coriolis et cisaillée par 1'écoule-
ment. Dans le cas d'un fluide compressible, 'onde magnétosonique lente
est déstabilisée le plus aisément suivant la méme phénoménologie. Le
signe de q intervient dans le critere (1.52) : la MRI n’affecte que les écoule-
ments dont le profil de vitesse angulaire décroit radialement, i.e. q > 0.

1.5.1.4 Ondes whistler et HSI

J’ai montré dans la Section 1.3.2 que les ondes causées par l'effet Hall
dans un plasma homogene sont polarisées circulairement. La discussion
donnée en Section 1.5.1.2 reste pertinente dans ce cas : ces ondes peuvent
étre déstabilisées par le cisaillement du fluide électronique, donnant lieu a
l'instabilité de cisaillement Hall (HSI) [182].
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En I'absence de champ
magnétique (wa = 0), nous
retrouvons la relation de
dispersion hydrodynamique
(1.44), et le critére de stabilité de
Rayleigh (1.45) associé au
second degré.

Magnétosonique lente se
propage le long du champ
magnétique, avec la célérité la
plus faible, donc la plus faible
pulsation a une échelle donnée.
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Cela revient a exclure les ondes
ion-cyclotron ; voir (1.29b).

Hypothese de (1.15).

L’EMF Hall seule ne suffit pas ;

voir Section 1.3.2.

MAGNETOHYDRODYNAMIQUE NON-IDEALE

Grace a la relation | = V x B, I'équation d’induction est suffisante pour
capturer la HSI si nous considérons le fluide neutre comme un terme
source constant, d’inertie infinie. A faible fraction d’ionisation, ne consi-
dérer que 'EMF Hall revient a dire que la diffusion ambipolaire est nulle,
i.e. le couplage collisionnel ion-neutre est parfait (voir Section 1.3.3). Méme
si la fraction d’ionisation est telle que le fluide électronique ne possede vir-
tuellement aucune énergie cinétique au départ, ’entrainement collisionnel
des ions par les neutres entretient le cisaillement des ondes whistler a
I'origine de l'instabilité. L'instabilité provoque bien un transfert d’énergie
partant du cisaillement du fluide neutre vers le champ magnétique.

Dans la limite ot1 la dérive de Hall domine 'induction idéale, nous pou-
vons extraire un critere de stabilité d’une onde whistler cisaillée. Considé-
rons la vitesse des neutres comme un terme source constant, la présence
d’un champ guide By vertical, et ajoutons les composantes radiale et azi-
mutale du champ magnétique sous la forme de perturbations au premier
ordre By ~ By ~ el(k#=®t) T’équation d’induction projetée en coordon-
nées cartésiennes perpendiculairement a B, donne

d¢Bx ~ B, 0%By = —lk?BoBy (1.53a)
3By =~ —dy [sxBx] — 13B,02Bx = —sBy + {i1k?BoBy (1.53b)

ou s désigne le cisaillement. Le discriminant de ce systéme (la relation de
dispersion) donne directement

w? = wy (W — ) (1.54)
avec wy = {xk?Bo la pulsation des ondes whistler dans la limite des
hautes fréquences spatiales. Cette pulsation est imaginaire quand s >
wy > 0, i.e. quand la fréquence de cisaillement dépasse la fréquence d’os-
cillation de 'onde, en accord avec les arguments donnés en Section 1.5.1.2.
Une instabilité d’ondes ion-cyclotron peut étre capturée en présence d'un
champ de polarité inversée et d'intensité plus forte [259, 310]. Nous 1'igno-
rerons régulierement, car elle opére dans un espace de parametres limité.

Le cas wy < 0 avec s > 0 n’a pas été discuté précédemment; il corres-
pond a un champ magnétique guide opposé a la vorticité, donc opposé
au vecteur rotation r x vk dans un disque képlerien (r rayon par rapport a
l'astre central). Dans ce cas, la pulsation caractéristique est systématique-
ment réelle, donc ces ondes whistler cisaillées sont toujours stables. L'effet
Hall induit une dynamique qualitativement différente selon 1’orientation
du champ magnétique traversant le disque. Cela peut se comprendre en
remarquant que I'EMF Hall dépend d’une puissance paire du champ ma-
gnétique : en linéarisant 1’équation d’induction, le signe du champ guide
By est conservé dans (1.26). Cette discrimination n’apparait pas en MHD
idéale. Nous pouvons aussi remarquer que le sens de propagation de
l'onde n’intervient pas dans les équations (1.26) et (1.54) : le sens de ro-
tation de l'onde (le signe de w) est déterminé par By uniquement. En
revanche, le sens de rotation d’une onde inertielle dépend de sa direction
de propagation via k - Q d’apres (1.42b). En conséquence, la MRI peut étre



1.5 INSTABILITE MAGNETOROTATIONNELLE

déclenchée par une onde d’Alfvén se propageant dans la direction appro-
priée, un degré de liberté absent pour les ondes whistler.

1.5.2 MRI non-idéale en régime linéaire

Partant de I’équation d’induction (1.17b), nous pouvons déja déduire un
certain nombre de propriétés sur la phase linéaire de la MRI en MHD
non-idéale. J'isole I'influence de chaque EMF ci-dessous.

L.5.2.1 Résistivité ohmique

La résistivité ohmique tend a diffuser les structures magnétiques sur
une échelle h en un temps caractéristique T, ~ h?/n. Réciproquement, le
temps caractéristique de croissance de la MRI idéale sur une échelle h est
de l'ordre de tyrr ~ h/va d’apres (1.51). Nous devinons que la MRI est
stabilisée pour T,, < Twmri, correspondant a un critere de stabilité sur le
nombre de Lundquist ohmique 8o < 1 a I'échelle h. Jin [168] a montré
que ce critere peut effectivement étre extrait de la relation de dispersion
locale du plasma traversé par un flux magnétique vertical ; le cas d'un flux
net toroidal fut décrit par Papaloizou & Terquem [261], et Sano & Miyama
[298] ont ajouté une stratification verticale en densité.

Dans le cas des disques d’accrétion, 1’échelle de distance caractéristique
est toujours de l'ordre de quelques échelles de hauteur hydrostatique.
Lorsque 'écoulement est stabilisé sur cette échelle, la MRI ne peut plus
se développer dans le disque, d’ot1 les dénominations courantes de “zone
morte” ou “magnétiquement inactive”. D’apres les profils attendus pour le
nombre de Lundquist ohmique dans les disques protoplanétaires, le plan
médian entre 0.1AU et quelques unités astronomiques pourrait ainsi étre
magnétiquement inactif [124], suggérant que 'accrétion turbulente se pro-
duit en surface du disque. Notons qu'un disque stabilisé vis-a-vis de la
MRI peut encore subir une force de Lorentz significative, et en particulier
accréter sous l'influence d"un couple magnétique a grande échelle.

1.5.2.2  Diffusion ambipolaire

Nous pourrions nous attendre a ce que la diffusion ambipolaire agisse
sur la MRI d’une fagon analogue a la résistivité ohmique, avec une dif-
fusivité dépendant cette fois-ci du champ guide suivant s = Tinvi (voir
Section 1.3.3). Blaes & Balbus [43] ont étudié ce cas par l'intermédiaire d'un
modele multi-fluide, et obtenu que les taux de croissance dépendent du
rapport entre la fréquence épicyclique et I'inverse du temps de couplage
ion-neutre. Le nombre d’Elsasser ambipolaire Ay = 1/Q7iy, est justement
adapté pour décrire cette phénoménologie. Le nombre d’Elsasser ambipo-
laire prédit dans les disques protoplanétaires est suffisamment faibles pour
empécher le développement de structures turbulentes a la surface [265].
La combinaison des diffusions ohmique et ambipolaire pourrait donc tuer
l'activité turbulente sur toute la hauteur des disques protoplanétaires. Une
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Nous parlons ici des modes MRI
a grande échelle kva < Q, les
plus lent a diffuser.

Suivant 'exemple
d’une “roue de Barlow”.



34

Ignorant pour le moment
instabilité d’ondes
ion-cyclotron.
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différence qualitative apparait lorsque 1'on considére des modes MRI non-
axisymétriques. Desch [85] et Kunz & Balbus [183] ont montré que la diffu-
sion ambipolaire peut jouer un role déstabilisant sur des modes obliques,
en raison de son caractéere anisotrope [182]. Dans la limite des champs ma-
gnétiques faibles (3 >> 1), la diffusivité ambipolaire est également faible,
donc la MRI est susceptible d’amplifier le champ magnétique de facon
quasi-idéale. Suite a cette amplification, la diffusivité ambipolaire pourrait
atteindre le seuil de stabilisation linéaire, laissant entrevoir un mécanisme
de saturation quasi-linéaire de la MRL

1.5.2.3 Dérive de Hall

La HSI décrite en Section 1.5.1.4 donne le comportement asymptotique
de la MRI pour une induction Hall dominante. La transition MRI-HSI
se fait contintiment, et fait 1'objet des articles de Wardle [343], Balbus &
Terquem [28]. En prenant la réaction du fluide neutre en compte, i.e. la
relation de dispersion complete (de degré 4 en w dans la limite incom-
pressible), nous retrouvons plusieurs manifestations de la HSI :

— comme la pulsation whistler wy = ¢yBok? augmente quadratique-
ment avec la fréquence spatiale k, 'effet Hall a tendance a rapide-
ment stabiliser les petites échelles (voir Figure 1.9);

— le critere de stabilité (1.54) est symétrique par (wy,s) — (—wn,—s);
la HSI est donc capable de déstabiliser des écoulements dont le profil
de vitesse angulaire croit radialement, a la différence de la MRI;

— un champ magnétique opposé a la vorticité locale (donc au vecteur
rotation Q) dans un disque képlerien) tend a stabiliser I'écoulement :
le domaine d’instabilité est asymétrique suivant le signe de B - Q).

— en présence de résistivité, un effet Hall faible est capable de réhaus-
ser les taux de croissance de la MRI; voir Wardle & Salmeron [347].
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2.0} P T L L
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FIGURE 1.9. — Pulsations caractéristiques w/Q dans un écoulement képlerien pour
différentes intensités d’effet Hall Z := 2011Q /v, avec un champ net
orienté suivant la vorticité locale (B - Q > 0); les taux de croissance
Hall-MRI sont indiqués en trait pleins, et les fréquences réelles des
ondes whistler et ion-cyclotron sont en pointillés (voir Figure 1.3).
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Résumé

Je vais décrire les méthodes numériques que j'ai employées pour ‘résou-
dre’” les équations de la MHD non-idéale. Je commence par résumer les
travaux numériques antérieurs a cette thése concernant la magnétohydro-
dynamique des disques d’accrétion. Je présente ensuite les méthodes de
simulations numériques les plus communes en astrophysique; j'oriente le
sujet vers le code en volumes finis PLUTO, dont je me suis principalement
servi, et dont j’ai adapté un module pour le calcul des effets MHD non-
idéaux. Je conclurai sur les infrastructures de calcul dont j’ai pu bénéficier.

Sommaire
1. Introduction. . ... .. ... ... . oL 36
1.1. Classes de modeles numériques . . . . ... .. 36
1.2. Simulations de disques magnétisés . . . . . . .. 37
2.  Méthodes numériques . . . . ... ... ... ... ... . 40
2.1. Différences finies . . .. ... ........... 41
2.2. Méthodes spectrales . . . . ... ... ... ... 42
2.3. Eléments finis . . . . . .. ... ... ... .... 44
2.4. Smoothed Particle Hydrodynamics . . . . . . .. 46
2.5. Volumes Finis . . . . ... ............. 47
3. PLUTO ... ..... ... . .. ... ... . ... ... 48
3.1. Variables primitives et conservatives . . . . . . . 48
3.2. Transport contraint . . . .. ... ... ...... 49
3.3. Solveur de Riemann . . .. ............ 50
3.4. Calcul des courants électriques . . . . . ... .. 54
3.5. Effets MHD non-idéaux dans PLUTO . . . . .. 55
4.  Infrastructuresdecalcul . . . .. ... ... ... ... 58
4.1. Froggy @ CIMENT . . . .. ............ 58
4.2. Ada & Turing@IDRIS . . . ... ... ...... 58

35



36

SIMULATIONS DE DISQUES PROTOPLANETAIRES

II.1 INTRODUCTION

A défaut de pouvoir réaliser des expériences in situ, les simulations nu-
mériques offrent une approche privilégiée pour étudier les phénomenes
astrophysiques. Dans 'étude numérique des disques protoplanétaires, on
peut identifier plusieurs grandes classes de modeles, chacun adapté dans
un but particulier. Je distingue ci-dessous les modeles stationnaires des
modeles dynamiques, et les modéles locaux des modeles globaux. Cela
me permettra de mieux cerner le cadre de travail de cette these : les simu-
lations dynamiques et globales de disques protoplanétaires.

m.1.1  Classes de modéles numeériques

1.1.1.1  Modeéles stationnaires et modéles dynamiques

L’étude analytique de la structure et de la dynamique des disques proto-
planétaires n’est réalisable que sous certaines hypotheses simplificatrices.
Les hypotheéses les plus couramment employées sont celles de stationna-
rité et d’axisymétrie, réduisant le nombre de dimensions du probléme a
deux (radiale et latitudinale). Méme sous ces hypotheses, une machine de
calcul est souvent nécessaire pour évaluer des intégrales, et les solutions
(champs de densité, vitesse, etc.) n’admettent pas de formes closes. Ces
méthodes sont privilégiées dans I'étude des équilibres et de leur stabilité.
Un exemple d’étude semi-analytique de disque produisant un vent MHD
est montré sur la Figure 1.1 gauche. On trouve également des modeles
moyennés azimuthalement et verticalement, utiles pour se concentrer sur
I'évolution des profils radiaux dans le disque. Ces modéles permettent
d’inclure d’autres dimensions de complexité (distributions de grains de
poussieres ou d’especes chimiques, transfert radiatif) a cotit raisonnable ;
voir par exemple Pinilla et al. [271].

Sur la Figure 11.1 droite est représenté le résultat d’une simulation hy-
drodynamique de disque. Cette simulation traite les équations de la dy-
namique du fluide en quatre dimensions (espace & temps), avec un mini-
mum d’hypotheses simplificatrices (e.g., choix d"une équation d’état pour
la thermodynamique du gaz). En raison du nombre de dimensions, ces
simulations sont cotiteuses en temps de calcul (103 a 10° heures CPU) et
en mémoire (107 a 10'° octets). Elles nécessitent généralement une phase
de réduction des données, analogue a de vrais expériences de physique
numérique. Elles sont le seul moyen théorique de tester la validité des
modeles simplifiés ; c’est ce second type d’étude qui va m’intéresser.

1.1.1.2  Modeles locaux et modeles globaux

Les simulations dynamiques de disques protoplanétaires se séparent ty-
piquement en deux catégories. Dans les modeles locaux, nous considérons
un élément de fluide a suffisamment petite échelle pour négliger la cour-
bure des trajectoires du gaz (voir Section 1.5.1.1). Nous suivons cet élément
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t= 3.70(code units)

7 (AU)

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
R (AU) x (code units)

FIGURE 11.1. — A gauche : modeéle semi-analytique de jet MHD stationnaire, extrait
de Ferreira & Casse [98]; a droite : modele dynamique de disque
d’accrétion, extrait de Hennebelle et al. [156].

de fluide en rotation dans le disque, soumis aux accélérations centrifuge
et Coriolis. Ces modeles sont appropriés pour caractériser des processus a
haute résolution, de maniére bien controlée, sans effets de transport global.
IIs sont adaptés pour étudier les instabilités locales et la turbulence, et ont
trouvé un certain succes dans 1’étude de la MRI (e.g. Figure 11.2 gauche).

A Vinverse, les simulations globales s’attachent a décrire la géométrie
du disque et a capturer les phénoménes de transport a grande échelle.
Elles permettent difficilement d’atteindre les mémes résolutions spatiales
que dans les simulations locales, et les processus de transport rendent le
systéme hautement dynamique. Néanmoins, ces simulations sont néces-
saires pour valider les résultats des études locales, qu’il s’agisse de tur-
bulence MRI [284, 48, 49] ou de vents magnétisés [194, 113]. Un exemple
de simulation globale de turbulence MRI est représenté sur la Figure 11.2
droite. Mon objectif est de réaliser des simulations dynamiques globales
de disques protoplanétaires dans le régime MHD non-idéal.

1.1.2  Simulations de disques magnétisés

Dans un premier temps, je vais me concentrer sur la physique au sein
du disque. Je fais un bref rappel des résultats majeurs, et je reporte 1'intro-
duction des vents de disque et de l'interaction disque-jet a la Partie iii.

1.1.2.1  MHD idéale

Les premieres simulations de la MRI en régime non-linéaire sont attri-
buées a Hawley & Balbus [149] en 2D axisymétrique et a Hawley et al.
[150] en 3D. Ces derniéres confirment que la MRI sature en turbulence,
transportant efficacement du moment cinétique sous 1’action d"un couple
principalement magnétique. La turbulence est entretenue en présence d'un
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flux magnétique net a travers le disque. Sans flux net, le maintien d'un
écoulement turbulent dans les simulations est sensible aux propriétés de
dissipation a petite échelle [197, 117]. Dans les deux cas, un champ ma-
gnétique initial faible (3 > 1) suffit a produire un couple « = T, /P €
[1073,107 "], ot T représente le tenseur des contraintes et P la pression.

I 0.0065

0.0035

0.0007

I -0.0002

FIGURE 11.2. — Simulations de turbulence MRI en MHD idéale, dans un modele
local (@ gauche, extrait de Meheut et al. [225]) et dans un modele
global de disque (@ droite, extrait de Flock et al. [105]).

1m.1.2.2 Résistivité ohmique

L'influence d'une résistivité ohmique sur le régime non-linéaire de la
MRI fut abordé par Sano et al. [296] en 2D axisymétrique et par Fleming
et al. [104] en 3D. Ces derniers ont montré qu’en 1’absence de flux ma-
gnétique axial (vertical), une résistivité faible, sans grande influence sur
le régime linéaire de I'instabilité, pouvait fortement affecter son régime de
saturation non-linéaire. Sans flux magnétique net, un nombre de Reynolds
Ro = Qh?/m < 10% suffit a tuer le transport turbulent de moment ciné-
tique. Avec flux magnétique net, une résistivité croissante peut réduire le
taux de transport de moment cinétique & ~ Rp [104], mais 1’action de la
MRI n’est inhibée qu’en dessous du seuil de stabilité linéaire So < 1 [168].

Comme proposé par Gammie [124], les simulations stratifiées de disques
dont le plan médian est résistif exhibent de 1’accrétion en surface, et une
“zone morte” en profondeur [103]. La turbulence MRI peut entretenir « €
[1073,1072] en surface; elle excite aussi des ondes de densité spirales
dans le plan médian, suffisantes pour maintenir un seuil o ~ 10~% [167].

1n.1.2.3 Diffusion ambipolaire

L’'influence d"une diffusion ambipolaire sur la MRI fut d’abord examinée
dans des simulations locales non-stratifiées. Les simulations bi-fluides de
Hawley & Stone [152] montrent que 1’écoulement ionique reste turbulent
quelle que soit la fraction d’ionisation. Cependant, I’écoulement neutre
est progressivement découplé des ions pour des nombres d’Elsasser am-
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bipolaires Ax < 102. Le niveau de saturation du coefficient de transport
turbulent &« = T, /Pneutres croit directement avec la fraction d’ionisation.
Les simulations MHD de Bai & Stone [17] prouvent qu’a faible fraction
d’ionisation, le coefficient de transport « décroit avec le nombre d’Elsasser
Ap, atteignant « ~ 10-4 pour Ap = 10~ . Dans ce régime, la MRI est
stabilisée par un flux magnétique net d’autant plus faible que Ay est petit.
Les premieres simulations globales incluant simultanément les diffu-
sions ohmique et ambipolaire ont été produites par Gressel et al. [134].
Ces simulations suggerent que les disques protoplanétaires pourraient étre
entierement laminaires : le plan médian serait magnétiquement inactif a
cause de la résistivité ohmique, et la diffusion ambipolaire empécherait
la saturation turbulente de la MRI (voir Figure 11.3). L’accrétion de masse
reste permise en surface, sous 'action de couples magnétiques laminaires.

———
> 7 i
7]

e [(HJ

height

redius R [au]

FIGURE 11.3. — Simulations MHD globale de disque protoplanétaire avec diffusions
ohmique et ambipolaire, extraite de Gressel et al. [134].

1.1.2.4 Dérive de Hall

L'induction Hall est la plus difficile a intégrer de facon précise et ro-
buste dans les simulations MHD. Son influence sur le développement non-
linéaire de la MRI fut abordé par Sano & Stone [299, 300] dans des simu-
lations locales non-stratifiées. Ces simulations ont été conduites dans le
régime £ ~vp/Qh < 1. Elles confirment que le niveau de saturation de la
turbulence Hall-MRI dépend de l’orientation du flux magnétique vertical
net. Elles suggerent notamment que le coefficient de transport o pourrait
étre réhaussé par l'effet Hall dans les régions résistives des disques.

Dans le régime £ > 1, les simulations de Kunz & Lesur [184] ont révélé
un comportement qualitativement nouveau. En présence d'un flux magné-
tique net By - Q > 0, I'instabilité de cisaillement Hall (HSI) ne sature pas en
turbulence : le flux magnétique s’organise en structures zonales (axisymé-
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triques), comme illustré sur la Figure 11.4. Le transport turbulent est réduit
a o« < 107* dans cette phase organisée. Les structures axisymétriques dans
le champ magnétique ont une contrepartie hydrodynamique : des écoule-
ments zonaux, susceptibles de piéger des poussieres (voir Section vI.2.4).

FIGURE 11.4. — Champ magnétique vertical B, dans deux simulations locales non-
stratifiées ; en MHD idéale (panneau supérieur), la MRI avec flux ma-
gnétique net sature en turbulence ; en MHD Hall (panneau inférieur)
avec £ > 1, le flux magnétique s’organise en bandes axisymétriques.
Figure extraite de Kunz & Lesur [184].

Le mécanisme d’auto-organisation sous-jacent est expliqué par Kunz &
Lesur : le parametre de Hall doit étre suffisamment grand (£ > 1), I'écou-
lement doit étre linéairement instable, et 'accumulation de flux magné-
tique doit permettre d’atteindre le seuil de stabilisation de la HSI (voir
Section 1.5.1.4). Cependant, ce mécanisme d’auto-organisation ne semble
pas opérer dans les simulations stratifiées de Lesur et al. [195], Bai [15].

Mon premier objectif sera d’étendre les résultats de Kunz & Lesur en
géométrie cylindrique, afin de tester la robustesse globale de ces structures.
Dans ce chapitre, je vais parler des méthodes numériques couramment
utilisées pour simuler les disques, puis converger vers mon utilisation du
code PLUTO en MHD non-idéale. La Partie ii est dédiée a 1'étude du pro-
cessus d’auto-organisation Hall en configuration globale non-stratifiée. Les
effets de stratification seront au coeur de la Partie iii.

II.2 METHODES NUMERIQUES

Les recherches en astrophysique on motivé le développement de mé-
thodes numériques spécifiques, aujourd’hui applicables dans une variété
de domaines technologiques [e.g., 126, 96], a 'instar des grands instru-
ments de physique expérimentale. Lorsque 1'on souhaite simuler la dyna-
mique d"un fluide, une tache courante des simulations numériques consiste
a intégrer en temps un jeu d’équations aux dérivées partielles pour des
conditions initiales données. La résolution algorithmique du probléme né-
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cessite de discrétiser 1’espace et le temps, puis d’établir un schéma d’in-
tégration en temps. L'estimation des dérivées joue un role central dans la
précision spatiale du schéma d’intégration. Une méthode parfaite serait
précise, robuste, et d’exécution rapide. Evidemment, ces critéres ne com-
mutent pas, et il faut se satisfaire d’un compromis. Différentes méthodes
répondent a différents besoins; je vais en illustrer quelque unes dans le
cas typique de I'équation d’advection-diffusion pour f :

duf 4 0xf +vO2f =0,

II.1
f:(x,t) €D xRt — R (ir.1)

1.2.1  Différences finies

La méthode des différences finies repose sur le développement de Taylor
d’une fonction pour estimer sa dérivée. Si f : R — IR est analytique, alors

“+o00

flx+h) =) %%(x). (11.2)
n=0

Pour estimer la dérivée de f en un point x;, a partir de ses voisins sur un
maillage uniforme de pas h, nous pouvons évaluer la “dérivée a droite”
f(xi +h) —f(x;)  df

) 2
o a(xl) + O(h4). (11.3)

En choisissant judicieusement les points d’évaluation de f, nous pouvons
réduire l'erreur de l'estimation, par exemple avec la “dérivée centrée” :
f(xi +h) —f(x; —h)  df

, 3
o a(xl) +O(h?). (11.4)

Dans le cas général, nous pourrons utiliser un nombre arbitraire de P
points voisins de x;, répartis symétriquement ou non, avec un pas de
maillage pouvant varier. On explicite les P développements de Taylor

+oo n
d"f
f(x—i—hp)—z}:jw(x), p=1,...,P (11.5)

n=0

et considérant 'espace vectoriel engendré par les d™f/dx™, il ne reste plus
qu’a trouver une combinaison linéaire des f(x + h,) qui annule tous les co-
efficients sauf celui devant df/dx, laissant une erreur d’ordre aussi élevé
que possible (P au mieux). La méme procédure peut étre appliquée pour
calculer une dérivée d’ordre r < P, en annulant tous les coefficients sauf
celui devant la r—ieme dérivée. Ces dérivées spatiales peuvent étre direc-
tement injectées dans (11.1) pour estimer la dérivée temporelle.

Les méthodes en différences finies d’ordre élevé sont précises mais peu
robustes. Les codes de simulations basés sur les différences finies, tels que
le PENCIL code [55], emploient typiquement plus de 6 points d’échan-
tillonnage de f pour évaluer sa dérivée (e.g. Brandenburg & Dobler [54]).
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Le code PLUTO emploie une méthode différente (en volumes finis, voir
Section 11.2.5) pour intégrer en temps les équations physiques, mais les al-
gorithmes de différences finies seront utiles pour implémenter simplement
des conditions aux limites, ou pour évaluer des dérivées.

1.2.2  Meéthodes spectrales

Dans le cas ou les fonctions manipulées sont suffisamment lisses, les
méthodes spectrales offrent une précision virtuellement illimitée dans 1’es-
timation des dérivées. Leur principe de base consiste a décomposer les
fonctions manipulées sur un ensemble de fonctions élémentaires dont le
support est le domaine de définition D entier. L'exemple le plus courants
d’une telle décomposition est celle de Fourier, ot les N valeurs f,, dans
I'espace “réel” sont liées aux composantes spectrales par

N—1

fn = Z i exp <127'(N> fi = N Z frnexp ( 127() . (16)

k=0

L'opération de dérivation de f se rameéne a une multiplication sur f. Calcu-
ler la série de Fourier, multiplier fy par i27tk/N, puis revenir a f par trans-
formée de Fourier inverse : ces opérations peuvent se faire a la précision
de la machine utilisée. Comme ’ensemble des f,, sert a calculer la transfor-
mée f, nous avons inclus toute I'information disponible dans ce calcul de
dérivée. Pour des fonctions suffisamment lisses, la vitesse de convergence
de ces méthodes est remarquablement grande (voir Figure 11.5).
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FIGURE 11.5. — Erreur sur la résolution d"une équation d’advection 9¢f+ 0xf =0 en
fonction du nombre de modes spectraux N, pour une méthode spec-
trale (ronds et traits pleins) et plusieurs méthodes en différences
finies d’ordre 2, 4 et 6. Figure extraite de Canuto et al. [62].

La décomposition en série de Fourier est judicieuse lorsque 1’on souhaite
naturellement imposer des conditions aux limites périodiques a la fonction
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f. Pour des conditions aux limites différentes il faut employer un autre
ensemble de fonctions élémentaires. Dans la grande majorité des cas, il
s’agit de polyndmes ¢y définis sur un segment, une demi droite ou la
droite réelle entiere, ordonnés par degré croissant, et orthonormés pour
un certain produit scalaire :

(Pa,Pv) = dab- (11.7)

Les coefficients spectraux d’une fonction f sont ensuite obtenus par projec-
tion : fi = (f, dy). Si I'on souhaite résoudre (11.1) sur l'intervalle D =
[—1, 1] avec des conditions aux limites de Dirichlet, les polynémes de Che-
byshev sont appropriés et offrent une vitesse de convergence optimale.
Pour un probleme différentiel sur la droite réelle, ce sont les polynémes
de Hermite qui seront appropriés. Dans ces deux cas, et a la différence des
séries de Fourier, 'opération de dérivation ne se résume plus a une multi-
plication scalaire dans l'espace spectral. Cependant, ces ensembles de poly-
nomes vérifient divers relations de récurrence, et des relations analytiques
permettent souvent d’exprimer la dérivée d'un polynéme ¢y comme com-
binaison linéaire des autres polynomes de la base :

N—1
dok
i~ p;) Dypdp. (11.8)

De cette facon, l'opération de dérivation sur f(x) correspond a un opéra-
teur matriciel agissant sur les composantes spectrales fy :

N—

f .
Y~ f d‘b“ Z i Dip by = Z fdp. (o)

k=0 k,p=0

Les méthodes spectrales sont également adaptées pour garantir certaines
lois de conservation. Par exemple, la transformée de Fourier par rapport a
x de (11.1) est

O¢f +ikf —vik2f =0, (1.10)

et pour k = 0 (i.e. la valeur moyenne), cette équation donne directement
0¢f(k = 0) = 0. Cette propriété sera également préservée sous une autre
décomposition spectrale : toutes les bases de polyndémes doivent contenir
un polyndme constant ¢y (de degré zéro), et la loi de conservation se
traduira nécessairement par 9¢ (f, o) = 0.

Le principal inconvénient des méthodes spectrales résulte de ce que I'en-
semble des valeurs f,, dans I’espace réel intervient dans le calcul de chaque
coefficient spectral fy, et réciproquement. En conséquence, une erreur sur
un coefficient spectral va affecter la fonction associée dans 1'espace réel sur
tout son ensemble de définition. Un exemple frappant est le phénomene
de Gibbs, illustré sur la Figure 11.6. Les discontinuités ne peuvent pas étre
capturées avec un nombre fini de modes spectraux, et la meilleure approxi-
mation de la fonction recherchée produit des oscillations sur le domaine
entier. Ce phénomene révele notamment que les méthodes spectrales sont
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Exception faite de la
transformée de Fourier [81],
de complexité O(Nlog N).

E.g. le code SNOOPY [193].

SIMULATIONS DE DISQUES PROTOPLANETAIRES
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FIGURE 11.6. — Le phénomene de Gibbs se manifeste lorsque 1’ordre de troncation
est insuffisant pour capturer les variations brusques de la fonction
dans l'espace réel. Les oscillations sont causées par les discontinui-
tés, mais elles s’étendent a tout ’ensemble de définitions. Il existe
des méthodes de lissage (courbes en traits pointillés), dont I'effet
est plus appréciable sur la figure de droite (zoom au niveau d’une
discontinuité). Figure extraite de Canuto et al. [62].

inadaptées au traitement des discontinuités, ce qui pourra limiter leur ap-
plications physique (interfaces, chocs, etc.).

Pour la méme raison, les méthodes spectrales se prétent mal au calcul
paralléle. La plupart des phénomenes physiques sont spatialement locaux ;
cela permet de partitionner 1'espace réel en sous-domaines, chacun affecté
a une unité de calcul indépendante, et ne communiquant qu’avec ses voi-
sins directs. Cependant, un processus physique local dans l'espace réel
sera non-local dans l'espace spectral. Un partitionnement de 1’espace réel
ou spectral ne présenterai pas d’intérét en performances puisque chaque
unité de calcul aurait besoin de connaitre le contenu de toutes les autres.
Par ailleurs, le calcul de la transformée spectrale d'une fonction échan-
tillonnée sur N points nécessite généralement O(N?) opérations. Cela li-
mite 1'usage des méthodes spectrales comparé aux méthodes “locales”
dans l’espace réel, dont la complexité avoisinne O(N). Enfin, I'implémenta-
tion de conditions aux limites quelconques peut étre malaisé dans 'espace
spectral. Il existe néanmoins des codes spectraux adaptés pour simuler des
écoulements astrophysiques, et parallélisables dans une certaine mesure.

Dans I’Annexe A, j’emploie une méthode de collocation Chebyshev pour
résoudre des problemes aux valeurs propres. Les références incontour-
nables a 1’égard des méthodes spectrales en hydrodynamique sont Canuto
et al. [62] et Peyret [270].

1.2.3 Eléments finis

La méthode des éléments finis hérite de certains caractéres des mé-
thodes spectrales : la fonction recherchée est représentée comme combi-
naison linéaire de fonctions élémentaires ¢. En revanche, ces fonctions
élémentaires (les éléments finis) ont un support compact sur D :

dr(x) =0vx ¢ Oy C D. (1.11)
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Par exemple, nous pouvons approximer la fonction recherchée f par une
fonction en escalier, en choisissant des fonctions créneaux comme éléments
de base, auquel cas les Qy partitionnent D. Pour approximer f comme une
fonction linéaire par morceaux, nous choisissons les ¢ comme fonctions
chapeaux : ¢y (xj) = dyj linéaire par morceaux. Le degré des polynomes
choisis est toujours conditionné par le degré de dérivabilité souhaité pour
la solution. Comme pour les méthodes spectrales, la dérivée d"une fonc-
tion s’obtient en dérivant les fonctions élémentaires :

f(x) = ) figr(x), (11.12a)
k
S~ ;fkdf;(x), (11.12b)

mais la propriété (11.11) apporte un caractere spatialement local a cette
méthode de résolution. La différence entre les méthodes en éléments fi-
nis et les méthodes spectrales rappelle la différence entre une succession
d’interpolations polynomiales d’ordre bas, sur de petits intervalles, et une
interpolation d’ordre élevé sur tout l'intervalle. Au lieu de résoudre le
probleme (11.1), la méthode des éléments finis s’attache plutot a sa “formu-
lation faible” (i.e. intégrale, voir Courant [82]), dont la solution sera une
approximation de la vraie solution sous certaines conditions.

0.8F

06F

0.4F

0.2+

0.0F

FIGURE 11.7. — Illustration de la méthode des éléments finis : une fonction de Bes-
sel (noir) est décomposée comme une somme de fonctions chapeau.

Les vertex du maillage peuvent étre placés de maniere a reproduire des
objets de géométrie complexe, les fonctions élémentaires n’étant définies
qu’ensuite (voir par exemple Prud’Homme et al. [280]). Cela constitue 'un
des principaux avantages des méthodes en élément finis. Ces méthodes
permettent également de controler finement la précision des solutions es-
timées. On leur trouve des applications en astrophysique, mais il n’existe
pas a ma connaissance de code de simulation dédié; on leur préferera
souvent 'une des autres méthodes présentées.
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Par opposition a ‘Eulérien’.

SIMULATIONS DE DISQUES PROTOPLANETAIRES

1.2.4 Smoothed Particle Hydrodynamics

La méthode SPH partage un point commun avec la méthode des élé-
ments finis : a chaque vertex du maillage est associé une fonction a support
compact ¢px. On parle de fonction de lissage, ou de noyau de convolution.
En revanche, le support de ce noyau n’est pas déterminé par les points
voisins du maillage, et peut en intersecter un nombre arbitraire. De méme
qu’en éléments finis, une fonction f et sa dérivée sont approximées en un
point x en sommant les contributions de chaque points voisins :

f00) = ) fudpr(x —xx) (1.132)
k

df

™ (11.13b)

SRS LIS
k

La méthode SPH se distingue fondamentalement des méthodes précé-
dentes par son caractere lagrangien. Chaque vertex évolue spatialement au
cours du temps, comme s’il représentait une particule élémentaire de ma-
tiere. Le maillage est donc advecté en cas d’écoulement, et naturellement
destructuré. Chaque vertex du maillage (chaque particule) sert a échan-
tillonner I'écoulement sous-jacent : on reconstruit les propriétés du fluide
en tout point par I'opération de convolution (11.13a).
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FIGURE 11.8. — Deux exemples de noyaux employés en SPH, chacun polynomial
par morceaux (quatrieme degré a gauche, second degré a droite).
Leur support doit étre assez large pour intersecter plusieurs autres
particules. Figure extraite de Liu & Liu [211].

Comme avec les éléments finis, la méthode SPH permet de traiter aisé-
ment des problemes ayant des géométries complexes. Les particules vont
naturellement se répartir dans le volume occupé par le fluide, évitant de
sur-échantillonner certaines régions. La largeur caractéristique du noyau
de chaque particule peut étre incluse dans les variables dynamiques, per-
mettant d’affiner spontanément la résolution dans les zones de forts gra-
dients. La méthode SPH est parfaitement adaptée aux problemes faisant
intervenir des surfaces libres [e.g. 39, 239]; il n’est donc pas surprenant
qu’elle ait été originalement développée pour l'astrophysique [126]. Un
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dernier atout de ces méthodes est qu’elles garantissent aisément les pro-
priétés de conservation des systemes physiques (masse, moment, énergie)
pour peu que les équations soient correctement formulées.

Un inconvénient générique aux méthodes SPH est lié a 1’agencement
spatial des particules. Si chaque particule de fluide exerce une pression
sur ses voisines, les seuls équilibres stables sont de nature cristalline. Au-
trement, des instabilités liées a I'agancement des particules peuvent se
produire [302, 240]. Un autre argument en défaveur des méthodes SPH
est la faible précision des solutions relativement au nombre de particules
employées. Ce défaut est lié a la vitesse de convergence de l'interpolation
(11.13), et agit en effet comme un “bruit numérique”. Néanmoins, ces mé-
thodes restent souvent avantageuses en astrophysique; voir a ce sujet les
revues de Monaghan [238], Rosswog [292], Springel [315]. Dans le contexte
des disques protoplanétaires, elles sont notamment utilisées pour étudier
la dynamique des poussiéres [187, 131].

11.2.5 Volumes Finis

J’aborde une derniére méthode de résolution d’EDP, dont je me suis le
plus servi durant ma these et sur laquelle je reviens dans la Section 11.3. La
méthode des volumes finis fut développée pour résoudre des problemes
hyperboliques [205], tels que le probleme (11.1) pour v = 0. La premiere
étape consiste a écrire les équations sous une forme “conservative” :

oru+V-f=s (11.14)

ol u est une densité, f le flux associé, et s un terme source. Le domaine
de calcul D est partitionné en volumes élémentaires, de géométrie quel-
conque. L'intégration de (ir.14) sur un volume élémentaire V donne, par
application du théoreme de Stokes :

atJ udV—i—J f- dG:J sdV, (11.15)
v oV v
que l'on pourra réécrire sous une forme plus compacte :

U+ ) Fioy=S. (11.16)

face i

A ce stade, il suffit d’estimer les flux moyens a travers chaque face de
V pour connaitre la dérivée temporelle de U. Cette égalité s’applique no-
tamment & 1’espace D entier; en conséquence, dans le cas out S = 0, cette
méthode garantit que [ udV ne dépend que des flux aux bords de D.
La densité u est alors advectée sans création ni pertes, a la précision de
la machine de calcul. Quant a I’estimation des flux F;, elle fait intervenir
un nombre limité de volumes de part et d’autre de l'interface. C’est un
atout pour paralléliser simplement et efficacement cette méhode. En dé-
pit du faible nombre de points de grille utilisés dans I’estimation de 0.U,
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Eviter par exemple les défauts
de cache [69].

Systemes a mémoire distribuée
(MPI) ou partagée (Open MP).

Voir (11.1).
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les méthodes en volumes finis permettent d’atteindre une précision remar-
quable, et en particulier de suivre fidelement ’évolution de discontinuités.
Cela est rendu possible par une estimation soigneuse des flux F; et de leur
intégration temporelle; j'y reviens dans la Section 11.3.3.3.

1.3 PLUTO

La majorité des simulations numériques réalisées durant ma thése ont
été produites avec le code de simulation PLUTO, développé par Mignone
et al. [230]. Il s’agit d"un code en volumes finis initialement développé pour
I'astrophysique. Par souci de performance, il est indispensable d’employer
un language de programmation compilé (par opposition a “interprété’) et
permettant une gestion fine de la mémoire ; le language C répond parfaite-
ment a ces deux criteres. Le code n’en est pas moins modulaire, permettant
d’inclure divers effets physiques (diffusivité, champ magnétique, relativité
restreinte) dans des géométries simples (cartesienne, cylindrique ou sphé-
rique). Ce language supporte également de nombreuses implémentations
du Message Passing Interface [MPI, 136] et du Open Multi-Processing
[Open MP, 71], deux interfaces standards pour la programmation paral-
lele ; PLUTO emploie effectivement MPI mais pas Open MP.

La simulation d’'un phénoméne physique a l'aide du code PLUTO se
déroule en plusieurs étapes génériques :

A. Définir un cadre de travail : géométrie du probléme, modules phy-
siques activés, schemas d’intégration numérique;

B. Définir le domaine de calcul et son maillage, les conditions initiales,
les conditions aux limites;

c. Intégrer en temps le systeme d’équations jusqu’a satisfaction.

Je référe le lecteur a Massaglia et al. [221] pour un exposé a la fois concis
et approfondi des méthodes en volumes finis pour I'intégration numérique
des équations de la MHD.

1.3.1  Variables primitives et conservatives

PLUTO integre les équations de la dynamique sous une forme conser-
vative. Au lieu d’utiliser les variables “primitives” densité-vitesse-pression
(p,Vv, P), il fait évoluer les variables “conservatives” densité-impulsion-énergie
(p,pv, E). Si le systéme considéré est soumis a une force de potentiel ¢,
ainsi qu’a une force non-potentielle g, alors la forme conservative des équa-
tions de la MHD idéale est :

p oV 0
3 Y Ly pv@v+ (P+37B-B)1-B®B | | pg—pVd
t . =
E+pd (E+P+3B-B+pd)v—(B-v)B pv-g

B v®B—-—B®v 0
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On remarque que les variables primitives interviennent dans la défini-
tion des flux, et PLUTO doit régulierement calculer un jeu de variables
a partir de l'autre. Cette étape est une des plus sensibles et nécessite des
précautions. Par exemple, la pression est obtenue a partir de la densité
d’énergie E = pe + pv2/2+B?/2 et d’une équation d’état P(p, €). Si la den-
sité d’énergie magnétique B2/2 est grande devant la pression thermique
P, la soustraction pe = E — pv?/2 —B?/2 peut étre entachée d’une grande
erreur de troncation, causant éventuellement des pressions négatives ou
du bruit a 1’échelle de grille. Il existe des méthodes pour éviter ce pro-
bleme [30], mais le remede standard consiste a augmenter artificiellement
la pression et/ou la densité pour imposer une valeur minimale. Cette pré-
caution est habituellement insuffisante, car elle ne corrige pas le processus
physique a l'origine des densités et pressions négatives. Par exemple, lors
d’une détente adiabatique la densité peut passer sous le seuil imposé; en
réhaussant la densité dans cette région, on réhausse également la pression,
pouvant accentuer la détente initiale de maniere explosive.

11.3.2  Transport contraint

L'équation (r.11) décrit I’évolution du champ d’induction magnétique.
L’opérateur rotationnel garantit que si V- B = 0 a un temps donné, alors
cela reste vrai a tout temps. Cependant, toute les discrétisations de (1.11)
ne préservent pas V- B = 0 a la précision de la machine. Dans le cas MHD
idéal, pour lequel E = —u x B, les équations d’impulsion et d’énergie sont
sensibles a cette divergence :

0t[pv 2 V- B®B]=(V-B)B+ (B-V)B, (11.172)
———
£07?
2
0t [Bz] ~B. [(V-B)v—(V-v)B+(B-V)v—(v-V)B . (m17b)
~—

Ces contributions n’ont pas un signe défini, mais elles peuvent influencer
la dynamique d’un systeme de maniere non-physique. Plusieurs méthodes
ont été mises au point pour éviter ce probleme [331]. Par exemple, les
équations peuvent étre réécrites en termes de vecteur potentiel A tel que
B =V x A, garantissant V - B = 0 a chaque instant. Dans un code spectral
utilisant une décomposition en série de Fourier, V-B = ik-B = 0 peut
étre exactement imposé en projetant B orthogonalement a k dans 1’espace
de Fourier a chaque pas de temps.

Dans le cadre des volumes finis, Evans & Hawley [96] ont proposé une
méthode conservative garantissant V- B = 0 a la précision de la machine.
Une maniere naturelle de garantir une loi de conservation consiste a res-
pecter la symétrie associée. L'équation (1.11) peut étre intégrée sur une
surface 8, et le théoreme de Stokes donne

atJ B-dS:—J (VxE)-dS:—J E- de, (11.18)
S S 08

49

Prendre la divergence de (1.11).
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ne dépendant que des forces électromotrices aux bords de 8. Si I'influence
des bords peut étre effacée (forces électromotrice s’annulant a I'infini, condi-
tions périodiques), alors (11.18) traduit la conservation du flux magnétique
traversant cette surface. La premiere étape consiste donc a manipuler le
champ d’induction B moyenné sur les faces des cellules élémentaires, et
non sur leur volume comme les autres quantités (densité, vitesse). Quant
au champ électromoteur E, il est moyenné sur les arétes des cellules. Cela
permet de discrétiser exactement (11.18), et ainsi de garantir V- B = 0.

1.3.3 Solveur de Riemann
1.3.3.1 Schéma ‘upwind’
Considérons 'équation d’advection sur (x,t) € R x R™
0¢q+Adxq =0, (1Ir.19)

ainsi que sa discrétisation au premier ordre, par différences finies a droite sur
une grille d’espace-temps de pas (¢, 9) et indexée par (i,n) :

) ) 5, . .
et = dn = (an —dn). (1.20)
Nous pouvons réécrire cette équation
) ) 5 ([ A ) - -
dnit = dn— A2 (qh“ —dnt5 (A —an ' —an ‘))
(11.21)

§ (qi T —qit g —2q +qi!
2 2 )

correspondant cette fois-ci a la discrétisation au second ordre en 6 de
I'équation d’advection-diffusion :

01q+Adxq = —A8d2q. (1.22)

En comparant avec (11.19), nous trouvons un terme supplémentaire au
membre de droite; il est analogue a une diffusivité v = A, proportionnel
a I’espacement spatial de la grille § ainsi qu’a la vitesse de 1’écoulement.
Ce coefficient peut étre positif ou négatif, autorisant dans le premier cas le
développement d'une instabilité visqueuse (numérique). Le principe des
schémas “‘upwind’ (a contre courant) est de systématiquement calculer la
dérivée au premier ordre de (11.20) dans la direction opposée a I"écoule-
ment. De cette fagon, le coefficient devant 32q dans (11.22) est toujours
négatif, c’est a dire dissipatif et stabilisant.

Nous aurions pu directement discrétiser la dérivée spatiale de (11.19) au
second ordre en 9, c’est a dire ne garder que le premier terme entre pa-
renthése dans le membre de droite de (11.21). Nous aurions ainsi obtenu
une discrétisation au second ordre de précision en 5, avec une dissipa-
tion numérique d’ordre plus élevé. Néanmoins, un tel schéma serait in-
conditionnellement instable. Le théoreme de Godunov [128] affirme qu'un



1.3 PLUTO

schéma linéaire d’intégration temporelle de (11.19), qui serait monotone
(i.e. ne créé pas d’extrema locaux), peut étre au plus d’ordre 1 spatiale-
ment. Un schéma d’intégration optimal aura une précision d’ordre élevé
partout sauf dans les zones “a risques”, ot il basculera automatiquement
vers une méthode plus diffusive. La méthode des volumes finis fournit
une maniere naturelle d’évaluer la dissipation nécessaire et suffisante via

le probleme de Riemann.

11.3.3.2 Probleme de Riemann

Le probleme de Riemann désigne un ensemble de problemes différen-
tiels aux conditions initiales. Les équations sont linéaires et hyperboliques,
du type 0tu+ 0«f = 0. Les conditions initiales sont définies par un état
gauche et un état droit de part et d’autre de x = 0, au sein desquels les
variables conservatives u sont constantes. Nous pouvons appliquer ce cas
d’étude pour estimer 1’évolution du fluide entre deux cellules voisines du
maillage dont nous connaissons les propriétés moyennes a un instant.

Par combinaisons linéaires, nous pouvons construire un jeu de variables
caractéristiques pour lesquels le systeme différentiel est diagonal. Ces va-
riables ont la propriété d’étre advectées le long de courbes caractéristiques
avec chacune leur vitesse caractéristique [83, 205]. La Figure 11.9 illustre 1"évo-
lution de ce systéeme en hydrodynamique compressible. Partant d'un état
gauche uy et d’un état droit ug séparés par l'interface x = 0, la diagonali-
sation du probleme linéarisé met en évidence une onde de choc (SW), une
onde de raréfaction (RW) et une discontinuité de contact (CD). A I'exté-
rieur du cone délimité par les ondes de choc et de raréfaction, les états
initiaux n’ont pas requ l'information quant a la discontinuité initiale, donc
ils restent inchangés. Au passage de chaque onde caractéristique, 1’état
du fluide adopte 1'une des variables caractéristiques, définie initialement
par mélange des états gauche et droit. Le nombre d’ondes caractéristiques
est déterminé par le nombre d’équations du systéme hyperbolique; par
exemple, en MHD compressible 3D ce nombre s’éleve typiquement a sept.

Si les états gauche et droit représentent deux cellules de volume fini,
nous pouvons intégrer la solution du probleme de Riemann sur un inter-
valle de temps At, puis moyenner cette solution sur le volume des cellules
pour affecter leur nouvelles propriétés.

En lien avec les schémas upwind présentés en Section 11.3.3.1, les états
gauche et droit sont mélangés lors de la définition des variables caracté-
ristiques du probléme de Riemann, et la diffusivité numérique est propor-
tionnelle a la plus grande vitesse caractéristique en jeu. Cette méthode
s’accorde tres bien conceptuellement avec la méthode des volumes finis;
elle s’appuie sur un probléeme fondamentalement discontinu, et peut étre
adaptée pour capturer des discontinuités tout en restant robuste. Un ex-
posé approfondi sur 'application des solveurs de Riemann pour les mé-
thodes en volume finis est donné par Toro [330].

Dans la suite, j’ai employé différents solveurs de Riemann approximatifs
selon le contexte des simulations :
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Une huitiéme onde pouvant étre
inclue pour imposer V- B =0;
voir Powell [276].
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FIGURE 11.9. — Probléeme de Riemann : deux états uniformes up et ug sont initia-
lement séparés par une interface en x = 0. Le systéeme d’équations
hyperbolique admet dans cet exemple trois ondes caractéristiques :
une onde de raréfaction (RW), une discontinuité de contact (CD)
et une onde de choc (SW), se propageant a une vitesse constante
indiquée par l'orientation de chaque courbe caractéristique.

— a basse résolution : le solveur HLL [144] en hydrodynamique et en
magnétohydrodynamique non-idéale incluant 1'effet Hall ;
— a haute résolution : le solveur HLLC en hydrodynamique et le sol-
veur HLLD [229, 235] en magnétohydrodynamique sans effet Hall;
— le solveur de Roe [290] pour des tests de convergence en MHD idéale.
Chacune de ces méthodes résoud le probleme de Riemann aux interfaces
de facon approchée. En particulier, le solveur HLL ignore la discontinuité
de contact dans 1’ensemble des ondes caractéristiques, tandis que les sol-
veurs HLLC (C pour ‘contact’) et HLLD l'incluent. Bien que la vitesse
caractéristique extrémale soit inchangée, le solveur HLL est significative-
ment plus diffusif que ses analogues tenant compte de la discontinuité
tangentielle. Il peut néanmoins étre avantageux pour plusieurs raisons : il
est plus robuste et sensiblement plus rapide. Il s’est avéré étre indispen-
sable pour implémenter 'effet Hall ; j'y reviens dans la Section 11.3.5.

11.3.3.3 Schémas de Godunov et de Van Leer

Le probléme de Riemann permet d’estimer les flux intervenants dans
(11.1). Aprés intégration sur le volume d"une cellule, nous obtenons (11.16);
si nous l'intégrons également en temps, nous obtenons la relation exacte :

t

t+At
U(t+At) —U(t) = J {S(T) -y Fi('c)cri} dr. (1r.23)

L’ordre de précision d’un schéma d’intégration est contraint par la préci-
sion sur l'intégration temporelle des flux. Le schéma de Godunov [128]
consiste a remplacer les flux exacts Fi(t) dans l'intégrale par les flux issus
des problemes de Riemann aux interfaces o3, avec pour conditions initiales
les variables conservatives au temps t. La majorité des simulations que
je vais présenter ont été intégrées suivant une méthode de Runge-Kutta
d’ordre deux, i.e. les flux sont estimés deux fois par pas de temps.
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FIGURE 11.10. — Reconstruction linéaire par morceaux des champs a ’échelle sous-
maille, avec limiteur de pente pour garantir la stabilité numérique,
permettant d’estimer plus finement les flux aux interfaces dans le
probleme de Riemann.

N

Une amélioration due a Van Leer [341] consiste a “reconstruire” les
champs a l'intérieur des cellules. Il s’agit de réintroduire de l'informa-
tion quant a la distribution spatiale de la densité u a 1’échelle sous-maille,
tout en conservant les valeurs moyennes intégrées. Par exemple, connais-
sant les valeurs moyennées en volume U, (t) dans chaque cellule, nous
pourrions employer une interpolation polynomiale pour estimer plus fi-
delement les valeurs de la densité u(xi,t) aux interfaces oy, et par suite
les flux Fi(t) aux interfaces. Cette méthode permet d’accroitre 'ordre de
précision spatiale du schéma numérique. Elle est numériquement stable a
condition de limiter la pente des fonctions reconstruites par morceaux a
I'intérieur de chaque cellule. La Figure 11.10 illustre un exemple de recons-
truction linéaire par morceaux avec limiteur de pente.

Dans la suite, sauf indication particuliére, j'utiliserai toujours une mé-
thode de reconstruction linéaire des champs a l'intérieur des cellules. Les
méthodes de reconstructions d’ordre plus élevé n’ont présenté des avan-
tages appréciables que lors d’analyse de stabilité linéaire, afin de mieux
contrdler le bruit sur une condition initiale d’équilibre. Je n’ai pas ob-
servé de différence qualitative ou quantitative en employant des sché-
mas de reconstruction d’ordre plus élevé (reconstruction parabolique ou
WENO3 [143]) dans des écoulements turbulents suffisamment entretenus.
Le limiteur de pente utilisé sera systématiquement celui de Van Leer, par
contrainte de convergence du schéma en présence de I'EMF Hall [332, 195].
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1.3.4 Calcul des courants électriques

Comme discuté dans la Section 1.2, les effets non-idéaux font tous inter-
venir le courant électrique ] = V x B. Il est donc souhaitable de calculer
les courants électriques une seule fois par pas de temps, afin d’en disposer
pour chaque effet MHD non-idéal. Comme le champ d’induction magné-
tique B est défini sur les faces des cellules en transport contraint (voir
Section 11.3.2), il est judicieux d’évaluer la densité de courant | = V x B
sur les faces également; de cette fagon, nous pouvons directement calculer
les produits ] x B aux interfaces et les inclure dans le solveur de Riemann.

Nous procédons par différences finies pour estimer les courants aux
faces des cellules, avec J; = €4 0;Bx en coordonnées cartésiennes. Consi-
dérons une face normale a la direction paramétrée par x, de coordonnées
T = (Xa + 7, Yp, Zy). Nous avons :

By(xcx—l—])yﬁ)zfy) _By(xcx)yﬁ)z’y)

0xBy (1) ~ — , (11.24a)
B (X 1)9[3+1>ny)—]3 (X 1»9(3—1»21/)
0yBy (1) ~ bl Ve y;_]a+z . (11.24b)

La premiere équation (11.24a) nécessite de moyenner le champ By sur les
cellules centrées en x, et x4 1; cette moyenne fait intervenir les valeurs
de By, sur les autres faces de la cellule considérée, et ce lissage se répercute
par un ajout de diffusion numérique. La seconde équation (1r.24b) emploie
directement le champ magnétique sur les faces des cellules voisines, procu-
rant une précision spatiale du second ordre par différences finies centrées.
Nous obtenons ainsi J, = 0xBy — 0By sur cette face normale a x, et les
autres composantes de maniere analogue sur chaque face.

Sur une face donnée, seule la composante normale du champ magné-
tique est stockée; par exemple, la distribution de By est représentée sur
I'ensemble des faces normales a la direction x. En conséquence, un troi-
sieme cas de figure se présente, nécessitant également une moyenne :

B + By (x
9. B ( )~< y(XochhUBJH) y( ouU(SJrl) (II. )
B (ch+1 9671) B (Xoc 9[371)
- ’ Y ’ /(y 3+1 93—1).

L'opérateur rotationnel prend une forme plus complexe en géométrie
non-cartésienne. La méthode est néanmoins identique, en prenant soin de
distinguer la distance séparant les centres de deux faces voisines et la dis-
tance séparant les centres géométriques de deux cellules voisines. L'implé-
mentation du calcul des courants électriques en géométrie non-cartésienne
dans le code PLUTO fut ma premiere tache concréte en début de theése.
Bien que cette tache ne soit pas particulierement compliquée, elle repré-
sente environ 250 lignes de code tres répétitives dans la manipulation de
tableaux a quatres indices. Une erreur peut facilement passer inaperque,
ce pourquoi je dédie I’Annexe A a la validation de cette implémentation.
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1.3.5 Effets MHD non-idéaux dans PLUTO

Une fois que nous disposons des courants électriques, nous pouvons
inclure les trois effets MHD non-idéaux dans les équations d’induction
et d’énergie. Dans le cas ot le champ magnétique est stocké au centre
des cellules, une intégration en volume permet de faire évoluer B; sui-
vant I’équation conservative (11.16), comme pour le champ de densité. Sin
représente un tenseur de résistivité :

0¢B=V x[n-]]
0¢Bi = €ijk0j [MkmJml = —9j [€ijxMm]m] (11.26)
=-V- fi)

avec le “flux” f; associé a 1’évolution de la composante B;.

Dans le cas ot le champ magnétique est stocké sur les faces des cellules
(i.e. transport contraint Section 11.3.2), le terme €Nk mJm donne 'EMF pa-
ralléle a x; sur la face normale a x; ; ces EMFs sont incorporées au schéma
d’intégration par analogie a (11.18), bien que les courants soient estimés au
centre des faces et non sur les arétes. Une démarche rigoureusement iden-
tique est appliquée pour la diffusion ambipolaire, avec I'EMF appropriée
Ea = naJL (voir Section 1.3.3). Ces diffusivités imposent des contraintes
sur les pas de temps pour que le schéma d’intégration reste numérique-
ment stable. Avec un schéma d’intégration explicite (e.g. Runge Kutta),
le majorant pour les pas de temps est donné par T, ~ 8%/, A, ol & est
la plus petite longueur d’aréte de cellule sur laquelle circule 'EMF. Ce
temps varie quadratiquement avec la taille des cellules et devient handica-
pant a haute résolution. Je n’ai pas pu employer un algorithme de “super
time stepping” [5], incompatible avec la formulation en transport contraint
pour l'induction magnétique dans le code PLUTO. Notons qu’en présence
de gradients de diffusivité, I'équation d’induction peut étre développée
comme

0tB=V xJ] =nAB + Vn x J, (11.27)

révélant un second terme de nature hyperbolique, associé a la vitesse carac-
téristique Vn. Ce terme peut devenir dominant dans la zone de transition
entre le disque et son environnement ionisé (voir Figure 1.4).

Nous aurions pu calculer les courants électriques directement sur les
arétes des cellules, et obtenir précisément la circulation du champ élec-
trique sur les interfaces comme dans (11.18). Cette discrétisation est em-
ployée par défaut a partir de la version 4.2 de PLUTO, mais cette version
n’inclut pas l'effet Hall. 'EMF Hall fut ajoutée indépendamment dans la
version 4.0 du code PLUTO, de deux fagons différentes [195].

La premiére implémentation de l'effet Hall respecte (11.18) en calculant
les EMFs sur les arétes des cellules. Dans ce cas, l'effet Hall est traité
comme un terme source dans les équations. Cette implémentation s’avere
étre numériquement instable et tend a produire des structures indésirables
a petite échelle (voir Figure 1m.11 gauche). Un remede possible consiste a
volontairement ajouter une diffusivité artificielle sur le champ d’induction
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Ce tenseur doit étre diagonal,
voir Section 1.3.2.

Tc ~ 8/c pour une équation
hyperbolique avec c la plus
grande vitesse caractéristique.
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magnétique, proportionnelle a 52wy, avec § la longueur de l'aréte consi-
dérée et wy la pulsation whistler a cette échelle. Cela revient a ajouter une
EMF de la forme vi82¢B 1L A])|- Je montre sur la Figure 11.11 droite que les
structures a petite échelle sont considérablement atténuées pour vy = 0.1,
tous les autres parametres étant identiques.

F1GURE 11.11. — Champ magnétique B, dans une simulation cylindrique de la HSI,
I'EMF Hall étant implémentée en terme source dans l'équation
d’induction, pour vgmr = 0.01 (@ gauche) et vpvr = 0.1 (4 droite).

Sur la Figure 11.12 gauche, je montre la méme distribution de champ
magnétique pour vy = 0.2. Les structures a petite échelle n’apparaissent
plus dans la distribution de champ toroidal B,. En revanche, 'amplitude
du champ toroidal est réduite d'un facteur deux comparé aux cas précé-
dents, témoignant de I'impact a grande échelle d"une diffusion excessive a
petite échelle. De plus, la distribution de champ magnétique radial B, sur
la Figure 11.12 droite affiche encore des structures mal résolues a 1’échelle
de grille. En résumé, cette implémentation de l'effet Hall en terme source
présente de mauvaises propriétés numériques en régime non-linéaire, et
nous n’avons pas de critere rigoureux pour déterminer la valeur adéquate
du coefficient de diffusivité artificielle vy, a supposer qu’elle soit unique.

-
FIGURE 11.12. — Simulation cylindrique de la HSI, 'EMF Hall étant implémentée

en terme source dans 1'équation d’induction, pour une diffusivité
vemr = 0.2, avec B, a gauche et B, a droite.

Une implémentation de I'effet Hall en terme source aurait eu un avan-
tage majeur : disposer d’un schéma numérique faiblement diffusif et lais-
sant libre le choix de solveur de Riemann. J'ai executé plusieurs séries de
tests pour essayer d’en tirer le maximum, échantillonné plusieurs valeurs
de diffusivité vy, différentes méthodes de reconstructions, etc., avant de
me résoudre a utiliser I'implémentation décrite ci-dessous.

Comme l'effet Hall est essentiellement dispersif et non diffusif, il peut
étre directement inclus dans le traitement des flux hyperboliques par le
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solveur de Riemann. L'implémentation au sein de PLUTO est expliquée
dans l’appendice A de Lesur et al. [195] ; j’en rappelle ici les grandes lignes
et référe a Téth et al. [332] pour plus de détails.

L’équation d’induction est aggrémentée d'un flux supplémentaire :

0tB=-V-hW®B—-BV—-—Ig(JIB—B®]J)]=-V-F (11.28)

ou la densité de courant | est considérée comme un champ externe, i.e.
sans lien a B. Les flux Fy g de part et d’autre de l'interface sont estimés
a partir des variables conservatives, apres reconstruction sous-maille a
gauche (indice ‘L") et a droite (indice ‘R’) de l'interface. Le flux de Go-
dunov, utilisé pour avancer le systeme en temps, est égal aux flux Fp r a
I'extérieur du cone délimité par les ondes caractéristiques des états gauche
et droit. Cet ensemble d’ondes caractéristiques inclut cette fois les ondes
whistler dues a l'effet Hall. Ces ondes sont dispersives : leur vitesse de
phase augmente linéairement avec leur fréquence spatiale. La vitesse ca-
ractéristique considérée est celle des ondes whistler a I'échelle de grille. A
l'intérieur du cone d’influence, nous employons un solveur de Riemann du
type HLL [144], ne décrivant qu'un seul état intermédiaire (i.e. les ondes
caractéristiques dont la célérité n’est pas extremale sont négligées), et donc
un seul flux de Godunov.

Cette implémentation force I'emploi d"un solveur HLL, avec une dissipa-
tion numérique relativement importante (proportionnelle a la vitesse des
ondes whistler a I'échelle de grille; voir Section 11.3.3.1). Je montre sur la
Figure 11.13 que le champ magnétique ne présente plus de structures indé-
sirables a petite échelle. Je présente dans I’Annexe A ma démarche pour
valider rigoureusement cette implémentation dans le code PLUTO.

FIGURE 11.13. — Champ magnétique radial B, dans une simulation cylindrique de
la HSI, 'EMF Hall étant implémentée dans le solveur de Riemann.
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Un nombre entier de noeuds
pour respecter le partage des
ressources.

4Go RAM par coeur et une

fréquence d’horloge 2.7GHz,
similaire a Froggy.

SIMULATIONS DE DISQUES PROTOPLANETAIRES

1.4 INFRASTRUCTURES DE CALCUL
1m.4.1 Froggy @ CIMENT

La machine ‘Froggy’ du réseau grenoblois CIMENT * rassemble actuel-
lement 190 noeuds de calcul, possédant chacun 2 processeurs de 8 coeurs.
Le gestionnaire de taches OAR [64] est programmé pour autoriser des tra-
vaux paralleles sur une plage de 4 jours et 8192 heures CPU au maximum.
J’ai consommé environ 4 x 10> heures CPU sur cette machine durant ma
thése. Je I'ai privilégiée pour réaliser la grande majorité de mes simulations
2D, tous les tests en 2D et également des tests en 3D a basse résolution. La
plupart des travaux ont été executés sur 16 ou 32 coeurs, pour une durée
allant de 6 a 72 heures réelles. La pression d’utilisation relativement faible
m’a permi d’obtenir des résultats préliminaires avec une faible latence, et
d’exécuter mes tests instantanément sur les noeuds dédiés au développe-
ment. Le renouvellement de notre projet de calcul sur Froggy s’est fait sur
la base d"un rapport annuel auquel j’ai contribué.

CIP1=NT

FIGURE 11.14. — Le centre grenoblois de Calcul Intensif, Modélisation, Expérimen-
tation Numérique et Technologique (CIMENT) regroupe une di-
zaine de machines de calcul, dont le supercalculateur Froggy.

1.4.2 Ada & Turing @ IDRIS

J'ai exécuté la majorité des simulations 3D sur les machines de 1'Ins-
titut du Développement et des Ressources en Informatique Scientifique
(IDRIS). Le supercalculateur Ada est comparable a Froggy en terme de
vitesse d’exécution a nombre de coeur fixé. Elle dispose de 332 noeuds
de calcul, possédant chacun 4 processeurs de 8 coeurs. Le gestionnaire
de taches LoadLeveler [171] est programmé pour permettre des travaux
d’une durée maximum de 20h réelles, sur un maximum de 2048 coeurs.
J'ai réservé Ada aux calculs ne nécessitant pas moins de 128 coeurs, mais
la majorité des simulations exécutées sur Ada ont tourné sur 512, 1024 ou
2048 coeurs, pour des durées comprises entre 12 et 120 heures réelles. J'ai
ainsi consommé 2 x 10 heures CPU sur une unique allocation.

1. https ://ciment.ujf-grenoble.fr
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Pour les simulations nécessitant 2048 coeurs ou plus, j'ai privilégié 1"uti-
lisation de Turing. Cette machine dispose de 1024 noeuds de 16 coeurs
chacun, mais suivant I’architecture IBM Blue Gene/Q [73]. Les CPUs ont
une fréquence d’horloge de 1.6GHz; pour une utilisation optimale, il est
indispensable de soumettre plusieurs processus par coeur, chaque coeur
pouvant gérer 4 fils d’exécution. Les points forts de cette architecture sont
sa faible consommation énergétique et un réseau de communication effi-
cace (topologiquement, un tore de dimension 6).

RS

FIGURE 11.15. — L'Institut du Développement et des Ressources en Informatique
Scientifique (IDRIS) geére les calculateurs Ada et Turing.

Le portage des travaux de Ada vers Turing ne s’est pas déroulé immsé-
diatement. Les temps d’exécution a nombre de coeurs fixé, profitant bien
du multi-threading, étaient dégradés d'un facteur compris entre 3 et 8; je
m’attendais a une diminution d’un facteur 2 dans un cas optimal. Sou-
cieux d’économiser le temps de calcul qui nous était accordé, j'ai préféré
exécuter plusieurs séries de tests et faire appel au services d’assistance
de I'IDRIS. Nous avons convergé sur un ensemble d’options de compila-
tion du code PLUTO, et sur une répartition acceptable des charges sur les
noeuds de calcul. Avec des sous-domaines comprenant un minimum de
323 cellules, et en assignant 2 fils d’exécution (processus) par coeur, je me
suis contenté d"une vitesse d’exécution 3 fois inférieure a celle obtenue sur
Ada pour le méme nombre de coeurs. Pour des sous-domaines plus petits
que 163 cellules actives, le nombre de cellules fantdmes (impliquées dans
les communications inter-processus) dépasse le nombre de cellules actives
(propres a un seul processus). Dans ce cas, le temps réservé aux échanges
d’information inter-processus peut dominer le temps réservé a leur traite-
ment intra-processus, dégradant les performances. Il est aussi souhaitable
d’aligner le nombre de sous-domaines dans les directions périodiques du
maillage au nombre de processus dans une dimension périodique du ré-
seau de calcul; cela garantit que les échanges se font entre unités de calcul
voisines. Finalement, j’ai optimisé les opérations de réduction et d'intégra-
tion spatiale en définissant des sous-réseaux de communication adaptés.

J’ai consommé 4 x 10° heures CPUs sur Turing lors d"une premiere allo-
cation, et autant sur une seconde allocation. J'ai également contribué aux
demandes de temps pour ces deux machines, faisant I’objet d"une sélection
sévere par le Grand Equipement de Calcul National Intensif (GENCI?).

2. https ://www.genci.fr/
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213 = 8192 coeurs pour les
simulations 2m stratifiées.

La puissance dissipée croft
comme le cube de la fréquence.






Deuxieme partie

MODELES DE DISQUES NON-STRATIFIES

Dans la premiere partie de ma these, j’ai employé des modeles
de disques non-stratifiés pour étudier la dynamique au coeur
des disques protoplanétaires sous l'influence d’effets MHD non-
idéaux. Je vais commencer par préciser les caractéristiques de
ces modeles, puis les appliquer a des situations de complexité
croissante, en gardant un intérét particulier pour 1'effet Hall.






MODELES DE DISQUES NON-STRATIFIES

Résumé

Je vais préciser en quoi consiste notre modele de disque non-stratifié, jus-
tifier ses avantages et ses limites, puis définir la configuration numérique
“standard” que j’ai adoptée. Ce chapitre représente un investissement de
plusieurs centaines de tests dont je ne peux pas faire le bilan exhaustif, et
un investissement en temps nettement supérieur a celui requis pour la pro-
duction et I’analyse des données scientifiques. Par compassion pour mes
lecteurs, j'irai directement a la configuration numérique opérationnelle.
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MODELES DE DISQUES NON-STRATIFIES

IIL.1 DESCRIPTION DU MODELE
ur.i1.1  Motivations physiques

Les disques réels ont probablement une structure complexe dans leurs
distributions de densité, température, champ magnétique. Afin d’isoler
certains processus, nous pouvons commencer par simplifier la géométrie
du systéme. L'approximation de Hill [157] (voir Section 1.5.1.1) remplit
déja ce role en représentant un volume de fluide infinitésimal au sein du
disque ; cependant, elle n’est pas approprié pour capturer des processus de
transport a grande échelle. Nous entreprenons une premiere étape de ‘glo-
balisation” en considérant une tranche équatoriale du disque en coordon-
nées cylindriques, avec une certaine extension radiale et azimuthale, mais
tres fine dans la direction verticale. Dans cette limite, nous nous permet-
tons d’ignorer la stratification du disque, i.e. négliger la contribution verti-
cale du potentiel gravitationnel en coordonnées cylindriques, bien qu’elle
ait une influence au premier ordre en z/h d’apres (1.41). Nous considére-
rons donc un écoulement a géométrie cylindrique, dont la physique de-
vrait étre invariante par translation verticale. Ce faisant, nous éliminons
les processus de transport vertical tels que le lancement d’un vent, ou la
convection due a des effets de flottabilité [169, 201, 158].

ur.1.2  Géométrie et topologie

Nous choisissons un systeme de coordonnées cylindriques (v, ¢, z), avec
T centré sur 'astre massif et z mesuré par rapport au plan de rotation
du disque. Dans ce systeme de coordonnées, le domaine de calcul est un
cylindre délimité par les intervalles Ar x A x Az. Il est commun de res-
treindre l'intervalle angulaire a une fraction de disque, avec des conditions
aux limites périodiques, afin de réduire le temps de calcul par simulation.
Flock et al. [106] suggerent qu'une extension de 7 (demi disque) n’affecte
pas de fagon sensible les propriétés de la turbulence MRI, et qu'une exten-
sion de 7t/2 (quart de disque) reste acceptable (figures 2 et 6 de [106]).

Concernant 'extension radiale du domaine, un rapport de rayon infé-
rieur a 3 risquerait d’entretenir des modes stationnaires entre les bords
radiaux interne et externe. De plus, une extension radiale trop petite se-
rait inadaptée a 1’étude de processus de transport globaux. Un modele de
disque cylindrique décrit la courbure des trajectoires képleriennes ; concre-
tement, les équations dynamiques contiennent des termes géométriques
supplémentaires. Ces effets de courbure empéchent d’appliquer naturelle-
ment des conditions cisaillées-périodiques comme une shearing-sheet, et
les conditions aux limites radiales nécessitent des soins particuliers.

Dans la direction verticale, il est primordial de respecter la physique que
nous cherchons a capturer, c’est a dire représenter une fine tranche équa-
toriale du disque. Pour cela, il faut que 1’extension verticale du domaine
soit petite par rapport a I'ensemble des rayons couverts par Ar. Dans cette



IL.1 DESCRIPTION DU MODELE 65

partie, nous noterons h 1’extension verticale du cylindre, et H := cs/Q la  Nous noterons a nouveau
hauteur d’échelle hydrostatique. A un rayon donné, nous pouvons définir 1= ¢s/Q dans la Partie iii,
le rapport d’aspect € := h/r; I'hypothese de disque fin se traduira par Z:Zii;lsi:;?igz:smn de

€ < 1Vr € Ar. Si cette condition n’est pas respectée, nous permettrons

a des structures de se former sur des échelles verticales artificiellement

grandes, avec des conséquences sur les propriétés de transport turbulent

[50, 291]. Le modele du disque fin [215, 278] fournit un socle théorique pour

I’étude analytique des disques protoplanétaires, et il trouve précisément

son intérét dans cette séparation d’échelle.

En fixant la hauteur géométrique h du cylindre, nous imposons une
échelle caractéristique a 1’écoulement. Afin de ne pas entretenir de modes
stationnaires entre les bords inférieur et supérieur, des conditions aux li-
mites périodiques se présentent comme un choix naturel. De cette fagon,

I’échelle géométrique h est imposée sans inclure de bords a proprement
parler; les ‘bords” inférieur et supérieur du domaine de calcul sont donc
connectés, la matiere passant a travers 1'un réapparait a travers l'autre.

La hauteur géométrique h n’a pas besoin d’étre égale a la hauteur hy- Ce qui nécessiterait une vitesse
drostatique H sur le domaine entier. Cependant, il est souhaitable de main- 1 son ¢s = Qh x 32,
tenir h ~ H sur tout le domaine radial. Dans le cas contraire, la MRI peut
entretenir une turbulence supersonique dans les régions ot h > H, et sub-
sonique la ot h < H; les propriétés de transport turbulent seraient donc
discriminées par le rapport artificiel h/H (voir Section 111.3.1).

Il est important de remarquer que ce modéle de disque non-stratifié
n’est valide que dans la limite h — 0, avec la condition H ~ h nécessaire
pour capturer la physique pertinente des disques fins. Si nous diminuons
H et h dans les mémes proportions, nous augmentons le rapport d’aspect
Ar/h du domaine. Pour garder un certain nombre de cellules par échelle
de hauteur h, en imposant qu’elles gardent un rapport d’aspect cubique,
nous devront augmenter le nombre de cellules dans la direction radiale, et
donc le cofit en temps de calcul d’une simulation. Au final, la géométrie
du domaine répond a un compromis entre un disque suffisamment fin et
un temps de calcul raisonnable.

J'insiste sur le fait que les résultats de simulations cylindriques non-

stratifiées ne sont pas directement transposable au cas d’un disque verti-
calement stratifié. L'échelle H := c;/Q n’est pertinente que vis-a-vis des
effets de compressibilité et de flottabilité, ces derniers étant directement ex-
clus dans les modeles non-stratifiés. Dans un disque stratifié, I'extension
caractéristique des plus grandes structures turbulentes pourrait atteindre
plusieurs échelles de hauteur hydrostatique H, laissant une incertitude
d’un facteur comparable sur les prédictions des modeles non-stratifiés.
Quoi qu’il en soit, ce type de modele non-stratifié nous permettra de son-
der la physique au coeur du disque et de capturer des tendances globales.
L'applicabilité de ces modéles a déja été éprouvée avec succes dans 1'étude
de la turbulence magnétorotationnelle par Armitage [11], Steinacker & Pa-
paloizou [318], Sorathia et al. [311, 312].
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II1.2 CONFIGURATION STANDARD

Apres de nombreux essais, j'ai finalement adopté une configuration que
jappellerai “standard” pour la majorité de mes simulations non-stratifiées
3D. J'en détaille les caractéristiques dans cette section. La géométrie et les
conditions initiales seront susceptibles de changer dans les cas particuliers
que j’ai explorés en 2D ; cela sera alors précisé.

1r.2.1  Géométrie

Le domaine radial s’étend sur r € [1,5], assez grand pour limiter 1'in-
fluence des bords radiaux, et assez petit pour limiter le nombre de cellules
nécessaires dans le cadre d'un disque fin. Le domaine azimuthal couvre
¢ € [0,71/2] par défaut, mais un petit nombre de simulations couvrent le
disque entier ¢ € [0,27] en gage de validation. L'extension verticale du
domaine est fixée a z € [0,1/4]; le rapport d’aspect € = h/r € [1/4,1/20]
est convenablement petit pour représenter un disque fin. Les contours du
domaine de calcul standard sont tracés sur la Figure 111.1.

re(l1,5]

F1Gure mr1.1. — Contours du domaine de calcul dans la configuration standard des
simulations cylindriques 3D non-stratifiées.

La résolution nominale du maillage est de 512 x 512 x 32 cellules, dis-
tribuées uniformément dans chaque direction, i.e. les incréments or, d¢ et
0z d’une cellule a la suivante sont les mémes pour 1’ensemble des cellules.
Les cellules sont exactement carrées dans le plan poloidal (r,z). Dans le
plan équatorial (r, @), elles sont allongées radialement d'un facteur 2.5
pres du bord radial interne, et allongées azimuthalement d'un facteur 2
prés du bord radial externe; les cellules sont approximativement cubiques
pour un rayon 1 ~ 2.55, proche du milieu du domaine radial.

mr.2.2  Schémas d'intégration numérique

Plusieurs aspects de notre méthode numérique ont déja été présentés
dans la Section 11.3.3. Je précise une nouvelle fois, de facon plus concentrée,
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les caractéristiques de la méthode numérique telle que je 1'ai adaptée aux
modeles de disques non-stratifiés.

Le solveur de Riemann employé est HLLD pour les simulations sans
effet Hall, et HLL modifié pour les simulations avec effet Hall. Les flux
de Godunov sont estimés aux interfaces par reconstruction linéaire des
champs a l'intérieur des cellules, avec le limiteur de pente harmonique
de Van Leer. Le champ magnétique est évolué aux interfaces des cellules
suivant la méthode du transport-contraint.

Les EMFs sont estimées sur les arétes des cellules par une opération
de moyenne arithmétique [30]. Les autres procédures de moyennes ont
de meilleurs propriétés de dissipation [125], mais elles ne s’accordent pas
avec l'implémentation actuelle de I'EMF Hall dans le code PLUTO. Par
négligence, la méme méthode de moyenne arithmétique est utilisée dans
les simulations non-stratifiées en MHD idéale, avec le solveur HLLD. Flock
et al. [107] ont montré que cette combinaison pouvait affecter les taux
de croissance MRI de maniére non-physique. J'ai vérifié, via la méthode
spectrale détaillée en Annexe A, que les modes MRI ont la géométrie et
le taux de croissance prédits & mieux que 1072 de précision relative, en
MHD résistive et idéale, avec les moyennes arithmétique et UCT_CONTACT.

L’attraction gravitationnelle de 1’astre central est incluse sous forme vec-
torielle. Les termes paraboliques (résistivité, viscosité) sont intégrés expli-
citement en temps. Les pas de temps sont avancés suivant un schéma de
Runge-Kutta d’ordre deux, avec un coefficient CFL de 20%.

Le module FARGO [231] est activé pour l'ensemble des simulations
non-stratifiées. Comme 1’écoulement reste approximativement képlerien
au cours d’une simulation, nous pouvons soustraire la vitesse képlerienne
au champ de vitesse instantané, opérer sur les fluctuations, puis advec-
ter la solution suivant 1’écoulement képlerien. L'intérét de cette méthode
apparait lorsque la vitesse orbitale est grande par rapport aux autres vi-
tesses caractéristiques de I'écoulement. Si I’écoulement orbital est nette-
ment supersonique, le module FARGO va descendre la vitesse caractéris-
tique maximale dans le probleme de Riemann a celle des ondes sonores.
Il en résulte non-seulement une dissipation numérique réduite (voir Sec-
tion 11.3.3.1), mais également une dissipation numérique homogeéne sur le
domaine de calcul pour une vitesse du son constante.

ur.2.3 Conditions initiales

Dans 'ensemble des simulations de disques non-stratifiés que je vais
présenter, la densité initiale est constante sur tout le domaine de calcul.
Le champ de vitesse est képlerien : la vitesse azimuthale décroit comme
vk o 1/4/7, tandis que les vitesses radiale et verticale sont nulles. A chaque
composante du champ de vitesse képlerienne, nous ajoutons une valeur
aléatoire uniforme dont I'amplitude atteint 1% de la vitesse du son locale;
de cette fagon, les configurations initialement instables saturent rapide-
ment dans un régime non-linéaire.
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La vitesse du son est
dominantea p > 1.
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‘Localement’ en rayon, suivant
une approximation du type
WKB dans la direction radiale,
et non suivant une résolution
des modes propres globaux.

MODELES DE DISQUES NON-STRATIFIES

Sauf mention contraire, le champ magnétique est initialement constant
dans le domaine de calcul entier; la condition initiale correspond a un
équilibre MHD. La vitesse d"Alfvén est constante, donc son rapport a la
vitesse képlerienne augmente avec le rayon; cela implique que les pro-
priétés de la MRI vont varier radialement. Le champ magnétique initial
sera toujours orienté dans le plan (¢@,z). A champ vertical donné, le cri-
tere de stabilité (1.52) indique qu’il existe un rayon au dela duquel la MRI
est stabilisée. Cette relation nous permet d’extraire le champ vertical B
pour lequel la MRI est stabilisée au bord radial externe du domaine :
BZ = 3 x573/(2n/h)? ~ 6.2 x 1073. La Figure 111.2 montre les taux de
croissance MRI estimés localement pour un champ magnétique vertical
d’intensité B, sur le domaine radial v € [1,5]. Ce critere de stabilité s’ap-
plique au champ magnétique vertical uniquement : un champ toroidal
beaucoup plus intense peut entretenir la MRI non-axisymétrique [24].

0g5/m

—= = L10.00
4.

F1GURre m1.2. — Taux de croissance local de la MRI axisymétrique (teintes de gris)
en fonction du rayon dans un disque képlerien (abscisse), pour un
champ vertical critique B¢ & 6.2 x 1073, et en fonction de I'échelle
verticale A du mode considéré par rapport a h = 1/4 (ordonnées) ;
la limite de stabilité (tirets bleus) correspond au critere (1.52).

2.4 Equation d'état

Nous employons une équation d’état isotherme P(p) = cZp, avec une
vitesse du son cs = 10% de la vitesse képlerienne au bord radial interne,
constante dans tout le domaine de calcul et & chaque instant. L'écoulement
képlerien impose une fréquence de cisaillement de 1’ordre de Q. Dans la
limite h < H = ¢,/Q, les structures turbulentes sont limitées par 1’échelle
de hauteur géométrique h avant d’atteindre 1’échelle H, au dela de laquelle
les ondes sonores ne permettraient plus de maintenir un écoulement co-
hérent sur un temps de cisaillement. En raison de la faible épaisseur du
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disque € = h/r < 1, la courbure des orbites est négligeable; 1’ampli-
tude caractéristique des fluctuations de vitesse doit donc varier comme le
produit Oh, et non pas comme la vitesse képlerienne Qr. Nous pouvons
affecter a I’écoulement képlerien un nombre de Mach 9t := Qh/cs = h/H,
décroissant de 2.5 a 0.22 sur l'intervalle radial r € [1,5], et valant 9T = 1
au rayon r =~ 1.84. Des effets de compressibilité risquent de se manifes-
ter au voisinage du bord radial interne, ott 9t 2 1. Dans l'ensemble, les
conditions physiques sont choisies pour limiter les effets de stratification
radiale, mais il n’est pas possible de construire une configuration stricte-
ment auto-similaire a cause de la hauteur géométrique h constante.

ur.2.5 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont périodiques dans les directions azimu-
thale et verticale. Les mémes conditions sont imposées aux bords radiaux
interne et externe, correspondant aux conditions initiales :

— 0;p=0;

— v, =0;

— Vo = VK, la vitesse képlerienne;
— v, =0;

— By =0;

— B, = By, le champ magnétique initial.

En I’absence de perturbations et de champ magnétique, ces conditions
aux limites préservent rigoureusement 1’équilibre initial. En présence de
perturbations initiales dans le champ de vitesse, mais sans champ ma-
gnétique, les perturbations sont progressivement amorties et exercent une
influence négligeable sur I’écoulement (voir Figure 111.3).
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t/To
FIGURE 111.3. — Energie cinétique totale (+ rouges) et couple total (x bleus) dans

les perturbations a 1'écoulement képlerien, pour une simulation
hydrodynamique 3D dans notre configuration standard.
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La composante radiale du champ
magnétique ne peut pas étre
imposée aux bords radiaux sans
affecter la condition V - B = 0.
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“Scale-free”

Je reviendrai dans le Chapitre v1
sur la physique de ces vortex.
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m1.2.6  Systeme d'unités

Je clarifie le systeme d"unités apparaissant naturellement dans cette confi-
guration standard. Le rayon interne ro définit notre unité de distance, et
la vitesse képlerienne au bord radial interne vy notre unité de vitesse. A
partir de 1a, nous avons l'unité de fréquence Qg := vo /70, et la période
orbitale associée Ty := 27t/Qp. La densité initiale py est notre unité de
densité; le champ magnétique peut alors se mesurer en unité de vitesse,
d’apres la vitesse d’Alfvén équivalente B/,/po.

Notons que ce systeme d’'unité est adimensionné : il ne fait pas interve-
nir d’échelle physique particuliere. Nous pouvons décréter que le rayon
interne 1o correspond a TAU; 'unité de vitesse vy est alors donnée par
un choix de masse de l'astre central, et l'intensité du champ magnétique
est reliée au choix de densité (surfacique) locale du disque. Nous tirerons
profit des unités adimensionnées pour échantillonner indépendamment
différents régimes physiques. La conversion en unités usuelles sera faite
occasionnellement pour mettre nos résultats en relation aux observables.

111.3 PRECAUTIONS SUPPLEMENTAIRES

Apres production de plusieurs séries de simulations, la configuration
standard décrite précédemment a révélé plusieurs défauts. Ces défauts
affectent potentiellement 1’évolution au long terme des simulations, d"une
part en éloignant le systeme des conditions initiales que nous souhaitions
étudier, et d’autre part en perturbant les processus physiques d’intérét. Je
décris dans cette section les soins que j’ai apportés a leur correction.

ur.3.1  Ondes au bords radiaux

nr.3.1.1  Nature du probleme

En examinant une simulation hydrodynamique dans notre configura-
tion standard, nous nous apercevons que des ondes spirales émanent des
régions internes du domaine de calcul, comme illustré sur la Figure 111.4.
L’amplitude des perturbations indiquées sur la Figure 111.3 ne s’annule pas,
et elle tend a croitre avec la résolution spatiale du maillage. Méme si cette
amplitude est faible dans les simulations hydrodynamiques, elle réveéle un
défaut susceptible de s’aggraver dans les simulations MHD, et d’affecter
la stabilité des structures pouvant se former dans I’écoulement.

Il apparait sur la Figure 111.4 que ces ondes spirales sont essentiellement
2D : elles n’ont pas de structure dans la direction verticale. En 1’absence
de champ magnétique, notre configuration standard reste hydrodynami-
quement stable, et I’excitation d’ondes acoustiques provient vraisembla-
blement des conditions aux limites radiales. Des ondes de densité spirales
peuvent également étre excitées par la présence de structures dans I'écou-
lement, telles qu'un vortex par exemple [256]. La Figure 111.5 illustre ce cas
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particulier, tout en révélant un nouveau défaut des conditions aux limites

radiales. Le vortex excite des ondes de densité jusqu’au bord interne; ces  Son extension angulaire
ondes sont “trailing” en raison du cisaillement képlerien, ce qui se traduit  mportante lui permet d'exciter
par le fait qu’a rayon croissant, le front d’onde se déplace dans la direc- ™" mode spiral & dewx: bras.
tion —e,, opposée a I’écoulement. Pourtant, nous pouvons apercevoir des

ondes “leading” a faible rayon, dont la seule origine possible est la réflec-

tion d’ondes trailing sur le bord interne. Ces ondes risquent de dégrader

la qualité de nos mesures, et d’affecter artificiellement la physique a 1'inté-

rieur du domaine de calcul. Le cas du vortex peut paraitre singulier, mais

des ondes acoustiques cohérentes peuvent également étre excitées au sein

d’un écoulement turbulent [154, 155, 306].
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FIGURE 111.4. — Vitesse radiale v, dans une simulation hydrodynamique a résolu-
tion 128 x 64 x 16; des ondes spirales émanent du bord interne.
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FIGURE 111.5. — Cartes instantanées dans le plan équatorial (¢@,r) d'une simula-
tion de disque complet (A = 27) avec un vortex; a gauche : vorti-
cité verticale (V x v) - e,, révélant nettement le centre du vortex en
(@,7) =~ (m,3.57g) ; a droite : vitesse radiale v,. Sur les deux cartes
apparaissent des ondes “leading” pres du bord interne, dont la
plus nette est entourée en tirets noirs.
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Négligeant également
les effets de courbure.
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nr3.1.2  Discrimination des ondes caractéristiques

Comme premiere tentative de correction, j’ai modifié les conditions aux
limites radiales dans le but d’empécher la réflection d’ondes sur les bords.
L’'idée est de décomposer les fluctuations de vitesse et de densité en tant
qu’ondes se propageant radialement vers l'intérieur et vers l'extérieur, puis
de filtrer les ondes entrant dans le domaine de calcul. Cette méthode fut
appliquée par Suzuki & Inutsuka [325] dans le cas d’'ondes MHD en mo-
difiant directement le solveur de Riemann. Par soucis de simplicité, j'ai
préféré ne pas tenter de modifier le solveur de Riemann, mais seulement
jouer sur les valeurs des champs dans les cellules fantomes.

Les ondes spirales considérées couplent clairement les champs de den-
sité et de vitesse radiale, mais n’affectent pas significativement le champ
magnétique. Nous faisons I’hypothése qu’il s’agit d’ondes purement acous-
tiques, sans contribution inertielle (pas de structure verticale), obéissant au
systéeme d’équations :

otp = —V - [pv], (1r.1a)
2
0tV ~ —FSVp. (111.1b)

Le cisaillement képlerien a tendance a lisser les structures azimuthales, de
sorte que la dérivée radiale soit dominante et que nous puissions considé-
rer un probléeme unidimensionnel. Apres linéarisation, nous obtenons une
équation d’onde dans la direction radiale, pouvant s’écrire

32p—c5?0fp = (3r —c5'0¢) (r +c5'0¢) p=0. (111.2)

Cette factorisation révele la décomposition en ondes se propageant vers
les r décroissants (premiére parentheése) et croissants (seconde parentheése).
Pour ne garder que les ondes se propageant vers 'intérieur au bord radial
interne, nous pouvons imposer a la densité de satisfaire uniquement

(0t —cs0r) p = 0. (111.3)

Nous ne pouvons pas assigner directement la dérivée temporelle, mais
nous pouvons indépendamment imposer les conditions aux limites sur
0,v. En couplant la condition (111.3) avec (111.1a), nous obtenons

—0; [pv] —cs0rp =0 (TIr.4a)

<~ 0,p+ P varv =0. (111.4b)

S

Une discrétisation possible de (111.4b) aux interfaces est

Pi+1 —Pi Pit1 +Pi  Vig1 — Vi,

- ’
Tig] — T 2Cs +Vig1 +Vi Tig1 — Ty

(111.5)

connaissant la valeur de p dans la premiere cellule du domaine actif, nous
pouvons récursivement assigner les valeurs dans les cellules fantdmes :
T4 Vigl — W

1— o 2cs +vit1 +vy

(111.6)
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En dépit des nombreux essais, cette méthode de discrimination des
ondes caractéristiques n’a pas réduit significativement les réflections au
bord interne. L'inclusion des termes de courbure ainsi que des dérivées
azimuthales 9, furent vaines, quelle que soit la discrétisation choisie.

11.3.1.3 Zones tampons

Pour réduire l’excitation et la réflection d’ondes au bord interne, la mé-
thode finalement adoptée consiste en 1’adaptation de zones tampons. Il
s’agit de modifier directement les valeurs des champs a l'intérieur du do-
maine de calcul, dans une région étroite au voisinage des bords du do-
maine. Dans le cas qui nous préoccupe, les ondes acoustiques doivent étre
amorties lors de leur traversée du tampon. Des zones tampons optimales
doivent avoir une largeur dr aussi étroite que possible, et lisser la transi-
tion entre le domaine actif et les cellules fantdomes. Si ’amortissement est
trop brusque, une onde verra un mur et sera réfléchie sur le bord du tam-
pon; le temps caractéristique d’amortissement doit donc étre de 1’ordre de
dr/cs, avec dr de l'ordre de la longueur d’onde a amortir.

Sur la Figure 111.6 sont représentés les profils radiaux de différentes
quantités dans une simulation de turbulence MRI, avec une zone tampon
a proximité du bord radial interne. A l'intérieur du tampon, les champs
de vitesse et de densité sont amortis vers leur distribution initiale suivant

X(r,t+6t) = X(r,t) = 10S(r) Q(r) 6t [X(r,t) — Xo ()], (111.7)

avec S(r) une fonction de transition linéaire définie par S(ro) = 1 et
S(ro 4+ or) = 0. Bien que la largeur du tampon et le temps caractéristique
d’amortissement respectent les ordres de grandeurs identifiés précédem-
ment, ce tampon n’est pas idéal. Il génere un couple hydrodynamique tur-
bulent a I'interface, ot la vorticité potentielle w, /L présente un minimum
marqué. Il est connu qu'un minimum local de vorticité potentielle est res-
ponsable de l'instabilité d’ondes de Rossby [213, 207, 206], laquelle peut
exciter une turbulence hydrodynamique et entretenir des ondes spirales.

Pour corriger ce défaut, j’ai adapté une méthode de double tampon. L'in-
tervalle &1 est séparé en deux; seule la densité est amortie suivant (111.7)
dans l'intervalle or entier; le champ de vitesse n’est amorti que dans le
sous-intervalle le plus proche du bord de domaine, avec la fonction de
transition S(r) s’annulant en vy + 81/2. De cette fagon, le champ de vitesse
aurait tendance a provoquer une accumulation de masse en 1 + 81/2, et
cette accumulation est empéchée par le tampon en densité. La Figure 111.7
confirme que c’est effectivement le cas : le minimum de vorticité poten-
tielle est beaucoup moins marqué que sur la Figure 111.6, de méme que le
maximum de couple de Reynolds R;.

La Figure 111.8 montre 1’analogue a la Figure 111.5 droite avec les doubles
tampons activés. A nouveau, un vortex excite des ondes de densité spi-
rales, mais il n'y a plus d’ondes “leading” marquées prés du bord radial
interne. En revanche, il apparait nettement des ondes réfléchies sur le bord
radial externe. Le temps caractéristique d’amortissement choisi dans (111.7)
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stress
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F1GURE 111.6. — Profils radiaux de vorticité potentielle (trait plein bleu, normalisée),
couple hydrodynamique (pointillés rouges), et magnétique (tirets
rouges) dans une simulation de turbulence MRI, avec une unique
zone tampon de largeur & = 0.1 (trait vertical noir) ; le domaine de
calcul a une extension verticale h = 0.1 différente de notre configu-
ration standard ; le flux magnétique net vaut By =2 x 103.
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F1Gure mr.7. — Comme la Figure 111.6, mais avec deux tampons marqués par les
traits verticaux, dans un domaine correspondant a notre configura-
tion standard h = 0.25, avec un flux magnétique net By = 1073.

décroit radialement comme Q~', au lieu du temps constant ér/cs suggéré
précédemment. Ce temps caractéristique d’amortissement est sans doute
trop long dans la zone tampon externe, un défaut affectant I'ensemble de
nos simulations non-stratifiées. L'influence des ondes réfléchies dans la
région externe devrait étre mineure comparée a celle des ondes de den-
sité dans la région interne. Cela se justifie par la décroissance radiale du
nombre de Mach 9t = h/H, donc des effets de compressibilité. Je n"utilise-
rai pas de zones tampons dans les simulations axisymétriques.
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FIGURE 111.8. — Distribution instantanée de vitesse radiale v+ dans le plan équato-
rial (@, 1) issue d'une simulation de disque complet (27r) avec un
vortex en (¢,T) ~ (7,3.517p). Des ondes “leading” sont entourées
d’ellipses en tirets noirs, au voisinage du bord radial externe.

1m1.3.2  Pertes de flux magnétique

m1.3.2.1  Nature du probléme

Nous employons une géométrie cylindrique pour étudier des processus
de transport globaux, mais nos simulations gardent un caractere local sous
plusieurs aspects : I'absence de stratification radiale et verticale, et la rela-
tivement faible extension radiale du domaine de calcul. En MHD idéale,
le flux magnétique est “gelé” dans la matiére : les transports de masse et
de flux magnétique sont contraints a préserver le rapport [ B, dz / [pdz
d’une parcelle de fluide. Les effets MHD non-idéaux liberent ce degré de
liberté en permettant au flux magnétique d’étre transporté sans transport
de masse, et réciproquement (voir Chapitre 1). Deux phénomenes distincts
peuvent survenir au cours d"une simulation :

A. le flux magnétique initialement présent est transporté hors du do-
maine de calcul, par advection radiale ou via les EMFs non-idéales;;

B. les conditions aux limites du domaine favorisent I'apport de flux
magnétique, avec une polarité corrélée ou non au flux initial.

Remarquons bien que le premier est physique, tandis que le second est
artificiellement induit par les conditions aux bords du domaine de calcul.
Ces deux effets sont indésirables, car ils peuvent affecter I’écoulement en-
tier sur une échelle de temps de quelques dizaines d’orbites internes ; cela
nous empéche de définir des diagnostiques statistiquement significatifs
pour la durée d’une simulation. Comme la valeur initiale du flux magné-
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tique n’est pas représentative de 1’évolution du systéme, nous ne pouvons
pas aisément produire une étude paramétrique du taux de transport pour
différents flux magnétiques et intensités des effets non-idéaux.

La premiere difficulté, liée a 1’évolution temporelle du systéme, est gé-
nante mais pas rédhibitoire. La seconde difficulté, liée aux effets de bords,
nécessite une correction particuliere. En effet, le flux magnétique induit
par les conditions aux limites du domaine peut étre comparable, voir lar-
gement supérieur au flux initial. Je présente sur la Figure 111.9 I'exemple
d’une simulation de turbulence Hall-MRI. La turbulence se déclenche vers
t = 40Ty, et le flux magnétique moyen dans le domaine entier s’annule
at ~ 100Tp, changeant méme de signe ensuite. Cet exemple montre clai-
rement que les transports de masse et de flux magnétique ne se font pas
dans les mémes proportions. De plus, le fait que le flux magnétique total
change de signe indique qu’il n’est pas seulement évacué hors du domaine,
mais qu'un flux de polarité opposé entre par les bords radiaux.

Le champ magnétique imposé dans les cellules fantdmes correspond
au champ initial, positif pour 'exemple. En conséquence, ni l'induction
idéale, ni les inductions ohmique ou ambipolaire ne peuvent étre respon-
sable de l’entrée de flux magnétique négatif a travers les bords. Quant a
I'induction Hall, commengons par l'écrire en terme de couple magnétique
comme dans (1.25), et intégrons-la sur une surface équatoriale :

atJB- ds :JV X [EHV-J\_/[] -dS :%{EHV-M}- de
1 (111.8)
— 0{D, = #; {Tzar [rzj\_/tup] + 823\_/[2@} lgrde.

Le second terme de l’accolade s’annule en moyenne verticale dans le cas
ou 0.¢y = 0. Seuls les bords radiaux (i.e. en d¢) contribuent a 1'intégrale
sur le contour du domaine ; l'orientation du contour affecte un signe ‘—" au
bord radial interne, et un signe ‘4" au bord externe. Le couple magnétique
M, tend a s’annuler dans les zones tampons (voir Figure 111.7), et il prend
toujours des valeurs positives dans le domaine actif ; le premier terme de
l'accolade est donc positif au bord interne et négatif au bord externe. Il
s’ensuit qu’en présence de couple magnétique, l'induction Hall apporte
systématiquement du flux vertical négatif a travers les bords radiaux.
Comme discuté dans la Section 1.5.1.4, la combinaison de 1’effet Hall
avec un champ magnétique opposé a la vorticité tend a stabiliser 1’écoule-
ment. Cela est apparent sur la Figure 111.9 : au dela de 1007y, le transport
de masse est dramatiquement réduit, et 'écoulement est progressivement
stabilisé par le flux magnétique négatif qui diffuse a partir des bords. Les
échelles de temps sont alors trop rapides pour identifer un état quasi-
stationnaires et faire des mesures représentatives. ]'ai vérifié que ce défaut
ne concerne que les simulations de turbulence Hall-MRI : dans la limite
lr/h — 0, les transports de masse et flux magnétique sont bien corrélés;
dans la limite {;/h > 1, la HSI est stabilisée et le couple M, s’annule.
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FIGURE 111.9. — Simulation de turbulence Hall-MRI, avec initialement By ~ 1.4 x
1073 et {/h = 0.2 ; panneau supérieur : champ magnétique vertical
B./Bo, moyenné verticalement et azimuthalement, en fonction du
temps (abscisse) et du rayon (ordonnée) ; panneau inférieur : évolu-
tion temporelle du flux magnétique vertical (tirets rouges) et de la
masse totale (trait plein bleu) dans le domaine de calcul.

ur.3.2.2 Corrections

La méthode adoptée pour corriger cet apport de flux magnétique négatif
est sévére. A chaque pas de temps, nous mesurons le champ magnétique
moyen (B) := [BdV dans le volume du domaine actif (tampons exclus);
nous ajustons ensuite la valeur du champ dans chaque cellule d’apres

B(r, ,z) — B(T, $,z) — <B> + Bo. (IH-9)

De cette fagon, le flux magnétique total est maintenu a sa valeur initiale.
Comme nous ajoutons une valeur constante dans chaque cellule, cette pro-
cédure n’affecte pas la divergence du champ magnétique. De méme, la
distribution de courant électrique ] = V x B est préservée, donc a priori
les propriétés de dissipation numérique et ohmique sont les mémes. En-
fin, une correction additive assure que le flux magnétique est altéré de la
méme amplitude sur le domaine de calcul entier, alors qu’une correction
multiplicative de la forme B — «B, avec « constant, risquerait d’accentuer
les accumulations locales et les gradients de champ magnétique.

Cette correction entraine de nouveaux défauts. Considérons qu’une par-
celle de fluide sort du domaine de calcul en emportant du flux magné-
tique avec elle. La procédure (111.9) va alors réhausser l'intensité du champ
magnétique dans des régions qui ne sont pas causalement reliées a la par-
celle de fluide sortie. Cet accroissement du flux magnétique va artificiel-
lement augmenter la diffusivité ambipolaire. Elle va aussi augmenter la
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pulsation des ondes whistler, risquant de stabiliser 1’écoulement dans les
régions o1 le champ magnétique serait localement intense. Le dernier sou-
cis potentiel est de nature topologique : la Figure 111.10 illustre clairement
qu’en retirant le flux magnétique moyen, des lignes de champ initialement
connectées par les bords verticaux peuvent se refermer en boucles. Dans
ce sens, cette procédure créé des sites de reconnexion et facilite le mélange
a petite échelle. Réciproquement, un accroissement artificiel du flux verti-
cal peut connecter des lignes de champ initialement disjointes, favorisant
la formation de structures verticalement cohérentes.

J'ai vérifié que j'obtenais des résultats qualitativement comparables avec
et sans cette procédure d’ajustement du flux magnétique total ; en particu-
lier, la formation de structures magnétiques a grande échelle se fait dans
les mémes régimes physiques. Une méthode analogue pour controler la
masse totale dans le domaine de calcul fut appliquée pour certaines simu-
lations, dans le but d’atteindre un état quasi-stationnaire et de réaliser des
mesures plus précises. Au final, la plupart de mes simulations sont initia-
lisées avec un champ magnétique net By = v/2 x 1073 proche du champ
critique (voir Section 111.2.3), afin que la MRI sature rapidement en turbu-
lence développée dans le domaine de calcul entier. J'arréte la simulation
apres un court délai dans la phase non-linéaire, puis je la prolonge en im-
posant une nouvelle valeur pour le flux magnétique total. L'écoulement
s’ajuste en quelques orbites locales a ce nouveaux champ moyen, et toutes
mes simulations s’accordent a I'hypothese que les conditions initiales ont
effectivement été oubliées. En particulier, nous trouvons qu’une turbulence
développée se maintient lorsque le flux cible est nul.
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FIGURE mr.10. — Lignes de champ magnétique représentant une configuration avec
flux net (courbes verticales bleues) et la configuration équivalente
avec un flux magnétique moyen By nul (ellipses et courbes horizon-
tales rouges) obtenue par la procédure (111.9).
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Résumé

Avant d’inclure les effets MHD non-idéaux, je caractérise la turbulence
MRI obtenue dans les simulations non-stratifiées en MHD idéale. Je teste
la convergence en résolution, ainsi que plusieurs diagnostiques concernant
le transport turbulent. Je mets en évidence I'impact des ondes spirales sur
le couple hydrodynamique total, et tente d’extraire une relation phénomé-
nologique entre les différents nombres adimensionnés en jeu.

Sommaire
1.  Convergence en résolution . . . ... ... ... ... .. 81
2. Diagnostiques usuels en turbulence MRI . . . . . . . .. 83
3.  Loi phénoménologique du transport turbulent . . . . . 85
3.1. Motivations . . .. ... ..o 85
3.2. Méthode . . . ... ... ... .. L. 86
3.3. Résultats . . ... ... ... ........ 87

79



8o

SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD IDEALE

Dans ce chapitre, les moyennes spatiales sont notées par des crochets (-)
avec les dimensions indiquées en indice :

1 h
0= n [ ram (rva2)
hJ).—o
() 2™ fded (1v.1b)
o J J frdedr v.1
" TR A Jrery, Jo—o )

la moyenne temporelle des champs moyennés spatialement est notée par
une barre, et la moyenne pondérée par la masse avec un indice p :

B 1 to+At
f:= At L_t (f)p. At (1v.2a)
(o= (PN 2/ (P z- (1v.2b)

A la différence des autres chapitres, les moyennes temporelles seront affec-
tées d’une incertitude qui ne correspond pas a la variance du signal, mais
bien a la variance de notre estimateur de moyenne. Pour estimer cette va-
riance, nous calculons d’abord la fonction d’auto-corrélation

ClI(t) = [f(o)f(t+1t) dT)

[f(T)2dT

Le temps de corrélation est couramment défini comme le premier moment
de l'auto-corrélation, c’est a dire flw C(t) tdt. Cette définition est sensible
au comportement de l'auto-corrélation a grand intervalle de temps t, la-
quelle ne converge pas aussi rapidement vers zéro qu’il est souvent fait
I'hypothése. Nous estimons le temps de corrélation d’aprés la vitesse de
décroissance de C[f](t) pour t — 0. Nous 'ajustons comme une exponen-
tielle C[fl(t) ~ exp[—t/1], et définissons le temps de corrélation t. = 27
pour lequel 1'auto-corrélation devient inférieure a C[f](tc) < 14%. Notre
mesure de moyenne f n’a un sens statistique que sur un intervalle de
temps supérieur a t.. Si nous disposons de At/t. échantillons temporels
non-corrélés, la variance (Af)? de notre estimateur de moyenne se déduit
de la variance Var(f) par (Af)? = Var(f) / (At/t.) [8o, 212].

cR". (1v.3)

Comme précédemment, le stress de Maxwell est M := —B ® B, et nous
définissons le stress de Reynolds R := p¥ @V, ol ¥ := v — (v), est la dé-
viation par rapport a la vitesse moyenne pondérée par la masse [27]. Le
coefficient de transport « est défini comme

Ry + My
dont la normalisation pQ?h? # pc? differe de 'originale [305] par M :=
QOh/cs = h/H, caractérisant la géométire du domaine.

Comme nous n’incluons pas 1'induction Hall dans ce chapitre, nous em-
ployons le solveur de Riemann approximatif HLLD, moins diffusif que
le solveur HLL. Les résultats sont qualitativement les mémes qu’avec le
solveur HLL, en particulier nos tests de convergence. Les simulations dis-
cutées dans ce chapitre sont répertoriées dans la Table 1v.1.
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NOM n, cs/vo B..o B

) ®,0
znf—16 16 0.1 0 0
znf — 24 24 0.1 0 0
znf —32 32 0.1 0 0
znf —48 48 0.1 0 0
Z4 32 0.1 10-4 0
Z3.5 32 0.1 10730 0
Z3.5M 32 0.3 1033 0
Z3 32 0.1 1073 0
Z2.5 32 0.1 10732° 0
Y3 32 0.1 0 1073
Y2.5 32 0.1 0 10-2:3
Y2 32 0.1 0 102
Y1.5 32 0.1 0 1015
Y1 32 0.1 0 101
Z3Y3 32 0.1 10-3 103
Z3Y2 32 0.1 10-3 102
Z2.5Y1.5 32 0.1 1072%> 10°1°

TABLE 1v.1. — Simulations 3D non-stratifiées en MHD idéale : résolution verticale
n;, champ magnétique net vertical B, o et toroidal B, o.

IV.1 CONVERGENCE EN RESOLUTION

La turbulence MRI peut s’auto-entretenir en MHD idéale et sans flux
magnétique net. Ce cas d’apparence simple est en fait particuliérement
subtile pour plusieurs raisons. En 1’absence de flux magnétique net, la tur-
bulence se déclenche comme un processus sous-critique, i.e. nécessitant
des perturbations initiales hors du régime linéaire [200]. L'entretien du
champ magnétique procede via une dynamo, couplée a l'instabilité ma-
gnétorotationnelle, dont les mécanismes restent a explorer [286, 287, 288].

La turbulence MHD entretenue par la MRI induit une cascade spectrale
d’énergie, dans laquelle les petites échelles spatiales peuvent affecter les
grandes [199]. Par “petites” échelles, il est entendu 1’échelle de dissipa-
tion, c’est a dire I'échelle de la grille numérique en 'absence de viscosité
et résistivité. Fromang & Papaloizou [116] ont montré que les propriétés
de dissipation numérique affectent sensiblement le transport turbulent a
grande échelle. En 1’absence de flux magnétique net, le diagnostique o
ne converge pas vers une valeur bien définie, méme aux plus hautes ré-
solutions numériques testées. Le nombre de Prandtl magnétique effectif

P = v/n doit étre supérieur a une valeur critique P. ~ 1 pour entretenir Coincidentiellement, la
turbulence MRI génere
spontanément un Prandt]
turbulent P > 1
[137, 118, 198].
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La convergence plus lente a
M < 0.5 peut trahir des
effets de compressibilité ;

voir ci-dessous.

SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD IDEALE

la turbulence sans flux magnétique net [117, 342], et il affecte le niveau de
saturation avec flux magnétique net [197].
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FIGURE 1v.1. — Couple magnétique normalisé x¢ en fonction du nombre de Mach
M = Qh/cs dans des simulations de turbulence MRI sans flux
magnétique net, avec des résolutions verticales de 16 (rouge), 24
(orange), 32 (vert) et 48 (bleu) cellules.

Avec ces biais en téte, nous pouvons vérifier que notre configuration
numérique permet l'entretien de la turbulence MRI sans flux net, et tes-
ter dans quelle mesure les diagnostiques ont convergé avec la résolution
spatiale du maillage. Je fais varier le nombre de cellules dans la direction
verticale et proportionnellement dans les autres directions. Les simulations
sont initialisées avec un flux net jusqu’a saturation en turbulence, puis le
flux magnétique et la masse totale sont maintenus constants aux valeurs
désirées dans le domaine actif au cours du temps. Je n’ai pas observé de
sensibilité des résultats a la topologie initiale du champ magnétique, avant
ajustement du flux total.

Sur la Figure 1v.1 sont tracés les profils de stress magnétique normalisé
o en fonction du nombre de Mach local 9 o« r3/2. Avec seulement
16 cellules dans la direction verticale, le run ‘znf — 16" se distingue claire-
ment des autres en saturant a un niveau de transport relativement faible.
Les trois autres courbes se superposent en bonne approximation; en par-
ticulier les runs ‘znf — 32" (notre résolution standard) et ‘znf — 48" sont
compatibles pour 9t > 0.5, i.e. pour des rayons r/ro < 3. Nous pouvons
espérer avoir des diagnostiques convergés avec notre résolution standard.

Je vérifie sur la Figure 1v.2 que les couples hydrodynamique et magné-
tique évoluent de la méme facon lorsque la résolution est accrue. Si nous
mettons le run ‘znf — 16" a part, le rapport M/R tend a décroitre avec
la résolution, i.e. la proportion de stress hydrodynamique augmente. La
convergence n’est pas évidente sur ces courbes, et la décroissance du rap-
port M/R en dessous de 2 est inattendue : les valeurs typiques sont géné-
ralement comprises entre 3 et 5 [150, 268, 234]. Cela trahit la présence d'un
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FIGURE 1v.2. — Rapports des couples magnétique et hydrodynamiques M/R en
fonction du nombre de Mach 9t dans des simulations de turbu-
lence MRI sans flux magnétique net, avec des résolutions verticales
de 16 (rouge), 24 (orange), 32 (vert) et 48 (bleu) cellules.

couple hydrodynamique excessif et sensible a la résolution. Le fait que ce
rapport de stress décroit avec le nombre de Mach suggere des effets de
compressibilité, tel qu'un transport par ondes de densité.

Cette hypothese est validée en décomposant les champs de vitesse et
densité en tant que moyenne verticale plus fluctuations, v = (v), +V’, puis
en calculant le stress moyen (R) = (p) (vy) (vp). Dans le run ‘znf —48’,
le stress causé par les structures verticalement cohérentes (R) représente
environ 45% du stress hydrodynamique total. Je vérifie sur la Figure 1v.3
qu’il s’agit bien d’ondes de densité. Elles sont clairement compressives
(V-v # 0), avec des différences de vitesse de 'ordre de la vitesse du
son cs. Ces ondes de densité sont nettement plus intenses que celles obte-
nues dans nos tests hydrodynamiques laminaires (voir Section 111.3.1). En
’absence de structures marquées en vorticité potentielle, et sans influence
significative des zones tampons, nous pouvons présumer que ces spirales
sont directement excitées par la turbulence [155].

IV.2 DIAGNOSTIQUES USUELS EN TURBULENCE MRI

Je vais me concentrer sur les simulations avec 32 cellules dans la direc-
tion verticale, correspondant a notre configuration standard. Je vais m’as-
surer que les propriétés de la turbulence MRI sont conformes aux résultats
des nombreuses études publiées.

Tant que I’écoulement reste faiblement magnétisé (3 > 1), le couple tur-
bulent tend a croitre avec l'intensité du flux magnétique vertical net [150].
En augmentant ce flux magnétique net, le transport turbulent peut domi-
ner le transport cohérent di aux ondes de densité spirales, et nous retrou-

83



84

SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD IDEALE

5.0 — : 0.40
15 T — o 0.32
~ ——— o WMo
L0 . ol Mo
3.5 [ Y S ] 0.08
- —— <
=30 ““‘4—- T — 0.00 }
—0.08
—0.16
—0.24
—0.32
—0.40

FIGURE 1v.3. — Vitesse radiale moyenne (v;), /cs dans le plan équatorial (¢, 1) du
run ‘znf —48’; les tirets marquent la position des zones tampons.

vons un rapport M/R = 3 typique en turbulence MRI (voir Figure 1v.4).
Un ajustement affine permet de majorer, par extrapolation en M — 0, le
transport hydrodynamique cohérent & oz < 3 x 1073. Nous pouvons donc
nous attendre a ce que les mesures de stress total inférieures a o < 1073
soient nettement affectées par les ondes de densité spirales, reflétant un
défaut de notre modele de disque non-stratifié.
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0.01 -

0.00 :
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FIGURE 1v.4. — Couple hydrodynamique normalisé o en fonction du couple ma-
gnétique normalisé oy dans la série des simulations avec flux ma-
gnétique net vertical et / ou toroidal (runs ‘znf — *x” exclus).

Un critere couramment utilisé pour quantifier la résolution spatiale de la
MRI est le rapport entre la longueur d’onde Aprr =~ 27tva /Q du mode MRI
le plus instable, avec v la vitesse d’Alfvén associée au flux magnétique
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net, et 5z I'incrément vertical du maillage [297, 249]. Un rapport supérieur
a Avri/dz > 6 serait nécessaire pour correctement capturer la physique de
la MRI. Je vérifie sur la Figure 1v.5 gauche que méme dans une simulation
sans flux magnétique net, 60% du volume du domaine de calcul voit un
champ assez intense vis-a-vis de ce critére [311].

1.0 ~ o A 0.030
= : i
08l I ! 0.025 |
< i i
= i i
206 : : 50'020
S i i Z 0.015
© 04} i ; S
E : : 0.010
=
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0.0 ‘ i - 0.000 L ' - - -
—1.0 =05 0.0 05 1.0 1.5 20 —40 —20 0 20 40
logo(Amr1/0z) Up (degrees)

FIGURE 1v.5. — Diagnostiques de convergence dans le run ‘znf —32". A gauche :
proportion du domaine de calcul dont le rapport Aygi/0z est su-

N

périeur a celui indiqué en abscisse (fonction de répartition); les
tirets rouges bornent le domaine de résolution de la MRI, les poin-
tillés verts indiquent le rapport minimal souhaitable Apry/0z = 6.
A droite : angle entre le champ magnétique équatorial (B, B,) et
la direction azimuthale e, locale; les tirets marquent I'angle 15°.

Un autre diagnostique servant de critere de convergence fut proposé par
Guan et al. [138] : I'angle caractéristique Vg entre le champ magnétique
équatorial (B, B) et la direction azimuthale e,. A la différence du fac-
teur de qualité A\r1/0z, ce diagnostique est spontanément produit par la
simulation et n’est pas fixé a I'avance. Sorathia et al. [312] ont montré que
ce diagnostique est pertinent pour définir un critére de convergence des
simulations de turbulence MRI. Les simulations de Guan et al. convergent
vers Og ~ 15°; la Figure 1v.5 droite confirme que nous obtenons cette va-
leur moyenne dans nos simulations sans flux magnétique net. Le pic en
OB ~ 0 est causé par les zones tampons et peut étre caché en excluant une
portion plus grande du domaine au voisinage des bords radiaux.

IV.3 LOI PHENOMENOLOGIQUE DU TRANSPORT TURBULENT
1v.3.1  Motivations

Depuis Shakura & Sunyaev [305], le coefficient de transport o est fré-
quemment invoqué dans 1’étude des disques protoplanétaires, qu’il s’agisse
de l'accrétion de masse [271], de la migration planétaire [247] ou encore
de la fraction d’ionisation dans le disque [119]. A défaut de résoudre la
physique du disque a petite échelle { < c¢;/Q, les résultats de simula-
tions shearing-box non-stratifiées sont utilisés pour affecter une valeur
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Sans compter l'influence du
champ toroidal [200, 312].

Plus précisément : 'orientation
du grand axe de la distribution
d’auto-corrélation du champ
magnétique équatorial.
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Guan et al. [138] confirment
que la turbulence MRI
non-stratifiée est locale.

W~ +/2/B augmente
avec l'intensité du
champ magnétique.

SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD IDEALE

constante & o ~ [1073,1072]. Cependant, le transport de masse n’obéit
pas nécessairement a une diffusion visqueuse, ou1 les taux de dissipation
d’énergie et de transport de moment cinétique seraient définis localement
[27]. Méme dans ce cas, la prescription d"un « constant n’est pas justifiée.
Il est connu que le niveau de saturation de la turbulence MRI dépend,
par exemple, de l'intensité du flux magnétique net [150], du taux de ci-
saillement q = —0log()/dlogr [268] ou de la pression thermique [234,
291]. Un enjeu majeur est 1'élaboration d’un modéle de champ moyen de
la turbulence MRI, permettant de prédire les propriétés locales de la turbu-
lence connaissant les propriétés moyennes du fluide a plus grande échelle.
Ce modeéle pourrait servir de description sous-maille de la turbulence dans
les simulations globales de disques d’accrétion. Cela permettrait d’étudier
de grandes échelles spatio-temporelles sans avoir a résoudre le détail de
la turbulence a petite échelle, donc & moindre cotit en temps de calcul.
Enfin, la dépendance fonctionnelle de « par rapport aux autres nombres
adimensionnés disponibles peut faire émerger des comportements qualita-

tivement différents. Définissons  := 4/ <v12A /02 h'2>(pz une mesure adimen-

sionnée de la magnétisation, et prenons 'exemple ot o(p) oc p*. Si x > 2,
alors le couple total T = apQ?h? ~ p'=*/2 est une fonction décroissante
de la densité. Dans ce cas, les régions diluées évacuent radialement leur
masse vers les régions denses, le stress augmente dans les régions diluées,
et cette boucle est a 1'origine d'une instabilité visqueuse [274]. Il convient
d’examiner si la turbulence MRI génere spontanément de telles situations.

1v.3.2  Meéthode

J'entreprends d’extraire une loi phénoménologique simple entre le co-
efficient de transport « produit par la turbulence MRI, et les nombres
adimensionnés décrivant la physique imposée a Iécoulement. Je me focalise-
rai sur le transport dii au stress de Maxwell oy pour soustraire 1’effet des
ondes spirales de densité. Quant aux parametres de contrdle, ils sont en
nombre fini et nous pouvons les énumérer :

— € :=h/r le rapport d’aspect géométrique du domaine;

— 9 := Oh/cs = h/H un nombre de Mach sonique;

— ¢ :=—0log Q)/dlogr le taux de cisaillement ;

— Uz :=Va ;/Qh la magnétisation liée au flux net vertical ;

— Mo =Va,e/Qh la magnétisation liée au flux net toroidal.

A ce stade, je vais supposer que le rapport € < 1 a une influence négli-
geable sur le niveau de saturation de la turbulence. Cela revient a dire
que les effets de courbure sont imperceptibles pour 'écoulement, i.e. la
physique est la méme pour deux éléments de fluide séparés d'une dis-
tance radiale ~ h. En conséquence, le parametre € ne devrait pas interve-
nir dans les dépendances fonctionnelles de . Ce méme argument s’ap-
plique aux fluctuations de vitesse : les structures turbulentes sont spatiale-
ment contraintes par la hauteur géométrique h et non par le rayon local r.
Comme l'échelle de temps au rayon r est fixée par Q(r), I'amplitude des
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fluctuations de vitesse devrait étre de 1'ordre de Qh. J'initialiserai toutes
les simulations avec un profil de vitesse képlerienne, fixant le parametre
q = 3/2 pour I'ensemble des runs présentés.

L’idée est d’exploiter chaque simulation globale comme un ensemble de
simulations locales a différents rayons, les champs étant moyennés dans
les directions azimuthale et verticale. Pour que cette approche fasse sens,
il faut également lisser les profils dans la direction radiale [27]; je calcule-
rai donc la moyenne glissante des profils de chaque variable primitive sur
une largeur radiale v = h. Les profils radiaux sont moyennés en temps et
affectés d’une incertitude tenant compte du temps local de corrélation de
la turbulence, suivant la procédure indiquée en début de chapitre. Je peux
ensuite combiner les profils issus de différentes simulations pour échanti-
lonner I'espace des parametres de controle. ]’obtiens donc un ensemble de
points de coordonnées (o, M, 1z, Ie), avec I'ensemble des incertitudes
associées, et je peux procéder a I'ajustement de différents modeles avec
une statistique satisfaisante.

1v.3.3 Résultats

Je commence par ajuster x;; comme fonction du nombre de Mach 9t
dans la simulation sans flux net ‘znf — 32’. Les simulations avec flux ma-
gnétique vertical net permettent de modéliser la dépendance de xy par
rapport aux deux parametres (9, ) sur plusieurs décades de ... J'inclus
ensuite le flux magnétique toroidal net pour progresser en complexité. Les
modeéles sont d’abord ajustés sur les profils d'une simulation a la fois, afin
de faciliter la convergence des méthodes d’optimisation sur I’ensemble des
échantillons. La qualité d’ajustement d’un modéle aux données d"une si-
mulation est quantifiée par le x? réduit [277], et je veille a restreindre le
nombre de parametres libres des modéles.

Apres de nombreux essais, (1v.5) correspond a notre modélisation opti-
male de l'ensemble des résultats de simulation :

N 1 Wz (H(p)a}
v =20 —— > +—+ | — (1v.5)
{ 14 (%)2 Ho 1 '

et les parameétres optimaux pour ce modéle sont listés dans la Table 1v.2.
La dépendance en magnétisation verticale o o< p, est conforme a la
majorité des simulations de turbulence MRI présentés dans la littérature
(e.g. Hawley et al. [150]). Cette dépendance ne suffit pas a causer 1'instabi-
lité visqueuse mentionnée en Section 1v.3.1 : le couple reste une fonction
croissante de la densité locale. Par ailleurs, les contributions hydrodyna-
mique et magnétique au couple turbulent, respectivement symbolisées par
le nombre de Mach 9t et par les magnétisations i, et g, sont séparées
additivement. Cela pourrait refléter la distinction entre deux moteurs de
stress : d'une part, la dynamo turbulente, et d’autre part la MRI [200].

Le couple turbulent a; apparait comme une fonction décroissante du
nombre de Mach . Pour le comprendre, concentrons-nous sur le couple
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Convolution par
une fonction porte.

Exceptés Bai & Stone [17].
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Rappel : les incertitudes Ao
sont estimées d’apres le temps de
corrélation local, avec un critere
sur le degré de corrélation
considéré comme négligeable.

SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD IDEALE

PARAMETRE ESTIMATION
o0 (75+0.3) x 1072
m (3440.1)x 107!
Lo (324+0.3)x 1073
( (9.24+0.6) x 102
g (6.7540.03) x 107!

TABLE 1v.2. — Parametres optimaux pour l'ajustement du modele (1v.5) a l'en-
semble des simulations de la Table 1v.1 ayant n, = 32 cellules de
résolution.

hydrodynamique turbulent oc en gardant a I’esprit qu'il est proportionnel
au couple magnétique (voir Figure 1v.4). Dans le régime supersonique, la
turbulence ne peut pas générer de structures cohérentes sur des échelles
supérieures a H = c5/Q), restreintes par la vitesse du son et non par la
hauteur géométrique du domaine h. Les vitesses caractéristiques corres-
pondantes seront de 'ordre de ¥ ~ QOH, donc le couple hydrodynamique
turbulent doit décroitre comme o = V9, /Q?h? ~ (H/h)2 = m—2.

Pour valider ce modéle, je représente sur la Figure 1v.6 la distribution
des résidus d’ajustement du modele (1v.5) sur 'ensemble de nos échan-
tillons. Les résidus sont calculés comme différence entre les valeurs mesu-
rée et prédite du coefficient xy, normalisés par l'incertitude Ax au point
considéré, y := (o — &ay)/Ac. L'ensemble des résidus est ajusté par une
loi normale de moyenne y = —0.23 et d’écart-type Ay = 2.0. L’ajustement
par une loi normale est acceptable d’apres le panneau inférieur de la Fi-
gure 1v.6 : avec une distance D = 0.02 entre les fonctions de répartition des
deux histogrammes, le critere de Kolmogorov-Smirnov [277] renvoie une
probabilité d’exclusion de 50%. Notre modele est donc faiblement biaisé,
et 68% des prédictions se trouvent a moins de deux écarts-types des va-
leurs de & mesurées. La carte de couleur confirme que ce modele décrit
bien I’ensemble des simulations; seules les simulations a fort flux vertical
+ toroidal (teintes grises claires) semblent légérement biaisées en y < 0.
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FIGURE 1v.6. — Panneau supérieur : distribution des résidus d’ajustement norma-

lisés y pour le modele (1v.5) appliqué a I'ensemble de nos échan-
tillons ; les couleurs représentent le flux magnétique du point consi-
déré dans le plan (u,1e); les tirets décrivent I’ajustement opti-
mal des résidus par une loi normale, de moyenne y = —0.23 et
d’écart-type Ay = 2.0. Panneau inférieur : fonction de répartitions
normalisée associée a 1’ensemble des résidus (trait rouge) et a la loi
normale (tirets noirs) ; la distance maximale entre les deux courbes
vaut D ~ 0.02.
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SIMULATIONS AXISYMETRIQUES 2D EN MHD-HALL

Résumé

Je présente les résultats de simulations numériques 2D axisymétriques en
MHD Hall. L'hypothése d’axisymétrie permet une étude exploratoire a
moindre cofit en temps de calcul. Elle suffit a mettre en évidence des pro-
cessus physiques propres a l'effet Hall, et nous pourrons ensuite vérifier
si ces processus restent pertinents en 3D non-stratifié.
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SIMULATIONS AXISYMETRIQUES 2D EN MHD-HALL

V.1 APERCU GLOBAL

Je regroupe dans la Table v.1 les simulations présentées dans ce chapitre.
Le champ magnétique est vertical et constant initialement, ainsi que le
parametre de Hall £ := {y/h (voir Section 1.3.4). Cela revient a imposer
une densité électronique constante, ne dépendant pas de la densité locale.
Le champ magnétique initial du run ‘ohmi” vaut 50% du champ critique
de stabilisation a la HSI [28], satisfaisant a chaque rayon la relation :

QHvAkZ = %Q (V.l)

pour la vitesse d’Alfvén v4 = B /,/p associée au champ vertical net, et
pour le plus petit vecteur d’onde vertical résolu k = 27t/h.

NOM Ar n, Bo vy Ro
res1 (1,91 16 +V2x10°3 1/5 0
res2 (1,91 32 V2x10°3 1/5 0
res3 (1,91 64 V2x1073 1/5 0
res4 (1,91 128 V2x10-3 1/5 0
hall [1,6] 64 V2x10°% 4 0
nega [1,5] 32 —5x10"2 1 0
ohmi [1,5] 32 Be(r)/2 1 6250

TABLE v.1. — Simulations axisymétriques en MHD Hall : intervalle radial Ar, réso-
lution verticale n,, champ magnétique initial By, parametre de Hall
£ ={y/h, Reynolds ohmique Rp = Qh?/mo.

v.1.1 Phase linéaire

Sans induction Hall, le domaine de calcul est sensible a la MRI a condi-
tion que le champ magnétique soit suffisamment faible (voir Figure 111.2).
Avec induction Hall et champ vertical positif (B - Q > 0), I'’écoulement
est stabilisé pour des fréquences Q) croissantes lorsque {y; augmente (voir
(v.1) & Figure 1.9). Les taux de croissance de la Hall-MRI axisymétrique
sont illustrés sur la Figure v.1 pour différentes intensités du champ ma-
gnétique et de l'effet Hall. Les choix de £ et By seront ajustés pour qu'une
partie significative du domaine de calcul soit initialement instable.

Au cours de la phase linéaire de l'instabilité, les perturbations sont am-
plifiées exponentiellement vite, avec pour temps caractéristique la période
orbitale locale. En conséquence, les channels MRI se développent du bord
radial interne vers le bord radial externe. De la méme facon, le front de
saturation de l'instabilité linéaire vers une phase non-linéaire se propage
vers les rayons croissants.
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FIGURE v.1. — Taux de croissance de la MRI Hall axisymétrique (teinte) en fonction
de I'intensité de 'effet Hall (abscisse) et celle du champ magnétique
a I’échelle considéré (ordonnées) dans un écoulement képlerien ; ana-
logue a la Figure 1 de Balbus & Terquem [28].

v.1.2 Phase non-linéaire

La saturation non-linéaire de la HSI 2D est représentée sur la Figure v.2 :
le flux magnétique est concentré en bandes. Leur largeur est toujours com-
parable ou supérieur a la hauteur géométrique h, et elles confinent sys-
tématiquement un flux magnétique positif. Nous verrons que ces struc-
tures sont générées et maintenues par l'induction Hall, et qu’elles sur-
vivent en trois dimensions a conditions que £ > 1. Nous les qualifierons
d’écoulement zonaux, en vertue de leur axisymétrie. J’ai aussi observé la for-
mation d’écoulements zonaux en MHD idéale; j'en discute en Annexe B.

v.1.3 Dépendance en résolution

Avant de me pencher sur la physique de ces simulations, je souhaite tes-
ter la dépendance des résultats avec la résolution spatiale du maillage. Je
réalise quatre simulations avec différentes résolutions spatiales sur un do-
maine étendu r/7¢ € [1,9], avec un champ magnétique vertical d’'intensité
Bo =v2x 1073 etun parametre de Hall £ = 1/5. Je représente deux diag-
nostiques sur la Figure v.3 : la masse accrétée au bord interne et I’énergie
magnétique des fluctuations au champ moyen au cours du temps, pour
des simulations ayant 16 & 128 cellules dans la direction verticale.

Le panneau supérieur de la Figure v.1 montre que ~ 1% de la masse
totale est accrétée au bord interne durant les premieres 30Ty, apres quoi
le taux d’accrétion s’annule, conséquence de 'auto-stabilisation de 1’écou-
lement. Au dela de 100Ty, le taux d’accrétion est clairement nul pour les
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FIGURE v.2. — Flux magnétique vertical (B.), /B¢ (couleurs) en fonction du temps
(abscisse) et du rayon (ordonnées) dans la simulation MHD Hall ‘res2’,
avec Bop =v2 x 1073 et £L =1/5.
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FIGURE v.3. — Masse totale accrétée (panneau supérieur) et énergie des fluctuations
magnétiques (panneau inférieur) en fonction du temps dans les si-

N

mulations ‘res1” a ‘res4’; le nombre de cellules dans la direction
verticale est indiqué en légende.

deux runs a plus haute résolution, mais des événements d’accrétion appa-
raissent dans les deux runs a plus faible résolution. Je discuterai de ces
événéments d’accrétion dans la Section v.3.
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Le panneau inférieur de la Figure v.1 montre un dépendance nette de
’énergie magnétique avec la résolution du maillage. Notre résolution stan-
dard de 2° = 32 cellules permet d’atteindre le méme niveau d’énergie
magnétique que les deux runs a plus haute résolution. Cependant, 1’éner-
gie magnétique diminue d’autant plus vite que la résolution est faible, et
elle décroit encore sensiblement sur le temps d’intégration de notre run a
plus haute résolution. Cela indique clairement un probleme de diffusion
numérique. Ce probléme n’apparaitra plus dans les simulations incluant
tous les effets MHD non-idéaux, y compris les diffusivités ohmique et am-
bipolaire, tant qu’elles dominent la diffusion d’origine numérique.

V.2 ECOULEMENTS ZONAUX
v.2.1 Caractérisation

En MHD Hall incompressible, les équations d’évolution de la vorticité
w =V x v et du champ magnétique peuvent étre combinées pour définir
un flux de vorticité canonique :

B

@D =W — @, (V.Z)

qui obéit a une équation d’induction idéale [184] :

Jrw =V XxXuxw+]JxB/p], (v.3a)
0tB=V x [ux B—1{y] x B], (v.3b)
= 0@ =V Xuxa]. (v.30)

En d’autres termes, le flux de @ a travers un élément de fluide est préservé
par la dynamique de cet élément fluide en MHD Hall incompressible. Le
transport du champ magnétique induit une ré-organisation du champ de
vorticité, médiée par l'effet Hall : la vorticité du fluide diminue la ot le
champ magnétique augmente, et réciproquement.

Pour attester du role de l'induction Hall dans la formation des écoule-
ments zonaux, nous pouvons mesurer les variations de flux magnétique
et de vorticité verticale dans une simulation produisant des bandes. Sur
la Figure v.4 sont tracés les profils radiaux de ces deux quantités, ainsi
que le profil de densité pour assurer que I’hypothése d’incompressibilité
est valable. Les fluctuations relatives en densité sont inférieures a 10~%;
elles sont positivement corrélées aux fluctuations en champ magnétique,
faisant de chaque accumulation magnétique une région de surpression. La
superposition des deux autres courbes valide la loi (v.3) du transport de la
vorticité canonique en trés bonne approximation. J'ai vérifié qu’il n’appa-
rait pas de corrélation semblable entre la vorticité et le champ magnétique
dans les simulations en MHD idéale axisymétrique.
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Voir Section 1.3.2 &
Section D.1. Je consideérerai
exclusivement le cas Vg = 0.

SIMULATIONS AXISYMETRIQUES 2D EN MHD-HALL
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FIGURE v.4. — Profils radiaux des variations de champ magnétique AB./ply (trait
rouge), vorticité —Aw (tirets bleus, signe opposé) et densité p (pointillés
verts) dans la simulation ‘hall’ (By = v2 x 1074, £ = 4).

v.2.2 Formation

Dans le régime linéaire de 1'instabilité, les channels HSI se développent
progressivement des régions internes vers les régions externes. Il en résulte
un gradient radial de stress magnétique 0.M,, < 0. L'effet Hall couple
I’évolution du flux magnétique vertical (B.),, aux gradients de stress via

3

Le résultat est un transport du flux magnétique vers les rayons croissants.
Ce faisant, le champ magnétique est accumulé jusqu’a atteindre une inten-
sité suffisante pour stabiliser la HSI. Une bande de flux magnétique est
alors déposée, et ce déroulement se répete au dela de la région stabilisée.

Ce processus est illustré sur la Figure v.5. La région r € [1.2,2.2]rp a un
flux magnétique quasi-nul, et une bande est formée en r ~ 2.57¢. Un chan-
nel HSI se développe entre 2.6ry et 3.8ty, il s’étire radialement vers l'ex-
térieur en accumulant du flux vertical, jusqu’a former une seconde bande
en 1 ~ 4ro. Notons I'évolution topologique du champ magnétique. Sur le
premier panneau, les lignes de champ sont pincées de part et d’autre de
T = 3.119, générant une nappe de courant électrique ], ~ 9,B, prés du
plan médian. Sur le second panneau, les lignes de champs sont reconnec-
tées au niveau de la nappe de courant, en r ~ 3o, formant une boucle
magnétique centrée en r ~ 3.87¢. Sur le troisiéme panneau, la boucle ma-
gnétique commence a se reconnecter a travers les bords verticaux pério-
diques, formant une seconde bande de flux magnétique vertical.

La reconnexion magnétique nécessite une forme de diffusion, unique-
ment numérique en I'occurence. Pourtant, ce processus n’est pas inhibé a
haute résolution, et la résolution du maillage n’affecte pas le nombre de
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FIGURE v.5. — Distributions instantanées du champ magnétique vertical (couleurs)
et lignes de champ dans le plan poloidal (traits gris) a trois instants
successivement séparés d’une orbite interne.

bandes formées. Je présente dans la Section D.2 un modéle simplifié pour
prédire leur position radiale. La diffusion magnétique d’origine turbulente
ou ohmique pourrait jouer ce role dans les disques protoplanétaires.

v.2.3 Stabilité
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FIGURE v.6. — Taux de croissance de la HSI (teintes) en fonction du rayon (abscisse)
et de l'intensité locale du champ magnétique (ordonnées) dans la
simulation ‘hall’ (By = v2 x 1074, £ = 4); profil radial de vitesse
d’Alfvén (lignes rouges) une fois que les cinq bandes sont formées.

Pour comprendre le maintien de ces écoulements zonaux, j’ai commencé

par m’assurer qu’ils sont stables pour le critere de Rayleigh 9,[Qr?] > 0.

Nous pouvons ensuite regarder le critere de stabilité a la HSI. Cinq bandes
sont identifiables sur la Figure v.6, au sein desquelles la vitesse d’Alfvén
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est suffisamment élevée pour stabiliser la HSI. Dans l'intervalle entre deux
bandes, le flux magnétique est quasi-nul et les taux de croissance sont trop
faibles pour étre capturés numériquement. Les seules régions ot1 la HSI est
susceptible d’opérer sont les bords des bandes, la ot1 le champ magnétique
est relativement intense mais encore inférieur au seuil de stabilité.

En présence de diffusion numérique, ohmique ou turbulente, les bandes
devraient s’étaler radialement au cours du temps. Par diffusion, une por-
tion croissante du domaine devient instable a la HSI aux bords des bandes;;
ces régions sont spatialement résolues par quelques cellules, et nous pour-
rions nous attendre a ce qu’elles finissent par jouer un role déstructeur. En
réalité, ces régions instables sont responsable du confinement radial des
écoulements zonaux. Pour le comprendre, plagons-nous en coordonnées
cartésiennes locales (voir Section 1.5.1.1), et moyennons I"équation d’induc-
tion dans les directions azimuthale et verticale (voir Section D.1) :

Ot <Bl>yz = 0x <FZX>yZ +T|a>2< <Bl>yz + EHai (Mxy)

A supposer que le tenseur de Faraday s’apparente a une diffusion turbu-

yz (v.5)

lente du champ magnétique, <sz>yz = — <sz>yz ~ —1M0x <Bz>yz, cette
équation prend la forme simplifiée
Ot (Bz)y, = M+11) 33 (B2)y, +tmdx (Mxy),, - (v.6)

La physique de cette équation est illustrée sur la Figure v.7. La diffusion
tend a étaler une bande spatialement, permettant a la HSI de se développer
aux bords. La HSI génere un couple magnétique My, > 0 qui est maximal
aux bords de la bande et minimal au centre. La dérivée seconde 92Myy,
est donc positive au centre et négative aux bords. Le résultat net est une
concentration radiale du flux magnétique s’opposant a la diffusion [184].

B,

FIGURE v.7. — Mécanisme d’auto-organisation Hall décrit par (v.6) : le stress ma-
gnétique My, est confinant en MHD Hall.

v.2.4 Evolution

Pour bien mettre en évidence le mécanisme décrit précédemment, nous
pouvons ajouter une résistivité ohmique d’intensité modérée, afin de for-
cer la diffusion radiale des bandes sans pour autant tuer la HSIL. Sur la
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Figure v.8 sont tracés les profils radiaux de flux magnétique B, et du
couple magnétique M,, dans le run ‘ohmi’ : I'anti-corrélation des deux
est nette. La diffusion radiale du flux magnétique permet d’entretenir la
HSI entre les bandes, jusqu’a trouver un équilibre entre confinement et dif-
fusion. Paradoxalement, en augmentant la diffusivité ohmique nous avons
provoqué une augmentation du couple magnétique total (voir Table v.1).

1 0 Xl()ig‘ : : ‘ ‘ X10_6 5
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FIGURE v.8. — Profils radiaux moyennés entre 250Ty et 300Ty du champ magné-
tique vertical (B2),, (trait plein rouge, axe de gauche) et du stress
magnétique M, (tirets bleus, axe de droite) dans le run ‘ohmi’.

L’ajout d'une diffusion ohmique permet de mettre en évidence un autre
phénomene de nature globale (versus locale) : la dérive radiale des bandes,
illustrée sur la Figure v.g9. Cette dérive se fait toujours vers les rayons crois-
sants dans nos simulations non-stratifiées. L'origine de cette dérive est
encore liée aux gradients de stress magnétique M, via l'effet Hall. Pour
le comprendre, placons-nous de nouveau en coordonnées locales carté-
siennes. Considérons que le champ magnétique vertical est positif sur le
domaine de calcul entier, et qu’il s’annule suffisamment vite en s’éloignant
d’une bande. Nous pouvons alors définir la position de la bande comme :

.[XEI <BZ>yZXdX = 1
fxel <Bl>yz dx b

d’apres (v.6), nous pouvons estimer la

() = [ xipaye ax (v7)

Connaissant la dérivée ¢ (B;),,
vitesse de dérive de la bande en intégrant par parties :

1
0+( ~ bJ X (na,% (B2) + eHai (Mxy>) dx
xel
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Finalement, choisissons un intervalle I suffisamment grand pour atteindre
0xMyy =~ 0; dans cette région, le champ magnétique B, et sa dérivée 0B,
s’annulent également, et nous obtenons 1’équation de dérive simplifiée :

0
el ~ —?HAMXH. (v.9)
5.0 : 0.02
|
45| - .
40| ' 0.01
351" \
- — &
£ 3,0 ffe— - 0.00 -
= p O ISy
I —
|
‘ —0.01
—0.02

0 50 100 150 200 250 300
t/Ty

FIGURE v.9. — Flux magnétique vertical (Bz),, /Bo (couleurs) en fonction du temps
(abscisse) et du rayon (ordonnées) dans le run ‘ohmi’; la résistivité
ohmique est enclenchée a t = 50Ty (tirets gris).

La relation (v.9) montre que le stress magnétique exerce une pression
sur la bande de champ magnétique, et quune différence de stress entre
les deux bords d"une bande provoque sa dérive radiale. Le pouvoir prédic-
tif de cette relation est limité puisque nous ne connaissons pas a priori la
différence de stress magnétique. Cependant, nous pouvons mesurer cette
quantité dans une simulation, puis comparer les vitesses de dérives pré-
dites et mesurées. La comparaison est faite sur la Figure v.10, confirmant
que l'effet Hall est entiérement responsable de la dérive des bandes, sans
invoquer un transport radial du fluide. Les bandes dérivent toujours vers
le bord radial externe dans nos simulations; cela vient du fait que le stress
magnétique M, (1) est toujours décroissant en rayon (voir Figure v.8), une
propriété liée au profil de vitesse képlerienne en géométrie globale.

V.3 PLASMOIDES

Revenons a la Figure v.2, représentant les premieres 200Ty du run ‘res2’.
La bande qui se trouve initialement en v ~ 61¢ est dissoute a t =~ 1007 ;
son flux magnétique est intercepté et accumulé dans les deux bandes voi-
sines. C’est ensuite au tour de la bande en r =~ 4ry d’étre dissoute a
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FIGURE v.10. — En ordonnée : vitesse de dérive radiale des écoulemnents zonaux
issus de simulations en MHD Hall résistive, avec £ = 1, pour dif-
férents Reynolds ohmiques Rp, et pour des bandes a différents
rayons dans la méme simulation. En abscisse : vitesse de dérive
0¢( estimée suivant (v.9) apres avoir mesuré la différence de stress
AMyy et l'intégrale b du champ dans chaque bande.

t ~ 150Tp. Une partie de son flux magnétique atteint le bord radial in-
terne et quitte le domaine de calcul, laissant un exces de flux négatif au
bord radial interne. Nous allons nous focaliser sur ce second événement.

Le flux magnétique se propage de r ~ 4r( vers le bord radial interne,
qu’il atteint en t ~ 170tp. De la masse est accrétée a cet instant comme
en témoigne la Figure v.3 (tirets verts, avec n, = 2° cellules). Ces sursauts
d’accrétion ne se produisent pas dans les simulations a plus haute résolu-
tion. Le mécanisme de confinement décrit précédemment ne supporte pas
des diffusions arbitrairement grandes, et la destruction des écoulements
zonaux est facilitée par la diffusion numérique. Comme pour la formation
des bandes (voir Figure v.5), leur destruction procede par la reconnexion
de lignes de champ magnétique disjointes.

L’état instantané de 1’écoulement au voisinage du bord interne, peu
avant le sursaut d’accrétion a 170T, est représenté sur la Figure v.11. Le
panneau supérieur affiche un front de sur-densité en r ~ 1.17p, une bulle
de sur-densité en v ~ 1.2ry, et des filaments horizontaux entre 1.3ry et
2.31¢. Ces structures sont confinées par des gradients de pression magné-
tique. La vitesse de propagation de la bulle de surdensité correspond a
celle du fluide neutre, de la masse est bien advectée vers le bord interne.

Parallelement, le transport de flux magnétique obéit au fluide électro-
nique. Sur le panneau inférieur de la Figure v.11 est représentée la compo-
sante radiale de la vitesse électronique ve = v, — {g]. La bulle de surden-
sité voit une vitesse électronique dirigée vers le bord radial interne, tandis
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Ces boucles correspondent i des
tores axisymétriques en 3D.
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que les filaments ont une vitesse électronique dirigée vers 1'extérieur. Au
niveau de cette bulle de densité, les lignes de champ magnétique sont re-
fermées en boucles dans le plan poloidal. De tels rouleaux magnétiques
répondent a la dénomination de plasmoides [51].

L'induction Hall détermine le sens de propagation des plasmoides en
fonction de l'orientation du champ magnétique dans les boucles. Si le
champ magnétique poloidal (B, B.) est orienté dans le sens horaire, alors
0,B; > 0 a l'intérieur du plasmoide. En raison des cisaillements képlerien
et Hall, le champ toroidal B, possede toujours un signe opposé au champ
radial B,. En conséquence, le courant électrique |, = —0,B, > 0, et la
vitesse électronique ve < 0 transporte le plasmoide vers le bord interne.
Réciproquement, un plasmoide se propagera vers les rayons croissants si
le champ magnétique est refermé en boucles dans le sens anti-horaire.

Bien que ces structures soient essentiellement axisymétriques, elles consti-
tuent un mode d’accrétion intermittente pilotée par le champ magnétique
[310], dont la pertinence reste a prouver en 3D.
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FIGURE v.11. - Run ‘res2’ dans le plan poloidal (r,z) a t = 165Ty; panneau su-
périeur : distribution de densité; panneau inférieur : vitesse électro-
nique radiale (couleurs) et lignes de champ magnétique.

V.4 POLARITE DU FLUX NET VERTICAL

Comme mentionné en Section 1.5.2.3, 'induction Hall tend a stabiliser
I’écoulement en présence dun faible flux magnétique vertical de signe
négatif (Bp - Q < 0) [28]. En augmentant l'intensité du champ magnétique,
nous pouvons récupérer une instabilité d’ondes ion-cyclotrons. Comme
apparent sur la Figure v.1, cette instabilité se manifeste a toutes les échelles
verticales pour | Qf/2vs |< 1. Avec un parametre de Hall £ constant,
un profil de Q r—3/2 décroissant et une vitesse d’Alfvén v, constante,
I'écoulement est instable sur un intervalle borné en rayons. La carte de
stabilité associée a notre simulation ‘nega” est présentée sur la Figure v.12.



V.4 POLARITE DU FLUX NET VERTICAL

Le domaine instable s’étend sur I'intervalle /1y € [1.9,4.7], et les taux de
croissance ne dépendent pas de I’échelle verticale A/h considérée.
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FIGURE v.12. — Taux de croissance w/Q de la MRI Hall axisymétrique (teinte), en
fonction du rayon dans un écoulement képlerien (abscisse) et de
I’échelle h/A du mode considéré (ordonnée), pour les parametres
du run ‘nega’ avec un champ magnétique de polarité By - Q < 0.

Au cours de la phase linéaire, un mode linéaire se développe sur I’échelle
A = h au voisinnage de r/ro ~ 2.5. Lorsque la pression magnétique asso-
ciée devient assez grande, des instabilités parasites de type ‘kink” tendent
a casser ces channels linéaires. L’écoulement qui était initialement dans le
plan équatorial acquiert une vitesse verticale. La saturation non-linéaire
procede par la formation de jets verticaux, alternativement vers les z posi-
tifs et négatifs. En conséquence, la vorticté w := V x v n’est plus verticale :
sa composante azimuthale est affectée par w, ~ —0,v.. Je représente sur
la Figure v.13 la distribution du rapport de cisaillement s := —0,v,/0,v,.
Le rapport |s| ~ 1 entre les jets verticaux pourrait empécher le développe-
ment de modes MRI axisymétriques : des modes linéaires seraient cisaillés
verticalement sur un temps plus court que leur temps caractéristique de
croissance. Suivant cette hypothese, c’est la périodicité verticale du do-
maine qui permettrait a I'écoulement de spontanément se stabiliser.
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FIGURE v.13. — Distribution instantanée du rapport de cisaillement s dans la phase
non-linéaire du run ‘nega’ apres 177T,.

103

Voir figure A1 de [184].






SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD HALL

Résumé

Je présente les résultats de simulations cylindriques 3D en MHD non-
idéale, avec un intérét particulier pour l'induction Hall. Je compare mes
résultats a ceux d’une étude précédente, puis j’échantillonne différentes
intensités du flux magnétique net et du parametre de Hall. J'identifie trois
régimes physiques distincts : turbulence, vortex et écoulements zonaux. Je
teste ensuite la stabilité des structures organisées en présence de diffusion
ohmique ou ambipolaire, ou en ajoutant un flux magnétique toroidal net.
Ce chapitre acheve la premiére partie de mon travail de these; la majorité
des résultats sont rassemblés dans la publication de Béthune et al. [40].

Sommaire
1.  Comparaison aux travaux précédents . . . . . ... ... 106
1.1. Configuration numérique . . .. ... ... ... 106
1.2. Résultats . . . ... ... ... ... ... ... .. 107
2. Influence du parametre Hall . . . . ... ... ...... 109
2.1. Propriétés de transport . . . . .. ... ... ... 109
2.2. Hall faible . . .. ... ... ... ... ...... 112
2.3. Hall intermédiaire . . .. ... .......... 113
2.4. Hall fort . ... ... ... ... ... ... 115
3.  Menaces a 'auto-organisation . . ... ... ... ... .. 118
3.1. Champ toroidal . . . ... ...... ... .. ... 118
3.2. Hall +Ohm . .................... 119
3.3. Hall + ambipolaire . . . ... ........... 120

105



106

SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD HALL

VI.I COMPARAISON AUX TRAVAUX PRECEDENTS

Au moment ol1 nous avons réalisé cette étude, O'Keeffe & Downes [250]
étaient les seuls a avoir rapporté les résultats de simulations globales in-
cluant l'effet Hall. Leurs simulations sont cylindriques non-stratifiées, ce
qui devrait permettre une comparaison assez directe avec nos résultats.
IIs ont employé une description multi-fluide, a la différence de notre des-
cription MHD. Le modéle multi-fluide contient naturellement ’ensemble
des effets de plasmas non-idéaux [252]. Comme O'Keeffe & Downes sou-
haitent modéliser la dynamique des régions profondes des disques proto-
planétaires, ils se placent dans un régime ou la fraction d’ionisation est
faible et la densité neutre est élevée. Dans ce régime, la diffusion ambi-
polaire est faible, les ions sont dynamiquement couplés aux neutres, i.e.
la fréquence de collision ions-neutres est élevée. L'approche multi-fluide
est handicapante dans ces conditions, car elle requiert de résoudre tempo-
rellement cette fréquence de collisions. Cela dit, O'Keeffe & Downes n’ont
pas témoigné d’effets spécifiquement multi-fluides qu'un modéele MHD ne
permettrait pas de capturer [289]. Nous allons utiliser leurs résultats pour
tester le comportement non-linéaire de nos simulations en MHD Hall.

vi.1.1  Configuration numérique

J'ai tenté de reproduire la méme configuration numérique que O’Keeffe
& Downes [250] avec le code PLUTO. Apres conversions d’unités, le do-
maine cylindrique s’étend sur Ar x A x Az = [1,5.2] x [0,7t/2] x [0,0.39],
maillé par 480 x 480 x 36 cellules uniformément réparties dans chaque di-
mension. Le fluide obéit a une équation d’état globalement isotherme, avec
pour vitesse du son cs = 4.35 x 1072. Le champ magnétique initialement
vertical a pour valeur By = 42.2 x 1073 ; nous souhaitons vérifier que son
orientation affecte bien le taux de transport turbulent [300]. La longueur
de hall ¢ = 5.5 x 1073 correspond a un parametre Hall £ ~ 1.4%. Des
zones tampons d’une largeur 0.2rp amortissent les variables hydrodyna-
miques au voisinage des bords radiaux interne et externe, avec les mémes
prescriptions que O’Keeffe & Downes.

Avec cette configuration, les pertes de masse et de flux magnétique sont
trés rapides (voir Figure v1.1). Les simulations a By > 0 perdent leur flux
magnétique plus rapidement que celles a By < 0, et les deux atteignent le
méme niveau de transport turbulent, ce qui nous empéche de proprement
discriminer les deux orientations du champ magnétique initial. J’ai donc
choisi de controler la masse et le flux magnétique total dans le domaine de
calcul suivant la procédure décrite en Section 111.3.2.2. Les diagnostiques
obtenus avec cette procédure de contrdle atteignent un régime statistique-
ment stationnaire et représentatif des conditions initiales.
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FIGURE VI.1. — Evolution de la masse totale (trait bleu) et du flux magnétique total
(tirets rouges) en fonction du temps dans une simulation a By =
—2.2 x 1073 suivant la configuration de O’Keeffe & Downes [250].

VI.1.2 Résultats

Je compare deux simulations avec la configuration décrite précédem-
ment : I'une avec un champ initial positif (run ‘Up’), I'autre avec un champ
négatif (run ‘Down’). La Figure vi.2 montre que des structures axisymé-
triques se développent dans la distribution de densité. Les fluctuations
de flux magnétique et de vorticité verticale sont positivement corrélées, a
I'inverse du processus d’auto-organisation Hall décrit précédemment (voir
Figure v.4). Comme l'accumulation de densité se produit précisément au
bord de la zone tampon interne, nous attribuons ce phénomene a des ef-
fets de bords. De telles accumulations devraient étre évitées avec notre
méthode de double tampons (voir Section 111.3.1.3). A ce propos, les gra-
dients de densité sont tres marqués sur la Figure vIi.2, suggérant que la
turbulence atteint un régime sonique.
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FIGURE v1.2. — Distribution instantanée de densité dans le run ‘Down’ a 120T,.
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Nous pouvons comparer les niveaux de transport atteint dans nos simu-
lations & ceux de O’Keeffe & Downes. Normalisons le couple turbulent a
la pression isotherme locale [305] :

Rrp + Mg

(Vv1.1)
pcz

Xgg =
ainsi que l’énergie magnétique turbulente 5B2/2Py. Ces deux diagnos-
tiques sont représentés sur la Figure v1.3 pour les deux orientations du
champ magnétique vertical initial.

Les grandes valeurs de ass 2 0.1 sont en partie causées par 1'épaisseur
géométrique du domaine de calcul. Le nombre de Mach 9 = h/H ~
9(r/ro) /% est de l'ordre de l'unité pour v = 4.3ry. L'épaisseur géomé-
trique du disque est grande par rapport a la hauteur de pression hydrosta-
tique dans les régions internes, permettant la formation d’ondes de densité
prononcées dans une turbulence sonique.
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F1GURE v1.3. — Couple turbulent normalisé ass (panneau supérieur) et énergie ma-
gnétique turbulente normalisée (panneau inférieur) en fonction du
temps dans les runs ‘Up’ (trait rouge) et ‘Down’ (tirets bleus).

Entre 60Ty et 130To, je mesure ass = (1.5+0.2) x 10~ dans le run “Up’
et ags = (7.4 +0.5) x 1072 dans le run ‘Down’. Ces valeurs sont respec-
tivement deux fois et huit fois plus importantes que celles mesurées par
O’Keeffe & Downes. La différence peut provenir des diffusions ohmique
et ambipolaire incluses dans leur modele multi-fluide, ou d'un probleme
de convergence des simulations. Je peux aussi comparer ces résultats aux
simulations locales de Sano & Stone [300] : leurs runs ‘Z2L" et “Z4L" ont
respectivement un champ magnétique By = +2.5 x 1073 et une longueur
de Hall {5 = va/Q ~ 55x 1073 a un rayon de 1.8ry. Leurs simulations
incluent une résistivité ohmique dont le nombre d’Elsasser Ag = 100 de-
vrait faiblement impacter le niveau de saturation de la turbulence [296].
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Les couples turbulents associés valent asg ~ 2 x 107" dans ‘Z2L" (B, > 0)
et ags ~ 8 x 1072 dans ‘Z4L’ (B, < 0), compatibles avec nos mesures.
Quant a I’énergie magnétique turbulente, elle atteint bien une valeur sta-
tistiquement stationnaire de 1’ordre de 0B%/2 ~ 1.2pc§ dans le run ‘Down’,
comparable a la simulation ‘Z4” de Sano & Stone. Le rapport des énergies
magnétiques turbulentes entre les runs ‘Up” et ‘Down’ est le méme que
le rapport des couples turbulents, en accord avec Minoshima et al. [234]
par exemple. En conclusion, nos résultats ne concordent pas avec ceux de
O’Keeffe & Downes, mais ils sont compatibles avec les études locales de la
turbulence MRI, en particulier vis-a-vis de l'influence de 'effet Hall.

VI.2 INFLUENCE DU PARAMETRE HALL

J'entreprends d’échantillonner une large gamme de parametres Hall £.
Le premier objectif est d’étudier la transition de la turbulence vers le ré-
gime auto-organisé; le second objectif est de confirmer la formation et la
stabilité de multiples écoulements zonaux en géométrie globale 3D. Les
parametres des simulations MHD Hall sont rassemblés dans la Table vi1.1,
avec la méme nomenclature que dans Béthune et al. [40]. Toutes les si-
mulations sont initialisées en MHD idéale avec la configuration standard
décrite au Chapitre 111, et avec un champ magnétique net By = 1073, Apres
50 orbites internes, la turbulence MRI est développée sur le domaine en-
tier; j'arréte la simulation, et je la prolonge en activant 1'induction Hall.
Un état initial turbulent garantit que les écoulements zonaux ne seront
pas causés par des conditions initiales quasi-axisymétriques. Je n’ai pas
davantage exploité des simulations 3D avec By - Q < 0, car elles néces-
sitent un champ magnétique net fort pour étre instables sur une portion
limitée du domaine de calcul (voir Balbus & Terquem [28] & Section v.4).

vL.2.1 Propriétés de transport

Pour chaque simulation en quart de disque répertoriée dans la Table v1.1,
jévalue la moyenne spatio-temporelle du coefficient de transport

Rrp +M
= W = XR + X, (v1.2)

désignée par @, et la représente sur la Figure vi.4. Cette figure est analogue
a la figure 3 de Kunz & Lesur [184] : le coefficient de transport & augmente
avec £ < 0.1, puis décroit et sature a une valeur de quelques 10~* pour
L > 1. Cette tendance apparait indépendamment de l'intensité du champ
magnétique initial Bp. La valeur de £ détermine donc la transition d'un
état de transport efficace vers un état de transport faible. La transition se
fait pour un £y que Kunz & Lesur estiment a £y ~ 0.2 a partir du nombre
de Prandtl effectif en turbulence MRI idéale [198].

En shearing-box, la diminution du coefficient de transport « traduit
une évolution structurelle de 'écoulement. Avant de regarder en détail les
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O'Keeffe & Downes rapportent
une croissance exponentielle
non-convergée de l'énergie
magnétique apres 80T.

La hauteur h/ro = 1/4 est plus
petite que dans la section
précédente ; voir Section VI.1.1.



SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD HALL

NOM Ao Bo L o ETAT
B3LO /2 1073 0.00 5.6 x10~2 turbulence
B3L1 n/2 1073 0.02 7.8x 1072 turbulence
B3L2 n/2 1073 0.04 9.8 x 102 turbulence
B3L3 /2 1073 0.10 1.4x10" turbulence
B3L4 /2 1073 0.20 8.2x 102 turbulence
B3L5 n/2 1073 0.40 1.6x1072 1bande
B3L6 n/2 1073 1.00 4.8x10~% 4bandes
2ntL4 2r 1073 0.20 1.7x 107" turbulence
2nL5 2r 1073 0.40 1.8x 102 vortex
2ntLé6 20 1073 1.00 1.2x1073 3bandes
B4L0 /2 10~% 0.00 3.8 x 1073 turbulence
B4L1 n/2 10~% 0.02 1.7x 1072 turbulence
B412 /2 10~% 0.04 3.7x 1072 turbulence
B4L3 n/2 1074 0.10 8.2x 1072 turbulence
B4L4 n/2 107% 0.20 6.2x 1072 turbulence
B4L5 n/2 107% 040 1.7x1072 vortex
B4L6 n/2 107% 1.00 3.8x10"% 1bande
B4L7 n/2 10~% 2.00 5.1x10~% 3bandes
B5L1 n/2 107° 0.10 7.6 x 1072 turbulence
B5L2 n/2 1072 0.20 6.4 x 1072 turbulence
B5L3 n/2 107° 040 1.1x102 vortex
B5L4 /2 107> 1.00 4.4x10~*% 1bande
B5L5 n/2 107> 2.00 8.5x10~% 3bandes
B5L6 n/2 107° 4.00 2.5x10"% 5bandes
B5L7 n/2 107° 10.0 3.7x10~% 3bandes

TABLE vI.1. — Simulations 3D en MHD Hall : intervalle azimuthal A¢, champ ma-
gnétique vertical initial By, parametre Hall £, coefficient de trans-
port turbulent «, état final de la simulation.



V1.2 INFLUENCE DU PARAMETRE HALL

FIGURE v1.4. — Coefficient de transport moyenné en temps et espace & en fonction
du parametre de Hall £; la couleur des symboles représente 1'in-
tensité du champ magnétique initial By = 1073 (vert), 104 (rouge)
ou 107> (bleu); la forme des symboles correspond a I’état final des
simulations : turbulence (étoiles), vortex (losanges) ou écoulements
zonaux (carrés). Les couleurs de fonds délimitent ces trois états; les
barres d’erreurs représentent la variance temporelle.

structures des différents champs, nous pouvons définir des diagnostiques
pour quantifier le degré d’ordre. Soit

[f(t,y,2)f(t+x,y,z)dt
Jf(t,y,z)2dt

Ay, [f] (x) = (V1.3)

I"auto-corrélation d’une distribution f par rapport a la variable x, et

1 (A 1M

(C.f]), (1) = Ao Jo {h Jo Ay o [f] (2) dz} do (Vi.4a)
1 h 1 Ao

(Co [f), () := o L {A(p Jo A, [f] (@) d(p} dz (V1.4b)

les profils d’auto-corrélation verticale et azimuthale normalisées. Sur la Fi-
gure V1.5 sont regroupés les coefficients d’auto-corrélation de chaque simu-
lation en fonction du parametre de Hall £. Nous pouvons confirmer que
la transition en transport turbulent s’accompagne d"une transition d'une
phase turbulente vers une phase organisée, pour des valeurs de £ com-
prises entre 0.2 et 1.0. Je vais successivement considérer les régimes d’effet
Hall faible, intermédiaire puis fort.
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FIGURE vI.5. — Médianes des profils d’auto-corrélation verticale ((v1.4a), panneau
supérieur) et azimuthale ((v1.4b), panneau inférieur) en fonction du
parametre Hall £. Différents symboles correspondent a différentes
intensités du champ magnétique initial By = 1073 (‘+” rouges),
10~4 (“x” verts) et 107> (ronds bleus). Les trois sous-domaines co-
lorés (orange / rouge / bleu) sont les mémes que sur la Figure vI.4.

vi.2.2 Hall faible

Pour £ < 0.2, le transport turbulent est intense et augmente avec £.
La Figure vi.6 montre Iétat turbulent utilisé comme condition initiale des
simulations MHD Hall, représentatif des simulations dans ce régime.

-le-02 le-02

—

¥\

BEA st

FIGURE vL.6. — Distribution de champ magnétique vertical B, dans le run “B3L0".

Je compare les coefficients de transport magnétique oy et hydrodyna-
mique axx de moment cinétique en MHD idéale et en MHD Hall sur la
Figure v1.7. Le rapport du stress de Maxwell au stress de Reynold est
approximativement constant en rayon, avec et sans effet Hall. La valeur
an/og A 2 est légerement en dessous des résultats de shearing-box [150] ;
comme en MHD idéale, le couple de Reynolds est agrémenté par des
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ondes de densité spirales a grande échelle. Le rapport de stress augmente
sensiblement en ajoutant I'induction Hall avec un flux vertical net positif.

1.0 L5 2.0 25 3.0 35 40 45 5.0
/7o

FIGURE v1.7. — Panneau supérieur : profils radiaux des couples de Maxwell (rouge)
et de Reynolds (bleu) dans les runs ‘B3L3’ (trait plein) et “B3L0’
(pointillés) ; panneau inférieur rapport des couples.

Dans la Section v.3, j’ai identifié un mode d’accrétion de masse et de
flux magnétique, piloté par I'induction Hall et se manifestant sous forme
de plasmoides. Ces structures ne sont pas facilement mises en évidence
dans des simulations de turbulence MRI 3D car I'écoulement est haute-
ment non-axisymétrique. Je présente sur la Figure v1.8 I’évolution du flux
magnétique dans une simulation avec £ = 0.2, sans contrdle du flux to-
tal (voir Section 111.3.2.2) afin de ne pas ajouter de biais numérique. Sur
cette figure, nous pouvons discerner des filaments de flux tombant vers
le bord radial interne. Il en résulte une évacuation ponctuelle du flux ma-
gnétique (notamment a t ~ 150Ty et t ~ 190Ty), mais pas de signature
observable sur les cartes spatio-temporelles de densité. Le transport de
flux accru par rapport au transport de masse, comme sur les Figures v1.1
et 111.9, supporte 1'idée que ce phénomene est piloté par l'induction Hall.
Ce phénomene apparait exclusivement dans le régime 0 < £ < 1.

v1.2.3 Hall intermédiaire

Pour un parametre de Hall 0.2 < £ < 1, le transport turbulent décroit
avec £, tandis que la longueur de cohérence des structures magnétiques
augmente. Je représente sur la Figure v1.g les distributions de flux magné-
tique vertical et de densité dans le run 2nL5’. L'essentiel du flux magné-
tique est concentré dans une région en forme de banane dans le quart
supérieur gauche. Comme discuté en Section 111.3.2.2, il est possible que la
procédure de contrdle du flux magnétique ait facilité la formation d'une
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La période propre du vortex
représente environ 25 périodes
képleriennes locales, d’oit les

fluctuations sur la Figure V1.10.

SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD HALL
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FIGURE v1.8. — Champ magnétique vertical (B,), en fonction du temps (abscisse)
et du rayon (ordonnée) dans un run équivalent a B4L4 mais sans
controle du flux magnétique total; les tirets cyan guident 1'oeil
pour identifier les filaments d’accrétion de flux magnétique.

zone ol le champ serait suffisamment fort pour stabiliser la HSI. J'ai véri-
fié que ces zones se forment aussi sans controle du flux magnétique. Dans
le reste du domaine, le champ magnétique est majoritairement négatif,
les régions de flux positif sont trées localisées. L'écoulement est visible-
ment stable prés du bord radial externe dans le quart inférieur droit. La
Figure v1.9 droite montre que la densité est réduite de 80% dans cette ré-
gion; la vitesse d"Alfvén y est suffisamment grande pour stabiliser la HSI.
La densité est accumulée dans la région de fort champ magnétique, ot elle
atteint 160% de sa valeur initiale. Cette zone d’accumulation correspond
donc a une surpression localisée dans le disque.

Pour maintenir un équilibre dans la direction radiale, la vitesse azimu-
thale de 1"écoulement doit s’adapter a la présence d"une surpression. Il en
résulte une variation de vorticité verticale par rapport a 'écoulement ké-
plerien, dw, = (V x [v—vk]) - e,, représentée sur la Figure vi.10 gauche.
La présence d’'un vortex anticyclonique est évidente, avec une fluctuation
en vorticité dw, ~ —3 x 10~2. Cet écart correspond au 6B/ply mesuré
dans le vortex; la vorticité canonique (v.2) est donc conservée en bonne
approximation, et nous pouvons affirmer que l'induction Hall est respon-
sable de la production d'un vortex par accumulation de flux magnétique.

Les vortex anticycloniques sont soumis a différentes instabilités hydro-
dynamiques et magnétohydrodynamiques, lesquelles peuvent entretenir
ou détruire les structures a grande échelle (e.g. [202, 236, 203, 216, 226]).
Il est vraisemblable que l'induction Hall génere de nouvelles branches
d’instabilité, par résonance des ondes whistler avec la période propre du
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FIGURE v1.9. — Distributions instantanées de flux magnétique vertical (gauche) et
de densité (droite) dans une coupe équatoriale du run 2nL5’. Les
cartes de couleurs couvrent les intervalles [+1072] en champ ma-
gnétique et [0.2, 1.6] en densité.

vortex. La survie des vortex observés sur plusieurs rotations propres ap-
pelle a une étude approfondie de leur stabilité en MHD Hall. Par ailleurs,
comme la distribution de stress magnétique M,, n’est pas positive sur
tout le contour du vortex, le mécanisme décrit dans la Section v.2.3 n’est
pas directement applicable pour expliquer leur confinement.

La composante M, du tenseur de stress n’est pas pertinente en pré-
sence d'un vortex, parce que 'écoulement n’est plus toroidal : il prend
une composante radiale non-nulle au voisinage du vortex. Dans le cas
des écoulements zonaux, j’ai montré que le flux magnétique est confiné
radialement par la composante M,, du stress de Maxwell, i.e. le pro-
duit des champs —B;B, le long de l'écoulement et perpendiculaire a
I"écoulement. Nous pouvons généraliser ce principe en calculant la compo-
sante M| | = —B B, apres avoir projeté le champ magnétique équatorial
(Br,By) parallelement et perpendiculairement aux lignes de courant. La
distribution de M || est représentée sur la Figure vi.10 droite. Cette com-
posante du stress magnétique est positive dans le voisinage du vortex et
nulle a I'intérieur; elle confine le flux magnétique depuis toutes les direc-
tions simultanément, suivant la physique décrite en Section v.2.3.

Les vortex Hall n'ont pas été observés dans les simulations shearing-
box en MHD Hall de Kunz & Lesur [184], Bai [15]. Nous présumons que
cela provient de I'étendue spatiale limitée de leurs simulations. Ces vortex
constituent donc un nouvel état dynamique observé, a la transition entre
un écoulement turbulent et un écoulement axisymétrique organisé.

vL.2.4 Hall fort

Pour un parametre Hall £ > 1, le transport turbulent est figé a o« ~
10~% et I’écoulement est entierement organisé d’apres la Figure vi.5. La

115



116

SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD HALL
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FIGURE vI.10. — Cartes moyennées verticalement dans le plan équatorial (¢, 1) du
run ‘27L5’, moyennées entre 250T et 290Ty, et centrées sur le vor-
tex. A gauche : carte de vorticité verticale w; ; a droite : carte de
stress magnétique projeté M .

Figure vi.11 confirme que des écoulements zonaux se sont formés dans
une simulation 3D, & partir d’un état initialement turbulent, et persistants
sur plusieurs centaines d’orbites internes. Cette carte est représentative de
I'ensemble des simulations en MHD Hall avec £ > 1 : plusieurs bandes de
largeur h peuvent étre formées, elles accumulent tout le flux magnétique
positif, et I'’écoulement reste apparemment turbulent entre les bandes.

-5e-03 0. 5e-03

F1GURE v1.11. — Distribution instantanée du flux magnétique vertical B, dans le
run ‘B3L6" aprés t = 300Ty d'intégration.

La Figure vi.12 gauche confirme que I'accumulation de flux magnétique
suffit a stabiliser la HSI a l'intérieur des bandes, et que le flux magnétique
entre les bandes est trop faible (ou négatif) pour stimuler l'instabilité sur
des échelles de temps appréciables. Par contre, les bords de bandes sont
soumis a la HSI sur une largeur significative, suffisante pour entretenir
une légeére activité turbulente.

Les profils radiaux de flux magnétique, couples magnétique M, et hy-
drodynamique R, sont tracés sur la Figure vi.12 droite. Comme dans les
simulations 2D, le couple magnétique est maximal entre les bandes et mini-
mal a l'intérieur ; le mécanisme de confinement décrit dans la Section v.2.3
semble opérationnel. Notons que le couple magnétique se développe sur



1072

V1.2 INFLUENCE DU PARAMETRE HALL

tout 1’espace entre les bandes, de fagon analogue a la Figure v.8, mais sous
I'influence d'une diffusion turbulente et non ohmique. Ce systéme reste
trés dynamique : les bandes survivent sur de grandes échelles de temps,
mais leur stabilité requiert 1’action de 1’écoulement linéairement instable.
Le stress de Reynolds R, tracé sur la Figure vI.12 est dix fois plus fort
que sa contrepartie magnétique, sans corrélation apparente avec cette der-
niere. Ce couple hydrodynamique provient d’ondes de densité spirales a
grande échelle, n'intéragissant pas de facon remarquable avec les écoule-
ments zonaux. J'ai vérifié que le profil radial de vorticité potentielle est
monotonement décroissant; l'instabilité d’ondes de Rossby n’est donc pas
a l'origine de ce couple hydrodynamique [213]. Nous supposons que ces
ondes spirales sont excitées par les déviations a I’axisymétrie dans les écou-
lements zonaux, elles-mémes causées par l'activité turbulente résiduelle.

0.18
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FIGURE vI.12. — Profils radiaux dans le run B3L6, moyennés azimuthalement, ver-
ticalement, et temporellement entre 200T et 300T. A droite : taux
de croissance de la HSI (teintes) en fonction du rayon (abscisse) et
de I'intensité locale du champ magnétique (ordonnées) ; profil de
vitesse d’Alfvén (trait plein rouges). A gauche : profils de flux ma-
gnétique vertical B, /By (rouge), couples de Maxwell M, (bleu)
et de Reynolds R (vert).

La conservation de la vorticité canonique (v.2) impose une diminution
de vorticité dans les zones d’accumulation de champ magnétique (voir
Section v.2.1 et [184]). La vorticité (w,) ~ (1/1)0:[r (v¢)] est directement
liée au profil radial de vitesse azimuthale. Si ce profil passe de super-
képlerien a sub-képlerien pour des rayons croissants, les écoulements zo-
naux peuvent jouer le role de pieéges a poussieres [349].

Les poussieres suffisamment grosses auront tendance a se mouvoir iner-
tiellement dans le disque, a la vitesse képlerienne locale. Les poussiéres
suffisamment petites et diluées suivent la trajectoire du gaz environnant
par l'intermédiaire des collisions moléculaires. Dans un régime intermé-
diaire (poussiéres milli-/centimétriques), les poussieres et le gaz sont par-
tiellement découplés : s’ils n'orbitent pas a une vitesse identique, alors
les poussiéres voient un vent qui peut les freiner ou les accélérer, selon
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que "écoulement fluide est super-képlerien ou sub-képlerien. Un grain de
poussiére freiné aura alors tendance a tomber sur l'astre central, tandis
qu’un grain accéléré va s’en éloigner. Cette dérive radiale se fait a vitesse
maximale lorsque le temps caractéristique de freinage des grains est de
I'ordre de la période orbitale locale.

La Figure vi.13 montre deux transitions de vitesse super-képlerienne a
sub-képlerienne dans la simulation ‘B3L6". Les deux bandes externes ne
causent pas de transition semblable, et les déviations au profil képlerien
sont inférieures a 1%. La capacité de ces structures a capturer des pous-
sieres reste donc incertaine dans ce modele de disque non-stratifié.

O/ — 1

— /% ~1 ---(B)/Bi]
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FIGURE v1.13. — Profils radiaux de flux magnétique B./Bq (tirets rouges) et dé-
viations au profil képlerien Q0/Qx — 1 moyennées entre 260T, et
300Ty dans le run “B3L6’. Les fleches noires marquent les rayons
ol I'écoulement passe de super-képlerien a sub-képlerien.

V1.3 MENACES A L’AUTO-ORGANISATION

Je souhaite a présent tester la robustesse des structures organisées en in-
troduisant de nouveaux effets physiques. Dans un premier temps j’ajoute
un flux magnétique toroidal net dans les conditions initiales, pouvant ex-
citer des modes MRI non-axisymétriques susceptibles de détruire les écou-
lements zonaux. Dans un second temps, j'examine 1'influence des diffusi-
vités ohmique et ambipolaire.

v1.3.1  Champ toroidal

J'initialise un état de turbulence MRI sur 50T comme précédemment,
mais avec un champ magnétique net incliné dans le plan (¢, z). Je fixe sa
composante toroidale B, o = 1073 constante, et j’échantillonne deux va-
leurs pour sa composante verticale : 1073 et 10~*. Rappelons au passage
que le champ magnétique toroidal ne peut exciter que des modes MRI
non-axisymétriques [24]. Cette MRI non-axisymétrique peut se dévelop-



per pour un champ magnétique toroidal B, beaucoup plus intense que
le champ vertical critique B, dans la MRI axisymétrique que nous avons
considérée jusqu’a présent. Les parametres des simulations en champ to-

VL.3 MENACES A L’AUTO-ORGANISATION

roidal sont rassemblés dans la Table vi.2.

NOM B. o L w ETAT
T3L0 1073 0.0 6.2x 1072 turbulence
T3L1 1073 0.1 1.4x10°" turbulence
T3L2 1073 0.4 1.0x1072  vortex
T3L3 1073 1.0 1.1x1073 3bandes
T4L0 107% 0.0 4.9x1073 turbulence
T4L1 1074 0.1 7.9%x 1072 turbulence
T4L2 10-% 0.4 7.3x103 turbulence
T413 107% 1.0 3.3x1073 1bande

TABLE vI.2. — Simulations 3D en MHD Hall avec champ magnétique toroidal
Bp,o = 1073 : champ vertical initial B, o, parametre de Hall £, co-
efficient de transport turbulent «, état final de la simulation.

Structurellement, je n’observe que des différences mineures par rapport
aux simulations avec un flux magnétique net vertical. Le run ‘T3L3" n’a
produit que trois bandes au lieu de quatre dans le run équivalent ‘B3L6’;
le run “T4L2’ n’a pas produit de vortex bien délimité, mais plutot de larges
ilots de flux magnétique, avec une durée de vie de quelques orbites lo-
cales seulement. Cela supporte l'idée que le champ toroidal joue un rdle
déstabilisant sur les structures organisées a grande échelle, mais ne suffit
pas a inhiber le processus d’auto-organisation pour B, = 1073, Je n’ai
pas exploité de simulations avec un flux magnétique toroidal plus fort en
MHD Hall. En ce qui concerne le coefficient de transport turbulent w, je
n’observe pas de différence significative a 1’ajout d’un flux magnétique
toroidal net. En particulier, la transition d’un régime turbulent vers un

régime organisé a toujours lieu pour £ ~ 0.1.

v1.3.2 Hall + Ohm

Dans la limite ot I'induction Hall domine l'induction idéale, le critére

de stabilité marginale des modes HSI axisymétriques s’écrit

ot k est le vecteur d’onde vertical du mode considéré et ¢ = —0log /0 logr
réfere au cisaillement adimensionné. En présence de résistivité, la HSI se

tyva (tavak? — qQ) +nok? = 0,

manifeste dans un espace de parametres borné par :

2nok?\ ?
SHPAR 41—
\/ <qﬂ>’

(VL.5)

(v1.6)
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Cette définition du Reynolds est  contrdlé par le nombre Reynolds magnétique Ro := qQ/2nok3, avec ko =
exclusive i cette section et 271/h. Je présente quatre simulations avec différents nombres de Reynolds

differe de notre définition . .
standard Ro = Qh2 /o, et de Lundquist ohmique dans la Table vr.3.

NOM Bo L 8o (Ro) o ETAT

O3NO 1073 0.4 25(119Q) 6.2 x10~2 turbulence
O3N1 1073 1.0 25(119Q) 1.4x10"" turbulence
O3N2 1073 1.0 25(12Q) 1.0x10°2 vortex

0O4N3 1074 1.0 2.5(1190Q) 1.1x1073 3bandes

TABLE vIL.3. — Simulations 3D en MHD Hall résistive : champ magnétique verti-
cal initial B, o, parameétre Hall £, nombres de Lundquist 8¢ et de
Reynolds magnétiques R, coefficient de transport turbulent x, état
final de la simulation.

L'influence d’une diffusivité ohmique a été brievement discutée en 2D
dans la Section v.2.4. En diffusant, le champ magnétique vertical déstabi-
lise les régions inter-bandes, produisant un couple magnétique positif sur
une région spatialement étendue. C’est ainsi que nous avons pu mettre en
évidence la dérive radiale des bandes, causée par une différence de stress
magnétique de part et d’autre d’une bande. J'observe encore une dérive
radiale des bandes accrue par la résistivité en 3D, toujours dirigée vers
les rayons croissants. De méme, nous trouvons encore que le coefficient de
transport & est une fonction croissante du nombre de Lundquist g a flux
magnétique By et parametre de Hall £ constants.

Structurellement, 1’auto-organisation n’est pas inhibée par la résistivité
ohmique, et elle se déclenche toujours pour £ ~ 0.1. Cependant, une ré-
sistivité croissante diminue clairement le nombre d’écoulements zonaux
produits dans une simulation : deux dans le run “O3N1" et un seul dans le
run ‘O3N2’, au lieu de quatre dans le run équivalent sans résistivité ‘B3L6".
Les runs “O3N0" et “O3N4" ont néanmoins produit les mémes structures
que leurs analogues non-résistifs. J’ai essayé de prolonger le run ‘B3L6" a
partir de sa configuration organisée a quatre bandes, en activant instanta-
nément la résistivité avec So = 2.5 sur le domaine entier : les bandes de
flux magnétique diffusent aussitot et fusionnent pour n’en laisser qu’une,
large de quelques échelles de hauteur h. Cela suggere que les bandes au-
ront tendance a fusionner a long terme, jusqu’a se trouver suffisamment
distantes les unes des autres pour ne plus interagir.

v1.3.3 Hall + ambipolaire

La diffusion ambipolaire est anisotrope et son intensité croit avec le carré
de la vitesse d’Alfvén locale. Pour ces raisons, nous ne pouvons pas pré-
dire son effet sur l'auto-organisation a partir des résultats en MHD résis-
tive (ohmique). Je caractérise son intensité avec le nombre de Lundquist
ambipolaire Sa, relatif a la stabilité MRI, et avec le nombre d’Elsasser
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Aa, qui est plus couramment employé et ne dépend pas de l'intensité
du champ magnétique. Ces parametres sont regroupés dans la Table vi4
pour 'ensemble des runs ambipolaires que j'ai exploité. Comme précé-
demment, les simulations sont initialisées en MHD idéale jusqu’a un état
de turbulence développée, puis les inductions Hall et ambipolaire sont
activées simultanément. J'impose un nombre de Lundquist ambipolaire
8a constant en fixant une fréquence de collision ion-neutre Tin, = Na /vi
constante dans le domaine de calcul entier, par rapport a vo = Bo/,/po la
vitesse d"Alfvén associée au flux vertical net uniquement.

NOM Bo L 8a (QAL) o ETAT
A3NO 1073 1.0 25(0.1) 1.0x 1073 2bandes
A3NI1 10-3 2.0 25(0.1) 1.1 x 1073 3 bandes
A3N2 1073 1.0 2.5(0.01) 7.3x10~% 2bandes
A3N3 1073 0.4 25(0.01) 9.6x10~* 2bandes
A3N4 1073 0.2 2.5(0.01) 1.5x 1073 2bandes
A4N5 1074 1.0 25(0.01) 1.3x10°3 channels
A4N6 1074 4.0 25(0.01) 1.1 x1073 3bandes

TABLE VI.4. — Simulations 3D en MHD Hall ambipolaire : champ magnétique ver-
tical initial B, o, parametre Hall £, nombres de Lundquist S5 et
d’Elsasser ambipolaires Ap au bord radial interne, coefficient de
transport turbulent @, état final de la simulation.

De fagon analogue a la résistivité ohmique, nous trouvons que le nombre
d’écoulements zonaux est réduit en présence de diffusion ambipolaire par
rapport au cas non-diffusif. Cependant, 8 nombres de Lundquist égaux,
nous obtenons plus de bandes en présence de diffusion ambipolaire qu’en
présence de résistivité ohmique. Cela peut s’expliquer par le fait que la
diffusion ambipolaire a une faible influence dans les régions inter-bandes,
ol le champ magnétique est faible. En conséquence, les bandes ne peuvent
intéragir de maniere diffusive et fusionner qu’a courte portée.

Bz /B0 Mxy / BO”2
0.0 03 06 09 12 0.0 0.1 03
L[

\

’ .st:."

FIGURE VI.14. — Etats instantané du run ‘A3N4’ aprés t = 180Ty ; @ gauche : champ
magnétique vertical B, /By ; @ droite : stress de Maxwell My, /B3.
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Le nombre d’Elsasser
ambipolaire augmente
comme N\p X foluls
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Un vortex se trouve apres
la deuxieme bande, proche
du bord azimuthal.

SIMULATIONS CYLINDRIQUES 3D EN MHD HALL

La diffusion ambipolaire permet d’atteindre un état que j'ai qualifié
par ‘channels” dans la Table v1.4, oit le domaine de calcul est rempli de
modes HSI saturés dans un régime quasi-linéaire. Pour cause, le champ
magnétique initial est tres faible par rapport au seuil de stabilisation HSI;
l'instabilité amplifie la vitesse d”Alfvén et donc la diffusivité ambipolaire
NA = TinVZ, jusqu’a ce que le taux de croissance de l'instabilité soit com-
pensé par la fréquence de diffusion ~ na/h?. Dans ce régime quasi-linéaire,
les modes channels HSI induisent un couple magnétique ‘laminaire’, a
grande échelle. Par ailleurs, la diffusion ambipolaire maintient un systéeme
quasi-axisymétrique, vraisemblablement en empéchant les instabilités pa-
rasites de saturer vers un régime turbulent [17].

Un exemple d’écoulement a la fois instable et laminaire est présenté sur
la Figure vi.14. A gauche, nous pouvons discerner deux bandes de flux
magnétique axisymétriques en bonne approximation. La distribution de
stress magnétique M, est représentée sur la Figure vi.14 droite. Le stress
est minimal & l'intérieur des zones d’accumulation de flux magnétique;
dans le reste du domaine, le champ équatorial (B, B) produit des struc-
tures cohérentes a grande échelle, avec un haut degré d’axisymétrie méme
dans les régions a faible flux magnétique vertical.

1.6
14
M 1.2
\

1.0
0.8

0.6

(B.)

(0:B.) /By

FIGURE v1.15. — Profils radiaux dans le run ‘A3N4’, moyennés verticalement, azi-
muthalement et en temps entre 200T, et 300Ty. Panneau supérieur :
profils de flux magnétique B, /By (trait plein rouge) et de stress
magnétique M, (tirets bleus). Panneau inférieur : contributions
des EMFs Hall (trait plein noir) et ambipolaire (tirets verts) a I'in-
duction de flux magnétique vertical 9(B.

Si nous moyennons les champs dans les directions azimuthale, verticale,
et en temps entre 200Ty et 300Ty, nous obtenons les profils représentés
sur la Figure vi.15. Nous pouvons confirmer la présence de deux bandes
de flux magnétique cernées par le couple de Maxwell M, ; cette anti-
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corrélation signifie que 1'effet Hall devrait jouer un rdle confinant sur B.
Notons que le contraste en flux magnétique est tres faible comparé aux
simulations sans diffusion; les contrastes en vorticité et en densité seront
d’autant plus faibles. Nous pouvons calculer séparément les contributions
des EMFs non-idéales a I'induction du champ magnétique vertical. L'in-
duction idéale est négligeable dans ce cas; nous trouvons une compéti-
tion entre les inductions Hall et ambipolaire, approximativement opposées
I'une a l'autre pour maintenir un systéme quasi-stationnaire. L'induction
Hall a bien tendance a concentrer le flux magnétique dans les bandes, par
opposition a la diffusion ambipolaire radiale.

La simulation “A3N4" prouve que le processus d’auto-organisation Hall
peut opérer pour un parametre de Hall aussi bas que £ = 1/5, correspon-
dant au seuil £y ~ 0.2 estimé par Kunz & Lesur [184]. Cette estimation
reposait sur la connaissance du nombre de Prandtl magnétique P = v/n,
rapport des viscosité et résistivité turbulentes dans le régime de turbu-
lence MRI idéale. Cependant, I’écoulement reste laminaire dans le run
‘A3N4’, et 'auto-organisation doit maintenant vaincre la diffusion ambi-
polaire et non turbulente. Le rapport de la viscosité turbulente a la résis-
tivité ambipolaire donne un nombre de Prandtl effectif P < 1, dépendant
du nombre d’Elsasser ambipolaire A imposé. Le fait que des structures
axisymétriques restent auto-confinées a £ = 0.2 < 1 pourrait signifier que
la diffusion magnétique effective, somme des diffusions turbulente n; et
ambipolaire 1y, est une fonction décroissante de na (voir Figure v1.16).

Ce résultat est intéressant en soi puisqu’il étend le domaine de perti-
nence du mécanisme d’auto-organisation Hall. Je n’ai pas exploré ce ré-
gime davantage car les écoulements zonaux ont déja un contraste en flux
magnétique relativement faible. Je laisse en suspens la question de savoir
pourquoi le parametre de Hall seuil £y est déplacé par la diffusion ambi-
polaire et non par la diffusion ohmique.

- == 7A

FIGURE V1.16. — Schémas de principe : la diffusion magnétique effective, somme
des diffusions turbulentes 1; et ambipolaire na, est d’abord une
fonction décroissante de 4 ; autrement dit, le transport turbulent
décroit plus vite que la diffusion ambipolaire n’augmente.
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Troisieme partie
MODELES DE DISQUES STRATIFIES

Dans la seconde partie de ma these, j’ai développé et exploité
des modeles globaux de disque stratifiés en densité. La stra-
tification se répercute sur la stabilité linéaire de 1’écoulement,
sur le transport de flux magnétique en présence des trois effets
MHD non-idéaux, et sur l'interaction du disque avec un vent
magnétisé. Je commence par décrire la configuration numé-
rique standard que j'ai développée. Je 1'applique ensuite en si-
tuation MHD non-idéale, puis j'ouvre une perspective d’étude
concernant la thermochimie des vents de disque.






MODELE NUMERIQUE

Résumé

Je commence par motiver le développement d’un modeéle numérique glo-
bal de disque stratifi¢, puis je présente les caractéristiques de la configura-
tion standard que j’ai adoptée. Le nombre de tests nécessaires a 1'élabora-
tion de ce modele dépasse le millier ; je me contenterai de mentionner les
principales difficultés rencontrées et les corrections apportées, reportant
en appendice le détail de tentatives infructueuses.
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Des écoulements zonaux furent
néanmoins observés par Bai [15]
en MHD idéale non-stratifiée

avec flux magnétique net ;

voir Annexe B.

Sur Uintervalle de
magnétisations considérées.

MODELE NUMERIQUE

VII.I ENJEUX ET OBJECTIFS

Les enjeux de notre modele stratifié sont différents de ceux abordés pré-
cédemment; j'indique ci-dessous trois distinctions importantes : vérifier
la pertinence du processus d’auto-organisation Hall, étudier 1'interaction
du disque avec un vent magnétisé, ainsi que les processus de transport de
masse et de flux magnétique en présence des trois effets MHD non-idéaux.

ViL.1.1 Auto-organisation

Le critere d’auto-organisation établi par Kunz & Lesur [184] et étudié
dans le Chapitre vI fait intervenir la hauteur géométrique du domaine
cylindrique. Comme discuté dans la Section 111.1.2, cette hauteur géomé-
trique sert a imposer, de facon simple mais artificielle, une échelle carac-
téristique a I'écoulement. Cette échelle n’a pas besoin d’étre reliée a la
hauteur d’échelle hydrostatique c;/Q d’un disque stratifié. Il est légitime
de se demander a quel point les conditions verticalement périodiques faci-
litent ce processus d’auto-organisation. Les simulations en shearing-box
stratifiées de Lesur et al. [195] ansi que Bai [15] suggerent que 1’auto-
organisation Hall ne s’exprime pas en configuration stratifiée. Cependant,
ces auteurs observent 1’apparition d'un flux magnétique toroidal net dans
le domaine de calcul. Ce flux toroidal net s’accompagne d'un couple ma-
gnétique laminaire, transportant du moment cinétique dans le disque sans
turbulence. Si l'intensité du couple magnétique reste une fonction crois-
sante du flux vertical net, cela peut inhiber le processus d’auto-organisation
Hall décrit dans la Section v.2.3. En configuration stratifiée, un vent de
disque peut générer un tel couple laminaire [281, 294], méme dans un
écoulement MRI-stable avec un fort flux magnétique vertical net [293]. Un
modele global de disque stratifié est nécessaire pour conclure quant a la
pertinence de 'auto-organisation Hall dans les disques protoplanétaires.

viL.1.2 Interaction disque-jet

Un modele global de disque stratifié permet d’étudier le lancement de
vents magnétisés depuis la surface du disque. Un ingrédient essentiel de
ce modele est la présence d'un flux magnétique vertical net, traversant
le disque et permettant d’en extraire le moment cinétique [281]. Théori-
quement, I'ensemble forme une structure cohérente ou accrétion et éjec-
tion vont de paire [264, 100]. En pratique, la séparation d’échelles spatio-
temporelles entre le coeur du disque et son environnement couvre plu-
sieurs décades; il est difficile de décrire simultanément la dynamique du
disque dense et du vent dilué en un temps de calcul raisonnable. Pour
dépasser le cadre auto-similaire [44, 264, 97], une possibilité consiste a
modéliser le transport turbulent en prescrivant des coefficients de diffu-
sion « dans le disque [67, 242, 319]. Pour se concentrer sur la dynamique
a grande échelle du jet, il est aussi possible de se placer dans la limite
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d’un disque infiniment fin [253, 339, 181]. Les simulations dynamiques
globales de l'interaction disque-jet, dans lesquelles la structure fine du
disque était résolue, ont été intégrées sur quelques orbites internes seule-
ment [323, 232, 317]. Réciproquement, la majorité des simulations globales
de disques stratifiés ne couvrent que quelques échelles de hauteur hydro-
statiques au voisinage du plan médian [327, 134], ne permettant pas au
vent d’atteindre les régimes d’accélération et collimation magnétique. J'ai
pour ambition de résoudre simultanément la dynamique a petite échelle
du disque, ainsi que 1’accélération et la collimation d'un vent de disque
sur de grandes échelles spatio-temporelles.

Pour un écoulement symétrique par rapport au plan médian, les compo-
santes radiale et toroidale du champ magnétique changent de signe dans
le plan. L'apparition d'un flux magnétique toroidal net brise la symétrie
de réflection par rapport au plan médian ; en conséquence, les vents obte-
nus dans les simulations locales non-idéales se propagent vers l'extérieur
dans un hémisphere, et vers l'intérieur dans 1’autre hémisphere [18, 195].
Cette situation est naturelle dans 'approximation de Hill [157], o1 I'ab-
sence de termes de courbure empéche de discriminer les régions internes
et externes du disque. Dans un modele global de disque, le gradient ra-
dial de pression pourrait empécher le lancement d’un vent vers 1’étoile,
causant une asymétrie entre les hémispheéres de part et d’autre du disque.
De nombreuses étoiles jeunes montrent une asymétrie entre les deux hé-
mispheres [159, 269]. Des simulations globales stratifiées incluant les trois
effets MHD non-idéaux sont nécessaires pour tester la robustesse des confi-
gurations asymétriques vues dans les simulations locales.

vir.1.3 Transport a grande échelle

Les effets MHD non-idéaux permettent de découpler les transports de
masse et de flux magnétique. Le cas résistif (ohmique) a re¢u le plus d’in-
térét pour sa simplicité [65], mais pour calculer le transport radial de flux
magnétique sous l'effet des inductions Hall et ambipolaire, nous devons
nécessairement connaitre la structure verticale de I’écoulement [180]. Dans
un modele global de disque stratifié en densité, nous pouvons naturel-
lement capturer la stratification en intensité des effets MHD non-idéaux
(voir Section 1.4.3). A ’heure de rédaction de ce document, seuls Gressel
et al. [134] ont calculé la distribution de fraction d’ionisation dans des
simulations dynamiques globales, en tenant compte des densités de co-
lonnes radiales pour les rayonnements stellaires ionisants. Leurs simula-
tions incluent les diffusions ohmique et ambipolaire, mais pas l'induction
Hall. Leurs résultats supportent le modele d’accrétion stratifiée [124], out
le plan médian serait découplé du champ magnétique, 1’accrétion se ferait
en surface, mais sous l'action d'un vent magnétisé laminaire.

L’influence des EMFs Hall et ambipolaire sur le transport de flux magné-
tique fait 1’objet de I'étude de Bai & Stone [20], dans laquelle les nombres
d’Elsasser ont été prescrits a l'intérieur du disque. Leurs résultats sug-
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gerent que 'accrétion de masse se fait dans le plan médian ou en surface
du disque, selon que le flux magnétique net est parallele (B- Q > 0) ou
anti-parallele (B - QO < 0) au vecteur rotation. La différence est attribuée a
I'induction Hall, qui agit dans le plan du disque et transporte radialement
le flux magnétique vers l'intérieur ou vers l'extérieur. Ces deux configura-
tions d’accrétion ont déja été observées dans des simulations globales en
MHD idéale, indépendamment de la polarité du champ magnétique et de
la stabilité MRI du plan médian [323, 359]. Pour décrire les transports de
flux magnétique et de moment cinétique dans le plan poloidal, il est main-
tenant nécessaire de réaliser des simulations globales incluant les trois
effets MHD non-idéaux, avec une fraction d’ionisation calculée dynami-
quement et des nombres d’Elsasser réalistes pour chaque EMF non-idéale.

VIL.2 CONSTRUCTION DU MODELE

Dans cette partie, j’utiliserai simultanément les coordonnées cylindriques
(ry@,z) par rapport au plan équatorial, et les coordonnées sphériques
(R, 0, @) avec 6 I'angle polaire. A la différence de la Partie ii, la hauteur
d’échelle hydrostatique sera notée h := cs/Q.

vir.2.1  Difficultés du modéle isotherme

La majorité des simulations globales de disques stratifiés ne résolvent
pas les transferts thermiques et radiatifs. La distribution de température
est prescrite de maniére ad-hoc, guidée par les observations de 1'épais-
seur des disques ou par des modeéles thermo-chimiques stationnaires [42].
La prescription T(r) oc v™ est la plus courantes : la température décroit
avec le rayon cylindrique, et une équation d’état localement isotherme
P = pc2(r) est imposée. La prescription localement isotherme est justi-
fiée dans le coeur du disque par les études de transfert radiatif [108]. En
choisissant une décroissance en T o 1/7, le rapport des vitesses du son et
vitesse Képlerienne ¢ /vk est constant dans le plan médian, donc 1’échelle
de hauteur hydrostatique h oc r. Ce choix est courant [115, 37, 327, 134],
car le disque adopte alors une symétrie sphérique : pour une extension
angulaire A0 fixée, le rapport (h/r)/AB est le méme pour tous les rayons.

J'indique ci-dessous deux difficultés spécifiquement liées a ce type de
prescription thermique. La premiere est une contrainte en temps due au
critere CFL, la seconde est un probleme de stabilité hydrodynamique.

vir.2.1.1  Contraintes en temps

La condition d’équilibre hydrostatique dans la direction verticale donne
le profil de densité du gaz connaissant la distribution de température. Pour
une température constante verticalement, la densité doit décroitre expo-
nentiellement vite avec l'altitude par rapport au plan médian; en consé-
quence, la vitesse d’Alfvén vo = B /,/p croit exponentiellement vite. Il
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n’est pas possible de résoudre simultanément, et en un temps de calcul
raisonnable, la dynamique d’un disque hydrostatique et celle des ondes
d’Alfvén au dela de quelques échelles de hauteur h = ¢ /Q. Il est usuel de
restreindre 1’extension verticale du domaine de calcul & quelques échelles
h, mais les vents stationnaires obtenus dans ces conditions dépendent sen-
siblement de la hauteur choisie, indiquant un probleme de convergence
[113, 194]. Tant que ces vents ne passent pas tous les points critiques, et
en particulier le point magnétosonique rapide, leurs propriétés seront af-
fectées par les conditions aux limites verticales du domaine [237, 285].

Des méthodes plus ou moins sophistiquées ont été employées pour cor-
riger ce probléme. Le remede le plus simple consiste a augmenter artifi-
ciellement la densité pour maintenir une vitesse d’Alfvén suffisamment
faible dans le domaine de calcul. Cette méthode a plusieurs inconvénients.
Premiérement, le risque de surcharger le vent et réduire son accélération
magnétique. Deuxiemement, dans un écoulement isotherme ot la tempé-
rature est fixée par avance, 'augmentation de densité s’accompagne d"une
augmentation proportionnelle de pression. Cette pression peut écraser le
disque et empécher le lancement du vent, ou bien affecter 1'inclinaison
des lignes de champ dans une géométrie globale. Dans les deux cas, l'ef-
ficacité d’éjection est influencée d’une maniere difficile a quantifier. Une
alternative développée par Miller & Stone [233] consiste a directement mo-
difier I’équation d’induction afin d’inclure une vitesse limite, semblable a
une formulation relativiste, et empéchant a nouveau les vitesses de deve-
nir trop grandes dans 1’atmosphére du disque. J’ai choisi de ne pas suivre
cette démarche en raison de sa complexité de mise en oeuvre, et parce que
notre équation d’induction contient déja trois effets non-idéaux.

viL.2.1.2  Stabilité hydrodynamique

La prescription localement isotherme T oc r™ provoque d’autres effets
indésirables en géométrie globale. Pour cerner I’origine du probleme, nous
pouvons partir de I'équation d’Euler dans un champ de gravité ®(R) :

P
0tv+v-Vv= —Vp —VOo. (vir.1)

Cherchons un champ de vitesse stationnaire (0;v = 0) et purement toroi-
dal, c’est a dire v = Q(r,z)e, x re; en coordonnées cylindriques :

P
—erer = —Vp — Vo, (VIL.2)

appliquons un opérateur rotationnel et projetons sur la direction e, :

VpP}) cep = [M] ‘€. (viL.3)

10,Q% = <V X 5
P

Cette égalité montre que le profil vertical de vitesse angulaire dépend de
la thermodynamique du fluide. Pour un fluide barotrope VP « Vp, la vi-
tesse angulaire est constante sur des cylindres. Ce serait le cas d'un disque
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globalement isotherme, si P = pc% avec une vitesse du son cg constante.
Dans le cas out T o 1/R, les gradients de pression et densité sont reliés par
VP = c2Vp + pVcZ, et (vir.3) devient

10,0% = (Vc? x Vlog p) ‘e =— (arcﬁ) -(021ogp). (vIr.4)

Le profil vertical de vitesse angulaire influence la stabilité hydrodyna-
mique de l’écoulement. Le calcul de stabilité linéaire est attribué a Gol-
dreich & Schubert [130] et Fricke [112] dans le contexte des étoiles en
rotation différentielle, et ’'application aux disques d’accrétion est présenté
par Urpin & Brandenburg [338], Nelson et al. [246]. Le critére de stabilité
dépend de la distribution de moment cinétique spécifique j := Qr?, et
peut s’exprimer comme :

—— ——>0 (vIL.5)

pour une perturbation se propageant suivant le vecteur d’onde (k,k;)
dans le plan poloidal. Le premier terme correspond au critere usuel de
Rayleigh 0.j > 0 [279]. Le second terme fait intervenir le profil vertical de
moment cinétique spécifique. Si 0,j est suffisamment grand, un élément
de fluide pourrait étre déplacé suivant un angle proche de la verticale, et
diminuer son moment cinétique spécifique tout en augmentant son rayon.
L'équation (vi1.4) donne 9,j2 < 0 dans le cas ot1 T o 1/7 : le second terme
est déstabilisant pour les perturbations ayant un rapport k. /k, suffisam-
ment grand, comme illustré sur la Figure vir.1 droite.

"2

FIGURE vII.1. — Instabilité de cisaillement vertical dans un disque localement iso-
therme; 4 gauche : moment cinétique spécifique j2 = Q?r%; a
droite : vitesse verticale v, dans la phase saturée de l'instabilité.

Cette instabilité survient dans la limite ot les transferts thermiques sont
rapides en comparaison aux transports de moment cinétique. Ainsi l'insta-
bilité de cisaillement vertical (VSI) est particulierement vigoureuse dans
un disque localement isotherme, mais elle n’est pas auto-entretenue dans
un écoulement adiabatique ot des ondes internes (de flottabilité) assurent
que 1’écoulement reste stablement stratifié. Nelson et al. [246] ont montré
que l'intensité de la VSI peut étre modulée d’apres le temps caractéristique
d’amortissement thermique Ot d’un élément de fluide. Les régimes iso-
therme et adiabatique se retrouvent dans les limites Ot — 0 et QT — o0;
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notons ici la distinction entre 1’équation d’état servant a définir instantané-
ment la pression du fluide, et I'amortissement thermique affectant 1’évolu-
tion de la température. Le calcul analytique de Lin & Youdin [209] permet
d’estimer le seuil d’amortissement de la VSI a Qt 2> 1/8 dans un fluide
d’indice adiabatique vy = 7/5, approprié aux gaz diatomiques froids. En
ajustant le produit Qt > 1/10, la distribution d’entropie parvient effecti-
vement a se réorganiser pour s’opposer aux causes de l'instabilité, de telle
sorte que la VSI sature a un niveau numériquement imperceptible.

La VSI est susceptible d’affecter de larges régions des disques protopla-
nétaires [209], pouvant entretenir un couple hydrodynamique o ~ 10~4
[322]. Cependant, nous la considérons comme indésirable pour étudier les
processus de transport spécifiques aux effets MHD non-idéaux. Je mettrai
en place des mesures pour nous rapprocher d’une configuration stable et
localement isotherme, afin de faciliter les comparaisons a la littérature et
de mieux identifier les mécanismes de transport dans le disque.

vir.2.2  Solution adoptée

Dans le but de maintenir les vitesses d”Alfvén suffisamment faibles dans
I’atmosphere du disque, j’ai décidé de jouer premiérement sur la distribu-
tion spatiale de température T ~ P/p. En augmentant la température coro-
nale, nous apportons un support supplémentaire contre la gravité et favo-
risons une atmosphere dense. En revanche, la température dans le disque
doit rester suffisamment froide pour justifier I’application d’'un modele
de disque fin. Je présente en Section C.4 une classe d’équilibres hydrosta-
tiques satisfaisant aux contraintes de temps liées au critére CFL, mais pas
a la contrainte de stabilité vis-a-vis de la VSL

La solution adoptée consiste en un équilibre a deux températures. Je
définis une région ‘disque’ dans laquelle la température cs/vk est faible,
et une région ‘couronne” a plus haute altitude, ot le rapport cs/vk est
plus élevé que dans le disque. L'équilibre hydrostatique est réalisé en ajus-
tant la densité de part et d’autre de la transition disque-couronne, afin
d’assurer la continuité du gradient de pression P = pc2. Ce modele se
justifie théoriquement lorsque 'on considere le chauffage non-thermique
de I'atmosphere optiquement mince aux rayonnements X et UV stellaires
[353, 10]. En réalité, 1’équilibre a deux températures n’est pas stable a pro-
prement parler : lorsque la température coronale est suffisamment élevée,
un vent thermique se développe depuis la surface du disque [3].

Ce vent est laminaire, il n’extrait pas de moment cinétique du disque et
donc ne cause pas d’accrétion. Selon la température coronale, il faut au mi-
nimum 10° orbites internes pour dissiper la masse initiale du disque dans
le vent. Je reporte au Chapitre 1x la discussion sur 1’évaporation thermique
des disques; en attendant, ces taux de perte de masse sont suffisamment
faibles pour obtenir un systeme quasi-stationnaire. Ni la MRI ni la VSI ne
parviennent a se développer dans le vent car les structures sont aussitot
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advectées. A défaut d’étre un équilibre hydrostatique, cette configuration
de vent est dynamiquement stable et laminaire.

La Figure vir.2 illustre cette configuration en présence d’un champ ma-
gnétique vertical net, avec f = 2P/ B% = 5x 103 constant dans le plan
médian, et un rapport de 100 entre les températures du disque et de la
couronne a un rayon cylindrique donné. Sur la figure de gauche, 1’écou-
lement moyen est laminaire tant pour le champ de vitesse que pour le
champ magnétique. Sur la figure de droite, 1’état instantané du disque ré-
vele une turbulence développée dans le disque, entretenue par la MRI, et
des structures filamentaires pour le champ magnétique dans la couronne.

Ces filaments partagent des points communs avec les “spicules” solaires
[36, 316, 321] : le flux magnétique est concentré en tubes étroits, la pression
magnétique y est assez élevée pour localement raréfier le gaz, et la vitesse
de I'écoulement augmente de sorte que le flux de masse soit plus impor-
tant a l'intérieur des filaments. L'origine de ces structures est incertaine.
La connection du disque avec un vent fortement magnétisé pourrait étre
spontanément instable [214, 63]; des vents striés ont été observés dans les
simulations de Moll [237], Lesur et al. [194]. Cependant, ces filaments se
forment précisément a la base de la couronne, et ils n’apparaissent plus
lorsque la transition disque-couronne est lissée sur une échelle de hau-
teur h ou plus. Il est difficile de caractériser 1'influence du fort gradient
de pression a l'interface disque-couronne, parce que cette région est tres
dynamique et spatialement mal résolue. Une forte stratification verticale
pourrait étre responsable d’accumulations de flux magnétique en situation
de turbulence MHD idéale [176, 56]. Je mets de coté la question de la per-
tinence de ce phénomene dans les disques protoplanétaires; la transition
en température est lissée sur environ une échelle de hauteur, dans I'espoir
de correctement résoudre la physique de l'interface disque-couronne.

VII.3 CONFIGURATION STANDARD

Je vais maintenant décrire, de facon plus directe et exhaustive, la confi-
guration numérique standard pour la majorité des simulations de disques
stratifiés. Je détaille la géométrie du domaine de calcul, puis les conditions
initiales et conditions aux limites pour 1’ensemble des variables primitives.

VIiL3.1 Systeme d’unités

Je prends le rayon interne du domaine de calcul rp comme unité de dis-
tance, et vp la vitesse képlerienne au bord radial interne comme unité de
vitesse. L'unité de temps est la période orbitale Ty = 271/Q¢ = 27ro /vo,
et I'unité de densité py correspond a la densité dans le plan médian du
disque au bord radial interne. L'intensité du champ magnétique est expri-
mée d’apres la vitesse d’Alfvén équivalente B /,/po.
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FIGURE vir.2. — Cartes dans le plan poloidal (r,0) issues d"une simulation globale
de disque stratifié en MHD idéale 3D. A gauche : distributions
moyennées azimuthalement et temporellement sur 10Ty de la den-
sité p (carte de couleur), du champ de vitesse poloidale vy, /cs
(lignes de courant bleues, hémisphere supérieur) et du champ ma-
gnétique pqlo’fdal vap/cs (lignes de courant vertes, hemisphere
inférieur). A droite : coupe poloidale instantanée du champ ma-
gnétique vertical B, /By dans la méme simulation et dans le méme
intervalle de temps.

vir3.2  Géométrie et maillage

Pour étudier le transport de flux magnétique et l'interaction disque-
jet, nous aurons intérét a utiliser un domaine de calcul avec une exten-
sion polaire aussi grande que possible. Avec notre prescription thermique,
nous pourrions envisager d’étendre la couronne chaude jusqu’aux poles
en 0 = {0, 7}. En pratique, I'équilibre hydrostatique est instable : un vent
thermique se développe depuis la surface du disque, et ce vent se propage
préférentiellement vers les rayons croissants (e.g., Clarke & Alexander [77]
& Figure vir.2 gauche). En conséquence, les régions proches de 1’axe ne
sont pas alimentées par le vent du disque. Un écoulement radial se dé-
veloppe proche de 'axe, pouvant étre convergent ou divergent selon les
conditions aux limites imposées au bord radial interne. Cet écoulement est
contrdlé par nos conditions aux limites, il est découplé du vent de disque,
et influence ce dernier en produisant un fort cisaillement dgvg. Pour ces
raisons, il est finalement avantageux d’exclure les régions polaires.

Le domaine de calcul est délimité en coordonnées sphériques par les
intervalles AR x AQ x Ag. L'intervalle radial est AR = [1,10]. Je fixe le
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FIGURE vi1.3. — Hémisphere supérieur du domaine de calcul standard ; a gauche :
maillage du domaine, distinguant le disque profond (bleu), la sur-
face du disque (cyan), la transition disque-couronne (jaune) et la
couronne (rouge) ; 4 droite : distribution de densité initiale.

rapport d’aspect ¢s/vk = h/r = 5% constant dans le disque; de cette fa-
¢on, le nombre d’échelles hydrostatiques (h/r) /A6 est indépendant du
rayon. L'ouverture angulaire du domaine est fixée a A8 = [r1/2 £ 0], avec
00 = 20(h/r) = m/3. Comme illustré sur la Figure vir.3, I'intervalle angu-
laire est séparé en quatre régions. L'intervalle 6 € [rt/2 + 2(h/r)] correspon-
dant au disque profond est maillé uniformément par 64 cellules (région
bleue). Cela correspond a 16 cellules par échelle de hauteur, a peine suffi-
sant pour bien capturer la turbulence MRI en MHD idéale [151]. Le reste
du domaine (cyan + jaune + rouge) est maillé par 64 cellules dans chaque
hémisphere, progressivement étirées dans la direction angulaire. L'inter-
valle radial est maillé logarithmiquement par 512 cellules, i.e. I'incrément
dR o< R préserve la géométrie des cellules dans le plan (R, ¢). Pour les si-
mulations 3D, 'extension azimuthale vaut 7t/2 ou 27t selon les simulations,
maillée uniformément par 256 ou 1024 cellules respectivement.

viL.3.3 Conditions initiales

L’équilibre hydrostatique initial est construit suivant la démarche dé-
taillée en Section C.3. J'impose un profil radial de densité surfacique X :=
[ pdz o 1/r, moins raide que le profil en r—3/2 déduit de notre systéme
solaire [153], mais compatible avec de plus nombreuses observations de
disques protoplanétaires [84, 351]. Etant donné que cs/vk = h/r = 5% est
constant dans le disque, le profil radial de densité dans le plan médian doit
étre de la forme p(r,z = 0) = po(r/r9) 2. La méthode des caractéristiques
permet de propager la solution dans le plan poloidal :

—2 1T /1 1
P(R, 1) = po <1‘To> exp L%(T) (R — r)] . (VI1.6)
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n
I

Je fixe la transition disque-couronne a I’altitude z = H telle que p(r, H)/p(r,
0) = 1073. L'angle de transition satisfait donc la relation sin(0;) = 1+
log(10*3)(h/r)2, soit H/h ~ 3.72. Au dela de cette altitude, la vitesse du
son isotherme cs = \/P/ip est accrue d'un facteur k par rapport a sa valeur
dans le disque. Le rapport k? entre les températures du disque et de la
couronne est le méme a tous les rayons. La transition disque-couronne est
lissée sur l'intervalle sin(0) € [sin(0;) — 0.2(h/r),sin(0;)] :

sin(0;) —sin(0)
0.2(h/7)

cs(r,0) = Cs,disque () x |1+ (k—1) (VILY)
Le gaz atteint donc sa température maximale a une altitude z/h ~ 4.68. La
transition se fait sur le domaine jaune de la Figure vi1.3 gauche. Dans la
couronne, la distribution de densité correspond a (vi1.6), mais la contrainte
d’égalité des pressions isothermes P = pc2 impose de diminuer la densité
a l'interface disque-couronne. Il suffit de remplacer la densité
2
)

Po pdisque(R) ei) [Cs,disque(R) ei)/cs,couronne(R) e)] (VH-S)

afin de prolonger les caractéristiques depuis la surface du disque. Cette
solution correspond a un équilibre hydrostatique isotherme. Je noterai D
le sous-domaine {(R, 0, ¢) | sin(0) > sin(6;)} restreint au disque, et C* les
régions coronales supérieure et inférieure.

Le champ de vitesse azimuthale associé a cet équilibre isotherme est

vfp = ]ﬁ — 3c§, (vir.9)
aussi bien dans le disque que dans la couronne. Comme la vitesse du son
cs varie verticalement entre le disque et la couronne, la vitesse azimuthale
Vv est cisaillée verticalement a l'interface. J'ai vérifié que cette couche de
cisaillement est stable en configuration hydrodynamique; en particulier,
je n’ai pas observé le développement de la VSI (cf. Section vir.2.1.2). Un
bruit blanc est ajouté aux trois composantes du champ de vitesse, afin de
rapidement déclencher la MRI / HSI et d’atteindre un régime non-linéaire.
L’amplitude des perturbations en vitesse est uniformément aléatoire, attei-
gnant jusqu’a 1% de la vitesse du son locale.

Le champ magnétique initial est vertical, et son amplitude décroit radia-
lement comme r3/2 afin de maintenir un f = 2P/B? constant dans le
plan médian du disque. L'initialisation se fait par 1'intermédiaire du po-
tentiel vecteur A = 2Bg (r/ro)*”2 ep, tel que B = V x A = Bp(r)e;. Le
gradient de pression magnétique 9,B2 résultant n’est pas compensé par
les champs hydrodynamiques : la condition initiale ne correspond pas ri-
goureusement a un équilibre MHD. Cependant, la déviation a 1'équilibre
intervient a 'ordre 1/B < 1 dans le disque, et I'inclinaison des lignes de
champ dans la couronne obéit en grande partie au vent thermique rapide.
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viL.3.4 Conditions aux limites

La définition des conditions aux bords radiaux et polaires fut la prin-
cipale difficulté dans 1’élaboration d’un modele global de disque stratifié.
Dans un premier temps, ces conditions ne doivent pas causer un crash
quasi-instantané des simulations, et assurer que le disque reste integre sur
plusieurs dizaines d’orbites internes. Dans un second temps, les conditions
aux bords doivent étre ajustées pour ne pas provoquer d’écoulements a
grande échelle dans le domaine de calcul. Quand ces deux conditions sont
satisfaites, nous pouvons tenter de minimiser l'influence a long terme des
bords sur le domaine actif, en évitant par exemple les réflections d’ondes.
Dans ce but, j’ai développé des conditions aux limites de plus en plus so-
phistiquées, au point de ne plus pouvoir intuiter la réponse des bords a
la dynamique dans le domaine actif. Finalement, les conditions aux bords
adoptées sont relativement simples mais suffisantes; elles sont loin d’étre
parfaites, mais leurs défauts peuvent étre facilement identifiés.

Les simulations 3D sont périodiques dans la direction azimuthale. Afin
d’isoler les angles a l'intersection du bord radial interne et des bords po-
laires, je définis le rayon 1. := (1 +sin(0¢))ro/2, ot 09 = 20(h/r) est I'ex-
tension polaire du domaine de calcul dans un hémisphere. Les conditions
aux limites radiales et polaires sont les suivantes :

— Ogrp = 0 aux bords radiaux, dgp = 0 aux bords polaires, avec un seuil

p/po = 10~° au bord radial interne;

— P = pc? la pression isotherme déduite de la densité locale a chaque
bord, ce qui revient a imposer la température d’équilibre ;

— OgrVr = 0 aux bords radiaux, dgvg = 0 aux bords polaires, avec un
seuil vg/cs > 1 sortant au bord radial externe;

— 0rve = 0 aux bords radiaux, dgve = 0 aux bords polaires, avec un
seuil [vg|/cs > 1 sortant aux bords polaires;

— OrVy = 0 au bord radial externe, dgv, = 0 aux bords polaires; au
bord radial interne, v, est fixé a sa distribution initiale (vi1.9) dans
le disque, et la vitesse angulaire 0g (v, /R) = 0 sur le reste du bord.

— 0¢Br = 0 aux bords polaires si v < r¢, Bk = 0 sur le reste du bord ;

— Bg = 0 au bord radial interne, 0rBg = 0 au bord radial externe;

— OrB¢ = 0 au bord radiaux si v > r¢, B, = 0 sinon; dgB, = 0 aux
bords polaires si r > 1, et B, = 0 sinon.

Les régions r < r. proches des angles sont les plus sensibles du domaine
de calcul ; leur discrimination dans les conditions aux limites semble aider
a stabiliser le code, sans impacter le reste du domaine. Aux bords polaires
et au bord radial externe, je force le fluide a sortir avec une vitesse su-
périeure ou égale a la vitesse du son locale. Cette mesure est sévere, elle
n’est pas systématiquement nécessaire, mais elle rend notre configuration
numérique significativement plus robuste en général. Imposer simplement
une vitesse sortante est insuffisant : si de la matieére parvient tout de méme
a entrer dans le domaine de calcul, il s’ensuit une forte détente du fluide
dans les cellules fantomes, la magnétisation devient excessivement élevée
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et peut provoquer un crash du solveur. La Figure vir.2 gauche montre que
la vitesse poloidale du vent thermique peut facilement dépasser la vitesse
du son locale ; nous devrions donc pouvoir remarquer si 1’écoulement sor-
tant est forcé ou non a proximité des bords.

VIL.3.5 Précautions supplémentaires

VIL3.5.1 Zones tampons

J'emploie a nouveau des zones tampons pour adoucir la transition entre
le domaine actif et les bords radiaux. Le tampon interne s’étend sur {(R, ) |
R < 1.057p}, et le tampon externe couvre le sous-domaine {(R,0) | R >
9.519} N'D restreint au disque. Dans les zones tampons, un champ V est
relaxé vers la distribution prescrite Vj suivant

0tV =—FxmxI[V(t)— Vl, (vi1.10)
ou f est la fréquence caractéristique définie par
f=5x(Qx+cs/Wp), (ViL.11)

avec Ok = vk/Rla pulsation képlerienne, wy, la largeur radiale du tampon
considéré, et m(R) une modulation linéaire valant 1 au bord de la premiere
cellule fantdme et 0 au bord du tampon du c6té du domaine actif. Seules
les trois composantes du champ de vitesse sont affectées dans les zones
tampons, d'une fagon compatible avec les conditions aux limites :
— Vg est amorti vers zéro aux deux bords radiaux ;
— vp est relaxé vers une vitesse angulaire vg /R constante, celle-ci étant
échantillonnée au bord actif de chaque tampon;
— Vv est relaxé vers la distribution de vitesse initiale dans le disque,
et vers une vitesse angulaire v, /R constante dans la région coronale
du tampon interne, échantillonnée au bord actif a nouveau.

VIL.3.5.2 Relaxation thermique

L’équilibre explicité précédemment est construit a partir d'une équation
d’état localement isotherme P = pc2. Comme discuté en Section vir.2.1.2,
le disque localement isotherme est sujet a la VSI, mais le niveau de satu-
ration de la VSI peut étre modéré en autorisant la distribution d’entropie
a se réorganiser. En pratique, j'emploie une équation d’état polytropique
P x pY, avec l'indice adiabatique vy = 7/5. A chaque pas de temps, la
température P/p est contrdlée dans le domaine de calcul entier grace a un
terme source en pression :

dep = —xQ (p—pcd), (VIL12)

ol co représente la distribution cible pour la vitesse du son. Le coefficient
X = 10 est suffisamment grand pour maintenir la distribution de tempéra-
ture initiale, tout en permettant une redistribution d’entropie [246].
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L'énergie totale n’est pas
conservée par notre procédure de
relaxation thermique, mais nous

pouvons prédire cet apport.

Voir Section 1.4.
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VIL.3.5.3 Divers

A la différence de nos simulations non-stratifiées, la masse et le flux ma-
gnétique total dans le domaine de calcul ne sont pas maintenus constants
au cours du temps. Comme nous ne cherchons pas absolument a obtenir
des écoulements stationnaires, cela nous aidera a étudier les processus de
transport globaux avec un minimum de biais numériques.

Afin de soulager la contrainte CFL sur les pas de temps d’intégration, la
densité est controlée dans le domaine actif pour assurer que va = B/,/p <
vo. De cette fagon, le critere CFL n’est pas limité par la vitesse d’Alfvén,
et cela permet a la densité de prendre des valeurs arbitrairement faibles
dans les régions non-magnétisées. J'ai vérifié que cette procédure n’affecte
que ponctuellement un volume restreint de la couronne ; pour = 5 x 103
dans le plan médian, la valeur maximale (en espace) du rapport va/vo est
de l'ordre de 30% en moyenne temporelle.

L’accélération due au champ de gravité est imposée via son potentiel
scalaire ®(R) = —1/R, garantissant la conservation de l'énergie totale du
fluide a la précision machine. A I'inverse, I’assignation d"un champ vecto-
riel =V O tend a produire des structures indésirables a petite échelle dans
la distribution de pression coronale. Le flag CT_EN_CORRECTION de PLUTO
est activé, permettant également de limiter ’apparition de structures para-
sites en pression dans les régions magnétisées de la couronne.

VII.4 MODELE D'IONISATION

Avec un modele global de disque stratifié, nous pouvons correctement
décrire la géométrie des rayonnements ionisants. J'indique dans cette sec-
tion comment est estimée la fraction d’ionisation et comment sont gérés
les effets MHD non-idéaux dans le domaine de calcul; la méthode est
largement adaptée du modeéle local stratifié de Lesur et al. [195].

vit.4.1 Fraction d’ionisation

Pour connaitre 'intensité des effets MHD non-idéaux, la résolution dy-
namique d'un réseau chimique complet est inaccessible pour les simula-
tions actuelles. Nous nous contenterons d’estimer la fraction d’électrons
libres xe := ne/n dans 1’'écoulement. Ce compromis est le plus simple et
le moins cotiteux en temps de calcul. Notons tout de méme que des mo-
deles chimiques réduits peuvent étre appliqués avec succes [333, 167]. Les
principales sources d’ionisation dans les disques protoplanétaires sont :

A. les collisions thermiques proches de 1’étoile;

B. les photons X et FUV stellaires en surface du disque;

C. les rayonnements cosmiques pénétrant en profondeur;

D. la radioactivité dans le disque entier.

Nous allons considérer séparément les régions les plus internes des disques
(r < 0.TAU), susceptibles d’atteindre un régime de MHD idéale en raison
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de I'ionisation thermique, et les régions externes (r > 1AU) ou 'ionisation
thermique devient rapidement négligeable dans le plan médian.

La radioactivité est la plus simplement modélisée : elle contribue a
(rad = 10717571 du taux d’ionisation local, indépendamment de la lo-
calisation dans le disque. A I'inverse, les rayonnements ionisants sont pro-
gressivement atténués en traversant le gaz; les taux d’ionisation associés
dépendent donc de la densité de colonne de gaz traversée.

Plusieurs problémes surviennent vis-a-vis des densités de colonne. En
premier lieu, les rayons cosmiques peuvent atteindre le disque depuis
toutes les directions, avec une distribution angulaire mal contrainte [79].
I est hors de propos de calculer 'influence de toutes les directions sépa-
rément, via Monte Carlo par exemple, dans une simulation dynamique.
Nous devons trouver une astuce pour estimer 1’ionisation due aux rayon-
nements cosmiques a partir d'un nombre limité de densités de colonnes.
Sachant que la profondeur de pénétration des rayonnements cosmiques est
de 'ordre de 10? g.cm?, 'atmosphére du disque devrait leur étre transpa-
rente, et ’atténuation devrait principalement se faire en surface du disque.
Je choisis d’atténuer les rayonnements cosmiques suivant la densité de co-
lonne polaire o¢ := [ pRdO, comme s’ils se propageaient le long des mé-
ridiens a rayon constant. Cette prescription devrait étre compatible avec
celle couramment adoptée en simulations locales stratifiées, ot I’atténua-
tion se fait suivant la densité de colonne verticale [103, 195].

En second lieu, les rayonnements stellaires se propagent radialement de-
puis 1’étoile, donc ils devraient étre atténués suivant la densité de colonne
radiale og := [ pdR. Cependant, avec un angle d’ouverture h/r constant,
les rayonnements stellaires ne peuvent pas pénétrer dans le disque de-
puis son atmosphere. Un photon se propageant radialement depuis I'étoile
resterait dans I'atmosphére optiquement mince, ou bien se trouverait di-
rectement dans le disque optiquement épais. Cela pose probléeme pour
deux raisons. Premierement, les disques protoplanétaires sont évasés, i.e.
I'angle d’ouverture h/r augmente radialement, permettant a des rayons
stellaires d’ioniser la surface du disque. Deuxiémement, avec notre pres-
cription p ~ R72, la densité de colonne ok diverge lorsque la borne d’in-
tégration inférieure tend vers zéro; or est donc dominée par les régions
les plus internes du disque, hors du domaine de calcul. L'occultation du
disque par les régions internes pourrait avoir un impact significatif sur la
dynamique du disque [31], mais nous choisissons d’ignorer ce degré de
complexité. L'atténuation des rayonnements stellaires est calculée suivant
la densité de colonne polaire og, de fagcon a imiter un disque évasé [10].

Le taux d’ionisation di aux rayons cosmiques est estimé d’apres 1'étude
de Umebayashi & Nakano [335] :

(CR = (e*"g/co + e’dg/%) x 107V s (VIr.13)
ol th représente les densités de colonne intégrées depuis les podles su-
périeur (exposant +) et inférieur (exposant —), et 0o = 96g.cm 2 est la
profondeur de pénétration typique des rayons cosmiques. Le taux d’ioni-
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A moins d'étre diffusé depuis

la couronne, ce que nous ne
pourrons pas proprement décrire
sans transfert radiatif.

Voir Padgett et al. [257], Bitsch
etal [42].
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sation dfi aux rayonnements X stellaires est estimé d’aprés I'expression
(21) de Bai & Goodman [16] pour une luminosité Lx = 103 ergs.s~! :

—2.2
R + 05 - 05
= (= —(N*/Ny) —(N7/Ny)
tx = <1AU> <[ e e )

0 (e—(N+/NzJ°‘7 n e—(N*/NzJ”) } ,

(vir.14)

avec les parametres (7 = 4.0 x 107"s 1, 6b=20x10""sT N; =3x
102" em=2 et N3 = 1024 cm—2. La densité surfacique N* = (3/4)0t /my
correspond a l’écrantage par les atomes d’hydrogene, de masse my.

Le taux d’ionisation total est défini comme ( = (.,q + (cr + (x. La frac-
tion d’ionisation s’obtient en compensant le taux d’ionisation par un taux
de recombinaison. Ce dernier est estimé en 'absence de métaux et de
grains de poussiéres [119]; le taux de recombinaison est donc sous-estimé,
et la fraction d’ionisation sur-estimée [295, 355] :

_ C
Xe = 4/ — + XFUV, (VIL.15)

ottt = 3x107°T /2em?.s7! est un coefficient de recombinaison dé-
pendant de la température locale T. Le terme xpyy représente 1'ionisation
causée par les rayonnements FUV stellaires :

xpuy = 2 x 10° [exp {— (crg/crpuv)4} + exp {— (GQ/GFUV)4H , (VIL16)

avec opyy = 3 x 1072 g.cm™2. Ce terme n’est pas inclu en tant que taux
d’ionisation Cryy, car il est fait '’hypothése que les photons FUV ionisent
totalement le carbone et le soufre en surface du disque [265].

GRANDEUR UNITE CODE o = 1AU ro = 10AU
distance To 1AU 10AU
temps le =To/2m 0.159yr 5.03yr
vitesse vo = Qoo 29.8km.s~! 9.42km.s™!
densité surfacique X 500 g.cm~?2 50 g.cm—?2

densité volumique  pgo = ﬁ 267x107"0%gem™3  2.67x10 '2gem—3
0

masse mo = poTs 449 x 1074 Mg 449 x 103Mg

champ magnétique By = vo,/Po 48.6G 154G

TABLE viL.1. — Correspondance entre nos unités code et les unités physiques
usuelles pour un disque autour d'une étoile de masse solaire, avec
un profil de densité surfacique X(r) = 500 (r/ 1AU)_1g.cm_2, de
température T(r) = 280 (r/1 AU) 'K, et un rayon interne o = TAU
oury = 10AU.

Les expressions précédentes, donnant les taux et fraction d’ionisation
en fonction de la densité de colonne de gaz, font intervenir des constantes
dimensionnées. La profondeur de pénétration des rayonnements ionisants,
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ou encore la température du gaz, interviennent explicitement avec des
coefficients issus de la microphysique du gaz. Si nous voulons estimer la
distribution de fraction d’ionisation dans un disque, nous ne pouvons pas
garder un systeme entiérement adimensionné comme dans la Partie ii. Je
choisis de fixer la densité surfacique Z(1AU) = 500g.cm?, ainsi que la
température To(1AU) = 280K dans le disque [351]. Le rayon interne des
simulations est fixé a 1o = 1AU ou bien a rg = 10AU, de fagon a couvrir
I’extension typique [1, 100JAU. La correspondance entre les unités code et
les unités physiques usuelles est explicitée dans la Table vir.1.

FIGURE vI1.4. — Profils verticaux & un rayon r = 5AU : fraction d’ionisation ini-
tiale x% (trait bleu), et finale x{ apres 27 orbites locales (tirets verts),
et vitesse du son cs/vk (pointillés rouges, axe de droite) ; le rapport
imposé en vitesse du son couronne / disque vaut k = 6.

A v = 5AU, je calcule le profil vertical de fraction d’ionisation tracé
sur la Figure vir.4. Cette courbe est comparable a celles présentées sur la
figure 1 de Lesur et al. [195] malgré les profils radiaux de température et de
densité surfacique différents. Les accroissements en fraction d’ionisation et
en température se produisent chacuns a une altitude voisine de H ~ 3.72h,
correspondant a la transition disque-couronne. Les densités de colonnes
Gg sont susceptibles d’évoluer au cours d’une simulation. Typiquement,
le lancement d’un vent thermique tend a écranter la surface du disque et
a diminuer la fraction d’ionisation (voir Figure vi1.4). Je choisis de calculer
la fraction d’ionisation de maniére dynamique, en intégrant les densités
de colonnes toutes les Ty /8. Cette période est assez courte par rapport aux
temps dynamiques du disque; a condition d’optimiser l'intégration des
densités de colonnes pour les calculs paralleles, elle est assez longue pour
ne pas impacter les performances du code.

vir4.2 Effets MHD non-idéaux

L’'intensité des EMFs non-idéales est déduite de la fraction d’ionisation
locale [228, 91], & supposer 1’absence de grains de poussieres (voir Lesur
et al. [195] & Section 1.3) ; il nous reste deux précautions a prendre. Premie-

143



144

MODELE NUMERIQUE

rement, la fraction d’ionisation sature a x. < 2 x 10~ dans la couronne,
due a la contribution xpyy ; cette valeur est suffisamment faible pour que
les EMFs Hall et ambipolaire affectent la couronne entiére. En réalité, notre
modele n’est pas approprié pour décrire les processus d’ionisation non-
thermiques dans la couronne. Nous allons supposer que la couronne est
parfaitement ionisée, c’est a dire que les EMFs non-idéales doivent s’annu-
ler avec l'altitude. Je multiplie chaque diffusivité no i a par un coefficient
exp(—xe/1078), de sorte que les EMFs non-idéales s’annulent progressi-
vement a la transition disque-couronne. Deuxiémement, pour réaliser des
simulations dans un temps de calcul raisonnable, je choisis de limiter 1'in-
tensité des EMFs non-idéales. Je limite le rapport {1/h < 4, ce qui n’affecte
que le plan médian du disque dans les régions internes r < 2.3rp. Je limite
aussi les nombres de Reynolds magnétiques Ro A = Qh? /Mo,a = 4. Ce
second limiteur n’affecte que la diffusion ambipolaire dans les couches
supérieures du disque. Apres avoir appliqué la premiere procédure liée a
la fraction d’ionisation, cette seconde procédure n'impacte que les simula-
tions a B < 500 sur l'intervalle z/h € [2.6, 3].

J’ai défini dans la Section 1.3.4 des nombres adimensionnés pour carac-
tériser l'intensité des EMFs non-idéales. Nous privilégions les nombres ne
dépendant pas de l'intensité du champ magnétique, et représentons leur
distribution sur les Figure vir.5 et Figure vir.6. Les profils verticaux sont
comparables a ceux de Lesur et al. [195], et les profils radiaux a ceux de
Simon et al. [310] dans la limite des gros grains de poussiéres.
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FIGURE viL5. — Inverse du nombre d’Elsasser ambipolaire /\X1 = QOn A/Vi

102

10t }

100 }

101

1072

FIGURE VIL.6. — Profils radiaux dans le plan médian des mémes nombres adimen-

. . - -1 _
(trait plein bleu), du nombre de Reynolds ohmique 1039%0 =

103n0/Qh? (tirets bleus) et parametre de Hall £ = {y/h (poin-
tillés verts) dans des coupes verticales a 1 = 5AU (gauche) et a
r = 50AU (droite).

A
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sionnés que sur la Figure viI.5, pour une simulation dont le rayon
interne est placé a ro = 1AU (gauche) et 1o = 10AU (droite).

145






DISQUES STRATIFIES EN MHD NON-IDEALE

Résumé

Je présente les résultats de simulations globales de disques stratifiés en
MHD non-idéale. Je choisis d’exclure les simulations qualifiables de tests,

dans lesquelles j’ai tenté de reproduire les résultats présents dans la littéra-

ture. Dans cette phase de développement, les simulations en MHD idéale

ont précédé celles en MHD non-idéale; nous avons privilégié 'exploita-
tion des simulations non-idéales pour cause de concurrence. Les trois ef-

fets MHD non-idéaux sont inclus simultanément pour couvrir séparément
les intervalles TAU — 10AU et 10AU — 100AU autour d’une étoile de masse
solaire. Le plan de ce chapitre et son contenu sont largement extraits de la

publication de Béthune et al. [41] : je décris la structure du disque, la dy-
namique du vent, leur interaction et 1’organisation globale qui en résulte,

puis les phénomenes d’auto-organisation au sein du disque.
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NOM Ap 10/AU Tena/To B/5 k Z(1AU)
R1 — P4 0 1 1000 104 6 500
R1—P4—C4 0 1 1000 104 4 500
R1—P3 0 1 1000 103 6 500
R1—P3—H 0 1 1000 103 6 1000
R1—P2 0 1 1000 102 6 500
R1 — M3 0 1 1000 —10% 6 500
R10—P3 0 10 1000 103 6 500
R10 — P2 0 10 1000 102 6 500
R10 — M3 0 10 1000 —10% 6 500
R10— M3 —C2 0 10 1000 —103 2 500
3D —R1—P4 /2 1 300 104 6 500
3D —R1—P3 /2 1 200 103 6 500
3D —R1— M4 /2 1 200 104 6 500
2m—R1 —P2 2 1 200 102 6 500
3D —R10—P3 /2 10 200 103 6 500

TABLE vIIL.1. — Parametres des simulations stratifiées en MHD non-idéale : exten-
sion azimuthale du domaine, rayon correspondant au bord interne
en unités astronomiques, temps d’intégration en orbites internes,
magnétisation dans le plan médian, contraste couronne/disque en
vitesses du son isothermes, et densité surfacique du disque a 1AU.

Les simulations discutées dans ce chapitre sont rassemblées dans la
Table viir.1, avec la méme nomenclature que dans Béthune et al. [41] :
‘R1” ou “R10” pour les simulations a 1o = TAU ou 1o = 10AU, ‘P’ pour un
champ magnétique net positif (Bp - O > 0) ou ‘M’ pour un champ net né-
gatif, suivi d'un chiffre correspondant a la magnétisation initiale du plan
médian. Les runs ‘C2” et “C4” ont un contraste en vitesse du son réduit a 2
ou 4 entre le disque et la couronne, et le run “H” a une densité surfacique
accrue d’un facteur deux. Les trois effets MHD non-idéaux sont inclus avec
les fractions d’ionisation calculées dynamiquement. Je ne présenterai pas
les simulations n’incluant que une ou deux EMFs non-idéales.

En fin de phase de développement, j'ai tenté de reproduire la configu-
ration numérique de Gressel et al. [134], sans effet Hall, et obtenu qua-
litativement les mémes résultats. J'ai aussi produit plusieurs simulations
2D axisymétriques avec l'induction Hall comme seul effet non-idéal, la
longueur de Hall étant calculée d’apres la fraction ou bien prescrite de
manieére ad-hoc. Ces simulations en MHD Hall n’ont pas convergé vers un
état stationnaire : la phase linéaire de la HSI se prolonge jusqu’a faire sortir
le flux magnétique hors du domaine de calcul, aprés quoi le disque est sta-
bilisé. Des simulations 3D a haute résolution et domaine de calcul élargi
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seraient nécessaires pour conclure quant a ce comportement en MHD Hall.
J’ai préféré me concentrer sur la situation plus pertinente ot les trois effets
non-idéaux sont simultanément présents. Une étude globale en MHD Hall
+ ambipolaire fut publiée par Bai & Stone [20] avant la rédaction de cette
thése, mais apres production et analyse de nos simulations.

Le contenu de ce chapitre est largement extrait de l’article de Béthune
etal. [41]. Je choisis de ne pas simplement traduire cet article ; je tenterai de
le présenter sous un angle différent, moins détaillé mais plus synthétique.

VIII.1 DIAGNOSTIQUES

Je définis plusieurs diagnostiques utiles dans ce chapitre. Les champs
moyennés seront notés entre crochets comme précédemment : la moyenne
verticale sur 1'épaisseur z € [—H,+H] de la vitesse radiale est (v,),, la
moyenne pondérée par la masse est (v;),; les indices seront omis s'ils
sont évidents d’apres le contexte. La moyenne temporelle est notée par
une barre. Le tenseur de stress hydrodynamique de Reynolds est défini
comme R = p¥r ® Vo, avec V := v — (\))p les fluctuations en vitesse dans
le disque. Le tenseur de stress magnétique de Maxwell est défini comme
M := —B ® B, et la somme des stress est notée T := R 4+ M. Les coefficients
de transport adimensionnés sont définis par o’ := T/ (P) 2> Normalisés
par la pression moyenne sur la hauteur du disque au rayon considéré.

Connaissant la distribution spatiale du stress total, nous pouvons esti-
mer le flux de masse radial a partir des transports radiaux et verticaux de
moment cinétique [27], dénotés respectivement T, et T, :

1 1 +H
N <Tar [2r2H(r) (Trg) o] — T [<trw>q,}H>
=141, (virr.1)

avec L ~ 2H(r) (p), la densité surfacique locale. Le terme T, représente
'accrétion due au flux radial de moment cinétique, tandis que 1’accrétion
T, est causée par l'extraction de moment cinétique en surface du disque.

Le taux de pertes de masse dans le vent est calculé par intégration du
flux de masse sur la surface sphérique au rayon externe Ryt du domaine,
restreinte aux régions coronales de chaque hémispheére :

mig = JJ pvRRéut sin(0)dode, (0,¢) € C*t. (VII1.2)

VIII.2 SIMULATION DE REFERENCE

Je commence par présenter une simulation que je définis comme réfé-
rence : le run ‘R10 — M3 — C2'. J'insiste sur le fait que cette simulation
nest pas une référence au sens oul ses propriétés seraient génériques a
toutes les simulations; j'indiquerai quelles propriétés sont génériques, et
je reviendrai sur les différences qualitatives remarquables en Section viIr.4.
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VIIL.2.1 Structure laminaire

La Figure viir.1 représente la structure globale de 1’écoulement dans le
run de référence ‘R10 — M3 — C2’. Le champ magnétique initial est op-
posé au vecteur rotation B - Q) < 0, et le rapport de température entre le
disque et la couronne vaut k? = 4. Les structures observables évoluent sur
des temps caractétistiques de 1’ordre de la centaine d’orbites locales. Apres
200 orbites internes, le disque a accompli 6 révolutions au bord externe. En
MHD idéale, ce délai serait suffisant pour développer une turbulence MRI
dans le disque entier. Dans cette situation non-idéale, la taille caractéris-
tique des structures magnétiques correspond a l’extension du disque, a la
fois dans la direction verticale et radiale. En décomposant le champ magné-
tique comme une valeur moyenne plus fluctuations B = B + B, nous pou-
vons séparer les composantes laminaires et turbulentes du stress magné-
tique (M) = —(B®B) — (B®B) = (M) + (M). Je calcule les moyennes
temporelles sur 30Ty, approximativement une orbite externe, et je trouve
que M /(M) > 90% dans toutes les simulations. Ces éléments indiquent
que l’écoulement n’est pas turbulent a proprement parler. Les propriétés
mentionnées ci-dessus restent vérifiées par nos simulations 3D en quart de
disque (voir Section viI1.5.2) : ’écoulement moyenné azimuthalement est
représentatif de I’état instantané du disque. Cela justifie I'emploi privilégié
de simulations 2D, moins coliteuses en temps de calcul.

Pour quantifier le degré de turbulence, le nombre de Mach sonique asso-
cié aux fluctuations de vitesse verticale vaut 9t ~ 5% au coeur du disque
(z/h < 2). Cette mesure est comparable a celle déduite de 1’élargissement
spectral de raies moléculaires observé par Flaherty et al. [102].

Dans les runs ‘R1 — P3” et ‘R1 — M3/, le parametre 3 = 5 x 103 et le
nombre d’Elsasser ambipolaire Ay ~ 1 dans le plan médian sont compa-
rables aux valeurs de la simulation cylindrique non-stratifiée ‘ZF7” présen-
tée en Annexe B. Cette derniére produit un écoulement turbulent, riche
en structures non-axisymétriques (voir Figure B.8), compatible avec les
simulations locales dans ce régime physique [17, 19]. Par contre, mes si-
mulations stratifiées incluent 'EMF Hall, avec une résolution spatiale plus
faible. Mettons de coté les effets de stratification au voisinage du plan
médian. Les simulations globales de O’Keeffe & Downes [250], Rodgers-
Lee et al. [289] incluent bien les inductions Hall et ambipolaire, mais n’at-
teignent pas ce régime de diffusivité. Les simulations locales stratifiées de
Lesur et al. [195], Bai [15] produisent un écoulement essentiellement lami-
naire, mais elles pourraient étre biaisées par ’apparition d"un fort flux ma-
gnétique toroidal. A défaut d’un schéma numérique moins diffusif pour
I'induction Hall, nous ne pourrons pas définitivement affirmer lequel de
I'effet Hall ou de la résolution numérique réduite maintient 1’écoulement
dans un régime quasi-laminaire et axisymétrique.

Avec un flux magnétique net négatif (B - QO < 0) et suffisamment faible,
I'effet Hall joue un rdle stabilisant dans la simulation de référence “‘R10 —
M3 — C2’. Le dernier panneau de la Figure viir.1 montre que le rapport
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FIGURE vIIL1. — A gauche : profils verticaux dans le run R10 — M3 — C2, moyen-
nés radialement entre 5ty et 8y et temporellement entre 200T,
et 600Tp; de haut en bas : fluctuations en vitesse, champ ma-
gnétique, stress magnétique radial et vertical, flux de masse et
courants électriques, et nombres adimensionnés caractérisant les
effets MHD non-idéaux. A droite : état instantané a 200Ty : champ
magnétique toroidal B¢, (couleurs), vitesse poloidale (fleches
vertes) et flux de moment cinétique dt au couple magnétique
—B B (fleches mauves).

{1/h =~ 0.2 dans les régions profondes z/h < 2. Nous pouvons déterminer
a priori la stabilité de 'écoulement au voisinage du plan médian. Sur la Fi-
gure vIIIL.2 sont tracés les profils verticaux des taux de croissance Hall-MRI
calculés dans I'approximation WKB, pour des modes ayant une longueur
d’onde verticale suffisamment courte devant la hauteur de stratification h.
Les régions profondes z/h < 2 sont stables. Le méme critere s’applique
dans nos simulations entre TAU et 10AU : si le champ magnétique net est
négatif, un rapport ¢3/h > 1/5 suffit a stabiliser la MRI pour p =5 x 103.

La stabilité MRI est régulierement invoquée comme critére définissant
une “zone-morte” (dead-zone), c’est a dire une région magnétiquement in-
active. L'expression “magnétiquement inactive” est ambigtie, car si le trans-
port turbulent y est tres faible par définition (o« < 10~4), un vent magnétisé
émis en surface du disque peut exercer un couple magnétique laminaire
jusqu’au plan médian. Notre simulation de référence est MRI-stable dans
le plan médian, mais le couplage au champ magnétique reste suffisant
pour extraire du moment cinétique du plan médian vers la surface (voir
Figure viir.1 panneau 3). Cette situation est a distinguer des résultats de
Gressel et al. [134] par exemple, ol le couple d@i au vent en surface ne
parvient pas a se propager jusqu’au plan médian.
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F1GURE vi1.2. — Profils verticaux des taux de croissance w/Q de la Hall-MRI, es-
timés dans l’'approximation WKB a partir des conditions initiales

N

du run ‘R10 — M3 — C2” & un rayon T = 519, et pour des modes
ayant une longueur d’onde A suffisamment petite par rapport a
la hauteur H ~ 3.72h du disque sous la couronne (tirets gris).

vii.2.2  Polarité magnétique et effet Hall

Je fais une parenthese concernant la dépendance du couple total avec
la polarité du champ magnétique net. Sur le troisieme panneau de la Fi-
gure VIIL1, les composantes horizontale M, et verticale M., du stress
magnétique sont non-nulles jusqu’au plan médian du disque, en dépit de
sa stabilité a la MRI/HSI. Le coefficient de transport moyen <oc>iv([p ne varie
que d’un facteur 2 a 3 entre deux simulations dont seule 1’orientation du
champ magnétique initial differe. Une différence qualitative apparait dans
les simulations les plus faiblement magnétisées (3 > 5x 10%) :si B-Q < 0,
alors le couple di au vent n’atteint pas le plan du disque sur la durée
d’une simulation. Dans ce cas, le moment cinétique est extrait depuis la
surface z/h > 2 vers la couronne, il n’y a pas de courants électriques dans
le disque, et donc pas de couple magnétique (voir Figure viir.3).

vIiL.2.3 Accrétion

I ne suffit pas de connaitre l'intensité moyenne du stress total ()
pour prédire le taux d’accrétion dans le disque : 1’accrétion résulte d'un
flux de moment cinétique a divergence non-nulle. En conséquence, la défi-
nition de T, fait intervenir une dérivée radiale dans (viir.1). Je trace sur la
Figure viin.4 les profils radiaux de stress dans notre run de référence.

Le profil de ( och>Z est croissant radialement; les valeurs de <oc$v([p>z €
[1072,107"] semblent élevées pour un disque laminaire a champ faible,
mais elles sont compatibles avec les résultats de simulations locales [195].
Elles sont dominées par le stress en surface du disque (voir Figure viir.1).
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FIGURE vI1L.3. — Profils verticaux du stress magnétique horizontal ocivfp dans les

simulations ‘3D — R1 — P4’ (By > 0, trait bleu) et ‘3D — R1 — M4’
(Bo < 0, tirets rouges), moyenné sur 50Ty sur la plage de rayon
T/10 € [3,6]; la distinction se fait dans le disque profond z/h < 2,
ot le rapport £y /h > 20% (pointillés verts, axe de droite).

Le profil de stress hydrodynamique <oc§cp>z est négatif pour des rayons
T > 4.571¢. Pour cause, la fluctuation v, 1= vy — (ve), est systématique-
ment négative en surface du disque, des les conditions initiales, méme si
I’écoulement est accéléré azimuthalement et s’échappe sous forme de vent.
En ce qui concerne le stress magnétique vertical cx;v([p, les valeurs négatives
en r < 2.3r¢ indiquent une influence des conditions aux limites polaires.
En aspirant le vent a la vitesse du son locale, les bords polaires forcent
I’écoulement & étre dirigé vers l'intérieur; 1’écoulement entraine ensuite
les lignes de champ magnétique : B, < 0 est ré-orienté en B, > 0 dans
I'hémisphere supérieur, et le cisaillement radial déforme B, > 0en B, < 0
(voir Figure vir1 droite), soit finalement M., = —B.B, < 0.

Nous pouvons simultanément vérifier la validité de (viir.1) et détermi-
ner l'importance relative du transport radial au transport vertical de mo-
ment cinétique dans le transport de masse. Dans ce but, je mesure sépa-
rément le flux de masse I (v;), et les profils radiaux de stress. Pour que
(virr.1) soit applicable, il faut préalablement lisser I'écoulement a petite
échelle spatio-temporelle [27]. Les profils de stress sont moyennés radiale-
ment sur une largeur 6r = 4h, et temporellement sur 5t = 2 orbites locales.
Le taux d’accrétion mesuré est confronté au taux prédit sur la Figure viir.5.

En moyenne, le transport radial de moment cinétique ne cause pas d’ac-
crétion dans ce volume de contrdle : il y a autant de moment cinétique
entrant et sortant du volume. L'accrétion mesurée est entierement due aux
pertes de moment cinétique en surface du disque. Cette propriété est géné-
rique a toutes nos simulations : le transport de masse a grande échelle est
contrdlé par le vent et pas par les couples horizontaux Ty dans le disque.
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FIGURE viIL.4. — Profils radiaux de stress dans le run ‘R10 — M3 — C2’ : stress
magnétique vertical en surface du disque oc;‘/([p (trait vert), stress

radial magnétique <oc1j}fp>z (pointillés rouges) et hydrodynamique

<oc22(P ), (tirets bleus) moyennés verticalement dans le disque.

Ce résultat appelle plusieurs remarques. Premierement, le niveau de sa-
turation des couples dépend des profils initiaux en densité surfacique X(r)
et en flux magnétique B.(r). Sans compter les effets MHD non-idéaux,
les nombres adimensionnés initiaux sont constants en rayon; I’équation
(virr.1) permet de prédire qu'un coefficient o], constant ne causerait pas
d’accrétion avec nos conditions initiales. En limitant le transport de masse,
cette situation facilite la réalisation de simulations quasi-stationnaires sur
de grandes échelles de temps. J'ai réalisé plusieurs tests, non-répertoriés
dans ce chapitre, dans lesquels j’ai vérifié que T, < 0 selon que 9,3 < 0,
les autres parametres étant identiques. Il est envisageable que les disques
d’accrétion ajustent spontanément leurs profils de masse et de flux magné-
tique vers une configuration satisfaisant T, ~ 0.

Deuxiemement, soulignons le role du flux magnétique net dans 1’extrac-
tion de moment cinétique. Dans un vent thermique, la matiere quitte le
disque en emportant son moment cinétique spécifique, mais sans freiner
le disque. A la différence d’un vent thermique, le vent magnétisé exerce
un couple sur le disque, méme a champ faible, suffisant pour induire un
taux d’accrétion m, = |27rX <vr)p| ~ 1.1 x 10_7M@.yr_]. En lien avec la
section précédente, cet exemple montre que le vent est capable de moti-
ver un taux d’accrétion conséquent dans des régions considérées comme
magnétiquement inactives vis-a-vis de la stabilité MRI.

VIII.3 COURONNE CHAUDE

Dans la simulation de référence ‘R10 — M3 — C2’, le disque accrete sous
I'action d"un vent magnétisé. Ce vent est soulevé par la force de Lorentz,
et plus précisément par la pression magnétique due a la composante to-
roidale B%p en surface du disque. Cependant, 1’accélération de Lorentz
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FIGURE vi11.5. — Flux de masse dans le sous-domaine /1y € [3,8] restreint au
disque du run ‘R10 — M3 — C2’ : taux d’accrétion mesuré I (vr),,
(trait noir), et déduit des pertes radiales (7, tirets bleus) et verti-
cales (7., pointillés rouges) de moment cinétique; la somme des
composantes T, + T, est superposée en tirets cyans.

N .

compense a peine l'accélération gravitationnelle. Le vent atteint une vi-
tesse modérée au bord radial externe du domaine de calcul : a I'altitude
z/h = 8, la vitesse poloidale v, ~ 20% de la vitesse képlerienne initiale.
Cet écoulement ne franchit pas tous les points critiques MHD; en parti-
culier, la vitesse poloidale avoisine la vitesse magnétosonique rapide pré-
cisément en bord de domaine, comme observé par Moll [237], Lesur et al.
[194]. Les conditions aux limites du domaine influencent vraisemblable-
ment I'écoulement jusqu’a la surface du disque, et peuvent notamment
affecter les taux de pertes de masse [113, 285]. Pour décrire des vents avec
de meilleurs propriétés de convergence, je vais me concentrer sur les simu-
lations ayant un plus grand contraste en température entre le disque et la
couronne. Ce scénario s’accorde a d’autres études des disques faiblement
magnétisés [99, 21] et de leur structure thermochimique [353, 10].

La Figure vI11.6 représente la structure moyenne de I’écoulement dans le
run ‘R10 — M3’, dont la seule différence avec notre simulation de référence
est le rapport en température k* = 36 (au lieu de 4) entre le disque et
la couronne a un rayon donné. Un vent est visiblement lancé depuis la
surface du disque, avec une inclinaison suffisante par rapport a la direction
verticale pour satisfaire au critére de lancement magnétocentrifuge [44].
Les lignes de champ magnétique sont écrasées a la surface du disque par
le gradient radial de pression thermique dans la couronne. Les régions
internes de la couronne sont donc faiblement magnétisées; le champ de
vitesse y est visiblement affectées par nos conditions aux limites polaires.
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104K /280K = 36 4 1AU,
voir Aresu et al. [10].
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FIGURE viIL6. — Ecoulement moyen dans la simulation ‘R10 — M3’ entre 400T,
et 700Ty : densité (carte de couleurs), champ de vitesse poloidale
(fleches vertes) et champ magnétique poloidal (courbes intégrales).

viL3.1  Points critiques

Le franchissement des points critiques est un critere standard de conver-
gence du vent vers une configuration physique. En chaque point de 1’écou-
lement, nous pouvons calculer un cone de Mach délimité par les vitesses
caractéristiques extrémales du fluide; par analogie a un cone de lumiére,
cette construction permet de délimiter les domaines causalement liés au
point considéré. En MHD idéale, les modes de propagation linéaires cor-
respondent aux ondes d’Alfvén et aux ondes magnétosoniques lentes et
rapides, respectivement définies par :

1
vi=g (Erels [oh 24y, (vi3)

ot I'indice p correspond a la composante poloidale d"un vecteur.

J'integre la trajectoire d'une ligne de courant depuis (r/ro = 7,z/h =5)
dans "écoulement moyen présenté sur la Figure vi11.6. Je compare sur la Fi-
gure VvIIL.7 la vitesse poloidale du vent aux vitesses caractéristiques le long
de cette ligne de courant. Des la base du vent, ’écoulement s’échappe plus
rapidement que la vitesse magnétosonique lente, et la vitesse d’Alfvén est
franchie a une hauteur z/h =~ 4, correspondant a la transition thermique
entre le disque et la couronne. La vitesse magnétosonique rapide est fran-
chie a z/h ~ 6.4, avant d’atteindre le bord radial externe.
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FIGURE viIL.7. — Vitesses caractéristiques de I'écoulement en fonction de l'altitude
z/h locale : vitesse poloidale du vent v (trait noir), vitesse du son
cs (tirets oranges), vitesse d’Alfvén vy (tirets verts), vitesses magné-
tosoniques lentes et rapides v_ et v (pointillés bleus et rouges).

Comme ce vent franchit I’ensemble des points critiques, il est causale-
ment déconnecté du disque, donc les conditions aux limites du domaine
ne devraient pas influencer la physique de la couronne dans les régions
externes. Cette propriété n’est pas vérifiée dans les régions internes de
la couronne, et elle n'est pas systématiquement vérifiée dans toutes nos
simulations. L'extension spatiale du domaine de calcul intervient dans
ce probléme. La vitesse magnétosonique rapide pourrait étre plus faci-
lement atteinte dans des domaines étendus (e.g., Zhu & Stone [359] &
Section 1x.2), en comparaison aux simulations sur 8 échelles de hauteur
ou moins (e.g. Suzuki & Inutsuka [327], Gressel et al. [134]). Dans notre
cas, la prescription de chauffage coronal affecte continuellement 1’énergie
interne du fluide, et pourrait contribuer a indéfiniment accélérer le vent.

viL3.2 Dynamique

Afin de comprendre la dynamique du vent, je calcule le long de la méme
ligne de courant les différentes forces F agissant sur le fluide, et représente
les accélérations correspondantes F/p sur la Figure viir.8. L'accélération
poloidale est calculée comme a;, = v,0,Vp ; 'accélération inertielle inclut
la gravitation, et le fait que le repere de référence tourne avec le fluide :

Finertia = —0 (VO +v - Vv —v,0,vp). (VIIL.4)

Malgré la variabilité temporelle de 1’écoulement, la somme des forces re-
produit décemment bien la véritable accélération le long de la ligne de
courant. J'ai vérifié a posteriori que l’erreur vient principalement de 1esti-
mation de 1'accélération de Lorentz F =] x B/p, le courant étant calculé a
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L’erreur est significativement
réduite en exportant directement
la distribution moyenne des
courants électriques.
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FIGURE vII1.8. — Accélération poloidale du vent ap, (trait noir) et décomposition
en somme des forces agissant sur le fluide : le gradient de pres-
sion (tirets verts), la force de Lorentz (pointillés rouges), les forces
inertielles (voir (vII1.4), tirets bleus) et leur somme (tirets cyans).

partir de la distribution moyenne du champ magnétique.

La lecture de la Figure viir.8 doit se faire avec la Figure viIL6 en téte,
pour suivre la ligne de courant depuis la base du vent. A la surface du
disque z/H < 3, I'équilibre hydrostatique se traduit par I'opposition du
gradient de pression aux forces inertielles. Dans la couche de transition
disque-couronne, l'augmentation de température induit un gradient de
pression dirigé de la couronne vers le disque, opposé au lancement du
vent. Dans cette zone, c’est la force de Lorentz qui est responsable du sou-
levement de la matiére du disque vers la couronne. Simultanément, 1'incli-
naison des lignes de champ est telle qu'au dela de z/h > 4.5, le gradient
radial de pression favorise 'accélération du vent; les forces de pression
sont finalement dominantes pour z/h > 5. En résumé, 1'accélération du
vent est principalement thermique; l'intervention du champ magnétique
se fait essentiellement dans la phase de chargement et lancement du vent.

vini3.3  Energétique

Au dela de la surface magnétosonique rapide, 1’écoulement n’est plus
causalement relié au disque par l'intermédiaire d’ondes plasma. En re-
vanche, l'interaction gravitationnelle est médiée a vitesse infinie dans notre
modeéle, et I’écoulement n’est pas nécessairement libéré du potentiel gra-
vitationnel de l'astre central. Le critere de franchissement des points cri-
tiques n’est pas suffisant pour affirmer que la matiere peut s’échapper
indéfiniment. Cette information dépend du contenu énergétique de 1'écou-
lement, que nous pouvons caractériser par l'invariant de Bernoulli.
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Commencons par décomposer le flux de Poynting :

M=ExB=(—vxB)xB

VIII.
:(BJ_'BJ_)V—(VJ_‘BJ_)BEBiV‘i’W) ( 5)

ol le premier terme est analogue a ’advection d’énergie magnétique par
I’écoulement, tandis que le second terme décrit le transport d’énergie
propre aux ondes d’Alfvén. Ensuite, nous pouvons décomposer 'intégrale

JVP.dg:Y"_

JTVS -de=H—Q, (VII1.6)
P y—1p

représentant respectivement 1’enthalpie H de 1’écoulement, moins un terme
de chauffage Q. La variation d’enthalpie J{ correspond au travail adiaba-
tique exercé par le fluide, tandis que Q représente sa variation d’entropie
spécifique s. Il ne nous reste plus qu’a prendre le produit scalaire de I'équa-
tion d’impulsion avec le champ de vitesse pour construire une quantité
invariante le long des lignes de courant : I'invariant de Bernoulli

g Y 1, JVP

v +O0+ —+ | —- de
2 PVp p
(virr.y)

<

2 2
v B
7+i+®+M+%_Q‘
2 2 PVp

2
- _@

Cette définition dépend du domaine d’intégration des lignes de courant :
comme Q garde une forme intégrale, le rayon externe du domaine de calcul
intervient explicitement dans la définition de B’. Nous choisissons de lui
ajouter la valeur de Q prise en bord de domaine : B := B’ 4+ Q.4. De cette
fagon, l'inégalité B > 0 signifie que 1’écoulement dispose d'une énergie
suffisante pour échapper au potentiel gravitationnel avant d’atteindre le
bord externe du domaine de calcul.

Les différentes contributions a 1'invariant modifié B sont tracées sur la  Le potentiel gravitationnel
Figure viirg. Cette quantité est constante en bonne approximation au dela = ® < 0 nest pas tracé; il
de z/h > 5, attestant a la fois du caractere MHD idéal et stationnaire de ?SZ; ?f:;:sre;:;lol;"iezm a
I’écoulement moyen. Comme B > 0, le vent dispose du contenu énergé- ¢
tique nécessaire pour s’échapper du potentiel gravitationnel avant d’avoir
atteint le bord radial externe. J'ai vérifié que les autres invariants MHD
usuels [70, 264], tels que le rapport des flux k := pv,, /B, et le moment ciné-
tique j = rvy — 1B /k sont également constants au dela de z/h > 5. Le fait
que ces quantités ne soient pas constantes en surface du disque indique
que l’écoulement n’obéit pas en moyenne a la MHD idéale, qu’il s’agisse
de diffusivité microphysique (ohmique, ambipolaire) ou turbulente.

En lien avec la Figure vy montrée précédemment, remarquons que
la vitesse d’Alfvén est atteinte a z/h ~ 3.9, dans la zone non-idéale. Fer-
reira & Pelletier [101] ont montré que seul le point critique sonique im-
pose des contraintes de régularité sur un vent résistif, le point d’Alfvén
n’étant pertinent que dans le régime MHD idéal. Il est généralement fait
I'hypothese que le vent franchit la vitesse d’Alfvén dans le régime idéal.
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FIGURE vi11.9. — Décomposition de 'invariant de Bernoulli B (trait noir) d’apres
(viiL.7) en fonction de I'altitude z/h sur la ligne de courant.

Cette hypothese n’est pas satisfaite dans nos simulations, et le fait que le
vent devienne super-Alfvénique en zone résistive pourrait lever certaines
contraintes sur la régularité des solutions. En particulier, cela pourrait ex-
pliquer pourquoi Casse & Ferreira [66] n’ont pas obtenu de telles efficacités
d’éjection avec un terme de chauffage coronal.

La consommation de flux de Poynting w se fait principalement sur 1'in-
tervalle z/h € [3,5], i.e. dans la zone résistive, donc avec un faible rende-
ment sur l’accélération du vent. Le nombre de Bernoulli B devient claire-
ment positif a la transition disque-couronne z ~ H, et résulte du chauffage
coronale Q. La quantité B’ + Q devient positive en z/h = 5.1, hauteur a par-
tir de laquelle le vent pourrait s’échapper sans chauffage supplémentaire.
Au dela de cette altitude, le fluide continue de recevoir de I'énergie par
notre prescription de chauffage, car il est toujours plus froid que la tem-
pérature imposée localement. Simultanément, la diminution d’enthalpie
témoigne du travail des forces de pression pour accélérer le vent.

Finalement, je représente sur la Figure viir.1o le taux de perte de masse
dans le vent en fonction de la magnétisation du disque. Chaque symbole
représente une simulation dans laquelle j’ai intégré le flux de masse total
sur le rayon externe du domaine suivant (viir.z). En réduisant le taux de
pertes de masse a un nombre unique par simulation, nous pouvons effacer
les fluctuations radiales et quantifier I'efficacité d’éjection de facon signifi-
cative. Un ajustement en 1i1,, oc 3~'/2 est superposé aux simulations ayant
10 = 1AU (R1) et 1o = 10AU (R10) séparément, en accord avec les résultats
de simulations locales de Suzuki & Inutsuka [326], Bai & Stone [18]. La dis-
persion verticale des mesures ne montre pas de corrélation nette entre le
taux de pertes de masse et 'orientation du flux magnétique net, ni méme
avec le contraste en température entre le disque et la couronne.
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FIGURE viiL.10. — Taux de perte de masse dans le vent m,,/mg4 normalisé a la
masse totale du disque dans le domaine de calcul, en fonction
du parameétre p = 2P/BZ dans le plan médian d’une série de
simulations.

Dans toutes les simulations, la masse totale du disque dans le domaine
de calcul vaut mgq = LD pdV = 7.10mgy en unité de code; la Table vir.1
permet de convertir les taux de pertes de masse dans le vent en masses
solaires par an : My, = 2 x 1072 (1o/1AU) (1hy,/mq). Comme m,,/mq4
décroit d’un facteur 4 ~ /10 entre les runs R1 et R10, le taux de pertes de
masse My est approximativement indépendant du rayon interne 1o/AU,
et la somme des contributions sur r/AU € [1,100] vaut :

Mw ~3x 10737/ 2Mg.yr . (VIIL.8)
Ces valeurs sont relativement élevées : le taux de pertes de masse dans le
vent est comparable au taux d’accrétion a un rayon donné [22]. Avec un
bras de levier magnétique A ~ 1.5, les modeles stationnaires de jets MHD
prédisent une efficacité d’éjection 0logm,,/0logr ~ 1 [100, 97]. Dans ce
cas, le chargement en masse du vent serait trop intense pour atteindre un
régime trans-alfvénique sans notre prescription de chauffage coronal [97].

VIII.4 CONFIGURATION MAGNETIQUE GLOBALE

Les disques stratifiés présentés jusqu’ici avaient une structure verticale
caractéristique des modeles d’accrétion-éjection. Le champ magnétique
global exerce un couple laminaire sur le disque, du moment cinétique est
prélevé dans le plan médian et transporté vers la surface, causant a la fois
l'accrétion de masse et 1'éjection magnétocentrifuge. A la différence des
modeéles usuels de jets magnétisés, I'accélération magnétique est minime
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Les simulations R10 couvrent
une surface ~ 100 fois plus
grande que R1, mais la densité
surfacique est 10 fois plus faible
et les temps caractéristiques
103/2 fois plus grands.
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Le transport radial T, ~ 0
comme dans notre simulation de
référence ; voir Figure VIIL3.
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devant 1'accélération thermique; de plus, le lancement du vent est causé
par la pression magnétique des lignes de champ fortement enroulées, et
non par la tension magnétique d"un champ proche de I'équipartition 3 ~ 1.
Cependant, la symétrie des deux solutions est la méme. Dans cette section,
je montre que le disque n’adopte pas nécessairement cette configuration.
Le champ magnétique peut spontanément s’organiser suivant une symé-
trie différente, sur de grandes échelles spatio-temporelles, avec des réper-
cussions inattendues sur les processus de transport globaux.

vir4.1  Circulation méridionale

L’accrétion de masse ne se fait pas nécessairement dans le plan mé-
dian du disque. Si la turbulence peut étre modélisée comme une visco-
sité v ~ acsh [305], alors le plan médian verra une vitesse radiale dirigée
vers l'intérieur ou vers l'extérieur selon les profils radiaux de température
et densité surfacique [337]. Dans certains cas, I'accrétion de masse a lieu
en surface du disque [177], formant un écoulement que nous qualifierons
de circulation méridionale. Si la densité décroit comme p ~ rP et la tem-
pérature comme T ~ 19, Fromang et al. [114] explicitent la condition de
circulation méridionale : 3p +2q + 6 < 0. Cette condition est satisfaite
par la majorité des simulations globales de disques protoplanétaires, avec
q~ —1 et p =~ —3/2 comme valeurs les plus courantes. Pourtant, Fromang
et al. [114] et Flock et al. [105] n’ont pas observé de circulations méridio-
nales dans des simulations stratifiées en MHD idéale : le transport par la
turbulence MRI ne s’accorde pas aux prédictions de la théorie visqueuse.

Néanmoins, 1'existence de circulations méridionales dans les disques
protoplanétaires n’est pas exclue. Les simulations globales de Suzuki &
Inutsuka [327] et Zhu & Stone [359], conduites dans un cadre MHD idéal
avec flux magnétique vertical net, montrent chacune des nappes d’accré-
tion en surface du disque, tandis que le plan médian est “excrétant”.

VIIL4.1.1  Structure globale

En l'absence de turbulence, certaines de nos simulations exhibent des
circulations méridionales. C’est le cas du run ‘R1 — P4 — C4” présenté sur
la Figure viir.11. Le quatriéme panneau de la Figure viir.11 gauche montre
que la masse est accrétée en surface et excrétée dans le plan médian. Le
flux de moment cinétique M, ~ 0 dans la couronne; dans le disque, il
est dirigé de la surface vers le plan médian (voir Figure viir.i1 droite).
En conséquence, le moment cinétique est prélevé a la surface du disque
et transporté verticalement vers le plan médian. Comme une tranche du
disque conserve son moment cinétique total, ce processus ne cause pas
d’accrétion nette : X (vy), ~ 0 en moyenne dans cette simulation.

Le transport de moment cinétique se fait essentiellement via la compo-
sante M., = —B,B, du tenseur de stress de Maxwell. Avec B, > 0 dans
le run ‘R1 — P4 — C4’, il suffit de regarder le signe de B, dans chaque he-
misphere de la Figure vir.11 droite. Comme B, ~ 0 dans la couronne, le
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FIGURE vIIL11. — A gauche : profils verticaux dans le run R1 — P4 — C4, moyennés
radialement entre 51y et 8ry et temporellement entre 400T, et
1000Ty ; de haut en bas : fluctuations en vitesse, champ magné-
tique, stress magnétique radial et vertical, flux de masse et cou-
rants électriques. A droite : état instantané a 1000Ty : champ ma-
gnétique toroidal B, (couleurs), vitesse poloidale (fleches vertes)
et flux de moment cinétique dti au couple magnétique —B,, B
(fleches mauves).

disque ne pompe pas de moment cinétique depuis les bords du domaine
de calcul. Le champ toroidal B, change de signe au dela de z/h > 5 (voir
Figure viir.11 gauche, deuxiéme panneau), prenant une symétrie analogue
aux disques éjectants présentés précédemment, mais avec une intensité
trop faible pour étre significative. La couronne ne produit pas un vent or-
ganisé : la masse est soulevée par une faible activité turbulente en surface
du disque avant d’étre entrainée thermiquement. L'influence des condi-
tions aux limites est la plus flagrantes dans cette situation : le fluide est
aspiré vers les bords a la vitesse du son locale. Les points critiques ne sont
pas franchis par 1’écoulement, et il est pertinent de se demander si cette
configuration serait permise sans l'influence des bords.

vin4.1.2  Equilibre magnétique

Parce que la température y est plus élevée, la couronne tourne plus len-
tement que le disque a I'équilibre. A la fagon d"une roue de Barlow, nous
pourrions nous attendre a ce que le champ initialement vertical soit en-
trainé par le disque; le cisaillement vertical 9, [v, B.] produirait systémati-
quement un couple M, freinant le disque, comme dans notre simulation
de référence ‘R10 — M3 — C2’ (voir Figure viir1). Les circulations méri-
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dionales correspondent a une situation opposée, dans laquelle le disque
et la couronne sont magnétiquement découplés. Cela souleve la question
de l'origine du champ magnétique toroidal B, dans le disque. Pour y
répondre, je décompose les équations d’induction radiale et toroidale en
une somme de termes, auxquels j’attribue différentes significations phy-
siques. Les termes ‘shear’ et ‘stretch’ correspondent a différentes facons
de cisailler une ligne de champ; les termes ‘outflow” et ‘advection” corres-
pondent chacun a 'advection du flux magnétique par 1’écoulement.

<aaBtR>(p = % <C0t(9) + aae> . <VRBQ> — <V9BR>

stretch outflow
(virr.ga)
—MoJe) —Mu (] xev)y) —nall] xev) xev)y | ;
~—
Ohm Hall ambipolar
3B, 19
e (-4 ) [(veBr) — (kB
shear advection
(vir.gb)
10

~ S5an <VGB(9>_<V@BG> _(VX<€O,H,A>)@-

outflow stretch Ohm, Hall, ambipolar

Je calcule ces termes a partir de I’écoulement moyen du run ‘R1 — P4 —
C4’, et trace les contributions non-négligeables sur la Figure vii.12. A pro-
pos de l'induction de champ toroidal 9,B, (panneau de gauche) :

— az/h > 3, la somme des termes de ‘outflow’ + ‘advection’ est faible;

— a z/h < 2, la diffusion ambipolaire assure la saturation de B, dans
le disque, opposée au ‘shear” képlerien du champ radial;

— a z/h = 3.4, la diffusion ambipolaire transporte le flux toroidal vers
la surface du disque, mais pas vers le plan médian;

— az~ H, il y a compétition entre les termes de ‘shear” et de ‘stretch’,
correspondant respectivement aux cisaillements de B, et de B..

En vertu du cisaillement initial 9, [v,B;], le terme de ‘stretch’ favorise
une configuration du type roue de Barlow, ot le disque accréte sous l'ac-
tion d'un couple magnétique global. La phase verticale de B (z), ie. le
signe de B, de part et d’autre du plan médian, est donc déterminée par
le cisaillement du champ radial Bg. L'induction du champ radial Br est
décomposée sur le panneau de droite de la Figure viir.i2 :

— a z/h < 2, la nappe de courant pince le champ magnétique vertical
via 'EMF Hall (voir Figure viir.11 gauche, panneau 4); la diffusion
ambipolaire compense partiellement cet effet ;

— a z/h > 3, le terme ‘outflow’ est relativement faible; le terme de
‘stretch’ représente les nappes d’accrétion en surface, qui cisaillent le
champ vertical jusqu’a saturation par la diffusion ambipolaire.

Au voisinage du plan médian, c’est la HSI qui est responsable de I'am-

plification du champ horizontal. A la surface du disque, le mécanisme
d’amplification du champ correspond plutot a la MRI : la vitesse du fluide
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FIGURE viIL.12. — Profils verticaux calculés a partir du run ‘R1—P4 — C4’, moyenné
temporellement entre 400Ty et 1000T, et radialement entre 5r¢
et 8rp : contributions a I'induction de champ magnétique radial
0¢Br (@ gauche) et de champ magnétique toroidal 3B, (@ droite).

accrétant induit B, a partir de B, et le cisaillement képlerien induit B, a
partir de B,. Le couple magnétique M, résultant transporte du moment
cinétique depuis la surface vers le plan médian, ce qui entretient I’accrétion
en surface. Sur toute la hauteur du disque, c’est la diffusion ambipolaire
qui joue un role modérateur. En résumé, le champ toroidal B, est principa-
lement contrdlé par les instabilités MHD au sein du disque. Il est possible
que la magnétisation du disque soit trop faible pour que le vent parvienne
a imposer une structure globale d’accrétion-éjection [237].

vii4.2  Configurations mixtes

L’organisation globale du champ magnétique peut étre plus complexe
que dans les situations présentées jusqu’ici. La Figure viir.13 illustre le cas
de la simulation ‘RT — P4’ : les régions internes du disque ont adopté une
configuration d’accrétion-éjection, tandis qu’une circulation méridionale
s’est établie dans les régions externes. Prises individuellement, ces deux
zones répondent a la phénoménologie des sections précédentes. Elles évo-
luent au cours de la simulation, mais sur des échelles de temps de 1’ordre
de la centaine d’orbites locales; la distinction des deux régions reste donc
pertinente. La transition radiale se fait sans discontinuité dans le disque.

La Figure vii.13 droite montre que les flux de masse sont principale-
ment localisés au niveau des surfaces B, = 0. Ces surfaces s’identifient
aux nappes ot le courant électrique (J+), = —9. (Bo),, est extrémal, ainsi
que le couple dii a la force de Lorentz F, = —J;B.. Dans la zone de circu-
lation méridionale, le flux de masse décrit une boucle longeant la surface
du disque et connectée au plan médian. Dans les régions internes, le plan
médian accréte tandis que la matieére en surface est éjectée. En juxtapo-
sant radialement une région accrétante et une région non-accrétante, nous
pourrions nous attendre a une accumulation/diminution de densité surfa-

Voir Brandenburg & Zweibel
[57] concernant la formation de
nappes de courants étroites en
MHD ambipolaire.
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FIGURE vI1.13. — Ecoulement instantané dans le run ‘R1 — P4’ aprés 1000T, d'in-
tégration ; a gauche : champ magnétique toroidal B, (couleurs),
champ de vitesse (fleches vertes) et flux de moment cinétique
(fleches mauves) ; a droite : flux de masse radial pv-.

cique au niveau de la transition. En réalité, les flux de masse sont partagés
au niveau de la transition : une part de la masse accrétée/éjectée vient des
régions externes. La transition dans le disque se répercute aussi sur la cou-
ronne : un vent magnétisé organisé est lancé depuis les régions internes,
alors qu'un vent thermique désordonné part des régions externes.

VIIL.4.3 Brisure de symétrie

Maintenant que j’ai décrit deux configurations caractéristiques du champ
magnétique, il serait souhaitable de comprendre ce qui motive 1'une ou
l'autre a se développer dans une simulation donnée. La simulation ‘R10 —
M3 — C2’ est un modele de disque accrétant, et la simulation ‘R1 — P4 — C4’
fournit le meilleur exemple de circulation méridionale dans le disque. Ces
deux simulations différent par le rayon interne du domaine de calcul, la
polarité du flux magnétique net, son intensité, et le rapport de température
entre le disque et la couronne. Malheureusement, je n’ai pas pu identifier
un parametre discriminant les deux solutions. La configuration magné-
tique choisie ne varie pas de fagon monotone avec l'intensité du champ
initial By ou avec le contraste en température disque-couronne, et elle est
sensible aux détails numériques tels que la résolution spatiale du maillage.

Je représente sur la Figure viir.14 1’évolution temporelle du champ ma-
gnétique toroidal dans les premiers instants des deux simulations typiques.
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FIGURE viL.14. — Profil vertical de champ magnétique toroidal B, (z) dans les si-
mulations ‘R10 — M3 — C2 (panneau supérieur) et ‘R1 — P4 — C4’
(panneau inférieur), au rayon v = 5ro et durant les premieres
150Ty (couleurs); la normalisation inclut le signe du champ ver-
tical initial Bg.

Sur le panneau supérieur, un vent magnétisé se développe verticalement;
sur le panneau inférieur, le champ toroidal reste confiné dans 1'épaisseur
du disque et entretient une circulation méridionale. Dans les deux cas, la
MRI commence par amplifier le champ magnétique a une altitude z/h ~ 3.
La polarité du champ toroidal qui s'impose ensuite semble dépendre du
mode MRI dont le taux de croissance est maximal, et de la saturation
non-linéaire de ce mode. Ce processus est sensible aux conditions initiales
de la simulation, y compris au bruit injecté dans le champ de vitesse. 1l
est possible que cette brisure de symétrie disparaisse lorsque le champ
magnétique initial est déja incliné vers l'extérieur [e.g., 357], ou bien en
augmentant l'intensité du flux magnétique net a travers le disque.

viiL4.4  Configurations unilatérales

VIIL4.4.1  Structure globale

Une troisieme configuration typique est obtenue dans nos simulations :
le disque accrete en surface dans un hémisphere, tandis que l'autre face
produit un vent magnétisé, comme illustré sur la Figure vii.is. Les pro-
priétés du disque et du vent dans I’'hémisphere supérieur sont analogues
aux configurations de type “circulation méridionale”. Le vent est ther-
mique, et I'influence des conditions aux limites polaires est tres marquée
sur I’écoulement moyen dans la couronne supérieure. A I'inverse, les pro-
priétés dans I’'hémisphere inférieur correspondent a celles d'un disque ac-
crétant/éjectant. Les simulations atteignant cette configurations sont les
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seules a montrer une collimation magnétique nette dans le vent. Lorsque
le systeme atteint cette configuration globale, il y reste jusqu’a la fin de la
simulation, et le disque ne montre plus aucune variabilité.
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FIGURE vIIL.15. — A gauche : profils verticaux dans le run R1 — M3, moyennés ra-
dialement entre 6ry et 8rp et temporellement entre 800T, et
1000Ty; de haut en bas : fluctuations en vitesse, champ ma-
gnétique, stress magnétique radial et vertical, flux de masse et
courants électriques. A droite : écoulement moyen entre 800Ty et
1000Tp : champ magnétique toroidal B, (couleurs), vitesse poloi-
dale (fleches vertes) et champ magnétique (courbes intégrales).

Le disque voit une seule polarité du champ toroidal B,. En conséquence,
le flux de moment cinétique M, est unidirectionnellement dirigé d'un
hémisphere vers 'autre. L'extraction de moment cinétique depuis la face
supérieure du disque cause une nappe d’accrétion; ce moment cinétique
est transmis a la face inférieure, ot la matiére est accélérée azimuthalment
et éjectée poloidalement. De telles configurations asymétriques ont été ob-
servées dans des simulations locales stratifiées incluant la diffusion ambi-
polaire. En l’absence de flux vertical net, Simon et al. [308] attribuent ces
configurations a un domaine spatial trop restreint pour capturer les cycles
de dynamo MRI. En revanche, avec un flux vertical net, les simulations de
Lesur et al. [195] et Bai [15] produisent ces solutions de fagon robuste. En
géométrie globale, Gressel et al. [134] n’ont pas reporté de telle asymétrie.
Cependant, une polarité de B, < 0 commence a dominer le disque sur leur
figure 5 (panneau inférieur), apres 71 ans = 200T, d’intégration. Comme je
le montre dans la section suivante, cela correspond typiquement au temps
de développement des configurations unilatérales dans nos simulations.
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VIIL4.4.2 Evolution séculaire des symétries

Je définis deux diagnostiques pour caractériser la symétrie du disque :

. [ sign ((B(p>(p) drde

e : [, drdo ; (vir.10a)
D
i M, i drdo
Op = [ sign ( f(p>(cp1)r Z;lgn(z) rav. (viIr.1ob)
D

Ces diagnostiques sont comparables aux coefficients de Fourier d’ordre
zéro et un pour le profil vertical B, (z). Le premier vaut 1, = £1 lorsque
le disque ne voit qu’une seule polarité de B, ; le second vaut o, = +1
si chaque hemisphere voit une polarité différente de B,. Ces estimateurs
sont choisis pour avoir une variance importante, et pour converger vers
les valeurs 0 ou +1 dans les configurations extrémes précédentes.

La simulation ‘R1 — P2” adopte une configuration unilatérale apres 200T.
Je trace les coefficients de symétrie associés sur la Figure viir.16, calculés
a partir d’une série de cartes moyennes échantillonnées toutes les 10T.
Jusqu'a 100Tp, 1, ~ 0 implique que le disque est symétrique de part et
d’autre du plan médian. Dans les premiers instants, o, > 0 correspond
au cisaillement 9, [v,B;] du champ vertical par la rotation différentielle
entre le disque et la couronne. La MRI/HSI favorise ensuite la phase oppo-
sée pour B, (z) dans le disque, i.e. une configuration du type “circulation
méridionale”. A 100T, la polarité B, > 0 commence a dominer dans le
disque, jusqu’a remplir complétement le disque apres 200Ty. Le fait que
0, — 0 atteste du caractere unilatéral de la configuration finale.
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FIGURE vIIL.16. — Evolution des coefficients de symétrie dans le run ‘R1 — P2

La configuration initiale ne contient pas de flux magnétique toroidal
net, donc le flux net traversant le disque doit résulter d’échanges avec les
bords du domaine de calcul. Plus précisément, le champ toroidal est am-
plifié dans le disque par la MRI/HSI, et 1'une des polarités est transportée
verticalement hors du disque. Pour le montrer, je trace sur la Figure viir.1y
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Voir équation 1.32.
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la structure verticale du disque dans le run ‘R1 — P2” au cours de sa tran-
sition vers une configuration unilatérale. La nappe de courant électrique,
qui se situait a proximité du plan médian dans les configurations extrémes
précédentes (voir Figure vir.1 et Figure viiri1), se trouve a une altitude
z/h = —1.5 et se déplace vers I'hémisphere inférieur. Comme indiqué pré-
cédemment, la nappe de courant est localisée la ou Bg = B, ~ 0, donc
cette dérive verticale correspond a la croissance d'une polarité prédomi-
nante dans le disque. L'induction ambipolaire est responsable de ce pro-
cessus de transport d’apres le panneau inférieur de la Figure viir.17.
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FIGURE viIL.17. — Profils verticaux dans le run ‘R1 — P2’, moyennés radialement
entre 5.51¢ et 61 et temporellement entre 120T, et 130Ty. Pan-
neau supérieur : vitesse d’Alfvén radiale Br/,/p (trait bleu) et
vitesse relative des charges (tirets rouge); panneau inférieur : in-
duction du champ magnétique radial 0{Bg d’apres (viir.ga).

La transition d'une configuration symétrique (iy,0,) = (0,£1) vers
une configuration unilatérale (ty,04,) = (£1,0) releve vraisemblablement
de la stabilité de la nappe de courant [195]. Comme la diffusivité ambi-
polaire Ny = Tinv3, la dissipation d’énergie magnétique serait minimale
si la nappe de courant restait confinée dans le plan médian, ot la den-
sité est maximale et ot le champ magnétique horizontal tend a s’annuler.
La surface B, = 0 décrit des ondulations dans le régime “circulation mé-
ridionale” des Figures viir.i1 et viii3, s’écartant de la solution moins
dissipative. Notre modele global de disque stratifié n’est pas idéal pour
étudier la corrugation des nappes de courant dans la phase saturée de la
MRI-ambipolaire ; j'y reviendrai brievement dans la Section 1x.2.3.5.
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Pour expliquer la bifurcation vers des configurations d’éjection unilaté-
rale, la Figure viir.1o peut fournir un argument heuristique. Les simula-
tions ‘R1 — M3’ (rond bleu) et ‘R10 — P3’ (carré rouge) atteignent une confi-
guration unilatérale, a la différence des autres simulations a B = 5 x 103.
Ces deux simulations atteignent également des valeurs plus élevées pour
le taux de pertes de masse dans le vent. Il est envisageable qu'a champ
magnétique faible, la configuration d’éjection unilatérale soit préférable
car elle maximise I'extraction de moment cinétique du disque, et donc la
libération d’énergie gravitationnelle par accrétion.

viiL.4.5 Espace des phases

Je représente sur la Figure viin.18 les coefficients de symétrie représen-
tatifs de nos simulations axisymétriques. Dans 1’ensemble, les simulations
se répartissent proches des extrémités des axes, (04, ly) = (0,%1) ou bien
(0pyle) = (£T1,0). A part la simulation ‘R10 — M3’ (carré bleu), toutes
les autres adoptent une configuration dominante bien définie. La trajec-
toire d'une simulation donnée reste relativement simple dans ce plan. Les
simulations sur 1’axe horizontal (0, L) = (£1,0) orbitent autour des mar-
queurs associés. Les simulations sur 1’axe vertical (o¢,t,) = (0,£1) ont
commencé comme les autres, puis elles ont bifurqué en diagonale vers leur
configuration finale, suivant une trajectoire analogue a la Figure viir.16.
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F1GUre viin.18. — Coefficients de symétrie L, et o, représentatifs des neuf simula-
tions stratifiées axisymétriques avec £(1AU) = 500 g.cm 2.

Sur la Figure viinr.18, la brisure de symétrie gauche/droite semble cor-
rélée avec la polarité du champ magnétique net. Les simulations accrétan-
tes/éjectantes (& gauche) ont toutes By > 0, tandis que les simulations
produisant des circulations méridionales (a droite) ont By < 0. Comme
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Dans le régime 3 > 1.

Seule la gravité fait
explicitement intervenir 22,
indépendant de I'hémisphere.
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expliqué dans la Section viIL.4.3, nous pensons que cette corrélation est
biaisée par notre configuration numérique. Sur les quatre simulations qui
ont bifurqué vers une configuration d’éjection unilatérale, trois d’entre
elles ont By > 0, et elles ont toutes B < 5 x 1073, Le cisaillement vertical
entre le disque et la couronne ne suffit donc pas & imposer une structure
d’accrétion-éjection lorsque l'intensité du champ magnétique augmente.
Notons finalement l’apparente brisure de symétrie haut/bas suivant
l'orientation du champ magnétique vertical net. L'éjection unilatérale est
orientée dans la direction opposée au champ net pour les quatre simula-
tions axisymétriques concernées. Cette corrélation est fortuite a nouveau :
la coordonnée verticale z signée n’intervient dans aucune équation, donc la
physique devrait étre indépendante du choix d"un hémisphere. La simula-
tion ‘2t — R1 — P2/, non-représentée sur ce diagramme, converge vers une
structure d’éjection unilatérale orientée suivant le champ net vertical.

VIIL.5; ECOULEMENTS ZONAUX

NOM r/AU /5 mn, CONFIG.
R1— P4 1 104 0 CcM
R1 — P4 — C4 1 104 0 CM
R1—P3 1 103 7 CM
R1—P3—H 1 103 3 UL
R1—P2 1 102 5 UL
R1 — M3 1 —103 0 UL
R10 —P3 10 103 9 UL
R10 — P2 10 102 9 UL
R10 — M3 10 =103 0 AE
R10 —M3 —C2 10 =103 0 AE
3D —R1—P4 1 104 0 CM
3D —R1—P3 1 103 2 CM
3D —R1 - M4 1 —10% 0 AE
2m—R1—P2 1 102 5 UL
3D —R10—P3 10 103 2 CM

TaBLE viiL2. — Etat final des simulations : nombre d’écoulements zonaux n
identifiés, et configuration magnétique prédominante : accrétion-
éjection (AE), circulation méridionale (CM) ou unilatérale (UL).

" 24

Cette derniére section est dédiée aux structures de type “écoulements
zonaux” produites dans certaines simulations. Je décris leurs propriétés
générales, puis je caractérise le mécanisme d’auto-organisation sous-jacent.
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La Table vir.2 indique le nombre de motifs organisés se répétant dans le
domaine de calcul pour chaque simulation listée, ainsi que la configuration
magnétique prédominante en fin de simulation. Comme les temps d’inté-
gration des simulations 3D sont plus courts, les résultats peuvent différer
des runs 2D équivalents, reflétant plutot 1’état antérieur du systéme.

viis.1 - Aper¢u global

La Figure viir.19 représente I’écoulement moyen dans la simulation axi-
symétrique ‘R1 —P2’. Le champ magnétique est organisé suivant une confi-
guration d’éjection unilatérale dans cette simulation : le disque accréte en
surface dans I’'hémisphere supérieur, et lance un vent magnétisé dans 1'hé-
misphere inférieur. A lintérieur du disque, la densité est distribuée en
une série de tores régulierement espacés de o6t ~ 2H. Les lignes de champ
magnétique sont piégées entre les tores de densité. Cette structure radiale
se prolonge dans la couronne : la densité du vent reste anti-corrélée au
flux magnétique. L'accélération du vent est maximale dans les zones ot la
magnétisation 1/ est maximale.
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FIGURE vIIL.19. — Ecoulement moyen dans le run axisymétrique ‘R1 — P2’ moyenné
entre 500Ty et 700Ty : densité (carte de couleurs), champ de vitesse
poloidale (fleches vertes) et champ magnétique (courbes intégrales).

Notre échantillon est trop petit pour dégager des tendances nettes de-
puis la Table vi1r.2. Seules les configurations symétriques d’accrétion-éjection
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ne produisent pas de structures distinctement organisées. Des écoulements
zonaux sont observés dans les situations de circulation méridionale et
d’éjection unilatérale. Le nombre de motifs indiqué donne une mesure
de l'espacement radial entre les concentrations de flux magnétique. Ce
nombre est plus grand dans les simulations sur 10AU — 100AU ; l'espace-
ment entre les bandes dépend donc de I’état d’ionisation du disque.

vis5.2  Comparaisons 2D versus 3D

Les structures apparentes sur la Figure viir.19 sont axisymétriques par
construction, mais leur formation et stabilité ne sont pas garanties a priori
en 3D. Je montre sur la Figure viir.2o que des écoulements zonaux sont
formés dans les simulations ‘R1 — P3’ et son équivalent ‘3D — R1 — P3".
L’auto-organisation se déroule sur les mémes échelles de temps 5t ~ 50T,
et produit des structures semblables : méme séparation radiale 6r < 2h
dans les deux simulations, et méme contraste d’un facteur 100 en magné-
tisation 1/3. L’auto-organisation n’est donc pas inhibée en 3D.
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FIGURE viI1.20. — Profil radial de 3, = 2P/ B% au cours du temps dans les runs
‘R1 — P3’ (panneau supérieur) et ‘3D — R1 — P3’ (panneau inférieur).

Pour ce qui est de la stabilité a long terme des écoulements zonaux,
nos simulations n’ont pas été intégrées suffisamment longtemps pour per-
mettre une réponse définitive. Les bandes apparentes sur la Figure viir.2o
survivent au moins 20 orbites locales sur un quart de disque. D’apres le
profil radial de vorticité potentielle, le critere de stabilité des ondes de
Rossby [RWI, 213] suggere que ces écoulements zonaux seraient instables.
Les modes RWI les plus vigoureux ont une fréquence azimuthale faible
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[207], or la géométrie en quart de disque ne permet pas de capturer les
modes de périodicité 27t, 7 ou 271/3. Pour tester la robustesse de ces struc-
tures, j’ai réalisé une simulation supplémentaire sur un disque complet.
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FIGURE viir.21. — Cartes équatoriales dans le run 2t —R1 —P2" a t = 200Typ; a
gauche : densité surfacique X intégrée sur la hauteur du disque
et multipliée par r pour aplatir I'image; 4 droite : fluctuations
relatives du champ magnétique vertical a travers le plan médian.

La Figure viir.21 représente deux cartes équatoriales dans la simulation
2m— R1 — P2 aprés 200Ty d’intégration. L’anti-corrélation entre les profils
radiaux de densité surfacique et de flux magnétique est apparente. Jusqu’'a
T/T0 < 6.5, les deux cartes sont axisymétriques en bonne approximation.
Les bandes de champ magnétique subissent des oscillations de faible am-
plitude, avec une période azimuthale de 1’ordre de 271/8, mais la bande de
flux magnétique localisée a /1o ~ 2.6 a déja survécu a plusieurs dizaines
d’orbites locales. Un test de stabilité plus rigoureux nécessitera une simu-
lation a long terme, avec si possible un schéma numérique moins diffusif.
Comme mentionné en Section viir.2.1, il n’est pas exclu que la diffusion
numérique due au solveur HLL, nécessaire pour inclure I'induction Hall,
facilite le maintien d’un écoulement axisymétrique.
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FIGURE vIIL.22. — A gauche : coupe équatoriale du nombre de Mach sonique radial
vy/cs dans le run 2t —R1 —P2" a t = 200T,. A droite : profils
radiaux des coefficients de transport turbulent hydrodynamique
ocgz(p (tirets bleus) et magnétique ocg,‘fp (trait rouge).

Sur la Figure viir.22 gauche, je représente la distribution de vitesse ra-
diale dans le plan médian du run ‘27t — R1 —P2’. Il est surprenant de consta-
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La valeur p =5 x 102 fut
choisie pour assurer que les
structures soient bien résolues
radialement, et pour favoriser
un fort contraste en densité.

Exceptionnellement, le rapport
U/ n'est pas borné de fagon
artificielle ; voir Section VII.4.2.
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ter que I'écoulement entretient une turbulence sonique dans le disque,
sans détruire instantanément les structures organisées de la Figure viir.21.
Ce niveau de saturation turbulente n’est pas atteint dans les autres simula-
tions 3D, pour lesquelles le nombre de Mach turbulent avoisine 9t S 10%.
Parmi les origines possibles de cette différence, nous pouvons compter
I'intensité accrue du champ magnétique, ainsi que I'augmentation du do-
maine azimuthal pour un écoulement potentiellement soumis a la RWL

Cela prouve que le champ de vitesse n’est pas systématiquement biaisé
vers une configuration axisymétrique par la diffusion numérique. Mal-
heureusement, cela jette aussi un doute sur la pertinence des autres si-
mulations stratifiées (axisymétriques et 3D en quart de disque) vis-a-vis
du niveau de saturation de la turbulence hydrodynamique. A défaut de
temps de calcul et d’'un schéma numérique moins diffusif, cette question
est laissée en suspens. La Figure viir.22 droite nous assure que le couple
magnétique reste dominant par rapport au couple hydrodynamique turbu-
lent. Cette activité turbulente n’invalide aucun des mécanismes décrits par
ailleurs, et elle démontre que le processus d’auto-organisation des écoule-
ments zonaux est robuste.

vii.5.3  Transport radial du flux magnétique

Comme l'espacement entre les bandes dépend de 1’état d’ionisation du
disque, il est intéressant de tester la formation d’écoulements zonaux dans
un disque deux fois plus massif, représentant par exemple un systeme
protostellaire plus jeune. La simulation ‘RT —P3 — H’ est initialisée avec
une densité surfacique Z(r) = 103(r/ 1AU)_1g.cm_2. En augmentant la
masse du disque, nous augmentons "écrantage des couches profondes aux
rayonnements ionisants, et diminuons ainsi la fraction d’ionisation dans le
plan médian. Cela augmente considérablement l'intensité des diffusivités
Hall et Ohm dans le disque profond, comme le montre la Figure viir.23
gauche, en comparaison a notre configuration standard (voir Figure vir.6).

La Figure viir.23 droite montre le transport radial de flux magnétique
dans cette simulation, a comparer avec le run équivalent ‘R1 — P3’ sur la
Figure viir.20. Le nombre de motifs produit est réduit a 3 au lieu de 7 : les
bandes se forment a plus grand rayon, avec un espacement accru ér/h 2 3.
Le flux magnétique est entiérement évacué hors des régions internes du
disque r/79 < 5 au cours des premieres 200Ty. Durant cette phase, le
champ magnétique équatorial (B;,B,) est amplifié dans le disque par
la HSI et adopte une configuration de type circulation méridionale (voir
Table vir.2). Dans le plan médian, la vitesse électronique est orientée vers
I'extérieur, comme sur la Figure viir.i1 panneau 4. L'induction Hall in-
duit donc un transport radial du flux magnétique vers l'extérieur dans
cette simulation. Ce résultat est opposé aux tendances dégagées par Bai
& Stone [20], ou1 le disque adopte systématiquement une configuration de
type accrétion-éjection, avec une nappe de courant dirigée dans le sens
opposé. Comme mentionné dans la Section vIir.4.3, la brisure de symétrie
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observée dans nos simulations est sensible aux conditions initiales, et pour-
rait disparaitre en imposant un champ magnétique incliné des le départ,
comme ’ont fait Bai & Stone.
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FIGURE vI1.23. — A gauche : nombres adimensionnés caractérisant les effets MHD

N

non-idéaux dans le plan médian du run ‘R1 —P3 — H’, a compa-
rer & la Figure vir6. A droite : transport radial du flux magné-
tique vertical net, normalisé a la distribution initiale Bo(r).

Cette simulation confirme que le transport radial de flux magnétique
induit par l'effet Hall n’est pas inhibé par la diffusion ambipolaire. Le flux
magnétique est évacué hors des régions sensibles a la HSI, suivant la méme  L'analogue des plasmoides 2D
phénoménologie que celle observée dans nos simulations non-stratifiées, ~apparait a 330To, 460To et
sur une échelle de temps de quelques dizaines d’orbites locales. Comme ;lzgol;rg LUIO;Y) Section v.3 &
Bai & Stone le soulignent, le taux de transport de flux magnétique dé-
pend de la microphysique du disque : le flux magnétique est évacué hors
des régions ou la fraction d’ionisation est la plus faible, et oti simultané-
ment la HSI induit les couples magnétiques les plus intenses. Idéalement,
cela permettrait de contraindre la distribution spatiale du flux magnétique
connaissant la distribution des poussieres fines (cf. [295] & Section 1.4.3).
En augmentant la densité surfacique d’un facteur 2 a 3 constant, nous
avons uniquement changé les propriétés d’ionisation du disque. La simu-
lation ‘R1 — P3 — H’ pourrait correspondre a un disque plus jeune et plus
massif, ou bien représenter un disque soumis a des taux d’ionisation plus
faibles. Par exemple, si notre estimation du taux d’ionisation par les rayons
cosmiques est trop optimiste [79], alors la fraction d’ionisation devrait étre
réduite de facon analogue dans les régions denses (£ > 100g.cm—?).

vis.4  Confinement magnétique

Pour comprendre quel processus physique assure le confinement du
flux magnétique, nous pouvons décomposer I'équation d’induction pour
0t (Bz), .- Cette démarche ne produit malheureusement pas des profils
satisfaisants, présumément a cause des dérivées spatiales qui doivent étre
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estimées numériquement avant d’étre moyennées. A la place, je vais me
concentrer directement sur les EMFs moyennées. Le transport du flux ma-
gnétique vertical obéit a 1'équation d’induction :

aBZ> 10
=———(r(&1+Eo+Eu+tEa)p)p..- (VIIL.11)
< ot /.2 T or ¢,z

Le flux magnétique (B,) tend donc a augmenter lorsque I'EMF €, décroit
radialement. Les EMFs idéale, Hall et ambipolaire sont explicitées comme

&1=-vxB, &g=Iy]xB, Ea=mall, (Viw.12)

ouJ, =J—(J]-B/B-B)B est le courant électrique projeté perpendiculai-
rement au champ magnétique local (voir Section 1.3). Je trace leurs profils
sur la Figure viir.24, 'EMF ohmique o étant omise car négligeable.
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FIGURE vi11.24. — Profils radiaux dans le run ‘R1 — P2 moyenné entre 500T, et
700Ty. Premier panneau : anti-corrélation masse/flux; second pa-
neau : EMFs idéale (trait bleu), ambipolaire (tirets rouges) et Hall
(pointillés noirs, multiplié par 50); troisiéme panneau : compo-
santes toroidales du courant électrique (trait bleu) et de sa projec-
tion perpendiculaire au champ magnétique local (tirets rouges).

Avec surprise, seule 'EMF ambipolaire est décroissante au niveau des
concentrations de flux magnétique. Elle est donc confinante, alors que les
EMFs idéale et Hall joue un role destructeur. 'EMF Hall est d’ailleurs
négligeable d’un facteur ~ 50 une fois que 1’écoulement est organisé, et
I’équilibre se fait essentiellement entre les inductions idéale et ambipolaire.



VIIL.5 ECOULEMENTS ZONAUX

La diffusion ambipolaire reste un processus dissipatif : si elle permet
I'accumulation de flux magnétique dans une direction, elle doit causer
une diffusion au moins aussi rapide d’une autre composante du champ
magnétique. Je vérifie que la dissipation d’énergie magnétique se fait prin-
cipalement sur la composante toroidale B, dans la direction verticale.

Bai & Stone [19] ont noté que la diffusion ambipolaire pouvait faciliter
la concentration de flux magnétique en bandes axisymétriques. Comme
ils observent également l'organisation du champ magnétique dans des
simulations MHD idéales, le mécanisme qu’ils proposent repose unique-
ment sur l'induction idéale &;. Je discute dans I’ Annexe B des phénomenes
d’auto-organisation que j’ai observés en MHD idéale. Comme Bai & Stone
I’'ont montré, 1’auto-organisation idéale ne survit pas dans des boites suf-
fisamment grandes, ce qu’ont confirmé mes simulations non-stratifiées. Je
montre dans I’Annexe B que des structures axisymétriques peuvent sur-
vivre en géométrie globale dans des simulations MHD ambipolaires, sug-
gérant l'existence de deux mécanismes d’auto-organisation distincts.

€r

Ji

FIGURE vi11.25. — Projection du courant électrique (fleche rouge) perpendiculaire-
ment au champ magnétique (fleche bleue) dans le plan (e, er).
En raison des cisaillements képlerien et Hall, le champ magné-
tique est dans le quadrant supérieur gauche ou inférieur droit.
Si le courant électrique est principalement radial, alors sa com-
posante toroidale change de signe par projection (fleche verte).

Pour gagner en compréhension, je montre sur le troisiéme panneau de
la Figure viir.24 que la composante toroidale du courant électrique projeté
J 1, @, en moyenne, un signe opposé a celui du courant initial J,. D’apres
(vir.12), la composante toroidale de 'EMF ambipolaire prend une forme
analogue a celle de 'EMF ohmique, o,y = NoJ¢, mais avec une diffusi-
vité effective qui serait négative, i.e. une anti-diffusion.

Le changement de signe de J, par projection orthogonale au champ
magnétique est illustré sur la Figure vii.25. Cette propriété requiert que
le champ magnétique soit principalement toroidal, et que la composante
principale du courant électrique soit radiale, (J,) = —9, (B ). La méme in-
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version de signe se produit si le champ B et/ou le courant ] initial change
de signe; il n’y a priori pas de discrimination entre les configurations du
type accrétion-ejection et circulation méridionale.

Pour aborder le mécanisme responsable de I’auto-organisation ambipo-
laire, nous pouvons nous rappeler que 'EMF ambipolaire est analogue a
I’EMF idéale, en remplacant la vitesse du fluide par la force de Lorentz :

Er= —*F X B. (virr.13a)
PiPnYin
Si By, et ], sont les composantes dominantes du champ magnétique et du
courant électrique, alors la force de Lorentz est dominée par la composante
verticale F, ~ J,.B, prés du plan médian. Comme l’auto-organisation se
produit en configuration axisymétrique, 1'induction de champ vertical B,
ne peut venir que du cisaillement de champ radial par 9, [F,B,]. D’ailleurs,
pour qu'un changement de signe se produise lors de la projection perpen-
diculairement au champ magnétique local, la Figure viir.25 montre la né-
cessité d’avoir B, et ], non-nuls. Pour compléter la boucle, il nous faudrait
connaitre la rétro-action du champ vertical B, sur les composantes B, et
F,;je n’ai pas exploré cette piste plus loin.

Le dernier élément nécessaire a la formation des structures observées
est une corrélation positive du stress total R, + M, avec le flux magné-
tique net B,. Les profils radiaux de stress tracés sur la Figure viir.26 sont
effectivement corrélés avec les maxima de B, indiqués sur la Figure viir.24,
et j’ai vérifié que cette corrélation ne vient pas de la normalisation par la
pression locale. Le moment cinétique étant évacué hors des régions de
stress maximal, la masse et le flux magnétique sont séparés radialement.
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FIGURE vi111.26. — Profils radiaux du stress normalisé dans le run ‘R1 — P2’ : stress
magnétique vertical en surface du disque ocivfp (trait vert), stress
radial magnétique <cxi"fp>z (pointillés rouges) et hydrodynamique

<ociR(p ), (tirets bleus) moyennés verticalement dans le disque.

Le mécanisme d’auto-organisation Hall décrit précédemment (voir Kunz
& Lesur [184] & Chapitre v) ne s’exprime jamais dans nos simulations glo-
bales stratifiées. ]’ai élaboré plusieurs tests pour forcer I'induction Hall a
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jouer un rdle confinant, en vain. Dans les simulations stratifiées en MHD
Hall, le flux magnétique est transporté radialement jusqu’a son évacua-
tion compléte hors du domaine de calcul; c’est I'ajout d'une diffusion
ambipolaire qui permet la formation de structures magnétiques quasi-
stationnaires. Il est difficile d’exclure définitivement le processus d’auto-
organisation Hall dans notre modeéle global de disque stratifié ; néanmoins,
nous pouvons fournir des justification au fait qu’il ne se manifeste jamais.

Le mécanisme d’auto-organisation Hall requiert que le couple magné-
tique M, , devienne une fonction décroissante du flux magnétique net a
partir d’une certaine valeur seuil [184]. De cette fagon, le flux et le stress
magnétique peuvent étre anti-corrélés, permettant a l'effet Hall de jouer un
role confinant. En configuration stratifiée, la composante M, reste perti-
nente pour étudier le transport radial du flux magnétique net. A la diffé-
rence des configurations non-stratifiées, le disque n’est plus connecté verti-
calement par des conditions périodiques : la dynamique dans la couronne
peut affecter le transport du flux magnétique dans le disque. Comme
l'illustre la Figure viir.26, le couple magnétique est toujours maximal dans
les zones d’accumulation de flux magnétique. Ces contraintes magnétiques
sont provoquées par le vent, méme (et surtout) dans les régions ot le flux
net serait suffisamment intense pour stabiliser le disque. Comme le flux
et le stress magnétiques restent corrélés, la condition d’auto-organisation
Hall n’est jamais satisfaite en configuration stratifiée.

VIIL.5.5 Propriétés hydrodynamiques et saturation

Pour conclure, jexamine les propriétés hydrodynamiques des écoule-
ments zonaux observés en configuration stratifiée. La premiére question a
laquelle je souhaite répondre concerne la capacité de ces structures a cap-
turer des poussieres (cf. [349] & Section vi.2.4). La seconde question est
relative a la saturation du processus d’auto-organisation. Pour y répondre,
je me concentre sur deux diagnostiques particuliers : les déviations au pro-
fil de rotation képlerienne QO/Qk, et le cisaillement radial adimensionné
0log Q)/0logr qui en résulte. Ces deux quantités sont moyennées sur la
hauteur du disque dans le run ‘R1 — P2’, et tracées sur la Figure viir.27.

Les déviations au profil de rotation képlerienne sont de 1’ordre de 3%. La
vitesse orbitale est déphasée de 7/2 par rapport aux fluctuations de den-
sité du gaz : O/Qk est maximal lorsque la densité augmente radialement,
et minimale lorsque la densité décroit. De cette fagon, un équilibre est at-
teint entre le gradient radial de pression et les forces inertielles. Entre les
maxima et les minima, la vitesse orbitale transite de super-képlerienne a
sub-képlerienne ; les poussiéres auraient donc tendance a étre accumulées
dans les maxima de densité. En 1’absence de diffusion turbulente, 1’accu-
mulation de poussieres peut opérer sur quelques périodes orbitales [360].

Le cisaillement adimensionné q := dlog (/0 log r oscille entre deux va-
leurs remarquables. Dans le régime q < —2, I'écoulement serait hydro-
dynamiquement instable avec un profil de moment cinétique spécifique
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FIGURE v11.27. — Profils radiaux dans le run ‘R1 —P2’, moyennés sur la hauteur du
disque entre 500Ty et 70Ty : déviations au profil de rotation ké-
plerienne (trait bleu) et cisaillement adimensionné (tirets rouges).

j = r2Q radialement décroissant [279]. La borne inférieure ¢ = —2 est
atteinte dans les maxima de densité. L'inégalité q > —2 suggeére que des
processus de transport hydrodynamiques maintiennent le disque dans un
état marginalement stable. Le couple hydrodynamique ocgz(p tracé sur la
Figure viir.26 n’est pas clairement accru dans les régions ot q ~ 2; je
montre en Annexe B, via une simulation locale, que la turbulence hydro-
dynamique joue bien un role dans 1’état saturé en phase organisée. Quand
le cisaillement décroit vers q ~ —2 dans certaines régions, la conserva-
tion de la circulation du fluide impose que q augmente dans le domaine
restant, i.e. dans les concentrations de flux magnétique. Pour q = 0, 1’écou-
lement en rotation solide est insensible a la MRI/HSI; pour q — 0, ces
instabilités disparaissent a 3 — oo (faible magnétisation).
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Résumé

Ce chapitre rassemble les résultats préliminaires de simulations globales
stratifiées dans deux nouveaux régimes physiques. Dans un premier temps,
je me suis penché sur la dynamique des régions internes du disque a 1’aide
de simulations globales 3D en MHD idéale, toujours a champ faible. Dans
un second temps, j’ai modifié le traitement de la thermodynamique du
vent en incluant un chauffage par l'irradiation stellaire. A défaut de temps,
cette piste nécessite relativement peu de développement, et peut fournir
des observables caractéristiques des vents magnétothermiques.
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IX.1 MHD IDEALE DU DISQUE INTERNE
1X.1.1 Motivations

Dans le Chapitre viir, j’ai montré que la théorie des jets magnétisés sta-
tionnaires est pertinente pour décrire le vent émanant d'un disque en
régime MHD non-idéal, a condition de regarder I'écoulement moyenné
azimuthalement et temporellement. J’ai aussi montré que les transports
radiaux de flux magnétique et de moment cinétique sont dominés par un
couple magnétique global, essentiellement laminaire a faible magnétisa-
tion. Sans développements techniques supplémentaires, je peux a priori
appliquer la méme méthode pour étudier les régions internes des disques
protoplanétaires, ot la fraction d’ionisation devrait étre suffisamment éle-
vée pour atteindre un régime de MHD idéale [109, 110]. La pertinence
d’un modele de disque stratifié en MHD idéale ne s’arréte pas aux disques
protoplanétaires, mais peut concerner plus généralement les disques d’ac-
crétion autour d’objets compacts (trous noirs stellaires, naines blanches).

Les problématiques soulevées concernent le régime de transport atteint
dans le disque, ainsi que le lancement et la collimation d"un jet magnétisé.
Je me placerai dans la limite 3 > 1 par soucis de stabilité numérique et de
contrainte CFL. La MRI sera donc active dans le disque, et je m’attends a
un transport turbulent du flux magnétique et du moment cinétique. Quant
au jet, le bras de levier magnétique restera limité par la faible magnétisa-
tion du disque [320]. Cependant, je peux vérifier si 1’absence de diffusion
ambipolaire permet de consommer plus efficacement le flux de Poynting
en surface du disque, dans l'espoir de produire un vent stationnaire et
magnétiquement collimaté. Comme je vais le montrer, ces objectifs sont
difficilement atteignable avec le modele numérique que j’ai développé.

1x.1.2 Modéle

La principale différence avec les simulations globales stratifiées présen-
tées dans le Chapitre vimr est 1'absence d’effets MHD non-idéaux. Les
densités de colonne et la fraction d’ionisation ne sont donc pas calcu-
lées. Nous nous placerons toujours dans la limite des champs magné-
tiques faibles, pour lesquels le disque est soumis a la MRI. La MRI ne
sature pas en turbulence développée dans les simulations axisymétriques
(voir Annexe B); cela nous contraint a exploiter des simulations 3D. Non-
seulement les simulations 3D sont plus cotiteuses en temps de calcul, mais
elles sont aussi moins robustes vis-a-vis de la stabilité numérique du code
PLUTO. Ces deux raisons rendent le développement d"un modele MHD
idéal long et pénible; c’est la raison pour laquelle j'ai finalement décidé
de forcer le fluide a sortir a vitesse sonique sur les bords du domaine (voir
Section vir.3.4). Le domaine de calcul est étendu a un quart de disque;
le maillage, les conditions initiales et les conditions aux limites sont les
mémes que définies dans la Section vir.3. Le contraste en température
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entre le disque et la couronne est fixé a kZ = 36, assez élevé pour faciliter
le lancement d’un vent hydrodynamique et stabiliser le setup numérique.
Comme je n’inclus aucun effet MHD non-idéal, le solveur approximatif de
Riemann HLLD est utilisé en combinaison a la méthode de reconstruction
moins diffusive UCT_CONTACT pour les EMFs.

Les trois simulations exploitées sont listées dans la Table 1x.2. Elles ne
différent que par la magnétisation initiale du plan médian. Chacune est
intégrée sur 200Ty ~ 6 orbites externes; ce délais permet d’accéder a un
régime de turbulence saturée sur au moins 100T.

NOM B «7,
ID1 5x10%2 (6.5+0.3)x107"!
ID2 5x 103 (8.1+£0.2)x102
ID3 5x10% (8.5+0.4)x103

TABLE 1x.1. — Simulations globales stratifiées en MHD idéale : nom du run, ma-
gnétisation du plan médian et stress moyen dans le disque.

1X.1.3 Résultats

Je montre sur la Figure 1x.1 I’écoulement moyen représentatif des simu-
lations ‘ID1” et “ID2’. Dans les deux cas, 1’écoulement est globalement
sub-sonique dans la couronne. La surface sonique n’est pas uniformément
atteinte par le vent dans le run ‘ID 1’, elle est franchie pres des bords dans
les runs ‘ID2" et ‘ID3’, et la surface magnétosonique rapide n’est jamais
atteinte. L'orientation différente des lignes de courant et de champ ma-
gnétique poloidal témoigne d'un écoulement non-idéal, ou la variabilité
spatio-temporelle du vent agit comme une diffusion turbulente.

Dans le disque profond des runs ‘ID2’" et “ID3’, le champ magnétique
moyen reste approximativement vertical ; la turbulence joue un role résis-
tif sans induire de circulation globale. En surface du disque, les lignes
de champ magnétique sont visiblement pincées vers l'intérieur par des
nappes d’accrétion a vitesse sonique v, /cs =~ —1. Cette structure est plus
prononcée dans le run ‘ID 17, o1 le plan médian devient clairement excré-
tant et transporte le flux magnétique vers 'extérieur.

Cette configuration globale s’apparente aux circulations méridionales
décrites dans la Section viir4.1. Le couple magnétique M., = —B.B,
transporte du moment cinétique de la surface z ~ H vers le plan médian
et isole le disque de la couronne. En défaut de moment cinétique, la sur-
face accrete et induit un champ magnétique radial B, a partir du champ
net vertical. Le cisaillement radial produit ensuite un champ toroidal B,
qui entretien le flux de moment cinétique M., de la surface vers le plan
médian. La saturation de cette boucle est assurée par une diffusion d’ori-
gine turbulente au lieu de la diffusion ambipolaire.
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Cette boucle d’instabilité
correspond a la MRI [191], et sa
saturation produit un champ
d’intensité thermique

5B2/2P € [1,10].
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Cette valeur M < 1 est
comparable i celle mesurée dans
la simulation 3D non-idéale

2t —R1—P2" a méme 3;

voir Figure vIIL.22.
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FIGURE 1x.1. — Ecoulement moyenné azimuthalement et temporellement entre
120Ty et 200Ty dans les runs ‘ID1” (gauche) et ‘ID2’ (droite) : flux de
masse radial pv; (couleurs), vitesse poloidale vy, /cs (fleches vertes),
champ magnétique poloidal (courbes noires).

Le vent est essentiellement thermique, son inclinaison est contrdlée par
le gradient radial de pression dans la couronne, et son apparence ordon-
née n’apparait qu'apres les opérations de moyenne spatiale et temporelle.
Les invariants de la théorie des jets magnétisés stationnaires [264] sont ap-
proximatiement conservés le long de 'écoulement moyen. Cependant, la
surface sonique est a peine franchie en bord de domaine : le vent pourrait
étre significativement influencé par les conditions aux bords.

Nous pouvons tout de méme examiner les processus de transport dans
le disque. Je trace sur la Figure 1x.2 les profils radiaux de divers rapports
adimensionnés, générés par la turbulence MRI et souvent utilisés comme
diagnostiques de convergence des simulations. Les valeurs mesurées sont
comparables a celles trouvées dans la littérature. Les nombres adimension-
nés définissant les conditions initiales de chaque simulation, tels que 'ou-
verture angulaire cs/vk et la magnétisation 1/ sont constants en rayon.
Il n’est donc pas surprenant de trouver des profils plats pour chacun des
diagnostiques adimensionnés caractérisant la turbulence.

Le nombre de Mach sonique des fluctuations en vitesse M := V¥2/c
augmente d'un facteur ~ 2 lorsque {3 est divisé d"un facteur 10, atteignant
M ~ 80% dans le disque du run ‘IDT’, le plus fortement magnétisé. La va-
leur M = 1 est généralement admise comme borne supérieure, car une tur-
bulence supersonique serait auto-régulée par dissipation dans des chocs. Il
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FIGURE 1x.2. - Nombres adimensionnés dans les runs ‘ID1’ (gauche) et ‘ID2’
(centre) et ‘ID3’ (droite), moyennés dans le disque entre 120T, et
200Ty : rapport du couple hydrodynamique au couple magnétique
Ry /My (trait noir), rapport des couples R, et My, aux éner-
gies cinétique Ex et magnétique Ep; turbulentes (tirets bleus et
rouges), Mach sonique des fluctuations de vitesse (pointillés verts).

est remarquable que 9 ~ 80% soit atteint pour B aussi grand que 5 x 102 :
la pression turbulente causée par un champ net sub-thermique est compa-
rable a la pression thermique du disque. La magnétisation calculée a partir
des trois composantes du champ turbulent 53 = 2P/5B? ~ 1, affectant for-
tement 1’équilibre hydrostatique initial [237]. En ce sens, un champ net a
B = 2P/B3 = 5 x 10? dans le plan médian peut déja étre considéré comme
“fort”. L'épaississement turbulent du disque devrait affecter I'altitude de
la transition thermique entre le disque et la couronne. La description auto-
cohérente de cette transition fait 1’objet de la section suivante.

Finalement, le coefficient de transport <ocr7¢,> est aussi constant en rayon.
Etant donnés les profils prescrits pour la température et la densité, il n'y a
pas d’accumulations/pertes locales de moment cinétique dues aux couples
turbulent T, : le transport de moment cinétique ne cause pas d’accrétion.
Comme le disque adopte une configuration de type circulation méridio-
nale, les pertes de masse se font essentiellement dans le vent thermique.

1X.1.4 Discussion

Les simulations MHD idéales listées dans la Table 1x.2 n’ont été que
partiellement exploitées. Devant les difficultés numériques propres a ce
régime physique, j'ai préféré me concentrer sur le régime MHD non-idéal.
Une tendance semble néanmoins se dégager des simulations globales avec
flux magnétique net : l'accrétion en surface du disque est viable et ac-
cessible en régime de turbulence MRI idéale. Ce scénario n’est pas sans
rappeler le modéle d’accrétion stratifiée proposé par Gammie [124], a sup-
poser que la résistivité turbulente remplace la résistivité ohmique dans les
couches profondes du disque.

Les modeles axisymétriques de disques o prédisent le développement
de circulations méridionales selon les profils radiaux de densité et de tem-

Voir (vii1.1) & Section viIL.2.3.
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pérature prescrits. Ces prédictions furent mises en défaut par les simu-
lations globales de Fromang et al. [114] : les variations verticales du ten-
seur de stress ne s’accordent pas avec le modéle «, de sorte qu'aucune
circulation méridionale n’apparait dans 1’écoulement moyen. Ce résultat
concerne les disques sans flux magnétique vertical net. Les premieres si-
mulations globales avec flux net montrent un disque accrétant en surface
et excrétant dans le plan médian [327]. Les simulations globales de Zhu &
Stone [359] retrouvent cette tendance sur de plus grandes échelles spatio-
temporelles, capturant aussi l’action de la couronne sur le disque. Une par-
tie du vent atteint la surface magnétosonique rapide dans leur domaine de
calcul, méme en I’absence de chauffage coronal, mais le vent reste épiso-
dique et transporte peu de moment cinétique.

Dans la Section vIir.4.3, j'ai exprimé une réserve quant a la sensibilité
des résultats aux conditions initiales, spécifiquement vis-a-vis de l'incli-
naison du champ magnétique global. Comme toutes les simulations que
j’ai présentées précédemment, celles de Zhu & Stone ont un champ magné-
tique initialement vertical. Il est possible quun champ net incliné des les
conditions initiales (e.g., Murphy et al. [242]) favoriserait la configuration
d’accrétion-éjection magnétisée. La limite des champs forts 3 ~ 1 demande
aussi a étre explorée : une tension magnétique accrue pourrait empécher
les oscillations verticales de B, (z) visibles sur la Figure 1x.1 et n’autoriser
que la configuration d’accrétion-éjection.

IX.2 MODELES DE DISQUES IRRADIES

Dans cette derniere section, je présente des résultats préliminaires concer-
nant les disques chauffés par irradiation stellaire. Ce chauffage est traité
de fagon tres simplifiée, mais permet une description auto-cohérente de la
transition disque-couronne en fonction des densités de colonne de gaz. Un
des objectifs est de caractériser la transition entre les régimes thermiques
et magnétisés des vents de disque. Une motivation a plus long terme est
la définition d’observables qui attesteraient de la présence d'un champ
magnétique global, voir de contraindre son intensité et sa géométrie.

1x.2.1  Modeéle

1x.2.1.1  Géométrie

Le modele numérique est adapté pour se focaliser sur les propriétés du
vent a grande échelle. J'étends le domaine de calcul comparé a la confi-
guration standard du Chapitre vi1r, afin de réduire les effets de bords et
faciliter 1’obtention d’un vent super-magnétosonique stationnaire. Le do-
maine de calcul est étendu a 'intervalle radial r/ry € [1,100]. Le domaine
angulaire est limité a 6 € [0.05,71/2] : 1a région exclue pres de 1’axe est plus
étroite que précédemment, et seul un hémisphere est résolu par défaut. Il
sera fait I’hypothese que le systeme est symétrique de part et d’autre du
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plan médian dans la majorité des simulations, afin de réduire les temps
de calcul et de contraindre les solutions a adopter une géométrie simple.
Toutes les simulations sont axisymétriques par construction. La résolution
du maillage est adaptée a 512 cellules sur l'intervalle radial, et 128 cellules
dans la direction polaire, dont 32 uniformes sur 6 € [r/2 —0.15,7t/2] et 96
progressivement étirées sur l'intervalle restant.

1x.2.1.2 Conditions aux limites et internes

Les conditions sur le plan médian correspondent & une symétrie équato-
riale, avec inversion de signe pour les composantes horizontales du champ
magnétique. Au bord radial interne :

— Ogrp = 0 avec une borne inférieure a 10~ °py;

— OrT =0 pour la température isotherme T = P/p;

— aR\) = O;

— OrBg :OetB(p =0.

Au bord radial externe :

— Orp =0;

— 0RT=0;

— Ogrv =0, avec vg > 0.2¢cs comme vitesse sortante minimale;

— OrBg = 0rBy =0.

Aux bords polaires :

— O0pp =0;

— aQP = O,‘

— 0pVR =0,vg =vy =0;

— 09Br =0,By, =0.

La densité est ajustée de sorte que la vitesse d’Alfvén soit limitée a
va = 4vp, pour éviter que les pas de temps d’intégration soient excessi-
vement courts. Les diffuvisités ohmiques et ambipolaires sont de nouveau
bornées a un nombre de Reynolds Rp s = Qh? /Mo,a < 4, de méme que
le parametre de Hall {i5/h, avec h = cs/Q 1’échelle de hauteur hydrosta-
tique dans le plan médian. Des zones tampons adoucissent la transition
avec les bords radiaux. Le tampon au rayon externe est le méme que pré-
cédemment; au rayon interne, la vitesse radiale est amortie vers sa valeur
au bord du tampon, ainsi que les vitesses angulaires vg /R et v, /R.

1x.2.1.3 Conditions initiales

Les champs de densité et de vitesse sont initialisés suivant le méme mo-
déle de disque stratifié détaillé en Section C.3. La densité décroit toujours
en p o< 72 dans le plan médian. A la différence des modeles précédents,
la température dans le disque décroit comme T = P/p o 173/4; de cette
facon, la surface du disque est spontanément évasée et peut intercepter les
photons stellaires. Le rapport du disque est toujours de h/r = cs/vk = 5%
a 1AU, et la densité surfacique décroit comme £ = 500 (T/AU)_7/ 8 g.cmfz.
La distribution initiale de pression correspond toujours a une transition
disque-couronne entre z/h € [3.7,4.7] avec un contraste initial en tempéra-
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L’influence des FUV pourra étre
dominante dans les disques
soumis a l'irradiation (externe)
d’une étoile massive [324, 160].
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ture de k? = 36 constant en rayon. Cette distribution de pression évolue
aussitdt suivant les prescriptions thermiques décrites ci-dessous. Le champ
magnétique initial traverse le disque verticalement avec un p = 2P/B3
constant dans le plan médian; il est incliné vers 'extérieur dans la cou-
ronne grace au choix de vecteur potentiel [357, 20] :

—5/8

1 —2
1+ <2 tan(6)> ] . (1x.1)

1x.2.1.4 Traitement de la thermodynamique

Ao (R,0) = 8% [Rsin (0)]3/8

I est admis que les transferts thermiques dans la couronne sont domi-
nés par les rayonnements stellaires de haute énergie [307], principalement
dans la gamme des rayons X [10, 354]. A défaut de résoudre le transfert
de rayonnement, nous pouvons employer une prescription motivée par
des calculs de transfert détaillés [94]. Ces derniers indiquent que le para-
metre d’ionisation & := Lyx/nR? [329] suffit & déterminer la température
d’équilibre dans une couronne optiquement mince aux photons X [255].

L’'influence des rayonnements FUV est beaucoup plus difficile a intégrer
dans un modele simple. Elle dépend des densité de colonne et densité
locale de maniere non-monotone [1], ainsi que de la chimie du gaz et
des propriétés des poussieres; voir a ce sujet les revues de Hollenbach &
Tielens [161], Hollenbach et al. [163]. Les modeéles incluant de différentes
facons le chauffage par les photons UV ne s’accordent pas sur les distribu-
tions de température obtenues [265], et I'importance relative du chauffage
FUV sur les taux de pertes de masse est incertaine [133, 255].

Pour faire simple et faciliter la comparaison au résultats publiés, je choi-
sis d’exclure les rayonnements FUV comme source de chauffage. La pres-
cription thermique se résume a amortir I’écart par rapport a une tempéra-
ture d’équilibre T, sur un temps d’amortissement thermique t. Définissons

P(x,a,b):= [1 + erf (X; aﬂ /2 (1x.2)

une fonction de transition, et les densités de colonne
ne = [o/udR; oo = [ pRdo, (0x3)
ol le poids moléculaire moyen dépend grossierement de la température :
W(T) =23+ (23-0.62) x ¥ (T,2.10%,10%), (1x.4)

afin de décrire l'ionisation thermique a basse densité [86]. La température
cible résultant du chauffage par les X est ajustée a partir des résultats de
simulation Monte Carlo de Owen et al. [255, figure 2] :

log;, [Te(p, Tg, R)] :=2+2 x ¥ (log;, (&) ,—5.5,1.0) . (1x.5)
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La température dans le disque est toujours associée aux poussieres [84] et
prescrite de maniere ad-hoc :

Ta(r) := 280 (r/1AU)3/4K. (1X.6)

La température cible du gaz est déterminée d’apres la densité de colonne
ng ~ 10?2 caractéristique a I’écrantage des photons X [94] :

Te := max [Tg, Te x P(—log;, (nr),22.0,0.5)] . (1x.7)

Le temps caractéristique d’amortissement thermique T n’est pas rigou-
reusement pertinent pour décrire la diffusion ou 1’advection du champ
d’énergie radiative, mais nous pouvons l'ajuster pour représenter les ré-
gimes respectivement optiquement épais et mince. L'opacité Rosseland du
gaz est estimée d’apres les résultats de Semenov et al. [304] :

2% 1072 (T/10K)? em?/g, si T < 200K
K = (1x.8)

8cm?/ g, sinon.

Le temps d’amortissement thermique est estimé d’apres la diffusivité ther-
mique x sur une hauteur d’échelle hydrostatique h dans les régions opti-
quement épaisses : T1 := h?/3x [218, 204]. Les temps d’amortissement sont
présumés rapides dans la couronne [162]; je leur affecte un temps d’amor-
tissement Ty = 10_2(25] constant dans la couronne. Finalement, La dis-
tinction entre les zones optiquement minces et épaisses est faite d’apres la
prescription

T:= T + (max [1o, T1] — To) x ¥ (log,, (k0e),0,0.5). (1x.9)

1x.2.1.5 lonisation

La fraction d’ionisation x. o est calculée comme dans la Section viig,
mais en utilisant la densité de colonne radiale pour 'atténuation des rayon-
nements X et UV. Une contribution thermique est ajoutée pour forcer la
couronne a devenir totalement ionisée a haute température :

Xe = Xe,0 + (1.0 = xe,0) x ¥ (T,2.10%,3.10%) (1x.10)

Cette contribution est particulierement mal maitrisée dans la mesure ou
I’équilibre chimique pourrait se faire sur des temps relativement long dans
la couronne [165, 86]. Notons que la fraction d’ionisation peut rester tres
inférieure a 'unité (x. < 107°) si la couronne est suffisamment dense.

Les principales zones d’incertitude de ce modéle concernent l'influence
des photons FUYV, les temps caractéristiques de transfert thermique et 1’état
d’ionisation dans la couronne. Les parametres de contrdle d’intéret pour
mon étude seront la luminosité Lx et la magnétisation 1/ du disque; les
valeurs échantillonnées sont rassemblées dans la Table 1x.2.
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Par simplification, la valeur de
Kk locale est utilisée, au lieu
d’intégrer I'opacité kp.
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Cf. figure 4 de Owen et al..
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NOM SYMETRIQUE Lx B/5 1100

X28 oui 1028 oo (7.0+£2.0)x 10~ M
X29 oui 1029 oo  (8.5+0.5)x 10710
X30 oui 1039 oo (8.6+0.5) x 107
X31 oui 1037 00 (1.6+0.2) x 108
B4 oui 103 10*  (3.0+1.0)x10°8
B3 oui 103° 103 (2.84+0.2)x 1077
B2 oui 1039 102 (2.6+0.3)x10°°
M3 oui 1030 —10%  (2.74+0.3)x 1077
S3 non 103° 103 (3.0+0.5)x 1077

TABLE 1x.2. — Simulations de disques irradiés en MHD non-idéale : nom du run,
symétrie imposée par rapport au plan équatorial, luminosité X en
ergs.s~ !, magnétisation du plan médian, taux de pertes de masse
dans le vent en M.yr—! a un rayon de 100AU.

x.2.2 Vents purement thermiques

Je trace sur la Figure 1x.8 les profils verticaux de température obtenus
dans la simulation de référence ‘X30’, a comparer a la figure 9 de Owen
et al. [255], en tenant compte de leur luminosité Lx deux fois plus élevée.
Les températures moyennes dans le disque concordent comme souhaité ;
le plateau en température confirme que le disque est maintenu localement
isotherme [108]. La transition thermique disque-couronne se fait a une
altitude décroissante vis-a-vis de 1’échelle de hauteur hydrostatique h =
cs/Q) dans le plan médian. La température augmente vers z/h ~ 4.3 a 2AU
et vers z/h ~ 3.7 a 32AU la température coronale est atteinte a z/h ~ 4.6
pour chaque profil tracé sur la Figure 1x.8. Ces valeurs coincident avec
celles prescrites de fagcon ad-hoc dans le Chapitre viiI.

J'entreprends ensuite de comparer mes résultats a ceux de Owen et al. en
régime hydrodynamique. Le principal diagnostique propre a comparaison
est le taux de pertes de masse dans le vent. Je le définis comme

Mw(R) := JJ]I(v)pvRRZ sin(6) do d e, (1x.11)

ou l'intégration est faite sur la coquille sphérique de rayon R, et ou 1(v)
est une indicatrice du vent satisfaisant simultanément les conditions :

1(v) :=(vg > 0) x (vp/cs = 1). (1x.12)

La Figure 1x.4 représente les taux de pertes de masse dans le vent des
simulations hydrodynamiques. Sur le panneau de gauche, je trace le profil
cumulé th,, (R) en fonction du rayon dans la simulation de référence "X30".
Le vent franchit la surface sonique a un rayon vy ~ 8AU, avant lequel
I'indicatrice 1(v) = 0. La dépendance radiale exacte du taux de pertes de
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FIGURE 1x.3. — Température du gaz dans le run ‘X300’ en fonction de l'altitude me-
surée par rapport a 1’échelle de hauteur hydrostatique du plan mé-
dian h = ¢s/Q, dans des coupes a différents rayons cylindriques.

masse cumulé est sensible aux profils de densité et température prescrits
dans le disque. Ici, un ajustement de la forme m,, « /r —rs montre que
le taux de pertes de masse est dominé par les régions internes du disque.

Pour vérifier que la physique des régions internes est bien capturée, j’ai
produit une simulation équivalente sur l'intervalle r/AU € [0.2,20], avec
la méme géométrie et les méme prescriptions pour les profils radiaux de
densité et de température. Cette simulation révele que le vent est lancé
depuis la surface du disque a un rayon r,, = (0.2 +0.1)AU, ot la vitesse
du son avoisine 25% de la vitesse de libération locale v/2vk. Des tests
a rayons encore plus faibles s’accordent sur cette valeur pour le rayon
de lancement du vent thermique. Les simulations sur l'intervalle r/AU &
[1,100] capturent donc entierement le vent émis depuis les régions internes.
En produisant une simulation équivalente a “X30” a résolution double, je
confirme que le taux de pertes de masse est convergé a mieux que 10%.

Je fais varier la luminosité Lx et je mesure le taux de pertes de masse
dans le vent traversant une coquille sphérique a T00AU; les valeurs re-
levées sont marquées sur le panneau droit de la Figure 1x.4. Pour Lx <
103% ergs.s~!, le taux de pertes de masse croit linéairement avec la lumino-
sité X, comme suggéré par Owen et al., suivant la relation :

Lx

My =8x 1077 [ —— 2
Thw 8 (1030 ergs.s—!

) Mg yrq. (1x.13)
Nos mesures s’écartent au plus d'un facteur 2 par rapport a celles de
Owen et al. & basse luminosité Lx < 10*8ergs.s~!. A haute luminosité
Lx = 1037 ergs.s~!, le taux de pertes de masse est inférieur a celui prédit
par extrapolation de (1x.13). Le temps de relaxation thermique est suffi-
samment court pour maintenir un écart relatif a la température cible de
'ordre de 2 x 10~% dans le vent des runs ‘X30” et "X31". Le défaut de ti,,,
n’est donc pas causé par une température plus basse que la température
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FIGURE 1x.4. — A gauche : taux de pertes de masse cumulé radialement dans le
run “X30’; un ajustement en 1, /T — T est superposé. A droite :
taux de pertes de masse dans le vent en fonction de la luminosité
X; I'ajustement (1x.13) est tracé en tirets rouges, et 1’ajustement op-
timal (non-linéaire) de Owen et al. [254] en pointillés verts.

d’équilibre attendue d’apres Lx. Comme la surface critique sonique ne dif-
fere pas significativement entre les runs ‘X30” et “X31’, nous pouvons aussi
exclure un défaut lié a la restriction de rh,, au vent supersonique. L’origine
de cette déviation a la relation linéaire est laissée en suspens.

1x.2.3 Vents magnétothermiques

Notre modele reproduit de fagon satisfaisante les résultats de vents hy-
drodynamiques de Owen et al.. Nous pouvons maintenant ajouter un
champ magnétique global dans I'espoir de dégager des tendances propres
aux vents magnétisés. La luminosité Lx = 103C ergs.s~! est prise comme
référence, et trois valeurs de magnétisation sont échantillonnées.

1x.2.3.1  Aper¢u

La Figure 1x.5 permet de comparer la distribution de température co-
ronale du run hydrodynamique de référence “X30” aux deux runs MHD a
plus faible magnétisation ‘B4’ et ‘B3’. Entre la premiere et la seconde figure,
la température coronale décroit d’environ 3000K a 2000K en moyenne dans
la couronne. Sur la figure de droite, l'intensité du champ magnétique net
atteint B = 5 x 103 dans le plan médian, et la température coronale passe
en dessous de 1000K. Cette diminution de température est causée simulta-
nément par une diminution du parametre d’ionisation & ~ 10~°, et par une
augmentation de la densité de colonne radiale ~ 102?g.cm~2. En d’autres
termes, le chauffage par les X est moins intense non-seulement a cause de
la densité accrue du vent, mais aussi par un effet d’écrantage des régions
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externes par les régions internes. Ces deux effets suggerent que le champ
magnétique contribue au chargement en masse du vent.

FIGURE 1x.5. — Cartes moyennées sur 10Ty de la température coronale (en degrés
Kelvin) dans les runs “X30” (gauche), ‘B4’ (centre) et ‘B3” (droite);
la surface critique sonique est tracée en blanc.

FIGURE 1x.6. — Ecoulement moyen dans les runs ‘B4’ (gauche), ‘B3’ (centre) et ‘B2’
(droite) : densité (couleurs), vitesse poloidale vy, /c (fleches vertes)
et champ magnétique poloidal Bp/+v/2P (courbes magenta).

Les cartes moyennes de la Figure 1x.6 confirment que la densité coronale
augmente avec l'intensité du champ magnétique net. La magnétisation
dans la couronne augmente proportionnellement a celle du disque : le rap-
port Bf, /2P augmente d’un facteur ~ 102 entre les runs ‘B4’ et ‘B2’. La di-
minution de température (observable sur la Figure 1x.5) et ’accroissement
de densité se font donc a pression thermique constante. Dans ces trois
simulations, la vitesse d’Alfvén est saturée a sa valeur seuil uniquement
dans le cylindre de faible densité proche de 1’axe; la pression thermique
P ~ pT n’est donc pas biaisée par l'intensité locale du champ magnétique.

Avec une température réduite, la vitesse du son est plus facilement fran-
chie par le vent. En conséquence, le nombre de Mach moyen dans la cou-
ronne augmente avec la magnétisation du disque. La Figure 1x.7 montre
I’évolution temporelle du nombre de Mach 90t := v, /c;, calculé a partir de
la vitesse poloidale dans le vent des simulations avec et sans champ ma-
gnétique. Les simulations hydrodynamiques convergent vers 9t € [1,1.5],
sans grande sensibilité a la luminosité Lx. La sensibilit¢é du nombre de
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FIGURE 1x.7. — Mach poloidal v}, /cs moyenné dans le volume de la couronne, pour
les runs hydrodynamiques (@ gauche) et MHD (a droite).

Mach a la magnétisation du disque est nettement plus marquée, atteignant
M > 10 dans le run ‘B2’. Observationnellement, le nombre de Mach com-
pare le décalage spectral des raies a leur élargissement thermique. Les
vitesses poloidale et toroidale seront distinguées sur la Figure 1x.9.

1x.2.3.2 Taux de pertes de masse

Comme dans la Section 1x.2.2, je mesure les taux de pertes de masse
dans le vent traversant la coquille sphérique a T00AU, et les représente
en fonction de la magnétisation du disque sur la Figure 1x.8. Le taux de
pertes de masse est une fonction décroissante de 3, avec une dépendance
My x B! plus raide que la relation (vi11.8) du chapitre précédent :

M =14 x1073p71. (1x.14)

Cette relation n’est valide qu’a Lx = 103° ergs.s~! et ne suffit pas a mapper

le plan 1,y (Lx, B). A supposer que ces deux parametres soient décorrélés,
la dépendance en B~ au lieu de B~'/2 peut révéler une réaction de la
couronne sur le disque, liant 1'efficacité d’éjection a la thermodynamique
du vent. La fraction dionisation fournit précisément ce lien.

La base du vent est assez dense et froide pour que l'ionisation ther-
mique soit négligeable, et assez diluée pour que les photons stellaires
maintiennent une ionisation partielle. La diffusion ambipolaire pourrait
alors faciliter le développement d"un vent laminaire, accéléré par un champ
magnétique organisé a grande échelle [134]. Les hypotheses partant de la
reposent sur notre méconnaissance de lionisation dans la couronne, néces-
sitant une modélisation plus sophistiquée de la thermochimie du vent. Si
de tels modeles favorisent la dépendance plus raide en 3!, cela pourrait
aider a discriminer les vents magnétisés des vents photo-évaporés.

La comparaison des runs ‘B3’ et ‘M3’ ne révele pas d’impact significatif
de l'orientation du champ magnétique net sur le taux de pertes de masse.
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FIGURE 1x.8. — Taux de pertes de masse a 1T00AU dans le vent des runs MHD;
I'ajustement (1x.14) est tracé en tirets rouges, et 1’'estimation (v111.8)
du Chapitre viir est superposée en pointillés verts.

En accord avec la Section viir.2.2, 'effet Hall ne permet pas de discriminer
franchement les deux polarités magnétiques d’apres les taux d’accrétion
et d’éjection dans les régimes physiques considérés.

1x.2.3.3 Interface disque-couronne

Avec les instruments et méthodes d’observation moderne, il devient en-
visageable de résoudre la structure verticale des disques sur quelques
échelles de hauteur. Cette information pourrait également permettre de
distinguer un vent magnétisé d'un vent thermique. Je trace sur la Figure 1x.9
les profils de densité et de vitesse a I'interface du disque et de la couronne,
a une distance de 20AU dans notre modeéle de disque irradié.

Les profils de densité confirment que le chargement en masse du vent
augmente avec la magnétisation du disque. Pour 3 — oo, le gradient de
température induit un contraste en densité de 1’ordre de 10° entre le plan
médian et la base de la couronne. Pour 3 =5 x 102, le contraste n’est plus
que de 103 & z/h = 8 : le disque est significativement plus épais que ce
que prédirait un modele hydrostatique aux températures considérées [92].

A magnétisation croissante, le vent est soulevé depuis une altitude plus
basse, z/h < 2.5 au lieu de z/h ~ 4 sans champ magnétique. L’accélération
poloidale du vent diminue avec la magnétisation, en réponse aux grandes
efficacités d’éjection atteintes dans ce régime (voir Section VvIII.3.3).

Dans le régime faiblement magnétisé p = 5 x 10%, le profil vertical de
vitesse toroidale est similaire a celui de la Figure viir.1, correspondant a la
simulation de référence du Chapitre viir. Le couple magnétique accélere la
surface du disque au niveau de la transition thermique avec la couronne,
la vitesse toroidale est super-képlerienne entre z/h € [5,8], puis décroit
aussi rapidement que dans un vent thermique. En revanche, le cisaillement
vertical est quasi-nul dans le vent des disques plus fortement magnétisés.
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FIGURE 1x.9. — Profils verticaux au rayon cylindrique v = 20AU dans les runs avec
une luminosité Ly = 103 ergs.s~'. Panneau supérieur : densité par
rapport a la densité du plan médian ; panneau intermédiaire : vitesse
poloidale par rapport a la vitesse képlerienne a 20AU ; panneau infé-
rieur : vitesse toroidale par rapport a la vitesse képlerienne a 20AU.

1X.2.3.4 Dynamique du vent

Je finis cette caractérisation des vents magnétothermiques en comparant
les runs ‘B4’ et ‘B2’ le long d’une ligne de courant. Les diagnostiques ras-
semblés sur la Figure 1x.10 ont été utilisés dans le Chapitre vii1; je rappelle
ci-dessous leur définition. Sur la premiere ligne, la vitesse poloidale de
I’écoulement v,, est comparée aux vitesses caractéristiques, dont les deux
vitesses magnétosoniques :

1
vi= 5 (vf\—i—cgi \/(vi+c§)2—4c§vip). (1x.15)
Sur la deuxieme ligne, je décompose le moment cinétique spécifique
B
j= 1vy —TBy/K avec K = —- X.16
) Do o/K, ovp’ ( )

matter  magnetic

dont la théorie des jets magnétisés prédit qu’ils sont invariants en MHD
idéale et stationnaire [264]. Sur la troisieme ligne, je décompose la somme
des forces F agissant sur le fluide, représentées par leurs accélérations res-
pectives F/p. L'accélération inertielle est calculée dans le repére tournant a
la vitesse toroidale locale, en sommant les contributions dues a la gravité
et a la dérivée convective :

Finertia = —p (V(D +v-Vv —Vp apvp) . (IX.17)
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Sur la derniere ligne est tracé le nombre de Bernoulli B := B’ + Qq,q4, ot

2 \)2 BZ
B’:\)2‘9+2p+®+w+9f—9, (1x.18)
P

est 'invariant obtenu par projection de 1’équation d’impulsion le long du
champ de vitesse; le terme

J VP o= Y P_
P y—1lp
représente la contribution thermique, et le flux de Poynting
M=ExXxB=(—vxB)xB

= (BL-Bi)v—(v.-B1)B=Biv+w,

JTVS- dl=H-—Q, (1x.19)

(1x.20)

représente la contribution magnétique en MHD idéale. Toutes ces quanti-
tés sont normalisées a leur valeur estimée a la base du vent.

Les deux simulations produisent un vent devenant super-sonique a z/h ~
5, et le vent franchit la surface magnétosonique rapide avant d’atteindre le
bord radial externe. Cette propriété permet de penser que les résultats ont
convergé par rapport a la taille du domaine de calcul [194, 113].

Le moment cinétique spécifique devient constant en bonne approxima-
tion pour z/h > 5 dans le run ‘B4, et a une altitude sensiblement plus
élevée z/h > 10 dans le run ‘B2’. Il est donc raisonnable de considérer le
vent comme stationnaire et idéal au dela de cette altitude. La constante de
normalisation est le moment jo := rvx a la base du vent; le rapport j/jo cor-
respond donc au bras de levier magnétique A couramment utilisé depuis
Blandford & Payne [44]. La contribution magnétique a j est consommée
le long de la ligne de courant : le champ magnétique accélére la matiere
azimuthalement et favorise son éjection magnétocentrifuge. Les valeurs
de A 2 3/2 avoisinent le seuil en dessous duquel un vent trans-sonique
stationnaire serait théoriquement inaccessible sans chauffage coronal [97].
Ces valeurs sont attendues dans la limite d’un vent fortement chargé en
masse [100], i.e. le taux d’éjection est de I'ordre du taux d’accrétion.

La transition entre un vent thermique et un vent magnétisé est plus
flagrante sur la troisieme ligne, représentant les forces agissant le long de
la ligne de courant. Dans le run ‘B4’, nous retrouvons le scénario décrit
dans le Chapitre vii : la force de Lorentz intervient essentiellement a la
transition disque-couronne, permettant a la matiere de franchir la barriere
thermique; au dela de z/h > 7, c’est l'accélération due au gradient de
pression thermique qui est dominante. A l'inverse, le run ‘B2’ produit un
vent accéléré par la force de Lorentz au dela de z/h > 4, et l'accélération
thermique est négligeable. L’accélération relevée sur la Figure 1x.10 n’est
pas incompatible avec les profils de vitesse tracés sur la Figure 1x.9 : ici
nous suivons une ligne de courant qui évolue radialement, et non une
coupe verticale a rayon cylindrique constant.

Enfin, la transition d'un vent thermique a un vent magnétisé se retrouve
dans la composition énergétique du vent. Le nombre de Bernoulli est do-
miné par 1’apport de chaleur Q dans le run ‘B4’, alors que le flux de Poyn-
ting est la principale source d’énergie consommée dans le run ‘B2’.
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FIGURE 1x.10. — Comparaison des runs ‘B4’ (a gauche) et ‘B2’ (a droite) le long d"une
ligne de courant, intégrée depuis le point (r = 10AU,z/h = 2)
dans 1’écoulement moyenné sur 10Ty. De haut en bas : vitesses
caractéristiques de l’écoulement, moment cinétique spécifique,
forces agissant sur le fluide, décomposition du nombre de Ber-
noulli. Les mémes diagnostiques sont définis et tracés dans le

Chapitre viIr.
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IX.2.3.5 Symdétrie équatoriale

Dans les simulations précédentes de ce chapitre, j'ai imposé au disque
une symétrie équatoriale pour me concentrer sur les propriétés de l'inté-
raction disque-couronne a moindre cofit, et dans une situation volontai-
rement sur-contrainte. Cette restriction autorise a priori le développement
de circulations méridionales, mais elle interdit les configurations d’éjection
unilatérales, ainsi qu'une corrugation de la nappe de courant.

J’ai indiqué dans la Section vIir.4.4 que les configurations unilatérales
étaient des attracteurs stables pour les simulations a champ net suffisam-
ment fort. Il est possible que ces configurations soient un artefact lié a
la taille réduite du domaine de calcul, ne permettant pas de capturer la
surface magnétosonique rapide pour le vent émanant des régions les plus
internes et externes du disque. Par ailleurs, la solution en circulation mé-
ridionale était favorisée par les simulations a champ magnétique positif
(Bo - Q > 0). Les simulations de disques irradiés initialisées avec un champ
net déja incliné ont toutes adoptées une configuration d’accrétion-éjection.
Cela supporte I'hypothese selon laquelle la brisure de symétrie discutée
dans la Section vi11.4.3 est sensible aux conditions initiales.

Afin d’examiner la robustesse des solutions de vents asymétriques, le
run ‘S3’ capture la dynamique des deux hémisphéres sans symétrie équa-
toriale imposée. Le champ magnétique initial est vertical (non-incliné) dans
le domaine de calcul entier, toujours a f = 5 x 103 constant dans le plan
médian, pour voir si une circulation méridionale s’établit spontanément.

sqrt(mu_p)
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=¥
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FIGURE 1x.11. — Champ toroidal B, (carte de couleur) et champ poloidal By, /v/2P
(courbes magenta) a 280Ty dans le plan (r,z) du run ‘S3’; le pas
de la grille est de 1o = TAU.

La figure Figure 1x.11 représente la configuration magnétique établie sur
l'intervalle /AU € [1,10] apres 280 orbites internes. Avec le flux de mo-
ment cinétique M., = —B.B, dirigé du plan médian vers la couronne, le
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disque a adopté une solution de type accrétion-éjection entre v/ro € [1,6].
Pour r/ro > 6, 1a HSI est encore dans un régime quasi-linéaire, produisant
une structure comparable aux modes “channels” linéaires.

Dans les régions internes, la surface B, = 0 oscille radialement sur
toute la hauteur du disque. Cette surface s’identifie toujours a la nappe
de courant électrique maximal, et la Figure 1x.11 confirme que cette nappe
de courant est instable autour de la position de symétrie z = 0. Si nous
définissons l’altitude moyenne de la nappe de courant

[ Jz]rdz _ [Bedz
" [Jedz T 2HJ

(1x.21)

il est clair que ¢ = 0 uniquement lorsque le flux toroidal net traversant le
disque est nul. L'altitude de la nappe de courant est donc déterminée par
la compétition des mécanismes d’induction de champ toroidal de part et
d’autre du plan médian. Tant que le vent exerce un couple sur le disque,
'accrétion résultante devrait induire un champ B, entretenant I’extraction
de moment cinétique par le vent. Parallelement, la MRI/HSI amplifie B et
B, dans le disque pour By - Q) > 0. les effets non-idéaux affectent ensuite
l'efficacité d’éjection (le couplage disque-vent) et I’évacuation verticale du
flux toroidal. Je n’ai pas examiné cette question plus en profondeur.

Aucune des simulations symétriques par rapport au plan médian n’a
produit de structures zonales. Parmi les nombreuses causes possibles, nous
pouvons supposer que la résolution numérique est insuffisante pour captu-
rer des structures a petite échelle radiale, ou bien que le mécanisme d’ac-
cumulation du flux magnétique nécessite une asymétrie entre les deux
hémisphéres. Sur la Figure 1x.11, des concentrations de flux magnétique
vertical apparaissent dans les régions internes du run ‘S3’, corrélées aux
oscillations de B,. Des minima de densité apparaissent progressivement,
associés aux concentrations de flux magnétique vertical.

Dans le chapitre précédent, le confinement du flux magnétique était as-
suré par la diffusion ambipolaire, y compris dans les situations d’éjection
unilatérale, alors que le disque ne voit qu'une seule polarité du champ to-
roidal et pas de nappe de courant. Dans la simulation ‘S3’, c’est la nappe
de courant électrique qui gouverne le transport radial du flux magnétique
vertical. En moyenne, le courant électronique transporte le flux magné-
tique vers l'intérieur via l'induction Hall. Cette nappe de courant n’est
pas horizontale, donc 'EMF Hall due au champ net est minimale lorsque
] X Bnet = 0, approximativement dans les extrema de J,. Comme la vitesse
d’advection du flux magnétique est minimale dans ces régions, le flux ma-
gnétique vertical a tendance a s’y accumuler.
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SYNTHESE

Dans la premiere partie de ma thése, je me suis concentré sur des mo-
deles cylindriques non-stratifiés de disques protoplanétaires. J’ai examiné
les propriétés de transport turbulent dans différents régimes de MHD non-
idéale, en considérant un disque képlerien faiblement magnétisé (3 > 1)
traversé par un flux magnétique axial net. Cette étude a montré la robus-
tesse, en 1’absence de stratification, d"un mécanisme d’auto-organisation
causé par l'induction Hall. Le champ magnétique est confiné dans des
bandes axisymétriques, réduisant le transport turbulent de plusieurs ordres
de grandeur. Les fluctuations en vorticité sont faibles mais favorisent la
capture de poussieres dans les zones de flux magnétique maximal. Ce pro-
cessus d’auto-organisation résiste aux diffusions ohmique et ambipolaire,
mais elles réduisent les contrastes en flux magnétique et vorticité.

J’ai ensuite développé un modele global de disque stratifié, avec pour
objectif de tester la validité du mécanisme d’auto-organisation précédent.
L’écoulement s’organise bien en structures axisymétriques, mais c’est 1'in-
duction ambipolaire qui est seule responsable de leur confinement, et ja-
mais 'induction Hall. A la différence du processus d’auto-organisation
Hall, les fluctuations en champ magnétique et en densité sont maintenant
anti-corrélées; les fluctuations en vorticité sont beaucoup plus marquées
que précédemment, et 'accumulation de poussiéres devrait se faire dans
les minima de flux magnétique. L'espacement caractéristique entre les an-
neaux est sensible a la magnétisation du disque et a son état d’ionisation.
En dépit d’une faible statistique, nos simulations suggerent aussi que la
formation d’écoulements zonaux nécessite un champ magnétique orienté
suivant le vecteur rotation du disque (B - QO > 0), pour lequel le plan mé-
dian est linéairement instable a la HSI.

Le second objectif était de caractériser les régimes de transport dans le
disque en présence des trois effets MHD non-idéaux, la fraction d’ionisa-
tion étant calculée dynamiquement selon la distribution de densité du gaz.
C’est le couple magnétique laminaire qui est dominant dans le disque,
qu’il soit entretenu par la HSI ou par l'action du vent. L'orientation du
champ magnétique global contrdle la stabilité HSI du plan médian, mais
le flux radial net de moment cinétique n’est affecté que d'un facteur 3. Un
vent magnétisé ne se développe pas systématiquement : le champ magné-
tique peut entretenir une circulation méridionale, ol1 le disque accréte en
surface et excrete dans le plan médian, sans extraction verticale de moment
cinétique, donc sans accrétion nette. A long terme, le disque peut conver-
ger vers une configuration asymétrique : le champ magnétique extrait le
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moment cinétique depuis une face du disque, et le transporte verticale-
ment vers ’hémisphere opposé, olt un vent magnétisé est lancé.

Le troisiéme objectif concernait I'interaction disque-vent pour un disque
obéissant a une MHD non-idéale et baigné dans une couronne chaude.
Lorsque le disque adopte une configuration de circulation méridionale,
le vent est thermique et désorganisé. A l'inverse, lorsqu’un vent magné-
tisé extrait du moment cinétique depuis le plan médian, ce dernier est
organisé et contribue a évacuer la masse du disque. Le taux de pertes de
masse dans le vent est comparable au taux d’accrétion local : ces vents ma-
gnétothermiques sont chargés en masse. En décrivant de fagon simplifiée
l'irradiation du disque et de sa couronne par les photons X stellaires, les
régimes d’éjection purement thermique et magnétisée peuvent étre discri-
minés par plusieurs observables liées au vent.

En conclusion, la microphysique du plasma affecte fortement la dyna-
mique globale des disques protoplanétaires. Le transport radial du flux
magnétique est dominé par les porteurs de charge mobiles via 'induc-
tion Hall, et découplé du transport de masse. Les collisions subies par les
especes chargées atténuent 1’activité turbulente et favorisent le développe-
ment de structures laminaires a grande échelle, telles que des circulations
méridionales ou encore des structures zonales auto-organisées.

PERSPECTIVES

Cette étude est affectée de nombreuses incertitudes qu’il conviendrait
d’aborder dans des travaux futurs. Premierement, j’ai caractérisé plusieurs
processus physiques sans parvenir a expliquer le mécanisme en cause.
C’est notamment le cas des écoulements zonaux obtenus dans nos simula-
tions globales stratifiées. L'apparente brisure de symétrie équatoriale mé-
rite aussi une étude numérique extensive, laquelle fournirait des éléments
pour comprendre l'instabilité de la nappe de courant dans le plan mé-
dian. Enfin, nos simulations suggerent que I"écoulement est axisymétrique
en bonne approximation lorsque les inductions Hall et ambipolaire sont
combinées. Afin de numériquement stabiliser I'induction Hall, j’ai utilisé
un solveur de Riemann reconnu pour étre diffusif. Il n’est pas aisé de
déterminer lequel de 1'effet Hall ou du schéma numérique favorise les
configurations axisymétriques, et une implémentation moins diffusive de
I'induction Hall est nécessaire pour y répondre.

Deuxiémement, je me suis concentré sur la dynamique du gaz et non sur
celle des poussieres. L'absence de diffusion turbulente favorise la sédimen-
tation verticale des poussiéres vers le plan médian, en particulier pour
les grains partiellement couplés au gaz (millimétriques). Simultanément,
les circulations laminaires s’établissant dans le plan médian pourraient
avoir un role important sur le transport radial des grains. Les situations
out le plan médian est excrétant rétablissent la possibilité de transporter
des éléments réfractaires des régions internes et chaudes vers les régions
externes. Le transport radial pourrait étre stoppé en accumulant les grains
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dans les écoulements zonaux. Ces hypotheéses supposent que la présence
de grains n’influence pas les propriétés de transport dans le disque, mais
il est connu que les poussieres sub-microniques peuvent capturer des élec-
trons et dramatiquement augmenter la diffusion magnétique. Cet effet n’a
pas été inclus car non-seulement il fait intervenir une chimie complexe
(distributions spatiales en tailles et en charges des grains), mais il pourrait
aussi augmenter les diffusivités magnétiques hors du régime numérique-
ment abordable. Une étude dédiée sera nécessaire pour valider les diffé-
rents comportements exposés précédemment en présence de poussieres.

Troisiemement, les vents de disques faiblement magnétisés dépendent
de l'irradiation stellaire pour emmagasiner 1'énergie nécessaire a leur libé-
ration. J’ai adopté différentes prescriptions pour décrire le chauffage par
les photons stellaires de haute énergie, aucune ne correspondant véritable-
ment a un transfert de rayonnement. Les prescriptions thermiques basées
sur des calculs Monte Carlo en régime stationnaire permettent des pro-
grés. Cependant, la thermo-chimie du vent reste mal contrainte, et une
faible fraction d’ionisation pourrait étendre l'influence du champ magné-
tique sur de plus grandes échelles verticales par diffusion ambipolaire. Les
rayonnements FUV non-ionisants devraient étre pris en compte dans un
second temps, car s’ils peuvent significativement contribuer a 1’évapora-
tion des disques dans les régions externes; leur sensibilité a la chimie et a
la distribution de poussiéres ameéne le probleme & un degré de complexité
actuellement inaccessible aux simulations numériques.
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Résumé

Je présente une méthode pour valider I'implémentation du calcul des cou-
rants électriques dans le code PLUTO en géométrie non-cartésienne. La
méthode s’appuie sur la relation de dispersion du plasma en rotation dif-
térentielle pour extraire des modes propres MRI non-idéaux. Le probleme
aux valeurs propres est résolu par une méthode de collocation spectrale. Il
s’agit de mon premier travail de theése concret.
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Historiquement connu sous le
nom de ‘stiffness matrix’.

METHODES SPECTRALES ET MODES PROPRES MRI

A.1 METHODE DE VALIDATION

Les codes de simulations tels que PLUTO sont écrits en plusieurs di-
zaines de milliers de lignes en language C, incorporant de nombreux
modules de fagon intriquée. Il est difficile de prévoir comment une fonc-
tionnalité particuliére va impacter les résultats de simulations, certaines
fonctionnalités pouvant méme étre mutuellement exclusives. Pour tester
le bon comportement du code dans diverses configurations, il faut autant
que possible confronter les résultats de simulations a des prédictions ana-
lytiques. La phase linéaire de la MRI est adaptée a ce role : nous pouvons
faire des prédictions analytiques et semi-analytiques précises, et il s’agit
bien de la physique que nous souhaitons capturer par la suite. Le code
PLUTO a bien str été testé dans de nombreuses configurations [230], et
en particulier avec la MRI [107]. L'implémentation de 'EMF Hall peut
étre validée en retrouvant précisément les propriétés de la relation de
dispersion MHD Hall. Par exemple, la relation de dispersion des ondes
whistler et ion-cyclotron, illustrée sur la Figure 1.3, a servi de test dans les
codes SNOOPY [184, figure 1] et dans PLUTO en géométrie cartésienne
[195, figure A.1]. Je vais me concentrer sur la relation de dispersion d'un
plasma MHD non-idéal et cisaillé, capturant ainsi la MRI en géométrie
non-cartésienne.

A.1.1  Problemes aux valeurs propres

Considérons pour commencer le systeme d’équations suivant, décrivant
la dynamique 1D d’un fluide isotherme entre deux murs :

dtp = —0x [pVv], (A.1a)
0tV = —v0, Vv — (c?/p)axp. (A.1b)
vix=—1,t) =v(x =1,t) =0Vt (A.10)

Ce systéeme admet pour solution stationnaire p = po, v = 0. Perturbons cet
équilibre et ne gardons que les termes du premier ordre en perturbation :

d¢p’ ~ —podyxV’, (A.2a)

oy’ ~ —(c5/po)dxp’. (A.2b)
Nous pouvons formellement ré-écrire ce systeme

/ 0 —0n0d /
at<p,)=< p"")-(",), (A3)
V _ax O \)

ou bien sous une forme plus compacte : 9. = A - &, avec A l'opérateur
d’évolution du systeme. Nous pouvons chercher des solutions & o e®! en
vertu de ce que le probleme est linéaire, et obtenir les pulsations caracté-
ristiques comme valeurs propres de 'opérateur A [135]. Ce probléme peut
se résoudre algorithmiquement en cherchant des solutions (p’,v’) de di-
mension finie, échantillonnées sur un maillage uniforme. L'opérateur 90,
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peut alors étre représenté comme une matrice de dimension finie, agissant
sur le vecteur p{ dont la coordonnée i est la valeur de p’ au point d’échan-
tillonnage x;. Par exemple, si la solution recherchée est discrétisée sur un
maillage de pas h, nous pouvons représenter 05 comme la matrice des
différences finies a droite :

-1 1 0 0
o -1 1 0
0x = % (A.g)
o o o -1 1 O
o o o - -1 1
o o o - -1 1

A ce moment 13, il faut remplacer p’ et v/ par leurs vecteurs respectifs dans
(A.3), et remplacer les opérateurs 0« par la matrice associée. L'opérateur
d’évolution est ainsi construit bloc par bloc, et le probleme devient algo-
rithmiquement abordable. Pour qu’il soit bien posé, il ne reste plus qu’a
imposer des conditions aux limites. Cela peut étre réalisé de différentes fa-
¢ons; j'y reviendrai dans les sections suivantes. On peut ensuite chercher
des valeurs propres particulieres, ou les extraire a partir du spectre entier
de A, et étudier les modes propres correspondant.

Je récapitule les étapes de la méthode révélées dans cet exemple simple :

A. exhiber une solution stationnaire du systeme d’EDP;
B. expliciter le systeme linéaire tangent a cet équilibre ;

représenter les opérateurs partiels en dimension finie ;

° 0

construire I'opérateur d’évolution global A par bloc;

t

injecter des conditions aux limites;

F. extraire les valeurs et vecteurs propres du systéme linéaire.

A.1.2  M¢éthodes spectrales

Les méthodes spectrales offrent une précision remarquable dans l'esti-
mation des opérateurs différentiels. Les fonctions recherchées sont décom-
posées sur un ensemble de fonctions élémentaires, et la troncation sur cet
ordre de décomposition permet de se ramener a un probleme de dimen-
sion finie. Le choix de 'espace des fonctions élémentaires est déterminé
par les conditions aux limites du probleme :

— Fourier : sinusoidal, périodique;

— Chebyshev : polynémial sur [—1,1];

— Laguerre : polyndémial sur [0, +oo[;

— Hermite : polyndmial sur |—oo, +ool[.

Chaque famille de base est orthogonale pour un produit scalaire approprié
sur les ensembles indiqués. Il peut étre judicieux de choisir les polyndmes
de Laguerre ou de Hermite lorsque le probléme s’étend jusqu’a l'infini :
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Les différences finies centrées
auraient également été valables.

Différence évaluée a gauche au
dernier point d’interpolation.

Voir Section 11.2.2.
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Une fonction satisfaisant

f(—=1) = (1) pourra aussi étre
décomposée sur la base de
Fourier : le spectre est invariant

par changement de base.
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cela retire de facon naturelle les effets de bords indésirables pouvant surve-
nir lors de la résolution numérique du probléme. Dans la suite, je vais tou-
jours considérer un intervalle fermé [—1, 1]. Les polynémes de Chebyshev
sont idéaux dans ce cas : ils sont bien documentés, ils offrent d’excellentes
propriétés de convergence [53], et les opérations usuelles s’expriment as-
sez simplement dans cette base.

Le choix d'un ensemble de fonctions élémentaires n’est rien d’autre
qu'un choix de base finie pour représenter les opérateurs linéaires. Si la
solution au probleme linéaire peut étre décomposée sur deux bases diffé-
rentes, alors le choix de la base ne devrait pas affecter les valeurs propres
de l'opérateur d’évolution. Si la solution n’est pas compatible avec la base
choisie (par exemple une fonction non-périodique sur la base de Fourier),
la convergence des valeurs propres pourra étre dégradée, et le spectre
pourra étre pollué de modes non-physiques. Une fois la base choisie, il
existe encore différentes approches pour résoudre le probleme aux valeurs
propres. Je décris ci-dessous deux méthodes que j’ai mises en oeuvre.

A.1.2.1  Me¢éthode de Galerkin

Suivant I’approche de Galerkin, nous cherchons a minimiser la distance
entre la solution approchée et la solution exacte du probleme, avec la dis-
tance associée au produit scalaire pour lequel les fonctions de base sont or-
thogonales [62, 270]. Suivant cette approche, I'information pertinente est la
donnée des coefficients spectraux de la fonction recherchée : la résolution
consiste a chercher la meilleur approximation des coefficients spectraux
qui satisfont le probleme dans l'espace spectral. La solution approchée est
obtenue en revenant dans l’espace réel par une transformation inverse,
apres avoir trouvé les coefficients spectraux optimaux. Cette solution est
donc optimale dans un sens “faible”, en moyenne; en particulier, la solu-
tion approximée n’a pas besoin d’étre égale a la solution exacte sur les
points d’échantillonnage.

Dans 1’espace spectral, 'opération de différenciation pourra étre rame-
née a un opérateur matriciel linéaire :

N N N
ufl,t) ~ ) HWoxdr(x) = D F)Dipdp(x) = D Fpdp(x),
k=0 k,p=0 p=0

ott les ', := Y | Dypfi sont les coefficients spectraux de la dérivée de f.
Dans la base de Fourier, I'opérateur de différentiation est diagonal :

O

(Drmldxldn) = R . (A5)

—ikN

Dans la base de Chebyshev, la matrice de différenciation spectrale prend
une forme que 1’on trouve explicitée dans Peyret [270]. Par exemple, pour
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N =5, l'opérateur de différenciation prend une forme relativement creuse
lorsqu’il agit sur les coefficients spectraux :

0O 1 0 3 0 5
o0 o 4 o 8
(mlslp)= | O © © 0 © 10 (A6)
o o o o 8 o
0O 0 0 0 0 10
0O 0 00 0O O

On veillera a mailler l'intervalle [—1,1] avec les N + 1 points de Gauss
associés a la base de polyndmes choisie. Dans le cas des polynomes de
Chebyshev, ces points sont répartis suivant

1+ 2i
xi:cos((—;Nl)ﬂ), 0<ig<N-—T, (A7)

afin de minimiser l'erreur d’interpolation lorsque I'on ajuste une fonction.

L'implémentation des conditions aux limites dans 'espace réel a partir
des coefficients spectraux peut étre délicate. En effet, les valeurs d'une
fonction aux bords du domaine sont affectées par 1’ensemble de ses coef-
ficients spectraux. La premiere méthode que j’ai mise au point consiste a
construire une nouvelle base de polynémes par combinaison linéaire, de
telle sorte que chaque élément de la nouvelle base satisfasse indépendam-
ment les conditions aux limites. Si les conditions aux limites imposent
d’annuler la dérivée n-ieme de la solution, chaque polynéme de la nou-
velle base a sa dérivée n-ieme nulle au bord, et cette propriété est préservée
par combinaison linéaire de tels polynomes.

Avec deux conditions aux limites imposées, un ensemble de N + 1 poly-
ndémes de Chebyshev est réduit a N — T polyndmes modifiés. Connaissant
la décomposition spectrale d'une fonction dans la base initiale, nous pou-
vons obtenir les coefficients spectraux dans la base modifiée par 'intermé-
diaire d"une matrice de passage P non-carrée. Cette opération n’est pas
injective : il y a une perte d’information, et la fonction de départ est proje-
tée sur I'ensemble des fonctions satisfaisant les conditions aux limites du
probleme. Nous pouvons ensuite retrouver les coefficients spectraux de
la fonction déprojetée a 1’aide de la matrice pseudo-inverse P1 telle que
PPTP = P; voir par exemple Grifone [135]. Dans l'ensemble des matrices
pseudo-inverse possibles pour P, celle de Penrose-More est naturellement
préférable car elle minimise la norme euclidienne du vecteur des coef-
ficients spectraux déprojetés. Par analogie avec un changement de base
usuel, les composantes d'un opérateur linéaire A dans la base modifiée
s’obtiennent via A +— PAPT. 1l suffit alors de résoudre le probléeme pro-
jeté sur la base modifiée, puis de revenir a la base initiale; un exemple
d’application de cette méthode est élaboré par Liu et al. [210].

Si (Tim)men dénote ’ensemble des polyndmes de Chebyshev, nous pou-
vons construire (¢pm)men satisfaisant des conditions homogenes de Robin

atPm(E1) +bady (£1) =0 (A.8)
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Les points d’interpolation sont
typiquement choisis comme
racines du polynéme de plus
haut degré résolu afin de
minimiser l'erreur résiduelle ;
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sous-espace projeté.
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par la combinaison ¢ = Tm + @m Tt 1 + bm Tim.s2, avec les coefficients
am ={~ (a+ +bs (M+2)?) (~a_ +b-m?)

+ (a, —b_ (m—|—2)2> (—ay —bym?) } /Cms
b = {+ (cL+ +b, (m+ 1)2) (—a_+b_m?)

+ <a_ —b_ (m—H)z) (—ay —b+m2)}/cm,

cm=2ara_+ (m+1)%(m+2)?(a_by —arb_—2b_b,). (A.9c)

(A.9a)

(A.gb)

Par exemple, les conditions homogenes de Dirichlet et de Neumann sont
respectivement satisfaites par les choix suivants :

(bm - Tm - Tm+2 - d)(_” — d)(‘l‘” =0 (A9d)
2
I m‘iz)gmz = uP(—1) =0 d(+1) =0. (A.ge)

Les quatre premiers polynéomes modifiés pour ces deux conditions aux
limites sont représentés sur la Figure A.1.

E —-1.5
—1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 —1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

FIGURE A.1. — Bases de Chebyshev modifiées, satisfaisant les conditions de Diri-
chlet (a gauche) et de Neumann (a droite).

A.1.2.2  Meéthode de collocation

Il est possible de garder les avantages d'une décomposition spectrale
tout en travaillant directement dans 'espace réel. Suivant la méthode de
collocation [e.g., 62, 270], la solution recherchée doit satisfaire le probleme
donné aux points de collocations (xi)i, et non en moyenne comme une
méthode de type Galerkin. Les inconnues sont les valeurs de la fonction
f recherchée aux points de collocation. Partant de f dans l'espace réel,
nous calculons sa transformée, puis sa dérivée dans l'espace spectral, puis
la transformée inverse de la dérivée; chacune de ces opérations étant li-
néaires, nous pouvons estimer la dérivée de f au point x; par combinaison
linéaire des valeurs de f sur ’ensemble des (x;); :

Oxf(xi) = ) Dyf(x)) (A.10)
j
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La distinction avec les différences finies vient de I'information sur la base
de polynomes choisie, et de I'ensemble des points de collocation associés.
Par exemple, connaissant les valeurs f(x;) d'une fonction f décomposée
sur les N + 1 polyndmes de Chebyshev aux points de Gauss-Lobatto :

M)

Xj = COS <N) , j €10,N], (A.11)

nous pouvons estimer la dérivée 0, f(x;) grace a la matrice de différencia-
tion définie par :

2NZ 41
Doo = —Dnn = %} (A.12a)
Xi .
Dﬁ. = —W, 1 g 1 g N — 1; (A.Izb)
ci (—1)' .. .
Dyj=—"—""7—, 0<i,j <N, i#j, (A.12¢)
Cj Xi—Xj

avecco =cn =2etcj=Tpour 1 <j<N-—-1.

Suivant une méthode de collocation, la multiplication de f par une fonc-
tion quelconque g(x) prend une forme diagonale, mais les matrices de dif-
férenciation sont denses. C’est 'opposé des méthodes de Galerkin, mais
les opérateurs d’évolution seront généralement plus denses que ceux obte-
nus par la méthode de Galerkin. Cette remarque devient pertinente dans le
cas de problémes multidimensionels avec de nombreux champs couplés,
pour lesquels des algorithmes de résolution creuse deviennent indispen-
sables.

Un avantage majeur des méthodes de collocation est dans la facilité a
imposer des conditions aux limites. Sur les points de Gauss-Lobatto (A.11),
les premieres et dernieres valeurs du vecteur (fi); correspondent respec-
tivement a f(1) et f(—1). Pour imposer des conditions aux bords dans le
probleme aux valeurs propres A - £ = w§, nous pouvons modifier la pre-
miere et la derniere ligne de 1'opérateur d’évolution A. Par exemple, pour
imposer des conditions aux limites de Neumann 9« f = 0 aux bords, il faut
remplacer la premiere et la derniere ligne de A par les lignes correspon-
dantes de la matrice associée a 'opérateur différenciation 0, définies par
(A.12). Il faut ensuite modifier le probleme aux valeurs propres en ajoutant
une matrice de conditionnement I' dans le membre de droite : A- & = wl- &;
on parle alors de probleme aux valeurs propres généralisé. La matrice I'
est construite a partir de la matrice identité, dans laquelle la premiere et
la derniere ligne sont remplacée par les valeurs souhaitées pour la dérivée
(i.e. une ligne de zéros). En résumé, la premiere et la derniere ligne de A
portent 'information sur les conditions aux limites, tandis que le reste de
la matrice contient le probleme différenciel.

A.1.3  Conditions aux limites

Comme tout systéme d’équations différencielles, le probleme aux va-
leurs propres n’est bien posé qu'une fois des conditions aux limites correc-
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tement assignées. Il faut en imposer le bon nombre en fonction de la géo-
métrie du probléme et de 1’ordre de différenciation des opérateurs partiels.
Il faut également que ces conditions aux limites soient mutuellement com-
patibles, une propriété qui s’appuie sur notre intuition selon la physique
que l'on souhaite capturer. Par exemple, on interdira les modes acous-
tiques du systeme (A.1) en tentant d'imposer des conditions de Dirichlet a
la fois pour la pression et pour la vitesse. Comme il y a un échange entre
énergie cinétique et énergie interne, la vitesse et la pression doivent étre
déphasées de 7/2, et cette physique doit étre respectée par les conditions
aux limites. Dans ce cas précis, nous pouvons dériver une seconde fois
I'une des équations du systéme (A.1) par rapport au temps pour obtenir
une équation d’onde n’impliquant qu'un seul champ (densité ou vitesse),
révélant que deux conditions aux limites sont suffisantes.

A.1.4 Validation de la méthode

Dans cette section, je valide les méthodes spectrales que j'ai développées
pour la résolution de problémes aux valeurs propres. Je vais régulierement
me servir de I'opérateur laplacien A. Les propriétés de cet opérateur garan-
tissent la convergence des méthodes numériques vers des modes propres
non-triviaux. L'équation aux valeurs propres correspondante est A = wé.
Elle est analogue a la recherche des modes de vibration d'une variété, dé-
crite par I'équation d’onde 97& = A&. Nous pourrons donc interpréter les
modes propres de A comme des modes de vibration d"une corde ou d"une
surface, et les valeurs propres associées par le carré de la fréquence de vi-
bration associée. Je commence par comparer les méthodes de Galerkin et
de collocation, puis je les applique a la résolution de problemes a plusieurs
dimensions spatiales et a plusieurs champs couplés.

A.1.4.1  Galerkin & Collocation

J'explicite dans le Listing 1 l'algorithme permettant de calculer 'en-
semble des valeurs et vecteurs propres de I'opérateur laplacien 1D, avec
conditions aux limites de Dirichlet aux deux bords, suivant la méthode
spectrale de Galerkin. Les principales étapes sont indiquées en commen-
taires. Les quarante premieres valeurs propres ainsi obtenues ont une
précision relative meilleure que 1% par rapport aux valeurs attendues,
wn = —(nm/2)*,n € N. Le premier mode propre, de valeur propre mi-
nimale, est représenté sur la Figure A.2; il est précisément superposé a la
prédiction analytique cos(7rx/2).

Listing 1 — Laplacien 1D avec conditions de Dirichlet : Galerkin-Chebyshev.

Nx = 64 # Resolution spatiale

DX = CDM(Nx) # Matrice de differentiation spectrale
DX2 = np.dot(DX,DX) # Double differentiation

BC = np.eye(Nx) - np.diag(np.ones(Nx-2),-2) # Base de Dirichlet

BC BC[:,:Nx-2] # Troncation de la nouvelle base
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BC_1 = la.pinv(BC) # Pseudo-inverse de Penrose-More
DDX2 = np.dot(np.dot(BC_1,DX2),BC) # Projection de l'operateur
w, v = la.eig(DDX2) # Valeurs et vecteurs propres
vr = np.dot(BC,vr) # De-projection vers la base usuelle

1.0

0.8}

0.6 |

0.4}

02l 4 — analytique

/ - -- Galerkin-Chebyshev
00 - 27 degre Chebyshev
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

FIGURE A.2. — Premier mode propre de l'opérateur laplacien cartésien 1D sur 1'in-
tervalle [—1, 1] avec conditions aux limites de Dirichlet; la solution
obtenue par la méthode de Galerkin (tirets rouges) se superpose
précisément a la solution analytique (trait noir); le polynome du
second degré (x —1)(x + 1) est tracé (points bleus) comme référence.

Le Listing 2 présente 1’algorithme analogue via la méthode de colloca-
tion Chebyshev. Les différences notables sont indiquées en commentaires.
Son résultat est le méme que celui du Listing 1. Je compare la précision
relative des valeurs propres calculées avec les méthodes de Galerkin et de
collocation sur la Figure A.3, pour des conditions aux limites de Dirichlet
et de Neumann. Dans les deux cas, la résolution spatiale est de 64 points,
dont deux servant a coder les conditions aux limites. Les vingt premieres
valeurs propres sont calculées a la précision machine, et les vingt suivantes
restent estimées a mieux que 1%, indépendamment des conditions aux li-
mites choisies. En comparaison, seuls les sept premieres valeurs propres
sont estimées a mieux que 1% par les différences finies du second ordre.

Listing 2 — Laplacien 1D avec conditions de Dirichlet : collocation Chebyshev.

Idx = np.eye(Nx) # Operateur identite

DX = CDM_real(x) # Matrice de differentiation via collocation

A = np.dot(DX,DX) # Operateur laplacien

A[O,:] = Idx[0,:] # Dirichlet : valeur imposee a gauche

A[-1,:] = Idx[-1,:] # valeur imposee a droite

B = np.eye(Nx) ; # Matrice de conditionnement

B[O,:] = 0.0 ; # Dirichlet : valeur zero a gauche

B[-1,:]1 = 0.0 ; zero a droite

w, Vv = scipy.linalg.eig(A,B) # Probleme aux valeurs propres generalise

H*
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F1GURE A.3. — Erreur relative sur l'estimation des valeurs propres de 'opérateur
laplacien cartésien 1D, en fonction de 'ordre du mode, pour diffé-
rentes configurations ayant chacune 64 points de résolution : mé-
thode de Galerkin ou de collocation Chebyshev, conditions de Diri-
chlet ou de Neumann aux bords; la méthode des différences finies
du second ordre (DF2) est représentée pour comparaison.

A.1.4.2 Systémes d plusieurs champs

Je vais considérer un probléme avec plusieurs champs couplés, en me
concentrant sur I'exemple des modes acoustiques (A.1) de la Section A.1.1.
En examinant le systeme (A.1), il est clair que les oscillations de densité
et de vitesse doivent étre déphasées, i.e. si v satisfait les conditions de Di-
richlet comme souhaité, alors p doit satisfaire les conditions de Neumann.
Nous sommes confrontés a une difficulté liée a la méthode de Galerkin :
nous ne pouvons pas simplement imposer des conditions aux limites dif-
férentes, i.e. employer différentes bases au sein de 1’opérateur d’évolution.

11 suffirait de dériver une seconde fois 1'une des équations (A.1) par rap-
port au temps pour obtenir une équations d’ondes sur p ou v isolément.
Le calcul des modes propres se ramenerait alors au cas de 1'opérateur la-
placien discuté plus haut, en ne travaillant que sur un seul champ. Dans le
cas MHD non-idéal qui va nous intéresser, le nombre de champs couplés
peut étre important (typiquement sept), et chaque équation peut contenir
des opérateurs de différenciation d’ordre un ou deux. Dans ces conditions,
la démarche consistant a isoler un champ dans une équation d’ordre élevé
devient particulierement pénible. J'ai préféré conserver le systéme d’équa-
tions couplées pour faciliter le debogage du probleme; cela évite aussi
I'emploi d’opérateurs de différenciation d’ordre élevé, lesquels pourraient
souffrir de I’approximation numérique.

J’ai tenté d’extraire des modes acoustiques en imposant différents jeux
de conditions aux limites dans la méthode de Galerkin. Si j'impose des
conditions aux limites de Dirichlet simultanément aux perturbations en
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FIGURE A.4. — Premier mode acoustique obtenu par la méthode de Chebyshev-
Galerkin avec des conditions de Dirichlet (@ gauche) et des condi-
tions de Neumann (2 droite) simultanément appliquées aux champs
de densité et de vitesse.

densité et en vitesse, j'obtiens bien des modes propres s’annulant aux
bords (voir Figure A.4 gauche); en revanche, la densité exhibe des oscilla-
tions a petite échelle, caractéristiques d’une convergence spectrale dégra-
dée. Si je projette les opérateurs de différenciation des champs de densité
et de vitesse dans le sous-espace satisfaisant les conditions de Neumann,
jobtiens les solutions lisses de la Figure A.4 droite. La densité ne satis-
fait clairement pas la condition de Neumann; comme mentionné précé-
demment, une seule paire de conditions aux limites est suffisante dans ce
probléme, et les conditions sont ici incompatibles. Dans les deux cas de la
Figure A.4, les modes propres ont une géométrie semblable a celle que ’on
attend de la solution exacte, et les valeurs propres sont estimées avec une
précision relative de quelques 10~ au mieux avec 62 modes spectraux.

Par curiosité encore, j'ai essayé de projeter les opérateurs partiels de
différenciation sur les deux bases différentes (Dirichlet et Neumann), au
sein du méme opérateur d’évolution. Les modes propres de cette ma-
trice ont approximativement la bonne géométrie (voir Figure A.5 gauche),
mais s’écartent significativement des prédictions analytiques. Les valeurs
propres sont estimées a 1072 pres, mais ne convergent pas vers le spectre
exact a plus haute résolution spectrale. Pour ces raisons, j’ai définitivement
exclu la méthode de projection des opérateurs sur des sous-espaces satisfai-
sant les conditions aux limites (Galerkin). Dans la suite, je ferai unique-
ment référence a la méthode de collocation spectrale.

Je vérifie que la méthode de collocation fournit les bonnes prédictions
pour les modes acoustiques. Les conditions aux limites sont imposées
comme indiqué dans la Section A.1.2.2, en modifiant la premiere et der-
niére ligne de chaque bloc diagonal dans 'opérateur d’évolution. Le troi-
siéme mode propre est bien reproduit sur la Figure A.6 gauche. Les vingt
premieres valeurs propres sont capturées a la précision machine.

219



220

METHODES SPECTRALES ET MODES PROPRES MRI

amplitude

— p Galerkin
= = v Galerkin

v analytique

0.0 0.5 1.0
abscisse

erreur relative

10!

H
9

H
9
L

40 50

0 10 20

30
ordre

F1Gure A.5. — Non-convergence de la méthode de Galerkin-Chebyshev pour cap-
turer les modes acoustiques (résolution de 64 points, soit 62 modes).
A gauche, structure du premier mode propre : densité (traits pleins
bleu) et vitesse (tirets rouge) obtenues, vitesse théorique (pointillés
noirs) ; a droite : erreur relative sur 1’estimation des valeurs propres.

Lorsque je considererai le probleme des modes propres MRI non-idéaux,
je commencerai toujours par vérifier que je retrouve bien des modes sta-
tionnaires acoustiques en 1’absence de champ magnétique, puis la MRI
idéale en I'absence d’effets non-idéaux. Cette vérification étape par étape
doit étre systématiquement appliquée tant que nous pouvons identifier dif-
térentes familles de modes propres, associées a différents processus phy-
siques. Augmenter progressivement la complexité des tests devient essen-
tiel pour vérifier I'implémentation des problemes multidimensionnels avec
de nombreux champs couplés.
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FIGURE A.6. — Validation de la méthode de Collocation Chebyshev pour capturer
les modes acoustiques (résolution de 64 points. A gauche, structure
du troisieme mode propre : densité (traits pleins bleu) et vitesse
(tirets rouge) obtenues, densité théorique (points verts) et vitesse
théorique (pointillés noirs) ; a droite : erreur relative sur 1’estimation
des valeurs propres en fonction de leur ordre.
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Les dimensions de la matrice a diagonaliser peut poser un handicap
technique. Le nombre de lignes de 1'opérateur d’évolution augmente comme
le nombre de champs couplés, multiplié par le produit des résolutions
spatiales dans chaque dimension. Par exemple, pour résoudre les modes
propres de deux champs couplés en trois dimensions, avec une résolution
de 32 points par dimension, il faut diagonaliser une matrice carrée de
65536 lignes. Il devient alors indispensable de travailler sur des matrices
creuses, et de résoudre le probleme aux valeurs propres de facon approxi-
mative, en cherchant spécifiquement un nombre donné de valeurs propres
a proximité d’un point donné du plan complexe.

A.1.4.3 Systemes multi-dimensionels

La résolution d"un probléme aux valeurs propres sur un domaine mul-
tidimensionel ne differe pas conceptuellement du probleme 1D. En re-
vanche, cela introduit de nouvelles difficultés techniques. J’explicite une
méthode générique pour passer du probléme 1D au 2D. Par analogie au
cas 1D, une fonction de deux variables f: (x,y) € X x Y — R peut formel-
lement étre décomposée sur un produit de fonctions élémentaires :

f(x,y) = Z iy i ()5 (y). (A.13)
i,j

Cette décomposition correspond au produit tensoriel des espaces de fonc-
tions de ¢ et . Connaissant 1’action d'un opérateur linéaire L, agissant
sur les ¢i(x), nous pouvons naturellement 'appliquer sur f(x,y) en tant
que produit tensoriel d’opérateurs L, ® ;. Si nous connaissons indépen-
damment les actions de 0y sur ¢; et de 9y sur \;, alors leur action simul-
tannée sur une fonction f(x,y), c’est a dire 0,0y f, s’exprime comme

(ax®ay) f(X)U) = Zfijaxd)i(x)aylbj (9) (A14)
4,J

Par exemple, le laplacien en coordonnées sphériques axisymétriques (0, =
0) peut s’écrire comme somme de produits tensoriels d’opérateurs :

1 3y [r20.f] +

Af = —
T2

mae [sin(0)0ef]

(02425, LIPC L PV
(ar+rar> [ﬂ+<rzae+r2tan(9)ae> ] (A.15)

2 1 1
— 2, = 2 .
Af = {(aT + Tar) ©lo+ 7 ® <6e+ tan(e)aeJ)} [f].

En raison de la non-commutativité des opérateurs, il est primordial de dé-
velopper les expressions telles que 0« [xf] = x0xf+ f = (x0x + 1) - f. Cela
permet de clairement dégager les opérateurs partiels formant les blocs de
I'opérateur d’évolution. Cela évite également les erreurs de troncation au
dernier ordre spectral et la perte des valeurs propres extrémes.
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Dans le cas d’une fonction f d’une seule variable, un opérateur linéaire
peut étre représenté par une matrice agissant sur le vecteur des compo-
santes de f. Dans le cas d’une fonction de deux variables, la fonction
f est identifiée par un ensemble de coefficients ﬂ]— correspondant aux
deux bases (¢i); et (Pj);j. Si cette matrice a pour dimensions m et n,
nous pouvons aisément la réorganiser en un vecteur fy, avec par exemple
k = i+ mj. Parallelement, un produit tensoriel d’opérateurs linéaires se
présente comme une application linéaire sur I'espace produit, i.e. comme
une matrice agissant sur le vecteur des fy. Concrétement, la matrice M
décrivant le produit tensoriel de deux applications linéaires A @ B sera
représentée par le produit de Kronecker des deux matrices A et B. Je pré-
sente dans le Listing 3 ci-dessous la démarche pour construire le probleme
aux valeurs propres du laplacien 2D par collocation Chebyshev, conditions
aux limites incluses. A partir de la ligne 12, le jeu d’indices est approprié
pour imposer des conditions aux limites dans les deux dimensions.

Listing 3 — Construction du Laplacien 2D cartésien par collocatioin Chebysheyv,
conditions aux limites de Dirichlet via matrice de conditionnement.

Nx = Ny = 48 # Resolution spatiale

N2 = NxxNy # Nombre total de points

X =y = GL_grid(Nx) # Points de Gauss & Lobatto
[X,Y] = np.meshgrid(x,y) # maillage 2D

Idx = Idy = np.eye(Nx) # Operateurs identite 1D

Idxy = np.kron(Idx,Idy) # Operateur identite 2D

DX = DY = CDM_real(x) # Operateurs de differentiation
DX2 = np.dot(DX,DX) # Double differentiation en x

DY2 = np.dot(DY,DY) # Double differentiation en vy

# Operateur laplacien cartesien 2D :

A = np.kron(DX2,Idy) + np.kron(Idx,DY2)

for i in xrange(Nx) : # Conditions Dirichlet aux bords y
A[ixNy,:] = Idxy[ixNy, :]
A[(i+1)*Ny-1,:]1 = Idxy[(i+1)=*Ny-1,:]

for j in xrange(Ny) : # Conditions Dirichlet aux bords x
Alj,:1 = Idxylj,:]
A[N2-j-1,:1 = Idxy[N2-j-1,:]

B = np.copy(Idxy) # Matrice de conditionnement
for i in xrange(Nx) : # Conditions sur les bords y :
B[i*Ny,ixNy] = 0.0 # valeur zero
B[ (i+1)*Ny-1, (i+1)*Ny-1] = 0.0 # valeur zero
for j in xrange(Ny) : # Condition sur les bords x :
B[j,j] = 0.0 # valeur zero
B[N2-j-1,N2-j-1] = 0.0 # valeur zero

Sur la Figure A.7 sont illustrés les neuf premiers modes propres obtenus
par cette méthode, avec 48 points de collocation par dimension. ]ai vérifié
que les valeurs propres du laplacien cartésien 2D correspondent bien a
I'ensemble des produits de paires de valeurs propres du laplacien 1D.

Dans le Listing 4, je construis le méme probleme en géométrie sphérique
axisymétrique (0, = 0), sur une portion de sphére délimitée radialement
et angulairement. Comme la base de Chebyshev est toujours définie sur
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FIGURE A.7. — Illustration des neuf premiers modes propres de 1'opérateur lapla-
cien sur un domaine carré avec conditions aux limites de Dirichlet.

l'intervalle [—1,1], la premiére étape consiste a identifier le changement
de coordonnées (1,0) — (x,y) € [T, 172, L'opérateur laplacien sphérique
est défini par (A.15), faisant cette fois intervenir des produits Kronecker
d’opérateurs radiaux et angulaires.

Listing 4 — Construction du laplacien 2D (r, 8) spherique axisymétrique.

# Definition des operateurs partiels

DX2 = np.dot(DX,DX) # Double differentiation

X_1 = np.diag(1.0/r) # Multiplication par 1/r

X 2 = np.diag(l1.0/(rxr)) # Multiplication par 1/r"2

DY = (2.0/dt)*CDM_real(y) # Differentiation en theta

DY2 = np.dot(DY,DY) # Double differentiation

COT = np.diag(np.cos(t)/np.sin(t)) # Multiplication par contan(t)

# Operateur laplacien spherique axisymetrique :
A = np.kron(DX2,Idy) + np.kron(np.dot(2xX_1,DX),Idy)
+ np.kron(X_2,DY2) + np.kron(X_2,np.dot(COT,DY))

Les six premiers modes propres ainsi obtenus sont représentés sur la
Figure A.8, ou 'effet de courbure est responsable de I’asymétrie radiale.

Pour vérifier la validité de cette méthode spectrale en deux dimensions
sphériques, nous pouvons encore comparer les modes propres obtenus a
des solutions analytiques. Je vais me restreindre a une famille de modes
du laplacien sphérique axisymétrique. J'emploie une méthode de colloca-
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“w 3
o s
.

FiGure A.8. — Illustration des six premiers modes propres du laplacien sur un
domaine sphérique (r,0) avec conditions aux limites de Dirichlet.

tion Chebyshev dans la dimension radiale v € [0, 1], et Galerkin-Fourier
dans la dimension polaire 6 € [0,71/n],n € IN*, avec des conditions de
Neumann en r = 0 et de Dirichlet en r = 1. Les trois premiers modes
propres, ordonnés par la partie réelle de leur valeur propre, sont illustrés
sur la Figure A.9. Les valeurs propres réelles correspondent aux modes
isotropes (g = 0), a 'exemple des deux premiers de la Figure A.g9. Les
modes multipolaires comme le troisieme de la Figure A.9 ont une valeur
propre complexe. Nous pouvons isoler les modes isotropes a partir du
spectre complet représenté sur la Figure A.10 gauche. Leur amplitude ne
dépend que de la coordonnée radiale, et s’exprime simplement en terme
de fonction de Bessel de premieére espece : J; ,»(nmr)//r,n € N*, comme
confirmé sur la Figure A.10 droite.

V Vv

FIGURE A.9. — Modes propres du laplacien sphérique avec conditions aux limites
de Fourier en angle, de Neumann en r = 0 et de Dirichleten r =1,
ordonnés par la partie réelle de la valeur propre associée.
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FIGURE A.10. — Modes propres du Laplacien sphérique axisymétrique sur (r,0) €
[0,1] x [0,7t/2], avec conditions de Neumann en v = 0, conditions
de Dirichlet en r = 1, et périodicité angulaire; a gauche : portion
du spectre dans le plan complexe pour une résolution de 48 x 48;
a droite : amplitude des modes isotropes (09 = 0, J(w) = 0) en
fonction du rayon; une solution exacte J; ,»(37r)//r (Bessel de
premiere espece) est normalisée et superposée au troisiéme mode.

A.2 VALIDATION EN GEOMETRIE CYLINDRIQUE

Maintenant que la méthode spectrale est opérationnelle, nous pouvons
I'appliquer pour tester 'implémentation des courants en géométrie cylin-
drique dans le code PLUTO. Il est préférable de tester une situation aussi
proche que possible des configurations que nous étudierons ensuite. La
phase linéaire de la MRI en régime MHD non-idéale se préte parfaitement
a ce test. Il s’agit de prédire la géométrie des modes propres MRI par la
méthode spectrale, et de la comparer aux résultats issus de simulations
directes. Ce type d’étude spectrale de la MRI trouve des exemples dans
Keppens et al. [173], Kersalé et al. [174], Latter et al. [191].

A.2.1  Définition du probleme

Considérons un écoulement képlérien dans un systeme de coordonnées
cylindriques (r, @,z). Nous pouvons forcer 'axisymétrie en annulant les
termes de dérivées 0, = 0, afin de simplifier les calculs tout en conser-
vant des modes MRI a fort taux de croissance [24]. L'hypothese d’écou-
lement cylindrique consiste a considérer un écoulement d’équilibre qui
soit invariant par translation verticale. En revanche, pour capturer la MRI
nous devons permettre aux perturbations d’avoir une structure verticale.
Nous pouvons décomposer les champs perturbés en série de Fourier sur

une échelle de hauteur verticale h, et considérer différentes valeurs de h
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comme parametre. Les équations décrivant la dynamique d’un fluide com-
pressible, visqueux, magnétisé et en régime MHD non-idéal sont :

dip=—V-[pv] (A.16a)
P B
atv =—v-Vv— Vp + ] . + HAV —Vo (A‘16b)
0tB=Vx[vxB—-—nmV xB
t L (A.16¢)

—A(VxB)xB+v((VxB)xB)xB]

ou p est la densité du fluide, v sa vitesse, B le champ d’induction ma-
gnétique, P = c2p la pression suivant une équation d’état isotherme,  la
viscosité, ] = V x B la densité de courant électrique, n la résistivité Oh-
mique, A la longueur de Hall et y le coefficient de diffusion ambipolaire.
Les coefficients A et y sont constants dans ce modele. @ « r~! est le poten-
tiel gravitationnel associé a un écoulement en rotation képlérienne dans
un systeme de coordonnées cylindriques.

Ces équations sont linéarisées au voisinage de la solution stationnaire
p = po, B = Bpe,, ¥V = Qre, ot Q(r) « 19 avec ¢ = —3/2 dans le
cas d'un écoulement Képlérien. En cherchant des perturbations axisymé-
triques (0, = 0), 'équation décrivant la perturbation en densité s’écrit :

dip' =—pV -V

1
& 0p’ = —po (T + ar> [Vi] 4+ pod.v.. (A.17)

La perturbation en vitesse obéit a

2 V xB’)xB
v’ :—v’-VV—\'J-Vv’+(:5Vp’+( - ) + uAv’;
— / - /
00 = e, — (3vp) Viep +2- 0 0e,
2 B
— 559 — 20, x (V x BY) +pAv,
Po Po

soit pour chaque composante

2
devl = 2007, + 20 (2.B! —0,B.) — o,/
Po : : Po (A.18a)
+u(a§_+a$+rar—rz>v;;
oy, = — / & /
Vo = —(24+q) Qv + o0 9:B,,
(A.18Db)

1 1
+u<a§+a%+rar—rz>v;;
2 1
Ol = S0:0" 4w <a§ +0r+ rar> Vi (A-180)
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La perturbation du champ magnétique évolue suivant

0¢B’ = Vx [Qrey x B'—Bope, x v/ —nV x B’

A1
+?\Boez><(VxB’)+yBéerer(VxB’)]; (A.19)
nomons D, :=1/r 4 0,, ainsi que 7 :=1 —i—sz, et décomposons :

0tB] = Bod.v, +10; [0.B} — d+B.] +ABodZB), (A.20a)

0¢B! =Bod,v., + (qQ —ABy0?2) [B/
tPe OZZ @ (q / 0 z) [ r] / (A.20b)

+ (797 + 0, Dy) [B,] +AB09d.09,B.

0B, = —BoD,v. — 7Dy [aZBL — ’OTB;] — ABODT&)ZBQP (A.200)

Dans une configuration axisymétrique, nous pouvons réduire le nombre
de variables et garantir la contrainte V - B = 0 en utilisant le vecteur po-
tentiel A, tel que B, = —0,A, et B, = D;Ay :
¢B/, = Bod.vi, +7d2B/,
+ABod: (92 — 9+Dy — 3, [Q1]) [AL]

1 1
n <a$ o, - TZ) B! ]
¢ [-02A0,] =Bod,v, —70. (32 +0:D;) [A}] +ABod.B/, (A.21b)
d¢ [DrAL] = —BoDyv) +1D; (32 +8,D:) [Al] —ABoD:d.B, (A.210)

(A.21a)

ou seule l'une des équations (A.21b) et (A.21c) est nécessaire (au choix).
Nous disposons alors d"un systéme d’équations différencielles 9:& = A - &
pour les six champs & = (p’, vy, v, vz, Ag, Bg,) en deux dimensions (T, z).

Comme l"écoulement d’équilibre est invariant par translation verticale,
nous pouvons choisir d’étudier des phénomeénes sur une échelle verticale h
quelconque. En développant chaque champ en série de Fourier f(r,z,t) =
> . fn(r,t) exp [i2mnz/hl, nous nous limitons automatiquement aux phé-
nomenes sur une échelle inférieure ou égale a h. L'opérateur différenciel
0, est alors équivalent a une multiplication par i27tm/h du n-iéme mode
de Fourier. La coordonnée z n’apparait plus dans une seule équation, donc
la structure radiale des modes propres est seulement déphasée dans la di-
rection verticale , et nous pouvons chercher des solutions harmoniques
& o exp [ikz]. De cette facon, la décomposition spectrale est uniquement
calculée dans la direction radiale, et nous pouvons jouer sur 1’échelle k
comme un parametre.

Pour le domaine radial, considérons un intervalle fermé avec des condi-
tions aux limites imposées aux bords interne et externe; la méthode de
collocation Chebyshev est appropriée. Un jeu de conditions aux limites

compatibles, a imposer aux deux bords radiaux, est :

— 0rp=0;
— v =0;
— Vo =0;

— 0,v, =0;
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— 0,D;A, =0;

— By =0,
et nous aurons automatiquement B, = 0 a partir du potentiel A,.

Dans la suite, je prends le rayon interne 1o pour unité de longueur, Qg
au bord interne pour unité de fréquence, Top = 271/Q( pour unité de temps,
po pour unité de densité, et j’exprime l'intensité du champ magnétique par
la vitesse d’Alfven associée B/,/po. Le domaine radial est défini comme
lI'intervalle [1,2] en unité de rayon interne.

A.2.2  Spectre

A.2.2.1  Propriétés du spectre

Dans un premier temps, je diagonalise 1’opérateur d’évolution A avec
64 points de collocation, et je regarde la répartition des valeurs propres
dans le plan complexe. Je fixe les valeurs de h =1, q = —3/2, ¢c; = T et
Bo = 2 x 1073. Je commence par considérer le spectre de A en MHD idéale
et non visqueuse, c’est a diren = A =y = p = 0. Dans ce cas, la relation de
dispersion du plasma admet des racines réelles ou imaginaires pures, et
cette propriété doit étre vérifiée par les valeurs propres wy, comme c’est
effectivement le cas sur la Figure A.11 gauche. Encore une fois, c’est le
type de prédiction qui doit systématiquement étre confrontée aux résul-
tats des méthodes numériques pour en tester la validité et les limites. Le
spectre peut étre pollué par des modes non-physiques, dus aux erreurs
numériques ou a des conditions aux limites incorrectement implémentées.

Les valeurs propres imaginaires correspondent aux modes oscillants
temporellement. Leur symétrie par rapport a l'origine reflete leur deux
directions de propagation possibles. Ils sont séparés en deux groupes dis-
tincts : les modes d’Alfvén a basse fréquence, et les modes magnétoso-
niques a plus haute fréquence. Les valeurs propres réelles correspondent
aux modes evanescents (négatifs) et instables (positifs) ; ces derniers sont
justement des modes MRI. Pour chaque famille de modes propres identi-
tiée, I'ensemble des valeurs propres représentées correspond a différentes
longueurs d’ondes radiales; ces ensembles sont discrets en raison de la
discrétisation de 1’opérateur d’évolution.

Sur la Figure A.11 droite, je représente le spectre obtenu pour le méme
jeu de parametres a l'exception des diffusivités magnétique et visqueuse,
respectivement fixées 8 1 = p = 3 x 1073. Le nombre de Lundquist asso-
cié 8 := vah/n = 2/3 dans ce cas. En MHD résistive, nous pouvons pré-
dire que la MRI est stabilisée pour des nombres de Lundquist inférieurs a
l'unité [168]. En conséquence, le spectre ne contient pas de valeurs propres
dont la partie réelle est positive. Les modes d’Alfvén et magnétosoniques
sont tous deux affectés par les effets dissipatifs : ils prennent une partie
réelle négative, traduisant 'amortissement temporel de toutes les fluctua-
tions par rapport a 1’équilibre.

Je retire la viscosité p = 0, mais laisse une résistivité n # 0 afin de tuer
les modes MRI a petite échelle. De cette fagon, nous serons certains de
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FIGURE A.11. — Spectre de l'opérateur d’évolution en MHD idéale (a gauche) et
en MHD résistive et visqueuse (4 droite, nombres de Lundquist
§ = 2/3). La partie réelle des modes propres est décalée vers la
gauche (partie réelle négative) en présence d’effets dissipatifs.

bien résoudre spatialement le mode instable au plus fort taux de crois-
sance dans les simulations numériques directes. Le nombre de Lundquist
ohmique vaut toujours § = 2/3 < 1, mais l'effet Hall peut déstabiliser des
modes dans ce régime de résistivité [28]. Avec A = 1, nous obtenons le
spectre représenté sur la Figure A.12. Les modes d’Alfvén et magnétoso-
niques sont faiblement affectés par la résistivité; un zoom pres de 1'axe
imaginaire révele que les modes oscillants prennent une partie réelle néga-
tive, d’autant plus grande que les modes sont & petite échelle spatiale. Les
ondes whistler contribuent maintenant au spectre a haute fréquence d’os-
cillation, et elles sont également amorties par la résistivité. Dans ce régime
de parametres, nous trouvons une unique valeur propre réelle positive, i.e.
un mode instable, avec un taux de croissance w ~ 0.0989Q).

A.2.2.2  Validation des spectres

Avant d’aller plus loin, je souhaite valider les spectres obtenus en MHD
non-idéale, sans inclure l'effet Hall pour le moment. Je fixe les diffusivités
N = u =3 x 1073, et j’échantillonne différentes valeurs de champ magné-
tique By et de fréquence spatiale k. Pour chaque couple (k, Bp), je calcule le
spectre complet, et trace sur la Figure A.13 le taux de croissance maximal
obtenu (i.e. la plus grande valeur propre réelle positive). Je peux compa-
rer cette carte avec celle produite par Kersalé et al. [174], avec la méme
géométrie et la méme physique, mais avec des conditions aux bords lége-
rement différentes. Les deux cartes sont trés semblables ; en particulier le
taux de croissance maximal est dans le voisinage de (k,Bo) ~ (4.6,0.1)
dans les deux cas. Cela nous apporte une assurance supplémentaire quant
a la validité des spectres calculés.
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FIGURE A.12. — Spectre de l'opérateur d’évolution MHD avec effet Hall et résis-
tivité ohmique. On ne trouve qu'un seul mode instable (dont la
partie réelle est positive) dans ce régime, a w ~ 0.0989Q.

A.2.2.3 Simulation directe de l'instabilité

Je prépare un setup numérique pour le code PLUTO, avec la méme confi-
guration que dans la méthode spectrale : méme extension radiale r € [1, 2]
et verticale z € [0, 1] en géométrie cylindrique axisymétrique, méme équi-
libre initial et mémes valeurs pour la résistivité ohmique 1 et la longueur
de Hall A. Selon la méthode numérique, l'instabilité peut ne pas se dé-
clencher en I’absence de bruit. J'ajoute donc a cette condition initiale un
bruit blanc sur les trois composantes du champ de vitesse, d’amplitude
107 1°Qh, en guise de perturbation initiale a I’équilibre. Cette perturbation
doit étre aussi faible que possible pour bien capturer le régime linéaire de
l'instabilité, durant laquelle 'amplitude des mode va croitre exponentielle-
ment en temps. Le bruit blanc assure que tous les modes disponibles sont
excités; en présence de plusieurs modes instables, c’est celui dont le taux
de croissance est le plus élevé qui va rapidement dominer la perturbation.

Les conditions aux limites imposées correspondent a celles indiquées a
la fin de la Section A.2.1. Un soin particulier sur les conditions aux limites
permet de gagner en précision sur la solution. Indexons les cellules par i
dans la direction radiale, notons iy 1'indice de la premiere cellule dans le
domaine actif pour i croissant, et I' I'interface entre les cellules fantomes
et le domaine actif. Les conditions aux limites pour f peuvent étre fixées
précisément sur I' par le choix des valeurs fantdmes 0 <1i < ig :

Ix-fir=C : fi=C—(f2i,-1-1—C), (A.22a)
ax . f|r =0 . fi = f210_1_i. (A.zzb)

Ces conditions reviennent a prolonger f comme une fonction paire ou im-
paire par rapport a I'interface. Le méme raisonnement s’applique pour 'in-
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FIGURE A.13. — Taux de croissance 9i(w)/Q en fonction de l'intensité du champ
magnétique By et de la fréquence spatiale k dans la direction ver-
ticale. A gauche : mon analyse spectrale; @ droite : celle extraite de
Kersalé et al. [174], avec des conditions aux limites différentes. La
croix rouge sur la figure de gauche localise le maximum de la
figure de droite.

terface située a 'autre extrémité du domaine de calcul. Je fais remarquer

que ce choix d’implémentation des conditions aux limites, s’il est précis,

n’est pas nécessairement robuste. Il est adapté dans cette situation ot nous

cherchons a capturer précisément des modes propres linéaires, mais peut

devenir inadapté dans les simulations non-linéaires. Il est arrivé qu’une si-

mulation s’arréte en raison de conditions non-physiques dans les cellules  E.g. densités négatives
fantdomes, ce qui peut étre délicat a diagnostiquer. Pour moins de précision

et plus de robustesse, j’ai préféré imposer pour 0 < i< 1ip:

Iy -fr=C : fi=C, (A.23a)
ax . le =0 fi = fig- (A23b)

—10F

—15}

=20

log [max (B,)]

—  w=0.0988
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t/Ty

FIGURE A.14. — Amplitude de la perturbation en champ magnétique radial B/ au
cours du temps dans la simulation directe (noir) et ajustement ex-
ponentiel (rouge) avec un taux de croissance estimé a & = 0.0988.
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Je trace sur la Figure A.14 la valeur maximale de B/ dans cette simula-
tion au cours du temps. La phase de croissance exponentielle est parfai-
tement capturée, et le taux de croissance mesuré @ =~ 0.0988Q) ne dévie
que de 103 relativement a la valeur attendue; cette précision est tres sa-
tisfaisante. Apres 2507, l'intensité de la perturbation magnétique est com-
parable a l'intensité du champ initial Bp. Sur ce mode MRI peuvent alors
pousser d’autres instabilités dites “parasites”, avec des taux de croissance
doublement exponentiels et responsables de la saturation de la MRI; voir
par exemple Goodman & Xu [132], Latter et al. [192]. J'ai également vérifié
qu’en inversant I'orientation du champ magnétique initial, 1’effet Hall joue
un role stabilisateur : aucun mode instable n’apparait, ni par la méthode
spectrale, ni dans la simulation directe.

A.2.3  Géométrie des modes propres

Une fois que nous disposons du spectre de A entier, nous pouvons sélec-
tionner une valeur propre dans le plan complexe, puis identifier le mode
propre &, correspondant, au sein du quel sont successivement stockées les
composantes des six champs couplés. Une fagcon supplémentaire de véri-
fier que le code PLUTO résoud correctement le systéme d’équations MHD
non-idéales consiste a comparer la géométrie des modes prédits et mesu-
rés. Par exemple, dans le cas d"une onde sonore isotherme (A.1), vitesse et
densité sont déphasées de 7t/2 dans la direction de propagation de 1’onde.
C’est cette information structurelle qu’il s’agit de tester.

J'isole le vecteur propre associé a la seule valeur propre réelle posi-
tive sur la Figure A.12, je le décompose en champs de densité, vitesse
et induction magnétique, et représente leur dépendance radiale sur la Fi-
gure A.15. En moyenne radiale, les profils prédits et mesurés s’accordent
a mieux que 1073 prés d’erreur relative. Notons qu’en raison de la décom-
position de Fourier dans la direction verticale, les vecteurs propres sont
complexes. La symétrie de translation verticale assure que ’argument com-
plexe de chaque champ est constant radialement, préservant la relation de
phase verticale entre les différents champs. Les profils représentés sur la
Figure A.15 correspondent en fait aux modules des différents champs a
une hauteur z/h quelconque.

Les perturbations en densité et en vitesse azimuthale sont représentées
sur la Figure A.15 droite. Pour ces deux champs en particulier, la simu-
lation n’a pas convergé vers les profils prédits. Les conditions aux limites
sont correctement satisfaites, et les tendances sont les bonnes. En revanche,
les déviations aux profils attendus sont grandes, et les courbes ne sont
pas lisses. Ces deux champs avaient des valeurs d’équilibre de 'ordre de
l'unité, soit un facteur 10'° fois plus grandes que 'amplitude des pertur-
bations injectées; ils sont donc les plus sensibles aux erreurs de tronca-
tion numérique. Leur convergence n’est pas améliorée en augmentant de
10% 'amplitude relative des perturbations initiales en vitesse. Par ailleurs,
ces perturbations en densité et vitesse azimuthale ne s’annulent pas en
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FIGURE A.15. — Vecteur propre Hall-MRI cylindrique pour un Lundquist ohmique
8§ = 2/3 et un parametre de Hall £ = 1. A gauche : les simulations
directes (carrés) se superposent aux prédictions spectrales (traits);
a droite : les profils de densité p’ (bleu) et de vitesse azimuthale
v, (vert) n‘ont pas convergé vers les prédictions (tirets).

moyenne verticale, donc elles ne sont pas entierement causées par la Hall-
MRI. 1l peut s’agir d'un effet indésirable des bords radiaux.

A.3 VALIDATION EN GEOMETRIE SPHERIQUE

A.3.1  Difficultés liées a la méthode spectrale

J’ai souhaité appliquer la méme méthode pour valider I'implémentation
des courants électriques et de l'effet Hall en géométrie sphérique dans le
code PLUTO. Ce cas présente de nouvelles difficultés; jai passé un cer-
tain temps a développer ma méthode spectrale pour la rendre optimale
en temps de calcul et robuste en prédictions. Malheureusement, cette dé-
marche n’a trouvé qu’un succes tres limité.

Le premier probléme est le suivant : nous ne pouvons plus nous dé-
barasser de la coordonnée verticale. Pour tester des effets de géométrie
sphérique sur la MR, il faut un domaine spatial avec une extension la-
titudinale non-négligeable, et il faut aussi une certaine extension radiale.
L'opérateur d’évolution doit donc coupler les six champs perturbés dans
deux dimensions. Je vais considérer le méme équilibre perturbé que pré-
cédemment : un écoulement képlérien cylindrique, mais représenté en co-
ordonnées sphériques; le systeme linéaire tangent est explicité dans la
Section C.2. Le Listing 5 donne un échantillon du code permettant de
construire I'opérateur d’évolution dans ce cas, et le Listing 6 montre com-
ment implémenter des conditions aux limites dans la matrice de condition-
nement. Le jeu d’indices permettant d’affecter les conditions aux limites a
encore gagné en complexité.

Si les résolutions spatiales sont respectivement N, et Ng dans les direc-
tions radiale et latitudinale, alors le nombre de lignes de 1’'operateur d’évo-
lution vaut N = 6 x N; x Ng. Pour un strict minimum de 8 x 16 points de
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collocation, la matrice contient 768 lignes, et prend environ cinq secondes
a diagonaliser avec la librairie LAPACK sur un ordinateur de bureau. La
complexité des algorithmes de diagonalisation est typiquement en O(N3)
[277], ce qui rend rapidement le probléme impraticable a haute résolution.

Listing 5 — Extrait de construction de I'opérateur d’évolution 2D a 6 champs.

Nx = 32, Ny = 32, N2=Nx*Ny # Resolution spatiale
N_var = 6 # Six champs : rho, v_r, v_t, v_p, A p, B_p

STIF = np.zeros((N_var*NxxNy,N_varxNxxNy)) # Operateur d’evolution

1=0, J=1#----ccmmmmmm o # d[rho]l/dt : dependance en v_r
BOB = -rho@ * np.kron(2*X_1+DX,Idy) # -\rho_0 * (2/r + \partial_r)
Paste(STIF,i,j,NxxNy,NxxNy,BOB)

j =2 R L # d[rho]l/dt : dependance en v_t
BOB = -rho® * np.kron(X_1,DT) # -\rho_0 * (1/r) D_{\theta}
Paste(STIF,i,j,NxxNy,NxxNy,BOB)

Listing 6 — Construction de la matrice de conditionnement 2D a 6 champs.

COND = np.eye(N_varx=N2) # Matrice de conditionnement
DXy = np.kron(DX, Idy) # Differentiation radiale
DYx = np.kron(Idx,DY) # Differentiation angulaire

# 1’equation #5 concerne B_theta = -Dr.A_phi :
Paste(COND,4,4,N2,N2,np.kron(-Dr,Idy))

1= 0 #-mmmmm e # equation pour rho

for k in xrange(Nx) : # Bords polaires : Neumann
STIF[ixN2+k*Ny,:] = 0.0 # Bord superieur
STIF[ixN2+kxNy,i*N2: (i+1)*N2] = DYx[kx*Ny, :1] # Derivee
STIF[i*N2+(k+1)*Ny-1,:] = 0.0 # Bord inferieur
STIF[i*N2+(k+1)*Ny-1,i*N2:(i+1)*N2] = DYx[(k+1)*Ny-1,:] # Derivee
COND[i*xN2+k*Ny, i*N2+kxNy] = 0.0 # Derivee nulle
COND[1i*N2+(k+1)*Ny-1,1i*N2+(k+1)*Ny-1] = 0.0 # Derivee nulle

for k in xrange(Ny) : # Bords radiaux : Neumann

STIF[ixN2+k,:] = 0.0 Bord externe

STIF[i*N2+k,i*N2: (i+1)*N2] = DXy[k, :] Derivee
STIF[(i+1)*N2-k-1,:]1 = 0.0 Bord interne
STIF[(i+1)*N2-k-1,1i*N2:(i+1)*N2] = DXy[N2-k-1,:] Derivee

COND[1i*N2+k,i*N2+k] = 0.0
COND[(i+1)*N2-k-1, (i+1)*N2-k-1] = 0.0

Derivee nulle
Derivee nulle

H* OB B B W W

Le premier remede consiste a manipuler des matrices creuses : pour
une résolution de 8 x 16 points de collocation en MHD idéale, la matrice
A contient 96% de coefficients nuls (voir Figure A.16). Jusque 1a, la matrice
associée a l'opérateur d’évolution était directement diagonalisée via 1’algo-
rithme de factorisation QR [348]. Cette méthode est robuste mais cotliteuse
en temps, puisqu’il faut attendre la fin du processus de diagonalisation
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pour disposer de 1’ensemble des valeurs propres. Comme alternative, la
méthode d’Arnoldi [313] nous permet de chercher un nombre fixé de va-
leurs propres dans le voisinage d’un point spécifique du plan complexe.
La complexité algorithmique de cette méthode est au pire en O (pN2) pour
estimer p valeurs propres d’une matrice de dimensions N x N.

Nous pouvons donc commencer par échantillonner le spectre complet
a basse résolution via factorisation QR, identifier les valeurs et vecteurs
propres d’intérét, puis exécuter la méthode itérative d’Arnoldi pour retrou-
ver spécifiquement ces modes propres a haute résolution. La matrice A est
construite comme une matrice dense, puis convertie en matrice creuse en
un temps négligeable. Le vecteur propre obtenu a basse résolution peut
étre utilisé comme condition initiale dans l'itération d”Arnoldi, apreés inter-
polation sur le nouveau maillage. Pour 8 x 16 points de collocation, 1'ex-
traction d’une seule valeur propre via Arnoldi sur matrice creuse prend
moins de 0.12 seconde, déja trente fois moins de temps que la factorisation
QR sur matrice dense, avec une erreur relative meilleure que 10~'2 sur la
valeur propre estimée. Pour une résolution de 32 x 64 points de colloca-
tion (N = 12288), la méthode d’Arnoldi prend environ six minutes pour
converger a la précision machine vers le mode sélectionné.

FIGURE A.16. — Exemple de matrice associée a I'opérateur d’évolution A en MHD
idéale, pour six champs couplés en deux dimensions; elle contient
768 lignes pour une résolution de 8 x 16 points de collocation.

Je présente maintenant la résolution spectrale d'un mode propre MRI en
coordonnées sphériques axisymétriques (r,0) € [1,1+m/4] x [n/2 +m/8].
L'écoulement d’équilibre est en rotation képlérienne (densité constante, vi-
tesse toroidale constante sur des cylindres), avec cs = 1 et Bo = 0.1, et les
perturbations obéissent a la MHD idéale. Je sélectionne le mode correspon-
dant aux plus grandes échelles spatiales, et représente sur la Figure A.17
les différents champs obtenus a basse résolution 8 x 16, par factorisation
QR sur matrice dense. En dépit de la basse résolution, nous capturons rai-
sonnablement bien la structure du “channel” MRI. Les champs v, et v,
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sont positivement corrélés, les champs B, et B, sont négativement corré-
1és, et les champs v, et B, sont déphasés verticalement de 7t/2. Les champs
vg et Bg sont la pour annuler les divergences de vitesse et d’induction ma-
gnétique. Le taux de croissance de ce mode MRI est de w =~ 0.4149Q.

- y
Uy Vg

= 1]

©®

B,

FIGURE A.17. — Mode propre MRI 2D sphérique correspondant a la valeur propre
w ~ 0.4149Q, résolu sur 8 x 16 points de collocation, obtenus par
factorisation QR sur matrices denses.

Pour une résolution double, la méthode itérative d’Arnoldi converge en
quatre secondes vers un mode semblable (au signe pres, voir Figure A.18),
avec un taux de croissance estimé a w ~ 0.40270Q). Pour une résolution en-
core double de 32 x 64, la méthode d’Arnoldi converge en six minutes vers
le mode décomposé sur la Figure A.19, avec un taux de croissance estimé a
w = 0.41730Q). Le taux de croissance estimé n’a pas encore convergé a cette
résolution. Il en va de méme pour les champs de vitesse radiale v,, vitesse
azimuthale v, induction magnétique radiale B, : des structures a plus
petite échelle apparaissent lorsque la résolution augmente, et la forme glo-
bale des modes en est affectée. ]’ai observé qu'il était délicat d’imposer des
conditions aux limites interdisant le développement de modes de bords
[174] sans entraver la convergence de 1’algorithme de diagonalisation.

Le cas que je présente ici est encore 1'un des meilleurs que j’ai pu obtenir.
Dans la plupart des cas (conditions aux limites ou conditions physiques
différentes, y compris l'inclusion d’effets MHD non-idéaux), je parviens
éventuellement a obtenir des modes propres physiques a basse résolution,
et aucune des méthodes d’extraction de valeurs propres ne converge a
plus haute résolution. Il arrive que tous les champs sauf un ou deux soient
correctement résolus, mais l'erreur sur les champs restants se répercutent
sur la valeur propre associée. La cause du probleme vient certainement du
mauvais conditionnement de la matrice A et d’erreurs numériques dues
a la grande dimension du probléeme. Dans tous les cas, ces propriétés de
convergence sont insuffisantes pour envisager une comparaison fine avec
les résultats de simulations numériques.
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FIGURE A.18. — Mode propre MRI 2D sphérique correspondant a la valeur propre
w ~ 0.4027Q), résolu sur 16 x 32 points de collocation, obtenus par
itération d’Arnoldi sur matrices creuses.
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FIGURE A.19. — Mode propre MRI 2D sphérique correspondant a la valeur propre
w =~ 0.4173Q), résolu sur 32 x 64 points de collocation, obtenus par
itération d’Arnoldi sur matrices creuses.
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A.3.2  Difficultés liées aux simulations directes

Des difficultés intrinseques au code PLUTO viennent s’ajouter en géo-
métrie sphérique. Le principal probleme vient de la définition des condi-
tions initiales de la simulation. Nous disposons d’une solution analytique
stationnaire ; les conditions initiales naturelles consistent a affecter a chaque
cellule la valeur des champs de densité, vitesse et induction magnétique
correspondant a la solution analytique évaluée au centre de la cellule.
Malheureusement, cela ne correspond pas nécessairement a la valeur des
champs moyennés sur le volume de la cellule, telle qu’elle est définie dans
la méthode des volumes finis (cf. Section 11.2.5). Quand bien méme la so-
lution analytique serait moyennée sur le volume de chaque cellule, la mé-
thode de reconstruction des champs aux interfaces pourra induire des flux
a divergence non-nulle aux bords des cellules. Méme sans méthode de re-
construction (i.e. ordre zero spatial), I'emploi d’un solveur de Riemann
approximatif produit une erreur sur l'estimation des flux, et 1’équilibre
analytique n’est pas rigoureusement un équilibre numérique. Sauf cas ex-
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Y compris la périodicité dans la
direction angulaire.

La résistivité permet d’isoler des
modes a grande échelle spatiale
et a faible taux de croissance,
donc mieux résolus spatialement
et temporellement.

METHODES SPECTRALES ET MODES PROPRES MRI

ceptionnel, il en résulte une phase transitoire durant laquelle des ondes
se propagent et rétablissent un équilibre numérique. L'amplitude de ces
ondes par rapport a ’écoulement d’équilbre peut étre réduite & 10~* en
choisissant judicieusement le schéma de reconstruction et en augmentant
la résolution du maillage, mais cette amplitude est déja trop grande pour
proprement caractériser la phase linéaire de la MRI. En particulier, les
modes MRI disponibles ne sont pas tous excités uniformément, et nous
pouvons distinguer plusieurs croissances exponentielles.

Ce probléme de bruit initial non-contr6lé n’affectait pas nos simulations
cylindriques de fagon sensible. Pour cause, I’équilibre analytique était tres
bien approximé par interpolation linéaire dans la direction radiale a I'inté-
rieur des cellules. La vitesse azimuthale étant constante sur des cylindres,
I'écoulement d’équilibre respectait la symétrie cylindrique du maillage.
J'ai envisagé de construire d’autres équilibres MHD qui puissent étre mieux
adaptés au systeme de coordonnées sphériques. Il se pose alors le pro-
bleme de construire des équilibres hydrodynamiquement stables, et seule-
ment affectés par des instabilités telles que la MRI, sensibles aux effets
MHD non-idéaux. Cette tache est difficile et sans garantie préalable que
les nouveaux équilibres ne produisent pas de régime transitoire comme
précédemment.

A.3.3 Validation sphérique

Finalement, j’ai mis de coté la validation de 'implémentation des cou-
rants électrique en géométrie sphérique pour exploiter le code PLUTO en
géométrie cylindrique. J'y suis revenu lorsque j’ai commencé a développer
des modeles de disques stratifiés en géométrie sphérique.

En premier lieu, j'ai employé un domaine sphérique (r,0) € [1,2] x
[—1/2,41/2] avec des conditions aux limites analogues a celles précédem-
ment choisies sur le domaine cylindrique. Apres avoir réduit autant que
possible I'amplitude du régime transitoire sans champ magnétique, je me
suis assuré que les taux de croissance MRI étaient comparables a ceux
attendus en géométrie cylindrique, a mieux que 10% pour différentes va-
leurs de champ magnétique, résistivité et parametre de Hall.

Dans un second temps, j’ai comparé les évolutions non-linéaires en
MHD-Hall (sans résistivité) entre un setup cylindrique et un setup sphé-
rique semblable. Les conditions aux limites sont périodiques dans la direc-
tion angulaire, mais avec une extension radiale grande devant I'extension
verticale du domaine (rapport d’aspect de 1'ordre de huit). La formation
de structures magnétiques (écoulements zonaux, cf. Section v.2) se pro-
duit de fagon analogue dans les deux cas : méme temps caractéristiques et
localisation radiale. Je considére ce test comme suffisant.
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Résumé

Divers processus physiques peuvent générer des structures axisymétriques
dans les disques d’accrétion. Dans le Chapitre v, j’ai montré que 1'effet
Hall était capable de concentrer le flux magnétique en bandes axisymé-
triques, et de maintenir des écoulements zonaux dans des simulations 3D
non-stratifiées. Dans les simulations stratifiées Chapitre viii, j’ai mis en
évidence un autre mécanisme ot I'induction ambipolaire est seule respon-
sable du confinement magnétique. Des structures semblables ont aussi été
observées dans des simulations de disques en MHD idéale. Elles partagent
les propriétés d’étre axisymétriques et temporellement cohérentes, mais
les relations de phase entre les différents champs ne sont pas les mémes,
indiquant l’existence d’autres mécanismes d’auto-organisation.
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Cf. Chapitre v.

AUTO-ORGANISATION EN ECOULEMENTS ZONAUX

NOM GEOMETRIE STRATIFIE SOLVEUR Ay B
ZF1 sphérique 2D oui HLLD 0 5.0x103
ZF2 shearing-box 2D non HLLD 0 2.0x10%
ZF3 shearing-box 2D  non HLLD 0 2.0x103
ZF4 shearing-box 2D  oui HLLD 0 2.0x10%
ZF5 shearing-box 3D non HLLD 0 2.0x103
ZF6 cylindrique 3D non HLL 1 6.4 x 103
LF7 cylindrique 3D non HLLD 1 6.4x103

TABLE B.1. — Auto-organisation sans effet Hall : nom du run, géométrie du do-
maine de calcul, stratification verticale du disque, nombre d’Elsasser
ambipolaire et paramétre p = 2pc2 /B2 dans le plan médian.

Plusieurs disques protoplanétaires observés présentent des structures
zonales (axisymétriques) dans leur distribution de poussieres, pouvant
nous renseigner sur la distribution de pression dans le disque [349]. La
présence d'un flux magnétique net traversant le disque offre des méca-
nismes de formation d’écoulements zonaux. Des concentrations axisymé-
triques de flux magnétique ont été reportées en MHD idéale, dans des
simulations shearing-box non-stratifiées [19] et stratifiées [170, 309]. Dif-
férents mécanismes ont été proposés pour expliquer la formation de ces
structures. Cependant, les résultats dépendent significativement de 1’ex-
tension spatiale du domaine de calcul employé [19], mettant en doute leur
pertinence dans les disques protoplanétaires. J'ai également observé la for-
mation d’écoulements zonaux et de concentrations axisymétriques de flux
magnétique dans mes simulations MHD idéales ; les simulations illustra-
tives sont listées dans la Table B.1

B.1 SIMULATIONS GLOBALES STRATIFIEES
B.1.1 Apercu

En MHD idéale stratifiée, la saturation non-linéaire de la MRI axisymé-
trique avec flux net differe de son analogue 3D. Au lieu d’entretenir une
turbulence développée, I'écoulement s’organise spontanément comme ap-
parent sur la Figure B.1. Le champ magnétique est concentré en bandes
étroites, et le flux magnétique inter-bande est quasi-nul. Comme dans nos
simulations en MHD Hall non-stratifiée, le flux magnétique est assez in-
tense pour stabiliser 1’écoulement dans les bandes, et trop faible entre les
bandes pour permettre une croissance rapide de l'instabilité. Le niveau de
transport est trés faible dans ce régime (ox < 10™%4), et ces structures sur-
vivent sur plusieurs centaines d’orbites locales. Leur formation se déroule
sur quelques orbites locales seulement, apres quoi une série de bandes



B.1 SIMULATIONS GLOBALES STRATIFIEES

atteignent un régime quasi-stationnaires, séparées d'une distance radiale
typique 6r ~ 2H et pouvant dériver radialement au cours du temps.
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F1GURE B.1. — Distribution de champ magnétique vertical B, /B¢ dans le plan po-
loidal (r,z) du run ‘ZF1” a t = 200Tj.

B.1.2 Transport radial du flux magnétique

Pour cerner l'origine de ces structures, je décompose sur la Figure B.2
les différentes contributions au transport radial de flux magnétique verti-
cal. Le terme —B,0,v, correspond a la compression des lignes de champ
par un écoulement a divergence non-nulle, et le terme —v,.0,- B, représente
I’advection du flux suivant 'écoulement moyen ; les termes dus a la com-
posante verticale v, sont négligeables et ne sont pas représentés pour plus
de clarté. Les deux premieres bandes de flux magnétique (a faible rayon)
sont advectées vers le rayon interne, tandis que les deux dernieres sont
advectées vers le rayon externe. Le terme de compression —B,0,v, est res-
ponsable du confinement de chacune des bandes.

En MHD idéale, le gel du flux magnétique dans le plasma entraine que
le rapport B, /X est advecté par I’écoulement. Je trace sur la Figure B.3 les
profils radiaux de flux magnétique et de densité (p), moyennée sur la hau-
teur 2H du disque. Les fluctuations en flux magnétique sont clairement
anti-corrélées aux fluctuations de densité surfacique. Cette séparation né-
cessite un transport diffusif du flux magnétique, ici causé par les fluctua-
tions turbulentes de vitesse dans les premiers instants de la simulation.
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FIGURE B.2. — Profils radiaux dans le run axisymétrique ‘ZF1” moyennés entre
z = xH(r) : champ magnétique vertical B, /Bg (pointillés rouges, axe
de droite), dérivée temporelle 0B (trait noir), contribution compres-
sive —B,0,v; ("+’ bleus) et advective —v,. 0B, ("X’ vertes).

Une explication possible donne un role central au vent du disque. La
diffusion turbulente peut diminuer dans les zones plus fortement magné-
tisées [18]. Ces zones sont donc alimentées en masse et en flux magnétique
par la turbulence MRI des régions voisines. Si le taux de pertes de masse
dans le vent augmente avec la magnétisation u = 1/ [320], alors la masse
est évacuée dans le vent tandis que le flux magnétique est accumulé radia-
lement. Puisque le contraste en magnétisation p a augmenté, ce processus
pourrait donner lieu a une instabilité d’accrétion-éjection globale [cf. 214].

Une autre possibilité repose sur la nature du transport turbulent de mo-
ment cinétique et de flux magnétique. Si le transport turbulent autorise
un découplage flux / masse, il devient nécessaire de caractériser comment
les tenseurs de résistivité et viscosité dépendent des propriétés locales du
fluide. En l’absence de diffusivités explicites, notre configuration MHD
idéale est mal conditionnée pour aborder ce probléme : les tenseurs de
diffusivités sont ultimement affectés par les propriétés de dissipation nu-
mérique a petite échelle [116, 199]. Nous pouvons quand méme progresser
en adoptant une configuration numérique simplifiée.

B.2 SHEARING-BOXES NON-STRATIFIEES
B.2.1 Diagrammes espace-temps
J'ai procédé par étapes pour développer un modéle numérique global

de disque stratifié. La majorité des tests ont été réalisés en MHD idéale
et en géométrie sphérique axisymétrique. Dans cette configuration, 1’ap-
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FIGURE B.3. — Profils radiaux dans le run axisymétrique ‘ZF1” moyennés entre
z = £H(r) : densité moyenne dans le disque (p) /po (trait bleu, axe
de gauche) et champ magnétique vertical B./Bg (trait rouge, axe de
droite) ; les tirets représentent les profils initiaux.

parition d’écoulements zonaux est générique aux simulations avec flux
magnétique net, or ces structures sont relativement peu documentées a
partir de simulations locales (voir Bai & Stone [19]). J’ai d’abord douté
de la méthode numérique : avant de décomposer les termes d’induction
magnétique sur la Figure B.2, jai commencé par tester la dépendance de
ces structures avec I’ensemble des parametres libres du code PLUTO. Cela
inclut la résolution spatiale du maillage, les méthodes de reconstruction,
le solveur de Riemann, etc. Observant toujours I’auto-organisation du flux
magnétique, j'ai progressivement réduit la complexité physique du setup :
les conditions aux limites polaires, la stratification, la géométrie du do-
maine de calcul. J'obtiens toujours des écoulements zonaux en simula-
tions shearing-box 2D, sans stratification verticale, et avec la distribution
publique du code PLUTO 4.0. Nous pouvons d’ores et déja exclure I'hy-
pothese selon laquelle I’auto-organisation résulte d"un vent magnétisé. J'ai
aussi vérifié que la vitesse verticale n’induit pas un rapport de cisaillement
s := —0,V;/0,V, significatif; le processus d’auto-organisation suggéré en
Section v.4 est également exclu.

La Figure B.4 montre 1’évolution du flux magnétique vertical dans deux
simulations shearing-box non-stratifiées avec différentes magnétisations
initiales. Le domaine (x,z) € [+0.8] x [+0.3] est maillé par 256 x 96 cel-
lules; les flux de Godunov sont estimés par le solveur HLLD aprés re-
construction linéaire avec le limiteur de Van Leer, puis intégrés temporel-
lement par Runge-Kutta d’ordre 2; le champ magnétique évolue en trans-
port contraint, les EMFs étant reconstruites par le schéma UCT_CONTACT.
Le champ magnétique initial est constant et vertical, et la vitesse du son
isotherme est fixée a c; = 10% comme dans les simulations cylindriques.

Dans les deux cas, le flux magnétique est concentré en bandes étroites
et temporellement cohérentes. A plus fort flux net (cf. Figure B.4 droite),
le flux magnétique s’organise plus rapidement et sur de plus grandes
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FIGURE B.4. — Flux magnétique vertical B, /By au cours du temps dans les simula-
tions “ZF2’ (B = 5 x 103, gauche) et ‘ZF3’ (B =5 x 102, droite).

échelles, produisant moins de bandes dans le domaine de calcul. La ré-
solution spatiale est juste suffisante pour capturer I'ensemble des accumu-
lations de flux du run ‘ZF2” a faible magnétisation (Figure B.4 gauche); a
cette échelle, le nombre de bandes dépend sensiblement des propriétés de
diffusion numérique du champ magnétique. J'ai vérifié que la simulation
‘ZF3’ est bien convergée en résolution vis-a-vis du nombre de bandes.
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F1GUre B.5. — Flux magnétique vertical B,/By au cours du temps dans la simula-
tion 2D stratifiée ‘ZF4’ (gauche) et 3D non-stratifiée ‘ZF5’ (droite).

Comme apparent sur la Figure B.5 gauche, le flux magnétique vertical
est encore confiné radialement en shearing-box 2D verticalement strati-
fiée, avec des conditions verticales périodiques pour empécher les pertes
de masse et de flux magnétique. Cependant, la cohérence temporelle des
bandes est faible comparée au run non-stratifié équivalent ‘ZF2’, de méme
que le contraste entre les zones de fort et faible flux magnétique. Le run
‘ZF5’ représenté sur la Figure B.5 droite est équivalent au run ‘ZF3’ mais
avec 256 cellules pour couvrir l'extension azimuthale y € [£0.8]. Cette
figure confirme que l’auto-organisation du flux magnétique vertical est
inhibée en 3D avec une extension spatiale suffisante [19].
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B.2.2 Etat saturé

Je représente sur la Figure B.6 les profils radiaux issus du run ‘ZF3’,
apreés moyennes verticale et temporelle entre 20T, et 200Ty. Cet intervalle
temporel est long devant le temps dynamique de 1’écoulement, donnant
des profils lisses mais plus étalés que les structures instantanées.
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FIGURE B.6. — Profils radiaux dans le run ‘ZF3’, moyennés verticalement et tempo-
rellement entre 20Ty et 200Ty. Panneau supérieur : flux magnétique
vertical B,/By (trait rouge, axe de gauche), stress horizontal de
Reynolds Ry / B% (pointillés verts) et de Maxwell M,/ B(Z) (tirets
bleus); panneau inférieur : fluctuations en densité dp/pg (trait noir)

et vorticité verticale (wz),, , = 0r (Vo) .-

Les profils de flux magnétique B et de stress magnétique M,, = —B;B,,
sont positivement corrélés. Les concentrations de flux magnétique ne se-
raient pas suffisamment intenses pour tuer la MRI dans un écoulement
képlerien, et le profil de stress magnétique atteste du caractére instable
de I'écoulement dans ces zones. Les maxima de stress ont tendance a éva-
cuer la masse vers les minima de stress; les profils de densité et de flux
magnétique se retrouvent donc anti-corrélés. Cette anti-corrélation ne ré-
pond pas a un transport idéal du plasma : le découplage masse / flux
requiert une forme de diffusion, d’origine turbulente en 1’occurrence. Les
fluctuations en densité dp = p — po sont de 'ordre de la densité initiale pg.
Pour compenser les gradients radiaux en pression thermique 9,P = cgarp,
la vorticité de I'écoulement w, ~ 0,v, doit s’ajuster de telle sorte que le
cisaillement |w,| soit maximal dans les maxima de densité.

Les valeurs prises par le profil de w, sont remarquables. La borne
wy =0 correspond a un écoulement en rotation solide, donc insensible
a la MRI; la borne w, = —2 correspond a la limite de stabilité hydro-
dynamique de Lord Rayleigh [279] : le moment cinétique doit croitre ra-
dialement. Avec w, ~ 0 dans les bandes de champ magnétique, la MRI
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peut étre stabilisée pour des champs relativement peu intenses. Le stress
de Reynolds est anti-corrélé au stress magnétique; il est maximal entre
les bandes, empéchant la vorticité de passer sous w, < —2 et maintenant
I’écoulement marginalement stable.

L’hypothese de disque képlerien est invalide dans nos simulations d’écou-
lements zonaux, aussi bien en shearing-box non-stratifiée en MHD idéale
que dans nos simulations stratifiées en MHD non-idéale. J'ai identifié
les termes de 1’équation d’induction responsables du confinement magné-
tique dans les deux cas, mais le mécanisme favorisant la séparation masse
/ flux n’est pas élucidé. Suivant une description en champ moyen, il s’agit
de caractériser la dépendance du coefficient de transport o par rapport aux

Voir Section 1v.3.  autres nombres adimensionnés du probleme. Avec o« ~ 3172, la dépen-
dance en magnétisation ne suffit pas a causer 1’auto-organisation. Cepen-
dant, la Figure B.6 laisse deviner I'importance du cisaillement local [268].
L’interaction de la MRI avec une instabilité hydrodynamique pourrait ou-
vrir de nouvelles pistes d’auto-organisation visqueuse dans le disque.

B.3 SIMULATIONS CYLINDRIQUES NON-STRATIFIEES

Bai & Stone [19] ont observé des concentrations axisymétriques de flux
magnétique dans des simulations locales en MHD idéale. Ils ont observé
que 'auto-organisation tendait & disparaitre dans des boites plus grandes,
mais que la diffusion ambipolaire pouvait amplifier les contrastes en flux
magnétique. ]'ai profité de ma configuration cylindrique non-stratifié pour
vérifier si je retrouve ce phénomene d’auto-organisation en MHD ambipo-
laire dans une géométrie globale. Les runs ‘ZF6’ et “ZF7” sont basés sur le
run ‘AD —4 — 64’ de Bai & Stone, avec un parametre 3 = 6.4 x 103 et un
nombre d’Elsasser ambipolaire Ay = 1 imposé dans le domaine de calcul
entier. Comme nos simulations cylindriques sont spatialement moins bien
résolues que les simulations locales de Bai & Stone, je teste deux solveurs

La reconstruction arithmétiqgue  de Riemann différents : HLL dans le run ‘ZF6’, et HLLD dans le run ‘ZF7".
des EMFs est employée dans les Te run ‘ZF6’ est donc plus diffusif, mais il correspond a la configuration
. deux. TS ; typique de nos simulations incluant I'effet Hall.
voir Flock et al. [107]. . . .

La Figure B.7 confirme que des structures organisées se forment dans
nos simulations 3D non-stratifiées en MHD ambipolaire. Dans les deux
cas, les fluctuations en champ magnétique sont de 1’ordre du champ initial ;
les bandes sont deux fois plus étroites que la hauteur h du domaine cylin-
drique, elles sont mieux visibles prés du bord radial interne, et leur temps
de cohérence est de quelques dizaines d’orbites locales. Ces diagnostiques
sont compatibles avec ceux obtenus par Bai & Stone en shearing-boxes
non-stratifiées et Bai [15] avec stratification verticale. Bai & Stone ont mon-
tré que 'auto-organisation du flux magnétique tend a disparaitre quand
I'extension spatiale du domaine augmente; cependant, cette observation
n’est faite qu’en MHD idéale, sans diffusion ambipolaire. Le fait que ces
structures survivent dans nos simulations globales pourrait trahir 'exis-
tence d'un second mécanisme d’auto-organisation, reposant sur l'induc-
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F1Gure B.7. — Flux magnétique vertical B, /Bg au cours du temps dans les simula-
tions cylindriques 3D non-stratifiées ‘ZF6” (gauche) et ‘ZF7’ (droite).

tion ambipolaire comme décrit dans la Section vii.5.4. Ce dernier serait
capable de s’exprimer en géométrie globale. Je n’ai pas observé 1'auto-
organisation du flux magnétique dans les simulations 3D non-stratifiées
en MHD idéale, et j’ai vérifié que 'induction ambipolaire est seule respon-
sable du confinement magnétique dans les runs ‘ZF6" et ‘ZF7".

Par comparaison, le run moins diffusif ‘ZF7” produit nettement plus de
structures a petite échelle. Les couples turbulents, symbolisés par le coeffi-
cient de transport «, sont compatibles dans ces deux runs. En revanche, je
compte environ deux fois plus de bandes de flux magnétique dans le run
plus diffusif ‘ZF6’. La Figure B.8 permet de comparer les distributions ins-
tantanées de champ magnétique dans ces deux simulations : I'axisymétrie
n’est pas évidente a 'inspection du run ‘ZF7’. Bai & Stone [17] ont aussi ob-
tenu un écoulement marginalement axisymétrique en simulations locales
avec Ap = 1. Il est possible que le mécanisme d’auto-organisation ne per-
mette pas de maintenir des structures cohérentes a plus haute résolution,
du moins dans ce régime de parametres physiques.
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F1Gure B.8. — Distribution intantannée du champ magnétique vertical B, /By dans
les runs ‘ZF6’ (gauche) et ‘ZF7’ (droite).
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EQUILIBRES MAGNETOHYDRODYNAMIQUES

Dans ’espoir de tester I'implémentation des courants électriques en géo-
métrie sphérique dans le code PLUTO, jai explicité différentes solutions
analytique d’équilibres MHD, que j’ai ensuite linéarisés et implémentés
dans ma méthode spectrale bidimensionnelle. Je ne vais présenter que
deux solutions analytiques particuliéres.

C.1 EQUATIONS FONDAMENTALES

Plagons-nous en coordonnées sphériques axisymétriques (r,0), et par-
tons du systeme d’équations décrivant la dynamique d’un fluide magné-
tisé en régime MHD non-idéal et compressible :

otp = —V - [pV] (C.1a)
P B

atv:—v-Vv—vp—l—IX VO (C.1b)
0B=4+V x[vxB—nmV x B

¢ v 1 (C.10)

—A(VxB)xB+v((VxB)xB) x B]
complété par les relations
]=V xB (C.2a)
P =c?p, (C.2b)

ou p est la densité du fluide, v sa vitesse, B le champ d’induction ma-
gnétique, P la pression suivant une équation d’état isotherme, | la den-
sité de courant électrique, 1 la résistivité Ohmique, A la longueur de Hall
et v le coefficient de difusion ambipolaire. @ est le potentiel gravitation-
nel. Je définis les opérateurs partiels Dy := 1/r+ 0., Dg := cot(0) + 9o,
D% =D;-D; = (2/1)0; + a%, ainsi que les opérateurs identité I, et Ig
suivant chaque direction. Les équations pour le champ magnétique ne
comportent que les composantes 0 et ¢; la troisieme composante se dé-
duit de V- B = 0, ou plus directement des relations B, = (1/r)DgA, et
Be = —D;A. Je dénoterai par une barre les champs d’équilibre, et par
une apostrophe les perturbations.

C.2 ECOULEMENT KEPLERIEN CYLINDRIQUE NON-STRATIFIE
c.2.1  Solution stationnaire
La premiére solution considérée est 1’analogue exacte d"un disque képle-

rien cylindrique, exprimée en coordonnées sphériques, c’est a dire p = po,
B = Boe,, v = (rsin(0)) /2 €o-
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250 EQUILIBRES MAGNETOHYDRODYNAMIQUES

c.2.2 Systeme linéaire tangent

2 1
dtp’ = —po <<6r+r) @1g [vi] + - ®De [vé]) (C3)
div! — Cza I / 2 . (9)71/2 /
tVr—_% r® 9[9]"‘1,37@31“ Vo]
. : (C.4a)
+ p—o (DT ®sin(0) [Bg| — . ® sin(0)dg [B£]>
0
2
, , 2 cos(0) ,
g = — -1 @ e ']+ —55@ sin(0)3/2 Vo
B : (C.4b)
+ p—o <Dr ® cos(0) [Bg| — = ® cos(0)0g [BL])
0
r—3/2 1 r—3/2 cos(0)
_ ; —1/2
Qv = — 3 ® sin(0) [vi] — 57— ® 5in(0)3/2 [ve]
. ] (C.40)
+2 <Dr ®cos(0) — - ® sin(e)Dg) B )
Po T
0¢Bg = BoD; ®sin(0) [v] + BoDy ® cos(6) [vg]
(C.5a)

+ABo <D$ ® cos(0) — %ar ® sin(G)De) [Bo,]
0¢B¢, = Bo (Dr ® cos(0) — % ® (cos(0) +sin(6)ae)> Vol

—3/2
—F{(rVZDT—T 3 >®sin(6)1/2

+ ABg <18r ® cos(8)dg — 1% @ (cos(8) + sin(0)dg) 89> } [B/]

~3/2 . v—1/24 _ cos(6)
+{T ®(sm(8) Og 72sin(9)3/2

+ ABp <1Dr ® (cos(8) +sin(0)dg) — D2 ®Cos(8)> } [Bg]

(C.5b)

C.3 DISQUE KEPLERIEN STRATIFIE

J’exhibe une classe de solutions représentant des disques quasi-képleriens,
obéissant a une équation d’état localement isotherme avec une vitesse du
son ne dépendant que du rayon cylindrique. Le champ magnétique d’équi-
libre est constant et aligné avec I'axe de rotation du disque, le champ de
vitesse d’équilibre est purement toroidal, et la densité est libre de varier
radialement et verticalement.



C.3 DISQUE KEPLERIEN STRATIFIE

c.3.1  Solution localement isotherme

Assignons la distribution de vitesse du son c(r, 0)% = c(z) (rsin(0))%, et
imposons une vitesse poloidale nulle ¥, = ¥g = 0. Le champ magnétique
d’équilibre est B = Bye,, le courant électrique associé est donc nul. Le po-
tentiel gravitationnel cause une force centrale VO = —r2e,. Je souhaite
déterminer les distributions d’équilibre pour la densité et le champ de vi-
tesse, étant donnée une distribution de vitesse du son. Je pars de 1’équation
d’impulsion (C.1b) dans le plan poloidal (r,0) :

=2 2
% 5 xc 1
T(P =c“0r log(p)+T+T—2 (C.6a)
cot(e)\‘)fp L log(p) + x cot(0)c?, (C.6b)
soit ]
x r % 'sin(0)% 1
drlog(p) = ——+ 2 (6) (vfp — r)
iy (C)
0p log(p) = —acot(0) + C—(g cot(0) sin(0) "> Ty,
0

En différentiant la premiere équation par rapport a 0 et la seconde par
rapportar:

tan(0)dgv% = 10,72, — % (C.8)

A supposer que la forme de la solution ne soit pas évidente, appliquons
une méthode standard de résolution. Je définis les nouvelles coordonnées
(r,0) = (x =log(r),y = —log(sin(6)) pour obtenir 1'équation

(0x +0y) V5, = e ™. (C.9)

Dans le plan (x,y), nous pouvons paramétrer une courbe t € R* —
(x(t) = xo + t,y(t) = yo + t). Etant donné un point de coordonnées (x,y),
la courbe caractéristique passant par ce point a pour coordonnées initiales
(x = (y—1Yo),Yo). Le long de cette courbe, I'équation précédente devient :

v, ) —(xo+1)

= = (0x +0y) Vi, = xe , (C.10)
d’ou \')%p (1) —\')%p (0) = —oe™ (t+%0) 4 e 0, Cela peut étre ré-écrit \')%p (x,y)—
\')%p (x —y+vyo,Yo) = —x(e * —e ). Si nous prescrivons la distribution

radiale de vitesse x — \—,(zp (x,Yo), nous pouvons la transporter le long des
caractéristtiques pour reconstruire la solution dans le plan poloidal (r, 0).

Si nous choisissons d'imposer la vitesse \’)%p (ro,m/2) = v%r{)‘ dans le plan
médian, le transport de cette condition le long des caractéristiques donne

Ve (%,y) = vier (YY) _ o (e7x — g7 X0)

5 (_sin(@)\" 11 (C11)
- <rsin(§)> _“<r_m>
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Le. le rapport vitesse du son sur
vitesse képlerienne est constant
dans le plan médian.

EQUILIBRES MAGNETOHYDRODYNAMIQUES

(avec 19 = rsin(0) le rayon cylindrique) de telle sorte que le champ de
vitesse d’équilibre est :

1T 1
52 2.mn
Ve, =VvoTy — x| ——— |. Ci1z2
© =VoTo <r To) (C.12)
En injectant cette solution dans (C.7), nous ne pouvons pas trouver une
primitive simple pour p, car la densité apparait dérivée dans (C.6), sauf
dans le cas & = 0, pour lequel

1 1

Plus couramment dans la littérature, c’est le profil radial de densité, et
non le profil de vitesse toroidale, qui est imposé dans le plan médian.
En revenant a (C.6), nous pouvons isoler v, et égaliser les deux lignes,
obtenant ainsi une équation pour p seulement :

1
? (13, — tan(0)30) log(p) = —; (C.14)
définissant f := log(p) et de nouveau x :=log(r) ety := —log (sin(0)), cela
peut étre réécrit
1
(ax—l—ﬁy)f:—@:cgzexp[—(a+1)x+ay]. (C.15)

La méme méthode que précédemment conduit a 1'équation différentielle

df

P cgze“(y"_"‘)) exp [—(xo +1)]. (C.16)

Prescrire le profil radial p(ro,0 = 7/2) = pory revient a imposer f(xo =
x—Y,Yo = 0) =log(po) +n(x—y) :

f(x,y) = f(x—y,0) + caze*""‘0 (e*"o — e*(""*”) , (C.17)

et la solution globale pour la densité est :

p(T,T0) = poTy exp [1 (1 1 )] . (C.18)

c2(ro) \r 10

et le champ de vitesse toroidale s’obtient simplement d’apres (C.6) :

Ve (1,0)% = (1—(cc+1) (1 —sin(0) ")) % + (n+«)c(r,0)? (C.19)

c.3.2 Linéarisation pour un angle d’ouverture constant

Considérons la famille de solutions (C.18) avec un profil de densité im-
posé dans le plan médian, et focalisons-nous sur le cas le plus pratique
en géométrie sphérique : un disque avec un angle d’ouverture constant,



C.3 DISQUE KEPLERIEN STRATIFIE 253

donné par o = —1, c’est a dire c(r,0)2 = co/rsm(G) = c2.

d’équilibre sont :

Les champs

p(r,0) = por'sin(0)™ exp [cgz (sin(B) — 1 )] = pr ® Po (C.20a)
V(1,002 =171 (T+(n—1)c§sin(0) ") =vZ®v§ (C.20b)

Définissons a nouveau p := 1/p, et développons le systeme linéarisé :

2 v
dip’ = {—pr <ar+ 14> ® po —TlpT ® pe} [vi]

) 0 (C.21a)
+ {—?T ® peDg —nTT ® po Cot(G)} Vo]
T ] T
atV£_{H r®]vle\/9+l1r <T—ar>®uecé—:}2®ue} [p/]
+2T ® Ve [vi,] (C.22a)
— Bo% ® ug sin(0)0g [B,] +BourDy ® o sin(0) [Bé]
2
Qvp = {MTVT ® wo V3 cot(8) + e ® ugcj (cot() — 69)} [p']
+ 2? ® v cot(0) [vy,] (C.22b)
—Bo"" © 1o cos(8)d0 [B{] + BowrDr @ o cos(0) [Bg]
A%
atvip = {—Tr X VvVg — ar\/‘r ® ar'\/|9} [V.'/”]
1
+ {—\: ® Vg cot(0) — ;aewr ® ae\’w} Vo) (C.22¢)
My . /
+ {BOHTDT ® pg cos(0) — Bo~~ ®ue Sm(e)De} (B
0¢By = BoD; ®sin(6) [v;] + BoDr @ cos(6) [vg]
(C.23a)

]
+ {ABODf ® cos(0) — }\Bo;ar ® sin(G)De} [B6,]

1
{BODT ® cos(0 Bof ® (sin(0)dg —i—cos(e))} Vo)
{(a Vir ® aT‘V|9 +v:Dy ®V9)

B Bo
}‘T"ar ® cos(0)0g — )\rT ® (cos(0) 4 sin(0)dg) 69> } [B/]

1
+ { <Taev|r ®0gV|g + — ®Veae>
AB
+ <rOD ® (cos(0) +sin(0)dg) —?\Bon ®cos(9)>} [Bé}

(C.23b)
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avec

arv:—l _3/2®\/1 n—1)c3sin(6) !

dav 11‘_1/2 ( ])CO COS(S)SH(G) 2 (C24)
oV =—3
\/1 n—1)cj 2sin(0) !

C.4 CHAUFFAGE CORONAL PROGRESSIF

Dans le calcul fait en Section C.3, la distribution de température (vitesse
du son) intervient comme un degré de liberté. Une fois que la distribu-
tion de température est définie, nous pouvons prescrire un profil radial de
densité et le propager au plan poloidal (r,0) entier par la méthode des ca-
ractéristiques. Je souhaite expliciter une solution d’équilibre hydrostatique
pour laquelle la densité reste assez élevée dans la couronne du disque. En
I’absence de champ magnétique, c’est la pression thermique du fluide qui
apporte un support vertical contre la gravité : ’échelle de hauteur caracté-
ristique du disque varie comme h/R ~ cs/vk. Nous pourrions obtenir une
atmosphere dense en reprenant la solution de la Section C.3 avec une tem-
pérature élevée, mais cela produirait un disque excessivement épais vis-a-
vis du modele du disque mince. Un rapport h/R ~ 20% peut s’accorder
aux observations de disques protoplanétaires, mais la densité décroit tou-
jours exponentiellement vite avec l'altitude, et le seuil des densités faibles
n’est élevé que de quelques échelles de hauteur.

La premiere solution que j'ai développée consiste a prescrire une distri-
bution de température augmentant avec l'altitude. De cette fagon, 1’épais-
seur h/R peut rester faible dans le plan médian, mais h augmente avec
l'altitude de sorte que la densité reste relativement élevée dans la cou-
ronne. Apres plusieurs essais, j’ai opté pour 1'une des seules prescriptions
en température permettant d’aboutir a une forme analytique simple pour
la solution. Les composantes poloidales de I'équation d’impulsion sont :

V2 1
T(P =2 +¢29, log(p) + d,c2; (C.25a)
co’c(e)v%p = cgag log(p) + aecg. (C.25b)

La distribution de vitesse du son augmente quadratiquement avec ’angle
par rapport au plan médian, par l'intermédiaire du parametre x :

c2(r,0) = c3(rsin(0))* L —|—xcos(9)2] . (C.26)

Avec le changement de variables usuel (r,0) — (x :=log(r),y := —log(sin(0)),
et définissant f := log(p), nous pouvons nous ramener a 'EDP :

2xe Y
T+x(1—e2y)

(0x +0y) f=— {c%exe“("*y) 1+x(1 —efzy)}}i —

Caze—(oc—H )x ey + er—Zy

- e (C.27)




C4 CHAUFFAGE CORONAL PROGRESSIF

J'applique ensuite la méthode des caractéristiques suivant la méme dé-
marche que dans la Section C.3. Je définis I'abscisse curviligne t — (x(t) =
xo +t,y(t) = yo +t)), le profil de densité équatoriale est prescrit comme
p(r,0 = m/2) = po(rsin(0))™, les courbes caractéristiques sont donc pro-
longées depuis (xp = x —y,yo = 0), avec pour condition initiale f(t = 0) =
f(x —y,0) =log(po) + n(x —y), donnant :

df = cyZe (ctTixoe=t 4 2ye—2t

—-— =20 . C.28
dt T4x(1—e2Y (C.28)
Définissons
X
=,/ C.
V=T (C29)

et intégrons formellement :

t
f(t) =f(0) + L ji dt = f(0) + F(t) — F(0), (C.30)

oul la primitive

7(0(4’1) 0 t_
F(t) =2t —log(1 +x) —log(eZt —vz) — Vezc(z)xlog [e ::] . (C31)

Le membre de droite de (C.30) s’écrit donc

(C.32)

et la distribution de densité dans le plan poloidal est :

sin(0) 72 — V2:|

f(r,0) =log(po) + nlog(rsin(0)) —2log(sin(0)) — log [ 2

(C33)

v (rsin(g))(**!) log | 6I0(8) T =) (1+)
S %8 | (sin(0) T +v) (1= )

En injectant cette expression dans (C.25), nous pouvons en déduire la dis-
tribution poloidale de vitesse toroidale :

2 (sin(0) =T +v) (1 —v)
(C.34)

Sur la Figure C.1 sont tracés les profils polaires de densité obtenus en
échantillonnant différents parametres de chauffage x ; les propriétées dési-
rées sont bien apparentes. La hauteur d’échelle tan(6y) = h/R = 5% dans
les régions denses du disque, quel que soit le parametre de chauffage ¥,
assurant la validité du modele de disque fin. Pour x > 102, la densité

(x+1) . -1 _
v%pz]+c§{oc+n+(oc+1)v(rsm( 2)) log[(sm(e) v) (1+v)
r CoX
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décroit suffisamment lentement dans la couronne pour maintenir un rap-

port p/po > 107°. Ces valeurs sont suffisamment élevée pour envisager

de produire des simulations en un temps de calcul raisonnable.

La pression élevée dans la couronne contribue a supporter le gaz contre

la gravité. En conséquence, la vitesse d’équilibre est nettement sub-képlerienne

au dessus du disque : le cisaillement vertical d,v, est accru. Cela favo-
Voir Section vir2.1.2.  rise le développement de la VSI dans la couronne, comme illustré sur la

Figure C.2. Je ne suis pas parvenu a concilier les avantages d'un chauf-

fage coronal progressif et d’'un amortissement thermique suffisamment

lent pour modérer 'intensité de saturation de la VSL

10()

107 B TaE
cold hot
j=3
S0}
QU
1074

107°

1076 : :
/2 /3 /6 0
0

FiGure C.1. — Profils polaires de densité par rapport au plan médian p/po, pour
un disque avec h/R = c¢p = 5% dans le plan médian, et avec un
chauffage coronal x échantillonné uniformément sur [0, 500].

j
Cs 2 0.1
. l l
16
12 0.
o1 I 080 I
004 04 0.1

F1cure C.2. — Solution d’équilibre localement isotherme (C.33)-(C.34) dans le plan
poloidal (r,0), pour un disque d’épaisseur h/R = ¢y = 7% et un
parametre de chauffage coronal x = 111. A gauche : vitesse du son
en unité de vitesse képlerienne au bord interne cs/vg ; au milieu :
moment cinétique spécifique j := QR?; a droite : vitesse verticale
vz /vo aprés intégration temporelle sur quelques orbites internes.

<
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DIGRESSIONS

D.1 EQUATION D'INDUCTION NON-IDEALE EN CHAMP MOYEN

Définissons 1’opération de moyenne verticale :

1

Vo= —— | {}dz avec h) .= J dz D.1
Oni= 7 | w=| @z @)
ainsi que les moyennes de surface dans le plan équatorial (r, ¢) :

1
(Vyz = 6] L {}dydz  avec u(x) = L dydz, (D.2)

en coordonnées cartésiennes, et

()opz = p.(]):) L {}rdedz avec ux) = L rdedz, (D.3)

en coordonnées cylindriques. Supposons que les champs soient périodiques
dans la direction azimuthale et verticale, et que nous incluions les EMFs
Ohm et Hall dans I"équation d’induction :

0tB=Vx[vxB—nV xB—{g(V xB)xB]. (D.4g)

Les champs sont séparés en moyennes plus fluctuations : B = (B) + B’. Dé-
finissons le tenseur de contraintes de Maxwell M := —B’ ® B’ et le tenseur
de Faraday F := v/ ® B’ — B’ ® v/, construits a partir des fluctuations des
champs de vitesse et d’induction magnétique. Je vais me concentrer sur
I'induction du champ vertical moyen.

D.1.1  Coordonnées cartesiennes

D.1.1.1 Moyenne verticale

Supposons que (vy), = (vz), = (Bx), = (By), = 0. La composante
verticale du champs d’induction magnétique obéit a :

(0¢B2), = (V Xz [vx B]+1nAB, — gV x, [(V x B) x B]), . (D.5)
Décomposons :

(Vx,[vxBl), = :Ljdz{aX [v:Bx —VvxB.] — 3y [vyB, —v,Byl}

1
_ PLsz{ax [VBL —v.B.] —dy [(vy) (B=) +v/B. —v.B}]}

= Ox (Fax), — Oy (Fyz), — 3y [(vy), (Bz),] (D.6)
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[(VxB)xBl), =(Vx,[V-(BeB)),
dz {0 [ Byl 49y [ByByll — 0y [0x [BxBx] + 0y [ByByll}

sz{a [B1B[] +9y [B{]] — 0y [0x [BY] + 3y [BLB]]}
2

y xx)z — (Myy), } (ai_aﬁ) [<Mxy>z} (D.7)

I\—*'C\—*

O)

x
La moyenne verticale du champ d’induction vertical évolue donc suivant

Ot (Bz), = Ox (Fax), — By (Fyz), — dy [(vy), (Bz).] +m (35 +93) [(B),]
+ { (08 —97) [(May),] —0x0y [(Mxx), — (Myy),]}  (D.8)

D.1.1.2 Moyenne verticale et azimuthale

Si nous moyennons dans la direction azimuthale, nous pouvons simple-
ment retirer les termes en 9y et obtenir 1'équation d’induction simplifiée :

Ot (Bz)y, = Ox (Fx)yz +10% (Bz)y, 103 (Mxy)y, . (D.9)

Si nous modélisons le tenseur de Faraday comme une diffusion turbulente
du champ magnétique, (Fzx),, = — (Fxz)y, =~ —Mtdx (Bz),,, cette équa-
tion prend la forme simplifiée

Ot (Bz)y, = (M+11) 03 (B2)y, +trdx (Mxy),, - (D.10)

D.1.2 Coordonnées cylindriques

Notons d’abord les égalités suivantes :
1 2 2 5 1 11
—+0,] =-0,+0; et —0;y+0; | — = -0, (D.11)
T T L

Nous allons a nouveau supposer que (v;), = (vz), = (By), = (By), =0.

D.1.2.1 Moyenne verticale

Développons séparément chaque termes de 1'équation (D.4) :

(Vx,[vxB]), = Lsz{lar [r (v:Br —v:B,)] — %6@ VB —vZB(p]}

- ]sz{lar [r (VB! —v/B.)]

o

= (00 [ (Far)) — 0 [{Fe), — () (B2).) (D.12)

1
~ 100 [(vg) (B2) +v,BL 1B} ]}



D.2 ECOULEMENTS ZONAUX EN MHD HALL NON-STRATIFIEE

Pour le terme d’induction Hall :

(Vx,[(VxB)xBl), =(Vx,[V:-(BeB)),

1 1 1 1 2 1
= quz {rar [r <rar [rB;B,,] + ~ [Bo |+ rB{pB;ﬂ

1

— -0 1ar B
10 |0 1B

+ -0
:]sz LS 1+aT [B’B’]Jrla [B’2]+1B’B’
n T T e r PLTe r T

1 1 1 1
~ 1o, [(1+0.) 621+ o (318~ 182}

__(l+a) (Myo) + < ){6<B/2> MM}

_‘a@[C ><B’2>] 102 (M) + 50, (B2)

T

1 1
= <‘r2 + Tar) a(p [<Mrr>z - <M(P<P>z]

2 2
- <8T + ;ar - Tza(p> <Mr(p>z .

D.1.2.2  Moyenne verticale et azimuthale

Moyennant aussi 1’équation d’induction dans la direction azimuthale :

1 1
Ot <Bz>(pz = ;ar [r <Fzr>(pz] +n <612~ + Tar> <Bz>(pz

D.
3 (D.14)
+ln ar+;aT <MT‘(P>(pZ'

D.2 ECOULEMENTS ZONAUX EN MHD HALL NON-STRATIFIEE

Un domaine cylindrique est initialement traversé par un flux magné-
tique vertical constant d’intensité By, tel que le domaine soit soumis a la
HSI. Un mode linéaire se développe depuis le rayon interne r;, empor-
tant le flux magnétique radialement vers l'extérieur. Le flux magnétique
emporté entre les rayons 1 et r vaut

T
Do (r) == J B(r)rdr = %Bo (12 —17). (D.15)
Ti
En MHD Hall, le champ requis pour tuer la HSI peut étre estimé en éga-
lisant la fréquence whistler a la fréquence de cisaillement. Définissons
=[0log Q)/dlogr| = 3/2 pour un écoulement képlerien, { la longueur
de Hall, v := B./,/p la vitesse d"Alfvén critique issue de (1.52) et k = 27t/h
le vecteur d’onde vertical considéré. Dans la limite ou 'EMF Hall domine
I'induction idéale, le critere de stabilité correspond approximativement a

qQ(r) ~ v (T)K2. (D.16)
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Le champ critique B, requis pour tuer la HSI sur la plus grande échelle
accessible k = 27t/h vaut

h
Bc(f) _ (j‘ﬂzg 73/2 73/2. (D17)

Supposons qu'une bande se forme lorsque le flux magnétique accumulé
entre r; et v permet de tuer la HSI s’il est uniformément distribué sur un
anneau de largeur 6 ~ h a partir du rayon r :

T+0
O (r 6).:J Be(x)xdx

r+8
:J ’ {BC F(x—1) ach(r)Jr;(x—r)zach(T)JrO((X—f)s)}xdx

3x—r 15(x—r)2 (x—r)3
{1_2 T +§ r2 +O< r3 xdx

T+d T+0
3 _
:BC(T){J xdx—J erxdx

T 2 T
15 T+6 (x —T)Z T+6 (X—T)3
+ SL 2 xdx—l—J’r O( 3
:Bc(r)rz{]s(2+s)—]sz (3+2£)+O(£3)} avec s::§
2 4 T
~ B (r)r? (s — l£2> .
(D.18)

En égalisant les flux (D.15) et (D.18), nous obtenons la condition

Do(r) = Dc(r,9)
| 2.2 qh f 73/2 . 1 2 (D-19)
« 5Bo (r"—717) ~ e dr— 487 ).

Nous pouvons extraire numériquement les racines de cette équation en v
pour chaque (ri, ), puis chercher la largeur 5 ~ h et le rayon r; ~ 1y initial
qui ajuste de fagon optimale 1’ensemble des positions des bandes obtenues
via simulation numérique. Dans un cas a £ = {ig/h = 4 ot les bandes sont
restées intactes, la Figure D.1 montre que cette méthode est prédictive.

A partir du critére de stabilité HSI (D.16), nous pouvons construire
une situation auto-similaire en demandant que l'écoulement soit margi-
nalement instable a tous les rayons. Nous pouvons par exemple fixer By
constant et diminuer la longueur de Hall suivant

_qQ(r)y/p
eH(r) = m (D.ZO)
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FIGURE D.1. — Positions mesurées d'un ensemble de cinq bandes dans un run
MHD Hall axisymétrique avec £ = 4 (barres bleues), et ajuste-
ment optimal des positions par notre critere (D.19) du flux critique
(points rouges). L'ajustement optimal correspond a un rayon initial
Ti = 1.3710, et a une largeur effective des bandes 6 ~ 0.27h.

Dans ce cas, nous pouvons développer (D.19) en puissances de € et obtenir
I'incrément radial entre deux bandes consécutives :

2

r:(1+€)6+ri\/1+2(1+e)(1+2€)i2 (D.21)

=1+ (14+€)8+0(e?),

c’est a dire un incrément constant pour € < 1. J'ai vérifié par simulations
numériques que cette condition conduit bien a la formation d"un ensemble
d’écoulements zonaux régulierement espacés. La méme prédiction est va-
lide en fixant {yy constant et en assignant un profil de By décroissant radia-
lement, obéissant encore a (D.20). De maniere plus générale, dans la limite
ou I'EMF Hall domine I'EMF idéale, I'équation d’induction

0B~ -V X [l (V x B) X B] (D.22)

est invariante sous la transformation (B, {y) — (xB, {g/x),x € R*. J'ai véri-
fié cette assertion en reproduisant la méme simulation avec des coefficients
x variant sur trois décades : la HSI se développe avec les mémes taux de
croissance, et produit rigoureusement les mémes structures non-linéaires,
y compris la distribution radiale des écoulements zonaux. L’auto-similarité
est permise parce que dans la limite £ > 1, 1’équation d’'induction est gou-
vernée par le courant électrique et non par le fluide neutre. Comme le
champ By doit rester suffisamment faible pour provoquer la HSI, la force
de Lorentz n’affecte que faiblement le fluide neutre et 1'équation d’impul-
sion n’intervient pas dans le probléme.
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D.3 BILANS DE CONSERVATION ET ASSIMILATION DE DONNEES

Considérons 1’équation d’advection intégrée sur un volume de controle :

u(t) = Y filt)si= ) xi(t), (D.23)
face i i

ol u est une quantité advectée par les flux f; a travers les surfaces s;. En

échantillonnant f;(t,,) en temps, nous pouvons estimer u(t,) a partir de

u(tp) en intégrant (D.23) :

t
at) =ulto) +| > xi(vdr (D.24)
o face i
Dans un code en volumes finis, les flux sont calculées par un solveur
de Riemann apres reconstruction des champs aux interfaces. Ces flux dif-
ferent de ceux que l'on pourrait estimer naivement en interpolant sur les
interfaces les flux calculés d’apres les quantités moyennes dans chaque cel-
lule. Supposons que nous mesurons aussi les u(ty, ). La différence entre les
mesures u(t,) et les estimations 1i(t,,) reflete notre méconnaissance des
flux fi(t) réellement utilisés pour l'intégration. L'objectif de cette section
est d’améliorer notre estimation des flux moyennés en temps f; a partir de
cette information supplémentaire sur I’échantillonnage de u(t,).

Considérons la mesure de x; := fis;i comme réalisation d’un processus
Gaussien, de moyenne %; et de variance o7. En supposant que les réalisa-
tions de x; sont indépendantes, la probabilité d’avoir mesuré le vecteur x

est donnée par le produit des probabilités :
1 (xi —%1)°

[[; oiv2m P [_ 207

Nous pouvons déterminer les %; qui maximisent P(x), étant données les
mesures de xi, et telles que 1(t,) = u(tn). Notons A 'estimation de 0:u
a partir des u(tn). La contrainte {i(tn) = u(tn) se traduit par g(x) =
A—3 ;% =0. Le probleme d’extrémisation sous contraintes devient

§{log[P(®)]—Ag (%)} =0, (D.26)

P(x) = (D.25)

ou A est un multiplicateur de Lagrange. En maximisant par rapport aux
K¢, nous obtenons X; = x; — 7\(7%. 11 suffit d’injecter cette relation dans la
contrainte g pour se débarrasser du multiplicateur de Lagrange A :

o}
> 0f

Les variances o; ont été introduites afin de pondérer 'amplitude des cor-
rections sur chaque flux. Cette information n’est pas toujours disponible a

priori, ni aisée a mesurer. Nous pouvons nous débarasser de ce degré de
liberté en ajoutant une condition “naturelle” sur les o :

Ri=xi+ <A — ijj> (D.27)

)A(i —Xi

= CeR'Yi, (D.28)

Xi




D3 BILANS DE CONSERVATION ET ASSIMILATION DE DONNEES

263

i.e. réclamer que les corrections relatives soient les mémes pour chaque
flux. S’il existe une hiérarchie nette entre les différents flux, elle devrait

étre préservée lors de cette correction. La condition (D.28) se traduit par

A

_ .
Xi—Xi A=2 ;% of

Xi Xi Y 02
2
(o A X;
— e/t rn
2 k0% X

Xi
A ce stade, nous pouvons librement imposer 02 = 1 en vertu de ce
k Ok
que seuls les rapports de variance interviennent. Nous obtenons ainsi

C

2 _ _
Zgi =2 A_y XN =
t Xq ) xi
1 1 (D.30)
= = = 7A N

x T Xin
Cette méthode peut s’appliquer sur un nombre arbitraire de flux, et avec
un schéma d’intégration linéaire quelconque. Dans le cas ou le schéma

d’intégration temporel serait parfait, elle permet d’obtenir a posteriori des
informations sur la précision des flux estimés indépendamment.

=C

(D.29)

i

A

X1

A
Zo

FIGURE D.2. — Le point x représente la mesure des flux entrants x¢ et sortants x7.
Avec une incertitude sur x¢ et x1, la carte de couleur indique la pro-
babilité P(R) de trouver la valeur “vraie” & dans un voisinage de x.
La somme des flux vrais %o + %1 doit correspondre a la variation
A mesurée, i.e. ® doit se trouver sur la droite bleue. La maximisa-
tion de P sous contrainte donne le point % la ot la droite bleue est

tangente aux isocontours de P. Le segment magenta représente la
correction apportée aux flux initialement mesurés.

Par exemple, si les flux sont
“turbulents” aux bords radiaux
et “laminaires” aux bords
polaires d’une portion de disque.
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Dynamique a grande échelle
des disques protoplanétaires

William BETHUNE

RESUME

Cette these est dédiée aux processus de transport de moment cinétique et de flux magnétique
dans les disques faiblement magnétisés et faiblement ionisés; I'influence des effets microphy-
siques sur la dynamique du disque a grande échelle y est centrale. Dans un premier temps, j'ex-
clus les effets de stratification et j’examine I'impact des effets MHD non-idéaux sur la turbulence
dans le plan du disque. Je montre que I'écoulement peut spontanément s’organiser si la fraction
d’ionisation est assez faible ; dans ce cas, I'accrétion est stoppée, et le disque exhibe des anneaux
axisymeétriques susceptibles d’affecter la formation planétaire. Dans un second temps, je carac-
térise I'interaction du disque avec un vent magnétisé via un modele global de disque stratifié.
Ce modeéele est le premier a décrire globalement les effets MHD non-idéaux d’apres un réseau
chimique simplifié. Il révele que le disque est essentiellement non-turbulent, et que le champ
magnétique peut adopter différentes configurations globales, affectant drastiquement les pro-
cessus de transport. Un nouveau mécanisme d’auto-organisation est identifié, produisant aussi
des structures axisymétriques, tandis que le précédent est invalidé par I'action du vent. Les pro-
priétés des vents magnéto-thermiques sont examinées pour différentes magnétisations, permet-
tant de discriminer les vents magnétisés des vents photo-évaporés par leur efficacité d’éjection.

Mots-clés : simulations numériques, magnétohydrodynamique, disques d’accrétion, turbulence

ABSTRACT

This thesis is devoted to the transport of angular momentum and magnetic flux through weakly
ionized and weakly magnetized accretion disks; the role of microphysical effects on the large-
scale dynamics of the disk is of primary importance. As a first step, I exclude stratification and
examine the impact of non-ideal MHD effects on the properties of turbulence near the disk mid-
plane. I show that the flow can spontaneously organize itself if the ionization fraction is low en-
ough; in this case, accretion is halted and the disk exhibits axisymmetric structures, with possible
consequences on planet formation. As a second step, I study the disk-wind interaction via a glo-
bal model of stratified disk embedded in a warm atmosphere. This model is the first to compute
non-ideal MHD effects from a simplified chemical network in a global geometry. It reveals that
the flow is essentially laminar, and that the magnetic field can adopt different global configura-
tions, drastically affecting the transport processes. A new self-organization mechanism is identi-
fied, also leading to the formation of axisymmetric structures, whereas the previous mechanism
is discarded by the action of the wind. The properties of magneto-thermal winds are examined
for various magnetizations, allowing discrimination between magnetized and photo-evaporative
winds based upon their ejection efficiency.

Keywords : numerical simulations, magnetohydrodynamics, accretion disks, turbulence
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