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Résumé

La théorie de ’endommagement étudie les processus de dégradation des solides lorsqu’ils sont
soumis a un certain niveau de sollicitation. Parmi les différents types d’endommagement que
I’on peut rencontrer, I’endommagement plastique ductile est celui qui accompagne les grandes
déformations plastiques des métaux aux températures ambiantes et peu élevées. Le suivi
de I'endommagement dans un matériau, depuis 1’état vierge jusqu’a l'amorcage de fissures
macroscopiques, constitue ce que 'on appelle ’approche locale de la rupture, par opposition
a la mécanique de la rupture classique. La modélisation numérique de ’endommagement
permet par exemple de mieux optimiser les procédés de mise en forme, par la prédiction des
défauts de fabrication ainsi que des propriétes finales des produits issus des opérations de
formage.

La simulation de 'endommagement dans le cadre d’'un code de calcul des structures
conduit également a s’intéresser a différents aspects numériques. Ainsi, apres avoir établi
un modele mathématique prenant en compte les micromécanismes responsables de ’endom-
magement et reproduisant les caractéristiques liées a 'apparition et au développement de
cet endommagement, telles que la présence d’une déformation volumique irréversible et la
dégradation des propriétés du solide, il a fallu écrire un schéma d’intégration des équations
différentielles constitutives sur un pas de temps fini. Le schéma proposé appartient a la
famille des schéma de projection sur le point le plus proche et est applicable aux modeles
de comportement visqueux, ainsi qu’aux surfaces de charge dépendant de la pression. On a
ensuite dérivé de ce schéma un opérateur tangent consistant, de maniere a assurer 'eflicacité
des méthodes de résolution implicite du probleme structural.

Les problemes de localisation, inévitablement liés & la présence de ’endommagement, ont
ensuite été abordés. Plus particulierement, on s’est intéressé a la régularisation visqueuse
et aux conditions de son efficacité, ainsi qu’a 'utilisation des techniques de remaillage pour
I’étude des bandes de cisaillement.

Les applications présentées illustrent ces développements, mais également 1’approche lo-
cale de la rupture, ainsi que l'intérét plus général du calcul adaptatif pour la simulation des
processus de mise en forme.
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Principales notations

Regles générales

e La convention d’Einstein sur la sommation des indices répétés est d’application partout
ou il n’est pas fait mention du contraire.

e Les tenseurs (vecteurs, matrices, ... ) sont indiqués par des caracteéres gras quand ils ne
sont pas notés sous leur forme indicielle.

e Une grandeur pointée désigne son taux de variation temporelle.

Abréviations
AXI = AXlsymétrie
EPD = Etat Plan de Déformation

HHT = Hilber-Hughes-Taylor

MEF = Méthode des Eléments Finis

TPI = Thermodynamique des Phénomenes Irréversibles
Symboles

Nous avons repris ci-dessous les principaux symboles utilisés, avec une breve définition de
la grandeur qu’ils représentent chacun. Ils ont été répartis en différentes catégories, selon le
domaine auquel ils sont le plus directement rattachés. La classification qui suit ne correspond
donc pas a la division en chapitres de la these.

Notations générales

0 symbole de Kronecker
Al transposée de A

det(A) déterminant de A
dev(A) partie déviatorique de A
tr(A)  tracede A

xiii
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Cinématique des milieux continus en grandes transformations

tenseur de Cauchy—Green & gauche (tenseur de Finger)
tenseur de Cauchy—Green a droite

tenseur taux de déformation

tenseur déformation (notation générique)
tenseur d’Almansi

tenseur de Green—Lagrange

tenseur gradient de déformation

tenseur gradient de vitesse

tenseur de rotation

tenseur de déformation pure (a droite)

tenseur taux de rotation

coordonnées dans la configuration actuelle
coordonnées dans la configuration de référence

<8 SRS TIEC N QS

Lois de comportement

a; (i=1,..,N) variables d’état internes

A; (i=1,...,N) forces thermodynamiques associées aux variables internes

endommagement, fraction volumique de vides

déformation plastique équivalente

surface d’écoulement plastique

coefficient de viscosité

multiplicateur de plasticité

exposant de viscosité

tenseur matériel (d’ordre 4)

(&g ) pseudo-potentiel de dissipation

(A o) pseudo-potentiel dual de dissipation

') potentiel thermodynamique (énergie libre spécifique)
densité

—~
\'m
2

température

contrainte équivalente (unidimensionnelle)
contrainte d’écoulement plastique

tenseur contrainte (notation générique)

tenseur des contraintes de Cauchy

tenseur des contraintes déviatoriques de Cauchy
tenseur contrainte de Piola—Kirchhoff n°2

AN 266

a2

tenseur contrainte de Kirchhoff
force thermodynamique associée a d
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Modele d’endommagement

aq, Qg, a3
du

dn, €N, SN
dcrit7A€
H

G

K
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P

q

parametres de la surface d’écoulement plastique de Gurson—Tvergaard
endommagement ultime

parametres de nucléation

parametres de coalescence

tenseur matériel de Hooke (d’ordre 4)

module de cisaillement

module de compressibilité cubique

coeflicients de Lamé

tension hydrostatique, pression

deuxieme invariant du tenseur des contraintes déviatoriques
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fint
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Ve
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forces nodales internes
fonction de forme du noeud I
volume de 1’élément
coordonnées isoparamétriques
coordonnées nodales

quadrangle bilinéaire & intégration réduite pour la partie volumique
quadrangle bilinéaire & intégration réduite uniforme

fonction “taille de maille souhaitée”
taille de maille minimale, maximale
abscisse curviligne

indicateur de distorsion



xvi Principales notations




Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités

Le calcul des structures repose sur trois notions fondamentales : les équations de conservation,
la cinématique des milieux continus et les lois de comportement. Les deux premieres cons-
tituent des relations universelles indépendantes du matériau, tandis que la troisieme dépend
de la nature physique des milieux étudiés. Siles équations de conservation peuvent étre écrites
sous une forme simple et bien connue depuis longtemps déja, la description cinématique des
milieux continus devient rapidement complexe des que 'on sort du domaine linéaire, c’est-
a-dire des que 'on veut traiter le cas de structures soumises a de grandes transformations
(grandes déformations et/ou grands déplacements). Cette complexité dans la formulation
mathématique rend souvent délicat le passage a la modélisation numérique. Cependant, de
grandes avancées ont été réalisées ces dix ou vingt dernieres années dans le domaine. Le
modélisateur dispose donc aujourd’hui d’une gamme étendue d’algorithmes lui permettant
de représenter correctement la cinématique d’une structure, quelle que soit 'amplitude des
sollicitations auxquelles cette derniere est soumise, méme si le champ des développements
dans ce domaine reste largement ouvert, notamment au niveau de ’amélioration de la per-
formance des méthodes numériques utilisées. Par contre, les points critiques nous semblent
se trouver actuellement dans le domaine des lois de comportement. En effet, il apparait
que, si on sort du cadre linéaire, c’est a ce niveau que l'incertitude, c’est-a-dire la possi-
bilité d’erreurs de modélisation, est la plus grande. Mais avant de pousser plus loin cet
argument, arrétons-nous un instant sur les notions de loi et de modele de comportement,
simplement pour préciser que nous utiliserons le terme loi pour désigner un type de com-
portement (élastique, élastoviscoplastique, ...) tandis que le terme modéle désignera plutot
une représentation mathématique particuliere d’une telle loi (modele de Chaboche-Lemaitre,
modele de Gurson-Tvergaard, ...). Il pourra donc y avoir plusieurs modéles pour une méme
loi.

Les éléments a 1’origine de la relative faiblesse du pilier “lois de comportement” dans le
calcul non-linéaire des structures sont multiples. Tout d’abord, la plupart des modeles de
comportement ont été développés dans un cadre géométrique linéaire (petites déformations
et petites rotations). Or l’extension d’un modeéle du domaine des petites déformations a
celui des grandes déformations n’est pas un processus aussi simple qu’il pourrait sembler a
premiere vue. On doit en effet tenir compte d’un certain couplage des lois de comportement



2 Chapitre 1. Introduction

avec la cinématique du milieu continu, de maniere a garantir ’objectivité® de ces lois. De
plus, la transposition de certaines grandeurs d’un domaine & I’autre n’est pas toujours uni-
voque, dans le sens ol des grandeurs différentes dans le cadre général du géométriquement
non-linéaire peuvent se ramener a une seule et méme expression dans le cadre particulier du
géométriquement linéaire (par exemple, les différentes mesures de la déformation). En de-
hors de toute considération sur la non-linéarité géométrique du probleme, d’autres difficultés
surviennent également dans le développement et 1’utilisation de modeéles de comportement.
Le modélisateur est en effet confronté a la fois a la nécessité de représenter correctement des
comportements réels, c’est-a-dire complexes, et en méme temps a l’obligation de limiter la
complexité des modeles, de maniere a leur conserver une applicabilité pratique. Cette limita-
tion dans la complexité se justifie tout autant au niveau de la performance des modeles dans
un code de calcul numérique qu’au niveau de l’identification des parametres inévitablement
présents dans ces modeles.

Dans ce travail, nous nous intéressons a la simulation du comportement des métaux,
et plus particulierement au processus de dégradation qu’ils subissent lorsqu’ils sont soumis
a de grandes déformations. C’est ce processus que ’on nomme endommagement ductile.
L’intérét, si pas la nécessité, d’une prise en compte de '’endommagement se manifeste dans
de nombreux domaines. Tout d’abord, le suivi de I’évolution, avec le temps ou le chargement,
de ’endommagement dans une structure, depuis 1’état vierge jusqu’a I'amorcage de fissures
macroscopiques, permet la prévision de la résistance globale de cette structure ainsi que de ses
points critiques. C’est ce que I'on appelle généralement I’approche locale de la rupture (Local
Approach to Fracture). Le suivi de la dégradation permet également, a coté de 'utilisation
de matériaux avancés, une “utilisation avancée des matériaux”, dans le sens ou 'on peut
repousser les limites d’utilisation de ces matériaux sachant qu’un certain endommagement
local peut ne pas mettre en danger la résistance globale de la structure. Si ’on s’attache en
particulier aux structures soumises a de grandes déformations, le champ d’applications le plus
immédiat pour la théorie de I’endommagement est le calcul de la résistance a l'impact. Il s’agit
en effet d’un sujet d’actualité, principalement dans le domaine de la sécurité automobile. Mais
la modélisation de I’endommagement permet aussi de mieux optimiser les procédés de mise en
forme, par la prédiction des défauts de fabrication ainsi que des propriétés finales des produits
issus des opérations de formage. Finalement, il ne faudrait pas oublier la simulation des
processus de découpe, ou la rupture est justement D’effet recherché, mais dans des conditions
(emplacement, orientation, ...) particuliéres et maitrisables.

1.2 Position du probleme

Tous les types d’endommagement (ductile, fragile, de fatigue ou autre) sont régis par les
mécanismes élémentaires de création de nouvelles surfaces a l’échelle atomique (clivage,
glissement, ...). Pour les métaux polycristallins, le processus d’endommagement et de
rupture ductiles résulte de I'amorcage (nous emploierons également volontiers le terme de
nucléation), de la croissance et de la coalescence de microcavités. Le champ le plus na-
turel pour I’étude des mécanismes d’endommagement se situe donc au niveau microscopique.
Ainsi, des modeles mathématiques ont pu étre proposés pour établir des seuils de nucléation
(24)

(voir Curran et al. ou Francois et al. (42)), ou pour étudier la croissance de vides

*On entend par 1 que les lois constitutives doivent étre exprimées en termes de quantités indépendantes
de Pobservateur et de son mouvement.
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isolés soumis a une contrainte appliquée a l'infini (MacClintock (80) " Rice et Tracey (1),

..). On peut également étudier le comportement d’un groupe de vides voisins afin de
tenir compte de leurs interactions. En utilisant les techniques d’homogénéisation (voir p.e.
Aboudi (1)), on peut alors passer du comportement d’un volume de matiere contenant un
ou quelques microvides a un modele de comportement pour un volume macroscopiquement
représentatif, que 1'on traite alors comme un milieu continu. Par exemple, c’est en sui-
vant cette méthodologie que 'expression des modules élastiques d’un solide diphasique a
pu étre établie par Mori et Tanaka (3%), ou bien encore que Gurson (°1)
face d’écoulement pour un matériau poreux rigide-plastique. Ces modeles construits par ho-
mogénéisation peuvent alors étre utilisés dans un code de calcul pour simuler le comportement
de structures macroscopiques. Cette approche présente cependant quelques inconvénients.
Tout d’abord, elle introduit dans le modele mathématique de comportement des parametres
d’origine microscopique, dont les valeurs peuvent donc étre difficiles d’acces. En effet, il n’est
pas toujours facile pour le modélisateur de relier les données expérimentales dont il peut
bénéficier, généralement basées sur des observations macroscopiques, a ces parametres liés
aux mécanismes microscopiques sous-tendant le phénomene étudié. Une autre remarque que
I'on peut formuler au sujet de cette approche micro-macro est que, en construisant un modeéle
de comportement a partir d’un certain nombre de micromécanismes, on limite la validité du
modele aux phénomenes pouvant étre expliqués par les micromécanismes choisis. En utilisant
des termes plus abstraits et plus absolus, on peut dire qu’il faudrait étre certain de partir
d’une base compleéte de micromécanismes (par combinaison desquels tout micromécanisme
peut étre décrit) pour étre assuré d’obtenir un modele macroscopique “universel”. En pra-
tique, cette approche demande donc une connaissance assez précise des phénomenes inter-
venant au niveau microscopique. Parmi les auteurs ayant adopté cette approche, on peut
notamment citer Agelet (2) Aravas (), Becker et Needleman (3), Drugan et Miao (30,83)
Duva 3V, Goya et al. (°®), Hom et McMeeking (°®), Lee et Mear (7374 Lee et Zhang (7,
Mear (32), Ofiate et Agelet (92) Peeters et Konter (99, Tvergaard (130-132,134) Tvergaard et
Needleman (133:135) ot Wang (136,

a obtenu une sur-

On peut également aborder le probleme de la modélisation sous un aspect purement
macroscopique. Dans le cadre de la théorie thermodynamique des phénomenes irréversibles
(TPI), la méthode de I’état local considere que 1’état thermomécanique d’un milieu con-
tinu en un point et & un instant donnés est completement défini par la connaissance de la
valeur & cet instant d’un certain nombre de variables, dites variables d’état (Germain (46)
Germain et al. (*"), Lemaitre et Chaboche (76)). Ces variables sont donc représentatives
de I'histoire complete du matériau et leur seule valeur instantanée suffit a la description
du milieu continu & un instant donné. Ces variables sont classées en deux catégories : les
variables d’état externes, directement observables au niveau macroscopique, représentatives
de la partie réversible du comportement, et les variables d’état internes, représentatives de
la partie irréversible du comportement, liée, rappelons-le, & des mécanismes microscopiques.
Les variables internes sont donc des grandeurs macroscopiques (attachées au milieu con-
tinu) mesurant 1’effet des micromécanismes sur le comportement observable du matériau,
sans faire a la base d’hypothese sur la nature de ces micromécanismes. Le potentiel ther-
modynamique permet d’associer des forces (au sens thermodynamique) aux variables d’état,
tandis que le pseudo-potentiel de dissipation permet d’écrire les lois d’évolution des variables
d’état. La connaissance de ces deux fonctions décrit completement un matériau, le reste de la
théorie pouvant étre appliqué systématiquement. C’est donc au niveau de ces potentiels que
le modélisateur intervient et que des liens peuvent étre établis avec les caractéristiques du
matériau. Il s’agit d’une méthode permettant une grande flexibilité, puisque la complexité
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du modele peut étre adaptée au probleme étudié via le choix de la nature et du nombre des
variables internes. D’un autre coté, le choix des variables internes représente une opération
délicate, puisqu’il implique en fait des hypotheses sur les phénomenes microscopiques pris
en compte, sans que cela apparaisse toujours clairement. Ainsi, si le choix des variables in-
ternes liées a la plasticité est aujourd’hui bien établi, cela n’est pas forcément le cas pour
I’endommagement, comme nous le verrons dans la suite. De plus, dans cette approche, les
lois d’évolution des variables d’état sont généralement identifiées en se basant sur des mesures
expérimentales macroscopiques (courbes force-déplacement p.e.) et il peut étre difficile de
séparer les effets structuraux des effets dus au matériau. En d’autres termes, on peut se
demander si une loi identifiée sur un type de sollicitation reste valable pour les autres types
de sollicitation possibles. La réponse a cette question n’est pas toujours immédiate. De tres

nombreux auteurs ont également adopté cette approche, parmi lesquels on peut entre autres
citer Benallal et al. (15), Gelin (#3), Gelin et Predeleanu (*), Ju (6%), Simo et Ju (119,120,123)
Zhu (140

Comme nous venons de le voir, ’approche micro-macro et I’approche macroscopique basée
sur la TPI ont chacune leurs avantages et leurs inconvénients. Il apparait donc clairement
que, dans ’écriture d’un modele de comportement, il faut sans arrét passer d’une échelle
a Pautre, en développant des lois macroscopiques sur base des informations microscopiques
dont on dispose. C’est dans cet esprit que nous avons mis au point le modele de comporte-
ment élastoviscoplastique endommageable présenté dans la suite. Ainsi, nous avons introduit
les modules élastiques obtenus par Mori et Tanaka (3%) et la surface d’écoulement plastique
de Gurson (1), expressions qui ont été établies par passage micro-macro, dans le formal-
isme systématique de la TPI. En appliquant celui-ci sur base de la théorie viscoplastique
de Perzyna (194 on arrive alors & un modéle unifié, comprenant comme cas particuliers
les comportements élastoplastique et élastoviscoplastique. Ce modele n’est cependant pas
completement orthodoxe du point de vue de la TPI. Par exemple, la variable interne mesurant
I’endommagement n’a pas de force thermodynamiquement associée. Cela vient du fait que
I’on a préféré écrire les lois d’évolution de 'endommagement sur base de considérations mi-
cromécaniques et statistiques, plutot qu’en appliquant la procédure standard de la TPIL.

L’utilisation pratique d’un modele de comportement dans un code de calcul demande
qu’on lui adjoigne un certain nombre d’outils numériques. Les deux outils de base sont :

1. un schéma d’intégration numérique permettant de passer d’une approche analytique
continue a une approche numérique discrete ;

2. une loi tangente consistante avec ce schéma, de maniere a obtenir un processus itératif
de résolution des équations de conservation qui soit aussi efficace que possible.

Mais, outre ces aspects numériques attachés a tous les modeles de comportement, on se
trouve face & un certain nombre de problémes numériques particuliers quand il s’agit de
traiter d’endommagement. Ainsi, la localisation de la déformation en bandes de cisaillement
est sans doute un des problemes les plus étudiés a I’heure actuelle. La formation de ban-
des de cisaillement est un mode de déformation qui a été fréquemment observé au niveau
expérimental, et ce pour une large gamme de matériaux : dans les roches, sols et autres
matériaux granulaires, tout comme dans les métaux, et méme dans les polymeres. Paral-
lelement a cette variété dans le support matériel, on est également confronté a une tres
grande variété dans les mécanismes responsables de 'apparition des bandes de cisaillement.
Dans notre cas, c’est ’adoucissement du matériau, da a la croissance de ’endommagement,
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qui est responsable de la localisation. Mais des effets semblables peuvent étre obtenus suite
a un adoucissement lié a des effets thermiques, par exemple. Et il existe encore bien d’autres
mécanismes, pouvant étre fort différents de ceux-la. Néanmoins, lorsque 'on modélise ces
différents mécanismes, on est presque toujours amené a rattacher ’apparition des bandes de
cisaillement a un changement dans la nature des équations du probléeme. En effet, d’un point
de vue purement mathématique, la localisation peut étre vue comme une conséquence de
la perte du caractere elliptique du probleme abstrait traité. Cette perte d’ellipticité a des
conséquences tres facheuses sur le plan numérique, telles que le fait de n’étre plus assuré de
P’unicité de la solution et une dépendance de la solution envers la discrétisation utilisée. Le
traitement de la localisation demande donc de faire appel a des techniques particulieres dont
nous discuterons plus loin. Il ne faut cependant pas réduire le phénomene de la localisation a
son aspect purement numérique, car I’apparition des bandes de cisaillement est généralement
un prélude a la rupture macroscopique. Leur modélisation correcte est donc un préliminaire
au traitement de la rupture.

Dans ce travail, nous avons également abordé le sujet du remaillage et du maillage adap-
tatif. Les motivations qui nous y ont poussé sont multiples. Tout d’abord, pour rester dans
le cadre de la localisation en bandes de cisaillement, on peut dire qu'une bonne part de la
dépendance de la solution numérique envers le maillage, qui est observée en présence de ces
bandes, doit étre attribuée a la nature fortement orientée du phénomene de localisation. En
effet, 'orientation principale des bandes de cisaillement coincide rarement avec les directions
naturelles du maillage. Ainsi, les éléments sont souvent orientés selon les axes OX et OY (en
2D), tandis que les bandes de cisaillement sont souvent orientées selon I'une des bissectrices
principales (a +£45°). De plus, les déformations observées dans une bande de cisaillement
peuvent étre tres importantes, ce qui conduit a des distorsions tres importantes des éléments
situés a cet endroit. Enfin, comme son nom l'indique bien, la localisation est associée a une
concentration de la zone subissant la déformation dans une région tres limitée, au travers
de laquelle les gradients sont tres importants. C’est pourquoi on va chercher a adapter
la discrétisation a la distribution spatiale de la déformation (ou d’une autre grandeur), de
maniere a atteindre une précision suffisante & un coat raisonnable. La volonté de traiter
correctement la localisation suffit donc a elle seule pour justifier ['utilisation des techniques
de remaillage et de maillage adaptatif. Cependant, le champ d’application de ces techniques
dépasse de tresloin le cadre de la localisation en bandes de cisaillement et peut étre étendu au
domaine général des grandes déformations (et méme au-dela, mais nous n’irons pas si loin).
En effet, qui dit grandes déformations dit distorsion importante du maillage et perte de qualité
de la solution. Dans un grand nombre de situations, une formulation eulérienne-lagrangienne,
ol le maillage et la matiere peuvent se déplacer de maniere indépendante, permet de con-
trer le probleme et de garder des éléments bien conditionnés (voir Ponthot (108)). 1l peut
cependant arriver, lorsque les déformations en jeu sont de tres grande amplitude et /ou que la
géométrie est complexe, que cette méthode ne soit plus suffisante. Pour fixer les idées, on peut
par exemple citer le cas de la simulation de ’extrusion arriere, ou la structure topologique
du domaine étudié change radicalement en cours de formage. Dans ces cas extrémes, il est
alors nécessaire d’opérer un remaillage complet lorsque le maillage courant devient mauvais.
On peut alors en profiter pour adapter la nouvelle discrétisation aux caractéristiques de la
solution obtenue jusque la. Cela nécessite 'utilisation de critéres et d’indicateurs d’erreur,
si pas d’estimateurs d’erreur, pour lesquels une base mathématique saine n’est pas si sim-
ple & établir étant donné les nombreuses sources de non-linéarité présentes. C’est pourquoi
nous nous sommes limités ici a des criteres et indicateurs plutot élémentaires, en abordant le
probléme sous un angle que 'on pourrait qualifier d’heuristique, ce afin d’éviter de sortir du



6 Chapitre 1. Introduction

cadre que nous nous étions fixé.

1.3 Les grandes lignes de la these

Le theme général de cette these est celui de la simulation de I’endommagement et de la rupture
ductile des métaux dans le cadre d’un code de calcul des structures en grandes déformations.
Cela implique un certain nombre de développements, qui ont été regroupés en trois themes,
faisant chacun l'objet d’un chapitre : les modeles de comportement, leur implémentation
numérique et les techniques adaptatives. A ces trois chapitres théoriques s’ajoutent deux
chapitres d’applications.

Apres avoir passé en revue et brievement décrit les micromécanismes responsables de
I’endommagement et de la rupture ductiles, nous nous attacherons dans le chapitre 2 a
établir un modele mathématique du comportement des solides élastoviscoplastiques endom-
mageables, modele qui traduise au mieux la nature de ces micromécanismes. Le cadre général
de nos développement sera celui de la théorie thermodynamique des phénomenes irréversibles
(TPI), dont nous rappellerons les grandes lignes. Apres avoir particularisé cette théorie au
cas des solides élastoviscoplastiques endommageables, nous décrivons le modele proposé par
Chaboche et Lemaitre (78), qui peut étre considéré comme étant & la base de tous les modeles
développés dans le cadre strict de la TPI. Nous expliquons ensuite pourquoi ce modele ne
semble pas nous convenir, et nous présentons un modele basé sur la surface de charge de

130), prenant en compte un comportement irréversible aussi bien

Gurson (°1) et Tvergaard (
pour sa partie volumique que sa partie déviatorique. Bien que l’intérét soit ici majoritaire-
ment porté sur les effets de ’endommagement sur le comportement plastique, le modele inclut
également les effets que celui-ci peut avoir sur le comportement élastique. Si I’'on excepte les
lois d’évolution de ’endommagement, basées ici sur des considérations microscopiques, le
modele a été écrit dans le cadre de la TPI, ce qui permet d’introduire les effets visqueux dans

une formulation unifiée.

Le chapitre 3s’attache aux aspects numériques de la simulation des processus d’endomma-
gement dans le cadre d’un code de calcul non-linéaire des structures. On commence par y
décrire un schéma d’intégration des équations constitutives présentées au chapitre précedent.
Ce schéma peut étre considéré comme une extension du schéma du retour radial de la plas-
ticité classique au cas de la plasticité non purement déviatorique. Un formalisme unifié,
dans la ligne de celui qui avait été proposé par Ponthot (19%) pour 1’élastoviscoplasticité,
permet de traiter le cas des lois élastoviscoplastiques endommageables ainsi que tous ses
sous-ensembles (élastoplastique, élastoplastique endommageable, élastoviscoplastique). A ce
schéma d’intégration est associée une loi tangente consistante, indispensable si 'on veut
étre assuré d’une bonne convergence dans le processus de recherche itérative de 1’équilibre
structural intervenant a chaque (ou presque) pas de temps / incrément de mise en charge
lorsqu’on utilise un schéma temporel implicite. On s’arréte également quelque peu sur le choix
de I’élément fini a utiliser pour s’affranchir des problemes liés a la quasi-incompressibilité de
la déformation. On aborde ensuite le probleme de la localisation en bandes de cisaillement,
pour rappeler les origines mathématiques du probleme et pour passer en revue les différentes
approches qui ont été proposées pour le régulariser. C’est I'occasion de situer ’approche que
nous avons retenue (régularisation visqueuse 4+ remaillage) par rapport aux autres.

Le chapitre 4 regroupe une premiere série d’applications illustrant les développements
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présentés jusque la. Ces exemples reprennent un cas de mise en forme, une simulation de
la rupture d’un barreau cylindrique en traction et deux cas d’impact. Le cas du barreau
en traction, bien que pouvant paraitre simple a premiere vue, nous semble particulierement
intéressant car il constitue un exemple significatif de ce que permet ’approche locale de
la rupture. De plus, ce calcul nous a permis de mettre en évidence des problemes liés a
I’intégration spatiale du champ de déformation au travers des éléments, et qui ont pu étre en
grande partie résolus par ’utilisation de I’élément sous-intégré que nous avions précédemment
développé (Stainier et Ponthot (124)). On a ainsi pu retrouver numériquement le mode de
rupture en cone et cuvette observé expérimentalement. Ce chapitre contient également un
exemple de localisation tres marquée en bandes de cisaillement, pour lequel on voit que la
régularisation visqueuse reste insuffisante.

Tout cela nous amene a aborder, dans le chapitre 5, les techniques liées au remaillage.
Apres avoir décrit la méthode frontale utilisée pour la génération de maillages en quadrangles
(basée sur celle proposée par Zhu et al. (140)), nous traitons des criteres permettant d’évaluer
la qualité d’un maillage. Différents niveaux d’analyse sont envisagés, allant des criteres
purement géométriques au calcul d’erreur en passant par des critéres basés sur ’allure des
champs solution. Nous y décrivons le critere géométrique qui nous servira a décider de
I’instant des remaillages et de la méthode utilisée pour adapter la discrétisation aux gradients
d’un champ considéré comme caractéristique. On passe alors a la description de la méthode
utilisée pour transférer une configuration d’un maillage & un autre.

Le chapitre 6 contient une seconde série d’applications, illustrant les techniques de remail-
lage. On y considere d’abord deux exemples de mise en forme, pour lesquels le remaillage
s’avere nécessaire. On y mesure les profits en qualité de solution, et méme éventuellement en
colt de calcul, que peut apporter une approche adaptative. Pour terminer, on reprend le cas
de localisation déja étudié dans la premiere série d’applications et on entreprend de capturer
les bandes de cisaillement a ’aide du remaillage.

On conclut alors sur les différents themes abordés ici et on donne quelques perspectives
de prolongement du travail pour chacun de ceux-ci.

1.4 Apports et originalités

Concernant les modeles de comportement, notre apport se situe plutét dans la forme que
dans le fond. En effet, toutes les expressions mathématiques qui composent les modeles
présentés sont issues de la littérature, méme si les combinaisons proposées présentent une
certaine originalité. Mais nous avons plutot porté notre attention sur les formalismes dans
lesquels ces relations s’inserent, car nous pensons que l’efficacité d’un modele dépend en
grande partie de la forme sous laquelle il est écrit. Ainsi, nous avons obtenu de maniere tout
a fait naturelle un modele regroupant et couplant les comportements élastique, plastique,
visqueux et 'endommagement ductile. Cela nous a également permis de mieux situer le
modele choisi par rapport aux autres.

L’apport le plus important de cette these se situe donc au niveau du passage du modele
mathématique a son utilisation pratique dans un code de calcul des structures en grandes
déformations. Cela consiste en un schéma d’intégration numérique des équations consti-
tutives, qui généralise la méthode du retour radial au cas de la viscoplasticité non pure-
ment déviatorique, et qui est, a notre connaissance, original. Paraléllement & ce schéma
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d’intégration, nous avons écrit une loi tangente consistante, qui est donc elle aussi origi-
nale. Ces deux outils permettent une utilisation efficace du modele d’endommagement lors
des simulations de processus de mise en forme et d’impact. A coté de cela, nous avons
également retravaillé 1’élément quadrangulaire sous-intégré que nous avions précédemment
développé (Stainier et Ponthot (124)), de maniere a mieux prendre en compte les non-linéarités
géométriques. Cet élément nous a été d’une grande aide pour la simulation de la rupture par
striction d’un barreau cylindrique en traction.

En ce qui concerne le remaillage, nous avons utilisé la méthode de génération frontale
de quadrangles qui avait été proposée par Zhu et al. (140) * Couplée & un critere de distor-
sion original, bien qu’élémentaire, et a des indicateurs d’erreurs qui restent eux aussi assez
élémentaires, cette technique de remaillage adaptatif a été appliquée & des cas de mise en
forme otu elle a montré son efficacité. Cela permet d’aller plus loin, et avec une solution de
meilleure qualité. Nous avons également appliqué cette technique au cas de la localisation
en bandes de cisaillement, mais les résultats obtenus restent perfectibles. On arrive bien a
capturer les bandes de cisaillement, mais nous n’avons pu nous assurer que cela correspondait
a la solution véritable du probleme, si elle existe. En résumé, pour ce qui est des techniques
adaptatives, nous avons atteint le stade du prototype : tous les outils de base sont disponibles,
mais il reste a les renforcer et a les exploiter pleinement.



Chapitre 2

Modeles mathématiques
d’endommagement ductile

2.1 Introduction

Lemaitre et Chaboche (7®) ont classé les différents types d’endommagement en quatre caté-
gories :

o l'endommagement plastique ductile : il accompagne les grandes déformations plastiques
des métaux aux températures ambiante et peu élevées;

o ['endommagement viscoplastique de fluage : il est fonction du temps et correspond, pour
les métaux aux températures moyennes et élevées, aux décohésions intergranulaires
accompagnant les déformations viscoplastiques;

o l'endommagement de fatigue : il est di a la répétition des contraintes et on le repere
en fonction du nombre de cycles;

e ['endommagement macrofragile : il peut étre provoqué par des sollicitations monotones
sans déformations irréversibles appréciables (cas du béton p.e.).

La catégorie qui nous occupe dans le présent travail est la premiere, celle de ’endommagement
plastique ductile, mais nous introduirons cependant des effets temporels dans les modeles de
comportement. En effet, il existe une viscoplasticité & basse température (i.e. inférieure au
tiers de la température de fusion) liée a des déplacements de dislocations par activation ther-
mique (voir Frangois et al. (42)) et cela pour une large gamme de vitesses de déformation. De
plus, l'introduction de la viscosité nous servira également d’outil numérique pour régulariser
les problemes de localisation. Le second type d’endommagement peut également intervenir
dans les problemes de mise en forme a chaud ou d’impact (suite & un échauffement adiaba-
tique), mais nous n’en tiendrons pas compte ici, nous limitant au cas isotherme.

Ce chapitre est organisé selon le plan qui suit. Apres avoir donné un apercu des phénome-
nes microscopiques responsables de I’endommagement ductile des métaux (section 2.2), nous
nous pencherons sur les modeles mathématiques a méme de les représenter. Les modeles
présentés ici sont développés dans le cadre général de la thermodynamique des phénomenes
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irréversibles (TPI), dont nous rappelons les grandes lignes dans la section 2.3.1. Une fois
cette théorie particularisée au cas des solides élasto-visco-plastiques endommageables (section
2.3.2), nous décrivons dans un premier temps le modele proposé par Lemaitre et Chaboche (76),
Ce modele simple permet d’illustrer la théorie générale exposée auparavant, mais est insuff-
isant pour représenter I’ensemble des phénomenes liés a 'endommagement ductile (section
2.3.3). C’est pourquoi nous présentons ensuite un modele plus phénoménologique, incluant
des effets de I’endommagement sur le coefficient de Poisson et sur le comportement volumique
irréversible (section 2.3.4). C’est ce modele qui sera utilisé dans la suite, mais nous décrivons
également en fin de chapitre le modéle proposé par Simo et Ju (119) ainsi qu’un autre modele
assez proche, qui a lui été proposé par Zhu (141) (section 2.3.5).

2.2 Physique de I’endommagement ductile

Le processus qui conduit de 1’état non-endommagé a la rupture macroscopique peut étre
divisé en trois phénomenes distincts : la nucléation de microvides, la croissance de ceux-ci et
enfin leur coalescence. En bref, on peut décrire ces phénomenes comme suit :

o Nucléation : on trouve dans la plupart des métaux une quantité importante de défauts
microstructuraux, tels que les inclusions ou les joints de grain. Soumis a un état de
contrainte, ces défauts provoquent I’'ouverture de microvides, responsables de ’endom-
magement du solide. La nucléation est un phénomene irréversible et intervenant une
seule fois en un site déterminé.

o Croissance: ces microvides, dont une partie était éventuellement initialement présente,
voient leur taille croitre sous ’effet de la tension hydrostatique. Cela résulte en un
accroissement de 1’état d’endommagement du solide. Remarquons que cet effet peut
agir en sens opposé, c’est-a-dire conduire a une décroissance des vides sous compression
hydrostatique.

o Coalescence : quand la porosité a atteint un seuil critique (généralement une fraction
volumique de vide comprise entre 10% et 20% ), on voit apparaitre un phénomene
d’interaction entre les vides. En effet, une fois que le rayon moyen de deux vides
voisins devient comparable a la distance qui les sépare, ceux-ci tendent a se réunir
assez brutalement. Ce phénomene instable (microscopique), appelé coalescence, est a
rapprocher de celui de la striction (macroscopique). Il conduit de maniére irréversible
a la rupture.

Une étude approfondie de ces trois phases d’endommagement a été menée par Curran
et al. ®¥) incluant une description physique et des éléments de modélisation mathématique.
On peut également trouver une description de ces phénomenes dans Francois et al. (42),
Nous résumons ici les différents éléments de modélisation associés a chacune des trois étapes

conduisant a la rupture.

2.2.1 Nucléation

On observe Papparition du phénomene de nucléation en plusieurs types de sites :
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e au niveau de microvides ou de microfissures préexistantes,
e au niveau des inclusions ou de particules de seconde phase,
e au niveau des joints de grain,

e au niveau d’empilements de dislocations.

Autrement dit, la nucléation peut intervenir partout ou un défaut microstructural engendre
une concentration locale de contrainte. Ces mécanismes sont liés a la déformation plastique,
et également a la contrainte principale de traction pour les trois premiers de ces sites de
nucléation. On peut donc construire deux types de modeles de nucléation.

Le premier type de modele est basé sur la notion d’énergie d’activation. Il relie la
nucléation a [’état de contrainte (la traction principalement) et & la température. Il est
bien adapté pour représenter la rupture par fluage a haute température et également la rup-
ture sous mise en charge rapide, comme par exemple dans les expériences d’impact entre
plaques planes (“spallation”). Les autres caractéristiques de ce premier type de modele sont
la présence d’un seuil d’activation de la nucléation et une expression du taux de nucléation
de la forme générale suivante :

d, = Aexp {%(O‘ - Ug)] (2.1)

ol o est une mesure de 1’état de contrainte, og le seuil d’activation, k& la constante de Boltz-
mann et T la température. d, représente le taux d’acroissement de la fraction volumique de
vides due a la nucléation. A, B et gg sont les parametres du modele.

Le second type de modele est basé sur des phénomenes de glissement au niveau micro-
scopique. Il relie la nucléation a la déformation plastique. 1l est utilisé pour représenter la
rupture ductile a vitesse modérée, comme par exemple au niveau de la zone de striction dans
des essais de traction uniaxiale. L’expression générale du taux de nucléation pour ce modele
peut s’écrire :

d, = A()e + B(p)p + C(p, T) (2.2)

ol le premier et le deuxieme termes sont liés & des phénomenes mécaniques régis par la
déformation plastique équivalente ¢! et par la contrainte moyenne (pression) p tandis que le
troisiéme terme est lié a des phénomenes de diffusion au niveau microscopique. Nous limitant
a un cadre purement mécanique, nous ne parlerons plus du phénomene de diffusion (C' = 0).

2.2.2 Croissance

Les microvides issus de la phase de nucléation peuvent se développer soit sous forme de
cavités de forme sphéroidale, soit sous forme de fissures. La facon dont la croissance va se
dérouler dépend de la température et de la vitesse de mise en charge : a basse température et
haute vitesse de chargement, les microvides vont avoir tendance a se développer sous forme
de fissures (rupture de type fragile) car I’écoulement plastique est limité, tandis qu’a haute
température et faible vitesse de chargement, ils vont avoir tendance & se développer sous
forme de cavités (rupture de type ductile) car les mouvements de dislocations responsables
de I’écoulement plastique sont favorisés. Aux températures et vitesses intermédiaires, les deux
modes de croissance coexistent. Ils peuvent intervenir au niveau intergranulaire (entre deux
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grains) tout comme au niveau transgranulaire (au travers d’un grain). Plusieurs modeéles
ont été proposés qui étudient la croissance des vides (le plus souvent d’un vide isolé) sous
différents cas particuliers de chargement (pour un passage en revue de ces modeles, voir
Curran et al. (3%)), mais aucun modele suffisamment général de croissance ne semble avoir
été développé jusqu’ici.

2.2.3 Coalescence

La coalescence entre microcavités (ou entre microfissures) peut intervenir par rencontre entre
elles ou bien par localisation de la déformation plastique dans D’espace les séparant. Ce
second mode de coalescence peut poser le probleme de savoir si c’est un phénomene séparé
ou bien seulement une répétition des processus de nucléation et de croissance a une échelle
inférieure. Ici non plus, on ne dispose pas encore de modeéle général prenant en compte tous les
phénomenes impliqués, mais plusieurs recherches tendent a ce but en simulant numériquement
Iinteraction entre un nombre limité de vides (voir p.e. Tvergaard (130_132)). Ajoutons que
c’est au terme de la phase de coalescence que se forment d’éventuels fragments, fragments dont
la modélisation est également importante, par exemple dans le cas des boucliers protégeant
les engins spatiaux contre les micrométéorites (voir Rochus (113) " Anderson et Mullin (4)).

2.3 Modélisation de 'endommagement

2.3.1 Théorie thermodynamique

Dans le but de rappeler le cadre général de nos développements et également de fixer un
certain nombre de notations, nous reprenons ici dans ses grandes lignes la théorie thermo-
dynamique de 1’état local, telle qu’établie par I’école frangaise principalement (Germain (46)

Germain et al. (*7), Lemaitre et Chaboche (76)),

En thermodynamique classique, 1’évolution réversible d’un milieu matériel est complete-
ment définie par la connaissance d’un certain nombre de variables indépendantes définissant
I’état du systeme a chaque instant. Ce sont les variables d’état. La méthode de I’état local
considere que dans le cas d’une évolution irréversible du méme milieu matériel, il est possible
d’étendre cet espace des variables d’état dites externes (ou observables) en y ajoutant des
variables supplémentaires (dites internes) auxquelles on peut appliquer les équations de la
thermodynamique classique. Dans le cas des phénomenes dissipatifs, ces variables internes
sont représentatives de I’histoire passée du systeme.

Dans le cadre de la mécanique des solides, les variables d’état externes sont les suivantes :

e une mesure de la déformation, que nous noterons €. Ce peut étre le gradient de
déformation F' ou toute autre mesure dérivée (tenseur de Cauchy-Green a droite C,
tenseur de Green-Lagrange E, tenseur de Cauchy-Green a gauche b, tenseur d’Almansi

e,...);

e la température T, que nous écartons d’emblée, puisque nous ne considérerons dans ce
travail que des processus isothermes.
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Pour modéliser les phénomenes irréversibles, on introduit un certain nombre de variables
d’état internes, que nous noterons o; (¢ = 1,..., N) indépendamment de leur nature scalaire,
vectorielle ou tensorielle. Ces variables suffisent a définir ’état d’un systeme, et ce au travers
de la connaissance d’un potentiel thermodynamique. Parmi les choix possibles, nous opterons
(comme la grande majorité des auteurs) pour le potentiel énergie libre spécifique (e, a;).
Ce potentiel permet de définir des forces thermodynamiques associées a chacune des variables
d’état. Ainsi, on définit les contraintes o et les variables duales A; (i = 1,..., N), associées
aux variables internes par :

o pg—f (2.3.a)
A = pg§ (i=1,...,N) (2.3.b)

ol p est la densité.

Remarque: la notation o implique ici le tenseur contrainte thermodynamiquement associé
a € et pas le tenseur contrainte de Cauchy (qui n’est en fait thermodynamiquement associé a
aucun tenseur déformation). O

Pour définir 1’évolution des variables internes, on peut introduire un pseudo-potentiel de
dissipation ¢(é; ;) fonction des taux de variation de ces variables internes, les variables
internes pouvant intervenir comme parametres. Le choix pour ce potentiel d’une fonction non-
négative convexe garantit ’obtention de lois d’évolution thermodynamiquement acceptables
(c’est-a-dire principalement vérifiant le second principe sous toutes ses formes). Les variables
internes et leurs forces associées (duales) vérifient alors les relations suivantes :

Oy

Ocv;
La transformée de Legendre-Fenschel permet d’obtenir le potentiel ¢*, dual de ¢, a partir
duquel on obtient alors les lois d’évolution des variables internes :

_ 09" (Ais )
dA;

Les matériaux pour lesquels ces relations s’appliquent pleinement sont appelés matériauz
standards généralisés. Nous rencontrerons également dans la suite des matériaux standard
(des précisions sur la définition de tels matériaux seront données alors). Pour une étude plus
approfondie de la thermodynamique des phénomenes irréversibles appliquée aux solides, on

peut par exemple consulter Nguyen (90).

A; = (i=1,...,N) (2.4)

(i=1,...,N) (2.5)

& =

2.3.2 Cas des lois élasto-visco-plastiques endommageables

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons en particulier aux matériaux élasto-visco-
plastiques endommageables.

Le matériau “de base” peut étre considéré comme hyperélastique ou comme hypoélastique.
Un matériau hyperélastique est défini comme étant un matériau vérifiant la relation (2.3.a),

'Tci comme dans la suite, les arguments d’une fonction intervenant aprés un point virgule doivent étre
K
considérés comme des parameétres et pas comme des variables a part entiére. Cette distinction prend par
exemple son importance lors de ’écriture de la différentielle de la fonction.
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c’est-a-dire que 1’état cinématique € suffit & déterminer la contrainte o associée. On a par
exemple :

0

s = poa—;é (2.6.)
0

T = poa—f (2.6.b)

pour le tenseur contrainte de Piola-Kirchhoff n?2 (PK2) S et le tenseur contrainte de Kirchhoff
T, respectivement.

Un matériau hypoélastique peut étre défini comme étant un matériau vérifiant la relation
suivante, reliant une dérivée temporelle des contraintes au tenseur taux de déformation D,
partie symétrique du tenseur gradient de vitesse L :

&=M:D (2.7)

ol o représente une dérivée objective des contraintes de Cauchy, par exemple une dérivée
corotationnelle, et ou M est un tenseur d’ordre 4. Une dérivée corotationnelle est définie
comme suit :

5=p [%(Ptap)] pl =6 -wotow (2.8)

oll w est une matrice antisymétrique donnée, a partir de laquelle on génere une matrice de
rotation p par :

p=wp (2.9)
Dans le référentiel entrainé par cette matrice de rotation, on peut alors définir le tenseur des
contraintes corotationnelles de Cauchy o° :

ot = plop (2.10)

De maniere similaire, on peut définir un taux de déformation corotationnel D¢ et un tenseur
matériel corotationnel M*° (d’ordre 4) :

Dr p'Dp (2.11.a)
M = pf {ptMp]p (2.11.b)

Si on particularise au cas des axes entrainés par la matrice de rotation générée par le tenseur
taux de rotation W (partie antisymétrique du tenseur gradient de vitesse L), on retrouve la
dérivée corotationnelle de Jaumann. Dans ce cas, on obtient une relation entre les grandeurs
corotationnelles formellement identique a celle qu’on peut écrire dans le cas des petites trans-
formations. La généralisation est donc tentante et on écrit :

6°= M°®: D (2.12)

Pour plus de détails, on consultera Ponthot (1°%). Dans la suite, on omettra l'indice ¢, toutes

les grandeurs considérées dans le cadre hypoélastique étant supposées corotationnelles. Le
tenseur D ne pouvant étre intégré analytiquement pour obtenir un tenseur déformation, il
semble difficile de définir un potentiel thermodynamique dans le cadre hypoélastique.

Pour prendre en compte la plasticité, il faut introduire la variable interne déformation
irréversible. La nature de cette variable interne dépend de I’hypothese qu’on a faite au
préalable sur le comportement réversible :
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e dansle cas d’un matériau a comportement réversible hyperélastique, la séparation entre
déformation réversible et déformation irréversible est obtenue par décomposition mul-
tiplicative du gradient de déformation F', ce qui introduit la notion de configuration
intermédiaire (voir Lee (T1)) :

F=Frvpor (2.13)

Cette décomposition correspond a une décomposition additive des tenseurs déformation
Eete:

E = E 4+ E"" (2.14.2)

e = e’ 1elr (2.14.b)

Nous ne définirons pas plus précisément les parties réversibles et irréversibles de ces deux
tenseurs. En effet, les relations ci-dessus sont assez discutées dans la littérature et nous
ne nous prononcerons pas sur le sujet puisque nous ne les avons pas utilisées en pratique.
Notre but est simplement de mettre en paralléle les deux formalismes (hyperélastique
et hypoélastique), ainsi que la fagon dont on y introduit I’endommagement. On écrira
alors, en prenant par exemple le couple (E,S) :

¢ = Y(E-E", ) (2.15.a)
_ oy 0
S = poﬁ—E = pOW (215b)
0
_s = panQfM (2.15.¢)

oll po est la densité dans la configuration de référence. Cette derniere relation implique
que la variable duale & EY" est —S, constatation dont on déduit la loi d’évolution
suivante (par application de (2.5)) :

L 899*

E" = 2.16

G (2.16)

e dans le cas d’un matériau a comportement réversible hypoélastique, la séparation en-

tre déformation réversible et déformation irréversible est obtenue par décomposition
additive du tenseur taux de déformation :

D =D 4 D" (2.17)

Cette décomposition est a mettre en paralléle avec la théorie générale ot D joue le
role de €. La variable duale associée & D" sera (—o), et on aura la loi d’évolution
suivante :

0™

DiTT —
oo

(2.18)

On considérera des matériaux présentant un écrouissage isotrope, ce qui implique 'intro-
duction d’une variable interne scalaire appelée déformation plastique équivalente €. La
variable associée est la contrainte d’écoulement plastique oy :

0
oy = Panl = oy (") (2.19)
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et la loi d’évolution est la suivante :

*

E“pl — 899

- 2.2
Jov (2.20)

Remarquons que, dans la relation (2.19), on égale généralement directement le premier et le
troisieme membres, évitant ainsi le recours explicite au potentiel .

Comme expliqué précédemment, I'endommagement ductile est 1ié & 'apparition et a la
croissance de microvides dans le matériau. Si l’on excepte le cas des corps minces, ’hypothese
d’un endommagement isotrope, c’est-a-dire de microvides de forme globalement sphéroidale,
semble raisonnable. On se contentera donc d’une variable interne scalaire d pour représenter
I’endommagement. La variable associée a d est donnée par :

0y
Y =p— 2.21
&y (2.21)
tandis que la loi d’évolution de d est donnée par :
. 899*
d=——— 2.22
% (2.22)

Le couplage entre les différentes sources d’irréversibilité est déterminé par les hypotheses
de décomposition qu’on s’autorise pour le potentiel 1 et le pseudo-potentiel p*. Ainsi, on
peut faire (Lemaitre et Chaboche (76)) I’hypothese d’une partition de 1’énergie libre en une
partie “élastique” et une partie “plastique” (ce qui implique par exemple que les propriétés
élastiques ne sont pas influencées par I’écoulement plastique) :

p¢(€rsv7 E/pl7 d) — p¢el(€rsv7 d) 1 p¢pl(6pl7 d) (223)

Plusieurs auteurs (voir Lemaitre et Chaboche (76) Simo et Ju (119), Zhu (141)) font également

I’hypothese d’un endommagement non directement couplé & la plasticité (ce qui implique par
exemple que les propriétés plastiques ne sont pas modifiées par 'endommagement) :

pU(€7, ! d) = pp (€, d) + pyhP! (') (2.24)

En ce qui concerne le pseudo-potentiel de dissipation, on retrouve des hypotheses fort si-
milaires. On suppose généralement un découplage entre les phénomenes dissipatifs liés a la
plasticité et ceux liés a 'endommagement :

@*(070Y7Y;d) = @*pl(avgY;d)—l_ @*d(Y7d) (225)

On introduira le comportement “visqueux”, c’est-a-dire dépendant des taux de variation
des variables d’état, au travers du pseudo-potentiel de dissipation a la maniere de Perzyna

(193) " (lela consiste & écrire le pseudo-potentiel sous la forme suivante :

o (o) = — << Js) >)Wrl (2.26)

m+1 k

ot le symbole < ® > représente les parentheses de MacAuley (< 2z > = asiz >0,<z>= 0
si z < 0) et ou f(e) est une fonction convexe (de maniere a ce que ¢* le soit également) et
correspondant a la surface de charge de la plasticité classique. Les grandeurs k et m sont
des parametres positifs. Il est intéressant de noter que quand k tend vers 0, le comportement
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devient indépendant du taux des variables d’état, tandis que quand k tend vers ’infini, le com-
portement devient élastique. La forme (2.26) peut s’appliquer & @*?! et & »*?, éventuellement
avec des valeurs différentes de k et m. Les lois d’évolution s’écrivent donc finalement :
. A; 0
o; = < f( 2) > —f
k 0A;

(2.27)
Quand £ — 0, on retrouve un matériau élasto-plastique endommageable pour lequel les lois
d’évolution s’écrivent:

G =G0

avec les conditions classiques de type Kuhn—Tucker :

(i=1,...,N) (2.28)

A>0; f<0; Af=0 (2.29)

2.3.3 Modele de base de Chaboche — Lemaitre

Parmi ce qu’on peut appeler les modeles d’endommagement de base figure en bonne position
le modeéle d’endommagement ductile proposé par Lemaitre et Chaboche (78). Ce modale est
au départ proposé dans un cadre géométrique linéaire (petites déformations), mais il est assez
aisément généralisable au cas des grandes déformations, tout au moins dans un formalisme
hyperélastique. Ce modele est basé sur les notions de contrainte effective (Kachanov (66))
et d’équivalence en déformation : le matériau endommagé soumis a une certaine contrainte
o se comporte comme le matériau vierge (c’est-a-dire non-endommagé, mais éventuellement
plastifié) soumis a la contrainte effective . La variable d’endommagement permet de passer
de la contrainte vraie a la contrainte effective :

o o

&:—:p

4 e (€Y, ) (2.30)

ot ¥ représente le potentiel du matériau vierge. On retrouve le méme résultat en partant
d’un potentiel 3 tenant compte de 'endommagement :

vl eld) = (1= e, o) (2312)
OO
o = (1—d)p¥ (2.31.b)

Cette derniere expression permet de déterminer 'expression de la variable Y duale de d :
_ 9y _
Il y a cependant une variante possible a ces dernieres expressions, qui consiste a utiliser une

expression du type (2.24) pour le potentiel, faisant ainsi I’hypothese d’un découplage entre
plasticité et endommagement :

¢(Erev7 E/pl7 d) — (1 i d)¢rev,0(erev) 1 Qbirr(g’pl) (233)

y e ) (2.32)

et on a alors
Y = _p¢rev,0(erev) (234)

C’est sur base de cette derniére relation que la grandeur (—Y) est parfois appelée taux de
restitution d’énergie élastique. L’interprétation physique que 'on peut donner a (=Y') est
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donc celle d’une mesure énergétique de 1’état de contrainte (au sens général) du solide, ce
qui est & mettre en paralléle avec les criteres de nucléation au niveau microstructural (voir
encore une fois Curran et al. (?%)). Le choix entre les expressions (2.31.a) et (2.33) est loin
d’étre immeédiat, la plupart des auteurs ayant jusqu’a ce jour opté pour la seconde possibilité
(Lemaitre et Chaboche (76) Simo et Ju (119), Zhu (141) .). Parmi ceux ayant opté pour la
premiére possibilité, notons Ju (64) et Laschet (68), Rien parmi les résultats obtenus par tous
ces auteurs ne nous a semblé permettre de trancher la question.

La loi d’évolution de 'endommagement proposée dans le modele original ne prend en
compte aucun effet visqueux et est donc du type (2.28) :

. .89 _
d=-hs2 (2.35)

So 1 y \sotl
_ _r 9.
7 %+11—d< %) (2:36)

ol sp et Sp sont des parametres. La forme de la fonction ¢, qui semble sortie du néant

avec

comme par miracle, permet en fait de retrouver par le formalisme thermodynamique un
modeéle proche de ceux obtenus sur base de considérations plus phénoménologiques.

Les auteurs du modele font usage dans I’équation (2.36) du méme parametre de consis-
tance A que dans les relations régissant I’évolution des grandeurs plastiques:

cirr 3 8f

€ = /\_80' (2.37.a)
. cOf
pl  _ ‘
#= g (2.37.b)

Cette hypothese (non clairement énoncée dans le texte original) ne nous semble pas mathé-
matiquement justifiée, a moins d’utiliser les conditions de Kuhn—Tucker suivantes:

A>0; (f+9)<0;Mf+g)=0 (2.38)

ce qui semble peu réaliste ! Cette remarque ne met bien entendu aucunement en cause la
validité pratique du modele, mais permet simplement de souligner une zone d’ombre dans la
formulation mathématique qui y est attachée.

Ce modele est illustratif de tous les modeles ayant une base “thermodynamique”: le role
de la variable duale de 'endommagement Y y est fondamental. Cela pose un probleme dans
le cadre hypoélastique, ou il est difficile (si pas impossible) de définir un potentiel énergie
libre & partir des grandeurs utilisées.

Nous verrons dans une section ultérieure comment certains auteurs ont essayé de résoudre
les problemes exposés ci-dessus, mais nous allons d’abord présenter un modele d’endom-
magement mélangeant les apports de la théorie thermodynamique avec des considérations
phénoménologiques.

2.3.4 Modele de Gurson — Tvergaard amélioré

Dans ce modele, on choisit comme variable d’endommagement une variable phénoménologi-
que, la fraction volumique de vide (nous utiliserons également a 'occasion le terme général
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de porosité) :

i=1-"L (2.39)

PM
ou p est la densité apparente (macroscopique) et pps est la densité de la matrice matérielle
(autour des vides).

Comportement réversible

Ce choix pour la variable d’endommagement permet un lien plus direct avec la physique du
phénomene. Ainsi, la porosité a bien évidemment un effet de dégradation sur les constantes
élastiques macroscopiques du métal. Par exemple, en utilisant la théorie des matériaux
diphasiques de Mori et Tanaka (®%) et en prenant 'hypothése que les inclusions sont des
vides sphériques, on obtient les expressions suivantes pour les modules de cisaillement et de
compressibilité cubique :

= _ Gg(l - d) — . 4[(0G0(1 — d)
Gld) = | 1 Ko+ 12G K(d) = e 350d (2.40)
9Kq + 8G0

ot G et K sont les modules dégradés, tandis que Gy et Ky sont les modules du matériau
vierge (c’est-a-dire de la matrice matérielle autour des vides). La théorie de Mori-Tanaka
prend en compte, jusqu’a un certain point en tout cas, les interactions entre vides. Pour de
faibles concentrations de vides, ces effets sont négligeables et les expressions (2.40) dégénerent
en celles qui ont été établies par Mackenzie ("), et qui ont été utilisées par Johnson (63),
Perzyna (195) Eftis et Nemes (35-37:87=89) © Op peut également trouver d’autres théories
pour les matériaux diphasiques, par exemple celles citées par Aboudi (V). Ces expressions
des constantes élastiques peuvent alors étre utilisées soit dans le potentiel thermodynamique,
soit dans le tenseur constitutif. Par exemple, pour un modele hyperélastique de type Saint-

Venant—Kirchhoff, on a :

! d TEV - Y Tev
pol(E™, d) = T)(trE V2 4 G(d) tr(E™?) (2.41)
otl A est un des coefficients de Lamé du matériau endommagé (dont on peut facilement déduire
I’expression a partir de (2.40)) et ou tr(e) est noté pour trace de ». De méme, pour un modele
hypoélastique basé sur la loi de Hooke, on aura:

_ - 1
Hijp = K (d)(si]‘(skl + QG(d)((Sik(Sﬂ — géijém) (2.42)

Il est important de remarquer que les relations (2.40) impliquent, en plus de l'effet sur le
module de Young , un effet de I’endommagement sur le coefficient de Poisson (voir figure 2.1),
phénomene bien physique qui n’est pas représenté dans le modele de Chaboche-Lemaitre.

Comportement irréversible

Le comportement irréversible du matériau poreux est basé sur le pseudo-potentiel de dissi-
pation suivant :

E S o
= —— < =>" 2.43
m—|—1<k> ( )

*xpl
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Figure 2.1: Effet de la porosité sur les propriétés élastiques

oil f est la surface d’écoulement plastique pour un solide poreux proposée par Gurson (51):

£ =20 wtp.ov, oy (2.44)

ou ¢ = ,/5;;5;; est le deuxieme invariant du tenseur des contraintes déviatoriques et oy est
la contrainte d’écoulement plastique du matériau vierge (c’est-a-dire du matériau autour des
microvides). Le facteur w de I'expression (2.44) est donné par:

1
w(p,oy,d) = (1 — 2ayd cosh(%j—i) + Oégdz) ’ (2.45)

130)

Les parametres a; ont étéintroduits par Tvergaard ( pour améliorer le modele dans I’étude

. . + . 7 . .
des bandes de cisaillement*. Les valeurs qu’il préconise sont les suivantes :
— _ _ 2
o = 15,03 =1, a3 = o

En fait, le parametre ay définit également la valeur ultime de la fraction volumique de vide,
c’est-a-dire celle pour laquelle le matériau ne présente plus aucune résistance :

1

o) = —
dy

(2.46)
L’introduction du a; (et donc du as) revient ainsi a travailler avec la variable d’endommage-
ment d/dyr, ce qui semble meilleur car il est évident que le matériau peut étre considéré comme
ayant atteint la ruine bien avant que la fraction volumique de vide ait atteint une valeur
unitaire. Les valeurs proposées par Tvergaard conduisent a une porosité ultime de 0.666. La
surface d’écoulement plastique (2.44) a été représentée dans I’espace contrainte volumique —

contrainte déviatorique (%, \/gﬁ) a la figure 2.2 pour deux valeurs du parametre ay. On

constate que ’endommagement introduit une limite plastique dans la direction volumique
ainsi qu'un effet de rétrécissement de la zone élastique de 1’espace des contraintes. Le taux
de déformation irréversible est donné par la loi de normalité (2.18) :

pirr =L om (2.47)
k oo
'Les a; dont il est question ici n’ont rien & voir avec la notation utilisée pour les variables internes dans
la théorie thermodynamique générale des paragraphes 2.3.1 et 2.3.2. Maintenant que cette théorie a été
particularisée au cas des solides élastoviscoplastiques endommageables, les «; désigneront jusqu’a la fin de cet
ouvrage les parametres introduits par Tvergaard.
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Figure 2.2: Surface d’écoulement plastique de Gurson—Tvergaard

La surface (2.44) peut étre approximée par la forme plus simple d’une ellipse ayant les
mémes axes principaux. Le coefficient w est alors donné par :

1
d (8%] 3p dE

w(p,oy,d)=(1-——) |1 - @W (2.48)

dy

L’approximation réalisée est illustrée a la figure 2.2. On peut également remarquer que pour
les cas ou la pression p reste faible par rapport a la limite d’écoulement plastique oy, le
facteur w devient:

d
wr (- —) (2.49)
dy
On retrouve alors une surface d’écoulement plastique d’expression simple, mais ou le couplage
avec la partie volumique a disparu (droite horizontale sur la figure 2.2).

Ecrouissage plastique

La variable interne associée a 1’écrouissage plastique est toujours la déformation plastique
équivalente, mais ici on fait ’hypothese d’une énergie libre “plastique” dépendant de I’endom-
magement :

P d) = pag () = (1 = D)oy () (2.50)
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et on a :

[
Gy = p% = (1 — d)oy (') (2.51)

ou oy est la contrainte d’écoulement plastique apparente (macroscopique), tandis que oy est
relative a la matrice matérielle entourant les microvides (grandeur microscopique). La loi
d’évolution de la déformation plastique équivalente peut donc s’écrire :

ol _ dp* 1 de*

_aﬁy - 1—d doy (252)

Un résultat identique peut étre obtenu en écrivant que la dissipation plastique “macro-
scopique” o : D" doit &tre égale & la dissipation “microscopique” (1—d)oy ¢, le facteur(1 —
d) tenant compte de la porosité, comme dans Agelet (2) par exemple.

Evolution de ’endommagement

Jusqu’ici nous sommes restés dans le cadre thermodynamique, mais pour écrire la loi d’évolu-
tion de ’endommagement, nous allons maintenant faire appel a des considérations phéno-
ménologiques basées sur les mécanismes physiques qui régissent I’évolution de la porosité au
niveau microstructural. Ainsi, si on se place dans le cas d’une nucléation controlée par la
déformation (voir paragraphe 2.2), on écrira :

d, = A(P)e?! (2.53)

Le phénomene de nucléation étant assez complexe a représenter, on peut le traiter par une
approche statistique, par exemple en exprimant le facteur A(e?’) sous forme d’une distribution
normale, comme proposé par Chu et Needleman (2°)

2
dn L[ et —en
A(Epl) = mexp —5 (T) (254)

ou dy est la fraction volumique totale de particules donnant naissance a des vides, ey est
la valeur moyenne de la déformation plastique équivalente a laquelle la nucléation a lieu et
sy est un parametre de distribution autour de cette moyenne. Cette loi est basée sur I'idée
suivante : nous avons vu que la nucléation intervenait des qu’on atteint un certain seuil de
déformation plastique ; les métaux étant généralement hétérogenes, la valeur de ce seuil varie
d’un site de nucléation a ’autre ; si on considere alors que Iapparition des microvides est
instantanée, I’approche statistique semble étre un bon moyen de traduire le phénomene au
niveau macroscopique. Ce type de loi sera utilisé pour la simulation de la mise en forme. Dans
le cas d’une nucléation controlée par I’état de contrainte (voir paragraphe 2.2), on utilisera
plutét une loi du type suivant :

avec par exemple, en s’inspirant de Curran et al. (34)
B(p,d) = C—lexp <p — pN) pour p > py (2.56)
1-4d Cy

Le champ d’application de cette loi serait celui des situations d’impact impliquant des con-
traintes de valeur élevée.
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A partir de la loi de conservation de la masse, et sur base de I’hypothese que la déformation
peut étre considérée comme entierement plastique, le taux de croissance des vides s’écrit de
la maniere suivante :

d, = (1 - d)tr(D"™) (2.57)

Cette relation implique que la porosité, et donc ’endommagement, peut décroitre sous une
mise en charge hydrostatique de compression. C’est un phénomene qu’on peut physiquement
concevoir, mais sans doute pas jusqu’a admettre qu’il puisse ramener le matériau dans son état
vierge. Nous approfondirons ce sujet dans le cadre des exemples du chapitre 4. Pour écrire
la loi de croissance des vides, Perzyna (195 a lui repris une relation établie par Johnson (63)
qui relie la porosité directement a la pression.

Dés que 'endommagement atteint la valeur critique d.,;;, la coalescence est irrémédiable-
ment enclenchée. Celle-ci conduit a la rupture macroscopique et peut étre modélisée par une
fonction linéaire de la déformation plastique équivalente (Tvergaard (132)) :

dU - dcrit

d. = — é! (2.58)

En combinant les équations (2.53) ou (2.55), (2.57) et (2.58), on obtient la loi globale
d’évolution de ’endommagement :

i d, + dg pour d < d.
- d“ pour d > dcrit

[+

(2.59)

La nucléation et la croissance des vides se produisent donc jusqu’a ce que ’endommagement
atteigne une valeur critique, au-dela de laquelle la coalescence commence et conduit a la
rupture macroscopique.

On peut constater dans le modele ci-dessus que la variable d’endommagement d inter-
vient seule, sans qu’on utilise jamais sa variable duale. En fait, cela peut étre expliqué
si on voit que les relations régissant 1’évolution de ’endommagement relient directement
celui-ci aux deux autres variables internes (déformation irréversible et déformation plastique
équivalente). I’endommagement n’intervient donc ici que comme variable secondaire perme-
ttant d’écrire les équations de maniere plus claire. Notons au passage que, étant donné que
les lois d’évolution (2.52) et (2.59) ne sont pas issues de la loi de normalité, on a ici un modele
décrivant un matériau standard non-généralisé.

Remarque sur la vérification du second principe

Le second principe de la thermodynamique postule que la dissipation totale d’énergie lors
d’un processus quelconque ne peut étre négative. Ce principe peut prendre de nombreuses
formes mathématiques, parmi lesquelles se trouve 'inégalité de Clausius-Duheim :

D= Dmeca + Dther > 0 (260)

ou la dissipation totale D a été décomposée en ses parties mécanique et thermique s’exprimant
respectivement par :

Dieeca = o:D — p(\IJ + ST) (2.61.a)

Dthsr = _q 9 (261b)
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avec s I’entropie spécifique et T la température. On a noté q le flux de chaleur et g le gradient
de température. Comme nous nous sommes placés dans un cadre isotherme, I'inégalité (2.60)
se réduit a :

D=0o:D—p¥>0 (2.62)

Le probleme qui se pose deés lors qu’on travaille dans le cadre hypoélastique est alors lié a
P’absence d’une expression analytique pour le potentiel thermodynamique. Plus précisément,
c’est la partie liée & 'endommagement qui fait défaut. On peut en effet écrire

pU =0 :D" + (1 —d)(oy — o) +Vd (2.63)

mais il n’existe pas de forme analytique décrivant Y, empéchant ainsi la vérification systéma-
tique du second principe. Tout ce que 'on peut dire, c’est que Y doit notamment étre relié a
la dégradation des modules élastiques du solide. En petites déformations, on aurait pu écrire

1( PP OK(d) ¢ 0G(d)
)

2\K(d) od ' 2G(d) od )_("Y_"‘O”)épl

mais le premier terme de cette expression ne peut étre généralisé au cas des transformations
finies dans le cadre hypoélastique.

Cependant, il faut remarquer que le processus d’endommagement ductile tel que décrit
ici est fortement lié aux processus physiques largement dissipatifs que sont la déformation
irréversible et [’écrouissage, ce qui peut nous rassurer quant a la vérification effective du
second principe.

2.3.5 Autres modeles

Pour terminer ce chapitre, nous dirons quelques mots au sujet du modele d’endommagement
proposé par Simo et Ju (119123) " Ce modéle, dont la version “orandes déformations” a été
établie dans un cadre hyperélastique, nous semble rencontrer la plupart des problemes évoqués
dans la section 2.3.3. En effet, il est fort proche du modele de base de Chaboche-Lemaitre
pour ce qui est du choix du potentiel thermodynamique (expression (2.33)), mais il utilise
pour la loi d’évolution de 'endommagement (2.35) une fonction g ayant la forme suivante :

g=v-=2Y —r (2.64)

De plus, le parametre de consistance utilisé pour I’évolution de ’endommagement est différent
de celui lié aux phénomenes plastiques. On a donc un modele avec deux fonctions de charge
ce qui, notons le au passage, introduit un seuil d’endommagement tout comme il y en a un
pour I’écoulement plastique. Ce modele a donc tout pour plaire, mais se pose alors la question
de savoir s’il est applicable en dehors du cadre hyperélastique.

Zhu (1) 3 proposé un modeéle utilisant une fonction g du type (2.64) et faisant inter-
venir deux variables d’endommagement : 1'une relative au comportement déviatorique et
l'autre au comportement volumique, ce qui a notamment comme conséquence d’introduire
un effet de ’endommagement sur le coefficient de Poisson. En outre, il part d’une hypothese
d’équivalence en énergie de déformation élastique plutot que de '’hypothese d’équivalence en
déformation. Cependant, comme nous ’avons déja fait remarquer, la définition de la variable



2.4. Conclusion 25

duale a ’endommagement Y est loin d’étre claire dans un cadre hypoélastique. Zhu relie ces
variables (une variable duale par variable d’endommagement) aux contraintes de la maniere

sulvante :
5:8
Y, = ———— 2.65.
4 2G(1 - d) (2:65:2)
2
p
Ys - 2.65.b
’ K(1—6)3 (2.65.b)

ol d et 6 sont les deux variables d’endommagement et ol s et p sont respectivement le tenseur
des contraintes déviatoriques de Cauchy et la tension hydrostatique. Ces expressions nous
apparaissent étre une généralisation un peu violente de la situation “petites déformations”.
Mais encore une fois, cela ne remet pas en cause la validité pratique de ce modele, qui semble
tres bien supporter la comparaison avec les résultats expérimentaux.

2.4 Conclusion

En conclusion, nous opterons dans la suite pour le modele exposé dans la section 2.3.4,
qui nous semble présenter des caractéristiques suffisantes pour représenter correctement le
phénomene qui nous occupe, a savoir 'endommagement ductile. Nous rappelons au tableau
2.1 ’ensemble des équations décrivant le modele.

Les données a fournir pour définir un matériau élastoviscoplastique endommageable sont
donc les suivantes :

e parametres élastiques : Ky, Gp;

e parameétres d’écoulement plastique : oy (¢?! = 0), dy, ay;

e parametres de viscosité : k, m;

e parametres d’écrouissage : Uy(Epl);

e parametres d’endommagement : dy, €n, sy, depit, A€,
Ce sont les parametres d’endommagement qui sont le plus difficilement obtenus par mesure

expérimentale. Les parametres de viscosité ne sont cependant pas forcément beaucoup plus
facilement obtenus.
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Table 2.1: Résumé des équations du modele adopté (comportement élastoviscoplastique

endommageable exprimé en grandeurs corotationnelles)

Comportement réversible

6ij = Hijri( Dyt = D)

Hijr = K(d)8i;60 + 2G(d) (81651 — £6:5611)

avec
o AKGo(1 - d) L Go(1—d)
KU = S + 3kod W)= oKy T 120,

9Kq + 8G0

Comportement irréversible

wrr o f m 8f
Diff =< £ >" 5

f= \/gf] —w(p,oy,d)oy
avec p = %(m . ¢ = \/5i;5i; ol s;; est le déviateur de o; (s;; = 055 — p 0;;) et

d
w(p,oy,d) = <1 — 2— cosh( > oy i

dis

Lois d’évolution des variables internes

Ferouissage isotrope

Lo a0

epl— .~

. f
T—d < = Joy ou el =< A >" hy(oi;, 07, d)
pl)_

avec oy = oy (€

Endommagement

i d, + dg pour d < dpi
B dc pour d > dcrit

avec
: d 1/ —ex)’
d, = A(e)ev! ou A(er') = — N exp [—5 (6 EN) ]

dy = (1—d)D};

7 dU - dcrit .
d, = S0~ forit g
Ae ¢

En résumé :
d =< % > hQ(Ui]‘,UY,d)




Chapitre 3

Mise en ceuvre numérique

3.1 Introduction

Un des buts principaux de ce travail est d’utiliser le modele constitutif décrit au chapitre
précédent dans le cadre d’une simulation numérique. Or qui dit simulation numérique dit
discrétisation temporelle et spatiale. Il est donc nécessaire d’établir des schémas d’intégration
des équations différentielles régissant le probleme.

Dans la section 3.2, nous décrivons le schéma qui a été développé pour l'intégration
des équations constitutives sur un incrément de temps (de mise en charge). Ce schéma
est une généralisation du schéma du retour radial au cas de la plasticité non-déviatorique.
Nous le présentons pour le cas particulier d’un modeéle élasto-visco-plastique endommageable,
mais son extension aux cas impliquant des variables internes supplémentaires ne pose aucun
probleme (voir par exemple Stainier et Colantonio (128)). Dans le cadre plus général du
schéma d’intégration temporel global, si on opte pour une solution de type implicite (p.e. un
schéma HHT en dynamique), il est nécessaire de calculer un opérateur tangent a la loi cons-
titutive. Pour s’assurer d’une convergence efficace, il est primordial d’utiliser un opérateur
tangent consistant avec le schéma d’intégration de la loi constitutive. Cet opérateur tan-
gent consistant peut étre assez différent de 'opérateur tangent continu directement issu des
équations constitutives. Ce dernier est méme inexistant dans le cadre viscoplastique. Pour
plus de détails sur ce sujet, on consultera Ponthot (1°), Dans la section 3.3, nous développons
une expression analytique de 'opérateur tangent consistant avec le schéma d’intégration
présenté a la section précédente.

L’intégration spatiale des équations différentielles du probleme est réalisée par la méthode
des éléments finis. Dans le cadre de la modélisation des grandes déformations inélastiques,
cette méthode numérique rencontre notamment des difficultés suite a la quasi-incompres-
sibilité de I’écoulement de matiere. Pour y remédier, il est nécessaire de sous-intégrer, au
moins partiellement, le champ de déformation a travers I’élément. Dans la section 3.4, nous
décrivons rapidement les éléments finis utilisés et nous abordons notamment les cas de la
sous-intégration volumique et de la sous-intégration complete. L’utilisation de la méthode
des éléments finis pour intégrer les équations différentielles du probleme se heurte également
a la prise en compte des singularités qui interviennent lorsque ces équations différentielles
perdent leur ellipticité (leur hyperbolicité dans le cas dynamique) suite a I’adoucissement
résultant de 'endommagement. On observe alors une localisation de la déformation dans des

27
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bandes de cisaillement. Nous étudierons dans la section 3.5 les différentes solutions possibles
pour modéliser correctement 1’effet de ces bandes de cisaillement. En effet, ’apparition d’une
déformation localisée de grande amplitude est généralement le prélude a la formation d’une
macrofissure.

3.2 Intégration numérique des lois constitutives

3.2.1 Rappel des équations du probléme

Nous allons décrire un schéma d’intégration pour la loi constitutive élasto-visco-plastique
endommageable présentée au chapitre précédent (section 2.3.4), mais I’extension a d’autres
modeles constitutifs impliquant une plasticité non-déviatorique et un nombre quelconque de
variables internes ne pose aucun probleme.

La résolution numérique des équations différentielles non-linéaires du probleme est basée
sur une approche incrémentale. En effet, en plus de la discrétisation spatiale en éléments finis,
on utilise une discrétisation temporelle incrémentale (dans le cas quasi-statique, il s’agit plutot
d’une mise en charge incrémentale). Partant de la configuration initiale, on obtient ainsi un
nombre fini de configurations équilibrées pour finalement arriver & la configuration finale.
Remarquons que la notion de configuration équilibrée correspond ici & une configuration
vérifiant les équations d’équilibre mécanique au sens éléments finis. Pour déterminer une
nouvelle configuration équilibrée a partir de la configuration équilibrée précédente, on peut
utiliser soit un schéma explicite, soit un schéma implicite (voir Belytschko (%), Ponthot (108)).
Quelle que soit la méthode choisie, il faut se donner une évolution du taux de déformation
entre les deux états. Nous supposerons que le taux de déformation corotationnel est constant
sur un incrément, ce qui implique (pour une démonstration, voir p.e. Ponthot (108)) :

.1 1 .
D _Ean_QAtln(F F) (3.1)

ou U est issu de la décomposition RU de F', gradient de déformation entre la configuration
en début de pas (notée ) et la configuration actuelle (notée x') :
ox!
F: = axé (3.2)

J

Rappelons que dans le cadre hypoélastique, on fait ’hypothese d’une partition additive du
taux de déformation : '
Dj; = D;;“’C + D;;T’C (3.3)

Connaissant D¢, il nous faut donc déterminer comment il se décompose. Si on utilise la
dérivée de Jaumann (voir chapitre 2, section 2.3.2), la partie réversible est définie par la
relation suivante :

Y 3.

Pour une discussion plus détaillée du probleme de l'objectivité, on consultera Ponthot (108).

Dans la suite, on omettra I’exposant ¢, étant entendu que les grandeurs sont corotationnelles
sauf mention du contraire. Utilisant I’hypothese de partition, on peut donc écrire

0ij = Hiju Dii® = Hijw (D — Di)") = 657° = oy’ (3.5)

%] %]
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Le comportement irréversible est quant a lui décrit par les équations suivantes (pour le détail
des expressions, voir tableau 2.1) :

of

Dirr = A 6.
(¥ 80'2] (36&)
&= Ahy(oij, 0v,d) (3.6.h)
d = Ahy(oij,oy,d) (3.6.c)

ott € est le taux de la déformation plastique équivalente (variable interne mesurant 1’écrou-
issage), d le taux de la fraction volumique de vide (variable interne mesurant I'endomma-
gement), o;; les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy, oy la force thermody-
namique associée & P! et f(oi;,0y,d) lasurface d’écoulement plastique, par exemple celle de
Gurson :

3
f= ﬁq —w(p,oy.d)oy (3.7)
avec p = %O‘ii et ¢ = /5;;5;; ol s;; est le déviateur de 05 (s;; = 055 — p 0i5).

Dans le cas visco-plastique général, A est écrit pour ’expression suivante :

A=< % >m (3.8)

ou k et m sont des parametres liés au comportement viscoplastique. Par contre, rappelons
que dans le cas plastique (k = 0), A est le parametre de consistance obligeant les contraintes
a rester a l'intérieur ou sur la surface de charge par des relations de type Kuhn-Tucker :

Af=0:A>0; f<0 (3.9)
De plus, dans le cas isotrope, on peut écrire :
_ ~ 1
Hijkl = ]X (d)%ém -|- QG(d)((SZk(S]l — gémékl) (310)

otl, par exemple, K(d) et G/(d) sont obtenus par la loi de Mori-Tanaka (expressions (2.40)).

3.2.2 Prédicteur élastique

La loi constitutive exposée ci-dessus sera intégrée par un schéma du type prédicteur élastique
(réversible) — correcteur plastique (irréversible). Le prédicteur élastique est le tenseur con-
trainte qui serait obtenu si la déformation était entierement réversible (c’est-a-dire élastique
a endommagement constant) :

t1
o= Py s = o+ Hz’jkl(do)/to Dy dt (3.11)
avec
_ t1
o= P K(d) | Dygdt (3.12.a)
to
_ t1
PR —I-G(do)/ dev(D;;) dt (3.12.b)
to
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 sont relatives au début de l'incrément de déformation (configuration

1

ol les grandeurs
équilibrée de départ) et les grandeurs
ration a équilibrer), et ol dev(e) est noté pour partie déviatorique de o. La contrainte réelle

sont relatives a la fin de cet incrément (configu-
en fin d’incrément s’écrira donc :

1 .
ol = g'ev _ Hiu D dt (3.13)

) ) t
0

ol le second terme du membre de droite représente le correcteur plastique-endommagement
(qu’il faudrait plus rigoureusement appeler correcteur viscoplastique-endommagement).

3.2.3 Correcteur plastique-endommagement

Pour plus de clarté, nous allons séparer le correcteur plastique-endommagement en sa partie
volumique et sa partie déviatorique :
i1

Acim = HZ']‘MD%T dt

[
to

t1 R t1 _ . 1
([ R@wi ) o+ ([ 26D Gy - 3o dt) (310
t t

0 0

Dans ces expressions, on peut remplacer le taux de déformation irréversible par son expression

(3.6.a) :
T3 af _ af 8f B
Dl =Ago- =4 (asij + —a(3p)6”) (3.15)

On a donc, pour le correcteur plastique-endommagement sur les contraintes, ’expression
suivante :

Aoli" = ApTT6i + AsilT

</: 31&’(@%%) éij + (/: 2G(d)ai{j}\dt) (3.16)

Les intégrales ci-dessus vont étre approximées de maniére totalement implicite (schéma
d’Euler arriere), ce qui donne pour le correcteur :

1

ey Of ] o O
Acl" = 3K (d") —=—| Té; +2G(d' r 3.17
Uz] X( ) 8(3[)) J + ( ) 882] ( )
ol

i1, t1 f
I'= /\dt:/ < =>"dt (3.18)

to to k
Cette derniere intégrale peut également étre approximée de maniere implicite et on obtient :

fl

I' =« m >™ At (3.19)

ott f! représente la fonction f évaluée en t.
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Avant de continuer, définissons n;;, donnant la direction de s;; :

S8ij
\/ SkiSkl

A partir de cette définition, on peut écrire

Nij = Sij = qnij nijng =1 (3.20)

of of .
85ij = 8_an] (321)
et donc
. _ of 1
Ap'" = 3K(dY)——| T 3.22.a
irr Y2 8f ! B

Remarque: on a d’un coté s}j = sit = AsEh = " ni7Y — AslTT, mais également s}j = qln}j,
et donc, au vu de I'expression (3.22.b) de As}’", on doit avoir n}j = n;;". On a donc une
méthode de type retour radial, ce quelle que soit la forme de la fonction f, tant que la seconde

partie de la relation (3.15) reste vérifiée, c’est-a-dire que f dépend des contraintes uniquement
au travers des invariants J; et I; (c’est-a-dire g et p). ad

De la méme fagon que pour les contraintes, on peut obtenir pour les variables internes les
expressions suivantes :

Pl Eplo_|_h1(021j70§1/7d1)p (3.23.a)

d' = d°+ hy(ol, oy, d")T (3.23.b)
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La grandeur I' est déterminée par la relation (3.19), qu’on peut réécrire sous la forme suivante
dans le cas d’un incrément irréversible :

1

Fm=£m-k(5)" =0 (3.24)
At
On retrouve donc ce qu’on pourrait appeler une surface de charge généralisée, qui dégénere
bien en la surface de charge f dans le cas élasto-plastique (k = 0). Cette équation fortement
non-linéaire sera résolue par un schéma de type Newton-Raphson. L’équation linéarisée
autour de I'estimé actuel s’écrit alors :

. af*|t
(T I =0
P+ 98
et la correction a ’estimé actuel vaut :
oI = —L,) (3.25)
af*|®
or

La dérivée de la fonction de charge f par rapport a I' peut s’écrire en fonction des autres
variables :

OF _ or o) 7o 0f ooy orod .
o~ 93p) or " aqor T day or T ador (3.26)
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avec
8(31)) -~ Of
—_ = —-9K— 27.
o K 5050 (3.27.a)
g _  _=0f .
ar = 205, (3.27.b)
doy dep! _ )
- = H_ar = Hhy (3.27.c)
od
T = (3.27.d)

On obtient ainsi Iestimé ¢ + 1 de I' : T't! = T% + §T'*. Pour obtenir 'estimé i + 1 des
contraintes et des variables internes, il reste a résoudre le systeme des quatre équations non-
linéaires (3.22.a), (3.22.h), (3.23.a) et (3.23.b) écrites pour l'itéré local i+ 1, ce qui donne :

pi-l-l = P - 3K’(di+1) a_f o i+1 (3.28.&)
d(3p)
' B ) af i+1 )

+1 rev t+1 i+
¢t = ¢ —2G(dY) ——| T 3.28.h
) B )
Tl PO 4 gt pitL (3.28.c)
4 = 04 h,’;’l ritl (3.28.d)

Pour des surfaces de charge de type Gurson, il est fondamental de résoudre ce systeme
d’équations non-linéaires de maniere assez précise, sous peine de voir la convergence globale
du schéma mise en cause. Cela implique donc un second processus itératif de type Newton—
Raphson intérieur au premier (celui de recherche du correcteur plastique-endommagement).

Remarque: quand les équations ci-dessus dégénerent vers le cas de la plasticité pure-
ment déviatorique, I’équation (3.28.a) disparait (p = p"¢’), mais 1’équation d’évolution de
I’endommagement (3.28.d) reste présente. O

3.2.4 Rotation finale instantanée

Le schéma prédicteur élastique — correcteur plastique-endommagement qui vient d’étre décrit
permet de calculer les contraintes corotationnelles en fin de pas. Pour passer aux contraintes
de Cauchy, on utilise la méthode de la rotation finale instantanée, initialement proposée par
Nagtegaal et Veldpaus (3%
[to,t1[, le tenseur taux de déformation corotationnel étant supposé constant comme nous
I’avons déja dit. On applique ensuite & I'instant ¢; la rotation totale R (issue de F' = RU)

. Dans cette méthode, on considere la rotation nulle sur I’intervalle

aux contraintes corotationnelles, ce qui conduit aux contraintes de Cauchy :

o' = Ro“'R! (3.29)

En conclusion, on intégrera donc les équations constitutives sur un pas de temps selon la
méthode qui vient d’étre exposée, et qui est résumée au tableau 3.1.
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Table 3.1: Résumé du schéma d’intégration des équations constitutives élastoviscoplastiques

endommageables (pour un pas de temps tp-t1, selon un schéma prédicteur élastique
— correcteur plastique-endommagement)

1.t =t

données: p°, s, #'0 d0 tr(D), dev(D), R, At
inconnues: p*, s*, el d!
2.Prédicteur élastique
Ae = DAt
P = 5 4 E(d°) tr( Ae)
s" = 8% + 2G(d°) dev(Ae)

qTBU = \/8TEVSTEY ot 1 = s

q’/’BU

Tev

3.Correcteur plastique-endommagement

p= prev7 g = qrev7 Epl — E’pl,O7 d = dO

if (f(p,q,€”,d)<0)goto 4 (incrément réversible)

résolution itérative du systeme composé des 5 équations suivantes :

of

p o= P 3R(d)=d T
Do)
Y
= U 2G(d)=LT
q q ()aq
o= PO T
d = d°+hyT
1
I' \m
A i —
/ (At) 0

4.Rotation finale instantanée

o =R (pb+ qn)R'

5.4 =1

—

p' = Lttr(a), s = dev(o), M = ¢! d' = d
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3.2.5 Comparaison avec d’autres schémas

Le schéma d’intégration des équations constitutives décrit au tableau 3.1 est un schéma du
type Euler arriere. Ses principes de base correspondent a ceux du schéma proposé par Ortiz
et Simo (®117) pour I'intégration d’équations constitutives élastoplastiques de forme tres
générale. Les différences entre notre schéma et celui de Ortiz et Simo résident principale-
ment dans la méthode utilisée pour évaluer le correcteur plastique (irréversible). En effet,
on peut considérer que, dans la métrique définie par H ™' (métrique variable dans notre
cas), le schéma de Ortiz et Simo peut étre rattaché a la méthode des plans sécants (cutting
plane algorithm), tandis que notre schéma se rattache a la méthode de projection sur le
point le plus proche (closest point algorithm). Ces deux méthodes sont illustrées a la figure
3.1. L’avantage fondamental de la seconde méthode sur la premiere est de permettre une
linéarisation exacte des équations du schéma lors du calcul de 'opérateur tangent consistant
(Simo et Hughes (118)y " Ortiz et Simo ont également étendu leur schéma a la viscoplasticité,
mais en se limitant au cas de la viscosité linéaire (m = 1), ce qui leur fait adopter une ap-
proche assez différente de la notre, et ou intervient un temps de relaxation instantané issu de
I'intégration analytique partielle des équations.

@
n+l

b. Méthode de la projection sur le

. Méthode des pl dcant .
a. Méthode des plans sécants point le plus proche

Figure 3.1: Calcul itératif du correcteur plastique

Un schéma Euler arriere a également été proposé par Aravas (5) mais dans le cadre non-
visqueux uniquement. De nouveau, les différences principales entre ce schéma et celui présenté
ici résident dans la méthode de résolution du systeme d’équations non-linéaires permettant
d’évaluer le correcteur plastique-endommagement. Notre méthode nous semble présenter
I’avantage de permettre la prise en compte du cas visqueux dans une écriture générale, ainsi
que de conduire a une linéarisation de forme relativement simple. Le schéma de Aravas a été
amélioré et étendu au cas de I’écrouissage cinématique par Lee et Zhang (7). Govidarajan

et Aravas (*9) ont également apporté des améliorations au schéma de départ.
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3.2.6 Stabilité et précision du schéma

Avant de passer a la dérivation de 'opérateur tangent consistant, on peut dire quelques mots
sur la stabilité et la précision du schéma proposé plus haut.

Ortiz et Popov (93) ont présenté deux grandes familles de schémas d’intégration générali-

sant respectivement la méthode du trapeze et la méthode du point milieu. Ces deux auteurs
ont étudié la précision et la stabilité de ces deux familles pour le cas d’un modele de Von
Mises parfaitement plastique. Ils ont également observé que la stabilité des schémas de la
famille du trapeze généralisé était fortement sensible a la courbure de la surface de charge.
Cependant, le schéma d’Euler arriére (cas limite appartenant aux deux familles a la fois) est lui
inconditionnellement stable, méme en présence de points anguleux, au prix d’une précision
limitée a l'ordre un. Le domaine de stabilité des schémas de la famille du point milieu
généralisé est par contre indépendant de la courbure de la surface de charge utilisée. Cela
le rend (théoriquement) attractif, d’autant plus que sa précision peut atteindre I’ordre deux
sous certaines conditions. Mais en pratique, dans le cas de grands incréments de déformation
notamment, ces résultats peuvent étre contredits, au profit du schéma Euler arriere (Ponthot

(109)y,

Ortiz et Simo (®*) ont appliqué le méme type d’étude & leur schéma (dont on a parlé plus
haut) en considérant le cas particulier du modele Cam-Clay, largement utilisé en mécanique
des sols. Ils ont notamment montré que la viscosité pouvait diminuer la précision de leur
schéma. Lee (72) a étudié le cas d’un modele de Von Mises modifié, représentatif du com-
portement de certains polymeres, pour lequel il a comparé les performances de trois schémas
d’intégration de la famille du point milieu généralisé. Il en a conclu que c’est la méthode du
point milieu qui donne les meilleurs résultats, les deux autres méthodes testées étant celles
d’Euler avant et d’FEuler arriere.

Zhang (137) a évalué la précision et la stabilité des méthodes de la famille du point

milien généralisé appliquées a la surface de charge de Gurson-Tvergaard, dans un cadre
élastoplastique. Il en a déduit que les performances de ces méthodes dépendent du type
de probleme considéré, suivant la nature radiale ou tangente de I'incrément de déformation
déviatorique, le cas tangent étant le moins favorable. Il a également observé que 1’algorithme
d’Euler arriere n’était pas celui qui donnait la meilleure précision. La stabilité incondition-
nelle de cet algorithme est par contre toujours assurée, comme nous ’avons déja dit.

Une étude similaire sur le schéma présenté ici, prenant en compte le cas visqueux, serait
rendue assez complexe par la nature variable de la métrique H ! dans laquelle ces calculs sont
menés. Nous pensons cependant, sans en avoir la preuve mathématique, que effet néfaste
de la viscosité observé par Ortiz et Simo (%) devrait étre, dans notre cas, moins marqué, si
pas absent, suite a ['utilisation de la méthode de projection sur le point le plus proche plutot
que de la méthode des plans sécants.

3.3 Lois tangentes consistantes

L’intérét majeur de l'utilisation d’une loi tangente dite consistante, par opposition a la loi
tangente continue, dans le cadre du processus itératif de recherche de 1’équilibre structural (au

sens des éléments finis) est bien connu depuis les travaux de Simo et Taylor (116) dans le cadre
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de I’élastoplasticité. Cet intérét est d’autant plus accru dans le cas de I’élastoviscoplasticité
qu’il n’existe alors plus de loi tangente continue reliant le taux des contraintes au taux de
déformation (instantané). De nombreux auteurs ont dérivé des opérateurs tangents con-
sistants correspondant a divers schémas d’intégration et & divers modeles, relevant de la
plasticité déviatorique (p.e. Simo (122)), mais aussi de la plasticité non-déviatorique. Ainsi,
pour le modele de Gurson-Tvergaard, Aravas (°) a dérivé un opérateur tangent consistant
avec le schéma d’intégration qu’il proposait, ainsi que Lee et Zhang (7, qui ont étendu
les travaux de Aravas au cas de l’écrouissage cinématique. Plus récemment, Zhang (138
proposé une amélioration de 'algorithme de Aravas, qui évite le recours a toute inversion
numeérique de matrice. Les travaux cités ci-dessus concernent cependant uniquement le cas
non-visqueux. Une extension au cas de la viscoplasticité du type Duvaut-Lions (32) a été
proposée par Ju (%), Cet auteur a également abordé le cas de la viscoplasticité du type
Perzyna, mais de maniere trés breve et en se limitant au cas de la surface de charge de Von
Mises.

a

Ci-dessous, nous dérivons 'opérateur tangent consistant avec le schéma d’intégration
proposé plus tot, valable dans le cas viscoplastique général, pour toute surface de charge
dépendant de la pression hydrostatique (invariant I; du tenseur contrainte) et de la norme
du déviateur (invariant J, du tenseur des contraintes déviatoriques). On considere dans la
suite deux variables internes (¢?' et d), mais les développements proposés peuvent sans peine
étre étendus a un nombre indéfini de variables internes.

Les équations de base du schéma d’intégration dont on veut dériver la loi tangente sont
donc les suivantes :

pt = P —3K(d") or f r (3.30.a)

(3p)

rev : 8f !
st = st —2G(dY) 9 I'n;j (3.30.b)
o= 0y hi(of;,08,d") T (3.30.c)
d" = d°+ hy(of;,08,d")T (3.30.d)
avec la surface de charge généralisée

I\ &

5= Yo ov;d) —k <E) =0 (3.31)

L’opérateur tangent consistant Z\Zfijkg relie la différentielle des contraintes do;; a un tenseur
taux de déformation différentielle Dy, :

doij = Mijri Dyt + Wirow; — 0 Wi; (3.32)
ou
_ 1 /odaxy, 8dx1)
Dy = 5 3.33.
M 2 < 3901 + axk ( a)
T 1 8dxk adxl)
W = 5 - 3.33.b
& 2 < 890; é?xk ( )

Les deux derniers termes de I’expression (3.32), dont la forme rappelle la dérivée de Jaumann,
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correspondent & la rotation finale instantanée (voir Ponthot (109)). Le tenseur Mijkl peut étre

obtenu par linéarisation des équations du schéma. Ainsi, la différentielle de la contrainte dans
les axes corotationnels s’écrit :

dof; = dp'6;; + dsj; (3.34)

avec

dpt = dp™¥ - 3K(d") 9Gp) dr —d (3]((d1) % ) r (3.35.a)

dp™ = K(d°)tr(Aey) (3.35.b)

pour la partie volumique et

dsf; = dg'ni; +q'dny; (3.36.a)
_ L of! o OfF !
d¢* = d¢"™ —2G(d") ==| dI' —d | 2G(d") ==| | T 3.36.b
q q (d") 9 ( (d) 9 ( )
dg™® = ZG(dO)deV(AéM)nM (3.36.c)
1 _
dnij = p—" (6ik6jl — nijnkl)QG(do)deV(Aém) (3.36.d)

pour la partie déviatorique. Dans ces équations, on a écrit Aéy; pour d(Aeg). On peut
également montrer (Ponthot (199)) que

Ry RjAey = Dy
De la méme facon, les différentielles des variables internes s’écrivent :

de’t = hi(ph, ¢t op, dHdD 4+ dhy T (3.37.a)
dd' = hy(p', ¢t of, dYdl + dh,T (3.37.h)

La différentielle de I' est obtenue par différentiation de la fonction de charge généralisée f* :

* af* eV 8f* rev af*
df - a(3prev)d(3p )—I_ aqrev dq + or

dr = 0 (3.38)
A partir des relations (3.26), (3.35.b) et (3.36.c), on obtient alors :

S 3K (d)ir(Ae) + FE2G(d°)dev(Aey )y

_ _ L_q
) - ) a a ) 0 k L ym
S IR (dY) 50 + FL2G(dN) g — FL by — Fhhy + g (E)

dr = (3.39)

QD

L’écriture sous forme fermée de 'opérateur tangent consistant est alors possible. Cependant,
cette écriture est rendue assez lourde par la présence du dernier terme des équations (3.35.a),
(3.36.b), (3.37.a) et (3.37.b). On observe notamment l’apparition des dérivées secondes de la
fonction de charge f, ainsi que des dérivées des modules élastiques et des fonctions d’évolution
des variables internes hy et hy. Les quatre équations (3.35.a), (3.36.b), (3.37.a) et (3.37.b)
constituent donc un systéme linéaire dont les inconnues sont dp', dg', deP’"! et dd'. Dans le
cas de la surface de charge de Gurson—Tvergaard, les termes dominants dans ce systéme sont
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ceux en %, car ils font intervenir les fonctions hyperboliques, et ils ne peuvent donc

étre négligés. Les termes en % sont eux identiquement nuls, tandis que les dérivées des
modules élastiques peuvent généralement étre négligées sans mettre en danger la convergence
vers 1’équilibre structural. De méme, ce sont les dérivées des lois d’évolution par rapport a

la pression 2%~ qui sont dominantes & leur niveau, toujours parce qu’elles font intervenir
9(3p) ’

les dérivées de f par rapport & p, les autres dérivées pouvant étre négligées. En résumé, on
peut donc dire que c’est la courbure de la surface d’écoulement dans ’espace (p,q) qui a une
influence importante sur "opérateur tangent.

Les développements relatifs a la dérivation de la matrice tangente complete, comprenant
les termes géométriques ainsi que les termes liés a la rotation finale instantanée peuvent étre

trouvés dans Ponthot (109),

3.4 Résolution par la MEF

3.4.1 Le quadrangle a sous-intégration partielle

L’intégration spatiale des équations différentielles du probleme est réalisée par la méthode des
éléments finis (MEF). Plus particulierement, nous utiliserons une discrétisation en éléments fi-
nis quadrangulaires a base cinématiquement admissible et a champ de déplacement bilinéaire.
Cet élément est basé sur la transformation isoparamétrique illustrée a la figure 3.2. Les fonc-
tions de forme bilinéaires peuvent étre écrites sous la forme compacte suivante :

Ni= 04600 tmm)  T=14 (3.40)

ou les indices en alphabet romain majuscule correspondent aux noeuds, numérotés comme
indiqué a la figure 3.2, et ou il n’y a pas de sommation sur I.

Le jacobien J de la transformation isoparamétrique entre ’espace de référence (&,7) et
I’espace physique (z,y) s’écrit :

drz 9z ONT ONT
g | % | _ | eyt (3.41)
T | %y By | | aNg aNT '
€ Iy 9 YI 5y YI

A partir de I’expression (3.40) des fonctions de forme Nj, ce tenseur peut étre exprimé
analytiquement, ainsi que son inverse.

Le gradient de déformation entre deux configurations s’écrit alors :

dxl  Oxl 0

[

YT 020 T 96 020

-1
= JhJY (3.42)

Comme nous I’avons rappelé au début de ce chapitre, c’est a partir du gradient de déformation
que 'on calcule le taux de déformation corotationnel, supposé constant (expression (3.1)).
Une fois les contraintes de Cauchy calculées par le schéma exposé a la section 3.2, les forces
internes discrétisées aux noeuds sont calculées par ’expression suivante :

» ON;p
it _ .
fi /Qe oij TS dQ. (3.43)
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(-1,1) (1,1)
L e —

P e (X3.¥3)
(-1,-1) (1,-1) (X4.¥4)

(X1.¥1)

(X5.Y5)

X

Figure 3.2: Le quadrangle isoparamétrique bilinéaire

La théorie de base de la MEF nous apprend que, comme nous utilisons des fonctions
de forme bilinéaires, cette intégrale peut étre évaluée par la méthode de Gauss en utilisant
quatre points d’intégration situés en (&,7) = (:I:@, :I:@) Mais si on n’y prend garde, des
problemes de “locking” volumique peuvent apparaitre suite a la nature (quasi-)isochore de la
partie irréversible de la déformation. En effet, méme si la porosité amene une déformation
irréversible volumique, nous devons pouvoir traiter les cas ou '’endommagement est inexistant
ou faible. En quelques mots, on peut rappeler 'origine du “locking” volumique : dans le
cas des matériaux incompressibles, quand on ajoute un élément & un maillage constitué
d’éléments quadrangulaires, on ajoute asymptotiquement 1 nceud et 2 degrés de liberté,
tandis que 'on ajoute 1 contrainte d’incompressibilité sur la déformation en chaque point de
Gauss ou celle-ci est évaluée. Si on évalue la déformation volumique en 4 points de Gauss,
le rapport entre le nombre de degrés de liberté et le nombre de contraintes a respecter est
donc (asymtotiquement) égal a 0.5, ce qui engendre le “locking”. Par contre, si on évalue la
déformation volumique en un seul point de Gauss, ce rapport passe a 2 et [’on ne rencontre
plus de problemes. C’est pourquoi on considérera que la partie volumique du champ de
déformation est constante sur I’élément et égale a la déformation volumique naturelle, tandis
que la partie déviatorique sera intégrée exactement (c’est-a-dire a l'aide de quatre points de

Gauss).

Cependant, contrairement a ce qui se passe en plasticité classique, nous n’avons plus
de découplage parfait entre les comportements volumique et déviatorique. Comme nous
P’avons vu, la pression dépend maintenant des contraintes déviatoriques. Ici, seul le prédicteur
élastique peut encore étre calculé de maniere découplée, tandis que le correcteur plastique-
endommagement fait intervenir un couplage. En pratique, on aura donc :

ot = piy+ s (3.44.a)
1

Tev T Ve
P = PP+ 3K(d°) In(35) (3.44.b)
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sisV = sy 4+ 2G(d") dev(Dj;) (3.44.c)

)

ot VO et V! sont respectivement le volume de 1’élément en début de pas et en fin de pas,
tandis que D;; est relatif au point de Gauss considéré. On peut donc parler de sous-intégration
(partielle) du champ de déformation, mais pas pour autant du champ des contraintes. Dans
la suite, nous désignerons cet élément sous l'appellation Q4-VRI (pour Volume Reduced

Integration).

3.4.2 Sous-intégration complete

La sous-intégration de la déformation volumique est obligatoire si on veut éviter le “lock-
ing” volumique, mais on peut également envisager la sous-intégration complete du champ de
déformation. En effet, lors d’une simulation numérique, une part importante du temps de
calcul est consacrée a 'intégration de la loi constitutive, cette opération devant étre réalisée
a chaque point de Gauss de chaque élément. En diminuant le nombre de points de Gauss,
on peut donc réduire de maniere significative le temps de calcul total. Ce gain est plus
marqué si on utilise un schéma temporel explicite que si on utilise un schéma implicite, pour
lequel le temps passé a inverser la matrice tangente structurale est au moins aussi impor-
tant que celui passé a intégrer la loi constitutive. Cependant la sous-intégration du champ
de déformation a comme conséquence 'apparition de modes de déformation a énergie nulle,
qui peuvent se superposer a la solution de base et completement fausser les résultats. Ces
modes parasites, aussi appelés modes “hourglass” en raison de leur forme, doivent donc étre
controlés de maniere a limiter fortement leur amplitude. Dans un article récent (Stainier
et Ponthot (124)), nous avons présenté des méthodes de stabilisation adaptées au cadre des
grandes déformations ; nous ne les reprendrons pas ici. Nous avons cependant retravaillé une
de ces méthodes afin qu’elle se place de maniere plus rigoureuse dans le cadre non-linéaire
géométrique, tout en gardant les mémes idées de base que précédemment. La méthode de
stabilisation sous sa nouvelle forme est exposée a ’annexe A et est utilisée dans certains des
exemples présentés dans la suite. Remarquons au passage que les éléments sous-intégrés ont
un meilleur comportement en flexion, comme on 1’a montré dans Stainier et Ponthot (129,
Les éléments sous-intégrés seront également appelés Q4-URI (pour Uniformly Reduced Inte-
gration).

3.5 Les problemes de localisation de la déformation

Le phénomene de localisation de la déformation (et de ’endommagement) peut étre observé
dans une large gamme de matériaux et notamment dans les métaux. Dans ce cas, la loca-
lisation est le plus souvent associée a un processus d’adoucissement, par exemple suite au
développement de ’endommagement ou encore suite a un échauffement adiabatique. D’un
point de vue mécanique, la localisation intervient la plupart du temps sous la forme d’une
bande de cisaillement de largeur assez faible, ce qui conduit rapidement a la rupture macro-
scopique. Il est donc important de pouvoir modéliser correctement ce phénomene.

D’un point de vue mathématique, deux approches sont possibles pour étudier le phéno-
mene de localisation. La premiere approche, d’application dans le cas quasi-statique, consiste
a considérer la localisation comme une bifurcation d’un état de déformation homogene vers
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un état de déformation fortement non-homogene. Cette bifurcation, liée a la perte du carac-
tere elliptique des équations différentielles du probleme, est due au comportement méme du
matériau et pas a des aspects structuraux (comme pour le flambement p.e.). Les bases de la
théorie de la bifurcation dans les solides élastoplastiques ont été établies par Hill (°8) tandis
que leur application a 1’étude des bandes de cisaillement repose en grande partie sur le travail
de Rice (112), Cette approche permet de déterminer des critéres d’apparition de lalocalisation,
ainsi que orientation des bandes. Quand on sort des hypotheses sur lesquelles se basent les
travaux cités (état homogene de déformation, matériau standard, . ..), on obtient alors plutét
des bornes permettant d’encadrer 1’état de déformation auquel la localisation se déclenchera.
La seconde approche, d’application dans le cas dynamique, consiste a considérer la bande de
cisaillement comme une onde d’accélération stationnaire (voir Hadamard (*% et Hill (57)),
La localisation correspond alors a la transition entre un état ou la vitesse de propagation
des ondes existe et un état ol elle est imaginaire. Cela définit un critere de localisation basé
sur le tenseur acoustique équivalent au critere obtenu par Papproche bifurcation. On peut
également interpréter ce critere en considérant que la localisation correspond a la disparition
d’une longueur caractéristique dans les équations du probléme (elle devient imaginaire).

La perte d’ellipticité des équations différentielles intervenant lors de la localisation rend le
probleme mal posé, ce qui met en cause 'unicité de la solution que 1’on peut obtenir. Ainsi,
lors d’un calcul par éléments finis, cela a comme conséquence que c’est la taille des mailles
qui devient la longueur caractéristique des équations discrétisées du probléeme et qu’on a
alors une solution dépendante du degré de discrétisation : la bande s’étale sur un nombre
constant d’éléments quel que soit le maillage. Pour régulariser le probleme (c’est-a-dire le
rendre de nouveau bien posé), il faut introduire, de maniere plus ou moins artificielle, une
longueur caractéristique dans les équations constitutives du matériau. Parmi les méthodes
de régularisation possibles, les plus intéressantes semblent étre les suivantes :

o modéle non-local : la théorie de 'endommagement non-local a principalement été dé-
veloppée par Bazant et Pijaudier-Cabot (). Dans les grandes lignes, ce modele consiste
a utiliser comme variable d’endommagement non plus une grandeur locale mais une
grandeur intégrée sur le voisinage du point considéré, alors que les autres grandeurs
(contraintes, déformations) restent définies de maniere classique. Cette approche a été
appliquée au modele de Gurson—Tvergaard par Leblond et al. (79, Les conclusions que
ces derniers ont pu tirer de I’étude numérique de la formation de bandes de cisaillement
sur un domaine rectangulaire tendent a minimiser le réle de la bifurcation en tant que
processus responsable de la localisation dans des situations non initialement homogenes.
Tvergaard et Needleman (13%)
montré que 'introduction de la non-localité supprimait presque totalement la sensibilité

ont étendu ces travaux au cas élastoviscoplastique et ont

de la solution envers le maillage. Des éléments de justification physique pour une
approche non-locale de 'endommagement ont été apportés par Bazant (7) notamment.

o modéle avec gradients d’ordre supérieur : cette technique de régularisation a été pro-
posée par Aifantis (®) et consiste & introduire dans le modéle constitutif les gradients
du taux de déformation (jusqu’a un certain ordre). Cette méthode a notamment été
utilisée par Lasry et Belytschko (69) et par de Borst et Mulhaiis (26) pour la plasticité
avec adoucissement ou encore par Désoyer et Leroux (28)
avec endommagement.

pour des modeles élastiques

o modéle de Cosserat : dans le modele de milieu continu proposé par les Cosserat (23) les

degrés de liberté associés a un point sont non seulement les composantes de la vitesse
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(ou de la position) mais également une micro-rotation (ponctuelle). Cela introduit
également une composante supplémentaire aux contraintes. L’utilisation de ce modele
(également appelé micro-polaire) comme méthode de régularisation a été explorée par
de Borst (25:27) | Les résultats semblent prometteurs, mais pas pour tous les matériaux.
En effet, les modeles micropolaires semblent spécialement convenir pour les matériaux
granulaires (sols, bétons). Son application a des modeéles avec endommagement n’a, a
notre connaissance, été envisagée par aucun auteur.

o modéle visco-plastique : 'introduction d’une viscosité dans les problemes dynamiques
définit une longueur caractéristique au travers de la vitesse de propagation des on-
des dans le milieu. Cet effet régularisateur qu’apporte la présence d’une viscosité,
bien connu des mécaniciens des fluides, est largement utilisé dans la littérature pour

86) ou Loret et

traiter les cas de localisation de la déformation. Ainsi, Needleman (
77.78) ont montré Defficacité de ce type de régularisation pour des matériaux

élastoplastiques avec adoucissement.

Prevost (

Nous n’avons cité ici qu'une partie de 'abondante littérature existant sur le sujet. Mais
malgré la richesse (en nombre en tout cas) de la littérature concernant la régularisation du
probleme de localisation en bandes de cisaillement, il ne nous semble pas qu’une des méthodes
exposées ci-dessus ait démontré sa supériorité sur les autres.

Pour notre part, nous avons choisi la méthode de régularisation viscoplastique pour des
raisons évidentes. En effet, nous avons développé un modele élastoviscoplastique qui peut
étre utilisé dans les cas ou les sollicitations 'exigent réellement, mais qu’on peut aussi faire
tendre vers le cas élastoplastique tout en conservant un probleme bien posé. Nous évaluerons
son efficacité pratique sur un exemple de localisation (tres marquée) dans le chapitre 4.

Comme nous venons de 'expliquer, 'adoucissement di a I’endommagement a tendance
a provoquer une dépendance de la solution envers le maillage. Mais il existe également un
autre type de dépendance envers le maillage, qu'on pourrait qualifier de géométrique ou
cinématique, liée non plus a la loi constitutive, mais a la maniere dont est approché le champ
de déplacement dans les éléments. En effet, la localisation en bandes de cisaillement corre-
spond a un mode de déformation bien spécifique, qui peut étre mal approché par les éléments
bilinéaires utilisés. Par exemple, on observe souvent le cas d’une bande de cisaillement ori-
entée selon la diagonale des éléments (voir exemples du chapitre 4). C’est pourquoi plusieurs
auteurs ont proposé des méthodes d’enrichissement du champ de déformation : une fois la
localisation détectée par un critére du type Rice, on ajoute au champ de déplacement de
base un champ de déplacement tenant compte de 'orientation donnée par le critere. Ainsi,
Fish et Belytschko (12:38:39) ont proposé un élément & champ de déformation enrichi. D’un
autre coté, Wang (136) 5 appliqué la méthode des bandes spectrales initialement proposée par
Belytschko et al. (11:12:40) 3 des modeles d’endommagement parmi lesquels celui de Gurson—
Tvergaard. C’est alors le champ qu’on se donne pour représenter la bande de cisaillement
qui détermine la largeur de celle-ci. Dans ce sens, il s’agit donc également de méthodes de
régularisation. Dans cette classe de méthodes, on peut encore citer Charlier et Pierry (19),
qui utilisent notamment des lignes de glissement pour modéliser les bandes de cisaillement.

De notre coté, nous aborderons ce probleme d’une représentation cinématique suffisam-
ment correcte des bandes de cisaillement par l'intermédiaire d’une technique de remaillage
adaptatif (chapitre 5). Faisons déja remarquer que le remaillage ne peut a notre sens étre
envisagé qu’accompagné d’une méthode de régularisation (ici la viscoplasticité), sous peine
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de voir le processus de raffinement “s’emballer” au niveau des bandes de cisaillement, dont
la largeur tendrait vers zéro avec un gradient de déplacement infini au travers de la bande.
La seule solution dans ce cas serait d’imposer une taille minimale de maille, qui définirait
alors la largeur de la bande. Parmi les approches du méme type, on peut citer Huerta
(18,59,60,107) " qyj utilisent la méthode ALE couplée & un modéle d’endommagement
non-local (mais principalement pour des applications unidimensionnelle jusqu’ici), ou bien
Pastor et al. (98), Peric et al. (101:102) qui utilisent la méthode de maillage frontal de Peraire

et al. 1% ou encore Ortiz et Quigley (95,96)

et al.

3.6 Conclusion

Nous disposons maintenant de tous les outils nécessaires a la simulation numérique, c’est-a-
dire principalement un schéma d’intégration numérique des équations constitutives et la loi
tangente consistante qui y est associée. On va donc appliquer les développements précédents
a quelques exemples de mise en forme et d’impact. Pour ce qui est de la localisation, nous
mesurerons tout d’abord ’efficacité de la régularisation visqueuse. Dans la deuxieme partie
de cette these, on combinera cette méthode avec une technique de remaillage adaptatif.
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Chapitre 4

Applications (1¢7¢ partie)

4.1 Introduction

Nous allons interrompre ’exposé de nos développements théoriques afin de les illustrer par
une premiere série d’applications. Apres avoir mis en évidence quelques caractéristiques
intéressantes du modele d’endommagement utilisé a partir de 1’étude de la réponse d’un
mono-élément, nous présentons un exemple semi-académique de mise en forme d’un boulon.
Cet exemple illustre bien les effets volumiques liés a I’endommagement ainsi que les effets
de la vitesse de mise en charge quand on utilise un modele élasto-visco-plastique. L’exemple
suivant est celui de la simulation de la rupture par striction d’un barreau cylindrique en
traction. Ce cas permet tout d’abord de valider notre implémentation par comparaison avec
des résultats d’autres auteurs, mais il est surtout ’occasion d’illustrer approche locale de
la rupture. En effet, on cherchera dans cette section a retrouver numériquement le mode de
rupture en cone et cuvette qui est observé expérimentalement. Cela nous conduira a discuter
du choix du type d’élément a utiliser dans ce cas. Les effets bénéfiques de I’introduction de la
viscosité seront également observés. Avant de passer aux exemples d’impact, on s’arrétera au
cas d’une plaque plane en traction, qui illustre remarquablement le phénomene de localisation
de la déformation en bandes de cisaillement, les problemes de dépendance de la solution par
rapport a la discrétisation et I'apport de la visco-plasticité a la régularisation du probleme.
On passe ensuite & un exemple de modélisation de I'impact entre un débris de rotor et le
capot protecteur d’une turbine. Pour terminer, on présente une simulation du dispositif
expérimental d’impact entre deux plaques planes, destiné a étudier la nucléation dans les
matériaux ductiles au travers de I'observation du phénomene de spallation.

4.2 Essais numériques sur mono-élément

Avant d’en arriver aux applications proprement dites, nous allons nous arréter quelques
instants sur la réponse d’un mono-élément. La simplicité des essais numériques présentés
ci-dessous nous permettra de mettre en évidence un certain nombre d’aspects du modele
d’endommagement étudié. En pratique, nous allons étudier la réponse d’un élément a une
sollicitation de cisaillement simple puis nous comparerons sa réponse en traction et en com-
pression.

45
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4.2.1 Essai de cisaillement simple

N

La cinématique de ’essai de cisaillement simple est décrite a la figure 4.1. Comme on le
voit, cet essai présente 'avantage d’imposer un déplacement a tous les degrés de liberté de
I’élément, ce qui évite de devoir rechercher une configuration équilibrée a chaque pas de
temps, I’équilibre étant assuré via ’application de réactions aux degrés de liberté contraints.
De plus, il conduit & un état homogene aussi bien au niveau des contraintes que des variables
internes. Une autre caractéristique de ce mode de sollicitation qui présente un grand intérét
pour nous est qu’il préserve le volume de I’élément. Le comportement devient alors purement
déviatorique et la partie croissance de la loi d’évolution de ’endommagement s’annule. Cela
permet ainsi d’isoler la partie nucléation et d’étudier I'influence des différents parametres de
la loi sur la croissance de I’endommagement. Remarquons au passage que, étant donné la
grande similarité du cas de cisaillement simple avec le cas de la torsion (si on considere le cas
idéal de torsion ot il n’y a pas gauchissement dans la section), on peut imaginer un essai,
expérimental cette fois, de torsion pour étudier la nucléation des microvides.

Figure 4.1: Cinématique de 1’essai de cisaillement simple

On considérera tout d’abord un matériau élastoplastique endommageable décrit par les
propriétés matérielles suivantes (voir conclusion du chapitre 2) :

E = 30009/ r=20.3 oy = (1+ QEN)O'?/
dyy = 0.65 ay = 1.
dy =005 ey =01 sy=0.0lousy=0.1

Les grandeurs ci-dessus sont exprimées en terme de o§. de maniere a travailler dans un cadre
adimensionnel. Rappelons que F et v décrivent le comportement élastique®, Uy(Epl) décrit
I’écrounissage, diy et ay sont des parametres de la surface d’écoulement plastique, tandis que
dn, ey et sy sont les parametres de la loi de nucléation.

*Les propriétés élastiques données ici sont celles du matériau vierge, a partir desquelles on calculera les
propriétés dégradées par les formules de Mori-Tanaka (2.40). C’est dans un souci d’alléger la notation que
I’on n’a pas écrit Ey et vo. Cela reste valable pour toutes les applications qui suivent.
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Cisaillement simple
006 T T T T T

nucleation brutale (s_N = 0.01) <—
nucleation progressive (s_N = 0.1) -+--

0.05

0.04

0.03

Endommagement
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Deformation plastique equivalente

Figure 4.2: Courbes endommagement—déformation plastique équivalente pour différentes
valeurs de sy

Afin d’illustrer la signification de la loi de distribution normale choisie pour modéliser
la nucléation, on a représenté a la figure 4.2 les courbes endommagement en fonction de la
déformation plastique pour deux valeurs du parametre sy.

On retrouve bien entendu les courbes intégrales de la distribution normale (2.54) ou les
différents parametres ont la signification suivante :

e la quantité totale maximale de microvides créés par la nucléation est bien donnée par
dy = 0.05 (cette valeur serait atteinte dans les deux cas considérés si la déformation
plastique équivalente variait de —oo a 400, ce qui n’est évidemment pas le cas, raison
pour laquelle I’asymptote du cas le plus progressif se trouve en d = 0.04);

e la valeur seuil moyenne de la déformation plastique équivalente a laquelle se déclenche
la nucléation est bien donnée par ey = 0.1;

e on constate bien que plus I’écart-type sy est grand, plus la nucléation s’étale dans
I'espace de la déformation plastique équivalente.

La figure 4.3 donne ’évolution de la contrainte de cisaillement en fonction du déplacement e.
On y voit que, dans le cas ou la nucléation intervient brusquement (sy = 0.01), on observe
une oscillation dans la courbe correspondant a ’apparition de I’endommagement. Dans le
cas ou la nucléation se déroule plus progressivement, I’effet d’adoucissement a le temps d’étre
compensé par ’écrouissage et 1’évolution de la contrainte de cisaillement reste monotone. On
a également indiqué la courbe obtenue sans endommagement comme référence.
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Cisaillement simple
2 T T T T

18 | .
16 .
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0.8

Contrainte de cisaillement
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0.4 — nucleation brutale (s_N =0.01) <— -
! nucleation progressive (s_N = 0.1) -+--

0.2 f sans endommagement ------

O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Deplacement e

Figure 4.3: Courbes de la contrainte de cisaillement pour différentes valeurs de sy

Si on considere maintenant un matériau élastoviscoplastique endommageable avec les
caractéristiques matérielles suivantes :

k= og m =3

on obtient (pour é = 1.) des courbes endommagement-déformation plastique équivalente
identiques & celles obtenues précédemment (figure 4.4), ce qui est logique au vu de I’équation
d’évolution (2.53), qui lie directement ’endommagement a la déformation plastique équiva-
lente. Les courbes d’évolution de la contrainte de cisaillement (figure 4.5) sont elles décalées
vers le haut, en raison de la viscosité.
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Cisaillement simple (materiau visqueux)
006 T T T T T

nucleation brutale (s_N = 0.01) <—
nucleation progressive (s_N = 0.1) -+--
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Figure 4.4: Courbes endommagement—déformation plastique équivalente pour différentes
valeurs de sy et pour un matériau visqueux

Cisaillement simple (materiau visqueux)
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0.4 — nucleation brutale (s_N =0.01) -— -
j nucleation progressive (s_N = 0.1) -+--
3 sans endommagement ------
0.2 i
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Deplacement e
Figure 4.5: Courbes de la contrainte de cisaillement pour différentes valeurs de sy et pour
un matériau visqueux
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4.2.2 Essai de traction—compression

Nous allons maintenant nous intéresser a une sollicitation de type traction—compression, telle
que décrite par la figure 4.6. On peut choisir I’hypothese d’un état plan de déformation ou
bien I"hypothese d’axisymétrie (autour de I’axe OX), nous verrons plus loin quel effet cela
peut avoir. Quel que soit le choix que ’on opere, ce mode de déformation présente également
I’avantage d’étre homogene.

y
I R |
1- g, 3
0 1 1+ e X

1

Figure 4.6: Cinématique de ’essai de traction—compression

On considérera le méme matériau que précédemment (avec sy = 0.01) sans tenir compte
d’effets de viscosité dans un premier temps. Les courbes de endommagement en fonction
de la déformation plastique équivalente que I’on obtient alors (figure 4.7 pour le cas de ’état
plan de déformation et figure 4.8 pour le cas axisymétrique) montrent clairement la différence
de comportement entre la situation de traction et celle de compression. Dans tous les cas, on
distingue bien l'accroissement rapide de '’endommagement di a la nucléation, au début de la
mise en charge, suivi d’une évolution plus lente liée a la partie croissance (ou décroissance)
des vides. On remarquera que cet effet croissance—décroissance semble plus marqué dans le
cas plan que dans le cas axisymétrique. Si on introduit les effets visqueux, avec les meémes
parametres k et m que ci-dessus, on obtient les courbes représentées aux figures 4.9 et 4.10.
On y remarque que la différenciation entre traction et compression est plus marquée que
précédemment, surtout dans le cas plan.

Remarque : on observe dans les courbes relatives a ’essai de compression une diminution de
I’endommagement, ce qui pourrait a priori paraitre contraire a la physique d’un phénomene
irréversible. Il ne faut cependant pas oublier que nous avons choisi la porosité pour carac-
tériser I’endommagement et que nous travaillons dans le cadre de matériaux ductiles. Il nous
semble donc possible d’imaginer une diminution de la porosité sous ’effet d’une compres-
sion hydrostatique. De plus, dans ’exemple ci-dessus, les phénomenes de nucléation et de
décroissance se suivent, alors que le choix d’une plus grande valeur de sy les ferait intervenir
simultanément, ce qui conduirait a des courbes plus proches de ce a quoi on s’attend, c’est-a-
dire des courbes plus monotones. En tout état de cause, ce serait a ’expérience de trancher.

|
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Etat plan de deformation
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Figure 4.7: Courbes endommagement—déformation plastique équivalente en état plan de

déformation
Axisymetrie
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Figure 4.8: Courbes endommagement—déformation plastique équivalente pour le cas axi-
symétrique
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Etat plan de deformation (materiau visqueux)
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Figure 4.9: Courbes endommagement—déformation plastique équivalente en état plan de
déformation et pour un matériau visqueux

Axisymetrie (materiau visqueux)
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Figure 4.10: Courbes endommagement—déformation plastique équivalente pour le cas axi-
symétrique et pour un matériau visqueux
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Traction
25 T T T T T T T T T

Tension axiale

EPD ——
AXI -+-- 4
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Figure 4.11: Courbes de la contrainte axiale pour ’essai de traction (EPD = état plan de
déformation, AXI = axisymétrie)

Si on observe maintenant les courbes donnant [’évolution de la contrainte axiale o7 en
fonction du déplacement ey, aux figures 4.11 pour la traction et 4.12 pour la compression, on
peut constater plusieurs choses. Tout d’abord, on retrouve, surtout en traction, 'oscillation
dans I’évolution de la contrainte correspondant a la nucléation brutale. C’est a cet instant
que la courbe se détache de celle que I’on obtient lorsqu’il n’y a aucun endommagement.
Ensuite, on observe bien l'effet d’adoucissement lié a la croissance de ’endommagement
pendant D’essai de traction. On voit également que "adoucissement est plus marqué en état
plan qu’en axisymétrique. En compression, 'endommagement ne peut se développer et cet
effet n’apparait pas vraiment. On n’observe dans ce cas qu’un léger décalage entre les courbes
avec et sans endommagement. Comme précédemment, ces effets sont plus marquées pour le
matériau visqueux (figures 4.13 et 4.14).

En conclusion, on peut donc dire que le modele utilisé permet bien de simuler la différen-
ciation du comportement en traction et du comportement en compression, ainsi que [’adou-
cissement lié a la dégradation du matériau. Ce sont, il nous semble, deux caractéristiques
fondamentales que tout modele d’endommagement doit posséder. Rappelons que nous avons
en outre introduit dans le modele un effet de dégradation des modules élastiques et du coef-
ficient de Poisson, ce qui, sans étre fondamental, constitue un avantage supplémentaire.
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Tension axiale

Compression
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Figure 4.12: Courbes de la contrainte axiale pour l’essai de compression (EPD = état plan
de déformation, AXI = axisymétrie)
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Figure 4.13: Courbes de la contrainte axiale pour I’essai de traction sur un matériau visqueux
(EPD = état plan de déformation, AXI = axisymétrie)
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Figure 4.14: Courbes de la contrainte axiale pour 1’essai de compression sur un matériau
visqueux (EPD = état plan de déformation, AXI = axisymétrie)
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4.3 Mise en forme d’un boulon

Nous allons maintenant passer a un exemple qui, bien que restant académique, présente un
certain caractere industriel. Il s’agit de la simulation de la mise en (pré-)forme d’un boulon
a partir d’un barreau cylindrique. La partie inférieure de ce barreau est maintenue dans une
matrice rigide tandis que la partie supérieure est écrasée par un poincon, rigide lui aussi,
jusqu’a obtenir une réduction de hauteur de 36%. La géométrie du dispositif de mise en
forme est décrite & la figure 4.15.

50 mm

Figure 4.15: Mise en forme d’un boulon (la position finale du poincon est indiquée en
pointillés)

Profitant de ’axisymétrie du probleme, on se ramene a 1’étude d’une section du barreau,
et on discrétise celle-ci en 10 x 50 éléments bilinéaires. Le contact entre le barreau et les
outils sera supposé collant, c’est-a-dire qu’une fois qu’un point entre en contact avec une
des matrices, il ne peut pas glisser sur celle-ci. Le traitement numérique du contact utilise
la méthode de la pénalité pour imposer la non-pénétration et le non-glissement des noeuds
sur la matrice (voir Bittencourt (16) . Ponthot (108)). C’est également cette méthode qui a
été utilisée pour toutes les autres applications impliquant des conditions limites de contact.
Dans le cas du boulon, les coefficients de pénalité normale et tangentielle sont pris égaux
a4 0.3310° N/mm. On considérera dans un premier temps un matériau élastoviscoplastique
endommageable décrit par les propriétés suivantes :
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a. endommagement b. défo. plastique équivalente c. maillage déformé
Figure 4.16: Mise en forme d’un boulon : configuration finale

E=200GPa v=03 p=7500kg/m?
oy = 250 + 1000 x ¢*' MPa

dU =0.5 gy = 0.5

dy = 0.04 ey =05 sy =0.1

d..;e = 0.15 Ae =0.1

On a représenté a la figure 4.16 les distributions obtenues pour 'endommagement et
pour la déformation plastique équivalente respectivement, ainsi que le maillage déformé. On
constate que, bien que I’évolution de I’endommagement soit fortement liée a 1’évolution de
la déformation plastique équivalente, on obtient des champs assez fortement différents en-
tre eux : alors que la déformation plastique est maximale au cceur de la téte du boulon,
I’endommagement se développe plutot sur la couronne extérieure. Cela s’explique naturelle-
ment par la contribution croissance-décroissance a la loi d’évolution de ’endommagement,
qui s’oppose a la nucléation dans la téte du boulon alors qu’elle s’y ajoute dans la couronne
extérieure. Cela illustre encore une fois une différence fondamentale entre les phénomenes
de plasticité et d’endommagement : le comportement plastique est identique en traction et
en compression alors que le comportement d’endommagement est fortement différencié. On
constate finalement une distorsion assez importante du maillage.

On peut également étudier 'influence de la vitesse de déformation lorsqu’on utilise une
loi de comportement élastoviscoplastique endommageable. On considere donc un matériau
avec les mémes propriétés que précédemment et avec les parametres de viscosité suivants :

k = 250 MPa.s'/? m =3

On utilisera cette fois une discrétisation en 10 x 50 éléments bilinéaires completement sous-
intégrés de type Q4-URI (et stabilisés par la méthode décrite a I'annexe A), alors que I’on
avait utilisé précédemment des éléments Q4-VRI (a quatre points d’intégration pour la partie
déviatorique). La figure 4.17.a donne la carte d’endommagement obtenue avec ces éléments
pour un matériau sans viscosité. On peut comparer avec les résultats obtenus auparavant
(figure 4.16) et constater que les solutions sont bien identiques, sauf au bord extérieur ou
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a. 0mm/s b. 30 mm/s c. 150 mm/s
Figure 4.17: Mise en forme d’un boulon : distribution finale de I’endommagement pour
différentes vitesses de descente

les éléments sous-intégrés capturent mal le fort gradient, ce qui est inhérent & leur na-
ture. Si on introduit la viscosité avec les parametres donnés plus haut, on obtient la carte
d’endommagement de la figure 4.17.b pour une vitesse de descente du poincon de 30 mm/s,
tandis que 1’on obtient la carte d’endommagement de la figure 4.17.c si la vitesse du poingon
augmente jusqu’a 150mm/s. Il est clair que les résultats obtenus sans viscosité correspondent
a une vitesse de descente du poingon quasi-nulle.

On peut donc analyser 1’évolution de la distribution de I’endommagement avec ’accrois-
sement de la vitesse de mise en charge. Remarquons tout d’abord que les effets d’inertie
n’ont pas été pris en compte ici et que les différences entre les solutions obtenues sont donc
uniquement dues a la loi constitutive. On constate que la valeur maximale atteinte varie tres
peu, a peine une légére augmentation. Par contre, la distribution de 'endommagement est
fortement modifiée par la vitesse de déformation. En effet, plus le poincon descend vite, plus
I’endommagement se localise en bordure de la téte du boulon. Cela est a mettre en parallele
avec les résultats obtenus sur un mono-élément qui montraient que la différenciation entre
les réponses en traction et en compression était plus marquée si on introduisait des effets de
viscosité (voir section 4.2.2).
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4.4 Striction dans un barreau

L’essai de traction d’un barreau cylindrique représente sans aucun doute le dispositif expéri-
mental de base pour 1’étude des propriétés d’un matériau. Cet essai se caractérise par
P’apparition, au dela d’un certain seuil de mise en charge, d’une instabilité de type struc-
tural prenant la forme d’une zone de striction. La striction consiste en une localisation de la
déformation dans un section de la barre, le reste de celle-ci ne se déformant presque plus. Les
modeles de comportement élastoplastiques classiques suffisent pour simuler ce phénomene de
maniére assez précise (Norris et al. (1) Hallquist (*®), Simo (122), Ponthot (108)). Les grandes
déformations plastiques localisées au niveau de la zone de striction conduisent finalement a la
rupture du barreau. La simulation de cette phase finale de la striction nécessite évidemment
I’introduction de ’endommagement dans le modeéle de comportement. C’est a cet aspect que
nous nous intéresserons dans ce paragraphe.

Validation de Uimplémentation du modéle

A titre de validation de notre implémentation du modele de Gurson—Tvergaard, nous allons
comparer nos résultats 4 ceux obtenus par Aravas (°) pour la simulation de la croissance de
I’endommagement dans un barreau cylindrique en striction. On considere donc un barreau
cylindrique de rayon R et de longueur I = 8 R soumis a traction. Comme on le voit a la figure
4.18, on on a seulement représenté un quart du barreau en profitant des diverses symétries,
un défaut dR = 0.005R est placé a mi-longueur de maniére a initier la striction & ’endroit
voulu.

NI

Figure 4.18: Traction d’un barreau cylindrique — géométrie de 1’essai

Le matériau possede les caractéristiques élastiques suivantes :

E = 3000} v =03
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La loi d’écrouissage est donnée par la relation implicite suivante :

N
oy _ (U_Y . ﬁm)

0 0
Oy Oy

avec N = 0.1. Les caractéristiques liées & ’endommagement sont les suivantes :

dU = % gy = 1.
dy =0.04 ey =03 sy=0.1

Aucun phénomene de coalescence n’est pris en compte.

On a représenté a la figure 4.19 le maillage initial et sa déformée pour un déplacement total
de ’extrémité supérieure de 0.19L/2. On y voit clairement apparaitre la zone de striction.
On a également représenté a la figure 4.20 les cartes de '’endommagement et de la tension
hydrostatique dans la configuration finale. Ces résultats sont en tres bon accord avec ceux
obtenus par Aravas (%), reproduits 4 la figure 4.21. On remarquera la zone de haute traction
hydrostatique, située a hauteur du col de striction, et qui est responsable de la forte croissance
de 'endommagement dans cette zone.

b. Maillage déformé

(allongement relatif de 0.19)
Figure 4.19: Striction d’un barreau cylindrique

a. Maillage initial

On peut également comparer les coits de calcul sur base des quelques informations
données par Aravas : alors que ce dernier utilise 156 pas, nous avons obtenus nos résultats
en 72 pas seulement, avec 102 itérations (Aravas ne donne aucune précision a ce sujet). Il
est cependant important de préciser qu’il est absolument nécessaire de commencer le calcul
avec au moins une quinzaine de pas pour atteindre un déplacement de 0.1251/2, sous peine
de voir la déformation se localiser a I’extrémité supérieure du barreau malgré la présence de
Pimperfection.
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Figure 4.20: Striction d’un barreau cylindrique — configuration finale
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a. endommagement

Figure 4.21: Striction d’un barreau cylindrique — résultats obtenus par Aravas (5)
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Modélisation de la rupture du barreau

Comme on le voit a la figure 4.20, le cceur de la zone de striction est soumis a une traction
hydrostatique importante. Cet état de contrainte particulier va provoquer une croissance
rapide de 'endommagement et donc une chute assez brutale de la résistance structurale du
barreau jusqu’a la ruture complete de celui-ci. Parmi les modélisations numériques de ce
phénomene que 'on peut trouver dans la littérature, outre celles déja citées, I’étude la plus
achevée & ce jour semble étre celle de Tvergaard et Needleman (!3*3). Par une simulation
éléments finis utilisant la surface d’écoulement plastique de Gurson, ces derniers ont retrouvé
le mode de rupture des barreaux cylindriques appelé en cone et cuvette (cup-cone fracture),
c’est-a-dire une fissure plane dans le centre de la zone de striction, mais qui se propage en
zig-zag au voisinage de la surface libre, comme illustré & la figure 4.22. Selon ces auteurs, la
justification physique de ce mode de rupture peut étre basée sur les considérations suivantes.
On sait que, dans un specimen en traction uniaxiale, les bandes de cisaillement apparaissent
généralement selon une direction formant un angle de 45° avec la direction de sollicitation.
Mais la déformation seuil a laquelle apparait la bifurcation est assez élevée dans le cas ax-
isymétrique (p.e. Saje et al. (114) trouvent des valeurs de l'ordre de I’unité). C’est pourquoi,
au centre de la zone de striction, la fissure se propage selon la direction radiale. Cependant,
quand on s’approche du bord libre, le champ de déformation devient non-uniforme et la
théorie permettant d’établir des seuils de localisation n’est plus valable. De plus, les effets
de l'axisymétrie s’estompent au fur et a mesure que 'on s’éloigne de 1’axe. Au dela d’un
certain rayon, la bande de cisaillement a 45° peut donc se former, mais on constate qu’elle
change de direction apres un certain temps et repart a -45°, ce qui se répéte plusieurs fois,
pour finalement former une fissure en zig-zag. Nous allons voir dans quelle mesure nous
sommes capables de retrouver ce mode de rupture caractéristique des barreaux cylindriques
a aide des outils dont nous disposons. Nous en profiterons également pour étudier ’effet
de 'introduction de la viscosité dans la loi constitutive ainsi que pour analyser 'influence du
maillage et du type d’élément utilisé sur les résultats obtenus.
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Figure 4.22: Mode de rupture en cone et cuvette
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Nous utiliserons ici une géométrie initiale quelque peu différente de celle utilisée précédem-
ment, et qui est illustrée a la figure 4.23. Le matériau utilisé est le méme que dans la premiere
partie du paragraphe, mais on tiendra compte cette fois du phénomene de coalescence, avec
les parametres suivants :

derit = 0.15 Ae=10.5

De plus, on imposera a ’extrémité supérieure un déplacement atteignant 0.20L/2. Ces deux
modifications provoqueront un croissance de ’endommagement jusqu’a des valeurs proches
de la valeur ultime.

Pt

NI-

(e[

Figure 4.23: Rupture d’un barreau cylindrique — géométrie de 1’essai

Afin d’étudier I'influence de la discrétisation, nous utiliserons trois maillages, de plus en
plus fins : un maillage n® 1 de 10 x 30 éléments, un maillage n® 2 de 20 x 40 éléments
et un maillage n° 3 de 30 x 50 éléments (voir figure 4.24). Dans chacun de ces maillages,
les éléments ont été concentrés dans la zone de striction, puisque 'endommagement y est
entierement localisé. Nous n’utiliserons pas ici de procédure d’élimination d’éléments.

Avant toute chose, on peut calculer la réponse du barreau sans tenir compte de I’endom-
(108) avait relevé des effets
de maillage dans le cas de la striction élastoplastique (pour une géométrie et un matériau
différents) : en raffinant le maillage, il tendait & obtenir une méme solution, mais en s’écartant
des mesures expérimentales. On constate cependant dans notre cas que les trois maillages
conduisent aux mémes courbes force-déformation (figure 4.25) et rayon de la zone de striction
en fonction de la déformation (figure 4.26). On peut sans doute expliquer cette absence d’effet
de maillage par ’amplitude relativement faible des déformations dans le cas élastoplastique.
Si on introduit ’endommagement, on constate que son effet se marque tout d’abord par
une accentuation de la pente négative de la courbe force-déformation apres ’apparition de
Iinstabilité structurale (sommet de la courbe de la figure 4.25), correspondant a la localisa-
tion de la déformation et de ’endommagement dans la zone de striction. Ensuite, lorsque

magement et pour chacun des trois maillages. En effet, Ponthot

I’endommagement au centre de la zone de striction a atteint sa valeur critique, la coalescence
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s’y déclenche, ce qui provoque une chute brutale de la résistance structurale du barreau et
conduit rapidement & sa rupture. On constate que, dans ces courbes (figures 4.25 et 4.26),
aucun effet de maillage ne se manifeste. Cela ne signifie pas pour autant que la solution
obtenue ne dépende pas du maillage, comme nous allons le voir.

a. maillage n° 1 b. maillage n® 2 c. maillage n” 3
Figure 4.24: Les différents maillages utilisés

Avant d’aller plus loin, il est important de faire remarquer que les courbes dont on vient de
parler ont été obtenues en utilisant des éléments sous-intégrés, c’est-a-dire des quadrangles
a un seul point de Gauss. Aucune procédure de stabilisation n’a été mise en ceuvre dans
un premier temps. Si on veut utiliser des quadrangles de type Q4-VRI, c’est-a-dire des
quadrangles & quatre points de Gauss, mais ou ’on considere une déformation volumique
constante, on observe "apparition d’'un mode de déformation tres particulier, illustré a la
figure 4.27. On y voit les éléments se déformer selon le mode sablier (qui n’est pas a énergie
nulle dans ce cas-ci), ce qui conduit rapidement & des problemes numériques et a l'arrét
du calcul. Le raffinement du maillage localise et atténue quelque peu le phénomene, mais
ne le supprime pas. Si on s’arréte un instant & la carte d’endommagement obtenue avec le
maillage n° 3 (figure 4.28), on observe que la zone endommagée est légérement décentrée,
mais au vu de ["allure du maillage déformé, il est difficile de dire si ¢’est un effet physique ou
numérique. Sur la carte de pression, on voit apparaitre une structure en damier qui pourrait
faire penser au phénomene de locking volumique, mais il s’agit plutot ici d’un adoucissement
brutal comme on le voit sur les courbes de la figure 4.29.

Par contre, si 'on utilise des éléments & un seul point de Gauss (Q4-URI), on obtient
les courbes dont on a déja parlé et qui présentent tres peu de dispersion par rapport au
niveau de discrétisation. Si on compare maintenant les maillages déformés (figure 4.30) et les
cartes d’endommagement (figure 4.31), on constate que seul le maillage n® 3 est suffisamment
fin pour capturer le mode de rupture en cone et cuvette. On y voit bien la fissure qui part
horizontalement, puis & 45° pour de nouveau changer de direction et repartir a -45°. Les deux
maillages les moins fins empéchent de par leur géométrie "apparition nette de ces bandes de
cisaillement.

On constate sur la déformée finale du maillage n® 3 (figure 4.30) I’apparition moyennement
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Striction d’un barreau cylindrique
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Figure 4.25: Courbes de la force de traction - déformation globale
Striction d’un barreau cylindrique
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Figure 4.26: Courbes du rayon de la zone de striction - déformation globale
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Figure 4.27: Maillages déformés obtenus avec les éléments Q4-VRI
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Figure 4.28: Cartes d’endommagement et de pression obtenues avec les éléments Q4-VRI

Striction d’'un barreau cylindrique
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Figure 4.29: Courbes de la force de traction - déformation globale
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a. maillage n° 1 b. maillage n® 2 c. maillage n® 3
Figure 4.30: Déformées obtenues avec les différents maillages (éléments Q4-URI)
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a. maillage n° 1 b. maillage n® 2 c. maillage n® 3

Figure 4.31: Cartes d’endommagement obtenues avec les différents maillages (éléments

Q4-URI)
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marquée de modes sablier (a énergie nulle cette fois, vu la sous-intégration) qui gachent
quelque peu la qualité de la solution. Cela nous a amené a mettre en oeuvre la technique
de stabilisation décrite & I’annexe A (voir aussi Stainier et Ponthot (124)). Les résultats que
I’on obtient alors sont assez surprenants. Si ’on compare tout d’abord les courbes force-
déformation (figure 4.32), on constate que celles obtenues avec stabilisation montrent une
influence plus nette du maillage que celles obtenues sans stabilisation, mais que la dispersion
reste cependant assez faible. Par contre, si ’on regarde les déformations et ’endommagement
obtenu (figures 4.33 et 4.34), on constate que la stabilisation a empéché le développement des
bandes de cisaillement dans le maillage n® 3 et que la fissure est donc restée horizontale. La
représentation correcte du mode de rupture en cone et cuvette a partir des maillages et du
type d’élément utilisés implique donc la déformation d’un certain nombre d’éléments selon
le mode sablier, ce qui est peut-étre a mettre en parallele avec les résultats obtenus avec
les éléments Q4-VRI. Tout cela suggere ['utilisation d’une stabilisation dont la force serait
réduite par [’utilisation d’un coefficient de controle, comme expliqué dans I’annexe A. On a
par exemple essayé avec un coefficient e = 0.2 (au lieu de la valeur standard de 0.5 utilisée
précédemment). On obtient alors le maillage déformé représenté a la figure 4.35, ot les modes
sablier ne sont pas apparus et ot ['on retrouve bien la bande a 45°. Cependant, le calcul a
da étre interrompu a un déplacement de 0.18165L/2 suite a des problémes numériques de
convergence. La figure 4.35 compare la zone de striction & un déplacement de 0.18L/2 pour
les différentes valeurs du parametre e. On y voit bien I’effet bénéfique d’une stabilisation
modérée. Vu les problemes numériques rencontrés, il ne s’agit cependant pas encore de la
solution miracle, qui reste a chercher ailleurs.

Striction d’un barreau cylindrique
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Figure 4.32: Courbes de la force de traction - déformation globale
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a. maillage n° 1 b. maillage n® 2 c. maillage n” 3
Figure 4.33: Déformées obtenues avec les différents maillages (éléments Q4-URI et stabilisa-
tion classique)
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Figure 4.34: Cartes d’endommagement obtenues avec les différents maillages (éléments
Q4-URI et stabilisation classique)
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Figure 4.35: Cartes d’endommagement obtenues avec les différents niveaux de stabilisation
(éléments Q4-URI) — déplacement = 0.18 L/2
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Afin d’améliorer la qualité de la solution, on peut régulariser le probleme par l'introduction
d’une viscosité quasi-négligeable. Nous avons donc considéré un matériau élastoviscoplastique
endommageable dont les propriétés sont identiques a celles utilisées précédemment et avec
les coeflicients de viscosité suivants :

k =100} m =2

La faible valeur du coefficient & nous assure d’obtenir des résultats tres proches de ceux
obtenus avec un matériau élastoplastique, tout en étant certains de travailler avec un probleme
qui reste mathématiquement bien posé. Si on compare les courbes force-déformation obtenues
avec ou sans viscosité (figure 4.36), on constate qu’elles sont tres semblables, la réponse
visqueuse étant légerement plus rigide comme on pouvait s’y attendre. La viscosité permet
cependant de conduire le calcul plus loin, ce qui est son principal avantage dans ce cas.
Les conclusions que 'on a pu tirer des résultats obtenus avec les différents types d’éléments
(Q4-VRI / Q4-URI, avec / sans stabilisation) restent valables dans le cas visqueux, comme on
peut le voir aux figures 4.37 et 4.38. Dans le cas du maillage n” 3, la viscosité permet, comme
nous venons de le dire, de pousser le calcul plus loin. On peut ainsi suivre la propagation de
la bande de cisaillement dans un zig-zag complet (voir figure 4.39). Cela se fait cependant au
prix d’un développement des modes sablier qui est tout a fait inadmissible. L’utilisation de la
stabilisation avec une valeur standard du parametre (e = 0.5) conduit aux mémes effets que
précédemment, c’est-a-dire qu’elle empéche "apparition de la bande de cisaillement a 45°. Si
on réduit la valeur du parametre e a 0.2, la bande peut apparaitre, mais le calcul doit étre
interrompu un peu avant d’avoir atteint un déplacement de 0.18, suite a des problémes de
convergence (figure 4.40). Une valeur de 0.25 conduit elle a des résultats similaires & ceux
obtenus avec e = 0.5. Par contre, une valeur de 0.225 permet d’obtenir le mode en céne et
cuvette sans aucune oscillation du maillage (figure 4.41). Le choix de la bonne valeur pour
le parametre e apparait donc comme plutot délicate.

Cette étude de la rupture dans un barreau cylindrique nous a donc appris un certain
nombre de choses : le modele d’endommagement utilisé est apte a reproduire des modes
de rupture observés expérimentalement, mais un travail reste a faire au niveau du choix de
I’élément fini & utiliser. La piste de 1’élément sous-intégré avec une stabilisation adéquate
semble prometteuse mais demande encore a étre affinée.
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Striction d’un barreau cylindrique - cas visqueux
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Figure 4.36: Courbes de la force de traction - déformation globale

Striction d’'un barreau cylindrique - cas visqueux
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Figure 4.37: Courbes de la force de traction - déformation globale
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Striction d’un barreau cylindrique - cas visqueux
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Figure 4.38: Courbes de la force de traction - déformation globale

Figure 4.39: Configuration finale obtenue avec le matériau visqueux (déplacement
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Figure 4.40: Cartes d’endommagement obtenues avec les différents niveaux de stabilisation

Figure 4.41: Cartes d’endommagement
pour le matériau visqueux (éléments Q4-URI) — déplacement = 0.194 L /2

pour le matériau visqueux (éléments Q4-URI) — déplacement = 0.18 L /2
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4.5 Un exemple de localisation en bandes de cisaillement

Afin d’illustrer le phénomene de localisation de la déformation en bandes de cisaillement, nous
allons nous arréter sur ’exemple simple d’une plaque plane soumise a un effort de traction. Ce
cas illustre parfaitement comment la perte du caractere elliptique des équations du probleme
entraine une dépendance (ici tres marquée) de la solution par rapport a la discrétisation. On
verra également jusqu’ou I’introduction de la viscosité peut suffir a régulariser le probleme.

Le probleme étudié est donc celui d’un plaque plane, rectangulaire, de largeur 2L, de
hauteur 2H et d’épaisseur unitaire, qui est soumise a un effort de traction OX. La description
du probleme a la figure 4.42 nous montre également comment on a introduit un défaut dans
la structure afin de forcer "apparition des bandes de cisaillement. En pratique, vu la symétrie
du probleme, seul le quart de structure représenté sur la figure 4.42 sera modélisé. De plus,
la mise en charge se fera par imposition d’un déplacement d’amplitude 0.5L du bord droit
de la plaque. On étudie ici une plaque pour laquelle H = 4L (h = 3.995L) constituée d’un
matériau possédant les caractéristiques suivantes :

E =3000% v=03

oy = o%-(1.+ 0.1 x )

dy =065 a3 =05

dy = 0.05 ey =03 sy =0.05

On ne considere pas de coalescence. On utilisera trois maillages différents : un maillage de

10 % 10 éléments, un de 20 x 20 éléments et un de 30 x 30 éléments, tous initialement réguliers
et homogenes.

e

HEEREEE R

o %77

Figure 4.42: Traction d’une plaque plane — description du probleme

Si on compare les cartes d’endommagement obtenues avec chacun de ces maillages (figure
4.43), on constate que le raffinement de la discrétisation modifie la solution de manieére assez
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marquée : le nombre de bandes de cisaillement passe progressivement de deux a trois. Nous
pensons pouvoir trouver une explication a cette évolution de la solution dans le fait que, plus
le maillage est fin, plus la localisation apparait tot (voir figure 6.15 dans la seconde partie des
applications), et moins les effets de “convection-diffusion” liés a la déformation uniforme de la
structure ont le temps d’agir. En effet, une fois la localisation amorcée, les zones situées hors
des bandes de cisaillement se déplacent presque en mode rigide et le mode de déformation de
la plaque n’évolue plus. La valeur maximale de "endommagement augmente également, mais
c’est un effet tout a fait normal. Par contre, on voit que la largeur des bandes reste toujours
d’environ un élément, et diminue donc au fur et & mesure que le maillage devient fin. On peut
également comparer les courbes de la force de traction en fonction du déplacement imposé
(figure 4.44), mais il apparait difficile d’en tirer grand chose qui puisse servir de critere de
jugement.
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0.06784

003554

—0.00324 —10.0004466 =0

a. maillage 10 x 10 b. maillage 20 x 20 c. maillage 30 x 30
Figure 4.43: Cartes d’endommagement obtenues avec les différents maillages

Nous allons maintenant mesurer I’effet de la viscosité sur les comportements qui viennent
d’étre observés. Pour ce faire, on considere un matériau a viscosité tres faible :

k =100} m =2

Cela nous assure de conserver un matériau proche de celui déja étudié. Les résultats sont
représentés a la figure 4.45 (cartes d’endommagement) ainsi qu’a la figure 4.44 (courbes
force-déplacement). On constate que la viscosité a tres peu d’effets ! Nous pensons pouvoir
expliquer cela de la maniere suivante : la théorie nous montre que la viscosité introduit une
longueur caractéristique dans les équations du probléme, par combinaison avec une vitesse,
qui ne peut étre ici que la vitesse de mise en charge, puisqu’on ne tient pas compte des
effets d’inertie. Il est probable que cette longueur est tres faible relativement aux dimensions
du probleme, puisque la viscosité qu’on introduit doit rester limitée pour que la réponse du
matériau ne s’éloigne pas trop du cas sans viscosité. En effet, une évaluation, trées heuristique
il est vrai, de cette longueur caractéristique peut étre obtenue par les calculs suivants. La
vitesse associée a la mise en charge, c’est-a-dire avec laquelle les déplacements sont imposés
au bord droit, est ici donnée par :
v=1L[m/s]
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Traction d’une plague plane
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Figure 4.44: Traction d’une plaque plane — courbes force-déplacement
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Figure 4.45: Cartes d’endommagement obtenues avec les différents maillages — cas visqueux
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A partir des données matérielles, on peut déduire un temps caractéristique donné par :

t= (io)m =107°[4]
Oy

La longueur caractéristique issue de la viscosité serait alors donnée par :
l=v-t=10"°L

L’expression que nous avons donnée ci-dessus est uniquement basée sur une analyse dimen-
sionnelle et le sujet mériterait des développements mathématiques plus poussés. Ces derniers
sont malheureusement rendus difficiles par la complexité de la partie endommagement du
modeéle de comportement. On peut cependant remarquer que si on avait utilis¢ F au lieu
de 0§ dans I’expression du temps caractéristique, la longueur obtenue aurait encore été plus
faible. La vérification pratique (numérique) de ces considérations demanderait donc d’utiliser
des maillages treés fins, ce qui conduirait a des cotts de calcul hors de notre portée (pour ima-
(14) qui ont
utilisé des maillages allant jusqu’a 64000 éléments avec 5 & 10 éléments sur la largeur d’une

giner ce qu’il serait possible de faire, on peut par exemple citer Belytschko et al.

bande). Par contre, cela nous conforte dans notre idée d’utiliser une technique de maillage
adaptatif pour concentrer les éléments dans les bandes de cisaillement.

Effet des parametres de viscosité

On peut également jouer sur les parametres de viscosité de maniere & obtenir différentes
longueurs caractéristiques, a travers différents temps caractéristiques. Ainsi, on peut con-
sidérer plusieurs valeurs de m (tableau 4.1).

Table 4.1: Longueurs caractéristiques associées a différentes valeurs de m
k=10 0}

m 2.0 0.6 0.3 0.2
10767 | 0.016L | 0.126L | 0.251L

—

On peut observer a la figure 4.46 les distributions finales d’endommagement obtenues
avec les maillages 20 x 20 et 30 X 30 pour différentes valeurs de m. On constate bien que, a
partir du moment ou la longueur caractéristique matérielle devient supérieure a la longueur
caractéristique du maillage (c’est-a -dire pour m = 0.3 et m = 0.2), la régularisation visqueuse
agit et élimine la dépendance envers la discrétisation, en grosse partie en tout cas. Par contre,
pour m = 0.6, elle ne peut agir puisque la longueur caractéristique de la discrétisation
I’emporte sur la longueur caractéristique matérielle.

On peut aussi jouer sur le parametre k. Ainsi, on peut voir a la figure 4.47 les cartes
d’endommagement obtenues avec les maillages 20 x 20 et 30 x 30 pour un &k = 0.1} (m =
2,1 = 0.01L). Malgré la valeur assez faible de [, on observe bien un effet de régularisation,
dans le sens ou la solution ne dépend plus du maillage. Cependant, on constate également
que la localisation a quasiment disparu, avec une solution relativement homogene (variation
maximale d’endommagement limitée a environ 20%). On peut donc dire que c’est la dispari-
tion du phénomene de localisation qui est a l'origine de la régularisation du probléme, qui
est en fait devenu différent du probleme initial.
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Figure 4.46: Effet de l'exposant de viscosité m sur la régularisation visqueuse (cartes
d’endommagement)
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Figure 4.47: Effet du coefficient de viscosité k sur la régularisation visqueuse (cartes
d’endommagement)

La régularisation viscoplastique fonctionne donc, a condition de prendre un & suffisam-
ment faible (par rapport & o) et en jouant sur la valeur du parameétre m. Nous nous
sommes ici basés sur une expression de la longueur caractéristique issue d’une étude dimen-
sionnelle, mais la validité générale de cette expression reste a démontrer. Cette influence
du coefficient m avait déja été étudiée par Lasry et Belytschko (69)) mais ceux-ci avaient
rejeté la régularisation viscoplastique suite & des problemes de stabilité, liés a 'utilisation
d’un schéma d’intégration purement explicite (Euler avant) pour les équations constitutives,
lorsque m devenait trop petit. Comme nous utilisons ici un schéma d’intégration totalement
implicite (Euler arriere), et inconditionnellement stable, ce probleme ne se pose plus et la
régularisation viscoplastique peut agir eflicacement.

On a vu ci-dessus que le choix de m correspondait en fait au choix d’une longueur carac-
téristique. Cela est a mettre en parallele avec les considérations suivantes :

e pour que ’effet de la régularisation soit effectif, il faut que la longueur caractéristique
introduite au niveau matériel soit supérieure ou égale a la longueur caractéristique du
maillage ;

e expérimentalement, pour les métaux polycristallins, on observe généralement des bandes
de cisaillement de largeur assez faible (par exemple, Rey et Viaris de Leseguo (110) ont
mesuré une largeur de bande de 400 wmn).

On se verrait donc obligé de travailler avec des discrétisations tres fines, et donc tres coiteuses,
si on voulait mesurer 'effet d’une longueur caractéristique basée sur une mesure expérimen-
tale. Comme nous ’avons déja dit, cela renforce I'intérét des techniques adaptatives.
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4.6 Impact dans une turbine

Dans cette section, nous allons traiter le cas de 'impact entre un fragment de rotor et le
capot protecteur d’une turbine. Cet exemple est issu de la thése de Bittencourt (18)) oi
I'auteur s’attachait a I’aspect contact-impact. Il s’agit en fait d’un modele tres simplifié d’un
dispositif expérimental mis au point aux Sandia National Laboratories (1'®) et qui est décrit
ala figure 4.48. On ne considere dans le modéle numérique qu’une section bidimensionnelle de
la turbine, avec ses deux capots en forme de demi-cercles et le morceau de rotor impacteur,
doté d’une vitesse initiale (voir figure 4.49). Le matériau des deux capots sera considéré
comme élastoviscoplastique endommageable, avec les propriétés suivantes :

E =210 GPa v=03 p=7800 kg/m?
oy = 241 4+ 207 x (1 — exp(—15 x €')) MPa
k=5 MPa.s'? m=2

dir = 0.5 oy = 0.5
dy = 0.04 ey =03 sy=0.1
deriy = 0.15 Ac=1.

Le fragment de rotor sera lui considéré comme élastique avec les propriétés :
E=210GPa v=03 p=7800kg/m?

Il est projeté contre le capot avec une vitesse initiale de 180 m/s (648 km/h).
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Figure 4.48: Impact dans une turbine — dispositif expérimental
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Figure 4.49: Impact dans une turbine — modele simplifié

L’intégration temporelle est réalisée a I’aide d’un schéma explicite (différence centrée) et
le coefficient de pénalité pour le contact est pris égal & 10° N/m.

La figure 4.50 montre I’évolution de la déformée de la structure et de la distribution
d’endommagement a intervalles de 4 ms jusqu’a un temps final de 16 ms. On voit que le
projectile déforme rapidement le premier capot et rejoint le second apres 10 ms environ. Ce
qu’il est important de remarquer dans ces résultats est qu’ils illustrent bien la nécessité d’une
méthode d’élimination d’éléments. En effet, on voit sur la déformée & 16 ms qu’il s’est formé
une zone de striction intense sur le capot intérieur qui doit étre interprétée physiquement
comme une rupture. Cependant, dans le modele numérique, méme si les éléments n’offrent
plus qu’une résistance tres faible a la déformation, les conditions limites de contact qui y
sont associées sont encore actives et empéchent le projectile de continuer sa trajectoire au
travers du premier capot protecteur, comme on le voit tres bien a la figure 4.51. C’est
d’ailleurs la gestion de ces conditions limites qui fait de I’élimination d’éléments un probleme
numériquement tres complexe dans le cas présent.

Au passage, on peut encore remarquer qu’il y a également un endommagement non-
négligeable au niveau des fixations inférieures du capot intérieur. Cependant, cela n’apparait
pas trés bien sur les figures, suit a un effet d’échelle lié & la forte valeur de ’endommagement
au niveau de la zone d’impact. Il s’agit donc également d’une zone ou la rupture pourrait se
produire, surtout si on prenait en compte le frottement entre les deux corps.
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Figure 4.50: Impact dans une turbine — évolution de la déformée et de '’endommagement

Figure 4.51: Agrandissement de la zone d’impact — ¢ = 16 ms
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4.7 Impact de deux plaques circulaires

Nous allons maintenant étudier la réponse d’une plaque circulaire plane soumise a 'impact
d’une autre plaque circulaire de rayon inférieur (voir figure 4.52). Ce dispositif présente
l’intérét de conduire a la rupture de la plaque impactée selon un mode dit de “spallation”,
qui consiste en une séparation selon un plan paralléle a celui des ondes de choc incidentes et
réfléchies générées lors de 'impact (figure 4.53). En effet, les ondes de compression générées
dans chacune des plaques lors de I'impact se propagent a travers celles-ci, puis se réfléchissent
sur la surface libre, ce qui les transforme en ondes de traction. Ces ondes de traction se
croisent quelque part au milieu de la plaque impactée (plus épaisse), ce qui y génere une
nucléation et une croissance des vides plus importante qu’ailleurs (voir figure 4.54). Re-
marquons que, dans notre cas, ce sont plutot les ondes plastiques qui sont importantes, et
moins les ondes élastiques. En jouant sur les épaisseurs des plaques et sur la vitesse et les
caractéristiques de la plaque impactante, on peut alors faire varier la quantité et la taille de
microvides générés. L’observation des plaques aprées impact (par photographie aux rayon X
p.e.) permet d’étudier le phénomene de nucléation dans les matériaux ductiles (voir Cur-
ran et al. (24)),

a2

1 !

I

Figure 4.52: Impact de deux plaques circulaires — géométrie du probleme

La modélisation de ce type d’expérimentation a notamment été entreprise par Eftis et
Nemes (35-37:87-89) gur hase du modéle proposé par Perzyna (195)
avons étudié le cas d’une plaque circulaire de rayon R; = 20mm et d’épaisseur H; = 3mm
impactant une plaque de rayon R, = 40mm et d’épaisseur H, = 6mm. On considere le
cas d’une plaque d’acier élastoplastique impactant une plaque de cuivre élastoviscoplastique
endommageable. Les propriétés matérielles utilisées sont les suivantes :

De notre coté, nous

plaque impactante (acier)

E=2175GPa v =03 p=7850kg/m>
oy = O'g)/ +1.108 x €' MPa
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Figure 4.53: Exemple de rupture par spallation (induite par laser). Tiré de Gilath et

Eliezer (%)
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Figure 4.54: Propagation et interaction entre les ondes (C: de compression, T: de traction)
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plaque impactée (cuivre)

E=1179GPa v =035 p=28930kg/m?
oy =500 4+ 500 x (1 — exp(—8 x €”')) MPa
k=3 MPa.s'/> m=3

dU =0.5 gy = 0.8
dN = 0.05 ey = 0.1 SN = 0.05
deriy = 0.15 Ac=1.

Ci-dessus, on n’a pas indiqué explicitement de seuil d’écoulement plastique pour I’acier, car
nous étudierons ’effet d’une variation de celui-ci sur les résultats obtenus. On étudiera
également 'influence de la vitesse d’impact. La discrétisation éléments finis utilisée est la
suivante : 10 x 15 éléments pour la plaque impactante et 30 x 50 éléments pour la plaque
impactée, ou les phénomenes qui nous intéressent ont lieu (voir figure 4.55). On utilise un
schéma d’intégration temporelle explicite (différence centrée) et le coefficient de pénalité pour
le contact est pris égal a 10'* N/m.

Figure 4.55: Discrétisation du probleme

Considérons une vitesse d’'impact de 150 m/s (540 km/h), ce qui représente déja un
phénomene assez violent. La figure 4.56 représente 1’évolution de la déformée et des forces de
contact depuis le moment de I'impact jusqu’a un temps de 5 s, pour un o de 800 N/mm?.
On voit que la plaque supérieure rebondit rapidement : apres 5 us, il n’y a plus du tout
contact.
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a. t=1us

b. t =2 pus

c. t =3 pus

d. t =4 ps

e.t =25 pus
Figure 4.56: Evolution de la déformée et des forces de contact
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On a représenté a la figure 4.57 la distribution d’endommagement obtenue 5 ps apres le
choc, ce pour différentes valeurs de la limite d’écoulement plastique du matériau de la plaque
impactante (de 500 & 800 N/mm?). On y constate que plus cette valeur est élevée, plus le
niveau d’endommagement atteint est élevé, et plus la zone d’endommagement maximal se
rétrécit et se concentre. On peut répéter les calculs en considérant cette fois le matériau de
la plaque cible comme étant non-visqueux. Les résultats obtenus sont représentés a la figure
4.58. On y constate tout d’abord un renforcement des effets observés dans le cas visqueux.
Cela est du a la disparition de 1’effet de retard lié a la viscosité. Mais les solutions obtenues
avec oy = 700 N/mm? et 0¥ = 800 N/mm? présentent une localisation de ’endommagement
tres marquée, que ’on pourrait presque qualifier de fissure si ’amplitude maximale était plus
élevée. Cette démarcation qui apparait entre o = 600 N/mm? et o) = 700 N/mm? peut
étre attribuée au fait que 1’'on s’approche du seuil moyen de déformation plastique critique
(ev = 0.1), ce qui provoque une augmentation rapide du taux de nucléation. Si on veut
pousser plus loin, on peut étudier I’effet d’une plaque impactante élastique, représenté a
la figure 4.59. On voit que dans ce cas, il y a formation d’une longue fissure, avec un
endommagement dépassant les 10%. Tout cela indique I'importance que peuvent avoir les
propriétés plastiques de la plaque impactante sur les phénomenes observés dans la plaque
cible : par exemple, 'utilisation d’un acier a haute limite élastique peut conduire a des
résultats completement différents de ceux obtenus avec un acier doux.

A coté de cette influence des propriétés plastiques du projectile, on observe bien en-
tendu une influence de la vitesse d’impact. Par exemple, si on réduit celle-ci & 120 m/s
(432 km/h), on observe une chute importante des niveaux d’endommagement atteints (figu-
re 4.60). L’expérimentateur dispose donc de plusieurs méthodes pour étudier la nucléation
et la croissance de I’endommagement dans une plaque ductile, et peut pousser le processus
plus ou moins loin en jouant sur les caractéristiques cinématiques et matérielles de la plaque
impactante.
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Figure 4.57: Endommagement en ¢ = 5 us pour différents o} de la plaque impactante — cas
visqueux
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Figure 4.58: Endommagement en ¢ = 5 pus pour différents o} de la plaque impactante — cas
non visqueux
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Figure 4.59: Endommagement en ¢t = 5 us dans le cas d’une plaque impactante élastique —
cas non visqueux



92

Chapitre 4. Applications (1°7¢ partie)

Figure 4.60: Endommagement en ¢t = 5 us pour
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Chapitre 5

Calcul adaptatif

5.1 Introduction

Ainsi que les exemples du chapitre précédent I’'ont montré, I’'approche Lagrangienne utilisée
jusqu’ici conduit parfois & une distorsion du maillage telle que la validité de la solution
pourrait étre mise en cause. La formulation Eulérienne-Lagrangienne Arbitraire (ALE en
anglais) permet de s’affranchir de ce probleme dans un grand nombre de situations ou la
formulation Lagrangienne montre ses limites. Pour s’en convaincre, on peut consulter la these
de Ponthot (198, Nous rappellerons simplement que dans la formulation ALE, on laisse aux
neeuds du maillage la possibilité de se déplacer (contrairement a la formulation Eulérienne),
et ce de maniere indépendante du champ de déplacement de la matiére (contrairement a
la formulation Lagrangienne). Cela permet d’adapter le maillage a la déformation de la
structure étudiée et d’éviter ainsi une distorsion trop importante. Cependant, la topologie,
c’est-a-dire la description logique de la connectivité des noeuds et des mailles, du maillage
reste constante, ce qui peut poser probleme lorsque la géométrie globale de la structure est
fortement modifiée (par exemple si la convexité du contour change). Une autre lacune de la
méthode ALE est qu’elle permet difficilement ’adaptation de la densité de la discrétisation
en fonction de la solution obtenue. En effet, le nombre de mailles est fixé des le départ et
ne peut étre modifié par la suite. Il apparait donc nécessaire de disposer d’une méthode de
remaillage qui nous permettra a la fois de traiter tous les types de mise en forme, quelle que
soit leur complexité, mais également d’adapter la discrétisation a la solution obtenue en cours
de calcul. A cette fin, nous avons implémenté une méthode frontale de génération de maillage

(140)

quadrangulaire, initialement proposée par Zhu et al. , et décrite dans ses grandes lignes

au paragraphe 5.2.

L’opération de remaillage est accompagnée par deux autres opérations qui lui sont liées.
Tout d’abord, il faut se donner un critére permettant de décider quand le maillage utilisé doit
étre remplacé, ainsi qu’une méthode de calcul de la densité (et éventuellement de I’orientation )
idéale a donner au nouveau maillage en chaque point du maillage actuel. Ce probleme du
calcul d’un indicateur de qualité est abordé au paragraphe 5.3. Une fois le nouveau maillage
généré sur base de cet indicateur, il reste a transférer un certain nombre de variables d’un
maillage a ’autre. Cette opération, qui peut se révéler délicate car sujette a “dissipation” de
I’information, est abordée dans le paragraphe 5.4.

93
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5.2 Génération de maillages par la méthode frontale

Comme nous ’avons déja évoqué plus tot, la discrétisation en éléments quadrangulaires est la
mieux adaptée pour la résolution des problemes étudiés ici (voir Ponthot (108)). D’autre part,
on a pu se rendre compte au vu des exemples présentés au chapitre précédent de la nécessité
absolue de techniques de remaillage. Apparait donc la nécessité d’une méthode de génération
de maillage en quadrangles. La méthode recherchée devrait posséder les caractéristiques
suivantes :

e au vu des grandes déformations que peut subir la structure étudiée, il est fondamental
que la génération du maillage soit aussi automatique que possible;

e nous avons vu que la déformation pouvait dans certains cas étre tres localisée, aussi
bien aux frontiéres du domaine étudié qu’en son cceur. Il serait donc intéressant de
pouvoir controler la densité de la discrétisation partout sur ’espace maillé.

(108) dans le cadre de

La méthode d’interpolation transfinie, qui a été utilisée par Ponthot
la méthode Fulérienne-Lagrangienne Arbitraire, ne répond pas a ces exigences. En effet,
meéme si elle permet de mailler des domaines de forme plus ou moins complexe, c’est au
prix d’une subdivision en macrorégions topologiquement similaires a des quadrangles. Cette
subdivision peut difficilement étre réalisée de maniere automatique, d’autant plus que la
partition idéale varie généralement au cours de la déformation de la structure. Inconvénient
supplémentaire, le controle de la densité de mailles ne peut se faire que au niveau des frontieres
des macrorégions, mais pas au cceur du domaine. Les méthodes les mieux adaptées pour
mailler des domaines quelconques tout en controlant la densité de la discrétisation sont les
méthodes de type frontal. Ce type de mailleur construit le recouvrement du domaine a partir
d’une approximation polygonale du contour. Le probleme est que ces méthodes sont congues
a la base pour générer des maillages en triangles, or comme nous ’avons dit plus haut, il est
préférable d’utiliser des quadrangles. Deux solutions s’offrent alors & nous pour obtenir des
quadrangles a partir des triangles. On peut diviser chaque triangle en trois quadrangles, mais
ce type d’opération donne un maillage qui, quoique topologiquement correct, contient des
éléments généralement de mauvaise qualité (George (45)). Une autre solution a été proposée
par Zhu et al. (110)
formant un quadrangle) au fur et & mesure de la génération du maillage. C’est cette méthode

et consiste a recombiner les triangles en quadrangles (deux triangles

que nous avons choisie et implémentée. Nous en décrivons les grandes lignes ci-dessous.

5.2.1 Le “background mesh”

Avant de décrire le processus de génération du maillage, il convient d’introduire la notion de
“background mesh”. Comme son nom l'indique, le “background mesh” est un maillage recou-
vrant le domaine & discrétiser et sur lequel est défini le champ représentant les caractéristiques
du maillage souhaité. Dans notre cas, il s’agira simplement de la densité de maille, mais on
pourrait aussi controler ’étirement et l'orientation des mailles. Dans le cas de la génération
du maillage initial (c’est-a-dire avant tout calcul), le “background mesh” est introduit par
I'utilisateur et contient généralement peu d’éléments. Par contre, lors d’un remaillage, on
utilisera tout naturellement le maillage a remplacer comme “background mesh”. En effet,
c’est aux nceuds de ce maillage qu’on déterminera la discrétisation souhaitée localement, et
ce a partir des variables d’état.
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Au cours de la génération du maillage, on sera tres souvent amené a déterminer la densité
de maille souhaitée en un point donné du domaine. Cela implique de déterminer dans quel
élément du “background mesh” se situe ce point, la valeur de la densité étant alors obtenue par
interpolation entre les valeurs nodales de [’élément. Ce processus de recherche intervenant au
moins une fois par élément généré, il peut représenter une partie non-négligeable du temps de
calcul nécessaire a la génération du maillage complet. La méthode la plus robuste, mais aussi
la plus cotiteuse en temps de calcul consiste en un balayage systématique de tous les éléments
jusqu’a ce qu’on ait trouvé le bon. Il existe bien entendu des méthodes plus “intelligentes”
dans le sens ou elles tiennent compte des résultats obtenus précedemment pour orienter la
recherche. Par exemple, Peraire et al. (19%) ont proposé un algorithme treés simple se basant
sur les coordonnées barycentriques du point considéré dans ’élément triangulaire testé pour
déterminer quel élément voisin est le plus susceptible d’étre celui recherché. Dans le cas
d’un maillage quadrangulaire, nous proposons une extension simple consistant a tester le
quadrangle en deux fois, sur base d’une division en deux triangles. Plus de détails sont donnés
dans "annexe B. Notons que efficacité de cette méthode simple ne peut étre garantie dans
le cas d’un “background mesh” dont le polygone frontiére n’est pas convexe. La solution est
d’utiliser en pratique le domaine compris dans I’enveloppe convexe du maillage en ajoutant
a ce dernier les éléments nécessaires. On peut également citer 1’algorithme de recherche,
basé sur le “bucket algorithm”, proposé par Jansen et al. (62) | (et algorithme, un peu plus
complexe dans son principe, ne demande que de 'ordre d’une opération par point testé mais
nécessite un prétraitement des données plus lourd.

5.2.2 Discrétisation du contour

La premiere étape de la génération d’un maillage (cela est également vrai pour la méthode
d’interpolation transfinie) est la discrétisation du contour du domaine a mailler. Pour garantir
l’existence d’'un maillage entiérement quadrangulaire, la seule condition a remplir est de
discrétiser le contour en un nombre pair d’arétes.

La maniere dont est défini le contour peut varier selon I’étape du calcul a laquelle on
se trouve. Ainsi, lors de la création du maillage initial, le contour est décrit comme une
suite de courbes de différents types (droite, arc de cercle, spline, ...). Par contre, lors d’un
remaillage, le contour est défini comme le polygone composé de toutes les arétes formant
la frontiere. Méme si on a gardé trace de la structure topologique du contour (on sait
qu’il est composé d’une certaine suite de lignes, auxquelles sont associées des nceuds), la
déformation du maillage est généralement telle qu’on ne peut plus associer de type particulier
aux différentes lignes composant le contour. Cependant, il est nécessaire de définir une (des)
courbe(s) frontiére pour pouvoir discrétiser le contour. Il est important que le volume du
domaine défini par ce “nouveau” contour ne s’écarte pas trop du volume associé au maillage
de départ, sous peine d’assister a une érosion (ou a un gonflement) de la structure a chaque
remaillage. On constate ainsi sans peine que le fait de placer les nouveaux nceuds sur le
polygone frontiere du maillage de départ conduit a une perte systématique de volume dans le
cas d’'un domaine convexe, comme illustré a la figure 5.1. Par contre, 'utilisation de splines
cubiques, ayant les anciens nceuds frontiere comme poles, pour représenter la frontiére conduit
généralement a des résultats nettement plus satisfaisants. A ’anneze C, on rappelle comment
construire une courbe C'* passant par un nombre donné de points a partir de splines cubiques.
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o Initial boundary nodes

® New boundary nodes

Figure 5.1: Remaillage du polygone frontiere avec perte de volume

Pour chaque courbe composant le contour, on va donc réaliser la suite d’opérations sui-
vantes, et ce quel que soit le type de ces courbes (Zhu et al. (140)). Tout d’abord, on détermine
le nombre d’arétes au moyen desquelles on va discrétiser la courbe. Ce nombre, noté N, sera

Pentier le plus proche de
Lyl
A:/(——)@ 5.1
o \3(s) (5.1)

ou s est I’abscisse curviligne de la courbe, variant entre 0 et [, [ étant la longueur de la courbe.
La fonction é(s) représente la projection du champ “taille de maille souhaitée” sur la courbe,
et donc 1/6(s) représente une fonction densité de maille. L’abscisse curviligne du nceud &
(k=0,1,2,...,N)surla courbe sera donnée par s, de maniere a vérifier I’équation suivante :

k:%A%G%)@ (5.2)

Ces calculs seront répétés pour chaque courbe. Cependant pour la derniére courbe du contour,
on incrémentera éventuellement N de une unité de maniere a bien obtenir un nombre pair de
segments au total. Alternativement, on peut imposer un nombre pair de segments sur chaque
courbe, mais on risque alors d’augmenter inutilement le nombre final de noeuds et d’éléments.
On peut également faire remarquer qu’il est préférable de prendre N comme étant le premier
entier supérieur a A, de maniere a avoir au moins un élément par courbe. Comme on n’a pas
acces a la forme analytique de la fonction 6(s), les intégrales ci-dessus doivent étre évaluées
par intégration sur un nombre fini de points. Dans le cas de la création du maillage initial,
il faut donc évaluer I'intégrand en un nombre fini de points (uniformément) répartis sur la
courbe. Il est a noter que ces points sont uniquement utilisés pour calculer les intégrales
et n’ont rien a voir avec les neeuds a générer. Par contre, lors d’un remaillage, les points
d’intégration seront les podles de la spline, c’est-a-dire les nceuds frontiere du maillage de
départ, étant donné qu’en dehors de ces points la valeur de la densité de maille ne peut étre
obtenue que par interpolation entre ces mémes points. On détaille a I’annere C'les équations
relatives au calcul des deux intégrales (5.1) et (5.2).
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5.2.3 Génération du maillage

La méthode frontale, comme son nom l'indique, géneére les éléments les uns apres les autres
a partir d’un front consistant en une suite orientée et fermée d’arétes et qui se rétrécit au
fur et & mesure de la génération des mailles. Le front initial est constitué des arétes qu’on a
construites sur le contour et est orienté “aire a mailler a gauche”. Dans le cas d’un domaine
non-connexe, étant donné qu’il ne peut y avoir qu’un seul front par domaine, il est nécessaire
d’insérer des coupures reliant les contours internes au contour externe. Ces coupures seront
discrétisée en un certain nombre d’arétes de la maniere expliquée au paragraphe précédent.
Le nombre d’arétes générées sur les coupures n’a aucune influence sur la parité du nombre
total d’arétes étant donné que ces coupures sont toujours parcourues dans un sens puis dans
P’autre lorsqu’on suit le front. L’automatisation de la génération des coupures peut sembler
tres simple a premiere vue, mais il faut prendre garde a certains pieges. Par exemple, une
coupure qui divise un coin & angle droit en deux angles de 45° empéche alors de générer
un quadrangle dans ce coin, ce qui est assez dommageable pour la qualité du maillage. La
génération automatique des coupures doit donc étre utilisée avec une certaine prudence.

La procédure de génération d’un élément quadrangulaire consiste en la suite des opérations
suivantes (Zhu et al. (119)) :

1. Choisir une aréte sur le front actuellement traité. On peut choisir la premiere qui se
présente mais, dans le cas d’une forte transition de taille de maille a travers le domaine,
il est préférable de choisir la plus courte parmi les arétes du front. On désignera par A
et B le premier et le second nceuds de 'aréte (dans le sens de parcours du front).

2. Générer un triangle de base AB et de sommet C, selon la méthode d’avancée de front
de Peraire et al. (199, Le nceud C est soit un nceud du front, soit un nouveau noeud.
Dans le premier cas, le front actuel est alors divisé en deux sous-fronts (voir figure 5.2).
Un de ces sous-fronts peut étre vide, si (' précéde directement A ou suit directement
B, mais en aucun cas les deux ne peuvent I’étre vu la condition sur la parité du nombre
total d’arétes du front.

3. Choisir entre AC et ('B l’aréte sur laquelle on va construire le second triangle destiné
a former un quadrangle avec le premier. Si € était un nouveau nceud, c’est-a-dire
si on n’a pas da générer de sous-front, le choix est libre. Par contre, si on a généré
des sous-fronts a I’étape précédente, I’aréte choisie sera celle appartenant au sous-front
comportant un nombre impair d’arétes (0 étant considéré comme un nombre pair).

4. Générer un nouveau triangle sur la base déterminée a ’étape précédente et dont le
sommet sera appelé D suivant la méme méthode que pour le premier triangle. A ce
niveau, on impose cependant une contrainte supplémentaire dans le cas ou D est un
noeud du front (ou du sous-front le cas échéant). En effet, il est fondamental que les
sous-fronts éventuellement générés lors de cette étape contiennent tous un nombre pair
d’arétes, afin de garantir la bonne continuation du processus jusqu’a son terme.

5. Fusionner les deux triangles précédemment générés par suppression de ’aréte ayant servi
de base au second de ces triangles. La forme du quadrangle ainsi créé n’est pas toujours
tres bonne, mais ’étape de post-traitement (décrite plus loin) qui suit la génération du
maillage complet y remédiera si nécessaire.



98 Chapitre 5. Calcul adaptatif

6. Mettre a jour les fronts. Le front initial peut avoir été divisé au maximum en trois sous-
fronts, contenant tous un nombre pair d’arétes. Il reste donc a choisir (indifféremment)
un de ces sous-fronts et & y générer le quadrangle suivant.

La suite d’opérations ci-dessus est répétée jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de front. On a alors
completement couvert le domaine délimité par le front initial.

B

Figure 5.2: Division du front en deux sous-fronts

Il est souvent préférable d’avoir un maillage le plus régulier possible le long de la frontiere
du domaine étudié. (’est pourquoi Zhu et al. (140) préconisent de générer une ou deux
couches d’éléments par une méthode de projection “offset” avant de passer a la méthode
décrite ci-dessus pour mailler I'intérieur du domaine. La méthode “offset” ne peut en effet
étre utilisée pour mailler Pentiereté du domaine car elle est mal adaptée a la génération
de zones de transition. Notons au passage que, de maniere tres générale, cette approche
“mixte” est également valable pour les autres méthodes de génération de quadrangles (de

type “quadtree” par exemple).

s s

5.2.4 Post-traitement du maillage généré

Les quadrangles générés par la méthode qui vient d’étre décrite sont parfois loin de la forme
idéale. Il convient donc d’exécuter sur le maillage brut une série d’opérations visant a
I’améliorer. Le premier type d’opération consiste en une modification locale de la topolo-
gie afin d’améliorer la régularité du maillage. Parmi ce type d’opérations, citons I’élimination
de nceuds, d’éléments ou d’arétes, ainsi que le “diagonal swapping” (Zhu et al. (140)). Le se-
cond type d’opération possible ne modifie pas la topologie du maillage, mais tend simplement
a ajuster la position des nceuds intérieurs. Ainsi ’utilisation d’une procédure de lissage lapla-
cien permet d’améliorer significativement le maillage obtenu a la suite de la premiere série
d’opérations de post-traitement. Blacker et Stephenson (17), qui ont également développé une
méthode de maillage en quadrangle qu’on peut ranger dans la classe des mailleurs frontaux,
conseillent méme de procéder & un lissage local (impliquant seulement quelques nceuds) a
intervalles réguliers pendant la génération des éléments. Cependant, nous n’utiliserons le
lissage que sur le maillage final.
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5.3 Criteres pour une discrétisation optimale

Un élément fondamental du calcul adaptatif est la méthode permettant de déterminer, au
vu d’un champ solution issu d’une certaine discrétisation, quelle devrait étre la discrétisation
optimale a adopter pour la suite du calcul. Un autre probleme, préalable au premier mais
qui lui est assez fortement lié, est celui de décider quand un maillage ne satisfait plus aux
criteres de qualité que I’on s’est donnés. Le probleme peut donc se résumer comme suit : il
faut évaluer la qualité du maillage en chaque noeud (ou en chaque élément) et en déduire le
niveau de discrétisation optimal en ce point. De maniere générale, on peut distinguer trois
types de mesure de la qualité d’un maillage : les mesures a base topologique ou géométrique,
les mesures basées sur I’allure du champ solution obtenu avec ce maillage et les mesures basées
sur le calcul d’une erreur partout sur le champ solution.

5.3.1 Mesures a base géométrique

Chaque type d’élément fini a une forme que I’on peut qualifier d’optimale. C’est la forme
pour laquelle le champ de déplacement que 'on se donne (on considere ici des éléments
cinématiquement admissibles) est le mieux “réparti”, le plus régulier sur 1’élément. Par
exemple, pour les quadrangles, il est clair que la forme carrée est optimale. L’importante
déformation que peut subir le maillage au cours de la mise en charge dégrade donc peu a peu
la capacité des éléments a représenter correctement la solution. Dans les cas extrémes, qui
ne sont pas si rares en pratique, on peut méme aboutir a des situations ot un ou plusieurs
éléments présentent un caractere pathologique (volume négatif, par exemple) empéchant la
poursuite du calcul. Une mesure de la distorsion des éléments permet donc de quantifier la
qualité du maillage, fournissant ainsi un indicateur sur base duquel décider de la poursuite du
calcul apres chaque pas de temps. Cependant ce type de mesure ne permet pas de déterminer
un niveau de discrétisation optimal puisque la solution calculée sur le maillage n’y intervient
pas du tout. Par contre, il peut suffire si le seul but est d’éviter I’apparition d’éléments trop
distordus. On se contentera alors d’opérer un remaillage a niveau de discrétisation constant
(fixé par I'utilisateur) quand l'indicateur de distorsion d’un certain nombre d’éléments aura
atteint un seuil donné.

La seule information géométrique dont on peut éventuellement déduire une taille de
maille est la courbure du contour. On peut en effet imposer une certaine précision dans
la représentation de la frontiere par les arétes qui la composent, comme suggéré par Dick et

Harris (290, Ainsi, si R est le rayon de courbure, on peut par exemple en déduire la taille
caractéristique de maille suivante :
R
bmin = 5 (5.3)

qui conduirait & la représentation d’un cercle par n segments.

De nombreux critéres géométriques ont été proposés dans la littérature (voir notamment
Habraken et al. (33’52’53)), mais nous décrirons ici un indicateur inspiré de ’expression du pas
de temps critique pour la stabilité du schéma d’intégration temporelle explicite par différence
centrée. En effet, dans ce type de schéma d’intégration temporelle, la stabilité est conditionnée
par I’utilisation d’un pas de temps tel qu'une onde de perturbation ne peut traverser plus
d’un élément durant cet intervalle (voir Belytschko (?)). Cette condition peut étre démontrée
dans le cadre linéaire et est largement utilisée dans le cadre non-linéaire. Dick et Harris (29)
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proposent d’interrompre un calcul explicite pour remailler lorsque le pas de temps critique
devient inférieur au pas de temps initial multiplié par un certain coefficient (inférieur a
I'unité). Ce critere est justifié par le fait que le pas de temps critique est, par sa définition,
lié a la distorsion de I’élément. Dans un article consacré a la sous-intégration (Stainier et
Ponthot (124)), nous avons proposé une expression de ce pas de temps critique basée sur les
bornes pour la pulsation propre d’un quadrangle bilinéaire & un point de Gauss, qui avaient
été établies par Flanagan et Belytschko (41) :

P

AtCTi - N a N1 1
! (A4 20)b;1big

(5.4)

ol p est la densité, A et p les coefficients de Lamé et ot les b;; sont les dérivées spatiales des
fonctions de forme au centroide (voir anneze A). Dans cette expression, le produit b;7b;; est
représentatif de la géométrie de 1’élément. Nous en avons dérivé I'indicateur de distorsion
suivant (pour plus de détails, voir anneze D) :

- (w24 — 3/31)22-;(9031 + y24)? (5.5)

ol z;; (y;;) est écrit pour z; — z; (y; — y;) et o A représente l'aire de I’élément. La
numérotation des nceuds du quadrangle est donnée a la figure 5.3.

Y

Figure 5.3: Numérotation des nceuds du quadrangle bilinéaire

L’indicateur 7 est adimensionnel et varie entre 0 (pour un carré) et oo (pour un élément
d’aire nulle par exemple). A titre d’illustration, considérons un rectangle de cotés a sur b,
pour lequel l'indicateur devient :

2 b2
b (=Y
ab %
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Si on veut limiter 1’élongation de 1’élément a 5, on a alors une distorsion critique de

Terit = ? =3.2
Cela donne une idée de l'ordre de grandeur de la distorsion qui peut étre admise. Si le
quadrangle dégénere en un triangle par coincidence de deux de ses nceuds, 'indicateur 7
conservera une valeur limitée. En effet, pour un triangle de base b et de hauteur h, on aura :

2%
:

il n’y a cependant rien d’étonnant a cela, puisqu’on peut construire des éléments triangulaires
linéaires par dégénérescence d’éléments quadrangulaires bilinéaires (voir Hughes (61)
thot (198)), Par contre, si le quadrangle dégénére en un triangle par alignement de trois de
ses noeuds, rien ne garantit que lindicateur 7 prendra une valeur élevée.

ou Pon-

L’expression (5.5) constitue donc un indicateur de distorsion d’une efficacité relative, mais
présentant ’avantage d’étre treés bon marché au niveau temps de calcul. Il nous servira comme
critere d’arrét du calcul pour remaillage.

5.3.2 Méthodes basées sur ’allure du champ solution

A c6té de la qualité purement géométrique du maillage, on peut évaluer sa capacité a
représenter le ou les champs solution qu’il vise a calculer. Autrement dit, on se pose la
question de savoir si le champ (discrétisé) de déplacement que l'on s’est donné est apte a
représenter correctement la solution que ’on cherche a obtenir. Ce probléme se pose de
maniere aigiie lorsque la solution présente de fortes variations, comme c’est le cas en présence
de chocs ou de bandes de cisaillement. La position et I'orientation de ces singularités n’est
généralement pas connue a ’avance, et il apparait donc intéressant de pouvoir adapter la
discrétisation pour en tenir compte au fur et a mesure de leur apparition. Ajoutons que 'on
peut également observer de forts gradients dans les zones ou 1’on impose les conditions limites
(contact, fixation, force extérieure, ...). On va donc chercher a construire un indicateur basé
sur un (ou plusieurs) champ considéré comme représentatif de la solution et qui nous donnera
la taille de maille nécessaire a une bonne représentation de cette solution. Dans le cadre de
la mise en forme des métaux ductiles, la variable la plus représentative est sans doute la
déformation plastique équivalente. Si ’on s’intéresse a ’apparition de macrofissures, on peut
éventuellement y ajouter ’endommagement. En ce qui concerne les bandes de cisaillement,
on peut également imaginer de tenir compte du critére de bifurcation de Rice (112) (basé sur
le tenseur acoustique), mais ce dernier ne donne pas directement d’information sur la largeur
de la bande de cisaillement.

Soit donce f le champ a partir de ’allure duquel on veut déduire la nouvelle discrétisation.
Dans le cas unidimensionnel, si le champ f est représenté sur des éléments linéaires, on peut
considérer que ’erreur moyenne de troncature par élément est de 1’ordre de
0*f

h2
Oz

(100)

ou h est la taille de ’élément (voir Peraire et al. ou Pastor et al. (®®)). Le maillage

optimal est celui pour lequel 'erreur de troncature est uniformément répartie sur tous les
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éléments, c’est-a-dire pour lequel on a :

2
h* % = constante (5.6)

A deux dimensions, on se basera sur la matrice hessienne suivante

0*f
dx;0x;

dont les directions principales Xy et X, permettent de définir :

0*f 0*f
/\1:8—)(%’ /\2:8—)(22’ Arl > Az (5.7)

De la, on peut déduire les tailles d’élément souhaitées dans les directions principales :

2 ‘A1|max 2 2 ‘A1|max 2
1 2
ol Opipn, défini par Putilisateur, détermine le niveau de précision souhaité. La connaissance
de 61 et de 6 permettrait de construire un maillage orienté, mais nous travaillerons ici avec
des maillages isotropes, et on choisira donc :

§ = /616, (5.9)

ou encore

0= min(él,ég,émm) (510)
Ol 040 est la taille d’élément que ’on souhaite ne pas dépasser pour des raisons pratiques.

A c6té de cette méthode basée sur les dérivées secondes du champ, on peut également
adopter une méthode, que ’on pourrait sans doute qualifier de plus heuristique, basée sur
les dérivées premieres du champ. L’idée est alors d’essayer d’obtenir un maillage tel que la
variation (relative) du champ soit uniforme a travers tous les éléments. On définit alors les
A1 et Ag de la maniére suivante :

of Ny = of

A= — 2 = ——
! 8$1 8$2

(5.11)

On en déduit alors les tailles d’élément suivantes pour chacune des directions de 'espace :

A A
61 — ‘ 1‘max min et 62 — ‘I‘M min (512)

| Al Az

et on définit toujours 6 par (5.9) ou (5.10). On peut prendre [Aq] . comme égal a la valeur

maximale de |[Aq| rencontrée sur tous les nceuds, ou bien se donner une valeur de la constante

L’évaluation des dérivées premieres et de la matrice hessienne du champ f a partir de ses
valeurs en un nombre fini de points est obtenue par reconstruction linéaire ou quadratique sur
base de la méthode des moindres carrés. Cela demande simplement de connaitre les voisins
de chaque point, et parfois les voisins des voisins pour pouvoir travailler avec suffisamment
de points.
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5.3.3 Meéthodes basées sur la notion d’erreur

Si ’'on veut pousser plus loin la prise en compte de la solution pour guider la génération
du nouveau maillage, on peut utiliser la notion d’erreur. D’une maniére tres générale, on
peut considérer deux types d’approche de la notion d’erreur. Une premiere approche, dont
Zienkiewicz et Zhu (142)

certaine norme (typiquement dans L?) de la différence entre le champ solution donné par les

ont été les pionniers, consiste a mesurer I’erreur comme étant une

éléments finis et un champ considéré comme plus proche de la solution exacte. Ce dernier
champ est obtenu par reconstruction a un ordre supérieur a celui de la solution éléments finis.
Ce type d’approche a été adoptée par de tres nombreux auteurs, parmi lesquels on peut citer
p.e. Zhong (139) pour une application & I’élasticité linéaire et Habraken et al. (33:34:52,53)
pour une application & la mise en forme. Ladevéze et son équipe (21:22:67) ont eux proposé
une mesure de ’erreur, dite erreur en comportement, basée sur la non-vérification au sens
fort d’une partie des équations du probleme. Par exemple, ils mesurent 1’écart entre le
champ des contraintes obtenu par les éléments finis et un champ de contraintes statiquement
admissible construit a partir de cette solution. Nous n’entrerons pas plus loin dans le sujet,
ce qui nous ferait sortir du cadre du travail, mais il nous semble cependant intéressant de faire
remarquer que ces méthodes basées sur le calcul d’erreur demandent de connaitre le coefficient
de sensibilité de cette erreur a la finesse de la discrétisation. Si la théorie mathématique des
éléments finis fournit des valeurs dans le cas linéaire, elle s’est, a notre connaissance, tres peu
aventurée dans le domaine non-linéaire jusqu’ici. Or la pratique a montré que 1’'utilisation de
résultats établis dans le cadre linéaire hors de celui-ci pouvait se révéler peu fiable ...

5.4 Transfert des données

Apres s’étre arrété pour générer un nouveau maillage, et avant de pouvoir reprendre le cal-
cul, il est nécessaire de transférer certaines informations de ’ancien maillage vers le nouveau.
En effet, le calcul non-linéaire étant mené de maniere incrémentale, on a besoin d’une con-
figuration de référence compléte et exprimée dans la nouvelle discrétisation pour pouvoir le
poursuivre. Le probléeme qui se pose est alors de limiter la perte d’information lors du passage
d’une discrétisation a une autre.

Les grandeurs a transférer sont localisées soit aux nceuds, soit aux points de Gauss. On a
repris au tableau 5.1 une liste des grandeurs a transférer dans le cas quasi-statique et celles
qu’il faut y ajouter dans le cas dynamique.

Table 5.1: Liste des grandeurs a transférer et leur localisation

Quasi-statique

contraintes o points de Gauss

variables internes «; | points de Gauss
Dynamique

densité p points de Gauss

vitesse @ neeuds

Remarque: dans le cas dynamique, on peut imaginer de transférer également 1’accélération
de maniere a pouvoir mesurer le déficit d’équilibre dynamique obtenu avec les champs trans-
férés, ce qui donnerait une indication sur la qualité du transfert. Dans un autre ordre d’idées,
on peut également imaginer de transférer la vitesse dans le cas quasistatique, de maniere a
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obtenir une meilleure premiere estimation de la configuration équilibrée en fin du premier
incrément de charge qui suit le remaillage. O

Nous adopterons la technique de transfert suivante, qui, si elle n’est certainement pas
la moins diffusive, présente néanmoins 'avantage d’étre simple et d’une applicabilité tres
b
générale. Le transfert consiste en les trois étapes suivantes :

1. Dans le maillage initial, extrapolation des grandeurs aux points de Gauss vers les
neeuds. Cette extrapolation peut étre locale, c’est-a-dire que l'on traite chaque élément
séparément puis qu’on opere un moyennage au niveau des nceuds connectés a plusieurs
éléments, ou bien elle peut étre globale, c’est-a-dire qu’on utilise une méthode de type
moindres carrés pour déterminer directement une valeur unique en tous les noeuds du
maillage. Remarquons que cette extrapolation peut poser des poblemes dans le cas
d’une discontinuité entre deux éléments voisins (associés a des lois de comportement
différentes par exemple).

2. Transfert des grandeurs des noeuds du maillage initial vers le nouveau maillage. On
peut considérer que cette opération s’effectue entre deux nuages de points, en dehors
de toute connaissance du type des éléments impliqués, ce qui confere a 'opération
une grande généralité. Au niveau pratique, cela permet par exemple d’utiliser un pro-
gramme indépendant du code de calcul proprement dit, sans rien devoir connaitre du
fonctionnement interne de ce dernier.

3. Dans le nouveau maillage, il reste a interpoler les grandeurs concernées depuis les noeuds
vers les points de Gauss.
Cette méthode, qui avait également été utilisée par Dick et Harris (29), ne semble pas, malgré
sa simplicité, engendrer une perte trop importante d’informations, comme nous le verrons
dans la suite.

Les conditions limites de contact (conditions de non-pénétration) sont ici traitées par la
méthode de la pénalité. Si on ne prend en compte aucun phénomene de frottement, c’est-a-
dire si on se limite aux cas du contact parfaitement glissant ou du contact collant, il n’existe
aucune variable d’hérédité liée a ces conditions limites. Le seul traitement a effectuer lors
d’un remaillage consiste alors a éventuellement projeter les neeuds frontieres sur la surface
de la matrice rigide avec laquelle ils sont en contact. Cela est notamment nécessaire lorsque
la discrétisation est affinée au voisinage d’une surface de contact courbe. Si on effectue
ensuite une opération de rééquilibrage avant de reprendre le calcul, il en résultera une certaine
pénétration de ces nceuds dans les matrices. Par contre, si on voulait considérer le cas du
frottement, il conviendrait de transférer certaines informations sur la situatuion du contact
avant remaillage, par exemple la pression de contact.

5.5 Conclusion

En résumé, la procédure de remaillage se déroulera donc comme suit. Le calcul est en-
tamé normalement et on évalue a intervalles réguliers I'indicateur de distorsion (5.5) pour
tous les éléments du maillage. Quand cet indicateur dépasse une valeur seuil (choisie par
’utilisateur) pour au moins un des éléments (on peut également se fixer un pourcentage maxi-
mal d’éléments ayant atteint ce seuil), le calcul est interrompu et la configuration courante
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est archivée dans un fichier intermédiaire. Ce fichier est alors relu par le programme de re-
maillage, qui construit une nouvelle discrétisation, soit uniforme, avec une taille d’élément
donnée, soit adaptative, par ['utilisation d’une des méthodes décrites a la section 5.3.2. Une
fois le nouveau maillage construit, la configuration y est transférée (de nceuds a nceuds). Le
résultat est alors archivé dans un second fichier intermédiaire. C’est a partir de ce fichier que
le programme de calcul peut alors redémarrer. Ces opérations se répetent chaque fois que la
distorsion du maillage devient critique, jusqu’a ’obtention de la solution finale. Le processus
complet peut bien entendu étre automatisé par 1'utilisation d’un fichier de commande.
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Chapitre 6

Applications (2¢¢ partie)

6.1 Introduction

Nous allons maintenant appliquer les techniques de remaillage qui viennent d’étre décrites
a deux exemples de mise en forme et au cas de localisation en bandes de cisaillement déja
étudié précédemment. Il s’agit tout d’abord du cas de ’écrasement d’un lopin cylindrique
par une matrice rigide. Malgré son apparente simplicité, ce processus est représentatif des
processus d’écrasement en général, qui sont fréquemment rencontrés en mise en forme (voir
par exemple le cas de la mise en forme du boulon). Nous comparerons les résultats obtenus
sans remaillage, avec remaillage uniforme (éléments de taille constante) et avec remaillage
adaptatif (éléments de taille variable). Cet exemple illustre bien le gain en qualité de la
solution que peut apporter le remaillage.

On étudie ensuite le cas du poingconnement d’un lopin de matiere par une matrice rigide
de forme hémisphérique. Ce cas est déja plus complexe que le précédent, et reprend certaines
caractéristiques du processus d’extrusion arriere. Le remaillage y est absolument nécessaire
et on utilisera directement les méthodes d’adaptation de la taille d’élément. Cet exemple
illustre le gain en temps de calcul lié & une meilleure distribution spatiale des éléments, avec
un maillage affiné la ol c¢’est nécessaire.

Pour terminer, on reprend le cas de la plaque plane en traction, pour lequel on va essayer
de traiter les bandes de localisation par le remaillage adaptatif. Le processus s’avere assez
délicat et les conclusions & en tirer sont mitigées : le remaillage permet bien de capturer des
bandes de cisaillement, mais nous n’avons obtenu aucune certitude sur la validité intrinseque
de la solution.

6.2 Ecrasement d’un lopin cylindrique

Le premier exemple de processus de mise en forme auquel nous allons appliquer la technique
de remaillage proposée ci-avant est celui de 1’écrasement d’un lopin de matiére de forme
initialement cylindrique. Vu les différentes symétries du probléme, nous n’étudierons qu’un
quart de section (voir figure 6.1). Le contact entre la matrice rigide écrasant le lopin et la
surface de celui-ci sera supposé collant, c’est-a-dire qu’une fois la matiere entrée en contact

107
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avec la matrice, il ne peut y avoir aucun glissement entre les deux surfaces. Rappelons
que les conditions limites de contact sont ici traitées par la méthode de la pénalité (voir
Bittencourt (!%), Ponthot (108)). Le matériau considéré ici est élastoplastique a écrouissage
linéaire :

F=200GPa v =0.3
oy = 700 + 300.5 x ¢! MPa

Aucun endommagement n’est considéré ici. Le lopin étudié a initialement les dimensions
suivantes : H = L = 0.1 m, et est discrétisé par 10 x 10 éléments quadrangulaires.

D

. — X

Figure 6.1: Ecrasement d’un lopin — description du probleme

Cette application est a rapprocher du cas de la mise en pré-forme d’un boulon, la téte de
celui-ci jouant le réle du lopin. Or, nous avons constaté dans le cas du boulon une déformation
excessivement importante du maillage, ce qui se répete ici, comme on le voit a la figure 6.2,
qui montre la solution obtenue pour une réduction de hauteur de 70% si on n’opére aucun
remaillage. La situation est particulierement critique pour 1’élément occupant initialement
le coin supérieur droit, qui dégénere rapidement en triangle. Ce cas, en apparence simple,
se révele également délicat si on veut lui appliquer la méthodologie eulérienne-lagrangienne
basée sur I'interpolation transfinie, telle que proposée par Ponthot (1°%), En effet, il faut alors
déplacer le “coin”, c’est-a-dire ’endroit ou I’on considere que I’on passe d’une ligne maitresse
a 1’autre, ce qui nécessite la mise en ceuvre d’une technique numérique spéciale, que Ponthot
désigne par “élément de coin”. L’utilisation d’un remaillage complet permet par contre de
traiter tout naturellement ce genre de probleme, comme nous allons le voir.
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Figure 6.2: Ecrasement d’un lopin — solution obtenue sans remaillage

Dans un premier temps, nous allons considérer un remaillage a taille d’élément uniforme,
c’est-a-dire qui vise simplement a éviter des distorsions trop importantes dans le maillage.
Comme nous ’avons déja dit, nous partons d’un maillage de 100 éléments de forme initiale-
ment carrée et de c6té 0.01 m. Nous nous sommes imposés une distorsion critique assez
basse, de 0.5. Cela signifie donc que lorsque l'indicateur (5.5) atteint cette valeur pour au
moins une maille, le calcul est interrompu, la configuration est archivée dans un fichier, a
partir duquel le programme de remaillage construit une nouvelle discrétisation. On transfere
alors les données de cette configuration d’'un maillage a 'autre, le résultat est archivé dans un
autre fichier intermédiaire, qui est ensuite relu par le programme de calcul lorsqu’il redémarre.
Toute cette procédure peut étre réalisée de maniere automatique par 'utilisation d’un fichier
de commande. La phase la plus sensible est bien entendu celle du remaillage, la robustesse
du mailleur étant indispensable. Dans le cas étudié ici, ainsi que dans ’exemple suivant
(poinconnement hémisphérique), le mailleur tel que nous I’avons programmé s’est toujours
trés bien comporté, sans qu’aucune intervention ne soit nécessaire. En tout état de cause,
dans les cas (a notre avis inévitables avec les maillages entierement quadrangulaires) ou le
mailleur rencontrerait un cas pathologique, il suffit alors a I'utilisateur d’adapter momen-
tanément les parametres de contrdle (tailles minimale et maximale d’élément, par exemple)
de maniere a contourner le probleme, puis de relancer le processus.

Cette procédure automatique a conduit, dans le cas du remaillage uniforme du lopin, a
six interruptions du calcul pour remaillage, la discrétisation finale comportant 56 éléments
(pour 100 au départ). On a représenté a la figure 6.3 les deux maillages (avant et apres
remaillage), ainsi que les distributions de déformation plastique équivalente, relatifs a la
deuxiéme interruption, intervenue pour une descente de la matrice égale & environ 39% de la
hauteur initiale (c’est-a-dire & peu prés a mi-chemin). La figure 6.4 représente elle la solution
(maillage et déformation plastique équivalente) obtenue en fin de processus, c’est-a-dire apres
une réduction de hauteur de 70% de la hauteur initiale. On constate que ’élément situé au
niveau du “coin” initial reste bien conditionné tout au long du calcul, sans qu’aucune méthode
particuliere ne soit mise en ceuvre.
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a. maillage et déformation plastique équivalente avant remaillage
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b. maillage et déformation plastique équivalente apres remaillage

Figure 6.3: Remaillage pour une descente de matrice de 39% de H
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a. maillage b. déformation plastique équivalente
Figure 6.4: Ecrasement d’un lopin — solution avec remaillage uniforme
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c. 50% de H d. 60% de H

Figure 6.5: Maillages pour différentes valeurs de descente de la matrice

On observe dans les résultats précédents que la déformation plastique équivalente se con-
centre a ’endroit constituant initialement le coin supérieur droit du lopin (ce qui est physique-
ment compréhensible). On a donc réalisé le méme calcul que ci-dessus, avec remaillage chaque
fois que l'indicateur de distorsion (5.5) atteind la valeur critique de 0.5, mais en essayant
cette fois d’adapter la taille d’élément au gradient spatial du champ de déformation plastique
équivalente : la taille d’élément varie entre 0.002 m et 0.01 m et on essaye d’obtenir une vari-
ation relative du champ de déformation plastique équivalente limitée a 10 %. La procédure
automatique conduit alors & quinze interruptions du calcul pour remaillage (quelques-uns
des maillages intermédiaires sont représentés a la figure 6.5), pour finalement aboutir a la
solution représentée a la figure 6.6.

553372
503502
453633
403763
353894

RS | P
[T ]]]

1254155

1204285

154416
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10546768

a. maillage b. déformation plastique équivalente
Figure 6.6: Ecrasement d’un lopin — solution avec remaillage adaptatif

Pour conclure cet exemple, on peut dresser un tableau comparatif de différentes grandeurs
significatives : nombre de pas, nombre d’itérations, nombre de remaillages, temps CPU*,
rayon extérieur (a hauteur du plan de symétrie horizontal) du lopin dans la configuration

*Machine utilisée : DEC Alpha 600
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finale, déformation plastique équivalente maximale (table 6.1).

Table 6.1: Ecrasement d’un lopin — tableau comparatif des résultats

cas 1 cas 2 cas 3
nombre de pas 45 108 210
nombre d’itérations 103 205 522
nombre de remaillages — 6 15
temps CPU 22 sec | 35 sec | 2 min 07 sec
rayon extérieur (m) 0.1860 | 0.1863 0.1865
e 2.965 | 2.656 5.534

Pour rappel, le cas 1 correspond au calcul sans remaillage, le cas 2 correspond au calcul
avec remaillage uniforme et le cas 3 correspond au calcul avec remaillage adaptatif. Ce tableau
appelle quelques commentaires. Tout d’abord, augmentation du nombre de pas avec le
nombre de remaillages est due au fait qu’apres une interruption, le calcul doit étre repris avec
un incrément de mise en charge limité (c’est-a-dire plus petit que le dernier incrément utilisé
avant l'interruption). Cette contrainte rentre dans le cadre de la procédure automatique
utilisée pour le calcul du pas de temps / incrément de mise en charge et qui consiste a
adapter la taille du pas a la vitesse de convergence obtenue au pas précédent. L’étape de
(re)démarrage étant plus délicate a ce point de vue, on utilise initialement un pas de temps
limité qui croit ensuite au fur et & mesure que le processus incrémental entre “en régime”.
La répétition de cette phase engendre donc une augmentation du nombre total de pas. Le
nombre d’itérations augmente lui aussi, pour les mémes raisons. On voit en effet que I’on reste
a environ 2-3 itérations par pas en moyenne. Parallelement & I’augmentation du nombre de
pas et d’itérations, on constate une augmentation du coiit CPU avec le nombre de remaillages.
Précisons tout d’abord qu’il s’agit en fait du temps cumulé consommé par les étapes de calcul.
Les étapes de remaillage n’ont pas été comptabilisées car leur cott est négligeable, I’'opération
étant quasi instantanée pour les maillages utilisés ici (nombre d’éléments < 1000). Au pire,
on pourrait comptabiliser 1 seconde CPU par remaillage. Cela étant dit, il faut prendre en
compte les considérations suivantes, qui atténuent quelque peu cette augmentation du cott
CPU. En effet, le nombre de remaillages est dans le cas présent assez élevé alors que le temps
total de calcul est assez faible : en moyenne, on a ici un remaillage a intervalles de 15 pas et
5 secondes CPU pour le cas 2 et de 14 pas et 7.5 secondes CPU pour le cas 3. Le coit généré
par le pré-traitement des données, nécessaire a chaque reprise du calcul, devient alors plus
significatif que sur un probleme a fréquence de remaillage plus faible (en nombre de pas de
temps). A cela s’ajoute également le colt de redémarrage en nombre de pas, comme expliqué
plus haut, qui se traduit bien entendu par un cotit en temps CPU. Cela étant, les calculs avec
remaillages conduisent a des solutions géométriquement semblables : le rayon extérieur varie
trés peu d’un cas a l'autre. Par contre, méme si la répartition des zones les plus plastifiées ne
change pas, Pamplitude de la déformation plastique varie elle assez fortement : la diminution
de la valeur maximale entre le cas 1 et le cas 2 correspond au meilleur traitement de la
zone formant initialement le coin (plus d’élément dégénérant en triangle) tandis que la valeur
élevée obtenue dans le cas 3 correspond simplement au raffinement de la discrétisation dans
cette zone.

Pour terminer, on peut encore comparer les courbes de la force d’écrasement exercée au
niveau de la matrice en fonction du niveau de descente de celle-ci (figure 6.7). On y observe
les pics (négatifs) associés a chaque remaillage. A part cela, ’allure moyenne des courbes
varie peu.
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Ecrasement d’'un lopin
3.5e+07 T T T T T T T

3e+07 | sans remaillage —— ' .
remaillage uniforme ----- i i
remaillage adaptatif --- /i
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Force d’ecrasement (N/rad)

le+07

5e+06

O 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70
Descente du poincon (%H)

Figure 6.7: Evolution de la force d’écrasement au cours de la descente du poincon pour les
différents cas

L’intérét principal du remaillage dans ce cas précis réside principalement dans I’améliora-
tion de la qualité de la solution, & un prix qui pourrait a premiere vue sembler élevé. Mais
nous allons voir avec I’application suivante que ce surcott ne doit certainement pas étre
considéré comme généralisé, bien au contraire.
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6.3 Poinconnement hémisphérique

Nous allons maintenant illustrer la procédure de remaillage sur un second exemple de pro-
cessus de mise en forme. Il s’agit ici d’un cas de poinconnement d’un lopin par une matrice
rigide hémisphérique. La géométrie du probleme est décrite a la figure 6.8 ot 'on voit que
I'on va profiter de 'axisymétrie du probleme. Les dimensions utilisées ici sont les suivantes :
L =01m, H=201met R =0.056 m. Le poincon est enfoncé de 0.05 m dans le lopin
(c’est-a-dire completement enfoncé), dont les propriétés matérielles sont les suivantes :

E=206GPa v=03 p=28930kg/m>
oy = 346.4 4 138 x €' MPa

Aucun endommagement ne sera pris en compte dans ce cas-ci. Le contact sera ici considéré
comme glissant sans frottement.

5

Figure 6.8: Poinconnement hémisphérique — description du probleme

Si on entame le calcul avec un maillage régulier de 100 (10 x 10) éléments carrés, et que
I’on n’opere aucun remaillage, on arrive trés rapidement a une situation pathologique et le
calcul doit étre interrompu pour une descente du poincon de 84% de la descente souhaitée, ce
qui se comprend au vu de I’allure du maillage a cet instant (figure 6.9). Signalons au passage
que les valeurs de la déformation plastique grimpent alors jusqu’a plus de 50 !

Afin de pouvoir comparer avec les solutions que ’on obtiendra avec remaillage, on a alors
considéré le méme calcul avec un maillage initial de 25 x 25 éléments, pour lesquels on a
concentré les noeuds sous le poincon. On arrive alors a pousser le calcul jusqu’a environ
96% de descente du poincon, niveau auquel on a la solution représentée a la figure 6.10. De
nouveau, on constate la forte distorsion des mailles sous le poingon, ce qui justifie donc le
recours au remaillage.
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Figure 6.9: Poingonnement hémisphérique — solution sans remaillage (maillage 10 x 10),
enfoncement de 84%

4082
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3274
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2485
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1656
1252
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003898

a. maillage b. déformation plastique équivalente
Figure 6.10: Poingonnement hémisphérique — solution sans remaillage (maillage 25 x 25),
enfoncement de 96%
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On reprend alors le calcul avec un maillage initial de 10 x 10 éléments, mais on limite
cette fois la distorsion en prenant comme critere 'indicateur (5.5), dont on limite la valeur
a 2. Il s’agit d’une valeur déja assez élevée, mais nous verrons qu’elle suffit & assurer le
maintien d’une qualité de maillage correcte. Etant donné la géométrie courbe du poincon,
ainsi que la présence d’un fort gradient de déformation plastique sous ce poingon, on profitera
du remaillage pour affiner la discrétisation au voisinage de la zone de contact. Ainsi, la taille
des éléments variera de 0.0007 m & 0.01 m, de maniere a ce que la variation relative du champ
de déformation plastique équivalente ne dépasse pas 10%. On peut alors conduire le calcul
jusqu’a ’enfoncement voulu, c’est-a-dire jusqu’a mi-hauteur du lopin, avec trois interruptions
pour remaillage (respectivement a 25%, 41% et 59% de I’enfoncement final — voir figure 6.11),
et on obtient la solution présentée a la figure 6.12, avec une discrétisation en 316 éléments.
Pour bien illustrer le gain en qualité que I’on a obtenu sur le maillage, on compare a la figure
6.13 un agrandissement de la zone sous le poincon dans le cas sans remaillage et dans le cas
avec remaillage.

c. 41% d. 59%

Figure 6.11: Maillages a différents niveaux de descente du poingon (% de ’enfoncement final)
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Figure 6.12: Poinconnement hémisphérique — solution finale avec remaillage

a. sans remaillage
Figure 6.13: Poinconnement hémisphérique — agrandissement de la zone située sous le poingon

b. avec remaillage

Afin de mieux quantifier les avantages apportés par le remaillage, on a rassemblé au
tableau 6.2 un certain nombre de résultats significatifs : nombre de pas, nombre d’itérations,

temps CPUT, déformation plastique équivalente maximale.

Table 6.2: Poinconnement hémisphérique — tableau comparatif des résultats

sans remaillage (25 x 25 éléments)

avec remaillage (3 remaillages)

nombre de pas

410 pas

494 pas

nombre d’itérations

1036 itérations

1293 itérations

temps CPU 1 h 12 min 23 sec 28 min 14 sec
. 4.082 2.754

On constate que 'augmentation du nombre de pas de temps est cette fois assez légere,
ce qui peut s’expliquer par la faible fréquence de remaillage (tous les 125 pas en moyenne).
En effet, la phase de redémarrage pese alors moins dans le coit total du calcul. Le nombre
d’itérations suit le nombre de pas (comme précédemment, on a en moyenne 2-3 itérations
par pas). Quant au temps CPU, on obtient ici un facteur d’environ 2.5 en faveur du cas avec

"Machine :

DEC Alpha 600
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remaillage, contrairement a ce qui avait été obtenu dans l'application précédente. Ce gain
important peut étre expliqué par plusieurs facteurs. Tout d’abord, dans le cas avec remaillage,
le nombre d’éléments en jeu varie entre 100 et 316, contre 625 dans le cas sans remaillage.
De plus, le remaillage permet de maintenir une qualité d’élément acceptable, alors que les
éléments fortement distordus du cas sans remaillage ralentissent la convergence du processus
de recherche de ’équilibre. Mais il est vrai que ce dernier effet favorable est gommé par le
cout (en pas et en itérations) des redémarrages. Pour terminer, on constate que ’amélioration
de la qualité de la solution se marque également par les niveaux de déformation plastique
équivalente qui sont atteints. En effet, dans le cas sans remaillage, la forte distorsion des
éléments fait grimper cette grandeur jusqu’a des valeurs supérieures a 4, alors que 1’utilisation
du remaillage conduit a des valeurs restant inférieures & 3.

Pour terminer, on peut cette fois encore comparer les courbes de la force exercée sur la
matrice en fonction de I’enfoncement (figure 6.14). On obtient des courbes assez proches,
sauf sur la fin, quand la différence entre la distorsion des mailles dans chacun des cas devient
tres importante. On remarquera également les sauts liés a la prise de contact d’un nouveaun
neeud (au début de la courbe), ainsi que les pics négatifs qui correspondent aux remaillages.
Notons que leur amplitude est nettement moindre que dans 'exemple de ’écrasement d’un
lopin.

Poinconnement axisymetrique
1le+06 T T T T

900000 [ _ -
800000 |- -
700000 [ -
600000 |- /1 -
500000 |- a .

400000 - sans remaillage — e
2 remaillage adaptatif -

Force d’ecrasement (N/rad)

300000 F  / .
200000 [ /! -

100000 | S~ i

0 ’ 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100
Descente du poincon (% enfoncement final)

Figure 6.14: Evolution de la force d’enfoncement au cours de la descente du poincon pour les
différents cas

Cet exemple confirme donc l'intérét des techniques de remaillage, qui permettent une
amélioration de la qualité de la solution tout en conservant un cott raisonnable, ou méme
le diminuant, ce par une distribution mieux adaptée des éléments au travers du domaine de
calcul.
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6.4 Un exemple de localisation en bandes de cisaillement
(suite)

Avant d’appliquer les techniques de remaillage au cas de la plaque plane en traction déja
étudiée, il est intéressant d’observer le processus de différenciation de la solution entre les
trois maillages précédemment utilisés. A cette fin, on a représenté a la figure 6.15 la distri-
bution d’endommagement pour chacune des discrétisations et pour un déplacement imposé
du bord droit v = 0.20L, u = 0.25L et w = 0.30L. On y constate que pour un déplacement
uw = 0.2L, la différenciation n’est pas encore réellement apparue : on retrouve une distri-
bution d’endommagement qualitativement identique pour chacun des maillages, c’est-a-dire
quatre zones de concentration reliées par des bandes plus ou moins marquées, formant ap-
proximativement un motif en damiers. Un peu plus loin, pour un déplacement u = 0.25L,
la concentration du coin supérieur gauche a tendance & disparaitre tandis que les bandes de
cisaillement commencent a apparaitre nettement, pour les deux maillages les plus fins en tout
cas. En effet, dans le maillage grossier, on a l'impression qu'une des zones de concentration
absorbe petit & petit la bande de cisaillement supérieure. Pour un déplacement v = 0.3L,
la différenciation entre les cartes d’endommagement sur chaque maillage est devenue claire,
avec deux bandes sur le maillage 10 X 10, ce que ’on pourrait appeler deux bandes et demi
sur le maillage 20 X 20 et trois bandes sur le maillage 30 x 30. Nous avons également calculé la
solution avec 40 x 40 éléments (non représentée ici), ce qui nous a bien confirmé la tendance
observée ici : on retrouve alors nettement les trois bandes, celle du haut se rapprochant du
coin supérieur gauche.

De ces considérations, on peut tirer quelques conclusions sur la facon dont un remaillage
efficace doit étre effectué. Ainsi, il faut éviter de remailler trop tard. Si on remaille quand on
a atteint un déplacement w = 0.3L par exemple, on voit bien que le résultat de "opération
dépendra du maillage initial, ce qui ne peut conduire qu’a un renforcement de la différence
entre les solutions obtenues avec différents maillages de départ ! Par contre, il semble a priori
qu’un remaillage en v = 0.2 devrait conduire & des résultats moins dépendants du maillage
de départ. Mais il faut bien dire que le maillage est & ce moment encore assez régulier, ce
qui rend notre indicateur de distorsion d’un usage un peu délicat. Sans doute la solution se
trouve-t-elle dans I'utilisation de criteres de localisation de type Rice (112), dont nous avons
parlé précédemment, mais le développement d’un tel critere sort du cadre que nous nous
sommes fixé ici. Le controle des instants de remaillage se fera donc dans ce cas-ci de maniere

plus interactive et moins automatique.

On entame le calcul avec un maillage de 100(5 x 20) éléments initialement carrés. La
premiere interruption a lieu pour un déplacement imposé v = 0.25L. A ce moment, la
distribution d’endommagement n’est pas encore localisée, elle se fait selon le mode en damier
dont nous avons déja parlé plus t6t (voir figure 6.16). Nous allons donc en profiter pour
remailler avant que la localisation ne soit trop poussée. L’adaptation de la taille du maillage
se fera cette fois sur base de la dérivée seconde du champ d’endommagement, comme expliqué
a la section 5.3.2 du chapitre précédent. Etant donné que ce champ est assez uniforme, nous
allons utiliser une taille minimale d’élément pas trop basse, sous peine de se retrouver avec
un maillage tres fin. On choisit donc un 6,4, = 0.06 L et un 6,,,, = 0.2 L. On obtient alors
le maillage représenté a la figure 6.16.c.
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0003043 ] 000866 ] 003464
0002829 0007817 00317 !!
0002615 0006975 002771
0002401 0006132 002425
0002187 0005289 002079

v =0.20L
0001973 0004447 001733
0001759 0003604 001387
0001545 0002762 001041
0001331 0001919 0006946
0001116 0001077 0003485

\iﬁ

00009024 00002343 2363e-05
002496 006189 008646
002279 005574 007781
002062 004958 006917
001844 004343 006053
001627 003728 005188

u=0.25L
00141 003113 004324
001192 002498 00346
0009748 001883 00259
0007574 001268 001731
00054 0006524 0008867
0003227 00003728 - 2363e-05
006965 01067 0134
0063 009603 0120
005636 008541 01072
004972 007479 00938
004308 006417 008041

uw=0.30L
003643 005355 006701
002979 004292 005361
002315 00323 004022
00165 002168 002682
0009861 001106 001342
0003218 ) 0000436 : 2486-05

maillage 10 x 10 maillage 20 x 20 maillage 30 x 30

Figure 6.15: Cartes d’endommagement illustrant la formation des bandes de cisaillement en
fonction du déplacement imposé u
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Figure 6.16: Premier remaillage en u = 0.257,

Le calcul reprend ensuite jusqu’a un déplacement imposé v = 0.275L, pour lequel la
localisation est déja nettement marquée (figure 6.17). On remaille cette fois avec un 6,5, =
0.03 L, toujours selon l'indicateur du second ordre et avec un 0,,,, = 0.2 L. Le résultat
obtenu est représenté a la figure 6.17.c. On continue le calcul, en remaillant a intervalles de
déplacement imposé de 0.025L (v = 0.3L, v = 0.325L, ...). Pour v = 0.350L, la localisation
s’est encore renforcée, ce qui se traduit dans le maillage associé (voir figure 6.18). Apres un
dernier remaillage en v = 0.375L, le calcul doit étre interrompu pour manque de convergence
alors qu’on a atteint un déplacement imposé de v = 0.393L. En fait, on voit a la figure
6.19 que 'endommagement a alors atteint sa valeur ultime dans la bande de cisaillement. On
constate également que les bandes de cisaillement n’apparaissent plus si nettement sur la carte
d’endommagement, qui est plutot localisé dans une zone ponctuelle. Par contre, ces bandes
sont mieux visibles sur la carte de déformation plastique équivalente (figure 6.19.c). On
observe finalement que la solution obtenue ici est qualitativement assez proche de la solution
obtenue précédemment avec le maillage 20 x 20, mais que I'endommagement a augmenté
beaucoup plus vite ici (on a atteint la valeur ultime d = 0.65 pour un déplacement imposé
u & 0.4L, alors que précédemment on atteignait d = 0.5 en v = 0.51).
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Figure 6.17: Deuxieme remaillage en u = 0.2751
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Figure 6.18: Solution en v = 0.35 L
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6.4. Un exemple de localisation en bandes de cisaillement (suite)
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Figure 6.19: Solution finale (v = 0.39 L)
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c. défo. plastique équivalente

On constate donc bien que le remaillage permet de capturer la localisation de la déforma-

tion dans les bandes de cisaillement et de suivre 1’évolution de ces dernieres. Par contre, on

observe que la solution dépend toujours du maillage initial. Ainsi, si on part d’un maillage

plus fin, on obtient une disposition différente pour les bandes, comme illustré a la figure

6.20. En fait, comme nous 'avions déja dit, le remaillage seul ne peut suffire a régulariser le

probleme.
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Figure 6.20: Solution finale obtenue & partir d’'un maillage initial de 10 x 40 (v = 0.375 L)
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b. endommagement

Par contre, si I’'on introduit de la viscosité, avec les parameétres k = 1070} et m = 0.3,
correspondant & une longueur caractéristique matérielle | = 0.126L, le probléme est bien

régularisé, comme on le voit & la figure 6.21. On y retrouve bien la méme solution qu’au
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paragraphe 4.5. On voit également que la largeur de la bande ne dépend plus de la taille des
éléments qui s’y trouvent.
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a. maillage b. endommagement
Figure 6.21: Solution finale avec régularisation visqueuse (u = 0.50 L)

Le remaillage adaptatif devrait donc permettre de capturer les bandes de cisaillement
dans les cas ou la longueur caractéristique introduite est petite, voire tres petite, sans pour
autant devoir utiliser une discrétisation trop lourde. Il reste cependant 1’obstacle du critere
de remaillage. Fn effet, le critere basé sur le hessien du champ d’endommagement que nous
avons utilisé ici n’est pas l'indicateur de localisation optimal. En effet, il faut attendre que
la localisation soit bien marquée pour que ce critere capture les bandes de cisaillement. Et il
a méme plutot tendance a capturer les bords des bandes plutot que les bandes elles-mémes,
comme on le voit a la figure 6.21. Avec ce critére, on ne pourra donc capturer une bande
de faible largeur qu’en partant d’une discrétisation initiale suffisamment fine, et qui sera
déraffinée apres 'apparition de la localisation. Pour éviter ce probleme, il faudrait utiliser,
pour guider le processus de remaillage, des indicateurs de localisation (du type Rice (112)
mais pas seulement, comme suggéré par Charler et Pierry (19)). Cela permettrait de détecter
la localisation en temps utile et d’adapter le maillage en conséquence.



Chapitre 7

Conclusions

Pour conclure, nous allons reprendre 1’un apres l'autre les themes abordés dans les trois
chapitres principaux de cette theése : les modeles de comportement, les aspects numériques
liés a la modélisation de 'endommagement et de la rupture et les méthodes d’adaptation
de maillage. Pour chacun de ces différents aspects du probleme, nous allons tout d’abord
rappeler les résultats obtenus et les conclusions qu’il faut en tirer, apres quoi nous décrirons
brievement les développements qui, a I’heure de cloturer cette these, nous semblent devoir
étre envisagés a court ou moyen terme pour compléter le traitement du sujet. On établira
ensuite une conclusion générale.

7.1 Modeles de comportement

Dans le chapitre 2, nous avons présenté un modele unifié de comportement élastoviscoplasti-
que avec endommagement. Comme nous avons pu le voir, ce modele peut étre caractérisé par
la référence qui y est continuellement faite aux micromécanismes responsables du comporte-
ment qu’il permet de simuler, tout en restant fidele au formalisme de la TPI. L’originalité
des développements proposés a ce niveau ne doit pas tellement étre cherchée dans le fond,
mais plutot dans la forme. En effet, toutes les expressions mathématiques utilisées dans le
modele présenté sont issues de la littérature, méme si nous avons quelque peu innové dans
la maniere de les combiner. Mais nous avons plutét porté notre intérét sur le cadre formel
(mathématiquement parlant) dans lequel ces relations s’inserent. Cela nous a permis d’obtenir
un modele regroupant et couplant de maniere naturelle les comportements élastique, plas-
tique, visqueux et ’endommagement ductile. Au passage, nous avons également pu mesurer
comment le choix d’un formalisme pour le comportement réversible (hypoélastique ou hyper-
élastique) influencait le choix de la variable d’endommagement et de sa variable duale associée.

Au niveau des modeles de comportement, il reste un probleme dont nous avons peu parlé
jusqu’ici, mais qui est néanmoins fondamental. Il s’agit de I’identification des parametres du
modele que nous avons utilisé. Leur origine microscopique rend leur identification difficile
dans les cas pratiques. Certains auteurs ont entamé une analyse numérique de sensibilité
aux différents parametres (voir Picart et al. (106)), mais il nous semble qu’il serait plus
intéressant de développer des méthodes automatiques ou semi-automatiques d’analyse des
résultats expérimentaux pour déterminer la valeur des différents parametres des modeles con-
stitutifs. La mise au point de telles méthodologies de calcul inverse dépasse évidemment, et
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de loin, le cadre de cette these. Par contre, nous pensons qu’une des premieres améliorations
a apporter au modele serait de quelque peu simplifier ’expression mathématique de la sur-
face d’écoulement utilisée. L’utilisation d’une surface elliptique (du type de celle utilisée par
Oyane et Shima (97)) devrait par exemple alléger le traitement algorithmique des équations
du modele, rendu assez lourd par la présence de fonctions hyperboliques, tout en préservant
ses caractéristiques de couplage des comportements déviatorique et volumique. Cela devrait
également simplifier un éventuel processus d’identification des parametres. De ce point de
vue, il serait également intéressant de se placer completement dans le cadre de la TPI, c’est-
a-dire de passer a un formalisme hyperélastique pour la partie réversible, ce afin de profiter
au maximum de 'outillage mathématique qui y est associé (notions de dualité, ...).

7.2 Aspects numériques

Afin de permettre l'utilisation pratique, dans un code de calcul des structures, du modele de
comportement présenté ici, nous lui avons adjoint les outils numériques nécessaires. Le pre-
mier probleme a résoudre était celui de 1’intégration temporelle des équations constitutives. A
cette fin, nous avons développé un schéma d’intégration numérique généralisant la méthode
du retour radial de 1’élastoplasticité classique (déviatorique) au cas de ’élastoviscoplasticité
non purement déviatorique. On a ensuite écrit une loi tangente consistante avec ce schéma
d’intégration, de maniere a obtenir un processus itératif de résolution de I’équilibre structural
le plus efficace possible. Cela nous amene a ’intégration spatiale par la MEF des équations
d’équilibre. A ce niveau, nous avons abordé le probleme du choix des éléments a utiliser et
nous avons indiqué comment éviter le “locking” volumique. L’intérét de la sous-intégration
totale, accompagnée d’'une méthode de stabilisation adéquate, nous est apparue de maniere
indiscutable lors de I’application du modele proposé a la simulation de la rupture d’un bar-
reau cylindrique en striction. D’autres applications nous ont également permis d’illustrer
P’utilisation du modele pour la simulation de processus de mise en forme et d’impact.

Un des phénomenes les plus complexes parmi ceux qui sont liés a 'endommagement est
celui de la localisation de la déformation en bandes de cisaillement, souvent a l'origine de la
rupture macroscopique. Parmi les nombreuses méthodes possibles pour contrer la perte de
régularité de la solution liée & "apparition de la localisation, nous avons opté pour 'utilisation
d’une loi de comportement visqueuse, couplée & une procédure de maillage adaptatif. Les
résultats de cette combinaison sont encourageants, mais pas définitifs. Nous parlerons du
remaillage plus loin, mais nous avons établi les conditions sous lesquelles la régularisation
visqueuse est effectivement efficace : il faut que la longueur caractéristique introduite au
niveau constitutif soit supérieure a la taille caractéristique du maillage. Cela peut impliquer
dans certains cas 'utilisation d’un maillage trés fin, et donc un coiit de calcul assez lourd.
D’un autre coté, cela renforce 1’idée d’utiliser une procédure de remaillage adaptatif.

Parmi les développements numériques qui nous semblent pouvoir étre menés a court
terme pour prolonger ce travail, le probleme de la modélisation de la rupture occupe une des
premieres places. En effet, il est souvent intéressant, et méme parfois nécessaire, d’étudier
le comportement post-critique de la structure endommagée. Pour s’en convaincre, il suffit
de songer a la simulation des processus de coupe. Quand un élément a été complétement
endommagé, c’est-a-dire lorsque 'endommagement a atteint sa valeur ultime en tous ses
points de Gauss, il ne contribue normalement plus a la raideur de la structure. En effet, les
contraintes qu’on y calcule sont nulles puisque la surface de charge a rétréci jusqu’a se réduire
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Figure 7.1: Illustration schématique du processus d’élimination d’éléments : a) situation
initiale — b,c) certains éléments sont éliminés — d) un noeud pour lequel tous
les éléments associés ont disparu garde sa masse

a un point, et par conséquent les forces internes nodales élémentaires sont nulles également.
Certains auteurs (Tvergaard (132) par exemple) attribuent aux éléments ayant atteint cet
état de ruine un comportement élastoplastique avec une limite d’écoulement plastique tres
faible par rapport a leur valeur dans 1’état vierge. Le but de cette opération est sans doute
d’essayer de préserver un conditionnement acceptable de la matrice de raideur structurale.
Cette méthode peut donner des résultats satisfaisants dans un certain nombre de cas, mais
elle présente I’inconvénient de ne pas traiter correctement les conditions limites, de contact
en particulier (comme nous ’avons vu lors de la simulation de I"impact dans une turbine au
chapitre 4). Ainsi, si elle convient pour modéliser le comportement d’une fissure en mode I
(en cas d’ouverture en tout cas), elle implique une forte distorsion des éléments “fantomes”
en mode II (cisaillement). Une situation pire encore serait celle ou il y a pénétration d’une
partie de la structure dans une autre partie. Il apparait donc qu’il est préférable de réellement
éliminer les éléments ruinés. L’utilisation d’une méthode d’élimination d’éléments appelle un
certain nombre de remarques. Tout d’abord, notons que élimination d’éléments ne signifie
pas forcément élimination de nceuds. En effet, en dynamique, un nceud pour lequel tous
les éléments auxquels il était initialement lié ont été éliminés peut conserver une masse,
ses degrés de liberté contribuant au systeme discrétisé. Cela peut par exemple permettre
de se faire une idée du nuage de débris qui se forme dans certaines situations d’impact.
Cela nous suggere donc le principe suivant (illustré & la figure 7.1) : quand un élément est
endommagé, il ne contribue plus aux forces internes structurales, mais ses noeuds contribuent
encore & la matrice structurale des masses. Dans un schéma temporel explicite, cela est tres
facilement réalisé car les matrices élémentaires des masses ont déja été diagonalisées (voir
Belytschko (9)), mais dans un schéma implicite, cette diagonalisation doit étre opérée au
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moment de ’élimination de 1’élément. Dans le cas implicite, un probleme supplémentaire est
le rééquilibrage de la configuration apres élimination d’un ou plusieurs éléments, ainsi que
’actualisation du profil de la matrice tangente structurale (information nécessaire pour une
inversion efficace).

Un autre sujet qui mériterait une attention poussée est celui de ’étude des effets de
la sous-intégration sur la localisation. Plus généralement, une étude comparée des différents
types d’éléments adaptés a la modélisation des grandes déformations et de leur comportement
face & la localisation en bandes de cisaillement devrait apporter de nombreuses informations
nouvelles sur le sujet, comme nous 1’a démontré le simple cas de la barre en striction. Une

étude de ce type a d’ailleurs déja été menée par Steinmann et Willam (129,

7.3 Techniques d’adaptation de maillage

Comme un certain nombre d’exemples nous ’ont bien montré, il peut étre nécessaire de
recourir au remaillage afin de garantir une qualité suffisante de solution. Nous avons donc
implémenté la méthode de maillage frontal en quadrangles initialement proposée par
Zhu et al. 149 Ce mailleur présente pour nous I’avantage d’assurer une discrétisation par
des éléments quadrangulaires uniquement, avec de plus la possibilité de controler la taille
de ces éléments partout sur le domaine maillé. Afin de profiter de cette possibilité, il faut
bien entendu développer des méthodes qui puissent fournir au programme de maillage la
taille d’élément souhaitée en tout point. A ce niveau, nous nous sommes limités a des indi-
cateurs assez élémentaires, mais qui nous ont déja fourni des résultats satisfaisants. Ainsi,
pour les deux cas de mise en forme auxquels on a appliqué le remaillage, cela a résulté en
une amélioration significative de la solution, tout en réduisant le coit de calcul dans le cas
du poinconnement hémisphérique. L’utilisation du remaillage dans le traitement de la lo-
calisation en bandes de cisaillement permet une meilleure capture de ces bandes, mais il
faut absolument le coupler a la régularisation visqueuse pour éviter les problemes liés a la
localisation de la déformation.

Il est clair que c’est sur ce theme des techniques adaptatives que le nombre de dévelop-
pements futurs a envisager est le plus important. Tout d’abord, au niveau du processus de
(re)maillage, il nous semble qu’une triangulation, processus beaucoup plus naturel qu’une
quadrangulation, assurerait la meilleure robustesse. Cela pose alors le probleme de pouvoir
disposer d’éléments triangulaires fiables en grandes déformations (du 2eéme degré 7). Le
probleme est d’ailleurs encore plus aigu en 3D qu’en 2D. Cela dit, la solution idéale se trouve
certainement dans l'utilisation de maillages mixtes triangles/quadrangles, ce qui ne change
rien au probleme de la fiabilité des éléments triangulaires. Pour revenir a des considérations
plus directement liées au sujet, un theme méritant une attention poussée, et la recevant de
plus en plus d’ailleurs, est celui de la mise au point d’indicateurs/estimateurs d’erreur adaptés
aux problemes non-linéaires (aussi bien du point de vue matériel que géométrique) tels que
ceux traitésici. Plus précisément, il serait tres intéressant de mesurer leur applicabilité au cas
de la localisation en bandes de cisaillement. Peut-étre faudrait-il, pour obtenir des résultats
satisfaisants, y introduire, d’une maniere ou d’une autre, des criteres de localisation ? Enfin,
une extension des plus intéressantes a ce travail serait de coupler approche eulérienne—
lagrangienne avec les techniques de remaillage, et ce, encore une fois, plus spécialement pour
les problemes de localisation en bandes de cisaillement.
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7.4 Conclusion générale

A la fin de cette these, nous pouvons donc simuler ’évolution de I’endommagement ductile,
depuis I’état initial jusqu’a ’apparition de la premiere macrofissure, dans le cadre d’un code
de calcul non-linéaire des structures (bidimensionnelles). Le modeéle utilisé regroupe et couple
les comportements élastiques, plastiques, visqueux et ’endommagement. Grace a ['utilisation
des techniques de remaillage, nous sommes capables de simuler des processus de mise en
forme complexes, avec ’assurance d’une bonne qualité de solution grace a ’adaptation de la
discrétisation. Les criteres contrélant cette adaptation doivent encore étre améliorés, mais le
plus grand défi a relever nous est apparu étre celui d’un traitement correct de la localisation
en bandes de cisaillement.
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Annexe A

Sous-intégration & grandes
déformations

Dans cette annexe, nous avons repris des développements qui avaient déja été présentés dans
un article (Stainier et Ponthot (124)), mais nous les avons ici quelque peu retravaillés afin de
mieux prendre en compte les non-linéarités géométriques attachées aux grandes déformations.
L’expression finale des forces de stabilisation des modes parasites dus a la sous-intégration
a laquelle on aboutit est cependant peu modifiée par rapport a celle proposée dans ’article
précité.

Le schéma numérique utilisé pour le calcul en grandes transformations est basé sur une
méthode incrémentale dans laquelle on suppose que le taux de déformation (corotationnel)
D est constant sur l'incrément de temps (ou de charge dans un calcul quasi-statique) At,
comme nous ’avons expliqué au chapitre 3. Rappelons qu’il en résulte une expression donnée
par :

D:ian:Lln(Ft-F) (A.1)

At 2A¢ '

ot F = RU est le gradient de déformation entre la configuration en début de pas et la
configuration en fin de pas. Si on utilise des quadrangles bilinéaires et qu’on y integre les
champs sur un seul point de Gauss, situé au centroide (coordonnées réduites isoparamétriques
& =n=0), le taux de déformation obtenu par application directe de la relation ci-dessus ne
prend pas en compte certains modes de déformation. En effet, on peut montrer facilement
qu’il existe alors, en plus des modes rigides, deux modes parasites a énergie de déformation
nulle, aussi appelés modes sablier — ou “hourglass” — en raison de leur forme (lorsque 'on
considere deux éléments a la fois), comme illustré a la figure A.1. Une méthode pour éliminer
les modes a énergie nulle résultant de la sous-intégration consiste a travailler non pas avec
un champ de déformation constant, mais plutot avec un champ linéaire en les coordonnées
isoparamétriques (&, 7), obtenu comme expliqué ci-dessous.

Les fonctions de forme du quadrangle bi-linéaire peuvent s’écrirent sous la forme suivante
(les indices en alphabet romain majuscule correspondent aux noeuds, numérotés comme
indiqué a la figure A.2):

Ni= I+ &6 +nm)  1=1,4 (A.2)
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2

Figure A.1: Les modes a énergie de déformation nulle du quadrangle sous-intégré
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Figure A.2: Le quadrangle isoparamétrique bilinéaire
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Comme on utilise des éléments isoparamétriques, le vecteur position dans la configuration de
référence peut étre réécrit sous la forme (les indices en alphabet romain minuscule correspon-
dant aux directions de 1’espace) :

Xi=a;+ b, X + ;Y + dién 1=1,2 (A3)

ot on utilise indifféremment (X1, X2) et (X,Y). En particularisant aux noeuds, on obtient :

Xir=ailr + b, X1+ ;Y1 + dihg (A4)
avec
# = (111 1)
Rt = (1 -1 1 —1)

Les constantes a;, b;, ¢; et d; peuvent étre déterminées a 1’aide des propriétés fondamentales
suivantes des vecteurs ¢, h, X, Y et des dérivées spatiales B; des fonctions de forme au
centroide dans la configuration de référence :

B ONT Bty =20 Bithy =0
90X BirX;r=46; tihy =0

Bir (A.6)

En utilisant ces propriétés, on obtient ’expression suivante pour les coordonnées dans la
configuration de référence :

X; = (T]—I—B]‘[X]‘—I—F[h)XZj (A?)
avec
1
TI = Z [tl — (BJ[X]J)tJ] (AS&)
1
rr = Z[h[—(B]‘[X]‘J)hJ] (A.8.b)

et ou h est écrit pour &n.

De méme, dans la configuration actuelle, on peut obtenir I'expression suivante pour les
coordonnées z; :

vi = (71 + bjrzj + yrh)wir (A.9)
avec

ONT

by = A.10.

I el ( a)

1

T = Z [t[ — (bﬂwjj)tj] (A.l[).b)
1

71 =yl = (bjrs)hi] (A.10.c)

Et enfin, on peut obtenir tout aussi facilement 'expression “mixte” suivante :

xi:(T[—l—BﬂXj—l—F[h)xi[ (A.ll)
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A partir de cette derniére relation, on peut écrire le tenseur jacobien entre la configuration de
référence et la configuration actuelle comme la combinaison d’un terme constant (sa valeur
au centroide) et d’un terme linéaire en £ et 7 :

ox;
0X;

h
F; = = (Bﬂ + Fla—) zip = Fj + F/© (A.12)

X,

Pour exprimer le tenseur U, représentant la déformation débarassée de tout effet de
rotation, on va faire ’hypothese d’une rotation constante sur tout 1’élément. Autrement dit,
le tenseur de rotation R sera supposé constant et égal a sa valeur au centroide :

U=R"-F=R" . F°+R" .F"=U°+U"™ (A.13)

Sur base de la définition du logarithme d’un tenseur en terme de série, et en retenant pour la
partie non-constante le terme du premier ordre uniquement, on obtient le résultat suivant :

nU=(U+U" -I)+. -  ~lnU°+ U (A.14)

On a donc ’expression suivante pour la partie non-constante du tenseur taux de déformation :

1
D¢ = ERW* . FH9 (A.15)

avec ah
FI° = ¢ (A.16)

g 90X,

¢; étant une mesure de I'amplitude du mode “hourglass” dans la direction ¢ :
g =Tz (A.17)
que P'on appellera déformation “hourglass”.

Remarque : On peut également exprimer le tenseur U*”“ d’une autre maniere. En effet, on
peut écrire la deformation logarithmique sous la forme :

1 1
U = SIn(F' - F)= U’ + §(F0t LFU9 4 PR FO) 4 (A.18)
Dans ce cas, on peut donc approximer la partie non-constante du tenseur taux de déformation
par :

D FO'. F7e 4 Frot. po) (A.19)

1
= E(
c’est-a-dire qu’on utilise le tenseur FO'. prc symétrisé, alors que le tenseur R FHC yest pas
forcément symétrique. En pratique, cela a peu d’importance puisque, comme nous le verrons,
la partie cisaillement des grandeurs “hourglass” n’intervient pas dans la stabilisation. En fait,
qu’on utilise 'expression (A.15) ou ’expression (A.18), cela revient a travailler dans un espace
intermédiaire & = R* -z (ouz = F°'. x), les autres grandeurs intervenant dans les relations
(A.16) et (A.17) étant relatives a la configuration de référence. a

Afin de résoudre les problemes de “locking” en cisaillement, on ne considere pas la par-
tie cisaillement du tenseur taux de déformation “hourglass”, tandis que pour supprimer le
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“locking” en déformation volumique, on projette ce tenseur sur la ligne des déformations iso-
chores de maniére & le rendre entierement déviatorique (voir Bindeman et Belytschko (1%)).
On obtient alors I'expression suivante pour le tenseur taux de déformation hourglass :

D tedi gy — ez iy
1
HG ~ 9h ~ 9h
D = §2G = E —€Q1W -I— €QQW (AQO)
HG
0
12

ou les §; sont les déformations “hourglass” dans I’espace intermédiaire (§; = I';&;7) et ot I’on
a écrit le tenseur taux de déformation sous forme vectorielle. Le parametre e est un coefficient
auquel on donne normalement une valeur de 0.5, ce qui correspond & une projection normale
du taux de déformation hourglass sur la ligne des déformations isochores. Pour travailler dans
un espace de référence insensible aux rotations de la matiere, on va décomposer 'expression
(A.20) en ses contributions en £ et en 5. Plus précisément, ce sont les dérivées spatiales de h
que ’on va décomposer :

oh o -10h

0X; M0g,

ot JY est le jacobien de la transformation des coordonnées isoparamétriques vers la configu-
ration de référence. On peut donc écrire les expressions suivantes :

(A.21)

DHG = At — Ay N
DgG = —Agff + A€y (4.22)
ol
A = )
A N (A.23)
Ae? = E(Ju G+ @)

Les “contraintes hourglass” dans la configuration intermédiaire sont alors obtenues tres

simplement (voir Stainier et Ponthot (124))
ol = Qi¢+Qin- Q5 - Qi (4.24)
ol = Qi - Qin+ Q5+ Q
ol -
Q°=R.-Q (A.25)
et
QF = 5Q5 +mesy i)
Q1 = BQY + 2l i) (4.26)
Q3 = 8@ +2mel} " d2)
Qf = AR +2uel}y )

ou p est un des coefficients de Lamé (égal au module de cisaillement (7). Le coefficient 3 est
issu du schéma d’intégration de la loi constitutive par une méthode de type retour radial :

Sij 8@']‘
6= 0<p<1 (A.27)
SZTJ,SUSZTJ,SU
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ou s;; représente le tenseur des contraintes déviatoriques finales et s;7" le prédicteur élastique,
toutes ces grandeurs étant relatives au point de Gauss étudié (voir chapitre 3).

Les forces internes nodales sont alors obtenues par ’expression suivante :

0 HG
o1 011

f by + 6%’)’ —6%’)’ bs
{ ! :/ ) - 00, +ors | dv (A.28)
f2 Vv —e3.7 b2 + emint b1
! ! P

Etant donné la forme linéaire en (&, ) des % et des 0/1%, les termes mixtes disparaissent et

on peut écrire les forces internes de la maniere classique, mais en y ajoutant des forces de
stabilisation de la forme suivante :

o 2 3 (ot — o)y
A A (20)
2 v 26@(‘722 — o )Y

En exprimant toutes les grandeurs en termes de £ et 1 et en intégrant, on obtient finalement :

= Y| (7@ - @+ b5 - @) )
o= S| (L7 QE- QD + k(@5 - QD)

oil on a fait ’hypothese que le déterminant du jacobien J! était constant et égal & sa valeur
au centroide :

dV = det Jl‘odfdn (A.31)



Annexe B

Algorithmes de positionnement sur
un maillage

Quand, au cours du calcul, on change de discrétisation, on se trouve confronté au probleme
de transférer un certain nombre de variables de I’ancien maillage vers le nouveau. Comme a
priori les deux maillages peuvent étre fortement différents, il est nécessaire de rechercher la
position des neeuds ou des points de Gauss du nouveau maillage relativement aux éléments de
I’ancien maillage. Ce processus de recherche doit étre répété un grand nombre de fois et peut
représenter une part importante du colt en temps CPU de l"opération globale de transfert
des données. C’est pourquoi I'efficacité de 'algorithme de positionnement que ’on choisira
est un facteur important.

Le probleme se pose comme suit :

Etant donné un point P, quel est l’élément n. du maillage donné dans lequel il se
trouve.

L’algorithme de positionnement le plus simple consiste a tester de maniére systématique
chaque élément du maillage. Le test consiste en la résolution du systeme suivant :

Nf(&)es = @p (B.1)

ou les N7 sont les fonctions de forme de I’élément testé et x5 les coordonnées de ses noeuds.
Cette méthode de recherche systématique demande de 'ordre de N,y opérations par recher-
che, ou N,;y mesure la taille du maillage (nombre d’éléments p.e.), mais aucun pré-traitement
des données topologiques. Cette méthode peut donc suffire lorsque le maillage de référence
est plutot grossier, comme c’est par exemple souvent le cas lors de la génération du pre-
mier maillage. Mais on concoit bien l'intérét de réduire quelque peu le nombre d’opérations
nécessaires lorsque 'on a a traiter des maillages plus fins.

Peraire et al. (199)

ont proposé un algorithme de positionnement dédicacé au cas des
maillages triangulaires, en utilisant les résultats du test sur un élément pour déterminer lequel
de ses voisins il est le plus indiqué de tester ensuite. En effet, les coordonnées barycentriques
(L1, Lz, L3) d’un triangle permettent de diviser le plan de I’élément (c’est-a-dire 'espace
complet en 2D) en plusieurs zones, comme illustré a la figure B.1. La recherche de la position

du point P s’opere donc comme suit : partant d’un élément triangulaire donné, on calcule
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les coordonnées barycentriques du point P relativement a I’élément ; si les trois coordonnées
(L1, Lz, L3) sont comprises entre 0 et 1, le point est situé dans 1’élément, sinon on répete
I’opération pour le voisin e; ou ¢ est l'indice de la coordonnée de valeur minimale (voir
figure B.1). On continue le processus jusqu’a trouver I’élément contenant le point P. Cet
algorithme traverse donc le maillage plutot que de le balayer systématiquement, ce qui permet
en moyenne de gagner en nombre d’opérations, surtout si I’on part & chaque fois du dernier
élément trouvé (pour le point P précédent), puisque deux recherches consécutives concernent
généralement des points voisins dans l’espace. Cette méthode peut cependant poser des
problemes dans le cas d’un domaine non-convexe, car le chemin vers 1’élément recherché peut
alors sortir du maillage. La solution dans ce cas est de compléter le maillage de départ avec
des éléments fictifs de maniere a remplir son enveloppe convexe. Il peut également arriver que
le point P soit légerement en dehors du maillage, suite a une discrétisation différente de la
frontiere pour le nouveau maillage par exemple, mais il suffit alors de considérer sa projection
sur 1’élément le plus proche. Cette méthode est plus économe en opérations lors du processus
de recherche, mais elle demande en contrepartie une meilleure connaissance de la topologie du
maillage sur lequel on mene la recherche : chaque élément doit pouvoir adresser ses voisins.
Une partie du coiit de calcul est donc reportée dans la partie pré-traitement, mais on y gagne
quand méme au total.

L, =min(L,,L,,L3)

. 001)g - ----@
L, =min(L,,L,,L3) IN |

Ly = min(L, ,L, ,L3)

Figure B.1: Les différentes zones définies par les coordonnées barycentriques du triangle

L’extension de la méthode de Peraire au cas d’un maillage quadrangulaire n’est pas
immédiate. En effet, I'inversion des fonctions de forme du quadrangle bilinéaire permet
seulement de déterminer si le point P se trouve a I’intérieur de I’élément ou pas. On n’a donc
plus d’information sur la direction dans laquelle on peut orienter la recherche. Il existe cepen-
dant une solution simple : il suffit de diviser le quadrangle en deux triangles. On peut alors
appliquer 1"algorithme précédent de la maniere suivante : pour tester un élément quadrangu-
laire, on calcule d’abord les coordonnées barycentriques de P dans le triangle 1 — 2 — 3 (voir
figure B.2) ; si les trois coordonnées sont comprises entre 0 et 1, alors P est dans 1’élément,
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si la coordonnée de valeur minimale est Ly, on teste le voisin ey, si ¢’est L3, on teste le voisin
e1 et si c’est Ly, on passe au triangle 1 — 3 — 4.

®

Figure B.2: Extension de la méthode de Peraire aux quadrangles

Remarque : le calcul des coordonnées barycentriques est une opération simple, mais impli-
quant cependant un certain nombre de multiplications et de divisions (opérations cotteuses
au niveau informatique). Il est donc intéressant de simplement vérifier si le point P se trouve
dans la boite rectangulaire (de cotés paralleles aux axes) enveloppant 1’élément testé avant
d’éventuellement inverser les fonctions de formes si ¢’est bien le cas. On peut ainsi accélérer
la recherche de maniere non-négligeable. |

Certains auteurs ont proposé des méthodes pour lesquelles le cotit de recherche se réduit
a Pordre 1, c’est-a-dire devient indépendant de la taille du maillage. Par exemple, Jansen
et al. (2 ont proposé une méthode, baptisée “smart bucket algorithm”, qui se base sur la
superposition d’un maillage rectangulaire structuré sur le maillage de départ. Cela permet
de ne tester que les quelques éléments se trouvant dans un certain voisinage du point P. 1l
faut cependant faire remarquer que cela demande un processus de construction du maillage
structuré et de préparation des données dont le coiit est de l'ordre N, (a réaliser une seule
fois cependant). Bien que cette méthode soit d’apres ses auteurs une des plus performantes,
nous avons préféré, au vu de sa simplicité conceptuelle, nous contenter de 1’algorithme de
Peraire étendu au cas des quadrangles comme nous ’avons expliqué ci-dessus.
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Annexe C

Splines cubiques

Lors d’un remaillage, un des premiers problemes qui se posent est celui d’obtenir une repré-
sentation continue de la frontiere des domaines, alors que celle-ci est décrite par un nombre
fini de nceuds. Remarquons que le probleme peut également se poser lors de la modélisation
initiale, ou les contours du domaine étudié peuvent étre décrites sous forme d’une liste de
points. L’utilisation de splines cubiques permet d’obtenir une représentation de la frontiere
par une courbe C'!, définie par morceaux.

Soient donc N points @; (i = 1,..., N) sur lesquels on veut construire une courbe. Sup-
posons également connus en tous les points le vecteur tangent w; (i = 1,..., N). Considérons
le segment [x;,®;11], paramétrisé localement par ¢ € [0,1] (figure C.1). On peut construire
le morceau de courbe suivant entre ces deux points :

z(t) = po(t)z:i + pa(Dzigr + pa(bws + pa(Huip (C.1)

ol les u; sont les fonctions d’Hermite

po(1) (1+20)(1 —1)?

() = (320 .
(i) = i1 1y (©2)
ps(h) = (f- i

L’unicité de la tangente aux points @; assure la continuité C'! de la courbe assemblée. Si
on veut maintenant travailler avec une abscisse curviligne ¢ € [0,7"] plutét qu’avec 1’abscisse

réduite £, on peut utiliser approximation de MacConalogue (81) :
t t t t
z(l) = MO(f)fBi + Ul(f)wiﬂ + Tuz(f)ui + TUS(T)UHI (C.3)

X; Xi+1

Uiiq

Figure C.1: Segment de spline cubique
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ou
3
T = - {\/fQ—I—Qge—f] (C.4)
avec
fo= (@i — ) (wigr — )
g = |lmiy1 —z? (C.5)
e = g— glluir +uil?

L’expression (C.4) donne en fait une tres bonne approximation de la longueur du segment de
spline [@;, ®;41].

Les vecteurs tangents en chaque point peuvent étre obtenus par un schéma a 3 points :

v;

u; = Toil v, = (1 —a)Az;_1 + alAx; (C.6)
U;
avec Az
x;
a = : , C7
Bt + AP 0
ol
Az, =2 — x; (C.8)
En début et en fin de courbe, on utilise un schéma décentré, avec :
Vo = (1 — Oég)(il)l - ZIZO) + OéO(ZIZQ - iIZl) (09)
et A 5
g = |Azy| (C.10)

(JAzol[ + |Az1]])? — || Azol[*

pour le premier noeud et

’UN:(1—OéN)(ZI}N—ZI}N_l)—I—OéN(ZI}N—ZI}N_Q) (C.ll)
o Az
LN-1

any = C.12

N = laan ol [Azn i F = [Azy il (C.12)

pour le dernier noceud. On peut ainsi reconstruire sur la frontiére des courbes continues sur
lesquelles on pourra positionner les nouveaux noeuds.

Pour une spline, 'intégrale (5.1) peut étre calculée par la méthode du trapeze :

A:/Ol (5(%)) dwgﬂgl (%Jr 6};) 2JT\4 (C.13)

ot NY représente le nombre de points définissant la spline, 7; est la longueur du segment &
calculée par (C.4) et M; est le nombre de pas utilisés pour 'intégration sur le segment 7. On

peut par exemple utiliser I'entier le plus proche de

T;

7 min(6;,0;11)

ol ¥ est un coefficient de sécurité. Le nombre N! de nceuds que 1’on va disposer sur la courbe
est alors pris comme 1’entier le plus proche de A. La répartition des noeuds est donnée par

I'intégrale (5.2) :
N s (1
k=— — ] d
i (5(5)) i
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Soient les entiers m et n tels que

(1 1 T; N!
Ly = —+ —— >k C.14
25 (5 + ) 2 e
On prend alors
~ Tk — Ly
—t, 4t L Tmnel 1
o * T Imn - Imn—l (C 5)

oll t, est I’abscisse curviligne cumulée & la fin du segment précédent, £, est ’abscisse réduite
relative au segment et 7' la longueur totale. I,,,,_1 est la valeur de 'intégrale que I’on avait
obtenue pour le couple (m,n) précédent. Remarquons que 'on peut avoir plusieurs s; entre
Imn—l et Imn

Dans le cas du remaillage, une simplification est possible. En effet, dans ce cas, il n’y a
qu’aux poles de définition de la spline que ’on connait la valeur de la fonction 6(s). Comme
le segment de spline [&;, ;41| ne s’éloigne normalement pas trop du segment de droite reliant
ces deux points, relativement a la taille des éléments du maillage de référence, on peut se
passer de l'intégration par la méthode du trapeze. On peut alors interpoler ¢(s) entre les
valeurs aux extrémités de la spline. Pour un segment, on a alors

1 1 .

A = / i T di (C.16)
0 6i(1—t)—|—(52'_|_1t

ce qui donne
In(é;11) — In(6; .
TZ' Il( 6—|-1) 6n( ) si 6i+1 ;é 62.
a=y e h (C7)
FZ sib; =041 =06

et les valeurs de ’abscisse réduite des nceuds a placer sur la courbe sont données par :

0; kA; (6,41 — &, .
Oip1 — 0; [exp ( (Nj}z )) - 1] i1 78

k

e §i 6= 61 =0

(C.18)

~,
>
Il
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Annexe D

Mesure de la distorsion d’un
quadrangle

Lorsque ’on utilise un schéma d’intégration temporelle explicite, la taille des pas de temps
est conditionnée par la stabilité du schéma (Belytschko (9)). En se basant sur une analyse
fréquentielle dans le cadre linéaire, Flanagan et Belytschko (#1) ont établi des bornes pour la
valeur critique du pas de temps, au-dela desquelles la stabilité du schéma n’est plus assurée.
Nous avons montré (Stainier et Ponthot (124)) que I’on pouvait étendre ['usage de ces bornes
au cas non-linéaire. En explicite, on utilisera donc un pas de temps donné par :

P

At=ry |—2P
i (A4 20)birbig

(D.1)

ol p est la densité, A et u les coefficients de Lamé, v un coefficient de sécurité (0 <y < 1) et
ou les b;; sont les dérivées des fonctions de forme évaluées en £ = n = 0 (voir annexe A). Si
on calcule leur expression en termes des positions nodales, on obtient :

bi [3/24 Y31 Ya2 3/13]

1
24
t 21 (D.2)

[9042 T13 224 9031]

ou A est l’aire de I’élément

1
A= 5(9631 Yaz + 24 Y31)

et ol z;; et y;; représentent x; —z; et y; —y; respectivement (voir figure D.1). Le pas de temps
dépend donc des propriétés matérielles a travers p, A et p et de la géométrie des éléments
au travers des b;7. En fait, on peut méme considérer que les b;; définissent une longueur
caractéristique de 1’élément qui serait donnée par :

[ (D.3)

S Vbihir '

Si on remplace les b;; par leur expression, on peut voir que le produit b;rb;; est proportionnel
a la somme des carrés des longueurs des diagonales de I’élément. On peut également tracer
le lieu des positions nodales optimales pour un élément d’aire A donnée (voir figure D.2). La
forme carrée fait bien entendu partie des géométries optimales.
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Figure D.1: Numérotation des noeuds du quadrangle

Figure D.2: Lieu des positions nodales optimales pour un quadrangle d’aire donnée
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La déformation du maillage initial au cours du temps a souvent comme effet de faire
diminuer le pas de temps, parfois de quelques ordres de grandeurs. Dick et Harris (290 ont
donc proposé de limiter la réduction du pas de temps & une certaine valeur, au dela de laquelle
il est décidé de remailler. Cette approche se place dans une certaine logique puisque, comme
nous ’avons vu, la longueur L. traduit en partie la distorsion de 1’élément. Cela nous a
inspiré le développement d’un indicateur de distorsion général, qui serait utilisable aussi bien
en explicite qu’en implicite. A cet effet, on considérera la grandeur adimensionnelle suivante :

9534 + 3/%4 + 9531 + 3/52)1
24

Abirbir =
qui sera toujours positive. Pour un rectangle de coté a sur b, on obtient

a? + b?
ab

et donc pour un carré, la grandeur est égale a 2, tandis qu’elle tend vers I’infini avec ’aspect
ratio (a/b ou b/a). Puisque 'on considere I’élément carré comme étant optimal, on définit
I’indicateur de distorsion suivant :

T = Aszbi[ -2 (D4)

qui varie entre 0 pour le carré et +oc pour un élément infiniment allongé. Exprimé en termes
des positions nodales, on aura :
2 2
(224 — y31)* + (231 + Y24)

T = 54 (D.5)

qui nous servira d’indicateur de distorsion décidant de I’instant du remaillage.
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