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Introduction

Dans cette thèse, on étudie la topologie à l’infini d’espaces obtenus en quotientant un espace
hyperbolique par un groupe ayant de bonnes propriétés. Plus précisément, on considère le quotient
X/H d’un espace métrique X géodésique propre hyperbolique par un groupe H quasi-convexe-
cocompact d’isométries de X.

Théorie géométrique des groupes et groupes hyperboliques

Comme son nom l’indique, la théorie géométrique des groupes consiste en l’étude des liens entre
la géométrie et la théorie des groupes. Plus précisément, la théorie géométrique des groupes explore
les relations entre les propriétés algébriques des groupes de type fini et les propriétés géométriques et
topologiques des espaces sur lesquels ils agissent. Pour ce faire, les groupes de type fini sont généra-
lement considérés comme des objets géométriques à travers leurs graphes de Cayley. L’étude de ces
graphes permet d’établir des propriétés profondes des groupes qu’un examen purement combinatoire
ou algébrique ne saurait révéler. La richesse de la théorie géométrique des groupes repose donc sur
la grande variété de méthodes issues de différentes branches des mathématiques qui peuvent être
employées.

La théorie géométrique des groupes découle de la théorie combinatoire des groupes déjà étu-
diée au 19e siècle. Elle repose sur des travaux précurseurs initiés dans la première moitié du 20e

siècle par M.Dehn, J.Nielsen, O.Schreier, E.R.van Kampen pour n’en nommer que quelques-uns, qui
introduisent des idées topologiques et géométriques dans l’étude des groupes. Plus tard, d’autres
travaux amènent vers cette théorie, comme la théorie de la petite simplification, introduite par
M.Greendlinger dans les années 60 et la théorie de Bass-Serre, introduite en 1977 dans le livre de
J-P.Serre [Ser77]. La théorie géométrique des groupes en tant que telle est généralement datée de
la fin des années 80. L’engouement pour cette discipline a été largement motivé par les travaux de
M.Gromov [Gro87] [Gro93] où sont notamment introduits les groupes hyperboliques.

Algorithme de Gerasimov

Le théorème suivant dû à V.Gerasimov [Ger99] illustre une approche algorithmique de l’étude
des groupes hyperboliques.
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Théorème 3.1.1. Etant donné une présentation finie d’un groupe hyperbolique, il existe un al-
gorithme permettant de décider si ce groupe est un produit libre non trivial et en calculer une
décomposition de Grushko.

Etant donné une présentation finie d’un groupe hyperbolique G, l’algorithme de Gerasimov
consiste à construire deux suites de propositions (Pn)n et (Qn)n pour lesquelles on peut décider à
chaque instant si elles sont satisfaites ou non par G et vérifiant :

— Si Pn est vraie alors le groupe G n’est pas un produit libre ;
— Si Qn est vraie alors le groupe G est un produit libre et on a un scindement explicite de G.

A chaque instant n, on teste alors simultanément Pn et Qn. Il existe un rang pour lequel l’une des
deux propriétés sera réalisée. L’algorithme détermine de cette façon si le groupe G se décompose ou
non en un produit libre non trivial.

La condition de Bestvina-Mess

B.H.Bowditch (voir [Bow99]) et G.A.Swarup (voir [Swa96]) ont démontré indépendamment que
si le bord d’un groupe hyperbolique est connexe alors il ne contient pas de points de coupure globaux.
Par ailleurs, dans l’article [BM91, §3], M.Bestvina et G.Mess se sont intéressés à la propriété

(‡M ) Il existe un entier L > 0 tel que pour tout R ≥ δX et pour tous points x, y ∈ S(x0, R)

tels que d(x, y) ≤M , il existe un chemin de longueur inférieure ou égale à L joignant
x à y en dehors de la boule B̄(x0, R− δX).

Ils ont en particulier montré que si le bord d’un groupe hyperbolique ne contient pas de points de
coupure globaux alors il existe un entier M > 0 tel que le groupe satisfait la propriété (‡M ). On
remarque alors que cette propriété convient pour tenir le rôle de Pn dans l’algorithme de Gerasimov.
Décider si le bord d’un groupe hyperbolique est connexe ou de façon équivalente, décider si un groupe
hyperbolique a un bout revient à vérifier s’il existe M > 0 tel que la propriété (‡M ) est satisfaite
par le groupe.

On note X un espace métrique géodésique δ-hyperbolique. On suppose que l’on peut prolonger
les géodésiques dans X c’est-à-dire qu’il existe une constante µ telle que pour tout point de X,
il existe un rayon géodésique issu du point de base de X passant à moins de µ de ce point. On
dit dans ce cas que µ est une constante de prolongement des géodésiques dans X. La condition de
Bestvina-Mess intervient dans un autre résultat sur le bord d’espaces hyperboliques : s’il existe un
réel M supérieur à une certaine constante ne dépendant que de δ et µ telle que X satisfait (‡M )

alors le bord de X est localement connexe. La condition de Bestvina-Mess donne donc un critère
effectif pour la connexité locale du bord de l’espace hyperbolique X.

Bouts relatifs

La théorie des bouts a été introduite par H.Freudenthal dans l’article [Fre31] dans le cadre
des espaces topologiques. Or toute quasi-isométrie entre espaces géodésiques propres induit un
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homéomorphisme entre leur espaces des bouts. C’est ainsi que la notion de bouts est étendue aux
groupes de type fini. Dans l’article [Hop44], H.Hopf montre qu’un groupe de type fini admet 0, 1, 2

ou une infinité de bouts. Par ailleurs, le théorème de Stallings (voir [Sta71]) indique qu’un groupe
ayant une infinité de bouts est un produit libre. Ces résultats soulignent les liens entre les propriétés
algébriques des groupes de type fini et les propriétés asymptotiques de leurs graphes de Cayley.

Dans les années 50, la notion de bouts fut généralisée par A.Borel [Bor53] à des couples de
groupes ; on parle dans ce cas de bouts relatifs d’un couple de groupes. Ces travaux furent ensuite
approfondis par C.Houghton [Hou74] puis par P.Scott sous un nouveau formalisme dans [Sco78].

Si G est un groupe de type fini et H est un sous-groupe de G, le nombre de bouts relatifs du
couple (G,H) est alors le nombre de bouts d’un graphe de Schreier associé. En particulier, on peut
noter l’absence d’un résultat équivalent au théorème de Hopf pour les bouts relatifs.

Cela motive la question suivante.

Question F. Etant donné une présentation finie d’un groupe hyperbolique G et un sous-groupe
H, peut-on décrire la topologie à l’infini des graphes de Schreier associés au couple (G,H) ? En
particulier, existe-t-il un algorithme permettant de déterminer le nombre de bouts relatifs du couple
(G,H) ?

Exemples

Observons dans un premier temps le cas d’un groupe libre F sur un ensemble fini S et d’un
sous-groupe H de type fini. Comme F est de type fini, le graphe de Schreier est quasi-isométrique
au quotient d’un graphe de Cayley de F par H.

Le graphe de Cayley du groupe F par rapport à S est un arbre T . En particulier, le groupe F
agit géométriquement – c’est-à-dire par isométrie, proprement discontinument et cocompactement
– sur cet arbre T . Si x0 est un point de T , la réunion des segments h · [x0, sx0] pour s ∈ SH et pour
tout h ∈ H forme un sous-arbre connexe de T et donc un convexe T ′ de T . Par définition de T ′, H
agit géométriquement sur T ′. Cela signifie alors que H est quasi-isométrique au convexe T ′.

L’espace quotient T/H a la forme de la figure 1 : c’est la réunion d’un graphe fini convexe et
d’une famille finie d’arbres disjoints enracinés sur ce convexe en un point. Notons l’existence d’une
projection naturelle de T/H sur un convexe C que l’on nomme cœur convexe. Chaque arbre se
projette alors sur sa racine dans le convexe. Comme chacun de ces arbres admet une infinité de
bouts, il en sera de même pour T/H. Donc le couple (F,H) a une infinité de bouts relatifs.
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C

Figure 1 – Forme de T/H

On reprendra en détail cet exemple dans la section 1.6.

————————

Considérons maintenant une surface orientée fermée S de genre g ≥ 2 munie d’une métrique hy-
perbolique. Le groupe de surface π1(S) = G est donné par la présentation finie 〈a1, . . . , ag, b1, . . . , bg |
a1b1a

−1
1 b−11 . . . agbga

−1
g b−1g 〉. Son graphe de Cayley par rapport au système générateur donné par

la présentation de groupe forme un pavage du plan hyperbolique par des 4g-gones. Le groupe de
surface G agit géométriquement sur le revêtement universel H2 de S. Le groupe G est donc quasi-
isométrique au plan hyperbolique pavé par des 4g-gones. En particulier, chaque 4g-gone est un
domaine fondamental pour l’action de G sur H2.

Considérons maintenant une sous-surface Σ de S de bord totalement géodésique. La figure 2
illustre l’exemple pour g = 3.

S Σ

Figure 2 – Surface fermée de genre 3 et sous-surface à bord totalement géodésique

Si on considère un revêtement universel de la surface S en un point base appartenant à Σ, la
composante connexe du revêtement contenant un relevé de ce point est un polygone convexe C ayant

4



une infinité de côtés. En particulier, le groupe fondamental π1(Σ) = H agit cocompactement sur C
et C/H est isomorphe à Σ.

C

H2

Figure 3 – Convexe C dans H2 et projection sur C

Comme le revêtement universel est le plan hyperbolique H2, il existe toujours une projection
orthogonale H-équivariante sur le convexe C (voir [BH99, II.2]). Les segments géodésiques joignant
des points de H2 à leur projetés sur le convexe C sont tous distincts modulo l’action de H.

L’espace formé en quotientant un graphe de Cayley de G par le groupe H a donc la forme de la
figure 4.

Σ

Figure 4 – H2/H

On observe alors que le nombre de bouts du couple (G,H) est égal au nombre de composantes
connexes du bord de Σ.

Quasi-convexité

Ces exemples montrent que sous certaines conditions, il est possible de déterminer le nombre
de bouts relatifs d’un couple de groupes. On remarque que les sous-groupes H considérés dans ces
exemples ont la particularité d’être quasi-isométriques à un convexe ; ce sont des groupes quasi-
convexes.

Les sous-groupes quasi-convexes des groupes hyperboliques sont connus pour leur nombreuses
propriétés intéressantes. Par exemple, un sous-groupe quasi-convexe d’un groupe hyperbolique est
à son tour de type fini, hyperbolique et donc de présentation finie. De plus les sous-groupes finis, les
sous-groupes d’indice fini et les conjugués de sous-groupes quasi-convexes de groupes hyperboliques
sont quasi-convexes. L’ensemble de ces bonnes propriétés expliquent pourquoi les sous-groupes quasi-
convexes de groupes hyperboliques sont très largement étudiés (voir par exemple [Gro87], [CDP90],
[GdlH90], [ABC+91], [GS91], [Arz01], [Swe01]).
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————————

En toute généralité, la réponse à la question F est négative. Notons G un groupe hyperbolique
et H un sous-groupe de G. La quasi-convexité du sous-groupe H est une condition nécessaire à
l’existence d’un algorithme permettant de calculer le nombre de bouts relatifs d’un couple (G,H).

Théorème 3.1.2. On peut construire une présentation finie d’un groupe hyperbolique et un sous-
groupe de ce groupe pour lesquels on ne peut déterminer ni le nombre de bouts relatifs, ni si celui-ci
est fini.

Etant donné une présentation finie de groupes, la construction de Rips fournit un groupe hyper-
bolique G (en fait un groupe à petite simplification) et un sous-groupe H pour lesquels le nombre
de bouts relatifs dépendra des propriétés de la présentation de groupe initialement considérée. Le
nombre de bouts relatifs de (G,H) est :

— nul si et seulement si le groupe défini par la présentation est réduit à un élément ;
— égal à 2 si et seulement si le groupe défini par la présentation est de cardinal 2 ;
— infini si et seulement si le groupe défini par la présentation est de cardinal supérieur stricte-

ment à 2.
Ces propriétés sont en fait des propriétés de Markov, c’est-à-dire qu’il existe deux groupes de

présentation finie G+ et G− tels que
— G+ satisfait la propriété ;
— si G− est plongé dans un groupe de présentation finie alors ce groupe ne satisfait pas la

propriété.
L’importance de cette classe de propriétés des groupes de présentations finies repose tout d’abord

sur le fait que la plupart des propriétés bien connues des groupes sont des propriétés de Markov,
comme par exemple être trivial, fini ou abélien. De plus, les propriétés de Markov ne peuvent pas
être reconnues algorithmiquement (voir [Ady55], [Rab58]). C’est ainsi que l’on montre qu’il n’existe
pas d’algorithme pour déterminer le nombre de bouts relatifs d’un couple (G,H) en général.

Hyperbolicité d’espaces quotients

On s’intéresse aux espaces quotients X/H formés d’un espace métrique X géodésique propre
hyperbolique quotienté par un groupe H quasi-convexe-cocompact sans torsion d’isométries de X.
Cela signifie que l’action de H sur l’enveloppe convexe faible C(ΛH) de l’ensemble limite de H
– c’est-à-dire la réunion des géodésiques bi-infinies d’extrémités dans ΛH – est géométrique. On
suppose de plus que δX est une constante de prolongement des géodésiques dans X. On fixe un
point x0 dans l’enveloppe convexe faible C(ΛH) de l’ensemble limite de H et on prend x0 , l’orbite
de x0 pour l’action de H sur X, comme point base de l’espace quotient X/H.

On remarque tout d’abord que loin de l’orbite de x0 pour H, un point et son translaté par un
élément de H ne peuvent pas être proches. Plus précisément, un premier résultat indique qu’il existe
une constante α – ne dépendant que de la constante d’hyperbolicité δX de X et de la constante de
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quasi-convexité de H – telle que tout élément non-trivial h de H et tout point x de X à distance
au moins α de l’orbite H · x0 vérifient d(x, hx) ≥ 100δX .

L’article [Kap02] (non publié) fournit une preuve 1 du résultat suivant cité sans démonstration
dans [Gro87, §5.3] .

Théorème 2.1.2. L’espace quotient X/H est un espace métrique hyperbolique.

I.Kapovich démontre ce résultat en montrant que tous les bigones de X/H sont fins. Dans cette
thèse, on donne une preuve du Théorème 2.1.2, basée sur le lemme d’approximation par les arbres.
On montre que pour tous points x,y,z de X/H, leurs produits de Gromov vérifient l’inégalité

〈y,z〉x0 ≥ min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} − δ.

Le cas des arbres est démontré en prenant pour δ le diamètre du cœur convexe C(ΛH)/H et en
utilisant le fait que l’espace quotientX/H est formé du cœur convexe C(ΛH)/H sur lequel s’enracine
un nombre fini d’arbres comme vu dans l’exemple ci-dessus. L’utilisation du lemme d’approximation
par les arbres dans la démonstration se fait au travers du lemme de contraction des projections sur
un quasi-convexe. Ce lemme indique que la distance entre la projection de deux points de l’espace
sur un quasi-convexe est bornée.

Si on note δX/H la constante d’hyperbolicité de l’espace quotient X/H, les résultats précédents
induisent un revêtement du complémentaire de l’orbite épaissie (H ·x0)+δX/H dans le complémentaire
de la boule fermée B̄ (x0 , δX/H). La démonstration de l’hyperbolicité de X/H indique en particulier
que la boule B̄ (x0 , δX/H) contient le cœur convexe C(ΛH)/H.

Bord d’espaces quotients

Dans le cas où le bord de X est connexe, on a déjà vu qu’un résultat de M.Bestvina et G.Mess
indique que le bord de X est aussi localement connexe. L’ensemble limite ΛH étant fermé dans ∂X,
le bord de X privé de ΛH est aussi localement connexe par arcs. En quotientant par H, on obtient
alors un revêtement de ∂XrΛH dans ∂(X/H) et le bord de l’espace quotient X/H est donc encore
localement connexe.

Considérons maintenant une variation de la condition de Bestvina-Mess à savoir pour M > K

positifs,

(‡M,K) Il existe un entier L > 0 tel que pour tout R ≥ K + 2δX et pour tous points x ∈
S(x0, R) et y ∈ S(x0, R)+K tels que d(x, y) ≤M , il existe un chemin de longueur
inférieure ou égale à L joignant x à y en dehors de la boule B̄(x0, R−K − 2δX).

Une démonstration analogue à celle du résultat de M.Bestvina et G.Mess cité ci-dessus permet de
montrer que, pour M > 4K + 18δX + 6, si l’espace X satisfait la propriété (‡M,K) alors le bord de
X est localement connexe.

1. Il y mentionne que ce résultat se retrouve aussi dans la thèse de R.Foord [Foo00] qui n’a malheureusement pas
fait l’objet de publications.
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Cependant l’étude des bouts de X/H nécessite une caractérisation effective de la connexité
locale du bord de l’espace quotient. C’est pourquoi on introduit une condition analogue à celle de
Bestvina-Mess pour l’espace quotient. Pour M > 0, on note

(†M ) Il existe un entier L > 0 tel que pour tout R ≥ max{M + δX/H , 8δX/H} et pour tous
points x,y ∈ S(x0 , R) tels que d(x,y) ≤M , il existe un chemin de longueur inférieure
ou égale à L joignant x à y en dehors de la boule B̄ (x0 , R− 8δX/H).

Le lien entre les propriétés (†M ) et (‡M,K) est donné par le résultat suivant.

Proposition 2.2.4. Si l’espace métrique X satisfait la condition (‡M,4δX/H
) pour M > 4δX/H ,

l’espace quotient X/H satisfait la propriété (†M ).

La preuve consiste à considérer, pour M > 0 fixé, deux points x, y de X/H satisfaisant les
hypothèses de (†M ) puis à les relever astucieusement dans X en les points x, y respectivement. En
étudiant les projections de ces relevés sur le quasi-convexe (H · x0)+δX/H (qui contient l’enveloppe
convexe faible C(ΛH)), on montre que les points x et y satisfont les hypothèses de la condition
(‡M,4δX/H

). Comme l’espace métrique X satisfait la condition (‡M,4δX/H
), il existe un chemin de

longueur finie joignant x à y en dehors de B̄(x0, R − 4δX/H − 2δX). Il reste alors à vérifier que la
projection de ce chemin dans X/H est en dehors de la boule B̄ (x0 , R− 8δX/H).

Nombre de bouts relatifs

Comme l’illustrent les exemples vus-précédemment, l’idée est d’établir un lien entre les compo-
santes connexes du cœur convexe et l’ensemble des bouts de X/H. Pour cela on procède en deux
étapes. Dans un premier temps, on détermine ces « composantes connexes » comme étant des classes
d’équivalence sur la sphère. On associe ensuite à chaque classe d’équivalence son « ombre » en dehors
de la sphère. D’autre part, on lie ces ombres aux bouts de l’espace quotient X/H.

————————

En s’inspirant de la condition (†M ), on définit une relation d’équivalence sur les sphères centrées
en x0 dans X/H : deux points x, y de la sphère SR de rayon R ≥ R0 sont dits équivalents s’il existe
un chemin de longueur finie les joignant en dehors de la boule B (x0 , R− 3δX/H) et on note x R∼ y.

On définit ensuite l’ombre d’une classe d’équivalence comme étant l’ensemble des points en
dehors de la boule B (x0 , R0) dont la projection sur la sphère SR0

est dans cette classe d’équivalence.
Appartenir à une ombre est alors une relation d’équivalence pour les points en dehors de la boule
B (x0 , R0). Par construction, l’ensemble des ombres dans l’espace quotient est en bijection avec
l’ensemble des classes d’équivalence pour la relation

R0∼ sur la sphère SR0
.

————————
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On établit ensuite un lien entre les ombres et les bouts de l’espace quotient X/H. On se place
dans le cas où l’espace X satisfait la condition (‡M,4δX/H

) pour M ≥ C(δX/H) une constante ne
dépendant que de δX/H et R0 ≥M + δX/H .

On observe que les projections sur la sphère SR0
de points sur un rayon géodésique issu de

x0 sont toutes équivalentes entre elles. La relation « appartenir à une ombre » pour les points de
X/H s’étend naturellement aux rayons de X/H et l’ensemble des rayons géodésiques issus de x0
se surjecte sur l’ensemble des ombres de X/H.

Une récurrence sur la distance à x0 montre que tous points de l’espace quotient appartenant à
une même ombre sont joints par un chemin de longueur finie en dehors de la boule centrée en x0 de
rayon inférieur à la distance minimale de ces points à x0 . On est alors en mesure de montrer que
deux rayons géodésiques appartiennent à une même ombre si et seulement s’ils convergent vers un
même bout de X/H. Il s’en suit que l’ensemble des ombres de X/H est en bijection avec l’ensemble
des bouts de X/H.

————————

On peut alors en déduire le résultat central de cette thèse.

Théorème 2.3.12. L’ensemble des bouts de X/H est en bijection avec l’ensemble des classes
d’équivalence sur la sphère SR0

pour la relation
R0∼. En particulier, le nombre de bouts de X/H est

égal au nombre de classes d’équivalence sur cette sphère.

Ainsi, si l’espace X satisfait la condition (‡M,4δX/H
) pour M ≥ C(δX/H) et R0 ≥ M + δX/H , le

nombre de bouts de X/H est fini car borné par le cardinal de la sphère SR0
.

Algorithme pour déterminer le nombre de bouts relatifs

On se place maintenant dans le cas d’un groupe hyperbolique G de bord connexe donné par une
présentation finie 〈S | R〉 et d’un sous-groupe quasi-convexe H. On note X le graphe de Cayley de
G par rapport à S et on fixe un point x0 dans l’enveloppe convexe faible de ΛH. En particulier,
l’ensemble des bouts relatifs du couple (G,H) est ici l’ensemble des bouts de X/H.

Dans un premier temps, on remarque que dans ce cas on peut appliquer le Théorème 2.3.12.
Pour ce faire, on combine un résultat de B.H.Bowditch et de G.A.Swarup qui indique que le bord
d’un groupe hyperbolique ayant un seul bout n’admet pas de points de coupure globaux à un
analogue d’un deuxième résultat de M.Bestvina et G.Mess qui assure que s’il existe des constantes
M > K > 0 telles que X ne satisfait pas la condition (‡M,K) alors le bord de X admet un point de
coupure global. Le Théorème 2.3.12 peut alors s’appliquer à X/H et on en déduit que le nombre
de bouts relatifs du couple (G,H) est égal au nombre de classes d’équivalence pour la relation

R0∼
sur SR0

.
On note au passage que l’on peut déterminer l’ensemble des constantes apparaissant dans ces

résultats en fonction de la constante d’hyperbolicité de G.
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On construit ensuite un algorithme permettant de déterminer le nombre de bouts de l’espace
quotient X/H. Cela signifie que l’on recherche une procédure permettant de déterminer le nombre
de classes d’équivalence sur la sphère SR0

pour la relation
R0∼. Cela repose sur le fait que deux points

de SR0
qui sont joints par un chemin de longueur finie en dehors de B̄ (x0 , R0 − 8δX/H) sont joints

par un chemin injectif qui reste dans la boule B
(
x0 , R0 + 1

2(#S)R0
)
. En dessinant l’anneau ouvert

A(x0 , R0− 8δX/H , R0 + 1
2(#S)R0), on est alors en mesure de déterminer les classes d’équivalence sur

SR0
.
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Plan de la thèse

Cette thèse est découpée en trois parties. Le premier chapitre rappelle les définitions et résultats
de géométrie hyperbolique classiques utilisés dans cette thèse. Au fil de ce chapitre, on reprend
aussi les exemples des groupes libres et des groupes de surfaces cités précédemment afin d’illustrer
certains résultats.

Dans le second chapitre de cette thèse, on s’intéresse aux espaces quotients X/H formés d’un
espace métrique X géodésique propre hyperbolique quotienté par un groupe H quasi-convexe-
cocompact sans torsion d’isométries de X. Dans un premier temps, on explore différentes propriétés
des espaces quotients et leurs bords. En particulier, on montre l’hyperbolicité des espaces quotients
(Théorème 2.1.2). On s’intéresse ensuite à une propriété (†M ) pour l’espace quotient X/H héritée
d’une variation (‡M,K) de la condition de Bestvina-Mess pour X. Cette condition permet de définir
une relation d’équivalence sur les sphères de X/H contenant le cœur convexe C(ΛH)/H. Les classes
d’équivalence sur une telle sphère décrivent des ombres dans X/H qui sont elles-même en bijection
avec les bouts de X/H. Cela induit un résultat clé, à savoir, le nombre de bouts de l’espace quotient
X/H est déterminé par les classes d’équivalence sur une sphère fixée.

Le troisième chapitre regroupe différentes applications à la théorie des groupes de résultats liés
aux espaces quotients. On y voit tout d’abord l’importance de l’hypothèse de quasi-convexité dans
les résultats du second chapitre. On y utilise la construction de Rips pour fournir des groupes hy-
perboliques et des sous-groupes pour lesquels il n’existe pas d’algorithme permettant de déterminer
le nombre de bouts relatifs (Théorème 3.1.2). On tourne ensuite notre attention vers les groupes hy-
perboliques admettant un unique bout. Dans ce contexte, on applique les résultats démontrés dans
le second chapitre afin de donner une procédure permettant de calculer effectivement le nombre de
bouts relatifs d’un couple de groupes. Pour finir, on s’intéresse au cas des groupes hyperboliques
admettant une infinité de bouts.
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Introduction (English)

In this thesis, I study the topology at infinity of spaces obtained by taking the quotient of a
hyperbolic space by a group with good properties. Specifically, I consider the quotient X/H of a
geodesic proper hyperbolic metric space X by a quasiconvex-cocompact group H of isometries of
X.

Geometric group theory and hyperbolic groups

As its name suggests, the geometric group theory consists in the study of the links between
geometry and group theory. More specifically the geometric group theory explores relations between
algebraic properties of finitely generated groups and geometric and topological properties of spaces
onto which they act. To that aim, finitely generated groups are usually considered as geometric
objects by means of their Cayley graph. The study of these graphs makes possible to establish deep
group properties that a purely combinatoric or algebraic examination would not reveal. Therefore
the wealth of the geometric group theory relies on the range of methods issuing from various branches
of mathematics that can be applied.

The geometric group theory follows on from the combinatoric group theory already studied in
the 19th century. In the first half of the 20th century, early works of M.Dehn, J.Nielsen, O.Schreier
or E.R.Van Kampen to name a few, used geometric and topological ideas in the study of groups.
Later, other works explored this new approach like the small cancellation theory introduced by
M.Greendlinger in the 60s and the Bass-Serre theory introduced in 1977 in J-P.Serre’s book [Ser77]

The geometric group theory in its current form is usually dated to the late 80s. The enthusiasm
for this subject has been motivated by M.Gromov’s works [Gro87], [Gro93], in which hyperbolic
groups are introduced.

Gerasimov’s algorithm

The following theorem due to V.Gerasimov [Ger99] highlights an algorithmic approach to the
study of hyperbolic groups.

Theorem 3.1.1. Given a finite presentation of a hyperbolic group, there exists an algorithm to
decide whenever this group is a non-trivial free product and to compute the Grushko decomposition

13



of this group.

Given a finite presentation of a hyperbolic group G, Gerasimov’s algorithm consists in building
two sequences of propositions (Pn)n and (Qn)n satisfying :

— If Pn is true then the group G is not a free product ;
— If Qn is true then the group G is a free product and one can give an explicit splitting of G ;
— One can decide at every moment if (Pn)n and (Qn)n are satisfied or not by G.
For each n, one tests simultaneously Pn and Qn. There exists a rank for which one of the two

properties will be realised. This way the algorithm determines if the group G splits or not into a
non-trivial free product.

The Bestvina-Mess Condition

B.H.Bowditch (see [Bow99]) and G.A.Swarup (see [Swa96]) prove independently that if a hy-
perbolic group has a connected boundary then it has no global cut point. Moreover, in the article
[BM91, §3], M.Bestvina and G.Mess focus on the following property

(‡M ) There exists an integer L > 0 such that for every R ≥ δX and for all points x, y ∈ X
such that x, y ∈ S(x0, R) and d(x, y) ≤ M , there exists a path of length less than
L joining x to y outside the ball B̄(x0, R− δX).

in particular, they show that if the boundary of a hyperbolic group has no global cut point then there
exists an integer M > 0 such that the group satisfies the property (‡M ). Note that this property
suits for Pn in the above algorithm. To decide if the boundary of a hyperbolic group is connected
or equivalently to decide if a hyperbolic group is one-ended, one has to check if there exists M > 0

such that the property (‡M ) is satisfied by the group.
Consider a geodesic δ-hyperbolic space X. Assume that geodesic rays can be extended in X in

the following way : there exists a constant µ such that for every point in X, there is a geodesic
ray issuing from the base point passing within µ from the point. The constant µ is then called the
geodesic extension constant in X. The Bestvina-Mess condition appears in another useful result on
the boundary of hyperbolic groups : if there exists a number M greater than a specific constant
depending only on δ and µ such that X satisfies (‡M ) then the boundary of X is locally connected.
Therefore the Bestvina-Mess condition gives an effective criterion to local connectedness of the
boundary of the hyperbolic space X.

Relative ends

The theory of ends has been introduced by H.Freudenthal in the article [Fre31] for topological
spaces. Besides every quasi-isometry between geodesic proper spaces induces a homeomorphism
between their spaces of ends. Therefore the notion of ends extends to finitely generated groups.
In the article [Hop44], H.Hopf shows that a finitely generated group admits 0, 1, 2 or infinitely
ends. Furthermore, the theorem of Stallings indicates that a group having infinitely many ends is a
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free product (see [Sta71]). These results emphasise the links between algebraic properties of finitely
generated groups and asymptotic properties of their Cayley graphs.

In the 50′, the notion of ends has been generalised by A.Borel [Bor53] to pairs of groups called
relative ends of pairs of groups. Then these results were deepened by C.Houghton [Hou74] and later
by P.Scott [Sco78] under a new formalism.

If G is a finitely generated group and H is a subgroup of G, the number of relative ends of the
pair (G,H) is the number of ends of a Schreier graph associated with this pair. In particular, there
is no equivalent of the theorem of Hopf for relative ends of pairs of groups. It justifies the following
question.

Question F. Given a finite presentation of a hyperbolic group G and a subgroup H of G, can one
describe the topology at infinity of Schreier graphs associated with the pair (G,H) ? Especially is
there an algorithm to decide the number of relative ends of a pair (G,H) ?

Examples

Observe firstly the case of a free group F on a finite set S and a finitely generated subgroup
H. As F is of finitely generated, the Schreier graph Sch(G,H,S) is quasi-isometric to the quotient
of a Cayley graph Cay(F,S) by H. Recall that the Cayley graph of the group F according to S
is a tree T . In particular, the group F acts geometrically on T – it means by isometries, properly
discontinuously and cocompactly.

Now consider a finitely generated subgroup H of F (S). If x0 is a point of T , the union of
segments h · [x0, sx0] for s ∈ SH and for h ∈ H forms a connected subtle of T and so a convex T ′ of
T . By definition of T ′, H acts geometrically on T ′. It means that H is quasi-isometric to the convex
set T ′.

C

Figure 5 – Shape of T/H
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The quotient space T/H has the shape of the figure 5 : it is the union of a finite convex graph
and a finite family of disjoint trees rooted on this convex. Note the existence a natural projection of
T/H onto a convex set C called the convex core. Each tree projects onto its root in the convex set.
As each of these trees has an infinite number of ends, the space T/H also has an infinite number of
ends. So the pair of groups (F,H) admits an infinity of relative ends.

This example is treated in detail in the section 1.6.

————————

Consider now a closed oriented surface S of genus g ≥ 2 equipped with a hyperbolic me-
tric. The surface group π1(S) = G is given by the finite presentation 〈a1, . . . , ag, b1, . . . , bg |
a1b1a

−1
1 b−11 . . . agbga

−1
g b−1g 〉. Its Cayley graph according to the generating set given by the group

presentation forms a tessellation of the hyperbolic plane by 4g-gones. The surface group G acts
geometrically on the universal cover H2 of S. Thus the group G is quasi-isometric to the hyperbolic
plane tilled by 4g-gones. In particular, each 4g-gone is a fundamental domain for the action of G
on H2.

Now consider a subsurface Σ of S with a totally geodesic boundary. The figure 6 is an example
with g = 3.

S Σ

Figure 6 – A closed surface of genus 3 and a subsurface with a totally geodesic boundary

If one considers a universal cover of the surface S with base-point in Σ, the connected component
of the universal cover containing a lift of the base point is a convex polygon C having infinitely many
sides. In particular,the fundamental group π1(Σ) = H acts cocompactly on C and C/H is isomorphic
to Σ.

C

H2

Figure 7 – The convex set C in H2 and a projection onto C

As the universal cover is the hyperbolic planeH2, there always exists an orthogonalH-equivariant
projection onto the convex polygon C (see [BH99, II.2]). Geodesic segments joining these points of
H2 to their projection onto the convex set C are all distinct modulo the action of H.

Then the space formed by taking the quotient of a Cayley graph of G by the group H has the
shape of the figure 8.
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Σ

Figure 8 – H2/H

Observe that the number of relative ends of the pair (G,H) is equal to the number of connected
components of the boundary of Σ.

Quasiconvexity

These examples show that under specific conditions, it is possible to determine the number
of relative ends of a pair of groups. In particular, remark that the subgroups considered in these
examples are quasi-isometric to a convex set ; they are quasiconvex groups.

Quasiconvex subgroups of hyperbolic groups are known for their abundant interesting properties.
For instance, a quasiconvex subgroup of a hyperbolic group is in turn finitely generated, hyperbolic
and so finitely presentable. Furthermore, finite subgroups, finite index subgroups and conjugate
of quasiconvex subgroups of hyperbolic groups are quasiconvex groups. These good properties ex-
plain why quasiconvex subgroups of hyperbolic groups are widely studied (see for instance [Gro87],
[CDP90], [GdlH90], [ABC+91], [GS91], [Arz01], [Swe01]).

————————

In general, the answer to the question F is negative. Denote G a hyperbolic group and H a
subgroup of G. The quasiconvexity of the subgroup H is a necessary condition to the existence of
an algorithm computing the number of relative ends of the pair of groups (G,H).

Theorem 3.1.2. One can build a finite presentation of a hyperbolic group and a subgroup of this
group for which computing the number of relative ends or deciding if it is finite are unsolvable
problems.

Given a finite group presentation, the Rips construction provides a hyperbolic group G (in fact
a small cancellation group) and a subgroup H for which the number of relative ends depends on
properties of the original group presentation.

The number of relative ends of the pair (G,H) is
— zero if and only if the group defined by the presentation is reduced to a single element ;
— equal to 2 if and only if the group defined by the presentation is of cardinal 2 ;
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— infinite if and only if the group defined by the presentation is of cardinal greater than 2.
These properties are Markov properties ; it means that there exist two groups of finite presenta-

tion G+ and G− such that
— G+ satisfies the property ;
— if G− is embedded in a finitely presented group then this group doesn’t satisfy the property.
The importance of this class of finitely presented groups properties relies firstly on the fact that

a wide range of well-known properties of groups are Markov properties, as for instance being trivial,
finite or Aurelian. Moreover, Markov’s properties are not algorithmically recognisable (see [Ady55],
[Rab58]). That’s why there is no algorithm to compute the number of relative ends of pairs of groups
in general.

Hyperbolicity of quotient spaces

Consider a space X/H consisting in the quotient of geodesic proper hyperbolic metric space X
by torsion free quasiconvex-cocompact group of isometries of X. It means that the action of H on
the weak convex hull C(ΛH) of the limit set of H – i.e. the union of all bi-infinite geodesic with
endpoints in ΛH – is geometric. Furthermore, assume that δX is a geodesic extension constant in
X. Fix a point x0 in the weak convex hull C(ΛH) of the limit set of H. Take x0 , the orbit of x0
under the action of H onto X, as a base point for the quotient space X/H.

First of all, remark that far from the orbit of x0 under the action of H, a point and its translated
by a non-trivial element ofH cannot be close. More specifically, there exists a constant α – depending
only on the hyperbolicity constant δX of X and on the quasiconvexity constant of H – such that, if
x ∈ X is a point within distance α from the orbit H · x0, then for any non-trivial element h ∈ H,
d(x, hx) ≥ 100δX .

The article [Kap02] (unpublished) furnishes a proof 2 of the following result, given in [Gro87,
§5.3] without further explanations.

Theorem 2.1.2. The quotient space X/H is a hyperbolic metric space.

I.Kapovich provides a proof of this theorem by showing that bigones in X/H are slim. In this
thesis I provide another proof using the approximation by tree lemma to show that for points x,y,z
in X/H, their Gromov product satisfy the inequality

〈y,z〉x0 ≥ min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} − δ.

If the space X is a tree then the quotient space X/H consists of a convex core C(ΛH)/H on
which are rooted a finite number of trees as seen in the previous example. The theorem is then
proved by taking the diameter of the convex core C(ΛH)/H as δ.

The approximation by tree lemma is used through the contracting property of projection onto
quasiconvex sets. This result indicates that the distance between the projection of two points of the
space onto a quasiconvex is bounded.

2. It also mentions that this result appears in R.Foord’s thesis [Foo00] which is unfortunately not published.
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If the hyperbolicity constant of X/H is denoted δX/H , the latter results induce a cover of the
complement of the thickened orbit (H ·x0)+δX/H into the complement of the closed ball B̄ (x0 , δX/H).
The proof of the hyperbolicity of X/H indicates in particular that the ball B̄ (x0 , δX/H) contains
the convex core C(ΛH)/H.

Boundary of quotient spaces

When the boundary of X is connected, the previous result of M.Bestvina and G.Mess indicates
that the boundary ofX is also locally connected. The limit set ΛH being closed in ∂X, the boundary
of X minus ΛH is also locally path connected. By quotienting by H, one obtains then a covering
from ∂XrΛH onto ∂(X/H) and the boundary of the quotient space X/H is locally connected.

Consider now a variation of the Bestvina-Mess condition that is for M > K positive numbers,

(‡M,K) There is an integer L > 0 such that for every R ≥ K + 2δX and for all points
x ∈ S(x0, R) and y ∈ S(x0, R)+K such that d(x, y) ≤M , there is a path of length
less or equal to L joining x to y outside the ball B̄(x0, R−K − 2δX).

The same scheme as in the proof of the latter result allows to show that for M > 4K + 18δX + 6, if
the space X satisfies the property (‡M,K) then the boundary of X is locally connected.

However the study of ends of X/H needs an effective characterisation of the local connectedness
of the boundary of the quotient space. It motivates the introduction of a condition similar to the
Bestvina-Mess condition for the quotient space. For M > 0, denote

(†M ) There is an integer L > 0 such that for every R ≥ max{M+δX/H , 8δX/H} and for all
points x,y ∈ S(x0 , R) such that d(x,y) ≤ M , there is a path of length less or equal
to L joining x to y outside the ball B̄ (x0 , R− 8δX/H).

The link between the properties (†M ) and (‡M,K) is given by the following result.

Proposition 2.2.4. If the metric space X satisfies the condition (‡M,4δX/H
) for M > 4δX/H , the

quotient space X/H satisfies the condition (†M ).

The proof consists in considering, for M > 0 fixed, two points x, y in X/H satisfying the
hypothesis from (†M ) and by lifting them astutely in points x, y in X. The study of projections
of these lifts onto the quasiconvex (H · x0)+δX/H (containing the weak convex hull C(ΛH)) proves
that the points x and y satisfy the hypothesis of the condition (‡M,4δX/H

). As the metric space X
satisfies the condition (‡M,4δX/H

), there is a path of finite length joining x to y outside the ball
B̄(x0, R− 4δX/H − 2δX). It remains to check that the projection of this path in X/H is still outside
the ball B̄ (x0 , R− 8δX/H).
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Number of relative ends

As depicted by the previous examples, the idea is to establish a link between the connected
components of the convex core and the set of ends of the quotient space X/H. For this purpose,
there are two steps : describing these connected components as being equivalent classes on a sphere
and associating to each equivalence class its « shadow » outside the sphere then linking these shadows
to ends of the quotient space X/H.

————————

Taking inspiration from the condition (†M ), define an equivalence relation on spheres at x0 in
X/H : two points x, y on the sphere SR of radius R ≥ R0 are said equivalent if there is a path of
finite length joining them outside the ball B (x0 , R− 3δX/H) and denote x R∼ y.

Moreover, define the shadow of an equivalence class as being the set of points outside the ball
B (x0 , R0) whose projection onto the sphere SR0

are in the same equivalence class. Belonging to a
shadow is then an equivalence relation on points outside the ball B (x0 , R0). By construction, the
set of shadows in the quotient space is in bijection with the set of equivalence classes for the relation
R0∼ on the sphere SR0

.

————————

Then establish a link between shadows and ends of the quotient space X/H. Assume that the
space X satisfies the condition (‡M,4δX/H

) for M ≥ C(δX/H) a constant depending only on δX/H and
fix R0 ≥M + δX/H .

Observe that projections on the sphere SR0
of points belonging to a geodesic ray issuing from x0

are all equivalent. So the relation « belonging to a shadow » for points in X/H extended naturally
on X/H and the set of geodesic rays issuing from x0 surjects itself on the set of shadows of X/H.

A recurrence on the distance to x0 shows that all points of the quotient space belonging to a
same shadow are joined by a path of finite length outside the ball at x0 of radius less than the
minimal distance of these points to x0 . It is then possible to show that geodesic rays belong to
a same shadow if and only if they converge to the same end of X/H. It induces that the set of
shadows of X/H is in bijection with the set of ends of X/H.

————————

From that follows the main result of this thesis.

Theorem 2.3.12. The set of ends of X/H is in bijection with the set of equivalence classes on the
sphere SR0

for the relation
R0∼. In particular, the number of ends of X/H is equal to the number of

equivalence classes on this sphere.

Thus if the space X satisfies the condition (‡M,4δX/H
) for M ≥ C(δX/H) and R0 ≥ M + δX/H ,

the number of ends of X/H is finite since it is bounded by the cardinal of the sphere SR0
.
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Algorithm to compute the number of relative ends

Consider now a hyperbolic group G with a connected boundary given by a finite presentation
〈S | R〉 and a quasiconvex subgroup H. Denote X the Cayley graph of the group G according to S
and fix a point x0 in the weak convex hull C(ΛH). In particular, the set of relative ends of the pair
(G,H) is here the set of ends of the quotient space X/H.

Firstly remark that in this case the previous theorem applies. In order to do so, firstly recall that
a result of B.H.Bowditch and G.A.Swarup indicates that the boundary of a one-ended hyperbolic
group admits no global cut point. Moreover a result analogous to the second one of M.Bestvina and
G.Mess asserts that if there exist constants M > K > 0 such that X doesn’t satisfy the condition
(‡M,K) then the boundary of X admits a global cut point. The previous theorem then applies to
X/H and it induces that the number of relative ends of the pair (G,H) is equal to the number of
equivalence classes for the relation

R0∼ on SR0
.

Note that it is possible to express every constant appearing in these results in terms of the
hyperbolicity constant of the group G.

Furthermore, an algorithm computing the number of ends of quotient space X/H can be
constructed. To do so, one looks to a procedure to compute the number of equivalence classes
on the sphere SR0

for the relation
R0∼. It relies on the fact that two points on SR0

which are joined by
a path of finite length outside B̄ (x0 , R0 − 8δX/H) are joined by an injective path staying in the ball
B
(
x0 , R0 + 1

2(#S)R0
)
. Drawing the open ring A(x0 , R0 − 8δX/H , R0 + 1

2(#S)R0) allows to describe
the equivalence classes on SR0

.
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Outline

This thesis contains three parts.

The first chapter is devoted to definitions and classical results of hyperbolic geometry. Through
this chapter, the previous examples of free groups and surface groups are used to illustrate some
results.

In the second chapter of this thesis, I study quotient spaces X/H composed of a geodesic proper
hyperbolic space X quotiented by a quasiconvex-cocompact group H of isometries of X. Firstly, I
explore various properties of these quotient spaces and their boundary. In particular, I show that
these quotient spaces are hyperbolic spaces (see 2.1.2). Furthermore, I study a property (†M ) for
the quotient space X/H inherited from a slight variation (‡M,K) of the Bestvina-Mess condition for
X. This condition provides an equivalence relation on spheres in X/H containing the convex core
C(ΛH)/H. The equivalence classes on such a sphere describe shadows in X/H which are themselves
in bijection with the ends of X/H. This induces a key result, namely the number of ends of the
quotient space X/H is determined by the equivalence classes on a fixed sphere.

The third chapter is composed of various applications to the group theory of results on quotient
spaces. First of all, I prove the importance of the quasiconvexity hypothesis in the results given
in the second chapter. The Rips construction is used to provide hyperbolic groups and subgroups
for which there is no algorithm to compute the number of relative ends of the pair. Afterwards, I
consider one-ended hyperbolic groups and apply them the results of the second chapter in order
to give an algorithm computing effectively the number of relative ends of a pair of groups. Then I
consider the case of hyperbolic groups having an infinity of ends.
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Chapitre 1

Géométrie hyperbolique

Cette partie rassemble l’ensemble des notions et résultats préliminaires de géométrie hyperbo-
lique requis dans cette thèse.

Notations. Soit X un espace métrique. Pour un réel positif R et un point x dans X, on note
B(x,R) et B̄(x,R) les boules respectivement ouverte et fermée centrées en x et de rayon R. Si Y
est une partie de X, on note Y +R le R-voisinage de Y , c’est-à-dire l’ensemble des points de X à
distance inférieure ou égale à R d’un point de Y . S’il existe, un segment géodésique joignant deux
points x et x′ de X est noté [x, x′].

1.1 Espaces et groupes hyperboliques

Cette section reprend certaines notions définies et developpées par M.Gromov dans [Gro87],
article fondateur pour les groupes hyperboliques. Cette article d’une richesse considérable a été
largement commenté ; en particulier, on peut se référer à [CDP90], [GdlH90] ou [BH99].

1.1.1 Définitions

Soit X un espace métrique. La distance entre deux points x et y de X est notée dX(x, y) (on
omet généralement l’indice correspondant à l’espace lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté). On rappelle
qu’un espace métrique est dit géodésique si deux points y sont joints par un chemin dont la longueur
est exactement la distance entre ces points.

Définition 1.1.1 (Produit de Gromov). Le produit de Gromov 1 de deux points x et y de X au
point base x0 ∈ X est :

〈x, y〉x0 =
1

2
(d (x, x0) + d (y, x0)− d (x, y)) .

1. Ce produit a en fait été introduit par R.Lyndon dans l’article [Lyn63] dans le cas des arbres.
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1.1. ESPACES ET GROUPES HYPERBOLIQUES

Le produit de Gromov mesure sur quelle distance des géodésiques issues de x0 allant vers x et
y restent proches avant de diverger.

L’inégalité triangulaire pour d induit alors

0 ≤ 〈x, y〉x0 ≤ min{d (x, x0) , d (y, x0)}.

Définition 1.1.2 (Espace hyperbolique pointé). Soit δ ≥ 0. Un espace métrique (X,x0) est dit
δ-hyperbolique relativement à x0 si pour tous points x, y et z de X, on a

〈x, y〉x0 ≥ min{〈x, z〉x0 , 〈y, z〉x0} − δ. (H)

Il est démontré dans [CDP90, I.1.2] que si (X,x0) est un espace δ-hyperbolique pointé alors
pour tout autre point x1 de X, l’espace (X,x1) est un espace 2δ-hyperbolique pointé.

Définition 1.1.3. Un espace métrique est dit δ-hyperbolique s’il est δ-hyperbolique relativement à
tout point.

Lemme 1.1.4. Soit X un espace δ-hyperbolique. Soit ∆ un triangle géodésique de sommets x, y
et z dans X. Les segments initiaux de longueur 〈y, z〉x de géodésiques [x, y] et [x, z] sont à distance
inférieure ou égale à 4δ l’un de l’autre.

Démonstration. Considérons deux points y′ ∈ [x, y] et z′ ∈ [x, z] tels que d(x, y′) = d(x, z′) ≤ 〈y, z〉x.
En appliquant l’inégalité (H) aux points y′, y et z′ puis aux points y, z et z′, on obtient

〈y′, z′〉x ≥ min{〈y′, y〉x, 〈y, z〉x, 〈z, z′〉x} − 2δ.

Par définition du produit de Gromov, on a aussi

〈y′, y〉x = d(x, y′) = d(x, z′) = 〈z′, z〉x ≤ 〈y, z〉x.

En combinant les deux inégalités précédentes, on trouve

〈y′, z′〉x ≥ 〈y, z〉x − 2δ

≥ d(x, y′)− 2δ.

En explicitant les produits de Gromov, on obtient

d(x, y′)− 1

2
d(y′, z′) ≥ d(x, y′)− 2δ.

En conclusion, on a d(y′, z′) ≤ 4δ.

L’hyperbolicité d’un espace métrique géodésique peut aussi s’exprimer à travers la forme de ses
triangles.
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CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE

Définition 1.1.5. Soit X un espace géodésique. Soit δ ≥ 0 un réel. Un triangle géodésique de X
est dit δ-fin si pour tout triangle géodésique, chaque côté est contenu dans le δ-voisinage (fermé)
de l’union des deux autres côtés.

δ

δ

Figure 1.1 – Triangle δ-fin.

L’équivalence entre ces notions s’exprime de la façon suivante.

Proposition 1.1.6 [CDP90, I.3.6]. Un espace géodésique est hyperbolique si et seulement s’il existe
δ ≥ 0 tel que tous ses triangles géodésiques soient δ-fins.

Dans les espaces métriques hyperboliques, on peut borner la distance de Hausdorff de deux
géodésiques de même origine en termes de la distance entre leurs extrémités.

Proposition 1.1.7 [BH99, III.H.1.15]. Soit X un espace métrique géodésique δ-hyperbolique. Soient
c1 : [0, T1]→ X et c2 : [0, T2]→ X deux géodésiques telles que c(0) = c′(0). Notons T = max{T1, T2}
et étendons la plus courte des géodésiques à [0, T ] par l’application constante. Alors ces géodésiques
vérifient pour tout t ∈ [0, T ]

d(c1(t), c2(t)) ≤ 2(d(c1(T ), c2(T )) + δ).

Démonstration. Considérons un triangle géodésique dont c1 et c2 sont deux cotés. Soit t ∈ [0, T ].
Deux cas de figures peuvent se présenter :

— Soit c1(t) est δ-proche d’un point de c2, notons-le c2(t′) avec t′ ∈ [0, T ]. Alors |t − t′| ≤ δ.
Donc on a

d(c1(t), c2(t)) ≤ d(c1(t), c2(t
′)) + d(c2(t

′), c2(t))

≤ δ + |t− t′|
≤ 2δ.
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1.1. ESPACES ET GROUPES HYPERBOLIQUES

— Soit c1(t) est δ-proche d’un point du troisième côté. Alors c1(t) est (d(c1(T ), c2(T )) + δ)-
proche d’un point de c2. Comme dans le cas précédent, cela implique que

d(c1(t), c2(t)) ≤ 2(d(c1(T ), c2(T )) + δ).

Le théorème suivant, souvent appelé lemme d’approximation par les arbres est dû à M.Gromov.
Il permet de ramener l’étude d’un nombre fini de points dans un espace métrique hyperbolique à
l’étude d’un nombre fini de points dans un arbre.

Théorème 1.1.8 (Lemme d’approximation par les arbres) [Gro87, 6.1]. Soient X un espace mé-
trique géodésique δ-hyperbolique, x0, x1, . . ., xn n + 1 points de X et Z la réunion de n segments
géodésiques joignant x0 à chaque xi. Il existe alors un arbre simplicial (T, dT ) et une application
continue f : Z → T vérifiant :

1. La restriction de f à chaque segment [x0, xi] est isométrique à son image dans T .

2. Pour tous points x et y de Z, on a

d(x, y)− 2δLog2(n) ≤ dT (f(x), f(y)) ≤ d(x, y).

On trouve des preuves de ce résultat dans [Gro87, 6], [CDP90, VIII.1] ou [GdlH90, II.12].

Exemple 1.1.9. 1. Dans le cas de trois points, l’arbre simplicial est un tripode.

2. Soient x0, x1, x2 et x3 quatre points d’un espace métrique δ-hyperbolique. Pour ces points,
l’arbre simplicial peut prendre trois formes différentes, illustrées dans la Figure 1.2.

x3

x1 x2 x2 x3

x0 x1x0

x3 x1

x0 x2

Figure 1.2 – Arbres pour n = 3

Souvent, pour montrer un résultat dans un espace hyperbolique, on le montre dans un arbre
puis on applique le lemme d’approximation par les arbres.

1.1.2 Quasi-isométries

Définition 1.1.10 (Plongement quasi-isométrique, quasi-isométrie). Soient (X, d) et (X ′, d′) deux
espaces métriques. Soient λ > 0 et ν deux nombres réels.

— Une application f : X → X ′ est un plongement (λ, ν)-quasi-isométrique si pour tous points
x, y de X, on a

1

λ
d (x, y)− ν ≤ d′ (f (x) , f (y)) ≤ λd (x, y) + ν.
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CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE

— Si, de plus, il existe une constante C ≥ 0 telle que tout point de X ′ est dans le C-voisinage
de l’image de f dans X ′, f est appelée une (λ, ν)-quasi-isométrie.

Proposition 1.1.11. La quasi-isométrie est une relation d’équivalence.

Démonstration. On considère trois espaces métriques (X, d), (X ′, d′) et (X ′′, d′′).
— L’application identité id : X → X est un plongement (1, 0)-quasi-isométrique. De plus,

d(x, id(x)) = 0. Donc id est une quasi-isométrie de X dans X.
— Notons f : X → X ′ un plongement (λ, ν)-quasi-isométrique de X dans X ′ et C une constante

telle que pour tout x′ ∈ X ′, d(x′, f(X)) ≤ C. Notons g : X ′ → X l’application qui à un point
x′ ∈ X ′ associe f−1(x) où x est un point de X vérifiant d′(x′, f(x)) ≤ C. Soient x et y deux
points de X. On a

d(g(x), g(y)) ≤ λd(f(g(x)), f(g(y))) + λν

≤ λd(x, y) + λν;

d(g(x), g(y)) ≥ 1

λ
d(x, y)− ν

λ
.

En posant ν ′ = max{λν, νλ}, l’application g est un plongement (λ, ν ′)-quasi-isométrique de
X ′ dans X. Soit x un point de X. Alors f(x) ∈ X ′ et on sait qu’il existe un point y ∈ X tel
que d′(f(x), f(y)) ≤ C. En notant x′ = f(y), on obtient d′(f(x), x′) ≤ C. Ensuite on a

d(g(f(x)), g(x′)) = d(x, y)

≤ λd′(f(x), f(y)) + ν ′

≤ λC + ν ′.

On en déduit qu’il existe une constante C ′ = λC + ν ′ telle que pour tout point x ∈ X,
il existe un point x′ = f(y) dans X tel que d(x, g(x′)) ≤ C ′. Donc l’application g est une
(λ, ν ′)-quasi-isométrie.

— Notons f : X → X ′ une (λ, ν)-quasi-isométrie de X dans X ′ et g : X ′ → X ′′ une (λ′, ν ′)-
quasi-isométrie de X ′ dans X ′′. On va montrer que h = g ◦ f est une quasi-isométrie de X
dans X ′′. Soient x, y deux points de X. On a

d(h(x), h(y)) ≤ λ′d′(f(x), f(y)) + ν ′

≤ λ′λd(x, y) + λ′ν + ν ′;

d(h(x), h(y)) ≥ 1

λ′
d′(f(x), f(y))− ν ′

≥ 1

λ′λ
d(x, y) +

ν

λ′
− ν ′.

Donc h : X → X ′′ est bien un plongement (λλ′,max{λ′ν + ν ′, νλ′ − ν
′})-quasi-isométrique.

Notons C une constante telle que pour tout x′ ∈ X ′, il existe x ∈ X tel que d′(x′, f(x)) ≤ C
et C ′ une constante telle que pour tout x′′ ∈ X ′′, il existe x′ ∈ X ′ tel que d′′(x′′, g(x′)) ≤ C ′.
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Soit x′′ ∈ X ′′. Il existe donc x′ ∈ X ′ tel que d′′(x′′, g(x′)) ≤ C ′. Ensuite, il existe x ∈ X tel
que d′(x′, f(x)) ≤ C. On obtient donc

d(x′′, h(x)) ≤ d(x′′, g(x′)) + d(g(x′), g(f(x)))

≤ C ′ + λd(x′, f(x)) + ν

≤ C ′ + λC + ν.

On a ainsi montré que la quasi-isométrie est une relation d’équivalence.

Le résultat précédent justifie la définition suivante.

Définition 1.1.12. Deux espaces métriques sont dits quasi-isométriques s’il existe une quasi-
isométrie de l’un dans l’autre.

On s’intéresse au cas particulier où X est un intervalle de R, on parle alors de quasi-géodésiques.

Définition 1.1.13 (Quasi-géodésique). Soit X un espace métrique. Soient λ ≥ 1 et ν ≥ 0 deux
réels. Une (λ, ν)-quasi-géodésique est un plongement (λ, ν)-quasi-isométrique d’un intervalle de R
dans X.

Les résultats suivants sont des théorèmes fondamentaux de géométrie hyperbolique.

Théorème 1.1.14 (Stabilité des quasi-géodésiques) [CDP90, III.1.3]. Soit X un espace métrique
δ-hyperbolique. Soient I un intervalle de R et f : I → X une (λ, ν)-quasi-géodésique. Il existe une
constante κ – ne dépendant que de δ, λ et ν – telle que la distance de Hausdorff entre l’image de f
et tout géodésique de mêmes extrémités dans X soit inférieure à κ.

Ce résultat est appelé théorème de stabilité des quasi-géodésiques. Il fut d’abord observé par
M.Morse [Mor24] dans le cas de l’espace hyperbolique usuel. Il fut ensuite étendu aux espaces
δ-hyperboliques par M.Gromov [Gro87, 7.2].

Théorème 1.1.15 [GdlH90, V.12]. Soit f : X → X ′ un plongement quasi-isométrique entre deux
espaces géodésiques. Si X ′ est hyperbolique alors X est hyperbolique.

Démonstration. Supposons que f est un plongement (λ, ν)-quasi-isométrique de X dans X ′ et consi-
dérons un triangle géodésique ∆ de sommets x, y et z dans X. On note [x, y], [y, z] et [z, x] les
segments géodésiques formant les cotés de ce triangle. L’image de ∆ par f est alors un triangle
∆′ = f [x, y] ∪ f [y, z] ∪ f [z, x]. Puisque l’espace X ′ est hyperbolique, il existe une constante δ ≥ 0

telle que tout triangle géodésique dans X ′ soit δ-fin. En particulier, pour tout point u ∈ [f(x), f(y)]

on a

d (u, [f(y), f(z)] ∪ [f(z), f(y)]) ≤ δ.

Remarquons que, par définition, l’image par une quasi-isométrie d’un segment géodésique est l’image
d’une quasi-géodésique. D’après le théorème de stabilité des quasi-géodésiques, il existe une constante
κ ne dépendant que de δ, λ et ν telle que

d(f [x, y], [f(x), f(y)]) ≤ κ.

28



CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE

Pour tout point v ∈ f [x, y], l’inégalité triangulaire donne

d(v, f [y, z] ∪ f [z, x]) ≤ δ + 2κ.

Puisque f est une (λ, ν)-quasi-isométrie, on obtient pour tout w ∈ [x, y]

1

λ
d(w, [y, z] ∪ [z, x])− ν ≤ d(f(w), f [y, z] ∪ f [z, x]),

ce qui se réécrit

d(w, [y, z] ∪ [z, x]) ≤ λ(δ + 2κ+ ν).

On a ainsi montré que tout triangle géodésique de X est λ(δ + 2κ+ ν)-fin.

Dans les deux prochaines sections, on verra que la quasi-isométrie est une notion fondamentale en
théorie géométrique des groupes 2 puisqu’elle permet d’appliquer des méthodes métriques à certains
groupes.

1.1.3 Groupes hyperboliques

Soit G un groupe de type fini. Soit S un système générateur fini de G. Pour tous éléments
g1, g2 de G, on pose dS(g1, g2) la longueur du plus petit mot dans la pré-image de g−11 g2 sous
l’application naturelle F (S) → G du groupe libre engendré par S dans G. Cette fonction dS est
appelée la métrique du mot associée à S. Muni de cette métrique, le groupe G est alors un espace
métrique géodésique dont les points sont les éléments de G. Pour un groupe donné, un changement
de système générateur donne des métriques du mot équivalentes entre elles. Pour le voir, il suffit
d’écrire les éléments d’un système générateur en termes de l’autre. L’équivalence des métriques
du mot pour ce groupe induit alors une quasi-isométrie entre les espaces métriques associés. Cela
motive la définition suivante.

Définition 1.1.16 (Groupe hyperbolique). Un groupe de type fini G est dit hyperbolique si pour
un (et donc pour tout) système générateur fini S de G, l’espace métrique géodésique (G, dS) est
hyperbolique.

Soit G un groupe et S un système générateur de G. Par définition, en attribuant à chaque arête
du graphe de Cayley Cay(G,S) longueur 1, la métrique induite sur l’ensemble de ses sommets G est
exactement la métrique du mot associée à S. Le groupe G est donc plongé isométriquement dans
l’espace métrique géodésique propre Cay(G,S). Ce fait induit en partie le résultat suivant.

Proposition 1.1.17 [CDP90, IV.2.1]. Un groupe G muni d’un système générateur S est hyperbo-
lique si et seulement si le graphe de Cayley Cay(G,S) est hyperbolique.

2. Historiquement, J.Nielsen est le premier a avoir utilisé les quasi-géodésiques et les quasi-isométries en théorie
des groupes dans l’article [Nie27, §10] où il étudie le groupe des automorphismes Aut(π1(S)) du groupe fondamental
d’une surface orientable S de genre au moins 2. En utilisant la stabilité des quasi-géodésiques, il montre qu’un
automorphisme se prolonge en un homéomorphisme du bord et étudie sa dynamique.
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Exemple 1.1.18.
— Le groupe libre F(a, b) de rang 2 est un groupe hyperbolique dont le graphe de Cayley par

rapport à {a, b} est un arbre.
— Considérons par exemple une surface orientée fermée S de genre g. Le groupe de surface

π1(S) est donné par la présentation finie 〈a1, . . . , ag, b1, . . . , bg | a1b1a−11 b−11 . . . agbga
−1
g b−1g 〉.

Son graphe de Cayley par rapport au système générateur donné par la présentation forme
un pavage du plan hyperbolique par des 4g-gones.

1.1.4 Lemme de Švarc-Milnor

Définition 1.1.19 (Action géométrique). Un espace métrique est dit propre si toutes ses boules
fermées sont compactes. L’action d’un groupe G sur un espace métrique géodésique propre X est
dite géométrique si elle est

— isométrique,
— proprement discontinue : pour tout compact K ⊆ X, #{g ∈ G | g ·K ∩K 6= ∅} est fini,
— cocompacte : le quotient X/G est compact.

Remarque 1.1.20. La terminologie « proprement discontinue » n’est pas standard. Dans la litté-
rature, on peut aisément rencontrer d’autres significations. Sous de bonnes hypothèses, certaines de
ces définitions sont néanmoins liées. Par exemple, l’action d’un groupe G sur un espace topologique
X est dite (proprement discontinue)’ si pour tout point x ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de
x tel que gU ∩ U = ∅ pour tout élément g ∈ G non trivial. Si l’action de G sur X est proprement
discontinue et libre alors elle est (proprement discontinue)’.

Le résultat suivant a été découvert par [Efr54] et [Š55] puis retrouvé plus tard par [Mil68].

Lemme 1.1.21 (Lemme de Švarc-Milnor). Soit X un espace métrique géodésique propre. Soit G
un groupe agissant géométriquement sur X. Alors G est de type fini. De plus, si S est un système
générateur fini de G, le groupe G est muni de la métrique du mot dS et pour tout x ∈ X, l’application
d’orbites est une quasi-isométrie

G→ X

g 7→ g · x.

On reprend ici la preuve donnée dans [BH99, I.8.19].

Démonstration. On fixe un point x0 de X. Notons D le diamètre de X/G tel que G · B̄(x0, D)

recouvre X. Posons S := {g ∈ G | g · B̄(x0, 2D) ∩ B̄(x0, 2D) 6= ∅}. En particulier, comme X est
propre et l’action de G sur X est proprement discontinue, l’ensemble S est fini.

Montrons tout d’abord que S engendre G. Pour cela, considérons un élément g de G et un
segment géodésique c : [0, 1] → X joignant x0 au point g · x0. Prenons ensuite une partition 0 =

t0 < t1 < . . . < tn = 1 de [0, 1] vérifiant d(c(ti), c(ti+1)) = 2D pour tout i ∈ {0, . . . , n − 2} et
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d(c(tn−1), c(tn)) ≤ 2D. En particulier, on a⌊
d(x0, g · x0)

2D

⌋
≤ n ≤

⌊
d(x0, g · x0)

2D

⌋
+ 1.

L’image du segment géodésique c est ainsi recouverte par l’union des boules fermées B̄(c(ti), D)

pour i allant de 0 à n. Dans chaque boule B̄(c(ti), D) on peut trouver un point de la forme gi · x0
avec gi ∈ G (g0 = id et gn = g).

Remarquons que pour tout i, gi·B̄(x0, D) = B̄(gi·x0, D). Par choix des gi, on a d(gi·x0, gi+1·x0) ≤
4D pour tout i ∈ {0, . . . , n − 1}. Donc gi · B̄(x0, 2D) ∩ gi+1 · B̄(x0, 2D) 6= ∅ et ainsi B̄(x0, 2D) ∩
g−1i gi+1 · B̄(x0, 2D) 6= ∅. Cela signifie que g−1i gi+1 appartient à S. Ainsi, pour tout i, gi s’écrit
comme un produit d’éléments de S. En particulier, gn = g s’écrit comme un produit d’éléments de
S.

Notons dS la métrique du mot associée à S. On montre maintenant qu’il existe des constantes
λ et ν telles que pour tout g, g′ dans G,

1

λ
dS(g, g′)− ν ≤ d(g · x0, g′ · x0) ≤ λdS(g, g′) + ν.

Comme les métriques d et dS sont G-invariantes, il suffit de trouver des constantes λ et ν telles que
tout élément g ∈ G vérifie

1

λ
dS(1, g)− ν ≤ d(x0, g · x0) ≤ λdS(1, g) + ν.

Posons σ := max{d(x0, s · x0) | s ∈ S ∪S−1}. Considérons un élément g ∈ G de longueur n. Cet
élément peut s’écrire g = s1 . . . sn avec si ∈ S pour tout i ∈ {1, . . . , n}. On a alors

d(x0, g · x0) ≤ d(x0, sn · x0) + d(s1 · x0, sn−1sn · x0) + . . .+ d(s2 . . . snx0, s1s2 . . . sn · x0)
≤ σ n.

On en conclut que d(x0, g · x0) ≤ σ dS(1, g) pour tout g dans G.

Il reste à borner dS(1, g) en termes de d(x0, g ·x0) pour g ∈ G. Considérons un chemin géodésique
c : [0, 1] → X joignant x0 à g · x0, de longueur d(x0, g · x0). Prenons alors une partition 0 =

t0 < t1 < . . . < tn = 1 de [0, 1] vérifiant d(c(ti), c(ti+1)) = D pour tout i ∈ {0, . . . , n − 2} et
d(c(tn−1), c(tn)) ≤ D. En particulier, on a

nD − 1 < d(x0, g · x0) ≤ nD.

Pour tout i ∈ {1, . . . , n−1}, il existe yi ∈ B̄(x0, D) et gi ∈ G tels que c(ti) = gi ·yi, y0 = yn = x0,
g0 = id et gn = n. Comme d(c(ti), c(ti+1)) ≤ D, on obtient

d(gi · x0, gi+1 · x0) ≤ d(gi · yi, gi+1 · yi+1) + d(gi · yi, gi+1 · yi+1) + d(gi · yi, gi+1 · yi+1)

≤ 3D.
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Cela signifie que g−1i gi+1B̄(x0, 2D) ∩ B̄(x0, 2D) 6= ∅ et donc que g−1i gi+1 appartient à S. Ceci
implique alors que g = g0(g

−1
0 g1) . . . (g

−1
n−1gn) et dS(1, g) ≤ n. On en déduit alors que

DdS(1, g)− 1 ≤ d(x0, g · x0).

En posant λ = max{ 1
D , σ} et ν = 1, on obtient l’inégalité désirée.

D’après le Théorème 1.1.15, un tel groupe G est hyperbolique si et seulement si l’espace X est
hyperbolique. En particulier, tout groupe de type fini G agit géométriquement sur ses graphes de
Cayley et pour tout système générateur fini S de G, (G, dS) est quasi-isométrique à Cay(G,S).

Cette proposition est à la base de nombreux résultats en théorie des groupes. En effet, de
nombreuses propriétés de théorie des groupes s’avèrent être invariantes par quasi-isométrie comme
par exemple, admettre une présentation finie, avoir un sous-groupe nilpotent d’indice fini (voir
[Gro81]) ou avoir un problème du mot résoluble (voir [Alo90]).

1.2 Quasi-convexité

Définition 1.2.1 (Sous-ensemble quasi-convexe). SoitX un espace métrique géodésique. Soit ε ≥ 0

un réel. Un sous-ensemble Y de X est dit ε-quasi-convexe si toute géodésique de X joignant deux
points de Y est contenue dans le ε-voisinage de Y . Un sous-ensemble Y de X est dit quasi-convexe
s’il existe ε ≥ 0 tel que Y soit ε-quasi-convexe.

Exemple 1.2.2.
— Toute partie bornée d’un espace métrique géodésique est quasi-convexe.
— L’image de toute quasi-géodésique d’un espace hyperbolique est un ensemble quasi-convexe.

(Conséquence directe de la stabilité des quasi-géodésiques dans un espace hyperbolique.)

Proposition 1.2.3 [CDP90, X.1.4]. L’image d’un quasi-convexe par une quasi-isométrie entre deux
espaces géodésiques hyperboliques est un quasi-convexe.

Démonstration. Considérons deux espaces géodésiques hyperboliques X et X ′, une (λ, ν)-quasi-
isométrie f : X → X ′ et un sous-ensemble ε-quasi-convexe Y de X. Considérons deux points y′1
et y′2 de f(Y ) ⊂ X. Montrons qu’un segment géodésique [y′1, y

′
2] est contenu dans un voisinage de

f(Y ).
Pour cela, notons y1 et y2 deux points de X tels que f(y1) = y′1 et f(y2) = y′2. Tout point

x ∈ [y1, y2], il existe un point y ∈ Y vérifiant

dX′(f(x), f(y)) ≤ λdX(x, y) + ν

≤ λε+ ν

car Y est ε-quasi-convexe. Cela signifie que f([y1, y2]) est contenue dans le (λε + ν)-voisinage de
f(Y ).
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Par ailleurs, le Théorème 1.1.14 indique qu’il existe une constante κ indépendante de y′1 et y′2
telle que tout segment géodésique [y′1, y

′
2] est contenu dans le κ-voisinage de f([y1, y2]). On peut en

conclure que tout segment [y′1, y
′
2] est contenu dans le (κ+ λε+ ν)-voisinage de f(Y ).

Proposition 1.2.4 [Gro87, 7.3.A]. Soit X un espace métrique δ-hyperbolique. Si Y est un sous-
ensemble ε-quasi-convexe de X alors pour tout R ≥ ε, le voisinage Y +R de taille R de Y est
2δ-quasi-convexe.

Démonstration. Fixons R ≥ ε. Considérons deux points x et x′ de X à distance inférieure ou égale
à R de Y . Notons y et y′ des projections respectives sur Y . En particulier, la géodésique brisée
[x, y] ∪ [y, y′] ∪ [y′, x′] est contenue dans le R-voisinage de Y (voir Figure 1.3).

De plus, comme X est δ-hyperbolique, les quadrilatères sont 2δ-fins. Tout segment géodésique
[x, x′] reste donc dans le 2δ-voisinage de [x, y] ∪ [y, y′] ∪ [y′, x′]. On en déduit que [x, x′] est dans le
2δ-voisinage de Y +R.

+R

Y

+ε
x

x′

y′y

Figure 1.3 – Y +R est 2δ-quasi-convexe

Définition 1.2.5 (Projection à η près). Soient X un espace métrique géodésique et Y une partie
de X. Soit η ≥ 0 un réel. On dit que π : X → Y est une projection à η près si, pour tout x ∈ X,
d (x, π (x)) ≤ d (x, Y ) + η.

Cette projection vérifie immédiatement une propriété d’invariance.

Proposition 1.2.6. Soient X un espace métrique géodésique propre δ-hyperbolique et H un groupe
d’isométries de X. Soit Y un sous-ensemble ε-quasi-convexe H-invariant de X. Notons π une
projection à η près de X sur Y . Alors pour tout point x ∈ X et tout élément h ∈ H, le point hπ(x)

est un projeté de hx sur Y à η près, c’est-à-dire d (hx, hπ (x)) ≤ d (hx, Y ) + η.

Démonstration. Considérons un point x ∈ X et un élément h ∈ H. Puisque h est une isométrie deX,
on a d(hx, hπ(x)) = d(x, π(x)). Par définition de la projection à η près, on a d(x, π(x)) ≤ d(x, Y )+η.
Or, par H invariance de Y , on a d(x, Y ) = d(hx, Y ). On en déduit alors que d (hx, hπ (x)) ≤
d (hx, Y ) + η.
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L’énoncé suivant donne un critère local de quasi-convexité.

Proposition 1.2.7 [CDP90, X.3.1]. Soient X un espace métrique géodésique δ-hyperbolique et Y
une partie connexe de X. On suppose qu’il existe η ≥ 50δ tel que pour tout segment géodésique [y, y′]

avec y, y′ ∈ Y et d(y, y′) ≤ 2η + 100δ, Y est à moins de η − 50δ du milieu de [y, y′]. Alors Y est
19η-quasi-convexe.

Considérons un arbre simplicial T , un convexe T ′ de T et une projection π : T → T ′. Remarquons
que les convexes d’un arbre simplicial sont simplement ses sous-arbres. Soient x et x′ deux points
de T . Observons les projections de ces points sur T ′. Comme l’illustre la Figure 1.4, il y a deux cas
possibles :

— Soit x et x′ sont dans une même composante du complémentaire de T ′ dans T et π(x) =

π(x′) ;
— Soit x et x′ sont dans des composantes distinctes du complémentaire de T ′ dans T . Dans ce

cas, on a d(x, x′) = d(x, π(x)) + d(π(x), π(x′)) + d(π(x′), x′).

x x′

T ′ T ′

x′x

π(x) = π(x′) π(x) π(x′)

Figure 1.4 – Deux cas possibles

On peut étendre ce résultat aux espaces métriques géodésique hyperboliques. La proposition qui
suit joue un rôle important dans cette thèse ; elle met en avant le caractère contractant des projec-
tions sur un quasi-convexe dans un espace géodésique hyperbolique. En observant la démonstration,
on constate que c’est une conséquence du lemme d’approximation par les arbres.

Proposition 1.2.8 (Contraction de la projection sur un quasi-convexe) [Gro87, 7.3.D]. Soient X
un espace métrique géodésique δ-hyperbolique et Y une partie ε-quasi-convexe de X. Soit π : X → Y

une projection à η près. Pour tous points x, x′ de X, on a

d
(
π (x) , π

(
x′
))
≤ max{τ, 2τ + d

(
x, x′

)
− d (x, π (x))− d

(
x′, π

(
x′
))
} (1)

avec τ = 12δ + 2ε+ 2η.
De plus, on a

d
(
π (x) , π

(
x′
))
≤ τ + d

(
x, x′

)
. (2)

Démonstration. Soit Z la réunion de segments géodésiques joignant π(x) aux points x, x′ et π(x′).
On applique le lemme d’approximation par les arbres à Z. Il existe donc un arbre simplicial T et
une application continue f : Z → T telle que :

1. Pour tous z, z′ ∈ Z, on a d(z, z′)− 6δ ≤ dT (f(z), f(z′)) ≤ d(z, z′).

2. Pour tous z, z′ ∈ [π(x), π(x′)], on a dT (f(z), f(z′)) = d(z, z′).
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Posons u := f(x), u′ = f(x′), v := f(π(x)) et v′ := f(π(x′)). Notons p et p′ les projections
respectives de u et u′ sur [v, v′]. Puisque ces projections sont faites dans T , elles sont uniques. La
Figure 1.5 illustre les trois configurations pour l’arbre T pouvant apparaitre.

v′p p′

u u′ u u′

v′ p p′ v

u u′

v p v′v

Figure 1.5 – Trois possibilités

Remarquons que

dT (p, p′) = max{0, dT (u, u′)− dT (u, p)− dT (u, p′)}
≤ dT (f(x), f(x′)).

Notons y et y′ des points de [π(x), π(x′)] tels que f(y) = p et f(y′) = p′. On obtient ainsi

dT (u, p) ≥ d(x, y)− 6δ d’après 1. ,

≥ d(x, Y )− ε− 6δ par quasi-convexité de Y ,

≥ d(x, π(x))− η − ε− 6δ car π est une projection à η près sur Y .

Comme dT (u, u′) ≤ d(x, x′), en combinant les inégalités précédentes, on obtient

dT (p, p′) ≤ max{0, d(x, x′)− d(x, π(x))− d(x′, π(x′)) + 2η + 2ε+ 12δ}

Par ailleurs, on a

dT (v, p) = dT (u, v)− dT (u, p)

≤ d(x, π(x)) + η + ε+ 6δ − d(x, π(x))

≤ η + ε+ 6δ.

On obtient alors

dT (p, p′) ≥ dT (v, v′)− dT (v, p)− dT (v′, p′)

≥ d(π(x), π(x′))− 2η − 2ε− 12δ.

En posant τ = 12δ + 2ε+ 2η, on peut conclure que

d
(
π (x) , π

(
x′
))
≤ max{τ, 2τ + d

(
x, x′

)
− d (x, π (x))− d

(
x′, π

(
x′
))
}.

Corollaire 1.2.9. Si π′ est une autre projection à η près de X sur Y , alors pour tout x ∈ X, on a
d(π(x), π′(x)) ≤ 8δ + 2ε+ 2η.
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Démonstration. Soit Z la réunion de segments géodésiques joignant π(x) aux points x et π′(x). On
applique le lemme d’approximation par les arbres à Z. Il existe donc un arbre simplicial T et une
application continue f : Z → T telle que

1. Pour tous z, z′ ∈ Z, on a d(z, z′)− 6δ ≤ dT (f(z), f(z′)) ≤ d(z, z′).

2. Pour tous z, z′ ∈ [π(x), π′(x)], on a dT (f(z), f(z′)) = d(z, z′).

Posons u := f(x), v := f(π(x)) et v′ := f(π′(x)). Notons p l’unique projection de u sur le segment
[v, v′]. La Figure 1.6 représente l’arbre T .

u

v p v′

Figure 1.6 – Arbre T

En notant y un point de [π(x), π′(x)] tels que f(y) = p, on obtient

dT (u, p) ≥ d(x, y)− 4δ d’après la première propriété de f,

≥ d(x, Y )− ε− 4δ par quasi-convexité de Y ,

≥ d(x, π(x))− η − ε− 4δ car π est une projection à η près sur Y .

De plus, on a

dT (v, p) = dT (u, v)− dT (u, p)

≤ d(x, π(x)) + η + ε+ 4δ − d(x, π(x))

≤ η + ε+ 4δ.

De la même façon, dT (v′, p) ≤ η + ε+ 4δ.
On en déduit que pour tout x ∈ X, on a

d(π(x), π′(x)) ≥ dT (v, v′)

≥ dT (v, p) + dT (p, v′)

≥ 2η + 2ε+ 8δ.

La notion de quasi-convexité se transcrit en termes de groupes de la façon suivante.

Définition 1.2.10. Soit G un groupe de type fini de système générateur fini S. Un sous-groupe H
de G est dit quasi-convexe si H est un sous-ensemble quasi-convexe du graphe de Cayley Cay(G,S)

de G par rapport à S.
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Remarquons qu’en général cette définition dépend du choix du système générateur pour le groupe
G. Néanmoins dans le cas où G est un groupe hyperbolique, la proposition suivante indique que
cette définition ne dépend pas du choix du système générateur.

Proposition 1.2.11. Soit G un groupe agissant géométriquement sur un espace géodésique propre
hyperbolique X. Si H un sous-groupe quasi-convexe de G, alors H est de type fini et le plonge-
ment de H dans X est quasi-isométrique. Réciproquement, si H est de type fini et se plonge quasi-
isométriquement dans X, alors H est un sous-groupe quasi-convexe de G.

Démonstration. Notons ε une constante de quasi-convexité de H. L’ensemble B = {h ∈ H |
d(1, h) ≤ 2ε + 1} est un système générateur fini de H. Soit S un système générateur fini de G.
Considérons maintenant un chemin géodésique c joignant 1 à un point h ∈ H dans le graphe de
Cayley Cay(G,S). On ajoute ensuite des détours à ce chemin de la façon suivante : en parcourant
c depuis 1, à chaque sommet rencontré, aller jusqu’au point de H le plus proche et revenir. Or H
est ε-quasi-convexe, donc chaque détour est de longueur inférieure ou égale à 2ε. Le chemin ainsi
construit est la concaténation d’au plus dS(1, h) chemins de longueur inférieure ou égale à 2ε + 1.
On obtient alors l’inégalité suivante :

1

2ε+ 1
dS(1, h) ≤ dB(1, h) ≤ dS(1, h).

D’où le plongement quasi-isométrique de H dans Cay(G,S). Par le Lemme 1.1.21 de Švarc-Milnor,
le groupe G est quasi-isométrique à X. Donc X est quasi-isométrique à Cay(G,S).

Supposons maintenant queH est un sous-groupe deG de système générateur fini SH et munissons
H de la métrique du mot dSH . De plus, supposons que H se plonge quasi-isométriquement dans X.
Par définition, l’image d’une géodésique par une quasi-isométrie est une quasi-géodésique. Comme
X est hyperbolique, le Théorème 1.1.14 de stabilité des quasi-géodésiques indique que cette quasi-
géodésique est à distance bornée d’une géodésique de mêmes extrémités. Ainsi H est un sous-
ensemble quasi-convexe de X. Or la quasi-convexité est un invariant quasi-isométrique (voir 1.2.3),
H est donc un sous-groupe quasi-convexe de G.

L’orbite de tout point de X pour l’action de H est ainsi quasi-convexe.

Exemple 1.2.12. Reprenons les deux exemples de 1.1.18.
— Considérons le groupe libre F (S) engendré par l’ensemble fini S. Le groupe F (S) agit donc

géométriquement sur son graphe de Cayley T par rapport à S, qui est un arbre. Soit H un
sous-groupe de type fini de F (S). Si x0 est un point de T , la réunion des segments H ·[x0, sx0]
pour s ∈ S forme un sous-arbre connexe de T et donc un convexe de T .

— Considérons une surface fermée orientable S de genre g ≥ 2 munie d’une métrique hyperbo-
lique. Le groupe de surface π1(S) agit géométriquement sur le revêtement universel H2 de S.
On a déjà vu qu’un graphe de Cayley X de π1(S) forme un pavage du plan hyperbolique par
des 4g-gones. Considérons maintenant une sous-surface Σ de bord totalement géodésique de
S. Le groupe fondamental de Σ, H = π1(Σ), est alors un sous-groupe convexe de π1(S). Il
existe donc un plongement quasi-isométrique de H dans X.
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Le résultat suivant se trouve aisément dans la littérature (par exemple dans [CDP90, 10.4.2]).
Néanmoins, la constante d’hyperbolicité n’y est pas nécessairement explicitée.

Proposition 1.2.13. Les sous-groupes quasi-convexes de groupes hyperboliques sont hyperboliques.

Démonstration. NotonsH un sous-groupe ε-quasi-convexe d’un groupe δ-hyperbolique G. La preuve
découle de la Proposition 1.2.11. En effet, la preuve de cette proposition indique que H se plonge
(2ε+1, 0)-quasi-isométriquement dans un graphe de Cayley de G. Comme l’image d’une géodésique
par une (2ε+ 1, 0)-quasi-isométrie est une (2ε+ 1, 0)-quasi-géodésique, l’image d’un triangle géodé-
sique d’un graphe de Cayley de H sera un triangle (2ε + 1, 0)-quasi-géodésique dans le graphe de
Cayley de G. D’après le Théorème de stabilité des quasi-géodésiques 1.1.14, les côtés de ce triangle
sont à moins de κ – qui ne dépend que de δ et ε – de géodésiques de même extrémités. De plus, les
triangles géodésiques de X sont δX-fins. On en déduit que H est (2ε+1)(2κ+δX)-hyperbolique.

On utilisera plus tard (dans la démonstration de Proposition 2.1.1) le fait que la constante
d’hyperbolicité du sous-groupe quasi-convexe ne dépende que de la constante d’hyperbolicité du
groupe et de la constante de quasi-convexité du sous-groupe.

1.3 Bord

Pour plus de détails sur le bord des groupes hyperboliques, on peut se référer à l’article [KB02]
qui rassemble un grand nombre de résultats sur le sujet.

1.3.1 Définitions et propriétés

Soit X un espace métrique géodésique δ-hyperbolique et x0 un point base de X. Deux rayons
géodésiques c et c′ sont dits asymptotiques si la distance de Hausdorff entre leur image est finie.
Etre asymptotique est clairement une relation d’équivalence sur les rayons géodésiques. On note [c]

la classe d’un rayon géodésique c pour cette relation.

Définition 1.3.1 (Bord géodésique). Le bord géodésique de X, noté ∂gX, est l’ensemble des classes
d’équivalence de rayons géodésiques dans X pour la relation définie ci-dessus.

Remarque 1.3.2. Pour déterminer le bord géodésique, il suffit de considérer les rayons géodésiques
issus de x0. En effet, un tel rayon c appartient bien [c] ∈ ∂gX. Par ailleurs, si c′ est un rayon
géodésique qui n’est pas issu de x0, il reste à distance bornée (par d(x0, c

′(0))) d’un rayon géodésique
c issu de x0 et est donc asymptotique à celui-ci. Ces deux rayons définissent le même point du bord
∂gX, [c′] = [c].

Une suite (xn)n≥1 de points de X convergent à l’infini si

lim inf
i,j→∞

〈xi, xj〉x0 =∞.
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Deux suites (xn)n≥1 et (yn)n≥1 de points de X convergeant à l’infini sont dites équivalentes si

lim inf
i,j→∞

〈xi, yj〉x0 =∞.

La convergence à l’infini d’une suite de points de X ne dépend pas du choix du point base ; il
en est de même pour l’équivalence de deux suites de ce type.

Définition 1.3.3 (Bord séquentiel). Le bord séquentiel de X, noté ∂sX, est l’ensemble des classes
d’équivalence de suites de points de X convergeant à l’infini pour la relation ci-dessus.

Il existe une application canonique du bord géodésique dans le bord séquentiel qui provient de
l’association à tout rayon c de la suite de points (c (n))n≥1. En ajoutant l’hypothèse de propreté à
l’espace, le résultat suivant permet d’identifier ces deux définitions.

Proposition 1.3.4 [GdlH90, VII.4]. Si X est propre, alors il existe une bijection entre le bord
géodésique ∂gX et le bord séquentiel ∂sX de X.

Dans le reste de cette section, X désigne un espace métrique géodésique propre δ-hyperbolique.
On note alors simplement ∂X le bord de X.

On peut définir une notion de convergence sur le bord de X. Pour n ≥ 1, soient c et cn des
rayons géodésiques issus de x0. On dit que (un)n = ([cn])n converge vers u = [c] dans ∂X si et
seulement si lim

n→∞
lim inf
t→∞

〈cn(t), c(t)〉x0 =∞.

Exemple 1.3.5.
— Si l’espace X est borné, alors ∂X est l’ensemble vide.
— Le bord d’un arbre combinatoire est un ensemble totalement discontinu. En particulier, le

bord d’un arbre régulier est un ensemble de Cantor.
— Le bord de l’espace hyperbolique de dimension n, Hn est la sphère de dimension n− 1.

Le produit de Gromov dans l’espace hyperbolique X s’étend naturellement au bord de X de la
façon suivante.

Définition 1.3.6 (Produit de Gromov). Soient u, v deux points de ∂X. Le produit de Gromov de
u et v est définit par

〈u, v〉x0 = inf{lim inf
i,j→∞

〈xi, yj〉x0 | (xn)n ∈ u, (yn)n ∈ v}.

Si z est un point de X, le produit de Gromov de u et z est donné par

〈u, z〉x0 = inf{lim inf
i→∞

〈xi, z〉x0 | (xn)n ∈ u}.

Le résultat suivant permet de comparer le produit de Gromov à l’infini ainsi définit aux autres
choix raisonnables (sup à la place de inf et/ou lim sup à la place de lim inf).

Proposition 1.3.7. Soient u, v deux points distincts de ∂X. Soient (xi)i et (x′i)i deux suites
définissant u et (yi)i et (y′i)i deux suites définissant v. Soit z un point de X. On a :
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1. lim supi,j→∞〈x′i, y′j〉x0 ≤ lim infi,j→∞〈xi, yj〉x0 + 2δ < +∞ ;

2. lim supi→∞〈x′i, z〉x0 ≤ lim infi,j→∞〈xi, z〉x0 + δ < +∞

Démonstration. Montrons le point 1., le point de 2., plus simple, se traite de façon analogue.
Comme les points u et v sont distincts, lim infi,j→∞〈xi, yj〉x0 est fini ; notons la L. Par choix des

suites, on a

lim
i,k→∞

〈xi, x′k〉x0 =∞ et lim
j,l→∞

〈yj , y′l〉x0 =∞.

Il existe donc un entier m tel que pour tout i, j, k et l supérieur à m, 〈xi, x′k〉x0 ≥ L + 3δ et
〈yj , y′l〉x0 ≥ L+ 3δ. En utilisant deux fois l’inégalité (H) et en passant à la limite, on en déduit que

〈xi, yj〉x0 + 2δ ≥ min{〈xi, x′k〉x0 , 〈x′k, y′l〉x0 , 〈y′l, yj〉x0}
≥ min{L+ 3δ, 〈x′k, y′l〉x0}.

Lorsque i et j tendent vers l’infini, on a L + 2δ ≥ min{L + 3δ, 〈x′k, y′l〉x0}. On en déduit que pour
tout k, l ≥ m,

〈x′k, y′l〉x0 ≤ lim inf
i,j→∞

〈xi, yj〉x0 + 2δ.

Ce qui démontre l’inégalité du point 1.

Pour tout entier r ≥ 0 et pour tout point u ∈ ∂X, notons

U(u, r) := {v ∈ ∂X | 〈u, v〉x0 ≥ r}.

L’ensemble {U(u, r) | r ≥ 0} forme un système fondamental de voisinages pour tout élément u ∈ ∂X.
On munit alors le bord ∂X de la topologie correspondante. Encore une fois, comme la définition des
points du bord de X ne dépend pas du point base, la topologie induite ne dépend pas du choix du
point base de X.

Proposition 1.3.8 [GdlH90, VII.9]. L’espace topologique ∂X est compact.

Par ailleurs, la propreté de X permet de connecter un point de l’espace à un point du bord et
donc deux points distincts du bord de la façon suivante.

Proposition 1.3.9 [CDP90, II.2.1]. Si x est un point de X et u un point de ∂X, alors il existe un
rayon géodésique c : R+ → X tel que x = c(0) et u = [(c(n))n≥1].

Si u et v sont deux points distincts de ∂X, alors il existe une géodésique bi-infinie l : R → X

telle que u = [(l(−n))n≥1] et v = [(l(n))n≥1].

Cela permet d’étendre la caractérisation des triangles fins à X ∪ ∂X. On trouve une démonstra-
tion de ce résultat bien connu dans [CDP90, II.2.2] ou [KW04, 3.9].

Proposition 1.3.10. Tout triangle géodésique de X ∪ ∂X est 4δ-fin et 4δ-quasi-convexe.
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La Figure 1.7 montre le cheminement permettant de montrer qu’un point appartenant à un coté
d’un triangle idéal est à distance au plus 4δ des deux autres cotés.

δ
2δ

δ
δ

δ

Figure 1.7 – Triangle idéal

Les triangles géodésiques ayant au moins un sommet dans ∂X sont généralement appelés des
triangles géodésiques idéaux. Le résultat suivant explique que sous certaines conditions, on peut –
quitte à revenir un peu en arrière – prolonger toute géodésique [x0, x] en un rayon géodésique issu
de x0.

Le Théorème 1.1.15 induit le résultat suivant.

Théorème 1.3.11 [CDP90, III.2.2]. Soient X et X ′ deux espaces géodésiques propres quasi-isomé-
triques. La quasi-isométrie s’étend en un homéomorphisme entre les bords ∂X et ∂X ′.

Si un groupe G agit géométriquement dans deux espaces métriques géodésiques propres hyper-
boliques X et X ′, alors ∂X = ∂X ′. En particulier, on peut définir le bord d’un groupe hyperbolique
comme étant le bord de son graphe de Cayley pour un système générateur préféré.

1.3.2 Prolongement des géodésiques

Proposition 1.3.12 (Prolongement des géodésiques dans un espace hyperbolique). Soit G un
groupe agissant par isométrie et cocompactement sur un espace métrique géodésique propre δ-hyper-
bolique X. Il existe une constante µ ≥ 0 telle que si x0 est un point de X, pour tout point de X, il
existe un rayon géodésique issu de x0 passant à distance inférieure ou égale à µ.

Démonstration. Soit x0 un point de X. Tout d’abord, comme le graphe de Cayley X est un espace
géodésique propre δ-hyperbolique, la Proposition 1.3.9 indique que deux points distincts du bord
sont joints par une géodésique bi-infinie. Considérons une telle géodésique bi-infinie L et considérons
un point y appartenant à L.

De plus, comme l’action de G sur X est cocompacte, il existe D tel que G ·B(x0, D) = X. Pour
un point x de X, il existe donc g ∈ G tel que d(x, gy) ≤ D. En translatant la géodésique bi-infinie
L par g, on obtient une géodésique bi-infinie g · L passant à moins de D de x dans X.
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Considérons maintenant un triangle idéal géodésique composé de g · L et de deux rayons issus
de x0 joignant respectivement ses extrémités. Or, d’après 1.3.10, tout triangle idéal de X est 4δ-fin.
Pour tout µ ≥ 4δ +D, le point x est alors à distance inférieure ou égale à µ d’un rayon géodésique
issu de x0.

Définition 1.3.13 (Constante de prolongement des géodésiques). On dit dans ce cas que µ est une
constante de prolongement des géodésiques pour X.

Remarque 1.3.14. Quitte à remplacer δ par µ, on peut toujours se ramener au cas où la constante
de prolongement des géodésiques pour X est δ.

Proposition 1.3.15. Soient X un espace métrique géodésique propre δ-hyperbolique et x0 un point
de X. Si x est un point de X et c : R≥0 → X est un rayon géodésique issu de x0 passant à moins de
µ de x, on a

d(x, c(d(x0, x))) ≤ 2µ+ 2δ.

Démonstration. Le rayon géodésique c passe à moins de µ de x, il existe donc r ≥ 0 tel que
d(x, c(r)) ≤ µ. Pour plus de lisibilité, notons R = d(x0, x). (voir Figure 1.8)

Comme d(x0, x) = d(x0, c(R)), on a l’inégalité

〈x0, c(R)〉x =
1

2
d(x, c(R)) ≤ d(x, [x0, c(R)]).

Deux cas sont à considérer.
— Si r ≤ R, l’inégalité ci-dessus indique immédiatement que

d(x, c(R)) ≤ µ.

— Si r ≥ R, on applique la Proposition 1.1.7 aux géodésiques [x0, x] et [x0, c(r)]. On obtient
ainsi

d(x, c(R)) ≤ 2(d(x, c(r)) + δ)

≤ 2µ+ 2δ.

x0

x

c(R)

c

c(r)
c(r)

Figure 1.8 – Prolongement de géodésique

On en conclut que pour tout point x de X tel que d(x0, x) = R et pour tout rayon géodésique
c : R≥0 → X issu de x0 passant à moins de µ de x, la distance de x au point c(R) est inférieure ou
égale à 2µ+ 2δ.
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1.3.3 Propriétés des isométries hyperboliques

Soit X un espace métrique géodésique propre δ-hyperbolique. Soit x0 un point de X.

Définition 1.3.16 (Isométries elliptiques, paraboliques, hyperboliques). Une isométrie g de X est
dite

— elliptique si l’orbite de x0 est bornée,
— parabolique si l’orbite de x0 admet exactement un point d’accumulation dans ∂X,
— hyperbolique si l’application de Z dans X qui à n associe gnx0 est une quasi-isométrie.

En particulier, une isométrie g est hyperbolique si l’orbite de x0 admet exactement deux points
d’accumulation dans ∂X. Par ailleurs, puisque g est une isométrie, ces définitions ne dépendent pas
du choix de x0. Le théorème suivant assure que toute isométrie de X est de l’un de ces types.

Théorème 1.3.17 [Gro87, 8.1.B]. Toute isométrie d’un espace métrique géodésique propre hyper-
bolique est elliptique, parabolique ou hyperbolique.

Rappelons quelques propriétés intéressantes des isométries hyperboliques.

Proposition 1.3.18 [CDP90, X.6.6]. L’action d’une isométrie hyperbolique de X sur ∂X a exac-
tement deux points fixes.

Si g est une isométrie hyperbolique de X, on note généralement g− le point fixe répulsif et g+

le point fixe attractif. Ces couples de points ont la bonne propriété suivante.

Proposition 1.3.19 [Gro87, §5.1]. L’ensemble des couples de points fixes répulsifs-attractifs d’iso-
métries hyperboliques de X est dense dans l’ensemble des couples de points distincts du bord de
X.

1.4 Bouts

On rappelle qu’une application entre espaces topologiques est dite propre si l’image réciproque
d’un compact est un compact. Dans ce paragraphe, on appelle rayon une application de R≥0

dans un espace topologique. La notion de bouts pour les espaces topologiques a été introduite
par H.Freudenthal [Fre31].

Définition 1.4.1. Soit X un espace topologique. On dit que deux rayons propres c, c′ de R≥0 dans
X convergent vers un même bout si pour tout compact K ⊆ X il existe un entier R tel que les
restrictions c([R,∞)) et c′([R,∞)) soient contenues dans une même composante connexe par arcs
de XrK.

Converger vers un même bout est clairement une relation d’équivalence sur l’ensemble des rayons
propres de R≥0 dans un espace topologique. On note bt(c) le bout défini par un rayon propre
c : R≥0 → X, c’est-à-dire la classe d’équivalence de c pour la relation ci-dessus. Bt(X) désigne
l’ensemble des bouts de X. Le nombre de bouts de X, noté e(X), est le cardinal de l’ensemble
Bt(X).
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On peut définir une convergence sur l’ensemble des bouts de la façon suivante : soit (cn)n une
suite de rayons propres de R≥0 dans X. La suite (bt(cn))n converge vers bt(c) si et seulement si
pour tout compact K ⊆ X, il existe une suite d’entiers (Rn)n telle qu’à partir d’un certain rang,
cn([Rn,∞)) et c([Rn,∞)) soient dans une même composante connexe par arcs deXrK. Cette notion
de convergence permet alors de munir Bt(X) d’une topologie. Un sous-ensemble B de Bt(X) est
dit fermé si toute suite d’éléments de B convergente a sa limite dans B.

Théorème 1.4.2 [Geo08, 13.4.7 et 13.4.16]. Soit X un espace métrique géodésique propre hyperbo-
lique. L’ensemble des bouts Bt(X) est un Cantor.

En particulier, l’ensemble des bouts est totalement discontinu et sans point isolé.

Lemme 1.4.3 [BH99, I.8.28]. Soient X un espace métrique géodésique propre et x0 un point de X.
Soit k > 0. Soient c, c′ : R≥0 → X deux rayons propres de X.

1. Les rayons c et c′ définissent le même bout si et seulement si pour tout R > 0, il existe un rang
T tel que pour tout t ≥ T , il existe un nombre fini de points de X, c(t) = x1, . . . , xn = c′(t)

avec d(xi, xi+1) ≤ k pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1} dans XrB(x0, R+ k).

2. Soit Gx0(X) l’ensemble des rayons géodésiques issus de x0 dans X. L’application naturelle de
Gx0(X) dans Bt(X) est surjective.

La démonstration de ce résultat repose sur le fait que X soit propre. En effet, cela permet
de remplacer les ensembles compacts de la définition de bout par des boules. Ce lemme induit le
résultat suivant.

Proposition 1.4.4 [BH99, I.8.29]. Toute quasi-isométrie entre deux espaces géodésiques propres
induit un homéomorphisme entre leur espace de bouts respectif.

Cela motive la définition suivante.

Définition 1.4.5. Soit G un groupe muni d’un système générateur fini S. L’ensemble des bouts de
G est Bt(G) : = Bt(Cay(G,S)).

Le théorème suivant regroupe des résultats dus à H.Hopf [Hop44] (1. - 2.) et J.Stallings [Sta71]
(3.).

Théorème 1.4.6. Soit G un groupe de type fini.

1. e(G) = 0, 1, 2,∞
2. e(G) = 0 si et seulement si G est fini.

3. e(G) > 1 si et seulement si l’une des propositions suivantes est satisfaite :

i. Le groupe G se décompose en un produit libre amalgamé A ∗C B avec C fini, |A/C| ≥ 2

et |B/C| ≥ 2 ;

ii. Le groupe G se décompose en une extension HNN 〈A, t | t−1C1t = C2〉 avec C1 et C2 deux
sous-groupes finis isomorphes de A.

Le point 3. du théorème précédent peut être reformulé de la façon suivante.
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Corollaire 1.4.7. Soit G un groupe de type fini.
i. e(G) = 2 si et seulement si le groupe G se décompose en produit libre amalgamé A ∗C B avec
C fini et |A/C| = |B/C| = 2 ou G = 〈A, t | t−1At〉 avec A fini.

ii. e(G) = ∞ si et seulement si le groupe G se décompose en un produit libre amalgamé A ∗C B
avec C est fini, |A/C| ≥ 3 et |B/C| ≥ 2 ou en une extension HNN 〈A, t | t−1C1t = C2〉 avec
C1 et C2 deux sous-groupes finis isomorphes de A, différents de A.

Dans le d’un groupe de type fini à deux bouts, on note aussi le résultat suivant.

Théorème 1.4.8 [SW79, 5.12]. Soit G un groupe de type fini. On a :
e(G) = 2 si et seulement si le groupe G est virtuellement cyclique.

Dans le cas d’un espace hyperbolique, la notion de bout peut être comparée à la notion de bord.
Le résultat suivant est signalé par les spécialistes, voir par exemple [GdlH90, VII.17] ou [BH99,
III.H.3.8]. On détaille ici l’idée de preuve donnée dans la première référence.

Proposition 1.4.9. Soit X un espace métrique géodésique, propre et hyperbolique. Il existe une
application continue surjective du bord ∂X dans l’ensemble des bouts Bt(X) dont les fibres sont
connexes.

Démonstration. Définissons une application π : ∂X → Bt(X) qui à chaque point du bord de X
associe un bout de X et montrons qu’elle est bien définie. D’après 1.4.3, l’ensemble des rayons
géodésiques issus d’un point x0 de X permet de décrire l’ensemble des bouts de X. Considérons
donc un rayon géodésique c : R≥0 → X issu de x0 ∈ X. Par définition, pour tout compact K ⊆ X,
il existe un entier R tel que c([R,∞)) soit en dehors de K. Le rayon c définit donc un bout. Soit
c′ : R≥0 → X un rayon géodésique issu de x0 asymptotique à c. D’une part, le rayon c′ définit le
même point de ∂X que c. D’autre part, il existe un entier R′ tel que c′([R′,∞)) et c([R′,∞)) soient
dans une même composante connexe par arcs de XrK. Le bout défini par le rayon c ne dépend
donc que du point du bord ∂X défini par c. Ainsi l’application π est bien définie.

La surjectivité de π découle de sa définition. En effet, considérons un bout e ∈ Bt(X). D’après
le Lemme 1.4.3, il existe un rayon géodésique c issu de x0 qui définit e. Notons u le point du bord
∂X défini par c. Alors π(u) = e. Cela montre que l’application π est surjective.

Montrons maintenant que l’application π est continue. Considérons une suite (un)n de points de
∂X telle que un soit définie par un rayon cn pour tout n. Supposons que cette suite (un)n converge
vers un point u de ∂X définit par un rayon c. Cela signifie que

lim
n→∞

lim inf
t→∞

〈cn(t), c(t)〉x0 =∞.

En d’autres termes, pour tout R ≥ 0, il existe un entier N tel que pour tout n ≥ N , on ait

lim inf
t→∞

〈cn(t), c(t)〉x0 ≥ R.

On en déduit que pour tout t ≥ R, il existe un chemin géodésique joignant cn(t) à c(t) en dehors
de la boule B̄(x0, R− δ). Cela signifie que la suite (bt(cn))n converge vers bt(c). On a ainsi montré
que l’application π : ∂X → Bt(X) est continue.
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Comme l’espace des bouts de X est totalement discontinu (Théorème 1.4.2), les composantes
connexes de X sont contenues dans les fibres de π.

Montrons maintenant que les fibres de π sont connexes. Pour cela, supposons qu’il existe un bout
e ∈ Bt(X) dont la fibre π−1(e) n’est pas connexe. Il existe donc deux fermés non vides F1 et F2 tels
que π−1(e) = F1 t F2. Considérons deux ouverts disjoints U1 et U2 de ∂X tels que Fi ⊂ Ui pour
i = 1, 2. Notons ensuite pour i = 1, 2, Ûi la réunion des rayons géodésiques issus de x0 définissant
un point de Ui. Pour R assez grand, les ensembles Û1rB(x0, R) et Û2rB(x0, R) sont à distance
strictement positive l’un de l’autre. Notons ci un rayon géodésique issu de x0 définissant un point
de Fi, pour i = 1, 2. En particulier, ces rayons définissent le même bout e. Donc il existe une suite
d’entiers (Rn)n≥1 et des chemins ln : [0, 1] → X joignant c1(Rn) ∈ Û1 à c2(Rn) ∈ Û2 en dehors de
la boule B(x0, n). Or on a déjà remarqué que, si n est assez grand, les ensembles Û1rB(x0, Nn) et
Û2rB(x0, n) sont à distance strictement positive l’un de l’autre. Cela signifie qu’il existe tn ∈ [0, 1]

tel que ln(tn) soit en dehors de Û1 t Û2. Considérons maintenant la suite de segments géodésiques
([x0, ln(tn)])n≥1. On remarque que la longueur des segments [x0, ln(tn)] tend vers l’infini quand n
tend vers l’infini. En utilisant la propreté de X, on peut appliquer le théorème d’Arzelà-Ascoli à
l’ensemble des rayons géodésiques obtenus à partir de [x0, ln(tn)] en stagnant en ln(tn). Il existe
une suite extraite de ([x0, ln(tn)])n≥1 qui converge vers un rayon c issu de x0 définissant le même
bout que c1 et c2. C’est absurde puisque le rayon c ne peut définir de point de F1, ni de F2. On en
conclut que les fibres de π sont connexes.

Remarque 1.4.10 (Cas d’un espace ayant un bout). Dans le cas particulier d’un espace ayant un
unique bout, l’application définie dans la Proposition 1.4.9 admet une unique fibre qui est exacte-
ment le bord de l’espace. Cela signifie que si un espace métrique géodésique propre hyperbolique
n’a qu’un seul bout alors son bord est connexe.

En combinant les résultats 3 de M.Bestvina et G.Mess [BM91, 3.2 et 3.3] et B.H.Bowditch
[Bow99, 0.3] et G.A.Swarup [Swa96] , on remarque que si un groupe hyperbolique n’a qu’un bout
alors on peut construire explicitement un chemin entre deux points de son bord. Donc si un groupe
hyperbolique n’a qu’un seul bout, son bord est localement connexe par arcs.

1.5 Enveloppe convexe faible et cœur convexe

Pour davantage de résultats sur le sujet, on peut se référer par exemple à [KS96], [Swe01] ou
[KW04].

Soit H un groupe d’isométries d’un espace métrique géodésique δ-hyperbolique X. Soit x0 un
point de X.

Définition 1.5.1. L’ensemble limite de H est ΛH = H · x ∩ ∂X formé des points d’accumulation
dans ∂X de l’orbite d’un point x ∈ X pour l’action de H. L’ensemble limite conique ΛcH de H
est l’ensemble des points du bord de X pour lesquels il existe N ≥ 0 tel que pour tout rayon c

définissant ce point, le N -voisinage de c intersecte l’orbite H · x0.
3. Ces différents résultats sont énoncés et étudiés plus en détail dans les sections 2.2.1 et 3.2.1.
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Par définition, l’ensemble limite ΛH est compact et H-invariant. De plus, l’ensemble limite
conique ΛcH est aussi H-invariant et ΛcH ⊆ ΛH.

Un autre choix de point base ne change pas l’ensemble limite de H. En effet, considérons (hn)n
une suite d’éléments de H telle que (hnx)n tende vers un point u de ΛH. Si x′ est un point de
X distinct de x, on a 〈hnx, hnx′〉x0 ≥ 〈hnx, hnx〉x0 − d(x, x′). Ainsi 〈hnx, hnx′〉x0 tend aussi vers
l’infini. Or X est hyperbolique donc 〈hnx′, hmx′〉x0 ≥ min{〈hnx, hnx′〉x0 , 〈hmx, hnx′〉x0} − δ et la
limite de (hnx

′)n est aussi u.

Proposition 1.5.2 [Swe01]. Soit G un groupe agissant géométriquement sur un espace métrique
géodésique hyperbolique. Un sous-groupe H de G est quasi-convexe si et seulement si ΛcH = ΛH.

Démonstration. Montrons tout d’abord que siH est un sous-groupe quasi-convexe deG alors ΛcH =

ΛH. Par définition, on a immédiatement ΛcH ⊆ ΛH.
Montrons l’inclusion inverse. Soit x0 un point de l’espace hyperbolique. Considérons un point

u ∈ ΛH et un rayon c issu de x0 définissant u. Par définition de ΛH, il existe une suite (hn)n
d’éléments de H telle que u = [(hn · x0)n]. Puisque (hn)n et c définissent le même point de ∂X,
à partir d’un certain rang, la distance de c à hn sera bornée. Ainsi d’après la Proposition 1.1.7,
les segments géodésiques [x0, hn · x0] restent à distance bornée de c. Comme H est un sous-groupe
quasi-convexe de G, H ·x0 est un sous-ensemble quasi-convexe de X. Le rayon c reste donc à distance
bornée de H · x0. Ainsi u ∈ ΛcH. On en déduit que ΛH ⊆ ΛcH et donc ΛcH = ΛH.

Montrons maintenant l’autre implication. Soit H un sous-groupe d’un groupe agissant géomé-
triquement sur un espace hyperbolique tel que ΛcH = ΛH. En particulier, H agit par isométrie et
proprement discontinument sur C(ΛH). Il reste donc à montrer que H agit cocompactement sur
C(ΛH). Soit x0 un point de l’espace hyperbolique.

Considérons un point u ∈ ΛH. Il existe donc une géodésique bi-infinie l ⊂ C(ΛH) dont l’une
des extrémités est u, disons l+ = u. Par ailleurs, u ∈ C(ΛcH) et il existe un entier N tel que
le N -voisinage de l |[0,+∞) intersecte H · x0. Ainsi l |[0,+∞) ∩(H · x0)+N 6= ∅ et donc C(ΛcH)

intersect le N -voisinage de H · x0. Par H-invariance de ce voisinage, on obtient finalement que
C(ΛH) = C(ΛcH) ⊂ (H · x0)+N . D’après la Proposition 1.2.11, H est un sous-groupe quasi-
convexe.

Définition 1.5.3. Un groupe est dit non-élémentaire si le cardinal de son ensemble limite est
strictement supérieur à 2.

Théorème 1.5.4 [Gro87]. Soit X un espace métrique géodésique hyperbolique. Soit H un groupe
d’isométries non-élémentaire agissant proprement discontinument sur X. L’ensemble limite ΛH est
l’unique ensemble minimal de l’action de H sur ∂X.

Définition 1.5.5. Soit X un espace métrique géodésique hyperbolique. L’enveloppe convexe faible
d’un groupe d’isométries non-élémentaire H de X, notée C(ΛH), est l’union de toutes les géodé-
siques bi-infinies de X joignant des points de ΛH.

Par définition, C(ΛH) est H-invariant.
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Définition 1.5.6. Le cœur convexe de H est le quotient C(ΛH)/H.

Proposition 1.5.7. Soit H un groupe d’isométries d’un espace métrique géodésique δ-hyperbolique
non-élémentaire. L’ensemble C(ΛH) est 8δ-quasi-convexe.

Démonstration. On déduit de la Proposition 1.3.10 que tout quadrilatère de X à sommets dans
X ∪ ∂X est 8δ-fin et 8δ-quasi-convexe.

Considérons deux points x et y de l’enveloppe convexe faible de H. Par définition de C(ΛH), il
existe des points a, b, c, d de ∂X tels que x appartienne à une géodésique bi-infinie (a, b) joignant a
à b et y appartienne à une géodésique bi-infinie (c, d) joignant c à d.

Supposons que les points a, b, c, d sont tous distincts (les autres cas sont plus simples et se traitent
de façon analogue). En considérant deux autres géodésiques bi-infinies joignant a à d et b à c, on
obtient un quadrilatère idéal Q = (a, b)∪(b, c)∪(c, d)∪(d, a). En particulier, Q est 8δ-quasi-convexe.
Donc tout segment géodésique joignant x à y est ainsi dans le 8δ-voisinage de Q. Or Q est contenu
dans C(ΛH) donc tout segment géodésique joignant x à y est dans le 8δ-voisinage de C(ΛH).

On en conclut que l’enveloppe convexe faible de H est 8δ-quasi-convexe.

La caractérisation suivante des sous-groupes quasi-convexes aura son importance dans la suite.

Proposition 1.5.8. Soit G un groupe agissant géométriquement sur un espace géodésique propre
hyperbolique X. Un sous-groupe H de G est quasi-convexe si et seulement si H agit géométriquement
sur C(ΛH).

La démonstration suivante, qui reprend les preuves de [KS96, Prop.3.4] et [Swe01], fournit une
expression explicite du diamètre du cœur convexe et de la constante d’hyperbolicité. En effet, pour
δ une constante d’hyperbolicité pour X, on montre plus précisément que :

— Si H est un sous-groupe ε-quasi-convexe de G alors le diamètre de C(ΛH)/H est inférieure
à 2(2δ + ε+ κ+ 3) où κ est la constante du Théorème 1.1.14.

— Si le diamètre du cœur convexe est fini alors pour tout x ∈ X, l’ensemble H · x est
(diam(C(ΛH)/H) + d(x,C(ΛH)) + 10δ)-quasi-convexe.

Démonstration. Soit x0 un point de C(ΛH). Notons δ une constante d’hyperbolicité pour X et S
un système générateur symétrique fini pour G.

Dans un premier temps, montrons que l’enveloppe convexe faible de H est contenue dans un
voisinage borné de l’orbite H ·x0. Considérons un point x de l’enveloppe convexe faible C(ΛH). Par
définition de C(ΛH), il existe deux points u et v dans ΛH tels que x appartienne à une géodésique
joignant u à v. Considérons des points t ∈ [x, u) et t′ ∈ [x, v) loin de x. Par définition de C(ΛH),
on peut trouver des éléments h, h′ ∈ H tels que d(t, hx0) + 2δ < d(x, t) et d(t′, h′x0) + 2δ < d(x, t′).
Observons alors le quadrilatère géodésique de sommets hx0, h′x0, t et t′ ainsi formé (voir Figure 1.9).
Comme X est un espace δ-hyperbolique, il existe un point y sur [hx0, h

′x0] satisfaisant d(x, y) ≤ 2δ.
Considérons maintenant une suite d’éléments de G, g0, g1, . . . , gn telle que g0 = h, gn = h′ et

d(gix0, gjx0) = |i − j| pour tout i, j ∈ {0, . . . , n}. Comme la preuve du Lemme de Švarc-Milnor
1.1.21 indique que l’application f : G → X définie par f(g) = gx0 est une (σ, 1)-quasi-isométrie
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où σ = max{d(x0, s · x0) | s ∈ S}, l’union Y des segments géodésiques [gix0, gi+1x0] pour i ∈
{0, . . . , n− 1} est une (σ, 1)-quasi-géodésique (voir Figure 1.9).

u

hx0

t

gix0

x

h′x0

t′ v

gi+1x0
y

Figure 1.9 – Quadrilatère géodésique et quasi-géodésique

Or, d’après le Théorème 1.1.14, toute quasi-géodésique reste dans le κ-voisinage de toute géo-
désique de mêmes extrémités avec κ = 64δσ log2(128σ2 + 2σ/δ + 16σ) + 8σ + 64δσ + 2. Cela
signifie que d(y, Y ) ≤ κ. Il existe donc un entier l ∈ {0, . . . , n} tel que d(y, glx0) ≤ κ + 1. On
a alors d(x, glx0) ≤ κ + 2δ + 1. De plus, comme H est un sous-groupe ε-quasi-convexe de G, il
existe un élément h′′ ∈ H tel que d(h′′, gl) ≤ ε. On en déduit que d(h′′x0, glx0) ≤ ε + 2 et ainsi
d(x, h′′x0) ≤ κ+ 2δ + ε+ 3. Le diamètre de C(ΛH)/H est inférieur à 2(2δ + ε+ κ+ 3).

Ainsi l’action de H sur C(ΛH) est cocompacte. Comme H est un sous-groupe de G et que G
agit géométriquement sur X, le sous-groupe H agit géométriquement sur C(ΛH).

Supposons maintenant que le diamètre du cœur convexe est fini, disons inférieur à d. Considérons
un point x de X et posons D = d(x,C(ΛH)). Il existe alors une géodésique bi-infinie L d’extrémités
dans ΛH contenant un point y tel que d(x, y) = D. Comme C(ΛH) est invariant sous l’action de H,
pour tout élément h de H, le point hy appartient toujours a une géodésique bi-infinie d’extrémités
dans ΛH et d(hx, hy) = D.

Montrons que tout segment [x, hx] reste à distance bornée de H · x. Comme tout quadrilatère
de sommets x, hx, y, hy est 2δ-fin, tout segment géodésique [y, hy] est contenu dans le (D + 2δ)-
voisinage d’un segment géodésique [x, hx]. Par ailleurs, la Proposition 1.5.7 indique que C(ΛH)

est 8δ-quasi-convexe. Tout segment [y, hy] est contenu donc dans le 8δ-voisinage de C(ΛH). On en
déduit que [x, hx] est contenu dans le (d+D + 10δ)-voisinage de l’orbite H · x. On en conclut que
H est un sous-groupe quasi-convexe de G.

Définition 1.5.9. Un groupe H qui satisfait les conditions équivalentes de la Proposition 1.5.8 est
appelé un groupe quasi-convexe-cocompact d’isométries de X.

Le théorème suivant sera utile dans l’étude du bord des espaces quotients au Chapitre 2.

Théorème 1.5.10 [Coo89]. Soit H un groupe agissant par isométrie et proprement discontinument
sur un espace géodésique, propre et hyperbolique X. Alors H agit proprement discontinument sur
(X ∪ ∂X)rΛH.

1.6 Un exemple fondamental : le cas du groupe libre

On donne ici l’exemple du groupe libre auquel on pourra se référer plus tard pour illustrer nos
propos.
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Théorème 1.6.1 (Théorème de Nielsen-Schreier) [Nie21][Sch27]. Tout sous-groupe d’un groupe
libre est un groupe libre quasi-convexe.

Différentes approches topologiques et algébriques permettent de montrer ce résultat ; on trouve
par exemple une preuve dans [Ser77, §3].

Démonstration. Un groupe est libre si et seulement s’il est le groupe fondamental d’un graphe. En
effet, si on note Γ un graphe et Γ0 son arbre de représentants alors le graphe obtenu en rétractant
Γ0 en un point est un bouquet de cercles dont le nombre de cercles est égal au nombre d’arêtes
de ΓrΓ0. Le groupe fondamental de Γ est donc le groupe fondamental d’un bouquet de k cercles,
c’est-à-dire le groupe libre de rang k. En particulier, un groupe est un groupe libre de type fini si
et seulement s’il est le groupe fondamental d’un graphe fini.

Considérons un groupe libre F de système générateur fini S. Il peut donc être réalisé comme le
groupe fondamental d’un graphe fini Γ. Le revêtement universel de Γ est un arbre T . Donc le groupe
F = π1(Γ) agit géométriquement et librement sur T . Réciproquement, si un groupe agit librement
sur un arbre alors l’espace quotient est un graphe. Or on a montré que le groupe fondamental d’un
graphe est un groupe libre. Donc le groupe est un groupe libre. En particulier, un sous-groupe de
ce groupe libre agit encore librement sur cet arbre et c’est donc aussi un groupe libre.

Soit H un sous-groupe de type fini de F engendré par un système fini SH . En particulier, H agit
par isométrie, proprement discontinument et librement sur T . Soit x0 un point de T . Considérons la
réunion des segments géodésiques h · [x0, sx0] pour s ∈ SH et h ∈ H. Par construction, cet ensemble
forme un sous-ensemble connexe T ′ de T . Donc T ′ est un graphe acyclique et comme il est connexe,
c’est un sous-arbre de T . De plus, T ′ est convexe. En effet, si T ′ n’était pas convexe, il existerait
deux points de T ′ joints par un chemin qui quitte T ′. Or dans un arbre, deux points sont joints par
un unique chemin et si on ôte une arête d’un arbre, il n’est plus connexe. L’existence du chemin c
contredit donc la connexité de T ′. On en déduit que T ′ est un sous-arbre convexe de T .

Par construction, l’action de H sur T ′ est aussi cocompacte et H agit géométriquement sur T ′.
D’après le Lemme de Švarc-Milnor 1.1.21, H et T ′ sont quasi-isométriques et comme T ′ ⊂ T est
convexe, la Proposition 1.2.3 indique que H est un quasi-convexe de F .

On peut alors construire le cœur convexe C(ΛH)/H de l’ensemble limite de H à partir de T ′.
Pour ce faire, il suffit de rétracter les sommets de valence 1 de T ′/H sur leur racine. On peut donc voir
T/H comme la réunion du cœur convexe et d’une famille finie d’arbres Tx, avec x ∈ C(ΛH)/H, deux
à deux disjoints tels que Tx ∩ C(ΛH)/H = {x} comme dans la Figure 1.10. Comme la projection
de T sur T ′ est H-équivariante, elle induit une projection du graphe quotient T/H sur le cœur
convexe. Cette projection rétracte alors les arbres Tx sur leur racine x ∈ C(ΛH)/H.
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C(ΛH)/H
x

Tx

Figure 1.10 – Forme de X/H

1.7 Graphes de Schreier

Définition 1.7.1. Soit G un groupe de système générateur fini S. Soit H un sous-groupe de G.
Le graphe de Schreier du couple (G,H) par rapport à S, noté Sch(G,H,S), est le graphe orienté
défini de la façon suivante :

— Les sommets sont identifiés aux éléments G/H à savoir les classes Hg = {hg | h ∈ H} pour
g ∈ G.

— Deux classes Hg et Hg′ sont jointes par une arête orientée étiquetée par un générateur s ∈ S
si et seulement si Hgs = Hg′.

De cette façon, tout mot en S ∪ S−1 définit un chemin simplicial dans le graphe de Schreier
Sch(G,H,S). Par construction, les graphes de Schreier sont des graphes réguliers (de degré 2#S)
et connexes (multiplication à droite par un générateur). On peut également munir un tel graphe
d’une métrique naturelle en donnant à chaque arête la longueur 1.

Les graphes de Schreier sont une généralisation naturelle des graphes de Cayley. En effet, si H
est le sous-groupe trivial de G, alors le graphe de Schreier de (G,H) par rapport à S est simplement
le graphe de Cayley de G par rapport à S. Par ailleurs, si H est un sous-groupe normal de G, alors
Sch(G,H,S) est précisément le graphe de Cayley du groupe G/H par rapport à l’image de S dans
G/H. A la différence d’un graphe de Cayley, les graphes de Schreier peuvent avoir plusieurs arêtes
joignant deux mêmes sommets.
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On rappelle que le groupe fondamental d’un graphe de Cayley Cay(G,S) s’identifie au noyau de
l’homomorphisme du groupe libre engendré par S dans G. De la même façon, le groupe fondamental
d’un graphe de Schreier peut s’identifier au noyau d’un homomorphisme. Par exemple, si H est un
sous-groupe normal d’un groupe libre F , le groupe fondamental de Sch(F,H,S) s’identifie au noyau
du morphisme F → F/H qui est H. De la même façon, si H est un sous-groupe trivial d’un groupe
G de système générateur fini S, le groupe fondamental de Sch(G,H,S) est le groupe fondamental
de Cay(G,S) qui s’identifie bien au noyau d’un morphisme.

En général, si G est un groupe donné par une présentation finie 〈S | R〉 et H un sous-groupe
de G, le groupe fondamental de Sch(G,H,S) est l’ensemble des mots en S ∪ S−1 dont l’image par
l’application F (S)→ G est un élément de H.

Proposition 1.7.2. Soit G un groupe de type fini et H un sous-groupe de G. L’espace quotient
Cay(G,S)/H est exactement le graphe de Schreier Sch(G,H,S).

Démonstration. Les sommets du graphe de Schreier sont les classes des éléments de G suivant le
sous-groupe H. Les sommets de Cay(G,S)/H sont les orbites des points de Cay(G,S) sous l’action
de H. Or dans le cas d’un graphe de Cayley, les sommets sont identifiés aux éléments du groupe,
l’action deH sur les sommets est donc la multiplication à gauche. Ainsi les sommets de Cay(G,S)/H

et Sch(G,H,S) sont identiques. Pour les mêmes raisons, une arête d’étiquette s ∈ S joignant Hx
à Hxs dans le graphe de Schreier Sch(G,H,S) est identifiée avec une arête d’étiquette s de H · x
à H · xs dans Cay(G,S)/H.

Comme pour les graphes de Cayley, si S et S ′ sont deux systèmes générateurs distincts pour G,
les graphes de Schreier par rapport à ces systèmes sont quasi-isométriques car les métriques induites
sont équivalentes (il suffit d’exprimer les éléments d’un système en fonction de l’autre pour le voir).
Par ailleurs, la Proposition 1.4.4 indique que toute quasi-isométrie entre espaces géodésiques propres
induit un homéomorphisme entre les espaces des bouts associés. Deux tels espaces ont donc le même
nombre de bouts. Cela motive la définition suivante.

Définition 1.7.3. Soit G un groupe de type fini et H un sous-groupe de G. Le nombre de bouts
relatifs 4 du couple (G,H), noté e(G,H), est le nombre de bouts d’un graphe de Schreier du couple
(G,H).

Proposition 1.7.4. Soit G un groupe agissant géométriquement sur un espace métrique propre
géodésique X. Si H est un sous-groupe de G alors Bt(G/H) est homéomorphe à Bt(X/H).

Démonstration. Pour montrer que l’ensemble des bouts de G/H et de X/H sont isomorphes, il
suffit montrer que ces espaces sont quasi-isométriques et d’appliquer la Proposition 1.4.4.

Puisque l’action de G sur X est géométrique, le Lemme de Švarc-Milnor 1.1.21 indique que
l’application d’orbites f : (G, dG)→ (X, dX) est une quasi-isométrie. Il existe donc des constantes λ

4. La notion de bouts de couple de groupes a été introduite par A.Borel [Bor53] puis étudiée plus amplement par
C.Houghton dans [Hou74] puis P.Scott [Sco78].
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et ν tels que pour tout g, g′ ∈ G, on ait

1

λ
dS(g, g′)− ν ≤ dX(f(g), f(g′)) ≤ λdS(g, g′) + ν.

Soit H un sous-groupe de G. En particulier, H agit par isométrie sur (G, dG) et (X, dX). Pour
tout h ∈ H et tout g ∈ G, on a f(h · g) = (h · g) ·x = h · (g ·x) = h · f(g). On a donc une application
f̄ : G/H → X/H qui envoie une orbite H · g sur l’orbite H · f(g). Vérifions que cette application
est encore une quasi-isométrie.

Soient O et O′ deux orbites dans G/H. Par définition de la distance dans G/H, on sait qu’il
existe deux éléments g1, g′1 ∈ G tels que O = H · g1, O′ = H · g′1 et dG/H(O,O′) = dG(g1, g

′
1). On

obtient alors

dX/H(f̄(O), f̄(O′)) = dX/H(H · f(g1), H · f(g′1))

= min
h∈H

dX(h · f(g1), f(g′1))

≤ dX(f(g1), f(g′1))

≤ λ dG(g1, g
′
1) + ν

≤ λ dG/H(O,O′) + ν.

D’autre part, il existe des éléments g2, g′2 dans le groupe G tels que O = H · g2, O′ = H · g′2 et
dX/H(f̄(O), f̄(O′)) = dX(f̄(g2), f̄(g′2)). On obtient donc

dG/H(O,O′) ≤ dG(g2, g
′
2)

≤ λ dX(f(g2), f(g′2)) + λν

≤ λ dX/H(f̄(O), f̄(O′)) + λν.

On en déduit que f̄ est une quasi-isométrie et la Proposition 1.4.4 permet de conclure que
l’ensemble des bouts de G/H est homéomorphe à l’ensemble des bouts de X/H.
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Chapitre 2

Bouts d’espaces quotients

Dans ce chapitre, l’espace X est un espace métrique géodésique propre hyperbolique. On consi-
dère ensuite un groupe quasi-convexe-cocompact H d’isométries de X dont on note C(ΛH) l’enve-
loppe convexe faible de l’ensemble limite ΛH. Pour simplifier la présentation, on se restreint au cas
où H n’a pas d’élément d’ordre fini.

On fixe x0 ∈ C(ΛH) un point base de X. On note δX une constante d’hyperbolicité de X choisie
pour être aussi une constante de prolongement des géodésiques pour X. On rappelle que cela signifie
que pour tout point de X, il existe un rayon géodésique issu de x0 passant à moins de δX de ce
point. On fixe ε une constante de quasi-convexité de H.

Pour tout point x de X, on note x l’orbite de x dans X/H. L’espace quotient X/H est muni
d’une distance naturelle obtenue à partir de la distance entre orbites dans X. Pour tous points x et
y de X, on note

dX/H(x,y) = inf
h∈H

dX(x, hy) = dX(x,H · y).

Quand le contexte est clair, on omet généralement la mention de l’espace en indice.

2.1 Premières propriétés des espaces quotients

D’après la Proposition 1.2.11, l’ensembleH ·x0 est un ensemble ε-quasi-convexe deX. Le premier
résultat montre que pour tout h ∈ H, les points de X « suffisamment loin » de H · x0 sont éloignés
de leur translaté par h. Plus précisément :

Proposition 2.1.1. Il existe une constante α, ne dépendant que de δX et ε, telle que pour tout
h ∈ H et pour tout point x ∈ X à distance au moins α de H · x0, on a d(x, hx) ≥ 100δX.

Démonstration. Puisque que H · x0 est quasi-convexe, on peut construire une projection à δX près
de X sur H ·x0. Notons-la π. Dans un premier temps, remarquons que la combinaison des résultats
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1.2.6 et 1.2.9 indique que pour tout point x ∈ X et pour tout élément h ∈ H, l’inégalité suivante
est vérifiée :

d(hπ(x), π(hx)) ≤ 10δX + 2ε.

Considérons maintenant un élément hyperbolique h ∈ H. Si la longueur de translation [h] =

infx∈X d(x, hx) de h est supérieure à τ = 15δX + 3ε, la propriété 1.2.8(1) de contraction des projec-
tions sur un quasi-convexe donne pour tout x ∈ X,

d(π(x), hπ(x)) ≤ 30δX + 6ε+ d(x, hx)− d(x, π(x))− d(hx, π(hx)) + d(hπ(x), π(hx))

≤ 40δX + 8ε+ d(x, hx)− d(x, π(x)).

Si d(x, hx) ≤ 100δX , on obtient alors

d(x,H · x0) ≤ d(x, hx) + 40δX + 8ε

≤ 140δX + 8ε.

Cette inégalité indique que lorsque la distance de x au quasi-convexe H ·x0 est supérieure 140δX+8ε,
la distance entre x et hx est supérieure à 100δX .

Supposons maintenant que [h] ≤ τ . On sait que l’isométrie hyperbolique h fixe deux points du
bord de X. Il existe alors un entier n0 tel que hn0 fixe une géodésique joignant ces deux points
en agissant par translation dessus. En d’autres termes, la norme stable de h, [h]∞ = lim

n→∞
d(x,hnx)

n ,
vérifie n0 [h]∞ = [hn0 ] (voir [Gro87, §8.5.T] ou [Del96, 3.1]). La seconde référence indique que n0 ne
dépend que de la constante d’hyperbolicité de H ; plus précisément n0 = (#B(1H , 8δH))2! où δH
est une constante d’hyperbolicité pour H. A son tour, la constante δH s’exprime en fonction de ε
et δX comme l’indique la Proposition 1.2.13. Ainsi, la constante n0 ne dépend que de ε et δX .

Quitte à remplacer n0 par un multiple de n0, on peut supposer que [hn0 ] > τ . On peut donc
reprendre les calculs précédents pour hn0 . Pour tout x ∈ X, on obtient

d(x, π(x)) ≤ 40δX + 8ε+ d(x, hn0x)

≤ 40δX + 8ε+ n0d(x, hx).

Si d(x, hx) ≤ 100δX , on a

d(x,H · x0) ≤ (40 + 100n0)δX + 8ε.

En conclusion, pour toute isométrie hyperbolique h ∈ H et pour tout point x ∈ X vérifiant
d(x,H · x0) ≥ (40 + 100n0)δX + 8ε, on a d(x, hx) ≥ 100δX . Ainsi α = (40 + 100n0)δX + 8ε convient.

Comme n0 ne dépend que de δX et ε, la constante α ne dépend que de δX et ε.
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2.1.1 Hyperbolicité de l’espace quotient

Le théorème suivant a été démontré par I.Kapovich dans l’article [Kap02] en utilisant une
approche directe. On donne ici une nouvelle preuve basée sur le lemme d’approximation par les
arbres.

Théorème 2.1.2. Soit X un espace métrique géodésique propre δX-hyperbolique. Soit H un groupe
quasi-convexe-cocompact d’isométries de X. L’espace quotient X/H est un espace métrique hyper-
bolique.

Démonstration. Si x0 est un point de C(ΛH), montrons que X/H est hyperbolique au sens de la
Définition 1.1.2, c’est-à-dire que pour tous les points x, y et z de X/H, on a

〈y,z〉x0 ≥ min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} − δ.

Comme avant, pour simplifier la présentation, on se restreint au cas où H n’a pas d’éléments
d’ordre fini.

————————

Dans un premier temps, étudions le cas où l’espace métrique X est un arbre. On a déjà vu
dans la Section 1.6 que dans ce cas, l’espace quotient X/H est la réunion du cœur convexe et d’un
nombre fini d’arbres enracinés dans le cœur convexe comme l’illustre la Figure 1.10. Notons ρ le
diamètre du cœur convexe C(ΛH)/H et π la projection de X sur l’orbite épaissie (H · x0)+ρ.

Soit x un relevé de x dans X vérifiant d(x0, x) = d(x0 ,x). Notons y et z des relevés respectifs de
y et z satisfaisant d(x, y) = d(x,y) et d(x, z) = d(x,z).

Supposons dans un premier temps que min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} ≤ ρ. On a dans ce cas

{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} − ρ ≤ 0 ≤ 〈y,z〉x0

par positivité du produit de Gromov.

Supposons maintenant que min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} > ρ. Par choix des relevés, on a

〈y, x〉x0 ≥ 〈y,x〉x0 > ρ.

Remarquons que si l’image dans X/H d’une géodésique joignant x à y est une géodésique
joignant x à y passant dans B̄ (x0 , ρ) alors 〈y,x〉x0 < ρ. On en déduit que dans notre cas la géodésique
joignant x à y dans X ne passe pas dans (H · x0)+ρ (voir Figure 2.1).

Comme X est un arbre, le fait que les points x et y soient joints par une géodésique en dehors
de (H · x0)+ρ indique qu’ils se projettent sur le même point de (H · x0)+ρ, c’est-à-dire π(x) = π(y).
Ainsi d(x0, π(y)) = ρ. On obtient alors

d(x0, y) ≤ d(x0, π(y)) + d(π(y), y)

≤ ρ+ d(y,H · x0)− ρ
≤ d(x0 ,y).
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x0

x
y

π(x) = π(y)

(H · x0)+ρ

Figure 2.1 – Cas d’un arbre avec x,y deux points ayant même racine dans le cœur convexe

De la même façon (en remplaçant y par z dans ce qui précède), on obtient d(x0, z) ≤ d(x0 ,z).
Le produit de Gromov de y et z par rapport à x0 vaut alors

〈y, z〉x0 =
1

2
(d(x0, y) + d(x0, z)− d(y, z))

≤ 1

2
(d(x0 ,y) + d(x0 ,z)− d(y,z))

≤ 〈y,z〉x0 .

Comme X est un espace 0-hyperbolique, on en déduit que

〈y,z〉x0 ≥ 〈y, z〉x0
≥ min{〈y, x〉x0 , 〈x, z〉x0}
≥ min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0}.

On en conclut que l’espace X/H est ρ-hyperbolique.

————————

Etudions maintenant le cas général où X est un espace métrique propre δX-hyperbolique. Posons
ρ := diam(C(ΛH)/H) +α+ ε où α est la constante donnée par la Proposition 2.1.1. En particulier,
pour tout élément h ∈ H et pour tout point x ∈ X à distance supérieure à ρ de H · x0, on a
d(x, hx) ≥ 100δX .

Dans un premier temps, supposons que min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} > ρ. Soit x un relevé de x dans X
tel que d(x0, x) = d(x0 ,x). Notons y et z des relevés respectifs de y et z satisfaisant d(x, y) = (x,y)

et d(x, z) = (x,z). On obtient alors

〈y, x〉x0 ≥ 〈y,x〉x0 > ρ,

〈x, z〉x0 ≥ 〈x,z〉x0 > ρ.
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Or, X est un espace δX-hyperbolique. Les points x, y et z satisfont donc l’inégalité suivante :

〈y, z〉x0 ≥ min{〈y, x〉x0 , 〈x, z〉x0} − δX
≥ min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} − δX .

D’après 1.2.4, (H · x0)+ρ est 2δX-quasi-convexe. Notons x1 le point appartenant à un segment
géodésique joignant x0 à x à distance ρ de x0. En particulier, c’est une projection de x sur (H ·x0)+ρ.
Or ρ ≥ ε par définition. Par ailleurs, si on note π une projection à δX près de X sur (H · x0)+ρ, le
Corollaire 1.2.9 indique que

d(x0, π(x)) ≤ d(x0, x1) + d(x1, π(x))

≤ ρ+ 14δX .

La propriété de contraction des projections sur un quasi-convexe 1.2.8(1) implique que
— soit d(π(x), π(y)) ≤ 18δX et alors, d’après l’inégalité ci-dessus, d(x0, π(y)) ≤ ρ+ 32δX .
— soit d(π(x), π(y)) ≤ 36δX + d(x, y) − d(x, π(x)) − d(y, π(y)). Dans ce cas, observons les

inégalités suivantes :

d(x, y) ≥ d(π(x), π(y)) + d(x, π(x)) + d(y, π(y))− 36δX

≥ d(π(y), x0)− d(x0, π(x)) + d(x, x0)− d(x0, π(x)) + d(y, π(y))− 36δX

≥ d(π(y), x0) + d(x, x0) + d(y, π(y))− 2ρ− 64δX .

Par ailleurs, rappelons que d(x, y) = d(x,y) et d(x0, x) = d(x0 ,x). De plus, par définition de
la projection, d(y, π(y)) ≥ d(y,x0 )− ρ. On obtient alors l’inégalité suivante :

d(x,y) ≥ d(π(y), x0) + d(x,x0 ) + d(y,x0 )− 3ρ− 64δX .

D’après l’inégalité triangulaire, on a d(x0, π(y)) ≤ 3ρ+ 64δX .
On en déduit que

d(x0, y) ≤ d(x0, π(y)) + d(π(y), y)

≤ 3ρ+ 64δX + d(x0 ,y)− ρ+ δX .

car π est une projection à δX près. De la même façon (en remplaçant y par z dans ce qui précède),
on obtient d(x0, z) ≤ 2ρ + 64δX + d(x0 ,z). Le produit de Gromov de y et z par rapport à x0 vaut
alors

〈y, z〉x0 =
1

2
(d(x0, y) + d(x0, z)− d(y, z))

≤ 1

2
(d(x0 ,y) + d(x0 ,z)− d(y,z)) + 2ρ+ 65δX

≤ 〈y,z〉x0 + 2ρ+ 65δX .
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On en déduit l’inégalité suivante :

〈y,z〉x0 ≥ min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} − (2ρ+ 65δX).

De plus, si min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0} ≤ ρ, on a min{〈y,x〉x0 , 〈x,z〉x0}− (2ρ+ 65δX) < 0. Or le produit
de Gromov 〈y,z〉x0 est positif. En posant δ := 2 (diam(C(ΛH)/H) + α + ε) + 65δX , l’espace X/H

est δ-hyperbolique.

2.1.2 Revêtement

On a montré au Théorème 2.1.2 que si X est un espace métrique propre δX-hyperbolique sur
lequel un groupe G agit géométriquement et si H un sous-groupe ε-quasi-convexe de G, alors
l’espace quotient X/H est δ-hyperbolique avec δ := 2 (diam(C(ΛH)/H) + α+ ε) + 65δX . De plus,
la Proposition 2.1.1 indique que pour tout élément h ∈ H et pour tout point x ∈ X vérifiant
d(x,H · x0) > δ, il existe d > 0 tel que 2d ≤ d(x, hx) et donc h · B̄ (x0 , d) ∩ B̄ (x0 , d) = ∅.

Dans un premier temps, rappelons un résultat classique en théorie des revêtements.

Proposition 2.1.3 [Hat02, 1.40]. Soit H un groupe agissant sur un espace topologique X de sorte
que pour tout point x ∈ X, il existe un ouvert U contenant x tel que pour tout élément non trivial
h ∈ H, l’intersection h · U ∩ U soit vide. Alors l’application quotient de X dans X/H est un
revêtement.

D’autre part, remarquons que

Proposition 2.1.4. Le quotient de l’orbite épaissie (H · x0)+δ par H est égal à la boule fermée
B̄ (x0 , δ), c’est-à-dire

(H · x0)+δ/H = B̄ (x0 , δ) .

Démonstration. Tout point x∈ B̄ (x0 , δ) vérifie d(x0 ,x) ≤ δ. Par définition de la distance sur X/H,
il existe un représentant x ∈ X de la classe x ∈ X/H vérifiant d(x,H · x0) = d(x0 ,x) ≤ δ. Ainsi x
est à moins de δ de l’orbite H · x0 et donc x∈ (H · x0)+δ/H.

Soit x un point de (H · x0)+δ/H. Notons x un représentant de x dans (H · x0)+δ. Il vérifie
d(x,H · x0) ≤ δ. Par définition de la distance sur X/H, on en déduit que d(x,x0 ) ≤ δ ou de façon
équivalente x∈ B̄ (x0 , δ).

On applique maintenant la Proposition 2.1.3 à H et Xr(H · x0)+δ. L’application quotient de
Xr(H · x0)+δ dans {B̄ (x0 , δ) est donc un revêtement. Par ailleurs, puisque δ est supérieur au dia-
mètre du cœur convexe par définition, la boule fermée B̄ (x0 , δ) contient le cœur convexe C(ΛH)/H.

On peut maintenant donner un résultat analogue au prolongement des géodésiques dans un
espace hyperbolique (1.3.12) pour X/H, en tant que corollaire au Théorème 2.1.2.

Corollaire 2.1.5. Soit G un groupe agissant géométriquement sur un espace métrique propre δX-
hyperbolique X. Soit H un sous-groupe ε-quasi-convexe sans torsion de G. Soit x0 ∈ C(ΛH) et x0
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son image dans X/H. Il existe une constante µ telle que pour tout point de l’espace quotient X/H,
il existe un rayon géodésique issu de x0 passant à distance inférieure ou égale à µ de ce point.

Démonstration. D’après le Théorème 2.1.2, il existe une constante δ telle que l’espace quotient X/H

soit δ-hyperbolique.
Considérons un point x dans X/H en dehors de la boule B (x0 , δ) et notons x un relevé de x

dans X vérifiant dX(x0, x) = dX/H(x0 ,x). D’après la Proposition 1.3.12, il existe un rayon géodésique
c : R≥0 → X issu de x0 et un réel r tel que d(x, c(r)) ≤ 4δX +D où 2D est le diamètre de X/G.

On rappelle que, d’après la Proposition 2.1.3, Xr(H · x0)+δ+1 est localement homéomorphe à
{B̄ (x0 , δ + 1). En considérant des boules fermées de rayons 6δ dans X, l’image de c |[δ+1,+∞) dans
X/H est une géodésique 12δ-locale c. En particulier, il existe r′ ∈ [δ+ 1,+∞) tel que c(r′) = c(r) et
on a d(x,c(r′)) ≤ 4δX +D.

D’après le résultat sur les géodésiques locales donné dans [BH99, III.H.1.13], la géodésique locale c
est aussi une (2δ, 2δ)-quasi-géodésique. Le Théorème de stabilité des quasi-géodésiques 1.1.14 indique
alors qu’il existe une constante κ ne dépendant que de δ telle que c est dans le κ-voisinage de toute
géodésique c̃ de même extrémités. Ainsi le point x est à moins de 4δX +D + κ de cette géodésique.

Enfin, considérons le triangle géodésique formé par c̃, un segment géodésique [x0 ,c(δ + 1)] et
un rayon géodésique issu de x0 déterminant le même point du bord que c̃. Comme X/H est δ-
hyperbolique, ce triangle idéal est 4δ-fin. Ainsi tout point x est à distance inférieure à µ := 4δ +

4δX +D + κ(δ) d’un rayon géodésique issu de x0 .

Dans la suite, on note δX/H := 8 (diam(C(ΛH)/H) + α + ε) + 264δX + D + κ(δ) où δ :=

2 (diam(C(ΛH)/H) +α+ ε) + 65δX est la constante trouvée au Théorème 2.1.2. L’espace quotient
X/H est encore δX/H-hyperbolique et pour tout point de X/H, il existe un rayon géodésique issu
de x0 passant à moins de δX/H de ce point.

2.1.3 Bord de X/H

Dans cette partie, on suppose que H est un groupe sans torsion agissant proprement disconti-
nument par isométrie sur un espace métrique propre géodésique hyperbolique X. On note x0 un
point base de X.

Notons tout d’abord quelques propriétés de ∂XrΛH.

Proposition 2.1.6. Si le bord de X est connexe, alors ∂XrΛH est localement connexe par arcs et
séparé.

Démonstration. Notons tout d’abord que la combinaison des résultats de M.Bestvina et G.Mess
[BM91, §3] et du résultat de B.H.Bowditch [Bow99, 0.3] et G.A.Swarup [Swa96], si le bord de X
est connexe alors il est aussi localement connexe par arcs.

Par définition, l’ensemble limite ΛH est un fermé de ∂X. L’ensemble ∂XrΛH est donc un
ouvert de ∂X. En particulier, ∂XrΛH est alors un voisinage de tous ses points et pour tout point
u ∈ ∂XrΛH, il existe un ouvert U ⊆ ∂XrΛH contenant u et connexe par arcs. Cela signifie que
∂XrΛH est aussi localement connexe par arcs.
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Avant de montrer que l’application ∂XrΛH → (∂XrΛH)/H est un revêtement, citons un
résultat classique de topologie.

Lemme 2.1.7 [Hat02, I.3 Ex.23]. Soit H un groupe agissant sur un espace topologique séparé Z.
Si l’action de H sur Z est proprement discontinue et libre, alors pour tout z ∈ Z, il existe un ouvert
U contenant z tel que pour tout élément non trivial h ∈ H, l’intersection h · U ∩ U est vide.

Proposition 2.1.8. L’application ∂XrΛH → (∂XrΛH)/H est un revêtement.

Démonstration. D’après le Lemme 2.1.7 et la Proposition 2.1.3, il suffit de vérifier que l’action de
H sur ∂XrΛH est proprement discontinue et libre pour montrer que l’application ∂XrΛH →
(∂XrΛH)/H est un revêtement.

D’une part, le Théorème 1.5.10 démontré dans l’article [Coo89] indique que sous ces hypothèses,
le groupe H agit proprement discontinument sur ∂XrΛH. D’autre part, remarquons que comme
H est sans torsion, l’action de H sur ∂XrΛH est libre. L’application ∂XrΛH → (∂XrΛH)/H est
ainsi un revêtement.

Proposition 2.1.9. On a l’égalité suivante :

(∂XrΛH)/H = ∂(X/H).

Démonstration. Montrons tout d’abord que ∂(X/H) ⊂ (∂XrΛH)/H. Pour cela, considérons un
rayon géodésique c dans X/H. Il détermine un point [c]X/H de ∂(X/H). On peut ensuite relevé
c |]δ,+∞) dans X en un rayon géodésique c. En particulier, le rayon c n’est pas dans (H · x0)+δ.
Par définition de l’ensemble limite, le point de ∂X déterminé par c n’est pas dans ΛH. Donc [c]X
appartient à ∂XrΛH et [c]X = [c]X/H est dans (∂XrΛH)/H.

Montrons ensuite que l’inclusion contraire, (∂XrΛH)/H ⊂ ∂(X/H). Soit c un rayon géodésique
de X qui détermine un point [c]X dans ∂XrΛH. L’image de c |]δ,+∞) dans X/H est un rayon
quasi-géodésique c. Ce rayon détermine un point [c]X/H de ∂(X/H) qui vérifie [c]X/H = [c]X. Ainsi
(∂XrΛH)/H ⊂ ∂(X/H).

Notons que les deux précédents résultats sont valables sans hypothèse particulière sur le bord
de X. On utilisera à nouveau le fait que l’application ∂XrΛH → ∂(X/H) est un revêtement dans
la Section 3.3.

Le revêtement indique alors que les espaces ∂XrΛH et ∂(X/H) sont localement homéomorphes.
Le résultat 2.1.6 assure que si le bord de X est connexe, alors ∂XrΛH est localement connexe par
arcs. On a donc immédiatement la proposition suivante.

Proposition 2.1.10. Si ∂X est connexe, alors ∂(X/H) est localement connexe par arcs.

Ce résultat n’est cependant pas suffisant pour nos besoins ; une version effective de la connexité
par arcs locale de ∂(X/H) sera requise dans la suite.
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2.2 Connexité locale du bord

Dans ce qui suit, sauf mention contraire, tous les chemins considérés sont des chemins de longueur
finie.

2.2.1 Condition (‡M,K) pour X

Au paragraphe 3. de l’article [BM91], M.Bestvina et G.Mess étudient la connexité par arcs locale
du bord d’un espace hyperbolique X. Pour ce faire, ils s’intéressent, pour M > 0, à la condition

(‡M ) Il existe un entier L > 0 tel que pour tout R ≥ 2δX et pour tous points x, y ∈
S(x0, R) et d(x, y) ≤ M , il existe un chemin de longueur inférieure ou égale à L
joignant x à y en dehors de la boule B̄(x0, R− 2δX).

où x0 est un point de base de X fixé. Au-delà de la constante L, on retiendra surtout l’existence
d’un chemin de longueur finie joignant ces points.

≤ L

x y
≤M

SR
SR−2δX

Figure 2.2 – Condition (‡M )

Cette condition intervient en particulier dans le résultat suivant :

Proposition 2.2.1 [BM91, 3.2]. Soit X un espace métrique géodésique hyperbolique. Si, pour un
certain M supérieur à une constante dépendant de δ, l’espace X satisfait la condition (‡M ) alors le
bord ∂X est localement connexe par arcs.
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On considère ici une variante de cette propriété pour M > K ≥ 0

(‡M,K) Il existe un entier L > 0 tel que pour tout R ≥ K + 2δX et pour tous points x ∈
S(x0, R) et y ∈ S(x0, R)+K tels que d(x, y) ≤M , il existe un chemin de longueur
inférieure ou égale à L joignant x à y en dehors de la boule B̄(x0, R−K − 2δX).

L’introduction de cette variation est motivée par le fait suivant : la condition de Bestvina-Mess
fournit un moyen d’explorer le bord de l’espace. Si une telle condition était satisfaite par l’espace
quotient, cela permettrait d’appréhender le comportement à l’infini et ainsi de décrire l’ensemble
des bouts de cet espace. C’est pourquoi on cherche sous quelles conditions pour X l’espace quotient
X/H satisfait la condition de Bestvina-Mess.

En relevant des points x, y de X/H dans X, on ne peut cependant pas assurer que les distances
entre les points x, y et x0 soient toutes conservées pour des relevés x, y et x0. C’est ainsi qu’apparait
la condition |d(x0, x)− d(x0, y)| ≤ K, c’est-à-dire y ∈ S(x0, R)+K . Les détails de cette observation
se trouvent dans la preuve de la Proposition 2.2.4. Par ailleurs, remarquons que lorsque K = 0, on
retrouve la condition (‡M ).

Montrons maintenant que la propriété (‡M,K) vérifie un résultat analogue à la Proposition 2.2.1
de M.Bestvina et G.Mess. On suppose toujours que X est un espace métrique géodésique propre
hyperbolique.

Proposition 2.2.2. S’il existe des constantes M,K avec M ≥ 4K+ 18δX + 6 telles que X satisfait
la propriété (‡M,K) alors le bord de X est localement connexe par arcs.

Afin de renforcer le résultat de M.Bestvina et G.Mess [BM91, Prop.3.2], on adapte leur démons-
tration en ces nouveaux termes.

Démonstration. Quitte à remplacer L par dLe dans la propriété (‡M,K), on peut supposer que L
est un entier. Considérons deux points u et v dans ∂X. On va construire une application continue
φ : [0, 1]→ ∂X telle que φ(0) = u et φ(1) = v.

Notons c0 et c1 deux rayons géodésiques issus de x0 se terminant respectivement en u et v.
Montrons par récurrence que pour tout entier k > 0, il existe une famille de rayons géodésiques
issus de x0, (ci/Lk)k avec 0 < i < Lk vérifiant :

d(ci/Lk(k), ci+1/Lk(k)) ≤ 4K + 18δX + 6.

Supposons qu’une telle famille existe jusqu’au rang k et montrons que c’est encore le cas au rang k+1.
PuisqueX satisfait (‡M,K), il existe un chemin de longueur inférieure ou égale à L joignant ci/Lk(k) à
ci+1/Lk(k) en dehors de la boule B̄(x0, k−K−δX). Notons alors p1, . . . , pL−1 des points sur ce chemin
vérifiant d(ci/Lk(k), p1) ≤ 1, d(pi, pi+1) ≤ 1 pour tout i ∈ {1, . . . , L − 2} et d(pL−1, ci+1/Lk(k)) ≤
1. Par hypothèse sur δX , il existe des rayons géodésiques (ci/Lk+1)1≤i≤L−1 issus de x0 passant
à moins de δX des points p1, . . . , pL−1. Notons q1, . . . , qL−1 des points sur ces rayons à distance
inférieure ou égale à δX de p1, . . . , pL−1 respectivement. Or le chemin se trouve en dehors de la boule
B̄(x0, k−K − 2δX), on a donc d(qj , x0) ≥ k−K − 3δX pour j ∈ {1, . . . , L− 1}. Notons maintenant
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s1, . . . , sL−1 des points sur ces rayons vérifiant d(sj , qj) ≤ K + 3δX + 1 et d(sj , x0) ≥ k + 1 pour
tout j ∈ {1, . . . , L− 1}. Ainsi on obtient

d(sj , sj+1) ≤ d(sj , qj) + d(qj , pj) + d(pj , pj+1) + d(pj+1, qj+1) + d(qj+1, sj+1)

≤ K + 3δX + 1 + δX + 1 + δX +K + 3δX + 1

≤ 2K + 8δX + 3.

Observons maintenant le triangle géodésique de sommets x0, sj et sj+1 dont deux côtés sont
formés par les sous-segments des rayons cj/Lk+1 et cj+1/Lk+1 correspondants. D’après la Proposition
1.1.7, on a alors

d(ci+j/Lk+1(k + 1), ci+j+1/Lk+1(k + 1)) ≤ 2(2K + 8δX + 3 + δX)

≤ 4K + 18δX + 6.

Pour tout entier n ∈ N et pour tout réel i ∈]0, Lk[, on définit ensuite φ(i/Lk) comme étant l’extrémité
des rayons ci/Lk .

Montrons maintenant que l’application φ ainsi définie sur
{

i
Lk
| k ∈ N, i ∈]0, Lk[

}
s’étend conti-

nument à [0, 1].
Tout d’abord observons que pour tous entiers n ≥ k et 0 < i < Lk, l’inégalité triangulaire donne

d(ci/Lk(n), ci+1/Lk(n)) ≤ 2(n− k) + 4K + 18δX + 6.

On obtient ainsi pour n ≥ k,

〈ci/Lk(n), ci+1/Ln(n)〉x0 ≥ 1
2(n+ n− (2(n− k) + 4K + 18δX + 6))

≥ k − 2K − 9δX − 3.

En utilisant la Proposition 1.3.7, on en déduit que

〈φ( i
Lk

), φ( i+1
Lk

)〉x0 ≥ lim inf
n→∞

〈ci/Lk(n), ci+1/Ln(n)〉x0 − 2δX

≥ k − 2K − 11δX − 3.

D’après le résultat [GdlH90, Chap.7 Prop.10], il existe une réel υ > 0 pour lequel il existe une
distance dυ sur ∂X vérifiant pour tous points u, v de ∂X, dυ(u, v) ≤ e−υ〈u,v〉. On a alors pour tout
k ∈ N et pour 0 < i < Lk,

dυ(φ( i
Lk

), φ( i+1
Lk

)) ≤ e−υ(k−2K−11δX−3)

Montrons maintenant que l’application φ est bien définie sur [0, 1]. Pour tout x ∈ [0, 1], défi-
nissons une suite (xk)k d’éléments de { i

Lk
| k ∈ N, 0 < i < Lk} de la façon suivante : pour tout

k ∈ N, xk est l’élément de { i
Lk
| 0 < i < Lk} le plus proche de x (s’il en existe plusieurs, prendre

le plus grand). Par définition de (xk)k, si xk = i
Lk

= iL
Lk+1 alors xk+1 appartient à l’ensemble
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{ iL+j
Lk+1 | d−L2 e ≤ j ≤ bL2 c}. Cela implique que d(φ(xk), φ(xk+1)) ≤ L

2 e
−υ(k−2K−11δX−2). Pour des

entiers p ≤ q, on a alors

d(φ(xp), φ(xq)) ≤
q−1∑
k=p

d(φ(xk), φ(xk+1))

≤
q−1∑
k=p

L

2
e−υ(k−2K−11δX−2)

≤ CLe−υp

pour C une constante dépendant de K et δX . Cela signifie que la suite (xk)k est une suite de
Cauchy de ∂X. Comme le bord de X est compact, il est donc complet et la suite (xk)k converge
dans ∂X. Par ailleurs, en faisant tendre q vers plus l’infini, on a d(φ(xp), φ(x)) ≤ CLe−υp. Ainsi
φ(x) = limp→∞ φ(xp) et l’application φ est bien définie sur [0, 1].

Vérifions maintenant que cette application φ ainsi définie est uniformément continue sur [0, 1].
Considérons deux points x, y de [0, 1]. Soit N le plus grand entier tel que d(x, y) ≤ 1

LN
. Considérons

maintenant deux suites (xk)k et (yk)k construites comme ci-dessus telles que limk→∞ xk = x et
limk→∞ yk = y . Il existe donc un entier k tel que d(x, xk) ≤ 1

LN
et d(y, yk) ≤ 1

LN
. L’inégalité

triangulaire donne alors d(xk, yk) ≤ 3
LN

. On a d(φ(xk), φ(yk)) ≤ 3
LN
e−υ(k−2K−11δX−3) et donc

d(φ(x), φ(y)) ≤ d(φ(x), φ(xk)) + d(φ(xk), φ(yk)) + d(φ(yk), φ(y))

≤ (2CL+ 3
LN

)e−υ(k−2K−11δX−3)

≤ C ′e−υk

avec C ′ une constante dépendant de K, δX , N et L. En faisant tendre k vers l’infini, cela montre
que l’application φ est uniformément continue.

Pour u et v deux points de ∂X, on a donc construit une application φ : [0, 1]→ ∂X uniformément
continue telle que φ(0) = u et φ(1) = v. Ainsi X est localement connexe par arcs.

Remarque 2.2.3. La Proposition 2.2.2 est vraie pour x0 ∈ X quelconque. Le choix « x0 ∈ C(ΛH) »
fait en début de chapitre intervient lors du passage au quotient.

2.2.2 Condition (†M) pour X/H

Pour M > 0, on s’intéresse à une propriété analogue à (‡M ) pour l’espace quotient X/H :

(†M ) Il existe un entier L > 0 tel que pour tout R ≥ max{M + δX/H , 8δX/H} et pour tous
points x,y ∈ S(x0 , R) tels que d(x,y) ≤M , il existe un chemin de longueur inférieure
ou égale à L joignant x à y en dehors de la boule B̄ (x0 , R− 8δX/H).

Cette condition est essentiellement une réécriture de la condition de Bestvina-Mess (‡M ) pour
l’espace quotient X/H. Néanmoins, les constantes diffèrent.
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Le résultat suivant permet de lier cette propriété pour X/H à la propriété (‡M,K) pour X.

Proposition 2.2.4. S’il existe une constanteM > 4δX/H telle que X satisfait la propriété (‡M,4δX/H
)

alors X/H satisfait la propriété (†M ).

La condition M > 4δX/H provient du fait que la propriété (‡M,K) est définie pour M > K > 0.

Démonstration. Fixons une constante M > 4δX/H pour laquelle X satisfait la propriété (‡M,4δX/H
).

Considérons des points x et y de X/H tels que d(x0 ,x) = d(x0 ,y) = R ≥ max{M + δX/H , 8δX/H} et
d(x,y) ≤M . Notons x un relevé de x dans X vérifiant d(x0, x) = d(x0 ,x). Comme R > M+δX/H , on
peut relever l’ensemble de la boule B̄(x,M) en B̄(x,M). On note alors y un relevé de y dans cette
boule B̄(x,M), obtenu en relevant une géodésique de x à y. En particulier, on aura d(x, y) = d(x,y).

Soit π : X → (H · x0)+δX/H une projection à δX près sur l’orbite épaissie (H · x0)+δX/H . Par
définition d’une projection à δX près, le point y satisfait

d(y, (H · x0)+δX/H ) ≤ d(y, π(y)) ≤ d(y, (H · x0)+δX/H ) + δX ,

ce qui se réécrit

d(y,x0 )− δX/H ≤ d(y, π(y)) ≤ d(y,x0 ) + δX .

Comme l’orbite épaissie (H · x0)+δX/H est 2δX-quasi-convexe, la propriété de contraction des pro-
jections sur un quasi-convexe (Proposition 1.2.8(1)) assure que

d (π (x) , π (y)) ≤ max{τ, 2τ + d (x, y)− d (x, π (x))− d (y, π (y))}

où τ = 12δX + 2× 2δX + 2δX = 18δX .
Il y a donc deux possibilités :
— soit d(π(x), π(y)) ≤ 18δX . On a alors

d(x0, y) ≤ d(x0, π(x)) + d(π(x), π(y)) + d(π(y), y)

≤ δX/H + 18δX + d(x0 ,y) + δX

≤ 2δX/H + d(x0, x).

— soit d(π(x), π(y)) ≤ 36δX + d(x, y)− d(x, π(x))− d(y, π(y)). Ce qui donne

d(x, y) ≥ d(π(x), π(y)) + d(x, π(x)) + d(y, π(y))− 36δX

≥ d(x0, π(y)) + d(x, x0) + d(y, π(y))− 2d(x0, π(x))− 36δX

Par choix du relevé x de x, on a

d(x, y) ≥ d(x0, π(y)) + d(x, x0) + d(y, π(y))− 2δX/H − 36δX .

Puis par choix du relevé y de y, on a

d(x,y) ≥ d(x0, π(y)) + d(x0 ,x) + d(x0 ,y)− 3δX/H − 36δX .
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Par inégalité triangulaire, on obtient

d(x0, π(y)) ≤ 3δX/H + 36δX .

On a ainsi

d(x0, y) ≤ d(x0, π(y)) + d(π(y), y)

≤ 3δX/H + 36δX + d(x0 ,y) + δX

≤ 3δX/H + 37δX + d(x0 ,x)

≤ 4δX/H + d(x0, x).

Ainsi, les points x et y vérifient d(x0, x) = R, |d(x0, x) − d(x0, y)| ≤ 4δX/H et d(x, y) ≤ M .
Puisque X satisfait (‡M,4δX/H

), il existe un entier L > 0 et un chemin de longueur inférieure ou
égale à L joignant x à y en dehors de B̄(x0, R− 4δX/H − 2δX).

Montrons maintenant que l’image de ce chemin dans X/H reste en dehors de B̄ (x0 , R− 8δX/H).
Pour cela, considérons un élément z ∈ X sur ce chemin. De la même façon que l’on a montré que
d(x0, y) ≤ 3δX/H + 37δX + d(x0 ,y), on peut vérifier que l’image z de z dans X/H satisfait

d(x0, z) ≤ 3δX/H + 37δX + d(x0 ,z).

On obtient ainsi

d(x0 ,z) ≥ R− 4δX/H − 2δX − 3δX/H − 37δX

> R− 8δX/H .

L’image du chemin dans X/H forme donc bien un chemin de longueur inférieure ou égale à L
joignant x à y en dehors de B̄ (x0 , R− 8δX/H).

Cette proposition interviendra plus tard dans la démonstration du résultat principal (Théorème
3.2.6) de la Section 3.2.3.

Dans ce qui suit, on fixe un entier M ≥ 43δX/H + 4 et R0 = M + δX/H . En particulier, R0 est
supérieur à la constante de quasi-convexité deH. D’après la Proposition 1.2.4, il s’en suit que l’orbite
épaissie (H · x0)+R0 est 2δX-quasi convexe. Notons alors πR0

: X → (H · x0)+R0 une projection à δX
près de X sur ce quasi-convexe.

2.3 De la sphère aux bouts

Dans cette section, on commence par définir une première relation d’équivalence sur les sphères
centrées en l’origine dans l’espace quotient X/H. On en déduira quelques propriétés sur les rayons
issus de l’origine dans X/H. Cela nous amènera ensuite à définir une autre relation d’équivalence
sur le complémentaire de boules centrées en l’origine dont les classes d’équivalence seront appelées
des ombres. Dans un second temps, on verra que les ombres et les bouts de l’espace quotient sont
étroitement liés. Ceci permettra de démontrer le théorème principal de cette thèse qui indique que
sous certaines conditions, le nombre de bouts de X/H peut être lu sur une sphère dont le rayon est
calculable.
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2.3.1 Relations d’équivalence dans l’espace quotient

Rappelons queM ≥ 43δX/H+4 et R0 = M+δX/H sont fixés. Définissons maintenant une relation
d’équivalence R∼ sur les sphères S(x0 , R) de centre x0 et de rayon R ≥ R0.

Définition 2.3.1. Deux points x et y de S(x0 , R) sont dit équivalents s’il existe un chemin les
joignant en dehors de la boule ouverte B (x0 , R− 3δX/H). On note x R∼ y.

Pour R ≥ R0, on note πR : X → (H ·x0)+R une projection à δX près de X sur ce quasi-convexe.
On définit alors une nouvelle projection π′R : X/H → B̄ (x0 , R) associée à πR telle que

— Pour tout x∈ {B̄ (x0 , R), le point π′R(x) est l’image dans X/H de la projection par πR d’un
relevé de x ;

— La restriction de π′R à la boule fermée B̄ (x0 , R) est l’identité sur B̄ (x0 , R).
La Figure 2.3 illustre le fonctionnement de l’application π′R.

X/HX

x0

x

SR

x

x0

(H · x0)+R

πR(x) π′R(x)

Figure 2.3 – Application π′R

Lemme 2.3.2. Soit R ≥ R0. Pour tout point x dans {B (x0 , R) et pour tout relevé x′ de x dans
X, on a

d(π′R(x),πR(x′)) ≤ 28δX .

Démonstration. Par définition de π′, il existe un relevé x′′ de x dans X tel que π′R(x) = π(x′′). Alors
on a

d
(
π′R(x),πR(x′)

)
= d

(
πR(x′′),πR(x′)

)
.

Notons x un relevé de x dans X tel que d(x0, x) = d(x0 ,x). Soient h′, h′′ ∈ H tels que x′ = h′x et
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x′′ = h′′x. On obtient donc

d
(
πR(x′′),πR(x′)

)
= min

h∈H
d
(
πR(h′′x), hπR(h′x)

)
≤ min

h∈H
d
(
πR(h′′x), h′′πR(x)

)
+ d

(
h′′πR(x), hh′πR(x)

)
+ d

(
hh′πR(x), hπR(h′x)

)
≤ d

(
πR(h′′x), h′′πR(x)

)
+ min
h∈H

d
(
hh′πR(x), hπR(h′x)

)
.

Pour tout x ∈ X et tout h ∈ H, la Proposition 1.2.6 indique que le point hπR(x) est un projeté à
δX près de hx sur (H ·x0)+R. Ainsi, comme montré au Corollaire 1.2.9, les points hπR(x) et πR(hx)

satisfont d(hπR(x), πR(hx)) ≤ 14δX . Cela permet de conclure que

d
(
π′R(x0 ),πR(x′)

)
≤ 28δX .

Le résultat suivant assure que les images par π′R des points sur un rayon géodésique issu de x0
appartiennent tous à la même classe d’équivalence sur S(x0 , R0).

Proposition 2.3.3. Pour tout rayon géodésique c : R≥0 → X/H issu de x0 et pour tout entier R ≥
R0, il existe un chemin joignant c(R0) à π′R0

(c(R)) en dehors de B (x0 , R0 − 14δX). En particulier,
on a

c(R0)
R0∼ π′R0

(c(R)).

Démonstration. Soit (ri)1≤i≤n une famille finie d’entiers de [R0, R] telle que R0 = r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤
rn = R et ri+1 − ri ≤ δX pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1}. Notons x1 un relevé de c(r1) dans X. Pour
chaque i > 1, notons ensuite xi un relevé de c(ri) dans X vérifiant d(xi−1, xi) ≤ δX .

Appliquons maintenant la propriété de contraction des projections sur un quasi-convexe à chaque
couple (xi, xi+1). On obtient ainsi, pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1},

d
(
πR0

(xi),πR0
(xi+1)

)
≤ d(πR0

(xi), πR0
(xi+1))

≤ 18δX + d(xi, xi+1) d’après 1.2.8(2),

≤ 19δX .

D’autre part, d’après le Lemme 2.3.2, pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1},

d
(
π′R0

(c(ri)),πR0
(xi)
)
≤ 28δX .

Or π′R0
est l’identité sur S(x0 , R0), on a π′R0

(c(R0)) = x1 = c(R0). Observons ensuite le

chemin obtenu en concaténant un segment géodésique
[
c(R0),πR0

(x1)
]
avec des segments géodé-

siques
[
πR0

(xi),πR0
(xi+1)

]
pour i ∈ {1, . . . , n− 1} et

[
πR0

(xn), π′R0
(c(R))

]
. Ce chemin joint c(R0) à

π′R0
(c(R)) et reste en dehors de la boule B (x0 , R0 − 14δX).
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2.3.2 Ombres

On s’intéresse maintenant à l’ombre formée par ces classes d’équivalence [ · ] pour R0∼ à l’extérieur
de la boule B (x0 , R0). Plus précisément, on définit :

Définition 2.3.4. L’ombre d’une classe d’équivalence pour
R0∼ est l’image réciproque de cette classe

par π′R0
.

Appartenir à une même ombre est clairement une relation d’équivalence sur {B (x0 , R0). On
note O ([x]) l’ombre de la classe [x] de x pour

R0∼ et O (X/H) l’ensemble des ombres dans X/H.

Proposition 2.3.5. L’ensemble O (X/H) des ombres dans X/H est en bijection avec l’ensemble
S(x0 , R0)/

R0∼ des classes d’équivalence pour
R0∼ sur S(x0 , R0).

Démonstration. Pour voir cela, étudions l’application f : SR0/
R0∼→ O (X/H) qui à chaque classe

d’équivalence associe son ombre dans X/H.
Soient x et y deux points de S(x0 , R0) tels que O ([x]) = O ([y]). En particulier, on a alors

π′R0
(O ([x])) = π′R0

(O ([y])). De plus, par définition de π′R0
, la classe de x pour

R0∼ est [x] = π′R0
(O ([x]))

et la classe de y pour cette même relation est [y] = π′R0
(O ([y])). Ainsi l’application f est injective.

Soit O une ombre dans O (X/H). Par définition de l’ombre, il existe un point x∈ SR0 tel que O

soit l’image réciproque de [x] par π′R0
. L’image de [x] dans O (X/H) est bien O. Donc l’application

f est surjective.
On en conclut qu’il existe une bijection entre l’ensemble des classes d’équivalence sur S(x0 , R0)

et l’ensemble des ombres dans X/H.

2.3.3 Bouts

Il s’agit maintenant d’établir un lien entre les ombres et les bouts de X/H. Dans un premier
temps, montrons que tout couple de points appartenant à une même ombre est joint par un chemin
qui reste « loin » de x0 . On a toujours M ≥ 43δX/H + 4 fixé et R0 = M + δX/H .

Lemme 2.3.6. Supposons que l’espace X satisfait (‡M,4δX/H
). Pour tout entier R ≥ R0, tout couple

de points de S(x0 , R) appartenant à une même ombre est joint par un chemin en dehors de la boule
B (x0 , R− 8δX/H).

En d’autres termes, si X vérifie (‡M,4δX/H
) alors deux points à même distance R de x0 apparte-

nant à une même ombre sont équivalents pour R∼.
La méthode utilisée pour démontrer ce lemme est analogue à celle utilisée dans la preuve de

la Proposition 2.2.2. Néanmoins, il s’agit ici de montrer l’existence d’un chemin à l’extérieur d’une
boule plutôt qu’à l’infini ; cela permet d’adopter des notations moins lourdes que dans la Proposition
2.2.2.

Démonstration. On procède par récurrence sur R. Considérons deux points x et y de S(x0 , R0) dans
une même ombre. Cela signifie donc que π′R0

(x) et π′R0
(y) sont joints par un chemin en dehors de la
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boule B (x0 , R0 − 3δX/H). Or π′R0
(x) = x et π′R0

(y) = y. Il existe donc un chemin joignant x à y en
dehors de B (x0 , R0 − 3δX/H) ⊃ B (x0 , R0 − 8δX/H).

Soit R ≥ R0. Supposons maintenant que tout couple de points de S(x0 , R) dans une même
ombre soit joint par un chemin en dehors de la boule B (x0 , R− 8δX/H). Considérons deux points x
et y sur S(x0 , R + 1) dans une même ombre. Notons c0 et c1 deux rayons géodésiques issus de x0
passant à moins de δX/H de x et y respectivement.

On va construire une suite de points sur S(x0 , R + 1) suffisamment proches les uns des autres
pour utiliser le fait que X/H satisfait (†M ) et joindre x et y par un chemin en dehors de la boule
B (x0 , R+ 1− 8δX/H). Dans un premier temps, montrons que c0(R) et c1(R) sont dans une même
ombre en explicitant la chaine d’équivalence suivante :

π′R0
(c0(R))

R0∼ π′R0
(c0(R+ 1))

R0∼ π′R0
(x)

R0∼ π′R0
(y)

R0∼ π′R0
(c1(R+ 1))

R0∼ π′R0
(c1(R)).

On utilisera ensuite l’hypothèse de récurrence pour c0(R) et c1(R) pour construire la suite de points
recherchée.

Tout d’abord, montrons que π′R0
(c0(R + 1))

R0∼ π′R0
(x). Notons z un relevé de c0(R + 1) tel que

π′R0
(c0(R + 1)) = πR0

(z) et x′ un relevé de x tel que d(x′, z) = d(c0(R + 1),x) ≤ 4δX/H (d’après le
Corollaire 1.3.15). L’inégalité triangulaire permet alors de majorer d(π′R0

(c0(R + 1)), π′R0
(x)) de la

façon suivante :

d(π′R0
(c0(R+ 1)), π′R0

(x)) ≤ d(πR0
(z),πR0

(x′)) + d(πR0
(x′), π′R0

(x))

≤ d(πR0
(z), πR0

(x′)) + 28δX d’après 2.3.2,

≤ 18δX + d(z, x′) + 28δX d’après 1.2.8(2),

≤ 4δX/H + 46δX

< 6δX/H .

Il existe donc un chemin joignant les points π′R0
(c0(R + 1)) et π′R0

(x) en-dehors de la boule
B (x0 , R0 − 3δX/H). Un calcul identique indique qu’il existe aussi un chemin joignant π′R0

(c1(R+1))

et π′R0
(y) en dehors de la boule B (x0 , R0 − 3δX/H). Par ailleurs, d’après 2.3.3, il existe un chemin

joignant π′R0
(ci(R)) et π′R0

(ci(R + 1)) en dehors de la boule B (x0 , R0 − 20δX) pour i = 0, 1. De
plus, comme x et y sont dans une même ombre, il existe aussi un chemin joignant π′R0

(x) et π′R0
(y) en

dehors de la boule B (x0 , R0 − 3δX/H). En concaténant ces chemins, on obtient un chemin joignant
π′R0

(c0(R)) à π′R0
(c1(R)) en dehors de la boule B (x0 , R0 − 3δX/H). Les points c0(R) et c1(R) sont

sur la sphère S(x0 , R) et appartiennent ainsi à une même ombre.

La Figure 2.4 illustre les différentes étapes de la méthode suivante.
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c0

ci ci+1

c1

x

ypi

pi+1

c0(R)

c1(R)

SR−8δX/H

SR+1

SR

qi

qi+1

ci+1(R+ 1)ci(R+ 1)

si
si+1

c0(R+ 1)

c1(R+ 1)

Figure 2.4 – Joindre x et y en dehors de B (x0 , R+ 1− 8δX/H)

On peut maintenant appliquer l’hypothèse de récurrence à c0(R) et c1(R) : il existe donc un
chemin joignant c0(R) et c1(R) en dehors de la boule B (x0 , R− 8δX/H). Considérons des points
p0, . . . ,pn sur ce chemin vérifiant p0 = c0(R), pn = c1(R) et pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}, d(pi,pi+1) ≤
δX . Pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1}, notons ci un rayon géodésique issu de x0 passant à moins de δX/H
de pi.

On note qi un point de ci à distance inférieure ou égale à δX/H de pi. Alors la distance de qi à x0
est supérieure ou égale à R− 9δX/H . Notons maintenant si un point de ci vérifiant

d(si,x0 ) ≥ R+ 1,

d(si,qi) ≤ 1 + 9δX/H .

Pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}, ces points satisfont

d(si,si+1) ≤ d(si,qi) + d(qi,pi) + d(pi,pi+1) + d(pi+1,si+1)

≤ 2 + 20δX/H + δX .

Considérons un triangle géodésique formé par des segments [x0 ,si] ⊂ ci, [x0 ,si+1] ⊂ ci+1 et un
segment géodésique joignant si et si+1. D’après la Proposition 1.1.7, on obtient le résultat suivant :

d(ci(R+ 1), ci+1(R+ 1)) ≤ 2(2 + 20δX/H + δX + δX/H)

≤ 4 + 43δX/H .
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Utilisons maintenant le fait que X satisfait la propriété (‡4+43δX/H ,4δX/H
) : il existe un chemin

joignant ci(R+1) et ci+1(R+1) en dehors de la boule B (x0 , R+ 1− 8δX/H) pour tout i ∈ {0, . . . , n−
1}. De plus, d’après le Corollaire 1.3.15, on a d(c0(R+ 1),x) ≤ 4δX/H et d(c1(R+ 1),y) ≤ 4δX/H . Il
existe ainsi un chemin joignant x à y en-dehors de la boule B (x0 , R+ 1− 8δX/H).

Pour conclure, pour tout entier R ≥ R0, tout couple de points de S(x0 , R) est joint par un
chemin en dehors de la boule B (x0 , R− 8δX/H).

Lemme 2.3.7. Supposons que l’espace X satisfait la propriété (‡M,4δX/H
). Tous points x et y de

l’espace quotient X/H appartenant à une même ombre sont joints par un chemin en dehors de la
boule B (x0 ,min{d(x0 ,x), d(x0 ,y)} − 8δX/H).

Démonstration. Considérons deux points x et y dans X/H appartenant à la même ombre. Notons
Rx := d(x0 ,x) et Ry := d(x0 ,y). Quitte à échanger les rôles de x et y, on peut supposer que Rx
est inférieur ou égal à Ry et donc min{d(x0 ,x), d(x0 ,y)} = Rx. Notons c un rayon géodésique issu
de x0 passant à moins de δX/H de y et posons y′ := c(Rx). D’après la Proposition 2.3.3 et puisque
d(y, c) ≤ δX/H , y et y′ appartiennent à une même ombre. On en déduit que x et y′ appartiennent
encore à la même ombre. En appliquant le Lemme 2.3.6, il existe un chemin joignant x à y′ en-dehors
de la boule B (x0 , Rx − 8δX/H). Par ailleurs, d’après le Corollaire 1.3.15, d(y, c(Ry)) ≤ 4δX/H et ces
points sont donc joints par un chemin en dehors de la boule B (x0 , Ry − 2δX/H).

En concaténant les différents chemins ainsi obtenus avec la restriction de c à [Rx, Ry], on obtient
un chemin joignant x à y en dehors de la boule B (x0 , Rx − 8δX/H).

Rappelons que la Proposition 2.3.3 indique que tous points d’un rayon géodésique issu de x0
situé à distance supérieure ou égale à R0 de x0 appartiennent à une même ombre. On peut donc
naturellement étendre la notion d’appartenance à une ombre aux rayons géodésiques de X/H issus
de x0 .

Définition 2.3.8. Deux rayons géodésiques c, c′ : R≥0 → X/H issus de x0 appartiennent à une
même ombre si tous points sur c et c′ à distance supérieure ou égale à R0 de x0 sont dans une même
ombre.

On note O (r) := O ([c(R0)]) l’ombre déterminée par la classe de c(R0).

Remarque 2.3.9. On a donc une surjection naturelle de l’ensemble des rayons géodésiques issus
de x0 vers l’ensemble des ombres dans X/H.

Lemme 2.3.10. Supposons que l’espace X satisfait la propriété (‡M,4δX/H
). Tous les rayons géodé-

siques appartenant à une même ombre convergent vers un même bout de X/H.

Démonstration. Considérons deux rayons géodésiques c, c′ : R≥0 → X/H appartenant à une même
ombre. D’après le Lemme 2.3.7, pour tout r, r′ ≥ R0, il existe un chemin joignant c(r) à c′(r′)

en-dehors de la boule B (x0 ,min{r, r′} − 8δX/H). On en déduit que pour tout R ≥ R0, tout point
de c([R,+∞)) est joint par un chemin en dehors de B (x0 , R− 8δX/H) à tout point de c′([R,+∞)).
Cela signifie donc que ces rayons convergent vers un même bout de X/H.
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L’implication inverse est vraie sans que l’espace X ne vérifie de propriétés supplémentaires.

Lemme 2.3.11. Deux rayons géodésiques dans X/H convergeant vers un même bout appartiennent
à une même ombre.

Démonstration. Considérons deux rayons géodésiques c et c′ convergeant vers un même bout de
X/H. En particulier, pour tout R ≥ R0, il existe un entier R′ ≥ R tel que pour tout r, r′ ≥ R′,
les points c(r) et c′(r′) soient dans la même composante connexe par arcs de {B (x0 , R). Pour
tout r, r′ ≥ R′, les points c(r) et c′(r′) sont donc joints par un chemin en dehors de la boule
B (x0 , R) ⊃ B (x0 , R0).

D’après la Proposition 2.3.3, les équivalences suivantes sont vérifiées pour tout r, r′ ≥ R′ :

π′R0
(c(r))

R0∼ π′R0
(c(R0)) = c(R0),

π′R0
(c′(r′))

R0∼ π′R0
(c′(R0)) = c′(R0).

Cela signifie qu’il existe des chemins joignant π′R0
(c(r)) à c(R0) et π′R0

(c′(r′)) à c′(R0) en dehors de
la boule B (x0 , R0 − 8δX/H).

En concaténant ces chemins avec les restrictions des rayons c([R0, r]) et c′([R0, r
′]), on obtient un

chemin joignant π′R0
(c(r)) à π′R0

(c′(r′)) en dehors de la boule B (x0 , R0 − 8δX/H). Toujours à l’aide
de la Proposition 2.3.3, ce fait s’étend à tous points distants de x0 . En effet, pour tout r1, r2 ≥ R0,
on a alors la chaine d’équivalence

π′R0
(c(r1))

R0∼ c(R0)
R0∼ π′R0

(c(r))
R0∼ π′R0

(c′(r′))
R0∼ c′(R0)

R0∼ π′R0
(c′(r2)).

Pour tout r1, r2 ≥ R0, il existe donc un chemin joignant π′R0
(c(r1)) à π′R0

(c′(r2)) en-dehors de la
boule B (x0 , R0 − 8δX/H). Les rayons géodésiques c et c′ sont ainsi dans une même ombre.

En résumé, lorsque l’espace X satisfait la propriété (‡M,4δX/H
) avec M ≥ 43δX/H + 4, la notion

d’ombre pour les rayons géodésiques de X/H est équivalente à la notion de bouts pour X/H. Cela
induit le résultat suivant.

Théorème 2.3.12. Soient M ≥ 43δX/H + 4 et R0 ≥ M + δX/H. Si l’espace X satisfait la pro-
priété (‡M,4δX/H

) alors l’ensemble des bouts de X/H est en bijection avec l’ensemble des classes

d’équivalence sur la sphère S(x0 , R0) pour
R0∼.

Démonstration. Etudions l’application de f : Bt(X/H) → O (X/H) qui à un bout bt(r) associe
l’ombre O (r).

Soient r et r′ deux rayons géodésiques issus de x0 dans X/H tels que O (r) = O (r′). Le Lemme
2.3.10 indique alors que r et r′ convergent vers un même bout, c’est-à-dire bt(r) = bt(r′). Ainsi f
est injective.

Soit O un élément de O (X/H). On a déjà vu à la Remarque 2.3.9 que l’application de l’ensemble
des rayons géodésiques issus de x0 vers l’ensemble des ombres de X/H est surjective. Il existe donc
un rayon géodésique r issu de x0 tel que O = O (r). L’image de bt(r) est alors exactement O. Donc
l’application f est surjective.
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On en conclut qu’il existe une bijection entre l’ensemble Bt(X/H) des bouts de X/H et l’en-
semble O (X/H) des ombres dans X/H.

Corollaire 2.3.13. Soient M ≥ 43δX/H + 4 et R0 ≥M + δX/H. Si l’espace X satisfait la propriété
(‡M,4δX/H

) alors le nombre de bouts de X/H est égal au nombre de classes d’équivalence sur la

sphère S(x0 , R0) pour
R0∼.

Démonstration. D’après le théorème précédent, il existe une bijection entre l’ensemble Bt(X/H)

des bouts de X/H et l’ensemble O (X/H) des ombres dans X/H. Ces deux ensembles ont donc le
même nombre d’éléments.

Par ailleurs, on a déjà souligné (2.3.5) une bijection entre l’ensemble des ombres sur X/H et
l’ensemble des classes d’équivalence pour

R0∼ sur la sphère S(x0 , R0). On en déduit que le nombre
d’ombres dans X/H est égal au nombre de classes d’équivalence sur S(x0 , R0).

On en conclut que l’ensemble des bouts de X/H et l’ensemble des classes d’équivalence sur
S(x0 , R0) ont le même nombre d’éléments.

Remarque 2.3.14. En particulier, le nombre de classes d’équivalence sur la sphère de rayon R0 est
fini car borné par le cardinal de cette sphère. Le nombre de bouts de X/H est donc nécessairement
fini dans ce cas.
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Chapitre 3

Application à la théorie des groupes

3.1 Hypothèse de quasi-convexité

Rappelons le résultat suivant dû à V.Gerasimov :

Théorème 3.1.1 [Ger99]. Il existe un algorithme qui, étant donné une présentation finie d’un
groupe hyperbolique, calcule le nombre de bouts de ce groupe.

Il est donc légitime de se demander si, étant un groupe hyperbolique G et un sous-groupe H, il
existe un algorithme pour déterminer le nombre de bouts relatifs du couple (G,H). La réponse est
négative :

Théorème 3.1.2. On peut construire un couple de groupes (G,H) pour lesquels on ne puisse pas
décider algorithmiquement si :

1. G/H est fini ;

2. le couple (G,H) a deux bouts relatifs ;

3. le couple (G,H) a une infinité de bouts relatifs.

On verra plus tard (dans la section 3.2.3) que l’on peut construire un algorithme permettant
de déterminer le nombre de bouts relatifs dans le cas où H est un sous-groupe quasi-convexe. Le
Théorème 3.1.2 souligne donc l’importance de cette hypothèse de quasi-convexité pour l’existence
d’un tel algorithme.

Etant donné une présentation finie de groupe, la construction de Rips permettra de mettre en
évidence un groupe G et un sous-groupe H ≤ G pour lesquels le nombre de bouts relatifs dépendra
des propriétés de la présentation finie. L’idée est de montrer que ces propriétés sont des propriétés
de Markov. En d’autres termes, on ne peut pas décider algorithmiquement si une présentation
finie satisfait cette propriété. On en déduira alors qu’il n’existe pas d’algorithme permettant de
déterminer le nombre de bouts relatifs du couple (G,H).
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3.1.1 Construction de Rips

La construction de Rips est une source majeure de contre-exemples à des problèmes algorith-
miques pour les groupes hyperboliques. En effet, cette technique permet de transférer une pathologie
d’une présentation finie de groupe vers un groupe hyperbolique concret.

Définition 3.1.3. Soit 0 < λ un réel. Soit 〈S | R〉 une présentation de groupe où l’ensemble des
relations R est composé de mots cycliquement réduits et leurs inverses.

Un mot réduit w en S est une pièce de 〈S | R〉 si w est un préfixe commun de deux mots
distincts de R.

On dit que la présentation 〈S | R〉 satisfait la condition de petite simplification C ′(λ) si l’inégalité

|u| ≤ λ|r|.

est vérifiée pour toute pièce w de 〈S | R〉 et pour toute relation r ∈ R de préfixe w.

La construction de Rips est donnée par le théorème suivant.

Théorème 3.1.4 [Rip82]. Soit 0 < λ < 1 un réel. Etant donné un groupe de présentation finie Q,
il existe une suite exacte courte de groupes

1→ H → G→ Q→ 1

où G est un groupe de présentation finie satisfaisant la condition de petite simplification C ′(λ) et
H est un groupe de type fini.

Démonstration. Notons 〈S ′ | R′〉 une présentation finie du groupe Q. Quitte à ajouter les inverses
manquant à S ′, on peut supposer que S ′ est symétrique. Considérons deux éléments a et b de Q
n’appartenant pas à S ′ et notons S = S ′ ∪ {a, b}. Pour chaque élément s ∈ S et chaque relation
r ∈ R, on choisit des mots Us, Vs et Wr en {a, b} vérifiant :

Us(a, b) = sas−1,

Vs(a, b) = sbs−1,

Wr(a, b) = r.

Considérons maintenant le groupe G de présentation 〈S | {Us, Vs}s∈S , {Wr}r∈R〉. Notons H le sous-
groupe de G engendré par {a, b}. Comme par définition Us = sas−1 et Vs = sas−1 sont des mots
en {a, b}, le groupe H est en particulier un sous-groupe normal de G. De plus, par construction, le
quotient G/H est isomorphe à Q. D’où la suite exacte courte.

Remarquons que cette construction est valable pour tout choix de mots Us, Vs et Wr. Pour
λ > 0 donné, on peut choisir astucieusement ces mots de sorte que la présentation 〈S | R〉 vérifie la
condition de petite simplification C ′(λ). En effet, si les mots Us, Vs etWr sont distincts, suffisamment
longs et compliqués, les mots sas−1U−1s , sbs−1V −1s et rWr auront au plus des sous-mots communs
de taille négligeable par rapport à leur longueur. On peut par exemple prendre pour Us, Vs et Wr
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des mots de la forme abka2bk+1 . . . anbk+n avec k et n de grands entiers positifs tels que l’intervalle
[k, k + n] soit différent pour chaque mot.

Remarque 3.1.5. Comme montré dans l’appendice de [GdlH90], une présentation satisfaisant la
condition de petite simplification C ′(16) détermine un groupe hyperbolique. La preuve de ce résultat
comporte deux temps :

— Le lemme de Greendlinger indique que l’algorithme de Dehn résout le problème du mot pour
toute présentation satisfaisant la condition de petit simplification C ′(16). (voir [LS77, V.4.4])
On dit alors que cette présentation est une présentation de Dehn.

— Un groupe admet une présentation de Dehn si et seulement s’il est hyperbolique. (voir
[ABC+91])

Plus généralement, tout groupe admettant une présentation satisfaisant la condition de petite sim-
plification C ′(λ) avec λ ≤ 1

6 est un groupe hyperbolique.

Par ailleurs, on note le résultat suivant.

Proposition 3.1.6. Soit H un sous-groupe normal d’un groupe hyperbolique G. Si H est quasi-
convexe alors H est fini ou d’indice fini dans G.

On donne ici une preuve différente de celle de [ABC+91, 3.9] 1.

Démonstration. Tout d’abord, si ∂H = ∅ alors H est fini. En effet, si H est infini, il contient une
infinité d’éléments à partir desquels on extrait une suite de points convergeant à l’infini. Cette suite
de points détermine donc un point de ∂H, ce qui contredit l’hypothèse ∂H = ∅.

Supposons maintenant que ∂H est non vide. Dans un premier temps, remarquons que le bord
∂H deH est G-invariant. En effet, pour tout élément g ∈ G, on a immédiatement ∂(gHg−1) = g∂H.
Par ailleurs, comme H est un sous-groupe normal de G, on a aussi ∂(gHg−1) = ∂H. On en déduit
que pour tout élément g ∈ G, on a ∂H = g∂H.

De plus, le groupe H est un sous-groupe quasi-convexe de G. Le bord ∂H est donc homéomorphe
à l’ensemble limite ΛH (voir [Swe01, 12] par exemple) et en particulier, ∂H est fermé dans ∂G.

Or le Théorème 1.5.4 indique que ΛG = ∂G est l’unique ensemble minimal de l’action de G sur
∂G. Cela signifie que le seul fermé G-invariant de ∂G est ∂G. Comme ∂H est un fermé G-invariant
non vide de ∂G, on a ∂H = ∂G.

D’après la Proposition 2.1.8, on a alors

∂G/H = (∂GrΛH)/H = (∂Gr∂H)/H = ∅.

On peut alors en conclure que H est d’indice fini dans G. En effet, si H était d’indice infini dans
G, il existerait une géodésique infinie dans G/H qui se relèverait dans G en une géodésique infinie
d’extrémité dans ∂GrΛH = ∅, ce qui est absurde.

1. M.Mihalik et W.Towle ont donné dans [MT94] un résultat plus général pour les espaces à courbure négative
en utilisant le même schéma de démonstration que dans [ABC+91, 3.9].
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3.1.2 Propriété de Markov

On reprend ici quelques résultats du rapport de C.F.Miller [Mil92] sur les problèmes de décision
pour les groupes. C’est en cherchant à déterminer quelle propriété de groupe peut se reconnaitre
algorithmiquement sur une présentation finie qu’apparait la condition de Markov.

Définition 3.1.7. Une propriété P de groupes de présentation finie est une propriété de Markov
s’il existe deux groupes de présentation finie, G+ et G−, tels que :

— G+ satisfait la propriété P ;
— si G− est plongé dans un groupe de présentation finie, ce groupe ne satisfait pas la propriété
P.

Les groupes G+ et G− sont parfois appelés des témoins pour la propriété P. En particulier, G−
ne satisfait pas la propriété P et aucun groupe de présentation finie satisfaisant P ne contient de
sous-groupe isomorphe à G−.

Définition 3.1.8. Soit P une propriété de groupes de présentation finie.
La propriété P est dite non triviale si ce n’est ni la propriété vide, ni une propriété satisfaite

par tous groupes de présentation finie.
La propriété P est dite héréditaire si tout sous-groupe de présentation finie d’un groupe satis-

faisant P satisfait encore cette propriété.

Le lemme suivant permet d’identifier rapidement une certaine catégorie de propriétés de Markov.

Lemme 3.1.9. Si une propriété non triviale de groupes de présentation finie est héréditaire alors
c’est une propriété de Markov.

Démonstration. Soit P une propriété non triviale et héréditaire de groupes de présentation finie.
Comme cette propriété est non triviale, il existe un groupe G+ vérifiant P et un groupe G− ne
vérifiant pas P. Or si le groupe G− est plongé dans un groupe de présentation finie, disons H, on
sait que H ne satisfait pas la propriété P car elle est héréditaire. On en déduit que ces groupes G+

et G− assurent que P est une propriété de Markov.

La proposition qui suit liste quelques propriétés de Markov.

Proposition 3.1.10. Les propriétés suivantes des groupes de présentation finie sont des propriétés
de Markov :

— être un groupe réduit à un élément ;
— être un groupe fini ;
— être un groupe sans torsion ;
— être un groupe de torsion.

Démonstration. Remarquons que chacune de ces propriétés est non triviale et héréditaire. D’après
le Lemme 3.1.9, ces propriétés sont bien des propriétés de Markov.

Le résultat qui nous intéresse ici est le théorème suivant de S.I.Adyan et M.O.Rabin.
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Théorème 3.1.11 [Ady55],[Rab58]. Soit P une propriété de Markov pour des groupes de présen-
tation finie. Il n’existe pas d’algorithme permettant de décider si un groupe de présentation finie
satisfait la propriété P.

La démonstration de ce théorème repose sur ce que l’on appelle la construction d’Adyan-Rabin.
Cette méthode consiste à déduire de l’indécidabilité du problème du mot l’indécidabilité d’un pro-
blème de décision pour les présentations finies de groupes.

Considérons une propriété de Markov P pour des groupes de présentation finie et notons G+

et G− des témoins pour la propriété P. Considérons de plus un groupe U pour lequel le problème
du mot est indécidable. Le procédé d’Adyan-Rabin consiste à construire effectivement une famille
récursive de présentations finies {pu | u ∈ U} indexée par les mots de U vérifiant :

— Si u 6= 1U alors G− est plongé dans le groupe défini par pu.
— Si u = 1U alors le groupe défini par pu est isomorphe à G+.

Comme le problème du mot est indécidable pour U , la propriété P n’est pas reconnue récursivement.

3.1.3 Démonstration

Avant de donner une preuve du Théorème 3.1.2, démontrons le résultat suivant.

Lemme 3.1.12. Soit A un groupe de type fini. Soit Q = A ∗ Z2.

1. Le groupe Q est fini si et seulement si le groupe A est le groupe réduit à un élément ;

2. Le groupe Q a 2 bouts si et seulement si le groupe A est de cardinal 2 ;

3. Le groupe Q a une infinité de bouts si et seulement si le cardinal de A est supérieur ou égal à
3.

La démonstration proposée ici est basée sur le troisième paragraphe de l’article de P.Scott et
T.Wall [SW79]. On peut aussi déduire ce résultat de la partie directe du théorème de Stallings sur
les groupes à une infinité de bouts.

Démonstration. Dans un premier temps, on sait que e(Q) = 0 si et seulement si le groupe Q est
fini (voir Théorème 1.4.6). Or le produit libre de deux groupes est fini si et seulement si l’un des
groupes est trivial. On en déduit que le groupe Q = A ∗ Z2 est fini si et seulement si le groupe A
est le groupe trivial. On obtient alors e(Q) = 0 si et seulement si A est trivial.

Par ailleurs, si A = Z2 alors Q = Z2 ∗ Z2 est le groupe diédral infini. Ainsi Q est un groupe
d’isométries de la droite bi-infinie Z et e(Q) = 2. De plus, un théorème de P.Scott et T.Wall
[SW79, 5.12] indique que si e(Q) = 2 alors Q se décompose en une extension HNN A∗C ou en un
produit libre amalgamé A ∗C B avec C est fini, |A/C| = |B/C| = 2. Or Q = A ∗ Z2, donc dans la
décomposition, C est le groupe trivial, B = Z2 et A est un groupe de cardinal 2. On obtient ainsi
que le groupe Q a deux bouts si et seulement si Q = Z2 ∗ Z2.

Montrons maintenant que si le cardinal de A est supérieur ou égal à 3 alors le groupe Q a une
infinité de bouts. Soit Y un CW-complexe de groupe fondamental A de point base y et soit Z un
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CW-complexe de groupe fondamental B := Z2 de point base z. Soit [y, z] un segment joignant les
points y et z et soit x0 son milieu. On considère alors X = Y ∪ [y, z] ∪ Z. D’après le théorème de
Van Kampen, on a π1(X,x0) = π1(Y, y) ∗ π1(Z, z) et ainsi π1(X,x0) = A ∗ Z2 = Q. Si on note
X̃ le revêtement universel de X, l’application p : X̃ → X est un revêtement régulier et son groupe
d’automorphisme est π1(X,x0) = Q. En particulier, Q agit alors géométriquement sur X̃. Si on
note Γ le 1-squelette de X̃, le groupe Q agit géométriquement sur Γ et ainsi Γ et Q ont le même
nombre de bouts.

Considérons ensuite l’arbre de Bass-Serre T dont les sommets sont de deux types, A ou B, et
dont les arêtes sont des revêtements du segment [y, z] dans X̃. Il existe donc une application Γ→ T

continue et surjective qui envoie le 1-squelette d’un revêtement de A (respectivement B) dans X̃
sur un sommet de type A (respectivement B) dans T . En particulier, par construction, les sommets
de T de type A sont de valence #A et les sommets de T de type B sont de valence 2.

A1 B1 Ab

Bab

Ba²bBa²

Ba

Aba

Baba

Ba²ba

1 b

ab

a²b
a²

a

ba

a²ba

aba

Figure 3.1 – Arbre T pour A = 〈a | a3〉 et B = 〈b | b2〉

Remarquons maintenant que le complémentaire de toute boule fermée de rayon 1 de T a #A ou
2(#A− 1) composantes connexes disjointes (selon qu’elle soit centrée en un sommet de type A ou
de type B). On en déduit alors que dès que le cardinal de A est supérieur ou égal à 3, l’arbre T a
une infinité de bouts. Comme l’application Γ→ T est surjective, on peut en conclure que Γ a aussi
une infinité de bouts dans ce cas.

Il reste à voir l’implication réciproque. Supposons que Q = A ∗ Z2 a une infinité de bouts. En
particulier, cela signifie que Q n’est pas fini et donc A n’est pas le groupe trivial. Le cardinal de A
est ainsi supérieur ou égal à 2. Or, on a vu que e(A ∗Z2) = 2 si et seulement si A = Z2. Donc dans
notre cas, on a nécessairement #A ≥ 3.
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On obtient ainsi l’équivalence du point 3. : le groupe Q a une infinité de bouts si et seulement
si le cardinal de A est supérieur ou égal à 3.

Grâce à ce qui précède, le Théorème 3.1.2 peut être reformulé de la façon suivante.

Théorème 3.1.13. Soit p une présentation finie pour laquelle les problèmes suivants sont indéci-
dables :

1. « Le groupe défini par p est fini. » ;

2. « Le groupe défini par p est de cardinal 2. » ;

3. « Le groupe défini par p est de cardinal supérieur ou égal à 3. » .

A l’aide de la construction de Rips pour p, on peut construire un couple (G,H) de groupes pour
lesquels on ne peut pas décider algorithmiquement si :

1. « G/H est fini. » ;

2. « Le couple (G,H) a deux bouts relatifs. » ;

3. « Le couple (G,H) a une infinité de bouts relatifs. » .

Démonstration. Dans un premier temps, remarquons que pour un groupe Q donné par une présen-
tation finie et des groupes G, H associés à Q par la construction de Rips, le nombre de bouts de
Q est égal au nombre de bouts relatifs du couple (G,H). En effet, la construction de Rips pour le
groupe Q fournit une suite exacte courte

1→ H → G→ Q→ 1

où G est un groupe de présentation finie hyperbolique (prendre λ = 1/6 par exemple) et H est un
sous-groupe de type fini de G. En particulier, le groupe G/H est alors isomorphe à Q. Le graphe
de Schreier du couple (G,H) est donc exactement le graphe de Cayley de Q par rapport au même
système générateur. Ainsi le nombre de bouts relatifs du couple (G,H) est égal au nombre de bouts
de Q.

Soit A un groupe donné par une présentation finie 〈S | R〉. Montrons que la présentation finie
〈S ∪ {b} | R ∪ {b2}〉 du groupe Q = A ∗ Z2 est un exemple de présentation finie pour laquelle il
n’existe pas d’algorithme pour décider si :

1. le groupe A est fini ;

2. le groupe A est de cardinal 2 ;

3. le groupe A est de cardinal supérieur ou égal à 3.

Le lemme précédent couplé au fait que le nombre de bouts de G est égal au nombre de bouts relatifs
du couple (G,H) permet d’en déduire le théorème.
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Le groupe G/H est fini. Le premier point du Lemme 3.1.12 indique que le groupe Q est fini si et
seulement si le groupe A est réduit à un élément. Or, on a vu dans la Proposition 3.1.10 que « être
un groupe réduit à un élément » est une propriété de Markov. Le Théorème d’Adyan-Rabin 3.1.11
assure alors qu’il n’existe pas d’algorithme pour décider si le groupe A est réduit à un élément. On
en conclut qu’il n’existe pas d’algorithme pour décider si le groupe Q = A ∗ Z2 est fini. Donc il
n’existe pas d’algorithme pour décider si « le groupe G/H est fini ».

Le couple (G,H) a deux bouts relatifs. Montrons maintenant qu’il n’existe pas d’algorithme
pour décider si e(Q) = 2. D’après la seconde assertion du Lemme 3.1.12, le groupe Q a deux bouts
si et seulement si le groupe A est de cardinal 2. Par ailleurs, remarquons que « être un groupe
de cardinal 2 » est une propriété de Markov en prenant pour témoins G+ = Z2 et G− = Z5 par
exemple. Le théorème d’Adyan-Rabin assure alors qu’il n’existe pas d’algorithme pour décider si le
groupe A est isomorphe à Z2. On en déduit qu’il n’existe pas d’algorithme pour décider si le groupe
Q = A ∗ Z2 admet deux bouts. « Le couple (G,H) a deux bouts relatifs » est donc un problème
algorithmiquement indécidable.

Le couple (G,H) a une infinité de bouts relatifs. Pour cela, montrons qu’il n’existe pas
d’algorithme pour décider si le groupe Q a une infinité de bouts. Le dernier point du Lemme 3.1.12
affirme que le groupe Q a une infinité de bouts si et seulement si le cardinal de A est supérieur ou
égal à 3. On remarque que « être de cardinal inférieur ou égal à 2 » est une propriété de Markov ; on
peut par exemple prendre pour témoins G+ = Z2 et G− = Z5. Il n’existe donc pas d’algorithme pour
décider si #A ≤ 2. On en déduit alors qu’il n’existe pas d’algorithme pour déterminer si #A ≥ 3.
Cela implique qu’il n’existe pas d’algorithme pour décider si le groupe Q admet une infinité de
bouts. Donc on ne peut pas décider algorithmiquement si « le couple (G,H) a une infinité de bouts
relatifs ».

Cela conclut la preuve du théorème.

Remarque 3.1.14. On peut expliciter une présentation finie de groupes 〈S | R〉 pour laquelle on
ne peut pas vérifier si le groupe défini est réduit à un élément. Cette présentation convient pour le
cas 1. du théorème. A partir de cette présentation, on peut alors construire explicitement un groupe
hyperbolique G et un sous-groupe H tel que G/H est fini.

De même, les présentations 〈S, b | R, b2〉 et 〈S, b | R, b3〉 vérifient les hypothèses des points 2. et
3. de ce théorème. Grâce à la construction de Rips, on peut encore une fois expliciter des groupes
hyperboliques et sous-groupes dont le nombre de bouts relatifs est deux ou une infinité.

3.2 Groupes à un bout

Dans ce qui suit, on considère un groupe δ-hyperbolique G de bord connexe donné par une
présentation finie 〈S | R〉. On note X le graphe de Cayley de G associé à S. En particulier, le
groupe G agit géométriquement sur X. De plus, on suppose qu’il existe un sous-groupe H de G
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quasi-convexe et on note x0 un point de l’enveloppe convexe faible C(ΛH). On rappelle que le
nombre de bouts relatifs du couple (G,H) est le nombre de bouts du graphe de Schreier associé
X/H (voir Proposition 1.7.2).

Le but de cette section est de donner un algorithme permettant de déterminer le nombre de
bouts relatifs du couple (G,H).

Pour ce faire, on observe un autre résultat faisant intervenir la condition de Bestvina-Mess.
Combiné à un résultat de B.H.Bowditch et G.A.Swarup, cela permet l’utilisation du théorème
démontré au Chapitre 2 indiquant que le nombre de bouts de X/H est égal au nombre de classes
d’équivalence sur une sphère entourant le cœur convexe. Il s’agit ensuite d’expliciter l’ensemble des
constantes intervenant dans ce résultat. On est alors en mesure de donner une procédure permettant
de déterminer les classes d’équivalence sur cette sphère et donc le nombre de bouts relatifs du couple
(G,H).

3.2.1 Autre application de la propriété (‡M,K)

Comme vu dans la Section 2.2, dans le contexte présent – qui est un cas particulier de celui du
Chapitre 2 – il convient d’étudier une variation de la condition de M.Bestvina et G.Mess [BM91,
§3] pour M > K > 0 :

(‡M,K) Il existe un entier L > 0 tel que pour tout R ≥ K + 2δX et pour tous points x ∈
S(x0, R) et y ∈ S(x0, R)+K tels que d(x, y) ≤M , il existe un chemin de longueur
inférieure ou égale à L joignant x à y en dehors de la boule B̄(x0, R−K − 2δX).

On s’intéresse maintenant à un résultat analogue à [BM91, Prop. 3.3] qui fournit une condition
pour que le bord du graphe de Cayley X ait un point de coupure.

Proposition 3.2.1. Soit X un graphe de Cayley d’un groupe hyperbolique. Soit x0 un point de X.
Soit δX une constante d’hyperbolicité et une constante de prolongement des géodésiques pour X.

S’il existe des constantes M > K > 0 telles que X ne satisfait pas (‡M,K) alors il existe un point
de coupure global dans le bord de X.

On reprend les arguments de M.Bestvina et G.Mess dans le cas où X est un graphe de Cayley.

Démonstration. Considérons des suites de points (xn)n, (yn)n de X et une suite d’entiers (Rn)n
satisfaisant :

— xn ∈ S(x0, Rn),
— yn ∈ S(x0, Rn)+K ,
— d(xn, yn) ≤M ,
— il n’existe pas de chemin de longueur inférieure ou égale à n joignant xn à yn en dehors de

la boule B̄(x0, Rn −K − 2δX).
Posons ln := d(x0, yn). Par hypothèse sur δ, il existe cn : [−Rn,∞)→ X et c′n : [−ln,+∞)→ X

des rayons géodésiques issus de x0 passant à moins de δX de xn et yn respectivement. D’après la
Proposition 1.3.15, on a d(xn, cn(0)) ≤ 4δX et d(yn, c

′
n(0)) ≤ 4δX .
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Considérons maintenant une suite (gn)n d’éléments deG tels que g−1n appartient à une géodésique
[xn, yn] et vérifie |d(xn, g

−1
n )−d(yn, g

−1
n )| ≤ 1. Quitte à extraire une suite de (gn)n, on peut supposer

que
— La suite (gnxn)n converge vers un point x ∈ X ;
— La suite (gnyn)n converge vers un point y ∈ X ;
— La suite (gnx0)n converge vers un point u ∈ ∂X ;
— La suite

(
gnB̄ (x0, Rn −K − 2δX)

)
n
converge vers une horoboule B ⊂ X ∩ ∂X ;

— La suite (gncn)n converge vers une géodésique bi-infinie c joignant u à un point v ∈ ∂X ;
— La suite (gnc

′
n)n converge vers une géodésique bi-infinie c′ joignant u à un point v′ ∈ ∂X.

Montrons dans un premier temps que l’intersection B ∩ ∂X = {u}. Par construction, le point
u appartient à B. Considérons maintenant un élément z ∈ ∂X distinct de u. Il existe alors une
géodésique bi-infinie joignant c à z et deux rayons géodésiques joignant x à c et z respectivement.
Ensemble, ils forment un triangle idéal dans X ∪ ∂X. La Proposition 1.3.10 assure que ce triangle
est 4δX-fin. Comme u et z sont distincts, la distance de x à (u, z) est bornée, disons inférieure ou
égale à D. Considérons ensuite deux points a et b de X proches de u et z respectivement. Ces
quatre points sont les sommets d’un quadrilatère idéal 8δX-fin. Par construction, tout point de
(u, z) loin des extrémités est à moins de 8δX de [a, b]. Il existe donc bien un entier N tel que toute
géodésique joignant des points proches de u et z passe à moins de N de x. Supposons maintenant
que b appartient à (u, z) et que a = gnx0 pour un certain n assez grand. Comme 〈a, b〉x ≤ N , on
obtient

d(a, b) ≥ d(a, x) + d(b, x)− 2N

≥ d(x0, xn) + d(b, x)− 2N.

Dès que d(b, x) ≥ 2N , on a d(a, b) ≥ Rn. Ainsi z n’appartient pas à B.

u

a

b

zx

≤ D

≤ 8δ

Figure 3.2 – Quadrilatère de sommets u, z, a, b

Par ailleurs, montrons que les points v et v′ sont dans des composantes distinctes de ∂Xr{u}.
Pour cela, supposons que u n’est pas un point de séparation. Cela signifie que pour tout recouvrement
U de ∂Xr{u} et pour tous points z, z′ ∈ ∂Xr{u}, il existe une chaine d’ouverts U1, . . . , Uk de U
telle que z ∈ U1, z′ ∈ Uk et Ui ∩Ui+1 6= ∅ pour i ∈ {1, . . . , k− 1}. Il existe donc un chemin joignant
z à z′ dans ∪Ui qui reste en dehors de B. Cela induit un chemin de v à v′ dans X∩∂X. En associant
à chaque point de ∂X un rayon issu de x0 représentant x, on peut pousser ce chemin via ces rayons
en un chemin p dans X. La concaténation de p et des segments géodésiques [x, c(0)] et [y, c′(0)] avec

86



CHAPITRE 3. APPLICATION À LA THÉORIE DES GROUPES

les restrictions de c et c′ débutant en c(0) et c′(0) et d’extrémités coïncidant avec celles de p fournit
un chemin q joignant x à y dans X. Dès que n vérifie long(q) ≤ n, g−1n q est un chemin de xn à yn
en dehors de la boule B̄(x0, Rn −K − 2δX). Cela contredit le choix de xn et yn. On en conclut que
le point u est un point de coupure de ∂X.

Par ailleurs, rappelons le résultat suivant sur les points de coupure des groupes hyperboliques
de bord connexe – ou de façon équivalente, à un bout.

Théorème 3.2.2 [Bow99, 0.3],[Swa96]. Si G est un groupe hyperbolique à un bout, alors le bord
∂G de G ne contient pas de points de coupure globaux.

En combinant les deux précédents résultats, on obtient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.3. Si G est un groupe hyperbolique de bord connexe, alors tout graphe de Cayley de
G satisfait la propriété (‡M,K) pour tout M > K > 0.

A l’aide des résultats du chapitre précédent, on déduit du Corollaire 3.2.3 le résultat suivant qui
aura un rôle clé dans la Section 3.2.3.

Corollaire 3.2.4. Soient G un groupe hyperbolique de bord connexe et H un sous-groupe quasi-
convexe de G. Si X est un graphe de Cayley de G alors il existe une constante R0 telle que le nombre
de bouts relatifs du couple (G,H) est égal au nombre de classes d’équivalence pour la relation

R0∼
dans X.

Démonstration. Le Corollaire 3.2.3 affirme que X satisfait la propriété (‡M,K) pour tout M > K >

0. De plus, le Corollaire 2.3.13 indique que si M ≥ 43δX/H + 4 et R0 ≥M + δX/H alors le nombre de
bouts deX/H est égal au nombre de classes d’équivalence pour la relation

R0∼ sur la sphère S(x0 , R0).
Or, par définition, le nombre de bouts de X/H est exactement le nombre de bouts relatifs du couple
(G,H).

3.2.2 Détermination des constantes

On exprime ici les constantes intervenant dans les résultats précédents en termes des données
initiales. On évalue :

— la constante de quasi-convexité de H ;
— la constante de prolongement des géodésiques dans X ;
— le diamètre du cœur convexe C(ΛH)/H ;
— la constante α de la Proposition 2.1.1 ;
— la constante d’hyperbolicité de l’espace quotient X/H.

Un algorithme pour déterminer une constante de quasi-convexité pour H

Le groupe H est un sous-groupe quasi-convexe de G. C’est en particulier un groupe de type fini
d’après la Proposition 1.2.11. Notons alors SH un système générateur fini pour H et ι la longueur
du plus grand élément de SH pour dS . Remarquons que le graphe de Cayley de H associé à SH est
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un sous-graphe Y de X dont les sommets sont les éléments de H et pour lequel deux sommets sont
joints par une arête s’ils diffèrent par un élément de SH .

Dans un premier temps, puisque H agit par isométrie sur le graphe de Cayley X, remarquons
que le critère local de quasi-convexité (Proposition 1.2.7) se formule de la façon suivante dans le cas
présent.

Proposition 3.2.5. S’il existe une constante η ≥ 50δ telle que pour tout point y ∈ Y vérifiant
d(1, y) ≤ 2η + 100δ, Y est à distance inférieure ou égale à η − 50δ du milieu de tout segment
géodésique [1, h] alors Y est 19η-quasi-convexe.

La procédure suivante permet d’expliciter une constante η vérifiant les hypothèses de cette
proposition.

Initialisation. Commençons avec η = d50δ + 1e.
Etape 1. Dessinons la boule fermée B̄(1, 2η + 100δ) dans X. Notons hη1, . . . , h

η
nη les éléments

de H dans cette boule.
Etape 2. Pour chaque i ∈ {1, . . . , nη}, considérons les segments géodésiques joignant 1 à hηi et

dessinons les boules de rayon η − 50δ − 1 centrées au milieu de ces segments. Si l’une de ces boules
ne contient pas d’élément de H, on incrémente η de 1 et on reprend l’étape 1. avec cette nouvelle
valeur de η.

Conclusion. Sinon la procédure s’arrête : la constante η est telle que toutes les boules de rayon
η−50δ−1 centrées au milieu de segments géodésiques joignant 1 à hη1, . . . , h

η
nη−1 et hηnη contiennent

toutes des éléments de H.

En d’autres termes, cette procédure donne une valeur de η pour laquelle les éléments de H dans
la boule B̄(1, 2η+100δ) forment un ensemble (η−50δ−1)-quasi-convexe. Ainsi Y ∩ B̄(1, 2η+100δ)

forme un ensemble (η − 50δ)-quasi-convexe. D’après la Proposition 3.2.5, cela signifie que Y est un
sous-graphe 19η-quasi-convexe de X.

Une constante de prolongement des géodésiques pour X

La Proposition 1.3.12 indique que pour tout point x ∈ X, il existe un rayon géodésique issu de
x0 passant à moins de 4δ + D de x où D est tel que G · B(x0, D) = X. Or dans le cas présent, X
est un graphe de Cayley et D = δ convient. Une constante de prolongement des géodésiques dans
X est donc 5δ.

Pour que le graphe de Cayley X du groupe G considéré ici satisfasse les conditions de la Pro-
position 3.2.1, il suffit de prendre δX = 5δ. Dans ce cas, comme le bord de X est connexe, on peut
affirmer que pour tout M > K > 0, l’espace X satisfait la condition (‡M,K).

Une borne pour le diamètre du cœur convexe C(ΛH)/H

D’après la Proposition 1.5.8, le diamètre du cœur convexe est inférieur ou égal à 2(κ+2δX+ε+3).
On a déjà vu ci-dessus que la constante de quasi-convexité ε de H peut être déterminée expli-

citement en fonction de δ. De plus, puisque l’espace X est un graphe de Cayley, la quantité σ =
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max{d(x0, s·x0) | s ∈ S} vaut 1. Cela simplifie l’expression de la constante κ provenant du Théorème
1.1.14 de stabilité des quasi-géodésiques qui devient κ = 64δX log2(128 + 2/δX + 16) + 8 + 64δX + 2.
D’après le point précédent, on a bien une borne du diamètre du cœur convexe C(ΛH)/H en fonction
de la constante d’hyperbolicité δ de G :

diam(C(ΛH)/H) ≤ 2(κ(δ) + 10δ + ε(δ) + 3).

La constante α

La preuve de la Proposition 2.1.1 montre que la valeur (40 + 100n0)δX + 8ε convient pour α.
Par ailleurs, le résultat [Del96, 3.1] indique que la constante n0 vaut #B(1, 8δH)2! où δH est une
constante d’hyperbolicité pour H. D’après la Proposition 1.2.13, la constante δH vaut (2ε+ 1)(2κ+

δX) où, comme ci-dessus, κ ne dépend que de δX .
Il suffit ensuite de remarquer que le cardinal de la boule B(1, 8δH) est le nombre de mots de

longueur inférieure ou égale à 8δH acceptés par l’automate reconnaissant les géodésiques du groupe
H (voir [CDP90, XII]). On peut donc déterminer n0 à l’aide de la matrice d’adjacence de cet
automate. La constante α peut ainsi être déterminée.

Une constante d’hyperbolicité pour X/H

On a vu dans le Théorème 2.1.2 qu’une constante d’hyperbolicité pour X/H peut être donnée
en fonction du diamètre du cœur convexe, de la constante d’hyperbolicité de X et de la constante
de quasi-convexité de H par l’expression 2 (diam(C(ΛH)/H) +α+ ε) + 65δX . De plus, on veut que
pour tout point de X/H, il existe une géodésique issue de x0 passant à distance uniforme égale à la
constante d’hyperbolicité de X/H. Pour cela, le Corollaire 2.1.5 indique que la constante d’hyper-
bolicité de X/H doit être supérieure à 8 (diam(C(ΛH)/H) +α+ ε) + 264δX +D+κ′. La constante
κ′ provient du théorème de stabilité des quasi-géodésiques et vaut dans ce cas 128d2 log2(512d2 +

48d) + 384d2 + 8d où d = 2 (diam(C(ΛH)/H) + α + ε) + 65δX . On retiendra que κ′ ne dépend
finalement que de δ et n0.

D’après les points précédents, l’expression suivante donne une constante d’hyperbolicité de X/H

ayant cette propriété :

δX/H = 16(κ(δ) + 10δ + ε(δ) + 3) + 8α(δ, n0) + 8ε(δ) + 1500δ + κ′(δ, n0).

3.2.3 Détermination du nombre de bouts relatifs

L’objet de ce paragraphe est la démonstration du théorème suivant.

Théorème 3.2.6. Soit G un groupe δ-hyperbolique de bord connexe donné par une présentation
finie 〈S | R〉. Soit H un sous-groupe quasi-convexe de G. Il existe un algorithme permettant de
déterminer le nombre de bouts relatifs du couple (G,H).

On rappelle que, dans cette section, X représente un graphe de Cayley de G. En particulier,
X est aussi un espace δX-hyperbolique et X/H est alors un espace δX/H-hyperbolique. De plus, on
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a fixé un point x0 de l’enveloppe convexe faible C(ΛH) de l’ensemble limite de H. Ces notations
établies, démontrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 3.2.7. Soit R0 > 8δX/H + δX. S’il existe un chemin de longueur finie joignant deux points
de la sphère S(x0 , R0) en dehors de la boule B̄ (x0 , R0 − 8δX/H) alors il existe un chemin injectif
joignant ces points dans l’anneau A(x0 , R0 − 8δX/H , R0 + 10δX(#S)R0).

L’injectivité du chemin intervient dans l’algorithme décrit dans la démonstration du Théorème
3.2.6 ; elle permet de réduire le nombre de chemin à tester lorsque l’on détermine les classes d’équi-
valences sur la sphère S(x0 , R0).

Démonstration. Soient x et y deux points sur la sphère S(x0 , R0) joints par un chemin de longueur
finie en dehors de la boule B̄ (x0 , R0 − 8δX/H). Notons x= p0,p1, . . . ,pn = y des points sur ce chemin
vérifiant d(pi,pi+1) ≤ δX pour tout i ∈ {0, . . . , n}.

Comme R0 − 8δX/H − δX > δX/H , on peut relever toute boule fermée de rayon δX centrée en un
point pi. Soit x un relevé de x= p0. Commençons par relever la boule B(p0, δX) en la boule B(p0, δX).
Par construction, cette boule contient un relevé p1 de p1 vérifiant d(p0, p1) ≤ δX . Par récurrence, on
obtient des relevés pi des pi vérifiant encore d(pi, pi+1) ≤ δX pour i ∈ {1, . . . , n− 1}. Notons y = pn
le relevé de y = pn ainsi obtenu.

On note πR0
la projection à δX près de X sur l’orbite épaissie (H · x0)+R0 qui est 2δX-quasi-

convexe (voir Proposition 1.2.4). Comme d(x0 ,x) = d(x0 ,y) = R0, on a aussi d(H · x0, x) = d(H ·
x0, y) = R0 et alors πR0

(x) = x et πR0
(y) = y. On projette ensuite les points pi sur (H · x0)+R0 .

D’après la Proposition 1.2.8(2), pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}, on a alors

d(πR0
(pi), πR0

(pi+1)) ≤ d(pi, pi+1) + 18δX

≤ 19δX .

On en déduit que

d(πR0
(pi),πR0

(pi+1)) ≤ 19δX ∀i ∈ {1, . . . , n− 1},

d(x,πR0
(p1)) ≤ 19δX ,

d(πR0
(pn−1),y) ≤ 19δX .

On peut donc joindre x à y par un chemin formé en concaténant des chemins de longueur inférieure
ou égale à 19δX joignant les πR0

(pi). Quitte à supprimer d’éventuelles boucles sur ce chemin (certains
πR0

(pi) pouvant être égaux), on obtient un chemin de longueur inférieure ou égale à 19δX ×#SR0

joignant x à y en dehors de la boule B (x0 , R0 − 10δX).
Par définition, le cardinal de la sphère S(x0 , R0) est à son tour inférieur à (#S)R0 . On en déduit

que x et y sont joints par un chemin injectif de longueur inférieure ou égale à 19δX × (#S)R0 .
En conclusion, deux points de la sphère S(x0 , R0) joints par un chemin de longueur finie en dehors

de la boule B̄ (x0 , R0 − 8δX/H) sont en fait joints par un chemin dans l’anneau ouvert A(x0 , R0 −
8δX/H , R0 + 10δX(#S)R0).
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Remarquons qu’en vertu de la section précédente, on est en mesure d’exprimer les différentes
constantes intervenant dans la démonstration en fonction des données initiales du problème.

On peut maintenant donner une preuve du Théorème 3.2.6.

Démonstration. Le groupe G étant un groupe hyperbolique de bord connexe, on peut appliquer le
Corollaire 3.2.4. Pour tout M ≥ 43δX/H + 4, il existe ainsi une constante R0 = M + δX/H telle que
le nombre de bouts relatifs du couple (G,H) est égal au nombre de classes d’équivalence pour la
relation

R0∼. Il s’agit donc de déterminer quand est-ce que deux points de S(x0 , R0) sont joints par
un chemin de longueur finie en dehors de la boule ouverte B (x0 , R0 − 3δX/H).

Pour ce faire, notons que d’après le Corollaire 3.2.3, le graphe de Cayley X de G satisfait la
propriété (‡M,K) pour toutM > K > 0. En particulier,X satisfait (‡M,4δX/H

) pour toutM > 4δX/H .
La Proposition 2.2.4 indique alors que l’espace quotient X/H satisfait (†M ). Cela signifie que deux
points de S(x0 , R0) à distance inférieure ou égale à M sont joints par un chemin de longueur finie
en dehors de la boule B̄ (x0 , R0 − 8δX/H).

On applique maintenant le Lemme 3.2.7 : deux points de S(x0 , R0) joints par un chemin en dehors
de B̄ (x0 , R0 − 8δX/H) sont joints par un chemin injectif dans l’anneau ouvert A(x0 , R0−8δX/H , R0+

10δX(#S)R0). Il suffit donc de dessiner la boule B̄
(
x0 , R0 + 10δX(#S)R0

)
pour déterminer si deux

points de la sphère S(x0 , R0) sont joints par un chemin en dehors de B (x0 , R0 − 3δX/H) et être en
mesure de répartir les éléments de S(x0 , R0) en classes d’équivalence pour

R0∼. On détermine ainsi
le nombre de bouts relatifs du couple (G,H).

3.3 Groupes à une infinité de bouts

Proposition 3.3.1. Soit G un groupe hyperbolique sans torsion. Soit H un sous-groupe quasi-
convexe d’indice infini dans G. Si le groupe G a une infinité de bouts alors il existe des ouverts
compacts dans ∂Gr∂H.

Démonstration. Le groupe G est sans torsion et admet une infinité de bouts. Il existe donc des
groupes hyperboliques A et B, qui ne sont pas réduits à un élément, tels que G = A ∗B.

Dans un premier temps, déterminons le bord de G dans ce cas. Notons p un segment unité
d’extrémité initiale pA et d’extrémité terminale pB et p̄ le segment parcouru de pB vers pA. L’arbre
de Bass-Serre T de la décomposition G = A ∗ B est obtenu en quotientant G × p par la relation
d’équivalence ∼ vérifiant

gpA ∼ g′pA si g−1g′ ∈ A,
gpB ∼ g′pB si g−1g′ ∈ B.

On note [gx] la classe d’équivalence de gx ∈ G × p. Le groupe G agit sur les éléments de T de la
façon suivante : pour g′ ∈ G, g′ · [gx] = [(g′g)x]. On remarque alors que toute arête de la forme
[gp] = {[gx] | x ∈ p} forme un domaine fondamental pour l’action de G sur T . En particulier, on en
déduit que le stabilisateur de toute arête dans T est le groupe réduit à un élément. Le stabilisateur
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d’un sommet [gpA] est l’ensemble {g′ ∈ G | g′ · [gpA] = [gpA]} = {g′ ∈ G | g−1g′g ∈ A} qui est donc
un conjugué de A. De même, le stabilisateur d’un sommet [gpB] est un conjugué de B.

On construit ensuite le graphe X comme étant la réunion d’un graphe de Cayley XA pour A,
d’un graphe de Cayley XB pour B et de p en identifiant pA avec l’origine de XA et pB avec l’origine
de XB. On considère alors le graphe Γ obtenu en quotientant G ×X par la relation d’équivalence
∼ donnée par

gx1 ∼ g′x2 si x1, x2 ∈ A, g−1g′ ∈ A, g−1g′x2 = x1,

gx1 ∼ g′x2 si x1, x2 ∈ B, g−1g′ ∈ B, g−1g′x2 = x1.

La contraction deXA etXB en leur origine induit une application continue G-équivariante de Γ dans
T . La pré-image d’un sommet de T par cette application est alors un sous-graphe de Γ isomorphe
à un graphe de Cayley du stabilisateur de ce sommet pour l’action de G sur T .

Le bord de G est décrit dans l’article [MS15] d’A.Martin et J.Światkowski. Il est homéomorphe
à la réunion du bord des stabilisateurs des sommets de T et du bord de T . Plus précisément, le
bord des stabilisateurs des sommets de T est l’ensemble G × ∂A ∪ ∂B quotienté par la relation
d’équivalence ∼ donnée par

gu1 ∼ g′u2 si u1, u2 ∈ ∂A, g−1g′ ∈ A, g−1g′u2 = u1,

gu1 ∼ g′u2 si u1, u2 ∈ ∂B, g−1g′ ∈ B, g−1g′u2 = u1.

En notant [gu] la classe d’équivalence de gu ∈ G × ∂A ∪ ∂B, l’action de G sur (G × ∂A ∪ ∂B)/∼
prend la forme suivante : pour g′ ∈ G, on a g′ · [gu] = [(g′g)u]. L’espace G× ∂A∪ ∂B/∼ se projette
ainsi naturellement sur les sommets de l’arbre de Bass-Serre T . La pré-image d’un sommet de T
par cette projection est isomorphe au bord du stabilisateur de ce sommet pour l’action de G sur T .
Le bord de T est quant-à-lui décrit par les classes d’équivalence de rayons géodésiques infinis de T
où deux tels rayons sont dits équivalents s’ils ne diffèrent que sur un segment initial. Une action du
groupe G sur le bord de T et induite par l’action de G sur T .

Le bord de G est donc composé de trois sortes de points : les points de ∂A, les points de ∂B et
les points de ∂T .

La description de la topologie du bord montre que dans le bord de G, les bords de A et B sont
ouverts et compacts. De plus, pour tout élément g ∈ G, on a ∂gAg−1 = g∂A et ∂gBg−1 = g∂B. Le
bord de tout conjugué de A et B est donc encore un ouvert compact de ∂G.

Montrons maintenant qu’il existe des conjugués de A dont l’intersection avec le bord de H est
vide. Pour ce faire, considérons un point u ∈ ∂G loin de ∂H. On peut par exemple prendre u
vérifiant, pour K > 0 fixé, 〈u, h〉 < K pour tout h ∈ ∂H. De la même façon, considérons un point
v ∈ ∂G en dehors de ∂A.

Rappelons que l’ensemble des couples de points fixes répulsifs-attractifs d’éléments de G est
dense dans l’ensemble des couples de points distincts du bord de G. Il existe donc une suite (gn)n
d’éléments de G telle que (g−n , g

+
n )n tend vers (u, v). Il existe alors un rang n pour lequel g−n est

loin de ∂H et g+n est en dehors de ∂A. En particulier, pour un entier k > 0, g−kn ∂A est loin de ∂H.
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On en déduit que ∂gknAg−kn n’intersecte pas le bord de H. On a ainsi déterminé une suite d’ouverts
compacts de ∂Gr∂H.

De la même façon, on peut déterminer à partir de B d’autres ouverts compacts de ∂Gr∂H.

Proposition 3.3.2. Soit G un groupe hyperbolique sans torsion. Soit H un sous-groupe quasi-
convexe d’indice infini dans G. Si le groupe G a une infinité de bouts alors il existe des ouverts
compacts dans ∂G/H.

En particulier, le bord de G/H n’est pas localement connexe.

Démonstration. Comme H est un sous-groupe de G, il agit par isométrie et proprement discon-
tinument sur G vu en tant qu’espace métrique. Selon le Théorème 1.5.10, le groupe H agit alors
proprement discontinument sur ∂GrΛH. La combinaison de la Proposition 2.1.8 avec la Proposi-
tion 2.1.9 indique alors que l’application ∂GrΛH → ∂G/H est un revêtement. L’espace ∂GrΛH

est donc localement homéomorphe à ∂G/H.
D’après la Proposition 3.3.1, il existe des ouverts compacts dans ∂GrΛH. Comme ∂GrΛH et

∂G/H sont localement homéomorphes, il existe aussi des ouverts compacts dans ∂G/H.
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On s’intéresse dans cette thèse à la topologie à l’infini des graphes de Schreier.
Dans un premier temps, on étudie le quotient X/H d’un espace métrique géodésique

propre hyperbolique X par un groupe quasi-convexe-cocompact H d’isométries de X.
En particulier, on montre que X/H est un espace hyperbolique. On s’intéresse ensuite
aux bouts de cet espace. On prouve que si X satisfait une condition de Bestvina-Mess,
alors le nombre de bouts de l’espace quotient X/H est égal au nombre de composantes
connexes du bord du cœur convexe.

On applique ensuite ces considérations à la théorie des groupes. En particulier, on se
demande s’il existe un algorithme permettant de déterminer le nombre de bouts d’un
groupe hyperbolique relativement à un sous-groupe. La réponse à cette question est
négative en général : on peut construire des groupes et sous-groupes pour lesquels un
tel algorithme n’existe pas. En revanche, si le sous-groupe est quasi-convexe, on donne
un algorithme permettant de calculer le nombre de bouts relatifs. Par ailleurs, on montre
que le bord d’un groupe hyperbolique sans torsion ayant une infinité de bouts n’est pas
localement connexe par arcs.
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