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Résumé

La représentation des temps de parcours est un enjeu influençant la qualité de l’informa-
tion transmise aux usagers des réseaux de transport. En particulier, la congestion constitue
un inconvénient majeur dont la prise en compte n’est pas toujours maîtrisée au sein des
calculateurs d’itinéraires. De même, les évènements comme les réductions de capacité, les
perturbations climatiques, ou encore les pics de fréquentation incitent à dépasser la défini-
tion statique des temps de parcours. Des travaux antérieurs se sont focalisés sur des temps
dynamiques, i.e. dépendants de la date de départ, de manière à affiner le détail de la repré-
sentation, et à prendre notamment en compte le caractère périodique des congestions. La
considération d’informations en temps réel est aussi une amélioration indéniable, que ce soit
lors de la préparation du trajet, ou lorsqu’il s’agit de s’adapter à des perturbations rencontrées
en cours de route. Ceci dit, aussi fines qu’elles soient dans les calculateurs disponibles, ces
modélisations présentent un inconvénient majeur : elles ne prennent pas en compte toutes les
facettes de la variabilité des temps de parcours. Cette variabilité est très importante, en parti-
culier si l’on considère le niveau d’aversion au risque des usagers. En outre, dans un réseau
multimodal, les correspondances éventuelles rendent encore plus critique l’incertitude asso-
ciée aux temps de parcours. En réponse à ces enjeux, les présents travaux de thèse ont ainsi
été consacrés à l’étude de temps de parcours stochastiques, i.e. vus comme des variables
aléatoires distribuées.

Dans une première étape, nous nous intéressons à la modélisation statistique des temps de
parcours et à la quantification de leur variabilité. Nous proposons l’utilisation d’un système
de lois développé dans le domaine de l’hydrologie, la famille des lois de Halphen. Ces lois
présentent les caractéristiques typiques des distributions de temps de parcours, elles vérifient
par ailleurs la propriété de fermeture par l’addition sous certaines hypothèses afférentes à
leurs paramètres. En exploitant les ratios de moments associés aux définitions de ces lois de
probabilité, nous mettons également au point de nouveaux indicateurs de fiabilité, que nous
confrontons avec la palette d’indicateurs classiquement utilisés. Cette approche holistique de
la variabilité des temps de parcours nous semble ainsi ouvrir de nouvelles perspectives quant
au niveau de détail de l’information, notamment à destination des gestionnaires de réseaux.

Par la suite, nous étendons le cadre d’analyse aux réseaux, en utilisant les résultats ob-
tenus à l’étape précédente. Différentes lois de probabilité sont ainsi testées dans le cadre de
la recherche du plus court chemin stochastique. Cette première étude nous permet de dresser
un panorama des chemins identifiés en fonction du choix de modélisation. S’il est montré
que le choix du modèle est important, il s’agit surtout d’affirmer que le cadre stochastique
est pertinent. Ensuite, nous soulevons la relative inefficacité des algorithmes de recherche du
plus court chemin stochastique, ceux-ci nécessitant des temps de calcul incompatibles avec
un passage à l’échelle industrielle. Pour pallier cette difficulté, un nouvel algorithme met-
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tant en œuvre une technique d’accélération tirée du cadre déterministe est développé dans la
dernière partie de la thèse. Les résultats obtenus soulignent la pertinence de l’intégration de
modèles stochastiques au sein des calculateurs d’itinéraires.

Mots-Clefs :
Temps de parcours ; Variabilité ; Plus courts chemins ; Accélération algorithmique
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Abstract

The travel time representation has a major impact on user-oriented routing information.
In particular, congestion detection is not perfect in current route planners. Moreover, the
travel times cannot be considered as static because of events such as capacity drops, wea-
ther disturbances, or demand peaks. Former researches focused on dynamic travel times,
i.e. that depend on departure times, in order to improve the representation details, for example
concerning the periodicity of congestions. Real-time information is also a significant impro-
vement for users aiming to prepare their travel or aiming to react to on-line events. However
these kinds of model still have an important drawback : they do not take into account all the
aspects of travel time variability. This dimension is of huge importance, in particular if the
user risk aversion is considered. Additionally in a multimodal network, the eventual connec-
tions make the travel time uncertainty critical. In this way the current PhD thesis has been
dedicated to the study of stochastic travel times, seen as distributed random variables.

In a first step, we are interested in the travel time statistical modeling as well as in the
travel time variability. In this goal, we propose to use the Halphen family, a probability law
system previously developed in hydrology. The Halphen laws show the typical characteris-
tics of travel time distributions, plus they are closed under addition under some parameter
hypothesis. By using the distribution moment ratios, we design innovative reliability indexes,
that we compare with classical metrics. This holistic approach appears to us as a promising
way to produce travel time information, especially for infrastructure managers.

Then we extend the analysis to transportation networks, by considering previous results.
A set of probability laws is tested during the resolution of the stochastic shortest path pro-
blem. This research effort helps us to describe paths according to the different statistical
models. We show that the model choice has an impact on the identified paths, and above all,
that the stochastic framework is crucial. Furthermore we highlight the inefficiency of algo-
rithms designed for the stochastic shortest path problem. They need long computation times
and are consequently incompatible with industrial applications. An accelerated algorithm
based on a deterministic state-of-the-art is provided to overcome this problem in the last part
of this document. The obtained results let us think that route planners might include travel
time stochastic models in a near future.

Key-Words :
Travel times ; Travel time variability ; Shortest paths ; Acceleration techniques
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Introduction générale

„Question : comment faire pour ne pas perdre son temps ?
Réponse : l’éprouver dans toute sa longueur.

— Albert Camus
La peste

Contexte du travail de thèse

« Comment faire pour ne pas perdre son temps ? » C’est une question que les utilisateurs
des réseaux de transports se posent assurément lorsqu’ils affrontent les aléas de la circulation
armés de leur seule patience, fût-elle mince. Pour les assister dans cette épreuve et satisfaire
au mieux leur besoin, les Systèmes d’Information Multimodale (ou SIM) connaissent un es-
sor fulgurant ces dernières années, tiré par le volontarisme affiché par les pouvoirs publics
(ces outils sont régis par l’article L1231-8 du code des transports) et par la démocratisation
des nouvelles technologies de l’information et de la communication. Grâce à ces outils, les
utilisateurs ont désormais accès à une multitude d’informations à propos des conditions de
circulation, des horaires des transports en commun, ou encore de la disponibilité des véhi-
cules partagés. Ces sources d’informations restent cependant très fragmentées entre modes,
et leur complémentarité doit être assurée par le développement de calculateurs d’itinéraires
polyvalents prenant en charge une large gamme de modes de transport et de critères de déci-
sion, jusqu’à l’individualisation de l’information apportée aux usagers.

Les SIM doivent ainsi répondre aux interrogations de ces derniers en matière de choix
d’itinéraire, en prenant en compte des contraintes de plus en plus individualisées concernant
d’abord l’impédance des déplacements (temps, coût, confort...), bien sûr, mais également
la garantie d’arriver à l’heure à destination, ou encore les exigences d’accessibilité pour
les personnes à mobilité réduite. Ces critères mettent en valeur d’autres visions d’un tra-
jet « idéal », et par voie de conséquence, consacrent le besoin de modèles multi-objectifs
robustes et fiables qui complexifient le calcul d’itinéraires, la plupart des calculateurs ne
permettant actuellement pas d’optimiser plusieurs critères simultanément. Le choix parmi
ces critères est encore assez restreint en pratique, la variabilité des temps de parcours étant
d’ailleurs la grande absente des outils proposés. Pourtant, l’incertitude caractérisant le temps
de parcours moyen annoncé traditionnellement s’avère aussi instructive quant aux conditions
de circulation sur le réseau routier et à la qualité de service que ce dernier offre aux usagers.
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Cette notion est encore plus critique dans un contexte de multimodalité, où les ruptures de
charge et autres correspondances rendent tout retard potentiellement lourd de conséquence
quant à l’heure effective d’arrivée, et donc, à l’optimalité de l’itinéraire.

La variabilité des temps de parcours apparaît ainsi comme un critère d’optimisation à
part entière visant la recherche d’itinéraires à temps de parcours garanti (avec un niveau de
confiance donné), ou, autrement dit, le plus fiable. Cette variabilité pose un certain nombre de
questions auxquelles il convient de répondre, à commencer par son origine : vient-elle d’un
surplus de demande, d’une insuffisance de l’offre, voire de facteurs exogènes ? De même la
question de sa modélisation doit être résolue. Il est aisé de comprendre que les temps de par-
cours dépendent de l’heure de départ. Le caractère récurrent des phénomènes de congestion
est ainsi reconnu. Les calculateurs d’itinéraires visent en outre le suivi du trafic en temps
réel, ouvrant la voie à une modélisation plus fine des temps de parcours et de leur évolution.
Ceci étant dit, la notion de variabilité suggère d’aller plus loin que ces premières approches
en considérant le temps de parcours comme une variable aléatoire distribuée. Ceci constitue
une transition du déterministe vers le stochastique, ce qui représente un verrou scientifique
important. La modélisation probabiliste des temps de parcours va de pair avec l’incertitude
inhérente aux trajets, à laquelle est associé le niveau d’aversion au risque de chaque indi-
vidu. L’évaluation des itinéraires à partir d’une métrique de la variabilité doit ainsi permettre
d’adapter les solutions à chaque utilisateur du réseau.

Ce champ de recherche s’inscrit dans un ensemble de travaux accomplis depuis déjà
plusieurs années au sein du LICIT. En particulier, la présente thèse est le prolongement de
celle réalisée par Aurélie Bousquet [17] à propos de l’optimisation d’itinéraires dans des
réseaux multimodaux. Cette première thèse avait été réalisée en parallèle du développement
de la plateforme open-source TEMPUS (http://www.tempus-project.org/), dédiée au
calcul du plus court chemin multimodal. Par ailleurs, Sergey Kovalev [90] s’est consacré à
l’optimisation multi-objectifs d’itinéraires multimodaux dans le cadre d’un post-doctorat au
laboratoire. Une dernière thèse soutenue récemment par Fouad Baouche [6] a été dédiée au
problème du plus court chemin énergétique, correspondant au calcul du meilleur itinéraire
pour un trajet réalisé avec une voiture électrique. Plus généralement, le LICIT possède une
expertise reconnue sur les thématiques de l’information multimodale, l’optimisation des iti-
néraires et la gestion du trafic, qu’il exploite notamment à travers sa participation au pôle
de compétitivité LUTB, et le développement en fil rouge de la plateforme TEMPUS, qui
fait notamment l’objet d’une collaboration avec la société Oslandia, spécialisée dans les sys-
tèmes d’information géographique, et plus récemment avec Mappy, l’éditeur du calculateur
d’itinéraire éponyme.

Objectif et contributions
Le développement d’un moteur de calcul du plus court chemin multimodal demande

entre autres la prise en compte d’une information dynamique et temps réel, voire prévision-
nelle à travers les temps de parcours stochastiques. L’intégration de leur incertitude sous-
jacente via la variabilité constitue la motivation de la présente thèse. Celle-ci a pour but
de contribuer à l’étude de la variabilité des temps de parcours sur un réseau de transport.
En s’intéressant à deux niveaux de granularité différents tout autant que complémentaires,
nous nous proposons d’examiner la variabilité sur un tronçon routier d’une part, de manière
à la caractériser par une métrique synthétique utilisable par exemple par les gestionnaires
de réseau, et à la recherche du plus court chemin stochastique d’autre part, ce qui revient à
examiner les stratégies de choix d’itinéraires dans un contexte incertain.

http://www.tempus-project.org/
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Dans le premier volet, l’objectif principal tient en l’identification d’un modèle statistique
paramétrique apte à reproduire le phénomène des temps de parcours sur les tronçons rou-
tiers. Plusieurs lois de probabilité seront considérées pendant cette quête, des plus usuelles
jusqu’à d’autres moins courantes, ce qui permettra de les hiérarchiser par ordre de perti-
nence. Le choix d’un modèle paramétrique se justifie ici par la volonté de caractériser l’évo-
lution temporelle des temps de parcours et des conditions de circulation, ces dernières suivant
une trajectoire identifiable par l’évolution temporelle des paramètres du modèle. Cet effort
constituera en parallèle un fondement théorique propice à la production de métriques desti-
nées à synthétiser la fiabilité des temps de parcours. Une étude préliminaire de l’additivité
des modèles propres aux segments élémentaires permettra de dresser un cadre pour leur ex-
tension à l’échelle d’un chemin complet, constituant ainsi une transition avec le second volet
de la thèse.

Pour celui-ci, l’accent sera porté sur l’échelle du réseau, le but étant de proposer une
solution algorithmique innovante apte à intégrer la variabilité des temps de parcours dans
l’optimisation des choix d’itinéraires. Cette réalisation sera concrétisée comme une variante
du problème du plus court chemin dans laquelle les arcs du graphe représentant le réseau de
transport routier sont caractérisés par des poids stochastiques, ici les temps de parcours. Le
meilleur chemin n’est ainsi plus celui ayant le temps de parcours minimum, mais plutôt celui
représentant le meilleur compromis entre temps de parcours moyen et garantie de réaliser le
temps annoncé (avec un niveau de confiance donné), le choix parmi les itinéraires optimaux
pouvant alors être réalisé en fonction du niveau d’aversion au risque de l’usager. Un objectif
annexe à ce second point est l’intégration de cette démarche dans des calculateurs standards,
la collaboration du laboratoire avec Mappy dans le cadre de TEMPUS constituant ainsi une
visée à moyen terme pour l’optimisation d’itinéraires dans des graphes stochastiques.

Les travaux réalisés ont été valorisés à travers les publications suivantes :

Revues internationales à comités de lecture

— DELHOME R., BILLOT R., DURET A., AND EL FAOUZI N.-E. The Halphen Distribu-
tion System, a Toolbox for Modeling Travel Time Variability : some insights based on
mesoscopic simulation. Transportation Research Record : Journal of the Transporta-
tion Research Board, 2490, 32-40, (2015).

— DELHOME R., BILLOT R., AND EL FAOUZI N.-E. Travel time statistical modeling
with the Halphen distributions. Journal of Intelligent Transportation System, En révi-
sion (2015).

Conférences internationales à comités de sélection/lecture

— DELHOME R., BILLOT R., AND EL FAOUZI N.-E. Investigating travel time reliability :
Empirical study based on Portland Bluetooth data. In 4th International Symposium of
Transport Simulation (ISTS), Ajaccio, France (2014).

— DELHOME R., BILLOT R., DURET A., ET EL FAOUZI N.-E. The Halphen Distribution
System, a Toolbox for Modeling Travel Time Variability : some insights based on me-
soscopic simulation. In Transportation Research Board 94th Annual Meeting (TRB),
Washington DC, USA (2015).

— DELHOME R., BILLOT R., AND EL FAOUZI N.-E. Moment-Ratio Diagram and Travel
Time Reliability : Empirical Study on Urban and Periurban Links. In Proceedings
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of the 5th International Symposium on Transportation Network Reliability (INSTR),
Nara, Japan (2015).

— DELHOME R., BILLOT R., AND EL FAOUZI N.-E. Calibration of Time-Dependent
Contraction Hierarchies based on Sensitivity Analysis. In 28th European Conference
on Operations Research (EURO), Poznan, Poland (2016).

Conférences françaises à comités de sélection/lecture

— DELHOME R., BILLOT R., AND EL FAOUZI N.-E. Recherche du plus court chemin
stochastique avec des distributions de probabilité connues. In 16ème Conférence de
la société Française de Recherche Opérationnelle et Aide à la Décision (ROADEF),
Marseille, France (2015).

— DELHOME R. Modélisation de l’incertitude des temps de parcours par les lois de distri-
bution d’Halphen. In 3ème Rencontres Interdisciplinaires Doctorales de l’Architecture
et de l’Aménagement Durables (RIDA2D), Vaulx-en-Velin, France (2015).

Plan du manuscrit
Les différents points évoqués précédemment sont articulés en trois parties principales

développées autour de sept chapitres, se proposant d’étudier respectivement la modélisation
des temps de parcours et de leur variabilité, l’impact des modèles statistiques dans les re-
cherches du plus court chemin stochastique et l’accélération des procédures de recherche du
plus court chemin stochastique.

La figure 1 résume l’organisation générale de la thèse, dont le détail des chapitres est
donné ci-après.

Le chapitre 1 propose un état de l’art relatif à la variabilité des temps de parcours, notion
suscitant un intérêt manifeste ces dernières années sans pour autant créer de consensus quant
aux indicateurs à utiliser et à la façon de la modéliser. Ainsi, les approches de la variabilité
sont aussi diverses que les outils théoriques mobilisés. Cet état de l’art s’oriente vers les
indicateurs les plus populaires dans le but de synthétiser cette information aussi bien que
vers les contributions liées à la modélisation statistique des temps de parcours au moyen de
lois de probabilité.

Le chapitre 2 est consacré à la modélisation statistique des temps de parcours et à la pro-
duction de métriques de la variabilité, qui sont combinées grâce à l’utilisation d’un système
de lois de probabilité issu de l’hydrologie, la famille des lois de Halphen. Le développement
de nouvelles propriétés mathématiques associées aux ratios de moments permet de démontrer
la richesse de l’approche proposée, autant sur le plan théorique avec la proposition d’estima-
teurs des paramètres des lois impliquées, que sur le plan empirique par la caractérisation du
niveau de variabilité en temps réel.

Le chapitre 3 aborde le second axe du travail par une revue de l’état de l’art consacré
à l’optimisation des itinéraires dans les graphes stochastiques. Un aperçu des pistes suivies
dans la littérature est proposé autour de différents axes tels que les problèmes définis, les
outils théoriques utilisés et les modèles statistiques employés pour représenter les poids des
arcs.

Riche de tous les concepts évoqués dans le chapitre précédent, le chapitre 4 recontextua-
lise la notion de calcul du plus court chemin stochastique. Des éléments théoriques conso-
lident la modélisation stochastique des arcs d’un graphe, dans le but de développer des algo-
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FIGURE 1 – Organisation générale de la thèse

rithmes d’étiquetage. Un premier test est conduit sur la robustesse des plus courts chemins
stochastiques au regard du modèle statistique utilisé, pour déterminer l’impact de ce choix
sur les itinéraires optimaux identifiés.

Actant la nécessité de l’accélération algorithmique pour le calcul du plus court chemin
stochastique, le chapitre 5 constitue un des volets de la troisième partie de la thèse. Ce
chapitre permet de détailler la technique des contractions hiérarchiques telle que développée
dans l’état de l’art. Celle-ci a été sélectionnée pour ses bonnes performances dans les graphes
déterministes, éprouvées notamment dans les premières versions de la plateforme TEMPUS.

Dans le cadre de la collaboration avec Mappy, dont l’objectif est la caractérisation de
l’apport des contractions hiérarchiques, le chapitre 6 porte sur l’évaluation des performances
de la technique des contractions hiérarchiques dans le cadre déterministe en fonction des pa-
ramètres nécessaires à leur fonctionnement. Une analyse de sensibilité couplée à un procédé
d’optimisation conduisent à l’identification des jeux de paramètres les plus aptes à réduire le
temps de calcul de la méthode, en particulier lors de sa phase de pré-traitement.

Enfin, nourrie par un paramétrage défini à la suite du chapitre 6, une extension de cette
technique au cas stochastique est développée dans le chapitre 7. Une série de procédures est
proposée pour le traitement des arcs ainsi que pour la résolution de requêtes de plus courts
chemins dans les graphes stochastiques. Une comparaison empirique entre les contractions
hiérarchiques et un algorithme de l’état de l’art de référence prouve la pertinence de l’accé-
lération algorithmique dans ce cadre.
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Première partie

MODÉLISATION STATISTIQUE DES
TEMPS DE PARCOURS ET DE LEUR

VARIABILITÉ

„Quand on sait pas où l’on va, il faut y aller ! ! ... et le plus
vite possible.

— Jacques Rouxel
Les Shadoks
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Chapitre 1
État de l’art : la variabilité des temps de
parcours

Introduction
La variabilité des temps de parcours est une notion qui focalise de plus en plus l’atten-

tion des spécialistes de l’ingénierie du trafic, chercheurs comme gestionnaires de réseaux de
transport, au regard de l’impact qu’elle peut avoir sur les choix d’itinéraire des usagers. À ce
titre, ce premier chapitre va s’attacher à expliciter sa signification ainsi qu’à déterminer les
grands enjeux qui y sont liés en matière d’amélioration des réseaux de transport.

L’interrogation première associée à cette problématique concerne la fiabilité de la qualité
de service, et donc des temps de parcours, qui est devenue un critère aussi important que la
gestion des capacités, de la sécurité ou la gestion budgétaire pour les exploitants de réseaux
de transport [12]. Il est communément admis de distinguer la fiabilité selon deux points de
vue : celui du gestionnaire du réseau et celui des usagers du réseau. Le premier juge la fiabi-
lité à l’aune de la qualité du service proposé, quel que soit le mode de transport et le réseau
considéré, ou le moment auquel il est emprunté [42]. Il est d’ailleurs soutenu dans cette dé-
marche par les pouvoirs publics, qui érigent la fiabilité au rang d’objectif prépondérant [16].
L’usager du réseau, quant à lui, considère la fiabilité au regard du temps passé sur le trajet,
et notamment l’incertitude associée au temps de parcours [20]. Les auteurs s’étant penchés
sur le sujet définissent ainsi la fiabilité des temps de trajet en fonction de l’appartenance du
moment d’arrivée à un intervalle de temps spécifié à l’avance [42, 43]. A ce propos, Emam et
al. [43] ont proposé une nouvelle définition de la fiabilité permettant de considérer directe-
ment la vitesse expérimentée : un tronçon sur lequel les automobilistes peuvent rouler à la
vitesse maximale autorisée sur le parcours (et donc, réaliser le temps de parcours minimal)
est jugé 100% fiable.

Notons par ailleurs que la fiabilité des temps de parcours trouve une quantification assez
naturelle à travers des métriques de variabilité des temps de parcours. Celles-ci font référence
à une incertitude statistique inhérente à la distribution des temps de parcours, cette dernière
pouvant être décomposée en plusieurs composantes distinctes typiques d’une distribution
statistique, comme le suggère la figure 1.1. Une typologie des variabilités a été identifiée par
Noland et al. [116], on distingue :

— la variabilité inter-journalière, i.e. d’un jour sur l’autre ;
— la variabilité intra-journalière, i.e. d’une période de la journée à l’autre ;
— la variabilité inter-individuelle, i.e. d’un usager à un autre.

9
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FIGURE 1.1 – Évaluation de la variabilité, d’après Warffemius [166]

Cette incertitude du temps de parcours a un coût qu’il s’agit de minimiser. Des travaux ré-
cents [166] ont montré que sa non-prise en compte peut impacter négativement l’exploitation
d’un réseau de transport à hauteur de 5% à 50% de pertes d’exploitation selon les spécifici-
tés locales. Les sources de l’incertitude peuvent être différentes en fonction du mode utilisé
(véhicule particulier ou transport en commun), mais celles qui sont souvent mises en avant
dans la littérature sont les incidents induisant une diminution de la capacité [32, 97], les feux
de signalisation [61] ou l’hétérogénéité des comportements de conduite [80]. Il est égale-
ment possible de citer les fluctuations de demande, la météorologie, les travaux ou encore
les interruptions de service dans les transports en commun [71, 102].

Ce premier chapitre présente un état de l’art ainsi que les premières définitions liées à la
variabilité des temps de parcours. Les principales mesures de la variabilité seront détaillées,
de même que les outils et méthodes utilisés dans le deuxième chapitre. Il sera d’abord ques-
tion dans la section 1.1.1 d’examiner les techniques utilisées dans la littérature pour collecter
des données, et ainsi alimenter les modèles permettant de construire les métriques de la varia-
bilité. Ensuite, la section 1.1.2 sera focalisée sur les différentes modélisations de la variabilité
des temps de parcours dans une optique de maximisation de l’utilité des individus. Et enfin,
un point de vue plus agrégé correspondant potentiellement à celui du gestionnaire sera dé-
veloppé au sein des sections 1.2.1 et 1.2.2 : ces paragraphes évoqueront respectivement les
différentes métriques de la variabilité ainsi que les modèles statistiques rencontrés dans la
littérature.

1.1 Variabilité des temps de parcours

1.1.1 Collecte des données de temps de parcours
Quelle que soit l’approche retenue pour modéliser la variabilité des temps de parcours,

il est nécessaire d’obtenir des jeux de données suffisamment représentatifs des conditions
de circulation. Pour ce faire, plusieurs techniques sont utilisées : les premières collectes de
données ont consisté à questionner des individus sur des trajets hypothétiques, et à leur faire
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évaluer le coût qu’ils pensaient subir du fait de retards ou d’incertitudes quant au temps de
parcours. Par la suite, les techniques de recueil directes ou indirectes ont fait leur apparition.
Elles consistent à mesurer les temps de parcours au moyen de différents dispositifs technolo-
giques (boucles électromagnétiques, GPS, véhicules-traceurs, voire Bluetooth). Une distinc-
tion est ainsi faite entre les enquêtes de préférences déclarées (« Stated-Preference ») et les
mesures directes des préférences (« Revealed-Preference »), tantôt objectives ou subjectives.
Une revue de littérature assez détaillée est fournie par Carrion et al. [20].

Une autre approche destinée à alimenter les modèles considère les techniques de simula-
tion comme les plus pertinentes : elle est fondée sur le principe selon lequel les précédentes
méthodes de collecte sont coûteuses, et amènent même potentiellement des problèmes de
représentativité statistique. Quelques travaux utilisant la simulation seront ainsi également
détaillés dans une troisième et dernière sous-section.

1.1.1.1 Enquêtes de préférences

Plus connue sous le terme de Stated-Preference (SP), cette classe de mesure renvoie à
une méthodologie de collecte de donnée par enquêtes, lors desquelles les individus sont in-
terrogés sur leur préférence en fonction de trajets hypothétiques. Typiquement, une enquête
de type SP requiert un choix par l’individu entre deux trajets dont les caractéristiques princi-
pales sont la durée moyenne estimée, différentes réalisations montrant la variabilité subie sur
celui-ci et enfin le coût supporté pour l’emprunter. Cette approche se décline récemment jus-
qu’aux procédés de ludification, visant à évaluer les comportements des usagers aux moyens
de jeux reproduisant des conditions de conduite réelles.

Dans notre contexte, il a été question d’appréhender les préférences individuelles entre
temps de parcours et variabilité, au travers d’une fonction objectif optimisée par le biais
d’un programme linéaire [77]. Par la suite, il a été question de construire un ratio de fiabilité
rapportant la valorisation du temps de trajet à celle de sa variabilité [13]. La méta-analyse de
Carrion et al. [20] recense les réalisations de cet indicateur dans l’état de l’art : les auteurs
ont ainsi identifié 68 mesures différentes s’établissant entre 0.08 et près de 3.29, pour une
valeur moyenne d’environ 1.2. La valeur monétaire associée au temps de parcours moyen est
ainsi supérieure à celle de la variabilité à hauteur de 20%, mais la différence reste minime
et suggère l’importance de cette dernière dans les décisions des individus. Armstrong et
al. [4] ont bien insisté sur le caractère subjectif de cette évaluation au sein des fonctions
d’utilité individuelle. Une méta-analyse proposée par Abrantes et al. [2] apporte également
des éléments de réponse en synthétisant l’évaluation économique et les élasticités-prix des
éléments constitutifs des déplacements (étapes, modes, spécificités locales, caractéristiques
individuelles).

De nombreuses études ont cherché à déterminer les niveaux de préférence individuelle
via une enquête de type SP. Jackson et al. [77] ont initialement proposé une forme simple de
comparaison entre deux trajets hypothétiques caractérisés par un temps habituel et un délai
possible, tel que décrit dans la figure 1.2. Un individu était alors caractérisé en fonction de
son aversion au risque, qui l’orientait tantôt vers un parcours « sûr », tantôt vers un autre plus
risqué où un retard pouvait survenir.

Par la suite, d’autres auteurs ont proposé de nouvelles formes d’enquêtes dans lesquelles
la présentation des alternatives s’est raffinée, impliquant d’autres modes de transport, la no-
tion de coût monétaire, ou encore la mise en valeur plus claire des incertitudes sur les temps
de trajet. Des alternatives caractérisées par des temps de parcours moyens ont également été
proposées, de manière à pousser l’individu à choisir explicitement entre des niveaux diffé-
rents de variabilité. À titre d’exemple, il est possible de citer deux contributions ayant pro-
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FIGURE 1.2 – Item d’enquête SP, tiré de Jackson et al. [77]

FIGURE 1.3 – Item d’enquête SP, tiré de Bates et al. [8]

posé des designs originaux : d’un côté, Bates et al. [8] se sont penchés sur une problématique
ferroviaire, et ont proposé une présentation circulaire des réalisations de temps de parcours,
pour éviter toute impression d’ordre dans la liste de réalisations, et donc éviter l’introduction
d’un biais dans la réponse. D’un autre côté, Hollander [72] a réalisé une enquête dans le
cadre d’un service de bus interurbain basé à York, en Angleterre, dans laquelle il propose un
choix entre deux services de bus différenciés par des couleurs. Dans cette dernière étude, les
temps de parcours sont représentés par des barres dont la longueur et la position dépendent
de la date de départ et de la durée du trajet. Des illustrations propres à ces deux exemples
sont reproduites dans les figures 1.3 et 1.4, respectivement.

Pour une discussion de ces représentations et la présentation d’autres exemples d’enquête
de type SP, le lecteur est invité à se référer à Carrion et al. [20].

1.1.1.2 Collecte de données sur le terrain

Cette seconde catégorie de collecte réfère à des temps de parcours réels. Des enquêtes
comparables à celles évoquées dans le paragraphe précédent existent qui correspondent à
des mesures réelles, le terme consacré étant Revealed-Preference, ou RP. La quantification
de la variabilité est alors tantôt issue de la perception des individus sur leurs trajets passés
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FIGURE 1.4 – Item d’enquête SP, tiré de Hollander [72]

(on parle ici de mesure subjective), tantôt issue de dispositifs techniques installés sur le bord
des voies de transport ou à l’intérieur des véhicules (on parle alors de mesure objective) [20].

La première catégorie est assez peu présente dans la littérature, ce qui pourrait s’expli-
quer par le niveau de fiabilité des mesures, à corriger par un facteur aléatoire matérialisant
l’erreur d’estimation propre à chaque individu. Au sein du corpus de publications étudiées,
seule la contribution de Börjesson et al. [16] propose une méthode assimilable à la première
approche. Ainsi, les auteurs ont transmis un questionnaire aux usagers des lignes de métro et
de train sur l’agglomération de Stockholm afin d’obtenir des renseignements sur leurs trajets
personnels. Cependant, cette partie de l’étude a essentiellement servi de première étape pour
la suite de l’étude, qui a consisté en une enquête de type SP dont les alternatives était calées
sur le trajet personnel des répondants : les notions de temps de parcours, de date de départ
ou de coût étant relatives à celles rencontrées réellement par les individus.

Les méthodes objectives de type RP sont également peu nombreuses, eu égard à la dif-
ficulté d’obtenir des données mettant en concurrence deux routes différentes [20]. Il est tout
de même possible d’identifier deux séries d’études utilisant la technique d’enquête des préfé-
rences révélées : une première série focalisée sur la route SR91 en Californie (par exemple,
[96]) et une seconde série centrée sur un tronçon situé à Minneapolis, dans le Minnesota
(voir par exemple [21]). La particularité de ces deux axes est qu’ils permettent aux utilisa-
teurs un choix entre une route gratuite classique, potentiellement sujette à de la congestion,
et une route à péage de type High Occupancy Toll, dont le tarif évolue avec le niveau de
fréquentation pour assurer une circulation la plus fluide possible. Il est alors possible de
considérer qu’un utilisateur empruntant le péage juge le gain de temps et de fiabilité obtenu
plus précieux que la valeur du ticket d’entrée sur la route payante.

Les enquêtes de type SP et RP semblent plutôt complémentaires, au sens où elles ré-
pondent toutes les deux à des exigences différentes, les inconvénients de l’une étant palliés
en partie par l’autre. Bien sûr, elles restent des techniques perfectibles, et si certains auteurs
ont tenté de proposer des méthodologies « enrichies » [15], aucune méthodologie d’enquête
ne s’est véritablement imposée comme la référence dans ce champ de recherche.

Par ailleurs, de nombreuses autres références se sont attelées à la question de la variabilité
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des temps de parcours via une mesure directe sur site, sans pour autant aller jusqu’à une
comparaison des choix des utilisateurs telle que définie par la méthodologie des enquêtes
RP. Qu’une seule route [12, 61], un ensemble de routes non consécutives [98] ou même un
réseau complet [44, 133, 172] soient étudiés, il est possible de remarquer que de nombreux
dispositifs techniques de recueil de données ont été utilisés. Ainsi, le procédé le plus souvent
utilisé est la boucle électromagnétique [12, 61, 98, 130, 162], simple ou double, qui permet
de mesurer le débit, la vitesse instantanée et le taux d’occupation sur une voie. Les systèmes
de reconnaissance de plaques via des caméras [44, 98, 130], les véhicules-traceurs [56, 61,
82, 98, 101, 121, 149, 151, 152] équipés de GPS, voire de Bluetooth sont également de
plus en plus employés. Enfin, il existe des outils statistiques tels que la fusion de données,
qui permettent d’améliorer la fiabilité des échantillons en considérant différentes sources de
données [40, 41].

Les données ainsi obtenues se distinguent par la nature de l’aire géographique considé-
rée (villes denses, aires urbaines ou périurbaines) et des modes utilisés (véhicules personnels,
bus, rail). Il est à noter que pour le cas des transports en commun, les données sont centrali-
sées et récupérées directement par les opérateurs de transport [133, 172].

1.1.1.3 Données synthétiques obtenues par la simulation

En l’absence de données réelles, la technique de simulation peut trouver des applications
intéressantes dans le cadre de l’étude du niveau de variabilité des temps de parcours [133].
Elle constitue un pis-aller en l’absence de jeux de données réelles ou d’enquêtes de terrain,
notamment dans la mesure où ces dernières techniques requièrent un investissement assez
coûteux en ressources (temps consacré, dispositifs techniques nécessaires, rétribution éven-
tuelle des répondants...). A contrario, la simulation engendre des données dont la qualité et
la représentativité sont maîtrisées, à des échelles variées [102].

Ceci étant dit, cette technique nécessite le respect d’une méthodologie rigoureuse. Dans
cette optique, Hollander [73] a proposé une technique de micro-simulation des entrées d’un
modèle, à l’échelle microscopique (véhicules, individus...), de manière à représenter de la
façon la plus pertinente possible l’évolution aléatoire du trafic et l’hétérogénéité des acteurs,
composantes principales de la variabilité des temps de parcours. Quoi qu’il en soit, une
étape de validation de la simulation par des données de terrain s’avère nécessaire, puisqu’elle
permet de vérifier si la simulation s’oriente vers des résultats pertinents dans le contexte
empirique [102]. La simulation peut également être employée sur le modèle d’un jeu de
données réelles, pour pallier les défauts de ce dernier tout comme pour s’inscrire dans un
contexte aussi réaliste que possible [33].

Par ailleurs, Clark et al. [31] soulèvent un autre inconvénient de la simulation, à sa-
voir l’inexactitude des résultats théoriques auxquels elle permet d’aboutir. Ils proposent
un exemple au sein duquel la simulation est surpassée par l’approche analytique : dans le
contexte de l’étude de temps de parcours sur un réseau complet, la reconstruction analytique
des moments des distributions des temps de trajet est plus efficace, au sens de la significa-
tivité statistique ainsi qu’en termes de temps de calcul, qu’une génération des distributions
via une simulation Monte-Carlo. Bien que réalisés en environnement contrôlé avec une maî-
trise forte des entrées et des sorties du modèle associé, les procédés de simulation restent
tributaires de la qualité de leur conception.
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1.1.2 La variabilité à l’aune des préférences individuelles
Une première tendance de fond observée dans la littérature est la recherche d’un modèle

de variabilité permettant d’étudier les comportements des individus. Dans cette optique, les
chercheurs se sont placés dans une perspective utilitariste, dans laquelle l’objectif est la mini-
misation d’une fonction de coût (ou de désutilité), ou de façon duale, la maximisation d’une
fonction d’utilité. Après les apports précurseurs de Gaver [58], Vickrey [160] ou Knight
[89], deux familles de modèles se sont développées autour de cette logique : les modèles de
type centralité-dispersion et ceux de type ordonnancement, à partir des apports respectifs
de Jackson et al. [77] d’une part et de Small [147] d’autre part. Les évolutions du champ
de recherche présentées ici se basent sur les revues proposées par Noland et al. [116], et
Carrion et al. [20], le lecteur est invité à s’y référer pour plus de détails.

1.1.2.1 Modèles de centralité-dispersion

Au sein de cette première approche, la mesure de fiabilité est dite « directe » [72]. Par
définition, une fonction d’utilité s’inscrivant dans la mouvance des modèles de centralité-
dispersion inclut une mesure de centralité ainsi qu’une mesure de dispersion, cette dernière
traduisant la variabilité du temps de trajet. Les paramètres d’une telle fonction sont généra-
lement estimés à partir des données tirées d’une enquête de type SP [166].

La première contribution ayant fourni un modèle de centralité-dispersion est celle de
Jackson et al. [77]. A l’origine, sur un ensemble de chemins COD reliant une origine O à une
destination D, un voyageur est supposé trouver le chemin c∈COD qui optimise le programme
linéaire suivant :

min(E(Tc)+λk ∗V (Tc)) (1.1)

où Tc est le temps nécessaire au parcours du chemin c, E(Tc) son espérance et V (Tc)
sa variance. Le paramètre λk > 0 mesure l’aversion au risque du voyageur k. Il est ainsi
question de choisir une route minimisant le coût supporté par un individu, à l’aune de son
comportement face au risque.

Depuis, plusieurs formulations de type centralité-dispersion ont émergé, à commencer
par la plus simple, mêlant la moyenne µT et l’écart-type σT , et des coefficients γ1 et γ2
représentant l’importance donnée à ces deux grandeurs :

U = γ1.µT + γ2.σT (1.2)

D’autres formes fonctionnelles ont également été proposées pour modéliser l’utilité per-
çue par le voyageur, à l’image des formes polynomiales ou exponentielles [125, 143]. À
l’aide de la théorie de l’utilité espérée [161], et quelle que soit la forme fonctionnelle rete-
nue, il est possible d’exprimer l’espérance de l’utilité en fonction de l’espérance du temps de
parcours et de sa variance, ce qui permet de revenir sur des formes d’équation semblables à
celle de Jackson et al..

Plus récemment, Carrion et al. [21], ont développé un modèle économétrique incluant des
mesures de centralité, de dispersion, de coût mais aussi une variable socio-démographique,
une variable d’habitude et une variable temporelle pour représenter le moment de la journée.
Ces auteurs ont testé deux variables de centralité (la moyenne et la médiane) et trois va-
riables de dispersion (l’écart-type, l’écart entre le 90ème et le 50ème centiles, et l’écart entre
le 75ème et le 25ème centiles), soit six modèles différents, et trouvent que le modèle composé
de la moyenne et de l’écart-type est le plus significatif. Par ailleurs, Liu et al. [96] ont pro-
posé un modèle de centralité-dispersion à quatre termes : une variable représentant le temps
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de parcours, une autre pour sa fiabilité, et une troisième pour le coût du trajet, la dernière
représentant un terme d’erreur. Leur approche se distingue par l’utilisation d’un algorithme
génétique pour l’estimation des paramètres de la fonction objectif. Enfin, une dernière ap-
proche se rattache à la logique de centralité-dispersion : il s’agit de l’étude de la relation
entre l’écart-type et la moyenne de la distribution des temps de parcours [102]. Quelle que
soit la taille du réseau et l’échelle considérée (tronçon, route, matrice O-D ou réseau entier),
il existe une corrélation entre les deux mesures. L’implication directe de cette conclusion
pourrait entraîner une simplification des modèles de centralité-dispersion.

Il est intéressant de noter que le terme servant à exprimer le coût du trajet permet d’ob-
tenir les valorisations monétaires du temps de trajet (VoT ) et de l’incertitude liée (VoR)
[20, 96] :

VoT =
δU/δT
δU/δC

(1.3)

VoR =
δU/δV
δU/δC

(1.4)

où T désigne le temps de parcours, V la dispersion du temps de parcours et C désigne
le coût supporté pour effectuer le trajet. À ce stade, il est alors possible de construire un
indicateur de fiabilité, généralement noté RR (RR = VoR

VoT ). Cette mesure est reconnue comme
métrique de la variabilité sur un tronçon donné, et constitue l’objet principal de la méta-
analyse évoquée plus haut [20].

1.1.2.2 Modèles d’ordonnancement

Une approche différente de celle décrite précédemment s’est focalisée sur une descrip-
tion plus intuitive de la variabilité des temps de parcours, mais qui la rend du même coup
moins directement accessible : il s’agit de l’approche par l’ordonnancement. Ainsi, l’utilité
perçue par un individu dépend du temps de parcours en soi, mais aussi de variables d’or-
donnancement telles que l’arrivée en avance ou en retard et la probabilité d’arriver en retard.
Small [147], premier auteur à avoir proposé un tel modèle, exprime l’utilité de la manière
suivante :

U(td) = αT +βSDE + γSDL+θDL (1.5)

SDE désigne l’éventuelle avance par rapport à la date d’arrivée préférée, et parallèle-
ment, SDL représente le retard possible par rapport à cette date. Une de ces deux valeurs est
nécessairement nulle. DL est une fonction indicatrice valant 1 si l’individu est en retard, 0
sinon. Enfin, α , β , γ et θ sont les paramètres du modèle. Le principe de ce modèle sera de
choisir une date de départ td maximisant la fonction d’utilité.

Plus tard, la notion d’utilité espérée a servi à caractériser un environnement incertain,
avec un temps de parcours devenu stochastique. Sous l’égide de Noland et al. [117], la nou-
velle formulation a été la suivante :

E(U(td)) = αE(T )+βE(SDE)+ γE(SDL)+θPL (1.6)

où PL =E(DL) est la probabilité d’être en retard, l’équation 1.6 peut donc être considérée
comme la version stochastique de l’équation 1.5.
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Une avancée intéressante pour le cas des transports publics soumis à des horaires planifiés
a été apportée par Bates et al. [8]. Ainsi, les passages des bus, tramways et autres métros sont
définis sur des grilles horaires pré-définies, i.e. des intervalles discrets, si bien que plus de
désutilité est générée. La date de départ optimale peut ne pas correspondre avec l’arrivée
du véhicule en service, et il est alors nécessaire de gérer les temps d’attente comme des
variables aléatoires supplémentaires. Ces auteurs apportent également la notion d’adhésion
au planning du service de transport, définie par la différence entre arrivée réelle et arrivée
prévue par la grille horaire. Ainsi, la perte d’utilité causée par une arrivée tardive peut être
compensée par une arrivée en avance, mais aussi aggravée par un retard sur le planning.

D’autres contributions récentes ont permis de raffiner l’approche par ordonnancement, à
tel point qu’il est possible d’envisager la propriété d’additivité des mesures de la variabilité
des temps de parcours sur des tronçons consécutifs [44]. Dans cette dernière étude, il est
montré que la variabilité ne dépend que d’une constante β , résultante du comportement des
individus face au risque :

CT (β ) =
lnE [exp(β (T −µ))]

β 2 (1.7)

où T est la variable aléatoire représentant le temps de parcours, et µ le temps de parcours
moyen. Une telle expression rend la fonction d’utilité additive, et autorise l’analyse de la
variabilité sur des enchaînements de segments. Sur le même thème, Jenelius [79] modélise la
moyenne et la variabilité des temps de parcours en considérant des distributions dépendantes
entre des tronçons adjacents, ce qui ouvre également la voie à la modélisation de trajets
chaînés, composés d’une ou plusieurs correspondances.

Ces dernières avancées sont soumises à des hypothèses relativement restrictives concer-
nant la forme des fonctions d’utilité des activités entourant les trajets. Deux cas de figure
sont envisagés : une forme en pente et une forme en escalier [16, 79], dans lesquelles les
fonctions d’utilité doivent posséder des propriétés précises tant dans la forme de la fonction
qu’en termes de continuité ou de variation.

1.1.2.3 Points de rencontre entre les deux approches

Ces deux méthodes de modélisation de la variabilité des temps de parcours se sont mu-
tuellement influencées. Ainsi, Hollander s’est attaché à déterminer la significativité des va-
riables correspondant aux deux approches [72]. La variabilité dans les modèles d’ordon-
nancement s’établit ainsi dans les variables d’arrivée en avance ou en retard, alors que les
modèles de centralité-dispersion accordent une importance jugée trop grande à la mesure de
centralité, cela conduisant à une sous-estimation de la valeur de la variabilité. L’auteur dé-
duit de cette différence l’inadaptation des modèles de centralité-dispersion, plus facilement
utilisables (les données individuelles propres aux dates de départ et d’arrivée préférées ne
sont pas nécessaires) mais moins exacts dans la théorie.

En plus de comparaisons entre les deux modèles, la littérature contient également des
contributions ayant démontré l’équivalence théorique entre les deux approches, sous cer-
taines hypothèses (notamment liées aux formes des courbes d’utilité des activités adjacentes,
ou au caractère d’indépendance entre la date de départ et le temps de parcours). Ainsi, à
partir d’un modèle d’ordonnancement, Börjesson et al. [16] parviennent à exprimer un mo-
dèle d’utilité de forme réduite assimilable à un modèle de centralité-dispersion. Cependant,
lorsqu’ils testent un modèle d’ordonnancement et sa forme réduite sur des données réelles,
les paramètres du premier correspondent à une valorisation de la variabilité jusqu’à dix fois
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inférieure à celle du second. Les auteurs avancent quelques hypothèses pour expliquer cette
différence, au rang desquelles la connaissance a priori de la date d’arrivée, la désutilité liée
à la variabilité, ou des biais cognitifs exprimés dans les réponses. Ils en déduisent finalement
que l’équivalence entre les deux formes de modélisation reste peu évidente et sujette à des
hypothèses contraignantes.

Malgré tout, un tel rapprochement n’est sans doute pas hors de propos : si le temps de
parcours est indépendant de la date de départ, l’utilité espérée maximale est linéaire par
rapport à la moyenne et à l’écart-type [49], indépendamment de la forme de la distribution
centrée-réduite du temps de parcours. Et si le temps de parcours est dépendant de la date de
départ, cette relation est encore bien approximée.

1.2 Indicateurs de performance statistique

Le second pan de la littérature dédié à la variabilité des temps de parcours est orienté
selon une approche plus opérationnelle, consistant à estimer la variabilité par une métrique
simple ou via un encadrement du temps de parcours au sein d’un intervalle de confiance.
Cette vision nécessite l’utilisation de données fiables, ce que des techniques comme la fusion
de données permettent d’assurer [40].

Ainsi, plusieurs pistes de mesure de la variabilité ont déjà été proposées, fondées sur des
indicateurs de centralité, de dispersion, ou sur des écarts inter-centiles de la distribution des
temps de parcours. De plus, des tentatives de modélisation de cette distribution par des lois
statistiques classiques ont été développées. La modélisation statistique de la distribution des
temps de parcours est une approche plus complète qui permet de déduire des indicateurs
théoriques, une fois que les paramètres des lois ont été calés. Cette dernière piste de modé-
lisation n’est pas nouvelle au sein de l’état de l’art, et plusieurs lois de probabilité ont été
citées comme des candidates sérieuses, qu’elles soient caractérisées par deux paramètres, ou
plus.

1.2.1 Approche synthétique de la construction d’un indicateur de fiabi-
lité

Le travail de l’Institut des Transports Texan est certainement l’effort le plus exhaustif
sur le sujet, il est relativement instructif en matière d’indicateurs de fiabilité des temps de
parcours [98].

Un rapport datant de 2003 énumère ainsi tout un ensemble d’indicateurs regroupés autour
de trois catégories :

— Les indicateurs statistiques, au rang desquels :

— la fenêtre de temps de parcours acceptable T TW , correspondant à un intervalle
de confiance autour de la moyenne µ construit avec l’écart-type σ :

T TW = µ±α ∗σ (1.8)

— le coefficient de variation CV :

CV =
σ

µ
(1.9)



1.2 Indicateurs de performance statistique 19

— un indice de variabilité V I comparant une situation de congestion avec une si-
tuation fluide, qui se base sur les intervalles de confiance ICi (95%) = [ai,bi], où
i = { f luide,cong} :

V I =
bcong−acong

b f luide−a f luide

— Les indicateurs de type marge de sécurité, tels que :

— le Buffer Time BT , indiquant l’ampleur de la dispersion pour les trajets plus longs,
construit à partir du 95ème centile T95 :

BT = T95−µ (1.10)

— le Buffer Time Index BT I, pondérant la valeur précédente par le temps de parcours
moyen :

BT I =
T95−µ

µ
(1.11)

— le Planning Time Index PT I, ratio entre un temps de parcours ralenti et un temps
de parcours effectué à une vitesse Vf associée à un trafic fluide (60 miles/heure
dans le rapport) :

PT I =
T95

TV f

(1.12)

— Les indicateurs d’évaluation du retard, tels que :

— l’indicateur de fiabilité Floridien (ou IFF) renseignant sur la probabilité d’effec-
tuer un trajet en moins de temps qu’une mesure liée à la moyenne :

IFF = P(T ≤ µ(1+β )) (1.13)

où β est un seuil fixé par le modélisateur,

— le Misery Index MI défini par l’équation suivante :

MI =
AT Rα −AT R

AT R
(1.14)

où AT R est défini comme le temps de parcours moyen sur une portion de route de
longueur normalisée, et AT Rα comme la même valeur au sein du sous-échantillon
constitué des α% de trajets les plus longs (le paramètre α étant également laissé
à la discrétion du modélisateur).

Il est à noter que ces indicateurs mettent en œuvre pour la plupart les mesures de centiles de
la distribution des temps de parcours, et en particulier des centiles situés dans la deuxième
partie de la distribution : les temps de parcours intéressants pour caractériser la fiabilité sont
ceux des individus subissant une forte variabilité [166], à la précision près que les valeurs
extrêmes sont mises de côté, d’où l’utilisation du 75ème, du 90ème voire du 95ème centile.

Au-delà de ce travail d’inventaire très cité au sein du domaine de recherche, deux ten-
dances contraires cohabitent dans la littérature : la première met à l’honneur l’écart-type en
tant que mesure la plus simple et la plus pertinente pour évoquer la variabilité. Ainsi, cette
notion est liée à la variabilité au sens statistique. À partir de ce constat, certains auteurs ont
cherché des propriétés mathématiques caractérisant les distributions empiriques des temps
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de parcours : c’est le cas par exemple de Mahmassani et al. [102] ou de Kim et Mahmas-
sani [87] qui ont construit leur réflexion sur l’hypothèse d’existence d’une relation linéaire
entre la moyenne des temps de parcours et leur écart-type. De manière générale, l’écart-type
a aussi été reconnu comme apte à représenter la variabilité, dans la mesure où il constitue-
rait une approximation relativement bonne d’autres métriques [128]. Enfin, cette approche a
également été rencontrée dans une publication de Rakha et al. [129] centrée sur les temps de
parcours sur un lien composé de plusieurs tronçons : l’écart-type y est la métrique choisie
pour caractériser la variabilité, il est ici intéressant de constater que les auteurs envisagent de
multiples variantes à partir de cette grandeur, en identifiant tantôt des contraintes de dépen-
dance entre tronçons, tantôt des bornes sur l’écart-type, voire en introduisant des mesures
médianes plutôt que moyennes.

En partant de la constatation que les indicateurs basés sur l’écart-type ne permettent pas
de retranscrire fidèlement la variabilité des temps de parcours, Van Lint et al. [156] mettent
en exergue une seconde vision de la variabilité. Ces auteurs ont mené des investigations
relatives à la largeur de la distribution et à son asymétrie, preuves selon eux du manque de
fiabilité du temps de parcours. Plutôt que de se focaliser sur les définitions théoriques de ces
grandeurs, sensibles aux observations extrêmes, ils ont proposé des indicateurs de la largeur
et de l’asymétrie de la distribution, tels que définis ci-dessous :

λ
var =

C90−C10
C50

(1.15)

λ
skew =

C90−C50
C50−C10

(1.16)

où Cx désigne le xème centile de la distribution des temps de parcours. À partir de ces deux
premières mesures, un autre indicateur synthétique pondéré par la longueur du tronçon lr
a été défini pour caractériser la possibilité d’observer une valeur extrême de temps de par-
cours :

UIr =

{
λ var ln(λ skew)

lr
si λ skew > 1

λ var

lr
sinon

(1.17)

Ce faisant, ces auteurs ajoutent que l’analyse de tels indicateurs est pertinente au regard des
différentes phases de congestion : la phase d’installation de la congestion, la congestion en
elle-même, la phase de décongestion et le trafic fluide. Ces indicateurs ont récemment été
testés sur un tronçon autoroutier francilien [12]. Les auteurs de cette étude de cas ont ainsi
estimé que λ var est un indicateur robuste de la fiabilité des temps de parcours, contraire-
ment à λ skew (et UIr, qui en dépend) : le dénominateur de λ skew apparaît très impacté par les
conditions de limitation de vitesse, si bien que la métrique apporterait plus d’informations
sur la centralité de la distribution. Par ailleurs, d’autres indicateurs alternatifs s’inscrivent
également dans cette optique, à l’image de la variabilité acceptable du temps de parcours
et de la réduction désirée du temps de parcours (notés AT TV et DT T R) proposées par Wa-
kabayashi et al. [162], qui correspondent à des mesures de centralité auxquelles est ajouté
(respectivement retranché) un temps déterminé par le modélisateur. Cette approche très em-
pirique permet de mettre en valeur la dispersion des valeurs autour de la moyenne (ou de la
médiane) sans passer par l’écart-type.

Finalement, là aussi, aucun consensus n’a émergé sur la question de la représentation de
la variabilité par une métrique. Quoi qu’il en soit, que l’écart-type soit mis en avant ou non,



1.2 Indicateurs de performance statistique 21

la simplicité de ces techniques doit tout de même rester à l’esprit du modélisateur, comme le
rappelle la contribution d’Emam et al. [43]. Ces derniers ont comparé un ensemble d’indica-
teurs de la fiabilité à une technique de modélisation par différentes distributions statistiques,
le résultat principal de cette dernière contribution étant qu’une loi de probabilité semble
montrer des résultats plus significatifs pour représenter le temps de parcours des segments
congestionnés (et donc, pour caractériser la variabilité). Justement, la représentation de la
distribution des temps de parcours par une loi statistique a été considérée comme une tech-
nique prometteuse pour cette thèse, et constitue sans nul doute un préalable pertinent avant
la construction d’une quelconque métrique. A ce titre, il est assez évocateur de rappeler la
contribution de Kaparias et al. [82], dans laquelle un indicateur théorique de la variabilité est
construit à partir de la définition de la loi lognormale. Au-delà de cet exemple, le paragraphe
suivant retrace toutes les tentatives de modélisation des temps de parcours via des lois de
probabilité.

1.2.2 Recherche de lois de probabilité pour les temps de parcours

Représenter la distribution des temps de parcours par l’ajustement d’une loi statistique
classique est un exercice relativement récent dans la littérature. L’avantage de cette tech-
nique est la possibilité d’effectuer des prévisions de temps de parcours, ou de juger des
performances passées du réseau sur des tronçons donnés. De même, l’information proposée
par une telle technique pourrait être transmise sous une forme simplifiée aux utilisateurs du
réseau de transport (usagers et professionnels), de manière à améliorer le niveau de service
[15, 43]. La modélisation des temps de parcours par une loi de probabilité est un moyen plus
complet d’appréhender le phénomène, dans la mesure où des indicateurs tirés du modèle
peuvent être produits pour caractériser les temps de parcours de manière plus synthétique.

Les distributions des temps de parcours possèdent des particularités aisément identi-
fiables en termes de profil. Ainsi, il est question d’une forme asymétrique sur la droite
(i.e. avec un coefficient d’asymétrie positif) et d’une longue queue de distributions pour
les grandes observations [42, 151, 152].

Avant d’aller plus loin sur cette voie, il est intéressant de noter que d’autres chercheurs
ont posé le problème de façon un peu différente. Plutôt que d’ajuster une loi connue, Clark et
al. [31] ont déterminé la distribution d’un temps de parcours en reconstruisant les premiers
moments de la distribution (i.e. ceux influençant le plus sa forme) en s’inscrivant au sein du
système de courbes de Johnson, dérivées par un ensemble de transformations associées à la
loi Normale, Sohn et al. [149] se sont attachés à développer un modèle statistique prédictif
basé sur les séries temporelles d’observations, alors que Graves et al. [61] se sont concen-
trés sur la modélisation de la variabilité des temps de parcours à l’échelle d’un carrefour
à feu. Les carrefours à feux, théâtre particulier de la circulation sur le réseau de transport
routier, ont également été étudiés par Cao et al. [19], qui se sont appliqués à proposer une
loi de probabilité adaptée. Ainsi, la distinction entre temps de rouge et temps de vert appelle
l’utilisation d’un plateau de Dirac couplé à des distributions plus standards (lois normales
ou lognormales tronquées). Cette approche a également été suivie par Hans et al. [69], pour
qui des lois normales et des plateaux de Dirac composaient le modèle régissant les temps de
parcours. Ces derniers auteurs ont également traité le phénomène des temps de parcours en
se penchant sur la physique du trafic dans les artères urbaines à l’aide de la théorie varia-
tionnelle [70]. Ceci étant dit, la variété de ces approches suggère également la diversité du
phénomène, entre contextes urbain et inter-urbain.

Pour ce qui concerne l’ajustement des lois statistiques à proprement parler, les prémisses
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de cette approche reposent sur la modélisation de la distribution des dates de départ et d’ar-
rivée [133]. Ainsi, en supposant que le temps de parcours soit égal à la date d’arrivée moins
la date de départ, sa modélisation est assurée par le biais d’une technique de convolution des
lois statistiques correspondant à ces deux autres variables (les auteurs de cet article évoquent
les lois normales, lognormales, exponentielles, en fonction des différents modes de trans-
port).

Une autre contribution sur le thème de l’adaptation des lois statistiques à la modélisation
de la distribution du temps de parcours sur un tronçon est celle de Jintanakul et al. [80] : ces
auteurs présentent une approche bayésienne visant à reproduire la distribution des temps de
parcours à partir de paramètres géographiques (caractéristiques de la route, conditions de tra-
fic), ou relevant des comportements des conducteurs. L’intérêt de leurs résultats réside dans
la prise en compte des particularités locales du trafic, de même que dans la découverte d’une
caractéristique propre à la forme de la distribution des temps de parcours : sa bimodalité,
évoquée également plus tard par Taylor et al. [152], ou encore Ma et al. [101]. Le carac-
tère bimodal trouve aussi sa justification lorsque plusieurs modes de transport empruntent la
même section, comme mentionné par exemple par Laharotte et al. [91] : chaque mode de la
distribution correspond alors à la modélisation d’un mode de transport particulier.

Par la suite, d’autres publications se sont concentrées sur la question de la meilleure loi
de distribution, au sens de la significativité statistique d’un ajustement basé sur des données
empiriques [42, 43, 62, 87, 151, 152]. Ainsi, comme évoqué précédemment, Emam et al. [43]
se sont attachés à comparer les performances des indicateurs de fiabilité avec celles des ajus-
tements des lois de Weibull, exponentielle, normale et lognormale. Leur conclusion met en
avant la distribution lognormale, dont les propriétés sont d’ailleurs discutées par El-Faouzi et
al. [42]. Compte tenu de sa forme, cette distribution semble assez proche de celle imaginée
pour la distribution des temps de parcours. Chen et al. [27] modélisent les temps de parcours
selon des lois normales, mais également selon des lois lognormales. L’arbitrage est effectué
en fonction des performances comparées des deux lois au test du χ2. Les auteurs aboutissent
à une modélisation des temps de parcours avec la loi lognormale dans plus de 83% des cas,
démontrant la supériorité de cette loi sur la loi normale. Un autre éclairage est apporté par
Taylor et al. [152], qui, eux, développent les propriétés d’une autre loi de distribution, la loi
de Burr, après avoir obtenu de meilleures performances statistiques avec cette distribution
dans le processus d’ajustement [151]. En effet, au vu des données empiriques utilisées, la loi
lognormale présente des coefficients de significativité statistique assez peu élevés, alors que
des lois telles que celle de Weibull ou la loi Gamma semblent également moins performantes.
Guessous et al. [62] parviennent à la même conclusion générale, lorsqu’ils comparent une
variante de la loi de Burr avec les lois lognormale, Weibull, Gamma, Gamma mixte et gaus-
sienne mixte sur un jeu de données impliquant des trajets autoroutiers à la jonction de l’A4 et
de l’A86. L’intérêt de cette dernière étude est la considération des niveaux de service définis
par l’autorité américaine des transports (de 1 à 6, 1 désignant le niveau de service le plus
élevé). La publication de Kim et al. [88] accorde au contraire plus de crédit à la loi Gamma :
sur des données simulées sur le centre-ville de Chicago, ces auteurs mettent en avant cette loi
pour modéliser les temps de parcours, au titre de sa correspondance avec le phénomène phy-
sique modélisé. Le temps de parcours est alors vu comme une variable aléatoire caractérisée
par une erreur multiplicative, ce qui revient à dire qu’elle est affectée par une multiplication
de petits aléas conditionnant sa réalisation. Cette définition coïncide également avec la loi
lognormale, comme les travaux de Rakha et al. [129] à propos de la variabilité des temps
de parcours sur une route composée de plusieurs tronçons l’indiquaient. Mais sur l’échan-
tillon retenu, les auteurs observent une meilleure performance de la loi Gamma. Ces derniers
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FIGURE 1.5 – La variabilité des temps de parcours dans la littérature

travaux sont également rendus intéressants par la proposition d’un modèle mixte combinant
deux lois Gamma, via une première variable censée représenter la variabilité d’un véhicule à
l’autre, et une seconde censée représenter la variabilité d’un jour à l’autre. Même si aucune
réelle validation statistique ne vient étayer la qualité supposée de cette dernière modélisation,
il s’agit à ce jour de l’une des représentations les plus abouties des temps de parcours en tant
que phénomène physique. Enfin, un autre élément important de la modélisation statistique
est à prendre en compte, notamment dans le cas de l’étude d’itinéraires composés de plu-
sieurs sections non indépendantes : les temps de parcours peuvent être corrélés les uns par
rapport aux autres [112].

Conclusion

Depuis quelques années, la variabilité des temps de parcours est reconnue comme une no-
tion incontournable pour un gestionnaire d’infrastructure, d’une importance peut-être même
supérieure à celle des temps de parcours moyens. Cet intérêt des individus (chercheurs, mais
aussi voyageurs, gestionnaires de réseaux ou pouvoirs publics) reflète l’intérêt porté à la
fiabilité des temps de parcours et au niveau de service proposé par les infrastructures de
transport.

Ce travail de revue aura permis de préciser les grands enjeux de la conception d’une mé-
trique de l’incertitude, en rappelant notamment que deux grands courants existent dans ce
but : celui centré sur l’utilité ressentie par les individus, et un autre se focalisant sur un ques-
tionnement plus opérationnel d’estimation objective de l’incertitude présente sur une portion
de réseau. Les points de vue mis en lumière au travers des deux approches s’avèrent diffé-
rents, mais leur complémentarité permet d’aborder le problème de la variabilité des temps
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de parcours de manière complète. En outre, la question du recueil des données est également
centrale : au-delà de la validation des modèles conçus durant l’activité de recherche, elle
est le cadre d’un développement technologique voyant l’émergence de nouveaux dispositifs
comme le GPS ou le Bluetooth. Et finalement, la gestion du réseau de transport par les opéra-
teurs de trafic s’améliore au fur et à mesure des innovations, dans la mesure où de nouvelles
grandeurs deviennent mesurables. Les orientations prises dans la littérature sur la variabilité
sont résumées par la figure 1.5.

Un objectif de cette thèse est la prise en compte de l’incertitude propre aux temps de
parcours. La notion de variabilité est ainsi la porte d’entrée choisie, tout l’enjeu étant d’en
proposer une mesure synthétique. Comme il a été possible de le voir tout au long des pré-
cédentes sections, il n’existe pas de réponse parfaite pour modéliser la variabilité, ni de
métrique robuste dans l’absolu, que le choix de modélisation soit simple ou qu’il combine
des notions théoriques différentes comme cela a été le cas des différents modèles mixtes
proposés dans la littérature : des modèles multinomiaux [71], des approches bayésiennes
[80], des algorithmes génétiques [96], ou encore des chaînes de Markov [130]. Le chapitre
suivant présentera les orientations choisies lors du travail de thèse pour répondre à la ques-
tion de la quantification de la variabilité. En l’occurrence, plusieurs lois de probabilité seront
confrontées de manière à déterminer laquelle présente le plus de potentiel en matière de mo-
délisation des temps de parcours, en gardant à l’esprit le besoin de synthétiser l’information
via une métrique simple, ainsi que la nécessité de considérer l’additivité des distributions en
vue de la modélisation d’itinéraires complets.



Chapitre 2
Modélisation statistique des temps de
parcours

L’estimation statistique et la prévision des temps de parcours sont des questions centrales
en ingénierie des transports et en exploitation des infrastructures. Parmi les questions asso-
ciées, la problématique de la variabilité des temps de parcours est fondamentale pour les
gestionnaires de réseaux, qui l’utilisent comme un indicateur de qualité des déplacements,
ainsi que pour les usagers (en particulier, via des temps de parcours rapides et fiables). À ce
titre, plusieurs lois de probabilité ont déjà été utilisées pour capturer la variabilité du phéno-
mène.

Dans le cadre de notre travail, une famille de lois de probabilité a été étudiée, il s’agit des
lois de Halphen, mises au point par Étienne Halphen [66, 110] en hydrologie pour modéliser
les fréquences des débits de crue des rivières. Elles sont intéressantes de par la correspon-
dance de leur fonction de densité avec le profil empirique des distributions de temps de
parcours, à savoir une définition sur l’ensemble des réels positifs, un mode plutôt marqué, et
une silhouette globale asymétrique caractérisée par une queue de distribution. Des propriétés
supplémentaires pour ces lois ont été développées par Perreault et al. [122, 123]. L’intérêt de
ce système de lois de probabilité pour la modélisation des temps de parcours sera démontré
dans les sections à venir. L’objet du présent chapitre sera le développement de propriétés
mathématiques pour un sous-ensemble de lois de probabilité proposées dans l’état de l’art
ou dérivées de la famille de Halphen. Cette première étape sera destinée à alimenter une
étude comparative des lois pour la modélisation des temps de parcours. En particulier, des
temps de parcours sur des segments simples seront d’abord considérés comme préalable à
une analyse centrée sur un itinéraire composé de plusieurs segments consécutifs.

Les contributions principales de ce chapitre sont les points suivants :

— L’utilisation de la famille des lois de Halphen pour des applications au trafic. Cette fa-
mille est composée de lois de probabilité dont les propriétés correspondent de manière
adéquate aux densités empiriques de temps de parcours constatés sur des segments
routiers.

— De nouveaux estimateurs des paramètres, développés pour un sous-ensemble de lois de
probabilité. Ceux-ci sont construits à partir des moyennes arithmétique, géométrique
et harmonique, et d’un outil graphique à deux dimensions, le diagramme des ratios
de moments δ1-δ2 (ou δ -MRD). De par les liens qu’entretiennent les lois de Halphen
avec le diagramme δ -MRD, une analyse détaillée se concentrera sur cette famille de
lois. Cependant quelques lois classiques seront intégrées à cette partie de l’étude, telles
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que les lois lognormale, Gamma et Gamma Inverse.

— L’évaluation graphique des états de trafic, et en particulier, de la variabilité des temps
de parcours, également facilitée par la manipulation du δ -MRD. On montrera que ses
coordonnées apportent une information sur la fiabilité, au même titre que les indica-
teurs classiquement utilisés. Cette étude sera complétée par une analyse multidimen-
sionnelle sur un ensemble d’indicateurs comportant des métriques traditionnelles et
celles déduites des ratios de moments.

— Enfin, une évaluation du modèle statistique de sommes de lois est proposée, par le
biais d’un ensemble de simulations liant des couples d’échantillons. Le δ -MRD sera
utilisé pour développer un ensemble de conjectures quant à la propriété de fermeture
par l’addition des différentes lois. Une mise en œuvre opérationnelle complète cette
modélisation avec l’évaluation des temps de parcours sur une section autoroutière.

Ce chapitre est composé de cinq sections. La partie 2.1 détaillera les différentes lois
de probabilité qui ont été examinées lors de cette étude, ainsi que des éléments théoriques
traitant de l’estimation des paramètres des lois par la méthode du diagramme δ -MRD. En-
suite, la partie 2.2 présentera les différents jeux de données empiriques qui seront utilisés
par la suite. Puis la partie 2.3 examinera la notion de fiabilité avec une étude comparative
approfondie des différents indicateurs. La partie 2.4 proposera une étude empirique centrée
sur l’ajustement des temps de parcours. La partie 2.5 proposera une extension de l’examen
des temps de parcours à l’échelle d’un itinéraire, posant ainsi des bases pour l’étude d’une
somme de lois de probabilité indépendantes.

2.1 Lois de Halphen et estimation par les ratios de mo-
ments

Le Diagramme de Ratio des Moments δ1-δ2, dénoté par la suite δ -MRD, est un outil
graphique mis au point par Morlat [110] dans le but de représenter des distributions compo-
sant la famille des lois de Halphen. Il doit être distingué du diagramme β1-β2, qui représente
un espace défini par les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement (moments d’ordre 3 et
4). Les deux diagrammes ont été étudiés en détail par Bobée et al. [14] ; toutefois, nous
avons préféré ici le δ -MRD pour sa capacité à mettre en évidence les évolutions de gran-
deurs simples, les moyennes arithmétique, géométrique et harmonique, tout comme pour sa
faculté à représenter la famille de Halphen. Le principe de construction de ce diagramme
sera présenté dans la section 2.1.1.

Différentes lois de probabilité associées au δ -MRD et inscrites au sein de la famille de
Halphen seront énumérées dans la section 2.1.2. Une revue synthétique des techniques clas-
siques d’estimation de paramètres sera proposée dans la section 2.1.3. D’autres lois issues
de l’état de l’art seront abordées plus succinctement dans la section 2.1.4 pour compléter le
cadre d’analyse. L’étude se restreint aux lois constituées de deux ou trois paramètres, afin de
limiter la complexité des modèles considérés.

2.1.1 Construction du diagramme de ratios des moments

À partir d’un échantillon de données empiriques xi > 0, l’expression de la moyenne gé-
néralisée d’ordre r est la suivante :
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Le δ -MRD lie les moyennes arithmétique, géométrique et harmonique, notées respecti-
vement A, G et H. Ces valeurs sont issues de la moyenne généralisée avec |r| ≤ 1, et sont
données par l’ensemble d’équations suivant :

A =
1
n

n
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xi (2.2)
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(2.3)

H =
n

∑
n
i=1

1
xi

(2.4)

Le lien entre ces valeurs est réalisé à travers l’expression de ratios. Mathématiquement,
on a les inégalités A≥ G≥ H [141]. Par conséquent, on obtient :
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A
G
≥ 1 (2.5)

G
H
≥ 1 (2.6)

Les ratios présentés par les équations 2.5 et 2.6 sont d’autant plus grands que l’échan-
tillon initial présente des observations dispersées. En particulier, le ratio liant A et G est très
sensible aux valeurs extrêmes. En utilisant une transformation logarithmique, ces équations
deviennent :

δ1 = ln
(

A
G

)
≥ 0 (2.7)

δ2 = ln
(

G
H

)
≥ 0 (2.8)

où δ1 et δ2 sont respectivement l’abscisse et l’ordonnée du diagramme δ -MRD, tel
qu’illustré dans la figure 2.1.

Ces coordonnées sont strictement positives, sauf si toutes les valeurs (xi)i=1,...,n sont
identiques, auquel cas δ1 et δ2 deviennent nulles. L’espace sur lequel le δ -MRD est défini
est ainsi le cadran supérieur droit sur le repère orthonormé. Le comportement de ces deux
ratios de moments les rend adaptés pour des analyses de fiabilité des temps de parcours. Un
point sur le δ -MRD représente un échantillon, une comparaison entre échantillons peut donc
aussi être réalisée graphiquement. Un exemple évident est l’analyse de l’évolution temporelle
d’une variable : la trajectoire des points sur le diagramme renseigne sur l’évolution de la
dispersion des échantillons. À titre illustratif, les évolutions temporelles de la congestion et
de la variabilité des temps de parcours pourront être étudiées visuellement.

La figure 2.1 donne les emplacements théoriques de certaines lois utilisées dans cette
étude : les lois de la famille de Halphen, ainsi que ses cas limites, les lois Gamma et Gamma
Inverse, d’après la contribution de Bobée et al. [14]. Nous montrerons par la suite que la
position de ces lois, dans une zone ou le long d’une courbe, est déductible analytiquement à
partir de leurs paramètres. Il sera également possible de constater qu’à partir d’une position
sur le diagramme, des estimateurs des paramètres des différentes lois peuvent être déduits.

2.1.2 Système de Halphen et diagramme de ratio de moments
L’utilisation du δ -MRD revient à estimer, dans le contexte d’une variable aléatoire X , les

moments non-centrés d’ordre |r| ≤ 1, par le biais des moyennes empiriques A, G et H. On
pose :

A = Ê(X) (2.9)

ln(G) = ̂E(ln(X)) (2.10)

H−1 = Ê(X−1) (2.11)

En combinant les équations 2.9 et 2.10 d’une part, et les équations 2.10 et 2.11, on ob-
tient :
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δ1 = ln
(

A
G

)
= ln

(
Ê(X)

)
− ̂E(ln(X)) (2.12)

δ2 = ln
(

G
H

)
= ̂E(ln(X))+ ln

(
Ê(X−1)

)
(2.13)

Il sera donc question d’utiliser les moments pour positionner chaque loi dans le δ -MRD
en fonction de ses paramètres. Il sera aussi possible de réaliser le processus inverse, ce qui
permettra de proposer de nouveaux estimateurs de ces paramètres.

2.1.2.1 La loi Gamma (G)

La loi Gamma entre dans le système de Halphen comme loi limite située entre les lois de
types A et B. Elle est définie sur l’ensemble des réels positifs. Plutôt dédiée aux applications
liées à un écoulement temporel, cette loi est prisée notamment en analyse de survie. Si la
variable aléatoire X suit une loi Gamma G (k,θ), elle est associée à la fonction de densité
suivante :

fG (x|k,θ) = θ−kxk−1

Γ(k)
e−

x
θ (2.14)

où Γ est la fonction Gamma. Les moments non-centrés de la loi sont donnés par Bobée et
al. [14] :

µG (r) = θ
r Γ(k+ r)

Γ(k)
(2.15)

La position des trois lois de Halphen sur le δ -MRD est directement déductible de la
localisation de leurs cas limites, c’est-à-dire des courbes identifiant les positions des lois
Gamma d’une part, et Gamma Inverse d’autre part. Or, le δ -MRD possède la propriété de
symétrie axiale par rapport à la première bissectrice. De ce fait, trouver l’expression de l’un
des cas limites revient en réalité à trouver les deux. D’après Bobée et al. [14], l’expression
de la fonction associée à la courbe de la loi Gamma est la suivante (avec k > 1) :

δ2 = δ1 +

(
2Ψ(k)+ ln

Γ(k−1)
Γ(k+1)

)
(2.16)

où Ψ est la fonction digamma, définie comme la dérivée logarithmique de la fonction
Gamma Γ (i.e. Ψ(z) = Γ

′
(z)/Γ(z)). La fonction donnant δ2 à partir de δ1 est définie sur

l’intervalle ]0;−Ψ(1)[, comme illustré par la figure 2.1. En partant de l’expression des mo-
ments non-centrés rappelée par l’équation 2.15 et des propriétés de la fonction Gamma, il est
possible d’écrire :

E(X) = θk (2.17)
E(ln(X)) = ln(θ)+Ψ(k) (2.18)

E
(
X−1)= 1

θ(k−1)
(2.19)
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D’où, d’après les équations 2.12 et 2.13 :

δ1 = ln
(
k̂
)
−Ψ

(
k̂
)

(2.20)

δ2 = Ψ
(
k̂
)
− ln

(
k̂−1

)
(2.21)

Les équations 2.20 et 2.21 donnent la localisation de l’échantillon sur le diagramme de
ratio des moments. En posant f (x) = ln(x)−Ψ(x), et en admettant que f est inversible sur
l’intervalle ]0;−Ψ(1)[, on obtient alors k̂ = f−1 (δ1). Il suffit d’injecter cette expression au
sein de l’équation 2.16 pour retrouver la courbe correspondant à l’ensemble des lois Gamma
au sein du δ -MRD :

δ2 = δ1 +

(
2Ψ
(

f−1 (δ1)
)
+ ln

Γ
(

f−1 (δ1)−1
)

Γ( f−1 (δ1)+1)

)
(2.22)

En ce qui concerne l’estimation du paramètre k, celle-ci peut être réalisée numériquement
via l’équation 2.20, qui correspond d’ailleurs à l’expression de l’estimateur selon la méthode
du maximum de vraisemblance. L’autre paramètre, θ , ne dépend pas des grandeurs δ1 et δ2,
mais uniquement de k̂. Son expression, obtenue via l’équation 2.9, est également équivalente
à celle de l’estimateur du maximum de vraisemblance :

θ̂ =
A
k̂

(2.23)

Les équations 2.20 et 2.21 apportent l’égalité suivante, qu’il convient d’utiliser pour es-
timer k :

δ1 +δ2 = ln

(
k̂

k̂−1

)
(2.24)

L’estimateur de k par la méthode du ratio des moments est alors :

k̂ =
eδ1+δ2

eδ1+δ2−1
(2.25)

Ce qui peut également s’exprimer à l’aide des moyennes arithmétique et harmonique :

k̂ =
A/H

A/H−1
(2.26)

Cette dernière expression constitue une estimation certes différente de celle fournie par
l’équation 2.20, mais elle a pour avantage de présenter un estimateur directement calculable
à partir d’un échantillon empirique.

Enfin, en utilisant les équations 2.23 et 2.26, il est également possible d’exprimer l’esti-
mateur du paramètre θ :

θ̂ = A−H (2.27)
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2.1.2.2 La loi Gamma Inverse (GI)

Cette loi est l’inverse de la loi Gamma : si X ∼ G (k;θ), alors Y = 1/X ∼ G−1 (k;1/θ).
Cette loi est le second cas limite du système de Halphen, séparant cette fois les lois A et B−1.
Elle est définie par la fonction de densité suivante :

fGI (x|k,θ) =
θ kx−k−1e−

θ

x

Γ(k)
(2.28)

Ses moments non-centrés s’écrivent ainsi [14] :

µGI (r) = θ
r Γ(k− r)

Γ(k)
(2.29)

En tirant parti de la propriété de symétrie du δ -MRD, l’expression de la courbe de la loi
Gamma Inverse est le miroir de l’équation 2.22 :

δ1 = δ2 +

(
2Ψ
(

f−1 (δ2)
)
+ ln

Γ
(

f−1 (δ2)−1
)

Γ( f−1 (δ2)+1)

)
(2.30)

En suivant le même raisonnement que dans la partie précédente, on a :

E(X) =
θ

k−1
(2.31)

E(ln(X)) = ln(θ)−Ψ(k) (2.32)

E
(
X−1)= k

θ
(2.33)

On obtient ainsi les expressions des ratios de moments tels que dans les équations 2.20
et 2.21, ce qui permet une nouvelle fois d’illustrer la symétrie des lois Gamma et Inverse
Gamma par rapport à la première bissectrice :

δ1 = Ψ
(
k̂
)
− ln

(
k̂−1

)
(2.34)

δ2 = ln
(
k̂
)
−Ψ

(
k̂
)

(2.35)

Comme dans le cas de la loi Gamma, la fonction inverse de f (x) est utilisée pour calculer
numériquement la courbe représentative des lois Gamma Inverse, exprimée par l’équation
2.30. Les estimateurs des paramètres de la loi Inverse Gamma par la méthode du diagramme
de ratios des moments sont donnés par les formules suivantes :

k̂ =
A/H

A/H−1
(2.36)

θ̂ =
A

A/H−1
(2.37)
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2.1.2.3 La loi Halphen de type A (HA)

La Loi Halphen A est la première des trois lois de Halphen [66], elle a été introduite dans
le domaine de l’hydrologie dans les années 1940. Sa fonction de densité est la suivante :

fHA (x|α,ν ,m) =
1

2mνKν (2α)
xν−1 exp

[
−α

( x
m
+

m
x

)]
(2.38)

où x > 0, m est un paramètre d’échelle strictement positif, α est un paramètre de forme
strictement positif et ν ∈ R est un second paramètre de forme, alors que Kν (z) est la fonc-
tion de Bessel modifiée de second ordre. Parmi plusieurs expressions propres à cette der-
nière fonction, nous choisissons ici d’utiliser la forme intégrale mentionnée par Perreault et
al. [122] :

Kν (z) =
1
2

∫
∞

0
xν−1 exp

[
− z

2

(
x+

1
x

)]
dx (2.39)

Cette fonction est reprise dans l’expression des moments non-centrés de la loi Halphen
A :

µHA (r) = mr Kν+r (2α)

Kν (2α)
(2.40)

La loi de Halphen apparaît également dans différents contextes techniques sous le nom
de Gaussienne Inverse Généralisée, caractérisée par les paramètres ν , ψ et χ , version qui a
été plus particulièrement développée au sein de la littérature anglo-saxonne. Pour atteindre
l’équivalence entre les deux lois de probabilité, il faut poser α = 1/2

√
χψ et m =

√
χ/ψ

[81].
La loi Halphen A possède deux cas limites évoqués auparavant : la loi Gamma et la

loi Gamma Inverse. Si X est une variable aléatoire définie telle que X ∼HA (α,ν ,m), avec
ν > 0, αm→ 0 et α/m→ω , alors X tend vers une loi Gamma G (ν ,m/α). A contrario, si on
a ν < 0, α/m→ 0 et αm→ ω , alors X va tendre vers une loi Gamma Inverse G−1 (|ν | ,αm)
[122, 123]. Les lois de Halphen de type A sont situées entre les courbes des lois Gamma et
Gamma Inverse, dans le diagramme de ratio des moments.

Les trois moments non-centrés utilisés dans cette étude sont obtenus à l’aide de l’équation
2.40, ils sont du reste exprimés par Perreault et al. [122] :

E(X) = m
Kν+1 (2α)

Kν (2α)
(2.41)

E(ln(X)) = ln(m)+
δKν (2α)/δν

Kν (2α)
(2.42)

E
(
X−1)= 1

m
Kν−1 (2α)

Kν (2α)
(2.43)

En combinant les équations 2.9 à 2.11 avec les équations précédentes, une expression des
coordonnées du diagramme δ -MRD est dérivée en fonction des paramètres de la loi Halphen
de type A :
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FIGURE 2.2 – Gammes de positions des lois Halphen de type A sur le δ -MRD en fonction des valeurs
de (a) α , avec ν ∈ ]−3;3[ (b) ν , avec α ∈ [0.01;5].

δ1 = ln
(

Kν̂+1 (2α̂)

Kν̂ (2α̂)

)
−

[δKν (2α̂)/δν ]
ν=ν̂

Kν̂ (2α̂)
(2.44)

δ2 = ln
(

Kν̂−1 (2α̂)

Kν̂ (2α̂)

)
+

[δKν (2α̂)/δν ]
ν=ν̂

Kν̂ (2α̂)
(2.45)

Les équations 2.44 et 2.45 permettent de donner les positions théoriques des lois de type
A, pour des couples de paramètres {α;ν} donnés. Ainsi, ces résultats sont illustrés sur la
figure 2.2. Les arcs obtenus dans la figure 2.2a proposent l’ensemble des positions théoriques
des lois Halphen de type A pour α fixé, le pas entre deux arcs étant égal à 0.01. De la même
façon, la figure 2.2b représente les positions théoriques des lois de Halphen A en fonction du
paramètre ν , chaque arc constituant un ensemble où ce paramètre est fixé. Le pas entre deux
arcs est là égal à 0.1. Le paramètre m, qui est un paramètre d’échelle, n’apparait pas dans
les expressions de ces ratios de moments, et incidemment, n’influe pas sur le positionnement
théorique des lois.

Calculer les coordonnées du diagramme correspondant à une loi HA (α,ν ,m) est donc
analytiquement réalisable. Cependant la procédure inverse, visant à estimer les paramètres
de la loi Halphen de type A associée à un échantillon qui figure sur le diagramme, s’avère
moins évidente. Il s’agit de trouver α∗ et ν∗ tels que :

g1 (α
∗;ν
∗) = ln

(
Kν∗+1 (2α∗)

Kν∗ (2α∗)

)
−

[δKν (2α∗)/δν ]
ν=ν∗

Kν∗ (2α∗)
= δ1 (2.46)

g2 (α
∗;ν
∗) = ln

(
Kν∗−1 (2α∗)

Kν∗ (2α∗)

)
+

[δKν (2α∗)/δν ]
ν=ν∗

Kν∗ (2α∗)
= δ2 (2.47)

Pour déterminer ces valeurs, nous proposons une procédure d’optimisation numérique
utilisant la méthode de Newton-Raphson. Celle-ci se compose de deux phases, l’initialisation
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puis des itérations successives visant à converger vers les valeurs optimales. Les estimateurs
selon la méthode du maximum de vraisemblance peuvent être choisis comme valeurs initiales
des deux paramètres pour cette procédure :

α0 = α̂mle (2.48)
ν0 = ν̂mle (2.49)

La qualité de l’estimation réalisée par la méthode du maximum de vraisemblance laisse
présager que les valeurs initiales sont proches des estimateurs par la présente méthode, dite
du δ -MRD. De cette façon, la phase itérative convergera d’autant plus rapidement. Un autre
compromis peut être de choisir les estimateurs des paramètres α et ν selon la méthode des
moments, ce qui laisse augurer une plus grande vitesse d’initialisation, mais aussi une dé-
gradation de l’efficacité de la phase de convergence. L’expression des k-ième valeurs des
paramètres est donnée par l’équation suivante, tirée du développement des fonctions g1 et g2
en série de Taylor :

(
αk+1
νk+1

)
=

(
αk
νk

)
−


[

δg1(α;νk)
δα

]
α=αk

[
δg1(αk;ν)

δν

]
ν=νk[

δg2(α;νk)
δα

]
α=αk

[
δg2(αk;ν)

δν

]
ν=νk

−1(
g1 (αk;νk)−δ1
g2 (αk;νk)−δ2

)
(2.50)

où k ∈ N. Cette équation est vérifiée sous réserve que l’inverse de la matrice jacobienne
existe. La condition d’arrêt de la phase d’itération est définie telle que g1 (αk;νk)− δ1 et
g2 (αk;νk)−δ2 soient inférieurs à une valeur seuil ε définie par l’utilisateur.

Le troisième et dernier paramètre, m, est déductible des deux premiers, par exemple via
l’équation 2.41, en utilisant la moyenne arithmétique comme estimateur de l’espérance.

2.1.2.4 La loi Harmonique (Har)

La loi Harmonique est un cas particulier de la loi Halphen de type A, pour laquelle ν = 0.
Historiquement, cette loi fut la première à être définie au sein de la famille de Halphen [66].
Sa fonction de densité s’exprime comme suit :

fHar (x|α,m) =
1

2xK0 (2α)
exp
[
−α

( x
m
+

m
x

)]
(2.51)

Cette loi est caractérisée sur le δ -MRD par les points situés sur la première bissectrice.
Cette dernière divise la zone du diagramme correspondant aux lois de Halphen de type A en
deux parties égales : lorsque δ2 > δ1, les lois de Halphen sont caractérisées par un paramètre
ν strictement positif, alors qu’il est strictement négatif si δ2 < δ1. Enfin, lorsque δ2 = δ1,
ν est nul. L’équation d’égalité des ratios peut s’écrire ln(G/H) = ln(A/G), i.e. G =

√
AH.

Ainsi, les distributions correspondantes sont telles que leur moyenne géométrique est égale-
ment la moyenne géométrique des moyennes arithmétique et harmonique.

Dans ce cas de figure, la fonction de Bessel modifiée du second ordre vérifie [1] :

[
δKν (z)

δν

]
ν=0

= 0 (2.52)
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Ainsi, les équations 2.44 et 2.45 se simplifient comme suit :

δ1 = ln
(

K1 (2α̂)

K0 (2α̂)

)
(2.53)

δ2 = ln
(

K−1 (2α̂)

K0 (2α̂)

)
(2.54)

De plus, comme K−ν (z) = Kν (z) [1], on retrouve finalement l’égalité δ1 = δ2. On peut
poser :

h(α) =
K1 (2α̂)

K0 (2α̂)
=

A
G

(2.55)

La valeur de l’estimateur du premier paramètre de la loi Harmonique selon la méthode
du δ -MRD est donnée par :

α
∗ = h−1

(
A
G

)
(2.56)

La valeur du second paramètre m est simplement la moyenne géométrique, résultat ob-
tenu en combinant les équations 2.42 et 2.52.

2.1.2.5 La loi de Tweedie (T)

Un autre cas intéressant de la loi Halphen A est la loi dite de Tweedie [154, 155]. Elle
correspond à une loi de Halphen de type A pour laquelle ν =−1

2 . Cette loi vérifie la propriété
de fermeture par l’addition sous certaines conditions. En effet, pour X1 ∼ T (α1,m1), X2 ∼
T (α2,m2), X1 +X2 suit une loi de Tweedie si α1/m1 = α2/m2. Sa fonction de densité est
définie comme suit :

fT (x|α,m) =

√
m

2K−1/2 (2α)
x−3/2 exp

[
−α

( x
m
+

m
x

)]
(2.57)

Sur le δ -MRD, la loi de Tweedie se trouve donc dans la zone relative à la loi Halphen
de type A, dans sa moitié inférieure (cf figure 2.2b). Pour cette nouvelle loi, en adaptant les
équations 2.44 et 2.45, les ratios de moments estiment les grandeurs suivantes :

δ1 =−
[δKν (2α̂)/δν ]

ν=−1/2

K1/2 (2α̂)
(2.58)

δ2 =
[δKν (2α̂)/δν ]

ν=−1/2

K1/2 (2α̂)
− ln

(
K1/2 (2α̂)

K3/2 (2α̂)

)
(2.59)

En injectant l’équation 2.58 au sein de l’équation 2.59, on peut déduire la relation sui-
vante :

t (α) =
K3/2 (2α̂)

K1/2 (2α̂)
=

A
H

(2.60)
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La valeur de l’estimateur du premier paramètre de la loi de Tweedie selon la méthode du
δ -MRD se détermine d’une façon similaire à celui de la loi Harmonique :

α
∗ = t−1

(
A
H

)
(2.61)

Et, dans ce cas de figure, l’estimateur m∗ est égal à la moyenne arithmétique (cf équa-
tion 2.41). En posant par ailleurs δ1 = t2 (α) sur le modèle de l’équation 2.58, on retrouve
finalement l’équation de la courbe relative aux lois de Tweedie au sein du δ -MRD grâce à
l’équation 2.59 :

δ2 = ln

(
K3/2

(
2t−1

2 (δ1)
)

K1/2
(
2t−1

2 (δ1)
))−δ1 (2.62)

2.1.2.6 La loi Halphen de type B (HB)

La loi Halphen de type B est la seconde loi constitutive de cette famille, elle vient complé-
ter la loi de type A après la contribution de Halphen [67]. Elle apporte une variété de formes
nouvelles, dans la mesure où elle peut être caractérisée par des distributions uni-modales, des
distributions sans mode, ou encore des distributions avec un mode et un antimode, en fonc-
tion de la valeur des différents paramètres qui la caractérisent [122]. La fonction de densité
associée à ce type de loi est présentée par l’équation ci-dessous :

fHB (x|α,ν ,m) =
2

m2νe fν (α)
x2ν−1 exp

[
−
( x

m

)2
+α

( x
m

)]
(2.63)

où x > 0, m est un paramètre d’échelle strictement positif, ν est un paramètre de forme
également strictement positif et α est un second paramètre de forme tel que α ∈ R, alors
que e fν (x) est la fonction exponentielle factorielle, apparentée aux fonctions d’Hermite et
définie par Halphen [67] de la façon suivante :

e fν (α) = 2
∫

∞

0
x2ν−1 exp

[
−x2 +αx

]
dx (2.64)

À l’image de la loi Halphen de type A et de la fonction de Bessel associée, la fonction ex-
ponentielle factorielle apparaît dans l’expression des moments non-centrés de la loi Halphen
de type B :

µHB (r) = mr e fν+r/2 (α)

e fν (α)
(2.65)

Sa zone dédiée sur le δ -MRD correspond à la région la plus à gauche, au-dessus de la
courbe relative à la loi Gamma, comme l’illustre la figure 2.1. En l’occurrence, la loi Gamma
est un cas limite de la loi Halphen de type B : lorsque αm→−∞ et α/m→−1/θ avec θ > 0,
la loi HB (α,ν ,m) tend vers une loi Gamma G (2ν ;−m/α) [122, 123].

Une nouvelle fois, les moments non-centrés sont donnés par Perreault et al. [122], ils
peuvent néanmoins être obtenus à partir de l’équation 2.65 :
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FIGURE 2.3 – Gammes de positions des lois Halphen de type B sur le δ -MRD en fonction des valeurs
de (a) α , avec ν ∈ [0.51;3] (b) ν , avec α ∈ [−10;10].

E(X) = m
e fν+1/2 (α)

e fν (α)
(2.66)

E(ln(X)) = ln(m)+
δe fν (α)/δν

2e fν (α)
(2.67)

E
(
X−1)= 1

m
e fν−1/2 (α)

e fν (α)
(2.68)

À partir de ces expressions, les ratios de moments sont déduits en fonction des paramètres
de la loi :

δ1 = ln
(

e fν̂+1/2 (α̂)

e fν̂ (α̂)

)
−

[δe fν (α̂)/δν ]
ν=ν̂

2e fν̂ (α̂)
(2.69)

δ2 = ln
(

e fν̂−1/2 (α̂)

e fν̂ (α̂)

)
+

[δe fν (α̂)/δν ]
ν=ν̂

e fν̂ (α̂)
(2.70)

Lorsque les paramètres sont connus (estimés par une autre méthode, ou donnés), ces
équations permettent de localiser les emplacements théoriques des distributions correspon-
dantes. La figure 2.3 illustre la gamme de positions associée à des ensembles de paramètres
différents. Il est possible de voir sur la figure 2.3a que le paramètre α , défini sur l’ensemble
des réels (les valeurs représentées sur le diagramme sont incrémentées par un pas de 0.25),
renvoie à des situations proches du cas limite associé à la loi Gamma lorsqu’il tend vers de
grandes valeurs négatives. A contrario, une valeur élevée pour ce paramètre renvoie à des
localisations plus proches de l’origine. Il est possible de constater que l’étendue des locali-
sations est moins forte dans ce second cas de figure, ce qui fait directement écho à la figure
2.3b, où des valeurs situées entre 0.51 et 3 avec un pas de 0.01 sont étudiées pour le para-
mètre ν . Dans cette figure, on voit que des valeurs faibles du paramètre ν correspondent à
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des distributions dont les ratios de moments sont potentiellement les plus grands, notamment
δ2. De plus grandes valeurs pour ν renvoient à des distributions assez proches de l’origine
ainsi que de la loi Gamma. Il faut noter que ce second paramètre n’est défini que sur l’en-
semble des réels positifs. Ceci étant dit, des valeurs inférieures à 0.5 posent le problème de
l’existence de la moyenne harmonique, et donc rendent impossible la représentation sur le
δ -MRD : la fonction e fr (z) définie par l’équation 2.64 contient une intégrale qui ne converge
que pour r > 0, et la moyenne harmonique implique l’existence de e fv−1/2 (α).

L’estimation des paramètres d’une loi de type B à partir d’un échantillon localisé sur le
δ -MRD doit être effectuée par le même procédé que celui entrepris pour la loi de type A.
Ainsi, deux fonctions g3 et g4 sont définies de manière à exprimer les valeurs optimales de
α et ν :

g3 (α
∗;ν
∗) = ln

(
e fν∗+1/2 (α

∗)

e fν∗ (α∗)

)
−

[δe fν (α
∗)/δν ]

ν=ν∗

2e fν∗ (α∗)
= δ1 (2.71)

g4 (α
∗;ν
∗) = ln

(
e fν∗−1/2 (2α∗)

e fν∗ (α∗)

)
+

[δe fν (α
∗)/δν ]

ν=ν∗

2e fν∗ (α∗)
= δ2 (2.72)

Les équations régissant la procédure d’optimisation sont par la suite définies telles que
pour la loi Halphen A (cf équations 2.48, 2.49 et 2.50), avec g3 et g4 en lieu et place de
g1 et g2. Ici encore, la procédure se termine lorsque g3 (αk;νk) et g4 (αk;νk) convergent
respectivement vers δ1 et δ2.

Le troisième et dernier paramètre m peut être déduit à partir des valeurs α∗ et ν∗, intro-
duites par exemple au sein de l’équation 2.66.

2.1.2.7 La loi Halphen de type B−1 (HIB)

La troisième loi définie au sein de la famille de Halphen est la loi de type IB, ou B−1.
Comme cette dernière dénomination l’indique, la loi de type IB est construite par symétrie à
partir de la loi de type B. Ainsi, si X ∼HB (α;ν ;m), alors Y = 1/X ∼HIB (α;ν ;1/m). La
fonction de densité correspondante s’exprime ainsi :

fHIB (x|α,ν ,m) =
2

m−2νe fν (α)
x−2ν−1 exp

[
−
(m

x

)2
+α

(m
x

)]
, (2.73)

Cette loi a été rajoutée à la famille par Morlat [110], de manière à compléter le système
de lois. Cela se vérifie particulièrement au sein du diagramme δ -MRD, dans lequel les lois de
type IB occupent la zone située sous la courbe de la loi Gamma Inverse, dernière zone encore
non caractérisée. D’ailleurs, la loi Gamma Inverse a le statut de cas limite par rapport à la loi
de type IB : si X est définie telle que X ∼HIB (α,ν ,m), avec α/m→−∞ et αm→−ω , X
tendra vers la loi G−1 (2ν ,−αm) [122, 123].

Cette troisième loi ne sera pas détaillée ici, dans la mesure où ses propriétés se déduisent
à partir des propriétés de la loi Halphen de type B, grâce à la relation de symétrie liant les
deux lois.

2.1.2.8 La loi lognormale à deux paramètres (LN2)

La loi lognormale n’appartient pas à proprement parler au système des lois de Halphen,
toutefois, elle est populaire dans le domaine de la modélisation des temps de parcours et
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présente les mêmes caractéristiques globales que la loi Gamma, en particulier sa définition
sur l’ensemble des réels positifs.

Cette loi est directement liée à la loi normale. Ainsi, si X ∼ N (µX ;σX), alors Y =
exp(X) ∼L (µX ;σX), où µX et σX sont respectivement l’espérance et l’écart-type de X . Il
s’en déduit directement l’expression de la fonction de densité de la loi lognormale à deux
paramètres :

fLN2 (y|µX ,σX) =
1

yσX
√

2π
exp

(
−(ln(y)−µX)

2

2σ2
X

)
(2.74)

Les moments non-centrés de la loi lognormale sont définis de la façon suivante [14] :

µN (r) = exp
(

rµ +
r2σ2

2

)
(2.75)

où µ et σ correspondent respectivement à la moyenne et à l’écart-type du logarithme de Y .
Sur le δ -MRD, la première bissectrice correspond déjà aux lois harmoniques, cas parti-

culiers des lois Halphen de type A pour lesquelles le paramètre ν est nul, comme développé
auparavant. C’est également une caractéristique propre aux lois lognormales, comme évo-
qué par Bobée et al. [14], dans la mesure où les ratios entre les différentes moyennes sont
théoriquement égaux. En effet, les moments non-centrés s’expriment de la façon suivante :

E(X) = eµ+σ2
2 (2.76)

E(ln(X)) = µ (2.77)

E
(
X−1)= e−µ+σ2

2 (2.78)

En réutilisant les équations 2.12 et 2.13, on obtient bien la même valeur pour les deux
ratios de moments :

δ1 = δ2 =
σ2

2
(2.79)

Réciproquement, il est possible d’exprimer l’estimateur du second paramètre, alors que
celui du premier paramètre est donné directement par l’équation 2.77 :

µ̂ = ln(G) (2.80)

σ̂ =
√

δ1 +δ2 =

√
ln
(

A
H

)
(2.81)

2.1.3 Estimateurs des paramètres des lois de la famille de Halphen
Les différents estimateurs obtenus grâce au δ -MRD dans la section 2.1.2 sont résumés

au sein du tableau 2.1. Ce tableau reporte aussi les estimateurs correspondant à la technique
du maximum de vraisemblance d’une part, et à la méthode des moments d’autre part. En par-
ticulier, les estimateurs du maximum de vraisemblance des lois de Halphen ont été élaborés
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TABLEAU 2.1 – Revue des estimateurs des paramètres des lois détaillées dans la section 2.1.2, selon
les méthodes du δ -MRD, du maximum de vraisemblance (MV), et des moments

Loi δ -MRD MV Moments

Gamma
k̂ = A

A−H k̂ = k tel que ln(k)−Ψ(k) = ln
( A

G

)
k̂ = A2

S2
X

θ̂ = A−H θ̂ = A
k̂

θ̂ =
S2

X
A

Gamma Inv
k̂ = A

A−H k̂ = k tel que ln(k)−Ψ(k) = ln
( G

H

)
k̂ = 2Q−A2

S2
X

θ̂ = AH
A−H θ̂ = k̂H θ̂ = AQ

S2
X

Halphen A

α̂ : cf équations 2.46 et 2.47 α̂ = α (ν̂) avec Kν+1(2α(ν))Kν−1(2α(ν))

Kν (2α(ν))2 = A
H α̂ = A/m−m/H

S2
X /m2−m2/S2

X−1

ν̂ : cf équations 2.46 et 2.47 ν̂ = argmax|ν |<U lA (α (ν) ;ν ;m(ν) |x) ν̂ = (A/m−m/H)2

S2
X /m2−m2/S2

X−1

m̂ = A Kν̂ (2α̂)
Kν̂+1(2α̂) m̂ = m(ν̂) avec m(ν) = A Kν̂ (2α(ν))

Kν̂+1(2α(ν)) m̂ =

√
(Q−A2)H−1−A(AH−1−1)
(IQ−H−2)A−H−1(AH−1−1)

Harmonic
α̂ = α tel que K1(2α)

K0(2α) =
A
G α̂ = α tel que K1(2α)

K0(2α) =
A
G α̂ = A2H√

AH(Q−AH)

m̂ = G m̂ = G m̂ = G

Tweedie
α̂ = α tel que

K3/2(2α)

K1/2(2α) =
A
H α̂ = H

2(A−H) α̂ = A2

2(Q−A2)

m̂ = A m̂ = A m̂ = A

Halphen B

α̂ : cf équations 2.71 et 2.72 α̂ = α (ν̂) avec e fν+1(α(ν))e fν (α(ν))

e fν+1/2(α(ν))2 = Q
A2 α̂ =

m̂(2α̂(A−QH−1)+QH−1)
Q−A2

ν̂ : cf équations 2.71 et 2.72 ν̂ = argmaxν<V lB (α (ν) ,ν ,m(ν) |x) ν̂ =
AH−1(AC−Q2)−A2(Q−A2)

2(1−AH−1)(Q2−AC)−(Q−A2)
2

m̂ = A e fν̂ (α̂)
e fν̂+1/2(α̂) m̂ = m(ν̂) avec m(ν) = A e fν (α(ν))

e fν+1/2(α(ν)) m̂ =

√
2(Q−A2)

2ν̂(1−AH−1)+AH−1

Lognormal
µ̂ = ln(G) µ̂ = ln(G) µ̂ = 2ln(A)− 1

2 ln(Q)

σ̂ =
√

ln
( A

H

)
σ̂ =

√
1
n ∑

n
i=1 (ln(xi)− ln(G)) σ̂ = ln(Q)−2ln(A)

par Perreault et al. [123], alors que ceux obtenus à partir de la méthode des moments viennent
des contributions de Fitzgerald [48] pour la loi de type A, et de Chebana et al. [25] pour les
lois de types B et IB. Des estimateurs alternatifs ont aussi été développés par Chebana et
al. [24], à partir de méthodes mixtes combinant maximum de vraisemblance et méthode des
moments.

Quelques notations doivent être introduites pour une meilleure compréhension de ce ta-
bleau :

— A, G et H, respectivement les moyennes arithmétique, géométrique et harmonique déjà
introduites par les équations 2.9, 2.10 et 2.11 ;

— S2
X est l’estimateur de la variance de X ;

— la moyenne quadratique Q, soit l’estimateur du moment non-centré d’ordre 2 : Q =√
1
n ∑

n
i=1 x2

i ;

— IQ, l’estimateur du moment non-centré d’ordre -2 : IQ =

√
n
(

∑
n
i=1

1
x2

i

)−1
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— la moyenne cubique C, estimateur du moment non-centré d’ordre 3 : C =
(1

n ∑
n
i=1 x3

i
) 1

3

— ]−U ;U [ l’intervalle de définition du paramètre ν pour la loi de type A, dans une pro-
cédure de maximisation de la vraisemblance, avec U = A

A−H ;

— ]0;V [ le même intervalle correspondant à la loi de type B, où V = A2

2(Q−A2)
.

L’estimation des paramètres des lois figurant sur le δ -MRD à partir des coordonnées as-
sociées à un échantillon est une procédure novatrice, hybride entre la méthode du maximum
de vraisemblance et la méthode des moments : elle se base en effet sur les moments non-
centrés, lorsqu’ils existent. Ces moments ne sont toutefois pas ceux utilisés par la méthode
des moments traditionnelle. Dans le cas des lois de Halphen, ils apparaissent dans le pro-
cessus de maximisation de la fonction de vraisemblance, en tant que statistiques suffisantes
pour identifier ces lois appartenant à la famille exponentielle. Le tableau 2.1 illustre bien ces
similitudes entre techniques d’estimation.

2.1.4 Autres lois usuelles pour la modélisation des temps de parcours
D’autres lois seront considérées par la suite, notamment lors des analyses comparatives

dédiées aux ajustements des séries empiriques. Ces quelques lois sont reproduites ici dans
un souci de complétude.

2.1.4.1 La loi normale (N)

La loi normale, ou loi gaussienne, est une loi de probabilité fondamentale permettant
de modéliser des évènements aléatoires. Elle est généralement mobilisée comme une base,
servant de première approximation de la distribution des temps de parcours, ce qui se justifie
par le théorème central limite, selon lequel la réplication d’un même phénomène sur un
nombre élevé d’expériences indépendantes tend vers une loi normale. Pour un évènement
X ∼N (µ;σ), la fonction de densité de la loi normale s’exprime ainsi :

fN (x|µ,σ) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(x−µ)2

2σ2

)
(2.82)

Les moments non-centrés s’expriment de la même manière que pour la loi lognormale (cf
équation 2.75), au détail près que les paramètres µ et σ sont les paramètres de la variable X
elle-même.

2.1.4.2 La loi lognormale à trois paramètres (LN3)

La loi lognormale à trois paramètres est une extension de la loi lognormale, dans laquelle
est inclus un troisième paramètre visant à prendre en compte le décalage par rapport à l’ori-
gine sur l’axe des abscisses. Sa fonction de densité, associée à la variable Y ∼L3 (θ ,µ,σ),
est donnée par l’équation suivante :

fLN3 (y|θ ,µ,σ) =
1

(y−θ)σ
√

2π
exp

(
−(ln(y−θ)−µ)2

2σ2

)
(2.83)

où µ et σ sont respectivement la moyenne et l’écart-type de la variable X = ln(Y −θ) ∼
N (µ,σ).

Les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres sont tirés d’une technique
d’optimisation proposée par Chen [29].
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2.1.4.3 La loi de Burr (B3)

Les lois de Burr ont été définies dans les travaux précurseurs de Burr [18]. Cet ensemble
de lois en contient 12, chacune définie par une fonction de répartition. En particulier, la
dernière, la loi de type XII, est utilisée principalement en économétrie et en actuariat. Son
utilisation pour la modélisation de durées de vie et de niveaux de fiabilité a aussi été mise en
exergue [174]. Cette loi a été utilisée récemment par Taylor et al. [152] pour modéliser des
temps de parcours.

La fonction de densité de la loi de Burr de type XII est définie comme suit :

fB2 (x|τ,α) =
ταxτ−1

(xτ +1)α+1 (2.84)

Cette forme a été étendue par la suite à une forme plus générique à trois paramètres, qui est
la forme retenue en vue de l’analyse comparative à venir :

fB3 (x|τ,α,φ) =
τα

φ

(
x
φ

)τ−1(( x
φ

)τ

+1
)−(α+1)

(2.85)

Cette généralisation a été étudiée par de nombreux auteurs dans le but de proposer des es-
timateurs convaincants, notamment par la méthode du maximum de vraisemblance. En par-
ticulier, les estimateurs construits ici sont fondés sur les approches de Shao [146], Wang et
al. [164] et Watkins [167].

2.1.4.4 La loi de Weibull (W)

La loi de Weibull est un autre exemple généralement inclus dans le corpus de lois utilisées
pour l’étude statistique des temps de parcours dans l’état de l’art, notamment en vertu de
sa définition sur l’ensemble des réels positifs. La fonction de densité correspondante est la
suivante :

fW (x|θ ,β ) = β

x

( x
θ

)β

exp
[
−
( x

θ

)β
]

(2.86)

où x > 0, β > 0 et θ > 0. Cette loi de probabilité est reconnue comme un cas particulier de
la loi de Burr [146, 167]. En effet, si X ∼B3 (φ ,τ,α), avec α → ∞ et φ/α1/τ → θ , alors X
tend vers une loi de Weibull W

(
φ/α1/τ ,τ

)
.

L’estimation des paramètres de la loi de Weibull est réalisée via la technique du maximum
de vraisemblance, telle que décrit par exemple par Watkins [167]. Dans leur étude consacrée
au δ -MRD, Bobee et al. [14] ont également mentionné cette loi en tant que cas particulier
de la loi Gamma généralisée, en considérant un paramétrage voisin. La localisation de cette
loi sur le δ -MRD est ainsi très similaire à celle des lois Gamma et Gamma inverse.

2.2 Méthodologie de la modélisation statistique des temps
de parcours

Préalablement à la présentation des premiers résultats, les trois jeux de données empi-
riques utilisés dans ce chapitre doivent être détaillés. Le premier regroupe des observations
collectées à Portland, Oregon, au moyen de capteurs Bluetooth, le second est constitué de
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données synthétiques simulées sur la base du tronçon considéré à Portland. Le troisième et
dernier jeu de données concerne des données collectées sur la rocade Est de Lyon avec un
dispositif de Lecture Automatique de Plaques d’Immatriculation (LAPI). L’indisponibilité
de données individualisées (adresses MAC pour le Bluetooth, plaques anonymisées pour la
technique LAPI) fait que la variabilité inter-véhiculaire ne peut être traitée, toutefois ces
méthodes de collecte de données permettent de donner des éléments quant à la variabilité
temporelle (d’une heure à l’autre, et d’un jour sur l’autre).

2.2.1 Présentation des données empiriques

2.2.1.1 Données Bluetooth de Portland

Ce premier jeu de données a été constitué par l’Université de Portland, au même titre
qu’un ensemble de données mesurées pour l’ensemble de l’agglomération sur des problé-
matiques de gestion du trafic. Celles-ci sont disponibles en accès libre à l’adresse URL
http://portal.its.pdx.edu/fhwa.

Parmi toutes ces données, les échantillons qui relèvent de la mesure des temps de par-
cours ont été collectés sur l’artère I82, un tronçon urbain orienté selon l’axe Nord-Sud et situé
dans les faubourgs Est de l’agglomération. La figure 2.4 propose la localisation du tronçon
sur Google Maps. Le dispositif ayant permis cette collecte repose sur deux capteurs Blue-
tooth, placés aux intersections de l’axe I82 avec Woodward Street au nord, et Foster Road
au sud, constituant ainsi un segment mesurant 1.3 mile, soit environ 2.1 kilomètres. Situé sur
un axe urbain principal, le tronçon croise de multiples routes mineures devant lesquelles il
bénéficie du régime de priorité. Toutefois, deux carrefours à feux importants sont situés aux
intersections avec les boulevards Powell et Holgate, impactant les temps de parcours réali-
sés par les usagers. La vitesse maximale autorisée sur la section est égale à 35 miles/heure
(soit environ 56 kilomètres/heure), ce qui correspond à un temps de parcours minimal de
216 secondes. Les analyses à venir se sont concentrées sur les trajets mesurés dans le sens
Nord-Sud.

Par construction, seuls les véhicules disposant d’appareils émetteurs en Bluetooth (sys-
tèmes embarqués, voire téléphones mobiles) font partie de l’échantillon. Les temps de par-
cours individuels sont obtenus après l’identification des véhicules aux deux capteurs, comme
différence entre la date de passage au point de départ et celle au point d’arrivée. Pour plus
de détails quant à la technique de collecte et à la construction des jeux de données mis à
disposition, le lecteur est incité à se référer au site web indiqué ci-avant.

Les données de temps de parcours obtenues par un dispositif Bluetooth comportent des
défauts bien identifiés et documentés dans la littérature (voir par exemple Nantes et al. [111]
ou Tsubota et al. [153]) : des procédures de vérification sont nécessaires pour assurer un ni-
veau satisfaisant de qualité. En particulier, les données enregistrées peuvent inclure différents
modes de transport qu’il est difficile de distinguer : bus, camions, vélos, voire piétons. Deux
procédures ont été incluses ici. Tout d’abord, une borne supérieure artificielle a été fixée à
20 minutes pour filtrer les piétons, ainsi que les véhicules arrêtés sur le trajet. Ensuite, un fil-
trage supplémentaire a permis d’éliminer les observations extrêmes, i.e. caractérisées par des
vitesses nettement inférieures à celle du flux lors d’une période donnée. Au total, des temps
de parcours ont été mesurés pendant deux mois sur l’artère urbaine, entre le 15 septembre
2011 et le 15 novembre 2011, mais un doute sur la qualité des données nous a poussé à ne
considérer que les mesures prises après le 18 octobre 2011, cela conduisant à la constitution
d’un échantillon final contenant 29 jours de données, dont 8 jours de week-end.

http://portal.its.pdx.edu/fhwa
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(a) Google Maps (b) Schéma simplifié

FIGURE 2.4 – Description du site de Portland

Une autre limite du Bluetooth est le faible taux de pénétration, estimé entre 5 et 20%
des véhicules selon les études, ce qui a pour principale conséquence une faible quantité de
données dans les échantillons constitués. En l’occurrence, sur ce jeu de données, environ 400
observations par jour en moyenne sont validées après les procédés de filtrage abordés plus
haut. Des périodes d’une heure sont construites pour étudier les évolutions temporelles des
distributions de temps de parcours. En restreignant l’analyse aux sous-échantillons incluant a
minima 30 observations, 128 périodes restent exploitables, principalement durant les après-
midi.

2.2.1.2 Données synthétiques associées au tronçon précédent

Pour pallier cette quantité relativement faible de données et également pour étudier le
fonctionnement du tronçon en environnement contrôlé, un jeu de données a été simulé sur
un tronçon ayant les mêmes caractéristiques que l’axe situé à Portland, en fondant le proces-
sus de simulation sur la modélisation mésoscopique du trafic [38, 92]. La variable d’entrée
considérée dans le cadre de la simulation est le niveau de demande. De cette façon, les
heures caractérisées par une forte demande sont qualifiées de période « de pointe », alors que
les heures de faible affluence sont qualifiées de périodes « fluides ». La figure 2.5 ci-dessous
résume les paramètres principaux du processus de simulation.

D’une longueur de 6.9 kilomètres, le tronçon s’avère plus long que celui décrit dans le
paragraphe précédent. Ceci étant dit, l’excédent de longueur a été rajouté en début de section,
pour éviter toute situation de congestion produite artificiellement par la simulation au nœud
de départ. Deux carrefours à feux sont introduits sur la section, à l’image du tronçon réel. Le
cycle de feu défini ici est purement hypothétique, faute d’information sur les feux de l’I82.

Par ailleurs, un profil de demande typique de ceux recueillis à Portland a servi de base
pour la simulation. Le niveau de demande a été calibré de façon à ce que la demande maxi-
male de la journée soit égale à 3100 véhicules/heure. Avec ce profil de demande, un seul
véritable pic de fréquentation est reproduit, il a lieu durant l’après-midi.

Le modèle mésoscopique produit les temps de passage à chaque nœud des véhicules
simulés, et à partir de cette information, les temps de parcours sont reconstruits de la même
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FIGURE 2.5 – Description des données simulées (a) Couloir urbain simulé ; (b) profils de demande
journalière typiques ; (c) cycle de feu

façon que précédemment.

2.2.1.3 Données LAPI de Lyon

Ce troisième et dernier jeu de données correspond à des mesures obtenues par la DIR
Centre-Est sur la RN346, le contournement Est de l’agglomération lyonnaise, à l’aide d’un
dispositif de Lecture Automatique de Plaques d’Immatriculation (LAPI). Ce dispositif re-
pose sur l’installation de caméras sur le bord de la voie de circulation capables de lire les
plaques des véhicules empruntant le tronçon. Le même principe régit la transition entre en-
registrements aux stations et obtention des temps de parcours individuels, à savoir le calcul
de la différence entre les temps de passage en entrée et en sortie. Cette seconde technique
de collecte de données s’avère plus fiable que le Bluetooth, eu égard à la proportion des vé-
hicules enregistrés, et montre ainsi une image plus fidèle du flux de trafic. Ainsi, le jeu de
données utilisé ici présente des taux d’enregistrement oscillant entre 60 et 80% des véhicules,
en fonction des conditions de trafic.

La section de l’infrastructure qui est considérée ici est longue de 11.7 kilomètres, et
équipée avec cinq stations notées de A à E sur la carte issue de Google Maps reproduite
dans la figure 2.6a. Les différents segments de cet itinéraire (AB, BC, CD et DE), mesurent
respectivement 3.2, 1, 1.3 et 6.2 kilomètres, et comportent respectivement 3, 0, 2 et 2 bretelles
d’accès/sortie. Le profil de cette route est celui d’une voie rapide périphérique composée de
deux voies, la vitesse maximale autorisée y est limitée à 90 kilomètres/heure.

Dans un premier temps, une attention particulière est portée au tronçon BC illustré par
la figure 2.6b, situé entre la deuxième et la troisième station : aucun convergent ni divergent
n’est présent sur cette portion, ceci permettant d’espérer une fiabilité maximale du recueil de
données. En effet, tous les véhicules observés en entrée de ce tronçon passent nécessairement
devant la station à sa sortie.

Les temps de parcours ont été collectés entre le 1er mars 2014 et le 7 août 2014, quelques
jours d’inactivité étant tout de même à considérer du fait de la maintenance du dispositif.
Quoi qu’il en soit, la quantité de données exploitables est très supérieure à celle du premier
jeu de données : après une étape de filtrage des données extrêmes, près de 2.9 millions de
trajets valides sont conservés entre ces deux stations. Au final, 143 jours d’enregistrement
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(a) Google Maps (b) Schéma simplifié

FIGURE 2.6 – Description du site de Lyon, avec mise en valeur du tronçon entre les capteurs B et C

complets sont à disposition, à raison de 840 temps de parcours par heure en moyenne. Pour
tirer un avantage de cette abondance de données, l’analyse des distributions de temps de
parcours est réalisée sur des sous-périodes de 15 minutes. Ainsi, 13503 sous-échantillons
peuvent être examinés selon cette définition, quantité ramenée à 13110 après filtrage des
sous-échantillons contenant moins de 30 observations. À des fins de concision, l’analyse
des ajustements des distributions empiriques est ici limitée aux trajets réalisés sur un jour
typique de semaine, le jeudi, hors période de congés scolaires et jours fériés. Cela conduit à
l’examen de 13 jours différents représentant 1248 périodes de 15 minutes, nombre réduit à
1026 périodes après filtrage.

2.2.2 Temps de parcours, ou délais ?
Plusieurs alternatives existent pour représenter les temps de parcours en tant que phé-

nomène aléatoire. En effet, il est possible de considérer deux composantes, qui sont d’une
part un temps incompressible déterministe, donné par la vitesse maximale autorisée, ou plus
prosaïquement par le temps de parcours dit libre, et d’autre part une seconde composante
aléatoire pouvant se rapporter à un retard accumulé par rapport à un temps optimal. Soit
une variable aléatoire T associée au temps de parcours sur un itinéraire donné, (T1,T2, ...,Tn)
un échantillon de n observations de cette variable et Tmin = mini {Ti}. La figure 2.7 met en
lumière trois possibilités de modélisation, à partir des fonctions de densité des temps de
parcours. Ces trois options sont les suivantes :

— modèle sans décalage (T T ) : la prise en compte des temps de parcours dans leur glo-
balité, solution dans laquelle la variable T est considérée en l’état ;

— modèle avec décalage constant (T DF) : la modélisation plus spécifique des temps de
retard, ou délais par rapport à un temps minimal, qui se focalise sur la composante
véritablement stochastique du phénomène. La variable d’intérêt est cette fois-ci εi =
Ti−Tmin ;

— modèle avec décalage adaptatif (T D) : un dernier modèle faisant office de raffinement
du second, également centré sur les délais observés, considère des sous-échantillons
relatifs à un ensemble de sous-périodes de mesure P. Dans ce modèle, le décalage par
rapport à la date de départ n’est plus Tmin le temps minimal observé sur l’échantillon,
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FIGURE 2.7 – Décomposition des temps de parcours, entre temps minimum incompressible et délais
aléatoires

mais T p
min, le temps de parcours minimal enregistré pendant la sous-période p ∈ P,

i.e. on considère les variables ε
p
i = Ti−T p

min.

Dans tous les cas, les temps de parcours sont normalisés par rapport à la longueur de la
section, de manière à pouvoir comparer différentes sections de route, sous réserve que les
topologies des segments soient également similaires, en particulier les limitations de vitesse
en vigueur.

Les ajustements de temps de parcours sont réalisés avec le modèle T D. En effet, un tel
choix va permettre de mettre l’accent sur leur composante aléatoire, si bien que le temps
de parcours total sur un itinéraire complet sera vu comme une somme des temps incom-
pressibles sur chacun des tronçons à laquelle devra être ajoutée la composante stochastique
représentant l’ensemble des délais accumulés pendant le trajet. En termes de significativité
statistique, le modèle avec décalage adaptatif présente les meilleures performances : les lois
usuelles sont moins aptes à représenter des densités nulles ou quasi-nulles sur le début de
l’axe des réalisations. Réduire au maximum cette partie de la distribution en la considérant
comme déterministe (et éventuellement, fonction du temps) permet de se focaliser sur la
composante réellement stochastique du phénomène.

Ce choix de modélisation présente une sensibilité importante à la valeur minimale mesu-
rée durant la période d’intérêt, qui constitue le temps de référence. Pour tenter de réduire le
biais induit, le premier centile des échantillons de temps de parcours est filtré, à raison d’au
moins une valeur. De cette façon, les temps particulièrement courts, synonymes d’excès de
vitesse importants, seront moins susceptibles de dégrader la qualité des échantillons.
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2.3 Les ratios de moments comme métriques de fiabilité

Nous proposons ici l’utilisation du diagramme δ -MRD pour l’évaluation de la fiabilité
des temps de parcours. De nombreux indicateurs existent déjà pour caractériser les temps de
parcours, et en particulier leur variabilité. L’intérêt de la présente démarche réside dans la
polyvalence des ratios de moments et du diagramme associé pour d’une part rendre compte
du modèle statistique le plus adapté au phénomène physique, comme l’illustrera la section
suivante, et d’autre part caractériser de manière simple et synthétique la notion d’incertitude
entourant l’expérience des utilisateurs du réseau de transport.

Dans un premier temps, dans la section 2.3.1, une déclinaison de nouveaux indicateurs
de la fiabilité liés aux ratios de moment ainsi qu’un ensemble de métriques tirées de l’état de
l’art retenu pour la comparaison seront présentés. Puis dans la section 2.3.2, une analyse en
composantes principales prenant en compte plusieurs indicateurs sera produite, de manière
à caractériser plus en détail l’information apportée par chacun d’entre eux. Enfin, dans la
section 2.3.3, les indicateurs tirés du δ -MRD seront combinés avec les débits et vitesses
observés empiriquement pour identifier des évolutions temporelles propres aux temps de
parcours ainsi que des motifs significatifs visant à clarifier la notion de variabilité.

2.3.1 Mesurer la fiabilité avec des indicateurs simples

2.3.1.1 Coordonnées du δ -MRD

Compte tenu de la construction du diagramme δ -MRD évoquée en section 2.1, les co-
ordonnées cartésiennes du diagramme peuvent être considérées comme un couple innovant
de métriques de fiabilité. En guise d’extension, les coordonnées polaires, déduites des pre-
mières, peuvent aussi être testées dans ce but.

Les coordonnées cartésiennes du δ -MRD sont définies par les équations 2.7 et 2.8, à titre
de rappel. La clef d’interprétation principale de cette section est la suivante : des faibles va-
leurs pour δ1 et δ2, respectivement l’abscisse et l’ordonnée du diagramme δ -MRD, indiquent
une faible dispersion dans l’échantillon et, parallèlement, un haut niveau de fiabilité.

Par ailleurs, il est possible de considérer que ces deux ratios de moments proposent une
information redondante sur la dispersion de l’échantillon. Elles peuvent être synthétisées en
une seule valeur par le biais du calcul de la distance du point représentant un échantillon avec
l’origine du δ -MRD. Cette distance représente la première coordonnée polaire, dénotée ρ .
Dans une telle représentation, l’information sur la localisation de l’échantillon est complétée
par la seconde coordonnée polaire, l’azimut θ , nécessairement compris entre 0 et 90 degrés.
Ces coordonnées s’expriment avec les valeurs δ1 et δ2 :

ρ =
√

δ 2
1 +δ 2

2 (2.87)

θ = arctan
(

δ2

δ1

)
(2.88)

Finalement, ces quatre indicateurs peuvent être introduits dans chacun des trois modèles
décrits dans la section 2.2.2, i.e. les modèles T T , T DF et T D. Cela conduit à l’intégration
dans l’analyse de 12 nouveaux indicateurs.
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2.3.1.2 Revue des indicateurs usuels

Afin de déterminer l’intérêt de ces nouveaux indicateurs, un ensemble de métriques com-
munément utilisées est pris comme base de comparaison. Cet ensemble contient des indica-
teurs construits de manières variées basés sur la fonction de répartition, les quantiles em-
piriques ou sur l’écart-type, et adaptés de la revue d’état de l’art présentée dans le chapitre
1.

Le débit de véhicule :
Plus que la variabilité en tant que telle, cette quantité renseigne quant au nombre de véhicules
ayant emprunté le segment de route sur la période d’intérêt. Elle est considérée pour donner
une image complète du trafic sur le segment. En fonction de la technique de collecte de
données utilisée, le débit mesuré ne correspond qu’à une portion variable du trafic total, cela
créant de fait un biais relatif à la représentativité des véhicules enregistrés. Le débit est noté
q, et exprimé en véhicules/heure.

La vitesse moyenne observée :
Avec le débit du flux vient une seconde variable constitutive des modèles de trafic tradition-
nels : la vitesse moyenne observée sur une période, notée v̄, et exprimée en kilomètres/heure.
Elle est généralement associée à la précédente pour former un diagramme fondamental débit-
vitesse. Il est à noter que les techniques de collecte de données utilisées ici ne permettent pas
d’obtenir la concentration du flux exprimée en véhicules/kilomètre, troisième variable cen-
trale de la théorie du trafic.

Le temps de parcours moyen :
Le temps de parcours moyen, lié à la vitesse moyenne par la longueur du tronçon d’intérêt, est
noté T̄ . Cette valeur n’a pas réellement vocation à donner de l’information sur la variabilité
des temps de parcours en elle-même, mais demeure un élément important du choix de route
des utilisateurs du réseau.

Le temps de parcours médian :
Le temps de parcours médian est le temps T50 tel que la moitié des temps de parcours ob-
servés durant la période considérée sont plus courts. La médiane donne le même type d’in-
dication que la moyenne, mais a pour avantage d’être plus robuste, i.e. moins impactée par
les observations extrêmes. Cela revêt une importance particulière dans le cas des temps de
parcours, phénomène marqué par une asymétrie forte.

L’écart-type des temps de parcours :
L’écart-type des temps de parcours est la première variable réellement capable de rensei-
gner sur le niveau de variabilité de la distribution des temps de parcours. Notée ici σT , elle
renseigne sur l’écart des observations par rapport à la moyenne.

Le coefficient de variation :
Le coefficient de variation complète l’écart-type, en diminuant l’impact de l’échelle des va-
leurs observées : ratio entre l’écart-type et la moyenne noté CVT , il renseigne ainsi sur l’im-
portance de la variabilité rapportée à une observation standard.

Le Planning Time Index :
Le Planning Time Index (cf Lomax et al. [98]), ou PTI, est une comparaison entre un temps
de parcours jugé dégradé, correspondant par exemple au 90ème centile, et un temps de par-
cours jugé fluide, pris par défaut au 10ème centile. On a :

PT I =
T90

T10
(2.89)
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Le Buffer Time :
Le Buffer Time (cf Lomax et al. [98]), ou BT, est une simple différence entre centiles, dési-
gnant en définitive le budget de temps qu’un automobiliste doit prévoir en plus d’un temps
de parcours standard pour parcourir le tronçon avec moins de α% de chance d’être en retard
à destination. On prend ici α = 10, et on note :

BT = T90−T50 (2.90)

Le Buffer Time Index :
Le Buffer Time Index (cf Lomax et al. [98]), ou BTI, reprend l’indicateur précédent en l’ex-
primant en termes relatifs, vis-à-vis d’une situation standard. Il s’agit donc ici d’un indicateur
sous forme de ratio, tel que présenté par l’équation suivante :

BT I =
T90−T50

T50
(2.91)

Le Misery Index :
Le Misery Index (cf Lomax et al. [98]), ou MI, est construit selon une logique voisine de
celle utilisée pour le BTI, tout en considérant une valeur différente pour ce qui est des temps
de parcours dégradés : plutôt que de considérer un centile élevé, il est question d’utiliser le
temps de trajet moyen parmi un sous-échantillon Tm constitué des 20% (proportion liée aux
nombres de jours ouvrés dans une semaine) de temps de parcours les plus élevés. De même,
le temps de trajet moyen sert de temps de parcours de référence dans cette comparaison :

MI =
T̄m− T̄

T̄
(2.92)

L’indicateur Floridien :
L’indicateur Floridien, ou IF, est ici adapté de la statistique de fiabilité floridienne (cf Lo-
max et al. [98]). Son but est d’évaluer la proportion des véhicules qui peuvent traverser le
tronçon en un temps inférieur à 110% du temps médian. Il se note simplement à partir de la
fonction de répartition de la distribution des temps de parcours :

IF = FT (1.1∗T50) (2.93)

L’étendue de la distribution :
L’étendue de la distribution (cf Van Lint et al. [156]) est notée λvar. Elle est exprimée par :

λvar =
T90−T10

T50
(2.94)

Cette mesure donne de l’information sur l’ampleur de la distribution, en termes d’écart de
temps de parcours entre un trajet plutôt rapide et un trajet plutôt lent, le tout relativement à
un temps de trajet standard.

L’asymétrie de la distribution :
L’asymétrie de la distribution, second indicateur développé par Van Lint et al. [156] et notée
λskew, est également construite à partir des quantiles de la distribution. Il s’agit ici de com-
parer l’ampleur des temps de parcours dégradés avec celle des temps de parcours libres, à
travers un ratio d’autant plus proche de 1 que la distribution est symétrique :

λskew =
T90−T50

T50−T10
(2.95)
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La fréquence de congestion :
Pu [128] a mis au point un autre indicateur intégré ici dans l’analyse, la fréquence de conges-
tion FC : son idée était d’évaluer la quantité de véhicules non gênés par des ralentissements.
Ainsi, il a proposé de mesurer cette proportion en considérant la valeur de la fonction de
répartition correspondant à 2 fois un temps jugé rapide :

FC = FT (2∗T10) (2.96)

La variabilité acceptée :
Un autre indicateur utilise la fonction de répartition dans notre analyse, il s’agit du niveau de
variabilité accepté LVA : construit à partir de l’indicateur AT TV de Wakabayashi et al. [162],
il s’agit de considérer la proportion de véhicules traversant le tronçon selon un temps stan-
dard indiqué par la médiane, auquel est ajouté un temps constant donné C. Vu la taille des
segments considérés ici, ce temps supplémentaire est fixé à 60 secondes. Plus cette propor-
tion est élevée, et plus les voyageurs lents auront en réalité connu une expérience de temps
de parcours proche de la norme indiquée par la médiane :

LVA = FT (T50 +C) (2.97)

Le temps de parcours désiré :
Enfin, le dernier indicateur entrant dans le cadre de l’étude comparative est inspiré du DT T R,
second indicateur de Wakabayashi et al. [162]. Noté LT D, cet indicateur est le pendant de la
métrique précédente pour les voyageurs plus rapides :

LT D = FT (T50−C) (2.98)

2.3.2 Classification des indicateurs de fiabilité des temps de parcours
28 métriques différentes sont intégrées à l’étude, au total (12 métriques propres au δ -

MRD, 16 indicateurs classiques). Ainsi, pour chaque échantillon de temps de parcours, la
fiabilité est évaluée de 28 manières différentes, certaines d’entre elles étant fortement liées.
Par ailleurs, avec n le nombre de sous-échantillons considéré, une matrice de dimension 28∗n
est produite. Trois critères de comparaison de ces métriques ont été mis en œuvre : le premier
est le calcul du coefficient de corrélation entre les vecteurs relatifs à chaque métrique ; le
second est un score de similarité évaluant les classements des sous-échantillons produits par
chaque métrique ; le troisième est une analyse en composantes principales alimentée par la
matrice sus-mentionnée.

2.3.2.1 Classification à l’aide de critères simples

Les deux premiers critères donnent une image globale de la qualité des indicateurs tirés
du δ -MRD pour représenter la fiabilité des temps de parcours, en comparaison de métriques
de l’état de l’art. Les coefficients de corrélation expriment l’intensité des liens linéaires ré-
gissant deux variables. Définis entre -1 et 1, ils dénotent une relation forte si le coefficient
est proche de 1 en valeur absolue, et qui plus est inverse si cette valeur est négative. Pour
apporter une image complémentaire de ce premier critère, nous construisons un score RS,
indiquant la similarité des classements des individus en fonction des variables étudiées. En
posant c1

i le rang de l’individu i pour la première variable et c2
i son rang pour la seconde

variable, ce critère s’exprime de la façon suivante :

RS =
n

∑
i=1

∣∣c1
i − c2

i
∣∣ (2.99)
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où n est le nombre d’individus. RS est compris entre 0 (les deux classements sont identiques)
et une valeur RSmax (les deux classements sont diamétralement opposés) définie telle que :

RSmax = 2
bn/2c

∑
i=1

(n− (i−1)− i) (2.100)

Deux cas de figures émergent : soit n est pair (∃k tel que n = 2k) ou n est impair (∃k tel que
n = 2k+1). L’expression de RSmax dépend ainsi du cas :

RSpair
max = 2k2 (2.101)

RSimp.
max = 2k (k+1) (2.102)

Quel que soit n, la valeur RS est normalisée par RSmax pour obtenir un indicateur défini sur
l’intervalle [0;1], et ainsi pouvoir comparer des couples de variables sur des tailles d’échan-
tillons différentes.

La figure 2.8 présente quelques valeurs significatives relativement aux coefficients de
corrélation et au score RS normalisé, entre un sous-échantillon regroupant les métriques de
fiabilité les plus citées et les coordonnées cartésiennes obtenues sur le δ -MRD. En particu-
lier, les corrélations sont les plus élevées pour le modèle T T , quels que soient l’échantillon
et la coordonnée considérés (sous-figures 2.8b et 2.8c). Les valeurs de corrélation pour le
modèle T DF sont assez fluctuantes : on peut noter qu’elles sont plus grandes pour les temps
de parcours mesurés à Portland. De façon générale, il est possible de constater que les liens
sont également plus forts entre les métriques de fiabilité classiques et la coordonnée δ1. Sur
le détail des métriques, parmi celles sélectionnées, il semble que le coefficient de variation,
le Misery Index, le Planning Time Index et λvar proposent l’image la plus proche de celle
apportée par les coordonnées du δ -MRD. Ces conclusions sont renforcées par les scores de
rang (sous-figures 2.8d et 2.8e), notamment en ce qui concerne le coefficient de variation.
Le modèle T T fournit encore une fois les indicateurs les plus proches des métriques de fia-
bilité classiques, en particulier pour le premier ratio de moments : les scores de rang sont
très proches de 0, indiquant par là des classements d’échantillons semblables. Pour aller plus
loin quant à cette première phase de comparaison, l’ensemble des valeurs de corrélation et
de similarité des rangs est proposé pour les deux jeux de données dans l’annexe B.

2.3.2.2 Analyse en Composantes Principales (ACP)

En guise d’analyse multidimensionnelle, une ACP normée regroupant les 28 indicateurs
a été réalisée pour obtenir une description plus précise de la caractérisation des temps de
parcours et de leur fiabilité. Au sein d’une représentation factorisée des jeux de données
originaux, cette approche permet de savoir comment chaque indicateur contribue aux di-
mensions synthétiques créées. Les 128 échantillons retenus à Portland forment la première
matrice d’intérêt, alors que dans le cas de Lyon, l’intégralité des échantillons de 15 minutes
valides est considérée ici, soit 13110 individus statistiques.

Au vu des valeurs propres et des parts d’inertie expliquées par les axes principaux Fi
proposées au sein du tableau 2.2, le nombre optimal de facteurs s’élève entre 4 et 6. Dans
l’étude de la pertinence des indicateurs liés au δ -MRD, un nombre de facteurs égal à 4 suffit
à identifier les comportements des différents indicateurs, comme l’illustre la figure 2.9. La
proportion de l’inertie expliquée est ainsi respectivement de 84.1 et 84.7% dans les deux cas
étudiés.

Pour les données mesurées à Portland, les 28 indicateurs sont calculés pour 128 échan-
tillons d’une heure. La figure 2.9a propose les contributions relatives des indicateurs pour
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FIGURE 2.8 – Similarité entre les indicateurs de fiabilité classiques et les coordonnées du δ -MRD :
(a) légende (b) coefficient de corrélation avec δ1 (c) coefficient de corrélation avec δ2 (d) similitude
des rangs des périodes avec δ1 (e) similitude des rangs des périodes avec δ2

chacun des quatre facteurs. Le premier facteur met en scène les principaux indicateurs de
fiabilité connus dans l’état de l’art accompagnés par les indicateurs tirés du δ -MRD (respec-
tivement, δ1, δ2 et ρ pour les modèles TT et TDF). Le second facteur est plus compliqué
à analyser, il faut toutefois noter qu’il regroupe les trois mesures d’angle prises au sein du
diagramme de ratio des moments. Le facteur suivant est le complément du premier, au sens
où les temps de parcours moyens sont mis en valeur au même titre que la variabilité des
temps de parcours : les moyennes de vitesse et de temps de parcours, la médiane des temps
de parcours, ou encore l’indicateur BT (différence entre la médiane et un temps de parcours
particulièrement élevé) sont les principaux contributeurs. Enfin, le quatrième et dernier fac-
teur est principalement constitué des indicateurs du δ -MRD issus du modèle TD, celui-ci
semblant apporter une information différente du reste des indicateurs.

Dans le cas des données collectées à Lyon, les conclusions sont encore plus claires, la si-

TABLEAU 2.2 – Sélection du nombre de facteurs pour les analyses en composantes principales

Site Variable F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7

Portland
Valeur propre 15.21 3.31 2.69 2.33 1.08 0.95 0.69

Variance cumulée 54.33 66.17 75.77 84.10 87.95 91.34 93.82

Lyon
Valeur propre 12.55 5.50 3.59 2.07 0.99 0.66 0.56

Variance cumulée 44.83 64.47 77.30 84.69 88.22 90.57 92.58
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FIGURE 2.9 – Contributions des indicateurs aux facteurs identifiés lors de l’ACP sur les données de
(a) Portland (128 individus) (b) Lyon (13110 individus)

gnificativité statistique étant par ailleurs renforcée par la considération de 13110 échantillons
différents. Les contributions relatives des indicateurs aux facteurs conservés sont décrites par
la sous-figure 2.9b . En l’occurrence, le premier facteur est construit principalement autour
des principales métriques de fiabilité des temps de parcours, auxquelles s’ajoutent trois des
quatre coordonnées du δ -MRD (δ1, δ2 et ρ pour le modèle TT). Le deuxième facteur proposé
regroupe les indicateurs du δ -MRD propres au modèle T DF . Ces quatre métriques semblent
en réalité constituer un facteur proposant une information à part entière. C’est d’ailleurs éga-
lement le cas pour les indicateurs du δ -MRD construits via le modèle TD pour le quatrième
facteur. Enfin, le troisième facteur regroupe des variables centrées sur le temps de parcours
« standard », i.e. celui auquel peut s’attendre un individu lambda : les indicateurs qui contri-
buent le plus à ce facteur sont la médiane, la moyenne, l’indicateur de temps de parcours
désiré LT D et dans une moindre mesure, l’écart-type.

Pour compléter ces résultats, les cercles de corrélation correspondant aux deux analyses
sont présentés dans l’annexe C, pour chacun des couples de facteurs.

2.3.2.3 Mesurer la fiabilité avec le diagramme de ratio de moments

En conclusion de cette analyse centrée sur les indicateurs de fiabilité, il est possible
d’affirmer les performances des coordonnées du δ -MRD (en particulier pour le modèle TT)
en matière de représentation de la variabilité des échantillons, et en filigrane, de la fiabilité
des temps de parcours. Ce résultat est obtenu dans les trois critères de comparaison retenus,
i.e. les coefficients de corrélation, les scores de rang, et l’ACP, et ce, pour les deux jeux de
données considérés. Ces résultats illustrent le fait que le δ -MRD puisse se substituer aux
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différents indicateurs existants plutôt que sa capacité à représenter la fiabilité de manière
idéale.

En outre, les résultats moins convaincants obtenus pour les modèles TD et TDF doivent
être remis en perspective : la comparaison portant sur des métriques propres aux temps de
parcours, ces indicateurs construits à partir de la distribution des délais apportent nécessai-
rement une autre information, qu’il convient tout de même de prendre en compte.

2.3.3 Évolution temporelle des distributions de temps de parcours
Les distributions de temps de parcours peuvent être modélisées avec les lois de la famille

de Halphen, i.e. par une distribution apparaissant au sein du δ -MRD. La section précédente
a démontré que ce graphique peut également donner de l’information quant à la fiabilité des
temps de parcours. Celui-ci peut en outre capturer les évolutions temporelles des distribu-
tions de temps de parcours sur un tronçon.

Nous faisons ici l’hypothèse qu’il existe une correspondance entre l’information appor-
tée par le δ -MRD et les états de trafic, et inversement. Cela implique par ailleurs que les
évolutions en termes de trafic, et donc de distribution de temps de parcours, sont locali-
sables au sein du δ -MRD. Nous portons ici une attention plus particulière à la dispersion des
échantillons de temps de parcours, et ainsi, sur leur variabilité, au cours de trois études de
cas focalisées sur la variabilité intra-journalière, la détection d’une chute de la fiabilité et la
variabilité inter-journalière. Un paragraphe préalable décrira une procédure de classification
utilisée ici pour construire des groupes homogènes sur lesquels les différentes études de cas
s’appuieront.

2.3.3.1 Constitution de sous-ensembles de périodes homogènes

Afin de mieux appréhender les comparaisons de distributions et les ajustements de séries
temporelles, une distinction des périodes est réalisée. En particulier, l’analyse des états de
trafic montre que les distributions de temps de parcours présentent des silhouettes différentes
selon les niveaux de congestion. Par exemple, Van Lint et al. [156] se focalisent sur un
schéma en quatre temps dans lequel une phase fluide est suivie d’une étape d’installation
de la congestion (montée en charge), puis d’une phase congestionnée, avant une dernière
étape de dissolution de la congestion et de retour à la normale. Ces phases sont identifiables
en termes d’état de trafic, la congestion étant mesurable par la densité, le débit et la vitesse
des véhicules présents sur le tronçon. Cependant, elles sont aussi synonymes de niveaux
de variabilité différents, suggérés par le profil de la densité de la distribution des temps de
parcours.

Pour réaliser cette subdivision et identifier les phases de trafic évoquées, deux outils
graphiques sont mobilisés. Les états de trafic sont représentés par une variante du Diagramme
Fondamental, outil de base de la théorie du trafic [94, 95, 132], liant débit et vitesse. Le
débit horaire est ici le nombre de véhicules enregistrés par les dispositifs de collecte des
données. Eu égard aux caractéristiques de ces outils, la valeur obtenue n’est pas le débit réel,
mais l’hypothèse est faite que la proportion de véhicules enregistrés est représentative de la
population des véhicules ayant effectivement traversé le segment. La seconde dimension, la
vitesse du flux, est calculée comme la vitesse moyenne des véhicules enregistrés pendant
chaque période de temps. Les données brutes indiquent des temps de parcours individuels
en secondes, qu’il convient de transformer en vitesses exprimées en kilomètres par heure, en
utilisant la longueur des segments. D’une forme théorique proche d’une parabole concave,
ce premier diagramme indique un état fluide pour les points situés sur le haut du nuage,
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soit ceux caractérisés par des vitesses moyennes élevées, le point d’inflexion correspond au
fonctionnement du tronçon à sa capacité maximale, alors que les points appartenant à la
zone inférieure du diagramme renvoient à des états congestionnés (vitesses faibles, et débit
saturé). Par ailleurs, le δ -MRD présenté précédemment est utilisé pour rendre compte des
niveaux de variabilité des temps de parcours.

Plus concrètement, une méthode de classification est entreprise à partir de ces deux dia-
grammes, et plus particulièrement de leurs coordonnées :

— le débit et la vitesse moyenne du flux (diagramme débit-vitesse) ;

— les ratios de moments δ1 et δ2 (diagramme δ -MRD).

Par une technique d’apprentissage non supervisé, chaque échantillon de temps de parcours
est caractérisé par un vecteur de quatre dimensions. Le but de cette approche est de grou-
per les individus, i.e. les périodes de mesure, en fonction de leurs similarités mathématiques
sur ces quatre données, sans aucune connaissance préalable. Le nombre optimal de classes,
ou clusters, est un paramètre à optimiser. Pour ce faire, ici, l’algorithme PAM (Partitioning
Around Medoids) est utilisé sur les vecteurs des quatre coordonnées pour différentes quanti-
tés de clusters, jusqu’à donner un indice de qualité de la classification, i.e. la silhouette [83].
Le nombre de classes optimal est celui maximisant cet indice.

2.3.3.2 Comparaisons intra-journalières

La première étude de cas consacrée à l’évolution temporelle des temps de parcours est
centrée sur la variabilité intra-journalière. Sur une même journée, comment les temps de
parcours évoluent-ils ? Quelle gamme d’états de trafic est réalisée, et surtout, quels liens
sont décelables entre ceux-ci et le niveau de variabilité des distributions ? Des réponses à
ces questions peuvent être apportées par l’analyse du jeu de données simulées décrit dans
la section 2.2.1. Le profil de la demande correspond ainsi à la courbe supérieure au sein
de la figure 2.5. Des sous-échantillons de 6 minutes sont considérés, pour des temps de
parcours mesurés entre 8h et 20h, et un procédé de classification sur le débit, la vitesse et les
coordonnées du δ -MRD est entrepris afin de mettre en valeur des groupes de distributions
homogènes, tel que décrit dans la section précédente. La figure 2.10 décrit le comportement
des temps de parcours sur le diagramme débit-vitesse, le δ -MRD et une chronologie mettant
en valeur l’étendue des distributions.

L’étape préliminaire de la classification a conduit à la formation de quatre groupes de
distributions. Sur le diagramme débit-vitesse, les classes 1 et 2 correspondent à des périodes
fluides, aux débits les plus faibles, la troisième classe représente les périodes à capacité, voire
légèrement congestionnées, pour lesquelles le débit atteint des valeurs parmi les plus fortes
et la vitesse moyenne est ralentie. La quatrième et dernière classe concerne les périodes sa-
turées, où le débit reste maximal, mais où la vitesse chute sensiblement. L’étude du δ -MRD
montre également une trajectoire relativement nette, si l’on considère les ratios de moments
propres aux distributions des délais (modèle TD). Ainsi les périodes les plus fluides corres-
pondent à la zone la plus éloignée de l’origine du diagramme, mais également au nuage de
point le plus dispersé. Les deux premières classes forment le gros de la trajectoire du nuage,
et sont caractérisées par des ratios de moments élevés. En particulier, la première classe dé-
signe les périodes fluides pendant lesquelles la distribution des délais est la plus dispersée.
Les deux groupes représentant des périodes plus congestionnées sont eux plutôt proches de
l’origine du diagramme, dénotant un moindre écart entre les moyennes arithmétiques, géo-
métriques et harmoniques. Les positions des échantillons appartenant à la quatrième classe,
la plus congestionnée, apparaissent néanmoins comme légèrement plus élevées. La position
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FIGURE 2.10 – Distributions de temps de parcours sur une journée (données simulées, intervalles de
6 minutes), regroupement par classes d’échantillons ; (a) Position des échantillons (modèle T D) sur le
diagramme débit-vitesse (b) Position des échantillons sur le δ -MRD ; (c) Répartition chronologiques
des échantillons dans les différentes classes (en surbrillance, l’étendue des distributions)

globale du nuage de point suggère la pertinence de la loi Halphen de type B dans la modéli-
sation des délais, la loi de type A apparaissant comme un substitut pour les échantillons de la
première classe. Sur une frise chronologique représentant chaque échantillon de 6 minutes à
sa place, entre 8h et 20h, tel qu’illustré par la sous-figure 2.10c, il est possible de discerner
l’évolution des temps de parcours ainsi que la répartition temporelle des différents groupes.
Ainsi, la pointe de l’après-midi correspond aux états les plus congestionnés, et les périodes
saturées sont en fait des prémisses de congestion, en milieu d’après-midi. Ces périodes sont
ainsi jugées comme étant celles où les délais par rapport à un temps de référence sont peu
variables. Sur le reste de la journée, et en particulier le matin, les temps de parcours restent
faibles comme la demande l’est également. Cet état de fluidité se traduit par de grands écarts
potentiels entre les moyennes : ces périodes de fluidité permettent aux conducteurs de choisir
leur vitesse préférentielle, si bien qu’il est plus fréquent que certains s’écartent de la norme.

2.3.3.3 Détection des dégradations de la fiabilité des temps de parcours

En utilisant l’information produite par le diagramme de ratio des moments d’une manière
légèrement différente, à savoir avec le modèle TT plutôt qu’avec le modèle TD, cette logique
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FIGURE 2.11 – Détection d’une chute de fiabilité sur la rocade Est lyonnaise (07/03/14, entre 12h45
et 15h) ; (a) Position des échantillons de temps de parcours sur le δ -MRD ; (b-h) Histogrammes des
temps de parcours quart d’heure par quart d’heure

de variabilité temporelle au sein d’une même journée peut être déclinée selon une perspec-
tive différente. Comme vu précédemment, les coordonnées du δ -MRD peuvent faire office
d’indicateurs de fiabilité. De là, il est possible d’identifier les dégradations de la fiabilité d’un
tronçon routier en suivant en temps réel l’évolution des ratios de moments.

La figure 2.11 illustre la détection d’une chute de fiabilité, sur l’exemple de la rocade Est
lyonnaise. Ainsi, sur un début d’après-midi de semaine (ici, entre 12h45 et 15h), il apparaît
que les temps de parcours observés entre 13h30 et 14h15 subissent de forts ralentissements,
et une incertitude grandissante, en témoignent les histogrammes des sous-figures 2.11e, 2.11f
et 2.11g. Cette chute de fiabilité se traduit sur le δ -MRD par deux éléments : une augmenta-
tion sensible des valeurs des ratios de moment pour ces périodes, de même qu’une instabilité
notable d’une période à l’autre.

Les points rouges au sein de la figure 2.11a correspondent aux neuf histogrammes af-
fichés, il est rapide de constater que la plupart de ces points oscillent autour de la période
moyenne, indiquée par un point noir, et mise en valeur par les diagrammes en boîte sur les
axes. Les temps de parcours des périodes 603 (13h30-13h45) et 605 (14h-14h15) sont ju-
gés comme les plus incertains, malgré un infléchissement lors de la période 604 (la fiabilité
des temps de parcours sur cette dernière est malgré tout significativement plus faible que la
moyenne). La distribution à la période 606, même si elle reste dans la partie supérieure du
nuage de points, témoigne d’un retour progressif à la normale.

2.3.3.4 Comparaisons inter-journalières

La troisième et dernière étude de cas liée à l’évolution des temps de parcours et à leur va-
riabilité est consacrée à la comparaison du fonctionnement du tronçon d’un jour sur l’autre,
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FIGURE 2.12 – Comparaison des distributions de temps de parcours mesurés entre 16h et 17h à
Portland, sur différents jours ; (a) Position des échantillons de temps de parcours sur le δ -MRD ;
(b) et (d) Exemples d’histogramme de temps de parcours, distributions à forte variabilité ; (c) et (e)
Exemples d’histogramme de temps de parcours, distributions à faible variabilité

pour une heure donnée. En guise d’illustration, la figure 2.12 propose une comparaison de
quatre échantillons de temps de parcours relevés entre 16h et 17h pendant des jours diffé-
rents, sur la section I82 de Portland.

En l’occurrence, les périodes 42 et 64 concernent des jours pour lesquels les temps de
parcours ont été plutôt stables, en témoignent les positions correspondantes sur le δ -MRD,
sur la partie basse du nuage de points, et les histogrammes 2.12c et 2.12e, caractérisés par
un mode marqué et relativement peu de temps de parcours élevés. Au contraire, les temps de
parcours observés pendant les périodes 2 et 55 sont particulièrement variables : les ratios de
moments sont plutôt élevés comparativement aux autres périodes, alors que les histogrammes
2.12c et 2.12e présentent des modes moins prononcés, et une queue d’observations plus
conséquente.

2.4 Ajustement des temps de parcours sur un segment

La section précédente illustre l’utilité des ratios de moments pour la représentation de la
variabilité des temps de parcours. À l’aune des résultats théoriques obtenus dans la section
2.1, les différentes valeurs des ratios de moments peuvent orienter le choix du modèle pour
la représentation des temps de parcours en tant que phénomène statistique. Si les ratios de
moments correspondant aux temps de parcours sont les meilleurs métriques de fiabilité, il ap-
paraît que les valeurs les plus intéressantes dans une optique d’ajustement de lois théoriques
sont les ratios associés aux délais. En effet, l’adéquation des différentes lois sera testée par
rapport à la composante stochastique des temps de parcours, telle que proposée par le modèle
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TD évoqué dans la section 2.2.2.
Dans cette section, une première étape consistera à préciser les modalités des analyses

d’ajustement statistique, ce sera l’objet de la section 2.4.1. Par la suite, dans la section 2.4.2,
les performances des différentes lois de probabilité présentées auparavant seront détaillées
pour les jeux de données de Portland et de Lyon.

2.4.1 Éléments méthodologiques

2.4.1.1 Comparaison entre les distributions

En première approximation, le δ -MRD présente un intérêt notable, puisqu’il permet de
juger la pertinence des distributions qui y sont illustrées, à savoir les lois de Halphen, mais
aussi les lois Gamma, Gamma inverse, ou encore lognormale [14]. Plus précisément, plus le
point correspondant à l’échantillon est éloigné de la zone théorique associée à une loi donnée,
et moins cette loi sera jugée apte à modéliser le phénomène duquel est tiré l’échantillon. Pour
tirer profit de cette conjecture, les nouveaux estimateurs tirés du δ -MRD sont introduits dans
l’analyse comparative des modèles pour les lois de Halphen. Une première comparaison
avec les estimateurs du maximum de vraisemblance développés par Perreault et al. [123] sur
les ajustements réalisés ici donnera un aperçu des possibilités de cette nouvelle technique
d’estimation. De manière plus générale, les différentes lois de probabilité seront comparées
sur la base d’estimateurs tirés de la méthode du maximum de vraisemblance, théoriquement
optimaux.

Parmi toutes les lois considérées, deux niveaux de compétition émergent : la signifi-
cativité maximale sera certainement obtenue par les lois de probabilité à trois paramètres
(Halphen, Burr, lognormale), alors que les distributions à deux paramètres (Gamma, Gamma
inverse, Harmonique, lognormale, normale, Tweedie, Weibull) permettent de modéliser les
temps de parcours de manière plus simple, avec une précision moindre, mais potentiellement
suffisante selon les exigences du modélisateur.

Les comparaisons entre lois sont réalisées au moyen de quatre indicateurs apportant des
informations complémentaires :

— La valeur de la fonction de vraisemblance maximisée MV , proposant une mesure syn-
thétique de la qualité du modèle compte tenu des observations :

MV = L (θ |xi) =
n

∏
i=1

f (xi|θ) (2.103)

— Le critère d’inférence bayésien BIC, fondé sur la valeur du maximum de vraisem-
blance, mais prenant également en compte le nombre de paramètres du modèle. Ce
critère rend compte de la complexité des modèles en pénalisant un accroissement du
nombre de paramètres. Ainsi, pour MV la valeur du maximum de vraisemblance, k le
nombre de paramètres et n la taille de l’échantillon de référence :

BIC =−2∗ ln(MV )+ k ∗ ln(n) (2.104)

— une erreur quadratique moyenne RMSE, focalisée sur les fonctions de densité, elle per-
met de mesurer la proximité des densités théoriques avec un histogramme des données
empiriques. Ainsi, pour une valeur théorique fth (t) et une valeur empirique correspon-
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FIGURE 2.13 – Subdivision des échantillons de temps de parcours mesurés à Lyon, selon une méthode
de classification réalisée simultanément sur (a) les états de trafic mesurés par un diagramme débit-
vitesse et (b) sur les niveaux de variabilité des temps de parcours (modèle T D) mesurés par le δ -MRD

dante pobs (t), cet indicateur s’exprime comme suit :

RMSE =

√√√√1
n

Tmax

∑
t=0

( fth (t)− pobs (t))
2 (2.105)

— la distance de Kolmogorov-Smirnov KS, centrée sur les fonctions de répartition. Ce
dernier indicateur représente la distance maximale entre la fonction de répartition théo-
rique associée au modèle Fth (t) et la fonction de répartition empirique :

KS = max
0≤t≤Tmax

∣∣∣∣∣Fth (t)−
t

∑
h=0

pobs (h)

∣∣∣∣∣ (2.106)

2.4.1.2 Regroupement des échantillons de temps de parcours

Pour augmenter la valeur des ajustements réalisés, le jeu de données collecté à Lyon se
voit subdivisé en sous-groupes d’échantillons homogènes, selon la procédure décrite lors de
la section 2.3.3. Le jeu de données collecté à Portland n’est pas concerné par cette procédure,
compte tenu de la faible quantité de périodes exploitables.

Ainsi, la figure 2.13a illustre le diagramme débit-vitesse au sein duquel sont représentés
les 1026 échantillons de 15 minutes de données, et la figure 2.13b donne une représentation
de ces échantillons sur le δ -MRD. La première constatation est le nombre de groupes mis
en valeur : la silhouette de la procédure de classification présente les valeurs les plus élevées
pour un nombre de groupes compris entre 2 et 5, avec un maximum à 3 groupes.

Cette répartition laisse penser que la subdivision des périodes a abouti à un groupe de
temps de parcours fluide, un groupe intermédiaire correspondant à un trafic modéré, ou à
des phases de transition, et un dernier groupe représentant des périodes congestionnées. En
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l’occurrence, l’examen des états de trafic indiqués par le diagramme débit-vitesse va dans
ce sens. Le premier groupe, mis en valeur par des carrés noirs (347 individus), se réfère
aux périodes lors desquelles la vitesse est la plus élevée, et où le débit est très faible. Ce
groupe correspond aux périodes fluides, où le tronçon est peu emprunté. Le second groupe,
identifié par les ronds verts (571 individus), désigne un état de trafic intermédiaire, à domi-
nante fluide, mais pour lequel la fréquentation du tronçon est significativement plus forte : les
vitesses moyennes sont quasiment aussi élevées que dans le premier groupe, alors que les dé-
bits sont plus importants. Le troisième et dernier groupe, représenté par les triangles rouges
(108 individus), désigne les états congestionnés, où la vitesse moyenne décline sérieusement
(jusqu’à 50 kilomètres par heure de moyenne). L’importance de la congestion est renseignée
par le débit observé : les périodes où il est le plus fort indiquent un fonctionnement à capa-
cité, alors que celles où le débit est faible renvoient à des écoulements de véhicules ralentis.
Aucune situation de blocage complet du tronçon n’est décelée : aucun point n’est localisé à
l’extremité de la branche basse du « U », où le débit observé est nul ou quasi-nul, et où la
vitesse moyenne correspond à un rythme au pas.

Le δ -MRD proposé dans la figure 2.13b apporte des éléments de réponse à propos de
l’étude de la variabilité dans les différents groupes de distributions. De manière globale,
le nuage de points représente un panache partant près de l’origine et orienté vers le coin
opposé. Il est à noter que les valeurs du ratio δ2 sont nettement plus dispersées (jusqu’à 2)
alors que les valeurs les plus élevées pour δ1 dépassent difficilement 0.5. Ceci étant dit, la
concentration des points est d’autant moins élevée que ceux-ci sont éloignés de l’origine,
indiquant des situations inhabituelles impactées par des observations extrêmes. Par exemple,
le premier groupe est caractérisé par des valeurs plutôt faibles pour δ1, alors que le second
ratio de moment est nettement plus variable. Dans cette situation, il semble ainsi que la
variabilité soit le fait de conducteurs particulièrement plus rapides que les autres sur une
même période, entraînant des valeurs très faibles pour la moyenne harmonique, et donc,
de grandes valeurs pour le ratio δ2. Au contraire, le second groupe présente les ratios de
moments les plus faibles, dénotant par là des situations de trafic où les temps de parcours
ne présentent que peu de singularités. Dans ces situations plutôt fluides, les conducteurs se
déplacent globalement à la même vitesse que le flux qui les contient. Dans le troisième et
dernier groupe, le ratio δ1 est plus élevé : ce dernier, fortement impacté par la moyenne
arithmétique, indique des échantillons de temps de parcours dans lesquels des conducteurs
ont été significativement ralentis, ce qui coïncide avec la classification par les états de trafic.
Ces résultats sont à mettre en perspective avec l’étude de cas centrée sur les données simulées
(cf section 2.3.3)

Par ailleurs, la figure 2.13b donne une première indication quant aux modèles statistiques
les plus susceptibles d’émerger comme les meilleures solutions dans l’analyse comparative
de la qualité des ajustements. Une grande concentration de points caractérise la zone du
nuage de points la plus proche de l’origine, laissant penser que la même loi avec des jeux
de paramètres proches pourrait représenter une grande quantité d’échantillons. Si ce gra-
phique empirique est comparé avec le δ -MRD théorique proposé dans la figure 2.1, les délais
semblent particulièrement bien représentés par la loi Halphen de type B, à un degré moindre
par la loi de type A, mais aussi par la loi Gamma.

Les données mesurées à Lyon concernent des jours supposément comparables les uns
avec les autres : elles ne concernent que des jeudis, hors vacances scolaires. Ainsi, l’agré-
gation de ces périodes en trois grands groupes permet de construire une journée type, eu
égard à l’état de trafic et à la variabilité des temps de parcours. Cette autre illustration de
la subdivision temporelle est apportée par la figure 2.14. Le premier groupe, indiquant des
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FIGURE 2.14 – Répartition temporelle des groupes d’échantillons de temps de parcours mesurés à
Lyon, sur une journée type

trajets fluides et des distributions de délais possiblement influencés par des conducteurs si-
gnificativement plus rapides, correspond plutôt à des périodes nocturnes. Le second groupe,
caractérisé par des états fluides, une fréquentation hétérogène et des distributions de temps
de parcours assez peu variables, correspond lui à une situation diurne typique. Enfin, le troi-
sième groupe, correspondant à des situations congestionnées, et à des temps de parcours
potentiellement ralentis, intervient lui quasiment exclusivement en fin d’après-midi.

2.4.2 Résultats d’ajustement
Les résultats du processus d’ajustement sont proposés ici de la façon suivante. Les onze

modèles (Burr, Halphen, Halphen avec estimation par la méthode dite du δ -MRD, lognormal
à trois paramètres, mais aussi Gamma, Gamma inverse, Harmonique, lognormal à deux para-
mètres, normal, Tweedie et Weibull) sont ajustés aux 128 échantillons de temps de parcours
sur l’artère de Portland, ainsi qu’au 1026 échantillons élaborés à partir des données de Lyon,
ceux-là étant regroupés en trois groupes traduisant différents états de trafic et différents pro-
fils de distribution. Les quatre critères de performance sus-mentionnés (MV , BIC, RMSE et
KS) évaluent la qualité des ajustements de manière relative, ce qui distingue la présente étude
d’une évaluation absolue focalisée sur l’adéquation d’une loi précise à des séries empiriques,
et sur des résultats de tests statistiques.

Concrètement, pour chaque critère et chaque échantillon, les modèles candidats sont clas-
sés les uns par rapport aux autres, obtenant des notes allant de 1 à 11, la note minimale dési-
gnant le meilleur modèle. Les distributions des classements ainsi produits donnent une image
robuste du comportement de chacun des modèles : ceux dont la note moyenne est proche de
1 avec un faible écart inter-quartile sont supposés être les meilleurs pour représenter la com-
posante stochastique des temps de parcours.

2.4.2.1 Cas de Portland

La figure 2.15 résume les performances relatives des différentes lois de probabilités pour
la modélisation des temps de parcours pendant les 128 périodes d’une heure considérées à
Portland. La figure 2.15a présente les résultats de la comparaison d’après les valeurs des
fonctions de vraisemblance. Cette première comparaison montre la supériorité de la loi de
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FIGURE 2.15 – Performances des lois de probabilités pour l’ajustement des temps de parcours col-
lectés à Portland, sur des périodes d’une heure, mesurées par le rang relatif des lois (a) Maximum de
vraisemblance (b) BIC (c) RMSE (d) distance de Kolmogorov-Smirnov.

Burr, et dans une moindre mesure, des lois de Halphen sur les autres lois. Les lois Weibull et
Gamma sont les meilleures lois à deux paramètres pour ce critère. Les lois lognormales, tant
à deux qu’à trois paramètres, ne figurent qu’après ces quatre premières lois, puis viennent
en dernier lieu les lois normale, Tweedie, Gamma inverse et Harmonique. Si le critère BIC
est considéré, les lois à deux paramètres, et en particulier Gamma et Weibull, deviennent
les modèles les plus intéressants. Le reste de la hiérarchie est préservé. En se focalisant sur
les fonctions de densité, comme le permet le critère RMSE, il est nécessaire de constater
que la loi de Burr se détache des autres en étant jugée comme le meilleur modèle dans au
moins trois quarts des situations. Même si ce plébiscite est moins marqué pour les fonctions
de répartition et le critère KS, cette loi apparaît comme une solution intéressante pour la
modélisation des temps de parcours agrégés sur une heure, pour ce tronçon.

Pour ce qui est de la comparaison des méthodes d’estimation des paramètres des lois
de Halphen, une rapide constatation s’impose : les estimateurs du maximum de vraisem-
blance dépassent globalement les estimateurs développés à partir du δ -MRD. Cette dernière
technique permet d’ailleurs des estimations moins précises que celles réalisées avec les lois
Gamma et Weibull. Le point fort de ces nouveaux estimateurs apparaît donc moins dans leur
précision que dans une éventuelle rapidité de calcul, non évaluée ici.

2.4.2.2 Cas de Lyon - groupe fluide

Une première série de résultats dédiés au tronçon de la rocade Est lyonnaise est proposée
par la figure 2.16. Les distributions des rangs occupés par les différentes lois de probabilité
lors de l’ajustement des 347 séries de temps de parcours appartenant à ce premier groupe
montrent assez peu de variabilité, quels que soient les critères considérés. En particulier, les
critères MV et BIC montrent des positions relativement figées : les lois de Halphen sont vues
comme les meilleures lois pour ces échantillons suivies par les lois de Burr, et les lois Wei-
bull et Gamma. En pénalisant les distributions à trois paramètres avec le critère BIC, la loi
Halphen reste la plus adéquate, suivie par la loi Weibull. À l’image des conclusions sur le
tronçon de Portland, la loi lognormale, et encore plus les lois Gamma inverse, Harmonique,
normale et Tweedie apparaissent comme des propositions moins adaptées pour modéliser la
composante stochastique des temps de parcours. En considérant les indicateurs RMSE et KS,
la situation s’équilibre toutefois : les lois de Halphen restent jugées comme la meilleure al-
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FIGURE 2.16 – Performances des lois de probabilités pour l’ajustement des temps de parcours collec-
tés sur la rocade Est lyonnaise (groupe 1), sur des périodes de 15 minutes, mesurées par le rang relatif
des lois (a) Maximum de vraisemblance (b) BIC (c) RMSE (d) distance de Kolmogorov-Smirnov.
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FIGURE 2.17 – Performances des lois de probabilités pour l’ajustement des temps de parcours collec-
tés sur la rocade Est lyonnaise (groupe 2), sur des périodes de 15 minutes, mesurées par le rang relatif
des lois (a) Maximum de vraisemblance (b) BIC (c) RMSE (d) distance de Kolmogorov-Smirnov.

ternative parmi les modèles statistiques considérés, talonnées par les lois de Burr et Weibull.
Il faut toutefois noter le bon comportement de la loi normale au travers de ces deux indica-
teurs : il semble que les fonctions de densité et de répartition de ce modèle se rapprochent
des courbes empiriques dans le cas d’un trafic fluide, même si sa fonction de vraisemblance
le classe parmi les moins performants.

Dans ce cas de figure, les estimateurs de la loi de Halphen selon la méthode du δ -MRD
sont plus convaincant : logiquement moins performants que ceux issus du maximum de vrai-
semblance, les ajustements obtenus restent parmi les meilleurs, en particulier pour les indi-
cateurs mettant en scène la fonction de vraisemblance (MV et BIC).

2.4.2.3 Cas de Lyon - groupe intermédiaire

Le second cas de figure centré sur l’étude de la rocade lyonnaise concerne les 571 pé-
riodes classées dans le groupe intermédiaire, caractérisé par un trafic chargé, mais restant
fluide. Les résultats en termes de performance des ajustements sont illustrés par la figure
2.17.
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FIGURE 2.18 – Performances des lois de probabilités pour l’ajustement des temps de parcours collec-
tés sur la rocade Est lyonnaise (groupe 3), sur des périodes de 15 minutes, mesurées par le rang relatif
des lois (a) Maximum de vraisemblance (b) BIC (c) RMSE (d) distance de Kolmogorov-Smirnov.

Dans ce second groupe d’échantillons de temps de parcours, les classements relatifs des
différents modèles statistiques sont assez proches de ceux observés pour le premier groupe.
En l’occurrence, la loi de Halphen est toujours la loi plébiscitée par l’indicateur MV , même
si son avance sur la loi Weibull est gommée dans le cas de l’indicateur BIC. La loi de Burr,
dauphine pour l’indicateur MV , est également dépassée. Les lois de Halphen et de Burr de-
vancent malgré tout le reste des lois pour ces deux indicateurs. En particulier, la loi Gamma
arrive en quatrième position (cinquième modèle, également derrière le modèle Halphen tiré
du δ -MRD). Les lois lognormales à deux et trois paramètres complètent la suite du classe-
ment. Les deux autres critères proposent des situations nettement moins tranchées : l’indica-
teur RMSE place les lois de Halphen et de Burr aux places de modèles les plus pertinents,
suivis par la loi de Weibull, alors que l’indicateur KS met également ces trois lois en valeur
sans en distinguer particulièrement une plus que les autres.

Dans ce second cas de figure, le modèle de Halphen issu du δ -MRD propose de bonnes
qualités d’ajustement. Toujours devancé par le modèle tiré du maximum de vraisemblance,
il est toutefois particulièrement compétitif selon les critères RMSE et KS, ce qui suggère des
fonctions de densité et de répartition pleinement satisfaisantes.

2.4.2.4 Cas de Lyon - groupe congestionné

Le dernier groupe de données collectées sur la rocade Est de Lyon contient 108 échan-
tillons de temps de parcours, qui présentent des caractéristiques proches de la congestion, ou
tout du moins d’un fonctionnement à capacité, avec des occurrences de temps de parcours
plus longs. Un changement dans la hiérarchie des lois de probabilité pourrait être envisa-
geable, si tant est que les lois mises en valeur précédemment soient incapables d’appréhender
des formes de densité différentes.

Les résultats d’ajustement sont résumés par la figure 2.18. Il s’avère que les classements
restent très semblables à ceux obtenus pour les autres groupes. Il faut malgré tout noter que
les hiérarchies sont encore moins affirmées que précédemment : les lois de Halphen restent
la meilleure solution du panel de modèles statistiques, sauf pour le critère RMSE, où la loi
de Burr les devance dans au moins 50% des cas. Les meilleurs modèles à deux paramètres
sont là encore la loi Weibull, qui concurrence fortement les lois de Halphen pour le critère
BIC, et dans une moindre mesure, la loi Gamma.
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Dans ce dernier groupe d’échantillons, il semble que des situations nettement plus variées
soient étudiées. Cette constatation, déjà alimentée par la dispersion des nuages de points
correspondant au groupe dans les diagrammes débit-vitesse et δ -MRD, est renforcée par
la diversité des positions qu’occupent chacune des lois de probabilité dans les hiérarchies
produites pour les différents critères. La compétition entre les modèles pour les indicateurs
RMSE et KS est particulièrement indécise : la loi la plus régulière est la loi lognormale à trois
paramètres, qui oscille entre la première et la septième place. Autre signe de cette variété,
pour l’indicateur RMSE, on peut noter que toutes les lois à l’exception de la loi de Tweedie
ont été jugées comme le meilleur modèle pour au moins un échantillon.

2.4.2.5 Discussions et synthèse

À la lumière des différents groupes d’échantillon testés dans les paragraphes précédents,
les lois les plus convaincantes par rapport à l’ensemble de celles introduites dans le panel de
test sont les lois de Halphen, la loi de Burr, ainsi que les lois Weibull et Gamma. En particu-
lier, la famille de Halphen, nouvellement appliquée au transport routier, apparaît comme une
solution convaincante et profite de la variété des formes qu’elle propose, notamment grâce
à la définition de trois lois très complémentaires. La loi de Burr, déjà évoquée dans l’état
de l’art comme un modèle performant pour les analyses de fiabilité [164] et même dans le
cadre de la modélisation des temps de parcours [151], présente des performances très satis-
faisantes dans la présente analyse, même si elle est souvent devancée par les lois de Halphen,
voire par la loi de Weibull. Cette dernière constitue le meilleur modèle à deux paramètres sur
l’ensemble des cas examinés, suivi par la loi Gamma. Ce résultat paraît cohérent avec les
performances des lois à trois paramètres, au sens où les lois Weibull et Gamma sont res-
pectivement des cas limites de la loi de Burr et de la famille de Halphen. Sur les dix lois
testées, la loi Gamma occupe la quatrième place au sein de la hiérarchie des modèles, elle
avait elle aussi déjà été identifiée comme un modèle pertinent pour la modélisation des temps
de parcours sous une forme composée par Kim et al. [88].

La loi lognormale, tant avec deux qu’avec trois paramètres, est clairement moins per-
formante. En particulier, l’intérêt de rajouter un troisième paramètre est assez faible, ceci
étant dû au choix d’une modélisation focalisée sur les retards par rapport à un temps de réfé-
rence : le troisième paramètre, prenant en compte un décalage de la distribution, perd ainsi
sa justification. Il s’agit d’un résultat important de cette investigation, à juger à l’aune du
nombre d’échantillons testés (plus de 1000 périodes de mesures, sur deux tronçons de nature
différente), qui va à l’encontre des conclusions de plusieurs études de l’état de l’art.

Afin de rebondir sur la conjecture émise dans la partie 2.4.1, les lois à deux paramètres
dont les zones théoriques sur le δ -MRD étaient les plus proches des nuages de points voient
leur importance confirmée : la loi Gamma ainsi que la loi de Weibull sont primées, alors que
les lois lognormales, Harmonique, Tweedie, et surtout Gamma inverse, plus éloignées sur le
diagramme, présentent des performances nettement moins intéressantes, quels que soient le
critère de comparaison et le groupe d’échantillon examinés.

Par ailleurs, la famille des lois de Halphen a été considérée comme un système unique
lors de l’analyse. Des routines de calcul en pré-traitement de chaque processus d’ajustement
ont permis de sélectionner comme loi candidate celle des trois lois de la famille qui corres-
pondait le mieux à l’échantillon. Comme évoqué à la fin de la section 2.4.1 pour le site de
Lyon, les lois de types A et surtout B ont régulièrement été mises en valeur. C’est le cas aussi
pour les distributions de temps de parcours liées au site de Portland. Comme l’indique le
tableau 2.3, le ratio δ2 est distribué sur une échelle de valeurs plus fortes que celles propres
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TABLEAU 2.3 – Déciles des distributions des ratios de moments δ1 et δ2, pour chaque site test

Site 0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

δ1
Portland 0.23 0.35 0.38 0.44 0.46 0.48 0.53 0.61 0.65 0.72 1.07

Lyon 0.08 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.19 0.20 0.24 0.58

δ2
Portland 0.78 1.15 1.27 1.39 1.49 1.62 1.76 2.01 2.38 3.03 7.62

Lyon 0.14 0.20 0.24 0.26 0.29 0.33 0.38 0.44 0.56 0.77 1.84

au ratio δ1, indiquant des échantillons localisés au-dessus de la première bissectrice au sein
du δ -MRD. Les valeurs figurant dans ce tableau laissent entrevoir une plus grande disper-
sion du nuage de points relatif au site de Portland, de même qu’une zone plus éloignée de
l’origine du diagramme des ratio de moments. C’est le signe de fluctuations temporelles plus
importantes des distributions de temps de parcours, tout comme d’une plus grande variabi-
lité entre les trajets des voyageurs. Ceci étant dit, il ne faut pas négliger la taille des fenêtres
temporelles, d’une heure contre seulement 15 minutes pour ceux de Lyon : de plus grandes
périodes appellent mécaniquement des situations plus variées.

Notons enfin que les modèles conçus à partir des estimateurs des paramètres des lois de
Halphen issus de la technique dite du δ -MRD, décrite dans la section 2.1, sont satisfaisants,
bien que la qualité des estimations ne soit pas aussi bonne qu’attendu. Les modèles corres-
pondants n’équivalent ceux du maximum de vraisemblance pour la même loi que dans de
rares exceptions, et les modèles à deux paramètres tels que les lois de Weibull et de Gamma
(cas limite de la famille de Halphen) apparaissent comme des alternatives compétitives. En
termes de temps de calcul, les paramètres des distributions qui n’en contiennent que deux
sont plus rapides à estimer. Un inconvénient principal de cette nouvelle méthode d’estima-
tion est son initialisation : en fonction de la qualité du couple {α0;ν0} choisi, le processus
d’optimisation peut ne pas converger (respectivement 10% et 21% des échantillons à modé-
liser pour les données de Portland et de Lyon). Des améliorations doivent encore être entre-
prises à la suite de ce travail pour augmenter la proportion d’optimisations convergentes, sans
dégrader le temps de calcul (à ce propos, l’initialisation par les estimateurs du maximum de
vraisemblance ne représente pas une solution compétitive), de façon à généraliser l’usage de
ces nouveaux estimateurs.

2.5 Extension de la modélisation à l’échelle de l’itinéraire

Les sections précédentes ont démontré l’utilité de la famille des lois de Halphen dans le
contexte de la modélisation des temps de parcours, de même que la faculté des ratios de mo-
ments à représenter leur variabilité. Les analyses ont porté exclusivement sur des segments
élémentaires.

Pour compléter ces résultats, nous nous intéressons à une modélisation statistique du
temps de parcours sur un itinéraire, en nous focalisant sur l’existence de propriétés de fer-
meture des lois par l’addition : les lois mentionnées auparavant sont-elles fermées par l’addi-
tion ? Et si ce n’est pas le cas, une approximation est-elle envisageable ? Le δ -MRD sera de
nouveau utilisé pour émettre un ensemble de conjectures liées aux lois qui y apparaissent. La
sous-section 2.5.1 définira quelques points méthodologiques, puis la sous-section 2.5.2 pro-
posera une gamme de résultats empiriques à propos de l’addition de distributions obtenues
tant par la simulation que par l’utilisation des données de la rocade Est lyonnaise, constituant
en une succession de quatre tronçons de type autoroutier.
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TABLEAU 2.4 – Domaine de définition des paramètres de chaque loi lors du processus d’échantillon-
nage (*les valeurs nulles ne sont pas intégrées pour considérer le modèle de régression logarithmique)

Loi Nb Expériences Paramètre 1 Paramètre 2 Paramètre 3
Nom Min Max Pas Nom Min Max Pas Nom Min Max Pas

Gamma 900 k 1.1 10 0.1 θ 10 100 10 -
Lognormal 1000 µ 0.2 5 0.2 σ 0.05 2 0.05 -
Halphen A 800 α 0.05 1 0.05 ν* -2 2 0.2 m 50 100 50
Harmonic 1000 α 0.01 1 0.01 m 10 100 10 -
Tweedie 1000 α 0.01 1 0.01 m 10 100 10 -

Halphen B 600 α* -2.5 2.5 0.25 ν 0.6 2 0.1 m 50 100 50

2.5.1 Méthodologie
Dans un premier temps, des distributions simulées sont échantillonnées à partir du sous-

ensemble de lois figurant sur le δ -MRD. Ces lois, ainsi que les plages de paramètres utilisées
lors du processus d’échantillonnage, sont listées au sein du tableau 2.4. Les lois Gamma et
lognormale sont échantillonnées à partir des méthodes déjà implémentées sur le logiciel R.
Quant aux lois de Halphen, nous avons implementé la méthode d’acceptation-rejet décrite
par El Adlouni et al. [39]. Les lois Harmonique et de Tweedie sont échantillonnées comme
des lois Halphen de type A particulières. Pour chaque loi et chaque jeu de paramètres, un
échantillon de 20000 individus est créé.

Pour chaque loi de probabilité considérée, 500 couples d’échantillons sont tirés aléatoire-
ment parmi ceux créés de manière à brasser les paramètres des lois sommées. L’échantillon
somme est obtenu par l’addition terme à terme (i.e. termes d’indice équivalent) des indivi-
dus compris dans les deux échantillons de départ, ceux-ci étant supposés issus de variables
indépendantes et non corrélées. À cette étape, les estimateurs des paramètres des distribu-
tions obtenues sont calculés selon la méthode du diagramme δ -MRD, décrite pour chaque
loi de probabilité dans la section 2.1.2. Une analyse graphique fondée sur les positions des
échantillons sur ce diagramme servira ensuite de vérification de la justesse de l’hypothèse
de fermeture de la loi : le voisinage des points avec la zone théorique de la loi sur le dia-
gramme est vu comme une condition nécessaire à la vérification de l’hypothèse. En dernier
lieu, une étude de régression complètera ce processus. Plus précisément, il s’agira d’étudier
l’existence des relations simples entre les paramètres et/ou les coordonnées du δ -MRD des
lois sommées d’une part, et ceux de la loi de la somme d’autre part. Deux modèles sont mis
en œuvre à ce titre, à savoir des relations linéaire et logarithmique, régies respectivement par
les équations suivantes :

y = a1x1 +a2x2 +b (2.107)

y = xα1
1 xα2

2 eβ (2.108)

où x1 et x2 sont les paramètres des lois sommées, y est le paramètre de la loi somme à
modéliser, et a1, a2 et b sont les paramètres des modèles de régression. Les résultats de cette
section n’ont pas pour objectif d’exprimer des relations théoriques entre les paramètres, en
sachant que ces expressions sont soit plus complexes que celles proposées par les modèles
de régression mobilisés ici, soit non encore démontrées. Plus prosaïquement, le but est de
proposer des approximations numériques suffisamment robustes en termes statistiques pour
entreprendre des modélisations de sections successives (et donc, de sommes de plusieurs
échantillons). Une application empirique au cas de la rocade Est lyonnaise sera entreprise.
L’ensemble des temps de parcours réalisés sur l’intégralité des 11.7 kilomètres du site est
examiné, ce qui amène à considérer 297630 temps de parcours, mesurés entre le 27 mai et
le 31 juillet 2014. De la même façon que précédemment sur le seul tronçon BC, des sous-
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périodes de 15 minutes sont constituées pour évaluer les distributions de temps de parcours,
à partir des dates d’entrée sur le site. Au total, 3681 périodes contenant au moins 30 parcours
complets sur l’itinéraire sont recensées. Les distributions considérées ici sont les délais par
rapport à une référence absolue (modèle T DF), avec T s

min le temps minimal sur la section
s ∈ S. Sur l’itinéraire complet, le temps de référence est donné par la somme des références
propres aux sections ∑

|S|
s=1 T s

min, quantité inférieure au temps de parcours minimal constaté
sur l’itinéraire dans la mesure où le véhicule le plus rapide n’est pas nécessairement le même
sur l’ensemble des sections. En posant Ts la variable aléatoire décrivant les temps de parcours
sur la section s, T d

s = Ts−T s
min les délais qui y sont observés, puis Ttot les temps de parcours

et T d
tot les délais sur l’itinéraire complet, on obtient :

|S|

∑
s=1

Ts =
|S|

∑
s=1

(
T s

min +T d
s

)
= T tot

min +T d
tot (2.109)

De l’équation 2.109, on déduit ∑
|S|
s=1 T d

s = T d
tot , soit l’équivalence entre les distributions des

délais relatives aux sections et la distribution des délais sur l’itinéraire, qui sont les compo-
santes stochastiques du phénomène. Dans ce cas de figure, les éléments déterministes, i.e. les
temps de référence, sont constants. L’information propre à la dynamique temporelle du trafic
est ainsi inclue dans ces composantes stochastiques.

2.5.2 Analyse empirique de la loi d’une somme de distributions

2.5.2.1 Évaluation graphique de l’hypothèse relative à la propriété de fermeture

La figure 2.19 rassemble les vérifications graphiques de la propriété de fermeture par
l’addition pour chacune des six lois de probabilité évoquées dans la section 2.5.1. Cette
figure concerne les cas généraux, où aucune restriction n’est appliquée sur les paramètres,
mais également des cas particuliers, dans lesquels le fait de fixer l’un des paramètres améliore
la qualité de l’approximation.

La loi Gamma respecte relativement bien cette propriété, comme le montre la figure
2.19a. Les échantillons correspondant à des sommes se retrouvent plus proches de l’origine
du diagramme, ce qui laisse penser que le paramètre de forme k est plus grand pour ces
échantillons. Le paramètre θ n’étant pas déductible par l’outil graphique, aucune déduction
sur le sens de la relation entre les distributions ne peut être effectuée le concernant. La pro-
priété est cependant théoriquement vérifiée si θ1 = θ2 = θ . Le nuage de point confirme cette
tendance : les points correspondants aux échantillons générés par des sommes de Gamma
sont tous sur la courbe théorique de la loi.

En se penchant sur les cas particuliers de la loi Halphen A, à savoir les lois Harmonique
et Tweedie, il est possible de constater sur la base des échantillons utilisés que la méthode
du diagramme δ -MRD infirme l’hypothèse de fermeture. Les échantillons sommes figurent
sous les courbes correspondant à ces cas particuliers. Ceci étant dit, il existe un ensemble de
configurations pour lesquelles une somme de deux lois de Tweedie suit également une loi
de Tweedie : i.e. lorsque α1/m1 = α2/m2 [154]. Cette propriété est rapidement confirmée
par la représentation sur le diagramme δ -MRD (voir figure 2.19c). Si la même restriction est
appliquée au cas des lois harmoniques, un motif régulier apparaît également.

Concernant les lois de Halphen de types A et B, les échantillons issus des sommes sont
représentés dans la zone correspondant à cette loi, comme l’illustrent les figures 2.19d et
2.19e. Dans le cas de la loi de type A, les points correspondant aux sommes de distribution se
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FIGURE 2.19 – Représentation d’échantillons sommés, pour chaque loi de probabilité : (a) Gamma
(b) Lognormal (c) Halphen A (d) Harmonic (e) Tweedie (f) Halphen B

concentrent sur le bas du graphique, dans la zone la plus proche de l’origine du diagramme,
indiquant par là des valeurs plus élevées pour le paramètre α . Une constatation similaire
doit être effectuée pour la loi de type B : le nuage de points lié aux sommes de distributions
tend vers le cas limite de la loi Gamma, et s’avère plus proche de l’origine du diagramme que
celui correspondant aux échantillons pris en entrée, cela dénotant dans ce cas des valeurs plus
élevées pour le paramètre ν . La propriété de fermeture de ces lois par l’addition se vérifie
ainsi graphiquement, même si des études supplémentaires sont nécessaires pour préciser les
relations entre les paramètres.

Enfin, en ce qui concerne la loi lognormale, l’approximation admise par exemple par El
Faouzi et al. [42] ne se vérifie pas sur le diagramme δ -MRD. En effet, les points relatifs
aux échantillons sommes sont tous situés sous la première bissectrice, identifiée comme
l’emplacement théorique pour ce type de loi. La figure 2.19f permet toutefois d’admettre
une approximation quant à la fermeture de la loi : si σ1 = σ2 = σ , la distribution somme
peut être représentée par une loi lognormale. Cette approximation semble particulièrement
pertinente pour des niveaux de variance faibles (δ1 ≤ 0.5, i.e. σ ≤ 1).

2.5.2.2 Recherche de relation entre les paramètres

Après avoir vérifié graphiquement la pertinence de l’hypothèse de fermeture des lois de
probabilité testée dans cette section, une analyse numérique basée sur les techniques de ré-
gression est entreprise. L’objectif est ici de montrer pour les lois utilisées que les paramètres
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TABLEAU 2.5 – Analyse de régression entre les paramètres des lois sommées et ceux de la loi de la
somme, pour différents modèles statistiques (significativité à ***0.1% **1% *5% .10%).

Régression linéaire Régression logarithmique
Loi Paramètre b a1 a2 r2 β α1 α2 r2

Gamma

k -0.051 0.996*** 1.002*** 0.971 0.887*** 0.46*** 0.46*** 0.887
θ -0.129 0.483* 0.533* 0.947 0.023 0.525** 0.471** 0.987
δ1 0.011*** 0.166*** 0.162*** 0.629 -1.026*** 0.447*** 0.444*** 0.882
δ2 0.029*** 0.081*** 0.08*** 0.457 -1.444*** 0.371*** 0.367*** 0.835

Harmonique

α 0.132*** 0.519*** 0.739*** 0.616 0.302*** 0.36*** 0.457*** 0.752
m 10.364*** 1.078*** 1.06*** 0.826 1.141*** 0.45*** 0.486*** 0.857
δ1 0.019 0.304*** 0.359*** 0.745 -0.423*** 0.394*** 0.519*** 0.739
δ2 -0.021. 0.351*** 0.414*** 0.831 -0.346*** 0.424*** 0.548*** 0.786

Tweedie

α 0.087*** 0.664*** 0.675*** 0.657 0.379*** 0.452*** 0.47*** 0.81
m 0*** 1*** 1*** 1 0.963*** 0.465*** 0.481*** 0.963
δ1 -0.037** 0.381*** 0.408*** 0.835 -0.342*** 0.489*** 0.505*** 0.787
δ2 -0.053*** 0.441*** 0.453*** 0.815 -0.223*** 0.525*** 0.539*** 0.76

Halphen A

α -0.02. 0.968*** 0.957*** 0.945 0.635*** 0.491*** 0.515*** 0.946
ν 0.72*** 0.847*** 0.856*** 0.917 0.709*** 0.407*** 0.392*** 0.383
m 7.917* 1.041*** 0.9*** 0.766 0.91*** 0.494*** 0.464*** 0.802
δ1 -0.008 0.308*** 0.349*** 0.754 -0.351*** 0.556*** 0.556*** 0.846
δ2 -0.006 0.351*** 0.35*** 0.704 -0.315*** 0.571*** 0.521*** 0.76

Halphen B

α -0.648*** 0.62*** 0.605*** 0.499 -0.402** 0.196 0.454* 0.053
ν -0.039 1.064*** 1.013*** 0.83 0.727*** 0.513*** 0.486*** 0.83
m 16.639*** 0.617*** 0.663*** 0.681 0.624*** 0.476*** 0.478*** 0.702
δ1 0.01*** 0.193*** 0.195*** 0.826 -0.915*** 0.455*** 0.465*** 0.907
δ2 0.046*** 0.069*** 0.075*** 0.684 -1.552*** 0.326*** 0.34*** 0.856

lognormal

µ 1.199*** 0.512*** 0.509*** 0.878 0.941*** 0.263*** 0.233*** 0.707
σ 0.002 0.2 0.642* 0.981 -0.172*** 0.818 0.178 0.99
δ1 -0.008 0.239 0.532** 0.965 -0.292*** 0.578 0.432 0.991
δ2 0.01 0.412** 0.242 0.953 -0.407*** 0.851* 0.13 0.99

de la loi somme peuvent s’exprimer par le biais d’une relation mathématique simple utili-
sant les paramètres des lois sommées. Les analyses de régression sont limitées aux cas de
lois dont la définition des paramètres est restreinte, comme mentionné dans la sous-section
précédente.

Les deux types de régression sont appliqués sur chaque paramètre pris séparément, ainsi
que sur les coordonnées du diagramme δ -MRD. Les paramètres sont calculés selon la mé-
thode du δ -MRD développée lors de la section 2.1.2, pour tous les échantillons considérés.
Le tableau 2.5 explicite les modèles de régression ainsi déterminés.

Dans la plupart des cas, les valeurs des coefficients retournés par les processus de ré-
gression sont jugées fortement significatives (jugées fiables à plus de 99.9%). De même, les
coefficients de corrélation sont souvent élevés : à l’aune du nombre d’individus considérés
pour ces calculs (n = 500), ils sont vus comme significativement éloignés de 0.

Loi Gamma :
La propriété de fermeture se vérifie pour la loi Gamma lorsque le paramètre d’échelle θ

est identique dans toutes les lois sommées (voir par exemple Chatelain [23]). Ainsi, si
X1 ∼ G (k1;θ) et X2 ∼ G (k2;θ), alors X1 + X2 ∼ G (k1 + k2;θ). Les paramètres obtenus
par la régression linéaire tendent effectivement vers ce cas théorique, comme indiqué dans
le tableau.

Concernant les ratios de moment, la diminution des ratios δ1 et δ2 dans le processus
d’addition est retranscrite par les modèles tant linéaires que logarithmiques. Les meilleurs
coefficients de corrélation sont obtenus par les modèles logarithmiques, qui mettent en scène
des exposants compris entre 0.36 et 0.44, ainsi qu’un multiplicateur inférieur à e−1.
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Loi Harmonique :
Concernant le premier cas particulier de la loi Halphen de type A, i.e. la loi Harmonique, les
coefficients de corrélation sont moins élevés que ceux de la loi Gamma, même s’ils restent
compris entre 0.61 et 0.86. Les lois sommées considérées ici sont telles que α1/m1 = α2/m2.
Le paramètre α de la loi de la somme semble mieux représenté par une relation logarithmique
dans laquelle les coefficients associés à α1 et α2 valent respectivement 0.36 et 0.46. Le
paramètre m est tel qu’une relation linéaire simple m = m1 +m2 semble convenir, même si
un terme supplémentaire est nécessaire, comme suggéré par l’importance du paramètre b
dans la régression.

Les coordonnées du δ -MRD sont plus faibles pour l’échantillon somme, avec des rela-
tions linéaires de bonne qualité indiquant une valeur autour de 65 à 75% des coordonnées as-
sociées aux échantillons sommés. Au regard du diagramme, les coordonnées des échantillons
générés selon la loi Harmonique sont théoriquement égales. Cette propriété se manifeste par
la similitude des relations propres aux deux ratios de moments.

Loi de Tweedie :
La loi de Tweedie, second cas particulier de la loi Halphen de type A étudié ici, vérifie la
propriété de fermeture pour α1/m1 = α2/m2. Une relation théorique pour le paramètre m est
clairement confirmée ici par la régression linéaire : m = m1 +m2. La relation correspondant
au paramètre α est elle moins claire à discerner : la régression linéaire propose un modèle
tel que α ' (2/3)α1 +(2/3)α2, mais le coefficient de corrélation du modèle est plus faible,
alors que la régression logarithmique se rapproche de l’expression de la moyenne géomé-
trique des paramètres des lois sommées α '√α1α2.

Il faut noter par ailleurs la similarité des modèles de régression propres aux coordonnées
δ1 et δ2 pour la loi de Tweedie avec ceux correspondant à la loi Harmonique. Les coordon-
nées résiduelles plus faibles dénotent, comme pour le cas de la loi Gamma, un rapprochement
des échantillons sommes vers l’origine du diagramme.

Loi Halphen A :
Au-delà de ces deux cas particuliers, l’utilisation de la loi Halphen de type A dans le cadre
d’une somme de lois laisse apparaître des relations claires entre les paramètres. Le tableau
2.5 reporte les résultats de modèles conduits pour des cas particuliers de sommes de lois de
type A, où α1/m1 = α2/m2, comme pour les lois décrites ci-avant. Ce choix constitue une
continuité avec les lois Harmonique et de Tweedie, tout comme avec les lois Gamma, pour
lesquelles le paramètre θ a été fixé : pour rappel, une loi de type A peut tendre vers une loi
Gamma telle que 1/θ = α/m.

Les régressions linéaires entreprises sur les paramètres de la loi de type A montrent que
les approximations α ' α1 +α2 et m ' m1 +m2 + b sont de bonne qualité, en témoignent
leurs coefficients de corrélation respectifs. Les régressions logarithmiques sont également
intéressantes : en particulier, on note une relation α ' 2

√
α1α2. Pour ce qui est du paramètre

ν , la régression linéaire indique une relation affine où ν1 et ν2 sont d’importance équivalente,
avec des coefficients multiplicateurs établis autour de 0.85. Ce paramètre pose la question de
la pertinence de la restriction sur les paramètres : produire d’autres hypothèses pour identifier
des approximations plus fines est une poursuite envisageable de cet effort de recherche.

Pour les coordonnées du δ -MRD, les relations mises en valeur par les analyses de régres-
sion sont proches de celles déjà produites pour les cas particuliers des lois Harmoniques et de
Tweedie. Ainsi, les relations linéaires sont telles que les coordonnées de la loi de la somme
valent 30 à 35% de l’addition des coordonnées relatives aux lois sommées. Les régressions
logarithmiques, pour lesquelles les coefficients de corrélation sont sensiblement plus élevés,
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proposent des relations où les exposants oscillent autour de 0.55, avec un multiplicateur tel
que eβ ' 0.7. Quel que soit le modèle retenu, les coordonnées correspondant à la loi de la
somme sont jugées plus faibles que celles associées aux lois sommées, ce qui indique encore
une fois une convergence vers l’origine.

Loi Halphen B :
Dans le cas de cette nouvelle loi de probabilité, les résultats apportés par le tableau 2.5
correspondent à des additions de loi sans restriction sur les paramètres : suivant la logique
définie pour la loi de type A et l’étude du cas limite de la loi Gamma, une restriction telle que
α1/m1 = α2/m2 a été testée, sans donner de résultats particulièrement significatifs (en par-
ticulier, les coefficients de corrélation associés aux différents modèles de régression étaient
tous inférieurs à 0.4). Ce paragraphe donne malgré tout l’occasion d’examiner le cas général,
dans lequel des conjectures fortes sont possibles.

La loi Halphen de type B présente un comportement comparable à la loi de type A, au
détail près que le rôle des paramètres change : une relation de type ν = ν1 + ν2 apparaît.
Les relations centrées sur le paramètre α sont moins claires, les performances du modèle de
régression logarithmique étant particulièrement faibles. Les modèles de régression associés
au paramètre m sont eux très proches de ceux obtenus dans le cadre de la loi de type A.

Concernant les ratios de moment, la loi de type B est conforme à la tendance observée
pour le reste des lois : les ratios correspondant à la loi de la somme sont plus faibles. Ainsi,
en considérant les modèles de régression linéaire, la valeur de δ1 est constituée par un peu
moins de 20% de chacune des valeurs associées aux lois sommées, contre un peu plus de
7% pour δ2. Cette différence s’explique aisément par la nature de la zone associée à la loi
Halphen de type B : les valeurs de δ1 sont plus faibles que celles de δ2, leur diminution en cas
de convergence vers l’origine du diagramme est ainsi plus forte en termes relatifs. Les co-
efficients de corrélation de ces modèles sont élevés, même si les régressions logarithmiques
présentent des valeurs de corrélation encore plus élevées. Dans ce dernier cas, les modèles
obtenus démontrent des résultats très proches de ceux mis en lumière pour la loi Gamma.

Loi lognormale :
Comme observé dans la figure 2.19f, le fait de considérer des paramètres σ1 et σ2 égaux rend
plus plausible l’hypothèse de fermeture de cette loi par l’addition. Ceci étant dit, les analyses
de régression réalisées pour cette loi apportent peu d’éléments probants : seuls les résultats
portant sur le paramètre µ proposent des paramètres fortement significatifs et des coefficients
de corrélation élevés : un modèle µ ' 0.5µ1 + 0.5µ2 + b émerge, le paramètre µ de la loi
de la somme correspondant ainsi à la moyenne des paramètres des lois sommées, plus un
coefficient additionnel qui interroge tout de même quant à la pertinence d’une modélisation
affine. Les autres coefficients n’ont pas des niveaux de significativité dignes de confiance,
malgré des coefficients de corrélation très élevés.

2.5.2.3 Étude de cas : la rocade Est lyonnaise

Après avoir évalué les différentes lois de probabilité au moyen d’échantillons simulés, il
est possible de considérer à nouveau les données LAPI mesurées sur la rocade Est lyonnaise.
Comme évoqué dans la section 2.5.1, 3681 échantillons de temps de parcours sont dispo-
nibles, correspondant à des observations agrégées par période de 15 minutes. Pour rappel, la
description du site d’étude a été entreprise lors de la section 2.2.

Les états de trafic relatifs aux quatre sections composant le site test ainsi que l’état glo-
bal de la rocade Est sont donnés par les diagrammes débit-vitesse proposés au sein de la
figure 2.20. Dans chacun des cas, la plupart des périodes de mesure sont caractérisées par
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FIGURE 2.20 – États de trafic et ratios de moments sur les sections de la rocade Est lyonnaise
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un état fluide, comme en témoigne la densité importante de points dans la partie supérieure
des nuages. Toutefois, il existe de nombreuses situations dans lesquelles la vitesse est nota-
blement réduite, dénotant des situations de congestion plus affirmées. Cette première série
de diagrammes indique ainsi que les états de trafic ne sont pas identiques d’une section à
l’autre. En particulier, les sections AB et CD semblent particulièrement sujettes à la conges-
tion, même si leur fonctionnement à vide n’est pas le même : la section CD se distingue par
une vitesse fluide oscillant autour des 65 kilomètres/heure, élément pouvant être expliqué par
la déclivité du tronçon, ou encore par un abaissement temporaire de la limitation de vitesse.
La section BC, elle, présente une situation intermédiaire, avec moins de périodes lors des-
quelles le trafic sature, alors que la section DE est très rarement congestionnée. La synthèse
de ces éléments apparaît dans la figure relative à l’itinéraire complet : globalement la RN346
apparaît modérément congestionnée, la densité des points sur le bas du nuage restant faible.

Si l’accent est porté sur le niveau de variabilité des distributions de délais générées par
le modèle T DF , les sections AB et CD se démarquent des autres. En plus d’être les plus
congestionnées, elles apparaissent comme les sections où les délais observés par rapport à
un temps de référence sont les plus variables, comme en témoigne l’étalement plus important
des nuages de points correspondants sur le δ -MRD. La section BC est caractérisée elle par
une très grande concentration de points près de l’origine, alors que la section DE se caracté-
rise par une dispersion notable des points, même si elle est nettement moins importante que
celles des sections AB et CD.

Les ratios de moments donnent une indication quant à la variabilité d’une distribution,
ou d’un ensemble de distributions (cf section 2.3). Les éléments précédents peuvent donc
aussi être considérés à l’aune de la variabilité des délais observés par rapport aux temps de
référence. L’association de cette seconde information avec les états de trafic illustrés par les
diagrammes débit-vitesse complète la description du fonctionnement de la rocade Est. En
l’occurrence, les tronçons AB et CD sont les plus saturés, et les plus susceptibles d’être le
théâtre de flux irréguliers, avec des automobilistes réalisant des temps de parcours plutôt va-
riés. Le tronçon CD apparaît comme particulièrement sensible aux observations extrêmes, au
vu des valeurs fortes que prend le ratio δ1, ce qui intervient en écho d’une vitesse moyenne
du flux relativement faible : l’existence de véhicules particulièrement lents dans la plupart
des périodes dégrade la moyenne des performances tout comme les ratios entre moments.
Le tronçon DE est à l’opposé du spectre des situations de trafic, dans la mesure où les états
de congestion y sont rares, et où les performances entre véhicules durant une même période
sont sensiblement plus homogènes. Le tronçon BC, lui, est plus atypique : les informations
proposées par les deux diagrammes associés révèlent un tronçon où la congestion peut appa-
raître de temps en temps, mais où les délais sont la plupart du temps peu variables, dénotant
un flux très homogène. En guise d’explication probable à ce phénomène, il faut rappeler que
ce tronçon ne comporte pas de bretelles d’accès, et est le seul des quatre tronçons dans ce
cas. Dans trois cas sur quatre (sections AB, CD et DE), une large majorité d’échantillons
de délais sont localisés dans la zone théorique de la loi Halphen de type IB, cas pour le-
quel le ratio δ2 est faible, et où l’influence des temps faibles (i.e. des véhicules rapides) est
moindre. Cela s’explique par le choix de temps de référence fixes : les observations les plus
faibles sont relativement proches du reste des observations, et la moyenne harmonique tend
vers la moyenne géométrique. Les échantillons sur le tronçon BC correspondent à des lois
différentes : l’homogénéité des délais mesurés est synonyme de réduction du ratio δ1, si bien
que la loi Halphen de type A apparaît intéressante dans un nombre plus important de cas,
tout comme les distributions à deux paramètres que sont les lois Gamma, Gamma Inverse,
lognormale voire normale.
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TABLEAU 2.6 – Analyse de régression entre les coordonnées du δ -MRD associées aux échantillons
de temps de parcours mesurés par le dispositif LAPI (significativité à ***0.1% **1% *5% .10%).

Régression linéaire
Paramètre b a1 a2 a3 a4 r2

δ1 0.003*** 0.243*** 0.008 0.131*** 0.391*** 0.954
δ2 0.001*** 0.464*** -0.122*** 0.346*** 0.582*** 0.941

Régression logarithmique
Paramètre β α1 α2 α3 α4 r2

δ1 -0.802*** 0.273*** -0.177*** 0.163*** 0.341*** 0.709
δ2 -0.327*** 0.351*** -0.23*** 0.241*** 0.395*** 0.793

Au final, la synthèse des quatre sections permet d’aboutir au cinquième δ -MRD, associé
lui à l’itinéraire entier : le nuage de points regroupant les échantillons de délais s’avère peu
étendu, la concentration la plus forte étant dans la zone théorique de la loi Halphen de type
IB la plus proche de l’origine. Ce résultat suggère une dilution des distributions les plus
variables avec les autres, en particulier celles mesurées sur la section BC, tout autant qu’un
rapprochement vers l’origine du diagramme, déjà évoqué précédemment.

Ces observations sont évaluées au regard d’une analyse de régression identique à celles
entreprises auparavant. En l’occurrence, une extension à quatre termes des modèles proposés
par les équations 2.107 et 2.108 a été entreprise, ses résultats figurant dans le tableau 2.6. À
titre de première illustration, seules les coordonnées du δ -MRD ont été étudiées.

Il apparaît que des relations de type linéaire sont aptes à modéliser correctement les co-
ordonnées de la distribution d’une somme, par rapport aux relations logarithmiques. Les
niveaux de significativité sont forts (hormis pour la section BC), et les coefficients de corré-
lation sont proches de 1 (0.95 et 0.94), contre respectivement 0.71 et 0.79 pour la régression
logarithmique. Le terme b est très proche de 0. Le ratio δ1 diminue plus fortement que le
paramètre δ2, d’après les résultats de régression : les coefficients associés aux abscisses des
distributions sommées sont plus faibles que ceux liés aux ordonnées. Les contributions res-
pectives de chaque tronçon sont moins évidentes à expliquer, on note toutefois que pour les
sections AB, CD et DE, le niveau de contribution est d’autant plus fort que le segment est
long. Pour la section BC, les contributions nulle pour δ1 (malgré un coefficient non signi-
ficatif à 10%) et négative pour δ2 paraissent contre-intuitive. Elles indiquent tout de même
que les ratios de moments sur l’itinéraire, et donc le niveau de variabilité des délais observés,
est avant tout déterminé par les sections où les délais sont les plus variables. En écho aux
résultats obtenus suite aux analyses de la section précédente, ces régressions aboutissent à
des relations identiques à celles obtenues pour la loi Halphen de type B, avec une inversion
des rôles de δ1 et δ2. Cette caractéristique est conforme à la définition des lois de types B et
IB, liée par une relation inverse.

Conclusion
Ce second chapitre clôt la première partie, et apporte de nombreuses réponses à la pro-

blématique de la modélisation des temps de parcours et de leur variabilité. En particulier,
l’adaptation d’une famille de lois définies dans le cadre de l’hydrologie a permis la produc-
tion d’une réponse originale pour l’ingénierie du trafic.

Ce système, la famille des lois de Halphen, qui inclut au passage des lois usuelles telles
que les lois Gamma et Gamma Inverse, est un ensemble de distributions complet capable
de modéliser une large gamme de phénomènes. Il s’inscrit au sein d’un diagramme à deux
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dimensions mettant en scène des ratios de moment, le δ -MRD. Chaque loi de la famille y
possède une zone théorique dédiée, et par corollaire, chaque point au sein du diagramme
est associé à une distribution paramétrée. Cette association entre modèle théorique et lo-
calisation sur le diagramme δ -MRD a conduit à la production d’une nouvelle technique
d’estimation des paramètres des lois de la famille de Halphen, à mi-chemin entre la maxi-
misation de la vraisemblance et la méthode des moments. Les moments utilisés, différents
de ceux de la méthode du même nom, apparaissent dans le processus de maximisation de la
vraisemblance des lois de Halphen, au titre de statistiques suffisantes. Les ratios de moments
constituent ainsi un lien théorique fort entre les deux approches, pour cette famille.

Par ailleurs, l’utilisation des coordonnées du diagramme δ -MRD en tant qu’indicateurs
de fiabilité a conduit à une première application dans le domaine du trafic : les ratios de mo-
ments ont été utilisés en tant qu’indicateurs de fiabilité des temps de parcours. Une analyse
en composantes principales a démontré que ces nouvelles métriques donnent une informa-
tion parfaitement compatible avec celle proposée par les indicateurs de fiabilité des temps de
parcours classiques de l’état de l’art.

En supplément de cette première utilisation, la famille de Halphen est apparue comme un
candidat sérieux pour la modélisation statistique des délais associés aux temps de parcours,
parmi d’autres lois de probabilité. Sa pertinence a été confirmée par l’étude de deux segments
de nature différente, pour un grand nombre de périodes de mesure laissant entrevoir des états
de trafic variés. Les ajustements réalisés sur un ensemble d’une dizaine de lois de probabilité
ont par ailleurs confirmé l’intérêt des lois Gamma et Weibull, possédant deux paramètres,
ainsi que de la loi de Burr, à trois paramètres.

Enfin, une dernière section de ce chapitre a été consacrée à la modélisation des temps de
parcours sur un itinéraire constitué de plusieurs segments élémentaires. Une approche em-
pirique a été développée selon deux axes : premièrement, des sommes de deux distributions
ont été constituées à partir d’échantillons simulés selon des lois apparaissant au sein du δ -
MRD, puis dans un second temps, des données réelles mesurées sur une succession de quatre
segments ont été examinées. Dans cette dernière étape, un modèle de temps de parcours al-
ternatif a été considéré, construit comme le retard par rapport à un temps de référence fixe.
L’utilisation de modèles de régression a permis d’identifier quelques relations simples entre
les paramètres des distributions sommées et ceux de la distribution somme. L’étude des co-
ordonnées du δ -MRD a également donné un aperçu des meilleurs modèles pour la loi de la
somme, de même qu’une description des niveaux de variabilité attendus.

Le travail réalisé ici apporte néanmoins tout autant de questions sur cette problématique.
L’analyse des délais des temps de parcours (selon le modèle noté T D) a mis en lumière
un sous-ensemble de lois. Un approfondissement des ajustements entrepris dans ce chapitre
pourrait confirmer (ou infirmer) les résultats pour les autres variables dérivées des temps de
parcours (modèles T T et T DF). De même, l’évaluation de sections différentes, en particu-
lier en contexte urbain, pourrait apporter des compléments salvateurs. Un autre complément
possible est la considération de modes de transport différents : les présents travaux sont avant
tout focalisés sur les voitures, mais l’analyse des temps de parcours pour les vélos, les bus ou
encore les tramways et métros est un champ de recherche aussi riche. Par ailleurs, un sous-
ensemble de lois a été pris en compte ici. Son exhaustivité n’est malgré tout pas garantie,
et l’intégration d’autres lois, a fortiori un système homogène au sein du δ -MRD, pourrait
être intéressante : les discontinuités au sein de l’espace des ratios de moments entre les trois
lois de Halphen constituent un inconvénient de cette famille. La loi Gamma généralisée est
une piste à envisager pour pallier ce défaut. Par ailleurs, des analyses plus approfondies sont
sans nul doute nécessaires pour affirmer la relation entre états de trafic et modèles statis-
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tiques des temps de parcours, en particulier en ce qui concerne l’évolution temporelle des
paramètres des lois. Enfin, l’étude des temps de parcours sur un itinéraire composé de plu-
sieurs segments reste encore très incomplète. D’une part, un travail d’ajustement des temps
de parcours sur des itinéraires pourrait compléter les résultats obtenus ici : la famille de Hal-
phen se comporte-t-elle aussi bien dans ce cadre par rapport aux autres lois ? Et la hiérarchie
établie entre les lois usuelles pour un segment élémentaire est-elle robuste à ce changement
d’échelle ? D’autre part, l’analyse des relations entre les paramètres des lois reste à complé-
ter. En particulier, existe-t-il des relations théoriques permettant de confirmer les conjectures
établies dans ce chapitre ? Ces interrogations demeurent très importantes, et pourront consti-
tuer l’objet de travaux futurs.

La modélisation statistique des temps de parcours dans les réseaux est une question de
recherche encore très ouverte. Comment entreprendre des calculs de temps de parcours à
l’échelle d’un réseau ? Comment considérer des distributions de probabilité à cette échelle ?
La partie II sera l’occasion de proposer des éléments de réponse d’ordre algorithmique à
ces interrogations. Il sera notamment question de l’intégration des modèles statistiques des
temps de parcours au sein d’algorithmes de recherche du plus court chemin.
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Contributions de la partie I

I Un état de l’art des différentes modélisations de la va-
riabilité des temps de parcours, rendant compte de la
diversité des conceptions propres à cette notion

I La présentation et l’adaptation d’une nouvelle famille de
lois de probabilité, les lois de Halphen, pour le contexte
de l’ingénierie du trafic

I L’exploitation des propriétés de ce système au moyen du
diagramme des ratios de moments, jusqu’à la proposi-
tion de nouveaux estimateurs pour les paramètres des
lois qui y figurent

I Le développement d’un cadre d’analyse complet pour la
modélisation statistique des temps de parcours et de leur
variabilité, entre modélisation théorique des temps de
parcours et suivi opérationnel de la variabilité sur un
segment élémentaire

I Une série de conjectures quant à la validité de la pro-
priété de fermeture par l’addition appliquées à un sous-
ensemble de lois de probabilité



Deuxième partie

LES MODÈLES STATISTIQUES DES
TEMPS DE PARCOURS DANS LE

CALCUL DU PLUS COURT CHEMIN

„Il y a deux chemins, poursuivit-il, l’un est court et droit,
mais il ne mène nulle part, l’autre est long et tortueux et
on ne sait pas où il mène, mais en attendant, on sait au
moins qu’on marche.

— Imre Kertész
Le refus
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Chapitre 3
État de l’art : les plus courts chemins
stochastiques

Introduction
Ce chapitre est consacré à une revue de l’état de l’art relatif à la recherche du plus court

chemin dans des graphes caractérisés par des pondérations stochastiques, i.e. les coûts as-
sociés aux arcs sont des variables aléatoires. Pour des raisons de clarté, nous dénotons ici
graphe stochastique un tel graphe, et plus court chemin stochastique un plus court chemin
calculé dans un graphe stochastique. Compte tenu de la variabilité associée aux temps de par-
cours dans ce paradigme, la notion de chemin le plus fiable est d’autant plus pertinente : le
chemin optimal sera en principe celui pour lequel l’incertitude est réduite au maximum. Les
graphes sont ici associés à des réseaux de transport, et les arcs sont pondérés par les temps
de parcours entre les nœuds du réseau. Ce temps de parcours, comme vu lors du chapitre
2, est une variable aléatoire distribuée définie sur l’ensemble des réels positifs. Les graphes
utilisés dans la suite de ce manuscrit seront notés G = (V,E), avec V l’ensemble de nœuds
et E l’ensemble d’arcs orientés qui les composent.

Dans la littérature, le problème du plus court chemin stochastique a donné lieu à de
nombreuses contributions, toutefois quelques orientations sont aisément discernables, selon
que l’on s’intéresse à l’objectif de l’optimisation in fine, à la méthode de résolution, ou
encore aux hypothèses qui régissent la modélisation des poids des arcs.

Concernant la définition du problème, plusieurs appellations ont émergé : la formulation
dénotée SSPP (ou Stochastic Shortest Path Problem) est la plus répandue, mais des variantes
comme le LET (Least Expected Time), le SOTA (Stochastic On-Time Arrival) ou encore
l’ORP (ou Optimal Routing Problem) ont été les sujets de quelques publications notables.
L’objectif d’une recherche du plus court chemin stochastique ne s’avère pas aussi simple à
définir que dans le cas déterministe, où il est simplement question de déterminer le temps le
plus court fruit de l’addition des temps de parcours sur les sections composant l’itinéraire.
Ainsi, plusieurs questions peuvent se poser :

— Quel est le temps minimal possible (respectivement le pire temps possible) pour relier
une origine à une destination données ?

— Quel est le temps moyen minimal pour relier l’origine et la destination ?
— Quel est le chemin au temps de parcours le plus sûr entre l’origine et la destination ?
— Quel est le plus court chemin entre l’origine et la destination lorsque l’on désire être à

l’heure dans α% des situations ?
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— Quel est le chemin le plus fiable entre l’origine et la destination si le budget-temps
alloué au trajet est de t minutes ? En d’autres termes, compte tenu d’un budget-temps
donné, quel est le chemin qui maximise la probabilité d’être à l’heure ?

Les définitions des variantes du problème du plus court chemin stochastique seront détaillées
dans la première section de ce chapitre.

Par ailleurs, plusieurs types d’approche ont été utilisés. Tout d’abord, le foisonnement
d’algorithmes basés sur la notion d’étiquetage est à noter ; une seconde voie très poursuivie
utilise les outils de la programmation mathématique ; enfin, des calculs analytiques fondés
sur la convolution des fonctions de répartition et la programmation dynamique donnent l’ex-
pression exacte de la distribution des temps de parcours sur un itinéraire. Les techniques
de résolution du problème du plus court chemin stochastique seront évoquées au sein de la
section 3.2.

Le positionnement opérationnel de la recherche de plus court chemin apparaîtra en fi-
ligrane dans ces deux premières sections. Ainsi, les algorithmes développés pour une re-
cherche d’itinéraire antérieure au trajet (ou a priori) seront opposés à ceux développés pour
une recherche en cours de trajet (dite adaptative).

En dernier lieu, le présent état de l’art se focalise sur la façon dont sont représentées les
coûts des arcs stochastiques. Ainsi, plusieurs hypothèses quant à la nature de la distribution
des temps de parcours ont été étudiées, la section 3.3 en proposera le détail. Il sera ainsi
principalement question des lois normale, lognormale et Gamma. L’existence de corrélations
entre les poids des différents arcs du graphe sera également évoquée dans cette section.

3.1 Définition du problème et forme de la fonction objectif

La recherche du plus court chemin stochastique s’est matérialisée dans l’état de l’art par
le développement de fonctions objectif de natures très différentes. Cette première partie fera
ainsi mention des techniques de recherche employées initialement, centrées sur la minimi-
sation du temps de parcours espéré, i.e. l’espérance de la variable aléatoire associée. Puis la
suite se concentrera sur les définitions plus complètes proposées dans les travaux contempo-
rains. Quelques variantes du problème du plus court chemin stochastique seront décrites, de
manière à comprendre les nuances à apporter au problème.

3.1.1 Travaux fondateurs
Si les poids des arcs du graphe sont déterministes, les calculs de plus court chemin sont

réalisables grâce des algorithmes relativement anciens, dont les plus connus sont ceux de
Bellman [11] et Dijkstra [35].

Cependant, les premières tentatives de résolution du problème de recherche du plus court
chemin stochastique sont l’œuvre de Frank [50] et Mirchandani [109]. L’un comme l’autre
ont présenté des contributions fondatrices dans ce cadre de recherche : alors que le premier
s’est focalisé sur des distributions continues, le second s’est intéressé aux distributions dis-
crètes. Même si le caractère stochastique des poids sur les arcs constitue une rupture dans
la conceptualisation du problème, ces approches n’en restaient pas moins relativement ba-
siques, dans la mesure où elles considéraient des temps de parcours statiques (les distribu-
tions de temps de parcours n’évoluent pas en fonction du temps) et indépendants. En outre,
les techniques de résolution mises en œuvre restaient encore à être améliorées, puisque ces
premiers traitements proposaient des comparaisons de chemins deux à deux, procédé peu
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efficace en matière de temps de calcul, en particulier pour des réseaux de grande taille. L’im-
pératif d’efficacité a été rapidement intégré dans des contributions postérieures, preuve en
est la contribution de Frieze et al. [53], dans laquelle est proposé un algorithme de résolution
du problème du plus court chemin stochastique de complexité O

(
n2log(n)

)
.

3.1.2 Formulation LET

La recherche du plus court chemin stochastique a par la suite reposé sur une hypothèse
relativement simple : une variable aléatoire peut être représentée par une grandeur simple,
que ce soit la réalisation minimale, la réalisation maximale, ou encore l’espérance. En consi-
dérant de telles informations pour modéliser le poids des arcs, le cas étudié se rapporte à un
problème déterministe. Il suffit ainsi d’appliquer les algorithmes de recherche de plus court
chemin classiques pour le résoudre, la simplicité de l’approche permettant par ailleurs de
considérer des temps de parcours dynamiques.

Dès lors, plusieurs propositions relativement différentes ont émergé en partant de ce
constat. Miller-Hooks et al. [106] se sont d’abord focalisés sur le trajet le plus rapide pos-
sible dans un graphe dynamique : pour chaque arc, le poids retenu correspond à la réalisation
la plus petite possible. Ainsi, le trajet le plus court correspond à celui qui permet de rallier la
destination au plus tôt. Cependant, cette approche ne rendait pas compte de l’intégralité de
l’information sur les distributions de temps de parcours et favorisait les stratégies de prise de
risque.

L’espérance mathématique, même si elle est un indicateur très simplifié de l’information
contenue dans une variable aléatoire, a pour avantage de synthétiser l’ensemble des réalisa-
tions. Hall [65] a ainsi proposé un premier algorithme prenant en compte les espérances des
temps de parcours sur les arcs, et a mis en valeur l’importance de l’adaptation dans les choix
de route, au regard des réalisations constatées au fur et à mesure de la progression dans le
graphe. Plus tard, Miller-Hooks et al. [107], puis Miller-Hooks [105] ont repris la logique
développée par Miller-Hooks et al. [106] avec les espérances des temps de parcours, en
fournissant des algorithmes d’étiquetage dédiés aux recherches a priori et aux recherches
adaptatives, respectivement. La minimisation d’un temps de parcours moyen a également
été au cœur de la contribution de Yang et al. [170], au sein d’une méthode de programmation
mathématique sensiblement différente des précédentes. Enfin, une dernière étude notable
focalisée sur l’optimisation de l’espérance est celle de Dong et al. [37], dans laquelle des
schémas de corrélation sont développés : ces auteurs expriment l’espérance du temps de
parcours sur un itinéraire en considérant les états de trafic des segments élémentaires qui le
composent.

3.1.3 Formulation SSPP

Il est toutefois compliqué de considérer un plus court chemin stochastique seulement à
l’aune de son espérance mathématique. L’étape de sophistication suivante a donc consisté à
intégrer la variance dans la formulation du problème.

Cette approche a ouvert la voie à des approches bi-critères (l’espérance et la variance
étant respectivement les deux principaux critères à optimiser). Par exemple, Loui [99] est
l’un des premiers à avoir introduit une fonction multi-objectif, les critères proposés étant
génériques et pondérés en fonction des préférences individuelles. Plus tard, Fu et al. [54]
ont proposé un calcul de l’espérance du temps de parcours agrégé au niveau de l’itinéraire,
raffiné par une approximation impliquant la variance. Des programmes de minimisation dont
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les fonctions objectif étaient des sommes pondérées de l’espérance et de la variance ont
ensuite été proposés [142, 169], sous la forme générique suivante :

min
c
{E(Tc)+θσ (Tc)} (3.1)

où Tc représente le temps de parcours sur l’itinéraire c, E(Tc) désigne son espérance et σ (Tc)
son écart-type. Ces formulations sont des cas particuliers de celle proposée par Loui [99].
L’écart-type y est pondéré par un paramètre noté θ (θ > 0), qui dépend du niveau d’aversion
au risque de l’individu. Plus ce paramètre est grand, plus l’impact de la variance dans la fonc-
tion objectif est fort : dans ce cas, l’individu sera enclin à rechercher un itinéraire à variance
faible. Lu et al. [100] ont eux proposé une fonction objectif composée de l’espérance et d’un
terme valorisant l’incertitude engendrée par le tronçon. Ce terme est composé de la variance
ainsi que d’estimateurs des moments d’ordre 3 et 4 de la distribution.

Une variation de la forme de la fonction objective a parallèlement été développée : en
admettant que le terme associé au temps de parcours moyen puisse être négligeable par
rapport au terme associé à la variance, des systèmes de pondération convexe ont également
été introduits, par exemple par Nikolova [115] :

min
c
{εE(Tc)+(1− ε)σ (Tc)} (3.2)

où ε ∈ [0;1], d’où une valorisation qui suit le principe des vases communicants. Ce schéma
de pondération est également suivi par Shahabi et al. [145] et Prakash et al. [127], qui ont
également considéré des temps de parcours corrélés, en faisant intervenir dans la fonction
objectif les termes de la matrice de variance-covariance. Chen et al. [26] ont aussi proposé
une formulation pondérée, et dont le paramètre attaché au terme de variance correspond
au quantile visé. Dans des travaux parallèles, les mêmes auteurs ont également étudié des
variantes du problème incluant les corrélations entre liens [28] et des temps de parcours
dynamiques [27]. Le concept d’optimisation bi-objectif, combinant un terme propre au temps
de parcours moyen et un terme propre à sa variance, a été raffiné par Hutson et al. [76] : ces
auteurs ont proposé une forme de fonction objectif soumise à des hypothèses de convexité
telles qu’elle peut être introduite dans des approches d’étiquetage classique.

Plus généralement, les combinaisons de l’espérance et de la variance peuvent poser un
problème relatif à la non-additivité des mesures de variance. Cette difficulté est mise en avant
par Khani et al. [85], qui ne cherchent pas le chemin de variance minimale, mais se focalisent
plutôt sur la somme des variances des arcs appartenant au chemin optimal.

3.1.4 Formulation SPOTAR/SOTA
Une formulation alternative pour la recherche de plus court chemin stochastique se rap-

proche du concept d’ordonnancement, en avançant les notions de budget alloué au temps de
transport et d’arrivée à l’heure. Ainsi, il est ici question de minimiser le budget nécessaire au
trajet, avec une probabilité donnée de ne pas être en retard. Cette approche revient à définir
un chemin « b-fiable » : au regard du budget minimisé b [50]. La première formulation de ce
problème, dénommé SOTA pour Stochastic On-Time Arrival, est à mettre au crédit de Fan et
al. [45, 47]. Elle est donnée par les équations suivantes :

ui (t) = max
j 6=i

∫ t

0
pi j (x)u j (t− x)dx (3.3)

us (t) = 1,∀t ≥ 0 (3.4)
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où ui (t) est la probabilité maximale de parcourir le chemin entre la source s et le nœud i
(i ∈ V \ s) en un temps t, au plus ; et pi j (x) est la probabilité de traverser l’arc (i, j) ∈ E en
un temps égal à x.

La perspective est ici inversée par rapport à l’approche initiale : on ne minimise pas le
budget nécessaire au trajet, mais on maximise la probabilité α d’être à l’heure, compte tenu
d’un budget de temps donné b. Nie et al. [113] parlent de chemin « α-fiable », et démontrent
la similitude des deux approches.

Ces chercheurs introduisent par ailleurs l’appellation SPOTAR, complément du problème
SOTA, faisant alors référence à une procédure de recherche de chemin antérieur au trajet,
alors que le problème SOTA correspond à une requête adaptable en cours de trajet. La diffé-
rence vient du fait que le problème SPOTAR se focalise sur les chemins localement optimaux
(cf Definition 3 dans [113]) : l’ensemble de chemins localement optimaux vers un nœud est
reconstruit à partir de l’ensemble des chemins localement optimaux menant aux prédéces-
seurs. Ainsi, en posant Ci l’ensemble des chemins reliant s au nœud i ∈V , C∗i l’ensemble des
chemins localement optimaux entre s et i, et ⊕ l’opérateur de concaténation de chemins :

ui (t) = max{uc
i (t) |c ∈C∗i } ,∀t ≥ 0 (3.5)

C∗i = max
LO

{
ci = c j⊕ (i, j) |c j ∈C∗j

}
(3.6)

C∗s = { /0} (3.7)

ui (t) = max
c∈C∗i

{∫ t

0
pi j (x)uc

j (t− x)dx
}
,∀t ≥ 0,∀i 6= s (3.8)

us (t) = 1,∀t ≥ 0 (3.9)

Dans le déroulement de la procédure sous-jacente, la construction des ensembles de che-
mins localement optimaux telle que décrite par l’équation 3.6 est fondamentale, elle est ré-
sumée par l’opération notée ici maxLO. Elle accompagne les opérations de convolutions in-
cluses dans l’équation 3.8, et consiste principalement en des concaténations de sous-chemins,
suivies d’un éventuel filtrage des chemins non-optimaux. En comparant les problèmes SOTA
et SPOTAR, Nie et al. [113] nuancent la supériorité de la formulation adaptative de la re-
cherche du plus court chemin stochastique, en précisant que la première est moins précise
lorsque les variances des segments élémentaires ne sont pas homogènes.

Certaines contributions de ce pan de la littérature ont par ailleurs pris en compte la dé-
finition dynamique des temps de parcours [113, 120, 168]. Et d’autres encore ont envisagé
la possibilité de temps de parcours corrélés les uns avec les autres : par exemple, Zockaie et
al. [176] testent par la simulation les corrélations entre tronçons adjacents. Ils concluent que
l’hypothèse de temps de parcours dépendants modifie le chemin optimal, mais ne parviennent
pas à déterminer un schéma systématique à ce propos.

3.1.5 Autres variantes rencontrées
D’autres formulations moins répandues et d’autres variantes existent, et sont développées

ici plus brièvement dans la mesure où elles ne sont pas au centre du sujet. Ainsi, Gao et
al. [57] ont traité du problème ORP. Ils ont réalisé une taxonomie complète fondée sur
le niveau d’information disponible. Cette variante est également mentionnée par Seshadri et
al. [144], ainsi que par Ding et al. [36], qui ont proposé respectivement un algorithme itératif
de recherche a priori basé sur la définition de la loi normale et un algorithme d’étiquetage
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adaptatif. Le problème ORP part de la constatation que les recherches de plus courts chemins
stochastiques n’aboutissent généralement pas à un seul chemin résultat, mais plutôt à un
ensemble de chemins, évoluant au gré des réalisations connues sur les tronçons traversés,
d’où le terme de « politique » de routage.

Par ailleurs, Lecluyse et al. [93] et Van Woensel et al. [157] ont évoqué le problème
VRP (Vehicle Routing Problem), mais la formulation de leur fonction objectif est similaire à
celle du problème standard SSPP évoqué dans la partie 3.1.3. L’originalité de leur approche
repose sur des algorithmes construits à partir de la théorie des files d’attente. La contribution
de Verbeeck [158] s’est intéressé au problème OP (Orienteering Problem), une variante du
VRP dans laquelle une limite de budget de temps nécessite de choisir les clients qui seront
satisfaits. D’autres appellations ont été rencontrées (PUE [22], RSPP [26, 27, 28], MRCP
[127], MRP [150]), mais les problèmes formulés étaient également assimilables au problème
standard. De la même façon, les problèmes RASP [168] et MPTTB [175] sont voisins du
problème SOTA évoqué dans la section précédente.

Enfin, un dernier problème rencontré est le k-SPP, dans ses formes déterministe et sto-
chastique. L’idée principale de cette technique est la mise en valeur des k meilleurs chemins
stochastiques, sur le principe de l’algorithme de Yen [171]. Cette brique algorithmique a
constitué un élément vers la détermination du plus court chemin stochastique dans plusieurs
cas rencontrés ici (voire par exemple [37, 114, 144, 165]). Il s’agit d’une formulation dont
la portée s’étend aussi aux problèmes multimodaux, Scano et al. [140] l’a par exemple em-
ployée dans ce contexte, en la combinant à l’utilisation de langages réguliers.

3.2 Méthodes de résolution

Dans cette partie, les pistes de résolution employées pour résoudre le problème de plus
court chemin seront considérées. À quelques exceptions près, les principales méthodes de
résolution tiennent de la programmation mathématique, de la programmation dynamique
(technique héritée de Bellman [11]) et de la conception d’algorithmes d’étiquetage affiliés à
l’algorithme de Dijkstra [35].

3.2.1 Programmes d’optimisation mathématique

Une grande partie des contributions rencontrées dans la littérature ont mis au point des
programmes d’optimisation, dans lesquels une fonction objectif doit être optimisée. Comme
évoqué dans la partie précédente, il a pu s’agir de minimiser un temps de parcours moyen
[170] ou, le plus souvent, une combinaison du temps de parcours moyen et d’une composante
liée à l’incertitude pondérée par un paramètre individuel lié au comportement face au risque
[26, 27, 28, 54, 93, 100, 115, 127, 142, 145, 157, 169, 175]. Fondée sur des fonctions objectif
semblables à celles présentées par les équations 3.1 et 3.2, la technique de programmation
mathématique s’inspire de la formulation standard du problème du plus court chemin en pro-
grammation linéaire, avec notamment la présence systématique d’une contrainte d’intégrité
du flot :

∑
j:(i, j)∈E

xc
i j− ∑

j:( j,i)∈E
xc

ji =


1 si i = s
−1 si i = d
0 sinon

(3.10)
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où xc
i j vaut 1 si le chemin c emprunte l’arc (i, j), 0 sinon. À l’aide de ces variables de déci-

sion, il est possible d’exprimer l’espérance du temps de parcours sur l’itinéraire ainsi que sa
variance V (Tc) :

E(Tc) = ∑
(i, j)∈E

mi jxc
i j (3.11)

V (Tc) = ∑
(i, j)∈E

σ
2
i jx

c
i j + ∑

(i, j)∈E
∑

(k,l)6=(i, j)∈E
Λ(i, j)(k,l)x

c
i jx

c
kl (3.12)

où mi j est l’espérance du temps de parcours sur l’arc (i, j), σ2
i j sa variance, et Λ(i, j)(k,l) le

terme de covariance entre les temps de parcours sur les arcs (i, j) et (k, l), respectivement.
Dans le cas où les temps de parcours sur les différents arcs sont indépendants, le second
terme de l’équation 3.12 est nul.

Différents outils et techniques d’optimisation ont été utilisés afin de résoudre ces pro-
blèmes mathématiques de grande complexité, souvent des méthodes d’approximation pour
accélérer le processus de recherche. Ainsi, la relaxation Lagrangienne a été employée par
Xing et al. [169] ou encore Yang et al. [170] : elle revient à relâcher un ensemble de
contraintes qui sera introduit dans la fonction objectif sous forme de pénalité. Cheng et
al. [30] emploient une technique de relaxation centrée sur la définition binaire des contraintes
impliquant la matrice d’incidence, i.e. sur la garantie d’intégrité du flot passant par les nœuds
du réseau. Shahabi et al. [145] résolvent le problème via une approximation qui consiste à
décomposer le problème de recherche du plus court chemin en un sous-problème estimant
la partie correspondant à la variance, et à injecter la valeur (ainsi qu’un estimateur de l’espé-
rance) correspondante dans un problème maître. Le sous-problème correspond à une borne
supérieure, alors que le problème maître est considéré comme une borne inférieure : l’algo-
rithme retourne ainsi une valeur objectif à la convergence des solutions des deux problèmes.
Des principes d’encadrement convergeant similaires sont utilisés par Seshadri et al. [144] et
Srinivasan et al. [150]. Un autre procédé classique de la recherche opérationnelle utilisé dans
des publications recensées ici est le principe du Branch&Bound : pour une variable binaire
donnée, il consiste en la division de l’espace des solutions en deux parties complémentaires,
caractérisées chacune par la valeur de la variable (0 ou 1). Ensuite, les branches sont élimi-
nées au fur et à mesure en fonction des solutions optimales qu’elles proposent : si la branche
du 0 fournit une solution optimale plus mauvaise qu’une solution quelconque de la branche
du 1, elle est éliminée, et l’algorithme de recherche ne se poursuivra que dans la seconde.
Nielsen et al. [114] l’appliquent dans une recherche des k-plus courts chemins stochastiques,
et Yang et al. [170] s’en servent pour accélérer leur algorithme de relaxation Lagrangienne.
Ces deux dernières contributions se démarquent par ailleurs par leur opposition eu égard au
positionnement opérationnel : alors que la formulation de Yang et al. donne une solution a
priori, Nielsen et al. partent du principe que la solution à la formulation adaptative est plus
rapide à calculer et est en plus toujours meilleure, ils s’en servent donc comme d’une borne
inférieure pour le calcul de la solution à la formulation a priori.

Enfin, de façon plus isolée, Van Woensel et al. [157] produisent des approximations pour
résoudre le problème VRP en utilisant l’heuristique des colonies de fourmis, fonctionnant par
mimétisme avec ces insectes : une population de solutions est générée itérativement, celles-
ci étant marquées par d’autant plus de phéromones que leur qualité est bonne par rapport
à l’optimal. Ainsi, les générations de solutions postérieures seront orientées vers les zones
les plus marquées de l’espace des solutions. Lecluyse et al. [93] utilisent l’heuristique de
recherche tabou, qui est un procédé de recherche locale dans lequel les derniers mouvements
sont archivés de manière à interdire toute possibilité de retour en arrière sur les itérations
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FIGURE 3.1 – Illustration du principe d’optimalité de Bellman : le chemin optimal entre s et d passe
par v et w, ce qui implique que s→ v→ w est optimal pour rallier s à w, de même que le trajet direct
s→ v pour rallier s à v

suivantes. En dernier lieu, Chen et al. [26, 27] utilisent l’algorithme A*, une heuristique de
recherche du plus court chemin se dirigeant en priorité vers la destination, au regard d’une
fonction de proximité qui s’additionne au coût associé à chaque arc. Ainsi, aller vers un
nœud donné coûtera le temps nécessaire au trajet, plus un montant synthétique d’autant plus
grand que le nœud est éloigné de la destination (la distance géographique euclidienne étant
un exemple simple pour évaluer l’éloignement).

3.2.2 Algorithmes de programmation dynamique
La programmation dynamique est utilisée pour la recherche du plus court chemin de-

puis la contribution fondatrice de Bellman et al. [11], dans laquelle est proposé un principe
élémentaire éponyme : au sein d’un graphe, tout chemin optimal entre une origine et une
destination est composé de sous-chemins optimaux, comme l’illustre la figure 3.1.

Le modèle de programmation dynamique de Bellman réside dans les équations 3.13 et
3.14 présentées ci-après :

ui = min
j 6=i

{
ti j +u j

}
, ∀i ∈V \d (3.13)

ud = 0 (3.14)

où ti j est le temps de parcours sur l’arc (i, j) et ui le temps de parcours minimal entre i
et d. Ce principe permet de faire un calcul itératif depuis la destination en remontant jusqu’à
l’origine (respectivement depuis l’origine vers la destination), de manière à trouver les nœuds
intermédiaires constituant des sous-chemins optimaux. Ceci étant dit, le principe de Bellman
est inapplicable en l’état pour des coûts stochastiques, comme le rappelle Loui [99].

Les quelques publications utilisant expressément ce type de procédure contournent cette
contrainte en proposant des fonctions objectif alternatives. Polychronopoulos et al. [126] se
sont penchés sur la question de la recherche du plus court chemin adaptatif compte tenu
du niveau d’information disponible à chaque nœud du réseau. Plutôt qu’un chemin optimal,
cette approche revient alors à déterminer une « politique » optimale en fonction du niveau
d’information accessible en cours de route. Gao et al. [57] et Ding et al. [36] ont également
creusé la question de l’information en proposant un algorithme basé sur l’expression d’une
condition optimale récursive. Dans leur contribution, Gao et al. ont également proposé une
typologie précise de problèmes liés au niveau d’information disponible : des optimisations
avec information parfaite, incomplète ou encore totalement indisponible.

Par ailleurs, Fan et al. [45] ont développé une méthode d’approximation successive dans
laquelle un état de trafic (congestionné ou fluide) est associé à chaque arc. Les distributions
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de temps de parcours sur les arcs sont ainsi différentes selon l’état de trafic concerné. L’ap-
plication de la programmation dynamique est permise via l’utilisation des espérances des
temps de parcours. La même approche est utilisée par Dong et al. [37], qui considèrent en
plus des temps de parcours dynamiques. Les premiers auteurs ont ensuite développé leur ap-
proche jusqu’à formaliser le problème SOTA [46, 47], qui réside dans une fonction récursive
impliquant une convolution en série des distributions associées aux arcs parcourus, et dans
laquelle le budget de temps de parcours diminue au gré des nœuds visités et des réalisations
de temps de parcours sur les arcs. Les équations 3.3 et 3.4 sont les équations constitutives
de cette formulation consacrant une optimisation adaptative. Le principe de Bellman y est
préservé via l’expression des convolutions. Même si ce genre de technique mathématique
nécessite une grande puissance de calcul, son utilisation permet de conserver l’intégralité de
l’information quant aux distributions des temps de parcours.

3.2.3 Algorithmes d’étiquetage

3.2.3.1 Étiquetage dans les graphes stochastiques

Les algorithmes d’étiquetage sont une autre approche pour la recherche du plus court
chemin stochastique. Bien que fondamentaux dans le cadre déterministe, avec l’algorithme
de Dijkstra [35] et ses déclinaisons, l’adaptation aux graphes stochastiques n’a pourtant pas
été directe. Miller-Hooks et al. [106, 107] présentent deux algorithmes intéressants pour la
recherche du plus court chemin stochastique fondés sur les espérances des temps de par-
cours, introduisant ainsi les variables aléatoires dans les procédés d’étiquetage. Cependant,
en simplifiant le caractère aléatoire des temps de parcours, ces contributions ne résolvent pas
la question de leur variabilité. Sur le même principe, Miller-Hooks [105] étend l’étude aux
réseaux de données, dont l’architecture est sensiblement différente.

À l’image de la programmation dynamique, l’invalidité du principe de Bellman a poussé
les chercheurs à développer des structures innovantes pour lesquelles un procédé d’étique-
tage pouvait amener à la solution optimale. Par exemple, Opasanon et al. [119] ont défini les
hyperpaths, qui constituent un ensemble de chemins optimaux à discriminer en fonction des
réalisations de temps de parcours constatés sur le début du trajet. En ce sens, l’algorithme cor-
respondant se rapproche de la détermination de la politique de routage optimale (problème
ORP) définie plus haut. Huang et al. [74] ont défini le concept de chemin « pur » (pure path),
qui est un cas particulier de chemin non-dominé : est considéré comme pur tout chemin qui
est non-dominé quelles que soient la date de départ et la densité de probabilité associée, et
qui est en plus composé de sous-chemins présentant les mêmes caractéristiques. Un chemin
non-dominé qui ne respecte pas l’une de ces conditions est dit « mixte » (mixed path). Tous
ces objets mathématiques permettent d’appliquer les algorithmes d’étiquetage, puisqu’ils ad-
mettent l’application du principe de Bellman.

D’autres auteurs ont plus récemment proposé des algorithmes d’étiquetage prenant en
considération d’autres caractéristiques des temps de parcours. Pan et al. [120] présentent un
algorithme d’étiquetage pour résoudre un problème de maximisation de la probabilité d’être
à l’heure dans lequel les chemins non-dominés admettent le principe de Bellman. Rey et
al. [131] présentent une méthodologie utilisant l’étiquetage des nœuds dans un cadre où
l’aléa est scénarisé. Enfin, Prakash et al. [127] combinent un procédé d’étiquetage avec de
l’optimisation (minimisation d’un coût) : l’étiquetage sert à supprimer les chemins dominés
pour accélérer la résolution du programme mathématique.

La relation de dominance est un concept fondamental autour duquel gravitent les contri-
butions mentionnées ici. Miller-Hooks et al. [108] ont proposé une définition complète de
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cette notion, avant une extension au cas continu apportée par Nie et al. [113] focalisée sur le
concept des chemins « localement fiables » (local-reliable paths). La relation de dominance
est décrite dans les paragraphes suivants.

3.2.3.2 Relation de dominance

Dans le cas d’arcs définis selon des structures non déterministes, un problème majeur des
algorithmes d’étiquetage réside dans la comparaison des étiquettes les unes avec les autres.
En effet, les étiquettes ne sont plus de simples scalaires pour lesquelles les opérations de
comparaison sont trivialement définies. Il s’agit plutôt de vecteurs dont les éléments doivent
être comparés deux à deux.

Miller-Hooks et al. [106, 108] fournissent un cadre d’analyse extrêmement précieux pour
procéder à ces évaluations. Ainsi, la notion de dominance est proposée : elle revient à juger
de la supériorité d’une distribution statistique par rapport à une autre. En posant F1 et F2 les
fonctions de répartition associées respectivement aux distributions de deux évènements T1 et
T2 définis sur l’intervalle [0;Tmax], les auteurs mettent en valeur trois relations de dominance :

— la dominance déterministe : en posant argmint {F (t)} et argmaxt {F (t)} respective-
ment le plus petit et le plus grand fractiles associés à la fonction de répartition F (t), la
distribution 1 domine la distribution 2 si et seulement si :

argmax
t
{F1 (t)}< argmin

t
{F2 (t)} (3.15)

— la dominance stochastique du premier ordre : la distribution 1 domine la distribution
2 si et seulement si :

F1 (t)≥ F2 (t) , ∀t ∈ [0;Tmax] (3.16)
∃t ∈ [0;Tmax] tel que F1 (t)> F2 (t) (3.17)

— la dominance par l’espérance : dans ce cas de figure très semblable au cadre déter-
ministe, la distribution 1 domine la distribution 2 si et seulement si :

E(T1)< E(T2) (3.18)

Ce triplet de relation est étendu par Wu [168], qui introduit la notion de dominance sto-
chastique du second ordre, et avance que ce critère offre un bon compromis entre temps de
calcul et exactitude de la solution, si bien que les dominances stochastiques d’ordres supé-
rieurs ne semblent pas intéressantes à employer. Ainsi, la distribution 1 domine la distribution
2 selon la relation de dominance stochastique du second ordre si et seulement si :

∫ t

0
F1 (x)dx≥

∫ t

0
F2 (x)dx , ∀t ∈ [0;Tmax] (3.19)

∃t ∈ [0;Tmax] tel que
∫ t

0
F1 (x)dx >

∫ t

0
F2 (x)dx (3.20)

Dans la présente étude, il sera plus particulièrement question de la seconde de ces quatre
relations, la dominance stochastique du premier ordre : un évènement sera jugé dominant si
sa fonction de répartition est supérieure, quelle que soit la réalisation t.

En posant deux chemins c1 et c2 reliant deux nœuds au sein d’un graphe, caractérisés
par des distributions de probabilité dont les fonctions de répartition correspondent à F1 et
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FIGURE 3.2 – Illustration de la dominance stochastique de premier ordre : F3 est dominé par le
groupe {F1;F2}, mais pas par F1 et F2 pris individuellement.

F2, la définition de dominance trouve rapidement une première application. Ainsi, on dit que
le chemin p1 est dominant vis-à-vis de p2 si et seulement si sa fonction de répartition F1
domine celle du chemin p2, i.e. F2.

Une définition parallèle revient à établir que la distribution représentée par la fonction de
répartition F est non-dominée si et seulement si il n’existe aucune autre distribution repré-
sentée par G telle que G domine F .

3.2.3.3 Dominance de groupe

Durant l’exécution d’un algorithme d’étiquetage dans un graphe, de nombreux sous-
chemins sont explorés au fur et à mesure des visites successives aux nœuds. Cela a pour
conséquence directe un nombre élevé de comparaisons de distributions deux à deux. En
complément de cette première méthode, une autre stratégie de comparaison de distributions
existe et a été mise en avant par Miller-Hooks et al. [108]. Elle fait appel à la relation de
dominance de groupe.

Ainsi, en reprenant le cas de la dominance stochastique du premier ordre, on dit qu’une
distribution caractérisée par la fonction de répartition F est non-dominée par rapport à un
ensemble de distributions D si et seulement si il existe une réalisation t ∈ [0;Tmax] pour
laquelle :

F (t)> Fd (t) , ∀d ∈ D (3.21)

où Fd représente la fonction de répartition associée à une distribution de l’ensemble D. La
définition opposée est ainsi la suivante : une distribution est dominée lorsque ∀t ∈ [0;Tmax],
∃d ∈ D telle que :

F (t)≤ Fd (t) (3.22)

La relation de dominance de groupe est plus stricte que la dominance individuelle, au sens
où moins de distributions peuvent prétendre au statut de distribution non-dominée. Comme
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le rappellent Nie et al. [113], cette quantité est bornée par la taille de l’ensemble des réalisa-
tions T si les distributions sont discrétisées. À titre d’exemple, la figure 3.2 montre qu’une
distribution peut être non-dominée en vertu des comparaisons deux à deux, tout en étant
dominée par le groupe des autres distributions.

3.2.4 Autres techniques rencontrées
D’autres types de modélisation mathématique ont été employés dans le cadre de la re-

cherche du plus court chemin stochastique. Par exemple :

— Wu et al. [168] développent un algorithme fondé sur les calculs de convolution, et
évaluent les distributions résultantes via la notion de dominance stochastique. Oliveira-
Neto et al. [118] utilisent aussi cette méthodologie pour déterminer les distributions
des vitesses sur un chemin complet et évaluer les corrélations entre les distributions
relatives aux tronçons.

— Van Woensel et al. [157] se placent dans un cadre méthodologique quelque peu diffé-
rent, puisqu’ils s’attachent à modéliser un problème de routage de véhicule par le biais
de la théorie des files d’attente. L’avantage de ce genre de modèle est une plus grande
significativité physique des paramètres.

— Enfin, Zockaie et al. [175, 176] ont basé leur approche sur les techniques de simulation.
Dans ces publications, les auteurs comparent des algorithmes de génération aléatoire
de chemins avec d’autres algorithmes similaires de l’état de l’art (respectivement [113,
145]), et affirment qu’ils sont de bonnes alternatives du fait de leur rapidité d’exécution
et de la relative bonne qualité des approximations obtenues.

3.3 Représentation du poids des arcs dans le graphe
Un dernier élément-clé ressort de l’étude de l’état de l’art pour la recherche des plus

courts chemins stochastiques : la représentation statistique des pondérations affectées aux
différents arcs. Dans un réseau routier, les temps de parcours sont généralement évalués
entre les intersections qui le maillent. Pour représenter ce phénomène, nous avons constaté
dans le chapitre 1 de la thèse que de nombreuses lois de probabilité ont été utilisées, et dans le
chapitre 2 que les lois les plus adaptées à la modélisation des délais sont les lois de Halphen,
de Burr, Gamma ou encore Weibull.

Dans le contexte de la recherche du plus court chemin stochastique, peu de lois ont été
mobilisées que ce soit pour le développement des algorithmes (les propriétés de la loi sont
utilisées pour faire fonctionner l’algorithme), ou plus simplement, en guise d’illustration au
sein d’une étude empirique. Quel que soit le modèle probabiliste utilisé, il convient aussi de
s’interroger sur le schéma de corrélation entre les temps de parcours sur les différents arcs,
bien que cette interrogation puisse être contournée en considérant des temps de parcours
scénarisés. Ces éléments seront détaillés dans les paragraphes qui suivent.

3.3.1 Utilisation de modèles probabilistes pour les poids des arcs
La gamme de lois de probabilité utilisées dans le cadre de la recherche du plus court

chemin stochastique est en fait assez réduite.
Sans surprise, la loi normale est le modèle le plus sollicité. Sen et al. [142] ont exploité

sa propriété d’additivité dans le cadre d’un modèle focalisé sur l’espérance et l’écart-type.
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Wang et al. [165] ont profité de la facilité d’échantillonnage à partir de sa moyenne et de
son écart-type empiriques, et ont calculé des chemins de moyenne minimale d’une part,
et de variance minimale d’autre part, en caractérisant la fiabilité des temps de parcours en
fonction des quantiles des lois. Quelques contributions ont cherché à optimiser un objectif
dans lequel apparaît la fonction de répartition de la loi normale [26, 27, 144] : pour un niveau
de fiabilité désiré (correspondant à un quantile de la fonction de répartition), il est question
de trouver le chemin qui minimise le temps à allouer au trajet. Huang et al. [74] ainsi que
Verbeeck [158] ont proposé des développements analytiques basés sur la définition de cette
loi. Les premiers ont proposé une cartographie des chemins optimaux à partir des niveaux
d’aversion au risque et des niveaux de corrélation entre les segments, alors que le second s’est
focalisé sur l’impact sur les distributions que peuvent avoir les arrivées en dehors de fenêtres
de temps propres à chaque étape d’un trajet. Hunter et al. [75] ont quant à eux envisagé une
modélisation des temps de parcours par des lois normales dans le cadre d’une méthode de
prévision utilisant l’inférence statistique : déduire la distribution des temps de parcours sur
un segment est possible en utilisant celles associées aux segments antérieurs.

La loi lognormale est le second modèle utilisé pour ses propriétés mathématiques, celles-
ci dérivées des propriétés de la loi normale. La loi lognormale profite en outre d’un profil
plus typique des temps de parcours (cf partie I). Lecluyse et al. [93] ont sélectionné cette loi
dans la mesure où elle représente mieux qu’une loi normale l’asymétrie des distributions de
temps de parcours, et affirment simulation à l’appui qu’une somme de lois lognormales suit
approximativement une loi lognormale. Srinivasan et al. [150] utilisent aussi cette propriété,
et développent un programme d’optimisation afin de maximiser la fiabilité (i.e. la probabi-
lité d’être à l’heure avec un budget-temps fixé) en fonction de temps de parcours sur des
itinéraires distribués selon des lois lognormales à trois paramètres.

Au-delà de ces exemples, le reste des références identifiées dans l’état de l’art à propos de
l’utilisation des lois de probabilité dans ce contexte concerne des mises en œuvre empiriques.
Les lois normales [37, 74, 175] et lognormales [127] sont concernées en premier lieu, cepen-
dant d’autres modèles ont aussi été exploités dans ce but : la loi Gamma [46, 47, 113, 176],
la loi exponentielle [65] ou encore la loi uniforme [168], soit une gamme plus réduite par
rapport aux lois envisagées dans le contexte d’un segment élémentaire (cf partie I).

Il est important de noter que, quelle que soit l’application visée, les contributions pré-
cédentes n’interrogent pas la pertinence de ces lois dans la modélisation des poids des arcs.
Celles-ci sont d’abord utilisées à des fins utilitaires encouragées soit par des propriétés ma-
thématiques « confortables », soit par une simple volonté illustrative. Il pourrait être inté-
ressant de comparer les différents modèles en vertu des chemins optimaux identifiés par les
algorithmes de recherche du plus court chemin stochastique.

3.3.2 Corrélations entre les temps de parcours au sein du réseau

Quelle que soit la loi de probabilité retenue pour la modélisation des temps de parcours,
l’existence de corrélations entre les segments élémentaires donne une information supplé-
mentaire quant au phénomène étudié.

Plusieurs procédés ont permis de considérer cette question. Le plus simple est l’utili-
sation de la matrice de variance-covariance [28, 127, 145, 175], composée des covariances
entre tous les couples d’arcs au sein du graphe. Cette approche a essentiellement été utilisée
dans des techniques de programmation mathématique, notamment pour augmenter la qualité
de la modélisation du terme associé à la variance, mais elle nécessite une grande quantité
d’information.
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Pour pallier ce besoin en données, d’autres procédés ont été développés par ailleurs. L’ap-
proche markovienne, dans laquelle le modèle de chaque arc dépend essentiellement de celui
en vigueur sur l’arc précédent, en est l’exemple le plus populaire [37, 45, 68, 75]. Waller et
al. [163] ont proposé un algorithme déterminant le plus court chemin pour des arcs soumis
à des dépendances spatio-temporelles locales, entre deux segments consécutifs et/ou d’une
période à la suivante. Ce cas de figure souligne l’intérêt d’une modélisation adaptative, les
auteurs notant d’ailleurs la meilleure qualité des solutions obtenues lorsque l’information est
disponible pour l’usager au fur et à mesure de son avancée. Samanarayake et al. [139] pro-
posent également une formulation du problème considérant des corrélations locales (i.e. entre
un lien et son prédécesseur optimal) fondée sur l’expression de la probabilité maximale d’ar-
river en un budget de temps donné. Chen et al. [28], eux, se démarquent par la capacité de
leur démarche à gérer les corrélations entre un arc donné et son k-voisinage (via la définition
d’un sous-graphe constitué de tous les nœuds accessibles en moins de k arcs).

Comme l’avancent par exemple Polychronopoulos et al. [126] ou Xing et al. [169] par le
biais de comparaisons algorithmiques entre le cas dépendant et le cas indépendant, négliger
les corrélations entre les arcs amène à un résultat sous-optimal. Cela n’a toutefois pas em-
pêché l’émergence des études utilisant des calculs de convolution, impliquant théoriquement
des distributions indépendantes [46, 47, 113, 118].

3.3.3 Approche par scénario

Une dernière approche proposée est celle de la scénarisation de l’aléa, qui passe outre
la nécessaire définition des variables correspondant aux temps de parcours. Dans cette ap-
proche, les temps de parcours deviennent des grandeurs déterministes, définies par un scéna-
rio donné. La difficulté se situe ici dans la définition des scénarios, qui doivent être à même
de caractériser une instance complète décrivant les conditions de trafic sur le réseau.

Yu et al. [173] définissent deux problèmes spécifiques à l’approche par scénario, qui
reviennent à chercher le plus petit des temps de parcours maximaux sur tous les scénarios
d’une part, et la plus petite amplitude entre temps de parcours minimal et temps de parcours
maximal sur tous les scénarios d’autre part. L’idée est ainsi de définir un chemin robuste,
ce qui est également l’objet de la contribution de Gabrel et al. [55]. Ces derniers auteurs
évoquent deux types de scénario : le premier concerne des arcs définis sur un ensemble
discret, et le second est composé d’arcs définis sur des intervalles bornés. Ils définissent
également deux critères : le premier est le critère du pire cas, qui est assimilable au premier
problème évoqué par Yu et al. [173], et le second, le critère de robustesse bw. Ce dernier
nécessite la connaissance d’un paramètre objectif (b), qui est le temps de parcours qu’un
chemin doit permettre de réaliser dans un maximum de scénarios, et d’un paramètre limite
(w), qui est le temps de parcours à ne dépasser dans aucun scénario. Ainsi, le chemin le plus
robuste est celui qui respecte le critère w dans tous les scénarios tout en présentant le plus
grand nombre de scénarios respectant b.

Par ailleurs, Rey et al. [131] proposent un algorithme d’étiquetage basé sur des temps
de parcours scénarisés. Cette approche est vue comme une méthode efficace pour gérer les
situations de dépendance statistique entre les différents arcs : toutes les corrélations sont
ainsi capturées par la scénarisation, une réalisation de temps de parcours sur un segment
donné ne pouvant être rencontrée que si le scénario le permet. Leur objectif est d’obtenir
des chemins non-dominés, et de déterminer parmi eux celui qui minimise l’espérance du
temps de parcours tous scénarios confondus. Cette particularité est également soulevée par
Yang et al. [170], qui précisent que les schémas de corrélation ne peuvent être modélisés
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qu’au moyen d’un nombre suffisant de scénarios. En pratique, un scenario peut être identifié
comme une journée typique. Ainsi, ils développent un programme mathématique dans lequel
les temps de parcours sont définis en fonction de l’arc, de la date de départ, mais aussi du
jour concerné.

En somme, l’approche par scénario passe pour une méthode simple et efficace pour gérer
la complexité de modélisation engendrée par la définition stochastique des temps de par-
cours. Ce choix nécessite tout de même une grande rigueur dans la définition des scénarios,
qui doivent être cohérents, typiques des conditions de trafic sur un réseau de transport, et
complets, pour représenter l’univers des réalisations des temps de parcours au sein du graphe.

Conclusion
Bien que quantité de travaux aient été consacrés à la thématique de la recherche du

plus court chemin dans la littérature, seulement un nombre réduit d’entre eux considère des
graphes stochastiques, et ce nombre diminue d’autant si les définitions des temps de parcours
évoluent en fonction de la date de départ aux nœuds, et/ou si elles impliquent des corrélations
non nulles. Les quelques travaux qui incluent toutes ces dimensions présentent des niveaux
de difficulté importants en matière de modélisation, ainsi que de faibles performances algo-
rithmiques. Des hypothèses simplificatrices semblent toujours nécessaires pour aboutir à un
algorithme acceptable (recherche sur les espérances, utilisation de lois normales, corrélations
limitées aux tronçons adjacents voire nulles, scénarisation de l’aléa...).

Les techniques de modélisation employées suivent trois grandes tendances : d’abord, une
partie des publications exprime la minimisation du temps nécessaire au trajet par le biais
d’une fonction à optimiser dans un programme mathématique ; ensuite, un autre pan de la
littérature est composé d’algorithmes fondés sur la programmation dynamique, outil parti-
culièrement pertinent pour les recherches de chemins adaptatives ; et enfin, un troisième et
dernier ensemble de chercheurs s’est appliqué à développer des algorithmes d’étiquetage,
lors desquels les nœuds du réseau sont parcourus successivement jusqu’à obtenir des éti-
quettes optimales. Dans les graphes stochastiques, ces étiquettes ne sont pas des scalaires,
mais des vecteurs qui sont comparés les uns par rapport aux autres au moyen des relations
de dominance stochastique. Les deux dernières techniques mentionnées ont nécessité le dé-
veloppement de structures algorithmiques novatrices pour dépasser l’invalidité du principe
d’optimalité de Bellman dans le cadre stochastique.

Après la partie I consacrée à la modélisation des temps de parcours à l’échelle du segment
et de l’itinéraire, cet état de l’art a permis de constater que seul un nombre restreint de lois
de probabilité est plébiscité à l’échelle du graphe, aucun consensus n’existant réellement sur
la détermination du meilleur candidat. Enrichir l’état de l’art sur ce point précis est possible,
notamment en testant les solutions classiques que sont les lois normales et lognormales.

Une question de recherche peut notamment être soulevée à l’aune des précédents déve-
loppements : le choix de modélisation a-t-il un impact sur les chemins jugés optimaux ? Dans
de nombreux cas, les lois de probabilité sont utilisées pour leurs propriétés analytiques, ou
à titre d’illustration dans des cas empiriques, plutôt que pour une quelconque pertinence en
termes de modélisation. Une analyse de la robustesse des plus courts chemins au regard du
choix du modèle statistique employé sera réalisée dans le chapitre suivant pour évaluer l’as-
pect critique de ce choix. Le modèle de l’état de l’art retenu pour cette analyse est la formu-
lation SPOTAR détaillée par Nie et al. [113], grâce à laquelle les temps de parcours peuvent
être considérés comme des variables aléatoires distribuées, et dans laquelle la définition du
modèle probabiliste peut être directement interrogée via les fonctions de répartition.
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Chapitre 4
Calcul du plus court chemin stochastique :
considérations probabilistes et résolution
algorithmique

Comme évoqué dans le chapitre précédent, plusieurs solutions algorithmiques ont été
proposées pour le problème du plus court chemin stochastique, mais peu d’entre elles sont
capables de prendre en compte de façon détaillée l’aspect stochastique des temps de par-
cours. L’objet de ce chapitre est de proposer un cadre méthodologique pour la représentation
stochastique des temps de parcours, en utilisant l’approche algorithmique de Nie et al. [113].
Celle-ci consiste en un algorithme d’étiquetage (dénommé SPOTAR) permettant de maximi-
ser la probabilité d’arriver à l’heure, pour un budget-temps donné. Cette approche est à notre
connaissance la première qui offre un cadre permettant la prise en compte des distributions
de temps de parcours dans un graphe qui considère plus d’informations que le traditionnel
couple moyenne-variance. L’approche est fondée sur la mise à jour, à chaque nœud, d’un
vecteur d’étiquettes (une étiquette optimale par budget de temps), structure comparable à
celle utilisée pour les calculs du plus court chemin dans les graphes dynamiques.

Une question de recherche fondamentale associée au traitement de cet algorithme réside
en l’évaluation des différents modèles statistiques qui servent à alimenter la définition des
graphes stochastiques. Selon le modèle régissant le poids des arcs, le plus court chemin
désigné est-il le même ? Autrement dit, dans quelle mesure peut-on considérer que les calculs
de PCCS sont robustes au choix de la loi de probabilité destinée à représenter les temps de
parcours dans le réseau ? Nous approfondirons cette question en mettant en évidence le rôle
de différents paramètres tels que la taille du graphe, la précision de la discrétisation des
distributions, ou même le niveau de variance utilisé lors de l’échantillonnage, au cœur d’une
analyse impliquant un sous-ensemble de modèles évoqués dans la partie I.

Après avoir développé les définitions liées aux graphes stochastiques dans la section
4.1, nous établirons un cadre méthodologique visant à tester les solutions obtenues avec
l’algorithme SPOTAR dans la section 4.2. Dans la section 4.3, une palette de résultats la
plus exhaustive possible sera développée concernant la robustesse des chemins obtenus face
aux choix de modélisation statistique, cela permettant par ailleurs une mise en contexte des
travaux de la partie I pour la représentation des temps de parcours dans un réseau de transport.
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4.1 Plus courts chemins stochastiques
Dans la première partie de ce chapitre, le cadre théorique de l’algorithme SPOTAR sera

détaillé. Du fait de la définition stochastique du graphe, le principe de Bellman, garantis-
sant qu’un sous-chemin d’un chemin optimal est également optimal, ne se matérialise plus
de la même façon. Il est donc nécessaire d’utiliser un autre type de construction théorique
pour explorer le graphe et étiqueter les sommets de manière adéquate. L’algorithme SPO-
TAR sera lui-même également présenté : il constitue une méthode puissante pour calculer les
probabilités d’arriver à l’heure, en considérant des distributions discrétisées.

4.1.1 Arcs stochastiques
Soit un graphe G = (V,E), où V est l’ensemble des nœuds et E l’ensemble des arcs qui

le composent. Classiquement, dans le problème du calcul du plus court chemin déterministe,
les arcs (i, j) ∈ E sont caractérisés par un poids wi j tel que wi j ∈ R. Ici, compte tenu de
l’application envisagée, i.e. les coûts de franchissement des arcs correspondent à des temps
de parcours sur des itinéraires, les poids des arcs sont définis sur l’ensemble des réels positifs.

Avec des temps de parcours définis comme des variables aléatoires distribuées, on pose
d’ailleurs à cet effet Ti j la variable représentant le temps de parcours entre les nœuds i et j
(i, j ∈V ), les arcs (i, j) ∈ E sont alors pondérés par leurs réalisations τi j.

Dans ce qui va suivre, et quelle que soit la distribution de probabilité choisie, on notera
f ∗i j (x) la fonction de densité théorique de la variable Ti j ainsi que F∗i j (x) sa fonction de
répartition théorique. La fonction de densité théorique est discrétisée en une fonction de
masse pi j (x) par l’intermédiaire de la définition d’un intervalle de largeur ∆t , typique de la
constitution d’un histogramme, et des Tmax premiers entiers non nuls consécutifs (le temps
de parcours maximal considéré étant ainsi égal à Tmax∆t).

4.1.1.1 Discrétisation de la fonction de densité

Afin d’exploiter les temps de parcours de manière algorithmique, les fonctions de densité
sont discrétisées à la manière du procédé utilisé par Nie et al. [113]. Une illustration de cette
transformation est fournie par les figures 4.1a et 4.1b. Analytiquement, la fonction f ∗i j (x) est
discrétisée sous la forme de la fonction de masse suivante :

pi j (x) =


F∗i j (x+∆t)−F∗i j (x) , si x ∈ {0,∆t , ...,∆t(Tmax−1)} .
1−F∗i j (x) , si x = ∆tTmax.

0, sinon.
(4.1)

où la fonction de répartition théorique F∗i j peut s’écrire :

F∗i j (x) =
∫ x

0
f ∗i j (t) dt (4.2)

Le poids associé à la valeur t∆t représente en réalité la probabilité d’obtenir une valeur
dans l’intervalle [t∆t ;(t +1)∆t [, t ∈ {0, ...,Tmax−1}.

À l’issue du procédé de discrétisation, une nouvelle fonction de répartition Fi j (t) émerge,
∀t ≥ 0 : il s’agit d’une fonction constante par morceaux dont les valeurs sont construites à
partir des poids de la fonction de masse précédemment définie. Ainsi, on a :

Fi j (t∆t) = ∑
k∈{0,∆t ,...,t∆t}

pi j (k) , ∀t ∈ {0, ...,Tmax} (4.3)
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FIGURE 4.1 – Illustration du procédé de discrétisation selon la méthode de Nie et al. [113] : fonctions
de densité (a) et de répartition (c) théoriques de la loi Gamma de paramètres (10;5), et adaptations
respectives avec ∆t = 30, Tmax = 5 (b,d)

En particulier, on peut écrire :

Fi j (0) = pi j (0) (4.4)
Fi j (Tmax∆t) = 1 (4.5)

Par ailleurs, d’après la nature discrète des variables créées, on a ∀t ∈ {0, ...,Tmax−1} :

Fi j (x) = Fi j (t∆t) , ∀x ∈ [t∆t ;(t +1)∆t [ (4.6)

On peut enfin déduire des équations 4.5 et 4.6 que :

Fi j (x) = 1, ∀x≥ Tmax∆t (4.7)

Une description graphique des fonctions de répartition utilisées en entrée et obtenues en
sortie du procédé de discrétisation est apportée par les figures 4.1c et 4.1d.

4.1.1.2 Description des modèles utilisés

La définition des fonctions de masse telles qu’utilisées dans ce chapitre est un élément
peu considéré dans la littérature. La présente analyse portera sur trois lois de probabilité dis-
cutées dans le chapitre 2, les lois Gamma, lognormale et normale (dans sa version tronquée
sur l’ensembles réels positifs). Comme nous avons pu le constater dans le chapitre 3, les
deux premières sont les plus utilisées dans le cadre de la résolution du problème du PCCS.
La troisième apparaît comme un compromis parfait entre la richesse permise par le système
de Halphen développé dans le chapitre 2 (elle apparaît d’ailleurs dans ce système en tant que
cas limite), et la simplicité de modélisation qu’offrent ses deux paramètres. En outre, cette
loi définie sur les réels positifs se rapproche également d’autres modèles tels que les lois de
Weibull, exponentielle ou lognormale [47].

Ces trois lois présentent des niveaux de performance différents en matière d’ajustement,
selon que l’on considère les temps de parcours dans leur intégralité ou les délais définis par
rapport à un temps de référence ; elles respectent par ailleurs la propriété de fermeture par
l’addition, au moins par approximation. Les autres lois évoquées dans la partie I pourraient
également être rajoutées à l’analyse, leur éventuelle intégration constituant une perspective
possible des présents travaux.

Les trois distributions sus-citées sont ici comparées sur une base d’échantillonnage com-
mune. Les lois de probabilité sont générées à partir d’un couple de valeurs fondamentales, la
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moyenne et l’écart-type empiriques, supposées connues compte tenu d’échantillons de temps
de parcours hypothétiques. Soient m et s respectivement ces valeurs, le tableau 4.1 précise
les estimateurs des trois modèles s’appuyant sur elles, selon la méthode des moments.

TABLEAU 4.1 – Estimateurs des paramètres des lois Gamma, lognormale et normale, selon la méthode
des moments

Lois Gamma lognormale normale

1 α̂ = m2

s2 µ̂ = ln
(

m2
√

m2+s2

)
µ̂ = m

2 β̂ = s2

m σ̂ =

√
ln
(

1+ s2

m2

)
σ̂ = s

4.1.2 Opérations de base sur les arcs stochastiques

En prenant appui sur la structure vectorielle des coûts des arcs dans les graphes détermi-
nistes dépendants du temps exploitée par Batz [9], trois opérations de base sont définies pour
la recherche du plus court chemin dans les graphes stochastiques : évaluation, concaténation
et agrégation. Chacune de ces trois opérations est détaillée ci-après.

4.1.2.1 Évaluation

L’évaluation d’un arc stochastique revient à affecter une valeur numérique à une grandeur
vectorielle. Deux possibilités sont ouvertes :

— D’une part, il est possible de calculer la probabilité de réaliser le trajet ciblé avec
une durée inférieure à un budget temporel t donné. Cette option revient à évaluer la
fonction de répartition en t.

— D’autre part, en prenant comme entrée une probabilité α , il est possible de déterminer
le temps de trajet nécessaire au parcours du chemin-cible dans α% des trajets. Ce
second choix revient à calculer la valeur du quantile correspondant à la probabilité α ,
à partir de l’inverse de la fonction de répartition.

Dans ces deux cas, l’évaluation va reposer sur deux vecteurs de taille Tmax + 1 spéci-
fiés lors de la discrétisation des poids des arcs. Le premier contient tous les points supports,
i.e. toutes les valeurs t telle que t ∈ T = {0,∆t , ...,Tmax∆t}. Le second est le vecteur conte-
nant la valeur de la fonction de répartition pour tous les points supports suscités, soit Fi j (t),
∀t ∈ T . Les procédures d’évaluation sont décrites ci-après. L’étape d’évaluation s’appuie
sur la définition fondamentale apportée par l’équation 4.6.

Évaluation à partir de la fonction de répartition et d’un budget-temps t :
Dans ce cas, la procédure d’évaluation s’articule autour de deux étapes principales :

(Étape 1) Trouver k tel que k∆t ≤ t < (k+1)∆t

(Étape 2) Retourner Fi j (k∆t)

À l’aide d’une recherche binaire, la procédure a une complexité de O(log |k|), qui peut
encore être réduite via la partition de l’intervalle [0;Tmax∆t [, à l’image de la procédure décrite
par Batz [9].
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v0 v1 v2 ... vk−2 vk−1 vk

e1 e2 e3 ek−2 ek−1 ek

FIGURE 4.2 – Itinéraire composé de k+1 nœuds et de k arcs successifs

Évaluation à partir de la fonction quantile et d’une probabilité α :
Ici, la procédure d’évaluation s’appuie sur un parcours du vecteur associé à la fonction de
répartition, plutôt qu’à celui associé aux réalisations possibles du temps de parcours :

(Étape 1) Trouver k tel que Fi j (k∆t)≤ α < Fi j ((k+1)∆t)

(Étape 2) Retourner k∆t

La complexité algorithmique est identique à celle du cas précédent.

4.1.2.2 Concaténation

La seconde opération à la base d’une méthode de calcul du plus court chemin stochas-
tique est la constitution du modèle relatif à une succession d’arcs. Plusieurs lois de proba-
bilité sont ainsi composées, de manière à obtenir le modèle global de temps de parcours
sur l’itinéraire. Dans ce cadre, la solution conceptuelle naturelle est la convolution des lois
statistiques. Dans le cas de lois de probabilité discrètes, on peut définir respectivement les
fonctions de masse et de répartition de façon suivante :

pu→w (t) =
t

∑
τ=0

(pu→v (τ) pv→w (t− τ)) (4.8)

Fu→w (t) =
t

∑
τ=0

(Fu→v (τ) pv→w (t− τ)) (4.9)

où pe et Fe désignent respectivement les fonctions de masse et de répartition régissant le
modèle lié à l’arc e (∀e ∈ E), u,v,w ∈ V tels que (u,v) ,(v,w) ∈ E, et t ∈ {0,∆t , ...,Tmax∆t}.
L’idée sous-jacente consiste dans les deux cas à répartir le temps total t nécessaire au par-
cours des deux arcs sur chacun d’entre eux, de telle façon que le nœud intermédiaire v est
atteint en un temps τ . Les indices sont d’ailleurs interchangeables dans ces formules, selon
la convention de répartition utilisée.

Pour mener à bien les opérations de concaténation sur des itinéraires complets, tant dans
des processus de recherche vers l’aval que vers l’amont, quelques propriétés doivent être
établies. Soit un itinéraire tel que décrit par la figure 4.2. Il va s’agir d’étendre les rela-
tions illustrées par les équations 4.8 et 4.9 à des concaténations entre un itinéraire v0→ vk−1
composé de plusieurs segments et un kième segment (vk−1,vk) d’une part (convolution vers
l’aval), et entre un segment (v0,v1) et un itinéraire v1 → vk d’autre part (convolution vers
l’amont). Ces deux aspects font appel aux notions de préfixe et de suffixe : dans une convo-
lution vers l’aval (respectivement vers l’amont), on dit que le sous-chemin concaténé est le
préfixe (respectivement le suffixe) du chemin complet. Dans la suite de cette section, pour
simplifier les notations, on appelle pi (t) la probabilité de parcourir l’arc ei = (vi−1,vi) en un
temps t ∈ T , et Fi (t) la valeur de la fonction de répartition associée (i.e. la probabilité de
parcourir ei en un temps inférieur à t).
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v0 v1 v2 ... vk−2 vk−1 vk

e1 e2 e3 ek−2 ek−1 ek

eds
2 eds

k−1

eds
k

FIGURE 4.3 – Itinéraire composé de k + 1 nœuds et de k arcs successifs, avec arcs synthétiques
symbolisant les préfixes du chemin v0→ vi, ∀i ∈ {1,k}

Convolution vers l’aval de la fonction de masse :
Dans ce premier cas, il s’agit de s’intéresser à la fonction de masse associée au temps de
parcours du chemin reliant l’origine v0 au nœud vn, que l’on note pds

n , ∀n ∈ {1, ...,k}. Cette
probabilité est associée à l’arc synthétique eds

n au sein de la figure 4.3. En particulier, on peut
remarquer que eds

1 = e1.

Proposition 1. La probabilité pds
n (t) de parcourir le chemin v0→ vn en un temps t est égale

à la somme pour toutes les répartitions temporelles du produit des probabilités de traverser
le sous-chemin v0 → vn−1 en un temps τ et l’arc en = (vn−1,vn) en un temps égal à t− τ ,
∀n ∈ {1, ...,k}. Autrement dit :

pds
n (t) =

t

∑
τ=0

(
pds

n−1 (τ) pn (t− τ)
)

(4.10)

Démonstration. La probabilité pds
n (t) correspond à la conjonction des évènements indépen-

dants « parcourir ei en un temps τi », où t = ∑
n
i=1 τi, elle-même matérialisée par le produit

des probabilités pi (ti− ti−1), ∀i ∈ {1, ...,n}, et avec ti− ti−1 = τi, t0 = 0 et tn = t. La décom-
position du temps total peut être effective selon plusieurs combinaisons des τi, si bien qu’il
est possible d’écrire :

pds
n (tn) =

tn

∑
tn−1=0

tn−1

∑
tn−2=0

...
t2

∑
t1=0

[
n

∏
i=1

pi (ti− ti−1)

]
(4.11)

On peut noter assez rapidement pour valider la proposition 1 que :

tn−1

∑
tn−2=0

...
t2

∑
t1=0

[
n−1

∏
i=1

pi (ti− ti−1)

]
= pds

n−1 (tn−1) (4.12)

Convolution vers l’amont de la fonction de masse :
Dans ce second cas, la fonction de masse associée au temps de parcours du chemin reliant le
nœud vn à l’arc vk est primordiale, elle est notée pus

n , ∀n ∈ {0, ...,k−1}. Cette probabilité est
associée à l’arc synthétique eus

n au sein de la figure 4.4. On peut remarquer que eus
k−1 = ek et

eus
0 = eds

k .
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v0 v1 v2 ... vk−2 vk−1 vk
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FIGURE 4.4 – Itinéraire composé de k + 1 nœuds et de k arcs successifs, avec arcs synthétiques
symbolisant les suffixes vi→ vk, ∀i ∈ {0,k−1}

Proposition 2. La probabilité pus
n (t) de parcourir le chemin vn→ vk en un temps t est égale

à la somme pour toutes les répartitions temporelles du produit des probabilités de traverser
l’arc en+1 = (vn,vn+1) en un temps τ et le sous-chemin vn+1→ vk en un temps t− τ , ∀n ∈
{0, ...,k−1}. Autrement dit :

pus
n (t) =

t

∑
τ=0

(
pn+1 (τ) pus

n+1 (t− τ)
)

(4.13)

Démonstration. À l’image de la preuve de la proposition 1, l’idée principale est d’isoler la
probabilité de traverser le sous-chemin, ici le suffixe. En particulier, on note τk−1 le temps
réalisé sur le dernier tronçon ek, avec τk−1 = tk−1−tk, et on remonte le chemin en considérant
des temps résiduels ti−1− ti, ∀i ∈ {n+1, ...,k}, avec tk = 0. On réécrit l’équation 4.11 avec
les nouveaux indices :

pus
n (tn) =

tn

∑
tn+1=0

tn+1

∑
tn+2=0

...
tk−2

∑
tk−1=0

[
k

∏
i=n+1

pi (ti−1− ti)

]
(4.14)

pus
n (tn) =

tn

∑
tn+1=0

[
pn+1 (tn− tn+1)

tn+1

∑
tn+2=0

...
tk−2

∑
tk−1=0

k

∏
i=n+2

pi (ti−1− ti)

]
(4.15)

De même que précédemment, on reconnaît pus
n+1 (tn+1), et on obtient l’égalité donnée par la

proposition 2, avec τ = tn− tn+1.

Convolution vers l’aval de la fonction de répartition :
La troisième propriété relative aux convolutions des distributions de temps de parcours dans
le graphe se rapporte à la fonction de répartition décrivant la distribution sur un chemin
v0→ vn, par rapport à la définition du préfixe v0→ vn−1, tel que décrit dans la figure 4.3. On
définit Fds

n , ∀n ∈ {1, ...,k}, la fonction de répartition associée au chemin v0→ vn.

Proposition 3. La probabilité Fds
n (t) de parcourir le chemin v0→ vn en un temps inférieur

à t est égale à la somme pour toutes les répartitions temporelles du produit des probabilités
de traverser le sous-chemin v0→ vn−1 en un temps inférieur à τ et l’arc en = (vn−1,vn) en
un temps égal à t− τ , ∀n ∈ {1, ...,k}. Autrement dit :

Fds
n (t) =

t

∑
τ=0

(
Fds

n−1 (τ) pn (t− τ)
)

(4.16)

Démonstration. Il est nécessaire de distinguer deux cas, en fonction de la valeur de n :



106 Chapitre 4 Calcul du PCC stochastique et lois de probabilité

1. (n = 1) En posant e0 l’arc reliant v0 à lui-même, on a p0 (0) = 1 et F0 (t) = 1, ∀t ≥ 0.
Or, par construction, Fds

0 (t) = F0 (t), ∀t ∈T . On peut donc écrire :

t

∑
τ=0

(
Fds

0 (τ) p1 (t− τ)
)
=

t

∑
τ=0

p1 (t− τ) = F1 (t) (4.17)

Comme e1 et eds
1 sont équivalents, on obtient bien la propriété pour n = 1 :

Fds
1 (t) =

t

∑
τ=0

(
Fds

0 (τ) p1 (t− τ)
)

(4.18)

2. (n ∈ {2, ...,k}) Par définition de la fonction de répartition, on peut écrire :

Fds
n+1 (t) =

t

∑
τ=0

pds
n+1 (τ) (4.19)

La propriété de convolution appliquée aux fonctions de masse (proposition 1) permet
de développer ainsi :

Fds
n+1 (t) =

t

∑
τ=0

τ

∑
h=0

(
pds

n (h) pn+1 (τ−h)
)

(4.20)

Si on décompose cette expression pour chaque valeur de τ :

Fds
n+1 (t) =


pds

n (0) pn+1 (0) (τ = 0)
+pds

n (0) pn+1 (1)+ pds
n (1) pn+1 (0) (τ = 1)

... ...

+pds
n (0) pn+1 (t)+ pds

n (1) pn+1 (t−1)+ ...+ pds
n (t) pn+1 (0) (τ = t)

(4.21)

Il s’agit là d’une somme de t (t +1)/2 termes, dont les composantes peuvent être ré-
organisées de la façon suivante (diagonale par diagonale, en commençant par le terme
situé en bas à gauche dans la matrice) :

Fds
n+1 (t) =

(
t−t

∑
h=0

pds
n (h)

)
pn+1 (t)+ ...+

(
t−0

∑
h=0

pds
n (h)

)
pn+1 (0) (4.22)

Fds
n+1 (t) =

t

∑
τ=0

[(
t−(t−τ)

∑
h=0

pds
n (h)

)
pn+1 (t− τ)

]
(4.23)

Fds
n+1 (t) =

t

∑
τ=0

(
Fds

n (τ) pn+1 (t− τ)
)

(4.24)

Convolution vers l’amont de la fonction de répartition :
La quatrième et dernière proposition consacrée aux convolutions concerne la fonction de
répartition d’un chemin vn→ vk et son suffixe vn+1→ vk. Cette fonction est notée Fus

n , ∀n ∈
{1, ...,k}.
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Proposition 4. La probabilité Fus
n (t) de parcourir le chemin vn→ vk en un temps inférieur

à t est égale à la somme pour toutes les répartitions temporelles du produit des probabilités
de traverser l’arc en+1 = (vn,vn+1) en un temps τ et le sous-chemin vn+1→ vk en un temps
inférieur à t− τ , ∀n ∈ {0, ...,k−1}. Autrement dit :

Fus
n (t) =

t

∑
τ=0

(
pn+1 (τ)Fus

n+1 (t− τ)
)

(4.25)

Démonstration. Comme pour la preuve de la proposition 2, il faut distinguer deux cas :
1. n = k− 1. Au sein d’un graphe tel que celui décrit par la figure 4.4, on pose ek+1

l’arc reliant vk à lui-même. On a, par construction, ek+1 = eus
k (à titre de rappel, on a

également ek = eus
k−1), pk+1 (0) = 1 et Fk+1 (t) = 1, ∀t ≥ 0. D’où,

Fus
k (t) = Fk+1 (t) = 1,∀t ≥ 0 (4.26)

On démontre ainsi l’égalité issue de la proposition 4 pour n = k−1 :

t

∑
τ=0

pk (τ)Fus
k (t− τ) =

t

∑
τ=0

pk (τ) = Fk (t) = Fus
k−1 (t) (4.27)

2. n ∈ {0, ...,k−2}. La démonstration pour ce cas de figure se déroule de façon similaire
au cas n = {2, ...,k} pour la proposition 3. En utilisant la définition de la fonction de
répartition ainsi que la proposition 2, on a :

Fus
n (t) =

t

∑
τ=0

τ

∑
h=0

pn+1 (h) pus
n+1 (τ−h) (4.28)

La décomposition de l’équation en fonction des valeurs de τ donne :

Fus
n (t) =


pn+1 (0) pus

n+1 (0) (τ = 0)
+pn+1 (0) pus

n+1 (1)+ pn+1 (1) pus
n+1 (0) (τ = 1)

... ...

+pn+1 (0) pus
n+1 (t)+ pn+1 (1) pus

n+1 (t−1)+ ...+ pn+1 (t) pus
n+1 (0) (τ = t)

(4.29)

Si on considère les termes positionnés colonne par colonne :

Fus
n (t) = pn+1 (0)

t−0

∑
h=0

pus
n+1 (h)+ ...+ pn+1 (t)

t−t

∑
h=0

pus
n+1 (h) (4.30)

Fus
n (t) =

t

∑
τ=0

pn+1 (τ)
t−τ

∑
h=0

pus
n+1 (h) (4.31)

Fus
n (t) =

t

∑
τ=0

pn+1 (τ)Fus
n+1 (t− τ) (4.32)

Nous avons ici défini les opérations fondamentales permettant d’évaluer les distribu-
tions de temps de parcours (avec un paramètre d’entrée t ou α selon le procédé d’évaluation
choisi), et d’établir la loi les régissant sur des itinéraires constitués de plusieurs arcs consé-
cutifs. La troisième opération relative à l’agrégation reste à décrire ci-dessous.
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4.1.2.3 Agrégation

La troisième opération fondamentale associée aux arcs stochastiques est l’agrégation, qui
doit produire une synthèse de la distribution des temps de parcours entre deux nœuds s, t ∈V ,
dans le cas où plusieurs itinéraires permettent de joindre ces nœuds.

Définition 1. Soient v0 et vk deux nœuds de G, c1 et c2 deux chemins parallèles permettant
de relier ces nœuds, et F1 et F2 (respectivement p1 et p2) les fonctions de répartition (res-
pectivement les fonctions de masse) caractérisant les temps de parcours sur chacun de ces
chemins. On définit mF1,F2 l’enveloppe supérieure de F1 et F2, i.e. la fonction synthétique
représentant les probabilités les plus favorables de parcourir la distance entre les nœuds v0
et vk en un temps donné. On a :

mF1,F2 (t) = max{F1 (t) ,F2 (t)} ,∀t ∈T = {0,∆t , ...,Tmax∆t} (4.33)

Corollaire 1. La fonction m, bâtie comme l’enveloppe supérieure de deux fonctions de ré-
partition, constitue elle-même une fonction de répartition.

Démonstration. Les temps de parcours sont des variables aléatoires définies ici sur l’en-
semble T . D’où F1 (x) = F2 (x) = 0 si x < 0 et F1 (x) = F2 (x) = 1 si x ≥ Tmax∆t , on en
déduit :

lim
x→−∞

mF1,F2 (x) = 0 (4.34)

lim
x→+∞

mF1,F2 (x) = 1 (4.35)

Par ailleurs, on pose t ∈ {0, ...,(Tmax−1)∆t}. On a t ≤ t +∆t , et on cherche à comparer
mF1,F2 (t) et mF1,F2 (t +∆t).

1. Cas 1 : F1 (t)≤ F2 (t) et F1 (t +∆t)≤ F2 (t +∆t) On conclut directement :

mF1,F2 (t) = F2 (t)≤ F2 (t +∆t) = mF1,F2 (t +∆t) (4.36)

2. Cas 2 : F1 (t) ≤ F2 (t) et F1 (t +∆t) ≥ F2 (t +∆t) On remarque la suite d’inégalités
suivantes :

F1 (t)≤ F2 (t)≤ F2 (t +∆t)≤ F1 (t +∆t) (4.37)

Ce qui se traduit directement par :

mF1,F2 (t) = max(F1 (t) ,F2 (t))≤max(F1 (t +∆t) ,F2 (t +∆t)) = mF1,F2 (t +∆t)
(4.38)

Ainsi, quelles que soient les fonctions F1 et F2, mF1,F2 (t) ≤ mF1,F2 (t +∆t), i.e. la fonction
mF1,F2 est croissante. Enfin, celle-ci est le maximum de deux fonctions continues à droite,
elle est donc elle-même continue à droite.

Corollaire 2. La fonction m′F1,F2
(t) telle que :

m′F1,F2
(t) =

{
mF1,F2 (t)−mF1,F2 (t−∆t) si t ∈T \{0}
mF1,F2 (t) si t = 0

(4.39)

désigne la probabilité d’apparition de la valeur t, soit la fonction de masse du chemin syn-
thétique entre v0 et vk.
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Démonstration. Deux cas de figure sont à distinguer :

— Pour t = 0, on a :

m′F1,F2
(0) = mF1,F2 (0) = max(F1 (0) ,F2 (0)) = max(p1 (0) , p2 (0)) (4.40)

Le maximum entre deux probabilités est bel et bien une probabilité.

— Pour t ∈T \0, m étant croissante, on a :

m′F1,F2
(t) = mF1,F2 (t)−mF1,F2 (t−∆t)≥ 0 (4.41)

De plus, mF1,F2 (t−∆t)≥ 0 et mF1,F2 (t)≤ 1. On en déduit m′F1,F2
(t)≤ 1.

Les propriétés de la fonction maximum permettent de noter que m est une fonction com-
mutative et associative.

Corollaire 3. La définition de la fonction m est généralisable pour k chemins ci, ∀i ∈
{1, ...,k} :

mF1,...,Fk (t) = max{Fi (t) |i ∈ {1, ...,k}} ,∀t ∈T (4.42)

Démonstration. On sait que mF1,F2 (t) = max(F1 (t) ,F2 (t)) ,∀t ∈ T . De même, ∀t ∈ T on
a :

mF1,F2,F3 (t) = max(F1 (t) ,mF2,F3 (t)) = max(F1 (t) ,max(F2 (t) ,F3 (t))) (4.43)
mF1,F2,F3 (t) = max(F1 (t) ,F2 (t) ,F3 (t)) (4.44)

La même opération est effectuée jusqu’à intégrer les k fonctions de répartition initiales dans
la comparaison.

L’agrégation de plusieurs fonctions de répartition revient à décaler les poids de la fonc-
tion de masse vers les valeurs les plus faibles de l’horizon, comme illustré par la figure 4.5.
Celle-ci décrit l’opération d’agrégation pour deux chemins parallèles entre des nœuds u et
w, décrits comme suit :

— un arc synthétique fruit de la concaténation des arcs e1 = (u,v) et e2 = (v,w) définis
respectivement par les distributions discrètes suivantes : pu→v (0) = 0.6 et pu→v (1) =
0.4 d’une part, pv→w (0) = 0.1, pv→w (1) = 0.8 et pv→w (2) = 0.1 d’autre part. La
distribution du chemin résultant de cette concaténation est obtenue grâce aux éléments
fournis dans la section 4.1.2.2 : pu→v→w (0) = 0.06, pu→v→w (1) = 0.52, pu→v→w (2) =
0.38 et pu→v→w (3) = 0.04 ;

— un arc direct e3 = (u,w) dont le poids est distribué tel que pu→w (0) = 0.1, pu→w (1) =
0.4, pu→w (2) = 0.3 et pu→w (3) = 0.2.

Dans cet exemple, le poids associé au temps t = 0 après l’étape d’agrégation est issu de
l’arc e3, alors que le reste des poids vient de l’arc synthétique produit par la concaténation
de e1 et e2. La comparaison entre la distribution finale et celle de l’arc synthétique illustre le
décalage mentionné plus haut : elles sont en tout point similaires, sauf sur les deux premiers
points support.
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FIGURE 4.5 – Illustration des opérations de concaténation et d’agrégation sur les arcs stochastiques :
Sous-graphe considéré (a) ; Concaténation des deux arcs consécutifs e1 et e2 : fonction de masse (b)
et fonction de répartition (c) ; Agrégation de l’arc obtenu avec l’arc e3 via la fonction de répartition
(d) et fonction de masse résultante (e)

4.1.3 Dominance stochastique et politiques de routage
Dans le cas d’un calcul du plus court chemin déterministe et statique, les algorithmes

traditionnels, tels que ceux basés sur la programmation dynamique ou encore ceux utilisant
un processus d’étiquetage, permettent d’obtenir des chemins optimaux. Ces méthodes de
résolution se fondent sur le principe d’optimalité de Bellman, qui implique la récursivité.

Dans le cas de graphes stochastiques, le parcours d’un graphe et le stockage de l’infor-
mation sur les meilleurs prédécesseurs sont plus complexes, et nécessitent l’emploi de struc-
tures de données et de procédés de comparaison entre étiquettes plus sophistiqués. Cette sec-
tion donnera l’occasion de présenter les politiques de routage, telles que définies par Nie et
al. [113], qui s’appuient sur la notion de dominance stochastique du premier ordre, décrite
dans la section 3.2.3.

4.1.3.1 Reconstitution du chemin optimal dans un graphe stochastique

Dans des graphes où les arcs sont définis par des pondérations stochastiques, les chemins
explorés sont nettement plus complexes à reconstituer à partir d’une information sur le nœud
prédécesseur optimal.

Pour illustrer cette complexité, considérons le cas simple proposé par la figure 4.6. En po-
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e5

FIGURE 4.6 – Comment reconstituer l’itinéraire optimal entre u1 et u4 ?

sant ∆t = 1, on cherche à répondre à la question suivante : quelle est la probabilité d’atteindre
u4 à partir de u1 en seulement deux unités de temps ? Par des relations de convolution, il est
assez rapide d’obtenir la valeur de F4 (2), soit la probabilité recherchée. Deux prédécesseurs
sont possibles, pour chaque budget-temps : u2 ou u3, la meilleure solution étant obtenue via
la comparaison de deux distributions :

— la première est issue de la convolution entre la fonction de répartition associée au nœud
u2 et la fonction de masse associée à l’arc e4, reliant u2 à u4 ;

— la seconde est le produit de convolution entre la fonction de répartition associée au
nœud u3 et la fonction de masse de l’arc e5, issu de u3 et dirigé vers u4.

En admettant que la meilleure distribution soit la seconde pour t = 2, cela signifie que le
prédécesseur optimal est u3 pour ce budget-temps. La même question se pose ensuite pour le
nœud u3. À chaque budget-temps, le prédécesseur de u3 est donné par la distribution optimale
au nœud, i.e. par le produit de convolution maximisant la probabilité cumulée d’arriver à u3.
Or, la date de passage au nœud u3 n’est pas garantie : atteindre le nœud u4 en t = 2 est
possible dans 3 situations (atteindre u3 respectivement en t = 0, t = 1 ou t = 2 et traverser
e5 respectivement en 2, 1 ou 0 unité(s) de temps). Quelle que soit la réalisation du temps de
parcours sur e5, le résidu de budget devra être alloué selon le même procédé sur les arcs en
amont, jusqu’à atteindre le nœud source.

Il s’agit donc de répondre à un problème d’allocation d’un budget positif (le temps de
parcours donné ou obtenu par calcul) sur un ensemble de « postes budgétaires » (les différents
arcs du chemin optimal à reconstituer), la difficulté résidant dans l’explosion combinatoire
générée par l’importance du budget-temps à allouer d’une part, et par la quantité d’arcs tra-
versés d’autre part. Le tableau 4.2 décrit le nombre de réalisations possibles pour chaque
couple {budget,arcs}, et la forme générale de l’expression pour des valeurs t et |e| quel-
conques. À titre de remarque, on note que la taille de l’information p∗ sur le chemin préfixe
est régie par trois équations fondamentales :

p∗ (t, |e|) = p∗ (t, |e|−1)+ p∗ (t−1, |e|) (4.45)

p∗ (t, |e|) =
t

∑
τ=0

p∗ (τ, |e|−1) (4.46)

p∗ (t, |e|) =
|e|

∑
e=0

p∗ (t−1,e) (4.47)

La reconstitution du chemin optimal dans le problème du plus court chemin stochastique
est donc nettement moins simple que dans le cas déterministe, puisqu’elle nécessite de retenir
l’information inhérente à chaque scénario préalablement à tout effort de reconstitution du
chemin. Cela équivaut à une énumération de chemins optimaux, comme l’ont fait remarquer
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TABLEAU 4.2 – Taille p∗ (t, |e|) de l’information sur les prédécesseurs, pour un budget t et un nombre
d’arc |e| dans l’itinéraire à reconstituer

p∗ (t, |e|) |e|= 1 |e|= 2 |e|= 3 ... |e|= n
t = 0 1 1 1 ... 1
t = 1 1 2 3 ... ∑

n
e=1 (1) = n

t = 2 1 3 6 ... ∑
n
e2=1 ∑

e2
e1=1 (1)

t = 3 1 4 10 ... ...
t = 4 1 5 15 ... ...

... ... ... ... ... ...
t = T 1 ∑

T
t1=0 (1) = T +1 ∑

T
t2=0 ∑

t2
t1=0 (1) ... ∑

T
tn=0 ∑

tn
tn−1=0 ...∑

t2
t1=0 (1)

Nie et al. [113]. La conception d’une structure de données plus complexe s’avère également
essentielle du fait de la nature combinatoire du graphe des prédécesseurs.

4.1.3.2 Construction des politiques de routage

Une nouvelle structure de données mise à jour au gré des différentes visites aux nœuds
est associée aux éléments précédents, la routing policy, que l’on peut traduire par politique
de routage. Cette structure est constituée par l’ensemble des chemins non-dominés entre une
origine et une destination données.

Nie et al. [113] proposent deux versions de politiques de routage, en soulignant les avan-
tages et les inconvénients de chacune :

— La première est fondée sur la relation de dominance simple : elle produit l’ensemble
des chemins optimaux et donne donc la solution exacte au problème de recherche du
plus court chemin stochastique. Cependant, elle demande un traitement plus élaboré,
et conduit à la conservation de chemins ne contribuant pas directement à la distribution
enveloppe, synthèse des distributions associées aux chemins optimaux.

— La seconde est une approximation de la solution optimale fondée sur la relation de
dominance de groupe : ne sont conservés que les chemins contribuant directement à la
distribution enveloppe, i.e. les chemins non-dominés par le groupe des autres chemins.
Cette version accélère le temps de résolution au prix d’une perte limitée de la précision
de l’algorithme. De plus, cette approximation permet de borner la quantité de chemins
optimaux par la taille du vecteur de budget, notée ici Tmax.

Dans cette thèse, le parti est pris d’accélérer le temps de résolution du problème, dans le
but de proposer des outils utilisables opérationnellement et résistants à l’échelle. La seconde
option de routage est donc conservée, et seuls les chemins contribuant à la distribution enve-
loppe sont considérés par la suite. La définition des politiques de routage développées dans
notre travail est inspirée par les travaux précédents.

Définition 2. On appelle politique de routage d’un nœud source s à un nœud destination
d le sous-ensemble C∗ de chemins reliant les deux nœuds et dont les distributions vérifient
l’équation 3.21.

Définition 3. L’agrégation des distributions relatives aux chemins c∈C∗, i.e. leur enveloppe
supérieure, forme la frontière de Pareto de la politique de routage, une fonction de répartition
optimale que l’on note ici F∗. Cette frontière marque la probabilité maximale de relier deux
nœuds en un budget-temps donné.
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Algorithme 1 (SPOTAR, version pseudo-code) Recherche du plus court chemin stochastique
(d’après Nie et al. [113])

ENTRÉES: Graphe G = (V,E), nœud destination d ∈V
SORTIES: Politiques de routage [P∗

v ]v∈V pour rejoindre d depuis les nœuds v ∈V
1: P∗

v ←{ /0}
2: Q←{{d}} . Initialiser la file d’attente avec le chemin menant de d à lui-même
3: TantQue Q 6= /0 Faire
4: Extraire le chemin courant c depuis Q, soit j le nœud le plus en amont de c
5: Pour e = (i, j) ∈ E Faire
6: Vérifier que le chemin c′ = {i,c} est acyclique
7: Calculer la fonction de répartition Fc′

8: Si c′ est le seul chemin reliant i à d Alors
9: Initialiser P∗

i avec c′ . Le chemin optimal est c′ quel que soit t
10: Q← Q∪{c′}
11: Sinon
12: Si ∃t ∈ {0,∆t , ...,∆tTmax} tel que c′ améliore la frontière de Pareto Alors
13: Mettre à jour P∗

i . La frontière est modifiée,
le chemin c′ ajouté à la politique de routage, et les anciens chemins optimaux
pour les budgets concernés sont susceptibles d’en être retirés

14: Q← Q∪{c′}
15: FinSi
16: FinSi
17: FinPour
18: FinTantQue
19: Retourner P∗

v

Définition 4. On note c∗t le chemin optimal entre s et d pour un budget équivalent à t. Cette
information répond à la requête simple de recherche de chemin compte tenu d’un budget-
temps disponible.

Pour la déclinaison de ces notions sur un exemple, une politique de routage typique est
détaillée dans l’annexe D.

4.1.4 Algorithme SPOTAR
Les définitions précédentes posent les bases de la recherche du plus court chemin sto-

chastique. Pour en tirer profit, le pseudo-code donné par l’algorithme 1 propose une version
simplifiée de la procédure SPOTAR, initialement proposée par Nie et al. [113]. Cette procé-
dure est un algorithme d’étiquetage fondé sur le développement et la mise à jour des poli-
tiques de routage [P∗

v ]v∈V , depuis chaque nœud du graphe jusqu’à une destination donnée.
Une file d’attente Q joue le même rôle que dans l’algorithme de Dijkstra, elle est ali-

mentée par des chemins plutôt que par des nœuds : cela permet d’admettre l’existence de
plusieurs chemins optimaux pour un même couple origine-destination. Son initialisation est
réalisée à la ligne 2, les chemins en étant extraits à la ligne 4. À chaque itération, le chemin
courant c est étendu en un chemin c′ à l’aide de chacun des nœuds prédécesseurs du nœud
j, le plus en amont de c (ligne 5). À la condition de n’être pas constitué d’un cycle, le nou-
veau chemin est susceptible d’être intégré à la politique du nœud prédécesseur, soit en tant
qu’unique chemin d’une nouvelle politique (ligne 9), soit en tant qu’énième chemin d’une
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politique déjà existante (ligne 13). Dans le second cas, la question de son intégration est ré-
solue par le biais de la comparaison entre la fonction de répartition candidate et la frontière
de Pareto, au moyen de la relation de dominance (ligne 12).

Si la fonction de répartition candidate n’est pas dominée par la frontière de Pareto au sens
de la dominance stochastique du premier ordre, il est alors nécessaire d’intégrer le nouveau
chemin à la politique. En complément, il est nécessaire de vérifier si les anciens chemins
optimaux (en particulier ceux tout juste surpassés par le chemin candidat) sont toujours non-
dominés par la frontière de Pareto : si ce n’est plus le cas, ils sont à exclure de la politique.

4.2 Eléments méthodologiques et plan d’expérience
La question de l’importance de la modélisation probabiliste des pondérations doit être

examinée pour évaluer son impact sur le calcul du PCCS. Autrement dit, parvient-on à des
résultats différents selon que l’on choisisse de modéliser les poids des arcs par des lois nor-
male, lognormale ou Gamma, les trois lois considérées dans ce chapitre ?

Pour répondre à cette question, et afin d’organiser au mieux les essais, un plan d’expé-
rience sera conçu dans cette section. Les différents facteurs le constituant (liés à la topologie
du graphe d’une part, et au modèle de pondération des arcs d’autre part) ainsi qu’une batterie
d’indicateurs visant à qualifier les performances de l’algorithme seront présentés.

4.2.1 Présentation générale et vocabulaire
Trois principaux facteurs définissent une première brique de ce plan d’expérience : le

graphe (G), le scénario de variance (V) et le niveau de précision de la discrétisation (H). La
conjonction de ces trois facteurs constitue un problème (Pb). Avec 4 graphes, 3 scénarios
de variance et 3 niveaux de précision des distributions, 36 problèmes sont examinés. Pour
minimiser les fluctuations dues à l’échantillonnage, 3 réplications (R) sont générées pour
chaque problème. Pour chaque réplication, une copie déterministe du graphe est produite à
des fins de comparaison entre cas déterministe et cas stochastiques. La définition d’une ins-
tance (I) inclut le modèle statistique (M) avec lequel les arcs du graphe sont représentés. La
déclinaison des réplications en fonction des trois lois de probabilité aboutit à la considération
de 324 instances. Le tableau 4.3 propose une version simplifié du tableau d’expérimentations
ainsi constitué.

L’algorithme SPOTAR est une procédure de type « all-to-one », i.e. son exécution conduit
à la résolution de |V | requêtes de plus courts chemins. 10 destinations sont choisies aléatoi-
rement pour chaque réplication. En négligeant le cas où l’origine et la destination sont iden-
tiques, 10(|V |−1) politiques de routage (P) sont ainsi calculées à chaque résolution d’ins-
tance. Toutes ces politiques de routage représentent autant de couples origine-destination, et
donc de distances entre origine et destination (D). 3 niveaux sont retenus pour ce facteur.
Enfin, les chemins optimaux (C) constituent les résultats des expériences. Trois valeurs sont
considérées pour la probabilité d’être à l’heure (Q), de manière à extraire trois chemins op-
timaux par politique de routage en fonction des centiles des frontières de Pareto.

Cinq facteurs sont croisés pour constituer les configurations (Cf), l’élément de base des
comparaisons entre les modèles : le graphe, le scénario de variance, le niveau de précision
de la discrétisation, la distance entre origine et destination et la probabilité désirée d’arriver
à l’heure. Ainsi, 324 configurations sont construites, dans lesquelles le nombre de chemins
obtenus équivaut au nombre de couples origine-destination séparés par la distance considérée
multiplié par le nombre d’instances par problème.
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TABLEAU 4.3 – Extraits du tableau d’expérimentations : 36 problèmes constitués par un graphe, un
scénario de variance et un niveau de précision des discrétisations sont déclinés chacun en 9 instances,
définies également par une réplication et une loi de probabilité

Problème Instance Réplication Modèle probabiliste

Pb1={G1,V1,H1}

1 R1 M1
2 R1 M2

...
9 R3 M3

Pb2={G1,V1,H2}
10 R1 M1

...
18 R3 M3

...

Pb36={G4,V3,H3}
316 R1 M1

...
324 R3 M3

4.2.2 Facteurs de l’analyse

4.2.2.1 Graphes

Dans le cadre de cette étude, quatre graphes de nature différente sont utilisés, et repré-
sentés par la figure 4.7. En premier lieu, des adaptations de graphes disponibles en téléchar-
gement libre (http://www.bgu.ac.il/~bargera/tntp/) sont construites pour bénéficier
de graphes routiers réalistes, les graphes de Sioux Falls (noté SF) et ChicagoSketch (noté
CS). Le premier contient 24 nœuds et 76 arcs, et correspondra à un graphe test dans les
analyses à venir. Le second est un réseau de taille intermédiaire, composé de 546 nœuds et
2176 arcs. Dans sa forme originale, 387 nœuds supplémentaires figurent également dans le
graphe, mais sans réelle signification physique (en réalité, il s’agit de centroïdes conçus pour
la résolution d’un problème d’affectation du trafic) : ces nœuds n’ont pas été considérés ici.
Une correction a été appliquée à ces graphes pour pallier les défauts de connectivité dans les
données brutes : tous les nœuds peuvent ainsi être considérés comme origine ou destination
pendant les phases de requête.

Deux autres graphes sont ajoutés ici, il s’agit de réseaux synthétiques sous forme de
grilles régulières. Ils contiennent respectivement 10 et 20 nœuds de côté, ce qui correspond
à 100 nœuds et 360 arcs pour le premier, et 400 nœuds et 1520 arcs pour le second. Ces
graphes sont notés respectivement G10 et G20.

Pour enrichir les scénarios de temps de parcours, une typologie des arcs est considérée
dans chaque graphe : certains arcs correspondent à des autoroutes urbaines ou peri-urbaines
dans le réseau de Chicago, ils sont mis en valeur en bleu dans la figure 4.7c. Par ailleurs, sur
les réseaux en grille (figures 4.7b et 4.7d), une distinction voisine est entreprise. Les arcs re-
liant les nœuds en bordure de graphe sont vus comme des tronçons d’un périphérique urbain
et sont représentés également en bleu, alors que quelques axes Nord-Sud (respectivement
Est-Ouest) sont considérés comme des axes « structurants » : ils sont vus comme des grands
boulevards urbains, sur lesquels le trafic est important. Ceux-là sont représentés en vert.

Les pondérations associées aux arcs de ces graphes sont des temps de parcours constants
au cours du temps distribués selon des lois de probabilité. En guise de point de départ à leur
définition, un temps de parcours à vide est fixé. Ce temps est récupéré avec la topologie du
graphe pour les graphes réels, et généré aléatoirement sur les réseaux en grille :

http://www.bgu.ac.il/~bargera/tntp/
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FIGURE 4.7 – Graphes utilisés dans les expérimentations : (a) réseau de Sioux-Falls ; (b) grille 10*10 ;
(c) réseau simplifié de Chicago (a) ; (d) grille 20*20

— les arcs périphériques sont caractérisés par un temps à vide généré à partir d’une loi
uniforme sur l’intervalle [10;40], ces arcs sont traités de la même façon que les auto-
routes urbaines dans le graphe CS ;

— les axes structurants sont associés à des temps à vide générés selon une loi uniforme
sur l’intervalle [20;50] ;

— les arcs restants constituent le contingent des arcs « classiques », le temps fluide qui
les caractérise est généré selon une loi uniforme sur l’intervalle [40;80].

4.2.2.2 Scénario de variabilité

Comme l’ont fait remarquer Nie et al. [113] dans une comparaison entre la procédure
SPOTAR et l’algorithme LET de Miller-Hooks et al. [107], la variance de la distribution peut
avoir un impact sur la qualité de la modélisation, et justifie d’aller plus loin que l’espérance
du temps de parcours.

Chaque arc e ∈ E est caractérisé par un temps de parcours à vide tmin
e et un retard distri-

bué. Cette seconde composante est échantillonnée à partir de l’espérance et de l’écart-type
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TABLEAU 4.4 – Profils de discrétisation des distributions retenus pour les expérimentations : pour
chaque graphe et chaque nombre de points supports Tmax, on peut déduire la largeur ∆t d’un intervalle
de discrétisation

SF G10 G20 CS
Tmax∆t 3600 3600 3600 25200

Tmax = 60 60 60 60 420
Tmax = 120 30 30 30 210
Tmax = 600 6 6 6 42

« empiriques » propres à chaque arc. En l’absence de données réelles, ces valeurs sont elles-
mêmes issues de processus de génération aléatoire définis comme suit :

— La moyenne µe est générée selon une loi uniforme sur l’ensemble des entiers compris
entre 0 et tmin

e exclus.

— L’écart-type σe est généré dans un intervalle [αs
LBµe;αs

UBµe[, selon une loi uniforme
entière, où αs

LB et αs
UB désignent respectivement les bornes inférieure et supérieure

dans le scnario s (s = 1 : variance faible, 2 : moyenne ou 3 : forte). Les valeurs retenues
pour la génération des écarts-types sont : α1

LB = 0.2, α1
UB = 0.3, α2

LB = 0.45, α2
UB =

0.55, α3
LB = 0.7, et α3

UB = 0.8.

En définitive, les temps de parcours sur les différents arcs se décomposent en deux com-
posantes. La première correspond au temps de parcours fluide, qui constitue un minimum
en-dessous duquel aucune réalisation n’est possible. La seconde, elle, représente le retard
par rapport à ce temps minimum, elle est caractérisée par une moyenne et un écart-type dé-
finis tels que ci-dessus, et sa distribution de probabilité est l’une des distributions évoquées
dans la section 4.1.1. Des vecteurs [µe]e∈E et [σe]e∈E sont définis pour chaque réplication.

4.2.2.3 Précision des distributions de temps de parcours

La discrétisation des distributions suppose une perte de précision par rapport au cas
continu plus ou moins importante selon le nombre de points supports et la largeur des classes
de l’histogramme sous-jacent. Le tableau 4.4 précise les horizons temporels Tmax∆t affectés
à chaque graphe, ainsi que les différents profils de discrétisation utilisés. Les trois quantités
de points supports sur lesquelles se fonde la discrétisation des temps de parcours sont respec-
tivement 60, 120 et 600. Les unités de temps utilisées sont voulues relativement conformes
à la topologie des graphes, et peuvent se lire comme étant des secondes.

Si des réalisations de temps de parcours sur un itinéraire donné dépassent mathématique-
ment la limite supérieure Tmax∆t , il est choisi d’assigner la probabilité résiduelle au dernier
point support. Bien qu’intéressant pour comparer les distributions deux à deux, ce choix de
modélisation est problématique si l’horizon temporel est trop court : dans ce dernier cas, les
réalisations de temps de parcours sont toutes agglomérées sur le point support t = Tmax∆t , et
les comparaisons entre les chemins perdent en efficacité. Les horizons temporels propres à
chaque graphe ont donc été dimensionnés de manière à éviter cet écueil. La valeur maximale
Tmax∆t est le plus petit multiple de 3600 (soit une heure, si l’unité de temps est la seconde)
supérieur à D9

(
tmin
e
)
∗ 2
√
|V |, où D9

(
tmin
e
)

est le neuvième décile des temps de parcours
en régime fluide sur le graphe, et 2

√
|V | est une estimation de la longueur maximale d’un

itinéraire optimal dans un réseau en grille, donnée par la distance entre un coin du graphe et
son opposé.
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TABLEAU 4.5 – Valeurs des niveaux retenus pour la distance entre l’origine et la destination (en
nombre d’arcs)

Graphe SF G10 G20 CS
D1 1 2 5 5
D5 3 6 13 12
D9 5 11 22 19

4.2.2.4 Distance entre origine et destination

La distance entre l’origine et la destination est le nombre minimal d’arcs séparant les
deux sommets. Le calcul de cette distance est réalisé par un algorithme de Dijkstra sur des
versions des graphes pour lesquelles le coût de franchissement de tous les arcs vaut 1.

Pour chacun des graphes, l’ensemble des distances origine-destination constitue une po-
pulation statistique. Comme évoqué précédemment, 10 destinations sont aléatoirement sé-
lectionnées, conduisant de facto à la construction d’un échantillon de distances. La valeur
maximale au sein de cet échantillon donne le nombre de niveaux à tester pour ce paramètre.
Pour simplifier l’analyse, seules seront considérées trois distances pour chaque graphe :

— Une distance courte, évaluée par le premier décile de la distribution des distances (soit
une distance de D1 arcs) ;

— Une distance moyenne, évaluée par le cinquième décile (D5 arcs) ;

— Une distance longue, évaluée par le neuvième décile (D9 arcs).

Seuls les PCCS calculés entre des nœuds origine et destination séparés par D1, D5 et D9 arcs
sont retenus dans la suite de l’analyse. Les niveaux de ce paramètre pour chaque graphe sont
explicités dans le tableau 4.5.

4.2.2.5 Probabilité d’être à l’heure

Dans une politique de routage, chaque budget-temps correspond à un chemin, et donc à
une probabilité maximisée d’être à l’heure. En inversant la perspective, on peut considérer
qu’à toute probabilité donnée d’être à l’heure, correspond un chemin optimal minimisant le
budget-temps. Les différentes probabilités considérées suggèrent des niveaux de propension
au risque également différents. Dans cet esprit, nous choisissons de tester trois valeurs de
probabilité : 0.1, 0.5 et 0.9, qui correspondent ainsi aux 10ème, 50ème et 90ème centiles de la
frontière de Pareto associée à la politique de routage. Pour un niveau de probabilité fixé, les
chemins optimaux identifiés pourront donc être comparés d’un modèle à l’autre.

4.2.3 Indicateurs de comparaison
L’impact du choix du modèle probabiliste est mesuré par les indicateurs suivants :

4.2.3.1 Similarité des modèles stochastiques

Considérons les cinq situations suivantes :

(S1) Des arcs distribués selon des lois normale, lognormale ou Gamma conduisent à des
chemins optimaux tous différents ;
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TABLEAU 4.6 – Couples de modèles pour lesquels les proportions d’arcs communs sont comparées

Modèle 1 Modèle 2
déterministe normal
déterministe lognormal
déterministe Gamma
normal lognormal
normal Gamma
lognormal Gamma

(S2) Les chemins optimaux sont les mêmes que les arcs soient distribués selon des lois
normale ou lognormale, mais diffèrent s’ils sont distribués selon une loi Gamma ;

(S3) Les chemins optimaux sont les mêmes que les arcs soient distribués selon des lois
normale ou Gamma, mais diffèrent s’ils sont distribués selon une loi lognormale ;

(S4) Les chemins optimaux sont les mêmes que les arcs soient distribués selon des lois
lognormale ou Gamma, mais diffèrent s’ils sont distribués selon une loi normale ;

(S5) Les chemins optimaux sont les mêmes que les arcs soient distribués selon des lois
normale, lognormale ou Gamma.

L’indicateur que nous utiliserons pour mesurer le degré de similarité des modèles stochas-
tiques calcule la proportion moyenne de chacune de ces cinq situations parmi tous les résul-
tats d’une même configuration, soit 324 valeurs.

4.2.3.2 Similarité avec le modèle déterministe

Cet indicateur traduit le niveau de similarité entre les chemins optimaux obtenus si les
poids des arcs sont déterministes et ceux obtenus pour les autres modèles de pondérations
(lois normale, lognormale ou Gamma). Le chemin déterministe de référence est calculé par
l’algorithme de Dijkstra dans une copie du graphe associé à la réplication telle que la variance
est nulle pour tous les arcs.

Pour chaque configuration, la valeur de ce second indicateur est la proportion moyenne de
chemins similaires entre les cas. À l’image du premier indicateur, 324 valeurs sont calculées.

4.2.3.3 Proportion d’arcs communs

Comparer deux à deux les quatre modèles (les trois cas stochastiques, plus le cas déter-
ministe) revient à effectuer six comparaisons indiquées dans le tableau 4.6.

Pour chacune de ces six situations, l’indicateur utilise le pourcentage moyen d’arcs en
commun dans les chemins obtenus, sur toutes les expériences d’une même configuration. Il
constitue une généralisation des deux premiers indicateurs. Par convention, la référence du
nombre d’arc est donnée par le premier des deux modèles, pour chaque couple mentionné
précédemment.

4.2.3.4 Temps de calcul par instance

Le quatrième indicateur consiste en une mesure du temps nécessaire à l’exécution de
l’algorithme SPOTAR, pour chacune des instances.

Comme évoqué dans les paragraphes précédents, une exécution de l’algorithme permet
le calcul de |V | − 1 plus courts chemins, soit un par nœud origine, pour une destination
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donnée. Deux indicateurs temporels sont alors proposés : le temps moyen nécessaire pour la
résolution d’une requête, et le temps pris pour la résolution d’une groupe de |V |−1 requêtes.

4.3 Résultats de l’analyse de sensibilité

L’analyse des résultats correspondant aux valeurs prises par chacun des quatre indicateurs
sera déclinée en fonction des différents facteurs du plan d’expérience. À chaque fois, un
sous-ensemble de configurations sera mis en avant à des fins de concision. L’intégralité des
résultats figure toutefois en annexe (cf annexe E). Par ailleurs, l’exemple de politique de
routage présenté dans l’annexe D propose une illustration de chemins optimaux obtenus
dans ces expériences, accompagnée des distributions des temps de parcours associées.

Les expérimentations sont réalisées sous l’environnement Windows sur une machine do-
tée de 32Go de mémoire vive, d’un processeur Intel Xeon E3-1225 3.2GHz équipé de 4
cœurs. Les programmes sont écrits en C++, selon la norme C++11, et compilés sur l’IDE
Eclipse, à l’aide de MinGW.

4.3.1 Comparaison des chemins proposés par les modèles stochastiques

L’examen de l’indicateur de similarité des modèles stochastiques (cf figure 4.8) donne
une première tendance quant à la répartition des cinq situations décrites dans la section
4.2.3.1. Les configurations représentées ne mettent en valeur qu’un seul niveau de distance
entre origine et destination, à savoir les distances plutôt longues (décile D9). Toutefois, la
variété des graphes fait que les distances restent diversifiées. Dans la majorité des situations,
les trois modèles (Gamma, lognormal, normal) fournissent des chemins optimaux identiques,
peu importe la nature du graphe, la probabilité d’arriver à l’heure à la destination, la précision
des discrétisations et le niveau de variance du scénario.

Un examen plus détaillé des configurations montre que le graphe CS est le seul pour
lequel le choix du modèle statistique paraît avoir un impact réel quant au chemin identifié.
En particulier, lorsque la précision de la discrétisation est faible, les modèles donnent des
résultats différents dans près de 80% des cas. Les situations les plus fréquentes sont une
divergence totale des trois modèles (zone noire), ou une divergence de la loi Gamma seule
(zone rouge). Quelques situations se démarquent aussi par le biais d’une divergence de la loi
lognormale (zone verte). La loi normale représente ainsi souvent une solution de consensus,
à défaut d’être le meilleur modèle. En ce qui concerne la probabilité d’arrivée en un temps
donné, les différences ne sont pas réellement marquées, ce qui constitue une demi-surprise :
les trois modèles étant caractérisés par des coefficients d’asymétrie différents, les chemins
qu’ils mettent en valeur auraient pu diverger de façon nettement plus prononcée, en particu-
lier pour les trajets dits « sûrs », i.e. où une probabilité d’être à l’heure de 90% est visée. La
loi normale ne diverge des autres modèles que lorsque les niveaux de variance sont élevés,
et les pourcentages d’apparition des situations concernées restent assez faibles (moins de
10%). Bien sûr, des niveaux de variance plus élevés que ceux retenus ici (pour rappel, les
écarts-types représentent entre 70 et 80% de la moyenne des délais) pourraient augmenter la
fréquence de ces situations, mais il convient de conserver des hypothèses en phase avec le
phénomène physique étudié ici.
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FIGURE 4.8 – Proportions des 5 situations constituant le premier indicateur pour un sous-ensemble
de configurations G*V*H*D*Q
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FIGURE 4.9 – Proportions de chemins équivalents entre cas déterministe et cas stochastiques, pour un
sous-ensemble de configurations G*V*H*D*Q
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4.3.2 Comparaison entre modèle déterministe et modèles stochastiques
La figure 4.9 montre que les pourcentages de divergence entre les chemins optimaux des

cas déterministes et stochastiques sont plus élevés. Elle illustre les problèmes impliquant
les graphes G10 et CS, pour des distances faibles à moyennes entre les nœuds origine et
destination. Ainsi, pour un graphe de taille moyenne, avec des distances plutôt faibles entre
origine et destination, l’apport des modèles stochastique est réduit : les mêmes chemins
optimaux sont mis en valeur dans 60 à 90% des cas. Ce pourcentage tombe entre 20 et 60%
si la distance origine-destination augmente, dans le même graphe. Dans un graphe plus grand
basé sur une architecture de réseau de transport réaliste, le modèle déterministe ne donne le
même chemin que dans 5 à 50% des cas pour une distance faible, et 0 à 30% des cas pour
une distance plus élevée. Ainsi, encore une fois, le graphe et la distance origine-destination
apparaissent comme des facteurs aggravant l’impact du choix du modèle de pondération des
arcs.

En considérant les autres facteurs, les conclusions sont variables. La précision des dis-
crétisations est l’autre facteur important. Comme précédemment, les chemins trouvés par
les modèles ont plus tendance à diverger si le nombre de classes de discrétisation est faible.
Sauf à considérer que les écarts entre les niveaux de variance sont trop faibles pour mettre
en valeur des différences marquées, le niveau de variance apparaît lui n’avoir qu’un impact
réduit. Il faut toutefois noter que considérer un niveau de variance non nul amène à iden-
tifier des chemins différents. Cela confirme l’insuffisance d’une modélisation déterministe.
Enfin, la probabilité d’arriver à l’heure dans un temps limité, observable en fonction des co-
lonnes de graphiques, n’a pas non plus d’impact sur la nature des chemins obtenus, compte
tenu de la structure des graphes utilisés : le pourcentage de similarité des cas déterministe et
stochastique ne varie pas significativement avec les évolutions de ce facteur.

4.3.3 Proportion d’arcs communs entre les chemins optimaux
Pour le dernier indicateur lié à la similitude des chemins obtenus par les différents mo-

dèles, le choix est fait de représenter le même graphe (CS) pour différents niveaux de dis-
tance origine-destination, avec une série de configurations propres au graphe SF servant de
référence. Deux ensembles de résultats se distinguent : d’une part, les comparaisons entre
chemins déterministes et chemins stochastiques, et d’autre part les comparaisons entre les
chemins stochastiques proposés par des modèles statistiques différents. Le taux d’arcs com-
muns est toujours plus faible dans le premier cas, ce qui est en phase avec les proportions de
chemins équivalents données dans les paragraphes précédents.

Pour le graphe référence SF associé à une distance médiane, les chemins stochastiques
sont quasiment systématiquement équivalents, les taux d’arcs en commun avoisinant les
100%. Ceux-ci s’établissent autour de 90% dans le cas d’une comparaison avec les che-
mins déterministes. Ces résultats sont robustes aux évolutions des niveaux de variance, à la
précision de la discrétisation et à la probabilité donnée d’être à l’heure.

Dans les configurations mettant en scène le graphe CS, les taux d’arcs en commun entre
les chemins stochastiques restent toujours au-dessus de 70%, démontrant la grande similarité
entre les solutions optimales obtenues quel que soit le modèle statistique utilisé. Ce résultat
est à mettre en perspective avec ceux proposés par les graphes 4.8j, 4.8k et 4.8l : même si
les chemins identifiés divergent, ce n’est finalement qu’à travers un nombre limité d’arcs.
Par rapport aux chemins déterministes, les divergences sont plus grandes : le taux d’arcs en
commun est d’environ 70% pour les distances courtes et une discrétisation précise, alors qu’il
n’est que d’environ 30% pour une distance plus longue, et une discrétisation grossière des
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FIGURE 4.10 – Proportions d’arcs en commun pour chaque binôme de modèles, pour un sous-
ensemble de configurations G*V*H*D*Q
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TABLEAU 4.7 – Temps d’exécution moyen par requête de l’algorithme SPOTAR (en millisecondes)

Variance fai med hau
Modèle gam log nor gam log nor gam log nor

Graphe Tmax

SF
60 0.53 0.52 0.55 0.59 0.62 0.55 0.62 0.65 0.56

120 1.12 1.10 1.19 1.17 1.22 1.14 1.28 1.30 1.15
600 17.55 17.16 19.29 17.58 17.64 18.27 19.17 20.29 18.91

G10
60 3.06 2.47 2.63 2.75 2.70 2.94 2.81 2.91 2.95

120 5.61 3.77 4.12 4.43 4.38 4.89 4.95 5.37 5.54
600 93.67 57.71 65.77 64.30 63.45 72.84 77.24 82.91 86.38

G20
60 10.21 8.79 9.56 9.97 10.04 10.27 8.95 10.21 8.69

120 16.16 13.23 14.44 14.88 15.40 15.73 16.97 18.96 16.36
600 196.93 152.28 177.11 199.53 196.32 232.44 248.06 270.81 246.66

CS
60 24.49 22.29 19.97 24.16 23.26 23.50 24.07 30.33 27.78

120 32.20 24.73 26.54 29.13 30.49 28.19 35.19 40.48 33.38
600 264.65 181.16 195.17 258.07 268.37 266.38 252.24 292.91 251.97

fonctions constitutives des modèles statistiques. Dans ces derniers cas, à mettre en relation
avec les graphes 4.9g à 4.9l, les chemins stochastiques sont réellement différents des chemins
déterministes : ils partagent avec eux une quantité limitée d’arcs, et/ou proposent des chemins
totalement alternatifs pour certaines requêtes.

4.3.4 Évaluation des temps de calcul

Dans une perspective opérationnelle, la question des temps de calcul de la procédure
SPOTAR est importante, elle n’est toutefois pas traitée dans la littérature et en particulier
par Nie et al. [113]. Chaque exécution de l’algorithme permet le calcul de |V |− 1 requêtes
de plus courts chemins dirigées vers le même nœud destination. En termes de mesure du
temps de calcul, l’algorithme peut profiter de cet aspect pour réduire le temps moyen de
résolution d’une requête. Les temps moyens obtenus pour chacun des problèmes figurent
dans le tableau 4.7. On note ainsi que parmi les problèmes les plus longs à résoudre, celui
composé du graphe CS, de 600 classes de discrétisation et d’une variance élevée demande
environ 250 à 300 millisecondes par requête.

Les données figurant dans ce tableau montrent comme attendu que le temps de calcul
est fortement sensible à la taille du graphe, ainsi qu’à la précision de la discrétisation. Ainsi,
plus le graphe est grand, et plus la résolution d’une requête est longue, à la nuance près
que les réseaux en grille, de par cette topologie particulière, bénéficient de temps réduits (cf
comparaison entre les graphes G20 et CS). De même, plus la précision de la discrétisation
des fonctions de densité est élevée, et plus le temps de calcul sera long, principalement du
fait d’opérations de concaténation plus lourdes à réaliser. Le troisième paramètre constitutif
des problèmes est le niveau de variance, son impact sur les temps de calcul est plus réduit :
un niveau de variance plus élevé génère un traitement légèrement plus long. En plus des pre-
miers paramètres, le tableau 4.7 donne également les temps de traitement pour les différents
modèles. Au vu des chronométrages, le choix du modèle statistique n’apparait pas comme
décisif quant à la rapidité de résolution des requêtes.

Ceci étant dit, avec un lot de requêtes intégrant des destinations différentes, il apparaît
également crédible de mesurer le temps pris par chaque exécution de l’algorithme. Cette se-
conde série de temps de calcul figure dans le tableau 4.8. Mesurés en secondes, ces temps
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TABLEAU 4.8 – Temps d’exécution par groupe de requêtes de l’algorithme SPOTAR (en secondes)

Variance fai med hau
Modèle gam log nor gam log nor gam log nor

Graphe Tmax

SF
60 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01

120 0.03 0.02 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03
600 0.40 0.40 0.44 0.40 0.41 0.42 0.44 0.47 0.43

G10
60 0.30 0.24 0.26 0.27 0.27 0.29 0.28 0.29 0.29

120 0.56 0.37 0.41 0.44 0.43 0.48 0.49 0.53 0.55
600 9.27 5.71 6.51 6.37 6.28 7.21 7.65 8.21 8.55

G20
60 4.07 3.50 3.81 3.98 4.00 4.10 3.57 4.07 3.47

120 6.45 5.28 5.76 5.94 6.15 6.28 6.77 7.56 6.53
600 78.57 60.76 70.67 79.61 78.33 92.74 98.98 108.05 98.42

CS
60 13.35 12.15 10.88 13.17 12.68 12.81 13.12 16.53 15.14

120 17.55 13.48 14.46 15.88 16.62 15.36 19.18 22.06 18.19
600 144.23 98.73 106.37 140.65 146.26 145.18 137.47 159.63 137.32

de calcul suggèrent la difficulté d’intégrer un algorithme du plus court chemin stochastique
dans un calculateur d’itinéraires standard. Les effets des différents paramètres mentionnés
précédemment sont toujours de même nature, toutefois l’augmentation de la taille du graphe
a nettement plus d’impact : le nombre de nœuds que contiennent les graphes est un facteur
d’augmentation des temps de calcul. Dans ces conditions, la résolution d’un groupe de re-
quêtes sur un petit graphe (SF) dure moins d’une demi-seconde, contre jusqu’à 150 secondes
pour un graphe plus important (CS). Dans des graphes tels que ceux utilisés dans l’état de
l’art déterministe, le nombre de nœuds se chiffre en millions, révélant par là l’impossibilité
du passage à l’échelle avec une procédure telle que SPOTAR, et ce, même en considérant des
modèles stochastiques très simplifiés. Ceci milite donc pour l’incorporation d’heuristiques
d’accélération du traitement.

Conclusion
Dans ce chapitre, la modélisation statistique des temps de parcours a été introduite dans

la problématique des calculs d’itinéraires. L’algorithme d’étiquetage SPOTAR, développé par
Nie et al. [113], a été testé avec un sous-ensemble de lois de probabilité mentionnées dans
la partie I. Un effort de modélisation et de contextualisation de l’état de l’art a permis de
dégager les structures propres aux graphes stochastiques et à la recherche du PCCS. Ainsi,
les distributions de probabilité ont été considérées sous une forme discrétisée, amenant pour
chaque nœud à considérer des étiquettes vectorielles. Celles-ci ont été comparées au moyen
de la relation de dominance stochastique, pour laquelle une distribution est dominée par une
autre lorsque les valeurs de sa fonction de répartition sont toujours inférieures. Le parcours
du graphe et la mise à jour des étiquettes associées aux nœuds aboutissent à la constitution de
politiques de routage, désignant un chemin optimal pour chaque budget de temps disponible,
ou parallèlement, pour chaque probabilité d’être à l’heure.

En plus de ce cadre théorique, un plan d’expérience a été construit pour tester l’impact
du choix du modèle statistique sur les chemins obtenus. La partie I avait donné l’occasion de
classer un ensemble de lois de probabilité en fonction de leur aptitude à modéliser les temps
de parcours routiers ; trois d’entre elles parmi les plus simples, les lois Gamma, lognormale
et normale, ont été utilisées dans ce second exercice. Pour comparer les chemins obtenus
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dans le contexte de ces trois lois, et en particulier, étudier les conditions dans lesquelles
ceux-ci diffèrent, un ensemble de configurations a été défini à partir de facteurs comme la
taille du graphe, la distance entre l’origine et la destination à chaque requête, la définition
des fonctions de répartition associées aux arcs, niveau de variance d’une part et précision
de la discrétisation des modèles d’autre part, ou encore la probabilité visée d’être à l’heure,
amenant à sélectionner des chemins plus ou moins risqués au sein des politiques de routage.

Trois indicateurs ont été utilisés pour déterminer la robustesse des plus courts chemins.
Ils concernaient tour à tour la proportion de chemins identiques donnés par les différents mo-
dèles, la proportion de similarité entre ces chemins et des chemins optimaux déterministes
ou encore la proportion d’arcs en commun entre les chemins obtenus dans chaque configu-
ration. Il apparaît au final que les trois modèles statistiques donnent des chemins optimaux
la plupart du temps identiques, en particulier sur les graphes de taille modeste. Même si les
divergences entre les chemins restent mesurées, un passage à une échelle plus grande nuance
cette première constatation. La loi normale semble être une solution consensuelle, il s’agit
du modèle qui désigne le plus souvent des chemins relevés également par d’autres modèles.
Les proportions d’arcs en commun sont relativement élevées dans les comparaisons entre
modèles stochastiques. Par contre, les chemins déterministes optimaux sont très souvent dif-
férents de ceux obtenus dans le cadre d’une modélisation stochastique, et ce, quels que soient
le modèle et le niveau de variance. Des taux d’arcs en commun très faibles témoignent de
cette différence. L’utilisation de variables aléatoires pour modéliser les poids des arcs d’un
graphe donne ainsi accès à des stratégies de routage sensiblement différentes, et suggère
l’importance de la variance des temps de parcours dans les choix d’itinéraires, en particulier
lorsqu’il y a une contrainte forte sur l’heure d’arrivée. Cette conclusion apparaît en outre re-
lativement robuste aux autres facteurs, notamment la précision de la discrétisation, le niveau
de variance ou encore la probabilité désirée d’arriver à l’heure.

Bien que cette étude apporte un éclairage intéressant, elle comporte des limites qu’il
convient de mentionner. Le quatrième indicateur met en valeur la principale question restant
en suspens, à savoir la viabilité de la méthode pour une utilisation sur des graphes plus
grands. Les temps de calcul observés sur des graphes de taille moyenne sont déjà longs,
l’accélération du traitement des requêtes apparaît nécessaire pour l’intégration de modèles
statistiques dans des calculateurs d’itinéraires usuels. En outre, une collaboration entre le
LICIT et Mappy ayant eu lieu en parallèle de la thèse a souligné la nécessité d’une plus
grande efficience des calculs du point de vue industriel. Cette orientation forte a guidé la
suite des présents travaux, si bien que la partie III sera consacrée à la construction d’une
méthode d’accélération adaptée au cadre stochastique.
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Contributions de la partie II

I La revue des différentes approches pour le calcul du plus
court chemin dans des graphes stochastiques, déclinées
en fonction des méthodes mathématiques et des modèles
statistiques impliqués

I La recontextualisation et l’enrichissement des outils
théoriques nécessaires à la construction des procédures
d’étiquetage au sein des graphes stochastiques

I Une analyse de la robustesse des chemins identifiés par
une procédure de calcul du plus court chemin stochas-
tique au regard de la nature du modèle utilisé pour re-
présenter les coûts des arcs

I La mise en perspective de l’importance des modèles sto-
chastiques dans ce contexte, par rapport à une modéli-
sation déterministe



Troisième partie

MISE EN ŒUVRE DU CALCUL DU
PLUS COURT CHEMIN

STOCHASTIQUE POUR DES
CALCULATEURS D’ITINÉRAIRES

„MARTY MCFLY : Eh Doc reculez ! La route est trop
courte pour atteindre 88 miles à l’heure.
EMMETT BROWN : La route ? Là où l’on va on n’a pas
besoin... de route.

— Robert Zemeckis
Retour vers le futur (1985)
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Chapitre 5
Accélérer le calcul du plus court chemin
avec les contractions hiérarchiques

Comme mis en évidence dans le chapitre précédent, le calcul du plus court chemin sto-
chastique présente des temps de réalisation assez importants lorsque les poids des arcs sont
caractérisés par une distribution complète, même si cette dernière est discrétisée. Pour en-
visager une utilisation opérationnelle sur des réseaux réels, l’amélioration des performances
de ce genre d’algorithme est fondamentale. Le cadre déterministe fournit encore une fois une
piste très prometteuse dans ce but vu la diversité des techniques d’accélération algorithmique
existantes, synthétisée dans un travail de revue complet proposé par Bast et al. [7]. Ainsi, les
techniques d’accélération du calcul du plus court chemin dans les graphes déterministes se
déclinent en des algorithmes de recherche orientée comme la recherche A∗ ou la pose de dra-
peaux sur les arcs (approche Arc-flag) ; des approches par partition du graphe sur les nœuds
ou sur les arcs ; des techniques hiérarchiques telles que les Contractions Hiérarchiques visant
à construire une hiérarchie entre les nœuds, ou l’approche Reach qui évalue chaque nœud
sur la base d’une distance par rapport aux extrémités du chemin recherché ; des approches
par « saut », visant à quantifier de manière simplifiée la distance entre couples de nœuds ; ou
encore des approches hybrides combinant plusieurs de ces techniques.

L’exercice d’adaptation d’une technique d’accélération au cas stochastique a déjà été
entrepris par Sabran et al. [134]. Ces auteurs ont ainsi comparé une formulation standard de
type SOTA (cf section 3.1.4) avec des formulations utilisant des techniques de pré-traitement
combinant recherche orientée et partition du graphe, en l’occurrence reach et arc-flag. Ils
ont obtenu une accélération de la résolution d’un ensemble de requêtes selon des facteurs
compris entre 1.2 et 8.8 par rapport à une résolution stochastique classique sur des graphes
de grande taille (jusqu’à 30000 nœuds et 72500 arcs environ), pour des horizons temporels
comprenant jusqu’à 2000 unités de temps.

Les travaux développés ici se focalisent sur la technique des Contractions Hiérarchiques,
combinant un pré-traitement et une phase de résolution de requêtes parmi les moins longs
de l’état de l’art. Les expérimentations reportées par Bast et al. [7] sur un graphe appelé
Western Europe et contenant 18 millions de nœuds et 42 millions d’arcs orientés indiquent
un pré-traitement de l’ordre de la dizaine de minutes, et des requêtes résolues en moyenne
en 0.1 milliseconde. Il s’agit en outre de la méthode la plus performante implémentée dans
la plateforme TEMPUS évoquée en introduction (http://www.tempus-project.org/),
c’est également l’approche qui a été choisie pour le moteur Mappy en vue de l’amélioration
de leur calculateur d’itinéraires routiers.

Les contractions hiérarchiques sont une technique d’accélération du calcul du plus court
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chemin développée par Geisberger [59] et Geisberger et al. [60]. Cette méthode consiste en
la priorisation des nœuds d’un graphe en fonction de différents critères à paramétrer, puis
l’ajout d’arcs « raccourcis » (ou shortcuts) entre certains couples de nœuds hiérarchisés et
la résolution de requêtes utilisant le nouveau graphe enrichi des raccourcis, au moyen d’une
version bidirectionnelle de l’algorithme de Dijkstra.

Les contractions hiérarchiques peuvent faire figure de brique au sein d’une combinai-
son algorithmique impliquant en plus d’autres techniques : des requêtes de type many-to-
many, l’algorithme TNR (pour Transit Node Routing), l’optimisation multicritères, l’étude
de modes alternatifs (véhicules électriques, vélo) caractérisés par des contraintes propres, ou
encore la prise en compte de coûts dépendant des dates de départ aux nœuds. Les contrac-
tions hiérarchiques ont d’ailleurs été étudiées en détail par Batz [9] et Batz et al. [10] dans
ce dernier cas de figure.

L’objectif de ce chapitre est de présenter les ingrédients fondamentaux de cette technique,
à travers les contributions de Geisberger [59] et Geisberger et al. [60], puis de Batz [9] et
de Batz et al. [10]. Dans la section 5.1, la phase de pré-traitement sera présentée. La section
5.2 décrira la résolution des requêtes de plus courts chemins. La section 5.3 portera sur
l’adaptation des contractions hiérarchiques dans les graphes dynamiques.

5.1 Phase de pré-traitement : hiérarchisation des nœuds
Le pré-traitement des contractions hiérarchiques s’articule autour de deux étapes princi-

pales : la hiérarchisation des nœuds composant le graphe et la contraction des arcs suivant
cet ordre de priorité [59]. Ainsi, une nouvelle formulation du graphe est construite par la
réorganisation des nœuds, puis par l’ajout d’arcs spéciaux, appelés raccourcis. À titre de
rappel, l’algorithme intervient sur un graphe initial G = (V,E) représentant le réseau étudié,
où V est l’ensemble des nœuds, et E l’ensemble des arcs.

Cette première partie est essentielle, elle traite du classement des nœuds du graphe selon
un ordre de priorité. Deux éléments constitutifs de cette phase méritent d’être discutés : (i)
les raisons d’un tel classement et (ii) les règles de priorité utilisées.

La hiérarchisation des nœuds par ordre d’importance est combinée avec une exploration
orientée vers le haut de la hiérarchie, de manière à visiter des nœuds de plus en plus impor-
tants. Autrement dit, les nœuds les moins « importants » ont moins de chance d’être atteints
lors de l’exploration du graphe, l’intérêt de la démarche étant la réduction de l’espace de re-
cherche potentiel. En cours de hiérarchisation, chaque nœud est contracté, i.e. virtuellement
supprimé, tout comme ses arcs incidents. Ceux possédant un niveau d’importance faible au-
ront tendance à être plus rapidement contractés. À l’issue du pré-traitement, les nœuds du
graphe sont caractérisés par un indice d’importance, de 0 à n−1, où n = |V |.

Les paragraphes suivants détailleront les critères régissant la constitution de la hiérarchie,
la construction de cette dernière, puis l’incorporation de nouveaux arcs dans le graphe, les
raccourcis. Un dernier paragraphe permettra de compléter la description du pré-traitement
avec quelques techniques d’implémentation utiles pour accélérer cette phase préliminaire.

5.1.1 Critères de classement
L’évaluation du niveau de priorité d’un nœud est réalisée à travers une simulation de

contraction, qui permet de connaître l’impact de la suppression du nœud sur le graphe, en
termes d’arcs ajoutés et/ou supprimés. De nombreux critères sont envisageables pour quan-
tifier cet impact.
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Les premiers d’entre eux sont focalisés sur l’évolution du nombre d’arcs entre le graphe
initial et le graphe de recherche final. En effet, des arcs peuvent être virtuellement supprimés
lors de la contraction du nœud, alors que les raccourcis constituent des arcs supplémentaires
dans le graphe. Le critère le plus utilisé dans ce but est la variation du nombre d’arcs [59].
Ce solde est tantôt négatif (s’il y a plus d’arcs supprimés) ou positif (si la quantité de rac-
courcis ajoutés dépasse celle des arcs supprimés). Plus ce solde est négatif, et moins le nœud
est jugé important. Une variante plus simple de ce critère est le nombre de nouveaux arcs.
À titre d’alternative, Batz et al. [10] mettent en relation les arcs supprimés et ceux ajoutés au
sein d’un ratio de création d’arcs, pour éviter des valeurs absolues trop importantes.

Cette première famille, bien que cruciale pour construire une hiérarchie de qualité, ne
suffit pas. Un second type de critère, lié à l’uniformité des contractions au sein du graphe
initial, est souvent utile pour éviter une trop grande concentration des nœuds contractés. Les
critères correspondant sont ainsi la profondeur du nœud (i.e. le nombre de nœuds voisins
déjà contractés avant lui), la région de Voronoi, calculée comme le carré du nombre de
nœuds contractés présents dans la zone d’influence du nœud courant (cf Geisberger [59]),
ou encore le nombre d’arcs originaux que représente un nouveau raccourci généré. Ce
dernier critère se définit de manière récursive : les arcs originels sont considérés trivialement
comme étant de poids 1, un premier raccourci à construire représentera donc un poids de 2,
puis un raccourci construit plus tard à l’aide du premier vaudra 3 (il représente un arc originel
et le raccourci valant 2) etc... Si la contraction d’un nœud entraîne la création de plusieurs
raccourcis, leurs poids respectifs s’additionnent pour constituer le coefficient de priorité du
nœud. Dans l’étude des contractions hiérarchiques pour les graphes dynamiques, Batz et
al. [10] utilisent une variante de ce dernier critère similaire au ratio de création d’arcs : ce
nouveau ratio lie la quantité d’arcs originels créés via les raccourcis à celle représentant le
nombre d’arcs originels supprimés lors de la contraction du nœud.

D’autres critères sont liés à la taille des recherches locales entreprises à chaque contrac-
tion. En considérant les arcs (u,v) et (v,w) lors de la contraction d’un nœud v ∈ V , un rac-
courci (u,w) doit être ajouté uniquement si aucun autre chemin de poids inférieur reliant les
nœuds u et w n’existe. Ceci étant dit, trouver ce chemin-témoin (ou witness path) demande
la réalisation d’une recherche locale potentiellement longue, qu’il convient de limiter. Les
critères étudiés par Geisberger à ce titre sont la profondeur de l’arbre de recherche, et le
nombre d’arcs constituant le chemin-témoin. Ces critères peuvent aussi être considérés
comme des seuils qui, une fois atteints, causent l’interruption de la recherche locale.

En outre, Geisberger [59] évoque un dernier type de critères proposant une évaluation
globale de chaque nœud : ces derniers seront caractérisés par un coefficient de priorité d’au-
tant plus faible (et donc, ils seront susceptibles d’être contractés tôt) s’ils ne sont pas jugés
centraux par rapport aux nœuds qui leur sont adjacents. Cette évaluation de la « centra-
lité » d’un nœud par rapport à ses voisins utilise des fonctions synthétiques connues sous les
termes de betweenness [3, 52] ou de reach [63].

Enfin, un dernier type de critère peut être utilisé pour le cas de temps de parcours dé-
pendant des dates de départ aux nœuds. Batz et al. [10] proposent un critère de complexité
des arcs, mesurée comme l’étendue des valeurs prises par le temps de parcours. Ces auteurs
construisent ce critère comme un nouveau ratio liant arcs créés et arcs supprimés.

Les combinaisons de ces critères sont essentiellement réalisées sous la forme de sommes
pondérées impliquant la plupart des critères sus-cités. Seuls les critères consacrés à la taille
des recherches locales interviennent différemment, en jouant sur la capacité de la procédure
à trouver des chemins-témoins. Geisberger et al. [60] ont défini une dizaine de scénarios
dans lesquels différents critères étaient impliqués, pour la plupart accompagnés d’un coeffi-
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cient de pondération fixé. En particulier, une variante dite « économique » permet d’obtenir
un bon compromis entre temps de pré-traitement et phase de requête, alors qu’une autre va-
riante, dite « agressive », est construite pour minimiser le temps de requête, quitte à dégrader
le temps de pré-traitement. Les différentes valeurs numériques avancées dans cette contri-
bution ont été testées dans une analyse de sensibilité plus complète disponible par ailleurs
[59]. Batz et al. [10] utilisent eux une seule combinaison plus simple, qu’ils annoncent avoir
retenue après un processus de sélection par essais et erreurs en se référant aux travaux de
Vetter [159] :

ku = 2∗EQ(u)+SSD(u)+OEQ(u)+2∗CQ(u) (5.1)

où ku désigne le coût de contraction du nœud u ∈ V , EQ(u) désigne le ratio liant arcs
créés et arcs supprimés, SSD(u) désigne la profondeur du nœud dans le graphe, OEQ(u)
le ratio consacré aux quantités d’arcs originels, et CQ(u) le ratio dédié à la complexité des
fonctions de temps de parcours.

5.1.2 Hiérarchisation des nœuds
L’algorithme 2 fournit le pseudo-code de la procédure de hiérarchisation des nœuds.

Trois structures de données sont nécessaires au bon déroulement de ce programme : un vec-
teur l destiné à recueillir les niveaux hiérarchiques de chaque nœud, un vecteur k dans lequel
seront stockés les coefficients de priorité pour chaque nœud, on note respectivement lu le
niveau du nœud u dans la hiérarchie, ku la valeur de son coefficient de priorité, et enfin
une structure h, file d’attente (vide, au départ de l’algorithme) dans laquelle sont stockés les
prochains nœuds à contracter. Pour optimiser l’organisation de cette file d’attente, Geisber-
ger utilise les propriétés des tas binaires, alors que Batz propose d’utiliser des pairing heap
[51, 124]. Ces deux formes de tas présentent des niveaux de complexité algorithmique com-
pétitifs pour les opérations d’insertion d’éléments, de suppression du minimum, ou encore
pour la mise à jour des clés associées aux éléments.

Au début de la procédure, la contraction de chaque nœud est simulée de manière à initia-
liser les vecteurs k (cf ligne 2) et h (cf ligne 3). Le pseudo-code proposé dans l’algorithme
3 illustre cette sous-procédure par un exemple de réalisation avec le solde du nombre d’arcs
pour seul critère. Le plus petit élément du vecteur k se retrouve à l’indice 1 au sein du vecteur
h, organisé selon les propriétés des tas.

Par la suite, un ensemble d’instructions sera répété jusqu’à ce que tous les nœuds aient
été contractés, i.e. que tous aient été associés à un niveau de priorité :

— le plus petit élément de h est supprimé, le nœud u associé étant le nœud à contracter
pour l’itération i (cf ligne 7) ;

— le nœud u se voit attribuer le niveau de priorité i (cf ligne 8) ;
— les arcs sortants sont tour à tour supprimés (lignes 11-14), de même que les arcs en-

trants (lignes 15-18) ainsi que le nœud u lui-même (ligne 19).
— les coefficients de priorité de tous les nœuds adjacents à u doivent être mis à jour au

sein du vecteur k. La procédure SIMUCONTRACT (algorithme 3) est de nouveau en-
treprise sur le graphe résiduel (cf ligne 21). Dans le même temps, la file h est mise à
jour au regard des nouvelles valeurs des coefficients de priorité (la structure est réor-
ganisée jusqu’au rétablissement de ses propriétés, cf ligne 22).

À la fin de cette procédure, tous les nœuds ont été contractés, leur niveau de priorité est
connu. À ce stade de la méthodologie de Geisberger, les nœuds ne sont plus reconnus par le
biais de leur identifiant, mais par leur niveau de priorité, compris entre 0 et n−1.
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Algorithme 2 (HIERARCHIE) Hiérarchisation des nœuds, d’après Geisberger [59]

ENTRÉES: Graphe G
SORTIES: Vecteur l, contenant les indices des nœuds dans l’ordre hiérarchique

1: Pour u ∈V Faire
2: ku← SIMUCONT RACT (u) . Calcul du coefficient de priorité du nœud u par la

simulation de sa contraction
3: h← h∪{(u,ku)} . Insertion du coefficient du nœud u dans la file h
4: FinPour
5: i← 0
6: TantQue i 6= |V | Faire
7: (u,k)← h.SUPMIN . Extraction du minimum dans la file d’attente h
8: lu← i . Sauvegarde du niveau du nœud (début à 0)
9: i← i+1

10: W ← /0 . Ensemble des nœuds voisins impactés par la contraction d’un nœud
11: Pour v ∈ {V |(u,v) ∈ E} Faire
12: W ←W ∪{v}
13: E← E \ (u,v) . Suppression des arcs sortants
14: FinPour
15: Pour v ∈ {V |(v,u) ∈ E} Faire
16: W ←W ∪{v}
17: E← E \ (v,u) . Suppression des arcs entrants
18: FinPour
19: V ←V \{u} . Suppression du nœud dans G
20: Pour v ∈W Faire
21: kv← SIMUCONT RACT (v)
22: {k|(v,k) ∈ h}← kv . Mise à jour du coefficient du nœud v dans la file
23: FinPour
24: FinTantQue

Algorithme 3 (SIMUCONTRACT) Évaluation de la priorité d’un nœud (critère unique : dif-
férence dans le nombre d’arcs), d’après Geisberger [59]

ENTRÉES: Nœud v
SORTIES: Coût de contraction kv du nœud v

1: kv← 0
2: Pour u ∈V | (u,v) ∈ E Faire
3: Pour w ∈V\u | (v,w) ∈ E Faire
4: kv← kv−2 . Les arcs (u,v) et (v,w) seront supprimés après contraction
5: tnew← PCC (u,w,G′ = (V \ v,E \{(x,v) |x ∈V,(v,x) |x ∈V})) . Plus court chemin

entre u et w dans G ôté du nœud v et des arcs le reliant au reste du graphe
6: Si (u,w) /∈ E et tuv + tvw < tnew Alors
7: kv← kv +1 . Le raccourci (u,w) doit être ajouté
8: FinSi
9: FinPour

10: FinPour
11: Retourner kv
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FIGURE 5.1 – Configurations possibles dans un graphe hiérarchisé, avec li le niveau du nœud i ∈ V
dans la hiérarchie : des raccourcis ne peuvent être rajoutés que pour les cas 5.1c, 5.1d, 5.1g et 5.1h,
la présence de chemins-témoins dans les cas 5.1d et 5.1h ne les rend en fait nécessaires que dans les
cas 5.1c et 5.1g

5.1.3 Contraction du graphe et ajout de raccourcis

5.1.3.1 Identification des motifs propices à l’ajout de raccourcis

Soit un nœud source noté s, un nœud cible noté d et un nœud intermédiaire u et tel que s
et d soient adjacents à u. L’ajout d’un raccourci pour relier directement s à d en conséquence
de la contraction du nœud u dépend de deux éléments : d’une part les niveaux des trois nœuds
dans la hiérarchie construite lors de la procédure détaillée en section précédente, d’autre part
l’existence d’un chemin alternatif entre s et d dont le coût serait inférieur à wsu +wud , avec
wi j le coût de l’arc (i, j) ∈ E.

La figure 5.1 détaille les différentes configurations possibles par rapport à ces deux argu-
ments. Concernant les niveaux hiérarchiques, il convient de garder à l’esprit que le premier
nœud contracté est nécessairement celui qui possède le niveau le plus faible, de ce fait, un
arc raccourci ne peut apparaître entre s et d que si lu < min{ls; ld}. Le second élément est
lui une condition sine qua non de la création d’un raccourci : en effet, si un meilleur chemin
alternatif existe, le raccourci entre s et d n’a pas lieu d’être.

5.1.3.2 Ajout des raccourcis dans le graphe de recherche

En pratique, ajouter les raccourcis est relativement simple, une fois que la hiérarchie des
nœuds a été construite. La marche à suivre est décrite ici par l’algorithme 4.

Cette procédure consiste en une boucle sur tous les nœuds, dans l’ordre hiérarchique
décrit par le vecteur l. À chaque itération, seuls les nœuds adjacents plus élevés dans la
hiérarchie sont examinés. Ainsi, chaque séquence (v,u,w) avec lu < lv et lu < lw est évaluée :
s’il existe un chemin-témoin, i.e. un chemin de poids inférieur à celui de cette séquence, le
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Algorithme 4 (AJOUTRACCOURCI) Rajout de raccourcis dans le graphe G, à partir de la
contraction des nœuds qui le composent

ENTRÉES: Graphe G, hiérarchie l
SORTIES: Graphe G modifié

1: i← 0
2: TantQue i < |V | Faire
3: u←{u ∈V |lu = i}
4: VH ←V \{x|lx < lu}
5: EH ←{(x,y) |x,y ∈VH}
6: G′← (VH ,EH) . Construction du sous-graphe abritant la recherche de

chemin-témoin
7: Pour v ∈VH Faire
8: Pour w ∈VH \ v Faire
9: wnew← PCC (v,w,G′) . Calcul du PCC entre v et w dans le graphe G′

10: Si wvu +wuw < wnew Alors
11: Si (v,w) /∈ E Alors
12: E← E ∪ (v,w) . Ajout du raccourci
13: FinSi
14: wvw← wvu +wuw . Affecter un poids au raccourci (ou MAJ du poids de l’arc,

si existant)
15: FinSi
16: FinPour
17: FinPour
18: i← i+1
19: FinTantQue

raccourci n’est pas nécessaire. Dans le cas contraire, il est nécessaire de modifier le graphe. Si
l’arc (v,w) n’existe pas, il est rajouté et son poids est égal à celui de la séquence (v,u,w). S’il
existe déjà, son poids doit être mis à jour. À l’issue de ce processus, le graphe de recherche
est augmenté des raccourcis nouvellement rajoutés.

5.1.4 Raffinements algorithmiques

Partant de la proposition de Geisberger, une définition plus compacte du pré-traitement
a été proposée par Batz et al. [10] : les deux étapes ont été synthétisées jusqu’à n’en former
qu’une seule afin de diminuer le nombre de contractions. Ainsi, les arcs raccourcis sont
rajoutés au fur et à mesure de la construction de la hiérarchie entre les nœuds.

Par ailleurs, Kieritz et al. [86] ont remarqué la possibilité structurelle de paralléliser les
contractions de nœuds. Ainsi, deux nœuds indépendants, i.e. séparés par au moins deux arcs,
peuvent être contractés en même temps, sans que des raccourcis soient oubliés pendant la
contraction. D’autres étapes du calcul se prêtent également à la parallélisation : les calculs
préliminaires des coûts de contraction, pour chaque nœud, ou encore la sélection du prochain
sous-ensemble de nœuds à contracter.

Le pré-traitement peut aussi être accéléré par la sauvegarde des résultats des contractions,
pour réutilisation ultérieure. En particulier, la nécessité de création d’un arc raccourci (v,w)
lors de la simulation de la contraction du nœud u et des arcs incidents (v,u) et (u,w) peut être
conservée en mémoire jusqu’à la suppression effective de l’un des nœuds du triplet {v,u,w}.
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FIGURE 5.2 – Type de chemin mis en valeur par la procédure des contractions hiérarchiques

Si la question de la contraction de la séquence (v,u,w) se pose de nouveau, un simple examen
du cache remplacera la procédure de recherche de chemin-témoin.

5.2 Phase de résolution de requêtes
L’étape finale de la procédure proposée par Geisberger [59], dédiée aux contractions

hiérarchiques dans des graphes déterministes statiques, est consacrée à la description de la
procédure de calcul du plus court chemin au sein du graphe hiérarchisé.

5.2.1 Précisions liminaires
Un graphe G = (V,E), constitue la donnée d’entrée de la procédure. Après les étapes pré-

sentées dans la section 5.1, les nœuds du graphe ont été hiérarchisés, i.e. ils ont été classés
selon un ordre propre à accélérer les requêtes de calcul du plus court chemin. Par ailleurs,
l’ensemble E a été enrichi par l’ajout de raccourcis, ce qui a permis d’accroître le maillage
entre les nœuds mais a potentiellement augmenté l’espace de recherche. En réalité, cet in-
convénient est complètement contrebalancé par la puissance du concept de raccourci : ils
permettent de déterminer des plus courts chemins empruntant des séquences de nœuds dont
les niveaux sont croissants (respectivement décroissants) en aval de la source (respectivement
en amont de la destination).

Plus formellement, une recherche bidirectionnelle s’appuie sur les sous-graphes Gup =
(V,Eup) et Gdown = (V,Edown) définis comme suit :

Eup = {(u,v) ∈ E|lu < lv} (5.2)
Edown = {(u,v) ∈ E|lu > lv} (5.3)

En posant Ēdown = {(v,u) |(u,v) ∈ Edown}, et E∗ comme l’union des ensembles Eup et
Ēdown, on obtient un ensemble d’arcs constitutif du graphe de recherche final G∗ = (V,E∗).
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Algorithme 5 (RECHBIDIR) Requête effectuée au sein du graphe de recherche entre un
nœud source s et un nœud destination d
ENTRÉES: Nœud source s, nœud destination d
SORTIES: Temps de trajet minimal t∗ entre s et d

1: t∗← ∞ . Phase d’initialisation
2: Pour v ∈V Faire
3: t f w [v]← ∞

4: tbw [v]← ∞

5: FinPour
6: t f w [s]← 0
7: Q f w←{(0,s)}
8: tbw [t]← 0
9: Qbw←{(0,d)}

10: dir← f w . Fin de la phase d’initialisation
11: TantQue (Qdir 6= /0 ou Q¬dir 6= /0) et t∗ > min{minQdir,minQ¬dir} Faire
12: Si Q¬dir 6= /0 Alors
13: dir←¬dir . Si l’autre file n’est pas vide, la direction change
14: FinSi
15: (u,k)← Qdir.SUPMIN . Extraction du minimum dans la file Qdir
16: t∗←min

{
t∗, t f w [u]+ tbw [u]

}
17: Pour e = (u,v) ∈ Edir Faire
18: Si tdir [u]+wuv < tdir [v] Alors
19: tdir [v]← tdir [u]+wuv
20: {k|(v,k) ∈ Qdir}← tdir [v] . Mise à jour du tas-min
21: FinSi
22: FinPour
23: FinTantQue
24: Retourner t∗

Le premier sous-graphe est parcouru par une recherche aval, alors que le second est par-
couru par une recherche amont. Les deux recherches convergent sur le haut de la hiérarchie,
i.e. aux nœuds jugés les plus importants. Ainsi, la recherche bidirectionnelle met en valeur
des chemins optimaux dont le profil est décrit par la figure 5.2. De ce fait, aucun nœud dont
le niveau hiérarchique est inférieur à ceux de la source et de la destination ne sera visité lors
de la requête : si un tel nœud fait partie d’un chemin optimal, il sera court-circuité par un
arc raccourci pendant la recherche, et identifié à la fin lors de la reconstitution du chemin.
Cette figure présente un exemple de raccourci « utile », permettant à la recherche avant de
ne pas redescendre vers le nœud um, qui constitue un minimum local. À titre de remarque,
le nœud up tel que représenté dans la figure 5.2 n’est pas nécessairement le nœud le plus
élevé dans la hiérarchie parmi tous les nœuds du graphe, mais il l’est par rapport à ceux ap-
partenant au chemin optimal. Il représente l’un des points de rencontre des deux recherches
(respectivement aval et amont).

5.2.2 Algorithme de résolution de requêtes dans un graphe hiérarchisé
L’algorithme 5 décrit le calcul du plus court chemin dans les graphes de recherche pro-

duits par la phase de pré-traitement. Il s’appuie sur une recherche bidirectionnelle, comme
évoqué dans le paragraphe précédent, et utilise l’algorithme de Dijkstra. La clé de la résolu-
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tion de la requête se trouve dans la gestion de deux files de priorité Q f w et Qbw construites
comme dans l’algorithme 2, et affectées chacune à un sens de recherche.

La recherche aval commence au nœud source (cf lignes 6-7), alors que la recherche
amont s’enclenche depuis le nœud destination (cf lignes 8-9). Compte tenu de la définition du
graphe de recherche, dans lequel les nœuds sont hiérarchisés, les deux processus convergent
sur le haut du graphe G∗. Le parcours du graphe de recherche continue tant qu’une des deux
files de priorité au moins contient des éléments, elle peut toutefois s’interrompre si la somme
des clefs minimales ne peut plus améliorer la solution optimale (cf ligne 11).

Plusieurs possibilités existent pour concilier les deux directions de recherche. La version
de l’algorithme présentée ici se caractérise par une alternance systématique entre les deux
directions. De cette façon, dès lors que la file de priorité de l’une des deux directions devient
vide, la recherche se concentre sur l’autre direction (cf lignes 12-14). Le reste de la boucle
principale se poursuit avec l’identification du nœud courant par l’élément minimal de la file
de priorité (cf ligne 15), puis la solution optimale est mise à jour avec les clefs correspondant
au nœud dans chaque file (cf ligne 16). Cette mise à jour n’est ainsi possible que si le nœud a
été visité dans les deux sens de recherche. L’exploration du graphe est la dernière opération à
réaliser dans la boucle principale : chaque arc menant à un nœud plus élevé dans la hiérarchie
est évalué (cf ligne 17), et si l’étiquette de la destination est améliorée, le nœud atteint est
ajouté dans la file de priorité (cf ligne 20).

5.3 Extension au cas des graphes dynamiques

La présentation précédente a été réalisée dans un environnement statique, i.e. pour lequel
les coûts des arcs (i.e. les temps de parcours) sont constants. L’extension de la méthode au
cas des graphes dépendants du temps, dans lesquels les coûts associés aux arcs doivent être
exprimés en fonction de la date de départ au nœud initial, a été proposée par Batz et al. [10],
puis Batz [9]. Leur approche se caractérise par des coûts sous forme de vecteurs à chaque arc,
comme explicité dans la sous-section 5.3.1. En outre, les structures algorithmiques associées
aux contractions hiérarchiques sont complétées par de nouvelles procédures et de nouvelles
stratégies d’optimisation qu’il conviendra de présenter dans la sous-section 5.3.2.

5.3.1 Fonctions de temps de parcours

Dans l’approche dynamique proposée initialement par Batz et al. [10], les temps de par-
cours sont représentés par une fonction linéaire par morceaux, associant une valeur de temps
de parcours à chaque date de départ, pour chaque arc e ∈ E, sur un horizon temporel H. Elle
est notée fe et définie sur l’ensemble des réels positifs non nuls. Dans la figure 5.3, la fonc-
tion de temps de parcours donnée en exemple prend des valeurs sur l’intervalle H = [0,9t],
qui constitue l’horizon temporel, alors que sa manipulation algorithmique ne nécessite que
le stockage des points d’inflexion dénotant les changements de pente de la fonction linéaire
par morceaux. Cette représentation constitue un intermédiaire intéressant en termes de com-
plexité : il n’est pas nécessaire de stocker en mémoire le temps de parcours à chaque pas de
temps, ceci étant dit, les fonctions de temps de parcours sont modélisées sur un intervalle
continu.

La vérification de l’hypothèse FIFO est rapidement assurée par l’évaluation de la pente
des composantes de la fonction, nécessairement supérieure à -1. De l’expression des fonc-
tions de temps de parcours se déduit également la fonction d’arrivée, qui à toute date de
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FIGURE 5.3 – Exemple de fonction de temps de parcours sur un arc, a étant un temps de parcours de
référence

départ d’un nœud associe une date d’arrivée : arre : h→ fe (h)+h. Plus généralement, l’en-
semble des définitions et des propriétés associées aux fonctions de temps de parcours et de
date d’arrivée est détaillé par Batz [9].

Trois opérations de base s’appuient sur la définition des fonctions de temps de parcours :
l’évaluation du temps de parcours th

e = fe (h) observé sur l’arc e ∈ E à l’instant h, la conca-
ténation des fonctions de temps de parcours régissant deux arcs consécutifs et l’agrégation
des fonctions caractérisant deux arcs reliant le même couple origine-destination.

La première opération associe une date de départ inclue dans l’horizon temporel à un
temps de parcours. Elle est représentée par la fonction fe elle-même. Deux cas de figure sont
considérés : soit h est un point d’inflexion de la fonction, auquel cas fe (h) est donné par
hypothèse, soit h est compris entre deux points d’inflexion hin f et hsup, la valeur fe (h) étant
alors donnée par interpolation :

fe (h) =
fe (hsup)− fe

(
hin f
)

hsup−hin f

(
h−hin f

)
+ fe

(
hin f
)

(5.4)

La seconde opération relie les fonctions de temps de parcours relatives à des arcs consé-
cutifs. Ainsi, soient f1 et f2 les fonctions associées à des arcs (u,v) ,(v,w) ∈ E. L’opération
de concaténation de ces deux fonctions de temps de parcours est notée f1 ∗ f2 et s’exprime
telle que f1 ∗ f2 : h→ f1 (h)+ f2 (h+ f1 (h)). Cette définition fait ainsi apparaître la nécessité
de connaître la date de départ au nœud u pour exprimer aussi bien le temps de parcours sur
(u,v) que sur (v,w).

La troisième et dernière opération consiste en l’agrégation de deux fonctions de temps
de parcours f1 et f2 décrivant le même arc (u,v) ∈ E. Cette situation peut intervenir lors
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de la comparaison de deux itinéraires reliant u à v. Dans ce cas de figure, le meilleur temps
de parcours est conservé pour chaque date de départ, ce qui revient à calculer la fonction
min appliquée à f1 et f2. À titre de remarque, le résultat des fonctions de concaténation et
d’agrégation est également une fonction de temps de parcours.

Outre ces opérations, la définition des coûts sur chacun des arcs constitue un préalable
nécessaire à l’étude du temps de parcours sur un chemin entier c. Celui-ci est donné par la
concaténation de l’ensemble des fonctions de temps de parcours décrivant les arcs constitu-
tifs de c : pour un départ à la date h0, on a fc = f1 ∗ ... ∗ fk, où fc est la fonction de temps
de parcours sur le chemin c et fi est la fonction de temps de parcours décrivant le ième arc.
Parallèlement, la date d’arrivée obtenue en empruntant c après un départ à la date h0 est alors
h0 + fc (h0). De là vient la première grandeur à optimiser proposée par Batz et al. [10] : la
date d’arrivée au plus tôt (early-arrival time, ou EA). On a :

EA(s,d,h0) = minc {h0 + fc (h0) |c ∈Csd}∪{∞} (5.5)

avec Csd l’ensemble des chemins reliant s à d au sein du graphe.
Cet objectif constitue une version simplifiée où la date de départ est fixée, le calcul de-

vient alors semblable à un calcul de plus court chemin statique, au détail près que la structure
des fonctions de temps de parcours rend la procédure moins directe. Une version plus com-
plète propose un calcul du plus court chemin ∀h0 ∈H, exprimé comme le profil de temps de
parcours. Ce calcul est matérialisé par la fonction T T P(s,d,h0) définie telle que :

T T P(s,d,h0) = EA(s,d,h0)−h0 (5.6)

où s et d sont respectivement les nœuds sources et destination fixés, et où h0 ∈ H. Les fonc-
tions EA et T T P respectent le principe de Bellman, et permettent donc le développement de
calculs propres aux chemins partiels.

Des fonctions peuvent également être définies pour encadrer T T P(s,d,h0), telles que
Pmin (s,d)≤ T T P(s,d,h0)≤ Pmax (s,d), ∀h0 ∈ H :

Pmin (s,d) = minc

{
kc

∑
i=1

minh fi (h) |c ∈Csd

}
∪{∞} (5.7)

Pmax (s,d) = minc

{
kc

∑
i=1

maxh fi (h) |c ∈Csd

}
∪{∞} (5.8)

où fi désigne la fonction de temps de parcours associée au ième arc du chemin c, qui en
contient au total kc. Les fonctions Pmin et Pmax donnent les plus courts chemins entre les
nœuds s et d avec des étiquettes équivalentes respectivement aux valeurs minimales et maxi-
males de chaque fonction de temps de parcours. Cet encadrement sera crucial lors du calcul
du profil de temps de parcours optimal, comme développé dans la section suivante.

5.3.2 Solutions algorithmiques
Dans le cas statique, la recherche du plus court chemin dans le graphe hiérarchisé est

réalisée à l’aide d’un algorithme de Dijkstra bidirectionnel, chacune des sous-procédures
convergeant vers le haut du graphe. Les étiquettes obtenues après l’accomplissement de ces
procédures sont additionnées nœud à nœud, le temps de parcours optimal étant donné par la
somme minimale. Dans le cas où la date de départ impacte la valeur du temps de parcours sur
les arcs, la détermination par une recherche bidirectionnelle du meilleur temps de parcours,
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FIGURE 5.4 – Calcul de EA(s,d,h0) : (a) un algorithme de Dijkstra dynamique depuis s et une
recherche sur l’intervalle du profil optimal depuis d se rencontrent pour former l’ensemble X =
{u3,u4,u5} (b) un Dijkstra dynamique est appliqué dans le sous-graphe constitué des nœuds prédéces-
seurs optimaux dans la recherche amont, jusqu’à identifier le chemin optimal s→ u1→ u4→ u6→ d

ou du meilleur profil de temps de parcours, constituait un verrou scientifique notable avant
la contribution de Batz et al. [10]. Les paragraphes suivants proposent une description des
procédures principales proposées par ces auteurs pour le résoudre, pour chacune des deux
fonctions objectif explicitées dans la section précédente.

5.3.2.1 Minimisation du temps de parcours pour une date de départ donnée

Ce premier cas de figure revient à calculer la date d’arrivée au plus tôt EA(s,d,h0), avec
s l’origine, d la destination et h0 la date de départ données. Deux étapes principales sont
requises, cette procédure étant résumée par la figure 5.4. En premier lieu, une recherche
bidirectionnelle est entreprise. Depuis le nœud origine s et pour une date de départ h0, un
algorithme de Dijkstra dynamique est appliqué, alors que depuis le nœud destination d, le
graphe est parcouru à l’aide d’une recherche sur les bornes du profil de temps de parcours
optimal. L’utilisation du profil de temps de parcours optimal est justifiée par le fait que la date
d’arrivée n’est pas connue (il s’agit au demeurant de la valeur recherchée). Pour accélérer le
traitement, seules deux valeurs servent d’étiquettes : le temps minimum et le temps maximum
des fonctions de temps de parcours, donnés par les équations 5.7 et 5.8. Cette procédure de
recherche correspond à l’algorithme ProfileIntervalSearch de Batz et al. [10].

Les deux recherches se rencontrent sur le haut de la hiérarchie sur un sous-ensemble
de nœuds x ∈ X ⊂ V , desquels un nouvel algorithme de Dijkstra dynamique est appliqué.
L’initialisation de cette procédure est réalisée en considérant les nœuds au sein de X et leurs
étiquettes issues de la recherche aval. L’espace de recherche est tel que les nœuds à visiter
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FIGURE 5.5 – Calcul de T T P(s,d,h0) accéléré : (a) des recherches sur les intervalles des profils opti-
maux depuis s et d se rencontrent pour former l’ensemble X = {u3,u4,u5}, et surtout, les sous-graphes
C ↑ et C ↓, d’après les nœuds prédécesseurs optimaux (b) des recherches sur les profils optimaux sont
entreprises respectivement dans C ↑ depuis s et dans C ↓ depuis d, le profil optimal résulte de la conca-
ténation puis de l’agrégation des sous-profils optimaux T T P(s,x,h0) et T T P(d,x,h0), avec x ∈ X .

sont les prédécesseurs optimaux dans la recherche amont des nœuds courants. Le temps
de parcours optimal est donné par l’étiquette finale au nœud d, et le chemin optimal est
reconstruit classiquement à l’aide des meilleurs précédesseurs.

5.3.2.2 Profil de temps de parcours optimal

Cette seconde procédure porte sur la recherche du profil de temps de parcours optimal
T T P(s,d,h0), ∀h0 ∈ H. Il s’agit d’un algorithme d’étiquetage utilisant l’intégralité du pro-
fil des temps de parcours pour marquer chaque nœud : ainsi, à partir d’un nœud initial u,
l’étiquette d’un nœud v ∈ V quelconque sera le profil de temps de parcours optimal pour
parcourir le chemin entre u et v.

Ces deux recherches convergent vers un sous-ensemble de nœuds X ⊆ V , comme dans
le cas précédent. Ici, la solution optimale n’est pas directement calculable par une simple
addition. Les résultats des deux sous-procédures sont deux ensembles de profils de temps de
parcours T T P(s,x,h0) et T T P(d,x,h0), où x ∈ X et ∀h0 ∈ H. La reconstruction du profil
optimal est réalisée en deux étapes. Les profils précédents sont concaténés deux à deux pour
aboutir à |X | profils candidats entre s et d, puis une agrégation de ces derniers donne le profil
optimal T T P(s,d,h0).

Ceci dit, cette procédure est lourde en termes de temps de calcul, du fait de nombreuses
opérations sur les profils de temps de parcours. Une manière de pallier ce défaut est la ré-
duction de l’espace de recherche via une recherche bidirectionnelle préalable focalisée sur
les intervalles de ces profils, comme illustré au sein de la figure 5.5. Le rajout de cette étape
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mène à la constitution de deux sous-graphes C ↑ et C ↓, définis par la remontée des pré-
décesseurs optimaux depuis les nœuds x ∈ X ⊆ V communs aux deux procédures jusqu’à
respectivement s et d. Dans un second temps, la recherche bidirectionnelle sur les profils
complets est réalisée au sein du sous-graphe de taille plus réduite C ↑ ∪C ↓⊆ GH , où GH est
le graphe hiérarchisé. Le profil optimal est déterminé comme précédemment.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode des contractions hiérarchiques déve-

loppée par Geisberger [59] pour les graphes déterministes statiques, et par Batz et al. [10]
pour le cas d’arcs dépendants du temps.

Les contractions hiérarchiques nécessitent en premier lieu une phase de hiérarchisation
des nœuds du graphe, en fonction de paramètres liés à l’efficacité des contractions. Cette
étape est la plus importante du processus, dans la mesure où elle permet une réorganisation du
graphe admettant la formulation de nouvelles propriétés basées sur les niveaux hiérarchiques.

La seconde étape consiste en l’ajout de nouveaux arcs, les raccourcis. Ces arcs per-
mettent de court-circuiter les nœuds mineurs lors de l’exploration d’un chemin, ceux-là re-
présentant des minima locaux dans la hiérarchie. L’ajout de nouveaux arcs augmente méca-
niquement l’espace de recherche d’une requête, mais cet investissement doit être amorti par
l’utilisation d’un algorithme d’exploration spécifique.

À l’issue de cette seconde étape, le graphe de recherche est dans son état final, prêt à
être exploré pour la résolution de requêtes de plus courts chemins. Le graphe hiérarchisé
est exploité au moyen d’une recherche bidirectionnelle orientée vers le haut de la hiérarchie.
Chacune des deux explorations aboutit à un chemin partiel constitué de nœuds tels que les
niveaux hiérarchiques suivent une évolution monotone : ainsi ils sont croissants (respective-
ment décroissants) d’après la recherche aval (respectivement amont). Dans le cas canonique
des graphes déterministes et statiques, il s’agit alors de minimiser la somme des temps asso-
ciés aux deux chemins partiels obtenus.

Dans le cas où les temps de parcours sont dépendants de la date de départ au nœud
initial, étudié par Batz et al. [10], plusieurs adaptations sont nécessaires. En l’occurrence,
après la définition de fonctions de temps de parcours linéaires par morceaux, l’algorithme de
résolution de requêtes gagne en complexité : le parcours du graphe est guidé par la concaté-
nation et l’agrégation de fonctions de temps de parcours, jusqu’à obtenir le profil optimal du
temps d’arrivée au nœud destination. Ces adaptations rejaillissent également au cours du pré-
traitement, lors des étapes de recherche de chemin-témoin. La quantité d’opérations sur les
fonctions de temps de parcours peut toutefois être réduite via une phase préliminaire de ré-
duction de l’espace de recherche, lors de laquelle les nœuds sont étiquetés par les intervalles
des profils de temps de parcours. Cette sophistication algorithmique se traduit tout de même
par des temps de calcul bien supérieurs à ceux du cas statique étudié par Geisberger, sur des
graphes de taille comparable : il faut ainsi compter au minimum 2 heures de pré-traitement
et entre 2 et 5 secondes de temps moyen par requête sur le graphe Western Europe, dans un
scénario où seules les routes principales sont définies par des fonctions dynamiques.

Comme indiqué par Bast et al. [7], les contractions hiérarchiques apportent une réduction
évidente du temps de calcul observé lors des requêtes, au prix d’un pré-traitement raisonna-
blement court comparativement aux autres techniques d’accélération. Ceci étant dit, plu-
sieurs sources d’amélioration persistent. Concernant l’évaluation du coût d’une contraction
tout d’abord, le choix d’un modèle de somme pondérée rend le paramétrage de la fonction de
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coût très important, d’autant plus que de nombreux critères de nature variée ont été utilisés, et
que les performances des contractions hiérarchiques y sont très sensibles. Pourtant, les tests
empiriques réalisés dans l’état de l’art donnent peu d’indications sur cette question. Afin
d’optimiser le paramétrage de cette technique d’accélération et améliorer les calculateurs
d’itinéraires qui l’utilisent, à l’image de la plateforme TEMPUS ou du moteur de calcul de
Mappy, un examen de l’espace vectoriel défini par les paramètres utilisés par Batz et al. [10]
sera effectué dans le chapitre 6.

Par ailleurs, cette technique a été présentée pour un cadre déterministe, il sera intéressant
d’étudier le cas stochastique, dans lequel les poids associés aux arcs sont représentés par des
variables aléatoires. L’adaptation des contractions hiérarchiques à un tel canevas constitue un
défi intéressant à relever dans la mesure où elle pourrait significativement réduire le temps
de traitement propre à l’approche classique définie dans la partie II. Cet aspect sera abordé
au cours du chapitre 7, le dernier de cette thèse.



Chapitre 6
Implémentation des contractions
hiérarchiques et analyse de sensibilité

Les contractions hiérarchiques et leurs performances en termes de temps de calcul sont
fortement dépendantes d’un ensemble de paramètres à définir en préalable à la hiérarchisa-
tion des nœuds, réalisée en pré-traitement. Comme mentionné dans le chapitre 5, Geisberger
[59], puis Geisberger et al. [60], ont défini un ensemble de critères permettant d’obtenir une
hiérarchie performante tout autant qu’équilibrée, prenant comme fondement la nécessité de
faire diminuer le nombre d’arcs dans le graphe lors des phases de contraction des nœuds,
ou encore celle de répartir relativement uniformément les nœuds contractés. La différence
entre les nombres d’arcs créés et supprimés est vue comme le critère principal, le nombre de
nœuds parcourus lors des recherches locales ou encore la quantité d’arcs originaux représen-
tés dans les raccourcis étant également mis en valeur par leurs simulations. Plus tard, Batz [9]
a restreint l’analyse sur quatre critères, inspirés des travaux précédents. Trois sont des ratios
entre arcs créés et arcs supprimés, focalisés respectivement sur l’évolution du nombre d’arcs,
sur l’évolution du nombre correspondant d’arcs originaux et sur l’évolution de la complexité
des fonctions de temps de parcours. Le dernier critère mesure la « profondeur » des nœuds,
évaluation de la densité de nœuds contractés dans leur voisinage. Cependant, l’auteur n’a
considéré qu’un seul paramétrage dans ses expérimentations.

Le but de ce chapitre est d’évaluer et de caractériser l’impact relatif de ces différents cri-
tères, dans des contextes de graphe statique d’une part et dynamique d’autre part. Les quatre
critères utilisés par Batz [9] sont choisis pour la présente analyse. Par rapport aux évolutions
des coefficients linéaires associés à ces critères, quelle est la sensibilité respectivement du
temps de pré-traitement, du temps de requêtage pour un nombre r de requêtes et de l’évo-
lution du nombre d’arcs entre le graphe de recherche initial et le graphe hiérarchisé ? D’un
point de vue plus pragmatique, si l’objectif est de réduire le temps nécessaire à la résolu-
tion de r requêtes, quel est l’ensemble optimal de coefficients à intégrer dans la fonction de
hiérarchisation, au sein de l’espace défini par les coefficients des quatre critères d’intérêt ?

La première section du chapitre détaillera les entrées et sorties de la procédure de contrac-
tion hiérarchique envisageables dans une optique d’analyse de sensibilité, puis quelques ou-
tils théoriques seront rappelés dans la section 6.2 pour répondre aux questions de recherche
précédentes. Et enfin, la section 6.3 proposera une gamme de résultats conduisant à des re-
commandations pratiques concernant le paramétrage des contractions hiérarchiques, ainsi
qu’une confirmation obtenue par l’intermédiaire du calculateur Mappy démontrant le poten-
tiel encore non exploité des contractions hiérarchiques dans les calculateurs industriels.
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6.1 Paramétrage des contractions hiérarchiques
Les temps de pré-traitement, et à un degré moindre, de requêtage sont fortement dépen-

dants du paramétrage de la fonction de hiérarchisation entrant en jeu lors du pré-traitement.
L’idée de cette première partie est de proposer une description détaillée de ces éléments, pour
permettre la construction d’un plan d’expérience destiné à mettre en évidence l’importance
de chacun des paramètres. Une revue exhaustive des paramètres initialement utilisés par Batz
[9] sera proposée en guise d’entrée de l’analyse, puis l’accent sera porté sur quelques élé-
ments observés en sortie de l’algorithme, ceux-ci étant vus comme les variables expliquées
de l’analyse, qu’il convient d’optimiser.

6.1.1 Définition de la fonction de hiérarchisation
Dans l’algorithme des contractions hiérarchiques, les nœuds sont ordonnés en vertu d’une

clef correspondant à leur niveau d’importance relative dans le graphe. Cette clef est en réalité
une fonction de hiérarchisation proposée dans l’état de l’art sous la forme d’une somme pon-
dérée de critères. Comme précisé dans l’introduction de ce chapitre, l’analyse sera centrée
sur les quatre critères de hiérarchisation définis par Batz [9] :

— EQ : ratio décrivant l’évolution du nombre d’arcs dans le graphe si un nœud u est
contracté ;

— SSD : indicateur de « profondeur » qui représente le niveau d’importance de chaque
nœud : plus l’indicateur est élevé, et plus le nœud aura été contracté tardivement par
rapport aux autres nœuds de son voisinage. La valeur associée à un nœud donné est
ainsi mise à jour lors de la contraction d’un nœud voisin ;

— OEQ : ratio décrivant, en cas de contraction du nœud u, l’évolution du nombre d’arcs
dans le graphe résiduel mesurée par la quantité d’arcs originaux qu’ils représentent.
Cet indicateur retranscrit la complexité de chaque arc du graphe de recherche notam-
ment en vue du développement des chemins qui l’empruntent ;

— et enfin CQ : ratio fondé sur l’évolution du nombre d’arcs mesurant un niveau de com-
plexité des fonctions de temps de parcours, i.e. la complexification de la description
du caractère dynamique des temps de parcours en cas de contraction d’un nœud u.

Le nœud u∈V est alors caractérisé par la valeur de sa fonction de hiérarchisation, définie
comme suit :

k (u) = wEQ ∗EQ(u)+wSSD ∗SSD(u)+wOEQ ∗OEQ(u)+wCQ ∗CQ(u) (6.1)

où wEQ, wSSD, wOEQ et wCQ sont les coefficients linéaires associés à chaque critère,
définis sur l’ensemble des réels. En référence à la contraction du nœud u, on exprime les
quatre critères précédents :

EQ(u) =
|Su|

max(1, |Ru|)
(6.2)

SSD(v) = max(1+SSQ(u) ,SSQ(v)) (6.3)

OEQ(u) =
∑e∈Su (O(e))

max
(
1,∑e∈Ru (O(e))

) (6.4)

CQ(u) =
∑e∈Su (C (e))

max
(
1,∑e∈Ru (C (e))

) (6.5)
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FIGURE 6.1 – Couverture de l’espace d’échantillonnage par la technique LHS : (a) 20 individus (b)
200 individus (c) 2000 individus.

où Su est l’ensemble des arcs raccourcis générés, Ru l’ensemble des arcs supprimés au
sein du graphe résiduel, O(.) une fonction retournant le nombre d’arcs originaux représentés
par un arc (O(e) = 1 si e ∈ E), C (.) une fonction retournant la complexité d’un arc, mesurée
comme le nombre de segments composant la fonction linéaire par morceaux associée, et v
les nœuds tels que (u,v) ∈ E.

Dans le cas présent, nous simplifions l’analyse en générant des valeurs indépendantes
situées dans l’intervalle [0;1] pour chacun des quatre coefficients. Afin de quadriller de ma-
nière optimale l’espace à quatre dimensions ainsi défini, la technique d’échantillonnage dite
de l’échantillonnage par hypercube latin (Latin Hypercube Sampling, ou LHS) est employée
[104]. La couverture de l’espace est assurée par la subdivision de chaque dimension en M
intervalles, les tuples générés s’y répartissant de manière équilibrée. La figure 6.1 illustre cet
état de fait, tout comme l’impact de la taille des échantillons.

Compte tenu de la définition linéaire de la fonction, certains ensembles de coefficients
sont équivalents, c’est le cas par exemple de ceux issus de la multiplication d’un premier
tuple par un scalaire. En considérant l’importance relative des coefficients les uns par rapport
aux autres, il est également possible d’échantillonner des tuples tels que ∑i (wi) = 1. Pour
prendre en compte cette contrainte supplémentaire, un échantillonnage basé sur la loi de
Dirichlet apporte des réponses (voir par exemple [34]). Toutefois, pour des raisons de clarté
de l’analyse de sensibilité, la présente étude se limite à l’étude des sorties du modèle sur
l’espace [0;1]4, l’espace des solutions étant du reste couvert de façon satisfaisante sans cette
dernière contrainte, comme l’illustre la figure 6.1.

6.1.2 Sorties du modèle
Les entrées du modèle sont les pondérations associées aux quatre critères de Batz et

al. [9]. Pour ce qui est des sorties de l’algorithme, il ne sera pas question de stratégie de
routage ni de plus court chemin, mais plutôt des performances intrinsèques de l’algorithme et
de la qualité de la hiérarchisation des nœuds, évaluées au travers de trois variables d’intérêt.

La première d’entre elles est le temps de pré-traitement, recouvrant la hiérarchisation
des nœuds par ordre d’importance, et la contraction du graphe visant à définir les arcs rac-
courcis nécessaires pour la résolution des requêtes. Cette variable est la plus importante de
l’analyse, elle est aussi celle qui est supposément la plus impactée par la définition des coef-
ficients associés aux critères de hiérarchisation. En effet, en modifiant directement les degrés
d’importance des nœuds lors de la procédure de hiérarchisation, il est possible d’envisager
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une modification de leur ordre dans la hiérarchie, et donc, un comportement différent lors de
la contraction du graphe.

La seconde variable est le temps de requêtage, mesuré autour de la milliseconde pour
une requête unique, et ce, même dans les graphes de très grande taille [7]. Il convient donc
de mesurer le temps de requêtage pour un grand nombre r de requêtes, dans des conditions
se rapprochant notamment de l’exploitation opérationnelle d’un calculateur d’itinéraires à
grande échelle sur un serveur distant.

Enfin, un ratio de création d’arcs fournira l’évolution du nombre d’arcs entre le graphe
initial et le graphe hiérarchisé pour chaque configuration. Si le ratio est supérieur à 1, cela
signifie que le nombre de raccourcis créés surpasse le nombre d’arcs supprimés pendant la
phase de contraction. En substance, plus ce ratio est bas, et plus la phase de hiérarchisation
aura été efficace pour préparer les requêtes, au prix toutefois d’un temps de pré-traitement
également plus long.

En complément, le degré de similarité entre les hiérarchies de nœuds sera également
considéré en annexe de ce manuscrit (voir annexe F). Ce dernier critère pourra être évalué en
phase de post-traitement, pour décrire les similarités obtenues en termes de hiérarchie.

6.2 Évaluation du paramétrage

Les techniques de décomposition de la variance tirées de l’état de l’art dédié à l’analyse
de sensibilité, qui permettront de relier les entrées et sorties évoquées en section précédente,
seront proposées ci-après (cf section 6.2.1). Par ailleurs, un algorithme de recherche locale
sera développé pour aboutir à des jeux de paramètres optimaux, au sens de la minimisation
du temps de calcul nécessaire à l’accomplissement des contractions hiérarchiques (cf section
6.2.2).

6.2.1 Décomposition de la variance
Après la génération de N tuples de base selon la technique LHS, comme évoqué dans la

section 6.1.1, il convient d’évaluer les sorties de l’algorithme des contractions hiérarchiques.
Pour plus de détails sur la technique de décomposition de la variance ainsi que les démons-
trations associées à la propriété de décomposition, le lecteur intéressé pourra par exemple
se référer aux contributions de Sobol [148], Jacques [78] et Saltelli et al. [137]. Les grandes
lignes du procédé sont retranscrites ici, de la même manière que toutes les clefs de résolution
du problème à 4 facteurs sont apportées.

6.2.1.1 Analyse de sensibilité et décomposition de la variance

Pour schématiser le processus étudié, on pose une fonction f telle que :

Y = f (X1, ...,Xk) (6.6)

où k est le nombre de facteurs considérés dans l’analyse. Si elle est intégrable sur l’ensemble
[0;1]k, la fonction f est décomposable comme suit [148] :

f (X1, ...,Xk) = f0 +
k

∑
i=1

fi (Xi)+
k−1

∑
i=1

k

∑
j=i+1

(
fi j
(
Xi,X j

))
+ ...+ f1,...,k (X1, ...,Xk) (6.7)
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De même, en considérant la variance de chacun de ces termes, une nouvelle décomposition
est observable :

Vtot =
k

∑
i=1

Vi +
k−1

∑
i=1

k

∑
j=i+1

(
Vi j
)
+ ...+V1...k (6.8)

où Vtot est la variance totale du vecteur résultat Y . De plus, on a :

Vi =V ( fi (Xi)) =VXi

(
EX−i [Y |Xi]

)
(6.9)

où Xi est le facteur i (i.e. la iième colonne de la matrice d’inputs), X−i est la matrice d’inputs
complète moins la colonne i, et VXi

(
EX−i [Y |Xi]

)
représente la variance conditionnelle de Y

sachant Xi. De même, à l’ordre 2 :

Vi j =V
(

fi j
(
xi,x j

))
=VXiX j

(
EX−i j

[
Y |Xi,X j

])
−VXi

(
EX−i [Y |Xi]

)
−VX j

(
EX− j

[
Y |X j

]) (6.10)

Cette dernière expression est généralisable pour les variances partielles aux ordres supé-
rieurs. Pour compléter l’équation précédente, on peut définir V p

i j comme la variance condi-
tionnelle du groupe constitué des facteurs i et j :

V p
i j =VXiX j

(
EX−i j

[
Y |Xi,X j

])
=Vi j +Vi +Vj (6.11)

Il faut noter que les expressions des variances conditionnelles renvoient à une proportion
de la variance totale due au(x) facteur(s) étudié(s). Ainsi, soit I un ensemble de facteurs tel
que 0≤ |I| ≤ k, les grandeurs VXI

(
EX−I [Y |XI]

)
sont nécessairement comprises entre 0 et Vtot .

Il est alors possible de poser SI l’effet du groupe de facteur I :

SI =
VI

V
(6.12)

L’équation 6.8 peut également être considérée à l’aune de cette nouvelle grandeur :

1 =
k

∑
i=1

Si +
k−1

∑
i=1

k

∑
j=i+1

(
Si j
)
+ ...+S1...k (6.13)

De plus, on déduit de l’équation 6.11 la même relation sur les indices de sensibilité, pour
définir l’effet principal du groupe I :

Sp
i j = Si j +Si +S j (6.14)

Par ailleurs, un autre indice très populaire dans la littérature consacrée à l’analyse de
sensibilité est l’effet total d’un facteur, ou d’un groupe de facteurs. Avec I un ensemble de
facteurs donné, l’effet total de I est la somme de tous les effets impliquant des facteurs inclus
au sein du groupe I. En utilisant le théorème de la variance totale avec le groupe de facteurs
complémentaire à I, noté −I, on a :

Vtot =VX−I (EXI [Y |X−I])+EX−I (VXI [Y |X−I]) (6.15)

On déduit l’expression de la variance totale impliquant les facteurs du groupe I, et donc
l’effet total ST

I :

Vtot =V p
−I +V T

I (6.16)

1 = Sp
−I +ST

I (6.17)
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(a)

∑(S.) = 1
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SABC SABD SACD SBCD
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FIGURE 6.2 – Décomposition des effets des facteurs sur la variance totale, pour quatre facteurs A, B,
C et D (par exemple, EQ=A, SSD=B, OEQ=C, CQ=D) et exemples de complémentarité des indices
de sensibilité ST

I et Sp
−I : (a) ST

D et Sp
ABC ; (b) ST

CD et Sp
AB

En définitive, l’effet total d’un groupe de facteurs donné est le résidu complétant l’effet
principal du groupe de facteurs complémentaire. La figure 6.2 illustre l’ensemble de cette
décomposition dans un cas à 4 facteurs, tel qu’étudié ici. On observe dans ce schéma que
les effets principaux Sp

I sont composés en remontant dans le graphe constituant le schéma de
décomposition de variance, comme le montrent les exemples des groupes {ABC} et {AB}
(en bleu). Ainsi, il est également possible de réaliser graphiquement que Sp

AB ≤ Sp
ABC, ce

qui s’explique par définition des effets des facteurs, tout comme par la relation ensembliste
{AB} ⊂ {ABC}. Parallèlement, l’effet total du groupe I est la somme des effets des groupes
incluant le ou les facteurs composant I, il est reconstitué par un parcours descendant dans
le graphe du schéma 6.2, comme l’illustrent les exemples du facteur D et du groupe {CD}
(en rouge). Enfin, la nature des effets totaux définis par l’équation 6.17 est montrée par les
couples Sp

ABC et ST
D d’une part, et Sp

AB et ST
CD d’autre part. Dans les deux cas, tous les effets

des facteurs sont couverts, ce qui permet de retrouver la variance totale.

6.2.1.2 Estimation de la variance par la technique de Monte-Carlo

Pour calculer les variances conditionnelles telles qu’exprimées dans la sous-section pré-
cédente, une méthode de Monte-Carlo développée successivement par Sobol [148], puis par
Saltelli et al. [135, 136, 137] est utilisée. Dans cette approche, pour une taille d’échantillon
initial égale à N, l’analyse de la variance s’effectue via le calcul de (k+2) ∗N individus, k
étant le nombre de facteurs utilisés en entrée.

Deux échantillons construits selon la méthodologie développée dans la section 6.1.1 sont
tout d’abord générés. Les matrices de dimension (N,k) produites sont notées A et B.

Pour déterminer l’impact du iième facteur (1 ≥ i ≥ k), il est ensuite nécessaire de créer
une nouvelle matrice Ci telle que :

C(i) =

A1,1 · · · B1,i · · · A1,k
... . . . ... . . . ...

An,1 · · · Bn,i · · · An,k

 (6.18)

Dans le cas présent, il y a 4 facteurs. L’étude complète nécessite donc de procéder au
calcul de contraction hiérarchique lors de 6∗N expériences. La matrice d’inputs complète M
est construite de la façon suivante :
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M =



A
B

C(1)

C(2)

C(3)

C(4)

=



A1,1 A1,2 A1,3 A1,4
...

...
...

...
An,1 An,2 An,3 An,4
B1,1 B1,2 B1,3 B1,4

...
...

...
...

Bn,1 Bn,2 Bn,3 Bn,4
B1,1 A1,2 A1,3 A1,4

...
...

...
...

Bn,1 An,2 An,3 An,4
A1,1 B1,2 A1,3 A1,4

...
...

...
...

An,1 Bn,2 An,3 An,4
A1,1 A1,2 B1,3 A1,4

...
...

...
...

An,1 An,2 Bn,3 An,4
A1,1 A1,2 A1,3 B1,4

...
...

...
...

An,1 An,2 An,3 Bn,4



(6.19)

Le calcul des variances conditionnelles, et par voie de conséquence, des effets relatifs aux
différents facteurs, est réalisé à partir de l’ensemble de ces matrices grâce aux estimateurs
empiriques développés par Saltelli et al. [137] :

V̂i =
1
N

N

∑
k=1

{
f
(
Bk,.
)(

f
(

C(i)
k,.

)
− f

(
Ak,.
))}

(6.20)

V̂ T
i =

1
2N

N

∑
k=1

{(
f
(
Ak,.
)
− f

(
C(i)

k,.

))2
}

(6.21)

V̂ T
i j =

1
2N

N

∑
k=1

{(
f
(

C(i)
k,.

)
− f

(
C( j)

k,.

))2
}

(6.22)

En somme, 14 estimateurs sont obtenus. Quatre estimateurs calculés via l’équation 6.20
donnent directement les effets du premier niveau Si, après division de ces quantités par la
variance totale Vtot . Ensuite, les six effets du second niveau Si j sont calculés par le biais de
la combinaison des équations 6.14 et 6.17, dans laquelle les Si et les ST

i j sont issus respecti-
vement des équations 6.20 et 6.22 :

Si j = 1−ST
kl−Si−S j (6.23)

où i, j, k et l sont les indices référant aux quatre facteurs. Dans un troisième temps, il est
nécessaire d’utiliser les effets des deux premiers niveaux pour déterminer les effets du troi-
sième niveau, toujours d’après l’équation 6.17 (et l’équation 6.14 adaptée pour les groupes
de trois facteurs) en estimant les ST

i au moyen de l’équation 6.21 :

Si jk = 1−ST
l −Si j−Sik−S jk−Si−S j−Sk (6.24)
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En combinant tous les effets calculés avec l’équation 6.13, une estimation de l’effet résiduel
SABCD est à son tour obtenue.

Une dernière interrogation réside en la valeur N, un nombre d’expériences suffisant pour
que les différents estimateurs convergent. Des expériences préliminaires avec N = 100 et
N = 200 (soit respectivement 600 et 1200 calculs de contraction hiérarchique) semblent
indiquer que ces nombres sont clairement insuffisants. De même, les expériences conduites
par Saltelli et al. [137] sur les estimateurs des effets totaux, correspondant ici aux équations
6.21 et 6.22, semblent indiquer une stabilisation du biais par rapport aux valeurs théoriques
à partir d’un nombre total d’expériences compris entre 30000 et 60000 (soit N = 5000, voire
N = 10000), suivant les estimateurs et les fonctions f impliquées. Ces ordres de grandeur
suggèrent de travailler sur des graphes de petites tailles, de manière à ne pas voir s’envoler
le temps de calcul, ces considérations seront évoquées de nouveau dans la section 6.3.

6.2.2 Optimisation du temps de calcul global

Les éléments de méthodologie présentés jusqu’à présent permettent de répondre à la
première des deux questions de recherche avancées en introduction : comment varient les
différentes variables résultats, et en particulier le temps de pré-traitement, en fonction de
l’évolution des coefficients associés aux critères de priorité. Il reste à examiner la deuxième
question : quelle forme aurait le tuple « optimal » , i.e. celui qui permet d’aboutir au temps
de calcul minimal ?

Dans cette optique, l’algorithme 6, fondé sur le principe de recherche locale, donne des
éléments de réponse. Le temps total nécessaire à la réalisation du pré-traitement et la résolu-
tion d’un lot limité de requêtes est choisi comme objectif de l’optimisation.

Dans cette partie, la logique de proportion allouée à chaque critère décrite dans le pa-
ragraphe 6.1.1 est retenue : un budget de points est réparti entre les quatre critères, de telle
manière que la somme des points est normalisée. Viser une précision de 10−3 sur l’intervalle
[0;1] pour chacun des critères évoqués plus haut revient à partager 1000 points entre quatre
coefficients définis sur l’ensemble des entiers naturels.

L’algorithme de recherche locale nécessite la définition d’une relation de voisinage (ligne
14), ici celle-ci est fondée sur l’idée de budget à partager. En l’occurrence, pour quatre poids
wi ∀i ∈ {1; ...;4}, les paramétrages voisins W ′ sont tels qu’il y a deux indices i, j ∈ {1; ...;4}
et i 6= j pour lesquels w′i = wi− 1 et w′j = w j + 1, les coefficients relatifs aux deux autres
indices restant inchangés. Cette relation de voisinage doit également respecter la contrainte
de budget, i.e. les nouveaux coefficients doivent être définis entre 0 et 1000. Par ailleurs,
le paramétrage voisin précédemment visité à la dernière itération est exclu des voisinages
possibles pour améliorer l’efficacité du parcours de l’espace des paramètres. Cette opération
est généralisable en un mécanisme de recherche tabou, non implémenté ici.

Plusieurs paramétrages de départ sont envisagés, de manière à ne pas rester limité à un
minimum local éventuel, subdivisant de facto la procédure principale de recherche locale en
autant de sous-procédures. Une sous-procédure se décompose en plusieurs étapes, qui se ter-
minent lorsqu’aucune amélioration à la meilleure solution de la sous-procédure n’est réalisée
pendant n1 itérations. En outre, ces étapes sont séparées par une étape de diversification du
paramétrage (ligne 10) définie comme une relation de voisinage dont l’incrément est fixé à
100 points (i.e. w′i = wi− 100 et w′j = w j + 100). La sous-procédure elle-même se termine
après d diversifications, ou n2 itérations au total.
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Algorithme 6 (CHRECHLOCALE) Algorithme de recherche locale utilisé pour optimiser
les coefficients de la fonction de hiérarchisation
ENTRÉES: Graphe G, Winit , n1, n2, d
SORTIES: Paramétrage optimisé W ∗

1: W ←Winit
2: lastImprove← 0
3: counter← 0
4: divs f ← 0
5: T ← TCH (W ) . Déterminer le temps de calcul pour le jeu de paramètre initial
6: T ∗← T
7: W ∗←W
8: TantQue counter < n2 et divs f < d Faire
9: Si divs f > 0 Alors

10: W ← DIV ERSIFICAT ION (W ) . Diversification du jeu de paramètres
11: lastImprove← 0
12: FinSi
13: TantQue lastImprove < n1 Faire
14: Wnew←VOISINAGE (W ) . Mise à jour simple des paramètres
15: T ← TCH (Wnew)
16: Si T ≤ T ∗ Alors
17: T ∗← T
18: W ∗←Wnew
19: W ←Wnew
20: lastImprove← 0
21: Sinon
22: lastImprove← lastImprove+1
23: FinSi
24: counter← counter+1
25: FinTantQue
26: divs f ← divs f +1
27: FinTantQue

6.3 Résultats empiriques

Les résultats obtenus après l’analyse de sensibilité et la phase d’optimisation des para-
mètres seront détaillés ici. Après une rapide présentation des instances exploitées, les résul-
tats de l’analyse de sensibilité seront explorés pour les trois variables de sorties évoquées
dans la section 6.1.2. Par la suite, les jeux de paramètres qui minimisent le temps de pré-
traitement seront approximés au moyen de l’algorithme de recherche locale défini dans la
sous-section 6.2.2. Enfin, ces résultats seront illustrés par une application empirique offerte
par la collaboration avec Mappy.

6.3.1 Données utilisées

Deux des graphes utilisés dans le chapitre 4 sont réutilisés ici : le réseau en grille G20
et le graphe de la région de Chicago CS. Pour chacun d’eux, une version statique et une
version dynamique sont prises en compte. Les temps de parcours se rapportant aux instances
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FIGURE 6.3 – Profil de base de la génération des scénarios dynamiques

statiques sont ceux décrits dans la partie 4.2, ils constituent également les temps de parcours
de base des scénarios dynamiques. Dans ce second cas, un horizon de temps de 24 heures
est considéré pour construire des fonctions de temps de parcours telles qu’utilisées par Batz
[9], avec le profil de temps de parcours proposé par la figure 6.3. Deux périodes de pointe
sont considérées, le matin et l’après-midi, lors desquelles les temps de parcours fluides sont
respectivement multipliés par 1.5 et 2 au plus fort de la pointe (respectivement 8h et 18h).

Pour simplifier l’analyse et travailler sur des graphes possédant un taux d’arcs dyna-
miques comparable à celui de Batz [9], il est choisi de ne faire varier que les temps de
parcours des arcs non réguliers, i.e. les voies express pour le graphe CS, et les voies périphé-
riques et les axes structurants pour le réseau G20. Au final, les graphes CS et G20 possèdent
respectivement 16.5% et 22.5% d’arcs dynamiques.

Dans la suite de l’analyse, les quatre graphes sont notés CSsta, CSdyn, G20sta et G20dyn.

6.3.2 Analyse des résultats par rapport aux coefficients de priorité
Avant la détermination des effets de chacun des facteurs, une étude de la convergence des

estimateurs décrits dans la section 6.2.1 a été réalisée, pour donner une première image de
la qualité des estimations. Après cette première étape, et une fois la quantité d’expériences
validée, un procédé de bootstrap est utilisé pour estimer les effets des facteurs aux différents
ordres. Il s’agit d’un procédé de rééchantillonnage qui consiste à générer des « nouveaux
échantillons » tirés à partir d’un échantillon initial [64]. Cette technique permet d’expri-
mer les effets à calculer comme des distributions, que l’on peut simplifier par les valeurs
moyennes, mais aussi encadrer en utilisant l’écart-type obtenu ou les valeurs des centiles.
Pour chacune des variables en sortie, le bootstrap a consisté en 10000 réplications du calcul
de décomposition de la variance prenant en compte 20% des expériences.

La machine utilisée pour les tests est équipée de Windows 7, d’un processeur Intel Xeon
E5-2620 Dual Core à 2GHz et de 96Go de RAM. Les expériences (toutes les phases de l’al-
gorithme des contractions hiérarchiques, requêtes comprises) ont été conduites de manière
parallélisée, 16 threads ayant été mobilisés sur cette machine.

6.3.2.1 Convergence des estimateurs

Avant de détailler les résultats de l’analyse de sensibilité, il est nécessaire de commenter
le processus de convergence de chacune des analyses entreprises. Dans la section 6.2.1, la
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FIGURE 6.4 – Convergence des estimateurs des effets des facteurs (A=EQ ; B=SSD ; C=OEQ ;
D=CQ) expliquant la variance du temps de pré-traitement pour le graphe CSsta : (en haut, de gauche
à droite) estimateurs des effets Si, STi j, STi ; (en bas, de gauche à droite) effets déduits Si j, Si jk, Si jkl

nécessité de procéder à des analyses impliquant plusieurs dizaines de milliers d’expériences
était avancée. En l’occurrence, le graphe G20dyn a été testé selon 120000 configurations
(soit N = 20000 configurations de base générées par la technique lhs), alors que les autres
graphes (CSsta, CSdyn et G20sta) ont été testés dans 60000 configurations.

Pour étudier la convergence des estimateurs, une succession de sous-échantillons corres-
pondant aux n premières configurations données par l’échantillonnage par hypercube latin a
été utilisée. Concrètement, 50 tailles d’échantillons n ont été sélectionnées à partir de N/50,
par pas de N/50, avec N le nombre de configurations de base. Le calcul des estimateurs a
ainsi été réalisé à partir des configurations portant les indices allant de 1 à n, de N + 1 à
N +n, et de N ∗ (1+ i)+1 à N ∗ (1+ i)+n, ∀i ∈ {1, ...,4} (respectivement liés aux matrices
A, B et C(i), cf sous-section 6.2.1).

Les figures 6.4, 6.5 et 6.6 donnent une illustration de la convergence des trois séries
d’estimateurs Ŝi, ŜT

i j et ŜT
i pour chacun des trois objectifs examinés pour le cas du graphe

CSsta. Les comportements de convergence des estimateurs sont identiques dans tous les cas
empiriques testés, seules ces figures sont présentées pour des raisons de clarté de l’analyse.

La première variable, le temps de pré-traitement, présente une stabilisation relative de
tous les estimateurs des effets des facteurs pour des échantillons de base tels que N = 10000,
comme indiqué par la figure 6.4. En particulier, les effets totaux des facteurs (aux ordres 1
et 2) convergent très rapidement. Les effets simples d’ordre 2 à 4 sont globalement plutôt
stables, et s’avèrent pour la plupart proches de 0, laissant paraître de faibles interactions
entre les facteurs. En somme, la convergence pour ce critère est jugée relativement bonne,
malgré les quelques irrégularités des effets exprimés en fonction de la taille d’échantillon, et
certaines valeurs négatives expliquées par la qualité des estimateurs.

La seconde variable, le temps de requêtage, est illustrée par la figure 6.5. Il est à noter
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FIGURE 6.5 – Convergence des estimateurs des effets des facteurs (A=EQ ; B=SSD ; C=OEQ ;
D=CQ) expliquant la variance du temps de résolution de 10000 requêtes pour le graphe CSsta : (en
haut, de gauche à droite) estimateurs des effets Si, STi j, STi ; (en bas, de gauche à droite) effets déduits
Si j, Si jk, Si jkl

sur cette figure que les estimateurs correspondant aux effets totaux (STi et STi j) présentent un
comportement de convergence incontestable, alors que dans le même temps, la première série
d’estimateurs Ŝi ne converge visiblement pas. Les effets simples des facteurs ne semblent
pas se stabiliser dans l’intervalle [0;1], ce qui a pour conséquence directe des estimations
de moins bonne qualité également pour les effets d’ordres supérieurs (il est ainsi possible
de noter des valeurs plus grandes que 1 aux ordres 2 et 4, ainsi que des valeurs négatives à
l’ordre 3). Dans les autres graphes, les estimateurs présentent des comportements tout aussi
discutables, même si les différents estimateurs s’inscrivent dans l’intervalle [0;1] (ou tout du
moins ne s’en éloignent pas autant que pour l’exemple CSsta). Par la suite, peu de crédit sera
attribué aux analyses de sensibilité sur cette variable, et seuls les nuages de points obtenus
seront commentés.

En ce qui concerne la troisième et dernière variable, le ratio de création d’arcs, le phé-
nomène de convergence sous-jacent est décrit par la figure 6.6. À l’image de la première
variable, elle présente une convergence correcte pour les effets d’ordre 1. Cette bonne im-
pression est renforcée par la stabilité des effets totaux aux ordres 1 et 2 et par les valeurs
des effets simples d’ordre supérieur à 1. Au regard des résultats pour ce graphe, mais éga-
lement pour les trois autres, cette dernière variable est celle pour laquelle le phénomène de
convergence est le plus marqué.

6.3.2.2 Temps de pré-traitement

Ce premier objectif est, pour rappel, le plus important de notre analyse. En effet, il re-
présente une durée nettement supérieure à celle correspondant au temps de résolution d’une
requête. Par ailleurs, il est possible d’envisager un fonctionnement opérationnel fondé sur
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FIGURE 6.6 – Convergence des estimateurs des effets des facteurs (A=EQ ; B=SSD ; C=OEQ ;
D=CQ) expliquant la variance du ratio de création d’arcs dans le graphe CSsta : (en haut, de gauche
à droite) estimateurs des effets Si, STi j, STi ; (en bas, de gauche à droite) effets déduits Si j, Si jk, Si jkl

une mise à jour régulière de la hiérarchie des nœuds : de ce point de vue là, mieux vaudrait
pouvoir bénéficier d’un temps de pré-traitement court, de manière à basculer d’une logique
de pré-traitement à une logique de calage en temps réel.

Les figures 6.7a et 6.7b illustrent la décomposition de la variance relative au cas du graphe
CSdyn observée sur le critère du temps de pré-traitement. Dans ce cas, où les estimateurs des
effets des facteurs convergent de façon très visible, il est possible de constater que les effets
d’ordre 1 représentent un peu plus de 60% de la variance totale. Les interactions entre les
couples de facteurs représentent un peu plus de 20%, et sont essentiellement représentées
par l’interaction entre les facteurs EQ et OEQ. Les deux diagrammes semblent d’ailleurs
montrer la prépondérance du facteur OEQ : son effet total (somme de son effet simple et
des effets de ses interactions avec un ou plusieurs autres facteurs) atteint plus de 60% de la
variance totale.

Le tableau 6.1 reprend les coefficients calculés pour chacun des facteurs dans les quatre
graphes. Les coefficients de la colonne correspondant au graphe CSdyn ont déjà été présentés
dans la figure 6.7. À la qualité du phénomène de convergence près, il est possible d’observer
dans ce tableau une image plutôt stable de la sensibilité du temps de pré-traitement aux
coefficients de la fonction de hiérarchisation, quel que soit le graphe. Deux situations se
distinguent néanmoins : les graphes statiques d’une part, et les graphes dynamiques d’autre
part. Ainsi, dans le second cas, le facteur le plus important semble être OEQ, suivi par les
facteurs SSD et EQ. Le facteur CQ est celui qui a le moins d’impact, mais il est tout de même
à considérer, ce qui est la différence fondamentale avec les graphes statiques, où les valeurs
(négatives, du fait d’une convergence imparfaite) sont proches de 0, soit un impact nul. Dans
le cas statique, l’importance relative des autres facteurs est également modifiée : le facteur
SSD semble influencer fortement le temps de pré-traitement.
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FIGURE 6.7 – Décomposition de la variance du temps de pré-traitement vis-à-vis des quatre coeffi-
cients étudiés, cas CSdyn : (a) Décomposition par ordres (b) Distribution des effets simples et totaux
via le procédé de bootstrap

TABLEAU 6.1 – Moyenne des effets des facteurs issus de la décomposition de la variance sur le critère
temps de pré-traitement, pour chaque graphe (méthode de bootstrap, 10000 tirages aléatoires de 2000
individus)

CSsta CSdyn G20sta G20dyn
S{eq} 0.04 0.11 0.01 0.09
S{ssd} 0.50 0.15 0.35 0.14
S{oeq} 0.25 0.29 0.24 0.38
S{cq} -0.05 0.10 -0.08 0.03
S{eq;ssd} 0.10 0.01 0.16 0.04
S{eq;oeq} 0.09 0.14 0.16 0.08
S{eq;cq} 0.08 -0.01 0.14 0.11
S{ssd;oeq} 0.10 0.05 0.22 0.08
S{ssd;cq} 0.10 0.00 0.16 0.18
S{oeq;cq} 0.07 0.07 0.14 0.15
S{eq;ssd;oeq} -0.11 0.01 -0.21 -0.07
S{eq;ssd;cq} -0.14 0.03 -0.23 -0.12
S{eq;oeq;cq} -0.11 0.01 -0.21 -0.15
S{ssd;oeq;cq} -0.12 -0.01 -0.23 -0.15
S{eq;ssd;oeq;cq} 0.19 0.06 0.38 0.21
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TABLEAU 6.2 – Moyenne des effets des facteurs issus de la décomposition de la variance sur le
critère temps de requêtage, pour chaque graphe (méthode de bootstrap, 10000 tirages aléatoires de
2000 individus)

CSsta CSdyn G20sta G20dyn
S{eq} -0.76 -0.18 -0.21 -0.15
S{ssd} -0.57 0.13 -0.07 -0.14
S{oeq} -0.56 -0.13 -0.13 -0.19
S{cq} -0.74 0.48 -0.48 -0.34
S{eq;ssd} 1.90 0.44 0.59 0.65
S{eq;oeq} 1.40 0.52 0.60 0.56
S{eq;cq} 1.49 -0.10 0.73 0.55
S{ssd;oeq} 1.83 0.47 0.76 0.88
S{ssd;cq} 1.83 -0.06 0.78 0.84
S{oeq;cq} 1.34 -0.05 0.78 0.71
S{eq;ssd;oeq} -2.46 -0.67 -0.89 -0.99
S{eq;ssd;cq} -2.58 -0.12 -1.04 -1.00
S{eq;oeq;cq} -2.12 -0.15 -1.04 -0.91
S{ssd;oeq;cq} -2.43 -0.14 -1.10 -1.14
S{eq;ssd;oeq;cq} 3.42 0.55 1.72 1.67

6.3.2.3 Temps de requêtage

Concernant le temps de requêtage, les estimateurs des effets des facteurs ne convergent
pas de manière satisfaisante pour un nombre de 60000 expériences (120000 dans le cas
du graphe G20dyn), et en conséquence, les valeurs retenues pour les différents effets sont
rarement incluses dans l’intervalle de définition théorique [0;1] (cf tableau 6.2). Plusieurs
raisons peuvent être avancées pour cet état de fait.

Tout d’abord, le nombre de configurations testées dans le cadre de cette approche de type
Monte-Carlo peut être insuffisant. Augmenter le nombre de configurations pourrait être une
solution, mais c’est une option contraignante à mettre en œuvre, compte tenu du temps de
calcul qu’une telle augmentation de la taille de la matrice d’expériences engendrerait. De
plus, aucune garantie de performance ne permet de penser qu’une augmentation de la taille
des simulations suffirait à rendre les estimateurs convergents.

Le caractère non-déterministe de la résolution des requêtes doit aussi être évalué. Pour
un ensemble de requête défini a priori, de légères fluctuations du temps de requêtage ont
été constatées. Si un terme d’erreur d’ordre stochastique vient agrémenter la valeur de la
variable expliquée, l’analyse de sensibilité se retrouve faussée. Une procédure corrective
pourrait être de résoudre l’ensemble des requêtes plusieurs fois, et d’utiliser le temps de
calcul moyen ou médian comme valeur de sortie. C’est ce type de procédure qui est utilisé
dans les expérimentations menées par Batz [9], où la médiane de trois résolutions est utilisée
comme temps de calcul pour une requête. Le nombre de 10000 requêtes choisi arbitrairement
en début d’analyse est également discutable : d’autres tests avec plus de requêtes pour chaque
configuration sont possibles.

Une image intéressante de l’importance de ce critère est malgré tout donnée par la figure
6.8, qui regroupe les nuages de points représentant le temps de requêtage exprimé en fonc-
tion de chacun des facteurs, pour le cas G20dyn. Il est possible de voir qu’aucune relation
claire n’émerge : tout au plus, le temps de requêtage semble baisser légèrement avec le ni-
veau du facteur OEQ, et s’accroître encore plus succinctement avec le niveau du facteur CQ
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FIGURE 6.8 – Profil du temps de requêtage total en fonction des valeurs des coefficients (graphe
G20dyn)

(cette dernière relation étant inexistante pour les graphes statiques). Le cas du facteur SSD
est par contre remarquable : des valeurs très faibles pour ce facteur impliquent des temps
de requêtage significativement plus longs, et au-delà d’une valeur « optimale » entre 0.1 et
0.25, l’augmentation du coefficient associé au facteur engendre de nouveau une remontée
des temps de résolution des requêtes. Globalement, les temps obtenus pour la résolution de
10000 requêtes s’inscrivent dans un intervalle assez étroit (entre 7 et 12 secondes), ce qui
correspond à des temps proches de la milliseconde pour une requête unique (le graphe CS-
dyn, légèrement plus grand, se caractérise par des temps de requêtage du même ordre de
grandeur, entre 10 et 30 secondes).

6.3.2.4 Évolution du nombre d’arcs

Comme évoqué précédemment, le ratio de création d’arc est un indicateur permettant
de comparer le nombre total d’arcs créés durant le pré-traitement, i.e. les raccourcis ajoutés
pendant la contraction du graphe, avec les arcs qui sont virtuellement supprimés suite à la
contraction des nœuds adjacents. Il est calculé par une simple comparaison entre les quantités
d’arcs dans le graphe initial d’une part et dans le graphe de recherche final, après contraction,
d’autre part. Si le ratio est élevé, cela signifie que beaucoup de raccourcis ont été rajoutés, et
parallèlement, peu d’arcs ont été supprimés.

La sensibilité de cet indicateur aux valeurs des quatre coefficients mis en jeu est présen-
tée par les figures 6.9a et 6.9b, pour le cas du graphe G20sta. Cet exemple montre que cette
troisième variable semble surtout sensible aux facteurs SSD et OEQ, le pourcentage de va-
riance expliquée par ces deux facteurs s’élèvant respectivement autour de 50% et de 35%. De
plus, les interactions entre facteurs s’avèrent très faibles : les effets totaux sont très proches
des effets simples sur le diagramme 6.9a, et les distributions des effets d’ordre 2, 3 et 4 sont
centrées sur 0 sur la figure 6.9b. Ce cas de figure montre tout de même que la convergence
des estimateurs n’est pas pleinement réalisée. En effet, certaines interactions sont estimées
par une grandeur négative (par exemple, l’interaction entre EQ et OEQ, ou encore l’effet
résiduel) ; de plus, la dispersion des estimateurs obtenus avec le procédé de bootstrap est
élevée (les écarts interquartiles relevés s’élèvent parfois jusqu’à 0.5, i.e. la composante de
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FIGURE 6.9 – Décomposition de la variance du ratio de création d’arc vis-à-vis des quatre coefficients
étudiés, cas G20sta : (a) Comparaison entre ordre 1 et effet total (b) Distribution des effets simples et
totaux via le procédé de bootstrap

la variance expliquée par certaines combinaisons de facteurs s’établit dans une fourchette
d’une ampleur égale à la moitié de la variance totale).

Le tableau 6.3 reporte les valeurs des estimateurs de chaque effet dans les quatre instances
testées. À l’image de la situation décrite pour le premier critère, le facteur CQ, relatif à la
définition dynamique du graphe, a une importance faible dans les cas dynamiques, et nulle
dans les cas statiques. Pour le reste, des conclusions assez similaires au premier critère sont
observées : le ratio de création d’arc est peu sensible au facteur EQ, et il est particulièrement
sensible aux facteurs SSD et OEQ. Dans chaque instance, plus de 90% de la variance du
critère s’explique par les facteurs eux-mêmes, ce qui laisse penser que les interactions sont
très faibles, ici.

6.3.2.5 Conclusions et recommandations

Les éléments précédents sont résumés par les coefficients de régression présents dans le
tableau 6.4. Ces données présentent un autre regard sur l’analyse de sensibilité en donnant
le sens des relations entre les variables explicatives et celles expliquées par les différents
modèles employés.

Les évolutions du temps de pré-traitement sont principalement impactées par les facteurs
SSD et OEQ, ces deux-là étant respectivement prédominants dans les cas statiques et dy-
namiques. Le tableau 6.4 montre que l’influence du premier est positive : plus la valeur du
facteur est élevée, et plus le pré-traitement sera long. A contrario, le facteur OEQ est lié
négativement à ce critère : des valeurs élevées pour le facteur génèreront des pré-traitements
plutôt courts. À l’image des niveaux de sensibilité observés précédemment, les coefficients
de régression sont plutôt élevés concernant ces facteurs, dénotant ainsi un lien fort entre les
variables. Le facteur EQ évolue de la même façon que le facteur OEQ, mais avec un im-
pact moindre. Quant au dernier facteur, la relation est positive dans le cas dynamique, et
logiquement nulle pour le cas statique.

En ce qui concerne le temps de requêtage, la conclusion est moins évidente. Il semble
toutefois que les facteurs EQ, OEQ et SSD impactent cette variable de la même manière que
pour la première, même si les coefficients sont moins élevés. Le facteur SSD présente un
comportement tel que la modélisation par un modèle linéaire est de mauvaise qualité, si bien
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TABLEAU 6.3 – Moyenne des effets des facteurs issus de la décomposition de la variance sur le critère
ratio de création d’arc, pour chaque graphe (méthode de bootstrap, 10000 tirages aléatoires de 2000
individus)

CSsta CSdyn G20sta G20dyn
S{eq} 0.09 0.08 0.07 0.14
S{ssd} 0.65 0.65 0.50 0.42
S{oeq} 0.26 0.17 0.36 0.43
S{cq} -0.01 0.03 -0.00 0.10
S{eq;ssd} -0.00 -0.03 0.05 -0.08
S{eq;oeq} -0.05 0.01 -0.06 -0.12
S{eq;cq} -0.02 -0.03 -0.00 -0.13
S{ssd;oeq} -0.01 0.01 0.02 -0.11
S{ssd;cq} 0.03 0.00 0.04 -0.05
S{oeq;cq} -0.03 0.01 -0.08 -0.16
S{eq;ssd;oeq} 0.05 0.02 0.05 0.18
S{eq;ssd;cq} 0.00 0.04 -0.03 0.18
S{eq;oeq;cq} 0.06 0.02 0.09 0.22
S{ssd;oeq;cq} 0.02 0.01 0.05 0.21
S{eq;ssd;oeq;cq} -0.04 -0.01 -0.04 -0.24

TABLEAU 6.4 – Coefficients de régression standardisés (cf Saltelli [138]), par critère et par graphe

EQ SSD OEQ CQ

Critère 1 : Temps de pré-traitement
CSsta -0.26 0.73 -0.50 0.00
CSdyn -0.32 0.35 -0.54 0.24
G20sta -0.27 0.66 -0.53 0.00
G20dyn -0.33 0.40 -0.65 0.36
Critère 2 : Temps de requêtage
CSsta -0.10 -0.14 -0.18 0.01
CSdyn -0.20 -0.33 -0.35 0.32
G20sta -0.20 0.37 -0.43 0.00
G20dyn -0.16 -0.06 -0.40 0.10
Critère 3 : Ratio de création d’arcs
CSsta -0.25 0.77 -0.46 0.00
CSdyn -0.24 0.74 -0.42 -0.15
G20sta -0.26 0.73 -0.53 0.00
G20dyn -0.31 0.62 -0.58 0.16
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que les valeurs de cette colonne restent anecdotiques : en réalité, la caractéristique forte de ce
facteur est l’existence d’une valeur « pivot », en-dessous de laquelle les temps de requêtage
augmentent fortement, et au-dessus de laquelle ils réaugmentent selon une pente plus douce
(les nuages de points correspondants prenant des formes allant du « L » au « V » selon les
graphes, ce qui fait écho à la grande variabilité des coefficients obtenus).

Enfin, la troisième variable présente des niveaux de sensibilité très proches de ceux ob-
servés pour la première variable : la relation avec le facteur SSD est la plus forte, elle est
positive (les grandes valeurs pour ce paramètre sont synonymes de ratio très élevé, et donc
d’une augmentation de la densité du graphe), alors que les relations avec les facteurs OEQ,
et à un degré moindre EQ, sont négatives (plus les valeurs de ce paramètre sont grandes, et
moins le graphe de recherche aura tendance à grossir lors du processus de contraction). Le
facteur CQ est assez particulier : il n’a aucun impact dans les cas statiques, et son impact
dans les cas dynamiques est tantôt positif (graphe G20dyn), tantôt négatif (graphe CSdyn).

En somme, cette analyse nous permet de dégager des éléments essentiels pour com-
prendre la façon dont évoluent les temps de calcul associés à l’algorithme des contractions
hiérarchiques, que ce soit lors de la phase de pré-traitement ou lors de la résolution des
requêtes, ainsi que la quantité d’arcs dans le graphe entre son initialisation et la fin du pré-
traitement. Au vu de l’analyse de sensibilité conduite ci-avant, il apparaît que l’objectif de
réduction du temps de calcul est atteint pour des combinaisons de coefficients de priorité
au sein desquelles les facteurs EQ et OEQ possèdent des valeurs élevées par rapport aux
deux autres facteurs, et où le facteur SSD doit avoir une valeur faible si le temps de requête
n’est pas considéré comme critique. Si au contraire un temps de requêtage faible est désiré,
la valeur de ce facteur doit être légèrement augmentée, vu l’existence d’une « trappe à longs
calculs » en-dessous d’un seuil évalué à environ 0.1 dans cette étude (pour un domaine de
définition des coefficients situé dans l’intervalle [0;1]). Quelle que soit la situation, une atten-
tion particulière doit être portée au choix des valeurs attribuées aux coefficients SSD et OEQ,
dans la mesure où ce sont les deux principaux contributeurs à la variance des grandeurs éva-
luées ici. La règle de décision concernant le dernier coefficient de pondération, associé à la
complexité des fonctions de temps de parcours sur l’horizon temporel, est moins stricte (et
cette faible importance ne se discute que pour le cas dynamique). Il apparaît qu’une focali-
sation sur la minimisation du temps de pré-traitement appelle une valeur plutôt faible pour
ce coefficient. Il faut malgré tout garder à l’esprit que les taux d’arcs dynamiques testés ici
étaient plutôt faibles, et que ce facteur aurait pris plus de consistance si tous les arcs étaient
dynamiques. Enfin, les conclusions en termes de simplification du graphe de recherche final
vont dans le sens de celles portant sur le temps de pré-traitement : une part importante de
la phase de pré-traitement consiste en l’évaluation de la nécessité des raccourcis. De ce fait,
les paramètres de l’algorithme qui favorisent un temps de pré-traitement court favorisent en
même temps la limitation de la création de raccourcis (ou en tout cas empêchent l’inflation
du nombre d’arcs dans le graphe).

6.3.3 Recherche d’un ensemble optimal de coefficients

L’algorithme 6, décrit lors de la sous-section 6.2.2, est utilisé sur le graphe CSdyn, pour
tenter de compléter la situation décrite plus haut, et pour apporter une réponse à la seconde
question de recherche définie au début de ce chapitre, à savoir l’identification d’un paramé-
trage optimal pour le pré-traitement des contractions hiérarchiques.

Le tableau 6.5 détaille les configurations initiales testées en guise de point de départ de la
recherche locale. Les trois premières configurations mettent en valeur les paramètres EQ et
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TABLEAU 6.5 – Paramétrages pris comme points de départ de la recherche locale (sur une base de
1000 points distribués entre les coefficients de pondération)

Départ EQ SSD OEQ CQ
1 1000 0 0 0
2 0 0 1000 0
3 500 0 500 0
4 250 250 250 250
5 333 167 167 333
6 467 6 473 54
7 480 6 459 55
8 616 1 248 135
9 54 2 804 140
10 596 1 272 131
11 606 10 362 21
12 457 8 423 113
13 669 5 214 113
14 254 5 525 217
15 438 0 289 272
16 81 4 705 210

OEQ, jugés plus favorables à la rapidité de l’algorithme des contractions hiérarchiques. La
quatrième configuration place les quatre coefficients au même niveau, alors que la cinquième
configuration est équivalente à celle proposée par Batz [9]. Les autres configurations sont
celles qui ont donné les temps les plus rapides lors de l’analyse de sensibilité, sur la base du
pré-traitement et de l’équivalent de 1000 requêtes résolues. Ce nombre plus petit est choisi ici
afin de mettre plus l’accent sur le pré-traitement, la résolution des requêtes étant vue comme
un moyen de départager des configurations menant à des temps de contraction comparables.
Les plus petits temps de calcul obtenus sont listés au sein du tableau 6.6, obtenu avec n1 = 50,
n2 = 1000 et d = 5.

Au final, la recherche locale a mis en valeur plusieurs points de départ comme les prin-
cipaux fournisseurs de « meilleures » solutions. En particulier, les jeux de paramètres 1, 9 et
13 fournissent la plupart des 10 paramétrages les plus performants (cf tableau 6.6). Le point
commun de la majorité de ces solutions est l’importance prise par le paramètre EQ. Lors de
l’analyse de sensibilité, il avait été identifié en ce sens, même si son effet sur la variance des
différents temps de calcul semblait faible. Cela apporte une confirmation à l’intuition initiale
de Geisberger [59], selon laquelle ce paramètre est essentiel. Par ailleurs, le paramètre SSD
est à chaque fois extrêmement faible, sa valeur ne représente jamais plus de 1% du total
des coefficients. C’est une nouvelle fois une confirmation forte des résultats de l’analyse de
sensibilité. En ce qui concerne le paramètre OEQ, son importance est variable. Il n’est majo-
ritaire que dans deux des dix meilleures configurations, dans lesquelles il apparaît toutefois
comme un substitut convaincant au facteur EQ. Enfin, le quatrième coefficient, correspon-
dant au critère CQ, obtient une part non négligeable au regard des précédentes conclusions :
dans cette liste des 10 meilleures configurations, elle oscille entre 0% et 20% du budget de
points alloué aux quatre coefficients.

La figure 6.10 explore la convergence de chaque sous-procédure vers la solution optimale
en fonction des configurations de départ définies dans le tableau 6.5. Il apparaît que les
configurations 1, 9 et 13 se démarquent effectivement des autres, même si la configuration
1 atteint plus vite des valeurs de temps de calcul faibles. Il est également possible de noter
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TABLEAU 6.6 – 10 meilleures solutions obtenues à l’issue du processus d’optimisation

Départ Itération EQ SSD OEQ CQ Pré-traitement (s) Requêtage (s) Total (s)
9 349 52 5 803 140 9.89 2.17 12.06
9 371 53 5 802 140 10.62 1.52 12.14

13 324 868 5 114 14 10.70 1.53 12.23
13 320 868 5 113 15 10.39 1.94 12.33
1 284 794 2 4 200 10.63 1.75 12.38
1 283 795 2 4 199 10.77 1.63 12.40
1 36 995 2 3 0 10.85 1.55 12.40

13 346 868 5 115 13 10.46 1.98 12.45
1 84 994 2 4 0 10.92 1.54 12.46

13 347 868 4 114 15 10.92 1.55 12.47

que les configurations 4 et 5, respectivement une valorisation égale pour tous les coefficients
et la configuration mise en valeur par Batz [9], sont nettement moins performantes : elles
n’engendrent aucune configuration donnant des temps de calcul inférieurs à 25 secondes,
même après les opérations de diversification.

Bien sûr, ces résultats restent soumis à l’aléa dans la mesure où l’algorithme des contrac-
tions hiérarchiques ne donne pas un temps de calcul absolument identique à chaque lance-
ment (des différences allant jusqu’à la seconde peuvent être observées dans le présent cas
empirique), malgré des paramètres et une configuration machine stables. Dans ces condi-
tions, il est difficile d’affirmer qu’un jeu de paramètres est le « meilleur ». Lancer le calcul
plusieurs fois par configuration et conserver un temps médian, ou moyen, comme évoqué
précédemment dans l’analyse, est une idée devant permettre l’amélioration de cet aspect.

6.3.4 Mise en œuvre opérationnelle : graphe Ile-de-France (Mappy)
La présente étude a été conduite en vue d’une confrontation à une application industrielle,

conjointement à une collaboration entre le laboratoire et Mappy au sujet de l’accélération du
calcul du plus court chemin dans des graphes dynamiques.

À ce titre, les précédentes recommandations ont été présentées à Mappy, dont le moteur
de calcul d’itinéraires routiers est fondé sur les contractions hiérarchiques. Au départ, la
fonction de hiérarchisation employée se caractérisait par une prédominance forte du critère
EQ, dont la pondération était supérieure à celle du critère SSD et d’un autre critère relatif à la
taille de l’espace de recherche propre à la recherche de chemin-témoin lors des contractions.
Les résultats obtenus ont incité les développeurs de Mappy à remplacer le critère EQ par le
critère OEQ dans la fonction de hiérarchisation, cela conduisant à une amélioration sensible
des temps de calcul et à la réduction de l’espace mémoire nécessaire à la réalisation des
étapes de pré-traitement des contractions hiérarchiques.

Dans un graphe correspondant au réseau routier d’Île-de-France, soit 0.6 million de
nœuds et 1.1 million d’arcs, les résultats pointés par Mappy avancent une réduction du temps
de hiérarchisation de 9.9% et une réduction du temps de contraction du graphe s’élevant à
2.1%, pour une réduction totale de la durée du pré-traitement de 9.1%. En outre, le nombre
d’arcs raccourcis générés par la procédure a été réduit de 11.2% après l’utilisation de la
nouvelle fonction de hiérarchisation, diminuant ainsi assez fortement le besoin en mémoire,
critère important dans le contexte d’un serveur en ligne destiné à répondre à un nombre
conséquent de requêtes de clients distants.

Ces éléments confirment la portée des résultats détaillés précédemment, et augurent un
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FIGURE 6.10 – Évolution de la meilleure solution pour chaque départ de la recherche locale

potentiel d’amélioration indéniable de la technique des contractions hiérarchiques. Pour une
utilisation opérationnelle, le gisement d’économie est également important dans la mesure
où la taille des structures manipulées est considérable, prouvant de fait la pertinence d’une
approche d’optimisation.

Conclusion

L’algorithme des contractions hiérarchiques permet un calcul du plus court chemin plus
rapide par rapport aux méthodes standards de l’état de l’art, au moyen d’un procédé de
hiérarchisation des nœuds du graphe dans la phase de pré-traitement. Les développements
précédents ont été l’occasion de constater que l’efficacité de cette méthode est soumise à des
choix de modélisation concernant une gamme de paramètres, et en particulier, qu’il existe des
ensembles de paramètres plus efficaces que d’autres lorsqu’il s’agit de minimiser le temps
de calcul de l’algorithme.

Le présent chapitre aura été l’occasion d’effectuer une analyse de sensibilité des sorties
de la procédure, à l’aune du paramétrage choisi en entrée. Il a ainsi été possible de voir que
le temps de pré-traitement, le temps de requetâge (i.e. le temps nécessaire à la résolution
d’un grand nombre de requêtes) ainsi que l’évolution de la quantité d’arcs sont particuliè-
rement sensibles au critère de profondeur des nœuds (SSD), reportant la quantité de nœuds
voisins contractés avant un nœud donné, ainsi qu’au critère relatif à l’évolution du nombre
d’arcs originels à la suite de la contraction d’un nœud (OEQ). Cependant, il semble que
ces deux critères aient des effets opposés : alors que le premier critère dégrade le temps de
pré-traitement et augmente fortement le nombre d’arcs dans le graphe quand son coefficient
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augmente, le second critère, lui, a une influence positive sur ces valeurs. A contrario, le temps
de requête est d’autant plus court que le coefficient du premier critère est élevé et celui du
second critère faible. Les présentes analyses n’indiquent pas une variabilité des temps de
calcul aussi forte au regard des valeurs des critères EQ et CQ, respectivement liés au ratio de
création d’arc et à l’évolution de la complexité des fonctions de temps de parcours après la
contraction d’un nœud.

Par ailleurs, une phase d’optimisation s’appuyant en partie sur les meilleurs jeux de pa-
ramètres obtenus après l’analyse de sensibilité permet d’affirmer que les configurations les
plus intéressantes pour le modélisateur, au sens de celles qui exigent les temps de calcul
les plus faibles, sont caractérisées par des coefficients élevés pour les critères EQ et OEQ
et un coefficient associé au critère SSD plutôt faible. De par la nature non déterministe des
temps de calcul de la procédure, il est peu évident de prétendre qu’un jeu de paramètre est
véritablement optimal pour cet algorithme. Cependant, les éléments fournis ici montrent les
meilleures configurations à utiliser.

L’homogénéité des résultats obtenus sur des graphes de différentes natures laisse présager
que les conclusions de l’étude sont extensibles à des graphes plus grands. Des simulations
supplémentaires pour des taux d’arcs dynamiques différents pourront apporter des confir-
mations et/ou des nuances au message affirmé ici. Une étude similaire pour des graphes de
plus grande taille constitue en soi une autre extension possible. Néanmoins, dans ce dernier
cas, le temps correspondant à la génération d’un seul résultat serait plus long, et l’appel à
des techniques complexes de l’analyse de sensibilité pourrait être nécessaire. Par exemple,
l’utilisation d’émulateurs bayesiens tels que présentés par Kennedy et al. [84] est un moyen
de contourner la génération de plusieurs dizaines de milliers d’expériences en simulant le
comportement du modèle de base à partir d’un ensemble réduit de configurations.

En guise d’application opérationnelle à un réseau de grande taille, les premiers résultats
obtenus dans le cadre de notre collaboration avec Mappy suite à l’application des recomman-
dations formulées dans la dernière section fournissent de toute façon un indice fort quant au
comportement des contractions hiérarchiques après un passage à l’échelle.

Le présent chapitre, d’abord construit autour de la coopération entreprise avec Mappy,
permet une utilisation aussi optimale que possible des contractions hiérarchiques : en plus de
proposer des améliorations de la technique pour le cadre déterministe, il fournit un jalon im-
portant pour leur adaptation au cadre stochastique. Cette dernière tâche sera justement celle
réalisée dans le chapitre 7. Le paramétrage de l’algorithme sera fondé sur les résultats du
présent chapitre, en faisant l’hypothèse que le critère CQ peut être adapté pour retranscrire
la complexité des fonctions de répartition des arcs, elle-même mesurée en nombre d’inter-
valles de discrétisation par l’étendue statistique. Ainsi, le tuple de coefficient utilisé sera
{800,5,100,95}. Bien évidemment, ce paramétrage n’a pas la prétention d’être parfait, mais
il se rapproche de certains paramétrages précédemment mis en valeur, avec un ensemble va-
lorisant en premier lieu le critère EQ, et caractérisé par une valeur faible pour le critère SSD,
dans le but d’accélérer les phases de pré-traitement.
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Chapitre 7
Extension stochastique des contractions
hiérarchiques

Dans ce chapitre, nous proposons d’aller plus loin que les approches traditionnelles telles
que développées dans la partie II en développant l’adaptation stochastique des contractions
hiérarchiques dans une visée opérationnelle, marquée par des temps de calcul résolument
faibles, même dans des graphes de grande taille. Comme nous l’avions déjà souligné dans
le chapitre 4, le temps d’exécution des premiers algorithmes de calcul du plus court chemin
stochastique est trop important pour permettre un passage à l’échelle. Les contractions hié-
rarchiques, présentées dans les chapitres précédents pour le cadre déterministe, servent de
point de départ pour proposer une adaptation au cas stochastique.

Dans un premier temps, la section 7.1 proposera des constructions algorithmiques per-
mettant de manipuler les chemins et les politiques de routage, définies dans le chapitre 4,
puis la section 7.2 développera les algorithmes propres aux contractions hiérarchiques sto-
chastiques, et enfin la section 7.3 sera l’occasion de présenter quelques résultats empiriques
illustrant les performances de la méthode d’accélération, et son potentiel pour l’intégration
d’algorithmes de calcul du plus court chemin stochastique dans des réseaux complexes à
l’échelle locale.

7.1 Construction des chemins optimaux dans les graphes
stochastiques

Dans le cadre de la mise en œuvre des contractions hiérarchiques pour le cas stochastique,
les premières opérations concernent les chemins, définis principalement par une séquence de
nœuds, une séquence d’arcs et une distribution correspondant à la fonction de répartition du
temps de parcours entre l’origine et la destination du chemin. Elles seront détaillées dans la
section 7.1.1. Par la suite, un ensemble de procédures consacrées aux politiques de routage
seront proposées dans la section 7.1.2. Pour rappel, les politiques de routage se définissent
par un ensemble des chemins non-dominés, une distribution frontière, et un vecteur identi-
fiant les chemins de référence pour chaque budget de temps.

7.1.1 Opérations sur les chemins

Un chemin c est défini par trois structures :
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— Une séquence de nœuds Nc, entre une origine s et une destination d que l’on exprime
N s

c et N d
c par souci de cohérence entre les notations. En outre, cette notation permet

d’exprimer les nœuds prédécesseurs et successeurs du nœud u ∈Nc respectivement
comme les nœuds N u−1

c et N u+1
c . La taille du chemin est renseignée par la longueur

de la séquence de nœuds, notée |Nc|.
— Une séquence d’arcs Ec ⊆ EH qui complète la structure précédente, composée de |Ec|

arcs (avec |Ec|= |Nc|−1). Pour les besoins des méthodes appliquées sur les chemins,
on définit par ailleurs E 1

c le premier arc de la séquence.

— La distribution de son temps de parcours, notée Fc, qui permet de juger de l’in-
térêt d’un chemin c, celle-ci étant construite comme la convolution des distributions
relatives aux arcs e ∈ Ec.

En outre, il est possible de caractériser un chemin par deux indices entiers : son identifiant,
qui servira lors de la phase de mise à jour des politiques de routage, ainsi que son degré de
dominance (on note ici δc), indiquant la quantité de budgets pour lesquels le chemin est le
meilleur parmi tous les chemins d’une politique. On a δc = 0 si le chemin est dominé.

Structure centrale de la politique de routage, un chemin est caractérisé par quelques opé-
rations spécifiques qu’il convient de définir. Outre les opérations de base relatives à la ma-
nipulation des distributions, déjà évoquées de manière exhaustive dans le chapitre 4, trois
procédures doivent être rappelées : (i) l’examen du caractère acyclique d’un chemin, (ii) la
concaténation de deux chemins de tailles quelconques (soit un chemin suffixe et un chemin
préfixe), intervenant lors d’une recherche bilatérale, et (iii) le développement des éventuels
raccourcis qui composent le chemin complet, en fin de procédure.

7.1.1.1 Acyclicité

La vérification du caractère acyclique d’un chemin c est une opération relativement
simple, dont la complexité dépend uniquement du nombre de nœuds formant le chemin.
Elle se compose d’une itération principale sur ceux-ci, et s’arrête dès qu’un doublon est
rencontré. Dans ce cas, un cycle est présent dans le chemin. Si la séquence de nœuds est
entièrement parcourue sans qu’un doublon n’ait été trouvé, il n’y a pas de cycle.

7.1.1.2 Concaténation entre un préfixe et un suffixe

L’algorithme 7 décrit la concaténation de deux chemins cp et cs tels que cp relie un
nœud s à un nœud u, alors que cs relie u à d. Le résultat de cette procédure est le chemin
reliant s à d. La séquence de nœuds correspondante est une simple concaténation des sous-
séquences (idem pour la séquence d’arcs). Par ailleurs, la distribution du temps de parcours
sur l’itinéraire complet est le fruit de la concaténation entre la distribution sur le préfixe et
celle sur le suffixe, telle que décrite dans la section 4.1.2.2.

7.1.1.3 Développement d’un chemin

Le développement d’un chemin consiste à récupérer le chemin optimal « réel », i.e. qui
emprunte uniquement des arcs e ∈ E, à partir du chemin synthétique trouvé grâce à une re-
cherche au sein du graphe hiérarchisé. Son principe repose sur la construction et la mise à
jour d’une pile où sont rangés les triplets {origine,arc,destination} qui composent le che-
min. Ainsi, un arc est développé jusqu’à retrouver le détail des arcs originels e ∈ E présent
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Algorithme 7 (CONCATCHEMIN) Opération de concaténation entre deux chemins : la pro-
cédure retourne un chemin composé des nœuds et arcs des deux sous-chemins, à la condition
implicite que l’origine du suffixe soit la destination du préfixe

ENTRÉES: Chemins cp et cs tels que N d
cp

= N s
cs

SORTIES: Chemin c
1: c← cp
2: Si |Ncs|= 1 Alors
3: Retourner c
4: FinSi
5: Pour n ∈Ncs \N s

cs
Faire

6: Nc←Nc∪{n}
7: FinPour
8: Pour e ∈ Ecs Faire
9: Ec← Ec∪{e}

10: FinPour
11: Fc←CONVOLUT ION

(
Fcp,Fcs

)
. cf chapitre 4, proposition 3

12: Retourner C

dans le graphe de départ. Vient ensuite le tour de l’arc suivant (l’ancienne destination de-
vient l’origine courante), jusqu’à avoir examiné l’ensemble des arcs Ec. Un exemple détaillé
de cette procédure est par exemple donné par Batz [9].

7.1.2 Opérations sur les politiques de routage

Ces premiers traitements relatifs aux chemins permettent d’envisager la manipulation
des politiques de routage, définies elles-mêmes comme un sous-ensemble des chemins re-
liant deux nœuds dans un graphe. Pour un nœud origine s fixé, la politique de routage dé-
crivant la stratégie de choix d’itinéraire optimale pour rallier un nœud v est notée Pv. On
note également C∗v , F∗v et c∗v (t) respectivement l’ensemble des chemins qui la composent, sa
frontière de Pareto et le chemin optimal pour le budget-temps t. Les chemins c ∈ C∗v sont
tels que N d

c = v. En outre, on appelle Π = {Pv}v∈V l’ensemble des politiques de routage
construites lors de l’exploration du graphe.

7.1.2.1 Ajout d’un chemin

L’ajout d’un chemin guidé par la dominance de groupe (cf équation 3.21) au sein d’une
politique de routage composée de chemins optimaux est décrit dans l’algorithme 8. Le che-
min candidat n’est pas nécessairement ajouté à la politique : ce n’est le cas que s’il est
non-dominé par le groupe des chemins optimaux, i.e. s’il améliore la distribution frontière.

Cette définition se rapproche de l’approximation définie par Nie et al. [113] dans l’al-
gorithme SPOTAR. Tous les chemins optimaux ne seront pas nécessairement intégrés dans
les politiques de routage finales, mais la diminution de la performance attendue est jugée
minime, tant en nombre de chemins qu’en termes de maximisation de la probabilité d’être à
l’heure. La procédure est très liée à la définition de la dominance, puisqu’il s’agit de trouver
un indice t pour lequel la probabilité du chemin candidat est supérieure à la probabilité de
la frontière. Dès lors que cet indice existe, le chemin candidat entre dans la politique, et la
frontière ainsi que les indices de meilleurs chemins sont modifiés de manière adéquate.
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Algorithme 8 (AJOUTCHEMIN) Ajout d’un chemin dans une politique de routage

ENTRÉES: Politique Pv, chemin candidat c, tel que N d
c = v et δc = 0

SORTIES: Vrai si le chemin c a été ajouté (Pv est alors mis à jour), faux sinon
1: Si C∗v = { /0} Alors . Si la politique de routage est vide, elle est initialisée avec c
2: δc← Tmax
3: C∗v ←{c}
4: F∗v ← Fc
5: c∗v (t)← c, ∀t ∈ {0; ...;Tmax∆t}
6: Retourner vrai
7: FinSi
8: Pour t ∈ {0; ...;Tmax∆t} Faire . Test de la dominance de c
9: k← c∗v (t)

10: Si F∗v (t)< Fc (t) Alors . Si c domine la frontière, celle-ci est mise à jour
11: F∗v (t)← Fc (t)
12: δk← δk−1
13: δc← δc +1
14: c∗v (t)← c
15: Si δk = 0 Alors . Si l’ancien chemin optimal ne domine plus, il sort de la politique
16: C∗v ←C∗v \ k
17: FinSi
18: FinSi
19: FinPour
20: Si δc > 0 Alors . Si c domine la frontière au moins une fois, le chemin entre dans la

politique
21: C∗v ←C∗v ∪{c}
22: FinSi
23: Retourner δc > 0

Lorsque le chemin candidat entre dans la politique de routage, l’algorithme 8 est à com-
biner avec l’algorithme 9, qui régit l’extension des politiques entre un nœud et l’un de ses
successeurs. Si la frontière F∗v n’est pas dominée par la frontière candidate, issue de la convo-
lution entre la frontière du nœud prédécesseur et la distribution associée à l’arc adjacent, il
est alors nécessaire de confronter les deux politiques avec la procédure AJOUTCHEMIN (cf
algorithme 9). Lorsque F∗v est dominée au sens de la dominance déterministe, la procédure
AJOUTCHEMIN n’est pas nécessaire : la politique existante est écrasée par la politique can-
didate (cf algorithme 10). Cette dernière procédure est également utile lors de la première
visite d’un nœud v. Dans ce dernier cas de figure, la politique de routage correspondante sera
initialisée à partir de celle du nœud prédécesseur.

7.1.2.2 Concaténation de politiques

La concaténation de deux politiques dont les nœuds destinations sont équivalents est don-
née par l’algorithme 11. Cette procédure est essentielle dans une recherche bidirectionnelle :
après la phase d’exploration du graphe hiérarchisé GH , il existe des politiques de routage
entre la source s et le haut du graphe (recherche aval) et des politiques de routage entre la
destination d et le haut du graphe (recherche amont). Cette procédure permet d’assembler
les sous-politiques pour obtenir la politique optimale régissant l’itinéraire entre s et d.

Concrètement, il s’agit d’itérer sur chacun des chemins composant les deux politiques
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Algorithme 9 (EXTENPOL) Complétion d’une politique via l’extension de la politique as-
sociée à un nœud prédécesseur

ENTRÉES: Politique Pv, Politique Pu, arc e = (u,v) ∈ EH
SORTIES: Vrai si au moins un chemin construit à partir de Pu est ajouté dans Pv, faux

sinon
1: p← faux
2: Pour c ∈C∗u Faire
3: p← p ou AJOUTCHEMIN (Pv,CONCATCHEMIN (c,e)) . cf algorithmes 7 et 8
4: FinPour
5: Retourner p

Algorithme 10 (REINITPOL) Réinitialisation d’une politique de routage

ENTRÉES: Politique Pu, arc e = (u,v) ∈ EH
SORTIES: Politique Pv

1: C∗v ←{ /0}
2: Pour c ∈C∗u Faire
3: C∗v ←C∗v ∪ CONCATCHEMIN (c,e) . cf algorithme 7
4: F∗ ← CONVOLUT ION (F∗u ,Fe)
5: c∗v (t)← c∗u (t), ∀t
6: FinPour
7: Retourner Pv

utilisées en argument, de reconstituer des chemins complets, et d’examiner la pertinence de
leur ajout à la politique finale. Certains chemins peuvent contenir des cycles, dans la mesure
où les deux sous-chemins initiaux peuvent passer par des nœuds communs avant d’aboutir
au nœud le plus élevé de la hiérarchie. Ceux-là sont ignorés par souci d’efficacité, mais
la procédure d’ajout de chemin les filtrerait quoi qu’il arrive, dans la mesure où les poids
associés aux arcs du cycle sont positifs. Comme illustré par la figure 7.1, le chemin avec
cycle peut être intégré dans la politique dans un premier temps, avant d’en être exclu lors de
l’évaluation postérieure du chemin sans cycle.

7.1.2.3 Fusion de deux politiques

L’algorithme 12 est destiné à fusionner deux politiques de routage associées au même
nœud v, pour en proposer une synthèse, i.e. réévaluer l’ensemble des chemins optimaux
entre la source s et le nœud v. Cette méthode est utile pour construire la politique optimale,
dans la mesure où la recherche bidirectionnelle dans le graphe hiérarchisé met en valeur po-
tentiellement plusieurs points « de rencontre » x ∈ X ⊆V , situés plus haut dans la hiérarchie.
Il convient donc de synthétiser l’information, en comparant les chemins non-dominés relatifs
aux différents nœuds de l’ensemble X .

Si l’une des deux politiques est vide, la politique retournée est équivalente à l’autre po-
litique passée en paramètre. Si les deux politiques contiennent des chemins non-dominés, il
convient simplement de tenter d’ajouter les chemins d’une des deux politiques au sein de
l’ensemble des chemins non-dominés de l’autre.
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Algorithme 11 (CONCATPOL) Concaténation de deux politiques dont les nœuds destina-
tions sont équivalents

ENTRÉES: Politique P1
x (issue de s), Politique P2

x (issue de d 6= s)
SORTIES: Politique Pd

1: Pd ←{ /0}
2: Pour cbw ∈C2

x Faire . cbw est un chemin liant d à x
3: Pour c f w ∈C1

x Faire . c f w est un chemin liant s à x
4: c← CONCATCHEMIN

(
c f w,c−bw

)
. c−bw désigne le chemin miroir de cbw

5: Si ACYCLIQUE (c) Alors
6: AJOUTCHEMIN (Pd,c) . cf algorithme 8
7: FinSi
8: FinPour
9: FinPour

10: Retourner Pd
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FIGURE 7.1 – Exemple de concaténation de politiques de routage P1
x et P2

x impliquant la formation
d’un chemin cyclique : dans ce cas de figure, le nœud x est le point de rencontre des deux politiques,
et si, parmi C1

x et C2
x se trouvent respectivement les chemins s→ ...→ uk→ x et d→ ...→ uk→ x, le

chemin s→ ...→ uk→ x→ uk→ ...→ d sera évalué, mais finira par être ignoré du fait de l’évaluation
du chemin acyclique s→ ...→ uk→ ...→ d

7.1.2.4 Suppression des chemins dominés

Le dernier algorithme relatif aux politiques de routage est une procédure visant à expur-
ger la politique de routage des chemins dominés, que l’on pourrait noter FINPOL (cf son
appel lors de l’algorithme 14). La nécessité de cette procédure peut paraître contre-intuitive,
mais son intérêt réside dans le filtrage des chemins encore présents dans le vecteur c∗v (t) mais
qui ne respectent plus l’équation 3.21. Cette irrégularité vient de l’inégalité stricte située à la
ligne 10 de l’algorithme 8 : la politique de routage n’est pas mise à jour quand la probabilité
du candidat égale celle du chemin de référence, et il est du même coup possible qu’un che-
min soit encore considéré comme optimal alors même que les indices correspondant réfèrent
à des cas d’égalité.

Pour pallier cette caractéristique structurelle de l’ajout de chemins non-dominés, la mé-
thode fonctionne en deux temps. Au cours d’une première étape d’itération sur les budgets t,
les chemins dont la probabilité coïncide avec celle de la frontière tout en étant les seuls dans
ce cas, pour un budget donné, sont marqués comme « utiles ». Ensuite, en ne considérant que
les budgets t tels qu’aucun chemin n’a été pointé par la première étape, une seconde itéra-
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Algorithme 12 (FUSIONPOL) Fusion de deux politiques dont les nœuds destinations sont
équivalents

ENTRÉES: Politique P1
v , Politique P2

v
SORTIES: Politique Pv

1: Si C1
v = { /0} Alors

2: Pv←P2
v

3: Retourner Pv
4: Sinon
5: Pv←P1

v
6: Pour c ∈C2

v Faire
7: δc← 0
8: AJOUTCHEMIN (Pv,c) . cf algorithme 8
9: FinPour

10: Retourner Pv
11: FinSi

tion identifie les chemins restés « inutiles » et cherche des chemins de substitution au sein de
l’ensemble des chemins utiles. La politique Pv est donc potentiellement simplifiée lors du
traitement, via une réduction du nombre de chemins inclus dans l’ensemble C∗v , et une mise
à jour du vecteur c∗v (t).

L’absence de cette méthode dans la procédure des contractions hiérarchiques n’altère en
rien la solution obtenue, puisque les chemins superflus conservés ne pourront être retournés
que dans des cas où la probabilité d’arriver à l’heure en un budget de temps donné est égale à
celle de la distribution frontière. Cependant, son intégration permet d’améliorer la concision
de la solution, au prix d’une légère dégradation de la rapidité d’exécution de la phase de
requêtage.

7.2 Adaptation des contractions hiérarchiques aux graphes
stochastiques

Dans la section qui va suivre, nous nous focalisons sur l’ensemble des procédures utili-
sées pour le calcul du plus court chemin stochastique intégrant les contractions hiérarchiques.
Dans ce cadre, le graphe stochastique G = (V,E) est modifié en un graphe GH = (VH ,EH)
dans lequel de nouveaux arcs, les raccourcis, ont été rajoutés, et où les nœuds v ∈V se sont
vus attribués un rang dans la hiérarchie calculée lors du pré-traitement.

Les opérations relatives à la détermination de l’itinéraire optimal au sein du graphe GH
seront proposées dans la section 7.2.1, alors que la section 7.2.2 détaillera quant à elle la
phase de pré-traitement, largement semblable à celle du cas déterministe.

7.2.1 Phase de requêtage
Le nouvel algorithme de recherche du plus court chemin stochastique s’appuie sur l’en-

semble des opérations détaillées précédemment. Il est réalisé en deux étapes fondamentales
décrites ci-après : un parcours bidirectionnel du graphe de recherche GH = (VH ,EH) permet-
tant d’aboutir à deux politiques de routage partielles, et à partir de celles-ci, une phase de
construction de la politique optimale entre la source s et la destination d.
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7.2.1.1 Recherche bidirectionnelle

L’algorithme 13, au cœur de la phase de requêtage, consiste en l’exploration du graphe
hiérarchisé GH , depuis la source d’une part, et la destination d’autre part, vers le haut du
graphe. Cette procédure s’arrête lorsque les deux recherches ont atteint le haut du graphe, et
ont traité tous les nœuds visités. Certains nœuds sont visités dans les deux directions, ils sont
qualifiés de « points de rencontre » et forment un ensemble noté X ⊆V .

Concernant le détail de la procédure, l’essentiel des opérations se présente sous la même
forme que celle proposée pour les contractions hiérarchiques appliquées au cas déterministe
[10, 60]. À chaque itération, la direction de recherche est modifiée, sauf s’il ne reste plus
qu’une direction de recherche à explorer. Dans le cas de la recherche aval, les arcs explorés
dans le graphe GH sont les arcs e = (u,v) permettant une élévation dans la hiérarchie établie
lors de la phase de pré-traitement, i.e. avec des niveaux tels que lu < lv. Pour la recherche
amont, il est également question de monter dans la hiérarchie, mais plutôt de manière indi-
recte : les arcs descendants e = (v,u), avec lu < lv, sont considérés à contre-sens, si bien que
la recherche s’oriente également vers le haut de la hiérarchie.

Lors d’une itération, le nœud courant est celui qui est associé à la clé minimale au sein de
la file d’attente correspondant à la direction de recherche sélectionnée. Ces files d’attente sont
construites comme des tas binaires, et les clés stockées sont les temps de parcours minimaux
pour atteindre chaque nœud. Par ailleurs, une borne supérieure est mise à jour à chaque fois
que la somme des clés associées au nœud courant dans les deux files d’attente diminue. Cette
borne permet de clore la recherche de manière anticipée, dans le cas où les clés stockés dans
les files d’attente sont plus élevées que le temps d’arrivée au plus tard optimal.

L’originalité de cette procédure réside dans les étapes de relaxation des arcs, via la gestion
des politiques de routage. Si un nouveau nœud est visité, dans une direction donnée, sa
politique est construite à partir de celle de son prédécesseur. Idem si le nœud avait déjà
été visité et que les chemins existants sont tous dominés par les chemins issus du nœud
prédécesseur. Dans le cas contraire, i.e. les chemins candidats sont tous dominés, rien ne
change, et l’arc suivant est examiné. Enfin, si la frontière existante et la frontière candidate ne
se dominent pas au sens de la dominance déterministe (ce choix est effectué pour des raisons
d’efficacité de l’algorithme : analyser la dominance stochastique dès cette étape revient à
rajouter des boucles sur les budgets-temps t), la procédure d’ajout des chemins candidats est
appelée, et la file d’attente mise à jour uniquement si l’un des chemins est réellement ajouté.

7.2.1.2 Construction de la politique de routage optimale

Il est nécessaire de compléter l’étape précédente par l’algorithme 14, afin d’unifier les
résultats de la recherche bidirectionnelle. Contrairement aux algorithmes bidirectionnels liés
aux graphes déterministes, la réponse optimale n’est pas obtenue par une simple somme des
étiquettes résultant des deux étapes d’exploration. Ainsi, pour tous les points de rencontre,
les sous-politiques sont concaténées (algorithme 11), et fusionnées (algorithme 12) jusqu’à
constituer une politique de routage brute entre s et d. Puis les chemins superflus encore pré-
sents peuvent être filtrés à l’aide de la procédure FINPOL, et ceux qui restent sont développés
de manière à n’être composés que d’arcs originels e ∈ E.

7.2.2 Phase de pré-traitement : hiérarchisation et contraction
Avant la phase de requêtage, il est nécessaire de procéder à deux étapes préliminaires,

qui sont la hiérarchisation des nœuds et la contraction des arcs.



7.2 Adaptation des contractions hiérarchiques aux graphes stochastiques 179

Algorithme 13 (RECHBIDIRSTOC) Parcours bidirectionnel dans un graphe stochastique
hiérarchisé : dans chaque direction, une file d’attente Qdir et un ensemble de politiques de
routage Pdir

v , ∀v ∈V sont construits et mis à jour (d’après Batz et al. [10])

ENTRÉES: Graphe hiérarchisé GH = (V,EH)

SORTIES: Politiques P f w
x et Pbw

x , avec x ∈ X ⊆V
1: dir← bw
2: P f w

s ←{ /0}, Q f w←{(s,0)}
3: Pbw

d ←{ /0}, Qbw←{(d,0)}
4: UB← ∞

5: X ←{ /0}
6: E f w←{(u,v) ∈ EH |lu < lv} . Les arcs de la recherche aval sont les arcs ascendants

dans la hiérarchie, ln désigne le niveau du nœud n ∈V
7: Ebw←{(v,u) ∈ EH |lv > lu}− . Les arcs de la recherche amont sont les arcs

descendants dans la hiérarchie, pris à rebours
8: TantQue (Q f w 6= { /0} ou Qbw 6= { /0}) et min

{
Q f w.min,Qbw.min

}
≤UB Faire

9: Si Q¬dir 6= { /0} Alors
10: dir←¬dir
11: FinSi
12: u← Qdir.deleteMin
13: UB←min

{
UB,argmaxt

(
Fdir

u (t)
)
+ argmaxt

(
F¬dir

u (t)
)}

14: Si UB < ∞ et argmint
(
Fdir

u (t)
)
+ argmint

(
F¬dir

u (t)
)
≤UB Alors

15: X ← X ∪{u}
16: FinSi
17: Si (dir = f w et u = d) ou (dir = bw et u = s) Alors
18: Continuer
19: FinSi
20: Pour e = (u,v) ∈ Edir Faire
21: newVal← argmint

(
Fdir

u (t)
)
+ argmint (Fe (t))

22: Si v /∈ Qdir Alors
23: Pdir

v ← REINIT POL
(
Pdir

u ,e
)

. cf algorithme 10
24: Qdir← Qdir∪ (v,newVal)
25: Sinon
26: Si argmaxt

(
Fdir

v (t)
)
≤ newVal Alors

27: Continuer . La frontière existante domine le candidat, pas de modification
28: FinSi
29: Si argmaxt

(
Fdir

u (t)
)
+ argmaxt (Fe (t))≤ argmint

(
Fdir

v (t)
)

Alors
30: Pdir

v ← REINIT POL
(
Pdir

u ,e
)

. Le candidat domine la frontière existante,
la politique est modifiée

31: Qdir.key← newVal
32: FinSi
33: Si EXT ENPOL

(
Pdir

v ,Pdir
u ,e

)
Alors . cf algorithme 9

34: Qdir.key← newVal
35: FinSi
36: FinSi
37: FinPour
38: FinTantQue
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Algorithme 14 (RESOLREQ) Reconstruction de la politique de routage optimale, pour re-
lier un nœud source s à un nœud destination d, à partir de sous-politiques calculés via une
recherche bidirectionnelle et d’un ensemble de nœuds communs

ENTRÉES: Nœuds x ∈ X ⊆V , politiques P f w
x et Pbw

x , avec x ∈ X
SORTIES: Politique P∗

d
1: P∗

d ←{ /0}
2: Pour x ∈ X Faire
3: Pd ←CONCAT POL

(
P f w

x ,Pbw
x

)
. Concaténation (cf algorithme 11)

4: P∗
d ← FUSIONPOL

(
P∗

d ,Pd
)

. Fusion (cf algorithme 12)
5: FinPour
6: P∗

d ← FINPOL
(
P∗

d

)
. Finalisation de la politique optimale (facultatif)

7: Pour c ∈P∗
d Faire

8: DEV ELOP(c) . Développement des chemins optimaux
9: FinPour

10: Retourner P∗
d

La première étape consiste à évaluer un coût de contraction associé à chaque nœud, à
partir d’une somme pondérée de critères (cf chapitre 6). Le premier nœud à contracter est
celui qui possède le plus petit coût de contraction. Puis le coût des nœuds adjacents est mis
à jour de sorte qu’il corresponde à la topologie du graphe résiduel. Le même procédé est
réitéré jusqu’à ce que tous les nœuds aient été contractés. L’ordre dans lequel ils ont été
successivement écartés du graphe désigne la hiérarchie de contraction.

La seconde étape utilise cette hiérarchie : chacun des nœuds est de nouveau contracté
dans le but d’ajouter les arcs raccourcis nécessaires au parcours du graphe des nœuds les
moins importants aux nœuds les plus importants.

Partant de la contribution de Geisberger [59], Batz et al. [10] ont proposé une formu-
lation plus compacte, visant à réduire le nombre de contractions (simulées ou non). Dans
cette nouvelle formulation, les deux étapes ont été synthétisées jusqu’à n’en former qu’une
seule, présentée de manière simplifiée pour les graphes stochastiques dans la section 7.2.2.1.
La sélection des prochains nœuds à contracter (MINLOCAL), la contraction d’un nœud
(CONT RACT ) et la recherche de chemins-témoins (SIMUCONT RACT STOC), procédures
secondaires inclues dans cette formulation, seront introduites respectivement dans les sec-
tions 7.2.2.2, 7.2.2.3 et 7.2.2.4.

7.2.2.1 Procédure principale

La procédure permettant de construire la hiérarchie des nœuds au sein d’un graphe sto-
chastique est proposée par l’algorithme 15. Les lignes 1 à 4 constituent son initialisation, en
particulier les nœuds du graphe hiérarchisés sont les mêmes que ceux du graphe initial, et
la procédure SIMUCONT RACT STOC (cf algorithme 17) est appelée pour chacun d’entre
eux dans le but d’obtenir une première mise à jour du coût de contraction. L’itération prin-
cipale (lignes 5 à 41) débute ainsi par l’identification des nœuds possédant un coût minimal
au regard de leurs voisins (lignes 6 à 10). Une fois ces nœuds identifiés, chaque triplet {arc
entrant, noeud, arc sortant} est contracté, et le raccourci est ajouté à l’ensemble E∗ s’il est
nécessaire (lignes 11 à 17). L’étape suivante consiste à identifier les nœuds u voisins des
nœuds contractés dans un ensemble à part entière, à augmenter leur compteur de profondeur
du, et à affecter un niveau hiérarchique au nœud v avant de le supprimer du graphe (lignes 18
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Algorithme 15 (PRETRAITCHSTOC) Phase de pré-traitement de la technique des contrac-
tions hiérarchiques adaptée aux graphes stochastiques, d’après Batz [10]

ENTRÉES: Graphe G = (V,E), coefficients ρeq, ρssd , ρoeq, ρcq
SORTIES: Graphe hiérarchisé GH = (VH ,EH), où VH =V et E ⊆ EH

1: dv← 1, kv← 0, lv← 0, ∀v ∈V , l← 0
2: VH ←V , W ←V , X ←{ /0}, U p←{ /0}
3: EH ← E, E∗←{ /0}
4: kv← SIMUCONT RACT STOC

(
v,dv,ρeq,ρssd,ρoeq,ρcq

)
, ∀v ∈V . cf algorithme 17

5: TantQue W 6= { /0} Faire
6: Pour v ∈V Faire . Identification des nœuds à contracter
7: Si MINLOCAL(v,ku ∀u ∈V ) Alors
8: X ← X ∪{v}, W ←W \{v}
9: FinSi

10: FinPour
11: Pour v ∈ X Faire . Identification des raccourcis nécessaires, pour chaque séquence

u→ v→ w impactée par la contraction du nœud v
12: Pour ebw = (u,v) ∈ E Faire
13: Pour e f w = (v,w) ∈ E Faire
14: CONT RACT

(
v,ebw,e f w, f aux,E∗

)
. cf algorithme 16

15: FinPour
16: FinPour
17: FinPour
18: Pour v ∈ X Faire . Suppression effective des nœuds et de leurs arcs adjacents
19: Pour e = (u,v) ∈ E ou e = (v,u) ∈ E Faire
20: du← du +1
21: U p←U p∪{u} . Identification des nœuds dont le coût doit être mis à jour
22: E← E \{e}, EH ← EH ∪{e}
23: FinPour
24: lv← l, l← l +1, V ←V \{v} . Sauvegarde du niveau de v dans la hiérarchie
25: FinPour
26: Pour e∗ = (u,v) ∈ E∗ Faire . Intégration des raccourcis dans le graphe
27: Si ∃e = (u,v) ∈ E Alors
28: Si Fe∗ DOMINE Fe Alors . cf équations 3.16 et 3.17
29: Fe← Fe∗

30: Sinon
31: E← E ∪{e∗}
32: FinSi
33: Sinon
34: E← E ∪{e∗}
35: FinSi
36: FinPour
37: Pour v ∈U p Faire . Mise à jour des coûts de contraction
38: kv← SIMUCONT RACT STOC

(
v,dv,ρeq,ρssd,ρoeq,ρcq

)
. cf algorithme 17

39: FinPour
40: X ←{ /0}, U p←{ /0}
41: FinTantQue
42: Retourner GH = (VH ,EH)
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à 25). C’est également à cette étape que sont sauvegardés les arcs du graphe final adjacent
aux nœuds contractés, l’itération principale se concentrant par la suite sur des niveaux hiérar-
chiques plus élevés. Ensuite, les arcs raccourcis identifiés lors de l’itération courante doivent
être évalués pour déterminer si l’ajout d’un nouvel arc est nécessaire, ou si une simple mise
à jour d’un arc existant suffit, typiquement si le poids de l’arc candidat domine celui de l’arc
existant (lignes 26 à 36). Enfin, l’itération se termine par la mise à jour des coûts de contrac-
tion des nœuds voisins, et par une remise à zéro des ensembles de nœuds à contracter et de
nœuds voisins.

Par ailleurs, le traitement est accéléré au moyen de deux procédés additionnels qui ne
sont pas détaillés dans l’algorithme 15 :

— la parallélisation, tant dans les calculs des coûts de contractions, indépendants les uns
des autres, que dans la contraction simultanée d’un sous-ensemble de nœuds (on consi-
dère alors des nœuds non-adjacents), ou encore dans la sélection du prochain sous-
ensemble de nœuds à contracter ;

— la sauvegarde des résultats des contractions dans la mémoire de l’ordinateur (en par-
ticulier, la nécessité de création d’un arc raccourci (u,w) lors de la suppression d’un
nœud v et d’un couple d’arcs existants (u,v) et (v,w)), pour réutilisation ultérieure.

7.2.2.2 Sélection des noeuds à contracter

Cette procédure de sélection fait partie de l’état de l’art, elle est mentionnée par exemple
par Batz [9]. Elle est néanmoins redéfinie ici dans un souci de clarté, et notée MINLOCAL.

À chaque itération, un ensemble de nœuds doit être désigné pour être contracté, ces
nœuds occuperont les places disponibles les plus basses dans la hiérarchie. En vertu des
derniers coûts de contraction calculés, chaque nœud x ∈ V est évalué avec la procédure
MINLOCAL (ligne 7 de l’algorithme 15), parmi un voisinage comprenant tous les nœuds
situés à strictement moins de 2 arcs, par défaut. Cette procédure fondée sur l’exploration
du voisinage direct des nœuds est réalisée au moyen de la construction et de la mise à jour
d’une file d’attente où entrent les voisins successifs des nœuds déjà visités. Si le nœud x
possède un coût de contraction strictement inférieur à celui de ses voisins, alors il entre dans
la liste des nœuds à contracter. Si au contraire un nœud dont le coût de contraction est infé-
rieur à celui du nœud x est rencontré, la procédure s’arrête immédiatement, et x est reconnu
comme n’étant pas un minimum local. À titre de remarque, dans la comparaison entre coûts
de contraction, les égalités sont arbitrées ici à l’aide d’une comparaison subsidiaire entre les
identifiants des nœuds.

7.2.2.3 Contraction

Une contraction revient à supprimer un nœud v ∈ V au sein du graphe, ainsi que l’en-
semble des arcs entrants (u,v) ∈ E et sortants (v,w) ∈ E. Cette opération intervient dans
deux occasions : directement lors de l’itération principale (ligne 14) lorsque les nœuds à
contracter sont identifiés, ou indirectement lorsqu’il s’agit d’évaluer les coûts de contraction
(lignes 4 et 38), l’opération étant alors simulée. Ces deux procédures sont respectivement
détaillées au sein des algorithmes 16 et 17.

Dans le premier cas, l’algorithme 16 permet d’identifier un chemin-témoin entre les
nœuds u et w, origine et destination d’une séquence d’arcs impactée par la contraction.
Dans le cas stochastique, un tel chemin est caractérisé ici par une fonction de répartition
dominant celle associée à la séquence {(u,v) ,(v,w)}. S’il existe, alors aucun raccourci n’est
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Algorithme 16 (CONTRACT) Contraction d’un nœud

ENTRÉES: Nœud v ∈V , arc entrant ebw = (u,v) ∈ E, arc sortant e f w = (v,w) ∈ E, booléen
sim (si vrai, la contraction est simulée), Ensemble de raccourcis à mettre à jour E∗

SORTIES: Booléen s, vrai si un raccourci est nécessaire
1: s← f aux
2: Fc←CONVOLUT ION

(
Febw ,Fe f w

)
3: s←¬T EMOIN (u,v,w,Fc)
4: Si ¬sim et s Alors
5: E∗← E∗∪{(u,w)}
6: FinSi
7: Retourner s

nécessaire. Autrement, la préservation de l’information dans le graphe nécessite d’ajouter un
nouvel arc, qui vient compléter l’ensemble E∗. Dans le second cas, la simulation du proces-
sus de contraction est gérée par l’algorithme 17. Ce dernier évalue le coût de contraction d’un
nœud en fonction de l’existence de chemins-témoins, pour les différentes séquences d’arcs
impactées par la contraction. Ce coût est construit par la somme pondérée des différents
critères évoqués dans le chapitre 6, la complexité des fonctions de temps de parcours étant
remplacée ici par l’étendue des fonctions de répartition. Globalement, le coût de contraction
diminue pour chaque arc supprimé, et inversement. Ceux-ci sont directement accessibles par
définition du graphe, alors que les raccourcis sont identifiés à travers l’appel de l’algorithme
16 en mode simulé (cf ligne 9).

7.2.2.4 Recherche d’un chemin-témoin

La recherche de chemin-témoin dans un graphe stochastique, appelée ici TEMOIN, est
quasi-identique à celle correspondant au cas d’un graphe déterministe dynamique [10]. La
modification fondamentale réside dans la nature des étiquettes utilisées tout au long de l’al-
gorithme : les fonctions de temps de parcours sont remplacées par les distributions de temps
de parcours, qui sont évaluées les unes par rapport aux autres à travers la gestion des poli-
tiques de routage. Le squelette de la méthode est formé par trois procédures de parcours du
graphe hiérarchisé définies sur le modèle des celles proposées par Batz et al. [10], respecti-
vement centrées sur les étendues statistiques, les espérances et les distributions.

La première d’entre elles est un parcours du graphe considérant les réalisations minimales
(respectivement maximales) sur chaque arc, dans le but d’identifier le temps de parcours le
plus court (respectivement le plus long) possible. Cette première sous-procédure a deux inté-
rêts majeurs : d’une part, elle suffit à prouver l’existence (respectivement l’inexistence) d’un
chemin-témoin si le plus grand (respectivement petit) temps de parcours possible est infé-
rieur (respectivement supérieur) à la réalisation minimale (respectivement maximale) de la
distribution associée à la séquence u→ v→ w supprimée, et d’autre part, si aucune conclu-
sion n’est possible, elle permet de réduire l’espace de recherche dans les sous-procédures
suivantes. En effet, seuls seront explorés les nœuds appartenant au graphe des prédécesseurs.

La seconde sous-procédure est une évaluation heuristique de l’existence d’un chemin-
témoin centrée sur l’espérance du temps de parcours sur la séquence u→ v→ w d’une part
et sur le plus petit temps de parcours espéré sur un itinéraire alternatif d’autre part. Si la pre-
mière est inférieure au second, il est admis que la suppression de la séquence sus-mentionnée
fait perdre de l’information, et donc qu’un raccourci est nécessaire.

Si les deux premières sous-procédures n’ont pas permis de statuer quant à l’existence
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Algorithme 17 (SIMUCONTRACTSTOC) Calcul du coût de contraction d’un nœud dans un
graphe stochastique, selon une somme pondérée de paramètres, d’après Batz et al. [10]

ENTRÉES: Nœud v ∈V , profondeur du nœud dv, coefficients ρeq, ρssd , ρoeq, ρcq
SORTIES: Coût de contraction kv associé au nœud v

1: C−eq,C
+
eq,C

−
oeq,C

+
oeq,C

−
cq,C

+
cq← 0

2: Pour e = (u,v) ∈ E ou e = (v,u) ∈ E Faire
3: C−eq←C−eq +1
4: C−oeq←C−oeq +O(e) . O(e) désigne les arcs originaux e′ ∈ E que représente e
5: C−cq←C−cq +C (e) . C (e) désigne l’étendue de la distribution associée à l’arc e, soit

argmax{Fe (t)}− argmin{Fe (t)}
6: FinPour
7: Pour ebw = (u,v) ∈ E Faire
8: Pour e f w = (v,w) ∈ E Faire
9: Si CONT RACT

(
v,ebw,e f w,vrai, /0

)
Alors . cf algorithme 16

10: C+
eq←C+

eq +1
11: C+

oeq←C+
oeq +O(ebw)+O

(
e f w
)

12: C+
cq←C+

cq +C (ebw)+C
(
e f w
)

13: FinSi
14: FinPour
15: FinPour
16: Retourner ρeq ∗

C+
eq

max{1,C−eq} +ρssd ∗dv +ρoeq ∗
C+

oeq

max{1,C−oeq} +ρcq ∗
C+

cq

max{1,C−cq}

d’un chemin-témoin, l’exploration du graphe à l’aide des distributions complètes est néces-
saire. Celle-ci est plus coûteuse en termes de temps de calcul, par exemple lors d’évaluations
de relations de dominance. Elle est toutefois accélérée par la restriction au sous-graphe iden-
tifié dans les étapes précédentes. Cette troisième exploration permet d’aboutir au meilleur
chemin alternatif, qui correspond à un chemin-témoin si sa distribution de temps de parcours
domine la distribution associée à la séquence supprimée.

7.3 Résultats expérimentaux

Dans le but d’évaluer l’efficacité des contractions hiérarchiques sur le calcul du plus
court chemin dans des graphes stochastiques, les résultats seront comparés à une solution de
référence de l’état de l’art, l’algorithme SPOTAR décrit précédemment. Dans cette optique,
les instances testées restent de taille modeste. La machine utilisée pour cette série d’expéri-
mentations est la même que dans le chapitre 4. En outre, trois threads sont mobilisés pour
paralléliser le pré-traitement des contractions hiérarchiques.

Quelques caractéristiques évoquées dans le chapitre 4 sont de nouveau utilisées : la taille
du graphe, la précision de l’horizon temporel et le scénario de variabilité. Le plan d’ex-
périence décrit dans la section 4.2 sert de grille d’analyse, au détail près que les graphes
considérés ici sont le réseau de Sioux Falls (SF), les grilles G10 et G20, ainsi qu’une grille
supplémentaire comportant 5 nœuds par côté (G5), qui pourra être comparée au graphe SF
vu la proximité de leur nombre de nœuds et d’arcs respectifs. Les distributions sont toutes
discrétisées selon la procédure évoquée lors de la section 4.1.1. La base de comparaison est
le problème (graphe, niveau de variance, précision de la discrétisation des modèles statis-
tiques), chaque problème regroupant 9 instances (3 modèles statistiques et 3 réplications).
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TABLEAU 7.1 – Durée médiane du pré-traitement des contractions hiérarchiques stochastiques (en
secondes), pour les 9 instances de chaque configuration

Tmax 60 120 600
Variance fai med hau fai med hau fai med hau

G5 5.0 6.2 6.6 6.4 8.0 7.8 8.5 9.9 12.0
SF 4.2 5.6 5.5 5.7 6.2 5.9 6.9 7.8 8.5

G10 259.1 287.3 296.3 266.0 380.6 391.4 339.0 471.8 592.6
G20 10054 13711 15263 10740 15352 19056 12566 20241 25815

TABLEAU 7.2 – Durée d’exécution médiane d’un lot de 1000 requêtes de plus courts chemins via les
contractions hiérarchiques stochastiques (en secondes), pour les 9 instances de chaque configuration

Tmax 60 120 600
Variance fai med hau fai med hau fai med hau

G5 3.18 4.09 4.80 8.69 11.83 14.36 166.03 220.28 320.19
SF 3.43 4.20 5.70 8.76 11.90 13.51 169.74 203.44 265.97

G10 14.12 21.11 20.33 29.59 64.16 63.33 506.63 1075.39 1516.74
G20 62.14 119.61 195.50 131.62 258.13 362.84 1823.83 3725.08 7419.26

7.3.1 Résultats de la technique d’accélération

Le tableau 7.1 propose les temps de pré-traitement observés sur l’ensemble des pro-
blèmes. Ces durées apparaissent extrêmement faibles pour les graphes SF et G5, et aug-
mentent nettement avec la taille du graphe : une multiplication par 4 du nombre de nœuds
(de G5 à G10, mais également de G10 à G20) engendre une multiplication du temps de pré-
traitement par un facteur allant de 40 à 50. La précision de l’horizon de discrétisation impacte
aussi cette variable, dans des proportions moins importantes : une multiplication par 10 du
nombre de classes de discrétisation peut aller jusqu’à doubler le temps de pré-traitement.
Quant au niveau de variance caractérisant les temps de parcours, il provoque également une
augmentation du temps de calcul, mais dans des proportions moins significatives.

Par ailleurs, la seconde dimension concernant les temps de calcul associés aux contrac-
tions hiérarchiques est illustrée au sein du tableau 7.2, pour le même ensemble de problèmes.
Celui-ci résume les temps de calcul nécessaires à la résolution de lots de 1000 requêtes. Les
trois variables que sont la taille du graphe, la précision de la distribution et le niveau de va-
riance présentent des comportements légèrement différents par rapport au premier tableau.
En effet, l’augmentation de la taille du graphe induit une croissance proportionnelle des
temps de requêtage, alors que l’augmentation de la précision des distributions de temps de
parcours a une influence nettement plus forte (*30 à *70, pour une multiplication par 10 de la
précision). Le scénario de variabilité conserve le même impact que pour le pré-traitement, à
savoir que l’augmentation de la variance des distributions entraîne une légère augmentation
des temps de calcul, effet d’autant plus prononcé que le graphe est grand. Dans l’ensemble,
les temps de calcul moyens constatés pour une requête sont quasiment tous inférieurs à la
seconde. Les exceptions sont les configurations dans lesquelles les graphes contiennent plus
d’une centaine de nœuds, où les procédés de discrétisation aboutissent à plusieurs centaines
de classes, et où les distributions sont caractérisées par des niveaux de variance élevés. Ce ta-
bleau est à mettre en perspective avec le tableau 4.8, dans lequel les temps de résolution des
requêtes de plus courts chemins stochastiques par l’algorithme SPOTAR peuvent atteindre
plusieurs dizaines de secondes. Un comparatif plus complet est proposé dans la section 7.3.2,
pour des ensembles de requêtes similaires.

Enfin, un dernier élément peut être évoqué, à savoir l’évolution du nombre d’arcs dans le
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TABLEAU 7.3 – Évolution médiane du nombre d’arcs après le pré-traitement des contractions hié-
rarchiques stochastiques (ratio > 1 : solde positif, ratio < 1 : solde négatif), pour les 9 instances de
chaque configuration

Tmax 60 120 600
Variance fai med hau fai med hau fai med hau

G5 1.56 1.60 1.66 1.66 1.75 1.71 1.58 1.63 1.65
SF 1.45 1.53 1.51 1.50 1.55 1.51 1.46 1.50 1.49

G10 1.59 1.66 1.64 1.69 1.80 1.83 1.76 1.88 2.03
G20 1.92 2.05 2.11 2.02 2.12 2.25 2.02 2.25 2.38

graphe, à l’issue de sa contraction. Le tableau 7.3 propose un ensemble de ratios décrivant
le nombre d’arcs dans le graphe de recherche en sortie du pré-traitement rapporté au nombre
d’arcs dans le graphe initial. Au contraire des temps de calcul, l’impact respectif des trois
variables est résolument faible, pour ne pas dire nul. Ces ratios s’établissent tous entre 1.45
et 2.38, soit un doublement du nombre d’arcs dans le graphe de recherche. Cela suggère un
ajout important d’arcs destiné à préserver l’information dans le graphe hiérarchisé, ajout qui
est toutefois limité par le paramétrage de la fonction de hiérarchisation, conçu pour optimiser
la hiérarchie et réduire ainsi au maximum le temps de pré-traitement et l’ajout de raccourcis
(cf chapitre 6).

7.3.2 Comparaisons avec une résolution sans accélération

Avant de caractériser les temps de calcul obtenus grâce aux contractions hiérarchiques
stochastiques, il est utile de vérifier la similarité des politiques de routage résultat des mé-
thodes avec et sans accélération. Comme précisé dans la section 4.1.3, les politiques de rou-
tage sont constituées uniquement par les chemins contribuant à la distribution enveloppe, ce
qui a pour conséquence une perte minime en termes de chemins optimaux identifiés. Dans
la mesure où l’algorithme SPOTAR et les contractions hiérarchiques ne parcourent pas le
graphe de la même façon, les chemins éventuellement « ratés » par chacune d’entre elles
peuvent différer. La figure 7.2 permet de constater que cette différence est très faible, en pré-
sentant la divergence entre les chemins identifiés par les deux méthodes, agrégée sur les 1000
requêtes de chaque lot. On note que le solde de chemins est la plupart du temps positif, ce
qui signifie que les contractions hiérarchiques reconnaissent légèrement moins de chemins
optimaux que l’algorithme SPOTAR. Cependant les niveaux de différence sont négligeables.
Seules 3 des 324 instances évaluées présentent plus de 50 chemins d’écart, soit 5% de dif-
férence. Les chemins identifiés sont les mêmes dans la moitié des cas, et le pourcentage de
différence est inférieur à 1% dans 89% des cas. Dans le détail, l’écart mesuré en nombre de
chemins augmente avec la taille du graphe, mais se réduit pour des niveaux de discrétisation
élevés, alors que l’influence du niveau de variance n’est guère importante.

La figure 7.3 apporte des éléments de réponse fondamentaux quant à la question de l’ac-
célération du traitement des requêtes de plus courts chemins dans les graphes stochastiques.
Au vu de cette figure, les contractions hiérarchiques permettent de réduire le temps de ré-
solution moyen selon des facteurs s’établissant entre 0.8 et 58.2, dans les différentes confi-
gurations testées. Ainsi, la méthode d’accélération peut être contre-productive dans certains
cas particuliers, mais elle s’avère particulièrement efficace dans la grande majorité des si-
tuations : elle est plus rapide que l’algorithme SPOTAR dans 99% des instances mises en
œuvre, deux fois plus rapide dans 89% des instances, cinq fois plus rapide dans 47% des ins-
tances et dix fois plus rapide dans 35% des instances. Dans le détail, il apparaît assez net que
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FIGURE 7.2 – Différence agrégée entre le nombre de chemins optimaux identifiés par l’algorithme
SPOTAR et celui issu des contractions hiérarchiques stochastiques, pour 1000 politiques de routage

l’ampleur de l’accélération dépend de la taille du graphe : cela permet d’envisager un gain
exponentiel dans les graphes composés de plusieurs millions de nœuds, par rapport à l’algo-
rithme SPOTAR. Les deux autres variables paraissent moins importantes. Il faut malgré tout
noter que le gain de la méthode d’accélération est d’autant moins élevé que la variance des
modèles statistiques est forte, cette diminution étant surtout affirmée lorsque les niveaux de
variance passent de faibles à moyens, et qu’une discrétisation plus précise des distributions
de probabilité diminue également la valeur de l’accélération.

Les résultats obtenus dans ce chapitre montrent que la technique des contractions hiérar-
chiques déplace les opérations les plus coûteuses en temps de calcul dans le pré-traitement,
de manière à minimiser le temps de requêtage. Le pré-traitement apparaît conséquemment
assez long, et constitue une source d’optimisation majeure pour une éventuelle intégration
de la méthode dans des calculateurs opérationnels tels que Mappy : pour des graphes plus
grands de plusieurs ordres de grandeur, cette phase de pré-traitement sera compliquée à in-
tégrer telle quelle, en particulier dans des logiques de calculs en temps réel, où la hiérarchie
peut nécessiter d’être mise à jour régulièrement. Cependant, les temps de calcul réalisés pour
les phases de requêtage suffisent à justifier la pertinence des contractions hiérarchiques. À ce
titre, cette technique apparaît comme une alternative supplémentaire à l’algorithme SPOTAR,
après les travaux de Sabran et al. [134] appliqués aux méthodes Arc-flags et Reach.

7.3.3 Vers la recherche du chemin à temps de parcours garanti
Les travaux réalisés ont considéré une modélisation des temps de parcours par des dis-

tributions discrétisées, incluant une quantité d’information plus importante que dans les ap-
proches centrées sur la moyenne et la variance. Les chemins calculés sont ceux qui mini-
misent le budget-temps nécessaire à la réalisation d’un trajet, compte tenu d’une probabilité
désirée d’être à l’heure, ou parallèlement, d’une probabilité acceptée de ne pas l’être. De ce
point de vue, il est aussi pertinent de parler de chemin à temps de parcours « sûr ».

D’autres variantes à ces calculs existent, et se déclinent selon deux axes principaux :
d’une part, la fonction objectif utilisée pourrait considérer des étiquettes plus synthétiques,
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FIGURE 7.3 – Coefficient d’accélération du calcul d’un lot de 1000 requêtes sélectionnées aléatoire-
ment, comparaison entre les contractions hiérarchiques stochastiques et l’algorithme SPOTAR

ce qui se rapproche plutôt des méthodes de minimisation de la variance rencontrées dans le
chapitre 3 ; d’autre part, la question des critères entrant dans la composition de la fonction
de hiérarchisation reste ouverte. Alors que la première piste doit profiter de l’accélération
algorithmique brute permise par la technique de contraction, la seconde piste est quant à elle
motivée par la recherche des nœuds les plus sensibles du réseau, i.e. ceux dont les arcs adja-
cents sont les plus susceptibles d’être associés aux temps de parcours les plus incertains. Le
remplacement de l’étendue statistique par d’autres indicateurs de variabilité pourrait mettre
en valeur d’autres nœuds après la construction de la hiérarchie (en particulier, les indicateurs
développés dans le chapitre 2 constituent des candidats dignes d’intérêt), même si cette gran-
deur est convaincante en tant que première estimation de la dispersion des distributions : cela
renvoie à la règle empirique dite du range rules of thumb [103], pour laquelle l’écart-type
représente un quart de l’étendue statistique.

La combinaison des deux approches mentionnées dans le paragraphe précédent apparaît
comme la meilleure solution : la valorisation des nœuds sensibles dans le graphe conduit
à des calculs efficaces uniquement si l’objectif ne tient qu’à la variabilité des itinéraires.
Dans le cas contraire, si une minimisation du temps de parcours est recherchée, la hiérar-
chie construite en pré-traitement sera sous-optimale, et les temps de calcul pour la phase de
requêtage risquent d’être moins performants.

Conclusion

L’adaptation du problème du plus court chemin au cas de graphes stochastiques, i.e. pour
lesquels les poids des arcs sont des variables aléatoires distribuées, est un problème plus
complexe que la recherche du plus court chemin déterministe. Bien que des formulations
aient déjà été proposées par le passé, telles que l’algorithme SPOTAR [113] l’enjeu principal
réside encore et toujours dans le temps de calcul nécessaire à la résolution des requêtes. C’est
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l’objet de ce chapitre que de proposer des réponses aussi bien théoriques qu’expérimentales
à ce problème. Ainsi, la technique des contractions hiérarchiques, récemment développée
dans le cadre de graphes déterministes, a été adaptée et comparée à l’un des algorithmes non
accélérés de référence, jusqu’à démontrer son intérêt dans ce nouveau paradigme.

Ces développements suivent les notions théoriques rappelées dans le chapitre 4, notam-
ment les relations de dominance et la définition des politiques de routage. Ainsi, un premier
ensemble de procédures a été construit pour initialiser et mettre à jour ces structures dans
le cadre du parcours du graphe par un algorithme d’étiquetage. Ces procédures ont pu être
exploitées par la suite au sein d’une seconde série de méthodes définies pour la réalisation
de la version stochastique des contractions hiérarchiques.

Cette technique consiste à reformuler le graphe en hiérarchisant les nœuds qui le com-
posent, et à ajouter de nouveaux arcs synthétiques, les « raccourcis », pour garantir un mode
d’exploration original lors de la phase de requêtage. En effet, la résolution des requêtes re-
pose sur un parcours bidirectionnel du graphe hiérarchisé, depuis la source d’une part, et la
destination d’autre part, vers le haut de la hiérarchie. Bien que des exemples de contribu-
tion combinent parcours bidirectionnel et relation de dominance (cf par exemple Artigues et
al. [5] dans une optique d’optimisation dans un contexte multimodal), aucune approche n’in-
tègre à notre connaissance le parcours bidirectionnel des graphes stochastiques. Le résultat
de ce processus correspond à deux politiques de routage qui, par des opérations de concaté-
nation et d’agrégation, sont synthétisées en une seule politique décrivant la stratégie de choix
d’itinéraire optimale entre une origine et une destination prédéfinies.

Plus prosaïquement, une étude empirique a permis de comparer les performances des
contractions hiérarchiques stochastiques avec celles de l’algorithme SPOTAR, référence de
l’état de l’art pour le problème d’optimisation du temps de parcours a priori. Elle a démon-
tré que l’accélération de la résolution des requêtes est réelle, puisqu’elle peut atteindre un
facteur 50 très rapidement avec l’augmentation de la taille du graphe autant que celle de la
granularité des fonctions de répartition discrétisées. Quoiqu’il en soit, l’accélération de la
résolution des requêtes de plus courts chemins dans les graphes stochastiques s’avère être
une piste qui tient toutes les promesses déjà entrevues dans le cas déterministe. Une marge
de progression importante est par ailleurs attendue quant aux performances de l’algorithme,
compte tenu du caractère encore non-optimisé des implémentations réalisées, des limites
matérielles rencontrées, voire du fait que certaines des briques algorithmiques évoquées par
Geisberger et al. [60] et Batz et al. [10] n’aient pas été exploitées pour aboutir aux présents
résultats. Ces conclusions confirment les premiers bons résultats obtenus avec des techniques
d’accélération alternatives [134], tout comme ils complètent la gamme de solutions algorith-
miques à disposition en proposant une technique caractérisée par un temps de pré-traitement
plus long et des temps de résolution de requêtes plus faibles. Une poursuite des études expé-
rimentales paraît intéressante pour comparer les différentes techniques d’accélération entre
elles.
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Contributions de la partie III

I Une description détaillée de la technique des contrac-
tions hiérarchiques proposée au sein de l’état de l’art
pour les graphes déterministes

I L’évaluation des temps de calcul des contractions hié-
rarchiques en fonction des paramètres d’entrée de la mé-
thode, conduisant à une série de recommandations pra-
tiques pour leur optimisation

I L’adaptation des contractions hiérarchiques aux
graphes stochastiques, sur la base des outils développés
dans la partie II

I La preuve de l’efficacité des contractions hiérarchiques
pour la résolution d’un grand nombre de requêtes de
plus courts chemins dans les graphes stochastiques, rap-
prochant ce champ de recherche d’une utilisation en
contexte industriel



Conclusion générale

Conclusions

Au grand dam de Camus, qui aurait peut-être conseillé aux automobilistes de profiter
des perturbations de la circulation pour éprouver le temps dans toute sa longueur, ceux-
ci désirent généralement parcourir leurs trajets dans un temps réduit et qui plus est, sans
incertitude quant à leur heure d’arrivée.

Guidés par cette exigence bien contemporaine, les travaux de recherche proposés dans
cette thèse se sont donc attelés à la modélisation des temps de parcours routiers et la prise en
compte de la variabilité des temps de parcours. Cet objectif s’est décliné sur les segments de
route élémentaires, autour de la modélisation probabiliste du temps de parcours individuel,
ainsi qu’à travers la recherche du plus court chemin stochastique dans un réseau. Des pro-
positions originales ont jalonné ce travail de thèse avec des contributions dans les différents
pans de l’état de l’art associés à la thématique.

La modélisation statistique des temps de parcours a constitué le premier axe de cette
thèse, avec une focalisation sur la variabilité de ce phénomène. Cette notion a été le cœur
de nombreuses études depuis une quinzaine d’années, avec des propositions plus ou moins
abouties, comme le chapitre 1 a pu l’illustrer. Des approches utilitaristes ont ainsi consi-
déré cette variabilité à l’aune des préférences individuelles des usagers, en comparant le
confort supplémentaire apporté par une réduction de l’incertitude afférente au trajet avec ce-
lui apporté par une réduction du temps de parcours moyen. Moins centrées sur l’individu
que sur le flux global, d’autres approches ont considéré les temps de parcours comme une
variable aléatoire qu’il convient de représenter par le biais de lois de probabilité. Cette der-
nière approche est voisine de la production d’indicateurs synthétiques de la variabilité, elle
a par ailleurs jalonné la suite des travaux effectués au sein du chapitre 2. Cette piste nous a
conduit à proposer la famille des lois de Halphen pour la modélisation statistique des temps
de parcours. Les trois lois qui la composent s’avèrent particulièrement adaptées pour cette
problématique, en témoignent leur forme asymétrique et la présence de queues de distribu-
tion relativement longues. Ce constat a été confirmé au moyen d’une comparaison entre les
lois de Halphen et un ensemble de neuf autres lois de probabilité sur deux types de voies
(urbaines et autoroutières) impliquant plus d’un millier d’échantillons de délais mesurés par
rapport à des temps de parcours de référence. Les lois de Burr, ainsi que les lois Gamma et
Weibull, sont aussi mises en avant dans cette étude. Nous considérons les lois de Halphen
comme particulièrement intéressantes dans ce cadre dans la mesure où elles profitent égale-
ment d’un outil graphique à deux dimensions, le diagramme des ratios de moments δ1-δ2, ou
δ -MRD, sur lequel elles couvrent l’univers complet des ratios entre les moyennes arithmé-
tique et géométrique d’une part, et entre moyennes géométrique et harmonique d’autre part.
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L’intérêt conjugué des lois de Halphen et du δ -MRD a été renforcé en premier lieu par le
développement d’une nouvelle méthode d’estimation des paramètres des lois basée sur les
ratios de moments. Ces estimateurs ont été intégrés à la comparaison de lois mentionnée plus
haut pour donner un premier aperçu de leurs performances. En second lieu, les coordonnées
du δ -MRD constituent de nouvelles métriques de la fiabilité des temps de parcours, qu’une
analyse multidimensionnelle a consacrées : celles-ci s’avèrent aussi performantes que les
métriques traditionnelles pour rendre compte de la variabilité des temps de parcours. Cet as-
pect a d’ailleurs été illustré avec l’utilisation du δ -MRD dans trois études de cas empiriques
traitant des variabilités intra-journalière et inter-journalière ainsi que d’un scénario de chute
brutale du niveau de fiabilité sur un tronçon routier. La première partie de la thèse se termine
par une extension des analyses précédentes sur une succession de tronçons élémentaires, en
considérant l’hypothèse de fermeture par l’addition pour les différentes lois. Les propriétés
mathématiques du δ -MRD ainsi qu’un ensemble de modèles de régression nous ont incité à
proposer une série de conjectures quant à la vérification de cette hypothèse : elle paraît va-
lide pour les lois de Halphen, notamment, alors que différentes restrictions sur les paramètres
sont nécessaires pour certaines lois à deux paramètres (Gamma, Tweedie, Harmonique).

Le second bloc de contributions de la thèse s’articule autour de la définition des temps
de parcours dans les réseaux de transport routiers. Pour déterminer le temps de parcours de
référence entre une origine et une destination données, nous avons considéré une variante du
problème du plus court chemin dans laquelle les poids des arcs d’un graphe orienté sont des
variables aléatoires distribuées, faisant ainsi écho aux résultats précédents. Les approches
classiques pour ce problème se cantonnent généralement à des mesures de l’espérance et de
la variance, comme noté dans le chapitre 3. Différentes variantes existent quant à la com-
binaison optimale de ces deux grandeurs, cependant elles considèrent une version très sim-
plifiée des temps de parcours, négligeant l’information qu’une distribution est à même de
reproduire. Dans le chapitre 4, un corpus de définitions a été construit pour le développe-
ment d’algorithmes d’étiquetage dans les graphes stochastiques. L’algorithme SPOTAR est
une des solutions qui manipulent des distributions complètes, il s’est inscrit à la suite de ces
définitions et nous a servi de solution de référence pour l’étude des distributions statistiques
dans les algorithmes de recherche du plus court chemin stochastique. Sur des graphes de
taille moyenne (jusqu’à 500 nœuds et un peu plus de 2100 arcs), il a été démontré que le
choix de la distribution retenue pour représenter les temps de parcours n’avait pas un impact
fort sur la nature des chemins optimaux mis en valeur. Dans le même temps, cette étude a
permis d’affirmer l’apport essentiel de la définition stochastique des temps de parcours : les
chemins optimaux identifiés sont très souvent distincts de ceux proposés par les approches
déterministes ou centrées sur l’espérance. Malgré tout, l’applicabilité des développements
effectués lors de cette seconde partie reste à confirmer surtout dans la perspective d’un por-
tage dans des calculateurs industriels. L’un des freins reste les temps de calcul, comme en
témoignent les résultats obtenus, très sensibles à la taille du graphe.

La troisième et dernière partie de nos travaux s’est attachée à résoudre cette limitation,
par l’adjonction d’une technique d’accélération algorithmique dans la procédure de calcul du
plus court chemin stochastique. La technique sélectionnée dans ce but est celle des contrac-
tions hiérarchiques, dont les fondements développés dans l’état de l’art pour le cas du calcul
du plus court chemin déterministe sont rappelés dans le chapitre 5. Cette technique est ca-
ractérisée par un pré-traitement consistant en la hiérarchisation des nœuds du graphe selon
un ordre tel que les plus importants d’entre eux auront plus tendance à être visités lors des
phases d’exploration du graphe, et en l’ajout de nouveaux arcs virtuels destinés à garantir des
parcours ascendants dans la hiérarchie. Cette étape de pré-traitement est relativement longue
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en termes de temps de calcul en comparaison d’autres méthodes d’accélération, cependant
les temps de résolution des requêtes via les contractions hiérarchiques sont parmi les moins
élevés de l’état de l’art, rendant celles-ci prometteuses pour le cadre stochastique. Du reste,
leur efficacité est tributaire d’un ensemble de paramètres entrant en jeu lors de la phase de
hiérarchisation. Dans le chapitre 6, nous avons proposé des améliorations sur ce point via une
analyse de la sensibilité des temps de calcul de la procédure au paramétrage de la fonction
de hiérarchisation : des recommandations pratiques ont été avancées pour garantir un temps
de pré-traitement minimal sans dégradation du temps de résolution des requêtes, point fort
de la méthode. D’ailleurs, un paramétrage issu de cette analyse a été le point d’entrée vers
le chapitre 7, et la mise en œuvre des contractions hiérarchiques stochastiques. Cette der-
nière contribution tient en un ensemble de procédures algorithmiques explicitant la gestion
des chemins stochastiques, tout comme en l’adaptation des méthodes utilisées dans le cadre
des contractions hiérarchiques déterministes. Au final, des expériences sur des graphes de
taille petite à moyenne (jusqu’à 400 nœuds et 1500 arcs) ont démontré la puissance de cette
technique d’accélération par rapport à l’algorithme SPOTAR, pris comme référence : au prix
d’une phase de pré-traitement, les temps de calcul du plus court chemin stochastique sont
réduits d’un à deux ordres de grandeur pour les instances testées.

Limites et perspectives
L’ensemble de ces travaux constitue une réponse relativement riche à la problématique

des temps de parcours routiers sur le plan statistique comme sur le plan algorithmique. Ce-
pendant, plusieurs questions restent en suspens, et certaines pistes de ce travail méritent
davantage d’approfondissements.

Les investigations à propos du modèle statistique le plus apte à représenter les temps de
parcours semblent à première vue peu propices à de nouveaux développements. L’interroga-
tion principale pourrait basculer vers la signification physique des paramètres des différentes
lois de probabilité utilisées, leur évolution faisant notamment écho à l’évolution temporelle
des états de trafic, comme suggéré dans le manuscrit. Pour insister sur l’importance des pa-
ramètres des modèles statistiques, il est possible de rebondir sur la nouvelle méthode d’esti-
mation proposée à partir des ratios de moments. De plus amples études quant à son efficacité
sont nécessaires pour évaluer le biais et le niveau de convergence relatifs à chaque estima-
teur. En guise de point de départ à une telle démarche, il faut remarquer que les estimateurs
obtenus sont très proches des estimateurs du maximum de vraisemblance pour un nombre
important de paramètres des lois de la famille exponentielle.

Au-delà du choix de la loi de probabilité, la principale question restant en suspens est l’in-
dépendance entre les temps de parcours observés sur des segments élémentaires adjacents.
En considérant des segments indépendants, nous nous plaçons dans une optique adaptée aux
états de trafic fluides, voire à capacité. La remontée de la congestion n’est ainsi pas consi-
dérée, sauf à laisser de côté la définition de la loi de probabilité, comme c’est le cas dans la
plupart des contributions de l’état de l’art. L’intégration de cette dimension demandera sans
nul doute de nouveaux types de constructions théoriques. En effet, la manipulation de lois
au sein du δ -MRD ou le calcul de convolutions requièrent l’hypothèse d’indépendance. Par
ailleurs, les sommes de lois de probabilité ont été approximées au moyen de cet outil gra-
phique, laissant le soin à des études postérieures de prouver les quelques relations identifiées
entre les paramètres des lois sommées et ceux des lois résultantes. Le développement d’ap-
proches probabilistes pour le calcul de distributions de temps de parcours sur des itinéraires
complets pourrait grandement profiter de cet effort.
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Au cours de ce travail de recherche, nous nous sommes plutôt focalisés sur une approche
algorithmique, en procédant à des échantillonnages de lois de probabilité pour alimenter des
procédures de recherche du plus court chemin stochastique. L’impact que peut avoir le choix
du modèle statistique a été identifié, cependant des questions supplémentaires émergent. No-
tamment, jusqu’à quelle taille de graphe peut-on considérer ces résultats comme probants ?
La conduite d’études supplémentaires sur des réseaux de plus grande taille est une piste de
réflexion importante, néanmoins tributaire d’implémentations plus performantes. En outre,
nous avons détecté des différences de chemins optimaux entre les modèles, sans pour autant
être capables de proposer des chemins de référence incontestables auxquels comparer les
chemins obtenus. Ce point reste ici encore à développer.

Concernant des contractions hiérarchiques stochastiques, des perspectives intéressantes
peuvent être dégagées de ce que nous avons proposé. Le pré-traitement est encore trop coû-
teux en temps de calcul pour une utilisation opérationnelle efficace. Ce handicap pourrait
être contourné par la forme de l’implémentation d’une part : le code développé lors de la
thèse est non-optimisé, et un effort sur cet aspect donnerait sans doute des résultats rapides.
Un axe d’amélioration touche au fond de la technique d’accélération, et plus spécifique-
ment à la fonction de hiérarchisation utilisée pour classer les nœuds les uns par rapport aux
autres, au cœur de la phase de pré-traitement. Des modifications de cette fonction appelée
de nombreuses fois pourraient optimiser la procédure. En particulier, un effort de recherche
additionnel sur la définition des critères à y intégrer serait envisageable, pour identifier les
plus pertinents dans le processus de hiérarchisation, tout comme pour le fonctionnement de
variantes telle que peut l’être la méthode des contractions hiérarchiques stochastiques. Dans
le même temps, une réflexion sur la forme de cette fonction de hiérarchisation est égale-
ment à envisager, pour tenter d’améliorer un traitement aujourd’hui dépendant d’une simple
somme pondérée.

La collaboration mentionnée auparavant avec Mappy nous a permis d’appréhender les
étapes séparant la conception originelle des algorithmes d’une mise en œuvre opérationnelle,
ainsi que la difficile articulation des contraintes de chacun, entre la maturation nécessaire à
un projet de recherche et les impératifs de plus court terme propres au monde industriel.
Cela dit, cette association en fil rouge de la thèse a permis de donner un cadre fort et clair
à celle-ci, tout en inscrivant ses livrables dans une perspective opérationnelle. Grâce aux
contractions hiérarchiques, les développements entrepris dans la seconde partie de la thèse
sont susceptibles d’être intégrés dans une plateforme comme TEMPUS, pour des réseaux lo-
caux de petite taille. L’accélération algorithmique rend ce scénario plausible à moyen terme,
au moins dans un but de comparaison d’algorithmes, toutefois l’effort d’intégration demeure
une tâche à entreprendre. Cet effort sera également l’occasion d’associer les présents travaux
à des approches multi-objectifs (la variabilité comme un critère à part entière) et adaptatives
(les distributions de temps de parcours évoluent avec l’heure du trajet), périphériques à notre
problématique.

De manière générale, les chemins optimaux identifiés gagneront en qualité de repré-
sentation des situations réelles lorsque les données utilisées seront issues d’observations de
terrain. Le pas à franchir pour aboutir à une telle situation est encore important : cela néces-
siterait la mesure et la mise à disposition de données sur un réseau entier et pour un horizon
temporel suffisamment étendu pour procéder à des ajustements de lois de probabilité perti-
nents. Peut-être est-ce une évolution qui sera rendue possible par l’effort actuel de production
et d’ouverture progressive de données massives, nourri lui-même par des orientations poli-
tiques récentes en faveur des systèmes de transport intelligents et des « villes durables ».
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Annexe B
Étude de la similarité entre indicateurs de
fiabilité

Les tableaux B.1 à B.4 présentent l’ensemble des coefficients de corrélation et des scores
de rang liant les métriques de fiabilité classiques et les indicateurs issus du δ -MRD, complé-
tant ainsi l’étude décrite dans la section 2.3.2.

Ces différents éléments confirment la correspondance des coordonnées cartésiennes δ1
et δ2 ainsi que celle de la distance par rapport à l’origine θ avec les indicateurs de fiabilité
les plus utilisés. Cette ressemblance est la plus marquée pour le modèle TT, signifiant par là
même la nécessité de considérer l’ensemble de la distribution des temps de parcours plutôt
que leurs délais pour traiter de fiabilité.

À titre de remarque, les relations identifiées par les coefficients de corrélation sont com-
parables à celles identifiées par les scores de rang, impression qui est renforcée par une
régression linéaire simple entre les deux ensembles : pour le jeu de données de Portland, le
coefficient de régression vaut -0.97, contre -0.81 pour les données de Lyon. En somme, plus
un coefficient de corrélation entre deux métriques est élevé, et plus le score de rang les reliant
est proche de 0. Inversement, plus le coefficient de corrélation est élevé en valeur absolue,
mais de signe négatif, et plus le score de rang tend vers 1.
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TABLEAU B.1 – Corrélation des indicateurs donnés par le δ -MRD avec les métriques de fiabilité
classiques (données Portland)

Modèle TT Modèle TDF Modèle TD
δ1 δ2 θ ρ δ1 δ2 θ ρ δ1 δ2 θ ρ

q -0.28 -0.29 -0.29 0.04 -0.30 -0.31 -0.30 -0.02 -0.29 -0.11 -0.12 0.08
v̄ 0.68 0.63 0.67 -0.34 0.77 0.73 0.76 -0.20 0.34 0.09 0.10 -0.20

T50 -0.71 -0.65 -0.70 0.44 -0.77 -0.72 -0.76 0.33 -0.43 -0.07 -0.08 0.31
T̄ -0.45 -0.40 -0.44 0.24 -0.54 -0.52 -0.54 0.12 -0.21 -0.03 -0.04 0.17

σT 0.87 0.85 0.86 -0.45 0.80 0.76 0.79 -0.39 0.60 0.20 0.22 -0.23
CVT 0.97 0.91 0.95 -0.56 0.96 0.90 0.95 -0.43 0.61 0.18 0.20 -0.29
λvar 0.91 0.90 0.91 -0.28 0.88 0.86 0.88 -0.22 0.56 0.16 0.18 -0.25

λskew 0.52 0.42 0.48 -0.49 0.49 0.36 0.44 -0.53 0.37 -0.01 0.01 -0.38
PT I 0.95 0.93 0.95 -0.36 0.92 0.90 0.92 -0.27 0.62 0.21 0.23 -0.24
BT 0.71 0.66 0.70 -0.50 0.63 0.56 0.61 -0.49 0.56 0.18 0.19 -0.27

BT I 0.88 0.81 0.86 -0.57 0.85 0.75 0.82 -0.53 0.61 0.16 0.19 -0.35
MI 0.96 0.92 0.95 -0.50 0.94 0.88 0.92 -0.42 0.66 0.22 0.25 -0.28
IF 0.46 0.49 0.48 -0.06 0.47 0.49 0.48 -0.02 0.31 -0.01 0.00 -0.22

FC 0.82 0.90 0.85 -0.04 0.79 0.87 0.83 0.03 0.53 0.15 0.16 -0.18
LVA -0.50 -0.56 -0.52 0.03 -0.44 -0.49 -0.46 0.06 -0.35 -0.04 -0.05 0.21
LT D 0.09 0.22 0.14 0.56 0.08 0.23 0.14 0.65 -0.11 0.10 0.09 0.29

TABLEAU B.2 – Similarité des rangs des indicateurs donnés par le δ -MRD avec les métriques de
fiabilité classiques (données Portland)

Modèle TT Modèle TDF Modèle TD
δ1 δ2 θ ρ δ1 δ2 θ ρ δ1 δ2 θ ρ

q 0.79 0.78 0.78 0.62 0.79 0.80 0.79 0.65 0.77 0.69 0.70 0.63
v̄ 0.34 0.35 0.35 0.74 0.29 0.30 0.30 0.70 0.52 0.66 0.65 0.72

T50 0.92 0.92 0.92 0.53 0.94 0.94 0.94 0.58 0.82 0.65 0.68 0.56
T̄ 0.85 0.86 0.86 0.60 0.88 0.89 0.88 0.64 0.74 0.64 0.65 0.62

σT 0.23 0.26 0.24 0.82 0.28 0.32 0.30 0.79 0.39 0.59 0.57 0.76
CVT 0.09 0.16 0.12 0.83 0.11 0.18 0.14 0.79 0.37 0.61 0.59 0.75
λvar 0.20 0.20 0.20 0.72 0.22 0.22 0.22 0.69 0.40 0.59 0.57 0.76

λskew 0.54 0.58 0.55 0.81 0.56 0.61 0.58 0.83 0.49 0.69 0.67 0.77
PT I 0.14 0.16 0.14 0.78 0.16 0.20 0.17 0.74 0.38 0.59 0.57 0.77
BT 0.36 0.40 0.38 0.83 0.40 0.44 0.42 0.82 0.41 0.61 0.60 0.77

BT I 0.24 0.29 0.26 0.85 0.27 0.33 0.30 0.83 0.36 0.63 0.61 0.79
MI 0.11 0.17 0.14 0.82 0.15 0.21 0.18 0.78 0.35 0.60 0.58 0.77
IF 0.49 0.47 0.48 0.65 0.48 0.46 0.47 0.63 0.54 0.65 0.64 0.74

FC 0.21 0.18 0.20 0.68 0.21 0.19 0.20 0.64 0.41 0.58 0.56 0.75
LVA 0.84 0.86 0.85 0.69 0.84 0.85 0.84 0.70 0.81 0.69 0.71 0.59
LT D 0.61 0.57 0.59 0.46 0.61 0.56 0.59 0.41 0.74 0.51 0.53 0.51
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TABLEAU B.3 – Corrélation des indicateurs donnés par le δ -MRD avec les métriques de fiabilité
classiques (données Lyon)

Modèle TT Modèle TDF Modèle TD
δ1 δ2 θ ρ δ1 δ2 θ ρ δ1 δ2 θ ρ

q -0.00 -0.05 -0.02 -0.56 -0.45 -0.56 -0.54 -0.63 0.18 -0.22 -0.20 -0.54
v̄ -0.43 -0.44 -0.44 0.37 0.39 0.45 0.44 0.54 -0.54 -0.20 -0.23 0.13

T50 0.28 0.32 0.30 -0.06 -0.15 -0.15 -0.15 -0.17 0.32 0.25 0.26 0.07
T̄ 0.32 0.35 0.34 -0.10 -0.14 -0.16 -0.16 -0.20 0.35 0.25 0.26 0.05

σT 0.67 0.70 0.69 -0.17 0.07 -0.05 -0.01 -0.19 0.52 0.30 0.32 0.05
CVT 0.93 0.90 0.92 -0.34 0.45 0.17 0.25 -0.19 0.71 0.33 0.36 0.06
λvar 0.93 0.88 0.92 -0.33 0.41 0.13 0.21 -0.20 0.70 0.27 0.31 -0.01

λskew 0.54 0.41 0.49 -0.69 -0.08 -0.36 -0.29 -0.59 0.53 -0.02 0.02 -0.38
PT I 0.97 0.95 0.97 -0.30 0.41 0.15 0.22 -0.17 0.68 0.28 0.31 0.01
BT 0.70 0.69 0.70 -0.30 0.06 -0.10 -0.06 -0.28 0.57 0.26 0.29 -0.03

BT I 0.86 0.75 0.82 -0.58 0.24 -0.08 0.01 -0.40 0.68 0.15 0.20 -0.19
MI 0.90 0.84 0.88 -0.50 0.32 0.02 0.10 -0.35 0.74 0.25 0.29 -0.09
IF 0.34 0.34 0.34 -0.40 -0.04 -0.22 -0.18 -0.49 0.45 0.07 0.09 -0.25

FC 0.84 0.89 0.86 -0.19 0.23 0.03 0.08 -0.16 0.52 0.21 0.23 -0.02
LVA -0.67 -0.68 -0.67 0.14 -0.10 0.03 -0.01 0.14 -0.44 -0.24 -0.26 -0.03
LT D 0.37 0.45 0.41 0.04 -0.01 -0.03 -0.03 -0.06 0.26 0.21 0.22 0.07

TABLEAU B.4 – Similarité des rangs des indicateurs donnés par le δ -MRD avec les métriques de
fiabilité classiques (données Lyon)

Modèle TT Modèle TDF Modèle TD
δ1 δ2 θ ρ δ1 δ2 θ ρ δ1 δ2 θ ρ

q 0.78 0.80 0.79 0.92 0.87 0.90 0.90 0.91 0.62 0.82 0.81 0.91
v̄ 0.65 0.63 0.64 0.42 0.34 0.32 0.33 0.33 0.79 0.65 0.66 0.54

T50 0.59 0.61 0.60 0.81 0.87 0.88 0.88 0.88 0.50 0.62 0.61 0.72
T̄ 0.62 0.64 0.63 0.88 0.90 0.93 0.92 0.93 0.49 0.67 0.65 0.78

σT 0.18 0.22 0.20 0.71 0.58 0.65 0.63 0.72 0.42 0.47 0.46 0.62
CVT 0.05 0.10 0.07 0.64 0.46 0.53 0.51 0.63 0.46 0.45 0.45 0.58
λvar 0.20 0.22 0.21 0.67 0.49 0.56 0.54 0.66 0.45 0.50 0.49 0.63

λskew 0.68 0.71 0.69 0.94 0.87 0.91 0.90 0.93 0.55 0.74 0.73 0.86
PT I 0.18 0.20 0.19 0.65 0.45 0.52 0.50 0.63 0.46 0.48 0.48 0.60
BT 0.48 0.51 0.50 0.90 0.76 0.82 0.81 0.88 0.45 0.63 0.61 0.79

BT I 0.46 0.50 0.48 0.89 0.72 0.79 0.77 0.86 0.46 0.63 0.61 0.79
MI 0.29 0.33 0.31 0.80 0.60 0.68 0.66 0.77 0.43 0.54 0.53 0.70
IF 0.50 0.52 0.51 0.86 0.75 0.81 0.79 0.87 0.48 0.64 0.62 0.79

FC 0.61 0.62 0.62 0.70 0.66 0.68 0.67 0.70 0.61 0.63 0.62 0.66
LVA 0.68 0.68 0.68 0.67 0.66 0.67 0.67 0.66 0.67 0.66 0.66 0.66
LT D 0.66 0.66 0.66 0.68 0.67 0.67 0.67 0.68 0.65 0.65 0.65 0.65
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Annexe C
Cercles de corrélation des analyses en
composantes principales

Les figures C.1 et C.2 résument les informations produites par les ACP effectuées res-
pectivement pour les jeux de données de Portland et de Lyon. Les tendances identifiées dans
la section 2.3 peuvent être aisément reconnues dans ces cercles de corrélations.

Pour le jeu de données de Portland, on note ainsi que les indicateurs produits par le δ -
MRD selon les modèles T T et T D sont corrélés essentiellement au facteur 1 de l’ACP, à
l’exception des valeurs d’angle θ , qui sont associées aux facteurs 2 et 4. En ce qui concerne
les indicateurs issus du δ -MRD et du modèle T DF , δ2 et ρ sont absorbées en grande partie
dans les facteurs 3 et 4. Il est possible de retrouver la similarité des premières citées avec les
métriques usuelles telles que l’écart-type, le coefficient de variation, λvar, le Planning Time
Index ou encore le Misery Index, qui sont corrélées principalement avec le facteur 1.

Pour ce qui est des données de Lyon, les différents modèles de temps de parcours pro-
posent des indicateurs tirés du δ -MRD ayant des comportements très distincts : ceux issus
du modèle T T sont ainsi surtout corrélés avec le facteur 1, constatation qui est transposable
également avec le modèle T DF et le facteur 2, ou encore avec le modèle T D et le facteur
4. Dans ce second jeu de données, les métriques usuelles sont une nouvelle fois proches des
indicateurs issus du modèle T T , dénotant par là la capacité de ces derniers à représenter la
variabilité des temps de parcours.
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FIGURE C.1 – Cercles de corrélation de l’ACP (Portland), pour chaque couple de facteurs : en rouge,
vert et bleu, les métriques du δ -MRD correspondant respectivent aux modèles T T , T D et T DF , en
gris, les indicateurs usuels
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FIGURE C.2 – Cercles de corrélation de l’ACP (Lyon), pour chaque couple de facteurs : en rouge,
vert et bleu, les métriques du δ -MRD correspondant respectivent aux modèles T T , T D et T DF , en
gris, les indicateurs usuels
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Annexe D
Illustration d’une politique de routage

Une politique de routage décrit la stratégie de choix d’itinéraire optimale entre une ori-
gine O et une destination D, compte tenu de temps de parcours distribués selon des lois
de probabilité. Telles que présentées dans le chapitre 4, elles sont représentées par un en-
semble de chemins c∗ qui constituent les meilleurs choix pour au moins un budget-temps.
Un exemple est proposé dans la figure D.1 : une politique de routage décrivant la stratégie
optimale entre les nœuds N2 etN18 au sein du réseau de Sioux Falls y est décomposée.

On note que cette politique est composée de trois chemins optimaux, qui sont les sé-
quences P1 = N2→ N3→ N10→ N13→ N14→ N18 en rouge, P2 = N2→ N3→ N4→
N8→ N9→ N16→ N18 en bleu et P3 = N2→ N3→ N4→ N5→ N7→ N15→ N16→
N18 en vert.

En examinant les fonctions de répartition associées à ces trois séquences de nœuds, il est
possible de retrouver la frontière de Pareto de la politique de routage, donnée par l’enveloppe
supérieure de l’ensemble des courbes. Dans le détail, il apparaît que le chemin P3 est le
meilleur chemin pour des budgets compris entre 1260 et 1380 unités de temps, le chemin P1
est le meilleur pour des budgets compris entre 1380 et 1500 unités de temps, et le chemin
P2 est optimal pour les budgets supérieurs. Un usager qui veut effectuer ce parcours n’aura
aucune chance d’arriver à destination en moins de 1260 unités de temps. Concrètement, ces
différents chemins permettent de maximiser la probabilité d’être à l’heure, pour chacun des
budgets-temps sus-mentionnés.

Il est aussi possible d’inverser la perspective, et de considérer des probabilités d’être à
l’heure en guise d’entrée, pour les usagers. Ainsi, le choix le plus risqué consiste à sélec-
tionner le chemin P3, qui permet une minimisation du budget nécessaire en acceptant une
probabilité d’être à l’heure inférieure à 18.1%. Pour les usagers légèrement moins adeptes
du risque, le chemin P1 permet de minimiser le budget nécessaire au parcours, avec des pro-
babilités d’être à l’heure comprise entre 18.1% et 55.8%. Pour la catégorie d’usagers la plus
averse au risque, i.e. celle qui désire parvenir à destination dans la limite de son budget dans
au moins 55.8% des cas, le chemin P2 est le plus indiqué.
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FIGURE D.1 – Exemple de politique de routage, réseau de Sioux Falls, Tmax = 60, ∆t = 60 : (a)
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Annexe E
Analyse des plus courts chemins
stochastiques au regard de la loi de
probabilité utilisée

Les figures E.1 à E.9 proposent la description complète des résultats mis en avant au
sein du chapitre 4. Dans cet ensemble de figures, l’aperçu donné dans la section 4.3 est
confirmé : le facteur le plus important à propos de la convergence des chemins identifiés
dans les graphes stochastiques est d’abord la taille du graphe, avec une nuance importante
donnée par la comparaison entre les graphes G20 et CS, ce dernier étant plus propice à
l’identification de chemins différents.

La précision de la discrétisation est également mise en valeur : les configurations corres-
pondant aux niveaux de précision faibles amènent à l’identification de plus courts chemins
stochastiques différents en fonction des modèles.

Enfin, la relative stabilité observée vis-à-vis de la probabilité d’être à l’heure est confir-
mée par l’ensemble de ces graphiques.
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FIGURE E.1 – Proportions des situations pour le premier indicateur (distance OD faible)



XV

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

H=60 H=120 H=600

(a) G=SF ; D=C50 ; Q=C10
P

ro
po

rt
io

n 
(%

)

0
20

40
60

80
10

0

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

H=60 H=120 H=600

(b) G=SF ; D=C50 ; Q=C50

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

H=60 H=120 H=600

(c) G=SF ; D=C50 ; Q=C90

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(d) G=G10 ; D=C50 ; Q=C10

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(e) G=G10 ; D=C50 ; Q=C50
P

ro
po

rt
io

n 
(%

)

0
20

40
60

80
10

0
(f) G=G10 ; D=C50 ; Q=C90

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(g) G=G20 ; D=C50 ; Q=C10

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(h) G=G20 ; D=C50 ; Q=C50

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(i) G=G20 ; D=C50 ; Q=C90

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(j) G=CS ; D=C50 ; Q=C10

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(k) G=CS ; D=C50 ; Q=C50

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(l) G=CS ; D=C50 ; Q=C90

FIGURE E.2 – Proportions des situations pour le premier indicateur (distance OD moyenne)
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FIGURE E.3 – Proportion des situations pour le premier indicateur (distance OD élevée)



XVII

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

H=60 H=120 H=600

Det.vs.N
Det.vs.LN
Det.vs.G

(a) G=SF ; D=C10 ; Q=C10

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

H=60 H=120 H=600

(b) G=SF ; D=C10 ; Q=C50

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

V
=f

ai

V
=m

oy

V
=h

au

H=60 H=120 H=600

(c) G=SF ; D=C10 ; Q=C90

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(d) G=G10 ; D=C10 ; Q=C10

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(e) G=G10 ; D=C10 ; Q=C50
P

ro
po

rt
io

n 
(%

)

0
20

40
60

80
10

0
(f) G=G10 ; D=C10 ; Q=C90

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(g) G=G20 ; D=C10 ; Q=C10

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(h) G=G20 ; D=C10 ; Q=C10

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(i) G=G20 ; D=C10 ; Q=C90

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(j) G=CS ; D=C10 ; Q=C10

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(k) G=CS ; D=C10 ; Q=C50

P
ro

po
rt

io
n 

(%
)

0
20

40
60

80
10

0

(l) G=CS ; D=C10 ; Q=C90

FIGURE E.4 – Proportions des chemins équivalents entre cas déterministe et cas stochastiques (dis-
tance OD faible)
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FIGURE E.5 – Proportions des chemins équivalents entre cas déterministe et cas stochastiques (dis-
tance OD moyenne)
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FIGURE E.6 – Proportions des chemins équivalents entre cas déterministe et cas stochastiques (dis-
tance OD élevée)
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FIGURE E.7 – Proportions d’arcs en commun pour chaque binôme de modèles (distance OD faible)
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FIGURE E.8 – Proportions d’arcs en commun pour chaque binôme de modèles (distance OD
moyenne)
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FIGURE E.9 – Proportions d’arcs en commun pour chaque binôme de modèles (distance OD élevée)



Annexe F
Stabilité des hiérarchies de nœuds

Une question émerge de l’analyse de sensibilité réalisée dans le chapitre 6 : la hiérar-
chie de nœuds est-elle stable, ou évolue-t-elle radicalement selon les paramètres en entrée
et/ou les temps de parcours observés sur les arcs du graphe ? Cette interrogation pourrait
constituer une question de recherche en soi, notamment si l’on considère des temps de par-
cours dynamiques et une hiérarchie de nœuds adaptée en temps réel. Relancer la routine
de pré-traitement en continu donnerait probablement des résultats différents en termes de
hiérarchie, la question étant de déterminer l’ampleur de ces différences (une autre question
implicite étant : le choix de conserver la même hiérarchie de nœuds malgré l’évolution des
temps de parcours est-il acceptable ?). L’analyse conduite précédemment permet de poser
quelques jalons intéressants autour de ces questions.

En admettant l’hypothèse selon laquelle des paramétrisations voisines engendrent des
temps de pré-traitement et de requêtage proches, il est possible de comparer toutes les hié-
rarchies de nœuds deux à deux au regard du temps de calcul total qui accompagne leur
conception. Pour effectuer la comparaison, le score de rang évoqué dans la partie 2.3 est
réutilisé. Cet indicateur exprime une normalisation de la somme des distances entre les rangs
des éléments de deux vecteurs. Les vecteurs sont jugés proches lorsque la métrique tend vers
0, et éloignés si elle tend vers 1. En particulier, la figure F.1 illustre une comparaison entre
quatre hiérarchies-type et le reste des situations, pour le graphe CSdyn et un calcul tel que
ceux réalisés dans la sous-section 6.3.2 (pré-traitement et résolution de 10000 requêtes) :
les hiérarchies-types sont la hiérarchie obtenue avec la configuration produisant le temps de
calcul minimal, celle qui donne au contraire le temps maximal, celle qui donne un temps
médian et enfin celle correspondant à un temps de calcul équivalent au neuvième décile.

Dans chacun des quatre cas, les scores de similarité des rangs varient entre 0.1 et 0.45,
ce qui correspond à des distances moyennes de 25 à 125 rangs environ pour chaque nœud
entre les couples de hiérarchies, pour un total de 546 nœuds. En outre, les hiérarchies se
rapprochant le plus de la hiérarchie dite de référence sont celles caractérisées par des temps
de calcul comparables (le score de rang minimal vaut environ 0.1 pour certaines d’entre elles,
alors qu’il peut aller au-delà de 0.4 dans le reste des situations).

À la vue de ces résultats, et sous l’hypothèse que des paramétrisations ressemblantes en-
gendrent des temps de calcul proches, la hiérarchie de nœuds apparaît d’autant plus stable
que les paramètres de configuration de l’algorithme n’évoluent pas. L’évaluation de la ma-
trice de score complète est une poursuite possible de ce travail, tout comme l’analyse de
l’évolution de la hiérarchie au regard de la dynamique des temps de parcours.
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FIGURE F.1 – Distributions des indicateurs de similarité des hiérarchies de nœuds pour des
hiérarchies-types correspondant aux configurations donnant les centiles (a) C0, (b) C50, (c) C90 et
(d) C100 des temps de total d’exécution de l’algorithme (instance CSdyn)
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Dans une première étape, nous nous intéressons à la modélisation statistique des temps de parcours et à la quan-
tification de leur variabilité. Nous proposons l’utilisation d’un système de lois développé dans le domaine de
l’hydrologie, la famille des lois de Halphen. Ces lois présentent les caractéristiques typiques des distributions
de temps de parcours, elles vérifient par ailleurs la propriété de fermeture par l’addition sous certaines hypo-
thèses afférentes à leurs paramètres. En exploitant les ratios de moments associés aux définitions de ces lois de
probabilité, nous mettons également au point de nouveaux indicateurs de fiabilité, que nous confrontons avec
la palette d’indicateurs classiquement utilisés. Cette approche holistique de la variabilité des temps de parcours
nous semble ainsi ouvrir de nouvelles perspectives quant au niveau de détail de l’information, notamment à
destination des gestionnaires de réseaux.
Par la suite, nous étendons le cadre d’analyse aux réseaux, en utilisant les résultats obtenus à l’étape précédente.
Différentes lois de probabilité sont ainsi testées dans le cadre de la recherche du plus court chemin stochastique.
Cette première étude nous permet de dresser un panorama des chemins identifiés en fonction du choix de
modélisation. S’il est montré que le choix du modèle est important, il s’agit surtout d’affirmer que le cadre
stochastique est pertinent. Ensuite, nous soulevons la relative inefficacité des algorithmes de recherche du plus
court chemin stochastique, ceux-ci nécessitant des temps de calcul incompatibles avec un passage à l’échelle
industrielle. Pour pallier cette difficulté, un nouvel algorithme mettant en œuvre une technique d’accélération
tirée du cadre déterministe est développé dans la dernière partie de la thèse. Les résultats obtenus soulignent la
pertinence de l’intégration de modèles stochastiques au sein des calculateurs d’itinéraires.
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