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Introduction

Nées de l'effondrement gravitationnel d’étoiles massives sous forme d’explosion de
supernova, les étoiles a neutrons comptent parmi les astres les plus compacts de I’'Univers
(chapitre 1). Avec une masse de 'ordre de celle du Soleil, pour un rayon d’une dizaine de
kilométres seulement, ce sont également des objets extrémement denses. Ainsi, leur masse
volumique centrale, de Pordre de 10'® g.cm™3, dépasse largement celles mesurées dans les
noyaux étudiés en laboratoire. En outre, des calculs microscopiques détaillés montrent
que ces astres sont susceptibles d’héberger un superfluide de neutrons, a condition que
leur température interne soit inférieure & une température critique de I'ordre de 10% —
101 K. La superfluidité, caractérisée par un écoulement sans résistance, est l'une des
manifestations macroscopiques les plus spectaculaires de la mécanique quantique. Bien
que les étoiles & neutrons naissent avec des températures trés élevées (~ 101 K), les
processus de refroidissement par émission de neutrinos sont suffisamment efficaces pour
que la température critique soit atteinte au bout de seulement quelques mois ou années.
Ces étoiles contiennent alors de la matiére superfluide dans leur coeur et leur écorce. Ce
scénario a par ailleurs été récemment conforté par ’observation du refroidissement rapide
de la jeune étoile & neutrons présente dans le reste de la supernova Cassiopée A. Les
étoiles a neutrons constituent ainsi des objets d’étude uniques, permettant non seulement
de tester la relativité générale en champ fort, mais également de sonder les propriétés de
la matiére dans des conditions extrémes, inaccessibles en laboratoire.

La plupart des étoiles & neutrons connues a ce jour ont été découvertes sous la forme de
pulsars, c’est-a-dire de sources compactes de signaux radio pulsant a la période de rotation
de Vastre (chapitre 2). Ce phénoméne est trés intéressant car il permet de mesurer de
maniére extrémement précise ’évolution temporelle de la vitesse de rotation des étoiles
a neutrons. On observe en général que les pulsars ralentissent lentement, du fait de la
perte d’énergie associée & I’émission d’ondes électromagnétiques. Toutefois, il arrive que
certains pulsars accélérent soudainement, avant de retourner dans leur état initial. Ces
« soubresauts », appelés glitches, sont les manifestations les plus convaincantes de la
présence de matiére superfluide dans les étoiles & neutrons, notamment en raison des
temps de relaxation trés longs qui ne peuvent étre expliqués autrement. Les glitches eux-
mémes sont couramment interprétés comme de brusques transferts de moment cinétique
entre le superfluide de neutrons et le reste de 1’étoile, rendus possibles par un mouvement
rapide de tourbillons superfluides & grande échelle (chapitre 3). L’étude de ces petites
irrégularités pourrait apporter de nouvelles contraintes trés importantes sur l'intérieur
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des étoiles a neutrons, a condition de disposer d’'un modéle de glitch réaliste. Le travail
présenté ici constitue une nouvelle étape dans cette direction.

La seconde partie de ce manuscrit porte sur le développement d’un modéle numérique
d’étoiles a neutrons superfluides en rotation, dans le cadre de la relativité générale, basé
sur le formalisme variationnel de B. Carter et ses collaborateurs (chapitre 4). En parti-
culier, nous calculons différentes configurations stationnaires et axisymétriques d’étoiles
a neutrons composées de deux fluides, & savoir un superfluide de neutrons et un fluide de
particules chargées (protons et électrons), tournant & des vitesses de rotation différentes
autour d’'un méme axe. L’utilisation de méthode spectrales, en lien avec la bibliothéque
LORENE, permet d’atteindre une précision numeérique trés élevée. Pour la premiére fois,
ces configurations reposent sur une description réaliste de I'intérieur des étoiles a neutrons,
faisant appel a différentes équations d’état calculées a partir de modéles microscopiques
et tenant compte des effets d’entrainement mutuel entre les fluides (chapitre 5). Ces
calculs sont importants pour étudier les propriétés stationnaires des étoiles a neutrons
superfluides, mais ils peuvent également fournir des données initiales dans le cadre de si-
mulations dynamiques d’oscillations d’étoiles a neutrons ou d’effondrement gravitationnel
en trous noirs.

Ces configurations sont ensuite utilisées pour construire un modéle numérique global
de glitch, en relativité générale. Pour cela, nous déterminons ’évolution temporelle de la
vitesse de rotation de chaque fluide, suite au transfert de moment cinétique se déroulant
lors de la phase de montée du glitch. Durant cette phase, la dynamique de I’étoile est
gouvernée par une force de friction mutuelle, liée & 'interaction des tourbillons superfluides
avec les fluides environnants. La relativité générale modifie non seulement la structure de
I’étoile, mais elle conduit aussi a I'apparition d’un nouveau couplage entre les fluides,
da aux effets d’entrainement des référentiels inertiels (chapitre 6). Nous montrons ainsi
que l'impact de la relativité générale sur le temps caractéristique de montée du glitch
est important. Par exemple, les erreurs liées & I'utilisation de la mécanique newtonienne
peuvent atteindre 40% d’aprés les modeéles considérés. De plus, nous étudions en détails
Iinfluence de différents paramétres, tels que la masse de 1’étoile ou sa composition, sur
le temps de montée (chapitre 7). En comparant ces valeurs théoriques aux observations
du célébre pulsar de Vela, nous déduisons une premiére contrainte sur I'amplitude de la
force de friction mutuelle. Les observations de glitches qui seront réalisées par la nouvelle
génération de radiotélescopes (tels que FAST, LOFAR ou SKA), plus précises, permettront
par la suite d’obtenir des informations essentielles sur 'intérieur des étoiles a neutrons.

Les études précédentes ayant mis en évidence la nécessité d’une description précise de
la force de friction mutuelle, nous établissons enfin ’expression de cette force dans le cas
ol les tourbillons superfluides sont ancrés aux tubes de flux magnétiques présents dans
le cceur des étoiles a neutrons (chapitre 8). Les deux fluides sont alors couplés sur un
temps qui dépend fortement du nombre de tubes de flux ancrés a chaque tourbillon. Une
évolution de ce nombre au cours du glitch permet alors de rendre compte des échelles de
temps trés différentes associées aux phases de montée et de relaxation. Différentes études
récentes ayant montré que le superfluide de neutrons dans I’écorce des étoiles a neutrons
n’est pas suffisant pour expliquer certains glitches, tels que ceux du pulsar de Vela, nos
résultats confirment que le superfluide dans le coeur pourrait effectivement prendre part
a ces événements.



Premiére partie

Superfluidité dans les étoiles a neutrons
et glitches des pulsars
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Etoiles a neutrons
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Le concept d’étoiles a neutrons voit le jour au cours des années 1930 ( ,
: , ), peu de temps aprés la découverte du neutron ( , ). Les
premiers calculs de structure d’un tel astre sont réalisés dés 1939, dans le cadre de la
relativité générale ( , : , ). Cependant, il apparait
rapidement que les étoiles & neutrons ont un rayon trés petit (de 'ordre de la dizaine de
kilométres) et, par conséquent, leur émission thermique semble beaucoup trop faible pour
avoir un jour l'espoir de les détecter. Les étoiles a neutrons restent alors, et ce pendant
des années, un sujet de recherche réservé aux seuls théoriciens.

C’est en 1967 qu’un véritable tournant a lieu dans I’étude des étoiles a neutrons.
Cette année-la, J. Bell et A. Hewish, qui travaillent sur le phénoméne de scintillation
interstellaire, découvrent le premier pulsar' radio : une source radio périodique, de période
extrémement courte (de ordre de la seconde) et d’une trés grande stabilité. Ces signaux
sont tellement extraordinaires que les découvreurs prennent le temps de valider leurs
observations et attendent ’année suivante pour publier ( , ). Par la suite,
les pulsars sont identifiés comme des étoiles a neutrons magnétisées en rotation ( ;

, ). Gréace au phénoméne de pulsar, les étoiles a neutrons passent alors rapidement
du statut de curiosités théoriques (sujettes a de nombreuses spéculations) a celui d’objets
astrophysiques observables. Depuis lors, plus de 2500 pulsars ont été détectés dans notre
galaxie (voir la base de données ATNF ?; ( )). En outre, 1’émission

1. Il s’agit de la contraction de pulsating star (étoile pulsante).
2. http://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat.
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thermique d’une dizaine d’étoiles a neutrons proches a pu étre observée (voir e.g.

(2007)).

1.1 Observables

L’étude précise des différents signaux émis par les étoiles a neutrons donne accés a
plusieurs grandeurs qui leur sont caractéristiques, telles que la masse, le rayon ou encore
la vitesse de rotation. Nous présentons ici un bref apercu des méthodes actuellement
employées pour déterminer ces observables. De plus amples détails sont donnés dans

( )s ( ), ( ) ou encore
(2017).

1.1.1 Masse

L’observation du rayonnement thermique d’une naine blanche (et des raies atmosphé-
riques associées) est une source d’information cruciale, car elle nous renseigne sur sa
température de surface, son rayon, sa gravité de surface et éventuellement sur sa masse.
Dans le cas des étoiles & neutrons cependant, la surface beaucoup plus petite rend de telles
mesures trés difficiles. Ainsi, les méthodes actuelles pour déterminer la masse des étoiles
a neutrons sont basées sur l'utilisation de systémes binaires, qui ne représentent qu’une
faible proportion des étoiles a neutrons détectées (de 'ordre de 5%).

Ces méthodes reposent sur le fait que la période de rotation d’un pulsar dans un
systéme binaire est modulée (par effet Doppler) par la période orbitale du systéme. La
précision avec laquelle on mesure cette modulation (via l'analyse des temps d’arrivée
des pulses) est telle qu'il est possible de déterminer avec une trés grande précision cing
paramétres képlériens, parmi lesquels la période orbitale T' et la projection du demi-grand
axe de lorbite du pulsar sur la ligne de visée a,sini (o ¢ est 'angle d’inclinaison entre
la ligne de visée et la normale au plan de l'orbite). A partir de ces paramétres, il est
alors possible d’obtenir une premiére relation entre la masse du pulsar M, et celle de son
compagnon M., via la fonction de masse du pulsar f, :

(M, sini)® _ 47% (a, sin i)’

(M, +M.)? G 717

fr = , (1.1)

ol G est la constante gravitationnelle. Notons que la gravité newtonienne ne fournit qu’une
combinaison des masses M, et M, et de 'angle d’inclinaison . Pour déterminer M,, il est
donc indispensable de disposer de relations supplémentaires.

Pulsars radio. Les corrections relativistes a la description du mouvement orbital du
systéme binaire sont représentées par différents paramétres post-képlériens caractérisant :
Iavance du périastre de 'orbite, ’effet combiné des variations du décalage Doppler trans-
verse et du décalage gravitationnel associées & une orbite elliptique, la diminution de la
période orbitale causée par ’émission d’ondes gravitationnelles ainsi que le phénoméne de
retard de la lumiére, ou effet Shapiro, 1ié a la propagation des signaux émis par le pulsar
dans le champ gravitationnel de son compagnon (voir Fig. 1.1). A partir de la connaissance
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FIGURE 1.1 — Mesure de Dl’effet Shapiro associé au pulsar PSR J1614—2230.
Le profil théorique du retard de la lumiére en fonction de la phase orbitale (trait noir)
est ajusté aux valeurs observées (points rouges). Différentes configurations du systéme
binaire sont schématisées : les points rouges et bleus symbolisent respectivement 1’étoile
a neutrons et son compagnon (une naine blanche, ici) et le faisceau jaune représente le
signal émis par le pulsar dans la direction de la Terre. Le pic a 0,25 tour correspond
au retard maximal dans les temps d’arrivée des pulses, lié au passage du compagnon a
proximité de la ligne Terre-pulsar. Figure tirée de ( ).

des paramétres képlériens et de deux paramétres post-képlériens ', on peut alors détermi-
ner les masses M, et M. séparément. Cette méthode permet d’atteindre une précision de
mesure trés élevée : les masses des deux étoiles a neutrons formant le systéme binaire ?
PSR B1913+16 ont ainsi été mesurées a 1,4398 + 0,0002 Mg et 1,3886 4+ 0,0002 M
( , 2010).

Il faut toutefois noter que la mesure des paramétres post-képlériens n’est possible
que dans de trés rares cas, lorsque le systéme binaire est suffisamment serré, s’il est
constitué d’orbites assez excentriques ou s’il est approximativement observé par la tranche
(1 ~ 90°). Ainsi, pour I'immense majorité des systémes binaires observés, I’étude des temps
d’arrivée ne donne accés qu’a la fonction de masse f,. Néanmoins, si le compagnon est
une naine blanche ou une étoile de la séquence principale, il est parfois possible d’obtenir
des relations supplémentaires entre M, et M, en étudiant le flux émis par le compagnon
par spectroscopie optique. Cela conduit, en général, a des incertitudes de mesure plus
importantes qu’en utilisant la méthode précédente.

Binaires X. Une binaire X est composée d’une étoile & neutrons (ou éventuellement
d’un trou noir) qui accréte de la matiére depuis une étoile compagnon. Ces sources sont
brillantes dans le domaine des rayons X a cause du processus d’accrétion. On distingue les
binaires X de forte masse (High-Mass X-ray Binaries ou HMXBs) pour lesquelles M, < M.

1. Les paramétres post-képlériens supplémentaires permettent de tester la relativité générale, voir
( ), par exemple.
2. Les pulsars sont référencés par 'acronyme PSR, pour Pulsating Source of Radio, suivi d’une lettre
qui désigne I’équinoxe (B pour celui de 1950 et J pour celui de 2000) et enfin l’ascension droite et la
déclinaison du pulsar.
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et les binaires X de faible masse (Low-Mass X-ray Binaries ou LMXBs) correspondant
a M, > M.. Dans le cas des binaires X de forte masse, le compagnon est en général une
étoile massive de type O ou B. L’étude des émissions radio, optique et X de ces systémes
fournit les fonctions de masse du pulsar et de son compagnon, f, et f.. Il n’est donc
pas nécessaire de recourir aux effets relativistes, qui sont trés faibles compte tenu de la
distance entre les deux étoiles. Par ailleurs, les HMXBs sont fréquemment des systémes a
éclipse, a cause de la taille du compagnon. L’absence ou la présence d’éclipse apporte une
contrainte supplémentaire sur l'inclinaison 7, ce qui permet alors d’estimer la masse du
pulsar. Les binaires X de faible masse présentent, quant a elles, beaucoup de variabilité
dans leur émission, que I'on observe sous la forme de sursauts X ou d’oscillations quasi-
périodiques. L’étude spectrale de ces sursauts X peut fournir une estimation simultanée
de la masse et du rayon du pulsar (voir section 1.1.2). Il faut toutefois noter que les
mesures de masses effectuées sur des binaires X conduisent, en général, & des erreurs sur
la détermination de la masse de I’étoile & neutrons supérieures a 20%.

La détermination des masses des étoiles & neutrons appartenant a différents systémes
binaires est résumée sur la figure 1.2. Les masses s’étendent entre ~ 1 My et ~ 2 Mg,
avec une moyenne pondérée par les erreurs (traits tiretés) se situant autour de 1,4 M.

Jusqu’a présent, les deux étoiles & neutrons les plus massives que I'on a observées
font partie de systémes binaires avec un compagnon naine blanche. Pour le systéme
PSR J1614—2230, la masse du pulsar a été évaluée a 1,928 £ 0,017 Mg, ( ,

), par mesure de retard Shapiro (voir Fig. 1.1 et ( )). Dans le
second cas, la détermination de f, couplée & un modéle de structure de naine blanche
a conduit & une masse de 2,01 4+ 0,04 M, pour I'étoile a neutrons présente dans PSR
J0348+-0432 ( , ). Nous verrons dans la section 1.4 que ces mesures
apportent des contraintes trés importantes sur la composition interne des étoiles & neu-
trons. Il faut noter qu’on dispose également d’indications d’étoiles & neutrons encore plus
massives, notamment dans des binaires X (voir Fig. 1.2), mais les incertitudes liées a ces
mesures de masse demeurent trés importantes.

D’un autre coté, les observations d’étoiles a neutrons de faible masse peuvent également
nous renseigner sur le mécanisme responsable de leur formation (voir section 1.2.1). Les
modéles actuels d’effondrement prédisent que les étoiles & neutrons nouvellement formées
ont une masse minimum de I'ordre de 0,9 — 1,2 Mg (voir par exemple
( )). La masse de ces astres peut augmenter par la suite, par retombée de matiére apreés
I’explosion de supernova ou par accrétion depuis une étoile compagnon, mais elle ne peut
décroitre, sauf lors d’événements catastrophiques tels que la fusion d’étoiles a neutrons.
Les mesures actuelles semblent en accord avec ces modéles : une étoile & neutrons de
masse 1,230 £ 0,007 My a été récemment observée ( , ) et une autre
de masse plus faible (1,174 £0,004 Mg) pourrait également avoir été détectée (

, 2015).

1.1.2 Rayon

Contrairement aux mesures de masse, on ne dispose pour le moment que d’estimations
peu précises du rayon d’une étoile a neutrons. Plusieurs phénoménes physiques observés
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FIGURE 1.2 — Compilation des masses d’étoiles 4 neutrons observées dans dif-
férents systémes binaires. Le cadre vert recense les mesures effectuées sur des bi-
naires X. Les autres mesures sont classées selon le type du compagnon (étoile a neutrons,
naine blanche ou étoile de la séquence principale). Les masses sont données en unité de
masse solaire M, et les barres d’erreur correspondent a une incertitude de 1-o. Source
et références disponibles sur https://stellarcollapse.org/nsmasses. Voir également

Lattimer (2012).
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sont cependant susceptibles d’apporter des contraintes sur le rayon ou sur une combinaison
entre le rayon et la masse. Parmi ces observations, on peut citer : I’émission thermique
(en rayons X) de surface des étoiles & neutrons isolées ou appartenant a des binaires X de
faible masse en phase de quiescence (¢LMXBs), les sursauts X de type I et les oscillations
quasi-périodiques détectés dans des LMXBs, les profils des pulses émis par des pulsars X
ou encore les oscillations stellaires associées aux éruptions géantes (giant flares) détectées
dans des magnétars (des étoiles a neutrons avec un champ magnétique trés intense).
Jusqu’a présent, les deux premiéres méthodes ont été les plus couramment utilisées pour
estimer le rayon des étoiles a neutrons.

Emission thermique. Les mesures spectroscopiques du rayon d’une étoile  neutrons
sont basées sur la détermination du rayon apparent de la source a partir du flux recu
sous forme thermique, de la température effective de surface de 1'étoile (déduite de son
spectre) et de la distance de 'objet. Il faut ensuite relier ce rayon apparent au rayon de
I’étoile, car les étoiles & neutrons agissent comme des lentilles gravitationnelles pour leur
propre rayonnement. Cela introduit une correction dépendant de la masse de l'objet. La
détermination du rayon est compliquée par la rotation de I'étoile (dont la vitesse peut
étre trés élevée, voir section 1.1.3), la présence de rayonnement non-thermique (lié a la
magnétosphére de I'étoile ou a la présence d'un disque pour un systéme accrétant), le
champ magnétique stellaire (qui crée des anisotropies de température a sa surface) et le
fait que la distance de I’étoile est généralement trés mal connue.

Sursauts X de type I. Ils sont associés a des explosions thermonucléaires a la surface
de I’étoile & neutrons. La luminosité augmente rapidement (sur des temps de ordre de
la seconde) avant de décroitre pendant 10 a 100 s. Dans certains cas, la luminosité peut
dépasser la luminosité d’Eddington, pour laquelle la pression de radiation est suffisante
pour contrebalancer les forces gravitationnelles, et la photosphére de 1’étoile & neutrons
s’étend, ce qui a une signature observationnelle claire sous la forme d’une seconde augmen-
tation de la luminosité ( , ). A partir du rayon apparent (obtenu comme
précédemment), de la luminosité d’Eddington mesurée lors de la phase d’expansion de la
photosphére et de la distance de 'étoile, il est alors possible d’estimer sa masse et son
rayon.

La figure 1.3 regroupe quelques estimations récentes du rayon d’une étoile a neutrons de
1,4 My, obtenues sur divers systémes en utilisant les méthodes précédemment citées. Ces
méthodes faisant appel & de nombreuses hypothéses et grandeurs incertaines, les mesures
actuelles de rayons sont peu précises mais suggérent toutefois des valeurs de 'ordre de
~ 9 — 14 km. Les incertitudes demeurent encore trop grandes pour que l'observation des
rayons apporte des contraintes sur 'intérieur des étoiles & neutrons aussi fortes que celles
liées aux masses. Cependant, un véritable effort est actuellement réalisé pour améliorer
ces mesures. Par exemple, on estime que les futures observations en rayons X, réalisées
par les projets spatiaux NICER' ( , : , ) et
Athena+? ( , ), pourraient déterminer les rayons avec une incertitude
d’environ 5%, soit 500 m. De méme, la détection prochaine d’ondes gravitationnelles

1. https://www.nasa.gov/nicer.
2. http://www.the-athena-x-ray-observatory.eu/.
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FIGURE 1.3 - Compilation d’estimations récentes du rayon d’une étoile & neu-
trons de 1,4 M. Les estimations 'GO13’ ( ; ) et 'PN14 (

, ) ont été déduites a partir de 1’étude de sursauts X observés dans des LMXBs;;
'GR14" ( , ) provient de I’étude de I’émission thermique de surface
associée a différentes qLMXBs; 'SL13’ ( , ) combine les deux méthodes
précédentes; 'B13’ ( , ) a été déterminée a partir de la forme des pulses émis
par un pulsar milliseconde. Les barres d’erreur sont données a 2-o. Figure tirée de

(2015).

associées a la coalescence de deux étoiles & neutrons devrait améliorer les contraintes
actuelles sur les rayons de maniére significative.

1.1.3 Vitesse de rotation

Gréce au phénoméne de pulsar (voir chapitre 2), le paramétre physique d’une étoile a
neutrons que I'on peut mesurer avec la plus grande précision est sa vitesse de rotation 2.
Par exemple, la période de rotation (P = 27 /) du pulsar PSR J0437—4715 a été mesurée
(& un instant bien précis!) a

9,757451924362137 4= 0,000000000000002 ms, (1.2)

avec une incertitude extrémement faible ( , ). Actuellement, on a détecté
des fréquences de rotation (f = §2/(27)) comprises entre 0,085 Hz et 716 Hz, correspon-
dant & des périodes allant de 1,40 ms a 11,79 s (voir la base de données ATNF ;

( )). Les étoiles a neutrons sont donc des astres en rotation trés rapide : la fré-
quence de rotation de 716 Hz associée a un rayon de l'ordre de 12 km indique que la
vitesse de 1'étoile a sa surface, dans le plan équatorial, est de l'ordre de ¢/6, ou ¢ est la
vitesse de la lumiére dans le vide.

Il existe une vitesse de rotation maximale (i, appelée vitesse képlérienne, au-dela de
laquelle une étoile & neutrons est détruite car la force centrifuge a sa surface dépasse les
forces gravitationnelles. Comme la vitesse képlérienne dépend de la masse et du rayon de
I’étoile, la mesure de vitesses de rotation trés élevées pourrait également contraindre les

11
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modéles de structure d’étoiles a neutrons. Toutefois, la fréquence mesurée la plus élevée
jusqu’a présent, f ~ 716 Hz ( , ), reste insuffisante pour étre vraiment
contraignante ( , ). De plus, il faut remarquer que certains phénomeénes
complexes, tels que les processus d’accrétion ou ’émission d’ondes gravitationnelles, sont
susceptibles de limiter la vitesse de rotation maximale & des valeurs inférieures a la vitesse
képlérienne, i.e. Q. < Qk.

La précision du chronométrage des pulsars est telle qu’il est possible d’observer les trés
faibles variations de leur vitesse de rotation au cours du temps, a partir des mesures de
Q et parfois méme de Q (voir section 2.1.1 et annexe A). Ces observations apportent des
informations trés importantes sur les mécanismes d’émission se déroulant dans la magné-
tosphére des pulsars (voir section 2.2) et sur les processus physiques liés a I'intérieur des
étoiles & neutrons (voir sections 2.3 et 3.2). Notons par ailleurs que le chronométrage d’'un
réseau de pulsars ultra-stables est susceptible de rendre possible une détection d’ondes
gravitationnelles dans un domaine de fréquence situé autour du nanohertz (on parle de
Pulsar Timing Array, voir e.g. ( ))-

1.2 Formation

1.2.1 Supernova gravitationnelles

Le devenir des étoiles dépend principalement de leur masse. Si la masse initiale M
d’une étoile est supérieure a ~ 8 Mg, les réactions nucléaires vont se dérouler succes-
sivement jusqu’a I’apparition d’un cceur de fer (voir e.g. ( )). S’agissant du
noyau le plus stable, il n’est alors plus possible de produire de I’énergie par fusion dans
le coeur et nulle réaction nucléaire ne s’y produit. La masse du cceur de fer augmente
alors progressivement & cause des réactions du silicium a sa périphérie. Lorsque sa masse
atteint la masse de Chandrasekhar, de 1'ordre de 1,2 My, la pression de dégénérescence
des électrons n’est plus suffisante pour contrebalancer la gravité dans le coeur, et celui-ci
s’effondre, conduisant au phénoméne de supernova gravitationnelle (ou supernova de type
I, Ib ou Ic, selon leur classification spectrale).

L’effondrement du coeur dure environ 200 ms, pendant lesquelles 'enveloppe externe
n’a pas le temps de réagir. Au cours de cette contraction trés rapide, la densité de matiére
augmente considérablement et les noyaux sont de plus en plus rapprochés. Lorsque la
densité atteint la densité nucléaire (voir section 1.4), I'interaction forte entre les nucléons
devient violemment répulsive, ce qui conduit a 'apparition d’un terme de pression sup-
plémentaire. Pour certaines étoiles ', cette pression reste insuffisante pour arréter 1’effon-
drement du cceur et I’étoile devient un trou noir. En revanche, pour d’autres, la répulsion
par interaction forte permet de stopper 'effondrement et une étoile a neutrons se forme

1. Le(s) critére(s) conduisant a I’apparition d’un trou noir ou d’une étoile & neutrons reste(nt) encore
mal connu(s) a ’heure actuelle. On a longtemps cru que les étoiles de masse initiale intermédiaire (i.e.
comprise entre ~ 8 Mg et ~ 25—35 M) terminaient leur existence sous la forme d’une étoile & neutrons.
11 semble toutefois que la réalité soit plus complexe, et que d’autres paramétres (tels que la métallicité,
par exemple) pourraient également avoir un role important dans le devenir des étoiles massives (voir e.g.

(2012)).
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FIGURE 1.4 — Nébuleuse du Crabe. Reste d'une supernova observé dans le visible par
le télescope spatial Hubble. Crédits : NASA, ESA, J. Hester, A. Loll (ASU).

(voir section 1.2.2). La partie extérieure du cceur en effondrement va alors rebondir sur la
proto-étoile a neutrons, ce qui génére une onde de choc qui se propage vers I'extérieur.

On sait aujourd’hui que ’énergie du choc s’épuise avant d’avoir pu atteindre les parties
extérieures de 1'étoile, car elle est dissipée lors de réactions de photo-dissociation avec la
matiére traversée et par émission de neutrinos. On pense actuellement que le choc est
ensuite revitalisé et redémarre (on observe effectivement des explosions de supernove!)
grace un mécanisme complexe mélant transport de neutrinos, phénomeénes de convection
et éventuellement action du champ magnétique (voir, par exemple, les articles de revue :

( ) et ( )). Le choc atteint alors I’enveloppe externe qui entre

a son tour en expansion, formant ainsi un reste de supernova (voir Fig. 1.4).

L’association entre étoiles a neutrons et supernovee gravitationnelles, initialement sug-
gérée par ( ), a regu une confirmation éclatante par la découverte
en 1968 du pulsar du Crabe ( ; ) dans la nébuleuse du méme
nom, qui est un reste de supernova dont l'explosion a été observée sur Terre en 1054
(voir Fig. 1.4). Toutefois, si la détection d’antineutrinos associés a la supernova de 1987
(SN1987A) dans le grand nuage de Magellan a également confirmé la formation d'une
région trés chaude et trés dense lors de I'effondrement, aucun pulsar n’a été détecté dans
les restes de cette supernova ( , ). On peut invoquer différentes hypo-
théses pour expliquer cela : ’étoile & neutrons pourrait ne pas émettre comme un pulsar ;
la proto-étoile a neutrons pourrait avoir accrété suffisamment de matiére pour dépasser
sa masse maximale et se serait effondrée en trou noir; ou I'étoile & neutrons aurait été
éjectée au moment de I’explosion, en raison de I'asymétrie probable de celle-ci.
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1.2.2 Enrichissement en neutrons

Les raisons pour lesquelles une « étoile a neutrons » se forme au moment ou 'effon-
drement du cceur est stoppé sont les suivantes. Premiérement, & des densités de 1'ordre de
la densité nucléaire, les noyaux atomiques individuels ne peuvent survivre car la distance
typique entre particules est inférieure a la taille d’'un noyau lourd. Le milieu est alors
constitué grossiérement d’un mélange de protons, neutrons et électrons (voir section 1.5).
Ce mélange est le siége des réactions électro-faibles suivantes :

{ p+e —=n+r, capture électronique, (1.3)

n—p+e +1v, désintégration [,

ol v, et U, représentent respectivement un neutrino et un antineutrino électroniques.
On parle d’équilibre § lorsque ces réactions inverses se déroulent a la méme vitesse, ce
qu’on traduit par l'égalité p, = pp + fte OU fin, [y €t fte sont les potentiels chimiques
associés aux neutrons, protons et électrons (les potentiels chimiques des neutrinos et anti-
neutrinos sont considérés nuls car ceux-ci s’échappent du systéme, voir section 1.2.3). Lors
de leffondrement, I'augmentation subite de la densité va déplacer I'équilibre 3 vers un
mélange contenant une grande quantité de neutrons et une faible proportion de protons
et électrons, d’ou le terme d’« étoile & neutrons ».

Pour comprendre ce processus de neutronisation, considérons simplement un gaz par-
fait de neutrons, protons et électrons a température nulle (voir ( )
ou ( ), par exemple). Les effets thermiques et les interactions entre parti-
cules seront discutés respectivement dans les sections 1.2.3 et 1.4. En désignant par mx la
masse au repos d’une particule X, ou X € {n,p,e}, la réaction de désintégration (3 libére
une énergie Q = (m, —m, — me) ¢® ~ 0,78 MeV, sous forme d’énergie cinétique portée
par les produits de désintégration. A basse densité, les électrons n’ont pas suffisamment
d’énergie pour que la réaction inverse se produise : le milieu ne contient aucun neutron a
I'équilibre § (voir Fig. 1.5). La présence de neutrons n’est possible qu’au-dela d’une cer-
taine densité seuil pg, de ordre de 107 g.cm™®, pour laquelle les électrons ont une énergie
suffisante pour surmonter le déficit en énergie (). Au-dessus de ce seuil, la réaction de
capture électronique devient beaucoup plus fréquente que la réaction de désintégration (3
car, pour que cette derniére se réalise, il faut produire un électron au-dela de I’énergie de
Fermi Ef des électrons (principe d’exclusion de Pauli appliqué a un systéme de fermions)
qui est beaucoup plus élevée que celles des neutrons et des protons. A I’équilibre 3, le
mélange est donc fortement neutronisé : ainsi, pour des densités de 'ordre de 10* g.cm =3,
typiques du coeur des étoiles a neutrons, la proportion relative de neutrons est trés grande
(voir Fig. 1.5). La présence d’interactions va évidemment modifier les valeurs numériques
présentées sur cette figure, mais les conclusions restent inchangées.

11 faut également remarquer que, lorsque le potentiel chimique p, des électrons dépasse
la masse de repos des muons, de 'ordre de m,, ~ 105,7 MeV.c™2, des réactions chimiques
supplémentaires vont se produire dans le milieu, conduisant a ’apparition stable du muon.
De méme, pour des densités encore plus élevées, d’autres particules, telles que des pions,
kaons ou hypérons, sont susceptibles de coexister dans le milieu, bien qu’elles soient in-
stables dans le vide (voir section 1.5).
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FIGURE 1.5 — Gaz parfait constitué d’un mélange de neutrons, protons et élec-
trons a température nulle. Les fractions de neutrons (n,/n, ott n = ny, + ny, + ne) et
de protons/électrons (n,/n = ne/n), sont tracées en fonction de la masse volumique (in-
cluant I’énergie de masse et I’énergie interne) du milieu. Crédits : Frédéric Daigne, IAP;
UPMC.

1.2.3 Matiére froide

En fin d’effondrement, la région centrale a une température supérieure a 10 K et
est tellement dense qu’elle est opaque aux neutrinos. L’étoile a neutrons nouvellement
formée va alors se refroidir rapidement par émission thermique de neutrinos. Environ
50 s aprés sa naissance, alors que la température de 1'étoile est de Iordre de 10'° K,

celle-ci devient transparente aux neutrinos ( : ). L’étoile va alors
continuer de se refroidir progressivement. Pendant les ~ 10° premiéres années, c’est le
processus d’émission de neutrinos qui domine (voir e.g. ( )

( )). Ensuite, lorsque la température interne atteint ~ 107 K, I’émission de

photons devient plus efficace. L’évolution du profil de température a l'intérieur d’une
étoile & neutrons pendant les 10* ans suivant sa naissance est représentée sur la figure 1.6.
Pour une densité proche de la densité nucléaire (ng ~ 0,16 fm=3, voir chapitre 5), les
neutrons ont une énergie de Fermi Ep de ordre de 60 MeV ( ,
), en supposant qu’ils forment un gaz non-relativiste et sans interaction. La tempé-
rature de Fermi associée se situe donc autour de 7 x 10! K. En outre, la température de
Fermi des protons, environ dix fois moins nombreux, est ~ 2 x 10 K, tandis que celle des
électrons, moins massifs et ultra-relativistes, est ~ 2 x 102 K (les électrons sont dégénérés
avant méme le processus d’effondrement du cceur de fer). Par conséquent, hormis pen-
dant les premiers instants suivant la naissance d’une étoile & neutrons, les températures
a l'intérieur de l'astre sont nettement inférieures a la température de Fermi du milieu
(voir Fig. 1.6). Ainsi, bien que les températures soient relativement élevées, la matiére a
I'intérieur d’une étoile & neutrons peut étre considérée comme étant a température nulle.
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FIGURE 1.6 — Profils de température en fonction de la densité, pour dif-
férentes époques. Les profils de température apparente (Te®, o ® est un coeffi-
cient métrique donné par la relativité générale) sont représentés a différentes époques
(1074, 1,100,500, 10% et 10* ans) et sont calculés en invoquant (ou non) la présence de
matiére superfluide dans 1'étoile (traits mauves tiretés et pointillés). L’instant initial
(t = 0,Te® = 10" K) correspond au moment ou I’étoile devient transparente aux
neutrinos. Les courbes de températures critiques en dessous desquelles les neutrons et les
protons deviennent respectivement superfluides et supraconducteurs sont tracées en bleu.
Figure tirée de ( ).

1.3 Des objets compacts ...

1.3.1 Paramétre de compacité

Le parametre de compacité = d'un astre de masse M et de rayon R' est le nombre
sans dimension défini par

GM
~ Re?’
Cette quantité donne le rapport de I’énergie gravitationnelle de 'astre a son énergie de
masse et mesure également la déviation de la métrique de Schwarzschild par rapport a la
métrique de Minkowski au voisinage de la surface du corps. Elle caractérise ainsi a quel
point la relativité générale est nécessaire pour décrire I'astre en question. Par exemple,
le champ gravitationnel d’une naine blanche (Z ~ 1073) et a fortiori celui du Soleil
(2 ~ 1079) sont trés proches du champ gravitationnel newtonien. En revanche, les valeurs

(1]

(1.4)

1. En relativité générale, on utilisera plutot les notions de masse gravitationnelle et de rayon circon-
férentiel, qui sont des grandeurs invariantes de jauge (voir section 4.5).
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de masse et de rayon observées (voir section 1.1) conduisent & une compacité de Pordre
de = ~ 0,2 pour une étoile a neutrons. La relativité générale est donc indispensable pour
décrire correctement ces objets. Dans la section suivante, nous détaillons les équations
relativistes gouvernant la structure d’une étoile a neutrons statique.

1.3.2 Systéme Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Considérons un espace-temps (M, g,5) statique, a symétrie sphérique et asymptoti-
quement plat ' pour décrire une étoile & neutrons a 1’équilibre, sans rotation. Il existe
alors un systéme de coordonnées = = (t, 7,0, ¢) dans lequel les coefficients de la métrique
s’écrivent

gap dz® da’ = —N?Z dt* + A* dr® +r? (d6? + sin® 0 dy?) (1.5)

ou N et A sont des fonctions de r uniquement, déterminées par ’équation d’Einstein. Cette
derniére relie la courbure de 'espace-temps (liée au tenseur métrique g,s) & son contenu
local en masse-énergie, représenté par le tenseur énergie-impulsion 7,5. En modélisant
I'intérieur de I'étoile a neutrons par un fluide parfait, pour lequel les effets de viscosité et
de conduction thermique sont négligés, le tenseur énergie-impulsion a la forme suivante :

Top = (€ + P)uaug + Pgag, (1.6)

ol P et e désignent respectivement la pression et I’énergie totale par unité de volume
(énergie de masse et énergie interne) du fluide mesurées dans son référentiel propre et u®
est la quadri-vitesse du fluide.

Les différentes composantes de ’équation d’Einstein peuvent alors se réécrire sous la
forme d’un systéme d’équations différentielles du premier ordre, appelé systéme Tolman-

Oppenheimer-Volkoff (TOV) ( , ; : ), donné par
((11_?? = 47r?p(r), (1.7)
=g (0 + ). (18)
o= (- 2) (). 1

ol p = ¢/c* et les quantités m(r) et ®(r), qui apparaissent comme des généralisations
relativistes de la masse contenue dans une sphére de rayon r et du potentiel gravitationnel
en r, sont reliées aux coefficients métriques N(r) et A(r) par les relations

N(r) = exp (q’c(;")) et A(r) = (1 - M>_m. (1.10)

rc2

Notons qu’a la limite newtonienne (¢ — +oo, i.e. Gm(r)/r < ¢ et P < pc?), les
équations (1.7), (1.8) et (1.9) se réduisent aux équations classiques de I’hydrostatique,
comme attendu.

1. La condition asymptotiquement plat sera décrite dans la section 4.2.2.
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Le systéeme TOV doit étre complété par la donnée d’une équation d’état, & température
nulle, reliant P a p :
P = P(p). (1.11)

On peut alors résoudre numériquement le systéme d’équations (1.7)-(1.9) pour obtenir
la structure d’une étoile & neutrons sans rotation. Pour cela, une simple méthode de
Runge-Kutta suffit. Les conditions aux limites considérées sont les suivantes :

2

p(0) = po, m(0) =0 et O(R) = %m (1 - 2}({;;4) : (1.12)
ol le rayon R de l'astre correspond a la valeur de la coordonnée radiale r pour laquelle
P(r = R) = 0 (en accord avec I'équilibre local des pressions avec Uextérieur, supposé
vide de matiére) et la masse gravitationnelle' M est donnée par M = m(R). La premiére
condition consiste a choisir la densité de masse-énergie p. au centre de I'étoile, la seconde
est équivalente & dP/dr = 0 en r = 0 et la troisiéme assure le raccord a la surface de
I’étoile entre la solution a l'intérieur de l'astre et celle dans le vide a l'extérieur, donnée
par la métrique de Schwarzschild (théoréme de Birkhoff'; ( ). Quelques
exemples de relation masse-densité centrale (M — p.) sont présentés sur 'image de gauche
de la figure 1.7, pour des équations d’état polytropiques

1 P

P=Kn" et p=nm,+ ———,
vy—1lec

(1.13)
ou K est une constante, m, est la masse au repos des particules considérées, n est la densité
volumique de particules et v est appelé indice adiabatique. Notons que ’on reconnait la
densité de masse au repos ainsi que la densité d’énergie interne dans I'expression (1.13)
de la densité de masse-énergie p.

1.3.3 Masse maximale

Comme on peut le voir sur la figure 1.7, il existe une différence notable entre le calcul de
la structure d’'une étoile & neutrons en gravité newtonienne et celui effectué dans le cadre
de la relativité générale. En effet, quelle que soit ’équation d’état considérée, le calcul
relativiste présente une masse mazimale My, appelée limite de Oppenheimer-Volkoff,
au-dela de laquelle 1’étoile ne peut plus étre en équilibre hydrostatique?. Cette masse
maximale correspond & une certaine valeur de densité centrale p..;;. Pour p. > peri, ol
dM/dp. < 0, un calcul perturbatif montre que les configurations calculées sont instables
vis-a-vis des perturbations radiales.

La valeur de M,,,x dépend de I’équation d’état. Ainsi, en modélisant I'intérieur d’une
étoile & neutrons par un gaz idéal de neutrons dégénérés ou par un mélange de neutrons,
protons, électrons et muons dégénérés et sans interaction, on obtient M. =~ 0,7 Mg (

, ). Cette masse étant trop faible pour rendre compte des obser-
vations (voir section 1.1.1), on en déduit que ce n’est pas la pression de dégénérescence
des neutrons qui contrebalance la gravité, mais qu’il s’agit plutot de interaction forte

1. La différence entre les masses gravitationnelle et baryonique sera précisée dans la section 4.5.
2. L’origine de cette masse maximale est discutée dans ( ), par exemple.
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FIGURE 1.7 — Structure d’une étoile a neutrons avec EoS polytropique. Relations
masse-densité centrale représentées pour différentes équations d’état polytropiques et cal-
culées en relativité générale (4 gauche) et en gravité newtonienne (a droite). La densité
centrale p,. est donnée en unité de la densité nucléaire py ~ 2,7 x 10 g.cm™3 (désignée ici
par pnuc). Les solutions en pointillés correspondent a des configurations instables. Crédits :
Frédéric Daigne, IAP ; UPMC.

entre les nucléons. C’est ( ) qui, le premier, a montré que l'inclusion des
forces nucléaires permet d’augmenter considérablement la masse maximale des étoiles a
neutrons. Actuellement, la majorité des modéles d’équations d’état compatibles avec les
observations d’étoiles a neutrons de 2 M prédisent une masse maximale de 1'ordre de
~2—2,8 Mg (voir Fig. 1.9 et ( )). Nous verrons dans la section 5.2.1
que M., dépend également (faiblement) de la vitesse de rotation de I'étoile.

1.4 ... et trés denses

Il est possible d’estimer simplement la masse volumique moyenne d’une étoile & neu-
trons & partir de la formule (newtonienne) classique p = 3M/(47R?). En utilisant les
valeurs données dans la section 1.1, a savoir M ~ 1,4 Mg et R ~ 12 km, on obtient une
masse volumique moyenne de lordre de p ~ 4 x 10 g.cm™3, comparable aux densités
typiques mesurées dans les noyaux en laboratoire (py ~ 2,7 x 10" g.cm™3). Le cceur des
étoiles a neutrons est donc extrémement dense.

1.4.1 Equations d’état

La densité a I'intérieur d’une étoile a neutrons varie ainsi de plusieurs ordres de gran-
deur entre la surface et le cceur, atteignant des valeurs comprises entre 104 et 10'° g.cm ™3
au centre. Dans la section précédente, nous avons déja remarqué I'importance de I’ équation
d’état (EoS), qui décrit la composition interne de 1’étoile a4 neutrons ainsi que les interac-
tions entre ses constituants, dans la détermination de la structure globale de I’étoile. Afin
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d’obtenir des configurations réalistes, il faut donc disposer d’une EoS sur toute la gamme
de densités rencontrées dans les étoiles a neutrons et dans les conditions extrémes qui y
régnent.

Incertitudes sur la matiére a P’intérieur des étoiles & neutrons. Les données
expérimentales obtenues jusqu’a présent en laboratoire permettent de déterminer entie-
rement I'état de la matiére dans une étoile a neutrons jusqu’a une densité de 'ordre de
10" g.em™3 ( , ), ce qui correspond seulement aux régions externes
de I’écorce (voir Fig. 1.10). Au-dela, il est nécessaire d’extrapoler des modéles de physique
nucléaire en dehors des régimes pour lesquels ils ont été ajustés. Par exemple, les couches
les plus internes de ’écorce sont composées de noyaux baignant dans un superfluide de
neutrons (voir section 1.5), ce qui n’a pas d’équivalent sur Terre. Les incertitudes sont en-
core plus grandes dans le coeur de 1’étoile, ot la densité est plus élevée que dans les noyaux.
Dans cette région, la matiére est fortement enrichie en neutrons (voir section 1.2.2). Tou-
tefois, les théories de la matiére nucléaire homogéne infinie sont ajustées sur les propriétés
observées des noyaux lourds dont les nombres de neutrons et de protons sont du méme
ordre.

A ces difficultés d’ordre expérimental s’ajoute l’extréme complexité de la description
des interactions entre les nucléons d’un point de vue théorique, qui nécessite de résoudre
le probléme & N corps en tenant compte non seulement des interactions nucléon-nucléon,
mais également des interactions a trois corps. En principe, cette description devrait se
faire dans le cadre de la chromodynamique quantique. Toutefois, aucun calcul ab initio
basé sur cette théorie n’est encore disponible. C’est pourquoi les calculs actuels d’équation
d’état reposent sur des modéles d’interaction, qui sont partiellement contraints par des
expériences en laboratoire.

Modeéles d’EoS. Il existe différentes approches pour décrire les interactions nucléaires
a l'intérieur d’une étoile a neutrons (voir ( ) ou ( ),
pour plus de détails).

Un premier ensemble de modéles repose sur une description microscopique « réa-
liste » de l'interaction nucléon-nucléon, obtenue a 'aide d’expériences de diffusion dans
le vide ou déterminée a partir des propriétés de noyaux contenant peu de nucléons (tels
le deutéron). Le probléme & N corps peut ensuite étre traité par des méthodes basées sur
les fonctions de Green ou dans le cadre de la théorie (Dirac-)Brueckner-Hartree-Fock, par
exemple. En général, ces méthodes font appel a certaines approximations ou sont limitées
par des difficultés techniques.

Une seconde approche, plus phénoménologique, consiste a utiliser des modéles effec-
tifs d’interaction, généralement plus simples que les modéles « réalistes » employés dans
les méthodes ab initio précédemment citées. Ces interactions dépendent d’un nombre
restreint de paramétres, de I'ordre de dix ou quinze, qui sont ajustés sur différentes pro-
priétés de la matiére nucléaire. Parmi ces modéles effectifs, on trouve les interactions de
type Skyrme ou Gogny, utilisées dans un cadre non-relativiste, ou encore les forces repré-
sentées par échange de mésons effectifs, sur lesquelles sont basées les modéles de champ
moyen relativiste (voir section 5.1.1). Les équations du probléme & N corps sont alors
résolues dans 'approximation de champ moyen, ce qui permet d’obtenir une description
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relativement précise des noyaux et de la matiére nucléaire. Bien que 'extrapolation de ces
modéles a des conditions extrémes doive étre considérée avec précaution, les approches
phénoménologiques sont les méthodes les plus couramment utilisées pour construire des
EoSs pertinentes pour décrire 'intérieur des étoiles a neutrons.

1.4.2 Contraintes expérimentales

Les différents modéles d’EoS doivent vérifier un certain nombre de contraintes, princi-
palement obtenues a partir de mesures de propriétés nucléaires effectuées en laboratoire
ou déduites d’observations astrophysiques. Ces contraintes permettent de tester différents
aspects relatifs aux EoSs, de maniére indépendante. Dans cette section, nous présentons
quelques informations déduites & partir d’expériences sur Terre. Les contraintes données
par les observations astrophysiques seront décrites dans la section suivante (voir également
la section 1.1).

Développement de ’énergie par baryon. Dans le scénario standard, une étoile a
neutrons est formée essentiellement de neutrons, protons et électrons. En considérant que
les électrons forment un gaz sans interaction (les forces d’interaction coulombienne étant
négligeables par rapport a celles liées a U'interaction forte), la densité d’énergie totale de
ce systéme, a température nulle, est donnée par

g = nBEB (nn,np) + Ee(ne), (114)

ol ng, N, et ne = n, désignent respectivement les densités particulaires de neutrons,
protons et électrons (mesurées dans leur référentiel propre), ng = n, + n, est la densité
baryonique totale, Ep est I’énergie par baryon et €, est la densité d’énergie associée au
gaz d’électrons. Les électrons étant dégénérés, €, est obtenue simplement a partir du gaz
de Fermi relativiste sans interaction. [.’énergie par baryon Ep peut étre considérée comme
une fonction de la densité baryonique totale ng et du parameétre d’asymétrie d’isospin
ar=-2"" 1 oy (1.15)

Ny + Ny
ol z, = ny/np est la fraction de protons. Notons que oy = 0, i.e. z, = 1/2, correspond
au cas de la matiére nucléaire symétrique (n, = n,) et oy = 1, i.e. z, = 0, caractérise la
matiére pure de neutrons (n, = 0).

Les propriétés de la matiére nucléaire sont habituellement caractérisées par certains
parameétres intervenant dans le développement de Taylor de 1'énergie par baryon Ep en
fonction du parameétre ! aj :

Eg (np,ar) = Ey (np) + afEgym (np) + O (af) (1.16)
VOIr €.g. . L’énergie par barvon de la matiére symétrique
g (2007) gie p y y q
1 1 .
EO (nB) = EB (nB, 0) = Mpye — Bsat + §K£E2 + EQ[BS + ... (117)

1. Les interactions entre nucléons étant symétriques de charge (i.e. invariantes par changement
neutron-proton, n, <> np) en trés bonne approximation, les termes associés & des puissances impaires de
ag peuvent étre négligés dans le développement de 1’énergie par baryon ( , ).
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et I’énergie de symétrie

1
Egym (ng) = J + Lo + 3 symT” + .. (1.18)

peuvent étre développées en fonction de x = (ng — ng)/(3ng), au voisinage de la densité
de saturation ng. Cette derniére est définie comme la densité pour laquelle la pression de
la matiére symétrique s’annule, 7.e.

Pyym(ng) = ng—— = 0. (1.19)

La quantité m,,. présente dans (1.17) désigne la masse au repos des baryons considérés.

Les coefficients B, K, Q, J, L et Ky, caractérisent le comportement de ’équation
d’état. Toutefois, il faut garder & 'esprit que ces paramétres ne donnent qu’une tendance
globale, étant donné qu’ils ne sont pertinents qu’au voisinage de la densité de saturation
et pour de la matiére nucléaire proche de la matiére symétrique.

Contraintes obtenues en laboratoire. Plusieurs données expérimentales permettent
de contraindre certains des paramétres présents dans les développements (1.17) et (1.18)

(voir, e.g., (2012); (2012); (2013);

( )). Ainsi, différentes propriétés relatives aux noyaux étudiés en laboratoire, telles
que leur masse ou leur distribution de densité, conduisent a une densité de saturation
nucléaire' ng = 0,16 £ 0,01 fm™3 et & une énergie de liaison & saturation By, =

15,9 £ 0,3 MeV. L’étude des modes collectifs d’excitation du noyau, appelés résonances
géantes, donnent également des informations trés importantes sur le module d’incompres-
stbilité a saturation K, I'énergie de symétrie a saturation J et la pente de [’énergie de
symétrie a saturation L. Par exemple, I'analyse du phénoméne de résonance géante mo-
nopolaire isoscalaire, un mode de « respiration » pour lequel les neutrons et les protons
du noyau subissent ensemble des mouvements successifs de compression et de dilatation,
donne la contrainte? : K = 240 £ 10 MeV. De méme, 1’étude de la résonance géante
dipolaire isovectorielle, ou le centre de masse des neutrons oscille par rapport a celui des
protons, permet de contraindre les coefficients J et L. Ce n’est cependant pas le seul moyen
expérimental utilisé pour obtenir des informations sur I’énergie de symétrie. Celle-ci peut
également étre contrainte a partir de la mesure de la polarisabilité électrique dipolaire du
208Ph, de I'épaisseur de la couche de neutrons a la surface d’isotopes éloignés de la ligne
de stabilité S ou grace & des collisions d’ions lourds. La combinaison de ces différentes
mesures conduit a J =31 +5 MeV et L = 64 + 36 MeV. Enfin, le coefficient de dissymé-
trie a saturation Q) et le coefficient d’incompressibilité de symétrie a saturation Ky, sont
difficilement accessibles avec des expériences de laboratoire. Les modéles actuels d’EoS
donnent —600 MeV < @ < 200 MeV et —500 MeV < Ky, S 100 MeV.

1. Les valeurs présentées ici, ainsi que leurs incertitudes respectives, sont tirées de ( ).

2. Notons que ( ) ont récemment montré que l’énergie du centroide de la
résonance géante monopolaire isoscalaire est corrélée a K et @), de sorte que l'extraction du module
d’incompressibilité pourrait étre plus complexe que prévu.
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1.4.3 Diagramme masse-rayon

Compte tenu des difficultés théoriques mentionnées dans la section 1.4.1 et des incer-
titudes expérimentales présentées dans la section 1.4.2, il existe une large quantité d’EoSs
disponibles pour décrire I'intérieur des étoiles & neutrons. On caractérise alors chacune de
ces FoSs par les profils de pression qu’elles prédisent en fonction de la densité baryonique,
dans le cas de la matiére nucléaire symétrique et pour la matiére pure de neutrons, voir
Fig. 1.8.

Plus généralement, la pression du milieu va dépendre des densités particulaires des
différentes espéces présentes a I'intérieur de ’étoile. Ainsi, pour un mélange homogéne de
neutrons, protons et électrons, on aura P = P (n,,np,ne). Pour obtenir une relation du
type (1.11), ou la pression ne dépend que d’une seule variable, il est alors nécessaire de
disposer de relations supplémentaires entre les densités particulaires. Ces derniéres sont
données par I'hypothése d’électroneutralité du milieu et en supposant que celui-ci est a
I’équilibre 3, par exemple.

Il est alors intéressant de tracer le diagramme masse-rayon (M — R) correspondant
a chaque EoS (voir Fig. 1.9). Pour des configurations d’étoiles & neutrons statiques, ce
diagramme s’obtient en faisant varier la densité centrale p. et en tragant, pour chaque
valeur de p., la masse gravitationnelle en fonction du rayon, ces deux grandeurs étant
obtenues a partir de la résolution numérique du systéme TOV. Il est clair que les différentes
prescriptions pour U'interaction nucléon-nucléon (extrapolées a haute densité a partir des
propriétés de la matiére nucléaire ordinaire par différentes approches théoriques reposant
sur certaines approximations) vont conduire a des profils de pression en fonction de la
densité trés variés (Fig. 1.8) et donc & des diagrammes masse-rayon différents (Fig. 1.9).
L’influence de la vitesse de rotation sur le diagramme masse-rayon sera présentée dans la
section 5.2.1.

Les modeéles récents d’EoS prédisent une masse maximale M,,,, comprises entre ~ 1,4
et ~ 2,8 Mg (voir Fig. 1.9). Toutefois, pour qu'une EoS soit valable, il est indispensable
que la masse maximale qui lui est associée soit compatible avec les masses d’étoiles & neu-
trons mesurées les plus élevées, qui sont de Uordre de 2 Mg, (voir section 1.1.1). Cette forte
contrainte a déja permis d’éliminer plusieurs EoSs non standards, en particulier plusieurs
modeles d’étoiles riches en hypérons ou en kaons (voir section 1.5). En revanche, les me-
sures actuelles de rayon sont encore trop imprécises pour apporter de réelles contraintes
sur le diagramme masse-rayon et donc sur ’'EoS (voir section 1.1.2). A terme, les mesures
précises et conjointes de la masse et du rayon d’'une méme étoile & neutrons pourraient
apporter des informations cruciales sur la matiére présente a I'intérieur de ces astres.

1.5 Structure

Une étoile a neutrons présente une structure stratifiée relativement complexe. Outre
la magnétosphére qui entoure ’étoile (voir section 2.1.3), on distingue trois régions princi-
pales : la surface avec éventuellement une atmosphére, I’écorce solide et le coeur (

, ). Une représentation schématique de l'intérieur d’une étoile a neutrons est
donnée sur la figure 1.10.
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FIGURE 1.8 — Profils de pression en fonction de la densité baryonique pour
différents modéles d’EoS. Le cas de la matiére pure de neutrons (a; = 1) est présenté
a gauche, tandis que celui de la matiére nucléaire symétrique (a; = 0) est représenté a
droite. Ces profils sont comparés a des résultats théoriques obtenus par Hebeler ef al.
(2013) pour la matiére de neutrons et a certaines contraintes expérimentales déduites par
Danielewicz et al. (2002) pour la matiére symétrique. Figure tirée de Ocrtel ef al. (2017).
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FIGURE 1.9 — Diagrammes masse-rayon relatifs a différentes EoSs. Les barres ho-
rizontales correspondent aux masses mesurées d’étoiles & neutrons les plus élevées jusqu’a
présent. Les domaines noir et gris représentent des zones interdites par des considérations
théoriques (causalité, par exemple). Notons la forme caractéristique des profils associés
aux étoiles de quarks (courbes vertes sur la gauche). Source : http://www3.mpifr-bonn.
mpg.de/staff/pfreire/NS_masses.html (voir également Lattimer & Prakash (2001)).
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1.5 Structure

1.5.1 Atmosphére et surface

Atmospheére. Une étoile a neutrons est probablement entourée d’une fine atmosphére
dont I'épaisseur varie de quelques millimétres & quelques centimétres selon la température
de I’étoile. La présence de cette atmosphére est susceptible de perturber le rayonnement
thermique émis a la surface de ’étoile & neutrons. La modélisation du spectre d’émission
thermique, combinée aux observations en rayons X effectuées par les satellites Chandra
et XMM-Newton, permet d’obtenir des renseignements sur la température de surface de
I’étoile, la composition chimique de ’atmosphére, 'amplitude et la géométrie du champ
magnétique de surface et le rayon de I'étoile. L’atmosphére pourrait étre composée es-
sentiellement d’hydrogéne, d’hélium ou encore de carbone ( , ). Lorsque
le champ magnétique est suffisamment intense (B, 2 10 T pour une température de
surface T, ~ 10° K), la configuration énergétiquement la plus favorable pourrait consister
en une couche liquide ou solide d’hydrogéne sans atmosphére ( , ), ce qui
pourrait expliquer ’absence de raies dans le spectre de certaines étoiles a neutrons.

Surface. Il s’agit de la couche la plus externe de I'étoile, d’une épaisseur de quelques
meétres, ol la densité est inférieure a la densité critique de neutronisation pg ~ 10° —
107 g.cm™ (voir Fig. 1.5). La surface est constituée d’un océan de métal liquide ou d’un
solide amorphe de noyaux de %Fe, car la température y est proche de la température
de solidification du plasma, T.;s ( , ). Les électrons contenus dans la
surface sont non-relativistes. Au fur et a mesure que l'on descend en profondeur dans
I’étoile, les effets thermiques et magnétiques sont de moins en moins prononcés.

1.5.2 Ecorce

La température de solidification de I’écorce d’une étoile a neutrons est estimée a
Torise ~ 108 —10° K, pour une densité supérieure a ~ 10 g.em™ (

, ). Comme ces températures sont atteintes rapidement aprés la naissance des
étoiles & neutrons (voir section 1.2.3 et Fig. 1.6), une écorce solide est susceptible de se
former (on parle aussi de crodte). Bien que sa taille soit beaucoup plus petite que celle
du cceur, I'écorce des étoiles & neutrons est un élément trés important pour la physique
de ces astres. En effet, la crotite est une véritable interface entre la surface que 1’on peut
observer et le cceur, inaccessible aux observations : chaque phénoméne physique se dé-
roulant au centre de 1’étoile est donc affecté par I’écorce qu’il doit traverser avant d’étre
observé. De plus, certains phénoménes détectés, tels que les oscillations quasi-périodiques
ou éventuellement les événements de glitches, pourraient tirer leur origine de la croite
elle-méme.

Ecorce externe. I’écorce externe correspond a la région de 1’étoile ot la densité est
comprise entre pg et pxp ~ 4 x 10! g.em™. Son épaisseur est de I'ordre de quelques
centaines de meétres. La croite externe est formée d’un solide coulombien de noyaux
sphériques, arrangés selon un réseau cubique face centré de maniére a réduire la répulsion
coulombienne, en équilibre § avec un gaz d’électrons relativistes ( , :

, ). Dans les couches les moins profondes, la composition des noyaux
est voisine de celle des noyaux ordinaires. Toutefois, les noyaux sont de plus en plus lourds
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FIGURE 1.10 — Représentation schématique des différentes couches a l’intérieur
d’une étoile 4 neutrons. La densité pxp ~ 4 x 10* g.cm™ correspond a la densité au-
dela de laquelle les neutrons s’échappent des noyaux. La densité pg ~ 2,7 x 10* g.cm™3
désigne la densité de saturation nucléaire.

et enrichis en neutrons a mesure que la profondeur augmente, car 'augmentation de la
densité favorise le processus de capture électronique (voir le phénomeéne de neutronisation
discuté dans la section 1.2.2). Jusqu’a une densité de 'ordre de ~ 10! g.cm™2, tous les
noyaux depuis le 3Fe en surface jusqu’a l'isotope 59Zn en profondeur existent sur Terre
ou en laboratmre. Au dela, la composition des noyaux doit étre extrapolée a partir des
masses des noyaux existants.

Ecorce interne. Lorsque la densité atteint pxp ~ 4 x 10" g.em™2, le potentiel
chimique associé¢ a un neutron dans un noyau devient supérieur a 1’énergie de masse

2 (Chamel & Haensel, 2008). Les neutrons peuvent alors s’échapper des noyaux,
ce qui conduit a l'apparition d’un gaz de neutrons libres. La densité de ’écorce in-
terne, dont I’épaisseur est d’environ un kilomeétre, varie entre pxp et ~ 0,5 X pg, o
po ~ 2,7 x 10" g.cm~3 désigne la densité de saturation nucléaire. La matiére présente
dans cette région est composée d’électrons, de neutrons libres et de noyaux atomiques tres
riches en neutrons. La fraction de neutrons libres augmente avec la profondeur. I’étude
des propriétés de la croiite interne est complexe, car il n’existe pas sur Terre de phases
dans lesquelles des noyaux coexistent avec des neutrons libres. De plus, les noyaux étudiés
en laboratoire sont essentiellement symétriques. Notons toutefois que ’étude des noyaux
a halos de neutrons, éloignés de la vallée de la stabilité 5, fournit des indications impor-
tantes sur la matiére asymétrique. D’un point de vue théorique, les neutrons libres sont
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supposés s’apparier pour former un superfluide (voir section 3.1.2). Les noyaux sont alors
immergés dans un gaz d’électrons et un superfluide de neutrons. A I'interface avec le cceur,
pour des densités proches de 0,5 X pg, on pense que les noyaux sont soumis a de telles
pressions qu’ils sont fortement déformés en cylindres ou en plaques (voir e.g.

(1983); (2008)).

1.5.3 Coeur

Le cceur des étoiles a neutrons, qui représente jusqu’a 99 % de la masse de ces objets,
reste encore relativement mal connu (voir ( ), par exemple).

Cceur externe. Lorsque la densité atteint ~ 0,5 X pg, la pression est tellement élevée
que les noyaux se dissolvent en protons et en neutrons. Le coeur externe, qui s’étend
sur plusieurs kilométres, est ainsi formé d’un mélange homogéne de neutrons, protons
et électrons dégénérés en équilibre 8. Pour une densité de 'ordre de 10 g.cm™3, cet
équilibre se traduit par la présence d’une trés grande quantité de neutrons par rapport aux
autres constituants (voir Fig. 1.5). Les calculs microscopiques suggérent que les neutrons
sont superfluides et les protons supraconducteurs (voir section 3.1). Pour des densités
supérieures a ~ 2 X pg, ’énergie de Fermi des électrons devient proche de ’énergie de
masse du muon : un fluide de muons est alors susceptible d’apparaitre.

Coeeur interne. Le coeur interne, ou p 2 (2 — 3) X pg, occupe les régions centrales
des étoiles & neutrons massives (pour les étoiles de faible masse, le coeur externe s’étend
jusqu’au centre). L’épaisseur du cceur interne pourrait atteindre plusieurs kilométres et
sa densité centrale pourrait s’élever a p. = 10 x po. La composition de cette région ex-
trémement dense est trés incertaine et différents scénarios ont été envisagés, prédisant
Iapparition de particules supplémentaires suite a une réorganisation des constituants in-
ternes des neutrons et des protons (les quarks). Les modéles les plus courants sont (

, 2007; , 2017)

e hypéronisation de la matiére. A trés haute densité, le potentiel chimique des neu-
trons peut excéder la masse d’autres baryons, conduisant par exemple a ’apparition
d’hypérons A et Y. Toutefois, les interactions entre nucléons et hypérons restent trés
incertaines et les données expérimentales sont limitées par le fait que les hypérons
sont instables dans les conditions de laboratoire.

e condensation de mésons. Les régions centrales d’'une étoile & neutrons pourraient
contenir un condensat de Bose-Einstein de pions ou de kaons.

e transition de phase vers un plasma de quarks libres et de gluons. La matiére présente
au centre des étoiles & neutrons pourrait étre suffisamment comprimée pour que les
nucléons fusionnent en une soupe de gluons et de quarks (up, down et strange)
déconfinés.

Si ces différents modéles restent trés spéculatifs, il est intéressant de remarquer que ’ap-
parition d’une nouvelle phase est accompagnée, en général, d'une diminution de la masse
maximale prédite par 'EoS. C’est pourquoi 'observation d’étoiles a neutrons de 2 Mg, a
permis d’éliminer plusieurs EoSs non standards (voir section 1.4.3).
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Notons enfin que I'existence d’étoiles étranges (ou étoiles de quarks), constituées de
quarks up, down et strange, a également été avancée. Ces modéles reposent sur I’hypothése
d’E. Witten selon laquelle I’état le plus stable de la matiére serait formé d’un ensemble de
ces trois quarks ( , ). Cet état serait toutefois séparé de 1'état ordinaire par une
barriére de potentiel trés élevée, de telle sorte que seuls des phénoménes astrophysiques
de trés haute énergie pourraient 'atteindre. La structure interne des étoiles étranges est
trés différente de celle des étoiles a neutrons. En particulier, la densité de surface des
étoiles de quarks est énorme, de ordre de 10'° g.cm™3, et n’est pas trés éloignée de la
densité au centre de ces astres (voir, e.g., ( )). En revanche, les
masses maximales obtenues ne sont pas trés différentes de celles prédites pour les étoiles
a neutrons (voir Fig. 1.9).
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Chapitre

Glitches des pulsars
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2.1 Le phénoméne de pulsar

Si leur rayonnement thermique de surface est relativement difficile a détecter, la grande
majorité des étoiles & neutrons sont observées grace au phénomeéne de « pulsar ». Depuis
la premiére observation d’un pulsar radio en 1967 par J. Bell et A. Hewish ( ,

), plus de 2500 pulsars ont été détectés dans notre galaxie ( : ),
non seulement en radio, mais également en visible, en rayons X et en rayons vy (

9 ’ ) )

2.1.1 Données observationnelles

Succession périodique de pulses. Un pulsar radio se caractérise par une émission
périodique avec une période de grande stabilité. Un exemple de signal détecté est donné
sur la figure 2.1. [’amplitude et la forme du pulse peuvent varier d’un pulse a 'autre,
comme le montre la figure 2.2. Ces variations sont dues a ’aspect hautement variable
de la structure émettrice (la magnétosphére du pulsar, voir section 2.1.3). Toutefois, en
moyennant ces pulses sur un grande nombre de périodes, de 'ordre d’une centaine au
moins, on obtient un pulse moyen trés stable ( , : , ).
Ce pulse moyen est une caractéristique propre a chaque pulsar (voir Fig. 2.2).

Le pulsar de J. Bell et A. Hewish présente une période P d’environ 1,337 s (voir
Fig. 2.1). Parmi les pulsars les plus étudiés, on compte le pulsar du Crabe (PSR B0531+21),
découvert dans la nébuleuse du Crabe (voir Fig. 1.4), et le pulsar de Vela (PSR B0833—45),
situé dans la constellation des Voiles. Les périodes respectives de ces pulsars sont 33 ms et
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FIGURE 2.1 — Premiére détection d’un pulsar radio. Enregistrement du signal émis
par le pulsar PSR B1919+21 (anciennement nommé CP 1919, pour Cambridge Pulsar)
découvert par J. Bell, datant du 28 novembre 1967. La courbe du haut représente 1’évo-
lution du signal radio (observé a 81,5 MHz) en fonction du temps. Une augmentation de
la puissance recue (un pulse) est associée & un pic orienté vers le bas. La seconde ligne
correspond a une échelle de temps de 20 s. La période du pulsar est d’environ 1,337 s.
Figure tirée de Hewish (1975).
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FIGURE 2.2 — Variabilité des pulses et pulses moyens. Gauche : Pulses successifs
recus depuis le pulsar PSR B1919+21, & 318 MHz. Le temps augmente de la gauche
vers la droite et du bas vers le haut. On note la grande variabilité du profil des pulses
individuels. Pour I'anecdote, cette figure, extraite de la thése de H. Craft (1970), a été
utilisée comme couverture de 'album Unknown Pleasures du groupe post-punk Joy Divi-
ston. Droite : Pulses moyens correspondants a quatre pulsars différents. Le pulse moyen
du pulsar PSR B1919+21 est représenté en bas. Figure adaptée de Lyne & Rickett (1968).
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Figure 2. Light curves at different wavelengths. Two cycles are shown. References: (a) from the Nangay radio telescope; (b) Ovsterbrock et al. 2008; (c) Rots et al.
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FIGURE 2.3 - Evolution de la forme du pulse en fonction de la bande spectrale.
Profil du pulse du pulsar du Crabe observé sur deux périodes, du domaine radio (en haut
a gauche) au domaine du GeV (en bas a droite). Figure tirée de ( ).

89 ms. Jusqu’a présent les périodes des pulsars qu’on a pu mesurées s’étendent de 1,40 ms
pour PSR J1748—2446ad ( , ) 4 11,79 s pour PSR J1841—0456 (
, ), voir section 1.1.3.

Stabilité de la période. Il est possible de mesurer trés précisément la période P
d’un pulsar car on dispose d'un nombre trés élevé de périodes. Cela permet d’accéder a
la dérivée de cette période au cours du temps, P = dP/dt (voir annexe A). On constate
alors que la plupart des pulsars ralentissent (P > (). Toutefois, les valeurs mesurées de P
sont extrémement faibles : elles s’étendent de 1072 & 1071° (voir Fig. 2.6). Nous verrons
dans la section 2.2 que la donnée de P et P permet de mettre en évidence différents types
de pulsars. Dans quelques cas, la précision est tellement élevée que 1'on peut également
mesurer la dérivée seconde P. En général, P est négative : la période des pulsars augmente
donc de moins en moins vite. Ainsi, pour les pulsars du Crabe et de Vela, on obtient res-
pectivement P = —2,7 x 10724 s~ ( , Yet P=—7,6x10"26 571 (

, ). La grande précision de ces mesures et leur confrontation & certains mo-
déles théoriques permettent d’obtenir des renseignements importants sur la physique des

pulsars.

Emission aux différentes longueurs d’onde. Bien que les premiers pulsars aient
été détectés en radio, on observe désormais de nombreux pulsars dans les domaines visible,
X et méme ~. La figure 2.3 montre I’évolution du profil du pulse du pulsar du Crabe, de
l'optique aux rayons 7 de haute énergie, par rapport au pulse observé en radio. Si la
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période détectée est bien la méme dans chaque bande spectrale, on observe une grande
variation de la forme du pulse avec la longueur d’onde. Cela suggére un mécanisme de
rayonnement trés complexe, invoquant éventuellement la présence de différentes régions
d’émission.

Dispersion en fréquence. Outre les effets spectraux intrinséques que 'on vient de
mentionner, les signaux émis par un pulsar sont affectés par un phénomeéne de dispersion
lié a la propagation dans le milieu interstellaire ionisé ( , ; ,

). Cette dispersion, qui n’est observée que dans le domaine radio, est due a la présence
d’électrons libres dans le milieu traversé. Elle se caractérise par un retard dans ’arrivée des
pulses, inversement proportionnel au carré de la fréquence a laquelle est faite ’observation,
comme le montre la figure 2.4. A partir de I'analyse de ces retards dispersifs, on peut en
déduire une grandeur appelée mesure de dispersion, DM, que 'on définit par

DM = /L no(1)dl, 2.1)

ou L est la distance entre le pulsar et ’'observateur et n.(l) est la densité locale d’électrons
dans le milieu interstellaire. En déterminant la mesure de dispersion DM de pulsars
proches, dont on a mesuré la distance par une méthode indépendante (par parallaxe,
par exemple), on peut déduire une valeur moyenne de la densité d’électrons libres dans
le milieu interstellaire, 7, ~ 0,03 cm™ ( , ). Cela permet alors
d’estimer la distance de pulsars plus lointains en déterminant leur DM . Par exemple, la
mesure de dispersion associée au pulsar du Crabe, DM ~ 57 cm~3.pc, conduit & une
distance de 'ordre de 2 kpc (voir la base de données ATNF), en trés bon accord avec la
distance de la nébuleuse du Crabe mesurée par 'analyse de son mouvement propre et de
sa vitesse radiale (voir ( ), par exemple). Toutefois, il faut garder a lesprit
que les distances déterminées par cette méthode peuvent étre relativement imprécises.
En effet, la mesure de dispersion du pulsar de Vela, DM ~ 68 cm™3.pc ( ,

), suggérerait une distance bien supérieure a celle mesurée par parallaxe : L ~ 287 pc

( , ; , ). Cette différence s’explique par une densité en
électrons trés élevée dans la direction de Vela (n, ~ 0,2 cm™3), probablement due a la
présence de nuages ionisés sur la ligne de visée ( , ). Pour disposer de

mesures précises de distance a partir de la mesure de dispersion, il est donc indispensable
de développer des techniques plus sophistiquées, basées sur des modéles de distribution
des ¢électrons dans le milieu interstellaire (voir ( ), par exemple).

2.1.2 Origine de la périodicité

Peu de temps aprés la découverte du premier pulsar, différents modéles ont été proposés
pour expliquer la régularité et les courtes périodes des signaux observés.

Oscillations d’étoiles. Une premiére possibilité, envisagée dés 1968 par A. Hewish
et J. Bell, consiste a relier les variations rapides observées a des oscillations radiales
(mode fondamental) d’étoiles & neutrons ou de naines blanches'. Si les naines blanches

1. 1l est intéressant de remarquer que la variabilité du signal d’un pulsar suggére que la taille L de
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FIGURE 2.4 — Dispersion en fréquence. Retard dispersif des pulses de PSR B1356—60,
observés dans 96 canaux de largeur 3 MHz, de 1,236 GHz a 1,524 GHz. La dépendance de
I'effet de dispersion en fonction du carré de I'inverse de la fréquence apparait clairement.
La mesure de dispersion associée est DM = 295 cm~3.pc. Figurée tirée de Lorimer &
Kramer (2005).
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sont effectivement susceptibles de présenter des périodes d’oscillations de 'ordre de la
seconde ( , ), elles ne peuvent toutefois pas rendre compte des
périodes plus faibles de certains pulsars, tel que le pulsar du Crabe. D’un autre coté,
les étoiles a neutrons étant beaucoup plus denses, leurs périodes d’oscillations sont trop
courtes ( , : , ). Les périodes observées
ne peuvent donc pas s’expliquer par des oscillations d’objets compacts, d’autant plus que
la dissipation d’énergie associée a un systéme en vibration conduit généralement a une
décroissance de la période d’oscillations.

Systéme binaire. Il a également été proposé que la périodicité des pulses pourrait
étre lice a la présence d’un systéme de deux étoiles en rotation I'une autour de 'autre.
Pour une période orbitale d’une seconde, la troisiéme loi de Kepler indique que la distance
entre deux étoiles de masse proche de celle du Soleil est de 1'ordre de quelques milliers
de kilométres. Cela exclut donc la possibilité de systémes binaires de naines blanches, ces
derniéres ayant un rayon de l'ordre de celui de la Terre (~ 6400 km). De plus, la perte
d’énergie associée a ’émission d’ondes gravitationnelles par un systéme binaire prédit une
augmentation de la période orbitale, au fur et a mesure que les deux étoiles se rapprochent
I'une de l'autre. Ceci est en contradiction avec le fait que la plupart des pulsars observés
ralentissent (voir section 2.1.1). Enfin, la dissipation d’énergie est tellement intense dans
le cas de deux étoiles & neutrons avec une période orbitale de 'ordre de la seconde que
le systéme devrait entrer en coalescence au bout de quelques jours seulement (

, ). Notons toutefois qu’on observe des systémes binaires d’étoiles a
neutrons (voir section 1.1.1), mais avec des périodes orbitales nettement supérieures a
la seconde : par exemple, la période orbitale du pulsar binaire de Hulse & Taylor est
d’environ 8 h ( : ).

Etoiles en rotation. Une troisiéme possibilité associe la période P des pulses a la
vitesse de rotation € = 27/P d’une étoile. On a déja vu dans la section 1.1.3 qu’une étoile
posséde une vitesse de rotation maximale, au-dela de laquelle la force centrifuge détruit
Pastre. Cette vitesse maximale, appelée vitesse képlérienne, est approximativement donnée

par
_|GM  [4wGp

ot M est la masse de Pastre, R son rayon et p = 3M/(47R?) sa densité volumique
moyenne. La condition €2 < Qk conduit & une masse volumique minimale

302 1 ms\?
D> Pmin = ~1,4x10" | — em”, 2.3
P > Pmin Gy P g ( )
Ainsi, pour des périodes de I'ordre de la milliseconde, on obtient une densité volumique
minimale extrémement élevée, que seules les étoiles & neutrons peuvent atteindre (voir
section 1.4). Cela suggére que les pulsars peuvent raisonnablement étre associés a des
étoiles a neutrons en rotation. Cette idée s’est vue confirmée par la découverte du pulsar

Pobjet émetteur est relativement petite. En effet, une durée At des pulses de 'ordre de 50 ms (voir
Fig. 2.2) conduit & une taille L < ¢At ~ 15000 km, compatible avec le rayon d’une naine blanche ou
d’une étoile a neutrons.
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du Crabe en 1968 ( , ), supportant ainsi le modéle proposé par

( ) et ( ) suivant lequel la source d’énergie de la nébuleuse du
Crabe était une étoile & neutrons magnétisée en rotation rapide, et par 'observation du
ralentissement des pulsars (voir section 2.2), en accord avec les prédictions théoriques de

(1968).

2.1.3 Magnétosphére du pulsar

Comme nous le verrons dans la section 2.2.2, une étoile & neutrons posséde un champ
magnétique de surface B, trés élevé, de 'ordre de 10'2 G. Ce champ magnétique, couplé
a la rotation de I'étoile, induit un champ électrique trés intense, capable d’arracher des
particules chargées a la surface de l'astre ( , ). Celles-ci vont alors
remplir I'espace entourant le pulsar, créant ainsi une magnétospheére chargée (voir Fig. 2.5).

Structure de la magnétosphére. Par couplage magnétique avec la surface, la ma-
gnétosphére tend a étre en corotation avec I’étoile & neutrons ( , ).
Toutefois, ceci n’est possible qu’au voisinage du pulsar, ot la vitesse de la magnétosphére
reste inférieure a la vitesse de la lumiére. La distance a I'axe de rotation a laquelle la
corotation est rompue est donnée par

c P
ror = a- 48 (1 ms) km. (2.4)

La surface cylindrique qui s’appuie sur ce rayon, appelée cylindre de lumiére, sépare les
lignes de champ magnétique en deux groupes (voir Fig. 2.5) : alors que les lignes de
champ situées a U'intérieur du cylindre de lumiére restent fermées, celles qui traversent
cette surface vont s’ouvrir. Les lignes de champ ouvertes définissent une région a la surface
de I'étoile appelée calotte polaire, centrée autour de ’axe magnétique stellaire, dont la
taille va dépendre de la vitesse de rotation du pulsar. A grande distance de Iétoile, ces
lignes de champ s’enroulent autour du cylindre de lumiére et s’étendent jusqu’a l'infini,
permettant & des particules chargées de s’échapper : on parle alors de vent de pulsar®.
La structure toroidale du champ magnétique situé & I'extérieur du cylindre de lumiére
est associée & un flux de Poynting non nul : le pulsar perd de I'énergie sous forme de
rayonnement électromagnétique. En outre, une certaine quantité d’énergie est également
emportée par les particules chargées accélérées. Ces dissipations d’énergie vont conduire
le pulsar a ralentir au cours du temps, comme nous le verrons dans la section suivante.

Mécanismes d’émission. Les processus radiatifs associés aux pulsars et les phé-
noménes d’accélération qui y sont liés restent encore relativement mal connus (voir e.g.
( ) ( )). A la surface de I'étoile, les particules char-

gées sont accélérées a des vitesses extrémement élevées par le champ électrique paralléle
aux lignes de champ magnétique. En se déplagant le long des lignes de champ courbées, les
particules chargées émettent alors des photons v directement par rayonnement de cour-
bure, ou par diffusion Compton inverse sur des photons de plus basse énergie, eux-meémes

1. L’interaction de ce vent de pulsar avec le reste de supernova est observée pour certains pulsars, via
la présence d’une nébuleuse de vent de pulsar.
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FIGURE 2.5 — Représentation schématique de la structure de la magnétosphére
d’un pulsar. Le rayonnement radio est représenté par le cone jaune. Figure tirée de

(2005).

émis par rayonnement de courbure. Ces photons 7 sont susceptibles d’interagir avec le
champ magnétique (qui reste trés élevé au voisinage de la surface de I’étoile) selon le
processus v + B-—ete +B , créant ainsi une nouvelle génération de particules chargées.
A leur tour, ces paires secondaires émettent des photons qui, interagissant avec le champ
magnétique, produisent de nouvelles paires électron-positron. Ce processus en cascade se
poursuit jusqu’a ce que les photons émis ne soient plus suffisamment énergétiques pour
interagir avec le champ magnétique.

L’émission radio des pulsars est communément associée a ces paires secondaires, selon
un processus encore incertain se déroulant a proximité de la calotte polaire. Un modéle
simple consiste a relier cette émission radio au rayonnement de courbure mentionné pré-
cédemment. Les particules chargées étant accélérées a des vitesses relativistes, les photons
sont émis de maniére trés focalisée dans la direction tangente aux lignes de champ ou-
vertes au point d’émission considéré. L’émission radio se fait alors selon un faisceau ayant
la forme d’un cone centré sur 'axe des poles magnétiques, dont I'angle d’ouverture dépend
de la hauteur de la région d’émission. Comme ’axe magnétique n’est généralement pas
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aligné avec l'axe de rotation de I’étoile, le rayonnement émis par le pulsar nous parvient
sous la forme de pulses périodiques, correspondant aux moments ot le faisceau d’émission
croise la ligne de visée, a la maniére d’'un phare. Ce modéle permet également d’expliquer
la forme des pulses observés a partir de la structure interne plus ou moins complexe du
cone d’émission et de la maniére dont notre ligne de visée croise ce cone.

L’origine des rayonnements X et v est également trés incertaine et différentes régions
sont envisagées. Comme nous 'avons vu, une partie de cette émission est produite au
voisinage de la calotte polaire. Toutefois, I’étude de la coupure a haute énergie observée
dans le spectre d’émission des pulsars suggére un mécanisme d’émission se déroulant dans
une zone plus lointaine, ou le champ magnétique est nettement plus faible qu’a la surface
(la coupure étant alors causée par Pannihilation de photons selon le processus vy — ete™).
Le rayonnement a haute énergie pourrait alors étre produit dans le gap externe, une zone
située a la limite des lignes de champ fermées, ou dans la fine couche de courant présente
a 'extérieur du cylindre de lumiére, dans laquelle le champ magnétique toroidal subit une
inversion de polarité (voir, e.g., ( ) ( ))-

2.2 Ralentissement des pulsars

2.2.1 Estimation de la température de surface

En mécanique newtonienne, le ralentissement d’un pulsar (Q < 0) est associé a une
perte d’énergie
Pdiss - _Erot = —1Q0 > O, (25)

ol By = I9%/2 est énergie de rotation de 1’étoile et I désigne son moment d’inertie.
La grandeur Py, qui représente la puissance totale extraite de la rotation de 1’étoile, est
appelée luminosité de ralentissement. En supposant que la puissance Pjyiss est intégrale-
ment convertie en rayonnement de type corps noir !, on peut alors estimer la température
maximale de la surface de I’étoile :

1/4 : 1/4

: —3/4
ULl ~5x 107 [ ( P) K, (2.6)

Ts < gqmax _ (770 S
~os 47 R%0p 1015 1s

ol op désigne la constante de Stefan-Boltzmann et [ ~ 2MR?/5 ~ 1,6 x 10%® kg.m?,
pour une masse M =~ 1,4 My et un rayon R ~ 12 km. Pour les pulsars du Crabe et
de Vela, on obtient T, < 107 K. En ce qui concerne les pulsars millisecondes (voir sec-
tion 2.2.3 et Fig. 2.6), la température de surface est encore plus faible. Ces températures
de surface, couplées au petit rayon des étoiles a neutrons, indiquent une luminosité extreé-
mement faible (bien inférieure a celle des naines blanches), principalement rayonnée dans
le domaine des rayons X, ou la sensibilité des détecteurs n’est pas aussi grande que dans

1. Compte tenu des différents mécanismes invoqués pour expliquer I’émission des pulsars (voir sec-
tion 2.1.3), il s’agit évidemment d’une hypothése trés grossiére. Par ailleurs, le rayonnement thermique
d’une étoile & neutrons provient essentiellement de la chaleur déposée dans I’étoile lors de sa formation,
et non de I’énergie cinétique de rotation. L’estimation (2.6) est donc & considérer avec beaucoup de
précaution.
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le visible. C’est pourquoi il est trés difficile d’observer I’émission thermique des étoiles
a neutrons, sauf dans le cas d’étoiles proches (voir section 3.3). En outre, les calculs de
transport radiatif dans les étoiles & neutrons montrent que la température interne est
environ 100 fois plus grande que la température de surface (voir e.g. ( ,

)). L’estimation (2.6) appliquée a des pulsars suffisamment agés conduit donc a des
températures internes inférieures a ~ 10® — 10° K, en accord avec les valeurs obtenues a
partir de modeles théoriques de refroidissement d’étoiles & neutrons (voir Fig. 1.6). Cela
confirme donc la présence de matiére dégénérée (T' < Tr) a I'intérieur de ces étoiles (voir
section 1.2.3).

2.2.2 Estimation du champ magnétique de surface

Modéle du dipo6le magnétique incliné. Nous avons vu au cours des sections pré-
cédentes que le phénoméne de pulsar est associé & une étoile a neutrons fortement ma-
gnétisée, en rotation rapide. Un modéle simple (newtonien) consiste alors a représenter
un pulsar par une étoile & neutrons sphérique de rayon R et de masse M, en rotation
uniforme a la vitesse angulaire 2 et possédant un moment magnétique dipolaire incliné
d’un angle o avec I'axe de rotation. Cette configuration du champ magnétique est justifiée
par le fait qu’une distribution de charges en mouvement non-relativiste produit un champ
électromagnétique dans le vide dont la composante principale est dipolaire. En désignant
par B, 'amplitude du champ magnétique de surface aux poles magnétiques, la puissance
rayonnée par le dipole magnétique tournant (dans le vide) est donnée par la relation (voir

(1968); (1983))

_Am R6O4
o 663

Eeum (B,sina)?, (2.7)

ol y est la perméabilité magnétique du vide.
En supposant qu’il n’y a aucun autre processus dissipatif mis en jeu (voir section 2.2.3),
la conservation de I’énergie donne

Pdiss = _Erot = Eema (28)
ce qui conduit a la loi de ralentissement

. 47 RS (B, sin )
oo AR (Bpsina)” s o (2.9)
Mo 6/c?

A partir des mesures de P et P, cette loi de freinage permet d’estimer le champ magnétique
a la surface d’une étoile a neutrons :

. 1/2
' P 1/2 P
B,sina ~ 2 x 10 (E) (10_15> T, (2.10)

ol on a utilisé les mémes hypothéses que pour le calcul de (2.6). L’estimation (2.10)
montre que le champ magnétique a la surface d’une étoile a neutrons est extrémement
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intense. Pour comparaison, le champ magnétique terrestre est seulement de I'ordre du
gauss !, tandis que les champs magnétiques les plus élevés créés en laboratoire jusqu’a
présent sont de ~ 50 T en continu et ~ 10* T sous forme pulsée.

L’origine de ce fort champ magnétique et la rotation trés rapide des pulsars peuvent
s’interpréter simplement. En effet, la vitesse angulaire €2 et le champ magnétique B d’un
astre de rayon R issu de 'effondrement d’une étoile de rayon R., de vitesse de rotation
Q. et de champ magnétique B, sont amplifiés par un facteur trés élevé

B Q R\’ a{ R.\( R\

oll Ry ~ 7x10° km désigne le rayon solaire. Cette estimation s’obtient en supposant que le
flux magnétique de I'étoile et son moment cinétique sont conservés au cours de 'effondre-
ment, ce qui n’est qu’approximativement vrai en réalité (une certaine quantité de matiére
est éjectée lors de leffondrement, par exemple). Notons que ce facteur d’amplification
est beaucoup plus important que dans le cas d’une naine blanche (~ 10%). De méme, la
puissance dissipée par un pulsar est proportionnelle a Q*R® B2, voir (2.7). Le rayonnement
« pulsar » d’une naine blanche serait alors 10'* fois plus faible que celui d’une étoile &
neutrons. Ces deux types d’objets compacts présentent donc des mécanismes d’émission
trés différents.

Classification des pulsars. Les pulsars observés sont habituellement classés en fonc-
tion de leur période P et de la dérivée de leur période, P (voir, e.g., ( ) et les
références citées). Pour I'immense majorité des pulsars, I’énergie rayonnée est extraite de
la rotation de étoile : on parle de rotation-powered pulsars (RPPs). Sur le diagramme
P — P, voir Fig. 2.6, les lignes de champ magnétique B, sinar (2.10) constant apparaissent
comme des lignes de produit PP fixé. Les RPPs ont des champs magnétiques de sur-
face compris entre 108 G et 10 G. Les pulsars millisecondes forment une sous-classe
de RPPs, pour lesquels la période de rotation et le champ magnétique sont inférieurs a
~ 20 ms et ~ 10'° G. Comme on peut le voir sur la figure 2.6, les pulsars millisecondes
sont majoritairement observés dans des systémes binaires et ont une période extrémement
stable (P < 107'8). L’origine des pulsars millisecondes sera donnée dans la section 2.2.3.
A Topposé dans le diagramme P — P on trouve les magnétars, possédant des champs
magnétiques gigantesques, supérieurs a 10** G, et une période de rotation de I'ordre de la
seconde a la dizaine de secondes ( , : , ). Les magné-
tars sont observés comme des anomalous X-ray pulsars (AXPs) ou parfois comme des soft
gamma-ray repeaters (SGRs). En quiescence, les SGRs et les AXPs sont des pulsars X,
dont la luminosité est bien supérieure a la luminosité de ralentissement, ce qui suggére
qu’ils tirent leur énergie directement de I’énergie magnétique (magnetically-powered pul-
sars). Les SGRs ont une émission plus importante que les AXPs et ils présentent des
sursauts brefs mais intenses d’émission v et X, & des intervalles irréguliers. Néanmoins, la
détection de sursauts X dans certains AXPs a bien confirmé que les AXPs et les SGRs
sont de méme nature. On pense aujourd’hui que les AXPs sont des SGRs évolués, plus
agés et moins actifs. Notons que I'on ne connait actuellement qu’'un trés faible nombre de
magnétars (une vingtaine environ sur un total de ~ 2500 pulsars détectés).

1.1G=10"*T.
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FIGURE 2.6 — Diagramme P — P. Ce diagramme inclut 1674 RPPs (points noirs),
9 AXPs (étoiles bleues), 5 SGRs (croix vertes), 3 CCOs (cercles cyan), 6 INSs (carrés
magenta) et 7 RRATS (triangles rouges). Les acronymes précédents sont donnés dans le
texte. Les pulsars observés dans des systémes binaires sont représentés avec un cercle
ouvert. Les pulsars millisecondes sont des RRPs avec P < 20 ms. Les lignes de champ
magnétique B, sin « (2.10) et d’age ¢, (2.16) constants sont tracées respectivement avec des
tirets et avec des points et des tirets. La ligne en trait plein correspond au « cimetiére » des
pulsars. Figure tirée de ( ).
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En plus des grandes classes de pulsars que 'on vient de mentionner, on a également
observé des étoiles & neutrons avec des propriétés d’émission bien particuliéres. Ainsi, les
isolated neutron stars (INSs) n’émettent pas comme des pulsars radio, mais sont plutot
caractérisées par un spectre d’émission quasi-thermique, rayonnée dans le domaine des
rayons X (Ty ~ 5 x 105 — 1 x 10° K), voir e.g. (2007). Ces étoiles & neutrons
présentent également une faible contrepartie optique. Il a été suggéré que les INSs sont
des RPPs observés en dehors de leur faisceau d’émission. Ce sont des astres relativement
proches, situés a une distance de I'ordre de ~ 200 — 500 pc, déduite par mesure de paral-
laxe. En général, la luminosité X des INSs évolue de maniére quasi-périodique au cours
du temps, avec des périodes mesurées allant de 3 a 11 s que l'on identifie aux périodes de
rotation de ces étoiles. L’étude des courbes de lumiére des INSs permet également de dé-
duire leurs valeurs de P. En utilisant alors la relation (2.10), il est possible d’estimer leur
champ magnétique de surface, qui apparait trés élevé : B,sina ~ 10'* G. L’émission des
INSs n’étant pas contaminée par des processus d’origine non-thermique (contrairement
aux cas des pulsars radio et des binaires X), la modélisation du spectre X de ces objets
pourrait apporter des contraintes trés importantes sur I’EoS des étoiles a neutrons (voir
section 1.1.2). Les rotating radio transients (RRATS) sont des pulsars radio émettant de
maniére sporadique ( ) ; , ). Plus précisément, ces
étoiles présentent des pulses périodiques, parfois entrecoupés de phases ol aucun pulse
n’est détecté. Les RRATS occupent une position spécifique dans le diagramme P — P (voir
Fig. 2.6) et ont des périodes de rotation plus grandes que la majorité des pulsars radio
normaux. La découverte des RRATS suggére qu'une quantité non négligeable d’étoiles a
neutrons pourrait avoir été ignorée par les relevés de pulsars, ceux-ci se basant sur la
détection de signaux périodiques. En outre, les central compact objects (CCOs) repré-
sentent une classe hétérogéne d’objets ressemblant a des étoiles a neutrons, mais dont les
propriétés d’émission particuliéres font qu’ils ne peuvent étre classés dans les catégories
précédentes ( , : , : , ). Les CCOs
sont détectés dans des restes de supernove récentes et n’émettent que dans le domaine
des rayons X. Ils présentent une émission X constante (i.e. non pulsée), de type corps
noir, associée a des températures de surface de I'ordre de T, ~ 2 x 10 — 4 x 10° K. 11
est intéressant de remarquer que la diversité observée dans les propriétés d’émission des
différents groupes d’étoiles & neutrons mentionnés jusqu’a présent pourrait s’expliquer
simplement & partir de I'intensité du champ magnétique de surface a la naissance de ces
étoiles et de leur age (voir ( ), par exemple).

Dans un souci d’exhaustivité, il est également nécessaire de mentionner les binaires X,
non représentées sur le diagramme P — P (Fig. 2.6). Il s’agit de pulsars présents dans
des systémes binaires en accrétion, dont le rayonnement se situe majoritairement dans
le domaine des X (voir section 1.1). L’émission observée depuis ces pulsars a une origine
trés différente de celle associée aux pulsars radio normaux (voir section 2.1.3). Dans le cas
des binaires X, les pulses sont générés par la rencontre de la matiére accrétée depuis le
compagnon (et canalisée par le champ magnétique du pulsar vers ses poles magnétiques)
avec la surface de ’étoile a neutrons. On parle alors d’accretion-powered pulsars. Alors
que les pulsars radio ralentissent au cours du temps, 'accrétion de matiére est associée
a un transfert de moment cinétique (orbital) vers le pulsar, ce qui conduit la vitesse de
rotation de ce dernier & augmenter (ou a diminuer, voir e.g. ( )). Les
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pulsars observés sous forme de binaires X présentent ainsi une grande variété de périodes
de rotation, allant de ~ 0,1 a ~ 10° s ( : ).

2.2.3 Estimation de 1’age

Indice de freinage. Pour certains pulsars, il est possible de mesurer non seulement
P et P, mais également P (voir section 2.1.1). On définit alors I'indice de freinage n par
la relation :

2 — — (2.12)

Cet indice permet de caractériser la loi effective de ralentissement du pulsar considéré,
selon

QO =—-KQ" (2.13)
Ainsi, le modéle du dipole magnétique oblique dans le vide, traité dans la section 2.2.2,
prédit n = 3 pour un champ magnétique de surface et un moment d’inertie constants
(voir (2.9)). Des simulations numériques ont montré que la loi de ralentissement (2.9) est
légérement modifiée en présence d’une magnétosphére chargée, mais ce modéle conduit
également & n = 3 ( , ).

La table 2.1 recense quelques indices de freinage mesurés. Les valeurs observées pour
PSR B1509—-58 (n = 2,839 + 0,001, ( )) et PSR J1640—4631 (n =
3,15+0,03, ( )) semblent en relativement bon accord avec le modéle
du dipole magnétique tournant. Toutefois, la plupart des pulsars présentent un indice de
freinage significativement inférieur a 3 : par exemple, n = 1,7+ 0,2 pour Vela (

, ). Cela suggére un mécanisme de ralentissement plus complexe qu’un simple
rayonnement dipolaire.

Un premier modéle alternatif consiste a associer le ralentissement du pulsar a ’émission
d’ondes gravitationnelles. A partir de la formule du quadrupéle de masse, on peut montrer
que la dissipation d’énergie liée & ce processus est donnée par

. 32G 5 56
ou ellipticité e quantifie la déformation de ’étoile ( , ). Ce mé-

canisme de ralentissement pourrait étre dominant pour les pulsars trés jeunes. Toutefois,
I'indice de freinage qu’il prédit, a savoir n = 5, est clairement en désaccord avec les ob-
servations effectuées sur des pulsars dgés de quelques milliers d’années (voir la table 2.1).
Pour ces derniers, la condition EGW < Eem, ol Eem = —Erot, permet d’obtenir une limite
supérieure sur lellipticité de I’étoile :

. . 1/2
e<1,5x107° PP (2.15)
’ 1 ms 10-19 7 '

qui peut étre contraignante dans le cas des pulsars millisecondes ( , ).
D’autres mécanismes ont également été suggérés pour tenter d’expliquer les valeurs
d’indice de freinage observées. Ainsi, les écarts a la loi n = 3 pourraient s’expliquer
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TABLE 2.1 — Indices de freinage mesurés pour quelques pulsars jeunes. Table
adaptée de ( ).

Pulsar n

B0531+21 (Crabe) | 2,51 +0,01

B0540-69 2,14+0,01

B0833-45 (Vela) 1,7+£0,2

J1119-6127 2,684 £+ 0,002

B1509-58 2,839 4+ 0,001

J1734-3333 0,94+0,2

J1833-1034 1,857 £ 0,001

J1846-0258 2,65 £0,01

J1640-4631 3,15+ 0,03
par la présence d’'un vent de particules relativistes ( , ), une augmentation de
la fraction de I’étoile sous forme superfluide ( , ), une variation de
’angle entre I'axe de rotation et I’axe magnétique ( , ), une augmentation du
champ magnétique de surface ( , ) ou encore la contribution
d’ordres supérieurs (non dipolaire) dans la configuration du champ magnétique proche
de la surface de 1'étoile et dans sa magnétosphére ( , ). Il est probable que le

mécanisme exact de ralentissement soit lié a plusieurs de ces processus.

Age des pulsars. Il est possible de déterminer I'évolution temporelle de la vitesse de
rotation d’un pulsar en intégrant la relation (2.13). En supposant que la période initiale
Py était nettement inférieure a la période P actuellement mesurée (ce qui est discutable
dans le cas de pulsars trés jeunes), on peut estimer ’age du pulsar a partir des mesures
de P et de P uniquement. Dans le cas oi n = 3, I’dge caractéristique du pulsar est donné

par la relation
Q P

20 2P

Pour le pulsar du Crabe, on obtient ainsi un age caractéristique t. ~ 1200 ans, en bon
accord avec I’age réel (~ 950 ans) connu précisément par 'observation en 1054 de la
supernova lui donnant naissance (voir section 1.2.1). Toutefois, il faut garder a I’esprit
qu’il s’agit seulement d’une estimation, parfois trés grossiére étant donné les incertitudes
sur P, et sur n.

Les lignes d’age caractéristique constant sont tracées sur la figure 2.6. Suite a I'ex-
plosion de supernova, les pulsars qui viennent de naitre sont situés en haut a gauche du
diagramme P — P (vitesse de rotation élevée et fort ralentissement). Ils vont ensuite se
déplacer vers la droite et le bas de ce diagramme, en suivant approximativement les lignes
de champ magnétique constant, traversant progressivement les lignes t. = cte. La majo-
rité des pulsars observés ont un age caractéristique compris entre ~ 10° et ~ 10® ans. Les
magnétars semblent étre relativement jeunes (t. ~ 10% — 10° ans). Comme nous 1’avons

(2.16)

C
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déja vu dans la section 2.2.2, les pulsars millisecondes occupent une place privilégiée dans
le diagramme P — P, suggérant des ages caractéristiques voisins de 1’age de notre galaxie
(~ 10% — 10 ans). Toutefois, I'age caractéristique suppose implicitement que le ralentis-
sement, du pulsar a toujours eu la méme origine, et qu’aucun autre processus physique
n’a affecté sa rotation, ce qui n’est pas vrai dans le cas des pulsars millisecondes. Ainsi,
la relation (2.16) ne saurait étre utilisée pour estimer 'age de ces pulsars.

Recyclage des pulsars millisecondes. La position des pulsars millisecondes dans
le diagramme P — P semble s’expliquer par un scénario d’évolution complexe, impliquant
un processus de recyclage de pulsars normaux présentant initialement des périodes de
rotation beaucoup plus grandes (voir e.g. ( ) ( ).

On pense que les pulsars ne peuvent émettre en radio que si la différence de potentiel
AV, requise pour que le mécanisme de production de paires' ait lieu est inférieure a la
valeur maximale de AV qu’il est possible d’atteindre dans la magnétospheére (

, ). Sur le diagramme P — P, cela se traduit par la condition suivante :

P 2
B 20,17 x 10" (1_5) G, (2.17)

ou, de maniére équivalente, par Py = 102 W ( , :

, ). Au terme de leur phase de ralentissement, les pulsars traversent
alors cette « ligne de mort » et cessent donc d’émettre en radio (on parle de « cimetiére
des pulsars », voir Fig. 2.6). Cependant, certaines étoiles & neutrons membres de systémes
binaires entrent ensuite dans une nouvelle phase pendant laquelle elles accrétent de la
matiére depuis leur compagnon (phase de binaires X), ce qui conduit a augmenter leur
vitesse de rotation et & diminuer leur champ magnétique. Une fois le processus d’accrétion
terminé, ces étoiles pourraient a nouveau émettre en tant que pulsars radio, d’otl le terme
de pulsars recyclés. Ce modéle est supporté par le fait que la grande majorité des pulsars
millisecondes sont observés dans des systémes binaires (voir Fig. 2.6) et qu'ils ont tendance
a étre plus massifs que les pulsars normaux.

2.3 Irrégularités de la période

2.3.1 Observations de « soubresauts »

Nous venons de décrire en détails le lent ralentissement des pulsars radio au cours
du temps, selon un processus associé a la magnétosphére de ces astres. Cependant, on
observe parfois de minuscules irrégularités dans 1’évolution temporelle de la vitesse de
rotation d’un pulsar, appelées glitches (ou « soubresauts »), pendant lesquelles le pulsar
accélére soudainement, avant de relaxer sur des temps beaucoup plus longs, de 'ordre du
jour ou méme de 'année (voir Figs. 2.7 et 2.8). Les premiers glitches ont été détectés dés
1969 dans les pulsars de Vela ( , : ,

) et du Crabe ( , : , ). Depuis lors, ces pulsars
emblématiques ont respectivement rencontré (au moins) 19 et 25 épisodes de glitches.

1. Selon le processus v + B — ete™ + B, voir section 2.1.3.
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FIGURE 2.7 - Deux glitches observés dans un magnétar. Evolution de la fréquence
de rotation de PAXP 1RXS J1708—4009 en fonction du temps (en jours juliens modifiés).
Les amplitudes des glitches observés sont AQ/Q = 55 x 1077 et 4,2 x 1075. On peut
noter la différence entre les phases de relaxation des deux glitches, respectivement asso-
cides & AQ/Q = 0,01 (sans décroissance exponentielle) et AQ/Q = 0,55 (décroissance
exponentielle sur 50 jours). Figure adaptée de ( ).

Jusqu’a présent, on a observé 482 glitches dans 168 pulsars' ( , ),y
compris dans des magnétars et des pulsars millisecondes, avec des fréquences de rotation
v = f =Q/(27) comprises entre 0,09 Hz et 327 Hz (voir, par exemple, la base de données
ATNF?; ( )). La grande quantité de données recueillies sur ces
événements permet de mettre en évidence les tendances générales suivantes.

Amplitudes. Les glitches sont associés & une brusque accélération du pulsar carac-
térisée par une amplitude relative AQ/Q s’étendant entre ~ 107! et ~ 1077 (

, ; , ). Une analyse récente des glitches du Crabe suggére
une amplitude minimum située autour de AQ/Q ~ 107% sensiblement supérieure a la
limite de résolution des détecteurs ( : ). L’étude des glitches de faible
amplitude est particulierement délicate car ceux-ci sont généralement contaminés par
un autre type d’irrégularité, appelée bruit de synchronisation (voir section 2.3.3). Les
glitches sont parfois accompagnés d’'une variation abrupte de leur taux de ralentissement,
AQ/Q ~ 107 — 1072

Phase de montée. Comme on le voit trés clairement sur la figure 2.8, un glitch est
composé de deux phases associées a des temps caractéristiques trés différents. La phase de

1. http://www.jb.man.ac.uk/pulsar/glitches.html.
2. http://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat.
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FIGURE 2.8 — Glitch observé dans le pulsar du Crabe. Résidus en fréquences v(t) —
vo(t), ot vo(t) est un modéle d’évolution ajusté sur le ralentissement du pulsar pendant
300 jours avant le glitch, en fonction du temps (en jours juliens modifiés). La relaxation,
ajustée sur la loi (2.18) (trait plein), indique une amplitude AQ/Q = 9 x 1079, une
augmentation du taux de ralentissement AQ / Q) = 3x 1073 et une relaxation exponentielle
avec un temps caractéristique de 2,9 jours. Il est intéressant de remarquer une seconde
accélération (30 jours aprés le glitch), ainsi qu’un changement en © apparaissant au bout

de ~ 150 jours. Ce dernier semble lié¢ au phénoméne de bruit de synchronisation. Figure
tirée de ( ).
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FIGURE 2.9 — Position des pulsars présentant des glitches dans le diagramme
P — P. Figure réalisée a partir des données recueillies par ’ATNF Pulsar Database.
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montée est généralement trop rapide pour étre résolue par les radiotélescopes actuels et les
glitches apparaissent donc souvent sous la forme de sauts de fréquence. Certains glitches
du Crabe partiellement résolus ont mis en évidence des temps de montée de 'ordre de
7 ~ 0,5 — 2 jours ( , : , ). Cependant, il a été suggéré
que ces glitches « mous » pourraient avoir une origine différente des glitches habituels .
Actuellement, la meilleure contrainte que I’on a sur 7, provient de I'observation des glitches
de Vela (en 2000 et 2004), conduisant a la limite : 7 < 30 — 40 s ( : :
). La détermination des temps de montée est particuliérement ardue, car elle nécessite
d’une part un suivi en continu du pulsar et, d’autre part, de disposer de temps d’arrivée
(TOAs) extrémement précis sur de trés courtes durées (inférieures au temps de montée).
Toutefois, on peut espérer que le radiotélescope LOFAR (Low Frequency Array,
( )) et le futur SKA (Square Kilometer Array, ( )) apporteront
des contraintes beaucoup plus fortes sur le temps de montée ;.

Phase de relaxation. On dispose de beaucoup plus de données observationnelles sur
la phase de relaxation. Cette phase est généralement décrite par une loi du type

v(t) = v(t) + Avy, + Ayt + Z Av;exp (—t/7;), (2.18)

ol 1y(t) représente 1’évolution de la fréquence de rotation du pulsar lors de son ralentisse-
ment (i.e. en absence de glitch) et ¢ = 0 correspond a I'instant ol le glitch est déclenché
(sans tenir compte de la bréve phase de montée). Les quantités Ay, et Ar, correspondent
a des sauts de fréquence et de taux de ralentissement « permanents », tandis que les termes
Av; représentent des contributions exponentiellement décroissantes, associée chacune a un
temps caractéristique 7;. L’amplitude totale du glitch est alors donnée par

AQ  v(0) =w(0) Ay, +> Ay

— - : 2.19
Q 1(0) 10(0) (2.19)

tandis que la variation du taux de ralentissement est définie par :
AQ 0(0) —1p(0) A, — 3, Avi/7; (2.20)

Q w0 2%(0)

En général, la mesure de AQ / () est assez imprécise, car elle dépend fortement de I'échan-
tillonnage des mesures prises au voisinage du glitch (la mesure n’étant pas exactement
réalisée a4 t = 0, certaines contributions exponentielles peuvent avoir déja disparu). En
outre, on définit également le paramétre de relaxation (healing factor) par la relation

24 Avy; Ayp

= ¢ =1- 2.21
@ Av, + . Ay, Av, + 3. Ay’ (2.21)

afin de quantifier le degré de relaxation du glitch.

1. Ces temps de montée étant bien supérieurs aux limites de résolution, il peut paraitre surprenant
de ne pas observer de glitches se déroulant sur des temps plus courts (avec 7 ~ 0,01 — 0,1 jour, par
exemple), que l'on attendrait en plus grande quantité ( , ; , ).
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L’évolution de la vitesse de rotation lors de la phase de relaxation varie d’un pulsar a
un autre, et peut méme étre différente entre deux glitches d’une méme étoile. Pour certains
pulsars, la relaxation peut étre convenablement ajustée par des simples sauts de fréquence
et de dérivée de la fréquence, mais cela est souvent lié & I'imprécision des mesures qui ne
peuvent rendre compte de contributions exponentielles associées a des temps trop courts.
Pour d’autres pulsars, tels que le Crabe ou Vela, la qualité des mesures permet de décrire
cette phase avec une grande précision. Ainsi, certains glitches de Vela, trés précisément
résolus, nécessitent jusqu’a quatre termes exponentiels (par exemple, 7; ~ 1 min, 0,3 jour,
2,1 jours et 26 jours, voir ( )). Les observations montrent une grande
variété de valeurs du paramétre de relaxation @ allant de ~ 107 a ~ 1 ( ,

; , ). Les glitches de grande amplitude sont généralement associés a
des petites valeurs de @, typiquement ) ~ 0,01. Les grandes valeurs de paramétre de
relaxation sont davantage observées pour des petits glitches, mais également pour les
glitches géants détectés dans les magnétars. Bien que la relaxation des magnétars soit
similaire a celle des RPPs, beaucoup présentent de larges augmentations du taux de
ralentissement (AQ/Q ~ 0,5), qui persistent sur des périodes de plusieurs semaines ou
mois.

Activité et age caractéristique. Moins de 10 % de la population totale de pul-
sars présente des glitches. Ces événements sont principalement observés dans des pulsars
jeunes, comme on peut le voir sur la figure 2.9 (voir également la figure 2.6 pour les courbes
d’age caractéristique constant). On quantifie communément le comportement d’un pulsar
par son activité moyenne A, définie a partir des amplitudes de glitches cumulées
1 AQ;

J 2.22
Tobs j Q ’ ( )

A=

ou la sommation est réalisée sur les différents glitches rencontrés par le pulsar et Ty
désigne la durée d’observation considérée. Par exemple, on obtient A ~ 2,25 x 10714 s~}
pour Vela (voir Fig. 2.10), tandis que A ~ 1x 10719 s7! pour le Crabe ( , ).
En général, ce sont les pulsars avec un age caractéristique t, ~ 10* ans qui glitchent le
plus. L’activité décroit avec 1’age, les vieux pulsars présentant des glitches d’amplitude
plus faible ( , ).

2.3.2 Différents types de glitch

Pulsars radio. Au moins deux comportements de glitches différents ont été identi-
fies parmi les RPPs ( , : , ). Un petit nombre de pulsars
exhibe des glitches géants, avec une distribution en amplitude trés étroite, se produisant
de maniére quasi-périodique. Par exemple, le pulsar de Vela présente des glitches d’am-
plitude AQ/Q ~ 107¢, tous les 2 — 3 ans environ (voir Fig. 2.11). Cependant, la majorité
des pulsars, dont le Crabe, subissent des glitches d’amplitude plus faible, avec une large
distribution en amplitude, espacés aléatoirement dans le temps. Ces différences de com-
portement sont mises en évidence sur la figure 2.11, & travers les exemples de Vela et du
Crabe. Ces pulsars ont des activités hautement distinctes. De plus, leurs paramétres de
relaxation sont également trés différents (QQ > 0,8 pour le Crabe, @ < 0,2 pour Vela, voir
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FIGURE 2.10 — Amplitudes de glitches cumulées en fonction du temps pour le
pulsar de Vela. La pente de la loi d’ajustement (courbe rouge) correspond a l'activité

moyenne du pulsar. Figure tirée de ( ).
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FIGURE 2.11 - Amplitudes des glitches de Vela et du Crabe en fonction du
temps depuis le glitch précédent. Figure tirée de ( ).
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FIGURE 2.12 - Anti-glitch observé dans le magnétar 1E 22594-586. (a) Evolution
de la fréquence de rotation du magnétar en fonction du temps (en jours juliens modifiés).
Les lignes rouges et bleues correspondent & deux modéles d’ajustement envisagés. (b)
Résidus obtenus aprés ajustement par un modéle basé uniquement sur I’évolution avant
I'anti-glitch. (c¢) Variation temporelle du flux X (dans la bande 2-10 keV). Les lignes
pointillées verticales indiquent les différentes dates de glitch : la ligne noire correspond a
I'anti-glitch tandis que les deux autres sont associées a un second (anti- 7)glitch. Figure
tirée de ( )

( )), bien que la détermination de @ pour Vela soit compliquée
par le fait qu'une partie non négligeable du glitch n’a pas encore relaxé lorsque le glitc
le fait qu’ ti égligeable du glitch n’ laxé 1 le glitch
suivant a lieu.

Magnétars. Pour la majorité des RPPs, on n’observe aucune corrélation entre les
épisodes de glitches et d’éventuelles variations dans le profil des pulses ou dans le flux
émis par ces pulsars. Néanmoins, dans le cas des magnétars, ou de certains RPPs possédant
un champ magnétique trés intense, les glitches sont clairement associés a des changements
dans le rayonnement émis par ces astres (voir, par exemple, ( )

( B ( )). De plus, un événement trés particulier a été
récemment observé dans un magnétar, au cours duquel la fréquence de rotation du pulsar
a subitement diminué (au lieu d’augmenter) : cet anti-glitch est présenté sur la figure 2.12.

2.3.3 Bruit de synchronisation

En plus du phénoméne de glitch, un second type d’irrégularité, appelée bruit de syn-
chronisation (ou timing noise), est parfois détecté au cours du lent ralentissement des
pulsars. Ce bruit de synchronisation se manifeste par des fluctuations aléatoires de la
vitesse de rotation du pulsar sur de longues échelles de temps, allant de plusieurs jours
a quelques années. Par exemple, les fluctuations visibles sur la figure 2.8, a la fin de la
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période de relaxation, sont attribuées a ce second type d’irrégularité. Le timing noise est
davantage marqué pour les pulsars jeunes (ou le ralentissement est plus fort). Le présent
manuscrit étant focalisé sur une modélisation du phénoméne de glitch, nous n’aborderons
pas le bruit de synchronisation dans la suite. Plus de détails sur les aspects observation-
nels du timing noise, ainsi que sur ses origines possibles, sont donnés dans

(2010b); (2015).

2.4 Premiers modeéles de glitches

2.4.1 Meécanismes externes

Peu de temps aprés leur découverte, différents scénarios ont été envisagés pour tenter
d’expliquer le phénomeéne de glitch (voir ( ) pour une revue sur ces premiers
modéles). Par exemple, il a été proposé que les glitches pourraient étre associés a des
explosions de plasma dans la magnétosphére, a la présence d’une planéte au voisinage du
pulsar ou encore a la collision d’objets massifs avec 1’étoile. Toutefois, pour les pulsars
radio normaux, I’absence de corrélation entre épisodes de glitches et éventuelles variations
du rayonnement émis par le pulsar suggére plutdét un mécanisme lié a 'intérieur de 1’étoile
(voir sections 2.4.2 et 3.2). La situation est différente pour les magnétars et les RPPs avec
un champ magnétique élevé, ou de telles corrélations sont couramment observées (voir
section 2.3.2). Il est clair que la magnétosphére joue un role important pour ces systémes,
bien que son action reste mal connue, le temps dynamique de la magnétosphére (de ordre
de la période de rotation de 1’étoile) étant beaucoup plus court que le temps typique entre
deux glitches.

2.4.2 Tremblements d’écorce

Deés 1969, M. Ruderman suggérait que les glitches étaient la manifestation de tremble-
ments de crodte (voir ( ) et ( ), pour plus de détails).
Une étoile a neutrons en rotation a la vitesse angulaire () n’est pas sphérique, mais est
déformée par les forces centrifuges, comme on peut le voir sur la figure 5.12. Si 1’étoile
était complétement fluide, une diminution de sa vitesse de rotation (lors du ralentissement
du pulsar, par exemple) s’accompagnerait d’un réajustement de la forme de I'étoile, afin
d’adopter une structure plus sphérique. Toutefois, la présence d’une écorce solide empéche
une modification continue de la structure de I’étoile et des contraintes solides s’accumulent
dans la crotite. Lorsque ces contraintes atteignent une valeur critique, I’écorce se brise et
I’étoile adopte une configuration plus sphérique. En faisant I’hypothése que le moment ci-
nétique est conservé pendant le tremblement de croiite, la diminution Al < 0 du moment
d’inertie I de I'étoile est alors accompagnée d’une augmentation de sa vitesse de rotation
AQ > 0, selon

AQ Al 5 93
o =T (2:23)

ce qui conduit a 'observation d’un glitch.
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Les arguments suivants sont tirés de ( ). Pour une étoile & neutrons entiére-
ment fluide, le moment d’inertie est donné par

I=1Iy(1+e), (2.24)

ou Iy est le moment d’inertie d’une étoile sphérique (sans rotation) et le paramétre e,
proportionnel & Q2, est typiquement trés petit. Par exemple, I'aplatissement e associé aux
pulsars du Crabe et de Vela est d’environ 1073 et 10~* respectivement. Le ralentissement
60 ~ Q 6t < 0 du pulsar, entre deux glitches successifs séparés d'une durée 0t, devrait
alors s’accompagner d’un réajustement de < 0 et donc d’une diminution du moment
d’inertie

08

ol = 1056 = 26[05. (225)

En raison de la présence de 1’écorce solide, la diminution du moment d’inertie du pulsar
lors d’un glitch est alors, au maximum, égale a celle qu’aurait subie une étoile fluide depuis
le glitch précédent, ce qui conduit & |AI| < |0]|. L’amplitude du glitch AQ/Q (2.23) vérifie
alors AQ 81 50 ot
T T o 9~ 2.26
QO ~ 1 ‘. (2.26)
ou on a fait apparaitre 1’age caractéristique t. du pulsar, défini par (2.16). Ce modéle de
tremblement de crotite prédit donc une amplitude maximale de glitch

AQ ot

Q. = etc. (2.27)
Pour le pulsar du Crabe, on a 6t ~ 10?> — 10® jours (voir Fig. 2.11) et t. ~ 10 ans
(voir section 2.2.3), de telle sorte que I'amplitude maximale prédite est de l'ordre de
~ 1077 — 107, en accord avec les observations. En revanche, en ce qui concerne Vela
(6t ~ 103 jours et t. ~ 10* ans), on obtient des amplitudes de glitches inférieures a
~ 1078. Ce modéle n’est donc pas suffisant pour expliquer les glitches géants du pulsar
de Vela. De plus, en supposant que chaque glitch est accompagné d’une réduction de
I'aplatissement de I'ordre de Ae ~ —AQ/Q ~ —107%, 'aplatissement actuel de I'étoile
disparaitrait en seulement une centaine d’épisodes de glitches (~ ¢/|A€|), ¢’est-a-dire au
bout d’environ 100 x 6t ~ 300 ans, ce qui ne représente qu'une petite fraction de I’age de
Vela.

Nous verrons dans le chapitre suivant que I'ingrédient manquant pour expliquer les
glitches géants du pulsar de Vela est la prise en compte de matiére superfluide au sein
de I'étoile & neutrons. Notons toutefois que le modéle décrit dans cette section n’est pas
pour autant a rejeter, car les différences observées entre les glitches du Crabe et de Vela
(voir section 2.3.2) pourraient étre reliées a deux mécanismes distincts.
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3.1 Prédictions théoriques

3.1.1 Introduction

Supraconductivité dans les métaux. Le phénoméne de supraconductivité a été
découvert ! par H. K. Onnes, en 1911 ( , ,b,¢). Ce dernier a constaté que la
résistivité électrique du mercure devient nulle en dessous d’une température critique 7, de
Pordre de 4, 2 K, conduisant ainsi a 'apparition de courants permanents. Quelques années
plus tard, en 1933, W. Meissner et R. Ochsenfeld ont montré que la supraconductivité
ne correspond pas uniquement & un comportement de conducteur parfait, mais qu’elle
constitue un nouvel état thermodynamique a part entiére ( , ).
En effet, en refroidissant du plomb, initialement placé en présence d’un champ magnétique,
en dessous d’une température 7, ~ 7,2 K, ils ont observé que le flux magnétique est
expulsé en dehors du métal. Cette transition vers un état de diamagnétisme parfait est
appelée effet Meissner-Ochsenfeld. Les expériences en laboratoire ont mis en évidence deux
types de supraconducteurs (voir, par exemple, ( ) ou ( )
pour une introduction a la supraconductivité). Pour ces deux types, on observe que la
supraconductivité disparait si le champ magnétique appliqué dépasse une valeur critique,
comme on peut le voir sur la figure 3.1. Le diagramme de phase des supraconducteurs de
type I comporte une phase normale et une phase supraconductrice. Cette derniére, atteinte
pour H < H.(T), correspond a un état ou le flux magnétique est totalement expulsé de
lintérieur du supraconducteur. En revanche, les supraconducteurs de type II présentent
une phase supplémentaire, appelée phase mixte, atteinte lorsque le champ magnétique

1. Voir ( ) pour Ihistoire de cette découverte.
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phase mixte

phase
supraconductrice
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> >
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FIGURE 3.1 — Supraconducteurs de type I et II. Représentations schématiques du
diagramme de phase d’un supraconducteur de type I (& gauche) et d’un supraconducteur
de type II (a droite), dans le plan H — T (champ magnétique appliqué - température).

appliqué est compris entre deux champs critiques H. (T') et Ho(T'). Dans cet état mixte, le
flux magnétique pénétre le supraconducteur grace a la formation de tubes de flur quantifiés
(ou fluzoides), au sein desquels la supraconductivité est localement détruite (on parle alors
d’effet Meissner incomplet).

La premiére description microscopique de la supraconductivité a été réalisée en 1957
par J. Bardeen, L. Cooper et J. R. Schrieffer ( , ). La théorie BCS de
la supraconductivité repose sur le couplage entre les électrons et les vibrations du réseau
(phonons), qui conduit & une interaction effective attractive entre les électrons, malgré
leur répulsion coulombienne. Les électrons sont alors susceptibles de s’assembler sous la
forme de paires de Cooper, qui se comportent comme des bosons. En dessous d’une cer-
taine température critique (liée a 'énergie a fournir pour briser les paires d’électrons),
ces paires de Cooper condensent alors dans le méme état quantique de plus basse éner-
gie (dés leur formation). La supraconductivité des métaux peut ainsi étre pergue comme
une condensation de Bose-Einstein de paires d’électrons liés. Toutefois, cette analogie ne
doit pas étre poursuivie trop loin. Par exemple, 1'existence d'une interaction attractive
entre particules est indispensable & la formation de paires de Cooper et donc & la su-
praconductivité, tandis que la condensation de Bose-Einstein existe indépendamment des
interactions. Par ailleurs, les paires de Cooper ont une extension spatiale trés grande de-
vant la distance moyenne entre particules et sont enchevétrées les unes dans les autres.
La condensation de Bose-Einstein et le régime BCS sont maintenant interprétés comme
deux limites différentes d’'un méme phénoméne. La transition entre ces deux limites a été
récemment observée dans des gaz de Fermi d’atomes ultra-froids, pour lesquels on peut
varier I'importance des interactions en utilisant un champ magnétique ajustable, grace
au phénomeéne de résonance de Feshbach (voir ( B ( ),
par exemple).
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Superfluidité en laboratoire. La superfluidité a été observée pour la premiére fois '
par P. Kapitsa, J. Allen et D. Misener dans un liquide d’hélium 4, en 1937 ( , ;
, ). Au lieu de se solidifier, I'hélium 4 subit une transition de phase
superfluide en dessous de la température critique T, ~ 2,17 K, associée & une brusque va-
riation de sa capacité calorifique massique. De nombreuses expériences ont été réalisées par
la suite pour caractériser ce nouvel état thermodynamique (voir e.g. ( )
( ) ( ); ( )). Celles-ci ont
montré qu’un superfluide s’écoule sans dissipation & température nulle (ce qui est 1ié & une
absence de viscosité et a une conductivité thermique trés importante). D’un autre coté,
un superfluide a température finie s’écoule de maniére visqueuse dans de fins capillaires
(du moins sa composante « normale »). Par ailleurs, ces expériences ont également mis
en évidence un effet analogue a 'effet Meissner dans les supraconducteurs, appelé effet
Hess-Fairbank dans le cas superfluide, caractérisé par une diminution du moment d’inertie
du liquide en rotation lorsque la température de celui-ci est abaissée sous la température
critique de transition superfluide. De méme qu’il existe un champ magnétique limite au-
dessus duquel la supraconductivité est détruite, la superfluidité disparait au-dela d’une
certaine vitesse critique. Pour décrire les différentes propriétés de I’hélium superfluide,
L. Tisza a proposé un premier modeéle 4 deuz fluides ( , ), amélioré ensuite par
L. Landau ( , ). Suivant ce modéle, I'hélium superfluide serait alors composé
de deux fluides distincts : un superfluide ne transportant aucune entropie et un fluide nor-
mal responsable du transport de la chaleur, formé par différents types de quasi-particules
(états d’excitation élémentaires). Au zéro absolu, ’hélium superfluide ne contiendrait que
la phase superfluide, correspondant ainsi a I’état fondamental du systéme. Ce modéle a
deux fluides a été étendu au cas des supraconducteurs par C. J. Gorter en 1955 ( ,
). Tout comme la supraconductivité, la superfluidité est fortement liée au phénoméne
de condensation de Bose-Einstein. Davantage de détails sur la superfluidité sont donnés
dans les livres suivants : ( ) ( ).
L’hélium 3, le second isotope stable de I’hélium, présente également une transition de
phase superfluide, mais a une température beaucoup plus faible, de 'ordre de 2 mK (

, ,1). Contrairement aux atomes d’hélium 4, les atomes d’hélium 3 sont
des fermions et il est donc indispensable pour ces atomes de s’apparier pour permettre
une condensation de Bose-Einstein. On explique ainsi la superfluidité de I’hélium 3 par un
mécanisme similaire & 'appariement des électrons dans la théorie BCS des supraconduc-
teurs, 'interaction attractive entre les atomes ayant cette fois-ci pour origine 'interaction
d’échange entre les moments magnétiques de spin portés par les atomes. C’est notamment
a cause de cette formation de paires que les condensats fermioniques ont des tempéra-
tures de transition généralement plus faibles que celles des condensats bosoniques. En
ce qui concerne la supraconductivité des métaux, l'interaction attractive entre électrons
créée par les phonons étant approximativement isotrope, elle donne lieu a la formation
de paires de Cooper dont I'étendue spatiale est isotrope, avec des spins anti-paralléles (le
spin total de la paire est nul). Le paramétre d’ordre de ces paires est donc singulet, de
type s. Dans le cas de I'hélium 3, en revanche, I'interaction d’échange tend a apparier
deux atomes ayant des spins paralléles (le spin total de la paire est alors non nul). De

1. Voir ( ) pour une note historique sur cette découverte.
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plus, le potentiel attractif étant anisotrope, ’étendue spatiale de la paire I'est également.
Les paires d’atomes d’hélium 3 ont alors un paramétre d’ordre triplet, de type p (voir,

e.g, (1990); (2004); (2013)).

Etoiles 4 neutrons. Peu de temps aprés sa formulation, la théorie BCS a été appli-
quée avec succes aux noyaux ( , : , ). Dans un article consacré
a 'étude du moment d’inertie des noyaux, A. B. Migdal a été le premier a suggérer la
possibilité que la matiére soit superfluide dans le coeur des étoiles a neutrons ( ,

). Par la suite, cette hypothése a été étudiée plus en détails par

( ), puis par ( ). 11 est intéressant de noter que la présence de matiére
superfluide /supraconductrice dans les étoiles a neutrons a été prédite théoriquement avant
méme la premiére détection des pulsars en 1967. Notons toutefois que la superfluidité et la
supraconductivité dans les étoiles a neutrons, décrites dans la section suivante, présentent
des différences notables avec ces mémes phénomeénes observés en laboratoire.

3.1.2 Appariement de nucléons et températures critiques

Dans les couches les plus externes des étoiles a neutrons, ou la densité est similaire
a celle des solides ordinaires, la température critique en dessous de laquelle les électrons
deviennent supraconducteurs est de Pordre de quelques K ( , ;

, ), ce qui est nettement inférieur aux températures de surface attendues et
observées (voir section 2.2). Par conséquent, les électrons présents dans I’écorce des étoiles
A neutrons, et a fortiori dans le cceur, ne sont pas supraconducteurs.

L’existence d’une interaction attractive, nécessaire a la formation de paires de Co-
oper, est au cceur de la théorie BCS. Pour les supraconducteurs conventionnels, cette
interaction est indirecte et faible (voir section 3.1.1). Cependant, dans le cas de la ma-
tiére nucléaire, I'interaction forte entre les nucléons est naturellement attractive sur des
distances de I'ordre de quelques fermis, selon différents canaux d’appariement. Suivant
la notation spectroscopique habituelle, chacun de ces canaux est désigné par les lettres
2541, ot S est le spin total des deux particules, L est le moment cinétique orbital
associé a leur mouvement relatif et J est le moment cinétique total. Les calculs d’apparie-
ment relatifs aux étoiles a neutrons suggérent que, pour des densités inférieures a ~ pg/2,
les neutrons s’apparient de la méme maniére que les électrons dans un supraconducteur
conventionnel (état singulet de spin, de type s : 1Sp). On s’attend donc a ce que la croiite
(interne) et éventuellement une petite partie du coeur externe abritent un superfluide de
neutrons isotrope. Toutefois, pour des densités plus élevées, le canal P, (état triplet de
spin, de type p) est le plus attractif, comme on peut le voir sur la figure 3.2. Le coeur
des étoiles a neutrons est ainsi susceptible de contenir un superfluide de neutrons aniso-
trope (analogue au cas de I'hélium 3). En outre, on pense que les protons dans le coeur
forment un supraconducteur isotrope (canal 'Sy). En principe, des paires neutron-proton
pourraient également exister, mais leur formation n’est pas favorisée étant donné l'asy-
métrie de la matiére composant 'intérieur des étoiles a neutrons. Enfin, d’autres phases
superfluides/supraconductrices, reposant sur appariement d’hypérons ou d’un hypéron
et d’un nucléon par exemple, pourraient étre présentes dans le cceur interne, mais cela
reste trés spéculatif.
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FIGURE 3.2 - Canaux d’appariement. Gauche : Combinaisons possibles de spin et de
moment cinétique orbital pour les paires de Cooper. Droite : Décalage de phase associé
a la diffusion neutron-neutron, tracé en fonction de I’énergie de Fermi des neutrons Fp
et de la densité p. Différents canaux JLS sont considérés. Un décalage de phase positif
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FIGURE 3.3 — Températures critiques de transition superfluide/supraconduc-
trice en fonction de la densité. Profils correspondant a I’état singulet de neutrons (a
gauche), triplet de neutrons (au milieu) et singulet de protons (& droite), pour différents

modéles de superfluidité, dans 1’écorce interne et le cceur des étoiles a neutrons. Figure
tirée de ( )
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Les températures critiques de transition vers les phases superfluides et supraconduc-
trices précédemment citées demeurent incertaines et dépendent du modéle microscopique
utilisé pour décrire les interactions entre nucléons (voir Fig. 3.3). Les calculs d’apparie-
ment actuels suggéerent des températures maximales de transition de l'ordre de

Tc117,smax ~ 109 . 1010 K, Tcri,pmax ~ 108 _ 109 K et Tg»smax ~ 109 — 1010 K, (31)

ou Teh Mo, T M et TP, ™ désignent respectivement les températures critiques associées
au superfluide de neutrons isotrope (1Sy), au superfluide de neutrons anisotrope (3P) et
au supraconducteur de protons isotrope (1Sp). Il est intéressant de remarquer que ces
températures sont nettement supérieures aux températures de transition superfluide ob-
servées en laboratoire (voir section 3.1.1). Les températures critiques (3.1) étant atteintes
rapidement aprés la naissance des étoiles & neutrons (voir section 1.2.3), on s’attend donc
effectivement a la présence de différentes phases superfluides a l'intérieur de ces astres.
Davantage de détails sur la présence de matiére superfluide et sur les calculs microsco-
piques d’appariement dans les étoiles a neutrons sont donnés dans les articles de revues
suivants : (1989); (2003); (2006);

(2008); (2013); (2016).

3.1.3 Tourbillons superfluides et tubes de flux

Tourbillons superfluides. Un superfluide est décrit par une fonction d’onde macro-
scopique donnée par

U(r) = /ny x exp (ip (1)), (3.2)

ou ny est la densité de particules dans le condensat et o (7) est une phase locale. En
appliquant Popérateur —ihV a cette fonction d’onde (ou A est la constante de Planck
réduite), on déduit que I'impulsion par particule de superfluide est proportionnelle au
gradient de la phase superfluide :

7™ =hVp. (3.3)

En I'absence d’effets d’entrainement (voir partie IT), I'impulsion du superfluide est sim-
plement donnée par sa vitesse v multipliée par la masse au repos m des particules' qui
le constituent. L’équation (3.3) implique donc que le superfluide s’écoule de maniére irro-
tationnelle, i.e.

V xv=0. (3.4)

Par conséquent, un superfluide placé dans un récipient en rotation reste au repos par
rapport au référentiel du laboratoire : cet état est appelé état de Landau. Toutefois, les
expériences montrent que lorsque la vitesse de rotation dépasse une valeur critique, le su-
perfluide tourne de maniére similaire a un fluide ordinaire. Cela signifie donc que la condi-
tion (3.4) peut étre violée localement, via la formation de défauts topologiques appelés
tourbillons superfluides (ou vortex), au sein desquels la superfluidité est détruite ( ,

; : ).

1. Dans le cas d’un superfluide fermionique, les particules de superfluide sont des paires de fermions.
Ainsi, pour un superfluide de neutrons, on aura m = 2m,,, ou m, désigne la masse des neutrons au repos.
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FIGURE 3.4 — Observations de réseaux de tourbillons et de tubes de flux. Gauche :
Tourbillons dans un condensat de Bose-Einstein d’atomes de 8"Rb en rotation. La vitesse
de rotation augmente de la gauche vers la droite. Droite : Tubes de flux dans un échantillon
de NbSe; a 1,8 K, pour un champ magnétique appliqué de 1 T. Figures tirées de

(2000) et (1989).

La phase du superfluide étant définie a 27 prés, la circulation de la vitesse v le long
d’un circuit fermé C vérifie nécessairement

j{v.dlzz%ch.dl:Nﬁ, (3.5)
c m.Jje m

oiu N € N et h désigne la constante de Planck. Cette équation implique donc que la
circulation de la vitesse est quantifiée (nous reconnaissons ici la loi semi-classique de
Bohr-Sommerfeld). Le cas N = 0 correspond a I’état de Landau. Ainsi, un superfluide
ne peut entrer en rotation qu’en formant des lignes de tourbillons quantifiées, chacune
étant associée & un quantum de circulation k = h/m, Uentier N désignant le nombre de
tourbillons présents a intérieur de la boucle C considérée (on peut montrer qu’il est plus
favorable énergétiquement d’avoir N tourbillons portant un quantum de circulation k,
qu’un unique tourbillon associé & une circulation Nk, voir annexe B). Notons que I'in-
tégrale (3.5) est indépendante du choix du circuit fermé C enfermant les N lignes de
tourbillons.

La présence de lignes de tourbillons quantifiées a été confirmée par leur observation
directe dans un superfluide d’hélium 4 en rotation, une vingtaine d’années aprés leur preé-
diction théorique ( : ; : ). Depuis, ces vortex
ont également été observés dans différents condensats de Bose-Einstein en rotation (

, ; , ; , ), comme on peut le voir sur
la figure 3.4. Les expériences montrent que les tourbillons ont tendance a former un réseau
triangulaire régulier, ainsi que ( ) Pavait prédit. Sur des échelles grandes
devant la distance typique entre deux vortex, d, la superposition des écoulements associés
a chacun des vortex fait que le superfluide présente un champ de vitesse analogue a celui
d’un solide en rotation (voir Fig. 3.5), a la vitesse de rotation (2, de telle sorte que

V x v =2Q, (3.6)
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FIGURE 3.5 — Représentation schématique du réseau de tourbillons a P’intérieur
d’une étoile 4 neutrons. Haut : Coupe dans le plan perpendiculaire & ’axe de rotation
de I’étoile. Bas : Profil de vitesse du superfluide en fonction de la coordonnée radiale.
La superposition des écoulements associés a chaque tourbillon conduit le superfluide a
adopter un champ de vitesse analogue a celui d’un solide en rotation, v ~ 7€), ou r
désigne la distance a I’axe de rotation. Figure tirée de ( ).

ce qui n’est valable qu’en 'absence d’entrainement et pour €2 constante. De plus, a ces
mémes échelles, la présence de tourbillons superfluides (3.5) implique une modification de

la condition (3.4) comme suit :
V x v =Nk, (3.7)

o N, est la densité surfacique (locale) de tourbillons et k désigne un vecteur de norme
Kk, aligné avec la direction (locale) des vortex, qui correspond & la direction de laxe
de rotation du superfluide. Des deux équations précédentes, on déduit que la densité
surfacique de tourbillons est simplement donnée par

2Q)
== (3.8)

Dans le cas des étoiles a neutrons, le superfluide de neutrons présent dans I’écorce in-
terne et le coeur externe contient une multitude de tourbillons, chacun portant un quantum
de circulation

K =

~2x107% em?s7!, (3.9)

My
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ot my = 1, 7x107%7 kg est la masse au repos du neutron. La densité surfacique moyenne (3.8)
de tourbillons contenus dans ce superfluide vérifie ( , )

Amy Q) P\
= 0 6% 10° - 3.10
Al h 8 (10 ms) o (3.10)

oll on a fait 'hypothése raisonnable que la vitesse de rotation €2, du superfluide est trées
proche de celle du pulsar, Q = 27/P (voir (7.7)). Ainsi, cette estimation suggére que le
pulsar de Vela (P ~ 89 ms et R ~ 12 km) contient environ 10'7 lignes de tourbillons! La
distance moyenne entre deux vortex de neutrons est alors approximativement donnée par

p 1/2
~1x107? ( ) cm. (3.11)

dy =~
10 ms

n

Il est intéressant de noter que la taille du cceur d’une ligne de tourbillon, donnée par
la longueur de cohérence &, du superfluide, est quant a elle beaucoup plus petite (&, ~
10 — 102 fm), voir ( ), par exemple.
Si la présence de tourbillons superfluides semble bien établie & 'intérieur des étoiles
a neutrons, il faut garder a 'esprit que leur géométrie et leur orientation demeurent in-
certaines. L’hypothése la plus simple consiste a supposer que ces tourbillons sont rigides,
alignés avec 1’axe de rotation du pulsar et qu’ils traversent I'étoile de part en part. Toute-
fois, la réalité pourrait étre plus complexe. Par exemple, les vortex pourraient étre cour-
bés localement, en raison des interactions avec différents sites d’ancrage. Par ailleurs, une
région non-superfluide pourrait exister au voisinage de l'interface coeur-croiite, entre les
superfluides de neutrons isotrope et anisotrope ( , ), méme si cette situation
ne semble pas étre favorisée d’aprés les modéles récents ( , ; )
). Enfin, il a également été suggéré que les tourbillons superfluides pourraient étre
emmeélés les uns dans les autres, au lieu d’étre simplement droits et paralléles entre eux.
Une telle configuration serait alors susceptible de conduire a I'apparition de turbulence
au sein de I'étoile ( , : , ). Ces différents phénoménes
pourraient avoir un impact significatif sur la dynamique du superfluide dans les étoiles a
neutrons.

Supraconducteur de type II et tubes de flux. En raison de la conductivité
électrique trés élevée de la matiére nucléaire a 'intérieur des étoiles a neutrons, le temps
caractéristique de diffusion du champ magnétique est trés long, de 'ordre de 10° ans (

, ). Par conséquent, 'apparition de la supraconductivité dans ces astres n’est
pas accompagnée d’une expulsion du flux magnétique, contrairement a ce que I’on observe
dans les supraconducteurs étudiés en laboratoire lorsque le champ magnétique appliqué
est inférieur & une certaine valeur critique (voir section 3.1.1). Le supraconducteur de
protons présent dans le coeur peut donc étre pénétré par le champ magnétique, quelle
que soit son intensité. Cela peut se faire de deux maniéres différentes : soit en créant
une phase mixte contenant un réseau périodique de tubes de flux, soit par ’apparition
d’un état intermédiaire composé d’une succession de régions normales, dans lesquelles le
flux est confiné, et supraconductrices, ou l'effet Meissner est total. Ces deux situations
correspondent respectivement & un supraconducteur de type II et a un supraconducteur
de type I.
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Superfluidité dans les étoiles & neutrons

On définit deux longueurs caractéristiques dans un supraconducteur : la longueur de
cohérence &,, correspondant a la taille typique d’une paire de Cooper, et la longueur de
pénétration de London A, qui est la distance sur laquelle le champ magnétique porté par
un tube de flux pénétre dans le milieu environnant. Dans le cceur des étoiles a neutrons,

ces grandeurs sont approximativement données par ( , )
p —1/2 N\ 12
A, ~1,3x 1071 (1 —g,)? (W) <07 85) cm, (3.12)
et

1/3 1/3 9
10° K
~ 1021 —e) (P o 1
& =3, 910771 = 5,) (1014 g.cm—3 0,05 ) om G13)

ol p est la masse volumique du milieu, =, désigne la fraction de protons et TP est la tem-
pérature de transition supraconductrice (voir Eq. (3.1)). Le terme ¢, relatif aux protons,
quantifie les effets d’entrainement mutuel entre nucléons qui seront étudiés en détails
dans la section 5.1.4. Notons que, pour le coeur externe, ¢.e. pour des densités baryo-
niques comprises entre ~ 0,5 X ng et ~ 2 X ng, des estimations réalistes de ce paramétre !
conduisent & ¢, ~ 0,1 — 0,5 (voir, e.g., ( ) ( ) ou
encore la figure 5.9). Le type de supraconducteur est alors déterminé par le paramétre de
Ginzburg-Landau, kys, défini par

A*
&
L’état mixte (type II) est favorisé si kng > 1/v/2 ~ 0,707, tandis que I'état intermédiaire
(type 1) apparait si xxs < 1/v/2. Compte tenu de (3.12) et (3.13), le paramétre de
Ginzburg-Landau vérifie

—5/6 —5/6

TP
~33 (1—e)?(— L 2 c ). 3.15
KNS 3 ( €p) (1014 g.cm—3 0,05 10° K ( )

Le comportement de kyg est représenté sur la figure 3.6, pour une EoS spécifique. Ainsi,
on s’attend a la présence d’'une phase mixte de supraconducteur de protons de type II
dans le cceur externe. Toutefois, pour des densités supérieures a

0,05 TP \%° -
Perit. 111 = 6,4 % 10M (1 — £,)"/° ( - ) (mch) g.cm™, (3.16)
p

(3.14)

RNS =

ce qui correspond aux régions les plus denses de 1’étoile, les protons sont plutoét suscep-
tibles d’étre dans un état intermédiaire de supraconducteur de type I.

L’impulsion par particule du supraconducteur est donnée par

T =mv + qA, (3.17)

1. Nous verrons plus tard qu'’il existe également un paramétre d’entrainement associé aux neutrons,
en. Toutefois, compte tenu de la relation (C.5), cette grandeur vérifie e, >~ z, X e, < 1, de sorte qu’elle
a été négligée dans les différentes expressions données dans cette section.
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3.1 Prédictions théoriques
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FIGURE 3.6 — Paramétres relatifs au supraconducteur de protons dans le cceur
des étoiles a neutrons en fonction de la densité. La ligne cyan (trait plein) corres-
pond a la température critique (en unités de 10° K) de transition supraconductrice. Le
paramétre de Ginzburg-Landau kyg ainsi que les deux champs critiques H,; et H. (nor-
malisés & 10'% G) sont respectivement tracés en bleu (tirets), violet (un point entre tirets)
et orange (deux points entre tirets). La ligne horizontale correspond & K¢y = 1/ V2 et la
ligne verticale est associée a la densité de transition peit 111, en dessous de laquelle les
protons forment un supraconducteur de type II. Ces différentes grandeurs sont calculées
pour une EoS spécifique. Figure tirée de ( ).

oll v est la vitesse du supraconducteur et A est le potentiel vecteur, 1lié au champ d’in-
duction magnétique B par la relation B = V x A (la charge ¢ étant exprimée en
unités SI). Considérant ici un supraconducteur de protons, la masse et la charge des
« particules » sont données par m = 2m, et ¢ = 2e, ou e désigne la charge élémen-
taire. L’impulsion d’un supraconducteur est également proportionnelle au gradient d’une
phase ¢,

™ = 2m,v + 2eA = hVp, (3.18)

de sorte que la condition
Vxm=0 (3.19)

s’applique aussi. Cependant, dans le cas d’un supraconducteur de type II, cette relation
peut étre violée localement par la formation de tubes de flux, dans lesquels la supracon-
ductivité est détruite. En effet, de maniére similaire au cas superfluide, la quantification
de la circulation de I'impulsion le long d’un circuit fermé C conduit a

h h
@fv.dujqu.dl:—jéV(p.dl:N—, (3.20)
e I c 2e c 2e

ot N € N s’interpréte comme le nombre de tubes de flux inclus dans le contour C.
Rappelons que les intégrales précédentes sont indépendantes du choix de C, a condition que
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le contour considéré contienne toujours le méme nombre de tubes de flux. Contrairement
aux lignes de tourbillons, pour lesquelles la vitesse diminue en 1/r ou r est la distance
au centre d'un vortex (voir annexe B), la vitesse décroit exponentiellement, i.e. v ~
exp (—r/A,). Ainsi, en choisissant un contour suffisamment éloigné du centre des tubes
de flux, la contribution de 'intégrale sur la vitesse est nulle et 'équation (3.20) devient

féA.dz://SBdsng:N%, (3.21)

ou § désigne la surface sur laquelle s’appuie le contour C et ¢ est le quantum de flux
magnétique associé a chaque tube de flux, donné par'

h
Go =5 =2 107" G.cm?. (3.22)

Les quanta de flux portés par chaque tube de flux s’additionnent pour donner le flux ¢
total traversant le supraconducteur. La densité surfacique moyenne de tubes de flux dans
le supraconducteur de protons est alors ( , )

B B
N, == ~5x10" cm 2, 3.23

P o 1012 G (3.23)
ol B est 'amplitude du champ magnétique interne de I’étoile & neutrons. Il est important
de noter que le nombre de tubes de flux présents dans le coeur est trés grand par rapport
au nombre de tourbillons superfluides (3.10). La distance moyenne entre deux tubes de
flux est alors simplement donnée par

B —1/2
~4x1071° ( ) cm. (3.24)

oo L
\/Wp 1012 G
Bien que trés petite, cette distance reste généralement plus grande que la longueur caracté-
ristique de décroissance du champ magnétique a l'intérieur du supraconducteur, A, (3.12),
et que la taille typique &, du coeur d’un tube de flux (3.13).
Par ailleurs, les champs magnétiques critiques H. et H. (voir section 3.1.1) s’ex-
priment de la maniére suivante ( : )

¢O A* 14 —1 P xp
H, = In| —= ) ~2 1 1— .2
4T 4rAz U\, 0107 (1 =) | g com= ) \0.05) & (3:25)

et

o P =23, 2/3 b\ 2
H., = ~292x10°(1—¢g,)* | —F—— P c G. (3.26
2= g = 22107 —S) (1014 g.cmd) <0,05) (109 ) (3.26)

Le champ critique H. correspond au champ magnétique pour lequel les tubes de flux
sont en contact (d, ~ &,). Il est intéressant de remarquer que le champ magnétique a

1. La charge électrique est ici exprimée dans les unités du systéme international. En unités CGS
Gaussien, ott 9 = 1/(4nc?) et po = 4w, habituellement utilisées par la communauté, la charge électrique
est donnée par ecgs = esy X ¢, de sorte que I’équation (3.22) devient ¢g = he/(2ecas).
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3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

Iintérieur des magnétars pourrait dépasser H.o. Dans une telle situation, la supraconduc-
tivité serait alors détruite, ce qui pourrait avoir un effet important sur la dynamique de

ces étoiles ( , ). Pour comparaison, le champ moyen porté par un tube de
flux est
Po
B, ~ —— ~ H,. 3.27
P WAE 1 ( )

Pour un supraconducteur de type II en laboratoire, I’état mixte oil les tubes de flux sont
présents n’est accessible que pour H., < B < H.. Toutefois, dans le cas des étoiles a
neutrons, cet état peut également persister pour des champs magnétiques inférieurs a H.,
(état mixte métastable). Ainsi, le champ critique de transition H. n’est pas réellement
important dans ces systémes.

De maniére identique aux tourbillons superfluides, les expériences réalisées en labora-
toire montrent que les tubes de flux tendent a adopter une configuration réguliére trian-
gulaire, appelée réseau d’Abrikosov, comme on peut le voir sur la figure 3.4 (

, ; , ). Toutefois, les tubes de flux, dont la direction correspond
a celle du champ magnétique local, sont susceptibles de présenter une configuration beau-
coup plus complexe dans le coeur des étoiles & neutrons. En effet, on pense que ceux-ci
adoptent une structure trés enchevétrée, associée a celle du champ magnétique qui existait
dans I'étoile avant que la supraconductivité apparaisse ( , ).

Enfin, mentionnons que la formation de tubes de flux est défavorable d’un point de
vue énergétique dans le coeur interne des étoiles & neutrons. Dans cet état intermédiaire de
type I, le champ magnétique est confiné dans des régions de protons normaux de grande
dimension et de formes variées ( , : , ). La forme exacte
de ces régions dépend également de la distribution du champ magnétique a I'intérieur de
I’étoile au moment de la transition supraconductrice. L’absence de structure bien défi-
nie rend I'étude de cet état intermédiaire relativement compliquée (voir également

(2006D)).

3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

La présence de matiére superfluide a I'intérieur des étoiles & neutrons a été rapidement
invoquée pour expliquer les temps de relaxation trés longs observés lors des événements
de glitches ( , ). Nous allons voir dans cette section que la superfluidité
propose un cadre naturel pour rendre compte du phénomeéne de glitch.

3.2.1 Transferts de moments cinétiques entre deux fluides

En premiére approximation, l'intérieur des étoiles a neutrons superfluides est composé
de deux fluides associés a des dynamiques différentes ( , ). Les particules
chargées (protons, électrons, noyaux dans 1’écorce, ...) sont fortement couplées entre elles
par le champ magnétique interne et forment un premier fluide ( , ;

, ). Ce dernier contient également toute partie du superfluide de neutrons couplée
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FIGURE 3.7 — Modéle a deux fluides. Représentation schématique de I’évolution tem-
porelle de la vitesse de rotation 2 du pulsar et de la vitesse angulaire €2, du superfluide
de neutrons. Deux événements de glitches sont ici représentés.

aux particules chargées sur des temps trés courts'. Par couplage magnétique, ce premier
fluide est en corotation avec la magnétosphére du pulsar, a la vitesse angulaire €2 observée.
En revanche, les neutrons sont électriquement neutres et sont superfluides. Une certaine
partie d’entre eux, faiblement couplée aux particules chargées par friction mutuelle, va
alors posséder sa propre dynamique et former un second fluide?, tournant a la vitesse
angulaire ), a priori différente de 2.

En 1975, P. W. Anderson et N. Itoh ont proposé que les glitches pourraient corres-
pondre & des transferts de moment cinétique entre ces deux fluides, initiés par le désan-
crage soudain de lignes de tourbillons ( , ). L’idée est la suivante.
Lorsque le pulsar ralentit (voir section 2.2), les lignes de tourbillons tendent & s’éloigner
de 'axe de rotation, afin de diminuer leur densité surfacique et donc la vitesse de rota-
tion du superfluide de neutrons (voir Eq. (3.10)). Cependant, certains vortex pourraient
rester ancrés aux noyaux présents dans I’écorce ( , ; ,

) et/ou aux tubes de flux dans le ceeur si les protons forment un supraconducteur de
type IT ( , ; , ; , ). Par conséquent, alors que
la vitesse angulaire ) du fluide de particules chargées continue de diminuer, une partie du
superfluide est découplée du reste de I’étoile et maintient approximativement® la méme
vitesse de rotation €, > Q (voir Fig. 3.7). La différence de vitesse 62 = Q, —Q > 0 induit
alors une force radiale de type Magnus sur les tourbillons, dont "'amplitude augmente avec
0€). Lorsque la différence de vitesse atteint une certaine valeur critique 0€)g, cette force
de Magnus excéde la force d’ancrage des vortex, et les lignes de tourbillons sont soudai-
nement libérées vers 'extérieur. Ce mouvement radial des vortex est alors accompagné

1. Par temps « trés courts », on entend ici « bien inférieurs aux temps caractéristiques mesurés lors des
glitches ». Plus généralement, cette notion va dépendre de la dynamique du phénoméne que I'on souhaite
modéliser.

2. Une étoile & neutrons pourrait contenir plusieurs types de superfluides/supraconducteurs (d’hypé-
rons ou de quarks, par exemple) avec autant de fluides associés & des dynamiques différentes. Le modéle
a deux fluides décrit ici est donc le plus simple, mais il faut garder a l'esprit que la réalité pourrait étre
plus complexe.

3. Aux effets d’entrainement prés.
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3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

d’une diminution de la vitesse angulaire du superfluide A, < 0 et, par conservation du
moment cinétique total', d’'une accélération du second fluide selon
1

AQ = —2AQ, >0, (3.28)

p

ou I, et I, désignent les moments d’inertie du superfluide initialement découplé et du
fluide de particules chargées (incluant également tous les constituants qui leur sont cou-
plés sur des temps courts devant le temps de montée). Un glitch est alors observé (voir
Fig. 3.7). Durant la phase de relaxation qui suit, on pense que les tourbillons se réancrent
progressivement, donnant ainsi naissance a une nouvelle différence de vitesse 6¢).

Il est important de remarquer que le modéle de tremblement d’étoile détaillé dans la
section 2.4.2 et celui décrit précédemment ne sont pas nécessairement indépendants. En
effet, la présence de matiére superfluide est susceptible d’engendrer des tremblements de
croiite. Par exemple, 'ancrage des tourbillons dans I’écorce pourrait étre suffisamment fort
pour que cette derniére craque avant que les lignes de tourbillons ne soient libérées (

, , ,b,¢). 11 a également été montré que le seul fait que les fluides ne
tournent pas a la méme vitesse conduit a ’apparition de contraintes solides dans 1’écorce,
et donc éventuellement a la rupture de celle-ci, méme en ’absence d’ancrage des lignes
de tourbillons ( , : , ). Réciproquement, les trem-
blements d’étoile peuvent aussi générer des mouvements soudains de vortex ( ,

; , 1993; , 1996; , 2010).

Dans le modéle de fluage (ou creep) développé par ( ), la phase
de relaxation post-glitch s’explique par la reptation des lignes de tourbillons, analogue au
phénomeéne de glissement des tubes de flux magnétique observé dans les supraconducteurs
de type IT (voir ( ), par exemple). Par fluctuations thermiques ou par
effet tunnel ( ; ), les vortex ancrés dans I’écorce ont une certaine probabilité
de se déplacer d’un site d’ancrage a un autre, bien que la différence de vitesse {2 soit
inférieure au seuil critique 0€)y. Il existe alors un courant de vortex dirigé le long de la
force de Magnus, qui est d’autant plus important que la température est élevée. Dans
les pulsars trés jeunes, ce courant pourrait étre suffisamment important pour empécher
I'accumulation de larges contraintes dans I’écorce et ainsi expliquer la faible activité de
ces pulsars. Selon sa température, une région donnée a l'intérieur de I’étoile, associée a
une certaine énergie d’ancrage, pourra étre dans un régime de fluage linéaire ou non-
linéaire ( , ). Au début de la phase de relaxation, si la température est
grande par rapport a I’énergie d’ancrage, dans une certaine région ¢, la différence de vitesse
locale §€); = 2! —Q sera suffisamment petite pour que la réponse du taux de ralentissement
a la perturbation initiale (correspondant a ’accélération soudaine du pulsar) soit linéaire
en 'amplitude du glitch. Dans ce cas, la contribution de cette région a la variation totale
du taux de ralentissement sera donnée par ( : )

Y

A%(t) = % X % X 2%0 X exp (—t/7;), (3.29)

1. Les temps de montée des glitches étant trés courts devant le temps caractéristique lié au ralentis-
sement du pulsar (voir section 2.3.1), il semble légitime de supposer que le moment cinétique total de
I’étoile est conservé lors de cette phase.
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ou [; et I désignent le moment d’inertie du superfluide ancré dans la région ¢ et le mo-
ment d’inertie total, AQ /€ est "amplitude du glitch, . est 'age du pulsar (2.16) et 7; est
un temps caractéristique associé a la région considérée. En revanche, si la température
est suffisamment faible par rapport & I’énergie d’ancrage, la différence 0€); sera grande
et la réponse sera non-linéaire. La plupart des temps caractéristiques observés lors des
phases de relaxation des glitches de Vela (voir section 2.3.1) sont interprétés comme des
réponses linéaires relatives a différentes régions, tandis que seuls les temps de relaxation
les plus longs sont associés & des contributions non-linéaires ( , ). Le mo-
déle de fluage a été récemment appliqué au cas ou les tourbillons superfluides peuvent
s’ancrer sur les tubes de flux présents dans le cceur externe ( , : ,

) bl b J bl ) ) )'

La description précédente constitue la base du modéle communément accepté pour
expliquer les glitches des pulsars, tout au moins ceux de Vela, pour lesquels le mécanisme
présenté dans la section 2.4.2 n’est pas suffisant. Ce scénario est supporté par des expé-
riences réalisées avec de I’hélium superfluide, dans lesquelles des phénomeénes similaires
aux glitches ont été observés ( , , ), et par la capacité du
modéle de fluage a reproduire les phases de relaxation de différents pulsars ( ,

2, , ; , )-

Toutefois, de nombreux points restent & éclaircir avant que ce modéle atteigne le rang
de théorie totalement cohérente et prédictive. En particulier, le mécanisme qui déclenche
le mouvement des lignes de tourbillons est encore mal connu. Celui-ci pourrait étre lié
a 'accumulation de vortex dans une région ou l'ancrage est intense ( , ;

, ), & un effet domino lors d’avalanches de tourbillons (
, ), & la présence d’instabilités hydrodynamiques ( , :
, : , ), & des tremblements d’écorce ( ,
: ; ) ou encore & une perturbation de température ( ;
). En outre, le détail de Pancrage dans I’écorce et dans le cceur est assez incertain,
tout comme la proportion de superfluide prenant part au phénoméne de glitch.

3.2.2 Ancrage dans 1’écorce

Role de I’écorce. A cause d’un effet d’entrainement mutuel entre neutrons et protons
(voir partie II), les tourbillons superfluides dans le cceur portent un quantum de flux
magnétique fractionnaire ¢, ( , : , ), donné

par
19
¢n = - 1 _pg ¢0 =~ _5p¢07 (330)

ou ¢g correspond au quantum de flux magnétique (3.22). La diffusion des électrons par
le champ magnétique porté par les lignes de tourbillons conduit & un fort couplage entre
le superfluide de neutrons présent dans le coeur et le fluide de particules chargées (

, ), sur des temps trés courts par rapport aux temps de relaxation post-glitch
(voir Eq. (8.59)). Par conséquent, la dynamique des glitches semble plutot associée au
superfluide de neutrons contenu dans ’écorce. Par la suite, ce scénario a également été
supporté par 'analyse des données recueillies lors d’événements de glitches. Ainsi, I’étude
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FIGURE 3.8 — Paramétre de couplage G mesuré pour différents pulsars. Pour
chaque pulsar, le paramétre G (3.32) est donné en fonction de 1'dge caractéristique (2.16).
Figure tirée de ( ).

de la relaxation post-glitch associée a différents pulsars (en utilisant I’équation (3.29), par
exemple) a montré que le rapport du moment d’inertie I,, du superfluide participant aux
glitches sur le moment d’inertie total I est de l'ordre de quelques pourcents ( ,

, ), en accord avec la quantité de superfluide contenu dans la crofite attendue
pour une étoile & neutrons de ~ 1,4 Mg, (voir e.g. ( K ( ).
De plus, on peut montrer que le rapport I,,/I est contraint par la relation ( ,

)
I
T~ (3.31)

valable uniquement en l'absence d’entrainement. Le paramétre de couplage G est un
nombre sans dimension qui dépend uniquement de grandeurs observables. Il est défini

par la relation

G=Ax & (3.32)

€2

ou A est Pactivité du pulsar (2.22). Ce paramétre est représenté sur la figure 3.8 pour
différents pulsars. Les études statistiques réalisées par ( ) et
( ) mettent en évidence un paramétre de couplage compris entre 0,005 et 0,016 pour
les pulsars d’age intermédiaire. En particulier, une analyse des glitches de Vela montre
que G = 0,014 pour ce pulsar. Ces résultats soutiennent eux aussi 1'idée selon laquelle
I’écorce seule serait responsable du processus de glitch. En général, les pulsars jeunes
(t. < 10° ans) et agés (t. = 10° ans) sont associés & des valeurs de G beaucoup plus faibles
(voir Fig. 3.8). Ainsi, la trés faible activité du pulsar du Crabe suggére que seule une toute
petite partie du superfluide est impliquée dans les événements de glitches qu’il rencontre
(voir également, ( ))-
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Force d’ancrage dans ’écorce et modéle du « chasse-neige ». La force carac-
térisant l'ancrage des tourbillons aux noyaux présents dans la crotlite est un ingrédient
fondamental dans I’étude du mécanisme de glitch. En effet, celle-ci détermine la quantité
de moment cinétique que le superfluide découplé peut emmagasiner, avant que la force de
Magnus libére les lignes de tourbillons et déclenche le glitch (voir section 3.2.1).

Alors que les premiers modéles théoriques se concentraient sur l'interaction microsco-
pique entre une ligne de tourbillon et un unique site d’ancrage (voir e.g. ( )

( K ( K ( )), c’est la force d’ancrage par
unité de longueur du vortex, beaucoup plus complexe a calculer, qui contrebalance la
force de Magnus. La force associée a un site d’ancrage dépend uniquement de la différence
d’énergie entre 1’état ot le noyau est situé a l'intérieur du vortex et celui ol le noyau est
en dehors. En revanche, la force par unité de longueur dépend, entre autres choses, de la
rigidité de la ligne de tourbillon, de sa géométrie (tourbillon droit ou entortillé?) et de
son orientation, qui sont relativement mal connues. Basés sur des géométries trés simpli-
fiées, les premiers travaux ont mis en évidence une force par unité de longueur maximale
de I'ordre de ' quelques 10'® dyn.cm™" ( , ). Cependant, ( ) a suggeéreé
qu’en considérant un vortex infiniment long, la force d’ancrage pourrait étre complétement
négligeable aprés avoir moyenné sur les différentes orientations possibles. Plus récemment,
des calculs détaillés ont été réalisés par ( ), qui a modélisé I’écorce comme un
potentiel créé par un ensemble d’ions placés aléatoirement, et par ( ), qui
ont moyenné sur toutes les orientations possibles d’une ligne de tourbillon par rapport a
un réseau cristallin de type cubique centré. Ces deux études ont confirmé que, pour une
rigidité non infinie, la force d’ancrage par unité de longueur maximale est fortement ré-
duite par le processus de moyennage, devenant de 'ordre de ~ 10" — 10 dyn.cm™! (voir
Fig. 3.9), mais qu’elle reste toutefois suffisamment importante pour expliquer le phéno-
méne de glitch ( , ; , ; : ). En équilibrant la force
d’ancrage avec la force de Magnus, ces modéles réalistes prédisent qu'une différence de
vitesse maximale 6@ ~ 1072 rad.s~! peut s’établir entre les deux fluides avant que les
tourbillons superfluides ne soient désancrés, ce qui est compatible avec les valeurs suggé-
rées par les glitches de Vela. Le profil typique de )y en fonction de la coordonnée radiale
est représenté sur la figure 3.10. On remarque que cette vitesse critique varie fortement
dans I'écorce interne et qu’elle posséde un maximum dans les régions ou 'ancrage est le
plus intense (correspondant & p ~ (4 — 6) x 10" g.cm™3).

A partir du profil de vitesse critique obtenu (voir Fig. 3.10), P. Pizzochero et ses
collaborateurs ont présenté un scénario raffiné pour expliquer les glitches, appelé modéle
du « chasse-neige » ou snowplow model ( , ; , ;

, ; , ). Suivant ce modéle, les tourbillons se désancrent lorsque le
seuil critique local 0€)y est atteint, et se réancrent dans une région ou les forces d’ancrage
sont plus intenses. Ainsi, les vortex se déplacent progressivement vers l'extérieur au fur
et & mesure que la différence de vitesse entre les fluides augmente. Un glitch? se produit

1. 1dyn = 107° N.

2. A la différence de beaucoup de modéles de glitches, oil le transfert de moment cinétique a lieu
entre le superfluide de neutrons dans I’écorce interne et le reste de I’étoile (voir e.g. ( ), le
mécanisme du « chasse-neige » repose sur le fait que la majorité du superfluide de neutrons dans le cceur
est couplé au fluide de particules chargées sur des temps trop longs pour rendre compte de la phase de
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FIGURE 3.9 — Force d’ancrage par unité de longueur en fonction de la densité.
Les résultats présentés correspondent a différents choix de longueurs L (en unités du rayon

de la cellule de Wigner-Seitz) sur lesquelles le tourbillon peut étre considéré comme rigide.
Figure tirée de ( ).
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FIGURE 3.10 — Différence de vitesse 0{)y au moment du désancrage. La quantité
0€)g est tracée en fonction de la distance a I'axe de rotation, pour une étoile & neutrons de
1,4 M. Cette courbe est obtenue & partir d’un modéle réaliste d’ancrage (voir Fig. 3.9)
et pour une EoS donnée. Figure tirée de ( ).
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alors dés que la différence de vitesse atteint 6€2***. Dans ce cas, le temps Tipter €ntre deux
glitches est simplement donné par

00
Tinter = ——=——- (3.33)
2]
( ) ont obtenu un bon accord entre les valeurs données par cette équa-

tion et celles mesurées dans les pulsars présentant des glitches géants. Il est toutefois im-
portant de remarquer que ce modéle ne peut s’appliquer qu’aux pulsars dont les glitches
se produisent de maniére périodique, comme pour le pulsar de Vela (voir section 2.3.2).
Ainsi, il ne peut rendre compte du comportement de la majorité des pulsars, pour lesquels
la distribution en amplitude AQ/Q et celle en temps interglitch Tipter sONt respectivement
décrites par une loi de puissance et une loi exponentielle ( , ). Par conseé-
quent, on s’attend a ce que le modéle du « chasse-neige » établisse la taille maximum
des glitches d’un pulsar donné (voir e.g. ( )

( )), d’autres mécanismes étant requis pour expliquer les glitches plus petits et plus
fréquents.

Role possible du cceur. La plupart des modéles de glitches associent la dynamique
de ces événements a 1’écorce interne des étoiles a neutrons et reposent donc sur 'ancrage
des tourbillons superfluides sur les noyaux (voir e.g. ( );

( ) ( )). Toutefois, ce scénario a été remis en cause récemment. La
prise en compte des effets d’entrainement dans la crotute modifie la contrainte (3.31) de
la maniére suivante :

I]“ 2 G x (1= (), (3.34)
ou (g,) désigne la valeur moyenne du paramétre d’entrainement des neutrons dans la ré-
gion ou le découplage se produit ( , : , : ,

; , ). La diffraction de Bragg des neutrons libres par les noyaux de
I’écorce conduit & des effets d’entrainement beaucoup plus marqués dans ’écorce interne
que dans le coeur ( , : , ), comme on
peut le voir sur la figure 3.11. En particulier, la contramte (3. 34) apphquee aux glitches
de Vela excede largement la quantité de superfluide contenue dans la croite ! (

, : , ; , ). Il a été suggéré que les effets d’entrai-
nement dans la crotte pourraient étre beaucoup plus faibles ( , ), &
condition que la longueur de cohérence du superfluide de neutrons soit bien inférieure a la
taille caractéristique des noyaux dans ’écorce interne (qui peuvent présenter différentes
géometries selon leur déformation, voir section 1.5.2). Cependant, comme ces auteurs le
soulignent, cette condition n’est généralement pas satisfaite (voir également

( ) ( )). En outre, les analyses des glitches détectés en 2007

montée du glitch et ne participe donc pas a celle-ci. Le transfert de moment cinétique se déroule ainsi
uniquement entre le superfluide présent dans une région de la crotte ou ’ancrage est maximal et le fluide
de particules chargées (auquel on associe également une petite part du superfluide dans le coeur, inférieure
a 10%).

1. En prenant une valeur moyenne 1— (¢} ~ 4—6 sur ’ensemble de ’écorce interne, la contrainte (3.34)
conduit & I,,/I 2 0,06 — 0,08 pour Vela, en désaccord avec la proportion de superfluide contenue dans
I’écorce interne.
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FIGURE 3.11 — Masses effectives des neutrons dans 1’écorce interne et dans le
coeur. Les résultats relatifs a la crotite interne sont obtenus & partir des valeurs fournies
par ( ), tandis que ceux correspondant au cceur proviennent de

( ). La masse effective m? est reliée au parameétre d’entrainement e, par la

relation : m* = my (1 —¢,). L'interface entre la croute et le coeur se situe a p ~ 0,47py.
Figure tirée de ( ).

dans PSR J1119—6127 et en 2010 dans PSR B2334+61, effectuées dans le cadre du modéle
de fluage présenté dans la section 3.2.1, indiquent qu'une grande quantité du superfluide
de neutrons prend part a ces événements, de ordre de I,/I ~ 10 — 20% (

( ) ( ) ( ), voir également ( )). Le réservoir
de moment cinétique associé au superfluide dans I’écorce interne n’est donc pas suffisant
pour expliquer ces glitches, méme en ’absence d’entrainement. Les études récentes que
I'on vient de mentionner suggérent ainsi que le superfluide de neutrons contenu dans le
ceur joue un role plus tmportant que prévu dans la dynamique des glitches, au moins
pour certains pulsars comme Vela. Il semble donc pertinent de s’intéresser a I’ancrage des
tourbillons superfluides dans le coeur des étoiles a neutrons.

3.2.3 Ancrage dans le cceur

La présence de matiére superfluide et supraconductrice dans le coeur des étoiles a
neutrons est supportée a la fois par les calculs d’appariement (voir section 3.1) et par
les observations (voir section 3.3). En particulier, les modéles récents prédisent que les
protons forment un supraconducteur de type II dans le cceur externe (voir section 3.1.3),

de telle sorte que ce dernier contient a la fois des lignes de tourbillons superfluides et des
tubes de flux magnétiques.
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Interactions entre tourbillons superfluides et tubes de flux. Toute modification
de la vitesse de rotation du superfluide de neutrons est accompagnée d’un mouvement
radial des lignes de tourbillons qu’il contient. Puisque la densité de tubes de flux dans
le cceur externe est trés grande devant celle de vortex et compte tenu du fait que les
tubes de flux ne sont pas alignés avec I’axe de rotation mais plutot avec la direction du
champ magnétique local (voir section 3.1.3), une ligne de tourbillon en mouvement est
susceptible de rencontrer une grande quantité de tubes de flux magnétiques. Différentes
études ont montré que la jonction entre une ligne de vortex et un tube de flux est favorisée
d’un point de vue énergétique, dans le sens ol le recouvrement de la matiére normale
présente au coeur de ces deux lignes diminue a la fois ’énergie de condensation et ’énergie
magnétique ( , : , : , : , :

, ). Cela suggére que les tourbillons superfluides pourraient s’ancrer auz tubes
de flurz dans le coeur des étoiles & neutrons.

Etant donné les incertitudes actuelles sur I’énergie d’ancrage associée a la jonction
vortex-tube de flux, dont l'ordre de grandeur se situe autour de £, ~ 0,1—50 MeV (

, ), différentes situations peuvent apparaitre. Par exemple, si le
tourbillon posséde une vitesse trés élevée, son énergie cinétique pourrait étre suffisante
pour surmonter la barriére d’énergie F,. Dans ce cas, la ligne de tourbillon traverserait
simplement les tubes de flux, générant éventuellement une certaine dissipation d’éner-
gie ( , ). Au contraire, les interactions de courte portée entre un vortex
et un tube de flux pourraient étre tellement intenses que ces deux types de lignes seraient
fortement ancrées I'une a l'autre, se déplacant alors avec la méme vitesse. Entre ces deux
cas extrémes, le mouvement radial des tourbillons superfluides pourrait également étre ac-
tivé par fluctuations thermiques, malgré 'ancrage sur les tubes de flux, généralisant ainsi
le modéle de fluage présenté dans la section 3.2.1 ( , ; , ;

, : , : , , ). Par ailleurs, le cou-
rant de protons entrainés autour de chaque tourbillon pourrait engendrer au voisinage de
ce dernier un champ magnétique (voir Eq. (3.30)) supérieur au champ critique H,; (3.25).
Dans ce cas, il a été suggéré qu’un grand nombre de tubes de flux pourraient étre générés a
proximité de chaque vortex, conduisant alors a 'apparition d’amas de fluxoides fortement
ancrés aux lignes de tourbillons qu’ils entourent ( , ; , ;

, ; , ). Cette situation est schématisée sur
la figure 3.12.

Conséquences astrophysiques. [’ancrage des tourbillons superfluides aux tubes de
flux est susceptible d’affecter significativement I'évolution de la vitesse de rotation et du

champ magnétique de P’étoile (voir, e.g., ( ) ( )
(1998); (2000); (2003); (2006a); (2010)).
Par exemple, ( ) ont proposé un modéle de glitch tenant compte de

la présence de tubes de flux dans le coeur externe. Dans ce modéle, le ralentissement du
pulsar induit une migration des lignes de tourbillons vers I'extérieur, entrainant avec elles
plusieurs tubes de flux (et coupant parfois certains d’entre eux). Les fluxoides étant atta-
chés a la crotite par leurs extrémités, leur déplacement donne naissance a des contraintes
dans 1’écorce. Ces contraintes sont finalement relachées lors de tremblements d’étoile,
qui s’accompagnent de mouvements de plaques en surface (au sein desquelles le champ
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3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

FIGURE 3.12 — Représentation schématique d’un amas de tubes de flux autour
d’un tourbillon superfluide. Haut : Amas vu du dessus. Les cercles concentriques
représentent les lignes de courant des neutrons (traits pleins) et des protons entrainés
(traits tiretés). Les protons et les neutrons se déplacent en sens inverse. Les quantités d,
et d, désignent respectivement la taille d'un amas et la distance typique entre deux amas
(les échelles ne sont pas respectées). Bas : Profils de vitesse et de champ magnétique au
voisinage d’'un amas. La zone hachurée correspond a la région ou la création de tubes de
flux est énergétiquement favorable (H > H,). Figure tirée de ( )

magnétique est piégé). Ce mécanisme explique naturellement 'augmentation du taux de
ralentissement observé lors des glitches, par une augmentation de 'angle « entre le champ
magnétique et 'axe de rotation (voir Eq. (2.7)). Toutefois, il semblerait que 1’écorce ne
puisse pas présenter de craquements capables d’induire un mouvement de plaques a sa
surface ( , ). De plus, ce modéle prédit que les pulsars de longue période, indé-
pendamment de leur age, devraient avoir une activité faible, ce qui n’est pas vérifié par
les observations (voir e.g. ( ))-

Il faut remarquer que le modéle classique, suivant lequel un superfluide de neutrons
coexiste avec un supraconducteur de protons de type II dans le coeur externe (voir sec-
tion 3.1.3), a été remis en question par certaines études. Ainsi, les phénoménes de préces-
sion observés chez certains pulsars (voir e.g. ( )) semblent incompatibles
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avec I'hypothése d’ancrage des tourbillons dans le coeur (voir e.g. ( : )). De
meéme, ( ) ont montré que le modele du « chasse-neige » ne permet
pas de reproduire les glitches de Vela lorsqu’une large part du superfluide dans le coeur
reste ancrée aux tubes de flux pendant le glitch. Ces travaux suggérent donc que les in-
teractions entre vortex et fluxoides seraient beaucoup plus faibles que prévu, ou alors que
le supraconducteur de protons serait de type I dans tout le coeur, en désaccord avec les
calculs microscopiques. Toutefois, il faut garder a 'esprit que ces études reposent sur plu-
sieurs ingrédients mal connus (tels que la force de friction mutuelle agissant entre les deux
fluides) et sur certaines hypothéses incertaines concernant les interactions entre les deux
types de lignes. De plus, les arguments mentionnés par B. Link ne s’appliquent peut-étre
pas au pulsar de Vela, car celui-ci ne présente aucune précession.

D’un autre coté, les interactions entre lignes de tourbillons et tubes de flux pourraient
conduire le superfluide de neutrons dans le cceur & étre découplé du reste de 1'étoile
sur des temps suffisamment longs pour prendre part au phénoméne de glitch (voir e.g.

( )). En outre, ( ) ont montré récemment
que le modéle de fluage appliqué a 'ancrage dans le cceur permet de rendre compte des
glitches de Vela. Il parait donc nécessaire d’étudier plus en détails le réle du superfluide
dans le cceur afin de comprendre le processus de glitch.

3.3 Autres supports observationnels

Le phénoméne de glitch constitue actuellement la meilleure preuve observationnelle
supportant la présence de superfluidité dans les étoiles & neutrons. Cependant, plusieurs
autres phénomeénes astrophysiques semblent également liés au contenu supraconducteur
et superfluide de ces astres.

Refroidissement des étoiles & neutrons. Il y a quelques étoiles a neutrons proches
pour lesquelles on connait a la fois I'age et la température de surface (voir Fig. 3.13). L’age
peut étre estimé & partir du taux de ralentissement du pulsar observé (voir Eq. (2.16)),
ou bien a partir de I’évolution dynamique du reste de supernova entourant 1’étoile. Le
spectre X détecté fournit quant a lui une estimation de la température de surface appa-
rente 777°, qui correspond a la température de surface 7, décalée vers le rouge par le champ
gravitationnel intense de I’étoile a neutrons : 7.° = /1 — 22X T, ou = est la compacité de
'astre en question (1.4). La détermination de T est complexe car elle dépend a la fois de
la distance de I'astre a la Terre, du contenu du milieu interstellaire en particules absorbant
le rayonnement émis par cet astre, de la gravité a la surface de ’étoile et de la composition
chimique de son atmosphére (voir également la section 1.5.1). L’émission thermique des
jeunes étoiles a neutrons est généralement occultée par la composante magnétosphérique,
qui émet également dans les rayons X. De plus, le rayonnement thermique des pulsars agés
est souvent trop faible pour étre détecté. C’est pourquoi les cibles d’étude privilégiées sont
des étoiles a neutrons isolées d’age intermédiaire pour lesquelles on n’observe pas d’activité
magnétosphérique, telles que les CCOs ou les INSs (voir section 2.2.2). La comparaison
des courbes de refroidissement théoriques avec les valeurs de température de surface et
d’age déduites a partir d’observations pourrait apporter des contraintes importantes sur
lintérieur des étoiles a neutrons et sur leur contenu en matiére superfluide.
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FIGURE 3.13 — Refroidissement des étoiles 4 neutrons. Différentes courbes de refroi-
dissement théoriques, donnant la température de surface en fonction de ’age de I’étoile,
sont comparées aux observations (représentées en couleurs). Chaque courbe correspond a
une masse et une composition chimique de ’enveloppe données. Dans le scénario considéré
ici, le processus Urca direct (associé a un refroidissement trés efficace) ne se produit que
pour des masses supérieures a 1,35 Mg. Ces courbes tiennent compte de la superfluidité
des neutrons dans I’écorce interne et dans le coeur, ainsi que de la supraconductivité des
protons. Figures tirées de ( ). Les observations, ainsi que les estimations
d’ages et de températures, sont détaillées dans ( , ).
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La plupart des sources observées ayant un age inférieur a 10° ans (voir Fig. 3.13), leur
refroidissement est principalement associé a I'émission de neutrinos (voir section 1.2.3). La
superfluidité et la supraconductivité modifient I’évolution thermique des étoiles a neutrons
de maniére importante (voir e.g. ( ); ( );

( )). D’une part, ces phénoménes réduisent significativement la capacité ther-
mique de ’étoile et suppriment certains processus d’émission de neutrinos. Pour T' < T,
ces réductions sont exponentielles. D’autre part, la formation de paires de Cooper donne
naissance a de nouveaux processus d’émission de neutrinos, trés efficaces pour T' < T, qui
accélérent le refroidissement des étoiles & neutrons sur de courtes durées. Ces processus,
appelés pair breaking and formation (PBF) processes, sont associés a la recombinaison de
paires de Cooper détruites par fluctuations thermiques ( , ).

Pour reproduire la température de surface de certaines étoiles a neutrons, il est néces-
saire d’inclure des épisodes de forte émission de neutrinos dans leur courbe de refroidisse-
ment théorique ( , ; , ). Ces épisodes de refroidissement
rapide peuvent étre associés a une transition superfluide (processus PBF) ou bien & une
émission de neutrinos accrue, engendrée par un processus de type Urca direct ! (DUrca).
Cependant, ce dernier n’est permis que sous certaines conditions, qui ne sont généralement
pas remplies pour les étoiles dont la masse est inférieure & une masse critique de I'ordre
de ~ 1,4 — 1,8 Mg, selon 'EoS considérée (voir Fig. 3.13). En considérant uniquement
le processus DUrca, les modéles de refroidissement prédisent des températures générale-
ment trop faibles par rapport aux observations ( , : , ).
Il semble donc nécessaire de tenir compte de la présence de matiére superfluide et/ou
supraconductrice dans ces modéles. Toutefois, comme plusieurs jeux de paramétres (profil
de température critique, masse, composition de ’enveloppe, processus DUrca considéré)
parviennent a reproduire les données (voir Fig. 3.13 par exemple), il est difficile d’obtenir
des contraintes précises sur I'intérieur des étoiles a neutrons.

Le scénario de refroidissement minimal, développé par ( ) tient compte
de la superfluidité et de la supraconductivité, mais n’inclut pas de processus DUrca. Dans
ce cas, la plupart des observations peuvent étre expliquées par les modéles théoriques.
[’ajustement des valeurs observées nécessite de considérer des atmosphéres avec différentes
compositions chimiques (formées d’éléments légers tels que ’hydrogéne ou I'hélium, ou
d’éléments lourds) et conduit & une température maximale de transition comprise entre
~ 5x10% K et ~ 2x10% K pour le superfluide de neutrons dans le coeur ( , ).
Notons que les températures critiques liées au superfluide de neutrons présent dans ’écorce
et au supraconducteur de protons dans le coeur sont trop élevées pour étre contraintes par
les observations actuelles (voir Eq. (3.1)). Pour cela, il faudrait disposer de mesures de
température de surface pour des étoiles a neutrons beaucoup plus jeunes. Cependant, pour
expliquer ’ensemble des observations (et le pulsar de Vela, en particulier), il semblerait
qu’il faille également tenir compte du processus DUrca. Le mécanisme de refroidissement
dominant (PBF ou DUrca) pourrait alors dépendre de la masse de I'étoile.

1. 1l existe différents processus DUrca, impliquant par exemple des nucléons et/ou des hypérons (
, ). Ces processus de refroidissement sont beaucoup plus efficaces que le processus Urca modifié
(MUrca), qui nécessite la participation de 6 particules (voir section 6.1.4).
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FIGURE 3.14 — Etoile 4 neutrons dans Cassiopée A. Gauche : Image composite du
reste de supernova réalisée a partir d’observations effectuées par les télescopes spatiaux
Spitzer (infrarouge), Hubble (visible) et Chandra (rayons X). Droite : Courbe de refroi-
dissement théorique ajustée aux observations relatives a I'étoile & neutrons située dans
Cassiopée A. Le modéle théorique correspond & une étoile a neutrons de 1,4 My, décrite
par une équation d’état spécifique ( , ) et par une atmosphére de carbone
(cette atmosphére permettant d’ajuster convenablement le spectre observé, voir

( )). Dans le scénario considéré ici, les protons deviennent supraconducteurs
trés tot (TP ™2 >> 10° K). Le meilleur ajustement est obtenu pour une température
maximale de transition superfluide T = T™ ™™ = 5 5 x 108K, pour les neutrons dans le
coeur. Les points d’observation sont présentés dans l'encart. Les lignes pointillées corres-
pondent aux cas ot T = 1 x 10° K et T = 0 K (pas de transition superfluide). Sources :
https://en.wikipedia.org/wiki/Cassiopeia_A et ( ).

L’étoile & neutrons au centre du reste de supernova Cassiopée A (voir Fig. 3.14), si-
tué a environ 3,4 kpc de la Terre, a été découverte par le télescope spatial Chandra en
1999 ( , ). L’étude de la vitesse d’expansion et de la distribution spatiale
des couches éjectées par la supernova permet de dater 'explosion autour de 1680 (

, ). Agée d’environ 335 ans, il s’agit ainsi de 1’étoile a neutrons la plus jeune
détectée jusqu’a présent. Celle-ci n’émet pas comme un pulsar radio, mais présente un
rayonnement similaire aux CCOs (voir section 2.2.2). C’est également la premiére étoile a
neutrons pour laquelle le refroidissement a pu étre suivi au cours du temps (voir Fig. 3.14).
Les données recueillies par Chandra ont montré que la température de surface de cet astre
avait diminué de quelques pourcents en seulement 10 ans ( , ;

, ). Ce fort taux de refroidissement indique' la présence d’un superfluide de
neutrons dans le coeur, apparu récemment et grace auquel le processus PBF est trés ac-
tif, et d’un supraconducteur de protons formé auparavant (dans le coeur également). Ces

1. Les processus de type DUrca sont exclus, car ils conduiraient & des températures de surface trop
faibles par rapport aux observations de Cassiopée A.
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observations ont permis d’apporter les contraintes suivantes sur les températures maxi-
males de transition superfluide et supraconductrice dans le cceur des étoiles & neutrons :
T max (5 —9) x 10® K et TP ™ ~ (2 —3) x 10° K ( , ; ,
). Toutefois, des analyses plus récentes des données de Chandra suggérent que le
taux de refroidissement serait plus faible que ( ) Pavaient estimé (voir
( )E ( )). 1l faut également remarquer que d’autres
scénarios ont été proposés pour expliquer le refroidissement de 1’étoile & neutrons dans
Cassiopée A (voir e.g. ( ) ( ) ( )
( ) ( ); ( )), mais la plupart d’entre eux

nécessite la présence de matiére superfluide et/ou supraconductrice.

Relaxation thermique d’étoiles & neutrons accrétantes en phase de quies-
cence. On a vu dans la section 1.1 que 'accrétion de matiére a la surface d’une étoile
a neutrons engendre des réactions de fusion thermonucléaire potentiellement explosives,
que 'on peut observer sous la forme de sursauts X, pendant lesquels la luminosité X
de ces objets atteint ' Ly ~ 103 — 10% erg.s™'. Les Soft X-ray Transients (SXTs) sont
des étoiles a neutrons appartenant a des binaires X de faible masse, pour lesquelles les
sursauts X sont suivis par de longues phases de quiescence ou la luminosité X diminue
fortement (Lx < 103 erg.s™!).

Lors de ces phases de quiescence, la matiére accrétée depuis le compagnon remplit
progressivement un disque d’accrétion environnant 1’étoile a neutrons (le transfert de
matiére depuis le disque vers I'étoile & neutrons demeurant trés faible). Toutefois, lors-
qu’une certaine densité critique est atteinte dans le disque, la viscosité de la matiére qu’il
contient augmente fortement, ce qui induit une élévation de température suffisamment
importante pour ioniser la matiére du disque. Ces brusques modifications de composition
donnent alors naissance a une instabilité qui, se propageant vers les zones internes du
disque, conduit ce dernier a se « vider ». Commence alors la phase dite accrétante, lors
de laquelle le transfert de masse depuis le disque vers la surface de I’étoile & neutrons est
important, ce que se manifeste par une forte augmentation de la luminosité X (sursauts X)
(pour plus de détails, voir ( ) et les références citées). Dans certains cas, la
phase d’accrétion dure tellement longtemps (plusieurs années) que ’écorce de I’étoile, for-
tement chauffée par les phénoménes d’accrétion (par capture électronique et réactions de
fusion pycnonucléaire), n’est plus en équilibre thermique avec le coeur. Lorsque cette phase
cesse, la température de 1’écorce relaxe alors vers une situation d’équilibre thermique (voir
e.g. (2008); (2012)).

On a pu observer cette phase de relaxation thermique pour quelques SXTs (voir
Fig. 3.15 et ( ), par exemple). Le temps caractéristique de relaxa-
tion dépend des propriétés de la croiite et principalement de sa capacité thermique. En
I’absence de superfluidité, les neutrons peuvent emmagasiner une quantité d’énergie ther-
mique tellement grande (capacité thermique trés élevée) que la phase de relaxation serait
probablement plus longue que ce qu’indiquent les observations (voir Fig. 3.15). Les obser-
vations actuelles semblent donc favoriser ’hypothése d’un superfluide de neutrons présent
dans I’écorce interne des étoiles a neutrons (voir e.g. ( )

( ); ( ) ( )). Cependant, le phénoméne de

1. lerg = 1077 J.
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FIGURE 3.15 — Relaxation thermique de SXT KS 1731—-260. Différents modéles de
relaxation (courbes noires) sont comparés aux observations (points rouges). Les cas 1, 3 et
4 correspondent a une écorce cristalline contenant un superfluide de neutrons. La courbe 2
est obtenue & partir de la courbe 3, en ignorant la présence de matiére superfluide. Le
modéle 5 est calculé pour une écorce amorphe (i.e. avec une conductivité thermique plus
faible) avec superfluidité. Enfin, la courbe 6 est basée sur les mémes hypothéses que la
courbe 1, mais le taux de masse accrétée (pendant la phase accrétante) est réduit. Figure
tirée de ( ).

relaxation thermique dans les SXTs n’est pas encore parfaitement compris. Par exemple,
il est nécessaire d’introduire des sources d’apport d’énergie thermique, dont 1’origine est
incertaine, pour reproduire ’ensemble des données recueillies ( , ;

, ). Certains de ces effets pourraient étre liés a notre méconnaissance des
propriétés du superfluide ( , ).

Oscillations quasi-périodiques observées a la suite d’éruptions géantes dans
des SGRs. Les SGRs sont des magnétars (voir section 2.2.2) qui présentent des épisodes
d’émission violents et récurrents, mais irréguliers, dans le domaine des rayons X et v
(< 100 keV). Ces sursauts d’émission sont généralement trés brefs, d’une durée typique
de l'ordre de quelques dizaines & quelques centaines de millisecondes, et sont associés a
des pics de luminosité compris entre ~ 1038 erg.s™! et ~ 10*® erg.s™!. Quelques sursauts
extrémes ont également été observés dans certains SGRs, avec des pics de luminosité
beaucoup plus élevés, atteignant ~ 10% — 107 erg.s™! (voir e.g. ( );

( ) ( )). Ces « éruptions géantes » sont détectées sous
la forme d’un pulse de rayonnement « de courte durée (~ 0,2 —0,5 s), suivi d’'une longue
phase d’émission X sur plusieurs dizaines ou centaines de secondes (voir Fig. 3.16). On
pense que ces événements trés intenses sont associés a des réarrangements globaux du
champ magnétique stellaire ( , ), causés par un mécanisme en-
core incertain (voir ( ) pour une revue récente sur ce sujet). Le champ
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FIGURE 3.16 — Oscillations quasi-périodiques détectées lors d’une éruption

géante de SGR 1806—20. Evolution temporelle de 'intensité recue dans le domaine

des rayons X, lors de I'éruption géante de décembre 2004. Les fréquences d’oscillations

mesurées, ainsi que les plages temporelles sur lesquelles elles sont présentes, sont indiquées

en haut de la figure. Figure tirée de ( ).

magnétique étant fortement couplé a 1’écorce solide, ( ) a été le premier a
suggérer qu’'une telle réorganisation a grande échelle pourrait induire des fractures de la
crotite, déclenchant alors des oscillations de la surface de I’étoile visibles sous la forme
de modulations périodiques du flux recu. Par la suite, ce modéle a été confirmé par la
détection d’oscillations quasi-périodiques (QPOs) dans le rayonnement X observé lors des
éruptions géantes de deux SGRs, comme on peut le voir sur la figure 3.16. Les analyses de
ces QPOs ont mis en évidence les fréquences d’oscillations suivantes : 28, 53, 84 et 155 Hz
pour le sursaut subi en 1998 par SGR 1900+14 ( , ) et 18, 26, 30,
92, 150, 625 et 1840 Hz pour I’éruption géante de SGR 1806—20 en 2004 ( , ;

, : , ). Plus récemment, d’autres QPOs
ont été détectées lors d’une éruption de moindre envergure dans SGR J1550—5418 (

, ). L’étude de ces fréquences d’oscillations pourrait apporter des
informations importantes sur la valeur du champ magnétique a l'intérieur des magnétars,
mais également sur leur composition interne, & condition d’étre capable d’identifier les
modes de vibration observés (voir e.g. ( )

(2007); (2012)).
Le point de vue actuel, basé sur des modéles précis tenant compte du couplage ma-
gnétique entre I’écorce et le coeur, consiste a associer les QPOs a des oscillations magnéto-

élastiques axiales de I’étoile (voir e.g. ( )i ( );
(2009); (2011); (2011, 2012);
( ; ); ( , , )). Ces modes d’oscilla~

tions expliquent naturellement les fréquences de QPOs inférieures & ~ 150 Hz. Toutefois,
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jusqu’a récemment, il était trés difficile d’expliquer les QPOs de plus hautes fréquences
(supérieures & ~ 500 Hz'). La superfluidité modifiant significativement le spectre d’os-

cillations des magnétars (voir e.g. ( )), une solution envisagée serait
d’inclure la présence d’un superfluide de neutrons dans ces modéles ( , ,
: , , ). En particulier, ( ) ont montré

que cela permettait alors de rendre compte des QPOs de basse et haute fréquence grace au
méme mécanisme, en considérant seulement le fondamental et les premiers harmoniques
de certains modes magnéto-élastiques superfluides, pour des valeurs de champ magnétique
en accord avec ceux déduits des taux de ralentissement (voir section 2.2.2). Cette piste
intéressante doit néanmoins étre étudiée de maniére plus approfondie avant d’éliminer
d’autres mécanismes potentiels pour expliquer les QPOs de haute fréquence.

Autres phénoménes observés. La superfluidité et la supraconductivité sont égale-
ment susceptibles de jouer un roéle important dans plusieurs autres phénoménes observés,
tels que la précession de certains pulsars ( , ; , ; ,

, , ; , ), les vitesses de rotation élevées des LMXBs
malgré I'instabilité des modes r ( , , , : , b)
ou encore les indices de freinage anormaux de quelques pulsars ( ,

; , ; , ). Des analyses plus poussées sont
nécessaires pour identifier clairement le role de la superfluidité dans ces phénoménes.

1. Bien que certains modes de cisaillement dans la croite existent dans cette gamme de fréquence,
ceux-ci sont amortis trop rapidement pour expliquer les observations ( , ;

) )'
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Deuxiéme partie

Modéles numériques stationnaires
d’étoiles a neutrons superfluides en
rotation
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Modéle a deux fluides
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La présence de matiére superfluide a I'intérieur des étoiles & neutrons est généralement
prise en compte dans le cadre de modéles & deux fluides (voir section 3.2.1). Basés sur
I'approche variationnelle développée par B. Carter et plusieurs collaborateurs (voir e.g.

( ) ( K ( )), de nombreux progrés
ont été réalisés ces derniéres années dans le but d’obtenir des configurations d’équilibre
réalistes d’étoiles & neutrons a deux fluides, en relativité générale. Ces modéles sont im-
portants non seulement pour I’étude des propriétés stationnaires des étoiles a neutrons
superfluides, mais ils peuvent également étre utilisés comme états initiaux (non perturbés)
de simulations dynamiques d’oscillations d’étoiles a neutrons ou d’effondrement en trous
noirs.

Les premiéres configurations stationnaires a deux fluides ont été obtenues par

( ) dans Papproximation de rotation lente !, pour une EoS analytique.
Ces travaux ont ensuite été ameéliorés pour tenir compte d’un modéle nucléaire simplifié,
incluant les effets d’entrainement mutuel entre les fluides ( , ;

, ). Plus récemment, différentes EoSs a deux fluides ont été calculées, reposant
sur des interactions plus réalistes entre les nucléons présents dans le coeur des étoiles a
neutrons ( , : , : , , ). Pa-
rallélement & ces travaux, ( ) ont obtenu les premiéres solutions numériques
complétes d’étoiles & neutrons superfluides a 1’équilibre, pour n’importe quelle vitesse de

1. Cette approximation sera précisée dans 1’équation (6.20).
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rotation considérée. Il est particuliérement intéressant de s’affranchir de 'approximation
de rotation lente, étant donné les vitesses de rotation trés élevées de certains pulsars (voir
section 1.1.3). Toutefois, ces auteurs se sont limités a 1'utilisation d’EoSs polytropiques,
afin de minimiser les erreurs numériques.

Cette seconde partie est consacrée au calcul de configurations stationnaires et axisy-
métriques réalistes d’étoiles a neutrons superfluides en rotation, effectué dans le cadre de

la relativité générale. Ces modéles étendent ceux obtenus par ( ) a lutili-
sation de deux nouvelles EoSs réalistes, qui seront décrites dans le chapitre suivant. Les
travaux présentés dans la suite sont résumés dans ( ).

4.1 Cadre de travail

Dans cette section, nous présentons les différentes hypothéses sur lesquelles sont basés
les modéles stationnaires que nous avons calculés.

Tout d’abord, nous considérons un systéme formé uniquement d’un mélange de neu-
trons, de protons et d’électrons. Les calculs microscopiques montrent qu’une telle compo-
sition est susceptible de se trouver dans le cceur externe des étoiles a neutrons, pour des
densités comprises entre ~ py/2 et ~ (2 — 3)po (voir section 1.5.3). Ici, nous faisons donc
I'’hypothése que cette composition ' reste la méme quelle que soit la densité considérée.
En particulier, la composition du cceur interne étant trés incertaine (voir section 1.5.3),
nous ne nous préoccupons pas de 'apparition éventuelle d’autres particules. De plus,
nous négligeons également la présence de 1’écorce solide (voir section 1.5.2). Bien qu’'une
description relativiste unifiant le coeur et la crotte des étoiles a neutrons existe dans un
contexte a deux fluides ( : ), I'inclusion de I'écorce dans un mo-
déle réaliste d’étoiles & neutrons superfluides nécessiterait, d’une part, de considérer une
EoS adaptée et, d’autre part, de rendre compte des propriétés élastiques de cette région,
ces deux points allant bien au-dela de I'objectif de ce travail.

Nous avons vu dans la section 1.2.3 que la température interne d’une étoile & neutrons
tombe rapidement en dessous de sa température de Fermi, suggérant alors que les effets
de température finie (i.e. non nulle) sont négligeables sur 'EoS. Les étoiles & neutrons
peuvent donc étre percues comme des objets froids, que I'on peut modéliser a l'aide
d’une EoS & température nulle. Nous supposons également que la température interne est
trés inférieure aux températures de transition superfluide (3.1), de telle sorte que tous
les neutrons sont superfluides et qu’il est légitime de négliger 'influence éventuelle de la
température sur les effets d’entrainement (voir ( ) pour une discussion
a ce sujet).

Dans notre modéle, nous ne considérons la présence du champ magnétique de I'étoile
qu’en supposant que les particules chargées se déplacent a la méme vitesse ( , ;

, ). Par conséquent, le systéme que nous étudions peut étre décrit
par deux fluides : un superfluide de neutrons et un fluide normal composé de protons et
d’électrons. Les effets du champ magnétique de I’étoile sur sa composition interne et sur

1. Bien que notre modéle pourrait facilement étre adapté pour rendre compte de la présence de muons,
I'influence de ces particules sur les propriétés globales de 1’étoile est probablement trés faible.
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sa structure globale sont trés faibles, sauf peut-étre pour quelques magnétars extrémes
(voir e.g. (1999); (2007); (2015)).
La prise en compte du champ magnétique nécessitant une meilleure compréhension des
phénomeénes liés a la supraconductivité des protons dans le coeur des étoiles a neutrons,
nous laissons cet aspect de c6té dans notre modéle.

Ayant pour objectif de modéliser des configurations d’équilibre, nous négligeons la
présence de tout mécanisme dissipatif susceptible d’empécher 1’étoile d’étre dans un état
stationnaire. Par conséquent, nous ne tenons compte d’aucun écart a une situation ou
la pression est isotrope, qui pourrait étre associé a l'existence de contraintes élastiques
ou magnétiques par exemple, et nous négligeons tout phénoméne de transport de chaleur
(voir ci-dessus). Le transfert possible de matiére entre les fluides, connu sous le nom de
processus de transfusion ( , ), est ignoré dans notre modéle et nous
supposons également que la viscosité des particules chargées est négligeable. Par ailleurs,
nous ne considérons pas non plus les phénoménes dissipatifs liés & I'interaction des lignes
de tourbillons superfluides avec les fluides qui les entourent (voir parties I1I et IV). Nous
faisons donc I'hypothése que les étoiles a neutrons superfluides en rotation stationnaire
peuvent étre correctement décrites par deux fluides parfaits ( ,

). Ce faisant, nous ne prenons pas directement en compte la présence des tourbillons
superfluides dans notre modéle. Cette hypothése est justifiée & condition que les échelles
d’étude considérées soient grandes devant la distance typique entre deux tourbillons (3.11).

Enfin, nous supposons que les deux fluides sont en rotation rigide autour d’'un méme
axe. Bien que l'on s’attende a ce que les étoiles & neutrons présentent de la rotation
différentielle au moment de leur naissance, différents mécanismes, associés au champ ma-
gnétique ou a la présence de viscosité par exemple, pourraient conduire a 1’établissement
d’une rotation rigide dans ces astres au bout d’un temps caractéristique allant de quelques
dizaines de secondes a plusieurs années ( , : , : , ).
I1 semble donc raisonnable de supposer que la vitesse de rotation 2, du fluide de particules
chargées est uniforme. Ce fluide pourrait toutefois présenter une rotation différentielle si
les échelles de temps considérées sont inférieures aux temps caractéristiques que ’on vient
de citer, comme cela pourrait se produire lors de glitches ou d’oscillations par exemple. En
outre, nous considérons également que la vitesse de rotation €2, du superfluide de neutrons
est uniforme, bien que les mécanismes mentionnés précédemment ne s’appliquent pas au
cas d’'un superfluide.

4.2 Tenseur métrique

Dans le cadre de la relativité générale, 'espace-temps considéré est caractérisé par la
donnée d'une variété différentielle M de dimension 4 et d'un tenseur métrique g,g, dont
la signature sera notée (—, 4+, +,+). Nous présentons ici la métrique utilisée dans notre
modéle pour décrire une étoile & neutrons en rotation a I’équilibre. Davantage de détails
sont fournis dans les références suivantes : ( ) et ( ).

1. Un calcul simple, réalisé en égalisant 1’énergie du champ magnétique & I’énergie potentielle gra-
vitationnelle de I’étoile, montre que ces effets sont importants pour un champ magnétique supérieur a
~ 1018 G.
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Par la suite, les indices grecs (a, (3, ...) feront référence a ’ensemble de Iespace-temps
(0, 1, 2, 3) alors que les indices latins (7, j, ...) représenteront les termes d’espace (1, 2,
3). Nous utiliserons la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés, sauf
pour les lettres X et Y faisant référence aux deux fluides. La vitesse de la lumiére ¢, la
constante de gravitation GG et la constante de Planck réduite A seront prises égales a 1.

4.2.1 Formalisme 341

Dans cette section, nous introduisons le formalisme 3+1 de décomposition des équa-
tions d’Einstein, qui donne un caractére particulier & une coordonnée (le temps ici), trés
largement employé en relativité numérique (voir e.g. ( E

(2012)).

Feuilletage de ’espace-temps. Le formalisme 341 consiste a réaliser un feuilletage
de I'espace-temps M par une famille (X;),.r d’hypersurfaces de genre espace (voir 'image
de gauche de la figure 4.1). Cela signifie qu’il est possible de trouver une famille de sous-
variétés >; de dimension 3 dont les vecteurs tangents sont de genre espace telle que
M =g Zt, avec £, N Yy = @ pour ¢ # t'. En identifiant ¢ & la coordonnée temporelle,
un élément YJ; apparait comme une surface décrivant la partie spatiale de M au temps t.
Chaque ¥, étant de genre espace, il existe, en chaque point, un unique vecteur n® normal
unitaire de genre temps et orienté vers le futur (i.e. dans la direction ou ¢t augmente) tel
que

nn, = —1, (4.1)

oll N, = gasn’. Les vecteurs n® et Vot = ¢g*PVgt, ot V,t est la 1-forme associée au
gradient de ¢, sont donc colinéaires. On peut alors définir la fonction lapse N par

n* = —-NV%, (4.2)

otl le signe — est choisi pour que N > 0 si ¢ augmente vers le futur.

Les observateurs dont la quadri-vitesse est n® sont appelés observateurs eulériens ou
ZAMOs (zero-angular-momentum observers). A partir de la définition de N (4.2), le temps
propre 7 d’'un observateur eulérien est relié a ¢ par la relation

dr = N dt. (4.3)

Sur chaque ¥;, on peut alors définir la métrique 7,43 induite par g.g. Puisque les
hypersurfaces >, sont de genre espace, 7,3 est définie positive. Les composantes de 7,z
s’expriment & partir de celles de g,g et du vecteur normal n® comme suit :

YaB = GapB + nanﬁ. (44)

Coordonnées adaptées et expression de la métrique. Un systéme de coordon-
nées (z%) est dit adapté au feuilletage (), si, et seulement si, (%) = (¢,z', 2%, 2?).
Dans ce cas, le triplet (x!, 22 23) constitue un systéme de coordonnées sur chaque X,
appelé coordonnées spatiales. On peut alors décomposer le vecteur de la base naturelle

0 de la maniére suivante :
0 = Nn® + %, (4.5)
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t+dlt

X! = const.

FIGURE 4.1 — Formalisme 3+1. Gauche : Feuilletage de I'espace-temps par une famille
d’hypersurfaces de genre espace. La variété est ici désignée par la lettre £. Droite : Le
vecteur shift % mesure le décalage local entre la normale n® a une hypersurface ; et le
vecteur temps 0,". Figures tirées de ( )

avec n®f, = 0. Le vecteur 5, de genre espace, est appelé shift. Il mesure la déviation des
lignes de coordonnées spatiales constantes par rapport a la normale aux hypersurfaces 3,
(voir image de droite de la figure 4.1). Le vecteur shift étant tangent & ¥;, sa composante
B% est nulle. Par conséquent, I'équation (4.5) conduit a Pexpression suivante pour les

composantes de n® :
1 1 2 3
R A (46)
N N N N
Les composantes n, sont obtenues a partir de (4.2) :

n, = (=N,0,0,0). (4.7)

Les composantes g, de la métrique sur M s’expriment alors en fonction des composantes
vi; de la métrique induite sur ¥, des composantes du vecteur shift et de la fonction lapse

par
Gop dz® da’ = —N?dt* + ;5 (da' + B dt) (dz? + B/ dt) . (4.8)

Décomposition 341 du tenseur énergie-impulsion. La relativité générale est
gouvernée par |'équation d’FEinstein,

1
Rag — éRgag = 87TTQ5, (49)

qui relie la courbure de 1'espace-temps M, représentée par le tenseur de Ricci R,s et le
scalaire de courbure R, a son contenu énergétique lié au tenseur énergie-impulsion 7.
La densité d’énergie E, la densité d’impulsion 7, et le tenseur de contraintes S,z
mesurés par un observateur eulérien O, sont définis par
E = T,mn’,
Ta = —Ln’LlF,, (4.10)
Sap = TpltaLVgs,
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ol les composantes du projecteur sur 'espace orthogonal & n®, i.e. ¥;, ont pour expres-
sions :

J_ag I(Saﬁ—i-‘(‘la‘ﬂg :’yaﬁ. (4.11)

La décomposition 3+1 du tenseur énergie-impulsion est alors donnée par
Ta/j = E‘(‘lang + Tallg + Ny + Sag. (4.12)

Les expressions de T3, I/, m, et S, dans le contexte a deux fluides seront données dans
les sections 4.3 et 4.4.2.

4.2.2 Simplification de ’espace-temps

Comme il est trés difficile d’établir un modéle décrivant la structure des étoiles a
neutrons dans le cas général, il convient de simplifier 'espace-temps de ces étoiles, en
invoquant différentes symétries. Par exemple, le systéme d’équations TOV, qui néglige la
rotation, est basé sur un espace-temps statique et a symétrie sphérique, ce qui permet
d’obtenir une premiére description d’une étoile a neutrons en relativité générale (voir
section 1.3.2).

Dans la suite, nous nous concentrons sur le cas d’une étoile isolée en rotation, a 1’'équi-
libre. L’espace-temps (M, g,s) correspondant est alors asymptotiquement plat' et sta-
tionnaire. De plus, ne pouvant pas étre & symétrie sphérique a cause de la rotation, il est
raisonnable de supposer que l'espace-temps est azisymétrique (voir également
( )). Si sa vitesse de rotation est constante (cas stationnaire), une étoile axisymétrique
présente un moment quadrupolaire non nul constant. En revanche, si I’étoile n’est pas axi-
symétrique, son moment quadrupolaire va varier au cours du temps, engendrant alors une
émission d’ondes gravitationnelles, ce qui va empécher I’étoile d’étre dans un état station-
naire. Enfin, nous faisons également I'hypothése que 1'espace-temps est circulaire (voir
ci-dessous).

Stationnarité et axisymeétrie. Un espace-temps stationnaire et axisymétrique vérifie
différentes propriétés, liées respectivement aux invariances par translation dans le temps et
par rotation autour d'un certain axe, appelé axe de rotation. D'un point de vue simplifié 2,
I'espace-temps (M, gop) est dit stationnaire s'il existe un systéme de coordonnées (z%) =
(t, 21, 2%, 23) tel que :

(i) les composantes de la métrique g,4 sont indépendantes du temps,

(ii) le vecteur 02 associé aux coordonnées (z) est du genre temps.

1. Pour que l'espace-temps (M, gog) soit asymptotiquement plat, il faut que gop tende vers la métrique
de Minkowski 1,3, définie par 1, da® daz? = — dt>+dr?4r? (d6? + sin® 6 dp?) en coordonnées sphériques,
lorsqu’on s’éloigne & l'infini spatial de 'objet central, i.e. pour r — +o00. Par ailleurs, les dérivées des
coefficients métriques et les composantes du tenseur de courbure extrinséque doivent également vérifier
certaines conditions ( , ).

2. La stationnarité et ’axisymétrie peuvent étre définies dans un cadre plus formel, indépendant
du choix des coordonnées, comme invariances sous certaines actions de groupe sur ’espace-temps (voir

(2010)).
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4.2 Tenseur métrique

La propriété (i) confére a 9, le role de générateur de symétrie sur Uespace-temps (M, gag),
on lui donne alors le nom de vecteur de Killing. Plus précisément, ’expression mathéma-
tique de (i) se fait via la notion de dérivée de Lie : I'hypothése de stationnarité signifie
qu’il existe un vecteur de Killing £ tel que

Legap =0, (4.13)

c’est-a-dire que la variation de g,s le long du champ de vecteurs £ est nulle. L’espace-
temps étant asymptotiquement plat, la stationnarité implique que £%¢, — —1 a l'infini
spatial, ce qui détermine £ de maniére unique. Par conséquent, le paramétre ¢ associé a
ce vecteur coincide avec le temps propre d’un observateur a 'infini, au repos par rapport
a l'objet central.

De méme, ’hypothése d’axisymétrie implique I'existence d’un vecteur x¢ tel que

Ly gas = 0. (4.14)

En particulier, le vecteur xy* s’annule sur I’axe de rotation, qui est une surface a 2 dimen-
sions de genre temps.

( ) a montré qu’on ne perd aucune généralité en supposant que les deux
vecteurs de Killing &% et xy* commutent. Par conséquent, il est possible de choisir un
systéme de coordonnées (2° = t, 2", 27, 2% = ), tel que £€* = 9 et x* = 9. Nous pouvons
alors compléter ces coordonnées en choisissant (z! = r, 2% = ) afin que les coordonnées
spatiales (r,0, ) soient de type sphérique : r € [0,+o0o[, # € [0, 7] avec § = 0 ou 7 sur
I'axe de rotation. Ce choix de coordonnées permet de réduire les expressions (4.13) et
(4.14) a:

995 _ (o 9908 _
ot Op

On dit que ce systéme de coordonnées est adapté aux différentes symétries de ’espace-
temps.

0. (4.15)

Circularité et coordonnées quasi-isotropes. Les relations (4.15), imposées par
les symétries de l'espace-temps (M, go), laissent une grande liberté dans le choix des
coefficients métriques. Afin de simplifier davantage le modéle, nous voudrions annuler
certains de ces coefficients !. C’est pourquoi nous allons maintenant utiliser I’hypothése
de circularité.

Soit S,¢ (resp. Si,) la 2-surface sur laquelle les valeurs de r et 6 (resp. ¢ et ¢) sont
constantes. L’espace-temps est dit circulaire si les surfaces S, et Sy, sont orthogonales.
Par conséquent, les termes suivants sont identiquement nuls :

Ger = 07 gio = 07 Gor = Oa 9o = 0. (416)

Il s’agit la d’'une hypothése trés importante, dans le sens ou celle-ci diminue consi-
dérablement le nombre d’inconnues dans la métrique. Cependant, elle n’est pas trés res-
trictive : on peut montrer que pour qu'un espace-temps soit circulaire, il suffit que le

1. Remarquons que gos = 0 est une condition d’orthogonalité entre les vecteurs 94 et Jf'.
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Modéle A deux fluides

tenseur énergie-impulsion 7,5 vérifie certaines conditions ', qui correspondent a ne consi-
dérer que des mouvements purement circulaires autour de ’axe de rotation de ’étoile
a neutrons, dans le cas ot l'intérieur de celle-ci est modélisé par un (ou des) fluide(s)
parfait(s) (voir Eq. (4.41)). Le phénoméne de convection n’est donc pas autorisé. Dans le
cas ol on souhaiterait également inclure le champ magnétique dans un modéle d’étoile
a neutrons, 'hypothése de circularité autoriserait seulement la possibilité d’'un champ
purement toroidal ou purement poloidal. Des exemples d’espace-temps stationnaires et
axisymétriques non-circulaires ont été étudiés par ( ).

Notons de plus qu’il est toujours possible de choisir (r, #) telles que la métrique induite
par gop sur Sy, prenne la forme suivante :

gap Az da® = A%(r,0) (dr® + 1% d6?) (4.17)

ot a et b € {1,2}. Ainsi, le terme g,¢ sera également identiquement nul. Les coordonnées
(t,r,0,p) permettant ces simplifications supplémentaires sont appelées coordonnées quasi-
isotropes (QI).

A partir des vecteurs de Killing £ et x®, on peut définir une fonction scalaire w (r, 0)
par la relation .

w= X (4.18)
XX

Le signe — assure que w > 0, pour une étoile en rotation. En utilisant alors le fait que

= E{"a et Gop = X“Xa, cette équation peut se réécrire sous la forme

Jtp = —WYpp- (419)

Introduisons également la fonction scalaire B(r,0) telle que
Y
B? = =55 4.20
72 sin? f (4.20)

A Taide des relations (4.16), (4.17), (4.19) et (4.20), les différentes composantes de la
métrique associée a ’espace-temps d’une étoile a neutrons en rotation, a I’équilibre, en
coordonnées QI ? sont données par

Gop Az da’ = —N?dt? + A%(dr® + r? d6%) + B**sin? 0(dy — wdt)?, (4.21)
ou N, A, B et w sont quatre fonctions scalaires de r et 6, qui seront déterminées par les
équations d'Einstein (4.44)-(4.47).

Lien avec le formalisme 3-+1. Les coordonnées QI présentent I’avantage de faire
un lien direct entre le modéle théorique et sa résolution numérique, effectuée dans le
cadre du formalisme 3+41. La comparaison entre les équations (4.21) et (4.8) conduit
immédiatement a

(i) identifier le potentiel métrique N comme la fonction lapse,

1. Il s’agit du théoréme généralisé de Papapetrou, voir ( ).
2. Un exemple de simulations numériques basées sur les mémes hypothéses mais réalisées dans un
autre choix de coordonnées, en jauge de Dirac, est présenté dans ( )-
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4.3 Hydrodynamique a deux fluides

(ii) exprimer les composantes des vecteurs 8¢ et n® comme suit :

B = (0,0, -w), (4.22)

1 w
*=1—-=,0,0,= 4.23
w = (g00), (1.23)

iii) expression suivante de la métrique induite ! 7,5 sur ¥, :
(iii) l'exp q Yag

yijda’ do? = A*(dr® + r* d6?) + B*r?sin® 0 dp*. (4.24)
Notons enfin que la relation (4.5) devient

€Y = Nn® —wx™. (4.25)

4.3 Hydrodynamique a deux fluides

Le systéme étudié est formé d’un fluide de neutrons et d’un second fluide auquel nous
nous référerons par la suite sous le nom de « protons », respectivement étiquetés par les
lettres « n » et « p ». Pour décrire ce systéme en relativité générale, le modeéle développé
par B. Carter et al. repose sur un principe variationnel ( , ; ,

; , ). Cela revient a supposer que la dynamique de ce mélange
est gouvernée par une densité lagrangienne A qui ne dépend que des quadri-courants de
particules des deux fluides, a savoir n* et ny'. La grandeur A est généralement appelée
fonction maitresse, car elle contient toutes les informations relatives a 1’état d’équilibre
thermodynamique local du systéme. En utilisant des considérations de covariance, on
peut montrer que A ne dépend que des trois scalaires que I'on peut former a partir des
quadri-courants de particules :

a 2

2 « 2
Ny, =Ny Nyqa, Ny=-—N Ny, €t T

: 5 5 =—nNpa - (4.26)

Par conséquent, la densité lagrangienne peut s’exprimer sous la forme
A(ng ng) = —E(ng, np, %), (4.27)

o £ désigne I'équation d’état (EoS) du systéme. Soient u et u les quadri-vitesses des
deux fluides. Les conditions de normalisation de ces quadri-vitesses,

Uty o = —1 et ujuy o = —1, (4.28)

conduisent & exprimer les composantes des quadri-courants comme suit :

a o o o
ng =mnguy et ng = npug, (4.29)

1. En pratique, les coefficients A et B sont trés proches (voir Fig. 5.17). En prenant A = B dans ’équa-
tion (4.24), la métrique devient v;; do’ da? = A%(r,0)(dr? + 72 d6? + r2sin® 0 dp?), qui est expression
d’une métrique (spatialement) isotrope. Nous voyons ainsi 'origine du terme quasi-isotrope.
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Modéle A deux fluides

ol on interpreéte la quantité ny, X € {n,p}, comme la densité de particules du fluide! X,
mesurée dans son référentiel propre de repos 2.

A partir des variations de la densité lagrangienne (considérées en maintenant fixe la
métrique), les moments conjugués, ou impulsions généralisées, p°, et pP, sont définis par
la relation

dA = pi, dny + ph, dn". (4.30)

o

En utilisant (4.27), il est possible d’exprimer ces quadri-impulsions en fonction des quadri-
courants de la maniére suivante :

P K KPPy
(pp) = (ICPH ’Cpp) (np> ) (431)

ot les composantes de la matrice d’entrainement K~ sont définies a partir de I'EoS par

0& 0& 0&
nn:2 = pp:2 _ np _ pn R . 42
K (an) K (ang) ot K=K (a) (4.32)

Nn,T

La présence du terme croisé "™ implique que I'impulsion généralisée d’un fluide n’est
pas simplement proportionnelle & sa quadri-vitesse, mais dépend également de la quadri-
vitesse du second fluide ( , ). Cela traduit un effet d’entrainement
mutuel non-dissipatif entre les fluides, dont 1'origine microscopique sera précisée dans le
chapitre suivant. A partir d’arguments de stabilité, on peut montrer que les coefficients
d’entrainement KXY doivent nécessairement vérifier les conditions suivantes (
) ) :
K™ >0, KPP >0 et K™ KPP —(K")* >0, (4.33)

ce qui implique, en particulier, que la matrice d’entrainement est inversible. Par consé-
quent, les effets d’entrainement peuvent également étre décrits par

/,’LI& . ynn ynp pr(ly
<”%) N (ypn ypp) <p%) 7 (4.34)

ol les coefficients de la matrice inverse )yy sont donnés par

ICpp ,Cl'ln ICl'lp

ynn - ICHH ]Cpp — (]Cnp)ga ypp == ]Cnn ICPP ~ (ICHP)Q et ynp = _]CHH ]Cpp — (ICHP>2‘

(4.35)

Dans la limite newtonienne, la matrice Vxy est reliée a la matrice densité pxy, utilisée
par exemple dans ( ) et ( ), par pxy = Vxy X
mx X my, ol mx désigne la masse au repos des particules X. On déduit de (4.33) que
les coefficients de la matrice inverse vérifient a leur tour les conditions (voir e.g.

( )
Vun >0, Vop >0 et VuVop — Vap)® > 0. (4.36)

1. En plus de supposer que les particules chargées sont comobiles, on fait également I’hypothése im-
plicite que les densités de protons et d’électrons, nprot €t Nelec sONt égales (électroneutralité du mélange) :

Np = Nprot = Nélec-
2. Il s’agit ici du référentiel associé & un observateur dont la quadri-vitesse est u§.
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4.4 Equations de structure

Pour quantifier la différence de vitesses entre les deux fluides, on définit un facteur de
Lorentz relatif & partir des relations (4.26) et (4.29) :

2

x
LA =—uluy, o =—, 4.37
A un up nnnp ( )
auquel on associe la vitesse relative A via
1
(4.38)

e o
2T /I A?

La quantité A? apparait comme le carré de la norme de la vitesse « physique » des neutrons
dans le référentiel des protons (4.58), ou inversement. Cette vitesse s’exprimant en fonction
des trois scalaires (4.26), nous pouvons considérer I’'EoS sous la forme &(ny, n,, A?). Dans
le cas ou la température est nulle (voir section 4.1), la premiére loi de la thermodynamique
s’écrit :

d€ = p"dny, + pP dn, + a dA? (4.39)
ol u" et uP désignent les potentiels chimiques des deux fluides' et o caractérise les ef-
fets d’entrainement. Les différents termes KXY s’expriment alors en fonction de ces trois
variables conjuguées de la maniére suivante :

ut 2a 2c 2av

1P
o — H O e S N G e 4.40
nn N2l Ny n%l"i’ ¢ nanpl ( )

Le tenseur énergie-impulsion 7,5 d’'un mélange de deux fluides parfaits est donné par

( , 1998)

Top = N apr}j +nyp Oéppﬁ + Wgags, (4.41)
ol ¥ est la pression généralisée du systéme, reliée & I’EoS par la relation de Gibbs-Duhem
W(p®, (1P, A?) = — €+ npp™ + nppuP. (4.42)

On peut montrer que 'expression (4.41) redonne celle du tenseur énergie-impulsion du
fluide parfait (1.6) dans la limite ou les deux fluides sont comobiles. On déduit des relations
thermodynamiques (4.39) et (4.42) que

ov ov ov
Ny =\ —— , Np =\ == et a=—|—-——— . 4.43
(alun>pp,A2 Y (aup ) un A2 (aAQ > R, P ( )

4.4 Equations de structure

4.4.1 Equations d’Einstein

En réalisant différentes projections de ’équation d’Einstein (4.9), on peut montrer
que les termes métriques N, A, B et w intervenant dans (4.21) sont reliés aux termes
sources (4.10) par les équations suivantes ( , : , )

1. Le potentiel chimique pP du fluide de particules chargées correspond & la somme des potentiels
chimiques des protons, pP ™t et des électrons, pé'ec : pP = pProt 4 yélec,
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Modéle A deux fluides

Ay [(NB — 1)rsin] = 8tNA?Brsin(S", + S%), (4.44)
B22sin2 0
Ag(In A + v) = 87 A%, + %mm — O, (4.45)
B22sin2 0

Agv = 4nA(E + S) + %awaw — 9vd(v +InB), (4.46)

~ NA?
Az(wrsinf) = —16%% + 7sin #0wd(v — 31n B), (4.47)
ol on a utilisé les notations : v = In N et Judv = g—?% + %%%. Les opérateurs Ag et Ag

représentent respectivement le laplacien en espace plat & deux dimensions en coordonnées
polaires et le laplacien en espace plat a trois dimensions, en tenant compte de I'axisymétrie.
L'opérateur Ay est défini par Az = Ag — m. On peut remarquer que la présence des
deux fluides n’intervient que dans les termes sources F, S, S”,., S%, S¥, et 7, qui seront
décrits dans la suite.

Notons que, contrairement au cas sphérique présenté dans la section 1.3.2 ot la mé-
trique est connue en dehors de 1'étoile (métrique de Schwarzschild), les conditions aux
bords dans le cas étudié ici sont seulement connues & Uinfini. L’espace-temps (M, gap)

étant asymptotiquement plat, les potentiels métriques vérifient les conditions aux limites :

N(r,0) — 1,
A(r,0) — 1,
Bro) — 1 (4.48)
w(r,d) — 0,

quand r — +oo. Par ailleurs, on pourra noter que certains termes apparaissant a droite
du signe “=" dans les équations d’Einstein (faisant intervenir les potentiels métriques)
sont a support non-compact.

4.4.2 Termes sources

L’espace-temps considéré étant circulaire (voir section 4.2.2), les quadri-vitesses u2 et
uy' appartiennent au plan engendré par les deux vecteurs de Killing £ et x* (
, ; , ). Ces quadri-vitesses peuvent alors s’exprimer sous la

forme
ug = ug (§%+Qux®) et ug =y (% + QX7 (4.49)
ou . o
un Up

désignent les vitesses angulaires des deux fluides, mesurées par un observateur statique
placé a U'infini spatial. Les équations (4.49) décrivent bien un mouvement purement cir-
culaire autour de 'axe de rotation. On peut également remarquer que la quadri-vitesse
d’un observateur eulérien O, a pour expression (voir Eq. (4.25))

(0%

RO = (€0 ), (4.51)

1
N
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4.4 Equations de structure

ce qui permet d’interpréter w comme la vitesse angulaire de O, mesurée par un obser-
vateur statique & l'infini. La présence du coefficient w dans cette équation correspond
au célébre effet Lense-Thirring, ou effet d’entrainement des référentiels inertiels, qui sera
étudié plus en détails dans la suite.

Les facteurs de Lorentz des deux fluides par rapport a O, sont alors donnés par

I = —nquf = Nu! et T, = —nquf = Nu, (4.52)

ou on a remplacé n, par Uexpression (4.7). En injectant les équations (4.52) et (4.25) dans
(4.49), on obtient

O — Q, —
u® =Ty <na+ wa“> et u® =T, <na+ e “;ﬂ). (4.53)

Comme n,x“ = n, = 0, ces équations correspondent a des décompositions orthogonales
de la quadri-vitesse de chaque fluide par rapport & la quadri-vitesse n® de 'observateur
eulérien O, :

u =Ty (n*+U2) et ul =T, (n"+US), (4.54)
ol les vecteurs Q QO
Uf = — an et Uyt =—=F an (4.55)

" N N
sont les (3-)vitesses « physiques » des fluides par rapport & O,. On définit alors U, et U,
comme les normes de ces vitesses physiques, a savoir

B ) B .
Un = /Uy UY = N(Qn —w)rsing et U, = /U, Uy = N(Qp —w)rsinf.  (4.56)

Les conditions de normalisation de n®, u.¢ et ©v® conduisent aux expressions habituelles
) n p

~1/2

Th=(1-0U2)"" et T,=(1-02)" (4.57)

En outre, la vitesse relative A (4.38) peut s’exprimer en fonction de U, et U, selon

A? = % (4.58)

Les termes sources impliqués dans les équations d’Einstein (4.44)-(4.47) sont obtenus
a partir des définitions (4.10) et du tenseur énergie-impulsion (4.41) :

E=T2K"™n + T2 KPPn2 4+ 2T,T, K™ nyny, — 0, (4.59)
7, = Brsing (T2 K™ njUy 4+ I KPP 02Uy, 4 Dol K™ ngng (Un + Uy)) |
S =5%=10,
59, = U+ T K" nlUZ + T2 KPP n2UZ + 200D, K™ nyng Un Uy,
S =8+ 5%+ 5%, =30+ T2 K™ nZUZ + T2 KPP n2U2 + 2Tu0, K* nynp Un Uy,

4.60
4.61
4.62

(
(
(
(4.63

)
)
)
)
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Modéle A deux fluides

Dans le cas ou les deux fluides se déplacent ensemble, les équations précédentes re-
donnent les équations attendues a un fluide (voir e.g. ( )). De plus, dans
la limite statique (cas sphérique), on peut montrer que les équations d’Einstein (4.44)-
(4.47) se réduisent au systéme TOV, moyennant un changement de coordonnées adapté,
des coordonnées isotropes vers la jauge radiale ( : ).

4.4.3 Equations du mouvement

Le mouvement des fluides est gouverné par les lois de conservation des quadri-courants
de particules,
Vang =0 et Vong =0, (4.64)

qui sont trivialement satisfaites étant donné les symétries de ’espace-temps, et par deux
équations de type équations d’Euler ayant la forme suivante ( , :
, ) :

nyVaps —npVepy, =0 et niVaph —ngVeph, = 0. (4.65)

Les équations précédentes assurent que la loi de conservation en énergie-impulsion est
satisfaite, i.e.
VT3 = 0. (4.66)

.....

équations d'Euler (4.65) conduisent a deux intégrales premiéres du mouvement,

1 5 pP 5
—N=C, et =N =0, (4.67)
Ty I P

ou C, et C, sont des constantes sur toute I'étoile. En introduisant les log-enthalpies

n b
H" =In <“—> et HP =1In (“-) , (4.68)

My mp

ot my = 939,6 MeV et m, = 938,34 0,5 = 938,8 MeV désignent les masses au repos des
particules de chaque fluide ', on peut alors réécrire (4.67) de la maniére suivante :

H"+InN—-InT, =C, et H>+InN —InT', = C,, (4.69)

ou C, et C}, sont deux nouvelles constantes formées & partir de C, et C'p. En appliquant
ces équations au centre de I'étoile, ol aucune rotation n’a lieu (I'y, = I'y . = 1), on en
déduit alors que

H*+InN—-InT,=H)4+InN, e¢ H>+InN —In', = H? +In N, (4.70)

ou l'indice « ¢ » désigne les valeurs pour r = 0.

Dans le chapitre suivant, nous nous concentrerons uniquement sur des configurations
pour lesquelles ’équilibre chimique (équilibre (3, voir section 1.2.2) est vérifié au centre de
I’étoile, i.e.

e = Hes (471)

1. Tout comme pP = pP™t + 1% ]a masse au repos associée au fluide de particules chargées mp est
égale 4 la somme des masses au repos des protons mprot =~ 938,9 MeV et des électrons mgjec > 0,5 MeV.
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4.5 Grandeurs globales

ou, de maniére équivalente,

m

H!=HP+1In (—p> . (4.72)
My

En appliquant (4.67) au centre de l’étoile, on déduit que C, = C’p si ce dernier est a

I’équilibre . Dans ce cas, les potentiels chimiques sont alors reliés par

n

B

) 4.73
=5 (4.73)

Il est possible de montrer que ’équilibre 5 ne peut étre vérifié dans 'ensemble de I’étoile
que si les deux fluides sont en corotation ( , ). Sous cette derniére
condition, imposer I’'équilibre chimique au centre de ’étoile suffit a ce qu’il soit vérifié dans
toute ’étoile, comme on peut le voir sur 'équation (4.73). En revanche, dans le cas o
0, # Qp, nous devrions prendre en compte certaines réactions de conversion de particules
entre les fluides dans notre modéle, qui induiraient alors une dissipation d’énergie jusqu’a
ce que A? = 0, ou I'étoile peut atteindre un état d’équilibre 3 global ( , ;

, ). Toutefois, nous négligeons simplement ce processus de transfusion dans
nos calculs de configurations stationnaires (voir section 4.1 et (4.64)). Cette hypothése
semble raisonnable étant donné (i) la lenteur des réactions électrofaibles responsables de
'équilibre chimique (voir section 6.1.4 et ( ) par exemple) et (ii) le
fait que les deux fluides sont susceptibles d’étre toujours dans une situation voisine de
la corotation (voir équation (7.7)). Des exemples de configurations avec puf # 2 sont
présentés dans ( ). Davantage de détails sur I’équilibre chimique seront
fournis dans la section 6.1.4, dans un contexte dynamique.

4.5 Grandeurs globales

4.5.1 Masses baryoniques

Les nombres de neutrons et de protons contenus dans 1’étoile sont donnés par
M, = _/2 nima/ydrdfde et N, = —/E Ny M/ drdf de, (4.74)
t t

ou /Y = A?Br?sin correspond & la racine carrée du déterminant de la métrique in-
duite 7;; (4.24). On peut montrer a I'aide du théoréme de Green-Ostrogradski que, les
quadri-courants de particules vérifiant les équations (4.64), les intégrales précédentes ne
dépendent pas du choix de ;. Chaque terme —n§n, désigne la densité de particules du
fluide X mesurée par 1'observateur eulérien O,. En utilisant (4.52), on peut réécrire les
intégrales (4.74) de la maniére suivante :

No= | TungA’Br?sinfdrdfde et N, = [ Tyn,A’Br’sinfdrdfde.  (4.75)

2 2t

On définit alors les masses baryoniques de neutrons et de protons par les relations

MP =myN, et MP =my\,, (4.76)
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a partir desquelles on forme la masse baryonique totale de ’étoile :

MP = MP + M. (4.77)

4.5.2 Masse gravitationnelle

La masse gravitationnelle Mg est la masse ressentie par une particule test en orbite
autour de I’étoile. En raison de I'équivalence masse-énergie, la masse Mg doit contenir
toutes les formes d’énergie, en particulier celle associée au champ gravitationnel. Toutefois,
cette derniére n’étant pas localisable, on ne peut pas définir Mg comme l'intégrale d’une
certaine « densité de masse » sur Y;, comme on l’a fait pour les masses baryoniques.
En relativité générale, deux concepts sont généralement utilisés pour définir la masse :
la masse ADM, qui s’applique pour n’importe quel espace-temps asymptotiquement plat,
et la masse de Komar, qui n’est définie que pour des espace-temps stationnaires. Dans
le cas présent, les deux définitions coincident. Ainsi, dans la suite, nous nous focalisons
uniquement sur la masse de Komar.

Etant donné le vecteur de Killing £ associé a la stationnarité (voir section 4.2.2),
I'expression volumique de la masse de Komar est donnée par ( , )

My = / [2Ta5n0‘£6 — gaﬁTaﬁnﬂgﬂ 3, (4.78)
>t

oit le volume élémentaire d* % est défini par d* S = \/ydrdfdy = A2Br?sinddr df de.
En utilisant la décomposition 3+1 (4.12) du tenseur-énergie impulsion, la masse gravita-
tionnelle s’exprime alors par

Mg = My = / [N (E+S) + 2wr,| &3, (4.79)
3t

ol les termes E, m, et S sont donnés par les équations (4.59), (4.60) et (4.63). 11 est
également possible de montrer que cette masse correspond, au signe prés, au coefficient
devant le terme en 1/r dans le développement de N a l'infini spatial :

N = 1—%+0(1>. (4.80)

r—-+o00 T ’/’2

A la limite newtonienne, les coefficients métriques sont donnés par w = 0et N =1, le
volume élémentaire d* Y tend vers le volume élémentaire de Iespace-temps plat d* ¥ =
r?sin @ dr df dep et les termes sources vérifient S < F et E ~ myn, + myn,, de telle sorte
que (4.79) devient

MEY = / (Mang +myny) r?sin @ drdd dp = M
P

newt>

(4.81)

comme on peut s’y attendre.
En relativité générale, on définit également 1’énergie de liaison Fy, de 1’étoile comme
la différence entre sa masse gravitationnelle et sa masse baryonique :

By, = Mg — MP. (4.82)

La quantité | Ey| correspond a I’énergie qu’il faudrait fournir aux particules (baryoniques)
de I'étoile pour les disperser a l'infini. L’étoile est donc liée si Eyp, < 0.
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4.5.3 Identités du viriel

S. Bonazzola et E. Gourgoulhon ont exhibé deux identités du viriel en relativité gé-
nérale, & deux et a trois dimensions ( , ;

, ). En particulier, cette derniére redonne le théoréme du viriel classique a
la limite newtonienne. Ces relations sont couramment utilisées pour mesurer les erreurs
associées a la résolution numérique des équations d’Einstein (voir chapitre 5). Pour cela,
on décompose chacune de ces identités sous la forme de deux intégrales I et [0 Tes-
pectivement liées a des termes de matiére et aux seuls potentiels métriques. On quantifie
alors la violation d’une identité du viriel par la grandeur sans dimension

Imat + ]pot

I mat

GRV = (4.83)

Si la relation du viriel considérée est parfaitement vérifiée, le GRV correspondant est nul.

4.5.4 Rayons circonférentiels et rayons moyens

Le rayon circonférentiel d’un fluide est la grandeur invariante de jauge définie par

x _¢”
Rcirc = g’ (484)
ot C¥ est la circonférence de ce fluide dans le plan équatorial (6 = 7/2). Si ry désigne la
valeur de la coordonnée radiale r & la surface du fluide ! dans le plan équatorial, C* est

donnée par
cX = f \/ Gap dz® dah. (4.85)
r=r&,0=mr/2

En utilisant (4.21), on obtient alors

Rle = B (re.m/2) rgfl. (4.86)

circ eq)’

X
circ

Comme B > 1 (voir Fig. 5.17), on en déduit que R,
newtonienne, B = 1 et R}, = .

Une seconde définition du rayon d’un fluide, également indépendante du choix de
coordonnées, fait appel a sa surface dans un plan méridien, plutdét qu’a sa circonférence.

On définit ainsi le rayon moyen du fluide X par

> 15 Notons que, a la limite

RX_g

moy Ar’

(4.87)

ot la surface 8% de ce fluide s’exprime en fonction de r* (), la coordonnée radiale associée
a sa surface, de la maniére suivante :

/2
S = 47r/ AB
0

er 2 1/2
(d;> +(r§)2] rX sin 6 df. (4.88)

1. La surface d’un fluide sera définie dans la section 4.6.

103



Modéle A deux fluides

On pourra vérifier que dans le cas sphérique, A = B et 7 = rg, de telle sorte que les
deux définitions coincident :
R, = R

circ moy * (489)
Le rayon circulaire (ou moyen) de 'étoile correspond alors au rayon circulaire (ou

moyen) du fluide le plus externe :
Reire = max (Rgy,., RY,.) et Rpoy = max (Rn RP

circy = “circ moy? moy) :

(4.90)

Dans la suite, nous utiliserons le rayon circonférentiel R, pour définir la compacité de

I’étoile, en relativité générale :
GMg

= —, 4.91
Rcirccz ( )

oll on a réintroduit la constante de gravitation et la vitesse de la lumiére dans le vide.
Cette définition généralise celle donnée par I'équation (1.4) a la limite newtonienne.

—_
—
—

4.5.5 Moments cinétiques

Grace au vecteur de Killing x“ associé a l'axisymétrie, il est également possible de
définir le moment cinétique de ’étoile, de maniére indépendante de jauge. Ainsi, le moment
cinétique de Komar est donné par une intégrale similaire a celle utilisée dans I’expression
de la masse de Komar (4.78), mais qui fait intervenir cette fois-ci le vecteur x“ :

1
Lk:_é{nwﬁﬁ—ywnwwﬂﬁx (4.92)
t
Comme x* est un vecteur tangent a ¥;, on en déduit que n,x* = 0, L9%x” = x* et
Tosn®x? = —7,, de telle sorte que le moment cinétique de Komar est simplement donné
B ¥

par

k:/wwﬁ. (4.93)
¢

Pour le systéme de deux fluides couplés considéré ici, les équations (4.10), (4.41) et (4.52)
conduisent a

Ty = [nnupg + Lpnppl. (4.94)
On définit alors le moment cinétique de chaque fluide par ( , )
A:/jmﬁet%:/ﬁfx (4.95)
3t ¢
ol
Jp = Lunapy, et jo =Tpnypp. (4.96)

On peut alors interpréter pg (resp. pP) comme le moment cinétique par neutron (resp.
proton) et I'yn, (resp. I';n,) comme la densité de neutrons (resp. protons) mesurés par
O,. Les densités de moment cinétique (4.96) peuvent s’exprimer en fonction des vitesses
physiques (4.56) mesurées par O, comme suit :

{ ]; = BT Sin Q(Fﬁni lcnn Un + anannp ]Cnp Up)7

; : 2,,2 kPP np (4.97)
jb = Brsin Q(Fpnp KPP Uy + TynpLpn, KPP UL).
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La limite newtonienne des moments cinétiques partiels, étudiée dans 'annexe C.1, est en
parfait accord avec les expressions obtenues par ( ).

En supposant que la vitesse de rotation de chaque fluide est constante dans ’étoile,
on peut donner une premiére définition du moment d’inertie total,

Jx
I=— 4.

ol {2, est la vitesse de rotation du pulsar, et du moment d’inertie de chaque fluide,

Ju J,
Ih=-" et I, =2, 4.99
n Qn p Qp ( )
Toutefois, ces définitions n’ont réellement de sens que si les fluides sont en corotation .
Pour traiter le cas ot £, # €, une autre définition des moments d’inertie sera utilisée
dans la partie III.

4.6 Résolution numérique

Les équations gouvernant la structure d’une étoile a neutrons superfluide en rotation
ont été présentées dans la section 4.4. Les modéles que nous avons calculés reposent sur :

(i) Les équations d’Einstein (4.44)-(4.47), que on peut réécrire symboliquement,
Apu — Uzource + O_Eon—linéaires’ (4100)

ol u est une variable formée & partir des différents potentiels métriques, A, re-

présente un opérateur linéaire (faisant intervenir le laplacien & deux ou a trois di-

mensions) de Pespace-temps plat, o5°"°® contient les termes sources associés a la

présence de matiére et gnomlinéaires pne comporte que des termes quadratiques en les
coefficients métriques. Compte tenu de la donnée de €2, et €2, les quatre équations
d’Einstein (4.44)-(4.47) font intervenir, pour chaque valeur de r et de 6, les dix
variables suivantes : N, A, B, w, ¥, u*, pP, o, ny, np.

(ii) Les équations du mouvement mises sous la forme de deux intégrales premiéres du
mouvement (4.70). Ces relations fournissent deux relations supplémentaires entre
certaines des variables citées précédemment, moyennant un choix de p> et de p? ou,
de maniére équivalente, de H? et de HP (4.68).

(iii) Une EoS reliant la pression généralisée aux potentiels chimiques et a la différence de
vitesses entre les fluides, U(u™, P, A?), ou bien exprimée sous la forme d’une relation
donnant 'opposé de la fonction maitresse en fonction des densités de particule et
de A% i.e. E(ny,n,, A?). La donnée de cette EoS ainsi que I'utilisation des trois
équations (4.43) permettent alors de clore le systéme d’équations.

La résolution numérique de ces équations, décrite dans la suite, conduit & 'obtention
de configurations stationnaires pour des valeurs données de €2, €2, p et p? et pour une
EoS bien choisie.

1. En relativité générale, il n’existe pas de décomposition naturelle de Jx sous la forme (C.6). En
supposant que A? = 0, nous nous assurons alors que I, + I, = I.

105



Modéle A deux fluides

4.6.1 Meéthodes spectrales et bibliothéque LORENE

Les équations (4.44)-(4.47) étant fortement non-linéaires, 'outil numérique s’avere
indispensable pour les résoudre. Alors que le systéme TOV présenté dans la section 1.3.2
ne nécessite qu’un traitement numérique simple (une méthode de Runge-Kutta suffit), la
résolution des équations d’Einstein requiert ici une méthode plus conséquente.

Dans notre choix de jauge (4.21), les équations d’Einstein forment un ensemble de
quatre équations aux dérivées partielles elliptiques (EDPE) couplées, de genre équations
de Poisson (4.100), qui admettent une solution unique pour des conditions aux limites
appropriées. Si les termes o5°™° sont & support compact !, les termes ghontinéaires gong pré.
sents dans tout ’espace. En outre, les seules conditions aux limites connues  sont données
en 400 (4.48). Il est donc nécessaire de disposer d’une méthode de résolution capable de
traiter ces EDPE pour r € [0;+00]. Une technique particuliérement intéressante pour
résoudre ce genre d’équations différentielles est I'utilisation de méthodes spectrales multi-
domaines, qui permettent d’atteindre une trés grande précision numérique avec seulement
un petit nombre de coefficients (voir e.g. ( )

( )). C’est sur ces méthodes que repose la bibliothéque LORENE * développée par le
groupe Relativité et Objets Compacts du Laboratoire Univers et Théories.

Surfaces des fluides et choix des domaines. Dans le cas d’un seul fluide a tempé-
rature nulle, la surface de I’étoile est couramment définie comme le lieu ou la pression du
fluide, ou de maniére équivalente sa log-enthalpie, s’annule (voir section 1.3.2 et

( )). La méthode de résolution utilisée consiste alors a séparer 1’espace en
différents domaines, par exemple : une premiére zone représentant l'intérieur de I’étoile
jusqu’a sa surface ; une seconde a 'extérieur de l'astre, s’étendant jusqu’a quelques rayons
équatoriaux (ot les coefficients de la métrique varient de maniére importante) ; une der-
niére pour le reste de ’espace jusqu’a l'infini. On compactifie alors ce dernier domaine
par un changement de coordonnées du type r = ﬁ avec ( € [—1;1], afin de pouvoir
imposer les conditions (4.48) a I'infini. Notons que les opérateurs elliptiques sont trés bien
adaptés a ce genre de compactification de ’espace, contrairement & d’autres opérateurs
(hyperboliques, par exemple).

Pour un systéme de deux fluides, il n’est plus possible de définir la surface du fluide
interne par une annulation de sa log-enthalpie, en raison des interactions entre les fluides
(voir Fig. 5.7). La surface de chaque fluide est alors définie comme le lieu ou la densité
nx correspondante devient nulle ( , ). Par conséquent, les modéles que nous
avons calculés supposent que les deux fluides existent au centre de I’étoile, puis que 'un
d’entre eux disparait, de sorte qu’il existe une région externe de ’étoile ot seul un fluide
est présent. La surface de I’étoile & neutrons correspond alors a celle du fluide de plus
grande extension spatiale et coincide avec la surface ol la pression généralisée ¥ s’annule.
Pour des configurations réalistes, ot {2, >~ Q, et pu* ~ uP (4.73), les surfaces des fluides
sont trés proches 'une de 'autre. La zone & un fluide, située entre ces deux surfaces, risque

1. Les termes sources sont évidemment nuls en ’absence de matiére, en dehors de 1’étoile.

2. Dans le cas sphérique, les termes métriques sont connus a ’extérieur de 1’étoile : il s’agit du théoréme
de Birkhoff.

3. http://www.lorene.obspm.fr/.
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alors d’étre trés mal décrite par la grille utilisée pour modéliser ’étoile. Pour surmonter
tout probléme éventuel de ce genre, nous avons considéré un domaine supplémentaire
comportant un grand nombre de points de grille, afin de représenter avec précision la
mince couche & un fluide présente sous la surface de 1’étoile. Cette solution améliore
significativement la détermination de la surface du fluide interne et la précision globale
des résultats obtenus ( , ). Dans le cas des étoiles & neutrons superfluides,
deux domaines sont ainsi utilisés pour décrire leur intérieur (un premier pour représenter
le cceur et un second pour les régions externes de 1’étoile), portant & quatre le nombre
total de domaines considérés pour décrire 'ensemble de lespace (voir Fig. 5.12).

Méthodes spectrales. Les équations d’Einstein sont alors résolues sur chaque do-
maine a l’aide de méthodes spectrales ( , ). Celles-ci consistent
a exprimer la fonction f, solution du probléme que I'on étudie, sous la forme d’un déve-
loppement sur une base finie {¢;(z)}i=o_. y de fonctions connues® :

flz) ~ Inf(z) = Z (). (4.101)

Il s’agit d’une approximation de f, car une fonction (appartenant & un ensemble infini)
est ici représentée par une somme finie de N +1 termes. Il est alors possible d’exprimer f’,
la dérivée de f par rapport a z, en fonction des coefficients ¢; et des dérivées ¢;(x). En
injectant ces différentes expressions dans les équations a résoudre, on peut alors déterminer
I'ensemble des coefficients {c;}i—o. n & l'aide de techniques adaptées, et ainsi estimer la
fonction solution f (voir Fig. 4.2). Les méthodes spectrales sont en général plus difficiles
a mettre en ceuvre que les méthodes classiques de différences finies. Cependant, 1'un
des principaux avantages de ces méthodes est une décroissance trés rapide de l'erreur
m3x|f(x) — Inf(x)| lorsque N augmente. En effet, celle-ci décroit plus vite que NP,

Vp < 0, si la fonction est C*° (voir Fig. 4.3). Il est donc possible d’obtenir une trés bonne
précision avec un nombre restreint de coefficients.

Le choix de la base de fonctions utilisée dans le développement (4.101) dépend du cas
considéré. Pour le calcul des configurations stationnaires d’étoiles & neutrons, toutes les
fonctions sont décomposées sur des polynémes de Tchebychev pour la partie radiale et
sur des polynomes de Legendre? ou trigonométriques pour la partie angulaire.

Il faut également remarquer que lorsque la fonction que 'on souhaite représenter pos-
séde des discontinuités, certaines oscillations numeériques sont susceptibles d’apparaitre
dans le calcul de Iy f, empéchant alors la convergence vers la solution exacte f quand N
augmente : c’est le phénomeéne de Gibbs. Une solution consiste alors a choisir les différents
domaines d’intégration des équations d’Finstein avec soin, afin de placer les discontinuités
aux frontiéres de ces domaines. C’est pour cette raison que le second domaine utilisé dans
la description de I’étoile est adapté a la surface de celle-ci, comme on peut le voir sur la
figure 5.12.

1. Dans le cas d’une fonction périodique, une telle représentation correspond & la série de Fourier
tronquée de f.

2. Les harmoniques sphériques forment une base de décomposition naturelle des solutions correspon-
dant & la partie angulaire de opérateur laplacien (voir cours de mécanique quantique).
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Polynomes de Legendre N = 4
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FIGURE 4.2 — Résolution d’une équation différentielle par méthodes spectrales.
Comparaison entre la solution exacte f (en rouge) et la solution numérique Iy f (en vert)
de Déquation différentielle : f”(z) — 4f'(z) + 4f(x) = expz + C, ou C = —4e/(1 + €?),
sur 'intervalle [—1;1]. Les conditions aux limites imposées sont f(—1) = f(1) = 0. La
résolution numérique est réalisée par la méthode de collocation, a I'aide de polynomes de
Legendre, avec N =4 (en haut) et N = 12 (en bas).

108



4.6 Résolution numérique

10° - -
1072 L\ Collocation —e—

Galerkin ==+-
4 Tau
10 \
107®

1078 N

10710 N
10_12 '\

10714 \

N

'\‘.\_(._ —j—e—a—t=t

max | f— Iy f|
Ve

10716
0 5 10 15 20 o5

N

FIGURE 4.3 — Convergence spectrale. Erreur relative max|f(z) — I f(x)| en fonction

du nombre N de coefficients utilisés dans la résolution numérique, ot f est la solution
exacte de I'équation différentielle mentionnée dans la légende de la figure 4.2 et Inf
est la solution numérique. Différentes méthodes de calcul des coefficients spectraux sont
employées. La précision machine est atteinte dées N = 17.

4.6.2 Procédure numérique et code sfstar

La résolution des équations de structure décrites dans les sections précédentes a été
implémentée dans le code sfstar, basé sur la bibliothéque LORENE, par ( ).
Les termes & droite du signe “=" dans I’équation (4.100) dépendant de maniére non triviale
des inconnues du probléme, le code sfstar est basé sur une méthode de résolution itérative

appelée méthode du point fize ou méthode du champ auto-cohérent.

Cette méthode, résumée sur le diagramme 4.4, consiste a initialiser la valeur des gran-
deurs a déterminer, en partant d’un espace-temps plat, de deux fluides au repos et d’une
forme donnée (parabolique) pour H™ (r,0) et HP (r,0), et & améliorer ces estimations a
chaque étape de résolution, jusqu’a ce qu’un critére de convergence soit satisfait. Le code
conduit alors & une unique solution pour une EoS et des valeurs de €,, Q,, H} et HY
données. En considérant différents choix de ces parameétres d’entrée, il est alors possible
de calculer tout un ensemble de configurations stationnaires d’étoiles a neutrons super-
fluides en rotation. L’analyse mathématique de la méthode du point fixe appliquée aux
équations d’Einstein (4.44)-(4.47) a été réalisée par U. Schaudt & H. Pfister (

, : , ). En particulier, ces derniers ont montré une
convergence exponentielle de cette méthode (voir Fig. 4.5). La violation des identités du
viriel, présentées dans la section 4.5.3, permet alors de quantifier la précision des configu-
rations obtenues. Différents tests de validation du code sfstar ont été effectués par

(2005).
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En pratique, la résolution numérique est légérement plus subtile (voir Fig. 4.5). Par
exemple, le code commence par résoudre les équations dans le cas ot les vitesses de rotation
sont nulles (afin que les valeurs supposées initialement ne soient par trop éloignées des
valeurs a déterminer), avant d’augmenter celles-ci progressivement jusqu’a €2, et Q,. En
outre, nous avons également rajouté la possibilité de converger vers une configuration
correspondant & une masse gravitationnelle ou a une masse baryonique totale donnée
(en supposant que le centre de 1'étoile est a 'équilibre (), ou bien associée a des masses
baryoniques de neutrons et de protons fixées (I’équilibre § n’étant plus nécessairement
vérifié).

Jusqu’a présent, le code développé par ( ) permettait de calculer des
configurations d’équilibre d’étoiles a neutrons superfluides, en rotation, a la fois dans un
cadre newtonien et dans le contexte de la relativité générale. Afin d’avoir une bonne
maitrise sur les erreurs numériques engendrées par le code, ces auteurs se sont cependant
limités a l'utilisation d’EoSs analytiques, ayant la forme suivante :

1 1
& (nn, np, A?) = (mnnn—l—mpnp)CQ—kglinngl +§ﬁpng2 + Knpnpinlt +kangPnl A%, (4.102)
ol les termes (%’)ieg .6}> Fny Kp, Knp et kA sont des constantes librement choisies. Cette
expression est une généralisation & deux fluides d’une EoS polytropique (1.13). 11 est
cependant important de noter que ces EoSs sont peu réalistes et peu motivées par la
microphysique.
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Parameétres d’entrée : Initialisation :
i=0
3 uneEOS:‘l’=‘P(un,up,A2) e N=A=B=1letw=0,Y(r,0)
2SR LT LLLILLITLNY 2
e H¥(r =0,0) = HX e Uy=0=>Ty=1,4%=0
2
e () (constantes) o HY(r,0) = HX (1 - %)
2
v v (r,6)
/\ ™
1°" étape :
— Evaluation de ¥, ny et a via I'EoS et les Egs. (4.43),
puis détermination des coefficients K XY via (4.40)
\ J
5 ‘ ™
2°™° étape :
Calcul des termes sources E, ,,, S™, 5%, S§¢,etS
via (4.59) - (4.63), a partir de ¥, ny, KXY, Uy et Ty
Y,
3°™ tape :
Résolution des équations d’Einstein (4.44) - (4.47)
i=i+1 )
4°™ étape :
Calcul de Uy, Ty et A? via les Egs. (4.56), (4.57) et (4.58)

/

eme «

5  étape:
Calcul de HY ,a partir des Egs. (4.70)

|

Test de convergence :
|H*(r,0) — Hi(1,0)| < €e?

oui

{

FIN DU PROGRAMME

FIGURE 4.4 - Méthode du point fixe. Diagramme illustrant le principe de la méthode
du point fize, utilisée dans le code sfstar. Cette méthode consiste a faire une premiére
estimation sur la valeur des fonctions qu’on cherche a déterminer (initialisation), qu’on
raffinera progressivement par un processus itératif. On débute I'itération ¢ en calculant les
termes sources présents dans la partie droite des équations d’Einstein (étapes 1 et 2); la
résolution des équations d’Einstein nous permet alors d’obtenir une nouvelle estimation
pour les coefficients de la métrique, en évaluant les termes quadratiques a l'aide des
estimations réalisées lors de litération précédente (étape 3); les champs de vitesses et les
facteurs de Lorentz (étape 4) sont ensuite évalués, menant a des nouvelles valeurs de H*
en tout point via les intégrales premiéres du mouvement (étape 5). La procédure s’arréte
lorsque le critére de convergence est satisfait (voir Fig. 4.5). Notons que la premiére étape
est légerement différente si 'EoS est utilisée sous la forme & (ny, n,, A?).

111



Modéle A deux fluides

convergence vers MB

convergence vers ME et Mr? —o—

sans convergence vers MB —e—

max(H™"-H)

convergence

40 60 80 100 120 140

FIGURE 4.5 — Convergence en fonction du nombre d’itérations. La quantité
max|H"" — H|, on H'(r,0) = [H*(r,0) + HP(r,0)] /2, est tracée en fonction du numéro

Ty

7 de litération. La résolution numérique est d’abord effectuée sans prendre en compte
la rotation. A partir de la huitiéme itération (fléche noire), les vitesses de rotation sont
peu a peu augmentées, jusqu’a atteindre €2, et Q, a la vingtiéme itération (fléche verte).
Les résultats sont présentés pour trois résolutions différentes : en imposant une masse
baryonique totale (courbe jaune), en faisant converger la solution vers des valeurs don-
nées des masses baryoniques partielles (courbe bleue) ou en n’imposant aucune contrainte
supplémentaire (courbe rouge). Dans les deux premiers cas, la convergence supplémen-
taire vers une (ou des) masse(s) baryonique(s) souhaitée(s) ne débute qu’a la trentiéme
itération (fleche cyan). Le seuil de convergence est fixé & e =5 x 107® (ligne verte) pour
I’ensemble de ces configurations. On pourra remarquer la décroissance exponentielle de
I’écart maximal en log-enthalpie sur différentes plages d’itérations.
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Chapitre

Equations d’état a deux fluides et
configurations d’équilibre
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Afin d’obtenir des configurations stationnaires et axisymétriques réalistes d’étoiles a
neutrons superfluides en rotation, en relativité générale, nous avons alors implémenté deux
nouvelles EoSs, calculées a partir de modéles microscopiques, dans le code sfstar.

5.1 Equations d’état a deux fluides réalistes

5.1.1 Modéles de champ moyen relativiste

Bien que des modéles microscopiques non-relativistes soient suffisants pour décrire le
coeur des étoiles & neutrons de faible masse ', une formulation dans le cadre de la relativité
restreinte est néanmoins indispensable pour modéliser l'intérieur des étoiles a neutrons
massives et assure une meilleure cohérence avec la résolution globale des équations de
structure effectuée en relativité générale. Sur les échelles spatiales pertinentes pour réa-
liser les moyennes thermodynamiques nécessaires au calcul de I’EoS, il est tout a fait
raisonnable de considérer la métrique comme étant (localement) plate (ce qui est lié au
principe d’équivalence ; voir la section 3.4 de ( ) pour plus de détails a
ce sujet). Par conséquent, nous utiliserons la métrique de Minkowski, 7,,,, dans le reste de
cette section. Par ailleurs, ’appariement des nucléons étant un effet associé a la surface de

1. Pour des densités inférieures & ~ 3pp, les nucléons sont essentiellement non-relativistes ( ,
). Par conséquent, 'intérieur des étoiles & neutrons de faible masse, pour lesquelles la densité ne
dépasse par ~ 3pg, peut étre décrit dans un cadre newtonien.



Equations d’état & deux fluides et configurations d’équilibre

Fermi qui n’a qu'une trés faible influence sur ’'EoS !, nous négligeons la prise en compte
de la superfluidité dans nos calculs d’EoS. Si cela peut paraitre surprenant, nous rappe-
lons que nous ne cherchons pas ici a rendre compte de la superfluidité d’un point de vue
microscopique, mais nous étudions plutét les conséquences macroscopiques associées a la
présence de matiére superfluide au sein des étoiles & neutrons, dans le cadre d’un modéle
& deux fluides.

Dans cette section, nous présentons deux EoSs basées sur un modéle de champ moyen
relativiste (RMF). Bien que ces modéles reposent sur une approche phénoménologique, ils
peuvent toutefois étre considérés comme « réalistes » dans le sens ou ils cherchent a dé-
crire aussi bien que possible les propriétés connues de la matiére nucléaire. L’idée de base,
inspirée par les modéles d’échange de mésons pour décrire 'interaction nucléon-nucléon,
est de modéliser I'interaction entre les baryons par différents champs de mésons effectifs.
Les constantes de couplage sont alors ajustées sur un ensemble d’observables nucléaires
données. Alors que les premiers modéles introduisaient des termes non-linéaires de cou-
plage des champs de mésons afin de reproduire correctement les propriétés de la matiére
nucléaire & saturation, la plupart des modéles RMF utilisés actuellement représentent les
couplages entre les baryons et les champs de mésons par des termes dépendant de la den-
sité. C’est sur ces derniers que nous nous concentrerons dans la suite. La littérature sur les
modéles RMF est relativement conséquente et de nombreuses paramétrisations existent

(voir, e.g., ( ) ( ).

Densité lagrangienne microscopique. Nous supposons alors que 'intérieur d’une
étoile a neutrons peut étre décrit par une densité lagrangienne microscopique du type :

L= Enuc + 'Cmes + Einta (51)

ol la contribution des nucléons L,,. est donnée par

£nuc = Z _J)X (’Vuau + mX) wX' (52)

X=(n,p)

Dans cette équation, ¢y représente le champ associé au baryon? X, dont la masse de
repos est notée mx. Les matrices de Dirac v, vérifient les relations d’anticommutation
{v#, 4"} = 2 et on a posé hy = hAL.

L’EoS a deux fluides calculée par ( ) est également basée sur une
approche RMF. Dans leur modéle, ces auteurs considérent uniquement la présence des
mésons scalaire o et vecteur w, qui décrivent respectivement I'attraction a longue portée
et la répulsion a courte portée de l'interaction nucléaire. Toutefois, ces mésons étant
isoscalaires ®, ils ne sont adaptés qu’a la description de la matiére nucléaire symétrique
(méme nombre de neutrons et de protons) et ne peuvent donc pas reproduire correctement

1. L’effet relatif de la superfluidité sur ’'EoS & des densités supérieures & pg est inférieur & 10~4 — 1072
(voir section 5.16 de ( ).

2. Les quantités “(n, p)” présentes dans (5.2) se référent aux particules (neutrons, protons) et non aux
fluides. Les électrons seront inclus plus loin.

3. Bien que présentant des charges électriques différentes, les neutrons et les protons sont grossiérement
affectés de la méme maniére par I'interaction forte. Cette symétrie est caractérisée par le nombre quantique
d’isospin, qui présente les mémes propriétés mathématiques que le spin. On peut alors voir les neutrons et
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5.1 Equations d’état a deux fluides réalistes

les propriétés de la matiére présente dans le coeur des étoiles & neutrons. Le modéle
de ( ) a ensuite été amélioré par ( )
afin d’inclure le méson vecteur isovecteur p, permettant ainsi de décrire convenablement
un systéme présentant une asymétrie neutron-proton (voir également ( ) et
( )). Il faut noter que la présence des trois mésons cités précédemment,
a savoir les mésons o, w et p, suffit  rendre compte des propriétés générales de 'interaction
entre les baryons. Certains modéles incluent toutefois un méson supplémentaire, le méson
scalaire isovecteur 0, afin de différencier les masses effectives de Dirac des neutrons et des
protons (5.13). En revanche, les masses effectives de Landau (5.14) de ces deux types de
nucléons sont distinctes méme en ’absence du méson 9.
Dans ce qui suit, nous considérons deux modéles nucléaires, appelés DDH (
, ) et DDHo ( , : , , ), reposant sur
une approche RMF tenant compte des mésons o, w et p pour le premier, et des mésons o,
w, p et § pour le second. La contribution des mésons libres au lagrangien (5.1) est alors
donnée par

1 1 1 - - 1 .=
*Cmes = _§aMO_aMU - §m30'2 - 5(9#58“5 — 5771?52
1 1 Lo = 1 .. .
—ZWJVW“ - §miw“w“ - ZRLV-R” - §m2pu~p“ : (5.3)

Les mésons o, w, p et § sont représentés par les champs scalaire isoscalaire o, vecteur
isoscalaire w”, vecteur isovecteur' p* = (pf, ph, ph) et scalaire isovecteur § = (81,05, 03),
et sont respectivement associés aux masses m,, My, m, et ms. Les termes faisant intervenir
le champ de méson § ne sont pris en compte que dans le modéle DDHJ. Les tenseurs W#*
et B sont définis par

W = 9w — W et R = 9hpY — 0" p". (5.4)

En outre, on suppose que les mésons sont couplés aux nucléons de maniére minimale,
conduisant a une densité lagrangienne d’interaction :

Ly = Z Ux (gaO' + g50-Ix + 1Gw YW + igp%ﬁ“'fx) Vx. (5.5)
X=(n,p)

La quantité fX désigne l'opérateur d’isospin associé au baryon X et le terme g,;, pour
M € {o,w,p, 0}, caractérise le couplage entre les nucléons et le méson M. Dans le modéle
DDH, gs est simplement fixé a 0.

Paramétres de couplage. Les termes de couplage gy, dépendent de la densité consi-
dérée,
gu(nB) = gur(no)ha(z), (5.6)

les protons comme deux états distincts d’'une méme particule, associés & des nombres d’isospin différents.
Un méson isoscalaire (isovecteur) représente un état singulet (triplet) avec un isospin total égal a 0 (égal
a 1) et une troisiéme composante d’isospin nulle (valant 1, 0 ou -1), similaire & I’état singulet (triplet)
obtenu lors de ’addition du spin de deux particules.

1. Un méson isovecteur M posséde trois composantes d’isospin : (M7, My, M3).
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Equations d’état & deux fluides et configurations d’équilibre

oll ng désigne une constante de normalisation, prise comme étant la densité de saturation
de la matiére symétrique, et x = ng/ng. La densité baryonique np est définie comme le
scalaire ng = \/—nhnpg,, ol ng = np+ny est le quadri-courant de baryons. Par ailleurs,
nous supposons que les couplages isoscalaires (M = o,w) sont exprimés par

h — 5.7
tandis que les couplages isovecteurs (M = p,d) sont représentés par
hy(x) = ap exp[—by(z — 1)] — enr(z — duy), (5.8)

ou ayy, bar, cpr et dyy sont des constantes (voir ( ))-

5.1.2 Calcul des équations d’état
Cas d’un seul fluide

Equations d’Euler-Lagrange. Les différents champs considérés vérifient les équations
d’Euler-Lagrange, obtenues a partir de la densité lagrangienne (5.1). Dans approximation
de champ moyen, les expressions des champs de mésons sont remplacées par leurs valeurs

moyennes respectives ( , ; , ). En supposant que toutes
les particules se déplacent a la méme vitesse, i.e. dans le cas d’un seul fluide, les équations
d’Euler-Lagrange sont alors données par ( , )
myo = go » (Uxtx) = go(ny+m3), (5.92)
X=(n,p)
m3i6 = g5 (Uxtsxthx) = gs(ny —ny), (5.9b)
X=(n,p)
mi@ = Gu Z i(@X’YOwX> = gu(np + 1), (5.9¢)
X=(n,p)
mip = g, > i(xy’tsxtix) = go(ny —na) | (5.9d)
X=(n,p)

ol on a posé & = (o), d = (d3), p = {p) et @ = (w°). Le terme t3x désigne la troisiéme
composante d’isospin, avec la convention t3, = 1 et t3, = —1. Notons que seules les
troisiémes composantes d’isospin des champs de mésons isovecteurs contribuent a ces
équations ( , ). En outre, nous nous plagons dans le référentiel de repos
du fluide (dans lequel la 3-vitesse de ce fluide est nulle), de telle sorte que seules les
composantes “0” des champs vectoriels sont non-nulles.

En supposant que les champs de nucléons sont représentés par des ondes planes, les
densités scalaires sont données par

Pk omi
2r)dex(k,)’

ny = (i) = 2 / flex (k) (5.10)
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et les densités de particules par

Bk (kpx)?

ny =n% =i (Pxy Vx) = Q/f(ex(kl,))@w)3 =57 (5.11)

ol kr x désigne I'impulsion de Fermi du fluide X et ex correspond a ’énergie effective d'un
état propre de quadri-impulsion k¥ = (ey, k). Les équations d’Euler-Lagrange associées
aux champs de nucléons (équations de Dirac) conduisent a ( , )

ex(k,) = \/kik; + (m%)?, (5.12)

ou la masse effective de Dirac, m’, est donnée par
My = Mx — o0 — Gslax0 . (5.13)

Ainsi, la présence du méson 0 conduit & des masses de Dirac différentes pour les neutrons
et les protons. La quantité scalaire f, présente dans (5.10) et (5.11), désigne la fonction de
distribution de Fermi-Dirac associée aux états d’énergie ex. A température nulle, celle-ci
est donnée par une fonction de Heaviside, 6 (krpx — k), on k* = k'k;, valant 1 pour les
états occupés (d'impulsion & < kpx) et 0 pour les états non-occupés. L’argument de f
peut s’écrire de maniére covariante sous la forme pX + k,u”, olt u” est la quadri-vitesse
associée au référentiel considéré et pX est le potentiel chimique effectif des particules X,

également appelé masse effective de Landau ( , ), défini par

i = lhrx)? + (m3)? (5.14)

Dans le référentiel du fluide, ot u’ = 0, pX + k,u” se réduit alors a uX — ey, de telle sorte
que la fonction de distribution f vérifie simplement

flex) = 0(u —ex). (5.15)

Notons que dans le cas d'un seul fluide, les potentiels chimiques effectifs X sont reliés
aux potentiels chimiques p* par les relations ( , )

pto= pttayng +a-n, + 38 (5.16a)

pPo= pP+ain, +a_n, +3F, (5.16b)

ou ax = g3 /mg £ g5/m?. Le terme de réarrangement X, présent dans les modeles dé-
pendant de la densité pour assurer la cohérence thermodynamique, est donné par

99, g 99, g 995 _ 095 «
ZR — w Jw 2 pIp 2 g s s\ _ s _ .8 5.17
anB mz) np GnB m;% ny 8nBU(np + nn) 8nB (np nn) ) ( )

ou la densité baryonique np vérifie ng = n, + n, et nous avons introduit la densité
’ : 2 _ M |y V)
d’isospin ny, telle que n; = —nyny, avec ny =nf —nl'.
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La résolution (auto-cohérente) des équations d’Euler-Lagrange (5.9a)-(5.9d) permet
alors d’obtenir les valeurs des champs de mésons 7, 9, p et w pour différentes valeurs du
couple (ny, ny).

Propriétés de la matiére nucléaire. En négligeant les gradients des champs de mésons
moyennés, le tenseur énergie-impulsion microscopique 7 s’exprime en fonction de la
densité lagrangienne £ (5.1) de la maniére suivante :

™ = Z% (Vxy"0"hx + (9"x )7 Ux) + 0L (5.18)
X

Ce tenseur est relié au tenseur énergie-impulsion macroscopique 7}, impliqué dans les
équations d’Einstein (4.9) par la relation (7,,) = T,,, ou (7,,) correspond aux valeurs
moyennées des différentes composantes du tenseur 7,, sur une échelle macroscopique.
Dans le cas d'un fluide parfait et en se placant dans un référentiel inertiel local, le tenseur
T,

w est donné par
jj;w = (5 + P)U“UV + Pn,uw (519)

ol la densité d’énergie £ par unité de volume et la pression P du fluide, mesurées dans le
référentiel propre de ce dernier, vérifient

e =T utu” = (1) utu” = (To0), (5.20)
et
p-1 (Th +¢) = 1<T?). (5.21)
3V H 3V

Il est alors possible d’exprimer la densité d’énergie (baryonique!) ep et la pression
(baryonique) Pgp en fonction des champs &, d, p et @ et de leurs termes de couplage avec
les baryons, grace aux formules précédentes (voir, e.g., ( );

( ); ( )). Cela permet de calculer les profils de densité d’énergie
et de pression prédits par les EoSs considérées, en fonction des densités n, et n,. L'ex-
pression des termes de couplage g, et la valeur des masses m,; doivent étre choisies avec
soin, afin de reproduire correctement les données expérimentales connues sur la matiére
nucléaire, présentées dans la section 1.4.2. Les différentes constantes impliquées dans les
expressions (5.7) et (5.8) que nous avons utilisées dans les modéles DDH et DDHé pro-
viennent respectivement des travaux de ( ) et ( ),
et sont résumées dans la table 5.1. Les termes de couplage g, correspondant sont tracés
en fonction de la densité baryonique sur la figure 5.1.

Sur la figure 5.2, nous présentons les profils d’énergie par baryon E/A = eg/ng — M.
associés a la matiére nucléaire symétrique (SNM) et a la matiére pure de neutrons (PNM),
donnés par les modéles DDH et DDH¢. En introduisant Ep (ng, ay) = €g/np, comme on
I’a fait dans la section 1.4.2, ’énergie par baryon de la matiére symétrique est donnée par

my +mp

(E/A)SNM (np) = Ep(np,0) — mpye = Ey (np) — 5 , (5.22)

1. La contribution des électrons & la densité d’énergie totale sera prise en compte dans I’équation (5.46).
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mésons M o w PDDH PDDHS 0
mar | MeV | 550 783 763 763 980

g (ng) 10,72854 13,29015 7,32196 11,727 7,58963
any 1,365469 1,402488 1 0,095268 0,01984
bar 0,226061 0,172577 0,515 2,171 3,4732
M 0,409704 0,344293 0 0,05336  -0,0908
das 0,901995 0,983955 0 17,8431  -9,811

TABLE 5.1 — Termes de couplage utilisés dans les EoSs DDH et DDH{. Le modéle
DDH fait appel aux mésons o, w et pppy, tandis que le modéle DDHJ est associé aux
mésons o, w, pppus et 0. Pour chacun de ces mésons M, on donne la masse m,;, la valeur
de gy a la densité de saturation nucléaire ng (5.6) et les constantes ays, bar, car et dy
intervenant dans les expressions (5.7) et (5.8). On pourra remarquer que les deux modéles
considérés ne difféerent que par les choix des paramétres reliés aux mésons isovecteurs.
Valeurs tirées de ( ) et ( ).

22 , , ,
i ‘ ‘

\ : : 6
18"\'\" S N E O |
KN | | PDDH

A PDDH5 =~ ~"
tap— ”\\.\ o AR

E \~~~~~~ \

o .. —— e —
10 [y g SR s
6-, -
2 i i i

0 0.1 0.2 0.3 0.4
-3
ng (fm ™)

FIGURE 5.1 — Couplages dépendant de la densité. Termes de couplage gy (5.6)
tracés en fonction de la densité baryonique ng pour les différents mésons considérés dans
les modéles DDH et DDHo (voir table 5.1).
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25 T T T T I T T T T I T T I T T T "—
I SNM —— et

20 " pNM - DDH  ---- ,:[

15 |-|_PNM - DDH® - JUpRS S ]

Energie par baryon (MeV)

FIGURE 5.2 — Profils d’énergie par baryon prédits par les modéles DDH et
DDHS. Les énergies par baryon de la matiére symétrique (E/A)gy,, (5.22) et de la
matiére pure de neutrons (E/A)py,, (5.23) sont tracées en fonction de la densité ba-
ryonique ng. La quantité ny désigne la densité de saturation de la matiére symétrique
et Byt = — (E/A)gnu (no). Le segment marron représente l'intervalle de valeurs de
(E/A)pnas (no) déduit des calculs microscopiques réalisés par ( ).

ot le paramétre d’isospin «a; est nul (n, = n,; np = 2n,), Ey (np) est donnée par (1.17)
et on a remplacé la constante m,,,. par la masse moyenne des nucléons (m, désignant ici
la masse au repos du proton). L’énergie par baryon de la matiére pure de neutrons, quant
a elle, est exprimée par

(E/A)pyy (nB) = Ep(np, 1) — ma, (5.23)

ot ay =1 (ny, =03 ng =ny).

Les EoSs DDH et DDH¢ utilisant les mémes couplages pour les mésons iscoscalaires
(voir table 5.1), elles conduisent & un méme profil (E/A)qy,, (n5) et donc aux mémes
propriétés pour la matiére symétrique. En raison de l'effet conjugué de la répulsion a
courte distance et de l'attraction a longue distance de 'interaction forte, cette courbe
présente un minimum correspondant & un état d’équilibre 1ié & pression nulle (voir (1.19)
et Fig. 5.4). Les quantités ng et — B, désignent les valeurs de densité et d’énergie par
baryon associées a ce minimum. Le module d’incompressibilité & saturation K caractérise
la courbure de I’énergie par baryon de la matiére symétrique au voisinage de la densité
de saturation ng, voir (1.17). Comme on peut le voir sur la table 5.2, les valeurs de ny,
B, et K obtenues sont en bon accord avec les données expérimentales présentées dans
la section 1.4.2. En outre, on pourra remarquer que les modéles DDH et DDH¢ prédisent
des états non liés (E//A > 0) pour la matiére pure de neutrons, quelle que soit la densité
considérée. Dans la table 5.2, nous indiquons les valeurs de (E/A) py,, (10) obtenues avec
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5.1 Equations d’état a deux fluides réalistes

DDH DDHJ  contraintes exp. [ uniteés |
ny 0,153 0,153 0,16 £ 0,01 [ fm ™2 ]
Biat 16,3 16,3 15,940,3 [ MeV ]
K 240 240 240 =+ 10 [ MeV ]
(EJA) pyas (n0) | 17,8 10,0 17,6 + 3,5 [ MeV ]
J 32,0 25,1 31+5 [ MeV ]
L 55 44 64 + 36 [ MeV ]
ME® (0 Hz) 2,08 2,16 > 2,05 [ Mg |
ME* (716 Hz) 2,12 2,21 > 2,05 [ Mg |

TABLE 5.2 — Propriétés de la matiére nucléaire pour les modéles DDH et DDHSJ.
La quantité ny désigne la densité de saturation nucléaire. L’énergie de liaison de la matiére
symétrique By, le module d’incompressibilité K, I’énergie par nucléon de la matiére pure
de neutrons (E/A)pyn,, (no), I'énergie de symétrie J et la pente de 'énergie de symétrie
L sont donnés a saturation. Ces différentes quantités sont définies dans la section 1.4.2.
Les contraintes expérimentales (tirées de ( )) sont également détaillées
dans la section 1.4.2, sauf celle sur (E/A)py,, (70) qui provient de ( ).
Par ailleurs, nous indiquons les masses gravitationnelles maximales obtenues pour des
étoiles a neutrons statiques et tournant a 716 Hz, en supposant que les deux fluides sont
en corotation et a 'équilibre /5 (voir section 5.2.1). Celles-ci sont comparées a la masse la
plus élevée mesurée jusqu’a présent : 2,01 + 0,04 Mg ( , ).

ces modéles, qui peuvent étre comparées avec la contrainte
14,1 S (E/A) pyy (n0) S 21,0 MeV, (5.24)

déduite par ( ) & partir de calculs microscopiques basés sur 1'utilisation
de forces nucléaires chirales.

Les profils d’énergie de symétrie associés aux deux modeéles nucléaires étudiés sont
représentés sur la figure 5.3. Notons qu’ici nous ne tragons pas directement Ej,, (1.18),
mais plutot la quantité Eg(ng, 1) — Eg(ng,0) qui, en vertu de I’équation (1.16), consti-
tue une bonne approximation de ’énergie de symétrie. Les grandeurs J et L caractérisent
respectivement 1’énergie de symétrie et sa pente, a saturation. En utilisant la relation
Egym (ng) ~ Ep(np,1) — Eg(ng,0), on en déduit que J ~ (E/A)pyy (o) + Bgsa. Les
EoSs DDH et DDHJ§ ne reposant pas sur les mémes couplages isovectoriels (voir table 5.1),
les propriétés de la matiére nucléaire asymétrique qu’elles prédisent sont relativement dif-
férentes. La dépendance en isospin de I’EoS est trés importante, étant donné que la matiére
présente dans le coeur des étoiles & neutrons est proche de la matiére pure de neutrons (voir
Fig. 5.5). L’EoS DDH0 conduit & des valeurs de J, L et (E/A)py,, (10) légérement trop
faibles par rapport aux contraintes expérimentales actuelles, voir table 5.2. Ces différentes
grandeurs sont plus élevées dans le cas du modeéle DDH et sont en meilleur accord avec les
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FIGURE 5.3 — Energie de symétrie associée aux modéles DDH et DDHS. La
quantité Eg(npg,1)— Ep(np,0) > Ej,, est tracée en fonction de la densité. Les grandeurs
J et L désignent I'énergie de symétrie et la pente de 'énergie de symétrie, a saturation.
On notera également la convexité différente de ces courbes pour ng = nyg : alors que 'EoS
DDH prédit une valeur de K, négative, I'EoS DDH§ conduit a Ky, > 0, voir (1.18).

100 T T T T T T T
F pure neutron matter ___.-== symmetric nuclear matter
10F ] 100 |
£ 4L ; ] £
= s, E 10k
> F /' >
() » ; ) ]
= 0lp/Aur : 3 =
o i a 1 -]
0.01} - DDH —— | 3 I S0 el
DDHb ---- 0 0.05 0.1 0.15 0.2
0001 i i i 01 i i i L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 02 03 04 05 06 07 0.8
ng (fm3) ng (fm3)

FIGURE 5.4 — Profils de pression. La pression de la matiére pure de neutrons (a gauche)
et de la matiére nucléaire symétrique (a droite) est représentée en fonction de la densité
baryonique, pour les EoSs DDH et DDH§. Comme pour 1’énergie par baryon, ces deux
modéles conduisent au méme profil de pression pour la matiére symétrique. L’encart est
un agrandissement & basse densité. On pourra remarquer que la pression de la matiére
symétrique est nulle a la densité de saturation ny.
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données nucléaires. L’utilisation de ces deux EoSs nous permettra néanmoins d’explorer
I'influence des interactions entre nucléons sur les configurations stationnaires présentées
dans la section 5.2.

Par ailleurs, les profils de pression prédits par les EoSs DDH et DDHJ sont donnés sur
la figure 5.4 pour la matiére nucléaire symétrique et pour la matiére pure de neutrons. Ces
courbes peuvent étre comparées a celles obtenues avec d’autres modéles d’EoS, visibles
sur la figure 1.8.

Enfin, les variations de la fraction de protons x, = n,/np avec la densité baryonique
npg sont tracées sur la figure 5.5, en supposant qu’il y a équilibre [ entre les particules.
Il est intéressant de noter que les profils obtenus avec les EoSs DDH et DDH¢ sont trés
différents. Pour comprendre cela, commencons par exprimer la différence des potentiels
chimiques des neutrons et des protons, p" — pP. En utilisant (1.16), on obtient :

. 863 853
= o on AEgm(np) [1 — 2z,]. (5.25)

pt = pP

D’un autre coté, le potentiel chimique des électrons est donné par'

i = Jmz 4 k2 (5.26)

ol me est la masse au repos des électrons et kg, est I'impulsion de Fermi, relice a la
densité d’électrons n, = n, par k. = (37%n,)'/3. Pour les densités considérées, on a

(1~ kpe = (3n2x,np)"3. (5.27)

A I'équilibre 3, ott u™ = pP + p (voir sections 1.2.2 et 4.4.3), I'égalité des équations (5.25)
et (5.27) conduit &

1/3
l’p/ _ 4E8ym(n3) (5 28)
1 -2z, (3n2ng)t/3 '
La fraction de protons vérifiant généralement x, < 1, on en déduit alors que
64 [Esym(np)]’ L (10 [ Eaym(ng)\’
~ ~ 4,75 x 10 — — ] . 5.29
p 3m2ng » 10 X ng 30 MeV (5.29)

Ainsi, la fraction de protons a 'équilibre 5 dépend fortement de ’énergie de symeétrie de
I’EoS considérée et donc des valeurs de J et L. C’est ce qui explique les différences dans
les profils de x,, calculés a partir des EoSs DDH et DDHJ. En particulier, a la densité de
saturation, la formule précédente conduit a x, ~ 0,058 pour DDH et z, ~ 0,028 pour
DDHY, en accord avec les résultats présentés sur la figure 5.5.

1. Les électrons sont considérés comme un gaz de Fermi sans interaction, uniquement présent pour
assurer la neutralité électrique du milieu. Cette hypothése est justifiée par le fait que les électrons ne sont
pas sensibles & l'interaction forte et parce que les forces d’interaction entre les baryons sont beaucoup
plus importantes que les forces coulombiennes.
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FIGURE 5.5 — Fractions de protons prédites par les modéles DDH et DDHS. Les
particules sont supposées comobiles et a I’équilibre (.

Cas a deux fluides

Dans le cadre a deux fluides, il n’est plus possible de définir un référentiel de re-
pos commun a toutes les particules et I’EoS du systéme dépend alors de la vitesse re-
lative A (4.58) entre le (super)fluide de neutrons et le fluide de particules chargées. Les
modéles non-relativistes se basent généralement sur la théorie du liquide de Fermi pour

calculer la matrice d’entrainement (4.31), voir, e.g., ( );
( ). Jusqu’a présent, deux approches différentes ont été suivies pour modéliser des sys-
témes a deux fluides relativistes. D’un coté, ( ) ) ont utilisé une

généralisation relativiste de la théorie du liquide de Fermi afin de calculer les coefficients
d’entrainement, pour un mélange comprenant des électrons, des nucléons et, plus généra-
lement, I'octet des baryons. Certains résultats obtenus dans le cadre de ce modéle, adapté
a la présence de couplage dépendant de la densité, sont présentés dans

( ). D’un autre coté, ( ) ont introduit un formalisme permettant
d’évaluer la fonction maitresse A & partir des composantes du tenseur-énergie impulsion
T, moyennées sur des échelles macroscopiques et 'ont appliqué & un modéle nucléaire de
type RMF contenant uniquement des termes d’interaction isoscalaires. La matrice d’en-
trainement est ensuite calculée en utilisant les définitions (4.32). Ce formalisme a été
appliqué au cas d’un modéle RMFE plus réaliste, incluant une interaction isovectorielle,
par ( ). Dans la suite, nous suivons la stratégie proposée
par ( ), que nous adaptons afin que la matrice d’entrainement ré-
sultante soit en accord avec celle obtenue & partir de la théorie du liquide de Fermi dans
la limite & faible vitesse relative, comme on I'attend. Notre but est alors de calculer la
fonction maitresse A = —& (4.27), qui dépend des trois scalaires n,, n, et A?, pour les
EoSs DDH et DDH¢ présentées précédemment.
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5.1 Equations d’état a deux fluides réalistes

Equations d’Euler-Lagrange. Par commodité, nous nous placons dans le référentiel ou
la 3-vitesse du fluide de neutrons est nulle (i.e. u’, = 0, voir section 5.1.4), dans lequel
le fluide de protons acquiert une 3-vitesse v* non-nulle. Sans perdre en généralité, il est
possible de choisir v orientée selon la direction z pour simplifier les calculs, de sorte
que v* = (0,0,A). En utilisant les conditions de normalisation (4.28), la décomposition
orthogonale de la quadri-vitesse des protons par rapport a celle des neutrons conduit alors
a

ug =T (ug +0%) =

1
——=(1,0,0,4), 5.30
vi—ar b00A) (5:30)
ot la quantité I'a = —ufu, o = 1/4/1 — A? désigne le facteur de Lorentz relatif (4.37).
Les quadri-courants de particules étant donnés par n§ = nxug, on en déduit que

n
TLI(IX = (nn,O, 070) et n; = ﬁ(l,0,0,A), (531)
ol seul le courant de protons a une composante spatiale non-nulle.
Les équations d’Euler-Lagrange relatives aux champs de mésons sont maintenant don-
nées par

mi& = Yo Z <1/_}X¢X>:gcr(n§+ni>7 (5'323)

X=(n.p)
25 7 _ s s

msd = gs Z (Uxtsx¥x) = gs(ny, — ny), (5.32b)
X=(n.p)

miw = g Z i(Uxy"x) = gu(ng +ny), (5.32¢)
X=(n,p)

mip = g, > i(xytaxtix) = go(ng —n)) (5.32d)
X=(n,p)

miet = g Y i(UxYYx) =g, (ni+nl), (5.32¢)
X=(n,p)

mept = g, Z i(hxy taxbx) = gp (ny —n4) , (5.32f)
X=(n.p)

ol p' = (pi) et @' = (w’). Notons que les champs moyennés des mésons vecteurs pré-
sentent maintenant une composante spatiale z non-nulle, en raison de la vitesse non-nulle
des protons dans le référentiel considéré, voir Eq. (5.31). Afin que les équations précé-
dentes soient vérifiées, nous allons maintenant nous assurer que les quadri-courants de
protons et de neutrons, définis ici par n§ = i()x7*x), redonnent bien les expressions
attendues (5.31).

Les calculs suivants différent légérement de ceux réalisés par ( )
et ( ). Ces derniers se sont placés dans le référentiel ! ou les

1. Dans le cas d’un seul fluide, le référentiel o les composantes spatiales de la quadri-vitesse du fluide
sont nulles est confondu avec celui dans lequel les composantes spatiales de la quadri-impulsion de ce fluide
s’annulent. Ce n’est plus vrai dans le contexte & deux fluides, en raison des effets d’entrainement (4.31).
Par conséquent, on peut définir deux référentiels de repos pour chaque fluide : (i) celui ot u’, = 0 et (ii)
celui ot p% =0 ( , ).
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composantes spatiales p’ de la quadri-impulsion des neutrons sont nulles et ont décalé
Iimpulsion de Fermi des protons d’une quantité K, afin de rendre compte du mouvement
du fluide de protons dans ce référentiel. Toutefois, en suivant cette stratégie, la déforma-
tion relativiste de la sphére de Fermi, qui intervient au second ordre en les vitesses, n’est
pas correctement reproduite. De notre point de vue, c’est la raison pour laquelle les résul-

tats obtenus par ( ) et ( ) ne coincident
pas avec ceux de ( ), basés sur la théorie du liquide de Fermi. Par
conséquent, nous utilisons ici une autre méthode ( , ), utilisant les pro-

priétés des transformations de Lorentz des différentes quantités nécessaires pour calculer
la fonction maitresse, que nous appliquons dans le référentiel ou u! = 0. Cette approche
permet alors de calculer A pour n’importe quelle vitesse relative A considérée ' et inclut
naturellement la déformation de la sphére de Fermi.

Commencons par calculer les termes n% = i (x7%1x). Les composantes spatiales des
champs mésoniques n’étant plus nulles, ’énergie effective d’un état propre associé a la

quadri-impulsion £” (5.12) vérifie maintenant

ex(hy) = /(6 = guw* = gytax ") + (m¥)?
= /KK + (m%)2 (5.33)
Un simple changement de variable k; — kf montre que n) = n, = k},,/(37%) pour les
neutrons, comme on s’y attend. Les protons ayant une vitesse non-nulle dans le référen-

tiel considéré, les différentes impulsions impliquées dans Uintégrale (5.11) subissent une
transformation de Lorentz, de sorte que

nd = 2/%f [ep (k:,,)} , (5.34)

oll les quantités dans le référentiel des neutrons (ou u' = 0) sont notées par un tilde.
En utilisant le fait que la fonction de distribution est scalaire avec un argument scalaire
et que kY se transforme comme un vecteur lors d’une transformation de Lorentz, il est

possible d’exprimer I'intégrande comme suit, ( , )
0 &’k V0 (P
n, =2 WJ(k,k:) (1} —ep(ky)) (5.35)

ou J(k, lNC) est le jacobien associé au changement de variable d’intégration k& — k, corres-
pondant au passage du référentiel ott u! = 0 a celui ou u; = 0, donné par

J(k, k) = ﬁ (1 +A 865—53”) . (5.36)

1. Il faut cependant remarquer que nous ne considérons aucune modification de la température cri-
tique de superfluidité avec la vitesse relative. Les calculs présentés ici n’ont donc de sens que pour des
vitesses relatives inférieures a la vitesse critique, qui est de 'ordre de 107 cm.s~! dans les étoiles a neu-
trons ( , ), au-dela de laquelle la superfluidité est brisée. Cette limite est toutefois
peu contraignante, étant donné les différences de vitesses maximales entre les fluides suggérées par le
phénomeéne de glitch (voir (7.7)).
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L’intégrale (5.35) conduit alors a n) = ny/v/1 — A? = npu?, ot n, = ki /(37°). De la

p7
méme maniére, les composantes z des quadri-courants vérifient

R K e T

n en(k")
-0, (5.37)
- kA + K — g,w® + gpp°
ne = [ BEOWP — e, (k) J(k, k) x ol 4
b= [ e ) by SR
A
— p = (5.38)

PV A2
Ainsi, on retrouve bien les expressions attendues (5.31).
On remarquera également que les densités baryonique npg et d’isospin n; sont mainte-

nant données par
ng = 1 /—n‘éngu = \/nﬁ + nf) + ZFAnnnp7 (539)
nr =/ —nng, = \/ng +n2 — 20 Annny,. (5.40)

Fonction maitresse et matrice d’entrainement. Dans le cadre & deux fluides, la densité
lagrangienne A = —& et la pression ¥ peuvent s’exprimer de la maniére suivante (

, 2003)

et

g = —A = <T()0> + <wa> — <Tzz> s (541)
et
1

U=-((+€), (5.42)

3
ot le tenseur énergie-impulsion 7),, = (7,,) est donné par (4.41). Ces expressions gé-
néralisent les équations (5.20) et (5.21) a un systéme de deux fluides parfaits. En uti-
lisant (5.18) et les équations d'Euler-Lagrange gouvernant les champs de mésons et de
baryons, la contribution des baryons a la densité d’énergie £ est donnée par

d3 L (k,:r)Q + (m*)2/3
_ o(u" — N kY n
gB 6/ (2’71')3 (,LL* € ( )) X €n<k7’/>
& k . (E)* + (my)*/3
+ 6/—8(u£—e(k”))J(k,k)x u
(2m)? ’ Tz (ep(k”) + A(k* — guw? + gpp7))
1 5 1 5= 1
+ iszQ + §m§52 - Emiwuw“ — §m,2)pup“. (5.43)
En appliquant (5.36), on obtient alors
1 5 1 5= 1
Ep = en(ng) +ep(ny) + §m302 + §m§(52 — §miwuw“ — §mipup“, (5.44)

ol ex(ny) correspond a la densité d’énergie d’un gaz de Fermi libre, calculée ici avec les
masses effectives de Dirac (5.13) et de Landau (5.14) des protons et des neutrons :
1 krx + Mf] )

exti) = g (e e [0m3)° 4 28] = (i |22
X

- (5.45)
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En considérant que les électrons forment un gaz de Fermi sans interaction, couplé aux ba-
ryons uniquement par la condition de neutralité de charge (ne = n,), la densité d’énergie £
est alors donnée par

E=Ep+ e(ny) , (5.46)

oll kpe = kpp, My = me et pg = p® = /m2 + kf,.

Nous pouvons maintenant exprimer les coefficients de la matrice d’entrainement (4.31)
a partir des dérivées de &£. Pour cela, remarquons que, grace aux équations d’Euler-
Lagrange (5.32¢)-(5.32f), les deux derniers termes apparaissant dans I’équation (5.44)
peuvent se réécrire sous la forme suivante

95 92
miwaw® = ZLngnp, = —=5njp, (5.47)
m
w w
2 g2
2 o P« _ p 2
Mppap® = SNPNIa= =Sy, (5.48)
p p

ou les densités np et n; sont données par (5.39) et (5.40). En utilisant le fait que le
potentiel chimique effectif uX vérifie

Oe
X X 9
5.4
Ho om ) ( )

ol ex(nx) est défini par (5.45), les dérivées (4.39) de € sont alors données ' par

r ong

[t = 5 = pl 4 npay +npa_Ta + NF T (5.50a)
(95 6nB
p_ Y% _ p La T wRZTE ¢ 5.50b
/’l’ anp :u* + npa'+ + nna A + anp + :u ( )
& 1 %)
0= gai = ghme-TA+ ST (5-50¢)

oil les quantités X, a_ et a, ont la méme expression que dans le contexte a un fluide.
Pour un systéme de deux fluides, ot np = ng(ny, ny, A?), I'équation (5.39) conduit a

0 1

aZB _ n_(nn +n,l), (5.51a)
n B

on 1

anB - @(np +nala), (5.51b)
p

(9nB 1

@ = %nnnpf‘z . (551C)

En utilisant les relations (4.40), nous obtenons finalement les expressions suivantes pour

1. On pourra remarquer que le potentiel chimique pP utilisé ici est associé au fluide de particules
chargées, et non plus aux seuls protons.
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les coeflicients d’entrainement :

n ER
£ = % + a4 + g, (5.52&)
P ER e
KPP = Z— tai+—+ z— (5.52b)
P B p
ER
K" = a_+ —. (5.52¢)
B

Ces résultats appellent différentes remarques. Tout d’abord, les coefficients d’entrainement
calculés ici sont, dans la limite ou la vitesse relative A est faible, en accord avec les
expressions obtenues' par ( ) & partir de la théorie du liquide de
Fermi appliquée au premier ordre en A. De plus, les équations (5.50a) et (5.50b) se
réduisent aux expressions (5.16a) et (5.16b) obtenues a un fluide, dans le cas ou A = 0.

Enfin, les conditions u¢ps = —pu™ ( : ), exprimées ici sous la forme
p' = K" ny, + K" Lang, et pP = KPP ny + K" Tang, (5.53)
sont bien satisfaites, contrairement aux résultats obtenus par ( ) et

(2014).

5.1.3 Implémentation numérique

A chaque itération rencontrée lors de la résolution numérique, les termes sources des
équations d’Einstein sont calculés & partir des valeurs de H®, HP et A? & chaque point
de grille considéré (voir section 4.6.2 et ( )). Par conséquent, nous utilisons
I’'EoS sous la forme W(u®, uP, A?) (4.42), plutdt que & (ny,ny, A?). Dans le cas o les
fluides sont comobiles, la vitesse relative est trivialement nulle (A? = 0) et il est possible
de trouver une relation entre les densités n, et n,, ou de maniére équivalente entre p"
et uP, en supposant que la matiére est a l'équilibre 3, de sorte que I’'EoS ne dépend
plus que d’un seul paramétre (voir (1.11), par exemple). Toutefois, ceci n’est pas possible
dans le cadre a deux fluides considéré ici et il est donc nécessaire d’utiliser une EoS
dépendant de trois variables. Dans le code sfstar, I’EoS est alors implémentée sous la
forme d’une table, & interpoler. Bien que l'utilisation d’une EoS tabulée permette de
gagner beaucoup de temps de calcul par rapport a la situation ot ’'EoS serait calculée en
direct & chaque point de grille, cela conduit cependant a ’apparition de nouvelles sources
d’erreurs numériques, liées a la précision avec laquelle la table a été calculée et au schéma
d’interpolation utilisé, qu’il va falloir maitriser.

Ainsi, pour chaque EoS, nous construisons une table basée sur une grille parallélé-
pipédique en la vitesse relative A? et les potentiels chimiques u® et uP, voir figure 5.6,
qui contient, pour une valeur donnée de ce triplet, I’ensemble des variables requises pour
effectuer I'interpolation. Les coefficients d’entrainement et les termes sources s’exprimant
en fonction des valeurs interpolées de W, n,, n, et o, nous devons considérer un schéma

1. Dans nos notations, les éléments de la matrice M utilisée par ( ) sont donnés
par Mxy = KXY ny, sans sommation sur les indices répétés.
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FIGURE 5.6 - Schéma d’interpolation & trois dimensions. Représentation schéma-
tique de la méthode d’interpolation utilisée sur une grille parallélépipédique (croix rouges),
en un point correspondant a une valeur donnée de (u®, uP, A?) (croix verte). Sur chaque
plan A? = cte, les différentes quantités sont interpolées via une méthode thermodynami-
quement cohérente & deux dimensions en les potentiels chimiques (croix bleues). A partir
des deux valeurs ainsi calculées, une interpolation linéaire selon la variable A? fournit
alors les valeurs des quantités requises par le code au point souhaité.

capable d’interpoler une fonction et ses dérivées premiéres (4.43) avec une trés grande
précision. Pour ce faire, nous faisons appel & la méthode d’interpolation thermodynami-
quement cohérente développée par ( ), basée sur les polynomes de Hermite.
Il n’est cependant pas possible d’utiliser directement ce schéma trés précis sur le triplet
(u™, P, A?), car cela nécessiterait la présence de dérivées d’ordre 3 dans la table, qui sont
trés difficiles & obtenir avec une précision suffisante d’un point de vue numérique. A la
place, le schéma d’interpolation & trois dimensions que nous avons implémenté dans le
code sfstar est le suivant (voir Fig. 5.6) :

1. On commence par localiser, dans la table, le triplet (A% u", 4P) o 'on souhaite inter-
poler.

2. Sur chaque plan A% = cte entourant ce point, on réalise ensuite une interpolation
thermodynamiquement cohérente & deux dimensions en les potentiels chimiques. On
applique cette méthode a la pression W, ce qui donne également les valeurs de n, et
np, et au parameétre d’entrainement a.

3. On utilise enfin une interpolation linéaire selon la variable A% sur W, n,, n, et a.

Pour utiliser la méthode d’interpolation & deux dimensions lors de I'étape 2., il est
nécessaire de fournir dans la table certaines valeurs de la fonction & interpoler, de ses
deux dérivées premiéres et de la dérivée croisée. Dans le cas de «, la dérivée croisée est
donc une dérivée d’ordre 3 en la pression, que nous ne pouvons fournir avec une précision
suffisante. Par conséquent, nous employons le méme schéma pour V¥ et «, sans considérer
la dérivée croisée dans le second cas. La précision de la méthode globale d’interpolation
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FIGURE 5.7 — Coupe de la table associée a ’EoS DDHSJ. Les régions a un fluide
(croix rouges et triangles verts) et a deux fluides (points bleus) sont représentées dans le
plan (u®, puP), pour A? = 0. La zone ou les deux fluides sont présents est délimitée par les
courbes n, = 0 (orange) et n, = 0 (violet), au-dela desquelles un des fluides disparait.
Aucun fluide n’est présent pour des valeurs de potentiels chimiques inférieures aux masses
de repos my, = 939, 6 MeV et m;, = 938, 8 MeV, comme on peut le voir sur I’agrandissement
a droite. Pour une meilleure lisibilité, seule une petite proportion des données contenues
dans la table est ici représentée. Par ailleurs, nous utilisons un maillage resserré a faibles
densités, afin de reproduire correctement les variations rapides des grandeurs dans cette
région. Enfin, les configurations réalistes étant proches de la corotation et de I’équilibre [,
les données appelées dans le code se situent majoritairement le long de la ligne pu" = uP.

reste trés satisfaisante. Notons que nous utilisons simplement une interpolation linéaire
en la vitesse relative, car cette derniére est trés proche de zéro pour une configuration
réaliste d’étoile & neutrons superfluide. Il n’est donc pas nécessaire de fournir de dérivées
par rapport a A? dans la table.

Nous avons étudié la cohérence de ce schéma d’interpolation & trois dimensions en
comparant les résultats obtenus avec le code sfstar en utilisant directement une EoS
analytique du type (4.102) et en interpolant une table construite a partir de la méme
EoS (calculée avec la précision machine). Les différences relatives des résultats calculés
a partir de ces deux méthodes se sont révélées trés faibles, validant ainsi la méthode
d’interpolation implémentée.

Les tables que nous avons utilisées pour décrire les EoSs DDH et DDHJ contiennent
11 valeurs de A2, espacées de maniére logarithmique entre 0 et 0,01c?, et 297 points en
les potentiels chimiques, compris entre 850 MeV (930 MeV) et 1800 MeV. La figure 5.7
est une coupe dans le plan A? = 0 de la table associée & 'EoS DDHJ, dans laquelle nous
indiquons les régions ou les protons et/ou les neutrons sont présents. Comme on peut
le voir sur cette figure, les neutrons (et les protons) peuvent apparaitre dans le systéme
pour des valeurs du potentiel chimique correspondant inférieures a leur masse de repos, en
raison de 'interaction forte entre les nucléons (voir (5.50a)-(5.50b)). L'EoS DDH présente
des caractéristiques similaires.
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5.1.4 Effets d’entrainement

Les effets d’entrainement sont caractérisés par la grandeur « (4.39), qui s’annule en
I'absence d’entrainement. Comme 1’écorce n’est pas prise en compte dans nos modéles !,
I'entrainement provient uniquement ici de 'interaction forte entre les nucléons (5.50c¢).
Dans la littérature, deux approches différentes ont été suivies pour quantifier ces effets :
(i) en étudiant les coefficients de la matrice d’entrainement (voir, e.g.,

( )) ou (ii) en faisant appel a des masses effectives dynamiques, différentes des masses
effectives de Dirac et de Landau introduites dans la section 5.1.2 (voir, e.g.,

(2006))-

Les éléments de la matrice d’entrainement KXY (4.31), et de son inverse Vxy (4.34),
dépendent de trois quantités, e.g., n,,n, et A% Pour pouvoir comparer facilement les
effets d’entrainement prédits par différentes EoSs, il est intéressant de se placer dans le
cas de corotation? (i.e. A% = (), avec équilibre 3. Par conséquent, nous introduisons les
coefficients d’entrainement suivants ( , )

YXY = yXY|A2:O, pr=pP (554)

qui ne dépendent que d’un seul paramétre, que 'on peut choisir librement comme étant
la densité baryonique totale np = n, + n,. Notons qu'il est préférable d’étudier les coeffi-
cients de la matrice d’entrainement inverse plutot que les coefficients KXY, car ces derniers
tendent vers U'infini a la limite np = 0 (4.40). Les coefficients Yxy sont tracés en fonction
de np sur la figure 5.8, pour les deux EoSs considérées. Ces résultats sont & comparer avec
ceux obtenus par ( ), Fig. 1, et par ( ),
Figs. 4 et 5. L’analyse de ces profils n’est toutefois pas immédiate, car les grandeurs Yxy
font intervenir les potentiels chimiques, les densités ainsi que les effets d’entrainement.
Pour quantifier plus clairement ces derniers, nous allons donc plutét nous concentrer sur
une deuxiéme méthode, reposant sur 'introduction de masses effectives dynamiques.

L’idée de cette seconde approche est de décrire la dynamique de chaque fluide comme
s’il était seul, les interactions avec le second fluide étant alors contenues dans une masse
effective mx, définie par

Pl = x uk, (5.55)

ol pk et ul sont les composantes spatiales de 'impulsion généralisée et de la quadri-
vitesse du fluide X. Une telle définition n’a de sens que dans le référentiel de repos du
second fluide Y.

Comme nous 'avons déja remarqué dans la section 5.1.2, il n’est pas possible de définir
le référentiel de repos du fluide Y de maniére unique. Dans le référentiel ou la 3-vitesse

1. Des effets d’entrainement sont également présents dans I’écorce interne. Toutefois, & la différence
de V'entrainement dans le coeur qui provient de linteraction forte entre les nucléons ( , ),
I’entrainement dans la crotite est lié 4 la diffusion de Bragg des neutrons s’échappant des noyaux sur ces
derniers ( , ), ce qui conduit alors & des effets beaucoup plus importants (voir Fig. 3.11).

2. La condltlon A? = 0 est évidemment imposée aprés avoir calculé les dérivées (5.50a)-(5.50c). La
notion d’entrainement n’a pas de sens a un fluide.

132



5.1 Equations d’état a deux fluides réalistes

FIGURE 5.8 — Coefficients d’entrainement Yxy en fonction de la densité baryo-
nique. Les traits pleins (tiretés) correspondent aux résultats obtenus avec 'EoS DDH(J).
Suivant la prescription proposée par ( ), ces coefficients sont nor-
malisés par la constante Y = 3ng/p"(3ng), ot ng = 0,16 fm=>. Pour DDH(J), on a
Y =2,55 x 10" ergh.em™ (Y = 2,47 x 10*! erg~'.cm™3).

du fluide Y est nulle, i.e. uy! = 0, les relations (4.31) conduisent a
Py = Knxuk, (5.56)

de sorte que
ThX == ’CXan. (557)

En utilisant (4.40), on obtient alors
mx =t (1 —ex), (5.58)

oll on a introduit le paramétre d’entrainement du fluide,

2a

EX = —— -
2
nx XT3

(5.59)

Cette derniére définition généralise la relation habituelle (C.5) au cadre relativiste. En
supposant & nouveau la corotation' et I'équilibre chimique des fluides, nous pouvons
alors introduire la masse effective suivante ( ; : , )

m% = K |az—o, joepe nx = 15 (1 —€%), (5.60)

ott I'indice (ou l'exposant) “0” signifie “|a2—g, jm_yp”.

1. Il est important de remarquer que la corotation implique que u{- =u% = 0, de telle sorte qu’il n’est
pas possible de définir une masse effective a partir de I'équation (5.55). A strictement parler, la quantité
mY% n’a donc pas de réel sens physique, mais elle reste trés pratique pour comparer les EoSs. Ceci dit,
la vitesse relative étant trés faible dans les étoiles & neutrons, on a myx =~ m$ en bonne approximation.
Des remarques similaires s’appliquent également & mﬁ, a condition que mx désigne cette fois-ci la masse

effective (5.62), définie dans le référentiel ou pi = 0.
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FIGURE 5.9 - Paramétres d’entrainement. Les paramétres d’entrainement obtenus
avec I'EoS DDH(4) sont tracés a gauche (a droite). Les grandeurs relatives aux protons
(neutrons) sont représentées en vert (rouge) et les quantités définies dans le référentiel ou

ui =0 (p& = 0), a savoir €& (¢%), sont dessinées en trait plein (tireté).

Dans le référentiel ot U'impulsion du fluide Y est nulle, i.e. pj- = 0, 'équation (4.34)

conduit a
nx

L=k, 5.61
Px Vex X ( )
de sorte que
- nx
T Vxx (5:62)
En utilisant les relations (4.35), on obtient cette fois-ci
~ X 1-— €YA2
i = X (1 —ex—Y2 ) (5.63)
1-— Ey

Cela nous ameéne donc a introduire une nouvelle masse effective pour le fluide X (

J ? ? ) N

Vxx|az—o, o Yxx

ol
# eX

er = ) 5.65

X 1-£) (5.65)

Les quantités m? et m# définies ici sont reliées aux grandeurs eyom et eye étudiées par

( ) par les équations suivantes :
0 # 1
My = EvelMy €t mj = My (5.66)
é\1’1’101’1’1

Les paramétres d’entrainement €% et % relatifs aux EoSs DDH et DDH6 sont tracés
en fonction de la densité baryonique sur la figure 5.9. Comme attendu, les effets d’en-
trainement augmentent avec la densité, 1a ol les interactions entre nucléons sont de plus
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FIGURE 5.10 — Masses effectives dynamiques. Les masses effectives dynamiques ob-
tenues avec 'EoS DDH(6) sont tracées a gauche (a droite). Les grandeurs relatives aux
protons (neutrons) sont représentées en vert (rouge) et les quantités définies dans le réfé-

rentiel ott u = 0 (pi- = 0), & savoir m% (m7%), sont dessinées en trait plein (tireté).

en plus fortes. On pourra remarquer que ces effets sont relativement importants sur le
fluide de protons, pour des densités supérieures a la densité de saturation, tandis que le
fluide de neutrons est beaucoup moins affecté. 1l s’agit simplement d’une conséquence de
la proportion relative des deux fluides, &) = ny,/ny X ) ~ e (voir Fig. 5.5), lorsque
I’équilibre 8 est imposé. Par ailleurs, nous avons également vérifié que les conditions de
stabilité (4.33), que 'on peut réécrire de la maniére suivante ( , E

0<en <z et 0<e) <1—ump, (5.67)

sont bien satisfaites dans nos modeéles. Les différences dans les profils de €% obtenus avec les
EoSs DDH et DDHG, visibles a haute densité sur la figure 5.9, s’expliquent principalement
par les comportements trés différents de la fraction de proton x, prédits par ces modéles.
En effet, pour ng > ng, on observe que aPPH ~ PP ot /X 0~ X o de sorte

0 ~ DDHS / DDH ., _0 ; fomit ¢ A :

que €) ppy = Ty 0 /Ty X €) ppps- Les résultats présentés sur la figure (5.5), & savoir
DDHJ DDH " - s 0 0

T Z x,”" & haute densité, conduisent alors & €) ppy 2 € pprs- Remarquons enfin

que les quantités €% et %, définies respectivement dans les référentiels ou uj = 0 et
pi- = 0, présentent un comportement similaire. On notera toutefois un écart significatif
pour des densités baryoniques trés élevées.

Les masses effectives dynamiques m$% (5.60) et m% (5.64) sont représentées sur la fi-
gure 5.10 pour les deux EoSs. Contrairement aux masses effectives de Landau (voir, e.g.,
Fig. 2 de ( ) et Fig. 3 de ( )), les masses
effectives dynamiques (relativistes) peuvent dépasser les masses de repos des particules
considérées. Les masses m% et mﬁ contiennent non seulement des effets d’entrainement, a
travers les paramétres % et 6}%{, mais également des corrections liées a la prise en compte de
la relativité restreinte. En effet, en 'absence d’entrainement, les masses effectives (5.60)
et (5.64) se réduisent aux potentiels chimiques (toute forme d’énergie contribuant a la
masse), et non aux masses de repos'. Les effets d’entrainement étant relativement faibles

1. En mécanique newtonienne, les masses effectives (5.60) et (5.64) sont respectivement données par
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FIGURE 5.11 — Comparaison entre les masses effectives dynamiques définies dans
les deux référentiels. La différence relative (m® — m7)/m? est tracée en fonction de la

densité baryonique pour les deux EoSs considérées.

sur les neutrons (voir Fig. 5.9), les masses m? et m# reflétent, en bonne approximation, le
comportement de u". En revanche, le profil des masses effectives dynamiques des protons
s’explique principalement par la prise en compte des effets d’entrainement a faibles den-
sités, le potentiel chimique ne jouant un role significatif qu’a des densités suffisamment
élevées. Les potentiels chimiques associés aux deux modéles étant relativement proches,
les différences dans les profils de mg et m# prédits par les deux EoSs sont dues au com-
portement des parameétres d’entrainement Eg et 8#. Les courbes de m$ présentées ici
peuvent étre comparées aux résultats obtenus par ( ), Figs. 10, 11, 12 et 15,
et par ( ), Fig. 2. De maniére similaire aux grandeurs £%
et 5}#(, les masses dynamiques m% et m}f sont relativement proches. La différence relative
entre m? et m¥ atteint toutefois ~ 10% a haute densité, comme on peut le voir sur la
figure 5.11.

5.2 Configurations d’équilibre

Nous présentons ici les configurations d’équilibre réalistes d’étoiles & neutrons super-
fluides en rotation obtenues avec le code sfstar décrit dans la section 4.6. Plusieurs
résultats généraux ayant déja été discutés dans 'article de ( ), nous nous
intéressons principalement aux conséquences engendrées par la prise en compte des EoSs
DDH et DDHo dans ce qui suit. Les violations des identités du viriel (voir section (4.5.3))
associées au calcul de ces configurations dépendent de la masse et de la vitesse de rotation
de I'étoile, mais également de la grille utilisée pour décrire celle-ci. En particulier, les GRV
obtenus avec 'EoS DDH (DDHGd) sont typiquement de 'ordre de 1079 —1078 (107" —107°)
A faible vitesse de rotation, et augmentent légérement pour atteindre ~ 1077 — 1076

m% =mx (1 —€%) et ml =mx (1 - eﬁ), de sorte que ces masses sont toujours inférieures & la masse
de repos mx (voir, e.g., ( ); ( ).
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FIGURE 5.12 — Isocontours de In N pour une étoile & neutrons en rotation rapide,
dans le plan méridien ¢ = 0. Cette configuration, obtenue avec I’EoS DDH, correspond
a une masse gravitationnelle de 1,4 My et & une vitesse de rotation de 716 Hz, I'axe
de rotation étant ici vertical. Les coordonnées (z,z) sont données par x = rcosf et
z = rsin 0. Les frontiéres des quatre domaines d’intégration sont représentées par des tirets
verts. La surface stellaire (trait noir épais) est superposée a la limite entre le deuxiéme
et le troisiéme domaines. Notons que les surfaces des deux fluides sont quasi-confondues.
L’aplatissement 7, /7eq de I'étoile vaut ~ 0, 84.

(~ 107% — 107°) au-dela de 500 Hz. Ainsi, les erreurs numériques relatives a nos mo-
déles devraient étre inférieures a ces ordres de grandeur. Dans la suite, nous nous plagons
dans le cas oil les potentiels chimiques des deux fluides sont égaux au centre de I’étoile
(équilibre ) et nous supposons que les deux fluides sont en corotation, sauf mention
contraire.

5.2.1 Diagrammes masse-rayon

En supposant que €, = 2, et p2 = pP, on observe que le fluide de protons est
toujours le plus externe, et la surface de I’étoile coincide donc avec celle de ce fluide!.
La surface d’une étoile a neutrons superfluide en rotation rapide est représentée sur la
figure 5.12. Cette configuration, calculée avec 'EoS DDH, correspond & une étoile de
1,4 Mg, tournant a la fréquence de rotation la plus élevée mesurée jusqu’a présent, a

1. Notons qu’un modéle plus réaliste tiendrait également compte de I’écorce solide sous la surface
stellaire (voir section 1.5.2).
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FIGURE 5.13 — Diagrammes masse-rayon pour les EoSs DDH et DDHJ. La masse
gravitationnelle Mq, en unité de masse solaire, est tracée en fonction des rayons circonfé-
rentiels Ry, et moyens R,y des neutrons et des protons, pour deux vitesses de rotation
différentes (0 et 716 Hz). Les rayons du fluide externe, i.e. de la surface de I’étoile, sont re-
présentés en gras. Les rayons circonférentiels dans le plan équatorial et les rayons moyens
sont confondus dans le cas statique. Les rectangles hachurés correspondent aux mesures

réalisées par ( ) et ( ).

savoir 716 Hz (voir section 1.1.3). Les courbes en tirets noirs sont associées a des valeurs
constantes de In N. Remarquons qu’a la limite newtonienne, le terme métrique In N se
réduit au potentiel gravitationnel ® de 1’étoile (voir I'équation (1.10), par exemple). En
raison des forces centrifuges trés élevées, la surface stellaire apparait trés déformée. Ainsi,
I'aplatissement a = 1, /req de I'étoile, ot 1, et req désignent respectivement les cordonnées
radiales associées a sa surface le long de 1’axe de rotation (# = 0) et dans le plan équatorial
(0 = m/2), vaut environ 0,84.

Les diagrammes masse-rayon correspondant aux EoSs DDH et DDH§ sont tracés sur la
figure 5.13. Plus précisément, la masse gravitationnelle Mg (4.79) est donnée en fonction
des rayons circonférentiels (4.84) et moyens (4.87) de chaque fluide. Pour une méme masse
gravitationnelle, la présence d’effets centrifuges de plus en plus intenses conduit ces rayons
a augmenter de maniére significative avec la vitesse de rotation. Pour des configurations
en rotation rapide, le rayon moyen dans un plan méridien est (trés) inférieur au rayon
circonférentiel dans le plan équatorial, en raison du fort aplatissement de I’étoile. La
masse maximale prédite par 'EoS DDHd est 2,16 M dans le cas statique et augmente
jusqu’a atteindre 2,21 Mg a 716 Hz. Les masses maximales obtenues avec I’EoS DDH sont
légérement plus faibles, valant respectivement 2,08 Mg et 2,12 My a 0 et 716 Hz. Ces
EoSs permettent donc de modéliser des étoiles & neutrons de plus de 2 M, en accord avec
les contraintes actuelles mentionnées dans la section 1.1.1. Les différences que ’on peut
observer dans les profils masse-rayon prédits par ces deux modéles sont principalement
dues aux valeurs de L et de Kj,, qui leur sont associées, voir figure 5.3. Par ailleurs,
il est important de noter que la prise en compte de I’écorce est susceptible de modifier
significativement les valeurs des rayons obtenues, surtout a petite masse gravitationnelle.

L’influence d'une différence de vitesse entre les fluides sur le diagramme masse-rayon
est présentée sur la figure 5.14. Ainsi, un écart relatif (2, — Q) /Q, ~ 1,4 x 1073 conduit
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FIGURE 5.14 — Influence d’un écart de vitesse sur le diagramme masse-rayon.
Agrandissement du diagramme masse-rayon prédit par 'EoS DDHJ autour de la masse
maximale. Les différentes configurations ont été calculées en imposant I’équilibre chimique
au centre de I'étoile et f, = Q,/(27) = 716 Hz. Les courbes bleue, orange et rouge sont
obtenues pour les valeurs de f, = Q,/(27) suivantes : 716, 716,1 et 717 Hz. On notera
la faible augmentation de la masse maximale avec I’écart en vitesse. Les lignes pointillées
correspondent a des configurations instables. La seconde EoS conduit & des résultats
similaires.

A une augmentation relative de la masse maximale de 'ordre de ~ 6 x 10~°. Notons qu’un
tel écart de vitesse est bien au-deld de ce que 'on s’attend a trouver dans les étoiles
a neutrons (voir (7.7)). La masse maximale est donc déterminée trés précisément dans
I'approximation €2, = 2,.

La compacité et I’énergie de liaison sont étudiées sur la figure 5.15. La compacité =,
définie par I’équation (4.91), quantifie le caractére relativiste de 'objet que I’'on modélise
(voir section 1.3.1). Comme on s’y attend, la compacité augmente bien avec la masse
gravitationnelle de 'étoile. Les deux EoSs donnent = ~ 0, 17 pour une étoile a neutrons
statique de 1,4 Mg et = ~ 0,25 — 0,26 & 2 M. Pour une masse gravitationnelle donnée,
une augmentation de la vitesse de rotation implique une augmentation du rayon équato-
rial de I'étoile (voir Fig. 5.13) et donc une diminution de la compacité, comme on peut le
voir sur I'image de gauche de la figure 5.15. En outre, I'EoS DDH prédisant des rayons
légérement plus faibles que 'EoS DDHJ, les compacités associées & ce modéle sont un
peu plus élevées. L’énergie de liaison Ej, c’est-a-dire la différence entre la masse gravi-
tationnelle et la masse baryonique (4.82), augmente (en valeur absolue) avec Mg, car les
forces d’attraction deviennent de plus en plus importantes. Les EoSs DDH et DDH¢ pré-
sentent des résultats similaires. L’énergie E représente une fraction non négligeable de
la masse gravitationnelle de 'objet considéré. Ainsi, une étoile statique de 2 M, posséde
une énergie de liaison de l'ordre de —0,35 Mg.c?. Pour une masse baryonique fixée, la
masse gravitationnelle de I'astre croit avec sa vitesse de rotation, car son énergie cinétique
augmente. Par conséquent, en raisonnant a Mg constant, la masse baryonique d’une confi-
guration tournant & 716 Hz est plus faible que dans le cas statique, ce qui conduit & une
diminution de la valeur absolue de I’énergie de liaison.
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FIGURE 5.15 — Compacité et énergie de liaison. La compacité = (a gauche) et 'énergie
de liaison Fy, (& droite) sont tracées en fonction de la masse gravitationnelle pour les deux
modéles nucléaires et pour deux vitesses de rotation différentes.
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FIGURE 5.16 — Aplatissement de I’étoile en fonction de sa vitesse de rotation. La
quantité a = r;,/req est tracée en fonction de la fréquence de rotation €,/(27) = Q,/(27),
pour une masse gravitationnelle fixée, Mg = 1,4 Mg, et pour 'EoS DDH. Remarquons
que a faisant intervenir les rayons coordonnées, il ne s’agit pas d’une grandeur invariante
de jauge. La diminution rapide de I’aplatissement observée pour des vitesses de rotation
trés élevées semble indiquer une vitesse képlérienne de 1'ordre de 980 Hz pour 1,4 M.

Enfin, nous représentons 1'aplatissement a = 1, /req de I’étoile en fonction de sa vitesse
de rotation sur la figure 5.16. Ces résultats sont obtenus avec 'EoS DDH, en maintenant
Mg = 1,4 Mg. Comme attendu, l'aplatissement augmente, i.e a diminue, lorsque la
vitesse de rotation est de plus en plus importante en raison des effets centrifuges (voir
également la figure 5.12). En particulier, on pourra remarquer qu’au-dela de ~ 950 Hz, ces
configurations présentent un rayon polaire r, presque deux fois plus petits que le rayon
dans le plan équatorial 7.
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FIGURE 5.17 — Termes métriques en fonction de la coordonnée radiale. Les co-
efficients NV, w/Q, A et B — A sont tracés en fonction de 7, le long de 'axe de rotation
(courbe orange tiretée) et dans le plan équatorial (courbe bleue pleine). La configuration
considérée a été obtenue avec 'EoS DDH, pour une masse gravitationnelle de 1,4 My et
une vitesse de rotation 2/(27) = 716 Hz. Le terme B — A est identiquement nul pour
0 = 0. Les lignes verticales indiquent la surface de I’étoile, les rayons polaires et équa-
toriaux (rp, et 7eq) étant respectivement tracés avec des tirets rouges et des traits verts
pleins.

5.2.2 Potentiels métriques

Les potentiels métriques N, w/; A et B — A sont représentés en fonction de la
coordonnée radiale r sur la figure 5.17, pour Mg = 1,4 My, Q/(27) = 716 Hz et 'EoS
DDH. Bien que la vitesse de rotation considérée soit trés élevée, les profils le long de
I'axe de rotation (§ = 0) et dans le plan équatorial (§ = 7/2) sont trés proches. On
observe que les déformations de I'espace-temps, i.e. les écarts a la métrique de Minkowski
(N =A=B=1,w=0), sont maximales au centre de I’étoile. Aucun changement notable
dans les valeurs des coefficients métriques n’est visible au passage de la surface de I’étoile
(traits verticaux). De plus, les différents potentiels métriques vérifient les conditions aux
limites (4.48) relatives a I'espace-temps plat, loin de I'étoile (r — +00). Les termes A et
B coincident sur I’axe de rotation et sont extrémement proches dans le plan équatorial.

Une variation de la masse gravitationnelle de 1’étoile modifie significativement ces
profils, comme on peut le voir sur la figure 5.18. Les configurations sont ici représentées
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FIGURE 5.18 — Influence de la masse gravitationnelle sur les termes métriques.
Les potentiels N et w/€ sont tracés en fonction de r, dans le plan équatorial, pour
différentes valeurs de M. La vitesse de rotation considérée est 2/(27) = 10 Hz et 'EoS
utilisée est DDH. Des résultats similaires sont obtenus avec DDHJ.
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FIGURE 5.19 — Influence de la vitesse de rotation sur les termes métriques. Les
potentiels NV et w/€) sont tracés en fonction de 7, dans le plan équatorial, pour différentes
valeurs de 2/(27). La masse gravitationnelle considérée est Mg = 1,4 Mg et 'EoS utilisée
est DDH. I’EoS DDH¢ conduit a des résultats analogues.

a 10 Hz, avec 'EoS DDH. Lorsque Mg augmente, la compacité croit fortement (voir
Fig. 5.15) de sorte que les déviations a la métrique de Minkowski sont de plus en plus
importantes. En revanche, 'influence de la vitesse de rotation sur les termes métriques est
nettement moindre (voir Fig. 5.19). En augmentant Q & Mg fixée, la compacité de I'étoile
diminue légérement (voir Fig. 5.15) : les termes métriques adoptent alors des profils de
plus en plus plats et leurs valeurs en » = 0 se rapprochent progressivement de celles de
I’espace-temps plat.

5.2.3 Profils de densité

Les profils de densité obtenus avec les deux modéles nucléaires sont tracés en fonction
de la coordonnée radiale r sur la figure 5.20, pour Mg = 1,4 Mg et f, = f, = 716 Hz,

142



5.2 Configurations d’équilibre

4 4
0=0 - 9=0 -
9=n/2— 9=n/2—
e sl m\jeutrons DDH eal ™ N DDH3 |
= " = “a\heutrons
=) =) A
(2] (2]
250 250
2 \ 0.05 - 2 0.05 ——
o H [0} H
kel i © i
o o
£1f £1f
(] H © H
Q i Q i H
pl’OtOﬂS " : ‘
! 000 g5 11 “._E_r,?_ff_s_ 000 B34
70 15 20 90 5 70 15 20
r (km) r (km)

FIGURE 5.20 — Profils de densité. Les quantités n, et n, sont tracées en fonction de r,
pour une étoile de masse gravitationnelle Mg = 1,4 Mg, tournant a f, = f, = 716 Hz,
et pour les EoSs DDH (& gauche) et DDHo (a droite). Les densités de neutrons et de
protons sont représentées en rouge et en vert. En outre, les courbes pointillées et pleines
correspondent aux valeurs le long de ’axe de rotation et dans le plan équatorial. Les lignes
verticales orange et bleues désignent les coordonnées ot n, = 0 et n, = 0 et 'encart est
un agrandissement autour de la surface de I’étoile.
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FIGURE 5.21 — Influence de la masse gravitationnelle et de la vitesse de rotation
sur le profil de densité de neutrons. La quantité n, est tracée en fonction de r, dans le
plan équatorial, pour 'EoS DDHGS. A gauche, différentes valeurs de M sont considérées,
avec f = Q/(27) = 400 Hz. A droite, la vitesse évolue entre 0 et 930 Hz, pour une masse
baryonique fixée & MP = 1,42 Mg, (ce qui correspond & Mg ~ 1,3 My).

ou fx = Qx/(2m). Les densités de neutrons n, et de particules chargées n, sont res-
pectivement représentées en rouge et en vert. Comme on peut le voir sur les encarts, le
fluide le plus externe est le fluide de protons. Au centre de 1’étoile, la fraction de protons
r, = nyp/np vaut environ 0,086 pour 'EoS DDH et 0,064 pour DDH¢. Par ailleurs, la
densité baryonique centrale prédite par le modele DDH est np(r = 0) ~ 0,44 fm ™3, ce qui
est proche de trois fois la densité de saturation ny = 0,153 fm 3, tandis que 'EoS DDHJ
conduit & une densité légérement plus faible, ng(r = 0) ~ 0,36 fm~3. On peut comprendre
cette différence de la maniére suivante. Pour une densité baryonique donnée, de I'ordre
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de celle que 'on rencontre au centre des étoiles a neutrons, la pression prédite par ’'EoS
DDHJ est plus importante que celle associée & DDH (voir Fig. 5.4). Par conséquent, pour
une méme masse gravitationnelle, la densité baryonique centrale sera plus faible.

Les densités atteintes dans 1’étoile sont de plus importantes lorsque la masse gravi-
tationnelle augmente (voir Fig. 5.21), la matiére étant davantage comprimée. De plus, a
masse baryonique fixée, la densité centrale diminue lorsque la vitesse de rotation €2 aug-
mente. En effet, les forces centrifuges tendent a éloigner de plus en plus la matiére de ’axe
de rotation.

5.2.4 Profils de vitesse

La vitesse du fluide de neutrons U, (4.56), mesurée par I'observateur eulérien O,, est
représentée sur la figure 5.22 dans le plan équatorial. A gauche, différentes masses gravi-
tationnelles sont considérées pour f, = f, = 10 Hz. Les deux fluides étant en corotation,
on a alors U, = U,. Les profils de vitesse obtenus ressemblent beaucoup au profil newto-
nien, & savoir r x €, (trait en pointillés noirs), mais avec une pente moyenne légérement
plus grande. Cette pente est approximativement constante, en raison d’une compensation
numérique des termes B/N et 1 —w/€, intervenant dans expression (4.56). On observe
que le profil de vitesse s’écarte de plus en plus du profil newtonien, au fur et & mesure que
la masse gravitationnelle de l'astre (et donc la compacité) augmente. Ainsi, on passe de
Uy~ 1,21 xrx Q) pour Mg =1 Mg a U, ~ 1,56 xr x €2, pour Mg = 2 Mg. Remarquons
également qu’a la surface de I’étoile, la valeur de U, est une fraction non-négligeable de
la vitesse de la lumiére (voir I'image de droite de la figure 5.22). Par exemple, on obtient
Un(req) =~ 0,32 x ¢ & 950 Hz, pour 'EoS DDH et Mg = 1,4 M.

Sur la figure 5.23, nous étudions un cas ou les fréquences de rotation des fluides sont
différentes, a savoir f, = 10 Hz et f, = 0 Hz. La configuration est obtenue avec I'EoS
DDH, pour Mg = 1,4 My et en supposant que I'équilibre chimique est réalisé au centre
de I’étoile. On observe que le profil de U, calculé est trés proche de celui obtenu dans
le cas mentionné précédemment, ou f, = f, = 10 Hz. Ceci s’explique par le fait que les
particules chargées sont statiques et beaucoup moins nombreuses que les neutrons. En
bonne approximation, la déformation de 'espace-temps est donc gouvernée par ce second
fluide. La vitesse de rotation des protons étant nulle, la grandeur U, (4.56) vérifie alors

B
U, = N < 0, (5.68)

pour # = 7/2. Ainsi, bien que le fluide de particules chargées soit immobile par rapport a
un observateur statique placé a I'infini spatial, ce fluide se déplace dans le sens opposé aux
neutrons par rapport a O,. Il s’agit la d’une conséquence remarquable de 'effet Lense-
Thirring ', qui est dii ici & la rotation du fluide de neutrons. Nous présentons également
le profil de la vitesse relative A (4.58) sur la figure 5.23.

1. L’effet d’entrainement des référentiels inertiels, aussi appelé effet Lense-Thirring, est un effet clas-
sique de la relativité générale caractérisant le fait qu’une particule-test en chute radiale vers un corps en
rotation acquiert un mouvement suivant ¢, de sorte que sa trajectoire ne peut rester purement radiale.
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FIGURE 5.22 — Profils de vitesse. La vitesse U, mesurée par I’'observateur eulérien O, est
tracée en fonction de r dans le plan équatorial, pour I’'EoS DDH. Les résultats considérés
ici sont obtenus avec {2, = €, = Q. A gauche, différentes masses gravitationnelles sont
studiées pour f = 10 Hz. A droite, U, est représentée pour différents f, pour une étoile
de 1,4 Mg. Les lignes verticales correspondent aux coordonnées radiales ou n, = 0.
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FIGURE 5.23 — Profils de vitesse pour €2, # €2,. Les vitesses physiques des neutrons
U, et des protons U, mesurées par l'observateur eulérien, ainsi que la vitesse relative A
entre les fluides, sont données en fonction de r dans la plan équatorial pour une étoile a
neutrons de 1,4 Mg, tournant a f, = 10 Hz et f, = 0 Hz. Cette configuration est calculée
avec I'EoS DDH. Pour ces vitesses de rotation, les surfaces des deux fluides (trait vertical)

sont quasiment confondues.
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5.2.5 Moments cinétiques et moments d’inertie

Les moments cinétiques de 1'étoile J (4.93) et de chaque fluide Jx (4.95) sont tracés en
fonction de la vitesse de rotation de 1’étoile sur la figure 5.24, en supposant que €2, = €.
Les comportements des moments d’inertie total I (4.98) et partiels Ix (4.99) sont éga-
lement présentés. Nous considérons ici une séquence a masse baryonique constante, cor-
respondant & une masse gravitationnelle proche de 1,4 My. A faible vitesse de rotation,
les moments d’inertie sont approximativement constants, de telle sorte que les moments
cinétiques augmentent linéairement avec (2x. Lorsqu’on se rapproche de la vitesse képlé-
rienne, ’étoile est alors trés déformée et les moments d’inertie croissent trés rapidement.
Comme attendu, le moment cinétique total est en trés grande partie gouverné par celui
du fluide de neutrons.

Remarquons enfin que, dans le cas a deux fluides, le moment cinétique d’un fluide
peut étre non-nul méme si sa vitesse de rotation s’annule. Deux effets différents sont a
lorigine de ce phénoméne. Tout d’abord, comme on ’a déja mentionné dans la section
précédente, la vitesse U, mesurée par O, est non-nulle, méme si €}, = 0, en raison de
leffet d’entrainement des référentiels inertiels. Pour €2, > 0, cet effet de relativité générale
conduit alors & U, < 0, et donc a J, # 0, voir (4.97). La seconde contribution provient
de la dépendance du moment cinétique des protons en la vitesse U, des neutrons, en
raison des effets d’entrainement mutuel entre nucléons (voir (4.97) ou (C.1)). Notons
qu’a la limite newtonienne, seul ce deuxiéme phénomeéne joue un roéle, comme on peut le
voir sur I’équation (C.4). Pour illustrer cela, deux séquences d’étoiles (correspondant aux
deux EoSs) sont représentées sur la figure 5.25 en fonction de €2, /(27), en supposant que
Q,/(2r) = 0 Hz, pour une masse baryonique fixée. Bien que la vitesse de rotation des
protons soit nulle, le moment cinétique de ce fluide est non-nul et augmente linéairement
avec {1,. La quantité J;, étant positive, les effets d’entrainement dominent par rapport a
'effet Lense-Thirring !, mais la contribution de ce dernier est loin d’étre négligeable. Les
couplages entre les fluides seront étudiés plus en détails dans la partie suivante.

1. Le choix de vitesses de rotation €2, > 0 et €, = 0 conduit & U, > 0 et U, < 0, voir Fig. (5.23).
Ainsi, en I’absence d’entrainement, les relations (4.95) et (4.97) conduiraient & J;, < 0. En revanche, la
contribution de l’entrainement tend plutét & imposer J, > 0. Le moment cinétique du fluide de protons
est donc donné par ’équilibre entre ces deux phénomeénes. Les conclusions seraient similaires en inversant
le role des deux fluides.
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FIGURE 5.24 — Moments cinétiques et moments d’inertie. Ces différentes quantités
sont tracées en fonction de f, = f,, & I'équilibre 3, pour une masse baryonique fixée
M?B = 1,542 M, correspondant & Mg ~ 1,4 M. Les résultats obtenus avec I'EoS DDH(§)
sont représentés par des lignes pleines (pointillées). Les grandeurs relatives a I’étoile sont
dessinées en bleu, tandis que celles associées au fluide de neutrons (protons) sont tracées
en rouge (vert).
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FIGURE 5.25 - Moments cinétiques pour 2, # €2,. Les moments cinétiques des
neutrons (en rouge) et des protons (en vert) sont tracés en fonction de €2, en supposant
que le fluide de protons est au repos par rapport a un observateur statique, placé a 'infini
spatial (Q,/(2r) = 0 Hz). Les résultats obtenus avec 'EoS DDH(d) sont dessinés en
lignes pleines (pointillées). Ces configurations ont été calculées pour MP = 1,542 My, en
imposant 1’équilibre chimique au centre.
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Troisiéme partie

Simulations numériques globales de
glitches en relativité générale






Chapitre

Equations d’évolution
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Les glitches géants et réguliers de certains pulsars, tels que Vela, semblent pouvoir
s’expliquer par un mouvement de lignes de tourbillons superfluides a grande échelle (voir
section 3.2.1). Des travaux ont été récemment initiés afin d’aller au-dela de simples modéles
qualitatifs et de réaliser des simulations de glitches de plus en plus réalistes. L’intérét est
double. D’une part, la comparaison de ces modéles quantitatifs aux observations précises
de glitches est susceptible d’apporter des contraintes fortes sur le mécanisme a 'origine
de ce phénoméne. D’autre part, 'analyse de ces soubresauts pourrait nous renseigner sur
les étoiles a neutrons, et plus particuliérement sur leur masse (voir, e.g., ( )

(017); (2017)).

Bien que I'étude du mouvement d'une grande quantité (~ 10* — 10*) de tourbillons
fournisse des informations intéressantes (voir, e.g., ( : ), la
modélisation du phénomeéne de glitch nécessite de suivre la dynamique de toutes les lignes
de tourbillons superfluides contenues dans ’étoile. Etant donné leur nombre extrémement
élevé, de 'ordre de ~ 107 pour Vela (voir section 3.1.3), le transfert de moment cinétique
entre le superfluide de neutrons et le reste de I’étoile peut raisonnablement étre étudié
selon une approche hydrodynamique, faisant toutefois intervenir des paramétres microsco-
piques déterminés par la dynamique locale de vortex individuels (voir ( )
par exemple). Alors que le cadre théorique permettant la description de tremblements
d’écorce en relativité générale a été développé il y a de nombreuses années (

, ), la formulation relativiste du modéle de glitch associé au mouvement des
tourbillons superfluides est nettement plus récente ( , ). Il est important
de noter que, jusqu’a présent, la grande majorité des simulations numériques globales de
glitches ont été réalisées dans un contexte newtonien (voir, e.g., ( )
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(2006); (2010); ( ). Récemment,

( ) et ( ) ont développé un modéle hydrodynamique
non-relativiste pour décrire les différentes étapes d’un glitch, basé sur la structure statique
de I’étoile a neutrons calculée en relativité générale (via le systéme TOV (1.7)-(1.9)). Tou-
tefois, la relativité générale pourrait également jouer un roéle important sur la dynamique
de I'étoile pendant le glitch.

Dans la suite, nous présentons des simulations numériques globales de glitches, repo-
sant sur le déplacement de lignes de tourbillons. Ces simulations se concentrent sur la
phase de montée et ne cherchent donc pas a rendre compte du mécanisme a 1’origine du
désancrage des tourbillons superfluides (voir section (3.2.1)). D’un autre coté, nous étu-
dions en détails 'impact de la relativité générale sur la dynamique des glitches géants. Par
ailleurs, nous donnons également quelques estimations des amplitudes et des fréquences
caractéristiques associées aux ondes gravitationnelles émises lors de ces événements. Ces
travaux, résumés dans 'article ( ), constituent ainsi une nouvelle étape
vers 'obtention de modéles de glitches toujours plus réalistes.

6.1 Hypothéses

6.1.1 Approche quasi-stationnaire

Un événement de glitch se décompose en trois phases distinctes : ’évolution précédant
le glitch, la phase de montée et la relaxation post-glitch (voir section 2.3.1). En premiére
approximation, chacune de ces étapes peut étre modélisée séparément, car les temps ca-
ractéristiques (et donc les processus physiques) qui leur sont associés sont relativement
différents. Ainsi, lorsque le pulsar accélére (phase de montée du glitch, voir schéma 3.7),
c’est-a-dire une fois que certaines lignes de tourbillons se sont désancrées et sont libres de
se mouvoir, la dynamique de I’étoile est principalement gouvernée par la force de friction
mutuelle qui s’exerce entre le superfluide de neutrons et le reste de 1'étoile (voir partie IV
pour davantage de détails a ce sujet). Cette force agit sur une échelle de temps caracté-
ristique correspondant au temps de montée du glitch, 7,. Comme nous I'avons mentionné
dans la section 2.3.1, ce temps n’a jamais été résolu lors des observations effectuées jus-
qu’a maintenant et la meilleure contrainte que nous avons sur 7, provient de 'analyse des
glitches de 2000 et 2004 du pulsar de Vela : 7, < 30 — 40 s ( , , ).
On peut également remarquer que la non-détection d’ondes gravitationnelles associées au
glitch de 2006 de ce méme pulsar conduit a la limite inférieure : 7, > 10~* ms (

, 2012).

Le temps hydrodynamique 7, est le temps que met I'étoile & revenir dans son état
d’équilibre hydrodynamique, aprés avoir été contrainte de s’en éloigner par une modifica-
tion de sa vitesse de rotation. Cette échelle de temps est grossiérement donnée par (

, 1983)
R \*( M \~
~0,1 1
0 (12km) (1,41\4@) e (6.1)

ot M est la masse de I'étoile, R son rayon et p = 3M /(47 R?) sa masse volumique moyenne.
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N
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L’expression de 7, correspond également au temps typique que met une onde sonore de
célérité ¢y a se propager d’un bout a 'autre de 'étoile, i.e. 7, ~ R/cs ( , ).

Dans ce qui suit, nous ferons ’hypothése que 7, > 7,, comme de récentes études
le suggérent ( , ). L’évolution dynamique du pulsar pourra alors étre
modélisée par une séquence quasi-stationnaire de configurations d’équilibre.

6.1.2 Modéle & deux fluides

Différents travaux, résumés dans les sections 3.2.2 et 3.2.3, suggérent que le superfluide
dans le coeur joue un role important dans les glitches de certains pulsars, tels que ceux de
Vela. Par conséquent, nos simulations numériques portent sur I’étude de la dynamique du
ceur des étoiles & neutrons, que nous décrivons par le méme modeéle que celui présenté
dans la partie II. L’astre est alors composé de deux fluides, a savoir un superfluide de
neutrons et un fluide de particules chargées (protons et électrons), couplés par des effets
d’entrainement mutuel (non-dissipatifs). La encore, nous supposons implicitement que
les lignes de tourbillons s’étendent sur toute I'étoile’, de telle sorte que le superfluide
de neutrons est présent partout a l'intérieur de 1’astre. Puisque nous ne considérons pas
I’écorce dans nos modéles, nous ne tenons compte d’aucun mécanisme de couplage entre
le coeur et la crotite, tel que le pompage d’Ekman. Ces couplages pourraient toutefois
avoir un impact important sur la dynamique des glitches, en particulier lors de la phase
de relaxation post-glitch (voir, e.g., ( )

(2019)).

6.1.3 Espace-temps

Nos simulations de glitches reposant sur les configurations d’équilibre discutées dans
la partie 11, I’étoile & neutrons est axisymeétrique et en rotation stationnaire. En négligeant
le (trés faible) mouvement radial du superfluide de neutrons engendré par le déplacement
des lignes de tourbillons superfluides pendant le glitch ( , ), nous faisons
I’hypothése que les deux fluides tournent autour d’'un méme axe avec des vitesses de
rotation potentiellement différentes. Alors que la vitesse de rotation €2, = € du fluide
de particules chargées peut raisonnablement étre considérée comme uniforme?, celle du
fluide de neutrons, €2,, est susceptible de varier dans I’étoile. En particulier, le temps
de couplage entre les fluides, par friction mutuelle, dépend de la densité considérée et
donc de la position au sein de 'étoile (voir, e.g., (8.59)). Toutefois, par simplicité, nous
considérons ici un modéle global de glitch, dans lequel la vitesse de rotation de chaque
fluide est supposée constante dans I’étoile, de la méme maniére que dans le modéle étudié
par ( ) dans un contexte newtonien. Il s’agit 1a d’une approximation
relativement forte, étant donné que seule une partie du superfluide semble étre impliquée

1. Des calculs microscopiques récents portant sur l'appariement des neutrons ne montrent aucune
coquille de matiére normale susceptible de séparer les superfluides présents dans le cceur et 1’écorce et
donc de déconnecter les tourbillons respectifs ( ,

2. Cette hypothése pourrait toutefois ne pas étre vérifiée si le temps de montée est trés inférieur a la
seconde.
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dans la dynamique des glitches (voir section 3.2), dont il faudra s’affranchir dans un travail
futur. Dans la suite, la fréquence de rotation de chaque fluide, Qx/(27), sera notée fx.

6.1.4 Compositions chimiques et équations d’état

Les processus électrofaibles gouvernant la composition d’une étoile & neutrons, formée
par un mélange de neutrons (n), protons (p™) et électrons (e~), sont les processus 3 Urca
direct (DU) :

n—ptte +v, ptt+e = ntu., (6.2)

et Urca modifie (MU) :
n+N—=p'+e +0+N, pP+N+e —n+rv.+N, (6.3)

ou v, (7.) désigne un (anti)neutrino électronique et N est un nucléon spectateur (neutron
ou proton), voir e.g. ( ). Parmi ces deux processus, celui qui domine
dépend des conditions du systéme : ainsi, le processus DU n’est permis que pour des
fractions de protons x, supérieures & ~ 0,11 — 0, 14, ce qui correspond (éventuellement)
au cceur d’étoiles a neutrons trés massives (voir Fig. 5.5). La situation d’équilibre (3
est alors atteinte lorsque les processus inverses se déroulent a la méme vitesse. Dans
I'approximation de rotation rigide, en présence d’une différence de vitesse 02 = 2, —Q, #
0, cet équilibre n’est possible que sur I'axe de rotation ( , ), voir
également la section 4.4.3. Dans le cas ou 62 = 0, et en I'absence de superfluidité, les
temps de relaxation vers I’équilibre 3 associés aux processus DU et MU sont grossiérement
donnés par ( ) )

(DU) T\
Ty =20 (109 K> s, (6.4)
T\
Tﬂ(]V[U) r~ (109 K) mois, (6.5)
ou T' est la température interne de 1’étoile. Pour les pulsars qui présentent des glitches,
dont I'age caractéristique t. > 10% ans ( , ) implique 7" < 10° K (voir

Fig. 1.6), ces estimations conduisent a des temps de relaxation supérieurs a la dizaine de
secondes et au mois respectivement pour les processus DU et MU. En principe, un écart
de vitesse 002 # 0 peut modifier 1’équilibre chimique ( , ), mais de tels
effets sont probablement négligeables, étant donné que 6Q2 < Q (voir (7.7)). En revanche,
les taux de réaction associés aux processus [ peuvent étre fortement réduits en présence
de matiére superfluide ( , ), conduisant alors & des temps de retour a
I'équilibre chimique 75 encore plus longs que ceux prédits par les équations (6.4) et (6.5).
Par conséquent, il est possible que ’équilibre 5 ne soit pas atteint au centre de I'étoile
pendant la phase de montée.

Les taux de réaction des processus DU et MU étant mal connus, nous faisons I'hy-
pothése que 73 est toujours beaucoup plus court que le temps moyen séparant deux évé-
nements de glitch*, de sorte que I’équilibre chimique est vérifié sur 'axe de rotation de

1. Ce temps est de 'ordre de 2-3 ans pour le pulsar de Vela, voir Fig. 2.11.
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I’étoile au début d’un glitch. Afin d’estimer 'erreur causée par notre manque de connais-
sance sur 7g, nous nous restreignons aux deux cas limites (non-dissipatifs) suivants pour
modéliser la phase de montée :

i) 73 > 7, i.e. aucune réaction n’a lieu durant le glitch. La masse baryonique de

) 7 ' saction n'a lien durant le glitch. L haryonique d
chaque fluide, M7 et MP, demeure constante, ce qui conduit la matiére sur I'axe
de rotation a s’éloigner (faiblement) de la situation d’équilibre f.

(i) 753 < 7, i.e. la matiére sur Paxe de rotation de 1'étoile retourne immeédiatement &
I’équilibre chimique, de sorte que les potentiels chimiques vérifient ™ = pP. Dans
nos simulations, il est suffisant d’imposer cette condition au centre de 1’étoile, i.e.
pt = uP, voir section 4.4.3. Dans ce cas, seule la masse baryonique totale M? =
MP + MJ est conservée.

Pour tenir compte de ces deux cas limites, la possibilité de converger vers une configuration
d’équilibre correspondant a une masse baryonique totale M P donnée (avec 2 = uP), ou
a des masses baryoniques partielles M5 et le fixées, a été implémentée dans le code
sfstar (voir également section 4.6.2). Selon le cas considéré, les quantités (Qn, Q,, MB)
ou (Q,Qp, M2, MB) pourront ainsi étre utilisées comme paramétres d’entrée, au lieu de
(Qn, Qp, HY, H?). Par ailleurs, les EoSs que nous considérons sont les mémes que celles
présentées dans le chapitre 5, & savoir DDH et DDHJ.

6.2 Equations d’évolution

6.2.1 Transfert de moment cinétique en relativité générale

Pour décrire I’évolution temporelle de la vitesse de rotation de chaque fluide lors d'un
glitch, il est nécessaire de tenir compte d’un ingrédient physique supplémentaire dans nos
modéles : la présence de friction mutuelle entre le superfluide de neutrons et le fluide
de particules chargées, qui provient de I'interaction des tourbillons superfluides avec les
deux fluides qui les entourent. En supposant que ce processus domine durant la phase de
montée, nous négligeons toute autre source potentielle de dissipation, telle que 1’émission
d’ondes électromagnétiques et d’ondes gravitationnelles, la présence de fluage (ou creep,
voir section 3.2.1) ou de contraintes élastiques dans I’écorce, ou encore la dissipation
d’énergie associée aux réactions chimiques, qui pourrait étre incluse dans un modéle de
glitch plus réaliste. En introduisant la notation habituelle

. dJx

Jx = TR (6.6)
ou Jy désigne le moment cinétique (4.95) du fluide X, la dynamique des fluides de neutrons
et de protons durant la phase de montée est simplement gouvernée par les équations (

, 1998; , 2010)

{jn: + me:

: 6.7
Jp = - mea ( )

ol I'\,¢ représente le moment associé a la force de friction mutuelle.
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Expression relativiste de I';,¢. Une expression covariante du moment de friction
mutuelle I'y¢ a été obtenue par ( ) dans le cadre de la relativité générale,
en considérant que les tourbillons superfluides forment un ensemble de lignes droites et
paralléles & I'axe de rotation disposées selon un arrangement régulier . Dans le travail
réalisé par ( ), le mouvement des lignes de tourbillons désancrées est
simplement déterminé par I’équilibre entre une force de Magnus due au fluide de neutrons
et une force (dissipative) de trainée liée au fluide de protons (plus de détails seront donnés
dans la partie IV). En négligeant la petite contribution liée au mouvement non-circulaire
des tourbillons superfluides, 'expression 3-+1 du moment de friction mutuelle est donnée
par

[ = / B Tynamonx & % x (9, — ), (6.8)
3t

en Pabsence de dissipation associée aux réactions chimiques, voir les équations (72) et
(89) de ( ). Le volume élémentaire d* ¥ de I’hypersurface ¥, vérifie
Y = A2Br?sinfdrdfde (voir section 4.5.2), n, est la densité de neutrons dans le
référentiel ou la 3-vitesse de ce fluide est nulle, u! = 0, et le facteur de Lorentz T, des
neutrons par rapport a lobservateur eulérien O, est donné par 1’équation (4.57). On
pourra remarquer que le moment (6.8) est proportionnel a Pécart de vitesse 02 et tend
donc & imposer la corotation des deux fluides. Le paramétre de friction mutuelle B, la
vorticité macroscopique du superfluide c, et le terme géométrique x% seront détaillés
dans la suite. Il convient de noter qu'une expression plus réaliste du moment de force de
friction mutuelle tiendrait également compte d’une contribution magnétique (incluant la
supraconductivité des protons, voir section 3.1), de la tension des lignes de vortex et des
interactions éventuelles entre les différents tourbillons et entre chaque ligne de tourbillon
et les sites d’ancrage.

Vorticité superfluide. La vorticité du fluide de neutrons est donnée par?

ap
= 1 /_%52@ 7 (6.9)

ot la 2-forme de vorticité w,s est définie par
@ap = Vabs — Vapg (6.10)

la quantité p2 désignant I'impulsion généralisée du superfluide (voir (4.30)). Sur des
échelles spatiales inférieures a la distance moyenne d, entre deux lignes de tourbillons, de
I'ordre de ~ 1072 c¢m (3.11), w,p est identiquement nulle car I'impulsion ), est locale-
ment proportionnelle au gradient d’une phase scalaire, voir Eq. (3.3). Néanmoins, sur les
grandes échelles ® considérées ici, la 2-forme @, est non-nulle, tout comme son amplitude
scalaire w,,.

1. Notons toutefois que I’évolution dynamique du superﬂulde pourrait conduire & la formation d’un
enchevétrement de lignes de vortex ( , ). L’apparition de la
turbulence dans les étoiles & neutrons reste cependant hautement spéculative et, par conséquent, nous
n’envisageons pas cette possibilité ici.

2. Comme dans la partie II, nous utilisons des lettres grecques pour les indices d’espace-temps.

3. Notons que l'approche hydrodynamique utilisée dans ce chapitre n’a de sens que sur des échelles
grandes devant d, (voir également la section 3.1.3).
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Le terme géométrique x3 est défini par
XQL = XﬁXlay Xﬁ = J—BX67 (611)

ol x“ est le vecteur de Killing associé a 'axisymétrie (voir section 4.2.2) et j_aig est le
tenseur lié a la projection orthogonale sur la feuille d’espace-temps a deux dimensions
représentant le cceur des tourbillons, vérifiant ( , )

(6.12)

Paramétre de friction mutuelle. Le paramétre B, qui caractérise 'efficacité du
transfert de moment cinétique entre les fluides par friction mutuelle, est donné par® (voir

e.g., (1998); (2001))

B= (6.13)

en fonction de la grandeur ¢ sans dimension, appelée rapport trainée/portance (voir
Eq. (8.10)). La valeur de ¢ est susceptible de varier dans I'étoile, étant donné que le
mécanisme dissipatif a 'origine de la force de friction mutuelle n’est pas le méme dans
tout ’astre. Ainsi, dans le coeur des étoiles & neutrons, la principale source de dissipa-
tion provient de la diffusion des électrons par le champ magnétique porté par les lignes
de tourbillons superfluides magnétisées par entrainement, en I’absence de tubes de flux.
Ce phénoméne conduit a & ~ 10™* (voir (8.11) et ( )). Notons toute-
fois que les interactions entre tubes de flux et tourbillons superfluides peuvent modifier
cette estimation de maniére significative, comme nous le verrons dans la partie [V. Dans
I’écorce, la force de trainée est due a l'interaction entre phonons et lignes de tourbillons
superfluides ( , ), si la vitesse des tourbillons est faible par rapport au réseau
cristallin, et a 'excitation d’ondes de Kelvin le long des lignes de vortex, si la vitesse
est grande ( , ; , ). Le premier mécanisme prédit un coeffi-
cient & de ordre de ~ 107 — 1077, tandis que le second, beaucoup plus dissipatif, conduit
aé~107%—1071.

Etant donné les incertitudes actuelles sur I'origine microscopique de la force de friction
mutuelle et les valeurs de &, et puisque nous nous intéressons a un modéle global ? de glitch,

1. Le coefficient ¢, introduit par ( ), Eq. (86), fait en réalité intervenir certains
effets relativistes. Toutefois, ces corrections sont beaucoup plus faibles que les incertitudes théoriques sur
le rapport trainée/portance £ mentionnées dans la suite, de sorte qu’on pourra raisonnablement considérer
que ¢; ~ €.

2. Un modéle plus réaliste tiendrait compte du fait que seule une partie des tourbillons est libre de se
déplacer une fois que le glitch a été déclenché. Nous pourrions considérer cela simplement en remplacant
le coefficient £ par un coefficient effectif {.¢ = Y€, ot v représente la fraction locale de vortex désancrés
durant ’événement de glitch (voir, e.g., ( ); ( );

( ). Dans ce cas, une région ou les vortex restent ancrés (v ~ 0) ne participerait pas au transfert de
moment cinétique, i.e. Beg = 0.
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nous introduisons la grandeur suivante, moyennée sur toute I’étoile,

B annwnxi R0
B=2 , (6.14)
/ Dungw,x? &%
2t

que nous considérons comme un parameétre d’entrée de nos simulations numériques, qui
peut étre choisi librement. Bien que 1'on s’attende a ce que & varie en fonction du temps
lors du glitch (en raison de la variation de la vitesse des vortex ou du réancrage de
certaines lignes de tourbillons, par exemple), nous faisons I’hypothése que B ne dépend
pas du temps, par simplicité. Le moment de friction mutuelle (6.8) est alors donné par

| —8/ Cungmgx? d° 2 x 69, (6.15)
¥y

ou 002 = Q, — Q, désigne I'écart de vitesse entre les fluides. La limite newtonienne de
cette expression est étudiée dans 'annexe C.2 et est en accord parfait avec celle obtenue

par (2010), Eq. (58).

Moments d’inertie partiels. Afin de décrire tout transfert de moment cinétique, il
est pratique d’introduire les moments d’inertie suivants

8JX aJX
Ty = [ 22X Iy = [ ==X 1
XX (am)m et Lo <aQY>QX’ (6.16)

ot les lettres majuscules X et Y # X se réferent au fluide de neutrons ou de protons.
Selon 1’hypothése choisie sur la composition chimique de 1’étoile (voir section 6.1.4), ces
dérivées sont calculées soit pour des masses baryoniques partielles M et Mf fixées (cas i)
ou pour une valeur donnée de la masse baryonique totale M?, avec p* = uP (cas ii). Il
est possible de montrer que I, = I,,, voir I'équation (3.10) de ( ). De plus,
certaines conditions de stabilité impliquent que les moments d’inertie partiels vérifient les
inégalités
In >0, I, >0 et Lyl > Inf), (6.17)
voir annexe D pour plus de détails.
Nous définissons alors les moments d’inertie des neutrons et du fluide de particules
chargées, I, et fp, par les relations

Iy =TI+ Ly et I, =TI+ Ly, (6.18)

et le moment d’inertie total I par o )
I=1,+1,. (6.19)

Ces définitions sont plus générales que celles utilisées dans les chapitres 4 et 5 dans le
cas de corotation. Comme nous le verrons sur la figure 6.3, les deux définitions coincident
cependant dans I’approximation de rotation lente, i.e.

0, Q, < Qx, (6.20)
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ou Qk désigne la vitesse képlérienne (voir section 1.1.3).
A Taide de (6.16), les dérivées temporelles des moments cinétiques s’expriment sous
la forme

. . . (6.21)

Jp = Lnp$ly + Lp80,.
En injectant alors ces relations, ainsi que I'expression (6.15) du moment de friction mu-
tuelle, dans les équations (6.7) gouvernant le transfert de moment cinétique entre les
fluides, on en déduit que

{ jn = Iann + ]anp7

A

Iy

Qy=— —L2  x Bk
Inn[pp - In;% - " ’

; (6.22)
Q=+ —— x Bk
p =1 Inn]pp_ln% X B K ,

ou la quantité x (a ne pas confondre avec le quantum de circulation introduit dans le
chapitre 3) est définie par

K= / Cunpw,x? & 2. (6.23)
¢

Il est intéressant de remarquer que les conditions (6.17), auxquelles obéissent les moments
d’inertie partiels, impliquent que le dénominateur apparaissant dans les équations précé-
dentes ne s’annule jamais. L’évolution temporelle de I’écart de vitesse 0§2 = (2, — (2, est
donc simplement régie par

50 I _

—=— —————— X B Xk 6.24

o€ Innlpp — 12 ( )

ap

6.2.2 Estimation analytique du temps de montée

Quel que soit le pulsar considéré, les amplitudes de glitches vérifient AQ/Q < 1, oul
ASQ désigne 'augmentation de la vitesse de rotation de I’étoile lors de la phase de montée
(voir section 2.3.1). Il parait donc raisonnable de négliger toute variation des différentes
quantités apparaissant dans le membre de droite de I’équation (6.24). Partant d’un écart
initial 02y au début du glitch (voir section 7.1.2), la différence de vitesse J§2 entre les
fluides évolue alors approximativement selon une loi exponentielle,

0Q(t) ~ 690 x exp(—t/T), (6.25)

associée au temps caractéristique

7= MR tTmp (6.26)

De plus, I’évolution temporelle de la vitesse de rotation de chaque fluide est donnée par

A

I
Qu(t) ~ Q°+ 7? x 00 x (exp(—t/7) — 1),

! (6.27)
Qp(t) =~ Qg — 7? X 0 X (exp(—t/7) — 1),
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ou QY et Qg désignent les valeurs respectives de 2, et (2,, au moment ou le glitch est
déclenché.

Par analogie avec la limite newtonienne (C.14), nous introduisons la quantité ¢ par la
relation

k= 2C1, 0, (6.28)

ou k est définie par (6.23). Il faut toutefois remarquer que les corrections dues a la relativité
générale ne sont pas uniquement contenues dans (, mais interviennent également dans I,,.
En utilisant (6.28), le temps de montée relativiste (6.26) vérifie alors

1 .1
X —— x [ 1= 22 ). 6.29
2088, ( Inlp> (6.29)

Comme nous le montrons dans ’annexe C.3, la limite newtonienne de cette expression,
appliquée dans I'approximation de rotation lente (6.20), est cohérente avec les résultats
obtenus par ( ). Notons que I'approximation de rotation lente est en fait
plutot légitime, étant donné les vitesses de rotation des pulsars présentant des glitches
(voir section 2.3.1) et les valeurs théoriques de la fréquence képlérienne Qg /(27), dont
I’ordre de grandeur est compris entre ~ 900 et ~ 1800 Hz, pour des étoiles a neutrons de
masse supérieure a 1,4 Mg, (voir, e.g., ( ) ( )

(2016)).

L’expression analytique (6.29) du temps de montée appelle différentes remarques. Tout
d’abord, la vitesse radiale des lignes de tourbillons augmentant avec le paramétre de
friction mutuelle!, le transfert de moment cinétique est d’autant plus rapide que B est
grand, ce qui est cohérent avec (6.29). Comme I'a fait remarquer B. Carter ( , ),
le paramétre B ne peut pas prendre une valeur arbitraire. La relation (6.13) indique que
B < 1/2, ce qui implique alors la limite inférieure suivante sur le temps de montée :

1 .1
X x 1= ). 6.30
C ( In1p> 16-50)

atteinte uniquement pour £ = 1. De plus, dans 'approximation de rotation lente, on
observe également que 7, est inversement proportionnel a €2,. Cela provient du fait que
le moment de friction mutuelle dépend linéairement de la densité surfacique des lignes
de vortex (voir Eq. (8.22)), qui est proportionnelle &4 Q, en trés bonne approximation,
voir équation (3.10). Ainsi, lorsque €2, augmente, davantage de tourbillons sont impliqués
dans I’événement de glitch, qui se déroule ainsi plus rapidement. Enfin, expression (6.29)
brise la symétrie apparente dans les roles des deux fluides visible sur I’équation (6.26). Le
temps de montée est grossiérement proportionnel a fp/f =1- fn/f, ce qui signifie que
le transfert de moment cinétique est d’autant plus efficace que la fraction de protons est
faible. La présence du moment d’inertie du fluide de neutrons dans le moment de friction
mutuelle (6.23) (voir également (6.28)) provient de la force de Magnus exercée par les
neutrons sur les lignes de tourbillons, dont I’amplitude est proportionnelle a la densité de

T =

’\1>|@ >

T 2

'\4>|-c >

1. Voir I'équation (8.17), ou Eq. (36) de ( ), dans le cas newtonien et I’équation (85) de
( ) dans le cadre de la relativité générale.
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ce fluide (voir, e.g., ( )i ( ) ou I'équation (8.5)). Pour
des valeurs données de &, €2, et 2, la force de friction mutuelle agissant entre les neutrons
et les protons est alors d’autant plus grande que la densité de neutrons est importante
(voir Eq. (8.20)), réduisant ainsi la valeur de 7,. Les roles de ¢ et de I,,, sont étudiés plus
en détails dans la suite.

6.3 Configurations stationnaires en rotation

Dans cette section, nous présentons plusieurs résultats numériques concernant la vor-
ticité du superfluide de neutrons et les couplages entre les fluides, qui jouent un role
important dans le transfert de moment cinétique lors d’un événement de glitch. Ces quan-
tités sont obtenues directement & partir des configurations d’équilibre étudiées dans la
partie II.

6.3.1 Vorticité du superfluide

Sur la figure 6.1, la vorticité du superfluide @, (6.9) est représentée en fonction de
la coordonnée radiale, pour une étoile & neutrons tournant a la fréquence de rotation du
pulsar de Vela, i.e. f, = f, = 11,19 Hz, et a I'équilibre 3. La vorticité est normalisée a
son expression newtonienne, @i = 2m,Q, (C.10). Les résultats obtenus avec les deux
EoSs sont comparés sur la figure de gauche, tandis que celle de droite montre les profils
de vorticité prédits par 'EoS DDH pour différentes valeurs de la masse gravitationnelle.

Ces profils peuvent s’interpréter a ’aide de la compacité = (4.91) de 1’étoile considérée.
Pour une étoile a neutrons de 1,4 M tournant a 11,19 Hz, ’'EoS DDH¢ prédit un rayon
équatorial plus grand que DDH, ce qui conduit & ZEppy 2 Zppus (voir Fig. 5.15). Par
conséquent, les écarts au cas non-relativiste sont légérement plus importants dans le cas
de DDH, comme on peut le voir sur I'image de gauche de la figure 6.1. De méme, puisque le
paramétre de compacité = augmente avec la masse de ’étoile, la différence par rapport aux
résultats attendus en mécanique newtonienne est d’autant plus marquée que la valeur de
Mg est grande. En particulier, cet écart (relatif) atteint ~ 30 % pour une étoile de 2 Mg,
modélisée par I'EoS DDH (voir I'image de droite de la figure 6.1). Tl est intéressant de
remarquer que, le paramétre = diminuant lorsque €2 augmente a Mg fixée (voir Fig. 5.15),
les corrections relativistes sont moins importantes pour des étoiles & neutrons en rotation
trés rapide, comme on peut 'observer sur la figure 6.2. Dans tous les cas, on pourra noter
que les profils de vorticité dépendent fortement de ’angle considéré.

6.3.2 Coefficient x et facteur (

Le moment d’inertie I, (6.18) du fluide de neutrons est tracé en fonction de la fré-
quence de rotation du superfluide sur la figure 6.3. Les valeurs de f,, étudiées s’étendent de
0,09 & 327 Hz, de maniére a correspondre aux fréquences de rotation des pulsars exhibant
des glitches (voir section 2.3.1). Afin d’obtenir une précision élevée, les moments d’inertie
partiels sont déterminés a partir des équations (6.16) en utilisant une méthode de diffé-
rences finies d’ordre 4. Les dérivées ont ici été calculées dans le cas (ii) (voir section 6.1.4),
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FIGURE 6.1 — Vorticité du superfluide de neutrons. La quantité w, est tracée en
fonction de la coordonnée radiale r, dans le plan équatorial (§ = 7/2) et le long de
I'axe de rotation (f = 0), pour f, = f, = 11,19 Hz. Ces configurations sont calculées a
I’équilibre 5. La vorticité du superfluide est normalisée par sa valeur attendue & la limite
newtonienne, dans le cas de corotation, 2m, 2, (lignes horizontales noires). Les traits
bleus verticaux désignent les rayons pour lesquels n, = 0, a la fois dans le plan équatorial
et le long de 'axe de rotation, compte tenu du fait que I'étoile est approximativement
sphérique pour la faible vitesse de rotation considérée. Gauche : Profils de vorticité pour
une étoile de masse gravitationnelle Mg = 1,4 Mg, obtenus avec les EoSs DDH (en bleu)
et DDHJ (en orange). Droite : Influence de la masse gravitationnelle sur les profils de
vorticité, étudiée en utilisant I’EoS DDH.
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FIGURE 6.2 — Profils de vorticité pour différentes vitesses de rotation. La vorticité
wy, du superfluide est tracée en fonction de r pour différentes valeurs de f,, = f,. La masse
gravitationnelle est fixée a 2 My et les calculs sont effectués avec 'EoS DDH. Les rayons
Teq €t 1, correspondant a n, = 0 dans le plan équatorial et le long de ’axe de rotation, sont
respectivement indiqués par des traits verticaux pleins (bleus) et en pointillés (violets).
On pourra remarquer que req ~ 7, a faible vitesse de rotation, tandis que r., augmente
et r, diminue lorsque I’étoile tourne sur elle-méme de plus en plus rapidement.
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FIGURE 6.3 — Moment d’inertie du superfluide. La quantité I, (points bleus et
rouges), définie par (6.18), est tracée en fonction de la fréquence de rotation f, = f,,. Pour
chaque vitesse de rotation considérée, I, est calculée pour une masse baryonique fixée (en
maintenant ’équilibre chimique au centre), de sorte que Mg = 1,4 Mg pour f, = fp.
Les résultats associés a 'EoS DDH(J) sont représentés en traits pointillés (pleins). Pour
comparaison, nous tragons également la grandeur [, calculée a partir de (4.99) pour une

méme masse gravitationnelle.

i.e. pour une masse baryonique donnée, choisie de sorte que la configuration obtenue dans
le cas de corotation vérifie Mg = 1,4 Mg, quelle que soit la vitesse de rotation considé-
rée. La quantité I, est constante avec une trés bonne approximation a faible vitesse de
rotation, et augmente fortement lorsqu’on se rapproche de la fréquence képlérienne. Pour
Mg = 1,4 Mg et une vitesse de rotation donnée, 'EoS DDH prédit un rayon légérement
plus petit que 'EoS DDHé (voir Fig. 5.13). Par conséquent, les moments d’inertie obtenus
sont plus faibles. Les moments d’inertie I,, définis par (4.99) sont également représentés
sur la figure 6.3, pour un méme choix de masse gravitationnelle. Comme attendu, les dé-
finitions introduites dans ce chapitre et celles utilisées dans la partie II coincident & faible
vitesse de rotation, mais s’écartent I'une de 'autre au fur et & mesure que cette derniére
augmente.

Nous représentons le coefficient x (6.23), intervenant dans I'expression du moment de
friction mutuelle, en fonction de la fréquence de rotation du superfluide sur la figure 6.4.
En trés bonne approximation, on observe que x est proportionnelle a €2,,, a faible fréquence
de rotation. Les moments d’inertie étant approximativement constants sur cette gamme
de vitesse (voir Fig. 6.3), on en déduit alors que 7, (6.29) est inversement proportionnel &
Q.. On observe toutefois un léger écart a la loi k o< €2, a plus haute vitesse de rotation.
Notons que le terme géométrique x? impliqué dans le calcul de  est approximativement
donné par x2 = B*r?sin?6.

A partir du calcul de I, et de k, il est alors possible de déterminer le facteur ¢ interve-
nant dans l'expression du temps de montée, voir Eq. (6.29), en utilisant la relation (6.28).
Pour une fréquence de rotation donnée, on observe sur I'image de gauche de la figure 6.5
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FIGURE 6.4 — Coefficient k. La quantité x (6.23) est tracée en fonction de la fréquence de
rotation du fluide de neutrons, pour une étoile de masse gravitationnelle Mg = 1,4 Mg,
en supposant que les deux fluides sont en corotation et & I’équilibre chimique. Les ré-
sultats obtenus avec 'EoS DDH(J) sont dessinés en rouge (bleu). Les lignes pointillées
correspondent & k o €.
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FIGURE 6.5 — Influence de la masse et de la vitesse de rotation sur le facteur (.
Gauche : La quantité ( est tracée en fonction de la masse gravitationnelle, pour f, =
11,19 Hz. Droite : ( est représentée en fonction de la fréquence de rotation du superfluide,
pour Mg = 1,4 M. Pour les deux figures, les résultats ont été obtenus pour une masse
baryonique totale fixée (cas ii) et pour f, = f,. Les calculs effectués avec ’'EoS DDH(6)
sont dessinés en rouge (en bleu).
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6.3 Configurations stationnaires en rotation

que (¢ décroit lorsque la masse augmente, et tend vers 1 pour de faibles valeurs du para-
métre de compacité, comme attendu a la limite newtonienne (voir (C.14)). En particulier,
pour une étoile tournant a la fréquence de rotation du pulsar de Vela (11,19 Hz), ¢ varie
de 0,869 (0,880) pour Mg = 1,4 Mg a 0,763 (0,792) pour 2 My, avec I'EoS DDH(J).
La quantité ¢ ne dépend toutefois pas uniquement de la compacité. Ainsi, 4 masse gra-
vitationnelle constante, ( est approximativement indépendante de la vitesse de rotation
dans 1’hypothése de rotation lente, comme on peut le voir sur 'image de droite de la
figure 6.5. Pour des vitesses de rotation largement supérieures a celle du pulsar de Vela,
les moments d’inertie augmentent plus rapidement que le coefficient x (voir Fig. 6.4), de
sorte que le facteur ¢ décroit faiblement lorsque f,, augmente. Par exemple, 'EoS DDH(4)
conduit & ¢ = 0,834 (¢ = 0,837) pour une fréquence de rotation de 327 Hz et une masse
gravitationnelle de 1,4 M. Remarquons enfin que, dans les différents cas étudiés ici, les
valeurs de ( prédites par les EoSs DDH et DDH6 sont toujours trés proches.

6.3.3 Effets d’entrainement et effet Lense-Thirring

Le moment d’inertie croisé I,, introduit dans I’équation (6.16) contient tous les cou-
plages possibles entre les neutrons et les protons. Un premier couplage est di aux effets
d’entrainement, qui dans le coeur des étoiles a neutrons tirent leur origine des interactions
entre les nucléons (par interaction forte). Ces effets ont été étudiés en détails dans la
section 5.1.4 pour les EoSs DDH et DDHJ4. Dans le cadre de la mécanique newtonienne,
I'entrainement est le principal couplage entre les fluides, a faible vitesse de rotation (voir
annexe C.4). Néanmoins, comme nous I'avons déja mentionné dans la section 5.2.5, un
nouveau couplage apparait en relativité générale, en lien avec 1’effet Lense-Thirring, aussi
appelé effet d’entrainement des référentiels inertiels (voir également ( ). 11
est important de remarquer que, contrairement a la force de friction mutuelle, ces deux
couplages sont non-dissipatifs.

Dans la suite, nous caractérisons les couplages entre les fluides par les quantités

I, . I,
En= =2 et £,=—". (6.31)
i, i

Etant donné les conditions de stabilité (6.17), ces paramétres ne peuvent prendre des
valeurs arbitraires mais doivent nécessairement satisfaire I'inégalité suivante :

() ()

Expression des paramétres de couplage. Nous allons voir qu’il est possible d’ob-
tenir une expression simple pour les termes de couplage ¢, et &,, sous certaines approxi-
mations raisonnables. Le moment cinétique du fluide X est donné par

% (T
Jx = / [pﬁanXUX + 203" ( XUy — Uxﬂ x Brsinfd® ¥, (6.33)
5, % \Tal'x

voir Eqgs. (C.1) et (4.95). Dans Papproximation de rotation lente (€2,,€, < Qx) et au
premier ordre en la différence de vitesse 60Q2 = Q, — €, les facteurs de Lorentz véri-
fient simplement I'y ~ I'y ~ I'x ~ 1. Par conséquent, en remplacant les termes Ux
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et Uy par (4.56) et en faisant appel au paramétre d’entrainement ey, défini par (5.59),
I’expression de Jy devient alors

B? . B?
Jx ~ / nxp —=r?sin?0 (Qx — w) X +/ nxp —=r?sin?0 ex (Qy — QX)d3 3,
S N S N

(6.34)
ol les couplages par entrainement et effet Lense-Thirring sont clairement visibles a travers
les termes €x et w. Nous introduisons & présent les grandeurs suivantes :

3 B2
Iy :/ nxpuX —=r’sin? 0 d* %, (6.35)
o N
< 7 xB? 5 . 3
Exlx = nxp” —r-sin“f ex d’ X, (6.36)
o N
et
~ B? )
wxlx = / nxuxﬁrz sin?f wd® X, (6.37)
p3M

de telle sorte que Jy (6.34) peut se réécrire sous la forme compacte :
Jx = Ix (Ux — @x) +EéxIx (Qy — Qx) . (6.38)

Les quantités £x et wx caractérisent respectivement ! les effets d’entrainement et Lense-
Thirring (moyens) agissant sur le fluide X. Notons qu’a la limite newtonienne, Ix et £
sont donnés par les relations (C.7) et (C.8), tandis que wy s’annule simplement : I’équation
précédente tend alors vers (C.6).

On observe & 'aide de 1'outil numérique que wx peut étre approximé par la relation

Ox = 5y Qx + 2% Qy, (6.39)

avec une précision meilleure que ~ 0,1% pour une étoile dont la fréquence de rotation
est inférieure a ~ 65 Hz?. Dans cette équation, le terme &%, représente la contribution
du fluide Y a l'effet d’entrainement des référentiels inertiels agissant sur le fluide X et
el caractérise leffet Lense-Thirring créé par le fluide X sur lui-méme. En utilisant les
différentes grandeurs introduites jusqu’a présent, résumées sur la table 6.1, le moment
cinétique du fluide X est donné par

JX:[Nx(l—égg(—éx)Qx—l—jX(éx—E%g()Qy. (640)

Cette expression généralise ainsi les relations (C.6) au cadre de la relativité générale. On
pourra remarquer que les effets d’entrainement des référentiels inertiels conduisent a un
couplage ayant une forme similaire aux effets d’entrainement.

1. II est important de remarquer que, sous les hypothéses considérées ici, les potentiels chi-
miques (5.50a) et (5.50b) ne dépendent pas de la différence de vitesse entre les fluides, et donc des
effets d’entrainement. Ainsi, les grandeurs £x et @x caractérisent bien chaque effet séparément.

2. La précision de I’ajustement des résultats numériques obtenus a 327 Hz par la loi (6.39) est moindre,
de Tordre de ~ 1 — 10%. On peut toutefois atteindre une précision de ~ 0,1% en ajustant ces résultats
avec une relation contenant un terme croisé du type : @x = ek Qx +e%% Oy + axQxQy.
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6.3 Configurations stationnaires en rotation

Quantité Description Définition
Ex couplage total entre les fluides (6.31)
Ex parameétre d’entrainement mutuel local (5.59)
Ex paramétre d’entrainement mutuel global (6.36)

el contribution de Y a l'effet Lense-Thirring sur X (6.39)

el contribution de X a l'effet Lense-Thirring sur X (6.39)

TABLE 6.1 — Tableau récapitulatif des différentes grandeurs associées au cou-
plage entre les fluides. Ces quantités sont définies par rapport au fluide X.

A ce niveau d’approximation, les moments d’inertie partiels vérifient

Im=1 (11—l &), Ly=1,(1—¢cr—¢&), (6.41)
et } 3
Lp=1 (o —epn) =TI =1, (5, — 1y . (6.42)

de sorte que les moments d’inertie des fluides sont donnés par

Li=Ln+Lp=0L(1—ehn —cpm) et Iy=Ip+Lpn=1I(1-c —el). (6.43)
Notons que la relation I,&, = I,&,, déduite de (6.36), conduit a fngﬁ =
Fig. 6.7). A 'aide des relations précédentes, nous déduisons alors que le coefficient total
de couplage £x (6.31) est donné par

Ieqh (voir

LT
X — .
1—elh — el

(6.44)

Les différents termes impliqués dans cette relation étant tous positifs, on remarque que
laction de leffet Lense-Thirring est opposée a celle associée aux effets d’entrainement
dans le coeur. La présence d’un signe “—” devant chaque terme relatif a l'effet Lense-
Thirring s’explique par le fait qu'un observateur de moment cinétique nul tourne dans
le méme sens que I’étoile dans son ensemble, de sorte qu’un observateur statique, i.e.
avec une vitesse de rotation nulle, aura un moment cinétique de signe contraire a celui de
I'étoile (voir ( ) et la table 6.2). Par conséquent, en 1’absence d’entrainement
(x = 0), on s’attend a ce que le coefficient de couplage €y soit non-nul et négatif. Bien
que les effets d’entrainement soient susceptibles d’étre faibles dans les régions externes
du ceeur des étoiles a neutrons ( , : , ), leur
contribution moyennée sur I’étoile n’est pas nécessairement négligeable et la grandeur €y
peut donc étre positive ou négative.
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particule lice &  O; (statique) O, (eulérien) Ox (fluide X)
1 1 I'x
a a o« a_ — (pa o« a — 2 (pa Q02
U Uy \/_—gttt Uy N(t+w<p) Ux N(t+X<p)
u? Jut 0 w Qx (> 0)
l <0 0 >0

TABLE 6.2 — Vitesse de rotation et moment cinétique d’une particule-test as-
sociée a différents observateurs. On considére une particule-test, i.e. sans action sur
la métrique, associée & un observateur statique (O;), eulérien (O,) ou comobile avec le
fluide X (Ox). La quadri-vitesse u® de chacun de ces observateurs est exprimée sur la
premiére ligne. Les deuxiéme et troisiéme lignes donnent la vitesse de rotation u?®/u’ et
le moment cinétique par unité de masse [ = x“u, de la particule-test par rapport a un
observateur statique, placé a U'infini spatial (dont la quadri-vitesse est u%, = 0,%). Les vec-
teurs de la base naturelle 0, et 8; correspondent respectivement aux vecteurs de Killing
£Y et x®, voir section 4.2.2. On pourra noter que le moment cinétique d’une particule-
test associée aux observateurs eulériens est nul, d’otl le nom de zero-angular-momentum
observers donné a ces derniers.

Résultats numériques. Sauf mention contraire, les résultats présentés dans la suite
sont calculés pour une masse baryonique totale fixée, en maintenant I’équilibre 8 au centre
de Iétoile (cas ii, mentionné dans la section 6.1.4). Il est toutefois important de noter que
le cas (i), réalisé en fixant les masses baryoniques partielles, conduirait a des résultats
sensiblement identiques, & condition que la vitesse de rotation ne soit pas trop élevée
(voir I'image de droite de la figure 6.9). Afin d’étudier I'importance relative des effets
d’entrainement et Lense-Thirring sur le coefficient total de couplage £, les quantités &, et
5%3 sont tracées sur la figure 6.6 en fonction de la masse gravitationnelle. Etant donné que
00 < Oy, Q. les vitesses de rotation considérées ici sont Q, = Q, = 27 x 11,19 rad.s™*.
Le paramétre d’entrainement moyen &, relatif au fluide de particules chargées augmente
avec la masse, car les densités atteintes dans 1’étoile sont de plus en plus importantes
(voir Fig. 5.9). De méme, les effets de relativité générale sont d’autant plus forts que la
masse gravitationnelle est grande (voir Fig. 5.15), de sorte que sﬁg croit également avec
Mcg. Il est intéressant de noter que, pour les deux EoSs considérées, les quantités &, et
sﬁg sont du méme ordre de grandeur. Par conséquent, les effets d’entrainement et Lense-
Thirring sont tous les deux importants dans le calcul du coefficient total de couplage.
Pour une vitesse de rotation donnée, les EoSs DDH et DDH6 conduisent a des compacités
similaires, avec toutefois de faibles écarts & masse gravitationnelle élevée (voir Fig. 5.15).
Ainsi, les valeurs de 5%3 prédites par ces deux EoSs sont trés peu différentes. En revanche,
les effets d’entrainement sont moins marqués avec DDHJ (voir Fig. 5.9). Par ailleurs,
puisque €1 et e caractérisent tous les deux la contribution du fluide de neutrons aux

effets d’entrainement des référentiels inertiels, ces deux coefficients sont trés proches I'un
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FIGURE 6.6 — Couplage entre les fluides. Parameétre d’entrainement &, et coefficients
ens et enl associés a effet Lense-Thirring en fonction de la masse gravitationnelle de
I'étoile, pour f, = f, = 11,19 Hz. Les résultats obtenus avec I’'EoS DDH sont représentés
sur I'image de gauche tandis que I'image de droite correspond a DDH¢.

de 'autre, comme on peut le voir sur la figure 6.6. Pour les mémes raisons, on a 5;L>E ~ 5155.

En outre, on observe numériquement que ejl ~ [/ 1o x efT <« €LT | ce qui signifie que
la contribution des deux fluides a l'effet Lense-Thirring dépend principalement de leur
proportion relative, comme on peut s’y attendre. A partir de considérations de dimensions,

( ) a proposé une relation approximative entre les coefficients relatifs a cet effet
qui, avec nos notations et dans ’approximation de rotation lente !, s’écrit :

~ G
LT LT LT LT
Liepy = Lyeny = kmmp (L—em) (T—ep), (6.45)
ol k est une grandeur sans dimension de 'ordre de I'unité et R est un rayon caractéristique
de Pétoile. En prenant R = RY, ., nous pouvons voir sur la figure 6.7 que cette relation
est trés bien satisfaite par nos résultats numeériques, a condition d’imposer k ~ 4 pour les

EoSs DDH et DDHS.

L’égalité des moments d’inertie croisés I, et I, (voir section 6.2.1) calculés avec le
code sfstar est vérifiée avec une précision numeérique meilleure que ~ 0,1% (~ 7%) pour
f < 327 Hz, en utilisant 'EoS DDH(J). Dans la suite, nous nous concentrons principale-
ment sur I’étude du coefficient total de couplage &, li¢ au fluide de protons. La grandeur
€, relative aux neutrons pourra alors étre déduite de £, en utilisant 'équation (6.31), &
savoir €, = fp/fn X €, K €,. Comme nous pouvons l'observer sur la figure 6.8 pour
fo = fo = 11,19 Hz, le coefficient de couplage £, diminue de maniére significative lorsque
la masse gravitationnelle augmente. Cela signifie que, bien que les effets d’entrainement
soient de plus en plus importants, la contribution de l'effet Lense-Thirring croit encore
plus rapidement avec Mg (voir Fig. 6.6). L’écart entre les paramétres d’entrainement et
les coefficients de couplage, qui provient de la prise en compte de la relativité générale, est
clairement visible sur la figure 6.8. Les effets d’entrainement prédits par I’'EoS DDH étant

1. Les moments d’inertie 744 et I47 introduits par ( ) sont différents des moments d’inertie

partiels Ixx et Ixy que nous utilisons ici. Toutefois, ces définitions coincident dans Iapproximation de
rotation lente.
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FIGURE 6.7 — Test de la relation proposée par ( ). Les quantités ]NH»SII;E,

Lell et kGI I, (1 —ell) (1 — €Ll /(R3c?) sont tracées en fonction de la masse gravita-
tionnelle, pour f, = f, = 11,19 Hz. L’unité de l'axe des ordonnées est 10%® kg.m?. On
pourra remarquer que l’égalité fnsll;g = fpsﬁg est vérifiee en trés bonne approximation
pour les deux EoSs. En prenant k = 3,8 (k = 3,7) pour 'EoS DDH(0), la relation (6.45)

apparait correctement satisfaite.
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FIGURE 6.8 — Couplage total. Le coefficient total de couplage &, et le parametre d’en-
trainement £, sont représentés en fonction de la masse gravitationnelle, pour une étoile
tournant a 11,19 Hz. Les résultats correspondants a I’'EoS DDH(0) sont dessinés en traits
pleins (pointillés) et ont été obtenus en supposant que les deux fluides sont comobiles et
a I’équilibre j.
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6.3 Configurations stationnaires en rotation

plus importants que ceux associés & DDHJ, voir Fig. 6.6, le coefficient total de couplage
est plus grand pour DDH que pour DDHJ. Notons par ailleurs qu’a faible fréquence de
rotation (f < 50 Hz), les résultats obtenus a partir des équations (6.31) et (6.44) coin-
cident avec une précision meilleure que ~ 0, 1% pour 'EoS DDH et ~ 0, 3% pour DDHJ,
comme on peut le voir sur I'image de droite de la figure 6.9.

En utilisant (6.31), le temps de montée relativiste (6.29) est donné par

I, 1—¢,—é,
A g 6.46
T B0, (6.46)

dont I'expression est similaire a celle obtenue dans le cadre newtonien (C.17). II est im-
portant de noter que les effets de relativité générale ne sont pas seulement contenus dans
le facteur ¢, mais ceux-ci interviennent également dans le calcul de .fp / I , €p et &, (plus de
détails seront donnés dans la section 7.2.2). De plus, en injectant ’équation (6.44) dans
la relation précédente et en supposant que e} ~ exl et elf ~ e1l le temps de montée
vérifie approximativement

1—8,— & 1

X X ——=—,
1 — bl — ol 2¢BQ,

(6.47)

'\4>|»cj >

T =~

sous I’hypothése de rotation lente. Cette expression met clairement en évidence le fait
que leffet Lense-Thirring a tendance a ralentir le transfert de moment cinétique, alors
que les effets d’entrainement dans le coeur I'accélérent au contraire. Notons cependant que
Ientrainement dans I’écorce interne, di a la diffusion de Bragg des neutrons sur les noyaux,
conduirait plutot & £x < 0 ( , , ). Dans ce cas, les effets d’entrainement
ralentiraient également le transfert de moment cinétique lors du glitch.

Jusqu’a présent, nous nous sommes concentrés uniquement sur ’approximation de
rotation lente, dans laquelle les deux fluides sont seulement couplés par entrainement et
effet Lense-Thirring. Bien que cette hypothése soit pleinement justifiée pour le pulsar de
Vela, elle pourrait ne pas étre valide pour certains pulsars dont la vitesse de rotation
est plus élevée. En particulier, a des fréquences de rotation supérieures & ~ 100 Hz,
la déformation de I'étoile par effets centrifuges conduit a un couplage supplémentaire
entre les fluides par gravité, qui est également présent dans le contexte newtonien (voir
annexe C.4). Au-dela de ~ 100 Hz, on observe que le coefficient de couplage é, varie
fortement lorsque la vitesse de rotation augmente et qu’il dépend significativement de
I’hypothése choisie sur ’équilibre chimique, voir Fig. 6.9.
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FIGURE 6.9 — Coeflicient total de couplage en fonction de la vitesse de rotation.
Gauche : Le coefficient €,, donné par (6.31), est tracé en fonction de f, = f, pour une
étoile a neutrons de 1,4 M. Les résultats obtenus avec I'EoS DDH(d) sont représentés en
rouge (en bleu), pour une masse baryonique totale fixée avec équilibre 5 au centre (cas ii).
Les profils sont tracés jusqu’a 327 Hz, qui correspond a la fréquence de rotation mesurée
la plus élevée d'un pulsar présentant des événements de glitches. Droite : La courbe
rouge est identique a celle donnée sur I'image de gauche, pour 'EoS DDH. Le rapport
(&p —emy)/(1 —ept — ) est tracé en pointillés orange, pour une étoile & neutrons de
1,4 Mg, modélisée par I'EoS DDH en appliquant le cas (ii). On pourra ainsi remarquer
que D'égalité (6.44), reposant sur 'approximation de rotation lente, est trés bien vérifiée
pour f < 50 Hz. Les points bleus correspondent aux valeurs de £, (6.31) obtenues dans le
cas (i), i.e. en fixant les masses baryoniques partielles a celles correspondant a la situation
ol les fluides sont comobiles et a 1’équilibre 8. Comme attendu, les effets liés au choix de
la composition chimique n’ont un role important qu’a des vitesses de rotation élevées.
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Simulations numériques de glitches
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Afin de valider 'expression analytique (6.46) obtenue dans le chapitre précédent, nous
avons développé un code numérique qui permet de résoudre les équations du transfert de
moment cinétique lors de la phase de montée d’un glitch et donc de déterminer le profil
d’évolution temporelle de la vitesse de rotation de chaque fluide. Les résultats numériques
de ce code sont présentés dans ce chapitre. Nous étudions également 1’émission d’ondes
gravitationnelles associée a cet événement, a I'aide de la formule classique du quadrupole.

7.1 Modélisation numérique

7.1.1 Procédure numérique

La procédure numérique utilisée pour résoudre les équations de transfert de moment
cinétique est la suivante :

1. Les vitesses de rotation initiales QY et Qg, i.e. au moment ot le glitch est déclenché,
sont déterminées en suivant la méthode décrite dans la section 7.1.2.

2. A un instant ¢ donné, la connaissance des vitesses de rotation Q,(¢) et ,(t) permet
de calculer la configuration d’équilibre correspondante a 'aide du code sfstar, et
d’en déduire la valeur du moment de friction mutuelle I'ye(), via la relation (6.15).

3. Les dérivées temporelles Qx (t) des vitesses de rotation sont calculées a partir des
équations (6.22).

4. Les vitesses de rotation au temps t + 0t sont ensuite déterminées par une méthode
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d’Adams-Bashforth explicite & deux pas,
3. 1.

a partir de la donnée des dérivées temporelles aux temps t et ¢ — ot.

5. Les étapes 2 a 4 sont alors répétées jusqu’a ce qu’un critére d’arrét, sur le temps ¢
ou sur la différence de vitesse 6§2 = €2, — €2, soit satisfait.

De cette maniére, il est possible d’établir le profil d’évolution temporelle de chaque
vitesse de rotation, de proche en proche, a aide d’une succession d’états d’équilibre (voir
section 6.1.1), en gardant fixe la masse baryonique totale MP avec p® = uP (cas ii)
ou pour des masses baryoniques partielles M5 et Mf constantes (cas i). Les moments
d’inertie impliqués dans les équations (6.22) sont calculés par une méthode de différences
finies d’ordre 4 ou a l'aide d’une interpolation spectrale reposant sur des polyndémes de
Tchebychev. Dans le premier cas, les grandeurs [xy sont supposées constantes et sont
évaluées a la fin du glitch (pour Qf = Q. voir section suivante). En revanche, dans le
second cas, les moments d’inertie sont calculés pour les vitesses de rotation correspondant
a linstant ¢ considéré. Pour les différents résultats présentés dans la section 7.2, le pas de
temps 6t choisi est typiquement de l'ordre de ~ 7,/10 — 7,/102, ot le temps de montée
7. est estimé & partir de (6.29), de telle sorte que' §t < 7. Notons enfin que, pour les
différentes simulations réalisées, la masse baryonique totale M7 et le moment cinétique
total J sont conservés lors du glitch avec une précision relative meilleure que 10719,

7.1.2 Détermination des conditions initiales

En principe, I'écart de vitesse 6Q = Q° —Qg au début du glitch devrait étre déterminé
a partir des forces d’ancrage agissant sur les lignes de tourbillons superfluides pendant
I’évolution antérieure au glitch (voir section 3.2.2 ou ( ), par exemple).
Nous allons voir qu’il est néanmoins possible d’estimer les vitesses de rotation initiales
Q) et Q) a partir d’arguments simples, indépendamment des mécanismes physiques qui
donnent naissance a la différence de vitesse €2 et qui déclenchent le glitch.

Soient Qf et Q;, les vitesses de rotation a la fin de la phase de montée, i.e. lorsque la
relaxation post-glitch débute. En supposant que le systéme relaxe complétement suite a
la phase d’accélération du pulsar, comme le suggére 1’équation (6.25), nous avons

Qf =0 =0, (7.2)

Ainsi, aprés avoir choisi la valeur de Qf, on peut déduire simplement la vitesse angulaire
initiale du fluide de particules chargées, Qg, a partir du choix de 'amplitude

AQ Q-
Q-

p

(7.3)

1. En toute rigueur, le pas de temps devrait également vérifier 6t > m,, voir section 6.1.1, pour avoir le
droit d’utiliser une suite d’états d’équilibre. Toutefois, choisir 0t < 7, ne change rien en pratique (hormis
éventuellement la précision atteinte lors de la résolution numérique).
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du glitch que I'on souhaite modéliser (voir section 2.3.1). Notons que pour Vela, AQ/Q
est de l'ordre de ~ 107% ( : ).

En outre, le moment cinétique total J = J, + J, étant conservé pendant toute la phase
de montée, voir (6.7), la derniére inconnue 20 est alors obtenue & partir de la relation

J(Q9,00) = J (0, 9) - (7.4)

Puisque les amplitudes de glitches sont trés faibles, les vitesses de rotation finales Qf
sont trés proches des valeurs initiales Q%. Un développement de J au premier ordre en les
vitesses angulaires est donc suffisant pour déterminer Q° avec une trés bonne précision :

I, AQ
O ~Of (1422 7.5
n +[n Q Y ( )

ou les moments d’inertie sont déterminés' a la fin du glitch, i.e. pour Qf = Q) = Q.
La différence initiale de vitesse 0{)y est alors donnée par
[ AQ
=0 -V ~Of = 7.6
0 n p [n 0 ( )
ce qui conduit & ~ 7x 107 rad.s~! pour le pulsar de Vela, en prenant Qf/(27) = 11,19 Hz.
On en déduit que I'écart de vitesse entre les fluides vérifie a tout instant la condition
01 00y AQ
— < —~r— K1, 7.7
Q- Q Q (7.7)
de sorte que, lors d’un événement de glitch, I’étoile & neutrons reste extrémement proche
du cas ol les deux fluides sont comobiles.
En résumé, les simulations numériques de glitches que 'on a réalisées requiérent les
ingrédients macroscopiques suivants :

e la vitesse de rotation Q de I'étoile (dont la valeur sera simplement dénotée par
dans la suite),

e sa masse gravitationnelle Mg (ou plutot sa masse baryonique MP),
e 'amplitude du glitch AQ/Q,

qui peuvent potentiellement étre obtenus directement a partir des observations. Par ailleurs,
il est également nécessaire de spécifier certaines données microscopiques, & savoir :

e ’EoS utilisée pour décrire I'intérieur de I’étoile,
e I'hypothése réalisée sur la composition chimique (voir section 6.1.4),

e le paramétre de friction mutuelle B.

1. En pratique, les moments d’inertie sont ici calculés par différences finies. Dans le cas (ii), ou la
masse baryonique totale est fixée avec équilibre chimique au centre, le choix de M?® correspond i la
valeur obtenue par le code sfstar pour une masse gravitationnelle donnée et pour Qf = Qf, = QOf. Par
simplicité, les valeurs de QU et Qg que nous utiliserons dans le cas (i) seront identiques a celles obtenues
dans le cas (ii) & partir des mémes paramétres d’entrée. Pour les amplitudes de glitches observées, la
valeur de 6y n’a aucune influence sur le temps de montée.
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Contrairement & la masse baryonique M, la masse gravitationnelle Mg, qui corres-
pond a la masse observée du pulsar, est susceptible de varier pendant la phase de montée.
Toutefois, on constate que la variation relative de Mg associée au transfert de moment
cinétique est inférieure a quelques 10719 pour les différents tests réalisés.

7.2 Reésultats numériques

Nous présentons ici plusieurs résultats obtenus a partir du modéle numérique que ’on
vient de décrire. Dans la suite, nous nous intéressons principalement au cas d’étoiles a
neutrons en rotation lente, comme le pulsar de Vela, pour lesquelles I’hypothése choisie
sur la composition chimique est sans importance (en pratique, les calculs numériques
sont, effectués dans le cas (ii), voir section 6.1.4). L'impact de 1’équilibre chimique sur
I’évolution des étoiles & neutrons de plus grande vitesse de rotation sera discuté a la fin
de la section 7.2.1.

7.2.1 Evolution dynamique

Nous montrons, sur la figure 7.1, ’évolution temporelle de la vitesse de rotation de
chaque fluide et de I'écart en vitesse 6€2 = €2, — €2, pour des conditions propres au pulsar
de Vela. La masse gravitationnelle de ce pulsar étant mal connue, nous avons choisi la
valeur canonique Mg = 1,4 Mg dans cet exemple. De plus, le paramétre de friction
mutuelle est arbitrairement fixé & B = 1074 On observe que les résultats obtenus avec les
EoSs DDH et DDHJ§ sont relativement proches!'. Comme on peut le voir sur 'image de
droite de la figure 7.1, I’évolution de 0€) peut étre décrite en trés bonne approximation par
une loi exponentielle, comme attendu (voir section 6.2.2). Pour les paramétres considérés
ici, les EoSs DDH et DDHJ prédisent respectivement 7. = 4,23 s et 7. = 2,92 s. Il est
important de remarquer que ces temps caractéristiques, déduits de ’évolution de I’écart
en vitesse, correspondent bien aux temps de montée qui pourraient étre mesurés a ’aide
d’observations de glitches trés précises, ces derniéres n’ayant accés qu’a la vitesse de
rotation du pulsar Q = €, (voir équation (6.27)).

Afin d’étudier la dépendance du temps de montée en les différents parameétres d’entrée
de notre modéle, nous avons réalisé un ensemble de simulations pour lesquelles nous avons
fait varier le paramétre de friction mutuelle B, la vitesse de rotation € de I’étoile ou encore
sa masse gravitationnelle Mg. Pour des valeurs données de (2 et M, on observe sur I'image
de gauche de la figure 7.2 que le temps de montée 7, est inversement proportionnel & 3,
comme attendu (voir équation (6.46)). Sur 'image de droite de la figure 7.2, nous tragons 7,
en fonction de la fréquence de rotation du pulsar f = Q/(27), pour deux valeurs différentes
de la masse gravitationnelle et pour les deux EoSs, en supposant que 'amplitude du
glitch est AQ/Q = 107°. Le temps de montée est inversement proportionnel & f en bonne
approximation, en accord avec (6.46). Il est toutefois possible de remarquer un trés faible
écart a la loi 7, o Q71 pour f > 100 Hz, di au fait que les moments d’inertie augmentent
fortement avec la vitesse de rotation dans cette gamme de valeurs (voir Fig. 6.4). Les

1. L’influence de ’EoS sera étudiée plus en détails dans la suite.
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FIGURE 7.1 — Evolution temporelle des vitesses de rotation lors de la phase
de montée d’un glitch. Gauche : Les vitesses de rotation du superfluide de neu-
trons (en rouge) et du fluide de particules chargées (en vert) sont tracées en fonc-
tion du temps, pour des paramétres d’entrée réalistes correspondant au pulsar de Vela
(f =Q/(27) = 11,19 Hz, AQ/Q = 1075). La masse gravitationnelle et le paramétre de
friction mutuelle considérés sont Mg = 1,4 My et B = 107%. La dynamique de chaque
fluide est représentée en termes de (Qx(t) — Q0)/Q). Les résultats obtenus avec I'EoS
DDH(6) sont dessinés en traits pleins (tiretés). Droite : Evolution temporelle de la diffé-
rence de vitesse 0§) = €2, — (2, pour les mémes paramétres d’entrée. Les données numé-
riques sont ajustées par une loi exponentiellement décroissante, du type (6.25).
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FIGURE 7.2 — Influence du paramétre de friction mutuelle et de la vitesse de
rotation du pulsar sur le temps de montée. Gauche : Le temps de montée du glitch,
7, est tracé en fonction de B. Deux masses gravitationnelles et deux vitesses de rotation
sont considérées. Droite : 7, est représenté en fonction de la fréquence de rotation du
pulsar, f = Q/(27), pour B = 107* et pour deux valeurs de Mq. Pour les deux images,
I'amplitude du glitch est fixée & AQ/Q = 107° et les résultats obtenus avec 'EoS DDH(J)

sont dessinés en traits pleins (tiretés).
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résultats numériques que ’on vient de présenter conduisent aux estimations suivantes sur

les temps de montée :
TPDH -~ 4 923 (10_4> (27T x 11,19 HZ) S,

r B 9) (78)
1074 27 x 11,19 Hz ’
DDHS -~ ,
7] _2’92(B>( a )s,

pour Mg = 1.4 Mg et AQ/Q < 1. Ces temps caractéristiques sont plus élevés a 2 Mg,
les coeflicients numériques 4,23 et 2,92 devant alors étre remplacés par 6,35 et 5,20 (voir
également la figure 7.4).

Pour les différents cas représentés sur la figure 7.2, les résultats numériques sont en
excellent accord avec les valeurs prédites par la formule (6.29), avec une précision (rela-
tive) supérieure &' ~ 5 x 1075, Cette limite de précision provient des erreurs numériques
associées a la discrétisation temporelle (choix de 0t) utilisée dans les simulations dyna-
miques et de la précision du calcul des moments d’inertie. La raison pour laquelle la
formule (6.29) donne une estimation aussi précise du temps de montée réside dans le fait
que les amplitudes de glitches observées sont extrémement faibles. Ainsi, pour des para-
métres de glitches réalistes, nous en déduisons qu'’il est possible d’obtenir trés précisément
le temps de montée a laide de (6.29), dont le calcul ignore la variation des moments d’iner-
tie pendant le glitch et ne nécessite que I'utilisation de configurations stationnaires (voir
section 6.3).

Dans le but d’étudier I'influence de A/Q sur 7, nous avons réalisé différentes si-
mulations avec des amplitudes de glitches allant jusqu'a AQ/Q = 0,1, ce qui est bien
au-dela des valeurs mesurées (voir section 2.3.1). Pour cette gamme d’amplitude, Iécart
de vitesse entre les fluides peut toujours étre ajusté par une loi exponentielle avec une
précision suffisante. L’expression (6.29) n’est cependant plus valide et 7. dépend alors des
conditions initiales et donc de 'amplitude du glitch ( , ). Sur la figure 7.3,
nous tragons les variations relatives du temps de montée obtenu numériquement (77"™)

pour différentes valeurs de 'amplitude du glitch par rapport au temps de montée T

r
mesuré & AQ/Q = 107°, pour une étoile a neutrons tournant a 11,19 Hz. On observe que
ces différences croissent linéairement avec A /€, comme on l'attend dans le cadre new-
tonien (voir les équations (65) et (67) de ( )). Par ailleurs, ces résultats
confirment que, pour des amplitudes de glitches réalistes, I'influence de AQ/Q sur 7, est
tout a fait négligeable.

Comme illustré sur I'image de gauche de la figure 7.4, le temps de montée augmente
avec la masse gravitationnelle de 1’étoile, lorsque tous les autres parameétres d’entrée sont
maintenus fixés. Ceci s’explique de la maniére suivante. Tout d’abord, la fraction de pro-

tons z, = ny/ (n, +n,) augmente avec Mg, car les densités atteintes & l'intérieur de

ref

I’étoile sont de plus en plus importantes (voir Fig. 5.5). Par conséquent, le rapport fp/f
est d’autant plus grand que la masse gravitationnelle est élevée (voir I'image de droite de

1. Pour les paramétres considérés ici, les différences relatives entre les résultats obtenus en mainte-
nant ou non les moments d’inertie constants durant le glitch (voir section 7.1.1) sont typiquement bien
inférieures & ~ 5 x 1075, Par conséquent, les moments d’inertie sont maintenus fixes dans la plupart des
simulations présentées dans ce chapitre.
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FIGURE 7.3 — Influence de Pamplitude du glitch sur le temps de montée. Les
variations relatives du temps de montée obtenu numériquement (7""™) par rapport au
temps de montée de référence 771 mesuré & AQ/Q = 1075, sont tracées en fonction de
Pamplitude du glitch considérée. Les résultats sont donnés ici pour une étoile a neutrons

de 1,4 Mg, tournant & 11,19 Hz et pour B = 10,
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FIGURE 7.4 — Temps de montée et rapport fp/f pour différentes masses gravita-
tionnelles. Le temps de montée 7, (a gauche) et le rapport du moment d’inertie du fluide
de protons fp sur le moment d’inertie total I (a droite) sont tracés en fonction de la masse
gravitationnelle Mg, pour f = 11,19 Hz. Les paramétres B et A2/Q sont respectivement
fixés & 107" et 107°%. Pour les deux images, les résultats obtenus avec 'EoS DDH(4) sont
dessinés a I'aide de points (croix).

la figure 7.4). En outre, le facteur ( et les coefficients de couplage éy diminuent fortement
lorsque Mg augmente (voir Figs. 6.5 et 6.8). Ces différents phénomeénes conduisent a frei-
ner progressivement le transfert de moment cinétique au fur et & mesure que la masse de
I’étoile croit (voir (6.46)). Par ailleurs, on observe que 7, est systématiquement plus long
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avec ’EoS DDH, bien que le couplage entre les fluides soit plus important pour DDH
que pour DDH¢. Ceci est di au fait que la densité centrale est toujours plus élevée avec
DDH (voir, e.g., Fig. 5.20) et que, pour les densités correspondant a I'intérieur des étoiles
a neutrons, 'EoS DDH prédit une fraction de protons plus importante que DDH¢ (voir
Fig. 5.5), de sorte qu'on a (I,/I)ppu > (Ip/1)ppus, comme on peut le voir sur limage de
droite de la figure 7.4.

Nous avons enfin réalisé quelques tests dans le but d’étudier 'impact de ’hypothése
choisie au niveau de I’évolution de la composition chimique sur le temps de montée (voir
section 6.1.4). A faible vitesse de rotation, les différences obtenues sur 7, en considérant les
masses baryoniques partielles constantes (cas i), ou en fixant la masse baryonique totale
avec équilibre chimique au centre de ’étoile (cas ii), sont complétement négligeables,
comme on peut 8’y attendre (voir Fig. 6.9). Par exemple, pour f = 11,19 Hz, la différence
relative (7% — 77) /7% est inférieure & ~ 7 x 107° avec les deux EoSs, en supposant que
AQ/Q < 1 et que les moments d’inertie sont constants '. Néanmoins, Pinfluence de cette
hypothése augmente fortement avec la vitesse de rotation. Ainsi, pour les deux EoSs,
les écarts relatifs entre les cas (i) et (ii) sont de l'ordre de ~ 2 x 1073 & 65 Hz et de
~ 5 x 1072 a 327 Hz. Il est toutefois important de noter que I'influence de I’hypothése
relative a la composition chimique sur 7, reste beaucoup plus faible que la dépendance du
temps de montée en chacun des autres paramétres d’entrée, tels que la masse ou la vitesse
de rotation. C’est la raison pour laquelle nous n’avons considéré que le cas (ii) dans la
plupart des résultats présentés ici.

7.2.2 Contribution de la relativité générale

Afin d’étudier la contribution globale de la relativité générale sur la dynamique des
glitches, nous comparons ici les temps de montée obtenus dans le cadre newtonien et dans
le contexte relativiste pour des paramétres d’entrée similaires. Par simplicité, nous consi-
dérons a présent deux EoSs polytropiques ?, de forme similaire & celles déja implémentées
dans le code sfstar par ( ). Ces EoSs, que nous désignerons par EoS I
et EoS II dans la suite, sont respectivement caractérisées par une densité lagrangienne
A = —& vérifiant

1 1
E (nn, np, A?) = §I€nnr21 + §Hpng + Knplanp + kananpyA* (+ pc® ), (7.9)
et
1 1
& (nn,nmAz) = §/<;nnr21’1 + §/<cpn12;3 + /iAnnnpAz ( + ch ) , (7.10)

1. Nous avons précisé la méthode de calcul des moments d’inertie pour le cas (ii) dans la note de bas
de page donnée dans la section 7.1.2. En ce qui concerne le cas (i), les masses baryoniques partielles M
et ]fo , avec lesquelles les moments d’inertie sont calculés (pour Q, = Q, = Qf), sont déterminées au
début du glitch par le code sfstar pour les mémes valeurs de QU et Qg que celles prédites dans le cas (ii)
avec des paramétres d’entrée identiques.

2. L’utilisation d’EoSs réalistes nécessiterait entre autres d’adapter la partie du code sfstar faisant

appel & une EoS tabulée aux équations de la mécanique newtonienne.
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Kn Kp Fnp KA

EoST | 0,05 05 0,025 0,02
EoS1II | 0,046 14 - 01

TABLE 7.1 - Paramétres définissant les EoSs I et I1. Pour I'EoS 1, les grandeurs &y,
Kp et kyp sont données en unité de p.c®n;? ot n, = 0,1 fm3 et p, = 1,66 x 10'7 kg.m 3.
Les termes £, et r, sont respectivement exprimés en unités de p,c®n, > et p,.c®n,?* pour

la deuxiéme EoS. Pour les deux EoSs, 'unité utilisée pour xa est p,n; 2.

ou nous avons utilisé les mémes notations que dans (4.102). Notons que le terme d’énergie
de masse pc? = (myny, + myn,) ¢® n’est présent que dans le cadre de la relativité générale *.
Les parameétres k,, K, et kpp sont choisis de sorte que les EoSs I et II prédisent des
valeurs « réalistes » pour la masse, le rayon et la fraction de protons associés aux étoiles
modélisées (voir Table 7.1). Ainsi, I'EoS I conduit & une fraction de protons constante
dans létoile, avec z, = 0,05 (voir (C.19)). En revanche, la fraction de protons obtenue
avec ’EoS II varie et est typiquement comprise entre ~ 0,05 et ~ 0,1, pour une étoile
(relativiste) de 1,4 M, tournant & 10 Hz. Pour ces valeurs de masse gravitationnelle et de
vitesse de rotation, le rayon circonférentiel de I’étoile dans le plan équatorial vaut environ
Reire >~ 13 km pour les deux EoSs, en relativité générale. L’entrainement est caractérisé par
le coefficient xa. La forme des EoSs considérées, voir Eqgs. (7.9) et (7.10), a été adoptée
de maniére cohérente avec le fait que les effets d’entrainement s’annulent lorsque 'un
des deux fluides disparait. Pour I’'EoS I, nous prenons ka = 0,02 afin de satisfaire les
conditions de stabilité (5.67). Ce choix conduit a &, ~ 0,07, pour une étoile & neutrons
relativiste, avec Mg = 1,4 My et f = 10 Hz. Bien que cette valeur soit relativement
petite par rapport a celles prédites par des EoS réalistes (voir Fig. 6.6, par exemple),
elle correspond toutefois aux régions externes du coeur des étoiles a neutrons, ou les effets
d’entrainement sont trés faibles. En revanche, nous supposons que ko = 0,1 pour I’'EoS II.
Cette valeur permet d’obtenir des effets d’entrainement plus importants et plus réalistes,
de 'ordre de £, ~ 0,29 pour les mémes masse et vitesse de rotation, tout en vérifiant les
conditions (5.67). Ainsi, le choix de ces deux EoSs permet d’étudier l'influence des effets
d’entrainement sur la différence entre calculs relativiste et newtonien.

Sur la figure 7.5, nous tragons les différences relatives entre les valeurs de 7, calculées
en mécanique newtonienne (7°°"*) et en relativité générale (7°%) pour une méme masse
gravitationnelle en fonction du paramétre de compacité (4.91), en utilisant les EoSs I
(& gauche) et II (a droite). Ces valeurs, représentées en gras et par des points bleus,
ont été obtenues par le code d’évolution décrit dans la section 7.1 pour une fréquence
de rotation de 10 Hz, en modifiant progressivement la masse (gravitationnelle) de 1’étoile
modélisée. Remarquons que la relativité générale est susceptible de jouer un role important
dans la détermination des moments d’inertie fp et I , du facteur ( et des coefficients
de couplage £x intervenant dans I’expression (6.46) du temps de montée. Pour mettre
en évidence I'importance des effets relativistes sur chacun de ces termes, nous tracons

1. Plus de détails sur les différences liées au calcul des configurations en mécanique newtonienne et en
relativité générale sont donnés dans la section IV-A de ( ).
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FIGURE 7.5 — Importance des effets de relativité générale sur le calcul du temps
de montée. Les différences relatives entre les temps de montée newtonien (7,°°"') et re-
lativiste (7°%) sont tracées (traits pleins bleus) en fonction du paramétre de compacité
(obtenu en relativité générale), pour une étoile a neutrons tournant & 10 Hz. En pratique,
ces valeurs sont calculées pour AQ/Q = 1075 B = 10~ et une composition chimique gou-
vernée par le cas (ii), méme si ces parameétres n’ont pas d’influence notable sur les courbes
étudiées. Les résultats sont présentés pour les deux EoSs polytropiques décrites dans le
texte, 'image de gauche (droite) correspondant a 'EoS I (II). Les autres courbes mettent
en évidence la contribution de la relativité générale sur le calcul des différents termes
impliqués dans l'expression (6.46) du temps de montée. Ainsi, les résultats tenant compte
uniquement des corrections relativistes sur le rapport fp / I sont dessinés a I'aide de carrés
orange, tandis que les courbes en tirets rouges (avec des triangles) contiennent également
les corrections sur le facteur (. Les lignes en pointillés verts (avec des croix) incluent
les corrections additionnelles sur les paramétres d’entrainement €y, mais ne tiennent pas
compte de la contribution de l'effet Lense-Thirring dans le calcul des coefficients de cou-
plage éx (voir Eq. (6.44)).

également les quantités suivantes sur la figure 7.5 :
jnewt jGR

o1 -2 - (carrés orange), qui tient uniquement compte des corrections relati-
[newt ]GR
p

vistes sur le rapport [,/I, ot les valeurs calculées dans les cadres newtonien et de
la relativité générale sont respectivement désignées par « newt » et « GR »,

]Sewt [GR

— Frewt jGRC (triangles rouges), qui considére les effets relativistes a la fois sur le
new
p

rapport des moments d’inertie et sur le facteur ¢,

fnewt 7GR 1—-¢ newt __ x newt

p I €p €n . . . . .

o 1 — = (FaR ] _ZOR _ZoR ¢ (croix vertes), qui contient les corrections relati-
[new [p — gp — &,

vistes sur les moments d’inertie, { et les paramétres d’entrainement €y, mais qui
n’inclut pas la contribution de l'effet Lense-Thirring dans le calcul des coefficients
de couplage £x en relativité générale.
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Notons que la différence relative des temps de montée vérifie la relation :

S ST S Wik e (7.11)
—_— = — = ~ N ~ ) *
TrGR newt [SR 1— 5PGR _ gnGR

voir équation (6.46).

Comme attendu, les corrections associées a la prise en compte de la relativité générale
tendent vers zéro lorsque la compacité diminue, voir Fig. 7.5. En ce qui concerne I’EoS I,
on observe que les effets relativistes sur le rapport fp /f sont extrémement faibles. Cela
est di au fait que la fraction de protons z,, est constante dans 1'étoile et que fp / I~ Tp en
relativité générale et en mécanique newtonienne, dans ’approximation de rotation lente,
en supposant que les fluides sont comobiles et & 'équilibre 5. A la limite newtonienne,
le facteur C est égal & 1 (voir annexe C.2). Comme nous l’avons vu sur la figure 6.5, la
relativité générale conduit a ¢ < 1, ce qui allonge le temps de montée (les courbes rouges
sont donc situées au-dessus des courbes orange apparaissant dans la figure 7.5). De plus,
les paramétres d’entrainement relativistes sont plus élevés que leurs équivalents newto-
niens, car les densités baryoniques atteintes dans I’étoile sont plus importantes quand la
relativité générale entre en jeu (i.e. le rayon stellaire est plus faible pour une méme masse
gravitationnelle). Par conséquent, les effets relativistes sur £x réduisent le temps de mon-
tée (et les courbes vertes sont logiquement en dessous des rouges). Enfin, la contribution
de Deffet Lense-Thirring sur les coefficients de couplage éx (6.44) augmente également la
valeur de 7, voir Eq. (6.47) (de sorte que les courbes bleues sont au-dessus des vertes). Des
remarques similaires s’appliquent a 'EoS 11, avec deux différences notables. D’une part,
la relativité générale modifie légérement le rapport des moments d’inertie (voir 'image de
droite de la figure 7.5). D’autre part, les effets d’entrainement associés a cette EoS sont
beaucoup plus importants que ceux prédits par I’'EoS I, de sorte que le temps de mon-
tée est davantage réduit (voir la courbe verte). En conclusion, les corrections relativistes
sont importantes sur tous les termes impliqués dans le calcul du temps de montée (6.46),
mais leurs valeurs respectives dépendent fortement de ’EoS considérée. En particulier, on
observe que l'influence de I'effet Lense-Thirring sur le couplage entre les fluides n’est pas
négligeable.

Pour des valeurs du parameétre de compacité pertinentes pour les étoiles a neutrons,
i.e. Z ~ 0,15 — 0,25 (voir Fig. 5.15), ces deux EoS prédisent que lerreur commise en
prenant le temps de montée newtonien a la place de sa valeur relativiste est de ’ordre de
~ 20 — 40%, a 10 Hz, comme on peut le voir sur la figure 7.5. Il est donc indispensable
de se placer dans le cadre de la relativité générale si 'on souhaite calculer précisément
les temps de montée relatifs aux événements de glitches. En outre, il est important de
mentionner que ces erreurs dépendent également de la vitesse de rotation considérée. Par
exemple, la différence relative (TGR — “eWt) /TSR mesurée pour une étoile & neutrons de

T 7_I‘

1,4 Mg, varie de ~ 30% & 10 Hz a ~ —10% & 327 Hz, en utilisant 'EoS T (voir Fig. 7.6).

7.2.3 Considérations astrophysiques

Sur la figure 7.7, plusieurs lignes 7, = cte sont représentées dans un plan B - M, pour
les EoSs DDH et DDHS§. Ces résultats sont calculés pour f = 11,19 Hz et AQ/Q = 1075,
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FIGURE 7.6 — Importance des effets relativistes en fonction de la fréquence de

rotation. La différence relative (7% — 72%") /78R est tracée en fonction de la fréquence

r r
de rotation, pour une étoile a neutrons de 1,4 M. Les résultats correspondant a ’'EoS [

(IT) sont indiqués par des points bleus (carrés rouges).

typiques du pulsar de Vela. La limite supérieure actuelle, 7, < 30 s ( ,
), indique que le paramétre de friction mutuelle moyen B doit étre plus grand que

~ 107 pour expliquer les glitches de ce pulsar. En introduisant alors le paramétre trai-

née/portance moyen &, tel que

3

B=-——
1+&2

(7.12)
voir Eq. (6.13), cette limite implique que & doit vérifier 107> < & < 10°, ce qui n’est
pas trés contraignant étant donné la diversité des mécanismes dissipatifs susceptibles de
donner naissance a la force de friction mutuelle et aux incertitudes qui leur sont associées
(voir section 6.2.1). Notons qu'une conclusion similaire a également été obtenue par

( ). La dépendance du temps de montée en Mg étant beaucoup moins
prononcée qu’en B, on peut s’attendre a ce que de futures observations précises de glitches,
résolvant le temps de montée 7, apportent des contraintes trés importantes sur le para-
métre de friction mutuelle et donc, plus généralement, sur les processus gouvernant le
transfert de moment cinétique durant la phase de montée.

On peut remarquer sur la figure 7.8 que le plus petit temps de montée associé aux
glitches de Vela, donné par ’équation (6.30), vaut environ ~ 0,6 — 0,8 ms, pour une
étoile a neutrons de 1,4 M. Bien que ces valeurs minimales soient comparables au temps
hydrodynamique (6.1), les valeurs réalistes de 7, sont probablement plus grandes, si ’'on
en croit les estimations actuelles du paramétre de friction mutuelle (voir section 6.2.1).
Par conséquent, ’évolution dynamique de I’étoile pendant la phase de montée peut effec-
tivement étre décrite par une succession de configurations stationnaires, ce qui valide a
posteriori 'hypothése avancée dans la section 6.1.1.
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FIGURE 7.7 — Contraintes sur le paramétre de friction mutuelle. Courbes de temps
de montée constant dans un diagramme B - Mg, pour f = 11,19 Hz et AQ/Q = 1075,
Les résultats donnés par I'EoS DDH(0) sont représentés par des traits pleins (tiretés). La
ligne 7. = 30 s correspond a la limite observationnelle obtenue par ( ).
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FIGURE 7.8 — Temps de montée en fonction du rapport trainée/portance moyen.
La quantité 7, est représentée en fonction du paramétre moyen &, pour f = 11,19 Hz
et Mg = 1,4 My. L’amplitude de glitch considérée est AQ/Q = 107%. Les résultats
obtenus avec I'EoS DDH(J) sont présentés en bleu (rouge). La limite supérieure de 30 s
est également dessinée.
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7.3 Emission d’ondes gravitationnelles

[’étude des signaux d’ondes gravitationnelles a déja commencé avec la récente obser-
vation de la coalescence de deux trous noirs par Advanced LIGO ( ; ).
Les étoiles a neutrons figurent également parmi les sources privilégiées des interféromeétres
actuels et futurs. Parmi les différents processus d’émission associés a ces astres qui ont été
suggérés (voir, e.g., ( )), les écoulements et/ou oscillations de fluide(s) qui ont
lieu durant un glitch sont susceptibles d’engendrer un rayonnement gravitationnel poten-
tiellement détectable dans un futur proche ( , ;

).

Dans ce qui suit, nous nous intéressons plus particuliérement a la quantité d’ondes
gravitationnelles émises lors de la phase de montée du glitch, en étudiant I’évolution tem-
porelle du quadrupéle de masse de I'étoile durant cette période. Etant donné que 1’étoile
reste constamment axisymétrique dans notre modéle et que les changements des vitesses
de rotation des fluides sont minces, on s’attend a ce que les variations du moment quadru-
polaire de masse soient trés faibles. Par conséquent, nous nous focalisons principalement
sur la modélisation de glitches de forte amplitude a 'aide de ’'EoS DDH, pour laquelle les
configurations d’équilibre obtenues sont suffisamment précises pour mettre en évidence
ces petites variations (voir section 5.2).

7

7.3.1 Quadrupdle de masse

Suivant la prescription proposée par ( ) - Eq. (11) (voir
également ( ) et ( )), le qua-
drupole de masse Q de 1’étoile est donné par'

Q=Q—§(b 4> G—2M3 (7.13)

Les quantités Q) et b s’obtiennent a partir des développements asymptotiques a I'infini
spatial des coefficients métriques v =In N et NB, i.e.

~ GMg b (GMg P GQ 1
1/7‘_>—+oo— " +§( " ) 3 P, (cosf) + O ) (7.14)
et ,
M 1
NB = 1+b(G G) +O<—4)7 (7.15)
r—+00 r r

ol P, désigne le polynome de Legendre d’ordre 2, tel que P, (cos ) = 3/2x (cos® 6 — 1/3).
En utilisant (7.14) et (4.46), on peut montrer que () s’exprime sous la forme suivante (

Y ) Y

_ 3 1
Q= e Vr2 <cos26’ - §> %y, (7.16)

1. Notons que, contrairement & la grandeur Q) qui était utilisée jusqu’a maintenant pour calculer le
moment quadrupolaire de 1’étoile dans LORENE, la définition de @ est invariante de jauge (
, ). La correction liée & b sur le calcul du moment quadrupolaire est étudiée dans la suite.
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FIGURE 7.9 — Moment quadrupolaire en fonction du moment cinétique. Gauche :
La quantité b est tracée en fonction du moment cinétique normalisé j = ¢J/(GM3), pour
I’EoS DDH. Ces valeurs ont été obtenues en faisant varier la fréquence de rotation f, en
supposant que les deux fluides sont en corotation et a I’équilibre 3, & masse baryonique
fixée. Les points verts (orange) correspondent & MP = 1,42 My, (MP = 2,37 M), i.e.
a une masse gravitationnelle Mg ~ 1,3 Mg (Mg ~ 2,0 Mg). Droite : Les grandeurs @
(points) et @ (carrés), normalisées sous la forme ¢ = c*Q/(G?M3), sont représentées en
fonction du moment cinétique réduit j pour les mémes paramétres que pour I'image de
gauche. Pour les deux figures, les courbes tracées sont des ajustements quadratiques.

ot d® ¥ = r’sinfdrdfde et o, désigne le terme source de I'équation d’Einstein rela-
tive & v. De la méme maniére, les équations (7.15) et (4.44) conduisent & (

, 2013)
8

- 1GM2

ot I'élément de volume sur ¥, est donné par d*Y = A2B d* %;.

Les grandeurs b, Q et @ sont tracées sur la figure 7.9 en fonction du moment cinétique
de 'étoile, pour deux masses gravitationnelles différentes. Comme attendu, le moment
quadrupolaire de masse est nul pour une étoile sphérique. Par ailleurs, on pourra noter
que b = —1/4 dans ce cas. Le signe du quadrupole de masse a été choisi de maniére a ce
que @ < 0 pour une étoile oblate (voir également "annexe C.5). Puisque la déformation
de I'étoile due aux effets centrifuges augmente avec la vitesse de rotation, la valeur de @)
devient de plus en plus négative, comme on peut 1'observer sur I'image de droite de la
figure 7.9. Les ajustements réalisés sur les profils de ces différentes grandeurs en fonction
du moment cinétique réduit j = c¢J/(GMZ) correspondent aux lois empiriques exhibées
par ( ) et ( ). Ainsi, on observe que

J2
a/—
M(}C27

b= / UNrsinfd® ¥, (7.17)
3t

Q~ — (7.18)

oll a est un paramétre de I'ordre de 'unité qui dépend de la masse de 1'étoile et de ’'EoS
considérée. On pourra également remarquer, a ’aide de ces ajustements, que la correction
lice & b sur le calcul du moment quadrupolaire est typiquement de ordre de ~ 5%, de
sorte qu'on a Q ~ Q.
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FIGURE 7.10 — Variations du quadrupéle de masse lors d’un glitch. Gauche :
Evolution temporelle de @) obtenue avec I'EoS DDH, pour Mg = 1,4 M, et f = 65 Hz.
Les amplitudes de glitches considérées ici sont AQ/Q =3 x 107, 1073, 3 x 1072 et 1072
Le coefficient de friction mutuelle est fixé a 107*. Droite : La quantité AQ (7.19) est
tracée en fonction de 'amplitude du glitch AQ/Q, pour différentes fréquences de rotation
(2, 11,19, 65 et 327 Hz). Les résultats sont obtenus avec 'EoS DDH, pour une étoile a
neutrons de 1,4 Mq. Pour AQ/Q < 1072, les valeurs numériques vérifient AQ oc AQ/Q
(traits pointillés) en trés bonne approximation. Les barres d’erreurs illustrent la précision
avec laquelle AQ est calculée a partir de (7.19). Pour les deux figures, 1'équilibre [ est
imposé au centre de ’étoile durant toute la phase de montée (cas ii).

Lors d’un glitch, I’évolution de la vitesse de rotation de chaque fluide engendre une
(faible) modification de la surface de 'étoile, i.e. de ses rayons équatorial et polaire et
donc de son aplatissement, qui & son tour conduit & une variation de @ (voir, e.g., 'équa-
tion (C.29) dans un contexte simplifié). L’évolution temporelle du quadrupole de masse @
d’une étoile a neutrons de 1,4 M, tournant a 65 Hz est représentée sur 'image de gauche
de la figure 7.10, pour différentes amplitudes (non réalistes) de glitch. Pour ’'EoS DDH,
|Q| décroit au cours de temps car aplatissement de 1’étoile diminue progressivement ! .
Quelle que soit 'amplitude du glitch considérée, on observe que le profil temporel de @
est trés bien approximé par la relation

Qt) = AQ x <1 ~ exp <—Ti)> + Qo. (7.19)

r

a condition que AQ/Q) < 1. Le temps caractéristique apparaissant dans cette équation
correspond au temps de montée (6.46) déduit a partir de 1’évolution de la différence de
vitesse au cours du temps. En gardant les autres parameétres d’entrée fixes, la variation
AQ du moment quadrupolaire associée au glitch vérifie AQ oc Q2 x AQ/Q (voir image
de droite de la figure 7.10). Bien que I’évolution dynamique de @) dépende du paramétre
de friction mutuelle & travers 7,, le terme AQ ne dépend pas de B car cette quantité
n’intervient pas dans la détermination des configurations d’équilibre initiale et finale. Par
ailleurs, ’hypothése choisie sur la composition chimique (voir section 6.1.4) a également

1. Au contraire, || augmente dans le temps pour ’EoS DDHJ.
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une influence sur AQ. Ainsi, en supposant que AQ/Q = 107* et Mg = 1,4 Mg, les
différences relatives entre les valeurs de AQ obtenues dans les cas (i) et (ii) sont de Uordre
de ~ 1% pour f = 65 Hz et de ~ 15% a 327 Hz.

7.3.2 Amplitudes des ondes gravitationnelles

Au premier ordre dans un développement multipolaire, la champ de rayonnement gra-
vitationnel est donné par la formule du quadrupéle (voir, e.g.,

(1996); (2017))

2G PR el A D
hij = ) |:Pi Py — §Pijp Qu|t— ~ ) (7.20)

ol D est la distance au pulsar, P;; est le tenseur de projection transverse a la ligne de
visée et ();; est le tenseur associé au moment quadrupolaire de masse (). En particulier,
. . N 4 o ]

il existe un systéme de coordonnées z® = (¢, x,y, z) dans lequel @);; a pour expression

—Q/2 0 0
Q= 0 -Q/2 o], (7.21)
0 0 Q

ot 'axe z correspond & I'axe de rotation de I'étoile. Soit ¢ 'angle entre cet axe et la
direction n’ du centre de I'étoile a la Terre. En choisissant les coordonnées z® de sorte
que n' appartienne au plan z = 0, le tenseur de projection P,; vérifie alors (

, 1996)

1 0 0
Bj=26;—nmn;= 10 cos?i —sinicosi | . (7.22)
0 —sinicosi sin?1i

En toute généralité, le tenseur h;; peut se décomposer sur deux modes de polarisation, +
et x, tels que

hij = h+6jj + hxeixj, (723)
1 0 0 0 cos? —sin?
e;; =10 —cos®’i sinicosi et eixj = | cosi 0 0 ) (7.24)
0 sinicosi —sin%i —sini 0 0

En appliquant les expressions précédentes a (7.20), on en déduit que hy = 0, I’étoile étant
constamment axisymétrique durant la phase de montée. En revanche, la composante +

est donnée par

hy(t) = —204% sin?i x Q (t — D/c). (7.25)

En utilisant alors I’équation (7.19), on peut réécrire cette expression de la maniére suivante

hy(t) = hosin®i x exp (—(t — D/c)/), (7.26)
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FIGURE 7.11 — Amplitude caractéristique du rayonnement gravitationnel pour
différentes amplitudes de glitches. La quantité hg (7.27) est tracée en fonction de
AQ /€, en considérant les mémes paramétres que sur l'image de droite de la figure 7.10.
Le paramétre de friction mutuelle est ici fixé & B = 1073 et la distance D vaut 1 kpc.

ou I'amplitude caractéristique de I'onde gravitationnelle, hg, est définie par

3 G AQ

hy = =———. 7.27
7 2Dt 72 (7.27)
Dans le domaine fréquentiel, la déformation caractéristique h.(fgw) correspondante est

donnée & partir de la transformée de Fourier h(few) du signal A, (t), par la relation

he(faw) = 2faw % [B(faw), (7.28)
voir, e.g. . L’équation (7.26) conduit alors a
, e.8., (2015). L'éq (7.26)
ho sin? i
hel faw) =~ few/fo (7.29)

@ \/1 + (faw/ fo)?

oll nous avons introduit la fréquence caractéristique

1

2mT,

fo= (7.30)

L’amplitude hg est tracée sur la figure 7.11 en fonction de AQ /), pour une étoile de
1,4 Mg, en supposant que D = 1 kpc et B = 1072, Etant donné les faibles variations de Q
obtenues pour des amplitudes de glitches réalistes, en particulier a petite vitesse de rota-
tion (voir figure 7.10), nous considérons principalement des amplitudes AQ/Q nettement
plus élevées que celles observées afin d’atteindre une précision numérique suffisante. Il est
alors possible de déduire les valeurs de hg associées a des amplitudes de glitches réalistes
en extrapolant celles calculées & plus grand AQ/Q a I'aide d’une simple loi linéaire.
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7.3 Emission d’ondes gravitationnelles
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FIGURE 7.12 — Influences de la vitesse de rotation et du parameétre de friction
mutuelle sur 'amplitude et la fréquence caractéristiques. Les grandeurs hq (7.31)
et fo (7.32) sont tracées en fonction du paramétre de friction mutuelle B (& gauche) et de
la fréquence de rotation Q/(27) (a droite). Ces résultats sont donnés pour Mg = 1,4 Mg
et 2 Mg, et ont été obtenus avec I’EoS DDH, en imposant ’équilibre 5 au centre de I’étoile.
L’amplitude du glitch est fixée & 1076 et I’étoile est située & une distance D = 1 kpc. Pour
I'image de gauche, la fréquence de rotation considérée est f = 11,19 Hz, tandis qu’'on a
pris B = 1072 pour I'image de droite.

Pour une étoile dont la masse gravitationnelle vaut 1,4 Mg, modélisée par ’EoS DDH
dans le cas (ii), 'amplitude (7.27) et la fréquence (7.30) caractéristiques du rayonnement
gravitationnel émis lors d’un glitch sont approximativement données par

—1 _ 2 4
D B 0 AQ/Q
~1 10737 31
ho~ 1,0 x 10 (1kpc> (103> (102 rad.s—1> <106 > (7.31)

B Q
fo =0, 535(103> (102 rad‘s_1> Hz, (7.32)

en supposant que AQ/Q) < 1. Pour des étoiles a neutrons de faible fréquence de rota-
tion, avec f < 65 Hz, ces relations estiment hy et fy avec une précision meilleure que
quelques pourcents et ~ 0,1%, respectivement. Cette précision diminue & environ 10%
pour f = 327 Hz. 1l est intéressant de remarquer que les préfacteurs apparaissant dans les
équations (7.31) et (7.32) décroissent lorsque la masse gravitationnelle augmente, prin-
cipalement parce que le temps de montée devient de plus en plus long (voir Fig. 7.4).
Ainsi, pour Mg = 2 Mg, on obtient les coefficients suivants : 3,7 x 1073 et 0,357. Les
estimations (7.31) et (7.32) sont illustrées sur la figure 7.12.

Il est important de souligner que la formule du quadrupoéle (7.20) n’est valable que
dans 'approximation de mouvement lent, ce qui implique que la fréquence fgw de 'onde
gravitationnelle considérée doit satisfaire la condition fow X R < ¢, o R désigne une
taille caractéristique de la source. En prenant R ~ 10* m pour le rayon de l'étoile, cette
condition devient alors fow < 3 kHz. Compte tenu de (7.32), celle-ci est pleinement
vérifiée pour les pulsars présentant des glitches (voir également la figure 7.12). Par ailleurs,

et
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Simulations numériques de glitches

on peut vérifier simplement que la perte d’énergie associée a I’émission de ce rayonnement
gravitationnel est complétement négligeable par rapport a la quantité d’énergie dissipée
par friction mutuelle, de sorte que les équations (6.7) sont valides.

En appliquant les estimations (7.31) et (7.32) au pulsar de Vela, pour lequel AQ/Q) =
1075 f = 11,19 Hz et D ~ 287 pc ( , ), la contrainte sur le paramétre
de friction mutuelle B présentée dans la section 7.2.3, i.e. 107> < B < 0, 5, conduit a

ho ~ 107 —107% et fy ~ 4 mHz - 200 Hz. (7.33)

Bien que le pic de fréquence fy prédit soit dans la bande de sensibilité de Advanced LIGO
et Advanced Virgo ( , : , :
, ), le signal gravitationnel correspondant est beaucoup trop faible
pour étre détecté par les détecteurs actuels. Toutefois, d’autres mécanismes associés aux
glitches, tel que le pompage d’Ekman ou l'excitation de certains modes d’oscillations,
qui ne sont pas considérés dans notre modéle, pourraient conduire a une émission d’ondes
gravitationnelles beaucoup plus importante (voir, e.g., ( )

(2008); (2010); (2010);
(2014); (2015))

192



Quatriéme partie
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Dans le chapitre 7, nous avons mis en évidence 'importance des effets relativistes sur
la dynamique des étoiles & neutrons lors de la phase de montée d’un glitch. Il faut toutefois
garder a I'esprit que l'utilisation de la mécanique newtonienne n’est probablement par la
source principale d’incertitude dans les modéles de glitches actuels. En particulier, dans
la partie I11, nous avons utilisé I'expression du moment de friction mutuelle (6.8) obtenue
par ( ) en I'absence d’interaction entre les tourbillons superfluides et les
tubes de flux présents dans le coeur des étoiles & neutrons (voir section 3.1.3). Or, comme
nous l’avons mentionné dans la section 3.2.3, différents travaux suggeérent que ces lignes
quantifiées sont susceptibles d’interagir entre elles, ce qui pourrait avoir des conséquences
astrophysiques importantes, notamment sur la physique des glitches.

Dans ce chapitre, nous étudions 'influence de I'ancrage des tourbillons superfluides
aux tubes de flux sur I’expression de la force de friction mutuelle. Pour cela, nous considé-
rons qu'un certain nombre de tubes de flux sont parfaitement ancrés a chaque tourbillon
superfluide, dans le sens ot les deux types de lignes se déplacent localement & la méme
vitesse. Ainsi, nous ne tiendrons compte d’aucun effet de fluage (ou creep) et/ou d’'un
éventuel déplacement des lignes de tourbillons dans une direction paralléle aux lignes de
champ magnétique (comme étudié par ( ))- Notons qu’un effort paral-
léle a été récemment initié par ( ), en suivant toutefois une
approche différente. Bien que la prise en compte de la relativité générale soit indispensable
pour construire un modéle de glitch réaliste, notre étude fait appel a la mécanique new-
tonienne, dans un premier temps. Une version relativiste de ces calculs est actuellement



Ancrage des tourbillons aux tubes de flux et friction mutuelle

en cours de rédaction.

8.1 Origine de la force de friction mutuelle

8.1.1 Différentes échelles

Equations d’Euler et force de friction mutuelle. Nous avons déja vu au cours des
chapitres précédents qu’en raison du champ magnétique stellaire, les particules chargées
a l'intérieur d’une étoile & neutrons sont fortement couplées entre elles et sont essen-
tiellement en corotation avec ’écorce et la magnétosphére, a la vitesse de rotation (2
observée. Par conséquent, sur des échelles grandes devant la distance moyenne d, entre
deux tourbillons superfluides (3.11), le coeur externe des étoiles & neutrons peut étre rai-
sonnablement décrit par un modéle a deux fluides, faisant intervenir (i) un superfluide de
neutrons se déplagant a la vitesse v’ et (ii) un fluide « normal » composé de protons et
d’électrons, de charge électrique totale nulle, associé a la vitesse vfy

En négligeant d’éventuels effets de température, la dynamique de ces fluides est gou-
vernée par les équations d’Euler suivantes (voir, e.g., ( )

(2015))
(8 +viV;) (v] 4+ enwy,) + VI (3" + @) + eqwl™ V') = fi_,/pn, (8.1)
(at + Uévj) (U; - 5pw;n) +V (fP 4 @) — gpw?nvivé = \i—>p//)pa (8.2)

ot w),, = v}, — v}, ® est le potentiel gravitationnel newtonien et px est la masse volumique
du fluide X (ot X € {n,p}). La quantité g~ est définie a partir du potentiel chimique
pX du fluide par la relation i = u* /m, ott m désigne la masse de repos des nucléons .
Les termes €, et ey, reliés par e,p, = enpn, quantifient I'importance des effets d’entraine-
ment (voir Eq. (C.5)). Dans le coeur externe des étoiles & neutrons, i.e. pour des densités
baryoniques comprises entre ~ 0,5 X ng et ~ 2 X ng (voir section 1.5.3), des estimations
réalistes de ¢, conduisent a ¢, ~ 0,1 —0,5 (voir, e.g., ( )

( ) ou encore la figure 5.9).

Aux échelles considérées ici, la présence de tourbillons superfluides n’intervient que
par Dexistence des forces volumiques f;_, . Ainsi, les termes fi_,, et fi_, représentent
respectivement 'action exercée par les tourbillons superfluides contenus dans une particule
de fluide de taille L > d,, sur les fluides de neutrons et de particules chargées. En ’absence
d’autres sources de dissipation, ces forces vérifient

\Zz—m == \Z/—>p‘ (83)

On définit alors la force de friction mutuelle comme la force macroscopique exercée

par les tourbillons sur le superfluide de neutrons, i.e.
mt =/ (8.4)

v—n'

1. Dans ce qui suit, nous négligeons la différence entre la masse du neutron et celle du proton, de sorte
que m = my = my (avec me <K Mprot, -€. M = My = Mprot)-
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8.2 Friction mutuelle en ’absence d’ancrage dans le coeur

En appliquant (8.3) aux équations d’Euler (8.1) et (8.2), on peut interpréter f!. comme
une force exercée par le fluide de particules chargées sur le superfluide, induite par la
présence des lignes de tourbillons.

Force de Magnus. La taille du coeur d’un tourbillon superfluide est sensiblement
de T'ordre de grandeur de la longueur de pénétration de London', A, ~ 130 fm (voir
équation (3.12)). Sur une échelle microscopique L, telle que A, < L' < d,, une ligne
de tourbillon subit une force de type Magnus de la part du superfluide, provenant de la
différence entre v’ et la vitesse de cette ligne. En désignant par v} la vitesse moyenne des
lignes de tourbillons présentes dans la particule de fluide de volume V = L3, ou L > d,,
Paction du superfluide sur chaque tourbillon contenu dans ce volume macroscopique est
alors caractérisée par une force de Magnus moyenne par unité de longueur, donnée par

Fu = —5ijkpn/fj (Vnk — VL) - (8.5)

La norme du vecteur x* = ki’ introduit ici est le quantum de circulation x, défini par
I'équation (3.9), et sa direction correspond a celle des tourbillons moyennée sur V.
Par principe d’action-réaction, la force de friction mutuelle (8.4) vérifie alors

mf — Jvon = “Jnov T _n\’fli/l7 (86)

oll n, est la densité surfacique de tourbillons associée au volume V considéré.

8.1.2 Hypothéses sur les tourbillons superfluides

La densité surfacique n, dépend de la distribution locale des vortex superfluides, i.e.
de leur orientation et de leur géométrie. I.’étude de cette grandeur, qui nécessiterait de
rendre compte de la dynamique locale d’'un nombre restreint de tourbillons, va au-dela
du travail présenté ici, dont 'objectif est de déterminer Fj;. Ainsi, dans la suite, nous
considérerons simplement que les lignes de tourbillons sont rigides et toutes alignées avec
'axe de rotation de 1'étoile, de sorte que n, = N, (3.10). Par ailleurs, nous supposerons
également que le mouvement des fluides est quasi-stationnaire, axisymétrique et circulaire
(autour d’un méme axe de rotation). Les vitesses des fluides, dans le plan équatorial, seront
alors données par

vy =7 ul, et vl =7rQul, (8.7)

ou (r, ) représentent les coordonnées polaires dans le plan § = /2 (r étant la distance
a l'axe de rotation) et Q, = (.

8.2 Friction mutuelle en I’absence d’ancrage dans le
coeur

Les lignes de tourbillons étant supposées rigides, nous ne tiendrons pas compte d’une
éventuelle force de tension. En outre, dans cette section, nous négligeons également toute

1. 1l s’agit plus exactement de la longueur caractéristique sur laquelle le champ magnétique porté par
un tourbillon /tube de flux est confiné au voisinage de la ligne.
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Ancrage des tourbillons aux tubes de flux et friction mutuelle

interaction possible entre les vortex superfluides et les tubes de flux. L’influence de ces
interactions sera étudiée plus en détails dans la section 8.3 et dans 'annexe F. Compte
tenu de ces simplifications, le mouvement d’une ligne de tourbillon est alors simplement
décrit par I’équilibre entre la force de Magnus précédemment citée et une force de trainée
associée au fluide de particules chargées.

8.2.1 Force de trainée

On a vu dans la section 3.2.2 qu’en raison des effets d’entrainement mutuel entre
protons et neutrons, les tourbillons superfluides portent un quantum de flux magnétique
fractionnaire ¢, dont I’expression est donnée par (3.30). En I'absence d’interaction entre
tourbillons et tubes de flux, ( ) ont montré que la principale source de
dissipation dans le cceur des étoiles a neutrons provient de la diffusion des électrons par le
champ magnétique associé aux lignes de tourbillons. Notons toutefois que ce mécanisme
n’est présent que si le fluide de protons est supraconducteur. En effet, en I'absence de
courants permanents, la circulation de protons engendrée autour de chaque vortex par
effets d’entrainement serait dissipée par viscosité, de sorte que les lignes de tourbillons ne
sauraient étre magnétisées. C’est également la raison pour laquelle ce processus dissipatif
n’a pas lieu dans I’écorce interne des étoiles & neutrons.

Le mécanisme que 'on vient de mentionner s’accompagne d’une force dissipative, de
type force de trainée, qui oppose le mouvement d’une ligne de tourbillon, se déplagant a la
vitesse vi, & celui du fluide de particules chargées. Pour des vitesses relatives suffisamment
faibles, la force de trainée par unité de longueur du tourbillon s’écrit sous la forme

Fi=—R (v} —v)), (8.8)
oll R est une grandeur positive, appelée coefficient de résistivité. Dans le contexte étudié
ici, cette quantité est donnée par® ( ) )
3me’nec
Ry = —— X .2, 8.9
OGAANER T (8.9)

ol ne = np, et By désignent respectivement la densité et I’énergie de Fermi des électrons.
Plus de détails sur 'origine physique de cette expression sont donnés dans I'annexe E.1.

A partir du coefficient de résistivité R, on définit le rapport trainée/portance par la
relation

e= =

Pnk

Ce nombre sans dimension compare les amplitudes respectives de la force de trainée (8.8)

et de celle de Magnus (8.5), qui s’appliquent toutes les deux sur une ligne de tourbillon.
Compte tenu de (8.9), le rapport trainée/portance est donné par (voir, e.g.,

(1991); (2006))

R PYEANG p 1/6
h= A x 1074 (g,)2 (1 —g,) A 2 SN S 8.11
5 pn/ﬁ} X (513) ( 5P) 0, 05 1014 g.Cm_3 ) ( )

(8.10)

1. Notons que nous utilisons ici la chargée électrique en unités SI, i.e. es; = ecas/c, contrairement
a ( ) et, plus généralement, a I’ensemble de la littérature qui font plutot appel aux unités
CGS Gaussien.
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8.2 Friction mutuelle en ’absence d’ancrage dans le coeur

ol p = pn + pp €t x, est la fraction de protons. Comme attendu, £, est nul en I'absence
d’entrainement (¢, = 0).

8.2.2 Vitesse moyenne des lignes de tourbillons

Le déplacement quasi-stationnaire d’une ligne de tourbillon est simplement gouverné
par le bilan de forces . ‘
Fi+Fu=0. (8.12)

La résolution de cette équation permet alors d’obtenir ’expression suivante pour la vitesse
moyenne des lignes de tourbillons contenues dans la particule de fluide considérée (

, 1956; , 2000) -

. K . .
i Pn / ijk s pn igk o ~lom
vf, = vl + = (B'eP Rl + Be" Rjepmilwly) | (8.13)

i
PR,

onl les coefficients de friction mutuelle B et B’ sont donnés en fonction du rapport trai-
née/portance (8.11) par

€n &

=— ¢

T Er )

Notons que, quelle que soit la valeur de & considérée, ces paramétres vérifient les conditions
suivantes :

(8.14)

B<1/2 et B <1, (8.15)

le cas d’égalité n’étant atteint que pour £ = 1.

En supposant que les fluides décrivent un mouvement circulaire autour d’un méme
axe, la vitesse moyenne des lignes de tourbillons dans le plan équatorial de 1’étoile peut
se décomposer en une petite partie radiale 7 et une partie orthoradiale plus importante
selon

v, = 70, + 1 Q6 (8.16)

ou (2, s’interpréte comme la vitesse de rotation du réseau de tourbillons, en (r, § = 7/2,
¢). En injectant les relations (8.7) dans (8.13), on obtient alors

: €n
r=1 €n2r (Qp —Qy) = —Br (2, —Q,), (8.17)
et Q €20
_|_
Q, = ™ >Sn”TP 8.18
L+&2 (519
ce qui correspond aux équations (36) et (37) de ( ).

Il est particuliérement intéressant de remarquer le double role de &,, dans I'expression
du coefficient B, apparaissant a la fois au numérateur et au dénominateur. Dans le régime
de faible trainée, ¢.e. pour & — 0, les composantes de la vitesse des tourbillons tendent
vers r = 0 et 2, = €2,. Les vortex sont alors en corotation avec le superfluide de neutrons.
Dans la limite de forte trainée, i.e. pour £ — +o00, 7 s’annule également et on a €2, = 2.
Dans ce cas, les lignes de tourbillons sont ancrées au fluide de particules chargées et se
déplacent donc avec ce dernier.
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Ancrage des tourbillons aux tubes de flux et friction mutuelle

8.2.3 Force et moment de friction mutuelle

Compte tenu de (8.12), la force de friction mutuelle (8.6) vérifie
me = —MNaFy = Mo Ty (8.19)
En injectant (8.13) dans (8.8), on obtient alors 'expression suivante
ie = —Nupuk (B kjuwd™ + Beijk/%jeklm/%lw;’il) . (8.20)
Le moment I . associé a cette force de friction mutuelle est donné par ( ,
; , 2011)

fnf:/Z gk g ftdd Y (8.21)

En utilisant les relations (8.20) et (8.7), la composante du moment de friction mutuelle
dans la direction des lignes de tourbillons, i.e. selon I'axe de rotation, s’exprime ainsi :

T =T = [ NupakB (9, — Q) r?sin? 0 d* Xy, (8.22)

pI

ot seule la partie dissipative de f., (contenant le terme B) joue un role. En introduisant
alors la vorticité du superfluide,

wn = Nomuk ~ 2Q,my,, (8.23)

nous pouvons réécrire cette relation de la maniére suivante

I = Bn,wo,r? sin® 0 (Q, — Q) & 2, (8.24)

P

qui est bien la limite newtonienne attendue de I'expression (6.8) obtenue par
( ) dans le cadre de la relativité générale (voir également I'annexe C.2).

8.3 Friction mutuelle en présence d’ancrage dans le coeur

8.3.1 Hypothéses sur les tubes de flux

Afin de sonder l'influence des interactions entre tubes de flux et tourbillons superfluides
sur 'expression de la force de friction mutuelle, nous considérons un modéle simple dans
lequel N, tubes de flux sont fortement ancrés a chaque ligne de tourbillon superfluide
présente dans le coeur externe des étoiles a neutrons. Notre objectif n’est pas d’étudier
les mécanismes physiques susceptibles de donner naissance a une telle situation (voir
section 3.2.3), mais plutdt d’explorer les conséquences astrophysiques liées a la présence
d’ancrage dans le coeur, en particulier sur la dynamique du superfluide de neutrons. Dans
I'approche suivie ici, I'entier N, > 0 est un paramétre inconnu, dont la valeur maximale
est de 'ordre de
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8.3 Friction mutuelle en présence d’ancrage dans le coeur

max Np 13 B P
N} NJ\_/H_M) “\1ea) *\(1oms ) (8.25)

ot NV, et NV, sont les densités surfaciques de tourbillons et de tubes de flux, respectivement
données par les expressions (3.10) et (3.23).

Bien que le réseau de tubes de flux ait probablement une structure trés complexe dans
le coeur externe des étoiles a neutrons, voir section 3.1.3, nous faisons également 1'hypo-
thése (trés naive!) que les tubes de flux sont rigides et alignés avec la direction des lignes
de tourbillons, de sorte que les configurations étudiées soient bien stationnaires et axisy-
métriques. Nous supposons alors que les N, tubes de flux et le tourbillon qu’ils entourent
forment un « paquet » cylindrique de lignes quantifiées, dont le rayon caractéristique sera
désigné par la grandeur d.. Par ailleurs, les tubes de flux étant supposés rigides, nous ne
tenons compte d’aucune force de tension associée a ces lignes.

Compte tenu des incertitudes actuelles sur les interactions entre tourbillons super-
fluides et tubes de flux, et afin d’étudier différents scénarios d’ancrage possibles dans
notre modéle, nous nous intéressons dans ce qui suit & deux structures différentes de ces
paquets, & savoir :

1) Scénario 1 : Les N, tubes de flux sont tous superposés au tourbillon superfluide
(malgré la répulsion mutuelle associée au champ magnétique des tubes de flux).
Dans ce cas, la taille typique de I’ensemble de ces lignes quantifiées est de 'ordre de
grandeur de la taille caractéristique d’une seule ligne, i.e.

ey ~ A, (8.26)

2) Scénario 2 : Les tubes de flux sont situés de part et d’autre de la ligne de tourbillon
et sont réguliérement séparés par une distance dg"”. La taille caractéristique du
paquet est alors donnée par

dep ~ d5™ x /N, (8.27)
En tenant compte de I'ancrage des tourbillons et de la répulsion entre les tubes
de flux, la distance moyenne dgi" entre deux tubes de flux ancrés est de 'ordre de
~ 107" em ( , : , ). Notons que la
distance d5™ est logiquement inférieure a la distance moyenne d,, (3.24) entre deux
tubes libres.

Ces deux configurations, illustrées sur la figure 8.1, correspondent respectivement au
cas oul I'ancrage se produirait par intersection de la ligne de tourbillon avec les tubes de
flux et au modéle développé par ( ), dans lequel les tubes de
flux sont dynamiquement couplés au tourbillon, voir section 3.2.3.

Les estimations précédentes de d. indiquent que les interactions entre deux tourbillons
voisins peuvent étre raisonnablement ignorées, étant donné que d. < d,, sauf peut-étre
pour N, ~ N Ainsi, les différents paquets de lignes quantifi¢es sont supposés indé-
pendants'. Enfin, nous négligeons également toute interaction possible entre les paquets
de lignes quantifiées et les tubes de flux non ancrés, 7.e. non liés & un tourbillon donné.

1. La encore, il s’agit d’une simplification importante. En réalité, un tube de flux ancré interagit
probablement avec plusieurs lignes de tourbillons en raison de sa géométrie trés complexe.
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FIGURE 8.1 — Représentation schématique de la structure des paquets de tubes
de flux considérés. Les N, tubes de flux (en rouge) sont tous superposés a la ligne
de tourbillon (en bleu) dans le premier scénario (a gauche). Par conséquent, la taille
de I'ensemble est de I'ordre de celle d'une seule ligne, i.e. d.; ~ A,. Dans le deuxiéme
modeéle (a droite), en revanche, les tubes de flux sont disposés autour du tourbillon et sont
réguliérement espacés par une distance dgm. La grandeur d, est la distance typique entre
deux tourbillons.

Malgré les différentes hypothéses invoquées, nous espérons que notre modéle simplifié
reste capable de reproduire les principaux aspects astrophysiques associés a ’ancrage des
tourbillons superfluides aux tubes de flux présents dans le cceur externe des étoiles a
neutrons.

8.3.2 Force de Magnus généralisée

Formule de Joukowski. La formule de Joukowski correspondant a la force de Magnus
généralisée ressentie par une ligne de tourbillon plongée dans un mélange de différentes
espéces superfluides a été obtenue par ( ) dans le cadre de la relati-
vité générale, puis adaptée par ( ) au cas newtonien. Dans notre
modéle, ott un superfluide de neutrons coexiste avec un supraconducteur de protons, la
force de Magnus généralisée par unité de longueur s’exercant sur un tourbillon ou, plus
précisément, sur un ensemble de lignes quantifiées est donnée par

Fi = Fatn + Firps (8.28)
ou les forces Fy;, et ]—"f\'/[p (moyennées) caractérisent la contribution respective de chaque
espéce superfluide. Ces deux forces ont pour expression

i

in = =€ n,Caktj (g — vrg) et Fﬁdp = T n,Coki (Vpk — Vik) (8.29)

ot le vecteur v{ correspond ici & la vitesse moyenne des paquets composés de N,, tubes
de flux et d’un tourbillon, contenus dans un certain volume de fluide. Notons que, dans

[Tyl

cette section, l'indice “p” se référe au supraconducteur de protons, et non plus au fluide
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de particules chargées (qui inclut également les électrons). La grandeur Cx désigne la
circulation de 'impulsion généralisée 7% du superfluide X le long d’un circuit fermé C
entourant le groupe de lignes considéré, de direction 4'. Par définition, on a

Co = j{ﬂf da' et C, = j{ﬂf da’, (8.30)
c c
oll, en mécanique newtonienne, les impulsions généralisées par particule associées aux
neutrons et aux protons vérifient ' ( , )
mo=py =m (1 —en) vl +mev), (8.31)
T =ph 4+ eA’ =m (1 —e,) v, + meyvl + A, (8.32)

la grandeur A désignant le potentiel vecteur lié au champ magnétique. Il est important de
remarquer que les expressions données ci-dessus on été obtenues a partir d’une approche
perturbative reposant sur une configuration stationnaire et axisymétrique dans laquelle
une seule ligne (ou un seul paquet de lignes) est considérée. Ces formules sont donc
parfaitement applicables a notre modéle, compte tenu des hypothéses sur lesquelles celui-
ci est basé (voir sections 8.1.2 et 8.3.1).

Chaque ensemble de lignes quantifiées ne comportant qu’un seul tourbillon superfluide,
la quantité C, est donnée par (voir Eq. (3.5))

Co = mi (: g) | (8.33)

de sorte que Fi;, est égale a (8.5), comme attendu.

Force de Magnus associée aux protons. Concentrons-nous a présent sur le calcul
de Cp. On s’attend & ce que toute circulation associée a un constituant non-superfluide,
qui pourrait éventuellement apparaitre autour d’une ligne quantifiée, soit supprimée par
effets de viscosité. Ainsi, dans les régions ou les protons ne sont pas supraconducteurs,
nous aurons C, = 0. D'un autre coté, si les protons forment un fluide supraconducteur,
la circulation d’impulsion C, le long de n’importe quel contour fermé sera simplement
donnée par le nombre de tubes de flux présents dans ce contour, multiplié par la masse de
repos m et par le quantum de circulation & (voir Eq. (3.20)). Par conséquent, dans le cas
d’un supraconducteur de type I (correspondant aux régions les plus denses du cceur des
étoiles & neutrons, voir section 3.1.3), ou si les tourbillons superfluides n’interagissent, pas
avec les tubes de flux? (voir section 8.2), la quantité C, sera également nulle. Néanmoins,

1. La charge électrique intervient dans I'expression (8.32) car cette derniére correspond & I'impulsion
généralisée du fluide de protons (et non du mélange neutre de protons et d’électrons considéré, par
exemple, dans ’équation (4.31)). On notera toutefois que I'impulsion généralisée des électrons est donnée
par i = pi — eAl = mevé — eA?, de sorte que Iimpulsion du fluide de particules chargées vérifie
me + 7l = ph + pj, ~ pj,, en accord avec I'équation (4.31).

2. Dans ce cas, chaque tourbillon rencontrerait différents tubes de flux au cours de son mouvement,
de sorte que la situation étudiée ne serait plus stationnaire & proprement parler, ce qui sort du cadre bien
défini de notre modéle.
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dans le contexte étudié ici, ou chaque ligne de tourbillon est entourée de N, tubes de flux,

nous aurons plutot
Cp = Np X mkK, (8.34)

a condition que le contour C soit grand devant la taille d. du paquet, mais toujours petit
par rapport a la distance typique d, entre deux lignes de tourbillons. La force de Magnus
associée au fluide de protons aura alors la forme suivante :

li/[p = _pprgijk’%j (Vpk — VLk) - (8.35)

Finalement, nous notons qu’une force de trainée transversale a parfois été considé-
rée dans la littérature, en supplément de la force de trainée longitudinale donnée par
I'équation (8.8). Par exemple, on pourra remarquer la présence de cette force a travers
le terme 7’ intervenant dans I'équation (82) de ( ) ou dans
I'équation (2) de ( ). Toutefois, le coeflicient 1’ est généralement supposé trés
petit devant le coefficient de résistivité R, de sorte que la force de trainée transversale
est simplement négligée. Nous constatons ici que la contribution du supraconducteur de
protons a la force de Magnus généralisée (voir (8.35)) a une forme similaire a cette force de
trainée transversale, tout en revétant une signification physique trés différente, a condition
de prendre ' = —n,C, (la composante transversale de la force de trainée n’entrainant
aucune dissipation, 1’ peut étre positif ou négatif).

8.3.3 Coeflicient de résistivité

La présence de la force supplémentaire (8.35) n’est pas la seule modification & apporter
aux calculs exposés dans la section 8.2 afin de rendre compte de I'ancrage des tourbillons
dans le coeur des étoiles a neutrons. En effet, dans ce contexte, la principale source de
dissipation n’est plus liée a la diffusion des électrons par le champ magnétique porté
par chaque tourbillon, mais est plutot associée a la diffusion des électrons par le champ
magnétique porté par les N, tubes de flux environnant le tourbillon. Par conséquent,
Pexpression du coefficient de résistivité doit également étre corrigée.

Un tube de flux usolé se déplacant & travers le gaz d’électrons dans le coeur des étoiles
& neutrons est sujet a une force de trainée, dont le coefficient de résistivité est donné

par ( , ; 7 ; : )

3me? R
_ OTEMNeC y ¢02 ~ (8.36)

R = GIn. Br X

voir également I’annexe E.1. Par rapport a (8.9), le flux ¢, porté par une ligne de tourbillon
a simplement été remplacé par le quantum de flux magnétique ¢q. [’expression du rapport
trainée /portance devient alors

R / o\ /6 p 1/6
=2 g 107 (1 —gy) P22 DR 8.37
=y = Ax 1071 =) 0,05 101 g.om—2 (8:37)

Cette relation n’est toutefois valable que dans ’approximation ot les tubes de flux sont
indépendants. Ce n’est évidemment pas le cas dans le modéle que 1'on étudie ici, et il est
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donc indispensable d’inclure certains effets collectifs dans les expressions précédentes, afin
de considérer la présence de N, tubes de flux a I'intérieur de chaque ensemble de lignes
quantifiées. Néanmoins, tenir compte de ces effets n’est pas simple, et reste controversé.
Ainsi, dans la suite, nous présentons deux estimations différentes du coefficient de résis-
tivité en présence d’ancrage, correspondant respectivement aux deux scénarios envisagés
pour la structure des paquets de tubes de flux (voir section 8.3.1).

En supposant que toutes les lignes sont superposées (scénario 1), le coefficient de ré-
sistivité s’obtient naivement & partir de I’équation (8.36), en remplagant ¢y par le flux
magnétique porté par I'ensemble des lignes, a savoir ¢ =~ (N, — &) X ¢ (voir égale-

ment ( )). Dans ce cas, le rapport trainée/portance est donné par
n
Ee1 (N) =&, X (N, —gp)° =~ 25 % (N = ). (8.38)
p

Ainsi, pour N, = 0, cette relation se réduit a (8.11), comme il se doit. En revanche, dans
le second scénario, ( ) et ( ) ont montré
que cette quantité vérifie

er (Np) = € X Ny £ 52 x (N 4 2), (.39)

p
oll nous avons rajouté de maniére ad hoc la contribution du champ magnétique porté par
le tourbillon superfluide au coefficient de résistivité total.

Il est important de garder a l’esprit que ces estimations sont assez naives et qu’elles
ne sont probablement pas valables pour de grandes valeurs de N, (voir la discussion
donnée dans les annexes E.2 et E.3). Nous verrons dans la section 8.4 que ces relations
permettent toutefois de faire ressortir certains aspects généraux liés a 'ancrage dans le
ceeur sur la dynamique du superfluide de neutrons. Remarquons enfin que, pour N, > 1,
les estimations (8.38) et (8.39) conduisent a £, > &, soulignant ainsi le fait que les
mécanismes de dissipation sont beaucoup plus importants en présence d’interaction entre
les tourbillons superfluides et les tubes de flux.

8.3.4 Vitesse moyenne des paquets de lignes quantifiées

En tenant compte des effets d’ancrage dans le coceur des étoiles a neutrons, le dé-
placement quasi-stationnaire d’un ensemble de N, tubes de flux entourant une ligne de
tourbillon est maintenant régi par le bilan de forces

En résolvant cette équation de la méme maniére que précédemment (voir Eq. (8.13)), la
vitesse moyenne de ces paquets est alors donnée par

. . 1 L ~ ..
v, = vl + g (B'a”k/%jw,‘;n + Bgljk/%jgklm/%lwg;bl> , (8.41)
faisant intervenir les coefficients de friction mutuelle renormalisés suivants
> éc 2/ ~c2
B = = et B =, (842)
L4¢2 1+¢2
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ol

—1
o= &e (an_cp) . (8.43)

Pnk

En introduisant la quantité X définie par

npCp Gy,

— PP _ PP 8.44
n,Ch Pnk ( )
le rapport trainée/portance renormalisé s’écrit simplement sous la forme
c fc
= . 8.45
fo= s (5.5

Compte tenu de Pexpression (8.34) de C,, la quantité X vérifie approximativement

n
X = 2N, ~z,N,. (8.46)

My

Par un calcul similaire au cas sans ancrage, nous déduisons de (8.41) que la vitesse
moyenne des paquets de lignes quantifiées (voir équation (8.16)) est désormais donnée par

e
RS

(2, — ), (8.47)

=

et
o =St (X o+ X§~C2)Qp.
T L X 62+ XES

En l'absence d’interaction entre les tubes de flux et les tourbillons, i.e. pour IV, = 0, les
équations précédentes conduisent & X = 0, £,(0) = £.(0) = &, et les composantes (8.47)
et (8.48) de la vitesse des paquets redonnent bien les équations (8.17) et (8.18), comme
attendu. En outre, a la limite IV, — 400, les estimations (8.38) et (8.39) et 'expres-
sion (8.46) de X indiquent que vf, — v}, de maniére similaire & la limite de forte trainée
mentionnée dans la section 8.2.2.

(8.48)

8.3.5 Force et moment de friction mutuelle

L’équation (8.19) n’est plus valable en présence d’ancrage dans le coeur, et la force de
friction mutuelle (8.6) est maintenant donnée par

e = —NaFin = M (Fa + Fap) - (8.49)

En remplacant vf, par (8.41) dans les termes Fj et Fy;, Uexpression de la force de friction
mutuelle devient alors

b= —Napur (B0 + B seumitull). (8.50)

ol nous avons introduit les quantités

_» 1 o gc
5_B<1+X)_(1+X)2+53’ (851)
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ﬁ’=8/<1+X(1+X>>:X(1+X>+£C2_ 1+ X

&) aexreee | uexreer O

Cette force de friction mutuelle a donc une forme identique a celle obtenue en ’absence
d’interaction entre tubes de flux et tourbillons superfluides (voir Eq. (8.20)), mais fait tou-
tefois intervenir des coefficients renormalisés. Ainsi, le moment de friction mutuelle (8.21)

devient

[e = / By, r? sin® 0 (Q, — Q) & Xy, (8.53)
3¢

d’out nous déduisons que I’étude réalisée dans la partie I1I reste valable, & condition de ne
plus supposer que 1’équation (6.13) est verifiée.

Nous pouvons remarquer que les expressions (8.50), (8.51) et (8.52) sont similaires &
celles obtenues par ( ), voir leurs Eqgs. (29), (37) et (38), en effectuant
'identification X = —n'/(psk), o ps correspond a la masse volumique du superfluide
de neutrons (désignée ici par p,). Néanmoins, les contextes physiques étudiés sont trés
différents et la force supplémentaire que nous considérons n’est pas liée a la présence d’une
force de trainée transversale, mais tire plutot son origine de la contribution des NV, tubes
de flux ancrés a chaque tourbillon a la force de Magnus totale agissant sur un paquet de
lignes quantifiées (voir section 8.3.2).

De plus, 'expression (8.41) de la vitesse moyenne des paquets a été récemment obtenue
par K. Glampedakis et N. Andersson (voir ’équation (9) de
( )) dans un contexte similaire au notre, mais en suivant toutefois une approche dif-
férente. En effet, dans ( ), les auteurs s’intéressent aux
bilans de force gouvernant le déplacement des lignes de tourbillons et des tubes de flux
dans le coeur externe des étoiles & neutrons, en supposant que ces lignes sont a priori non-
comobiles. Ces équations sont couplées par I'intermédiaire d’une force d’« ancrage » incon-
nue, qui rend compte des interactions possibles entre vortex et tubes de flux. En résolvant
ces bilans de force, la vitesse moyenne des tourbillons associée a la présence d’ancrage
entre les lignes est ensuite déterminée en considérant le cas limite ol les deux types de
lignes quantifiées partagent la méme vitesse. Ici, au contraire, nous nous concentrons di-
rectement sur les différentes forces agissant sur un paquet formé de NV, tubes de flux
ancrés a un tourbillon et nous donnons un sens physique clair a leur paramétre «, a savoir
a = 1/N,. Le lien entre nos deux approches est présenté dans 'annexe F. Nous notons
également que la modification du coefficient de résistivité dans le cas d’ancrage n’était
pas incluse dans I’étude réalisée par ( ).

Comme on peut le voir sur I'expression de la force de friction mutuelle, 'ancrage des
tourbillons aux tubes de flux ne modifie pas seulement le coefficient de résistivité (voir
section 8.3.3), mais change également 'expression des coefficients § (8.51) et ' (8.52),
& travers la présence additionnelle de la quantité X =~ z,N, (8.46). Etant donné les
incertitudes actuelles sur les interactions entre les deux types de lignes quantifiées, cette
derniére grandeur peut étre relativement importante (voir Eq. (8.25)). Les coefficients
B et B’ sont représentés en fonction du nombre N, de tubes de flux ancrés a chaque
ligne de tourbillon superfluide sur les figures 8.2 et 8.3, pour les deux scénarios d’ancrage
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FIGURE 8.2 — Coefficient 3 en fonction du nombre de tubes de flux ancrés a
chaque tourbillon. La quantité /3 est tracée en fonction de N, (traits pleins), en utilisant
e (en orange) et & o (en vert), pour e, = 0,1, z, = 0,05 et p = 10" g.cm™3. Ces profils
sont comparés aux valeurs de [ calculées en négligeant la force de Magnus associée au
fluide de protons, i.e. obtenues en prenant X = 0 (traits tiretés). Le résultat attendu en
'absence d’ancrage, 5 (N, = 0) = B (8.14), est indiqué en pointillés bleus.
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FIGURE 8.3 — Coefficient 3’ en fonction du nombre de tubes de flux ancrés
a chaque tourbillon. La quantité 3’ est tracée en fonction de N, (traits pleins), en
utilisant £.; (en orange) et .o (en vert), pour e, = 0,1, z, = 0,05 et p = 10" g.cm ™.
Ces profils sont comparés aux valeurs de ' calculées en négligeant la force de Magnus
associée au fluide de protons, i.e. obtenues en prenant X = 0. Le résultat attendu en
I'absence d’ancrage, ' (N, = 0) = B’ (8.14), est indiqué en pointillés bleus.
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considérés (8.38) et (8.39). Ces calculs ont été réalisés en considérant une masse volumique
totale p = 10™ g.cm ™, une fraction de protons x, = 0, 05 et un parameétre d’entrainement
ep = 0,1, typiques du ceoeur externe des étoiles & neutrons. Bien que les valeurs de 3
dépendent du modéle d’ancrage considéré, on observe toutefois un profil semblable dans les
deux cas. Ainsi, on pourra remarquer que 3 > B pour N, < 10%, ou B (8.14) correspond
a la valeur de § attendue en I'absence d’interaction entre tubes de flux et tourbillons,
tandis que 8 < B pour des valeurs trés importantes de NV,,. En particulier, 8 — 0 lorsque
N, — 4o00. Si l'influence du parameétre d’entrainement e, est plutot faible sur 3, la
prise en compte de I'effet Magnus associé au supraconducteur de protons peut avoir une
grande influence sur ce coefficient. Cette force supplémentaire a notamment pour effet
de diminuer la valeur de 8, comme on peut le voir sur la figure 8.2, de sorte que g™m&*
reste toujours strictement inférieur a 1/2 (voir Eq. (8.15)). En outre, les deux scénarios
d’ancrage conduisent & un profil de §’ quasi-identique, en raison de leffet Magnus lié
aux protons, dominant & faible valeur de N, (voir (8.52) et Fig. 8.3). On notera que /'
est toujours proche de 1, contrairement a la valeur attendue en I’absence d’ancrage, i.e.
B (N, =0) = B’ (8.14), qui est extrémement faible. L’ancrage des tourbillons superfluides
aux tubes de flux dans le cceur externe des étoiles a neutrons a donc un impact trés
important sur la valeur de coefficients 8 et 8, et donc sur la force de friction mutuelle.

8.4 Conséquences astrophysiques

Dans la suite, nous étudions l'influence de 'ancrage dans le cceur sur la dynamique
des pulsars, en particulier lors d'un événement de glitch.

8.4.1 Temps caractéristique de couplage par friction mutuelle

En utilisant I’hypothése d’axisymétrie et en supposant que les vitesses des fluides sont
données par (8.7) dans le plan équatorial, les équations d’Euler (8.1) et (8.2) se réduisent
simplement au systéme d’équations

@vf + €n3tw§n = ;ﬁf/pru (854)
vl — ep0ws, = —fie/ Py, (8.55)
on vy = r{y, v§ = 1 et frﬁf’correspond a la composante de la force de friction

mutuelle (8.50) selon le vecteur u,. La direction commune #' des tubes de flux et des
tourbillons étant orthogonale a la vitesse relative w', f7; est alors donnée par f?, =

pn’
annliﬁwfn, de telle sorte que les équations précédentes peuvent se réécrire sous la forme
suivante (voir, e.g., ( )
ow?, Nok
pn n ¥
= — X B x w? , 8.56
ot Ty (1 —en —gp) fx (8.56)

qui est la version locale et newtonienne de I’équation (6.24) rencontrée dans la partie I11 (la
quantité x désignant ici le quantum de circulation associé a un tourbillon superfluide). Le
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temps caractéristique local 7. sur lequel le superfluide de neutrons et le fluide de particules
chargées sont dynamiquement couplés par friction mutuelle est donc approximativement

donné par
rp(l—en—ep) 1 a2,(1—gp) 1
= X — T8 X — 8.57
Te Nk 3 20 3 (8.57)
ol nous avons utilisé le fait que e, < &, voir section 5.1.4, et Nyk =~ 20, voir Eq. (3.10).
La version globale et relativiste de ce temps de couplage est donnée par (6.46).

En I'absence d’ancrage dans le coeur, i.e. pour IV, = 0, le temps de couplage se réduit

0 xp(l_sp)xl"‘fr?,vxp(l_gp)
¢ 20 & 206, 7

ou le rapport trainée/portance est donné par (8.11). En remplacant &, par son expression,
ce temps caractéristique vérifie alors

. » L[z ~1/6 p -1/6 / p
~10(1— - b —_— — 8.59

ou P = 27/Q est la période de rotation du pulsar. On pourra remarquer que cette esti-
mation conduit a un temps de couplage environ un ordre de grandeur plus faible que celui
prédit par le calcul classique réalisé par ( ), voir leurs équations (11) et
(12). Néanmoins, ( ) a montré que lanalyse de ces derniers était incom-
plete et que leur estimation devait étre multipliée par la fraction de protons z,, ce qui
conduit alors & un résultat trés proche de (8.59). Par ailleurs, le terme 1 — ¢, apparaissant
au numérateur de I’équation (8.57), qui provient de la présence d’effets d’entrainement
dans les impulsions généralisées des fluides (8.31) et (8.32), est également absent du calcul
effectué par ( ), ces derniers n’ayant tenu compte de Uentrainement que
dans le rapport trainée/portance. Notons que cette correction supplémentaire n’est pas
correctement prise en compte dans 'équation (70) de ( )

(8.58)

Dans le cas ou IV, tubes de flux sont ancrés a chaque ligne de tourbillon, le temps de
couplage (8.57) a pour expression

_ xp<1_5p> (1+Ipr)2+€c2
Te = 50 X £, , (8.60)

ou le rapport trainée /portance £ est donné par (8.38) ou (8.39), selon le scénario d’ancrage
considéré. La grandeur 7. est tracée en fonction de N, sur la figure 8.4, pour les modéeles
d’ancrage 1 et 2. Ces profils ont été calculés pour p = 10" g.em™, 2, = 0,05, £, = 0,1 et
une fréquence de rotation de 11,19 Hz, i.e. P = 1/f = 0,089 s, correspondant au pulsar
de Vela. De maniére similaire au coefficient 5 (voir Fig. 8.2), 7. dépend significativement
du scénario d’ancrage étudié. Dans les deux cas, on observe toutefois que 7. < 70 pour
N, < 10*. En revanche, pour N, > 10°, le temps de couplage est beaucoup plus long
qu’en ’absence d’ancrage. Ce comportement s’explique principalement par le role double
de &. dans le coefficient (5, apparaissant en méme temps & son numérateur et a son
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FIGURE 8.4 - Temps de couplage en fonction du nombre de tubes de flux ancrés
a chaque tourbillon. Le temps 7. est tracé en fonction de N, (traits pleins), en utilisant
€1 (en orange) et £ .o (en vert). Ces profils ont été calculés pour ¢, = 0,1, 2, = 0, 05,
p=10" gem™3 et P = 89 ms, i.e. f = Q/(2r) = 11,19 Hz. Le temps de couplage en
I'absence d’ancrage 70 (8.59) est indiqué en pointillés bleus.

dénominateur. En outre, compte tenu du fait que 5 < 1/2, voir Fig. 8.2, le temps de
couplage vérifie la condition

‘ P
7 >8x 1075 (1—¢,) <ox85) (1—) s, (8.61)
s S

ce qui conduit & 7. > 0,64 ms pour le pulsar de Vela (en prenant ¢, = 0,1 et 2, = 0, 05).

8.4.2 Impact sur la physique des glitches

En ’absence d’interaction entre tubes de flux et lignes de tourbillons, le superfluide de
neutrons présent dans le coeur est couplé au fluide de particules chargées par friction mu-
tuelle sur un temps typique 70 donné par (8.59). Ainsi, si le superfluide dans le cceur des
étoiles a neutrons peut éventuellement jouer un role dans la phase de montée des glitches,
les temps de relaxation post-glitch sont généralement beaucoup plus grands que 72 (voir
section 2.3.1). C’est 'une des raisons pour lesquelles les glitches ont longtemps été as-
sociés a un processus se déroulant uniquement dans I’écorce des étoiles & neutrons (voir
section 3.2.2).

Suivant le scénario standard, la phase de montée s’explique alors par un mouvement
rapide de lignes de tourbillons superfluides dans I’écorce, possiblement lié a ’excitation

d’ondes de Kelvin !. La phase de relaxation peut quant a elle s’interpréter de deux maniéres

1. Ce mécanisme dissipatif, mentionné dans la section 6.2.1, prédit un rapport trainée/portance de
l'ordre de £ ~ 1073 — 10~ 1.
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différentes. Selon le modéle le plus répandu, une fois réancrés aux noyaux, les tourbillons
peuvent néanmoins se déplacer d’un site d’ancrage a un autre par fluctuations thermiques
ou par effet tunnel (ce mécanisme de fluage a été présenté dans la section 3.2.1). D’un
autre coté, si les forces d’ancrage aux noyaux sont faibles, la dynamique du pulsar lors
de la relaxation est dominée par le mécanisme de friction mutuelle (voir, e.g.,

( ,b, )). Dans ce second cas, le transfert de moment cinétique entre le superfluide
de neutrons et le reste de I'étoile (incluant éventuellement une partie du superfluide de
neutrons couplée au fluide de particules chargées sur des temps courts devant le(s) temps
de relaxation) est gouverné en bonne approximation par les équations suivantes (

: )

Jo = Li(1—=&) 0 + 1E,Q, =+,
{ (1=4) P ' (8.62)

Jp = I (1= &)+ L& = —Diyp + e,

ol le moment extérieur ['eyy, associé a I’émission d’ondes électromagnétiques, a pour ex-
pression

41 RS

Fext = —AXx Q2 A= 6 (B,sina)?, (8.63)

voir également I’équation (2.7). Le moment de friction mutuelle I'y¢ est donné par
it = =B 1,20, (Qn — Qp), (8.64)

ot B est de 'ordre de ~ 1072 — 10~7 pour le processus d’excitation de phonons dans le ré-
seau cristallin (voir annexe C.2 et section 6.2.1). En résolvant le systéme d’équations (8.62)
pour B constant, I’évolution temporelle de la différence de vitesse 2 = €, — 2, lors de
la relaxation post-glitch suit alors la loi

IQ(t) ~ (099 — 082s) X exp (— ) + 00, (8.65)

Trelax

ol t = 0 correspond a la fin de la phase de montée, 7.e. au début de la phase de relaxation.
Le temps caractéristique de relaxation Tyejayx introduit ici correspond au temps (global) de
couplage par friction mutuelle,

I, (1—-¢,—-¢&,)

relax — T 5~ 8.66
Tl = TR0, (8:66)
voir (C.17), et la différence de vitesse §€2, est donnée par
AQ 1
50 P (8.67)

T 2B, 4B

ou t. est I'age du pulsar (2.16). Etant donné que le paramétre de friction mutuelle B
est trés faible lors de la relaxation, et en supposant que la différence de vitesse 0§y est
approximativement nulle & la fin de la phase de montée (voir section 7.1.2), nous avons
800 > 09 et la différence de vitesse (8.65) croit donc au cours du temps', comme

1. Lors de la phase de montée, au contraire, la différence de vitesse diminue au cours du temps, voir
Eq. (6.25).
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attendu. On pourra noter que, sur des durées suffisamment courtes, le moment extérieur
Lext n’affecte pas la dynamique de Iétoile (voir (8.66)). C’est pourquoi nous avons négligé
ce moment dans I'étude de la phase de montée du glitch, présentée dans la partie II1I. Ici,
en revanche, considérer I'ey; est nécessaire pour rendre compte de I'augmentation de la
différence de vitesse §€) au cours du temps (qui & son tour est indispensable pour qu’un
nouvel événement de glitch puisse se dérouler). Par ailleurs, il est intéressant de remarquer
que le modele de fluage linéaire peut étre grossiérement décrit par les mémes équations
que précédemment. Dans ce cas, le paramétre trainée/portance vérifie & > 1 (i.e. les
tourbillons se déplacent approximativement avec le fluide de particules chargées) de sorte
que le paramétre B est également trés faible (voir (8.14)).

La présence d’interactions entre les tourbillons et les tubes de flux permet alors d’en-
visager un autre scénario possible de glitch, dans lequel le superfluide de neutrons dans le
coeur joue un role primordial. Cela est particuliérement intéressant dans la mesure ol ce
superfluide est susceptible de participer aux glitches de certains pulsars, tels que le pulsar
de Vela, comme nous ’avons vu dans la section 3.2.2. Suivant ce scénario, la dynamique
du pulsar lors des phases de montée et de relaxation serait alors gouvernée par le méca-
nisme de friction mutuelle, a I'instar du second modéle que I'on vient de mentionner, et
reposerait sur une variation du nombre N, de tubes de flux ancrés a chaque tourbillon
superfluide durant I’événement de glitch. En effet, comme on peut le voir sur la figure 8.4,
une faible quantité de tubes de flux ancrés permet d’expliquer les temps de montée trés
courts, tandis que, pour de grandes valeurs de N,, le superfluide dans le cceur pourrait
étre découplé du reste de ’étoile sur des temps suffisamment longs pour rendre compte
de la phase de relaxation post-glitch (voir également ( )). Un modéle
complet et précis de glitch en présence d’ancrage dans le coeur reste toutefois a identifier !

1. De possibles éléments de réponse peuvent se trouver dans le modéle de ( )
abordé dans la section 3.2.3.
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La présence de matiére superfluide a 'intérieur des étoiles & neutrons est indiquée a la
fois par des calculs microscopiques détaillés et par différentes observations. La superflui-
dité est donc un ingrédient important qui doit étre pris en compte dans la construction
de modéles réalistes d’étoiles & neutrons, indispensables pour étudier les phénoménes de
refroidissement, de glitches et d’oscillations associés a ces astres. Les travaux exposés ici
constituent une nouvelle étape vers la réalisation de cet objectif.

Dans un premier temps, nous avons étendu le modéle numeérique proposé par
( ) afin d’obtenir des configurations stationnaires d’étoiles & neutrons superfluides, en
relativité générale, reposant sur 'utilisation d’EoSs réalistes ( ; ). Pour
cela, nous avons supposé que I’étoile est composée de deux fluides, a savoir un superfluide
de neutrons et un fluide de particules chargées, tournant de maniére uniforme autour d’un
méme axe avec différentes vitesses de rotation (€2, et €2,). Ces configurations peuvent étre
calculées pour n’importe quelle vitesse de rotation et s’affranchissent donc de I'approxi-
mation de rotation lente utilisée par ( ) ( ) et

( ). Dans le but d’atteindre une précision numérique élevée, deux
EoSs tabulées ont été interpolées a ’aide d’un schéma thermodynamiquement cohérent
d’ordre élevé, que nous avons testé sur des EoSs analytiques. Nous avons ainsi obtenu une
précision relative globale de I'ordre de 1078 — 10~7, mesurée par la violation des identités
du viriel, similaire a celle liée aux calculs de configurations d’étoiles & un fluide avec une
EoS réaliste.

Ces modéles numériques nécessitant la donnée d’une EoS dépendant de la densité de
chaque fluide et du carré de la vitesse relative, A2, nous avons présenté un formalisme per-
mettant de déterminer ’EoS pour une valeur arbitraire de A? et de calculer les paramétres
d’entrainement correspondants. Dans le cas ott A? est faible, les résultats présentés ici sont
parfaitement cohérents avec ceux obtenus a partir de la théorie du liquide de Fermi, &

I'ordre le plus bas en la vitesse relative ( , ). Les désaccords observés
entre les calculs réalisés par ( ) et ( )
d’'un coté, et par ( , ), d'un autre coté, proviennent alors du

fait que la déformation relativiste des sphéres de Fermi n’a pas été correctement prise
en compte par les premiers. Nous avons ensuite appliqué ce nouveau formalisme & deux
modéles nucléaires de type RMF, DDH et DDH¢, dont les couplages dépendant de la
densité ont été ajustés sur différentes propriétés connues de la matiére nucléaire symé-
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trique et de la matiére pure de neutrons. A l'aide de ces deux EoSs, nous avons calculé
différentes configurations d’équilibre réalistes d’étoiles a neutrons superfluides en rotation.
Nous avons alors étudié certaines grandeurs globales caractérisant ces étoiles, telles que
leur masse ou leur moment d’inertie. En particulier, les masses maximales obtenues sont
compatibles avec les observations d’étoiles a neutrons de 2 M.

Lors de cette étude, nous nous sommes principalement intéressés aux propriétés rela-
tives au cceur des étoiles a neutrons, en considérant simplement une composition interne
homogéne. Comme nous I'avons déja mentionné dans la section 3.2.2, les effets d’entrai-
nement associés a 1’écorce interne, dus a la diffraction de Bragg des neutrons libres par
les noyaux, sont beaucoup plus importants que dans le cceur (voir ( , )
et Fig. 3.11). Il serait donc particuliérement intéressant d’inclure la présence de I'écorce
solide dans nos modéles. Notons que le formalisme pour cela est déja disponible (

, ; , )). Il sera alors nécessaire de tenir compte d’une
EoS adaptée. Cela pourrait par exemple étre réalisé en utilisant une EoS unifiée, i.e.
décrivant les différentes régions de 'étoile de maniére thermodynamiquement cohérente
(voir, e.g. ( )), convenablement modifiée pour décrire un systéme de
deux fluides couplés par effets d’entrainement.

Nous avons ensuite examiné en détails I'impact de la relativité générale sur la dyna-
mique globale des glitches géants, tels que ceux rencontrés par le pulsar de Vela (

, ). A cette fin, nous avons étudié le transfert de moment cinétique se déroulant
entre le superfluide de neutrons dans le cceur et le reste de 'étoile, suite au désancrage
d’une grande quantité de lignes de tourbillons superfluides. Lors de la phase de montée du
glitch, la dynamique de I’étoile est gouvernée par un mécanisme de friction mutuelle (

, ), associé a l'interaction des tourbillons avec les fluides dans lesquels ils
sont plongés. L’échelle de temps hydrodynamique étant nettement plus courte que le
temps d’action de cette force de friction mutuelle, nous avons modélisé I’évolution tem-
porelle de la vitesse de rotation de chaque fluide a I'aide d’un séquence quasi-stationnaire
de configurations d’équilibre, & masse baryonique totale fixée.

Par une approche analytique simple, nous avons montré que la différence de vitesse
entre les fluides, 6§2 = 2, — 2, évolue approximativement selon une loi exponentiellement
décroissante, dont le temps caractéristique 7, a une forme similaire au temps de montée
obtenu a la limite newtonienne (voir, e.g., ( ) ( )). Toutefois, la
prise en compte de la relativité générale modifie la structure de 1’étoile et joue également
un réle important dans la dynamique des fluides. Ainsi, les effets d’entrainement des
référentiels inertiels induisent un couplage supplémentaire entre les fluides, dont ’action
est opposée aux effets d’entrainement mutuel entre les nucléons dans le ceceur.

Afin de tester la validité de cette approximation analytique et pour déterminer I’im-
portance des effets relativistes, nous avons résolu numériquement les équations gouvernant
le transfert de moment cinétique. Notre code fait appel a différents paramétres d’entrée,
macroscopiques d’une part (la masse et la fréquence de rotation de ’étoile, Pamplitude
du glitch) et microscopiques d’autre part (choix de 'EoS, paramétre de friction mutuelle
moyen B). Nous avons alors exploré en détails I'influence de ces différents paramétres sur
le temps de montée, en utilisant les EoSs DDH et DDH¢. Nous avons observé que les
résultats déduits de I'approche analytique reproduisent en trés bonne approximation ceux

216



Conclusions et perspectives

obtenus a partir des simulations numériques. En particulier, le temps de montée 7, fait
intervenir différents moments d’inertie partiels, qui peuvent étre déterminés en faisant
seulement appel aux configurations d’équilibre. En outre, nous avons étudié I'influence de
la relativité générale sur 7, en utilisant deux EoSs polytropiques différentes. Les erreurs
liées & I'utilisation de la mécanique newtonienne a la place de la relativité générale peuvent
atteindre ~ 20 — 40%, selon 'EoS considérée. Les effets relativistes sur la structure de
I’étoile et sur le couplage entre les fluides étant tous les deux trés importants, nous en
déduisons qu'un modéle réaliste de glitch doit nécessairement étre réalisé dans un cadre
relativiste. Il faut toutefois garder & I'esprit que 'utilisation de la mécanique newtonienne
n’est probablement par la source principale d’incertitude dans les modéles de glitches ac-
tuels. En effet, nos calculs reposent sur ’expression du moment de friction mutuelle ' ¢
obtenue par ( ) en supposant que les tourbillons sont rigides et alignés
avec 'axe de rotation. La géométrie et l'orientation des ces lignes pourraient toutefois
étre plus complexes, modifiant alors fortement I'expression de I'y¢. En outre, il convient
de rappeler que les incertitudes sur I’EoS peuvent également étre importantes.

Afin de satisfaire la contrainte 7, < 30's ( , ), le paramétre de friction
mutuelle doit nécessairement étre supérieur & ~ 107° pour expliquer les glitches du pulsar
de Vela. Néanmoins, la valeur de B étant moyennée sur toute I’étoile, le paramétre de
friction mutuelle peut étre localement plus important (voir, e.g., ( ) et

( )). De plus, pour des estimations réalistes de ce paramétre, le temps de
montée 7. obtenu est plus grand que le temps hydrodynamique, de sorte qu’il est possible
de décrire précisément la dynamique dun glitch par une succession de configurations
d’équilibre.

Par ailleurs, nous nous sommes également intéressés a la quantité d’ondes gravitation-
nelles émises lors de la phase de montée du glitch, en étudiant les variations temporelles
du quadrupole de masse de I'étoile. Bien que les fréquences caractéristiques associées a
ce rayonnement soient situées dans la bande de sensibilité des interférométres actuels,
tels que Advanced LIGO et Advanced Virgo, les amplitudes correspondantes sont trop
faibles pour pouvoir observer ces ondes. Par exemple, pour les glitches du pulsar de Vela,
I'amplitude caractéristique maximale est de 'ordre de ~ 10732, pour B = 1/2 (a comparer
avec 'amplitude minimale détectable par aLIGO, Ay, ~ 10722 4 100 Hz). Les sources
d’ondes gravitationnelles les plus prometteuses, si elles existent, seraient alors des étoiles
en rotation trés rapide et rencontrant des glitches de grande amplitude.

S’il parait peu probable de détecter les glitches par ’émission gravitationnelle qui leur
est liée, les radiotélescopes FAST (Five-hundred Aperture Spherical radio Telescope,

( )), LOFAR (Low Frequency Array, ( )) et SKA (Square Ki-
lometer Array, ( )) seront bientot capables d’observer la phase de montée
avec une précision sans précédent. Cela permettra alors d’apporter des contraintes trés
fortes sur 7, et donc sur les mécanismes physiques gouvernant le phénoméne de glitch.
Dans cette optique, il est donc indispensable de construire des modéles de glitches plus
complets, tenant compte par exemple des propriétés magnéto-élastiques et superfluides
de I’écorce. En outre, il est également crucial de considérer un modéle dans lequel seule
une partie du superfluide participe aux événements de glitches (voir, e.g.

(2012b); (2017).
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Nous avons enfin étudié la dynamique du superfluide de neutrons dans le cceur ex-
terne des étoiles a neutrons, dans le cas ou les interactions mutuelles entre tourbillons
superfluides et tubes de flux magnétiques sont importantes. Nous avons alors déterminé
Pexpression de la force de friction mutuelle associée au déplacement de paquets de lignes
quantifiées formés d’une ligne de tourbillon et d’un certain nombre N, (potentiellement
trés important) de tubes de flux ancrés a celle-ci. En particulier, nous avons montré que le
scénario standard, basé sur I’action d’une force de Magnus liée aux neutrons et d’une force
de trainée, n’est plus valide en présence d’ancrage dans le cceur et qu’une force supplé-
mentaire doit étre considérée afin de rendre compte de I'effet Magnus associé aux protons
supraconducteurs. Nos résultats sont en accord avec 'expression de la vitesse moyenne
des tourbillons obtenue par ( ) dans le méme contexte,
mais en suivant une approche différente. En outre, la principale source de dissipation ne
provient plus ici de la diffusion des électrons par les tourbillons superfluides magnétisés
par entrainement mais plutot de la diffusion des électrons par le champ magnétique porté
par les tubes de flux ancrés a chaque ligne de tourbillon. Afin de tenir compte des in-
certitudes actuelles sur le détail de 'interaction entre tourbillons et tubes de flux, nous
avons considéré deux scénarios d’ancrage trés simplifiés et deux expressions trés naives
du coefficient de résistivité associé a un unique paquet de lignes.

Nous avons alors obtenu une estimation du temps caractéristique 7, sur lequel le super-
fluide de neutrons dans le cceur externe est couplé au reste de ’étoile par friction mutuelle.
Bien que la valeur exacte de 7. dépende fortement des détails du mécanisme d’ancrage et
du coefficient de résistivité, il est néanmoins possible de tirer certaines conclusions géné-
rales des différents cas étudiés. Par exemple, pour de faibles valeurs de V,, nous avons
observé que le temps de couplage 7. est beaucoup plus court que la valeur attendue en
I'absence d’ancrage, 70 ~ 10 — 100 s ( , ; , ). En
revanche, 7. peut étre nettement plus long que 70 dans le cas ou chaque paquet contient
au moins ~ 10* — 10° tubes de flux. Une variation du nombre de tubes de flux ancrés
a chaque tourbillon au cours du glitch pourrait ainsi expliquer les différentes échelles de
temps associées a ce phénoméne. En particulier, nos résultats suggérent que le superfluide
dans le cceur pourrait étre découplé du reste de I’étoile sur des temps suffisamment longs
pour rendre compte de la phase de relaxation post-glitch. Notons que, si notre étude a
pour l'instant été réalisée dans le cadre newtonien, une version relativiste de ces calculs
est actuellement en cours de rédaction.

Plusieurs travaux ayant récemment montré que le superfluide de neutrons dans 1’écorce

des étoiles & neutrons n’est pas suffisant pour expliquer certains glitches ( ,

) J ) ? ) ? 7 ? J ?
), nos résultats confirment que le superfluide dans le coeur pourrait effectivement
prendre part & ces événements (voir, e.g., ( )
( ) pour des conclusions similaires). Un modéle de glitch complet basé sur la présence
d’ancrage dans le cceur reste toutefois a établir précisément.

Enfin, mentionnons également que les interactions entre tourbillons superfluides et
tubes de flux sont susceptibles d’avoir une influence significative sur d’autres phénomeénes
physiques associés aux étoiles & neutrons, tels que la précession ( , :

, ; , , , : , ) ou l'instabilité de
certains modes de vibration, appelés modes 1 ( , ,

Y Y
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, ,b). L’'impact exact de la présence d’ancrage dans le coeur sur ces différents
processus reste a déterminer.
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Annexe A

Détermination et analyse des temps d’arrivée

A.1 Mesure des temps d’arrivée

Les pulsars étant des sources radio relativement faibles, il est nécessaire d’utiliser
des radiotélescopes de trés grand diameétre (de l'ordre de la centaine de métres) pour
capter un nombre suffisant de photons. De plus, pour avoir un rapport signal sur bruit
satisfaisant, il est indispensable d’intégrer le signal en temps et en fréquence. L’ intégration
en fréquence se fait sur une bande de fréquence de I'ordre de la centaine de MHz, pour
la majorité des observations autour de 1,4 GHz. Toutefois, le phénoméne de dispersion
mentionné précédemment (voir Fig. 2.4) fait que le signal intégré sur toute cette gamme
de fréquence sera étalé dans le temps, voire méme rendu apériodique, si aucune correction
n’est apportée. Deux méthodes de dédispersion différentes sont utilisées :

— La dédispersion incohérente effectue une correction aprés détection du signal, la
phase n’ayant pas été enregistrée. Elle consiste a séparer la bande de fréquence
observée en différents canaux (de largeur ~ 1 MHz) et & appliquer un décalage
temporel approprié a chacun de ces canaux, avant intégration. Cette méthode est
limitée par la présence de dispersion résiduelle a I'intérieur de chaque canal et par
le phénoméne de scintillation (chromatique) du signal liée & la nature turbulente du
milieu interstellaire.

— La dédispersion cohérente consiste a traiter le signal en manipulant la phase de celui-
ci. Le principe est d’appliquer au signal recu l'inverse de la fonction de transfert
du milieu interstellaire, ce dernier agissant comme un filtre de phase. Bien qu’elle
soit plus difficile & mettre en ceuvre que la dédipersion incohérente, la technique
de dédispersion cohérente n’engendre aucune dispersion résiduelle, ce qui permet
d’effectuer une chronométrie trés précise des pulsars.

Aprés dédispersion du signal, celui-ci est ensuite « empilé » de maniére cohérente
sur des courtes durées, correspondant & une centaine ou a un millier de périodes. Pour
réaliser cette étape, que 'on nomme folding, il faut disposer au préalable d’une premiére
estimation de la période du pulsar, qui peut étre fournie par la transformée de Fourier
rapide du signal par exemple. On obtient alors des profils de pulse moyens trés stables
(voir Fig. 2.2) avec un bon rapport signal sur bruit. Notons que cet empilement temporel
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se fait généralement en temps réel pour gagner de l'espace disque : il n’y a alors plus
moyen de revenir a l'intérieur de la durée d’intégration.

Les temps d’arrivée (ou TOAs, pour times of arrival) des impulsions moyennes en-
registrées sont déterminés de maniére trés précise par corrélation croisée avec un profil
de pulse « modéle » sur lequel un point de référence a été positionné. En général, cette
impulsion « modéle » est obtenue a partir de l'intégration d’un trés grand nombre d’ob-
servations antérieures, mais elle peut également étre construite numériquement a ’aide
d’'une somme de profils gaussiens. La précision avec laquelle est déterminé chaque TOA
est approximativement donnée par la largeur du pulse W (donnée en unité de la période
P du pulsar), divisée par le rapport signal sur bruit SNR : o704 ~ WP/SNR. Par
conséquent, les TOAs les plus précis sont obtenus pour des pulsars rapides, associés a une
émission forte et dont les pulses sont trés fins.

A.2 Analyse des temps d’arrivée

Il est alors possible d’étudier I'évolution de la fréquence f = 1/P du pulsar au cours du
temps grace a la mesure extrémement précise des TOAs. Dans un référentiel comobile avec
le pulsar, la fréquence f(¢) est donnée en bonne approximation par les premiers termes
de son développement de Taylor en t — %y, ol ty est une époque de référence. Comme
f = dN/dt, ou N représente le « numéro » d’un pulse, on obtient I'expression suivante
pour N(t) :

N() = No+ fo (t —to) + %fo (t— 1) + éf'o (=t + . (A1)

ot Ng = N(tg) et les termes fo, fo et fo désignent respectivement la fréquence, sa dérivée
premiére et sa dérivée seconde au temps ty. Si la date tg coincide avec 'arrivée d’un pulse,
les pulses suivants, dont on connait les numéros et les TOAs, doivent correspondre a des
valeurs entiéres de N. C’est en ajustant la relation (A.1) aux TOAs mesurés qu’on déduit
les valeurs de fo, fo et fo.

Remarquons enfin qu’il est nécessaire d’appliquer différentes corrections aux TOAs
mesurés avant d’utiliser (A.1). En effet, les différents pulses sont observés a 1'aide d’un
radiotélescope sur Terre et sont donc mesurés avec une horloge locale. Il est alors possible
de transformer ces TOAs dits topocentriques en TOAs barycentriques, i.e. mesurés dans
le référentiel associé au centre de masse du systéme solaire, ce dernier étant supposé
galiléen et approximativement comobile avec le pulsar. La transformation entre temps
topocentriques ;o0 €t temps barycentriques tp,, s’écrit sous la forme

thar = ttopo + Aco7‘7" - ADM + AR@ + AS@ + AE@' (A2)

Le terme A, se référe & une correction d’horloge tenant compte de la différence entre le
temps local de I’observatoire (mesuré a I'aide d’horloges atomiques au césium ou d’horloges
a maser d’hydrogéne) et le temps terrestre. La quantité Apy, correspond au retard di au
phénomeéne de dispersion. Les trois derniers termes sont des retards liés a la propagation
dans le systéme solaire : Agr, correspond au temps de parcours classique de la lumiére
entre le radiotélescope et le centre de masse du systéme solaire, tandis que les quantités
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A.2 Analyse des temps d’arrivée
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FIGURE A.1 — Résidus de I’ajustement des TOAs du pulsar PSR B1133-+16.
Evolution temporelle (en jours juliens modifiés) des résidus obtenus aprés avoir ajusté
différents modéles aux TOAs mesurés. Un modéle satisfaisant conduit & des résidus aléa-
toirement distribués autour de 0, voir résidus (a). Les formes caractéristiques observées
dans les résidus (b), (c¢) et (d) signalent respectivement une erreur dans Pestimation de
la dérivée premiére, une erreur dans la position du pulsar et 'effet de ’absence de prise
en compte du mouvement propre du pulsar. Figure tirée de ( ).

Age et Apg désignent différentes corrections relativistes (retards Shapiro et Einstein). Des
corrections supplémentaires doivent enfin étre prises en compte pour décrire le mouvement
propre du pulsar par rapport au référentiel du centre de masse du systéme solaire ou si le
pulsar fait partie d’un systéme binaire. Outre le fait que les temps intervenant dans (A.1)
sont les TOAs barycentriques, ces derniers sont aussi intéressants car ils peuvent étre
combinés facilement avec des TOAs mesurés par d’autres observatoires utilisant différentes
horloges locales. 1l est trés important d’étudier les résidus obtenus aprés avoir ajusté les
TOASs barycentriques avec la loi (A.1). Une erreur dans n’importe laquelle des corrections
mentionnées précédemment, ou liée a d’autres grandeurs telles que la fréquence du pulsar,
sa dérivée ou sa position aura une signature nettement visible dans ces résidus, voir
Fig. A.1. Si I'ajustement est correct, les résidus montrent une distribution gaussienne
autour de 0, avec un écart-type de I'ordre de I'incertitude associée a la mesure des TOAs.
De plus amples détails sur la chronométrie des pulsas sont donnés, par exemple, dans

(2005) et (2011).
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Annexe

Tourbillon superfluide et quantum de
circulation

L’objectif de cette partie est de montrer qu’il est énergétiquement plus favorable pour
un superfluide de contenir N lignes de tourbillons portant chacune un quantum de circu-
lation kK = h/m, plutét que d’étre composé d’un unique tourbillon portant une circula-
tion Nk.

La relation de quantification (3.5) permet de déterminer le profil de vitesse au voisinage
d’une ligne de tourbillon portant une circulation £ (N = 1). Dans le cas le plus simple
oll le vortex est droit et infiniment long, les lignes de courant sont des cercles contenus
dans le plan perpendiculaire a la ligne de vortex, dont le centre correspond a la position
de cette derniére. La circulation le long d’une telle courbe est 27rv, de sorte que

K
v(r) =—, B.1
() = 5 (B.1)
r désignant la distance a la ligne de tourbillon.
Considérons maintenant un superfluide placé dans un récipient cylindrique de hau-
teur L et de rayon R en rotation a la vitesse angulaire ). La formation d’un tourbillon
(avec N = 1) est associée a une variation AE de I'énergie du liquide donnée par

1 1 dr
AE = | =02 = — pLr? | — B.2
/2pv AV = —pLs" [ — (B.2)

oll p est la masse volumique du liquide. L’intégrale par rapport a r est prise entre un
rayon r ~ a, olt a désigne la taille du coeur du vortex, et r = R. Cela conduit a

1 R
AE = —pL’In| — . B.
oL n() (B.3)

D’un autre coté, le moment cinétique du superfluide en rotation vérifie

1
& = /prv dV ~ §pL/<;R2, (B.4)



Tourbillon superfluide et quantum de circulation

oll on a utilisé le fait que a < R. L’apparition d’une ligne de tourbillon est donc favorable
d’un point de vue énergétique si ’énergie du superfluide dans le référentiel en rotation a
la vitesse angulaire {2 est abaissée, i.e.

AE; = AE — %0 < 0. (B.5)

Cela impose donc une vitesse de rotation minimale :

K R
Q>0 =——In(—]). B.6
¢ 2TR? (a) (B:6)

Supposons & présent que le superfluide est composé de N lignes de vortex, chacune
portant un quantum k. La variation d’énergie AE, (N, k) associée s’exprime alors sim-
plement de la maniére suivante :

AEB (N,5) = N x (AE — £9), (B.7)

ou AFE et £, donnés par (B.3) et (B.4), correspondent & la variation d’énergie et au
moment cinétique liés a la formation d’un vortex portant un unique quantum x. Le cas
d’une unique ligne de tourbillon avec N quanta de circulation est obtenue en effectuant
la substitution k — Nk dans les équations (B.3) et (B.4), ce qui conduit & une variation
d’énergie

AE, (1, Nk) = N> x AE — N x .£Q. (B.8)
Quel que soit N > 1, on en déduit que AE, (N, k) < AE, (1, Nk), indiquant ainsi qu’il
est énergétiquement plus favorable pour un superfluide de contenir N lignes de tourbillons

portant chacune un quantum de circulation x, plutét que d’étre composé d’un unique
tourbillon portant une circulation Nk. Les arguments précédents sont tirés de

(1980).
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Annexe C

Transfert de moment cinétique en mécanique

newtonilenne

C.1 Moments cinétiques

En injectant (4.40) dans (4.97), on obtient

i o= [nnFﬁun U, + 2045% (%Up - Un)] Brsin6,

- (C.1)
P= [ongm’ U, + Qaﬁ (%Un — Up>] Brsin .

A la limite newtonienne, I', ~ I'p A >~1, B~1, u" ~my, et u? ~ my, de telle sorte
que le systéme d’équations (C.1) devient,

Jp = [ Un + 2a (U, — Uy)] rsiné, (©2)
gb = [npmy Up + 20 (Uy — Up) rsind, '
ou les vitesses physiques (4.56) vérifient
Uy >~ Qursinf and U, ~ Q,rsiné. (C.3)

En remplacant (C.2) dans (4.95), le moment cinétique de chaque fluide, & la limite non
relativiste, est donné par

J, = / My (2 + &4 (Qp — Q) r?sin? 6 &3 Xy,
=t (CA4)
Jy = / npmy (Qp +&p (L — Q) r?sin? 0 & 3y,
3¢
o &3 Y =r?sinfdrdfde et les paramétres d’entrainement ¢, et &, sont définis par

EnNnMy = 20 = €,npMy, (C.5)

voir également (5.59).



Transfert de moment cinétique en mécanique newtonienne

Dans le cas ou les vitesses de rotation des fluides sont constantes dans 1’étoile, les
moments cinétiques newtoniens sont alors donnés par

Jo = L+ 16, (2, — Q)
i (Qp — ) C6)
o = L8y + L&, (Qn — (),
ol on a introduit le moment d’inertie de chaque fluide,
Ix :/ nxmxr?sin? 6 &3 Xy, (C.7)
¢

et le terme de couplage par effets d’entrainement correspondant, moyenné sur le fluide
considéré,

1

/axnxmxrzsiHQQd?’Ef

~ - Et -

x = P
/nXerQSiHQQdBZf XI5
P

exnxmxr?sin? 6 d> s (C.8)

Notons que les termes d’entrainement moyennés sont reliés par la relation I,&, = I,,, qui
découle de (C.5). Les expressions précédentes sont en parfait accord avec celles obtenues

par ( ).

C.2 Moment de friction mutuelle

A la limite newtonienne, le terme géométrique 2 (6.11) qui apparait dans 'expres-
sion (6.15) du moment de friction mutuelle vérifie

x5 = r?sin?6. (C.9)
En outre, dans le cas ou les termes d’entrainement sont constants dans ’étoile, on peut
montrer que la vorticité (non-relativiste) du superfluide (6.9) est donnée par

Wn = 2y [ + €0 (Qp — )], (C.10)

ol my, est la masse de repos des neutrons et €, est défini par (C.5). Notons qu’en I’absence
d’effets d’entrainement, on retrouve ainsi I’équation (3.6), a la différence prés que cette
derniére fait intervenir le rotationnel de la vitesse du superfluide et non son impulsion.

En utilisant le fait que &*¥ — & Yy =r?sinfdrdfde et I, — 1 a la limite newto-
nienne, le moment de friction mutuelle se réduit alors a

[Pt = —B 1, wy 05, (C.11)

mf

ou le moment d’inertie I, des neutrons est donné par (C.7) et la vorticité du superfluide
par unité de masse w, par
Wn

W = 0 = 2O + n (O — )] (C.12)

My
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C.3 Temps de montée du glitch

L’expression (C.11) correspond a ’équation (58) obtenue par ( ).
Sous les mémes hypothéses, la quantité « (6.23) tend vers

K™Y = Twy. (C.13)

Plus généralement, il est important de remarquer que, méme si les parameétres d’entrai-
nement varient dans I’étoile, la différence de vitesse entre les neutrons et les protons est
trés faible, de sorte que w, ~ 2, et donc

KW~ 21 Q. (C.14)

C.3 Temps de montée du glitch

En utilisant les relations (C.6), les moments d’inertie partiels (6.16), & la limite new-
tonienne, sont (en trés bonne approximation) donnés par

o1,
]nn = ](1_5n>+QPaQ
ol,
Ly, = ]5H+QpaQ
ol (C.15)
Iy = Iap+QpaQ
oI,
Ly = 1 (1_5p)+QpaQ

ot on a utilisé le fait que €, ~ Q, dans ces expressions. Dans I’hypothése de rotation
lente (6.20), les moments d’inertie I, et I, sont approximativement indépendants des
vitesses de rotation (voir, e.g., Fig. 5.24), de sorte que les quantités introduites dans la
section 6.2.1 vérifient

~

Ly, Iy, I~I,+1,=1 et Ly~ L& =&, (C.16)
La comparaison de (6.28) et (C.14) conduit alors & ¢ = 1, a la limite non-relativiste.

Par conséquent, la mécanique newtonienne prédit un temps de montée (6.29) donné par

I’expression suivante
)
1 2B,
qui coincide avec I’équation (69) de ( ). Il est toutefois important de garder
a Pesprit que cette expression n’est valable que pour des faibles vitesses de rotation.

Les dépendances du temps de montée en €, et en B sont (approximativement) les
mémes qu’en relativité générale (voir, e.g., (6.46)) et ont été vérifices numériquement
dans ce cadre (voir section 7.2.1). Nous cherchons ici & mettre en évidence la relation de
proportionnalité entre 7, et I,/I d’une part, et entre 7, et 1 — &, — &,, d’autre part. Pour
cela, nous avons utilisé le code d’évolution décrit dans la section 7.1 pour modéliser des
glitches dans le contexte newtonien. I.’EoS considérée est la suivante :

1 1
E= 5/<gnnr21 + §/<apn§ + FupNanp + Kanga A2, (C.18)

(C.17)
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Transfert de moment cinétique en mécanique newtonienne

X, = 0.1 ° 5 £=02 ©
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FiGURE C.1 — Comparaison entre résultats numériques et valeurs théoriques.
Les valeurs de 7, déduites de I’évolution temporelle de I’écart en vitesse durant un glitch
d’amplitude AQ/Q = 107 sont tracées en fonction de 1—,—£, (& gauche) et I,/ ~ x, (a
droite), pour une étoile de 1,4 M, tournant a 11,19 Hz. Le paramétre de friction mutuelle
B est fixé & 107 et le cas (ii) est considéré (équilibre 8 maintenu au centre). Les droites
correspondent aux valeurs théoriques, obtenues a partir de (C.17).

Cette EoS a été choisie de sorte que, a I’équilibre 3 et en corotation (i.e. u" = pP), la
fraction de protons est donnée par

Rp — 'Linp

(C.19)

Tp = )
Kn + Kp — 2Knp

Celle-ci est donc constante dans 'étoile. De plus, les paramétres d’entrainement (C.5)

sont tels que

2 2
€p = Ao Ep = A N o , (C.20)
mp my 1—ap

et sont donc également indépendants de la position. En modifiant les variables xy, kp, fnp
et kKa, on peut alors choisir librement z;, et la quantité € = €, + &, = &, + €p. Le temps
de montée 7, est tracé en fonction de I,/ et de 1 — ¢ sur la figure C.1, pour une étoile
de masse 1,4 Mg, et de fréquence de rotation f, = f, = 11,19 Hz (& la fin du glitch).
Les résultats numériques obtenus (cercles, croix, triangles) sont en parfait accord avec les
valeurs attendues (C.17) (lignes bleues, vertes, orange).

C.4 Couplages entre les fluides

En utilisant les équations (C.15), le coefficient de couplage &, (6.31) associé au fluide
de protons est donné par

L0,
.
g = tm _ fp 0% (C.21)
I Q ol ol
p 1+ b [ 7P + p
1, \aa, " aq,
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C.4 Couplages entre les fluides
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FIGURE C.2 — Influence de la vitesse de rotation sur les couplages entre les
fluides. Le coefficient de couplage £, et le paramétre d’entrainement £, sont tracés en
fonction de la fréquence de rotation f = /(27) pour une étoile & neutrons de 1,4 Mg,
en supposant que les fluides sont en corotation et a I'équilibre [ (cas ii). Les deux EoSs
considérées sont des versions newtoniennes de celles utilisées dans la section 7.2.2.

a la limite non-relativiste. En utilisant une version newtonienne du code sfstar, dévelop-
pée par ( ), nous avons réalisé quelques calculs de configurations d’équilibre
non-relativistes d’étoiles a neutrons superfluides en rotation. Sur la figure C.2, nous tra-
cons alors les coefficients £, et £, en fonction de la fréquence de rotation f, pour une étoile
de 1,4 M, en supposant que les fluides sont comobiles et a I’équilibre 3 (cas ii). Les EoSs
considérées sont des versions newtoniennes de (7.9) et (7.10). Comme attendu, a faible
vitesse de rotation, on observe que £, ~ £, en trés bonne approximation car le moment
d’inertie [, est approximativement constant. Les fluides sont donc uniquement couplés
par des effets d’entrainement. En revanche, pour des fréquences supérieures a ~ 100 Hz,
les effets de la rotation sur la structure de 1’étoile deviennent non-négligeables et sont
doubles. D’une part, le paramétre d’entrainement &, diminue faiblement car les densités
atteintes décroissent légérement. D’autre part, les moments d’inertie varient de maniére
significative de sorte qu’on observe alors une différence notable entre &, et £,. On met ainsi
en évidence un couplage supplémentaire entre les fluides, qui intervient & haute vitesse
de rotation par effets centrifuges (voir également I'image de gauche de la figure 6.9). En
effet, une variation de la vitesse de rotation d’un fluide va conduire a des changements
dans le profil de densité de ce fluide. Cela entraine alors une modification du potentiel
gravitationnel de ’étoile qui, & son tour, va perturber le profil de densité du second fluide.
Comme en relativité générale, le profil de £, dépend fortement de I'hypotheése choisie sur
I'équilibre chimique (voir I'image de droite de la figure 6.9).
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Transfert de moment cinétique en mécanique newtonienne

C.5 Quadrupodle de masse

A la limite newtonienne, 'équation d’Einstein (4.46) tend vers I'équation de Poisson
A3® = 47Gp = 0, de sorte que la quantité () vérifie

_ 1
Q™" = §/ pr® | cos’ — = | &Sy (C.22)
2 Js, 3
Compte tenu de
4 1\ G? -
“p+=) M3 newt C.23
3 ( + 4) = L Q"M ( )

dans cette méme limite, on en déduit que le moment quadrupolaire Q""" de la mécanique
newtonienne est simplement donné par I'équation (C.22).

En supposant que 'axe de rotation est confondu avec I'axe des z, on introduit les
moments d’inertie suivants, définis respectivement par rapport aux axes Oz, Oy et Oz,
o O désigne le centre de I'étoile :

I, = / pr® (sin® @sin® ¢ + cos® ) &’ Ty, (C.24)
Xt
I, = / pr? (sin2 6 cos® ¢ + cos? 9) & Xy, (C.25)
3t
et
I.= /E prisin®0d* Xy, (C.26)

ou I,, correspond a (C.7). L’étoile étant axisymétrique, la masse volumique p ne dépend
pas de ¢ et, par conséquent, les moments d’inertie I,, et I, sont égaux. En injectant les
relations précédentes dans (C.22), le quadrupole de masse est alors donné par

Q" = I, — ... (C.27)

Notons que, pour une étoile sphérique, nous aurions I, = I.., de sorte que le moment
quadrupolaire de I’étoile serait nul.

En faisant maintenant I’hypothése supplémentaire que ’étoile est un ellipsoide de ré-
volution, de demi-grand axe Ry, de demi-petit axe 2, et de masse volumique constante,
on obtient

1 2 2 2 2
Ly = gM (Ra,+RZ) et I.= gMReq. (C.28)
L’équation (C.27) conduit alors a
new 1
Q™" = -MRZ (a® - 1), (C.29)

5

oll @ = Ryo1/ Req désigne aplatissement de 1’étoile. Un astre de forme oblate (déformé par
effets centrifuges, par exemple) sera ainsi caractérisé par a < 1 ou, de maniére équivalente,
par Q""" < 0. Lors de la phase de montée d’un glitch, I’évolution de la vitesse de rotation
de chaque fluide est susceptible d’entrainer de légeres variations de R, et de a, et donc
du quadrupoéle de masse.
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Annexe D

Contraintes sur les moments d’'inertie partiels

En appliquant une méthode de type principe variationnel aux états stationnaires et
asymptotiquement plats d’une étoile axisymétrique composée de deux fluides en mouve-
ment circulaire avec des vitesses de rotation indépendantes de la position, la variation
d’énergie de I'étoile entre deux états voisins est donnée par

0E =Y QxbJx, (D.1)
X

pour une masse baryonique totale fixée, voir Eq. (3.5) de ( ). La définition (6.16)
des moments d’inerties partiels conduit & ce que la variation du moment cinétique de
chaque fluide vérifie

0Jx = IxydQy. (D.2)
Y
En se rappelant que Ixy = Iyx, ’équation (D.1) devient
0E = ) ILaQxdQy (D.3)
XY
1
= 3 (Lan6 (922) 4 200p0 (2u€2) + L5p0 (€22)) - (D.4)

Pour des vitesses de rotation suffisamment faibles, I’énergie E d’un état en rotation est
donc approximativement donnée par

1
E=Ey+5 (Tan€% + 200p 0, + 1,,Q2) | (D.5)

ol Ejy est I'énergie associée a une configuration statique. En réécrivant cette relation de

la maniére suivante :
I oo V1, B2 o
E - EO == 5[111—1 Qn + EQP + 5 Ipp - E Qp’ (D6)

la stabilité de la configuration statique implique que le membre de droite de cette équation
soit toujours strictement positif. Cela conduit alors a

Lin >0 et Iy, — 1.2 >0, (D.7)

ce qui, a son tour, donne I, > 0.



Contraintes sur les moments d’inertie partiels
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Annexe

Commentaires sur le coeflicient de résistivité

E.1 Coefficient de résistivité associé a une ligne unique

Nous donnons ici quelques arguments physiques permettant d’estimer le coefficient de
résistivité associé a la diffusion des électrons par le champ magnétique porté par une ligne
de tourbillon superfluide ou par un tube de flux. Les idées présentées dans la suite sont
tirées de ( ) et de ( ).

Puisque les électrons sont ultra-relativistes et dégénérés dans le coeur des étoiles a
neutrons (voir section 1.2.3), leur longueur d’onde est approximativement donnée par

he
Ae E.1
= (E1)

ou Er désigne I'énergie de Fermi du gaz d’électrons (correspondant a I’énergie des électrons
les plus mobiles). Cette derniére s’exprime en fonction de la densité d’électrons n, par la
relation

Er=nh (37?2716)1/3 c. (E.2)

Pour des densités typiques du coeur externe des étoiles a neutrons, i.e. de l'ordre de
ne ~ 0,1 X ng ~ 0,02 fm™3, les expressions précédentes conduisent & Er ~ 100 MeV et
e ~ 1072 cm. En caractérisant la taille du coeur d’un tube de flux et d’un tourbillon par
la quantité A, ~ 107! ¢m (3.12), qui correspond a la longueur caractéristique sur laquelle
le champ magnétique porté par la ligne quantifiée est confiné, on observe que A\, < A,
de sorte que le mouvement des électrons au voisinage de cette ligne pourra étre décrit par
des trajectoires classiques, sans faire appel a la mécanique quantique.

Nous nous intéressons & présent a la force de trainée F ., engendrée par les électrons
diffusés par le champ magnétique d’un tourbillon superfluide sur ce dernier. Soit dp!/ d¢
la variation par unité de temps de la quantité de mouvement des électrons traversant le
coeur de la ligne. En désignant la vitesse du tourbillon par rapport au gaz d’électrons par
le vecteur v? (de norme v,), la composante de la force de trainée selon la direction de v?
est donnée par
_dp; Vi
dt v,

Foyy = (E.3)



Commentaires sur le coefficient de résistivité

Le libre parcours moyen [, des électrons étant nettement plus grand ' que A,, les élec-
trons sont supposés libres, et seule I'interaction de ces particules avec le champ magnétique
du tourbillon est a prendre en compte. Par conséquent, dp./dt s’exprime de la maniére
suivante .

dp;  dN

dt — dt
ot dN,/ dt représente le nombre d’électrons traversant le tourbillon par unité de temps et
(Api) est la variation moyenne de la quantité de mouvement d’un seul électron, associée
a la diffusion de ce dernier. Le premier terme est approximativement donné par

x (Apy), (E.4)

AN, = v, dt X Seg X Ne = vy dt X 2A, L X n, (E.5)

ol Seg ~ 2A,L est la surface effective d’un tourbillon de hauteur L. Par ailleurs, en
supposant que la diffusion d’un électron se traduit par la présence d’un angle 6 entre les
quantités de mouvement incidente et diffusée (voir figure E.1), nous obtenons

Uy i

(ApL) = pe X (1 —cos ), (E.6)

v
ol pe = h/Ae = Er/c et la notation (.) indique une moyenne prise sur I'ensemble des
électrons traversant la ligne.
En injectant les relations précédentes dans 'équation (E.3), la force de trainée par
unité de longueur est alors donnée par

Feosy
L

= —R X vy, (E.7)

ol on a introduit le coefficient de résistivité R par la relation
R =~ 2N, nepe (1 — cosb) , (E.8)

que nous cherchons a expliciter dans la suite. Compte tenu du champ magnétique porté
par le tourbillon,
¢n ~ ¢0

YT onA2 T PonA

voir (3.30), I'électron traversant le coeur de la ligne quantifiée se met & suivre un mouve-
ment circulaire, caractérisé par le rayon de giration

(E.9)

De EpdmA?

= = £~ 1072 - 1078 E.10
¢ e|By| hee, e (E-10)

comme illustré sur la figure E.1.
Etant donné que a > A,, chaque électron est dévié d’un angle trés faible vérifiant
environ

A, €
Op~v —— ~——LP <1 E.11
0 a 20, ke ’ ( )
1. Par exemple, la viscosité de cisaillement conduit & I, ~ 4 x 1073 c¢m ( , ).
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'y
l
N
-
*
v

FIGURE E.1 — Déviation d’un électron par le champ magnétique porté par un
tourbillon superfluide. La trajectoire suivie par ’électron est dessinée en orange et la
section du tourbillon est représentée en vue de dessus par le cercle bleu. La direction du
champ magnétique porté par la ligne est indiquée par la croix et les angles sont comptés
positivement dans le sens trigonométrique.

ol ke = 21/ X, ce qui conduit a

2 1A
<1—COSQ>21—C08902%2§<—> : (E.12)

a

En remplagant cette expression dans (E.8), le coefficient de résistivité associé a la diffusion
des électrons sur un unique tourbillon est alors donné par

e’nec

R = Am2 M\, Ep

x ¢.2. (E.13)
Notons que dans le cas ot les électrons sont diffusés par le champ magnétique porté par
un seul tube de flux, le coefficient de résistivité s’obtient simplement en effectuant la
substitution ¢, — ¢q, i.e.

e’nec

R
_ e o Ra .14
Ro = Len g < % (E.14)

2
{-jp

Il est intéressant de remarquer que les estimations (E.13) et (E.14) sont trés proches (a un
facteur numeérique prés) des expressions (8.9) et (8.36), respectivement obtenues par
( ) et ( ) en suivant un modéle plus précis.
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En négligeant ' la composante de F! ., tranverse a v!, la force de trainée vérifie sim-

e—vV
plement '
Fel—w %
5 = —R X v, (E.15)

voir (E.7). La force de trainée F: par unité de longueur s’exer¢ant sur un tourbillon (ou
un tube de flux), moyennée sur un certain volume V de fluide, s’obtient alors & partir
de cette expression (i) en remplagant v’ par la différence entre la vitesse moyenne vi des
tourbillons contenus dans V et la vitesse moyenne des électrons v} = v}, (définies toutes les
deux par rapport a un référentiel galiléen) et (ii) en supposant que les termes prenant part
au coeflicient de résistivité sont constants dans le volume V. Dans ce cas, 'équation (E.15)
devient alors

. o
i= =R, (E.16)

oll . désigne une moyenne prise sur V, ce qui redonne bien I'expression attendue, a sa-
voir (8.8).

E.2 Cas d’un paquet formé de tubes de flux superposés

Nous cherchons maintenant a obtenir une expression approchée du coefficient de résis-
tivité associé a un unique paquet contenant N, tubes de flux superposés a un tourbillon
superfluide, en utilisant des arguments similaires a ceux présentés dans la section E.1.
Cette situation correspond au premier scénario d’ancrage considéré dans la section 8.3.1.
[’idée ici est de montrer les limites de la formule (8.38), trés naive.

Le paquet de lignes quantifiées ayant un rayon caractéristique d.; de l'ordre de A,, la
quantité dN, est toujours donnée par (E.5). En revanche, le rayon de giration a; vérifie

maintenant
Er

a = ———, E.17
! ec|Be 1| ( )
ol le champ magnétique porté par le paquet a pour expression
N, ¢0 — & ¢0 N, — g N,
B, =2 PP P ypy=(1-—L)B,=(N,—¢,)B E.18
ol 27rd§1 2w A2 %0 €p (Np =) B, ( )

le champ magnétique By d’un tube de flux étant simplement relié a celui d’un tourbillon,
By, par la relation B, = —¢, B, voir Eq. (3.30). Pour a; > d., un électron traversant le
paquet de lignes quantifiées est dévié d’un angle

de 1 N, 1
O ~e——=(1--L)0=—— (N, — E.19
o e (1222 b0 = e (- ), (5.19)
ol € = —1 pour N, = 0 et € = 1 pour N, > 0. On pourra remarquer que, pour N, > 0,

I'angle de déviation a un sens opposé a I'angle 6, (E.11) associé & un unique tourbillon,

1. Bien que I'amplitude de la composante transversale de la force de trainée soit plus importante
que celle de la composante longitudinale étudiée ici, on peut montrer que I'influence de la composante
transversale sur la vitesse moyenne des tourbillons et donc sur la force de friction mutuelle est extrémement
faible.
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en raison du fait que les deux types de lignes ont des champs magnétiques de directions
opposées. Nous allons maintenant considérer deux cas :

e 0 < 1<+= N, < 200. Sous cette hypothése, nous avons a; > A, > A et

02 (N 2o
(1 —cosf) ~ 71 ~ (8—; - 1) X 70. (E.20)
Le coefficient de résistivité (E.8) est alors donné par
Rn 2 2
RC,I ~ ? X (Np - €p) = Rp X (Np — gp) s (E21)
P

comme attendu, voir (8.38).

o d.1 > a1 <= N, > 200. Le rayon de giration a; est alors beaucoup plus faible
que dans le cas précédent et devient méme inférieur a A, lorsque [V, est suffisam-
ment grand. L’équation (E.20) n’est plus satisfaite et 'expression (E.21) n’est donc
plus valable. En faisant encore appel & des trajectoires classiques, les électrons en-
trant dans un paquet vont étre suffisamment déviés pour ressortir directement de
ce dernier, sans le traverser. Dans le cas trés simplifié ou 'angle # de déviation
des électrons couvre réguliérement 'intervalle [7/2; 37/2], la quantité (1 — cos ) est
alors approximativement donnée par 14 2/7 ~ 2. Sous ces hypothéses, le coefficient
de résistivité serait donc plutét donné par la relation

Rer =~ 16 (Ake)’ Ry ~ 10° x R, (E.22)

indépendante de NV,,.

E.3 Cas d’un paquet formé de tubes de flux distants

Dans cette section, nous nous intéressons au second scénario d’ancrage envisagé dans
la section 8.3.1, dans lequel les N, tubes de flux entourant le tourbillon sont séparés par
une distance 2™, afin d’étudier la validité de 'expression (8.39).

Dans ce cas, dN, est encore donné par (E.5), mais la surface effective doit étre rem-
placée par celle d'un paquet, & savoir Seg =~ 2d. o x L. En utilisant (8.27), on obtient

pin

dNe’Q = dNe,O X X X \/N ~ dNe,O X Np, (E23)

ou dN, est défini par (E.5) et on a utilisé le fait que A, ~ d{;i”, voir section 8.3.1. Par
ailleurs, le rayon de giration ay vérifie a présent

Ep
= — E.24
a’Q €C’BC72” ( )

oll le champ magnétique porté par le paquet a pour expression

Nybo — eppo N, — ¢ AN 0 AN
B,y = p p ~ P P A N ' B F.o5
. 2mdgy i, <\ )~ 2ear g b B2
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pour N, # 0. En supposant que as > d.o et N, > 0, un électron traversant le paquet de
lignes quantifiées sera dévié par un angle

de o 1
Oy ~ —= = v/ Np. E.2
2 a9 QA*]{?e % P ( 6)

Cette relation s’interpréte simplement de la maniére suivante : au cours de sa traversée
du paquet, ’électron rencontre environ \/ﬁp tubes de flux, chacun déviant la particule
d’un angle 1/(2Ake). L’étude du coefficient de résistivité peut alors étre poursuivie dans
différents cas limites :

o 0 <1l<4+= N, < 4x 10%. Dans ce cas, nous avons ay > deo > Xe et

02 N, 02
1 —cosf) ~ 2 ~ P 0 E.27
( cos 6) 5 6123 X 5 ( )

Le coefficient de résistivité (E.8) s’exprime alors de la maniére suivante

R :
Rea ™ 5 X NP2 =R, x N2, (E.28)
p

ot R, est donné par (E.14). On pourra remarquer que cette relation est légérement
différente de l'estimation (8.39). Toutefois, il est important de noter que l'expres-
sion (E.28) n’est valable que pour N, > 1. En effet, les lois dc » oc /N, et 65 oc /N,
n’ont pas réellement de sens physique pour N, ~ 1 — 10, car la premiére suppose
que le nombre de tubes de flux est suffisamment grand pour que le paquet ait une
forme cylindrique et la seconde fait explicitement appel au processus de diffusion
multiple.

e Pour de trés faibles valeurs de Ny, de l'ordre de N, ~ 1—10, il semble raisonnable de
se placer dans ’approximation de cible mince, qui consiste & supposer qu’un électron
traversant le paquet n’est diffusé qu’une seule fois. Dans ce contexte, le nombre de
chocs par unité de temps vérifie maintenant

A, L
AN, = N, x

X NeSvydt, (E.29)

ou S = 2d.o X L est la taille effective du paquet de lignes quantifiées. Le coefficient
de résistivité (E.8) est alors donné par

Re2 = 2N, Npnepe (1 — cosb) , (E.30)

ot (1 — cos®) vaut approximativement [2 x (2A,k.)?|™!, comme attendu pour une
diffusion sur un unique tube de flux. En rajoutant la contribution du tourbillon
superfluide, on obtient alors :

N, 62 02
Reo=2Mnepe | —2 x 2 4+ 22 E.31
2= 2 |32 x B+ (©.31)
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Compte tenu de (E.11), le coefficient de résistivité, pour de faibles valeurs de N,
est donc approximativement donné par

Rez ™Ry x (N +¢2). (E.32)

On remarquera que cette expression, obtenue dans 'approximation de cible mince,
correspond & (8.39). En particulier, pour N, = 0, on retrouve (8.9), comme il se
doit.

o N, > 4x10* <= d 5 > as > .. En suivant les mémes hypothéses simplificatrices
que celles que nous avons utilisées pour le scénario 1 a grande valeur de N, i.e. en
prenant (1 — cos#) ~ 2, le coefficient de résistivité s’exprimerait plutot comme suit :

Rez = 16 (Auke)’ RyNY/2 =~ 10° x Ry, x N2, (E.33)

Ainsi, les résultats précédents, obtenus dans un cadre trés simpliste, suggérent que
les estimations (8.38) et (8.39) ne sont valables que pour que de faibles valeurs de N,,.
Toutefois, les conclusions générales que nous présentons dans les sections 8.3 et 8.4 concer-
nant le coefficient [ et le temps de couplage 7, restent vraies, méme si R . est constant a
grande valeur de N,. En effet, dans ce cas, la présence du terme X ~ x,N, associé a la
force de Magnus du supraconducteur de protons assurera que  — 0 et 7. — +o0o lorsque
N, — 4o0.
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Annexe

Interactions entre tourbillons superfluides et
tubes de flux

F.1 Force d’interaction et friction mutuelle

Nous déterminons ici 'expression de la force de friction mutuelle dans le cas ou les
interactions entre tourbillons superfluides et tubes de flux peuvent étre simplement repré-
sentées par une force linéaire en la différence de vitesse entre les deux lignes. Les résultats
obtenus seront ainsi plus généraux que ceux présentés dans la section 8.3, dans le cas ol
les tubes de flux sont parfaitement ancrés aux tourbillons superfluides.

Soient u’ et u; les vitesses moyennes des tourbillons et des tubes de flux contenus dans
un certain volume de fluide. En I’absence d’ancrage dans le coeur des étoiles a neutrons,
on s’attend a priori a u’ # u;. En supposant que ces lignes sont rigides, le déplacement
quasi-stationnaire des tourbillons et des tubes de flux est respectivement gouverné par les

bilans de force ( : )
fﬁp + .7:5 .antp 0. (F.2)
Sur chaque ligne s’exercent ainsi :
(i) une force de type Magnus, donnée par Fijy = e pxr (uf — vy, voir Egs. (8.5)

t (8.35),

(ii) une force de trainée Fiy = Rx (v, — uy) qui tire son origine d'un processus dissi-
patif associé au fluide normal, formé d’électrons (i.e. v, = v}),

(iii) une force d’interaction F}, traduisant les interactions entre un unique tourbillon
(tube de flux) et un nombre donné de tubes de flux (tourbillons). Cette force provient
principalement des interactions & courte portée dues aux champs magnétiques portés
par ces lignes quantifiées (voir, e.g., ( )). En supposant que N, tourbillons
interagissent avec N, tubes de flux, le principe d’action-réaction conduit alors &
N, Fi

7
intn ’Ent P 7

(F.3)



Interactions entre tourbillons superfluides et tubes de flux

u n peut réécrir us un rme similaire a I’équation
e l'on peut réécrire sous une forme similaire a ’équation (3) de
( ), & savoir
f’b

int p

—aFi

intn»

(F.4)
ou @« = N, /N, est un paramétre inconnu.

On pourra remarquer qu’aucune force de Magnus liée au fluide de protons n’apparait
dans I'équation (I'.1). En fait, dans le cas général ot u;, # uy, la valeur exacte de CP (8.30)
est incertaine et les calculs réalisés par ( ) ne sont plus valides & stric-
tement parler. Par simplicité, nous supposons que CP = 0. Nous verrons que les résultats
obtenus dans la limite ol les deux types de lignes sont comobiles sont en parfait accord
avec ceux présentés dans la section 8.3 en présence d’ancrage.

( ) ont utilisé les équations précédentes pour obtenir
les expressions de u’ et donc de la force de friction mutuelle, sans spécifier la forme de la
force d’interaction ]—"fntn L’expression de u’ qu’ils obtiennent dépend alors de la vitesse
relative uj, = u; — u . Cela n’est pas trés satisfaisant, & moins de supposer que I'ancrage
est eﬁ'ectlf auquel Cas u'y = 0. D’un autre coté, en I'absence d’ancrage, la vitesse relative

uy, est inconnue.

Dans la suite, nous faisons ’hypothése que la force d’interaction F;, est donnée par
Iexpression linéaire

‘antn =Gy (u; - u;) ) (F.5)
voir également Iéquation (124) de ( ). En utilisant les équa-

tions (F.1), (F.2), (F.4) et (F.5), il est alors possible d’exprimer les vitesses u’; en fonction
de C,, au lieu de u'y. Ainsi, en supposant que £}' =k} = k; = KkR; et k; (v — ul) = 0,
la vitesse moyenne des tourbillons a pour expression

u; = Ui 1+ 52 [65”’“ (v — Vi) + 5ijk5klm/%j’%l (UgL - Vm) + ﬁFé + 5ijk’%j]:nk] , (F.6)
ol
5= Cy (aRy + Rp) + RpRu — puppk? 1 (F.7)
Co (apn + pp) + Rppn + Rupp K '
v%Jw%@+Rﬂ+m%W@+RQ (F.8)
pp (Cy +Ry) + pn (aCy + Ryp)
et
Fi = Pulop” (vf — i) (F.9)

" pp (Cy 4+ Ry) + pu (@Cy +Ry)

De méme, la vitesse moyenne des tubes de flux est donnée par

Uy, = vy F 1+ 5 (B (0 = Vi) + e epmiii! (v = V™) + BF + €75 For] |
(F.10)
ou R
Fi_ Pn’p ek i (vf — D). (F.11)

P (Cy +Ry) + o (@Cy + Rp)
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Par ailleurs, la force de friction mutuelle (8.6) vérifie

L=~ NoFiy = NaFe + NoFi = NaRa (vf) —up) + NGy (u; —up). (F.12)
En injectant les relations (F.6) et (F.10) dans I’équation précédente, la force de friction
mutuelle est alors donnée par

L= —Napuk (B Rjwp" + %Eijk/%jeklm/%lwgr‘l) , (F.13)

mf —

de forme similaire aux expressions obtenues en présence ou en 'absence d’ancrage. En
introduisant les quantités adimensionnées suivantes

Cv Rn R 1
b= Ep= ot X= 22

Cn - y - )
Pnk Pnk Ppk & Pn

(F.14)

les coefficients B et B’ ont pour expression

5 (En+ Co) X2 4 (Cy + XEp) [Cubn + £, X (€4 + Cu)] (F.15)

(X (& + &) + Co (14 X))+ [(XEp + £n) Cu + X (€n&p — D]

t
O XC 4 (a4 P X 4 [XEaEy + (XEy + E0) ]

X (G ) + G (L X))+ [(XEp +60) G+ X (6n6p — D]
Nous allons maintenant appliquer ces formules & différents cas limites.

(F.16)

F.2 Absence d’interaction

L’absence d’interaction entre tubes de flux et lignes de tourbillon correspond a C', = 0.
Dans ce cas, on obtient

o RpRn - pnlop/{2 1

V. = ppvllan + pn'U]I;Rp

B A , F.17
Rppn + Rnpp K ppRn + anp ( )

i PnpPpk i i i PRy ijkrs (on p
2 i “A— Y 0 WY [y = i — L L YL A F.18

Les vitesses moyennes des tourbillons et des tubes de flux sont différentes, et sont respec-
tivement données par

; L n 17k 7 n 1 1] A m m
Uy = vy + %5 Pl (v —vp) + rga epmmpii (v — o) (F.19)
et
Uy, = vy, (F.20)

Notons que la relation (F.19) redonne bien I’équation (8.13) obtenue en I’absence d’an-
crage, comme il se doit. Par ailleurs les coeflicients (F.15) et (F.16) vérifient simplement
§n ¢a

B = t B =
1re2 © 1+€2

(F.21)

comme attendu (voir Eq. (8.14)).
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F.3 Ancrage parfait

La situation dans laquelle les tourbillons et les tubes de flux sont parfaitement ancrés
les uns aux autres correspond a la limite C,, — +o00. Cela conduit &

aRn+Rp1 Vi — PpUL + poUfc

= F.22
apn+pp K Pp + pncx (F.22)
et ‘ A
Fl=Fi=0. (F.23)
En posant
Ro+R,/« R
£ = ; Hp/ = o =&+ X&p, (F.24)
nous avons
i i i § ik - n 1+ X ik s sl fomm
Un:up:Up—i—m{;‘] Kj (UE—Uk)—Fmg] EkimKjR (Up —Un),
(F.25)

ce qui correspond a ’équation (8.41). Ainsi, comme on l'attend en présence d’ancrage,
les deux types de lignes partagent la méme vitesse. En outre, les coefficients de friction
mutuelle (I".15) et (I.16) vérifient & présent

£ g EHX(1+X)
(1+X)*+¢& 1+ X)*+ ¢
en accord avec les expressions (8.51) et (8.52) obtenues dans la section 8.3. Dans ce cas,
on pourra remarquer que le coefficient £ est donné par ' £ = £, + X&,. Par conséquent, en
supposant que &, et &, X pp/pn s’expriment respectivement par les relations (8.11) et (8.37),

le rapport trainée/portance sera alors donné par (8.39). Cela provient du fait qu’a la base
de nos calculs (voir équation (F.2)), les tubes de flux sont supposés indépendants.

, (F.26)

F.4 Absence de tube de flux

Le cas N, = 0 correspond a la limite @« — 400 (X = 0). Nous avons alors
R

_ =&, V=t et Fi=Fi=0. F.27
B Dot § k=1 € p ( )

La vitesse moyenne des tourbillons est donnée par I’expression

i i &n ijk o n 1 ij r R m m
Uy = Vp + m&‘ ]klij (UE - Uk) + T+ 528]k€klml€j/€l (Up — v, ) , (F28)
comme attendu (8.13). De plus, les coefficients (I'.15) et (F.16) se réduisent également a
€n / 3
B = t B =_—F F.29
1+¢2 ° 1+ €2 (F.29)
voir (8.14).

1. Attention, le coefficient £, est ici défini par rapport & pp, voir équation (F.14), contrairement au
cas de la section 8.3.3, ou £, est défini par rapport a p, (8.37).
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F.5 Nombre infini de tubes de flux

Dans cette derniére section, nous supposons que N,/N, — +00, ce qui correspond a
a =0 ou X — 400. Nous obtenons alors

_ Ry (Co + Ru) = puppk® 1 V. — ppUi (Co + Ra) + putp Ry

) = , F.30
’ Ropa + (Co+Ra)pp 57 pp (Cot Ra) + puRRy (F:30)
i PnPphk i i

i — i), F.31
Yo (Co+Ra) + Ry (Up Un) ( )
et R
; Pnltp ijk~ (o n p
F = IR s — . F.32
P o (Ov T Rn) 4 anpg K; (Uk Uk) ( )

On remarquera que les équations précédentes sont similaires a celles obtenues dans la
section F.2, & condition de remplacer R, par R, + C,. Par conséquent, la vitesse moyenne
des tubes de flux se réduit simplement a

ul, = v’ (F.33)
tandis que la vitesse moyenne des tourbillons est donnée par

. ; é—n + Cn 11k A~ 1 ik ol
Uy, = vy + e9FE (VP — )+ eMepmbiR' (v — o) (F.34
p 1+ (fn + Cn)2 ) ( k k’) 1 + (én + Cn)2 J ( P ) ( )

Par ailleurs, les coefficients de friction mutuelle (F.15) et (F.16) vérifient

Gt G g (Gt G

_ — ) F.
14 (64 + Ch)? 1+ (&n+ Cy)? (F-35)

Dans ce cas, les interactions entre tubes de flux et tourbillons superfluides agissent comme
une force de trainée supplémentaire.

Les résultats précédents doivent toutefois étre considérés avec précaution, car le coef-
ficient C, est susceptible de dépendre du rapport N,/N,. En particulier, le comportement
de C, est inconnu a la limite N,/N, — +o0.
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Résumé

Le ralentissement de certains pulsars
s’accompagne de petites irrégularités,
caractérisées par une soudaine accélération,
suivie d’une lente phase de relaxation. Ces
« glitches » sont couramment interprétés
comme de brusques transferts de moment
cinétique entre deux fluides présents dans
I’étoile a neutrons, rendus possibles par un
mouvement rapide de tourbillons superfluides a
grande échelle. Incluant pour la premiére fois
tous les effets de la relativité générale dans un
modéle numérique de glitch, le travail présenté
ici constitue une étape essentielle vers la
compréhension de ce phénoméne. Une
premiére partie se concentre sur le calcul
numérique de configurations stationnaires
d’étoiles a neutrons formées par un superfluide
de neutrons et un fluide de particules chargées
tournant a des vitesses différentes. Ces calculs
de structure, réalisés en relativité générale,
reposent sur des équations d’état réalistes
tenant compte des effets d’entrainement mutuel
entre les fluides. Nous présentons ensuite un
modeéle numérique de glitch faisant appel a ces
configurations. En particulier, nous étudions en
détails le temps caractéristique associé a la
phase de montée du glitch, au cours de laquelle
la dynamique de I'étoile est gouvernée par une
force de friction mutuelle liée a I'interaction des
tourbillons  superfluides avec les fluides
environnants. La prise en compte de la relativité
générale, qui conduit notamment a I'apparition
d’un nouveau couplage entre les fluides par
effet d’entrainement des référentiels inertiels, a
un impact significatif sur la valeur de ce temps
de montée. Nous établissons enfin I'expression
de la force de friction mutuelle dans le cas ou
les tourbillons superfluides sont ancrés aux
tubes de flux magnétiques présents dans le
coeur des étoiles a neutrons. Une variation du
nombre de tubes de flux ancrés a chaque
tourbillon lors du glitch permet alors de rendre
compte des échelles de temps tres différentes
associées aux phases de montée et de
relaxation.

Mots Clés

Etoiles & neutrons, relativité générale, modéles
numériques, glitches des pulsars, superfluidité,
modele a deux fluides, entrainement.

Abstract

The long-term braking of pulsars is sometimes
accompanied with tiny irregularities, during
which the neutron star suddenly spins up,
before slowly relaxing. These “glitches” are
commonly interpreted as angular momentum
transfers occurring between two fluids present
in the stellar interior, triggered by the rapid
motion of superfluid vortex lines at large scales.
Considering for the first time all general
relativistic effects in a numerical model for
glitches, this work is a major step towards the
full understanding of this phenomenon. A first
part is dedicated to the numerical calculation of
stationary configurations of neutron stars
composed of a neutron superfluid and a fluid
made of charged particles, spinning with
different  rotation rates. These general
relativistic calculations are based on realistic
equations of state accounting for entrainment
effects between the fluids. These configurations
are then used to build a numerical model for
pulsar glitches in full general relativity. In
particular, we study in details the characteristic
time scale associated with the spin-up stage,
during which the stellar dynamics are governed
by a mutual friction force arising from the
interactions between the superfluid vortices and
the surrounding fluids. Taking general relativity
into account leads to an additional coupling
between the fluids through frame-dragging
effects and is shown to affect significantly the
actual value of the spin-up time scale. Finally,
the expression of the mutual friction force is
derived assuming that the superfluid vortex
lines are pinned to the magnetic flux tubes
present in the core of neutron stars. The
different time scales associated with the spin-up
stage and the subsequent relaxation period
may be explained by a variation of the number
of flux tubes pinned to each vortex line during
the glitch event.

Keywords

Neutron stars, general relativity, numerical
models, pulsar glitches, superfluidity, two-fluid
model, entrainment.
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