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Introduction

Nées de l'e�ondrement gravitationnel d'étoiles massives sous forme d'explosion de
supernova, les étoiles à neutrons comptent parmi les astres les plus compacts de l'Univers
(chapitre 1). Avec une masse de l'ordre de celle du Soleil, pour un rayon d'une dizaine de
kilomètres seulement, ce sont également des objets extrêmement denses. Ainsi, leur masse
volumique centrale, de l'ordre de 1015 g.cm−3, dépasse largement celles mesurées dans les
noyaux étudiés en laboratoire. En outre, des calculs microscopiques détaillés montrent
que ces astres sont susceptibles d'héberger un super�uide de neutrons, à condition que
leur température interne soit inférieure à une température critique de l'ordre de 108 −
1010 K. La super�uidité, caractérisée par un écoulement sans résistance, est l'une des
manifestations macroscopiques les plus spectaculaires de la mécanique quantique. Bien
que les étoiles à neutrons naissent avec des températures très élevées (∼ 1011 K), les
processus de refroidissement par émission de neutrinos sont su�samment e�caces pour
que la température critique soit atteinte au bout de seulement quelques mois ou années.
Ces étoiles contiennent alors de la matière super�uide dans leur c÷ur et leur écorce. Ce
scénario a par ailleurs été récemment conforté par l'observation du refroidissement rapide
de la jeune étoile à neutrons présente dans le reste de la supernova Cassiopée A. Les
étoiles à neutrons constituent ainsi des objets d'étude uniques, permettant non seulement
de tester la relativité générale en champ fort, mais également de sonder les propriétés de
la matière dans des conditions extrêmes, inaccessibles en laboratoire.

La plupart des étoiles à neutrons connues à ce jour ont été découvertes sous la forme de
pulsars, c'est-à-dire de sources compactes de signaux radio pulsant à la période de rotation
de l'astre (chapitre 2). Ce phénomène est très intéressant car il permet de mesurer de
manière extrêmement précise l'évolution temporelle de la vitesse de rotation des étoiles
à neutrons. On observe en général que les pulsars ralentissent lentement, du fait de la
perte d'énergie associée à l'émission d'ondes électromagnétiques. Toutefois, il arrive que
certains pulsars accélèrent soudainement, avant de retourner dans leur état initial. Ces
� soubresauts �, appelés glitches, sont les manifestations les plus convaincantes de la
présence de matière super�uide dans les étoiles à neutrons, notamment en raison des
temps de relaxation très longs qui ne peuvent être expliqués autrement. Les glitches eux-
mêmes sont couramment interprétés comme de brusques transferts de moment cinétique
entre le super�uide de neutrons et le reste de l'étoile, rendus possibles par un mouvement
rapide de tourbillons super�uides à grande échelle (chapitre 3). L'étude de ces petites
irrégularités pourrait apporter de nouvelles contraintes très importantes sur l'intérieur
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des étoiles à neutrons, à condition de disposer d'un modèle de glitch réaliste. Le travail
présenté ici constitue une nouvelle étape dans cette direction.

La seconde partie de ce manuscrit porte sur le développement d'un modèle numérique
d'étoiles à neutrons super�uides en rotation, dans le cadre de la relativité générale, basé
sur le formalisme variationnel de B. Carter et ses collaborateurs (chapitre 4). En parti-
culier, nous calculons di�érentes con�gurations stationnaires et axisymétriques d'étoiles
à neutrons composées de deux �uides, à savoir un super�uide de neutrons et un �uide de
particules chargées (protons et électrons), tournant à des vitesses de rotation di�érentes
autour d'un même axe. L'utilisation de méthode spectrales, en lien avec la bibliothèque
Lorene, permet d'atteindre une précision numérique très élevée. Pour la première fois,
ces con�gurations reposent sur une description réaliste de l'intérieur des étoiles à neutrons,
faisant appel à di�érentes équations d'état calculées à partir de modèles microscopiques
et tenant compte des e�ets d'entraînement mutuel entre les �uides (chapitre 5). Ces
calculs sont importants pour étudier les propriétés stationnaires des étoiles à neutrons
super�uides, mais ils peuvent également fournir des données initiales dans le cadre de si-
mulations dynamiques d'oscillations d'étoiles à neutrons ou d'e�ondrement gravitationnel
en trous noirs.

Ces con�gurations sont ensuite utilisées pour construire un modèle numérique global
de glitch, en relativité générale. Pour cela, nous déterminons l'évolution temporelle de la
vitesse de rotation de chaque �uide, suite au transfert de moment cinétique se déroulant
lors de la phase de montée du glitch. Durant cette phase, la dynamique de l'étoile est
gouvernée par une force de friction mutuelle, liée à l'interaction des tourbillons super�uides
avec les �uides environnants. La relativité générale modi�e non seulement la structure de
l'étoile, mais elle conduit aussi à l'apparition d'un nouveau couplage entre les �uides,
dû aux e�ets d'entraînement des référentiels inertiels (chapitre 6). Nous montrons ainsi
que l'impact de la relativité générale sur le temps caractéristique de montée du glitch
est important. Par exemple, les erreurs liées à l'utilisation de la mécanique newtonienne
peuvent atteindre 40% d'après les modèles considérés. De plus, nous étudions en détails
l'in�uence de di�érents paramètres, tels que la masse de l'étoile ou sa composition, sur
le temps de montée (chapitre 7). En comparant ces valeurs théoriques aux observations
du célèbre pulsar de Vela, nous déduisons une première contrainte sur l'amplitude de la
force de friction mutuelle. Les observations de glitches qui seront réalisées par la nouvelle
génération de radiotélescopes (tels que FAST, LOFAR ou SKA), plus précises, permettront
par la suite d'obtenir des informations essentielles sur l'intérieur des étoiles à neutrons.

Les études précédentes ayant mis en évidence la nécessité d'une description précise de
la force de friction mutuelle, nous établissons en�n l'expression de cette force dans le cas
où les tourbillons super�uides sont ancrés aux tubes de �ux magnétiques présents dans
le c÷ur des étoiles à neutrons (chapitre 8). Les deux �uides sont alors couplés sur un
temps qui dépend fortement du nombre de tubes de �ux ancrés à chaque tourbillon. Une
évolution de ce nombre au cours du glitch permet alors de rendre compte des échelles de
temps très di�érentes associées aux phases de montée et de relaxation. Di�érentes études
récentes ayant montré que le super�uide de neutrons dans l'écorce des étoiles à neutrons
n'est pas su�sant pour expliquer certains glitches, tels que ceux du pulsar de Vela, nos
résultats con�rment que le super�uide dans le c÷ur pourrait e�ectivement prendre part
à ces événements.
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Le concept d'étoiles à neutrons voit le jour au cours des années 1930 (Baade & Zwicky,
1934; Landau, 1938), peu de temps après la découverte du neutron (Chadwick, 1932). Les
premiers calculs de structure d'un tel astre sont réalisés dès 1939, dans le cadre de la
relativité générale (Tolman, 1939; Oppenheimer & Volko�, 1939). Cependant, il apparaît
rapidement que les étoiles à neutrons ont un rayon très petit (de l'ordre de la dizaine de
kilomètres) et, par conséquent, leur émission thermique semble beaucoup trop faible pour
avoir un jour l'espoir de les détecter. Les étoiles à neutrons restent alors, et ce pendant
des années, un sujet de recherche réservé aux seuls théoriciens.

C'est en 1967 qu'un véritable tournant a lieu dans l'étude des étoiles à neutrons.
Cette année-là, J. Bell et A. Hewish, qui travaillent sur le phénomène de scintillation
interstellaire, découvrent le premier pulsar 1 radio : une source radio périodique, de période
extrêmement courte (de l'ordre de la seconde) et d'une très grande stabilité. Ces signaux
sont tellement extraordinaires que les découvreurs prennent le temps de valider leurs
observations et attendent l'année suivante pour publier (Hewish et al., 1968). Par la suite,
les pulsars sont identi�és comme des étoiles à neutrons magnétisées en rotation (Gold,
1968, 1969). Grâce au phénomène de pulsar, les étoiles à neutrons passent alors rapidement
du statut de curiosités théoriques (sujettes à de nombreuses spéculations) à celui d'objets
astrophysiques observables. Depuis lors, plus de 2500 pulsars ont été détectés dans notre
galaxie (voir la base de données ATNF 2 ; Manchester et al. (2005)). En outre, l'émission

1. Il s'agit de la contraction de pulsating star (étoile pulsante).
2. http://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat.

http://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat
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thermique d'une dizaine d'étoiles à neutrons proches a pu être observée (voir e.g. Haberl
(2007)).

1.1 Observables

L'étude précise des di�érents signaux émis par les étoiles à neutrons donne accès à
plusieurs grandeurs qui leur sont caractéristiques, telles que la masse, le rayon ou encore
la vitesse de rotation. Nous présentons ici un bref aperçu des méthodes actuellement
employées pour déterminer ces observables. De plus amples détails sont donnés dans
Thorsett & Chakrabarty (1999), Haensel et al. (2007), Özel & Freire (2016) ou encore
Oertel et al. (2017).

1.1.1 Masse

L'observation du rayonnement thermique d'une naine blanche (et des raies atmosphé-
riques associées) est une source d'information cruciale, car elle nous renseigne sur sa
température de surface, son rayon, sa gravité de surface et éventuellement sur sa masse.
Dans le cas des étoiles à neutrons cependant, la surface beaucoup plus petite rend de telles
mesures très di�ciles. Ainsi, les méthodes actuelles pour déterminer la masse des étoiles
à neutrons sont basées sur l'utilisation de systèmes binaires, qui ne représentent qu'une
faible proportion des étoiles à neutrons détectées (de l'ordre de 5%).

Ces méthodes reposent sur le fait que la période de rotation d'un pulsar dans un
système binaire est modulée (par e�et Doppler) par la période orbitale du système. La
précision avec laquelle on mesure cette modulation (via l'analyse des temps d'arrivée
des pulses) est telle qu'il est possible de déterminer avec une très grande précision cinq
paramètres képlériens, parmi lesquels la période orbitale T et la projection du demi-grand
axe de l'orbite du pulsar sur la ligne de visée ap sin i (où i est l'angle d'inclinaison entre
la ligne de visée et la normale au plan de l'orbite). À partir de ces paramètres, il est
alors possible d'obtenir une première relation entre la masse du pulsar Mp et celle de son
compagnon Mc, via la fonction de masse du pulsar fp :

fp =
(Mc sin i)3

(Mp +Mc)
2 =

4π2

G

(ap sin i)3

T 2
, (1.1)

oùG est la constante gravitationnelle. Notons que la gravité newtonienne ne fournit qu'une
combinaison des masses Mp et Mc et de l'angle d'inclinaison i. Pour déterminer Mp, il est
donc indispensable de disposer de relations supplémentaires.

Pulsars radio. Les corrections relativistes à la description du mouvement orbital du
système binaire sont représentées par di�érents paramètres post-képlériens caractérisant :
l'avance du périastre de l'orbite, l'e�et combiné des variations du décalage Doppler trans-
verse et du décalage gravitationnel associées à une orbite elliptique, la diminution de la
période orbitale causée par l'émission d'ondes gravitationnelles ainsi que le phénomène de
retard de la lumière, ou e�et Shapiro, lié à la propagation des signaux émis par le pulsar
dans le champ gravitationnel de son compagnon (voir Fig. 1.1). À partir de la connaissance
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Figure 1.1 � Mesure de l'e�et Shapiro associé au pulsar PSR J1614−2230.
Le pro�l théorique du retard de la lumière en fonction de la phase orbitale (trait noir)
est ajusté aux valeurs observées (points rouges). Di�érentes con�gurations du système
binaire sont schématisées : les points rouges et bleus symbolisent respectivement l'étoile
à neutrons et son compagnon (une naine blanche, ici) et le faisceau jaune représente le
signal émis par le pulsar dans la direction de la Terre. Le pic à 0,25 tour correspond
au retard maximal dans les temps d'arrivée des pulses, lié au passage du compagnon à
proximité de la ligne Terre-pulsar. Figure tirée de Demorest et al. (2010).

des paramètres képlériens et de deux paramètres post-képlériens 1, on peut alors détermi-
ner les masses Mp et Mc séparément. Cette méthode permet d'atteindre une précision de
mesure très élevée : les masses des deux étoiles à neutrons formant le système binaire 2

PSR B1913+16 ont ainsi été mesurées à 1, 4398 ± 0, 0002 M� et 1, 3886 ± 0, 0002 M�
(Weisberg et al., 2010).

Il faut toutefois noter que la mesure des paramètres post-képlériens n'est possible
que dans de très rares cas, lorsque le système binaire est su�samment serré, s'il est
constitué d'orbites assez excentriques ou s'il est approximativement observé par la tranche
(i ∼ 90◦). Ainsi, pour l'immense majorité des systèmes binaires observés, l'étude des temps
d'arrivée ne donne accès qu'à la fonction de masse fp. Néanmoins, si le compagnon est
une naine blanche ou une étoile de la séquence principale, il est parfois possible d'obtenir
des relations supplémentaires entre Mp et Mc en étudiant le �ux émis par le compagnon
par spectroscopie optique. Cela conduit, en général, à des incertitudes de mesure plus
importantes qu'en utilisant la méthode précédente.

Binaires X. Une binaire X est composée d'une étoile à neutrons (ou éventuellement
d'un trou noir) qui accrète de la matière depuis une étoile compagnon. Ces sources sont
brillantes dans le domaine des rayons X à cause du processus d'accrétion. On distingue les
binaires X de forte masse (High-Mass X-ray Binaries ou HMXBs) pour lesquellesMp<Mc

1. Les paramètres post-képlériens supplémentaires permettent de tester la relativité générale, voir
Kramer et al. (2006), par exemple.

2. Les pulsars sont référencés par l'acronyme PSR pour Pulsating Source of Radio, suivi d'une lettre
qui désigne l'équinoxe (B pour celui de 1950 et J pour celui de 2000) et en�n l'ascension droite et la
déclinaison du pulsar.
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et les binaires X de faible masse (Low-Mass X-ray Binaries ou LMXBs) correspondant
à Mp > Mc. Dans le cas des binaires X de forte masse, le compagnon est en général une
étoile massive de type O ou B. L'étude des émissions radio, optique et X de ces systèmes
fournit les fonctions de masse du pulsar et de son compagnon, fp et fc. Il n'est donc
pas nécessaire de recourir aux e�ets relativistes, qui sont très faibles compte tenu de la
distance entre les deux étoiles. Par ailleurs, les HMXBs sont fréquemment des systèmes à
éclipse, à cause de la taille du compagnon. L'absence ou la présence d'éclipse apporte une
contrainte supplémentaire sur l'inclinaison i, ce qui permet alors d'estimer la masse du
pulsar. Les binaires X de faible masse présentent, quant à elles, beaucoup de variabilité
dans leur émission, que l'on observe sous la forme de sursauts X ou d'oscillations quasi-
périodiques. L'étude spectrale de ces sursauts X peut fournir une estimation simultanée
de la masse et du rayon du pulsar (voir section 1.1.2). Il faut toutefois noter que les
mesures de masses e�ectuées sur des binaires X conduisent, en général, à des erreurs sur
la détermination de la masse de l'étoile à neutrons supérieures à 20%.

La détermination des masses des étoiles à neutrons appartenant à di�érents systèmes
binaires est résumée sur la �gure 1.2. Les masses s'étendent entre ∼ 1 M� et ∼ 2 M�,
avec une moyenne pondérée par les erreurs (traits tiretés) se situant autour de 1,4 M�.

Jusqu'à présent, les deux étoiles à neutrons les plus massives que l'on a observées
font partie de systèmes binaires avec un compagnon naine blanche. Pour le système
PSR J1614−2230, la masse du pulsar a été évaluée à 1, 928 ± 0, 017 M� (Fonseca et al.,
2016), par mesure de retard Shapiro (voir Fig. 1.1 et Demorest et al. (2010)). Dans le
second cas, la détermination de fp couplée à un modèle de structure de naine blanche
a conduit à une masse de 2, 01 ± 0, 04 M� pour l'étoile à neutrons présente dans PSR
J0348+0432 (Antoniadis et al., 2013). Nous verrons dans la section 1.4 que ces mesures
apportent des contraintes très importantes sur la composition interne des étoiles à neu-
trons. Il faut noter qu'on dispose également d'indications d'étoiles à neutrons encore plus
massives, notamment dans des binaires X (voir Fig. 1.2), mais les incertitudes liées à ces
mesures de masse demeurent très importantes.

D'un autre côté, les observations d'étoiles à neutrons de faible masse peuvent également
nous renseigner sur le mécanisme responsable de leur formation (voir section 1.2.1). Les
modèles actuels d'e�ondrement prédisent que les étoiles à neutrons nouvellement formées
ont une masse minimum de l'ordre de 0, 9 − 1, 2 M� (voir par exemple Strobel et al.
(1999)). La masse de ces astres peut augmenter par la suite, par retombée de matière après
l'explosion de supernova ou par accrétion depuis une étoile compagnon, mais elle ne peut
décroître, sauf lors d'événements catastrophiques tels que la fusion d'étoiles à neutrons.
Les mesures actuelles semblent en accord avec ces modèles : une étoile à neutrons de
masse 1, 230 ± 0, 007 M� a été récemment observée (Ferdman et al., 2014) et une autre
de masse plus faible (1, 174± 0, 004 M�) pourrait également avoir été détectée (Martinez
et al., 2015).

1.1.2 Rayon

Contrairement aux mesures de masse, on ne dispose pour le moment que d'estimations
peu précises du rayon d'une étoile à neutrons. Plusieurs phénomènes physiques observés
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Figure 1.2 � Compilation des masses d'étoiles à neutrons observées dans dif-
férents systèmes binaires. Le cadre vert recense les mesures e�ectuées sur des bi-
naires X. Les autres mesures sont classées selon le type du compagnon (étoile à neutrons,
naine blanche ou étoile de la séquence principale). Les masses sont données en unité de
masse solaire M� et les barres d'erreur correspondent à une incertitude de 1-σ. Source
et références disponibles sur https://stellarcollapse.org/nsmasses. Voir également
Lattimer (2012).
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sont cependant susceptibles d'apporter des contraintes sur le rayon ou sur une combinaison
entre le rayon et la masse. Parmi ces observations, on peut citer : l'émission thermique
(en rayons X) de surface des étoiles à neutrons isolées ou appartenant à des binaires X de
faible masse en phase de quiescence (qLMXBs), les sursauts X de type I et les oscillations
quasi-périodiques détectés dans des LMXBs, les pro�ls des pulses émis par des pulsars X
ou encore les oscillations stellaires associées aux éruptions géantes (giant �ares) détectées
dans des magnétars (des étoiles à neutrons avec un champ magnétique très intense).
Jusqu'à présent, les deux premières méthodes ont été les plus couramment utilisées pour
estimer le rayon des étoiles à neutrons.

Émission thermique. Les mesures spectroscopiques du rayon d'une étoile à neutrons
sont basées sur la détermination du rayon apparent de la source à partir du �ux reçu
sous forme thermique, de la température e�ective de surface de l'étoile (déduite de son
spectre) et de la distance de l'objet. Il faut ensuite relier ce rayon apparent au rayon de
l'étoile, car les étoiles à neutrons agissent comme des lentilles gravitationnelles pour leur
propre rayonnement. Cela introduit une correction dépendant de la masse de l'objet. La
détermination du rayon est compliquée par la rotation de l'étoile (dont la vitesse peut
être très élevée, voir section 1.1.3), la présence de rayonnement non-thermique (lié à la
magnétosphère de l'étoile ou à la présence d'un disque pour un système accrétant), le
champ magnétique stellaire (qui crée des anisotropies de température à sa surface) et le
fait que la distance de l'étoile est généralement très mal connue.

Sursauts X de type I. Ils sont associés à des explosions thermonucléaires à la surface
de l'étoile à neutrons. La luminosité augmente rapidement (sur des temps de l'ordre de
la seconde) avant de décroître pendant 10 à 100 s. Dans certains cas, la luminosité peut
dépasser la luminosité d'Eddington, pour laquelle la pression de radiation est su�sante
pour contrebalancer les forces gravitationnelles, et la photosphère de l'étoile à neutrons
s'étend, ce qui a une signature observationnelle claire sous la forme d'une seconde augmen-
tation de la luminosité (Lewin et al., 1993). À partir du rayon apparent (obtenu comme
précédemment), de la luminosité d'Eddington mesurée lors de la phase d'expansion de la
photosphère et de la distance de l'étoile, il est alors possible d'estimer sa masse et son
rayon.

La �gure 1.3 regroupe quelques estimations récentes du rayon d'une étoile à neutrons de
1,4 M�, obtenues sur divers systèmes en utilisant les méthodes précédemment citées. Ces
méthodes faisant appel à de nombreuses hypothèses et grandeurs incertaines, les mesures
actuelles de rayons sont peu précises mais suggèrent toutefois des valeurs de l'ordre de
∼ 9− 14 km. Les incertitudes demeurent encore trop grandes pour que l'observation des
rayons apporte des contraintes sur l'intérieur des étoiles à neutrons aussi fortes que celles
liées aux masses. Cependant, un véritable e�ort est actuellement réalisé pour améliorer
ces mesures. Par exemple, on estime que les futures observations en rayons X, réalisées
par les projets spatiaux NICER 1 (Arzoumanian et al., 2014; Gendreau et al., 2016) et
Athena+ 2 (Nandra et al., 2013), pourraient déterminer les rayons avec une incertitude
d'environ 5%, soit 500 m. De même, la détection prochaine d'ondes gravitationnelles

1. https://www.nasa.gov/nicer.
2. http://www.the-athena-x-ray-observatory.eu/.
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Figure 1.3 � Compilation d'estimations récentes du rayon d'une étoile à neu-
trons de 1,4 M�. Les estimations 'GO13' (Güver & Özel, 2013) et 'PN14' (Poutanen
et al., 2014) ont été déduites à partir de l'étude de sursauts X observés dans des LMXBs ;
'GR14' (Guillot & Rutledge, 2014) provient de l'étude de l'émission thermique de surface
associée à di�érentes qLMXBs ; 'SL13' (Steiner et al., 2013) combine les deux méthodes
précédentes ; 'B13' (Bogdanov, 2013) a été déterminée à partir de la forme des pulses émis
par un pulsar milliseconde. Les barres d'erreur sont données à 2-σ. Figure tirée de Fortin
et al. (2015).

associées à la coalescence de deux étoiles à neutrons devrait améliorer les contraintes
actuelles sur les rayons de manière signi�cative.

1.1.3 Vitesse de rotation

Grâce au phénomène de pulsar (voir chapitre 2), le paramètre physique d'une étoile à
neutrons que l'on peut mesurer avec la plus grande précision est sa vitesse de rotation Ω.
Par exemple, la période de rotation (P = 2π/Ω) du pulsar PSR J0437−4715 a été mesurée
(à un instant bien précis !) à

5, 757451924362137± 0, 000000000000002 ms, (1.2)

avec une incertitude extrêmement faible (Verbiest et al., 2008). Actuellement, on a détecté
des fréquences de rotation (f = Ω/(2π)) comprises entre 0,085 Hz et 716 Hz, correspon-
dant à des périodes allant de 1,40 ms à 11,79 s (voir la base de données ATNF ; Manchester
et al. (2005)). Les étoiles à neutrons sont donc des astres en rotation très rapide : la fré-
quence de rotation de 716 Hz associée à un rayon de l'ordre de 12 km indique que la
vitesse de l'étoile à sa surface, dans le plan équatorial, est de l'ordre de c/6, où c est la
vitesse de la lumière dans le vide.

Il existe une vitesse de rotation maximale ΩK, appelée vitesse képlérienne, au-delà de
laquelle une étoile à neutrons est détruite car la force centrifuge à sa surface dépasse les
forces gravitationnelles. Comme la vitesse képlérienne dépend de la masse et du rayon de
l'étoile, la mesure de vitesses de rotation très élevées pourrait également contraindre les
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modèles de structure d'étoiles à neutrons. Toutefois, la fréquence mesurée la plus élevée
jusqu'à présent, f ' 716 Hz (Hessels et al., 2006), reste insu�sante pour être vraiment
contraignante (Haensel et al., 2009). De plus, il faut remarquer que certains phénomènes
complexes, tels que les processus d'accrétion ou l'émission d'ondes gravitationnelles, sont
susceptibles de limiter la vitesse de rotation maximale à des valeurs inférieures à la vitesse
képlérienne, i.e. Ωmax < ΩK.

La précision du chronométrage des pulsars est telle qu'il est possible d'observer les très
faibles variations de leur vitesse de rotation au cours du temps, à partir des mesures de
Ω̇ et parfois même de Ω̈ (voir section 2.1.1 et annexe A). Ces observations apportent des
informations très importantes sur les mécanismes d'émission se déroulant dans la magné-
tosphère des pulsars (voir section 2.2) et sur les processus physiques liés à l'intérieur des
étoiles à neutrons (voir sections 2.3 et 3.2). Notons par ailleurs que le chronométrage d'un
réseau de pulsars ultra-stables est susceptible de rendre possible une détection d'ondes
gravitationnelles dans un domaine de fréquence situé autour du nanohertz (on parle de
Pulsar Timing Array, voir e.g. Hobbs et al. (2010a)).

1.2 Formation

1.2.1 Supernovæ gravitationnelles

Le devenir des étoiles dépend principalement de leur masse. Si la masse initiale M0

d'une étoile est supérieure à ∼ 8 M�, les réactions nucléaires vont se dérouler succes-
sivement jusqu'à l'apparition d'un c÷ur de fer (voir e.g. Prialnik (2009)). S'agissant du
noyau le plus stable, il n'est alors plus possible de produire de l'énergie par fusion dans
le c÷ur et nulle réaction nucléaire ne s'y produit. La masse du c÷ur de fer augmente
alors progressivement à cause des réactions du silicium à sa périphérie. Lorsque sa masse
atteint la masse de Chandrasekhar, de l'ordre de 1, 2 M�, la pression de dégénérescence
des électrons n'est plus su�sante pour contrebalancer la gravité dans le c÷ur, et celui-ci
s'e�ondre, conduisant au phénomène de supernova gravitationnelle (ou supernova de type
II, Ib ou Ic, selon leur classi�cation spectrale).

L'e�ondrement du c÷ur dure environ 200 ms, pendant lesquelles l'enveloppe externe
n'a pas le temps de réagir. Au cours de cette contraction très rapide, la densité de matière
augmente considérablement et les noyaux sont de plus en plus rapprochés. Lorsque la
densité atteint la densité nucléaire (voir section 1.4), l'interaction forte entre les nucléons
devient violemment répulsive, ce qui conduit à l'apparition d'un terme de pression sup-
plémentaire. Pour certaines étoiles 1, cette pression reste insu�sante pour arrêter l'e�on-
drement du c÷ur et l'étoile devient un trou noir. En revanche, pour d'autres, la répulsion
par interaction forte permet de stopper l'e�ondrement et une étoile à neutrons se forme

1. Le(s) critère(s) conduisant à l'apparition d'un trou noir ou d'une étoile à neutrons reste(nt) encore
mal connu(s) à l'heure actuelle. On a longtemps cru que les étoiles de masse initiale intermédiaire (i.e.
comprise entre ∼ 8 M� et ∼ 25−35 M�) terminaient leur existence sous la forme d'une étoile à neutrons.
Il semble toutefois que la réalité soit plus complexe, et que d'autres paramètres (tels que la métallicité,
par exemple) pourraient également avoir un rôle important dans le devenir des étoiles massives (voir e.g.
Janka (2012)).
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Figure 1.4 � Nébuleuse du Crabe. Reste d'une supernova observé dans le visible par
le télescope spatial Hubble. Crédits : NASA, ESA, J. Hester, A. Loll (ASU).

(voir section 1.2.2). La partie extérieure du c÷ur en e�ondrement va alors rebondir sur la
proto-étoile à neutrons, ce qui génère une onde de choc qui se propage vers l'extérieur.

On sait aujourd'hui que l'énergie du choc s'épuise avant d'avoir pu atteindre les parties
extérieures de l'étoile, car elle est dissipée lors de réactions de photo-dissociation avec la
matière traversée et par émission de neutrinos. On pense actuellement que le choc est
ensuite revitalisé et redémarre (on observe e�ectivement des explosions de supernovæ !)
grâce un mécanisme complexe mêlant transport de neutrinos, phénomènes de convection
et éventuellement action du champ magnétique (voir, par exemple, les articles de revue :
Janka (2012) et Foglizzo et al. (2015)). Le choc atteint alors l'enveloppe externe qui entre
à son tour en expansion, formant ainsi un reste de supernova (voir Fig. 1.4).

L'association entre étoiles à neutrons et supernovæ gravitationnelles, initialement sug-
gérée par Baade & Zwicky (1934), a reçu une con�rmation éclatante par la découverte
en 1968 du pulsar du Crabe (Staelin & Reifenstein, 1968) dans la nébuleuse du même
nom, qui est un reste de supernova dont l'explosion a été observée sur Terre en 1054
(voir Fig. 1.4). Toutefois, si la détection d'antineutrinos associés à la supernova de 1987
(SN1987A) dans le grand nuage de Magellan a également con�rmé la formation d'une
région très chaude et très dense lors de l'e�ondrement, aucun pulsar n'a été détecté dans
les restes de cette supernova (Arnett et al., 1989). On peut invoquer di�érentes hypo-
thèses pour expliquer cela : l'étoile à neutrons pourrait ne pas émettre comme un pulsar ;
la proto-étoile à neutrons pourrait avoir accrété su�samment de matière pour dépasser
sa masse maximale et se serait e�ondrée en trou noir ; ou l'étoile à neutrons aurait été
éjectée au moment de l'explosion, en raison de l'asymétrie probable de celle-ci.
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1.2.2 Enrichissement en neutrons

Les raisons pour lesquelles une � étoile à neutrons � se forme au moment où l'e�on-
drement du c÷ur est stoppé sont les suivantes. Premièrement, à des densités de l'ordre de
la densité nucléaire, les noyaux atomiques individuels ne peuvent survivre car la distance
typique entre particules est inférieure à la taille d'un noyau lourd. Le milieu est alors
constitué grossièrement d'un mélange de protons, neutrons et électrons (voir section 1.5).
Ce mélange est le siège des réactions électro-faibles suivantes :{

p+ e− → n+ νe capture électronique,

n→ p+ e− + ν̄e désintégration β,
(1.3)

où νe et ν̄e représentent respectivement un neutrino et un antineutrino électroniques.
On parle d'équilibre β lorsque ces réactions inverses se déroulent à la même vitesse, ce
qu'on traduit par l'égalité µn = µp + µe où µn, µp et µe sont les potentiels chimiques
associés aux neutrons, protons et électrons (les potentiels chimiques des neutrinos et anti-
neutrinos sont considérés nuls car ceux-ci s'échappent du système, voir section 1.2.3). Lors
de l'e�ondrement, l'augmentation subite de la densité va déplacer l'équilibre β vers un
mélange contenant une grande quantité de neutrons et une faible proportion de protons
et électrons, d'où le terme d'� étoile à neutrons �.

Pour comprendre ce processus de neutronisation, considérons simplement un gaz par-
fait de neutrons, protons et électrons à température nulle (voir Shapiro & Teukolsky (1983)
ou Pizzochero (2016), par exemple). Les e�ets thermiques et les interactions entre parti-
cules seront discutés respectivement dans les sections 1.2.3 et 1.4. En désignant par mX la
masse au repos d'une particule X, où X ∈ {n, p, e}, la réaction de désintégration β libère
une énergie Q = (mn −mp −me) c

2 ' 0, 78 MeV, sous forme d'énergie cinétique portée
par les produits de désintégration. À basse densité, les électrons n'ont pas su�samment
d'énergie pour que la réaction inverse se produise : le milieu ne contient aucun neutron à
l'équilibre β (voir Fig. 1.5). La présence de neutrons n'est possible qu'au-delà d'une cer-
taine densité seuil ρβ, de l'ordre de 107 g.cm−3, pour laquelle les électrons ont une énergie
su�sante pour surmonter le dé�cit en énergie Q. Au-dessus de ce seuil, la réaction de
capture électronique devient beaucoup plus fréquente que la réaction de désintégration β
car, pour que cette dernière se réalise, il faut produire un électron au-delà de l'énergie de
Fermi E e

F des électrons (principe d'exclusion de Pauli appliqué à un système de fermions)
qui est beaucoup plus élevée que celles des neutrons et des protons. À l'équilibre β, le
mélange est donc fortement neutronisé : ainsi, pour des densités de l'ordre de 1014 g.cm−3,
typiques du c÷ur des étoiles à neutrons, la proportion relative de neutrons est très grande
(voir Fig. 1.5). La présence d'interactions va évidemment modi�er les valeurs numériques
présentées sur cette �gure, mais les conclusions restent inchangées.

Il faut également remarquer que, lorsque le potentiel chimique µe des électrons dépasse
la masse de repos des muons, de l'ordre de mµ ' 105, 7 MeV.c−2, des réactions chimiques
supplémentaires vont se produire dans le milieu, conduisant à l'apparition stable du muon.
De même, pour des densités encore plus élevées, d'autres particules, telles que des pions,
kaons ou hypérons, sont susceptibles de coexister dans le milieu, bien qu'elles soient in-
stables dans le vide (voir section 1.5).
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Figure 1.5 � Gaz parfait constitué d'un mélange de neutrons, protons et élec-
trons à température nulle. Les fractions de neutrons (nn/n, où n = nn + np + ne) et
de protons/électrons (np/n = ne/n), sont tracées en fonction de la masse volumique (in-
cluant l'énergie de masse et l'énergie interne) du milieu. Crédits : Frédéric Daigne, IAP ;
UPMC.

1.2.3 Matière froide

En �n d'e�ondrement, la région centrale a une température supérieure à 1011 K et
est tellement dense qu'elle est opaque aux neutrinos. L'étoile à neutrons nouvellement
formée va alors se refroidir rapidement par émission thermique de neutrinos. Environ
50 s après sa naissance, alors que la température de l'étoile est de l'ordre de 1010 K,
celle-ci devient transparente aux neutrinos (Shapiro & Teukolsky, 1983). L'étoile va alors
continuer de se refroidir progressivement. Pendant les ∼ 105 premières années, c'est le
processus d'émission de neutrinos qui domine (voir e.g. Yakovlev & Pethick (2004); Page
et al. (2013)). Ensuite, lorsque la température interne atteint ∼ 107 K, l'émission de
photons devient plus e�cace. L'évolution du pro�l de température à l'intérieur d'une
étoile à neutrons pendant les 104 ans suivant sa naissance est représentée sur la �gure 1.6.

Pour une densité proche de la densité nucléaire (n0 ∼ 0, 16 fm−3, voir chapitre 5), les
neutrons ont une énergie de Fermi E n

F de l'ordre de 60 MeV (Friedman & Stergioulas,
2013), en supposant qu'ils forment un gaz non-relativiste et sans interaction. La tempé-
rature de Fermi associée se situe donc autour de 7 × 1011 K. En outre, la température de
Fermi des protons, environ dix fois moins nombreux, est ∼ 2×1011 K, tandis que celle des
électrons, moins massifs et ultra-relativistes, est ∼ 2×1012 K (les électrons sont dégénérés
avant même le processus d'e�ondrement du c÷ur de fer). Par conséquent, hormis pen-
dant les premiers instants suivant la naissance d'une étoile à neutrons, les températures
à l'intérieur de l'astre sont nettement inférieures à la température de Fermi du milieu
(voir Fig. 1.6). Ainsi, bien que les températures soient relativement élevées, la matière à
l'intérieur d'une étoile à neutrons peut être considérée comme étant à température nulle.
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Figure 1.6 � Pro�ls de température en fonction de la densité, pour dif-
férentes époques. Les pro�ls de température apparente (TeΦ, où Φ est un coe�-
cient métrique donné par la relativité générale) sont représentés à di�érentes époques
(10−4, 1, 100, 500, 103 et 104 ans) et sont calculés en invoquant (ou non) la présence de
matière super�uide dans l'étoile (traits mauves tiretés et pointillés). L'instant initial
(t = 0, T eΦ = 1010 K) correspond au moment où l'étoile devient transparente aux
neutrinos. Les courbes de températures critiques en dessous desquelles les neutrons et les
protons deviennent respectivement super�uides et supraconducteurs sont tracées en bleu.
Figure tirée de Ho et al. (2012).

1.3 Des objets compacts ...

1.3.1 Paramètre de compacité

Le paramètre de compacité Ξ d'un astre de masse M et de rayon R 1 est le nombre
sans dimension dé�ni par

Ξ =
GM

Rc2
. (1.4)

Cette quantité donne le rapport de l'énergie gravitationnelle de l'astre à son énergie de
masse et mesure également la déviation de la métrique de Schwarzschild par rapport à la
métrique de Minkowski au voisinage de la surface du corps. Elle caractérise ainsi à quel
point la relativité générale est nécessaire pour décrire l'astre en question. Par exemple,
le champ gravitationnel d'une naine blanche (Ξ ∼ 10−3) et a fortiori celui du Soleil
(Ξ ∼ 10−6) sont très proches du champ gravitationnel newtonien. En revanche, les valeurs

1. En relativité générale, on utilisera plutôt les notions de masse gravitationnelle et de rayon circon-

férentiel, qui sont des grandeurs invariantes de jauge (voir section 4.5).
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de masse et de rayon observées (voir section 1.1) conduisent à une compacité de l'ordre
de Ξ ∼ 0, 2 pour une étoile à neutrons. La relativité générale est donc indispensable pour
décrire correctement ces objets. Dans la section suivante, nous détaillons les équations
relativistes gouvernant la structure d'une étoile à neutrons statique.

1.3.2 Système Tolman-Oppenheimer-Volko�

Considérons un espace-temps (M, gαβ) statique, à symétrie sphérique et asymptoti-
quement plat 1 pour décrire une étoile à neutrons à l'équilibre, sans rotation. Il existe
alors un système de coordonnées xα = (t, r, θ, ϕ) dans lequel les coe�cients de la métrique
s'écrivent

gαβ dxα dxβ = −N2c2 dt2 + A2 dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
, (1.5)

oùN et A sont des fonctions de r uniquement, déterminées par l'équation d'Einstein. Cette
dernière relie la courbure de l'espace-temps (liée au tenseur métrique gαβ) à son contenu
local en masse-énergie, représenté par le tenseur énergie-impulsion Tαβ. En modélisant
l'intérieur de l'étoile à neutrons par un �uide parfait, pour lequel les e�ets de viscosité et
de conduction thermique sont négligés, le tenseur énergie-impulsion a la forme suivante :

Tαβ = (ε+ P )uαuβ + Pgαβ, (1.6)

où P et ε désignent respectivement la pression et l'énergie totale par unité de volume
(énergie de masse et énergie interne) du �uide mesurées dans son référentiel propre et uα

est la quadri-vitesse du �uide.
Les di�érentes composantes de l'équation d'Einstein peuvent alors se réécrire sous la

forme d'un système d'équations di�érentielles du premier ordre, appelé système Tolman-
Oppenheimer-Volko� (TOV) (Tolman, 1939; Oppenheimer & Volko�, 1939), donné par

dm

dr
= 4πr2ρ(r), (1.7)

dP

dr
= −dΦ

dr

(
ρ(r) +

P (r)

c2

)
, (1.8)

dΦ

dr
=
Gm(r)

r2

(
1− 2Gm(r)

rc2

)−1(
1 +

4πP (r)r3

m(r)c2

)
, (1.9)

où ρ = ε/c2 et les quantités m(r) et Φ(r), qui apparaissent comme des généralisations
relativistes de la masse contenue dans une sphère de rayon r et du potentiel gravitationnel
en r, sont reliées aux coe�cients métriques N(r) et A(r) par les relations

N(r) = exp

(
Φ(r)

c2

)
et A(r) =

(
1− 2Gm(r)

rc2

)−1/2

. (1.10)

Notons qu'à la limite newtonienne (c → +∞, i.e. Gm(r)/r � c2 et P � ρc2), les
équations (1.7), (1.8) et (1.9) se réduisent aux équations classiques de l'hydrostatique,
comme attendu.

1. La condition asymptotiquement plat sera décrite dans la section 4.2.2.
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Le système TOV doit être complété par la donnée d'une équation d'état, à température
nulle, reliant P à ρ :

P = P (ρ). (1.11)

On peut alors résoudre numériquement le système d'équations (1.7)-(1.9) pour obtenir
la structure d'une étoile à neutrons sans rotation. Pour cela, une simple méthode de
Runge-Kutta su�t. Les conditions aux limites considérées sont les suivantes :

ρ(0) = ρc, m(0) = 0 et Φ(R) =
c2

2
ln

(
1− 2GM

Rc2

)
, (1.12)

où le rayon R de l'astre correspond à la valeur de la coordonnée radiale r pour laquelle
P (r = R) = 0 (en accord avec l'équilibre local des pressions avec l'extérieur, supposé
vide de matière) et la masse gravitationnelle 1 M est donnée par M = m(R). La première
condition consiste à choisir la densité de masse-énergie ρc au centre de l'étoile, la seconde
est équivalente à dP/ dr = 0 en r = 0 et la troisième assure le raccord à la surface de
l'étoile entre la solution à l'intérieur de l'astre et celle dans le vide à l'extérieur, donnée
par la métrique de Schwarzschild (théorème de Birkho� ; Misner et al. (1973)). Quelques
exemples de relation masse-densité centrale (M−ρc) sont présentés sur l'image de gauche
de la �gure 1.7, pour des équations d'état polytropiques

P = Knγ et ρ = nmb +
1

γ − 1

P

c2
, (1.13)

oùK est une constante,mb est la masse au repos des particules considérées, n est la densité
volumique de particules et γ est appelé indice adiabatique. Notons que l'on reconnaît la
densité de masse au repos ainsi que la densité d'énergie interne dans l'expression (1.13)
de la densité de masse-énergie ρ.

1.3.3 Masse maximale

Comme on peut le voir sur la �gure 1.7, il existe une di�érence notable entre le calcul de
la structure d'une étoile à neutrons en gravité newtonienne et celui e�ectué dans le cadre
de la relativité générale. En e�et, quelle que soit l'équation d'état considérée, le calcul
relativiste présente une masse maximale Mmax, appelée limite de Oppenheimer-Volko�,
au-delà de laquelle l'étoile ne peut plus être en équilibre hydrostatique 2. Cette masse
maximale correspond à une certaine valeur de densité centrale ρcrit. Pour ρc > ρcrit, où
dM/ dρc < 0, un calcul perturbatif montre que les con�gurations calculées sont instables
vis-à-vis des perturbations radiales.

La valeur de Mmax dépend de l'équation d'état. Ainsi, en modélisant l'intérieur d'une
étoile à neutrons par un gaz idéal de neutrons dégénérés ou par un mélange de neutrons,
protons, électrons et muons dégénérés et sans interaction, on obtientMmax ' 0, 7 M� (Op-
penheimer & Volko�, 1939). Cette masse étant trop faible pour rendre compte des obser-
vations (voir section 1.1.1), on en déduit que ce n'est pas la pression de dégénérescence
des neutrons qui contrebalance la gravité, mais qu'il s'agit plutôt de l'interaction forte

1. La di�érence entre les masses gravitationnelle et baryonique sera précisée dans la section 4.5.
2. L'origine de cette masse maximale est discutée dans Chamel et al. (2013), par exemple.
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Figure 1.7 � Structure d'une étoile à neutrons avec EoS polytropique. Relations
masse-densité centrale représentées pour di�érentes équations d'état polytropiques et cal-
culées en relativité générale (à gauche) et en gravité newtonienne (à droite). La densité
centrale ρc est donnée en unité de la densité nucléaire ρ0 ' 2, 7×1014 g.cm−3 (désignée ici
par ρnuc). Les solutions en pointillés correspondent à des con�gurations instables. Crédits :
Frédéric Daigne, IAP ; UPMC.

entre les nucléons. C'est Cameron (1959) qui, le premier, a montré que l'inclusion des
forces nucléaires permet d'augmenter considérablement la masse maximale des étoiles à
neutrons. Actuellement, la majorité des modèles d'équations d'état compatibles avec les
observations d'étoiles à neutrons de 2 M� prédisent une masse maximale de l'ordre de
∼ 2− 2, 8 M� (voir Fig. 1.9 et Haensel et al. (2007)). Nous verrons dans la section 5.2.1
que Mmax dépend également (faiblement) de la vitesse de rotation de l'étoile.

1.4 ... et très denses

Il est possible d'estimer simplement la masse volumique moyenne d'une étoile à neu-
trons à partir de la formule (newtonienne) classique ρ̄ = 3M/(4πR3). En utilisant les
valeurs données dans la section 1.1, à savoir M ∼ 1, 4 M� et R ∼ 12 km, on obtient une
masse volumique moyenne de l'ordre de ρ̄ ∼ 4 × 1014 g.cm−3, comparable aux densités
typiques mesurées dans les noyaux en laboratoire (ρ0 ∼ 2, 7× 1014 g.cm−3). Le c÷ur des
étoiles à neutrons est donc extrêmement dense.

1.4.1 Équations d'état

La densité à l'intérieur d'une étoile à neutrons varie ainsi de plusieurs ordres de gran-
deur entre la surface et le c÷ur, atteignant des valeurs comprises entre 1014 et 1015 g.cm−3

au centre. Dans la section précédente, nous avons déjà remarqué l'importance de l'équation
d'état (EoS), qui décrit la composition interne de l'étoile à neutrons ainsi que les interac-
tions entre ses constituants, dans la détermination de la structure globale de l'étoile. A�n
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d'obtenir des con�gurations réalistes, il faut donc disposer d'une EoS sur toute la gamme
de densités rencontrées dans les étoiles à neutrons et dans les conditions extrêmes qui y
règnent.

Incertitudes sur la matière à l'intérieur des étoiles à neutrons. Les données
expérimentales obtenues jusqu'à présent en laboratoire permettent de déterminer entiè-
rement l'état de la matière dans une étoile à neutrons jusqu'à une densité de l'ordre de
1011 g.cm−3 (Haensel & Pichon, 1994), ce qui correspond seulement aux régions externes
de l'écorce (voir Fig. 1.10). Au-delà, il est nécessaire d'extrapoler des modèles de physique
nucléaire en dehors des régimes pour lesquels ils ont été ajustés. Par exemple, les couches
les plus internes de l'écorce sont composées de noyaux baignant dans un super�uide de
neutrons (voir section 1.5), ce qui n'a pas d'équivalent sur Terre. Les incertitudes sont en-
core plus grandes dans le c÷ur de l'étoile, où la densité est plus élevée que dans les noyaux.
Dans cette région, la matière est fortement enrichie en neutrons (voir section 1.2.2). Tou-
tefois, les théories de la matière nucléaire homogène in�nie sont ajustées sur les propriétés
observées des noyaux lourds dont les nombres de neutrons et de protons sont du même
ordre.

À ces di�cultés d'ordre expérimental s'ajoute l'extrême complexité de la description
des interactions entre les nucléons d'un point de vue théorique, qui nécessite de résoudre
le problème à N corps en tenant compte non seulement des interactions nucléon-nucléon,
mais également des interactions à trois corps. En principe, cette description devrait se
faire dans le cadre de la chromodynamique quantique. Toutefois, aucun calcul ab initio
basé sur cette théorie n'est encore disponible. C'est pourquoi les calculs actuels d'équation
d'état reposent sur des modèles d'interaction, qui sont partiellement contraints par des
expériences en laboratoire.

Modèles d'EoS. Il existe di�érentes approches pour décrire les interactions nucléaires
à l'intérieur d'une étoile à neutrons (voir Haensel et al. (2007) ou Oertel et al. (2017),
pour plus de détails).

Un premier ensemble de modèles repose sur une description microscopique � réa-
liste � de l'interaction nucléon-nucléon, obtenue à l'aide d'expériences de di�usion dans
le vide ou déterminée à partir des propriétés de noyaux contenant peu de nucléons (tels
le deutéron). Le problème à N corps peut ensuite être traité par des méthodes basées sur
les fonctions de Green ou dans le cadre de la théorie (Dirac-)Brueckner-Hartree-Fock, par
exemple. En général, ces méthodes font appel à certaines approximations ou sont limitées
par des di�cultés techniques.

Une seconde approche, plus phénoménologique, consiste à utiliser des modèles e�ec-
tifs d'interaction, généralement plus simples que les modèles � réalistes � employés dans
les méthodes ab initio précédemment citées. Ces interactions dépendent d'un nombre
restreint de paramètres, de l'ordre de dix ou quinze, qui sont ajustés sur di�érentes pro-
priétés de la matière nucléaire. Parmi ces modèles e�ectifs, on trouve les interactions de
type Skyrme ou Gogny, utilisées dans un cadre non-relativiste, ou encore les forces repré-
sentées par échange de mésons e�ectifs, sur lesquelles sont basées les modèles de champ
moyen relativiste (voir section 5.1.1). Les équations du problème à N corps sont alors
résolues dans l'approximation de champ moyen, ce qui permet d'obtenir une description
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relativement précise des noyaux et de la matière nucléaire. Bien que l'extrapolation de ces
modèles à des conditions extrêmes doive être considérée avec précaution, les approches
phénoménologiques sont les méthodes les plus couramment utilisées pour construire des
EoSs pertinentes pour décrire l'intérieur des étoiles à neutrons.

1.4.2 Contraintes expérimentales

Les di�érents modèles d'EoS doivent véri�er un certain nombre de contraintes, princi-
palement obtenues à partir de mesures de propriétés nucléaires e�ectuées en laboratoire
ou déduites d'observations astrophysiques. Ces contraintes permettent de tester di�érents
aspects relatifs aux EoSs, de manière indépendante. Dans cette section, nous présentons
quelques informations déduites à partir d'expériences sur Terre. Les contraintes données
par les observations astrophysiques seront décrites dans la section suivante (voir également
la section 1.1).

Développement de l'énergie par baryon. Dans le scénario standard, une étoile à
neutrons est formée essentiellement de neutrons, protons et électrons. En considérant que
les électrons forment un gaz sans interaction (les forces d'interaction coulombienne étant
négligeables par rapport à celles liées à l'interaction forte), la densité d'énergie totale de
ce système, à température nulle, est donnée par

ε = nBEB (nn, np) + εe(ne), (1.14)

où nn, np et ne = np désignent respectivement les densités particulaires de neutrons,
protons et électrons (mesurées dans leur référentiel propre), nB = nn + np est la densité
baryonique totale, EB est l'énergie par baryon et εe est la densité d'énergie associée au
gaz d'électrons. Les électrons étant dégénérés, εe est obtenue simplement à partir du gaz
de Fermi relativiste sans interaction. L'énergie par baryon EB peut être considérée comme
une fonction de la densité baryonique totale nB et du paramètre d'asymétrie d'isospin

αI =
nn − np
nn + np

= 1− 2xp, (1.15)

où xp = np/nB est la fraction de protons. Notons que αI = 0, i.e. xp = 1/2, correspond
au cas de la matière nucléaire symétrique (nn = np) et αI = 1, i.e. xp = 0, caractérise la
matière pure de neutrons (np = 0).

Les propriétés de la matière nucléaire sont habituellement caractérisées par certains
paramètres intervenant dans le développement de Taylor de l'énergie par baryon EB en
fonction du paramètre 1 αI :

EB (nB, αI) = E0 (nB) + α 2
IEsym (nB) +O

(
α 4
I

)
, (1.16)

voir e.g. Haensel et al. (2007). L'énergie par baryon de la matière symétrique

E0 (nB) = EB (nB, 0) = mnuc −Bsat +
1

2
Kx2 +

1

6
Qx3 + ... (1.17)

1. Les interactions entre nucléons étant symétriques de charge (i.e. invariantes par changement
neutron-proton, nn ↔ np) en très bonne approximation, les termes associés à des puissances impaires de
αI peuvent être négligés dans le développement de l'énergie par baryon (Haensel, 1977).
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Étoiles à neutrons

et l'énergie de symétrie

Esym (nB) = J + Lx+
1

2
Ksymx

2 + ... (1.18)

peuvent être développées en fonction de x = (nB − n0)/(3n0), au voisinage de la densité
de saturation n0. Cette dernière est dé�nie comme la densité pour laquelle la pression de
la matière symétrique s'annule, i.e.

Psym(n0) = n2
B

dE0

dnB

∣∣∣∣
nB=n0

= 0. (1.19)

La quantité mnuc présente dans (1.17) désigne la masse au repos des baryons considérés.
Les coe�cients Bsat, K, Q, J , L et Ksym caractérisent le comportement de l'équation

d'état. Toutefois, il faut garder à l'esprit que ces paramètres ne donnent qu'une tendance
globale, étant donné qu'ils ne sont pertinents qu'au voisinage de la densité de saturation
et pour de la matière nucléaire proche de la matière symétrique.

Contraintes obtenues en laboratoire. Plusieurs données expérimentales permettent
de contraindre certains des paramètres présents dans les développements (1.17) et (1.18)
(voir, e.g., Tsang et al. (2012); Lattimer (2012); Lattimer & Lim (2013); Oertel et al.
(2017)). Ainsi, di�érentes propriétés relatives aux noyaux étudiés en laboratoire, telles
que leur masse ou leur distribution de densité, conduisent à une densité de saturation
nucléaire 1 n0 = 0, 16 ± 0, 01 fm−3 et à une énergie de liaison à saturation Bsat =
15, 9 ± 0, 3 MeV. L'étude des modes collectifs d'excitation du noyau, appelés résonances
géantes, donnent également des informations très importantes sur le module d'incompres-
sibilité à saturation K, l'énergie de symétrie à saturation J et la pente de l'énergie de
symétrie à saturation L. Par exemple, l'analyse du phénomène de résonance géante mo-
nopolaire isoscalaire, un mode de � respiration � pour lequel les neutrons et les protons
du noyau subissent ensemble des mouvements successifs de compression et de dilatation,
donne la contrainte 2 : K = 240 ± 10 MeV. De même, l'étude de la résonance géante
dipolaire isovectorielle, où le centre de masse des neutrons oscille par rapport à celui des
protons, permet de contraindre les coe�cients J et L. Ce n'est cependant pas le seul moyen
expérimental utilisé pour obtenir des informations sur l'énergie de symétrie. Celle-ci peut
également être contrainte à partir de la mesure de la polarisabilité électrique dipolaire du
208Pb, de l'épaisseur de la couche de neutrons à la surface d'isotopes éloignés de la ligne
de stabilité β ou grâce à des collisions d'ions lourds. La combinaison de ces di�érentes
mesures conduit à J = 31± 5 MeV et L = 64± 36 MeV. En�n, le coe�cient de dissymé-
trie à saturation Q et le coe�cient d'incompressibilité de symétrie à saturation Ksym sont
di�cilement accessibles avec des expériences de laboratoire. Les modèles actuels d'EoS
donnent −600 MeV . Q . 200 MeV et −500 MeV . Ksym . 100 MeV.

1. Les valeurs présentées ici, ainsi que leurs incertitudes respectives, sont tirées de Typel et al. (2013).
2. Notons que Khan & Margueron (2013) ont récemment montré que l'énergie du centroïde de la

résonance géante monopolaire isoscalaire est corrélée à K et Q, de sorte que l'extraction du module
d'incompressibilité pourrait être plus complexe que prévu.

22



1.5 Structure

1.4.3 Diagramme masse-rayon

Compte tenu des di�cultés théoriques mentionnées dans la section 1.4.1 et des incer-
titudes expérimentales présentées dans la section 1.4.2, il existe une large quantité d'EoSs
disponibles pour décrire l'intérieur des étoiles à neutrons. On caractérise alors chacune de
ces EoSs par les pro�ls de pression qu'elles prédisent en fonction de la densité baryonique,
dans le cas de la matière nucléaire symétrique et pour la matière pure de neutrons, voir
Fig. 1.8.

Plus généralement, la pression du milieu va dépendre des densités particulaires des
di�érentes espèces présentes à l'intérieur de l'étoile. Ainsi, pour un mélange homogène de
neutrons, protons et électrons, on aura P = P (nn, np, ne). Pour obtenir une relation du
type (1.11), où la pression ne dépend que d'une seule variable, il est alors nécessaire de
disposer de relations supplémentaires entre les densités particulaires. Ces dernières sont
données par l'hypothèse d'électroneutralité du milieu et en supposant que celui-ci est à
l'équilibre β, par exemple.

Il est alors intéressant de tracer le diagramme masse-rayon (M − R) correspondant
à chaque EoS (voir Fig. 1.9). Pour des con�gurations d'étoiles à neutrons statiques, ce
diagramme s'obtient en faisant varier la densité centrale ρc et en traçant, pour chaque
valeur de ρc, la masse gravitationnelle en fonction du rayon, ces deux grandeurs étant
obtenues à partir de la résolution numérique du système TOV. Il est clair que les di�érentes
prescriptions pour l'interaction nucléon-nucléon (extrapolées à haute densité à partir des
propriétés de la matière nucléaire ordinaire par di�érentes approches théoriques reposant
sur certaines approximations) vont conduire à des pro�ls de pression en fonction de la
densité très variés (Fig. 1.8) et donc à des diagrammes masse-rayon di�érents (Fig. 1.9).
L'in�uence de la vitesse de rotation sur le diagramme masse-rayon sera présentée dans la
section 5.2.1.

Les modèles récents d'EoS prédisent une masse maximaleMmax comprises entre ∼ 1, 4
et ∼ 2, 8 M� (voir Fig. 1.9). Toutefois, pour qu'une EoS soit valable, il est indispensable
que la masse maximale qui lui est associée soit compatible avec les masses d'étoiles à neu-
trons mesurées les plus élevées, qui sont de l'ordre de 2 M� (voir section 1.1.1). Cette forte
contrainte a déjà permis d'éliminer plusieurs EoSs non standards, en particulier plusieurs
modèles d'étoiles riches en hypérons ou en kaons (voir section 1.5). En revanche, les me-
sures actuelles de rayon sont encore trop imprécises pour apporter de réelles contraintes
sur le diagramme masse-rayon et donc sur l'EoS (voir section 1.1.2). À terme, les mesures
précises et conjointes de la masse et du rayon d'une même étoile à neutrons pourraient
apporter des informations cruciales sur la matière présente à l'intérieur de ces astres.

1.5 Structure

Une étoile à neutrons présente une structure strati�ée relativement complexe. Outre
la magnétosphère qui entoure l'étoile (voir section 2.1.3), on distingue trois régions princi-
pales : la surface avec éventuellement une atmosphère, l'écorce solide et le c÷ur (Haensel
et al., 2007). Une représentation schématique de l'intérieur d'une étoile à neutrons est
donnée sur la �gure 1.10.
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Étoiles à neutrons

Figure 1.8 � Pro�ls de pression en fonction de la densité baryonique pour
di�érents modèles d'EoS. Le cas de la matière pure de neutrons (αI = 1) est présenté
à gauche, tandis que celui de la matière nucléaire symétrique (αI = 0) est représenté à
droite. Ces pro�ls sont comparés à des résultats théoriques obtenus par Hebeler et al.
(2013) pour la matière de neutrons et à certaines contraintes expérimentales déduites par
Danielewicz et al. (2002) pour la matière symétrique. Figure tirée de Oertel et al. (2017).

Figure 1.9 � Diagrammes masse-rayon relatifs à di�érentes EoSs. Les barres ho-
rizontales correspondent aux masses mesurées d'étoiles à neutrons les plus élevées jusqu'à
présent. Les domaines noir et gris représentent des zones interdites par des considérations
théoriques (causalité, par exemple). Notons la forme caractéristique des pro�ls associés
aux étoiles de quarks (courbes vertes sur la gauche). Source : http://www3.mpifr-bonn.
mpg.de/staff/pfreire/NS_masses.html (voir également Lattimer & Prakash (2001)).
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1.5 Structure

1.5.1 Atmosphère et surface

Atmosphère. Une étoile à neutrons est probablement entourée d'une �ne atmosphère
dont l'épaisseur varie de quelques millimètres à quelques centimètres selon la température
de l'étoile. La présence de cette atmosphère est susceptible de perturber le rayonnement
thermique émis à la surface de l'étoile à neutrons. La modélisation du spectre d'émission
thermique, combinée aux observations en rayons X e�ectuées par les satellites Chandra
et XMM-Newton, permet d'obtenir des renseignements sur la température de surface de
l'étoile, la composition chimique de l'atmosphère, l'amplitude et la géométrie du champ
magnétique de surface et le rayon de l'étoile. L'atmosphère pourrait être composée es-
sentiellement d'hydrogène, d'hélium ou encore de carbone (Ho & Heinke, 2009). Lorsque
le champ magnétique est su�samment intense (Bs & 1010 T pour une température de
surface Ts ∼ 106 K), la con�guration énergétiquement la plus favorable pourrait consister
en une couche liquide ou solide d'hydrogène sans atmosphère (Ruderman, 1971), ce qui
pourrait expliquer l'absence de raies dans le spectre de certaines étoiles à neutrons.

Surface. Il s'agit de la couche la plus externe de l'étoile, d'une épaisseur de quelques
mètres, où la densité est inférieure à la densité critique de neutronisation ρβ ∼ 106 −
107 g.cm−3 (voir Fig. 1.5). La surface est constituée d'un océan de métal liquide ou d'un
solide amorphe de noyaux de 56Fe, car la température y est proche de la température
de solidi�cation du plasma, Tcrist (Haensel et al., 2007). Les électrons contenus dans la
surface sont non-relativistes. Au fur et à mesure que l'on descend en profondeur dans
l'étoile, les e�ets thermiques et magnétiques sont de moins en moins prononcés.

1.5.2 Écorce

La température de solidi�cation de l'écorce d'une étoile à neutrons est estimée à
Tcrist ∼ 108 − 109 K, pour une densité supérieure à ∼ 109 g.cm−3 (Chamel & Haen-
sel, 2008). Comme ces températures sont atteintes rapidement après la naissance des
étoiles à neutrons (voir section 1.2.3 et Fig. 1.6), une écorce solide est susceptible de se
former (on parle aussi de croûte). Bien que sa taille soit beaucoup plus petite que celle
du c÷ur, l'écorce des étoiles à neutrons est un élément très important pour la physique
de ces astres. En e�et, la croûte est une véritable interface entre la surface que l'on peut
observer et le c÷ur, inaccessible aux observations : chaque phénomène physique se dé-
roulant au centre de l'étoile est donc a�ecté par l'écorce qu'il doit traverser avant d'être
observé. De plus, certains phénomènes détectés, tels que les oscillations quasi-périodiques
ou éventuellement les événements de glitches, pourraient tirer leur origine de la croûte
elle-même.

Écorce externe. L'écorce externe correspond à la région de l'étoile où la densité est
comprise entre ρβ et ρND ∼ 4 × 1011 g.cm−3. Son épaisseur est de l'ordre de quelques
centaines de mètres. La croûte externe est formée d'un solide coulombien de noyaux
sphériques, arrangés selon un réseau cubique face centré de manière à réduire la répulsion
coulombienne, en équilibre β avec un gaz d'électrons relativistes (Haensel et al., 2007;
Chamel & Haensel, 2008). Dans les couches les moins profondes, la composition des noyaux
est voisine de celle des noyaux ordinaires. Toutefois, les noyaux sont de plus en plus lourds
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Figure 1.10 � Représentation schématique des di�érentes couches à l'intérieur
d'une étoile à neutrons. La densité ρND ' 4× 1011 g.cm−3 correspond à la densité au-
delà de laquelle les neutrons s'échappent des noyaux. La densité ρ0 ' 2, 7 × 1014 g.cm−3

désigne la densité de saturation nucléaire.

et enrichis en neutrons à mesure que la profondeur augmente, car l'augmentation de la
densité favorise le processus de capture électronique (voir le phénomène de neutronisation
discuté dans la section 1.2.2). Jusqu'à une densité de l'ordre de ∼ 1011 g.cm−3, tous les
noyaux depuis le 56

26Fe en surface jusqu'à l'isotope 80
30Zn en profondeur existent sur Terre

ou en laboratoire. Au-delà, la composition des noyaux doit être extrapolée à partir des
masses des noyaux existants.

Écorce interne. Lorsque la densité atteint ρND ∼ 4 × 1011 g.cm−3, le potentiel
chimique associé à un neutron dans un noyau devient supérieur à l'énergie de masse
mnc

2 (Chamel & Haensel, 2008). Les neutrons peuvent alors s'échapper des noyaux,
ce qui conduit à l'apparition d'un gaz de neutrons libres. La densité de l'écorce in-
terne, dont l'épaisseur est d'environ un kilomètre, varie entre ρND et ∼ 0, 5 × ρ0, où
ρ0 ∼ 2, 7 × 1014 g.cm−3 désigne la densité de saturation nucléaire. La matière présente
dans cette région est composée d'électrons, de neutrons libres et de noyaux atomiques très
riches en neutrons. La fraction de neutrons libres augmente avec la profondeur. L'étude
des propriétés de la croûte interne est complexe, car il n'existe pas sur Terre de phases
dans lesquelles des noyaux coexistent avec des neutrons libres. De plus, les noyaux étudiés
en laboratoire sont essentiellement symétriques. Notons toutefois que l'étude des noyaux
à halos de neutrons, éloignés de la vallée de la stabilité β, fournit des indications impor-
tantes sur la matière asymétrique. D'un point de vue théorique, les neutrons libres sont
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supposés s'apparier pour former un super�uide (voir section 3.1.2). Les noyaux sont alors
immergés dans un gaz d'électrons et un super�uide de neutrons. À l'interface avec le c÷ur,
pour des densités proches de 0, 5 × ρ0, on pense que les noyaux sont soumis à de telles
pressions qu'ils sont fortement déformés en cylindres ou en plaques (voir e.g. Ravenhall
et al. (1983); Chamel & Haensel (2008)).

1.5.3 C÷ur

Le c÷ur des étoiles à neutrons, qui représente jusqu'à 99 % de la masse de ces objets,
reste encore relativement mal connu (voir Haensel et al. (2007), par exemple).

C÷ur externe. Lorsque la densité atteint ∼ 0, 5×ρ0, la pression est tellement élevée
que les noyaux se dissolvent en protons et en neutrons. Le c÷ur externe, qui s'étend
sur plusieurs kilomètres, est ainsi formé d'un mélange homogène de neutrons, protons
et électrons dégénérés en équilibre β. Pour une densité de l'ordre de 1014 g.cm−3, cet
équilibre se traduit par la présence d'une très grande quantité de neutrons par rapport aux
autres constituants (voir Fig. 1.5). Les calculs microscopiques suggèrent que les neutrons
sont super�uides et les protons supraconducteurs (voir section 3.1). Pour des densités
supérieures à ∼ 2 × ρ0, l'énergie de Fermi des électrons devient proche de l'énergie de
masse du muon : un �uide de muons est alors susceptible d'apparaître.

C÷ur interne. Le c÷ur interne, où ρ & (2 − 3) × ρ0, occupe les régions centrales
des étoiles à neutrons massives (pour les étoiles de faible masse, le c÷ur externe s'étend
jusqu'au centre). L'épaisseur du c÷ur interne pourrait atteindre plusieurs kilomètres et
sa densité centrale pourrait s'élever à ρc & 10 × ρ0. La composition de cette région ex-
trêmement dense est très incertaine et di�érents scénarios ont été envisagés, prédisant
l'apparition de particules supplémentaires suite à une réorganisation des constituants in-
ternes des neutrons et des protons (les quarks). Les modèles les plus courants sont (Haensel
et al., 2007; Oertel et al., 2017) :

• hypéronisation de la matière. À très haute densité, le potentiel chimique des neu-
trons peut excéder la masse d'autres baryons, conduisant par exemple à l'apparition
d'hypérons Λ et Σ. Toutefois, les interactions entre nucléons et hypérons restent très
incertaines et les données expérimentales sont limitées par le fait que les hypérons
sont instables dans les conditions de laboratoire.

• condensation de mésons. Les régions centrales d'une étoile à neutrons pourraient
contenir un condensat de Bose-Einstein de pions ou de kaons.

• transition de phase vers un plasma de quarks libres et de gluons. La matière présente
au centre des étoiles à neutrons pourrait être su�samment comprimée pour que les
nucléons fusionnent en une soupe de gluons et de quarks (up, down et strange)
décon�nés.

Si ces di�érents modèles restent très spéculatifs, il est intéressant de remarquer que l'ap-
parition d'une nouvelle phase est accompagnée, en général, d'une diminution de la masse
maximale prédite par l'EoS. C'est pourquoi l'observation d'étoiles à neutrons de 2 M� a
permis d'éliminer plusieurs EoSs non standards (voir section 1.4.3).
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Notons en�n que l'existence d'étoiles étranges (ou étoiles de quarks), constituées de
quarks up, down et strange, a également été avancée. Ces modèles reposent sur l'hypothèse
d'E. Witten selon laquelle l'état le plus stable de la matière serait formé d'un ensemble de
ces trois quarks (Witten, 1984). Cet état serait toutefois séparé de l'état ordinaire par une
barrière de potentiel très élevée, de telle sorte que seuls des phénomènes astrophysiques
de très haute énergie pourraient l'atteindre. La structure interne des étoiles étranges est
très di�érente de celle des étoiles à neutrons. En particulier, la densité de surface des
étoiles de quarks est énorme, de l'ordre de 1015 g.cm−3, et n'est pas très éloignée de la
densité au centre de ces astres (voir, e.g., Gourgoulhon et al. (1999)). En revanche, les
masses maximales obtenues ne sont pas très di�érentes de celles prédites pour les étoiles
à neutrons (voir Fig. 1.9).
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Chapitre 2
Glitches des pulsars
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2.1 Le phénomène de pulsar

Si leur rayonnement thermique de surface est relativement di�cile à détecter, la grande
majorité des étoiles à neutrons sont observées grâce au phénomène de � pulsar �. Depuis
la première observation d'un pulsar radio en 1967 par J. Bell et A. Hewish (Hewish et al.,
1968), plus de 2500 pulsars ont été détectés dans notre galaxie (Manchester et al., 2005),
non seulement en radio, mais également en visible, en rayons X et en rayons γ (Abdo
et al., 2013; Caraveo, 2014).

2.1.1 Données observationnelles

Succession périodique de pulses. Un pulsar radio se caractérise par une émission
périodique avec une période de grande stabilité. Un exemple de signal détecté est donné
sur la �gure 2.1. L'amplitude et la forme du pulse peuvent varier d'un pulse à l'autre,
comme le montre la �gure 2.2. Ces variations sont dues à l'aspect hautement variable
de la structure émettrice (la magnétosphère du pulsar, voir section 2.1.3). Toutefois, en
moyennant ces pulses sur un grande nombre de périodes, de l'ordre d'une centaine au
moins, on obtient un pulse moyen très stable (Lorimer & Kramer, 2005; Cognard, 2011).
Ce pulse moyen est une caractéristique propre à chaque pulsar (voir Fig. 2.2).

Le pulsar de J. Bell et A. Hewish présente une période P d'environ 1,337 s (voir
Fig. 2.1). Parmi les pulsars les plus étudiés, on compte le pulsar du Crabe (PSR B0531+21),
découvert dans la nébuleuse du Crabe (voir Fig. 1.4), et le pulsar de Vela (PSR B0833−45),
situé dans la constellation des Voiles. Les périodes respectives de ces pulsars sont 33 ms et
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Figure 2.1 � Première détection d'un pulsar radio. Enregistrement du signal émis
par le pulsar PSR B1919+21 (anciennement nommé CP 1919, pour Cambridge Pulsar)
découvert par J. Bell, datant du 28 novembre 1967. La courbe du haut représente l'évo-
lution du signal radio (observé à 81,5 MHz) en fonction du temps. Une augmentation de
la puissance reçue (un pulse) est associée à un pic orienté vers le bas. La seconde ligne
correspond à une échelle de temps de 20 s. La période du pulsar est d'environ 1,337 s.
Figure tirée de Hewish (1975).

Figure 2.2 � Variabilité des pulses et pulses moyens. Gauche : Pulses successifs
reçus depuis le pulsar PSR B1919+21, à 318 MHz. Le temps augmente de la gauche
vers la droite et du bas vers le haut. On note la grande variabilité du pro�l des pulses
individuels. Pour l'anecdote, cette �gure, extraite de la thèse de H. Craft (1970), a été
utilisée comme couverture de l'album Unknown Pleasures du groupe post-punk Joy Divi-
sion. Droite : Pulses moyens correspondants à quatre pulsars di�érents. Le pulse moyen
du pulsar PSR B1919+21 est représenté en bas. Figure adaptée de Lyne & Rickett (1968).
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2.1 Le phénomène de pulsar

Figure 2.3 � Évolution de la forme du pulse en fonction de la bande spectrale.
Pro�l du pulse du pulsar du Crabe observé sur deux périodes, du domaine radio (en haut
à gauche) au domaine du GeV (en bas à droite). Figure tirée de Abdo et al. (2010).

89 ms. Jusqu'à présent les périodes des pulsars qu'on a pu mesurées s'étendent de 1,40 ms
pour PSR J1748−2446ad (Hessels et al., 2006) à 11,79 s pour PSR J1841−0456 (Dib &
Kaspi, 2014), voir section 1.1.3.

Stabilité de la période. Il est possible de mesurer très précisément la période P
d'un pulsar car on dispose d'un nombre très élevé de périodes. Cela permet d'accéder à
la dérivée de cette période au cours du temps, Ṗ = dP/ dt (voir annexe A). On constate
alors que la plupart des pulsars ralentissent (Ṗ > 0). Toutefois, les valeurs mesurées de Ṗ
sont extrêmement faibles : elles s'étendent de 10−21 à 10−10 (voir Fig. 2.6). Nous verrons
dans la section 2.2 que la donnée de P et Ṗ permet de mettre en évidence di�érents types
de pulsars. Dans quelques cas, la précision est tellement élevée que l'on peut également
mesurer la dérivée seconde P̈ . En général, P̈ est négative : la période des pulsars augmente
donc de moins en moins vite. Ainsi, pour les pulsars du Crabe et de Vela, on obtient res-
pectivement P̈ = −2, 7× 10−24 s−1 (Wong et al., 2001) et P̈ = −7, 6× 10−26 s−1 (Dodson
et al., 2007). La grande précision de ces mesures et leur confrontation à certains mo-
dèles théoriques permettent d'obtenir des renseignements importants sur la physique des
pulsars.

Émission aux di�érentes longueurs d'onde. Bien que les premiers pulsars aient
été détectés en radio, on observe désormais de nombreux pulsars dans les domaines visible,
X et même γ. La �gure 2.3 montre l'évolution du pro�l du pulse du pulsar du Crabe, de
l'optique aux rayons γ de haute énergie, par rapport au pulse observé en radio. Si la
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période détectée est bien la même dans chaque bande spectrale, on observe une grande
variation de la forme du pulse avec la longueur d'onde. Cela suggère un mécanisme de
rayonnement très complexe, invoquant éventuellement la présence de di�érentes régions
d'émission.

Dispersion en fréquence. Outre les e�ets spectraux intrinsèques que l'on vient de
mentionner, les signaux émis par un pulsar sont a�ectés par un phénomène de dispersion
lié à la propagation dans le milieu interstellaire ionisé (Lorimer & Kramer, 2005; Cognard,
2011). Cette dispersion, qui n'est observée que dans le domaine radio, est due à la présence
d'électrons libres dans le milieu traversé. Elle se caractérise par un retard dans l'arrivée des
pulses, inversement proportionnel au carré de la fréquence à laquelle est faite l'observation,
comme le montre la �gure 2.4. À partir de l'analyse de ces retards dispersifs, on peut en
déduire une grandeur appelée mesure de dispersion, DM , que l'on dé�nit par

DM =

∫ L

0

ne(l)dl, (2.1)

où L est la distance entre le pulsar et l'observateur et ne(l) est la densité locale d'électrons
dans le milieu interstellaire. En déterminant la mesure de dispersion DM de pulsars
proches, dont on a mesuré la distance par une méthode indépendante (par parallaxe,
par exemple), on peut déduire une valeur moyenne de la densité d'électrons libres dans
le milieu interstellaire, n̄e ∼ 0, 03 cm−3 (Ables & Manchester, 1976). Cela permet alors
d'estimer la distance de pulsars plus lointains en déterminant leur DM . Par exemple, la
mesure de dispersion associée au pulsar du Crabe, DM ' 57 cm−3.pc, conduit à une
distance de l'ordre de 2 kpc (voir la base de données ATNF), en très bon accord avec la
distance de la nébuleuse du Crabe mesurée par l'analyse de son mouvement propre et de
sa vitesse radiale (voir Trimble (1973), par exemple). Toutefois, il faut garder à l'esprit
que les distances déterminées par cette méthode peuvent être relativement imprécises.
En e�et, la mesure de dispersion du pulsar de Vela, DM ' 68 cm−3.pc (Dodson et al.,
2007), suggérerait une distance bien supérieure à celle mesurée par parallaxe : L ' 287 pc
(Caraveo et al., 2001; Dodson et al., 2003). Cette di�érence s'explique par une densité en
électrons très élevée dans la direction de Vela (n̄e ∼ 0, 2 cm−3), probablement due à la
présence de nuages ionisés sur la ligne de visée (Caraveo et al., 2001). Pour disposer de
mesures précises de distance à partir de la mesure de dispersion, il est donc indispensable
de développer des techniques plus sophistiquées, basées sur des modèles de distribution
des électrons dans le milieu interstellaire (voir Yao et al. (2017), par exemple).

2.1.2 Origine de la périodicité

Peu de temps après la découverte du premier pulsar, di�érents modèles ont été proposés
pour expliquer la régularité et les courtes périodes des signaux observés.

Oscillations d'étoiles. Une première possibilité, envisagée dès 1968 par A. Hewish
et J. Bell, consiste à relier les variations rapides observées à des oscillations radiales
(mode fondamental) d'étoiles à neutrons ou de naines blanches 1. Si les naines blanches

1. Il est intéressant de remarquer que la variabilité du signal d'un pulsar suggère que la taille L de
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2.1 Le phénomène de pulsar

Figure 2.4 � Dispersion en fréquence. Retard dispersif des pulses de PSR B1356−60,
observés dans 96 canaux de largeur 3 MHz, de 1,236 GHz à 1,524 GHz. La dépendance de
l'e�et de dispersion en fonction du carré de l'inverse de la fréquence apparaît clairement.
La mesure de dispersion associée est DM = 295 cm−3.pc. Figurée tirée de Lorimer &
Kramer (2005).
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sont e�ectivement susceptibles de présenter des périodes d'oscillations de l'ordre de la
seconde (Meltzer & Thorne, 1966), elles ne peuvent toutefois pas rendre compte des
périodes plus faibles de certains pulsars, tel que le pulsar du Crabe. D'un autre côté,
les étoiles à neutrons étant beaucoup plus denses, leurs périodes d'oscillations sont trop
courtes (Kokkotas & Schmidt, 1999; Friedman & Stergioulas, 2013). Les périodes observées
ne peuvent donc pas s'expliquer par des oscillations d'objets compacts, d'autant plus que
la dissipation d'énergie associée à un système en vibration conduit généralement à une
décroissance de la période d'oscillations.

Système binaire. Il a également été proposé que la périodicité des pulses pourrait
être liée à la présence d'un système de deux étoiles en rotation l'une autour de l'autre.
Pour une période orbitale d'une seconde, la troisième loi de Kepler indique que la distance
entre deux étoiles de masse proche de celle du Soleil est de l'ordre de quelques milliers
de kilomètres. Cela exclut donc la possibilité de systèmes binaires de naines blanches, ces
dernières ayant un rayon de l'ordre de celui de la Terre (∼ 6400 km). De plus, la perte
d'énergie associée à l'émission d'ondes gravitationnelles par un système binaire prédit une
augmentation de la période orbitale, au fur et à mesure que les deux étoiles se rapprochent
l'une de l'autre. Ceci est en contradiction avec le fait que la plupart des pulsars observés
ralentissent (voir section 2.1.1). En�n, la dissipation d'énergie est tellement intense dans
le cas de deux étoiles à neutrons avec une période orbitale de l'ordre de la seconde que
le système devrait entrer en coalescence au bout de quelques jours seulement (Shapiro
& Teukolsky, 1983). Notons toutefois qu'on observe des systèmes binaires d'étoiles à
neutrons (voir section 1.1.1), mais avec des périodes orbitales nettement supérieures à
la seconde : par exemple, la période orbitale du pulsar binaire de Hulse & Taylor est
d'environ 8 h (Hulse & Taylor, 1975).

Étoiles en rotation. Une troisième possibilité associe la période P des pulses à la
vitesse de rotation Ω = 2π/P d'une étoile. On a déjà vu dans la section 1.1.3 qu'une étoile
possède une vitesse de rotation maximale, au-delà de laquelle la force centrifuge détruit
l'astre. Cette vitesse maximale, appelée vitesse képlérienne, est approximativement donnée
par

ΩK =

√
GM

R3
=

√
4πGρ̄

3
, (2.2)

où M est la masse de l'astre, R son rayon et ρ̄ = 3M/(4πR3) sa densité volumique
moyenne. La condition Ω < ΩK conduit à une masse volumique minimale

ρ̄ > ρ̄min =
3Ω2

4πG
∼ 1, 4× 1014

(
1 ms
P

)2

g.cm−3. (2.3)

Ainsi, pour des périodes de l'ordre de la milliseconde, on obtient une densité volumique
minimale extrêmement élevée, que seules les étoiles à neutrons peuvent atteindre (voir
section 1.4). Cela suggère que les pulsars peuvent raisonnablement être associés à des
étoiles à neutrons en rotation. Cette idée s'est vue con�rmée par la découverte du pulsar

l'objet émetteur est relativement petite. En e�et, une durée ∆t des pulses de l'ordre de 50 ms (voir
Fig. 2.2) conduit à une taille L ≤ c∆t ∼ 15000 km, compatible avec le rayon d'une naine blanche ou
d'une étoile à neutrons.
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2.1 Le phénomène de pulsar

du Crabe en 1968 (Staelin & Reifenstein, 1968), supportant ainsi le modèle proposé par
Wheeler (1966) et Pacini (1967) suivant lequel la source d'énergie de la nébuleuse du
Crabe était une étoile à neutrons magnétisée en rotation rapide, et par l'observation du
ralentissement des pulsars (voir section 2.2), en accord avec les prédictions théoriques de
Gold (1968).

2.1.3 Magnétosphère du pulsar

Comme nous le verrons dans la section 2.2.2, une étoile à neutrons possède un champ
magnétique de surface Bs très élevé, de l'ordre de 1012 G. Ce champ magnétique, couplé
à la rotation de l'étoile, induit un champ électrique très intense, capable d'arracher des
particules chargées à la surface de l'astre (Goldreich & Julian, 1969). Celles-ci vont alors
remplir l'espace entourant le pulsar, créant ainsi unemagnétosphère chargée (voir Fig. 2.5).

Structure de la magnétosphère. Par couplage magnétique avec la surface, la ma-
gnétosphère tend à être en corotation avec l'étoile à neutrons (Lorimer & Kramer, 2005).
Toutefois, ceci n'est possible qu'au voisinage du pulsar, où la vitesse de la magnétosphère
reste inférieure à la vitesse de la lumière. La distance à l'axe de rotation à laquelle la
corotation est rompue est donnée par

rCL =
c

Ω
= 48

(
P

1 ms

)
km. (2.4)

La surface cylindrique qui s'appuie sur ce rayon, appelée cylindre de lumière, sépare les
lignes de champ magnétique en deux groupes (voir Fig. 2.5) : alors que les lignes de
champ situées à l'intérieur du cylindre de lumière restent fermées, celles qui traversent
cette surface vont s'ouvrir. Les lignes de champ ouvertes dé�nissent une région à la surface
de l'étoile appelée calotte polaire, centrée autour de l'axe magnétique stellaire, dont la
taille va dépendre de la vitesse de rotation du pulsar. À grande distance de l'étoile, ces
lignes de champ s'enroulent autour du cylindre de lumière et s'étendent jusqu'à l'in�ni,
permettant à des particules chargées de s'échapper : on parle alors de vent de pulsar 1.
La structure toroïdale du champ magnétique situé à l'extérieur du cylindre de lumière
est associée à un �ux de Poynting non nul : le pulsar perd de l'énergie sous forme de
rayonnement électromagnétique. En outre, une certaine quantité d'énergie est également
emportée par les particules chargées accélérées. Ces dissipations d'énergie vont conduire
le pulsar à ralentir au cours du temps, comme nous le verrons dans la section suivante.

Mécanismes d'émission. Les processus radiatifs associés aux pulsars et les phé-
nomènes d'accélération qui y sont liés restent encore relativement mal connus (voir e.g.
Beskin et al. (1993); Lorimer & Kramer (2005)). À la surface de l'étoile, les particules char-
gées sont accélérées à des vitesses extrêmement élevées par le champ électrique parallèle
aux lignes de champ magnétique. En se déplaçant le long des lignes de champ courbées, les
particules chargées émettent alors des photons γ directement par rayonnement de cour-
bure, ou par di�usion Compton inverse sur des photons de plus basse énergie, eux-mêmes

1. L'interaction de ce vent de pulsar avec le reste de supernova est observée pour certains pulsars, via
la présence d'une nébuleuse de vent de pulsar.
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Glitches des pulsars

Figure 2.5 � Représentation schématique de la structure de la magnétosphère
d'un pulsar. Le rayonnement radio est représenté par le cône jaune. Figure tirée de
Lorimer & Kramer (2005).

émis par rayonnement de courbure. Ces photons γ sont susceptibles d'interagir avec le
champ magnétique (qui reste très élevé au voisinage de la surface de l'étoile) selon le
processus γ+ ~B → e+e−+ ~B, créant ainsi une nouvelle génération de particules chargées.
À leur tour, ces paires secondaires émettent des photons qui, interagissant avec le champ
magnétique, produisent de nouvelles paires électron-positron. Ce processus en cascade se
poursuit jusqu'à ce que les photons émis ne soient plus su�samment énergétiques pour
interagir avec le champ magnétique.

L'émission radio des pulsars est communément associée à ces paires secondaires, selon
un processus encore incertain se déroulant à proximité de la calotte polaire. Un modèle
simple consiste à relier cette émission radio au rayonnement de courbure mentionné pré-
cédemment. Les particules chargées étant accélérées à des vitesses relativistes, les photons
sont émis de manière très focalisée dans la direction tangente aux lignes de champ ou-
vertes au point d'émission considéré. L'émission radio se fait alors selon un faisceau ayant
la forme d'un cône centré sur l'axe des pôles magnétiques, dont l'angle d'ouverture dépend
de la hauteur de la région d'émission. Comme l'axe magnétique n'est généralement pas
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aligné avec l'axe de rotation de l'étoile, le rayonnement émis par le pulsar nous parvient
sous la forme de pulses périodiques, correspondant aux moments où le faisceau d'émission
croise la ligne de visée, à la manière d'un phare. Ce modèle permet également d'expliquer
la forme des pulses observés à partir de la structure interne plus ou moins complexe du
cône d'émission et de la manière dont notre ligne de visée croise ce cône.

L'origine des rayonnements X et γ est également très incertaine et di�érentes régions
sont envisagées. Comme nous l'avons vu, une partie de cette émission est produite au
voisinage de la calotte polaire. Toutefois, l'étude de la coupure à haute énergie observée
dans le spectre d'émission des pulsars suggère un mécanisme d'émission se déroulant dans
une zone plus lointaine, où le champ magnétique est nettement plus faible qu'à la surface
(la coupure étant alors causée par l'annihilation de photons selon le processus γγ → e+e−).
Le rayonnement à haute énergie pourrait alors être produit dans le gap externe, une zone
située à la limite des lignes de champ fermées, ou dans la �ne couche de courant présente
à l'extérieur du cylindre de lumière, dans laquelle le champ magnétique toroïdal subit une
inversion de polarité (voir, e.g., Romani (1996); Cerutti et al. (2015)).

2.2 Ralentissement des pulsars

2.2.1 Estimation de la température de surface

En mécanique newtonienne, le ralentissement d'un pulsar (Ω̇ < 0) est associé à une
perte d'énergie

Pdiss = −Ėrot = −IΩΩ̇ > 0, (2.5)

où Erot = IΩ2/2 est l'énergie de rotation de l'étoile et I désigne son moment d'inertie.
La grandeur Pdiss, qui représente la puissance totale extraite de la rotation de l'étoile, est
appelée luminosité de ralentissement. En supposant que la puissance Pdiss est intégrale-
ment convertie en rayonnement de type corps noir 1, on peut alors estimer la température
maximale de la surface de l'étoile :

Ts . Tmax
s =

(
− IΩΩ̇

4πR2σB

)1/4

' 5× 105

(
Ṗ

10−15

)1/4(
P

1 s

)−3/4

K, (2.6)

où σB désigne la constante de Stefan-Boltzmann et I ' 2MR2/5 ∼ 1, 6 × 1038 kg.m2,
pour une masse M ' 1, 4 M� et un rayon R ' 12 km. Pour les pulsars du Crabe et
de Vela, on obtient Ts . 107 K. En ce qui concerne les pulsars millisecondes (voir sec-
tion 2.2.3 et Fig. 2.6), la température de surface est encore plus faible. Ces températures
de surface, couplées au petit rayon des étoiles à neutrons, indiquent une luminosité extrê-
mement faible (bien inférieure à celle des naines blanches), principalement rayonnée dans
le domaine des rayons X, où la sensibilité des détecteurs n'est pas aussi grande que dans

1. Compte tenu des di�érents mécanismes invoqués pour expliquer l'émission des pulsars (voir sec-
tion 2.1.3), il s'agit évidemment d'une hypothèse très grossière. Par ailleurs, le rayonnement thermique
d'une étoile à neutrons provient essentiellement de la chaleur déposée dans l'étoile lors de sa formation,
et non de l'énergie cinétique de rotation. L'estimation (2.6) est donc à considérer avec beaucoup de
précaution.
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le visible. C'est pourquoi il est très di�cile d'observer l'émission thermique des étoiles
à neutrons, sauf dans le cas d'étoiles proches (voir section 3.3). En outre, les calculs de
transport radiatif dans les étoiles à neutrons montrent que la température interne est
environ 100 fois plus grande que la température de surface (voir e.g. Page et al. (2006,
2013)). L'estimation (2.6) appliquée à des pulsars su�samment âgés conduit donc à des
températures internes inférieures à ∼ 108 − 109 K, en accord avec les valeurs obtenues à
partir de modèles théoriques de refroidissement d'étoiles à neutrons (voir Fig. 1.6). Cela
con�rme donc la présence de matière dégénérée (T � TF ) à l'intérieur de ces étoiles (voir
section 1.2.3).

2.2.2 Estimation du champ magnétique de surface

Modèle du dipôle magnétique incliné. Nous avons vu au cours des sections pré-
cédentes que le phénomène de pulsar est associé à une étoile à neutrons fortement ma-
gnétisée, en rotation rapide. Un modèle simple (newtonien) consiste alors à représenter
un pulsar par une étoile à neutrons sphérique de rayon R et de masse M , en rotation
uniforme à la vitesse angulaire Ω et possédant un moment magnétique dipolaire incliné
d'un angle α avec l'axe de rotation. Cette con�guration du champ magnétique est justi�ée
par le fait qu'une distribution de charges en mouvement non-relativiste produit un champ
électromagnétique dans le vide dont la composante principale est dipolaire. En désignant
par Bp l'amplitude du champ magnétique de surface aux pôles magnétiques, la puissance
rayonnée par le dipôle magnétique tournant (dans le vide) est donnée par la relation (voir
Pacini (1968); Shapiro & Teukolsky (1983))

Ėem =
4π

µ0

R6Ω4

6c3
(Bp sinα)2 , (2.7)

où µ0 est la perméabilité magnétique du vide.
En supposant qu'il n'y a aucun autre processus dissipatif mis en jeu (voir section 2.2.3),

la conservation de l'énergie donne

Pdiss = −Ėrot = Ėem, (2.8)

ce qui conduit à la loi de ralentissement

Ω̇ = −4π

µ0

R6 (Bp sinα)2

6Ic3
Ω3 < 0. (2.9)

À partir des mesures de P et Ṗ , cette loi de freinage permet d'estimer le champ magnétique
à la surface d'une étoile à neutrons :

Bp sinα ' 2× 108

(
P

1 s

)1/2
(

Ṗ

10−15

)1/2

T, (2.10)

où on a utilisé les mêmes hypothèses que pour le calcul de (2.6). L'estimation (2.10)
montre que le champ magnétique à la surface d'une étoile à neutrons est extrêmement

38



2.2 Ralentissement des pulsars

intense. Pour comparaison, le champ magnétique terrestre est seulement de l'ordre du
gauss 1, tandis que les champs magnétiques les plus élevés créés en laboratoire jusqu'à
présent sont de ∼ 50 T en continu et ∼ 104 T sous forme pulsée.

L'origine de ce fort champ magnétique et la rotation très rapide des pulsars peuvent
s'interpréter simplement. En e�et, la vitesse angulaire Ω et le champ magnétique B d'un
astre de rayon R issu de l'e�ondrement d'une étoile de rayon R∗, de vitesse de rotation
Ω∗ et de champ magnétique B∗ sont ampli�és par un facteur très élevé

B

B∗
∼ Ω

Ω∗
∼
(
R∗
R

)2

' 5× 1011

(
R∗

10 R�

)2(
R

10 km

)−2

, (2.11)

où R� ' 7×105 km désigne le rayon solaire. Cette estimation s'obtient en supposant que le
�ux magnétique de l'étoile et son moment cinétique sont conservés au cours de l'e�ondre-
ment, ce qui n'est qu'approximativement vrai en réalité (une certaine quantité de matière
est éjectée lors de l'e�ondrement, par exemple). Notons que ce facteur d'ampli�cation
est beaucoup plus important que dans le cas d'une naine blanche (∼ 104). De même, la
puissance dissipée par un pulsar est proportionnelle à Ω4R6B2, voir (2.7). Le rayonnement
� pulsar � d'une naine blanche serait alors 1014 fois plus faible que celui d'une étoile à
neutrons. Ces deux types d'objets compacts présentent donc des mécanismes d'émission
très di�érents.

Classi�cation des pulsars. Les pulsars observés sont habituellement classés en fonc-
tion de leur période P et de la dérivée de leur période, Ṗ (voir, e.g., Kaspi (2010) et les
références citées). Pour l'immense majorité des pulsars, l'énergie rayonnée est extraite de
la rotation de l'étoile : on parle de rotation-powered pulsars (RPPs). Sur le diagramme
P − Ṗ , voir Fig. 2.6, les lignes de champ magnétique Bp sinα (2.10) constant apparaissent
comme des lignes de produit PṖ �xé. Les RPPs ont des champs magnétiques de sur-
face compris entre 108 G et 1014 G. Les pulsars millisecondes forment une sous-classe
de RPPs, pour lesquels la période de rotation et le champ magnétique sont inférieurs à
∼ 20 ms et ∼ 1010 G. Comme on peut le voir sur la �gure 2.6, les pulsars millisecondes
sont majoritairement observés dans des systèmes binaires et ont une période extrêmement
stable (Ṗ < 10−18). L'origine des pulsars millisecondes sera donnée dans la section 2.2.3.
À l'opposé dans le diagramme P − Ṗ , on trouve les magnétars, possédant des champs
magnétiques gigantesques, supérieurs à 1014 G, et une période de rotation de l'ordre de la
seconde à la dizaine de secondes (Turolla et al., 2015; Mereghetti et al., 2015). Les magné-
tars sont observés comme des anomalous X-ray pulsars (AXPs) ou parfois comme des soft
gamma-ray repeaters (SGRs). En quiescence, les SGRs et les AXPs sont des pulsars X,
dont la luminosité est bien supérieure à la luminosité de ralentissement, ce qui suggère
qu'ils tirent leur énergie directement de l'énergie magnétique (magnetically-powered pul-
sars). Les SGRs ont une émission plus importante que les AXPs et ils présentent des
sursauts brefs mais intenses d'émission γ et X, à des intervalles irréguliers. Néanmoins, la
détection de sursauts X dans certains AXPs a bien con�rmé que les AXPs et les SGRs
sont de même nature. On pense aujourd'hui que les AXPs sont des SGRs évolués, plus
âgés et moins actifs. Notons que l'on ne connaît actuellement qu'un très faible nombre de
magnétars (une vingtaine environ sur un total de ∼ 2500 pulsars détectés).

1. 1 G = 10−4 T.
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Figure 2.6 � Diagramme P − Ṗ . Ce diagramme inclut 1674 RPPs (points noirs),
9 AXPs (étoiles bleues), 5 SGRs (croix vertes), 3 CCOs (cercles cyan), 6 INSs (carrés
magenta) et 7 RRATs (triangles rouges). Les acronymes précédents sont donnés dans le
texte. Les pulsars observés dans des systèmes binaires sont représentés avec un cercle
ouvert. Les pulsars millisecondes sont des RRPs avec P . 20 ms. Les lignes de champ
magnétique Bp sinα (2.10) et d'âge tc (2.16) constants sont tracées respectivement avec des
tirets et avec des points et des tirets. La ligne en trait plein correspond au � cimetière � des
pulsars. Figure tirée de Kaspi (2010).
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2.2 Ralentissement des pulsars

En plus des grandes classes de pulsars que l'on vient de mentionner, on a également
observé des étoiles à neutrons avec des propriétés d'émission bien particulières. Ainsi, les
isolated neutron stars (INSs) n'émettent pas comme des pulsars radio, mais sont plutôt
caractérisées par un spectre d'émission quasi-thermique, rayonnée dans le domaine des
rayons X (Ts ∼ 5 × 105 − 1 × 106 K), voir e.g. Haberl (2007). Ces étoiles à neutrons
présentent également une faible contrepartie optique. Il a été suggéré que les INSs sont
des RPPs observés en dehors de leur faisceau d'émission. Ce sont des astres relativement
proches, situés à une distance de l'ordre de ∼ 200− 500 pc, déduite par mesure de paral-
laxe. En général, la luminosité X des INSs évolue de manière quasi-périodique au cours
du temps, avec des périodes mesurées allant de 3 à 11 s que l'on identi�e aux périodes de
rotation de ces étoiles. L'étude des courbes de lumière des INSs permet également de dé-
duire leurs valeurs de Ṗ . En utilisant alors la relation (2.10), il est possible d'estimer leur
champ magnétique de surface, qui apparaît très élevé : Bp sinα ∼ 1013 G. L'émission des
INSs n'étant pas contaminée par des processus d'origine non-thermique (contrairement
aux cas des pulsars radio et des binaires X), la modélisation du spectre X de ces objets
pourrait apporter des contraintes très importantes sur l'EoS des étoiles à neutrons (voir
section 1.1.2). Les rotating radio transients (RRATs) sont des pulsars radio émettant de
manière sporadique (McLaughlin et al., 2006; Keane et al., 2011). Plus précisément, ces
étoiles présentent des pulses périodiques, parfois entrecoupés de phases où aucun pulse
n'est détecté. Les RRATs occupent une position spéci�que dans le diagramme P − Ṗ (voir
Fig. 2.6) et ont des périodes de rotation plus grandes que la majorité des pulsars radio
normaux. La découverte des RRATs suggère qu'une quantité non négligeable d'étoiles à
neutrons pourrait avoir été ignorée par les relevés de pulsars, ceux-ci se basant sur la
détection de signaux périodiques. En outre, les central compact objects (CCOs) repré-
sentent une classe hétérogène d'objets ressemblant à des étoiles à neutrons, mais dont les
propriétés d'émission particulières font qu'ils ne peuvent être classés dans les catégories
précédentes (Chakrabarty et al., 2001; Mereghetti et al., 2002; Kaspi, 2010). Les CCOs
sont détectés dans des restes de supernovæ récentes et n'émettent que dans le domaine
des rayons X. Ils présentent une émission X constante (i.e. non pulsée), de type corps
noir, associée à des températures de surface de l'ordre de Ts ∼ 2 × 106 − 4 × 106 K. Il
est intéressant de remarquer que la diversité observée dans les propriétés d'émission des
di�érents groupes d'étoiles à neutrons mentionnés jusqu'à présent pourrait s'expliquer
simplement à partir de l'intensité du champ magnétique de surface à la naissance de ces
étoiles et de leur âge (voir Kaspi (2010), par exemple).

Dans un souci d'exhaustivité, il est également nécessaire de mentionner les binaires X,
non représentées sur le diagramme P − Ṗ (Fig. 2.6). Il s'agit de pulsars présents dans
des systèmes binaires en accrétion, dont le rayonnement se situe majoritairement dans
le domaine des X (voir section 1.1). L'émission observée depuis ces pulsars a une origine
très di�érente de celle associée aux pulsars radio normaux (voir section 2.1.3). Dans le cas
des binaires X, les pulses sont générés par la rencontre de la matière accrétée depuis le
compagnon (et canalisée par le champ magnétique du pulsar vers ses pôles magnétiques)
avec la surface de l'étoile à neutrons. On parle alors d'accretion-powered pulsars. Alors
que les pulsars radio ralentissent au cours du temps, l'accrétion de matière est associée
à un transfert de moment cinétique (orbital) vers le pulsar, ce qui conduit la vitesse de
rotation de ce dernier à augmenter (ou à diminuer, voir e.g. Perna et al. (2006)). Les
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pulsars observés sous forme de binaires X présentent ainsi une grande variété de périodes
de rotation, allant de ∼ 0, 1 à ∼ 103 s (van Paradijs, 1998).

2.2.3 Estimation de l'âge

Indice de freinage. Pour certains pulsars, il est possible de mesurer non seulement
P et Ṗ , mais également P̈ (voir section 2.1.1). On dé�nit alors l'indice de freinage n par
la relation :

n =
ΩΩ̈

Ω̇2
= 2− PP̈

Ṗ 2
. (2.12)

Cet indice permet de caractériser la loi e�ective de ralentissement du pulsar considéré,
selon

Ω̇ = −KΩn. (2.13)

Ainsi, le modèle du dipôle magnétique oblique dans le vide, traité dans la section 2.2.2,
prédit n = 3 pour un champ magnétique de surface et un moment d'inertie constants
(voir (2.9)). Des simulations numériques ont montré que la loi de ralentissement (2.9) est
légèrement modi�ée en présence d'une magnétosphère chargée, mais ce modèle conduit
également à n = 3 (Spitkovsky, 2006).

La table 2.1 recense quelques indices de freinage mesurés. Les valeurs observées pour
PSR B1509−58 (n = 2, 839± 0, 001, Livingstone et al. (2007)) et PSR J1640−4631 (n =
3, 15± 0, 03, Archibald et al. (2016)) semblent en relativement bon accord avec le modèle
du dipôle magnétique tournant. Toutefois, la plupart des pulsars présentent un indice de
freinage signi�cativement inférieur à 3 : par exemple, n = 1, 7± 0, 2 pour Vela (Espinoza
et al., 2017). Cela suggère un mécanisme de ralentissement plus complexe qu'un simple
rayonnement dipolaire.

Un premier modèle alternatif consiste à associer le ralentissement du pulsar à l'émission
d'ondes gravitationnelles. À partir de la formule du quadrupôle de masse, on peut montrer
que la dissipation d'énergie liée à ce processus est donnée par

ĖGW =
32

5

G

c5
I2ε2Ω6, (2.14)

où l'ellipticité ε quanti�e la déformation de l'étoile (Shapiro & Teukolsky, 1983). Ce mé-
canisme de ralentissement pourrait être dominant pour les pulsars très jeunes. Toutefois,
l'indice de freinage qu'il prédit, à savoir n = 5, est clairement en désaccord avec les ob-
servations e�ectuées sur des pulsars âgés de quelques milliers d'années (voir la table 2.1).
Pour ces derniers, la condition ĖGW < Ėem, où Ėem = −Ėrot, permet d'obtenir une limite
supérieure sur l'ellipticité de l'étoile :

ε < 1, 5× 10−9

(
P

1 ms

)3/2
(

Ṗ

10−19

)1/2

, (2.15)

qui peut être contraignante dans le cas des pulsars millisecondes (Haensel et al., 2007).
D'autres mécanismes ont également été suggérés pour tenter d'expliquer les valeurs

d'indice de freinage observées. Ainsi, les écarts à la loi n = 3 pourraient s'expliquer
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Table 2.1 � Indices de freinage mesurés pour quelques pulsars jeunes. Table
adaptée de Lyne et al. (2015).

Pulsar n

B0531+21 (Crabe) 2, 51± 0, 01

B0540�69 2, 14± 0, 01

B0833�45 (Vela) 1, 7± 0, 2

J1119�6127 2, 684± 0, 002

B1509�58 2, 839± 0, 001

J1734�3333 0, 9± 0, 2

J1833�1034 1, 857± 0, 001

J1846�0258 2, 65± 0, 01

J1640�4631 3, 15± 0, 03

par la présence d'un vent de particules relativistes (Michel, 1969), une augmentation de
la fraction de l'étoile sous forme super�uide (Ho & Andersson, 2012), une variation de
l'angle entre l'axe de rotation et l'axe magnétique (Lyne et al., 2013), une augmentation du
champ magnétique de surface (Gourgouliatos & Cumming, 2015) ou encore la contribution
d'ordres supérieurs (non dipolaire) dans la con�guration du champ magnétique proche
de la surface de l'étoile et dans sa magnétosphère (Pétri, 2015). Il est probable que le
mécanisme exact de ralentissement soit lié à plusieurs de ces processus.

Âge des pulsars. Il est possible de déterminer l'évolution temporelle de la vitesse de
rotation d'un pulsar en intégrant la relation (2.13). En supposant que la période initiale
P0 était nettement inférieure à la période P actuellement mesurée (ce qui est discutable
dans le cas de pulsars très jeunes), on peut estimer l'âge du pulsar à partir des mesures
de P et de Ṗ uniquement. Dans le cas où n = 3, l'âge caractéristique du pulsar est donné
par la relation

tc = − Ω

2Ω̇
=

P

2Ṗ
. (2.16)

Pour le pulsar du Crabe, on obtient ainsi un âge caractéristique tc ∼ 1200 ans, en bon
accord avec l'âge réel (∼ 950 ans) connu précisément par l'observation en 1054 de la
supernova lui donnant naissance (voir section 1.2.1). Toutefois, il faut garder à l'esprit
qu'il s'agit seulement d'une estimation, parfois très grossière étant donné les incertitudes
sur P0 et sur n.

Les lignes d'âge caractéristique constant sont tracées sur la �gure 2.6. Suite à l'ex-
plosion de supernova, les pulsars qui viennent de naître sont situés en haut à gauche du
diagramme P − Ṗ (vitesse de rotation élevée et fort ralentissement). Ils vont ensuite se
déplacer vers la droite et le bas de ce diagramme, en suivant approximativement les lignes
de champ magnétique constant, traversant progressivement les lignes tc = cte. La majo-
rité des pulsars observés ont un âge caractéristique compris entre ∼ 105 et ∼ 108 ans. Les
magnétars semblent être relativement jeunes (tc ∼ 103 − 105 ans). Comme nous l'avons
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déjà vu dans la section 2.2.2, les pulsars millisecondes occupent une place privilégiée dans
le diagramme P − Ṗ , suggérant des âges caractéristiques voisins de l'âge de notre galaxie
(∼ 109 − 1010 ans). Toutefois, l'âge caractéristique suppose implicitement que le ralentis-
sement du pulsar a toujours eu la même origine, et qu'aucun autre processus physique
n'a a�ecté sa rotation, ce qui n'est pas vrai dans le cas des pulsars millisecondes. Ainsi,
la relation (2.16) ne saurait être utilisée pour estimer l'âge de ces pulsars.

Recyclage des pulsars millisecondes. La position des pulsars millisecondes dans
le diagramme P − Ṗ semble s'expliquer par un scénario d'évolution complexe, impliquant
un processus de recyclage de pulsars normaux présentant initialement des périodes de
rotation beaucoup plus grandes (voir e.g. Phinney & Kulkarni (1994); Wolszczan (1999)).

On pense que les pulsars ne peuvent émettre en radio que si la di�érence de potentiel
∆Vc requise pour que le mécanisme de production de paires 1 ait lieu est inférieure à la
valeur maximale de ∆V qu'il est possible d'atteindre dans la magnétosphère (Chen &
Ruderman, 1993). Sur le diagramme P − Ṗ , cela se traduit par la condition suivante :

B & 0, 17× 1012

(
P

1 s

)2

G, (2.17)

ou, de manière équivalente, par Pdiss & 1023 W (Bhattacharya et al., 1992; Faucher-
Giguère & Kaspi, 2006). Au terme de leur phase de ralentissement, les pulsars traversent
alors cette � ligne de mort � et cessent donc d'émettre en radio (on parle de � cimetière
des pulsars �, voir Fig. 2.6). Cependant, certaines étoiles à neutrons membres de systèmes
binaires entrent ensuite dans une nouvelle phase pendant laquelle elles accrètent de la
matière depuis leur compagnon (phase de binaires X), ce qui conduit à augmenter leur
vitesse de rotation et à diminuer leur champ magnétique. Une fois le processus d'accrétion
terminé, ces étoiles pourraient à nouveau émettre en tant que pulsars radio, d'où le terme
de pulsars recyclés. Ce modèle est supporté par le fait que la grande majorité des pulsars
millisecondes sont observés dans des systèmes binaires (voir Fig. 2.6) et qu'ils ont tendance
à être plus massifs que les pulsars normaux.

2.3 Irrégularités de la période

2.3.1 Observations de � soubresauts �

Nous venons de décrire en détails le lent ralentissement des pulsars radio au cours
du temps, selon un processus associé à la magnétosphère de ces astres. Cependant, on
observe parfois de minuscules irrégularités dans l'évolution temporelle de la vitesse de
rotation d'un pulsar, appelées glitches (ou � soubresauts �), pendant lesquelles le pulsar
accélère soudainement, avant de relaxer sur des temps beaucoup plus longs, de l'ordre du
jour ou même de l'année (voir Figs. 2.7 et 2.8). Les premiers glitches ont été détectés dès
1969 dans les pulsars de Vela (Radhakrishnan & Manchester, 1969; Reichley & Downs,
1969) et du Crabe (Boynton et al., 1969; Richards et al., 1969). Depuis lors, ces pulsars
emblématiques ont respectivement rencontré (au moins) 19 et 25 épisodes de glitches.

1. Selon le processus γ + ~B → e+e− + ~B, voir section 2.1.3.
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Figure 2.7 � Deux glitches observés dans un magnétar. Évolution de la fréquence
de rotation de l'AXP 1RXS J1708−4009 en fonction du temps (en jours juliens modi�és).
Les amplitudes des glitches observés sont ∆Ω/Ω = 5, 5 × 10−7 et 4, 2 × 10−6. On peut
noter la di�érence entre les phases de relaxation des deux glitches, respectivement asso-
ciées à ∆Ω̇/Ω̇ = 0, 01 (sans décroissance exponentielle) et ∆Ω̇/Ω̇ = 0, 55 (décroissance
exponentielle sur 50 jours). Figure adaptée de Kaspi & Gavriil (2003).

Jusqu'à présent, on a observé 482 glitches dans 168 pulsars 1 (Espinoza et al., 2011), y
compris dans des magnétars et des pulsars millisecondes, avec des fréquences de rotation
ν = f = Ω/(2π) comprises entre 0,09 Hz et 327 Hz (voir, par exemple, la base de données
ATNF 2 ; Manchester et al. (2005)). La grande quantité de données recueillies sur ces
événements permet de mettre en évidence les tendances générales suivantes.

Amplitudes. Les glitches sont associés à une brusque accélération du pulsar carac-
térisée par une amplitude relative ∆Ω/Ω s'étendant entre ∼ 10−11 et ∼ 10−5 (Wong
et al., 2001; Espinoza et al., 2011). Une analyse récente des glitches du Crabe suggère
une amplitude minimum située autour de ∆Ω/Ω ∼ 10−9, sensiblement supérieure à la
limite de résolution des détecteurs (Espinoza et al., 2014). L'étude des glitches de faible
amplitude est particulièrement délicate car ceux-ci sont généralement contaminés par
un autre type d'irrégularité, appelée bruit de synchronisation (voir section 2.3.3). Les
glitches sont parfois accompagnés d'une variation abrupte de leur taux de ralentissement,
∆Ω̇/Ω̇ ∼ 10−4 − 10−2.

Phase de montée. Comme on le voit très clairement sur la �gure 2.8, un glitch est
composé de deux phases associées à des temps caractéristiques très di�érents. La phase de

1. http://www.jb.man.ac.uk/pulsar/glitches.html.
2. http://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat.
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Figure 2.8 � Glitch observé dans le pulsar du Crabe. Résidus en fréquences ν(t)−
ν0(t), où ν0(t) est un modèle d'évolution ajusté sur le ralentissement du pulsar pendant
300 jours avant le glitch, en fonction du temps (en jours juliens modi�és). La relaxation,
ajustée sur la loi (2.18) (trait plein), indique une amplitude ∆Ω/Ω = 9 × 10−9, une
augmentation du taux de ralentissement ∆Ω̇/Ω̇ = 3×10−3 et une relaxation exponentielle
avec un temps caractéristique de 2,9 jours. Il est intéressant de remarquer une seconde
accélération (30 jours après le glitch), ainsi qu'un changement en ν̇ apparaissant au bout
de ∼ 150 jours. Ce dernier semble lié au phénomène de bruit de synchronisation. Figure
tirée de Wong et al. (2001).
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Figure 2.9 � Position des pulsars présentant des glitches dans le diagramme
P − Ṗ . Figure réalisée à partir des données recueillies par l'ATNF Pulsar Database.
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montée est généralement trop rapide pour être résolue par les radiotélescopes actuels et les
glitches apparaissent donc souvent sous la forme de sauts de fréquence. Certains glitches
du Crabe partiellement résolus ont mis en évidence des temps de montée de l'ordre de
τr ' 0, 5 − 2 jours (Lyne et al., 1992; Wong et al., 2001). Cependant, il a été suggéré
que ces glitches � mous � pourraient avoir une origine di�érente des glitches habituels 1.
Actuellement, la meilleure contrainte que l'on a sur τr provient de l'observation des glitches
de Vela (en 2000 et 2004), conduisant à la limite : τr . 30 − 40 s (Dodson et al., 2002,
2007). La détermination des temps de montée est particulièrement ardue, car elle nécessite
d'une part un suivi en continu du pulsar et, d'autre part, de disposer de temps d'arrivée
(TOAs) extrêmement précis sur de très courtes durées (inférieures au temps de montée).
Toutefois, on peut espérer que le radiotélescope LOFAR (Low Frequency Array, Stappers
et al. (2011)) et le futur SKA (Square Kilometer Array, Watts et al. (2015)) apporteront
des contraintes beaucoup plus fortes sur le temps de montée τr.

Phase de relaxation. On dispose de beaucoup plus de données observationnelles sur
la phase de relaxation. Cette phase est généralement décrite par une loi du type

ν(t) = ν0(t) + ∆νp + ∆ν̇pt+
∑
i

∆νi exp (−t/τi) , (2.18)

où ν0(t) représente l'évolution de la fréquence de rotation du pulsar lors de son ralentisse-
ment (i.e. en l'absence de glitch) et t = 0 correspond à l'instant où le glitch est déclenché
(sans tenir compte de la brève phase de montée). Les quantités ∆νp et ∆ν̇p correspondent
à des sauts de fréquence et de taux de ralentissement � permanents �, tandis que les termes
∆νi représentent des contributions exponentiellement décroissantes, associée chacune à un
temps caractéristique τi. L'amplitude totale du glitch est alors donnée par

∆Ω

Ω
=
ν(0)− ν0(0)

ν0(0)
=

∆νp +
∑

i ∆νi
ν0(0)

, (2.19)

tandis que la variation du taux de ralentissement est dé�nie par :

∆Ω̇

Ω̇
=
ν̇(0)− ν̇0(0)

ν̇0(0)
=

∆ν̇p −
∑

i ∆νi/τi
ν̇0(0)

. (2.20)

En général, la mesure de ∆Ω̇/Ω̇ est assez imprécise, car elle dépend fortement de l'échan-
tillonnage des mesures prises au voisinage du glitch (la mesure n'étant pas exactement
réalisée à t = 0, certaines contributions exponentielles peuvent avoir déjà disparu). En
outre, on dé�nit également le paramètre de relaxation (healing factor) par la relation

Q =

∑
i ∆νi

∆νp +
∑

i ∆νi
= 1− ∆νp

∆νp +
∑

i ∆νi
, (2.21)

a�n de quanti�er le degré de relaxation du glitch.

1. Ces temps de montée étant bien supérieurs aux limites de résolution, il peut paraître surprenant
de ne pas observer de glitches se déroulant sur des temps plus courts (avec τr ∼ 0, 01 − 0, 1 jour, par
exemple), que l'on attendrait en plus grande quantité (Melatos et al., 2008; Haskell & Melatos, 2015).
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L'évolution de la vitesse de rotation lors de la phase de relaxation varie d'un pulsar à
un autre, et peut même être di�érente entre deux glitches d'une même étoile. Pour certains
pulsars, la relaxation peut être convenablement ajustée par des simples sauts de fréquence
et de dérivée de la fréquence, mais cela est souvent lié à l'imprécision des mesures qui ne
peuvent rendre compte de contributions exponentielles associées à des temps trop courts.
Pour d'autres pulsars, tels que le Crabe ou Vela, la qualité des mesures permet de décrire
cette phase avec une grande précision. Ainsi, certains glitches de Vela, très précisément
résolus, nécessitent jusqu'à quatre termes exponentiels (par exemple, τi ∼ 1 min, 0,3 jour,
2,1 jours et 26 jours, voir Dodson et al. (2007)). Les observations montrent une grande
variété de valeurs du paramètre de relaxation Q allant de ∼ 10−4 à ∼ 1 (Lyne et al.,
2000; Yu et al., 2013). Les glitches de grande amplitude sont généralement associés à
des petites valeurs de Q, typiquement Q ∼ 0, 01. Les grandes valeurs de paramètre de
relaxation sont davantage observées pour des petits glitches, mais également pour les
glitches géants détectés dans les magnétars. Bien que la relaxation des magnétars soit
similaire à celle des RPPs, beaucoup présentent de larges augmentations du taux de
ralentissement (∆Ω̇/Ω̇ ∼ 0, 5), qui persistent sur des périodes de plusieurs semaines ou
mois.

Activité et âge caractéristique. Moins de 10 % de la population totale de pul-
sars présente des glitches. Ces événements sont principalement observés dans des pulsars
jeunes, comme on peut le voir sur la �gure 2.9 (voir également la �gure 2.6 pour les courbes
d'âge caractéristique constant). On quanti�e communément le comportement d'un pulsar
par son activité moyenne A, dé�nie à partir des amplitudes de glitches cumulées

A =
1

Tobs

∑
j

∆Ωj

Ω
, (2.22)

où la sommation est réalisée sur les di�érents glitches rencontrés par le pulsar et Tobs
désigne la durée d'observation considérée. Par exemple, on obtient A ' 2, 25× 10−14 s−1

pour Vela (voir Fig. 2.10), tandis que A ' 1×10−16 s−1 pour le Crabe (Wong et al., 2001).
En général, ce sont les pulsars avec un âge caractéristique tc ∼ 104 ans qui glitchent le
plus. L'activité décroît avec l'âge, les vieux pulsars présentant des glitches d'amplitude
plus faible (Haskell & Melatos, 2015).

2.3.2 Di�érents types de glitch

Pulsars radio. Au moins deux comportements de glitches di�érents ont été identi-
�és parmi les RPPs (Espinoza et al., 2011; Yu et al., 2013). Un petit nombre de pulsars
exhibe des glitches géants, avec une distribution en amplitude très étroite, se produisant
de manière quasi-périodique. Par exemple, le pulsar de Vela présente des glitches d'am-
plitude ∆Ω/Ω ∼ 10−6, tous les 2− 3 ans environ (voir Fig. 2.11). Cependant, la majorité
des pulsars, dont le Crabe, subissent des glitches d'amplitude plus faible, avec une large
distribution en amplitude, espacés aléatoirement dans le temps. Ces di�érences de com-
portement sont mises en évidence sur la �gure 2.11, à travers les exemples de Vela et du
Crabe. Ces pulsars ont des activités hautement distinctes. De plus, leurs paramètres de
relaxation sont également très di�érents (Q ≥ 0, 8 pour le Crabe, Q . 0, 2 pour Vela, voir
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Figure 2.10 � Amplitudes de glitches cumulées en fonction du temps pour le
pulsar de Vela. La pente de la loi d'ajustement (courbe rouge) correspond à l'activité
moyenne du pulsar. Figure tirée de Ho et al. (2015).

Figure 2.11 � Amplitudes des glitches de Vela et du Crabe en fonction du
temps depuis le glitch précédent. Figure tirée de Wang et al. (2012).
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Figure 2.12 � Anti-glitch observé dans le magnétar 1E 2259+586. (a) Évolution
de la fréquence de rotation du magnétar en fonction du temps (en jours juliens modi�és).
Les lignes rouges et bleues correspondent à deux modèles d'ajustement envisagés. (b)
Résidus obtenus après ajustement par un modèle basé uniquement sur l'évolution avant
l'anti-glitch. (c) Variation temporelle du �ux X (dans la bande 2-10 keV). Les lignes
pointillées verticales indiquent les di�érentes dates de glitch : la ligne noire correspond à
l'anti-glitch tandis que les deux autres sont associées à un second (anti- ?)glitch. Figure
tirée de Archibald et al. (2013).

Crawford & Demia«ski (2003)), bien que la détermination de Q pour Vela soit compliquée
par le fait qu'une partie non négligeable du glitch n'a pas encore relaxé lorsque le glitch
suivant a lieu.

Magnétars. Pour la majorité des RPPs, on n'observe aucune corrélation entre les
épisodes de glitches et d'éventuelles variations dans le pro�l des pulses ou dans le �ux
émis par ces pulsars. Néanmoins, dans le cas des magnétars, ou de certains RPPs possédant
un champ magnétique très intense, les glitches sont clairement associés à des changements
dans le rayonnement émis par ces astres (voir, par exemple, Kaspi et al. (2003); Livingstone
et al. (2011); Weltevrede et al. (2011)). De plus, un événement très particulier a été
récemment observé dans un magnétar, au cours duquel la fréquence de rotation du pulsar
a subitement diminué (au lieu d'augmenter) : cet anti-glitch est présenté sur la �gure 2.12.

2.3.3 Bruit de synchronisation

En plus du phénomène de glitch, un second type d'irrégularité, appelée bruit de syn-
chronisation (ou timing noise), est parfois détecté au cours du lent ralentissement des
pulsars. Ce bruit de synchronisation se manifeste par des �uctuations aléatoires de la
vitesse de rotation du pulsar sur de longues échelles de temps, allant de plusieurs jours
à quelques années. Par exemple, les �uctuations visibles sur la �gure 2.8, à la �n de la
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période de relaxation, sont attribuées à ce second type d'irrégularité. Le timing noise est
davantage marqué pour les pulsars jeunes (où le ralentissement est plus fort). Le présent
manuscrit étant focalisé sur une modélisation du phénomène de glitch, nous n'aborderons
pas le bruit de synchronisation dans la suite. Plus de détails sur les aspects observation-
nels du timing noise, ainsi que sur ses origines possibles, sont donnés dans Hobbs et al.
(2010b); Haskell & Melatos (2015).

2.4 Premiers modèles de glitches

2.4.1 Mécanismes externes

Peu de temps après leur découverte, di�érents scénarios ont été envisagés pour tenter
d'expliquer le phénomène de glitch (voir Ruderman (1972) pour une revue sur ces premiers
modèles). Par exemple, il a été proposé que les glitches pourraient être associés à des
explosions de plasma dans la magnétosphère, à la présence d'une planète au voisinage du
pulsar ou encore à la collision d'objets massifs avec l'étoile. Toutefois, pour les pulsars
radio normaux, l'absence de corrélation entre épisodes de glitches et éventuelles variations
du rayonnement émis par le pulsar suggère plutôt un mécanisme lié à l'intérieur de l'étoile
(voir sections 2.4.2 et 3.2). La situation est di�érente pour les magnétars et les RPPs avec
un champ magnétique élevé, où de telles corrélations sont couramment observées (voir
section 2.3.2). Il est clair que la magnétosphère joue un rôle important pour ces systèmes,
bien que son action reste mal connue, le temps dynamique de la magnétosphère (de l'ordre
de la période de rotation de l'étoile) étant beaucoup plus court que le temps typique entre
deux glitches.

2.4.2 Tremblements d'écorce

Dès 1969, M. Ruderman suggérait que les glitches étaient la manifestation de tremble-
ments de croûte (voir Ruderman (1969) et Baym & Pines (1971), pour plus de détails).
Une étoile à neutrons en rotation à la vitesse angulaire Ω n'est pas sphérique, mais est
déformée par les forces centrifuges, comme on peut le voir sur la �gure 5.12. Si l'étoile
était complètement �uide, une diminution de sa vitesse de rotation (lors du ralentissement
du pulsar, par exemple) s'accompagnerait d'un réajustement de la forme de l'étoile, a�n
d'adopter une structure plus sphérique. Toutefois, la présence d'une écorce solide empêche
une modi�cation continue de la structure de l'étoile et des contraintes solides s'accumulent
dans la croûte. Lorsque ces contraintes atteignent une valeur critique, l'écorce se brise et
l'étoile adopte une con�guration plus sphérique. En faisant l'hypothèse que le moment ci-
nétique est conservé pendant le tremblement de croûte, la diminution ∆I < 0 du moment
d'inertie I de l'étoile est alors accompagnée d'une augmentation de sa vitesse de rotation
∆Ω > 0, selon

∆Ω

Ω
= −∆I

I
, (2.23)

ce qui conduit à l'observation d'un glitch.
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Les arguments suivants sont tirés de Lyne (1992). Pour une étoile à neutrons entière-
ment �uide, le moment d'inertie est donné par

I = I0 (1 + ε) , (2.24)

où I0 est le moment d'inertie d'une étoile sphérique (sans rotation) et le paramètre ε,
proportionnel à Ω2, est typiquement très petit. Par exemple, l'aplatissement ε associé aux
pulsars du Crabe et de Vela est d'environ 10−3 et 10−4 respectivement. Le ralentissement
δΩ ' Ω̇ δt < 0 du pulsar, entre deux glitches successifs séparés d'une durée δt, devrait
alors s'accompagner d'un réajustement δε < 0 et donc d'une diminution du moment
d'inertie

δI = I0δε = 2εI0
δΩ

Ω
. (2.25)

En raison de la présence de l'écorce solide, la diminution du moment d'inertie du pulsar
lors d'un glitch est alors, au maximum, égale à celle qu'aurait subie une étoile �uide depuis
le glitch précédent, ce qui conduit à |∆I| < |δI|. L'amplitude du glitch ∆Ω/Ω (2.23) véri�e
alors

∆Ω

Ω
. −δI

I0

= −2ε
δΩ

Ω
' ε

δt

tc
, (2.26)

où on a fait apparaître l'âge caractéristique tc du pulsar, dé�ni par (2.16). Ce modèle de
tremblement de croûte prédit donc une amplitude maximale de glitch

∆Ω

Ω

∣∣∣
max
' ε

δt

tc
. (2.27)

Pour le pulsar du Crabe, on a δt ∼ 102 − 103 jours (voir Fig. 2.11) et tc ∼ 103 ans
(voir section 2.2.3), de telle sorte que l'amplitude maximale prédite est de l'ordre de
∼ 10−7 − 10−6, en accord avec les observations. En revanche, en ce qui concerne Vela
(δt ∼ 103 jours et tc ∼ 104 ans), on obtient des amplitudes de glitches inférieures à
∼ 10−8. Ce modèle n'est donc pas su�sant pour expliquer les glitches géants du pulsar
de Vela. De plus, en supposant que chaque glitch est accompagné d'une réduction de
l'aplatissement de l'ordre de ∆ε ∼ −∆Ω/Ω ∼ −10−6, l'aplatissement actuel de l'étoile
disparaîtrait en seulement une centaine d'épisodes de glitches (∼ ε/|∆ε|), c'est-à-dire au
bout d'environ 100× δt ' 300 ans, ce qui ne représente qu'une petite fraction de l'âge de
Vela.

Nous verrons dans le chapitre suivant que l'ingrédient manquant pour expliquer les
glitches géants du pulsar de Vela est la prise en compte de matière super�uide au sein
de l'étoile à neutrons. Notons toutefois que le modèle décrit dans cette section n'est pas
pour autant à rejeter, car les di�érences observées entre les glitches du Crabe et de Vela
(voir section 2.3.2) pourraient être reliées à deux mécanismes distincts.
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Chapitre 3
Super�uidité dans les étoiles à neutrons
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3.1 Prédictions théoriques

3.1.1 Introduction

Supraconductivité dans les métaux. Le phénomène de supraconductivité a été
découvert 1 par H. K. Onnes, en 1911 (Onnes, 1911a,b,c). Ce dernier a constaté que la
résistivité électrique du mercure devient nulle en dessous d'une température critique Tc, de
l'ordre de 4, 2 K, conduisant ainsi à l'apparition de courants permanents. Quelques années
plus tard, en 1933, W. Meissner et R. Ochsenfeld ont montré que la supraconductivité
ne correspond pas uniquement à un comportement de conducteur parfait, mais qu'elle
constitue un nouvel état thermodynamique à part entière (Meissner & Ochsenfeld, 1933).
En e�et, en refroidissant du plomb, initialement placé en présence d'un champ magnétique,
en dessous d'une température Tc ' 7, 2 K, ils ont observé que le �ux magnétique est
expulsé en dehors du métal. Cette transition vers un état de diamagnétisme parfait est
appelée e�et Meissner-Ochsenfeld. Les expériences en laboratoire ont mis en évidence deux
types de supraconducteurs (voir, par exemple, Tilley & Tilley (1990) ou Tinkham (2004)
pour une introduction à la supraconductivité). Pour ces deux types, on observe que la
supraconductivité disparaît si le champ magnétique appliqué dépasse une valeur critique,
comme on peut le voir sur la �gure 3.1. Le diagramme de phase des supraconducteurs de
type I comporte une phase normale et une phase supraconductrice. Cette dernière, atteinte
pour H ≤ Hc(T ), correspond à un état où le �ux magnétique est totalement expulsé de
l'intérieur du supraconducteur. En revanche, les supraconducteurs de type II présentent
une phase supplémentaire, appelée phase mixte, atteinte lorsque le champ magnétique

1. Voir van Delft & Kes (2010) pour l'histoire de cette découverte.
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Figure 3.1 � Supraconducteurs de type I et II. Représentations schématiques du
diagramme de phase d'un supraconducteur de type I (à gauche) et d'un supraconducteur
de type II (à droite), dans le plan H − T (champ magnétique appliqué - température).

appliqué est compris entre deux champs critiquesHc1(T ) etHc2(T ). Dans cet état mixte, le
�ux magnétique pénètre le supraconducteur grâce à la formation de tubes de �ux quanti�és
(ou �uxoïdes), au sein desquels la supraconductivité est localement détruite (on parle alors
d'e�et Meissner incomplet).

La première description microscopique de la supraconductivité a été réalisée en 1957
par J. Bardeen, L. Cooper et J. R. Schrie�er (Bardeen et al., 1957). La théorie BCS de
la supraconductivité repose sur le couplage entre les électrons et les vibrations du réseau
(phonons), qui conduit à une interaction e�ective attractive entre les électrons, malgré
leur répulsion coulombienne. Les électrons sont alors susceptibles de s'assembler sous la
forme de paires de Cooper, qui se comportent comme des bosons. En dessous d'une cer-
taine température critique (liée à l'énergie à fournir pour briser les paires d'électrons),
ces paires de Cooper condensent alors dans le même état quantique de plus basse éner-
gie (dès leur formation). La supraconductivité des métaux peut ainsi être perçue comme
une condensation de Bose-Einstein de paires d'électrons liés. Toutefois, cette analogie ne
doit pas être poursuivie trop loin. Par exemple, l'existence d'une interaction attractive
entre particules est indispensable à la formation de paires de Cooper et donc à la su-
praconductivité, tandis que la condensation de Bose-Einstein existe indépendamment des
interactions. Par ailleurs, les paires de Cooper ont une extension spatiale très grande de-
vant la distance moyenne entre particules et sont enchevêtrées les unes dans les autres.
La condensation de Bose-Einstein et le régime BCS sont maintenant interprétés comme
deux limites di�érentes d'un même phénomène. La transition entre ces deux limites a été
récemment observée dans des gaz de Fermi d'atomes ultra-froids, pour lesquels on peut
varier l'importance des interactions en utilisant un champ magnétique ajustable, grâce
au phénomène de résonance de Feshbach (voir Zwierlein et al. (2005); Combescot (2006),
par exemple).
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Super�uidité en laboratoire. La super�uidité a été observée pour la première fois 1

par P. Kapitsa, J. Allen et D. Misener dans un liquide d'hélium 4, en 1937 (Kapitza, 1938;
Allen & Misener, 1938). Au lieu de se solidi�er, l'hélium 4 subit une transition de phase
super�uide en dessous de la température critique Tc ' 2, 17 K, associée à une brusque va-
riation de sa capacité calori�que massique. De nombreuses expériences ont été réalisées par
la suite pour caractériser ce nouvel état thermodynamique (voir e.g. Allen & Jones (1938);
Woods & Hallett (1963); Reppy & Depatie (1964); Hess & Fairbank (1967)). Celles-ci ont
montré qu'un super�uide s'écoule sans dissipation à température nulle (ce qui est lié à une
absence de viscosité et à une conductivité thermique très importante). D'un autre côté,
un super�uide à température �nie s'écoule de manière visqueuse dans de �ns capillaires
(du moins sa composante � normale �). Par ailleurs, ces expériences ont également mis
en évidence un e�et analogue à l'e�et Meissner dans les supraconducteurs, appelé e�et
Hess-Fairbank dans le cas super�uide, caractérisé par une diminution du moment d'inertie
du liquide en rotation lorsque la température de celui-ci est abaissée sous la température
critique de transition super�uide. De même qu'il existe un champ magnétique limite au-
dessus duquel la supraconductivité est détruite, la super�uidité disparaît au-delà d'une
certaine vitesse critique. Pour décrire les di�érentes propriétés de l'hélium super�uide,
L. Tisza a proposé un premier modèle à deux �uides (Tisza, 1938), amélioré ensuite par
L. Landau (Landau, 1941). Suivant ce modèle, l'hélium super�uide serait alors composé
de deux �uides distincts : un super�uide ne transportant aucune entropie et un �uide nor-
mal responsable du transport de la chaleur, formé par di�érents types de quasi-particules
(états d'excitation élémentaires). Au zéro absolu, l'hélium super�uide ne contiendrait que
la phase super�uide, correspondant ainsi à l'état fondamental du système. Ce modèle à
deux �uides a été étendu au cas des supraconducteurs par C. J. Gorter en 1955 (Gorter,
1955). Tout comme la supraconductivité, la super�uidité est fortement liée au phénomène
de condensation de Bose-Einstein. Davantage de détails sur la super�uidité sont donnés
dans les livres suivants : Khalatnikov (1988); Tilley & Tilley (1990).

L'hélium 3, le second isotope stable de l'hélium, présente également une transition de
phase super�uide, mais à une température beaucoup plus faible, de l'ordre de 2 mK (Oshe-
ro� et al., 1972b,a). Contrairement aux atomes d'hélium 4, les atomes d'hélium 3 sont
des fermions et il est donc indispensable pour ces atomes de s'apparier pour permettre
une condensation de Bose-Einstein. On explique ainsi la super�uidité de l'hélium 3 par un
mécanisme similaire à l'appariement des électrons dans la théorie BCS des supraconduc-
teurs, l'interaction attractive entre les atomes ayant cette fois-ci pour origine l'interaction
d'échange entre les moments magnétiques de spin portés par les atomes. C'est notamment
à cause de cette formation de paires que les condensats fermioniques ont des tempéra-
tures de transition généralement plus faibles que celles des condensats bosoniques. En
ce qui concerne la supraconductivité des métaux, l'interaction attractive entre électrons
créée par les phonons étant approximativement isotrope, elle donne lieu à la formation
de paires de Cooper dont l'étendue spatiale est isotrope, avec des spins anti-parallèles (le
spin total de la paire est nul). Le paramètre d'ordre de ces paires est donc singulet, de
type s. Dans le cas de l'hélium 3, en revanche, l'interaction d'échange tend à apparier
deux atomes ayant des spins parallèles (le spin total de la paire est alors non nul). De

1. Voir Balibar (2007) pour une note historique sur cette découverte.
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plus, le potentiel attractif étant anisotrope, l'étendue spatiale de la paire l'est également.
Les paires d'atomes d'hélium 3 ont alors un paramètre d'ordre triplet, de type p (voir,
e.g., Vollhardt & Wöl�e (1990); Annett (2004); Lévy-Bertrand & van der Beek (2013)).

Étoiles à neutrons. Peu de temps après sa formulation, la théorie BCS a été appli-
quée avec succès aux noyaux (Bohr et al., 1958; Belyaev, 1959). Dans un article consacré
à l'étude du moment d'inertie des noyaux, A. B. Migdal a été le premier à suggérer la
possibilité que la matière soit super�uide dans le c÷ur des étoiles à neutrons (Migdal,
1959). Par la suite, cette hypothèse a été étudiée plus en détails par Ginzburg & Kirzh-
nits (1965), puis par Wolf (1966). Il est intéressant de noter que la présence de matière
super�uide/supraconductrice dans les étoiles à neutrons a été prédite théoriquement avant
même la première détection des pulsars en 1967. Notons toutefois que la super�uidité et la
supraconductivité dans les étoiles à neutrons, décrites dans la section suivante, présentent
des di�érences notables avec ces mêmes phénomènes observés en laboratoire.

3.1.2 Appariement de nucléons et températures critiques

Dans les couches les plus externes des étoiles à neutrons, où la densité est similaire
à celle des solides ordinaires, la température critique en dessous de laquelle les électrons
deviennent supraconducteurs est de l'ordre de quelques K (Ginzburg, 1969; Chamel &
Haensel, 2008), ce qui est nettement inférieur aux températures de surface attendues et
observées (voir section 2.2). Par conséquent, les électrons présents dans l'écorce des étoiles
à neutrons, et a fortiori dans le c÷ur, ne sont pas supraconducteurs.

L'existence d'une interaction attractive, nécessaire à la formation de paires de Co-
oper, est au c÷ur de la théorie BCS. Pour les supraconducteurs conventionnels, cette
interaction est indirecte et faible (voir section 3.1.1). Cependant, dans le cas de la ma-
tière nucléaire, l'interaction forte entre les nucléons est naturellement attractive sur des
distances de l'ordre de quelques fermis, selon di�érents canaux d'appariement. Suivant
la notation spectroscopique habituelle, chacun de ces canaux est désigné par les lettres
2S+1LJ , où S est le spin total des deux particules, L est le moment cinétique orbital
associé à leur mouvement relatif et J est le moment cinétique total. Les calculs d'apparie-
ment relatifs aux étoiles à neutrons suggèrent que, pour des densités inférieures à ∼ ρ0/2,
les neutrons s'apparient de la même manière que les électrons dans un supraconducteur
conventionnel (état singulet de spin, de type s : 1S0). On s'attend donc à ce que la croûte
(interne) et éventuellement une petite partie du c÷ur externe abritent un super�uide de
neutrons isotrope. Toutefois, pour des densités plus élevées, le canal 3P2 (état triplet de
spin, de type p) est le plus attractif, comme on peut le voir sur la �gure 3.2. Le c÷ur
des étoiles à neutrons est ainsi susceptible de contenir un super�uide de neutrons aniso-
trope (analogue au cas de l'hélium 3). En outre, on pense que les protons dans le c÷ur
forment un supraconducteur isotrope (canal 1S0). En principe, des paires neutron-proton
pourraient également exister, mais leur formation n'est pas favorisée étant donné l'asy-
métrie de la matière composant l'intérieur des étoiles à neutrons. En�n, d'autres phases
super�uides/supraconductrices, reposant sur l'appariement d'hypérons ou d'un hypéron
et d'un nucléon par exemple, pourraient être présentes dans le c÷ur interne, mais cela
reste très spéculatif.
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Figure 3.2 � Canaux d'appariement. Gauche : Combinaisons possibles de spin et de
moment cinétique orbital pour les paires de Cooper. Droite : Décalage de phase associé
à la di�usion neutron-neutron, tracé en fonction de l'énergie de Fermi des neutrons EF
et de la densité ρ. Di�érents canaux JLS sont considérés. Un décalage de phase positif
correspond à une interaction attractive. Figure tirée de Page et al. (2013).

Figure 3.3 � Températures critiques de transition super�uide/supraconduc-
trice en fonction de la densité. Pro�ls correspondant à l'état singulet de neutrons (à
gauche), triplet de neutrons (au milieu) et singulet de protons (à droite), pour di�érents
modèles de super�uidité, dans l'écorce interne et le c÷ur des étoiles à neutrons. Figure
tirée de Potekhin et al. (2015).
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Les températures critiques de transition vers les phases super�uides et supraconduc-
trices précédemment citées demeurent incertaines et dépendent du modèle microscopique
utilisé pour décrire les interactions entre nucléons (voir Fig. 3.3). Les calculs d'apparie-
ment actuels suggèrent des températures maximales de transition de l'ordre de

T n, max
c, s ∼ 109 − 1010 K, T n, max

c, p ∼ 108 − 109 K et T p, max
c, s ∼ 109 − 1010 K, (3.1)

où T n, max
c, s , T n, max

c, p et T p, max
c, s désignent respectivement les températures critiques associées

au super�uide de neutrons isotrope (1S0), au super�uide de neutrons anisotrope (3P2) et
au supraconducteur de protons isotrope (1S0). Il est intéressant de remarquer que ces
températures sont nettement supérieures aux températures de transition super�uide ob-
servées en laboratoire (voir section 3.1.1). Les températures critiques (3.1) étant atteintes
rapidement après la naissance des étoiles à neutrons (voir section 1.2.3), on s'attend donc
e�ectivement à la présence de di�érentes phases super�uides à l'intérieur de ces astres.

Davantage de détails sur la présence de matière super�uide et sur les calculs microsco-
piques d'appariement dans les étoiles à neutrons sont donnés dans les articles de revues
suivants : Sauls (1989); Dean & Hjorth-Jensen (2003); Sedrakian & Clark (2006); Chamel
& Haensel (2008); Page et al. (2013); Graber et al. (2016).

3.1.3 Tourbillons super�uides et tubes de �ux

Tourbillons super�uides. Un super�uide est décrit par une fonction d'onde macro-
scopique donnée par

Ψ(r) =
√
nΨ × exp (iϕ (r)) , (3.2)

où nΨ est la densité de particules dans le condensat et ϕ (r) est une phase locale. En
appliquant l'opérateur −i~∇ à cette fonction d'onde (où ~ est la constante de Planck
réduite), on déduit que l'impulsion par particule de super�uide est proportionnelle au
gradient de la phase super�uide :

π = ~∇ϕ. (3.3)

En l'absence d'e�ets d'entraînement (voir partie II), l'impulsion du super�uide est sim-
plement donnée par sa vitesse v multipliée par la masse au repos m des particules 1 qui
le constituent. L'équation (3.3) implique donc que le super�uide s'écoule de manière irro-
tationnelle, i.e.

∇× v = 0. (3.4)

Par conséquent, un super�uide placé dans un récipient en rotation reste au repos par
rapport au référentiel du laboratoire : cet état est appelé état de Landau. Toutefois, les
expériences montrent que lorsque la vitesse de rotation dépasse une valeur critique, le su-
per�uide tourne de manière similaire à un �uide ordinaire. Cela signi�e donc que la condi-
tion (3.4) peut être violée localement, via la formation de défauts topologiques appelés
tourbillons super�uides (ou vortex ), au sein desquels la super�uidité est détruite (Onsager,
1949; Feynman, 1955).

1. Dans le cas d'un super�uide fermionique, les particules de super�uide sont des paires de fermions.
Ainsi, pour un super�uide de neutrons, on aura m = 2mn, où mn désigne la masse des neutrons au repos.
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Figure 3.4 �Observations de réseaux de tourbillons et de tubes de �ux. Gauche :
Tourbillons dans un condensat de Bose-Einstein d'atomes de 87Rb en rotation. La vitesse
de rotation augmente de la gauche vers la droite. Droite : Tubes de �ux dans un échantillon
de NbSe2 à 1,8 K, pour un champ magnétique appliqué de 1 T. Figures tirées de Madison
et al. (2000) et Hess et al. (1989).

La phase du super�uide étant dé�nie à 2π près, la circulation de la vitesse v le long
d'un circuit fermé C véri�e nécessairement∮

C
v.dl =

~
m

∮
C
∇ϕ.dl = N

h

m
, (3.5)

où N ∈ N et h désigne la constante de Planck. Cette équation implique donc que la
circulation de la vitesse est quanti�ée (nous reconnaissons ici la loi semi-classique de
Bohr-Sommerfeld). Le cas N = 0 correspond à l'état de Landau. Ainsi, un super�uide
ne peut entrer en rotation qu'en formant des lignes de tourbillons quanti�ées, chacune
étant associée à un quantum de circulation κ = h/m, l'entier N désignant le nombre de
tourbillons présents à l'intérieur de la boucle C considérée (on peut montrer qu'il est plus
favorable énergétiquement d'avoir N tourbillons portant un quantum de circulation κ,
qu'un unique tourbillon associé à une circulation Nκ, voir annexe B). Notons que l'in-
tégrale (3.5) est indépendante du choix du circuit fermé C enfermant les N lignes de
tourbillons.

La présence de lignes de tourbillons quanti�ées a été con�rmée par leur observation
directe dans un super�uide d'hélium 4 en rotation, une vingtaine d'années après leur pré-
diction théorique (Williams & Packard, 1974; Yarmchuk et al., 1979). Depuis, ces vortex
ont également été observés dans di�érents condensats de Bose-Einstein en rotation (Madi-
son et al., 2000; Abo-Shaeer et al., 2001; Zwierlein et al., 2005), comme on peut le voir sur
la �gure 3.4. Les expériences montrent que les tourbillons ont tendance à former un réseau
triangulaire régulier, ainsi que Tkachenko (1966) l'avait prédit. Sur des échelles grandes
devant la distance typique entre deux vortex, dv, la superposition des écoulements associés
à chacun des vortex fait que le super�uide présente un champ de vitesse analogue à celui
d'un solide en rotation (voir Fig. 3.5), à la vitesse de rotation Ω, de telle sorte que

∇× v = 2Ω, (3.6)
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Super�uidité dans les étoiles à neutrons

Figure 3.5 � Représentation schématique du réseau de tourbillons à l'intérieur
d'une étoile à neutrons. Haut : Coupe dans le plan perpendiculaire à l'axe de rotation
de l'étoile. Bas : Pro�l de vitesse du super�uide en fonction de la coordonnée radiale.
La superposition des écoulements associés à chaque tourbillon conduit le super�uide à
adopter un champ de vitesse analogue à celui d'un solide en rotation, v ' rΩ, où r
désigne la distance à l'axe de rotation. Figure tirée de Sauls (1989).

ce qui n'est valable qu'en l'absence d'entraînement et pour Ω constante. De plus, à ces
mêmes échelles, la présence de tourbillons super�uides (3.5) implique une modi�cation de
la condition (3.4) comme suit :

∇× v = Nvκ, (3.7)

où Nv est la densité surfacique (locale) de tourbillons et κ désigne un vecteur de norme
κ, aligné avec la direction (locale) des vortex, qui correspond à la direction de l'axe
de rotation du super�uide. Des deux équations précédentes, on déduit que la densité
surfacique de tourbillons est simplement donnée par

Nv =
2Ω

κ
. (3.8)

Dans le cas des étoiles à neutrons, le super�uide de neutrons présent dans l'écorce in-
terne et le c÷ur externe contient une multitude de tourbillons, chacun portant un quantum
de circulation

κ =
h

2mn

' 2× 10−3 cm2.s−1, (3.9)
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3.1 Prédictions théoriques

oùmn = 1, 7×10−27 kg est la masse au repos du neutron. La densité surfacique moyenne (3.8)
de tourbillons contenus dans ce super�uide véri�e (Ginzburg & Kirzhnits, 1965)

Nn =
4mnΩn

h
' 6× 105

(
P

10 ms

)−1

cm−2, (3.10)

où on a fait l'hypothèse raisonnable que la vitesse de rotation Ωn du super�uide est très
proche de celle du pulsar, Ω = 2π/P (voir (7.7)). Ainsi, cette estimation suggère que le
pulsar de Vela (P ' 89 ms et R ∼ 12 km) contient environ 1017 lignes de tourbillons ! La
distance moyenne entre deux vortex de neutrons est alors approximativement donnée par

dn '
1√Nn

∼ 1× 10−3

(
P

10 ms

)1/2

cm. (3.11)

Il est intéressant de noter que la taille du c÷ur d'une ligne de tourbillon, donnée par
la longueur de cohérence ξn du super�uide, est quant à elle beaucoup plus petite (ξn ∼
10− 102 fm), voir Graber et al. (2016), par exemple.

Si la présence de tourbillons super�uides semble bien établie à l'intérieur des étoiles
à neutrons, il faut garder à l'esprit que leur géométrie et leur orientation demeurent in-
certaines. L'hypothèse la plus simple consiste à supposer que ces tourbillons sont rigides,
alignés avec l'axe de rotation du pulsar et qu'ils traversent l'étoile de part en part. Toute-
fois, la réalité pourrait être plus complexe. Par exemple, les vortex pourraient être cour-
bés localement, en raison des interactions avec di�érents sites d'ancrage. Par ailleurs, une
région non-super�uide pourrait exister au voisinage de l'interface c÷ur-croûte, entre les
super�uides de neutrons isotrope et anisotrope (Ruderman, 1976), même si cette situation
ne semble pas être favorisée d'après les modèles récents (Zhou et al., 2004; Taranto et al.,
2016). En�n, il a également été suggéré que les tourbillons super�uides pourraient être
emmêlés les uns dans les autres, au lieu d'être simplement droits et parallèles entre eux.
Une telle con�guration serait alors susceptible de conduire à l'apparition de turbulence
au sein de l'étoile (Peralta et al., 2006; Andersson et al., 2007). Ces di�érents phénomènes
pourraient avoir un impact signi�catif sur la dynamique du super�uide dans les étoiles à
neutrons.

Supraconducteur de type II et tubes de �ux. En raison de la conductivité
électrique très élevée de la matière nucléaire à l'intérieur des étoiles à neutrons, le temps
caractéristique de di�usion du champ magnétique est très long, de l'ordre de 106 ans (Baym
et al., 1969a). Par conséquent, l'apparition de la supraconductivité dans ces astres n'est
pas accompagnée d'une expulsion du �ux magnétique, contrairement à ce que l'on observe
dans les supraconducteurs étudiés en laboratoire lorsque le champ magnétique appliqué
est inférieur à une certaine valeur critique (voir section 3.1.1). Le supraconducteur de
protons présent dans le c÷ur peut donc être pénétré par le champ magnétique, quelle
que soit son intensité. Cela peut se faire de deux manières di�érentes : soit en créant
une phase mixte contenant un réseau périodique de tubes de �ux, soit par l'apparition
d'un état intermédiaire composé d'une succession de régions normales, dans lesquelles le
�ux est con�né, et supraconductrices, où l'e�et Meissner est total. Ces deux situations
correspondent respectivement à un supraconducteur de type II et à un supraconducteur
de type I.
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Super�uidité dans les étoiles à neutrons

On dé�nit deux longueurs caractéristiques dans un supraconducteur : la longueur de
cohérence ξp, correspondant à la taille typique d'une paire de Cooper, et la longueur de
pénétration de London Λ?, qui est la distance sur laquelle le champ magnétique porté par
un tube de �ux pénètre dans le milieu environnant. Dans le c÷ur des étoiles à neutrons,
ces grandeurs sont approximativement données par (Mendell, 1991)

Λ? ' 1, 3× 10−11 (1− εp)1/2

(
ρ

1014 g.cm−3

)−1/2(
xp

0, 05

)−1/2

cm, (3.12)

et

ξp ' 3, 9× 10−12 (1− εp)−1

(
ρ

1014 g.cm−3

)1/3(
xp

0, 05

)1/3(
109 K
T p
c

)
cm, (3.13)

où ρ est la masse volumique du milieu, xp désigne la fraction de protons et T p
c est la tem-

pérature de transition supraconductrice (voir Éq. (3.1)). Le terme εp, relatif aux protons,
quanti�e les e�ets d'entraînement mutuel entre nucléons qui seront étudiés en détails
dans la section 5.1.4. Notons que, pour le c÷ur externe, i.e. pour des densités baryo-
niques comprises entre ∼ 0, 5×n0 et ∼ 2×n0, des estimations réalistes de ce paramètre 1

conduisent à εp ∼ 0, 1 − 0, 5 (voir, e.g., Chamel & Haensel (2006); Chamel (2008) ou
encore la �gure 5.9). Le type de supraconducteur est alors déterminé par le paramètre de
Ginzburg-Landau, κNS, dé�ni par

κNS =
Λ?

ξp
. (3.14)

L'état mixte (type II) est favorisé si κNS > 1/
√

2 ' 0, 707, tandis que l'état intermédiaire
(type I) apparaît si κNS < 1/

√
2. Compte tenu de (3.12) et (3.13), le paramètre de

Ginzburg-Landau véri�e

κNS ' 3, 3 (1− εp)3/2

(
ρ

1014 g.cm−3

)−5/6(
xp

0, 05

)−5/6(
T p
c

109 K

)
. (3.15)

Le comportement de κNS est représenté sur la �gure 3.6, pour une EoS spéci�que. Ainsi,
on s'attend à la présence d'une phase mixte de supraconducteur de protons de type II
dans le c÷ur externe. Toutefois, pour des densités supérieures à

ρcrit, II→I ' 6, 4× 1014 (1− εp)9/5

(
0, 05

xp

)(
T p
c

109 K

)6/5

g.cm−3, (3.16)

ce qui correspond aux régions les plus denses de l'étoile, les protons sont plutôt suscep-
tibles d'être dans un état intermédiaire de supraconducteur de type I.

L'impulsion par particule du supraconducteur est donnée par

π = mv + qA, (3.17)

1. Nous verrons plus tard qu'il existe également un paramètre d'entraînement associé aux neutrons,
εn. Toutefois, compte tenu de la relation (C.5), cette grandeur véri�e εn ' xp × εp � 1, de sorte qu'elle
a été négligée dans les di�érentes expressions données dans cette section.
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3.1 Prédictions théoriques

Figure 3.6 � Paramètres relatifs au supraconducteur de protons dans le c÷ur
des étoiles à neutrons en fonction de la densité. La ligne cyan (trait plein) corres-
pond à la température critique (en unités de 109 K) de transition supraconductrice. Le
paramètre de Ginzburg-Landau κNS ainsi que les deux champs critiques Hc1 et Hc2 (nor-
malisés à 1016 G) sont respectivement tracés en bleu (tirets), violet (un point entre tirets)
et orange (deux points entre tirets). La ligne horizontale correspond à κcrit = 1/

√
2 et la

ligne verticale est associée à la densité de transition ρcrit, II→I, en dessous de laquelle les
protons forment un supraconducteur de type II. Ces di�érentes grandeurs sont calculées
pour une EoS spéci�que. Figure tirée de Graber et al. (2016).

où v est la vitesse du supraconducteur et A est le potentiel vecteur, lié au champ d'in-
duction magnétique B par la relation B = ∇ × A (la charge q étant exprimée en
unités SI). Considérant ici un supraconducteur de protons, la masse et la charge des
� particules � sont données par m = 2mp et q = 2e, où e désigne la charge élémen-
taire. L'impulsion d'un supraconducteur est également proportionnelle au gradient d'une
phase ϕ,

π = 2mpv + 2eA = ~∇ϕ, (3.18)

de sorte que la condition
∇× π = 0 (3.19)

s'applique aussi. Cependant, dans le cas d'un supraconducteur de type II, cette relation
peut être violée localement par la formation de tubes de �ux, dans lesquels la supracon-
ductivité est détruite. En e�et, de manière similaire au cas super�uide, la quanti�cation
de la circulation de l'impulsion le long d'un circuit fermé C conduit à

mp

e

∮
C
v.dl +

∮
C
A.dl =

~
2e

∮
C
∇ϕ.dl = N

h

2e
, (3.20)

où N ∈ N s'interprète comme le nombre de tubes de �ux inclus dans le contour C.
Rappelons que les intégrales précédentes sont indépendantes du choix de C, à condition que
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le contour considéré contienne toujours le même nombre de tubes de �ux. Contrairement
aux lignes de tourbillons, pour lesquelles la vitesse diminue en 1/r où r est la distance
au centre d'un vortex (voir annexe B), la vitesse décroît exponentiellement, i.e. v ∼
exp (−r/Λ?). Ainsi, en choisissant un contour su�samment éloigné du centre des tubes
de �ux, la contribution de l'intégrale sur la vitesse est nulle et l'équation (3.20) devient∮

C
A.dl =

∫∫
S
B dS = φ = Nφ0, (3.21)

où S désigne la surface sur laquelle s'appuie le contour C et φ0 est le quantum de �ux
magnétique associé à chaque tube de �ux, donné par 1

φ0 =
h

2e
' 2× 10−7 G.cm2. (3.22)

Les quanta de �ux portés par chaque tube de �ux s'additionnent pour donner le �ux φ
total traversant le supraconducteur. La densité surfacique moyenne de tubes de �ux dans
le supraconducteur de protons est alors (Mendell, 1991)

Np =
B

φ0

' 5× 1018

(
B

1012 G

)
cm−2, (3.23)

où B est l'amplitude du champ magnétique interne de l'étoile à neutrons. Il est important
de noter que le nombre de tubes de �ux présents dans le c÷ur est très grand par rapport
au nombre de tourbillons super�uides (3.10). La distance moyenne entre deux tubes de
�ux est alors simplement donnée par

dp '
1√
Np

∼ 4× 10−10

(
B

1012 G

)−1/2

cm. (3.24)

Bien que très petite, cette distance reste généralement plus grande que la longueur caracté-
ristique de décroissance du champ magnétique à l'intérieur du supraconducteur, Λ? (3.12),
et que la taille typique ξp du c÷ur d'un tube de �ux (3.13).

Par ailleurs, les champs magnétiques critiques Hc1 et Hc2 (voir section 3.1.1) s'ex-
priment de la manière suivante (Graber et al., 2016) :

Hc1 =
φ0

4πΛ2
?

ln

(
Λ?

ξp

)
' 2, 0× 1014 (1− εp)−1

(
ρ

1014 g.cm−3

)(
xp

0, 05

)
G, (3.25)

et

Hc2 =
φ0

2πξ2
p

' 2, 2×1015 (1− εp)2

(
ρ

1014 g.cm−3

)−2/3(
xp

0, 05

)−2/3(
T p
c

109 K

)2

G. (3.26)

Le champ critique Hc2 correspond au champ magnétique pour lequel les tubes de �ux
sont en contact (dp ∼ ξp). Il est intéressant de remarquer que le champ magnétique à

1. La charge électrique est ici exprimée dans les unités du système international. En unités CGS
Gaussien, où ε0 = 1/(4πc2) et µ0 = 4π, habituellement utilisées par la communauté, la charge électrique
est donnée par eCGS = eSI × c, de sorte que l'équation (3.22) devient φ0 = hc/(2eCGS).
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3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

l'intérieur des magnétars pourrait dépasser Hc2. Dans une telle situation, la supraconduc-
tivité serait alors détruite, ce qui pourrait avoir un e�et important sur la dynamique de
ces étoiles (Sedrakian, 2016). Pour comparaison, le champ moyen porté par un tube de
�ux est

Bp '
φ0

πΛ2
∗
∼ Hc1. (3.27)

Pour un supraconducteur de type II en laboratoire, l'état mixte où les tubes de �ux sont
présents n'est accessible que pour Hc1 < B < Hc2. Toutefois, dans le cas des étoiles à
neutrons, cet état peut également persister pour des champs magnétiques inférieurs à Hc1

(état mixte métastable). Ainsi, le champ critique de transition Hc1 n'est pas réellement
important dans ces systèmes.

De manière identique aux tourbillons super�uides, les expériences réalisées en labora-
toire montrent que les tubes de �ux tendent à adopter une con�guration régulière trian-
gulaire, appelée réseau d'Abrikosov, comme on peut le voir sur la �gure 3.4 (Essmann &
Träuble, 1967; Hess et al., 1989). Toutefois, les tubes de �ux, dont la direction correspond
à celle du champ magnétique local, sont susceptibles de présenter une con�guration beau-
coup plus complexe dans le c÷ur des étoiles à neutrons. En e�et, on pense que ceux-ci
adoptent une structure très enchevêtrée, associée à celle du champ magnétique qui existait
dans l'étoile avant que la supraconductivité apparaisse (Ruderman et al., 1998).

En�n, mentionnons que la formation de tubes de �ux est défavorable d'un point de
vue énergétique dans le c÷ur interne des étoiles à neutrons. Dans cet état intermédiaire de
type I, le champ magnétique est con�né dans des régions de protons normaux de grande
dimension et de formes variées (Sedrakian et al., 1997; Sedrakian, 2005). La forme exacte
de ces régions dépend également de la distribution du champ magnétique à l'intérieur de
l'étoile au moment de la transition supraconductrice. L'absence de structure bien dé�-
nie rend l'étude de cet état intermédiaire relativement compliquée (voir également Jones
(2006b)).

3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

La présence de matière super�uide à l'intérieur des étoiles à neutrons a été rapidement
invoquée pour expliquer les temps de relaxation très longs observés lors des événements
de glitches (Baym et al., 1969a). Nous allons voir dans cette section que la super�uidité
propose un cadre naturel pour rendre compte du phénomène de glitch.

3.2.1 Transferts de moments cinétiques entre deux �uides

En première approximation, l'intérieur des étoiles à neutrons super�uides est composé
de deux �uides associés à des dynamiques di�érentes (Baym et al., 1969b). Les particules
chargées (protons, électrons, noyaux dans l'écorce, ...) sont fortement couplées entre elles
par le champ magnétique interne et forment un premier �uide (Easson, 1979; Glampedakis
et al., 2011). Ce dernier contient également toute partie du super�uide de neutrons couplée
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Figure 3.7 � Modèle à deux �uides. Représentation schématique de l'évolution tem-
porelle de la vitesse de rotation Ω du pulsar et de la vitesse angulaire Ωn du super�uide
de neutrons. Deux événements de glitches sont ici représentés.

aux particules chargées sur des temps très courts 1. Par couplage magnétique, ce premier
�uide est en corotation avec la magnétosphère du pulsar, à la vitesse angulaire Ω observée.
En revanche, les neutrons sont électriquement neutres et sont super�uides. Une certaine
partie d'entre eux, faiblement couplée aux particules chargées par friction mutuelle, va
alors posséder sa propre dynamique et former un second �uide 2, tournant à la vitesse
angulaire Ωn, a priori di�érente de Ω.

En 1975, P. W. Anderson et N. Itoh ont proposé que les glitches pourraient corres-
pondre à des transferts de moment cinétique entre ces deux �uides, initiés par le désan-
crage soudain de lignes de tourbillons (Anderson & Itoh, 1975). L'idée est la suivante.
Lorsque le pulsar ralentit (voir section 2.2), les lignes de tourbillons tendent à s'éloigner
de l'axe de rotation, a�n de diminuer leur densité surfacique et donc la vitesse de rota-
tion du super�uide de neutrons (voir Éq. (3.10)). Cependant, certains vortex pourraient
rester ancrés aux noyaux présents dans l'écorce (Anderson & Itoh, 1975; Alpar et al.,
1981) et/ou aux tubes de �ux dans le c÷ur si les protons forment un supraconducteur de
type II (Baym et al., 1969a; Sauls, 1989; Ruderman et al., 1998). Par conséquent, alors que
la vitesse angulaire Ω du �uide de particules chargées continue de diminuer, une partie du
super�uide est découplée du reste de l'étoile et maintient approximativement 3 la même
vitesse de rotation Ωn > Ω (voir Fig. 3.7). La di�érence de vitesse δΩ = Ωn−Ω > 0 induit
alors une force radiale de type Magnus sur les tourbillons, dont l'amplitude augmente avec
δΩ. Lorsque la di�érence de vitesse atteint une certaine valeur critique δΩ0, cette force
de Magnus excède la force d'ancrage des vortex, et les lignes de tourbillons sont soudai-
nement libérées vers l'extérieur. Ce mouvement radial des vortex est alors accompagné

1. Par temps � très courts �, on entend ici � bien inférieurs aux temps caractéristiques mesurés lors des
glitches �. Plus généralement, cette notion va dépendre de la dynamique du phénomène que l'on souhaite
modéliser.

2. Une étoile à neutrons pourrait contenir plusieurs types de super�uides/supraconducteurs (d'hypé-
rons ou de quarks, par exemple) avec autant de �uides associés à des dynamiques di�érentes. Le modèle
à deux �uides décrit ici est donc le plus simple, mais il faut garder à l'esprit que la réalité pourrait être
plus complexe.

3. Aux e�ets d'entraînement près.
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3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

d'une diminution de la vitesse angulaire du super�uide ∆Ωn < 0 et, par conservation du
moment cinétique total 1, d'une accélération du second �uide selon

∆Ω = −In
Ip

∆Ωn > 0, (3.28)

où In et Ip désignent les moments d'inertie du super�uide initialement découplé et du
�uide de particules chargées (incluant également tous les constituants qui leur sont cou-
plés sur des temps courts devant le temps de montée). Un glitch est alors observé (voir
Fig. 3.7). Durant la phase de relaxation qui suit, on pense que les tourbillons se réancrent
progressivement, donnant ainsi naissance à une nouvelle di�érence de vitesse δΩ.

Il est important de remarquer que le modèle de tremblement d'étoile détaillé dans la
section 2.4.2 et celui décrit précédemment ne sont pas nécessairement indépendants. En
e�et, la présence de matière super�uide est susceptible d'engendrer des tremblements de
croûte. Par exemple, l'ancrage des tourbillons dans l'écorce pourrait être su�samment fort
pour que cette dernière craque avant que les lignes de tourbillons ne soient libérées (Ru-
derman, 1976, 1991a,b,c). Il a également été montré que le seul fait que les �uides ne
tournent pas à la même vitesse conduit à l'apparition de contraintes solides dans l'écorce,
et donc éventuellement à la rupture de celle-ci, même en l'absence d'ancrage des lignes
de tourbillons (Carter et al., 2000; Chamel & Carter, 2006). Réciproquement, les trem-
blements d'étoile peuvent aussi générer des mouvements soudains de vortex (Ruderman,
1991c; Chau & Cheng, 1993; Alpar et al., 1994, 1996; Eichler & Shaisultanov, 2010).

Dans le modèle de �uage (ou creep) développé par Alpar et al. (1984c), la phase
de relaxation post-glitch s'explique par la reptation des lignes de tourbillons, analogue au
phénomène de glissement des tubes de �ux magnétique observé dans les supraconducteurs
de type II (voir Beasley et al. (1969), par exemple). Par �uctuations thermiques ou par
e�et tunnel (Link et al., 1993), les vortex ancrés dans l'écorce ont une certaine probabilité
de se déplacer d'un site d'ancrage à un autre, bien que la di�érence de vitesse δΩ soit
inférieure au seuil critique δΩ0. Il existe alors un courant de vortex dirigé le long de la
force de Magnus, qui est d'autant plus important que la température est élevée. Dans
les pulsars très jeunes, ce courant pourrait être su�samment important pour empêcher
l'accumulation de larges contraintes dans l'écorce et ainsi expliquer la faible activité de
ces pulsars. Selon sa température, une région donnée à l'intérieur de l'étoile, associée à
une certaine énergie d'ancrage, pourra être dans un régime de �uage linéaire ou non-
linéaire (Alpar et al., 1989). Au début de la phase de relaxation, si la température est
grande par rapport à l'énergie d'ancrage, dans une certaine région i, la di�érence de vitesse
locale δΩi = Ωi

n−Ω sera su�samment petite pour que la réponse du taux de ralentissement
à la perturbation initiale (correspondant à l'accélération soudaine du pulsar) soit linéaire
en l'amplitude du glitch. Dans ce cas, la contribution de cette région à la variation totale
du taux de ralentissement sera donnée par (Alpar et al., 1990)

∆Ω̇i(t)

Ω̇
=
Ii
I
× ∆Ω

Ω
× 2tc

τi
× exp (−t/τi) , (3.29)

1. Les temps de montée des glitches étant très courts devant le temps caractéristique lié au ralentis-
sement du pulsar (voir section 2.3.1), il semble légitime de supposer que le moment cinétique total de
l'étoile est conservé lors de cette phase.
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où Ii et I désignent le moment d'inertie du super�uide ancré dans la région i et le mo-
ment d'inertie total, ∆Ω/Ω est l'amplitude du glitch, tc est l'âge du pulsar (2.16) et τi est
un temps caractéristique associé à la région considérée. En revanche, si la température
est su�samment faible par rapport à l'énergie d'ancrage, la di�érence δΩi sera grande
et la réponse sera non-linéaire. La plupart des temps caractéristiques observés lors des
phases de relaxation des glitches de Vela (voir section 2.3.1) sont interprétés comme des
réponses linéaires relatives à di�érentes régions, tandis que seuls les temps de relaxation
les plus longs sont associés à des contributions non-linéaires (Alpar et al., 1993). Le mo-
dèle de �uage a été récemment appliqué au cas où les tourbillons super�uides peuvent
s'ancrer sur les tubes de �ux présents dans le c÷ur externe (Sidery & Alpar, 2009; Link,
2012, 2014; Gügercino§lu & Alpar, 2014; Akbal et al., 2015; Gügercino§lu & Alpar, 2016).

La description précédente constitue la base du modèle communément accepté pour
expliquer les glitches des pulsars, tout au moins ceux de Vela, pour lesquels le mécanisme
présenté dans la section 2.4.2 n'est pas su�sant. Ce scénario est supporté par des expé-
riences réalisées avec de l'hélium super�uide, dans lesquelles des phénomènes similaires
aux glitches ont été observés (Tsakadze & Tsakadze, 1979, 1980), et par la capacité du
modèle de �uage à reproduire les phases de relaxation de di�érents pulsars (Alpar et al.,
1984c,a, 1993, 1996; Gügercino§lu & Alpar, 2014).

Toutefois, de nombreux points restent à éclaircir avant que ce modèle atteigne le rang
de théorie totalement cohérente et prédictive. En particulier, le mécanisme qui déclenche
le mouvement des lignes de tourbillons est encore mal connu. Celui-ci pourrait être lié
à l'accumulation de vortex dans une région où l'ancrage est intense (Cheng et al., 1988;
Pizzochero, 2011), à un e�et domino lors d'avalanches de tourbillons (Warszawski & Me-
latos, 2013), à la présence d'instabilités hydrodynamiques (Andersson et al., 2003; Peralta
et al., 2006; Glampedakis & Andersson, 2009), à des tremblements d'écorce (Ruderman,
1976; Alpar et al., 1994) ou encore à une perturbation de température (Link & Epstein,
1996). En outre, le détail de l'ancrage dans l'écorce et dans le c÷ur est assez incertain,
tout comme la proportion de super�uide prenant part au phénomène de glitch.

3.2.2 Ancrage dans l'écorce

Rôle de l'écorce. À cause d'un e�et d'entraînement mutuel entre neutrons et protons
(voir partie II), les tourbillons super�uides dans le c÷ur portent un quantum de �ux
magnétique fractionnaire φn (Sedrakian & Shakhabasian, 1980; Alpar et al., 1984b), donné
par

φn = − εp
1− εn

φ0 ' −εpφ0, (3.30)

où φ0 correspond au quantum de �ux magnétique (3.22). La di�usion des électrons par
le champ magnétique porté par les lignes de tourbillons conduit à un fort couplage entre
le super�uide de neutrons présent dans le c÷ur et le �uide de particules chargées (Alpar
et al., 1984b), sur des temps très courts par rapport aux temps de relaxation post-glitch
(voir Éq. (8.59)). Par conséquent, la dynamique des glitches semble plutôt associée au
super�uide de neutrons contenu dans l'écorce. Par la suite, ce scénario a également été
supporté par l'analyse des données recueillies lors d'événements de glitches. Ainsi, l'étude
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3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

Figure 3.8 � Paramètre de couplage G mesuré pour di�érents pulsars. Pour
chaque pulsar, le paramètre G (3.32) est donné en fonction de l'âge caractéristique (2.16).
Figure tirée de Chamel & Haensel (2008).

de la relaxation post-glitch associée à di�érents pulsars (en utilisant l'équation (3.29), par
exemple) a montré que le rapport du moment d'inertie In du super�uide participant aux
glitches sur le moment d'inertie total I est de l'ordre de quelques pourcents (Alpar et al.,
1990, 1993), en accord avec la quantité de super�uide contenu dans la croûte attendue
pour une étoile à neutrons de ∼ 1, 4 M� (voir e.g. Page et al. (2013); Delsate et al. (2016)).
De plus, on peut montrer que le rapport In/I est contraint par la relation (Link et al.,
1999)

In
I

& G, (3.31)

valable uniquement en l'absence d'entraînement. Le paramètre de couplage G est un
nombre sans dimension qui dépend uniquement de grandeurs observables. Il est dé�ni
par la relation

G = A× Ω

|Ω̇|
. (3.32)

où A est l'activité du pulsar (2.22). Ce paramètre est représenté sur la �gure 3.8 pour
di�érents pulsars. Les études statistiques réalisées par Lyne et al. (2000) et Espinoza et al.
(2011) mettent en évidence un paramètre de couplage compris entre 0,005 et 0,016 pour
les pulsars d'âge intermédiaire. En particulier, une analyse des glitches de Vela montre
que G = 0,014 pour ce pulsar. Ces résultats soutiennent eux aussi l'idée selon laquelle
l'écorce seule serait responsable du processus de glitch. En général, les pulsars jeunes
(tc . 103 ans) et âgés (tc & 106 ans) sont associés à des valeurs de G beaucoup plus faibles
(voir Fig. 3.8). Ainsi, la très faible activité du pulsar du Crabe suggère que seule une toute
petite partie du super�uide est impliquée dans les événements de glitches qu'il rencontre
(voir également Alpar et al. (1996)).
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Force d'ancrage dans l'écorce et modèle du � chasse-neige �. La force carac-
térisant l'ancrage des tourbillons aux noyaux présents dans la croûte est un ingrédient
fondamental dans l'étude du mécanisme de glitch. En e�et, celle-ci détermine la quantité
de moment cinétique que le super�uide découplé peut emmagasiner, avant que la force de
Magnus libère les lignes de tourbillons et déclenche le glitch (voir section 3.2.1).

Alors que les premiers modèles théoriques se concentraient sur l'interaction microsco-
pique entre une ligne de tourbillon et un unique site d'ancrage (voir e.g. Ruderman (1976);
Alpar (1977); Alpar et al. (1984c); Epstein & Baym (1988)), c'est la force d'ancrage par
unité de longueur du vortex, beaucoup plus complexe à calculer, qui contrebalance la
force de Magnus. La force associée à un site d'ancrage dépend uniquement de la di�érence
d'énergie entre l'état où le noyau est situé à l'intérieur du vortex et celui où le noyau est
en dehors. En revanche, la force par unité de longueur dépend, entre autres choses, de la
rigidité de la ligne de tourbillon, de sa géométrie (tourbillon droit ou entortillé ?) et de
son orientation, qui sont relativement mal connues. Basés sur des géométries très simpli-
�ées, les premiers travaux ont mis en évidence une force par unité de longueur maximale
de l'ordre de 1 quelques 1018 dyn.cm−1 (Alpar, 1977). Cependant, Jones (1997) a suggéré
qu'en considérant un vortex in�niment long, la force d'ancrage pourrait être complètement
négligeable après avoir moyenné sur les di�érentes orientations possibles. Plus récemment,
des calculs détaillés ont été réalisés par Link (2009), qui a modélisé l'écorce comme un
potentiel créé par un ensemble d'ions placés aléatoirement, et par Seveso et al. (2016), qui
ont moyenné sur toutes les orientations possibles d'une ligne de tourbillon par rapport à
un réseau cristallin de type cubique centré. Ces deux études ont con�rmé que, pour une
rigidité non in�nie, la force d'ancrage par unité de longueur maximale est fortement ré-
duite par le processus de moyennage, devenant de l'ordre de ∼ 1015−1016 dyn.cm−1 (voir
Fig. 3.9), mais qu'elle reste toutefois su�samment importante pour expliquer le phéno-
mène de glitch (Pizzochero, 2011; Link, 2014; Seveso et al., 2016). En équilibrant la force
d'ancrage avec la force de Magnus, ces modèles réalistes prédisent qu'une di�érence de
vitesse maximale δΩmax

0 ∼ 10−2 rad.s−1 peut s'établir entre les deux �uides avant que les
tourbillons super�uides ne soient désancrés, ce qui est compatible avec les valeurs suggé-
rées par les glitches de Vela. Le pro�l typique de δΩ0 en fonction de la coordonnée radiale
est représenté sur la �gure 3.10. On remarque que cette vitesse critique varie fortement
dans l'écorce interne et qu'elle possède un maximum dans les régions où l'ancrage est le
plus intense (correspondant à ρ ∼ (4− 6)× 1013 g.cm−3).

À partir du pro�l de vitesse critique obtenu (voir Fig. 3.10), P. Pizzochero et ses
collaborateurs ont présenté un scénario ra�né pour expliquer les glitches, appelé modèle
du � chasse-neige � ou snowplow model (Pizzochero, 2011; Seveso et al., 2012; Haskell
et al., 2013; Ducci et al., 2015). Suivant ce modèle, les tourbillons se désancrent lorsque le
seuil critique local δΩ0 est atteint, et se réancrent dans une région où les forces d'ancrage
sont plus intenses. Ainsi, les vortex se déplacent progressivement vers l'extérieur au fur
et à mesure que la di�érence de vitesse entre les �uides augmente. Un glitch 2 se produit

1. 1 dyn = 10−5 N.
2. À la di�érence de beaucoup de modèles de glitches, où le transfert de moment cinétique a lieu

entre le super�uide de neutrons dans l'écorce interne et le reste de l'étoile (voir e.g. Chamel (2013)), le
mécanisme du � chasse-neige � repose sur le fait que la majorité du super�uide de neutrons dans le c÷ur
est couplé au �uide de particules chargées sur des temps trop longs pour rendre compte de la phase de
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3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

Figure 3.9 � Force d'ancrage par unité de longueur en fonction de la densité.
Les résultats présentés correspondent à di�érents choix de longueurs L (en unités du rayon
de la cellule de Wigner-Seitz) sur lesquelles le tourbillon peut être considéré comme rigide.
Figure tirée de Seveso et al. (2016).

Figure 3.10 � Di�érence de vitesse δΩ0 au moment du désancrage. La quantité
δΩ0 est tracée en fonction de la distance à l'axe de rotation, pour une étoile à neutrons de
1,4 M�. Cette courbe est obtenue à partir d'un modèle réaliste d'ancrage (voir Fig. 3.9)
et pour une EoS donnée. Figure tirée de Seveso et al. (2016).
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alors dès que la di�érence de vitesse atteint δΩmax
0 . Dans ce cas, le temps τinter entre deux

glitches est simplement donné par

τinter =
δΩmax

0

|Ω̇|
. (3.33)

Haskell et al. (2012b) ont obtenu un bon accord entre les valeurs données par cette équa-
tion et celles mesurées dans les pulsars présentant des glitches géants. Il est toutefois im-
portant de remarquer que ce modèle ne peut s'appliquer qu'aux pulsars dont les glitches
se produisent de manière périodique, comme pour le pulsar de Vela (voir section 2.3.2).
Ainsi, il ne peut rendre compte du comportement de la majorité des pulsars, pour lesquels
la distribution en amplitude ∆Ω/Ω et celle en temps interglitch τinter sont respectivement
décrites par une loi de puissance et une loi exponentielle (Melatos et al., 2008). Par consé-
quent, on s'attend à ce que le modèle du � chasse-neige � établisse la taille maximum
des glitches d'un pulsar donné (voir e.g. Antonelli & Pizzochero (2017); Pizzochero et al.
(2017)), d'autres mécanismes étant requis pour expliquer les glitches plus petits et plus
fréquents.

Rôle possible du c÷ur. La plupart des modèles de glitches associent la dynamique
de ces événements à l'écorce interne des étoiles à neutrons et reposent donc sur l'ancrage
des tourbillons super�uides sur les noyaux (voir e.g. Anderson & Itoh (1975); Ruderman
(1976); Pines & Alpar (1985)). Toutefois, ce scénario a été remis en cause récemment. La
prise en compte des e�ets d'entraînement dans la croûte modi�e la contrainte (3.31) de
la manière suivante :

In
I

& G × (1− 〈εn〉) , (3.34)

où 〈εn〉 désigne la valeur moyenne du paramètre d'entraînement des neutrons dans la ré-
gion où le découplage se produit (Chamel & Carter, 2006; Andersson et al., 2012; Chamel,
2013; Delsate et al., 2016). La di�raction de Bragg des neutrons libres par les noyaux de
l'écorce conduit à des e�ets d'entraînement beaucoup plus marqués dans l'écorce interne
que dans le c÷ur (Chamel, 2004; Carter et al., 2005; Chamel, 2005, 2012), comme on
peut le voir sur la �gure 3.11. En particulier, la contrainte (3.34) appliquée aux glitches
de Vela excède largement la quantité de super�uide contenue dans la croûte 1 (Andersson
et al., 2012; Chamel, 2013; Delsate et al., 2016). Il a été suggéré que les e�ets d'entraî-
nement dans la croûte pourraient être beaucoup plus faibles (Martin & Urban, 2016), à
condition que la longueur de cohérence du super�uide de neutrons soit bien inférieure à la
taille caractéristique des noyaux dans l'écorce interne (qui peuvent présenter di�érentes
géométries selon leur déformation, voir section 1.5.2). Cependant, comme ces auteurs le
soulignent, cette condition n'est généralement pas satisfaite (voir également Chamel &
Haensel (2008); Pearson et al. (2012)). En outre, les analyses des glitches détectés en 2007

montée du glitch et ne participe donc pas à celle-ci. Le transfert de moment cinétique se déroule ainsi
uniquement entre le super�uide présent dans une région de la croûte où l'ancrage est maximal et le �uide
de particules chargées (auquel on associe également une petite part du super�uide dans le c÷ur, inférieure
à 10%).

1. En prenant une valeur moyenne 1−〈εn〉 ' 4−6 sur l'ensemble de l'écorce interne, la contrainte (3.34)
conduit à In/I & 0, 06 − 0, 08 pour Vela, en désaccord avec la proportion de super�uide contenue dans
l'écorce interne.
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3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

Figure 3.11 � Masses e�ectives des neutrons dans l'écorce interne et dans le
c÷ur. Les résultats relatifs à la croûte interne sont obtenus à partir des valeurs fournies
par Chamel (2012), tandis que ceux correspondant au c÷ur proviennent de Chamel &
Haensel (2006). La masse e�ective m∗n est reliée au paramètre d'entraînement εn par la
relation : m∗n = mn (1− εn). L'interface entre la croûte et le c÷ur se situe à ρ ' 0, 47ρ0.
Figure tirée de Antonelli & Pizzochero (2017).

dans PSR J1119−6127 et en 2010 dans PSR B2334+61, e�ectuées dans le cadre du modèle
de �uage présenté dans la section 3.2.1, indiquent qu'une grande quantité du super�uide
de neutrons prend part à ces événements, de l'ordre de In/I ∼ 10 − 20% (Yuan et al.
(2010); Alpar (2011); Akbal et al. (2015), voir également Jahan-Miri (2005)). Le réservoir
de moment cinétique associé au super�uide dans l'écorce interne n'est donc pas su�sant
pour expliquer ces glitches, même en l'absence d'entraînement. Les études récentes que
l'on vient de mentionner suggèrent ainsi que le super�uide de neutrons contenu dans le
c÷ur joue un rôle plus important que prévu dans la dynamique des glitches, au moins
pour certains pulsars comme Vela. Il semble donc pertinent de s'intéresser à l'ancrage des
tourbillons super�uides dans le c÷ur des étoiles à neutrons.

3.2.3 Ancrage dans le c÷ur

La présence de matière super�uide et supraconductrice dans le c÷ur des étoiles à
neutrons est supportée à la fois par les calculs d'appariement (voir section 3.1) et par
les observations (voir section 3.3). En particulier, les modèles récents prédisent que les
protons forment un supraconducteur de type II dans le c÷ur externe (voir section 3.1.3),
de telle sorte que ce dernier contient à la fois des lignes de tourbillons super�uides et des
tubes de �ux magnétiques.

73



Super�uidité dans les étoiles à neutrons

Interactions entre tourbillons super�uides et tubes de �ux. Toute modi�cation
de la vitesse de rotation du super�uide de neutrons est accompagnée d'un mouvement
radial des lignes de tourbillons qu'il contient. Puisque la densité de tubes de �ux dans
le c÷ur externe est très grande devant celle de vortex et compte tenu du fait que les
tubes de �ux ne sont pas alignés avec l'axe de rotation mais plutôt avec la direction du
champ magnétique local (voir section 3.1.3), une ligne de tourbillon en mouvement est
susceptible de rencontrer une grande quantité de tubes de �ux magnétiques. Di�érentes
études ont montré que la jonction entre une ligne de vortex et un tube de �ux est favorisée
d'un point de vue énergétique, dans le sens où le recouvrement de la matière normale
présente au c÷ur de ces deux lignes diminue à la fois l'énergie de condensation et l'énergie
magnétique (Muslimov & Tsygan, 1985; Sauls, 1989; Mendell, 1991; Jones, 1991; Chau
et al., 1992). Cela suggère que les tourbillons super�uides pourraient s'ancrer aux tubes
de �ux dans le c÷ur des étoiles à neutrons.

Étant donné les incertitudes actuelles sur l'énergie d'ancrage associée à la jonction
vortex-tube de �ux, dont l'ordre de grandeur se situe autour de Ep ∼ 0, 1−50 MeV (Gü-
gercino§lu & Alpar, 2016), di�érentes situations peuvent apparaître. Par exemple, si le
tourbillon possède une vitesse très élevée, son énergie cinétique pourrait être su�sante
pour surmonter la barrière d'énergie Ep. Dans ce cas, la ligne de tourbillon traverserait
simplement les tubes de �ux, générant éventuellement une certaine dissipation d'éner-
gie (Haskell et al., 2014). Au contraire, les interactions de courte portée entre un vortex
et un tube de �ux pourraient être tellement intenses que ces deux types de lignes seraient
fortement ancrées l'une à l'autre, se déplaçant alors avec la même vitesse. Entre ces deux
cas extrêmes, le mouvement radial des tourbillons super�uides pourrait également être ac-
tivé par �uctuations thermiques, malgré l'ancrage sur les tubes de �ux, généralisant ainsi
le modèle de �uage présenté dans la section 3.2.1 (Chau et al., 1992; Ding et al., 1993;
Sidery & Alpar, 2009; Link, 2014; Gügercino§lu & Alpar, 2014, 2016). Par ailleurs, le cou-
rant de protons entraînés autour de chaque tourbillon pourrait engendrer au voisinage de
ce dernier un champ magnétique (voir Éq. (3.30)) supérieur au champ critique Hc1 (3.25).
Dans ce cas, il a été suggéré qu'un grand nombre de tubes de �ux pourraient être générés à
proximité de chaque vortex, conduisant alors à l'apparition d'amas de �uxoïdes fortement
ancrés aux lignes de tourbillons qu'ils entourent (Sedrakian, 1982; Sedrakian et al., 1983;
Sedrakian & Sedrakian, 1995; Sedrakian et al., 1995). Cette situation est schématisée sur
la �gure 3.12.

Conséquences astrophysiques. L'ancrage des tourbillons super�uides aux tubes de
�ux est susceptible d'a�ecter signi�cativement l'évolution de la vitesse de rotation et du
champ magnétique de l'étoile (voir, e.g., Sauls (1989); Srinivasan et al. (1990); Ruder-
man et al. (1998); Jahan-Miri (2000); Link (2003); Jones (2006a); Jahan-Miri (2010)).
Par exemple, Ruderman et al. (1998) ont proposé un modèle de glitch tenant compte de
la présence de tubes de �ux dans le c÷ur externe. Dans ce modèle, le ralentissement du
pulsar induit une migration des lignes de tourbillons vers l'extérieur, entraînant avec elles
plusieurs tubes de �ux (et coupant parfois certains d'entre eux). Les �uxoïdes étant atta-
chés à la croûte par leurs extrémités, leur déplacement donne naissance à des contraintes
dans l'écorce. Ces contraintes sont �nalement relâchées lors de tremblements d'étoile,
qui s'accompagnent de mouvements de plaques en surface (au sein desquelles le champ
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3.2 Un cadre naturel pour expliquer les glitches

Figure 3.12 � Représentation schématique d'un amas de tubes de �ux autour
d'un tourbillon super�uide. Haut : Amas vu du dessus. Les cercles concentriques
représentent les lignes de courant des neutrons (traits pleins) et des protons entraînés
(traits tiretés). Les protons et les neutrons se déplacent en sens inverse. Les quantités δn
et dn désignent respectivement la taille d'un amas et la distance typique entre deux amas
(les échelles ne sont pas respectées). Bas : Pro�ls de vitesse et de champ magnétique au
voisinage d'un amas. La zone hachurée correspond à la région où la création de tubes de
�ux est énergétiquement favorable (H > Hc1). Figure tirée de Sedrakian et al. (1995).

magnétique est piégé). Ce mécanisme explique naturellement l'augmentation du taux de
ralentissement observé lors des glitches, par une augmentation de l'angle α entre le champ
magnétique et l'axe de rotation (voir Éq. (2.7)). Toutefois, il semblerait que l'écorce ne
puisse pas présenter de craquements capables d'induire un mouvement de plaques à sa
surface (Jones, 2003). De plus, ce modèle prédit que les pulsars de longue période, indé-
pendamment de leur âge, devraient avoir une activité faible, ce qui n'est pas véri�é par
les observations (voir e.g. Kaspi & Gavriil (2003)).

Il faut remarquer que le modèle classique, suivant lequel un super�uide de neutrons
coexiste avec un supraconducteur de protons de type II dans le c÷ur externe (voir sec-
tion 3.1.3), a été remis en question par certaines études. Ainsi, les phénomènes de préces-
sion observés chez certains pulsars (voir e.g. Stairs et al. (2000)) semblent incompatibles
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avec l'hypothèse d'ancrage des tourbillons dans le c÷ur (voir e.g. Link (2003, 2006)). De
même, Haskell et al. (2013) ont montré que le modèle du � chasse-neige � ne permet
pas de reproduire les glitches de Vela lorsqu'une large part du super�uide dans le c÷ur
reste ancrée aux tubes de �ux pendant le glitch. Ces travaux suggèrent donc que les in-
teractions entre vortex et �uxoïdes seraient beaucoup plus faibles que prévu, ou alors que
le supraconducteur de protons serait de type I dans tout le c÷ur, en désaccord avec les
calculs microscopiques. Toutefois, il faut garder à l'esprit que ces études reposent sur plu-
sieurs ingrédients mal connus (tels que la force de friction mutuelle agissant entre les deux
�uides) et sur certaines hypothèses incertaines concernant les interactions entre les deux
types de lignes. De plus, les arguments mentionnés par B. Link ne s'appliquent peut-être
pas au pulsar de Vela, car celui-ci ne présente aucune précession.

D'un autre côté, les interactions entre lignes de tourbillons et tubes de �ux pourraient
conduire le super�uide de neutrons dans le c÷ur à être découplé du reste de l'étoile
sur des temps su�samment longs pour prendre part au phénomène de glitch (voir e.g.
Sedrakian et al. (1995)). En outre, Gügercino§lu & Alpar (2014) ont montré récemment
que le modèle de �uage appliqué à l'ancrage dans le c÷ur permet de rendre compte des
glitches de Vela. Il paraît donc nécessaire d'étudier plus en détails le rôle du super�uide
dans le c÷ur a�n de comprendre le processus de glitch.

3.3 Autres supports observationnels

Le phénomène de glitch constitue actuellement la meilleure preuve observationnelle
supportant la présence de super�uidité dans les étoiles à neutrons. Cependant, plusieurs
autres phénomènes astrophysiques semblent également liés au contenu supraconducteur
et super�uide de ces astres.

Refroidissement des étoiles à neutrons. Il y a quelques étoiles à neutrons proches
pour lesquelles on connaît à la fois l'âge et la température de surface (voir Fig. 3.13). L'âge
peut être estimé à partir du taux de ralentissement du pulsar observé (voir Éq. (2.16)),
ou bien à partir de l'évolution dynamique du reste de supernova entourant l'étoile. Le
spectre X détecté fournit quant à lui une estimation de la température de surface appa-
rente T∞e , qui correspond à la température de surface Te décalée vers le rouge par le champ
gravitationnel intense de l'étoile à neutrons : T∞e =

√
1− 2Ξ×Te, où Ξ est la compacité de

l'astre en question (1.4). La détermination de T∞e est complexe car elle dépend à la fois de
la distance de l'astre à la Terre, du contenu du milieu interstellaire en particules absorbant
le rayonnement émis par cet astre, de la gravité à la surface de l'étoile et de la composition
chimique de son atmosphère (voir également la section 1.5.1). L'émission thermique des
jeunes étoiles à neutrons est généralement occultée par la composante magnétosphérique,
qui émet également dans les rayons X. De plus, le rayonnement thermique des pulsars âgés
est souvent trop faible pour être détecté. C'est pourquoi les cibles d'étude privilégiées sont
des étoiles à neutrons isolées d'âge intermédiaire pour lesquelles on n'observe pas d'activité
magnétosphérique, telles que les CCOs ou les INSs (voir section 2.2.2). La comparaison
des courbes de refroidissement théoriques avec les valeurs de température de surface et
d'âge déduites à partir d'observations pourrait apporter des contraintes importantes sur
l'intérieur des étoiles à neutrons et sur leur contenu en matière super�uide.
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Figure 3.13 � Refroidissement des étoiles à neutrons. Di�érentes courbes de refroi-
dissement théoriques, donnant la température de surface en fonction de l'âge de l'étoile,
sont comparées aux observations (représentées en couleurs). Chaque courbe correspond à
une masse et une composition chimique de l'enveloppe données. Dans le scénario considéré
ici, le processus Urca direct (associé à un refroidissement très e�cace) ne se produit que
pour des masses supérieures à 1,35 M�. Ces courbes tiennent compte de la super�uidité
des neutrons dans l'écorce interne et dans le c÷ur, ainsi que de la supraconductivité des
protons. Figures tirées de Page et al. (2013). Les observations, ainsi que les estimations
d'âges et de températures, sont détaillées dans Page et al. (2004, 2009).
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La plupart des sources observées ayant un âge inférieur à 106 ans (voir Fig. 3.13), leur
refroidissement est principalement associé à l'émission de neutrinos (voir section 1.2.3). La
super�uidité et la supraconductivité modi�ent l'évolution thermique des étoiles à neutrons
de manière importante (voir e.g. Yakovlev & Pethick (2004); Yakovlev et al. (2008); Page
et al. (2013)). D'une part, ces phénomènes réduisent signi�cativement la capacité ther-
mique de l'étoile et suppriment certains processus d'émission de neutrinos. Pour T � Tc,
ces réductions sont exponentielles. D'autre part, la formation de paires de Cooper donne
naissance à de nouveaux processus d'émission de neutrinos, très e�caces pour T . Tc, qui
accélèrent le refroidissement des étoiles à neutrons sur de courtes durées. Ces processus,
appelés pair breaking and formation (PBF) processes, sont associés à la recombinaison de
paires de Cooper détruites par �uctuations thermiques (Flowers et al., 1976).

Pour reproduire la température de surface de certaines étoiles à neutrons, il est néces-
saire d'inclure des épisodes de forte émission de neutrinos dans leur courbe de refroidisse-
ment théorique (Yakovlev et al., 2008; Page et al., 2013). Ces épisodes de refroidissement
rapide peuvent être associés à une transition super�uide (processus PBF) ou bien à une
émission de neutrinos accrue, engendrée par un processus de type Urca direct 1 (DUrca).
Cependant, ce dernier n'est permis que sous certaines conditions, qui ne sont généralement
pas remplies pour les étoiles dont la masse est inférieure à une masse critique de l'ordre
de ∼ 1, 4 − 1, 8 M� selon l'EoS considérée (voir Fig. 3.13). En considérant uniquement
le processus DUrca, les modèles de refroidissement prédisent des températures générale-
ment trop faibles par rapport aux observations (Yakovlev et al., 2008; Page et al., 2013).
Il semble donc nécessaire de tenir compte de la présence de matière super�uide et/ou
supraconductrice dans ces modèles. Toutefois, comme plusieurs jeux de paramètres (pro�l
de température critique, masse, composition de l'enveloppe, processus DUrca considéré)
parviennent à reproduire les données (voir Fig. 3.13 par exemple), il est di�cile d'obtenir
des contraintes précises sur l'intérieur des étoiles à neutrons.

Le scénario de refroidissement minimal, développé par Page et al. (2004) tient compte
de la super�uidité et de la supraconductivité, mais n'inclut pas de processus DUrca. Dans
ce cas, la plupart des observations peuvent être expliquées par les modèles théoriques.
L'ajustement des valeurs observées nécessite de considérer des atmosphères avec di�érentes
compositions chimiques (formées d'éléments légers tels que l'hydrogène ou l'hélium, ou
d'éléments lourds) et conduit à une température maximale de transition comprise entre
∼ 5×108 K et ∼ 2×109 K pour le super�uide de neutrons dans le c÷ur (Page et al., 2013).
Notons que les températures critiques liées au super�uide de neutrons présent dans l'écorce
et au supraconducteur de protons dans le c÷ur sont trop élevées pour être contraintes par
les observations actuelles (voir Éq. (3.1)). Pour cela, il faudrait disposer de mesures de
température de surface pour des étoiles à neutrons beaucoup plus jeunes. Cependant, pour
expliquer l'ensemble des observations (et le pulsar de Vela, en particulier), il semblerait
qu'il faille également tenir compte du processus DUrca. Le mécanisme de refroidissement
dominant (PBF ou DUrca) pourrait alors dépendre de la masse de l'étoile.

1. Il existe di�érents processus DUrca, impliquant par exemple des nucléons et/ou des hypérons (Page
et al., 2013). Ces processus de refroidissement sont beaucoup plus e�caces que le processus Urca modi�é
(MUrca), qui nécessite la participation de 6 particules (voir section 6.1.4).
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Figure 3.14 � Étoile à neutrons dans Cassiopée A. Gauche : Image composite du
reste de supernova réalisée à partir d'observations e�ectuées par les télescopes spatiaux
Spitzer (infrarouge), Hubble (visible) et Chandra (rayons X). Droite : Courbe de refroi-
dissement théorique ajustée aux observations relatives à l'étoile à neutrons située dans
Cassiopée A. Le modèle théorique correspond à une étoile à neutrons de 1,4 M�, décrite
par une équation d'état spéci�que (Akmal et al., 1998) et par une atmosphère de carbone
(cette atmosphère permettant d'ajuster convenablement le spectre observé, voir Ho &
Heinke (2009)). Dans le scénario considéré ici, les protons deviennent supraconducteurs
très tôt (T p, max

c � 109 K). Le meilleur ajustement est obtenu pour une température
maximale de transition super�uide TC = T n, max

c = 5, 5× 108K, pour les neutrons dans le
c÷ur. Les points d'observation sont présentés dans l'encart. Les lignes pointillées corres-
pondent aux cas où TC = 1× 109 K et TC = 0 K (pas de transition super�uide). Sources :
https://en.wikipedia.org/wiki/Cassiopeia_A et Page et al. (2013).

L'étoile à neutrons au centre du reste de supernova Cassiopée A (voir Fig. 3.14), si-
tué à environ 3, 4 kpc de la Terre, a été découverte par le télescope spatial Chandra en
1999 (Tananbaum, 1999). L'étude de la vitesse d'expansion et de la distribution spatiale
des couches éjectées par la supernova permet de dater l'explosion autour de 1680 (Fesen
et al., 2006). Âgée d'environ 335 ans, il s'agit ainsi de l'étoile à neutrons la plus jeune
détectée jusqu'à présent. Celle-ci n'émet pas comme un pulsar radio, mais présente un
rayonnement similaire aux CCOs (voir section 2.2.2). C'est également la première étoile à
neutrons pour laquelle le refroidissement a pu être suivi au cours du temps (voir Fig. 3.14).
Les données recueillies par Chandra ont montré que la température de surface de cet astre
avait diminué de quelques pourcents en seulement 10 ans (Heinke & Ho, 2010; Shternin
et al., 2011). Ce fort taux de refroidissement indique 1 la présence d'un super�uide de
neutrons dans le c÷ur, apparu récemment et grâce auquel le processus PBF est très ac-
tif, et d'un supraconducteur de protons formé auparavant (dans le c÷ur également). Ces

1. Les processus de type DUrca sont exclus, car ils conduiraient à des températures de surface trop
faibles par rapport aux observations de Cassiopée A.
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observations ont permis d'apporter les contraintes suivantes sur les températures maxi-
males de transition super�uide et supraconductrice dans le c÷ur des étoiles à neutrons :
T n, max
c ∼ (5− 9)× 108 K et T p, max

c ∼ (2− 3)× 109 K (Page et al., 2011; Shternin et al.,
2011). Toutefois, des analyses plus récentes des données de Chandra suggèrent que le
taux de refroidissement serait plus faible que Heinke & Ho (2010) l'avaient estimé (voir
Elshamouty et al. (2013); Posselt et al. (2013)). Il faut également remarquer que d'autres
scénarios ont été proposés pour expliquer le refroidissement de l'étoile à neutrons dans
Cassiopée A (voir e.g. Yang et al. (2011); Blaschke et al. (2013); Negreiros et al. (2013);
Sedrakian (2013); Noda et al. (2013); Bonanno et al. (2014)), mais la plupart d'entre eux
nécessite la présence de matière super�uide et/ou supraconductrice.

Relaxation thermique d'étoiles à neutrons accrétantes en phase de quies-
cence. On a vu dans la section 1.1 que l'accrétion de matière à la surface d'une étoile
à neutrons engendre des réactions de fusion thermonucléaire potentiellement explosives,
que l'on peut observer sous la forme de sursauts X, pendant lesquels la luminosité X
de ces objets atteint 1 LX ∼ 1036 − 1039 erg.s−1. Les Soft X-ray Transients (SXTs) sont
des étoiles à neutrons appartenant à des binaires X de faible masse, pour lesquelles les
sursauts X sont suivis par de longues phases de quiescence où la luminosité X diminue
fortement (LX < 1034 erg.s−1).

Lors de ces phases de quiescence, la matière accrétée depuis le compagnon remplit
progressivement un disque d'accrétion environnant l'étoile à neutrons (le transfert de
matière depuis le disque vers l'étoile à neutrons demeurant très faible). Toutefois, lors-
qu'une certaine densité critique est atteinte dans le disque, la viscosité de la matière qu'il
contient augmente fortement, ce qui induit une élévation de température su�samment
importante pour ioniser la matière du disque. Ces brusques modi�cations de composition
donnent alors naissance à une instabilité qui, se propageant vers les zones internes du
disque, conduit ce dernier à se � vider �. Commence alors la phase dite accrétante, lors
de laquelle le transfert de masse depuis le disque vers la surface de l'étoile à neutrons est
important, ce que se manifeste par une forte augmentation de la luminosité X (sursauts X)
(pour plus de détails, voir Lasota (2001) et les références citées). Dans certains cas, la
phase d'accrétion dure tellement longtemps (plusieurs années) que l'écorce de l'étoile, for-
tement chau�ée par les phénomènes d'accrétion (par capture électronique et réactions de
fusion pycnonucléaire), n'est plus en équilibre thermique avec le c÷ur. Lorsque cette phase
cesse, la température de l'écorce relaxe alors vers une situation d'équilibre thermique (voir
e.g. Chamel & Haensel (2008); Page & Reddy (2012)).

On a pu observer cette phase de relaxation thermique pour quelques SXTs (voir
Fig. 3.15 et Waterhouse et al. (2016), par exemple). Le temps caractéristique de relaxa-
tion dépend des propriétés de la croûte et principalement de sa capacité thermique. En
l'absence de super�uidité, les neutrons peuvent emmagasiner une quantité d'énergie ther-
mique tellement grande (capacité thermique très élevée) que la phase de relaxation serait
probablement plus longue que ce qu'indiquent les observations (voir Fig. 3.15). Les obser-
vations actuelles semblent donc favoriser l'hypothèse d'un super�uide de neutrons présent
dans l'écorce interne des étoiles à neutrons (voir e.g. Shternin et al. (2007); Brown & Cum-
ming (2009); Page & Reddy (2013); Turlione et al. (2015)). Cependant, le phénomène de

1. 1 erg = 10−7 J.
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Figure 3.15 � Relaxation thermique de SXT KS 1731−260. Di�érents modèles de
relaxation (courbes noires) sont comparés aux observations (points rouges). Les cas 1, 3 et
4 correspondent à une écorce cristalline contenant un super�uide de neutrons. La courbe 2
est obtenue à partir de la courbe 3, en ignorant la présence de matière super�uide. Le
modèle 5 est calculé pour une écorce amorphe (i.e. avec une conductivité thermique plus
faible) avec super�uidité. En�n, la courbe 6 est basée sur les mêmes hypothèses que la
courbe 1, mais le taux de masse accrétée (pendant la phase accrétante) est réduit. Figure
tirée de Shternin et al. (2007).

relaxation thermique dans les SXTs n'est pas encore parfaitement compris. Par exemple,
il est nécessaire d'introduire des sources d'apport d'énergie thermique, dont l'origine est
incertaine, pour reproduire l'ensemble des données recueillies (Degenaar et al., 2013; Tur-
lione et al., 2015). Certains de ces e�ets pourraient être liés à notre méconnaissance des
propriétés du super�uide (Turlione et al., 2015).

Oscillations quasi-périodiques observées à la suite d'éruptions géantes dans
des SGRs. Les SGRs sont des magnétars (voir section 2.2.2) qui présentent des épisodes
d'émission violents et récurrents, mais irréguliers, dans le domaine des rayons X et γ
(< 100 keV). Ces sursauts d'émission sont généralement très brefs, d'une durée typique
de l'ordre de quelques dizaines à quelques centaines de millisecondes, et sont associés à
des pics de luminosité compris entre ∼ 1038 erg.s−1 et ∼ 1043 erg.s−1. Quelques sursauts
extrêmes ont également été observés dans certains SGRs, avec des pics de luminosité
beaucoup plus élevés, atteignant ∼ 1045 − 1047 erg.s−1 (voir e.g. Mazets et al. (1979);
Hurley et al. (1999); Palmer et al. (2005)). Ces � éruptions géantes � sont détectées sous
la forme d'un pulse de rayonnement γ de courte durée (∼ 0, 2− 0, 5 s), suivi d'une longue
phase d'émission X sur plusieurs dizaines ou centaines de secondes (voir Fig. 3.16). On
pense que ces événements très intenses sont associés à des réarrangements globaux du
champ magnétique stellaire (Duncan & Thompson, 1992), causés par un mécanisme en-
core incertain (voir Turolla et al. (2015) pour une revue récente sur ce sujet). Le champ
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Figure 3.16 � Oscillations quasi-périodiques détectées lors d'une éruption
géante de SGR 1806−20. Évolution temporelle de l'intensité reçue dans le domaine
des rayons X, lors de l'éruption géante de décembre 2004. Les fréquences d'oscillations
mesurées, ainsi que les plages temporelles sur lesquelles elles sont présentes, sont indiquées
en haut de la �gure. Figure tirée de Strohmayer & Watts (2006).

magnétique étant fortement couplé à l'écorce solide, Duncan (1998) a été le premier à
suggérer qu'une telle réorganisation à grande échelle pourrait induire des fractures de la
croûte, déclenchant alors des oscillations de la surface de l'étoile visibles sous la forme
de modulations périodiques du �ux reçu. Par la suite, ce modèle a été con�rmé par la
détection d'oscillations quasi-périodiques (QPOs) dans le rayonnement X observé lors des
éruptions géantes de deux SGRs, comme on peut le voir sur la �gure 3.16. Les analyses de
ces QPOs ont mis en évidence les fréquences d'oscillations suivantes : 28, 53, 84 et 155 Hz
pour le sursaut subi en 1998 par SGR 1900+14 (Strohmayer & Watts, 2005) et 18, 26, 30,
92, 150, 625 et 1840 Hz pour l'éruption géante de SGR 1806−20 en 2004 (Israel et al., 2005;
Watts & Strohmayer, 2006; Strohmayer & Watts, 2006). Plus récemment, d'autres QPOs
ont été détectées lors d'une éruption de moindre envergure dans SGR J1550−5418 (Hup-
penkothen et al., 2014). L'étude de ces fréquences d'oscillations pourrait apporter des
informations importantes sur la valeur du champ magnétique à l'intérieur des magnétars,
mais également sur leur composition interne, à condition d'être capable d'identi�er les
modes de vibration observés (voir e.g. Samuelsson & Andersson (2007); Watts & Reddy
(2007); Sotani et al. (2012)).

Le point de vue actuel, basé sur des modèles précis tenant compte du couplage ma-
gnétique entre l'écorce et le c÷ur, consiste à associer les QPOs à des oscillations magnéto-
élastiques axiales de l'étoile (voir e.g. Glampedakis et al. (2006); Steiner & Watts (2009);
Andersson et al. (2009); Colaiuda & Kokkotas (2011); van Hoven & Levin (2011, 2012);
Passamonti & Lander (2013, 2014); Gabler et al. (2011, 2012, 2013)). Ces modes d'oscilla-
tions expliquent naturellement les fréquences de QPOs inférieures à ∼ 150 Hz. Toutefois,
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jusqu'à récemment, il était très di�cile d'expliquer les QPOs de plus hautes fréquences
(supérieures à ∼ 500 Hz 1). La super�uidité modi�ant signi�cativement le spectre d'os-
cillations des magnétars (voir e.g. Andersson et al. (2009)), une solution envisagée serait
d'inclure la présence d'un super�uide de neutrons dans ces modèles (Gabler et al., 2013,
2016; Passamonti & Lander, 2013, 2014). En particulier, Gabler et al. (2013) ont montré
que cela permettait alors de rendre compte des QPOs de basse et haute fréquence grâce au
même mécanisme, en considérant seulement le fondamental et les premiers harmoniques
de certains modes magnéto-élastiques super�uides, pour des valeurs de champ magnétique
en accord avec ceux déduits des taux de ralentissement (voir section 2.2.2). Cette piste
intéressante doit néanmoins être étudiée de manière plus approfondie avant d'éliminer
d'autres mécanismes potentiels pour expliquer les QPOs de haute fréquence.

Autres phénomènes observés. La super�uidité et la supraconductivité sont égale-
ment susceptibles de jouer un rôle important dans plusieurs autres phénomènes observés,
tels que la précession de certains pulsars (Stairs et al., 2000; Sedrakian et al., 1999; Link,
2003, 2006, 2007; Glampedakis et al., 2008), les vitesses de rotation élevées des LMXBs
malgré l'instabilité des modes r (Haskell et al., 2009, 2012a, 2014; Gusakov et al., 2014a,b)
ou encore les indices de freinage anormaux de quelques pulsars (Johnston & Galloway,
1999; Alpar & Baykal, 2006; Ho & Andersson, 2012). Des analyses plus poussées sont
nécessaires pour identi�er clairement le rôle de la super�uidité dans ces phénomènes.

1. Bien que certains modes de cisaillement dans la croûte existent dans cette gamme de fréquence,
ceux-ci sont amortis trop rapidement pour expliquer les observations (Gabler et al., 2012; van Hoven &
Levin, 2012).
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Modèles numériques stationnaires

d'étoiles à neutrons super�uides en
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Chapitre 4
Modèle à deux �uides
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La présence de matière super�uide à l'intérieur des étoiles à neutrons est généralement
prise en compte dans le cadre de modèles à deux �uides (voir section 3.2.1). Basés sur
l'approche variationnelle développée par B. Carter et plusieurs collaborateurs (voir e.g.
Carter (1989); Carter & Langlois (1998); Langlois et al. (1998)), de nombreux progrès
ont été réalisés ces dernières années dans le but d'obtenir des con�gurations d'équilibre
réalistes d'étoiles à neutrons à deux �uides, en relativité générale. Ces modèles sont im-
portants non seulement pour l'étude des propriétés stationnaires des étoiles à neutrons
super�uides, mais ils peuvent également être utilisés comme états initiaux (non perturbés)
de simulations dynamiques d'oscillations d'étoiles à neutrons ou d'e�ondrement en trous
noirs.

Les premières con�gurations stationnaires à deux �uides ont été obtenues par Anders-
son & Comer (2001) dans l'approximation de rotation lente 1, pour une EoS analytique.
Ces travaux ont ensuite été améliorés pour tenir compte d'un modèle nucléaire simpli�é,
incluant les e�ets d'entraînement mutuel entre les �uides (Comer & Joynt, 2003; Co-
mer, 2004). Plus récemment, di�érentes EoSs à deux �uides ont été calculées, reposant
sur des interactions plus réalistes entre les nucléons présents dans le c÷ur des étoiles à
neutrons (Chamel, 2008; Gusakov et al., 2009a; Kheto & Bandyopadhyay, 2014, 2015). Pa-
rallèlement à ces travaux, Prix et al. (2005) ont obtenu les premières solutions numériques
complètes d'étoiles à neutrons super�uides à l'équilibre, pour n'importe quelle vitesse de

1. Cette approximation sera précisée dans l'équation (6.20).
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rotation considérée. Il est particulièrement intéressant de s'a�ranchir de l'approximation
de rotation lente, étant donné les vitesses de rotation très élevées de certains pulsars (voir
section 1.1.3). Toutefois, ces auteurs se sont limités à l'utilisation d'EoSs polytropiques,
a�n de minimiser les erreurs numériques.

Cette seconde partie est consacrée au calcul de con�gurations stationnaires et axisy-
métriques réalistes d'étoiles à neutrons super�uides en rotation, e�ectué dans le cadre de
la relativité générale. Ces modèles étendent ceux obtenus par Prix et al. (2005) à l'utili-
sation de deux nouvelles EoSs réalistes, qui seront décrites dans le chapitre suivant. Les
travaux présentés dans la suite sont résumés dans Sourie et al. (2016).

4.1 Cadre de travail

Dans cette section, nous présentons les di�érentes hypothèses sur lesquelles sont basés
les modèles stationnaires que nous avons calculés.

Tout d'abord, nous considérons un système formé uniquement d'un mélange de neu-
trons, de protons et d'électrons. Les calculs microscopiques montrent qu'une telle compo-
sition est susceptible de se trouver dans le c÷ur externe des étoiles à neutrons, pour des
densités comprises entre ∼ ρ0/2 et ∼ (2− 3)ρ0 (voir section 1.5.3). Ici, nous faisons donc
l'hypothèse que cette composition 1 reste la même quelle que soit la densité considérée.
En particulier, la composition du c÷ur interne étant très incertaine (voir section 1.5.3),
nous ne nous préoccupons pas de l'apparition éventuelle d'autres particules. De plus,
nous négligeons également la présence de l'écorce solide (voir section 1.5.2). Bien qu'une
description relativiste uni�ant le c÷ur et la croûte des étoiles à neutrons existe dans un
contexte à deux �uides (Carter & Samuelsson, 2006), l'inclusion de l'écorce dans un mo-
dèle réaliste d'étoiles à neutrons super�uides nécessiterait, d'une part, de considérer une
EoS adaptée et, d'autre part, de rendre compte des propriétés élastiques de cette région,
ces deux points allant bien au-delà de l'objectif de ce travail.

Nous avons vu dans la section 1.2.3 que la température interne d'une étoile à neutrons
tombe rapidement en dessous de sa température de Fermi, suggérant alors que les e�ets
de température �nie (i.e. non nulle) sont négligeables sur l'EoS. Les étoiles à neutrons
peuvent donc être perçues comme des objets froids, que l'on peut modéliser à l'aide
d'une EoS à température nulle. Nous supposons également que la température interne est
très inférieure aux températures de transition super�uide (3.1), de telle sorte que tous
les neutrons sont super�uides et qu'il est légitime de négliger l'in�uence éventuelle de la
température sur les e�ets d'entraînement (voir Gusakov et al. (2009b) pour une discussion
à ce sujet).

Dans notre modèle, nous ne considérons la présence du champ magnétique de l'étoile
qu'en supposant que les particules chargées se déplacent à la même vitesse (Easson, 1979;
Glampedakis et al., 2011). Par conséquent, le système que nous étudions peut être décrit
par deux �uides : un super�uide de neutrons et un �uide normal composé de protons et
d'électrons. Les e�ets du champ magnétique de l'étoile sur sa composition interne et sur

1. Bien que notre modèle pourrait facilement être adapté pour rendre compte de la présence de muons,
l'in�uence de ces particules sur les propriétés globales de l'étoile est probablement très faible.
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sa structure globale sont très faibles, sauf peut-être pour quelques magnétars extrêmes 1

(voir e.g. Bocquet et al. (1995); Lattimer & Prakash (2007); Chatterjee et al. (2015)).
La prise en compte du champ magnétique nécessitant une meilleure compréhension des
phénomènes liés à la supraconductivité des protons dans le c÷ur des étoiles à neutrons,
nous laissons cet aspect de côté dans notre modèle.

Ayant pour objectif de modéliser des con�gurations d'équilibre, nous négligeons la
présence de tout mécanisme dissipatif susceptible d'empêcher l'étoile d'être dans un état
stationnaire. Par conséquent, nous ne tenons compte d'aucun écart à une situation où
la pression est isotrope, qui pourrait être associé à l'existence de contraintes élastiques
ou magnétiques par exemple, et nous négligeons tout phénomène de transport de chaleur
(voir ci-dessus). Le transfert possible de matière entre les �uides, connu sous le nom de
processus de transfusion (Langlois et al., 1998), est ignoré dans notre modèle et nous
supposons également que la viscosité des particules chargées est négligeable. Par ailleurs,
nous ne considérons pas non plus les phénomènes dissipatifs liés à l'interaction des lignes
de tourbillons super�uides avec les �uides qui les entourent (voir parties III et IV). Nous
faisons donc l'hypothèse que les étoiles à neutrons super�uides en rotation stationnaire
peuvent être correctement décrites par deux �uides parfaits (Friedman & Stergioulas,
2013). Ce faisant, nous ne prenons pas directement en compte la présence des tourbillons
super�uides dans notre modèle. Cette hypothèse est justi�ée à condition que les échelles
d'étude considérées soient grandes devant la distance typique entre deux tourbillons (3.11).

En�n, nous supposons que les deux �uides sont en rotation rigide autour d'un même
axe. Bien que l'on s'attende à ce que les étoiles à neutrons présentent de la rotation
di�érentielle au moment de leur naissance, di�érents mécanismes, associés au champ ma-
gnétique ou à la présence de viscosité par exemple, pourraient conduire à l'établissement
d'une rotation rigide dans ces astres au bout d'un temps caractéristique allant de quelques
dizaines de secondes à plusieurs années (Flowers & Itoh, 1976; Hegyi, 1977; Shapiro, 2000).
Il semble donc raisonnable de supposer que la vitesse de rotation Ωp du �uide de particules
chargées est uniforme. Ce �uide pourrait toutefois présenter une rotation di�érentielle si
les échelles de temps considérées sont inférieures aux temps caractéristiques que l'on vient
de citer, comme cela pourrait se produire lors de glitches ou d'oscillations par exemple. En
outre, nous considérons également que la vitesse de rotation Ωn du super�uide de neutrons
est uniforme, bien que les mécanismes mentionnés précédemment ne s'appliquent pas au
cas d'un super�uide.

4.2 Tenseur métrique

Dans le cadre de la relativité générale, l'espace-temps considéré est caractérisé par la
donnée d'une variété di�érentielleM de dimension 4 et d'un tenseur métrique gαβ, dont
la signature sera notée (−,+,+,+). Nous présentons ici la métrique utilisée dans notre
modèle pour décrire une étoile à neutrons en rotation à l'équilibre. Davantage de détails
sont fournis dans les références suivantes : Bonazzola et al. (1993) et Gourgoulhon (2010).

1. Un calcul simple, réalisé en égalisant l'énergie du champ magnétique à l'énergie potentielle gra-
vitationnelle de l'étoile, montre que ces e�ets sont importants pour un champ magnétique supérieur à
∼ 1018 G.
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Par la suite, les indices grecs (α, β, ...) feront référence à l'ensemble de l'espace-temps
(0, 1, 2, 3) alors que les indices latins (i, j, ...) représenteront les termes d'espace (1, 2,
3). Nous utiliserons la convention de sommation d'Einstein sur les indices répétés, sauf
pour les lettres X et Y faisant référence aux deux �uides. La vitesse de la lumière c, la
constante de gravitation G et la constante de Planck réduite ~ seront prises égales à 1.

4.2.1 Formalisme 3+1

Dans cette section, nous introduisons le formalisme 3+1 de décomposition des équa-
tions d'Einstein, qui donne un caractère particulier à une coordonnée (le temps ici), très
largement employé en relativité numérique (voir e.g. Baumgarte & Shapiro (2010); Gour-
goulhon (2012)).

Feuilletage de l'espace-temps. Le formalisme 3+1 consiste à réaliser un feuilletage
de l'espace-tempsM par une famille (Σt)t∈R d'hypersurfaces de genre espace (voir l'image
de gauche de la �gure 4.1). Cela signi�e qu'il est possible de trouver une famille de sous-
variétés Σt de dimension 3 dont les vecteurs tangents sont de genre espace telle que
M =

⋃
t∈R Σt, avec Σt ∩Σt′ = ∅ pour t 6= t′. En identi�ant t à la coordonnée temporelle,

un élément Σt apparaît comme une surface décrivant la partie spatiale deM au temps t.
Chaque Σt étant de genre espace, il existe, en chaque point, un unique vecteur nα normal
unitaire de genre temps et orienté vers le futur (i.e. dans la direction où t augmente) tel
que

nαnα = −1, (4.1)

où nα = gαβn
β. Les vecteurs nα et ∇αt = gαβ∇βt, où ∇αt est la 1-forme associée au

gradient de t, sont donc colinéaires. On peut alors dé�nir la fonction lapse N par

nα = −N∇αt, (4.2)

où le signe − est choisi pour que N > 0 si t augmente vers le futur.
Les observateurs dont la quadri-vitesse est nα sont appelés observateurs eulériens ou

ZAMOs (zero-angular-momentum observers). À partir de la dé�nition deN (4.2), le temps
propre τ d'un observateur eulérien est relié à t par la relation

dτ = N dt. (4.3)

Sur chaque Σt, on peut alors dé�nir la métrique γαβ induite par gαβ. Puisque les
hypersurfaces Σt sont de genre espace, γαβ est dé�nie positive. Les composantes de γαβ
s'expriment à partir de celles de gαβ et du vecteur normal nα comme suit :

γαβ = gαβ + nαnβ. (4.4)

Coordonnées adaptées et expression de la métrique. Un système de coordon-
nées (xα) est dit adapté au feuilletage (Σt)t∈R si, et seulement si, (xα) = (t, x1, x2, x3).
Dans ce cas, le triplet (x1, x2, x3) constitue un système de coordonnées sur chaque Σt,
appelé coordonnées spatiales. On peut alors décomposer le vecteur de la base naturelle
∂ αt de la manière suivante :

∂ αt = Nnα + βα, (4.5)
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Figure 4.1 � Formalisme 3+1. Gauche : Feuilletage de l'espace-temps par une famille
d'hypersurfaces de genre espace. La variété est ici désignée par la lettre E . Droite : Le
vecteur shift βα mesure le décalage local entre la normale nα à une hypersurface Σt et le
vecteur temps ∂ αt . Figures tirées de Gourgoulhon (2010).

avec nαβα = 0. Le vecteur βα, de genre espace, est appelé shift. Il mesure la déviation des
lignes de coordonnées spatiales constantes par rapport à la normale aux hypersurfaces Σt

(voir image de droite de la �gure 4.1). Le vecteur shift étant tangent à Σt, sa composante
β0 est nulle. Par conséquent, l'équation (4.5) conduit à l'expression suivante pour les
composantes de nα :

nα =

(
1

N
,−β

1

N
,−β

2

N
,−β

3

N

)
. (4.6)

Les composantes nα sont obtenues à partir de (4.2) :

nα = (−N, 0, 0, 0) . (4.7)

Les composantes gαβ de la métrique surM s'expriment alors en fonction des composantes
γij de la métrique induite sur Σt, des composantes du vecteur shift et de la fonction lapse
par

gαβ dxα dxβ = −N2 dt2 + γij
(
dxi + βi dt

) (
dxj + βj dt

)
. (4.8)

Décomposition 3+1 du tenseur énergie-impulsion. La relativité générale est
gouvernée par l'équation d'Einstein,

Rαβ −
1

2
Rgαβ = 8πTαβ, (4.9)

qui relie la courbure de l'espace-temps M, représentée par le tenseur de Ricci Rαβ et le
scalaire de courbure R, à son contenu énergétique lié au tenseur énergie-impulsion Tαβ.

La densité d'énergie E, la densité d'impulsion πα et le tenseur de contraintes Sαβ
mesurés par un observateur eulérien On sont dé�nis par

E = Tαβn
αnβ,

πα = −Tµνnν⊥µα,
Sαβ = Tµν⊥µα⊥νβ,

(4.10)
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où les composantes du projecteur sur l'espace orthogonal à nα, i.e. Σt, ont pour expres-
sions :

⊥αβ = δαβ + nαnβ = γαβ. (4.11)

La décomposition 3+1 du tenseur énergie-impulsion est alors donnée par

Tαβ = Enαnβ + παnβ + nαπβ + Sαβ. (4.12)

Les expressions de Tαβ, E, πα et Sαβ dans le contexte à deux �uides seront données dans
les sections 4.3 et 4.4.2.

4.2.2 Simpli�cation de l'espace-temps

Comme il est très di�cile d'établir un modèle décrivant la structure des étoiles à
neutrons dans le cas général, il convient de simpli�er l'espace-temps de ces étoiles, en
invoquant di�érentes symétries. Par exemple, le système d'équations TOV, qui néglige la
rotation, est basé sur un espace-temps statique et à symétrie sphérique, ce qui permet
d'obtenir une première description d'une étoile à neutrons en relativité générale (voir
section 1.3.2).

Dans la suite, nous nous concentrons sur le cas d'une étoile isolée en rotation, à l'équi-
libre. L'espace-temps (M, gαβ) correspondant est alors asymptotiquement plat 1 et sta-
tionnaire. De plus, ne pouvant pas être à symétrie sphérique à cause de la rotation, il est
raisonnable de supposer que l'espace-temps est axisymétrique (voir également Lindblom
(1976)). Si sa vitesse de rotation est constante (cas stationnaire), une étoile axisymétrique
présente un moment quadrupolaire non nul constant. En revanche, si l'étoile n'est pas axi-
symétrique, son moment quadrupolaire va varier au cours du temps, engendrant alors une
émission d'ondes gravitationnelles, ce qui va empêcher l'étoile d'être dans un état station-
naire. En�n, nous faisons également l'hypothèse que l'espace-temps est circulaire (voir
ci-dessous).

Stationnarité et axisymétrie.Un espace-temps stationnaire et axisymétrique véri�e
di�érentes propriétés, liées respectivement aux invariances par translation dans le temps et
par rotation autour d'un certain axe, appelé axe de rotation. D'un point de vue simpli�é 2,
l'espace-temps (M, gαβ) est dit stationnaire s'il existe un système de coordonnées (xα) =
(t, x1, x2, x3) tel que :

(i) les composantes de la métrique gαβ sont indépendantes du temps,

(ii) le vecteur ∂ αt associé aux coordonnées (xα) est du genre temps.

1. Pour que l'espace-temps (M, gαβ) soit asymptotiquement plat, il faut que gαβ tende vers la métrique
de Minkowski ηαβ , dé�nie par ηαβ dxα dxβ = −dt2+dr2+r2

(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
en coordonnées sphériques,

lorsqu'on s'éloigne à l'in�ni spatial de l'objet central, i.e. pour r → +∞. Par ailleurs, les dérivées des
coe�cients métriques et les composantes du tenseur de courbure extrinsèque doivent également véri�er
certaines conditions (Gourgoulhon, 2012).

2. La stationnarité et l'axisymétrie peuvent être dé�nies dans un cadre plus formel, indépendant
du choix des coordonnées, comme invariances sous certaines actions de groupe sur l'espace-temps (voir
Gourgoulhon (2010)).

92



4.2 Tenseur métrique

La propriété (i) confère à ∂ αt le rôle de générateur de symétrie sur l'espace-temps (M, gαβ),
on lui donne alors le nom de vecteur de Killing. Plus précisément, l'expression mathéma-
tique de (i) se fait via la notion de dérivée de Lie : l'hypothèse de stationnarité signi�e
qu'il existe un vecteur de Killing ξα tel que

Lξ gαβ = 0, (4.13)

c'est-à-dire que la variation de gαβ le long du champ de vecteurs ξα est nulle. L'espace-
temps étant asymptotiquement plat, la stationnarité implique que ξαξα → −1 à l'in�ni
spatial, ce qui détermine ξα de manière unique. Par conséquent, le paramètre t associé à
ce vecteur coïncide avec le temps propre d'un observateur à l'in�ni, au repos par rapport
à l'objet central.

De même, l'hypothèse d'axisymétrie implique l'existence d'un vecteur χα tel que

Lχ gαβ = 0. (4.14)

En particulier, le vecteur χα s'annule sur l'axe de rotation, qui est une surface à 2 dimen-
sions de genre temps.

Carter (1970) a montré qu'on ne perd aucune généralité en supposant que les deux
vecteurs de Killing ξα et χα commutent. Par conséquent, il est possible de choisir un
système de coordonnées (x0 = t, x1, x2, x3 = ϕ), tel que ξα = ∂ αt et χα = ∂ αϕ . Nous pouvons
alors compléter ces coordonnées en choisissant (x1 = r, x2 = θ) a�n que les coordonnées
spatiales (r, θ, ϕ) soient de type sphérique : r ∈ [0,+∞[, θ ∈ [0, π] avec θ = 0 ou π sur
l'axe de rotation. Ce choix de coordonnées permet de réduire les expressions (4.13) et
(4.14) à :

∂gαβ
∂t

= 0 et
∂gαβ
∂ϕ

= 0. (4.15)

On dit que ce système de coordonnées est adapté aux di�érentes symétries de l'espace-
temps.

Circularité et coordonnées quasi-isotropes. Les relations (4.15), imposées par
les symétries de l'espace-temps (M, gαβ), laissent une grande liberté dans le choix des
coe�cients métriques. A�n de simpli�er davantage le modèle, nous voudrions annuler
certains de ces coe�cients 1. C'est pourquoi nous allons maintenant utiliser l'hypothèse
de circularité.

Soit Srθ (resp. Stϕ) la 2-surface sur laquelle les valeurs de r et θ (resp. t et ϕ) sont
constantes. L'espace-temps est dit circulaire si les surfaces Srθ et Stϕ sont orthogonales.
Par conséquent, les termes suivants sont identiquement nuls :

gtr = 0, gtθ = 0, gϕr = 0, gϕθ = 0. (4.16)

Il s'agit là d'une hypothèse très importante, dans le sens où celle-ci diminue consi-
dérablement le nombre d'inconnues dans la métrique. Cependant, elle n'est pas très res-
trictive : on peut montrer que pour qu'un espace-temps soit circulaire, il su�t que le

1. Remarquons que gαβ = 0 est une condition d'orthogonalité entre les vecteurs ∂ µα et ∂ µβ .
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tenseur énergie-impulsion Tαβ véri�e certaines conditions 1, qui correspondent à ne consi-
dérer que des mouvements purement circulaires autour de l'axe de rotation de l'étoile
à neutrons, dans le cas où l'intérieur de celle-ci est modélisé par un (ou des) �uide(s)
parfait(s) (voir Éq. (4.41)). Le phénomène de convection n'est donc pas autorisé. Dans le
cas où on souhaiterait également inclure le champ magnétique dans un modèle d'étoile
à neutrons, l'hypothèse de circularité autoriserait seulement la possibilité d'un champ
purement toroïdal ou purement poloïdal. Des exemples d'espace-temps stationnaires et
axisymétriques non-circulaires ont été étudiés par Gourgoulhon & Bonazzola (1993).

Notons de plus qu'il est toujours possible de choisir (r, θ) telles que la métrique induite
par gαβ sur Stϕ prenne la forme suivante :

gab dxa dxb = A2(r, θ)
(
dr2 + r2 dθ2

)
, (4.17)

où a et b ∈ {1, 2}. Ainsi, le terme grθ sera également identiquement nul. Les coordonnées
(t, r, θ, ϕ) permettant ces simpli�cations supplémentaires sont appelées coordonnées quasi-
isotropes (QI).

À partir des vecteurs de Killing ξα et χα, on peut dé�nir une fonction scalaire ω (r, θ)
par la relation

ω = − ξ
αχα
χµχµ

. (4.18)

Le signe − assure que ω ≥ 0, pour une étoile en rotation. En utilisant alors le fait que
gtϕ = ξαχα et gϕϕ = χαχα, cette équation peut se réécrire sous la forme

gtϕ = −ωgϕϕ. (4.19)

Introduisons également la fonction scalaire B(r, θ) telle que

B2 =
gϕϕ

r2 sin2 θ
. (4.20)

À l'aide des relations (4.16), (4.17), (4.19) et (4.20), les di�érentes composantes de la
métrique associée à l'espace-temps d'une étoile à neutrons en rotation, à l'équilibre, en
coordonnées QI 2 sont données par

gαβ dxα dxβ = −N2 dt2 + A2(dr2 + r2 dθ2) +B2r2 sin2 θ(dϕ− ω dt)2, (4.21)

où N , A, B et ω sont quatre fonctions scalaires de r et θ, qui seront déterminées par les
équations d'Einstein (4.44)-(4.47).

Lien avec le formalisme 3+1. Les coordonnées QI présentent l'avantage de faire
un lien direct entre le modèle théorique et sa résolution numérique, e�ectuée dans le
cadre du formalisme 3+1. La comparaison entre les équations (4.21) et (4.8) conduit
immédiatement à

(i) identi�er le potentiel métrique N comme la fonction lapse,

1. Il s'agit du théorème généralisé de Papapetrou, voir Gourgoulhon (2010).
2. Un exemple de simulations numériques basées sur les mêmes hypothèses mais réalisées dans un

autre choix de coordonnées, en jauge de Dirac, est présenté dans Lin & Novak (2006).

94



4.3 Hydrodynamique à deux �uides

(ii) exprimer les composantes des vecteurs βi et nα comme suit :

βi = (0, 0,−ω), (4.22)

et

nα =

(
1

N
, 0, 0,

ω

N

)
, (4.23)

(iii) l'expression suivante de la métrique induite 1 γαβ sur Σt :

γij dxi dxj = A2(dr2 + r2 dθ2) +B2r2 sin2 θ dϕ2. (4.24)

Notons en�n que la relation (4.5) devient

ξα = Nnα − ωχα. (4.25)

4.3 Hydrodynamique à deux �uides

Le système étudié est formé d'un �uide de neutrons et d'un second �uide auquel nous
nous référerons par la suite sous le nom de � protons �, respectivement étiquetés par les
lettres � n � et � p �. Pour décrire ce système en relativité générale, le modèle développé
par B. Carter et al. repose sur un principe variationnel (Carter, 1989; Carter & Langlois,
1998; Langlois et al., 1998). Cela revient à supposer que la dynamique de ce mélange
est gouvernée par une densité lagrangienne Λ qui ne dépend que des quadri-courants de
particules des deux �uides, à savoir nαn et nαp . La grandeur Λ est généralement appelée
fonction maîtresse, car elle contient toutes les informations relatives à l'état d'équilibre
thermodynamique local du système. En utilisant des considérations de covariance, on
peut montrer que Λ ne dépend que des trois scalaires que l'on peut former à partir des
quadri-courants de particules :

n2
n = −nαn nn α, n2

p = −nαp np α et x2 = −nαn np α . (4.26)

Par conséquent, la densité lagrangienne peut s'exprimer sous la forme

Λ(nαn , n
α
p ) = −E(n2

n, n
2
p, x

2), (4.27)

où E désigne l'équation d'état (EoS) du système. Soient uαn et uαp les quadri-vitesses des
deux �uides. Les conditions de normalisation de ces quadri-vitesses,

uαn un α = −1 et uαp up α = −1, (4.28)

conduisent à exprimer les composantes des quadri-courants comme suit :

nαn = nnu
α
n et nαp = npu

α
p , (4.29)

1. En pratique, les coe�cients A et B sont très proches (voir Fig. 5.17). En prenant A = B dans l'équa-
tion (4.24), la métrique devient γij dxi dxj = A2(r, θ)(dr2 + r2 dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2), qui est l'expression
d'une métrique (spatialement) isotrope. Nous voyons ainsi l'origine du terme quasi-isotrope.
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où on interprète la quantité nX , X ∈ {n, p}, comme la densité de particules du �uide 1 X,
mesurée dans son référentiel propre de repos 2.

À partir des variations de la densité lagrangienne (considérées en maintenant �xe la
métrique), les moments conjugués, ou impulsions généralisées, pnα et ppα, sont dé�nis par
la relation

dΛ = pnα dnαn + ppα dnαp . (4.30)

En utilisant (4.27), il est possible d'exprimer ces quadri-impulsions en fonction des quadri-
courants de la manière suivante :(

pnα
ppα

)
=

(
Knn Knp

Kpn Kpp

)(
nnα
npα

)
, (4.31)

où les composantes de la matrice d'entraînement KXY sont dé�nies à partir de l'EoS par

Knn = 2

(
∂ E
∂n2

n

)
np,x

, Kpp = 2

(
∂ E
∂n2

p

)
nn,x

, et Knp = Kpn =

(
∂ E
∂x2

)
nn,np

. (4.32)

La présence du terme croisé Knp implique que l'impulsion généralisée d'un �uide n'est
pas simplement proportionnelle à sa quadri-vitesse, mais dépend également de la quadri-
vitesse du second �uide (Andreev & Bashkin, 1976). Cela traduit un e�et d'entraînement
mutuel non-dissipatif entre les �uides, dont l'origine microscopique sera précisée dans le
chapitre suivant. À partir d'arguments de stabilité, on peut montrer que les coe�cients
d'entraînement KXY doivent nécessairement véri�er les conditions suivantes (Andreev &
Bashkin, 1976) :

Knn > 0, Kpp > 0 et KnnKpp− (Knp)2 > 0, (4.33)

ce qui implique, en particulier, que la matrice d'entraînement est inversible. Par consé-
quent, les e�ets d'entraînement peuvent également être décrits par(

nnα
npα

)
=

(
Ynn Ynp
Ypn Ypp

)(
pnα
ppα

)
, (4.34)

où les coe�cients de la matrice inverse YXY sont donnés par

Ynn =
Kpp

KnnKpp− (Knp)2 , Ypp =
Knn

KnnKpp− (Knp)2 et Ynp = − Knp

KnnKpp− (Knp)2 . (4.35)

Dans la limite newtonienne, la matrice YXY est reliée à la matrice densité ρXY , utilisée
par exemple dans Comer & Joynt (2003) et Chamel & Haensel (2006), par ρXY = YXY ×
mX ×mY , où mX désigne la masse au repos des particules X. On déduit de (4.33) que
les coe�cients de la matrice inverse véri�ent à leur tour les conditions (voir e.g. Gusakov
et al. (2009a))

Ynn > 0, Ypp > 0 et YnnYpp − (Ynp)2 > 0. (4.36)

1. En plus de supposer que les particules chargées sont comobiles, on fait également l'hypothèse im-
plicite que les densités de protons et d'électrons, nprot et nélec sont égales (électroneutralité du mélange) :
np = nprot = nélec.

2. Il s'agit ici du référentiel associé à un observateur dont la quadri-vitesse est uαX .
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4.4 Équations de structure

Pour quanti�er la di�érence de vitesses entre les deux �uides, on dé�nit un facteur de
Lorentz relatif à partir des relations (4.26) et (4.29) :

Γ∆ = −uαn up α =
x2

nnnp
, (4.37)

auquel on associe la vitesse relative ∆ via

Γ∆ =
1√

1−∆2
. (4.38)

La quantité ∆2 apparaît comme le carré de la norme de la vitesse � physique � des neutrons
dans le référentiel des protons (4.58), ou inversement. Cette vitesse s'exprimant en fonction
des trois scalaires (4.26), nous pouvons considérer l'EoS sous la forme E(nn, np,∆

2). Dans
le cas où la température est nulle (voir section 4.1), la première loi de la thermodynamique
s'écrit :

dE = µn dnn + µp dnp + α d∆2, (4.39)

où µn et µp désignent les potentiels chimiques des deux �uides 1 et α caractérise les ef-
fets d'entraînement. Les di�érents termes KXY s'expriment alors en fonction de ces trois
variables conjuguées de la manière suivante :

Knn =
µn

nn
− 2α

n2
nΓ

2
∆

, Kpp =
µp

np
− 2α

n2
pΓ

2
∆

, et Knp =
2α

nnnpΓ3
∆

. (4.40)

Le tenseur énergie-impulsion Tαβ d'un mélange de deux �uides parfaits est donné par
(Langlois et al., 1998)

Tαβ = nn αp
n
β + np αp

p
β + Ψgαβ, (4.41)

où Ψ est la pression généralisée du système, reliée à l'EoS par la relation de Gibbs-Duhem

Ψ(µn, µp,∆2) = −E +nnµ
n + npµ

p. (4.42)

On peut montrer que l'expression (4.41) redonne celle du tenseur énergie-impulsion du
�uide parfait (1.6) dans la limite où les deux �uides sont comobiles. On déduit des relations
thermodynamiques (4.39) et (4.42) que

nn =

(
∂Ψ

∂µn

)
µp,∆2

, np =

(
∂Ψ

∂µp

)
µn,∆2

et α = −
(
∂Ψ

∂∆2

)
µn,µp

. (4.43)

4.4 Équations de structure

4.4.1 Équations d'Einstein

En réalisant di�érentes projections de l'équation d'Einstein (4.9), on peut montrer
que les termes métriques N , A, B et ω intervenant dans (4.21) sont reliés aux termes
sources (4.10) par les équations suivantes (Gourgoulhon, 2010; Prix et al., 2005) :

1. Le potentiel chimique µp du �uide de particules chargées correspond à la somme des potentiels
chimiques des protons, µprot, et des électrons, µélec : µp = µprot + µélec.
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∆2 [(NB − 1)r sin θ] = 8πNA2Br sin θ(Srr + Sθθ), (4.44)

∆2(lnA+ ν) = 8πA2Sϕϕ +
3B2r2 sin2 θ

4N2
∂ω∂ω − ∂ν∂ν, (4.45)

∆3ν = 4πA2(E + S) +
B2r2 sin2 θ

2N2
∂ω∂ω − ∂ν∂(ν + lnB), (4.46)

∆̃3(ωr sin θ) = −16π
NA2πϕ
B2r sin θ

+ r sin θ∂ω∂(ν − 3 lnB), (4.47)

où on a utilisé les notations : ν = lnN et ∂u∂v = ∂u
∂r

∂v
∂r

+ 1
r2
∂u
∂θ

∂v
∂θ
. Les opérateurs ∆2 et ∆3

représentent respectivement le laplacien en espace plat à deux dimensions en coordonnées
polaires et le laplacien en espace plat à trois dimensions, en tenant compte de l'axisymétrie.
L'opérateur ∆̃3 est dé�ni par ∆̃3 = ∆3 − 1

r2 sin2 θ
. On peut remarquer que la présence des

deux �uides n'intervient que dans les termes sources E, S, Srr, Sθθ, Sϕϕ et πϕ qui seront
décrits dans la suite.

Notons que, contrairement au cas sphérique présenté dans la section 1.3.2 où la mé-
trique est connue en dehors de l'étoile (métrique de Schwarzschild), les conditions aux
bords dans le cas étudié ici sont seulement connues à l'in�ni. L'espace-temps (M, gαβ)
étant asymptotiquement plat, les potentiels métriques véri�ent les conditions aux limites :

N(r, θ) → 1,
A(r, θ) → 1,
B(r, θ) → 1,
ω(r, θ) → 0,

(4.48)

quand r → +∞. Par ailleurs, on pourra noter que certains termes apparaissant à droite
du signe �=� dans les équations d'Einstein (faisant intervenir les potentiels métriques)
sont à support non-compact.

4.4.2 Termes sources

L'espace-temps considéré étant circulaire (voir section 4.2.2), les quadri-vitesses uαn et
uαp appartiennent au plan engendré par les deux vecteurs de Killing ξα et χα (Bonazzola
et al., 1993; Gourgoulhon, 2010). Ces quadri-vitesses peuvent alors s'exprimer sous la
forme

uαn = u tn (ξα + Ωnχ
α) et uαp = u tp (ξα + Ωpχ

α) , (4.49)

où

Ωn =
uϕn
u tn

et Ωp =
uϕp
u tp

(4.50)

désignent les vitesses angulaires des deux �uides, mesurées par un observateur statique
placé à l'in�ni spatial. Les équations (4.49) décrivent bien un mouvement purement cir-
culaire autour de l'axe de rotation. On peut également remarquer que la quadri-vitesse
d'un observateur eulérien On a pour expression (voir Éq. (4.25))

nα =
1

N
(ξα + ωχα) , (4.51)
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ce qui permet d'interpréter ω comme la vitesse angulaire de On mesurée par un obser-
vateur statique à l'in�ni. La présence du coe�cient ω dans cette équation correspond
au célèbre e�et Lense-Thirring, ou e�et d'entraînement des référentiels inertiels, qui sera
étudié plus en détails dans la suite.

Les facteurs de Lorentz des deux �uides par rapport à On sont alors donnés par

Γn = −nαuαn = Nu tn et Γp = −nαuαp = Nu tp, (4.52)

où on a remplacé nα par l'expression (4.7). En injectant les équations (4.52) et (4.25) dans
(4.49), on obtient

uαn = Γn

(
nα +

Ωn − ω
N

χα
)

et uαp = Γp

(
nα +

Ωp − ω
N

χα
)
. (4.53)

Comme nαχ
α = nϕ = 0, ces équations correspondent à des décompositions orthogonales

de la quadri-vitesse de chaque �uide par rapport à la quadri-vitesse nα de l'observateur
eulérien On :

uαn = Γn (nα + U α
n ) et uαp = Γp

(
nα + U α

p

)
, (4.54)

où les vecteurs

U α
n =

Ωn − ω
N

χα et U α
p =

Ωp − ω
N

χα (4.55)

sont les (3-)vitesses � physiques � des �uides par rapport à On. On dé�nit alors Un et Up

comme les normes de ces vitesses physiques, à savoir

Un =
√
Un αUα

n =
B

N
(Ωn − ω)r sin θ et Up =

√
Up αUα

p =
B

N
(Ωp − ω)r sin θ. (4.56)

Les conditions de normalisation de nα, uαn et uαp conduisent aux expressions habituelles

Γn =
(
1− U2

n

)−1/2
et Γp =

(
1− U2

p

)−1/2
. (4.57)

En outre, la vitesse relative ∆ (4.38) peut s'exprimer en fonction de Un et Up selon

∆2 =
(Un − Up)

2

(1− UnUp)
2 . (4.58)

Les termes sources impliqués dans les équations d'Einstein (4.44)-(4.47) sont obtenus
à partir des dé�nitions (4.10) et du tenseur énergie-impulsion (4.41) :

E = Γ2
nKnn n2

n + Γ2
pKpp n2

p + 2ΓnΓpKnp nnnp −Ψ, (4.59)

πϕ = Br sin θ
(
Γ2
nKnn n2

nUn + Γ2
pKpp n2

pUp + ΓnΓpKnp nnnp(Un + Up)
)
, (4.60)

Srr = Sθθ = Ψ, (4.61)

Sϕϕ = Ψ + Γ2
nKnn n2

nU
2
n + Γ2

pKpp n2
pU

2
p + 2ΓnΓpKnp nnnpUnUp, (4.62)

S = Srr + Sθθ + Sϕϕ = 3Ψ + Γ2
nKnn n2

nU
2
n + Γ2

pKpp n2
pU

2
p + 2ΓnΓpKnp nnnpUnUp. (4.63)
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Dans le cas où les deux �uides se déplacent ensemble, les équations précédentes re-
donnent les équations attendues à un �uide (voir e.g. Gourgoulhon (2010)). De plus, dans
la limite statique (cas sphérique), on peut montrer que les équations d'Einstein (4.44)-
(4.47) se réduisent au système TOV, moyennant un changement de coordonnées adapté,
des coordonnées isotropes vers la jauge radiale (Gourgoulhon, 2010).

4.4.3 Équations du mouvement

Le mouvement des �uides est gouverné par les lois de conservation des quadri-courants
de particules,

∇αn
α
n = 0 et ∇αn

α
p = 0, (4.64)

qui sont trivialement satisfaites étant donné les symétries de l'espace-temps, et par deux
équations de type équations d'Euler ayant la forme suivante (Langlois et al., 1998; Prix
et al., 2005) :

nαn∇αp
n
β − nαn∇βp

n
α = 0 et nαp∇αp

p
β − nαp∇βp

p
α = 0. (4.65)

Les équations précédentes assurent que la loi de conservation en énergie-impulsion est
satisfaite, i.e.

∇αTαβ = 0. (4.66)

Dans le cas de rotation rigide considéré ici (voir section 4.1), on peut montrer que les
équations d'Euler (4.65) conduisent à deux intégrales premières du mouvement,

µn

Γn

N = C̃n et
µp

Γp

N = C̃p, (4.67)

où C̃n et C̃p sont des constantes sur toute l'étoile. En introduisant les log-enthalpies

Hn = ln

(
µn

mn

)
et Hp = ln

(
µp

mp

)
, (4.68)

où mn = 939, 6 MeV et mp = 938, 3 + 0, 5 = 938, 8 MeV désignent les masses au repos des
particules de chaque �uide 1, on peut alors réécrire (4.67) de la manière suivante :

Hn + lnN − ln Γn = Cn et Hp + lnN − ln Γp = Cp, (4.69)

où Cn et Cp sont deux nouvelles constantes formées à partir de C̃n et C̃p. En appliquant
ces équations au centre de l'étoile, où aucune rotation n'a lieu (Γn c = Γp c = 1), on en
déduit alors que

Hn + lnN − ln Γn = Hn
c + lnNc et Hp + lnN − ln Γp = Hp

c + lnNc, (4.70)

où l'indice � c � désigne les valeurs pour r = 0.
Dans le chapitre suivant, nous nous concentrerons uniquement sur des con�gurations

pour lesquelles l'équilibre chimique (équilibre β, voir section 1.2.2) est véri�é au centre de
l'étoile, i.e.

µpc = µnc , (4.71)

1. Tout comme µp = µprot + µélec, la masse au repos associée au �uide de particules chargées mp est
égale à la somme des masses au repos des protons mprot ' 938, 9 MeV et des électrons mélec ' 0, 5 MeV.
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ou, de manière équivalente,

Hn
c = Hp

c + ln

(
mp

mn

)
. (4.72)

En appliquant (4.67) au centre de l'étoile, on déduit que C̃n = C̃p si ce dernier est à
l'équilibre β. Dans ce cas, les potentiels chimiques sont alors reliés par

µn

Γn

=
µp

Γp

. (4.73)

Il est possible de montrer que l'équilibre β ne peut être véri�é dans l'ensemble de l'étoile
que si les deux �uides sont en corotation (Andersson & Comer, 2001). Sous cette dernière
condition, imposer l'équilibre chimique au centre de l'étoile su�t à ce qu'il soit véri�é dans
toute l'étoile, comme on peut le voir sur l'équation (4.73). En revanche, dans le cas où
Ωn 6= Ωp, nous devrions prendre en compte certaines réactions de conversion de particules
entre les �uides dans notre modèle, qui induiraient alors une dissipation d'énergie jusqu'à
ce que ∆2 = 0, où l'étoile peut atteindre un état d'équilibre β global (Langlois et al., 1998;
Prix et al., 2002). Toutefois, nous négligeons simplement ce processus de transfusion dans
nos calculs de con�gurations stationnaires (voir section 4.1 et (4.64)). Cette hypothèse
semble raisonnable étant donné (i) la lenteur des réactions électrofaibles responsables de
l'équilibre chimique (voir section 6.1.4 et Yakovlev et al. (2001) par exemple) et (ii) le
fait que les deux �uides sont susceptibles d'être toujours dans une situation voisine de
la corotation (voir équation (7.7)). Des exemples de con�gurations avec µpc 6= µnc sont
présentés dans Prix et al. (2005). Davantage de détails sur l'équilibre chimique seront
fournis dans la section 6.1.4, dans un contexte dynamique.

4.5 Grandeurs globales

4.5.1 Masses baryoniques

Les nombres de neutrons et de protons contenus dans l'étoile sont donnés par

Nn = −
∫

Σt

nαn nα
√
γ dr dθ dϕ et Np = −

∫
Σt

nαp nα
√
γ dr dθ dϕ, (4.74)

où
√
γ = A2Br2 sin θ correspond à la racine carrée du déterminant de la métrique in-

duite γij (4.24). On peut montrer à l'aide du théorème de Green-Ostrogradski que, les
quadri-courants de particules véri�ant les équations (4.64), les intégrales précédentes ne
dépendent pas du choix de Σt. Chaque terme −nαXnα désigne la densité de particules du
�uide X mesurée par l'observateur eulérien On. En utilisant (4.52), on peut réécrire les
intégrales (4.74) de la manière suivante :

Nn =

∫
Σt

ΓnnnA
2Br2 sin θ dr dθ dϕ et Np =

∫
Σt

ΓpnpA
2Br2 sin θ dr dθ dϕ. (4.75)

On dé�nit alors les masses baryoniques de neutrons et de protons par les relations

MB
n = mnNn et MB

p = mpNp, (4.76)
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à partir desquelles on forme la masse baryonique totale de l'étoile :

MB = MB
n +MB

p . (4.77)

4.5.2 Masse gravitationnelle

La masse gravitationnelle MG est la masse ressentie par une particule test en orbite
autour de l'étoile. En raison de l'équivalence masse-énergie, la masse MG doit contenir
toutes les formes d'énergie, en particulier celle associée au champ gravitationnel. Toutefois,
cette dernière n'étant pas localisable, on ne peut pas dé�nir MG comme l'intégrale d'une
certaine � densité de masse � sur Σt, comme on l'a fait pour les masses baryoniques.
En relativité générale, deux concepts sont généralement utilisés pour dé�nir la masse :
la masse ADM, qui s'applique pour n'importe quel espace-temps asymptotiquement plat,
et la masse de Komar, qui n'est dé�nie que pour des espace-temps stationnaires. Dans
le cas présent, les deux dé�nitions coïncident. Ainsi, dans la suite, nous nous focalisons
uniquement sur la masse de Komar.

Étant donné le vecteur de Killing ξα associé à la stationnarité (voir section 4.2.2),
l'expression volumique de la masse de Komar est donnée par (Gourgoulhon, 2012)

MK =

∫
Σt

[
2Tαβn

αξβ − gαβTαβnµξµ
]

d3 Σ, (4.78)

où le volume élémentaire d3 Σ est dé�ni par d3 Σ =
√
γ dr dθ dϕ = A2Br2 sin θ dr dθ dϕ.

En utilisant la décomposition 3+1 (4.12) du tenseur-énergie impulsion, la masse gravita-
tionnelle s'exprime alors par

MG = MK =

∫
Σt

[N (E + S) + 2ωπϕ] d3 Σ, (4.79)

où les termes E, πϕ et S sont donnés par les équations (4.59), (4.60) et (4.63). Il est
également possible de montrer que cette masse correspond, au signe près, au coe�cient
devant le terme en 1/r dans le développement de N à l'in�ni spatial :

N =
r→+∞

1− MG

r
+O

(
1

r2

)
. (4.80)

À la limite newtonienne, les coe�cients métriques sont donnés par ω = 0 et N = 1, le
volume élémentaire d3 Σ tend vers le volume élémentaire de l'espace-temps plat d3 Σf =
r2 sin θ dr dθ dϕ et les termes sources véri�ent S � E et E ' mnnn +mpnp, de telle sorte
que (4.79) devient

Mnewt
G =

∫
Σt

(mnnn +mpnp) r
2 sin θ dr dθ dϕ = MB

newt, (4.81)

comme on peut s'y attendre.
En relativité générale, on dé�nit également l'énergie de liaison EL de l'étoile comme

la di�érence entre sa masse gravitationnelle et sa masse baryonique :

EL = MG −MB. (4.82)

La quantité |EL| correspond à l'énergie qu'il faudrait fournir aux particules (baryoniques)
de l'étoile pour les disperser à l'in�ni. L'étoile est donc liée si EL < 0.
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4.5.3 Identités du viriel

S. Bonazzola et E. Gourgoulhon ont exhibé deux identités du viriel en relativité gé-
nérale, à deux et à trois dimensions (Bonazzola & Gourgoulhon, 1994; Gourgoulhon &
Bonazzola, 1994). En particulier, cette dernière redonne le théorème du viriel classique à
la limite newtonienne. Ces relations sont couramment utilisées pour mesurer les erreurs
associées à la résolution numérique des équations d'Einstein (voir chapitre 5). Pour cela,
on décompose chacune de ces identités sous la forme de deux intégrales Imat et Ipot res-
pectivement liées à des termes de matière et aux seuls potentiels métriques. On quanti�e
alors la violation d'une identité du viriel par la grandeur sans dimension

GRV =
Imat + Ipot

Imat
. (4.83)

Si la relation du viriel considérée est parfaitement véri�ée, le GRV correspondant est nul.

4.5.4 Rayons circonférentiels et rayons moyens

Le rayon circonférentiel d'un �uide est la grandeur invariante de jauge dé�nie par

RX
circ =

CX
2π
, (4.84)

où CX est la circonférence de ce �uide dans le plan équatorial (θ = π/2). Si rXeq désigne la
valeur de la coordonnée radiale r à la surface du �uide 1 dans le plan équatorial, CX est
donnée par

CX =

∮
r=rX

eq
, θ=π/2

√
gαβ dxα dxβ. (4.85)

En utilisant (4.21), on obtient alors

RX
circ = B

(
rXeq, π/2

)
rXeq. (4.86)

Comme B > 1 (voir Fig. 5.17), on en déduit que RX
circ > rXeq. Notons que, à la limite

newtonienne, B = 1 et RX
circ = rXeq.

Une seconde dé�nition du rayon d'un �uide, également indépendante du choix de
coordonnées, fait appel à sa surface dans un plan méridien, plutôt qu'à sa circonférence.
On dé�nit ainsi le rayon moyen du �uide X par

RX
moy =

√
SX
4π

, (4.87)

où la surface SX de ce �uide s'exprime en fonction de rXs (θ), la coordonnée radiale associée
à sa surface, de la manière suivante :

SX = 4π

∫ π/2

0

AB

[(
drXs
dθ

)2

+
(
rXs
)2

]1/2

rXs sin θ dθ. (4.88)

1. La surface d'un �uide sera dé�nie dans la section 4.6.
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On pourra véri�er que dans le cas sphérique, A = B et rXs = rXeq, de telle sorte que les
deux dé�nitions coïncident :

RX
circ = RX

moy. (4.89)

Le rayon circulaire (ou moyen) de l'étoile correspond alors au rayon circulaire (ou
moyen) du �uide le plus externe :

Rcirc = max (Rn
circ, R

p
circ) et Rmoy = max

(
Rn
moy, R

p
moy

)
. (4.90)

Dans la suite, nous utiliserons le rayon circonférentiel Rcirc pour dé�nir la compacité de
l'étoile, en relativité générale :

Ξ =
GMG

Rcircc2
, (4.91)

où on a réintroduit la constante de gravitation et la vitesse de la lumière dans le vide.
Cette dé�nition généralise celle donnée par l'équation (1.4) à la limite newtonienne.

4.5.5 Moments cinétiques

Grâce au vecteur de Killing χα associé à l'axisymétrie, il est également possible de
dé�nir le moment cinétique de l'étoile, de manière indépendante de jauge. Ainsi, lemoment
cinétique de Komar est donné par une intégrale similaire à celle utilisée dans l'expression
de la masse de Komar (4.78), mais qui fait intervenir cette fois-ci le vecteur χα :

JK = −
∫

Σt

[
Tαβn

αχβ − 1

2
gαβTαβnµχ

µ

]
d3 Σ. (4.92)

Comme χα est un vecteur tangent à Σt, on en déduit que nµχ
µ = 0, ⊥αβχβ = χα et

Tαβn
αχβ = −πϕ, de telle sorte que le moment cinétique de Komar est simplement donné

par

JK =

∫
Σt

πϕ d3 Σ. (4.93)

Pour le système de deux �uides couplés considéré ici, les équations (4.10), (4.41) et (4.52)
conduisent à

πϕ = Γnnnp
n
ϕ + Γpnpp

p
ϕ. (4.94)

On dé�nit alors le moment cinétique de chaque �uide par (Langlois et al., 1998)

Jn =

∫
Σt

jnϕ d3 Σ et Jp =

∫
Σt

jpϕ d3 Σ, (4.95)

où
jnϕ = Γnnnp

n
ϕ et jpϕ = Γpnpp

p
ϕ. (4.96)

On peut alors interpréter pnϕ (resp. ppϕ) comme le moment cinétique par neutron (resp.
proton) et Γnnn (resp. Γpnp) comme la densité de neutrons (resp. protons) mesurés par
On. Les densités de moment cinétique (4.96) peuvent s'exprimer en fonction des vitesses
physiques (4.56) mesurées par On comme suit :{

jnϕ = Br sin θ(Γ2
nn

2
nKnn Un + ΓnnnΓpnpKnp Up),

jpϕ = Br sin θ(Γ2
pn

2
pKpp Up + ΓnnnΓpnpKnp Un).

(4.97)
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La limite newtonienne des moments cinétiques partiels, étudiée dans l'annexe C.1, est en
parfait accord avec les expressions obtenues par Sidery et al. (2010).

En supposant que la vitesse de rotation de chaque �uide est constante dans l'étoile,
on peut donner une première dé�nition du moment d'inertie total,

I =
JK
Ωp

, (4.98)

où Ωp est la vitesse de rotation du pulsar, et du moment d'inertie de chaque �uide,

In =
Jn
Ωn

et Ip =
Jp
Ωp

. (4.99)

Toutefois, ces dé�nitions n'ont réellement de sens que si les �uides sont en corotation 1.
Pour traiter le cas où Ωn 6= Ωp, une autre dé�nition des moments d'inertie sera utilisée
dans la partie III.

4.6 Résolution numérique

Les équations gouvernant la structure d'une étoile à neutrons super�uide en rotation
ont été présentées dans la section 4.4. Les modèles que nous avons calculés reposent sur :

(i) Les équations d'Einstein (4.44)-(4.47), que l'on peut réécrire symboliquement

∆pu = σsourceu + σnon-linéairesu , (4.100)

où u est une variable formée à partir des di�érents potentiels métriques, ∆p re-
présente un opérateur linéaire (faisant intervenir le laplacien à deux ou à trois di-
mensions) de l'espace-temps plat, σsourceu contient les termes sources associés à la
présence de matière et σnon-linéairesu ne comporte que des termes quadratiques en les
coe�cients métriques. Compte tenu de la donnée de Ωn et Ωp, les quatre équations
d'Einstein (4.44)-(4.47) font intervenir, pour chaque valeur de r et de θ, les dix
variables suivantes : N , A, B, ω, Ψ, µn, µp, α, nn, np.

(ii) Les équations du mouvement mises sous la forme de deux intégrales premières du
mouvement (4.70). Ces relations fournissent deux relations supplémentaires entre
certaines des variables citées précédemment, moyennant un choix de µnc et de µ

p
c ou,

de manière équivalente, de Hn
c et de Hp

c (4.68).

(iii) Une EoS reliant la pression généralisée aux potentiels chimiques et à la di�érence de
vitesses entre les �uides, Ψ(µn, µp,∆2), ou bien exprimée sous la forme d'une relation
donnant l'opposé de la fonction maîtresse en fonction des densités de particule et
de ∆2, i.e. E(nn, np,∆

2). La donnée de cette EoS ainsi que l'utilisation des trois
équations (4.43) permettent alors de clore le système d'équations.

La résolution numérique de ces équations, décrite dans la suite, conduit à l'obtention
de con�gurations stationnaires pour des valeurs données de Ωn, Ωp, µnc et µ

p
c et pour une

EoS bien choisie.

1. En relativité générale, il n'existe pas de décomposition naturelle de JX sous la forme (C.6). En
supposant que ∆2 = 0, nous nous assurons alors que In + Ip = I.
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4.6.1 Méthodes spectrales et bibliothèque Lorene

Les équations (4.44)-(4.47) étant fortement non-linéaires, l'outil numérique s'avère
indispensable pour les résoudre. Alors que le système TOV présenté dans la section 1.3.2
ne nécessite qu'un traitement numérique simple (une méthode de Runge-Kutta su�t), la
résolution des équations d'Einstein requiert ici une méthode plus conséquente.

Dans notre choix de jauge (4.21), les équations d'Einstein forment un ensemble de
quatre équations aux dérivées partielles elliptiques (EDPE) couplées, de genre équations
de Poisson (4.100), qui admettent une solution unique pour des conditions aux limites
appropriées. Si les termes σsourceu sont à support compact 1, les termes σnon-linéairesu sont pré-
sents dans tout l'espace. En outre, les seules conditions aux limites connues 2 sont données
en +∞ (4.48). Il est donc nécessaire de disposer d'une méthode de résolution capable de
traiter ces EDPE pour r ∈ [0; +∞]. Une technique particulièrement intéressante pour
résoudre ce genre d'équations di�érentielles est l'utilisation de méthodes spectrales multi-
domaines, qui permettent d'atteindre une très grande précision numérique avec seulement
un petit nombre de coe�cients (voir e.g. Bonazzola et al. (1998); Grandclément & Novak
(2009)). C'est sur ces méthodes que repose la bibliothèque Lorene 3 développée par le
groupe Relativité et Objets Compacts du Laboratoire Univers et Théories.

Surfaces des �uides et choix des domaines. Dans le cas d'un seul �uide à tempé-
rature nulle, la surface de l'étoile est couramment dé�nie comme le lieu où la pression du
�uide, ou de manière équivalente sa log-enthalpie, s'annule (voir section 1.3.2 et Bonaz-
zola et al. (1993)). La méthode de résolution utilisée consiste alors à séparer l'espace en
di�érents domaines, par exemple : une première zone représentant l'intérieur de l'étoile
jusqu'à sa surface ; une seconde à l'extérieur de l'astre, s'étendant jusqu'à quelques rayons
équatoriaux (où les coe�cients de la métrique varient de manière importante) ; une der-
nière pour le reste de l'espace jusqu'à l'in�ni. On compacti�e alors ce dernier domaine
par un changement de coordonnées du type r = 1

α(1−ζ) avec ζ ∈ [−1; 1], a�n de pouvoir
imposer les conditions (4.48) à l'in�ni. Notons que les opérateurs elliptiques sont très bien
adaptés à ce genre de compacti�cation de l'espace, contrairement à d'autres opérateurs
(hyperboliques, par exemple).

Pour un système de deux �uides, il n'est plus possible de dé�nir la surface du �uide
interne par une annulation de sa log-enthalpie, en raison des interactions entre les �uides
(voir Fig. 5.7). La surface de chaque �uide est alors dé�nie comme le lieu où la densité
nX correspondante devient nulle (Prix et al., 2005). Par conséquent, les modèles que nous
avons calculés supposent que les deux �uides existent au centre de l'étoile, puis que l'un
d'entre eux disparaît, de sorte qu'il existe une région externe de l'étoile où seul un �uide
est présent. La surface de l'étoile à neutrons correspond alors à celle du �uide de plus
grande extension spatiale et coïncide avec la surface où la pression généralisée Ψ s'annule.
Pour des con�gurations réalistes, où Ωn ' Ωp et µn ' µp (4.73), les surfaces des �uides
sont très proches l'une de l'autre. La zone à un �uide, située entre ces deux surfaces, risque

1. Les termes sources sont évidemment nuls en l'absence de matière, en dehors de l'étoile.
2. Dans le cas sphérique, les termes métriques sont connus à l'extérieur de l'étoile : il s'agit du théorème

de Birkho�.
3. http://www.lorene.obspm.fr/.
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alors d'être très mal décrite par la grille utilisée pour modéliser l'étoile. Pour surmonter
tout problème éventuel de ce genre, nous avons considéré un domaine supplémentaire
comportant un grand nombre de points de grille, a�n de représenter avec précision la
mince couche à un �uide présente sous la surface de l'étoile. Cette solution améliore
signi�cativement la détermination de la surface du �uide interne et la précision globale
des résultats obtenus (Prix et al., 2005). Dans le cas des étoiles à neutrons super�uides,
deux domaines sont ainsi utilisés pour décrire leur intérieur (un premier pour représenter
le c÷ur et un second pour les régions externes de l'étoile), portant à quatre le nombre
total de domaines considérés pour décrire l'ensemble de l'espace (voir Fig. 5.12).

Méthodes spectrales. Les équations d'Einstein sont alors résolues sur chaque do-
maine à l'aide de méthodes spectrales (Grandclément & Novak, 2009). Celles-ci consistent
à exprimer la fonction f , solution du problème que l'on étudie, sous la forme d'un déve-
loppement sur une base �nie {φi(x)}i=0,...,N de fonctions connues 1 :

f(x) ' INf(x) =
N∑
i=0

ciφi(x). (4.101)

Il s'agit d'une approximation de f , car une fonction (appartenant à un ensemble in�ni)
est ici représentée par une somme �nie de N+1 termes. Il est alors possible d'exprimer f ′,
la dérivée de f par rapport à x, en fonction des coe�cients ci et des dérivées φ′i(x). En
injectant ces di�érentes expressions dans les équations à résoudre, on peut alors déterminer
l'ensemble des coe�cients {ci}i=0,...,N à l'aide de techniques adaptées, et ainsi estimer la
fonction solution f (voir Fig. 4.2). Les méthodes spectrales sont en général plus di�ciles
à mettre en ÷uvre que les méthodes classiques de di�érences �nies. Cependant, l'un
des principaux avantages de ces méthodes est une décroissance très rapide de l'erreur
max
x
|f(x) − INf(x)| lorsque N augmente. En e�et, celle-ci décroît plus vite que Np,

∀p < 0, si la fonction est C∞ (voir Fig. 4.3). Il est donc possible d'obtenir une très bonne
précision avec un nombre restreint de coe�cients.

Le choix de la base de fonctions utilisée dans le développement (4.101) dépend du cas
considéré. Pour le calcul des con�gurations stationnaires d'étoiles à neutrons, toutes les
fonctions sont décomposées sur des polynômes de Tchebychev pour la partie radiale et
sur des polynômes de Legendre 2 ou trigonométriques pour la partie angulaire.

Il faut également remarquer que lorsque la fonction que l'on souhaite représenter pos-
sède des discontinuités, certaines oscillations numériques sont susceptibles d'apparaître
dans le calcul de INf , empêchant alors la convergence vers la solution exacte f quand N
augmente : c'est le phénomène de Gibbs. Une solution consiste alors à choisir les di�érents
domaines d'intégration des équations d'Einstein avec soin, a�n de placer les discontinuités
aux frontières de ces domaines. C'est pour cette raison que le second domaine utilisé dans
la description de l'étoile est adapté à la surface de celle-ci, comme on peut le voir sur la
�gure 5.12.

1. Dans le cas d'une fonction périodique, une telle représentation correspond à la série de Fourier
tronquée de f .

2. Les harmoniques sphériques forment une base de décomposition naturelle des solutions correspon-
dant à la partie angulaire de l'opérateur laplacien (voir cours de mécanique quantique).
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Figure 4.2 � Résolution d'une équation di�érentielle par méthodes spectrales.
Comparaison entre la solution exacte f (en rouge) et la solution numérique INf (en vert)
de l'équation di�érentielle : f ′′(x) − 4f ′(x) + 4f(x) = exp x + C, où C = −4e/(1 + e2),
sur l'intervalle [−1; 1]. Les conditions aux limites imposées sont f(−1) = f(1) = 0. La
résolution numérique est réalisée par la méthode de collocation, à l'aide de polynômes de
Legendre, avec N = 4 (en haut) et N = 12 (en bas).
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Figure 4.3 � Convergence spectrale. Erreur relative max
x
|f(x)− INf(x)| en fonction

du nombre N de coe�cients utilisés dans la résolution numérique, où f est la solution
exacte de l'équation di�érentielle mentionnée dans la légende de la �gure 4.2 et INf
est la solution numérique. Di�érentes méthodes de calcul des coe�cients spectraux sont
employées. La précision machine est atteinte dès N = 17.

4.6.2 Procédure numérique et code sfstar

La résolution des équations de structure décrites dans les sections précédentes a été
implémentée dans le code sfstar, basé sur la bibliothèque Lorene, par Prix et al. (2005).
Les termes à droite du signe �=� dans l'équation (4.100) dépendant de manière non triviale
des inconnues du problème, le code sfstar est basé sur une méthode de résolution itérative
appelée méthode du point �xe ou méthode du champ auto-cohérent.

Cette méthode, résumée sur le diagramme 4.4, consiste à initialiser la valeur des gran-
deurs à déterminer, en partant d'un espace-temps plat, de deux �uides au repos et d'une
forme donnée (parabolique) pour Hn (r, θ) et Hp (r, θ), et à améliorer ces estimations à
chaque étape de résolution, jusqu'à ce qu'un critère de convergence soit satisfait. Le code
conduit alors à une unique solution pour une EoS et des valeurs de Ωn, Ωp, Hn

c et Hp
c

données. En considérant di�érents choix de ces paramètres d'entrée, il est alors possible
de calculer tout un ensemble de con�gurations stationnaires d'étoiles à neutrons super-
�uides en rotation. L'analyse mathématique de la méthode du point �xe appliquée aux
équations d'Einstein (4.44)-(4.47) a été réalisée par U. Schaudt & H. P�ster (Schaudt
& P�ster, 1996; P�ster & Schaudt, 2000). En particulier, ces derniers ont montré une
convergence exponentielle de cette méthode (voir Fig. 4.5). La violation des identités du
viriel, présentées dans la section 4.5.3, permet alors de quanti�er la précision des con�gu-
rations obtenues. Di�érents tests de validation du code sfstar ont été e�ectués par Prix
et al. (2005).
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En pratique, la résolution numérique est légèrement plus subtile (voir Fig. 4.5). Par
exemple, le code commence par résoudre les équations dans le cas où les vitesses de rotation
sont nulles (a�n que les valeurs supposées initialement ne soient par trop éloignées des
valeurs à déterminer), avant d'augmenter celles-ci progressivement jusqu'à Ωn et Ωp. En
outre, nous avons également rajouté la possibilité de converger vers une con�guration
correspondant à une masse gravitationnelle ou à une masse baryonique totale donnée
(en supposant que le centre de l'étoile est à l'équilibre β), ou bien associée à des masses
baryoniques de neutrons et de protons �xées (l'équilibre β n'étant plus nécessairement
véri�é).

Jusqu'à présent, le code développé par Prix et al. (2005) permettait de calculer des
con�gurations d'équilibre d'étoiles à neutrons super�uides, en rotation, à la fois dans un
cadre newtonien et dans le contexte de la relativité générale. A�n d'avoir une bonne
maîtrise sur les erreurs numériques engendrées par le code, ces auteurs se sont cependant
limités à l'utilisation d'EoSs analytiques, ayant la forme suivante :

E
(
nn, np,∆

2
)

= (mnnn+mpnp)c
2 +

1

2
κnn

γ1
n +

1

2
κpn

γ2
p +κnpn

γ3
n n

γ4
p +κ∆n

γ5
n n

γ6
p ∆2, (4.102)

où les termes (γi)i∈{1,...,6}, κn, κp, κnp et κ∆ sont des constantes librement choisies. Cette
expression est une généralisation à deux �uides d'une EoS polytropique (1.13). Il est
cependant important de noter que ces EoSs sont peu réalistes et peu motivées par la
microphysique.
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via (4.59) - (4.63), à partir de  ,   ,    ,    et    

4ème étape :  

Calcul de   ,    et     via les Éqs. (4.56), (4.57) et (4.58) 

3ème étape :  

Résolution des équations d’Einstein (4.44) - (4.47) 
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Calcul de     
 à partir des Éqs. (4.70) 

Test de convergence : 

                      ? 

      

Figure 4.4 � Méthode du point �xe. Diagramme illustrant le principe de la méthode
du point �xe, utilisée dans le code sfstar. Cette méthode consiste à faire une première
estimation sur la valeur des fonctions qu'on cherche à déterminer (initialisation), qu'on
ra�nera progressivement par un processus itératif. On débute l'itération i en calculant les
termes sources présents dans la partie droite des équations d'Einstein (étapes 1 et 2 ) ; la
résolution des équations d'Einstein nous permet alors d'obtenir une nouvelle estimation
pour les coe�cients de la métrique, en évaluant les termes quadratiques à l'aide des
estimations réalisées lors de l'itération précédente (étape 3 ) ; les champs de vitesses et les
facteurs de Lorentz (étape 4 ) sont ensuite évalués, menant à des nouvelles valeurs de HX

en tout point via les intégrales premières du mouvement (étape 5 ). La procédure s'arrête
lorsque le critère de convergence est satisfait (voir Fig. 4.5). Notons que la première étape
est légèrement di�érente si l'EoS est utilisée sous la forme E (nn, np,∆

2).
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Figure 4.5 � Convergence en fonction du nombre d'itérations. La quantité
max
r,θ
|H i+1 −H i|, où H i(r, θ) = [Hn

i (r, θ) +Hp
i (r, θ)] /2, est tracée en fonction du numéro

i de l'itération. La résolution numérique est d'abord e�ectuée sans prendre en compte
la rotation. À partir de la huitième itération (�èche noire), les vitesses de rotation sont
peu à peu augmentées, jusqu'à atteindre Ωn et Ωp à la vingtième itération (�èche verte).
Les résultats sont présentés pour trois résolutions di�érentes : en imposant une masse
baryonique totale (courbe jaune), en faisant converger la solution vers des valeurs don-
nées des masses baryoniques partielles (courbe bleue) ou en n'imposant aucune contrainte
supplémentaire (courbe rouge). Dans les deux premiers cas, la convergence supplémen-
taire vers une (ou des) masse(s) baryonique(s) souhaitée(s) ne débute qu'à la trentième
itération (�èche cyan). Le seuil de convergence est �xé à ε = 5× 10−8 (ligne verte) pour
l'ensemble de ces con�gurations. On pourra remarquer la décroissance exponentielle de
l'écart maximal en log-enthalpie sur di�érentes plages d'itérations.
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Chapitre 5
Équations d'état à deux �uides et
con�gurations d'équilibre

Sommaire
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A�n d'obtenir des con�gurations stationnaires et axisymétriques réalistes d'étoiles à
neutrons super�uides en rotation, en relativité générale, nous avons alors implémenté deux
nouvelles EoSs, calculées à partir de modèles microscopiques, dans le code sfstar.

5.1 Équations d'état à deux �uides réalistes

5.1.1 Modèles de champ moyen relativiste

Bien que des modèles microscopiques non-relativistes soient su�sants pour décrire le
c÷ur des étoiles à neutrons de faible masse 1, une formulation dans le cadre de la relativité
restreinte est néanmoins indispensable pour modéliser l'intérieur des étoiles à neutrons
massives et assure une meilleure cohérence avec la résolution globale des équations de
structure e�ectuée en relativité générale. Sur les échelles spatiales pertinentes pour réa-
liser les moyennes thermodynamiques nécessaires au calcul de l'EoS, il est tout à fait
raisonnable de considérer la métrique comme étant (localement) plate (ce qui est lié au
principe d'équivalence ; voir la section 3.4 de Glendenning (2000) pour plus de détails à
ce sujet). Par conséquent, nous utiliserons la métrique de Minkowski, ηµν , dans le reste de
cette section. Par ailleurs, l'appariement des nucléons étant un e�et associé à la surface de

1. Pour des densités inférieures à ∼ 3ρ0, les nucléons sont essentiellement non-relativistes (Chamel,
2008). Par conséquent, l'intérieur des étoiles à neutrons de faible masse, pour lesquelles la densité ne
dépasse par ∼ 3ρ0, peut être décrit dans un cadre newtonien.
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Fermi qui n'a qu'une très faible in�uence sur l'EoS 1, nous négligeons la prise en compte
de la super�uidité dans nos calculs d'EoS. Si cela peut paraître surprenant, nous rappe-
lons que nous ne cherchons pas ici à rendre compte de la super�uidité d'un point de vue
microscopique, mais nous étudions plutôt les conséquences macroscopiques associées à la
présence de matière super�uide au sein des étoiles à neutrons, dans le cadre d'un modèle
à deux �uides.

Dans cette section, nous présentons deux EoSs basées sur un modèle de champ moyen
relativiste (RMF). Bien que ces modèles reposent sur une approche phénoménologique, ils
peuvent toutefois être considérés comme � réalistes � dans le sens où ils cherchent à dé-
crire aussi bien que possible les propriétés connues de la matière nucléaire. L'idée de base,
inspirée par les modèles d'échange de mésons pour décrire l'interaction nucléon-nucléon,
est de modéliser l'interaction entre les baryons par di�érents champs de mésons e�ectifs.
Les constantes de couplage sont alors ajustées sur un ensemble d'observables nucléaires
données. Alors que les premiers modèles introduisaient des termes non-linéaires de cou-
plage des champs de mésons a�n de reproduire correctement les propriétés de la matière
nucléaire à saturation, la plupart des modèles RMF utilisés actuellement représentent les
couplages entre les baryons et les champs de mésons par des termes dépendant de la den-
sité. C'est sur ces derniers que nous nous concentrerons dans la suite. La littérature sur les
modèles RMF est relativement conséquente et de nombreuses paramétrisations existent
(voir, e.g., Dutra et al. (2014); Oertel et al. (2017)).

Densité lagrangienne microscopique. Nous supposons alors que l'intérieur d'une
étoile à neutrons peut être décrit par une densité lagrangienne microscopique du type :

L = Lnuc + Lmes + Lint, (5.1)

où la contribution des nucléons Lnuc est donnée par

Lnuc =
∑

X=(n,p)

−ψ̄X (γµ∂
µ +mX)ψX . (5.2)

Dans cette équation, ψX représente le champ associé au baryon 2 X, dont la masse de
repos est notée mX . Les matrices de Dirac γµ véri�ent les relations d'anticommutation
{γµ, γν} = 2ηµν et on a posé ψ̄X = ψ†Xγ

0.
L'EoS à deux �uides calculée par Comer & Joynt (2003) est également basée sur une

approche RMF. Dans leur modèle, ces auteurs considèrent uniquement la présence des
mésons scalaire σ et vecteur ω, qui décrivent respectivement l'attraction à longue portée
et la répulsion à courte portée de l'interaction nucléaire. Toutefois, ces mésons étant
isoscalaires 3, ils ne sont adaptés qu'à la description de la matière nucléaire symétrique
(même nombre de neutrons et de protons) et ne peuvent donc pas reproduire correctement

1. L'e�et relatif de la super�uidité sur l'EoS à des densités supérieures à ρ0 est inférieur à 10−4−10−2

(voir section 5.16 de Haensel et al. (2007)).
2. Les quantités �(n, p)� présentes dans (5.2) se réfèrent aux particules (neutrons, protons) et non aux

�uides. Les électrons seront inclus plus loin.
3. Bien que présentant des charges électriques di�érentes, les neutrons et les protons sont grossièrement

a�ectés de la même manière par l'interaction forte. Cette symétrie est caractérisée par le nombre quantique
d'isospin, qui présente les mêmes propriétés mathématiques que le spin. On peut alors voir les neutrons et
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les propriétés de la matière présente dans le c÷ur des étoiles à neutrons. Le modèle
de Comer & Joynt (2003) a ensuite été amélioré par Kheto & Bandyopadhyay (2014)
a�n d'inclure le méson vecteur isovecteur ρ, permettant ainsi de décrire convenablement
un système présentant une asymétrie neutron-proton (voir également Chamel (2008) et
Gusakov et al. (2009a)). Il faut noter que la présence des trois mésons cités précédemment,
à savoir les mésons σ, ω et ρ, su�t à rendre compte des propriétés générales de l'interaction
entre les baryons. Certains modèles incluent toutefois un méson supplémentaire, le méson
scalaire isovecteur δ, a�n de di�érencier les masses e�ectives de Dirac des neutrons et des
protons (5.13). En revanche, les masses e�ectives de Landau (5.14) de ces deux types de
nucléons sont distinctes même en l'absence du méson δ.

Dans ce qui suit, nous considérons deux modèles nucléaires, appelés DDH (Typel &
Wolter, 1999) et DDHδ (Gaitanos et al., 2004; Avancini et al., 2004, 2009), reposant sur
une approche RMF tenant compte des mésons σ, ω et ρ pour le premier, et des mésons σ,
ω, ρ et δ pour le second. La contribution des mésons libres au lagrangien (5.1) est alors
donnée par

Lmes = −1

2
∂µσ∂

µσ − 1

2
m2
σσ

2 − 1

2
∂µ~δ∂

µ~δ − 1

2
m2
δ
~δ 2

−1

4
W †
µνW

µν − 1

2
m2
ωωµω

µ − 1

4
~R†µν · ~Rµν − 1

2
m2
ρ~ρµ ·~ρµ . (5.3)

Les mésons σ, ω, ρ et δ sont représentés par les champs scalaire isoscalaire σ, vecteur
isoscalaire ωµ, vecteur isovecteur 1 ~ρµ = (ρµ1 , ρ

µ
2 , ρ

µ
3) et scalaire isovecteur ~δ = (δ1, δ2, δ3),

et sont respectivement associés aux massesmσ,mω,mρ etmδ. Les termes faisant intervenir
le champ de méson ~δ ne sont pris en compte que dans le modèle DDHδ. Les tenseurs W µν

et ~Rµν sont dé�nis par

W µν = ∂µων − ∂νωµ et ~Rµν = ∂µ~ρ ν − ∂ν~ρµ. (5.4)

En outre, on suppose que les mésons sont couplés aux nucléons de manière minimale,
conduisant à une densité lagrangienne d'interaction :

Lint =
∑

X=(n,p)

ψ̄X

(
gσσ + gδ~δ ·~IX + igωγµω

µ + igργµ~ρ
µ ·~IX

)
ψX . (5.5)

La quantité ~IX désigne l'opérateur d'isospin associé au baryon X et le terme gM , pour
M ∈ {σ, ω, ρ, δ}, caractérise le couplage entre les nucléons et le méson M . Dans le modèle
DDH, gδ est simplement �xé à 0.

Paramètres de couplage. Les termes de couplage gM dépendent de la densité consi-
dérée,

gM(nB) = gM(n0)hM(x), (5.6)

les protons comme deux états distincts d'une même particule, associés à des nombres d'isospin di�érents.
Un méson isoscalaire (isovecteur) représente un état singulet (triplet) avec un isospin total égal à 0 (égal
à 1) et une troisième composante d'isospin nulle (valant 1, 0 ou -1), similaire à l'état singulet (triplet)
obtenu lors de l'addition du spin de deux particules.

1. Un méson isovecteur M possède trois composantes d'isospin : (M1,M2,M3).

115



Équations d'état à deux �uides et con�gurations d'équilibre

où n0 désigne une constante de normalisation, prise comme étant la densité de saturation
de la matière symétrique, et x = nB/n0. La densité baryonique nB est dé�nie comme le
scalaire nB =

√
−nµBnB µ, où n µ

B = nµp +nµn est le quadri-courant de baryons. Par ailleurs,
nous supposons que les couplages isoscalaires (M = σ, ω) sont exprimés par

hM(x) = aM
1 + bM(x+ dM)2

1 + cM(x+ dM)2
, (5.7)

tandis que les couplages isovecteurs (M = ρ, δ) sont représentés par

hM(x) = aM exp[−bM(x− 1)]− cM(x− dM), (5.8)

où aM , bM , cM et dM sont des constantes (voir Avancini et al. (2009)).

5.1.2 Calcul des équations d'état

Cas d'un seul �uide

Équations d'Euler-Lagrange. Les di�érents champs considérés véri�ent les équations
d'Euler-Lagrange, obtenues à partir de la densité lagrangienne (5.1). Dans l'approximation
de champ moyen, les expressions des champs de mésons sont remplacées par leurs valeurs
moyennes respectives (Haensel et al., 2007; Glendenning, 2000). En supposant que toutes
les particules se déplacent à la même vitesse, i.e. dans le cas d'un seul �uide, les équations
d'Euler-Lagrange sont alors données par (Gaitanos et al., 2004)

m2
σσ̄ = gσ

∑
X=(n,p)

〈ψ̄XψX〉 = gσ(nsp + nsn), (5.9a)

m2
δ δ̄ = gδ

∑
X=(n,p)

〈ψ̄Xt3XψX〉 = gδ(n
s
p − nsn), (5.9b)

m2
ωω̄ = gω

∑
X=(n,p)

i〈ψ̄Xγ0ψX〉 = gω(np + nn), (5.9c)

m2
ρρ̄ = gρ

∑
X=(n,p)

i〈ψ̄Xγ0t3XψX〉 = gρ(np − nn) , (5.9d)

où on a posé σ̄ = 〈σ〉, δ̄ = 〈δ3〉, ρ̄ = 〈ρ0
3〉 et ω̄ = 〈ω0〉. Le terme t3X désigne la troisième

composante d'isospin, avec la convention t3p = 1 et t3n = −1. Notons que seules les
troisièmes composantes d'isospin des champs de mésons isovecteurs contribuent à ces
équations (Glendenning, 2000). En outre, nous nous plaçons dans le référentiel de repos
du �uide (dans lequel la 3-vitesse de ce �uide est nulle), de telle sorte que seules les
composantes �0� des champs vectoriels sont non-nulles.

En supposant que les champs de nucléons sont représentés par des ondes planes, les
densités scalaires sont données par

nsX = 〈ψ̄XψX〉 = 2

∫
f(eX(kν))

d3 k

(2π)3

m∗X
eX(kν)

, (5.10)
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et les densités de particules par

nX = n0
X = i 〈ψ̄Xγ0ψX〉 = 2

∫
f(eX(kν))

d3 k

(2π)3
=

(kF,X)3

3π2
, (5.11)

où kF,X désigne l'impulsion de Fermi du �uideX et eX correspond à l'énergie e�ective d'un
état propre de quadri-impulsion kν = (eX , k

i). Les équations d'Euler-Lagrange associées
aux champs de nucléons (équations de Dirac) conduisent à (Avancini et al., 2009)

eX(kν) =
√
kiki + (m∗X)2, (5.12)

où la masse e�ective de Dirac, m∗X , est donnée par

m∗X = mX − gσσ̄ − gδt3X δ̄ . (5.13)

Ainsi, la présence du méson δ conduit à des masses de Dirac di�érentes pour les neutrons
et les protons. La quantité scalaire f , présente dans (5.10) et (5.11), désigne la fonction de
distribution de Fermi-Dirac associée aux états d'énergie eX . À température nulle, celle-ci
est donnée par une fonction de Heaviside, θ (kF,X − k), où k2 = kiki, valant 1 pour les
états occupés (d'impulsion k ≤ kF,X) et 0 pour les états non-occupés. L'argument de f
peut s'écrire de manière covariante sous la forme µX∗ + kνu

ν , où uν est la quadri-vitesse
associée au référentiel considéré et µX∗ est le potentiel chimique e�ectif des particules X,
également appelé masse e�ective de Landau (Glendenning, 2000), dé�ni par

µX∗ =

√
(kF,X)2 + (m∗X)2. (5.14)

Dans le référentiel du �uide, où ui = 0, µX∗ + kνu
ν se réduit alors à µX∗ − eX , de telle sorte

que la fonction de distribution f véri�e simplement

f(eX) = θ(µX∗ − eX). (5.15)

Notons que dans le cas d'un seul �uide, les potentiels chimiques e�ectifs µX∗ sont reliés
aux potentiels chimiques µX par les relations (Avancini et al., 2009)

µn = µn∗ + a+nn + a−np + ΣR, (5.16a)

µp = µp∗ + a+np + a−nn + ΣR, (5.16b)

où a± = g2
ω/m

2
ω ± g2

ρ/m
2
ρ. Le terme de réarrangement ΣR, présent dans les modèles dé-

pendant de la densité pour assurer la cohérence thermodynamique, est donné par

ΣR =
∂gω
∂nB

gω
m2
ω

n2
B +

∂gρ
∂nB

gρ
m2
ρ

n2
I −

∂gσ
∂nB

σ̄(nsp + nsn)−
∂gδ
∂nB

δ̄(nsp − nsn) , (5.17)

où la densité baryonique nB véri�e nB = np + nn et nous avons introduit la densité
d'isospin nI , telle que n2

I = −nµI nI µ avec nµI = nµp − nµn .
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La résolution (auto-cohérente) des équations d'Euler-Lagrange (5.9a)-(5.9d) permet
alors d'obtenir les valeurs des champs de mésons σ̄, δ̄, ρ̄ et ω̄ pour di�érentes valeurs du
couple (nn, np).

Propriétés de la matière nucléaire. En négligeant les gradients des champs de mésons
moyennés, le tenseur énergie-impulsion microscopique τµν s'exprime en fonction de la
densité lagrangienne L (5.1) de la manière suivante :

τµν =
∑
X

1

2

(
ψ̄Xγ

µ∂νψX + (∂µψ̄X)γνψX
)

+ ηµνL . (5.18)

Ce tenseur est relié au tenseur énergie-impulsion macroscopique Tµν impliqué dans les
équations d'Einstein (4.9) par la relation 〈τµν〉 = Tµν , où 〈τµν〉 correspond aux valeurs
moyennées des di�érentes composantes du tenseur τµν sur une échelle macroscopique.
Dans le cas d'un �uide parfait et en se plaçant dans un référentiel inertiel local, le tenseur
Tµν est donné par

Tµν = (ε+ P )uµuν + Pηµν , (5.19)

où la densité d'énergie ε par unité de volume et la pression P du �uide, mesurées dans le
référentiel propre de ce dernier, véri�ent

ε = Tµνu
µuν = 〈τµν〉uµuν = 〈τ00〉, (5.20)

et

P =
1

3

(
T µµ + ε

)
=

1

3
〈τ ii 〉. (5.21)

Il est alors possible d'exprimer la densité d'énergie (baryonique 1) εB et la pression
(baryonique) PB en fonction des champs σ̄, δ̄, ρ̄ et ω̄ et de leurs termes de couplage avec
les baryons, grâce aux formules précédentes (voir, e.g., Typel & Wolter (1999); Glenden-
ning (2000); Avancini et al. (2009)). Cela permet de calculer les pro�ls de densité d'énergie
et de pression prédits par les EoSs considérées, en fonction des densités nn et np. L'ex-
pression des termes de couplage gM et la valeur des masses mM doivent être choisies avec
soin, a�n de reproduire correctement les données expérimentales connues sur la matière
nucléaire, présentées dans la section 1.4.2. Les di�érentes constantes impliquées dans les
expressions (5.7) et (5.8) que nous avons utilisées dans les modèles DDH et DDHδ pro-
viennent respectivement des travaux de Typel & Wolter (1999) et Avancini et al. (2009),
et sont résumées dans la table 5.1. Les termes de couplage gM correspondant sont tracés
en fonction de la densité baryonique sur la �gure 5.1.

Sur la �gure 5.2, nous présentons les pro�ls d'énergie par baryon E/A = εB/nB−mnuc

associés à la matière nucléaire symétrique (SNM) et à la matière pure de neutrons (PNM),
donnés par les modèles DDH et DDHδ. En introduisant EB (nB, αI) = εB/nB, comme on
l'a fait dans la section 1.4.2, l'énergie par baryon de la matière symétrique est donnée par

(E/A)SNM (nB) = EB(nB, 0)−mnuc = E0 (nB)− mn +mp

2
, (5.22)

1. La contribution des électrons à la densité d'énergie totale sera prise en compte dans l'équation (5.46).
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mésons M σ ω ρDDH ρDDHδ δ

mM [ MeV ] 550 783 763 763 980

gM(n0) 10,72854 13,29015 7,32196 11,727 7,58963

aM 1,365469 1,402488 1 0,095268 0,01984

bM 0,226061 0,172577 0,515 2,171 3,4732

cM 0,409704 0,344293 0 0,05336 -0,0908

dM 0,901995 0,983955 0 17,8431 -9,811

Table 5.1 � Termes de couplage utilisés dans les EoSs DDH et DDHδ. Le modèle
DDH fait appel aux mésons σ, ω et ρDDH, tandis que le modèle DDHδ est associé aux
mésons σ, ω, ρDDHδ et δ. Pour chacun de ces mésons M , on donne la masse mM , la valeur
de gM à la densité de saturation nucléaire n0 (5.6) et les constantes aM , bM , cM et dM
intervenant dans les expressions (5.7) et (5.8). On pourra remarquer que les deux modèles
considérés ne di�èrent que par les choix des paramètres reliés aux mésons isovecteurs.
Valeurs tirées de Typel & Wolter (1999) et Avancini et al. (2009).

g
M

nB (fm
-3

)
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ρDDH

ρDDHδ

δ
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Figure 5.1 � Couplages dépendant de la densité. Termes de couplage gM (5.6)
tracés en fonction de la densité baryonique nB pour les di�érents mésons considérés dans
les modèles DDH et DDHδ (voir table 5.1).
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Figure 5.2 � Pro�ls d'énergie par baryon prédits par les modèles DDH et
DDHδ. Les énergies par baryon de la matière symétrique (E/A)SNM (5.22) et de la
matière pure de neutrons (E/A)PNM (5.23) sont tracées en fonction de la densité ba-
ryonique nB. La quantité n0 désigne la densité de saturation de la matière symétrique
et Bsat = − (E/A)SNM (n0). Le segment marron représente l'intervalle de valeurs de
(E/A)PNM (n0) déduit des calculs microscopiques réalisés par Krüger et al. (2013).

où le paramètre d'isospin αI est nul (nn = np ; nB = 2nn), E0 (nB) est donnée par (1.17)
et on a remplacé la constante mnuc par la masse moyenne des nucléons (mp désignant ici
la masse au repos du proton). L'énergie par baryon de la matière pure de neutrons, quant
à elle, est exprimée par

(E/A)PNM (nB) = EB(nB, 1)−mn, (5.23)

où αI = 1 (np = 0 ; nB = nn).
Les EoSs DDH et DDHδ utilisant les mêmes couplages pour les mésons iscoscalaires

(voir table 5.1), elles conduisent à un même pro�l (E/A)SNM (nB) et donc aux mêmes
propriétés pour la matière symétrique. En raison de l'e�et conjugué de la répulsion à
courte distance et de l'attraction à longue distance de l'interaction forte, cette courbe
présente un minimum correspondant à un état d'équilibre lié à pression nulle (voir (1.19)
et Fig. 5.4). Les quantités n0 et −Bsat désignent les valeurs de densité et d'énergie par
baryon associées à ce minimum. Le module d'incompressibilité à saturation K caractérise
la courbure de l'énergie par baryon de la matière symétrique au voisinage de la densité
de saturation n0, voir (1.17). Comme on peut le voir sur la table 5.2, les valeurs de n0,
Bsat et K obtenues sont en bon accord avec les données expérimentales présentées dans
la section 1.4.2. En outre, on pourra remarquer que les modèles DDH et DDHδ prédisent
des états non liés (E/A > 0) pour la matière pure de neutrons, quelle que soit la densité
considérée. Dans la table 5.2, nous indiquons les valeurs de (E/A)PNM (n0) obtenues avec
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DDH DDHδ contraintes exp. [ unités ]

n0 0, 153 0, 153 0, 16± 0, 01 [ fm−3 ]

Bsat 16, 3 16, 3 15, 9± 0, 3 [ MeV ]

K 240 240 240± 10 [ MeV ]

(E/A)PNM (n0) 17, 8 10, 0 17, 6± 3, 5 [ MeV ]

J 32, 0 25, 1 31± 5 [ MeV ]

L 55 44 64± 36 [ MeV ]

Mmax
G (0 Hz) 2, 08 2, 16 & 2, 05 [ M� ]

Mmax
G (716 Hz) 2, 12 2, 21 & 2, 05 [ M� ]

Table 5.2 � Propriétés de la matière nucléaire pour les modèles DDH et DDHδ.
La quantité n0 désigne la densité de saturation nucléaire. L'énergie de liaison de la matière
symétrique Bsat, le module d'incompressibilité K, l'énergie par nucléon de la matière pure
de neutrons (E/A)PNM (n0), l'énergie de symétrie J et la pente de l'énergie de symétrie
L sont donnés à saturation. Ces di�érentes quantités sont dé�nies dans la section 1.4.2.
Les contraintes expérimentales (tirées de Typel et al. (2013)) sont également détaillées
dans la section 1.4.2, sauf celle sur (E/A)PNM (n0) qui provient de Krüger et al. (2013).
Par ailleurs, nous indiquons les masses gravitationnelles maximales obtenues pour des
étoiles à neutrons statiques et tournant à 716 Hz, en supposant que les deux �uides sont
en corotation et à l'équilibre β (voir section 5.2.1). Celles-ci sont comparées à la masse la
plus élevée mesurée jusqu'à présent : 2, 01± 0, 04 M� (Antoniadis et al., 2013).

ces modèles, qui peuvent être comparées avec la contrainte

14, 1 . (E/A)PNM (n0) . 21, 0 MeV, (5.24)

déduite par Krüger et al. (2013) à partir de calculs microscopiques basés sur l'utilisation
de forces nucléaires chirales.

Les pro�ls d'énergie de symétrie associés aux deux modèles nucléaires étudiés sont
représentés sur la �gure 5.3. Notons qu'ici nous ne traçons pas directement Esym (1.18),
mais plutôt la quantité EB(nB, 1) − EB(nB, 0) qui, en vertu de l'équation (1.16), consti-
tue une bonne approximation de l'énergie de symétrie. Les grandeurs J et L caractérisent
respectivement l'énergie de symétrie et sa pente, à saturation. En utilisant la relation
Esym (nB) ' EB(nB, 1) − EB(nB, 0), on en déduit que J ' (E/A)PNM (n0) + Bsat. Les
EoSs DDH et DDHδ ne reposant pas sur les mêmes couplages isovectoriels (voir table 5.1),
les propriétés de la matière nucléaire asymétrique qu'elles prédisent sont relativement dif-
férentes. La dépendance en isospin de l'EoS est très importante, étant donné que la matière
présente dans le c÷ur des étoiles à neutrons est proche de la matière pure de neutrons (voir
Fig. 5.5). L'EoS DDHδ conduit à des valeurs de J , L et (E/A)PNM (n0) légèrement trop
faibles par rapport aux contraintes expérimentales actuelles, voir table 5.2. Ces di�érentes
grandeurs sont plus élevées dans le cas du modèle DDH et sont en meilleur accord avec les
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Figure 5.3 � Énergie de symétrie associée aux modèles DDH et DDHδ. La
quantité EB(nB, 1)−EB(nB, 0) ' Esym est tracée en fonction de la densité. Les grandeurs
J et L désignent l'énergie de symétrie et la pente de l'énergie de symétrie, à saturation.
On notera également la convexité di�érente de ces courbes pour nB = n0 : alors que l'EoS
DDH prédit une valeur de Ksym négative, l'EoS DDHδ conduit à Ksym > 0, voir (1.18).
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Figure 5.4 � Pro�ls de pression. La pression de la matière pure de neutrons (à gauche)
et de la matière nucléaire symétrique (à droite) est représentée en fonction de la densité
baryonique, pour les EoSs DDH et DDHδ. Comme pour l'énergie par baryon, ces deux
modèles conduisent au même pro�l de pression pour la matière symétrique. L'encart est
un agrandissement à basse densité. On pourra remarquer que la pression de la matière
symétrique est nulle à la densité de saturation n0.
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données nucléaires. L'utilisation de ces deux EoSs nous permettra néanmoins d'explorer
l'in�uence des interactions entre nucléons sur les con�gurations stationnaires présentées
dans la section 5.2.

Par ailleurs, les pro�ls de pression prédits par les EoSs DDH et DDHδ sont donnés sur
la �gure 5.4 pour la matière nucléaire symétrique et pour la matière pure de neutrons. Ces
courbes peuvent être comparées à celles obtenues avec d'autres modèles d'EoS, visibles
sur la �gure 1.8.

En�n, les variations de la fraction de protons xp = np/nB avec la densité baryonique
nB sont tracées sur la �gure 5.5, en supposant qu'il y a équilibre β entre les particules.
Il est intéressant de noter que les pro�ls obtenus avec les EoSs DDH et DDHδ sont très
di�érents. Pour comprendre cela, commençons par exprimer la di�érence des potentiels
chimiques des neutrons et des protons, µn − µp. En utilisant (1.16), on obtient :

µn − µp =
∂εB
∂nn
− ∂εB
∂np
' 4Esym(nB) [1− 2xp] . (5.25)

D'un autre côté, le potentiel chimique des électrons est donné par 1

µe =
√
m2

e + k2
F,e, (5.26)

où me est la masse au repos des électrons et kF,e est l'impulsion de Fermi, reliée à la
densité d'électrons ne = np par kF,e = (3π2np)

1/3. Pour les densités considérées, on a

µe ' kF,e = (3π2xpnB)1/3. (5.27)

À l'équilibre β, où µn = µp +µe (voir sections 1.2.2 et 4.4.3), l'égalité des équations (5.25)
et (5.27) conduit à

x
1/3
p

1− 2xp
=

4Esym(nB)

(3π2nB)1/3
. (5.28)

La fraction de protons véri�ant généralement xp � 1, on en déduit alors que

xp '
64 [Esym(nB)]3

3π2nB
' 4, 75× 10−2

(
n0

nB

)(
Esym(nB)

30 MeV

)3

. (5.29)

Ainsi, la fraction de protons à l'équilibre β dépend fortement de l'énergie de symétrie de
l'EoS considérée et donc des valeurs de J et L. C'est ce qui explique les di�érences dans
les pro�ls de xp calculés à partir des EoSs DDH et DDHδ. En particulier, à la densité de
saturation, la formule précédente conduit à xp ' 0, 058 pour DDH et xp ' 0, 028 pour
DDHδ, en accord avec les résultats présentés sur la �gure 5.5.

1. Les électrons sont considérés comme un gaz de Fermi sans interaction, uniquement présent pour
assurer la neutralité électrique du milieu. Cette hypothèse est justi�ée par le fait que les électrons ne sont
pas sensibles à l'interaction forte et parce que les forces d'interaction entre les baryons sont beaucoup
plus importantes que les forces coulombiennes.
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Figure 5.5 � Fractions de protons prédites par les modèles DDH et DDHδ. Les
particules sont supposées comobiles et à l'équilibre β.

Cas à deux �uides

Dans le cadre à deux �uides, il n'est plus possible de dé�nir un référentiel de re-
pos commun à toutes les particules et l'EoS du système dépend alors de la vitesse re-
lative ∆ (4.58) entre le (super)�uide de neutrons et le �uide de particules chargées. Les
modèles non-relativistes se basent généralement sur la théorie du liquide de Fermi pour
calculer la matrice d'entraînement (4.31), voir, e.g., Chamel & Haensel (2006); Chamel
(2008). Jusqu'à présent, deux approches di�érentes ont été suivies pour modéliser des sys-
tèmes à deux �uides relativistes. D'un côté, Gusakov et al. (2009a, 2014c) ont utilisé une
généralisation relativiste de la théorie du liquide de Fermi a�n de calculer les coe�cients
d'entraînement pour un mélange comprenant des électrons, des nucléons et, plus généra-
lement, l'octet des baryons. Certains résultats obtenus dans le cadre de ce modèle, adapté
à la présence de couplage dépendant de la densité, sont présentés dans Urban & Oertel
(2015). D'un autre côté, Comer & Joynt (2003) ont introduit un formalisme permettant
d'évaluer la fonction maîtresse Λ à partir des composantes du tenseur-énergie impulsion
τµν moyennées sur des échelles macroscopiques et l'ont appliqué à un modèle nucléaire de
type RMF contenant uniquement des termes d'interaction isoscalaires. La matrice d'en-
traînement est ensuite calculée en utilisant les dé�nitions (4.32). Ce formalisme a été
appliqué au cas d'un modèle RMF plus réaliste, incluant une interaction isovectorielle,
par Kheto & Bandyopadhyay (2014). Dans la suite, nous suivons la stratégie proposée
par Comer & Joynt (2003), que nous adaptons a�n que la matrice d'entraînement ré-
sultante soit en accord avec celle obtenue à partir de la théorie du liquide de Fermi dans
la limite à faible vitesse relative, comme on l'attend. Notre but est alors de calculer la
fonction maîtresse Λ = −E (4.27), qui dépend des trois scalaires nn, np et ∆2, pour les
EoSs DDH et DDHδ présentées précédemment.
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Équations d'Euler-Lagrange. Par commodité, nous nous plaçons dans le référentiel où
la 3-vitesse du �uide de neutrons est nulle (i.e. uin = 0, voir section 5.1.4), dans lequel
le �uide de protons acquiert une 3-vitesse vi non-nulle. Sans perdre en généralité, il est
possible de choisir vi orientée selon la direction z pour simpli�er les calculs, de sorte
que vi = (0, 0,∆). En utilisant les conditions de normalisation (4.28), la décomposition
orthogonale de la quadri-vitesse des protons par rapport à celle des neutrons conduit alors
à

uαp = Γ∆ (uαn + vα) =
1√

1−∆2
(1, 0, 0,∆) , (5.30)

où la quantité Γ∆ = −uαp un α = 1/
√

1−∆2 désigne le facteur de Lorentz relatif (4.37).
Les quadri-courants de particules étant donnés par nαX = nXu

α
X , on en déduit que

nαn = (nn, 0, 0, 0) et nαp =
np√

1−∆2
(1, 0, 0,∆), (5.31)

où seul le courant de protons a une composante spatiale non-nulle.
Les équations d'Euler-Lagrange relatives aux champs de mésons sont maintenant don-

nées par

m2
σσ̄ = gσ

∑
X=(n,p)

〈ψ̄XψX〉 = gσ(nsp + nsn), (5.32a)

m2
δ δ̄ = gδ

∑
X=(n,p)

〈ψ̄Xt3XψX〉 = gδ(n
s
p − nsn), (5.32b)

m2
ωω̄ = gω

∑
X=(n,p)

i〈ψ̄Xγ0ψX〉 = gω(n 0
p + n 0

n ), (5.32c)

m2
ρρ̄ = gρ

∑
X=(n,p)

i〈ψ̄Xγ0t3XψX〉 = gρ(n
0
p − n 0

n ) , (5.32d)

m2
ωω̄

i = gω
∑

X=(n,p)

i〈ψ̄XγiψX〉 = gω
(
n ip + n in

)
, (5.32e)

m2
ρρ̄
i = gρ

∑
X=(n,p)

i〈ψ̄Xγit3XψX〉 = gρ
(
n ip − n in

)
, (5.32f)

où ρ̄i = 〈ρi3〉 et ω̄i = 〈ωi〉. Notons que les champs moyennés des mésons vecteurs pré-
sentent maintenant une composante spatiale z non-nulle, en raison de la vitesse non-nulle
des protons dans le référentiel considéré, voir Éq. (5.31). A�n que les équations précé-
dentes soient véri�ées, nous allons maintenant nous assurer que les quadri-courants de
protons et de neutrons, dé�nis ici par nαX = i〈ψ̄XγαψX〉, redonnent bien les expressions
attendues (5.31).

Les calculs suivants di�èrent légèrement de ceux réalisés par Comer & Joynt (2003)
et Kheto & Bandyopadhyay (2014). Ces derniers se sont placés dans le référentiel 1 où les

1. Dans le cas d'un seul �uide, le référentiel où les composantes spatiales de la quadri-vitesse du �uide
sont nulles est confondu avec celui dans lequel les composantes spatiales de la quadri-impulsion de ce �uide
s'annulent. Ce n'est plus vrai dans le contexte à deux �uides, en raison des e�ets d'entraînement (4.31).
Par conséquent, on peut dé�nir deux référentiels de repos pour chaque �uide : (i) celui où uiX = 0 et (ii)
celui où piX = 0 (Prix et al., 2002).
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composantes spatiales pin de la quadri-impulsion des neutrons sont nulles et ont décalé
l'impulsion de Fermi des protons d'une quantité K, a�n de rendre compte du mouvement
du �uide de protons dans ce référentiel. Toutefois, en suivant cette stratégie, la déforma-
tion relativiste de la sphère de Fermi, qui intervient au second ordre en les vitesses, n'est
pas correctement reproduite. De notre point de vue, c'est la raison pour laquelle les résul-
tats obtenus par Comer & Joynt (2003) et Kheto & Bandyopadhyay (2014) ne coïncident
pas avec ceux de Gusakov et al. (2009a), basés sur la théorie du liquide de Fermi. Par
conséquent, nous utilisons ici une autre méthode (Baym & Chin, 1976), utilisant les pro-
priétés des transformations de Lorentz des di�érentes quantités nécessaires pour calculer
la fonction maîtresse, que nous appliquons dans le référentiel où u in = 0. Cette approche
permet alors de calculer Λ pour n'importe quelle vitesse relative ∆ considérée 1 et inclut
naturellement la déformation de la sphère de Fermi.

Commençons par calculer les termes n0
X = i 〈ψ̄Xγ0ψX〉. Les composantes spatiales des

champs mésoniques n'étant plus nulles, l'énergie e�ective d'un état propre associé à la
quadri-impulsion kν (5.12) véri�e maintenant

eX(kν) =
√

(kz − gωωz − gρt3Xρz)2 + (m∗X)2

≡
√
k′ik
′i + (m∗X)2. (5.33)

Un simple changement de variable ki → k′i montre que n 0
n = nn = k3

F,n/(3π
2) pour les

neutrons, comme on s'y attend. Les protons ayant une vitesse non-nulle dans le référen-
tiel considéré, les di�érentes impulsions impliquées dans l'intégrale (5.11) subissent une
transformation de Lorentz, de sorte que

n 0
p = 2

∫
d3 k̃

(2π)3
f
[
ep

(
k̃ν

)]
, (5.34)

où les quantités dans le référentiel des neutrons (où u in = 0) sont notées par un tilde.
En utilisant le fait que la fonction de distribution est scalaire avec un argument scalaire
et que kν se transforme comme un vecteur lors d'une transformation de Lorentz, il est
possible d'exprimer l'intégrande comme suit (Baym & Chin, 1976) :

n 0
p = 2

∫
d3 k

(2π)3
J(k, k̃)θ (µp∗ − ep(kν)) , (5.35)

où J(k, k̃) est le jacobien associé au changement de variable d'intégration k̃ → k, corres-
pondant au passage du référentiel où u in = 0 à celui où u ip = 0, donné par

J(k, k̃) =
1√

1−∆2

(
1 + ∆

∂ep(kν)

∂kz

)
. (5.36)

1. Il faut cependant remarquer que nous ne considérons aucune modi�cation de la température cri-
tique de super�uidité avec la vitesse relative. Les calculs présentés ici n'ont donc de sens que pour des
vitesses relatives inférieures à la vitesse critique, qui est de l'ordre de 107 cm.s−1 dans les étoiles à neu-
trons (Gusakov & Kantor, 2013), au-delà de laquelle la super�uidité est brisée. Cette limite est toutefois
peu contraignante, étant donné les di�érences de vitesses maximales entre les �uides suggérées par le
phénomène de glitch (voir (7.7)).
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L'intégrale (5.35) conduit alors à n 0
p = np/

√
1−∆2 = npu

0
p , où np = k3

F,p/(3π
2). De la

même manière, les composantes z des quadri-courants véri�ent

nzn =

∫
d3 k θ(µn∗ − en(kν))×

kz − gωωz − gρρz
en(kν)

= 0 , (5.37)

nzp =

∫
d3 k θ(µp∗ − ep(kν))J(k, k̃)× ep(k

ν)∆ + kz − gωωz + gρρ
z

ep(kν) + ∆(kz − gωωz + gρρz)

= np
∆√

1−∆2
. (5.38)

Ainsi, on retrouve bien les expressions attendues (5.31).
On remarquera également que les densités baryonique nB et d'isospin nI sont mainte-

nant données par

nB =
√
−nµBnB µ =

√
n2
n + n2

p + 2Γ∆nnnp, (5.39)

et
nI =

√
−nµInI µ =

√
n2
n + n2

p − 2Γ∆nnnp. (5.40)

Fonction maîtresse et matrice d'entraînement. Dans le cadre à deux �uides, la densité
lagrangienne Λ = −E et la pression Ψ peuvent s'exprimer de la manière suivante (Comer
& Joynt, 2003)

E = −Λ = 〈τ00〉+ 〈τxx〉 − 〈τzz〉 , (5.41)

et
Ψ =

1

3

(
〈τµµ〉+ E

)
, (5.42)

où le tenseur énergie-impulsion Tµν = 〈τµν〉 est donné par (4.41). Ces expressions gé-
néralisent les équations (5.20) et (5.21) à un système de deux �uides parfaits. En uti-
lisant (5.18) et les équations d'Euler-Lagrange gouvernant les champs de mésons et de
baryons, la contribution des baryons à la densité d'énergie E est donnée par

EB = 6

∫
d3 k

(2π)3
θ(µn∗ − en(kν))×

(kx)2 + (m∗n)
2/3

en(kν)

+ 6

∫
d3 k

(2π)3
θ(µp∗ − ep(kν)) J(k, k̃)× (kx)2 + (m∗p)

2/3
1√

1−∆2 (ep(kν) + ∆(kz − gωωz + gρρz))

+
1

2
m2
σσ̄

2 +
1

2
m2
δ δ̄

2 − 1

2
m2
ωωµω

µ − 1

2
m2
ρρµρ

µ. (5.43)

En appliquant (5.36), on obtient alors

EB = εn(nn) + εp(np) +
1

2
m2
σσ̄

2 +
1

2
m2
δ δ̄

2 − 1

2
m2
ωωµω

µ − 1

2
m2
ρρµρ

µ, (5.44)

où εX(nX) correspond à la densité d'énergie d'un gaz de Fermi libre, calculée ici avec les
masses e�ectives de Dirac (5.13) et de Landau (5.14) des protons et des neutrons :

εX(nX) =
1

8π2

(
kF,X µX∗

[
(m∗X)2 + 2k2

F,X

]
− (m∗X)4 ln

[
kF,X + µX∗

m∗X

])
. (5.45)
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En considérant que les électrons forment un gaz de Fermi sans interaction, couplé aux ba-
ryons uniquement par la condition de neutralité de charge (ne = np), la densité d'énergie E
est alors donnée par

E = EB + εe(np) , (5.46)

où kF,e = kF,p, m∗e = me et µe∗ = µe =
√
m2

e + k2
F,e.

Nous pouvons maintenant exprimer les coe�cients de la matrice d'entraînement (4.31)
à partir des dérivées de E . Pour cela, remarquons que, grâce aux équations d'Euler-
Lagrange (5.32c)-(5.32f), les deux derniers termes apparaissant dans l'équation (5.44)
peuvent se réécrire sous la forme suivante

m2
ωωαω

α =
g2
ω

m2
ω

nαBnB α = − g2
ω

m2
ω

n2
B, (5.47)

m2
ρραρ

α =
g2
ρ

m2
ρ

nαI nI α = − g2
ρ

m2
ρ

n2
I , (5.48)

où les densités nB et nI sont données par (5.39) et (5.40). En utilisant le fait que le
potentiel chimique e�ectif µX∗ véri�e

µX∗ =
∂εX
∂nX

, (5.49)

où εX(nX) est dé�ni par (5.45), les dérivées (4.39) de E sont alors données 1 par

µn =
∂ E
∂nn

= µn∗ + nna+ + npa−Γ∆ + ΣR∂nB
∂nn

, (5.50a)

µp =
∂ E
∂np

= µp∗ + npa+ + nna−Γ∆ + ΣR∂nB
∂np

+ µe, (5.50b)

α =
∂ E
∂∆2

=
1

2
nnnpa−Γ3

∆ + ΣR∂nB
∂∆2

, (5.50c)

où les quantités ΣR, a− et a+ ont la même expression que dans le contexte à un �uide.
Pour un système de deux �uides, où nB = nB(nn, np,∆

2), l'équation (5.39) conduit à

∂nB
∂nn

=
1

nB
(nn + npΓ∆), (5.51a)

∂nB
∂np

=
1

nB
(np + nnΓ∆), (5.51b)

∂nB
∂∆2

=
1

2nB
nnnpΓ

3
∆ . (5.51c)

En utilisant les relations (4.40), nous obtenons �nalement les expressions suivantes pour

1. On pourra remarquer que le potentiel chimique µp utilisé ici est associé au �uide de particules
chargées, et non plus aux seuls protons.
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les coe�cients d'entraînement :

Knn =
µn∗
nn

+ a+ +
ΣR

nB
, (5.52a)

Kpp =
µp∗
np

+ a+ +
ΣR

nB
+
µe

np
, (5.52b)

Knp = a− +
ΣR

nB
. (5.52c)

Ces résultats appellent di�érentes remarques. Tout d'abord, les coe�cients d'entraînement
calculés ici sont, dans la limite où la vitesse relative ∆ est faible, en accord avec les
expressions obtenues 1 par Urban & Oertel (2015) à partir de la théorie du liquide de
Fermi appliquée au premier ordre en ∆. De plus, les équations (5.50a) et (5.50b) se
réduisent aux expressions (5.16a) et (5.16b) obtenues à un �uide, dans le cas où ∆ = 0.
En�n, les conditions uαXp

X
α = −µX (Prix et al., 2005), exprimées ici sous la forme

µn = Knn nn +Knp Γ∆np et µp = Kpp np +Knp Γ∆nn, (5.53)

sont bien satisfaites, contrairement aux résultats obtenus par Comer & Joynt (2003) et
Kheto & Bandyopadhyay (2014).

5.1.3 Implémentation numérique

À chaque itération rencontrée lors de la résolution numérique, les termes sources des
équations d'Einstein sont calculés à partir des valeurs de Hn, Hp et ∆2 à chaque point
de grille considéré (voir section 4.6.2 et Prix et al. (2005)). Par conséquent, nous utilisons
l'EoS sous la forme Ψ(µn, µp,∆2) (4.42), plutôt que E (nn, np,∆

2). Dans le cas où les
�uides sont comobiles, la vitesse relative est trivialement nulle (∆2 = 0) et il est possible
de trouver une relation entre les densités nn et np, ou de manière équivalente entre µn

et µp, en supposant que la matière est à l'équilibre β, de sorte que l'EoS ne dépend
plus que d'un seul paramètre (voir (1.11), par exemple). Toutefois, ceci n'est pas possible
dans le cadre à deux �uides considéré ici et il est donc nécessaire d'utiliser une EoS
dépendant de trois variables. Dans le code sfstar, l'EoS est alors implémentée sous la
forme d'une table, à interpoler. Bien que l'utilisation d'une EoS tabulée permette de
gagner beaucoup de temps de calcul par rapport à la situation où l'EoS serait calculée en
direct à chaque point de grille, cela conduit cependant à l'apparition de nouvelles sources
d'erreurs numériques, liées à la précision avec laquelle la table a été calculée et au schéma
d'interpolation utilisé, qu'il va falloir maîtriser.

Ainsi, pour chaque EoS, nous construisons une table basée sur une grille parallélé-
pipédique en la vitesse relative ∆2 et les potentiels chimiques µn et µp, voir �gure 5.6,
qui contient, pour une valeur donnée de ce triplet, l'ensemble des variables requises pour
e�ectuer l'interpolation. Les coe�cients d'entraînement et les termes sources s'exprimant
en fonction des valeurs interpolées de Ψ, nn, np et α, nous devons considérer un schéma

1. Dans nos notations, les éléments de la matrice M utilisée par Urban & Oertel (2015) sont donnés
par MXY = KXY nY , sans sommation sur les indices répétés.
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Figure 5.6 � Schéma d'interpolation à trois dimensions. Représentation schéma-
tique de la méthode d'interpolation utilisée sur une grille parallélépipédique (croix rouges),
en un point correspondant à une valeur donnée de (µn, µp,∆2) (croix verte). Sur chaque
plan ∆2 = cte, les di�érentes quantités sont interpolées via une méthode thermodynami-
quement cohérente à deux dimensions en les potentiels chimiques (croix bleues). À partir
des deux valeurs ainsi calculées, une interpolation linéaire selon la variable ∆2 fournit
alors les valeurs des quantités requises par le code au point souhaité.

capable d'interpoler une fonction et ses dérivées premières (4.43) avec une très grande
précision. Pour ce faire, nous faisons appel à la méthode d'interpolation thermodynami-
quement cohérente développée par Swesty (1996), basée sur les polynômes de Hermite.
Il n'est cependant pas possible d'utiliser directement ce schéma très précis sur le triplet
(µn, µp,∆2), car cela nécessiterait la présence de dérivées d'ordre 3 dans la table, qui sont
très di�ciles à obtenir avec une précision su�sante d'un point de vue numérique. À la
place, le schéma d'interpolation à trois dimensions que nous avons implémenté dans le
code sfstar est le suivant (voir Fig. 5.6) :

1. On commence par localiser, dans la table, le triplet (∆2, µn, µp) où l'on souhaite inter-
poler.

2. Sur chaque plan ∆2 = cte entourant ce point, on réalise ensuite une interpolation
thermodynamiquement cohérente à deux dimensions en les potentiels chimiques. On
applique cette méthode à la pression Ψ, ce qui donne également les valeurs de nn et
np, et au paramètre d'entraînement α.

3. On utilise en�n une interpolation linéaire selon la variable ∆2 sur Ψ, nn, np et α.

Pour utiliser la méthode d'interpolation à deux dimensions lors de l'étape 2., il est
nécessaire de fournir dans la table certaines valeurs de la fonction à interpoler, de ses
deux dérivées premières et de la dérivée croisée. Dans le cas de α, la dérivée croisée est
donc une dérivée d'ordre 3 en la pression, que nous ne pouvons fournir avec une précision
su�sante. Par conséquent, nous employons le même schéma pour Ψ et α, sans considérer
la dérivée croisée dans le second cas. La précision de la méthode globale d'interpolation

130



5.1 Équations d'état à deux �uides réalistes

 800

 1000

 1200

 1400

 1600

 1800

 800  1000  1200  1400  1600  1800

µ
p
 (

M
e
V

)

µ
n
 (MeV)

mnc
2

mpc
2

neutrons & protons

neutrons

protons

n n
 =

 0

n p
 =

 0

 850

 900

 950

 1000

 1050

 900  950  1000  1050  1100

µ
p
 (

M
e
V

)

µ
n
 (MeV)

mnc
2

mpc
2

neutrons & protons

neutrons

protons

n
n  =

 0

np
 = 0

Figure 5.7 � Coupe de la table associée à l'EoS DDHδ. Les régions à un �uide
(croix rouges et triangles verts) et à deux �uides (points bleus) sont représentées dans le
plan (µn, µp), pour ∆2 = 0. La zone où les deux �uides sont présents est délimitée par les
courbes nn = 0 (orange) et np = 0 (violet), au-delà desquelles un des �uides disparaît.
Aucun �uide n'est présent pour des valeurs de potentiels chimiques inférieures aux masses
de reposmn = 939, 6 MeV etmp = 938, 8 MeV, comme on peut le voir sur l'agrandissement
à droite. Pour une meilleure lisibilité, seule une petite proportion des données contenues
dans la table est ici représentée. Par ailleurs, nous utilisons un maillage resserré à faibles
densités, a�n de reproduire correctement les variations rapides des grandeurs dans cette
région. En�n, les con�gurations réalistes étant proches de la corotation et de l'équilibre β,
les données appelées dans le code se situent majoritairement le long de la ligne µn = µp.

reste très satisfaisante. Notons que nous utilisons simplement une interpolation linéaire
en la vitesse relative, car cette dernière est très proche de zéro pour une con�guration
réaliste d'étoile à neutrons super�uide. Il n'est donc pas nécessaire de fournir de dérivées
par rapport à ∆2 dans la table.

Nous avons étudié la cohérence de ce schéma d'interpolation à trois dimensions en
comparant les résultats obtenus avec le code sfstar en utilisant directement une EoS
analytique du type (4.102) et en interpolant une table construite à partir de la même
EoS (calculée avec la précision machine). Les di�érences relatives des résultats calculés
à partir de ces deux méthodes se sont révélées très faibles, validant ainsi la méthode
d'interpolation implémentée.

Les tables que nous avons utilisées pour décrire les EoSs DDH et DDHδ contiennent
11 valeurs de ∆2, espacées de manière logarithmique entre 0 et 0, 01c2, et 297 points en
les potentiels chimiques, compris entre 850 MeV (930 MeV) et 1800 MeV. La �gure 5.7
est une coupe dans le plan ∆2 = 0 de la table associée à l'EoS DDHδ, dans laquelle nous
indiquons les régions où les protons et/ou les neutrons sont présents. Comme on peut
le voir sur cette �gure, les neutrons (et les protons) peuvent apparaître dans le système
pour des valeurs du potentiel chimique correspondant inférieures à leur masse de repos, en
raison de l'interaction forte entre les nucléons (voir (5.50a)-(5.50b)). L'EoS DDH présente
des caractéristiques similaires.
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5.1.4 E�ets d'entraînement

Les e�ets d'entraînement sont caractérisés par la grandeur α (4.39), qui s'annule en
l'absence d'entraînement. Comme l'écorce n'est pas prise en compte dans nos modèles 1,
l'entraînement provient uniquement ici de l'interaction forte entre les nucléons (5.50c).
Dans la littérature, deux approches di�érentes ont été suivies pour quanti�er ces e�ets :
(i) en étudiant les coe�cients de la matrice d'entraînement (voir, e.g., Gusakov et al.
(2009a)) ou (ii) en faisant appel à des masses e�ectives dynamiques, di�érentes des masses
e�ectives de Dirac et de Landau introduites dans la section 5.1.2 (voir, e.g., Chamel &
Haensel (2006)).

Les éléments de la matrice d'entraînement KXY (4.31), et de son inverse YXY (4.34),
dépendent de trois quantités, e.g., nn, np et ∆2. Pour pouvoir comparer facilement les
e�ets d'entraînement prédits par di�érentes EoSs, il est intéressant de se placer dans le
cas de corotation 2 (i.e. ∆2 = 0), avec équilibre β. Par conséquent, nous introduisons les
coe�cients d'entraînement suivants (Gusakov et al., 2009a)

YXY = YXY |∆2=0, µn=µp , (5.54)

qui ne dépendent que d'un seul paramètre, que l'on peut choisir librement comme étant
la densité baryonique totale nB = nn + np. Notons qu'il est préférable d'étudier les coe�-
cients de la matrice d'entraînement inverse plutôt que les coe�cients KXY , car ces derniers
tendent vers l'in�ni à la limite nB = 0 (4.40). Les coe�cients YXY sont tracés en fonction
de nB sur la �gure 5.8, pour les deux EoSs considérées. Ces résultats sont à comparer avec
ceux obtenus par Gusakov et al. (2009a), Fig. 1, et par Kheto & Bandyopadhyay (2014),
Figs. 4 et 5. L'analyse de ces pro�ls n'est toutefois pas immédiate, car les grandeurs YXY
font intervenir les potentiels chimiques, les densités ainsi que les e�ets d'entraînement.
Pour quanti�er plus clairement ces derniers, nous allons donc plutôt nous concentrer sur
une deuxième méthode, reposant sur l'introduction de masses e�ectives dynamiques.

L'idée de cette seconde approche est de décrire la dynamique de chaque �uide comme
s'il était seul, les interactions avec le second �uide étant alors contenues dans une masse
e�ective m̃X , dé�nie par

p iX = m̃X u
i
X , (5.55)

où p iX et u iX sont les composantes spatiales de l'impulsion généralisée et de la quadri-
vitesse du �uide X. Une telle dé�nition n'a de sens que dans le référentiel de repos du
second �uide Y .

Comme nous l'avons déjà remarqué dans la section 5.1.2, il n'est pas possible de dé�nir
le référentiel de repos du �uide Y de manière unique. Dans le référentiel où la 3-vitesse

1. Des e�ets d'entraînement sont également présents dans l'écorce interne. Toutefois, à la di�érence
de l'entraînement dans le c÷ur qui provient de l'interaction forte entre les nucléons (Chamel, 2008),
l'entraînement dans la croûte est lié à la di�usion de Bragg des neutrons s'échappant des noyaux sur ces
derniers (Chamel, 2005, 2012), ce qui conduit alors à des e�ets beaucoup plus importants (voir Fig. 3.11).

2. La condition ∆2 = 0 est évidemment imposée après avoir calculé les dérivées (5.50a)-(5.50c). La
notion d'entraînement n'a pas de sens à un �uide.
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Figure 5.8 � Coe�cients d'entraînement YXY en fonction de la densité baryo-
nique. Les traits pleins (tiretés) correspondent aux résultats obtenus avec l'EoS DDH(δ).
Suivant la prescription proposée par Gusakov et al. (2009a), ces coe�cients sont nor-
malisés par la constante Y = 3n0/µ

n(3n0), où n0 = 0, 16 fm−3. Pour DDH(δ), on a
Y = 2, 55× 1041 erg−1.cm−3 (Y = 2, 47× 1041 erg−1.cm−3).

du �uide Y est nulle, i.e. u i
Y = 0, les relations (4.31) conduisent à

p iX = KXXnX u iX , (5.56)

de sorte que
m̃X = KXXnX . (5.57)

En utilisant (4.40), on obtient alors

m̃X = µX (1− εX) , (5.58)

où on a introduit le paramètre d'entraînement du �uide,

εX =
2α

nXµXΓ2
∆

. (5.59)

Cette dernière dé�nition généralise la relation habituelle (C.5) au cadre relativiste. En
supposant à nouveau la corotation 1 et l'équilibre chimique des �uides, nous pouvons
alors introduire la masse e�ective suivante (Prix et al., 2002; Chamel & Haensel, 2006) :

m0
X = KXX |∆2=0, µn=µp nX = µX0

(
1− ε0

X

)
, (5.60)

où l'indice (ou l'exposant) �0� signi�e �|∆2=0, µn=µp�.

1. Il est important de remarquer que la corotation implique que u iY =u iX = 0, de telle sorte qu'il n'est
pas possible de dé�nir une masse e�ective à partir de l'équation (5.55). À strictement parler, la quantité
m0
X n'a donc pas de réel sens physique, mais elle reste très pratique pour comparer les EoSs. Ceci dit,

la vitesse relative étant très faible dans les étoiles à neutrons, on a m̃X ' m0
X en bonne approximation.

Des remarques similaires s'appliquent également à m#
X , à condition que m̃X désigne cette fois-ci la masse

e�ective (5.62), dé�nie dans le référentiel où p iY = 0.
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Figure 5.9 � Paramètres d'entraînement. Les paramètres d'entraînement obtenus
avec l'EoS DDH(δ) sont tracés à gauche (à droite). Les grandeurs relatives aux protons
(neutrons) sont représentées en vert (rouge) et les quantités dé�nies dans le référentiel où
u iY = 0 (p iY = 0), à savoir ε0

X (ε#
X), sont dessinées en trait plein (tireté).

Dans le référentiel où l'impulsion du �uide Y est nulle, i.e. p iY = 0, l'équation (4.34)
conduit à

p iX =
nX
YXX

u iX , (5.61)

de sorte que
m̃X =

nX
YXX

. (5.62)

En utilisant les relations (4.35), on obtient cette fois-ci

m̃X = µX
(

1− εX
1− εY ∆2

1− εY

)
. (5.63)

Cela nous amène donc à introduire une nouvelle masse e�ective pour le �uide X (Prix
et al., 2002; Chamel & Haensel, 2006) :

m#
X =

nX
YXX |∆2=0, µn=µp

=
nX
YXX

= µX0

(
1− ε#

X

)
, (5.64)

où

ε#
X =

ε0
X

1− ε0
Y

. (5.65)

Les quantités m0
n et m#

n dé�nies ici sont reliées aux grandeurs εmom et εvel étudiées par
Comer & Joynt (2003) par les équations suivantes :

m0
n = εvelmn et m#

n =
1

εmom
mn. (5.66)

Les paramètres d'entraînement ε0
X et ε#

X relatifs aux EoSs DDH et DDHδ sont tracés
en fonction de la densité baryonique sur la �gure 5.9. Comme attendu, les e�ets d'en-
traînement augmentent avec la densité, là où les interactions entre nucléons sont de plus
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Figure 5.10 � Masses e�ectives dynamiques. Les masses e�ectives dynamiques ob-
tenues avec l'EoS DDH(δ) sont tracées à gauche (à droite). Les grandeurs relatives aux
protons (neutrons) sont représentées en vert (rouge) et les quantités dé�nies dans le réfé-
rentiel où u iY = 0 (p iY = 0), à savoir m0

X (m#
X), sont dessinées en trait plein (tireté).

en plus fortes. On pourra remarquer que ces e�ets sont relativement importants sur le
�uide de protons, pour des densités supérieures à la densité de saturation, tandis que le
�uide de neutrons est beaucoup moins a�ecté. Il s'agit simplement d'une conséquence de
la proportion relative des deux �uides, ε0

n = np/nn × ε0
p ' xpε

0
p (voir Fig. 5.5), lorsque

l'équilibre β est imposé. Par ailleurs, nous avons également véri�é que les conditions de
stabilité (4.33), que l'on peut réécrire de la manière suivante (Chamel & Haensel, 2006) :

0 ≤ ε0
n < xp et 0 ≤ ε0

p < 1− xp, (5.67)

sont bien satisfaites dans nos modèles. Les di�érences dans les pro�ls de ε0
X obtenus avec les

EoSs DDH et DDHδ, visibles à haute densité sur la �gure 5.9, s'expliquent principalement
par les comportements très di�érents de la fraction de proton xp prédits par ces modèles.
En e�et, pour nB � n0, on observe que αDDH ' αDDHδ et µXDDH ' µXDDHδ, de sorte
que ε0

p DDH ' xDDHδp /xDDHp × ε0
p DDHδ. Les résultats présentés sur la �gure (5.5), à savoir

xDDHδp & xDDHp à haute densité, conduisent alors à ε0
p DDH & ε0

p DDHδ. Remarquons en�n
que les quantités ε0

X et ε#
X , dé�nies respectivement dans les référentiels où u iY = 0 et

p iY = 0, présentent un comportement similaire. On notera toutefois un écart signi�catif
pour des densités baryoniques très élevées.

Les masses e�ectives dynamiques m0
X (5.60) et m#

X (5.64) sont représentées sur la �-
gure 5.10 pour les deux EoSs. Contrairement aux masses e�ectives de Landau (voir, e.g.,
Fig. 2 de Gusakov et al. (2009a) et Fig. 3 de Kheto & Bandyopadhyay (2014)), les masses
e�ectives dynamiques (relativistes) peuvent dépasser les masses de repos des particules
considérées. Les masses m0

X et m#
X contiennent non seulement des e�ets d'entraînement, à

travers les paramètres ε0
X et ε#

X , mais également des corrections liées à la prise en compte de
la relativité restreinte. En e�et, en l'absence d'entraînement, les masses e�ectives (5.60)
et (5.64) se réduisent aux potentiels chimiques (toute forme d'énergie contribuant à la
masse), et non aux masses de repos 1. Les e�ets d'entraînement étant relativement faibles

1. En mécanique newtonienne, les masses e�ectives (5.60) et (5.64) sont respectivement données par
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Figure 5.11 �Comparaison entre les masses e�ectives dynamiques dé�nies dans
les deux référentiels. La di�érence relative (m0

n −m#
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n est tracée en fonction de la
densité baryonique pour les deux EoSs considérées.

sur les neutrons (voir Fig. 5.9), les masses m0
n et m

#
n re�ètent, en bonne approximation, le

comportement de µn. En revanche, le pro�l des masses e�ectives dynamiques des protons
s'explique principalement par la prise en compte des e�ets d'entraînement à faibles den-
sités, le potentiel chimique ne jouant un rôle signi�catif qu'à des densités su�samment
élevées. Les potentiels chimiques associés aux deux modèles étant relativement proches,
les di�érences dans les pro�ls de m0

p et m
#
p prédits par les deux EoSs sont dues au com-

portement des paramètres d'entraînement ε0
p et ε#

p . Les courbes de m0
X présentées ici

peuvent être comparées aux résultats obtenus par Chamel (2008), Figs. 10, 11, 12 et 15,
et par Kheto & Bandyopadhyay (2014), Fig. 2. De manière similaire aux grandeurs ε0

X

et ε#
X , les masses dynamiques m

0
X et m#

X sont relativement proches. La di�érence relative
entre m0

n et m#
n atteint toutefois ∼ 10% à haute densité, comme on peut le voir sur la

�gure 5.11.

5.2 Con�gurations d'équilibre

Nous présentons ici les con�gurations d'équilibre réalistes d'étoiles à neutrons super-
�uides en rotation obtenues avec le code sfstar décrit dans la section 4.6. Plusieurs
résultats généraux ayant déjà été discutés dans l'article de Prix et al. (2005), nous nous
intéressons principalement aux conséquences engendrées par la prise en compte des EoSs
DDH et DDHδ dans ce qui suit. Les violations des identités du viriel (voir section (4.5.3))
associées au calcul de ces con�gurations dépendent de la masse et de la vitesse de rotation
de l'étoile, mais également de la grille utilisée pour décrire celle-ci. En particulier, les GRV
obtenus avec l'EoS DDH (DDHδ) sont typiquement de l'ordre de 10−9−10−8 (10−7−10−6)
à faible vitesse de rotation, et augmentent légèrement pour atteindre ∼ 10−7 − 10−6

m0
X = mX

(
1− ε0X

)
et m#

X = mX

(
1− ε#X

)
, de sorte que ces masses sont toujours inférieures à la masse

de repos mX (voir, e.g., Chamel & Haensel (2006); Chamel (2008)).
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Figure 5.12 � Isocontours de lnN pour une étoile à neutrons en rotation rapide,
dans le plan méridien ϕ = 0. Cette con�guration, obtenue avec l'EoS DDH, correspond
à une masse gravitationnelle de 1,4 M� et à une vitesse de rotation de 716 Hz, l'axe
de rotation étant ici vertical. Les coordonnées (x, z) sont données par x = r cos θ et
z = r sin θ. Les frontières des quatre domaines d'intégration sont représentées par des tirets
verts. La surface stellaire (trait noir épais) est superposée à la limite entre le deuxième
et le troisième domaines. Notons que les surfaces des deux �uides sont quasi-confondues.
L'aplatissement rp/req de l'étoile vaut ∼ 0, 84.

(∼ 10−6 − 10−5) au-delà de 500 Hz. Ainsi, les erreurs numériques relatives à nos mo-
dèles devraient être inférieures à ces ordres de grandeur. Dans la suite, nous nous plaçons
dans le cas où les potentiels chimiques des deux �uides sont égaux au centre de l'étoile
(équilibre β) et nous supposons que les deux �uides sont en corotation, sauf mention
contraire.

5.2.1 Diagrammes masse-rayon

En supposant que Ωn = Ωp et µnc = µpc , on observe que le �uide de protons est
toujours le plus externe, et la surface de l'étoile coïncide donc avec celle de ce �uide 1.
La surface d'une étoile à neutrons super�uide en rotation rapide est représentée sur la
�gure 5.12. Cette con�guration, calculée avec l'EoS DDH, correspond à une étoile de
1,4 M�, tournant à la fréquence de rotation la plus élevée mesurée jusqu'à présent, à

1. Notons qu'un modèle plus réaliste tiendrait également compte de l'écorce solide sous la surface
stellaire (voir section 1.5.2).
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Figure 5.13 � Diagrammes masse-rayon pour les EoSs DDH et DDHδ. La masse
gravitationnelle MG, en unité de masse solaire, est tracée en fonction des rayons circonfé-
rentiels RX

circ et moyens R
X
moy des neutrons et des protons, pour deux vitesses de rotation

di�érentes (0 et 716 Hz). Les rayons du �uide externe, i.e. de la surface de l'étoile, sont re-
présentés en gras. Les rayons circonférentiels dans le plan équatorial et les rayons moyens
sont confondus dans le cas statique. Les rectangles hachurés correspondent aux mesures
réalisées par Antoniadis et al. (2013) et Fonseca et al. (2016).

savoir 716 Hz (voir section 1.1.3). Les courbes en tirets noirs sont associées à des valeurs
constantes de lnN . Remarquons qu'à la limite newtonienne, le terme métrique lnN se
réduit au potentiel gravitationnel Φ de l'étoile (voir l'équation (1.10), par exemple). En
raison des forces centrifuges très élevées, la surface stellaire apparaît très déformée. Ainsi,
l'aplatissement a = rp/req de l'étoile, où rp et req désignent respectivement les cordonnées
radiales associées à sa surface le long de l'axe de rotation (θ = 0) et dans le plan équatorial
(θ = π/2), vaut environ 0,84.

Les diagrammes masse-rayon correspondant aux EoSs DDH et DDHδ sont tracés sur la
�gure 5.13. Plus précisément, la masse gravitationnelle MG (4.79) est donnée en fonction
des rayons circonférentiels (4.84) et moyens (4.87) de chaque �uide. Pour une même masse
gravitationnelle, la présence d'e�ets centrifuges de plus en plus intenses conduit ces rayons
à augmenter de manière signi�cative avec la vitesse de rotation. Pour des con�gurations
en rotation rapide, le rayon moyen dans un plan méridien est (très) inférieur au rayon
circonférentiel dans le plan équatorial, en raison du fort aplatissement de l'étoile. La
masse maximale prédite par l'EoS DDHδ est 2, 16 M� dans le cas statique et augmente
jusqu'à atteindre 2, 21 M� à 716 Hz. Les masses maximales obtenues avec l'EoS DDH sont
légèrement plus faibles, valant respectivement 2, 08 M� et 2, 12 M� à 0 et 716 Hz. Ces
EoSs permettent donc de modéliser des étoiles à neutrons de plus de 2 M�, en accord avec
les contraintes actuelles mentionnées dans la section 1.1.1. Les di�érences que l'on peut
observer dans les pro�ls masse-rayon prédits par ces deux modèles sont principalement
dues aux valeurs de L et de Ksym qui leur sont associées, voir �gure 5.3. Par ailleurs,
il est important de noter que la prise en compte de l'écorce est susceptible de modi�er
signi�cativement les valeurs des rayons obtenues, surtout à petite masse gravitationnelle.

L'in�uence d'une di�érence de vitesse entre les �uides sur le diagramme masse-rayon
est présentée sur la �gure 5.14. Ainsi, un écart relatif (Ωn − Ωp) /Ωp ∼ 1, 4×10−3 conduit
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Figure 5.14 � In�uence d'un écart de vitesse sur le diagramme masse-rayon.
Agrandissement du diagramme masse-rayon prédit par l'EoS DDHδ autour de la masse
maximale. Les di�érentes con�gurations ont été calculées en imposant l'équilibre chimique
au centre de l'étoile et fn = Ωn/(2π) = 716 Hz. Les courbes bleue, orange et rouge sont
obtenues pour les valeurs de fp = Ωp/(2π) suivantes : 716, 716,1 et 717 Hz. On notera
la faible augmentation de la masse maximale avec l'écart en vitesse. Les lignes pointillées
correspondent à des con�gurations instables. La seconde EoS conduit à des résultats
similaires.

à une augmentation relative de la masse maximale de l'ordre de ∼ 6×10−5. Notons qu'un
tel écart de vitesse est bien au-delà de ce que l'on s'attend à trouver dans les étoiles
à neutrons (voir (7.7)). La masse maximale est donc déterminée très précisément dans
l'approximation Ωn = Ωp.

La compacité et l'énergie de liaison sont étudiées sur la �gure 5.15. La compacité Ξ,
dé�nie par l'équation (4.91), quanti�e le caractère relativiste de l'objet que l'on modélise
(voir section 1.3.1). Comme on s'y attend, la compacité augmente bien avec la masse
gravitationnelle de l'étoile. Les deux EoSs donnent Ξ ' 0, 17 pour une étoile à neutrons
statique de 1,4 M� et Ξ ' 0, 25− 0, 26 à 2 M�. Pour une masse gravitationnelle donnée,
une augmentation de la vitesse de rotation implique une augmentation du rayon équato-
rial de l'étoile (voir Fig. 5.13) et donc une diminution de la compacité, comme on peut le
voir sur l'image de gauche de la �gure 5.15. En outre, l'EoS DDH prédisant des rayons
légèrement plus faibles que l'EoS DDHδ, les compacités associées à ce modèle sont un
peu plus élevées. L'énergie de liaison EL, c'est-à-dire la di�érence entre la masse gravi-
tationnelle et la masse baryonique (4.82), augmente (en valeur absolue) avec MG, car les
forces d'attraction deviennent de plus en plus importantes. Les EoSs DDH et DDHδ pré-
sentent des résultats similaires. L'énergie EL représente une fraction non négligeable de
la masse gravitationnelle de l'objet considéré. Ainsi, une étoile statique de 2 M� possède
une énergie de liaison de l'ordre de −0, 35 M�.c2. Pour une masse baryonique �xée, la
masse gravitationnelle de l'astre croît avec sa vitesse de rotation, car son énergie cinétique
augmente. Par conséquent, en raisonnant àMG constant, la masse baryonique d'une con�-
guration tournant à 716 Hz est plus faible que dans le cas statique, ce qui conduit à une
diminution de la valeur absolue de l'énergie de liaison.

139



Équations d'état à deux �uides et con�gurations d'équilibre
Ξ

MG (M⊙)

DDHδ - 0 Hz    

DDHδ - 716 Hz

DDH - 0 Hz      

DDH - 716 Hz  

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4

E
L
 (

M
⊙

.c
2
)

MG (M⊙)

DDHδ - 0 Hz    

DDHδ - 716 Hz

DDH - 0 Hz      

DDH - 716 Hz  

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0  0.5  1  1.5  2  2.5
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de liaison EL (à droite) sont tracées en fonction de la masse gravitationnelle pour les deux
modèles nucléaires et pour deux vitesses de rotation di�érentes.
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Figure 5.16 � Aplatissement de l'étoile en fonction de sa vitesse de rotation. La
quantité a = rp/req est tracée en fonction de la fréquence de rotation Ωn/(2π) = Ωp/(2π),
pour une masse gravitationnelle �xée, MG = 1,4 M�, et pour l'EoS DDH. Remarquons
que a faisant intervenir les rayons coordonnées, il ne s'agit pas d'une grandeur invariante
de jauge. La diminution rapide de l'aplatissement observée pour des vitesses de rotation
très élevées semble indiquer une vitesse képlérienne de l'ordre de 980 Hz pour 1,4 M�.

En�n, nous représentons l'aplatissement a = rp/req de l'étoile en fonction de sa vitesse
de rotation sur la �gure 5.16. Ces résultats sont obtenus avec l'EoS DDH, en maintenant
MG = 1,4 M�. Comme attendu, l'aplatissement augmente, i.e a diminue, lorsque la
vitesse de rotation est de plus en plus importante en raison des e�ets centrifuges (voir
également la �gure 5.12). En particulier, on pourra remarquer qu'au-delà de ∼ 950 Hz, ces
con�gurations présentent un rayon polaire rp presque deux fois plus petits que le rayon
dans le plan équatorial req.
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Figure 5.17 � Termes métriques en fonction de la coordonnée radiale. Les co-
e�cients N , ω/Ω, A et B − A sont tracés en fonction de r, le long de l'axe de rotation
(courbe orange tiretée) et dans le plan équatorial (courbe bleue pleine). La con�guration
considérée a été obtenue avec l'EoS DDH, pour une masse gravitationnelle de 1,4 M� et
une vitesse de rotation Ω/(2π) = 716 Hz. Le terme B − A est identiquement nul pour
θ = 0. Les lignes verticales indiquent la surface de l'étoile, les rayons polaires et équa-
toriaux (rp et req) étant respectivement tracés avec des tirets rouges et des traits verts
pleins.

5.2.2 Potentiels métriques

Les potentiels métriques N , ω/Ω, A et B − A sont représentés en fonction de la
coordonnée radiale r sur la �gure 5.17, pour MG = 1, 4 M�, Ω/(2π) = 716 Hz et l'EoS
DDH. Bien que la vitesse de rotation considérée soit très élevée, les pro�ls le long de
l'axe de rotation (θ = 0) et dans le plan équatorial (θ = π/2) sont très proches. On
observe que les déformations de l'espace-temps, i.e. les écarts à la métrique de Minkowski
(N = A = B = 1, ω = 0), sont maximales au centre de l'étoile. Aucun changement notable
dans les valeurs des coe�cients métriques n'est visible au passage de la surface de l'étoile
(traits verticaux). De plus, les di�érents potentiels métriques véri�ent les conditions aux
limites (4.48) relatives à l'espace-temps plat, loin de l'étoile (r → +∞). Les termes A et
B coïncident sur l'axe de rotation et sont extrêmement proches dans le plan équatorial.

Une variation de la masse gravitationnelle de l'étoile modi�e signi�cativement ces
pro�ls, comme on peut le voir sur la �gure 5.18. Les con�gurations sont ici représentées
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Figure 5.18 � In�uence de la masse gravitationnelle sur les termes métriques.
Les potentiels N et ω/Ω sont tracés en fonction de r, dans le plan équatorial, pour
di�érentes valeurs de MG. La vitesse de rotation considérée est Ω/(2π) = 10 Hz et l'EoS
utilisée est DDH. Des résultats similaires sont obtenus avec DDHδ.
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Figure 5.19 � In�uence de la vitesse de rotation sur les termes métriques. Les
potentiels N et ω/Ω sont tracés en fonction de r, dans le plan équatorial, pour di�érentes
valeurs de Ω/(2π). La masse gravitationnelle considérée estMG = 1, 4 M� et l'EoS utilisée
est DDH. L'EoS DDHδ conduit à des résultats analogues.

à 10 Hz, avec l'EoS DDH. Lorsque MG augmente, la compacité croît fortement (voir
Fig. 5.15) de sorte que les déviations à la métrique de Minkowski sont de plus en plus
importantes. En revanche, l'in�uence de la vitesse de rotation sur les termes métriques est
nettement moindre (voir Fig. 5.19). En augmentant Ω àMG �xée, la compacité de l'étoile
diminue légèrement (voir Fig. 5.15) : les termes métriques adoptent alors des pro�ls de
plus en plus plats et leurs valeurs en r = 0 se rapprochent progressivement de celles de
l'espace-temps plat.

5.2.3 Pro�ls de densité

Les pro�ls de densité obtenus avec les deux modèles nucléaires sont tracés en fonction
de la coordonnée radiale r sur la �gure 5.20, pour MG = 1, 4 M� et fn = fp = 716 Hz,
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Figure 5.20 � Pro�ls de densité. Les quantités nn et np sont tracées en fonction de r,
pour une étoile de masse gravitationnelle MG = 1, 4 M�, tournant à fn = fp = 716 Hz,
et pour les EoSs DDH (à gauche) et DDHδ (à droite). Les densités de neutrons et de
protons sont représentées en rouge et en vert. En outre, les courbes pointillées et pleines
correspondent aux valeurs le long de l'axe de rotation et dans le plan équatorial. Les lignes
verticales orange et bleues désignent les coordonnées où nn = 0 et np = 0 et l'encart est
un agrandissement autour de la surface de l'étoile.
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Figure 5.21 � In�uence de la masse gravitationnelle et de la vitesse de rotation
sur le pro�l de densité de neutrons. La quantité nn est tracée en fonction de r, dans le
plan équatorial, pour l'EoS DDHδ. À gauche, di�érentes valeurs de MG sont considérées,
avec f = Ω/(2π) = 400 Hz. À droite, la vitesse évolue entre 0 et 930 Hz, pour une masse
baryonique �xée à MB = 1, 42 M� (ce qui correspond à MG ' 1,3 M�).

où fX = ΩX/(2π). Les densités de neutrons nn et de particules chargées np sont res-
pectivement représentées en rouge et en vert. Comme on peut le voir sur les encarts, le
�uide le plus externe est le �uide de protons. Au centre de l'étoile, la fraction de protons
xp = np/nB vaut environ 0,086 pour l'EoS DDH et 0,064 pour DDHδ. Par ailleurs, la
densité baryonique centrale prédite par le modèle DDH est nB(r = 0) ' 0, 44 fm−3, ce qui
est proche de trois fois la densité de saturation n0 = 0, 153 fm−3, tandis que l'EoS DDHδ
conduit à une densité légèrement plus faible, nB(r = 0) ' 0, 36 fm−3. On peut comprendre
cette di�érence de la manière suivante. Pour une densité baryonique donnée, de l'ordre
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de celle que l'on rencontre au centre des étoiles à neutrons, la pression prédite par l'EoS
DDHδ est plus importante que celle associée à DDH (voir Fig. 5.4). Par conséquent, pour
une même masse gravitationnelle, la densité baryonique centrale sera plus faible.

Les densités atteintes dans l'étoile sont de plus importantes lorsque la masse gravi-
tationnelle augmente (voir Fig. 5.21), la matière étant davantage comprimée. De plus, à
masse baryonique �xée, la densité centrale diminue lorsque la vitesse de rotation Ω aug-
mente. En e�et, les forces centrifuges tendent à éloigner de plus en plus la matière de l'axe
de rotation.

5.2.4 Pro�ls de vitesse

La vitesse du �uide de neutrons Un (4.56), mesurée par l'observateur eulérien On, est
représentée sur la �gure 5.22 dans le plan équatorial. À gauche, di�érentes masses gravi-
tationnelles sont considérées pour fn = fp = 10 Hz. Les deux �uides étant en corotation,
on a alors Un = Up. Les pro�ls de vitesse obtenus ressemblent beaucoup au pro�l newto-
nien, à savoir r × Ωn (trait en pointillés noirs), mais avec une pente moyenne légèrement
plus grande. Cette pente est approximativement constante, en raison d'une compensation
numérique des termes B/N et 1− ω/Ωn intervenant dans l'expression (4.56). On observe
que le pro�l de vitesse s'écarte de plus en plus du pro�l newtonien, au fur et à mesure que
la masse gravitationnelle de l'astre (et donc la compacité) augmente. Ainsi, on passe de
Un ' 1, 21×r×Ωn pourMG = 1 M� à Un ' 1, 56×r×Ωn pourMG = 2 M�. Remarquons
également qu'à la surface de l'étoile, la valeur de Un est une fraction non-négligeable de
la vitesse de la lumière (voir l'image de droite de la �gure 5.22). Par exemple, on obtient
Un(req) ' 0, 32× c à 950 Hz, pour l'EoS DDH et MG = 1,4 M�.

Sur la �gure 5.23, nous étudions un cas où les fréquences de rotation des �uides sont
di�érentes, à savoir fn = 10 Hz et fp = 0 Hz. La con�guration est obtenue avec l'EoS
DDH, pour MG = 1, 4 M� et en supposant que l'équilibre chimique est réalisé au centre
de l'étoile. On observe que le pro�l de Un calculé est très proche de celui obtenu dans
le cas mentionné précédemment, où fn = fp = 10 Hz. Ceci s'explique par le fait que les
particules chargées sont statiques et beaucoup moins nombreuses que les neutrons. En
bonne approximation, la déformation de l'espace-temps est donc gouvernée par ce second
�uide. La vitesse de rotation des protons étant nulle, la grandeur Up (4.56) véri�e alors

Up = −B
N
rω < 0, (5.68)

pour θ = π/2. Ainsi, bien que le �uide de particules chargées soit immobile par rapport à
un observateur statique placé à l'in�ni spatial, ce �uide se déplace dans le sens opposé aux
neutrons par rapport à On. Il s'agit là d'une conséquence remarquable de l'e�et Lense-
Thirring 1, qui est dû ici à la rotation du �uide de neutrons. Nous présentons également
le pro�l de la vitesse relative ∆ (4.58) sur la �gure 5.23.

1. L'e�et d'entraînement des référentiels inertiels, aussi appelé e�et Lense-Thirring, est un e�et clas-
sique de la relativité générale caractérisant le fait qu'une particule-test en chute radiale vers un corps en
rotation acquiert un mouvement suivant ϕ, de sorte que sa trajectoire ne peut rester purement radiale.
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Figure 5.22 � Pro�ls de vitesse. La vitesse Un mesurée par l'observateur eulérienOn est
tracée en fonction de r dans le plan équatorial, pour l'EoS DDH. Les résultats considérés
ici sont obtenus avec Ωn = Ωp = Ω. À gauche, di�érentes masses gravitationnelles sont
étudiées pour f = 10 Hz. À droite, Un est représentée pour di�érents f , pour une étoile
de 1,4 M�. Les lignes verticales correspondent aux coordonnées radiales où nn = 0.
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Figure 5.23 � Pro�ls de vitesse pour Ωn 6= Ωp. Les vitesses physiques des neutrons
Un et des protons Up mesurées par l'observateur eulérien, ainsi que la vitesse relative ∆
entre les �uides, sont données en fonction de r dans la plan équatorial pour une étoile à
neutrons de 1,4 M�, tournant à fn = 10 Hz et fp = 0 Hz. Cette con�guration est calculée
avec l'EoS DDH. Pour ces vitesses de rotation, les surfaces des deux �uides (trait vertical)
sont quasiment confondues.
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5.2.5 Moments cinétiques et moments d'inertie

Les moments cinétiques de l'étoile J (4.93) et de chaque �uide JX (4.95) sont tracés en
fonction de la vitesse de rotation de l'étoile sur la �gure 5.24, en supposant que Ωn = Ωp.
Les comportements des moments d'inertie total I (4.98) et partiels IX (4.99) sont éga-
lement présentés. Nous considérons ici une séquence à masse baryonique constante, cor-
respondant à une masse gravitationnelle proche de 1, 4 M�. À faible vitesse de rotation,
les moments d'inertie sont approximativement constants, de telle sorte que les moments
cinétiques augmentent linéairement avec ΩX . Lorsqu'on se rapproche de la vitesse képlé-
rienne, l'étoile est alors très déformée et les moments d'inertie croissent très rapidement.
Comme attendu, le moment cinétique total est en très grande partie gouverné par celui
du �uide de neutrons.

Remarquons en�n que, dans le cas à deux �uides, le moment cinétique d'un �uide
peut être non-nul même si sa vitesse de rotation s'annule. Deux e�ets di�érents sont à
l'origine de ce phénomène. Tout d'abord, comme on l'a déjà mentionné dans la section
précédente, la vitesse Up mesurée par On est non-nulle, même si Ωp = 0, en raison de
l'e�et d'entraînement des référentiels inertiels. Pour Ωn > 0, cet e�et de relativité générale
conduit alors à Up < 0, et donc à Jp 6= 0, voir (4.97). La seconde contribution provient
de la dépendance du moment cinétique des protons en la vitesse Un des neutrons, en
raison des e�ets d'entraînement mutuel entre nucléons (voir (4.97) ou (C.1)). Notons
qu'à la limite newtonienne, seul ce deuxième phénomène joue un rôle, comme on peut le
voir sur l'équation (C.4). Pour illustrer cela, deux séquences d'étoiles (correspondant aux
deux EoSs) sont représentées sur la �gure 5.25 en fonction de Ωn/(2π), en supposant que
Ωp/(2π) = 0 Hz, pour une masse baryonique �xée. Bien que la vitesse de rotation des
protons soit nulle, le moment cinétique de ce �uide est non-nul et augmente linéairement
avec Ωn. La quantité Jp étant positive, les e�ets d'entraînement dominent par rapport à
l'e�et Lense-Thirring 1, mais la contribution de ce dernier est loin d'être négligeable. Les
couplages entre les �uides seront étudiés plus en détails dans la partie suivante.

1. Le choix de vitesses de rotation Ωn > 0 et Ωp = 0 conduit à Un > 0 et Up < 0, voir Fig. (5.23).
Ainsi, en l'absence d'entraînement, les relations (4.95) et (4.97) conduiraient à Jp < 0. En revanche, la
contribution de l'entraînement tend plutôt à imposer Jp > 0. Le moment cinétique du �uide de protons
est donc donné par l'équilibre entre ces deux phénomènes. Les conclusions seraient similaires en inversant
le rôle des deux �uides.
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Figure 5.24 � Moments cinétiques et moments d'inertie. Ces di�érentes quantités
sont tracées en fonction de fn = fp, à l'équilibre β, pour une masse baryonique �xée
MB = 1, 542 M� correspondant àMG ' 1, 4 M�. Les résultats obtenus avec l'EoS DDH(δ)
sont représentés par des lignes pleines (pointillées). Les grandeurs relatives à l'étoile sont
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Troisième partie

Simulations numériques globales de

glitches en relativité générale





Chapitre 6
Équations d'évolution
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Les glitches géants et réguliers de certains pulsars, tels que Vela, semblent pouvoir
s'expliquer par un mouvement de lignes de tourbillons super�uides à grande échelle (voir
section 3.2.1). Des travaux ont été récemment initiés a�n d'aller au-delà de simples modèles
qualitatifs et de réaliser des simulations de glitches de plus en plus réalistes. L'intérêt est
double. D'une part, la comparaison de ces modèles quantitatifs aux observations précises
de glitches est susceptible d'apporter des contraintes fortes sur le mécanisme à l'origine
de ce phénomène. D'autre part, l'analyse de ces soubresauts pourrait nous renseigner sur
les étoiles à neutrons, et plus particulièrement sur leur masse (voir, e.g., Ho et al. (2015);
Antonelli & Pizzochero (2017); Pizzochero et al. (2017)).

Bien que l'étude du mouvement d'une grande quantité (∼ 102 − 104) de tourbillons
fournisse des informations intéressantes (voir, e.g., Warszawski & Melatos (2011, 2013)), la
modélisation du phénomène de glitch nécessite de suivre la dynamique de toutes les lignes
de tourbillons super�uides contenues dans l'étoile. Étant donné leur nombre extrêmement
élevé, de l'ordre de ∼ 1017 pour Vela (voir section 3.1.3), le transfert de moment cinétique
entre le super�uide de neutrons et le reste de l'étoile peut raisonnablement être étudié
selon une approche hydrodynamique, faisant toutefois intervenir des paramètres microsco-
piques déterminés par la dynamique locale de vortex individuels (voir Bulgac et al. (2013)
par exemple). Alors que le cadre théorique permettant la description de tremblements
d'écorce en relativité générale a été développé il y a de nombreuses années (Carter &
Quintana, 1975), la formulation relativiste du modèle de glitch associé au mouvement des
tourbillons super�uides est nettement plus récente (Langlois et al., 1998). Il est important
de noter que, jusqu'à présent, la grande majorité des simulations numériques globales de
glitches ont été réalisées dans un contexte newtonien (voir, e.g., Larson & Link (2002);
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Peralta et al. (2006); Sidery et al. (2010); Haskell et al. (2012b)). Récemment, Seveso
et al. (2012) et Antonelli & Pizzochero (2017) ont développé un modèle hydrodynamique
non-relativiste pour décrire les di�érentes étapes d'un glitch, basé sur la structure statique
de l'étoile à neutrons calculée en relativité générale (via le système TOV (1.7)-(1.9)). Tou-
tefois, la relativité générale pourrait également jouer un rôle important sur la dynamique
de l'étoile pendant le glitch.

Dans la suite, nous présentons des simulations numériques globales de glitches, repo-
sant sur le déplacement de lignes de tourbillons. Ces simulations se concentrent sur la
phase de montée et ne cherchent donc pas à rendre compte du mécanisme à l'origine du
désancrage des tourbillons super�uides (voir section (3.2.1)). D'un autre côté, nous étu-
dions en détails l'impact de la relativité générale sur la dynamique des glitches géants. Par
ailleurs, nous donnons également quelques estimations des amplitudes et des fréquences
caractéristiques associées aux ondes gravitationnelles émises lors de ces événements. Ces
travaux, résumés dans l'article Sourie et al. (2017), constituent ainsi une nouvelle étape
vers l'obtention de modèles de glitches toujours plus réalistes.

6.1 Hypothèses

6.1.1 Approche quasi-stationnaire

Un événement de glitch se décompose en trois phases distinctes : l'évolution précédant
le glitch, la phase de montée et la relaxation post-glitch (voir section 2.3.1). En première
approximation, chacune de ces étapes peut être modélisée séparément, car les temps ca-
ractéristiques (et donc les processus physiques) qui leur sont associés sont relativement
di�érents. Ainsi, lorsque le pulsar accélère (phase de montée du glitch, voir schéma 3.7),
c'est-à-dire une fois que certaines lignes de tourbillons se sont désancrées et sont libres de
se mouvoir, la dynamique de l'étoile est principalement gouvernée par la force de friction
mutuelle qui s'exerce entre le super�uide de neutrons et le reste de l'étoile (voir partie IV
pour davantage de détails à ce sujet). Cette force agit sur une échelle de temps caracté-
ristique correspondant au temps de montée du glitch, τr. Comme nous l'avons mentionné
dans la section 2.3.1, ce temps n'a jamais été résolu lors des observations e�ectuées jus-
qu'à maintenant et la meilleure contrainte que nous avons sur τr provient de l'analyse des
glitches de 2000 et 2004 du pulsar de Vela : τr < 30 − 40 s (Dodson et al., 2002, 2007).
On peut également remarquer que la non-détection d'ondes gravitationnelles associées au
glitch de 2006 de ce même pulsar conduit à la limite inférieure : τr > 10−4 ms (Warszawski
& Melatos, 2012).

Le temps hydrodynamique τh est le temps que met l'étoile à revenir dans son état
d'équilibre hydrodynamique, après avoir été contrainte de s'en éloigner par une modi�ca-
tion de sa vitesse de rotation. Cette échelle de temps est grossièrement donnée par (Shapiro
& Teukolsky, 1983)

τh ∼ (Gρ̄)−
1
2 ' 0, 1

(
R

12 km

) 3
2
(

M

1, 4 M�

)− 1
2

ms, (6.1)

oùM est la masse de l'étoile, R son rayon et ρ̄ = 3M/(4πR3) sa masse volumique moyenne.
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L'expression de τh correspond également au temps typique que met une onde sonore de
célérité cs à se propager d'un bout à l'autre de l'étoile, i.e. τh ∼ R/cs (Epstein, 1988).

Dans ce qui suit, nous ferons l'hypothèse que τr � τh, comme de récentes études
le suggèrent (Haskell et al., 2012b). L'évolution dynamique du pulsar pourra alors être
modélisée par une séquence quasi-stationnaire de con�gurations d'équilibre.

6.1.2 Modèle à deux �uides

Di�érents travaux, résumés dans les sections 3.2.2 et 3.2.3, suggèrent que le super�uide
dans le c÷ur joue un rôle important dans les glitches de certains pulsars, tels que ceux de
Vela. Par conséquent, nos simulations numériques portent sur l'étude de la dynamique du
c÷ur des étoiles à neutrons, que nous décrivons par le même modèle que celui présenté
dans la partie II. L'astre est alors composé de deux �uides, à savoir un super�uide de
neutrons et un �uide de particules chargées (protons et électrons), couplés par des e�ets
d'entraînement mutuel (non-dissipatifs). Là encore, nous supposons implicitement que
les lignes de tourbillons s'étendent sur toute l'étoile 1, de telle sorte que le super�uide
de neutrons est présent partout à l'intérieur de l'astre. Puisque nous ne considérons pas
l'écorce dans nos modèles, nous ne tenons compte d'aucun mécanisme de couplage entre
le c÷ur et la croûte, tel que le pompage d'Ekman. Ces couplages pourraient toutefois
avoir un impact important sur la dynamique des glitches, en particulier lors de la phase
de relaxation post-glitch (voir, e.g., van Eysden & Melatos (2010); Haskell & Melatos
(2015)).

6.1.3 Espace-temps

Nos simulations de glitches reposant sur les con�gurations d'équilibre discutées dans
la partie II, l'étoile à neutrons est axisymétrique et en rotation stationnaire. En négligeant
le (très faible) mouvement radial du super�uide de neutrons engendré par le déplacement
des lignes de tourbillons super�uides pendant le glitch (Langlois et al., 1998), nous faisons
l'hypothèse que les deux �uides tournent autour d'un même axe avec des vitesses de
rotation potentiellement di�érentes. Alors que la vitesse de rotation Ωp = Ω du �uide
de particules chargées peut raisonnablement être considérée comme uniforme 2, celle du
�uide de neutrons, Ωn, est susceptible de varier dans l'étoile. En particulier, le temps
de couplage entre les �uides, par friction mutuelle, dépend de la densité considérée et
donc de la position au sein de l'étoile (voir, e.g., (8.59)). Toutefois, par simplicité, nous
considérons ici un modèle global de glitch, dans lequel la vitesse de rotation de chaque
�uide est supposée constante dans l'étoile, de la même manière que dans le modèle étudié
par Sidery et al. (2010) dans un contexte newtonien. Il s'agit là d'une approximation
relativement forte, étant donné que seule une partie du super�uide semble être impliquée

1. Des calculs microscopiques récents portant sur l'appariement des neutrons ne montrent aucune
coquille de matière normale susceptible de séparer les super�uides présents dans le c÷ur et l'écorce et
donc de déconnecter les tourbillons respectifs (Taranto et al., 2016).

2. Cette hypothèse pourrait toutefois ne pas être véri�ée si le temps de montée est très inférieur à la
seconde.
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dans la dynamique des glitches (voir section 3.2), dont il faudra s'a�ranchir dans un travail
futur. Dans la suite, la fréquence de rotation de chaque �uide, ΩX/(2π), sera notée fX .

6.1.4 Compositions chimiques et équations d'état

Les processus électrofaibles gouvernant la composition d'une étoile à neutrons, formée
par un mélange de neutrons (n), protons (p+) et électrons (e−), sont les processus β Urca
direct (DU) :

n→ p+ + e− + ν̄e, p+ + e− → n+ νe, (6.2)

et Urca modi�é (MU) :

n+N → p+ + e− + ν̄e +N, p+ +N + e− → n+ νe +N, (6.3)

où νe (ν̄e) désigne un (anti)neutrino électronique et N est un nucléon spectateur (neutron
ou proton), voir e.g. Yakovlev et al. (2001). Parmi ces deux processus, celui qui domine
dépend des conditions du système : ainsi, le processus DU n'est permis que pour des
fractions de protons xp supérieures à ∼ 0, 11− 0, 14, ce qui correspond (éventuellement)
au c÷ur d'étoiles à neutrons très massives (voir Fig. 5.5). La situation d'équilibre β
est alors atteinte lorsque les processus inverses se déroulent à la même vitesse. Dans
l'approximation de rotation rigide, en présence d'une di�érence de vitesse δΩ = Ωn−Ωp 6=
0, cet équilibre n'est possible que sur l'axe de rotation (Andersson & Comer, 2001), voir
également la section 4.4.3. Dans le cas où δΩ = 0, et en l'absence de super�uidité, les
temps de relaxation vers l'équilibre β associés aux processus DU et MU sont grossièrement
donnés par (Yakovlev et al., 2001) :

τ
(DU)
β ' 20

(
T

109 K

)−4

s, (6.4)

τ
(MU)
β '

(
T

109 K

)−6

mois, (6.5)

où T est la température interne de l'étoile. Pour les pulsars qui présentent des glitches,
dont l'âge caractéristique tc > 103 ans (Espinoza et al., 2011) implique T < 109 K (voir
Fig. 1.6), ces estimations conduisent à des temps de relaxation supérieurs à la dizaine de
secondes et au mois respectivement pour les processus DU et MU. En principe, un écart
de vitesse δΩ 6= 0 peut modi�er l'équilibre chimique (Langlois et al., 1998), mais de tels
e�ets sont probablement négligeables, étant donné que δΩ� Ω (voir (7.7)). En revanche,
les taux de réaction associés aux processus β peuvent être fortement réduits en présence
de matière super�uide (Villain & Haensel, 2005), conduisant alors à des temps de retour à
l'équilibre chimique τβ encore plus longs que ceux prédits par les équations (6.4) et (6.5).
Par conséquent, il est possible que l'équilibre β ne soit pas atteint au centre de l'étoile
pendant la phase de montée.

Les taux de réaction des processus DU et MU étant mal connus, nous faisons l'hy-
pothèse que τβ est toujours beaucoup plus court que le temps moyen séparant deux évé-
nements de glitch 1, de sorte que l'équilibre chimique est véri�é sur l'axe de rotation de

1. Ce temps est de l'ordre de 2-3 ans pour le pulsar de Vela, voir Fig. 2.11.
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l'étoile au début d'un glitch. A�n d'estimer l'erreur causée par notre manque de connais-
sance sur τβ, nous nous restreignons aux deux cas limites (non-dissipatifs) suivants pour
modéliser la phase de montée :

(i) τβ � τr, i.e. aucune réaction n'a lieu durant le glitch. La masse baryonique de
chaque �uide, MB

n et MB
p , demeure constante, ce qui conduit la matière sur l'axe

de rotation à s'éloigner (faiblement) de la situation d'équilibre β.

(ii) τβ � τr, i.e. la matière sur l'axe de rotation de l'étoile retourne immédiatement à
l'équilibre chimique, de sorte que les potentiels chimiques véri�ent µn = µp. Dans
nos simulations, il est su�sant d'imposer cette condition au centre de l'étoile, i.e.
µnc = µpc , voir section 4.4.3. Dans ce cas, seule la masse baryonique totale MB =
MB

n +MB
p est conservée.

Pour tenir compte de ces deux cas limites, la possibilité de converger vers une con�guration
d'équilibre correspondant à une masse baryonique totale MB donnée (avec µnc = µpc ), ou
à des masses baryoniques partielles MB

n et MB
p �xées, a été implémentée dans le code

sfstar (voir également section 4.6.2). Selon le cas considéré, les quantités
(
Ωn,Ωp,M

B
)

ou
(
Ωn,Ωp,M

B
n ,M

B
p

)
pourront ainsi être utilisées comme paramètres d'entrée, au lieu de

(Ωn,Ωp, H
n
c , H

p
c ). Par ailleurs, les EoSs que nous considérons sont les mêmes que celles

présentées dans le chapitre 5, à savoir DDH et DDHδ.

6.2 Équations d'évolution

6.2.1 Transfert de moment cinétique en relativité générale

Pour décrire l'évolution temporelle de la vitesse de rotation de chaque �uide lors d'un
glitch, il est nécessaire de tenir compte d'un ingrédient physique supplémentaire dans nos
modèles : la présence de friction mutuelle entre le super�uide de neutrons et le �uide
de particules chargées, qui provient de l'interaction des tourbillons super�uides avec les
deux �uides qui les entourent. En supposant que ce processus domine durant la phase de
montée, nous négligeons toute autre source potentielle de dissipation, telle que l'émission
d'ondes électromagnétiques et d'ondes gravitationnelles, la présence de �uage (ou creep,
voir section 3.2.1) ou de contraintes élastiques dans l'écorce, ou encore la dissipation
d'énergie associée aux réactions chimiques, qui pourrait être incluse dans un modèle de
glitch plus réaliste. En introduisant la notation habituelle

J̇X =
dJX
dt

, (6.6)

où JX désigne le moment cinétique (4.95) du �uideX, la dynamique des �uides de neutrons
et de protons durant la phase de montée est simplement gouvernée par les équations (Lan-
glois et al., 1998; Sidery et al., 2010){

J̇n = + Γmf,

J̇p = − Γmf,
(6.7)

où Γmf représente le moment associé à la force de friction mutuelle.

155



Équations d'évolution

Expression relativiste de Γmf. Une expression covariante du moment de friction
mutuelle Γmf a été obtenue par Langlois et al. (1998) dans le cadre de la relativité générale,
en considérant que les tourbillons super�uides forment un ensemble de lignes droites et
parallèles à l'axe de rotation disposées selon un arrangement régulier 1. Dans le travail
réalisé par Langlois et al. (1998), le mouvement des lignes de tourbillons désancrées est
simplement déterminé par l'équilibre entre une force de Magnus due au �uide de neutrons
et une force (dissipative) de traînée liée au �uide de protons (plus de détails seront donnés
dans la partie IV). En négligeant la petite contribution liée au mouvement non-circulaire
des tourbillons super�uides, l'expression 3+1 du moment de friction mutuelle est donnée
par

Γmf =

∫
Σt

B Γnnn$nχ
2
⊥ d3 Σ× (Ωp − Ωn) , (6.8)

en l'absence de dissipation associée aux réactions chimiques, voir les équations (72) et
(89) de Langlois et al. (1998). Le volume élémentaire d3 Σ de l'hypersurface Σt véri�e
d3 Σ = A2Br2 sin θ dr dθ dϕ (voir section 4.5.2), nn est la densité de neutrons dans le
référentiel où la 3-vitesse de ce �uide est nulle, uin = 0, et le facteur de Lorentz Γn des
neutrons par rapport à l'observateur eulérien On est donné par l'équation (4.57). On
pourra remarquer que le moment (6.8) est proportionnel à l'écart de vitesse δΩ et tend
donc à imposer la corotation des deux �uides. Le paramètre de friction mutuelle B, la
vorticité macroscopique du super�uide $n et le terme géométrique χ2

⊥ seront détaillés
dans la suite. Il convient de noter qu'une expression plus réaliste du moment de force de
friction mutuelle tiendrait également compte d'une contribution magnétique (incluant la
supraconductivité des protons, voir section 3.1), de la tension des lignes de vortex et des
interactions éventuelles entre les di�érents tourbillons et entre chaque ligne de tourbillon
et les sites d'ancrage.

Vorticité super�uide. La vorticité du �uide de neutrons est donnée par 2

$n =

√
$αβ$αβ

2
, (6.9)

où la 2-forme de vorticité $αβ est dé�nie par

$αβ = ∇αp
n
β −∇βp

n
α , (6.10)

la quantité pnα désignant l'impulsion généralisée du super�uide (voir (4.30)). Sur des
échelles spatiales inférieures à la distance moyenne dn entre deux lignes de tourbillons, de
l'ordre de ∼ 10−3 cm (3.11), $αβ est identiquement nulle car l'impulsion pnµ est locale-
ment proportionnelle au gradient d'une phase scalaire, voir Éq. (3.3). Néanmoins, sur les
grandes échelles 3 considérées ici, la 2-forme $αβ est non-nulle, tout comme son amplitude
scalaire $n.

1. Notons toutefois que l'évolution dynamique du super�uide pourrait conduire à la formation d'un
enchevêtrement de lignes de vortex (Peralta et al., 2006; Andersson et al., 2007). L'apparition de la
turbulence dans les étoiles à neutrons reste cependant hautement spéculative et, par conséquent, nous
n'envisageons pas cette possibilité ici.

2. Comme dans la partie II, nous utilisons des lettres grecques pour les indices d'espace-temps.
3. Notons que l'approche hydrodynamique utilisée dans ce chapitre n'a de sens que sur des échelles

grandes devant dn (voir également la section 3.1.3).
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Le terme géométrique χ2
⊥ est dé�ni par

χ2
⊥ = χα⊥χ⊥α, χα⊥ = ⊥̃αβχβ, (6.11)

où χα est le vecteur de Killing associé à l'axisymétrie (voir section 4.2.2) et ⊥̃αβ est le
tenseur lié à la projection orthogonale sur la feuille d'espace-temps à deux dimensions
représentant le c÷ur des tourbillons, véri�ant (Langlois et al., 1998)

⊥̃αβ =
$αγ$βγ

$2
n

. (6.12)

Paramètre de friction mutuelle. Le paramètre B, qui caractérise l'e�cacité du
transfert de moment cinétique entre les �uides par friction mutuelle, est donné par 1 (voir
e.g., Langlois et al. (1998); Carter (2001))

B =
ξ

1 + ξ2
(6.13)

en fonction de la grandeur ξ sans dimension, appelée rapport traînée/portance (voir
Éq. (8.10)). La valeur de ξ est susceptible de varier dans l'étoile, étant donné que le
mécanisme dissipatif à l'origine de la force de friction mutuelle n'est pas le même dans
tout l'astre. Ainsi, dans le c÷ur des étoiles à neutrons, la principale source de dissipa-
tion provient de la di�usion des électrons par le champ magnétique porté par les lignes
de tourbillons super�uides magnétisées par entraînement, en l'absence de tubes de �ux.
Ce phénomène conduit à ξ ' 10−4 (voir (8.11) et Alpar et al. (1984b)). Notons toute-
fois que les interactions entre tubes de �ux et tourbillons super�uides peuvent modi�er
cette estimation de manière signi�cative, comme nous le verrons dans la partie IV. Dans
l'écorce, la force de traînée est due à l'interaction entre phonons et lignes de tourbillons
super�uides (Jones, 1990a), si la vitesse des tourbillons est faible par rapport au réseau
cristallin, et à l'excitation d'ondes de Kelvin le long des lignes de vortex, si la vitesse
est grande (Jones, 1992; Epstein & Baym, 1992). Le premier mécanisme prédit un coe�-
cient ξ de l'ordre de ∼ 10−9−10−7, tandis que le second, beaucoup plus dissipatif, conduit
à ξ ∼ 10−3 − 10−1.

Étant donné les incertitudes actuelles sur l'origine microscopique de la force de friction
mutuelle et les valeurs de ξ, et puisque nous nous intéressons à un modèle global 2 de glitch,

1. Le coe�cient cr introduit par Langlois et al. (1998), Éq. (86), fait en réalité intervenir certains
e�ets relativistes. Toutefois, ces corrections sont beaucoup plus faibles que les incertitudes théoriques sur
le rapport traînée/portance ξ mentionnées dans la suite, de sorte qu'on pourra raisonnablement considérer
que cr ' ξ.

2. Un modèle plus réaliste tiendrait compte du fait que seule une partie des tourbillons est libre de se
déplacer une fois que le glitch a été déclenché. Nous pourrions considérer cela simplement en remplaçant
le coe�cient ξ par un coe�cient e�ectif ξe� = γξ, où γ représente la fraction locale de vortex désancrés
durant l'événement de glitch (voir, e.g., Jahan-Miri (2006); Haskell et al. (2012b); Haskell & Melatos
(2015). Dans ce cas, une région où les vortex restent ancrés (γ ' 0) ne participerait pas au transfert de
moment cinétique, i.e. Be� = 0.
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nous introduisons la grandeur suivante, moyennée sur toute l'étoile,

B̄ =

∫
Σt

B Γnnn$nχ
2
⊥ d3 Σ∫

Σt

Γnnn$nχ
2
⊥ d3 Σ

, (6.14)

que nous considérons comme un paramètre d'entrée de nos simulations numériques, qui
peut être choisi librement. Bien que l'on s'attende à ce que ξ varie en fonction du temps
lors du glitch (en raison de la variation de la vitesse des vortex ou du réancrage de
certaines lignes de tourbillons, par exemple), nous faisons l'hypothèse que B̄ ne dépend
pas du temps, par simplicité. Le moment de friction mutuelle (6.8) est alors donné par

Γmf = −B̄
∫

Σt

Γnnn$nχ
2
⊥ d3 Σ× δΩ, (6.15)

où δΩ = Ωn − Ωp désigne l'écart de vitesse entre les �uides. La limite newtonienne de
cette expression est étudiée dans l'annexe C.2 et est en accord parfait avec celle obtenue
par Sidery et al. (2010), Éq. (58).

Moments d'inertie partiels. A�n de décrire tout transfert de moment cinétique, il
est pratique d'introduire les moments d'inertie suivants

IXX =

(
∂JX
∂ΩX

)
ΩY

et IXY =

(
∂JX
∂ΩY

)
ΩX

, (6.16)

où les lettres majuscules X et Y 6= X se réfèrent au �uide de neutrons ou de protons.
Selon l'hypothèse choisie sur la composition chimique de l'étoile (voir section 6.1.4), ces
dérivées sont calculées soit pour des masses baryoniques partiellesMB

n etMB
p �xées (cas i)

ou pour une valeur donnée de la masse baryonique totale MB, avec µnc = µpc (cas ii). Il
est possible de montrer que Inp = Ipn, voir l'équation (3.10) de Carter (1975). De plus,
certaines conditions de stabilité impliquent que les moments d'inertie partiels véri�ent les
inégalités

Inn > 0, Ipp > 0 et InnIpp > I 2
np, (6.17)

voir annexe D pour plus de détails.
Nous dé�nissons alors les moments d'inertie des neutrons et du �uide de particules

chargées, În et Îp, par les relations

În = Inn + Inp et Îp = Ipp + Inp, (6.18)

et le moment d'inertie total Î par
Î = În + Îp. (6.19)

Ces dé�nitions sont plus générales que celles utilisées dans les chapitres 4 et 5 dans le
cas de corotation. Comme nous le verrons sur la �gure 6.3, les deux dé�nitions coïncident
cependant dans l'approximation de rotation lente, i.e.

Ωn,Ωp � ΩK, (6.20)

158



6.2 Équations d'évolution

où ΩK désigne la vitesse képlérienne (voir section 1.1.3).
À l'aide de (6.16), les dérivées temporelles des moments cinétiques s'expriment sous

la forme {
J̇n = InnΩ̇n + InpΩ̇p,

J̇p = InpΩ̇n + IppΩ̇p.
(6.21)

En injectant alors ces relations, ainsi que l'expression (6.15) du moment de friction mu-
tuelle, dans les équations (6.7) gouvernant le transfert de moment cinétique entre les
�uides, on en déduit que 

Ω̇n = − Îp
InnIpp − I 2

np

× B̄ κ δΩ,

Ω̇p = +
În

InnIpp − I 2
np

× B̄ κ δΩ,
(6.22)

où la quantité κ (à ne pas confondre avec le quantum de circulation introduit dans le
chapitre 3) est dé�nie par

κ =

∫
Σt

Γnnn$nχ
2
⊥ d3 Σ. (6.23)

Il est intéressant de remarquer que les conditions (6.17), auxquelles obéissent les moments
d'inertie partiels, impliquent que le dénominateur apparaissant dans les équations précé-
dentes ne s'annule jamais. L'évolution temporelle de l'écart de vitesse δΩ = Ωn − Ωp est
donc simplement régie par

δΩ̇

δΩ
= − Î

InnIpp − I 2
np

× B̄ × κ. (6.24)

6.2.2 Estimation analytique du temps de montée

Quel que soit le pulsar considéré, les amplitudes de glitches véri�ent ∆Ω/Ω � 1, où
∆Ω désigne l'augmentation de la vitesse de rotation de l'étoile lors de la phase de montée
(voir section 2.3.1). Il paraît donc raisonnable de négliger toute variation des di�érentes
quantités apparaissant dans le membre de droite de l'équation (6.24). Partant d'un écart
initial δΩ0 au début du glitch (voir section 7.1.2), la di�érence de vitesse δΩ entre les
�uides évolue alors approximativement selon une loi exponentielle,

δΩ(t) ' δΩ0 × exp(−t/τr), (6.25)

associée au temps caractéristique

τr =
ÎnÎp − ÎInp

ÎB̄κ
. (6.26)

De plus, l'évolution temporelle de la vitesse de rotation de chaque �uide est donnée par

Ωn(t) ' Ω0
n +

Îp

Î
× δΩ0 × (exp(−t/τr)− 1) ,

Ωp(t) ' Ω0
p −

În

Î
× δΩ0 × (exp(−t/τr)− 1) ,

(6.27)
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où Ω0
n et Ω0

p désignent les valeurs respectives de Ωn et Ωp, au moment où le glitch est
déclenché.

Par analogie avec la limite newtonienne (C.14), nous introduisons la quantité ζ par la
relation

κ = 2ζÎnΩn, (6.28)

où κ est dé�nie par (6.23). Il faut toutefois remarquer que les corrections dues à la relativité
générale ne sont pas uniquement contenues dans ζ, mais interviennent également dans În.
En utilisant (6.28), le temps de montée relativiste (6.26) véri�e alors

τr =
Îp

Î
× 1

2ζB̄Ωn

×
(

1− InpÎ

ÎnÎp

)
. (6.29)

Comme nous le montrons dans l'annexe C.3, la limite newtonienne de cette expression,
appliquée dans l'approximation de rotation lente (6.20), est cohérente avec les résultats
obtenus par Sidery et al. (2010). Notons que l'approximation de rotation lente est en fait
plutôt légitime, étant donné les vitesses de rotation des pulsars présentant des glitches
(voir section 2.3.1) et les valeurs théoriques de la fréquence képlérienne ΩK/(2π), dont
l'ordre de grandeur est compris entre ∼ 900 et ∼ 1800 Hz, pour des étoiles à neutrons de
masse supérieure à 1,4 M� (voir, e.g., Haensel et al. (2009); Fantina et al. (2013); Haensel
et al. (2016)).

L'expression analytique (6.29) du temps de montée appelle di�érentes remarques. Tout
d'abord, la vitesse radiale des lignes de tourbillons augmentant avec le paramètre de
friction mutuelle 1, le transfert de moment cinétique est d'autant plus rapide que B̄ est
grand, ce qui est cohérent avec (6.29). Comme l'a fait remarquer B. Carter (Carter, 2001),
le paramètre B̄ ne peut pas prendre une valeur arbitraire. La relation (6.13) indique que
B̄ ≤ 1/2, ce qui implique alors la limite inférieure suivante sur le temps de montée :

τr >
Îp

Î
× 1

ζΩn

×
(

1− InpÎ

ÎnÎp

)
. (6.30)

atteinte uniquement pour ξ = 1. De plus, dans l'approximation de rotation lente, on
observe également que τr est inversement proportionnel à Ωn. Cela provient du fait que
le moment de friction mutuelle dépend linéairement de la densité surfacique des lignes
de vortex (voir Éq. (8.22)), qui est proportionnelle à Ωn en très bonne approximation,
voir équation (3.10). Ainsi, lorsque Ωn augmente, davantage de tourbillons sont impliqués
dans l'événement de glitch, qui se déroule ainsi plus rapidement. En�n, l'expression (6.29)
brise la symétrie apparente dans les rôles des deux �uides visible sur l'équation (6.26). Le
temps de montée est grossièrement proportionnel à Îp/Î = 1 − În/Î, ce qui signi�e que
le transfert de moment cinétique est d'autant plus e�cace que la fraction de protons est
faible. La présence du moment d'inertie du �uide de neutrons dans le moment de friction
mutuelle (6.23) (voir également (6.28)) provient de la force de Magnus exercée par les
neutrons sur les lignes de tourbillons, dont l'amplitude est proportionnelle à la densité de

1. Voir l'équation (8.17), ou Éq. (36) de Carter (2001), dans le cas newtonien et l'équation (85) de
Langlois et al. (1998) dans le cadre de la relativité générale.
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6.3 Con�gurations stationnaires en rotation

ce �uide (voir, e.g., Langlois et al. (1998); Carter et al. (2002) ou l'équation (8.5)). Pour
des valeurs données de ξ, Ωn et Ωp, la force de friction mutuelle agissant entre les neutrons
et les protons est alors d'autant plus grande que la densité de neutrons est importante
(voir Éq. (8.20)), réduisant ainsi la valeur de τr. Les rôles de ζ et de Inp sont étudiés plus
en détails dans la suite.

6.3 Con�gurations stationnaires en rotation

Dans cette section, nous présentons plusieurs résultats numériques concernant la vor-
ticité du super�uide de neutrons et les couplages entre les �uides, qui jouent un rôle
important dans le transfert de moment cinétique lors d'un événement de glitch. Ces quan-
tités sont obtenues directement à partir des con�gurations d'équilibre étudiées dans la
partie II.

6.3.1 Vorticité du super�uide

Sur la �gure 6.1, la vorticité du super�uide $n (6.9) est représentée en fonction de
la coordonnée radiale, pour une étoile à neutrons tournant à la fréquence de rotation du
pulsar de Vela, i.e. fn = fp = 11, 19 Hz, et à l'équilibre β. La vorticité est normalisée à
son expression newtonienne, $newt

n = 2mnΩn (C.10). Les résultats obtenus avec les deux
EoSs sont comparés sur la �gure de gauche, tandis que celle de droite montre les pro�ls
de vorticité prédits par l'EoS DDH pour di�érentes valeurs de la masse gravitationnelle.

Ces pro�ls peuvent s'interpréter à l'aide de la compacité Ξ (4.91) de l'étoile considérée.
Pour une étoile à neutrons de 1,4 M� tournant à 11,19 Hz, l'EoS DDHδ prédit un rayon
équatorial plus grand que DDH, ce qui conduit à ΞDDH & ΞDDHδ (voir Fig. 5.15). Par
conséquent, les écarts au cas non-relativiste sont légèrement plus importants dans le cas
de DDH, comme on peut le voir sur l'image de gauche de la �gure 6.1. De même, puisque le
paramètre de compacité Ξ augmente avec la masse de l'étoile, la di�érence par rapport aux
résultats attendus en mécanique newtonienne est d'autant plus marquée que la valeur de
MG est grande. En particulier, cet écart (relatif) atteint ∼ 30 % pour une étoile de 2 M�,
modélisée par l'EoS DDH (voir l'image de droite de la �gure 6.1). Il est intéressant de
remarquer que, le paramètre Ξ diminuant lorsque Ω augmente àMG �xée (voir Fig. 5.15),
les corrections relativistes sont moins importantes pour des étoiles à neutrons en rotation
très rapide, comme on peut l'observer sur la �gure 6.2. Dans tous les cas, on pourra noter
que les pro�ls de vorticité dépendent fortement de l'angle considéré.

6.3.2 Coe�cient κ et facteur ζ

Le moment d'inertie În (6.18) du �uide de neutrons est tracé en fonction de la fré-
quence de rotation du super�uide sur la �gure 6.3. Les valeurs de fn étudiées s'étendent de
0,09 à 327 Hz, de manière à correspondre aux fréquences de rotation des pulsars exhibant
des glitches (voir section 2.3.1). A�n d'obtenir une précision élevée, les moments d'inertie
partiels sont déterminés à partir des équations (6.16) en utilisant une méthode de di�é-
rences �nies d'ordre 4. Les dérivées ont ici été calculées dans le cas (ii) (voir section 6.1.4),
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Figure 6.1 � Vorticité du super�uide de neutrons. La quantité $n est tracée en
fonction de la coordonnée radiale r, dans le plan équatorial (θ = π/2) et le long de
l'axe de rotation (θ = 0), pour fn = fp = 11, 19 Hz. Ces con�gurations sont calculées à
l'équilibre β. La vorticité du super�uide est normalisée par sa valeur attendue à la limite
newtonienne, dans le cas de corotation, 2mn Ωn (lignes horizontales noires). Les traits
bleus verticaux désignent les rayons pour lesquels nn = 0, à la fois dans le plan équatorial
et le long de l'axe de rotation, compte tenu du fait que l'étoile est approximativement
sphérique pour la faible vitesse de rotation considérée. Gauche : Pro�ls de vorticité pour
une étoile de masse gravitationnelle MG = 1, 4 M�, obtenus avec les EoSs DDH (en bleu)
et DDHδ (en orange). Droite : In�uence de la masse gravitationnelle sur les pro�ls de
vorticité, étudiée en utilisant l'EoS DDH.

0.70

0.80

0.90

1.00

1.10

1.20

1.30

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9

ϖ
n
 /

 (
 2

 m
n
 Ω

n
 )

r (km)

θ = 0

θ = π/2

DDH

 65 Hz
327 Hz
716 Hz

Figure 6.2 � Pro�ls de vorticité pour di�érentes vitesses de rotation. La vorticité
$n du super�uide est tracée en fonction de r pour di�érentes valeurs de fn = fp. La masse
gravitationnelle est �xée à 2 M� et les calculs sont e�ectués avec l'EoS DDH. Les rayons
req et rp, correspondant à nn = 0 dans le plan équatorial et le long de l'axe de rotation, sont
respectivement indiqués par des traits verticaux pleins (bleus) et en pointillés (violets).
On pourra remarquer que req ' rp à faible vitesse de rotation, tandis que req augmente
et rp diminue lorsque l'étoile tourne sur elle-même de plus en plus rapidement.
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Figure 6.3 � Moment d'inertie du super�uide. La quantité În (points bleus et
rouges), dé�nie par (6.18), est tracée en fonction de la fréquence de rotation fn = fp. Pour
chaque vitesse de rotation considérée, În est calculée pour une masse baryonique �xée (en
maintenant l'équilibre chimique au centre), de sorte que MG = 1, 4 M� pour fn = fp.
Les résultats associés à l'EoS DDH(δ) sont représentés en traits pointillés (pleins). Pour
comparaison, nous traçons également la grandeur In, calculée à partir de (4.99) pour une
même masse gravitationnelle.

i.e. pour une masse baryonique donnée, choisie de sorte que la con�guration obtenue dans
le cas de corotation véri�e MG = 1, 4 M�, quelle que soit la vitesse de rotation considé-
rée. La quantité În est constante avec une très bonne approximation à faible vitesse de
rotation, et augmente fortement lorsqu'on se rapproche de la fréquence képlérienne. Pour
MG = 1, 4 M� et une vitesse de rotation donnée, l'EoS DDH prédit un rayon légèrement
plus petit que l'EoS DDHδ (voir Fig. 5.13). Par conséquent, les moments d'inertie obtenus
sont plus faibles. Les moments d'inertie In dé�nis par (4.99) sont également représentés
sur la �gure 6.3, pour un même choix de masse gravitationnelle. Comme attendu, les dé-
�nitions introduites dans ce chapitre et celles utilisées dans la partie II coïncident à faible
vitesse de rotation, mais s'écartent l'une de l'autre au fur et à mesure que cette dernière
augmente.

Nous représentons le coe�cient κ (6.23), intervenant dans l'expression du moment de
friction mutuelle, en fonction de la fréquence de rotation du super�uide sur la �gure 6.4.
En très bonne approximation, on observe que κ est proportionnelle à Ωn, à faible fréquence
de rotation. Les moments d'inertie étant approximativement constants sur cette gamme
de vitesse (voir Fig. 6.3), on en déduit alors que τr (6.29) est inversement proportionnel à
Ωn. On observe toutefois un léger écart à la loi κ ∝ Ωn à plus haute vitesse de rotation.
Notons que le terme géométrique χ2

⊥ impliqué dans le calcul de κ est approximativement
donné par χ2

⊥ = B2r2 sin2 θ.
À partir du calcul de În et de κ, il est alors possible de déterminer le facteur ζ interve-

nant dans l'expression du temps de montée, voir Éq. (6.29), en utilisant la relation (6.28).
Pour une fréquence de rotation donnée, on observe sur l'image de gauche de la �gure 6.5
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que ζ décroît lorsque la masse augmente, et tend vers 1 pour de faibles valeurs du para-
mètre de compacité, comme attendu à la limite newtonienne (voir (C.14)). En particulier,
pour une étoile tournant à la fréquence de rotation du pulsar de Vela (11,19 Hz), ζ varie
de 0,869 (0,880) pour MG = 1, 4 M� à 0,763 (0,792) pour 2 M�, avec l'EoS DDH(δ).
La quantité ζ ne dépend toutefois pas uniquement de la compacité. Ainsi, à masse gra-
vitationnelle constante, ζ est approximativement indépendante de la vitesse de rotation
dans l'hypothèse de rotation lente, comme on peut le voir sur l'image de droite de la
�gure 6.5. Pour des vitesses de rotation largement supérieures à celle du pulsar de Vela,
les moments d'inertie augmentent plus rapidement que le coe�cient κ (voir Fig. 6.4), de
sorte que le facteur ζ décroît faiblement lorsque fn augmente. Par exemple, l'EoS DDH(δ)
conduit à ζ = 0, 834 (ζ = 0, 837) pour une fréquence de rotation de 327 Hz et une masse
gravitationnelle de 1,4 M�. Remarquons en�n que, dans les di�érents cas étudiés ici, les
valeurs de ζ prédites par les EoSs DDH et DDHδ sont toujours très proches.

6.3.3 E�ets d'entraînement et e�et Lense-Thirring

Le moment d'inertie croisé Inp introduit dans l'équation (6.16) contient tous les cou-
plages possibles entre les neutrons et les protons. Un premier couplage est dû aux e�ets
d'entraînement, qui dans le c÷ur des étoiles à neutrons tirent leur origine des interactions
entre les nucléons (par interaction forte). Ces e�ets ont été étudiés en détails dans la
section 5.1.4 pour les EoSs DDH et DDHδ. Dans le cadre de la mécanique newtonienne,
l'entraînement est le principal couplage entre les �uides, à faible vitesse de rotation (voir
annexe C.4). Néanmoins, comme nous l'avons déjà mentionné dans la section 5.2.5, un
nouveau couplage apparaît en relativité générale, en lien avec l'e�et Lense-Thirring, aussi
appelé e�et d'entraînement des référentiels inertiels (voir également Carter (1975)). Il
est important de remarquer que, contrairement à la force de friction mutuelle, ces deux
couplages sont non-dissipatifs.

Dans la suite, nous caractérisons les couplages entre les �uides par les quantités

ε̂n =
Inp

În
et ε̂p =

Inp

Îp
. (6.31)

Étant donné les conditions de stabilité (6.17), ces paramètres ne peuvent prendre des
valeurs arbitraires mais doivent nécessairement satisfaire l'inégalité suivante :(

1

ε̂p
− 1

)(
1

ε̂n
− 1

)
> 1. (6.32)

Expression des paramètres de couplage. Nous allons voir qu'il est possible d'ob-
tenir une expression simple pour les termes de couplage ε̂p et ε̂n, sous certaines approxi-
mations raisonnables. Le moment cinétique du �uide X est donné par

JX =

∫
Σt

[
Γ2
XnXµ

XUX + 2α
Γ2
X

Γ2
∆

(
ΓY

Γ∆ΓX
UY − UX

)]
×Br sin θ d3 Σ, (6.33)

voir Éqs. (C.1) et (4.95). Dans l'approximation de rotation lente (Ωn,Ωp � ΩK) et au
premier ordre en la di�érence de vitesse δΩ = Ωn − Ωp, les facteurs de Lorentz véri-
�ent simplement ΓX ' ΓY ' Γ∆ ' 1. Par conséquent, en remplaçant les termes UX
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et UY par (4.56) et en faisant appel au paramètre d'entraînement εX , dé�ni par (5.59),
l'expression de JX devient alors

JX '
∫

Σt

nXµ
XB

2

N
r2 sin2 θ (ΩX − ω) d3 Σ +

∫
Σt

nXµ
XB

2

N
r2 sin2 θ εX (ΩY − ΩX) d3 Σ,

(6.34)
où les couplages par entraînement et e�et Lense-Thirring sont clairement visibles à travers
les termes εX et ω. Nous introduisons à présent les grandeurs suivantes :

ĨX =

∫
Σt

nXµ
XB

2

N
r2 sin2 θ d3 Σ, (6.35)

ε̃X ĨX =

∫
Σt

nXµ
XB

2

N
r2 sin2 θ εX d3 Σ, (6.36)

et

ω̃X ĨX =

∫
Σt

nXµ
XB

2

N
r2 sin2 θ ω d3 Σ, (6.37)

de telle sorte que JX (6.34) peut se réécrire sous la forme compacte :

JX = ĨX (ΩX − ω̃X) + ε̃X ĨX (ΩY − ΩX) . (6.38)

Les quantités ε̃X et ω̃X caractérisent respectivement 1 les e�ets d'entraînement et Lense-
Thirring (moyens) agissant sur le �uide X. Notons qu'à la limite newtonienne, ĨX et ε̃X
sont donnés par les relations (C.7) et (C.8), tandis que ω̃X s'annule simplement : l'équation
précédente tend alors vers (C.6).

On observe à l'aide de l'outil numérique que ω̃X peut être approximé par la relation

ω̃X = εLTXX ΩX + εLTYX ΩY , (6.39)

avec une précision meilleure que ∼ 0, 1% pour une étoile dont la fréquence de rotation
est inférieure à ∼ 65 Hz 2. Dans cette équation, le terme εLTYX représente la contribution
du �uide Y à l'e�et d'entraînement des référentiels inertiels agissant sur le �uide X et
εLTXX caractérise l'e�et Lense-Thirring créé par le �uide X sur lui-même. En utilisant les
di�érentes grandeurs introduites jusqu'à présent, résumées sur la table 6.1, le moment
cinétique du �uide X est donné par

JX = ĨX
(
1− εLTXX − ε̃X

)
ΩX + ĨX

(
ε̃X − εLTYX

)
ΩY . (6.40)

Cette expression généralise ainsi les relations (C.6) au cadre de la relativité générale. On
pourra remarquer que les e�ets d'entraînement des référentiels inertiels conduisent à un
couplage ayant une forme similaire aux e�ets d'entraînement.

1. Il est important de remarquer que, sous les hypothèses considérées ici, les potentiels chi-
miques (5.50a) et (5.50b) ne dépendent pas de la di�érence de vitesse entre les �uides, et donc des
e�ets d'entraînement. Ainsi, les grandeurs ε̃X et ω̃X caractérisent bien chaque e�et séparément.

2. La précision de l'ajustement des résultats numériques obtenus à 327 Hz par la loi (6.39) est moindre,
de l'ordre de ∼ 1 − 10%. On peut toutefois atteindre une précision de ∼ 0, 1% en ajustant ces résultats
avec une relation contenant un terme croisé du type : ω̃X = εLTXX ΩX + εLTYX ΩY + αXΩXΩY .
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6.3 Con�gurations stationnaires en rotation

Quantité Description Dé�nition

ε̂X couplage total entre les �uides (6.31)

εX paramètre d'entraînement mutuel local (5.59)

ε̃X paramètre d'entraînement mutuel global (6.36)

εLTYX contribution de Y à l'e�et Lense-Thirring sur X (6.39)

εLTXX contribution de X à l'e�et Lense-Thirring sur X (6.39)

Table 6.1 � Tableau récapitulatif des di�érentes grandeurs associées au cou-
plage entre les �uides. Ces quantités sont dé�nies par rapport au �uide X.

À ce niveau d'approximation, les moments d'inertie partiels véri�ent

Inn = Ĩn
(
1− εLTnn − ε̃n

)
, Ipp = Ĩp

(
1− εLTpp − ε̃p

)
, (6.41)

et
Inp = Ĩn

(
ε̃n − εLTpn

)
= Ipn = Ĩp

(
ε̃p − εLTnp

)
, (6.42)

de sorte que les moments d'inertie des �uides sont donnés par

În = Inn + Inp = Ĩn
(
1− εLTnn − εLTpn

)
et Îp = Ipp + Ipn = Ĩp

(
1− εLTpp − εLTnp

)
. (6.43)

Notons que la relation Ĩnε̃n = Ĩpε̃p, déduite de (6.36), conduit à Ĩnε
LT
pn = Ĩpε

LT
np (voir

Fig. 6.7). À l'aide des relations précédentes, nous déduisons alors que le coe�cient total
de couplage ε̂X (6.31) est donné par

ε̂X =
ε̃X − εLTYX

1− εLTYX − εLTXX
. (6.44)

Les di�érents termes impliqués dans cette relation étant tous positifs, on remarque que
l'action de l'e�et Lense-Thirring est opposée à celle associée aux e�ets d'entraînement
dans le c÷ur. La présence d'un signe �−� devant chaque terme relatif à l'e�et Lense-
Thirring s'explique par le fait qu'un observateur de moment cinétique nul tourne dans
le même sens que l'étoile dans son ensemble, de sorte qu'un observateur statique, i.e.
avec une vitesse de rotation nulle, aura un moment cinétique de signe contraire à celui de
l'étoile (voir Carter (1975) et la table 6.2). Par conséquent, en l'absence d'entraînement
(ε̃X = 0), on s'attend à ce que le coe�cient de couplage ε̂X soit non-nul et négatif. Bien
que les e�ets d'entraînement soient susceptibles d'être faibles dans les régions externes
du c÷ur des étoiles à neutrons (Carter et al., 2006b; Chamel & Haensel, 2006), leur
contribution moyennée sur l'étoile n'est pas nécessairement négligeable et la grandeur ε̂X
peut donc être positive ou négative.
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Équations d'évolution

particule liée à Os (statique) On (eulérien) OX (�uide X)

uα uαs =
1√−gtt

∂ αt uαn =
1

N

(
∂ αt + ω∂ αϕ

)
uαX =

ΓX
N

(
∂ αt + ΩX∂

α
ϕ

)
uϕ/ut 0 ω ΩX (> 0)

l ≤ 0 0 > 0

Table 6.2 � Vitesse de rotation et moment cinétique d'une particule-test as-
sociée à di�érents observateurs. On considère une particule-test, i.e. sans action sur
la métrique, associée à un observateur statique (Os), eulérien (On) ou comobile avec le
�uide X (OX). La quadri-vitesse uα de chacun de ces observateurs est exprimée sur la
première ligne. Les deuxième et troisième lignes donnent la vitesse de rotation uϕ/ut et
le moment cinétique par unité de masse l = χαuα de la particule-test par rapport à un
observateur statique, placé à l'in�ni spatial (dont la quadri-vitesse est uα∞ = ∂ αt ). Les vec-
teurs de la base naturelle ∂ αt et ∂ αϕ correspondent respectivement aux vecteurs de Killing
ξα et χα, voir section 4.2.2. On pourra noter que le moment cinétique d'une particule-
test associée aux observateurs eulériens est nul, d'où le nom de zero-angular-momentum
observers donné à ces derniers.

Résultats numériques. Sauf mention contraire, les résultats présentés dans la suite
sont calculés pour une masse baryonique totale �xée, en maintenant l'équilibre β au centre
de l'étoile (cas ii, mentionné dans la section 6.1.4). Il est toutefois important de noter que
le cas (i), réalisé en �xant les masses baryoniques partielles, conduirait à des résultats
sensiblement identiques, à condition que la vitesse de rotation ne soit pas trop élevée
(voir l'image de droite de la �gure 6.9). A�n d'étudier l'importance relative des e�ets
d'entraînement et Lense-Thirring sur le coe�cient total de couplage ε̂p, les quantités ε̃p et
εLTnp sont tracées sur la �gure 6.6 en fonction de la masse gravitationnelle. Étant donné que
δΩ� Ωn,Ωp, les vitesses de rotation considérées ici sont Ωn = Ωp = 2π × 11, 19 rad.s−1.
Le paramètre d'entraînement moyen ε̃p relatif au �uide de particules chargées augmente
avec la masse, car les densités atteintes dans l'étoile sont de plus en plus importantes
(voir Fig. 5.9). De même, les e�ets de relativité générale sont d'autant plus forts que la
masse gravitationnelle est grande (voir Fig. 5.15), de sorte que εLTnp croît également avec
MG. Il est intéressant de noter que, pour les deux EoSs considérées, les quantités ε̃p et
εLTnp sont du même ordre de grandeur. Par conséquent, les e�ets d'entraînement et Lense-
Thirring sont tous les deux importants dans le calcul du coe�cient total de couplage.
Pour une vitesse de rotation donnée, les EoSs DDH et DDHδ conduisent à des compacités
similaires, avec toutefois de faibles écarts à masse gravitationnelle élevée (voir Fig. 5.15).
Ainsi, les valeurs de εLTnp prédites par ces deux EoSs sont très peu di�érentes. En revanche,
les e�ets d'entraînement sont moins marqués avec DDHδ (voir Fig. 5.9). Par ailleurs,
puisque εLTnn et εLTnp caractérisent tous les deux la contribution du �uide de neutrons aux
e�ets d'entraînement des référentiels inertiels, ces deux coe�cients sont très proches l'un
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Figure 6.6 � Couplage entre les �uides. Paramètre d'entraînement ε̃p et coe�cients
εLTnp et εLTnn associés à l'e�et Lense-Thirring en fonction de la masse gravitationnelle de
l'étoile, pour fn = fp = 11, 19 Hz. Les résultats obtenus avec l'EoS DDH sont représentés
sur l'image de gauche tandis que l'image de droite correspond à DDHδ.

de l'autre, comme on peut le voir sur la �gure 6.6. Pour les mêmes raisons, on a εLTpn ' εLTpp .
En outre, on observe numériquement que εLTpp ' Îp/În × εLTnn � εLTnn , ce qui signi�e que
la contribution des deux �uides à l'e�et Lense-Thirring dépend principalement de leur
proportion relative, comme on peut s'y attendre. À partir de considérations de dimensions,
Carter (1975) a proposé une relation approximative entre les coe�cients relatifs à cet e�et
qui, avec nos notations et dans l'approximation de rotation lente 1, s'écrit :

Ĩnε
LT
pn = Ĩpε

LT
np = k

G

R3c2
ĨnĨp

(
1− εLTnn

) (
1− εLTpp

)
, (6.45)

où k est une grandeur sans dimension de l'ordre de l'unité et R est un rayon caractéristique
de l'étoile. En prenant R = Rp

circ, nous pouvons voir sur la �gure 6.7 que cette relation
est très bien satisfaite par nos résultats numériques, à condition d'imposer k ' 4 pour les
EoSs DDH et DDHδ.

L'égalité des moments d'inertie croisés Inp et Ipn (voir section 6.2.1) calculés avec le
code sfstar est véri�ée avec une précision numérique meilleure que ∼ 0, 1% (∼ 7%) pour
f ≤ 327 Hz, en utilisant l'EoS DDH(δ). Dans la suite, nous nous concentrons principale-
ment sur l'étude du coe�cient total de couplage ε̂p lié au �uide de protons. La grandeur
ε̂n relative aux neutrons pourra alors être déduite de ε̂p en utilisant l'équation (6.31), à
savoir ε̂n = Îp/În × ε̂p � ε̂p. Comme nous pouvons l'observer sur la �gure 6.8 pour
fn = fp = 11, 19 Hz, le coe�cient de couplage ε̂p diminue de manière signi�cative lorsque
la masse gravitationnelle augmente. Cela signi�e que, bien que les e�ets d'entraînement
soient de plus en plus importants, la contribution de l'e�et Lense-Thirring croît encore
plus rapidement avec MG (voir Fig. 6.6). L'écart entre les paramètres d'entraînement et
les coe�cients de couplage, qui provient de la prise en compte de la relativité générale, est
clairement visible sur la �gure 6.8. Les e�ets d'entraînement prédits par l'EoS DDH étant

1. Les moments d'inertie IAA et IAB introduits par Carter (1975) sont di�érents des moments d'inertie
partiels IXX et IXY que nous utilisons ici. Toutefois, ces dé�nitions coïncident dans l'approximation de
rotation lente.
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Figure 6.7 � Test de la relation proposée par Carter (1975). Les quantités ĨnεLTpn ,
Ĩpε

LT
np et kGĨnĨp

(
1− εLTnn

) (
1− εLTpp

)
/(R3c2) sont tracées en fonction de la masse gravita-

tionnelle, pour fn = fp = 11, 19 Hz. L'unité de l'axe des ordonnées est 1038 kg.m2. On
pourra remarquer que l'égalité ĨnεLTpn = Ĩpε

LT
np est véri�ée en très bonne approximation

pour les deux EoSs. En prenant k = 3, 8 (k = 3, 7) pour l'EoS DDH(δ), la relation (6.45)
apparaît correctement satisfaite.
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Figure 6.8 � Couplage total. Le coe�cient total de couplage ε̂p et le paramètre d'en-
traînement ε̃p sont représentés en fonction de la masse gravitationnelle, pour une étoile
tournant à 11,19 Hz. Les résultats correspondants à l'EoS DDH(δ) sont dessinés en traits
pleins (pointillés) et ont été obtenus en supposant que les deux �uides sont comobiles et
à l'équilibre β.
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6.3 Con�gurations stationnaires en rotation

plus importants que ceux associés à DDHδ, voir Fig. 6.6, le coe�cient total de couplage
est plus grand pour DDH que pour DDHδ. Notons par ailleurs qu'à faible fréquence de
rotation (f . 50 Hz), les résultats obtenus à partir des équations (6.31) et (6.44) coïn-
cident avec une précision meilleure que ∼ 0, 1% pour l'EoS DDH et ∼ 0, 3% pour DDHδ,
comme on peut le voir sur l'image de droite de la �gure 6.9.

En utilisant (6.31), le temps de montée relativiste (6.29) est donné par

τr =
Îp

Î
× 1− ε̂p − ε̂n

2ζB̄Ωn

, (6.46)

dont l'expression est similaire à celle obtenue dans le cadre newtonien (C.17). Il est im-
portant de noter que les e�ets de relativité générale ne sont pas seulement contenus dans
le facteur ζ, mais ceux-ci interviennent également dans le calcul de Îp/Î, ε̂p et ε̂n (plus de
détails seront donnés dans la section 7.2.2). De plus, en injectant l'équation (6.44) dans
la relation précédente et en supposant que εLTnp ' εLTnn et εLTpn ' εLTpp , le temps de montée
véri�e approximativement

τr '
Îp

Î
× 1− ε̃p − ε̃n

1− εLTpp − εLTnn
× 1

2ζB̄Ωn

, (6.47)

sous l'hypothèse de rotation lente. Cette expression met clairement en évidence le fait
que l'e�et Lense-Thirring a tendance à ralentir le transfert de moment cinétique, alors
que les e�ets d'entraînement dans le c÷ur l'accélèrent au contraire. Notons cependant que
l'entraînement dans l'écorce interne, dû à la di�usion de Bragg des neutrons sur les noyaux,
conduirait plutôt à ε̃X < 0 (Chamel, 2005, 2012). Dans ce cas, les e�ets d'entraînement
ralentiraient également le transfert de moment cinétique lors du glitch.

Jusqu'à présent, nous nous sommes concentrés uniquement sur l'approximation de
rotation lente, dans laquelle les deux �uides sont seulement couplés par entraînement et
e�et Lense-Thirring. Bien que cette hypothèse soit pleinement justi�ée pour le pulsar de
Vela, elle pourrait ne pas être valide pour certains pulsars dont la vitesse de rotation
est plus élevée. En particulier, à des fréquences de rotation supérieures à ∼ 100 Hz,
la déformation de l'étoile par e�ets centrifuges conduit à un couplage supplémentaire
entre les �uides par gravité, qui est également présent dans le contexte newtonien (voir
annexe C.4). Au-delà de ∼ 100 Hz, on observe que le coe�cient de couplage ε̂p varie
fortement lorsque la vitesse de rotation augmente et qu'il dépend signi�cativement de
l'hypothèse choisie sur l'équilibre chimique, voir Fig. 6.9.
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Figure 6.9 � Coe�cient total de couplage en fonction de la vitesse de rotation.
Gauche : Le coe�cient ε̂p, donné par (6.31), est tracé en fonction de fn = fp pour une
étoile à neutrons de 1,4 M�. Les résultats obtenus avec l'EoS DDH(δ) sont représentés en
rouge (en bleu), pour une masse baryonique totale �xée avec équilibre β au centre (cas ii).
Les pro�ls sont tracés jusqu'à 327 Hz, qui correspond à la fréquence de rotation mesurée
la plus élevée d'un pulsar présentant des événements de glitches. Droite : La courbe
rouge est identique à celle donnée sur l'image de gauche, pour l'EoS DDH. Le rapport
(ε̃p − εLTnp )/(1 − εLTnp − εLTpp ) est tracé en pointillés orange, pour une étoile à neutrons de
1,4 M�, modélisée par l'EoS DDH en appliquant le cas (ii). On pourra ainsi remarquer
que l'égalité (6.44), reposant sur l'approximation de rotation lente, est très bien véri�ée
pour f . 50 Hz. Les points bleus correspondent aux valeurs de ε̂p (6.31) obtenues dans le
cas (i), i.e. en �xant les masses baryoniques partielles à celles correspondant à la situation
où les �uides sont comobiles et à l'équilibre β. Comme attendu, les e�ets liés au choix de
la composition chimique n'ont un rôle important qu'à des vitesses de rotation élevées.
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Chapitre 7
Simulations numériques de glitches
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A�n de valider l'expression analytique (6.46) obtenue dans le chapitre précédent, nous
avons développé un code numérique qui permet de résoudre les équations du transfert de
moment cinétique lors de la phase de montée d'un glitch et donc de déterminer le pro�l
d'évolution temporelle de la vitesse de rotation de chaque �uide. Les résultats numériques
de ce code sont présentés dans ce chapitre. Nous étudions également l'émission d'ondes
gravitationnelles associée à cet événement, à l'aide de la formule classique du quadrupôle.

7.1 Modélisation numérique

7.1.1 Procédure numérique

La procédure numérique utilisée pour résoudre les équations de transfert de moment
cinétique est la suivante :

1. Les vitesses de rotation initiales Ω0
n et Ω0

p, i.e. au moment où le glitch est déclenché,
sont déterminées en suivant la méthode décrite dans la section 7.1.2.

2. À un instant t donné, la connaissance des vitesses de rotation Ωn(t) et Ωp(t) permet
de calculer la con�guration d'équilibre correspondante à l'aide du code sfstar, et
d'en déduire la valeur du moment de friction mutuelle Γmf(t), via la relation (6.15).

3. Les dérivées temporelles Ω̇X(t) des vitesses de rotation sont calculées à partir des
équations (6.22).

4. Les vitesses de rotation au temps t + δt sont ensuite déterminées par une méthode
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d'Adams-Bashforth explicite à deux pas,

ΩX (t+ δt) = ΩX (t) + δt

(
3

2
Ω̇X (t)− 1

2
Ω̇X (t− δt)

)
, (7.1)

à partir de la donnée des dérivées temporelles aux temps t et t− δt.
5. Les étapes 2 à 4 sont alors répétées jusqu'à ce qu'un critère d'arrêt, sur le temps t

ou sur la di�érence de vitesse δΩ = Ωn − Ωp, soit satisfait.

De cette manière, il est possible d'établir le pro�l d'évolution temporelle de chaque
vitesse de rotation, de proche en proche, à l'aide d'une succession d'états d'équilibre (voir
section 6.1.1), en gardant �xe la masse baryonique totale MB avec µnc = µpc (cas ii)
ou pour des masses baryoniques partielles MB

n et MB
p constantes (cas i). Les moments

d'inertie impliqués dans les équations (6.22) sont calculés par une méthode de di�érences
�nies d'ordre 4 ou à l'aide d'une interpolation spectrale reposant sur des polynômes de
Tchebychev. Dans le premier cas, les grandeurs IXY sont supposées constantes et sont
évaluées à la �n du glitch (pour Ωf

n = Ωf
p, voir section suivante). En revanche, dans le

second cas, les moments d'inertie sont calculés pour les vitesses de rotation correspondant
à l'instant t considéré. Pour les di�érents résultats présentés dans la section 7.2, le pas de
temps δt choisi est typiquement de l'ordre de ∼ τr/104 − τr/102, où le temps de montée
τr est estimé à partir de (6.29), de telle sorte que 1 δt � τr. Notons en�n que, pour les
di�érentes simulations réalisées, la masse baryonique totale MB et le moment cinétique
total J sont conservés lors du glitch avec une précision relative meilleure que 10−10.

7.1.2 Détermination des conditions initiales

En principe, l'écart de vitesse δΩ0 = Ω0
n−Ω0

p au début du glitch devrait être déterminé
à partir des forces d'ancrage agissant sur les lignes de tourbillons super�uides pendant
l'évolution antérieure au glitch (voir section 3.2.2 ou Haskell et al. (2012b), par exemple).
Nous allons voir qu'il est néanmoins possible d'estimer les vitesses de rotation initiales
Ω0
n et Ω0

p à partir d'arguments simples, indépendamment des mécanismes physiques qui
donnent naissance à la di�érence de vitesse δΩ et qui déclenchent le glitch.

Soient Ωf
n et Ωf

p, les vitesses de rotation à la �n de la phase de montée, i.e. lorsque la
relaxation post-glitch débute. En supposant que le système relaxe complètement suite à
la phase d'accélération du pulsar, comme le suggère l'équation (6.25), nous avons

Ωf
n = Ωf

p = Ωf. (7.2)

Ainsi, après avoir choisi la valeur de Ωf, on peut déduire simplement la vitesse angulaire
initiale du �uide de particules chargées, Ω0

p, à partir du choix de l'amplitude

∆Ω

Ω
=

Ωf − Ω0
p

Ω0
p

(7.3)

1. En toute rigueur, le pas de temps devrait également véri�er δt� τh, voir section 6.1.1, pour avoir le
droit d'utiliser une suite d'états d'équilibre. Toutefois, choisir δt . τh ne change rien en pratique (hormis
éventuellement la précision atteinte lors de la résolution numérique).
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du glitch que l'on souhaite modéliser (voir section 2.3.1). Notons que pour Vela, ∆Ω/Ω
est de l'ordre de ∼ 10−6 (Dodson et al., 2007).

En outre, le moment cinétique total J = Jn+Jp étant conservé pendant toute la phase
de montée, voir (6.7), la dernière inconnue Ω0

n est alors obtenue à partir de la relation

J
(
Ω0
n,Ω

0
p

)
= J

(
Ωf
n,Ω

f
p

)
. (7.4)

Puisque les amplitudes de glitches sont très faibles, les vitesses de rotation �nales Ωf
X

sont très proches des valeurs initiales Ω0
X . Un développement de J au premier ordre en les

vitesses angulaires est donc su�sant pour déterminer Ω0
n avec une très bonne précision :

Ω0
n ' Ωf

(
1 +

Îp

În

∆Ω

Ω

)
, (7.5)

où les moments d'inertie sont déterminés 1 à la �n du glitch, i.e. pour Ωf
p = Ωf

n = Ωf.
La di�érence initiale de vitesse δΩ0 est alors donnée par

δΩ0 = Ω0
n − Ω0

p ' Ωf Î

În

∆Ω

Ω
, (7.6)

ce qui conduit à ∼ 7×10−5 rad.s−1 pour le pulsar de Vela, en prenant Ωf/(2π) = 11, 19 Hz.
On en déduit que l'écart de vitesse entre les �uides véri�e à tout instant la condition

δΩ

Ω
6
δΩ0

Ω
' ∆Ω

Ω
� 1, (7.7)

de sorte que, lors d'un événement de glitch, l'étoile à neutrons reste extrêmement proche
du cas où les deux �uides sont comobiles.

En résumé, les simulations numériques de glitches que l'on a réalisées requièrent les
ingrédients macroscopiques suivants :

• la vitesse de rotation Ωf de l'étoile (dont la valeur sera simplement dénotée par Ω
dans la suite),

• sa masse gravitationnelle MG (ou plutôt sa masse baryonique MB),

• l'amplitude du glitch ∆Ω/Ω,

qui peuvent potentiellement être obtenus directement à partir des observations. Par ailleurs,
il est également nécessaire de spéci�er certaines données microscopiques, à savoir :

• l'EoS utilisée pour décrire l'intérieur de l'étoile,

• l'hypothèse réalisée sur la composition chimique (voir section 6.1.4),

• le paramètre de friction mutuelle B̄.

1. En pratique, les moments d'inertie sont ici calculés par di�érences �nies. Dans le cas (ii), où la
masse baryonique totale est �xée avec équilibre chimique au centre, le choix de MB correspond à la
valeur obtenue par le code sfstar pour une masse gravitationnelle donnée et pour Ωf

n = Ωf
p = Ωf. Par

simplicité, les valeurs de Ω0
n et Ω0

p que nous utiliserons dans le cas (i) seront identiques à celles obtenues
dans le cas (ii) à partir des mêmes paramètres d'entrée. Pour les amplitudes de glitches observées, la
valeur de δΩ0 n'a aucune in�uence sur le temps de montée.
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Contrairement à la masse baryonique MB, la masse gravitationnelle MG, qui corres-
pond à la masse observée du pulsar, est susceptible de varier pendant la phase de montée.
Toutefois, on constate que la variation relative de MG associée au transfert de moment
cinétique est inférieure à quelques 10−10 pour les di�érents tests réalisés.

7.2 Résultats numériques

Nous présentons ici plusieurs résultats obtenus à partir du modèle numérique que l'on
vient de décrire. Dans la suite, nous nous intéressons principalement au cas d'étoiles à
neutrons en rotation lente, comme le pulsar de Vela, pour lesquelles l'hypothèse choisie
sur la composition chimique est sans importance (en pratique, les calculs numériques
sont e�ectués dans le cas (ii), voir section 6.1.4). L'impact de l'équilibre chimique sur
l'évolution des étoiles à neutrons de plus grande vitesse de rotation sera discuté à la �n
de la section 7.2.1.

7.2.1 Évolution dynamique

Nous montrons, sur la �gure 7.1, l'évolution temporelle de la vitesse de rotation de
chaque �uide et de l'écart en vitesse δΩ = Ωn−Ωp pour des conditions propres au pulsar
de Vela. La masse gravitationnelle de ce pulsar étant mal connue, nous avons choisi la
valeur canonique MG = 1, 4 M� dans cet exemple. De plus, le paramètre de friction
mutuelle est arbitrairement �xé à B̄ = 10−4. On observe que les résultats obtenus avec les
EoSs DDH et DDHδ sont relativement proches 1. Comme on peut le voir sur l'image de
droite de la �gure 7.1, l'évolution de δΩ peut être décrite en très bonne approximation par
une loi exponentielle, comme attendu (voir section 6.2.2). Pour les paramètres considérés
ici, les EoSs DDH et DDHδ prédisent respectivement τr = 4, 23 s et τr = 2, 92 s. Il est
important de remarquer que ces temps caractéristiques, déduits de l'évolution de l'écart
en vitesse, correspondent bien aux temps de montée qui pourraient être mesurés à l'aide
d'observations de glitches très précises, ces dernières n'ayant accès qu'à la vitesse de
rotation du pulsar Ω = Ωp (voir équation (6.27)).

A�n d'étudier la dépendance du temps de montée en les di�érents paramètres d'entrée
de notre modèle, nous avons réalisé un ensemble de simulations pour lesquelles nous avons
fait varier le paramètre de friction mutuelle B̄, la vitesse de rotation Ω de l'étoile ou encore
sa masse gravitationnelleMG. Pour des valeurs données de Ω etMG, on observe sur l'image
de gauche de la �gure 7.2 que le temps de montée τr est inversement proportionnel à B̄,
comme attendu (voir équation (6.46)). Sur l'image de droite de la �gure 7.2, nous traçons τr
en fonction de la fréquence de rotation du pulsar f = Ω/(2π), pour deux valeurs di�érentes
de la masse gravitationnelle et pour les deux EoSs, en supposant que l'amplitude du
glitch est ∆Ω/Ω = 10−6. Le temps de montée est inversement proportionnel à f en bonne
approximation, en accord avec (6.46). Il est toutefois possible de remarquer un très faible
écart à la loi τr ∝ Ω−1 pour f & 100 Hz, dû au fait que les moments d'inertie augmentent
fortement avec la vitesse de rotation dans cette gamme de valeurs (voir Fig. 6.4). Les

1. L'in�uence de l'EoS sera étudiée plus en détails dans la suite.
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Figure 7.1 � Évolution temporelle des vitesses de rotation lors de la phase
de montée d'un glitch. Gauche : Les vitesses de rotation du super�uide de neu-
trons (en rouge) et du �uide de particules chargées (en vert) sont tracées en fonc-
tion du temps, pour des paramètres d'entrée réalistes correspondant au pulsar de Vela
(f = Ω/(2π) = 11, 19 Hz, ∆Ω/Ω = 10−6). La masse gravitationnelle et le paramètre de
friction mutuelle considérés sont MG = 1, 4 M� et B̄ = 10−4. La dynamique de chaque
�uide est représentée en termes de (ΩX(t) − Ω0

p)/Ω
0
p. Les résultats obtenus avec l'EoS

DDH(δ) sont dessinés en traits pleins (tiretés). Droite : Évolution temporelle de la di�é-
rence de vitesse δΩ = Ωn − Ωp pour les mêmes paramètres d'entrée. Les données numé-
riques sont ajustées par une loi exponentiellement décroissante, du type (6.25).
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Figure 7.2 � In�uence du paramètre de friction mutuelle et de la vitesse de
rotation du pulsar sur le temps de montée. Gauche : Le temps de montée du glitch,
τr, est tracé en fonction de B̄. Deux masses gravitationnelles et deux vitesses de rotation
sont considérées. Droite : τr est représenté en fonction de la fréquence de rotation du
pulsar, f = Ω/(2π), pour B̄ = 10−4 et pour deux valeurs de MG. Pour les deux images,
l'amplitude du glitch est �xée à ∆Ω/Ω = 10−6 et les résultats obtenus avec l'EoS DDH(δ)
sont dessinés en traits pleins (tiretés).
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résultats numériques que l'on vient de présenter conduisent aux estimations suivantes sur
les temps de montée :

τDDHr ' 4, 23

(
10−4

B̄

)(
2π × 11, 19 Hz

Ω

)
s,

τDDHδr ' 2, 92

(
10−4

B̄

)(
2π × 11, 19 Hz

Ω

)
s,

(7.8)

pour MG = 1,4 M� et ∆Ω/Ω � 1. Ces temps caractéristiques sont plus élevés à 2 M�,
les coe�cients numériques 4,23 et 2,92 devant alors être remplacés par 6,35 et 5,20 (voir
également la �gure 7.4).

Pour les di�érents cas représentés sur la �gure 7.2, les résultats numériques sont en
excellent accord avec les valeurs prédites par la formule (6.29), avec une précision (rela-
tive) supérieure à 1 ∼ 5× 10−6. Cette limite de précision provient des erreurs numériques
associées à la discrétisation temporelle (choix de δt) utilisée dans les simulations dyna-
miques et de la précision du calcul des moments d'inertie. La raison pour laquelle la
formule (6.29) donne une estimation aussi précise du temps de montée réside dans le fait
que les amplitudes de glitches observées sont extrêmement faibles. Ainsi, pour des para-
mètres de glitches réalistes, nous en déduisons qu'il est possible d'obtenir très précisément
le temps de montée à l'aide de (6.29), dont le calcul ignore la variation des moments d'iner-
tie pendant le glitch et ne nécessite que l'utilisation de con�gurations stationnaires (voir
section 6.3).

Dans le but d'étudier l'in�uence de ∆Ω/Ω sur τr, nous avons réalisé di�érentes si-
mulations avec des amplitudes de glitches allant jusqu'à ∆Ω/Ω = 0, 1, ce qui est bien
au-delà des valeurs mesurées (voir section 2.3.1). Pour cette gamme d'amplitude, l'écart
de vitesse entre les �uides peut toujours être ajusté par une loi exponentielle avec une
précision su�sante. L'expression (6.29) n'est cependant plus valide et τr dépend alors des
conditions initiales et donc de l'amplitude du glitch (Sidery et al., 2010). Sur la �gure 7.3,
nous traçons les variations relatives du temps de montée obtenu numériquement (τnumr )
pour di�érentes valeurs de l'amplitude du glitch par rapport au temps de montée τ refr

mesuré à ∆Ω/Ω = 10−6, pour une étoile à neutrons tournant à 11,19 Hz. On observe que
ces di�érences croissent linéairement avec ∆Ω/Ω, comme on l'attend dans le cadre new-
tonien (voir les équations (65) et (67) de Sidery et al. (2010)). Par ailleurs, ces résultats
con�rment que, pour des amplitudes de glitches réalistes, l'in�uence de ∆Ω/Ω sur τr est
tout à fait négligeable.

Comme illustré sur l'image de gauche de la �gure 7.4, le temps de montée augmente
avec la masse gravitationnelle de l'étoile, lorsque tous les autres paramètres d'entrée sont
maintenus �xés. Ceci s'explique de la manière suivante. Tout d'abord, la fraction de pro-
tons xp = np/ (nn + np) augmente avec MG, car les densités atteintes à l'intérieur de
l'étoile sont de plus en plus importantes (voir Fig. 5.5). Par conséquent, le rapport Îp/Î
est d'autant plus grand que la masse gravitationnelle est élevée (voir l'image de droite de

1. Pour les paramètres considérés ici, les di�érences relatives entre les résultats obtenus en mainte-
nant ou non les moments d'inertie constants durant le glitch (voir section 7.1.1) sont typiquement bien
inférieures à ∼ 5× 10−6. Par conséquent, les moments d'inertie sont maintenus �xes dans la plupart des
simulations présentées dans ce chapitre.
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�xés à 10−4 et 10−6. Pour les deux images, les résultats obtenus avec l'EoS DDH(δ) sont
dessinés à l'aide de points (croix).

la �gure 7.4). En outre, le facteur ζ et les coe�cients de couplage ε̂X diminuent fortement
lorsque MG augmente (voir Figs. 6.5 et 6.8). Ces di�érents phénomènes conduisent à frei-
ner progressivement le transfert de moment cinétique au fur et à mesure que la masse de
l'étoile croît (voir (6.46)). Par ailleurs, on observe que τr est systématiquement plus long
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avec l'EoS DDH, bien que le couplage entre les �uides soit plus important pour DDH
que pour DDHδ. Ceci est dû au fait que la densité centrale est toujours plus élevée avec
DDH (voir, e.g., Fig. 5.20) et que, pour les densités correspondant à l'intérieur des étoiles
à neutrons, l'EoS DDH prédit une fraction de protons plus importante que DDHδ (voir
Fig. 5.5), de sorte qu'on a (Îp/Î)DDH > (Îp/Î)DDHδ, comme on peut le voir sur l'image de
droite de la �gure 7.4.

Nous avons en�n réalisé quelques tests dans le but d'étudier l'impact de l'hypothèse
choisie au niveau de l'évolution de la composition chimique sur le temps de montée (voir
section 6.1.4). À faible vitesse de rotation, les di�érences obtenues sur τr en considérant les
masses baryoniques partielles constantes (cas i), ou en �xant la masse baryonique totale
avec équilibre chimique au centre de l'étoile (cas ii), sont complètement négligeables,
comme on peut s'y attendre (voir Fig. 6.9). Par exemple, pour f = 11, 19 Hz, la di�érence
relative (τ iir − τ ir )/τ iir est inférieure à ∼ 7 × 10−5 avec les deux EoSs, en supposant que
∆Ω/Ω� 1 et que les moments d'inertie sont constants 1. Néanmoins, l'in�uence de cette
hypothèse augmente fortement avec la vitesse de rotation. Ainsi, pour les deux EoSs,
les écarts relatifs entre les cas (i) et (ii) sont de l'ordre de ∼ 2 × 10−3 à 65 Hz et de
∼ 5 × 10−2 à 327 Hz. Il est toutefois important de noter que l'in�uence de l'hypothèse
relative à la composition chimique sur τr reste beaucoup plus faible que la dépendance du
temps de montée en chacun des autres paramètres d'entrée, tels que la masse ou la vitesse
de rotation. C'est la raison pour laquelle nous n'avons considéré que le cas (ii) dans la
plupart des résultats présentés ici.

7.2.2 Contribution de la relativité générale

A�n d'étudier la contribution globale de la relativité générale sur la dynamique des
glitches, nous comparons ici les temps de montée obtenus dans le cadre newtonien et dans
le contexte relativiste pour des paramètres d'entrée similaires. Par simplicité, nous consi-
dérons à présent deux EoSs polytropiques 2, de forme similaire à celles déjà implémentées
dans le code sfstar par Prix et al. (2005). Ces EoSs, que nous désignerons par EoS I
et EoS II dans la suite, sont respectivement caractérisées par une densité lagrangienne
Λ = −E véri�ant

E
(
nn, np,∆

2
)

=
1

2
κnn

2
n +

1

2
κpn

2
p + κnpnnnp + κ∆nnnp∆

2
(

+ ρc2
)
, (7.9)

et

E
(
nn, np,∆

2
)

=
1

2
κnn

2,1
n +

1

2
κpn

2,3
p + κ∆nnnp∆

2
(

+ ρc2
)
, (7.10)

1. Nous avons précisé la méthode de calcul des moments d'inertie pour le cas (ii) dans la note de bas
de page donnée dans la section 7.1.2. En ce qui concerne le cas (i), les masses baryoniques partielles MB

n

et MB
p , avec lesquelles les moments d'inertie sont calculés (pour Ωn = Ωp = Ωf), sont déterminées au

début du glitch par le code sfstar pour les mêmes valeurs de Ω0
n et Ω0

p que celles prédites dans le cas (ii)
avec des paramètres d'entrée identiques.

2. L'utilisation d'EoSs réalistes nécessiterait entre autres d'adapter la partie du code sfstar faisant
appel à une EoS tabulée aux équations de la mécanique newtonienne.
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κn κp κnp κ∆

EoS I 0,05 0,5 0,025 0,02
EoS II 0,046 1,4 - 0,1

Table 7.1 � Paramètres dé�nissant les EoSs I et II. Pour l'EoS I, les grandeurs κn,
κp et κnp sont données en unité de ρ∗c2n−2

∗ , où n∗ = 0, 1 fm−3 et ρ∗ = 1, 66× 1017 kg.m−3.
Les termes κn et κp sont respectivement exprimés en unités de ρ∗c2n−2,1

∗ et ρ∗c2n−2,3
∗ pour

la deuxième EoS. Pour les deux EoSs, l'unité utilisée pour κ∆ est ρ∗n−2
∗ .

où nous avons utilisé les mêmes notations que dans (4.102). Notons que le terme d'énergie
de masse ρc2 = (mnnn +mpnp) c

2 n'est présent que dans le cadre de la relativité générale 1.
Les paramètres κn, κp et κnp sont choisis de sorte que les EoSs I et II prédisent des
valeurs � réalistes � pour la masse, le rayon et la fraction de protons associés aux étoiles
modélisées (voir Table 7.1). Ainsi, l'EoS I conduit à une fraction de protons constante
dans l'étoile, avec xp = 0, 05 (voir (C.19)). En revanche, la fraction de protons obtenue
avec l'EoS II varie et est typiquement comprise entre ∼ 0, 05 et ∼ 0, 1, pour une étoile
(relativiste) de 1,4 M� tournant à 10 Hz. Pour ces valeurs de masse gravitationnelle et de
vitesse de rotation, le rayon circonférentiel de l'étoile dans le plan équatorial vaut environ
Rcirc ' 13 km pour les deux EoSs, en relativité générale. L'entraînement est caractérisé par
le coe�cient κ∆. La forme des EoSs considérées, voir Éqs. (7.9) et (7.10), a été adoptée
de manière cohérente avec le fait que les e�ets d'entraînement s'annulent lorsque l'un
des deux �uides disparaît. Pour l'EoS I, nous prenons κ∆ = 0, 02 a�n de satisfaire les
conditions de stabilité (5.67). Ce choix conduit à ε̃p ' 0, 07, pour une étoile à neutrons
relativiste, avec MG = 1,4 M� et f = 10 Hz. Bien que cette valeur soit relativement
petite par rapport à celles prédites par des EoS réalistes (voir Fig. 6.6, par exemple),
elle correspond toutefois aux régions externes du c÷ur des étoiles à neutrons, où les e�ets
d'entraînement sont très faibles. En revanche, nous supposons que κ∆ = 0, 1 pour l'EoS II.
Cette valeur permet d'obtenir des e�ets d'entraînement plus importants et plus réalistes,
de l'ordre de ε̃p ' 0, 29 pour les mêmes masse et vitesse de rotation, tout en véri�ant les
conditions (5.67). Ainsi, le choix de ces deux EoSs permet d'étudier l'in�uence des e�ets
d'entraînement sur la di�érence entre calculs relativiste et newtonien.

Sur la �gure 7.5, nous traçons les di�érences relatives entre les valeurs de τr calculées
en mécanique newtonienne (τnewtr ) et en relativité générale (τGRr ) pour une même masse
gravitationnelle en fonction du paramètre de compacité (4.91), en utilisant les EoSs I
(à gauche) et II (à droite). Ces valeurs, représentées en gras et par des points bleus,
ont été obtenues par le code d'évolution décrit dans la section 7.1 pour une fréquence
de rotation de 10 Hz, en modi�ant progressivement la masse (gravitationnelle) de l'étoile
modélisée. Remarquons que la relativité générale est susceptible de jouer un rôle important
dans la détermination des moments d'inertie Îp et Î, du facteur ζ et des coe�cients
de couplage ε̂X intervenant dans l'expression (6.46) du temps de montée. Pour mettre
en évidence l'importance des e�ets relativistes sur chacun de ces termes, nous traçons

1. Plus de détails sur les di�érences liées au calcul des con�gurations en mécanique newtonienne et en
relativité générale sont donnés dans la section IV-A de Prix et al. (2005).
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Figure 7.5 � Importance des e�ets de relativité générale sur le calcul du temps
de montée. Les di�érences relatives entre les temps de montée newtonien (τnewtr ) et re-
lativiste (τGRr ) sont tracées (traits pleins bleus) en fonction du paramètre de compacité
(obtenu en relativité générale), pour une étoile à neutrons tournant à 10 Hz. En pratique,
ces valeurs sont calculées pour ∆Ω/Ω = 10−6, B̄ = 10−4 et une composition chimique gou-
vernée par le cas (ii), même si ces paramètres n'ont pas d'in�uence notable sur les courbes
étudiées. Les résultats sont présentés pour les deux EoSs polytropiques décrites dans le
texte, l'image de gauche (droite) correspondant à l'EoS I (II). Les autres courbes mettent
en évidence la contribution de la relativité générale sur le calcul des di�érents termes
impliqués dans l'expression (6.46) du temps de montée. Ainsi, les résultats tenant compte
uniquement des corrections relativistes sur le rapport Îp/Î sont dessinés à l'aide de carrés
orange, tandis que les courbes en tirets rouges (avec des triangles) contiennent également
les corrections sur le facteur ζ. Les lignes en pointillés verts (avec des croix) incluent
les corrections additionnelles sur les paramètres d'entraînement ε̃X , mais ne tiennent pas
compte de la contribution de l'e�et Lense-Thirring dans le calcul des coe�cients de cou-
plage ε̂X (voir Éq. (6.44)).

également les quantités suivantes sur la �gure 7.5 :

• 1 − Înewtp

Înewt
ÎGR

ÎGRp

(carrés orange), qui tient uniquement compte des corrections relati-

vistes sur le rapport Îp/Î, où les valeurs calculées dans les cadres newtonien et de
la relativité générale sont respectivement désignées par � newt � et � GR �,

• 1− Înewtp

Înewt
ÎGR

ÎGRp

ζ (triangles rouges), qui considère les e�ets relativistes à la fois sur le

rapport des moments d'inertie et sur le facteur ζ,

• 1 − Înewtp

Înewt
ÎGR

ÎGRp

1− ε̃ newt
p − ε̃ newt

n

1− ε̃ GR
p − ε̃ GR

n

ζ (croix vertes), qui contient les corrections relati-

vistes sur les moments d'inertie, ζ et les paramètres d'entraînement ε̃X , mais qui
n'inclut pas la contribution de l'e�et Lense-Thirring dans le calcul des coe�cients
de couplage ε̂X en relativité générale.
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Notons que la di�érence relative des temps de montée véri�e la relation :

τGRr − τnewtr

τGRr

= 1− Înewtp

Înewt
ÎGR

ÎGRp

1− ε̃ newt
p − ε̃ newt

n

1− ε̂ GR
p − ε̂ GR

n

ζ, (7.11)

voir équation (6.46).
Comme attendu, les corrections associées à la prise en compte de la relativité générale

tendent vers zéro lorsque la compacité diminue, voir Fig. 7.5. En ce qui concerne l'EoS I,
on observe que les e�ets relativistes sur le rapport Îp/Î sont extrêmement faibles. Cela
est dû au fait que la fraction de protons xp est constante dans l'étoile et que Îp/Î ' xp en
relativité générale et en mécanique newtonienne, dans l'approximation de rotation lente,
en supposant que les �uides sont comobiles et à l'équilibre β. À la limite newtonienne,
le facteur ζ est égal à 1 (voir annexe C.2). Comme nous l'avons vu sur la �gure 6.5, la
relativité générale conduit à ζ . 1, ce qui allonge le temps de montée (les courbes rouges
sont donc situées au-dessus des courbes orange apparaissant dans la �gure 7.5). De plus,
les paramètres d'entraînement relativistes sont plus élevés que leurs équivalents newto-
niens, car les densités baryoniques atteintes dans l'étoile sont plus importantes quand la
relativité générale entre en jeu (i.e. le rayon stellaire est plus faible pour une même masse
gravitationnelle). Par conséquent, les e�ets relativistes sur ε̃X réduisent le temps de mon-
tée (et les courbes vertes sont logiquement en dessous des rouges). En�n, la contribution
de l'e�et Lense-Thirring sur les coe�cients de couplage ε̂X (6.44) augmente également la
valeur de τr, voir Éq. (6.47) (de sorte que les courbes bleues sont au-dessus des vertes). Des
remarques similaires s'appliquent à l'EoS II, avec deux di�érences notables. D'une part,
la relativité générale modi�e légèrement le rapport des moments d'inertie (voir l'image de
droite de la �gure 7.5). D'autre part, les e�ets d'entraînement associés à cette EoS sont
beaucoup plus importants que ceux prédits par l'EoS I, de sorte que le temps de mon-
tée est davantage réduit (voir la courbe verte). En conclusion, les corrections relativistes
sont importantes sur tous les termes impliqués dans le calcul du temps de montée (6.46),
mais leurs valeurs respectives dépendent fortement de l'EoS considérée. En particulier, on
observe que l'in�uence de l'e�et Lense-Thirring sur le couplage entre les �uides n'est pas
négligeable.

Pour des valeurs du paramètre de compacité pertinentes pour les étoiles à neutrons,
i.e. Ξ ∼ 0, 15 − 0, 25 (voir Fig. 5.15), ces deux EoS prédisent que l'erreur commise en
prenant le temps de montée newtonien à la place de sa valeur relativiste est de l'ordre de
∼ 20 − 40%, à 10 Hz, comme on peut le voir sur la �gure 7.5. Il est donc indispensable
de se placer dans le cadre de la relativité générale si l'on souhaite calculer précisément
les temps de montée relatifs aux événements de glitches. En outre, il est important de
mentionner que ces erreurs dépendent également de la vitesse de rotation considérée. Par
exemple, la di�érence relative

(
τGRr − τnewtr

)
/τGRr mesurée pour une étoile à neutrons de

1,4 M� varie de ∼ 30% à 10 Hz à ∼ −10% à 327 Hz, en utilisant l'EoS I (voir Fig. 7.6).

7.2.3 Considérations astrophysiques

Sur la �gure 7.7, plusieurs lignes τr = cte sont représentées dans un plan B̄ -MG, pour
les EoSs DDH et DDHδ. Ces résultats sont calculés pour f = 11, 19 Hz et ∆Ω/Ω = 10−6,
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Figure 7.6 � Importance des e�ets relativistes en fonction de la fréquence de
rotation. La di�érence relative

(
τGRr − τnewtr

)
/τGRr est tracée en fonction de la fréquence

de rotation, pour une étoile à neutrons de 1,4 M�. Les résultats correspondant à l'EoS I
(II) sont indiqués par des points bleus (carrés rouges).

typiques du pulsar de Vela. La limite supérieure actuelle, τr < 30 s (Dodson et al.,
2007), indique que le paramètre de friction mutuelle moyen B̄ doit être plus grand que
∼ 10−5 pour expliquer les glitches de ce pulsar. En introduisant alors le paramètre traî-
née/portance moyen ξ̄, tel que

B̄ =
ξ̄

1 + ξ̄2
, (7.12)

voir Éq. (6.13), cette limite implique que ξ̄ doit véri�er 10−5 . ξ̄ . 105, ce qui n'est
pas très contraignant étant donné la diversité des mécanismes dissipatifs susceptibles de
donner naissance à la force de friction mutuelle et aux incertitudes qui leur sont associées
(voir section 6.2.1). Notons qu'une conclusion similaire a également été obtenue par Glam-
pedakis et al. (2009). La dépendance du temps de montée en MG étant beaucoup moins
prononcée qu'en B̄, on peut s'attendre à ce que de futures observations précises de glitches,
résolvant le temps de montée τr, apportent des contraintes très importantes sur le para-
mètre de friction mutuelle et donc, plus généralement, sur les processus gouvernant le
transfert de moment cinétique durant la phase de montée.

On peut remarquer sur la �gure 7.8 que le plus petit temps de montée associé aux
glitches de Vela, donné par l'équation (6.30), vaut environ ∼ 0, 6 − 0, 8 ms, pour une
étoile à neutrons de 1,4 M�. Bien que ces valeurs minimales soient comparables au temps
hydrodynamique (6.1), les valeurs réalistes de τr sont probablement plus grandes, si l'on
en croit les estimations actuelles du paramètre de friction mutuelle (voir section 6.2.1).
Par conséquent, l'évolution dynamique de l'étoile pendant la phase de montée peut e�ec-
tivement être décrite par une succession de con�gurations stationnaires, ce qui valide a
posteriori l'hypothèse avancée dans la section 6.1.1.
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Figure 7.7 � Contraintes sur le paramètre de friction mutuelle. Courbes de temps
de montée constant dans un diagramme B̄ - MG, pour f = 11, 19 Hz et ∆Ω/Ω = 10−6.
Les résultats donnés par l'EoS DDH(δ) sont représentés par des traits pleins (tiretés). La
ligne τr = 30 s correspond à la limite observationnelle obtenue par Dodson et al. (2007).
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La quantité τr est représentée en fonction du paramètre moyen ξ̄, pour f = 11, 19 Hz
et MG = 1, 4 M�. L'amplitude de glitch considérée est ∆Ω/Ω = 10−6. Les résultats
obtenus avec l'EoS DDH(δ) sont présentés en bleu (rouge). La limite supérieure de 30 s
est également dessinée.
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7.3 Émission d'ondes gravitationnelles

L'étude des signaux d'ondes gravitationnelles a déjà commencé avec la récente obser-
vation de la coalescence de deux trous noirs par Advanced LIGO (Abbott et al., 2016a).
Les étoiles à neutrons �gurent également parmi les sources privilégiées des interféromètres
actuels et futurs. Parmi les di�érents processus d'émission associés à ces astres qui ont été
suggérés (voir, e.g., Lasky (2015)), les écoulements et/ou oscillations de �uide(s) qui ont
lieu durant un glitch sont susceptibles d'engendrer un rayonnement gravitationnel poten-
tiellement détectable dans un futur proche (Abadie et al., 2011; Stopnitzky & Profumo,
2014).

Dans ce qui suit, nous nous intéressons plus particulièrement à la quantité d'ondes
gravitationnelles émises lors de la phase de montée du glitch, en étudiant l'évolution tem-
porelle du quadrupôle de masse de l'étoile durant cette période. Étant donné que l'étoile
reste constamment axisymétrique dans notre modèle et que les changements des vitesses
de rotation des �uides sont minces, on s'attend à ce que les variations du moment quadru-
polaire de masse soient très faibles. Par conséquent, nous nous focalisons principalement
sur la modélisation de glitches de forte amplitude à l'aide de l'EoS DDH, pour laquelle les
con�gurations d'équilibre obtenues sont su�samment précises pour mettre en évidence
ces petites variations (voir section 5.2).

7.3.1 Quadrupôle de masse

Suivant la prescription proposée par Pappas & Apostolatos (2012) - Éq. (11) (voir
également Bonazzola & Gourgoulhon (1996) et Friedman & Stergioulas (2013)), le qua-
drupôle de masse Q de l'étoile est donné par 1

Q = Q̄− 4

3

(
b+

1

4

)
G2

c4
M 3

G. (7.13)

Les quantités Q̄ et b s'obtiennent à partir des développements asymptotiques à l'in�ni
spatial des coe�cients métriques ν = lnN et NB, i.e.

ν =
r→+∞

−GMG

r
+
b

3

(
GMG

r

)3

− GQ̄

r3
P2 (cos θ) +O

(
1

r4

)
, (7.14)

et

NB =
r→+∞

1 + b

(
GMG

r

)2

+O

(
1

r4

)
, (7.15)

où P2 désigne le polynôme de Legendre d'ordre 2, tel que P2 (cos θ) = 3/2×(cos2 θ − 1/3).
En utilisant (7.14) et (4.46), on peut montrer que Q̄ s'exprime sous la forme suivante (Sal-
gado et al., 1994; Prix et al., 2005)

Q̄ =
3

8πG

∫
Σt

σν r
2

(
cos2 θ − 1

3

)
d3 Σf , (7.16)

1. Notons que, contrairement à la grandeur Q̄ qui était utilisée jusqu'à maintenant pour calculer le
moment quadrupolaire de l'étoile dans Lorene, la dé�nition de Q est invariante de jauge (Pappas &
Apostolatos, 2012). La correction liée à b sur le calcul du moment quadrupolaire est étudiée dans la suite.
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Figure 7.9 �Moment quadrupolaire en fonction du moment cinétique. Gauche :
La quantité b est tracée en fonction du moment cinétique normalisé j = cJ/(GM 2

G), pour
l'EoS DDH. Ces valeurs ont été obtenues en faisant varier la fréquence de rotation f , en
supposant que les deux �uides sont en corotation et à l'équilibre β, à masse baryonique
�xée. Les points verts (orange) correspondent à MB = 1, 42 M� (MB = 2, 37 M�), i.e.
à une masse gravitationnelle MG ' 1, 3 M� (MG ' 2, 0 M�). Droite : Les grandeurs Q
(points) et Q̄ (carrés), normalisées sous la forme q = c4Q/(G2M 3

G), sont représentées en
fonction du moment cinétique réduit j pour les mêmes paramètres que pour l'image de
gauche. Pour les deux �gures, les courbes tracées sont des ajustements quadratiques.

où d3 Σf = r2 sin θ dr dθ dϕ et σν désigne le terme source de l'équation d'Einstein rela-
tive à ν. De la même manière, les équations (7.15) et (4.44) conduisent à (Friedman &
Stergioulas, 2013)

b = − 8

πGM 2
G

∫
Σt

ΨNr sin θ d3 Σ, (7.17)

où l'élément de volume sur Σt est donné par d3 Σ = A2B d3 Σf .
Les grandeurs b, Q̄ et Q sont tracées sur la �gure 7.9 en fonction du moment cinétique

de l'étoile, pour deux masses gravitationnelles di�érentes. Comme attendu, le moment
quadrupolaire de masse est nul pour une étoile sphérique. Par ailleurs, on pourra noter
que b = −1/4 dans ce cas. Le signe du quadrupôle de masse a été choisi de manière à ce
que Q < 0 pour une étoile oblate (voir également l'annexe C.5). Puisque la déformation
de l'étoile due aux e�ets centrifuges augmente avec la vitesse de rotation, la valeur de Q
devient de plus en plus négative, comme on peut l'observer sur l'image de droite de la
�gure 7.9. Les ajustements réalisés sur les pro�ls de ces di�érentes grandeurs en fonction
du moment cinétique réduit j = cJ/(GM 2

G) correspondent aux lois empiriques exhibées
par Laarakkers & Poisson (1999) et Pappas & Apostolatos (2012). Ainsi, on observe que

Q ' −a J2

MGc2
, (7.18)

où a est un paramètre de l'ordre de l'unité qui dépend de la masse de l'étoile et de l'EoS
considérée. On pourra également remarquer, à l'aide de ces ajustements, que la correction
liée à b sur le calcul du moment quadrupolaire est typiquement de l'ordre de ∼ 5%, de
sorte qu'on a Q ' Q̄.
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Figure 7.10 � Variations du quadrupôle de masse lors d'un glitch. Gauche :
Évolution temporelle de Q obtenue avec l'EoS DDH, pour MG = 1, 4 M� et f = 65 Hz.
Les amplitudes de glitches considérées ici sont ∆Ω/Ω = 3× 10−4, 10−3, 3× 10−3 et 10−2.
Le coe�cient de friction mutuelle est �xé à 10−4. Droite : La quantité ∆Q (7.19) est
tracée en fonction de l'amplitude du glitch ∆Ω/Ω, pour di�érentes fréquences de rotation
(2, 11,19, 65 et 327 Hz). Les résultats sont obtenus avec l'EoS DDH, pour une étoile à
neutrons de 1, 4 M�. Pour ∆Ω/Ω . 10−2, les valeurs numériques véri�ent ∆Q ∝ ∆Ω/Ω
(traits pointillés) en très bonne approximation. Les barres d'erreurs illustrent la précision
avec laquelle ∆Q est calculée à partir de (7.19). Pour les deux �gures, l'équilibre β est
imposé au centre de l'étoile durant toute la phase de montée (cas ii).

Lors d'un glitch, l'évolution de la vitesse de rotation de chaque �uide engendre une
(faible) modi�cation de la surface de l'étoile, i.e. de ses rayons équatorial et polaire et
donc de son aplatissement, qui à son tour conduit à une variation de Q (voir, e.g., l'équa-
tion (C.29) dans un contexte simpli�é). L'évolution temporelle du quadrupôle de masse Q
d'une étoile à neutrons de 1,4 M� tournant à 65 Hz est représentée sur l'image de gauche
de la �gure 7.10, pour di�érentes amplitudes (non réalistes) de glitch. Pour l'EoS DDH,
|Q| décroît au cours de temps car l'aplatissement de l'étoile diminue progressivement 1 .
Quelle que soit l'amplitude du glitch considérée, on observe que le pro�l temporel de Q
est très bien approximé par la relation

Q(t) = ∆Q×
(

1− exp

(
− t

τr

))
+Q0, (7.19)

à condition que ∆Ω/Ω � 1. Le temps caractéristique apparaissant dans cette équation
correspond au temps de montée (6.46) déduit à partir de l'évolution de la di�érence de
vitesse au cours du temps. En gardant les autres paramètres d'entrée �xes, la variation
∆Q du moment quadrupolaire associée au glitch véri�e ∆Q ∝ Ω2 × ∆Ω/Ω (voir image
de droite de la �gure 7.10). Bien que l'évolution dynamique de Q dépende du paramètre
de friction mutuelle à travers τr, le terme ∆Q ne dépend pas de B̄ car cette quantité
n'intervient pas dans la détermination des con�gurations d'équilibre initiale et �nale. Par
ailleurs, l'hypothèse choisie sur la composition chimique (voir section 6.1.4) a également

1. Au contraire, |Q| augmente dans le temps pour l'EoS DDHδ.
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une in�uence sur ∆Q. Ainsi, en supposant que ∆Ω/Ω = 10−4 et MG = 1, 4 M�, les
di�érences relatives entre les valeurs de ∆Q obtenues dans les cas (i) et (ii) sont de l'ordre
de ∼ 1% pour f = 65 Hz et de ∼ 15% à 327 Hz.

7.3.2 Amplitudes des ondes gravitationnelles

Au premier ordre dans un développement multipolaire, la champ de rayonnement gra-
vitationnel est donné par la formule du quadrupôle (voir, e.g., Bonazzola & Gourgoulhon
(1996); Le Tiec & Novak (2017))

hij =
2G

c4D

[
P k
i P

l
j −

1

2
PijP

kl

]
Q̈kl

(
t− D

c

)
, (7.20)

où D est la distance au pulsar, Pij est le tenseur de projection transverse à la ligne de
visée et Qij est le tenseur associé au moment quadrupolaire de masse Q. En particulier,
il existe un système de coordonnées xα = (t, x, y, z) dans lequel Qij a pour expression

Qij =

−Q/2 0 0
0 −Q/2 0
0 0 Q

 , (7.21)

où l'axe z correspond à l'axe de rotation de l'étoile. Soit i l'angle entre cet axe et la
direction ni du centre de l'étoile à la Terre. En choisissant les coordonnées xα de sorte
que ni appartienne au plan x = 0, le tenseur de projection Pij véri�e alors (Bonazzola &
Gourgoulhon, 1996)

Pij = δij − ninj =

1 0 0
0 cos2 i − sin i cos i
0 − sin i cos i sin2 i

 . (7.22)

En toute généralité, le tenseur hij peut se décomposer sur deux modes de polarisation, +
et ×, tels que

hij = h+e
+
ij + h×e

×
ij, (7.23)

où

e+
ij =

1 0 0
0 − cos2 i sin i cos i
0 sin i cos i − sin2 i

 et e×ij =

 0 cos i − sin i
cos i 0 0
− sin i 0 0

 . (7.24)

En appliquant les expressions précédentes à (7.20), on en déduit que h× = 0, l'étoile étant
constamment axisymétrique durant la phase de montée. En revanche, la composante +
est donnée par

h+(t) = −3

2

G

c4D
sin2 i× Q̈ (t−D/c) . (7.25)

En utilisant alors l'équation (7.19), on peut réécrire cette expression de la manière suivante

h+(t) = h0 sin2 i× exp (−(t−D/c)/τr) , (7.26)
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Figure 7.11 � Amplitude caractéristique du rayonnement gravitationnel pour
di�érentes amplitudes de glitches. La quantité h0 (7.27) est tracée en fonction de
∆Ω/Ω, en considérant les mêmes paramètres que sur l'image de droite de la �gure 7.10.
Le paramètre de friction mutuelle est ici �xé à B̄ = 10−3 et la distance D vaut 1 kpc.

où l'amplitude caractéristique de l'onde gravitationnelle, h0, est dé�nie par

h0 =
3

2

G

Dc4

∆Q

τ 2
r

. (7.27)

Dans le domaine fréquentiel, la déformation caractéristique hc(fGW) correspondante est
donnée à partir de la transformée de Fourier h̃(fGW) du signal h+(t), par la relation

hc(fGW) = 2fGW × |h̃(fGW)|, (7.28)

voir, e.g., Moore et al. (2015). L'équation (7.26) conduit alors à

hc(fGW) =
h0 sin2 i

π
× fGW/f0√

1 + (fGW/f0)2
, (7.29)

où nous avons introduit la fréquence caractéristique

f0 =
1

2πτr
. (7.30)

L'amplitude h0 est tracée sur la �gure 7.11 en fonction de ∆Ω/Ω, pour une étoile de
1,4 M�, en supposant que D = 1 kpc et B̄ = 10−3. Étant donné les faibles variations de Q
obtenues pour des amplitudes de glitches réalistes, en particulier à petite vitesse de rota-
tion (voir �gure 7.10), nous considérons principalement des amplitudes ∆Ω/Ω nettement
plus élevées que celles observées a�n d'atteindre une précision numérique su�sante. Il est
alors possible de déduire les valeurs de h0 associées à des amplitudes de glitches réalistes
en extrapolant celles calculées à plus grand ∆Ω/Ω à l'aide d'une simple loi linéaire.
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Figure 7.12 � In�uences de la vitesse de rotation et du paramètre de friction
mutuelle sur l'amplitude et la fréquence caractéristiques. Les grandeurs h0 (7.31)
et f0 (7.32) sont tracées en fonction du paramètre de friction mutuelle B̄ (à gauche) et de
la fréquence de rotation Ω/(2π) (à droite). Ces résultats sont donnés pour MG = 1, 4 M�
et 2 M� et ont été obtenus avec l'EoS DDH, en imposant l'équilibre β au centre de l'étoile.
L'amplitude du glitch est �xée à 10−6 et l'étoile est située à une distance D = 1 kpc. Pour
l'image de gauche, la fréquence de rotation considérée est f = 11, 19 Hz, tandis qu'on a
pris B̄ = 10−3 pour l'image de droite.

Pour une étoile dont la masse gravitationnelle vaut 1, 4 M�, modélisée par l'EoS DDH
dans le cas (ii), l'amplitude (7.27) et la fréquence (7.30) caractéristiques du rayonnement
gravitationnel émis lors d'un glitch sont approximativement données par

h0 ' 1, 0× 10−37

(
D

1 kpc

)−1(
B̄

10−3

)2(
Ω

102 rad.s−1

)4(
∆Ω/Ω

10−6

)
, (7.31)

et

f0 ' 0, 535

(
B̄

10−3

)(
Ω

102 rad.s−1

)
Hz, (7.32)

en supposant que ∆Ω/Ω � 1. Pour des étoiles à neutrons de faible fréquence de rota-
tion, avec f . 65 Hz, ces relations estiment h0 et f0 avec une précision meilleure que
quelques pourcents et ∼ 0, 1%, respectivement. Cette précision diminue à environ 10%
pour f = 327 Hz. Il est intéressant de remarquer que les préfacteurs apparaissant dans les
équations (7.31) et (7.32) décroissent lorsque la masse gravitationnelle augmente, prin-
cipalement parce que le temps de montée devient de plus en plus long (voir Fig. 7.4).
Ainsi, pour MG = 2 M�, on obtient les coe�cients suivants : 3, 7 × 10−38 et 0,357. Les
estimations (7.31) et (7.32) sont illustrées sur la �gure 7.12.

Il est important de souligner que la formule du quadrupôle (7.20) n'est valable que
dans l'approximation de mouvement lent, ce qui implique que la fréquence fGW de l'onde
gravitationnelle considérée doit satisfaire la condition fGW × R � c, où R désigne une
taille caractéristique de la source. En prenant R ' 104 m pour le rayon de l'étoile, cette
condition devient alors fGW � 3 kHz. Compte tenu de (7.32), celle-ci est pleinement
véri�ée pour les pulsars présentant des glitches (voir également la �gure 7.12). Par ailleurs,
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on peut véri�er simplement que la perte d'énergie associée à l'émission de ce rayonnement
gravitationnel est complètement négligeable par rapport à la quantité d'énergie dissipée
par friction mutuelle, de sorte que les équations (6.7) sont valides.

En appliquant les estimations (7.31) et (7.32) au pulsar de Vela, pour lequel ∆Ω/Ω =
10−6, f = 11, 19 Hz et D ' 287 pc (Dodson et al., 2003), la contrainte sur le paramètre
de friction mutuelle B̄ présentée dans la section 7.2.3, i.e. 10−5 < B̄ < 0, 5, conduit à

h0 ∼ 10−41 − 10−32 et f0 ∼ 4 mHz - 200 Hz. (7.33)

Bien que le pic de fréquence f0 prédit soit dans la bande de sensibilité de Advanced LIGO
et Advanced Virgo (Acernese et al., 2015; LIGO Scienti�c Collaboration et al., 2015;
Abbott et al., 2016b), le signal gravitationnel correspondant est beaucoup trop faible
pour être détecté par les détecteurs actuels. Toutefois, d'autres mécanismes associés aux
glitches, tel que le pompage d'Ekman ou l'excitation de certains modes d'oscillations,
qui ne sont pas considérés dans notre modèle, pourraient conduire à une émission d'ondes
gravitationnelles beaucoup plus importante (voir, e.g., Sedrakian et al. (2003); van Eysden
& Melatos (2008); Bennett et al. (2010); Sidery et al. (2010); Stopnitzky & Profumo
(2014); Melatos et al. (2015)).
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Quatrième partie

Friction mutuelle en présence d'ancrage

dans le c÷ur des étoiles à neutrons





Chapitre 8
Ancrage des tourbillons aux tubes de �ux et
friction mutuelle
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Dans le chapitre 7, nous avons mis en évidence l'importance des e�ets relativistes sur
la dynamique des étoiles à neutrons lors de la phase de montée d'un glitch. Il faut toutefois
garder à l'esprit que l'utilisation de la mécanique newtonienne n'est probablement par la
source principale d'incertitude dans les modèles de glitches actuels. En particulier, dans
la partie III, nous avons utilisé l'expression du moment de friction mutuelle (6.8) obtenue
par Langlois et al. (1998) en l'absence d'interaction entre les tourbillons super�uides et les
tubes de �ux présents dans le c÷ur des étoiles à neutrons (voir section 3.1.3). Or, comme
nous l'avons mentionné dans la section 3.2.3, di�érents travaux suggèrent que ces lignes
quanti�ées sont susceptibles d'interagir entre elles, ce qui pourrait avoir des conséquences
astrophysiques importantes, notamment sur la physique des glitches.

Dans ce chapitre, nous étudions l'in�uence de l'ancrage des tourbillons super�uides
aux tubes de �ux sur l'expression de la force de friction mutuelle. Pour cela, nous considé-
rons qu'un certain nombre de tubes de �ux sont parfaitement ancrés à chaque tourbillon
super�uide, dans le sens où les deux types de lignes se déplacent localement à la même
vitesse. Ainsi, nous ne tiendrons compte d'aucun e�et de �uage (ou creep) et/ou d'un
éventuel déplacement des lignes de tourbillons dans une direction parallèle aux lignes de
champ magnétique (comme étudié par Sidery & Alpar (2009)). Notons qu'un e�ort paral-
lèle a été récemment initié par Glampedakis & Andersson (2011), en suivant toutefois une
approche di�érente. Bien que la prise en compte de la relativité générale soit indispensable
pour construire un modèle de glitch réaliste, notre étude fait appel à la mécanique new-
tonienne, dans un premier temps. Une version relativiste de ces calculs est actuellement



Ancrage des tourbillons aux tubes de �ux et friction mutuelle

en cours de rédaction.

8.1 Origine de la force de friction mutuelle

8.1.1 Di�érentes échelles

Équations d'Euler et force de friction mutuelle. Nous avons déjà vu au cours des
chapitres précédents qu'en raison du champ magnétique stellaire, les particules chargées
à l'intérieur d'une étoile à neutrons sont fortement couplées entre elles et sont essen-
tiellement en corotation avec l'écorce et la magnétosphère, à la vitesse de rotation Ω
observée. Par conséquent, sur des échelles grandes devant la distance moyenne dn entre
deux tourbillons super�uides (3.11), le c÷ur externe des étoiles à neutrons peut être rai-
sonnablement décrit par un modèle à deux �uides, faisant intervenir (i) un super�uide de
neutrons se déplaçant à la vitesse vin et (ii) un �uide � normal � composé de protons et
d'électrons, de charge électrique totale nulle, associé à la vitesse vip.

En négligeant d'éventuels e�ets de température, la dynamique de ces �uides est gou-
vernée par les équations d'Euler suivantes (voir, e.g., Prix (2004); Haskell & Melatos
(2015)) (

∂t + vjn∇j

) (
vin + εnw

i
pn

)
+∇i (µ̃n + Φ) + εnw

pn
j ∇ivjn = f iv→n/ρn, (8.1)(

∂t + vjp∇j

) (
vip − εpwipn

)
+∇i (µ̃p + Φ)− εpwpn

j ∇ivjp = f iv→p/ρp, (8.2)

où wipn = vip−vin, Φ est le potentiel gravitationnel newtonien et ρX est la masse volumique
du �uide X (où X ∈ {n, p}). La quantité µ̃X est dé�nie à partir du potentiel chimique
µX du �uide par la relation µ̃X = µX/m, où m désigne la masse de repos des nucléons 1.
Les termes εp et εn, reliés par εpρp = εnρn, quanti�ent l'importance des e�ets d'entraîne-
ment (voir Éq. (C.5)). Dans le c÷ur externe des étoiles à neutrons, i.e. pour des densités
baryoniques comprises entre ∼ 0, 5× n0 et ∼ 2× n0 (voir section 1.5.3), des estimations
réalistes de εp conduisent à εp ∼ 0, 1− 0, 5 (voir, e.g., Chamel & Haensel (2006); Chamel
(2008) ou encore la �gure 5.9).

Aux échelles considérées ici, la présence de tourbillons super�uides n'intervient que
par l'existence des forces volumiques f iv→X . Ainsi, les termes f

i
v→n et f iv→p représentent

respectivement l'action exercée par les tourbillons super�uides contenus dans une particule
de �uide de taille L� dn sur les �uides de neutrons et de particules chargées. En l'absence
d'autres sources de dissipation, ces forces véri�ent

f iv→n = −f iv→p. (8.3)

On dé�nit alors la force de friction mutuelle comme la force macroscopique exercée
par les tourbillons sur le super�uide de neutrons, i.e.

f imf = f iv→n. (8.4)

1. Dans ce qui suit, nous négligeons la di�érence entre la masse du neutron et celle du proton, de sorte
que m = mp = mn (avec me � mprot, i.e. m = mp = mprot).
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8.2 Friction mutuelle en l'absence d'ancrage dans le c÷ur

En appliquant (8.3) aux équations d'Euler (8.1) et (8.2), on peut interpréter f imf comme
une force exercée par le �uide de particules chargées sur le super�uide, induite par la
présence des lignes de tourbillons.

Force de Magnus. La taille du c÷ur d'un tourbillon super�uide est sensiblement
de l'ordre de grandeur de la longueur de pénétration de London 1, Λ? ' 130 fm (voir
équation (3.12)). Sur une échelle microscopique L′, telle que Λ? � L′ � dn, une ligne
de tourbillon subit une force de type Magnus de la part du super�uide, provenant de la
di�érence entre vin et la vitesse de cette ligne. En désignant par viL la vitesse moyenne des
lignes de tourbillons présentes dans la particule de �uide de volume V = L3, où L� dn,
l'action du super�uide sur chaque tourbillon contenu dans ce volume macroscopique est
alors caractérisée par une force de Magnus moyenne par unité de longueur, donnée par

F iM = −εijkρnκj (vn k − vLk) . (8.5)

La norme du vecteur κi = κκ̂i introduit ici est le quantum de circulation κ, dé�ni par
l'équation (3.9), et sa direction correspond à celle des tourbillons moyennée sur V .

Par principe d'action-réaction, la force de friction mutuelle (8.4) véri�e alors

f imf = f iv→n = −f in→v = −nvF iM, (8.6)

où nv est la densité surfacique de tourbillons associée au volume V considéré.

8.1.2 Hypothèses sur les tourbillons super�uides

La densité surfacique nv dépend de la distribution locale des vortex super�uides, i.e.
de leur orientation et de leur géométrie. L'étude de cette grandeur, qui nécessiterait de
rendre compte de la dynamique locale d'un nombre restreint de tourbillons, va au-delà
du travail présenté ici, dont l'objectif est de déterminer F iM. Ainsi, dans la suite, nous
considérerons simplement que les lignes de tourbillons sont rigides et toutes alignées avec
l'axe de rotation de l'étoile, de sorte que nv = Nn (3.10). Par ailleurs, nous supposerons
également que le mouvement des �uides est quasi-stationnaire, axisymétrique et circulaire
(autour d'un même axe de rotation). Les vitesses des �uides, dans le plan équatorial, seront
alors données par

vin = rΩnu
i
ϕ et vip = rΩpu

i
ϕ, (8.7)

où (r, ϕ) représentent les coordonnées polaires dans le plan θ = π/2 (r étant la distance
à l'axe de rotation) et Ωp = Ω.

8.2 Friction mutuelle en l'absence d'ancrage dans le
c÷ur

Les lignes de tourbillons étant supposées rigides, nous ne tiendrons pas compte d'une
éventuelle force de tension. En outre, dans cette section, nous négligeons également toute

1. Il s'agit plus exactement de la longueur caractéristique sur laquelle le champ magnétique porté par
un tourbillon/tube de �ux est con�né au voisinage de la ligne.

197
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interaction possible entre les vortex super�uides et les tubes de �ux. L'in�uence de ces
interactions sera étudiée plus en détails dans la section 8.3 et dans l'annexe F. Compte
tenu de ces simpli�cations, le mouvement d'une ligne de tourbillon est alors simplement
décrit par l'équilibre entre la force de Magnus précédemment citée et une force de traînée
associée au �uide de particules chargées.

8.2.1 Force de traînée

On a vu dans la section 3.2.2 qu'en raison des e�ets d'entraînement mutuel entre
protons et neutrons, les tourbillons super�uides portent un quantum de �ux magnétique
fractionnaire φn, dont l'expression est donnée par (3.30). En l'absence d'interaction entre
tourbillons et tubes de �ux, Alpar et al. (1984b) ont montré que la principale source de
dissipation dans le c÷ur des étoiles à neutrons provient de la di�usion des électrons par le
champ magnétique associé aux lignes de tourbillons. Notons toutefois que ce mécanisme
n'est présent que si le �uide de protons est supraconducteur. En e�et, en l'absence de
courants permanents, la circulation de protons engendrée autour de chaque vortex par
e�ets d'entraînement serait dissipée par viscosité, de sorte que les lignes de tourbillons ne
sauraient être magnétisées. C'est également la raison pour laquelle ce processus dissipatif
n'a pas lieu dans l'écorce interne des étoiles à neutrons.

Le mécanisme que l'on vient de mentionner s'accompagne d'une force dissipative, de
type force de traînée, qui oppose le mouvement d'une ligne de tourbillon, se déplaçant à la
vitesse viL, à celui du �uide de particules chargées. Pour des vitesses relatives su�samment
faibles, la force de traînée par unité de longueur du tourbillon s'écrit sous la forme

F id = −R
(
viL − vip

)
, (8.8)

où R est une grandeur positive, appelée coe�cient de résistivité. Dans le contexte étudié
ici, cette quantité est donnée par 1 (Alpar et al., 1984b)

Rn =
3πe2nec

64Λ?EF

× φ 2
n , (8.9)

où ne = np et EF désignent respectivement la densité et l'énergie de Fermi des électrons.
Plus de détails sur l'origine physique de cette expression sont donnés dans l'annexe E.1.

À partir du coe�cient de résistivité R, on dé�nit le rapport traînée/portance par la
relation

ξ =
R
ρnκ

. (8.10)

Ce nombre sans dimension compare les amplitudes respectives de la force de traînée (8.8)
et de celle de Magnus (8.5), qui s'appliquent toutes les deux sur une ligne de tourbillon.
Compte tenu de (8.9), le rapport traînée/portance est donné par (voir, e.g., Mendell
(1991); Andersson et al. (2006))

ξn =
Rn

ρnκ
' 4× 10−4 (εp)

2 (1− εp)−1/2

(
xp

0, 05

)7/6(
ρ

1014 g.cm−3

)1/6

, (8.11)

1. Notons que nous utilisons ici la chargée électrique en unités SI, i.e. eSI = eCGS/c, contrairement
à Alpar et al. (1984b) et, plus généralement, à l'ensemble de la littérature qui font plutôt appel aux unités
CGS Gaussien.
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8.2 Friction mutuelle en l'absence d'ancrage dans le c÷ur

où ρ = ρn + ρp et xp est la fraction de protons. Comme attendu, ξn est nul en l'absence
d'entraînement (εp = 0).

8.2.2 Vitesse moyenne des lignes de tourbillons

Le déplacement quasi-stationnaire d'une ligne de tourbillon est simplement gouverné
par le bilan de forces

F id + F iM = 0. (8.12)

La résolution de cette équation permet alors d'obtenir l'expression suivante pour la vitesse
moyenne des lignes de tourbillons contenues dans la particule de �uide considérée (Hall
& Vinen, 1956; Andersson et al., 2006) :

viL = vip +
ρnκ

Rn

(
B′εijkκ̂jwpn

k + Bεijkκ̂jεklmκ̂lwmpn
)
, (8.13)

où les coe�cients de friction mutuelle B et B′ sont donnés en fonction du rapport traî-
née/portance (8.11) par

B =
ξ n

1 + ξ 2
n

et B′ = ξ 2
n

1 + ξ 2
n

. (8.14)

Notons que, quelle que soit la valeur de ξ considérée, ces paramètres véri�ent les conditions
suivantes :

B ≤ 1/2 et B′ ≤ 1, (8.15)

le cas d'égalité n'étant atteint que pour ξ = 1.
En supposant que les �uides décrivent un mouvement circulaire autour d'un même

axe, la vitesse moyenne des lignes de tourbillons dans le plan équatorial de l'étoile peut
se décomposer en une petite partie radiale ṙ et une partie orthoradiale plus importante
selon

viL = ṙδir + rΩvδ
i
ϕ, (8.16)

où Ωv s'interprète comme la vitesse de rotation du réseau de tourbillons, en (r, θ = π/2,
ϕ). En injectant les relations (8.7) dans (8.13), on obtient alors

ṙ = − ξn
1 + ξ 2

n

r (Ωp − Ωn) = −Br (Ωp − Ωn) , (8.17)

et

Ωv =
Ωn + ξ 2

n Ωp

1 + ξ 2
n

, (8.18)

ce qui correspond aux équations (36) et (37) de Carter (2001).
Il est particulièrement intéressant de remarquer le double rôle de ξn dans l'expression

du coe�cient B, apparaissant à la fois au numérateur et au dénominateur. Dans le régime
de faible traînée, i.e. pour ξ → 0, les composantes de la vitesse des tourbillons tendent
vers ṙ = 0 et Ωv = Ωn. Les vortex sont alors en corotation avec le super�uide de neutrons.
Dans la limite de forte traînée, i.e. pour ξ → +∞, ṙ s'annule également et on a Ωv = Ωp.
Dans ce cas, les lignes de tourbillons sont ancrées au �uide de particules chargées et se
déplacent donc avec ce dernier.
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8.2.3 Force et moment de friction mutuelle

Compte tenu de (8.12), la force de friction mutuelle (8.6) véri�e

f imf = −NnF iM = NnF id. (8.19)

En injectant (8.13) dans (8.8), on obtient alors l'expression suivante

f imf = −Nnρnκ
(
B′εijkκ̂jwpn

k + Bεijkκ̂jεklmκ̂lwmpn
)
. (8.20)

Le moment Γimf associé à cette force de friction mutuelle est donné par (Sidery et al.,
2010; Glampedakis & Andersson, 2011)

Γimf =

∫
Σt

εijkxjf
mf
k d3 Σf . (8.21)

En utilisant les relations (8.20) et (8.7), la composante du moment de friction mutuelle
dans la direction des lignes de tourbillons, i.e. selon l'axe de rotation, s'exprime ainsi :

Γmf = Γzmf =

∫
Σt

NnρnκB (Ωp − Ωn) r
2 sin2 θ d3 Σf , (8.22)

où seule la partie dissipative de f imf (contenant le terme B) joue un rôle. En introduisant
alors la vorticité du super�uide,

$n = Nnmnκ ' 2Ωnmn, (8.23)

nous pouvons réécrire cette relation de la manière suivante

Γmf =

∫
Σt

Bnn$nr
2 sin2 θ (Ωp − Ωn) d3 Σf , (8.24)

qui est bien la limite newtonienne attendue de l'expression (6.8) obtenue par Langlois
et al. (1998) dans le cadre de la relativité générale (voir également l'annexe C.2).

8.3 Friction mutuelle en présence d'ancrage dans le c÷ur

8.3.1 Hypothèses sur les tubes de �ux

A�n de sonder l'in�uence des interactions entre tubes de �ux et tourbillons super�uides
sur l'expression de la force de friction mutuelle, nous considérons un modèle simple dans
lequel Np tubes de �ux sont fortement ancrés à chaque ligne de tourbillon super�uide
présente dans le c÷ur externe des étoiles à neutrons. Notre objectif n'est pas d'étudier
les mécanismes physiques susceptibles de donner naissance à une telle situation (voir
section 3.2.3), mais plutôt d'explorer les conséquences astrophysiques liées à la présence
d'ancrage dans le c÷ur, en particulier sur la dynamique du super�uide de neutrons. Dans
l'approche suivie ici, l'entier Np > 0 est un paramètre inconnu, dont la valeur maximale
est de l'ordre de
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Nmax
p ∼ Np

Nn

' 1013 ×
(

B

1012 G

)
×
(

P

10 ms

)
, (8.25)

où Nn et Np sont les densités surfaciques de tourbillons et de tubes de �ux, respectivement
données par les expressions (3.10) et (3.23).

Bien que le réseau de tubes de �ux ait probablement une structure très complexe dans
le c÷ur externe des étoiles à neutrons, voir section 3.1.3, nous faisons également l'hypo-
thèse (très naïve !) que les tubes de �ux sont rigides et alignés avec la direction des lignes
de tourbillons, de sorte que les con�gurations étudiées soient bien stationnaires et axisy-
métriques. Nous supposons alors que les Np tubes de �ux et le tourbillon qu'ils entourent
forment un � paquet � cylindrique de lignes quanti�ées, dont le rayon caractéristique sera
désigné par la grandeur dc. Par ailleurs, les tubes de �ux étant supposés rigides, nous ne
tenons compte d'aucune force de tension associée à ces lignes.

Compte tenu des incertitudes actuelles sur les interactions entre tourbillons super-
�uides et tubes de �ux, et a�n d'étudier di�érents scénarios d'ancrage possibles dans
notre modèle, nous nous intéressons dans ce qui suit à deux structures di�érentes de ces
paquets, à savoir :

1) Scénario 1 : Les Np tubes de �ux sont tous superposés au tourbillon super�uide
(malgré la répulsion mutuelle associée au champ magnétique des tubes de �ux).
Dans ce cas, la taille typique de l'ensemble de ces lignes quanti�ées est de l'ordre de
grandeur de la taille caractéristique d'une seule ligne, i.e.

dc,1 ∼ Λ?. (8.26)

2) Scénario 2 : Les tubes de �ux sont situés de part et d'autre de la ligne de tourbillon
et sont régulièrement séparés par une distance dpinp . La taille caractéristique du
paquet est alors donnée par

dc,2 ∼ dpinp ×
√
Np. (8.27)

En tenant compte de l'ancrage des tourbillons et de la répulsion entre les tubes
de �ux, la distance moyenne dpinp entre deux tubes de �ux ancrés est de l'ordre de
∼ 10−11 cm (Srinivasan et al., 1990; Sedrakian & Sedrakian, 1995). Notons que la
distance dpinp est logiquement inférieure à la distance moyenne dp (3.24) entre deux
tubes libres.

Ces deux con�gurations, illustrées sur la �gure 8.1, correspondent respectivement au
cas où l'ancrage se produirait par intersection de la ligne de tourbillon avec les tubes de
�ux et au modèle développé par Sedrakian & Sedrakian (1995), dans lequel les tubes de
�ux sont dynamiquement couplés au tourbillon, voir section 3.2.3.

Les estimations précédentes de dc indiquent que les interactions entre deux tourbillons
voisins peuvent être raisonnablement ignorées, étant donné que dc � dn, sauf peut-être
pour Np ∼ Nmax

p . Ainsi, les di�érents paquets de lignes quanti�ées sont supposés indé-
pendants 1. En�n, nous négligeons également toute interaction possible entre les paquets
de lignes quanti�ées et les tubes de �ux non ancrés, i.e. non liés à un tourbillon donné.

1. Là encore, il s'agit d'une simpli�cation importante. En réalité, un tube de �ux ancré interagit
probablement avec plusieurs lignes de tourbillons en raison de sa géométrie très complexe.
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Figure 8.1 � Représentation schématique de la structure des paquets de tubes
de �ux considérés. Les Np tubes de �ux (en rouge) sont tous superposés à la ligne
de tourbillon (en bleu) dans le premier scénario (à gauche). Par conséquent, la taille
de l'ensemble est de l'ordre de celle d'une seule ligne, i.e. dc,1 ∼ Λ?. Dans le deuxième
modèle (à droite), en revanche, les tubes de �ux sont disposés autour du tourbillon et sont
régulièrement espacés par une distance dpinp . La grandeur dn est la distance typique entre
deux tourbillons.

Malgré les di�érentes hypothèses invoquées, nous espérons que notre modèle simpli�é
reste capable de reproduire les principaux aspects astrophysiques associés à l'ancrage des
tourbillons super�uides aux tubes de �ux présents dans le c÷ur externe des étoiles à
neutrons.

8.3.2 Force de Magnus généralisée

Formule de Joukowski. La formule de Joukowski correspondant à la force de Magnus
généralisée ressentie par une ligne de tourbillon plongée dans un mélange de di�érentes
espèces super�uides a été obtenue par Carter et al. (2002) dans le cadre de la relati-
vité générale, puis adaptée par Carter & Chamel (2005) au cas newtonien. Dans notre
modèle, où un super�uide de neutrons coexiste avec un supraconducteur de protons, la
force de Magnus généralisée par unité de longueur s'exerçant sur un tourbillon ou, plus
précisément, sur un ensemble de lignes quanti�ées est donnée par

F iJ = F iM n + F iM p, (8.28)

où les forces F iMn et F iMp (moyennées) caractérisent la contribution respective de chaque
espèce super�uide. Ces deux forces ont pour expression

F iM n = −εijknnCnκ̂j (vn k − vLk) et F iM p = −εijknpCpκ̂j (vp k − vLk) , (8.29)

où le vecteur viL correspond ici à la vitesse moyenne des paquets composés de Np tubes
de �ux et d'un tourbillon, contenus dans un certain volume de �uide. Notons que, dans
cette section, l'indice �p� se réfère au supraconducteur de protons, et non plus au �uide
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de particules chargées (qui inclut également les électrons). La grandeur CX désigne la
circulation de l'impulsion généralisée πiX du super�uide X le long d'un circuit fermé C
entourant le groupe de lignes considéré, de direction κ̂i. Par dé�nition, on a

Cn =

∮
C
πni dxi et Cp =

∮
C
πpi dxi, (8.30)

où, en mécanique newtonienne, les impulsions généralisées par particule associées aux
neutrons et aux protons véri�ent 1 (Prix, 2004)

πin = pin = m (1− εn) vin +mεnv
i
p, (8.31)

πip = pip + eAi = m (1− εp) vip +mεpv
i
n + eAi, (8.32)

la grandeur Ai désignant le potentiel vecteur lié au champ magnétique. Il est important de
remarquer que les expressions données ci-dessus on été obtenues à partir d'une approche
perturbative reposant sur une con�guration stationnaire et axisymétrique dans laquelle
une seule ligne (ou un seul paquet de lignes) est considérée. Ces formules sont donc
parfaitement applicables à notre modèle, compte tenu des hypothèses sur lesquelles celui-
ci est basé (voir sections 8.1.2 et 8.3.1).

Chaque ensemble de lignes quanti�ées ne comportant qu'un seul tourbillon super�uide,
la quantité Cn est donnée par (voir Éq. (3.5))

Cn = mκ

(
=
h

2

)
, (8.33)

de sorte que F iM n est égale à (8.5), comme attendu.

Force de Magnus associée aux protons. Concentrons-nous à présent sur le calcul
de Cp. On s'attend à ce que toute circulation associée à un constituant non-super�uide,
qui pourrait éventuellement apparaître autour d'une ligne quanti�ée, soit supprimée par
e�ets de viscosité. Ainsi, dans les régions où les protons ne sont pas supraconducteurs,
nous aurons Cp = 0. D'un autre côté, si les protons forment un �uide supraconducteur,
la circulation d'impulsion Cp le long de n'importe quel contour fermé sera simplement
donnée par le nombre de tubes de �ux présents dans ce contour, multiplié par la masse de
repos m et par le quantum de circulation κ (voir Éq. (3.20)). Par conséquent, dans le cas
d'un supraconducteur de type I (correspondant aux régions les plus denses du c÷ur des
étoiles à neutrons, voir section 3.1.3), ou si les tourbillons super�uides n'interagissent pas
avec les tubes de �ux 2 (voir section 8.2), la quantité Cp sera également nulle. Néanmoins,

1. La charge électrique intervient dans l'expression (8.32) car cette dernière correspond à l'impulsion
généralisée du �uide de protons (et non du mélange neutre de protons et d'électrons considéré, par
exemple, dans l'équation (4.31)). On notera toutefois que l'impulsion généralisée des électrons est donnée
par πie = pie − eAi = mev

i
p − eAi, de sorte que l'impulsion du �uide de particules chargées véri�e

πie + πip = pie + pip ' pip, en accord avec l'équation (4.31).
2. Dans ce cas, chaque tourbillon rencontrerait di�érents tubes de �ux au cours de son mouvement,

de sorte que la situation étudiée ne serait plus stationnaire à proprement parler, ce qui sort du cadre bien
dé�ni de notre modèle.
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dans le contexte étudié ici, où chaque ligne de tourbillon est entourée de Np tubes de �ux,
nous aurons plutôt

Cp = Np ×mκ, (8.34)

à condition que le contour C soit grand devant la taille dc du paquet, mais toujours petit
par rapport à la distance typique dn entre deux lignes de tourbillons. La force de Magnus
associée au �uide de protons aura alors la forme suivante :

F iMp = −ρpNpε
ijkκj (vp k − vLk) . (8.35)

Finalement, nous notons qu'une force de traînée transversale a parfois été considé-
rée dans la littérature, en supplément de la force de traînée longitudinale donnée par
l'équation (8.8). Par exemple, on pourra remarquer la présence de cette force à travers
le terme η′ intervenant dans l'équation (82) de Sedrakian & Sedrakian (1995) ou dans
l'équation (2) de Link (2006). Toutefois, le coe�cient η′ est généralement supposé très
petit devant le coe�cient de résistivité R, de sorte que la force de traînée transversale
est simplement négligée. Nous constatons ici que la contribution du supraconducteur de
protons à la force de Magnus généralisée (voir (8.35)) a une forme similaire à cette force de
traînée transversale, tout en revêtant une signi�cation physique très di�érente, à condition
de prendre η′ = −npCp (la composante transversale de la force de traînée n'entraînant
aucune dissipation, η′ peut être positif ou négatif).

8.3.3 Coe�cient de résistivité

La présence de la force supplémentaire (8.35) n'est pas la seule modi�cation à apporter
aux calculs exposés dans la section 8.2 a�n de rendre compte de l'ancrage des tourbillons
dans le c÷ur des étoiles à neutrons. En e�et, dans ce contexte, la principale source de
dissipation n'est plus liée à la di�usion des électrons par le champ magnétique porté
par chaque tourbillon, mais est plutôt associée à la di�usion des électrons par le champ
magnétique porté par les Np tubes de �ux environnant le tourbillon. Par conséquent,
l'expression du coe�cient de résistivité doit également être corrigée.

Un tube de �ux isolé se déplaçant à travers le gaz d'électrons dans le c÷ur des étoiles
à neutrons est sujet à une force de traînée, dont le coe�cient de résistivité est donné
par (Muslimov & Tsygan, 1985; Harvey et al., 1986; Jones, 1987)

Rp =
3πe2nec

64Λ?EF

× φ 2
0 '

Rn

ε 2
p

, (8.36)

voir également l'annexe E.1. Par rapport à (8.9), le �ux φn porté par une ligne de tourbillon
a simplement été remplacé par le quantum de �ux magnétique φ0. L'expression du rapport
traînée/portance devient alors

ξp =
Rp

ρnκ
' 4× 10−4 (1− εp)−1/2

(
xp

0, 05

)7/6(
ρ

1014 g.cm−3

)1/6

. (8.37)

Cette relation n'est toutefois valable que dans l'approximation où les tubes de �ux sont
indépendants. Ce n'est évidemment pas le cas dans le modèle que l'on étudie ici, et il est
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donc indispensable d'inclure certains e�ets collectifs dans les expressions précédentes, a�n
de considérer la présence de Np tubes de �ux à l'intérieur de chaque ensemble de lignes
quanti�ées. Néanmoins, tenir compte de ces e�ets n'est pas simple, et reste controversé.
Ainsi, dans la suite, nous présentons deux estimations di�érentes du coe�cient de résis-
tivité en présence d'ancrage, correspondant respectivement aux deux scénarios envisagés
pour la structure des paquets de tubes de �ux (voir section 8.3.1).

En supposant que toutes les lignes sont superposées (scénario 1), le coe�cient de ré-
sistivité s'obtient naïvement à partir de l'équation (8.36), en remplaçant φ0 par le �ux
magnétique porté par l'ensemble des lignes, à savoir φ c,1 ' (Np − εp) × φ0 (voir égale-
ment Ding et al. (1993)). Dans ce cas, le rapport traînée/portance est donné par

ξ c,1 (Np) ' ξp × (Np − εp)2 ' ξn
ε 2
p

× (Np − εp)2 . (8.38)

Ainsi, pour Np = 0, cette relation se réduit à (8.11), comme il se doit. En revanche, dans
le second scénario, Sedrakian et al. (1985) et Sedrakian & Sedrakian (1995) ont montré
que cette quantité véri�e

ξ c,2 (Np) ' ξp ×Np + ξn '
ξ n
ε 2
p

×
(
Np + ε 2

p

)
, (8.39)

où nous avons rajouté de manière ad hoc la contribution du champ magnétique porté par
le tourbillon super�uide au coe�cient de résistivité total.

Il est important de garder à l'esprit que ces estimations sont assez naïves et qu'elles
ne sont probablement pas valables pour de grandes valeurs de Np (voir la discussion
donnée dans les annexes E.2 et E.3). Nous verrons dans la section 8.4 que ces relations
permettent toutefois de faire ressortir certains aspects généraux liés à l'ancrage dans le
c÷ur sur la dynamique du super�uide de neutrons. Remarquons en�n que, pour Np � 1,
les estimations (8.38) et (8.39) conduisent à ξ c � ξn, soulignant ainsi le fait que les
mécanismes de dissipation sont beaucoup plus importants en présence d'interaction entre
les tourbillons super�uides et les tubes de �ux.

8.3.4 Vitesse moyenne des paquets de lignes quanti�ées

En tenant compte des e�ets d'ancrage dans le c÷ur des étoiles à neutrons, le dé-
placement quasi-stationnaire d'un ensemble de Np tubes de �ux entourant une ligne de
tourbillon est maintenant régi par le bilan de forces

F id + F iM n + F iM p = 0. (8.40)

En résolvant cette équation de la même manière que précédemment (voir Éq. (8.13)), la
vitesse moyenne de ces paquets est alors donnée par

viL = vip +
1

ξ c

(
B̃′εijkκ̂jwpn

k + B̃εijkκ̂jεklmκ̂lwmpn
)
, (8.41)

faisant intervenir les coe�cients de friction mutuelle renormalisés suivants

B̃ =
ξ̃ c

1 + ξ̃ 2
c

et B̃′ = ξ̃ 2
c

1 + ξ̃ 2
c

, (8.42)

205



Ancrage des tourbillons aux tubes de �ux et friction mutuelle

où

ξ̃ c = ξ c

(
1 +

npCp
ρnκ

)−1

. (8.43)

En introduisant la quantité X dé�nie par

X =
npCp
nnCn

=
npCp
ρnκ

, (8.44)

le rapport traînée/portance renormalisé s'écrit simplement sous la forme

ξ̃ c =
ξ c

1 +X
. (8.45)

Compte tenu de l'expression (8.34) de Cp, la quantité X véri�e approximativement

X =
np
nn
Np ' xpNp. (8.46)

Par un calcul similaire au cas sans ancrage, nous déduisons de (8.41) que la vitesse
moyenne des paquets de lignes quanti�ées (voir équation (8.16)) est désormais donnée par

ṙ = − ξ c
(1 +X)2 + ξ 2

c

r (Ωp − Ωn) , (8.47)

et

Ωv =
Ωn + (X + ξ̃ 2

c +Xξ̃ 2
c )Ωp

1 +X + ξ̃ 2
c +Xξ̃ 2

c

. (8.48)

En l'absence d'interaction entre les tubes de �ux et les tourbillons, i.e. pour Np = 0, les
équations précédentes conduisent à X = 0, ξ̃ c(0) = ξ c(0) = ξn et les composantes (8.47)
et (8.48) de la vitesse des paquets redonnent bien les équations (8.17) et (8.18), comme
attendu. En outre, à la limite Np → +∞, les estimations (8.38) et (8.39) et l'expres-
sion (8.46) de X indiquent que viL → vip, de manière similaire à la limite de forte traînée
mentionnée dans la section 8.2.2.

8.3.5 Force et moment de friction mutuelle

L'équation (8.19) n'est plus valable en présence d'ancrage dans le c÷ur, et la force de
friction mutuelle (8.6) est maintenant donnée par

f imf = −NnF iM n = Nn

(
F id + F iMp

)
. (8.49)

En remplaçant viL par (8.41) dans les termes F id et F iM p, l'expression de la force de friction
mutuelle devient alors

f imf = −Nnρnκ
(
β′εijkκ̂jw

pn
k + βεijkκ̂jεklmκ̂

lwmpn
)
, (8.50)

où nous avons introduit les quantités

β = B̃
(

1

1 +X

)
=

ξ c

(1 +X)2 + ξ 2
c

, (8.51)
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et

β′ = B̃′
(

1 +
X(1 +X)

ξ 2
c

)
=
X (1 +X) + ξ 2

c

(1 +X)2 + ξ 2
c

= 1− 1 +X

(1 +X)2 + ξ 2
c

. (8.52)

Cette force de friction mutuelle a donc une forme identique à celle obtenue en l'absence
d'interaction entre tubes de �ux et tourbillons super�uides (voir Éq. (8.20)), mais fait tou-
tefois intervenir des coe�cients renormalisés. Ainsi, le moment de friction mutuelle (8.21)
devient

Γmf =

∫
Σt

βnn$nr
2 sin2 θ (Ωp − Ωn) d3 Σf , (8.53)

d'où nous déduisons que l'étude réalisée dans la partie III reste valable, à condition de ne
plus supposer que l'équation (6.13) est véri�ée.

Nous pouvons remarquer que les expressions (8.50), (8.51) et (8.52) sont similaires à
celles obtenues par Sedrakian et al. (1999), voir leurs Éqs. (29), (37) et (38), en e�ectuant
l'identi�cation X = −η′/(ρsκ), où ρs correspond à la masse volumique du super�uide
de neutrons (désignée ici par ρn). Néanmoins, les contextes physiques étudiés sont très
di�érents et la force supplémentaire que nous considérons n'est pas liée à la présence d'une
force de traînée transversale, mais tire plutôt son origine de la contribution des Np tubes
de �ux ancrés à chaque tourbillon à la force de Magnus totale agissant sur un paquet de
lignes quanti�ées (voir section 8.3.2).

De plus, l'expression (8.41) de la vitesse moyenne des paquets a été récemment obtenue
par K. Glampedakis et N. Andersson (voir l'équation (9) de Glampedakis & Andersson
(2011)) dans un contexte similaire au nôtre, mais en suivant toutefois une approche dif-
férente. En e�et, dans Glampedakis & Andersson (2011), les auteurs s'intéressent aux
bilans de force gouvernant le déplacement des lignes de tourbillons et des tubes de �ux
dans le c÷ur externe des étoiles à neutrons, en supposant que ces lignes sont a priori non-
comobiles. Ces équations sont couplées par l'intermédiaire d'une force d'� ancrage � incon-
nue, qui rend compte des interactions possibles entre vortex et tubes de �ux. En résolvant
ces bilans de force, la vitesse moyenne des tourbillons associée à la présence d'ancrage
entre les lignes est ensuite déterminée en considérant le cas limite où les deux types de
lignes quanti�ées partagent la même vitesse. Ici, au contraire, nous nous concentrons di-
rectement sur les di�érentes forces agissant sur un paquet formé de Np tubes de �ux
ancrés à un tourbillon et nous donnons un sens physique clair à leur paramètre α, à savoir
α = 1/Np. Le lien entre nos deux approches est présenté dans l'annexe F. Nous notons
également que la modi�cation du coe�cient de résistivité dans le cas d'ancrage n'était
pas incluse dans l'étude réalisée par Glampedakis & Andersson (2011).

Comme on peut le voir sur l'expression de la force de friction mutuelle, l'ancrage des
tourbillons aux tubes de �ux ne modi�e pas seulement le coe�cient de résistivité (voir
section 8.3.3), mais change également l'expression des coe�cients β (8.51) et β′ (8.52),
à travers la présence additionnelle de la quantité X ' xpNp (8.46). Étant donné les
incertitudes actuelles sur les interactions entre les deux types de lignes quanti�ées, cette
dernière grandeur peut être relativement importante (voir Éq. (8.25)). Les coe�cients
β et β′ sont représentés en fonction du nombre Np de tubes de �ux ancrés à chaque
ligne de tourbillon super�uide sur les �gures 8.2 et 8.3, pour les deux scénarios d'ancrage
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Figure 8.2 � Coe�cient β en fonction du nombre de tubes de �ux ancrés à
chaque tourbillon. La quantité β est tracée en fonction de Np (traits pleins), en utilisant
ξ c,1 (en orange) et ξ c,2 (en vert), pour εp = 0, 1, xp = 0, 05 et ρ = 1014 g.cm−3. Ces pro�ls
sont comparés aux valeurs de β calculées en négligeant la force de Magnus associée au
�uide de protons, i.e. obtenues en prenant X = 0 (traits tiretés). Le résultat attendu en
l'absence d'ancrage, β (Np = 0) = B (8.14), est indiqué en pointillés bleus.
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Figure 8.3 � Coe�cient β′ en fonction du nombre de tubes de �ux ancrés
à chaque tourbillon. La quantité β′ est tracée en fonction de Np (traits pleins), en
utilisant ξ c,1 (en orange) et ξ c,2 (en vert), pour εp = 0, 1, xp = 0, 05 et ρ = 1014 g.cm−3.
Ces pro�ls sont comparés aux valeurs de β′ calculées en négligeant la force de Magnus
associée au �uide de protons, i.e. obtenues en prenant X = 0. Le résultat attendu en
l'absence d'ancrage, β′ (Np = 0) = B′ (8.14), est indiqué en pointillés bleus.
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considérés (8.38) et (8.39). Ces calculs ont été réalisés en considérant une masse volumique
totale ρ = 1014 g.cm−3, une fraction de protons xp = 0, 05 et un paramètre d'entraînement
εp = 0, 1, typiques du c÷ur externe des étoiles à neutrons. Bien que les valeurs de β
dépendent du modèle d'ancrage considéré, on observe toutefois un pro�l semblable dans les
deux cas. Ainsi, on pourra remarquer que β � B pour Np � 104, où B (8.14) correspond
à la valeur de β attendue en l'absence d'interaction entre tubes de �ux et tourbillons,
tandis que β � B pour des valeurs très importantes de Np. En particulier, β → 0 lorsque
Np → +∞. Si l'in�uence du paramètre d'entraînement εp est plutôt faible sur β, la
prise en compte de l'e�et Magnus associé au supraconducteur de protons peut avoir une
grande in�uence sur ce coe�cient. Cette force supplémentaire a notamment pour e�et
de diminuer la valeur de β, comme on peut le voir sur la �gure 8.2, de sorte que βmax

reste toujours strictement inférieur à 1/2 (voir Éq. (8.15)). En outre, les deux scénarios
d'ancrage conduisent à un pro�l de β′ quasi-identique, en raison de l'e�et Magnus lié
aux protons, dominant à faible valeur de Np (voir (8.52) et Fig. 8.3). On notera que β′

est toujours proche de 1, contrairement à la valeur attendue en l'absence d'ancrage, i.e.
β′ (Np = 0) = B′ (8.14), qui est extrêmement faible. L'ancrage des tourbillons super�uides
aux tubes de �ux dans le c÷ur externe des étoiles à neutrons a donc un impact très
important sur la valeur de coe�cients β et β′, et donc sur la force de friction mutuelle.

8.4 Conséquences astrophysiques

Dans la suite, nous étudions l'in�uence de l'ancrage dans le c÷ur sur la dynamique
des pulsars, en particulier lors d'un événement de glitch.

8.4.1 Temps caractéristique de couplage par friction mutuelle

En utilisant l'hypothèse d'axisymétrie et en supposant que les vitesses des �uides sont
données par (8.7) dans le plan équatorial, les équations d'Euler (8.1) et (8.2) se réduisent
simplement au système d'équations

∂tv
ϕ
n + εn∂tw

ϕ
pn = fϕmf/ρn, (8.54)

∂tv
ϕ
p − εp∂twϕpn = −fϕmf/ρp, (8.55)

où vϕn = rΩn, vϕp = rΩp et fϕmf correspond à la composante de la force de friction
mutuelle (8.50) selon le vecteur uiϕ. La direction commune κi des tubes de �ux et des
tourbillons étant orthogonale à la vitesse relative wipn, f

ϕ
mf est alors donnée par fϕmf =

Nnρnκβw
ϕ
pn, de telle sorte que les équations précédentes peuvent se réécrire sous la forme

suivante (voir, e.g., Andersson et al. (2006))

∂wϕpn
∂t

= − Nnκ

xp (1− εn − εp)
× β × wϕpn, (8.56)

qui est la version locale et newtonienne de l'équation (6.24) rencontrée dans la partie III (la
quantité κ désignant ici le quantum de circulation associé à un tourbillon super�uide). Le
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temps caractéristique local τc sur lequel le super�uide de neutrons et le �uide de particules
chargées sont dynamiquement couplés par friction mutuelle est donc approximativement
donné par

τc =
xp (1− εn − εp)

Nnκ
× 1

β
' xp (1− εp)

2Ω
× 1

β
, (8.57)

où nous avons utilisé le fait que εn � εp, voir section 5.1.4, et Nnκ ' 2Ω, voir Éq. (3.10).
La version globale et relativiste de ce temps de couplage est donnée par (6.46).

En l'absence d'ancrage dans le c÷ur, i.e. pour Np = 0, le temps de couplage se réduit
à

τ 0
c =

xp (1− εp)
2Ω

× 1 + ξ 2
n

ξn
' xp (1− εp)

2Ωξn
, (8.58)

où le rapport traînée/portance est donné par (8.11). En remplaçant ξn par son expression,
ce temps caractéristique véri�e alors

τ 0
c ' 10 (1− εp)3/2 (εp)

−2

(
xp

0, 05

)−1/6(
ρ

1014 g.cm−3

)−1/6(
P

1 s

)
s, (8.59)

où P = 2π/Ω est la période de rotation du pulsar. On pourra remarquer que cette esti-
mation conduit à un temps de couplage environ un ordre de grandeur plus faible que celui
prédit par le calcul classique réalisé par Alpar & Sauls (1988), voir leurs équations (11) et
(12). Néanmoins, Jahan Miri (1998) a montré que l'analyse de ces derniers était incom-
plète et que leur estimation devait être multipliée par la fraction de protons xp, ce qui
conduit alors à un résultat très proche de (8.59). Par ailleurs, le terme 1−εp apparaissant
au numérateur de l'équation (8.57), qui provient de la présence d'e�ets d'entraînement
dans les impulsions généralisées des �uides (8.31) et (8.32), est également absent du calcul
e�ectué par Alpar & Sauls (1988), ces derniers n'ayant tenu compte de l'entraînement que
dans le rapport traînée/portance. Notons que cette correction supplémentaire n'est pas
correctement prise en compte dans l'équation (70) de Andersson et al. (2006).

Dans le cas où Np tubes de �ux sont ancrés à chaque ligne de tourbillon, le temps de
couplage (8.57) a pour expression

τc =
xp (1− εp)

2Ω
× (1 + xpNp)

2 + ξ 2
c

ξ c
, (8.60)

où le rapport traînée/portance ξ c est donné par (8.38) ou (8.39), selon le scénario d'ancrage
considéré. La grandeur τc est tracée en fonction de Np sur la �gure 8.4, pour les modèles
d'ancrage 1 et 2. Ces pro�ls ont été calculés pour ρ = 1014 g.cm−3, xp = 0, 05, εp = 0, 1 et
une fréquence de rotation de 11,19 Hz, i.e. P = 1/f = 0, 089 s, correspondant au pulsar
de Vela. De manière similaire au coe�cient β (voir Fig. 8.2), τc dépend signi�cativement
du scénario d'ancrage étudié. Dans les deux cas, on observe toutefois que τc � τ 0

c pour
Np � 104. En revanche, pour Np � 105, le temps de couplage est beaucoup plus long
qu'en l'absence d'ancrage. Ce comportement s'explique principalement par le rôle double
de ξ c dans le coe�cient β, apparaissant en même temps à son numérateur et à son
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Figure 8.4 � Temps de couplage en fonction du nombre de tubes de �ux ancrés
à chaque tourbillon. Le temps τc est tracé en fonction de Np (traits pleins), en utilisant
ξ c,1 (en orange) et ξ c,2 (en vert). Ces pro�ls ont été calculés pour εp = 0, 1, xp = 0, 05,
ρ = 1014 g.cm−3 et P = 89 ms, i.e. f = Ω/(2π) = 11, 19 Hz. Le temps de couplage en
l'absence d'ancrage τ 0

c (8.59) est indiqué en pointillés bleus.

dénominateur. En outre, compte tenu du fait que β < 1/2, voir Fig. 8.2, le temps de
couplage véri�e la condition

τc > 8× 10−3 (1− εp)
(

xp
0, 05

)(
P

1 s

)
s, (8.61)

ce qui conduit à τc > 0, 64 ms pour le pulsar de Vela (en prenant εp = 0, 1 et xp = 0, 05).

8.4.2 Impact sur la physique des glitches

En l'absence d'interaction entre tubes de �ux et lignes de tourbillons, le super�uide de
neutrons présent dans le c÷ur est couplé au �uide de particules chargées par friction mu-
tuelle sur un temps typique τ 0

c donné par (8.59). Ainsi, si le super�uide dans le c÷ur des
étoiles à neutrons peut éventuellement jouer un rôle dans la phase de montée des glitches,
les temps de relaxation post-glitch sont généralement beaucoup plus grands que τ 0

c (voir
section 2.3.1). C'est l'une des raisons pour lesquelles les glitches ont longtemps été as-
sociés à un processus se déroulant uniquement dans l'écorce des étoiles à neutrons (voir
section 3.2.2).

Suivant le scénario standard, la phase de montée s'explique alors par un mouvement
rapide de lignes de tourbillons super�uides dans l'écorce, possiblement lié à l'excitation
d'ondes de Kelvin 1. La phase de relaxation peut quant à elle s'interpréter de deux manières

1. Ce mécanisme dissipatif, mentionné dans la section 6.2.1, prédit un rapport traînée/portance de
l'ordre de ξ ∼ 10−3 − 10−1.
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di�érentes. Selon le modèle le plus répandu, une fois réancrés aux noyaux, les tourbillons
peuvent néanmoins se déplacer d'un site d'ancrage à un autre par �uctuations thermiques
ou par e�et tunnel (ce mécanisme de �uage a été présenté dans la section 3.2.1). D'un
autre côté, si les forces d'ancrage aux noyaux sont faibles, la dynamique du pulsar lors
de la relaxation est dominée par le mécanisme de friction mutuelle (voir, e.g., Jones
(1990a,b, 1993)). Dans ce second cas, le transfert de moment cinétique entre le super�uide
de neutrons et le reste de l'étoile (incluant éventuellement une partie du super�uide de
neutrons couplée au �uide de particules chargées sur des temps courts devant le(s) temps
de relaxation) est gouverné en bonne approximation par les équations suivantes (Haskell
et al., 2012b) {

J̇n = In (1− ε̃n) Ω̇n + Inε̃nΩ̇p = +Γmf,

J̇p = Ip (1− ε̃p) Ω̇p + Ipε̃pΩ̇n = −Γmf + Γext,
(8.62)

où le moment extérieur Γext, associé à l'émission d'ondes électromagnétiques, a pour ex-
pression

Γext = −A× Ω3
p, A =

4π

µ0

R6

6c3
(Bp sinα)2 , (8.63)

voir également l'équation (2.7). Le moment de friction mutuelle Γmf est donné par

Γmf = −B̄ In 2Ωn (Ωn − Ωp) , (8.64)

où B̄ est de l'ordre de ∼ 10−9−10−7 pour le processus d'excitation de phonons dans le ré-
seau cristallin (voir annexe C.2 et section 6.2.1). En résolvant le système d'équations (8.62)
pour B̄ constant, l'évolution temporelle de la di�érence de vitesse δΩ = Ωn − Ωp lors de
la relaxation post-glitch suit alors la loi

δΩ(t) ' (δΩ0 − δΩ∞)× exp

(
− t

τrelax

)
+ δΩ∞, (8.65)

où t = 0 correspond à la �n de la phase de montée, i.e. au début de la phase de relaxation.
Le temps caractéristique de relaxation τrelax introduit ici correspond au temps (global) de
couplage par friction mutuelle,

τrelax =
Ip
I
× (1− ε̃p − ε̃n)

2B̄Ωn

, (8.66)

voir (C.17), et la di�érence de vitesse δΩ∞ est donnée par

δΩ∞ =
AΩ3

p

2IB̄Ωn

∼ 1

4tcB̄
, (8.67)

où tc est l'âge du pulsar (2.16). Étant donné que le paramètre de friction mutuelle B̄
est très faible lors de la relaxation, et en supposant que la di�érence de vitesse δΩ0 est
approximativement nulle à la �n de la phase de montée (voir section 7.1.2), nous avons
δΩ∞ � δΩ0 et la di�érence de vitesse (8.65) croît donc au cours du temps 1, comme

1. Lors de la phase de montée, au contraire, la di�érence de vitesse diminue au cours du temps, voir
Éq. (6.25).
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attendu. On pourra noter que, sur des durées su�samment courtes, le moment extérieur
Γext n'a�ecte pas la dynamique de l'étoile (voir (8.66)). C'est pourquoi nous avons négligé
ce moment dans l'étude de la phase de montée du glitch, présentée dans la partie III. Ici,
en revanche, considérer Γext est nécessaire pour rendre compte de l'augmentation de la
di�érence de vitesse δΩ au cours du temps (qui à son tour est indispensable pour qu'un
nouvel événement de glitch puisse se dérouler). Par ailleurs, il est intéressant de remarquer
que le modèle de �uage linéaire peut être grossièrement décrit par les mêmes équations
que précédemment. Dans ce cas, le paramètre traînée/portance véri�e ξ � 1 (i.e. les
tourbillons se déplacent approximativement avec le �uide de particules chargées) de sorte
que le paramètre B̄ est également très faible (voir (8.14)).

La présence d'interactions entre les tourbillons et les tubes de �ux permet alors d'en-
visager un autre scénario possible de glitch, dans lequel le super�uide de neutrons dans le
c÷ur joue un rôle primordial. Cela est particulièrement intéressant dans la mesure où ce
super�uide est susceptible de participer aux glitches de certains pulsars, tels que le pulsar
de Vela, comme nous l'avons vu dans la section 3.2.2. Suivant ce scénario, la dynamique
du pulsar lors des phases de montée et de relaxation serait alors gouvernée par le méca-
nisme de friction mutuelle, à l'instar du second modèle que l'on vient de mentionner, et
reposerait sur une variation du nombre Np de tubes de �ux ancrés à chaque tourbillon
super�uide durant l'événement de glitch. En e�et, comme on peut le voir sur la �gure 8.4,
une faible quantité de tubes de �ux ancrés permet d'expliquer les temps de montée très
courts, tandis que, pour de grandes valeurs de Np, le super�uide dans le c÷ur pourrait
être découplé du reste de l'étoile sur des temps su�samment longs pour rendre compte
de la phase de relaxation post-glitch (voir également Sedrakian et al. (1995)). Un modèle
complet et précis de glitch en présence d'ancrage dans le c÷ur reste toutefois à identi�er 1.

1. De possibles éléments de réponse peuvent se trouver dans le modèle de Ruderman et al. (1998)
abordé dans la section 3.2.3.
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Conclusions et perspectives

La présence de matière super�uide à l'intérieur des étoiles à neutrons est indiquée à la
fois par des calculs microscopiques détaillés et par di�érentes observations. La super�ui-
dité est donc un ingrédient important qui doit être pris en compte dans la construction
de modèles réalistes d'étoiles à neutrons, indispensables pour étudier les phénomènes de
refroidissement, de glitches et d'oscillations associés à ces astres. Les travaux exposés ici
constituent une nouvelle étape vers la réalisation de cet objectif.

Dans un premier temps, nous avons étendu le modèle numérique proposé par Prix et al.
(2005) a�n d'obtenir des con�gurations stationnaires d'étoiles à neutrons super�uides, en
relativité générale, reposant sur l'utilisation d'EoSs réalistes (Sourie et al., 2016). Pour
cela, nous avons supposé que l'étoile est composée de deux �uides, à savoir un super�uide
de neutrons et un �uide de particules chargées, tournant de manière uniforme autour d'un
même axe avec di�érentes vitesses de rotation (Ωn et Ωp). Ces con�gurations peuvent être
calculées pour n'importe quelle vitesse de rotation et s'a�ranchissent donc de l'approxi-
mation de rotation lente utilisée par Andersson & Comer (2001), Comer (2004) et Kheto
& Bandyopadhyay (2015). Dans le but d'atteindre une précision numérique élevée, deux
EoSs tabulées ont été interpolées à l'aide d'un schéma thermodynamiquement cohérent
d'ordre élevé, que nous avons testé sur des EoSs analytiques. Nous avons ainsi obtenu une
précision relative globale de l'ordre de 10−8− 10−7, mesurée par la violation des identités
du viriel, similaire à celle liée aux calculs de con�gurations d'étoiles à un �uide avec une
EoS réaliste.

Ces modèles numériques nécessitant la donnée d'une EoS dépendant de la densité de
chaque �uide et du carré de la vitesse relative, ∆2, nous avons présenté un formalisme per-
mettant de déterminer l'EoS pour une valeur arbitraire de ∆2 et de calculer les paramètres
d'entraînement correspondants. Dans le cas où ∆2 est faible, les résultats présentés ici sont
parfaitement cohérents avec ceux obtenus à partir de la théorie du liquide de Fermi, à
l'ordre le plus bas en la vitesse relative (Urban & Oertel, 2015). Les désaccords observés
entre les calculs réalisés par Comer & Joynt (2003) et Kheto & Bandyopadhyay (2014),
d'un côté, et par Gusakov et al. (2009a, 2014c), d'un autre côté, proviennent alors du
fait que la déformation relativiste des sphères de Fermi n'a pas été correctement prise
en compte par les premiers. Nous avons ensuite appliqué ce nouveau formalisme à deux
modèles nucléaires de type RMF, DDH et DDHδ, dont les couplages dépendant de la
densité ont été ajustés sur di�érentes propriétés connues de la matière nucléaire symé-
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trique et de la matière pure de neutrons. À l'aide de ces deux EoSs, nous avons calculé
di�érentes con�gurations d'équilibre réalistes d'étoiles à neutrons super�uides en rotation.
Nous avons alors étudié certaines grandeurs globales caractérisant ces étoiles, telles que
leur masse ou leur moment d'inertie. En particulier, les masses maximales obtenues sont
compatibles avec les observations d'étoiles à neutrons de 2 M�.

Lors de cette étude, nous nous sommes principalement intéressés aux propriétés rela-
tives au c÷ur des étoiles à neutrons, en considérant simplement une composition interne
homogène. Comme nous l'avons déjà mentionné dans la section 3.2.2, les e�ets d'entraî-
nement associés à l'écorce interne, dus à la di�raction de Bragg des neutrons libres par
les noyaux, sont beaucoup plus importants que dans le c÷ur (voir Chamel (2005, 2012)
et Fig. 3.11). Il serait donc particulièrement intéressant d'inclure la présence de l'écorce
solide dans nos modèles. Notons que le formalisme pour cela est déjà disponible (Carter
et al., 2006a; Carter & Samuelsson, 2006)). Il sera alors nécessaire de tenir compte d'une
EoS adaptée. Cela pourrait par exemple être réalisé en utilisant une EoS uni�ée, i.e.
décrivant les di�érentes régions de l'étoile de manière thermodynamiquement cohérente
(voir, e.g. Fantina et al. (2013)), convenablement modi�ée pour décrire un système de
deux �uides couplés par e�ets d'entraînement.

Nous avons ensuite examiné en détails l'impact de la relativité générale sur la dyna-
mique globale des glitches géants, tels que ceux rencontrés par le pulsar de Vela (Sourie
et al., 2017). À cette �n, nous avons étudié le transfert de moment cinétique se déroulant
entre le super�uide de neutrons dans le c÷ur et le reste de l'étoile, suite au désancrage
d'une grande quantité de lignes de tourbillons super�uides. Lors de la phase de montée du
glitch, la dynamique de l'étoile est gouvernée par un mécanisme de friction mutuelle (Lan-
glois et al., 1998), associé à l'interaction des tourbillons avec les �uides dans lesquels ils
sont plongés. L'échelle de temps hydrodynamique étant nettement plus courte que le
temps d'action de cette force de friction mutuelle, nous avons modélisé l'évolution tem-
porelle de la vitesse de rotation de chaque �uide à l'aide d'un séquence quasi-stationnaire
de con�gurations d'équilibre, à masse baryonique totale �xée.

Par une approche analytique simple, nous avons montré que la di�érence de vitesse
entre les �uides, δΩ = Ωn−Ωp, évolue approximativement selon une loi exponentiellement
décroissante, dont le temps caractéristique τr a une forme similaire au temps de montée
obtenu à la limite newtonienne (voir, e.g., Carter (2001); Sidery et al. (2010)). Toutefois, la
prise en compte de la relativité générale modi�e la structure de l'étoile et joue également
un rôle important dans la dynamique des �uides. Ainsi, les e�ets d'entraînement des
référentiels inertiels induisent un couplage supplémentaire entre les �uides, dont l'action
est opposée aux e�ets d'entraînement mutuel entre les nucléons dans le c÷ur.

A�n de tester la validité de cette approximation analytique et pour déterminer l'im-
portance des e�ets relativistes, nous avons résolu numériquement les équations gouvernant
le transfert de moment cinétique. Notre code fait appel à di�érents paramètres d'entrée,
macroscopiques d'une part (la masse et la fréquence de rotation de l'étoile, l'amplitude
du glitch) et microscopiques d'autre part (choix de l'EoS, paramètre de friction mutuelle
moyen B̄). Nous avons alors exploré en détails l'in�uence de ces di�érents paramètres sur
le temps de montée, en utilisant les EoSs DDH et DDHδ. Nous avons observé que les
résultats déduits de l'approche analytique reproduisent en très bonne approximation ceux
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obtenus à partir des simulations numériques. En particulier, le temps de montée τr fait
intervenir di�érents moments d'inertie partiels, qui peuvent être déterminés en faisant
seulement appel aux con�gurations d'équilibre. En outre, nous avons étudié l'in�uence de
la relativité générale sur τr en utilisant deux EoSs polytropiques di�érentes. Les erreurs
liées à l'utilisation de la mécanique newtonienne à la place de la relativité générale peuvent
atteindre ∼ 20 − 40%, selon l'EoS considérée. Les e�ets relativistes sur la structure de
l'étoile et sur le couplage entre les �uides étant tous les deux très importants, nous en
déduisons qu'un modèle réaliste de glitch doit nécessairement être réalisé dans un cadre
relativiste. Il faut toutefois garder à l'esprit que l'utilisation de la mécanique newtonienne
n'est probablement par la source principale d'incertitude dans les modèles de glitches ac-
tuels. En e�et, nos calculs reposent sur l'expression du moment de friction mutuelle Γmf

obtenue par Langlois et al. (1998) en supposant que les tourbillons sont rigides et alignés
avec l'axe de rotation. La géométrie et l'orientation des ces lignes pourraient toutefois
être plus complexes, modi�ant alors fortement l'expression de Γmf. En outre, il convient
de rappeler que les incertitudes sur l'EoS peuvent également être importantes.

A�n de satisfaire la contrainte τr < 30 s (Dodson et al., 2007), le paramètre de friction
mutuelle doit nécessairement être supérieur à ∼ 10−5 pour expliquer les glitches du pulsar
de Vela. Néanmoins, la valeur de B̄ étant moyennée sur toute l'étoile, le paramètre de
friction mutuelle peut être localement plus important (voir, e.g., Sedrakian (2005) et
Haskell et al. (2014)). De plus, pour des estimations réalistes de ce paramètre, le temps de
montée τr obtenu est plus grand que le temps hydrodynamique, de sorte qu'il est possible
de décrire précisément la dynamique d'un glitch par une succession de con�gurations
d'équilibre.

Par ailleurs, nous nous sommes également intéressés à la quantité d'ondes gravitation-
nelles émises lors de la phase de montée du glitch, en étudiant les variations temporelles
du quadrupôle de masse de l'étoile. Bien que les fréquences caractéristiques associées à
ce rayonnement soient situées dans la bande de sensibilité des interféromètres actuels,
tels que Advanced LIGO et Advanced Virgo, les amplitudes correspondantes sont trop
faibles pour pouvoir observer ces ondes. Par exemple, pour les glitches du pulsar de Vela,
l'amplitude caractéristique maximale est de l'ordre de ∼ 10−32, pour B̄ = 1/2 (à comparer
avec l'amplitude minimale détectable par aLIGO, hmin ∼ 10−22 à 100 Hz). Les sources
d'ondes gravitationnelles les plus prometteuses, si elles existent, seraient alors des étoiles
en rotation très rapide et rencontrant des glitches de grande amplitude.

S'il paraît peu probable de détecter les glitches par l'émission gravitationnelle qui leur
est liée, les radiotélescopes FAST (Five-hundred Aperture Spherical radio Telescope, Smits
et al. (2009)), LOFAR (Low Frequency Array, Stappers et al. (2011)) et SKA (Square Ki-
lometer Array, Watts et al. (2015)) seront bientôt capables d'observer la phase de montée
avec une précision sans précédent. Cela permettra alors d'apporter des contraintes très
fortes sur τr et donc sur les mécanismes physiques gouvernant le phénomène de glitch.
Dans cette optique, il est donc indispensable de construire des modèles de glitches plus
complets, tenant compte par exemple des propriétés magnéto-élastiques et super�uides
de l'écorce. En outre, il est également crucial de considérer un modèle dans lequel seule
une partie du super�uide participe aux événements de glitches (voir, e.g. Haskell et al.
(2012b); Antonelli & Pizzochero (2017).
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Conclusion

Nous avons en�n étudié la dynamique du super�uide de neutrons dans le c÷ur ex-
terne des étoiles à neutrons, dans le cas où les interactions mutuelles entre tourbillons
super�uides et tubes de �ux magnétiques sont importantes. Nous avons alors déterminé
l'expression de la force de friction mutuelle associée au déplacement de paquets de lignes
quanti�ées formés d'une ligne de tourbillon et d'un certain nombre Np (potentiellement
très important) de tubes de �ux ancrés à celle-ci. En particulier, nous avons montré que le
scénario standard, basé sur l'action d'une force de Magnus liée aux neutrons et d'une force
de traînée, n'est plus valide en présence d'ancrage dans le c÷ur et qu'une force supplé-
mentaire doit être considérée a�n de rendre compte de l'e�et Magnus associé aux protons
supraconducteurs. Nos résultats sont en accord avec l'expression de la vitesse moyenne
des tourbillons obtenue par Glampedakis & Andersson (2011) dans le même contexte,
mais en suivant une approche di�érente. En outre, la principale source de dissipation ne
provient plus ici de la di�usion des électrons par les tourbillons super�uides magnétisés
par entraînement mais plutôt de la di�usion des électrons par le champ magnétique porté
par les tubes de �ux ancrés à chaque ligne de tourbillon. A�n de tenir compte des in-
certitudes actuelles sur le détail de l'interaction entre tourbillons et tubes de �ux, nous
avons considéré deux scénarios d'ancrage très simpli�és et deux expressions très naïves
du coe�cient de résistivité associé à un unique paquet de lignes.

Nous avons alors obtenu une estimation du temps caractéristique τc sur lequel le super-
�uide de neutrons dans le c÷ur externe est couplé au reste de l'étoile par friction mutuelle.
Bien que la valeur exacte de τc dépende fortement des détails du mécanisme d'ancrage et
du coe�cient de résistivité, il est néanmoins possible de tirer certaines conclusions géné-
rales des di�érents cas étudiés. Par exemple, pour de faibles valeurs de Np, nous avons
observé que le temps de couplage τc est beaucoup plus court que la valeur attendue en
l'absence d'ancrage, τ 0

c ∼ 10 − 100 s (Alpar et al., 1984b; Andersson et al., 2006). En
revanche, τc peut être nettement plus long que τ 0

c dans le cas où chaque paquet contient
au moins ∼ 104 − 105 tubes de �ux. Une variation du nombre de tubes de �ux ancrés
à chaque tourbillon au cours du glitch pourrait ainsi expliquer les di�érentes échelles de
temps associées à ce phénomène. En particulier, nos résultats suggèrent que le super�uide
dans le c÷ur pourrait être découplé du reste de l'étoile sur des temps su�samment longs
pour rendre compte de la phase de relaxation post-glitch. Notons que, si notre étude a
pour l'instant été réalisée dans le cadre newtonien, une version relativiste de ces calculs
est actuellement en cours de rédaction.

Plusieurs travaux ayant récemment montré que le super�uide de neutrons dans l'écorce
des étoiles à neutrons n'est pas su�sant pour expliquer certains glitches (Jahan-Miri,
2005; Yuan et al., 2010; Alpar, 2011; Andersson et al., 2012; Chamel, 2013; Akbal et al.,
2015), nos résultats con�rment que le super�uide dans le c÷ur pourrait e�ectivement
prendre part à ces événements (voir, e.g., Sedrakian et al. (1995); Gügercino§lu & Alpar
(2014) pour des conclusions similaires). Un modèle de glitch complet basé sur la présence
d'ancrage dans le c÷ur reste toutefois à établir précisément.

En�n, mentionnons également que les interactions entre tourbillons super�uides et
tubes de �ux sont susceptibles d'avoir une in�uence signi�cative sur d'autres phénomènes
physiques associés aux étoiles à neutrons, tels que la précession (Stairs et al., 2000; Se-
drakian et al., 1999; Link, 2003, 2006, 2007; Glampedakis et al., 2008) ou l'instabilité de
certains modes de vibration, appelés modes r (Haskell et al., 2009, 2012a, 2014; Gusakov
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Conclusions et perspectives

et al., 2014a,b). L'impact exact de la présence d'ancrage dans le c÷ur sur ces di�érents
processus reste à déterminer.
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Annexe A
Détermination et analyse des temps d'arrivée

A.1 Mesure des temps d'arrivée

Les pulsars étant des sources radio relativement faibles, il est nécessaire d'utiliser
des radiotélescopes de très grand diamètre (de l'ordre de la centaine de mètres) pour
capter un nombre su�sant de photons. De plus, pour avoir un rapport signal sur bruit
satisfaisant, il est indispensable d'intégrer le signal en temps et en fréquence. L'intégration
en fréquence se fait sur une bande de fréquence de l'ordre de la centaine de MHz, pour
la majorité des observations autour de 1,4 GHz. Toutefois, le phénomène de dispersion
mentionné précédemment (voir Fig. 2.4) fait que le signal intégré sur toute cette gamme
de fréquence sera étalé dans le temps, voire même rendu apériodique, si aucune correction
n'est apportée. Deux méthodes de dédispersion di�érentes sont utilisées :

� La dédispersion incohérente e�ectue une correction après détection du signal, la
phase n'ayant pas été enregistrée. Elle consiste à séparer la bande de fréquence
observée en di�érents canaux (de largeur ∼ 1 MHz) et à appliquer un décalage
temporel approprié à chacun de ces canaux, avant intégration. Cette méthode est
limitée par la présence de dispersion résiduelle à l'intérieur de chaque canal et par
le phénomène de scintillation (chromatique) du signal liée à la nature turbulente du
milieu interstellaire.

� La dédispersion cohérente consiste à traiter le signal en manipulant la phase de celui-
ci. Le principe est d'appliquer au signal reçu l'inverse de la fonction de transfert
du milieu interstellaire, ce dernier agissant comme un �ltre de phase. Bien qu'elle
soit plus di�cile à mettre en ÷uvre que la dédipersion incohérente, la technique
de dédispersion cohérente n'engendre aucune dispersion résiduelle, ce qui permet
d'e�ectuer une chronométrie très précise des pulsars.

Après dédispersion du signal, celui-ci est ensuite � empilé � de manière cohérente
sur des courtes durées, correspondant à une centaine ou à un millier de périodes. Pour
réaliser cette étape, que l'on nomme folding, il faut disposer au préalable d'une première
estimation de la période du pulsar, qui peut être fournie par la transformée de Fourier
rapide du signal par exemple. On obtient alors des pro�ls de pulse moyens très stables
(voir Fig. 2.2) avec un bon rapport signal sur bruit. Notons que cet empilement temporel
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se fait généralement en temps réel pour gagner de l'espace disque : il n'y a alors plus
moyen de revenir à l'intérieur de la durée d'intégration.

Les temps d'arrivée (ou TOAs, pour times of arrival) des impulsions moyennes en-
registrées sont déterminés de manière très précise par corrélation croisée avec un pro�l
de pulse � modèle � sur lequel un point de référence a été positionné. En général, cette
impulsion � modèle � est obtenue à partir de l'intégration d'un très grand nombre d'ob-
servations antérieures, mais elle peut également être construite numériquement à l'aide
d'une somme de pro�ls gaussiens. La précision avec laquelle est déterminé chaque TOA
est approximativement donnée par la largeur du pulse W (donnée en unité de la période
P du pulsar), divisée par le rapport signal sur bruit SNR : σTOA ' WP/SNR. Par
conséquent, les TOAs les plus précis sont obtenus pour des pulsars rapides, associés à une
émission forte et dont les pulses sont très �ns.

A.2 Analyse des temps d'arrivée

Il est alors possible d'étudier l'évolution de la fréquence f = 1/P du pulsar au cours du
temps grâce à la mesure extrêmement précise des TOAs. Dans un référentiel comobile avec
le pulsar, la fréquence f(t) est donnée en bonne approximation par les premiers termes
de son développement de Taylor en t − t0, où t0 est une époque de référence. Comme
f = dN/ dt, où N représente le � numéro � d'un pulse, on obtient l'expression suivante
pour N(t) :

N(t) = N0 + f0 (t− t0) +
1

2
ḟ0 (t− t0)2 +

1

6
f̈0 (t− t0)3 + ..., (A.1)

où N0 = N(t0) et les termes f0, ḟ0 et f̈0 désignent respectivement la fréquence, sa dérivée
première et sa dérivée seconde au temps t0. Si la date t0 coïncide avec l'arrivée d'un pulse,
les pulses suivants, dont on connaît les numéros et les TOAs, doivent correspondre à des
valeurs entières de N . C'est en ajustant la relation (A.1) aux TOAs mesurés qu'on déduit
les valeurs de f0, ḟ0 et f̈0.

Remarquons en�n qu'il est nécessaire d'appliquer di�érentes corrections aux TOAs
mesurés avant d'utiliser (A.1). En e�et, les di�érents pulses sont observés à l'aide d'un
radiotélescope sur Terre et sont donc mesurés avec une horloge locale. Il est alors possible
de transformer ces TOAs dits topocentriques en TOAs barycentriques, i.e. mesurés dans
le référentiel associé au centre de masse du système solaire, ce dernier étant supposé
galiléen et approximativement comobile avec le pulsar. La transformation entre temps
topocentriques ttopo et temps barycentriques tbar s'écrit sous la forme

tbar = ttopo + ∆corr −∆DM + ∆R� + ∆S� + ∆E�. (A.2)

Le terme ∆corr se réfère à une correction d'horloge tenant compte de la di�érence entre le
temps local de l'observatoire (mesuré à l'aide d'horloges atomiques au césium ou d'horloges
à maser d'hydrogène) et le temps terrestre. La quantité ∆DM correspond au retard dû au
phénomène de dispersion. Les trois derniers termes sont des retards liés à la propagation
dans le système solaire : ∆R� correspond au temps de parcours classique de la lumière
entre le radiotélescope et le centre de masse du système solaire, tandis que les quantités
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Figure A.1 � Résidus de l'ajustement des TOAs du pulsar PSR B1133+16.
Évolution temporelle (en jours juliens modi�és) des résidus obtenus après avoir ajusté
di�érents modèles aux TOAs mesurés. Un modèle satisfaisant conduit à des résidus aléa-
toirement distribués autour de 0, voir résidus (a). Les formes caractéristiques observées
dans les résidus (b), (c) et (d) signalent respectivement une erreur dans l'estimation de
la dérivée première, une erreur dans la position du pulsar et l'e�et de l'absence de prise
en compte du mouvement propre du pulsar. Figure tirée de Lorimer & Kramer (2005).

∆S� et ∆E� désignent di�érentes corrections relativistes (retards Shapiro et Einstein). Des
corrections supplémentaires doivent en�n être prises en compte pour décrire le mouvement
propre du pulsar par rapport au référentiel du centre de masse du système solaire ou si le
pulsar fait partie d'un système binaire. Outre le fait que les temps intervenant dans (A.1)
sont les TOAs barycentriques, ces derniers sont aussi intéressants car ils peuvent être
combinés facilement avec des TOAs mesurés par d'autres observatoires utilisant di�érentes
horloges locales. Il est très important d'étudier les résidus obtenus après avoir ajusté les
TOAs barycentriques avec la loi (A.1). Une erreur dans n'importe laquelle des corrections
mentionnées précédemment, ou liée à d'autres grandeurs telles que la fréquence du pulsar,
sa dérivée ou sa position aura une signature nettement visible dans ces résidus, voir
Fig. A.1. Si l'ajustement est correct, les résidus montrent une distribution gaussienne
autour de 0, avec un écart-type de l'ordre de l'incertitude associée à la mesure des TOAs.
De plus amples détails sur la chronométrie des pulsas sont donnés, par exemple, dans
Lorimer & Kramer (2005) et Cognard (2011).
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Annexe B
Tourbillon super�uide et quantum de
circulation

L'objectif de cette partie est de montrer qu'il est énergétiquement plus favorable pour
un super�uide de contenir N lignes de tourbillons portant chacune un quantum de circu-
lation κ = h/m, plutôt que d'être composé d'un unique tourbillon portant une circula-
tion Nκ.

La relation de quanti�cation (3.5) permet de déterminer le pro�l de vitesse au voisinage
d'une ligne de tourbillon portant une circulation κ (N = 1). Dans le cas le plus simple
où le vortex est droit et in�niment long, les lignes de courant sont des cercles contenus
dans le plan perpendiculaire à la ligne de vortex, dont le centre correspond à la position
de cette dernière. La circulation le long d'une telle courbe est 2πrv, de sorte que

v(r) =
κ

2πr
, (B.1)

r désignant la distance à la ligne de tourbillon.
Considérons maintenant un super�uide placé dans un récipient cylindrique de hau-

teur L et de rayon R en rotation à la vitesse angulaire Ω. La formation d'un tourbillon
(avec N = 1) est associée à une variation ∆E de l'énergie du liquide donnée par

∆E =

∫
1

2
ρv2 dV =

1

4π
ρLκ2

∫
dr

r
, (B.2)

où ρ est la masse volumique du liquide. L'intégrale par rapport à r est prise entre un
rayon r ∼ a, où a désigne la taille du c÷ur du vortex, et r = R. Cela conduit à

∆E =
1

4π
ρLκ2 ln

(
R

a

)
. (B.3)

D'un autre côté, le moment cinétique du super�uide en rotation véri�e

L =

∫
ρrv dV ' 1

2
ρLκR2, (B.4)



Tourbillon super�uide et quantum de circulation

où on a utilisé le fait que a� R. L'apparition d'une ligne de tourbillon est donc favorable
d'un point de vue énergétique si l'énergie du super�uide dans le référentiel en rotation à
la vitesse angulaire Ω est abaissée, i.e.

∆Erot = ∆E −L Ω < 0. (B.5)

Cela impose donc une vitesse de rotation minimale :

Ω > Ωc =
κ

2πR2
ln

(
R

a

)
. (B.6)

Supposons à présent que le super�uide est composé de N lignes de vortex, chacune
portant un quantum κ. La variation d'énergie ∆Erot (N, κ) associée s'exprime alors sim-
plement de la manière suivante :

∆Erot (N, κ) = N × (∆E −L Ω) , (B.7)

où ∆E et L , donnés par (B.3) et (B.4), correspondent à la variation d'énergie et au
moment cinétique liés à la formation d'un vortex portant un unique quantum κ. Le cas
d'une unique ligne de tourbillon avec N quanta de circulation est obtenue en e�ectuant
la substitution κ→ Nκ dans les équations (B.3) et (B.4), ce qui conduit à une variation
d'énergie

∆Erot (1, Nκ) = N2 ×∆E −N ×L Ω. (B.8)

Quel que soit N > 1, on en déduit que ∆Erot (N, κ) < ∆Erot (1, Nκ), indiquant ainsi qu'il
est énergétiquement plus favorable pour un super�uide de contenir N lignes de tourbillons
portant chacune un quantum de circulation κ, plutôt que d'être composé d'un unique
tourbillon portant une circulation Nκ. Les arguments précédents sont tirés de Landau
et al. (1980).
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Annexe C
Transfert de moment cinétique en mécanique
newtonienne

C.1 Moments cinétiques

En injectant (4.40) dans (4.97), on obtient jnϕ =
[
nnΓ

2
nµ

n Un + 2α Γ2
n

Γ2
∆

(
Γp

Γ∆Γn
Up − Un

)]
Br sin θ,

jpϕ =
[
npΓ

2
pµ

p Up + 2α
Γ2
p

Γ2
∆

(
Γn

Γ∆Γp
Un − Up

)]
Br sin θ.

(C.1)

À la limite newtonienne, Γn ' Γp ' Γ∆ ' 1, B ' 1, µn ' mn et µp ' mp, de telle sorte
que le système d'équations (C.1) devient{

jnϕ = [nnmn Un + 2α (Up − Un)] r sin θ,

jpϕ = [npmp Up + 2α (Un − Up)] r sin θ,
(C.2)

où les vitesses physiques (4.56) véri�ent

Un ' Ωnr sin θ and Up ' Ωpr sin θ. (C.3)

En remplaçant (C.2) dans (4.95), le moment cinétique de chaque �uide, à la limite non
relativiste, est donné par

Jn =

∫
Σt

nnmn (Ωn + εn (Ωp − Ωn)) r
2 sin2 θ d3 Σf ,

Jp =

∫
Σt

npmp (Ωp + εp (Ωn − Ωp)) r
2 sin2 θ d3 Σf ,

(C.4)

où d3 Σf = r2 sin θ dr dθ dϕ et les paramètres d'entraînement εn et εp sont dé�nis par

εnnnmn = 2α = εpnpmp, (C.5)

voir également (5.59).



Transfert de moment cinétique en mécanique newtonienne

Dans le cas où les vitesses de rotation des �uides sont constantes dans l'étoile, les
moments cinétiques newtoniens sont alors donnés par{

Jn = InΩn + Inε̃n (Ωp − Ωn) ,

Jp = IpΩp + Ipε̃p (Ωn − Ωp) ,
(C.6)

où on a introduit le moment d'inertie de chaque �uide,

IX =

∫
Σt

nXmXr
2 sin2 θ d3 Σf , (C.7)

et le terme de couplage par e�ets d'entraînement correspondant, moyenné sur le �uide
considéré,

ε̃X =

∫
Σt

εXnXmXr
2 sin2 θ d3 Σf∫

Σt

nXmXr
2 sin2 θ d3 Σf

=
1

IX

∫
Σt

εXnXmXr
2 sin2 θ d3 Σf . (C.8)

Notons que les termes d'entraînement moyennés sont reliés par la relation Inε̃n = Ipε̃p, qui
découle de (C.5). Les expressions précédentes sont en parfait accord avec celles obtenues
par Sidery et al. (2010).

C.2 Moment de friction mutuelle

À la limite newtonienne, le terme géométrique χ2
⊥ (6.11) qui apparaît dans l'expres-

sion (6.15) du moment de friction mutuelle véri�e

χ2
⊥ = r2 sin2 θ. (C.9)

En outre, dans le cas où les termes d'entraînement sont constants dans l'étoile, on peut
montrer que la vorticité (non-relativiste) du super�uide (6.9) est donnée par

$n = 2mn [Ωn + εn (Ωp − Ωn)] , (C.10)

où mn est la masse de repos des neutrons et εn est dé�ni par (C.5). Notons qu'en l'absence
d'e�ets d'entraînement, on retrouve ainsi l'équation (3.6), à la di�érence près que cette
dernière fait intervenir le rotationnel de la vitesse du super�uide et non son impulsion.

En utilisant le fait que d3 Σ → d3 Σf = r2 sin θ dr dθ dϕ et Γn → 1 à la limite newto-
nienne, le moment de friction mutuelle se réduit alors à

Γnewt
mf = −B̄ In ωn δΩ, (C.11)

où le moment d'inertie In des neutrons est donné par (C.7) et la vorticité du super�uide
par unité de masse ωn par

ωn =
$n

mn

= 2 [Ωn + εn (Ωp − Ωn)] . (C.12)
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C.3 Temps de montée du glitch

L'expression (C.11) correspond à l'équation (58) obtenue par Sidery et al. (2010).
Sous les mêmes hypothèses, la quantité κ (6.23) tend vers

κnewt = Inωn. (C.13)

Plus généralement, il est important de remarquer que, même si les paramètres d'entraî-
nement varient dans l'étoile, la di�érence de vitesse entre les neutrons et les protons est
très faible, de sorte que ωn ' 2Ωn et donc

κnewt ' 2InΩn. (C.14)

C.3 Temps de montée du glitch

En utilisant les relations (C.6), les moments d'inertie partiels (6.16), à la limite new-
tonienne, sont (en très bonne approximation) donnés par

Inn = In (1− ε̃n) + Ωp

∂In
∂Ωn

,

Inp = Inε̃n + Ωp

∂In
∂Ωp

,

Ipn = Ipε̃p + Ωp

∂Ip
∂Ωn

,

Ipp = Ip (1− ε̃p) + Ωp

∂Ip
∂Ωp

,

(C.15)

où on a utilisé le fait que Ωn ' Ωp dans ces expressions. Dans l'hypothèse de rotation
lente (6.20), les moments d'inertie In et Ip sont approximativement indépendants des
vitesses de rotation (voir, e.g., Fig. 5.24), de sorte que les quantités introduites dans la
section 6.2.1 véri�ent

În ' In, Îp ' Ip, Î ' In + Ip = I et Inp ' Inε̃n = Ipε̃p. (C.16)

La comparaison de (6.28) et (C.14) conduit alors à ζ = 1, à la limite non-relativiste.
Par conséquent, la mécanique newtonienne prédit un temps de montée (6.29) donné par
l'expression suivante

τr =
Ip
I
× (1− ε̃p − ε̃n)

2B̄Ωn

, (C.17)

qui coïncide avec l'équation (69) de Sidery et al. (2010). Il est toutefois important de garder
à l'esprit que cette expression n'est valable que pour des faibles vitesses de rotation.

Les dépendances du temps de montée en Ωn et en B̄ sont (approximativement) les
mêmes qu'en relativité générale (voir, e.g., (6.46)) et ont été véri�ées numériquement
dans ce cadre (voir section 7.2.1). Nous cherchons ici à mettre en évidence la relation de
proportionnalité entre τr et Ip/I d'une part, et entre τr et 1− ε̃p − ε̃n, d'autre part. Pour
cela, nous avons utilisé le code d'évolution décrit dans la section 7.1 pour modéliser des
glitches dans le contexte newtonien. L'EoS considérée est la suivante :

E =
1

2
κnn

2
n +

1

2
κpn

2
p + κnpnnnp + κ∆nn∆

2. (C.18)
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Figure C.1 � Comparaison entre résultats numériques et valeurs théoriques.
Les valeurs de τr déduites de l'évolution temporelle de l'écart en vitesse durant un glitch
d'amplitude ∆Ω/Ω = 10−6 sont tracées en fonction de 1−ε̃p−ε̃n (à gauche) et Ip/I ' xp (à
droite), pour une étoile de 1,4 M� tournant à 11,19 Hz. Le paramètre de friction mutuelle
B̄ est �xé à 10−4 et le cas (ii) est considéré (équilibre β maintenu au centre). Les droites
correspondent aux valeurs théoriques, obtenues à partir de (C.17).

Cette EoS a été choisie de sorte que, à l'équilibre β et en corotation (i.e. µn = µp), la
fraction de protons est donnée par

xp =
κn − κnp

κn + κp − 2κnp
. (C.19)

Celle-ci est donc constante dans l'étoile. De plus, les paramètres d'entraînement (C.5)
sont tels que

εp =
2κ∆

mp

et εn =
2κ∆

mn

xp
1− xp

, (C.20)

et sont donc également indépendants de la position. En modi�ant les variables κn, κp, κnp
et κ∆, on peut alors choisir librement xp et la quantité ε̄ = ε̃p + ε̃n = εn + εp. Le temps
de montée τr est tracé en fonction de Ip/I et de 1 − ε̄ sur la �gure C.1, pour une étoile
de masse 1,4 M� et de fréquence de rotation fn = fp = 11, 19 Hz (à la �n du glitch).
Les résultats numériques obtenus (cercles, croix, triangles) sont en parfait accord avec les
valeurs attendues (C.17) (lignes bleues, vertes, orange).

C.4 Couplages entre les �uides

En utilisant les équations (C.15), le coe�cient de couplage ε̂p (6.31) associé au �uide
de protons est donné par

ε̂p =
Inp

Îp
=

ε̃p +
Ωp

Ip

∂Ip
∂Ωn

1 +
Ωp

Ip

(
∂Ip
∂Ωp

+
∂Ip
∂Ωn

) , (C.21)
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Figure C.2 � In�uence de la vitesse de rotation sur les couplages entre les
�uides. Le coe�cient de couplage ε̂p et le paramètre d'entraînement ε̃p sont tracés en
fonction de la fréquence de rotation f = Ω/(2π) pour une étoile à neutrons de 1,4 M�,
en supposant que les �uides sont en corotation et à l'équilibre β (cas ii). Les deux EoSs
considérées sont des versions newtoniennes de celles utilisées dans la section 7.2.2.

à la limite non-relativiste. En utilisant une version newtonienne du code sfstar, dévelop-
pée par Prix et al. (2005), nous avons réalisé quelques calculs de con�gurations d'équilibre
non-relativistes d'étoiles à neutrons super�uides en rotation. Sur la �gure C.2, nous tra-
çons alors les coe�cients ε̂p et ε̃p en fonction de la fréquence de rotation f , pour une étoile
de 1,4 M�, en supposant que les �uides sont comobiles et à l'équilibre β (cas ii). Les EoSs
considérées sont des versions newtoniennes de (7.9) et (7.10). Comme attendu, à faible
vitesse de rotation, on observe que ε̂p ' ε̃p en très bonne approximation car le moment
d'inertie Ip est approximativement constant. Les �uides sont donc uniquement couplés
par des e�ets d'entraînement. En revanche, pour des fréquences supérieures à ∼ 100 Hz,
les e�ets de la rotation sur la structure de l'étoile deviennent non-négligeables et sont
doubles. D'une part, le paramètre d'entraînement ε̃p diminue faiblement car les densités
atteintes décroissent légèrement. D'autre part, les moments d'inertie varient de manière
signi�cative de sorte qu'on observe alors une di�érence notable entre ε̂p et ε̃p. On met ainsi
en évidence un couplage supplémentaire entre les �uides, qui intervient à haute vitesse
de rotation par e�ets centrifuges (voir également l'image de gauche de la �gure 6.9). En
e�et, une variation de la vitesse de rotation d'un �uide va conduire à des changements
dans le pro�l de densité de ce �uide. Cela entraîne alors une modi�cation du potentiel
gravitationnel de l'étoile qui, à son tour, va perturber le pro�l de densité du second �uide.
Comme en relativité générale, le pro�l de ε̂p dépend fortement de l'hypothèse choisie sur
l'équilibre chimique (voir l'image de droite de la �gure 6.9).

231



Transfert de moment cinétique en mécanique newtonienne

C.5 Quadrupôle de masse

À la limite newtonienne, l'équation d'Einstein (4.46) tend vers l'équation de Poisson
∆3Φ = 4πGρ = σν , de sorte que la quantité Q̄ véri�e

Q̄newt =
3

2

∫
Σt

ρ r2

(
cos2 θ − 1

3

)
d3 Σf . (C.22)

Compte tenu de
4

3

(
b+

1

4

)
G2

c4
M 3 � Q̄newt, (C.23)

dans cette même limite, on en déduit que le moment quadrupolaire Qnewt de la mécanique
newtonienne est simplement donné par l'équation (C.22).

En supposant que l'axe de rotation est confondu avec l'axe des z, on introduit les
moments d'inertie suivants, dé�nis respectivement par rapport aux axes Ox, Oy et Oz,
où O désigne le centre de l'étoile :

Ixx =

∫
Σt

ρ r2
(
sin2 θ sin2 ϕ+ cos2 θ

)
d3 Σf , (C.24)

Iyy =

∫
Σt

ρ r2
(
sin2 θ cos2 ϕ+ cos2 θ

)
d3 Σf , (C.25)

et

Izz =

∫
Σt

ρ r2 sin2 θ d3 Σf , (C.26)

où Izz correspond à (C.7). L'étoile étant axisymétrique, la masse volumique ρ ne dépend
pas de ϕ et, par conséquent, les moments d'inertie Ixx et Iyy sont égaux. En injectant les
relations précédentes dans (C.22), le quadrupole de masse est alors donné par

Qnewt = Ixx − Izz. (C.27)

Notons que, pour une étoile sphérique, nous aurions Ixx = Izz, de sorte que le moment
quadrupolaire de l'étoile serait nul.

En faisant maintenant l'hypothèse supplémentaire que l'étoile est un ellipsoïde de ré-
volution, de demi-grand axe Req, de demi-petit axe Rpol et de masse volumique constante,
on obtient

Ixx =
1

5
M
(
R 2
eq +R 2

pol

)
et Izz =

2

5
MR 2

eq. (C.28)

L'équation (C.27) conduit alors à

Qnewt =
1

5
MR 2

eq

(
a2 − 1

)
, (C.29)

où a = Rpol/Req désigne l'aplatissement de l'étoile. Un astre de forme oblate (déformé par
e�ets centrifuges, par exemple) sera ainsi caractérisé par a ≤ 1 ou, de manière équivalente,
par Qnewt < 0. Lors de la phase de montée d'un glitch, l'évolution de la vitesse de rotation
de chaque �uide est susceptible d'entraîner de légères variations de Req et de a, et donc
du quadrupôle de masse.
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Annexe D
Contraintes sur les moments d'inertie partiels

En appliquant une méthode de type principe variationnel aux états stationnaires et
asymptotiquement plats d'une étoile axisymétrique composée de deux �uides en mouve-
ment circulaire avec des vitesses de rotation indépendantes de la position, la variation
d'énergie de l'étoile entre deux états voisins est donnée par

δE =
∑
X

ΩXδJX , (D.1)

pour une masse baryonique totale �xée, voir Éq. (3.5) de Carter (1975). La dé�nition (6.16)
des moments d'inerties partiels conduit à ce que la variation du moment cinétique de
chaque �uide véri�e

δJX =
∑
Y

IXY δΩY . (D.2)

En se rappelant que IXY = IYX , l'équation (D.1) devient

δE =
∑
X,Y

IXY ΩXδΩY (D.3)

=
1

2

(
Innδ

(
Ω2
n

)
+ 2Inpδ (ΩnΩp) + Ippδ

(
Ω2
p

))
. (D.4)

Pour des vitesses de rotation su�samment faibles, l'énergie E d'un état en rotation est
donc approximativement donnée par

E = E0 +
1

2

(
InnΩ

2
n + 2InpΩnΩp + IppΩ

2
p

)
, (D.5)

où E0 est l'énergie associée à une con�guration statique. En réécrivant cette relation de
la manière suivante :

E − E0 =
1

2
Inn

(
Ωn +

Inp
Inn

Ωp

)2

+
1

2

(
Ipp −

I 2
np

Inn

)
Ω2
p, (D.6)

la stabilité de la con�guration statique implique que le membre de droite de cette équation
soit toujours strictement positif. Cela conduit alors à

Inn > 0 et InnIpp − I 2
np > 0, (D.7)

ce qui, à son tour, donne Ipp > 0.



Contraintes sur les moments d'inertie partiels
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Annexe E
Commentaires sur le coe�cient de résistivité

E.1 Coe�cient de résistivité associé à une ligne unique

Nous donnons ici quelques arguments physiques permettant d'estimer le coe�cient de
résistivité associé à la di�usion des électrons par le champ magnétique porté par une ligne
de tourbillon super�uide ou par un tube de �ux. Les idées présentées dans la suite sont
tirées de Harvey et al. (1986) et de Jahan-Miri (1996).

Puisque les électrons sont ultra-relativistes et dégénérés dans le c÷ur des étoiles à
neutrons (voir section 1.2.3), leur longueur d'onde est approximativement donnée par

λe '
hc

EF
, (E.1)

où EF désigne l'énergie de Fermi du gaz d'électrons (correspondant à l'énergie des électrons
les plus mobiles). Cette dernière s'exprime en fonction de la densité d'électrons ne par la
relation

EF = ~
(
3π2ne

)1/3
c. (E.2)

Pour des densités typiques du c÷ur externe des étoiles à neutrons, i.e. de l'ordre de
ne ' 0, 1 × n0 ∼ 0, 02 fm−3, les expressions précédentes conduisent à EF ∼ 100 MeV et
λe ∼ 10−12 cm. En caractérisant la taille du c÷ur d'un tube de �ux et d'un tourbillon par
la quantité Λ? ∼ 10−11 cm (3.12), qui correspond à la longueur caractéristique sur laquelle
le champ magnétique porté par la ligne quanti�ée est con�né, on observe que λe � Λ?,
de sorte que le mouvement des électrons au voisinage de cette ligne pourra être décrit par
des trajectoires classiques, sans faire appel à la mécanique quantique.

Nous nous intéressons à présent à la force de traînée F i
e→v engendrée par les électrons

di�usés par le champ magnétique d'un tourbillon super�uide sur ce dernier. Soit dpie/ dt
la variation par unité de temps de la quantité de mouvement des électrons traversant le
c÷ur de la ligne. En désignant la vitesse du tourbillon par rapport au gaz d'électrons par
le vecteur viv (de norme vv), la composante de la force de traînée selon la direction de viv
est donnée par

Fe→v = −dpie
dt

vv i
vv
. (E.3)



Commentaires sur le coe�cient de résistivité

Le libre parcours moyen le des électrons étant nettement plus grand 1 que Λ?, les élec-
trons sont supposés libres, et seule l'interaction de ces particules avec le champ magnétique
du tourbillon est à prendre en compte. Par conséquent, dpie/ dt s'exprime de la manière
suivante

dpie
dt

=
dNe

dt
× 〈∆pie〉 , (E.4)

où dNe/ dt représente le nombre d'électrons traversant le tourbillon par unité de temps et
〈∆pie〉 est la variation moyenne de la quantité de mouvement d'un seul électron, associée
à la di�usion de ce dernier. Le premier terme est approximativement donné par

dNe = vv dt× Se� × ne ' vv dt× 2Λ?L× ne, (E.5)

où Se� ' 2Λ?L est la surface e�ective d'un tourbillon de hauteur L. Par ailleurs, en
supposant que la di�usion d'un électron se traduit par la présence d'un angle θ entre les
quantités de mouvement incidente et di�usée (voir �gure E.1), nous obtenons

〈∆pie〉
vv i
vv

= pe × 〈1− cos θ〉 , (E.6)

où pe = h/λe = EF/c et la notation 〈.〉 indique une moyenne prise sur l'ensemble des
électrons traversant la ligne.

En injectant les relations précédentes dans l'équation (E.3), la force de traînée par
unité de longueur est alors donnée par

Fe→v

L
= −R× vv, (E.7)

où on a introduit le coe�cient de résistivité R par la relation

R ' 2Λ?nepe 〈1− cos θ〉 , (E.8)

que nous cherchons à expliciter dans la suite. Compte tenu du champ magnétique porté
par le tourbillon,

Bv =
φn

2πΛ2
?

' −εp
φ0

2πΛ2
?

, (E.9)

voir (3.30), l'électron traversant le c÷ur de la ligne quanti�ée se met à suivre un mouve-
ment circulaire, caractérisé par le rayon de giration

a =
pe

e|Bv|
=
EF4πΛ2

?

hcεp
' 10−9 − 10−8 cm, (E.10)

comme illustré sur la �gure E.1.
Étant donné que a � Λ?, chaque électron est dévié d'un angle très faible véri�ant

environ

θ0 ∼ −
Λ?

a
' − εp

2Λ?ke
� 1, (E.11)

1. Par exemple, la viscosité de cisaillement conduit à le ' 4× 10−3 cm (Glampedakis et al., 2011).

236



E.1 Coe�cient de résistivité associé à une ligne unique

 
    

 

    

 

     

   

  

  

Figure E.1 � Déviation d'un électron par le champ magnétique porté par un
tourbillon super�uide. La trajectoire suivie par l'électron est dessinée en orange et la
section du tourbillon est représentée en vue de dessus par le cercle bleu. La direction du
champ magnétique porté par la ligne est indiquée par la croix et les angles sont comptés
positivement dans le sens trigonométrique.

où ke = 2π/λe, ce qui conduit à

〈1− cos θ〉 ' 1− cos θ0 '
θ2

0

2
' 1

2

(
Λ?

a

)2

. (E.12)

En remplaçant cette expression dans (E.8), le coe�cient de résistivité associé à la di�usion
des électrons sur un unique tourbillon est alors donné par

Rn =
e2nec

4π2Λ?EF

× φ 2
n . (E.13)

Notons que dans le cas où les électrons sont di�usés par le champ magnétique porté par
un seul tube de �ux, le coe�cient de résistivité s'obtient simplement en e�ectuant la
substitution φn → φ0, i.e.

Rp =
e2nec

4π2Λ?EF

× φ 2
0 =

Rn

ε2
p

. (E.14)

Il est intéressant de remarquer que les estimations (E.13) et (E.14) sont très proches (à un
facteur numérique près) des expressions (8.9) et (8.36), respectivement obtenues par Alpar
et al. (1984b) et Jones (1987) en suivant un modèle plus précis.
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En négligeant 1 la composante de F i
e→v tranverse à v

i
v, la force de traînée véri�e sim-

plement
F i
e→v

L
= −R× viv, (E.15)

voir (E.7). La force de traînée F id par unité de longueur s'exerçant sur un tourbillon (ou
un tube de �ux), moyennée sur un certain volume V de �uide, s'obtient alors à partir
de cette expression (i) en remplaçant viv par la di�érence entre la vitesse moyenne v

i
L des

tourbillons contenus dans V et la vitesse moyenne des électrons vie = vip (dé�nies toutes les
deux par rapport à un référentiel galiléen) et (ii) en supposant que les termes prenant part
au coe�cient de résistivité sont constants dans le volume V . Dans ce cas, l'équation (E.15)
devient alors

F id =
F̄ i
e→v

L
= −R

(
viL − vip

)
, (E.16)

où .̄ désigne une moyenne prise sur V , ce qui redonne bien l'expression attendue, à sa-
voir (8.8).

E.2 Cas d'un paquet formé de tubes de �ux superposés

Nous cherchons maintenant à obtenir une expression approchée du coe�cient de résis-
tivité associé à un unique paquet contenant Np tubes de �ux superposés à un tourbillon
super�uide, en utilisant des arguments similaires à ceux présentés dans la section E.1.
Cette situation correspond au premier scénario d'ancrage considéré dans la section 8.3.1.
L'idée ici est de montrer les limites de la formule (8.38), très naïve.

Le paquet de lignes quanti�ées ayant un rayon caractéristique dc,1 de l'ordre de Λ?, la
quantité dNe est toujours donnée par (E.5). En revanche, le rayon de giration a1 véri�e
maintenant

a1 =
EF

ec|Bc,1|
, (E.17)

où le champ magnétique porté par le paquet a pour expression

Bc,1 =
Npφ0 − εpφ0

2πd 2
c,1

' Np − εp
2πΛ2

?

× φ0 =

(
1− Np

εp

)
Bv = (Np − εp)Bt, (E.18)

le champ magnétique Bt d'un tube de �ux étant simplement relié à celui d'un tourbillon,
Bv, par la relation Bv = −εpBt, voir Éq. (3.30). Pour a1 � dc,1, un électron traversant le
paquet de lignes quanti�ées est dévié d'un angle

θ1 ∼ ε
dc,1
a1

=

(
1− Np

εp

)
θ0 =

1

2Λ?ke
(Np − εp) , (E.19)

où ε = −1 pour Np = 0 et ε = 1 pour Np > 0. On pourra remarquer que, pour Np > 0,
l'angle de déviation a un sens opposé à l'angle θ0 (E.11) associé à un unique tourbillon,

1. Bien que l'amplitude de la composante transversale de la force de traînée soit plus importante
que celle de la composante longitudinale étudiée ici, on peut montrer que l'in�uence de la composante
transversale sur la vitesse moyenne des tourbillons et donc sur la force de friction mutuelle est extrêmement
faible.
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E.3 Cas d'un paquet formé de tubes de �ux distants

en raison du fait que les deux types de lignes ont des champs magnétiques de directions
opposées. Nous allons maintenant considérer deux cas :

• θ1 � 1⇐⇒ Np � 200. Sous cette hypothèse, nous avons a1 � Λ? � λe et

〈1− cos θ〉 ' θ 2
1

2
'
(
Np

εp
− 1

)2

× θ 2
0

2
. (E.20)

Le coe�cient de résistivité (E.8) est alors donné par

R c,1 '
Rn

ε 2
p

× (Np − εp)2 = Rp × (Np − εp)2 , (E.21)

comme attendu, voir (8.38).

• dc,1 � a1 ⇐⇒ Np � 200. Le rayon de giration a1 est alors beaucoup plus faible
que dans le cas précédent et devient même inférieur à λe lorsque Np est su�sam-
ment grand. L'équation (E.20) n'est plus satisfaite et l'expression (E.21) n'est donc
plus valable. En faisant encore appel à des trajectoires classiques, les électrons en-
trant dans un paquet vont être su�samment déviés pour ressortir directement de
ce dernier, sans le traverser. Dans le cas très simpli�é où l'angle θ de déviation
des électrons couvre régulièrement l'intervalle [π/2; 3π/2], la quantité 〈1− cos θ〉 est
alors approximativement donnée par 1+2/π ∼ 2. Sous ces hypothèses, le coe�cient
de résistivité serait donc plutôt donné par la relation

R c,1 ' 16 (Λ?ke)
2Rp ' 105 ×Rp, (E.22)

indépendante de Np.

E.3 Cas d'un paquet formé de tubes de �ux distants

Dans cette section, nous nous intéressons au second scénario d'ancrage envisagé dans
la section 8.3.1, dans lequel les Np tubes de �ux entourant le tourbillon sont séparés par
une distance dpinp , a�n d'étudier la validité de l'expression (8.39).

Dans ce cas, dNe est encore donné par (E.5), mais la surface e�ective doit être rem-
placée par celle d'un paquet, à savoir Se� ' 2dc,2 × L. En utilisant (8.27), on obtient

dNe,2 = dNe,0 ×
dpinp
Λ?

×
√
Np ' dNe,0 ×

√
Np, (E.23)

où dNe,0 est dé�ni par (E.5) et on a utilisé le fait que Λ? ∼ dpinp , voir section 8.3.1. Par
ailleurs, le rayon de giration a2 véri�e à présent

a2 =
EF

ec|Bc,2|
, (E.24)

où le champ magnétique porté par le paquet a pour expression

Bc,2 =
Npφ0 − εpφ0

2πd 2
c,2

' Np − εp
2πΛ2

?Np

× φ0 ×
(

Λ?

dpinp

)2

∼ φ0

2πΛ2
?

(
Λ?

dpinp

)2

∼ Bt, (E.25)
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pour Np 6= 0. En supposant que a2 � dc,2 et Np > 0, un électron traversant le paquet de
lignes quanti�ées sera dévié par un angle

θ2 ∼
dc,2
a2

=
1

2Λ?ke
×
√
Np. (E.26)

Cette relation s'interprète simplement de la manière suivante : au cours de sa traversée
du paquet, l'électron rencontre environ

√
Np tubes de �ux, chacun déviant la particule

d'un angle 1/(2Λ?ke). L'étude du coe�cient de résistivité peut alors être poursuivie dans
di�érents cas limites :

• θ2 � 1⇐⇒ Np � 4× 104. Dans ce cas, nous avons a2 � dc,2 � λe et

〈1− cos θ〉 ' θ 2
2

2
' Np

ε2
p

× θ 2
0

2
. (E.27)

Le coe�cient de résistivité (E.8) s'exprime alors de la manière suivante

R c,2 '
Rn

ε 2
p

×N 3/2
p = Rp ×N 3/2

p . (E.28)

où Rp est donné par (E.14). On pourra remarquer que cette relation est légèrement
di�érente de l'estimation (8.39). Toutefois, il est important de noter que l'expres-
sion (E.28) n'est valable que pour Np � 1. En e�et, les lois dc,2 ∝

√
Np et θ2 ∝

√
Np

n'ont pas réellement de sens physique pour Np ∼ 1 − 10, car la première suppose
que le nombre de tubes de �ux est su�samment grand pour que le paquet ait une
forme cylindrique et la seconde fait explicitement appel au processus de di�usion
multiple.

• Pour de très faibles valeurs de Np, de l'ordre de Np ∼ 1−10, il semble raisonnable de
se placer dans l'approximation de cible mince, qui consiste à supposer qu'un électron
traversant le paquet n'est di�usé qu'une seule fois. Dans ce contexte, le nombre de
chocs par unité de temps véri�e maintenant

dNe = Np ×
2Λ?L

S
× neSvvdt, (E.29)

où S = 2dc,2 ×L est la taille e�ective du paquet de lignes quanti�ées. Le coe�cient
de résistivité (E.8) est alors donné par

R c,2 = 2Λ?Npnepe 〈1− cos θ〉 , (E.30)

où 〈1− cos θ〉 vaut approximativement [2 × (2Λ?ke)
2]−1, comme attendu pour une

di�usion sur un unique tube de �ux. En rajoutant la contribution du tourbillon
super�uide, on obtient alors :

R c,2 = 2Λ?nepe

[
Np

ε2
p

× θ 2
0

2
+
θ 2

0

2

]
. (E.31)
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Compte tenu de (E.11), le coe�cient de résistivité, pour de faibles valeurs de Np,
est donc approximativement donné par

R c,2 ' Rp ×
(
Np + ε2

p

)
. (E.32)

On remarquera que cette expression, obtenue dans l'approximation de cible mince,
correspond à (8.39). En particulier, pour Np = 0, on retrouve (8.9), comme il se
doit.

• Np � 4×104 ⇐⇒ dc,2 � a2 � λe. En suivant les mêmes hypothèses simpli�catrices
que celles que nous avons utilisées pour le scénario 1 à grande valeur de Np, i.e. en
prenant 〈1− cos θ〉 ∼ 2, le coe�cient de résistivité s'exprimerait plutôt comme suit :

Rc,2 ' 16 (Λ?ke)
2RpN

1/2
p ' 105 ×Rp ×N 1/2

p . (E.33)

Ainsi, les résultats précédents, obtenus dans un cadre très simpliste, suggèrent que
les estimations (8.38) et (8.39) ne sont valables que pour que de faibles valeurs de Np.
Toutefois, les conclusions générales que nous présentons dans les sections 8.3 et 8.4 concer-
nant le coe�cient β et le temps de couplage τc restent vraies, même si R c est constant à
grande valeur de Np. En e�et, dans ce cas, la présence du terme X ' xpNp associé à la
force de Magnus du supraconducteur de protons assurera que β → 0 et τc → +∞ lorsque
Np → +∞.
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Annexe F
Interactions entre tourbillons super�uides et
tubes de �ux

F.1 Force d'interaction et friction mutuelle

Nous déterminons ici l'expression de la force de friction mutuelle dans le cas où les
interactions entre tourbillons super�uides et tubes de �ux peuvent être simplement repré-
sentées par une force linéaire en la di�érence de vitesse entre les deux lignes. Les résultats
obtenus seront ainsi plus généraux que ceux présentés dans la section 8.3, dans le cas où
les tubes de �ux sont parfaitement ancrés aux tourbillons super�uides.

Soient uin et u
i
p les vitesses moyennes des tourbillons et des tubes de �ux contenus dans

un certain volume de �uide. En l'absence d'ancrage dans le c÷ur des étoiles à neutrons,
on s'attend a priori à uin 6= uip. En supposant que ces lignes sont rigides, le déplacement
quasi-stationnaire des tourbillons et des tubes de �ux est respectivement gouverné par les
bilans de force (Glampedakis & Andersson, 2011) :

F iMn + F idn + F iint n = 0, (F.1)

F iMp + F idp + F iint p = 0. (F.2)

Sur chaque ligne s'exercent ainsi :

(i) une force de type Magnus, donnée par F iMX = εijkρXκ
X
j

(
uXk − vXk

)
, voir Éqs. (8.5)

et (8.35),

(ii) une force de traînée F idX = RX

(
vip − uiX

)
qui tire son origine d'un processus dissi-

patif associé au �uide normal, formé d'électrons (i.e. vie = vip),

(iii) une force d'interaction F iintX traduisant les interactions entre un unique tourbillon
(tube de �ux) et un nombre donné de tubes de �ux (tourbillons). Cette force provient
principalement des interactions à courte portée dues aux champs magnétiques portés
par ces lignes quanti�ées (voir, e.g., Sauls (1989)). En supposant que Nn tourbillons
interagissent avec Np tubes de �ux, le principe d'action-réaction conduit alors à

NnF iint n +NpF iint p = 0, (F.3)
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que l'on peut réécrire sous une forme similaire à l'équation (3) de Glampedakis &
Andersson (2011), à savoir

F iint p = −αF iint n, (F.4)

où α = Nn/Np est un paramètre inconnu.

On pourra remarquer qu'aucune force de Magnus liée au �uide de protons n'apparaît
dans l'équation (F.1). En fait, dans le cas général où uin 6= uip, la valeur exacte de Cp (8.30)
est incertaine et les calculs réalisés par Carter et al. (2002) ne sont plus valides à stric-
tement parler. Par simplicité, nous supposons que Cp = 0. Nous verrons que les résultats
obtenus dans la limite où les deux types de lignes sont comobiles sont en parfait accord
avec ceux présentés dans la section 8.3 en présence d'ancrage.

Glampedakis & Andersson (2011) ont utilisé les équations précédentes pour obtenir
les expressions de uiX et donc de la force de friction mutuelle, sans spéci�er la forme de la
force d'interaction F iint n. L'expression de uiX qu'ils obtiennent dépend alors de la vitesse
relative uirel = uin− uip. Cela n'est pas très satisfaisant, à moins de supposer que l'ancrage
est e�ectif, auquel cas uirel = 0. D'un autre côté, en l'absence d'ancrage, la vitesse relative
uirel est inconnue.

Dans la suite, nous faisons l'hypothèse que la force d'interaction F iint n est donnée par
l'expression linéaire

F iint n = Cv
(
uip − uin

)
, (F.5)

voir également l'équation (124) de Glampedakis et al. (2011). En utilisant les équa-
tions (F.1), (F.2), (F.4) et (F.5), il est alors possible d'exprimer les vitesses uiX en fonction
de Cv, au lieu de uirel. Ainsi, en supposant que κni = κpi = κi = κκ̂i et κi (viX − uiX) = 0,
la vitesse moyenne des tourbillons a pour expression

uin = vip+
1

1 + β2

[
βεijkκ̂j (vpk − Vk) + εijkεklmκ̂jκ̂

l
(
vmp − V m

)
+ βF in + εijkκ̂jFn k

]
, (F.6)

où

β =
Cv (αRn +Rp) +RpRn − ρnρpκ2

Cv (αρn + ρp) +Rpρn +Rnρp

1

κ
, (F.7)

Vk =
ρpv

p
k (Cv +Rn) + ρnv

n
k (αCv +Rp)

ρp (Cv +Rn) + ρn (αCv +Rp)
, (F.8)

et
F in =

ρnρpκ

ρp (Cv +Rn) + ρn (αCv +Rp)

(
vip − vin

)
. (F.9)

De même, la vitesse moyenne des tubes de �ux est donnée par

uip = vip +
1

1 + β2

[
βεijkκ̂j (vpk − Vk) + εijkεklmκ̂jκ̂

l
(
vmp − V m

)
+ βF ip + εijkκ̂jFp k

]
,

(F.10)
où

F ip =
ρnRp

ρp (Cv +Rn) + ρn (αCv +Rp)
εijkκ̂j (vnk − vpk) . (F.11)
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Par ailleurs, la force de friction mutuelle (8.6) véri�e

f imf = −NnF iMn = NnF idn +NnF iint n = NnRn

(
vip − uin

)
+NnCv

(
uip − uin

)
. (F.12)

En injectant les relations (F.6) et (F.10) dans l'équation précédente, la force de friction
mutuelle est alors donnée par

f imf = −Nnρnκ
(
B′εijkκ̂jw

pn
k + Bεijkκ̂jεklmκ̂

lwmpn
)
, (F.13)

de forme similaire aux expressions obtenues en présence ou en l'absence d'ancrage. En
introduisant les quantités adimensionnées suivantes

Cn =
Cv
ρnκ

, ξ n =
Rn

ρnκ
, ξ p =

Rp

ρpκ
et X =

1

α

ρp
ρn
, (F.14)

les coe�cients B et B′ ont pour expression

B =
(ξn + Cn)X

2 + (Cn +Xξp) [Cnξn + ξpX (ξn + Cn)]

[X (ξp + ξn) + Cn (1 +X)]2 + [(Xξp + ξ n)Cn +X (ξ nξp − 1)]2
, (F.15)

et

B′ =
XC2

n + (ξn + Cn)
2X2 + [Xξnξp + (Xξp + ξn)Cn]

2

[X (ξp + ξ n) + Cn (1 +X)]2 + [(Xξp + ξn)Cn +X (ξnξp − 1)]2
. (F.16)

Nous allons maintenant appliquer ces formules à di�érents cas limites.

F.2 Absence d'interaction

L'absence d'interaction entre tubes de �ux et lignes de tourbillon correspond à Cv = 0.
Dans ce cas, on obtient

β =
RpRn − ρnρpκ2

Rpρn +Rnρp

1

κ
, Vk =

ρpv
p
kRn + ρnv

n
kRp

ρpRn + ρnRp

, (F.17)

F in =
ρnρpκ

ρpRn + ρnRp

(
vip − vin

)
et F ip =

ρnRp

ρpRn + ρnRp

εijkκ̂j (vnk − vpk) . (F.18)

Les vitesses moyennes des tourbillons et des tubes de �ux sont di�érentes, et sont respec-
tivement données par

uin = vip +
ξ n

1 + ξ 2
n

εijkκ̂j (vpk − vnk) +
1

1 + ξ 2
n

εijkεklmκ̂jκ̂
l
(
vmp − vmn

)
, (F.19)

et
uip = vip, (F.20)

Notons que la relation (F.19) redonne bien l'équation (8.13) obtenue en l'absence d'an-
crage, comme il se doit. Par ailleurs les coe�cients (F.15) et (F.16) véri�ent simplement

B =
ξn

1 + ξ 2
n

et B′ =
ξ 2
n

1 + ξ 2
n

, (F.21)

comme attendu (voir Éq. (8.14)).
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F.3 Ancrage parfait

La situation dans laquelle les tourbillons et les tubes de �ux sont parfaitement ancrés
les uns aux autres correspond à la limite Cv → +∞. Cela conduit à

β =
αRn +Rp

αρn + ρp

1

κ
, Vk =

ρpv
p
k + ρnv

n
kα

ρp + ρnα
, (F.22)

et
F ip = F in = 0. (F.23)

En posant

ξ =
Rn +Rp/α

ρnκ
=
R
ρnκ

= ξn +Xξp, (F.24)

nous avons

uin = uip = vip +
ξ

(1 +X)2 + ξ2
εijkκ̂j (vpk − vnk) +

1 +X

(1 +X)2 + ξ2
εijkεklmκ̂jκ̂

l
(
vmp − vmn

)
,

(F.25)
ce qui correspond à l'équation (8.41). Ainsi, comme on l'attend en présence d'ancrage,
les deux types de lignes partagent la même vitesse. En outre, les coe�cients de friction
mutuelle (F.15) et (F.16) véri�ent à présent

B =
ξ

(1 +X)2 + ξ2
et B′ =

ξ2 +X (1 +X)

(1 +X)2 + ξ2
, (F.26)

en accord avec les expressions (8.51) et (8.52) obtenues dans la section 8.3. Dans ce cas,
on pourra remarquer que le coe�cient ξ est donné par 1 ξ = ξn +Xξp. Par conséquent, en
supposant que ξn et ξ p×ρp/ρn s'expriment respectivement par les relations (8.11) et (8.37),
le rapport traînée/portance sera alors donné par (8.39). Cela provient du fait qu'à la base
de nos calculs (voir équation (F.2)), les tubes de �ux sont supposés indépendants.

F.4 Absence de tube de �ux

Le cas Np = 0 correspond à la limite α→ +∞ (X = 0). Nous avons alors

β =
Rn

ρnκ
= ξn, Vk = vnk et F in = F ip = 0. (F.27)

La vitesse moyenne des tourbillons est donnée par l'expression

uin = vip +
ξn

1 + ξ 2
n

εijkκ̂j (vpk − vnk) +
1

1 + ξ 2
n

εijkεklmκ̂jκ̂
l
(
vmp − vmn

)
, (F.28)

comme attendu (8.13). De plus, les coe�cients (F.15) et (F.16) se réduisent également à

B =
ξn

1 + ξ 2
n

et B′ =
ξ 2
n

1 + ξ 2
n

, (F.29)

voir (8.14).

1. Attention, le coe�cient ξ p est ici dé�ni par rapport à ρp, voir équation (F.14), contrairement au
cas de la section 8.3.3, où ξ p est dé�ni par rapport à ρn (8.37).
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F.5 Nombre in�ni de tubes de �ux

Dans cette dernière section, nous supposons que Np/Nn → +∞, ce qui correspond à
α = 0 ou X → +∞. Nous obtenons alors

β =
Rp (Cv +Rn)− ρnρpκ2

Rpρn + (Cv +Rn) ρp

1

κ
, Vk =

ρpv
p
k (Cv +Rn) + ρnv

n
kRp

ρp (Cv +Rn) + ρnRp

, (F.30)

F in =
ρnρpκ

ρp (Cv +Rn) + ρnRp

(
vip − vin

)
, (F.31)

et

F ip =
ρnRp

ρp (Cv +Rn) + ρnRp

εijkκ̂j (vnk − vpk) . (F.32)

On remarquera que les équations précédentes sont similaires à celles obtenues dans la
section F.2, à condition de remplacer Rn par Rn+Cv. Par conséquent, la vitesse moyenne
des tubes de �ux se réduit simplement à

uip = vip, (F.33)

tandis que la vitesse moyenne des tourbillons est donnée par

uin = vip+
ξn + Cn

1 + (ξn + Cn)
2 ε

ijkκ̂j (vpk − vnk)+
1

1 + (ξ n + Cn)
2 ε

ijkεklmκ̂jκ̂
l
(
vmp − vmn

)
, (F.34)

Par ailleurs, les coe�cients de friction mutuelle (F.15) et (F.16) véri�ent

B =
ξ n + Cn

1 + (ξn + Cn)
2 et B′ =

(ξn + Cn)
2

1 + (ξ n + Cn)
2 . (F.35)

Dans ce cas, les interactions entre tubes de �ux et tourbillons super�uides agissent comme
une force de traînée supplémentaire.

Les résultats précédents doivent toutefois être considérés avec précaution, car le coef-
�cient Cv est susceptible de dépendre du rapport Np/Nn. En particulier, le comportement
de Cv est inconnu à la limite Np/Nn → +∞.
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Résumé 
 

Le ralentissement de certains pulsars 

s’accompagne de petites irrégularités, 

caractérisées par une soudaine accélération, 

suivie d’une lente phase de relaxation. Ces 

« glitches » sont couramment interprétés 

comme de brusques transferts de moment 

cinétique entre deux fluides présents dans 

l’étoile à neutrons, rendus possibles par un 

mouvement rapide de tourbillons superfluides à 

grande échelle. Incluant pour la première fois 

tous les effets de la relativité générale dans un 

modèle numérique de glitch, le travail présenté 

ici constitue une étape essentielle vers la 

compréhension de ce phénomène. Une 

première partie se concentre sur le calcul 

numérique de configurations stationnaires 

d’étoiles à neutrons formées par un superfluide 

de neutrons et un fluide de particules chargées 

tournant à des vitesses différentes. Ces calculs 

de structure, réalisés en relativité générale, 

reposent sur des équations d’état réalistes 

tenant compte des effets d’entraînement mutuel 

entre les fluides. Nous présentons ensuite un 

modèle numérique de glitch faisant appel à ces 

configurations. En particulier, nous étudions en 

détails le temps caractéristique associé à la 

phase de montée du glitch, au cours de laquelle 

la dynamique de l’étoile est gouvernée par une 

force de friction mutuelle liée à l’interaction des 

tourbillons superfluides avec les fluides 

environnants. La prise en compte de la relativité 

générale, qui conduit notamment à l’apparition 

d’un nouveau couplage entre les fluides par 

effet d’entraînement des référentiels inertiels, a 

un  impact significatif sur la valeur de ce temps 

de montée. Nous établissons enfin l’expression 

de la force de friction mutuelle dans le cas où 

les tourbillons superfluides sont ancrés aux 

tubes de flux magnétiques présents dans le 

cœur des étoiles à neutrons. Une variation du 

nombre de tubes de flux ancrés à chaque 

tourbillon lors du glitch permet alors de rendre 

compte des échelles de temps très différentes 

associées aux phases de montée et de 

relaxation. 

 

Mots Clés 
Étoiles à neutrons, relativité générale, modèles 

numériques, glitches des pulsars, superfluidité,  

modèle à deux fluides, entraînement. 

 

Abstract 
 

The long-term braking of pulsars is sometimes 

accompanied with tiny irregularities, during 

which the neutron star suddenly spins up, 

before slowly relaxing. These “glitches” are 

commonly interpreted as angular momentum 

transfers occurring between two fluids present 

in the stellar interior, triggered by the rapid 

motion of superfluid vortex lines at large scales. 

Considering for the first time all general 

relativistic effects in a numerical model for 

glitches, this work is a major step towards the 

full understanding of this phenomenon. A first 

part is dedicated to the numerical calculation of 

stationary configurations of neutron stars 

composed of a neutron superfluid and a fluid 

made of charged particles, spinning with 

different rotation rates. These general 

relativistic calculations are based on realistic 

equations of state accounting for entrainment 

effects between the fluids. These configurations 

are then used to build a numerical model for 

pulsar glitches in full general relativity. In 

particular, we study in details the characteristic 

time scale associated with the spin-up stage, 

during which the stellar dynamics are governed 

by a mutual friction force arising from the 

interactions between the superfluid vortices and 

the surrounding fluids. Taking general relativity 

into account leads to an additional coupling 

between the fluids through frame-dragging 

effects and is shown to affect significantly the 

actual value of the spin-up time scale. Finally, 

the expression of the mutual friction force is 

derived assuming that the superfluid vortex 

lines are pinned to the magnetic flux tubes 

present in the core of neutron stars. The 

different time scales associated with the spin-up 

stage and the subsequent relaxation period 

may be explained by a variation of the number 

of flux tubes pinned to each vortex line during 

the glitch event. 
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Neutron stars, general relativity, numerical 

models, pulsar glitches, superfluidity, two-fluid 

model, entrainment. 
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