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physique, il a toujours été capable de m’aiguiller. Il a souvent pris le temps de répondre à
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Merci aussi à l’équipe du Centre de Vulgarisation de la Connaissance (CVC) pour leur
chaleureux accueil pendant ma mission doctorale lors de ma seconde année de thèse.
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Introduction

Qu’est-ce qu’une âme ? Il est facile de la définir négativement : c’est très exactement cela en nous

qui se rétracte quand nous entendons parler de séries algébriques. Mais positivement ? Il semble

que cela réussisse à échapper à tous les efforts faits pour le saisir.

Robert Musil, L’Homme sans qualités, tome 1

0.1 Le laplacien sur une variété compacte

Soit (X, g) une variété riemannienne lisse de dimension d, compacte, connexe et sans
bord. On peut considérer l’opérateur de Laplace-Beltrami ∆g agissant sur C∞(X), en
prenant une fois pour toute la convention que −∆g est un opérateur positif. Il est bien
connu qu’il existe une suite croissante de réels positifs λn −→ +∞ et une suite de fonctions
φn ∈ C∞(X) formant une base orthonormée de L2(X) telles que −∆gφn = λnφn.

Ces valeurs propres λn et ces fonctions propres φn ont un sens physique important. Par
exemple, en mécanique quantique, les λn correspondent aux valeurs que l’énergie d’une
particule confinée à la variété X peut prendre, et les φn représentent les états quantiques
correspondant à ces énergies.

Il existe très peu d’exemples de variétés riemanniennes pour lesquelles on sache calculer
explicitement les λn et les φn : ce sont des variétés possédant de nombreuses symétries,
comme la sphère ou le tore. Pour une variété (X, g) quelconque, le mieux que l’on sache
faire est donc d’étudier les propriétés qualitatives des valeurs propres et des fonctions
propres. Parmi ces propriétés qualitatives, celles qui nous intéresseront le plus seront celles
concernant le comportement semi-classique des fonctions propres et des valeurs propres,
c’est-à-dire les propriétés valables dans la limite où n −→∞.

Certaines de ces propriétés semi-classiques dépendent de la géométrie de (X, g) de
façon assez grossière, et ce sont celles que nous allons présenter dans un premier temps.
En revanche, d’autres propriétés semi-classiques des λn et φn ne sont vraies que si le flot
géodésique sur (X, g) est chaotique (nous préciserons le sens de ce mot par la suite) : on
parle alors de propriétés de chaos quantique.
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0.1.1 Propriétés générales des λn et φn

Loi de Weyl Historiquement, la première propriété semi-classique est la loi de Weyl
concernant les valeurs propres, qui affirme que

]{n;λn ≤ λ} ∼λ→∞
α(d)

(2π)d
Vol(X)λd/2,

où α(d) est le volume de la boule unité dans Rd. Une preuve de cette formule peut être
trouvée dans [Zwo12, Chapitre 14].

Le comptage des valeurs propres de −∆g ne dépend donc, du moins au premier ordre
en λ, de (X, g) que de façon très grossière : seuls la dimension et le volume de (X, g)
interviennent dans cette formule.

Ensembles nodaux Les propriétés des fonctions propres φn les plus faciles à observer
expérimentalement 2 sont liées aux ensembles nodaux, définis par :

Nn := {x ∈ X;φn(x) = 0}.

Ces ensembles nodaux ressemblent fort à des variétés de dimension d− 1 plongées dans
X. En fait, Nn peut s’écrire comme la réunion disjointe de la variété plongée

{x ∈ X tels que φn(x) = 0 et ∇φn(x) 6= 0},

et de l’ensemble {x ∈ X tels que φn(x) = 0 et ∇φn(x) = 0} dont on peut montrer ([HS89])
qu’il est (d − 2)-rectifiable. En particulier, la mesure de Hausdorff (d − 1)-dimensionnelle
de Nn, notée Hausd−1(Nn) est finie. La façon dont cette mesure de Hausdorff varie avec
λn semble dictée par la conjecture suivante ([Yau93]), due à Yau :

Conjecture 0.1 (Yau). Pour toute variété (X, g), il existe des constantes C1, C2 > 0 telles
que

C1

√
λn ≤ Hausd−1(Nn) ≤ C2

√
λn.

Notons que cette conjecture ne nous dit rien sur la valeur des constantes C1 et C2. Par
conséquent, cet énoncé n’est intéressant que dans la limite où n −→∞.

Dans le cas où (X, g) est une variété analytique, cette conjecture a été montrée par Don-
nelly et Fefferman dans [DF88]. Dans le cas où (X, g) est une surface (pas nécessairement
analytique), l’encadrement suivant est connu, où la borne inférieure est due à Brüning
([Brü78]), et une autre preuve a été donnée par Dong ([Don92]), tandis que la borne

2. Du moins dans le cas où (X, g) est un ouvert de R2 (qui aura alors un bord, mais c’est sans importance
pour notre propos). Nous suggérons au lecteur d’écrire � figures de Chladni � sur youtube pour voir de
telles expériences. Évidemment, les expériences réalisées sont de plus en plus éloignées de la modélisation
mathématique quand λn devient grand...
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0.1 Le laplacien sur une variété compacte

supérieure est due à Donnelly et Fefferman ([DF90]) pour δ = 0, puis a été améliorée
récemment par Logunov et Malinnikova dans [LM16] pour un δ ∈]0; 1/4[ :

C1

√
λn ≤ Hausd−1(Nn) ≤ C2λ

3/4−δ
n .

La borne inférieure correspond donc bien à la conjecture de Yau, mais la borne supérieure
est un peu moins bonne.

Pour les variétés non-analytiques de dimension supérieure ou égale à 3, les résultats
connus sont beaucoup moins bons. Ainsi, pendant longtemps, la meilleure borne supérieure
connue était celle due à Hardt et Simon ([HS89]), qui nous dit qu’il existe des constantes
c1, c2 > 0 telles que :

Hausd−1(Nn) ≤ c1λ
c2
√
λn

n .

Récemment, cette borne a été améliorée par Logunov dans [Log16a] en une borne
polynômiale en λn.

Quant à la borne inférieure, l’une des meilleures estimations connues jusqu’à récemment
affirmait qu’il existe c > 0 tel que

Hausd−1(Nn) ≥ cλ
d−3
4

n . (1)

Cette borne inférieure est due à Colding et Minicozzi ([CM11]), et a été prouvée ensuite
différemment par Hezari et Zelditch dans [HS12] et par Sogge et Zelditch dans [SZ11a].

Récemment, la borne inférieure dans la conjecture de Yau a été prouvée par Logunov
dans [Log16b].

Domaines nodaux Plutôt que de considérer les ensembles nodaux dans X, on peut
considérer leur complémentaire. En particulier, on peut s’intéresser à son nombre de com-
posantes connexes :

]n := nombre de composantes connexes de X\Nn.

Un théorème classique dû à Courant ([CH67, Chapitre VI, §6]) affirme que ]n ≤ n, et
donc en particulier, par la loi de Weyl, que

]n = O(λd/2n ). (2)

Cette borne supérieure n’est en général pas optimale : on sait depuis le travail de
Stern ([Ste25]) qu’il est possible de trouver des fonctions propres du laplacien sur le tore de
valeur propre arbitrairement élevée n’ayant que deux domaines nodaux (voir aussi [Lew77],
[EJN07] et [HL13, Théorème 2.1.4] pour des résultats analogues concernant les harmoniques
sphériques). Néanmoins, il est conjecturé que génériquement, la borne de Courant doit être
optimale.
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Par exemple, sur le tore de dimension 2, Buckley et Wigman ([BW15]), en utilisant
des idées de Bourgain ([Bou14]) ont été capables de construire de nombreuses familles (φj)
de fonctions propres de −∆ vérifiant Nj ≥ cλj pour un c > 0, saturant ainsi la borne de
Courant. Pour prouver ce résultat, les auteurs ont été capables de relier le comportement
local des ensembles nodaux de polynômes trigonométriques aux domaines nodaux d’un
champ aléatoire gaussien isoénergétique, et d’utiliser les outils puissants développés par
Nazarov et Sodin dans ce cadre ([NS09], [NS15]).

Le tore n’est sans doute pas la seule variété où les domaines nodaux des fonctions
propres se comportent comme celles d’un champ libre gaussien isoénergétique : en effet, il
est conjecturé depuis les travaux de Berry [Ber77] que les fonctions propres � génériques
� de l’opérateur de Laplace-Beltrami sur des variétés compactes de courbure négative se
comportent selon le � modèle des ondes aléatoires �. 3

Normes Lp Par définition, les fonctions φn sont normalisées dans L2(X). Comme ces
fonctions sont dans C∞(X), elles sont dans tous les Lp(X), et on peut étudier comment
leur norme Lp dépend de λn. La borne suivante est due à Sogge ([Sog88]) :

‖φn‖Lp ≤ Cpλδ(p)n , (3)

où

δ(p) = d
(1

4
− 1

2p

)
− 1

4
si

2(d+ 1)

d− 1
≤ p ≤ ∞

δ(p) =
d− 1

2

(1

4
− 1

2p

)
si 2 ≤ p ≤ 2(d+ 1)

d− 1
.

Ces estimées sont optimales dans le cas où (X, g) est la sphère S2, pour une base
de fonctions propres bien choisie (cf. [Zel12, §3.2]). Il n’est donc en général pas vrai que
‖φn‖L∞ = O(1). En fait, Toth et Zelditch ont montré dans [TZ02] que si une variété (X, g)
a un flot géodésique intégrable, et qu’il y existe une base de fonctions propres du laplacien
vérifiant ‖φn‖L∞ = O(1), alors (X, g) est de courbure sectionnelle nulle.

0.1.2 Chaos Quantique

Les propriétés que nous avons décrites dans la section précédente dépendent peu des
propriétés de (X, g). En particulier, elles ne dépendent pas des propriétés de la dynamique
classique, c’est-à-dire du flot géodésique sur (X, g).

Toutefois, l’analyse semi-classique nous dit qu’à haute fréquence, la propagation d’un
paquet d’onde par l’équation de Schrödinger ou l’équation des ondes ressemble à l’évolution
par la dynamique classique (ici, au flot géodésique). C’est ce qui explique que l’optique
géométrique soit une approximation valable des équations de Maxwell pour la propagation

3. Les guillemets sont là pour indiquer que nous ne chercherons pas à donner une formulation rigoureuse
de cette conjecture
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0.1 Le laplacien sur une variété compacte

de la lumière à haute fréquence, ou encore que les objets nous entourant nous apparaissent
gouvernés par la simple loi de Newton, et non par la mécanique quantique.

Il est donc naturel de penser que certaines des propriétés semi-classiques des fonctions
propres et des valeurs propres sont liées aux propriétés du flot géodésique sur (X, g). Nous
allons donner des exemples de telles propriétés, dans le cas où le flot géodésique est chao-
tique.

Dynamique classique Pour tout t ∈ R, nous noterons Φt : T ∗X −→ T ∗X le flot
géodésique induit par la métrique g. Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous noterons
par la même lettre sa restriction Φt : S∗X −→ S∗X à la couche d’énergie 1, S∗X =
{(x, ξ) ∈ T ∗X; ‖ξ‖g = 1}.

On notera Leb la mesure de Lebesgue induite par g sur X, et λ la mesure de Liouville
sur S∗X. Comme X est compacte, on a Leb(X) <∞ et λ(S∗X) <∞.

Définition. On dit que le flot géodésique Φt : S∗X −→ S∗X est ergodique si pour tout
ensemble mesurable A ⊂ S∗X tel que pour tout t ∈ R, Φt(A) = A, on a λ(A) = 0 ou
λ(A) = λ(X).

La propriété d’ergodicité peut être vue comme une propriété de chaos très faible. Être
un flot d’Anosov est une propriété chaotique beaucoup plus forte.

Définition 0.2. Soit Λ ⊂ S∗X un ensemble compact et invariant par (Φt). On dit que Λ
est un ensemble hyperbolique pour Φt si pour tout ρ ∈ Λ, il existe une décomposition de
l’espace tangent TρS

∗X = E−ρ ⊕ E+
ρ ⊕ E0

ρ , avec E−ρ et E+
ρ de dimension d − 1, et E0

ρ de
dimension 1 cöıncidant avec la direction du flot, telle que

(i) Φt
(
E±ρ
)

= E±Φt(ρ)

(ii) Il existe C > 0 et µ > 0 tels que pour tout ρ ∈ Λ :

‖dΦtv‖ ≤ Ce−µt‖v‖ pour tous v ∈ E−ρ et t ≥ 0

‖dΦtv‖ ≥ Ceµt‖v‖ pour tous v ∈ E+
ρ et t ≤ 0.

Définition. On dit que Φt : S∗X −→ S∗X est un flot d’Anosov si S∗X est un ensemble
hyperbolique.

Un flot géodésique d’Anosov est automatiquement ergodique (cf. [Liv04]). Un exemple
important de flots géodésiques d’Anosov est le suivant : si (X, g) est de courbure sectionnelle
strictement négative, alors Φt est un flot d’Anosov. Une preuve de ce fait peut être trouvée
dans [KH95, §17] ou dans [Ebe01].

Ergodicité quantique Le théorème suivant, dit d’ergodicité quantique, classiquement
attribué à Shnirelman, Zelditch et Colin de Verdière([Shn74],[CDV85],[Zel87]), fait un lien
entre l’ergodicité de (Φt) et les propriétés des fonctions propres à haute fréquence. Nous
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rappellerons la définition et les propriétés de la quantification de Weyl Op dans l’appendice
A.1.

Ce qui est remarquable dans ce théorème, c’est que bien que nous n’ayons aucune
formule explicite pour les fonctions propres du laplacien, on peut connaitre explicitement
leur limite semi-classique, du moins le long d’une sous-suite de densité un.

Théorème (Ergodicité quantique). Soit (X, g) telle que le flot géodésique Φt : S∗X −→
S∗X soit ergodique. Alors il existe une suite nk de densité 1 4, telle que pour tout f ∈ C(X),
on ait ∫

X
f |φnk |

2dLeb −→ 1

Leb(X)

∫
fdLeb.

Plus généralement, on a pour tout a ∈ C∞c (T ∗X) :

〈Op
λ
−1/2
nk

(a)φnk , φnk〉 −→
1

λ(S∗X)

∫
S∗X

adλ.

Unique ergodicité quantique Il est naturel de se demander si, dans l’énoncé théorème
d’ergodicité quantique, il y a vraiment besoin de ne considérer qu’une sous-suite de densité
1, ou bien si on peut considérer toute la suite des fonctions propres. Autrement dit, on
peut se demander s’il existe des sous-suites exceptionnelles nj , nécessairement de densité
zéro, telles que l’on ait

〈Op
λ
−1/2
nj

(a)φnj , φnj 〉 −→
1

µ(S∗X)

∫
S∗X

adµ,

avec µ une mesure sur S∗X différente de la mesure de Liouville.
Si la seule hypothèse faite sur le flot (Φt) est qu’il est ergodique, alors de telles sous-suite

exceptionnelles peuvent exister. Par exemple, Hassell et Hillairet ont réussi à en construire
dans le cas d’un domaine en forme de stade ([HH10]).

Toutefois, si (X, g) est de courbure sectionnelle strictement négative, alors il est conjec-
turé qu’il n’existe pas de sous-suite exceptionnelle de fonctions propres. C’est le contenu de
la conjecture d’unique ergodicité quantique, formalisée par Rudnick et Sarnak ([RS94]) :

Conjecture 0.3. Si (X, g) est de courbure sectionnelle strictement négative, alors on a

〈Opλ−2
n

(a)φn, φn〉 −→
1

λ(S∗X)

∫
S∗X

adλ.

Pour l’instant, les seuls cas où cette conjecture est connue sont en courbure constante,
dans des cas particuliers de variétés hyperboliques arithmétiques ([Lin06],[Sou10]). Dans le
cas beaucoup plus général de variétés (X, g) telles que le flot (Φt) est Anosov, les résultats
les plus proches de la conjecture d’unique ergodicité quantique sont sans doute ceux de
([AN07], [Ana08] et [Riv10] en dimension 2).

4. C’est-à-dire telle que lim
m→∞

]{k;nk≤m}
m

= 1

x



0.1 Le laplacien sur une variété compacte

Ergodicité quantique à petite échelle Une autre direction dans laquelle le théorème
d’ergodicité quantique pourrait être amélioré est la suivante : dans quelle mesure peut-on
prendre des symboles a dépendants de n ? Un exemple typique est le suivant : si rn est une
suite de réels positifs tendant vers 0 quand n augmente, et si x ∈ X, on note B(x, rn) la
boule géodésique de centre x et de rayon rn. A-t-on alors, au moins le long d’une sous-suite
de densité 1 ∫

B(x,rn)
|φn|2dLeb ∼n→∞ Vol(B(x, rn)) ? (4)

Pour qu’un tel résultat puisse être vrai, il est nécessaire que rn >> λ
−1/2
n . En effet,

λ
−1/2
n correspond à la longueur typique d’oscillation de la fonction φn, et on ne peut pas

espérer avoir un phénomène d’équidistribution si on ne se place pas à une échelle beaucoup
plus grande. On peut néanmoins formuler la conjecture suivante :

Conjecture 0.4. Soit (X, g) une variété compacte de courbure sectionnelle strictement
négative. Alors pour tout α < 1/2 et tout x ∈ X, on a∫

B(x,λ−αn )
|φn|2dLeb ∼n→∞ Vol(B(x, λ−αn )) .

Sous cette forme, cette conjecture semble largement hors de portée. Toutefois, Hezari
et Rivière, ainsi que Han ([HR14], [Han15]) ont réussi à montrer que sur une variété de
courbure sectionnelle strictement négative, le long d’une sous-suite de densité 1, (4) est vrai
pour rn ≥ (ln(λn))−β, où β > 0 est une constante explicite. C’est donc une amélioration
par rapport à ce que donnerait directement le théorème d’ergodicité quantique.

Normes Lp en courbure négative Si (X, g) est une variété de courbure négative,
certains des résultats de la section précédente peuvent être améliorés. Par exemple, Hassell
et Tacy ainsi que Hezari et Rivière ont montré ([HT15], [HR14] voir aussi [Sog16]) que la
borne de Sogge (3) peut être améliorée d’un facteur logarithmique en λn. Sur les surfaces
arithmétiques, un facteur polynomial peut être gagné, comme montré par Iwaniec et Sarnak
dans [IS95].

On peut espérer que sur les variétés de courbure négative, les bornes sur les normes Lp

des φn peuvent être améliorées davantage. Par exemple, Sarnak a fait la conjecture suivante
([Sar95]) :

Conjecture 0.5. Soit (X, g) une surface hyperbolique 5. Alors pour tout ε > 0, il existe
Cε > 0 tel que

‖φn‖L∞ ≤ Cελεn.

5. C’est-à-dire une surface de courbure constante -1
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0.2 Séries d’Eisenstein et ondes planes tordues

Ce que l’on peut retenir de la section précédente, c’est que :
- Les propriétés des fonctions propres sont souvent mieux comprises dans les cas où on

a des formules explicites pour les (φn), comme la sphère ou le tore.
- Les propriétés des fonctions propres sont par certains aspects plus intéressantes sur

les variétés de courbure négative.
Malheureusement, il n’existe pas de variétés compactes de courbure strictement négative

sur lesquelles on connaisse une formule explicite pour les fonctions propres du laplacien. La
solution à ce dilemme ? Enlever l’hypothèse de compacité ! Pour donner un exemple,
nous allons considérer dans cette section le cas des surfaces hyperboliques.

0.2.1 Séries d’Eisenstein

Surfaces hyperboliques Soit H2 le plan hyperbolique, que nous verrons dans le modèle
du disque de Poincaré : H2 = {z ∈ C; |z| < 1}, muni de la métrique

ds2 =
4dzdz

(1− |z|2)2
.

H2 est alors une surface de courbure constante négative −1, et son groupe d’isométries
préservant l’orientation peut être identifié à PSL2(R).

Un théorème classique dû à Hopf affirme que toute surface de courbure constante −1
est isométrique à H2\Γ, où Γ est un sous-groupe discret de PSL2(R) agissant sans point
fixe. (Nous renvoyons le lecteur à [Kat92] ou à [Bor07, chapitre 2] pour une introduction à
la géométrie hyperbolique.)

Les surfaces hyperbolique qui nous intéresseront ici sont les surfaces de Schottky, c’est-
à-dire les surfaces hyperboliques X non compactes dont tous les bouts à l’infini sont de
volume infini. Un exemple d’une telle surface est proposé en figure 1. Si X = H2\Γ est une
surface de Schottky, on dit que Γ est convexe cocompact.

Si Γ est un tel groupe, on définit son ensemble limite par

Λ(Γ) := {z ∈ ∂H2;∃(γn) ∈ (Γ)Ntel que γn · 0 −→ z}.

Ici, ∂H2 est identifiée au cercle de rayon 1 centré en l’origine, et la topologie est celle de la
métrique euclidienne sur B(0, 1).

On note alors δ(Γ) ∈ [0, 2] la dimension de Hausdorff de Λ(Γ) :

δ(Γ) := Hausdim(Λ(Γ)). (5)

Séries d’Eisenstein Pour tout ξ ∈ ∂H2\Λ(Γ), et pour tout s ∈ C tel que <s > δ(Γ) et
x ∈ H2, on pose :

EX(x; ξ, s) :=
∑
γ∈Γ

( 1− |γx|2

4|γx− ξ|2
)s
.
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0.2 Séries d’Eisenstein et ondes planes tordues

Figure 1 – Un exemple de surface de Schottky.

Le fait que <s > δ(Γ) nous assure que cette série converge absolument (voir [GN14]
ou [JN15])). De plus, pour tous x ∈ H2, et γ ∈ Γ, on a EX(γx; ξ, s) = EX(x; ξ, s). Par
conséquent, EX(·; ξ, s) définit une fonction sur X. De plus, on peut montrer que l’on a

−∆HEX(·; ξ, s) = s(1− s)EX(·; ξ, s).

Les EX(·; ξ, s) sont donc des � fonctions propres généralisées du laplacien �. Généralisées,
car elles ne sont jamais dans L2(X). Les séries d’Eisenstein qui nous intéresseront le plus
sont, lorsque δ(Γ) < 1/2, celles correspondant à des valeurs propres réelles positives, c’est-
à-dire pour s ∈ 1

2 + iR. Nous écrirons donc s = 1
2 + i

h
6

Les séries d’Eisenstein sont donc un exemple de famille de fonctions propres généralisées
du laplacien sur une variété hyperbolique convexe cocompacte, pour lesquelles on a une
formule explicite. En un sens, ce sont des fonctions propres généralisées très particulières.
Cependant, les séries d’Eisenstein permettent d’avoir une résolution spectrale explicite du
Laplacien (voir [Bor07, Chapitre 7]) : ce n’est donc pas un exemple anodin.

0.2.2 Propriétés semi-classiques des séries d’Eisenstein

Bornes uniformes Comme la série définissant EX(·; ξ, 1/2+i/h) est absolument conver-
gente pour tout h > 0, on peut montrer facilement que pour tout compact K ⊂ X, on a
pour tout h > 0 :

‖EX(·; ξ, 1/2 + i/h)‖L∞(K) ≤ CK ,

où CK est indépendant de h. Ainsi, en se restreignant à un compact, toutes les normes
Lp des séries d’Eisenstein sont bornées indépendamment du paramètre spectral h. Ceci

6. h joue ici à peu près le même rôle que 1√
λn

dans la section précédente. La limite semi-classique

correspond donc ici (et dans la suite de ce manuscrit) au régime h −→ 0.
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contraste avec les bornes (3), (ou même avec la conjecture de Sarnak) dans le cas des
variétés compactes.

Limite semi-classique Dans [GN14], Guillarmou et Naud ont réussi à montrer un
résultat analogue à l’unique ergodicité quantique pour les séries d’Eisenstein. Ils montrent
que si X = H2\Γ avec δ(Γ) < 1/2 et si ξ ∈ ∂H2, alors pour tout A ∈ Ψcomp(X) à support
compact, on a

lim
h→0

〈
AEX(·; ξ, 1/2 + i/h), EX(·; ξ, 1/2 + i/h)

〉
=

∫
S∗X

σh(a)dνξ.

Ici, il n’y a pas besoin d’extraire de sous-suite : toute la famille des séries d’Eisenstein
converge vers la même mesure. En revanche, la mesure νξ n’est pas la mesure de Liouville :
il s’agit d’une mesure supportée sur un ensemble fractal. Nous rappellerons les propriétés
de cette mesure dans la section 1.2.2.

Dans [Mun16], Munroe a étudié le comportement semi-classique de certains des mo-
ments d’ordres supérieurs des séries d’Eisenstein, c’est-à-dire la valeur pour certains p, k
de

lim
h→0

∫
X
a(x)

(
EX(x; ξ, 1/2 + i/h)

)k(
EX(x; ξ, 1/2 + i/h)

)p−k
dx.

Lignes nodales Les séries d’Eisenstein étant à valeurs complexes, il n’y a pas de raison
a priori qu’elles s’annulent. Pour observer des phénomènes analogues aux lignes nodales
sur les variétés compactes, il faut s’intéresser aux zéros de la partie réelle ou de la partie
imaginaire de EX(·; ξ, 1/2 + i/h). Si K ⊂ X est un compact (et ξ ∈ ∂H2 est fixé), on peut
par exemple considérer

Nh,K := {x ∈ K;<EX(x; ξ, 1/2 + i/h) = 0}.

La preuve de Donnelly et Fefferman ([DF88]) étant purement locale, le fait que X soit
analytique implique directement l’existence de constantes C1, C2 > 0 telles que

C1

h
≤ Hausd−1(Nh,K) ≤ C2

h
. (6)

Autrement dit, l’analogue de la conjecture de Yau est vérifié pour la partie réelle des
séries d’Eisenstein.

Quant à la borne de Courant (2) pour le nombre de domaines nodaux de <EX(x; ξ, 1/2+
i/h) dans K, un analogue en a été prouvé par Jakobson et Naud ([JN15]), à l’aide d’une
asymptotique sur le nombre d’intersections entre Nh,K et une géodésique donnée (voir la
section 7.3 pour plus de détails).
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0.2 Séries d’Eisenstein et ondes planes tordues

0.2.3 Vers les ondes planes tordues

Nous avons vu que, sous une hypothèse sur δ(Γ), les séries d’Eisenstein ont de nom-
breuses propriétés sympathiques que n’ont pas forcément les fonctions propres du laplacien
sur une variété compacte : unicité de la limite semi-classique, bornes L∞loc uniformes par
rapport au paramètre spectral, estimées sur le nombre d’intersection des lignes nodales de
leur partie réelle avec une géodésique... Pour prouver ces propriétés, la formule explicite
définissant les séries d’Eisenstein comme une série algébrique est très utile.

Pourtant, il est toujours un peu frustrant d’avoir des résultats ne marchant qu’en cour-
bure constante. Si on perturbe un peu la métrique dans un compact, peut-on encore définir
l’équivalent des séries d’Eisenstein ? Ces � séries d’Eisenstein perturbées � auront-elles en-
core certaines des propriétés listées ci-dessus ? La réponse que nous apporterons dans cette
thèse est positive.

Les séries d’Eisenstein sont en fait un cas particulier d’ondes planes tordues. Nous
allons définir et étudier ces ondes planes tordues dans un cadre beaucoup plus général que
celui des surfaces de Schottky, incluant par exemple le cas des perturbations compactes de
l’espace euclidien. C’est d’ailleurs par ce cas particulier, le plus simple et le plus important
en pratique, que nous commencerons notre exposé.
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0.2 Séries d’Eisenstein et ondes planes tordues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xii
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3.4.2 Résultats en courbure négative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.5 Pression topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.5.1 Un nouveau recouvrement ouvert de E . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.6 Hypothèses sur les fonctions propres généralisées . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.6.1 Ondes planes tordues sur les variétés à infinis euclidiens . . . . . . . 50
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Chapitre 1

Théorie de la diffusion pour les
perturbations compactes de Rd

L’objectif de ce chapitre est de présenter la théorie de la diffusion sur les perturbations
compactes de Rd. Il y a plusieurs raisons pour commencer notre exposé par ce cas particu-
lier. Tout d’abord, la théorie de la diffusion y est particulièrement simple, et c’est dans ce
cadre qu’il est le plus simple de définir les ondes planes tordues. Comme la quasi-totalité
des résultats présentés dans cette thèse sont vrais et non triviaux dans le cas de pertur-
bations compactes de l’espace euclidien, cela nous permettra de formuler assez rapidement
nos résultats sans entrer dans trop de complications techniques. D’autre part, certains de
nos résultats, comme ceux du chapitre 2 ne sont vrais que sur les perturbations compactes
de Rd ; ce chapitre nous permettra d’introduire tous les théorèmes bien connus en théorie
de la diffusion dont nous aurons besoin pour leur preuve.

1.1 Théorie de la diffusion

Dans cette section, où nous allons introduire les principaux objets de la théorie de la
diffusion, h ∈]0,+∞[ sera toujours un paramètre fixé. Nous étudierons ensuite le compor-
tement de ces objets dans la limite h→ 0 dans la section suivante.

Définition 1.1. Soit (X, g) une variété riemannienne complète. Nous dirons que (X, g)
est euclidienne près de l’infini au sens où il existe un compact X0 ⊂ X et un compact
X ′0 ⊂ Rd tels que (X\X0, g) est isométrique à (Rd\X ′0, geucl) 1.

1. On pourra le plus souvent prendre pour X ′0 une boule suffisamment grande. Ce n’est que dans les
sections 1.2.3 1.3.1 et dans le chapitre 2 que nous aurons besoin de choisir précisément les compacts X0 et
X ′0
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Chapitre 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de Rd

L’exemple le plus évident (et sans doute le plus important physiquement) d’une telle
variété est Rd muni de sa métrique euclidienne. Si (X, g) est une variété euclidienne près
de l’infini, on définit sur C∞(X) une famille d’opérateurs, indexée par h ∈]0,∞[

Ph := −h2∆g + V,

où V ∈ C∞c (X0) est à valeurs réelles.

Résolvante et résonances Si h > 0 est fixé, il existe pour λ ∈ C avec =λ > 0 suf-
fisamment grande, un unique opérateur Rλ,h : L2(Rd) −→ L2(Rd) appelé résolvante, tel
que

(−h2∆g + V + λ2) ◦Rλ,h = Id.

A h fixé, la famille d’opérateurs λ 7→ Rλ,h est holomorphe sur son domaine de définition. De
plus, si on restreint le domaine des opérateurs Rλ,h, et qu’on élargit leur espace d’arrivée, de
sorte à les voir comme des opérateurs de L2

comp(Rd) dans L2
loc(Rd), alors la famille λ 7→ Rλ,h

s’étend à une famille méromorphe d’opérateurs pour λ ∈ C en dimension impaire, ou pour
λ appartement au recouvrement logarithmique de C. Les pôles de cette famille, qui sont
nécessairement de rang fini, sont appelés les résonances. Par certains aspects, les résonances
peuvent être vues comme l’analogue des valeurs propres des opérateurs de Schrödinger, dans
le cas où la variété de base X n’est pas compacte.

Les résonances sont sans doute l’un des aspects les plus fascinants et les plus étudiés
de la théorie de la diffusion (voir par exemple [DZ], un ouvrage récent qui leur est dédié),
et en particulier dans le cas des systèmes possédant un ensemble capté hyperbolique (voir
par exemple [Non11] pour un état des lieux récent).

Pourtant, les résonances sont presque absentes de ce travail, et nous nous intéresserons
principalement à la théorie de la diffusion � sur l’axe réel � ; c’est-à-dire que nous consi-
dérerons presque exclusivement des paramètres spectraux λ sur l’axe réel. Dans le cas où
λ = 1, auquel on se ramènera le plus souvent, on notera simplement Rh := R1,h.

On peut montrer ([Mel95, Proposition 2.1]) que pour tout h > 0, et pour tout λ ∈
R\{0}, λ n’est pas une résonance de Ph.

Ondes planes tordues Avant de définir les ondes planes tordues, nous avons besoin de
définir les fonctions sortantes, au moyen de la proposition suivante (cf. [Mel95, Proposition
2.4]) :

Proposition-Définition 1.2. Soit (X, g) une variété euclidienne près de l’infini, et soit
f ∈ C∞(X). Fixons h > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe une fonction g ∈ C∞c (X) telle que

f = Rhg.

g est alors unique.
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1.1 Théorie de la diffusion

(ii)

lim
|x|→∞

|x|(d−1)/2
( ∂

∂|x|
− i

h

)
f = 0. (1.1)

(iii) En écrivant, pour x ∈ Rd\X0, x = |x|ω, avec ω ∈ Sd−1, on a

f(|x|ω) = ei|x|/h|x|−
1
2

(d−1)
(
u(ω) +O

( 1

|x|

))
, (1.2)

où u ∈ C∞(Sd−1).
Si l’une des conditions ci-dessus est vérifiée, on dira que f est une fonction sortante.

Dans la définition suivante, on identifie la sphère Sd−1 à {ω ∈ Rd; |ω| = 1}.

Proposition-Définition 1.3. Soit ω ∈ Sd−1 et h > 0. Il existe une unique fonction
Eh(·, ω) ∈ C∞(X) solution de

(Ph − 1)Eh(·, ω) = 0

telle que l’on a
Eh(x, ω) = eix·ω/h + f(x) pour tout x ∈ X\X0,

où f est une fonction sortante au sens de la Proposition-Définition 1.2. La fonction Eh(·;ω)
s’appelle alors l’onde plane tordue de direction ω.

Démonstration. Pour l’existence, on prend χ ∈ C∞c (X) valant 1 près de X0. On pose alors

E0
h(x;ω) := ei

x·ω
h si x ∈ X\X0, 0 sinon,

Fh := −[Ph, χ]E0
h(·, ω) = −[h2∆, χ]E0

h(·, ω),
(1.3)

où la dernière égalité vient du fait qu’on a supposé que suppV ⊂ X0. Fh est alors dans
C∞c (X), donc on peut bien définir

E1
h(·;ω) := RhFh. (1.4)

On pose alors
Eh(x;ω) := (1− χ)E0

h(x;ω) + E1
h(x;ω). (1.5)

La fonction Eh s’écrit bien, en dehors de X0, comme la somme d’une onde plane et
d’une fonction sortante. Vérifions que Eh est bien une fonction propre de Ph. On a

(Ph − 1)Eh = (Ph − 1)E0
h + [Ph − 1, χ]E0

h + (Ph − 1)RhFh

= [Ph, χ]E0
h + Fh

= 0.

Vérifions maintenant l’unicité de la fonction vérifiant ces conditions. Supposons qu’il
existe g1

h et g2
h avec (Ph − 1)gih = 0 pour i = 1, 2, et gih s’écrit comme somme d’une onde

plane et d’une fonction sortante. La fonction gh := g1
h − g2

h est alors une fonction propre
sortante de Ph. 1 serait alors une résonance de l’opérateur Ph, ce qui contredit le fait
mentionné plus haut que Rh n’a pas de pôles non nuls sur l’axe réel.
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Chapitre 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de Rd

Figure 1.1 – La partie réelle de E1
h et de Eh pour la diffusion par trois obstacles circu-

laires. Ici, ω va vers la droite, et h = 2π. Cette simulation a été réalisée sous Octave (cf.
[EBHW15]), grâce au package µ-diff (cf. [TACA15]).

Les ondes planes tordues seront les personnages principaux de cette thèse, et c’est sur
elles que porteront la majeure partie de nos résultats (voir sections 1.3.2 et 1.3.3). Un calcul
numérique d’ondes planes tordues est présenté dans la figure 1.1, dans le cas, assez peu
différent du nôtre, de diffusion par des obstacles.

Par soucis d’exhaustivité, rappelons une dernière définition des ondes planes tordues,
dont la preuve peut être trouvée dans [DG14, §6]. Notons Rh(x, x′) le noyau intégral de
l’opérateur Rh. On a :

Eh(x, ω) = 2ih
(
− 2iπh

) d−1
2 lim

r→∞

[
r(d−1)/2eir/hRh(x, rω)

]
.

Amplitude de diffusion D’après (1.2), on sait que l’on peut écrire pour x ∈ X\X0 :

Eh(|x|ω, ω′) = eix·ω
′/h + ei|x|/h|x|−

1
2

(d−1)
(
a(ω;ω′, h) +O

( 1

|x|

))
.

Il est en fait possible de retrouver a(ω;ω′, h) à partir de E1
h, comme le dit le lemme suivant,

qui est inspiré de [PZ01, §2] (ou encore de [Ale05]).

Lemme 1.4. Soient ω, ω′ ∈ Sd−1. Soient χ1, χ2 ∈ C∞c (X) telles que χ1 = 1 sur X0 et
χ2 = 1 sur le support de χ1. On a alors

a(ω;ω′, h) = cd,h

∫
X
e−i

x·ω
h
(
[−h2∆, χ2]

)
Rh[−h2∆, χ1]E0

h(·, ω′)
)
(x)dx, (1.6)

où cd,h = 1
4π

(
1

2πi

)(d−3)/2(
1
h

)(d+1)/2
.
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1.1 Théorie de la diffusion

Autrement dit, en prenant χ = χ1 dans (1.3), et en définissant E1
h comme dans (1.4),

on a

a(ω;ω′, h) = cd,h

∫
X
E0
h(x, ω;h)[−h2∆, χ2]E1

h(·, ω′;h)dx

Remarquons que [h2∆, χ2]E1
h(·;ω′;h) est ici supportée dans un compact à l’extérieur

de X0 : on n’intègre donc que sur un domaine borné dans la partie euclidienne.

Démonstration. On prend χ = χ1 dans (1.3), et on définit E1
h comme dans (1.4). On a

alors
(h2∆− 1)(1− χ2)E1

h = [h2∆, χ2]E1
h + (1− χ2)PhE

1
h

= [h2∆, χ2]E1
h + (1− χ2)[h2∆, χ1]E0

h

= [h2∆, χ2]E1
h,

car (1− χ2) et [h2∆, χ1]E0
h sont à supports disjoints. Comme E1

h vérifie les hypothèses de
la Proposition 1.2, (1 − χ2)E1

h les vérifie aussi (cela se voit facilement grâce à la condi-
tion (1.1)). Comme, d’autre part, dans l’équation ci-dessus, les fonctions considérées sont
supportées sur (X\X0) ∼= (Rd\X ′0), on peut à chaque terme de l’équation appliquer la
résolvante libre sur Rd, notée R0

h = (−h2∆eucl − 1)−1. On en déduit que

(1− χ2)E1
h = R0

h[h2∆, χ2]E1
h. (1.7)

La preuve du lemme découle alors du lemme suivant, dont la preuve est identique à
celle de la Proposition 1.1 de [Mel95], ou du Théorème 3.5 de [DG14].

Lemme 1.5. Soit f ∈ C∞c (Rd). On a

R0
hf(|x|ω) = ei|x|/h|x|(−d+1)/2 1

4π

( 1

2πi

)(d−3)/2(1

h

)(d+1)/2(
f̂(−ω/h) + rh

)
, (1.8)

où

rh = O
( 1

|x|

)
, ∇rh ≤ h−1O

( 1

|x|

)
.

Remarquons que, dans la preuve de [Mel95], il est montré que

R0
hfh(|x|ω) =

1

2

( 1

2π

)d(1

h

)d ∫
Sd−1

ei|x|ω·θ/hψ−ω(θ)f̂h(−θ/h)dθ +Rh, (1.9)

où Rh ∈ S et Rh = O(h∞) dans toutes les semi-normes sur S, et où ψ−ω est supportée
sur un petit voisinage de −ω. Par la formule de phase stationnaire avec |x|−1 comme petit
paramètre, on retrouve immédiatement (1.8). L’équation (1.9) sera utile par la suite, quand
on considérera des fonctions fh dépendant du paramètre semi-classique h.

Le lemme 1.4 nous assure que a(ω;ω′, h) dépend de façon C∞ (et même analytique) de
ω et de ω′ (et aussi de h > 0). On notera donc plutôt

ah(ω, ω′) := a(ω;ω′, h),

et on appellera la fonction ah l’amplitude de diffusion.
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Chapitre 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de Rd

Opérateur de diffusion À partir de l’amplitude de diffusion, on définit l’opérateur de
diffusion Sh : L2(Sd)→ L2(Sd) comme étant l’opérateur de noyau intégral ah(ω, ω′)+δω,ω′ .
Autrement dit, ah(ω, ω′) est le noyau intégral de Sh − Id. Comme ah est lisse, Sh − Id est
un opérateur à trace.

On peut montrer (cf. [DZ, Théorème 3.40]) que Sh est un opérateur unitaire. Par
conséquent, pour tout h > 0, Sh a un spectre discret inclus dans le cercle unité et ne
s’accumulant qu’en 1. Nous discuterons des propriétés de ce spectre à la limite h→ 0 dans
le chapitre 2.

L’opérateur de diffusion possède une interprétation assez simple. On peut montrer (cf.
[Mel95, §2.7]) que pour tout φin ∈ C∞(Sd−1), il existe une unique solution à

(
Ph−1

)
u = 0

telle que, pour tout x ∈ (X\X0) ∼= (Rd\K0) :

u(x) = |x|−(d−1)/2
(
e−i|x|/hφin(ω) + ei|x|/hφout(−ω)

)
+O(|x|(−d+1)/2).

L’opérateur de diffusion est alors donné par

Sh(φin) := eiπ(d−1)/2φout.

Cette normalisation est choisie de telle sorte que, lorsque (X, g) = (Rd, gEucl) et V ≡ 0, on
a Sh = Id pour tout h > 0.

1.2 Théorie de la diffusion dans la limite semi-classique

Par bien des aspects, le comportement de la résolvante, des résonances, des ondes planes
tordues et de l’opérateur de diffusion dans la limite semi-classique est lié à la dynamique
classique associée. Introduisons donc quelques définitions de dynamique classique avant
d’énoncer les principaux résultats sur le sujet.

Dynamique classique Dans toute la suite, nous noterons p(x, ξ) = |ξ|2g+V (x) : T ∗X −→
R le hamiltonien classique, qui est le symbole principal de Ph. Nous écrirons E pour la
couche d’énergie 1 :

E = {{(x, ξ) ∈ T ∗X; p(x, ξ) = 1}.

On écrira aussi Φt(ρ) pour le flot hamiltonien induit par le hamiltonien p. Les ensembles
sortant et entrant sont définis comme

Γ± := {ρ ∈ E , tels que Φt(ρ) demeure dans un ensemble compact pour tout ∓ t ≥ 0}.

L’ensemble capté est l’ensemble compact

K = Γ+ ∩ Γ−.
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1.2 Théorie de la diffusion dans la limite semi-classique

1.2.1 Résolvante dans la limite semi-classique

On a vu dans la section précédente que la résolvante Rh était bien définie comme
un opérateur de L2

loc dans L2
comp. En particulier, si χ ∈ C∞c , alors l’opérateur χRhχ est

borné de L2(X) dans L2(X). Il est souvent important de comprendre comment la norme
de l’opérateur χRhχ dépend de h. Sans aucune hypothèse sur la dynamique classique, le
meilleur résultat que l’on puisse espérer est le suivant, dû à Burq et généralisé par Vodev.

Théorème 1.6 ([Bur02a],[Vod00]). Soit χ ∈ C∞c (X). Il existe C1, C2 > 0 tels que pour
tout h ∈]0, 1], on ait

‖χRhχ‖L2→L2 ≤ C1e
C2
h .

En pratique, ce résultat est souvent difficile à utiliser. En effet, en analyse semi-classique
(dans un cadre C∞), on travaille généralement à un reste d’ordre O(h∞) près. Hélas, la
borne de Burq-Vodev sur la résolvante ne nous garantit pas que quand on applique la
résolvante à un terme d’ordre O(h∞), on obtienne un O(h∞)... Un cadre beaucoup plus
agréable est celui où la résolvante est bornée polynomialement, au sens de la définition
suivante.

Définition 1.7. On dit que Rh est bornée polynomialement s’il existe s > 0 tel que pour
tout χ ∈ C∞c (X), il existe C > 0 tel que

‖χRhχ‖L2→L2 ≤
C

hs
.

Pour avoir des estimées polynomiales sur la résolvante, il faut typiquement faire des
hypothèses sur la dynamique classique. Par exemple, si K = ∅, on a l’estimée suivante.

Théorème 1.8. Si K = ∅, alors

‖χRhχ‖L2→L2 ≤
C

h
.

Ce résultat semble être connu depuis assez longtemps (au moins depuis les travaux
de Lax et Philips, cf. [LP90]). Une preuve peut être trouvée dans [Bur02b], ainsi que des
références sur les versions successives du résultat.

En fait, on ne peut pas se passer de l’hypothèse que K = ∅ dans le résultat précédent.
En effet, Burq, Bony et Ramond ont montré le résultat suivant.

Théorème 1.9 ([BBR10]). Si K 6= ∅, alors on peut trouver χ ∈ C∞c (X) telle que

‖χRhχ‖L2→L2 ≥
C| log h|

h
.

Notons dans le théorème précédent, le support de χ doit intersecter la projection de
K sur X. Au contraire, si le support de χ est loin de la région d’interactions, les estimées
deviennent analogues au cas où l’ensemble capté est vide, comme le dit le théorème suivant,
dû à Burq.
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Chapitre 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de Rd

Théorème 1.10 ([Bur02a]). Il existe R1 > 0 tel que que pour tout R2 > R1, il existe
C > 0 telle que pour tout h ∈]0, 1], on ait

‖1R1≤|x|≤R2
Rh1R1≤|x|≤R2

‖L2→L2 ≤
C

h
.

Dans toute la suite, nous travaillerons avec un ensemble capté non vide, mais hyperbo-
lique.

Le cas où K est hyperbolique. Rappelons que la notion d’ensemble hyperbolique a
été donnée dans la Définition 0.2. On peut faire la conjecture suivante sur le comportement
de la norme de la résolvante dans le cas où l’ensemble capté K est hyperbolique.

Conjecture 1.11. Supposons que K soit un ensemble hyperbolique pour (Φt). Alors Rh
est bornée polynomialement, au sens de la définition 1.7.

Un cas particulier important de cette conjecture a été prouvé par Nonnenmacher et
Zworski, celui où la pression topologique de la moitié du jacobien instable, notée P(1/2)
est négative. La définition de la pression topologique sera donnée dans la section 3.5. Notons
qu’en dimension d = 2, cette hypothèse est équivalente à demander que la dimension de
Hausdorff deK soit strictement inférieure à 2. Cette hypothèse est une manière quantitative
de dire que � la dynamique est plus instable que complexe �.

Théorème 1.12 ([NZ09]). Supposons que K est un ensemble capté hyperbolique, et que
P(1/2) < 0, avec P comme dans (3.22). Alors pour tout χ ∈ C∞c (X), il existe C > 0 telle
que

‖χRhχ‖L2→L2 ≤
C| log h|

h
.

On peut montrer que la conjecture 1.11 reste vraie si la pression topologique est nulle :
c’est ce qu’ont montré Petkov et Stoyanov dans [PS10]. Toutefois, il semble difficile d’ob-
tenir par leurs méthodes, basée sur des estimées de Dolgopyat, une valeur explicite pour
ε0.

1.2.2 Ondes planes tordues dans la limite semi-classique

Le théorème suivant est le résultat principal de [DG14], et donne une description des
mesures semi-classiques associées aux ondes planes tordues sous des hypothèses dynamiques
très faibles. Ce théorème est évidemment à rapprocher du théorème d’ergodicité quantique
de l’introduction. Rappelons que la définition de Ψcomp

h et de σh est redonnée dans l’ap-
pendice A.2.
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1.2 Théorie de la diffusion dans la limite semi-classique

Théorème 1.13 ([DG14]). Supposons que K est de mesure de Liouville nulle. Alors pour
presque tout ω ∈ Sd−1, il existe une mesure de Radon µω sur S∗X telle que pour tout
A ∈ Ψcomp

h (X) à support compact, on a

lim
h→0

h−1
∥∥∥〈AEλh(·;ω), Eλh(·;ω)〉L2(X) −

∫
S∗X

σh(A)dµω

∥∥∥
L1
ω,λ(Sd−1×[1,1+h])

= 0.

Remarquons que, Eh étant définie par (1.5), il n’y a a priori pas de raison pour que
(Eh(·;ω)) soit bornée uniformément par rapport à h dans L2

loc. En effet, si le terme E0
h ne

pose pas de problème à cet égard, le terme E1
h défini dans (1.4) est construit à partir de la

résolvante, et nous avons vu que les estimées semi-classiques disponibles sur la résolvante
dépendent de manière très fine de l’ensemble capté K, et pas uniquement du fait que K
soit de mesure nulle. C’est donc une partie importante du travail de [DG14] que de montrer
que dans ce cas, lorsqu’on intègre les ondes planes tordues sur toutes les directions ω, et
surtout, sur un intervalle d’énergies de taille h, on obtient bien un objet borné dans L2

loc

uniformément en h.

La mesure µω intervenant dans l’énoncé du théorème a une interprétation classique
assez simple. La mesure semi-classique associée au terme (1 − χ)E0

h(·;ω) dans (1.5) est
simplement |1− χ(x)|2dxδ{ξ=ω}. Pour obtenir la mesure µω, on propage cette mesure par
le flot (Φt), et on prend la limite en temps long. Plus précisément, on peut montrer que
pour presque tout ω ∈ Sd−1, la limite lim

t→∞
(Φt)∗(|1 − χ(x)|2dxδ{ξ=ω}) existe, et que cette

mesure est alors égale à dµω.

1.2.3 Opérateur de diffusion dans la limite semi-classique

Les propriétés de l’opérateur de diffusion dans la limite semi-classique sont très liées à
la relation de diffusion, que nous introduisons maintenant.

Relation de diffusion Puisqu’en dehors de X0, les trajectoires de Φt sont simplement
des lignes droites, on a que pour tous ω ∈ Sd−1, et η ∈ ω⊥ ⊂ Rd, il existe un unique
ρω,η ∈ E tel que

πX
(
Φt(ρω,η)

)
= tω + η pour t suffisamment petit. (1.10)

Ici, ω est la direction entrante, et η est le paramètre d’impact. Dans la suite, nous
identifierons

{(ω, η);ω ∈ Sd−1, η ∈ ω⊥} ∼= T ∗Sd−1.

On rappelle que le compact X0 ⊂ X a été introduit dans la définition 1.1, et que V est
supporté dans X0. On définit la région d’interaction par

I := {(ω, η) ∈ T ∗Sd−1 ; ∃t ∈ R tel que πX
(
Φt(ρω,η)

)
∈ X0}.
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Figure 1.2 – La relation de diffusion κ.

Par compacité de X0, I est compact.
Si ρω,η /∈ Γ−, alors il existe ω′ ∈ Sd−1, η′ ∈ (ω′) ⊥⊂ Rd et t′ ∈ R tels que pour tout t

suffisamment grand, on a

πX
(
Φt(ρω,η)

)
= ω′(t− t′) + η′.

La relation de diffusion, ou application de diffusion est alors définie par κ(ω, η) =
(ω′, η′), comme représenté sur la Figure 1.2.

On définit l’ensemble entrant à l’infini par

Γ̃− := {(ω, η) ∈ T ∗(Sd−1); ρω,η ∈ Γ−}.

De même, on définit l’ensemble sortant à l’infini Γ̃+ ⊂ T ∗(Sd−1) par :

(ω′, η′) ∈ Γ̃+ ⇔ ∃(x, ξ) ∈ Γ+; Φt(x, ξ) = tω′ + η′ pour t assez grand.

Remarquons que Γ̃± sont des ensembles compacts de T ∗Sd−1, car si η est suffisam-
ment grand, une trajectoire ayant pour paramètre d’impact η ne rencontrera pas la région
d’interactions, et ne pourra donc pas être piégée.

La relation de diffusion peut alors être vue comme une application

κ : T ∗Sd−1\Γ̃− −→ T ∗Sd−1\Γ̃+.

On peut montrer que c’est un symplectomorphisme pour la forme symplectique canonique
de T ∗Sd−1 (voir par exemple [Gui77]).
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L’opérateur de diffusion comme un opérateur intégral de Fourier semi-classique
La définition et les propriétés des opérateurs intégraux de Fourier seront rappelées dans
l’annexe A.2 : nous invitons le lecteur à s’y référer pour comprendre les notations que nous
utilisons.

Le théorème suivant, dû à Alexandrova ([Ale05, Theorem 5]), affirme que microlocale-
ment en dehors de Γ̃−, l’opérateur de diffusion peut être vu comme un opérateur intégral
de Fourier associé à κ. On peut aussi trouver un résultat analogue dans [HW08] dans un
cadre géométrique plus général, mais sous l’hypothèse que K = ∅.

Théorème 1.14 (Alexandrova 2005). (i) Soit (ω, η) ∈ T ∗Sd−1\Γ̃−. Si U est un voisi-
nage ouvert de (ω, η) dans T ∗Sd−1 n’intersectant pas Γ̃−, et soit A ∈ Ψcomp

h (Sd−1) tel que
WFh(A) ⊂ U . On a alors ShA ∈ Icomp(κ|U ).

(ii) Sh est microlocalement égal à l’identité en dehors de la région d’interactions au
sens suivant. Si a ∈ Scomp(Sd−1) est tel que a ≡ 1 près de I, on a alors

‖(Sh − Id)(Id−Oph(a))‖L2(Sd−1)→L2(Sd−1) = O(h∞). (1.11)

Le spectre de l’opérateur de diffusion Nous avons vu précédemment que pour tout
h > 0, Sh − Id était un opérateur à trace, et que Sh était un opérateur unitaire. En
particulier, le spectre de Sh est constitué de valeurs propres situées sur le cercle unité, et
ne s’accumulant qu’en 1. On peut donc identifier le spectre de Sh à une suite 2 (eiβh,n)n∈N
convergeant vers 1. Ces valeurs propres sont parfois appelées les décalages de phase.

Pour étudier le comportement du spectre de Sh dans la limite semi-classique, il est
naturel d’introduire une mesure µh sur S1 définie par

〈µh, f〉 := (2πh)d−1
∑
n∈N

f(eiβh,n),

pour toute fonction continue f : S1 −→ C. Cette mesure n’est pas finie, mais 〈µh, f〉 est
finie dès que 1 n’est pas dans le support de f .

L’un des principaux résultat sur le comportement de µh dans la limite h −→ 0, est dû
à Gell-Redman, Hassell et Zelditch ([GRHZ15]). Les auteurs font l’hypothèse que

Γ± = ∅. (1.12)

Sous cette hypothèse, κ : T ∗Sd−1 7→ T ∗Sd−1 est un difféomorphisme, et on peut définir
κl pour tout l ∈ Z.

Pour tout l ∈ N\{0}, l’ensemble suivant est alors bien défini

Fl := {(ω, η) ∈ I;κl(ω, η) = (ω, η)}.

2. Le choix de cette suite n’est pas canonique, et ne jouera pas d’autre rôle par la suite que de simplifier
un peu quelques notations.
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La seconde hypothèse de [GRHZ15] est une hypothèse de déviation, qui affirme que

∀l ∈ N\{0}, Vol
(
Fl
)

= 0, (1.13)

où Vol désigne la mesure de Liouville sur T ∗Sd−1.

Cette hypothèse dit que la plupart des trajectoires classiques qui interagissent avec
le potentiel ou la perturbation métrique sont effectivement déviées. Dans [GRHZ15], les
auteurs travaillent dans le cas où (X, g) ≡ (Rd, gEucl), et où X0 = supp(V ), et ils font la
conjecture que cette hypothèse est vérifiée pour un potentiel V générique. Remarquons que
pour que cette équation soit vérifiée, il faut choisir X0 soigneusement dans la définition
1.1 : si X0 est choisi un peu plus gros, cette condition ne sera plus vérifiée.

Nous faisons la conjecture que si V ≡ 0 et si (
◦
X0, g) est de courbure strictement

négative, alors cette hypothèse est vérifiée, où
◦
X0 désigne l’intérieur de X0.

Théorème 1.15 ([GRHZ15]). Supposons que la variété (X, g) et le potentiel V sont tels
que (1.12) et (1.13) sont vérifiées. Soit f : S1 −→ C une fonction continue telle que
1 /∈ suppf . On a alors

lim
h→0
〈µh, f〉 =

Vol(I)

2π

∫ 2π

0
f(eiθ)dθ.

Ce théorème a le corollaire suivant, qui décrit l’équidistribution des décalages de phase

Corollaire 1.16. Soient 0 < φ1 < φ2 < 2π deux angles, et soit Nh(φ1, φ2) le nombre de
valeurs propres eiβh,n de Sh avec φ1 ≤ βh,n ≤ φ2 modulo 2π. On a alors, sous les hypothèses
du théorème précédent :

lim
h→0

(2πh)d−1Nh(φ1, φ2) = Vol(I)
φ2 − φ1

2π
.

Pour prouver ce corollaire, il suffit d’approcher la fonction indicatrice 1[φ1,φ2] par des
fonctions continues, et d’utiliser le théorème précédent.

Remarque 1.17. La constante Vol(I) apparaissant dans le théorème semble dépendre du
choix de X0, qui est arbitraire. En fait, la condition (1.13) nous impose de prendre X0 le
plus petit possible. Par exemple, si (X, g) ≡ (Rd, geucl), alors il faut prendre X0 = Vol(I).

Si V est radial, de sorte que supp(V ) = B(0, R) ⊂ Rd, alors pour chaque ω, (ω, η) sera
dans I si et seulement |η| ≤ R. La constante Vol(I) est alors égale au volume de la boule
de dimension d − 1 et de rayon R, que multiplie le volume de la sphère de rayon d − 1 et

de rayon 1, soit 2·(2π)d−1

(d−1)! . Si V n’est pas radial, il n’est en général pas facile d’obtenir une

expression pour Vol(I).

L’étude de la distribution des valeurs propres de l’opérateur de diffusion remonte aux
années 80 ([BY82], [BY84], [SY85]). Plus récemment, dans le régime (non semi-classique)
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1.3 Les résultats principaux de cette thèse

des hautes énergies, la distribution des décalages de phase a été étudiée dans [BP12], puis
dans [BP13] et [Nak14] pour des hamiltoniens plus généraux. Dans la littérature physique,
voir aussi [DS92] pour le cas de la diffusion par des obstacles.

Dans un cadre semi-classique, l’équidistribution des décalages de phase a été prouvée
pour la première fois dans [DGRHH14] pour les potentiels à symétrie sphérique. Elle a
aussi été étudiée dans [GRH15] pour les potentiels à longue portée, sans hypothèses sur
la dynamique classique sous-jacente. Dans [ZZ99], les auteurs obtiennent des résultats
beaucoup plus fins sur la distribution des décalages de phases dans la limite semi-classique
pour une famille de surfaces de révolution.

Ce résutat est semblable au résultat d’équidistribution des valeurs propres de la trans-
formée de Cayley de l’opérateur Dirichlet-Neumann obtenu par Hassell et Ivrii dans [HI15].

1.3 Les résultats principaux de cette thèse

1.3.1 Équidistribution des décalages de phase en présence de capture

Nous avons vu dans la section (1.2.3) que le théorème 1.15 avait été prouvé dans
[GRHZ15] sous l’hypothèse (1.12) qu’il n’y a pas de directions captées. En fait, en adaptant
un peu les méthodes de [GRHZ15], on peut se passer de cette hypothèse, et supposer
seulement que

Vol(Γ̃±) = 0. (1.14)

Cette hypothèse est très faible : comme nous le verrons dans le chapitre 2, elle est
vérifiée dès que le niveau d’énergie E est non-dégénéré, au sens où

∀ρ ∈ E , dρp 6= 0. (1.15)

Cette hypothèse peut donc être vérifiée même dans des situations où l’ensemble capté
est de mesure strictement positive, comme dans le cas du � puits dans l’isle �, du moment
que la composante connexe de Γ± allant à l’infini est de mesure nulle.

Nous avons aussi besoin d’une hypothèse de déviation analogue à (1.13), qui s’écrit ici

∀l ∈ N\{0}, Vol
(
{(ω, η) ∈ I;κl(ω, η) est bien défini et κl(ω, η) = (ω, η)}

)
= 0, (1.16)

où Vol désigne la mesure de Liouville sur T ∗Sd−1. Nous donnerons plus de détails sur le
domaine de définition de κl dans la section 2.1.

Théorème 1.18 ([Ing16]). Supposons que la variété (X, g) et le potentiel V sont tels que
(1.14) et (1.16) sont vérifiées. Soit f : S1 −→ C une fonction continue telle que 1 /∈ suppf .
On a alors

lim
h→0
〈µh, f〉 =

Vol(I)

2π

∫ 2π

0
f(eiθ)dθ.

On peut évidemment déduire de ce théorème l’analogue du corollaire 1.16. Ce théorème
sera prouvé dans le chapitre 2.
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Chapitre 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de Rd

1.3.2 Ondes planes tordues en présence d’un ensemble capté hyperbo-
lique

Hypothèse de transversalité Les propriétés de l’onde plane tordue Eh(x;ω) sont
reliées aux propriétés de la variété lagrangienne

Λω := {(x, ω);x ∈ Rd\X ′0} ∼= {(x, ω);x ∈ X\X0} ⊂ E . (1.17)

Nous aurons besoin de faire l’hypothèse que Λω est transverse aux variétés stables, dans
le sens suivant. L’ensemble capté K étant un ensemble hyperbolique, chaque point ρ ∈ K
admet une (ε)-variété fortement stable locale W−ε (ρ), tangente à E−ρ , définie par

W−ε (ρ) = {ρ′ ∈ E ; d(Φt(ρ),Φt(ρ′)) < ε pour tout t ≥ 0 et lim
t→+∞

d(Φt(ρ′),Φt(ρ)) = 0},

où ε > 0 est un petit paramètre.
On demande que ω soit telle que, pour tout ρ ∈ K, pour tout ρ′ ∈ Λω, pour tout t ≥ 0,

et pour ε suffisamment petit, on a

(Φt(ρ′) ∈W−ε (ρ)) =⇒W−ε (ρ) et Φt(Λω) s’intersectent transversalement en Φt(ρ′),
(1.18)

c’est-à-dire que
TΦt(ρ′)Λω ⊕ TΦt(ρ′)W

−
ε (ρ) = TΦt(ρ′)E . (1.19)

Remarquons que (1.19) équivaut à TΦt(ρ′)Λω ∩ TΦt(ρ′)W
−
ε (ρ) = {0}.

Ondes planes tordues Notre résultat principal peut se résumer ainsi : en supposant
que l’ensemble capté K est hyperbolique, que la pression topologique P(1/2) que nous
définirons dans la section 3.5 est strictement négative et que Λω vérifie la condition de
transversalité ci-dessus, alors au voisinage de tout point ρ de K, l’onde plane tordue E(·;ω)
peut s’écrire, à un reste négligeable près, comme une somme infinie, mais convergente,
d’états lagrangiens. Ces états lagrangiens sont associés à des lagrangiennes qui peuvent
toutes se projeter sans caustiques sur la variété instable en ρ. De plus, les symboles des états
lagrangiens intervenant dans la somme décrivant Eh(·;ω) voient leur norme L2 décroitre
exponentiellement avec l’indice de sommation.

Sous les hypothèses sus-mentionnées, ce résultat donne donc une description explicite
des ondes planes tordues dans la limite semi-classique, ce qui est beaucoup plus précis que
la description des mesures semi-classiques associées comme dans [DG14].

Plus rigoureusement, tout ceci s’écrit :

Théorème 1.19 ([Ing15a]). Supposons que K est un ensemble hyperbolique, vérifiant
P(1/2) < 0, et que ω ∈ Sd−1 est tel que (1.18) soit vérifiée. On peut alors construire :

— un ensemble fini de points (ρb)b∈B1 ⊂ K ;
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1.3 Les résultats principaux de cette thèse

— une famille (Πb)b∈B1 d’opérateurs pseudo-différentiels microlocalement supportés
dans des petits voisinages des ρb, tels que

∑
b∈B1

Πb = I microlocalement dans un
voisinage de K dans T ∗X ;

— pour tout b ∈ B1, un système de coordonnées symplectiques (yρb , ηρb) dans un voi-
sinage de ρb ;

— une famille (Ub)b∈B1 d’opérateurs intégraux de Fourier quantifiant la changement
de coordonnées symplectiques κb : (x, ξ) 7→ (yρb , ηρb), tels que le résultat suivant soit
vrai.

Pour tous r > 0, ` > 0, il existe Mr,` > 0 tel que l’on ait lorsque h→ 0 :

(
UbΠbEh(·;ω)

)
(yρb) =

bMr,`| log h|c∑
n=0

∑
β∈B̃n

eiφβ,b(y
ρb ;ω)/haβ,b(y

ρb ;ω, h) +Rr, (1.20)

où φβ,b appartient à C∞c (Rd), et où aβ,b ∈ Scomp(T ∗Y ) est un symbole classique au sens de
la définition A.1. Chaque φβ,b est défini dans un voisinage du support de aβ,b. L’ensemble
B̃n sera construit comme un ensemble de mots de longueur environ n sur un alphabet fini,
de sorte que son cardinal croit exponentiellement avec n.

Quand h→ 0, on a
‖Rr‖C` = O(hr).

Pour tous ` ∈ N, ε > 0, il existe C`,ε telle que∑
β∈Bn

‖aβ,b‖C` ≤ C`,εen(P(1/2)+ε). (1.21)

Remarquons que l’hypothèse sur P(1/2) nous assure que le terme de gauche dans (1.21)
décroit exponentiellement quand n −→∞. On peut utiliser cette propriété pour déduire le
corollaire suivant.

Corollaire 1.20. On fait les mêmes hypothèses que dans le théorème 1.19. Soit χ ∈
C∞c (X). Il existe alors une constante Cχ indépendante de h telle que pour tout h > 0, on
a

‖χEh(·;ω)‖L2 ≤ Cχ.

Mesures semi-classiques Il est possible d’utiliser le théorème 1.19 pour décrire la me-
sure semi-classiques associées à la famille Eh(·, ω). Dans le corollaire suivant, πb désigne le
symbole principal de l’opérateur Πb introduit dans le théorème 1.19.

Corollaire 1.21. On fait les mêmes hypothèses que dans le théorème 1.19. Il existe une
constante 0 < c ≤ 1 telle que pour tout fonction χ ∈ C∞c (X), il existe des fonctions eβ,b,χ
pour n ∈ N, β ∈ B̃n et b ∈ B1 telles que pour tout a ∈ C∞c (T ∗X), on a

〈Oph(π2
ba)χEh, χEh〉 =

∫
T ∗X

a(x, v)dµω,b,χ(x, v) +O(hc),

15



Chapitre 1 : Théorie de la diffusion pour les perturbations compactes de Rd

où

dµω,b,χ(κ−1
b (yρb , ηρb)) =

∞∑
n=0

∑
β∈Bn

fβ,b,χ(yρb)δ{ηρb=∂φj,n(yρb )}dy
ρb ,

Les fonctions fβ,b,χ vérifient une estimée de décroissance exponentielle analogue à (1.21).

Nous donnerons une preuve de ce corollaire dans le chapitre 6 Nous verrons alors que
les fonctions en,β,b peuvent être construites à partir des a0

β,b(y
ρb), c’est-à-dire des symboles

principaux des aβ,b(y
ρb) (au sens de la définition A.1).

Les mesures µω,b,χ sont reliées aux mesures µω apparaissant dans le théorème 1.13 : on
a

dµω,b,χ(x, v) = χ2(x)π2
b (x, v)dµω(x, v).

On a vu dans la section 1.2.2 que l’on avait dµω = lim
t→∞

(Φt)∗(|1−χ(x)|2dxδ{ξ=ω}). Dans

le contexte de la section 1.2.2, cette convergence n’avait lieu que pour presque tout ω ∈
Sd−1. Ici, la convergence a lieu pour tout ω ∈ Sd−1 vérifiant l’hypothèse de transversalité :
ceci provient du fait que quand l’ensemble capté est hyperbolique, on a toujours P(1) < 0
(cf. [Non11, §2.2]).

1.3.3 Ondes planes tordues en courbure négative

Les résultats de la section précédente peuvent être améliorés si l’on suppose que V ≡ 0,
de sorte que Φt est le flot géodésique, et que (X, g) est de courbure sectionnelle négative ou
nulle. Par exemple, on peut montre que l’hypothèse de transversalité est toujours vérifiée
sous ces conditions :

Proposition 1.22. Soit (X, g) une variété euclidienne près de l’infini, de courbure sec-
tionnelle ≤ 0. On suppose que le flot géodésique sur (X, g) possède un ensemble capté
hyperbolique. Alors pour tout ω ∈ Sd−1, (1.18) est vérifiée.

Énonçons maintenant notre résultat principal sur les ondes planes tordues en courbure
négative. Ce théorème est analogue au théorème 1.19. La principale différence est que les
états lagrangiens obtenus dans la décomposition de Eh correspondent à des lagrangiennes
qui peuvent toutes se projeter sans caustique sur la variété de base X. Ceci peut sembler
une amélioration assez anecdotique du théorème , mais elle permet de montrer de meilleures
estimées sur les ondes planes tordues (Corollaire 1.24), un phénomène d’équidistribution,
et une estimée sur la mesure de Hausdorff des ensembles nodaux (voir les corollaires suivant
le théorème).

Théorème 1.23. [Ing15b] Supposons que (X, g) soit une variété euclidienne près de l’in-
fini, de courbure sectionnelle ≤ 0. Supposons que K soit un ensemble hyperbolique pour
(Φt), et que P(1/2) < 0.

Soit K ⊂ X un compact. Il existe alors εK > 0 tel que pour tout χ ∈ C∞c (X) ayant
son support dans K et de diamètre plus petit que εK, le résultat suivant est vérifié. Il
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1.3 Les résultats principaux de cette thèse

existe un ensemble B̃χ et une fonction ñ : B̃χ → N telle que le nombre d’éléments dans
{β̃ ∈ B̃χ; ñ(β̃) ≤ N} crôıt au plus exponentiellement avec N , et telle que le résultat suivant
soit vérifié.

Pour tous r > 0, ` > 0, il existe Mr,` > 0 tel que l’on ait quand h→ 0 :

χEh(x) =
∑
β∈B̃χ

ñ(β̃)≤M̃r,`| log h|

eiϕβ̃(x)/haβ̃,χ(x;h) +Rr, (1.22)

où aβ̃ ∈ S
comp(X), et chaque ϕβ̃ est une fonction lisse définie dans un voisinage du support

de aβ̃. On a

‖Rr‖C` = O(hr).

Pour tous ` ∈ N, ε > 0, il existe C`,ε tel que∑
β∈B̃χ
ñ(β̃)=n

‖aβ̃,χ‖C` ≤ C`,εe
n(P (1/2)+ε). (1.23)

De plus, il existe une constante C1 telle que pour tous β̃, β̃′ ∈ B̃χ avec β̃ 6= β̃′, on a

|∂ϕβ̃(x)− ∂ϕβ̃′(x)| ≥ C1e
−
√
b0 max(ñ(β̃),ñ(β̃′)), (1.24)

où −b0 est la valeur minimale prise par la courbure sectionnelle sur X.

Comme corollaire du théorème 1.23, on peut déduire le résultat suivant

Corollaire 1.24. On fait les mêmes hypothèses que dans le théorème 1.23. Soit ` ∈ N et
χ ∈ C∞c (X). Il existe alors C`,χ > 0 telle que, pour tout h > 0, on a

‖χEh‖C` ≤
C`,χ
h`

.

En particulier, la suite (Eh)h est bornée indépendamment de h dans L∞loc. Ce résultat
est donc bien meilleur que les bornes (3), (ou même que la conjecture de Sarnak) dans le
cas des variétés compactes. Ceci est du au fait que le système est très ouvert, en raison de
la condition de pression topologique. Il n’est pas du tout clair qu’une telle estimée puisse
encore être vraie sans cette condition de pression topologique.

Mesures semi-classiques Là encore, on peut utiliser le théorème 1.23 pour décrire les
mesures semi-classiques associées à la famille des Eh(·;ω), de façon un peu plus précise que
dans le corollaire 1.21.
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Corollaire 1.25. On fait les mêmes hypothèses que dans le théorème 1.23. Soit χ ∈
C∞c (X) et soit ε > 0. Il existe alors une mesure finie µω,χ sur S∗X telle que l’on a, pour
tout a ∈ C∞c (T ∗X) :

〈Oph(a)χEh, χEh〉 =

∫
T ∗X

a(x, ξ)dµω,χ(x, ξ) +O
(
h

min
(

1,
|P (1/2)|
2
√
b0
−ε
))
,

où −b0 est la valeur minimale prise par la courbure sectionnelle sur X.
Si K ⊂ X est un compact et si le support de χ est dans K et est de diamètre inférieur

à εK, on a

dµω,χ(x, ξ) =
∑
β̃∈B̃χ

|a0
β̃
|2(x)δ{ξ=∂ϕβ̃(x)}dx,

où a0
β̃

est le symbole principal de aβ̃ comme défini dans l’annexe A.1.

De plus, pour tout N ∈ N, il existe cN > 0 telle que pour tout x ∈ X tel que χ(x) = 1,
on a ∑

β̃∈B̃χ
ñ(β̃)≥N

|a0
β̃
|2(x) ≥ cN . (1.25)

Ce corollaire sera prouvé dans le chapitre 6. L’équation (1.25) peut-être vue comme
une forme faible d’équidistribution des ondes planes tordues. On a en fait mieux : on a une
forme faible de la conjecture 0.4 d’équidistribution à petite échelle.

Corollaire 1.26. Supposons que les hypothèses du théorème 1.23 soient vérifiées. Soit
χ ∈ C∞c (X). Il existe alors des constantes C0, C1, C2 > 0 telles que pour tout x0 ∈ X tel
que χ(x0) = 1, pour toute suite rh telle que 1 >> rh > C0h, on a pour h assez petit :

C1r
d
h ≤

∫
B(x0,rh)

|Eh|2(x)dx ≤ C2r
d
h. (1.26)

Lignes nodales Fixons un ouvert borné O ⊂ X et un ω ∈ Sd−1, et considérons

NO,h := {x ∈ O;<(Eh)(x, ω) = 0}.

On a alors l’encadrement suivant, qui est l’analogue de la conjecture 0.1.

Théorème 1.27. On fait les mêmes hypothèses que pour le théorème 1.23. Il existe alors
CO, C

′
O > 0 indépendantes de h telles que

CO
h
≤ Hausd−1(NO,h) ≤

C ′O
h
,

où Hausd−1 désigne la mesure de Hausdorff (d− 1)-dimensionnelle.
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On a bien entendu le même résultat en considérant la partie imaginaire d’ondes planes
tordues plutôt que la partie réelle.

La borne inférieure ci-dessus peut être déduite de [Log16b], mais notre preuve a été
mise en ligne dans [Ing15b] avant celle de Logunov, utilise des méthodes très différentes,
et se déduit assez facilement du théorème 1.23. Quant à la borne supérieure, elle est une
conséquence directe du résultat principal de [Hez16] et du corollaire 1.26.

1.3.4 Nombre de domaines nodaux de la somme de deux ondes planes
tordues sur des surfaces de courbure négative

Étant donné un ouvert Ω ⊂ X, on peut compter le nombre de domaines nodaux de la
partie réelle d’une onde plane tordue, inclus dans Ω, c’est-à-dire le nombre de composantes
connexes de {x ∈ Ω;<(Eh)(x;ω) 6= 0} n’intersectant pas ∂Ω.

L’argument de Courant dans [CH67] s’adapte sans peine à ce cadre pour montrer que
ce nombre de domaines nodaux est borné par Ch−d pour un C > 0 indépendant de h (voir
la section 7.3.1 pour plus de détails). Il est naturel, mais difficile, de se demander si on
peut minorer cette quantité par ch−d pour un c > 0.

Le résultat de cette section nous dit que sur une surface de courbure négative, quitte
à perturber légèrement la métrique, on a une telle borne inférieure pour les nombre de
domaines nodaux inclus dans Ω de la somme de deux ondes planes tordues pour des ω
assez proches.

Perturbations génériques d’une métrique

Soit (X, g) une variété riemannienne, et soit Ω ⊂ X un ouvert borné. On note GΩ

l’ensemble des métriques lisses sur X qui cöıncident avec g en dehors de Ω. Pour tout
k ≥ 2, la distance ‖g − g′‖Ck(Ω) entre des éléments de GΩ n’est pas intrinsèque, car on la
définit en utilisant des cartes locales. Néanmoins, la topologie induite par cette distance ne
dépend pas du choix de coordonnées.

Soit P (g′) une propriété pouvant être vérifiée par une métrique g′ sur X. On dira que
P est vérifiée pour une perturbation Ck(Ω)-générique de g s’il existe un voisinage ouvert
G0 de g dans GΩ tel que l’ensemble {g′ ∈ G0;P (g′) est vérifiée} est ouvert et dense dans
G0 pour la topologie Ck(Ω).

Énoncé du théorème

Théorème 1.28 ([Ing]). Supposons que (X, g) soit une variété euclidienne près de l’infini
de dimension 2, de courbure sectionnelle ≤ 0. Supposons que la courbure sectionnelle est

strictement négative sur
◦
X0, que K 6= ∅, et que P(1/2) < 0.

Il existe ε > 0 tel que pour tous ω0, ω1 ∈ S1 avec |ω0 − ω1| < ε et ω0 6= ω1, et pour tout
ouvert non-vide Ω ⊂ X, le résultat suivant soit vrai. Il existe un ouvert OΩ b X0 tel que

19
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pour une perturbation Ck(OΩ)-générique g′ de g, il existe des constantes c > 0 et h0 > 0
tels que pour tout 0 < h < h0 la fonction <(Eh(·, ω0; g′))+<(Eh(·, ω1; g′)) a au moins ch−2

domaines nodaux inclus dans Ω.

Ce théorème sera prouvé au chapitre 7.

1.4 Vers un cadre plus général

Les résultats précédents ont été formulé pour les ondes planes tordues sur des variétés
euclidiennes près de l’infini. Il y a toutefois plusieurs raisons pour vouloir écrire certains
de ces résultats dans un cadre plus général :

— Nous avons vu dans la section 0.2.1 que sur les surfaces de Schottky, les séries
d’Eisenstein pouvaient être définies comme la somme :∑

γ∈Γ

( 1− |γx|2

4|γx− ξ|2
)s
.

Chacun des termes de la somme peut se réécrire comme
(

1−|γx|2
4|γx−ξ|2

)1/2
e
i
h

1−|γx|2

4|γx−ξ|2 ,

c’est-à-dire comme un état lagrangien de phase 1−|γx|2
4|γx−ξ|2 .

Il est toutefois aussi possible de définir les séries d’Eisenstein par une définition
analogue à celle de la proposition-définition 1.3. On peut alors retrouver le fait
que les séries d’Eisenstein s’écrivent comme une somme d’états lagrangiens par une
généralisation du théorème 1.23. L’avantage de cette approche, que nous détaillerons
dans la section 3.6.3, est qu’elle marche encore pour les (suffisamment petites) per-
turbations compactes des surfaces de Schottky.

— Nous avons cherché à écrire nos résultats de la manière la plus axiomatique possible,
afin qu’ils s’appliquent à des variétés plus générales que les variétés euclidiennes à
l’infini. Par exemple, il est peut-être possible de définir des ondes planes tordues
pour des variétés asymptotiquement hyperboliques d’une manière analogue à celle
de la proposition-définition 1.3. Si une telle définition est possible, alors l’analogue
des théorèmes 1.19 et 1.23 sera encore vrai dans ce cadre.

— Sur les variétés euclidiennes près de l’infini, on peut considérer des fonctions propres
de l’opérateur de Laplace-Beltrami plus générales que les ondes planes tordues : il
suffit que la fonction propre s’écrive comme un état lagrangien associé une lagran-
gienne ayant certaines propriétés d’invariance par le flot, plus un terme � purement
sortant � pour que l’analogue du théorème 1.19 s’applique. En particulier, nous
montrerons dans la section 3.6.2 qu’en dimension 2, on pourra appliquer l’analogue
du théorème 1.19 à des fonctions de la forme∫

S1
Eh(x, ω)eiωk/hdω,
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1.4 Vers un cadre plus général

du moment que k/h ∈ Z. Ce sont des � ondes de moment angulaire k �. Ceci peut
permette de mieux comprendre la structure de l’opérateur de diffusion dans la limite
semi-classique.
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Chapitre 2

Équidistribution des décalages de
phase et diffusion piégée

L’objectif de ce chapitre est de démontrer le théorème 1.18 sur l’équidistribution des
décalages de phase. Nous suivons donc de près l’article [Ing16], qui adapte la preuve de
[GRHZ15] à un cadre plus général. Ce chapitre est entièrement indépendant des autres cha-
pitres de cette thèse. Libre au lecteur de le sauter pour lire plus vite les chapitres suivants.

Commençons par rappeler l’énoncé du théorème 1.18 :

Théorème. Supposons que la variété (X, g) et le potentiel V sont tels que (1.14) et (1.16)
sont vérifiées. Soit f : S1 −→ C une fonction continue telle que 1 /∈ suppf . On a alors

lim
h→0
〈µh, f〉 =

Vol(I)

2π

∫ 2π

0
f(eiθ)dθ.

Rappelons que l’équation (1.14) affirmait que

Vol(Γ̃±) = 0,

tandis que l’équation (1.16) affirmait que

∀l ∈ N\{0}, Vol
(
{(ω, η) ∈ I;κl(ω, η) est bien défini et κl(ω, η) = (ω, η)}

)
= 0.

Bien que nous n’ayons pas besoin de ce résultat par la suite, montrons que l’équation
(1.14) est toujours vérifiée si le niveau d’énergie E est non-dégénéré.

Lemme 2.1. Supposons que p : T ∗X → R est tel que ∀ρ ∈ E, on a dρp 6= 0. On a alors
Vol(Γ̃±) = 0.
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Chapitre 2 : Équidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

Démonstration. La preuve est très semblable à celle de [DZ, Proposition 6.5]. Si ∀ρ ∈ E ,
on a dρp 6= 0, alors E est une variété lisse, qui peut être équipée de la mesure de Liouville
µ. Cette mesure est invariante par le flot hamiltonien (Φt).

Remarquons que, en dehors de X0, cette mesure est juste la mesure de Lebesgue sur
S∗(X\X0), de sorte que, si Cr0,r1 := (B(0, r1)\B(0, r0)) ⊂ (Rd\K0) ' (X\X0), on a

Vol(Γ̃±) = 0 ⇔ ∃ 0 < r0 < r1 suffisamment grand pour que µ
(
Γ± ∩ Cr0,r1

)
= 0.

Raisonnons par l’absurde, et supposons que l’on peut trouver 0 < r0 < r1 tels que
µ
(
Γ± ∩ Cr0,r1

)
> 0. Comme la trajectoire d’un point dans Γ± ∩ Cr0,r1 est une ligne droite

pour ±t ≥ 0, on peut trouver un temps t0 = t0(r0, r1) tel que pour tout j ≥ 1, Φ∓jt0
(
Γ± ∩

Cr0,r1
)
∩
(
Γ± ∩ Cr0,r1

)
= ∅. Comme Φt0 est un difféomorphisme, on a alors que pour tous

j, j′ ∈ N tels que j 6= j′,
(

Φ∓jt0
(
Γ± ∩ Cr0,r1

))
∩
(

Φ∓j
′t0
(
Γ± ∩ Cr0,r1

))
= ∅.

D’autre part, comme µ est invariante par le flot hamiltonien, on a que

µ
( ∞⋃
j=0

Φ∓jt0
(
Γ± ∩ Cr0,r1

))
=

∞∑
j=0

µ
(

Φ∓jt0
(
Γ± ∩ Cr0,r1

))
=
∞∑
j=0

µ
(
Γ± ∩ Cr0,r1

)
= +∞,

par hypothèse. Mais pour tout j ≥ 0, Φ∓jt0
(
Γ±∩Cr0,r1

)
appartient à une région compacte

de E , où les points de la base sont soit dans X0, soit dans B(0, r1) ⊂ Rd. Par conséquent,

on doit avoir µ
(⋃∞

j=0 Φ∓jt0
(
Γ± ∩ Cr0,r1

))
< +∞, ce qui est absurde.

Tâchons maintenant de reformuler plus précisément l’équation (1.16), en explicitant le
domaine de κl.

2.1 Dynamique classique

On définit les � bons � ensembles (G+
k ) ⊂ T ∗Sd−1 et (G−k ) ⊂ T ∗Sd−1 par récurrence sur

k ∈ N, par
G+

0 := T ∗Sd−1\Γ̃−, G+
k+1 := {(ω, η) ∈ G+

k ;κ(ω, η) ∈ G+
0 }.

G−0 := T ∗Sd−1\Γ̃+, G−k+1 := {(ω, η) ∈ G−k ;κ(ω, η) ∈ G−0 }.

La relation de diffusion peut alors être itérée et inversée, pour obtenir pour tout k ≥ 1 des
symplectomorphismes

κk : G+
k−1 −→ G

−
k−1,

κ−k : G−k−1 −→ G
+
k−1,
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2.2 Formules des traces

ou, écrit d’une manière plus condensée, κk : Gε(k)
|k|−1 → G

−ε(k)
|k|−1 , où ε(k) est le signe de k.

On définit aussi les � mauvais � ensembles comme

B±k := T ∗Sd−1\G±k . (2.1)

Lemme 2.2. Supposons que (1.14) soit vérifiée. Soit k ∈ Z, et ε = ±. Alors Bεk a une
mesure de Liouville nulle.

Démonstration. Remarquons qu’il est aussi possible de définir, de manière équivalente, les
mauvais ensembles par récurrence par

B+
0 :=Γ̃+, B+

k+1 := {(ω, η) ∈ T ∗Sd−1\B+
k ;κ(ω, η) ∈ B+

0 }
B−0 :=Γ̃+, B−k+1 := {(ω, η) ∈ T ∗Sd−1\B−k ;κ(ω, η) ∈ B−0 }.

Puisque, par hypothèse, Γ̃± a une mesure de Liouville nulle, et puisque κ préserve la mesure
de Liouville, le résultat s’ensuit.

Pour l ∈ Z\{0}, on définit l’ensemble des points interagissants de période l comme

Fl := {(ω, η) ∈ I ∩ Gε(l)|l|−1;κl(ω, η) = (ω, η)}, (2.2)

où ε(l) est le signe de l. Remarquons que cet ensemble est fermé.
L’hypothèse (1.16) peut alors se reformuler comme suit :

Pour tout l ∈ Z\{0}, la mesure de Liouville de Fl est nulle.

Remarquons que, comme κl préserve le volume, cette hypothèse est équivalente à
l’énoncé apparemment plus faible que pour tout l ∈ N\{0}, la mesure de Liouville de
Fl est nulle.

Remarquons aussi que cette hypothèse implique que

Vol(∂I) = 0. (2.3)

En effet, un point sur la frontière de I est dans I car I est fermé, et ce point est fixé par
κ.

2.2 Formules des traces

L’objectif de cette section est de prouver la proposition suivante, qui est le point clef
de la preuve.

Proposition 2.3. Supposons que la variété (X, g) et le potentiel V sont tels que (1.14) et
(1.16) sont vérifiées. Soit k ∈ Z\{0}. On a alors

Tr
(
(Skh − Id)

)
= − Vol(I)

(2πh)d−1
+ o(h−(d−1)). (2.4)

Démonstration. Pour prouver cette proposition, on fixe un k ∈ Z\{0}, et on construit une
partition de l’unité adaptée, d’une manière analogue à [MO05].
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Chapitre 2 : Équidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

Figure 2.1 – Les fonctions de troncature ψε1 et ψε2

Partition de l’unité Rappelons que ε(k) désigne le signe de k. On écrit

G̃k :=Gε(k)
|k|−1

B̃k :=T ∗Sd−1\G̃k.

G̃k est l’ensemble où κk est bien définie. Finalement, on écrit

Pk := B̃k ∪ Fk ⊂ T ∗Sd−1,

où les Fl sont comme dans (2.2). Cet ensemble est fermé, est de mesure nulle par le lemme
2.2 et par (1.16),et κk est bien définie et ne possèdent pas de points fixes dans I\Pk.

Comme Pk est fermé avec une mesure de Liouville nulle, par régularité extérieure de
la mesure de Liouville, on peut trouver pour tout ε > 0 une fonction de troncature χkε ∈
C∞c (T ∗Sd−1; [0, 1]) telle que χkε(ω, η) = 1 si (ω, η) ∈ Pk, telle que le support de χkε est
contenu dans un ε-voisinage de I, et tel que la mesure de Liouville du support de χkε est
plus petite que ε :

Vol(supp(χkε)) ≤ ε.

On note Oph(χkε) la quantification de Weyl de χkε , comme définie dans la section A.1.

On prend aussi ψ1
ε ∈ C∞c (T ∗Sd−1; [0, 1]) telle que ψ1

ε = 1 près de I et ψ1
ε(ω, η) = 0 si

d((ω, η), I) ≥ ε et ψ2
ε ∈ C∞c (T ∗Sd−1; [0, 1]) telle que ψ2

ε = 0 en dehors de I, et ψ2
ε = 1 en

dehors d’un ε-voisinage de T ∗Sd−1\I (voir la figure 2.1).
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2.2 Formules des traces

Remarquons que l’on a pour tout (ω, η) ∈ T ∗Sd−1, ψ1
ε(ω, η) ≥ ψ2

ε(ω, η), et que ‖ψ1
ε −

ψ2
ε‖L1 = O(ε) grâce à (2.3).

On a

1 = (1− ψ1
ε) + ψ2

ε(1− χkε) + ψ2
εχ

k
ε + (ψ1

ε − ψ2
ε). (2.5)

Le premier terme correspond aux points en dehors de la région d’interactions. Le
deuxième correspond aux points de la région d’interaction qui ne sont ni piégés, ni des
points fixes, tandis que les deux derniers termes ont un support de volume O(ε). Nous
allons calculer la trace de (Skh − Id) à l’aide de cette décomposition.

Trace à l’intérieur de la région d’interaction Grâce au théorème 1.14 et à la com-
position des opérateurs intégraux de Fourier, on a que SkhOph(ψ2

ε(1−χkε )) est un opérateur
intégral de Fourier associé à κk|I\Pk

microlocalement près de (I\κk(Pk))× (I\Pk).

Étant donné que, par définition de Pk, κk n’a aucun point fixe dans I\Pk, le lemme
A.3 nous assure que

Tr(SkhOph(ψ2
ε(1− χkε )) = O(h∞).

Ceci implique que

Tr
(
(Skh − Id)Oph(ψ2

ε(1− χkε ))
)

= Tr(Oph(ψ2
ε(1− χkε ))) +O(h∞)

=
1

(2πh)d−1

∫
T ∗Sd−1

ψ2
ε(1− χkε) +O(h2−d)

=
1

(2πh)d−1
Vol(I) + h−(d−1)rε +O(h2−d),

(2.6)

où rε est indépendant de h, et est un O(ε). Pour passer de la première ligne à la seconde,
on a utilisé la formule (A.1).

Trace à l’extérieur de la région d’interaction Pour estimer la trace à l’extérieur de
la région d’interactions, considérons une base orthonormée de L2(Sd−1) constituée d’har-
moniques sphériques φm` vérifiant (∆Sd−1 − `(`+ d− 1))φm` = 0, où ` ∈ N, 0 ≤ m ≤ d`. Ici,
d` = O(`d−2), comme on peut le voir en utilisant la loi de Weyl.

Soit R > 0 suffisamment grand pour que

I ⊂ {(ω, η) ∈ T ∗Sd−1; |η| ≤ R}.

Nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant :

Lemme 2.4. Pour tout R′ > R, x ∈ B(0, R) ⊂ Rd, h > 0 pour tout ` ≥ R′/h, et m ≤ d`,
on a ∫

Sd−1

ei〈ω,x〉/hφm` (ω)dω = O
(( R

h`2

)∞)
.
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Chapitre 2 : Équidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

Démonstration. On a, pour tout n ∈ N,∫
Sd−1

ei〈ω,x〉/hφm` (ω)dω =
1

(`(`+ 1))n

∫
Sd−1

φm` (ω)∆nei〈ω,x〉/hdω.

On a que ∆nei〈ω,x〉/h est borné par
(
|x|
h

)2n
fois un polynôme ne dépendant que de n.

Le résultat s’ensuit.

Le lemme suivant nous permet d’estimer la trace en dehors de la région d’interactions.

Lemme 2.5. Supposons que (1.14) et (1.16) soient vérifiées. Soit k ∈ Z\{0}. On a

Tr
(
(Skh − Id)(Id−Oph(ψ1

ε))
)

= O(h∞).

Démonstration. Le second point du théorème 1.14 implique que pour tous ε > 0, ` ∈ N et
m = 1, ..., d` , on a

‖(Skh − Id)(Id−Oph(ψ1
ε))φ

m
` ‖ = O(h∞). (2.7)

On a donc

Tr
(
Skh − Id)(Id−Oph(ψ1

ε))
)

=
∑
`∈N

d∑̀
m=1

〈φm` , (Skh − Id(Id−Oph(ψ1
ε)))φ

m
` 〉

=
∑

`<R′/h2

d∑̀
m=1

〈φm` , (Smh − Id(Id−Oph(ψ1
ε)))φ

m
` 〉

+
∑

`≥R′/h2

d∑̀
m=1

〈φm` , (Skh − Id(Id−Oph(ψ1
ε)))φ

m
` 〉

=
∑

`≥R′/h2

d∑̀
m=1

〈φm` , (Skh − Id)φm` 〉+O(h∞),

où R′ > R + ε. Ici, on a estimé la somme pour ` < R′/h2 en utilisant (2.7) et le fait que
d` = O(`d−2).

Estimons maintenant la somme pour ` ≥ R′/h2. Notons ak(ω, ω
′;h) le noyau intégral

de Skh − Id.

En utilisant (1.6), on voit que a1(ω, ω′;h) =
∫
Rd e

i〈ω,x〉/hf1(x, ω′;h)dx, où f1 est une
fonction lisse de x et ω′, à support en x dans un compact indépendant de ω′ et h. De plus,
en utilisant 1.10, on voit que f1 est bornée polynômialement en h.

En composant les opérateurs, on voit que de même, ak peut se mettre sous la forme
ak(ω, ω

′;h) =
∫
Rd e

i〈ω,x〉/hfk(x, ω
′;h)dx, où f1 est une fonction lisse de x et ω′, à support

en x dans un compact indépendant de ω′ et h, et bornée polynomialement en h.
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2.2 Formules des traces

On a donc

〈φm` , (Skh − Id)φm` 〉 =

∫
Sd−1

dω

∫
Sd−1

dω′φm` (ω)φm` (ω′)ak(ω, ω
′, h)

= c(d, h)

∫
Sd−1

dω′φm` (ω′)

∫
Rd
dxei〈ω,x〉/hfk(x, ω

′;h)

∫
Sd−1

dωei〈ω,x〉/hφm` (ω).

La dernière intégrale est bornée par O
(
R
h`2

)∞
grâce au lemme 2.4. Par conséquent,

comme fk est à support en x dans un compact indépendant de h et de ω′, et est bornée

polynomialement en h, on obtient que 〈φ`, (Skh − Id)φ`〉 = O
(
R
h`2

)∞
. Quand on fait la

somme pour ` ≥ R′/h2 on obtient∑
`≥R′/h2

d∑̀
m=1

〈φm` , (Skh − Id)φm` 〉 = O(h∞),

ce qui conclut la preuve du lemme.

Rassembler les termes Grâce à l’équation (2.5), on a que

Tr
(
(Skh − Id)

)
= Tr

(
(Skh − Id)(Id−Oph

(
ψ1
ε

))
+ Tr

(
(Skh − Id)Oph(ψ2

ε(1− χkε ))
)

+ Tr
(
(Skh − Id)Oph

(
ψ2
εχ

k
ε + (ψ1

ε − ψ2
ε)
))

+O(h2−d).

(2.8)

Le dernier terme est borné par∣∣Tr
(
(Skh − Id)Oph

(
ψ2
εχ

k
ε + (ψ1

ε − ψ2
ε)
))∣∣

≤ ‖(Skh − Id)‖L(L2(Sd−1)

∥∥Oph(ψ2
εχ

k
ε + (ψ1

ε − ψ2
ε)
)∥∥+O(h2−d)

= h−(d−1)r′ε +O(h2−d),

(2.9)

où r′ε est indépendant de h, et est un O(ε).
Grâce à (2.6), (2.9) et au lemme 2.5, l’équation (2.8) devient

h(d−1)Tr
(
(Skh − Id)

)
=

Vol(I)

(2π)d−1
+ rε + r′ε +O(h).

Puisque ceci est vrai pour tout ε > 0, on obtient le résultat de la proposition 2.3.

Corollaire 2.6. Supposons que (1.14) et (1.16) soient vérifiées. Soit p un polynôme sur
C qui est divisible par (1− z). On a alors

Tr
(
p(Sh)

)
=

Vol(I)

(2πh)d−1

1

2π

∮
S1
p(eiθ)dθ + o(h−(d−1)).

Démonstration. Tout polynôme complexe divisible par (1− z) peut être écrit comme une
combinaison linéaire de polynômes de la forme p(z) = (zk − 1), avec k ∈ Z, pour lesquels
on a prouvé le résultat dans la proposition 2.3.
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Chapitre 2 : Équidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

2.3 Preuve du théorème 1.18

Définissons

C0
w(S1) = {f ∈ C0(S1;C); f(z)/(z − 1) est continue }.

‖f‖w = sup
|z|=1,z 6=1

∣∣∣ f(z)

z − 1

∣∣∣ pour f ∈ C0
w(S1).

Nous allons maintenant prouver le théorème suivant, qui est une version un peu améliorée
du théorème 1.18.

Théorème 2.7. Supposons que la variété (X, g) and le potentiel V soient tels que (1.14)
et (1.16) soient vérifiées. Soit f ∈ C0

w(S1). On a alors

lim
h→0
〈µh, f〉 =

Vol(I)

2π

∫ 2π

0
f(eiθ)dθ.

Avant de passer à la preuve, nous avons besoin d’énoncer deux lemmes techniques.
Rappelons que nous notons les valeurs propres de Sh par eiβn,h . Si L > 1, nous noterons
NL,h le nombre de n ∈ N tels que |eiβh,n − 1| ≥ e−L/h.

Lemme 2.8. Il existe C0 > 0 telle que pour tout L ≥ 1 et tout 0 < h < 1, on a Nh,L ≤

C0

(
L
h

)d−1

Démonstration. Nous noterons sj(Sh − Id), j ∈ N les valeurs singulières de Sh − Id, c’est-
à-dire, les racines carrées des valeurs propres de (Sh − Id)(Sh − Id)∗, avec la convention
que sj ≥ sj+1.

L’estimée (2.3) de [Chr15], qui repose sur les techniques développées dans [Zwo89], nous
dit que

sj(Sh − Id) ≤ C

hd
exp

(C
h
− j1/(d−1)

C

)
.

En particulier, on a que

N∏
j=1

sj(Sh − Id) ≤
( C
hd

)N
exp

(NC
h
− 1

C

N∑
j=1

j1/(d−1)
)

≤
( C
hd

)N
exp

(NC
h
− C ′Nd/(d−1)

)
,

pour un C ′ > 0 indépendant de h et de N . Par l’inégalité de Weyl (voir, par exemple, [DZ,
Proposition B.22]), on obtient que

∏
|eiβh,n−1|≥e−L/h

|eiβh,n − 1| ≤
NL,h∏
j=1

sj(Sh − Id).
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2.3 Preuve du théorème 1.18

Par conséquent, on a

e−
LNh,L
h ≤

∏
|eiβh,n−1|≥e−L/h

|eiβh,n − 1|

≤
NL,h∏
j=1

sj(Sh − Id)

≤
( C
hd

)NL,h
exp

(NL,hC

h
− C ′NL,h

d/(d−1)
)
.

En prenant le logarithme de chaque membre de l’équation, on obtient

−
LNh,L

h
≤ NL,h log

( C
hd

)
+
NL,hC

h
− C ′NL,h

d/(d−1).

Le premier terme du membre de droite est négligeable devant les autres, dont on a, quitte
à changer un peu la constante C ′,

C ′NL,h
d/(d−1) ≤

NL,h(C + L)

h
,

de sorte que NL,h ≤
(
C+L
C′h

)d−1
≤ C0(L/h)d−1 pour un C0 > 0 suffisamment grand, mais

indépendant de L et de h, ce qui conclut la preuve du lemme.

Lemme 2.9. Il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ C0
w(S1), on a

|〈µh, f〉| ≤ C‖f‖w

Démonstration. On a

|〈µh, f〉| = (2πh)d−1
∣∣∣∑
n∈N

f(eiβh,n)
∣∣∣

≤ (2πh)d−1
∑

|eiβh,n−1|≥e−1/h

|f(eiβh,n)|+ (2πh)d−1
∑

|eiβh,n−1|<e−1/h

|f(eiβh,n)|.
(2.10)

Considérons tout d’abord la première somme du membre de droite. Par le lemme 2.8,
elle comporte au plus C0h

−(d−1) termes. Elle est donc bornée par

(2πh)d−1
∑

|eiβh,n−1|≥h

f(eiβh,n) ≤ (2πh)d−1C0h
−(d−1)‖f‖C0 ≤ C‖f‖w. (2.11)

Considérons maintenant la deuxième somme dans le membre de droite de (2.10). Pour
chaque k ≥ 1 et 0 < h < 1, on note σk,h l’ensemble des entiers n ∈ N tels que e−(k+1)/h ≤
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Chapitre 2 : Équidistribution des décalages de phase et diffusion piégée

|eiβh,n − 1| < e−k/h. Par le lemme 2.8, σk,h contient au plus C0

(
k+1
h

)d−1
éléments. D’autre

part, pour chaque n ∈ σk,h, on a

|f(eiβh,n)| ≤ ‖f‖we−k(d+1)/h.

Par conséquent, on a

(2πh)d−1
∑

|eiβh,n−1|<e−1/h

|f(eiβh,n)| = (2πh)d−1
+∞∑
k=1

∑
n∈σk,h

|f(eiβh,n)|

≤
+∞∑
k=1

C0

(k + 1

h

)d−1
‖f‖we−k(d+1)/h

≤ C‖f‖w,

pour un C indépendant de h. Ceci conclut la preuve du lemme.

Preuve du théorème 2.7. Nous avons prouvé le résultat pour tous les polynômes divisibles
par (z − 1) dans le corollaire 2.6.

Les polynômes de cette forme sont denses dans in C0
w. En effet, si f ∈ C0

w, alors f/(1−z)
est continue, donc elle peut être approchée pour la norme C0 par une suite de polynômes
Pn. Mais alors, (1− z)Pn approche f dans la topologie C0

w.
Nous avons donc prouvé le théorème pour un sous-ensemble dense dans C0

w. Le lemme
2.9 nous donne la continuité nécessaire pour conclure la preuve.
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Chapitre 3

Cadre général de nos résultats sur
les ondes planes tordues

Dans ce chapitre, qui suit en partie [Ing15a] et [Ing15b], nous présenterons les hy-
pothèses générales sous lesquelles nos résultats sur les ondes tordues sont vérifiés. Certaines
de ces hypothèses portent sur la géométrie de la variété à l’infini (§3.1)), d’autres portent
sur la dynamique près de l’ensemble capté (§3.2 et §3.5), tandis que d’autres portent sur
les fonctions propres Eh (§3.6), et sur les variétés lagrangiennes qui leurs sont associées
(§3.3). Nous présenterons les résultats principaux qui découlent de ces hypothèses dans les
sections §3.4 et §3.7.

Les hypothèses sous lesquelles les résultats de la section 1.3.3 peuvent être généralisées
concernent la lagragienne entrante, la variété près de l’infini, l’opérateur Ph... Toutefois, la
plus importante de ces hypothèses étant que la courbure sectionnelle de (X, g) est négative
ou nulle, ces hypothèses seront toujours contenues dans des paragraphes nommés � hy-
pothèses supplémentaires en courbure négative �.

Dans la section 3.7.3, nous rappelons quels sont les principaux exemples de fonctions
propres généralisées que nous considérons, quels sont nos principaux résultats, et un tableau
indique quel résultat s’applique à quel exemple. Nous invitons le lecteur à se reporter à ce
tableau s’il se perd entre les hypothèses !

Soit (X, g) une variété Riemannienne de dimension d, complète et non compacte, et
soit V : X −→ R un potentiel lisse à support compact.

On écrira p(x, ξ) = p(ρ) : T ∗X −→ R, p(x, ξ) = ‖ξ‖2 + V (x) pour le hamiltonien
classique. Pour tout t ∈ R, on notera Φt : T ∗X −→ T ∗X le flot hamiltonien au temps t
pour le hamiltonien p.

On notera

E := {(x, ξ ∈ T ∗X; p(x, ξ) = 1}.

Toute fonction lisse f : X −→ R, peut être relevée en une fonction f : T ∗X −→ R, que
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Chapitre 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

l’on continuera à noter par la même lettre. On peut alors définir ḟ , f̈ ∈ C∞(T ∗X) comme
étant les dérivées de f par rapport au flot hamiltonien.

ḟ(x, ξ) :=
df(Φt(x, ξ))

dt

∣∣
t=0

, f̈(x, ξ) :=
d2f(Φt(x, ξ))

dt2
∣∣
t=0

.

3.1 Hypothèses géométriques près de l’infini

On supposera toujours que l’hypothèse suivante est vérifiée

Hypothèse 3.1 (Structure de X près de l’infini). On suppose que la variété (X, g) est
telle que les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Il existe une compactification X de X, c’est-à-dire, une variété compacte à bord X
telle que X est difféomorphe à l’intérieur de X.

(2) Il existe sur X une fonction b définissant le bord, c’est-à-dire une fonction lisse
b : X −→ [0,∞) telle que b > 0 sur X, et b s’annule au premier ordre sur ∂X.

(3) Il existe une constante ε0 > 0 telle que pour tout point (x, ξ) ∈ E,

si b(x, ξ) ≤ ε0 et ḃ(x, ξ) = 0 alors b̈(x, ξ) < 0.

Remarquons que, bien que la partie (3) de l’hypothèse fasse référence au flot hamilto-
nien, cette hypothèse ne porte que sur la variété (X, g) et non sur le potentiel V , car V est
supposé à support compact, de sorte que V ≡ 0 sur {b ≤ ε0} pour ε0 suffisamment petit.

Exemple 3.2. Rd vérifie bien l’hypothèse 3.1, en prenant pour b la fonction b(x) = (1 +
|x|2)−1/2. On a alors X ≡ B(0, 1).

Exemple 3.3. L’espace hyperbolique Hd vérifie aussi l’hypothèse 3.1. En effet, dans le
modèle de la boule de Poincaré B0(1) = {x ∈ Rd; |x| < 1}, où | · | dénote la norme
euclidienne, on voit que Hd se compactifie en la boule unité fermée, et que la fonction
b(x) = 21−|x|

1+|x| vérifie les conditions (2) et (3).

On écrira X0 := {x ∈ X; b(x) ≥ ε0/2}. Quitte à prendre ε0 plus petit, on peut supposer
que supp(V ) ⊂ {x ∈ X; b(x) > ε0}. On appellera X0 la région d’interaction. On écrira
aussi

W0 := T ∗(X\X0) = {ρ ∈ T ∗X; b(ρ) < ε0/2}, W0 = W0 ∩ E . (3.1)

Quitte à prendre ε0 encore plus petit, on peut aussi demander que

∀ρ ∈ W0, b(Φ
1(ρ)) < ε0. (3.2)

Définition 3.4. Si ρ = (x, ξ) ∈ E, on dira que ρ s’échappe directement dans le futur, ce
que l’on notera ρ ∈ DE+, si b(x) < ε0/2 et ḃ(x, ξ) ≤ 0.

Si ρ = (x, ξ) ∈ E, on dira que ρ s’échappe directement dans le passé, ce que l’on notera
ρ ∈ DE−, si b(x) < ε0/2 et ḃ(x, ξ) ≥ 0.

34



3.1 Hypothèses géométriques près de l’infini

Remarquons que l’on a
W0 = DE− ∪ DE+.

La partie (3) de l’hypothèse 3.1 implique le résultat suivant qui traduit la convexité
géodésique, c’est-à-dire le fait qu’une trajectoire ayant quitté la région d’interactions ne
peut pas y retourner.

Lemme 3.5. Pour tout t ≥ 0, on a

Φt(E ∩ T ∗X0) ∩ DE− = ∅.

Démonstration. Supposons qu’il existe un ρ ∈ Φt(E ∩T ∗X0)∩DE− pour un t ≥ 0. Il existe
alors un ρ′ ∈ E ∩ T ∗X0 tel que ρ = Φt(ρ′). Considérons la fonction f(s) := b(Φs(ρ′)). On a
alors f(0) > ε0/2, f(t) < ε0/2 et f ′(t) ≥ 0 par hypothèse. Ceci est impossible, car d’après
l’hypothèse 3.1, point (3), dès que f(s) ≤ ε0 et f ′(s) = 0, on doit avoir f ′′(s) < 0.

Hypothèses supplémentaires en courbure négative

Pour que des résultats analogues à ceux de la section 1.3.3 soient vrais, il nous faut faire
des hypothèses plus fortes sur (X, g). Dans toute la suite, nous noterons dX la distance
géodésique sur la variété X.

Hypothèse 3.6. (i) (X, g) est de courbure sectionnelle négative ou nulle, et le potentiel
V est nul.

(ii) La courbure sectionnelle sur X est bornée inférieurement par une constante −b0,
avec b0 ∈ (0,∞).

(iii) Le rayon d’injectivité tend vers l’infini à l’infini, au sens suivant : pour toute suite
de points (xn) ⊂ X telle que b(xn) tend vers 0, on a rI(xn) −→∞.

Rappelons que si x ∈ X, le rayon d’injectivité de x, noté ri(x), est le plus grand nombre
r > 0 tel que l’application exponentielle en x est injective sur la boule ouverte B(0, r).
Rappelons aussi que sur une variété de courbure négative ou nulle, dire que ri(x) < ∞
signifie qu’il existe y ∈ X tel que dX(x, y) = ri(x) et qu’il existe deux géodésiques de
vitesse 1 minimisant la distance entre x et y.

Le point (iii) de l’hypothèse 3.6 implique 1 que

ri := inf
x∈X

ri(x) > 0. (3.3)

Exemple 3.7. La variété représentée sur la figure 3.2 est un exemple simple de variété
vérifiant l’hypothèse 3.6.

Exemple 3.8. Tout quotient de l’espace hyperbolique par un groupe convexe cocompact
vérifie l’hypothèse 3.6. Si l’on perturbe légèrement la métrique d’une telle variété dans un
compact, elle vérifiera encore l’hypothèse 3.6.

1. On peut en fait montrer que (3.3) découle de l’hypothèse 3.1 et de la partie (i) de l’hypothèse 3.6.
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Chapitre 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

3.2 Hyperbolicité

Rappelons que la définition d’ensemble hyperbolique a été donnée dans la définition
0.2, et que K est l’ensemble capté à énergie 1. Nous ferons toujours l’hypothèse suivante :

Hypothèse 3.9. K est un ensemble hyperbolique pour (Φt).

Ceci peut se reformuler à l’aide d’une métrique adaptée, comme dans [KH95, Chapitre
17] : il existe une métrique 2 gad sur un voisinage de K dans E et un λ > 0 ayant la propriété
suivante. Pour tout ρ ∈ K, il existe une décomposition de l’espace tangent TρS

∗X =
E−ρ ⊕E+

ρ ⊕E0
ρ , avec E−ρ et E+

ρ de dimension d− 1, et E0
ρ de dimension 1 cöıncidant avec

la direction du flot, telle que
(i) Φt

(
E±ρ
)

= E±Φt(ρ)

(ii)

‖dΦt
ρ(v)‖gad ≤ e

−λ|t|‖v‖gad pour tout v ∈ E∓ρ ,±t ≥ 0. (3.4)

On peut ensuite étendre la métrique gad en une métrique sur tout E , telle que en dehors
de la région d’interaction, gad cöıncide avec la métrique sur T ∗X induite par la métrique
sur X. À partir de maintenant, d désignera la distance sur E associée à cette métrique.

On appelle E± les espaces instable (resp. stable) au point ρ. Ces espaces sont tangents
à Γ±. Nous aurons aussi besoin des espaces

E+0
ρ := E+

ρ ⊕ E0
ρ , E−0

ρ := E−ρ ⊕ E0
ρ , (3.5)

appelés respectivement espace faiblement instable et faiblement stable au point ρ.
Rappelons quelques propriétés des ensembles hyperboliques. Nous renvoyons le lecteur

à [KH95, Chapitres 6 et 17] pour la preuve de ces résultats.
i) K est structurellement stable, au sens suivant. Définissons, pour E > 0, l’ensemble

capté à énergie E comme

EE := {(x, ξ) ∈ T ∗X; p(x, ξ) = E}, (3.6)

où p est le hamiltonien, et

KE := {ρ ∈ EE tel que Φt(ρ) demeure dans un compact donné pour tout t ∈ R}. (3.7)

On a alors

∃δ > 0, ∀E ∈ (1− δ, 1 + δ), KE est un ensemble hyperbolique pour Φt
|EE′

. (3.8)

ii) dΦt
ρ(E

±
ρ ) = E±Φt(ρ).

2. L’intérêt de changer de métrique est que, par rapport à la définition 0.2, on peut prendre C = 1 dans
(3.4).
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3.2 Hyperbolicité

Figure 3.1 – Un exemple de potentiel sur (R2, geucl) tel que l’ensemble capté est hyper-
bolique, pour certains niveaux d’énergie. (Voir [Sjö90, Appendix C] pour plus de détails.)

iii) Il existe p < 1 tel que

K 3 ρ 7→ E±ρ ⊂ Tρ(EE) est p− hölderienne. (3.9)

iv) Pour tout ρ ∈ KE et tout ε > 0 suffisamment petit, il existe une variété fortement
(in)stable en ρ, notée W±ε (ρ) et définie par

W±ε (ρ) = {ρ′ ∈ EE ; d(Φt(ρ),Φt(ρ′)) < ε pour tout ± t ≤ 0 et lim
t→∓∞

d(Φt(ρ′),Φt(ρ)) = 0}.

W±ε (ρ) est alors tangente à E±ρ .

Coordonnées adaptées

Nous aurons souvent besoin par la suite de coordonnées adaptées aux directions stables
et instables du flot, construites dans le lemme suivant, inspiré de [NZ09, Lemme 4.3].

Lemme 3.10. Soit ρ ∈ K. Il existe un système de coordonnées symplectiques adaptées
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(yρ, ηρ) dans un voisinage de ρ dans T ∗X telles que l’on ait :

(i) ρ ≡ (0, 0)

(ii) E+
ρ = vect{ ∂

∂yρi
(ρ), i = 2, ..., d},

(iii) E−ρ = vect{ ∂

∂ηρi
(ρ), i = 2, ..., d},

(iv) ηρ1 = p− 1 est la coordonnée d’énergie,

(v)
〈 ∂

∂yρi
(ρ),

∂

∂yρj
(ρ)
〉
gad(ρ)

= δi,j , i, j = 2, ..., d.

Démonstration. On peut identifier ρ ∈ T ∗X avec un voisinage de (0, 0) ∈ T ∗Rd. Pre-

nons eρ1 = Hp(ρ) := ∂Φt(ρ)
∂t , et complétons-le en une base (eρ1, ..., e

ρ
d) de E+

ρ telle que
〈eρi , e

ρ
j 〉gad(ρ) = 1 pour 2 ≤ i ≤ d.

On peut alors trouver des vecteurs (fρ1 , ..., f
ρ
d ) tels que E−ρ = vect{fρ2 , ..., f

ρ
d } et tels que

ω(fρj , e
ρ
k) = δj,k pour tous 1 ≤ j, k ≤ d. En particulier, on a ω(fρ1 , e

ρ
1) = dp(f1) = 1.

Par le théorème de Darboux, il existe des coordonnées symplectiques (non linéaires)
(y[, η[) près de l’origine telles que η[1 = p − 1. Il existe aussi une transformation linéaire
symplectique A telle que les coordonnées (y, η) = A(y[, η[) vérifient η1 = η[1 ainsi que

η1 = p− 1,
∂

∂yj
(0, 0) = ej et

∂

∂ηj
(0, 0) = fj , j = 1, ..., d.

Pour j = 1, ..., d− 1, on écrira

uρj := yρj+1, et sρj := ηρj+1. (3.10)

Variétés γ-instables Pour tout ε > 0, écrivons Dε = {u ∈ Rd−1, |u| < ε}. On définit le
polydisque centré au point ρ :

Uρ(ε) ≡ {(yρ, ηρ) : |yρ1 | < ε, |ηρ1 | < δ, uρ ∈ Dε, s
ρ ∈ Dε}, (3.11)

où δ est comme dans (3.8).

Nous aurons besoin par la suite de la notion de variétés lagrangiennes γ-instables, c’est
à dire de variétés lagrangiennes dont les tangentes forment un petit angle avec les directions
E+.

Définition 3.11. Soit Λ ⊂ E une variété lagrangienne iso-énergétique (pas nécessairmeent
connexe) incluse dans un petit voisinage W d’un point ρ ∈ K, et soit γ > 0. On dira que Λ
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3.3 Hypothèses sur la variété lagrangienne entrante

Figure 3.2 – Un exemple de surface de courbure négative, isométrique à deux copies de
Rd\B(0, R0) en dehors d’un compact. Cette surface vérifie l’hypothèse 3.9 d’hyperbolicité,
et l’hypothèse 3.1 près de l’infini, ainsi que l’hypothèse 3.6.

est une variété lagrangienne γ-instable, ou encore que Λ est dans un cône γ-instable, dans
les coordonnées (yρ, ηρ) si elle peut être écrite sous la forme

Λ = {(yρ1 , u
ρ, 0, F (yρ1 , u

ρ)); (yρ1 , u
ρ) ∈ D},

où D ⊂ Rd est un ouvert ayant un nombre fini de composantes connexes, et un bord lisse
par morceaux, et où F : Rd −→ Rd est une fonction lisse telle que ‖dF‖C0 ≤ γ.

Remarquons que, comme Λ est supposée iso-énergétique et lagrangienne, un calcul
immédiat montre que F ne dépend pas de yρ1 , de sorte que Λ peut en fait s’écrire sous la
forme

Λ = {(yρ1 , u
ρ, 0, f(uρ)); (yρ1 , u

ρ) ∈ D},

où f : Rd−1 −→ Rd−1 est une fonction lisse avec ‖df‖C0 ≤ γ.
Remarquons que, comme f est définie sur Rd−1, une variété γ-instable peut toujours

être vue comme un ouvert d’une variété γ-instable connexe.

3.3 Hypothèses sur la variété lagrangienne entrante

Dans la section 1.1, les ondes planes tordues Eh étaient construites à partir d’une
onde entrante E0

h, qui était un état lagrangien associé à la lagrangienne Λω introduite
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Chapitre 3 : Cadre général de nos résultats sur les ondes planes tordues

dans (1.17). Nous allons procéder de même pour généraliser les ondes planes tordues, et
nous allons introduire dans cette section des variétés lagrangiennes ayant des propriétés
analogues à celles de Λω.

Considérons une variété lagrangienne iso-énergétique L0 ⊂ E de la forme

L0 := {(x, ϕ(x)), x ∈ X1},

où X1 est un sous-ensemble fermé de X\X0 possédant un nombre fini de composantes
connexes, et une frontière lisse par morceaux, et où ϕ : X2 3 x −→ ϕ(x) ∈ T ∗xX est un
champ lisse de covecteurs défini sur un voisinage X2 de X1.

Hypothèse d’invariance On fera toujours l’hypothèse suivante sur L0 :

Hypothèse 3.12 (Hypothèse d’invariance). On suppose que L0 vérifie les propriétés d’in-
variances suivantes :

∀t ≥ 0,Φt(L0) ∩ DE− = L0 ∩ DE−. (3.12)

∀t ≤ 0,Φt(L0) ∩ DE+ = L0 ∩ DE+. (3.13)

Remarquons que cette hypothèse implique que

∀t ≤ 0,Φt(L0) ∩ DE− ⊂ L0 ∩ DE−. (3.14)

∀t ≥ 0,Φt(L0) ∩ DE+ ⊂ L0 ∩ DE+. (3.15)

Exemple 3.13. Étant donné ω ∈ Sd−1, la variété lagrangienne

L0 = Λω := {(x, ω), x /∈ X0}

vérifie l’hypothèse 3.12.

Exemple 3.14. Supposons que (X\X0, g) ∼= (Rd\B(0, R), gEucl) pour un R > 0. Alors la
lagrangienne sphérique entrante, définie par

L0 = Λsph := {(x,− x

|x|
); |x| > R},

vérifie l’hypothèse 3.12.
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3.4 Résultats concernant la propagation de L0

Hypothèse de transversalité Comme expliqué dans la section 1.3.2, nous aurons be-
soin de faire l’hypothèse que L0 est transverse aux variétés stables, dans le sens suivant.

Hypothèse 3.15 (Hypothèse de Transversalité). On suppose que L0 est telle que, pour
tout ρ ∈ K, pour tout ρ′ ∈ L0, pour tout t ≥ 0, et pour ε suffisamment petit, on a

(Φt(ρ′) ∈W−ε (ρ)) =⇒W−ε (ρ) et Φt(L0) s’intersectent transversalement en Φt(ρ′),
(3.16)

c’est-à-dire que

TΦt(ρ′)L0 ⊕ TΦt(ρ′)W
−
ε (ρ) = TΦt(ρ′)E . (3.17)

Remarquons que (3.17) est équivalente à TΦt(ρ′)L0 ∩ TΦt(ρ′)W
−
ε (ρ) = {0}.

Hypothèses supplémentaires en courbure négative

Pour que des résultats analogues à ceux de la section 1.3.3 soient vrais, il nous faut
faire des hypothèses plus contraignantes sur L0.

Tout d’abord, on demande que L0 ne se dilate pas quand on la propage dans le passé.

Hypothèse 3.16. On suppose que L0 est telle que ∀ρ1, ρ2 ∈ L0, ∀t ≤ 0, dX(Φt(ρ1),Φt(ρ2)) ≤
dX(ρ1, ρ2).

Exemple 3.17. Sur X = Rd, la variété Lagrangienne Λcirc de l’exemple 3.14 ne satisfait
pas l’hypothèse 3.16.

Pour que la généralisation du théorème 1.27 soit vraie, on a aussi besoin d’une sorte
d’hypothèse de complétude sur L0, qui est la suivante.

Hypothèse 3.18. On suppose que L0 est telle que pour tout ρ ∈ DE−, on a[
∃ρ′ ∈ L0,∀t ≤ 0, dX(Φt(ρ),Φt(ρ′)) ≤ dX(ρ, ρ′)

]
=⇒ ρ ∈ L0.

Il faut avoir à l’esprit que, même si L0 vérifie l’hypothèse 3.18, un sous-ensemble de L0

ne vérifiera pas nécessairement l’hypothèse 3.18, même s’il vérifie la propriété d’invariance
de l’hypothèse 3.12.

3.4 Résultats concernant la propagation de L0

Les hypothèses des trois section précédentes servent surtout à décrire la propagation
de L0 par le flot géodésique, qui est l’un des ingrédients principaux de nos résultats sur les
ondes planes tordues. Énonçons ces résultats dès à présent.
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3.4.1 Résultats en présence d’un ensemble capté hyperbolique

Pour prouver les théorèmes 1.19 et 1.23 (et leurs généralisations), nous allons utiliser une
méthode WKB, et nous aurons besoin d’étudier la propagation de L0 par le flot hamiltonien
Φt. En général, il n’est pas facile d’obtenir une description simple de cette évolution. Ce
que nous ferons plutôt, c’est de décrire l’ � évolution tronquée � de L0 : à chaque pas de
temps, nous allons découper Φt(L0) selon une partition de l’unité bien choisie.

Propagation tronquée de variétés lagrangiennes Soit (Wa)a∈A une famille finie
d’ouverts de T ∗X. Soit N ∈ N, et soit α = α0, α1...αN−1 ∈ AN . Soit Λ une sous-variété
lagrangienne de T ∗X. On définit une suite de variété lagrangiennes (éventuellement vides)
(Φk

α(Λ))0≤k≤N par récurrence :

Φ0
α(Λ) = Λ ∩Wα0 , Φk+1

α (Λ) = Wαk+1
∩ Φ1(Φk

α(Λ)).

Dans la suite, nous considérerons des familles indexées par A = A1 t A2 t {0}. Pour
tout α ∈ AN tel que αN−1 6= 0, on pose

τ(α) := max{1 ≤ i ≤ N − 1;αi = 0} (3.18)

s’il existe 1 ≤ i ≤ N − 1 tel que αi = 0, et τ(α) = 0 sinon.

Théorème 3.19. Supposons que la variété (X, g) vérifie l’hypothèse 3.1 à l’infini, et que
le flot hamiltonien (Φt) vérifie l’hypothèse 3.9, et que la variété lagrangienne L0 vérifie
l’hypothèse d’invariance 3.12 ainsi que l’hypothèse de transversalité 3.15.

Fixons un γuns > 0 arbitrairement petit. Il existe alors ε0 > 0 tel que le résultat suivant
soit vrai. Soit (Wa)a∈A1 un recouvrement ouvert de K dans T ∗X de diamètre < ε0, tel
qu’il existe des points ρa ∈Wa∩K, et tel que les coordonnées adaptées (ya, ηa) centrées en
ρa soient bien définies sur Wa pour tout a ∈ A1. On peut alors compléter ce recouvrement
ouvert en un recouvrement ouvert (Wa)a∈A de E dans T ∗X où A = A1 t A2 t {0} (avec
W0 défini comme dans (3.1)) tel que les propriétés suivantes soient vérifiées.

Il existe Nuns ∈ N tel que pour tout N ∈ N, pour tout α ∈ AN et tout a ∈ A1, alors
Wa ∩ ΦN

α (L0) est soit vide, soit une variété lagrangienne dans un cône instable dans les
coordonnées (ya, ηa).

De plus, si N − τ(α) ≥ Nuns, alors Wa ∩ ΦN
α (L0) est une variété lagrangienne γuns-

instable dans les coordonnées (ya, ηa).

Remarque 3.20. Pour une suite α ∈ AN , N − τ(α) correspond au temps passé dans
la région d’interaction. La dernière partie du résultat signifie donc que si on propage une
partie de L0 et qu’elle reste dans la région d’interaction pendant suffisamment longtemps,
alors les angles entre ses tangentes et la direction instable en ρa seront petits.
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3.4.2 Résultats en courbure négative

La première conséquence des hypothèses 3.6 et 3.16 est qu’elles impliquent l’hypothèse
3.15, comme le dit le lemme suivant.

Proposition 3.21. Supposons que (X, g) vérifie l’hypothèse 3.1 près de l’infini, ainsi que
l’hypothèse 3.6, et l’hypothèse 3.9 concernant l’hyperbolicité, et que L0 est une variété
lagrangienne vérifiant l’hypothèse 3.12 d’invariance, ainsi que l’hypothèse 3.16. Alors L0

vérifie l’hypothèse 3.15 concernant la transversalité.

Pour énoncer notre résultat principal sur la propagation de L0 en courbure négative,
qui est une amélioration du théorème 3.19 dans ce cadre, nous avons besoin de la définition
suivante.

Définition 3.22. Soit X ′ une sous-variété de T ∗X de dimension d. On dira que X ′ se
projette sans caustique sur X si X ′ est contenue dans une section lisse de T ∗X. Autrement
dit, si X ′ peut s’écrire sous la forme

X ′ = {(x, f(x)), x ∈ Ω}, (3.19)

où Ω est un ouvert de X, et f est lisse.

Théorème 3.23. On fait les mêmes hypothèses et on prend les mêmes notations que dans
le théorème 3.19. On suppose de plus que (X, g) vérifie l’hypothèse 3.6, et que L0 vérifie
l’hypothèse 3.16.

Soit O ⊂ X un ensemble ouvert suffisamment petit pour pouvoir y définir des coor-
données locales. Alors pour tout N ∈ N et tout α ∈ AN , ΦN

α (L0) ∩ (T ∗O) est une variété
lagrangienne qui se projette sans caustique sur X. En particulier, dans des coordonnées
locales, la variété ΦN

α (L0) ∩ T ∗O peut s’écrire sous la forme

ΦN
α (L0) ∩ T ∗O ≡ {(x, ∂xϕα,O(x));x ∈ Oα},

où Oα est un ouvert de O.

De plus, pour tout ` ∈ N, il existe un C`,O > 0 tel que pour tous N ∈ N, α ∈ AN , on a

‖∂xϕα,O‖C` ≤ C`,O. (3.20)

3.5 Pression topologique

Donnons maintenant la définition de la pression topologique, ainsi que ses principales
propriétés et définitions équivalentes, afin de pouvoir énoncer l’hypothèse 3.24.

On suppose que K est un ensemble hyperbolique pour (Φt), comme dans la définition
0.2. Rappelons que les ensembles E+0

ρ ont été introduits dans (3.5).

43
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Rappel de la définition de la pression topologique

Soit g0 une métrique sur E , et soit d0 la distance associée. On dit qu’un ensemble
S ⊂ K est (ε, t)-séparé si pour tous ρ1, ρ2 ∈ S, ρ1 6= ρ2, on a d0(Φt′(ρ1),Φt′(ρ2)) > ε pour
un 0 ≤ t′ ≤ t. (Un tel ensemble est nécessairement fini.)

La métrique g0 induit une forme volume Ω sur tout sous-espace de dimension d de
T (T ∗Rd). A partir de cette forme volume, on peut définir le jacobien instable sur K comme
suit.

Pour tout ρ ∈ K, l’application déterminant

ΛndΦt(ρ)|E+0
ρ

: ΛnE+0
ρ −→ ΛnE+0

Φt(ρ)

peut être identifiée avec le nombre réel

det
(
dΦt(ρ)|E+0

ρ

)
:=

ΩΦt(ρ)

(
dΦtv1 ∧ dΦtv2 ∧ ... ∧ dΦtvn

)
Ωρ(v1 ∧ v2 ∧ ... ∧ vn)

,

où (v1, ..., vn) est n’importe quelle base de E+0
ρ . Ce nombre définit le jacobien instable :

expλ+
t (ρ) := det

(
dΦt(ρ)|E+0

ρ

)
. (3.21)

On pose alors

Zt(ε, s) := sup
S

∑
ρ∈S

exp(−sλ+
t (ρ)),

où le supremum est pris sur tous les sous-ensembles de K (ε, t)-séparés. La pression est
définie comme

P(s) := lim
ε→0

lim sup
t→∞

1

t
logZt(ε, s). (3.22)

Cette quantité est en fait indépendante de la forme volume Ω et de la métrique g0 choisie :
en prenant le logarithme, un changement de Ω ou de métrique ajoute simplement un terme
d’ordre O

(
1
t

)
, qui disparait à la limite t→∞.

Hypothèse 3.24. Nous supposerons que l’inégalité suivante est vérifiée :

P(1/2) < 0. (3.23)

Remarque 3.25. Si d = 2, c’est-à-dire si X est une surface, alors la condition (3.23) est
équivalente à

dimHaus(K) < 2,

où dimHaus est la dimension de Hausdorff. Si d > 2, il n’existe pas de lien simple entre
le signe de P1/2 et la dimension de Hausdorff de K, à moins que le flot ne soit conforme
dans les directions stables et istables (voir [PS01]).
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Remarque 3.26. Si X = Hd\Γ est une variété hyperbolique convexe co-compacte, alos la
condition (3.23) est équivalente à

δ(Γ) <
d

2
,

où δ(Γ) est défini comme dans (5).

Autres définitions courantes

Bien que nous ne les utiliserons pas par la suite, rappelons deux autres définitions de
la pression topologique (cf. [Wal82, Chapter 9]). Pour ρ ∈ K, on pose

ϕ+(ρ) := −dλ
+
t (ρ)

dt

∣∣∣
t=0

,

avec λ+ comme dans (3.21). On a alors la formulation variationnelle suivante :

P(1/2) = sup
µ∈Erg(K)

(
hKS(µ)−

∫
ϕ+

2
dµ
)
,

où Erg(K) désigne l’ensemble des mesures invariantes par le flot, ergodiques, et supportées
sur K, et où hKS désigne l’entropie de Kolmogorov-Sinai d’une telle mesure.

On a une définition plus simple de la pression topologique pour les flots dits Axiome
A, en terme d’orbites périodiques. Rappelons qu’un flot est dit Axiome A, si les orbites
périodiques sont denses dans K. Par exemple, le flot est toujours Axiome A si l’hypothèse
3.6 est vérifiée.

Pour chaque orbite périodique p de Φt, on note Tp sa période, et ρp l’un de ses points,

et on pose ϕ̃+(p) :=
∫ Tp

0 ϕ+
(
Φt(ρp)

)
dt.

La pression topologique est alors égale à

P(1/2) := lim
T→∞

1

T
log
( ∑
T−1≤Tp≤T

exp
(−ϕ̃+(p)

2

))
, (3.24)

la somme portant sur les orbites périodiques de période comprise entre T − 1 et T .

Cette dernière définition permet de comprendre un peu mieux ce que la pression
représente. Comme K est un ensemble hyperbolique la dynamique est complexe, et la
somme dans (3.24) possède en général un nombre de terme qui crôıt exponentiellement
avec T . D’autre part, comme K est hyperbolique, la dynamique est instable, et pour une
orbite périodique p, ϕ̃+(p) crôıt linéairement avec Tp. Ainsi, la somme dans (3.24) comporte
un nombre exponentiellement grand de termes exponentiellement petits. La condition que
nous mettons sur la pression topologique est donc une manière de dire que la dynamique
est plus instable que complexe.
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Pression topologique sur une petite fenêtre d’énergie

Soit δ > 0 suffisamment petit pour que (3.8) soit vérifiée. Rappelons que EE et KE ont
été définis dans (3.6) et (3.6) respectivement ; on définit

Eδ :=
⋃

|1−E|<δ

EE , Kδ :=
⋃

|1−E|<δ

KE .

Grâce à (3.8), la fonction λ+
t introduite dans (3.21) est bien définie sur Eδ une fois

qu’on a fixé une métrique sur Eδ. On peut alors comme précédemment, définir

Zδt (ε, s) := sup
S

∑
ρ∈S

exp(−sλ+
t (ρ)),

où le supremum est pris sur tous les sous-ensembles de Kδ (ε, t)-séparés. On peut alors
poser

Pδ(s) := lim
ε→0

lim sup
t→∞

1

t
logZδt (ε, s), (3.25)

et remarquer que cette quantité est indépendante de la métrique choisie.
Il est montré dans [NZ09, Lemme 3.1] que

P(s) = lim
δ→0
Pδ(s). (3.26)

Une définition utile de la pression topologique

Dans la suite, nous aurons besoin d’une autre définition de la pression topologique, qui
peut se traduire plus facilement en terme d’estimées sur le propagateur de Schrödinger.

Soit W = (Wa)a∈A un recouvrement ouvert fini de Kδ, tel que les Wa sont tous stric-
tement inclus dans Eδ. Pour tout T ∈ N∗, on pose W (T ) := (Wα)α∈AT où

Wα :=

T−1⋂
k=0

Φ−k(Wak),

avec α = a0, .., aT−1. Soit A′T l’ensemble des α ∈ AT tels que Wα ∩ Kδ 6= ∅. Si V ⊂ Eδ,
V ∩Kδ 6= ∅, on définit

ST (V ) := − inf
ρ∈V ∩Kδ

λ+
T (ρ), où λ+

T est comme dans (3.21). (3.27)

ZT (W, s) := inf
{ ∑
α∈AT

exp{sST (Wα)} : AT ⊂ A′T ,Kδ ⊂
⋃

α∈AT

Wα

}
On a alors, en utilisant [Wal82, Théorème 9.4] :

Pδ(s) = lim
diamW→0

lim
T→∞

1

T
logZT (W, s).
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3.5 Pression topologique

La pression topologique P est alors donnée par (3.26).
Rappelons qu’on a supposé que

P(1/2) < 0.

Fixons un ε0 > 0 tel que P(1/2) + 2ε0 < 0. Il existe alors un t0 > 0, et un Ŵ et un
recouvrement ouvert de Kδ tel que∣∣∣ 1

t0
logZt0(Ŵ, 1/2)− Pδ(1/2)

∣∣∣ ≤ ε0. (3.28)

On peut alors trouver At0 tel que {Wα, α ∈ At0} est un recouvrement ouvert de Kδ dans
Eδ et tel que ∑

α∈At0

exp{1

2
St0(Wα)} ≤ exp{t0(Pδ(1/2) + ε0)}.

Par conséquent, si on prend δ > 0 suffisamment petit, on a∑
α∈At0

exp{1

2
St0(Wα)} ≤ exp{t0(P(1/2) + 2ε0)}.

3.5.1 Un nouveau recouvrement ouvert de E

Par hypothèse, le diamètre de Ŵ dans (3.28) est plus petit que ε0, de sorte qu’on peut
lui appliquer le théorème 3.19. Tout comme dans le théorème 3.19, on peut compléter cette
famille d’ouverts en un recouvrement (Wa)a∈A de E , et si α ∈ AN pour un N ≥ 1, on
définit comme précédemment Wα :=

⋂N−1
k=0 Φ−k(Wak).

Renommons {Wα, α ∈ At0} en {Vb, b ∈ B1}, de sorte qu’on a∑
b∈B1

exp{1

2
St0(Vb)} ≤ exp{t0(P(1/2) + 2ε0)}. (3.29)

Les ensembles (Vb)b∈B1 forment un recouvrement ouvert de K. Par compacité, ils
forment donc un recouvrement ouvert de {ρ ∈ E ; d(ρ,K) ≤ ε3} pour un ε3 > 0.

Pour chaque α ∈ At0 , écrivons W̃α := Wα ∩ {ρ ∈ E ; d(ρ,K) > ε3/2}.
Nous noterons (Vb)b∈B2 les ensembles (W̃α)α∈At0 où α ∈ At0\At0 est tel que αk 6= 0

pour un 0 ≤ k ≤ t0 − 1. On notera aussi V0 l’ensemble W0,0,...,0.
En écrivant B = B1 t B2 t {0}, les ensembles (Vb)b∈B forment un recouvrement de E

par des ouverts de T ∗X qui intersectent tous E .
Si β = b0...bN−1 ∈ BN pour un N ∈ N, et si Λ est une variété lagrangienne, on définira

pour chaque 0 ≤ k ≤ N − 1 l’ensemble Φk,t0
β (Λ) par

Φ0,t0
β (Λ) = Λ ∩ Vb0

Φk,t0
β (Λ) = Vbk ∩ Φt0

(
Φk−1,t0
β (Λ)

)
for 1 ≤ k ≤ N − 1.
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Par définition des ensembles b ∈ B, on a ΦN,t0
β (Λ) = ΦNt0

αβ
(Λ), où αβ ∈ ANt0 est la

concaténation de toutes les suites composant les bk, 0 ≤ k ≤ N − 1.

Par conséquent, une fois qu’on a fixé un point ρb ∈ K ∩ Vb pour chaque b ∈ B1, on a
l’analogue suivant du théorème 3.19.

Corollaire 3.27. On fait les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.19. Soit γuns > 0.
Il existe N ′uns ∈ N tel que pour tout N ∈ N, pour tout β ∈ BN et pour tout b ∈ B1, alors
soit Vb ∩ ΦN,t0

β (L0) est vide, soit c’est une variété lagrangienne qui appartient à un cône
instable dans les coordonnées (yρb , ηρb).

De plus, si N − τ(β) ≥ N ′uns, alors Vb ∩ ΦN,t0
β (L0) est une variété lagrangienne γuns-

instable dans les coordonnées (yρb , ηρb).

On a aussi l’analogue du théorème 3.23.

Corollaire 3.28. On fait les mêmes hypothèses et on prend les mêmes notations que dans
le corollaire précédent. On suppose de plus que (X, g) vérifie l’hypothèse 3.6, et que L0

vérifie l’hypothèse 3.16.

Soit O ⊂ X un ensemble ouvert suffisamment petit pour pouvoir y définir des coor-
données locales. Alors pour tout N ∈ N et tout β ∈ BN , ΦN,t0

β (L0)∩ (T ∗O) est une variété
lagrangienne qui se projette sans caustique sur X. En particulier, dans des coordonnées
locales, la variété ΦN,t0

β (L0) ∩ T ∗O peut s’écrire sous la forme

ΦN,t0
β (L0) ∩ T ∗O ≡ {(x, ∂xϕβ,O(x));x ∈ Oβ},

où Oβ est un ouvert de O.

De plus, pour tout ` ∈ N, il existe un C`,O > 0 tel que pour tous N ∈ N, β ∈ BN , on a

‖∂xϕβ,O‖C` ≤ C`,O. (3.30)

Afin d’alléger les notations, on peut maintenant reparamétriser le temps, de sorte que
t0 = 1. On omettra ainsi la référence à t0 dans toute la suite. On a alors∑

b∈B1

exp{1

2
S1(Vb)} ≤ exp{(P(1/2) + 2ε0)}, (3.31)

et on notera Φk
β(Λ) au lieu de Φk,1

β (Λ).

Remarque 3.29. Dans [NZ09, Proposition 5.2], les auteurs prouvent qu’il existe un γ1 > 0
tel que le résultat suivant d’ invariance du cône instable soit vrai. Soit b, b′ ∈ B1, et soit
Λ une variété lagrangienne incluse dans Vb, γ-instable dans les coordonnées (yρb , ηρb) pour
un γ ≤ γ1. Alors Φ1(Λ) ∩ Vb′ est aussi une variété lagrangienne qui est γ-instable dans les
coordonnées (yρb′ , ηρb′ ).
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3.6 Hypothèses sur les fonctions propres généralisées

De plus, l’application yρb 7→ yρb′ obtenue en projetant Φ1|Λ sur les espaces {(yρb , ηρb); ηρb =
0} et {(yρb′ , ηρb′ ); ηρb′ = 0} vérifie l’estimée suivante sur son domaine de définition :

det
(∂yρb′
∂yρb

)
= (1 +O(εp))eλ

+
1 (ρb),

où ε est le maximum des diamètres des Vb, b ∈ B1, où p est comme dans (3.9), et λ+
1 (ρb)

est le jacobien instable en ρb, défini dans (3.21).

Dans toute la suite, nous supposerons toujours que γuns < γ1.

Remarque 3.30. Grâce au lemme 3.5, on a pour tout b ∈ B1 ∪B2, pour tout k ≥ 1,

Φk(L0 ∩ Vb)) ∩W0 ∩ DE− = ∅.

3.6 Hypothèses sur les fonctions propres généralisées

Sur une variété (X, g) vérifiant l’hypothèse 3.1, on considère une famille d’opérateurs
indexée par h

Ph := −h2∆ + V,

dont le symbole principal est p = |ξ|2g + V (x).

On considère une famille de fonctions propres généralisée de Ph à énergie 1, c’est-à-dire,
une famille de fonctions Eh ∈ C∞(X) indexée par h ∈ (0, 1] vérifiant

(Ph − 1)Eh = 0.

Nous ferons toujours l’hypothèse que ces fonctions propres généralisées peuvent être
décomposées comme suit.

Hypothèse 3.31. On suppose que Eh peut s’écrire sous la forme

Eh = E0
h + E1

h, (3.32)

où E0
h est une distribution tempérée qui est un état lagrangien associé à une variété lagran-

gienne L0 vérifiant l’hypothèse 3.12 d’invariance, ainsi que l’hypothèse 3.15 de transversa-
lité. On suppose que E1

h est une distribution tempérée telle que pour tout ρ ∈ WFh(E1
h),

on a ρ ∈ E.

De plus, on suppose que E1
h est sortante au sens où il existe ε2 > 0 tel que pour tout

(x, ξ) ∈ T ∗X tel que b(x) < ε2, on a

ρ ∈WFh(E1
h)⇒ ρ ∈ DE+. (3.33)
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Remarque 3.32. Remarquons que (3.33) implique que pour tout χ ∈ C∞c (X), on peut
trouver χ̂ ∈ C∞c (X) telle que χ̂ ≡ 1 sur supp(χ) ∪ {x ∈ X; b(x) ≥ ε2}, et telle que le
support de χ̂(1− χ̂) soit suffisamment petit pour que, pour tout t ≥ 1, on ait

Φt
(
WFh

(
(1− χ̂)E1

h

))
∩ T ∗supp(χ̂) = ∅. (3.34)

C’est sous cette forme que nous utiliserons le plus souvent (3.33).

Nous allons maintenant donner trois exemples de familles de fonctions propres du la-
placien entrant dans ce cadre : les ondes planes tordues sur les variétés à infinis euclidiens,
les � ondes circulaires tordues �, et les ondes planes tordues sur les variétés hyperboliques
près de l’infini. Si le cas des ondes planes tordues, traité en §3.6.1, doit guider le lecteur
dans la lecture de cette thèse, les deux autres exemples sont plus techniques, et le lecteur
peut sauter les sections 3.6.2 et 3.6.3 en première lecture.

3.6.1 Ondes planes tordues sur les variétés à infinis euclidiens

Définition 3.33. On dira qu’une variété riemannienne (X, g) est à infinis euclidiens s’il
existe un compact X0 ⊂ X et un R0 > 0 tel que X\X0 possède un nombre fini de com-
posantes connexes, notées X1, ..., Xl, (l ≥ 1) telles que pour tout 1 ≤ i ≤ l, (Xi, g) est
isométrique à

(
Rd\B(0, R0), gEucl

)
.

Si l = 1 dans la définition précédente, on retrouve bien la définition de variété eucli-
dienne près de l’infini. La surface représentée en figure 3.2 est à infinis euclidiens.

Remarquons que, quitte à prendre X0 plus grand, on peut supposer que supp V ⊂ X0.
Toute variété à infinis euclidiens vérifie l’hypothèse 3.1. En effet, on peut prendre comme
fonction définissant le bord une fonction b telle que b(x) = (1 + |x|2)−1/2 si x ∈ Xi, que
l’on identifie avec Rd\B(0, R0).

Pour définir les ondes planes tordues dans ce contexte, nous donnerons simplement la
définition de chacun des termes intervenant dans la décomposition (3.32).

Définition de E0
h

Par définition d’une variété à infinis euclidiens, on a :

X = X0 t
( l⊔
i=1

Xi

)
,

avec X0 compact, et pour chaque 1 ≤ i ≤ l, il existe un isomorphisme isométrique

xi : (Xi, g) −→
(
Rd\B(0, R0), geucl

)
. (3.35)
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La frontière de X peut alors être identifiée avec une réunion de sphères :

∂X ∼=
l⊔

i=1

Si,

avec Si ∼= Sd−1.
Soit ω ∈ ∂X. On a ω ∈ Si pour un 1 ≤ i ≤ m. Prenons une fonction lisse χ̃ : X −→ [0; 1]

qui s’annule en dehors de Xi, et qui est égale à 1 sur un voisinage de Si.
On définit l’onde plane entrante E0

h(·;ω) : X −→ C par :

E0
h(x;ω) = χ̃(x)ei

xi(x)·ω
h si x ∈ Xi, 0 sinon. (3.36)

Si on écrit L0 pour la sous-variété lagrangienne (à bords) Xi × {ω} ⊂ T ∗X, alors E0
h

est une distribution lagrangienne associée à L0, qui vérifie l’hypothèse 3.12 d’invariance.

Définition de l’onde plane tordue

Posons
Fh := −[Ph, χ̃]E0

h(ω).

Remarquons que Fh ∈ Scomp(X).
Rappelons que la résolvante sortante Rh est définie comme Rh := lim

ε→0+
(Ph−(1+iε)2)−1,

la limite étant prise dans la topologie des opérateurs bornés de L2
comp(X) dans L2

loc(X).
On définit

E1
h := RhFh,

qui est une distribution tempérée grâce au théorème 1.12. 3

On définit alors l’onde plane tordue comme :

Eh(·;ω) := E0
h + E1

h.

Il nous faut maintenant vérifier que E1
h est sortante, au sens de l’hypothèse 3.31. Il nous

faut donc expliquer pourquoi il existe ε2 > 0 tel que pour tous χ, χ′ ∈ C∞c (X) tels que
χ ≡ 1 sur {x ∈ X; b(x) ≥ ε2}, il existe Tχ > 0 tel que pour tout t > Tχ, on a

Φt(WFh
(
(1− χ)χ′E1

h

)
∩ T ∗supp(χ)

)
= ∅. (3.37)

Notre outil principal sera le lemme suivant, dont la preuve peut être trouvée dans
[DG14, §6.2].

Lemme 3.34. On suppose (X, g) à infinis euclidiens. Pour tout ρ ∈WFh(E1
h), on a ρ ∈ E.

De plus, l’une des alternatives suivantes est vérifiée :

3. Ce théorème s’applique pour les variétés à infinis euclidiens : voir [NZ09, Theorem 5].
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— Soit ρ ∈ Γ+,
— Soit il existe t > 0 tel que Φ−t(ρ) = (x, ω) où x ∈ supp(∂χ̃), et où χ̃ est comme

dans (3.36).

En prenant ε2 < ε0 suffisamment petit pour que supp(χ̃) ⊂ {x ∈ X, b(x) > ε2},
l’hypothèse de convexité géodésique implique que (3.33) est vérifié, et donc que E1

h est
sortante.

Finalement, on vérifie sans problème que l’on a, au sens des EDP :

(Ph − 1)Eh = 0.

3.6.2 Ondes circulaires tordues

Dans cette section, nous considérons X une variété euclidienne près de l’infini, et nous
verrons comment le formalisme décrit dans l’hypothèse 3.31 peut s’appliquer à des � ondes
circulaires tordues �. Pour simplifier la discussion, nous nous limiterons au cas des surfaces
(d = 2). Comme dans le chapitre 1, nous considérerons une fonction χ0 ∈ C∞c (X) valant 1
dans la région d’interactions X0.

Soient a, ϕ ∈ Scomp(S1), et soit L ∈ R un moment angulaire classique. Le paramètre
semi-classique sera ici restreint aux valeurs positives telles que L

h ∈ 2πZ. Considérons la

fonction Ẽ0
h valant zéro dans X0, et telle que

Ẽ0
h(x) :=

∫
S1
a(ω)eiLω/hei

−→ω ·x/hdω

si x ∈ X\X0. Ici, −→ω · x := |x| cos(ω − x̂), où (|x|, x̂) sont les coordonnées polaires de x.

Remarque 3.35. Comme nous allons le voir ci-dessous, Ẽ0
h correspond une � onde ayant

un moment angulaire �, c’est-à-dire une fonction s’écrivant comme la somme de deux états
lagrangiens associés à des lagrangiennes entrantes et sortante, dont les points ont tous le
même moment angulaire. En particulier, pour L = 0, la définition ci-dessus correspond à
une onde circulaire.

On peut alors faire la même construction que dans le chapitre 1, et poser

Fh := −[Ph, χ0]Ẽ0
h(·) = −[h2∆, χ0]Ẽ0

h(·).

Fh est alors dans C∞c (X), donc on peut bien définir

Ẽ1
h(·) := RhFh.

On pose alors

Eh(x) := (1− χ0)Ẽ0
h(x) + Ẽ1

h(x).
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On a bien

(Ph − 1)Eh = (Ph − 1)Ẽ0
h + [Ph − 1, χ]Ẽ0

h + (Ph − 1)RhFh

= [Ph, χ]Ẽ0
h + Fh

= 0.

Notre but sera maintenant de montrer que la fonction Eh est de la forme décrite dans
l’hypothèse 3.31.

On peut décrire la fonction Ẽ0
h par un argument de phase stationnaire. x = (|x|), x̂)

étant fixé dans X\X0, la phase intervenant dans la définition de Ẽ0
h sera stationnaire si et

seulement si

L+ |x| sin(ω − x̂) = 0. (3.38)

L’équation (3.38) a exactement deux solutions, que nous noterons ω+(x) et ω−(x), qui
convergent vers x̂ et −x̂ respectivement quand |x| −→ ∞.

On a par le lemme de phase stationnaire que

(1− χ0(x))Ẽ0
h(x) = b+(x;h)ei(x·

−→ω +(x)+Lω+(x))/h + b−(x;h)ei(x·
−→ω −(x)+Lω−(x))/h +O

(h
r

)∞
,

où b±(x;h) sont de l’ordre de O
(
h
|x|

)1/2
. Notons

ψ±(x) := x · −→ω ±(x) + Lω±(x)

(1 − χ0(x))Ẽ0
h(x) est donc la somme de deux états lagrangiens, associés à des lagran-

giennes Λ± = {(x,∇ψ±(x), x ∈ supp(1− χ0)}.
Comme ω±(x) est proche de ±x̂ quand |x| −→ ∞, on a, quitte à prendre χ0 = 1 sur

un ensemble plus grand, que

Λ± ⊂ DE±.

On a
∇ψ±(x) = −→ω ±(x) + L∇ω±(x) + |x| sin(ω± − x̂)∇ω±(x)

= −→ω ±(x)

D’autre part, si ω vérifie (3.38) en x, alors ω vérifie aussi (3.38) en x + t−→ω pour tout
t ∈ R. On déduit de ceci que Φt(Λ−) ∩ DE− = Λ− ∩ DE− pour tout t ≥ 0.

Notons E0
h(x) = b−(x;h)ei(x·

−→ω −(x)+Lω−(x))/h. Par ce qui précède, E0
h est un état lagran-

gien associé à Λ−, qui est une variété lagrangienne qui vérifie l’hypothèse 3.12 d’invariance.

On pose E1
h(x) = Eh − E0

h = −b+(x;h)ei(x·
−→ω +(x)+Lω+(x))/h +RhFh +O

(
h
|x|
∞)

. E1
h est

une distribution h-tempérée, qui est sortante.

En effet, b+(x;h)ei(x·
−→ω +(x)+Lω−(x))/h est un état lagrangien associé à la variété lagran-

gienne Λ+, qui est dans DE+, donc c’est une fonction sortante. Le terme en O
(
h
|x|
∞)

est
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bien sortant, car son front d’onde est vide. Le terme RhFh est aussi sortant, car Rh est la
résolvante sortante, comme dans la section précédente.

On peut donc appliquer le théorème 3.37 ci-dessous à Eh, du moment que Λ− vérifie
l’hypothèse de transversalité 3.15. Ceci peut être intéressant pour décrire les propriétés
de la matrice de diffusion, car les (eiLω/h)k∈Z forment une base orthonormale de l’espace
L2(S1) sur lequel la matrice de diffusion agit.

3.6.3 Ondes planes tordues sur les variétés hyperboliques près de l’infini

Cette section suit partiellement [DG14, §7].

Définition 3.36. On dira qu’une variété riemannienne (X, g) est hyperbolique près de
l’infini si elle vérifie l’hypothèse 3.1, et si, de plus, dans un voisinage collier de ∂X, la
métrique g est de courbure sectionnelle −1 et peut être mise sous la forme

g =
db2 + h(b)

b2
,

où b est la fonction définissant le bord introduite dans l’hypothèse 3.1, et où h(b) est une
famille lisse, indexée par un paramètre, de métriques sur ∂X pour b ∈ [0, ε).

Construction de E0
h Fixons un ω ∈ ∂X. Par définition d’une variété hyperbolique près

de l’infini, il existe un voisinage Vω de ω dans X, et un difféomorphisme isométrique ψω de
Vω ∩X dans un voisinage Vq0,δ du pôle nord q0 dans la boule unité B := {q ∈ Rd; |q| < 1}
équipée de la métrique g0 :

Vq0,δ := {q ∈ B; |q − q0| < δ}, g0 =
4dq2

(1− |q|2)2
,

où ψω(ω) = q0, et où |·| désigne la distance euclidienne. On choisira une fonction définissant
le bord dans la boule B égale à

b0 = 2
1− |q|
1 + |q|

, (3.39)

et alors la métrique induite b20g0|Sd−1 sur Sd−1 = ∂B est la métrique usuelle de courbure
+1. La fonction bω := b0 ◦ψ−1

ω peut être vue localement comme une fonction définissant le
bord dans X.

Pour chaque p ∈ Sd−1, on définit la fonction de Busemann sur B

φBp (q) = log
(1− |q|2

|q − p|2
)
.

Remarquons que l’on a lim
p→q

φBp (q) = +∞.
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Il existe un ε > 0 tel que l’ensemble

Uω := {x ∈ X; dg(x,ω)<ε}

est inclus dans Vω, où g = b2ωg est la métrique compactifiée. On définit la fonction

φω(x) := φBq0
(
ψω(x)

)
, pour x ∈ Uω, 0 sinon.

Soit χ̂ : X −→ [0, 1] une fonction lisse qui est nulle en dehors de Uω, et qui est égale à
un sur un voisinage de ω.

L’onde entrante est alors définie comme

E0
h(x, ω) := χ̂(x)e((d−1)/2+i/h)φω(x) si x ∈ Uω, 0 sinon.

E0
h est alors un état lagrangien associé à la variété lagrangienne

L′0 := {(x, ∂xφω(x)), x ∈ Uω},

représentée dans la figure 3.3. L′0 vérifie alors l’hypothèse (3.12) d’invariance, comme on
peut le voir facilement en travaillant dans B, mais pas l’hypothèse (3.13). Pour obtenir une
variété L0 vérifiant l’hypothèse (3.13) à partir de L′0, il suffit de continuer à propager les
points de L′0 qui sont déjà dans DE+, c’est-à-dire qui vont directement à l’infini dans le
futur, comme suit :

L0 := L′0 ∪
⋃
t≥0

⋃
ρ∈L′0∩DE+

Φt(ρ).

Si Uω a été choisi suffisamment petit, alors L0 sera inclus dans Vω, et en travaillant
dans B, on peut voit que les hypothèses 3.16 et 3.18 sont vérifiées.

Construction de E1
h On pose E1

h := −RhFh, où Rh est la résolvante sortante

(−h2∆− (d− 1)2

4
h2 − 1− i0)−1,

et Fh := [h2∆, χ̂]e((d−1)/2+i/h)φω(x).
Il nous faut maintenant vérifier que E1

h est bien une distribution tempérée. Comme
expliqué dans [DG14, §7.2], on a

‖b−1Fh‖L2(X) = O(h). (3.40)

Il nous faut donc montrer que pour tout χ ∈ C∞c (X), il existe C,N > 0 tels que

‖χRhb‖L2→L2 ≤ Ch−N . (3.41)
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Figure 3.3 – Les variétés lagrangiennes L′0 et L0 pour une variété hyperbolique près de
l’infini.

Figure 3.4 – Les variétés X̂0 et X̂1
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Pour montrer une telle estimée, on veut utiliser les résultats de [DV12]. Toutefois, le résultat
principal de cet article ne s’applique pas ici, et il nous faut l’adapter un peu. Écrivons
X̂0 := {x ∈ X; b(x) ≥ ε0/4} et X̂1 := {x ∈ X; b(x) < ε0/2}, où ε0 est comme dans
l’hypothèse 3.1. Ces variétés sont représentées dans la figure 3.4.

Soient ρ0,ρ1, ρ, ρ̃0, ρ̃1, ρ̃ des fonctions bornées dans C∞(X) telles que
— ρ0, ρ̃0 = 1 sur X̂0, et ρ0, ρ̃0 s’annule en dehors de {x ∈ X; b(x) ≤ ε0/8}.
— ρ1, ρ̃1 = 1 sur X̂0 ∩ X̂1, ρ1, ρ̃1 s’annule sur {x ∈ X; b(x) ≥ ε0}. On ne précise pas

pour l’instant le comportement de ρ1 et ρ̃1 dans X1\X0 : dans la suite, ces deux
fonctions auront un comportement différent dans cette région de X.

— ρ, ρ̃ ∈ C∞(X) sont telles que ρ = ρ1 dans X1, ρ̃ = ρ̃1 sur X1 et ρ = ρ̃ = 1 sur X\X1.
Supposons qu’il existe des constantes C,N > 0 telles que pour j = 0, 1, on a

‖ρjRhρ̃j‖L2(X)→L2(X) ≤ Ch−N . (3.42)

Nous allons montrer qu’il existe alors C ′, N ′ > 0 telles que

‖ρRhρ̃‖L2(X)→L2(X) ≤ C ′h−N
′
. (3.43)

Dans [DV12], les auteurs prouvent (3.43) uniquement dans le cas où ρ0 = ρ̃0, ρ1 = ρ̃1,
ρ = ρ̃. Toutefois, la preuve de (3.43) suit exactement les mêmes lignes. Rappelons-les, par
souci de clarté.

Soit χ0 ∈ C∞(R; [0, 1]) telle que χ0(s) = 1 si s ≥ 5ε0/12 et χ0(s) = 0 si s ≤ ε0/3 et soit
χ1 = 1− χ0.

On définit alors une paramétrice pour (Ph − 1) comme suit. Soit

F := χ0(b(x) + ε0/12)Rhχ0(b(x)) + χ1(b(x)− ε0/12)Rhχ1(b(x)).

On pose A0 := [Ph, χ0

(
b(·) + ε0/12

)
]Rh(χ0 ◦ b) et A1 := [Ph, χ1

(
b(·) − ε0/12

)
]Rh(χ1 ◦ b).

Par les mêmes calculs algébriques que dans [DV12, §3], on a

(Ph − 1)(F − FA0 − FA1 + FA0A1) = Id−A1A0 +A1A0A1 = Id+OL2→L2(h∞),

où la seconde inégalité provient de (3.3) dans [DV12].
Par conséquent, pour h suffisamment petit, on a

‖ρRhρ̃‖L2→L2 ≤ C
∥∥ρ(F − FA0 − FA1 + FA0A1)ρ̃

∥∥
L2→L2

= C
∥∥ρ(F − χ0

(
b(·) + ε0/12

)
Rh(χ0 ◦ b)A1

+ χ1

(
b(·)− ε0/12

)
Rh(χ1 ◦ b)(−A0 +A0A1))ρ̃

∥∥. (3.44)

Utilisons l’inégalité triangulaire, et bornons chacun des termes. On a

‖ρF ρ̃‖ ≤ ‖ρ0Rhρ̃0‖+ ‖ρ1Rhρ̃1‖ ≤ Ch−N

par (3.42).
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Ensuite, on a∥∥ρ(χ0

(
b(·) + ε0/12

)
Rh(χ0 ◦ b)A1)ρ̃

∥∥ ≤ ∥∥ρ0Rh(χ0 ◦ b)
[
Ph, χ1

(
b(·)− ε0/12

)]
Rhρ̃1

∥∥
≤ C‖ρ0Rhρ̃0‖‖ρ1Rhρ̃1‖
≤ Ch−2N ,

où, pour passer de la première ligne à la seconde, on a utilisé le fait que ρ1 = 1 sur X0∩X1

et que l’on a, par des considérations de supports,[
Ph, χ1

(
b(·)− ε0/12

)]
(1− ρ1) ≡ 0

(1− ρ̃0)
[
Ph, χ1

(
b(·)− ε0/12

)]
≡ 0.

(3.45)

Quant au dernier terme dans (3.44), on peut le majorer par∥∥ρχ1(x− ε0/12)Rhχ1(−A0 +A0A1)ρ̃
∥∥

≤
∥∥ρ1Rh(χ1 ◦ b)

(
−
[
Ph, χ0

(
b(·)ε0/12

)
]Rh(χ0 ◦ b)

+
[
Ph, χ0

(
b(·) + ε0/12

)
]Rh(χ0 ◦ b)

[
Ph, χ1

(
b(·) + ε0/12

)
]Rh(χ1 ◦ b)

)
ρ̃
∥∥

≤ C
(
‖ρ1Rhρ̃1ρ0Rhρ̃0‖+ ‖ρ0Rhρ̃0ρ1Rhρ̃1‖

)
≤ Ch−2N ,

où, pour obtenir la seconde inégalité, on a utilisé à nouveau (3.45).

Ceci conclut la preuve de (3.43).

Pour prouver (3.41), on utilise le théorème 5.1 de [Vas12] (pour s = 1), qui dit que si
(X, g) est asymptotiquement hyperbolique et sans ensemble capté, alors pour tout σ ∈ R,
on a

‖b−(d−1)/2+iσ(−∆− (
d− 1

2
)2 − σ2)−1f‖H1

|σ|−1 (X0,even) ≤
C

|σ|
‖b−(d+3)/2+iσf‖H0

|σ|−1 (X0,even).

Dans les notations de [Vas12], on a ‖f‖H0
|σ|−1 (X0,even) ∼ ‖b(d+1)/2f‖L2(X). Comme, de plus,

la norme L2 dans un compact peut être bornée par la norme H1
|σ|−1(X0,even), on obtient que

pour tout χ ∈ C∞c (X) on a

‖χ(−h2∆− h2
(d− 1

2

)2
− 1)−1f‖L2(X) ≤

C ′

h
‖b−1f‖L2(X).

Par conséquent, pour tout f ∈ L2(X), on a

‖χ(−h2∆− h2
(d− 1

2

)2
− 1)−1bf‖L2(X) ≤

C ′

h
‖f‖L2(X),

ce qui nous donne (3.41) dans le cas où il n’y a pas d’ensemble capté.
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Dans le cas où il y a un ensemble capté on colle ensemble les estimées de résolvantes,
comme dans la preuve du théorème 6.1 de [DV12], mais en utilisant (3.43) au lieu de [DV12,
Theorem 2.1]. Plus précisément, on prend ρ0, ρ1 et ρ′0 à support compact, et ρ′1 = b. Ceci
nous donne (3.41).

En combinant ceci avec (3.40), nous avons montré que E1
h est une distribution tempérée.

On vérifie ensuite sans mal que l’on a, au sens des EDP :(
− h2∆− h2 (d− 1)2

4
− 1
)
Eh = 0.

Front d’onde de E1
h Montrons maintenant que E1

h est tel qu’il existe ε2 > 0 tel que
pour tout (x, ξ) ∈ T ∗X tel que b(x) < ε2, on a

ρ ∈WFh(E1
h)⇒ ρ ∈ DE+. (3.46)

Dans [DG14, §7], les auteurs montrent que le résultat du lemme 3.34 est vrai lorsque
(X, g) est hyperbolique près de l’infini.

Supposons que ρ ∈WFh(E1
h) ∩ DE− est tel qu’il existe t ≥ 0 tel que

Φ−t(ρ) ∈ {(x, ∂xφω(x));x ∈ supp(∂χ̂)}.

Alors dg(Φ
−t′(ρ), ω) sera une fonction décroissante qui tend vers zéro quand t′ → +∞.

Notons U ′ω ⊂ Uω un voisinage de ω dans X sur lequel χ̂ vaut un.

Mais alors, comme expliqué dans [DG14, Hypothèse (A7)], si on prend ε2 suffisamment
petit, on peut supposer que pour tout ρ′ ∈ S∗X tel que b(ρ′) ≤ ε2 et tel que dg(Φ

−t′(ρ), ω)
est une fonction décroissante tendant vers zéro quand t′ → +∞, on a πX(ρ′) ∈ (U ′ω).
Par conséquent, πX(ρ) ∈ U ′ω, et πX(Φ−t(ρ)) ∈ U ′ω. Ceci est absurde, car πX(Φ−t(ρ)) ∈
supp(∂χ̂), et χ̂ ≡ 1 sur U ′∞. Ceci prouve (3.46).

3.7 Résultats concernant les ondes planes tordues

3.7.1 Résultats en présence d’un ensemble capté hyperbolique

Notre résultat principal est le suivant, et généralise le théorème 1.19. Rappelons que
les ensembles (Vb)b∈B1 ont été introduits dans la section 3.5.1, et qu’on a fixé pour chaque
b ∈ B1 un point ρb ∈ K ∩ Vb. Pour chaque b ∈ B1, on note Ub : L2(X) −→ L2(Rd) un
opérateur intégral de Fourier quantifiant le changement local de coordonnées symplectiques
κb : (x, ξ) 7→ (yρb , ηρb), et qui est micro-localement unitaire sur Vb.

Théorème 3.37. Supposons que la variété (X, g) satisfasse à l’hypothèse 3.1 à l’infini, et
que le flot hamiltonien (Φt) vérifie l’hypothèse 3.9 d’hyperbolicité et l’hypothèse 3.24 concer-
nant la pression topologique. Soit (Eh)h>0 une famille de fonctions propres généralisées de
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Ph de la forme décrite dans l’hypothèse 3.31, où E0
h est associé à une variété lagrangienne

L0 qui vérifie l’hypothèse d’invariance 3.12 ainsi que l’hypothèse de transversalité 3.15.
Alors il existe une famille (Πb)b∈B1 d’opérateurs dans Ψcomp

h (X) micro-supportés dans
Vb tels que

∑
b∈B1

Πb = I micro-localement sur un voisinage de K dans T ∗X, tels que le
résultat suivant soit vrai.

Pour tout r > 0, il existe Mr > 0 tel que l’on ait

UbΠbEh(yρb) =

bMr,`| log h|c∑
n=0

∑
β∈B̃n

eiφβ,b(y
ρb )/haβ,b(y

ρb ;h) +Rr, (3.47)

où aβ,b ∈ Scomp(Rd) est un symbole classique, et où chaque φβ,b est une fonction lisse
indépendante de h, et définie dans un voisinage du support de aβ,b. L’ensemble B̃n sera
défini précisément dans (5.24) comme un ensemble de mots de longueur environ n. Son
cardinal crôıt donc exponentiellement avec n.

On a l’estimée suivante sur le reste :

‖Rr‖L2 = O(hr).

Pour tous ` ∈ N, ε > 0, il existe C`,ε tels que pour tout n ≥ 0, pour tout h ∈ (0, h0], on
a ∑

β∈B̃n

‖aβ,b‖C` ≤ C`,εen(P(1/2)+ε). (3.48)

Remarque 3.38. Le lien entre ce théorème et le théorème 3.19, ou plutôt le corollaire
3.27, est le suivant. Si β ∈ B̃n, on a, par construction de B̃n, β ∈ Bn′ pour un n′ proche
de n. On a alors

κ−1
b

({
(yρb , ∂φβ,b(y

ρb)); yρb ∈ supp(aβ,b)
})
⊂ Vb ∩ Φn′,t0

β (L0).

Dit de manière plus informelle, les phases φn,β,b introduites dans le théorème 3.37
paramétrisent les lagrangiennes décrites dans le corollaire 3.27, après le changement de
coordonnées symplectiques κb.

Remarque 3.39. Le reste Rr dans (3.47) est à micro-support compact, car les autres
termes dans (3.47) sont à micro-support compact. Par conséquent, pour tout ` ∈ N, quitte
à prendre Mr plus grand, on peut demander que

‖Rr‖C` = O(hr).

Comme corollaire du théorème 3.37, on peut déduire le corollaire suivant, qui généralise
le corollaire 1.21, et nous donne l’unicité de la mesure semi-classique associée à (Eh), et
donner une expression de cette mesure près de l’ensemble capté. Rappelons que πb est le
symbole principal de l’opérateur Πb apparaissant dans le théorème 3.37.
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Corollaire 3.40. Il existe une (unique) mesure borélienne µ sur S∗X telle que, pour tout
χ ∈ C∞c (X) et pour tout a ∈ C∞c (T ∗X), on a quand h→ 0 :

〈Oph(a)χEh, χEh〉 =

∫
T ∗X

a(x, v)χ2(x)dµ(x, v) + o(1).

De plus, il existe une constante 0 < c ≤ 1 et des fonctions positives fn,β,b ∈ Scomp(Rd) pour
n ∈ N, β ∈ B̃n et b ∈ B1 telles que pour tout a ∈ C∞c (T ∗X) et pour tout χ ∈ C∞c (X), on a

〈Oph(π2
ba)χEh, χEh〉 =

∫
T ∗X

a(x, v)dµb,χ(x, v) +O(hc),

où

dµb,χ(κ−1
b (yρb , ηρb)) =

∞∑
n=0

∑
β∈B̃n

fβ,b(y
ρb)δ{ηρb=∂φj,n(yρb )}dy

ρb ,

Ici, les fonctions fβ,b vérifient l’estimée (3.48).

Ce corollaire sera prouvé dans le chapitre 6. Les fonctions fn,β,b qui apparaissent ci-
dessus sont construites à partir des an,β,b du théorème 3.37. En fait, fn,β,b sera presque
égal à |an,β,b|2.

Ce corollaire sera prouvé dans le chapitre 6.

3.7.2 Résultats en courbure négative

Sur une variété de courbure sectionnelle négative ou nulle sans potentiel, le théorème
3.37 en le résultat suivant, qui généralise le théorème 1.23. La principale différence avec le
théorème 3.37 est que le théorème 3.41 ne s’applique pas que dans un voisinage de l’ensemble
capté, et que tous les état lagrangiens intervenant correspondent à des lagrangiennes se
projetant sans caustique sur X. Remarquons que les états lagrangiens ont étés regroupés
par rapport au théorème 3.37, de sorte que (3.51) soit vérifiée.

Théorème 3.41. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant l’hypothèse 3.6, ainsi
que l’hypothèse 3.1 à l’infini. Supposons que le flot géodésique (Φt) vérifie l’hypothèse 3.9
d’hyperbolicité, l’hypothèse 3.24 concernant la pression topologique. Soit Eh une fonction
propre généralisée de la forme décrite dans l’hypothèse 3.31, où E0

h est associée à une
variété lagrangienne L0 qui vérifie l’hypothèse d’invariance 3.12 ainsi que l’hypothèse 3.16.

Soit K ⊂ X un compact. Il existe εK > 0 tel que pour tout χ ∈ C∞c (X) de support inclus
dans K et de diamètre plus petit que εK, le résultat suivant est vrai. Il existe un ensemble
B̃χ et une fonction ñ : B̃χ → N telle que le nombre d’éléments dans {β̃ ∈ B̃χ; ñ(β̃) ≤ N}
crôıt au plus exponentiellement avec N .

Pour tous r > 0, ` > 0, il existe Mr,` > 0 tel que l’on a, quand h→ 0 :

χEh(x) =
∑
β̃∈B̃χ

ñ(β̃)≤M̃r,`| log h|

eiϕβ̃(x)/haβ̃,χ(x;h) +Rr, (3.49)
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où aβ̃,χ ∈ S
comp(X) est un symbole classique, et où chaque ϕβ̃ est une fonction lisse définie

dans un voisinage du support de aβ̃,χ. On a

‖Rr‖C` = O(hr).

Pour tous ` ∈ N, ε > 0, il existe C`,ε telle que∑
β̃∈B̃χ
ñ(β̃)=n

‖aβ̃,χ‖C` ≤ C`,εe
n(P(1/2)+ε). (3.50)

De plus, il existe une constante C1 telle que pour tous β̃, β̃′ ∈ B̃χ avec β̃ 6= β̃′, on a

|∂ϕβ̃(x)− ∂ϕβ̃′(x)| ≥ C1e
−
√
b0 max(ñ(β̃),ñ(β̃′)), (3.51)

où b0 est comme dans l’hypothèse 3.6.

Tout comme le théorème 3.37, le théorème 3.41 peut être rapproché des résultats de la
section 3.4, comme le dit la

Remarque 3.42. Le lien entre ce théorème et le corollaire 3.28 du théorème 3.23 est
le suivant. Soit χ ∈ C∞c (X) comme dans le théorème, et soit O un petit ouvert tel que
supp(χ) ∩ O 6= ∅. Comme nous le verrons dans la section 5.2, l’ensemble B̃χ est défini
comme une classe d’équivalence d’un sous-ensemble de ∪n∈NBn. Soit β̃ ∈ B̃χ et soit β ∈ Bn

un représentant de la classe β̃. Considérons Φn
β(L0). On a :

∀x ∈ supp(ϕβ,O) ∩ supp(ϕβ), ∂ϕβ,O(x) = ∂ϕβ̃(x).

Ainsi, localement, les gradients des phases décrites dans le corollaire 3.28 et dans le théorème
3.41 sont les mêmes.

Remarque 3.43. Dans le théorème 3.41, l’hypothèse que le support de χ est suffisamment
petit ne joue un rôle que pour obtenir (3.51). Si χ est une fonction quelconque dans C∞c (X),
on peut utiliser le théorème 3.41 et une partition de l’unité pour écrire χEh sous la forme
d’une décomposition analogue à (3.49), avec une estimée comme (3.50). En fait, ceci sera
fait de façon plus directe dans la preuve du théorème 3.41 (voir (5.29) et la discussion qui
s’ensuit).

Comme corollaire du théorème 3.41, on peut déduire la borne suivante sur les normes
C` de Eh.

Corollaire 3.44. On fait les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.41. Soit ` ∈ N et
χ ∈ C∞c (X). Alors il existe C`,χ > 0 telle que, pour tout h > 0, on a

‖χEh‖C` ≤
C`,χ
h`

.
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En particulier, la suite (Eh)h est uniformément bornée par rapport à h dans L∞loc.

Démonstration. Le corollaire suit de la décomposition (3.49) combinée avec les estimées
(3.50) et (3.30).

On peut aussi déduire une version améliorée du corollaire 3.40, qui sera elle aussi
prouvée au chapitre 6.

Corollaire 3.45. On fait les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.41. Soit χ ∈
C∞c (X) et soit ε > 0. Alors il existe une mesure finie µχ sur S∗X telle que l’on a pour tout
a ∈ C∞c (T ∗X)

〈Oph(a)χEh, χEh〉 =

∫
T ∗X

a(x, ξ)dµχ(x, ξ) +O
(
h

min
(

1,
|P (1/2)|
2
√
b0
−ε
))
,

où −b0 est la valeur minimale prise par la courbure sectionnelle sur X.
Si K est un ensemble compact et si le support de χ est dans K et est de diamètre plus

petit que εK, on a

dµχ(x, ξ) =
∑
β̃∈B̃χ

|(a0
β̃,χ

)|2(x)δ{ξ=∂ϕβ̃(x)}dx,

où a0
β̃,χ

est le symbole principal de aβ̃,χ comme défini dans l’appendice A.1.

De plus, si L0 vérifie l’hypothèse 3.18, alors pour tout N ∈ N, il existe cN > 0 tel que
pour tout x ∈ X tel que χ(x) = 1, on a∑

β̃∈B̃χ
ñ(β̃)≥N

|a0
β̃,χ
|2(x) ≥ cN . (3.52)

3.7.3 Résumé des hypothèses et résultats principaux

Le tableau suivant résume quand nos principaux résultats s’appliquent.
OPTE OPTE OCT OCT OPTH OPTH
K hyp κ < 0 K hyp κ < 0 K hyp κ < 0

Th 3.37 Oui si T Oui Oui si T Oui si T Oui si T Oui

Cor 3.44 Non Oui Non Oui Non Oui

Th 7.1 Non Oui Non Non Non Oui

Th 1.28 Non Non Non Non Non ?

Les différentes lignes correspondent aux quatre résultats principaux que nous avons
obtenu sur les ondes planes tordues, à savoir

— Le résultat de décomposition de Eh en somme convergente d’états lagrangiens
(théorème 1.19 et théorème 3.37) ;
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— La borne C` sur Eh (corollaire 1.24 et corollaire 3.44 ;
— Les bornes supérieure et inférieure sur le volume des ensembles nodaux de <(Eh)

(théorème 1.27 et théorème 7.1) ;
— La borne inférieure sur le nombre de domaines nodaux de la somme de deux ondes

planes tordues pour une métrique générique (théorème 1.28).

Les différentes colonnes correspondent aux principales familles d’exemples de fonc-
tions propres que nous avons données :

— OPTE correspond aux ondes planes tordues sur les variétés à infinis euclidiens,
comme définies dans la section 3.6.1 ;

— OCT correspond aux ondes circulaires tordues comme définies dans la section 3.6.2 ;
— OPTH correspond aux ondes planes tordues sur les variétés hyperboliques près de

l’infini, comme définies dans la section 3.6.3.
K hyp correspond à l’hypothèse 3.9 que K est un ensemble hyperbolique. κ < 0 cor-

respond à l’hypothèse supplémentaire 3.6 (i) que la courbure sectionnelle est négative ou
nulle, et que le potentiel V est nul. Nous supposons de plus toujours que l’hypothèse 3.24
concernant la pression topologique est vérifiée.

Voici comment lire les différentes cases du tableau :
— Oui si T : le résultat s’applique dans ce cas, si l’hypothèse de transversalité 3.15

est vérifiée.
— Oui : l’hypothèse de transversalité 3.15 est automatiquement vérifiée dans ce cas,

et le résultat s’applique.
— Non : le résultat ne s’applique pas sans hypothèse supplémentaire.
— ? : pour la dernière case, il est probable que le résultat soit vrai, mais nous n’avons

pas écrit la preuve dans ce cadre.
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Chapitre 4

Preuve des résultats concernant la
propagation de L0

Le but de ce chapitre, qui suit [Ing15a] et [Ing15b] est de prouver les résultats de la
section 3.4.

4.1 Preuve du théorème 3.19

Le but de cet section est de prouver le théorème 3.19, dont nous rappelons l’énoncé.

Théorème. Supposons que la variété (X, g) vérifie l’hypothèse 3.1 à l’infini, que le flot
hamiltonien (Φt) vérifie l’hypothèse 3.9 d’hyperbolicité, et que la variété lagrangienne L0

vérifie l’hypothèse d’invariance 3.12 ainsi que l’hypothèse de transversalité 3.15.
Fixons un γuns > 0 arbitrairement petit. Il existe alors ε0 > 0 tel que le résultat suivant

soit vrai. Soit (Wa)a∈A1 un recouvrement ouvert de K dans T ∗X de diamètre < ε0, tel
qu’il existe des points ρa ∈Wa∩K, et tel que les coordonnées adaptées (ya, ηa) centrées en
ρa soient bien définies sur Wa pour tout a ∈ A1. On peut alors compléter ce recouvrement
ouvert en un recouvrement ouvert (Wa)a∈A de E dans T ∗X où A = A1 t A2 t {0} (avec
W0 défini comme dans (3.1)) tel que les propriétés suivantes soient vérifiées.

Il existe Nuns ∈ N tel que pour tout N ∈ N, pour tout α ∈ AN et tout a ∈ A1, alors
Wa ∩ ΦN

α (L0) est soit vide, soit une variété lagrangienne dans un cône instable dans les
coordonnées (ya, ηa).

De plus, si N − τ(α) ≥ Nuns, alors Wa ∩ ΦN
α (L0) est une variété lagrangienne γuns-

instable dans les coordonnées (ya, ηa).

Remarque 4.1. La constante ε0 et les ensembles (Wa)a∈A2 dépendent de la variété lagran-
gienne L0. Si on considère toute une famille de variétés lagrangiennes (Lz)z∈Z vérifiant
les hypothèses 3.12 et 3.15, alors nous aurons besoin de conditions additionnelles sur la fa-
mille pour pouvoir trouver un choix commun de ε0 et (Wa)a∈A2 indépendant de z ∈ Z. Par
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exemples, les équations (4.17) et (4.18) que nous écrirons plus loin donnent une condition
suffisante pour qu’une telle construction soir possible. Remarquons que ces équations sont
automatiquement vérifiées si Z est fini.

Démonstration. A partir de maintenant, on fixe un γuns > 0.
Soit ρ0 ∈ K, et considérons le système de coordonnées adaptées dans un voisinage de

ρ0 construites dans le lemme 3.10. Rappelons que l’ensemble Uρ0(ε) a été introduit dans
l’équation (3.11). On définit une section de Poincaré par

Σρ0 = Σρ0(ε) = {(yρ0 , ηρ0) ∈ Uρ0(ε); yρ01 = ηρ01 = 0}.

Remarquons que les espaces E±ρ0 sont tangents à Σρ0 , et que les coordonnées (uρ0 , sρ0)
introduites dans (3.10) forment un système de coordonnées symplectiques (ou coordonnées
de Darboux) sur Σρ0 .

En fait, on aura souvent besoin d’un système de coordonnées non symplectiques, cons-
truit à partir des coordonnées (yρ, ηρ).

Avant de construire ce système de coordonnées non symplectique, expliquons pourquoi
il est indispensable à notre preuve. L’outil principal pour prouver le théorème 3.19 est
le � lemme d’inclinaison �, qui dit en gros qu’une variété lagrangienne qui intersecte
transversalement la variété stable s’approchera de plus en plus de la variété instable quand
on la propage dans le futur. Ceci est un résultat très simple dans le cas d’un difféomorphisme
hyperbolique linéaire, mais il nous faut ajouter des quantificateurs pour obtenir un résultat
rigoureux dans le cas de difféomorphismes non-linéaires. Par exemple, on peut dire, comme
dans [NZ09, Proposition 5.1], que, étant donné un γ > 0, il existe εγ > 0 tel que si Λ est une
variété lagrangienne γ-instable incluse dans un Uρ(εγ), alors pour tous ρ′, Φ1(Λ)∩Uρ′(εγ)
est encore γ-instable.

Toutefois, on ne peut pas utiliser ce résultat directement ici, pour la raison suivante.
Plus on prend ε petit, plus les points de la variété lagrangienne L0 peuvent passer de
temps dans la partie de la région d’interaction qui n’est pas affectée par la dynamique
hyperbolique avant d’entrer dans l’un des Uρ(ε) pour un ρ ∈ K. Cependant, si un morceau
de L0 passe beaucoup de temps dans cette région � intermédiaire �, il est possible qu’elle
devienne très proche de la direction stable, car nous n’avons fait aucune hypothèse sur
ce qui se passe dans la région intermédiaire. Pour éviter un tel raisonnement circulaire,
il nous faut introduire un autre système de coordonnées, dans lequel la description de la
propagation de variétés lagrangiennes dans la région intermédiaire est plus simple.

4.1.1 Coordonnées alternatives

Dans ce paragraphe, nous allons décrire un système de coordonnées � alternatives � cons-
truites à partir de celles introduites dans le lemme 3.10 1, mais qui en diffèrent un peu. Étant

1. Nous appellerons parfois les coordonnées construites dans le lemme 3.10 � coordonnées droites �,
pour les différencier des coordonnées alternatives.
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donné un ρ ∈ K, on introduit un système de coordonnées lisses (ỹρ, η̃ρ) = (ỹρ1 , ũ
ρ, η̃ρ1 , s̃

ρ)
comme suit.

Sur Σρ, ces coordonnées sont telles que

W 0+
loc (ρ) ∩ Σρ ≡ {(ũρ, 0); ũρ ∈ Dε}, W 0−

loc (ρ) ∩ Σρ ≡ {(0, s̃ρ); s̃ρ ∈ Dε},

et si on désigne par Lρ l’application

Lρ : (uρ, sρ) 7→ (ũρ, s̃ρ) (4.1)

définie dans un voisinage de (0, 0), on a

dLρ(0, 0) = IdR2d−2 . (4.2)

Si ρ̂ a pour coordonnées droites (yρ1(ρ̂), uρ(ρ̂), ηρ1(ρ̂), sρ(ρ̂)), on définit ρ̂′ ∈ Σρ comme
étant le point dont les coordonnées droites sont (0, uρ(ρ̂), 0, sρ(ρ̂)). On définit alors les
coordonnées alternatives de ρ̂ par

ỹρ1(ρ̂) = yρ1(ρ̂),

η̃ρ1(ρ̂) = ηρ1(ρ̂),

ũρ(ρ̂) = ũρ(ρ̂′),

s̃ρ(ρ̂) = s̃ρ(ρ̂′).

Remarquons que ce système de coordonnées n’est pas nécessairement symplectique. On
a

∂uρ

∂ỹρ1
=
∂sρ

∂ỹρ1
= 0,

∂yρ1
∂ỹρ1

= 1.

(4.3)

Étant donné un ρ ∈ K, et ε, ε′ > 0, on définit

Ũρ(ε, ε′) ≡ {(ỹρ, η̃ρ) : |ỹρ1 | < ε, |η̃ρ1 | < δ, ũρ ∈ Dε′ , s̃
ρ ∈ Dε}, (4.4)

où δ est comme dans (3.8).

Finalement, la section de Poincaré peut être vue dans les coordonnées alternatives
comme

Σ̃ρ(ε, ε′) := {(ỹρ, η̃ρ) ∈ Ũρ(ε, ε′); ỹρ1 = η̃ρ1 = 0}.

Dans la suite de cette section, nous travaillerons le plus souvent dans la situation où
ε′ << ε (c’est-à-dire, avec des ensembles beaucoup plus fins dans la direction instable que
stable).
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4.1.2 L’application de Poincaré

Soit ρ0 ∈ K, et soit ε > 0 suffisamment petit pour que les coordonnées alternatives
autour de ρ0 et de Φ1(ρ0) sont bien définies dans les voisinages Ũρ0(ε, ε) et ŨΦ1(ρ0)(ε, ε).
L’application de Poincaré κρ0 est définie, pour ρ ∈ Σ̃ρ0(ε) proche de ρ0, en prenant l’inter-

section de la trajectoire (Φs(ρ))|s−1|≤ε avec la section Σ̃Φ1(ρ0) (cette intersection consiste
en au plus un point). Dans la suite, on omettra parfois la référence à ρ0, et nous noterons
simplement l’application de Poincaré κ.

L’application κρ0 n’est pas nécessairement symplectique, car elle est définie dans les co-
ordonnées alternatives, qui ne sont pas nécessairement symplectiques. Néanmoins, si nous
avions défini l’application de Poincaré dans les coordonnées droites, elle aurait automati-
quement été symplectique. La linéarisation des deux systèmes de coordonnées est identique
en ρ0 par l’équation (4.2). Par conséquent, en utilisant l’hypothèse que K est hyperbolique,
on voit que la différentielle de κ en ρ0 prend la forme

dκ(ρ0) ≡
(
A 0
0 tA−1

)
,

et qu’il existe
ν = e−λ < 1 (4.5)

telle que la matrice A vérifie
‖A−1‖ ≤ ν, (4.6)

où ‖ · ‖ correspond à la norme matricielle. Par conséquent, l’application de Poincaré κρ0
prend la forme

κρ0(ũρ0 , s̃ρ0) =
(
Aũρ0 + α̃(ũρ0 , s̃ρ0),tA−1s̃ρ0 + β̃(ũρ0 , s̃ρ0)

)
, (4.7)

et les fonctions α̃ et β̃ vérifient :

α̃(0, s̃ρ0) = β̃(ũρ0 , 0) ≡ 0 and dα̃(0, 0) = dβ̃(0, 0) = 0.

On a par conséquent
‖α̃‖C1(V ) ≤ C0ε, ‖β̃‖C1(V ) ≤ C0ε, (4.8)

pour des constantes C0, car κ est uniformément C2.

Remarque 4.2. Par compacité de l’ensemble capté, les constantes C0 et ν peuvent être
choisies indépendamment du point ρ0. On peut aussi trouver un C > 1 tel que, indépen-
damment de ρ0 et ρ1 dans K, on a

‖A‖ ≤ C.

Finalement, quitte à prendre C0 plus grand, on peut supposer que toutes les dérivées se-
condes de l’application Lρ définie dans (4.1) sont bornées par C0 indépendamment de
ρ ∈ K.
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4.1.3 Changements de coordonnées et variétés lagrangiennes

Décrivons maintenant comme une variété lagrangienne sera affectée par un passage
des coordonnées alternatives aux coordonnées droites centrées au même point. Le lemme
suivant nous dit qu’une variété γ-instable dans les coordonnées alternatives sera γ′-instable
dans les coordonnées droites, pour un γ′ pas beaucoup plus grand que γ.

Lemme 4.3. Supposons qu’une variété lagrangienne Λ ⊂ Ũρ(ε, ε) puisse s’écrire dans
les coordonnées alternatives centrées en ρ ∈ K comme Λ = {(ỹρ; 0, F̃ (ỹρ)); ỹρ ∈ D̃ρ}, où
D̃ρ ⊂ Rd est un petit ouvert, et telle que ‖dF̃‖C0 ≤ γ. Supposons de plus que

C0εγ < 1.

Alors, dans les coordonnées droites, Λ peut s’écrire comme :

Λ = {(yρ1 , u
ρ; 0, f(uρ));uρ ∈ Dρ},

avec ‖df‖C0 ≤ γ(1− C0γε)
−1(1 + 2C0ε).

Démonstration. Pour alléger les notations, nous n’écrirons pas l’indice ρ. On note L−1 le
changement de coordonnées L−1(ỹ, η̃) = (y, η), et on note L−1

y , L−1
η ses deux composantes.

Les points sur Λ sont paramétrisés par la coordonnée ỹ. On peut donc voir leurs coor-
données droites y, η comme des fonctions de ỹ.

Par les équations (4.2), (4.3) et la remarque 4.2, on a

∂

∂ỹ
L−1
y (ỹ, F̃ (ỹ)) =

∂L−1
y

∂ỹ
+
∂L−1

y

∂η̃

∂F̃ (ỹ)

∂ỹ

= I +R

avec ‖R‖ ≤ C0γε < 1.

Par conséquent, sur Λ, ỹ 7→ y est inversible. On peut donc écrire s comme une fonction
de y, et on a

∂s

∂y
=
∂ỹ

∂y

[∂s
∂ỹ

+
F̃ (ỹ)

∂ỹ

∂s

∂s̃

]
= (I +R)−1(γ(I +R′)),

avec ‖R′‖ ≤ 2C0ε. On a donc
∥∥∥ ∂s∂y∥∥∥ ≤ γ(1− C0γε)

−1(1 + 2C0ε).

Le fait que s soit en fait indépendante de y1 vient du fait que Λ est une lagrangienne
iso-énergétique, et que l’on travaille dans des coordonnées symplectiques.

Décrivons maintenant le changement entre deux systèmes de coordonnées alternatives.
Soient ρ, ρ′ ∈ K. Si ces deux points sont suffisamment proches, l’application L : (ỹρ, η̃ρ) 7→
(ỹρ
′
, η̃ρ

′
) est bien définie sur un ensemble contenant à la fois ρ et ρ′, de diamètre d(ρ, ρ′).
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En combinant le fait que les espaces (in)stables E±ρ dépendent de façon hölderienne de

ρ ∈ Kδ pour un exposant de Hölder p > 0, et le point (v) du lemme 3.10, on obtient :

dL(0,0) = L +Rρ,ρ′ , (4.9)

où
‖Rρ,ρ′‖ ≤ Cdp(ρ, ρ′) où p > 0 est comme dans (3.9), (4.10)

et où L est de la forme

L =

(
Uy 0
0 Lη

)
,

pour une matrice unitaire Uy. Ici, Lη peut ne pas être unitaire, mais elle est inversible, et
par compacité de K, ‖Lη‖−1 peut être bornée indépendamment de ρ.

Par compacité de K, les dérivées secondes de L peuvent être bornées indépendamment
de ρ et de ρ′. Par conséquent, pour tout ρ′′ dans un voisinage de ρ, on a

dLρ′′ = dL(0,0) +Rρ′′ , (4.11)

où Rρ′′ ≤ C ′d(ρ, ρ′′) et C ′ est indépendante de ρ′.
Quitte à prendre C0 plus grand, on peut supposer que ‖Lη‖−1 ≤ C0. On peut aussi

supposer que C0/2 est plus grand que les constantes C et C ′ qui apparaissent dans les
bornes sur Rρ,ρ′ et Rρ′′ .

Nous utiliserons toutes les remarques précédentes sous la forme du lemme suivant, qui
décrit l’effet d’un changement de coordonnées alternatives sur une variété lagrangienne.

Lemme 4.4. Soient ρ, ρ′ ∈ K tels que d(ρ, ρ′) < ε, et soit Λ une variété lagrangienne qui
peut s’écrire dans les coordonnées alternatives centrées en ρ comme

Λ = {(ỹρ1 , ũ
ρ; 0, F̃ ρ(ỹρ)); ỹρ ∈ D̃ρ},

où D̃ρ ⊂ Rd est un petit ouvert, et où ‖dF̃ ρ‖C0 ≤ γ < 1
4C0εp

.

Alors Λ∩ Ũρ′(ε, ε) peut s’écrire dans les coordonnées alternatives centrées en ρ′ comme

Λ ∩ Ũρ′(ε, ε) = {(ỹρ
′

1 , ũ
ρ′ ; 0, F̃ ρ

′
(ỹρ
′
)); ỹρ

′ ∈ D̃ρ′},

où D̃ρ′ ⊂ Rd est un petit ouvert, et où

‖dF̃ ρ′‖C0 ≤ (γ(1 + C0ε
p) + C0ε

p)(1− 2γC0ε
p)−1 <∞.

Démonstration. Considérons les points de Λ. Par hypothèse, leur coordonnée η̃ρ est une
fonction de leur coordonnée ỹρ. Par conséquent, en utilisant l’application L, leur coor-
données (ỹρ

′
, η̃ρ

′
) peuvent être vues comme des fonctions de ỹρ.

Notons Ly et Lη les deux composantes de L. Par définition, on a

ỹρ
′

= Ly(ỹ
ρ, η̃ρ) = Ly(ỹ

ρ, F̃ ρ(ỹρ)),
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où F̃ ρ(ỹρ) satisfait
∥∥∂F̃ ρ(ỹρ)

∂ỹρ

∥∥ ≤ γ. Par conséquent, on a :

∂ỹρ
′

∂ỹρ
=
∂Ly
∂ỹρ

+
∂F̃ ρ(ỹρ)

∂ỹρ
∂Ly
∂η̃ρ

= U + R̃,

où U est unitaire.
Par les équations (4.9) et (4.11), on a ‖R̃‖ ≤ 2γC0ε

p < 1 par hypothèse. Par conséquent,
ỹρ 7→ ỹρ

′
est inversible, et on a

∥∥ ∂ỹρ
∂ỹρ′

∥∥ ≤ (1 − 2γC0ε
p)−1. On peut voir η̃ρ

′
comme une

fonction de ỹρ
′
, et on a∥∥∥∂η̃ρ′

∂ỹρ′

∥∥∥ =
∥∥∥ ∂ỹρ
∂ỹρ′

∂η̃ρ
′

∂ỹρ
+
∂ỹρ

∂ỹρ′
∂η̃ρ

∂ỹρ
∂η̃ρ

′

∂η̃ρ

∥∥∥
≤ (1− 2γC0ε

p)−1(C0ε
p + γ(1 + C0ε

p)),

et le lemme s’ensuit.

4.1.4 Propagation durant des temps courts

Fixons un ν1 ∈ (ν, 1), où ν a été défini dans (4.5). Rappelons que p a été défini dans
(4.10) comme l’exposant de Hölder des directions stables et instables. À partir de mainte-
nant, on fixe un ε > 0 suffisamment petit pour que

ν + C0ε
p

ν−1 − C0εp
< ν1, et

C0ε
p

ν−1 − 2C0εp
<
γuns(1− ν1)

8
. (4.12)

(
1− (1 + ν1)γuns

1 + 2C0εp)
C0ε

p
)−1(

γuns
(1 + ν1)(1 + C0ε

p)

2 + 4C0εp
+ C0ε

p
)
<

γuns
1 + 2C0εp

. (4.13)

Ceci est possible, car 1+ν1
2 < 1. On demande aussi que C0ε

p < 1/2. Remarquons que, bien
que la condition (4.13) semble terriblement compliquée, elle est faite pour bien se combiner
avec le lemme 4.4.

Introduisons une première décomposition de la couche d’énergie. Rappelons que nous
avons défini W0 dans (3.1) comme la partie extérieure de la couche d’énergie. On définit
W1 := {ρ ∈ E\W0 ; d(ρ,K) < ε/2)} comme la partie de la couche d’énergie proche de
l’ensemble capté, et W2 := {ρ ∈ E\W0 ; d(ρ,K) ≥ ε/2)} comme la région d’interaction.
On pourra se référer à la figure 4.1 pour une représentation de ces différents ensembles.
Remarquons que l’on introduira plus loin un recouvrement ouvert de la couche d’énergie
plus fin, en utilisant les ensembles Wa apparaissant dans l’énoncé du théorème.

Le lemme suivant nous dit que l’ensemble W2 est un ensemble transitoire, c’est-à-dire,
que les points n’y passent qu’un temps fini.
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Chapitre 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L0

Figure 4.1 – Une représentation de certains des ensembles apparaissant dans la preuve du
théorème 3.19, intersectés avec la section de Poincaré.

Lemme 4.5. Il existe un entier Nε ∈ N tel que ∀ρ ∈ W2, on a ΦNε(ρ) ∈ W0 ou Φ−Nε(ρ) ∈
W0.

Démonstration. Ce résultat vient de la transversalité uniforme des variétés stables et in-
stables (qui est une conséquence directe de la compacité de K).

Celle-ci nous donne l’existence d’un d1(ε) > 0 tel que, pour tout ρ ∈ W2 ∪W1,

d(ρ,Γ+) + d(ρ,Γ−) ≤ 2d1 ⇒ d(ρ,K) ≤ ε/2.

On peut donc écrire

W2 = {ρ ∈ W2; d(ρ,Γ−) > d1} ∪ {ρ ∈ W2; d(ρ,Γ−) > d1}.

Un point dans le premier ensemble quittera la région d’interaction au bout d’un temps fini
quand on le propage dans le futur, tandis qu’un point dans le second ensemble quittera
la région d’interaction au bout d’un temps fini quand on le propage dans le passé. Par
compacité, on peut trouver un Nε uniforme comme dans l’énoncé du lemme.

La remarque suivante sera utile dans le chapitre prochain.

Remarque 4.6. Dans le chapitre prochain, nous utiliserons les ensembles Vb introduits
dans la section 3.5.1 à partir des ensembles Wa. En adaptant la preuve précédente, on voit
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que, quitte à augmenter N ′uns, on peut supposer que pour tout b ∈ B2, pour tout ρ ∈ Vb, on
a ΦN ′uns(ρ) ∈ V0\

(⋃
b∈B2

Vb
)

ou Φ−N
′
uns(ρ) ∈ V0\

(⋃
b∈B2

Vb
)
.

Le lemme suivant nous garantit que la transversalité de L0 avec les variétés stables fait
que l’on peut écrire Φt(L0) comme une union de variétés instables, dans les coordonnées
alternatives.

Lemme 4.7. Soit N ∈ N. Il existe NN ∈ N, %̃N > 0 et γ̃N > 0 tels que ∀0 < % ≤ %̃N ,
∀ρ ∈ K, ∀1 ≤ t ≤ N , Φt(L0)∩ Ũρ(ε, %) peut être écrit dans les coordonnées (ỹρ, η̃ρ) comme
l’union d’au plus NN variétés lagrangiennes disjointes, qui sont toutes γ̃N -instables :

Φt(L0) ∩ Ũρ(ε, %) ≡
l(%)⋃
l=0

Λ̂l,

avec l(%) ≤ NN et
Λ̂l = {(ỹρ1 , ũ

ρ; 0, f l(ỹρ)), ũρ ∈ D%},
pour des fonctions lisses f l avec ‖df l(ỹρ)‖C0(D%) ≤ γ̃N .

Démonstration. Soit 1 ≤ t ≤ N . Tout d’abord, Φt étant un symplectomorphisme, elle
transforme les variétés lagrangiennes en variétés lagrangiennes. Rappelons que la restriction
d’une variété lagrangienne à un ouvert de T ∗X est une réunion de variétés lagrangiennes.

Montrons maintenant que, si on prend % suffisamment petit, ces variétés lagrangiennes
sont toutes γ̃N -instables, pour un γ̃N > 0 indépendant de ρ.

Soit ρ ∈ K. Par hypothèse, W−loc(ρ) et Φt(L0) s’intersectent transversalement.
Par conséquent, dans un petit voisinage de la variété stable {ũρ = 0}, chaque com-

posante connexe de Φt(L0) se projette sans caustique sur la variété instable {s̃ρ = 0}.
Plus précisément, il existe un % > 0 et un γ > 0 tels que chaque composante connexe de
Φt(L0) ∩ Ũρ(ε, %) est γ-instable dans les coordonnées alternatives autour de ρ, pour un
γ > 0.

Étant donné que les changements de coordonnées entre coordonnées alternatives sont
continus, on peut utiliser la compacité de K pour trouver des constantes uniformes % > 0
et γ > 0 telles que chaque composante connexe de Φt(L0)∩ Ũρ(ε, %) est γ-instable dans les
coordonnées alternatives autour de ρ, indépendamment de ρ ∈ K et de 1 ≤ t ≤ N .

Par compacité de Ũρ(ε, %), le nombre de variétés lagrangiennes composant Φt(L0) ∩
Ũρ(ε, %) est fini. Ceci conclut la preuve du lemme.

En appliquant ce lemme à N = Nε + 2, on définit les constantes suivantes, qui joueront
un rôle un peu plus loin dans la preuve du théorème 3.19. (Rappelons que γuns a été fixé.)

(γ0, %0) := (γ̃Nε+2, %̃Nε+2) (4.14)

N1 :=
⌊ log(γuns/4γ0)

log
(
(1 + ν1)/2

)⌋+ 1, (4.15)
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Nuns := N1 +Nε + 2,

%1 := min
( ε

2γ0
, %0

)
, %2 := min

((
C + C0ε

p
)−Nuns%1, %̃Nuns

)
(4.16)

où C vient de la remarque 4.2, et C0 vient de l’équation (4.8).

Remarque 4.8. Comme expliqué dans le lemme 4.5, Nε est le temps maximal passé par
une trajectoire dans la région intermédiaire W2. Le temps N1 sera le temps nécessaire pour
incliner une lagrangienne γ0-instable en une lagrangienne γuns-instable, comme expliqué
dans le proposition 4.12. Quant à la constante %2, elle a été choisie suffisamment petite
pour qu’à chaque étape de la propagation durant un temps N1, les variétés lagrangiennes
que l’on considère sont contenues dans une unique carte locale, comme expliqué dans la
proposition 4.12.

Remarque 4.9. La constante ε0 dans le théorème 3.19 ne dépendra que de γ0 et de %0.
Par conséquent, la preuve du lemme 4.7 nous dit que si on considère toute une famille
de variétés lagrangiennes (Lz)z∈Z vérifiant l’hypothèse 3.12 et l’hypothèse 3.15, on pourra
trouver une constante ε0 > 0 uniforme en z ∈ Z du moment qu’on a la condition de
transversalité uniforme suivante :

∀t ∈ N, ∀ρ ∈ K,∃δ, γ > 0 tel que ∀z ∈ Z, Φt(Lz) ∩ Ũρ(ε, δ) est γ − instable. (4.17)

Pour étudier la propagation de Φt(L0) à des temps supérieurs à Nuns, nous devons
maintenant introduire un recouvrement d’un voisinage de Γ− ∩W1.

Lemme 4.10. Il existe un voisinage W3 de Γ− ∩W1 dans E, un ensemble fini de points
(ρi)i∈I ⊂ K et 0 < ε1 < %1, tel que l’on ait les résultats suivants.

(i) Les ensembles
(
Ũi
)
i∈I :=

(
Ũρi(ε, %2)

)
i∈I forment un recouvrement ouvert de W3.

(ii) ρ ∈
[
W1\W3

]
∪ {ρ′ ∈ W2; d(ρ′,Γ−) > d1} =⇒ ∀t ≥ 0, d(Φt(ρ)),K) ≥ ε1.

(iii) Pour tout ouvert W de diamètre < ε1 inclus dans W3, il existe un i ∈ I tel que
W ⊂ Ũi.

Démonstration. Les ensembles
(
Ũρ(ε, %2)

)
ρ∈K forment un recouvrement ouvert de (Γ− ∩

W1).

Par compacité, on peut en extraire un recouvrement ouvert fini
(
Ũi
)
i∈I :=

(
Ũρi(ε, %2)

)
i∈I ,

qui vérifie encore (i). Notons W3 un tel voisinage.

Comme W3 est un voisinage de Γ− ∩W1, il existe une constante %′2 > 0 telle que l’on
ait :

∀ρ ∈ W1\W3, on a d(ρ,Γ−) > %′2.

Par conséquent, il existe 0 < ε1 < min(%1, ε) tel que

ρ ∈
[
W1\W3

]
∪ {ρ′ ∈ W2; d(ρ′,Γ−) ≥ d1} =⇒ ∀t ≥ 0, d(Φt(ρ)),K) > ε1,
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ce qui nous donne (ii). Finalement, comme les ensembles Ũi sont ouverts, on peut diminuer
ε1 de sorte que (iii) soit vérifié.

Remarque 4.11. La constante ε0 qui apparait dans le théorème 3.19 sera plus petite
que ε1 (voir le lemme 4.15), donc chacun des ensembles (Wa)a∈A1 sera contenu dans l’un
des Ũi. De plus, on aura Wa ⊂ {ρ ∈ E ; d(ρ,K) < ε0}. Par conséquent, un point ρ ∈[
W1\W3

]
∪{ρ′ ∈ W2; d(ρ′,Γ−) ≥ d1} ne sera contenu dans aucun des ensembles (Wa)a∈A1

quand on le propage dans le futur.

Le lemme 4.7 nous dit que ΦNε(L0) ∩ Ũi est composé d’un nombre fini de variétés la-
grangiennes γ0-instables. Notre but sera maintenant de considérer une variété lagrangienne
incluse dans l’un des Ũi1 , de la propager pendant un temps N ≥ N1, puis de la restreindre
à un Ũi2 , avec i1, i2 ∈ I. La partie restante de la lagrangienne, qui est dans W1\W3, ne
rencontrera aucun des ensembles (Wa)a∈A1 quand elle sera propagée dans le futur, comme
expliqué dans la remarque 4.11.

4.1.5 Propagation dans les ensembles Ũi

La propagation des variétés lagrangiennes dans les ensembles Ũi est décrite dans la
proposition suivante, qui est le point clef de la preuve du théorème 3.19. Rappelons que γ0

a été défini dans (4.14), et que N1 a été défini dans (4.15).

Pour N ∈ N et ι = (i0i1...iN−1) ∈ IN , on définit

Φι(Λ) := Φ1(ŨiN−1 ∩ Φ1(...Φ1(Ũi0 ∩ Λ)...)).

Proposition 4.12. Soit N ≥ N1, ι = (i0i1...iN−1) ∈ IN et i ∈ I. Soit Λ0 ⊂ Ũi0 une
variété lagrangienne iso-énergétique qui est γ0-instable dans les coordonnées alternatives
centrées en ρi0. Alors Ũi ∩Φι(Λ) est une variété lagrangienne contenue dans Ũi, et elle est

γuns
(1+2C0εp)2

-instable dans les coordonnées alternatives centrées en ρi.

Démonstration. La première partie de la preuve consiste à comprendre comment Φn(Λ0) se
comporte quand n ≤ N1, dans les coordonnées alternatives centrées en ρi0 . C’est le but du
lemme suivant, qui est une adaptation du � lemme d’inclinaison � (voir [KH95, Theorem
6.2.8] ; voir aussi [NZ09, Proposition 5.1] pour un énoncé plus proche de notre contexte et
de nos notations).

Lemme 4.13. ΦN1(Λ0) est une variété lagrangienne, qui peut être écrite dans les coor-

données (ỹΦN1 (ρi0 ), η̃ΦN1 (ρi0 )) sous la forme :

ΦN1(Λ0) ≡ {(ỹΦN1 (ρi0 )
1 , ũΦN1 (ρi0 ); 0, fN1(ũΦN1 (ρi0 ))), ũΦN1 (ρi0 ) ∈ DN1},

où DN1 ⊂ B(0, %1) et ‖dfN1‖C0(Dk) ≤
(1+ν1)γuns

4 .
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Figure 4.2 – Le lemme 4.13, une variante du lemme d’inclinaison.

Remarquons que ΦN1(Λ0) n’est a priori pas contenue dans un unique ensemble Ũi, mais

le lemme nous dit qu’elle est contenue dans l’ensemble ŨΦN1 (ρi0 )(ε, %1), où les coordonnées
alternatives sont bien définies, comme on peut le voir sur la figure 4.2

Démonstration. Par hypothèse, Λ0 peut s’écrire sous la forme

Λ0 ≡ {(ỹρi01 , ũρi0 ; 0, f0(ũρi0 )), |ũρi0 | < %2}, avec ‖df0(ũρi0 )‖C0 ≤ γ0.

Nous allons considérer les restrictions des variétés lagrangiennes aux temps intermédiaires
aux sections de Poincaré centrées en Φk(ρi0) :

Λksec := Φk(Λ0) ∩ ΣΦk(ρi0 )(ε, %0).

On a Λk+1
sec = κk(Λksec), où κk := κΦk(ρi0 ),Φk+1(ρi0 ) est de la forme (4.7). Grâce à l’équation

(4.7) et à la définition de C, on voit que le taux maximal d’expansion dans la direction
instable est borné par (C + C0ε

p). Par conséquent, la définition de %2 implique que pour
tout k ≤ N1, la projection de Λksec sur la variété instable est supportée dans B(0, %1).

Pour alléger les notations, on écrira ũk et s̃k au lieu de ũΦk(ρi0 ) et s̃Φk(ρi0 ).
Soit k ≥ 0. Supposons que l’on peut écrire

Λksec ≡ {(ũk, fk(ũk)); ũk ∈ Dk},

avec Dk ⊂ B(0, %1), et ‖dfk‖C0 ≤ γk pour un 0 < γk ≤ γ0.

76



4.1 Preuve du théorème 3.19

Remarquons que le point essentiel dans les calculs qui suivent est que, comme on tra-
vaille dans les coordonnées alternatives, on a dαks(u

k, sk) ≤ C0u
k ≤ C0%1.

La projection de Φ1
|Λksec

sur les sous-espaces horizontaux s’écrit

ũk 7→ ũk+1 = πΦ1(ũk, fk(ũk)) = Akũ
k + α̃k(ũk, f

k(ũk)),

où, pour chaque k, Ak est une matrice comme dans (4.6).
En différentiant, on obtient :

∂ũk+1

∂ũk
= Ak +

∂α̃k
∂ũk

+
∂α̃k
∂s̃k

∂fk
∂ũk

= Ak + rk,

où rk a ses entrées bornées par C0%1γ0 ≤ C0ε.
Par conséquent, cette application est inversible, et ũk+1 7→ ũk est contractante. Ceci

implique que Λk+1
sec peut être représentée comme le graphe

Λk+1
sec ≡ {(ũk+1, fk+1(ũk+1)); ũk+1 ∈ Dk+1},

avec
fk+1(ũk+1) = tA−1

k fk(ũk) + β̃k(ũ
k, fk(ũk)).

En différentiant ceci par rapport à ũk+1, on obtient

∂fk+1

∂ũk+1
=
( ∂ũk

∂ũk+1

)[
(tA−1

k + ∂sβ
k(ũk, fk(uk)))

∂fk

∂ũk
(ũk) + ∂uβ

k(uk, fk(uk))
]
.

Par conséquent, on a∥∥∥∂fk+1

∂ũk+1

∥∥∥ ≤ ‖tA−1
k ‖γk + |dβu|+ |dβs|γk|
ν−1 − |dαku| − |dαks |γk

≤ γkν + C0ε
p(1 + γk)

ν−1 − 2C0εp

≤ ν1γk +
(1− ν1)γuns

8
= γk(ν1 +

γuns(1− ν1)

8γk
),

où la dernière inégalité vient de (4.12). Tout d’abord, le fait que cette pente soit bornée
uniformément sur Λk+1

sec implique que Λk+1
sec peut bien être écrite sous la forme

Λk+1
sec ≡ {(ũk+1, fk+1(ũk+1); ũk+1 ∈ Dk+1)},

où Dk+1 ⊂ B(0, %1), et ‖dfk+1‖C0 ≤ γk+1, pù γk+1 ≤ γk(ν1 + γuns(1−ν1)
8γk

).

Maintenant, si γk > γuns/4, alors ν1 + γuns(1−ν1)
8γk

< 1+ν1
2 < 1, de sorte que γk décroit

exponentiellement vite, tandis que si γk ≤ (1+ν1)γuns
4 , alors γk+1 <

(1+ν1)γuns
4 .

Le temps N1 a été choisi suffisamment grand pour que γN1 <
(1+ν1)γuns

4 , ce qui conclut
la preuve du lemme.
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Après avoir été propagée pendant des temps N > N1, la variété lagrangienne initiale
ne sera peut-être plus incluse dans ŨΦN (ρi0 )(ε, %1). Par conséquent, il nous faut faire un
changement de coordonnées. Par le lemme 4.13, au temps N1, notre variété lagrangienne
ΦN1(Λ0) est incluse dans ŨΦN1 (ρi0 )(ε, %1) et est (1+ν1)γuns

4 -instable.

On veut étudier Ũj ∩ ΦN1(Λ0) pour j ∈ I, dans les coordonnées centrées en ρj , et
appliquer de nouveau les calculs réalisés dans la preuve du lemme 4.13. Voyons comment
tout ceci fonctionne.

Si pour un j ∈ I, Ũj ∩ ΦN1(Λ0) 6= ∅, alors d(ΦN1(ρi0), ρj) < ε. En appliquant le lemme
4.4 et l’équation (4.13), on obtient que ΦN1(Λ0)∩ Ũj est γuns

2 -instable dans les coordonnées
alternatives centrées en ρj .

On peut itérer cette suite de changements de coordonnées et de propagation pour tout
temps N ≥ N1 : on obtient toujours une unique variété lagrangienne, qui est (1+ν1)γuns

4 -
instable. Ceci conclut la preuve de la proposition 4.12, car nous avons supposé que C0ε

p <
1/2.

Remarque 4.14. Dans [NZ09, Proposition 5.1], les auteurs montrent en utilisant la
dérivation de fonctions composées que pour tout ` ∈ N, il existe une constante C` suffi-
samment grande pour que le résultat suivant soit vrai. Si i1, i2 ∈ I et si Λ ⊂ Ũi1 est une
variété lagrangienne dans un cône instable, engendrée par une fonction f dans les coor-
données (ỹρi1 , η̃ρi1 ) avec ‖f‖C` ≤ C`, alors Φ1(Λ) ∩ Ũi2 est la réunion d’un nombre fini
de variétés lagrangiennes, qui sont toutes dans des variétés instables dans les coordonnées
(ỹρi2 , η̃ρi2 ), et qui sont engendrées par des fonctions ayant une norme C` plus petite que
C`.

En particulier, ceci montre que sur la variété lagrangienne ΦN
ι (Λ) décrite par la propo-

sition 4.12, la fonction sρi(yρi) a une norme C` plus petite que C`, où C` est une constante
indépendante de N .

4.1.6 Propriétés des ensembles (Wa)a∈A1

Le lemme suivant est une adaptation du lemme 4.7 dans les coordonnées droites. Re-
marquons que la raison principale pour laquelle on veut utiliser les coordonnées droites est
qu’elles sont symplectiques, ce qui jouera un rôle essentiel dans la preuve du théorème 1.19.

Lemme 4.15. Il existe 0 < ε0 < ε1 tel que, si (Wa)a∈A1 est un recouvrement de K de
diamètre ε0 tel que pour chaque a ∈ A1, Wa ∩W0 = ∅, et si on fixe pour tout a ∈ A1 un
point ρa ∈Wa ∩K 6= ∅, alors il existe NNuns ∈ N et 0 < γ′ tels que le résultat suivant soit
vrai.

Pour chaque a ∈ A1, pour chaque 1 ≤ N ≤ Nuns, l’ensemble ΦN (L0)∩Wa est constitué
d’au plus NNuns variétés lagrangiennes, qui sont toutes γ′-instable dans les coordonnées
droites centrées en ρa.
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Démonstration. En appliquant le lemme 4.7, on sait qu’il existe NNuns ∈ N, %̃Nuns > 0 et
γ̃Nuns > 0 tels que ∀0 < % ≤ %̃Nuns , ∀ρ ∈ K, ∀1 ≤ N ≤ Nuns, ΦN (L0)∩Ũρ(ε, %) peut s’écrire
dans les coordonnées (ỹρ, η̃ρ) comme la réunion d’au plus NNuns variétés lagrangiennes, qui
sont toutes γ̃Nuns-instables.

Choisissons alors ε0 > 0 suffisamment petit pour que C0ε0γ̃Nuns < 1 et tel que tout
ensemble de diamètre plus petit que ε0 et qui intersecte K est contenu dans un Ũρ(ε, %),
avec % < %̃Nuns . Ceci nous donne le résultat, mais dans les coordonnées alternatives. Pour
l’obtenir dans les coordonnées droites, on peut appliquer le lemme 4.3 grâce à l’hypothèse
faite sur ε0.

Pour tous a ∈ A1, et 1 ≤ k ≤ Nuns, Wa ∩ Φk(L0) est constitué d’un nombre fini de
variétés lagrangiennes. Définissons da,k comme étant la distance minimale (pour la distance
d) entre deux des variétés lagrangiennes qui constituent Wa ∩ Φk(L0), avec la convention
que cette quantité est égale à +∞ si Wa ∩ Φk(L0) est composée d’une unique variété
lagrangienne, ou est vide. On pose alors

d := min(ε0, min
a∈A1

1≤k≤Nuns

{da,k}) > 0.

Remarque 4.16. Si on considère toute une famille de variétés lagrangiennes (Lz)z∈Z
vérifiant l’hypothèse 3.12 et l’hypothèse 3.15, on pourra lui appliquer le théorème 3.19 avec
des ensembles (Wa)a∈A2 indépendants de z ∈ Z à condition que la constante d est bien
définie et positive, autrement dit, à condition que

inf
a∈A1,z∈Z
1≤k≤Nuns

{dza,k} > 0, (4.18)

où dza,k est la distance minimale entre les variétés lagrangiennes constituant Wa ∩Φk(Lz),
avec la convention que cette quantité est égale à +∞ si Wa ∩ Φk(Lz) est composée d’une
unique variété lagrangienne, ou est vide.

Le flot (Φt) est C1 par rapport au temps, donc lipschitzien dans [0, Nuns]. Par conséquent,
il existe une constante C > 0 telle que pour tout t ∈ [0, Nuns], pour tous ρ1, ρ2 ∈ E , on a

d(Φt(ρ1),Φt(ρ2) ≤ Cd(ρ1, ρ2).

On pose alors

ε2 := d/C.

Il nous faut maintenant compléter (Wa)a∈A1 en un recouvrement ouvert de toute la
couche d’énergie.
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Chapitre 4 : Preuve des résultats concernant la propagation de L0

4.1.7 Construction et propriétés des ensembles (Wa)a∈A2

Rappelons que W0 = T ∗(X\X0), et que b est la fonction définissant le bord introduite
dans l’hypothèse 3.1.

On construit les ensembles (Wa)a∈A2 de sorte que, si on pose A = A1 ∪A2 ∪{0}, on a :

— Chacun des ensembles (Wa)a∈A2 est de diamètre plus petit que ε2.
— Pour tout a ∈ A2, on a d(Wa,K) > ε2/2.
— (Wa)a∈A est un recouvrement ouvert de E .

Le lemme suivant permettra de montrer que ΦN
α (L0) est composé d’une unique variété

lagrangienne. Il repose sur le fait que les ensembles (Wa)a∈A2 ont été construits suffisam-
ment petits.

Lemme 4.17. Soit k ≤ Nuns, α ∈ Ak, et a ∈ A1. Alors l’ensemble Wa ∩ Φk
α(L0) est soit

vide, soit constitué d’une unique variété lagrangienne.

Démonstration. Supposons que Φk(L0) ∩Wa est non vide. On a vu dans le lemme 4.15
qu’elle est constituée d’un nombre fini de variétés lagrangiennes, avec une distance entre
elles supérieure à d. Par conséquent, pour tout 1 ≤ k′ ≤ k, les ensembles Φ−k

′
(Φk(L0) ∩

Wa) sont composés de variétés lagrangiennes qui sont à une distance les unes des autres
supérieure à ε2. En raison de la condition (3.2) que l’on a imposée, on a αk′ ∈ A2 pour un
k′ ≤ k. Comme les ensembles (Wa)a∈A2 ont un diamètre plus petit que ε2, ils séparent les
variétés lagrangiennes qui composent Φ−k

′
(Φk(L0) ∩Wa). On en déduit le lemme.

4.1.8 Structure des suites admissibles

Nous allons maintenant énoncer deux lemmes qui mettent des contraintes sur les suites
α ∈ AN , avec αN ∈ A1 et telles que ΦN

α (L0) 6= ∅.
Le premier de ces lemmes nous dit que l’on peut se restreindre aux suites telles que

αk 6= 0 pour k ≥ 1.

Lemme 4.18. Soit N ∈ N, et soit α ∈ AN , et a ∈ A1. Supposons que αk = 0 pour un
1 ≤ k ≤ N − 1, et que Wa ∩ ΦN

α (L0) 6= ∅. Alors Wa ∩ ΦN
α (L0) ⊂ ΦN−k

αk+1...αN−1
(L0).

Démonstration. Par hypothèse, Φk
α1...αk

(L0) ⊂ W0, et cet ensemble intersecte W1 dans le
futur. On a W0 = DE− ∪ DE+, et un point dans DE+ ne peut pas intersecter W1 dans le
futur. Par conséquent, les points dans Φk

α1...αk
(L0) qui intersectent W1 dans le futur sont

tous dans DE−. Mais, par le lemme 3.5, les points dans DE− n’ont des pré-images que dans
W0. On a donc

Wa ∩ ΦN
α (L0) ⊂Wa ∩ ΦN

0...0αk+1...αN−1
(L0) ⊂ ΦN−k

αk+1...αN−1
(L0),

où la seconde inclusion provient de l’hypothèse 3.12.
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4.1 Preuve du théorème 3.19

Utilisons maintenant la remarque 4.11 pour montrer que, pour des temps k ≥ Nε + 2,
la dynamique intéressante se produit dans W3.

Lemme 4.19. Soit N ≥ Nε + 2, α ∈ AN avec αi 6= 0 pour tout i ≥ 1.
Soit Nε + 2 ≤ k ≤ N , et soit ρ ∈ Φk

α1...αk
(L0) tel que ΦN−k(ρ) ∈ Wa′ pour un a′ ∈ A1.

Alors ρ ∈ W3.

Démonstration. Si ρ ∈ W1, alors le résultat suit de la remarque 4.11. Il nous faut donc
vérifier que l’on ne peut pas avoir ρ ∈ W2 ∪W0. Tout d’abord, remarquons que le lemme
3.5 implique que l’on ne peut pas avoir ρ ∈ W0.

Supposons maintenant que ρ ∈ W2. Étant donné que k ≥ Nε + 2, et que αi 6= 0 pour
i ≥ 1, on a Φ−Nε−1(ρ) ∈Wa′ pour un a′ ∈ A1 ∪A2. Mais, grâce au lemme 3.5, on sait que
pour tout a′ ∈ A1 ∪A2, on a

Φ1(Wa′\W0) ∩ DE− = ∅. (4.19)

Par conséquent, on a Φ−Nε(ρ) /∈ W0.
Par la preuve du lemme 4.5, ceci impliquerait que d(ρ,Γ−) ≥ d1. Par la remarque 4.11,

ceci implique qu’on ne pourrait pas avoir ΦN−k(ρ) ∈ Wa′ pour un a′ ∈ A1, ce qui est une
contradiction.

4.1.9 Fin de la preuve du théorème 3.19

Soit N ≥ 0, α ∈ AN et a ∈ A1. Si N ≤ Nuns, le résultat du théorème 3.19 est une
conséquence du lemme 4.15 et du lemme 4.17.

Considérons maintenant N ≥ Nuns > Nε + 2. On supposera que Wa ∩ ΦN
α (L0) 6= ∅.

Grâce au lemme 4.18 et à l’hypothèse 3.12, on peut supposer que αi 6= 0 pour tout i ≥ 1.
On peut déduire du lemme 4.19 que

Wa ∩ ΦN
α (L0) ⊂

⋃
ι∈IN−Nε−1

ιN−Nε=iα

Φι

(
ΦNε+2
α1...αNε+2

(L0)
)
, (4.20)

où iα ∈ I est tel que WαN ⊂ Ũiα . Définissons

Λk := {ρ ∈ Φk
α(L0);∀k′ ≥ 0,Φk′(ρ) ∈Wαk+k′}.

Par le lemme 4.19, pour tout k ≥ Nε + 2, on a Λk ⊂ W3 ∩Wαk . Par conséquent, par le
lemme 4.10 (iii), il existe un ik ∈ I tel que Λk ⊂ Ũik , et on obtient que

Wa ∩ ΦN
α (L0) ⊂ ΦN−Nε−2

iNε+2...iN

(
ΦNε+2
α1...αNε+2

(L0)
)
.

On sait grâce au théorème 4.7 et au lemme 4.17 que ΦNε+2
α1...αNε+2

(L0) est composé d’une
unique variété lagrangienne, qui est γ0-instable dans les coordonnées alternatives centrées
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en tout point de K. En appliquant la proposition 4.12, on sait que le membre de droite de
(4.20) est une variété lagrangienne qui est γuns

(1+2Caεp)2
-instable dans les coordonnées alter-

natives centrées en ρiα .

On applique le lemme 4.4 pour écrire cette variété lagrangienne dans les coordonnées
alternatives centrées en ρa. Grâce à l’équation (4.13), celle-ci est γuns

(1+2Caεp) -instable. On
utilise alors le lemme 4.3 pour écrire cette variété lagrangienne dans les coordonnées droites
centrées en ραN , et on en déduit qu’elle est γuns-instable. Ceci conclut la preuve du théorème
3.19.

Remarque 4.20. Par conséquent, dans les coordonnées (ya, ηa), Wa∩ΦN
α (L0) peut s’écrire

sous la forme

Wa ∩ ΦN
α (L0) ≡ {(ya1 , ua, 0, fN,α,a(ua)), ya ∈ DN,α,a},

pour un ouvert DN,α,a ⊂ Rd.
La remarque 4.14 nous assure que pour tout ` ∈ N, les fonctions fN,α,a ont des normes

C` bornées indépendamment de N , α and a.

4.1.10 Distance entre les lagrangiennes

Dans le chapitre 6, nous aurons besoin d’une borne inférieure sur la distance entre les
variétés lagrangiennes qui composent Φn(L0)∩Wa. Pour prouver une telle borne inférieure,
nous aurons d’abord besoin d’un lemme topologique élémentaire.

Lemme 4.21. Il existe c0 > 0 tel que pour tous ρ, ρ′ ∈ T ∗X0 ∩ E tels que d(ρ, ρ′) < c0, il
existe a ∈ A tel que ρ, ρ′ ∈Wa.

Démonstration. Supposons par l’absurde que pour tout ε > 0, il existe ρε, ρ
′
ε tels que

d(ρε, ρ
′
ε) < ε et tels que pour tout a ∈ A tel que ρε ∈ Wa, on a ρ′ε /∈ Wa. Par compacité de

T ∗X0 ∩ EE , on peut supposer que ρε converge vers un ρ. On a alors ρ′ε −→ ρ, et si a ∈ A
est tel que ρ ∈Wa, alors ρε, ρ

′
ε ∈Wa pour ε assez petit, ce qui est absurde.

Énonçons maintenant notre borne inférieure sur la distance entre les variétés lagran-
giennes qui composent ΦN (L0) ∩Wa.

Soit N ∈ N, α ∈ AN et a ∈ A1. L’ensemble ΦN
α (L0) ∩Wa peut s’écrire sous la forme

{(yρa , ∂φ̃N,α,a(yρa)}, pour des fonctions lisses φ̃N,α,a.

Pour tous α ∈ AN , α′ ∈ AN ′ , notons σ(α, α′) := max(N − τ(α), N ′ − τ(α′)), avec τ(α)
défini comme dans (3.18).

Proposition 4.22. Il existe des constantes C ′1, C
′
2 > 0 telles que pour tous N,N ′ ∈ N,

pour tous α ∈ AN , α′ ∈ AN ′, pour tout a ∈ A1 et pour tout yρa, on a soit ∂φ̃N,α,a(y
ρa) =

∂φ̃N ′,α′,a(y
ρa) soit

|∂φ̃N,α,a(yρa)− ∂φ̃N ′,α′,a(yρa)| ≥ C ′1e−C
′
2σ(α,α′).
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4.2 Résultats concernant la propagation de L0 en courbure négative.

Démonstration. Comme T ∗X0 ∩E est compact, on peut trouver une constante C > 0 telle
que pour tous ρ, ρ′ ∈ EE ∩ T ∗X0,

d(Φt(ρ),Φt(ρ′)) ≤ eCtd(ρ, ρ′). (4.21)

Soit a ∈ A1, et yρa ∈ Dα,a ∩ Dα′,a tel que ∂φ̃N,α,a(y
ρa) 6= ∂φ̃N ′,α′,a(y

ρa). Notons ρ le
point (yρa ; ∂φ̃N,α,a(y

ρa)) et ρ′ le point (yρa ; ∂φ̃N ′,α′,a(y
ρa)).

Montrons qu’il existe 0 ≤ k ≤ σ(α, α′) tel que pour tout a′ ∈ A, si Φ−k(ρ) ∈ Wa′ ,
alors Φ−k(ρ′) /∈ Wa. En effet, s’il n’existait pas un tel k, alors pour tout k, il existerait
ak ∈ A tel que Φ−k(ρ) ∈ Wak et Φ−k(ρ′) ∈ Wak pour tout 0 ≤ k ≤ σ(α, α′). On aurait

alors ρ ∈ Φ
max(N,N ′)
α′′ (L0) et ρ′ ∈ Φ

max(N,N ′)
α′′ (L0) pour une suite α′′ construite en ajoutant

éventuellement des 0 au début des suites α et α′. Ceci contredirait le corollaire 3.27.
Grâce au lemme 4.21, on en déduit qu’il existe 0 ≤ k ≤ σ(α, α′) tel que

d(Φ−k(ρ),Φ−k(ρ′)) ≥ c0.

En combinant ceci avec l’équation (4.21), on obtient

d(ρ, ρ′) ≥ c0e
−Cσ(α,α′)

Comme toutes les métriques sont équivalentes dans un compact, on peut comparer d(ρ, ρ′)
avec |∂φ̃N,α,a(yρa)− ∂φ̃N ′,α′,a(yρa)| et on en déduit la proposition.

4.2 Résultats concernant la propagation de L0 en courbure
négative.

4.2.1 Faits généraux concernant les variétés de courbure négative

Croissance de la distance entre les points sur les variétés de courbure négative

Dans ce paragraphe, nous rappellerons quelques faits concernant la manière dont les
distances dX et dad entre Φt(ρ1) et Φt(ρ2) dépendent du temps.

La borne la plus élémentaire, quand on travaille dans S∗X0 vient simplement de la
compacité et de la convexité géodésique de X0, et est donnée par (4.21) : comme la courbure
sectionnelle est bornée inférieurement sur X0, on peut trouver une constante µ > 0 telle
que pour tous ρ, ρ′ ∈ S∗X0 et pour tout t ≥ 0 tels que Φt(ρ),Φt(ρ′) ∈ S∗X0, on a

dad(Φ
t(ρ),Φt(ρ′)) ≤ eµtdad(ρ, ρ′).

Dans toute la suite, quitte à prendre plus petits la constante ε0 et les ensembles
(Wa)a∈A2 qui apparaissent dans le théorème 3.19, on supposera que les ensembles Wa,
a ∈ A1 ∪A2 ont un diamètre plus petit qu’une constante εmax telle que

∀x, y ∈ X0, dad(x, y) < εmax =⇒ dX(Φ1(x),Φ1(y)) < e−µri, (4.22)

où µ est comme dans (4.21).
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Remarque 4.23. En fait, quand on travaille près de l’ensemble capté sur une variété de
courbure négative, en utilisant les bornes sur la croissance des champs de Jacobi données
dans [Ebe01, III.B], on peut montrer qu’il existe C > 0 tel que si ρ, ρ′ ∈ S∗X et T ≥ 0
sont tels que pour tout t ∈ [0, T ], on a Φt(ρ) ∈

⋃
a∈A1

Wa et Φt(ρ′) ∈
⋃
a∈A1

Wa, alors on a

dad(Φ
t(ρ),Φt(ρ′)) ≤ Ce

√
b0tdX(ρ, ρ′),

où b0 est la plus petite valeur prise par la courbure sectionnelle sur X comme dans l’hy-
pothèse 3.6.

D’autre part, si deux points sont sur la même variété stable locale, alors ils s’approche-
ront exponentiellement vite dans le futur. C’est ce que dit le lemme classique suivant, dont
la preuve peut être trouvée dans [KH95, Theorem 17.4.3 (3)].

Lemme 4.24. Il existe C ′, λ > 0 tels que pour tous ρ ∈ K et ρ1, ρ2 ∈ W−ε (ρ) pour un
ε > 0 suffisamment petit, on a pour tout t ≥ 0.

dad(Φ
t(ρ1),Φt(ρ2)) ≤ C ′e−λtdad(ρ1, ρ2).

Sur une variété de courbure négative, le carré de la distance dX entre deux points sur la
variété de base sera convexe par rapport au temps, du moment qu’ils restent assez proches
l’un de l’autre. C’est ce que dit le corollaire du lemme suivant, lemme dont la preuve peut
être trouvée dans [Jos08, §4.8]

Lemme 4.25. Soient γ, γ′ deux géodésiques sur une variété X simplement connexe et de
courbure sectionnelle négative. Alors t 7→ d2

X(γ(t), γ′(t)) est une fonction convexe.

De plus, s’il existe −∞ ≤ t1 < t2 ≤ +∞ tel que pour tous t ∈ (t1, t2), γ1(t) et γ2(t)
appartiennent à une région de X où la courbure sectionnelle est strictement négative, alors
sur (t1, t2), t 7→ d2

X(γ(t), γ′(t)) est strictement convexe.

À partir de maintenant, on notera X̃ le recouvrement universel de X.

Corollaire 4.26. Supposons que ρ1, ρ2 ∈ X et −∞ ≤ t1 < t2 ≤ +∞ sont tels que pour
tout t ∈ (t1, t2), on a dX(Φt(ρ1),Φt(ρ2)) < ri. Alors (t1, t2) 3 t 7→ d2

X(Φt(ρ1),Φt(ρ2)) est
une fonction convexe.

De plus, si ρ1 et ρ2 n’appartiennent pas à la même géodésique et si pour tout t ∈ (t1, t2),
Φt(ρ1) et Φt(ρ2) appartiennent à une région de X où la courbure sectionnelle est strictement
négative, alors sur (t1, t2), t 7→ d2

X(Φt(ρ1),Φt(ρ2)) est strictement convexe.

Démonstration. En utilisant le fait que l’application exponentielle est un revêtement sur
les boules de rayon plus petit que le rayon d’injectivité, on peut relever les courbes Φt(ρi),
i = 1, 2 en des géodésiques Φ̃t(ρ̃i) sur le recouvrement universel X̃ de X telles que
dX̃(Φ̃t(ρ̃1), Φ̃t(ρ̃2)) = dX(Φt(ρ1),Φt(ρ2)). On peut alors conclure grâce au lemme 4.25.
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4.2 Résultats concernant la propagation de L0 en courbure négative.

Recouvrement de X par
⋃
t>0 Φt(L0)

Le lemme suivant peut être trouvé dans [Ebe01, §IV.A]

Lemme 4.27. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant l’hypothèse 3.6, et soit ρ ∈
T ∗X̃ et x ∈ X̃. Alors il existe un unique ξ ∈ T ∗x X̃ tel que dX̃(Φt(ρ),Φt(x, ξ)) demeure borné
quand t→ −∞. En particulier, par le lemme 4.25, t 7→ dX̃(Φt(ρ),Φt(x, ξ)) est croissante.

Considérons l’ensemble
Φ∞(L0) :=

⋃
t>0

Φt(L0).

Le corollaire suivant nous dit que si l’hypothèse 3.18 est vérifiée, alorsX est couverte une
infinité de fois par Φ∞(L0). Remarquons que c’est le seul endroit où nous avons directement
besoin de l’hypothèse 3.18.

Corollaire 4.28. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant l’hypothèse 3.1 à l’infini
et l’hypothèse 3.6, et telle que l’ensemble capté K est non-vide, et satisfait l’hypothèse 3.9
d’hyperbolicité. Soit L0 une variété lagrangienne vérifiant les hypothèses 3.12, 3.16 et3.18,
et soit x ∈ X. Alors il existe une infinité de ξ ∈ T ∗xX tels que (x, ξ) ∈ Φ∞(L0).

Démonstration. Fixons un (x0, ξ0) = ρ0 ∈ L0 ∩ DE− et un x ∈ X.
Comme K est non-vide et hyperbolique il contient au moins une orbite fermée non-

vide. Par conséquent, π1(X) n’est pas trivial, et est donc infini. (En effet, par [Ebe01,
III.G], tout élément non trivial dans le groupe fondamental d’une variété de courbure
négative est d’ordre infini.) Par conséquent, ρ0 a une infinité de pré-images par la projection

S̃∗X ∼= S∗X̃ → S∗X.
Notons-les (ρ̃i0)i∈I = (x̃i0, ξ̃

i
0)i∈I , et fixons un point x̃ tel que πX̃→X(x̃) = x.

Grâce au lemme 4.27, pour chaque i ∈ I, il existe un ξ̃i ∈ S∗x̃X̃ tel que dX̃(Φt(ρ̃0
i ),Φ

t(x̃, ξ̃i))

demeure borné quand t → −∞. Notons (x, ξi) = πT ∗X̃→T ∗X(x̃, ξ̃i). (Les ξi et ξ̃i peuvent
évidemment être identifiés.)

Pour tout t ≤ 0, on a

dX(Φt(ρ0),Φt(x, ξi)) ≤ dX̃(Φt(ρ̃i0),Φt(x̃i, ξ̃i)),

qui est borné quand t → −∞ par hypothèse. Par conséquent, pour la distance de la
compactification de X donnée par l’hypothèse 3.1, Φt(ρ0) et Φt(x, ξi) s’approchent l’un
de l’autre quand t → −∞. Comme, par définition de L0, on a ρ0 ∈ DE−, on a aussi
Φt(x, ξi) ∈ DE− si −t est suffisamment grand. Par conséquent, en raison de l’hypothèse
3.18, Φt(x, ξi) ∈ L0 quand −t est suffisamment grand.

Pour prouver le corollaire, il nous faut vérifier que les ξi sont tous distincts, et donc
que les ξ̃i sont tous distincts. Il suffit de montrer que pour tout i 6= i′, on a

dX̃(Φt(ρi0),Φt(ρi
′

0 )) n’est pas borné quand t→ −∞. (4.23)
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Figure 4.3 – Ce qui se passerait si (4.23) n’était pas vérifiée.

Supposons par l’absurde que (4.23) n’est pas vérifié pour un i 6= i′.
Considérons, comme dans la figure 4.3, la géodésique γ̃ dans X̃ telle que γ̃(0) = x̃i0 et

γ̃(1) = x̃i
′

0 . D’après le lemme 4.27, pour chaque s ∈ [0, 1], il existe une unique direction ξ̃s
telle que dX̃(Φt(ρi0),Φt(γ̃(s), ξ̃s)) est borné quand t → −∞. Par l’unicité dans le lemme

4.27, et comme on a supposé que (4.23) n’est pas vérifié, on a que ξ̃1 = ξ̃i
′

0 .
Considérons (γ(s), ξs) := πS∗X̃→S∗X(γ̃(s), ξ̃s). On a (γ(0), ξ0) = ρ0 par hypothèse, et

γ(0) = γ(1). De plus,

dX(Φt(ρ0),Φt(γ(s), ξs)) ≤ dX̃(Φt(γ̃(0), ξ0),Φt(γ̃(s), ξ̃s)),

qui est borné quand t→ −∞ par construction de ξ̃s.
Écrivons γt(s) = Φt(γ(s), ξs). Cette courbe est de longueur bornée indépendamment de

t par ce qui précède, et ses points partent à l’infini quand t→ −∞.
De plus, pour chaque t ≥ 0, γt est une courbe fermée qui n’est pas contractible, car elle

joint deux pré-images différentes dans X̃.
Par conséquent, pour chaque t ≥ 0, il doit exister un s ∈ [0, 1] tel que dX(γt(0), γt(s)) ≥

ri(γt(0)). En effet, si ceci n’était pas vrai, γt serait contenue dans une carte où l’exponen-
tielle est injective, et serait donc contractible.

Mais comme γt est de longueur bornée indépendamment de t, et comme γt(0) part
à l’infini quand t tend vers l’infini, on obtient une contradiction avec le point (iii) de
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l’hypothèse 3.6.

Remarque 4.29. La fin de la preuve montre en fait que, si on note
(
L̃0

j)
j∈J les différentes

pré-images de L0 par la projection πS∗X̃→S∗X , alors on a pour tout j 6= j′ ∈ J , L̃0
j∩L̃0

j′
=

∅.

4.2.2 Projection sans caustiques et transversalité

Critères généraux

Rappelons que les variété se projetant sans caustiques ont été introduites dans la
définition 3.22. Nous allons maintenant reformuler cette notion en termes de transversalité.

Soient L1, L2 deux sous-variétés de S∗X et soit ρ ∈ L1 ∩ L2. Rappelons que l’on dit
que L1 et L2 s’intersectent transversalement en ρ si Tρ(S

∗X) = TρL1 ⊕ TρL2.

Lemme 4.30. Soit X ′ une sous-variété de S∗X qui peut s’écrire sous la forme

X ′ = {(x, f(x)), x ∈ Ω},

où Ω est un ouvert de X, et où f est C0.

Supposons de plus que pour tout x ∈ Ω, les variétés X ′ et S∗xX s’intersectent transver-
salement en (x, f(x)). Alors X ′ se projette sans caustiques sur X.

Démonstration. Écrivons κ : X 3 x 7→ (x, f(x)) ∈ X ′ et π : X ′ 3 (x, f(x)) 7→ x ∈ X. On a
bien sûr π ◦ κ = Id. L’hypothèse de transversalité nous assure que dπ est inversible là où
elle est bien définie. Par le théorème d’inversion locale, κ est C∞. Par conséquent, comme
f est la seconde composante de κ, elle est aussi lisse.

Le lemme suivant nous donne un critère pour vérifier que deux variétés s’intersectent
transversalement, et nous l’utiliserons à plusieurs reprises.

Lemme 4.31. Soient L1 et L2 deux sous-variétés de S∗X de dimensions respectives d et
d − 1, et soit ρ ∈ L1 ∩ L2. On suppose que (i) est vérifié, ainsi que (ii) ou (ii’), où les
hypothèses (i), (ii) et (ii’) sont comme suit.

(i) Pour tout ρ1 ∈ L1, la fonction t 7→ dX(Φ−t(ρ1),Φ−t(ρ)) est décroissante pour t ≥ 0.

(ii) Pour tout ρ2 ∈ L2, on a dX(ρ2, ρ) = 0 (c’est-à-dire que L2 ⊂ S∗xX pour un x ∈ X).

(ii’) Posons x = πS∗X→X(ρ). Les variétés L1 et S∗xX sont transverses au point ρ. De
plus, il existe ν > 0, C > 0 et ε > 0 tels que pour tout ρ2 ∈ L2 et pour tout t ≤ 0 tels que
dad(Φ

t(ρ),Φt(ρ2)) ≤ ε, on a :

dX(Φt(ρ2),Φt(ρ)) ≥ Ce−νtdX(ρ2, ρ).

Alors L1 et L2 s’intersectent transversalement en ρ.
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Figure 4.4 – Deux variétés non transverses

Démonstration. Raisonnons par l’absurde, et supposons que L1 et L2 ne s’intersectent pas
transversalement en ρ. Ceci signifierait qu’il existe v ∈ Tρ(L1) ∩ Tρ(L2), v 6= 0.

Ainsi, il existerait ρn1 ∈ L1, ρn2 ∈ L2 tels que dad(ρ
n
1 , ρ) = 1/n et dad(ρ

n
2 , ρ) = 1/n mais

dad(ρ
n
1 , ρ

n
2 ) = o(1/n), comme dans la figure 4.4.

Nous trouverons une contradiction en trouvant un temps t > 0 tel que

dX(Φ−t(ρ),Φ−t(ρn1 )) > dX(ρ, ρn1 ), (4.24)

ce qui est contraire à l’hypothèses (i).

On a

dX(Φ−t(ρn1 ),Φ−t(ρn2 )) ≤ dad(Φ−t(ρn1 ),Φ−t(ρn2 )) ≤ eµto(1/n). (4.25)

Supposons tout d’abord que l’hypothèse (ii) est vérifiée, et notons ρ = (x, ξ) et ρn2 =
(x, ξn2 ). Alors, comme dad(ρ

n
2 , ρ) = 1/n et comme les distances induites par toutes les

métriques sur S∗X sont équivalentes dans un voisinage de ρ, il existe une constante c > 0
telle que ‖ξ − ξn2 ‖ ≥ c/n pour tout n suffisamment grand.

Ainsi, d
dt

∣∣∣
t=0

dX(Φ−t(ρ),Φ−t(ρn2 )) ≥ c/n. Comme la dérivée seconde par rapport au

temps de la distance entre des géodésiques proches ne dépend que de la métrique dans un
compact contenant les géodésiques, et comme les trajectoires de Φt(ρ) et de Φt(ρn1 ) sont
proches l’une de l’autre pour t assez petit et n assez grand, on peut trouver un temps
t0 > 0 indépendant de n et un c′ > 0 tel que pour tout n assez grand et tout t ∈ [0, t0], on
a dX(Φ−t(ρ),Φ−t(ρn2 )) > c′t/n.
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On a donc

dX(Φ−t0(ρ),Φ−t0(ρn1 )) ≥
∣∣∣dX(Φ−t0(ρ),Φ−t0(ρn2 ))− dX(Φ−t0(ρn2 ),Φ−t0(ρn1 ))

∣∣∣
≥ c′t0/n+ o(1/n).

D’autre part, on a

dX(ρn1 , ρ) ≤ dX(ρn2 , ρ) + dX(ρn1 , ρ
n
2 ) = dX(ρn1 , ρ

n
2 ) ≤ Cdad(ρn1 , ρn2 ) = o(1/n).

Par conséquent, en prenant tn = t0, on obtient (4.24).

Supposons maintenant que (ii’) est vérifiée. Comme on a supposé ques les variétés L1 et
S∗xX sont transverses en ρ, il existe une constante c > 0 telle que pour tout n suffisamment
grand, on a

cdad(ρ, ρ
n
1 ) ≤ dX(ρ, ρn1 ).

Par conséquent, dX(ρn1 , ρ) ≥ c/n. Considérons un t ≥ 0 tel que Ceνt ≥ 2. Si n est assez
grand, on a dad(Φ

−t(ρ),Φ−t(ρn2 )) ≤ ε. On a donc

dX(Φ−t(ρ),Φ−t(ρn2 )) ≥ Cce
νt

n
≥ 2c

n
.

D’autre part,

dX(Φ−t(ρn2 ),Φ−t(ρn1 )) ≤ eµtdad(ρn2 , ρn1 ) = o
( 1

n

)
.

On en déduit que

dX(Φ−t(ρ),Φ−t(ρn1 )) ≥ 2c

n
− dX(Φ−t(ρn2 ),Φ−t(ρn1 ))

>
c

n
.

Ceci nous donne (4.24), et conclut la preuve du lemme.

Trois applications du lemme 4.31

Comme première application du lemme 4.31, énonçons un lemme utile. Il nous semble
assez classique, mais nous n’avons pas été capables d’en trouver une preuve dans la littérature.

Lemme 4.32. Soit X une variété de courbure sectionnelle négative, telle que K soit un
ensemble hyperbolique. Soit ρ ∈ K. Alors il existe ε > 0 tel que W±0

ε (ρ) se projette sans
caustiques sur X.
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Démonstration. Nous allons prouver le lemme pourW+0
ε . Le résultat pourW−0

ε en découlera,
car les variétés stables et instables sont échangées en changeant le signe des vitesses.

On veut appliquer le lemme 4.30. Vérifions tout d’abord que W+0
ε peut bien s’écrire

comme un graphe. Supposons que ρi = (x, ξi) ∈ S∗X ∩ W+0
ε , pour i = 1, 2. Alors si

g(t) = dX(Φt(ρ1),Φt(ρ2)), on a g(0) = 0 et lim sup
t→−∞

g(t) < ∞ par définition de la variété

instable. Mais, si ε est suffisamment petit, on a g(t) ≤ ri pour tout t ≥ 0, de sorte que par
le corollaire 4.26, on a g(t) = 0 pour tout t, et donc ξ1 = ξ2. Par conséquent, W+0

ε peut
s’écrire pour ε suffisamment petit comme

W+0
ε = {(x, f(x));x ∈ Ω}

pour un ouvert Ω ⊂ X. Le fait que W+0
ε soit une variété connexe implique que f est

continue.
Il nous faut maintenant prouver la condition de transversalité du lemme 4.30, en ap-

pliquant le lemme 4.31 pour L1 = W+0
ε et L2 = S∗xX. (ii) est trivialement vérifiée.

Vérifions le point (i). Prenons ρ1, ρ2 ∈ W+0
ε (ρ), et écrivons g(t) := dX(Φt(ρ1),Φt(ρ2)).

On a lim sup
t→−∞

g(t) < ∞, et si ε est pris suffisamment petit, on peut supposer que g(t) ≤ ri

pour tout t ≤ 0. Par conséquent, par le corollaire 4.26, g est croissante pour t ≤ 0, et
(i) est vérifié. On peut donc appliquer le lemme 4.31 puis le lemme 4.30 pour conclure la
preuve.

Remarque 4.33. En fait, avec la même preuve, on peut prouver le résultat suivant, qui
affirme que quand on propage dans le passé (resp. futur) de petits morceaux de la variété
instable (resp. stable), alors ils se projetterons sans caustiques sur X :

Soit ρ ∈ K. Alors il existe ε > 0 tel que pour tous ±t ≥ 0 et ρ′ ∈ W±0
ε (ρ), il existe

ε′ > 0 tel que Φt({ρ′′ ∈W±0
ε (ρ); dad(ρ

′′, ρ′) < ε′} se projette sans caustiques sur X.

Prouvons maintenant un lemme qui est la première étape de la preuve du théorème
3.23.

Lemme 4.34. Soit τ ≥ 0 et soit ρ ∈ L0. Pour ε > 0 assez petit, la variété Φτ ({ρ′ ∈
L0; dad(ρ, ρ

′) < ε}) se projette sans caustiques sur X.

Démonstration. Il nous faut vérifier les hypothèses du lemme 4.30. Si ε est choisi suffi-
samment petit, alors pour tout t ≤ τ et pour tout ρ′ ∈ L0 tel que dad(ρ, ρ

′) < ε, on a
que dad

(
Φt(ρ′),Φt(ρ)

)
≤ ri. Ceci implique que Φτ ({ρ′ ∈ L0; dad(ρ, ρ

′) < ε} peut s’écrire
comme un graphe au dessus de X. En effet, supposons que cette variété contienne deux
points ρ1 = (x, ξ1) et ρ2 = (x, ξ2). Alors, par le lemme 4.26, t 7→ d2

X(Φt(ρ1),Φt(ρ2)} est une
fonction convexe sur (−∞; 0). Par l’hypothèse 3.16, cette fonction tend vers une constante
quand t tend vers −∞. Cette fonction doit donc être constante nulle, d’où ρ1 = ρ2.

Il nous faut maintenant vérifier que ce graphe est transverse aux fibres verticales. Pour
ce faire, on veut appliquer le lemme 4.31 pour L1 = Φτ ({ρ′ ∈ L0; dad(ρ, ρ

′) < ε} et L2 =
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S∗xX. La condition (ii) du lemme 4.31 est alors trivialement vérifiée. Quant au point (i), il
est vérifié par l’hypothèses 3.16 combinée au lemme 4.26. Par conséquent, on peut appliquer
le lemme 4.31 et le lemme 4.30 pour conclure la preuve du lemme.

Comme dernière application du lemme 4.31, nous allons prouver la proposition 3.21.
Rappelons que cette proposition affirme que :

Proposition 4.35. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant l’hypothèse 3.6, ainsi
que l’hypothèse 3.9 d’hyperbolicité, et que L0 vérifie l’hypothèse 3.12. Alors la variété la-
grangienne L0 vérifie l’hypothèse de transversalité 3.15.

Démonstration. Soit ρ ∈ K, et soient τ ≥ 0 et ρ′ ∈ Φτ (L0) ∩W−ε (ρ). On veut, encore une
fois, appliquer le lemme 4.31 à Φτ (L0) et W−ε (ρ), ou au moins à la restriction de ces deux
variétés à un petit voisinage de ρ′. Si on prend un voisinage V de ρ′ suffisamment petit,
alors par le lemme 4.26 et l’hypothèse 3.16, on a que L1 = Φτ (L0) ∩ V vérifie la condition
(i) du lemme 4.31.

Vérifions maintenant que la condition (ii’) est satisfaite. Le fait que L1 se projette sans
caustiques sur X vient du lemme 4.34. Quant à la seconde condition, on sait par le lemme
4.24 qu’il existe C, λ > 0 tels que pour tous ρ ∈ K et ρ1, ρ2 ∈W−ε (ρ), on a pour tout t ≥ 0.

dad(Φ
t(ρ1),Φt(ρ2)) ≤ Ce−λtdad(ρ1, ρ2).

On a donc, pour tout t ≥ 0 tel que Φ−t(ρi) ∈W−ε (ρ) pour i = 1, 2 :

dad(ρ1, ρ2) ≤ Ce−λtdad(Φ−t(ρ1),Φ−t(ρ2)).

Mais, comme W−0
ε (ρ) se projette sans caustiques sur X pour ε assez petit par le lemme

4.32, il existe une constante C ′ telle que pour tous ρ1, ρ2 ∈W−ε (ρ), on a

1

C ′
dX(ρ1, ρ2) ≤ dad(ρ1, ρ2) ≤ C ′dX(ρ1, ρ2).

Par conséquent, la condition (ii’) du lemme 4.31 est vérifiée, et on peut utiliser le lemme
4.31 pour conclure la preuve.

4.2.3 Preuve du théorème 3.23

Démonstration. Tout d’abord, faisons quelques remarques pour montrer que nous n’avons
pas besoin de considérer toutes les suites α. On a L0 = (L0 ∩ DE−) ∪ (L0 ∩ DE+). On a
donc

ΦN
α (L0) ∩ T ∗O =

(
ΦN
α (L0 ∩ DE+) ∩ T ∗O

)
∪
(

ΦN
α (L0 ∩ DE−) ∩ T ∗O

)
.

Par l’hypothèse (3.13), on a ΦN
α (L0 ∩DE+) ⊂ L0. Par conséquent, il nous faut unique-

ment nous concentrer sur la propagation de L0 ∩ DE−.
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Remarquons que par (3.13), on a que pour tout k ≥ 1, Φk
0,...,0(L0 ∩ DE−) ⊂ Φ1

0(L0 ∩
DE−). On pourra donc, sans perte de généralité, se restreindre dans ce qui suit aux suites
α telles que α2 6= 0.

Par l’hypothèse de convexité géodésique, pour tout ouvert borné O, on peut trouver
un NO tel que pour tout N ≥ NO et pour tout α ∈ AN tel que α2 6= 0 et ΦN

α (L0)∩O 6= ∅,
on a ∀k = 2...N −NO, αk 6= 0.

Comme les ensembles Wa, a ∈ A2 sont à une distance strictement positive de K, on
peut trouver un N1 tel que pour tout N ≥ NO + 2N1 et pour tout α ∈ AN tel que α2 6= 0
et ΦN

α (L0) ∩ O 6= ∅, on a ∀k = N1...N −N1 −NO, αk ∈ A1.

Montrons maintenant que chacune des variétés lagrangiennes ΦN
α (L0) se projette sans

caustique sur X.

Lemme 4.36. Soit O ⊂ X un ouvert borné. Alors pour tous N ∈ N, α ∈ AN , ΦN
α (L0) ∩

(T ∗O) se projette sans caustiques sur X.

Démonstration. La preuve suit du lemme 4.34, si on peut vérifier que ΦN
α (L0)∩(S∗O) peut

s’écrire comme un graphe au dessus de X. Soit ρi = (x, ξi) ∈ ΦN
α (L0), i = 1, 2. Grâce à la

condition (4.22), on voit que Φt(ρ1) et Φt(ρ2) demeurent à une distance plus petite que ri
l’un de l’autre pour tout t ≤ 0. Par conséquent, par le lemme 4.25, on a Φt(ρ1) ≡ Φt(ρ2),
et ξ1 = ξ2, ce qui conclut la preuve.

Fixons un petit ouvert O et des coordonnées locales sur cet ouvert. Grâce au lemme
4.36, dans ces coordonnées locales, la variété ΦN

α (L0) ∩ T ∗O, si elle est non vide, peut
s’écrire sous la forme

ΦN
α (L0) ∩ T ∗O ≡ {(x, ∂xϕα,O(x));x ∈ Oα}, (4.26)

où Oα est un ouvert inclus dans O, et ∂xϕα,O est une fonction lisse.

Nous allons maintenant montrer que les fonctions ϕα,O ont des normes C` bornées
indépendamment de α et de N .

Commençons par travailler près de l’ensemble capté, c’est-à-dire, dans le cas où O =
Oa = πX(Wa) pour un a ∈ A1.

Notons κa le symplectomorphisme transformant (x, ξ) en (ya, ηa) dans un voisinage de
ρa. Dans les notations du théorème 3.19, on a

{(x, ∂xϕα,Oa(x));x ∈ Oαa } = κ−1
a

(
{(ya1 , ua, 0, fa,α(ua)); (ya1 , u

a) ∈ Da,α,N}
)
.

On écrira Fa,α := (0, fa,α), et on notera x̂a et ξ̂a les composantes de κ−1
a .

Considérons l’application κ̃α,a envoyant x ∈ Oαa sur le point ya ∈ Rd tel que

κa(x, ∂ϕα,Oa(x)) = (ya, Fa,α(ya)).
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Lemme 4.37. Si on prend γuns suffisamment petit dans le théorème 3.19, on peut trouver
une constante c > 0 telle que, pour tout a ∈ A1, pour tout N ∈ N et pour tout α ∈ AN , on
a ∣∣∣∂κ̃−1

α,a

∂ya

∣∣∣ > c. (4.27)

Démonstration. On a

κ̃−1
α,a(y

a) = x̂a(y
a, Fa,α(ya)), (4.28)

donc
∂κ̃−1

α,a

∂ya
=
∂x̂a
∂y

(ya, Fa,α(ya)) +
∂Fa,α(ya)

∂ya
∂x̂a
∂η

(ya, Fa,α(ya)).

Mais ∂x̂a
∂ya (ya, 0) est inversible en tout ya, car les variétés instables locales se projettent sans

caustiques sur X, donc un peut trouver un c > 0 tel que le jacobien
∣∣∣∂xa∂ya (ya, 0)

∣∣∣ > 2c pour

tout a ∈ A1 et tout ya. En utilisant le fait que ‖Fa,α‖C1 ≤ γuns pour τ(α) suffisamment
grand, le lemme s’ensuit pour τ(α) suffisamment grand, c’est-à-dire, pour N assez grand,
comme on a supposé que α2 6= 0. Pour des valeurs finies de N , l’inégalité (4.27) est vraie
en vertu du lemme 4.34. Le résultat en découle.

Revenons à la preuve du théorème 3.23. L’équation (4.28) nous assure que κ̃−1
α,a est borné

indépendamment de α dans n’importe quelle norme C`. En effet, quand on différentie cette
équation, elle ne dépend de α qu’à travers Fa,α, qui est borné indépendamment de α dans
n’importe quelle norme C`.

On déduit donc du lemme 4.37 et de la dérivation de fonctions composées que l’on peut
borner les normes C` des fonctions κ̃α,a indépendamment de α.

Vérifions ensuite que ∂ϕα,Oa est bornée indépendamment de α dans n’importe quelle
norme C`. En effet, on a

∂ϕα,Oa(x) = ξ̂a
(
κ̃α,a(x), Fa,α(κ̃α,a(x))

)
.

Quand on dérive cette expression, on voit que les seuls termes qui dépendent de α ne
dépendent de α qu’à travers des dérivées de Fa,α et des dérivées de κα,a, qui sont toutes
bornées indépendamment de α.

Ceci prouve le théorème dans le cas où O ⊂ π(Wa) pour un a ∈ A1.

Considérons maintenant un O quelconque. On peut supposer que N ≥ NO + 2N1, car
pour les petites valeurs de N , le résultat suit du lemme 4.36. Soit α ∈ AN tel que α2 6= 0
et ΦN

α (L0) ∩ O 6= ∅. Par les remarques préliminaires à la preuve, il existe k ≤ N tel que
αk ∈ A1. On peut supposer que N − k ≤ NO pour un NO ne dépendant pas de N et k. On
a

ΦN
α (L0) ∩ T ∗O ≡ {(x, ∂xϕα,O(x))} = ΦN−k

α′′
(
{x′, ∂ϕα′,Oαk (x′)}

)
∩ T ∗O,

où α′ = α0...αk−1, α′′ = αk...αN−1 et où les x′ appartiennent à un sous-ensemble de Oa.
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Notons Φ̃α,k l’application qui envoie x sur le point x′ tel que

(x, ∂xϕα,O(x)) = ΦN−k(x′, ∂ϕα′,Oαk (x′)
)
.

On a ∂xϕα,O(x) = πξ
(
ΦN−k(Φ̃α,k(x), ∂ϕα′,Oαk (Φ̃α,k(x))

))
, où πξ désigne la projection

sur la variable ξ. Par conséquent, comme ϕα′,Oαk est bornée dans n’importe quelle norme C`

indépendamment de α, il nous faut seulement montrer que Φ̃α,k est borné dans n’importe
quelle norme C` indépendamment de α.

D’une part, on a Φ̃−1
α,k(x

′) = πx
(
ΦN−k(x′, ∂ϕα′,Oα,k(x′))

)
. Du coup, comme ΦN−k est

un difféomorphisme, l’application Φ̃α,k est bornée dans n’importe quelle norme C` indé-
pendamment de α tout comme ∂ϕα′,Oα,k .

D’autre part, si (x1, ..., xd) sont des coordonnées locales sur X, alors pour tout j = 1...d,

on a
∣∣∣∂jΦ̃−1

α,k

∣∣∣ ≥ 1. En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver deux géodésiques qui

restent à une distance strictement inférieure au rayon d’injectivité l’une de l’autre pour tous
les temps dans (−∞, N − 1), et qui s’approcheraient entre les temps N − k et N − 1. Ceci
contredirait le corollaire 4.26. Le théorème suit maintenant de la dérivation de fonctions
composées, car les dérivées de l’inverse sont bornées du moment qu’on les applique à des
vecteurs loin de zéro.

4.2.4 Distance entre lagrangiennes

Sous les hypothèses de cette section on peut améliorer la proposition 4.22. Dans la
preuve de cette proposition, la seule estimée dynamique utilisée était (4.21). Ici, on peut
utiliser la remarque 4.23, et une preuve identique à celle de la proposition 4.22, ce qui nous
donne le résultat suivant.

Lemme 4.38. Soit O un ouvert borné de X. Il existe une constante CO > 0 telle que pour
tous n, n′ ∈ N, pour tous α ∈ AN , α′ ∈ Bn′, et pour tout x ∈ O tel que x ∈ πX

(
Φα,O(L0)

)
∩

πX
(
Φα′,O(L0)

)
, on a soit ∂ϕα,O(x) = ∂ϕα′,O(x), soit

|∂ϕα,O(x)− ∂ϕα′,O(x)| ≥ C1e
−
√
b0 max(n−τ(α),n′−τ(α′)), (4.29)

avec τ(α) défini comme dans (3.18), et où b0 est comme dans l’hypothèse 3.6.
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Chapitre 5

Preuve des résultats concernant
les ondes planes tordues

5.1 Preuve du théorème 3.37

Le but de ce chapitre, qui suit [Ing15a] et [Ing15b] est de prouver les théorèmes 3.37 et
3.41.

5.1.1 Stratégie de preuve

Pour étudier le comportement asymptotique des ondes planes tordues quand h tend
vers zéro, on a envie d’utiliser le fait que Eh est une fonction propre de Ph pour écrire que
Ũ(t)Eh = Eh, où

Ũ(t) := eit/hU(t),

où U est le propagateur de Schrödinger e−itPh/h.

On montrerait ensuite que Ũ(t)E1
h devient plus petit que n’importe quel puissance de

h quand t est pris assez grand, et on utiliserait la méthode WKB pour décrire Ũ(t)E0
h pour

des temps longs. Pour cela, on décomposerait Ũ(t) le long de � trajectoires symboliques
�, et on utiliserait le théorème 3.19.

Toutefois, l’équation Ũ(t)Eh = Eh ne peut qu’être formelle, car Eh /∈ L2(X). À la
place, on utilisera le lemme suivant, dont la preuve peut être trouvée dans [DG14, Lemma
3.10] :

Lemme 5.1. Soit χ ∈ C∞c (X). Prenons t ∈ R, et une fonction de troncature χt ∈ C∞c (X)
supportée à l’intérieur d’un compact Kt, telle que

dX(suppχ, supp(1− χt)) > 2|t|,
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Alors on a
χEh = χŨ(t)χtEh +O(h∞‖Eh‖L2(Kt)). (5.1)

Comme, par hypothèse, Eh est une distribution tempérée, on a pour tous t > 0 et
χ ∈ C∞c (X) :

‖χEh − χŨ(t)χtEh‖L2 = O(h∞),

où χt est comme dans le lemme 5.1.
On peut alors itérer cette équation comme suit : on écrit que χt = χ+ χt(1− χ), et on

obtient
χEh = χŨ(t)

(
(1− χ)χt

)
Eh + χŨ(t)χŨ(t)χtEh +O(h∞).

On peut itérer cette méthode jusqu’à des temps Nt ≤ M | log h| pour tout M > 0 fixé 1.
On obtient

χEh = (χŨ(t))NχtEh +
N∑
k=1

(χŨ(t))k(1− χ)χtEh +O(h∞). (5.2)

Fixons maintenant t = 1, et choisissons χ̂ ∈ C∞c (X) comme dans l’équation (3.34),
c’est-à-dire telle que χ̂ ≡ 1 sur supp(χ) ∪ {x ∈ X; b(x) ≥ ε2}, et telle que le support de
χ̂(1− χ̂) soit suffisamment petit pour que, pour tout t ≥ 1, on ait

Φt
(
WFh

(
(1− χ̂)E1

h

))
∩ T ∗supp(χ̂) = ∅.

On considère alors une fonction χ̂1 telle que

dX(suppχ̂, supp(1− χ̂1)) > 2,

Lemme 5.2. Soit M > 0, et χ̂ ∈ C∞c (X) comme dans la remarque 3.32. Pour tout
1 ≤ k ≤M | log h|, on a

‖(χ̂Ũ(1))k(1− χ̂)χ̂1E
1
h‖L2 = O(h∞).

Démonstration. Il nous faut seulement prouver que ‖(χ̂Ũ(1))(1 − χ̂)χ̂1E
1
h‖L2 = O(h∞).

Ceci est une conséquence de l’équation (3.34).

Par conséquent, on a :

χ̂Eh = (χ̂Ũ(1))N χ̂1E
0
h + (χ̂Ũ(1))N χ̂1E

1
h +

N∑
k=1

(χ̂Ũ(1))k(1− χ̂)χ1E
0
h +O(h∞). (5.3)

Pour analyser les propagateurs intervenant dans cette formule, nous allons utiliser le
recouvrement ouvert de la couche d’énergie (Vb)b∈B introduit dans la section 3.5.1.

1. Ici, on pourrait en fait aller jusqu’à des temps polynômiaux en h, mais nous aurons besoin de nous
restreindre à des temps logarithmiques par la suite.
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5.1.2 Partition microlocale de l’unité

Considérons une famille (Πb)b∈B1∪B2 d’opérateurs dans Scomp(T ∗X) avec WFh(Πb) ⊂
Vb, et tels que

∑
b∈B1∪B2

Πb ≡ 1 microlocalement près de E ∩ T ∗X0. On pose alors

Π0 := Id−
∑

b∈B1∪B2

Πb.

On peut décomposer le propagateur au temps 1 comme :

Ũ(1) =
∑
b∈B

Ũb, où Ũb := Πbe
i/hU(1).

Le propagateur au temps N peut alors se décomposer comme suit :

Ũ(N) =
∑
β∈BN

Ũβ, (5.4)

où Ũβ := ŨβN−1
◦ ... ◦ Ũβ0 .

Estimées de dispersion hyperbolique

Nous ferons usage de l’estimée suivante, dite � estimée de dispersion hyperbolique �,
dont la preuve peut être trouvée dans [NZ09, Section 7]. Rappelons que S1(V ) a été défini
dans (3.27).

Lemme 5.3 (Estimée de dispersion hyperbolique). Fixons M > 0. Il existe h0 > 0 et
C > 0 tels que pour tout 0 < h < h0, pour tout N < M log(1/h), et pour tout β ∈ BN

1 , on
a

‖Ũβ‖L2→L2 ≤ Ch−d/2(1 + ε0)N
N∏
j=1

exp
[1
2
S1(Vβj )

]
. (5.5)

5.1.3 Décomposition de χ̂Eh

Soit χ̂ ∈ C∞c (X) comme dans le la remarque 3.32. Alors, par l’équation (5.3), on a :

χ̂Eh = (χ̂Ũ(1))N χ̂1Eh +
N∑
k=1

(χ̂Ũ(1))k(1− χ̂)χ̂1E
0
h +O(h∞), (5.6)

où la fonction de troncature χ̂1 ∈ C∞c (X) est telle que

dX(supp χ̂, supp(1− χ̂1)) > 2.

Nous aurons besoin du lemme suivant. La preuve de (i) est la même que celle du lemme
4.5, tandis que la preuve de (ii) découle du point (3) de l’hypothèse 3.1.
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Lemme 5.4. (i) Il existe Nχ̂ ∈ N tel que pour tout N ∈ N, si ρ ∈ supp(χ̂1) et ΦN (ρ) ∈
supp(χ̂), alors pour tout Nχ̂ ≤ k ≤ N −Nχ̂, on a Φk(ρ) ∈ Vb pour un b ∈ B1 ∪B2.

(ii) Si ρ ∈ E est tel que Φk(ρ) ∈ V0 pour un k ∈ N, mais Φ(k+1)(ρ) ∈ Vb pour un
b ∈ B1 ∪B2, alors Φk′(ρ) est dans DE− (et donc dans V0) pour tout k′ ≤ k.

On déduit du lemme 5.4 que pour tout k ≥ 2Nχ̂ + 2, on a

(χ̂Ũ(1))k =

Nχ̂+1∑
l=0

(χ̂Ũ(1))Nχ̂+1
( ∑
β∈(B1∪B2)

k−2Nχ̂−2+l

Ũβ

)(
χ̂Ũ0

)Nχ̂−l +OL2→L2(h∞). (5.7)

Pour tout N ∈ N\{0}, définissons l’ensemble BN ⊂ (B1 ∪B2)N comme :

BN :=(B1 ∪B2)N si N ≤ 2N ′uns + 2

BN :=(B1 ∪B2)N
′
uns+1B

N−2N ′uns−2
1 (B1 ∪B2)N

′
uns+1 sinon.

(5.8)

Lemme 5.5. Pour tout N ≥ 2N ′uns + 2, pour tout β ∈ (B1 ∪B2)N\BN , on a

‖Ũβ‖L2→L2 = O(h∞).

Démonstration. Soit β ∈ (B1 ∪ B2)N\BN . Il existe alors N ′uns + 2 ≤ k ≤ N − N ′uns + 2
tel que βk ∈ B2. Rappelons que par la remarque 4.6, N ′uns est tel que pour tout ρ ∈ Vβk ,
on a ΦN ′uns(ρ) ∈ V0\

(⋃
b∈B2

Vb
)

ou Φ−N
′
uns(ρ) ∈ V0\

(⋃
b∈B2

Vb
)
. Le résultat suit alors du

lemme A.6.

L’équation (5.7) peut donc se réécrire comme

(χ̂Ũ(1))k =

Nχ̂+1∑
l=0

(χ̂Ũ(1))Nχ̂+1
( ∑
β∈Bk−2Nχ̂−2+l

Ũβ

)(
χ̂Ũ0

)Nχ̂−l +OL2→L2(h∞) (5.9)

En sommant sur k et en réordonnant les termes, on obtient, pour tout K > 2Nχ̂+3N ′uns+4

K∑
k=0

(χ̂Ũ(1))k =

(K−3N ′uns−Nχ̂−4)∑
n=1

Nχ̂+1∑
l=0

(χ̂Ũ(1))Nχ̂+1
( ∑
β∈Bn+RN′uns+2

Ũβ

)(
χ̂Ũ0

)l

−
(K−3N ′uns−Nχ̂−4)∑
n=K−2Nχ̂−2

(K−3N ′uns−Nχ̂−4−n)∑
l=0

(χ̂Ũ(1))Nχ̂+1
( ∑
β∈Bn+3N′uns+2

Ũβ

)(
χ̂Ũ0

)l

+

3N ′uns+Nχ̂+3∑
l=0

(
χ̂Ũ(1)

)l
+OL2→L2(h∞).

(5.10)
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Remarquons que par le lemme A.4 et par l’hypothèse 3.12, pour tout 0 ≤ l ≤ Nχ̂, il
existe χl ∈ Scomp(X) tel que

(
χ̂Ũ0

)Nχ̂−l(1− χ̂)χ̂1E
0
h = χlE

0
h +O(h∞). (5.11)

Introduisons la notation

χ :=

Nχ̂+1∑
l=0

χl. (5.12)

Grâce à l’équation (5.10), on peut étudier les différents termes dans l’équation (5.6).
Le premier terme dans le membre de droite de (5.6) peut être borné par le lemme suivant.

Lemme 5.6. Soit r > 0. On peut trouver une constante Mr ≥ 0 telle que pour tout
M > Mr, pour tout Mr| log h| ≤ N ≤M | log h|, on a :

‖
(
χ̂Ũ(1)

)N
χ̂1Eh‖L2 = O(hr).

Démonstration. On utilie l’équation (5.9), le lemme 5.3 et l’hypothèse sur la pression to-
pologique pour obtenir :∥∥(χ̂Ũ(1)

)N
χ̂1Eh

∥∥
L2 ≤ C

∑
β∈BN−2Nχ̂−2

∥∥Ũβ∥∥L2→L2‖χ̂1Eh‖+O(h∞)

≤ C
∑

β∈B
N−2Nuns−2Nχ̂−4

1

∥∥Ũβ∥∥‖χ̂1Eh
∥∥

≤ Ch−d/2(1 + ε0)N
∑

β∈B
N−2Nuns−2Nχ̂−4

1

N−2Nuns−2∏
j=1

exp
[1
2
S1(Vβj )

]∥∥χ̂1Eh
∥∥

≤ Ch−d/2(1 + ε0)N
( ∑
b∈B1

exp
[1
2
S1(Vb)

])N∥∥χ̂1Eh
∥∥

≤ Ch−d/2(1 + ε0)N exp{N(P(1/2) + 2Nε0)}
∥∥χ̂1Eh

∥∥.
Par hypothèse, Eh est une distribution tempérée, de sorte que ‖χ̂1Eh‖L2 ≤ C/hr′′ . Par
conséquent, ∥∥∥(χ̂Ũ(1)

)N
χ̂1Eh

∥∥∥
L2
≤ Ch−r′′−d/2−ε exp{N(P(1/2) + 2Nε0)},

pour un petit ε. Le lemme s’ensuit en prenant Mr suffisamment grand.
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En utilisant le lemme 5.6 et l’équation (5.10), on peut réécrire (5.6) comme

χ̂Eh =

Mr| log h|∑
n=1

Nχ̂+1∑
l=0

(χ̂Ũ(1))Nχ̂+1
( ∑
β∈Bn+3N′uns+2

Ũβ

)(
χ̂Ũ0

)l
(1− χ̂)χ̂1E

0
h

−
Mr| log h|∑

n=Mr| log h|−Nχ̂

Mr| log h|−Nχ̂−2−n∑
l=0

(χ̂Ũ(1))Nχ̂+1
( ∑
β∈Bn+3N′uns+2

Ũβ

)(
χ̂Ũ0

)l
(1− χ̂)χ̂1E

0
h

+

3N ′uns+Nχ̂+3∑
l=0

(
χ̂Ũ(1)

)l
(1− χ̂)χ̂1E

0
h +OL2(hr).

Le second terme peut être borné par O(hr) grâce au lemme 5.6. En utilisant les équations
(5.11) et (5.12), on obtient

χ̂Eh =

Mr| log h|∑
n=1

(χ̂Ũ(1))Nχ̂+1
( ∑
β∈Bn+3N′uns+2

Ũβ

)
χE0

h

+

3N ′uns+Nχ̂+3∑
l=0

(
χ̂Ũ(1)

)l
(1− χ̂)χ̂1E

0
h +OL2(hr)

(5.13)

5.1.4 Évolution des états lagrangiens

Construction de B̃0

À partir de maintenant, on fixe b ∈ B1 et r > 1. On peut écrire

UbΠb

3N ′uns+Nχ̂+3∑
l=0

(
χ̂Ũ(1)

)l
(1− χ̂)χ̂1E

0
h =

Nχ̂+3N ′uns+3∑
l=0

∑
β∈Bl

UbΠbU
χ̂
β (1− χ̂)χ̂1E

0
h, (5.14)

où on a utilisé la notation
U χ̂β = χ̂Ũβlχ̂...χ̂Ũβ0 . (5.15)

Remarquons que chacun des UbΠbU
χ̂
β est un opérateur intégral de Fourier de L2(X)

vers L2(Rd). Grâce au corollaire 3.27, on peut utiliser le lemme A.4 pour décrire l’action
de chacun de ces opérateurs intégraux de Fourier sur les états lagrangiens (1− χ̂)χ̂1E

0
h. Si

on note B̃0 l’ensemble
⋃Nχ̂+3N ′uns+3
l=0 Bl, on peut écrire

UbΠb

Nχ̂+3N ′uns+3∑
l=0

(
χ̂Ũ(1)

)l
(1− χ̂)χ̂1E

0
h =

∑
β∈B̃0

e0,β,b, (5.16)
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où e0,β,b(y
b) = eφ0,β,b(y

ρb )/ha0,β,b(y
ρb ;h), avec a0,β,b et φ0,β,b comme dans l’énoncé du

théorème 3.37.

Considérons maintenant la première somme du membre de droite de l’équation (5.13),
qui seront indexés par B̃n, n ≥ 1.

Evolution dans la région intermédiaire

Soit n ≥ 1, et soit β ∈ Bn+3N ′uns+2. Par définition de Bn+3N ′uns+2, on a βi ∈ B1 pour
N ′uns + 1 ≤ i ≤ n+ 2N ′uns + 1.

D’après le théorème 3.19, Φ
2N ′uns+1
β (L0) est composé d’une unique variété lagrangienne

qui est γuns-instable dans les coordonnées symplectiques dans Vβ2N′uns+1
.

Par conséquent, on peut dire que Ũβ0...β2N′uns+1

(
χE0

h

)
est un état lagrangien associé à

la variété lagrangienne Φ
2N ′uns+1
β (L0). Grâce au lemme A.5, on peut utiliser le lemme A.4

pour écrire que :

(
Uβ2N′uns+1

Πβ2N′uns+1
Ũβ0...β2N′uns+1

(
χE0

h

))
(y
ρβ

2N′uns+1 ) = a(y
ρβ

2N′uns+1 ;h)eiφ(y
ρβ

2N′uns+1 )/h

pour un a ∈ Scomp(Rd).

Propagation des états lagrangiens près de l’ensemble capté

Pour alléger les notations, nous écrirons n̂ := n+ 2N ′uns + 1.

Pour chaque 2N ′uns + 1 ≤ k ≤ n̂, notons

Tβk′+1,βk′ := Uβk′+1
Ũβk′+1

U∗β′k .

Tβk′+1,βk′ est un opérateur quantifiant l’application κβk′ ,βk′+1
obtenue en exprimant Φ1

dans les coordonnées (yβk′ , ηβk′ ) 7→ (yβk′+1 , ηβk′+1). Il est de la forme (A.10).

Nous écrirons

T
2N ′uns+1,n̂
β := Tβn̂,βn̂ ◦ ... ◦ Tβ2N′uns+2,β2N′uns+1

.

En vertu de la remarque 3.29, on peut appliquer la proposition A.7 pour décrire l’action

de T
2N ′uns+1,n̂
β sur l’état lagrangien Uβ2N′uns+1Uβ0...β2N′uns+1

(
χE0

h

)
. Remarquons que

T
2N ′uns+1,n̂
β Uβ2Nuns+1Uβ0...β2Nuns+1

= Uβn̂Ũβ0...βn̂

On obtient que Uβn̂+1
Πβn̂+1

Ũβ0...βn̂
(
χE0

h

)
) = en̂,β, avec

en̂,β(y) = an̂,β(y)eiφn̂,β(y)/h, y ∈ Rd. (5.17)
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Dans les notations de la section A.3.2, on a par la remarque 3.29 que pour tout N ′uns +
1 ≤ k′ ≤ n̂ Dk′ = ST (Vβk′ )

(
1 +O(εp)

)
< 1. Posons donc

JβN′uns+1...βn̂
:=

n̂∏
k′=Nuns+1

(
S1(Vβk′ )

(
1 +O(εp)

))
. (5.18)

Grâce à l’équation (A.12) dans la proposition A.7 et à l’équation (A.15), on obtient
pour tout ` ∈ N :

‖an̂,β‖C` ≤
(
1 + C`h

)
C ′`JβN′uns+1...βn̂

(n̂+ 1)`, (5.19)

pour des constantes C`, C
′
`.

Fin de la propagation

En utilisant l’équation (5.13) et les résultats du paragraphe précédent, on a

χ̂Eh =

Mr| log h|∑
n=1

(χ̂Ũ(1))Nχ̂+1
( ∑
β∈Bn+3N′uns+2

Ũβn̂...βnU
∗
βn̂
en̂,β

)

+

Nχ̂+3N ′uns+3∑
l=0

(
χ̂Ũ(1)

)l
(1− χ̂)χ̂1E

0
h +OL2(hr),

(5.20)

avec

UbΠb

Nχ̂+3N ′uns+3∑
l=0

(
χ̂Ũ(1)

)l
(1− χ̂)χ̂1E

0
h =

∑
β∈B̃0

e0,β,b.

Pour finir la preuve, il nous faut appliquer UbΠb(χ̂Ũ(1))Nχ̂+1Ũβn̂...βnU∗βn̂ à en̂,β.
Pour ce faire, il nous faut à nouveau décomposer le propagateur, et étudier∑

β′∈BNχ̂+1

UbΠbU
χ̂
β′Ũβn̂...βnU

∗
βn̂
en̂,β, (5.21)

avec U χ̂β′ comme dans (5.15). Pour décrire chacun des termes du membre de droite de (5.21),
on utilise à nouveau le lemme A.4. On peut bien appliquer ce lemme, grâce au théorème
3.19 et au lemme A.5).

On obtient que

UbΠbU
χ̂
β′Ũβn̂...βnU

∗
βn̂
en̂,β(y) = an,β,β

′
(y)eiφn,β,β′ (y)/h, y ∈ Rd, (5.22)

et grâce à l’équation (5.19), on a

‖an,β,β′‖C` ≤
(
1 + C`h

)
C ′`JβN′uns+1...βn̂

(n̂+ 1)`, (5.23)
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pour des constantes C`, C
′
`.

Pour tout n ≥ 1, on écrit

B̃n = Bn+3N ′uns+2 ×BNχ̂+1. (5.24)

Comme annoncé, le cardinal de B̃n crôıt exponentiellement avec n. Si β = (β′, β′′) ∈ B̃n
avec β′ ∈ Bn+3N ′uns+1, on pose

aβ,b = a
Nn+2Nχ̂+2,l,β,β

′

φβ,b = φNn+2Nχ̂+2,l,β,β′ .

Avec ces notations, en combinant (5.20) avec (5.22), on obtient la décomposition (3.47).

Le point clef pour obtenir l’estimée (3.48) est de remarquer que pour tout N ≥ N ′uns+1,
on a grâce à (3.29)

∑
βN′uns+1...βN̂∈B

N−N′uns−1
1

JβN′uns+1...βN̂
=
( ∑
b∈B1

S1(Vb)
(
1 +O(εp)

))N−N ′uns−1

≤ exp
[
(N −N ′uns − 1)(P(1/2)

(
1 +O(εp)

)]
.

(5.25)

En appliquant (5.25) pour N = Nn+2Nχ̂+2,l, et en utilisant (5.23), on obtient (3.48). Ceci
conclut la preuve du théorème 3.37.

Remarquons que, bien que le théorème 3.37 décrive les fonctions propres généralisées
Eh seulement très près de l’ensemble capté, l’équation (5.20) peut être utilisée pour décrire
Eh dans tout compact, bien que d’une manière moins explicite.

Distance entre les variétés lagrangiennes

En utilisant la définition de B̃n, on en déduit le corollaire suivant de la proposition 4.22
concernant les fonctions φn,β,b apparaissant dans l’énoncé du théorème 3.37.

Corollaire 5.7. Il existe des constantes C ′1, C
′
2 > 0 telles que pour tous n, n′ ∈ N, pour tous

β ∈ B̃n, β′ ∈ B̃n′, pour tout b ∈ B1 et pour tout yρb, on a soit ∂φn,β,b(y
ρb) = ∂φn′,β′,b(y

ρb)
soit

|∂φn,β,b(yρb)− ∂φn′,β′,b(yρb)| ≥ C ′1eC
′
2 min(n,n′).

5.2 Preuve des résultats en courbure négative

Prouvons maintenant le théorème 3.41, dont nous rappelons l’énoncé.
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Théorème. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant l’hypothèse 3.6, ainsi que l’hy-
pothèse 3.1 à l’infini. Supposons que le flot géodésique (Φt) vérifie l’hypothèse 3.9 d’hyper-
bolicité, l’hypothèse 3.24 concernant la pression topologique. Soit Eh une fonction propre
généralisée de la forme décrite dans l’hypothèse 3.31, où E0

h est associée à une variété
lagrangienne L0 qui vérifie l’hypothèse d’invariance 3.12 ainsi que l’hypothèse 3.16.

Soit K ⊂ X un compact. Il existe εK > 0 tel que pour tout χ ∈ C∞c (X) de support inclus
dans K et de diamètre plus petit que εK, le résultat suivant est vrai. Il existe un ensemble
B̃χ et une fonction ñ : B̃χ → N telle que le nombre d’éléments dans {β̃ ∈ B̃χ; ñ(β̃) ≤ N}
crôıt au plus exponentiellement avec N .

Pour tous r > 0, ` > 0, il existe Mr,` > 0 tel que l’on a, quand h→ 0 :

χEh(x) =
∑
β∈B̃χ

ñ(β̃)≤M̃r,`| log h|

eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h) +Rr, (5.26)

où aβ̃ ∈ Scomp(X), et où chaque ϕβ̃ est une fonction lisse définie dans un voisinage du
support de aβ̃. On a

‖Rr‖C` = O(hr).

Pour tous ` ∈ N, ε > 0, il existe C`,ε telle que∑
β∈B̃χ
ñ(β̃)=n

‖aβ̃‖C` ≤ C`,εe
n(P (1/2)+ε). (5.27)

De plus, il existe une constante C1 telle que pour tous β̃, β̃′ ∈ B̃χ, on a

|∂ϕβ̃(x)− ∂ϕβ̃′(x)| ≥ C1e
−
√
b0 max(ñ(β̃),ñ(β̃′)), (5.28)

où b0 est comme dans l’hypothèse 3.6.

Fixons une fonction χ ∈ C∞c (X), et prenons une fonction χ̂ comme dans la remarque
3.32, de sorte que χ̂ ≡ 1 sur supp(χ). L’équation (5.20) nous dit que, en notant n′ :=
n+ 2N ′uns + 1, on a

χEh = χχ̂Eh = χ

Mr| log h|∑
n=1

(χ̂U(1))Nχ̂+1

( ∑
β∈Bn′+N′uns+1

Uβn′ ...βn′+Nuns+1
U∗βn′θn′,β

)

+ χ

Nχ+3N ′uns+3∑
l=0

(
χ̂U(1)

)l
(1− χ̂)χ̂1E

0
h +OL2(hr)

où les θn′,β sont des états lagrangiens de la forme

θn′,β(y) = an′,β(y;h)eiφn′,β(y),
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avec y dans un ouvert borné de Rd.
Les états lagrangiens θn′,β sont associés aux variétés lagrangiennes décrites dans le

théorème 3.19, au sens ou on a

{(yβn′ , ∂φn′,β(yβn′ ))} ⊂ κβn′
(
Φn′
βn′

(L0)
)
.

Les opérateurs (χ̂U(1))Nχ̂+1Uβn′ ,...,βn′+Nuns+1
U∗βn′ et (χ̂U(1))l(1−χ̂)χ̂1 sont des opérateurs

intégraux de Fourier, et on veut utiliser le lemme A.4 pour décrire leur action sur les états
en′ et E0

h respectivement. Le théorème 3.23 nous assure que (A.8) est vérifiée. Vérifions
que (A.5) est également satisfaite. Pour les opérateurs (χ̂U(1))Nχ̂+1Uβn′ ,...,βn′+Nuns+1

U∗βn′ ,
cela suit du fait que la propagation dans le futur de petits morceaux de la variété instable
se projettent sans caustiques sur X, comme expliqué dans la remarque 4.33.

Pour appliquer (χ̂U(1))l(1−χ̂)χ̂1 à E0
h, prenons ρ ∈ L0∩S∗

(
supp((1−χ̂)χ̂1))

)
. On peut

prendre des coordonnées sur X près de π(x) qui induisent des coordonnées symplectiques
(x̂, ξ̂) sur un voisinage de ρ dans T ∗X telles que ρ = (0, 0) dans ces coordonnées, et telles
que la variété L0 est tangente à {ξ̂ = 0}. Dans ce système de coordonnées près de ρ, et
dans n’importe quel système de coordonnées sur X près de π(Φt(ρ)), nous sommes dans le
cadre du lemme A.4. En effet, la condition (A.5) est alors satisfaite grâce au lemme 4.34.

En écrivant

Bχ̂n := {ββ′ ; β ∈ Bn′ , β′ ∈ BNχ̂+1}, si n ≥ 2,

Bχ̂1 := {β ∈ BNχ̂+3N ′uns+1},

on obtient que

χEh(x) =

bMr,`| log h|c∑
n=0

∑
β∈Bχ̂n

eiϕβ(x)/haβ,χ̂(x;h) +Rr,χ̂, (5.29)

où aβ,χ̂ ∈ Scomp(X), et où chaque ϕβ est une fonction lisse définie dans un voisinage du
support de aβ,χ̂, et où on a

‖Rr,χ̂‖C` = O(hr).

Pour tous ` ∈ N, ε > 0, il existe C`,ε tel que∑
β∈Bχ̂n

‖aβ,χ̂‖C` ≤ C`,εen(P (1/2)+ε). (5.30)

Remarquons que l’expression (5.29) a un intérêt propre, car elle s’applique à des fonc-
tions χ ∈ C∞c ayant un support arbitraire. Nous allons maintenant montrer que si le
support de χ est suffisamment petit, on peut regrouper les termes de (5.29) d’une manière
intelligente, de sorte que (5.28) est vérifiée.
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Regroupement des états lagrangiens

À partir de maintenant, nous fixons un compact K, et nous supposons que χ̂ ≡ 1 sur
K.

Lemme 5.8. Il existe εK tel que, pour tout ouvert O ⊂ K de diamètre inférieur à εK, on a :

∀n ∈ N, ∀β ∈ Bχ̂n, ∀t ≥ 0 et pour tous ρ, ρ′ ∈ Φ
|β|
β (L0)∩S∗O, on a dX(Φ−t(ρ),Φ−t(ρ′)) < ri.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que grâce à l’hypothèse 3.16, il nous faut seule-
ment montrer le résultat pour t ≤ |β|, car Φ−|β|(ρ) et Φ−|β|(ρ′) appartiennent tous deux à
L0, et s’approchent donc dans le passé.

Prenons ε assez petit pour que, pour tous ρ1, ρ2 ∈ S∗K avec dad(ρ1, ρ2) < ε, on a
d
(
Φt(ρ1),Φt(ρ2)

)
< ri pour tout t ∈ [0;Nχ + 3Nuns + 1].

Grâce au théorème 3.23, les variétés lagrangiennes Φn
β(L0) ∩ S∗K se projettent toutes

sans caustiques sur X, de sorte qu’on peut trouver une constante CK telle que, ∀n ∈ N,
∀β ∈ Bχ̂n et pour tous ρ, ρ′ ∈ Φn

β(L0) ∩ S∗O, on a

dad(ρ, ρ
′) ≤ CKdX(ρ, ρ′).

En prenant εK = ε/CK, cela nous donne le résultat pour n = 1.

Pour n ≥ 2, le résultat suit de la définition de Bχ̂n , du fait que les ensembles (Vb)b∈B1∪B2

ont tous un diamètre inférieur à ri, et de l’équation (4.22).

Soit O ⊂ K un ouvert de diamètre inférieur à εK.
Fixons L̃0 une pré-image de L0 par la projection S∗X̃ → S∗X. Notons (Oj)j∈J les pré-

images de O par la projection X̃ → X. Si on suppose que le diamètre de O est inférieur à
ri, alors les Oj sont tous disjoints.

Pour chaque n ∈ N et chaque β ∈ Bχ̂n tel que Φn
β(L0) ∩ S∗O 6= ∅, nous affirmons qu’il

existe un unique jβ ∈ J tel que Φn
β(L̃0) ⊂ S∗Ojβ . En effet, par définition, on a Φn

β(L̃0) ⊂⋃
j∈J S

∗Oj . Mais, par le lemme 5.8, on sait que pour tout t ≤ 0, Φ−t
(
Φn
β(L̃0) ∩ S∗O

)
est

de diamètre inférieur à ri, de sorte qu’elle est contenue dans une unique carte locale.
Si β ∈ Bχ̂n et β ∈ Bχ̂n′ sont tels que Φn

β(L0) ∩ S∗O 6= ∅, Φn′
β (L0) ∩ S∗O 6= ∅, on dira

que β ∼O β′ si jβ = jβ′ . ∼O est clairement une relation d’équivalence sur
⋃
n∈N{β ∈

Bχ̂n ; Φn
β(L0) ∩ S∗O 6= ∅}, de sorte qu’on peut définir

B̃O :=
( ⋃
n∈N
{β ∈ Bχ̂n ; Φn

β(L0) ∩ S∗O 6= ∅}
)
\ ∼O . (5.31)

On définit alors pour chaque β̃ ∈ B̃O :

ñ(β̃) := min{n ∈ N; ∃β ∈ Bχ̂n tel que β ∈ β′}. (5.32)

Lemme 5.9. Il existe NK tel que pour tous n ∈ N, β ∈ Bχ̂n, on a β ∈ β̃ =⇒ n ≤ ñ(β̃)+NK.
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Remarquons en particulier que ce lemme implique qu’il n’y a qu’un nombre fini d’éléments
dans la classe d’équivalence β̃.

Démonstration. Tout d’abord, par compacité de X0, on peut trouver N tel que pour tout
ρ ∈ L0 ∩

⋃
b∈B2

Vb, on a Φ−N (ρ) /∈
⋃
b∈B2

Vb. On pose alors N ′K = dN + εKe.
Soit β, β′ ∈ β̃, avec β ∈ Bχ̂n et β′ ∈ Bχ̂n′ . Supposons que n ≥ n′ + NK + 1. Soit

ρ̃ ∈ Φn
β(L0)∩ S∗Ojβ et ρ̃′ ∈ Φn′

β (L0)∩ S∗Ojβ . Par hypothèse, on a dX(ρ, ρ′) ≤ εK. De plus,

par le lemme 4.25, dX(Φ−t(ρ),Φ−t(ρ′)) est décroissante. On a donc

dX(Φ−n(ρ),Φ−n(ρ′)) ≤ εK. (5.33)

D’un autre côté, comme n ≥ n′ + NK + 1, on a dX
(
Φ−n(ρ′),

⋃
b∈B2

Vb
)
≥ εK + 1, de

sorte que dX(Φ−n(ρ),Φ−n(ρ′)) ≥ εK + 1, ce qui contredit (5.33).
Ceci conclut la preuve en prenant pour β′ une suite qui réalise le minimum dans (5.32).

Donnons maintenant une description plus utile de la relation d’équivalence ∼O

Lemme 5.10. Soient n, n′ ∈ N et soient β ∈ Bχ̂n, β′ ∈ Bχ̂n′ tels que supp(ϕβ,O) ∩
supp(ϕβ′,O) 6= ∅. On a alors

(β ∼O β′)⇔
(
∀x ∈ supp(ϕβ,O) ∩ supp(ϕβ′,O), on a ∂ϕβ,O(x) = ∂ϕβ′,O(x)

)
.

Démonstration. Supposons tout d’abord que β ∼O β′, et supposons par l’absurde qu’il
existe x ∈ supp(ϕβ,O) ∩ supp(ϕβ′,O) tel que ∂ϕβ,O(x) 6= ∂ϕβ′,O(x). Notons x̃ l’unique pré-
image de x par X̃ → X telle que x̃ ∈ Ojβ . Dans X̃, les géodésiques partant de x̃ avec des
vitesses respectives ∂ϕβ,O(x) et ∂ϕβ′,O(x) s’approchent l’une de l’autre dans le passé, car
elles appartiennent à

⋃
t≥0 Φt(L̃0), ce qui contredit le lemme 4.25.

Réciproquement, supposons qu’il existe x ∈ supp(ϕβ,O) ∩ supp(ϕβ′,O), tel que l’on ait

∂ϕβ,O(x) = ∂ϕβ′,O(x)
)

. Considérons ρ = Φ−n((x, ∂ϕβ,O(x) ∈ L0. Soit ρ̃ la pré-image

de ρ par S∗X̃ → S∗X qui est dans L̃0. Par définition, on a Φn(ρ̃) ∈ S∗Ojβ , mais aussi

Φn′(ρ̃) ∈ S∗Ojβ′ . Par conséquent, jβ = jβ′ , d’où β ∼O β′.

Grâce à ce lemme, il est possible pour tout β̃ ∈ B̃O de construire une fonction de phase

ϕβ̃ : O → R

telle que pour tout β ∈ β̃, on a ∂ϕβ̃(x) = ∂ϕβ,O(x) pour tout x ∈ supp(ϕβ,O).

Soit χ ∈ C∞c (X) tel que supp(χ) ⊂ K a un diamètre inférieur à εK. Définissons B̃χ :=
B̃supp(χ). Pour chaque β̃ ∈ B̃χ, on pose

aβ̃,χ :=
∑
β∈β̃

aβ,χe
i(ϕβ̃−ϕβ,supp(χ))/h.
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Définie de cette manière, aβ̃,χ ∈ S
comp(X). En effet, par le lemme 5.9, le nombre de termes

dans la somme est borné par une constante indépendante de β̃, et par le lemme 5.10, les
exponentielles qui apparaissent dans la somme sont en fait des constantes. Par conséquent,
par (5.30), pour tout ` ∈ N il existe C ′`,ε > 0 tel que pour tout n ∈ N∑

β̃∈B̃χ
ñ(β̃)=n

‖aβ̃,χ‖C` ≤ C`,εe
n(P (1/2)+ε). (5.34)

À partir de cette construction et de (5.29), on obtient que pour tous r > 0, ` > 0, il
existe Mr,` > 0 tel que l’on a quand h→ 0 :

χEh(x) =
∑
β∈B̃χ

ñ(β̃)≤M̃r,`| log h|

eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h) +Rr,

avec
‖Rr‖C` = O(hr).

Grâce au lemme 4.38 et au fait que si β̃ 6= β̃′, on a ∂ϕβ̃(x) 6= ∂ϕβ̃′(x) en vertu du

lemme 5.10, on déduit qu’il existe une constante C1 telle que pour tous β̃, β̃′ ∈ B̃χ, on a

|∂ϕβ̃(x)− ∂ϕβ̃′(x)| ≥ C1e
−
√
b0 max(ñ(β̃),ñ(β̃′)). (5.35)

Ceci conclut la preuve du théorème 3.41.
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Chapitre 6

Mesures semi-classiques

Le but de ce chapitre, qui suit [Ing15a] et [Ing15b], est de prouver les théorèmes corol-
laires 3.40 et 3.45, ainsi que le corollaire 1.26.

L’ingrédient principal dans la preuve des corollaires 3.40 et 3.45 est la phase non sta-
tionnaire. Rappelons dans un premier temps les estimées dont nous aurons besoin, et qui
peuvent être prouvées par intégration par parties.

Soit a ∈ Scomp(X), φ(x, h) ∈ S(X). On considère l’intégrale oscillante :

Ih(a, φ) :=

∫
X
a(x)e

iφ(x,h)
h dx.

Proposition 6.1. Soit ε > 0. Supposons qu’il existe C > 0 tel que, ∀x ∈ supp(a), ∀0 <
h < h0, |∂φ(x, h)| ≥ Ch1/2−ε. Alors

Ih(a, φ) = O(h∞).

6.1 Preuve du corollaire 3.40

Nous allons maintenant prouver le corollaire 3.40, que nous rappelons.

Corollaire 6.2. Il existe une (unique) mesure borélienne µ sur S∗X telle que, pour tout
χ ∈ C∞c (X) et pour tout a ∈ C∞c (T ∗X), on a quand h→ 0 :

〈Oph(a)χEh, χEh〉 =

∫
T ∗X

a(x, v)χ2(x)dµ(x, v) + o(1).

De plus, il existe une constante 0 < c ≤ 1 et des fonctions fn,β,b ∈ Scomp(Rd) pour n ∈ N,
β ∈ B̃n et b ∈ B1 telles que pour tout a ∈ C∞c (T ∗X) et pour tout χ ∈ C∞c (X), on a

〈Oph(π2
ba)χEh, χEh〉 =

∫
T ∗X

a(x, v)dµb,χ(x, v) +O(hc),
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où

dµb,χ(κ−1
b (yρb , ηρb)) =

∞∑
n=0

∑
β∈B̃n

fβ,b(y
ρb)δ{ηρb=∂φj,n(yρb )}dy

ρb ,

Les fonctions fβ,b vérifient l’estimée (3.48).

Démonstration. Fixons un petit ε > 0, et posons

M :=
1

2C ′2
− ε,

c := (M − ε)PE(1/2) =
PE(1/2)

2C ′2
− ε

où C ′2 provient du corollaire 5.7.
Soit a ∈ C∞c (T ∗X), χ ∈ C∞c (X) et b ∈ B1. En utilisant le fait que Oph(ab) =

Oph(a)Oph(b) + OL2→L2(h) pour tous a,b ∈ Scomp(X), le fait que Πb est auto-adjoint,
et le caractère unitaire de Ub sur le micro-support de Πb, on voit que l’on a

〈Oph(π2
ba)χEh, χEh〉L2(X) = 〈Oph(a)ΠbχEh,ΠbχEh〉L2(X) +O(h)

= 〈UbOph(a)U∗b UbΠbEh,UbΠbχEh〉L2(X) +O(h).

En utilisant le théorème d’Egorov ([Zwo12, Theorem 11.1]), on a que

UbOph(a)U∗b UbΠb = Oph(ab)UbΠb +OL2(X)→L2(Rd)(h
∞),

où ab = a ◦ κb +OL2(h). En utilisant la décomposition (3.47), on a

〈Oph(π2
ba)χEh, χEh〉L2(X)

=

bMc| log h|c∑
n=0

∑
β∈B̃n

〈
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

]
,

bMc| log h|c∑
n′=0

∑
β′∈B̃n′

eiφβ′,b/haβ′,b

〉
+O(hc),

(6.1)

Mais grâce à l’estimée (3.48),

bMc| log h|c∑
n=0

∑
β∈B̃n

eiφβ,b/haβ,b =

bM | log h|c∑
n=0

∑
β∈B̃n

eiφβ,b/haβ,b +OL2(hc),

de sorte que

〈Oph(π2
ba)χEh, χEh〉L2(X)

=

bM | log h|c∑
n=0

∑
β∈B̃n

〈
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

]
,

bM | log h|c∑
n′=0

∑
β′∈B̃n′

eiφβ′,b/haβ′,b

〉
+O(hc),

(6.2)
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Fixons maintenant un n ≤M | log h| et un β ∈ B̃n, et analysons le comportement de

〈
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

]
,

bM | log h|c∑
n′=0

∑
β′∈B̃n

eiφβ′,b/haβ′,b

〉
.

Écrivons Yβ′ = {yρb ∈ supp(φβ,b) ∩ supp(φβ′,b) ; ∂φβ′,b(y
ρb) = ∂φβ,b(y

ρb)}. On a〈
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

]
, eiφβ′,b/haβ′,b

〉
=

∫
Yβ′

(
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

])
(yρb)eiφβ′,b(y

ρb )/haβ′,b(y
ρb ;h)dyρb

+

∫
Rd\Yβ′

(
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

])
(yρb)eiφβ′,b(y

ρb )/haβ′,b(y
ρb ;h)dyρb .

(6.3)

Rappelons que les intégrales ci-dessus sont bien définies, car les fonctions de phases
sont bien définies sur un voisinage du support des fonctions an,β,b.

Montrons que le second terme du membre de droite de (6.3) est un O(h∞). En effet,
l’image d’un état lagrangien par un opérateur pseudo-différentiel est encore un état lagran-
gien avec la même fonction de phase. Par conséquent, le second terme du membre de droite
de (6.3) est le produit scalaire entre des états lagrangiens ayant des phases respectives φβ,b
et φβ′,b.

Mais, par le choix de M , et par le corollaire 5.7, on sait que pour chaque yρb ∈ Rd\Yβ′ ,
on a |∂φβ,b(yρb)−∂φβ′,b(yρb)| ≥ Ch1/2+ε pour des constantes C, ε > 0. Par conséquent, par
la proposition 6.1, on en déduit bien que le second terme du membre de droite de (6.3) est
un O(h∞).

Tâchons maintenant de comprendre les propriétés de l’ensemble Yβ′ .

Tout d’abord, Yβ′ est un ensemble ouvert. En effet, si yρb ∈ Yβ′ , ceci signifie que le

point ρ = (yρb , ∂φβ,b(y
ρb)) (dans les coordonnées centrée en ρb) appartient à Φn,t0

β (L0)

ainsi qu’à Φn′,t0
β′ (L0) dans les notations de la proposition 4.22. Supposons pour simplifier

que n = n′ (le cas général se traite de manière similaire). Alors la condition yρb ∈ Yβ′

signifie simplement que pour tout temps intermédiaire k, Φn−k(ρ) est à la fois dans Vβk et
dans Vβ′k . Cette condition est clairement vérifiée sur un ouvert, car les Vb sont ouverts.

D’un autre côté, par continuité des fonctions de phase, Yβ′ est un ensemble fermé. Par
conséquent, Yβ′ est composé d’un certain nombre de composantes connexes du support de
φβ′,b.

On sait que le support de aβ′,b est inclus dans le domaine de définition de φβ′,b. Par
conséquent, certaines des composantes connexes de supp(aβ′,b) peuvent être incluses dans
Yβ′ , tandis que d’autres sont incluses dans Rd\Yβ′ , mais aucune d’entre elles ne peut inter-

secter les deux ensembles. Donc, si on note aββ′,b(y
ρb) := aβ′,b(y

ρb) si yρb ∈ Yβ′ , 0 autrement,
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alors aββ′,b ∈ S, et on a

〈
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

]
,

bM | log h|c∑
n′=0

∑
β′∈Bn

eiφβ′,b/haβ′,b

〉

=

∫
Rd

(
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

])
(yρb)e−iφβ,b(y

ρb )/h
( bM | log h|c∑

n′=0

∑
β′∈Bn

aββ′,b

)
(yρb)dyρb .

Écrivons

ãβ,b :=

bM | log h|c∑
n′=0

∑
β′∈Bn

aββ′,b.

ãβ,b(y
ρb) est la somme de tous les symboles dans la décomposition (3.47) correspondant

aux phases φβ,b(y
ρb). On voit par les estimées (3.48) que ãβ,b vérifie elle même une estimée

analogue à (3.48), et que

〈
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

]
,

bM | log h|c∑
n′=0

∑
β′∈Bn

eiφβ′,b/haβ′,b

〉
=

∫
Rd

(
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

])
(yρb)e−iφβ,b(y

ρb )/hãβ,b(y
ρb)dyρb +O(h∞).

On peut alors calculer cette expression en utilisant la phase non-stationaire, de la même
manière que pour calculer la mesure semi-classique d’un état lagrangien (voir [Zwo12,
§5.1]). On obtient

〈
Oph(ab)

[
eiφβ,b/haβ,b

]
,

bM | log h|c∑
n′=0

∑
β′∈Bn

eiφβ′,b/haβ′,b

〉
=

∫
R2n

abdµβ,b,

où
dµβ,b = aβ,b(y

ρb)ãβ,b(yρb)δ{ηρb=∂φβ,b(y
ρb )}dy

ρb .

En sommant sur tous les n, β et en utilisant l’équation (6.2), on obtient que

〈Oph(π2
ba)Eh, Eh〉 =

∫
T ∗X

a(x, ξ)dµb,χ(x, ξ) +O(hc),

où (κb)
∗µb,χ =

∑∞
n=0

∑
β∈Bn µβ,b, c’est-à-dire

dµb,χ(κ−1
b (yρb , ηρb)) =

∞∑
n=0

∑
β∈Bn

fβ,b(y
ρb)δ{ηρb=∂φβ,b(y

ρb )}dy
ρb ,
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6.2 Mesures semi-classiques en courbure négative

où fβ,b(y
ρb) := σh

(
aβ,bãβ,b

)
(yρb), et où σh désigne le symbole principal comme dans la

section A.1. Ceci conclut la preuve de la seconde partie du corollaire 3.40.

La première partie concernant l’unicité de la mesure semi-classique découle de l’analyse
ci-dessus près de l’ensemble capté, de (5.20) et du théorème d’Egorov.

6.2 Mesures semi-classiques en courbure négative

Prouvons maintenant le corollaire 3.45, dont nous rappelons l’énoncé.

Corollaire. On fait les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.41. Soit χ ∈ C∞c (X) et
soit ε > 0. Alors il existe une mesure finie µχ sur S∗X telle que l’on a

〈Oph(a)χEh, χEh〉 =

∫
T ∗X

a(x, ξ)dµχ(x, ξ) +O
(
h

min
(

1,
|P (1/2)|
2|
√
b0
−ε
))
,

où −b0 est la valeur minimale prise par la courbure sectionnelle sur X.

Si K est un ensemble compact et si le support de χ est dans K et est de diamètre plus
petit que εK, on a

dµχ(x, ξ) =
∑
β̃∈B̃χ

|(a0
β̃
)|2(x)δ{ξ=∂ϕβ̃(x)}dx.

De plus, si L0 vérifie l’hypothèse 3.18, alors pour tout N ∈ N, il existe cN > 0 tel que
pour tout x ∈ X tel que χ(x) = 1, on a

∑
β̃∈B̃χ
ñ(β̃)≥N

|a0
β̃
|2(x) ≥ cN .

Preuve du corollaire 3.45. Soit a ∈ C∞c (S∗X). Fixons une fonction χa ∈ C∞c (X) qui est
égale à 1 sur πX(supp(a)). On a alors

〈
Oph(a)χEh, χEh

〉
=
〈
Oph(a)χaEh, χaEh

〉
+O(h∞).

Comme l’énoncé du corollaire 3.45 est linéaire en a ∈ C∞c (S∗X), il suffit de le prouver
uniquement lorsque a est supportée dans un petit ouvert. En particulier, on peut supposer
que χa est supportée dans un ensemble suffisamment petit pour que le théorème 3.41
s’applique.
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On a alors (avec r = 1, ` = 0) :〈
Oph(a)χaEh, χaEh

〉
=
〈
Oph(a)

∑
β̃∈B̃χa

ñ(β̃)≤M̃| log h|

eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h),
∑
β̃∈B̃χa

ñ(β̃)≤M̃ | log h|

eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h)
〉

+O(h)

=
∑
β̃∈B̃χa

ñ(β̃)≤M̃ | log h|

〈
Oph(a)eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h), eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h)

〉

+
∑

β̃,β̃′∈B̃χa
ñ(β̃′),ñ(β̃)≤M̃ | log h|

β̃ 6=β̃′

〈
Oph(a)eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h), eiϕβ̃′ (x)/haβ̃′(x;h)

〉
+O(h).

On veut utiliser la proposition 6.1 pour dire que le second terme, constitué de termes
non diagonaux, est un O(h∞).

Grâce à (3.51), on sait que si β, β′ ∈ Bχa sont tels que ñ(β̃), ñ(β̃′) ≤
(

1
2
√
b0
− ε
)
| log h|,

alors on a |∂ϕβ̃(x)− ∂ϕβ̃′(x)| ≥ Ch1/2−ε, de sorte que par la proposition 6.1, on déduit

〈Oph(a)eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h), eiϕβ̃′ (x)/haβ̃′(x;h)
〉

= O(h∞).

Par conséquent, on a〈
Oph(a)χaEh, χaEh

〉
=
∑
β̃∈B̃χa

〈
Oph(a)eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h), eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h)

〉
+

∑
β̃,β̃′∈B̃χa

ñ(β̃)≤M̃ | log h|
ñ(β̃) ou ñ(β̃′)≥

(
1

2
√
b0
−ε
)
| log h|

β̃ 6=β̃′

〈
Oph(a)eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h), eiϕβ̃′ (x)/haβ̃′(x;h)

〉

−
∑
β̃∈B̃χa

ñ(β̃)≥M̃ | log h|

〈
Oph(a)eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h), eiϕβ̃(x)/haβ̃(x;h)

〉
+O(h).

On peut estimer le deuxième et le troisième terme grâce à (3.50). On obtient un reste

qui est un O
(
h

min
(

1,
|P (1/2)|
2|
√
b0
−ε
))

, ce qui nous donne

〈
Oph(a)χaEh, χaEh

〉
=
∑
β̃∈B̃χa

〈
Oph(a)eiϕβ̃(·)/haβ̃(·;h), eiϕβ̃(·)/haβ̃(·;h)

〉
+O

(
h

min(1,
|P (1/2)|
2|
√
b0
−ε))

.

Chacun des termes dans la première somme est alors la distribution de Wigner associée
à un état lagrangien, et la mesure semi-classique associée peut être calculée par la méthode
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de la phase stationnaire, comme dans [Zwo12, §5.1], ce qui nous donne la première partie
du corollaire 3.45. Prouvons maintenant (3.52).

Rappelons que les symboles aβ,χ(x;h) qui apparaissent dans (5.29) sont construits en
appliquant la formule (A.9) plusieurs fois à E0

h. Dans (A.9), la phase θ qui apparait ne
dépend que de la trajectoire du point (x1, φ

′
1(x)), de sorte que ces phases sont les mêmes

pour β et β′ si β ∼supp(χ) β
′. En particulier, pour tout β̃ ∈ B̃χ, pour chaque représentant

β ∈ Bχn et pour tout x ∈ X, on a que

|aβ̃|(x) ≥ |aβ,χ|(x).

Par conséquent, le résultat sera prouvé si on peut montrer que pour tout N ∈ N, on
peut trouver une constante cN > 0 telle que pour tout x ∈ X avec χ(x) = 1, on a

∞∑
n=N

∑
β∈Bχn

|a0
β,χ|2(x) ≥ cN . (6.4)

De plus, toujours en utilisant (A.9), on voit que |a0
β,χ|(x;h)(x) > 0 du moment qu’il

existe ξ tel que (x, ξ) ∈ Φn
β(L0).

Mais pour chaque x ∈ X tel que χ(x) = 1, le corollaire 4.28 nous donne une infinité de
(ξi)i∈I ⊂ T ∗xX et ti > 0 tels que (x, ξ) ∈ Φti(L0). En particulier, pour chacun d’entre eux,
il existe un ni ∈ N et un βi ∈ Bχni tels que (x, ξ) ∈ Φni

βi
(L0).

En utilisant le corollaire 4.26, on voit que si i 6= i′, on a βi 6= βi′ : sinon, on pourrait
construire deux géodésiques distinctes qui restent à une distance inférieure à ri pour tous
les temps négatifs, et dont la distance est 0 à l’instant initial, ce qui contredirait le corollaire
4.25. En conséquence, comme chaque Bχn est fini, il existe un β ∈ Bχn pour un n ≥ N et un
i ∈ I tels que β = βi

Par conséquent, |a0
βi,χ
|(x;h)(x) > 0. Par continuité, ceci est vrai uniformément dans un

voisinage de x. Par compacité de supp(χ), on obtient (6.4).

Équidistribution à petite échelle

Remarquons que le corollaire 3.45 combiné avec le corollaire 3.44 implique qu’il existe
des constantes C1, C2 > 0 telles que pour tout x0 ∈ X tel que χ(x0) = 1, pour tout r > 0
suffisamment petit, on a

C1r
d ≤

∫
B(x0,r)

|Eh|2(x)dx ≤ C2r
d, (6.5)

où B(x0, r) est la boule de rayon r dans une carte locale. Ceci peut être vu comme un
résultat d’équidistribution de Eh. En fait, (6.5) est encore vraie si r dépend de h, du
moment que r > Ch, du moment que C est suffisamment grande. C’est le contenu de la
proposition suivante, qui généralise le corollaire 1.26.
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Proposition 6.3. Supposons que les hypothèses du théorème 3.41 soient vérifiées, et que
L0 vérifie l’hypothèse 3.18. Soit χ ∈ C∞c (X). Alors il existe des constantes C,C1, C2 > 0
telles que le résultat suivant soit vrai. Pour tout x0 ∈ X tel que χ(x0) = 1, pour toute suite
rh telle que 1 >> rh > Ch, on a pour h suffisamment petit :

C1r
d
h ≤

∫
B(x0,rh)

|Eh|2(x)dx ≤ C2r
d
h. (6.6)

Ce résultat peut être vu comme un résultat d’ � équidistribution à petite échelle �.

Démonstration. La borne supérieure est une conséquence directe du corollaire 3.44. Expli-
quons maintenant pourquoi la borne inférieure est vérifiée.

Tout comme dans la preuve du corollaire 3.45, pour tout ε > 0, |Eh|2(x) peut s’écrire, à
un reste d’ordreO(ε) près, comme la somme finie de termes de la forme aβ,β′(x;h)eiφβ,β′ (x)/h,
telle que

∑
β,β′ |aβ,β′(x)| ≤ C0. De plus, il existe c(ε) > 0 tel pour tous les indices de som-

mation β, β′ vérifiant ∂φβ,β′(x0) 6= 0, on a |∂φβ,β′(x0)| > c(ε).

Par un changement de variables, et par le théorème de Stokes, on a∫
B(x0,rh)

aβ,β′(x;h)eiφβ,β′ (x)/hdx = rdh

∫
B(0,1)

aβ,β′(rhx+ x0;h)eiφβ,β′ (rhx+x0)/hdx

= rdh

∫
B(0,1)

[ h
rh

aβ,β′(rhx+ x0;h)

|∂φβ,β′(rhx+ x0)|2

×
(
∂φβ,β′(rhx+ x0)

)
· ∂
(
eiφβ,β′ (rhx+x0)/h

)]
dx

= rdh

∫
∂B(0,1)

[ h
rh

aβ,β′(rhx+ x0;h)

|∂φβ,β′(rhx+ x0)|2

× eiφβ,β′ (rhx+x0)/h
(
∂φβ,β′(rhx+ x0)

)]
· d~n

− rdh
∫
B(0,1)

[ h
rh
∂ ·
( aβ,β′(rhx+ x0;h)

|∂φβ,β′(rhx+ x0)|2
(
∂φβ,β′(rhx+ x0)

))
× eiφβ,β′ (rhx+x0)/h

]
dx

≤ c′(ε)hrd−1
h ‖aβ,β′(·;h)‖C1 ,

où c′(ε) est une constante dépendant de ε, mais pas de h. En sommant sur β et β′, on
obtient que la somme des termes non-diagonaux est bornée par c′(ε)C0hr

d−1
h + rdhRε, où

Rε = O(ε).

D’autre part, grâce à (3.52), les termes diagonaux donnent une contribution plus grande
que c0r

d
h pour un c0 > 0 indépendant de h et de x. En prenant ε suffisamment petit pour

que Rε < c0/3 et C suffisamment grand pour que c′(ε)C0/C < ε/3, on obtient donc bien
le résultat recherché.
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Remarque 6.4. Rappelons que le théorème 3.41 nous dit que

χEh(x) =
∑
β̃∈B̃χ

ñ(β̃)≤M̃r,`| log h|

eiϕβ̃(x)/haβ̃,χ(x;h) +Rr,

L’équation (3.52) étant vraie en se limitant aux β̃ tels que ñ(β̃) > N pour n’importe
quel N ≥ 0, la preuve ci-dessus s’adapte sans peine pour nous donner le résultat suivant.

Pour tout N > 0, il existe C ′0, C
′
1, C

′
2 > 0 tels que pour tout x0 ∈ X tel que χ(x0) = 1,

pour toute suite rh telle que 1 >> rh > C ′0h, on a pour h suffisamment petit :

C ′1r
d
h ≤

∫
B(x0,rh)

∣∣∣ ∑
β̃∈B̃χ

N≤ñ(β̃)≤M̃r,`| log h|

eiϕβ̃(x)/haβ̃,χ(x;h) +Rr(x)
∣∣∣2dx ≤ C ′2rdh. (6.7)
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Chapitre 7

Ensembles nodaux des ondes
planes tordues en courbure
négative

Dans ce chapitre, nous prouverons des résultats concernant les ensembles nodaux et
les domaines nodaux de la partie réelle d’une onde plane tordue, ou la partie réelle d’une
somme d’ondes planes tordues, sur une variété de courbure négative ou nulle. Nous prou-
verons en particulier le corollaire 1.27, et le théorème 1.28. Pour certains des résultats
que nous prouverons, nous supposerons que la variété est euclidienne à l’infini, car les
ensembles nodaux sont plus simples à décrire près de l’infini dans ce cas.

La première section de ce chapitre suit [Ing15b]. Une partie de ce chapitre sera contenue
dans [Ing].

Dans tout ce chapitre, nous noterons

Fh(x) := <(Eh(x)).

Dans la plupart du chapitre, nous travaillerons sur des variétés à infinis euclidiens, avec
Eh comme dans la section 3.6.1, et nous écrirons, lorsque ω ∈ Sd−1 :

Fh(x;ω) := <(Eh(x;ω)).

Plus généralement, pour I un ensemble fini non vide, a = (ai)i∈I ∈ (R\{0})|I|, ~ω =

(ωi)i∈I ∈
(
Sd−1

)|I|
, on considérera des fonctions de la forme

Fh(·,a, ~ω) :=
∑
i∈I

aiFh(·, ωi). (7.1)
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Si O ⊂ X est un ouvert borné et si ω ∈ Sd−1, on notera

NO,h := {x ∈ O; Fh(x) = 0}
NO,a,~ω,h := {x ∈ O; Fh(x,a, ~ω) = 0}.

7.1 Une borne inférieure sur la mesure des ensembles no-
daux

Le but de cette section est de prouver le théorème suivant. Comme nous l’avons men-
tionné précédemment, ce résultat peut être déduit de [Log16b], mais notre preuve est parue
avant celle de Logunov, utilise des méthodes très différentes, et se déduit assez facilement
du théorème 3.41.

Théorème 7.1. (i) Soit (X, g) une variété qui vérifie l’hypothèse 3.1 à l’infini, et qui
vérifie l’hypothèse 3.6. Supposons de plus que le flot géodésique (Φt) vérifie l’hypothèse 3.9
d’hyperbolicité et l’hypothèse 3.24 concernant la pression topologique. Soit Eh une fonction
propre généralisée de la forme décrite dans l’hypothèse 3.31, où E0

h est associé à une variété
lagrangienne L0 qui vérifie l’hypothèse d’invariance 3.12 et les hypothèses 3.16 et 3.18.

Soit O ⊂ X un ouvert borné. Alors il existe CO, C
′
O > 0 telles que

CO
h
≤ Hausd−1

(
NO,h

)
≤
C ′O
h
. (7.2)

(ii) Supposons de plus que (X, g) est à infinis euclidiens. Soit I un ensemble fini non

vide, a = (ai)i∈I ∈ (R\{0})|I|, ~ω = (ωi)i∈I ∈
(
Sd−1

)|I|
. Il existe alors C,C ′ tels que

C

h
≤ Hausd−1

(
NO,a,~ω,h

)
≤ C ′

h
. (7.3)

Démonstration. Fixons O ⊂ X un ouvert borné. La preuve des bornes inférieures reposent
sur la formule de Dong-Sogge-Zelditch, que nous rappelons maintenant. Soit f ∈ C∞0 (X),
et soit gh ∈ C∞(X) une famille de fonctions lisses telles que (−h2∆ + 1)gh = 0. Notons
Zh := {x ∈ X; gh(x) = 0}. Alors on a∫

X

(
(−h2∆ + 1)f

)
|gh|dV = h2

∫
Zh

f |∇gh|dS, (7.4)

où dS désigne la mesure de Hausdorff (d− 1)-dimensionnelle. Une preuve de cette formule
peut être trouvée dans [Don92], [SZ11b] dans le cas où X est compacte, mais la preuve
marche de la même manière si X n’est pas compacte, du moment que f est à support
compact.
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Soit f ∈ C∞c (X; [0, 1]) telle que supp(f) ⊂ O, et f n’est pas identiquement zéro. En
appliquant (7.4) avec gh = Fh dans le cas (i), ou Fh(·,a, ~ω) dans le cas (ii), on a∫

X

(
(−h2∆ + 1)f

)
|gh| = h2

∫
Zh

f |∇gh|dS

≤ Ch
∫
Zh

fdS

≤ ChHausd−1({x ∈ O; gh(x) = 0}),

(7.5)

où on a utilisé le corollaire 3.44 pour aller de la première ligne à la deuxième ligne. Par
conséquent, le théorème sera prouvé si on peut trouver une borne inférieure uniforme en h
pour le terme de gauche dans (7.5).

Comme f n’est pas identiquement nulle, on peut trouver une constante c > 0 et un
ouvert U ⊂ X tels que f ≥ c sur U . On a∫

X

(
(−h2∆ + 1)f

)
|gh| =

∫
X
f |gh|+O(h2)

≥ c
∫
U
|gh|+O(h2)

≥ c

‖gh‖C0(U)

∫
U
|gh|2

≥ C
∫
U
|gh|2 grâce au corollaire 3.44.

Par conséquent, la borne inférieure dans le théorème 7.1 suit de (7.7) dans le lemme suivant.

Quant à la borne supérieure, elle est une conséquence directe du théorème 1.1 dans
l’article récent [Hez16], et de(7.6) dans le lemme suivant. En effet, ce théorème affirme que,
si une famille de fonctions propres (à valeurs réelles) vérifie (7.6) pour rh = Ch, avec C > 0
assez grand, mais indépendant de h, alors elle vérifie la borne supérieure de (7.2).

Lemme 7.2. Soit χ ∈ C∞c (X). Alors il existe des constantes C,C1, C2 > 0 telles que le
résultat suivant soit vrai. Pour tout x0 ∈ X tel que χ(x0) = 1, pour toute suite rh telle que
1 >> rh > Ch, on a pour h suffisamment petit :

C1r
d
h ≤

∫
B(x0,rh)

|gh|2(x)dx ≤ C2r
d
h. (7.6)

En particulier, pour tout ouvert borné U ⊂ X, il existe c(U) > 0 et hU > 0 tels que
pour tout 0 < h < hU , on a ∫

U
|gh|2 ≥ c(U). (7.7)
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Pour prouver le lemme 7.2, il nous faut d’abord prouver le lemme suivant. Dans le cas
où (X, g) est à infinis euclidiens, on note ϕβ(·, ω) la phase ϕβ(·) obtenue en appliquant le
théorème 3.41 à Eh(·;ω).

Les cas (i) et (ii) du lemme suivant correspondent aux hypothèses (i) et (ii) du théorème
7.1.

Lemme 7.3. (i) Il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , pour tout n′ ∈ N et pour
tous β ∈ Bχn, β′ ∈ Bχn′, l’énoncé suivant est vrai. Supposons que x ∈ supp(χ) est tel que
∂ϕβ(x) = −∂ϕβ′(x). Alors il existe un petit voisinage V de x tel que pour tout y ∈ V , on a(

∂ϕβ(y) = −∂ϕβ′(y)
)

=⇒
(
y, ∂φβ(y)

)
= Φt

(
x, ∂φβ(x)

)
pour un t assez petit.

(ii) Soient ω, ω′ ∈ Sd−1. Il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , pour tout n′ ∈ N et
pour tous β ∈ Bχn, β′ ∈ Bχn′, l’énoncé suivant est vrai. Supposons que x ∈ supp(χ) est tel
que ∂ϕβ(x;ω) = −∂ϕβ′(x;ω′). Alors il existe un petit voisinage V de x tel que pour tout
y ∈ V , on a(

∂ϕβ(y;ω) = −∂ϕβ′(y;ω′)
)

=⇒
(
y, ∂φβ(y)

)
= Φt

(
x, ∂φβ(x)

)
pour un t assez petit.

Démonstration. Nous n’écrirons la preuve que le cas (ii), la preuve pour le cas (i) étant
essentiellement la même. Nous utiliserons la notation suivante. Si ρ = (x, ξ) ∈ §∗X, on
écrira

ρt = (x,−ξ).

Considérons des entiers n, n′ tels que l’énoncé ci-dessus est faux, et montrons que ceci
n’est possible que pour un nombre fini de valeurs de n. Par hypothèse, pour de tels n, n′, il
existe une suite yk convergeant vers un x ∈ supp(χ) telle que ∂ϕβ(yk;ω) = −∂ϕβ′(yk;ω′).
Écrivons ρk := (yk, ∂ϕβ′(yk;ω)) et ρ = (x, ∂ϕβ′(x;ω′)).

Notons N ′ = 1 + max(n, n′). Grâce à (4.21), en prenant k suffisamment grand, on peut
supposer que dX

(
Φ−t(ρk),Φ

−t(ρ)
)
< ri pour |t| ≤ N ′. D’autre part, comme Φ−N

′
(ρk),Φ

−N ′(ρ) ∈
Λω, le point (iii) de l’hypothèse 3.6 nous assure que pour t ≤ −N ′, on a aussi dX

(
Φt(ρk),Φ

t(ρ)
)
<

ri.
Mais, on a aussi

(
ΦN ′(ρk)

)t
,
(
ΦN ′(ρ)

)t
, de sorte que dX

(
Φt(ρk),Φ

t(ρ)
)
< ri pour tout

t ≥ N ′.
Mais alors, par le corollaire 4.26, on voit que dX

(
Φt(ρk),Φ

t(ρ)
)

doit être constante en
temps.

Si n est suffisamment grand, il existe alors un t > 0 tel que Φ−t(ρ) et Φ−t(ρk) sont dans
un petit voisinage de l’ensemble capté K. Mais alors, à cause de l’hyperbolicité, les deux
trajectoires Φt(ρk) et Φt(ρ) ne peuvent rester à une distance constante l’une de l’autre que
si ρ et ρk appartiennent à une même trajectoire. Ceci prouve le lemme.

Preuve du lemme 7.2. Là encore, nous n’écrirons la preuve que dans le cas (ii), la preuve
du cas (i) étant essentiellement la même. Appliquons le théorème 3.41 avec χ ≡ 1 sur
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7.1 Une borne inférieure sur la mesure des ensembles nodaux

B(x0, rh). On a, pour x ∈ B(x0, rh) :

Eh(x;ω) =
∑
β̃∈B̃χ

ñ(β̃)≤M̃r,`| log h|

eiϕβ̃(x;ω)/haβ̃,χ(x;ω, h) +R =: S1(ω) + S2(ω) +Rh,

où Rh = O(h), et où S1 désigne la somme pour ñ(β̃) ≤ N , et S2 la somme pour ñ(β̃) > N ,
où N est comme dans le lemme 7.3.

Ainsi, on a gh = Fh(·,a, ~ω) = <(S1) + <(S2) +R′h, où Sj =
∑

i∈I aiSj(ωi).
On peut écrire

|gh|2 = (<(S1) + (S2 + S2)/2)2 +Rh

= (<S1)2 +
S2

2

4
+
S2

2

4
+
|S2|2

2
+ 2<(S1)<(S2) +Rh

= (<S1)2 +
S2

2

4
+
S2

2

4
+

1

2

∑
i∈I
|ai|2|S2(ωi)|2 +

1

2

∑
i,j∈I,i 6=j

aiajS2(ωi)S2(ωj) + 2<(S1)<(S2) +Rh

(7.8)

Lorsqu’on calcule
∫
B(x0,rh) |gh|

2, le terme
∫
B(x0,rh)(<S1)2 +

S2
2

4 +
S2
2

4 est évidemment

positif. Quant au terme
∫
B(x0,rh)

1
2

∑
i∈I |ai|2|S2(ωi)|2, on peut utiliser (6.7) pour trouver

une constante c > 0 indépendante de h telle que∫
B(x0,rh)

1

2

∑
i∈I
|ai|2|S2(ωi)|2 ≥ crdh + oh→0(rdh).

Pour prouver le lemme, il nous suffit donc de montrer que∣∣∣ ∫
B(x0,rh)

2<(S2)<(S1) +
1

2

∑
i,j∈I,i 6=j

aiajS2(ωi)S2(ωj)
∣∣∣ ≤ crdh

2
. (7.9)

2<(S2)<(S1) + 1
2

∑
i,j∈I,i 6=j aiajS2(ωi)S2(ωj) peut s’écrire à un reste d’ordre ε près

comme une somme finie de termes oscillants de phases ±ϕβ̃(x;ωi) ± ϕβ̃′(x;ωj) avec N <

ñ(β̃) ≤ N ′(ε) et ñ(β̃′) ≤ N ′(ε). Grâce au lemme 7.3, on sait que pour chaque β′, la phase
ne peut s’annuler que sur un nombre fini de courbes.

De même que dans la preuve de la proposition 6.3, on réécrit

1

rdh

∫
B(x0,rh)

eiϕβ̃(x;ωi)/haβ̃,χ(x;ωi, h)e
i±ϕ

β̃′ (x;ωj)/haβ̃′,χ(x;ωjh)dx

=

∫
B(0,1)

eiϕβ̃(rhx+x0;ωi)/haβ̃,χ(rhx+ x0;ωi, h)e
i±ϕ

β̃′ (rhx+x0;ωj)/haβ̃′,χ(rhx+ x0;ωj , h)dx

Par la méthode de la phase stationnaire, on obtient que chacune de ces intégrales est

bornée par cεoh→0

((
h
rh

)(d−1)/2)
.

En prenant ε = c/4, puis C suffisamment grand, on obtient bien (7.9).

123



Chapitre 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative

7.2 Structure à l’infini des ensembles nodaux des ondes planes
tordues

Soit (X, g) une variété euclidienne près de l’infini, au sens de la définition 1.1. Rappelons
que l’on peut construire l’onde plane tordue Eh(·;ω) comme

Eh(x;ω) := (1− χ)E0
h(x;ω) + E1

h(x;ω),

où E0
h(x;ω) = ei

x·ω
h et E1

h(·;ω) = −Rh[h2∆, χ]E0
h(E,ω).

On définit la zone d’ombre pour la vitesse ω comme

ZOω := {x ∈ Rd tel qu’il existe t ≥ 0 tel que x− tω ∈ X ′0},

où X ′0 est comme dans la définition 1.1. Pour tout ε > 0, on notera ZOεω :=
⋃
|ω′−ω|<ε ZOω′ .

Proposition 7.4. Soit (X, g) une variété euclidienne près de l’infini, de courbure négative
ou nulle. Supposons que K soit un ensemble hyperbolique pour (Φt), et que P(1/2) < 0.

Pour tout ε > 0, il existe Cε > 0 tel que pour tout x ∈ Rd\ZOεω, on a

|E1
h(x)| ≤ Cε

|x|(d−1)/2

|∇E1
h(x)| ≤ Cε

h|x|(d−1)/2
,

où Cε est indépendante de h.

Démonstration. Rappelons que par l’équation (1.7), on a pour une fonction χ2 ∈ C∞c (X)

(1− χ2)E1
h = R0

h[h2∆, χ2]E1
h.

On a donc, en appliquant (1.9) :

(1− χ2)E1
h(|x|ξ) =

1

2

( 1

2π

)d(1

h

)d ∫
Sd−1

ei|x|ξ·θ/hψ−ξ(θ)F
(
[h2∆, χ2]E1

h

)
(−θ/h)dθ +Rh,

(7.10)
où F désigne la transformée de Fourier. Rappelons que Rh ∈ S et Rh = O(h∞) dans toutes
les semi-normes sur S, et que ψ−ξ est supportée sur un petit voisinage de −ξ.

Remarquons qu’il nous suffit de prouver la première inégalité, car on a en dérivant
(7.10)

∇
(
(1−χ2)E1

h(|x|ξ)
)

=
θ

2h

( 1

2π

)d(1

h

)d ∫
Sd−1

ei|x|ξ·θ/hψ−ξ(θ)F
(
[h2∆, χ2]E1

h

)
(−θ/h)dθ+∇Rh,

d’où l’on déduit facilement la seconde inégalité de la première.
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7.2 Structure à l’infini des ensembles nodaux des ondes planes tordues

L’intégrale (7.10) peut être évaluée par la méthode de la phase stationnaire, où |x|−1

est vu comme petit paramètre. La phase n’est stationnaire qu’en θ = −ξ donc on a

|(1− χ2)E1
h(|x|ξ)| ≤ C

hd

( h
|x|

)(d−1)/2
F
(
[h2∆, χ2]E1

h

)
(ξ/h) +O

( 1

|x|(d+1)/2

)
, (7.11)

où le reste O
(

1
|x|(d+1)/2

)
est uniforme en h.

La proposition sera prouvée si on peut montrer que F
(
[h2∆, χ2]E1

h

)
(ξ/h) ≤ Ch(d+1)/2,

pour ξ ∈ Sd−1 avec |ξ − ω| ≥ ε. Par le théorème 3.41, on sait que Eh, et donc aussi
[h2∆, χ2]E1

h, peut s’écrire comme une somme d’états lagrangiens, plus un reste arbitraire-
ment petit, ce que l’on peut écrire de manière synthétique comme :

(
[h2∆, χ2]E1

h

)
(x) =

Nh∑
n=1

fn(x;h)eiϕn(x)/h +O(h(d+3)/2),

où les fn(x;h) sont tous à support dans une couronne Ω incluse dans X\X0, indépendante
de n et de h. On a, par (3.50)

Nh∑
n=1

‖fn‖C0 ≤ Ch.

Calculons la transformée de Fourier terme par terme. On a

F
(
fn(·;h)eiϕn(·)/h)(ξ/h) =

∫
Ω
fn(x;h)ei(ϕn(x)−ξ·x)/hdx. (7.12)

Pour chaque n et chaque ξ ∈ Sd−1 avec |ξ − ω| ≥ ε, l’ensemble {x ∈ Ω; ∂ϕn(x) = ξ}
est soit vide, soit un segment. En effet, (x, ∂ϕn(x)) est l’image d’un point de L0 par
le flot géodésique, qui est passé par différents ouverts à différents instants. Comme les
trajectoires sont rectilignes dans la partie euclidienne, pour tout x ∈ Ω, ∂ϕn(x+ t∂ϕn(x))
est indépendant de t ≥ 0. D’autre part, il n’existe qu’un seul segment sur lequel ∂ϕn(x) = ξ :
sinon, on pourrait construire deux trajectoires qui resteraient proches l’une de l’autre pour
tout t ∈ R, ce qui contredirait le corollaire 4.26.

On en déduit que pour chaque n et chaque ξ, l’intégrale (7.12) est stationnaire dans
une direction, et non stationnaire dans les directions transverses. On a donc

F
(
fn(·;h)eiϕn(·)/h)(ξ/h) ≤ C det |∂2ϕn|−1/2‖fn‖Ckh(d−1)/2,

pour un k assez grand.
Le fait que |ξ − ω| ≥ ε implique que les points arrivant avec une vitesse ξ depuis L0

ont dû passer par la région de courbure strictement négative. On peut en déduire, par des
arguments similaires à ceux de la section 4.2, que det |∂2ϕn(x0)|−1/2 est borné par une
constante Cε

En sommant sur n, on obtient bien que F
(
[h2∆, χ2]E1

h

)
(ξ/h) ≤ Cεh

(d+1)/2, ce qui
conclut la preuve.
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Chapitre 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative

Remarque 7.5. Si x appartient à la zone d’ombre ZOω, il est possible que certains des
états lagrangiens qui composent E1

h soient associés à la lagrangienne L0. L’argument de
phase stationnaire ci-dessus ne nous permettra donc plus d’obtenir F

(
[h2∆, χ2]E1

h

)
(ξ/h) ≤

Ch(d+1)/2. C’est ce qui explique que, dans la figure 7.1, l’amplitude de Eh soit plus faible
dans la zone d’ombre qu’ailleurs.

Néanmoins, l’équation (7.11) reste vraie, et nous assure que

|E1
h(x)|, |∇E1

h(x)| = Oh

( 1

|x|(d−1)/2

)
, (7.13)

mais il n’est pas facile d’avoir un contrôle sur la manière dont le O dépend de h.
Remarquons que l’équation (7.11), et donc l’équation (7.13) sont vraies dès que X est

une variété à infinis euclidiens, sans aucune hypothèse dynamique.

Le corollaire suivant nous dit que, loin de la région d’interactions, et hors de la zone
d’ombre, les ensembles nodaux de <Eh(·;ω) ressemblent beaucoup à ceux de <E0

h(·;ω),
c’est-à-dire à une réunion d’hyperplans orthogonaux à ω, espacés d’une distance hπ. Cette
ressemblance sera d’autant meilleure qu’on s’éloignera de la région d’interactions. Ce phéno-
mène peut-être observé dans la figure 7.1, dans le cas de la diffusion par deux obstacles. On
observera que le comportement dans la zone d’ombre est assez différent du comportement
dans le reste de la région éloignée des obstacles.

Pour énoncer le résultat, nous munirons Rd d’une base orthonormale dont ω sera le
premier vecteur, et si x ∈ Rd, (x1, ..., xd) correspondra aux coordonnées de x dans cette
base.

Dans le corollaire suivant, nous indexerons les ensembles nodaux loin de la région d’in-
teraction (et hors de la zone d’ombre) par un indice k ∈ Z. Les ensembles indexés par k et
k+ 1 seront typiquement à une distance l’un de l’autre de l’ordre de h : il est donc naturel
de chercher à décrire ces ensembles nodaux dans la limite |hk| → ∞.

Corollaire 7.6. On fait les mêmes hypothèses que dans la proposition 7.4. Soit ε > 0. Il
existe alors Rε > 0 et, pour tous k ∈ Z et 0 < h < 1, des fonctions fh,k ∈ C∞(Rd−1;R)
avec fh,k ≤ fh,k+1 et lim

|hk|→∞
‖fh,k − hkπ‖C1 = 0, telles que

{
x ∈ Rd\(B(0;Rε) ∪ ZOω); Fh(x;ω) = 0

}
=
{
x = (x1, ..., xd) ∈ Rd\(B(0;Rε) ∪ ZOω);∃k ∈ Z;x1 = fh,k(x2, ..., xd)

}
.

Démonstration. Fixons (x2, ..., xd) ∈ Rd−1, h ∈]0, 1[, et k ∈ Z tel que (hkπ, x2, ..., xd) soit
en dehors d’une boule assez grande et de la zone d’ombre.

Pour x1 ∈ [kπh; (k + 1)πh], notons r(x1)eiθ(x1) := Eh(x1, x2, ..., xd). Comme |E1
h| =

o|x|→∞(1), r(x1) ne s’annule pas dès que |x| est assez grand, et donc θ(x1) est bien définie
et continue. En utilisant le fait que |E1

h| = o|x|→∞(1) et |∇E1
h| = o|x|→∞(1), on voit que

quand |x| est assez grand, x1 7→ θ(x1) est strictement croissante sur [kπh; (k+ 1)πh], et est
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proche de l’identité au sens C1. En particulier, θ1 prend une unique fois la valeur π/2 sur
cet intervalle, et ne prend jamais la valeur −π/2. On en déduit donc que <Eh(·, x2, ..., xd)
s’annule une unique fois sur [(kπh; (k + 1)πh], en un point proche de (k + 1/2)πh

Les ensembles nodaux peuvent donc bien être écrits comme la réunion des graphes
de fonctions, C∞ par régularité de <Eh, et proches des ensembles nodaux de <E0

h au
sens C0 quand on s’éloigne de la région d’interactions. Les tangentes à ces graphes sont
perpendiculaires au gradient de <Eh, qui est proche du gradient de <E1

h, qui est vertical.
Par conséquent, les tangentes sont toutes presque horizontales, et donc les f ′h,k tendent
bien vers zéro quand |hk| → ∞.

Remarque 7.7. On n’a en général pas lim
|hk|→∞

‖fh,k−hkπ‖C2 = 0. Ceci se voit, dans le cas

de la diffusion par des obstacles, sur la figure 7.1 : même quand on est loin des obstacles,
les lignes nodales oscillent rapidement autour de droites verticales.

Une manière informelle, mais simple, de comprendre ce phénomène est la suivante :
en un point loin de la région d’interactions, toutes les géodésiques provenant de la région
d’interactions ont des directions très proches. Ainsi, loin de la zone d’interactions et en
dehors de la zone d’ombre, Fh est la somme de cos(ω · x), et de nombreux cosinus donc la
somme des amplitudes est petite, et dont les directions de propagations sont très proches.

En faisant l’approximation que les directions sont en fait identiques, la fonction Fh

ressemblera près de x (avec |x| >> 1) à cos(ω · x) + ε cos(θ · x), où ε ∼ 1/|x| << 1, et
θ = x/|x|. L’équation Fh = 0 se réécrit donc cos(x1/h) + ε cos(x · θ/h) = 0.

Dans le cas où θ est perpendiculaire à ω, les solutions de cette équation sont de la forme

x1 = hk + h arccos
(
ε cos(x · θ/h)

)
.

On donc bien une réunion de graphes de la forme x1 = f(x2, ..., xd). Quand on dérive
une fois l’une des fonctions, on obtient une quantité de l’ordre de ε, mais on obtient une
quantité de l’ordre de ε/h quand on dérive une seconde fois, qui ne tend donc pas vers zéro
quand |hk| = h/ε→∞.

Une manière plus rigoureuse, et plus amusante, de montrer que lim
|hk|→∞

‖fh,k−hkπ‖C2 6=

0, consiste à calculer Ih,k :=
∫
Gh,k
|Fh|2, où Ghk désigne le graphe de fh,k. On peut alors

écrire Fh,k comme dans le théorème 1.23, et décomposer Ih,k comme une somme de termes
diagonaux (dont la somme est strictement positive), et de termes non-diagonaux. Si on avait

lim
|hk|→∞

‖fh,k − hkπ‖C2 = 0, on pourrait appliquer un argument de phase non-stationnaire

comme dans le chapitre 6, et montrer que les termes non-diagonaux sont négligeables. On
obtiendrait alors que Ih,k > c + oh→0(1), avec c > 0, ce qui contredirait le fait que Fh est
nulle sur Gh,k.
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Chapitre 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative

Figure 7.1 – La partie réelle d’une onde plane tordue, pour ω = π, c’est-à-dire pour
une onde se propageant depuis la droite, et à longueur d’onde 10/(2π), soit h = 2 · π/20.
Cette simulation a été réalisée sous Octave (cf. [EBHW15]), grâce au package µ-diff (cf.
[TACA15]).
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7.3 Domaines nodaux d’une somme d’onde planes tordues

Plusieurs manières de compter les domaines nodaux

Définition 7.8. Si f ∈ C0(X), les domaines nodaux de f sont les composantes connexes
de {x ∈ X; f(x) 6= 0}.

Si Ω est un ouvert borné, on définit les quantités suivantes :

N⊂Ω(f) = ]{ domaines nodaux de f inclus dans Ω}
N∩Ω(f) = ]{ domaines nodaux de f intersectant Ω}
N|Ω(f) = ]{ domaines nodaux de f |Ω}.

(7.14)

On a toujours

N⊂Ω(f) ≤ N∩Ω(f) ≤ N|Ω(f).

Remarquons que N⊂Ω(f) et N∩Ω(f) sont croissantes par rapport à Ω, mais que N|Ω(f)
ne l’est pas forcément.

Dans la suite, on s’intéressera tout particulièrement aux domaines nodaux de Fh(·;ω),

ou plus généralement, pour I fini, a = (ai)i∈I ∈ (R\{0})|I|, ~ω = (ωi)i∈I ∈
(
Sd−1

)|I|
, aux

domaines nodaux d’une fonction de la forme

Fh(·,a, ~ω) :=
∑
i∈I

aiFh(·, ωi).

7.3.1 Bornes supérieures sur le nombre de domaines nodaux

La première des quantités définies dans (7.14) peut être majorée assez facilement. En
effet, pour tout Ω ⊂ X borné et à bord lisse, et pour tous a, ~ω, il existe une constante
C > 0 telle que

N⊂Ω(Fh(·,a, ~ω)) ≤ C

hd
. (7.15)

Pour prouver cette inégalité, il suffit d’utiliser [BM82, Lemme 16] (qui généralise les
résultats de [Ple56] et [Pee57]), qui nous donne une constante cΩ > 0 telle que pour toute
solution de (−h2∆ − 1)f = 0, chaque domaine nodal de f inclus dans Ω a un volume
supérieur à cΩh

d.

La troisième des quantités définies dans (7.14) est très difficile à estimer. Elle est a
priori bornée par N⊂Ω(f), plus le nombre d’intersections de l’ensemble nodal de f avec
∂Ω, mais cette borne peut-être infinie... À notre connaissance, le seul cas où une borne
supérieure intéressante sur cette quantité soit connue est celui traité dans [JN15] : si X est
une surface hyperbolique convexe cocompacte, si Ω est le cœur convexe de X, et si ω est
générique. On a alors N|Ω(Eh(·, ω) ≤ Ch−2.
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Il est naturel de se demander si, pour tout Ω et pour tous a, ω, il existe C > 0 telle que

N∩Ω(Fh(·,a, ~ω)) ≤ C

hd
. (7.16)

Nous n’apporterons qu’une réponse partielle à cette question, sous la forme de la propo-
sitions suivante. Une approche générale pour montrer (7.16) est la suivante. Soit Ω′ un
ouvert tel que Ω b Ω′ ; si f ∈ C0(X), notons NΩ,Ω′(f) le nombre de domaines nodaux de
f intersectant à la fois ∂Ω et ∂Ω′. On a toujours

N∩Ω(f) ≤ N⊂Ω′ +NΩ,Ω′(f).

On sait majorer le premier terme du membre de droite par (7.15), pour tout Ω′. Il s’agit
donc de majorer NΩ,Ω′(f), pour Ω′ éventuellement beaucoup plus grand que Ω.

Proposition 7.9. (i) Soit (X, g) une variété riemannienne de dimension 2 vérifiant l’hy-
pothèse 3.6 et l’hypothèse 3.1 à l’infini. Supposons que le flot géodésique (Φt) vérifie l’hy-
pothèse 3.9 d’hyperbolicité, l’hypothèse 3.24 concernant la pression topologique. Soit gh :=
Eh une fonction propre généralisée de la forme décrite dans l’hypothèse 3.31, où E0

h est
associée à une variété lagrangienne L0 qui vérifie l’hypothèse d’invariance 3.12 ainsi que
l’hypothèse 3.16.

(ii) Soit (X, g) une variété riemannienne de dimension 2 à infinis euclidiens vérifiant
l’hypothèse 3.6. Supposons que le flot géodésique (Φt) vérifie l’hypothèse 3.9 d’hyperbolicité,
l’hypothèse 3.24 concernant la pression topologique. I un ensemble fini non vide, a =

(ai)i∈I ∈ (R\{0})|I|, ~ω = (ωi)i∈I ∈
(
S1
)|I|

, et soit gh := Fh(·,a, ~ω) comme dans (7.1). On
a alors

N∩Ω(gh) ≤ C

h2
. (7.17)

Démonstration. Comme nous l’avons vu précédemment, il suffit d’estimer le nombre de do-
maines nodaux intersectant à la fois ∂Ω et ∂Ω′ pour un Ω′ contenant Ω. Deux tels domaines
nodaux sont séparés par une ligne nodale joignant ∂Ω à ∂Ω′. Par la borne supérieure dans
(7.2) et (7.3), il ne peut pas y avoir plus de C/h lignes nodales joignant ∂Ω à ∂Ω′, et donc
pas plus de C/h éléments dans NΩ,Ω′(gh).

Remarque 7.10. La preuve ci-dessus ne fonctionne qu’en dimension 2. Si (X, g) est une
variété euclidienne près de l’infini de dimension supérieure à 2, la proposition 7.4 semble
un bon point de départ pour prouver une borne analogue à (7.17).

7.3.2 Borne inférieure sur le nombre de domaines nodaux de la somme de
deux ondes planes tordues sur des surfaces génériques de courbure
négative

Avant de prouver théorème 1.28, rappelons ce que nous entendons par une perturbation
générique d’une métrique, ainsi que l’énoncé du théorème.
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Soit (X, g) une variété riemannienne, et soit Ω ⊂ X un ouvert borné. On note GΩ

l’ensemble des métriques lisses sur X qui cöıncident avec g en dehors de Ω. Pour tout
k ≥ 2, la distance ‖g − g′‖Ck(Ω) entre des éléments de GΩ n’est pas intrinsèque, car on la
définit en utilisant des cartes locales. Néanmoins, la topologie induite par cette distance ne
dépend pas du choix de coordonnées.

Soit P (g′) une propriété pouvant être vérifiée par une métrique g′ sur X. On dira que
P est vérifiée pour une perturbation Ck(Ω)-générique de g s’il existe un voisinage ouvert
G0 de g dans GΩ tel que l’ensemble {g′ ∈ G0;P (g′) est vérifiée} est ouvert et dense dans
G0 pour la topologie Ck(Ω).

Rappelons le théorème 1.28 sur le comptage de domaines nodaux, en se souvenant que
X0 est comme dans la définition 1.1.

Théorème. Supposons que (X, g) soit une variété euclidienne près de l’infini de dimension
2, de courbure sectionnelle ≤ 0. Supposons que la courbure sectionnelle est strictement
négative sur X0, et que P(1/2) < 0.

Il existe ε > 0 tel que pour tous ω0, ω1 ∈ S1 avec |ω0 − ω1| < ε et ω0 6= ω1, et pour tout
ouvert non-vide Ω ⊂ X, le résultat suivant soit vrai. Il existe un ouvert OΩ b X0 tel que
pour une perturbation Ck(OΩ)-générique g′ de g, il existe des constantes c > 0 et h0 > 0
tels que pour tout 0 < h < h0, on a

N⊂Ω

(
Fh(·, ω0; g′) + Fh(·, ω1; g′)

)
≥ h−2. (7.18)

Idée de la preuve

La preuve du théorème 1.28 sera essentiellement locale. Grâce au théorème 3.41, on
sait que localement, Eh(·, ω) ressemble à une somme d’ondes planes. Ainsi, si x0 ∈ Ω et si
ψ est une carte locale d’un voisinage de l’origine dans R2 vers un voisinage ouvert de x0

inclus dans Ω telle que ψ(0) = x0, nous verrons dans l’équation (7.34) de la section 7.5 que
l’on peut écrire, pour tout x ∈ B(0, h−1/3) et tout h suffisamment petit

Fh(ψ(hx), ω0)+Fh(ψ(hx), ω1)) =
M∑
n=0

∑
β∈BK,n

[
bβ cos

(
x·kβ,ω0+θ0

β,h

)
+bβ cos

(
x·kβ,ω1+θ1

β,h

)]
+R,

où kβ,ωi = kβ,ωi(x0) = ∇x0ϕ(x0, ωi) pour i = 0, 1 et bβ = bβ(x0) = |an,β(x0, ω0)|, et où R
est un reste qui peut être rendu plus petit que toute constante, en prenant M plus grand,
et |ω0 − ω1| plus petit.

Dans la section 7.4, nous donnerons un critère sur les amplitudes bβ et les directions
kβ,ωi pour qu’une somme d’ondes planes comme ci-dessus possède au moins cr2 domaines
nodaux dans une boule de rayon r, pour un c > 0. Ces domaines nodaux seront stables par
petites perturbations, de sorte que l’on pourra négliger le reste R.

Pour s’assurer que le critère de la section 7.4 soit vérifié, il nous faudra faire une
perturbation générique de la métrique. Après cette perturbation, on peut appliquer le
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théorème 7.15 de la section 7.4, pour déduire que Fh(·, ω0) + Fh(·, ω1)) possède au moins
ch−2/3 domaines nodaux dans B(x0, h

2/3).
Le critère du théorème 7.15 est stable par petites perturbations. Ainsi, si on prend un

point x1 assez proche de x0, les vecteurs et les amplitudes kβ,ωi(x1) et bβ(x1) vérifieront
encore le critère du théorème 7.17, de sorte que Fh(·, ω0) +Fh(·, ω1)) aura au moins ch−2/3

domaines nodaux dans un voisinage de x1 de rayon h2/3.
En recouvrant un petit voisinage de x0, de taille indépendante de h, par c′h−4/3 boules

de rayon h2/3, et en disant que dans chaque boule, on a ch2/3 domaines nodaux, on obtient
bien le résultat.

Optimalité du théorème ?

L’ingrédient principal de la preuve est la proposition 7.17. Notre preuve de cette pro-
position ne fonctionne qu’en dimension 2, et nous ne savons pas s’il est possible de la
généraliser en dimension plus grande. Si ceci était possible, le résultat du théorème 1.28
serait également vrai en dimension plus grande.

Le fait que (7.18) ne soit vrai que pour une perturbation générique de la métrique est
sans doute un artefact de la preuve, mais nous ne savons pas prouver le résultat pour toute
métrique g vérifiant les hypothèses du théorème. En revanche, pour que (7.18) soit vérifiée,
il est bien indispensable de prendre la somme d’au moins deux ondes planes : nous avons
vu dans le corollaire 7.6 que Fh(·, ω) n’avait aucun domaine nodal compact suffisamment
loin de la région d’interactions, en dehors de la zone d’ombre. La morale de ce théorème
pourrait donc être � pour voir quelque chose d’intéressant, il faut voir double �, et le
théorème 1.28 pourrait être appelé � théorème de l’ivrogne �.

7.4 Un critère pour qu’une somme finie d’onde planes sature
la borne de Courant

7.4.1 Énoncé du critère

Domaines nodaux

Nous aurons besoin d’une définition plus précise des domaines nodaux, tenant compte
de leur stabilité par petites perturbations.

Définition 7.11. Soit Ω ⊂ R2, et f ∈ C0(Ω). Soient N ∈ N, x1, ..., xN ∈ R2 et ε > 0.
On dira que x1, ..., xN appartiennent à des domaines nodaux compacts et ε-stables de f
différents si pour tout g ∈ C0(R2) telle que ‖g‖C0 ≤ ε, et pour tout i, j = 1, ..., N , xi
appartient à une composante connexe compacte de {x ∈ Ω; f + g 6= 0}, et si xi et xj
n’appartiennent pas à la même composante connexe de {x ∈ Ω; f + g 6= 0}.

Si ceci est vrai pour un choix de x1, ..., xN , on dira que f a au moins N domaines
nodaux compacts et ε-stables. On dira que f a N domaines nodaux compacts et ε-stables
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si f a au moins N domaines nodaux compacts et ε-stables mais n’a pas au moins N + 1
domaines nodaux compacts et ε-stables.

Si f ∈ C0(R2), on notera

Nf,ε(R) = ]
{

domaines nodaux compacts et ε− stables de f dans B(0, R)
}
. (7.19)

Remarquons que R 7→ Nf,ε(R) est une fonction croissante.

Nous allons nous intéresser aux domaines nodaux compacts d’une fonction de la forme∑
i∈I

ai cos(ki · x+ θi). (7.20)

Le théorème 7.15 ci-dessous nous donne une borne inférieure sur le nombre de do-
maines nodaux d’une telle fonction, sous certaines hypothèses sur les directions ki et sur
les amplitudes ai, que nous allons maintenant décrire.

ε-indépendance

Définition 7.12. Soient k1, ..., kn ∈ R2, et soit ε, T > 0. On dira que k1, ..., kn sont (ε, T )-
indépendants s’il existe u ∈ S1 tel que pour tous θ, θ′ ∈ Tn, il existe t(θ, θ′) ∈ [0, T ] tel que(

θ + t(k1 · u, ..., kn · u)
)

mod 1 ∈ B(θ′, ε). (7.21)

Nous dirons parfois que k1, ..., kn sont ε-indépendants s’il existe T > 0 tel que k1, ..., kn
sont (ε, T )-indépendants.

Remarquons que si une famille k est (ε, T )-indépendante, toute sous-famille non vide
de k est aussi (ε, T )-indépendante.

Pour tout ε > 0, il existe c(ε) > 0 tel que le fait qu’une famille de vecteurs k1, ..., kn ∈ R2

soit ε-indépendante est équivalent au fait qu’il existe un u ∈ S1 tel que

∀p1, ..., pn ∈ Z,
(∑

i

piki · u = 0
)
⇒
(
∀i, |pi| = 0

)
ou
(
∃i, |ki| ≥ c(ε)

)
. (7.22)

Nous renvoyons le lecteur à [BBB03, §4] pour une preuve de ce fait, et pour une borne
sur c(ε).

Ainsi, par la contraposée de (7.22), l’ensemble des vecteurs qui ne sont pas ε-indépendants
sont dans la réunion d’un nombre fini de noyau de formes linéaires non nulles. Par conséquent,
une application du théorème de Baire nous donne la remarque suivante.

Remarque 7.13. Pour tous k1, ..., kN ∈ Rd, pour tous ε, δ > 0, l’ensemble des (k′1, ..., k
′
N ) ∈

RNd tels que (k1 + k′1, ..., kN + k′N ) est ε-indépendante et |k′i| ≤ δ pour tout i = 1, ..., N est
ouvert et dense dans B(0, δ) ⊂ RNd.
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De plus, si la famille (k1, ..., kn′) est ε-indépendante pour un n′ < N , alors l’en-
semble des (k′n′+1, ..., k

′
N ) ∈ R(N−n′)d tels que (k1, ..., kn′ , kn′+1 + k′n′+1, ..., kN + k′N ) est

ε-indépendante et |k′i| ≤ δ pour tout i = n′ + 1, ..., N est ouvert et dense dans B(0, δ) ⊂
R(N−n′)d.

ε-non-domination

Nous allons demander que parmi les ai, il n’y ait pas une famille d’amplitude qui domine
toutes les autres, au sens de la définition suivante.

Définition 7.14. Soit ε > 0 et soit (ai)i∈I une famille finie ou dénombrable de nombres
réels. On dira que (ai)i∈I est ε-non-dominée s’il existe (ui)i∈I ∈ {−1, 1}|I| tel que∣∣∣∑

i∈I
uiai

∣∣∣ ≤ ε.
Par exemple, c’est un exercice standard de montrer que si I = N et ai −→ 0 mais∑
i∈N |ai| = +∞, alors (ai) est ε-non-dominée pour tout ε > 0.
Si les (ai)i∈I peuvent être regroupés par paires ai, ai′ avec |ai| = |ai′ |, alors la famille

sera ε-non-dominée pour tout ε > 0. C’est dans cette situation que nous serons dans la
section suivante, mais nous préférons énoncer notre critère sous la forme la plus générale
possible.

Énoncé du critère

Soit k = (ki)i∈I une famille de vecteurs de S1 ⊂ R2 indexée par un ensemble fini I, et
soit a = (ai)i∈I un ensemble de nombres réels positifs indexé par I, tels que

∑
i∈I |ai|2 = 1.

On définit la mesure

µk,a =
∑
i∈I
|ai|2(δki + δ−ki),

qui est une mesure de probabilité sur S1, symétrique par rapport à l’origine.
Si θ = (θi)i∈I est une famille de nombres réels, on pose

fa,k,θ(x) :=
∑
i∈I

ai cos(ki · x+ θi).

Rappelons que la quantité Nf,ε(r) a été définie dans (7.19).

Théorème 7.15. Soient I, k, a et θ comme ci-dessus. Supposons que la mesure µk,a sur
S1 ait au moins 6 points dans son support.

Alors il existe des constantes strictement positives R0, ε0, ε1, ε2, ε3 et c dépendant uni-
quement de supi∈I ai, des 6 points contenus dans le support de µ et de leurs amplitudes,
telles que le résultat suivant soit vrai.
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Supposons que les vecteurs (ki)i∈I soient ε0-indépendants. Supposons de plus qu’il existe
une partition de S1 =

⊔L
l=1 Sl en des ensembles disjoints de diamètres inférieurs à ε1, telle

que pour tout l = 1, ..., L, l’ensemble {ai; i ∈ I et ki ∈ Sl} est ε2 non-dominé.

Alors pour tout r ≥ R0, on a

Nfa,k,θ ,ε3/2(r) ≥ cr2.

Remarque 7.16. Ce résultat est stable par petites perturbations de a et k au sens suivant.
Supposons que I, k, a et θ vérifient les hypothèses du théorème. Alors il existe ε4 > 0 tel
que, si a′ et k′ et θ′ sont tels que |a− a′| < ε4 et |k′ − k| < ε4, alors

Nf ′
a′,k′,θ ,ε3

(r) ≥ c

2
r2.

7.4.2 Preuve du théorème 7.15

La preuve repose essentiellement sur la proposition suivante, que nous prouverons dans
la section suivante.

Proposition 7.17. Il existe ε5 > 0 tel que le résultat suivant soit vrai. Soient k1, k2, k3 ∈
S1, (ε5, T )-indépendants. Alors il existe R0, ε4 > 0 tel que pour tout N ∈ N et pour tous
k′1, ..., k

′
N ∈ S1, il existe un ouvert Ω ⊂ R3+N tel que pour tous (a1, a2, a3, a

′
1, ..., a

′
N ) ∈ Ω,

et (φ1, φ2, φ3, φ
′
1, ..., φ

′
N ) ∈ R3+N , la fonction

f(x) :=
3∑
j=1

aj cos(kj · x+ φj) +
N∑
j=1

a′j cos(k′j · x+ φ′j) (7.23)

possède un domaine nodal compact ε4-stable dans B(0, T +R0).

Remarque 7.18. Cette proposition implique que si µ est une mesure symétrique sur S1

ayant au moins 6 points dans son support, alors la constante de Nazarov-Sodin de µ, comme
définie dans [KW15] est strictement positive.

Remarque 7.19. L’ensemble Ω ⊂ R3+N donné par la proposition est presque conique, au
sens suivant. Si (a1, a2, a3, a

′
1, ..., a

′
N ) ∈ Ω, alors si λ > 0, la fonction

3∑
j=1

λaj cos(kj · x+ φj) +

N∑
j=1

λa′j cos(k′j · x+ φ′j)

possède un domaine nodal compact λε4-stable dans B(0, T +R0).

Expliquons de manière informelle l’idée de la preuve du théorème 7.15 à partir de la
proposition 7.17.
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On veut considérer la fonction fa,k,θ(x + y) = fx(y) =
∑
ai cos(ki · x + ki · y + θi),

en voyant y comme une variable, et x comme un paramètre. Pour montrer que f a au
moins cr2 domaines nodaux dans B(O, r), on va montrer que pour tout point x0, il existe
un paramètre x proche de x0, tel que fx a au moins un domaine nodal compact. En
recouvrant B(O, r) par cr2 boules centrées autour de différents x0 pour un c > 0, on aura
bien le résultat.

La proposition 7.17 nous dit en gros que si on considère une somme d’ondes planes
avec des amplitudes aléatoires indépendantes, on aura un domaine nodal compact avec
probabilité > 0.

A priori, on n’a pas d’amplitudes aléatoires, mais l’hypothèse d’ε-indépendance entre
les directions de propagation ki nous dit en gros que l’on peut considérer les ki · x comme
des phases aléatoires indépendantes. Pour passer de phases aléatoires φi à des amplitudes
aléatoires, on veut utiliser l’astuce suivante :

cos(ki · y + φi) + cos(ki′ · y + φi′) = 2 cos(
φi − φi′

2
) cos(

ki + ki′

2
· y +

φi + φi′

2
). (7.24)

Le facteur 2 cos(
φi−φi′

2 ) peut alors être vu comme une amplitude aléatoire. L’équation
(7.24) permet donc de passer d’une somme de deux ondes planes ayant des phases aléatoires
indépendantes et ayant la même amplitude à une onde plane ayant une amplitude aléatoire.

Pour appliquer cette astuce et ramener la fonction fx(y) dans le cadre de la proposition
7.17, il faut donc que les amplitudes qui interviennent soient deux à deux égales. C’est
l’hypothèse d’ε-non-domination qui nous assure que l’on est presque dans cette situation,
et qui permet de prouver le théorème.

Preuve que la proposition 7.17 implique le théorème 7.15. Soit ε1 > 0, et considérons une
partition de S1 =

⊔L
l=1 Sl en des ensembles disjoints de diamètres inférieurs à ε1. Notons

Il ⊂ I le sous-ensemble des indices tels que ki ∈ Sl. Pour chaque l, on fixe un il tel que
kil ∈ Sl.

Par hypothèse sur µ = µk,a, quitte à prendre ε1 plus petit, on peut supposer qu’il existe
3 ensembles Sl1 , Sl2 , Sl3 tels que Slj ∩ (−Sl′j ) = ∅ pour tous j, j′ ∈ {1, 2, 3}, et tels que l’on
ait

µ(Slj ) > 0. (7.25)

Prenons x, y ∈ R2. On a

f(x+ y) =
∑
i∈I

ai cos(ki · y + θi(x)),

où
θi(x) := ki · x+ θi.

Pour chaque l = 1, ..., L, écrivons

f l(x) :=
∑
i∈Il

ai cos(ki · x+ θi).
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Par conséquent, si x, y ∈ R2, on a

f l(x+ y) =
∑
i∈Il

ai cos(ki · y + θi(x))) =
∑
i∈Il

ai
(

cos(kil · y + θi(x)) +O(|y|ε1)
)
.

Utilisons la non-domination Supposons maintenant que l’ensemble {ai; i ∈ Il} est
ε2-non-dominé pour un ε2 > 0.

On peut alors trouver une partition de Il en deux sous-ensembles Jl et J ′l tels que∑
i∈Jl

ai =
∑
i∈J ′l

ai + rl, (7.26)

où |rl| < ε2.

Lemme 7.20. L’équation (7.26) implique qu’il est possible de construire pi ∈ N pour
chaque i ∈ Il et des poids ti1, ..., t

i
pi tels que les assertions suivantes soient vérifiées, où l’on

note J̃l := {(i, j); i ∈ Jl et j ≤ pi}, et J̃ ′l := {(i′, j′); i′ ∈ J ′l et j′ ≤ pi′}.
— Pour tout i ∈ Il,

∑pi
j=1 t

i
j = 1.

— Il existe une bijection τ : (i, j) 7→ (i′(i, j), j′(i, j)) entre J̃l et J̃ ′l telle que

tijai = t
i′(i,j)
j′(i,j)ai′(i,j) + rij ,

où ∑
(i,j)∈J̃l

|rij | ≤ rl < ε2.

— L’ensemble J̃l a un cardinal inférieur ou égal à |Il|.

Ce lemme, un peu technique à énoncer, nous dit simplement qu’il est possible de casser
le membre de droite et le membre de gauche dans (7.26) en petits morceaux, de sorte qu’il
n’y ait pas plus de |Il| morceaux à droite et à gauche de l’équation, et qu’à chaque morceau
de droite corresponde un morceau à gauche qui a presque la même amplitude.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur |Il|. Si l’ensemble est de cardinal 2, le
résultat est évident en prenant pi = 1, ti1 = 1 pour les deux éléments i.

Supposons que |Il| a au moins trois éléments. Alors il existe au moins un élément
minimal parmi les ai, pour i ∈ Il, que nous noterons ai0 . On peut supposer sans perte de
généralité que i0 ∈ Jl. Prenons n’importe que i′0 ∈ J ′l. (7.26) peut se réécrire comme∑

i∈Jl\{i0}

ai =
∑

i∈J ′l\{i
′
0}

ai +
(
1− ai0

ai′0

)
ai′0 + rl.

En appliquant l’hypothèse de récurrence à cette nouvelle équation qui contient un terme
de moins, on peut déduire le lemme.
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On a donc

f l(x+ y) =
∑

(i,j)∈J̃l

tijai
(

cos(kil · y + θi(x)) +O(|y|ε1)
)

+
∑

(i′,j′)∈J̃ ′l

ti
′
j′ai′

(
cos(ki′l · y + θi′(x)) +O(|y|ε1)

)
=

∑
(i,j)∈J̃l

[
tijai

(
cos(kil · y + θi(x)) +O(|y|ε1)

)
+ tijai

(
cos(kil · y + θi′(i,j)(x)) +O(|y|ε1)

)]
+ rl(x, y)

=
∑

(i,j)∈J̃l

2tijai

[
cos
(θi(x)− θi′(i,j)(x)

2

)
× cos

(
kil · y +

θi(x) + θi′(i,j)(x)

2

)
+O(|y|ε1)

]
+ rl(x, y)

où |rl(x, y)| < ε2 pour tous x, y ∈ Rd.

Des vecteurs indépendants aux amplitudes indépendantes

Comme on suppose que les vecteurs (ki)i∈I sont (ε0, T0)-indépendants pour un T0 > 0,
alors pour tout ψi ∈ T|I| et tout x0 ∈ R2, il existe x ∈ B(x0, T0) tel que pour tout i ∈ I,
|θi(x)− ψi| ≤ ε0.

Comme on a |J̃l| ≤ |Il|, ceci signifie que les phases
θi(x)−θi′(i,j)(x)

2 peuvent approcher de

moins de ε n’importe quel ψi ∈ T|I| en bougeant x dans B(x0, T0).
En particulier, pour tout x0 ∈ R2 et pour toute suite

(
b(i,j)

)
(i,j)∈

⋃
l J̃l

, avec |b(i,j)| ≤
3|tijai|, on peut trouver x ∈ B(x0, T0) tel que pour tout (i, j) ∈

⋃
l J̃l, on a∣∣∣b(i,j) − 2tijai cos

(θi(x)− θi′(i,j)(x)

2

)∣∣∣ ≤ 2ε0t
i
jai ≤ C0ε0,

avec C0 := max
(i,j)∈

⋃
l J̃l

2tijai.

Appliquons la proposition 7.17

Pour chaque x ∈ R2, posons

fx(y) =
L∑
l=1

∑
(i,j)∈J̃l

[
2tijai cos

(θi(x)− θi′(i,j)(x)

2

)]
cos
(
kil · y +

θi(x) + θi′(i,j)(x)

2

)
.

On veut appliquer la proposition 7.17 à la fonction fx.
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Grâce à (7.25), pour chaque Sl1 , Sl2 , Sl3 , on peut trouver (i, j) ∈ J̃lj tel que tijai 6= 0.
Ces 3 termes dans la définition de fx correspondront aux 3 premiers termes dans (7.23),
tandis que les autres termes dans fx correspondrons aux termes restants dans (7.23).

On veut s’assurer que les amplitudes
[
2tijai cos

( θi(x)−θi′(i,j)(x)

2

)]
sont dans l’ouvert Ω

décrit dans la proposition 7.17. Grâce au paragraphe précédent, on sait que, si on prend ε0
suffisamment petit, on peut toujours trouver x ∈ B(x0, T0) tel que ceci soit vrai.

On obtient que la fonction fx a un domaine nodal compact et ε4-stable dans B(0, T +
R0).

Comme on a ∣∣fx(y)− fa,k,θ(x+ y)
∣∣ ≤ ε2 +O(|y|ε1),

on obtient que si on prend ε1, ε2 et ε3 assez petits, alors fa,k,θ possède un domaine nodal
ε3- stable dans B(x, T +R0), et donc un domaine nodal ε3-stable dans B(x0, T +R0 + T0)
pour tout x0. On peut alors trouver c > 0 tel qu’il y ait cR2 boules disjointes de rayon
T +R0 + T0 dans B(0, R) pour R assez grand. Comme chacune de ces boules contient un
domaine nodal ε3-stable pour fa,k,θ, le théorème s’ensuit.

7.4.3 Preuve de la proposition 7.17

Soit k = (k1, k2, k3) ∈
(
S1
)3

tel que pour tous 1 ≤, j′j ≤ 3, j 6= j′, on ait kj 6= ±kj′ .
Pour toute famille a = (a1, a2, a3) ∈ R3, notons

ga(x) :=
3∑
i=1

ai cos(ki · x).

La preuve de la proposition 7.17 repose sur le lemme suivant :

Lemme 7.21. Il existe ε6, R0 > 0 et un ouvert Ωk ⊂ R3 tel que pour tout a ∈ Ωk, 0
appartient à un domaine nodal compact ε6-stable de ga, et ce domaine nodal est inclus
dans B(0, R0).

Remarquons que l’ensemble Ωk est presque un cône, au sens où si a ∈ Ωk et si λ ∈
R\{0}, alors zéro appartient à un domaine nodal compact (|λ|ε6)-stable de gλa.

Preuve que le lemme 7.21 implique la proposition 7.17. Supposons que les k = (k1, ..., k3) ∈(
S1
)3

soient (ε5, T )-indépendants, pour un ε5 que l’on fixera plus tard.

Soit (φ1, ..., φ3) ∈ R3. On peut trouver x ∈ B(0, T ) tel que pour tout j ∈ {1, 2, 3}, on a
|kj · x+ φj | ≤ ε5. On a donc pour tout j ∈ {1, 2, 3} et pour tout y ∈ R2 :∣∣∣ cos

(
kj · (x+ y) + φj

)
− cos

(
kj · y

)∣∣∣ ≤ Cε5,
pour une constante universelle C > 0.
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Chapitre 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative

Figure 7.2 – Le signe de la fonction f(x, y) = a1 cos(x) + a2 cos(y), avec |a2| légèrement
supérieur à |a1|. f est positive dans la région en gris, et négative dans la région en blanc.
On veut ajouter un troisième cosinus qui soit positif en A et en C, et négatif (ou du moins,
pas trop positif) en B et en D, afin de � refermer � le domaine nodal contenant l’origine.

En particulier, si on prend des coefficients a1, a2, a3 ∈ Ωk comme dans le lemme
7.21, et si ε5 est choisi suffisamment petit pour que Cε5 supi=1,2,3 |ai| ≤ ε6

2 , on voit que∑3
j=1 aj cos(kj · x+ φj) a un domaine nodal compact (ε6/2)-stable dans B(0, R0 + T ).

Maintenant, si N ∈ N, il nous faut seulement imposer que pour tout j = 1, ..., N , on a
|a′j | ≤

ε6
4N pour nous assurer que la fonction

3∑
j=1

aj cos(kj · x+ φj) +

N∑
j=1

a′j cos(k′j · x+ φ′j)

a un domaine nodal compact et ε6
4 -stable compact dans B(0, T+R0). Ceci conclut la preuve

de la proposition.

Avant de donner la preuve du lemme 7.21, expliquons-la de façon informelle. Considérons
la somme de deux cosinus a1 cos(k1 · x) + a2 cos(k2 · x). Celle-ci n’aura jamais de domaine
nodal compact si |a1| 6= |a2|. Cependant, si |a1| et |a2| sont suffisamment proches l’un de
l’autre, les domaines nodaux sont très fins en certains endroits, comme on le voit dans la
figure 7.4.3. En ajoutant un troisième cosinus de façon précise, il est possible de faire chan-
ger de signe la fonction à l’endroit où les domaines nodaux sont fins, et ainsi de � fermer
� un domaine nodal autour de l’origine.

Preuve du lemme 7.21. On a par hypothèse trois nombres réels non-nuls λ, µ, ν tels que
λk1 + µk2 + νk3 = 0. En divisant cette égalité par le coefficient de plus grand module, et
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7.4 Un critère pour qu’une somme finie d’onde planes sature la borne de Courant

en échangeant éventuellement les vecteurs, on peut supposer que

k3 = λ′k1 + µ′k2,

où |λ′| ≤ 1, |µ′| ≤ 1.

De plus, on doit avoir

(|λ′| − 1/2) 6= (1/2− |µ′|). (7.27)

En effet, s’il y avait égalité dans (7.27), alors on aurait |λ′k1| + |µ′k2| = |λ′| + |µ′| = 1 =
|k3| = |λ′k1 + µ′k2|, ce qui impliquerait que k1 et k2 sont colinéaires.

En particulier, on a cos(µ′π) 6= − cos(λ′π). Sans perte de généralité, on peut donc
supposer que

Si cos(µ′π) et cos(λ′π) ne sont pas de même signe, alors | cos(λ′π)| < | cos(µ′π)|. (7.28)

Toujours sans perte de généralité, on supposera toujours que a1 > 0.

Étape 1 : comprendre la somme de deux cosinus À partir de maintenant, on
supposera que

a1 − ε < a2 < a1,

où ε << 1 sera déterminé par la suite.

Nous noterons S1 := {x ∈ R2;x · k1 = ±π et x · k2 ∈ [−π;π]}. Si x ∈ S1, on a

ga1,a2,0(x) = −a1 + a2 cos(k2 · x) ≤ −ε < 0.

De plus, on a pour x ∈ S1,

ga1,a2,0(x) = −a1 + a2(1− (k2 · x)2/2 + o((k2 · x)2) ≤ −ε− (k2 · x)2 + o((k2 · x)2). (7.29)

On en déduit que pour tout A > 0, il existe cA > 0 indépendant de ε et un εA > 0 tel
que pour tout 0 < ε ≤ εA et pour tout x ∈ S1, on a :

|x · k2| ≥ cA
√
ε =⇒ ga1,a2,0(x) < −Aε. (7.30)

Considérons ensuite l’ensemble S2 := {x ∈ R2 tel que x · k2 = ±π et tel que x · k1 ∈
[−π;π]}. Si x ∈ S2, on a

ga1,a2,0(x) = a1 cos(k1 · x)− a2 ≤ ε.

De plus, comme précédemment, on voit que pour tout B > 0, il existe un cB > 0
indépendant de ε et un εB > 0 tels que pour tout 0 < ε ≤ εB, et pour tout x ∈ S2, on a

|x · k1| ≥ cB
√
ε =⇒ ga1,a2,0(x) < −Bε. (7.31)
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Étape 2 : ajouter un troisième cosinus On considère maintenant une fonction ga1,a2,a3 .
Du moment que |a3| < 2|a1| − ε, on a ga1,a2,a3(0) > 0. Trouvons des conditions sur a3 qui
garantissent que ga1,a2,a3(x) < 0 si x ∈ S1 ∪S2, ce qui montrera que ga1,a2,a3 a un domaine
nodal compact.

Soit x ∈ S1 tel que |x · k2| ≤ ε1/4. On a alors k3 · x = λ′k1 · x+ µ′k2 · x = λ′π+O(ε1/4).
Par conséquent, on a

|x · k2| ≤ ε1/4 =⇒ cos(k3 · x) = cos(|λ′|π) +O(ε1/4). (7.32)

De même, pour tout x ∈ S2, on a

|x · k1| ≤ ε1/4 =⇒ cos(k3 · x) = cos(µ′π) +O(ε1/4). (7.33)

Supposons tout d’abord que cos(λ′π) et cos(µ′π) ont le même signe.

Cela signifie que |λ′|, |µ′| ≥ 1/2, de sorte que le signe de cos(λ′π) doit être négatif. On
peut prendre

a3 ∈
[
− ε− 2ε

min(| cos(λ′π)|, | cos(µ′π)|)
,− 2ε

| cos(λ′π)|

]
.

Si a3 est choisi ainsi, alors on a ga1,a2,a3(0) > 0 du moment que ε est assez petit. Prenons

A = B = 2 + 2/min(| cos(λ′π)|, | cos(µ′π)|),

et cA, cB comme ci-dessus. Comme |a3| < Aε,Bε, on déduit de (7.30) que pour tout x ∈ S1

tel que |x · k2| ≥ cA
√
ε, on a ga1,a2,a3(x) < 0. De même, on déduit de (7.31) que pour tout

x ∈ S2 tel que |x · k1| ≥ cB
√
ε, on a ga1,a2,a3(x) < 0.

Par conséquent, si x ∈ S1 est tel que |x · k2| ≤ cA
√
ε, ou si x ∈ S2 est tel que |x · k2| ≤

cB
√
ε alors on a par (7.32) et par (7.33) que a3 cos(k3 ·x) ≤ −2ε. Du coup, ga1,a2,a3(x) < 0

pour tout x ∈ S1 ∪ S2. Par conséquent, ga1,a2,a3 a un domaine nodal compact qui est
ε6-stable pour ε6 assez petit, et qui appartient à B(0, R0) pour R0 assez grand.

En fin de compte, on a montré que ga1,a2,a3 a un domaine nodal compact et ε6-stable
inclus dans B(0, R0) pour tout (a1, a2, a3) tels que a1 − a2 ∈ (0, ε0) et

a3 ∈ (−(a1 − a2)− (a1 − a2)/c;−(a1 − a2)/c),

pour un c dépendant k1, k2, k3. Ceci est un ensemble ouvert non-vide, ce qui prouve le
lemme.

Supposons que cos(λ′π) et cos(µ′π) sont de signes opposés.

Alors (7.28) implique que | cos(λ′π)| < | cos(µ′π)|. En particulier, on a | cos(µ′π)| 6= 0.

Prenons

a3 ∈
[ −sgn(cos(µ′π))ε

1/3| cos(|µ′|π))|+ 2/3| cos(λπ)|
,

−sgn(cos(µ′π))ε

2/3| cos(|µ′|π))|+ 1/3| cos(λπ)|

]
.
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7.5 Preuve du théorème 1.28

Si a3 est choisi ainsi, alors on a ga1,a2,a3(0) > 0 du moment que ε est assez petit. Prenons

A = B = 1/| cos(λ′π)|,

et cA, cB comme ci-dessus. Comme |a3| < Aε,Bε, on voit grâce à (7.30) que pour tout
x ∈ S1 tel que |x · k2| ≥ cA

√
ε, on a ga1,a2,a3(x) < 0. De même, par (7.31), on a que pour

tout x ∈ S2 tel que |x · k1| ≥ cB
√
ε, on a ga1,a2,a3(x) < 0.

Maintenant, si x ∈ S1 est tel que |x · k2| ≤ cA
√
ε, on a par (7.32) que

0 < a3 cos(k3 · x) ≤ ε| cos(|λ′π)|
1/3| cos(|µ′|π))|+ 2/3| cos(λ′π)|

+ o(ε).

Comme | cos(|λ′π)|
1/3| cos(|µ′|π))|+2/3| cos(λ′π)| < 1, on déduit de (7.29) que ga1,a2,a3 < 0 sur S1.

Si x ∈ S2 est tel que |x · k2| ≤ cB
√
ε on a par (7.33) que

|a3cos(k3 · x)| ≥ ε| cos(|µ′π)|
2/3| cos(|µ′|π))|+ 1/3| cos(λπ)|

+ o(ε).

Comme | cos(|µ′π)|
2/3| cos(|µ′|π))|+1/3| cos(λπ)| > 1, on déduit de (7.33) que ga1,a2,a3 < 0 on S2.

Par conséquent, ga1,a2,a3(x) < 0 pour tout x ∈ S1 ∪S2. Du coup, ga1,a2,a3 a un domaine
nodal compact, qui est ε6-stable pour ε6 assez petit, et est contenu dans B(0, R0) pour R0

assez grand.

En fin de compte, on a montré que ga1,a2,a3 a un domaine nodal compact pour tous
(a1, a2, a3) tels que a1 − a2 ∈ (0, ε0) et a3 ∈ ((a1 − a2)/c;−(a1 − a2)/c′) pour des c, c′ ne
dépendant que de k1, k2, k3. Ceci est un ensemble non vide, ce qui prouve le lemme.

7.5 Preuve du théorème 1.28

Démonstration. Prenons une fonction χ ∈ C∞c (X) valant un sur Ω. À partir de maintenant,
on fixe un x0 ∈ Ω, et on considère une carte locale ψ d’un voisinage de l’origine dans R2

vers un voisinage ouvert de x0 inclus dans Ω. Pour tout η > 0, le théorème 3.41, nous donne
un Mη > 0 tel que pour tout h > 0 suffisamment petit, on a pour tout x ∈ B(0, h−1/3)

Eh(ψ(hx);ω) =

Mη∑
n=0

∑
β∈BK,n

(
a0
β(x0;ω) +O(|x|h)

)
e
i
h
ϕβ(x0;ω)+i∇x0ϕβ(x0;ω)·x+O(|x|2h) +Rη

=

Mη∑
n=0

∑
β∈BK,n

a0
β(x0;ω)e

i
h
ϕβ(x0;ω)+i∇x0ϕβ(x0;ω)·x +Rη,

où ‖Rη‖C0(B(0,h−1/3) ≤ η.
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Écrivons Fh(x) := <(Eh(x, ω0)) + <(Eh(x, ω1)). Comme ω 7→ a0
β(x0;ω) est continue

pour chaque β, on en déduit qu’il existe un εη > 0 tel que si |ω0 − ω1| ≤ εη, on a pour
x ∈ B(0, h−1/3) :

Fh(ψ(hx)) =

Mη∑
n=0

∑
β∈BK,n

<
[
a0
β(x0;ω0)e

i
h
ϕβ(x0;ω0)+i∇x0ϕβ(x0;ω0)·x

+ a0
β(x0;ω1)e

i
h
ϕβ(x0;ω1)+i∇x0ϕβ(x0;ω1)·x

]
+ 2Rη

=

Mη∑
n=0

∑
β∈BK,n

<
[
a0
β(x0;ω0)

(
e
i
h
ϕβ(x0;ω0)+i∇x0ϕβ(x0;ω0)·x

+ e
i
h
ϕβ(x0;ω1)+i∇x0ϕβ(x0;ω1)·x)]+R′η,

où ‖R′η‖C0(B(0,h−1/3) ≤ 3η. La valeur de η > 0 sera fixée à la fin de la preuve.

On peut réécrire ceci de manière plus condensée comme

Fh(ψ(hx)) =

Mη∑
n=0

∑
β∈BK,n

[
bβ cos

(
x · kβ,ω0 + θ0

β,h

)
+ bβ cos

(
x · kβ,ω1 + θ1

β,h

)]
+R′η(x). (7.34)

Ici, on a kβ,ωi = kβ,ωi(x0) = ∇x0ϕ(x0, ωi) pour i = 0, 1 et bβ = bβ(x0) = |an,β(x0, ω0)|.

Remarque 7.22. Si O b X est un ouvert, et si g′ est une perturbation suffisamment petite
de g au sens Ck(O), alors la variété (X, g′) vérifiera encore les hypothèses du théorème
3.41, et on aura une expression similaire pour Fh(ψ(hx)) sur (X, g′). De plus, tous les
objets apparaissant dans la décomposition (7.34) dépendent continûment de la métrique.
Quand nous voudrons insister sur la dépendance en la métrique des objets, et surtout des
directions de propagation, nous écrirons kβ,ωi(g

′).

On veut appliquer le théorème 7.15 à la fonction

G(x) = Gx0(x) :=

Mη∑
n=0

∑
β∈BK,n

[
bβ cos

(
x · kβ,ω0 + θ0

β,h

)
+ bβ cos

(
x · kβ,ω1 + θ1

β,h

)]
. (7.35)

La première des hypothèses du théorème 7.15 est qu’il y ait au moins six différents
kβ,ω avec des amplitudes non-nulles. On déduit du corollaire 4.28 que les kβ,ω prennent
des valeurs différentes pour les différents β. De plus, on a par (3.52) qu’une infinité des
amplitudes bβ sont non nulles. On peut donc trouver une constante c0 > 0 et six indices
βi, i = 1, ..., 6 tels que bβi ≥ c0.

Dans le théorème 7.15, les constantes R0 et ε3 dépendent seulement du supremum des
amplitudes, et des positions et amplitudes des six points sus-mentionnés. En particulier, si
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7.5 Preuve du théorème 1.28

Figure 7.3 – La courbe en rouge allant de ρ1 à ρ2 est une géodésique pour la métrique g.
En perturbant la métrique dans O, on obtient une géodésique allant de ρ1 à ρ′2.

on peut montrer que les deux autres hypothèses du théorème 7.15 sont satisfaites pour des
métriques g′ dans un voisinage de g, alors R0 et ε3 dépendront continûment de g′.

On peut prendre N assez grand, et h0 assez petit pour que pour tout h ≤ h0 et tout
x0 ∈ O′, on a

‖Rh +Rε‖C0(B(0,h−1/3) ≤
ε3
2
. (7.36)

Remarquons que la condition d’ε1-non-domination est toujours vérifiée dès que ε est
choisi assez petit, car les amplitudes devant les cosinus sont égales deux à deux pour des
directions de propagations proches.

Pour nous assurer que la condition d’ε0-indépendance est vérifiée, il nous faut perturber
la métrique d’une manière générique.

Perturbation locale de la métrique

Le lemme suivant peut être déduit de la proposition 5 dans [Rif12]. Remarquons qu’il
est vrai en toute dimension. La figure 7.5 illustre l’énoncé du lemme.

Lemme 7.23. Soit O ⊂ X un petit ouvert. Fixons une distance dS∗X sur S∗X, et une
distance dCk(O) induisant la topologie Ck entre les métriques dans GO.

Soient ρ1, ρ2 ∈ S∗X tels que πX(ρ1), πX(ρ2) ∈ ∂O, πX(ρ1) 6= πX(ρ2). On suppose qu’il
existe T ∈ R avec ΦT

g (ρ1) = ρ2, et πX
(
Φt
g(ρ1)

)
∈ O pour tout t ∈ (0, T ). Alors il existe

ε0 > 0 tel que le résultat suivant soit vrai.

Soit ρ′2 ∈ S∗X avec πX(ρ′2 ∈ ∂O) tel que dS∗X(ρ2, ρ
′
2) = ε ≤ ε0. Alors il existe g′ ∈ GO

avec ‖g − g′‖Ck(O) = oε→0(1) et T ′ > 0 tel que ΦT ′
g′ (ρ1) = ρ′2 et πX

(
Φt
g′(ρ1)

)
∈ O pour tout

t ∈ (0, T ′).

145



Chapitre 7 : Ensembles nodaux des ondes planes tordues en courbure négative

Définition 7.24. On dira que la propriété P (g′, ε, ω0, ω1, N) est vérifiée s’il existe T > 0
tel que la famille {kβ,ωi(g′);β ∈ BK,n, n ≤ N, i = 0, 1} est (ε, T )-indépendante.

Lemme 7.25. Il existe un ouvert O b X0 tel que pour tous ε > 0, ω0, ω1 ∈ S1 et N ∈ N,
P (x, g′, ε, ω0, ω1, N) est vraie pour une perturbation générique g′ de g dans O dans toute
topologie Ck(O) pour un k ≥ 2.

Démonstration. Rappelons que si l’on note Λω = {(x, ω), x /∈ X0}, alors kβ,ω(g) est la direc-
tion au temps n de l’unique trajectoire provenant de Λω à l’instant initial, qui est en x0 au
temps n, et qui était dans Vbk aux temps k pour k ≤ n−1. Par conséquent, kβ,ω(g) dépend
continûment de g dans la topologie Ck(O) pour tout k ≥ 2, et donc P (x, g′, ε, ω0, ω1, N)
est vrai pour g′ dans un petit voisinage de g par la remarque 7.13. Montrons maintenant
que cet ouvert est dense.

Remarquons que, si X est euclidienne près de l’infini, alors pour tout x0 ∈ X et pour
tout ω ∈ S1, il existe au plus une trajectoire partant de Λω et passant par x0 sans passer
par X0, qui est une ligne droite.

x0 et ω étant fixé, on peut trouver un ouvert O b X0 tel qu’il existe au plus une trajec-
toire partant de Λω et passant par x0 sans passer par X0. O étant ouvert, cette propriété
restera vraie si on perturbe légèrement la métrique, et si on prend un ω′ suffisamment
proche de ω. Si une telle trajectoire existe, alors elle correspond à β = (0, ..., 0).

Pour chaque ωi, i = 0, 1 et chaque β ∈ Bk 6= (0, ..., 0), k ≤ N , prenons un petit ouvert
O′β,ωi ⊂ O tel que

{t ≥ 0 ;πX(Φ−t(x0, kβ′,ωj )) ∈ O
′
β,ωi
} =

{
∅ si β′ 6= β ou i 6= j

]t1, t2[ avec t1 < t2 si β′ = β et i = j.

Il est toujours possible de trouver de tels ouverts, car les trajectoires que l’on considère
sont en nombre fini, et toutes disjointes.

Soit k un vecteur suffisamment proche de kβ,ωi , de sorte que

{t ≥ 0 ;πX(Φ−t(x0, kβ,ωi)) ∈ O
′
β,ωi
} =]t′1, t

′
2[6= ∅.

On a en particulier que Φt′1(x0, k) est proche de Φt1(x0, kβ,ω).
Par le lemme 7.23, on sait qu’il est possible de perturber la métrique dans O′β,ωi de

sorte que la trajectoire de (Φt
g′) commençant en (Φ−t2g (x0, kβ,ωi) sorte de S∗O′β,ωi dans le

futur en Φ
−t′1
g (x0, k).

En perturbant la métrique de la sorte, on peut donc modifier légèrement kβ,ωi comme
on le souhaite, sans modifier les autres directions kβ′,j .

Comme d’autre part, pour β = (0, ..., 0), la famille (kβ,ω0 , kβ,ω1) est ε-indépendante pour
tout ε dès que l’on prend ω0 et ω1 suffisamment proches, on en déduit par la remarque
7.13, que l’ensemble des métriques g′ telles que P (x, g′, ε, ω0, ω1, N) est vérifiée est dense
dans un voisinage de g.
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Fin de la preuve du théorème 1.28

Pour une perturbation Ck(O)-générique de g, on peut appliquer le théorème 7.15 à la
fonction Gx0 dans (7.35). On obtient qu’il existe c > 0 tel que pour r assez grand, cette
fonction a au moins cr2 domaines nodaux qui sont ε3-stables. En prenant η < ε3/6, le
reste dans (7.34) peut être rendu plus petit que ε3/2, on en déduit que <(Eh(·, ω0; g′)) +
<(Eh(·, ω1; g′)) a au moins ch−2/3 domaines nodaux contenus dans une boule de rayon h2/3

autour de x0.
Comme les kβ,ωi(x0) et bβ(x0) dépendent de façon continue de x0, on peut utiliser la

remarque 7.16 pour trouver ε5 > 0 est assez petit, de sorte que pour tout x1 ∈ B(x0, ε5),Gx1
possède au moins cr2/2 domaines nodaux qui sont ε3

2 -stables, et donc que <(Eh(·, ω0; g′))+

<(Eh(·, ω1; g′)) a au moins ch−2/3 domaines nodaux contenus dans une boule de rayon h2/3

autour de x1.
On peut trouver c′h−4/3 points xi ∈ B(x0, ε5), avec c′ > 0 indépendante de h, tels que

les boules B(xi, h
2/3) sont deux à deux disjointes. Par ce qui précède, dans chacune de ces

boules, <(Eh(·, ω0; g′)) + <(Eh(·, ω1; g′)) a au moins ch−2/3 domaines nodaux. Au total,
<(Eh(·, ω0; g′)) + <(Eh(·, ω1; g′)) a au moins c′h−2 domaines nodaux dans B(x0, ε5). Ceci
conclut la preuve du théorème 1.28.
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Annexe A

Rappels d’analyse semi-classique

A.1 Calcul Pseudo-différentiel

Soit Y une variété riemannienne. 1 On dira qu’une fonction a(x, ξ;h) ∈ C∞(T ∗Y ×(0, 1])
est de classe Scomp(T ∗Y ) si elle peut être écrite comme

a(x, ξ;h) = ãh(x, ξ) +O
(( h

〈ξ〉

)∞)
,

où les fonctions ãh ∈ C∞c (T ∗Y ) ont toutes leurs semi-normes et leur support bornés
indépendamment de h. Si U est un ouvert de T ∗Y , on écrira parfois Scomp(U) pour l’en-
semble des fonctions a dans Scomp(T ∗Y ) telles que pour tout h ∈]0, 1], ãh a son support
dans U .

Définition A.1. Soit a ∈ Scomp(T ∗Y ). On dira que a est un symbole classique s’il existe
une suite de symboles ak ∈ Scomp(T ∗Y ) tels que pour tout n ∈ N,

a−
n∑
k=0

hkak ∈ hn+1Scomp(T ∗Y ).

On notera alors a0(x, ξ) := lim
h→0

a(x, ξ;h) le symbole principal de a.

On écrira parfois que a ∈ Scomp(Y ) si elle peut être écrite comme

a(x;h) = ãh(x) +O
(
h∞
)
,

où les fonctions ãh ∈ C∞c (Y ) ont toutes leurs semi-normes et leur support bornés indépendamment
de h.

1. Dans ce texte, Y sera toujours soit la variété non-compacte X, soit Rd lorsqu’on se place dans des
coordonnées locales, soit la sphère Sd−1.
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On associe à Scomp(T ∗Y ) l’algèbre des opérateurs pseudo-différentiels Ψcomp
h (Y ), par

l’application (surjective) de quantification

Oph : Scomp(T ∗Y ) −→ Ψcomp
h (Y ).

Cette quantification est définie en utilisant des coordonnées locales, et dans chaque carte,
la quantification de Weyl sur Rd. Cette construction n’est donc pas intrinsèque. On peut
néanmoins montrer que l’application symbole principal

σh : Ψcomp
h (Y ) −→ Scomp(T ∗Y )/hScomp(T ∗Y )

est intrinsèque, et on a
σh(A ◦B) = σh(A)σh(B)

et
σh ◦Op : Scomp(T ∗Y ) −→ Scomp(T ∗Y )/hScomp(T ∗Y )

est la projection naturelle.
Pour plus de détails sur ces applications et leur construction, nous renvoyons le lecteur

à [Zwo12, Chapitre 14].

Trace d’opérateurs pseudo-différentiels Si a ∈ Scomp(T ∗Y ), alors Oph(a) est un
opérateur à trace, et on a

TrOph(a) =
1

(2πh)d−1

(∫
T ∗Y

ãh(x, ξ)dxdξ +O(h)
)
. (A.1)

Mesures semi-classiques Soit (uh) un famille de fonctions dans C∞(Y ), indexée par
h et soit µ une mesure de Radon sur T ∗X. On dit que µ est une mesure semi-classique
associée à (uh) s’il existe une suite hn −→ 0 telle que pour toute fonction a ∈ C∞c (T ∗Y ),
on a

lim
n−→∞

〈
Oph(a)uhn , uhn

〉
L2(Y )

=

∫
T ∗Y

adµ.

On peut montrer que si (uh) est bornée dans L2(Y ), il existe toujours au moins une
mesure semi-classique (cf [Zwo12, Chapitre 5]).

Front d’onde Si a ∈ Scomp(T ∗Y ), on dit que son support essentiel est égal à un compact
K b T ∗Y , ce que l’on note

ess suppha = K b T ∗Y,

si et seulement si, pour tout χ ∈ C∞c (T ∗Y ), on a

suppχ ⊂ (T ∗Y \K)⇒ χa ∈ h∞S(T ∗Y ).

Lorsque A ∈ Ψcomp
h (Y ), A = Oph(a), on définit le front d’onde de A comme étant :

WFh(A) = ess suppha,

en remarquant que cette définition ne dépend pas du choix de la quantification.
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Équivalence micro-locale Soient U, V des ouverts bornés de T ∗Y , et soient T, T ′ :
L2(Y )→ L2(Y ) des opérateurs bornés, on dit que T ≡ T ′ micro-localement près de U × V
s’il existe des ouverts bornés Ũ ⊃ U et Ṽ ⊃ V tels que pour tous A,B ∈ Ψcomp

h (Y ) avec

WFh(A) ⊂ Ũ and WFh(B) ⊂ Ṽ , on a

A(T − T ′)B = OL2→L2(h∞)

Distributions tempérées Soit u = (u(h)) une famille dépendant de h de distributions
dans D′(Y ). On dit que cette famille est h-tempérée si pour tout ouvert borné U ⊂ Y , il
existe C > 0 et N ∈ N tels que

‖u(h)‖H−Nh (U) ≤ Ch
−N ,

où ‖ · ‖H−Nh (U) est la norme de Sobolev semi-classique.

Si u = (u(h)) est une distribution tempérée, on dit qu’un point ρ ∈ T ∗Y n’appartient
pas au front d’onde WFh(u) s’il existe un voisinage V de ρ dans T ∗Y tel que pour tout
A ∈ Ψcomp

h (Y ) tel que WFh(a) ⊂ V , on a Au = O(h∞).

A.2 Distributions lagrangiennes et opérateurs intégraux de
Fourier

Dans cette section, nous rappellerons la définition des opérateurs intégraux de Fourier,
avec des notations inspirées de [DG14]. Nous renvoyons le lecteur à cet article et aux
références qui s’y trouvent pour les preuves que nous omettons.

Fonctions de phase Soit φ(y, θ) une fonction lisse à valeurs réelles définie sur un ouvert
Uφ de Y × RL, pour un L ∈ N. On appelle y les variables de base et θ les variables
oscillantes. On dira que φ est une fonction de phase non-dégénérée si les différentielles
d(∂θ1φ)...d(∂θLφ) sont linéairement indépendantes sur l’ensemble critique

Cφ := {(y, θ); ∂θφ = 0} ⊂ Uφ.

Dans ce cas,

Λφ := {(y, ∂yφ(y, θ)); (y, θ) ∈ Cφ} ⊂ T ∗Y

est une variété lagrangienne immergée. Quitte à restreindre le domaine de φ, on peut faire
de Λφ une variété lagrangienne plongée. On dit alors que φ engendre Λφ.
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Distributions lagrangiennes Étant donnée une fonction de phase φ et un symbole
a ∈ Scomp(Uφ), considérons la famille de fonctions (dépendant de h)

u(y;h) = h−L/2
∫
RL
eiφ(y,θ)/ha(y, θ;h)dθ. (A.2)

On dit que u = (u(h)) est une distribution lagrangienne, (ou un état lagrangien) engendré
par φ. Par la méthode de la phase non-stationnaire, si supp a est contenu dans un compact
K ⊂ Uφ indépendant de h, alors

WFh(u) ⊂ {(x, ∂xφ(x, θ)); (x, θ) ∈ Cφ ∩K} ⊂ Λφ.

Le symbole principal σφ(u) ∈ Scomp(Λφ) de u est défini modulo O(h) par l’expression

σφ(u)(x, ∂xφ(x, θ);h) = a(x, θ;h), (x, θ) ∈ Cφ. (A.3)

Pour la preuve du fait que σφ(u) est bien défini modulo O(h), on pourra se référer à [DG14,
Proposition 3.3].

Définition A.2. Soit Λ ⊂ T ∗Y une sous-variété Lagrangienne plongée. On dit qu’une
famille de fonctions indexée par h u(y;h) ∈ C∞c (Y ) est une distribution lagrangienne
associée à Λ (ou un état lagrangien associé à Λ), à support compact et à microsupport
compact, si elle peut être écrite comme la somme d’un nombre fini de fonctions de la forme
(A.2), pour différentes fonctions de phase φ paramétrant des ouverts de Λ, plus un reste
O(h∞) pour la topologie C∞(Y ). On notera Icomp(Λ) l’ensemble de toutes les fonctions de
cette forme.

Opérateurs intégraux de Fourier Soient Y, Y ′ deux variétés ayant la même dimen-
sion d, et soit κ un symplectomorphisme d’un ouvert de T ∗Y dans un ouvert de T ∗Y ′.
Considérons la variété lagrangienne

Λκ = {(y, ν; y′,−ν ′);κ(y, ν) = (y′, ν ′)} ⊂ T ∗Y × T ∗Y ′ = T ∗(Y × Y ′).

On dira qu’une famille d’opérateurs Th est à support compact si le support de son noyau de
Schwartz de Th est contenu dans un compact indépendant de h. Une famille d’opérateurs à
support compact T : D′(Y )→ C∞c (Y ′) est appelé un opérateur intégral de Fourier (semi-
classique) associé à κ si son noyau de Schwartz KT (y, y′) appartient à h−d/2Icomp(Λκ). On
écrit alors T ∈ Icomp(κ). Remarquons qu’un tel opérateur est automatiquement à trace. Le
facteur h−d/2 s’explique comme suit : la normalisation pour une distribution lagrangienne
est choisie de sorte que ‖u‖L2 � 1, tandis que la normalisation pour les opérateurs intégraux
de Fourier est choisie telle que ‖T‖L2(Y )→L2(Y ′) � 1.

Remarquons que si κ ◦ κ′ est bien défini, et si T ∈ Icomp(κ) et T ′ ∈ Icomp(κ′), alors
T ◦ T ′ ∈ Icomp(κ ◦ κ′).

Si U ∈ Icomp(κ) et O ⊂ T ∗Y est un ouvert borné, on dira que U est micro-localement
unitaire près de O si U∗U ≡ IL2(Y )→L2(Y ) micro-localement près de O × κ(O).
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Lemme A.3. Soit κ : T ∗Y ⊃ U → V ⊂ T ∗Y n’ayant aucun point fixe, et soit T ∈
Icomp(κ). Alors

Tr(T ) = O(h∞)

Démonstration. (Esquisse) Par définition, le noyau intégral de T peut s’écrire comme une
somme finie de termes de la forme

(2πh)−L
∫
RL
eiφ(y,y′;θ)/ha(y, y′, θ, h)dθ,

où φ paramétrise localement Λκ au sens où dans un ouvert U ⊂ T ∗(Y × Y ′), on a

Λκ ∩ U = {(y, ∂φy′(y, y′, θ), y′,−∂yφ(y, y′, θ)); (y, y′, θ) such that ∂θφ(y, y′, θ) = 0}.

La trace est alors donnée par une somme de termes de la forme

1

(2πh)L+d−1

∫
Y

∫
RL
ei
φ(y,y;θ)

h a(y, y, θ, h)dθdy.

Le fait que κ n’ait pas de points fixes implique que si (y, y, θ) sont tels que ∂θφ(y, y, θ) =
0, on a d

dyφ(y, y, θ) 6= 0. Alors, par le lemme de phase non-stationnaire, on obtient le
résultat.

A.3 Propriétés locales des opérateurs intégraux de Fourier

Dans cette section, nous expliquerons comment, en travaillant localement, on peut
décrire de nombreux opérateurs intégraux de Fourier sans l’aide d’intégrales oscillantes. En
particulier, en suivant [NZ09, §4.1], nous rappellerons l’action d’un opérateur intégral de
Fourier sur une distribution lagrangienne sans caustiques.

Soit κ : T ∗Rd → T ∗Rd un difféomorphisme symplectique local. Quitte à effectuer des
translations dans l’espace des phases, on peut supposer que κ est défini dans un voisinage
de (0, 0), et que κ(0, 0) = (0, 0).

On peut trouver des sous-espaces vectoriels lagrangiens, Γj , Γ⊥j ⊂ T ∗Rd, j = 0, 1, ayant
les propriétés suivantes :

— Γ⊥j est transverse à Γj ;

— si πj (resp. π⊥j ) est la projection T ∗Rd → Γj le long de Γ⊥j (resp. la projection

T ∗Rd → Γ⊥j le long de Γj), alors, pour un voisinage U de 0, l’application

κ(U)× U 3 (κ(ρ), ρ) 7→ π1(κ(ρ))× π⊥0 ∈ Γ1 × Γ⊥0

est un difféomorphisme local du graphe de κ|U vers un voisinage de l’origine dans
Γ1 × Γ⊥0 .
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Soient Aj , j = 0, 1 des transformations linéaires symplectiques avec les propriétés que

Aj(Γj) = {(x, 0)} ⊂ T ∗Rd et Aj(Γ
⊥
j ) = {(0, ξ)} ⊂ T ∗Rd,

et soient Mj des quantifications métaplectiques des Aj comme défini dans [DS99, Appendix
to chapter 7]. Alors le difféomorphisme tourné

κ̃ := A1 ◦ κ ◦A−1
0

est tel que la projection depuis le graphe de κ̃

T ∗Rd × T ∗Rd 3 (x1, ξ1;x0, ξ0) 7→ (x1, ξ0) ∈ Rd × Rd, (x1, ξ1) = κ̃(x0, ξ0), (A.4)

est un difféomorphisme près de l’origine. Remarquons que ceci est équivalent à demander
que

Le bloc n× n(∂x1/∂x0) dans l’application tangente dκ(0, 0) est inversible. (A.5)

Il s’ensuit alors qu’il existe une unique fonction ψ̃ ∈ C∞(Rd×Rd) telle que pour (x1, ξ0)
près de (0, 0),

κ̃(ψ̃′ξ(x
1, ξ0), ξ0) = (x1, ψ̃′x(x1, ξ0)), det ψ̃′′xξ 6= 0 and ψ̃(0, 0) = 0.

On dit alors que la fonction ψ̃ engendre la transformation κ̃ près de (0, 0).

Remarquons que si T̃ ∈ Icomp(κ̃), alors

T := M−1
1 ◦ T̃ ◦M0 ∈ Icomp(κ). (A.6)

Grâce à l’hypothèse (A.4), un opérateur intégral de Fourier T̃ ∈ Icomp(κ̃) peut être écrit
sous la forme

T̃ u(x1) :=
1

(2πh)d

∫ ∫
R2n

ei(ψ̃(x1,ξ0)−〈x0,ξ0〉/hα(x1, ξ0;h)u(x0)dx0dξ0, (A.7)

avec α ∈ Scomp(R2d).

Énonçons maintenant un lemme sont la preuve se trouve dans [NZ09, lemme 4.1], et
qui décrit l’action d’un opérateur intégral de Fourier de la forme (A.7) sur une distribution
lagrangienne qui se projette sur la variété de base sans caustiques.

Lemme A.4. Considérons une variété lagrangienne Λ0 = {(x0, φ
′
0(x0));x ∈ Ω0}, φ0 ∈

C∞b (Ω0), contenue dans un petit ouvert V ⊂ T ∗Rd tel que κ est engendré par ψ près de V .
On suppose que

κ(Λ0) = Λ1 = {(x, φ′1(x));x ∈ Ω1}, φ1 ∈ C∞b (Ω1). (A.8)
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Alors, pour tout symbole a ∈ Scomp(Ω0), l’application d’un opérateur intégral de Fourier T
de la forme (A.7) à l’état lagrangien

a(x)eiφ0(x)/h

associé à Λ0 peut se décomposer, pour tout L > 0, comme

T (aeiφ0/h)(x) = eiφ1(x)/h
( L−1∑
j=0

bj(x)hj + hLrL(x, h)
)
, (A.9)

où bj ∈ Scomp, et pour tout ` ∈ N, on a

‖bj‖C`(Ω1) ≤ C`,j‖a‖C`+2j(Ω0), 0 ≤ j ≤ L− 1,

‖rL(·, h)‖C`(Ω1) ≤ C`,L‖a‖C`+2L+n(Ω0).

Les constantes C`,j dépendent seulement de κ, α et supΩ0
|∂βφ0| pour 0 < |β| ≤ 2`+ j.

A.3.1 Le propagateur de Schrödinger comme un opérateur intégral de
Fourier

Expliquons comme le formalisme de la section A.3 peut être utilisé pour décrire le
propagateur de Schrödinger U(t) agissant sur L2(Y ). Énonçons un lemme dont la preuve
peut être trouvée dans [NZ09, lemme 4.2]. Si 0 < δ < 1, on pose

Eδ = {ρ ∈ T ∗Y ; |p(ρ)− 1| < δ}

Lemme A.5. Soient V0 b Eδ, V1 ⊂ Φt(V0) pour t > 0. Prenons ρ0 ∈ V0 ∩ E et posons
ρ1 = Φt(ρ0) ∈ V1. Soient fj : π(Vj) → Rd, j = 0, 1 des coordonnées locales telles que
f0(π(ρ0)) = f1(π(ρ1)) = 0 ∈ Rd. Ces coordonnées induisent sur V0 et V1 des coordonnées
symplectiques

Fj(x, ξ) :=
(
fj(x), (dfj(x)t)−1ξ − ξ(j)

)
, j = 0, 1,

où ξ(j) ∈ Rd est fixé par la condition Fj(ρj) = (0, 0). Alors l’opérateur sur L2(Rd),

T (t) := e−i〈x,ξ
(1)〉/h(f−1

1 )∗U(t)(f0)∗ei〈x,ξ
(0)〉/h

est de la forme (A.6) pour un certain choix de Aj micro-localement près de (0, 0)× (0, 0).

Énonçons maintenant un lemme qui est une conséquence du lemme précédent, ou encore
du théorème d’Egorov [Zwo12, Théorème 11.1].

Lemme A.6. Soient A,B ∈ Ψcomp
h (Y ), et supposons que Φt(WFh(A))∩WFh(B) = ∅. On

a alors
AU(t)B = OL2→L2(h∞).
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A.3.2 Itérations d’opérateurs intéraux de Fourier

Nous rappelons ici le principal résultat de [NZ09, §4] concernant l’itération d’opérateurs
intégraux de Fourier semi-classiques dans T ∗Rd.

Soit V ⊂ T ∗Rd un voisinage ouvert de 0, et considérons une suite de symplectomor-
phismes (κi)i=1,...,N de V vers T ∗Rd, telle que ∀i ∈ {1, ..., N}, on a κi(0) ∈ V , et telle que
la projection :

(x1, ξ1;x0, ξ0) 7→ (x1, ξ0) où (x1, ξ1) = κ(x0, ξ0)

est un difféomorphisme près de l’origine. On considère des opérateurs intégraux de Fourier
(Ti) qui quantifient κi et qui sont micro-localement unitaires près d’un ouvert U × U ,
où U b V contient l’origine. Soit Ω ⊂ Rd un ouvert tel que U b T ∗Ω, et, pour tout i,
κi(U) b T ∗Ω. Pour tout i, on prend une fonction lisse χi ∈ C∞c (U ; [0, 1]), et on pose

Si := Oph(χi) ◦ Ti. (A.10)

Considérons une famille de sous-variétés lagrangiennes

Λk = {(x, φ′k(x));x ∈ Ω} ⊂ T ∗Rd, k = 0, ..., N

telles que :
|∂αφk| ≤ Cα, 0 ≤ k ≤ N α ∈ Nd. (A.11)

On suppose qu’il existe une suite d’entiers (ik ∈ {1, ..., J})k=1,...,N telle que

κik+1
(Λk ∩ U) ⊂ Λk+1, k = 0, ..., N − 1.

On définit gk par
gk(x) = π ◦ κ−1

ik
(x, φ′k(x)).

C’est-à-dire, κ−1
ik

(x, φ′k(x)) = (gk(x), φ′k−1(gk(x))).
On dira qu’un point x ∈ Ω est N -admissible si on peut définir récursivement une suite

par xN = x, et, pour k = N, ..., 1, xk−1 = gk(x
k). Cette procédure est possible si, pour

tout k, xk est dans le domaine de définition de gk.
Supposons que, pour toute suite admissible (xN ...x0), les matrices jacobiennes sont

uniformément majorées :∥∥∥∂xk
∂xl

∥∥∥ =
∥∥∥∂(gk+1 ◦ gk+2 ◦ ... ◦ gl)

∂xl
(xl)

∥∥∥ ≤ CD, 0 ≤ k < l ≤ N,

où CD est indépendante de N . Cette hypothèse dit grosso modo que les applications gk
sont (faiblement) contractantes.

Nous utiliserons aussi la notation

Dk := sup
x∈Ω
|det dgk(x)|1/2, Jk :=

k∏
k′=1

Dk′ ,

et supposerons que les Dk sont uniformément bornées : 1/CD ≤ Dk ≤ CD.
La Proposition suivante peut être trouvée dans [NZ09, Proposition 4.1].
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Proposition A.7. Nous utilisons les mêmes notations et faisons les mêmes hypothèses
que ci-dessus, et prenons N arbitrairement grand, et variant éventuellement avec h. Soit
a ∈ Scomp et considérons l’état lagrangien u = aeiφ0/h associé à la variété lagrangienne Λ0.
On peut alors écrire :

(SiN ◦ ... ◦ Si1)(aeiφ0/h)(x) = eiφN (x)/h
( L−1∑
j=0

hjaNj (x) + hLRNL (x, h)
)
,

où chaque aNj ∈ C∞c (Ω) dépend de h uniquement à travers N , et où RNL ∈ C∞((0, 1]h,S(Rd)).
Si xN ∈ Ω est N -admissible, et définit une suite (xk), k = N, ..., 1, alors

|aN0 (xN )| =
( N∏
k=1

χik(xk, φ′k(x
k))|det dgk(x

k)|
1
2

)
|a(x0)|,

autrement aNj (xN ) = 0, j = 0, ..., L− 1. On a aussi les bornes

‖aNj ‖C`(Ω) ≤ Cj,`JN (N + 1)`+3j‖a‖C`+2j(Ω), j = 0, ..., L− 1, ` ∈ N, (A.12)

‖RNL ‖L2(Rd) ≤ CL‖a‖C2L+d(Ω)(1 + C0h)N
N∑
k=1

Jkk
3L+d, (A.13)

‖RNL ‖C`(Rd) ≤ CL,lh−d/2−`‖a‖C2L+d(Ω)(1 + C0h)N
N∑
k=1

Jkk
3L+d. (A.14)

Les constantes Cj,`, C0 et CL dépendent des constantes dans (A.11) et des opérateurs
{Sj}Jj=1.

Nous utiliserons principalement cette proposition dans le cas où pour tous les k, on a
Dk ≤ ν < 1. Dans ce cas, les estimées (A.12), (A.13) et (A.14) impliquent que pour tout
` ∈ N, il existe C` indépendante de N telle que pour tout N ∈ N, on a

‖aN‖C` ≤ ‖aN0 ‖C`
(
1 + C`h

)
. (A.15)
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appliquées, 82(6) :613–664, 2003.

[BBR10] J.-F. Bony, N. Burq, and T. Ramond. Minoration de la résolvante dans le cas
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Résumé : Ce travail porte sur des questions de théorie de la diffusion, dans la limite semi-classique. 
Nous commençons par montrer un résultat d’équidistribution des valeurs propres de la matrice de 
diffusion dans la limite semi-classique, pour des opérateurs de Schrödinger sur des variétés 
euclidiennes près de l’infini associés à des potentiels à support compact pouvant admettre un ensemble 
capté. 
Nous étudions ensuite les ondes planes tordues associées à de tels opérateurs de Schrödinger. Il s’agit 
de fonctions propres généralisées, s’écrivant comme la somme d’une onde plane et d’un terme sortant. 
Sous l’hypothèse que la dynamique classique est hyperbolique près de l’ensemble capté, et qu’une 
certaine hypothèse de pression topologique est vérifiée, nous montrons que ces ondes planes tordues 
peuvent s’écrire comme une somme convergente, d’états lagrangiens. Nous en déduisons une 
caractérisation de la mesure semi-classique des ondes planes tordues. 
Nous faisons ensuite l’hypothèse supplémentaire que le potentiel est nul, et que la variété est de 
courbure négative ou nulle. Nous montrons alors que tous les états lagrangiens apparaissant dans la 
décomposition des ondes planes tordues correspondent à des variétés lagrangiennes se projetant sans 
caustiques sur la variété de base. Nous en déduisons des bornes optimales sur les normes des ondes 
planes tordues, et sur le volume de leur ensemble nodal. 
Finalement, nous nous intéressons au nombre de domaines nodaux inclus dans un compact que 
possèdent les ondes planes tordues. Après avoir montré une borne supérieure de type Courant, nous 
montrons une borne inférieure du même ordre pour la somme de deux ondes planes tordues en 
dimension deux, pour une métrique générique.

Title: Distorted plane waves in chaotic scattering 
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Summary: The topic of this work is scattering theory, in the semiclassical limit. We start by 
showing an equidistribution result for the eigenvalues of the scattering matrix in the semiclassical 
limit, for some Schrödinger operators on Euclidean near infinity manifolds, associated to a potential 
which is compactly supported, and may have a trapped set.  
We then study the distorted plane waves of such Schrödinger operators. These are generalised 
eigenfunctions  which can be written as the sum of a plane wave and of an outgoing term. Under the 
hypothesis that the dynamics is hyperbolic close to the trapped set, and that a certain topological 
pressure assumption is satisfied, we show that these distorted plane waves can be written as a 
convergent sum of Lagrangian states. We deduce from this a formula for the semiclassical measure of 
distorted plane waves.  
We then make the additional assumption that the potential is zero, and that the manifold has 
nonpositive sectional curvature. We show that the Lagrangian states appearing in the decomposition 
of distorted plane waves correspond to Lagrangian manifolds which project without caustics on the 
base manifold ; We deduce from this optimal bounds on the distorted plane waves, and on the volume 
of their nodal set.  
Finally, we study the number of nodal domains, contained in a compact set, of distorted plane waves. 
After showing an upper bound of Courant type, we show a lower bound of the same order for the 
sum of two distorted plane waves, in dimension two, for a generic metric.
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