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Développement de méthodes de pénalisation pour la simulation de
l’écoulement turbulent autour d’obstacles

Résumé :
En vue d’applications aux turbines éoliennes, cette thèse vise à étendre l’utilisation des
méthodes de type domaines fictifs et en particulier la méthode de pénalisation pour la
simulation de l’écoulement turbulent instationnaire autour d’obstacles de géométrie com-
plexe. La modélisation de la turbulence instationnaire à nombres de Reynolds élevés a été
abordée par des approches hybrides RANS/LES telles que la (DES) et la (DDES). Afin
d’améliorer la prédiction, un modèle de paroi de type TBLE a été introduit.
Après une brève présentation des méthodes et des outils mis en oeuvre, des simulations
2D/3D sur la configuration de cylindre et du canal sont ensuite présentées, analysées et
comparées aux résultats numériques et expérimentaux.
Les résultats de simulation montrent la faisabilité et l’efficacité des modèles et de la mé-
thode de couplage (DDES/TBLE).
La dernière étude se concentre sur la simulation de l’écoulement d’air autour d’un profil
de pale. Les réussites et les échecs des simulations numériques sont soulignés et étudiés.
En conclusion, l’étude établit les fondements pour une future application dans le cas de
l’écoulement autour d’un rotor éolien en mouvement.

Mots-clés :
Méthode de pénalisation ; Modèle de turbulence ; Cylindre ; Canal ; Profil de pale S809.

Development of penalty methods for the simulation of turbulent flow around
obstacles

Abstract :
In the perspective of application to wind turbine design, this thesis aims to extend the
use of fictitious domain methods and in particular the method of penalization for the
simulation of unsteady turbulent flows around obstacles of complex geometry. The uns-
teady turbulence modeling at high Reynolds numbers was studied by hybrid approaches
(RANS / LES) such as (DES) and (DDES). In order to improve the prediction, a wall
model based on simplified Thin Boundary Layer Equations (TBLE) was introduced.
After a brief presentation of the tools and methods implemented, full 2D / 3D computa-
tions on cylinder and channel configuration are then presented, analyzed and compared
to numerical and experimental results.
The simulation results show the feasibility and effectiveness of the proposed models and
the coupling method (DDES / TBLE).
The latest investigation focuses on the simulation of the flow around the airfoil of a wind
turbine. The success and fails of the computations are highlighted and explained.

Keywords :
Penalty method ; Turbulence model ; Cylinder ; Channel ; S809 profile.
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�� �� ������������ �� ��������� ��� �� ����� �� �� �������� ���������������� Ω

��� �� ������� ������ ����� �� ������ �� K ��� �� ��������� �� ������������

��� ���� ���� �������� � �� ������������ �� �������

�� �������������� �� ������ ������ ��� �������� ��� ��������������� �� �� ����

��������� K �

� ������� K ���� ���� ����� �� ������� ����� ������������ ����������� �

�� ������� �� ����� �

ReDaK
������� ������������ �� �������� ����� ��

����� �� ������������� �� ��� ������ � �� ������� �� ������ ���� ���� ����

�� ���� ���������� ��������� ������ ��� ������ (�.∇)� �� ∂�
∂t

����������

������������ �� �� ������ ���������� ��������� �� ���������

� �� �� ���� ������ K ���� �������� �� ������ � �� ������������ ������

�� ����� �

ReDaK
���� ���� ���� �� ������� ����������� ������ ��� ������

������� �� �� ������ ���� � �� ���������� ��� ��������� �� ��������������

� ���� ��� ������� �������������� �� K� �� ������ ��� �������

�� �������� K ��� ���� ���� ����� ���� �� ����� �1040� �� ����� ���� �� ������

�10−40��

�� ����������� ��� ��������� ��� ��������� �� ������������� ���������� ����

��� ��������� �������������� ���� �� ������� ������������� � ��� ������ �����

� ��� ������� ������������� ��� ����� ���� ���� �� ��� ������������ ���������

�� ��� ������ ������� �� ������ ���� ���� �� ��� �������������� �������������

����� ������������ ��������� �����

�� ��������� �� ������������ ����� � ��� ���������� ������������ ��� ���

��� ���� ���� ������� ��� ��������� ���������� ���� ��� ���������� ����������

���� ��������� �� �� ��������� ��� ������� �� ���� ������� ���������� �� �����

����� �� �������� ����� �����



�������� ������� �� ������� �� ������������ ��

����� �� �������� �� �� ����� �������� �

∂T

∂n
+ Bi(T − T∞) = 0

�� T ��� �� ������������ T∞ �� ����������� ��� ��� ������ �� Bi ��� �� ������

�� �����

�� ���� ����� ������� ��� ��������� �� ��������� �Bi = ∞� �� ��� ���������

�� ������� �Bi = 0�� �� ������ ��� ��������� �� ���� ������� �� Bi � ���

������ ��������������

������ �� ����������� �� ����� ���������� ��� ��������� �� ������������� ������

��������� �������� ���� �� ������� �� ������������ ��������� ������� �

ρ(
∂�
∂t

+ (�.∇)�) +�u(�−�D) = −∇p+ ρ�+ µ△� �����

���� �u =
χΩs

ϵ
��� ��� ������� ��������� ���� �� ������ ��� ������ ���������

��� χΩs

ϵ
�� ��� ������ ��������������� ���� �� ϵ ��� �� ��������� �� ������������

��� ���� ���� � �0 < ϵ << 1� �� χΩs ��� �� �������� ��������� ����������� ��

������ Ωs �������

���� ��������� ����� ����� �������� ������ ��� ������� ����� �� ����� ��

������������ �u(�−�D) ��������� ��� ������� ��� �� ���� �� � ����������� ��

������� �� �������

�� ����� �� ������������ �u(�−�D) ������ �� ������� �� ������ ��� ����

������ ���� �� ������� �� �������� ������� ���� �� ��������� �� ��������� ��

������� �� �������

���������� ��� ���� �� ��� ���� �������� ���� �� ����� ���������� ��� ��

������� �� ������������ �� ���� ��������� ����� �� ��� ��� ��� �����������

���� �� �� ������������ �� ���� ���������

�� ������ ������ ��� �������� ��� �� ��� ��� ��� �� ����� �� ������������

������ ������� �� ����������� ������� �� �� ������� � � ��� ����� ������� ������

��� ����������� ��� ����������� ���������� ���� ���������� �� ���� �� ��������

���� ������ ��� ������� � ��������

����� �� �������� ����� �����



�������� ������� �� ������� �� ������������ ��

����� ������������ ������� �����

������� �������� �� �� ������� �� ������������ �� ���� ������

�� � ���� ������� ����������� ��� �� ��� ������� ��� ����������� �� �����

�� ������������ ��������� �u(�−�D) ���� ���������� �� ���������� �����

����� ��� ��� �� ��� ����� ���� ���������� ���� �� ������� �� ������ �� ��

������� ��� �� ����� ������������ ������ ���� ��������� ���������� ������������

����� ������� ���������� ��� �� �������� ��� ��������� ������� � ��� ��������

����� �� ������ �� �� ��������� �� ���������� �� ������ ������� �� �� ������� �

������� ��

���������� ��� ��������� �� ������������ ������� � �� ������ � ��� �����

����� ��� ������� ������ ����� �� ������� �� ������������ �� ����������� �����

�������� ������� �������� ����� �������� �� ��������� �� �� ������� �� ���

���������� ��������� ���� ��� ������� �� ��� �� ����� �� ����������� �� ����� ��

������������ �u(�−�D)�

�� ������� �� ������������ �� ����������� �������� � ������� �� ������� ����

������ ���������� ��� �� ��������� ��������� �� ����� �� �������������� ����

������� �� ����� �� ������������ ������ ����������� ������� ���� �� �������

����� ���������

������ ��� ������������� �� �� �������� ������� ���������� ��� ������ ������� ��

�� ��������� �������� ������������� �� ����� ���� �� ������ �� �� �� ���� ����

�� ������ ��� ���������� ���� �� ����� ����������

�� ������� ����� �� ������������ ���������� ������� ����� ���� �

{�u(�−�D)}I =
χΩs(xI)

ϵ
((PI�)(xIB)−�D)

�� I ��� ��� �������� �� �� ������� ���������� �� ���� ������ �� �� ���������

�������� ����� ���� �� ������ xI ���������� � Ωs ������� �������� �� (PI�)(xIB)

��� ��� ��������������� �� � �� xIB ��� �� �������� �� �������� � ������ ��

����� xI �� ��� ������ ������ ��������

���� �� ��� ����� �� �������� ���� ����������� �� �������������� �� �� ����� ��

������������ ���������� ��� ������� ������

����� �� �������� ����� �����



�������� ������� �� ������� �� ������������ ��

������� ���������� ��� ���������� ��� ������� �� ���� ���������

�� ����������� ���� ����� ������ � ������� �� ������� �� ������������ ��

���� ������ ���� �� ��� �� �� �� ��� ���

��� �� � ���� ���� ��� ������ ��������� ��� �� ������� �� ������ Ω = [0, 1]

��� ��������� ���� �� ��� ∆x �� N ������� �� ���������� ����������� ������

��� Γ �� ����� �� ����� ���������� xIB �������� ����� �� ������� �� ������ ��

���� ���� ������� Ωs �� Ωf �

���� xI ∈ Ωs �� xI+1 ∈ Ωf �� ����� ����� ��� xI < xIB < xI+1 �� ���� ���������

������ uI �� uI+1 ��� ��������� ��� ������ xI �� xI+1�

�� �������� �� Ωs ��� ��������� �� ���� ��� ����� � UD�

������������� ���� �� ������������ ������� � ����� �� �������� ��� �������

�� Ωs ���������� ��� uI = UD�

���� �� ������������ ���� ��� ������������� �������� ������� ���������� ��� ���

������� uI �� uI+1 ���� ���� �������� ���� ���������� �� ������ � �����������

uIB �� �� �������� ��� ������� ��� �

|xI+1 − xIB|uI + |xI − xIB|uI+1

∆x
= UD

��� ���������� �� ����� �� ������������ ������� ����� ���� �

{�u(�−�D)}I =
χΩs(xI)

ϵ
(
|xI+1 − xIB|uI + |xI − xIB|uI+1

∆x
− UD)

��� �� � ���� ����� ������� �� ������ �� ������� �� ������������ �� ����

������ ���� �� ��� ���������������� ����������� �� ����� xI ∈ Ωs ��� � �������

����� �� ����� �� ������ ���� Ωf ��� � �������

�� xI � �� ������ ������ xJ ���� Ωf � ����� �� ����� ���������� xIB ��� ��������

������� ����� �� ������� [xI ; xJ ] �� ����������� �������� Γ� �� �� ���� �������

��� ���� �� ��� ���������������� ��� ������������� �������� ���� ���� ��������

��� ����������� �� �������� uIB = UD(xIB) � ����������� �� �� ������� ����� �

uIB = αIuI + αJuJ

����� �� �������� ����� �����



�������� ������� �� ������� �� ������������ ��

������ ��� � ������� �� ��������� �� ������ ���� �� ������� �� ������������

�� ���� ������ �����

���� 0 < αI ,αJ < 1 �� αI + αJ = 1�

��������� ���������� ��� xI �������� �� �������� ������ xK ���� Ωf � ��

������� ��� xL �������������� ����� Γ �� [xI ; xJ ]� �� ��� xM �������������� �����

Γ �� [xI ; xK ] ����� ����� ����� ��� ������������� �� �� �������� �� �� �����

xIB ������ �� [xL; xM ] ��� ����� �� ��������� ��� ������������� P2
1 ��� �������

uI � uJ �� uK �

���� P2
1 = a0 + a1x+ a2y �

�� ���������� �� ������� a = B−1U ���� ������ ��������� ��� ����������

a0, a1 �� a2 �� �������� ��� ������� uI , uJ �� uK �

B =




1 xI yI

1 xJ yJ

1 xK yK




����� uIB = αIuI + αJuJ + αKuK � 0 < αI ,αJ ,αK < 1 �� αI + αJ + αK = 1�

���������� ��� ��� �������������� ����������� ������� ���� ������ ������� ����

���������� ������� ���������� �������� ������ �� �������� ������

����� �� �������� ����� �����



�������� ������� �� ������� �� ������������ ��

������� ���������� ��� ���������� ��� ������� �� ���� �������

�� ����������� ���� ����� ������ � �� ��������� �� ������������ ��� ����������

��� ������� �� ���� ������� �(a.∇u).� = gD� ��� �� ��������� ���������

����� ���� �� ��� ��� ���������� �� ���������� �� �������� ����������� ���

�������� �� ��� �������������� ���������� ��� ���� ���������� ���� ������� �� ����

� ������ �

(a.∇uIB).� ≃ (a.∇p(xIB).�)

�� p(xIB) ��� ��� ������������� �� ���������� � �� ����������

������ �� p ∈ P2
1� ��� p(x, y) = a0 + a1x+ a2y

∇p(x, y).� = a1nx + a2ny

�� �� p ∈ Q2
1� ��� p(x, y) = a0 + a1x+ a2y + a3xy

∇p(x, y).� = (a1 + a3y)nx + (a2 + a3x)ny

��� �������� �� �� ������ �� ��� �� p ∈ P2
1� �� ������� �

∇p(x, y).� =
uI − uJ

hx

nx +
uK − uI

hy

ny

��������� ��� ���� �� ��� �� Xi ∈ Ω1 �������� �� ���� ������ xJ ���� Ωf �

�� �������� ����� xK �������� [xI , xJ ]⊥[xJ , xK ] ��� ���� �� ������ ��������

(�, xK − xJ) ∈ [−Π
2
, Π
2
]��

��� ������������ ��� ���������� ���������

��������� ��������� ��� �������� �� ���� �������� ������ ��� �������������

���� �������� ��������� ��� ��� �� ������� �� ������ ���������� �� ����������

������ �� ������ �� �������� ������ ���������� ��� ��������� ������ ��� ����

������ ���� �� ������������ ��� ���������� ����������

��� �������� �� ���������� �� �������� ����� ��������� ������ ������� ����

�������� �� ���� ������� ���������� � ��� �������� ����� ������������ ���� ���

�� ��� �������� ����� ���������� ���� ����

����� �� �������� ����� �����
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���� ����� �� ��� ���������� �� ���������� ��� �������� �� ��������� �� ��������

��������� ���� �� ��� ���������� ���� �������� ��� ����� ���������� �� ������

�� ��������� �� ������ ���� �� ����������� ������������� ����� ��� ���� ��

����������� ���������� �� ������ ��� ���������� ����� � �� �������� ���� ���� ��

�������� ���������� ��� ��������� ����������� ���� �������� ��� �� ������� ��

�� ��������� ���������� �� ������ ��� ������������ �� ����� �� ������������

�� �� ������ ����� ������� ����� ��� ���� ���������� ���������� ���� �� ���

��� ������� ������������� �� ���������� ��� ��������� ���� ������� ��������

������ ��� �� ����� �� ������ ��� ���� ������ ��� ��������������� �� ������� ����

�� ������ ���� �� ������� ���������� �� ��������� ���� �������� �� ������������

������������ �� ��������� ���� ���� ������� ���� ��� ����� ������ ��������� �� ���

������� ������ ���������� ������������

��� �������� ���������� �� ������� ����������� ������ ���������� �����������

�������������� ����� �������� �������������� ��� ������� �� �� �������� �� �����

��� �������� �� ����� �������� ���� ������ ��� ���������� ����� ��� ��������

�� ���� ����� �� ������� ��� ������� �� ����� ����� �� ��� ��������� ���� ���

�������� ����� ���� ��������� ������ ��������� ������������� �������

���� ���� ����� ��������� ������������ ������� ������ ��� ��������� �� ��������

�� ������ �� ������ ������ ����� �������� ����������� �� ���� ��������� ����

�� ������������ �� �� ����� ���� ������� ��� �� ������� ��� ���� �� �������
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���������� ����� ������������ �� ���������� ��������� �� �������� ���� ����

���������� ����������� �� ������� ���� �� ��������� ��� �������������� ����

��� ����������� ��� �������� ������

��� �������������� ���������� ��� ���������

������������ ��������� �� �������������� ���� ����� �������� ���� �� ���

����� Ω ��� ������ ��� ��� ��������� ��������� �




∇.� = 0 ���� Ω

ρ(
∂�
∂t

+ (�.∇)�) +�u(�−�D) = −∇p+ ρ�+ µ△� ���� Ω
�����

�� ������� ���������� ��� ���� ������� ���������� �� ����� ����� ���� ��������

��� ������������� ���������

������������ �� ����� ��� ���������� �� �� ������ ��� ������������� [tn, tn+1]

��� ��������� ���� �������� �������������� ��� �������� ��������� ������ ��

����������� �� �� ��������� �� ��������� �� ���� ����� ��� ������ ��� ����������

��� �� ��� �� ����� ������������ ���� �� ��� ��������� �� �������� �������� ���

��� �� ���������� ����� �������

�� ��������������� �� ����� ��������� ��� ��� �� ��� �� ����� �� ��� ���������

�� ��� ��� ���������� �� ���������� ���������� �� �������� �������� �� ����� ���

�� ����� ���� �� ��������� �� ��������� ��������������

������� ��������

������ ������� �������� �� ���������� ���� ������� �� ����� �n+ 1�� ����� �

��� ������� ��� ���������� ������ ������� ��� �� ������������� �� ����� ��

������ �������� � ������� � �� ��

����� �� �������� ����� �����



������������ �� ������� ��������� ������ ��

� (∂�
∂t
)n+1 = �

n+1−�n

△t
������ ������� ������� �

� (∂�
∂t
)n+1 = 3�n+1−4�n+�n−1

2△t
������ �� ���� ������� �

������� ��������� ��� ��������

�� ���������� ��������� �� ������� ������� ����� ���� ���������� �� ����� ��

(�n+1.∇)�n+1 ��� ��� ���������� � ������ ���� ������ ������� ����� ���� �� �����

((2�n − �n−1).∇)�n+1 ��� ��������� ��� ����������� �������� �� ���������

������ �� ��������� ��� ��� ��������� �n� �n−1 �� pn ���� �������� �� �������

�n+1 ���� ���� ������� �� ��������� �� ������� ����� �




∇.�n+1 = 0

ρ(
�n+1

△t
+ ((2�n − �n−1).∇)�n+1) +�u�

n+1 +∇pn+1 + µ△�n+1 − µ

K
�n+1 = ρ�+

ρ�
n

△t +�
n+1
u �n+1

D

�����

�� ���������� �� ������� ����� ���� �� ���������� ������������������� �� �������

������ ��������� ������������ � ������ �������� ���� ����� �� �������� �� ����

����� �� ������� ���������� ������������ ��� ��������� �� ��������� �� �

���������� �� ������������ �� �� ������

�� �������� ���������������� ��� ������� � ������� �� ���������������

�� ����� �� ��������� ��� ���������� �� �������� ���������� ����� �������� ���

���� �������� ��������� ���������� �� ������ �� �� ��������� ����� �� ��������

������ ���� �� ������������� ���� �� ���������� �� ���������� �������� ��� ��

�������� ∇.�n+1 = 0�

�� ��������������� �� ��������� ��� ��� ��� ����������� �� ��������� �����

�������� ������������ ���� �� ��������� � ��� ������ ������� ��������� ���

������� � ��� �������� ��������� ��� �������� �� ������������ �� �� ����������

������ ������������ ��� �������� �� ���� ������������������������ ��� �������� ��

���������� �� �� ������� � ������������ �������� ���� �� ����������� ���������

���������� ���� �� ���� �������

����� �� �������� ����� �����



������������ �� ������� ��������� ������ ��

��� ������� ��� ������� ����

������������������� ��� ��������� �� �� ��������� ������ ��� ��� ���������

�� ������������� ���� �������� �� ��������� ��� ������� ������������ ����������

�������� �� �� ����� �� ��� ���� ������ �� ���� ������� ���������� ��� ������� ����

���� ����������� ����� ������� ������������

�� ������� ��� ������� ���� �������� � ���������� ������ �� ������ ����� ��

�������� �� ������� ��� ������� �� �������� ���� Vc� �� ������� Γc� ��� ������

��� ��������� ������ ��������� ������ ��� ����������� �� ���������� ��� ���������

� ������ �� �� ������� ��� ������� ����� ������ ��� ��������� �� �������� ����

��������� ���� ��� ����� �������������

��� ��������� ���������� ����������� ���� ������������� ��� ��� ������ �����������

������� �� ���������������� ������������ �������� ���� ���������� ��� �����

��� ��� ������ ������ �� ������� ��� ���������� ��� ����������� ��� ���������

����� ��� ������ �� ���������

��� ��������� ��������� ���������� ������������ ����������������� ���� ���������

��� �� ������ ���������� ������� ������ �� ��������� � ������ �� ����� ������ ���

���������� ��� ������ ���� �� ����� �� �������� ������� ���� ������� ��� ������

����� �� ��������� ���� ������������� ������ �� ������� ����� ����� �����

���� �� �������� �� ������� ��� ����� ������ ��� ����������� ���� ��� ������

������ �� ������������ �� �� �������� �� �� ��������� ������

�� ����� ����� ������ ������� ������ �� ����������� �� ������ ����������������

��� ��������� ��� ������ �� ����� �� ���� ��� ������� �� �� ������� �������������

��� ���������� ��� ������� �� ������� ����� ��� �� ������ ������� ��� ������������

�� �������� ���������������� �������� �� ������ ����� ���������� �� ������� ��

������ �� ������� �� �������

�� ����� �� ��� ��� ������� ��� ��� ����� �� ������ �� ��������� �� ��� ������

��������� �� ������������ ��� ��� ��� �� ������ �� ��������� �� ��� ����������

��� ���� �� ������� �� �������

��� �� ����������� ��� ���������� ���������� �� ���������� ������������ �� �����

����� �� �������� ����� �����



������������ �� ������� ��������� ������ ��

������ ��� � �� �������� ������ ��������� ���� �� ���� ����������

���� �� ������������������ ��� ������� �

∫
Vc
∇.ψdv =

∫
Γc
ψ.n⃗dσ ���� n⃗ �� ������� �������� � Γc

�� ������� ����������� �������� �

pk, pk+1, uk, uk+1 ���� ��������� ��� ������ ��� ������� �� �������� ��� �����

���� ��������� ��� ��������� ��� ��� ����� ��� ������� �� �������� ���� �������

������ ������� ��� ��� ������� ��������

��� ������� �� ���������� ��������

�� ������� �� ���������� �������� � ��� �������� ���� �� ��� �� ��������

�� �������� ���������������� ���� ��� ��������� �� ������ ������ �� ������ �����

������� �� ������������ ���� �� ���������� �� ���������� �� ����������� �� ��

��������� ��������� ��� ������� � �� �������� �������� ����� �� �����������

���� �� ��������� �� �������� ��������������� ������� ���� ��� �����������

������� ��� ���������� �� �� �������� �� ��������� �� ����������� ����� ���� ���

����������� ������ ���� �����������

����� �� �������� ����� �����



������������ �� ������� ��������� ������ ��

���� ������������ �� ��������� ��� ��������� ����� ��� ���� ����� ���� ��� ����

�������� ������ ��� �� ����� ���������� ��� ��������������� �� ���������

������ �

L2(Ω) = {f ��� ���
∫

Ω

|f |2dΩ < ∞}

H1
0 (Ω) = {f ∈ L2(Ω),∇f ∈ (L2(Ω))3, f |∂Ω = 0}

�� ������ �� ������������� J(�) ����� ��� �

J(�) =
∫

Ω

ρ(
∂�
∂t

)�dΩ+

∫

Ω

((�.∇)�)�dΩ+

∫

Ω

(�u(�−�D))�dΩ−
∫

Ω

(ρ�)�dΩ−
∫

Ω

(µ△�)�dΩ �����

����
∫
Ω
��dΩ ��� �� ������� �������� ����� ��� L2(Ω) ���� ���� �,� ∈ (L2(Ω))3�

�� ������ �� ��������� J(�) ���� �� ���������� �������� ∇.� = 0� �� ��� �������

���� � �




J(�) ≤ J(�) ∀� ∈ M = {� ∈ H1
0 (Ω),∇.� = 0}

� ∈ M
�����

�� ��� ���� ������� �� �������� � ������� ����� ���������� �� ����� ���� ����

����������� �� ��������� ������ �2.4� ��� ���������� �� �� �������� �� �����

�������� ���� ���������� �� ������������ �� ���������� L ������ ����� ���� �

L : M × L2(Ω) −→ R

(�, q) 7−→ J(�)−
∫

Ω

q∇.�dΩ �����

������ �� �������� �� ������������ �������� � ������� �� ������ (�, p) ������

����� �� L ��� M × L2(Ω) �

�� �������� ��� (�, p) ��� �� ����������� �� L �� �

sup
q∈L2(Ω)

L(�, q) = L(�, p) = inf
�∈M

L(�, p)

��� �������� �� �������� �





L(�, q) � L(�, p) � L(�, p) ∀� ∈ M, ∀q ∈ L2(Ω)

� ∈ M, p ∈ L2(Ω)

�� ��������� ���� ������� ���� � �� ���� ������� ���� q ������� � ������ �

����� �� �������� ����� �����



������������ �� ������� ��������� ������ ��

∂L(�,p)
∂�

= 0 �� ∂L(�,q)
∂q

= 0

� �� ����� �� ��������� �� ���������� �������� Lr ������ ���� dr > 0 ��� �

Lr(�, q) = L(�, q) +
∫

Ω

dr

2
|∇.�|2dΩ

= J(�)−
∫

Ω

q∇.�dΩ+

∫

Ω

dr

2
|∇.�|2dΩ �����

�� ����� �� ������������� ���� dr
2
|∇.�|2� � ∈ H1

0 (Ω)� ������� ���������� ��

����������� � ��� ��������� ���� ����� ��� ����������� ��� ���������� �� �������

����� ������ �� ������ ���������������� ��� ���� ����������� �� Lr ��� ��

����������� �� L �� �������������� ����� ����� �� ���� ��� dr
2
|∇.�|2 ��������

����� ∇.� = 0 ��� ������������

�� �������� �� ��������� ��� �� q = 0 �� � �

Lr(v, 0) = J(v) +

∫

Ω

dr

2
|∇.�|2dΩ

����� �� �������� ��������� �������� � �� ���������� ∇.� = 0� ���������� �� ���

�������� �������� ��� �� ��������� ��� �������������� �� �����
∫
Ω
q∇.�dΩ ��

���������� �� �������� �� �������� ���� ����� ������ dr ���� �������� �� ��� �����

���� �������� � ��� ������������� �� ��������������� �� ������� � ���������

�� ����� �������������� �� ����� ����������� ���� �� ���������� ������� � ���

������������ ��� ����������� �� ����������� �� ������������ ������� ���� �� ���

���������

�� �������� � �� ����������� ����� �� ��������� �� ����� ��� �� ����� �����

�� �� ������������� Lr(�, q) ��� ����� �������� �� �������������� �� ����� ����

� ��� ������ ���� ��� ��������� �� ������ �� ��� ����� ���� ��� ��������� ��

������������� �





∇.� = 0

ρ(∂�
∂t

+ (�.∇)�) +�u(�−�D) = −∇p+ ρ�+ µ△�− dr∇(∇.�)
�����

�� ��� ����������� ���� ���� ������� �� ��������� ������������ �������� ��������

��� ���������� �� ���������� �������� ������� �� ���� �������� ������� �� ���

�� ������ ������� �� �� ���������� �� �� �������� ���� ���������� �� ��������

����� �� �������� ����� �����
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���� ���������� ������� ������ kmax �� ������ ������������ �� ����������

�������� ����� ���� �������� ���� ��������� ����� ������� ������������ �� ���

�������� �������� ������� �

�� �������������� � �k=0 = �n � pk=0 = pn

�� ���������� � ���� � ������ �� � � kmax − 1

⋆ ρ((∂�
∂t
)k+1 + (�k.∇)�k+1) +�u(�k+1 −�D) = −∇pk + ρ�+ µ△�k+1 −

dr∇(∇.�k+1)

⋆ pk+1 = pk − dp∇.�k+1

�� �������� � �n+1 = �k=kmax � pn+1 = pk=kmax

������ �� �������� ��� ���������� �� ����� ��������� � ������ ��������� �� dp ���

�� ��������� ��������� ������������ ������ ���� � dr�

�� ��� ���� ��������� ������ �� ���������� ��� ������� ���� �� ���������

���������� ��� ������� dr = 0� �� �� ������ ���� � �� ���������� �������

��� �������� ���� ��������� �� �� �� ���� ����� �� �������� �������

�� ������� �� ���������� �������� ������ �� �������� �� �������� �������

���� ������� ���� ���� ��������� ���������� ��� �������� ������������ �������

���� ���� ������� ���� �� ������ ��������� ������������ k� �� ��� ������ ��

��������� ���� ���� �� ����� �� ������ �� ������������ ����� �����������������

��� ���������� ����������� ��� ����� �� ���������� �������� �� ����������� ������

���� ���� ������� �������� ��� �� ���������� �� �����������

��� ���������� �� ������� ��������

�� ���������� ��������� ���� �������� �� ��������� ��� ������ ����� ���
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���������� ��� �������� ������ �� ��������� ������� ������� ���� ����������

��� ������ �� ���������� �� �� �������� ��� ��� �������� ��� �� ���������� ��

����� �� �������� ����� �����



������������ ��� ����������� ���������� ��

������������ ��� ����������� ��������� �������

�� ������ �� ���������������� �������� �� ����� �� ����������� ���� �� ������

���� ��� �� �������� ����� 1/d2 ��� � ��� �� �������� � �� ������� �� ����� �

��� ������ ���� ����� ������ �� ��������������� �� �� ��������� ���� �� ������

������� �� �� ������ ������� �� ����� ���������� ������ �� ������� �� �� �����

�� ��� ������ �������� ���� �� ���������� �� �� �������� � �� ������ �� ����

��������� �� �� ����� ��� ����� �������� ��� �� �������� �� ���������� fw ���

������ ����������� �� ������������ ���� �� ���� ������� �� �� ������ �������

fw(g) = g(
1 + C6

w3

g6 + C6
w3

)

g = r + Cw2(r
6 − r)

r =
ν̃

S̃κ2d2

�� ��������� r ��� �� ��������� ������������� ������� ��� ��� ������� ����

���������� ��� ������� ������������ ���� �� ������� ���� �� ������ �������

�� �������� ��������������� fv1 ������� �

fv1 =
χ3

χ3 + C3
v1

��� ��������� �� ���������� fv1 �� fv2 ���������� ��� ��������� ν̃ �� S̃ ��

��������� ���� ������������ �� �� ������ ������ � �� ����� �� �� ���������

��� �� ������� ν̃
ν
= χ�

����������� ����� ����� ��� ������ �� ����������� �������� �� ����������� ���

������ ��� Cw1 ��� ����� �� �������� ��� ������ ����������

��� ��������� ���������� �� ������ �� �� ���� ��� �������� �

Cw1 = Cb1

κ
+ (1+Cb2)

σ
�� Cb1 = 0.1355, Cb2 = 0.622, σ = 2/3, κ = 0.41, Cw2 =

0.3, Cw3 = 2 et Cv1 = 7.1

�� ��� � ����� ��� ��� ������ �� ���������� �������� ���� �� ������ �������� ��

���������������� ���� ��� ���� ���� �� ��� �� ���� ��� �������� ���� �� ��������

�� ����� ���� ��� ��� ������ ������� �� ��������� ��� ������� ���������� ������

����� ���� �������� ����� �� ���� ���� ���� ��������� �� ���������� ����������

��������� �� ������ ����� ���������� � ��� ������������ �������� ��������� ��

����� �� �������� ����� �����



������������ ��� ����������� ���������� ��

���������� �� ������ �� ��� ����� � �������� ��� �� ������ �� ���� ����� ��� ����

������ �� �� ������ ���� ��������� �������� ���� ���������� ����������� ����������

����������� ��� ���������� ���� ��������� ���������� ��������������

����� �������� ���� ���������� �����

� �� ����� �� ������� �� �������� �������� �� ���� �������� ��� ����

����� �� ���� �� ������� ��������� �� �� ��� ������� ��� ����� ��� �� ���

���� �� ���������������� ��� ������ ��������� �� ���� ��� �������� � �������� ���

����������� ���������� � �� ���� ��� ��������������� ��������� �� ��� �����

����������

�� ����� ���� �� �� ��� ��� ������� ������ �� �������� �� ���������� ��� �� ����

�������� ����������� ���� ���� �� ������� �� ������ �� ��������� �� �������

������� ����� ���� �� ����

�� ����� �� ������ �� ���������� ���������� ����� �

� �� ������ �� ���� ������ ���� �� ������ �� �� ������� �� �������� ���

�������� ���� ��� ���������� ����

� �� ������ ����������� ���� ��� ������� �� �� ������� ��� �����������

����� �������� ������ �� ���������� �� ��������� ���������� �� �� ���������

�� ���� ������ νt �� �� ������ ��� ��������� �� ������������ �� �� �������� ��

����������

��� �������������� ��� ��������� ��������� ��� �� ���������� ��� ���������

������� ������� ��� ���� ��������� ���������

�� ����� ��� ����� ��� �� ������ �� ���������������� ���� �� ������� ��������

�� ����� �� ����������� ���� �� ��������� ���������� ��� ��� �������� �� �� ����

����� d � �� ���� ������ ������ �� ������ ��������� ��� �� ����� �� �����������

������ �� ��������� ���������� ���� ���� � ��������� �� ���� �� ����������� �����

S̃� ��������� ���� �� ������ ������ �� ��������� ���������� ������� �

νt =
Cb1

Cw1

Sd2

����� �� �������� ����� �����



������������ ��� ����������� ���������� ��

������ �������� ��� ������� �� ��� ��� ��� �� ������� �� ����� �� �����������

�� ������� � ������� �� ������ ���� � �� ������ ��� ����������� ���� ���

����� ��������� �� ������������� ������ ��� ������� ��� ������� �� ��������� ��

�������� d �� ������ ���� ��� d̃ ����� ����� ���� �

d̃ = min(d, CDES∆)

��� ������������� ��� ������� ��� ������ �� ������ ∆ ����� �� ���� ������ ���

�������� �� ������ ���� ��� ����� �����������

∆ = max(∆x,∆y,∆z)

�� ������ ��� �������� � �� ������� �� �������� �� �� �������� ���������������

� ������������ �� ��������� �� ����������� ���������� ��� �� ������ ���� ��

������� � ��������� �� ������� ����������� � ��������� � ��� ��������� ������

����������� ������� �� �� ������ �� ���������

���� �� �� ����� � d >> CDES∆�� �� �� ����� �� ����������� ��� ���� �� ����� ��

����������� �� ��������� ���������� ����� �� ����� ����� ��������� �����������

�� ���� ������������

νt =
Cb1

Cw1

C2
DES∆

2
√

2ΩijΩij

�� ���� ���� �� ������ �� ���� ������ �� �� ���� ����� �� ������ ����

��������� ������ ��������� �������������� ���������� �� ������������ ���� ���

������ �� ������������ ����� ��������� �� ���� �� ���������� ������������ ��

�������� ��������� �� ������� ����� ��� �� ����������� ����� ��� ��������� ����

������� ��� ������

�� ������ �� �� ���������� �� �� ��� ���� ����������� ��� �� ���������� �� ��

������������ ��������� ��� ����� ������� �� ��� �� ���� ������� ���� �� �����

��� ��� ������������ ������������ ���� �� ���� �� ������� �� ����� �� ���� ��

��������� ��������� �� �������� �� �� ���������� dRANS ���� �� ������ ����

��� �

dDES = min(dRANS, CDES∆)

����� �� �������� ����� �����



������������ ��� ����������� ���������� ��

�� ∆ ��� �� ������ ��������������� �� ������ ������ �� CDES ��� ��� ���������

��� � ��� �������� ��� ���� �� ��� ��� ���� ��� ���������� �������� �������� �

0.65�

������ ���� �� ��� ���� ������ k− ω� �� ����� �� �� ����������� Dk
RANS ��� k

��� ������ ��

Dk
DES = ρ

k3/2

min(
√
k

ωβ
, CDES∆)

�� ���� �� Dk
RANS = ρkωβ ������ ����� ��� ��������� �� �������� ���� ���

dRANS = k3/2

ϵ
�� ω = ϵ

βk
��

���� ����� ������ ���� ���� ����������� ���� ����������������� � �� �����

����� ��� �� ������ �� �����������������

����� ������� �������� ���� ���������� ������

�� ��� ��� ��� ������� � ���������� �������������� ���� �� ���������� �� ��

���������� �������������� � ���� ������ �� ��������� ������ ��� �� ���� �����

��� ���� �� �������� �� ������ ������ �� �� ������ �� ��������� ��� �������

���� ���� ��� ����������� ���������������� ���������� ���� ��� �����������

�� ��� ����� ��� ������������ ������� �� �������� �� ���� ��������� ������

�� �� ��� ��� ��� �� ���������� ����� ��� ���� ���� �� ��� ��� ����� ����

������� ��� ��� �������������� ������������� ��� ���� �� ������ �� ������ ��

�� �������� � �� ����� �� ���� ������� �� ��� ��� ��� �������������� ����������

�� ����� �� ��� ������� ��� �������� ��������� �� ���������� �� ����������

��� ���������� �������� �� ���� ���� ���� ���������� ��� ������������ ����

��������� ��� ��� �� �������� �� ������� �� ������� �� ��� ���� ��������� ����

������������� �� �������� ����� �� ���������� � ��� ���������� ��� ����������

���� ��� �� ���� ���������� �� ���������� �������� ����

�� ���� ��� �� ������ ������� ������� dSA = CDES∆� �� �������� �� ����

������ � �� ��� ��� ����� �� ���� ���� �max(∆x,∆y,∆z) >> δ�� ��� ����

��� �� ��������� ��� ����� ������ ����� �� ��������� ��������� �� �������� ����

�� ��� ����� ���� ��������� ����� ��� ��� ����� ��������� �� ��������� ��������� ��

����� �� �������� ����� �����



������������ ��� ����������� ���������� ��

�������� ����

���� �������� ����� �� ���������� �� ������ �� ���������� ��� �������������

�� �������� ��� ����� �� ���� �� ��������� ��� ����� ������������� ����� ���

��������� �� ���� ���� �� �� �������� �� ���� ��� ����� �� �� ������ ���

���� ���� ������ �� ���������� �������� ���� �� ���� ���������� �� �� ������

������ ���� ���� �� ���� �� ������ ����� �� ���� ���� �� ���� ���� �����

�� ������ ��������� �� ������� �� �������� ��� ����� ������� �� �� ������ ���

����� ��� � ������ ���������� ��������� ���� �������������� ����� ���������

����������� �� �� ����� ��� ��������� ������������ ��� ������ ������������ ��

������������ �� �� ����� ������ ���� �������� �� ������ ��������

���� �������� ��� ���������� ������� � ������ ���� �� ������� ����� �� ���

����� ���������� ��� ��� �� ���������� �� �������� � �������� ���� �� ��� ��

����� ���� ���� �� ������ ����� ������� �� ��� ��� ��� ������� �� ������

������� ����� ����������� �� ����� ��� ������ ��� ��������� ��� ������

����������� ������������ �� �������� ���� ����� �� �������������

�� ����������� ���� �������� �� ��� ��������� �� �� ������ ������������ ���

����������� �� ��������� r �� ������ �� �� ���� �������� �� �������� d̃ ���

���� ��� ��������� �� �������� �� �� �� �������� � �� ���� ������ ����� ����

����� �� ������������� �� ����� �� ����������� ���� ��������� ��� ������� ��

������ �� ����� ���� ����� ���� ������ ��� ��������� ��� ��������� �� �������

���� �������� �� ���������� �� ���� ���� ���� �� ���� ��� �� �������� ��

������ ������ ����� ���������� �������� ���� �� ���� ��� �� ���� ����� ��������

�� ���������� fd ������ ����� ���� �

fd(rd) = 1− tanh([8rd]
3)

�� �������� rd ������� ���� �� �������� fd ��� ���������� �� ����� � ������ � ����

�� ���� �������������� rd << 1 �� ������ �� rd > 1 �� ������ ������ �� ���� ���

������ ����� ���� �

rd =
νt + ν√
UijUijκ2d2

����� �� �������� ����� �����



������������ ��� ����������� ���������� ��

�� Uij ������� �� �������� �� ��������

������ ��������� �� �������� �� ������ �� ���������������� ��� �������� �����

��� �

d̃ = d− fdmax(0, d− CDES∆)

��������� ���� �� ���� �������� �� ������� �� ������������� �������� ��

������ �� �� ������ ������ �� ������ �� �������� ��� ������� ���� �� ��������

�������� ����� ���������� �� ���� � ����������� �� �� ������ ������� �� ����� ��

������ �� �� ������ ������ fd = 1 �� �� ������ ���� ��� �� ���� ����� ��

�������� fd = 0 �� �� ������ ��� �� ���� �����

��� �������������� �� ���������� �� ���������

�� ����������� ���� ����� ������ � �� ���������� ��������� �� ���������� ��

��������� �� �� ��������� ν̃�

�� ��������� ���� �������� ���������� ��� ���� ������ ����������� ��������������

�� ������������ �

∂ν̃

∂t
+ �̃.∇ν̃ + LTRν̃ = ∇.[D∇ν̃] + STR

���� �̃� LTR�D �� STR ���� �������������� �� ������� �������� �� ����� ���������

�� ��������� �� �������� �� �� ����� ������ �� ���������� �� ��������� �� ��

�������� ν̃ ��� �� ���������� ����� ���� �

�̃ = �− Cb2∇ν̃

LTR = Cw1fw(
ν̃

d̃
)2 − Cb1S̃

D =
(ν + ν̃)

σ

��� �� ����� ������ STR ��� ����

���� ����������� ��� ���������� �� ���������� �� ��������� ��������� �� �����

������ �� ������������ �� �� ���������� ������������� �� ��� ���� ������ ��

�� ���� ����� ��� ��������������

����� �� �������� ����� �����



������������ ��� ����������� ���������� ��

����� �������� ��� ���� ������� ���������� ������������������ �� ����� �� ������

���� �� ������ �� ���������� ����� ����� ���� �������� ��� ���������� ���������
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∆t
+(�n−Cb2∇ν̃n).∇ν̃n+1+(Cw1f

n
w(

ν̃n

d̃n
)2−Cb1S̃

n)ν̃n+1 = ∇.[
(ν + ν̃n)

σ
∇ν̃n+1]
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ν̃n+1−ν̃n

∆t
+(�n−Cb2∇ν̃n).∇ν̃n+1+(Cw1f

n
w(

ν̃n

d̃n
)2−Cb1S̃

n)ν̃n+1 = ∇.[ (ν+ν̃n)
σ

∇ν̃n+1]+

Bν̃(ν̃
n+1 − νn+1
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νt =




ν̃fv1 �� ν̃ > 0 �

0 �� ν̃ ≤ 0�

��� ������������ �� ������ �� �� ���� ��� ������� ��������� �� ν̃ ��� �������
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������ ���� �� ������ �������� �� ��� �� ����� �� ���������� ����� ��� S̃ =

S + S̄ ���� S̄ = fv2
ν̃

κ2d2
���� ���� �������� ������� ���� S̃ < 0.3S �� ��� ��

��������� ���������� ������ ���������� �� ����� ��� �������� �� ���� ���� ���
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�� S̃ ��� ������ ����� ���� �

S̃ =




S + S̄ �� S̄ ≥ −Cv2S

S +
S(C2

v2S+Cv3S̄)

(Cv3−2Cv2)S−S̄
�� S̄ < −Cv2S

� ��� ����������� �� �� ��������� ��������� ��

S̄ = fv2
ν̃

κ2d2
; fv2 = 1− χ

1− χfv1
; Cv2 = 0.7; Cv3 = 0.9
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y+ =
yuτ

ν
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����� ���� �

uτ =

√
τw
ρ

avec τw =
√
τ 2w12 + τ 2w23

�������� 2 ����� �� ��������� �x2 ou y� ������� � �� ������ ����� �� 2D τw12 =

µ∂u1

∂y
�
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�� ����� �� ������� �� ���������� ��������� ���� �� ����� �� �������� �����

��� ��������� ���� �� �������� ����� ���� � ����� ������ ��� ���� �� ������ ����

������ �� �� ������ �� ���� �������� ��� ��� ���������� �� ���������� ����

������������ ������ ��� ���������� �� �������� ������������ ���������� ��� ���

�������� �� ���������� ��� ������ �����������

���� yci ��� ������ ���������� �� �������� �� ���� �� ���� ������� �� yi = 1
2
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���������� ����������� ������� ����� �
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(api+1/2
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i−1

yi − yi−1
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i − un

i
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�����

�� u ������� �� ������� �������� � �� ������ F ���������� �� �������� �� �����

���� �� ������� ����� �� ������ ���� �� ���� ������� ������� ��� �� ��������

���������� �� a ��� ��� ��������� ���������� ������ ������������� ���� �����

��������� ���� ��� ��� �������� ����� � ������� ��� ����� �� ���������� �����

������������� �� ������ �� ���� �������� �� ������� ���� ������������ ��

a�

a = ν + νt = ν + (κy)2|S|D(y) ������

���� |S| = ((∂U
∂y
)2 + ∂W

∂y
)2)1/2 �� D(y) = 1− exp[−(y+/25)3]�

�� ������� ��� ������ ��� ������ yi �� �� ��������� a = ν + νt ��� ������ yci�

���� �
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������������ ��� ���������� Ci ��Ai� �� ���� ������ ���� 2 ≤ i ≤ N − 2
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i−1 + Ap
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N−1 = dN−1(b

p
N−1u

p+1
N +dib

p
N−2u

p+1
N−2)+F+

un
N−1

∆tLES

������

����� �

Cp
N−1 = dN−1b

p
N−1 + dib

p
N−2 +

1

∆tLES

������

Ap
N−1 = F + dN−1b

p
N−1uN +

un
N−1

∆tLES

������

���� i = 1 �� ���� ������ �
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� ������ �� ���� �� ���������� τ p+1 �� ������������� �� �� ������� ��

���������� up+1
τ

� ���� �� ����������� (∥u
p
τ−up+1

τ ∥
up+1
τ

< ϵ)

��������� ��� ���� ����� ��� un
N(LES) ��� �� ������� ���������� �� ����� P �

���� ��� �������� ��������� �� ������� �� ����� �������� �� �� �������� ��

�������� F �

������ ��� ������������� ��� �� �������� ���������� �� ���� ������ �� ���

�������� �� ������� ������������ �� ����� B�

��� �� ���������� �� ������� ������� �� �� ������ �� ������� �� ������� ��������

��� ����� �� ��� �����

un,B = un,P (d
2
B/d

2
P ) ������

��� ������� �������� �� ������� �� ����������� ���� ������ �� ����������

�� ������� �� ����� B�

������ �� ������� ��������� ������� ��� �� �������� �� ���� ��� ����������

������� ��� ������������ ��� �� �������� ��� �� ����� B� ���� �� ������� ux ���

������� �� �� ������� �� B ��� ������� X �� uy ��� ������� �� �� ������� �� B

��� ������� Y �

��� ����������� ��� �������� �� ������ �� ��

������� ������

������������� �� ������������ ��� ������ �� ������� �� �� �������� ������

���� �������� ������ ������ �� �������� �� ����� ������� ��� ������������ ��

����� �������� ��� ��������� ���������� �� ������������� ��������� �� �����

����� ����� ��������� ��� ������� ����������� ���� ���������� �� ����������� �� ��

�������� �� ��� ��������� �� ������� � �� ������� �� ����������� ����������� �� ����

���� ��� ������� ��� �� ���� ���������� � ������� �� ������������ ������ ���
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�������� ������ �� �� ����� ������ ���������� ��� ��� ������ �� ������������

�� ��� ��������� ��������� �� ����������� ��� �������� ����� ����� ����������

��� �������� ��� ���������� �� ������� �� ���������� �� ����� ������������� �����

����� �� ������ �� ����� �� ������� �������

����� ����� ��� ������� �� ����������� ����������� �� ������� ���������� �

������ ��� �

� = Σ.� = [−p�+ 2µ�].�

�� � ��� �� ������� ���������� � �� ������� �� ����������� Σ ��� �� ������� ���

����������� �� ������ p �� ��������� µ �� ��������� ��������� �� � �� �������

��� ���� �� ����������� ����� ����� ���� �

� =
1

2
(∇�+∇t�)

�� ����� �� ������ �� ����������� ���������� �� ����� ����� ��� �� ��� ���������

�t =

∫

∂Ωs

�ds =
∫

∂Ωs

([−p�+ 2µ�].�)ds

���� �t ��� ���������� �� ����� ������ ��� �������� ��� �� ����� �� �����������

���� ���������� �� ������� ��� �� ���������� ��������� � �� ��������� �� �������

������ �������� x� �� �t �� �� �������� ��� ����� ��������������� � �� ���������

�� ������������ �������� y��

���� �� ��� ���� ���������� ����������� �� ���� ������� �� ����� �� �������� ���

��������� ���� �������

����� ����� ��� ���� ��� �������� �� �������� ������� �� ������� �� ��������

��������� ��� �������� � �� ��������� �� ����������� �� �� ������ ������ �����

�������� ��� ������� �� �������� �� ��� ��������� �� ������� �� ������ ����� �

�� ������� �� ����������� ���� �� ������ �� ������� ���� ������ ������� σi ��

�������� Γ ���������� �� ��������� �� ���������� ��������� �� �������� �� ��

�� �� ��������� �� �� �� �� ���������� �i �� �� ������� �i ������� ���� �������

������ � ������ �� ���������� �i� ����� ������ ������� �� ������� ������ ������

����� �� �������� ����� �����
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������ ��� � �������������� ��� ������ ��������������� ���� �� ������ ��������

� ������ ���� ������� �� �������� ���������� �� �� ����� �� ����������

����� ���� ����� ����� ���� �

�ik = �i + kα�i ; �� ��������

�i1 ��� ����� � ��� �������� α = (2 ∗ ∆x+∆y+∆z
3

) �� ���������� �i ������� ��

������� �i ����� ����� ��� �� ����� ����� ���������� ��� �������� ���������

α ������� ���� ���������� ���� ����� ������ �� ��������� α ���� ��� ����������

������ ���������� ��� ����������� �� ������������ ���������� �������� �������

��� ���� ������� ����������

�� �������������� ��� �� ������� � ������ �� ���������� ����� ��� ����� �������

����� ������ ������ �� ������ ���� �� ������ � ��� �������� ����������� �� ������

����� ��� �� �� ��� �������� ��� ������� ��� �������� ���� ���������������� ����

�� ��� ��� ������ ������������ ��������� ���� ���������� ��� ����� ����������

������ ��� �� ������������ ��� ������ ������ ��� ��� ������ ����������������� ����

����� ��� �� �������� ��� �������� ������� ��� �������� �� ����������� �� �� ��

��� ������ ���������������� ��� ��� ������ ����������� �� �������

��� ������ �ik(X, Y, Z) �� ������� ��� ���� ��� ������ �� ������� �� �������

���� �������� ��� ������� �� � ������ ������������ �� �������� �� ��� ���������

�� ������� �� ����� ����������� �ik� ���� �� ������ �� � ������ ���������� ��� ���

����� ����� ��� �� ������������� �� ������ ����� ������ �� ������ ���������

����� �� �������� ����� �����
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������ ��� � �������������� ��� ������ �� ��������������� �� ���

��� �������� �� �� ������ ��� �� ����� �� �������� ��ik(x, y, z)� ���� ����� ����

�� ���� ������ �� �ik (k = 1, .., 3) �

U|Pik
= U|Nik

+(
∂U

∂x
)|Nik

(X−x)+(
∂U

∂y
)|Nik

(Y −y)+(
∂U

∂z
)|Nik

(Z−z), k = 1, .., 3

������

��� U ������� �� �������� ��� ���� �������� ���������� ���������� �������� ��

���������

�� �������� ��� ���������� ����������� ��� �� ������ ���������� �� �� ���� ��

���������� �������� �� ����� �� ���� ������ �� �ik�

��� ����������� �� ������� �� ����������� �� 2D ���� ������� ��� �

� =




∂u
∂x

∂v
∂x

∂u
∂y

∂v
∂y


 .

�� ���� ��� ���� ������� �� �������� ������ ����������������� ��� ��������� ����

��������� ���� ���� ������ � ��������������� ��� ��������� �� �������� ��� ������

��������� ���� �������� ����������� ��� ��� ������ �� �������� ����� ������

������ ��� �� ����� �� ��������� � ������ ��� �������� ��������� ����������

������������� ��� ������ ��������������� ��� �������� �� ����� �� ��������
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��� ������ ������� ������ �� ��������� ��� ������ ��������������� �� ������

������ ��� � ������������ ��� ��������� �� ������� ���� �� �������� ������

����������������

����� �� ����� �� ���� ������ �� �ik� �������� �� �������� ���������� ������ �

����������� �� ������ � �� ������� �� ���������� ���� ������� � ������ ��� �������

���������� ��� ������ Pk �� ��������� ��������������� ����������� �������� �

Pi = 3Pi1 − 3Pi2 + Pi3
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�����

������� �� ����� ������� ��� ��������� �� ��������� �� �� ������� �� ������

�������� ���� �� ������ ���� ������ ��������� ���� �� ��� �� ��������� ���� ��

������� ��� ��������� �������� ��� ������ �� �������� �� �� ������������ ��������

�������������� ��� ������ ��������� �������������� �� ��� ���� ������ ����

������� � �� �������� ���������� ������������� � ������ ������ �� ��������

�Re ≤ 1�� ������ ���� �������� ���� �� ��� �������������� ����� ������ �� ��

������ ����� ������ ���� �� ��� ����������������

����� ������ ��� �� �������� �� ������� ��������� ����������� �� �������� ���

���� �� �������� �� ������� �� ������ ��������� ���������� �� �������� ����

��� �������� � ������� ��� �������� �� �� ����� ∆L = N∆X ����� �� ��� �� ���

���� �������� ��������� ��� ��������

�� ���� ������� ��� nb1 �� ������ ���������� ������� �� ������� �� ����������

�� ��� nb2 �� ������ �� ������� ����������� ��� �������� �� �������� ���� ��

������ ���� �� ���� ������ �

� nb1 = Πnb2
N

�� 2D ��� ����� ∆L = 2ΠR
nb1

�� ∆X = 2R
nb2

� ��� ∆L ��� ��

�������� ���� ������� �� �������� ���������� �� �� ������� �� �����������

� nb1 = Π
√
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N
)2 �� 3D ��� ����� ∆L = R

√
4Π

√
3

nb1
�� ∆X = 2R

nb2
� ��� ∆L

��� �� ������� �� �������� �

�� �������� ���������� ���������������� �� ������������ ������ ���� ��������

��� � ������ ���� ������� � �� ��������� �� ������� Cx ��� ��� �

Cx =
8Π

ReD(γ − Log2 + Log(ReD
8
))

����� �� �������� ����� �����



���� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������� ��

γ ������� ��� �� ��������� ������� γ = 0, 577216...� ����� ����������� �������

���� ��� ������� ������� �� ��������� ��� ������� �� ��������� ���������� ��

�������� �������� �

−∇p+ µ∆�− µ

K
� = 0

��������� ��� ������� �� ����� �� �������� ���� ���� �� ����� ���������� ��

�� �������� ���� �� ��� ��������� ������������ �� �������

���� �� ���������� �� �� ������� �� ������ ������� �� 2D� �� ������ ��� ������

�� �������� �� �� �������� ������� �������������� ���� ������ ���� ��������

������ �� 2D� ���� �� ������ �� �������� ���� � Re = 1 �� �� �������

����� ���� ���� �� ���������� �� �� ������� �� ������ �������� � �� ��� ����

�� ������� ����� �� �������� Σ �� ���������� ���� ��������� �� �� ������ ��

�������� �� ������� �� ������ �� ����������� � ������ ���� ��� � �� ������ ��

������ �� ������ ���� ������ ���������� �� ��� ������ ��� ����� ���� ��������

������� �� ��� ����� ��� ��� ��������� ���� ������ �������� �� ������� ��

������� �� ��������� �� ������ �� ������ ��� �������� ������ ��� ��������� ���

����� ���� ��������� ���� �� ������� ����� �����

�� ���� ���� ������� �� ������� ����� ����� ��� �� ������� �� ������ �������

����� ��� � ��� �� �������� Σ ��� ���� ���������

��������� �� �������

����������

��������� �� ������� ���������

(16m/D) (32m/D) (64m/D) (128m/D)

������� ������� ������� ������� �������

∆L = ∆X/2 ∆L = ∆X ∆L = 2∆X ∆L = 4∆X

������� ��� ��������� ��������� �� ����� ���� �� ��� �� �� ������� ��� ��������

�� �������� (16m/D)� �� ��� � ��� ������ �� 2%� ����� ������ ��� ���������

��� �� ����� �� ������������ ��� �������� ��� ��������� ��� ������� � �� ������

���������� ����� ����� �����

�� ������� �� ��� �� �������� �� �������� ����������� ���� �� ��� �� ��� �������

��� �������� �� �������� �� ������ ������� ������ ���������� �� ������ ������

����� �� �������� ����� �����



���� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������� ��

����� �� ��������� �� �������� ���� ����� ��� ���������� ����� ����� ��� ���

�������� ������� ���������� ���� �� �������� ���������� ���� ������ ���� ����

������ ��� �� ��� �� �������� ��������� �� ������� �� �������

����� �� �������� ����� �����
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��� ��� ���

������ ��� � ����������� ����� ��� ������ �������� ������������� �� ������

��������� ��� ��� �� �������� �������� 16m/D ��� ��� �� �������� 128m/D

������� ����� ��� ��� ���������

����� �� �������� ����� �����



���� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������� ��

���� �� �������� ������ �� �� ������� �� ����� ������ �� ������ ������

����� ������� ���������� �� ������ �� �������� ��� ���� �� ������� ��������

�� � ������ ��������� �� ��� �� �������� 2D ����� ��� 250� 500� 1000 �� 2000

��������� �� ����� ������ �� �������� ����� �� �318m/D� �� ������� ��

������ ��� �� ���������� �� ��������� ∆L = ∆X/2�

������� �� ������� ����� � �� ���� ���� ��������� ��� ���� ��� ���������

����� ��� � ��� �� �������� �� ������� �� ������ ���

��������� �� �������

����������

��������� �� ������� ���������

Σ = 250 Σ = 500 Σ = 1000 Σ = 2000

������� ������� ������� ������� �������

∆L = 4∆X ∆L = 2∆X ∆L = ∆X ∆L = ∆X/2

����� ��� � ��� ������� ���� � ��������������� ���� �������� �� ��� ��������� ����

���������� ��������� ����� ����� ���� � ��� ������� �� ��������� �� �������

��� ������ ���������� �� ������ ���������� ���� ��������� ���� ∆L > 2∆X �

��� ������� �� ����������� ����� ��� ������ �������� ������������� �� ����

����������� �������� ��� ��������������

�� ����������� ����������� ��� ���� ��������� ��������� ���������� �� ��������

���������� �� ������ �� ���������� ���������� ��������� ���� ��������� ���

��������� �� ������� �� �� �� �������� � ������ �� ������� �� ������� ���� ���

���� �� �������� ���������� ���������� ���� �� ���� �� ���������� ����������

�� ����������� �� ���� ��������� �������� �� ��������� �� ����������� ����� ��

��������� ��� �� ������� �������� ��� � ��������������� �� � ������������� ��� ������

��� �� ������� �� ���������� ���� �������� �� ��������� �� ������� ������

������ ���� �� �������� �������� ���������� ��� ∆L ���� ������� �� ��������

�������� � ∆X/2 ≤ ∆L < 2∆X� �� ��� ������ �� �� ���������� �� ���� �� ��

�������� �����������

��� ��������� �� ����������� �� �� ������� �� ������ �������� �� � ����� ������

������ �� �������� �������� �� ��������� �� ������� �� �������� �� ������ ��

������� �� ��������� ��� ������� ��������������

����� �� �������� ����� �����
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��� Σ = 2000
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��� Σ = 250

������ ��� � ����������� ����� ��� ������ �������� ������������� �� ������

���������

�� ����� ��� ������ ��� �� ����������� �� ��������� �� ������� ������� �������

� �� ������ ���� �� ��� ������������ ���������������

����� �� �������� ����� �����



���� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������� ��

������ ��� � ������ �������� �� ��������� �� ������� �� �������� �� ������

�� ������� ���� �� ��� �������� ��

���� ������� �� ������� �� ������ ��� ������ �� ��� �� � ������� � �� ��������

���������� �� ������������ �� ������ ������ ����� ������ �� ����� R ������

���� �� ���������� �� ����� ����� ��� ������� U0 ��� �� �������� ����� ���� �

� �� ����� �� ������� ������� �

� Vr = U0[1 +
R3

2r3− 3R
2r

]

� Vθ = −U0[1− R3

4r3− 3R
4r

]

� �� �������� p = pref − 3
2
µU0R
r3

cosθ

������ �� �������� ���������� �� ����������� ������������ ������� �

� u = U0[
3
4
Rx2

r3
(R

2

x2 − 1)− 1
4
R
r
(3 + R2

x2 ) + 1]

� v = U0[
3
4
Rxy
r3

(R
2

x2 − 1)

� w = U0[
3
4
Rxz
r3

(R
2

x2 − 1)

� p = pref − 3
2
µU0

Rx
r3

���� r =
√
x2 + y2 + z2

���� �� ������ �� �������� ���� � Re = 0.1� ����� ��� �� ������ ������ ����

���� � ������ ������ ��� ��� �������� ���������� ��������� ������ ������ ���

���� �������� ���������� ��������� �� ��������� ������ ������ ��� �����

�������� ���������� ����������� ��� ����� ������ ���� ����������� �����������

���� �� ���� �� ������ ������� �� ������� �������� � ������� ��� �������� ��

�� ����� ∆L = N∆X ������� �� �������� ���������� �� ������� �� �������� ���

������ �� ������� �� ������� ����� ������ ��� ������������� ������ ���� �� ���

����� �� �������� ����� �����



���� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������� ��

�� �������� �� ��� ��������� ��� ���� ����� �������� 1/2 ≤ N ≤ 11/8� �� ���

������ ���� ������ ��� �� ������ ������� �� ������ ��� �������� �� ������

�m/D��

��� ��������� ������� ���� ������ ���� �� ������� ���������� ����� �����

����� ��� � ��������� �� ������� ���� ������������ �� ������ ������ �����

������ � ������

CD = 24
Re����

�

1
2

5
8

3
4

7
8 1 9

8
5
4

11
8

CD ������ � ������� ������� ������� ������� ������� ������� �������

����� � � � � � � �� ��

CD ������� ������� ������� ������� ������� ������� ������� ������� �������

����� �� �� �� �� �� �� �� ��

CD �������� ������� ������� ������� ������� ������� � � �

����� �� �� �� �� �� � � �

����� �� ��� �� ���� ��������� ��� ����������� ��� ���� ��������� ���������

���� �� ������� ���� �� ������ ������� �� ������ ��� �� �������� ���������

�� ����������� ���� ��� ����� �������������� �� �� ���� �� ���������� ��� ��

������� �������� ��� � ��������������� �� � ������������� ��� ������ ��� �� �������

�� ���������� ���� �������� �� ��������� �� ������� ������

������������ ��� ��� ��� ��� ��������� � ��� �� ������ ��� ������ ���������� �

2% ��� �� ��������� �� ������� ���� �� ������ � Re = 0.1� �� ��� ��� ���� ������

������� �� ������ �� ������� �� ������ ��� ������� ���� ������� �� �����������

�� �� ������� �� ������ �������� �� � ����� ����������� �� �������� �������� ��

��������� �� ������� �� �������� �� ������ �� ������� �� ��������� ��� �������

������������� ���� �� ��� �� ������ ������ ��� 4500 �������� ����������� �����

��������

�� ����� ��� ������ ��� �� ����������� �� ��������� �� ������� ������� �������

� �� ������ ���� �� ��� ������������ ����������������

����� �� �������� ����� �����



���� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������� ��

������ ��� � ������ �������� �� ��������� �� ������� �� �������� �� ������

�� ������� ���� �� ��� ������ �� ���� ��������

��� ���������� ��������� ������ ���� ��������

�� ����������� ���� ����� ������ � �� ���������� ��� �������� �� ������ �����

����� ���� �� ���������� ������������ ������� ������ ���� �������� ���� ��

������ �� ��������� ���� ��� �� �������� �� �������� �� �� ������� ����� ��

������������� Re = 20 �� ������������ ��������� �������������� ���� �� ������

�� �������� Re = 100� ��� ��� �� �������� 2D ����� ��� 100 �� 500 ��������

���� �������� �� ������� ��� ������ �� ����� ���������� �� ��������� ������

�� ����� �������

���� ������� ���� �������� �� ������ ������ �� ���������� ��������� ������ ��

�������� ����� ������ ������ ������ ���������� ���� �� ���������� �����������

���� �� ������ ������ �� ����� ����� ��� ��� ��������� ���������� �� ������������

�� ������ ��� ������� ��� ����������� �� ����� ������ ����� �� ������������ ���

����������� ���� ��������� ���� �� ������� ������������� 100D × 40D� ������

����� ����������� ��� ����� � ��� �������� ��� ��� ������� ���������� �� �����

������ �� ������� �� ������ �� � ��� �������� ��� �� �������� �� �������� ��

��� ��� ���������� ����� ���� �� ����� �� ������������� �� ����� ����� ���

������������ � �������� �� ���� ��� �������� ��� �� �������� �� ����������� ��

�������� ��������� �� ��� ������� ���� ������ ��� ��������

�� ������� �������� ��������� ������� ��� 572× 296 ��� �� ���� ���� �� ��� ����

����� �� �������� ����� �����



���� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������� ��

������� � ���� ����������������� �� �� �������� ��� 286×148 ��� �� ���� ����

�� ��� ���������� � ��� ������������������ �� ��� � ����� ��� ��� ���� ���������

���� ������ ������ �� �������� ���� �� ��� �������� ���� �∆xmin = 0.7810−2D

��������������� ∆xmin = 1.5610−2D� ���� �� �������� �� ���������������

���� ����� �� ��������� ��� ������� �� �������� ����� �� ������ �� ���������

���� Re = 20� �� �� ������ ��� ��������� ������������� �� ������ �� �����

���� �� ��� ��������� ���������� ������ ����� ����� ��������� ���� �� ������������

�� ��� � ����� ��� ��� ������� �������������� ���� �������� ��� ������� �������
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���� �� ����� �� �������������� ����� ��� �������� ���� ���������� �� ��������

��� ������ ���� �� ��������� ������� ���� ����




yj =
1
a
tanh[ζjargtanh(a)]

avec ζj = −1 + 2(j + 1)/(Ny − 1) et j = 1, ..., Ny

�����

��� a ��� �� ��������� ��������� ������� ����� 0 �� 1 ���������� �� �������� ���

������ �� �������� ���� �� ��������� ������� � ������������� �� ��������� ���

������ a = 0.98346 ���������� ������� 5 ������� ���� �� ���� ������ ���������

�����

���� �� ���������� �� �� ��� �� �� ���� �� �������� 32×68×32 � ��� ��������

��� �������� ��������� ��� �� �������� ��� ����� ���� ��� ������� ���� ���������

���� ��� ���������� ���������� � ������������ �x �� z� ��� ������ ��������� ���� ��

����� �� �������� ����� �����
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��� �� ����� ���� �64×68×64�� ������ �� � ∆x+ = 71� ∆z+ = 18 �� ∆y+ = 1

���� �� �������� ������ ��������� � �� ������
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������ �� ��������� ������������ ��������� �� �������� �� ������������������

��

F n+1
1 = F n

1 + α(Qn+1 −Q0) + β(Qn −Q0) �����

�� F = (F1, 0, 0) ��� �� �������� ����� �� �������� �� Qn ��� �� ����� �����

�� ������������ ������� � ��������� n �� Q0 ��� �� ����� ��������

��� ���������� ��������� ������� ���� �������� �� ����� ����� ��� �� ����� ��

������� ������ ������������ ���� � ���������� ������ ����� ���� ���� �� ����� ��

������� ������� ��� �� ���������� �� ����������� ������ ��� ������� ��� �������

������ �� �������� �� ��������

U0(x, t = 0) = UPoiseuille(y) +Re(0.1U2D(y)e
iαx + 0.01U3D(y)e

i(αx+βx) �����

���� U2D �� U3D ��� ���� �������� ��� �� ������� ��� �� ����� �� ������� U0

��� � ���������� ������

����� ����� ��� ���������� ��� ��� ������� ���� ��� α = 1
Lx

�� β = 1
Lz

������� ������ ��� ������������ �� ������������

�� ������� ������ �� ������������ ������� ���� ��������� ������ �� �������
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< f > (y, t) =
1

LxLz

∫ Lx
2

−Lx
2

∫ Lz
2

−Lz
2

f(x, y, z, t)dxdz �����

������ < u > ������� �� ������� �������� �� ����� ������� �� U �� �������

�����������

�� ����� ����� ��� ����� ��� �

Q =
1

Ly

∫ Ly
2

−Ly
2

< u > dy �����

�� ������� ��������� ������� ��� �

Um =
1

Ly

∫ Ly
2

−Ly
2

< U > dy �����

�� ��������� �� ���������� ��������� �

Cf =
2u2

τ

U2
m

=
τω

ρ
2
U2
m
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������ ��� �������������� �������� �� ������ ���� ��� ������� � �� ����

���������� �� ����������� �� ����� rd �� �� ��������� �� �������� d̃� �� ����

��������� ��� ��� ��������� ������� ��� �� ��� ����� ��� �� ���� ��� �� ����

�� ������ ������ ���� ������������ ���������� �� ��������� ����� ��������� �
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Reτ = uτ δ
ν ≃ 180 ≃ 170 ≃ 179 ≃ 179

Rec =
Ucδ
ν ≃ 3300 ≃ 3164 ≃ 3172 ≃ 3172

Rem = Um2δ
ν ≃ 5600 ≃ 5589 ≃ 5581 ≃ 5581

Cf ≃ 8.18 10−3 ≃ 7.515 10−3 ≃ 8.27 10−3 ≃ 8.27 10−3

Um

uτ
≃ 15.63 ≃ 16.31 ≃ 15.55 ≃ 15.55

Uc

uτ
≃ 18.20 ≃ 18.47 ≃ 17.75 ≃ 17.75

Uc

Um
≃ 1.16 ≃ 1.13 ≃ 1.14 ≃ 1.14

����� ��� � ���������������� �� �� ���������� ��������� �� ������������ ��

���� �� ����� ��������� � Re = 180

��������� ���������� � ������ ��������� ���� ��� ������� �� ��� �� ��� �����

�� ����� ��� ��������� �������� ��� ������ ��������������� �� ������ �� ����

����� �� ���������� Reτ �0.56%� ����� ��� Rem �0.34%�� �� ������ �� ����

����� Rec ���� ��� �� ������� �������� ������� ��� �� ��� ���� ���������

����������� �3.88%��

��� ��������� ���������� ������� ��� �� ��� �� �� ���� ���� ����� ��������

��� ������������ ������� ��� ���� �� ��� ���� �

Cf = 0.073Re−0.25
m et

Uc

Um

= 1.28Re−0.0116
m

�� ������ Uc

Um
��� ������������ �� 1.72% ��� ������� � �� ���������� �������

�� ��� �� ��� ����� ���� ������� ��� �� ����� �� ������� ������� ������ ���

���������� ���� ���� ���� �� ������ �� ����� ��� ������� �� ����� �� �������

�������� ���� ��� ���� ����� ���� �� ����� ���� ��� �������� �� ����� �� ��

������� ������� �������� ���������� ��� �� ������� ��������� �� �������� �� ��

�������� � �� ����� ��������� ��� �� ������������ �� ������

��� ��������� ������� ��� �� ��� �� �� ���� ���� �������� ��� ������� ��

��� �� ��� ����� ��� ������ �� �� ������� ������� �� ����� ������� ����������

����� �� �������� ����� �����



���� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������� ���

���� ��� ����� ���� �� ������ ��������� �� ��������� �� ��� ����� �����������

���� �� ���� �� ������ ������ � ��� ��������� ���������� �� ��� ����� ������� ��

����� ���� ��� ��������� ���������������� ��������� ���������� ���� �� �����

�� ���������� ��� �� ����� �� ����� �� ������� ������� ������ ��� ��� ���

������� ��� �� ���� �������� �� ����� �������� ��� ������� � �� ����������

��� �� � �� ����

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

<U
>/

U
m

y/δ

DNS Kim et al. [23]
LES Lubin [34]

DDES
DES

������ ���� � ����� �� �� ������� ������� ������������� ������������� ���

�� ������� ��������� ������� �� �������� �� y/δ

����� �� �������� ����� �����



���� �� ������ ��� ������� �� ������ ���������� ���

��� �� ��������� ��� ��������� ����������� ���� ��� ���� �� ����� ���������

�� ������� ������� ��� ��������� �� ������ �� ����� �� �� ��������� ��� �������

������������� ���� ����� ��� ����������

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0.1  1  10  100

<U
>/

U
m

y+

DNS Kim et al.[23]
LES Lubin [34]

DDES
DES

������ ���� � ����� ������������� �� �� ������� ������� ������������� ����

���������� ��� �� ������� ��������� ������� �� �������� �� y+
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�������� �� �������� ��������� ���������� ����� ������ �� ���������� ��� ����

����� �� ������ ����� �� �������� ��� �� 740× 400 ���� ∆xmin = 6.25 10−3D� ��

��� �� ����� ��������� ������������� �∆t+ = ∆tU0/D� ��� ��� � 10−2� ��

������ �� �������� �� ������������ ��� ���� ��� �� �������� �� �������� �� ��

������� ������� �� ��������� ������� �� ������������ �Re = UD
ν

��

���� ����� ������ ��������� ������� �� �������� ������������� � ��� �������

�������������� �������� �� �������������� ������ ��������

��� �� ������� ������������ ������������ ���� �� ������ ������� �� ���� � ����

����� �� �������� ���� �� ������ ������� �� ������� ������ �� ������ �� �� ����

������ ������ y ��� �������� ����� ���� �

Re =
UD

ν
, CF = 0.026(Re)−1/7, τw =

CFρU
2

2
, Uτ =

√
τw
ρ

et y =
y+µ

Uτρ

���� �

y =
y+D√

0.013(Re)13/7
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��� � ��� ���������� ���������� ���� ������ ��� ���� �� �� ������ ������ ��

���� �� ������

��� ������������� �� �������� ��������� ���� �� ����� ����������� 9.22� ����

������� ����������� ��� ������� �������������� ������ ����� ���������� �������

������ ������ ��������� ��� ��� ����� ���� �������� �� ���� ����������

���� �� ����� ��������� �� 14.24������� ����� �� ��������� �� �������� ���� ��

�������������� ������� ��� ���������� �� ������������ �� ���� �� ������ �����

���������� ����� ��� ������� ��� �� ������� �� ����� �� ����� ���� � �� ���� ��

����� ������������ ������ ��� ��� ������� � ������ �� ������ ���� �� ��������
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�������������� ��� ��������� ������� ����� �� ������� ������ ���� �� ���� ��

���� �� ����� ��� �� ������ �� ����� ��� ����������� �� ������������� ������

��������� � ���������� �� ������ �� ����� ���� �� ������������ �� ����� ����

������� �� ��� �������� �� �������� ���� �������� ��� �������� ���������

�� ����� �� ������ �� ����� ���� �������� �������������� ����� �������� ����

������������ �� ���� ��� ���� ��������� ������� ���������� � �� ������ ��� ��

������� ��������� �� ������ ��� ��������� �� ������ ������ ���������� �

∂

∂xn

[(ν + νt)
∂ui

∂xn

] = Fi �����

���� Fi =
1
ρ

∂p
∂xi

+ ∂ui

∂t
+

∂uiuj

∂xj

���� ��� ��������� n ������� �� ��������� ������� � �� ����� �� �������� i

�������� ��� ���������� ������������� �� ���� �������� �i = 1, 3��

���� �� ������� ������ ������� ��� ������� �� ��������� �� ��� ����� �� ����

��� ������ �� ����������� �� ������� �� � ������ Fi = 0�

��������� �� ������ �� ����� �� ������������ �� ����� ���������� �� �� ��������

�� �������� ��������� ��� ���� ������������ ���������� ���� �� ��������� ����

�� ���������� ��� ����������� �� �������� ����������� �� �� ���� �� ����� ��
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�� ��� ��� ��� ������� � ���������� �������������� ���� �� ���������� �� ��
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�� ������ ���� ��� ��������� ����� �� �� ����������� ���� ��������

�� ������ ��� ��� ����� ������ ���� ��������� ��� ������������ ������������ ���

��� �� �������� �� ������� �� ������� ���� � ������ �� ������������ �� ����

���� ������� �� ������������ ��������� ���� �� ����� �� ������ ���� �������� �

Re = 3900� ���������� �� ������ ������� �� ����� ��� ����������� ���������

����� ���� �� ������ �� ���� �������� ������� �������� ���� ��� ���������� ������

�� �������� �� �� ���� �� ������ �� ����� ���� � ������ �� �����������

�� ����� ������������ �� �� �� ���������� �� ���� ��� ��������� �� ����� �� ��

������������

�� ������� ��� ������� ��� ����� �� ������������ �������������� ������ ����

����� ���� � Re = 2106� �� ��������� �� �������� ��������� ������������ �����

���� ������ ������ ��� ���� ������ ������ ��� �� �������� �� ������ �� �����

��� ���� ��� �� ������� ������������ ��������������� ������ �� �� ���������
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����� ���������� �� �� �������� �� �������� �� �� ���� ��� �� ����� �� ������� ��

������ ��� ������������ ����������� �� ������ ����� ����������� �� ���������

��� ������������ �� ���� �������� �� ������ �� ����� ���� ��� ��� �����������

��� ������� ���������

����� �� �������� ����� �����



������ �

�������� ������ �� ������������ ������ ���� ���
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�� ���������� �� ���������� �� ������ ��� �� ������ ���� ������������ ������

���������� ������ ����� ������ �� ����� R �� � ������� � �� ������� ������� ��

������ ���� �� ������� F = 6ΠµRU∞� ���������� ������������� �� ���������� ��

������ ���� ������� �� �������� ������������� � ������������ ��������������

������ ���� ��������� ���� �� �������� ��� ���������� ��� �������� ��� �� ������

����� �� ����� ������� �� �������� �� ������� ��� ����� ����� ������� ���� ��
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����� ���� �� ���� � �������� �� ������ ����������� �� �� �������� �� �������

��� ���������� �� ������ ����� ��� ��� ����� ������������� �� ���������� ��

��������� ���� �� ������ �������� �� ���������� ��� ����� ��������� ���������

�� �������� ��� ������ ���������� �������� ���� ���������� �� ������� ����������

���� ������ ��� ��� ������ �� ����������� ������ ������� ���� �� ����������

�� �� �������� ����� �� ���������� ��� ������ ��������� (�.∇)� ���� ����������

�� ������������� ������ �� �� ������� � ��������(U∞.∇)��� �� ��������� �����

�������� ����� � ������ �� �������� �� ������������ ������ ����� ������ ��

���� ����� �� ���� ����� �� ������� � ����� ������ ������������ 2D ������ ����

���������

�� ������� � ��� ����� ���� ��������� ������������� �� �������� ���������� ���
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��������� ��� ��������� ��������

���� �� ��� ����� �� �� ������� �� �������� �� �������� ������ �� ������������ �

������ ������ �� �������� �Re −→ 0� ������ ���� �������� ������ ����� ����

�� ����� �� �������� ����� ������� � ��� ������ ��� ������ �����

��������� ��� ������� �� ����� �� �������� ���� ���� �� ����� ���������� ��

�� �������� ���� �� ��� ��������� ������������ �� �������

�� ������ �� �������� �� ����� ���� ���������� ������ ���� �������� �� �������

���������� �� ����� R = 1 ��� ��������� �� ����� �� �������� �� �� ��������

���������� �� ���������� �� ����� �� ������� �� �� ������� ��� �� ����� �� ���

����� �������� ���� �� ������ ��� �������

�� ������� ��� ������������ �� ����� �� �������� ��� �������� �� �������

U∞ = 1� �� �� ������� ���� ��������������� ���� ���������� ������������ ��

���� ������ �Re → 0�� ���������� ���������� �� �������� ��� ����� �� ������

��� �

−∇p+ µ∆�− µ

K
� = 0 �����

���� �� ��� ����� �� ������� �� ���������� �� ��������� ����������������� �����

����� �� ��������� �� ����������� �� ��� ������� �� ���������� �� �����������

�������� (r, θ)�

�� �������� �� ������� ψ��� ������ � ������ ��� �������� �������� ur �� �������

������� uθ �� ������� � ���������� ���������� �� ���������� ∇.� = 0�

ur =
1

r

∂ψ

∂θ
, uθ = −∂ψ

∂r

�� ����������� ��� �������� ω ��� ����� ��� �

ω =
1

r
[
∂ruθ

∂r
− ∂ur

∂θ
]

�� �������� ���� ��� ��������������� �� ����������� �� ������� ���� ���� ����� �

ω = ∇2ψ

����� �� �������� ����� �����
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������� ��� ���������� �� ��������� ��������� �� ����� ��������� �

∇4ψ − λ2∇4ψ = 0

�� ��������� λ �������� �� ������������ �� ������ ������ �� ���� �� ��������

�λ2 = R2

K
��

�� �������� �������� �� ���������� ���������� ��� �� �� ����� �

ψ = [
A

2λ2

1

r
− B

λ2
r + CK1(λr)]sinθ

�� K1 ��� �� �������� �� ������ ������� �� ���� �� ��� ���������� A� B �� C

���� ����������� ��� ��� ���������� ��� ������� ���������� ���������������� ��

����������� ��� �� �������� ������ �� �� ������������ ���� �� �������� ��������

���� �

� r = 1� ∀θ� ur = 0

� r = 1� ∀θ� uθ = 0

� r → ∞� ∀θ� ψ → rsinθ

�� ��������� ������ � ������� ��� ������� �� ������������ ��� ���������� �������

��� ��� �������� ������������ (u = U∞, v = 0)

�� ���� 



ur =
1
r
∂ψ
∂θ

= U∞cosθ

uθ = −∂ψ
∂r

= U∞sinθ

������������� �� ������� �� ��� ��������� ����� θ �� r ����� �




ψ(r, θ) = U∞rsinθ + f(r)

ψ(r, θ) = U∞rsinθ + g(θ)
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ψ(∞, θ) = rsinθ
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A

2λ2
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r
− B

λ2
r + CK1(λr)]|r=1cosθ = 0
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[− A

2λ2

1

r2
− B

λ2
+ C(−λK0(λr)−

K1(λr)

r
)]|r=1sinθ = 0

−B

λ2
= 1
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ψ = [−(1 +
2K1(λ)

λK0(λ)
)
1

r
+ r +

2

λK0(λ)
K1(λr)]sinθ
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r
[−(1 +

2K1(λ)

λK0(λ)
)
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r
+ r +
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λK0(λ)
K1(λr)]cosθ

uθ = −[1 + (1 +
2K1(λ)
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)
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r2
(ur + 2

∂uθ
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(uθ − 2

∂ur

∂θ
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∂2f
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r
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∂2f
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∂2ur

∂r2
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∂r
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∂2ur
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− 2

r2
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)
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∂uθ
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Tx = µU∞
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(−pcosθ − µ
∂uθ
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sinθ)dS
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Cx =
Tx

ρU2
∞R

=
2Π

ReD
(2.λ2 + 4

K1(λ)λ

K0(λ)
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ReDK0(λ)
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8Π

ReD(γ − Log2 + Logλ)
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K0(x) = −(Log(x/2) + γ)I0(x) +O(x2)

I0(x) = 1 + x2/4 +O(x4)

γ ������� ��� �� ��������� ������� γ = 0, 577216...� ���� λ = ReD
8
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CLamb
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
 Vr

Vθ


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
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− sin θ cos θ




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V


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