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Résumé

Cette these traite de la veéri cation formelle de systémes critiques ou la correction du
systeme dépend du respect des contraintes temporelles.

La premiére partie étudie la modélisation et la véri cation formelle par model-checking
de systémes temps réel dans le contexte de l'industrie aéronautique et spatiale.

La deuxiéme partie décrit notre méthode d'exploitation des symétries pour les réseaux
de Petri temporels. Nous dé nissons un opérateur de composition symeétrique pour la
construction de réseaux. Puis nous proposons des solutions pour la construction d'espaces
d'états quotients par la relation d'équivalence induite par les symétries. Notre méthode
s'appliqgue aux réseaux de Petri, temporels ou non. A notre connaissance il s'agit de la
premiere méthode applicable aux réseaux de Petri temporels. Des résultats expérimentaux
encourageants sont présentés.






Abstract

This thesis deals with formal veri cation of critical systems where the system's correc-
tion depends on compliance with time constraints.

The rst part studies the formal modeling and veri cation by model-checking of real-
time systems in the context of the aerospace industry.

The second part describes our method for symmetry reduction of Time Petri Net. We
de ne a symmetric composition operator for building Net. Then we present our solution
for construction of quotients of the state spaces by the equivalence relation induced by
symmetries. Our method applies to Petri nets, temporal or not, but to our knowledge
this is the rst methodology for Time Petri Nets. Encouraging experimental results are
presented.
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Introduction générale

Ce manuscrit présente mes travaux de thése, nancés par le dispositif de Conventions
Industrielles de Formation par la REcherche (CIFRE). Elle a été réalisée au sein de l'en-
treprise Thales Avionics en collaboration avec I'équipe VERTICS du LAAS-CNRS. Le
référent industriel est Eric Jenn (Thales avionics) et les directeurs de théses sont Bernard
Berthomieu(LAAS-CNRS) et Francois Vernadat(LAAS-CNRS).

Thales Avionics S.A. est une société +uvrant dans le domaine des systémes avioniques.
Elle compte plus de 6000 salariés qui permettent & la société de fournir des systémes
complets d'électronique de vol. Thales Avionics est un fournisseur important des plus
grand avionneurs mondiaux, Airbus, Boeing, Sukhoi, ...

L'équipe VERTICS, pour Véri cation de Systemes Temporisés Critiques, travaille au-
tour des techniques de description formelle des systémes informatiques critiques. Elle est
spécialisée dans les modeles temporisés et notamment la véri cation par model-checking
des réseaux de Petri temporelsTP N pour "Time Petri Net").

Mes travaux se situent aux croisements de ces thématiques : ils portent sur la véri-
cation formelle par model-checking dans le contexte des systémes avioniques. La these
est organisée en deux parties. La premiére traite des spéci cités avioniques et présente un
exemple de véri cation par model-checking sur une fonction avionique, la deuxiéme partie
propose une méthode de réduction par symétries pour |[eEEP N.

La premiere partie se consacre aux systemes avionigues qui sont les systémes élec-
troniques, électriques et informatiques embarqués dans un avion et indispensables a son
fonctionnement. Nous ne nous intéressons qu'aux systemes informatiques qui sont temps
réel et critiques. Ces systémes doivent garantir un trés haut niveau de s(reté de fonction-
nement. Cette exigence les soumet a de fortes contraintes réglementaires qui en structurent
la réalisation. En conséquence, l'utilisation des méthodes formelles s'inscrit dans des pro-
cessus industriels guidés par un objectif élevé de sireté de fonctionnement.

Le premier chapitre présente les outils théoriques et pratiques utilisés dans cette thése
pour la véri cation par model-checking. L'objectif du model-checking est la véri cation
de propriétés d'un systéme. Ces propriétés sont généralement spéci ées par des formules
logiques. En particulier, les logiques temporelles, linéaires ou a branchements, permettent
d'exprimer des propriétés sur les états/transitions passés, présents ou futurs qu'un sys-
téme peut/doit atteindre. Le comportement du systéme est formellement modélisé, via des
automates, réseaux de Petri, algébres de processus, ... Nous nous concentrons sur les mo-
déles temporisés, les automates temporisés et les réseaux de Petri temporels. La principale
limite a Il'utilisation du model-checking est liée au probleme de I'explosion combinatoire:
le nombre d'états augmente de fagon exponentielle en fonction de la complexité du sys-
téme. Il existe plusieurs techniques de lutte contre I'explosion. Nous donnons un panorama
des techniques référencées dans cette thése. Les expérimentations réalisées l'ont été grace
au langage FIACRE et a la boite & outils TINA qui sont nalement présentés dans ce
chapitre.

Le second chapitre présente comment les méthodes de véri cation formelles, et en parti-
culier le model-checking, peuvent étre utilisées pour la véri cation des systémes avioniques.
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Aprés un rappel sur les contraintes reglementaires, liées a la problématique de certi cation
et structurantes pour les systémes avioniques, il donne des exemples de cas d'utilisation
tirés de la littérature. Sans donner de régles générales, ces exemples dessinent un cadre
dans lequel I'utilisation des méthodes formelles optimise les activités de véri cation d'un
systéme avionique.

Nous présentons dans ce chapitre une application de FIACRE/TINA a la modélisation
et véri cation formelle par model-checking de contraintes temporelles dans un contexte
avionique. Précisément, nous véri ons dans cette étude de cas des propriétés non fonc-
tionnelles qui émergent de la nature localement synchrone et globalement asynchrone des
architectures avioniques. Cet exemple de modélisation et véri cation formelle est la pre-
miere contribution de cette thése. Il a fait I'objet d'une publication lors de la 25-ieme
édition du symposium IEEE "Software Reliability Engineering Workshops (ISSREW)"
sous le titre :

Model-Checking Real-Time Properties of an Auto Flight Control System Func-
tion [1]

Cette contribution montre qu'une des armes contre I'explosion combinatoire est la
modélisation. Le choix des abstractions dans la modélisation a un fort impact sur la taille
de l'espace d'états. Lorsqu'elles sont bien choisies, les abstractions permettent de véri er
les propriétés e ectivement.

Le reste de la these se concentre sur une méthode de lutte contre I'explosion combi-
natoire qui exploite les symétries structurelles. C'est I'objet de la deuxiéme partie et la
principale contribution de cette thése.

La deuxieme partie propose une méthode de réduction par symétrie pour IeEEPN.

Le concept de symétrie est utilisé dans divers domaines scienti ques ou artistiques. Ce
concept permet d'étudier les propriétés d'un objet modulo certaines transformations qui
laissent invariantes ces propriétés. Nous reprenons l'idée que les symétries peuvent étre
utilisées pour la réduction des espaces d'états. Les symétries sont formalisées en mathé-
matique par la théorie des groupes. Le premier chapitre donne les éléments de théorie
des groupes nécessaires a la compréhension de cette thése. Nous utilisons dans ce manus-
crit les notions de groupe de permutations et d'actions de groupe. Ces notions donnent
un cadre formel abstrait dans lequel s'inscrit notre méthode de construction des réseaux
symétriques. L'action d'un groupe sur un ensemble est un concept puissant trés utilisé
en théorie des groupes. En particulier, les actions de groupes permettent de faire le lien
entre la notion géométrique d'orbite et celle plus algébrique de stabilisateur. Pour ce qui
nous concerne, les actions permettent de calculer les symétries des réseaux de Petri et
sont fondamentales pour I'exploitation des symétries pour la construction d'espace d'états
réduit.

Le deuxiéme chapitre est un état de I'art sur les méthodes de réduction par symétrie
dans le model-checking. La méthode de réduction par symeétrie exploite les symétries d'un
systéme pour minimiser le nombre d'états a explorer. Cette méthode construit un quotient
de l'espace d'états par la relation d'équivalence induite par les symétries du systéme.
Lorsque les applications ont des structures symétriques, ce qui est généralement le cas
pour des applications de taille importante, la réduction par symétrie peut contribuer a la
réduction de I'explosion combinatoire. Le facteur de réduction est proportionnel & la taille
du groupe lorsque le systéme est totalement symétrique.

Deux problémes se posent alors pour l'utilisation des symétries. Le premier est d'iden-
tier les symétries d'un systeme, soit automatiquement, soit a partir d'annotations du
modele. Le deuxieme probléme est I'exploitation de ces symétries pour la réduction de
I'espace d'états. Dans ce chapitre nous présentons les méthodes existantes pour les mo-
déles non temporisés et temporiseés.

Le troisieme chapitre décrit la deuxiéme contribution de cette thése. Nous proposons
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une nouvelle méthode pour la construction de réseaux de Petri avec symétries. Nous dé -
nissons un opérateur de composition symétrique qui étant donné un group& de permu-
tations, k réseaux de Petri composants et des spéci cations de synchronisation est capable
de construire un réseau dont le groupe de symétries est isomorphe@, sans contrainte
sur les synchronisations. Cette derniére propriété démarque notre approche des construc-
tions existantes basées sur les annotations, ou des contraintes sur les synchronisations
restreignent la classe des réseaux que I'on peut construire. Notre construction est précise
dans le sens ou la structure du groupe calculée est connue ce qui permet de choisir une
stratégie de réduction adaptée. Elle est générale car elle supporte des groupes de per-
mutations et des synchronisations arbitraires. Elle est plus e cace que les méthodes de
détection automatiques mais moins que les méthodes par annotation.

Cet opérateur de composition fait face a quatre problémes principaux. Le premier est la
taille exponentielle des groupes. L'opérateur est capable de calculer un groupe de symétries
de N isomorphe aG a partir de I'ensemble générateur deG. La taille d'un ensemble
générateur est bornée patogjGj, mais en pratique une dizaine de générateurs est souvent
su sant. Le deuxieme probléme est lié a I'aspect compositionnel de la construction. Les
k composants utilisés peuvent étre localement symétriques. Il n'est pas possible d'ignorer
ces symeétries. Notre opérateur de composition permet de "lier" ces groupes de symeétries
par la dé nition d'action de sous-groupe de G sur les composants. Le troisieme probléme
est du aux synchronisations. Les synchronisations modi ent la structure du réseau et ces
modi cations peuvent briser les symétries. Notre opérateur de compaosition est capable de
calculer I'ensemble des synchronisations nécessaires pour gdesoit symétrique a partir
d'un échantillon de synchronisations. Le dernier probléme est lié & la structure des systémes
que l'on souhaite modéliser. Ces systémes ne sont pas en général totalement symétriques.
L'opérateur de composition ore une granularité susamment ne pour permettre de
construire des réseaux symétriques dont certains sous réseaux n‘ont pas de symétrie.

Le quatriéme chapitre donne la troisieme contribution de cette these. Il s'agit d'une
méthode qui permet d'exploiter les symétries pour construire le quotient d'un graphe des
classes d'unT PN. Nous montrons que les symétries d'urT PN N induisent des symétries
sur le graphe d'états deN mais aussi des symétries sur le graphe des classes e Ce
résultat prouve I'existence d'une relation d'équivalence sur les classes du graphe des classes
de N. Aprés avoir remarqué qu'aucune méthode de réduction n'existait pour lesSTPN,
nous discutons de I'applicabilité des méthodes de réduction existantes pour les modeéles
non temporisés pour constater que la plupart de ces méthodes, en tout cas les méthodes
e caces, ne s'appliquent pas aux TP N.

Cela s'explique par la dimension temporelle de§ P N, capturée par un domaine de tir,
c'est & dire un ensemble de contraintes sur les dates de tir des transitions. Ce domaine de
tir est généralement implémenté par une matrice de di érences indicée par des transitions
sensibilisées. En conséquence, en considérant I'état global comme un vecteur (ie: en "li-
néarisant” la matrice), chaque transition contribue par plusieurs indices dans ce vecteur.
Cela invalide I'hypotheése faite par les méthodes pour les modéles non temporisés ou il y a
une bijection entre les éléments permutés du modéle et les indices du vecteur d'états. Par
exemple, dans le cas des réseaux de Petri, I'état est un vecteur de marquages indicé par
les places.

La méthode que nous proposons repose sur la dé nition d'un ordre total sur les tran-
sitions de méme intervalle statique et sensibilisées par un marguage. Comme les symétries
préservent les intervalles statiques, nous pouvons ordonner les transitions équivalentes par
symétrie. Cet ordre total exploite un invariant sur les di érences entre les transitions
dans l'algorithme de calcul incrémental des classes d'états. Il est alors possible d'abstraire
I'information temporelle associée a ces transitions par leur position dans I'ordre ce qui
rend applicable les méthodes des modeéles non temporisés. Parmi les méthodes disponibles
nous implémentons celle dite du calcul du représentant canonique. Le calcul du repré-
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sentant canonique suppose l'existence d'un ordre total sur les classes équivalentes. Nous
montrons l'existence de cet ordre qui se déduit de celui sur les transitions équivalentes.
Finalement, nous dé nissons une classe de réseaux, dite classe des réseaux a composants
disjoints (RCD), dans laquelle le calcul du représentant canonique est applicable. Cette
dé nition généralise des résultats existants dans le contexte du model-checking non tempo-
risé et des automates temporisés. Nous donnons des conditions su santes sur l'opérateur
de composition symétrique qui permettent d'obtenir des réseaux a composants disjoints.
Les principaux résultats de ce chapitre ont fait I'objet d'une publication lors de la
30-iéme édition du symposium ACM "Symposium on Applied Computing" sous le titre :

Symmetry reduced state classes for time petri netf2]

Le cinquiéme et dernier chapitre présente I'implémentation d'un prototype pour l'opé-
rateur de composition symétrique avec lequel ont été construits tous les réseaux illustrés
dans cette these. Il présente aussi une premiere version d'une implémentation dans TINA
de la méthode de réduction. Des résultats expérimentaux encourageants sont présentés.
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Le model-checking [3, 4] est une approche automatisée permettant de véri er qu'un
modeéle de systéme est conforme a ses spéci cations. Le comportement du systéme est
formellement modélisé, via des automates, réseaux de Petri, algebres de processus, ... et les
Spéci cations, exprimant les propriétés attendues du systeme, sont formellement exprimées
par exemple via des formules de logiques temporelles.

En pratique, les propriétés du systéeme sont souvent classées en deux grandes catégories
informelles. Les propriétés desdreté énonce qu'une situation particuliére ne peut étre
atteinte. Les propriétés devivacité énonce quelque chose de mauvais (ou de bon) qui nira
par se produire [5].

Le model-checking permet de décider si une structureM satisfait une propriété |,
exprimée comme une formule logique. La satisfaction de par M est notéeM E . Par
extension, le systéme satisfait ses spéci cations si le modéle formel de son comportement
satisfait les formules logiques exprimant les propriétés attendues. Suivant les types de
logiques considérés : le comportement correspond a toutes les séquences issues de I'état
initial (logiques linéaires) ou au graphe des états accessibles (logiques arborescentes).

La Figure 1.1, tirée de [6], donne un apercu simpli é du cycle d'utilisation du model-
checking. Le cycle peut se diviser en trois phases :

1. Modélisation formelle du comportement du systéme
2. Expression formelle des propriétés attendues

3. Si une propriété n'est pas satisfaite, un contre-exemple est produit qui décrit un
scénario possible d'erreur (i.e de violation de la propriété).
L'analyse de celui-ci aide a apporter les corrections nécessaires que ce soit sur la
modélisation du comportement du systéme ou sur I'expression formelle des propriétés
attendues.

Ce cycle est répété jusqu'a ce que toutes les formules, c'est a dire toutes les spéci ca-
tions, soient véri ées.

—- .
—-

Figure 1.1: Cycle d'utilisation du model-checking

La gure précédente est volontairement abstraite. Nous verrons, un peu plus loin, que
les algorithmes de véri cation ne procédent pas directement sur la modélisation (implicite)
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du comportement (via réseaux de Petri, Automates, . ..) mais nécessite une représentation
explicite - y compris symbolique et/ou partielle - de celui-ci a travers son graphe d'états qui
sera encodé sous forme de structure de Kripke. La nécessité d'expliciter le comportement
du systéme sous forme de structure de Kripke dont la taille explose combinatoirement
limite fortement I'applicabilité de ces méthodes.

Nous verrons que, suivant le cas, il n'est pas toujours indispensable de construire la
totalité de cet espace d'états et que la véri cation de la propriété peut étre menée de front
avec la construction de I'espace a véri er; on parle alors de véri cation a la volée.

Le cas des systémes temporels est singulier puisque leurs espaces d'états sont générale-
ment in nis. A n de pouvoir leur appliquer les techniques de véri cation exhaustive - type
model-checking - il est nécessaire de disposer d'abstractions nies de leurs espaces d'états.
Les abstractions les plus connues pour les automates temporisés et pour les réseaux de
Petri sont présentées dans les sections 1.2.2 et 1.2.3, respectivement .

La section 1.3 présente quelques pistes pour contourner les problémes d'explosion com-
binatoire.

1.1 Logiques temporelles

Les logiques temporelles permettent d'exprimer des propriétés sur les états/transitions
passés, présents ou futurs qu'un systeme peut/doit atteindre. A cet e et, elles orent
des opérateurs temporels spéci ques, des modalités, tels quealement ou jamais, qui
permettent de décrire des ordres entre les événements/états sans pour autant introduire
le temps explicitement. Pour ces logiques, le temps est une donnée abstraite qui n'est
pas quanti ée par opposition aux logiques temporelles temporisées qui permettent de
manipuler explicitement le temps.

D'un point de vue plus théorique, on peut distinguer deux grandes familles de logiques
temporelles. Ces deux familles, arborescentes et linéaires, sont distinguées par la nature
de la relation d'ordre associée au temps que I'on considére. Cet ordre capture I'antériorité
temporelle entre les états/événements et :

Si l'ordre est total, le comportement du systéme est vu comme un ensemble de
séquences d'exécution et la spéci cation se fait via les logiques temporelles linéaires.
La logique LTL (Linear time Logic) 1.1.2 constitue un exemple de ces logiques.

Si l'ordre est partiel, le comportement du systéme est vu comme un graphe et la spé-
ci cation se fait via les logiques temporelles arborescentes. la logique CTL (Condi-
tional/Computer Tree Logic) 1.1.3 constitue un exemple de ces logiques.

Les pouvoirs d'expression des logiques arborescentes et linéaires sont incomparables.
Les propriétés de silreté et de vivacité sont expressibles tant en LTL qu'en CTL. Les pro-
priétés d'équité, qui énoncent que sous certaines conditions quelque chose aura lieu un
nombre in ni de fois, ne sont expressibles qu'en LTL. Les propriétés de potentialité, qui
permette par exemple d'énoncer le fait d'étre réinitialisable, ne sont expressibles gu'en
CTL. Sans vouloir étre exhaustif, mentionnons la logique CTL qui o re le pouvoir d'ex-
pression de LTL et de CTL.

1.1.1 Dé nitions

Structure de Kripke

La sémantique des formules de logiques temporelles est dé nie sur lasructures de
Kripke (KS). Nous noterons AP un ensemble de propositions atomiques.

Dé nition 1.1.  Une structure de Kripke (KS) est un quadruplethS;R;s; i, ou :
S est un ensemble ni d'états;



R est unerelation de transitions sur S; et
Sg 2 S est |'état initial.

| une valuation S 7! 2P | qui & chaque états 2 S associe un sous-ensemble de
propositions atomiques.

La taille de KS est dé nie par jSj + jR].

Chemins d'exécution

Soit M = hS;R50;1i une KS sur un AP. Un chemin ni est une séquence non vide

d'états sp;:::;sn1 de S telle que(si;si+1 ) 2 R pour tout i 2 [0;n  2]. La longueur de
estn, notéej j = n. Un chemin in ni est une séquence innie = (So;sy;:::) d'états de
S telle que (sj;si+1) 2 R pour tout i 0. On note ; |'état a la position i dans et '

est la queue de qui commence & ; ( ' = (si;Si+1 ;::2). Un chemin de M est maximal
si il ne peut pas étre étendu (il est in ni ou se termine sur un état sans successeur).

1.1.2 LTL

La logique linéaire est composée de quatre opérateurs temporels de base permettant
de décrire des propriétés d'un chemin. Deux de ces opérateurs permettent de tous les
construire. Le premier, noté  (next), requiert que la propriété soit vraie a I'état suivant;;
le deuxiéme, notéU (until ), requiert qu'une propriété soit vraie jusqu'a ce qu'une autre
le devienne : la formule est vraie ¢ U ; si la propriété  est vraie a partir de I'état
initial et reste vraie jusqu'a ce que 1 le devienne. Les deux opérateurs restants sont le
(eventually) qui requiert qu'une propriété soit véri ée dans un état futur etle  (always)
qui requiert qu'une propriété soit véri ée dans tous les états du chemin.

Syntaxe
Soit p une propriété sur I'ensembleAP, alors une formule LTL est une formule de la
forme :

=pico o1 2] 11U 2 ]

Sémantique

La sémantique des formules de LTL se dé nit sur I'ensemble des chemins in nis
d'une KS, comme indiqué dans la Table 1.1.

M E si et seulement si, pour tout chemininni dans KSona F avec:

Fp i p2i(o)
F: i 6
F o1_ 2 F 1_ F 2
F iji>tlet 'F
F 1U > i lexiste k; 0 k< ]| avec KE setpourtouti; 0 i<
ki "F 1

Table 1.1: Sémantique de LTL

Comme discuté précédemment la sémantique des opérateur et se déduit des
régles de la Figure 1.1. L'opérateur se déduit deU lorsque la premiére propriété est
toujours vraie :

F true U



L'opérateur se déduit de par négation :

La sémantique est dé nie par rapport a un chemin. Par extension, une structure de
Kripke K d'origine sp satisfait une formule ssi pour tout chemin dansK d'origine sg
ona F

Model-checking de LTL

Etablir la satisfaction d'une formule revient & s'assurer que que toutes les séquences
d'exécution satisfont cette formule. L'algorithme, basé sur les automates, réduit le pro-
bléeme du model-checking a celui de l'inclusion de langages.

En substance, le probléeme du model-checking revient & véri er qu'un systémé satis-
fait sa spécication S c'est a dire L(A) L(S). Dans cette approche, d'abord proposée
par [7], on véri e qu'aucun des mots acceptés par la négation de I'automate représentant
la formule n'est accepté par l'automate représentant le systéme. En résumé, soit( S) le
complément deL(S), l'acceptation de langage peut s'écrireL(A) \ L(S) = ;. On peut
alors appliquer un algorithme de recherche des composants fortement connexes [8] et dé-
cider si l'intersection est vide en temps linéaire ({djSj + jRj)). Cet algorithme peut étre
implémenté a la volée. Une exploration a la volée s'arréte dés que la formule est fausse,
on évite ainsi d'explorer tous les états et la détection d'erreur est plus rapide. D'autres
algorithmes existent pour le model-checking de formule LTL.

1.13 CTL

La logigque temporelle arborescente CTL est dé nie a partir d'un ensemble de variables
propositionnelles AP, des connecteurs classiques de la logique propositionnelle et de deux
connecteurs binairesEU et AU notés de facon in xe.

Ces modalités permettent de spéci er qu'une certaine condition doit étre maintenue
jusqu'a la réalisation d'une certaine propriété. Cette contrainte doit étre véri ée pour un
chemin (EU) ou pour tous les chemins (AU).

Syntaxe

Soit p un élément de I'ensembleAP . Alors une formule CTL est une formule de la
forme :

=pjr jo1_ 2JEX JAX j 1EU 2j 1 AU

Sémantique

Soit M une structure de Kripke. La sémantique des formules de CTL se dé nit par
rapport a un sommet de M, en considérant les chemins ayant pour origine ce sommet.
Elle est présentée dans la Figure 1.2

La sémantique des formules de CTL est ainsi dé nie par rapport a un état particulier
de la structure de Kripke. Par extension, une structure de Kripke K satisfait une formule

- noté K F  ssi pour tout états s dansK on aK;s F . Une variante consiste aussi
anoter K F ssiK;so F . Nous dé nissons quelques abréviations usuelles de la CTL
dans la Table 1.3.

La Figure 1.2 illustre des exemples de satisfaction de modalités de CTL; Les bulles

noires matérialisent les états satisfaisantp tandis que les blanches satisfaisantp.
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M;sFEp ssip2I(s)
M;s F : ssiNON (M;s E )

M;sE 1_ 2 ssiM;sg 10UM;sE 2

M;sE EX 1 ssi9tq o=set 'F

M;sE AX 1 ssi8tq o=set 'F 1
M;sE 1 EU o ssi9tq o,=s5;

9k:0 k< j; avecM; KE
8i:0 i<k) M; ' 1
M;sE 1 AU » ssi Si estun chemin maximal d'origine o= s alors
9k:0 k< j, avecM; XE o
8:0 i<k) M; ' 1

Table 1.2: Sémantique de CTL

Model-checking de CTL

L'approche sémantique, qui interpréete inductivement les formules sur la structure, est
la premiére solution apportée au probléme du model-checking [9, 10] . Schématiquement,
l'algorithme calcule I'ensemble des états qui satisfont une formulé en étiquetant chaque
état s par I'ensemble des sous formules de satisfaites danss. Itérativement, l'algorithme
évalue ainsi la formule complete avec une complexité linéaire dans la longueifrj de la
formule et la taille du graphe d'état (O (if j (jSj + jRJ))).

1.2 Modeles temporels

1.2.1 Systemes de transitions temporisés

Dans le contexte des applications critiques, la prise en compte des contraintes temps
réel est indispensable pour la véri cation formelle des comportements. Plusieurs forma-
lismes permettent la description de modéles temps réel, en particulier les automates tem-
porisés (Timed automata) et les réseaux de Petri temporels (Time Petri Net) que nous
présenterons dans cette section. Généralement les espaces d'états calculés a partir de ces
modeles sont in nis. Pour pouvoir appliquer les techniques de model-checking, il est donc
nécessaire d'introduire des abstractions permettant d'en construire des représentations -
nies. Les abstractions considérées doivent bien sir préserver les classes de propriétés que
I'on cherche a véri er. Nous présenterons deux de ces abstractions, le graphe des régions
et le graphe de classe respectivement associées aux automates temporisés et aux réseaux
de Petri temporels.

En préambule, nous dé nissons lessystemes de transitions temporisé411] qui per-
mettent de dé nir la sémantique des formalismes temporisés. Dans ce qui suit, on considére
un alphabet et I'ensemble des réels positifs ou nul.

Dénition 1.2  (Systéme de Transitions Temporisé ).Un systéme de transitions temporisé
est un systeme de transitionsS = (Q;0p;!), ou Q est I'ensemble des étatsgp 2 Q est

I'état initial et la relation de transition ! est composée de transitions de délaif d q°
EF True EU AG : EF:
AF True AU EG : AF:

Table 1.3: Abréviations CTL



Figure 1.2: Exemples de satisfaction de modalités CTL

avecd2 *, et de transitions discrétesd a qo, aveca?2 . Larelation ! doit vérier les

propriétés suivantes :

Déterminisme temporel  sid @ Cetd ¢ % alors = °°

0-délai d ° q;

Additivite  sid ¢ et o alors g * o

Continuité  si d © o alors pour tout d® et d®appartenant aR* tel qued = d®+ d il
existe 2 Q tel queq & %" ¢

Une exécution temporiséed'un systeme de transitionsS = (Q;p;!) est séquence
= ! ! ! g 1™ riges '™ ::telle que pour tout indice i 1,
les transitions (gi; di; g+1) et (qi;a; G+1 ) appartiennent a S. Le mot associé a une telle
exécution est le mot = (ai+1:;di)10j; , appelémot de délai. Les conditions d'accepta-
tion décrivant les exécutions acceptées sont décrites par un ensemble d'états na@ Q.



On peut vouloir comparer des systémes de transitions, a cet e et nous rappelons les
dé nitions de simulation et bisimulation.

Dé nition 1.3  (Simulation, Bisimulation). Soit S; = th;oé;! 1 etsS, = th;qz);! ol
deux systémes de transitions temporisés sur l'alphabet Une relation R Q 1 Q: est
une simulation de S; par S, si elle véri e les conditions suivantes :
1. (95:%) 2R
2. Pourtout (g1; ) 2R, pourtout 2 [ ., pourtout of 2 Qs tel que(ay; ;q9) 2! 1,
il existe un état op 2 Q, tel que(gz; ;q9) 2! » et (g; ) 2R
Dans ce cas,S; simule S; : tout comportement deS; est un comportement deS,

Une relation R Q 1 Q2 est unebisimulation de S; par Sy si c'est une simulation
de S; par S, et si la réciproqueR 1 est une simulation deS, par S;. Dans ce cas, on dit
queS; et S, sont bisimilaires.

1.2.2 Automates temporisés

Les automates temporisés [12, 13] constituent une extension des automates nis obte-
nue en ajoutant un ensemble ni d'horloges prenant leurs valeurs dan® . Des contraintes
sont dé nies sur ces horloges, celles-ci permettent de garder temporellement une transition
ou de décrire un invariant temporel associé a un état.

Dé nitions

Soit X un ensemble de variables appelédwrioges. Unevaluation d'horloges surX est
une fonctionv : X ! qui a chaque horloge associe une valeur de temps. On notebac
la partie entiere d'une valuation et dve sa partie fractionnaire. L'ensemble des valuations
de X est noté X . Etant donnée une valeurt 2 et une valuation v 2 X, on dé nit

la valuation v+ t par (v + t)(x) = v(x) +t, pour tout x 2 X. Soit R un sous-ensemble de
X, la remise a zéro des horloges de est dé nie comme :

0 six2R
v(X) sinon

(V[R  OD(x) =

Une contrainte d'horloge ' est une contrainte de la forme :

toExocjpt Attt e

ouc2 , 2fg; ; = ;> get> représente le booléen vrai. On noter F ' lorsque la
valuation v satisfait ' et ' x I'ensemble des valuations deX qui satisfont '. L'ensemble
des contraintes d'horloges est notdZ(X ) et I'ensemble des contraintes de la forme2 f<

; g estnoté LC(C).

Dé nition 1.4  (Automates temporisés). Un automate temporisé sur est un tuple
A=h;X;L;T;Inv;l o;L¢i, ou:
est un ensemble ni d'actions;
X est un ensemble ni d'horloges;
L est un ensemble ni d'états de contrdle ;
T L CX) 2X L est un ensemble de transitions,

Inv : L !LC (X) est une fonction qui a chaque état associe des contraintes d'hor-
loges décrivant un invariant temporel.

lp 2 L est I'état de controle initial ;
Lf L estl'ensemble d'états de contrble nals
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Sémantique

La sémantigue d'un automate temporisé est dé nie par un systéme de transitions
temporisé in ni.

Dé nition 1.5 (Sémantique d'un automate temporisé). La sémantique d'un automate
temporisé A est dé nie par le systéeme de transition temporis€e A = hQ;s;!i, avec
=f0g, ou :
1. Q=1(s;v) 2L X i vE Inv(s)g est 'ensemble des états;
2.1 Q Q est la relation de transition entre états dé nie par :
@ (s;v) @ (s®Vv9 ssi(s;v) et (s® v appartiennent 4 Q, s= Letd 2 tel que
vO0= v + d. La transition est une transition de délai:
(D) (s;v)  (s®V9 ssi(s;v) et (s® V9 appartiennent aQ et il existet = (s;"; ;r;s 9 2
T tel queviE ', VPE v[r! 0]. La transition est une transition d'action.

L'exemple 1.2.1 donne un exemple d'automate temporisé modélisant une minuterie
simple.
Exemple 1.2.1. Soit 'automate temporisé A = h; X;L;T;Inv;l o;L¢;L,i avec :
= fabandon?; début;temporisation!g ;
X =1xg;
L

ERepos; Arméeg;

IV ©

2 (Repos, >, début, x :=0, Armée);
S (Armée, x = 3, temporisation!,;, Repos); S
(Armée, >, abandon?,;, Repos) '

T

Inv (Repog = >;Inv (Armée) = x  3;

lo = Repos; et

L+ = fReposg

Cet automate, représenté dans la Figure 1.3 modélise une minuterie simple. Initia-

lement, la minuterie est désactivée, dans I'état Repos. La minuterie est déclenchée dés
gu'elle se trouve dans I'état Armée. La transition étiquetéedébut remet a zéro I'horlogex
et change ['état de la minuterie de Repos a Armée. Deux transitions sont possibles depuis
I'état Armée. La premiere est tirée sur réception d'un message dibandon (le ? indique
généralement une réception de message). La deuxiéme transition est tirée lorsque la valeur
de x est3. Dans ce cas, un messagemporisation est émis (le! indique généralement une
émission de message).

Figure 1.3: Exemple d'automate temporisé

La modélisation des systémes est faite le plus souvent par décompositions successives
en éléments de plus en plus simple. Des opérations de compositions sont dé nies sur les
automates temporisés qui permettent de supporter cette démarche. Si cette facilité de
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modélisation par composants est indispensable pour la modélisation des systémes, elle
n'ajoute pas d'expressivité sur le plan théorique : on peut toujours construire un auto-
mate produit ayant le méme comportement (au sens de la bisimulation) que la composition
paralléle considérée.

Abstractions

Graphe des régions  La sémantique d'un automate temporisé est un systéme de transi-
tions in ni. Pour permettre d'appliquer les techniques de model-checking, il convient donc
d'obtenir une abstraction nie de cet espace in ni, cette abstraction nie doit bien sdr
préserver la classe de propriétés envisagée.

Les régions sont des classes d'équivalences d'une relation dé nie sur I'ensemble des
valuations d'horloges. Cette relation d'équivalence est basée sur la propriété suivante :
Deux états (I;v); (I;v9 tels quev et v° ont la méme partie entiére sur chaque horloge et
tels que leurs parties fractionnaires sont dans le méme ordre o rent le méme comportement.

Nous notonsk la constante maximale en valeur absolue apparaissant dans une contrainte
d'horloge de l'automate. Soit la relation telle quev  VvOsi et seulement si les conditions
ci-dessous sont satisfaites :

Pour toute horloge x 2 X, soit v(x) et v{x) sont strictement supérieures aK , soit
bv(x)c = bWx)c ;
pour toutes horloges x;x°2 X, si la valeur absoluejv(x) v(x% K alors :
dv(x)e =0 ssidx)e=0
dv(x)e d v(x%e ssiddx)e d vixYe
La relation  est une relation d'équivalence et ses classes d'équivalences sont appe-

Iéesrégions. Nous notonsR I'ensemble des régions. La relation satisfait les propriétés
suivantes :

pour toute contrainte gde A, vE g, V°E g

0
vV pourtout d2 il existe d®2  telquev+d VvO+ d°

La Figure 1.4 montre I'ensemble des régions pour les valuations possibles de deux
horlogesx ety avecK = 3.

y

8

2 1l<x< 2

, 1<y< 2
dxe> dye

Figure 1.4: Exemple de régions

Dénition 1.6  (Graphe des régions) Le graphe des régionsd'un automate A est un
systéme de transitions ni R(A)=( ; o;)) ou:

1. = f(:b)j12Lb2Rg;
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2. o est I'état initial (lo; ) ou by est la région qui contient la valuationO; et

3.! ( [f 9 et ((Lb); ; (1I5B%) 2! ssi(;b) 6= (G 1) et
(@) soit 2 et(;v) (1%v9) est une transition de A un certain v 2 b et un
certain v02 1°;

(b) soit estle symbole etil existed2 R tel que(l;v) d (I;v9 est une transition
de A pour un certain v 2 b et un certain v°2 b.

De plus, lI'ensemble des états nals, noté ; est dé ni par :
¢ =f(l;b)jl2 F,b2Rg

Le graphe des régions est bisimilaire en temps abstrait a la sémantique de l'automate.
Soit la relation ' (L RX) dé nie, pour tout état (I;v) et (I;b), par :

(hv)"' (I;b), [v]l]= b ou[v] désigne la région dev

Cette relation dé nie une bisimulation, entre le systeme de transitions (généralement
in ni) et le graphe de régions ( ni) qui lui est associé.

Cette bisimulation est dite a temps abstraitdans la mesure ou les transitions discretes
sont préservées et la valeur exacte du délai des transitions d'écoulement de temps est
abstraite.

C'est une propriété fondamentale de l'automate des régions, et des abstractions nies
des sémantiques généralement in nies des modeles temporisés.

Le probléeme du vide- consistant a déterminer si le langage accepté par l'automate
est vide ou non - est décidable pour la classe des automates avec contraintes d'horloges
diagonales, eg. des contraintes de la formg y ¢ oU ¢ est une constante et 2 f<;

;= 5> g([12, 13)).

Zones et analyse avant des automates temporisés Pour réduire I'explosion des
régions une abstraction plus grossiére est considérée : une zone consiste a regrouper des
régions convexes.

Il'y a principalement deux familles d'algorithmes qui permettent d'analyser des sys-
temes temporisés a la volée. La premiere, appeléanalyse arriere, consiste a calculer
itérativement les prédécesseurs des états que I'on cherche a atteindre et a tester si un état
initial se trouve dans l'ensemble calculé. La seconde, appelémalyse avant, consiste a cal-
culer itérativement les successeurs des états initiaux et a tester si I'état que I'on cherche
a atteindre est calculé. Nous présenterons uniquement l'analyse avant, implémentée dans
I'outil Uppaal.

L'analyse avant repose sur une représentation symbolique des valuations appelgene.
Une zone est un ensemble de valuations dé ni par une conjonction de contraintes simples
X coux y xou2f<s ; = ;> g. Dans l'analyse avant, les objets manipulés
seront des paires(l;Z) ou | est un état de contrble etZ une zone. Plusieurs opérations
peuvent étre e ectuées sur les zones, nous en citons trois :

!
Le futur d'une zone Z,dénipar Z =fv+tjv2Z~t2 g;
lintersection de  Z et Z% dénie par Z\ z%=fv jv2 27\ z2%;
laremise azérode r deZ,déniepar [r 0]Z=f[r OQlvjv2Zg
Ces opérations, dé nies grace des formules du premier ordre, produisent des zones. La
structure de donnée principalement utilisée pour représenter les zones est taatrice de
di érence des bornes, ouDi erence Bound Matrice (DBM) en anglais.
Partant des états initiaux, I'analyse avant calcule d'abord les successeurs en un pas,

puis ceux en deux pas, etc ...et teste si les états recherchés se trouvent dans I'ensemble
L \ . T . ar
calculé. Un pas de l'analyse avant se calcule simplement a l'aide des zonestSi |! g |0
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est une transition de l'automate temporisé et siZ est une zone, I'ens'emble des successeurs
de (I;Z) en un pas en tirantt est la paire 1429 ou z%=[r 0](g\" 2).

Pour garantir la terminaison de l'algorithme, il est nécessaire d'appliquer un opérateur
d'extrapolation (appelé aussinormalisation). Soit k la constante maximale apparaissant
dans une contrainte de l'automate. L'extrapolation d'une zone Z par rapport a k est la
plus petite zone contenantS dé nie par des contraintes utilisant des constantes entre k
et +k . Les valeurs d'horloges supérieures & sont abstraites, il sut de retenir qu'elles
ont dépassék. Cet opérateur d'extrapolation garantit que le graphe des zones est ni.

L'extrapolation préserve l'accessibilité des états de contrbles.

1.2.3 Reéseau de Petri temporel

Les réseaux de Petri temporel (TP N sont une extension des réseaux de Petri [14] ou
chaque transition est associée a un intervalle temporel qui est l'intervalle dans lequel la
transition va étre tirée.

Dé nitions
Nous commencons par dé nir les réseaux de Petri.
Dé nition 1.7  (Réseau de Petri). Un réseau de Petri est un tuplehP; T;Pre; Posti ou :
P est un ensemble ni non vide de places,
T est un ensemble ni non vide de transition,
Pre :T! P! est la fonction de précondition,
Post . T! P! est la fonction de postcondition

Un réseau de Petri est généralement marqué, c'est a dire équipé d'un marquage initial.
Dans toute cette section, nous ne considérons que des réseaux marqués.

Dé nition 1.8 (Réseau de Petri marqué). Un réseau de Petri marqué est un réseau
de Petri associé a un marquage initialmg qui a chaque place associe un marquage, une
fonction de P dans N qui a chaque place associe une valeur dans

Soit un ensemble d'étiquettes, contenant I'étiquette vide . Un réseau de Petri
étiqueté est un réseau de Petri associé a une fonction d'étiquetage qui a chaque transition
du réseau associe une étiquette de .

Dé nition 1.9  (Réseau de Petri étiqueté). Un réseau de Petri étiqueté est un réseau de
Petri associé a une fonction : T ! gui a chaque transition associe une étiquette dans

Un Réseau de Petri Temporelou TP N) [15] est un réseau de Petri ou chaque transition
t est associée a deux réela et b, tels quea b, l'intervalle [a;b] est appeléintervalle
statique. Cet intervalle spéci e des dates de tirs possibles de Si t reste sensibilisée, sans
interruption, aprés qu'elle ait été sensibilisée alors :
a(0 a) est le temps minimum qui doit s'écouler, a partir de l'instant ou t a été
sensibilisée, avant que ne puisse étre tirée.

b(a b)estla durée maximale pendant laquelleg peut rester sensibilisée sans tirée.

Les datesa et b, pour une transition t, sont relatives a la date out a été sensibilisée.
Soit cette date. Alors t ne peut étre tirée avant + a et doit étre tirée avant + b, a
moins qu'elle ne soit désensibilisée avant. La Figure 1.5 montre umPN.

Nous donnons maintenant une dé nition desTP N. Nous noteronsl R I'ensemble
des intervalles réels non vides a bornes rationnelles non négatives.
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[L3]

[0;2]

Figure 1.5: Exemple deTPN

Dé nition 1.10  (Réseau de Petritemporel) Un TP N est un tuplehP; T;Pre; Post;m ¢; I s;i
ou :

P est un ensemble ni non vide de places,

T est un ensemble ni non vide de transitions,

Pre :T! P! est la fonction de précondition,

Post : T! P! est la fonction de postcondition

mg est le marquage initial (eg: une fonctionP ! )

Is: T ! 1 estune fonction appelée intervalle statique.
Sémantique

Une transition t 2 T estsensibiliséepar un marquagem si et seulement sim  Pre(t).
On note Il'ensemble des marquages d'un réseau &(m) I'ensemble des transitions sen-
sibilisées parm 2 .

Pour i 2 I, #i désigne sa borne inférieure, eti sa borne superieure (oul sii n'est
pas borné). Pourtout 2 R ondénit i = = fX X 2inx g. Cette opération
modélise I'écoulement du temps.

Un état d'un TPN est une paires = (m;l) ou M est un marquage etl : T ! |
est une fonction partielle, appelée fonctiond'intervalle dynamique associant un intervalle
temporel & chaque transition sensibilisée pam.

Dé nition 1.11  (Graphe d'états). La sémantique dunTPN N = hP;T;Pre; Post;m o; | i,
aussi appelégraphe d'états, est donnée par un systeme de transitions temporis€G =
hS;s:;!li ou:

S est I'ensemble des états duTPN ;

so = (mp;lg) est I'état initial, o mg est le marquage initial etlq la fonction inter-
valle statique restreinte aux transitions sensibilisées pamg ;

! S (T[ R ) S estlarelation de transition entre états, dé nie comme suit
pourtoutt2 Tet 2R

@ (m;1)!" (Mm®19 siet seulement si:
1. m Pre()
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2. m%= m Pre(t) + Post(t)
3.021()

4. 8k)(m° Prek))
Iqk) = sik 6=t~ m Pre(t) Pre(k ) alors I (k) sinon Is(k))

(i) (m;1)! (m;19 sietseulement si:
5. Bk)Y(m Pre(k)) "KM QK =1 (K) )

Une transition t peut étre tirée depuis I'état (m; 1) sit est sensibilisée pam et immé-
diatement franchissable(ie:#(l (t)) = 0 ). Dans I'état destination, les transitions k qui sont
restées sensibilisées pendant le tir dé (t exclue) conservent leurs intervalles; ces tran-
sitions k sont dites persistantes. Les autres transitions, ditesnouvellement sensibilisées,
sont associées a leurs intervalles statiques.

Une transition continue de est possible depuis(m;l) si et seulement si est plus
petit que "l (k), pour tout k 2 E(m).

Comme pour les automates temporisés, I'espace d'état d'um PN est généralement
in ni, méme lorsque le réseau de Petri sous-jacent est borné. Il est impossible de I'exploiter
a des ns de véri cation. Plusieurs abstractions existent et sont implémentées dans I'outil
TINA [16], présenté a la Section 1.4.

Abstraction des classes d'états

Un état du graphe d'états peut étre vu comme une pairgm; D ), ol m est un marquage
et D et un ensemble de vecteurs, appeldomaine de tir. Chaque vecteur du domaine de tir
a une entrée par transition sensibilisée pam. La projection des vecteurs deD sur l'entrée
i correspond a lintervalle dynamique de lai-éme transition sensibilisée. Un domaine de
tir décrit 'ensemble des solutions d'un systéme d'inéquations linéaires ou chaque variable
correspond exactement & une transition sensibilisée dans.

Nous donnons deux constructions di érentes pour le graphe des classes d'états.

Construction géométrique Soit N un TP N, SG son graphe d'états, un chemin

du graphe et = (to; o;:::;th; n) la séquence des transitions étiquetées de. On note
T la projection de sur les transitions deN, 1 est appeléeséquence de tir.

Soit C l'ensemble des états atteints par I'ensemble des chemins® ayant la méme
séquence de tir que 1. Tous les états deC ont le méme marquage (le marquage d'un
état ne dépend que de la séquence de tir). Le domaine de tir d€ est la réunion des
domaines de tirs des états qu'il contient.

Si un marquage dépend uniquement de la séquence de tirs, des séquences de tirs dif-
férentes peuvent emmener au méme marquage. Parmi celles ci, des séquences plus petites
(en nombre de transitions tirées) peuvent résulter en le méme domaine de tir que d'autres,
plus longues. La relation= capture ses propriétés.

Soit = larelation telle que C = C o si et seulement siC et C o ont le méme marquage
et le méme domaine de tir. SIC = C o alors tout chemin possible depuis un état deC
I'est aussi depuis un état deC o.

Le graphe des classes d'états de [17], 0BCG est I'ensemble des ensembles d'états
C , pour tout séquence tirable, considérés modulo la relation=, muni de la relation de

.. t . . e ‘2 .
transition C! = X sietseulementsiC.; = X. La classe initiale est la classe d'équivalence
de I'ensemble des états constitué du seul état initial.
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Le SCG est obtenu comme suit. Les classes d'états sont représentées par des paires
(m; D), ou m est un marquage etD un domaine de tir décrit par un systéme d'inéguations
linéaires A w (et plus en un ensemble de vecteur). Chaque variable; de est associée
par bijection & la transition t, nécessairement sensibilisée pan. On a (m;D) = (m® D9
si et seulement sim = m%et les domainesD et D°ont méme ensemble de solutions.

Algorithme 1.2.1  Calcul du SCG

Pour toute séquence tirable, L peut étre calculée comme suit. Calculer le plus petit
ensembleC de classes contenantL et tel que, lorsquel 2 C et :t est tirable alors
OX 2C)(X =L ).

La classe initiale est L est (mg;Dg), ou Dy est le domaine dé ni par le systeme
d'inégalité f#l s(t) t " ls(t) jt2E(mo)g.

Si est tirable et L =(m;D), alors :t est tirable si et seulement si:
1. m Pre(t) (t estsensibiliséan)
2. Le systtmeD " F est satis able, avecF = f iji6e=t™i2E(mM)g
Si :t esttirable etquel =(m;D) alorsL+ =(m®%D9 avec:
m°=m  Pre(t) + Post(t)
DO est construit & partir de D en trois étapes :
1. Les contraintes deF sont ajoutéesD ;

2. Pour chaquek sensibilisée dansn® on introduit une nouvelle variable 2, telle
0= ¢ si k est persistente

#1s(k) fk’ " lg(k) sik est nouvellement sensibilisée
3. Les (anciennes) variables ; sont éliminées.

que:

L estla classe d'équivalence pour la relatior de I'ensembleC des états atteints en
tirant les transitions de  depuis sg. L'équivalence = est véri ée en mettant les systémes
représentant les domaines de tir sous forme canonique. Ces systémes sont des systémes de
di érences, calculer leur forme canonique se raméne a un probléme de plus court chemin
entre toutes paires de sommets, résolu en temps polynémial en utillisant, par exemple,
l'algorithme de Floyd/Warshall.

Deux ensembles d'étatsC et C o peuvent étre équivalent par = mais de contenus
di érents. Par exemple, I'ensembleC peut contenir les états(m; a) et (m;b) (a et b sont
des ensembles de vecteurs) mais la classe @eo contenir les états(m; a),(m; by) et (m; by)
avech= by [ bp. Dans ce cas,onabielC = C omaisC 6 C o.

L'exemple 1.2.2 montre le calcul de quelques classes du réseaux de la Figure 1.5.

Exemple 1.2.2. Soit le réseau de la Figure 1.5. La classe initialecy est décrite comme
I'état initial ey. Le tir de t; depuiscy conduit a une classec; décrite comme I'étate;. Le
tir de t, depuis c; conduit a c; = (my; D3), avec my = (p2; p3; ps) et D, déterminé en 3
étapes :

1. on ajoute aD; les conditions de tirabilités det,, exprimée par le systéeme :

o to
o ty4
o ts5

2. aucune transition n'est nouvellement sensibilisée et les transitionss;ts;ts restent
sensibilisées lors du tir det,. On ajoute donc les équationst? = t; 2, pour i 2
f3; 4,59;
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3. on élimine les variablest;, ce qui conduit au systéeme :

0 t3 3t 9 1
0 t§ 2 t2 t§ 2
0o t2 3

Un réseau de Petri estborné si le marquage de toute place admet une borne supérieure.
Le probléme de déterminer si unT PN est borné est indécidable. Néanmoins, des conditions
su santes peuvent étre établies, qui sont les suivantes. SoitN un TP N, alorsN est borné
si il ne contient pas de paire de classes=(m;D) et ®=(m®%D9 telles que :

1. Pest accessible depuis;

2. 9p2 P)mYp) m(p);

3. D =D

4. (8p2 PYmYp)>m(p)) mYp) maxpr (Pre(p;t))

Le graphe des classes d'états et le graphe d'états contiennent les mémes marquages et
les mémes séquences de tir [18]. Pour une clasSe, si un des états deC est un état puits
alors tous les états deC le sont puisque la propriété d'état puits dépend uniquement du
marquage, et tous les états d'une classe ont le méme marquage. LBEG et les graphes
d'états, vus comme des systémes a transition étiquetés, ont donc exactement les mémes
traces. Comme indiqué en Section 1.1.2, la sémantique d'une formule LTL se dé nit sur les
chemins d'un systéme de transitions étiqueté. D'ou 1eSCG préserve les marquages ainsi
gue les formules LTL du graphe d'états.

Construction incrémentale L'Algorithme 1.2.1 donne une dé nition géométrique
du graphe des classes. En pratique, la construction du graphe repose sur des procédures
plus e caces. Nous présentons dans cette section une construction incrémentale des do-
maines de tir, que nous utiliserons dans le Chapitre 4.

A n de clari er la notation, les variables des domaines de tir (notées ; dans I'Algo-
rithme 1.2.1) sont notées comme les transitions auxquelles elles sont associées (ggest
notéei). La borne minimale(resp. maximale) d'un intervalle statique sera notée F(resp.

) au lieu de #ls(t)(resp. "I s(t)).

Les domaines de tirs peuvent toujours étre écrits sous la forme d'un systéme de
contraintes de di érences, appeléeforme normale, c'est a dire un ensemble d'inégalité
de la forme, pourtouti 2 T :

i i
i i (i652T)

ou j, et i sontdes constantes. SoiD un domaine de tir, alors il existe uneforme
canonigue de D, qui peut étre obtenue a partir de la forme normale en déterminant les
plus grand ; et les plus petits ; et ; qui préservent I'ensemble des solutions d®©.
Ainsi, deux domaines de tirs sont égaux si et seulement si ils ont la méme forme canonique.

Le Lemme 1.12, tiré de [19], donne une construction incrémentale de domaines de tir
en forme canonique de complexité quadratique en temps.

Lemme 1.12 (Calcul incrémental des domaines de tir). Soit C = (m;D) une classe,
et D en forme canonique. Pour toute transitiont 2 E(m) il existe une classe unique
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C%=(m®DY obtenue & partir deC en tirant t telle queD° est aussi en forme canonique,
et pour toutes les transitions distinctesi;j 2 E(m9:

0= 5 si i nouv. sensibilisée, 0 = sinon

O _ P T 0 _ . . .
Po= 7 si i nouv. sensibilisée, P = max(0; minem) ( ki) sinon
5 = 2 P siiouj nv. sensibilisée, § = min( j;; 2 7) sinon

A partir de cette construction incrémentale, il est possible de proposer des invariants
sur les coe cients des domaines de tir en forme canonique. Ces invariants nous serons
utiles pour la dé nition de I'ordre sur les transitions de méme intervalle statique dans le
Chapitre 4.

Lemme 1.13. Pour toute classe(m; D) telle queD est en forme canonique, et pour toutes
transitions i;j;k sensibilisée dan<C :

1 i 4 i ikt ki
2. it 5.0 i IS
30 0t 6:0 s

7: Sia ' (m®DY et D%en forme canonique

eti est persistante dansClalors 0

Inclusion des classes d'états

L'inclusion des classes d'états est une abstraction du graphe d'états qui préserve les
marquages. Elle comporte un test d'inclusion de classe et ne mémorise pas les classes
incluses dans une classe déja construite. Cette abstraction produit généralement un graphe
plus compact que leSCG, mais ne préserve pas les traces. Plus précisément, sdit =
(m;D) et C%= (m® DY deux classes. On dé nit la relationv par :

cvel®, m=m~D D°

Plutét que de procéder comme dans I'Algorithme 1.2.1, on construit un ensembl€ de
classes tel que, lorsqué. 2 C et :t esttirable ona(9X 2 C)(L v X).

Intuitivement, si une telle classeX existe on ne trouvera pas de nouveaux marquages en
mémorisantL .; car les futurs possibles depuiX le sont aussi depuid ; . La construction
ne préserve plus les séquences de tir du graphe d'états, et donc ses propriétés LTL, mais
seulement les marquages.

Cette abstraction est su sante pour la véri cation de toutes les propriétés d'accessi-
bilité.

Autres abstractions

Les classes construites par I'Algorithme 1.2.1 représentent les classes d'équivalence de
=. Deux ensemblesC et C o peuvent étre équivalent par =, mais ne pas contenir le
méme ensemble d'états. En conséquence, 8&CG ne peut pas étre utilisé pour démontrer
I'accessibilité ou non d'un état particulier du TPN.

Lesclasses d'états fortescoincident exactement avec ces ensembles d'éta@ considé-
rées ici sans autre forme d'équivalence que I'égalité. Une construction analogue a celle de
I'Algorithme 1.2.1 permet de construire un graphe des classes fortes, 08SCG, tel qu'un
état (m; 1) est accessible si et seulement si il existe une classe forte dans le SSCG qui le
contient. Le SSCG préserve aussi les traces et donc les propriétés LTL.

Les SSCG et SCG ne préservent pas les propriétés de branchement, exprimées dans
les logigues a temps arborescent comme CTL. Dans [18], les auteurs étendent la tech-
nique "standard" de graphes de classes pour obtenir des classgemiques préservant les
propriétés de branchement.
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1.3 Le probleme de I'explosion combinatoire

La principale limite a l'utilisation du model-checking est liée au probléme de I'explosion
combinatoire : le nombre d'états augmente de facon exponentielle en fonction de la com-
plexité du systéme. La taille de l'espace d'états peut alors excéder la quantité de mémoire
disponible, rendant impossible la véri cation de propriétés sur I'espace d'états.

Les systemes que nous étudions sont généralement composés de processus qui inter-
agissent. La description du systéme spéci e le comportement de chacun de ces processus et
leurs interactions. L'explosion combinatoire est liée au nombre de processus qui compose
le systéme : la taille de I'espace d'état est exponentielle par rapport au nhombre de proces-
sus. Par exemple, considérons un ensemble deprocessus a deux états. L'état global du
systeme peut-étre représenté par un vecteur da bits et le nombre maximum d'états dans
le systeme est2".

Di érentes techniques permettent de limiter I'explosion combinatoire. Nous présentons
dans cette section quelques techniques de réductions parmi les plus connues.

Il est important de noter que la modélisation est une étape priviliégiée pour la préven-
tion de I' explosion combinatoire : Le choix des abstractions et des simpli cations in ue
énormément sur la taille de I'espace d'états.

Une bonne abstraction est une abstraction qui ne conserve que le minimum de compor-
tements nécessaires pour la véri cation des propriétés. Il est alors important de ne véri er
gu'un nombre limité de propriétés. Les simpli cations doivent n'éliminer, dans la mesure
du possible, que les comportements inutiles a la véri cation des propriétés. Finalement, il
n'est pas possible de dé nir des abstractions ou simpli cation sans connaitre précisément
la sémantique du langage de modélisation ni les comportements, souvent subtils, du sys-
teme a vérier.

Nous présentons dans le chapitre 2 un exemple de modélisation et véri cation formelle
par model-checking dans un contexte avionique.

1.3.1 Model-checking symbolique par les BDD

Le model-checking symbolique [20] est une technique ou les états sont représentés
symboliquement par des diagrammes de décision. Cette représentation symbolique permet
une représentation plus compacte de I'espace d'états.

Les valeurs de vérité d'une proposition booléenne peuvent étre représentées par un
arbre de décision binaire. Dans cet arbre, une branche représente une assignation aux
variables de la formule et la feuille de la branche porte la valeur de vérité de la formule
étant donnée cette assignation. Cette représentation n'est pas optimale : I'arbre peut
contenir des sous-arbres isomorphes et par dé nition il n'y a que deux valeurs de vérité
possibles. La solution a ce probléme est un graphe acyclique, appelé diagramme de décision
binaire (BDD), qui identi e de maniére unique les sous-arbres isomorphes et les feuilles
identiques. Il a été démontré [21] qu'il existe un diagramme unique pour chaque ensemble
d'états, représentés par des tuples booléens sur un ensemble de propositions atomiques
ordonnées.

Un diagramme de décision binaire ordonné (OBDD) est un BDD avec un ordre total
sur les noeuds. Pour tout chemin du graphe allant de la racine jusqu'a une feuille, les va-
riables apparaitront dans le méme ordre. La taille d'un OBDD est fortement dépendante
de cet ordre et décider si un ordre conduit & une taille polynomiale de 'OBDD est un pro-
bléme NP-complet [22]. Néanmoins, le model-checking symbolique peut-étre trés e cace
en pratique pour les modéles non temporisés (ou en temps discret) [23].
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Des structures analogues aux BDD, appelées diagrammes de di érences d'horloges
(CDD), ont été proposées pour la véri cation des automates temporisés [24, 25]. Un CDD
est un graphe orienté acyclique qui capture une union de zones (Section 1.2.2). Un noeud
terminal représente une valeur booléenne. Un noeud non terminal est associé a une paire
d'horloges. Chaque arc sortant est associé a un intervalle bornant la di érence entre les
horloges du noeud. Un chemin dans le CDD représente une zone dé nie par la conjonction
des contraintes associées au chemin. Etant donnée une zone, elle appartient a I'union s'il
existe un chemin dans le graphe qui se termine par une constante vraie. Comme pour
les BDD, la taille d'un CDD est fonction de l'ordre (total) choisi pour les noeuds mais
contrairement aux BDD il n‘existe pas de CDD unique pour un ensemble d'horloges. L'ef-
cacité de cette approche dépend fondamentalement de I'ordre choisi pour ordonner les
paires d'horloges. En fonction du modéle a véri er, il n'est pas toujours possible de trouver
un ordre pour lequel la méthode est e cace.

1.3.2 Ordres partiels

Une des causes de I'explosion combinatoire réside dans la représentation du parallélisme
par I' entrelacement d'actions. L'idée des ordres partiels est d'éliminer autant que se peut
les entrelacements inutiles lors de la construction de l'espace d'états.

La méthode est basée sur une analyse structurelle préalable des relations de dépen-
dances entre les di érentes transitions. La réduction exploite la commutativité des transi-
tions concurrentes indépendantes, pour lesquelles I'état obtenu est le méme quel que soit
I'ordre d'exécution. Suivant le cas, seul un sous-ensemble de transitions sera localement
exploré stubborn setg[26], lespersistent sets[27] et lesample sets[28], soit, sous certaines
conditions, on franchira en un seul pas atomique un ensemble de transitions indépendantes
pas couvrants[29].

Il est possible de combiner la technique destubborn setset des pas couvrants, puis de
construire le graphe de pas persistants [30].

Les techniques de réduction ordres partiels préservent I'absence de blocage et, sous
certaines conditions, la structure linéaire ou arborescente de l'espace d'états.

1.3.3 Exploitation des symétries

La notion de symétrie d'un objet peut se dé nir comme la stabilité de cet objet vis a vis
de certaines transformations. On dit que I'objet estsymétrique. En géométrie par exemple,
un polygone régulier est invariant par rotation et ré exion. On retrouve ce concept dans de
nombreux domaines scienti ques ou artistiques comme l'illustre la Figure 1.6. Elle repro-
duit un tableau de Maurits Cornelis Escher, artiste peintre néerlandais du 20éme siécle,
qui construisait ses oeuvres en utilisant des translations, rotations, ré ections, ....

Figure 1.6: Vlakvullingsmotief met vogels, M.C Escher, 1949
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L'intérét pratique des symétries est qu'elles simpli ent I'étude des objets symétriques :
puisque l'objet est stable vis a vis de certaines transformations, certaines de ses propriétés
le sont aussi. On peut réduire I'étude des propriétés aux parties de I'objet qui ne sont pas
stables par ces transformations.

Supposons par exemple que l'on veuille s'assurer que tous les oiseaux de la Figure 1.6
possédent deux ailes. On peut compter toutes les ailes dans le tableau, ou bien remarquer
gue le tableau est stable par rotation d'un couple d'oiseaux blanc et noir, illustré dans la
Figure 1.7. Il sut alors de compter les ailes de chacun des oiseaux d'un couple, et par
symétrie, on déduit que tous les oiseaux ont deux ailes.

Figure 1.7: Vogels, réduit

Dans notre contexte, nous exploitons les symétriestructurelles des systemes. Intuitive-
ment, un systéme est structurellement symétrique lorsque ses composants et leurs relations
sont identiques modulo un identi ant. Nous pouvons utiliser ces symétries pour réduire
I'espace d'états grace aprincipe de symétrie [31] Ce principe énonce que :

Il y a au moins autant de symétries dans les e ets que dans les causes

Par analogie, on identi e les causesavec la description du modele du systeme et les
e ets avec les comportements du systéme, capturés dans I'espace d'états. Les symétries
structurelles du systéme induisent des symétries sur le graphe de l'espace d'états. Les sy-
métries du graphe, qui sont des automorphismes, induisent une relation d'équivalence sur
ses sommets.

Les méthodes de réduction par symétries construisent un quotient de l'espace d'états
par cette relation d'équivalence, réduisant sa taille par un facteur proportionnel a la quan-
tité de symeétries dans le systeme. Le c+ur de cette thése est une méthode de réduction
par symétries pour lesTP N, traitée en détail dans la Partie Il.

Les méthodes de réduction par symétries préservent I'accessibilité, modulo symétrie,
mais peuvent aussi préserver les formules de logique en temps linéaire [32].

1.4 FIACRE et TINA

Les sections 1.1 et 1.2.3 ont présenté les modéles formels permettant d'exprimer les
propriétés ou les comportements. Dans cette section, nous présentons la boite a outils
TINA (TIme Petri Net Analyzer) permettant I'édition et I'analyse de réseaux de Petri
temporels, le langage Fiacre Format Intermédiaire pour les Architectures de Composants
Répartis Embarqués ainsi que la technique de véri cation des descriptions Fiacre via
TINA.
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1.4.1 La boite a outils TINA

TINA (Time Petri Net Analyzer !) est un environnement logiciel pour I'édition et
I'analyse de réseaux de Petri et de réseaux de Petri temporels étendus par des priorités
et des données. Sur ces modeéles, TINA permet la véri cation de propriétés par model-
checking pour, notamment, la logique temporelle a temps linéaire State/Event LTL. Cette
section présente un panorama général des fonctionnalités o ertes par cet environnement,
son architecture et les principales applications de la boite a outils. Une description plus
détaillée est disponible dans [33].

En plus des fonctionnalités usuelles d'édition et d'analyse o ertes par des environne-
ments comparables, TINA permet de construire di érentes abstractions de I'espace d'états
préservant des classes de propriétés telles que les propriétés générales d'accessibilité (ab-
sence de blocage, ...) ou des propriétés spéci ques telles que celles exprimables en logique
temporelle a temps linéaire ou arborescent.

Pour les systémes atemporels, les abstractions d'espaces d'états fournies permettent
de limiter I'explosion combinatoire. Pour les systémes temporisés, ces abstractions sont
indispensables car leurs espaces d'états sont généralement in nis, TINA implémente ainsi
di érentes abstractions basées sur la notion de classes d'états.

Tina accepte en entrée des réseaux décrits sous forme textuelle, graphique ainsi que les
descriptionsPNML (un format d'échange de réseaux de Petri, basé sur XML). En sortie,
TINA produit des structures de Kripke étiquetées sous divers formats textuels ou binaires
pour des véri cateurs de modéles natifs ou externes.

Constructions

Réseaux non temporisés Un premier groupe de méthodes fournies par TINA im-
plémente les constructions classiques pour les réseaux de Petri : graphe des marquages
accessibles, graphe de couverture (permettant de déterminer les places non bornées) et les
techniques d'analyse structurelle (Invariants).

Un second groupe d'outils implémente les techniques d'ordres partiels destubborn set,
despas couvrantset despas couvrant persistants(Section 1.3.2).

Réseaux temporisés  TINA implémente les abstractions des graphes d'états de3 PN
décrites dans la Section 1.2.3 : graphe des classes, inclusion, graphes des classes fortes et
graphe des classes atomiques.

Architecture

L'architecture de TINA est schématisée gure 1.8. Le noyau du moteur d'exploration
est paramétré par la classe de propriétés a préserver.

Les di érents formats d'entrée sont convertis dans la représentation interne utilisée
par I'explorateur de TINA. Le systéme de transitions de Kripke obtenu aprés I'exploration
peut étre fourni sous di érents formats reconnus par le model-checker interne de TINA,
ou des outils de véri cation externes.

La gure 1.9 représente une session typigue d'utilisation de TINA incluant une I'édition
graphique d'un TP N et les représentations textuelle et graphique d'un graphe de classes.

Véri cation de modéles (Model-Checking)

TINA peut fournir ses résultats sous di érents formats, compatibles avec les formats
d'entrée de model-checkers tels que MEC [34], acceptant des formules dicalculus, ou

1. http://www.laas.fr/tina
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Figure 1.8: Architecture de TINA

encore la boite a outilsCADP [35] pour les équivalences comportementales (bisimula-
tion, ...). Pour nir, deux model-checkers natifs sont spéci quement proposés dans TINA

. selt, qui accepte les formules de State=Event LTL [36], notéeSE LTL, une lo-
gique temporelle linéaire dont les propositions atomiques peuvent étre des propositions
d'états et d'événements etmuse, acceptant les formules ducalcul modal. Nous décrivons
brievement les caractéristiques du véri cateur selt.

SE LTL est une variante deLTL [36], qui permet de traiter de facon homogéne
des propositions d'états et des propositions de transitions. Les modeéles pour la logique
SE LTL sont des structures de Kripke étiquetées (0UBKE), aussi appelées systemes de
transitions de Kripke (ou KTS).

Quelques formules deselt concernant le réseau représenté dans la gure 1.9:

t1Np2 2
tout chemin commence partl et mo(p2) 2
(P2 +p4+p5=2)
un invariant de marquage linéaire
(P2 p4 p5=0)
un invariant de marquage non linéaire
inffixkgRp = (p) Q)
déclare l'opérateur répond a, noté R
t1 R t5
t1 répond a t5.

La véri cation via selt comporte deux phases :

construire un automate de Bichi acceptant les mots qui ne satisfont pas la formule
SE LTL a vérier; cette phase est réalisée de facon transparente pour I'utilisateur
en invoquant l'outil Itl2ba 2 [37];

construire la composition de la structure de Kripke obtenue depuis le graphe des

2. http://www.lsv.ens-cachan.fr/~gastin/Iti2ba
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Figure 1.9: Une session de travail TINA

classes et de I'automate de Biichi, et rechercher a la volée une composante fortement
connexe contenant un état acceptant de l'automate de Bichi. Si aucune telle com-
posante n'est trouvée, alors la formule est satisfaite, sinon elle permet de dé nir un
contre-exemple.

En cas de non-satisfaction d'une formule,selt peut fournir une séquence contre-
exemple en clair ou sous un format exploitable par le simulateur de TINA, a n de pouvoir
I'explorer pas a pas. Notons que, dans le cas d'un modéle temporisé, il faut au préalable as-
socier a cette exécution un échéancier temporel. Celui-ci sera calculé de facon transparente
par le module plan de la boite a outils.

Il est aussi possible de véri er des propriétés dites temps réel, incluant des indica-
tions temporelles. Ces propriétés peuvent étre véri ées en utilisant la technique des obser-
vateurs : les propriétés temporisées sont traduites en propriétésT L et la véri cation est
conduite sur le produit du modeéle initial et de I'observateur associé a la propriété.

1.4.2 Le langage Fiacre

Fiacre [38] Format Intermédiaire pour les Architectures de Composants Répartis
Embarqués est un langage formel pour la description de systémes temps réel.

Il o re un cadre formel pour représenter, dans la méme syntaxe, les aspects compor-
tementaux ainsi que les contraintes temporelles d'un systeme. L'objectif est de pouvoir
utiliser la spéci cation d'un systéme en Fiacre pour mener des activités de véri cation
formelle ou de simulation.

Fiacre a été initialement développé dans le cadre du projet AESE/Topcased, avec
pour objectifs de servir de modéle "pivot" pour la traduction, en vue de leur véri cation,
de formalismes utilisateurs tels que AADL ou UML dans les modéles de bas niveau compris
par les outils de véri cation comme TINA ou CADP.

La conception de Fiacre s'inspire des résultats de recherche acquis sur les systémes
temps-réels et sur la théorie de la concurrence. Ainsi, le traitement des aspects temporels
est emprunté au modéle des réseaux de Petri temporels [39] [40], les primitives de syn-
chronisation et communication sont inspirées de celles des calculs de processus CSP et
NT-Lotos [41] [42], tandis qu'on peut comparer l'intégration des contraintes temporelles
et de priorités dans le langage a ce qui existe dans le cadre BIP [43]. Enn, le langage
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est fortement et statiguement typé, et le systeme de types est structurel (deux types sont
équivalents si ils ont la méme structure).

A des ns de Véri cation, les descriptions Fiacre, enrichies de déclarations de pro-
priétés, peuvent étre traduites par un compilateur dédié dans I'extension des réseaux de
Petri temporels acceptée par la boite a outils TINA. Les propriétés sont traduites par le
compilateur en propriétés de logique temporelle & temps linéaire (donc véri ables avec
les outils disponibles), aprés instrumentation automatique des descriptions Fiacre par des
observateurs pour les propriétés temporisées.

Programme Fiacre

La syntaxe du langage Fiacre est strati ée par deux notions principales: leprocessus,
qui décrivent les comportement de composants séquentiels ; et leesmposants, qui décrivent
un systéme comme une composition de processus, éventuellement de maniéere hiérarchique.
La Figure 1.10 montre un exemple de programme Fiacre modélisant I'exemple classique
de l'anneau a jeton (token ring). Il s'agit d'un réseau d'unités de calculs, logiquement
organisées dans une topologie en anneau, qui synchronisent leurs communications par
le biais d'un jeton qui circule parmi eux et permet de contrdler l'accés aux canaux de
communication.

1 process Start

2 [startO: none, startl: none, start2: none] is

3 states s0O, sl

4 from sO select

5 start0

6 [] startl

7 [] start2

8 end;

9 to sl

10

11 process Node

12 [prev : none, succ : none, start : in none] is
13 states idle, waitcs, cs, stl

14 from idle select

15 start; to stl

16 [] prev; to stl

17 end

18 from stl succ; select to idle [] to waitcs end
19 from waitcs prev; to cs

20 from cs succ; to idle

22 component root is

23 port sO : none, sl : none, s2 : none,
24 pO : none, pl : none, p2 : none
25 par * in

26 Start[s0,s1,s2]

27 || Node[pO, pl, sO]

28 || Node[pl, p2, sl]

29 || Node[p2, pO, s2]

30 end

31

32 root

Figure 1.10: Un exemple de programme Fiacre: I'anneau a jeton

Un programme Fiacre est un séquence de déclarations. Plus particulierement : des
déclarations de types, pour décrire des contraintes sur les valeurs des variables locales ou
échangées entre processus ; et des déclarations de processus et de composants, pour décrire
le comportement des éléments du systeme. Fiacre est un langage fortement typé, ce qui
signi e que des annotations de type sont exploitées a n de garantir la compatibilité des
données manipulées par les processus (par exemple, on ne pourra pas envoyer une entier
sur un port la ot une valeur booléenne est attendue).
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Processus Fiacre  Un processus est dé ni par un ensemble d'états de contrble et de
parametres. Chaque état est associé a unmacro-transition, c'est-a-dire une expression
complexe qui décrit I'ensemble des transitions ayant cet état pour origine. La macro-
transition décrit également de quelle maniére les paramétres sont mis a jour aprés chaque
transition. Par exemple, la déclaration suivante dé nit que le processusT peut interagir
sur deux ports : p, qui transmet des valeurs booléennes, af, qui ne peut étre utilisé que
pour la synchronisation. Le processus posséde également deux paramétresqui est un
entier, et u, qui est une référence (pour une variable) partagée pour un tableau de booléens
de taille 5.

process T
[p : bool, g : none]
(v : int, &u : array 5 of bool) is

Les macro-transitions sont dé nies par un langage d'expressions bati au dessus d'opéra-
teurs déterministes classiques, que I'on retrouve dans la plupart des langages de program-
mation (a ectations, conditionnelles, boucles while et foreach, compasition séquentielle),
et d'opérateurs non déterministes comme le choix et la communication par événements
sur les ports de communication. Par exemple, la déclaration:

from sO
select
p!5; to sl
[ x:=x+1; to s2
end

exprime le fait que, dans I'état s0, le processus peut choisir (de maniére non-déterministe)
entre deux alternatives: soit envoyer la valeur5 sur le port p puis entrer dans I'état s1;
ou bien incrémenter la valeur de la variablex et entrer dans I'état s2.

Un processus, a la maniére d'une classe dans un langage a objets, dé nit le compor-
tement de base d'un élément du systéme. Les processus peuvent étre instanciés et mis en
relation au sein de composants, qui décrivent I'architecture du systéme que I'on souhaite
modéliser.

Composant Fiacre Un composant est dé ni comme la composition paralléle de proces-
sus et/ou d'autres composants. Cet opération est dénotée par la constructioper ... || ...

end. Les composants représentent a la fois l'unité de composition d'une spéci cation Fiacre,
ainsi que l'unité d'instanciation des processus, et de création des ports et des variables
partagées. La syntaxe des composants permet de restreindre le mode d'acceés et la visibilité
des variables partagées et des ports. Elle permet aussi d'associer des contraintes tempo-
relles sur les interactions et de dé nir des priorités entre les interactions. Par exemple,
dans un composantC, la déclarationport p : none dé nit un port appelé p qui est privé
pour (ne peut pas étre utilisé en dehors delC. De méme, la déclaratiorport p : none in [min
,max] dé nit un port qui ne peut interagir que min unités de temps apres qu'il ait été activé

et doit étre utilisé ou désactivé avant maxunités de temps (minet maxsont des ottants

ou des constantes entieres).

Chaine de véri cation Fiacre

La gure 1.11 représente la chaine de véri cation Fiacre initialement développée dans le
cadre du projet Topcased. L'architecture commune des compilateurs permet de factoriser
au plus la chaine de traduction vers les outils CADP et TINA. Une partie avant (FRONT)
du compilateur, partagée, assure I'analyse lexicale, syntaxique, le typage, et la véri cation
d'un certain nombre de contraintes statiques. Toujours dans un souci de factoriser au
plus la phase de traduction, l'outii FRONT embarque certaines procédures génériques
d'élimination de constructions dérivées (expressions conditionnelles, par exemple) utilisées
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Figure 1.11: Architecture de compilation Fiacre

par I'un ou d'autre des générateurs. FRONT produit un arbre abstrait qui constitue le
point d'entrée des générateurs FLAC (Fiacre to Lotos Adaptation Component) produisant
du code LOTOS pour la connexion a CADP, et FRAC produisant des modéles au format
Time Transition Systems (TTS) pour la connexion a TINA.

Des versions pré-compilées de FRONT, FLAC et FRAC pour diverses cibles sont dis-
ponibles sur leurs sites respectifs.

Depuis une description Fiacre, le compilateurfrac produit un Systeme de transi-
tions temporels, une extension avec données et priorités dasP N, au format attendu par
TINA . Une description Fiacre ainsi compilée peut étre véri ée avec les mémes outils que
tout autre modéle accepté parTINA . On peut en particulier construire son graphe de
classe (SCGou SSCQG) et Vvéri er sur cette abstraction des propriétés SE LTL a l'aide
du véri cateur selt.

Le compilateur frac admet dans les descriptions Fiacre des déclarations de propriétés
ainsi que des directives de véri cation. Ces propriétés et directives sont automatiquement
traduites par le compilateur frac en un chier de commandes utilisé par le véri cateur
selt pour mener a bien la véri cation.

Pour simpli er I'expression des propriétés, celles-ci peuvent aussi étre exprimées a
l'aide de patrons (patterns), a la facon de Dwyer [44F.

Les patrons supportés parfrac incluent des propriétés prédeé nies, comme l'absence
de blocage ou I'équité, et la plupart des patrons de [44]. L'utilisateur peut dé nir lui méme
d'autres propriétés. L'implantation de ces patrons se base sur les mécanismes de sondes et
d'observateurs qui ont été introduits dans la version 1.7 de FRAC. Une présentation plus
détaillée de cette approche peut étre trouvée dans [45].

3. http://www.laas.fr/fiacre pour FRAC
4. http://patterns.projects.cis.ksu.edu

28



Chapitre 2

Model-checking dans un contexte
avionique
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Dans ce chapitre, nous présentons comment les méthodes de véri cation formelles
peuvent étre utilisées pour de la véri cation des systémes avioniques. Notre attention se
porte plus particulierement sur le model-checking. Des exemples de cas d'utilisation tirés
de la littérature sont présentés et nous détaillons une exercice de veéri cation de propriétés
temps réel mené dans le cadre de cette thése sur une fonctionnalité d'un systéme de gestion
automatique de vol. Cette expérimentation montre que le model-checking peut étre utilisé
pour garantir une propriété de sireté dans une architecture Command/Monitoring.
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Gravité E et de la défaillance Probabilité
Catastrophique | L'avion ne peut voler de facon slre, perte de l'avion, dgf 10° =hv
I'équipage ou de passagers

Dangereux Réduction importante des marges de sécurité ou des fong- 10’ =hv
tions, augmentation importante de la charge de travail pour
I'équipage, blessures séveres

Majeur Réduction signi cative des marges de sécurité ou des fonc- 10° =hv

tions, augmentation de la charge de travail pour I'équipage,
inconfort, blessures possibles

Mineur Réduction Iégére des marges de sécurité ou des fonctions, 10° =hv
augmentation de la charge de travail pour I'équipage, incon-
fort

Table 2.1: Classi cation des défaillances par heure de vol

2.1 Systemes avioniques

Les systémes avioniques sont des systémes électroniques, électriques et informatiques
embargués dans un avion et indispensable a son fonctionnement. Ce chapitre se concentre
sur les systémes informatiques qui sont, dans ce contexte, temps réel et critiques quant a
leur sOreté de fonctionnement.

Les systemes temps réel sont des systémes ol une opération est correcte si elle délivre
le bon résultat et qu'elle le délivre au bon moment. La dimension temporelle est trés im-
portante. Par exemple, lorsqu'un pilote actionne une manette de gaz électrique, le systéme
doit calculer la bonne puissance, toujours avec le méme délai.

Les systemes critiques sont des systémes ou une erreur peut avoir des conséquences
catastrophiques : perte de mission ou perte de vies humaines. Une faute mal gérée dans un
systéme avionique peut entrainer la perte de l'avion et des passagers. En conséquence la
sOreté de fonctionnement, qui passe notamment par le respect des contraintes temporelles,
est un objectif essentiel et structurant dans la réalisation de ces systémes.

2.1.1 Contraintes réglementaires, processus de développement

Les systémes avioniques et plus généralement les avions qui les embarquent ont un trés
fort impact social. La responsabilité des avionneurs est trés importante et il est Iégitime
gue les citoyens exercent un contréle sur eux. Ce contrdle se fait a travers des autorités de
certi cation, I'European Aviation Safety Agency(EASA) en Europe et la Fededral Aviation
Administration(FAA) aux Etats-Unis. Ces institutions s'assurent pour le compte de la
société civile que les avions utilisés au quotidien par des millions de personnes sont sQrs.

Les autorités de certi cation dé nissent des objectifs de certi cation qui garantissent
autant que possible la sOreté des avions construits. Dans I'aéronautique, I'approche utilisée
est basée sur les standards. Elle repose sur la prise en compte de I'expérience accumulée
par la communauté industrielle (notamment & travers les enquétes apres accident) [46].

Une des di cultés de l'activité de certi cation est que la qualité d'un avion est dif-
cilement quanti able. Les autorités I'évaluent et la mesurent a travers un ensemble de
contraintes sur chacun des processus impliqgués. Ces contraintes doivent étre respectées
par l'avionneur tout au long du cycle de vie de l'avion.

Au niveau le plus haut, on trouve le systeme "avion" qui implémente de$onctions. La
premiére des fonctions d'un avion est de voler. Le systéme avionique est directement impli-
gué dans les fonctions de commande de vol, de pilote automatique, de gestion du carburant
... L'évaluation de sdreté a ce niveau analyse les défaillances possibles des fonctions : dys-
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fonctionnement, fonctionnement intempestif ou perte. L'analyse, guidée par 'ARP-4761
[47], établit la criticité d'une fonction par rapport a la gravité de ses défaillances. C'est
une analyse de sdreté du systéme. A chaque niveau de criticité est associée une probabilité
d'occurrence tolérée. La Table 2.1 montre quelques exemples de niveau de gravité, leur
conséquence et leur probabilité tolérée.

De nombreux critéres in uent sur la conception d'un avion : le poids, la consommation,
le nombre de passagers qu'il peut embarquer,...Cependant et quelque soit ces critéres,
il est indispensable de garantir la sireté de fonctionnement. En ce sens, la sOreté de
fonctionnement est un critére structurant pour la conception du systéme avionique : le
systeme est ra né avec comme objectif de minimiser les risques identi és. Il s'agit alors
de réduire la fréquence d'occurrence ou la gravité des défaillances, en introduisant par
exemple des mécanismes de tolérance aux pannes ou de redondances. Ce processus de
ra nement est guidé par les recommandations de 'ARP-4754 [48].

Le ra nement s'arréte lorsque les éléments de base du systéme, appelé@mposants,
sont tous identi és. Ce processus produit un ensemble d'exigences de haut niveau (HLR),
fonctionnelles ou de slreté, qui spéci ent les composants et leurs interactions. Chacun de
ces composants hérite du niveau de criticité de la fonction qu'il contribue a réaliser. A ce
niveau d'abstraction, les composants sont supposésorrects, c'est a dire conforme a leurs
exigences. Nous ne nous intéresserons qu'aux niveaux d'abstraction inférieurs a la sortie
du processus de ra nement. Le probléme est alors de prouver que les composants sont
corrects.

Dans ce chapitre, focalisé sur la dimension informatique d'un systéeme avionique, un
composant est soit matériel soit logiciel. Ici encore, le processus de réalisation des com-
posants est guidé par des contraintes pour la certi cation. Un composant logiciel ne peut
étre certi € que s'il atteint les objectifs dé nis par la norme DO-178 [49] tandis qu'un
composant matériel doit atteindre ceux dé nis par la norme DO-254 [50]. Nous ne nous
intéressons qu'aux composants logiciels.

Comme pour le systéme, le processus de développement du composant est structuré
par son niveau de criticité, appelé Design Assurance Level(DAL). La nhorme DO-178 dé nit
5 DALS, de A a E. Le niveau A, catastrophique, est le plus sévére. Une défaillance dans
un logiciel de niveau A empéche le vol ou l'atterrissage. Par exemple, les composants
impliqués dans la fonction de commande de vol ont un DAL A. A I'opposé, une défaillance
dans un logiciel de niveau E n'a aucune conséquence.

A chaque niveau de criticité correspond un ensemble d'objectifs et de moyens de prou-
ver que ces objectifs ont été atteints. La norme DO-178 proposait jusqu'a une évolution
récente trois moyens de preuves: la revue, l'analyse et le test. Pour chaque objectif il faut
prouver qu'il est atteint en utilisant une combinaison d'un ou plusieurs de ces moyens.
Mais la norme n'est pas prescriptive, le choix du ou des moyens de preuve est laissé a
I'industriel.

Le processus de développement est un processus de ra nement. La spéci cation du
composant par ses HLR est successivement ra né jusqu'au code objet qui sera exécuté sur
un composant matériel embarqué. Dans un premier temps, les HLR sont ra nées jusqu'a
des exigences de bas niveaux (LLR). Un des objectifs a atteindre est la tracabilité totale
entre les HLR et les LLR. Cette tracabilité est généralement prouvée par des revues. Le
code source est ensuite écrit a partir des LLR puis compilé vers du code objet. Un autre
objectif de la DO est de montrer I'équivalence du code objet avec les LLR. Comme la
norme n'est pas prescriptive, plusieurs options sont possibles. Une premiére option peut
étre de montrer par analyse I'équivalence du code source par rapport a ses LLR, puis de
montrer que le code source est équivalent au code objet en utilisant un compilateur certi é.
Une deuxieme option est de montrer que le code objet est équivalent aux LLR par des
tests. Dans ce cas, il faut prouver que les objectifs de couverture du code sont atteints.
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Les outils utilisés dans ce processus (eg: le compilateur) sont eux aussi contraints par
la norme. Deux types d'outils sont considérés :

Les outils de développementsont les outils qui peuvent introduire des erreurs dans
le programme, par exemple les compilateurs. Ces outils héritent du méme niveau de
criticité que les logiciels gu'ils aident a développer;

Les outils de véri cation sont les outils qui peuvent échouer a détecter des erreurs, par
exemple les simulateurs. La criticité est moins élevée et les contraintes de certi cation
moins fortes.

Nous concluons cette section par un mot sur une évolution récente de la DO-178. La
version B a été publiée en 1992 et ne tenait pas compte des méthodes de véri cation for-
melle. Les progreés de ces moyens au cours de ces vingt derniéres années tout autant que
I'évolution des pratiques des industriels dans ce sens ont fait évoluer la situation. Trés ré-
cemment, en 2011, la version C de la norme a été publiée. Cette version intégre |'utilisation
des méthodes formelles comme moyen de preuve des objectifs de certi cation. L'utilisation
des ces nouveaux outils est trés encadrée mais cette évolution o re des opportunités aux
méthodes formelles. Les conditions d'utilisation des méthodes formelles sont décrites dans
un document compagnon, la norme DO-333. Nous présentons dans les sections suivantes
di érentes utilisations des méthodes formelles pour la véri cation des systémes avioniques.

2.1.2 Avionigue Modulaire Intégrée

L'architecture avionique modulaire intégrée, aussi appelée IMA pour Integrated Modu-
lar Avionic, permet a des composants logiciels, de partager des ressources de composants
matériels. C'est une architecture constituée de composants matériels, de composants logi-
ciels et d'un réseau de communication. Nous nous conformerons a la terminologie IMA en
appelant fonctions les composants logiciels emodulesles composants matériels. L'IMA
est apparue dans les années 90 et est utilisée par Airbus depuis I'A380 et par Boeing depuis
le B777.

Un des avantage d'IMA est de permettre a des fonctions de niveau de criticité di érents
de partager des modules. C'est ce que I'on appelle laégrégation. La ségrégation des
fonctions a permis de nombreux progrés dans l'avionique : gains de poids, optimisation
du processus industriel, standardisation des modules, ...La ségrégation des di érentes
fonctions repose sur les concepts digens virtuels du réseau AFDX et partition du systéeme
d'exploitation ARINC-653.

Une partition s'exécute sur un module a travers le systeme d'exploitation ARINC-643.
Elle est dé nie par une zone mémoire et une tranche de temps périodique, pendant la-
guelle elle est la seule a s'exécuter sur le module [51]. Le temps d'exécution d'une partition
est borné par un pire cas de temps d'exécution (WCET). Nous supposons, a des ns de
simpli cation, qu'une fonction est toujours implémentée par une seule partition. Plusieurs
partitions peuvent s'exécuter sur un module. Ces partitions sont ordonnancées statique-
ment et de fagon strictement périodique. Une trame cycliqgue englobante, appelée MAF
(MAjor time Frame), décrit I'ordonnancement de toutes les partitions du module. La pé-
riode de la MAF est I'nyper-période des périodes des partitions. L'onsetd'une partition
est la phase de la patrtition par rapport a celle de la MAF. L'ordonnancement est réalisé
par le systéeme d'exploitation du module.

Un lien virtuel est un mécanisme de communication o ert par le réseau AFDX qui
permet la ségrégation de ux provenant de fonctions de di érents niveaux de criticité. Le
réseau AFDX pour Avionics Full-DupleX, est un réseau dérivé de I'Ethernet commuté.

Il est composé de commutateurs et a ses extrémités de producteurs/consommateurs de
données, appelésabonnés. Un lien virtuel est vu par les fonctions comme un bus virtuel
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mono-émission/multi-réception qui garantit une bande passante, une latence et une gigue
bornées.

Les partitions communiquent a travers des ports de communication unidirectionnels,
appelésAPEX. Il existe deux types de ports :

Port queuing: le port se comporte comme une FIFO,
Port sampling : seule la derniere donnée recue est conserveée.

Ces ports permettent aux partitions de communiquer via le réseau AFDX ou via des bus
de terrain. Ces bus de terrain connectent les capteurs et actionneurs des systémes méca-
niques, électriques ou hydrauliques avec le reste du systéme avionique.

Les modéles d'exécution et de communication des architectures IMA sont spéci és par
les standards ARINC653 [52] et ARINC664 (partie 7) [53].

Langages synchrones et architectures GALS

Dans cette section, nous présentons trés rapidement le langage synchrone Lustre et le
concept d'architecture Globalement Asynchrone Localement SynchronéGALS). Ce patron
d'architecture correspond précisément a l'avionique modulaire intégrée.

Les langages synchrones regroupent une famille de langages de programmation qui
combinent les notions de synchronisme et de concurrence. C'est un choix technologique
trés répandu pour la spéci cation fonctionnelle et I'implémentation d'applications temps
réel embarquées. En particulier le langage Lustre est utilisé dans la conception des sys-
temes avioniques par Airbus et ses principaux équipementiers.

Dans le modéle synchrone, le temps est discrétisé et les temps de calcul et de com-
munication sont négligés, considérés comme in niment rapides. Un programme synchrone
P est une succession deéactions atomiques: P R', ol R est I'ensemble des réactions
atomiques etR' dénote une itération in nie de réactions. Ces derniéres sont des fonctions
déterministes de la forme(état courant; entréeg 7! (état suivant; sorties). La Figure 2.1.1
montre un schéma d'exécution synchrone, utilisé par le langage Lustre, qui décrit une
itération in nie de réactions.

Algorithme 2.1.1  Modéle d'exécution synchrone

Initialiser la mémoire

for each top horloge do
Lire les entrées
Calculer les sorties
Mettre a jour la mémoire

end for

Lustre  Lustre est un langage synchrone a ot données. Un programme Lustre est une
boucle in nie ou les variables sont dé nies une seule fois par des équations. La dé nition
de x = y+ z implique xx = yx + zx a chaque itération k de la boucle. Une variable est
une fonction du temps et représente un ot de données : une séquence in nie de valeurs
de son type [54].

L'opérateur pre désigne la valeur ak 1 d'un ot, pour k> 0. Sik =0 alors pre(x)
vaut nil, une constante spéciale indiquant que la valeur n'est pas dé nie. L'opérateur
I dé nit des valeurs par défaut : le ot a! bprend la valeur du ot a a sa premiére
itération et la valeur du ot b ensuite. Ces deux opérateurs permettent de construire les
autres opérateurs du langage. Les programmes Lustre sont structurés par deseuds.

Un ot n'est actif que si son horloge I'est. Chaque programme Lustre est associé a
une horloge de référence. Chaque ot est attaché a une horloge, soit celle du programme
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soit une horloge (plus lente) dé nie par rapport a I'horloge de référence. Un ot n'a de
valeur que si son horloge est vraie, si I'horloge est fausse, le ot est indé ni. Par exemple,
si x est un ot et c est une horloge, alors le ot x whenc est un ot qui prend une
valeur de x lorsque c est vraie mais n'est pas dé ni lorsquec est fausse. Ce mécanisme
d'horloge permet d'activer des parties du programme a des fréquences di érentes. Pour
des raisons pratiques, un mécanisme de condition d'activation a été ajouté. A la di érence
des horloges, un ot a une valeur dé nie méme lorsque la condition est fausse. Tant que
la condition est fausse, la valeur du ot est gée (ou prend la valeur par défaut du ot
jusqu'a la premiére activation).

Déploiement sur une architecture GALS

Les programmes synchrones sont compilés puis déployés dans une architecture IMA.
Une architecture IMA est globalement asynchrone : il n'y a pas d'horloge globale ni d'état
global et 'AFDX est asynchrone. Un tel systéme se comporte comme un réseau de noeuds
localement synchrones qui communiquent via des réseaux asynchrones : IMA est un sys-
teme GALS.

Les programmes synchrones permettent de décrire les composants logiciels. Des gé-
nérateurs de code produisent le code des partitions qui les implémentent. D'une certaine
maniére, les programmes synchrones peuvent étre vus comme des exigences de bas ni-
veau. La compilation garantit que la sémantique fonctionnelle est préservée : la partition
est conforme, fonctionnellement, a sa spéci cation. Néanmoins, les durées d'exécution des
partitions et les temps de communication ne sont pas négligeables : les architectures IMA
ne véri ent pas I'hypothése de synchronisme.

Le déploiement des programmes synchrones dans une architecture GALS est un pro-
bleme connu [54]. En pratique, le déploiement est possible au prix d'une estimation trés
ne des temps d'exécution des partitions et de l'introduction d'exigences non fonction-
nelles dans la spéci cation systéme. Ces exigences spéci ent notamment les contraintes
temporelles induites par les asynchronismes. Nous donnons dans ce chapitre un exemple
de véri cation dans une architecture GALS, qui montre que le model-checking temps réel
est trés e cace pour la spéci cation et véri cation de ces exigences non fonctionnelles,
indissociable des systémes avionigques tels qu'ils sont réalisés aujourd'hui.

2.1.3 \Véri cation formelle dans le contexte avionique

Cette section présente des exemples d'utilisation opérationnelle, dans un contexte avio-
nique. Bien que ne se limitant pas au model-checking, la plupart des expérimentations
présentées utilisent cette technique.

A n de structurer cette section, nous dé nissons deux niveaux d'application pour la
véri cation formelle :

1. Le niveau systéme correspond a la spéci cation des composants et de leurs interac-
tions. Cette spéci cation est exprimée par des HLR, construites a partir de l'analyse
systeme, et les LLR obtenues par ra nement des HLR. Ces LLR peuvent étre sous
forme textuelle ou sous la forme de programme Lustre.

2. Le niveau logiciel : correspond au code source et objet des composants, par exemple
en langage C. Les HLR du logiciel sont les LLR du composant qu'il implémente. Le
code source d'un composant est écrit a partir de LLR déduites de ses HLR. Le code
source peut aussi étre généré a partir des LLR du composant si ces derniéres sont
écrites en Lustre. Le code objet est obtenu par compilation du code source.

Dans l'industrie, la véri cation d'un logiciel consiste a véri er que le code exécutable
du logiciel est conforme a ses exigences. Plus le logiciel est critique, plus la part de la
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véri cation dans le colt du logiciel est importante. Cette activité représente donc une
part trés importante du colt des logiciels dans l'industrie aéronautique.

Autres méthodes de véri cation

Le c+ur de cette thése est la méthode du model-checking. Néanmoins, nous nous
attachons a donner des exemples d'utilisation des méthodes formelles dans notre contexte
industriel, pas uniqguement du model-checking. Deux des méthodes de véri cation les plus
utilisées sont la preuve de programme et l'interprétation abstraite.

Preuve automatique de programme La preuve de programme recouvre un ensemble
de techniques permettant de prouver qu'un programme satisfait sa spéci cation par des
déductions logiques. La correction d'un programme et sa sémantique sont formulées par
des théorémes. Ces théorémes sont généralement prouvés semi-automatiguement par des
outils d'aide a la preuve. Parmi les outils les plus connus on peut citer Coq [55], PVS [56]
ou Isabelle [57].

Un programme et son environnement d'exécution sont modélisés dans un formalisme
approprié. Le comportement attendu du programme est décrit avec le méme formalisme.
Le modéle ainsi obtenu peut étre transformé vers un ensemble de formules logiques. La
preuve de correction est alors synthétisée puis véri ée automatiquement par un outil d'aide
a la preuve a partir d'un ensemble d'axiomes et de régles d'inférences.

Interprétation abstraite L'interprétation abstraite [58, 59, 60] est une théorie des

approximations des sémantiques utilisée pour 'analyse et la véri cation statiques des lo-
giciels. Elle peut étre dé nie comme une exécution partielle d'un programme pour obtenir

des informations sur sa sémantigue (par exemple, sa structure de contrdle, son ot de
données) sans avoir a en faire le traitement complet. Sa principale utilisation est l'ana-
lyse statique, I'extraction automatique d'informations sur les exécutions possibles d'un

programme. Ces analyses ont deux usages principaux :

Pour les compilateurs, an d'analyser le programme pour déterminer si certaines
optimisations ou transformations sont possibles;;

pour prouver l'absence de certains types d'erreurs dans un programme, appelées
erreurs a I'exécution et notéesRTE.

Dans un contexte avionique, les contraintes de certi cation interdisent la plupart, sinon
toutes, des optimisations réalisées par le compilateur. Ce qui va nous intéresser dans cette
section, ce sont surtout les capacités de détection d'erreurRTE.

Véri cation au niveau logiciel

La méthode de véri cation la plus utilisée aujourd'hui est le test. Un test est composé
d'un scénario, d'un environnement et d'un résultat attendu. Il est réussi si, aprés l'exé-
cution du logiciel décrite par le scénario dans I'environnement de test, le résultat obtenu
est identique au résultat attendu. Deux grandes familles de tests coexistent. Léest uni-
taire, qui permet de véri er la conformité d'un logiciel par rapport a ses LLR, et le test
fonctionnel qui permet de véri er la conformité par rapport a ses HLR. Une analyse de
couverture structurelle, qui détecte les parties du logiciel couvertes par les tests, permet de
prouver (aux autorités) que le logiciel est su samment testé. Plus le niveau de criticité est
élevé plus la couverture doit étre large : la totalité du code source d'un logiciel de criticité
DAL-A doit étre testée.

Dans [61], lestests unitaires d'un logiciel sont avantageusement remplacés par des
preuves unitaires qui reposent sur l'outil Caveat [62], un outil de preuve automatique de

35



programme. Le logiciel est écrit avec un sous-ensemble de C pour lequel Caveat dé nit une
sémantique formelle. Les LLR du logiciel sont formalisés grace au langage formel proposé
par Caveat. Ces LLR formalisées et le code de chaque fonction du logiciel sont analysés
par Caveat. Ce dernier véri e I'équivalence des spéci cations et du code source en utilisant
une approche déductive. L'activité est semi-automatique : |'utilisateur doit intervenir pour
résoudre des obligations de preuves.

La preuve unitaire n'est pas su sante car il faut prouver I'équivalence du code objet
avec ses HLR. Le test fonctionnel reste indispensable pour couvrir le risque d'erreurs in-
troduites a la compilation. Des travaux sont en cours pour l'utilisation d'un compilateur
certi é qui permettrait de réduire le nombre de tests fonctionnels nécessaires.

La véri cation d'un logiciel nécessite aussi de prouver I'absence de RTE. Le test peut
ne pas étre su sant et la preuve doit alors se faire par analyse, souvent trés fastidieuse.
L'outil Astrée [63], basé sur les résultats théoriques de l'interprétation abstraite, est utilisé
pour garantir I'absence de RTE a partir de sources C.

La conception du systéme dans lequel le logiciel s'exécute repose sur une hypothése
de synchronisme (Section 2.1.2). Il faut prouver que l'implémentation du systeme véri e
cette hypotheése : le systéme doit étre capable de réagir a un événement recu avant l'arrivée
d'un nouvel évenement. La connaissance précise des pires temps d'exécution d'un logiciel
(WCET) est nécessaire pour prouver que I'nypothése de synchronisme est véri ée [64].

Cependant, les architectures modernes des microprocesseurs utilisés dans l'avionique
induisent du non-determinisme temporel. Par exemple, le temps d'accés a une donnée
varie selon que la donnée est en cache ou en mémoire. Les méthodes classiques d'analyse,
manuelles, deviennent impossibles a appliquer.

La solution retenue dans [64] est l'utilisation de techniques d'interprétation abstraite
et l'outil aiT. Une approximation trés ne de la cible d'exécution est construite. A partir
de cette approximation, l'outil aiT est capable de calculer un WCET su samment précis
et optimiste.

Ce dernier exemple montre comment des méthodes formelles peuvent venir complé-
ter I'approche de conception synchrone des systémes par I'évaluation quantitative des
contraintes temporelles. De plus, il montre que ces méthodes formelles tendent a devenir
indispensables, moins pour des gains éventuels de productivité que pour les conséquences
de la complexité croissante des matériels, qui empéchent l'utilisation des méthodes ma-
nuelles classiques.

Il est important de noter que toutes ces techniques sont utilisées opérationnellement,
c'est d'ailleurs notre motivation a les présenter. Les premiéres expérimentations ont dé-
marré au début des années 2000 et aujourd'hui ces techniques formelles sont completement
intégrées au processus industriel. Leurs utilisations contribuent directement a la certi ca-
tion en complément des moyens de Vvéri cation plus classique de la DO-178 que sont le
test, I'analyse et la revue. La DO-333 capitalise sur ces expériences et normalise les usages
possibles des méthodes formelles pour prouver l'atteinte des objectifs.

Model-checking au niveau logiciel

Cette section donne quelques exemples d'utilisation du model-checking pour la véri -
cation de logiciel. L'avantage du model-checking, par rapport a la preuve de programme et
l'interprétation abstraite, est qu'il permet de détecter les erreurs de concurrence (parfois
appelées erreurs non déterministes). Elles sont généralement tres di ciles & reproduire. Il
est donc dicile, si ce n'est impossible, de les détecter par le test, I'analyse ou la revue
[65]. Le model-checking est donc un outil adapté & la véri cation de logiciels concurrents.

36



L'expérimentation décrite dans [66] se situe dans le contexte d'un systéeme d'exploita-
tion temps réel pour une architecture IMA. Les auteurs cherchent a véri er des propriétés
de partitionnement temporel de I'ordonnanceur : a chaque cycle de I'ordonnanceur, le bud-
get CPU alloué a un thread doit lui étre compléetement attribué. Le logiciel a véri er est
écrit avec un sous-ensemble de C++. Le code du logiciel est converti automatiquement
vers Promela, le langage de spéci cation du model-checker Spin La propriété d'allocation
totale est véri ée par Spin.

Dans d'autres contextes que l'avionique, [67] décrit |'utilisation de Spin pour la détec-
tion d'erreurs de concurrence dans un logiciel embarqué de la mission Curiosity. Dans [68]
les auteurs utilisent Spin pour véri er un logiciel de contréle autonome de mission spatiale.
Le logiciel traité est écrit en LISP [69]. Finalement, I'outil SLAM [70] inclut un model-
checker pour la véri cation des pilotes matériels pour le systéme Windows. Cet outil a eu
un succes considérable, puisqu'il a grandement contribué a la n du fameuXcran bleu®©.

Ces exemples de véri cation logicielle par model-checking mettent en avant la capa-
cité du model-checking a détecter les erreurs de concurrence. Les conséguences de ce type
d'erreurs peuvent étre catastrophiques. La véri cation formelle par model-checking ap-
porte une plus-value par rapport aux activités traditionnelles de tests, revues et analyses
qui peut justi er I'e ort conséquent de sa mise en oeuvre. La complexité croissante des
logiciels, de plus en plus concurrents, augmente la probabilité de ce type d'erreurs, réduit
I'e cacité des méthodes traditionnelles de véri cation et tend & justi er une plus grande
utilisation du model-checking.

A notre connaissance, la véri cation de logiciel par model-checking n'est pas utilisée
opérationnellement dans l'aéronautique.

Model-checking niveau systéme

La conception des systemes avioniques repose en partie sur l|'utilisation de modeéles
formels. Parmi les outils de modélisation les plus répandus on trouve Scade Simulink 2
et State ow 4. Scade est la version commerciale de
LUSTRE. Simulink/State ow est un outil de modélisation qui combine la modélisation
des systemes dynamiques et a événements discrets.

Ces modeéles décrivent ce que nous appellerons dans cette section le niveau systeme. lls
permettent de donner une sémantique formelle aux composants et a leurs interactions : le
modéle Lustre d'une fonction donne les LLR des composants qui l'implémentent. L'utili-
sation des modéles s'est généralisée grace a la simpli cation des processus gu'elle permet,
notamment par la génération de code certi é.

La technique de véri cation des modeéles la plus utilisée est le test. Les tests fonction-
nels, élaborés a partir des HLR du systéme, sont exécutés sur une plateforme de simulation.
Cette plateforme exécute le code généré automatiquement a partir du modele, autrement
dit le code implémentant les LLR du systéme.

Le test permet de véri er les comportements nominaux, la robustesse du systeme, le
fonctionnement en cas de panne, .... L'inconvénient majeur de cette approche est lié a
la nature du test : il n'est pas exhaustif [71]. La conséquence est que des erreurs dans
la spéci cation du systeme peuvent ne pas étre détectées et se propager au niveau des
composants logiciels, ce d'autant plus qu'une grande partie du code est généré automati-
guement a partir du modéle. Il est bien connu que plus une erreur est introduite t6t dans
le cycle de développement, plus elle sera coliteuse a corriger.

1. http://spinroot.com/spin/whatispin.htmi

2. |http://lwww.esterel-technologies.com/products/scade-suite/
3. http://fr.mathworks.com/products/simulink/

4. http://fr.mathworks.com/products/stateflow/
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Un autre probléme du test au niveau systéme est lié a l'architecture GALS de ces sys-
temes. Les asynchronismes inhérents a cette architecture engendrent des fautes de concur-
rence. Or ces fautes sont trés di ciles a détecter par le test. Il y a donc des opportunités
pour les méthodes formelles lorsqu'elles sont appliquées au niveau systéme.

Dans [72], les auteurs décrivent I'e ort de véri cation formelle mis en oeuvre pour
un systeme d'a chage d'informations de vol critiques, I""Adaptive Display & Guidance
System", développé par Rockwell Collins Inc.

Les modeles sont réalisés avec Simulink/State ow. lls sont ensuite transformés en
Lustre puis vers le langage d'entrée du model-checker NuSnty un model-checker symbo-
lique. On obtient ainsi un modele de véri cation des LLR du systéme.

Les HLR sont formalisés par des formules de logique temporelle CTL. Ces formules
logiques sont véri ées par NuSmv sur le modéle de véri cation. Cette démarche permet
donc de véri er les HLR du systéme sur un modele formel de ses LLR. C'est précisément
ce gue fait le test, I'exhaustivité en plus.

Le modéle comporte 16000 primitives Simulink, 4000 sous-systémes. Un total de 563
propriétés formelles ont été véri ées. Une centaine d'erreurs ont été détectées dans le mo-
déle. La taille des espaces d'états véri és est comprise entrg0’ et 10%7 états, ce qui est
acceptable pour des model-checker symboliques. Le méme processus de Vvéri cation a été
appliqué, avec succes, sur la véri cation d'un sous-systeme de gestion de la redondance
d'un systéme de gestion de vol d'un drone dans [73].

Cet exemple montre qu'il est possible d'appliquer le model-checking sur des systémes
réels. Néanmoins, I'exercice n'est pas trivial et plusieurs di cultés apparaissent.

La premiére di culté est la formalisation des exigences. En particulier, le niveau de
détail des exigences est un facteur déterminant [74]. Plus précisément, c'est I'écart plus
ou moins important des niveaux d'abstraction entre les exigences de haut niveau et les
modeles. De nombreux travaux essaient d'apporter des solutions a ce probléme ([75, 76]).

Une deuxiéme di culté tient a la nature méme des systémes. Les systemes fortement
numériques, ol les comportements manipulent des réels, sont di ciles a véri er par model-
checking. Les nombres ottants aggravent le probléme de I'explosion combinatoire. Une
solution ici est d'utiliser une simpli cation en modélisant les nombres a virgules ottante
en nombre a virgules xe [73]. Une simpli cation a toujours un co(t : elle permet de
détecter des erreurs mais pas d'en prouver l'absence.

Une troisieme di culté est I'analyse des contre-exemples. Les erreurs détectées sont
subtiles par nature et les contre-exemples sont exprimés comme des séquences d'états du
modele de véri cation. Généralement les langages de véri cation sont plus bas niveau que
les modéles systémes, les contre-exemples, souvent longs, en sont d'autant moins lisibles.
Or, les ingénieurs exigent, [égitimement, un certain niveau de confort dans l'utilisation des
outils. Des travaux existent sur I'analyse simpli ée des contre-exemples ([77],[78]).

Fondamentalement, la quatrieme di culté est I'explosion combinatoire. Ce probléme
rend di cile l'utilisation du model-checking pour prouver l'absence d'erreur dans un sys-
téeme : les systémes véri és sont trop complexes pour étre véri és automatiquement et
uniguement par model-checking.

Ce gue I'on peut tirer comme enseignement ici est que le model-checking est moins e -
cace pour prouver la sOreté d'un systéme que pour détecter des erreurs au plus tdét dans un
processus de développement. Autrement dit, il peut étre plus utile pour le développement
d'un systéme que pour sa véri cation au sens de la certi cation.

En conclusion, lorsque le systéme véri € ne réalise pas de calcul numérigue complexe
et que les types de données manipulés sont simples (booléen, énumération,...) alors des

5. http://nusmv.fbk.eu/
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applications e caces du model-checking sont possibles. Dans ce cas, le model-checking
permet de détecter des erreurs dans la spéci cation, ce qui peut justi er I'e ort nécessaire
a sa mise en oeuvre.

Les exemples donnés dans cette section ne traitent pas de contraintes temporelles
exprimées en temps physique. Dans une architecture GALS, en l'absence de mécanismes
de synchronisations, la seule référence commune de temps est le temps physique. Dans ce
cas, il faut utiliser des modeéles temporisés pour la véri cation, les automates temporisés
ou les réseaux de Petri temporels. La section suivante montre un exemple de véri cation
au niveau systeme réalisé avec le langage Fiacre.

2.2 Un exemple de véri cation par model-checking

Les modéles formels évoqués dans la section précédente reposent sur une sémantique
synchrone. Cette sémantique abstrait le temps et par la méme simpli e la spéci cation,
la conception, I'implémentation et la validation des systéemes temps réel. En particulier,
Scade est devenu un standard de fait pour la réalisation de systémes avioniques, au moins
au sein d'Airbus et de ses principaux équipementiers.

Lustre est un outil reconnu pour la spéci cation fonctionnelle d'un systéme. Un gé-
nérateur de code certi € au niveau DAL-A permet de générer environ 90% du code des
composants logiciels [71]. Il est prouvé que le code généré est fonctionnellement équivalent
au modeéle. Comme le générateur est certi € en tant qu'outil de développement, c'est a
dire avec les mémes contraintes que le logiciel qu'il génere, la certi cation de la confor-
mité fonctionnelle du code et au systéme est simpli ée. De fait I'outil Scade et donc la
sémantique synchrone sont devenus incontournables dans l'industrie aéronautique.

Néanmoins, les composants logiciels développés via Scade sont déployés dans une
architecture globalement asynchrone. De cette divergence émergent des exigences non-
fonctionnelles, des contraintes temporelles que le model-checking temporis€, asynchrone
par nature, peut aider a dé nir et véri er.

Pour illustrer les di cultés dues a ce type d'architecture, nous considérons I'exemple
d'une architecture Command/Monitoring (COM/MON). Certaines fonctions de l'avion
doivent, pour des raisons de sdreté, étre décomposées en deux fonctions exécutées sur deux
composants distincts [79](Section 2.1.1). La fonction de commande (COM) assigne des
commandes aux actuateurs tandis que la fonction de monitoring (MON) véri e I'absence
d'erreurs du COM. Pour simpli er on considére que les composants logiciels de chaque
fonction sont implémentés par une partition ARINC-653 (voir Section 2.1.2). Les deux
partitions s'exécutent sur deux modules IMA distincts et communiquent entre elles de
maniére asynchrone via le réseau AFDX.

Nous ne traitons pas les aspects de disponibilité. Pour garantir un niveau de disponi-
bilité satisfaisant, en regard de la criticité de la fonction, les composants qui implémentent
les fonctions COM et MON sont redondés.

Une conséquence de l'architecture GALS est que l'ingénieur doit prendre en compte
les asynchronismes de l'architecture au niveau du modéle Scade. Une solution pratique
consiste a prolonger un évenement su samment longtemps pour que les deux composants
aient une vision consistante de cet événement. L'ingénieur doit pour ce faire exprimer des
durées et justi er, dans le contexte de la certi cation, que ces durées sont correctes. Ces
durées sont exprimées en temps logique, c'est a dire en terme de cycles d'exécution (une
partition peut étre abstraite comme une tache périodique). Si une erreur est introduite a
ce niveau, par exemple une durée trop courte, son colt de correction sera d'autant plus
élevé qu'elle sera détectée tard dans le cycle de développement.
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Dans cette section, nous décrivons une expérimentation qui montre comment le model-
checking temps réel peut étre utile pour véri er ce type de propriété temporelle. Cette
étude de cas est cohérente vis a vis des exemples d'utilisation présentés dans la Section
2.1.3 : la fonction de monitoring n'e ectue pas de calcul numérique, le périmétre de la vé-
ri cation est limité et la propriété est principalement in uencée par le modéle d'exécution
temporel du systéme. Ce modéle d'exécution inclut les phases, périodes et durées d'exécu-
tion des partitions ainsi que les délais de communication. La durée d'exécution d'une tache
est précisément estimée par les techniques d'analyse du WCET (Section 2.1.3). Les délais
de communication sont estimés par analyse du pire cas de traversée (WCTT) dans un
réseau AFDX. Il est donc possible d'avoir une description assez précise du comportement
temporel au niveau de la spéci cation et donc appliquer le model-checking temps-réel [80].
La pratique courante aujourd'hui est de prouver la correction de ces durées, au sens de la
DO, par analyse humaine. Il y a donc un intérét a automatiser cette tache par la méthode
de véri cation exhaustive que propose le model-checking temps-réel.

Cette section a fait I'objet d'une publication lors de la 25-iéme édition du symposium
IEEE "Software Reliability Engineering Workshops (ISSREW)" sous le titre :

Model-Checking Real-Time Properties of an Auto Flight Control System Func-
tion [1]

2.2.1 Systeme de gestion automatique de vol

L'objet de la véri cation présentée dans cette section est une fonctionnalité d'un sys-
teme de gestion automatique de vol.

Un systeme de gestion automatique de vol, ou AutoFlight Control System (AFCS),
fournit un support opérationnel aux pilotes. |l vise a réduire la charge de travail des
pilotes, stabiliser au mieux I'avion, améliorer le confort de vol et nalement augmenter
les capacités opérationnelles (eg : atterrissage avec visibilité réduite). Ces services sont

proposés a travers guatre sous-systéemes :

Le pilote automatique(AP) commande les actuateurs, directement ou indirectement
via le systéme de contrdle de vol;

La commande de gaz automatiqueommande la poussée moteur;

Le directeur de vol indique au pilote, sur I'horizon arti ciel, la position que doit
prendre l'avion par rapport a une trajectoire cible;

Le guidage de volpermet au pilote d'opérer I'avion a travers des scénarios de haut
niveau, appelésmodes. Ces modes contraignent les interactions possibles entre le pi-
lote et I'avion. Des exemples de modes sont "maintenir une altitude cible”, "atteindre
une vitesse cible", ...

Nous nous intéressons au sous-systéme de guidage de vol et plus particulierement a
une fonction de capture d'altitude cible dans le mode "atteindre une altitude cible". Cette
fonction permet au pilote, a partir d'un bouton rotatif placé dans le cockpit, de sélec-
tionner la consigne d'altitude transmise au pilote automatique. Un exemple d'équipement
installé dans le cockpit est montré dans la Figure 2.1. Le bouton est encadré en rouge.

L'architecture fonctionnelle répond a des exigences de sireté via une architecture fonc-
tionnelle COM/MON. Comme indiqué en Section 2.2, ces composants sont spéci és fonc-
tionnellement par une sémantique synchrone et déployés dans un environnement asyn-
chrone. En conséquence des exigences non fonctionnelles émergent [81]. Les exigences aux-
guelles nous nous intéressons sont des contraintes temporelles que les composants doivent
respecter. Ces composants héritent du niveau de criticité DAL-B. Le pilote peut toujours
désactiver le systéme de guidage de vol lorsque ce dernier tombe en panne, a condition
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Figure 2.1: Bouton rotatif de capture d'altitude

gue la panne soit détectée. D'ou la nécessité d'utiliser I'architecture COM/MON et de
s'assurer que le MON détecte bien les erreurs du COM.

Architecture

Nous décrivons maintenant |'architecture simpli ée pour la capture d'altitude, illustrée
dans la Figure 2.2. Une vue plus fonctionnelle de l'architecture est donnée dans la Figure
2.3. Cette derniére gure représente les variables et autres parameétres qui sont décrits
ci-apres.

Figure 2.2: Architecture de la fonction de capture d'altitude

Le panneau de controle

Le panneau de contrdle est une carte matérielle composée
d'un bouton rotatif avec retour tactile(knob) ;

d'un composant matériel de commande(CP _COM );

d'un composant matériel de surveillance (CP _MON ).

Les composants du panneau de contréle sont synchronisés sur la méme horloge. Le bouton
posséde 256 positions, appelées "clicks". Le pilote sélectionne une altitude cible en tournant
le bouton, a droite ou a gauche. Lorsqu'il est en mouvement le bouton émet deux signaux :

1. Une quadrature de phase qui encode un incrémentl (resp. 1) pour chaque click
a droite(resp. a gauche). La durée minimale entre deux click est notée.

2. Un signal de détection de mouvement, appelénvt, haut tant que le bouton bouge,
bas sinon

CP_COM incrémente (resp. décrémente) un compteur local, modulo 256, a chaque mou-
vement vers la droite (resp. vers la gauche) du bouton et transmet 2 C_COM la valeur
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du compteur avec une périodep3. La valeur est transmise via un bus A429 avec une
latence notéead29 ltcy. Les propriétés physiques du bouton et la fréquence d'échantillo-

nage deCP_COM garantissent que le bouton ne peut pas faire plus de la moitié d'un

tour entre deux échantillonages. La norme A429 [82] spéci e des bus de terrains mono-
émetteur/multi-receveur trés utilisés dans l'avionique. Le temps de traitement nécessaire

aCP_COM pour convertir la quadrature de phase et émettre la valeur du compteur est

de l'ordre de la micro-seconde et peut-étre négligé.

CP_MON traite le signal de détection de mouvement. Des que celui-ci est haut,
CP_MON émet un signal haut, notécMvt sur un "discret" a destination dePC_MON .
Un discret est un " I' capable de transmettre un signal haut/bas d'un point & un autre avec
une probabilité d'erreur trés faible (< 10° =hv). CP_MON maintient ce signal pendant
cProl ms aprés que le signal de détection de mouvement soit repassé a bas.

Les partitons PC_COM et PC_MON

Le composant logiciel de command® C_COM et le composant logiciel de surveillance
PC_MON sont implémentés par des partitions A653. Nous choisissons d'abstraire ces
partitions, générées a partir de leur spéci cation Lustre, par des taches périodiques. Cha-
cune de ces deux taches a un période, une durée d'exécution et une phase. La période
de PC_COM est notépl, sa duréedl. La période dePC_MON est notéep2, sa durée
d2. Les partitions lisent leurs données d'entrée au début de I'exécution et écrivent leurs
sorties a la n. Sans perte de généralité, nous considérons que les lectures et écritures sont
atomiques et en temps nul. Les deux partitions communiquent de manieére asynchrone via
un réseau AFDX et des ports "sampling" (Section 2.1.2).

A chaque exécutionPC_COM lit le nombre de click émis parCP_COM et calcule
une altitude cible, notée alt_target. Cette altitude est envoyée a PC_MON via I'AFDX
avec une latenceafdx_ltcy .

PC_MON détecte les changements d'altitude en comparant les valeurs recues suc-
cessives. Une variable booléennalt_change, est positionnée si deux valeurs successives
di érent. De plus, PC_MON prolonge localement le signal de détection de mouvement
émis parCP_MON . Le signal local est notépProl et il est maintenu pendant pProl ms
aprés la derniére exécution ou le signal émis patP_MON était haut.

Le calcul et la validation des durées de prolongatiorcProl et pP rol représentent une
di culté pour l'ingénieur. En Lustre, la notion de durée n'existe pas, il faut que l'ingénieur
compte les cycles en incrémentant/décrémentant un compteur de cycles. La durée calculée
doit capturer tous les asynchronismes possibles entre les deux partitions et intégrer les
di érents délais de communication. Nous pensons que la véri cation par model-checking
temporisé facilite le calcul et la validation de ces durées de prolongation.

Objectifs de véri cation

La premiére étape dans la lutte contre I'explosion combinatoire est la construction du
modele. Comme le choix des abstractions est guidé par la propriété a veéri er, il est essentiel
de dé nir au plus t6t I'objectif de la véri cation. Nous considérons l'erreur suivante :

A partir d'un état sans erreur du systeme, PC_COM émet deux altitudes
cibles successives di érentes non précédées d'un mouvement de bouton.

Pour ce qui nous concerne, le role d®C_MON est de détecter cette erreur. Pour bien
délimiter le probleme, nous faisons I'hypothése qu® C_MON , le panneau de contrdle et
les réseaux sont ables. A cause des asynchronismé8C MON peut ne pas détecter un
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Figure 2.3: Vue fonctionnelle

mouvement du bouton. Si les signauxpMvt et cMvt ne sont pas prolongés su samment
longtemps, un mouvement entre deux exécutions d® C_MON est ignoré par ce dernier.
Les durées de prolongation doivent permettre &2 C_MON de toujours détecter les mou-
vements du bouton. Notre objectif est de véri er que les durées de prolongations fournies
par l'ingénieur permettent a PC_MON de détecter tous les mouvements du bouton.

Plus formellement, nous véri ons qu'un modéleM du systéme, instancié par les durées
= ( cProl;pPral), vérie la propriété de streté DETECT . Les autres parametres du
modeéle @fdx_ltcy , p1,dl, ...) sont xés. Une con guration telle que DETECT est
veri ée garantit que PC_MON détecte tous les mouvements du bouton.

(alt_change ) pMvt) (DETECT)

La propriété DETECT est une propriété de slreté. Elle spéci e I'absence d'états ou
un changement d'altitude a eu lieu mais aucun mouvement de bouton n'a été détecté. Dans
ce cas d'étude, ce type de propriété permet une Vvéri cation plus e cace, en autorisant
I'utilisation de I'abstraction de l'inclusion des classe d'états (Section 1.2.3).

2.2.2 Modélisation de la capture d'altitude

Nous détaillons maintenant le modéle de véri cation FIACRE construit pour véri er
la propriété DETECT . Des extraits de ce modeéle sont présentés. Cette étude de cas est
tirée d'un systéme développé par Thales Avionics SA. A n de préserver la con dentialité,
les bornes temporelles sont représentées par des chaines de caractéres [@fgx_lItcy
jitter; afdx_ltcy + jitter]). En réalité, le langage FIACRE n'autorise que les bornes
entieres. Néanmoins, les modéles FIACRE étant décrits sous forme textuelle, on peut
toujours les paramétrer statiquement via l'utilisation de pré-traitement.

Abstraction des données

La proprieté DETECT ne dépend pas d'une valeur particuliére d'altitude, on peut
abstraire les altitudes en modélisant uniquement les changements d'altitudes. Cette abs-
traction est indispensable car la valeur du compteur est émise tous lep3 ms, avecp3
petit, et que cette valeur est comprise entre0 et 255. Comme aucune hypothése n'est faite
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sur les entrées (ie: les mouvements du pilote), les valeurs possibles du compteur sont un
facteur important d'explosion.

Les incréments d'altitude et leurs directions sont abstraits par une énumeération a deux
valeurs fChange; NoChangeg. Lorsque le bouton est en mouvement, le compteur contient
la valeur Change et lorsqu'il est a l'arrét le compteur vaut NoChange.

Certains comportements peuvent étre manqués a cause de cette abstraction. La valeur
du compteur est échantillonnée parCP_COM avec une périodep3. Dans le scénario ou
le compteur est incrémenté entre deux échantillonnages et comme est plus petit que
p3, la valeur abstraite du compteur restera la méme. La Figure 2.4 illustre ce scénario.
Une variable intermédiaire, qui mémorise les mouvements entre deux échantillonnages, est
ajoutée au modele pour corriger le probleme.

<«

Knob J_r4ﬂ_ﬂ_
CPCOM _ 11 1 1 1 1 |

T
«—

p3

Figure 2.4: Mouvements ignorés

Abstraction temporelle

Des lors que les clicks sont abstraits on peut abstraire le comportement temporel du
signal de quadrature de phase. L'abstraction sur les données se décline en une abstraction
temporelle.

X
— «

Quad. Phase_f\J /Lt firyue
Abstraction _]J | I L

Figure 2.5: Knob movement abstraction

Le premier chronogramme de la Figure 2.5 montre un comportement possible du signal
de quadrature émis par le bouton, en négligeant le sens de rotation. Dans cette gure
représente une séquence de 3 clicks etest la durée (xe) d'un click. Le bouton est
toujours actionnable par le pilote et aucune hypothése n'est faite sur ses actions. De plus

est deux ordres de grandeur plus petit que la période d8C_COM . CommeP C_COM
est exécutée in niment souvent, ces di érences d'échelles entre les contraintes temporelles
aggravent le probleme d'explosion combinatoire. Intuitivement, les mouvements du bouton
introduisent beaucoup d'états intermédiaires entre deux exécutions dé&® C_COM .

L'abstraction temporelle est illustrée dans la Figure 2.5. Au lieu de modéliser les clicks
du bouton (chronogramme du haut) hous modélisons les mouvements du bouton (chrono-
gramme du bas), sans aucune contrainte temporelle entre deux mouvements. Cette abs-
traction simpli e les contraintes temporelles impliquées lors du calcul des classes d'états
tout en réduisant le nombre de classes. Néanmoins, elle introduit des comportements Zeno :
une in nité de mouvements peut se produire en un temps ni. CommeDETECT est une
propriété de slreté, si elle est vraie dans le modéle abstrait alors elle est vraie dans le
modele concret.

Abstraction des réseaux

Le réseau A429 est un bus simple mono émetteur qui garantit que les récepteurs verront
le dernier message émis aprés un temps borné. En pratique, le coupleur réseau stocke ce
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process AFDX_ALT_TARGET[input:AltTarget](&output:AltTarget) is
states idle,send
var alt_target:AltTarget:=ChangeAltNo
from idle
input?alt_target; to send
from send
wait [afdx_ltcy -jitter,afdx_ltcy +jitter];
output:=alt_target;
to idle

©CoO~NOOhWNE

Figure 2.6: Modéle du réseau AFDX

message dans une mémoire partagée accessible par I'application. A intervalle périodique,
I'application lit la valeur dans la mémoire partagée. Le modeéle FIACRE de I'A429 implé-
mente cette description.

Le réseau AFDX est plus complexe, composé de switch ethernet dans lesquels les
messages peuvent étre mis en le d'attente (Section 2.1.2). L'utilisation de les d'attente
dans un modeéle aggrave le probléme de I'explosion combinatoire. Par ailleurs, des travaux
existent sur |'estimation de bornes sur la latence du réseau qui prennent en compte l'impact
des les [83]. Le pire cas de traversée peut étre estimé avec une précision su sante pour
chaque lien virtuel proposé par le réseau. De plus, la con guration du réseau (nombre et
types des messages, tables de routages) est statique. A partir de ces données, le modele
FIACRE abstrait 'AFDX comme un ensemble de ces liens virtuels, avec un processus par
lien, synchronisé avec I'émetteur unique du lien virtuel. Une particularité du cas d'étude
est que les fonctions communiquent avec le réseau via des ports échantillonnés. Cette
propriété permet de modéliser la sortie du lien virtuel par une variable partagée. La Figure
2.6 montre le processus FIACRE qui modélise le lien virtuel acheminant l'altitude cible
depuisPC_COM vers PC_MON.

Les réseaux sont par hypothéses toujours disponibles : cette hypothese est réaliste en
avionique ou les réseaux utilisés sont congcus pour étre extrémement ables. Néanmoins,
lorsque AFDX_ALT_TARGIESt dans I'état send (ligne 6) il ne peut pas se synchroniser sur
le port input. Cela ne pose pas de probléme car le processusFDX_ALT_TARGIEE syn-
chronise uniguement aved®C_COM. Or la période de ce dernier est approximativement
quinze fois supérieure au pire cas de traversée. En conséquence, si le réseau est disponible
au premier cycle dePC_COM, il le sera pour tous les autres.

Finalement, la gigue possible du réseau AFDX est prise en compte dans l'intervalle
temporel de la ligne 7. Cette gigue, ainsi que la latence, sont des paramétres du modéle.

Asynchronismes

En l'absence d'erreur, il y a deux causes possibles d'asynchronisme :

1. Les dérives d'horloges

2. Les déphasages a l'initialisation

Les modéles temporisés couramment utilisés (Chapitre 1), notamment leSP N, font
I'nypothése d'horloges parfaites. En réalité les horloges dévient par rapport au temps new-
tonien. Nous ne prenons pas en compte ces dérives d'horloges dans le modéle. A la place,
I'nypothése est faite que le systéme ne s'exécute pas su sament longtemps pour que les
dérives d'horloges puissent changer son comportement. Cette simpli cation se justi e car
le systtme modélisé est un systéme avionique et sa durée d'exécution est bornée par la
durée du vol de l'avion dans lequel il est embarqué. C'est une hypothése faite en pratique
par les ingénieurs qui congoivent ces systémes. Le risque induit par les dérives est généra-
lement mitigé par du monitoring d'horloges en vol.

45



Dans une architecture GALS, les di érents composants ne se synchronisent pas entre
eux. Nous ne faisons donc aucune hypothése sur d'éventuelles synchronisations. Le modéle
doit donc capturer les ordres possibles d'initialisation et parmi ces ordres les contraintes
temporelles possibles. Cela aggrave le probléme de I'explosion combinatoire.

Nous adoptons une stratégie diviser pour mieux régner. Au lieu d'un seul modéle on
construit plusieurs modéles, un pour chaque ordre d'initialisation possible (eg: composants
acres A puis B et composant B puis A). Chacun de ces modéles capture les contraintes
temporelles possibles étant donné un ordre d'initialisation. Il serait alors nécessaire de
prouver que ces di érents modéles couvrent e ectivement tous les cas. Nous ne proposons
pas cette preuve.

Modélisation du panneau de contrdle

La Figure 2.7 montre les processukNOB et CP_MON du panneau de contréle.

type Clicks is wunion Change | NoChangeend

process KNOB [up,down:sync] (&ck:Clicks) is
states idle,move
from idle
up; ck:=Change; to move
from move
down; ck:=NoChange; to idle

©CoO~NOOhWNPE

10 process CP_MON [up,down:sync] (&cMvt:bool) is
11 states idle,sustain,waitdown
12 from idle

13 up; cMvt:= true ; to waitdown

14 from waitdown

15 down; to sustain

16 from sustain

17 select

18 wait [cProl,cProl]; cMvt:= false ; to idle
19 [] up; cMvt:= true ; to waitdown

20 end

22 component CONTROL_PANEL (&cMvbool) is
23 var ck:Click := NoChange

24 port up,down:sync

25 par * in

26 KNOB [up,down] (&ck)

27 || CP_MON [up,down] (&cMvt)

28 || CP_COM (&ck)

29 end

Figure 2.7: Modéle Fiacre du panneau de contrble

Le bouton (KNOB) a deux états qui indiquent le mouvement ou I'absence de mouve-
ment. Il se synchronise avedCP_MOIgar l'intermédiaire des ports up et down. La partie
intéressante ici est la prolongation du signalcMvt modélisé parCP_MON.

A l'état initial et dés que le bouton commence a bouger, le processu€P_MOINosi-
tionne la variable partagéecMvt, qui modélise le discretcMvt. Lorsque le bouton repasse
dans l'état idle, CP_MOIdasse dans I'étatsustain. Il enclenche alors un timer, modélisé
par la transition en ligne 18. On remarque que cette transition est toujours sensibilisée (la
garde est vraie par défaut). Elle le restera jusqu'a ce qu'elle soit tirée, sauf si le bouton
reprend ses mouvements avantProl unité de temps. En conséquence, la variableMvt
reste vraie pendantcProl aprés que le bouton ait cessé de bouger, modélisant ainsi la
prolongation du signal. La Figure 2.8 donne le modéle TTS duCP_MON, généré par le
compilateur FRAC (Section 1.4).

Le processusCP_COM est modélisé comme une tache périodique. La modélisation
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sustain

Figure 2.8: Modéle TTS duCP_MON

des taches périodiques est présentée dans la section suivante. A intervalles réguliers, il
lit la valeur du compteur puis se synchronise sur un port urgent avec I'A429. Ce dernier
peut toujours se synchroniser avedCP_COM. Le processusCP_COM gére une variable
intermédiaire pour ne pas ignorer les rafales de mouvements brefs qui peuvent se produire
entre deux échantillonnages.

Modélisation des taches périodiques

Les partitions PC_COM et PC_MON sont modélisées comme des taches périodigues.
Comme ces taches ont des durées d'exécution, nous découplons la période et la durée. Une
partition est modélisée par un composant FIACRE composé d'un processus d'horloge et
d'un processus de traitement.

Le processus d'horloge active le processus de traitement a chaque début de période
(eg: tous lespl pour PC_COM). Le processus de traitement modélise la durée d'exécution
par une attente FIACRE.

La Figure 2.9 montre le modéle FIACRE de la partition PC_COM.

L'état rst du processusPC_COM_CLOQigne 17) sert a modéliser les ordres d'initiali-
sations. Les paramétrednitmin et initmax varient en fonction de I'ordre d'initialisation
courant. A partir de I'état rst, I'norloge passe dans I'état top qui modélise le top d'horloge.

Au premier top, le processusPC_COM_CTRieut se synchroniser sur le portclock(ligne
5) et démarrer son exécution. Il lit la valeur du compteur émise parCP_COM (ligne 6),
puis aprés un délaid3, émet l'altitude calculée aPC_MON via 'AFDX. La valeur émise
par le processusPC_COM est la valeur abstraite de compteur. Dans le systéme concret,
la partition maintient une altitude cible a partir des incréments du compteur et transmet
I'altitude. Notre abstraction est su sante par rapport a notre objectif de véri cation.

Résultats expérimentaux et discussion:

Dans cette expérimentation, nous avons construit des modeéles qui sont paramétrés par
des durées de prolongation (cPrgpP rol) mais aussi un ordre d'initialisation, les durées
d'exécution et périodes des taches, les latences de communication, ...

Les parametres concrets du systéme sont extraits de sa spéci catiomProl et cProl
prennent leurs valeurs entre 1 et 6 cycles d®C_MON et 4 ordres d'initialisation sont
considérés. Au nal, c'est une collection de 144 modéles qui est générée. Pour chacun
de ces modéles nous avons calculé I'ensemble de ses états discrets. Ces espaces d'états
contiennent en moyenne 2 millions d'états et occupent approximativement 2Mb d'espace
disque. La véri cation de I'ensemble des modéles prend environ 1h sur un poste de travail
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process PC_COM_CTRL[clockione,afdx:AltTarget](&cpt: read Altlnc) is
states idle,work,output
var alt_target:AltTarget := ChangeAltNo
from idle
clock;
alt_target := cpt;
to work
from work
wait [d3,d3];
10 to output
11 from output
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12 afdx!alt_target;
13 to idle
14

15 process PC_COM_CLOCK][clockpne]() is
16 states rst,idle, top

17 from rst

18 wait [init0,initl];

19 to top

20 from idle

21 wait [p3,p3];

22 to top

23 from top

24 #CLOCK;

25 clock;

26 to idle

27

28 component PC_COMJ[afdx:AltTarget](&cpt:Altinc) is

29 port clock: none in [0,0]
30 par * in

31 PC_COM_CLOCK][clock]()
32 || PC_COM_CTRL[clock,afdx](&cpt)
33 end

Figure 2.9: Modéle dePC_COM

standard. La Figure 2.10 montre le résultat des expérimentations. Chaque point représente
une con guration  pour laquelle la proprieté DETECT est satisfaite, quelque soit I'ordre
d'initialisation. Ces valeurs sont exprimées en nombre de cycles d@C_MON et incluent
celles trouvées analytiquement par les ingénieurs.

Les con gurations limites pour lesquellesDETECT n'est pas satisfaite ont été ana-
lysées. Dans ce cas, comme les traces sont nécessaires pour pouvoir construire les contre-
exemples, on ne peut plus utiliser I'abstraction d'inclusion des classes. Tina permet de
générer des contre-exemples temporisés les plus courts possibles. Ces contre-exemples
contiennent environ 200 états et ont été analysés manuellement. Certain d'entre eux cor-
respondent a des erreurs détectées par analyse par les ingénieurs.

Les abstractions réalisées sont e caces et permettent d'obtenir des espaces d'états ex-
ploitables. Une conséquence directe est qu'en plus de pouvoir véri er des con gurations
calculées analytiguement par les ingénieurs, cette modélisation permet de synthétiser ces

6|e ) ° °
§ 5 ° ° °
0:5_ 4 ° °
3 [
2 3 4 5

cProl

Figure 2.10: Con guration pour lesquellesDETECT est satisfaite
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Beaucoup de travail reste a faire pour automatiser cette approche et l'intégrer dans
un processus industriel. En particulier, il est nécessaire d'automatiser la construction du
modéle. La sémantique formelle de Lustre doit permettre d'aider a la construction automa-
tigue des abstractions, par exemple en utilisant les techniques présentées dans la Section
2.1.3 sur les programmes Lustre.

Une autre aspect important est le retour de véri cation. Les contre-exemples doivent
s'exprimer sur les modeles Lustre an d'en simpli er 'analyse.

Des progrés doivent étre faits sur la prise en compte des dérives d'horloges. De plus,
il reste nécessaire de prouver que I'ensemble des initialisations est bien couvert par notre
stratégie de diviser pour mieux régner.

Cette expérimentation illustre l'intérét du model-checking temps réel pour la véri ca-

tion de propriétés temps réel dans une architecture COM/MON d'un systéme GALS en
montrant qu'il est possible d'automatiser certaines Vvéri cations réalisées par analyse.
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2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le contexte des systémes avionigues, les mé-
thodes de véri cation dans ce contexte et un exemple de véri cation par model-checking
de contraintes temporelles.

Les systémes avioniques sont des systémes temps réel, distribués et critiques. Le déve-
loppement d'un tel systéme est structuré par des contraintes trés fortes de certi cation.
Ces contraintes structurent aussi l'activité de veéri cation et en particulier I'application
des méthodes de véri cation formelles.

Certaines méthodes formelles sont utilisées pour la véri cation de systemes aujourd'hui
en production(ie: embarqués dans des avions). La preuve de programme et l'interprétation
abstraite ont trouvé des applications réussies, aprés plusieurs années d'investissement par
les industriels et de recherche par les académiques.

Néanmoins, a notre connaissance, ces usages opérationnels restent limités a la véri -
cation de programme séquentiels. La preuve de programme est utilisée pour remplacer le
test unitaire, tandis que l'interprétation est utilisée pour éliminer les erreurs d'exécution
et calculer des temps d'exécution. Ces applications permettent déja des simpli cations
considérables des processus de véri cation. De plus les normes pour la certi cation, qui
évoluent en capitalisant sur les pratiques de l'industrie, commencent a accepter les mé-
thodes formelles comme moyen de preuve.

La technique de véri cation par model-checking s'est moins di usée dans l'industrie
gue la preuve de programme ou l'interprétation abstraite. Un des problemes principaux
est I'explosion combinatoire. Nous pouvons nous risquer a dire que le model-checking a
une mauvaise image auprés des utilisateurs industriels moins par ses limitations théoriques
que par le fait qu'il ai été survendu a ses débuts, il y a plus de 30 ans.

Nous pensons que le model-checking et le model-checking temps réel ont un réle im-
portant a jouer dans la véri cation des systémes avioniques. Aujourd'hui, la preuve de
programme et l'interprétation abstraite ne peuvent pas s'appliquer simplement aux sys-
temes distribués. Le model-checking est par construction trés bien adapté a la véri cation
des systémes ou la dimension concurrente est importante.

En particulier, les asynchronismes des architecture GALS peuvent activer des fautes
de concurrence. De plus, la dimension temporelle est trés importante dans le contexte
avionique. C'est pour cette raison que nous avons proposé une expérimentation de véri -
cation de contraintes temporelles dans ce contexte. Cette expérimentation contribue trés
modestement & montrer que le model-checking peut s'appliquer et aider a détecter au plus
tbt des erreurs spéci ques aux systemes distribués temps réel.
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Deuxieme partie

Symetries pour les réseaux de
Petri temporels
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Chapitre 1

Rappels sur les groupes de
permutations
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Ce chapitre donne quelques éléments de la théorie des groupes de permutations utiles
a la compréhension de cette thése. Toutes les dé nitions et théorémes qui sont présentés
sont des résultats standard des groupes de permutations. On trouvera dans [84] une pré-
sentation plus compléte des groupes de permutations.

Dans cette thése tous les groupes sont nis.

1.1 Groupes
Un groupe G est un ensemble muni d'une opération binaire vériant les lois ci-
dessous :
Fermeture : Pourtout g;h2 G,g h2G
Associativité  : Pour tout g;h;k2 G nousavonsg (h k)=(g h) k

Identité : Il existe un élément neutree 2 G tel que pour tout g2 G nous avonsg € =
e g= 0.
Inverse : Pourtout g2 G, il existe g* 2 Gtelqueg g! = gt g-= e
Lorsque le contexte le permet, nous omettrons le symbole et écrirons gh pour g h.
L'inverse d'un produiit ab2 G est dé ni comme (ab)! = bl al .
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Soit X G un sous ensemble dé&. On note G = hXi lorsque tous les éléments de
G peuvent s'écrire comme des produits d'éléments dX . Les éléments deX sont appelés
des générateurs.

Le nombre d'éléments deG est appeléordre de G, noté jGj. Le groupe trivial est le
groupe d'ordre 1.

1.1.1 Sous-groupes et cosets

Un sous-ensemble non vidél de G est un sous groupe dé&, noté H G, si il contient
lidentité, si a2 H, a! 2 H et sipourtout a;b2 H onaab2 H. Un sous groupe est
strict si il est strictement inclus dans G. La taille d'un sous-groupe divise toujours celle
du groupe (Théoreme de Lagrange). Le diviseur est appelédex deH, et noté [G: H] :

jGi=jHj [ G:H]
Soit G G larelation dé nie, pour a;b2 G, par :
a bsiet seulement sia® b2 H

La relation  dé nie est une relation d'équivalence dont les classes sont appeléessetsa
gauche. Tous les cosets dEl sont de la forme

aH = fah jh2 Hg

Une dé nition analogue pour les coset a droite existe. Dans cette these, nous n'utiliserons
gue les cosets a gauche.

Iy a [G:H]cosets deH et ils ont tous la méme taille. Un élémenta appartient a un
cosetC de H si et seulement siC = aH. Soit deux cosetsaH et bH, alors les cosetsaH
et bH sont égaux si et seulement sion @a® b2 H. Sinon, ils sont disjoints.

Une transversale a gauchale H, notéeF, est un sous-ensemble d& qui contient exac-
tement un représentant pour chaque coset dél . Pour tout a2 G, onadoncjaH \ Fj=1.

Soit a;b2 G, le conjugué de a par b est I'élément aba®l 2 G. Le conjugué deH par
a est le sous-groupeaHa® = faha ' j h 2 Hg. Un sous-groupe normalN de G, noté
N G, est un sous-groupe de5 tel que pour tout g2 Getn2 N onagng! 2 N.

Le quotient G=N d'un groupe G par un sous-groupe normalN est le groupe formé par
I'ensemble des cosets dbl équipé de la loi de composition(aN )(bN) = abN.

L'exemple 1.1.1 illustre les dé nitions de groupes et de cosets.

Exemple 1.1.1. Soit G le groupe des entiers modul@ équipé de la loi de compositiont.
L'élément neutre estO, l'inverse de g est noté g (eg: 2) et le groupe peut étre généré
par 1: G = hii.

Soit le sous-ensemblé! = f0; 49. H est un sous-groupe puisqué+4 =42 H et4+4
mod 8=0, 4= 4 etdonc linverse de4 est dansH. Il est normal car 1+0 1=0
etl+4 1=4.

Il'y a 4 cosets deH :

0+H =1f0; 49 H est un coset de lui méme

1+H =f1; 5¢
2+H = f2; 6g
3+H =13;7g

L'index de H dans G est8=2 = 4. Il y a bien 4 cosets et ceux ci forment une partition de
G. Le quotient de G par H est le groupe des entiers moduld.
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1.1.2 Homomorphisme de groupes

Soit deux groupesG et G% Un homomorphismede G vers G%est une fonction : G !
GPtelle que pour tout a;b2 G

@ ch)= (a) co (b)

Un homomorphisme bijectif est appelé unisomorphisme. Un isomorphisme deG vers G
est appelé unautomorphisme. Le groupe des automorphismes d& est noté Aut(G). Nous
noteronsG ' GPlisomorphisme entre G et G%et G = G°I'égalité entre G et G La com-
position de deux homomorphismes est un homomorphisme. $ est généré parX alors
Iimage par de G est générée par l'image d&X par : (hXi)= h (X)i.

L'image de , notée Img( ), est I'ensemblefg®2 G°j9g2 Getg’= (g)g, et c'est
un sous-groupe deG° Le noyau de , noté Ker ( ), est 'ensemblefg 2 Gj (g) = eg. Le
noyau est un sous-groupe normal dés.

Le premier théoreme d'isomorphismemontre que le quotient de G par le noyau de
est isomorphe a l'image de . On en déduit que siKer () est trivial, alors G est isomorphe
a l'image de .

Théoréme 1.1. Soit :G! G%un homomorphisme de groupe. Alors :

G=Ker()' Img()

1.2 Groupes de permutations

Une permutation d'un ensemble est une bijection : ! . L'ensemble de toutes
les permutations de , équipé de la loi de composition, forme un groupe appelégroupe
symétrique sur et noté Sym() ou S, si la nature précise de l'ensemble n'a pas
d'importance. Le degré d'un groupe de permutations est la taille de .

Un groupe de permutationsest un sous-groupe des,.

Les permutations sont données en notation cyclique (e¢l;2;3)(6;9)) et I'élément
neutre est noté (). Un cycle de longueur 2 est appelé unetransposition. Nous noterons

Exemple 1.2.1. Le groupe G = h(1;2;3)i S 3 est un groupe de permutations Soit un
réseauN avecP = fpl;p2;p3get T = ftl;t 2;t3g. Le groupeH = h(pl;®;p3)(t1;t2;t3)i

est un sous-groupe d&Sym(P [ T) et donc un groupe de permutations dé& [ T. On peut
dé nir un homomorphisme :G! Sym(P [ T) par

((1;2;3)) = ( p1; p2; P3)(t1;t2;t3)

Le noyau de est trivial et son image est le sous-groupél .

1.2.1 Action de groupe

Une action d'un groupe G sur un ensemble est un homomorphisme deG vers
Sym() (Exemple 1.2.1). L'image de est notéeG . Pour tout g2 G et! 2 , nous
noterons l'image de! par (g) commeg ! oug! lorsque le contexte le permet.

L'action est déle(ou injective) si pour tout g; 6 g 2 G, il existe un! 2  tel que
01! 6=g,! . De maniére équivalente, est déle si pour tout g di érent de e il existe un'!
tel que g! 6=! . Si est dele alors son noyau est trivial et I'image de est isomorphe a
G par le Théoréme 1.1.
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Exemple 1.2.2. Tous les sous-groupes de&S, agissent délement sur 1::n. Soit G =
h(1;2);(4;5)i Ss.

L'action de G sur 1::5dénit par (g) = g est déle.

Par contre, l'action de G sur 1::2 nest pas déle puisque(4;5) xe tous les points
de 1::2.

Deux actions 1:G! Sym( ;) et »,:G! Sym( ») sont équivalentessi il existe
une bijectionf : 1! s telleque pourtout! ;2 jonaf( 1(9)(' 1))= 20)F (! 1)).

Dans le cas particulier ouG  Sym() et est lidentité (ie: (g) = g) alors est
dele, son image est isomorphe aG et nous noteronsG limage de . Le reste de cette
section repose sur cette con guration particuliére.

Orbites

Soit G Sym(). L'orbite d'un point ! 2  par l'action de est 'ensemble des
images de! par G :
1G=1fg! jg2 Gg

La notion d'orbite induit une relation d'équivalence sur  dont les classes sont les
orbites. Les orbites forment une partition de . Cette propriété est fondamentale pour la
réduction d'espace d'états dans le model-checking.

Théoreme 1.2. Soit une action de G sur . Alors pour tout !;!, 2 , la relation
dé nie par

G
g 1a, 17215

est une relation d'équivalence.

On dira que esttransitive ou que G est transitif lorsqu'il n'y a qu'une seule orbite.
Si G a plusieurs orbites alorsG agit transitivement sur chacune ses orbites.

Soit . Alors est un bloc d'imprimitivité si pourtout g2 Gonag = ou
g \ = ;. Le groupe G est primitif si tous les blocs ont0, 1 oujj éléments. Dans le
cas contraire, il estimprimitif. Si est un bloc alors I'ensemble des images de est une
partition de , appelée systéme de bloc. Il peut y avoir plusieurs systémes de blocs pour
G.

Exemple 1.2.3. Soit G = h(1;2);(3;4);(1;3)(2;4)i. L'action de G sur f1;:::; 49 est
transitive et imprimitive, car les sous-ensembled1; 2g et f3; 4g sont des blocs.
Soit G = Sy, alors G est transitif et primitif.

Stabilisateurs

Le stabilisateur de! 2 , noté G, est I'ensemble des éléments d& qui xent !

G =fg2Gjgl =g

Le stabilisateur d'une séquence =[!q;:::;!] est I'ensemble desg 2 G qui xent
G =fg2Gj[gly:nghk] =" klo.

Pour g 2 G, limage de par g est I'ensemble des images des 2 : g =
fg | 2 g.Le stabilisateur de est I'ensemble des éléments qui xent :

G =fg2Gj@8 2)9 2)g

Un stabilisateur de point, d'ensemble ou de séquence, est un sous-groupe Ge Les
stabilisateurs des points d'une orbite sont conjugués.

56



L'orbite est une notion géométrique: l'orbite d'un point est I'ensemble des lieux que
peut visiter le point. La notion de stabilisateur est algébrique: c'est I'ensemble des éléments
qui xent le point. Ces deux notions sont reliées par le théoréme suivant, fondamental pour
le reste de cette these :

Théoréeme 1.3 (Orbite-stabilisateur). Soit : G ! Sym() une action de G sur .
Alors pour tout élément! 2 , il existe une bijection entre I'orbite de ! et les cosets du
stabilisateur de! :

1. Pour tout a;b 2 G, lI'image de! par a et b est la méme si et seulement sa et b
appartiennent au méme coset dés, .

Ba;b2G)a ! =b !, aG =bG)
2. La taille de l'orbite de ! est égale a l'index du stabilisateur dé :
1 =[G:G]
3. Le stabilisateur deg! est le conjugué du stabilisateur dé :
Gg = gG g’

Une conséquence du Théoréme 1.3 est que l'action d& sur une orbite ! © est équiva-
lente a l'action de G sur les cosets de5; . Cette propriété fondamentale est utilisée dans
cette thése pour construire le groupe des symétries de réseaux.

L'action de G sur les cosets d'un sous-groupél G est dé nie, pour tout a;b2 G
par :

a bH = abH

En choisissantH = G, , on obtient le résultat suivant :

Théoréme 1.4. SoitG Sym(), ! 2 , ! C lorbite de! et G, son stabilisateur. Alors
l'action de G sur ! © est équivalente a l'action deG sur les cosets deG; .

1.2.2 Produits de groupes

Cette section présente di érents types deproduits de groupe. Un produit de groupe est
une opération qui permet de construire des groupes a partir d'autres groupes.

Produit disjoint

Soit A et B deux groupes. Leproduit direct C de A et B, noté A B, est le produit
cartésien des éléments d& et B : f(a;b) ja2 A” b2 Bg. A et B sont appelés ledacteurs
de C. Les opérations de groupes sont dé nies point & point :

(an; br)(az ) = (a1az; bilp), ot ag;a, 2 A etby;hp 2 B
0= a;0B),0u (a(resp.()g) est I'tlément neutre deA(resp. B);
(a;b)! =(al;bl)
Les sous-groupesC; = A f ()gget C, = f() ag B sont normaux dansC et tous les

éléments deA commutent avec ceux deB et réciproquement. Pour tout ¢ 2 C, il existe
une paire (a; b) unique telle quec = ab= ba. Nous noterons donc I'élémenta; b) par ab.

Exemple 1.2.4. Soit A = h(1;2;3);(1;2)i, B = h(4;5)i et le produit direct C = A
B. Alors ((1;2;3);()g) 2 C et (4;5)(1;2;3) = (1; 2;3)(4;5) 2 C. De plus ((1;2); 0)s)
((1;2;3);(4:5)) =(1;2) (1,2;3)(4;5)=(2; 3)(4;5) 2 C.
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Un produit disjoint ([85]) est un cas particulier de produit direct ou les facteurs agissent
sur des ensembles disjoints. L'exemple 1.2.4 est un produit disjoint.

Soit la fonction moved: G ! qui retourne I'ensemble des points de permutés par
un groupe G.
Dé nition 1.5  (Produit disjoint). Soit le produit direct G = L; ::: Lx Sym(),
avec 6=,

Alors G est un produit disjoint si pour tout i;j 2 1::k aveci 6=j, on a moved(H;) \
moved(H;) = ;.

Tous les produits directs ne sont pas des produits disjoints. A titre d'illustration,
considérons le groupes ci-dessous :

G = h(1;4;7)(2;5;8)(3;6;9); (1;2;3)(4;5;6)(7; 8;9)i

Le groupeG est isomorphe au produit directh(1;2;3)i h (4;5;6)i. L'isomorphisme associe
(1;2;3)a(1;4;7)(2;5;8)(3;6;9) et (4;5;6) a(1;2;3)(4;5;6)(7;8;9). D'ou G est un produit
direct. Néanmoins l'intersubsection

moved(h(14;7)(2;5;8)(3;6;9)i)) \ moved(h(1;2;3)(4;5;6)(7; 8;9)i)

n'est pas vide et doncG n'est pas un produit disjoint.

Produit couronne

Un produit couronne peut étre vu comme un produit direct dont tous les facteurs sont
isomorphes sur lequel agit transitivement un groupe en permutant ces facteurs.

C'est un cas patrticulier de produit semi-direct. Soit A et H deux groupes et : H !
Aut(A) une action deH sur A. Alors le produit semi-direct de A par H, noté A H, est
le produit cartésien deH A équipé de la loi de composition :

(hy;ag) (ho;az) = (hihg;an( (hi)(az)))

Soit A un groupe etB = A; ::: Ap un produit direct de n copies deA, ou chaque
facteur est renommé de facon unique, de telle sorte quB est un produit disjoint. Soit
L Shpet :L! Aut(B) une action transitive de L sur les automorphismes deB qui
agit en permutant les coordonnées des facteurs :

Le produit semi-direct de B par L via est appeléproduit couronne de A par L et
noté A oL. Le produit direct B est un produit disjoint par construction.

Exemple 1.2.5. Soit A = h(1;2;3);(1;2)i et L = h(1;2)i.
Alors le produit couronne A oL est le groupe :

A oL

h(1;2;3); (1; 2); (4;5;6); (4;5); (1; 4)(2; 5)(3; 6)i

h(1; 2; 3); (1; 2); (4; 5;6); (4; 5)i est un produit disjoint.

Le produit direct B

Le produit couronne a une propriété importante, dite propriété universelle des actions
imprimitives. Soit G Sym() un groupe de permutations dont l'action sur est impri-
mitive (Section 1.2.1). Alors il existe un systeme de blocs stable pa6 (ie: pour tout bloc
, g estun bloc). Soit une action deG sur I'ensemble des blocs par permutations des
blocs etL limage de . Soit [I'action du stabilisateur G sur et A lIimage de . Alors
G est isomorphe a un sous-groupe du produit couronné oL.
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Exemple 1.2.6. Soit G = h(1;2;3)(4;5;6);(1;4)(2;5)(3;6)i. G peut étre vu comme le
groupe de symétrie d'une grille de3 lignes et2 colonnes.

L'action de G sur [1::6] est imprimitive et on a un systéeme de blocs ol chaque bloc est
une colonne :

1=1f1;2;3g et 2 = f4; 5;69

Le stabilisateur de ; estG |, = h(1;2;3)(4,5;6)i etG ,=G ,.

L'image de estL = h(1;2)i puisque ((1;4)(2;5)(3;6)) transpose 1 et . L'image
de , l'action de G | sur 1 estle groupeA = h(1;2;3)i.

Soit le produit couronneH = AoL = (1; 2;3)0(1;2) = h(1;2;3); (4;5;6); (1;4)(2;5)(3; 6)i.
Alors on a bien un sous-groupeH ®de H avecH %= h(1:2:3)(4:5;6); (1;4)(2;5)(3;6) H
tel queG' H©

1.2.3 Base et ensemble générateur fort

Soit G Sym(). Une base est une séquence de longueum de points de dont
le stabilisateur est trivial. A cette séquence est associée une chaine de stabilisateurs ol
chaque stabilisateurGy; stabilise la séquence de longueur 1. L'ensemble de genérateurs
fort est un ensemble d'éléments dé5 qui permettent de générer la chaine de stabilisateur.
Cette sous-section présente rapidement ces concepts. On trouvera une présentation plus
compléte dans [86].

trivial : Gg = (). La séquenceB dé nit la chaine de stabilisateurs:
G= G(l) G(z) M- G(m) G(m+1) = ()

ou G est le stabilisateur desi 1 premiers points deB, eg Gy = Gpy..iyp - Nous ne

.....

considérons que les bases pour lesquél;,;y est un sous-groupe strict deGjj) .

L'orbite d'un point ; par G, est notée @ . Par le Théoréme 1.3, pour touti 2 1:n,
il y a une bijection entre @ et les cosets de5 ;) dans G, . Soit F® une transversale
G(+1y dansGg. Alors pourtout 2 @il existe un g unique dansF® tel queg ; =

Un ensemble de générateurX de G pour une baseB est appeléensemble générateur
fort si X permet de générer chacun des stabilisateurs :

L'exemple 1.2.7 illustre ces dé nitions.

Exemple 1.2.7. Soit G = S4. La séquenceB = [1;2;3] est une base pouiG car Gg =
f(0g. Nous pouvons donner la chaine de stabilisateurs suivante :

G = h(1;2);(2;3); (3; 4)i
G = h(2;3); (3;4)i

G = h(3:4)i

Gu =0

L'orbite de 1 dans Gy est= fl; 4;2;3¢, le stabilisateur de la sequencfl] est G, et
une transversale estt @ = f(); (1;4;3:2):(1;2); (1:3;2)g.

L'ensemblef(1; 2); (2;3); (3; 4)g est un ensemble générateur fort. Par contre, I'ensemble
f(1; 2);(1;2;3;4)g, qui pourtant généreG, n'est pas un ensemble générateur fort, puisque
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La structure formée par la base, la chaine de stabilisateurs et I'ensemble générateur fort
est notée BSGS. Les BSGS peuvent se calculer e cacement par l'algorithme de Schreier-
Sims [87] a partir d'un ensemble de générateurs quelconques. Di érentes variantes de cet
algorithme existent qui dépendent notamment de la taille deG.

Les BSGS permettent d'implémenter e cacement de nombreux algorithmes de combi-
natoire des groupes, comme par exemple le calcul de l'ordre d&, le test d'appartenance
d'un élément, le calcul des transversales, ...

La sous-section suivante présente un algorithme de recherche d'éléments Geappelé
recherche avec retour arriére.

1.2.4 Recherche avec retour arriére

Cette sous-section donne un apercu de la méthode la plus connue pour la recherche
d'ensembles d'éléments d'un groupe véri ant une propriété donnée. Par exemple, elle est
utilisée pour le calcul du stabilisateur d'un ensemble. On en trouvera une présentation
détaillée dans [86].

Soit G Sym(), B =[By;:::;Bn] une base pourG et G = Gy Gy
Gm) Gm+1) =() une chaine de stabilisateurs.

Par le Théoréeme 1.3, chaque élément d& peut étre identi é par une image de B.
L'image d'un pré xe de B de longueurl dé nit un coset de Gy .

Exemple 1.2.8. Reprenons I'exemple précédent (Exemple 1.2.7). La séquenfz 4; 3] cor-
respond a I'élément(1;2;4) puisque (1;2;4)[1;2;3] = [2;4;3]. Le pré xe [1;3] dé nit le
coset de(2;3)G(s), c'est a dire tous les élementg de G tels quegl =1 et g2 = 3.

Les images de tous les pré xes de longueurdé nissent un ordre partiel par inclusion
appelé l'arbre de rechercheet noté T. Le niveau | de T, noté T,, correspond a tous les
cosets deG 41 . En particulier, le niveau 1 qui ne contient que la racine correspond &G
et les feuilles correspondent aux éléments dé.

Onsuppose l'ordre(; ) telqueB:1 B, ::: BmetByn B pourtoutB 2 nB.
Cet ordre induit un ordre lexicographigue sur les éléments dé& dé ni, pour tout g;h2 G,
par :

h g®(al2mmh@i<i)hi=gi~h, g
L'ordre (; ) induit aussi un ordre lexicographique sur chacun des nivead,; (par com-
paraison lexicographique des images des pré xes de longuelide B).

L'algorithme de recherche avec retour arriéreest un parcours en profondeur d'abord
de T, en explorant les sous arbres d'un nivead dans l'ordre lexicographigue.

Généralement, cet algorithme est utilisé pour chercher un sous-groupe ou un coset d'un
sous-groupe des. Dans ce cas, plusieurs techniques permettent de ne pas explorer certains
sous arbres deT . Cet algorithme est la solution la plus e cace en pratique pour tous les
problémes de groupe de permutations n'ayant pas de solution polynomiale connue. En
particulier, le calcul du stabilisateur d'un sous-ensemble de utilise une recherche arriére.

Exemple 1.2.9. Soit G = h(1;2;3);(2; 3;4)i. Soit la séquenceB =[1;2]. B est une base
pour G. La chaine de stabilisateurs est :

Gy = h(1;2;3);(2;3;4)i Gz = h(2;3;4)i

La Figure 1.1, tirée de [88], montre I'arbre de recherche construit. Il y a 12 feuilles
qui correspondent a tous les éléments d&. Un chemin depuis la racine jusqu'a la feuille
donne une image dg1;2]. Le noeud2 du niveau 1 (la racine est au niveau Q) dé nit le
coset(1;2)(3;4)G(z qui contient les elémentsf(1; 2;3);(1;2)(3;4); (1;2;4)9.
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Figure 1.1: Exemple d'arbre de recherche pouA,4

1.2.5 Symétries des graphes

Soit = ( V;E) un graphe orienté ouV est I'ensemble de ses sommets, & V V
I'ensemble de ses arétes. Un graphe orienté tel que pour toti; v) 2 E il existe un unique
(v;u) 2 E est un graphe non-orienté.

Un automorphisme d'un graphe est une permutation de ses sommets qui préserve les
arétes :

Dé nition 1.6. Soit = hV;HE un graphe orienté,V ses sommetseE V V len-
semble des arétes. Soi un groupe de permutations sulV. Alors g est un automorphisme
de si et seulement si :

(8i;j 2V)((:j)2E, (9i;9])2E)
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Chapitre 2

Réduction par symétries
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La méthode de réduction par symétries exploite les symétries d'un systéme pour mini-
miser le nombre d'états a explorer. Cette méthode construit un quotient de I'espace d'états
par la relation d'équivalence induite par les symétries du systéme. Lorsque les applications
ont des structures symétriques, ce qui est généralement le cas pour des applications de
taille importante, la réduction par symétrie peut contribuer a la réduction de I'explosion
combinatoire. Deux problemes se posent alors pour l'utilisation des symétries.

Le premier est d'identi er les symétries d'un systéme, soit automatiquement, soit a
partir d'annotations du modéle. Le deuxieme probleme est I'exploitation de ces symétries
pour la réduction de I'espace d'états.

Depuis les premiers travaux exploitant les symétries, pour la vérication de pro-
grammes ou de réseaux de Petri de haut niveau, elles ont été utilisées dans de nombreux
contextes. Les méthodes d'exploitation des symétries ont été implémentées dans de nom-
breux outils : [89, 90, 91, 92, 93].

Ce chapitre présente les principales techniques d'identi cation des symétries et de
réduction par symétries en particulier pour les réseaux de Petri.

La section 2.1 présente les symétries des réseaux de Petri et le probleme de I'équivalence
des marquages. Elle s'inspire de la présentation de [94].

La section 2.2 traite de l'identi cation des symétries en général puis plus particuliere-
ment pour les réseaux de Petri.
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La section 2.3 traite des méthodes de réduction par symétries, pour di érents modeéles.

Finalement, la section 2.4 présente la méthode dans le contexte des automates tempo-
risés, implémentée dans UPPAAL [95, 93].

A notre connaissance, il n'existe pas de méthode de réduction par symétries pour les
TPN. L'objet de cette thése est la dé nition d'une méthode de réduction des symétries
pour lesTP N et propose une solution pour l'identi cation et I'exploitation des symétries.
Une implémentation est présentée. La méthode et son implémentation sont détaillées dans
les chapitres 3, 4 et 5.

2.1 Les symétries des réseaux de Petri

Une symétrie d'un réseau de Petri est un automorphisme du réseau vu comme un
graphe orienté. C'est une permutation des places et transitions du réseau qui préserve le
type des noeuds, la relation de ot et les multiplicités.

Dé nition 2.1  (Symétrie d'un réseau [96]). Une sym%trie(ou automorphisme) d'un réseau
Place/Transition N est une permutationg 2 Sym(P ~ T) qui préserve le type des n+uds,
les préconditions et postconditions :

1. 8x)(x 2P, gx2P)
2. (8t;p)(Pre(t)(p) = Pre(gt)(gp))
3. (8t;p)(Post(t)(p) = Post(gt )(gp))

Le réseau illustré par la Figure 2.1 contient deux symétries :

f0; (Po; P1)(P2; p3)(to; t1)(t2; t3)g

Figure 2.1: Réseau Place/TransitionN

Un réseau ne contient pas de noeud paralléle si et seulement si pour towty 2 P[ T
tel que Pre(x) = Pre(y) et Post(x ) = Post(y ) alors x = y. Dans ce cas, pour toute
permutation g de P, il existe au plus une permutationh de T telle que gh est une symétrie
du réseau. La symétrie(po; p1)(p2; p3)(to; t1)(t 2; t3) peut donc s'écrire(po; p1)(p2; p3). Cette
propriété nous permet de simpli er les notations, mais il est important de noter que les
permutations de transitions deviennent essentielles dans le cas des réseaux temporels.

L'ensemble des symétries d'un réseall équipé une loi de composition forme un groupe,
le groupe des automorphismes d&l, noté Aut(N ).

On note M l'ensemble des marquages accessibles dé. L'action : Aut(N ) !
Sym(M ) de Aut(N ) sur M est dé nie, pour tout m2 M et g2 Aut(N ) par :

(8p2 P)g m(p)= m(g! p))
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Po | P1|P2|P3
m [ 10|01

gm| O | 1|10

Figure 2.2: Action d'une symétrie sur un marquage

La Figure 2.2 illustre I'action de g 2 Aut(N ) sur un marquage.

Le graphe d'accessibilité deN, noté Ry, et les orbites induites par Aut(N ) sont illus-
trées, dans la Figure 2.3. On peut observer I'existence d'automorphismes dans ce graphe,
indiqués par des arcs pointillés bleu.

Figure 2.3: Orbites dansRy

Le lemme 2.2, proposé par [96], montre que cela est vrai dans tous les cas : les symétries
d'un réseau induisent des automorphismes sur le graphe d'accessibilité de ce réseau.

Lemme 2.2. Soitg2 Aut(N ), t2Tetm2M.Ona:

t t
m!" m°gp gm!® gm°

Démonstration. Omise. Se référer a [96] O

Deux marquagesmsi et m, sont dans la méme orbite si il existe un automorphismeg
tels quem;, = gm;. On dira alors que m; et m, sont équivalents par symétrie.

Les orbites des marquages, 3 et 8 sont des singletons. Ces marquages sosymétriques
et jouent un rdle important dans l'analyse d'accessibilité.

Dé nition 2.3.  Soit m un marquage deN. m est symétrique si et seulement si :
(8g 2 Aut(N ))(gm = m)

Par le lemme 2.2, si un marquagam® est atteignable depuism, alors son imagegm®
est atteignable depuisgm. De méme, si aucun marguage n'est atteignable depuis alors
aucun marquage n'est atteignable depuiggm. En particulier pour m = mg et si mg est
symétrique, I'image d'un marquage atteignable est atteignable.
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Corollaire 2.4. Soit m un marquage deM et mgy symétrique :

m2M ( (9g 2 Aut(N ))(gm 2 M)

Etant donné un réseauN et ses symétriesAut(N ), on peut toujours construire un
guotient du graphe d'accessibilité, notéR . L'algorithme de construction de R se déduit
de l'algorithme classique de construction d'un graphe d'accessibilité. L'idée est de n'insérer
un nouveau marquage dansR que si il n'existe pas déja un marquage équivalent. Le
graphe R ne contient alors qu'un seul marquage par orbite.

Théoreme 2.5. Soit N un réseau, Aut(N ) ses symétries eimg le marquage initial. Soit

Rn = hM;R;mgi le graphe d'accessibilité eR = hM%R%moi le graphe d'accessibilité
guotient. Si le marquagemg est symétrique alors un marquage appartient au graphe d'ac-
cessibilité si et seulement si il existe un marquage équivalent dans le graphe d'accessbilité
quotient :

(8g2 Aut(N ))(@@mo=mg)) Bm2M)m2M ( (©@m°2MYm mY)
Démonstration. Omise. Se référer a [96] O

Pour construire le graphe quotient, il faut pouvoir décider si deux marquages sont
équivalents par . Ce probleme, appelé probléme de I'équivalence des marquagest fon-
damental dans toutes méthodes de réduction par symétries. C'est un probléme au moins
aussi di cile que celui de l'isomorphisme de graphe [97].

Dé nition 2.6  (Probléme de I'équivalence des marquages)Soit N un réseau, Aut(N )
ses symétries,M l'ensemble de ses marquages et la relation d'équivalence induite par
Aut(N ).

Soitm; 2 M et my 2 M deux marquages. Le probléme de décider Bi; et my sont
dans la méme classe d'équivalence danseg

mi mo

est appeléprobléme de I'équivalence des marquages.

2.2 Identi cation des symétries

La mise en oeuvre des méthodes de réduction par symétrie nécessite deux activités :
l'identi cation des symétries puis I'exploitation de la relation d'équivalence induite par ces
derniéres. Cette section traite du probléme de l'identi cation des symétries d'un modéle :
étant donné un formalisme de modélisation et une description formelle d'un systéme dans
ce formalisme, comment calculer le groupe des symétries ?

On peut distinguer trois approches pour l'identi cation :
Donner les symétries explicitement

Annoter le modéle

Détecter automatiquement les symétries

La premiére approche peut s'avérer délicate a mettre en oeuvre pour un utilisateur.
Des lors que le modele est complexe, la description explicite de ses symétries est pratique-
ment impossible. De plus, un modéle symétrique est souvent construit par duplication de
composants qui interagissent de maniére symeétrique. Cette information doit pouvoir étre
utilisée plus simplement. Cette solution a néanmoins été proposée par le passé [98, 99],
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mais tous les travaux plus récents se concentrent sur les deux autres approches.

Nous limiterons donc notre présentation aux techniques plus envisageables en pratique,
ou les systémes a véri er sont souvent complexes. Nous présentons d'abord lesalarset,
technique fondatrice pour l'identi cation des symétries par annotation. Puis nous traitons
deux techniques de détection automatique. La premiéere repose sur l'analyse des interac-
tions des processus et la deuxiéme calcule automatiquement les symétries d'un réseau de
Petri.

2.2.1 Les scalarsets

Ip et Dill introduisent le type de données scalarset[100] dans le langage de description
de Mur', un langage pour la description de systémes concurrents asynchrones nis. Un
modele Mur' est constitué de déclarations de constantes, types et variables; de déclara-
tion de procédures et dé nitions de séquences de commandes gardées; de dé nition des
états initiaux et invariants du modéle.

Les états du systeme sont décrits par des variables globales. Lorsque le systéme s'exé-
cute les gardes sont évaluées. Parmi les commandes dont la garde est vraie, un choix
non déterministe en exécute une de maniére atomique. L'exécution met a jour I'état du
systeme. Le modéle de calcul est asynchrone par entrelacement.

Un scalarset est un type de donnée dé ni comme un ensemble ni non ordonné. Par
exemple, il est possible de dé nir un typepid comme un scalarset de taille N:

pid: Scalarset(N)

Les opérations autorisées sur les scalarset sont restreintes a I'a ectation, au test d'éga-
lité et a l'indexation des tableaux. Quatre types d'assignation de valeur aux variables
scalarset sont possibles :

Ruleset ID:ScalarsetType Do ruleset Endruleset : Un ruleset choisit de maniéere
non déterministe une valeur dans le scalarset et I'a ecte dD .

For ID:ScalarsetType Do stmtseqEndFor : Une itération sur les éléments du sca-
larset. Le résultat de I'exécution du corps de la boucle doit étre invariant par rapport
a l'ordre d'exécution.

ForAll ID:ScalarsetType Do booleanexpr EndForAll  : L'expression booleanexpr
doit étre vraie pour tous les éléments du scalarset.

Exists ID:ScalarsetType Do booleanexprEndExists : L'expressionbooleanexprdoit
étre vraie pour un élément du scalarset.

Implicitement, un scalarset dé nit un groupe symetrique sur sesn éléments. L'action
de ce groupe sur les variables d'états est dé nie, pour toug 2 G et toute variable v du
type scalarset, par :

Si v est une variable de type scalarset, I'image de estgv;
Si v est un tableau indexé par le scalarset alorg est d'abord appliquée sur les
éléments du tableau, puis les éléments du tableau sont permutés.

L'image de cette action induit un groupe d'automorphismes sur l'espace d'états. La
technique utilisée pour construire I'espace d'états quotient est le calcul du représentant
minimal d'une orbite. En fonction du nombre et de l'imbrication des variables de type
scalarset, le représentant peut étre canonique (voir Section 2.3.3).

La technigue des scalarsets a été réutilisée dans de nombreux outils, notamment SMC
[91], Promela [101], Roméo [102] et Uppaal [95]. Nous trouvons une approche analogue
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dans le cas des réseaux de Petri colorés [103, 94, 104], ou certaines couleurs(eg: types
de données) sont associées a un groupe de permutations. Les opérations attachées aux
transitions sont restreintes an de garantir que les symétries dans le modéle induisent

e ectivement des automorphismes du graphe des marquages.

L'avantage évident des scalarsets est leur simplicité : les symétries sont déduites des
informations de type et les restrictions garantissent que les symétries du modéle induisent
e ectivement des symétries de I'espace d'états. Un scalarset dénote généralement une sy-
métrie totale ou circulaire. L'indexation des tableaux par des scalarsets géneére des produits
de groupes. Siles éléments du tableau sont aussi des scalarsets alors on obtient des produits
couronnes.

Les scalarsets ne permettent pas de caractériser précisément la structure du groupe de
symétrie du modéle. Or nous verrons que cette information est essentielle pour I'optimisa-
tion des techniques de réduction. A titre d'illustration, comment déterminer la structure
du groupe d'un modéle comprenant un tableau a deux dimensions indexés par deux sca-
larsets et contenant des variables scalarset. Dans [100], le critére de choix de la méthode la
plus adaptée repose sur la complexité de la structure d'un état. Si ce critére est pertinent,
la structure du groupe de symétrie I'est tout autant.

2.2.2 Détection automatique

Dans cette section, nous présentons deux techniques représentatives de détection auto-
matigue des symétries. La premiere méthode, implémentée dans I'outil SPIN[105], construit
un graphe de communication par analyse d'une spéci cation Promela. La seconde me-
thode, implémentée dans I'outil LoLa [92] détecte les symétries de réseaux de Petri via un
algorithme par ra nement.

Graphe de communication statique

Cette section présente une méthode de détection automatique des symétries d'un mo-
déle Promela basée sur I'analyse de la structure de communication des processus concur-
rents [106],[107].

Promela est un langage de spéci cation pour la véri cation des systémes concurrents.
Un modéle Promela est constitué de processus, canaux de communications et variables.
Les processus modélisent les entités concurrentes du systéme. lls communiquent par pas-
sage de messages via les canaux de communications qui sont des tampons. Les interactions
entre processus peuvent étre asynchrones ou synchrones. Promela propose des types de
données simples ou structurés, des instructions de contrdle déterministes ou non détermi-
nistes et des actions atomiques.

Soit P une spéci cation Promela. Les comportements locaux des processus sont abs-
traits, pour n‘observer que les communications depuis/vers un processus vers/depuis des
canaux de communications et les variables partagées. Lgraphe de communication, noté
GC, est un graphe triparti dont I'ensemble des noeuds est composé de processus, de va-
riables partagées et de canaux de communication globaux. Pour chague émission/réception
d'un processus vers/depuis un canal ou une variable partagée, un arc est ajouté entre les
noeuds correspondants.

Le groupe des automorphismes du graphe, notdut(GC ), est alors calculé automa-
tiquement, par des algorithmes de calcul d'automorphismes de graphes. Une action de
Aut(GC) sur la spéci cation P est dé nie par permutation des éléments syntaxiques cor-
respondants aux noeuds dé&5C. Pour un élémentg 2 Aut(GC ), si I'image de P par g est
une spéci cation équivalente, alors l'automorphisme est valide. Deux spéci cations sont
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équivalentes si elles ne di érent que par certaines permutations d'instructions. Ce test
peut se faire e cacement (en ordonnant lexicographiquement ces instructions). Le groupe
de symétrie retenu, notéG, est le sous-groupe déut(GC ) généré par les éléments valides
de Aut(GC).

PuisqueG est détecté automatiqguement, sa structure n'est pas connue. Or, la structure
du groupe permet d'adapter la technique de réduction et ainsi d'optimiser I'e cacité de
la réduction. Dans [108], les mémes auteurs implémentent des algorithmes de calcul des
groupes pour tester siG appartient a une classe pour laquelle il existe des solutions de
réduction e cace ([109]). Nous présenterons plus en détail cette classe dans la Section 2.3.

L'avantage de cette approche est qu'elle est automatique et donc permet de calculer
toutes les symétries d'un modéle. De plus elle est capable de décider si une solution de
réduction e cace existe. Cependant, le probléme d'une approche automatique est celui du
passage a l'échelle. En e et, le calcul dé&ut(GC ) se raméne au probléme de l'isomorphisme
de graphe. A titre d'illustration, la méthode échoue a détecter les symétries d'un hypercube
de dimension 4.

Réseaux de Petri

Cette section présente la méthode de détection automatique des symétries pour les
réseaux de Petri proposée dans [110, 111].

Cette méthode repose sur un algorithme de ra nement de partition de I'ensemble des
places et des transitions du réseau.

Soit N = hP;T;Pre; Post;m gi unréseau de Petri. Supposons que l'image des fonctions
Pre ou Post soit I'ensemble f0; 1g (la méthode se généralise aisément a des réseaux
arbitraires). Une spéci cation de symétrie est une contrainte de la formeA 7! B, ou A et
B sont des sous-ensembles d&[ T. Soit Cl'ensemble de ces contraintes. Une permutation
g2 Sym(P [ T) est consistante avedC si B est I'image deA pour toutes les contraintes :

(8A 7! B 2C)(g(A) = B)

L'ensemble des permutations consistantes ave€ est noté . Il est toujours possible
de construire une forme normale deC ou l'union des parties gauche (resp. droite) des
contraintes est une partition deP [ T.

Initialement, C contient une contrainte T 7! T, une contrainte P; 7! P; des places
telles quemg(p) > 0 et une contrainte P, 7! P, des places telles queng(p) = 0. Ensuite
les contraintes deC sont ra nées. Intuitivement, pour une contrainte A 7! B et pour tout
g2 ¢, unnoeudx a autant d'arcs pointant vers(resp. depuis) un noeud deA que gx
a d'arc pointants vers(resp. depuis) un noeud danggA = B. L'algorithme construit une
structure arborescente dont les feuilles décrivent des permutations. Ces permutations ne
sont pas nécessairement des symétries. Cependant, il n'est pas possible d'éviter a priori
d'explorer les branches qui ne menent pas a des symétries. Il y a donc des retours en arriére.

Parce qu'il calcule toutes les symétries d'un réseau, l'algorithme est au pire cas en temps
exponentiel par rapport a la taille du réseau. Les auteurs proposent une amélioration qui
consiste a construire a la volée une BSGS pour le groupe de symétrie du réseau. Par les
propriétés des BSGS, il est possible d'éviter des explorations super ues de branches. A la
di érence de l'algorithme classique de calcul des BSGS de stabilisateurs, aucun ensemble
de générateurs n'est connu a priori. Le temps d'exécution pour le calcul d'une ensemble
générateurs de taillek est exponentiel enk.
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2.2.3 Discussion

Cette section a présenté quelgues exemples de méthodes d'inférence des symétries.

L'approche des scalarset présente I'avantage de I'e cacité au détriment de la généralité
et de la précision.

A l'opposé, l'approche par détection automatique permet de prendre en compte un
groupe de symétries quelconque mais au détriment de I'e cacité (en terme de passage a
I'échelle) et de la précision. Les travaux de [108] visent a améliorer la précision en détectant
des cas favorables de structure de groupes.

Ces deux méthodes ont en commun la simplicité d'utilisation, par rapport a la des-
cription explicite des symétries.

Nous proposons dans le Chapitre 3 une approche intermédiaire : générale, e cace,
précise et semi-automatique.

Dans notre solution, l'utilisateur doit avoir une idée des symétries des composants,
abstraits par des identi ants, indépendamment de la maniére dont ils se synchronisent.
Nous faisons I'hypothése qu'un systeme symétrique peut s'obtenir par composition et syn-
chronisation des composants. Partant de la, étant donné un sous-ensemble des composants,
guelques synchronisations entre les composants et un groupe de permutatio sur les
identi ants des composants, notre solution construit le réseau par composition de telle ma-
niere que ses symeétries soient isomorphes@. Le groupe de symétries du réseau obtenu
est calculé.

La généralité est obtenue par l'absence de contrainte sur le group&. N'importe quel
groupe de permutations peut étre utilisé. Il y a cependant une contrainte sur la présentation
du groupe, mais uniqguement pour éliminer quelques cas pathologiques. Il n'y a pas non plus
de contrainte sur les synchronisations : la construction garantit que les synchronisations
calculées ne brisent pas les symétries.

L'e cacité est obtenue par I'approche constructive. La plupart des calculs nécessaires
sont polynomiaux. Pour les autres, lI'approche constructive permet de donner des condi-
tions su santes simples pour les éviter. Nous verrons dans le Chapitre 4 que ces conditions
su santes correspondent aux cas ou des méthodes de réduction e caces existent.

La précision vient du fait que les symétries du réseaux sont, par construction, iso-
morphes a celles demandées par I'utilisateur lorsqu'il fournitG. Le groupeG est un groupe
de permutations sur des entiers, ce qui est plus simple a présenter qu'un groupe sur des
places et transitions. De plus, il est assez facile de proposer des constructions de haut ni-
veau (eg: anneau, pool, hypercube, torus, ...) paramétrées par un nombre de composants,
qui évitent & l'utilisateur de décrire G par ses générateurs.

Notre approche est moins simple que celle par détection automatique. L'utilisateur
doit fournir un certain nombre de parametres. Mais la partie la plus dicile dans la
construction par composition du réseau et de son groupe de symétrie est le calcul des
synchronisations. Notre approche calcule automatiquement ces synchronisations a partir
d'un sous-ensemble de transitions. Dans cette these, le sous-ensemble de transitions est
fourni explicitement, mais il serait assez simple de dé nir un langage d'étiquetage des
transitions des composants qui génére ce sous-ensemble. Par exemple, pour un anneau,
des étiquettes spéci ant le successeur, le successeur du successeur, ...

2.3 Méthodes de réduction par symétries
La méthode de réduction par symétrie repose sur la construction du quotient de I'es-
pace d'états par la relation d'équivalence induite par les symétries du modéle. Pendant la

construction du graphe réduit, avant d'insérer un état, il faut déterminer si il n'existe pas
déja dans le graphe un état équivalent par la relation de symétrie. Nous reprendrons la
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dénomination de Schmidt en appelant ce probléme le probléme de l'intégration [111] :

Etant donné un groupe de symétriesG, un ensemble d'étatsM et un nouvel
état mq, existe-t-ilun g2 G etun my 2 M tel que g(mjy) = m»

Trois solutions sont possibles :

1. Itérer sur les symétries deG
2. Itérer sur les états deM

3. Calculer, a partir de mq, un représentant canonique de sa classe d'équivalence.

Cette section présente ces solutions appliquées dans le contexte des réseaux de Petri.
Ensuite elle présente des classes de groupes pour lesquels des solutions e caces existent.
Finalement, elle présente le cas des automates temporisés et leur traitement dans UP-
PAAL . Il est important de noter qu'aucun travail n'est disponible pour la réduction par
symétries desT P N. La principale contribution de cette thése est une méthode de réduc-
tion par symétries pour lesTPN.

Dans cette section, nous supposons dé ni un réseal = hP; T;Pre; Posti, un groupe
de symétriesG et son action sur les marquages dél . Nous noteronsgm l'image de m par
g dans l'action de G sur M. Nous supposons aussi qu'il existe un ordre total suP [ T.

2.3.1 Itérer sur les symétries

La méthode consiste a appliquer sur un marquagen toutes les symétries deG et pour
chacun des états obtenus véri er son appartenance M (Algorithme 2.3.1).

Algorithme 2.3.1  Itérer sur les symétries

forall g2 G do
if gm2 M then
return yes
end if
end for
return no

Calculer gm consiste a permuter les places dans le marquage ce qui peut se faire
e cacement. Le test de l'appartenance degm a M dépend de la structure de données
utilisées pour représenterM . Par exemple, dans le cas d'un arbre AVL [112], I'accés a un
état se fait en moyenne enO(log(jM j)).

La principale limitation de cette solution est I'ordre de G. Supposons queG soit iso-
morphe aS;, alorsjGj = 10! = 3628800, ce qui rend inapplicable l'itération des symétries.
Naturellement, lorsque jGj est petit, par exemple dans le cas des réseaux en anneau, alors
I'itération des symétries est une solution convenable.

L'itération des symétries peut étre optimisée par l'utilisation d'une BSGS pour G
[110, 85].

2.3.2 Itérer sur les états

Cette méthode consiste, pour chaque nouvel étainy, a considérer tous les états déja
explorés et pour chacun de ces états, dénoté,, a chercher un élément deg 2 G tel que
gmy = my (Algorithme 2.3.2).

71



Algorithme 2.3.2  Itérer les états

forall m,2 M do
if 9g2 G :gmy = my then
return yes
end if
end for
return no

Le test 9g 2 G : g(m2) = m3 repose sur un algorithme de recherche avec retour
arriere (Section 1.2.4). Au pire cas, il faut énumérer tous les éléments dé, et le temps
d'exécution dépend de l'ordre deG. Dans [110, 91] les auteurs optimisent cette solution par
I'utilisation de fonctions de hachage qui respectent les symétries. Une fonctioh de hachage
gui respecte les symétries calcule la méme valeur pour tous les marquages équivalents :

8my;me2 M;mz my) f(mp)= f(myg)

Si une telle fonction existe, il n'est plus nécessaire d'itérer sur tous les marquages mais
seulement sur un sous-ensemble. Cet ensemble est nécessairement une sur-approximation
de l'orbite de mj, sans quoi la fonction est une implémentation du test(9g 2 G)(gm; =
ma).

2.3.3 Calculer un représentant canonique

Cette section présente une solution au probléme de l'intégration qui consiste a cal-
culer un représentant canonique d'une orbite. C'est la solution la plus répandue dans la
littérature [92, 93, 109, 113].

Dé nition 2.7  (Représentant canonique).La fonction repr : M | M est une fonction de
minimisation si pour tout m 2 M alors repr(m) m. repr(m) est appelé unreprésentant
dem.

Si de plus, pour toutmy;my 2 M tels quem; m», nous avonsrepr(mq) = repr(my)
alors repr est une fonction decanonisation et repr(m) est appelé lereprésentant cano-
nique.

Généralement, le représentant canonique est choisi comme le plus petit d'une orbite
pour un ordre total donné. Nous pouvons par exemple dé nir un ordre \ sur les mar-
guages a partir de l'ordre sur les places

def
8my;mz2 M)(my m my) =

(8p 2 P)(my(p) = ma(p))_
(9p 2 P)(8g 2 P; g < p)(m1(q) = m2(q) * my(p) <m 2(p))

Dans cette section, nous noterongnin[ m]g le représentant d'un marquagem. L'orbite
d'un marquage m par l'action de G est nie et donc min[ m]g existe toujours. Lors de la
construction du quotient, il faut calculer min[ m]g pour chague nouvel étatm puis insérer
min[ m]g dans le graphe.

Nous appelleronsprobleme constructif de l'orbite, noté COP, le probleme du calcul
du représentant canonique d'un état. C'est un problemeNP-complet [97]. Dans la section
suivante, nous donnons des classes de groupes pour lesquels des solutions e caces au COP
existent.

72



Représentants minimaux

Il est possible de calculer plus e cacement une approximation du COP. Cette approxi-
mation consiste a calculer des représentants minimaux et non pas canoniques : le graphe
guotient contiendra plusieurs représentants par orbite [114, 111, 100]. En conséquence, le
facteur de réduction sera moins important, mais le temps de calcul sera lui aussi moins
important.

Une premiére solution au calcul des représentants minimaux consiste a utiliser un sous-
ensemble deG plutdt que G. Dans [109], les auteurs proposent d'utiliser une transversale
d'un stabilisateur de séquence. SoitH le stabilisateur de la séquencel::k, aveck < n.
Nous notonsX le sous ensemble d& contenant les éléments de la transversaléy et clos
par linverse (ie;g2 X , g 2 X).SiG' Sy, alors l'ordre de H est S,k j. L'index
iG : Hj est donc égal éﬁ etdonc[G:H] nk. Comme la taille de X est polynomiale
dans l'index de H, la taille de X est polynomiale par rapport an.

La deuxiéme solution repose sur |'utilisation d'une BSGS et d'un algorithme avec retour
arriere. Cet algorithme produit une structure arborescente (Section 1.2.4). Une premiére
option est de n'explorer, pour chaque niveaul de l'arbre, que le noeud qui produit un
pré xe minimum de longueur |. De cette facon la recherche est guidée par les minimums
locaux et on évite le retour arriere mais le résultat n'est pas nécessairement canonique
[111]. Une deuxiéme option est d'utiliser des heuristiques pour décider le noeud a explorer
[115]. En n d'autres variations sont possibles, toutes basées sur cet algorithme de recherche
avec retour arriére [116, 85].

2.3.4 Classes de groupes simples

Cette section présente des classes de groupes, identi ées dans [109, 117], pour lesquelles
des solutions e caces au COP existent.

Groupes polynomiaux Si G est un groupe de permutations de degrén et que l'ordre
de G est polynomial par rapport a n, alors le COP peut étre traité en temps polynomial
en itérant les éléments deG. En particulier les groupes cycliques sont d'ordren et les
groupes diédraux (symétries des polygones réguliers ra cotés) sont d'ordre 2n. Dans ce
cas I'énumération des éléments dé& est une solution possible.

Groupes isomorphes a S, Si G est isomorphe aS,, et que l'action de G sur les états
est transitive et primitive, alors il sut de trier lexicographiqguement I'état pour obtenir

son représentant canonique. Cette solution, initialement présentée dans [114], s'applique
bien dans leur contexte, ou I'état du systeme ne dépend que des états locaux des processus
et que I'état de chacun des processus peut étre abstrait comme un entier.

Dans notre contexte des réseaux de Petri, ce sont des composants qui sont permutés
et chaque composant est généralement modélisé par un sous-réseau ayant plusieurs places
et transitions. Le tri lexicographigue ne s'applique pas.

La Figure 2.4 montre un composant et un systeme construit avec 3 instances de ce
composant. Nous appelons cette construction urpool de composants.
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(2) Un composant (b) Pool de 3 composants

Figure 2.4: Pool de 3 composants

Chacun des composants est indicé dans le pool et les places et transitions sont indicées
par I'index du composant auquel elles appartiennent. Par exemple, les places et transitions
du composant?2 sont fp0:2; p1:2;1t0:2g. Le groupe de symétriess du pool et Sz, dé ni
par ses générateurs :

G = h(p0:1; ®:2)(pl:1; A:2); (p0:2; P:3)(pl:2; AL:3)i

Soit m = [1;0;0;0;1;1] un marquage. Dans ce cas, ordonnem lexicographiquement
revient a appliquer la permutation g = ( po:1; p1:1), Mais g n'est pas une symétrie du réseau.
Intuitivement, I'état local d'un composant est un sous vecteur dem et 'action de G sur
m permute ces états locaux : le tri lexicographique den ne correspond pas a des éléments
de G [118, 85].

Dans cet exemple, il est possible de présentan comme une matrice ou chaque ligne
correspond a une orbite puis de minimiser le marquage en permutant les colonnes de la
matrice [85](Table 2.1). Dans la Section 4.3.3 nous donnons les conditions, dans le cas
général, pour lesquelles s'applique cette méthode de canonisation par les états locaux.

pO:1| 1| p0:2|0|p0:2|0
pl:1{ 0| pl:i2|1|pl2|1

Table 2.1: Marquage du pool Figure 2.4

Produits disjoints Supposons ques soit un produit disjoint Hy  Hy  ::: Hy (voir
Section 1.1). Dans ce cas, il est possible de partitionner le marquag®a, chaque partie
correspondant a un facteur du produit. Si il existe une solution polynomiale au COP pour
chacun desH;, i 2 1::k, alors il existe une solution polynomiale au COP pourG ([117, 85]).
Le représentant canonique d'un marquagem peut s'obtenir en calculant successivement
le représentant canonique pour chacune des parties.

min[m]g = min[:::minfmin[ M)y, J1,]: I,

Les produits disjoints de groupes constituent une classe que I'on rencontre fréquemment
dans les applications du model-checking. Par exemple, un systéme d'allocation de ressource
avec k priorités distinctes est un produit disjoint de k groupes, chacun permutant des
processus de méme priorité.
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p0:1

pl:1l p0:2

Figure 2.5: Produit couronnesS; 0S3

Produits couronnes disjoints Supposons queG soit un produit couronne H oL. On
peut le voir intuitivement comme un produit disjoint ol tous les facteurs sont des copies
de L et auquel on rajoute des automorphismes qui permutent les facteurs. Un marquage
m peut étre partitionné de la méme facon que dans le cas du produit disjoint.

Le représentant canonique d'un marquagen peut s'obtenir en calculant successivement
le représentant canonique pour chacune des parties, puis en permutant les parties :

min[m]g = min[min[:::min[min[ M)y, Jn, ::H, L

Si il existe une solution polynomiale au COP pourH et L, alors il existe une solution
polynomiale au COP pour G.

La Figure 2.5 montre un pool de 3 composants. Chacun des composants possede une
symétrie (ie: (p0; pl)). Le groupe de symétries de la Figure 2.5 est isomorphe % 0S3. La
Table 2.2 montre un exemple de calcul du représentant canonique.

pO:1 | p0:2| p0:3 | pl:1| pl:2| p1:3

m = 1 1 0 0 1 0
mO= 0 1 0 1 1 0
min[ m] = 0 0 1 1 0 1

Table 2.2: Marquage de la Figure 2.5

Les produits couronnes disjoints permettent de capturer les symétries de systémes
dont la structure est arborescente et plus généralement des systémes ou l'action Geest
imprimitive. Par exemple, l'architecture client/serveur présentée dans la Figure 2.6, tirée
de [119], posséde un groupe de symétries isomorphe au produit couronBg 0S,. Dans
cette architecture, les feuilles sont les clients, les noeuds de nivedusont des serveurs web
et la racine de I'arbre est un serveur de base de données.

Figure 2.6: Architecture client serveur
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2.3.5 Discussion

Cette section a présenté un panorama des méthodes de réduction, principalement dans
le contexte des réseaux de Petri. Ces méthodes ont des analogues dans la plupart des
modeles de véri cation. L'e cacité d'une méthode de réduction dépend de la structure du
groupe mais aussi de la représentation des états.

Les méthodes qui consistent a itérer sur les états ou les éléments d'un groupe sont séve-
rement limitées par la taille des espaces d'états ou des groupes. Néanmoins, ces méthodes
s'appliquent quelles que soient la structure des états puisqu'elles utilisent uniquement le
test d'égalité entre états.

Les méthodes de calcul du représentant canonique sont les plus utilisées en pratique.
Les méthodes basées sur l'algorithme de recherche avec retour arriere ont une complexité
au pire cas exponentielle, mais des heuristiques peuvent optimiser la recherche en minimi-
sant le nombre de retours arriere. Les méthodes qui reposent sur la notion de composants
disjoints, groupes isomorphes &, et produits, sont plus e caces mais ne peuvent s'ap-
pliquer que si il est possible de partitionner un état en état locaux de composants.

Dans ces deux cas, il est indispensable de disposer d'un ordre total sur les états équi-
valents, de maniére a pouvoir calculer le plus petit élément d'une orbite.

La spéci cité des modeéles temporisés est leur dimension temporelle. Dans les deux
modeéles que nous considérong,PN et TA, la dimension temporelle est représentée dans
les états par des matrices a coe cients entiers. Nous verrons dans le Chapitre 4 que l'ordre
lexicographique sur les matrices ne permet pas l'application des méthodes de calcul du
représentant canonique.

2.4 Symétries pour les automates temporises

Cette section présente une méthode d'exploitation pour les automates temporisés. Plus
précisément, elle présente la méthode implémentée dans UPAAL [95, 93], un outil pour
la véri cation des automates temporisés. L'identi cation des symétries du modéle repose
sur les scalarsets (Section 2.2). La stratégie de réduction utilise le calcul du représentant
canonique (Section 2.3).

Un modéle UPPAAL est constitué de processus (ie: des automates nis), d'horloges, de
variables et de canaux de communication. A lI'exception des canaux de communication, les
éléments du modéle peuvent étre typés par des scalarsets. Des opérations sont possibles sur
ces éléments. On peut par exemple dé nir les états et transitions des processus, réinitialiser
et comparer des horloges, déclarer, initialiser, comparer et modi er des variables, ...Des
restrictions sont dé nies pour les éléments typés par des scalarsets. Par exemple, deux
variables typées par un scalarset ne peuvent étreicomparées gue par I'égalité.

Un état UPPAAL ( est un triplet (| ;v;Z) ot | est le vecteur d'états locaux des
processusy est une valuation des variables eZ une zone (Section 1.2.2). Concrétement,
le vecteur des états locaux et la valuation sont implémentés par des tableaux d'entiers. La
zone est implémentée par une matrice de di érences a coe cients entiers et indexée par
les horloges actives.

A chaque point i d'un scalarset est associé un composant. Ce composant est la
projection de g sur les processus, variables et horloges associés. d.e groupe de permu-
tations implicitement spéci é par  induit une action sur les composants. Sous certaines
conditions, les composants sont disjoints. Lorsqu'ils le sont, alors la transposition de deux
composants induit un automorphisme de l'espace d'états. Les composants sont transposés
successivement, a la maniére d'un tri a bulles, jusqu'a obtenir un représentant canonique
de g. Pour cela il faut pouvoir comparer les composants et donc disposer d'un ordre sur
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ces composants.

La dé nition de cet ordre est rendue dicile par la dimension temporelle. Une zone
est un ensemble de valuations d'horloges : deux horloges et y indexées dans la zone ne
sont pas nécessairement comparables. Il peut exister deux valuations et © telles que

x)  Met ¥ W

Lorsque les horloges sont toujours réinitialisées a zéro et que la méthode d'exploration
n'utilise pas I'abstraction des enveloppes convexes, alors les zones véri ent fagopriété dia-
gonale. Cette propriété énonce que si il existe une valuation telle que (x) z (y) alors
pour toutes les valuations ©capturées parZ ona 4x) 7z 9qy), avec z2f<; =;>g.
Dans ce cas, on peut dé nir un ordre sur les horloges qui est total sur les horloges de pro-
cessus d'un méme scalarset et activées dangsL'ordre sur les états locaux et variables est
un ordre lexicographique sur les vecteurs d'entiers. Cette propriété permet de dé nir un
ordre total sur les composants d'un méme scalarset. Etant donné cet ordre il est possible
de calculer le représentant canonique dg en temps polynomial par rapport au nombre de
processus.

2.4.1 Discussion

La méthode proposée dans cette section et celle que nous proposons pour TeBN
di érent quant a l'identi cation des symétries.

L'utilisation des scalarsets implique une perte de précision par rapport a la structure
du groupe de symétries extrait du modeéle. Il n'est pas possible dans ce cas de choisir
une stratégie de réduction adaptée a la structure du groupe. Notre méthode construit
un groupe de symétries du réseau isomorphe a celui spéci é dans le modéle. Il est alors
possible de choisir une stratégie adaptée.

La méthode proposée dans cette section ignore les synchronisations entre les automates
tandis que notre méthode de construction par composition de réseaux les prend en compte.

Les deux méthodes sont similaires sur la stratégie de réduction pour les symétries
totales.

Elles reposent toutes les deux sur le calcul des représentants canoniques a partir de
composants disjoints, qui permet des réductions trés e caces mais impose des conditions
restrictives. Par exemple, les états d'un modéle du protocole d'exclusion mutuelle de Fi-
scher ne véri ent pas ces conditions, a cause d'une variable globale de type scalarset. Cette
limitation est une conséquence de l'utilisation des composants disjoints. Notre approche
n'y échappe pas.

Notre approche dé nit un ordre total sur les transitions équivalentes par symétrie dans
un domaine de tir. Dans lesTP N les horloges sont implicites et attachées aux transitions.
Sur cet aspect, I'ordre total sur les horloges proposé pour UPPAAL est analogue au nétre.
En particulier, les deux rendent des horloges comparables dans des structures ou elles ne
le sont pas en général. Cependant, a cause des di érences sémantiques entre le graphe
des zones et I'abstraction de classes d'états, le traitement technique est signi cativement
di érent.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un état de l'art des méthodes de réduction par
symétrie. Ces méthodes font face a deux problémes : l'identi cation des symétries et la
réduction des espaces d'états.

Ce chapitre a présenté deux approches pour l'identi cation des symétries : les scalar-
sets et la détection automatique. Les scalarsets o rent l'avantage de la simplicité pour
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l'utilisateur et de I'e cacité au détriment de la généralité et de la précision sur les groupes
construits. La détection automatique est la méthode la plus générale et la plus simple mais
au détriment de I'e cacité, puisque que ce probleme peut se réduire a celui de l'isomor-
phisme de graphe. Nous proposons dans le chapitre suivant une approche intermédiaire,
précise, e cace, générale et semi-automatique. L'utilisateur doit connaitre les symétries
des composants, ce qui est aussi le cas pour les scalarsets.

Ce chapitre a présenté les di érentes méthodes de réduction par symétries. Les mé-
thodes les plus brutales, qui consistent a itérer sur les symétries d'un groupe ou les états
sont limitées par la taille exponentielle des groupes ou des espaces d'états. Cependant,
elles sont toujours applicables. Les méthodes exploitant la recherche avec retour arriere
comme les méthodes de calcul du représentant canonique nécessitent de disposer d'un
ordre total sur les états. Dans le cas des modeéles non temporisés cet ordre total est I'ordre
lexicographique sur les entiers. Le choses se compliquent pour les modéles temporisés ou
un tel ordre total n'existe pas en général a cause de la dimension temporelle. Une méthode
pour les automates temporisés a été présentée.

Il n'‘existe pas a notre connaissance de méthode d'exploitation des symétries pour les
TPN.
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Chapitre 3

Construction des réseaux par
composition symetrique
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Ce chapitre décrit une méthode de construction de réseaux symeétriques par composi-
tion symétrique. Par hypothése, on connait les symétries entre les composants, vus comme
des entiers. Les synchronisations entre les composants sont autorisées.

Soit N1; N»;:::; N des composants et pour touti 2 1::k, un entier n; 1. La somme
des n; est notée C et représente les composants de maniére abstraite. On peut voiC
comme l'ensemble des identi ants de composants. Par hypothése, les symétries strsont
connues. Elles sont capturées par un group& Sy, avecm j Cj.

Dans ce chapitre, nous proposons un opérateur de composition de réseaux qui permet

ses symétries soit isomorphe &. L'opérateur, noté , construit d'abord I'union disjointe

M desn; copies deN;, pour i 2 1::k. Des sous-ensembles des transitions d¢ sont alors
synchronisés pour obtenirN. Certains de ces sous-ensembles sont des paramétres de
tandis que les autres sont calculés par l'action dé&s sur M . L'opérateur calcule en méme
temps une action de G sur N. L'image de cette action est un groupe de symétrie dé\
isomorphe aG.

Nous avons voulu cet opérateur de composition le plus général possible tout en permet-
tant de décider si une stratégie de réduction e cace existe pourN. La solution que nous
proposons n'impose qu'une contrainte faible sur le groupés, uniqguement pour garantir
lisomorphisme de G° et G. Autrement, I'opérateur accepte des symétries arbitraires sur
les composants et aucune contrainte sur les synchronisations. L'opérateur de composition
est récursif, il est donc possible de composer des réseaux symétriques obtenus par compo-
sition, tout en connaissant par construction la structure exacte du groupe de symeétrie du
réseau obtenu. Cette propriété est essentielle pour décider si une méthode de réduction
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€ cace existe.

Nous faisons face a quatre problémes.

Le premier est que, au pire cas, la taille d'un groupe est exponentielle par rapport a
son degré. Il est donc impossible d'‘énumérer les éléments d'un groupe. Cependant, il a
été montré que le nombre de générateurs d'un groupe est borné pdogjGj [120] et en
réalité de nombreux groupes peuvent étre générés par un nombre petit de générateurs.
L'opérateur de composition n'a besoin que des générateurs d& pour construire G°

Le second probléme est lié aux symétries locales aly; : ces composants peuvent étre
équipés d'un groupe de symétrie. Dans ce cas, il faut que les symétries induites p@r et
celles deN; soient compatibles. Plus précisément, siG; est le stabilisateur dei dans G
et A; le groupe de symétrie deNj, il faut pouvoir dé nir une action de G; sur N; telle
gue l'image de cette action soit un sous-groupe dé\;. L'opérateur de composition est
paramétré, pour tout i, par une action de G; sur Nj.

Le troisieme probléme est lié aux synchronisations. Lorsque un ensemble de transitions
de M se synchronisent, il faut calculer les autres synchronisations de telle maniére que
le réseau obtenu reste symétrique. L'opérateur de composition calcule ces ensembles de
transitions en construisant une action deG sur M. Le probléme se réduit alors a celui du
calcul de l'orbite d'un ensemble.

Le dernier probléme est lié a la structure des systémes que I'on cherche a modéliser.
Généralement un réseau de Petri modélisant un systéme n'est pas totalement symétrique,
seuls certains sous réseaux le sont. L'opérateur de composition o re une granularité su -
sante qui permet de synchroniser un réseau asymétrique et un réseau symétrique de telle
maniére que le réseau obtenu reste un réseau symétrique.

3.1 Dé nitions et notations

Nous commencons par donner la dé nition d'une symétrie d'unT P N. Cette dé nition
d'une symétrie TPN est trés proche de celle des réseaux Place/Transition. Il sut de
considérer que les intervalles statiques sont des étiquettes et de dé nir que ces étiquettes
doivent étre préservées par les symétries.

Dé nition 3.1. Soit N = hP;T;Pre; Post;|l 5L un TPN. Une symétrie(lou automor-
phisme) deN est une permutationg 2 Sym(P ~ T) qui préserve le type des n+uds, les
préconditions, les postconditions et les intervalles statiques.

1. 8X)(x 2P, gx2P)

2. (8t;p)(Pre(t)(p) = Pre(gt )(gp))
3. (8t; p)(Post(t)(p) = Post(gt )(gp))
4. (81)(I s(t) = 1s(gt))

Un G-réseau est un triplet formé par un réseau, un groupe de permutations et une
action de ce groupe sur le réseau. L'image de l'action est un sous-groupe des automor-
phismes du réseau. Nous montrerons dans le reste de ce chapitre comment cette action est
construite.

Dé nition 3.2  (G-réseau). Un G-réseau est un triplet (G;N; ), ou :
G Sy est un groupe de permutations
N = hP;T;Pre; Post;| Si est un réseau de Petri temporisé
:G! Sym(P[ T), aveclmg() Aut(N ), est une action deG sur N
L'image de est notéeG .
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On note O l'ensemble ordonné des orbites d&. Les composants sont de&-réseaux
associés aux points dek premiéres orbites deO. Il est alors utile de distinguer ces orbites,
appelées des sortes.

Une sorte est une desk premieres orbites deG. L'ensemble des sortes, notéD, est
le sous-ensemble d€® contenant cesk premiéres orbites deO. Pour tout i 2 1:k, on
note i1 le représentant de la sorteQ;. Le représentant d'une orbite est un point choisi
arbitrairement dans son orbite : i1 2 O;. La taille de la sorte O; est notéen;. L'ensemble
C contient les identi ants de composants, ie. autant d'éléments que la somme des; :

XK
(8i 2 1:k)(n; = jOij) et C= n
i=1

Par dé nition de C, il contient moins d'éléments queG n'en permute : jCj m. De plus,
tout élément de C est plus petit quem : (8¢ 2 C)(c m). A chaque représentant de
sorte i1 est associé un réseau notllj, et i; est l'identiant de N;i,. Nous verrons dans les
prochaines sections que tous les réseaux dont l'identi ant appartient aO; sont des copies
isomorphes deNj, .

Les composants peuvent avoir des symétries locales. Par exemple, supposons tjje
soit synchronisé avecN; sur une transition t; et avec Ny sur une transition ty. Si N; et
N peuvent étre transposes, alors il faut pouvoir transposer les transitions; et ty tout en
xant Nj. Cette transposition est une symétrie locale a\;. Cette information est capturée
par I'action du stabilisateur de i; dans G.

Le stabilisateur dei; dansG est notéH;, et pour chaqueH;, on choisit une transversale
a gauche notéeF;,. Les élements deFj, sont notés :Fj, = f j;;:::; j g. Par de nition
d'une transversale, pour tout j; 2 Fj, ona iz =].

Pour tout i 2 1:k, on dénit ,, l'action de H;, sur Ni,. Nous donnerons la dé -
nition d'une action, lorsque c'est nécessaire, comme une fonction sur des séquences de
permutations :

qui signi e que l'image de a; par l'action est Iy, pour tout i 2 [1::n]. Nous verrons dans la
Section 3.2.1 qu'il est su sant de dé nir cette action : l'action de Hi, sur la copieNij de
N;, s'obtient par conjugaison de ;.

L'exemple 3.1.1 illustre ces dé nitions.
Exemple 3.1.1. Soit G = h(1;2)(5;6;7); (3;4); (8;9)i. Les orbites de G sont :
O =[f1; 2g;f3; 49,f5; 6;79;f8; 9g]
On choisit k = 2 sortes. Elles sont de tailles respectiver; =2 etnp, =2 :
O1=f1;29 O, = 13; 49

Nous choisissons l'identi ant de composantl comme représentant deO; et l'identiant 3
comme représentant deO,. Les composants utilisés sont les deuss-réseaux :
(N1,;Cs[(1;2;3)] ! [(p1; p2; p3)(t1;t2;t3)]) ;
(N2,;Cs $2;[(1;2;3);(4;9)]!  [(p4; pb; p6)(t4;t5;t6); (p7; pB)(t7;t8)]) -
Le réseauN1, (Figure 3.1a) est injecté dans1l et le réseauN,, (Figure 3.1b) dans 3.
Nous dé nissons l'action i, du stabilisateur dels, Hi, = h(5;7;6);(3;4); (8;9)i, sur
N, par:
1, =[(5; 6;7);(3;4);(8;9)] ! [(p1;p2; p3)(t1;12;13); (); O]
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(a) RéseauNy, (b) RéseauNy,

Figure 3.1: Exemple de2 composants injectés

De méme nous pouvons dé nir I'action 2, deHp, = h(8;9); (5;6;7); (1;2)(5;6;7)i sur
No, par :

2, =I(8; 9);(5;6;7); (1;2)(5;6;7)] !
[0); (p4; P5; P6)(t4; t5;16); (7, P8)(t7; 1 8)(p4; P5; P6)(t4; t 5;16)]

L'opérateur de composition permet de synchroniser des composants. Le produit de
transitions, que nous préférerons appeler synchronisation, est une opération connue. I
crée une nouvelle transition a partir d'un ensemble de transitions. La particularité de
I'opérateur de composition est de calculer l'orbite de cet ensemble et de synchroniser
chacun des points de cette orbite. Néanmoins, l'utilisateur doit spéci er un ensemble de
transitions a synchroniser. Nous dé nissons pour cela lespéci cations de synchronisations.
Comme nous manipulons de§ P N, une spéci cation contient aussi un intervalle de temps.
Ainsi, toutes les transitions synchronisées a partir de cette spéci cation auront le méme
intervalle statique. Cette derniére propriété est une condition de la dé nition des symétries
desTPN (Dé nition 3.1).

Dé nition 3.3  (Spéci cation de synchronisation). Soit N = hP;T;Pre; Post;l Si un
réseau. On appellespéci cation de synchronisationun tuple (E; 1) ouE T etl2 1.

Nous donnons une dé nition Iégerement di érente de la dé nition classique des pro-
duits de transitions [121]. Pour distinguer notre produit de la dé nition classique, nous
I'appellerons synchronisation de transitions.

Une synchronisation de transitions crée une transition a partir d'une spéci cation de
synchronisation = (E;1). Les préconditions(resp. postconditions) de la transition créée
sont la somme des préconditions(resp. postconditions) des transitions dE. L'intervalle
statique associé a la nouvelle transition est celui donné dans la spéci cation.

Dé nition 3.4  (Synchronisation de transitions). Soit un réseauhP; T;Pre; Posti et une
spéci cation de synchronisation = (E;Il). La synchronisation de est une nouvelle
transition t , appeléesynchronisation de , telle que :

1. Pourtout p2 P :

Pre(t )(p) = X Pre(k )(p) et Postit )p)= X P ost(k)(p)
k2E k2E

2. L'intervalle statique det estl .

3.2 Opérateur de composition symétrique

L'opérateur de composition est dé ni dans cette section. Il est paramétré par un groupe
de permutations G, un ensemble dek sortes et autant de G-réseaux. ChaqueG-réseau
est associé a un représentant de sorte. LE&-réseau associé au représentant est noté
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(G Niy; iy)- Lanotation Gg,), oliy est parenthese, permet de distinguer le groupe du
i-eme G-réseau du stabilisateur dei; dans G.

L'opérateur est aussi paramétré, pour chacun de§-réseaux (G,); Ni,; i,), par l'ac-
tion ,. Cette action peut étre triviale, notée ;, c'est a dire que les éléments deH;, n'ont
pas d'e et sur Ni,. Dans ce cas, si une transition deN;, est synchronisée, la sémantique
de la synchronisation permet tout de méme d'obtenir des symétries (Section 3.2.2).

Finalement, le dernier paramétre est un ensemble de spéci cation de synchronisation,
éventuellement vide.

Dé nition 3.5  (Opérateur de compaosition). L' opérateur de composition noté , est
dé ni comme

~

ou,
k est le nombre de sortes;
G Sp est un groupe de permutations surl::m;
Pour tout i 2 1::k:
Ni, est unG-reseau (G,);Ni;; i),
i, - Hiy ' Sym(P;, [ Ti,) une action de H; sur N;, telle quelmg( i,)
Img( i,)

est un ensemble de spéci cations de synchronisation, avec pour to(E 1;11); (E2;12) 2
,soit Ei=E,etli=1,0uE;16 E>;

Pour tout g 2 G tel que g ne permute aucun point deO, alors il existe une sorte G;
telle que i,(g) 6= ().

Dans un premier temps l'opérateur crée pour chaque sort®;, n; copies deN;j,. Le
réseau obtenu par union de ces copies est appelé l'union disjointe, noté&. L'opérateur
calcule ensuite une action deG sur M .

Dans un deuxiéme temps, l'opérateur va synchroniser des ensembles de transitions de
M. Pour chaque spécication de synchronisation 2 , l'opérateur calcule son orbite
dans l'action de G sur M et synchronise chacun des points de cette orbite séparément.
Cela implique que les transitions dans soient des transitions deM .

Le réseauN obtenu par composition symétrique est l'union disjointe aprés synchroni-
sation. L'action de G sur N se déduit de celle deG sur M. On obtient ainsi le G-réseau
(G;N; ).

Nous détaillons dans les sections suivantes la construction dd et le calcul de I'action
de G sur M (Section 3.2.1), puis la synchronisation des transitions deM et le calcul de
l'action de G sur N (Section 3.2.2).

La contrainte sur le groupe G est nécessaire pour obtenir l'isomorphisme avec le groupe
de symétries duG-réseau (G;N; ). Avec cette condition, l'action sera déle et donc
limage de est isomorphe aG.

Nous illustrons la dé nition de l'opérateur de composition par I'exemple des trains de
Genrich.

Exemple 3.2.1 (Trains de Genrich [122] ). Cet exemple montre comment construire le
réseau des trains de Genrich par composition symétrique. Le systéme modélisé consiste
en deux trains circulant sur une voie circulaire découpée en sections. A n de garantir la
sOreté du systéme, deux sections adjacentes ne doivent jamais étre occupées simultanément
par plus d'un train. Le systéme est modélisé par un réseau de Petri temporisé.

Dans ce réseau, une place marquég;.x modélise la présence du trairx dans la section
i. Une place V; modélise un sémaphore permettant a un train d'accéder a la section
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Nous dimensionnons le systéme aveg sections (a= 7) et 2 trains (b = 2). Il y a alors
2 7 =14 placesU;x et 7 placesV,. Les trains sont indicés dans0::1 et les sections dans
0::6.

On associe a chaque pairéi; x ) un composantN;.x . De méme, pour chaque sémaphore
i, on a un composantN;. On déduit du dimensionnement qu'il y al4 composantsN;x et 7
composantsN;. Un composantN;x et un composantN; sont illustrés dans la Figure 3.2.

Uix Vi
O &
Ni

Ni;x

Figure 3.2: ComposantsN;y et N;

Un train qui se déplace passe d'une section a une sectioni +1 mod 7. Il faut donc
que la transition six de Uiy soit synchronisée avec la transitionrpy de Upx (p = 1+ 1
mod 7).

Un train dans une sectioni peut accéder a la sectioni+1 si et seulement si le sémaphore
associée a +1 est marqué. Il faut aussi synchroniser la transitions;x du composantN;.x
avec la transition up du composantNp,.

Lorsqu'un train quitte une section i, il doit rendre le jeton au sémaphore associé a la
sectioni 1, ceci pour maintenir au moins une section vide entre deux trains. Il faut aussi
synchroniser la transition six de Njy avec la transition tg de Nq (=1 1 mod 7).

La Figure 3.3 montre le résultat de ces synchronisations pour le composaitiy . On
peut déduire une spéci cation de synchronisation en xant i =0, x =0 et un intervalle
temporel [1;1] :

= (fso,0; 105 U1; ted; [1; 1])
Lorsque nous aurons dé ni le groupeG, l'opérateur de composition calculera I'orbite de

par I'action de G sur l'union disjointe et synchronisera chacun des ensembles dans l'orbite
de . Nous considérons les deux groupes de symétries de ce modéle :

Un groupe | isomorphe aC,, ou a est le nombre de sections, qui capture les symétries
des sections;

Un groupe X isomorphe aCy, ou b est le nombre de trains, qui capture les symétries
des trains.

p=i+1 mod?7
q=i 1 mod7

Figure 3.3: Produit de la spéci cation de synchronisation, avect couplée a[1; 1]

Pour construire le réseau, il nous faut un groupe de permutations qui agit sur les
identi ants des composants. On choisit d'indicer les composantsN;yx dans 0::113 et les
composantsN; dans 14::20. L'index d'un composantN;yx se déduit dei et x. Par exemple,
le composantNg.p est & lI'index0+7 0 = 0 tandis que le composaniN3.; est a l'index
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3+7 1=10. De méme, l'index des composantd; se déduit dei. Par exemple, I'index
de Ng est 14 +0 =14 et celui deNg est a14 + 6 = 20. On peut alors déduire le groupeG
a partir des groupesl et X. Le groupe G = hg; gpi est dé ni par ses générateurs, avec :

o1 = (0; 1;2;3;4,5;6)(7;8;9;10;11;12;13)(14,15;16;17;18;19;20)
& = (0; 7)(1;8)(2;9)(3; 10)(4;11)(5;12)(6;13)

La premiére permutation permute cycliguement et simultanément les composants;o,
Ni1 et Nj. La deuxiéme permutation permute les trains : elle permute les composanbs;.o
et Ni; pour tout i 2 0::6. Les composantsN; sont stables par les symétries des trains.
Le groupe G est isomorpheC;  S,. Il a deux orbites, 0::13 et 14::20, qui correspondent
aux 14 composants de la sorte des composantd;x et aux 6 composants de la sorte des
composantsN;.

Nous avons maintenant su samment d'informations pour construire le réseau de Gen-
rich. Ce réseau est le résultat de I'opération de composition symétrique ci-dessous :

(G;N; )= (2 ;G;Noo; Nt 9;0:0)

A n de donner une intuition de l'action de G sur l'union disjointe, on peut commen-
cer par renommer les transitions de en tenant compte des index des composants. La
transition sp.p devient la transition sp, ri.o devientrq, u; devient uis et tg devient tyo.
Alors limage de par g; estgr = fsi;ra;u1s;t149 = fS1.0;r2:0; U2; tog, I'image par g
estgy = fs7;rg Uis;t200 = fSo;1;r1;1; Us; teg.

La Figure 3.4 montre le réseauN obtenu par la composition. Le groupe de ses symétries,
notés G est isomorphe aG. Les générateurs deG peuvent étre obtenus en appliquant
sur les générateurs deG. Ce réseau est marqué manuellement. Nous présentons dans le
Chapitre 5 une technigue permettant de construire les marquages initiaux.

3.2.1 Union disjointe des réseaux

Considérons une compositiofG; N; )= ( k;G;Nu1;;:::; Ny, 5 1550005 k). L'union
disjointe des réseaux est une étape intermédiaire dans la construction da-réseau (G; N; ).
Soit M un réseau vide. Alors I'union disjointe est construite en ajoutant, pour touti 2 1::k,

n; copies deN;,. Chacune de ces copies a un identi ant unique qui est un élément d€,
les places et transitions sont renommées de maniere unique. Par dé nition, tous les com-
posants identi és par un €lément d'un sorte O; sont isomorphes.

L'intérét de I'union disjointe est double. Elle est utile pour :

1. Passer du groupe de permutationss sur les indices de composant a un groupe de
permutations sur les places et transitions des réseaux.

2. Synchroniser les transitions de ces composants pour obteni ;

Le point 1: est traité dans cette section, tandis que le point2: est traité dans la Section
3.2.2.

Par le Théoréme 1.3, qui met en relation l'orbite d'un point avec les cosets de son
stabilisateur, on sait que l'action de G sur une sorte O; est équivalente a l'action de
G par multiplication sur les cosets de Hi,. Ces derniers forment une partition de G.
La transversale F; contient exactement un représentant par coset deH;, qui est choisi
arbitrairement. Intuitivement, tous les éléments g 2 G tels quegi; = i, appartiennent au
coset i, Hj, avec i, 2 F; tel que i1 = ir.

A n de simpli er la dé nition de I'action de G sur M, on identi e chaque copie N;, de
Ni, par I'élément ;, 2 F;. De cette maniéere, chaque copie dé&l;, est associée a un coset
unique deHj,. Si on abstrait les symétries locales debl;, alors on obtient une action deG
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[11]

Figure 3.4: Trains de Genrich

sur les copies deN;, équivalente a I'action de G sur les cosets déd;, et donc équivalente a
I'action de G sur O;. Ce qui est précisément ce que lI'on cherche a construire. Néanmoins,
principalement a cause des synchronisations, il faut obligatoirement prendre en compte
les symétries locales. Nous détaillons cela dans le reste de cette section mais avant nous
dé nissons formellement l'union disjointe.

Dé nition 3.6  (Union disjointe). Soit (K;G;N 1,;:::;Nk,; 5 155107 k) une compo-
sition symeétrique. Pour tout i 2 1::k et tout ;, 2 Fi,, la r-eme copie duG-réseau N;, est
le G-réseau :

(Gi,):hR, ;T ;Pre;, ;Posti ;I3 i)
Les places et transitions deN;, sont renommeées de maniere unique par un isomorphisme
i, le groupeG;,) est isomorphe aG,) par j, etles actions j, et i, sont équivalentes
par

ir
i
L'union disjointe, notée M, est le réseau
M = hBy ; Twm ; Pre; Post; | Si

ou:
8 B8 8 B
Pm = Pi;, Tm = Tj; ; et
i=1 j=1 i=1 j=1
Pourtout p;t2Py [ Twm :

Prej, ()(p) sit2T;
0 sinon

Posti ()(p) sit2 T

Pre(t)(p) = 0 sinon

Post(t)(p) =
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Pour tout t2 Ty ettouti, 2 1::n; :
IS()= 15(t) ssi t2T,

Pour tout i 2 1k etr 2 1::n;, comme il y a une bijection deF;, vers les copies d&\;,,
le noeudx 2 (Pm [ Tm)\ (Pi, [ Ti,) estnoté( j,;Xx).

Cette notation simpli e la dé nition des isomorphismes induits par G. Soit g2 G et
i. 2 Fij telsqueg i, = j,. Alors on peut dé nir l''somorphisme entre deux copiesN;,
et Nj, comme suit :

Bx2(Pm [ Tm)\ (Pia [ Ti)@(ia:X) = ( ip:1X)) (DEF-)

La dé nition ci-dessus ignore les symétries locales d&l;, et N;,. Dans le cas ouH;,
est trivial, alors elle nous donne l'action deG sur les composants de sorte®;. Mais ce
n'est pas su sant dans le cas général ouH;, n'est pas trivial. Nous prenons maintenant
en compte les symétries locales des composants.

Supposons un noeud( i,;Xx) 2 M etg 2 G tels quegi, 2 i,Hi,. Alors, comme
chaque composant est associé a un coset, l'image ¢lg,;x) par g appartient a N;,. Cela
dé nit limage globale de N;, par g (ie N;,) (Déf. DEF- ). Soit ij ((ia:X) la projection
de ( i,;x) sur Nj, et ( j,;X) l'image de ce noeud par ;,. Lorsque H;, n'est pas trivial, on
a géneralementg( i,;Xx) = ( i,;y) 6= (i,;X). Mais commeg ;, 2 ; H;, par hypothese, il
existe unh 2 H;, telqueg i, = i,h et une symétrie locale aN;;, par laquelle I''mage de
(ip;X) est(i,;y).

Dans l'opérateur de composition symétrique, la relation entre le groupeG et les sy-
métries locales des composants est capturée par les fonctionsll est su sant de donner

pour les représentants de sorte uniquement. L'action dér 2 H;, sur N;_, c'est a dire la
symétrie locale deN;, induite par h, notée ;, (h), s'obtient par conjugaison :

M= (i) n) (1)

ou est l'isomorphisme dé nit dans DEF-. Les copies desN;, sont isomorphes. Donc
toutes les symétries locales existant dans une copie de;, existent aussi dans toutes les
copies deN;,.

Lemme 3.7. Pour tout h 2 H;j, ettoutia;ip2 O;, siil existe un ( i,;y) tel que( i,;y) =
((ias ia(h)x) alors il existe un ( i,;y) unique tel que( i;y) = ( i, i,(h)x) et ;, =
Cip it ) M Cia b ).

Démonstration. N;, et N;, sont isomorphes (Dé nition 3.6). O

Nous savons maintenant qu'il existe un élement 2 H;, telqueg i, = ihet(,;y)=
(iys ip(h)x). Il reste a trouver cet elément. Comme H;, peut étre grand, il n'est pas
possible d'énumérer ses éléments. Alors nous utilisons une propriété fondamentale des
cosets pour le calculer : les deux élément j, et ; h appartiennent au méme coset déH;,
si et seulement sig j,Hi, = i ,hH;,. Sachant queh 2 H;,, on a de plus ; hH;, = i Hi,.
D'ou on peut déduire :

gi.Hii = i,Hi, i i 2Hip, (Oh2Hi)( ;) gi,=h)

Comme ;,, i, et g sont connus, on obtient ainsi I'élémenth 2 H;, tel que g, = i.h.

Nous illustrons la prise en compte des symétries locales par I'exemple 3.2.2

ib
Exemple 3.2.2. Cet exemple illustre la notion de symétrie locale. SoitG = Sz =
h(1;2); (2; 3)i. Le stabilisateur H;1 est le sous-groupen(2;3)i et on choisit la transversale
Fi1 = f(1; 2;3);(1;3)g.
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Figure 3.5: Exemple d'union disjointe

On suppose l'union disjointe illustrée dans la Figure 3.5. Cette union contient trois
composantsN1, N2, et N3. Les places et transitions des composants sont su xées par leur
identi ant (eg: pl:1appartient au composantNy).

On suppose que l'action deH; sur le composantl est dé nie par :

CE2: )T [(pLiL: @)L t2:1)(t3:1; t4:1)]
On cherche l'image de la transition((1; 3);t3:3) par I'élément g = (1; 3;2) de G. On a
i =(1;3),9=(1; 3;2) et comme(1;3;2) (1;3)=(1;2)2 (1,2;3)H1ona j, =(1; 2;3).
On en déduit l'élémenth = ;1 g i, = (2; 3).
L'action de h = (2; 3) sur N, est

2((2;3)) = ((1; 2;3)) 1((2;3)) ((1; 3;2))
((1; 2;3))(pl:1; p2:1)(t2:1; t2:1)(t3:1; t4:1) ((1; 3;2))
(t1:2;12:2)(t3:2;t4:2)

On peut conclure en disant que :
(1;3;2)((1; 3);13:3) = ((1; 2;3); (t1:2; 12:2)(13:2; t4:2)t3:2) = ((1; 2;3);14:2)
et limage det3:3 par (1; 3;2) estt4:2.

Nous dé nissons formellement I'action deG sur M. Soit : G! Sym(M) la fonction
de G vers Sym(M ) dé nie, pour tout g2 G ettout x 2 Py [ Tw, avecg i, = i,h et
h2H;,, par:

9 (iaiX)=( ips ip(N)x) (GM)

L'image de G par est notéeG . Le Théoréme 3.8 montre que est une action et que
son image est un sous-groupe des symétries t isomorphe aG.

Théoreme 3.8. La fonction :G! Sym(M) (GM) est une action dont I'image est un
sous-groupe des automorphismes dd isomorphe aG :

G' G AutM)

Démonstration. 1. est une action.
Soit g1;02 2 G tels queg; i, = i hi1etg i, = i,h2. On en déduit que

0192 i, = ihih2
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dénitionde ,ona g (iaX)=( ip i,(h2)x) et

G (b iy(h2)x)=( ic; ic(ha) ic(h2)x)  (Lemme 3.7)
=( ies ic(h1h2)x) (i, est une action)
= 0% (i.:X)

Dolgh & (iX)= e (iaiX)
2. Img() Aut(M ).

Nous montrons que pour toutg 2 G et tout t;p 2 Py [ Tm, préserve les
préconditions et les postconditions.

Soit ( j,;t) une transition de M et ( i ;p) une place deM, avec i, 6 j,.
Alors par dé nition de l'union disjointe, Pre( i,;t)( i,;p) = 0. Or comme
g est une bijection, il est clair queg( i,;t) et g( i,;p) n‘appartiendront pas
au méme composant (gi, 6 g i,). D'ou

Pre( i,;t)( i,iP) =0=Pre(@ (i,;)@( i,:P)

Soit ( j,;t) une transition de M et ( j,;p) une place deM etg;, =
Onag= jh ial . Comme est une action

h.

Pre( i,:t)( i.;p) = Pre( i;;t)(i;p)  (Ni, et Nj, sont isomorphes)

Pre( i1 il(h)t)( i1 |l(h)p) (Img ( il) Img ( il) AUt(Nil))
Pre( i,; i,(MY( i,; i,(N)p) (Ni, et Nj, sont isomorphes)
Pre(g (i,;)(Q( i.:P)

Le méme raisonnement tient pourPost.

Nous montrons que les intervalles statiques sont préservés avec les mémes ar-
guments, avecg = j,h 1 :

IsCiast) = IsCinst) = IsCiys i) = TsCips ipD) = 1s(9( ia31)

D'ou préserve les préconditions, les postconditions et les intervalles statiques
et donclmg() est un sous-groupe des symétries d¥ .
3.G" Img().
Il faut montrer que l'action  est une action déle. C'est a dire que :

(801;922 G)(9% 2 Pv [ Tm)(@1 X 6=02 X) (1)

Nous notonsGjo I'ensemble des éléments d& qui permutent un point d'une sorte.
Soit g1 6 g2 2 Gjp deux éléments distincts etia 2 O; tels que giia 8 Gpia. L'identi-
ant i, existe puisqueG est un sous-groupe deés,, et que l'action d'un sous-groupe
de S, sur 1::m est dele.

Soit ( i,;X) un point de N;,. Alors :

O1( i:X) = R0 iyX)) O1ia= @ ia
, Qula = Qela

Or par hypothese g1ia 6 Qpia. D'OU pour tout g; & gz 2 Gjo il existe un point
(i.:x) deM tel que gi( i,;X) 6=02( i,;X)-
La dé nition 1 revient a dire que pour tout g2 G diérent de (), il existe un point
X2 Pu [ Tm tel que g x 6=x. Or par dé nition de la composition (Déf. 3.5), pour
tout g2 GnGjo il existe un j,, pour j 2 1:k, tel que j,(g) 6= ().
Donc est déle et son image est isomorphe &.
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3.2.2 Synchronisation

Cette section décrit les synchronisations de transitions de I'union disjointe et construit
une action de G sur le réseau ainsi obtenu. Les ensembles de transitions sont calculés
a partir des spéci cations de synchronisation . C'est la deuxiéme et derniére étape qui
permet de construire leG-réseau spéci é par I'opérateur de composition symétrique.

Par le Théoréme 3.8 on & un sous groupe des symétries dil isomorphe aG. Pour
chaque spécication 2 , les transitions de chacun des ensembles de l'orbite de par
G sont synchronisées (Déf. 3.4). Nous dé nissons l'action de G vers les symétries du
réseau synchronisé et montrons que ce réseau est @iréseau (G;N; ) tel que l'image
de est isomorphe aG .

Soit =(E;l)2 une spécication de synchronisation. L'orbite € est 'ensemble
f(gE; 1) j g2 G g, ou gE est I'image par g de E (ie, fgx j x 2 Eg). La construction
de N consiste, pour tout 2 , a ajouter les transitions obtenues en synchronisant les
transitions de chacun des éléments de © .

Dé nition 3.9  (Synchronisation de l'union disjointe). Soit (k;G;N 1,;::7;Nk,s 5 1550005 k)
une composition, M l'union disjointe et G~ Aut(M ). Pour tout = (E;I)2 [lorbite
de est dénie, avecgE = fge j e2 Eqg, par :

©=1fgE;1)jg2G g

Notons © [union des orbites © |, pour tout 2

Alors la synchronisation de l'union disjointe est le réseauN = hP;T;Pre; Post; | i,
avect le produit de (E; I ), tel que :
P=Pu;et
!
S S .
T= Tun E ft j 2 Cg
(E;1)2 G
L'action deG sur N se déduit alors de I'action deG sur M . Pour chaque 2 © ,
la synchronisation de est une transition t et elle est ajoutée dansN. L'image de t
par g2 G est la synchronisation de I'image de par g. Les places et les transitions non
synchronisées devl peuvent étre vues comme des singletons.
Soit :G ! Sym(N) l'action de G sur N dé nie, pourtout g2 G ettout 20O,
par

gt =ty (GN)

Théoreme 3.10. L'image de l'action : G ! Sym(N) est un sous-groupe des auto-
morphismes deN :

Img( ) Aut(N)

Démonstration. Pour tout p 2 P = Py et g 2 G nous avons, par Dé nition 3.9,

(9)(P) = (g )(p). De méme, pour toutes les transitions non synchroniséets2 T\ Ty, hous
avons (g)(t) = (g )(t). Comme G est un groupe de symétries pouM , il sut alors de
montrer que les préconditions, postconditions et intervalles des transitions synchronisées
sont préservés par .
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Nous montrons que les préconditions des transitions synchronisées sont préservées par
.Pourtout =(E;l1)20,tout g2 G ettout p2 P :

X
Pre(t )(p)=  Pre(®)(p)
Qe
Pre(gt)(p) (Théoréeme 3.8)

t

Pre(t 9(p)

t02gE
Pre(t g )(p)

Le méme argument est utilisé pour les postconditions et donc préserve les préconditions
et postconditions. Les intervalles des transitions sont invariants parG . D'ou, avec |

T ! I la fonction qui associe aux transitions leur intervalle statique, pour toutt®2 t©
onal(t9=1(t )etdonc préserve les intervalles statiques. Nous pouvons conclure que
les éléments de l'image de sont des symétries deN . O

L'image de n'est pas isomorphe aG dans le cas général. Par exemple, supposons
gque M n'ait aucune place etk transitions qui sont toutes dans la méme orbite parG . Si
on synchronise cek transitions alors tous les éléments de l'image de xeront tous les
points de N et I'image de sera triviale.

Si on rajoute une place dans un composant d& alors chaque copie de ce composant
en aura une. Comme on ne synchronise pas les places et quest deéle, les éléments de

ne xeront pas ces places et donc sera déle.

Le Théoréme 3.11 montre que deés lors qul! contient une place, alors est déle et
donclmg( )' G .

Théoreme 3.11. Si M contient une place, alors I'image de est isomorphe aG
iPvi 1) Img()" G
Démonstration. Supposons que n'est pas déle :

(992 G )@ 6=0" (8x2P[ T)( (9x = X))

Soit x une place deM . Alors c'est aussi une place deN. L'action de est déle et,
par construction, le seul élément deG qui xe toutes les places est(). Si x est une place
M alors on a (g)x = gx. Donc si g est di érent de () il existe au moins un x tel que

(g)x 6=x. Par contradiction, on a est une action déle.
DouG ' G . O

Soit (G;N; )= ( kiG;N1,;::5;Nkys s 1550005 k) un G-réseau obtenu par compo-
sition symétrique. L'action :G! Aut(N ) de G sur N est dé nie comme la compaosition
des actions et

Puisque et sont des actions et que la composition de deux actions est une action, alors
est une action deG sur N. De plus comme et sont déles, alors I'est aussi.

3.3 Réseaux de composants disjoints

La composition symétrique permet de construire des réseaux symétriques. Les symé-
tries d'un G-réseau sont utilisées pour réduire la taille de I'espace d'états, en construisant
son quotient par la relation d'équivalence induite par les symétries.
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La construction du quotient nécessite de trouver une solution au probléme de l'orbite,
pour lequel il n'existe pas de solution polynomiale dans le cas général. Autrement dit, nous
ne pouvons pas exploiter les symétries de maniére e cace dans le cas général.

Cependant, depuis les premiers travaux sur les symétries pour le model-checking, plu-
sieurs classes de réseaux symétriques pour lesquelles des solutions e caces existent ont
été identi ées. Au début, ces cas étaient dé nis par rapport au groupe de symétries. Une
classe de groupe simple a été proposée. Elle est composée des groupes d'ordre polynomial
par rapport a leurs degrés, de groupes isomorphes%,, de produits disjoints et couronnes
de ces groupes.

Plus récemment [108, 93] montrent que la condition sur le groupe n'est pas su sante.

Il y a aussi une condition nécessaire sur l'action du groupe. Intuitivement, il est nécessaire
gue les orbites soient de méme longueur, égales au nombre de composants dans le modéle.
Cette propriété n'a été dé nie que pour le cas ou le groupe est isomorphe &,.

Cette section dé nit une classe de réseaux construits par composition, les réseaux
a composants disjoints, qui véri ent la condition nécessaire sur l'action duG pour une
réduction e cace, quelque soit le groupeG.

3.3.1 Dé nition

Soit (G;N; )= ( K;G;Nu1;::0Niys 5 1551055 k) un G-réseau . Unréseau a compo-
sants disjoints, ou RCD est un cas particulier de la composition symétrique. Nous pouvons
décider si un réseau est un RCD par des relations entre les stabilisateurs des noeudsiie
dansG et les stabilisateurs des identi ants de composants danss.

Dé nition 3.12  (Réseau a composants disjoints (RCD)).
Soit(G;N; )= ( kiG;Nu;;::5; Ny 5 155000 k) un G-réseau obtenu par composition
symétrique.

(G;N; ) est unréseau & composants disjointsi , pour tout x 2 P[ T tel quejx® j> 1
alors il existe une orbitei® telle que :

— G C':‘x =G
Gx= (G etdy2x" gy 2i¢)G, = (6))

Si (G;N; ) est un RCD alors nous pouvons dé nir une relation d'équivalence entre
les noeuds deN a partir des conditions de la Dé nition 3.12. Dans la partition engen-
drée par cette relation d'équivalence chaque partie peut étre associée a un composant et
sera appelée état local du composant. La partie associée au composansera stabilisée
par (G ). Cette partition est une condition nécessaire pour implémenter une réduction
e cace. Intuitivement, on peut comparer ces états locaux et minimiser I'état global du
systéme en minimisant le vecteur des états locaux. Cette propriété permet notamment de
calculer des représentants canoniques. Nous rentrons dans le détail de cette représentation
des états locaux et des réductions dans le Chapitre 4. L'exemple 3.3.1 illustre la dé nition
des RCD.

Exemple 3.3.1. Soit G = h(1;2;3);(4;5); (5;6)i un groupe et

(G;N; )= (2 ;G;N1;Ny;fft0:1;t 1:29;ft2:4;t 3:590;;; ;g) une composition symétrique.
Le réseauN est illustré dans la Figure 3.6 (les réseautN; et N, comportent chacun une
place avec une transition sortante et une entrante a cette place).

On observe les orbitesn; = ft0:1jt1:2;t 0:2jt1:3;10:3jtl:1g, o, = fp0:4; p0:5; p0:6g et
03 = ft2:4jt3:5;t 2:4jt3:6;t2:5)t3:4; t2:5)t3:6; t2:6jt3:4; t2:6jt3:54.

Le stabilisateur des points de l'orbiteo; est I'image par du groupeh(4;5); (5;6)i =
G1 = Gz = Gs. Il existe donc une orbite 1::3 dans G telle que pour toutx 2 o1, on a
Gy = Gy.
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t0:2jt1:3 p0:4

t2:4jt3:5

t2:4jt3:6

t2:5jt3:6

l 10:3jt1:1

t2:6jt3:5

Figure 3.6: lllustration de la Dé nition 3.12

Le stabilisateur de la placep0:4 de 0, est G4 = h(1;2;3); (5; 6)i, celui de la place p0:5
est G5 = h(1;2;3);(4;6) et celui de p0:6 est Gg = h(1;2;3); (4;5)i. Dans ce cas, il existe
une orbite 4::6 dans G telle que pour touty 2 oy il existe unj 2 4::6 unique tel que
Gy = (G j).

Le stabilisateur de chacun des points des est I'image par deH = h(1;2;3)i. Or il
n'existe pas de pointi dont le stabilisateur estH. Les conditions de la Dé nition 3.12 ne
sont pas véri ées et doncN nest pas un RCD.

La Dé nition 3.12 repose sur le calcul de stabilisateurs d'un point et nécessite de tester
si deux sous-groupes sont égaux. Le calcul du stabilisateur d'un point est polynomial par
rapport au degré deG mais le test d'égalité de sous-groupe est exponentiel par rapport a
I'ordre de G. Dans certains cas particuliers, on peut véri er e cacement et a posteriori si
un réseau est un RCD, en utilisant des algorithmes pour les groupes de permutations [108].
Nous ne choisissons pas cette approche et tirons pro t de notre méthode par construction
plus générale : nous proposons des compositions particulieres qui permettent de décider a
priori si un G-réseau est un RCD.

A cette n, il est utile de présenter les relations entre les groupesG, G et G . Plus
précisément, on dé nit les relations entre les stabilisateurs dans ces groupes. Ces relations
vont nous permettre de prouver que des con gurations particuliéres de l'opérateur de com-
position construisent des RCD.

Soit x 2 P [ T un noeud non synchronisé deN tel que x appartient au réseauN;,
de l'union disjointe (ie: x 2 P[ T \ P, [ Ti,). Alors, en notant ( j,;X) ce point, le
stabilisateur de x dans G est égal au stabilisateur de( ,; x) dans G

G,=1g2G jgx=xg (DEF-G,)
= (fg°2G j g% i.:x)=( i.:x)0)
= (Gy)

Le stabilisateur de x dans G peut a son tour étre caractérisé par rapport aG. Un
élémentg de G xe le point ( j,;x) deM siil xe i, etsiil xe localement x.

GCy=1f92G jd(i.,;X)=( i,:X)g (DEF-Gy)
= (fg 2Gi, | (ias ia(MX)=( i,;X)9) (avecgi, = i;heth2Hj)

Ce que 'on peut remarquer par les équations DEF-G et DEF-G,, c'est que si l'action
i, est triviale, alors le stabilisateur dex dansG est exactement I'image deG;, par .
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Lemme 3.13. Soit x 2 P[ T un noeud non synchronisé appartenant au composariyl;,
deM.
Si , est triviale alors le stabilisateur dex dans G est isomorphe aG;, :

X2P[T\N P, [Ti))" i1=3)G x= (Gi,)

Démonstration. Par dé nition de I'action , ona j, triviale ssi j, triviale.
Si i, est triviale alors par I'équation DEF-G,, (G i,) = G,. Par I'équation DEF-G,,
ona (Gy,)= G,.Dou G, = ((G i)
d

L'exemple 3.3.2 montre un cas ou les conditions du Lemme 3.13 ne sont pas Véri ées.

Exemple 3.3.2. Soit Nj, un réseau avecP;, = fp0;pl;p2get T, = ;.
Soit (G;N; ) =(1;S4;Niy;55 [(253);:(2;4)] ! [(pO; pl); (PO; p2)]). Dans cette composition
aucune synchronisation na lieu et I'action de ;, n'est pas triviale.

Le groupeG obtenu est isomorphe &,. Si on choisit un point X dans N;, son stabi-
lisateur est isomorphe aS,, or le stabilisateur de 1 dans S, est isomorphe aSs.

Soitx 2 P[ T un noeud synchronisé. Dans ce cas, il existe une spéci cation = (E; 1),
avecE Ty l'ensemble de transitions deM dont x est la synchronisation. On ne peut pas
caractériser la relation entre un stabilisateur dansG et celui dex dansN aussi précisément
gue pour la cas oux n'était pas synchronisé.

Le stabilisateur de x dans G est l'image par du stabilisateur de dansG .

G,=1fg2G jgx=xg

(fg 2G jB(i.:x)2E)9(i.:x)2E)
G ) (DEF-G )

On peut déduire de cette équation une relation utile: les éléments d& dont l'image
dansG stabilise doivent stabiliser I'ensemble des identi ants des composants auxquels
appartiennent les transitions de . La conséquence est qu&, est un sous-groupe de
I'image du stabilisateur dans G de cet ensemble d'identi ants.

Lemme 3.14. Soit x 2 P[ T un noeud synchronisé deN et = (E;l) I'ensemble
de transitions de Ty dont x est la synchronisation. Soit iy la projection de E sur les
identi ants de composants :

g =fi 2Cj9(i;x)2Eg

Alors le stabilisateur dex dansG est un sous-groupe de l'image par du stabilisateur de
ig dansG :
GX (G id)
Démonstration. Soitg2 Getiz 2 g tel quegiz = ix 62 ig. Alors, par dé nition de et
deG ,onag(,;x)62 etdonc (g) 62G .
Pour tout g2 G ettout (i,;x)2 ,onag i,;X)2 etdonc ! (Qlia2 ig.D'oU
@26 ,.
D'ou la préimage par de tous les éléments dé&s appartient a G ;. Par I'équation
DEF-G ,ona:

G (G ) ©G) (6Gy) 6 G )
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L'exemple 3.3.3 illustre le Lemme 3.14.

Exemple 3.3.3. Soit Nj, un réseau avecP;, = ; et T;, = ftO;t 1;t2g.
Soit (G;N; ) = (1;S4;N;,;fft0:1;t 1:4gg;;). Dans cette composition on synchronise la
transition t0 du composantl avec la transition t1 du composant4. L'action de i, est
triviale.

Le groupeG obtenu est isomorphe &54. Soit Gy, le stabilisateur de la transition

synchroniséet0:1jt1:4. Ce stabilisateur est isomorphe aC,.
La projection de ft0:1;t 0:4g sur les identi ants de composant donne[1; 4]. Le stabili-
sateur Gyp.4g €St un sous-groupe isomorphe &, C,. On peut vérier que GtO:ljt1:4

(G 1,49 )

3.3.2 Conditions sur la composition symétrique

Dans cette section nous donnons trois conditions sur la composition qui permettent
de construire des RCD. Ces conditions s'appliquent sur des réseaux a sorte unigue, c'est
a dire ouk = 1. Elles sont donc trés restrictives.

Cependant, les réseaux obtenus peuvent servir de brique de base dans d'autres com-
positions, des produits, que nous présentons dans les sections suivantes. L'avantage de ces
réseaux est qu'il existe des méthodes de réduction e caces. De plus, ces symétries sont
su santes pour la veri cation d'architectures symétriques rencontrées en pratique (eg:
token ring, architecture client/serveur, ...).

Le Théoréme 3.15 donne trois conditions su santes sur la composition a sorte unique.
Pour chacune d'elle, leG-réseau obtenu est un RCD .

Théoreme 3.15. Soit (G;N; )= (1 ;G;Nj;; i,)unG-réseau obtenu par composition

symétrique etQ; la sorte unique.
Si I'une des conditions suivantes est véri ée alor§G;N; ) est un RCD

1. est I'ensemble vide et ;, est triviale; ou
2. Pourtout =(E;l)2 , E coincide avec une orbite de l'action deG et ;, est
triviale ; ou
3. G est le groupe cycliqueCy, .
Démonstration. 1. estl'ensemble vide et ;, est triviale.
On peut, sans perte de généralité, ne regarder que les2 P[ T tels quejx® j> 1.

Si = ; alors tous les noeuds dd® [ T sont des noeuds non synchronisés. Comme
i, est triviale, alors par le Lemme 3.13, on a pour toutx 2 N;,, aveca 2 [1::nq] :

GX = (G ia)

Si Gj, est trivial, alors par le Théoréme 1.3 et pour touti, 2 i$, G, est trivial.
Sinon, pour tout x il existe exactement uni, 2 i tel que ! (Gy) = Gi,.
D'ou N véri e les conditions de la Dé nition 3.12 et donc N est un RCD.

2. Pourtout 2 , coincide avec une orbite deG et ;, est triviale.
Pourtout =(E;l1)2 siE =t® avect2 Ty, alors le stabilisateur G estG.

Soit x la transition produit de . Par I'équation DEF-G
Gy= (G )= (G)= (G

D'ou 'orbite de x est triviale. Par hypothése, toutes les spéci cations de coincident
avec des orbites de5 . D'ou toutes les orbites des noeuds synchronisés d&[ T sont
triviales.
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Comme ;, est triviale, on peut se ramener au casl: pour les noeuds non synchro-
nisés. D'ouN véri e les conditions de la Dé nition 3.12 et donc N est un RCD.

3. G = Cy, estun groupe cyclique.
CommeG = Cp,, le stabilisateur d'un point dans G est trivial :

(8ia 2 i7)(Gi, = f09)

En conséquence, l'action de j, de G;, vers Aut(N j,) est nécessairement triviale.

Soit =(E;l)2 , g laprojection de E sur les identi ants de composants etx
la transition de P[ T produit de

Si g = 1:nj alors G ;4 = G et l'orbite de x est triviale. Sinon G 4 = f()g et
l'orbite de x est de longueurn;. Sans perte de généralité, on se limite au cas ou
G a= f0o.

Par Le Lemme 3.14, on aG, (G ). Or G , est trivial, d'ou

Gy = (g

D'ou il existe une orbite i telle que G, = (G i,) = f()g. Par le Théoréme 1.3, tous

les stabilisateurs des points de l'orbite dex sont aussi triviaux. D'ou pour tous les

noeuds synchronisés leur stabilisateur dan§& est trivial.

Comme , est triviale, on peut se ramener au casl: pour les noeuds non synchro-
nisés.

D'ou N véri e les conditions de la Dé nition 3.12 et donc N est un RCD.

O]

La premiére condition du Théoreme 3.15 permet de construire des réseaux sans syn-
chronisation et n‘a que peu d'utilité en tant que telle. Nous I'utilisons comme une construc-
tion intermédiaire pour des produits.

La deuxiéme condition permet de synchroniser tous les composants sur une méme
transition et d'obtenir un RCD. Cette condition est plus utile en pratique. L'exemple
3.3.4 montre une construction a partir de Ss.

Exemple 3.3.4. Soit la composition symeétrique(G; N; )= (1 ;Sg;Nj;fftl:1;t 1:2;t1:39Q;;).
Le réseauN; est contient deux placeg0 et pl, une transitions t0 sortant de p0 et entrant
dans pl, et une transition t1 sortant de pl et entrante dansp0.

Tous les composants vont se synchroniser sur leur transitiofil. L'ensembleftl:1;t 1:2;t1:3g
correspond a une orbite deG . Le réseau obtenu est un RCD : 'orbite deal1:1jt1:2jt1:3 est
triviale. Il est illustré dans la Figure 3.7. Le groupe de symétries deN est décrit par ses
générateurs :

G = h(pl:1;A:2;pl:3)(p0:1; @:2; 0:3)(t0:1; t0:2; t0:3);
(p1:1; pl:2)(p0:1; @:2)(t0:1;t0:2)i

La troisiéeme condition montre que tous lesG-réseaux ayant une symétrie en anneau
sont des RCD, et ce quelles que soient les synchronisations spéci ées. Méme si le groupe
cyclique est un groupe petit, les systémes dont la structure est un anneau sont assez
fréquents. Il est donc utile de savoir qu'un modeéle construit par composition symétrique
est un RCD. L'exemple 3.3.5 montre une construction a partir deCy.
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Figure 3.7: Exemple de composants synchronisés sur une méme transition

Exemple 3.3.5. Soit la composition symétrique
(G;N; )= (1 ;C4; Ny;fftl:1;t 0:29g;ft1:1;t 0:39g;;). Le réseau N1 contient une placep0,
une transition t1 sortante de pO et une transition t0 entrante dans pO.

Deux synchronisations sont spéci ées. A partir de la spéci cationftl:1;t 0:2g, pour tout
i 2 1::4, un composanti va synchroniser sa transitiontl avec la transition t0 du composant
i + 1mod4.

A partir de la spéci cation ft1:1;t 0:3g, un composanti va synchroniser sa transition
tl avec la transition tO dei +2mod4. Le réseau obtenu est un RCD : tous les stabilisateurs
sont triviaux. Il est illustré dans la Figure 3.8. Le groupe de symétries ddN est décrit par
un générateur :

G = h(p0:1; ®:2; p0:3; p0:4)
(t0:1jt1:4;t0:2jt1:1; t0:3jt1:2; t0:4jt1:3)
(t0:1jt1:3;t0:2jt1:4; t0:3jt1:1; t0:4jt1:2)i

La condition qui permet aux compositions basées suC, d'étre des RCD est que le
stabilisateur d'un point dans G est trivial. Nous conjecturons que toutes les compositions
construites a partir d'un groupe de G dont l'action sur 1::m est réguliére permettent
de construire des RCD. L'action d'un groupe sur un ensemble est réguliére lorsque le
stabilisateur de tous les points de I'ensemble est trivial.

3.3.3 Produits

Les RCD peuvent étre utilisés comme briques de base dans la construction de réseaux
plus grands. Nous dé nissons deux opérations de produits sur les RCD, le produit disjoint
et le produit couronne.

Un produit disjoint est une composition ou le groupe G peut se décomposer en un
produit direct de facteurs disjoints. Il y a une sorte par facteur. Le produit disjoint est trés
utile pour construire des réseaux ou certains sous-réseaux sont symeétriques et d'autres sont
asymeétriques. En e et, lorsqu'un des facteurs est trivial (et si I'action correspondante
est triviale), la sorte associée ne contiendra qu'un seul élément et aucune symétrie n'agira
sur le composant de cette sorte.
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Produits disjoints

Soit (G;N; )= (K;G;N 1,5:::;Nkys 5 1551055 k) un G-réseau obtenu par com-
position symétrique. tel que G peut se décomposer en un produit direct dd facteurs :
G = K1 ::: K. Une condition nécessaire pour quéG;N; ) soit un produit disjoint
est que le nombre de facteurs soit égal aux nombre de sorte, ég= |. Cette condition
n'est pas vraie dans le cas général, comme l'illustre I'exemple 3.3.6.

Exemple 3.3.6. Soit G = h(1;2)(3; 4;5;6); (7;8)i et la composition symétrique :

(B;G;N 1;N2;N3; 5 135 25 3)
Dans cette composition, on ak =3, n; =2, np =4 etnz = 2. Or le groupe G contient deux
facteurs h(1;2)(3; 4;5;6)i et h(7;8)i que I'on ne peut pas décomposer comme un produit de

trois facteurs K1 K, Ka.

Néanmoins les produits disjoints permettent de construire des réseaux utiles en pra-
tigue. Nous proposons la dé nition suivante des produits disjoints.

Dé nition 3.16  (Produit disjoint) . Soit le G-réseau

(GiN; )= ( kiG;N1;::5;Nkys s 1551575 k) obtenu par composition symétrique.
Alors (G;N; ) est un produit disjoint si toutes les conditions suivantes sont véri ées:

1. Pourtouti2 1:k,onanj=1;
2. le groupeG est le produit dek facteurs disjoints K1) i1 Kyyy:

G=fki:iitke ] (8 2 1uk)(ki 2 Ky )g
3. pour tout i 2 1:k, (K¢ ;Nj;; i) un G-réseau obtenu par composition symeétrique ;
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4. pour tout i 6=j 2 1:k, Ky nagit pas sur les réseaux de la sort®; et l'image de
K@ par i, estle groupeG ' :

il(G) = il(K (i) )= K(i)i

5. Il n'y a pas de synchronisation ou pour toute spéci cation =(E;l)2 telle qu'il
existe une transition t; dans l'intersection E \ Nj, (notée E;) avec K non trivial,
alors tj est unique et pour toutt 2 Nj, \ E aveci 65, on a K trivial :

_(B(E;1)2 )9 ', 2Ei)j Eij=1"(8i 65)@8t 2 Ej)(K ) = f()9))

La premiére condition implique que l'action de G sur I'union disjointe est uniquement
déterminée par les actions locales. Une autre conséquence de cette condition est que le plus
petit élément permuté par G est supérieur ak, puisque les orbites deG sont ordonnées.

La deuxiéme condition restreint la structure de G de sorte que I'on ait une bijection
entre les sortes et les facteurs.

La troisieme condition garantit que les symétries du réseaudN;, sont isomorphes aux
i-eme facteur K . Le but d'un produit est de composer desG-réseaux plus "petit”,
construits a priori.

La quatrieme condition empéche un facteurK ;y d'agir sur une sorte O;. Comme les
sortes sont de longueur, et que l'image de i, doit étre le groupeK(i)i , les seules symétries
qui agiront sur Nj, sont exactement celles dé nies lors de la construction duG-réseau
(K@ sNigs i)

Finalement, la cinquiéme condition limite les synchronisations possibles. Elle interdit
les synchronisations locales a un composant {test unique). De plus, si deux transitions
de deux composantd et j aux symétries non triviales se synchronisent, alors les facteurs
K@ et Ky agiront sur cette transition : le stabilisateur de cette transition ne véri era
pas les conditions de la Dé nition 3.12.

L'exemple 3.3.7 illustre une construction par produit disjoint.

Exemple 3.3.7. Cet exemple montre comment utiliser les produits disjoints pour construire
un réseau ou le marquage initial est symeétrique.

Dans un premier temps on construit un RCD par une composition a sorte unique a
partir du composant N1, avec G = S3. Le composantN1 modélise un processus et il est
illustré dans la Figure 3.9a :

(GiN1; 1)= (1 ;G;Ng;33)

On renomme les élements de& pour obtenir K ;) tel que le plus petit point permute
par K4y soit 3. L'action , est telle que i, (K))= G *.

Nous e ectuons ensuite le produit disjoint de ce RCD avec un composant appelé ini-
tiateur et illustré dans la Figure 3.9b. Les éléments d&5 sont renommés

(2;K 1y K(2;N1;No;fft0:1; startgg;  1;;)

Dans cette construction, K ;) est trivial. Le réseau obtenu est illustré dans la Figure
3.9c

Le Théoréme 3.17 montre qu'un produit disjoint de RCD est un RCD. Intuitivement,
tous les composants sont des RCD par dé nition. S'il n'y a pas de synchronisation alors le
réseau obtenu peut étre vu comme une union disjointe. Si une synchronisation est spéci ée
entre deux composants, un seul des deux a des symétries. La transition synchronisée sera
permutée comme une transition de ce composant. Comme c'est un RCD, le réseau obtenu
est un RCD.
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(©) (G;N; )

p0:4

(a) Processus (b) Initiateur

(o] -

start:4jt 0:1 start:4t0:3

start:#1jt0:2

pO
start
pl:1l pl:2 p1:3
Figure 3.9: Exemple de produit disjoint
Théoreme 3.17. Soit (G;N; ) = ( K;G;N1;;:::;Nyys 5 155105 k) un produit dis-

joint tel que dé ni dans la Dé nition 3.16. Si pour tout i 2 1:k, le G-réseau (K ;Ni;; i)
est un RCD alors (G;N; ) est un RCD.

Démonstration. 1. Il n'y a pas de synchronisation.
Dans ce cas, = ;. G estun produit facteurs disjoints desK ;) et ,(G) = i, (Kg))
d'ou, pour tout i 2 1::k, G agit sur Nj, commeK ; le fait.
Donc commeR; est un RCD , si les conditions de la Dé nition 3.12 sont satisfaites
pour R; alors elles le sont pour(G; N; ).

2. Il'y a des synchronisations.
Dans ce cas, pour tout = (E;l) 2 , il y a exactement une transition t; d'un
réseauR; telle que K ; n'est pas trivial. Soit x 2 P[ T le produit de E.
Par I'équation DEF-G , on a G, = (G ). Or par Dé nition du produit disjoint,
tous les stabilisateurs des transitions deE di érentes de t; sont triviaux. D'ou le
stabilisateur de dansM est le stabilisateur det; dansK(i)i (noté Iy,).

Gy= (G )= (Iv)

Donc les conditions de la Dé nition 3.12 sont satisfaites pourR; alors elles le sont
pour (G;N; ).
O

Produits couronnes disjoints

Les produits couronnes disjoints, ou plus simplement produits couronnes, permettent
de modéliser des réseaux dont la structure est arborescente, tel que celui illustré dans
la Figure 3.10. Plus généralement, lorsque l'action d'un groupe est imprimitive, alors ce
groupe est isomorphe a un sous-groupe d'un produit couronne. Comme il existe des so-
lutions e caces pour réduire des réseaux avec ce type de symétrie, nous proposons cette
construction.

Plus formellement, un produit couronne est un cas particulier de compaosition symé-
trique ou le groupe G est un produit couronne :G = K4y oL. Dans ce cas,L agit transiti-
vement sur le groupe d'automorphismes du produit directkK ;) ::: Ky, ot pour tout
i;j 2 1:lonaKg etKy sontisomorphes.

Dé nition 3.18  (Produit couronne disjoint). Soit le G-réseau
(G;N; )= (1 ;G;N4,;; i,) obtenu par composition symétrique. Alors(G;N; ) est un
produit couronne disjoint si toutes les conditions suivantes sont véri ées:

1. (G@);N1; 1) est un G-réseau obtenu par composition symeétrique ;
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2.G=Kp it Ky L' Gy oL % avec L° qui agit transitivement sur 1:k;
3. pour touti 6= 2 1xkonaKg \ Kgy = ;

4. pourtouti 2 11k, Gj = K3y i1 Kgy Liet i (Gi)= iy(Kyp)= G(i; ;
5

. il 'y a pas de synchronisation : = ;

Les trois premiéres conditions garantissent que le group& est bien un produit cou-
ronne des symétries deN;, par L°

La quatrieme condition implique que le seul facteur deG qui permute la sorte O; est
L. L'action de L sur la sorte va créerk copies deNj,, puisqu'il agit transitivement sur
1::k. Cette condition impose aussi que pour toutj 2 1::k seulK agit sur la copie Ny, .
Comme limage de cette action est égale a limage d&;, par |, toutes les copies de
N1, auront des groupes de symétries isomorphes, ce qui est une partie de la dé nition du
produit couronne. L'autre partie de la dé nition concerne les symétries sur les copies vues
comme des blocs, qui sont dé nies par l'action ded..

La derniére condition restreint les synchronisations. Si une synchronisation est spéci ée,
méme a l'intérieur d'une copie deN;, alors & cause de l'action dd., il y aura des éléments
dans tous lesG ' qui permuteront la transition synchronisée et les composants ne seront
plus disjoints.

Nous donnons un exemple de construction de produit couronne.

Exemple 3.3.8. Soit (G(1y;N1; 1) le G-réseau obtenu par produit disjoint et décrit dans
I'exemple 3.3.7. Son groupe de symétrie§jy est isomorphe aSs.

Nous souhaitons montrer dans cet exemple comment construire un produit couronne a
partir de (Gy);N1; 1) avecL?= S,. Tout d'abord, on dé nit :

G = h(3;4); (4;5); (6;7); (7;8); (1; 2)(3;6)(4; 7)(5; 8)i

Le sous-groupeK y = h(3;4);(4;5)i est isomorphe aG(;) tout comme le sous-groupe
K@ = h(6;7);(7;8)i. Le sous-groupeL = h(1;2)(3;6)(4;7)(5;8)i est isomorphe aLO qui
agit transitivement sur 1::2.

Le stabilisateur de1 dans G est le sous-groupes; = h(3;4); (4;5); (6;7); (7; 8)i. L'ac-
tion ,, de Gy sur Gy est dé nie par :

ar = [(3; 4);(4,5);(6;7); (7:8)] ! [ 1((1:2)); 12((2;3)); 0; O]
On peut alors dé nir la composition symétrique ;
(1; 2,G;N1; 5 ay)

Le réseau obtenu est illustré par la Figure 3.10, son groupe de symétries est un produit
couronne deGgy) oL Il y a deux copies de(G(1); N1; 1), qui sont permutées par I'action
de L, et par construction, chacun les noeuds de la premiere copie dd; sont permutés par
K@ " G et ceux de la deuxieme copies pdl ) ' G(o).

Le Théoreme 3.19 montre que sN1, est un RCD, alors le produit couronne est aussi
un RCD. Intuitivement, les permutations des copies deN3, induites par l'action de L
préserve la dé nition des RCD. Les copies sont isomorphes et donc elles sont toutes des
RCD. L'absence de synchronisation garantit que les copies resteront des RCD.

Théoreme 3.19. Soit (G;N; )= (1;G;N 1,;; ;) un produit couronne tel que dé ni

dans la Deé nition 3.18. Si le G-réeseau (G(;);N1; 1) est un RCD alors (G;N; ) est un
RCD.
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p0:4:1 p0:4:2

start:4jt 0:1:1 start:4jt 0:31 start:4jt 0:1:2 start:4jt 0:3.2

start:;jto :2:2

start:4jt0:2:1

pl:1l:l pl:2:1 pl:3:1 pl:1:2 pl:2:2 pl:3:2

Figure 3.10: Produit couronne

Démonstration. On peut faire I'nypothése, sans perte de généralité que®n'est pas trivial
et donc il n'y a pas d'orbite triviale. Le groupe L dé nit des isomorphismes entre les copies
de Nj,.

Le sous-groupeD = K3y ::: Ky Vérie les conditions du produit disjoint. D'ou
le G-réseau (D;M = ikzl Ni,; )= ( KL;D;Nj ;N st i, estun RCD et
donc, par la Dé nition 3.12, pour tout x 2 Py [ Tw, il existe une orbite i® telle que :

D, = (Di)et(8y2x° )@ 2i°)D, = (D))
, B1°2L9D o = Oi)et@y2 ((1 M )94 2(H°)Dy = (D))

et donc (G;N; ) est un RCD.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons dé ni lesG-réseaux. UnG-réseau est un réseau de Petri
équipé d'un groupe de permutations et d'une action de ce groupe sur les symétries du
réseau.

Un opérateur de composition symétrique a été dé ni. Cet opérateur permet de construire
desG-réseaux étant donné un groupe de permutationk G-réseaux , des spéci cations de
synchronisation et des actions sur les symétries dds G-réseaux .

L'opérateur de composition est trés général. Comme il utilise la notion de synchroni-
sation de transition, qu'il ne contraint pas les synchronisations et queG peut étre trivial,

il permet de construire tous les réseaux qu'il est possible de construire par composition
classique.

L'opérateur calcule un sous-groupedes automorphismes d'un réseau mais nous ne sa-
vons pas si il permet de décrire toutes les symétries du réseau. Un probléme analogue est
celui de déterminer le groupe des automorphismes d'un graphe de Cayley. Ce probleme
n'a pas de solution générale connue a ce jour [123].

Notre objectif est d'utiliser les symétries des réseaux pour réduire la taille de leurs
espaces d'états. Il s'agit de construire un quotient de I'espace d'états par la relation d'équi-
valence induite par les symétries. Le probléme fondamental a résoudre est le probleme de
l'orbite. Ce dernier n'a pas de solution e cace dans le cas général.

Nous avons introduit la classe de<z-réseaux a composants disjoints et des conditions
su santes sur la composition permettant de décider a priori si le G-réseau obtenu est un
RCD. Cette classe de réseaux donne une condition nécessaire a l'application des solutions
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e caces, tirées de la littératures, au probleme de l'orbite. Pour les réseaux de Petri, la
condition est su sante, mais pour les TPN d'autres conditions, objets du Chapitre 4,
doivent étre véri ées pour pouvoir réduire e cacement le graphe des classes.
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Chapitre 4

Exploitation des symeétries des
G-réseaux
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Ce chapitre présente une méthode d'exploitation des symétries pour la construction
d'espace d'états quotients desT PN. La méthode s'applique au graphe des classes.

Soit (G;N; ) un G-réseau . Le chapitre montre que l'action deG sur N induit des
automorphismes sur le graphe d'états déN . Ce graphe étant généralement in ni ce résultat
n'a pas d'utilité pratique mais est important pour montrer que I'action de G induit aussi
des automorphismes du graphe de classes. L'existence de ces automorphismes prouve qu'il
est possible de construire un quotient par la relation d'équivalence induite par les symétries.

Le chapitre discute ensuite de |'applicabilité auxG-réseaux des méthodes de réduction
développées pour les modéles non temporisés. A cause de la dimension temporelle, la
plupart des méthodes pour les modeles non temporisés ne s'appliquent pas (ou moins
e cacement) sans une représentation particuliéere des domaines de tirs.

Parmi les stratégies de réduction possibles, on choisit le calcul du représentant cano-
nique. Ce chapitre présente un ordre total entre les transitions équivalentes par symétrie
dans un domaine de tir. Une représentation des états particuliére est construite a partir
de cet ordre. Cette représentation des états rend possible le calcul e cace du représentant
canonique.

Finalement, la méthode de canonisation exploitant I'ordre total est appliquée aux RCD.
Les RCD capturent les conditions su santes pour canoniser un état global en canonisant
un vecteur d'états locaux. Le calcul se fait en temps polynomial pour les groupes simples,
comme dans le cas des modéles non temporisés.
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Les principaux résultats de ce chapitre ont fait I'objet d'une publication lors de la
30-ieme édition du symposium ACM "Symposium on Applied Computing" sous le titre :

Symmetry reduced state classes for time petri netf2]

4.1 Symeétries du graphe des classes d'états

Soit le G-réseau (G;N; ) obtenu par composition symétrique. Le groupeG des
symétries deN induit des automorphismes du graphe d'états deN . Ces automorphismes
s'obtiennent par l'action de G sur les marquages et les intervalles dynamiques.

Les symétries du graphe d'états n'ont pas d'utilité pratique car ce graphe est généra-
lement in ni. Nous montrons alors que les symétries deN induisent aussi des automor-
phismes sur le graphe des classes. Les automorphismes s'obtiennent par I'action@e sur
les marquages et les domaines de tirs des classes. La relation d'orbite permet de construire
un quotient du graphe des classes. Ce quotient préserve l'accessibilité modulo la relation
de symétrie lorsque le marquage initial est invariant par rapport aG : une classeC est
dans le graphe des classes si et seulement si il existe une classe de son orbite dans le graphe
guotient. Ce résultat étend le Théoréme 2.5 énoncé dans le contexte des réseaux de Petri
aux réseaux de Petri temporels.

4.1.1 Symétries du graphe d'états

Les symétries d'un graphe sont dé nies comme des permutations de ses sommets qui
préservent les arétes. Dans le graphe d'états du résealN, les sommets sont des états
(m;1) oum est un marquage etl est une fonction partielle, appelée intervalle dynamique,
qui associe un intervalle dans  a chacune des transitions sensibilisées pan. Il faut
donc dé nir l'action de G sur ces couples. Nous montrons ensuite que ces permutations
induisent des symétries du graphe.

L'action de G sur les marquages déN est dé nie comme pour les réseaux non tem-
porisés : I'image du marquage d'une place par un élémerg de G est égale au marquage
de la préimage parg de cette place. L'action sur les intervalles dynamiques est dé ni de
maniére similaire : I'image par g de l'intervalle d'une transition est égale a l'intervalle de
la préimage parg de cette transition.

Soit SG = hS;9;!i le graphe d'états, avecS l'ensemble des sommetssy I'état initial
et! Il'ensemble des arétes. Alors l'action de G sur S est dé nie, pour tout g2 G et
tout (m;1) 2 S, par :

g (ml1)=(g mg I) (G-SG)

avec

1. 8p2 P;g m(p)= m(g?! p)
2.8t2T;g I()= I(gtt)

Pour tout 16, 2 G, &gz M(P) = M((g1g) " P) = Mgz 6 P) = g2 M(G; P) =
% & m(p). Deplus, gig 1()= 1((@202)* = 1(9; 91 )= G 1(9; )= & G I (®).
Nous pouvons en déduire queng (M;1)= g g (m;l) et conclure que est bien une
action.

Le Lemme 2.2 montre que induit des automorphismes du graphe d'états. Du point
de vue de la sémantique deéN, cela signi e que :

1. si une transition t est sensibilisée ou tirable depuis un marquagm, alors son image
I'est aussi dans l'image dem ; et

2. les écoulements de temps possibles depuis un étah; | ) le sont aussi depuis l'image
de (m;1).
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Lemme 4.1. Soit le G-réseau (G;N; ) et SG= hS;g;!i le graphe d'états deN. Soit

G |

Sym(S) l'action de G sur les états deSG dé nie par G-SG.

Alors pour tout g2 G ,t2 T, 121,121, 2 et tout marquagem et m°de N,

on a:

@ (M)t m%19, gm;1)1® gmeio
@ (m1)! (m%9, gmi)! gm&19

Démonstration. La preuve consiste a montrer que les conditions de la Dé nition 1.11 des
graphes d'états sont préservées par l'action d& .
Pour tout p2 P :

@ M1yt me19, gm:1) 1% gm®19 siet seulement si:

1. t est sensibilisée dansn si et seulement sigt I'est dans gm.

Nous vérions m(p) Pre(t)(p) , gm(gp) Pre(gt)(gp).

Par dé nition de , on a pour tout p2 P : gm(p) = m(g! p), gm(gp) =
m(g ! gp) = m(p) et par dé nition des symétries d'un réseau, on aPre(t)(p) =
Pre(gt )(gp), d'ou :

gm(gp) Pre(gt)(gp) , m(p) = Pre(t)(p)

. Le marquage obtenu depuisn par le tir de t est I'i'mage de celui obtenu depuis

gm par le tir de gt.

Nous véri ons m4p) =m(p) ~ Pre(t)(p) + Post(t)(p) . gm3gp) = gm (gp)
Pre(gt )(gp) + Post(gt )(gp).

On a, par les méme arguments que le poini.: :

gm(gp) Pre(gt )(gp) + Post(gt )(gp)
m(p)  Pre(t)(p) + Post(t)(p)
m%p)

gmYgp)

3. t est tirable ssigt est tirable .

Nous vérions 02 I (t) , 02 gl(gt).
Par dé nition de ,ona gl®) =1 (gt t), gl(gt) =1 (gt gt) =1 (t). D'ou
021(), 02 gl(at).

. L'intervalle de tir d'une transition persistante k 6=t est invariant par le tir de

t.
Soit le prédicat A(k;t;p) dé nit par Ak;t;p) , k 6=t m(p) Pre(t)(p)
Pre(k )(p). Ce prédicat est vrai si la transition k est persistante. Alors :

@Bk)(mYp) Prek)(P)) Ak tp)* 1%Kk) = 1)) _ (1K) = 15K)))
. (8k)(gmUgp) Pre(gk)(@p)) (A(gk;gt;gp) ~ glYgk) = gl (gk))
_(91%gk) = o(l s)(gk)))

Nous avons vu dans le pointl: que, pour tout k, m{p)(k) Pre(k )(p) .
gmigp) Pre(gk )(gp). De plus, nous avonsA(k;t;p) , A(gk;gt;gp). Les
intervalles dynamiques (point 2:) et statiques (dé nition des symétries) sont
préserves I (k) = gl(gk) et I1s(k) = gls(gk). D'ou le résultat.

(i) (m;1)! (m;19 siet seulement si:
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5. Les écoulements de temps possibles depuis le sont depuisgm.

(8K)(m(p)  Pre(k )(p) ) ") M AR =1 (K) )
, (8K)(@m(p) Pre(gk)(gp)) " gl(gk) ~ gl%gk)=gl (gk) - )

Nous avons vu dans le pointl: que, pour tout k, mqp)(k)  Pre(k )(p) ,
gmygp)  Pre(gk )(gp). De plus, puisquel (k) = gl (k), glgk) = gl(gk) = =
(k) - = 19%k). D'ou le résultat.

O

4.1.2 Symétries du graphe des classes d'états

Le graphe des classe d'états est une abstraction nie du graphe d'états. Dans cette
abstraction, une classe contient tous les états atteignables par une séquence de tir de
transitions, quelque soit leurs dates de tir. Dans cette thése, nous ne traitons que de la
construction classique des classes d'états, telle que décrite par I'Algorithme 1.2.1.

Nous avons vu dans la section précédente que si une transition est tirable depuis un
état du graphe d'états alors son image I'est aussi depuis I'image de cet état. De méme, les
écoulements de temps possibles depuis un état le sont aussi depuis son image. On peut
avoir l'intuition que ces propriétés s'étendent aux graphes des classes, ou les intervalles
dynamiques sont remplacés par des domaines de tirs qui capturent I'ensemble des dates
de tir possibles.

Dans cette section nous montrons que les symétries d'un réseau induisent des auto-
morphismes du graphe des classes de ce réseau. Ces automorphismes nous permettent de
construire un quotient du graphe des classes. De plus, hous montrons que si I'état initial
du graphe des classes est symétrique, alors une classe existe dans le graphe des classes si
et seulement si il existe une image de cette classe dans le quotient et ce dernier préserve
I'accessibilité modulo les symétries.

Soit le G-réseau (G;N; ), SG son graphe d'états etSCG = hG! C T Ci le
graphe des classes d'états dbl, ou C est I'ensemble des classes.

L'action de G sur les marquages est dé nie comme pour les graphes d'états. Nous
dé nissons maintenant l'action de G sur les domaines de tirs. Soit(m;D) une classe
du SCG et D en forme canonique. Le domaine de tirD est I'ensemble des solutions
d'un systeme ni d'inéquations linéaires ou chaque variable est associée a exactement une
transition sensibilisée parm. Nous identi erons les variables et les transitions. L'image
de D par un élémentg de G est I'ensemble des solutions du systeme d'inéquations ou
chaque transition est remplacée par son image pag.

Plus formellement, soit L un systéme ni d'inéquations linéaires de la forme

A w

ou A est une matrice surf1; 0;1g, un vecteur avec i la k-eéme transition sensibilisée
et w un vecteur d'entiers. Nous notonsF (L) I'ensemble des solutions dé. et D = F(L).
L'action de G est sur les domaines de tir est dé nie, pour toutg2 G , par :

g FA  w)=FA @' ) w (GD)
ol g agit sur _ par permutation de ses composantes. Pour tout;; g2 2 G , nous avons :
FA (i)' ) w
FA (97 9f ) w)

®» F(A (911 )W
= 2 FA  w

ae FA  w
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D'ou nous pouvons déduire que GD dé nit e ectivement une action.
A n de simplier la notation, nous noterons gD pour g F(L). Nous en déduisons
l'action :G ! Sym(C) deG sur C, dé nie pourtout g2 G et (m;D) 2 C par :
1.8p2P,g m(p)= m@* p);
2. g D est dé nie par GD
Le Théoréme 4.2 montre que l'action deG sur le SCG dé nit un groupe d'automor-

phismes : si une transitiont est tirée depuis une classém; D) et produit la classe(m® D9
alors l'image gt de t par g est tirée depuisg(m; D) et produit la classeg(m® D?9.

Théoreme 4.2. Soit le G-réseau (G;N; ) etSCG= hC! C T Ci le graphe des
classes d'états obtenu par I'Algorithme 1.2.1. Soit : G ! Sym(C) l'action de G sur C
dé nie par GD.

Alors pour tout t 2 T, (m;D) et (Mm% DY deux classes dBCG, on a:

(m;D)!' (m%DY, gm;D) 1" gm®DY

Démonstration. Soit E I'ensemble des transitions sensibilisées par un marquage. Poun,
onaE(m)=ft 2T j@8p2P)m(p) Pre(m)(p))g.
Nous montrons que(m:D) !'* (m®D9Y, gm:;D)'% gm®DY si et seulement si :
1. t est tirable depuis (m; D) si et seulement sigt est tirable depuis g(m; D)
(a) t est sensibilisée dansn ssigt est sensibilisée dangm

Par le Lemme 2.2 une transition est sensibilisée pam ssi son image paig I'est
dansgm :
B8k 2 T)k 2E(m) , gk2E(gm))

d'ou t est sensibilisée dansn ssigt I'est dans gm.

(b) Soit F les contraintes sur les dates de tirs au plus tard d¢ : F = ft; ti jt 6=
i Mi 2 E(m)g. Le systemeD ~ F est satis able ssi le systétmegD ~ gF l'est
aussi.

Par dé nition de , nous avons

gF = fgty gt j gi 6=gt” gi 2 E(gm)g

D'ou D A F admet une solution ssigD * gF en admet une.

2. La classe obtenue en tirantt depuis (m;D) est (m®% DY si et seulement si la classe
obtenue en tirant gt depuisg(m; D) estg(m®D9.
Pour tout k,
(a) k est nouvellement sensibilisée danm®ssigk I'est dans gm.

Sik 2 E(mY alors pour tout p 2 P, m4p)  Pre(t)(p). Comme g est une
symétrie et quegmYgp) = mqp) on peut déduire, pour tout p :

BK)(k 2E(MY, gk2E(@gm9) ~ D°, gD9

(b) k est persistante dansm® ssigk I'est dans gm°

Sik 2 E(m) \E (m9 alors pour tout p 2 P, mYp) m(p) Pre(®)(p) +
Post(t)(p). Comme g est une symétrie et quegm{gp) = mqp) on peut déduire,
pour tout p :

m%p) = m(p) Pre(t)(p)+Post(t)(p) ., gm%Ap) = gm(p) Pre(gt )(p)+Post(gt )(p)

(c) L'image de D%par g est la classe obtenue en tiranigt depuis gD.
Pour tout k 2 E(m9
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Si k est nouvellement sensisibilisée alorgk l'est aussi dansgm® et par
dé nition des symétries |s(k9 = 1s(gk9.

Si k est persistante, par dé niton de , ona { = t, gi=

gk gt Soit =D \ F le systeme dinéquations linéaires obtenu a
I'étape 2. de I'Algorithme 1.2.1. Par 1:(b). Alors g = gD \ gF est ob-
tenu par permutations des variables et admet les méme solutions. Pour
chaque variable y éliminée dans , nous éliminons g x dansg. D'ou,
pour chaque 2 dansD? il existe exactement une variableg 2 dans gD
Et donc I''mage de D°par g est bien le domaine obtenu en tirantgt depuis
g(m;D).

Graphe quotient

Dans le cas général, le quotient d'un graphe par une relation d'équivalence est le graphe
induit sur I'ensemble quotient des sommets. En pratique, on utilise un représentant a la
place d'une classe d'équivalence. Le graphe quotient est obtenu comme le sous graphe
induit en ne conservant qu'un sommet par classe d'équivalence. Nous dé nissons cette
construction dans notre contexte.

La relation d'équivalence utilisée est la relation d'orbite induite par l'action de G
sur le SCG. Chaque orbite est une classe d'équivalence sut. Pour C;;C, 2 C, nous
dé nissons la relation  par :

Ci Cz, (992G )(C2=49Cy) (EC)

Nous dirons alors queC; et C, sont G-équivalents. La construction du graphe des classes
présentée dans I'Algorithme 1.2.1 est adaptée an d'obtenir le quotient duSCG, noté
SCG , eninsérant dans |[eSCG non plus la classe obtenue par le tir d'une transition mais
un représentant de cette classe.

Soit : C!C lafonction qui a chague classém; D) 2 C associe un représentant de son
orbite. Nous ne précisons pas pour l'instant si ce représentant est unique et proposerons
dans la Section 4.3.3 une spéci cation précise de. Le graphe des classes quotient, noté
SCG , est construit en ne conservant qu'une seule classe par orbite. Etant donnée une
classeC, telle quet est tirable, I'algorithme calcule la classe obtenue par le tir dd et insére
la classe (C) dans leSCG. Comme (C) est généralement di érent deC, la construction
ne préserve pas les traces mais préserve l'accessibilité.
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Algorithme 4.1.1  Calcul du quotient SCG

Le SCG est le plus petit ensemble de classeS contenant L et tel que, lorsquel 2 C et
't est tirable, alors (9X 2 C)(X = (L)), ou (L ) estle représentant de l'orbite de
L.
1. La classe initiale estL = (mg;Dg), ou Dy est le domaine dé ni par le systéeme
d'inégalités f#l s(t) t " ls(t) jt2E(mo)g.
2. Si esttirableetL =(m;D), alors :t est tirable si et seulement si:
(@ m Pre(t) (t est sensibiliséam)
(b) Le systetmeD ™ F est satis able, avecF = f ijie=t™i2E(mM)g
3. Si:t esttirable etquel =(m;D) alorsL+ =(m®D9 avec:
m°=m  Pre(t) + Post(t)
DO est construit & partir de D en trois étapes :
(a) Les inégalités deF sont ajoutées aD ;

(b) Pour chaque k sensibilisée danam® on introduit une nouvelle variable { telle
0= si k est persistente

que- #ls(k) O " Ig(k) sik est nouvellement sensibilisée

(c) Les (anciennes) variables ; sont éliminées.

Le Théoreme 4.3 montre que la construction du graphe quotient préserve l'accessibilité
modulo les symétries.

Théoréme 4.3. Soit le G-réseau (G;N; ), SCG= hG! C T Ci le graphe des
classes d'états obtenu par I'Algorithme 1.2.1 etISCG = hC;! C T C i son
quotient obtenu par I'Algorithme 4.1.1. Soit : G ! Sym(C) l'action de G sur Cdé nie
par GD et la relation dé nie par EC.
Alors si mg est symétrique il existe pour toute class€ 2 C une classeC dansSCG
telle queC C
c2C,(9C 2cC )c cC)

Démonstration. ) SiC 2C alors il existeC 2C tellequeC C .
Par induction sur les séquences de tir :

1. Soit Cy = (mg; Dg). Par hypothese, pour tout g 2 G , nous avonsgCp = Co.

D'ou
Co2C ) gco2C

2. SoitC 2 SCGetg2 G tels quegC 2 C . Soit t une transition tirable
depuisC etC 1t C.
Par le Théoreme 4.2, nous avongC !

Cty2C)gC  2C

t , .
9 gC. et nous pouvons déduire :

( SIiC 2C alorsilexisteC 2CtellequeC C.
Par induction sur les séquences de tirs :
1. SoitCy2C etg2 G , alors par hypothése on agCy = C; = Cp 2 C.
2. Soit C 2 C telle que gC 2 C. Soit t une transition tirable depuis C et
c ' c,.
Par le Théoreme 4.2, nous avongC

C:t 2C ) gC:t 2C

t P .
19 gC.; et nous pouvons déduire :
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4.2 Reéduction des G-réseaux

Cette section discute de l'applicabilité aux G-réseaux des méthodes de réduction pré-
sentées dans le Chapitre 2.

Soit (G;N; )= ( kK;G;N1;;:::5Nkys 5 1550015 k) un G-réseau obtenu par compo-
sition symétrique, SCG son graphe des classes d'états €ém; D) une classe. L'ensembl&
des places déN est équipé d'une ordre total p. De méme l'ordre 1 ordonne totalement
les transitions de N. On suppose que les domaines de tirs sont en forme canonique et
implémentés par des DBM indexées par les transitions sensibilisées dans

Toutes les méthodes de réduction nécessitent de pouvoir comparer les classes. Nous
dé nissons donc un ordre  a partirde p et 1. On ordonne les places suivant y:

8
2 Xy2P et x py
dzef> X;y2T et x Tty (DEF- N)
x2P et y2T

X NY

Le Lemme 4.4 montre que l'ordre y est total.
Lemme 4.4. L'ordre |y déni par DEF-  est total

Démonstration. Les ordres p et 1 sont totaux et un noeud est soit une place soit une
transition. O

Il est aussi nécessaire de pouvoir comparer lexicographiquement deux domaines de
tir. Pour ce faire, nous avons besoin de deux ordres : un sur les indices et l'autre sur les
constantes. Comme les constantes sont des entiers, nous dé nissons uniquement l'ordre
sur les indices. Nous appellerons cet ordrein ordre linéarisant, noté |, et dé ni, avec

t;t, € 51, deux indices d'une méme domaine de tir, par :

8
d,fE t1=1t3"t2=14
e
itz L tata - 5 15137012 114 (DEF- )

t1 713

On peut déduire de | un ordre lexicographique sur les classes, noté, qui compare
lexicographiqguement d'abord les marquages, puis les domaines de tir en utilisant_ pour
ordonner les indices des contraintes de di érences.

Comme discuté dans la Section 2.3, trois solutions sont possibles pour le probléme de
l'intégration :

1. Itérer sur les symétries deG

2. Itérer sur les états deM

3. Calculer, a partir de mq, un représentant canonique de sa classe d'équivalence.

4.2.1 Meéthodes par itération

Les deux premiéres approches, illustrées par les Algorithmes 2.3.1 et 2.3.2 utilisent le
test d'égalité entre classes. Comme les domaines de tirs sont en forme canonique, il est
toujours possible de tester I'égalité de deux classes en comparant les états par .

On en déduit que les méthodes par itération peuvent s'appliquer en I'état sur less-
réseaux . Plus généralement, elles sont applicables quelgue soit la représentation des états
pourvu qu'on puisse tester |'égalité.
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Néanmoins ces méthodes sont limitées par I'ordre du groupe ou le nombre d'états, ce
qui les rend inapplicables dés lors que l'ordre du groupe ou l'espace d'états sont grands.
L'optimisation basée sur les fonctions de hachages symétriques pourraient s'appliquer aux
G-réseaux . Une fonction de hachage compatible avec les symétries peut étre implémentée
en calculant le déterminant d'un domaine de tir. En e et, si D; et D, sont deux domaines
de tir tel qu'il existe une permutation g des lignes et colonnes d®; telle que gD1 = D>
alors D1 et D, ont le méme déterminant. Mais si le réseau est tres symétrique les orbites
seront grandes et I'e cacité de l'optimisation n'est pas garantie.

Si les méthodes par itération peuvent s'appliquer sur le$s-réseaux , il est clair qu'elles
sont limitées aux cas ou les groupes ou les espaces d'états sont petits. Or les gains de
réduction sont proportionnels a la taille du groupe. Il est donc nécessaire de proposer une
solution de réduction e cace pour les grands groupes et en particulierS,. Pour cette
raison, nous avons choisi d'implémenter la solution du calcul du représentant canonique.

4.2.2 Représentant canonique

Le calcul du représentant canonique consiste a calculer I'élément le plus petit de son
orbite. Cela implique de disposer d'un ordre total sur les états des orbites.

Dans cette section, nous montrons que l'ordre linéarisant sur les DBM n'est pas su -
sant pour calculer le représentant canonique d'une classe, ce qui justi e I'ordre total sur
les classes équivalentes proposées dans le reste de ce chapitre.

Symétrie totale

Notre méthode de calcul des représentants canoniques repose sur le tri lexicographique
du vecteur des états locaux des composants. Puisque le groupe de symétries 8st nous
pouvons utiliser I'ensemble des transpositions surd::n et utiliser un tri a bulles (cf en-
sembles minorants de [108]).

Cette implémentation fait I'nypothése que les états locaux des composants sont dis-
joints. Lorsque le G-réseau est un RCD, il est possible de partitionner les places et transi-
tions du réseau avec une partie par composants. Mais lorsqu'on chercher a canoniser une
classe, il faut pouvoir partitionner I'état global en états locaux. Dans le cas non temporisé,

il y a une bijection entre les places et le marquage : I'état est un vecteur du marquage
des places. Cette propriété n'est plus vraie dans le cas temporisé puisque les contraintes
de diérences d'une DBM peuvent étre associées a deux transitions appartenant a des
composants di érents. On ne peut donc pas partitionner ['état global en état locaux de
composants lorsque la DBM est linéarisée par | . Cela n'empéche pas d'appliquer le tri

a bulles, mais le représentant obtenu n'est pas pas nécessairement canonique.

Nous proposons un ordre total sur les classes d'états équivalentes qui permet d'obtenir
un représentant canonique.

Recherche avec retours arrieres

La méthode de réduction proposée par [124] vise a construire un quotient pour des
réseaux symétriques quelconques. Cette méthode permet de lever les restrictions pour le
calcul du représentant canonique.

L'approche repose sur une recherche avec retour arriére et le choix d'une BSGS de
places et transitions. La méthode s'appligue au cas non temporisé grace a la bijection
entre les places et les indices du vecteur des marquages. Cette propriété permet d'utiliser
une base de places pour canoniser des états. Mais cette propriété n'est plus vraie dans le
cas temporisé (a cause des contraintes de di érence).
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Dans le cas temporisé, il faudrait calculer une base pour chague nouvelle classe et
nous conjecturons qu'il y aurait plus d'éléments du groupe a explorer que dans le cas non
temporisé. Cette conjecture repose sur I'observation suivante. Une base est une séquence
de points stabilisée par l'identité. Dans le cas ou le groupe es$sz, on peut choisir la base
[1; 2] et une forme canonique pour un état d'un réseau non temporisé peut s'obtenir en
énumérant 4 éléments deSz . Supposons unG-réseau sans place et avec trois transi-
tions équivalentes par symétrie, une par composant, sur lequel agis;. Ces transitions
sont toujours sensibilisées. La DBM contient6 contraintes de di érences (en négligeant les
contraintes avec la transition spéciale0). L'état global est une DBM linéarisée par | . Le
stabilisateur d'une contrainte ;; dans I'action de Sz sur I'état global est trivial. Dans ce
cas, la base la plus longue que I'on peut construire pour I'état global est de longuedd. Il
faudra donc énumérer les6 éléments deSs.

L'approche de réduction par recherche arriére n'a pas été explorée dans cette these.

4.3 Réduction des RCD

4.3.1 Un ordre sur les transitions de méme intervalle statique

Soit (G;N; ) un G-réseau ,SCG= hC! C T Ci le graphe des classe¢m; D) une
classe duSCG. Tous les domaines de tirdD sont en forme canonique. Soit deux transitions
i etj de T de méme intervalle statique. Nous dirons qué et j sont | s-équivalentes. Dans
le reste de ce chapitre, nous réutilisons les notations introduites dans la Section 1.2.3 pour
les contraintes de di érences entre les transitions.

Il est possible de comparer deux transitiong s-équivalentesi etj en comparant un sous-
ensemble des inéquations oul et j interviennent. Plus précisément, il sut de comparer

ij avec j; et . avec jx, pourtout k di érent de i;j . Larelation p est dé nie, pour
tout i;j | s-équivalentes et sensibilisées dans, par :
i o =der i g N BkET ik k) (DEF- p)

Lorsque D est implémentée par une DBM, compareri etj par p revient a comparer
uniquement les lignes de la DBM et en déduire les relations sur les colonnes : nous pouvons
ainsi comparer deux transitions en temps linéaire.

Le Lemme 4.5 prouve un invariant sur les dates de tirs minimales et maximales deet
j :sii p | alors la date de tir maximale dei est inférieure a celle dg et la date de tir
minimale de i est inferieure a celle dg . La Figure 4.1 illustre le Lemme : les constantes
a comparer sont représentées par des croix rouges et les comparaisons déduites par des
cercles pleins bleus.

Lemme 4.5. Soit p larelation dé nie par DEF- p eti;j deux transitions | s-équivalentes
sensibilisées pam.
Sii p ] alorsona j i j et pour toute transition k di érente de i;j,
k;j ki -
o) 0 MKk k)
Démonstration. Soit C = (m; D) une classe obtenue par construction du SCG et deux

transitions i;j de méme intervalle statique (Is(i) = Is(j )). Nous montrons que sii p |
alors

M i
(i) jiet
(i) Bk6=;j)Kk2E) i ki)
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B ik

k;i K;j
Figure 4.1: lllustration du Lemme 4.5

Dans le reste de la preuve, le point (iii) est notéF .

La preuve est une analyse des cas pouyj .

Sii etj sont nouvellement sensibilisées:

i = j puisque, par hypothése, = §, j= Fet {= 7
i = j puisque, par hypothese, j = P, j= et 7= ?
ki = kj puisque :
si k est persistante
Par hypothése, ; = Dok T ok Jset P = JS
si k est nouvellement sensibilisée
Par hypothése, «i= ¢ f «= ¢ [.et 7= }

D'ou i =p j et doncF est vraie

Sii est persistante etj nouvellement sensibilisée (ou l'inverse, par symétrie):

i i

Puisque j est nouvellement sensibilisée, nous avons; = 7, et donc
i> j, > 7}, cequiestimpossible car, par hypothése,} = 7
et par le Lemme 1.12,0 i S,

|
i j
De la méme maniére, puisqug est nouvellement sensibilisée, nous
avons j = js etdonc > ;, > js, i > >, ce qui contredit
le Lemme 1.12.
(8k 6=1;) )( K ki)
Si k est persistante,
nous avons
Kj = Kk jscarj est nouvellement sensibilisée,
7= { par hypothese,
|

ko7 « i puisque, par le Lemme 1.120 i s et
0 .

Maintenant, si i = g i alors
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—n
1
n
|

ki = k
et K:i
sinon, soit (Cx)oxp une séquence de classes depuis la classe ini-
tiale jusqu'a la classeC (i.e. Cp = C); nous noterons {; [, g
les coe cients de la classeCy ;

Soit Cy, la derniére classe de cette sequence telle qu@; = | [
Par le Lemme 1.12,C, existe nécessairement, de plus pour tout
u 2]n;p], i et k sont persistantes dans la class€, et ; = |‘(‘;i1 .
Maintenant, nous avons g, 0 i ?, et par le Lemme
1.12,0 etdonc  § 2 D

Dot j = k =« § R = /= &

et K:i

Si k est nouvellement sensibilisée

ki > ki k> Rk
ce qui est impossible car j (voir cas précedents)

Sii etj sont persistantes:

Nous raisonnons par induction sur les séquences de tir.
Supposons quels(i) = 1sG), i b j., F, (mD) !' (MDY, i et]

persistantes dansD® alors P P~ P 0M 8k 6= )( Ry ki) (F9

o

Parle Lemme 1.12, nous avons®= miny ; et jo: mink k;,

. i et (81 6=;j)( i ij ) par hypothese d'induction,

donc ming ming «; et P jO
0 0
P

nous avons 2= ¢ et %= j; parle Lemme 1.12, i jif

j
par hypothése d'induction, et donc 2 ?
k est persistante

Par le Lemme 1.12,

0 —mi .0 0 — mi .0 0
G =min( s 29D et g =min( w5 k)
Il y a quatre cas a considérer:

0 — . 0 - .- 0 0 i .
ki par hypothese d'induction.
2. pi = ket g = ¢ P nous avons, par le Lemme
' 0 — 0" 0 _ R - )
1.12, Ki = K j kj et, par hypothese d'induction,
K;j k;i
o 0 : : 0 0 0
0 - 0 0 0 — .- Pui 0 0 A
3. ki =k Pet T kg Pwsqgg i j (montré
ci-avant) et que , Qet J-O sont positifs ou nuls (Lemme
1.12),nous avons P 2 D
o © 0 0 0 0— 0 0 0
D'ou K K = ki et nalement |, ki
00— 0 0gt 0. — O 0. 0 0 0 0
4. i = et = ¢ jralor kj car | j

(par les cas précédents)
k est nouvellement sensibilisée
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0 - s 0 0 - s 0
Par le Lemme 1.12, \;, = ¢ §, | =

k j
Nous avons montré plus haut que { P, et par le Lemme

1.12 nous savons que les alphas et betas sont positifs ou nuls
S 0 S 0 4 0 0
nalement 2 i xk j etpar consequent Ki
]

La relation p est ré exive, antisymétrique et transitive. Elle dé nit un ordre sur les
transitions | s-équivalentes sensibilisées pam, ce que prouve le Lemme 4.6.

Lemme 4.6. Larelation p dé nie par DEF- [ est une relation d'ordre sur les transi-
tions | s-équivalente sensibilisées pam.

Démonstration. Nous montrons que p est ré exive, transitive et antisymétrique.
1. p estréexive.

@ 2EM)( i b i " @Bk6=) ik Db ik)

2. p est transitive.
Soit i;j;1 2 E(m) aveci 6= 6=l. Par dé nition et comme | est di érente de i et j,

ona j jil et | I -
Commej pl,ona i il et | I -
Or, puisquej p I, nous avons j; ij - Et donc

3. p est antisymétrique.
Finalement, j; i N i ij = ji.De plus si pour tout k,
ik Nk ik alors e = s et i kg N ki ki alors g =
O

Deux transitions |g-équivalentes sensibilisées pam sont toujours comparables par
p . c'est un ordre total. Le Lemme 4.7 prouve que p est un ordre total en considérant
les trois cas possibles pour une paire de transitions dand. Le premier cas correspond
a l'introduction simultanée de i et j dans le systemeD (elles ont le méme &ge). Dans le
second cas, elles sont introduites a des instants di érents (une est plus vieille que l'autre).
Finalement, le troisiéeme cas énonce que les relations entieet j sont préservées, quelques
soient les transitions introduites, tant que i et j persistent dansD.

Lemme 4.7. Soit (m;D) une classe duSCG et i;j deux transitions | s-équivalentes sen-
sibilisées parm. Alors, on a

i pi_J pi
Démonstration. Les deux transitions i et j sont nouvellement sensibilisées dans
(m;D):
D'ou H IS JS, i = js ?et Ht puisquels(i) = 1s(j).
Pour tout k 6=i;j, x = ¢ K» jk = J-S k etdonc x = jk
puisquels(i) = 1s().
Doui=pj;i pjetj pisontvraies.

i est persistante etj nouvellement sensibilisée (ou inversement, par symétrie):
i i
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puisque j est nouvellement sensibilisée, nous avons;; = JS et

pi= js i
et donc j; [ js+ JS
mais Is(i) = Is(j) par hypothése,
donc i pi, it i P
par le Lemme 1.12 nous avons ; Set 3
etainsi j+ P+ et g jii
Bk 6= )( ik jk):
Puisquej est nouvellement sensibilisée, nous avongyx = K
etdonc ix > jx, | k< ik
mais i k par le Lemme 1.12
Ainsi x> gk, P k< i ks <
ce qui est impossible car # = par hypothese et ? par le Lemme

1.12.

Ainsii pj (ouj p i, par symétrie)

Les deux transitionsi et j sont persistanteseti pj (ouj p i, par symétrie):
par induction, en s'appuyant sur le Lemme 1.12:

Initialement: Si j est nouvellement sensibilisée dan®, ou i est persistante,
alorsi p j estvraie (voir cas précédent)

Etape d'induction: Supposons qué etj sont persistantes dangm; D) et (m® D9,
i pjetmD)!" (m®DY

0 0
| Bl
Par le Lemme 1.12 nous avons
0 —min( - 0 OY=mmin( .- . 0
i =min( ij; j)_mm( i if j)
0 —min( .- 0 —min( .
g =min( i g D) =min( ji; js y
Il'y a quatre cas a considérer
0 — 0 = .. - . . A o O 0
o= et 5= gt ji par hypothese, d'ou jj ji
0 — .. 0 - 0. . . A i i
2. = i et = g Dl jif par hypothése d'induction
et 7 PparlelLemme 4.5dou W Do 2= 0
c'est a dire ) 3
3. 0= Pet ) = ji :alors par hypothese dinduction
0 . =0 inai 0 0
g W g = g etansh g
4. 0= 4 et %= 0 d'ou par hypothése dinduction
etle Lemme 4.5:i°;j = i J-O o 0= j?i,etainsi ,OJ j?i
—.iy O 0
8k 6=1;] )( ik j;k)
si k est persistante
So=EminC e 2 D =Emin g i )
0 —min( - 0  Oy— yine . . 0
ke =min( | K) =min( ks g k)
Nous avons quatre cas a considérer :
0 - 0 — . . A o) O 0
0 — 0 — 0. 5 "
2. ik = ik el = g Koo it par hypothése d'induc-
tion, donc
0 . 0 _ 0- 0 e 0 0
itk if ko f k= jk»€tansi g ik
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(@ D (b) gD
0 i j o 9 g

Figure 4.2: Exemple de permutation de domaines de tir (ave@ = (i;j ))

3. %= it Ret X = jk :alors par hypotheése dinduction
nous avons
i(;)k itk ik = j(;)k’ ainsi i(;)k j(;Jk

4. &= i gpet 5 = jr  {:alorsparhypothése diinduction
i(;)k = if PR Q= j(;)k' d'ou i(;)k j(;)k

si k est nouvellement sensibilisée

0 — 0 0= . 0
bk T k = if k

0 - 0 00— . 0

ik = 7 k= K
ainsi D estvraie par hypothése d'induction ( i if )

en conséquencé poj .
[

L'ordre p permet donc de comparer des transitiond s-équivalentes dans un domaine
de tir D. Par dé nition, les transitions équivalentes par symétries sont | s-équivalente.
L'ordre p nous permet donc de comparer des transitions équivalentes par symeétries. A
partir de cette ordre, nous construisons dans la section suivante un ordre sur les classes
d'états équivalentes.

4.3.2 Un ordre total sur les classes d'états équivalentes

Soit (G;N; ) un G-réseau ,SCG= hG! C T Ci le graphe des classegm; D)
une classe duSCG. Tous les domaines de tirsD sont en forme canonique. Soit deux
transitions | s-équivalentesi etj de T sensibilisées pam. Nous dirons de deux transitions
appartenant a une méme orbite gqu'elles sonG-équivalentes. Par dé nition des symétries
pour lesTPN (Déf. 3.1), deux transitions G-équivalentes sont aussi s-équivalentes.

Cette section dé nit un ordre total sur les classesG-équivalentes.

La construction de l'ordre repose sur I'observation que l'action deG sur les domaines
préservent les relations d'ordre :i est plus petite par p quej dansD si et seulement si
I'image dei est plus petite que I'image degj dans l'image deD. Cette propriété est illustrée
dans la Figure 4.2 et prouvée dans le Lemmme 4.8.

Lemme 4.8. Soit (G;N; ) un G-réseau ,SCG= hC! C T Ci le graphe des classes,
(m;D) une classe duSCG eti etj deux transitions G-équivalentes sensibilisées pam.
Alors :

i pj., gi gpgj

119



Démonstration. Supposons queD = F(A  w) (Dé nition GD). Alors

oFA _ w=FA g' w
, OF(A g W=FA g'g w
, OF(A g w=FA _ w
Soit ,OJ la contrainte de di érences entrei etj dansgD (eg:i | ,OJ ). Alors il est
clair que :
gigi = i N g = i NG gk = gik)
Et donc d'apres la dé nitonde p,onabieni pj, gi gp Qj. O

Le Lemme 4.8 est vrai en particulier pourj = gt i :
i pgli, gi gl
Supposons qué p gl i. Dans ce cas, la transitioni dans D sera plus petite que la

transition i dansgD et nous dirons alors queD est plus petite quegD. Plus précisément
on a par le Lemme 4.8, avec les constantes dgD marquées par une cote (eg:io;j ;

i D9t i= igii grii NBK( ik gt k)
C g = gy fg MK gk i)
On peut en deduire que g1 | gii = igi- D& méme pour toutk, on a %

A partir de cette observation, nous dé nissons un ordre 1 qui permet de comparer les
classesG-équivalentes.

Dans un premier temps nous nous limitons aux classeG-équivalentes de méme mar-
quage. SoitGy, le stabilisateur de m dans G. Alors pour tout g 2 G,, on ag(m;D) =
(m;gD). De plus, on suppose l'existence d'un ordre total 1 sur les transitions deT (eg:
I'ordre lexicographique sur les noms des transitions). Pour toutg 2 Gn,, on dé nit I'ordre

T comme un ordre lexicographique sur le vecteur des transitions ordonnées parr et
les transitions comparées par p. Plus formellement :

D rgDE(D=gD)_(Q) i pg*i*@<1ii =p 9 (DEF- 1)

Le Lemme 4.9 montre que 1 est un ordre total sur les domaines de tirsG-équivalents.

Lemme 4.9. Larelation 1 dénie par DEF- + ordonne totalement les domaines de tir
G-équivalents.

Démonstration. Nous montrons que T est ré exive, transitive et antisymétrique.
1. 1 estré exive.
CommeD =()D onaD 1 ()D par dé nition de .

2. T est transitive.
Soit a;b2 G, et supposons queD 1 aD 1 baD. Par hypothése, il existei tel
quei ap bli.Parle Lemme 48o0na:

i aobli, ali palbli=(ba)li
Par hypothése, il existe uni tel quei p a?® i et donc il existei tel que
i pali p (ba)li
Par dé nition de 1 on adoncD 1 baD et donc :

D taDb TbaD) D 1 baD

D'ou T est transitive.
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3. 1 est antisymétrique.
SiD = gD il n'y arien a prouver. Donc supposons queD 1 gD etgD 1 D. Alors
par transitivité, ona D 1 D, ce qui est une contradiction, douD 1 gD"gD
D) D=gD
4., 1 esttotale: T et p sontdes ordres totaux, d'ou 1 est un ordre total.
[

Nous pouvons maintenant dé nir un ordre sur les classe$s-équivalentes et plus uni-
gquement sur les domaines équivalents. Cela revient & considérer l'action d& sur les
classes plutdt que l'action deGy, sur les domaines et a comparer les marquages en plus
des domaines. La comparaison de marquages se résume a une comparaison de vecteurs
d'entiers.

Nous dé nissons donc un ordre lexicographique p sur les marquages, en supposant
un ordre total p sur les places (eg: un ordre lexicographique sur les homs des places) :

m p m°E" @p)(m(p) = mYp)) _
©p) mp) mYp)~ (8k p P)(m(k)= mIk)) (DEF- p)

Associéa 1, p permetde construire unordre total entre les classe§-équivalentes.
Soitg2 G, C=(m;D) et C°= (m®DY deux classesz-équivalentes.

L'intuition ici est que lorsqu'on compare deux classes, on commence d'abord par com-
parer les marquages et si ceux-ci sont égaux, alors on compare les domaines. Nous dé nis-
sons donc l'ordre  comme un ordre lexicographique :

m:D) (MDY ¥ (m:D)=(m®DY_m pm® m=pm’ D 1D° (-DEF)

Le Théoréeme 4.10 conclut cette section. Il montre que est un ordre total sur les
classes équivalentes par I'action dés.

Théoreme 4.10. La relation est un ordre total sur les classes d'états équivalentes par
I'action de G.

Démonstration. Les ordres p et 1 sont totaux. O

L'ordre  permet d'ordonner les classe&-équivalentes. Il est donc possible de trouver
une plus petite parmi ces classess-équivalentes. Néanmoins cette propriété n'est pas
su sante en pratique. Il faut proposer un algorithme qui permet de calculer la plus petite
classe.

4.3.3 Canonisation des RCD

Soit (G;N; )= ( kiG;N1,;::5;Nkys s 155015 k) un RCD obtenu par composition
symétrique, SCG = hG! C T Ci le graphe des classes €in; D ) une classe duSCG.
Nous appelerondm; D) un état global. On veut calculer le représentant canonique de I'état
global. Comme discuté dans le Chapitre 2, le probléme est P -complet. Nous privilégions
I'e cacité a la généralité en nous limitant a la classe des RCD.

L'ordre p ordonne totalement les transitions G-équivalentes deD. On peut assigner
a chaque transition sa position dans l'ordre et donc représenter I'état global comme un
vecteur d'entiers. Il existe alors une bijection entre les noeuds d&l et les indices de |'état
global.

Cette propriété, appliquée a des RCD, permet de représenter I'état global par un vec-
teur d'états locaux. La dé nition des RCD permet de construire une partition des noeuds
de N ou chaque partie est associée a un seul composant. Par la bijection entre les noeuds
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de N et I'état global, on peut construire une partition de I'état global et sa représentation
en un vecteur d'états locaux.

Un ordre total ¢ sur les états locaux est dé ni. Le vecteur d'états locaux est trié
lexicographiqguement en comparant les états locaux par ¢. En ordonnant correctement
les noeuds deN, nous pouvons garantir que si le vecteur d'états locaux est le plus petit
de son orbite, alors I'état global I'est aussi.

Noeuds d'un composant La dé nition des noeuds d'un composant se déduit de celle
des RCD. Pour tout x 2 P[ T, siG, = (G ;) alors on dira quex appartient au composant
i. Lorsque les noeuds de l'orbite dex ont le méme stabilisateur quex, ce dernier sera
assigné a un composant en fonction de sa position dans l'orbite pary .

Soit pos (x; X ) la fonction d'un ensembleX vers qui étant donné un ordre total
sur X retourne la position dansX de x par .

Dé nition 4.11  (Noeuds d'un composant) Pour tout i 2 C I'ensembleN; des noeuds
du composanti est dé ni par :

(

N = fx 2P[ TjGy,= (Gi)g siGj6 Gj pourtoutj 2 iC
=

fx 2P[ Tjpos ,(x;x®)=1i min(i€)g siGj= Gj pourtoutj 2i®

L'action de G sur N induit une action de G sur les composantdN; dé nie, pour tout
g2Geti2C,par:
(9) Ni= Ng; (G-act-Nj)

ou Ng; est limage de I'ensembleN; par (g)2 G .

Soit deux composantsG-équivalents. Il faut ordonner les éléments de ces composants
de telle maniere que les éléments a la méme position soient dans la méme orbite. Nous
dé nissons, pour chaque composant, un ordre total ; sur ses noeuds tel que :

(8x 2 Ni)(pos ;(x;Ni) =k, (892 G)(pos ((9 )x;Ngi)= k) (DEF- 1)

Cette ordre existe puisque tous les composant&-équivalents a N; sont isomorphes
donc de méme taille et, par le Théoréme 4.12, toutes les orbites auxquelles un élément
de N; appartient sont de méme longueurs. De plus, pour toutx 2 N;j et g 2 G, on a
(9) 2 Ngi par G-act-N;.

Théoreme 4.12. Soit (G;N; ) un RCD. Pour tout x;y 2 P[ T, si x ety ont le méme
stabilisateur dansG alors les orbites dex® et y® sont de mémes longueurs.

@y 2P[ T)(Gx= (Gi)=Gy)j x®j=jy® )

Démonstration. Par le Théoreme 1.3, six et y ont le méme stabilisateurs, alors ils ont la
méme orbite. O

En utilisant la dé nition de lI'ordre i, on peut dé nir une action de G sur les noeuds
de composants, pour toutg2 G eti 2 C, par:

g Ni = Ng; (DEF- )

L'intérét de  est qu'elle évite d'appliquer les éléments deG et de de permuter les
états en permutant uniquement les indices des états locaux. Cela peut étre e cace lorsque
les composants contiennent beaucoup de noeuds.
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Nous dé nissons un ordre total . sur les noeuds deN. Il ordonne les noeuds deN
par rapport a leur orbite et leur composant. Les noeuds des plus petits composants dans
les plus petites orbites des plus petites sortes sont placés devant.

Soit la relation ¢ dé nie, pour tout i;j 2 C, x; 2 Nj, yi 2 Nj, par :

e

o

i j sixj2 ij _
X gy six6° eti2jCetgj=i (DEF- )
i ] six 6y° eti63C

L'exemple 4.3.1 illustre cette dé nition.

8 S
% Xi iy!- SI =
Xi eV f§

Exemple 4.3.1. Soit G = h(1;2);(3;4)i et (G;N; ) un réseau obtenu par composition

symétrique avec deux sorte®; et O,. La Figure 4.3 montre la décomposition en état
locaux.

o7 O,

Figure 4.3: Exemple de partition en états locaux

Les orbites sont
ffa; dg; fb;eg;fc;f g;fg;ig;th;j gg

L'ordre ¢ parcourt les orbites de haut en bas et de gauche a droite. On obtient :

a ed e¢b ce ¢C ef g el eh ¢j
Le Théoréeme 4.13 montre que . est un ordre total.

Théoréme 4.13. Le relation  dé nie par DEF- ¢ est un ordre total

Démonstration. 1. . estréexif.

Pour tout Xj, Xj eXj SiX; i Xi. Comme ; esttotal dans N;j,
2. ¢ est transitif.
Supposonsx; ey ety e Z.

(@) sii=j=kalorsxi iy izetx;

e €st ré exif.

e Zk-

(b) sii=j 6=k alorsonax; jyet:
yj 2z8 .Alorsonai=j k.Commeyj 2z% eti=j,onax62°,
j 2 k® et il existe g telque y; = gz. CommeXx; ;Y onax; gz. D'ou
Xi e Zk.
yj 6228 ,j 2 k®, gj = k. Il existe g tel quey; i gz. CommeX;
ne peut pas avoirx; 2 ZE . D'oll X; gz et donc x;
Yi G&E v 6XC. Dot i = i ketx;

(c) sii6 6=k :

iy,- on
e Zk.
e Zk.
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Xj 2 ij et ij 228 .Alorsi | ketx;2z® doluX; ez.
Xj 2 y° ety® 62z3 etj 2 kC. Alors il existe g tel quey; | gz et
commei 2 j® onaunhtel quex; ;hgz. Dol X; e z.
Xi 2 y° ety® 62z7 etj 62k®. Onaj k,i | eti 62k®. D'ou
Xi e Zk-.
(d) i 65 = k se déduit dei = j 6=k.
3. e est antisymétrique.
Sixi eYj ety eXjalors
=] etxj=yj
xj 2 yZ alorsi jetj ialorsi=]j etx;=y; (Déf. DEF- ;)
Xi 62y ,i2jC. llexiste g;htel que x; gy ety; j hx. Parla Dé nition
DEF- jonxj=Yyj.
xj 6% ,163C. Alorsonai=j etx=y.
]

Ordre sur les états locaux des RCD L'ordre p permet de représenter un état global
par un vecteur d'entiers. Formellement, I'état global est un vecteur d'entiers indicé par
les places et transitions sensibilisées ordonnées par. Pour tout x 2 P [E (m), on a :

(x) def m(x) Six2P
pos , (x;x® ) six2E(m)

L'état local d'un composant i, noté , estla projection de sur les places et transitions
du composanti. Par dé nition de ¢, les noeuds du composant sont ordonnés par .
La comparaison des états locaux de deux composantS-équivalents se fait via l'ordre
lexicographique sur les vecteurs d'entiers. S'ils ne sont paG-équivalents, on compare les
identi ants.
Soit ¢ C C dénie, pour tout i;j 2 C, par:
C
el ' JJ S?r']gr?a (DEF- ¢)
Par la dé nition de ;| (Déf. DEF- ), si x est la position k dans i, alors pour tout
g tel que gi = j, gx est a la position k dans . La conséquence est qu'on ne compare
gue des noeudsG-équivalents. L'ordre ¢ est total puisque est total et qu'un ordre
lexicographique sur un ordre total est total.

Soit _ un vecteur d'états locaux des composants indicés pa€ ordonné par . Nous
cherchons a minimiser_ en permutant les états locaux. Pour ce faire, on dé nit un ordre
lexicographigue pour comparer deux vecteurs d'états locaux. Soit ¢ la relation dé nie
pour tout vecteur _ par :

9 c_, (Gi2C)g'i cir@<i)i=ci)) (DEF- ¢)

L'ordre ¢ esttotal puisque ¢ est total. Le Théoréme 4.14 montre qu'en minimisant
le vecteur d'états locaux on minimise I'état global.

Théoreme 4.14. Pour tout g 2 G, tout état global et le vecteur d'états locaux_ cor-
respondant :

d_ c_, ¢

Démonstration. Sig=() alorsg_ ¢ _, =_et = .Sig6=():
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1.9 c_) 9
Par la Dé nition DEF- c ona:

@2C)g'i ci~@i<i)i=ci)

On peut, sans perte de généralité, xeri =1 et gt i>i. Soitp= gli. Parla
Dé nition de ¢ et commei et p sont dans la méme orbite, on a :

p< i
On en déduit de l'ordre lexicographique que :

9k 2 Ni)( p(@* k) < (k)™ BI<iK)( p@* )= ()

On peut, sans perte de généralité, xerpos ,(k;k® )=1.
Commep >i, gl k 2 k® et les états locaux sont des projections de I'état global,
on a par la Dé nition DEF- ¢ :

gt k<ek” (@' k)< (k)
Ce qui équivaut ak <egk”™ (k) < (gk). D'ou g

2.9 ) 9. c_
Par dé nition de I'ordre lexicographique on a :

Oxi 2P T)( (@' xi) < (X)) @By <exi)( (¥j)= (X))

On peut, sans perte de généralité, xerpos ,(Xj;P[ T)=1.0nax; <eg! x; eton
poseg! xi = X, 2 Np et g1 i = p. Commex; <e Xp €t Xp 2 x® ,onai<p parla
Dé nition DEF- .. D'ou :
p(Xp) < i(xi)
Commepos .(xi;;P[ T)=1, on déduit de la Dé nition DEF- ¢ queg_<c _.
[

Canonisation des vecteurs d'états locaux Le Théoréme 4.14 nous permet de cano-
niser I'état global en canonisant le vecteur d'états locaux. La stratégie de réduction pour
canoniser le vecteur d'état locaux dépend maintenant de la structure du groupe. Un des
intéréts de l'ordre total sur les transitions G-équivalentes est que I'on peut réutiliser les
solutions pour les systémes non temporisées (Chap. 2).

En particulier nous pouvons utiliser les méthodes de réduction pour les groupes simples
(Section 2.3.4) pour les réseaux de la classe des RCD.

Lorsque G est isomorphe aSym(C), nous appliquons la méthode des ensembles mino-
rants. Cette stratégie consiste & minimiser le vecteur d'états locaux a la maniére d'un tri
a bulle en utilisant successivement toutes les transpositions sut.

Si G est un groupe cyclique, on peut énumérer tous les éléments d& jusqu'a obtenir
le représentant canonique.

Si G est un produit disjoint K3y i1 Ky et que pour tout i 2 12k les K sont
des groupes simples, alors on applique la stratégie de réduction adaptée pour chacun des
K(,) .

Si G est un produit couronneK 1y i Kgy L' Gy oL%et que Gy etL sontdes

groupes simples, on applique la stratégie de réduction adaptée G(;y sur lesk facteurs
K@ puis la stratégie adaptée aL.

Pour les autres groupes, il est possible d'utiliser une recherche avec retour arriére,
toujours en minimisant le vecteur d'états locaux.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de réduction pour [E®P N.

Nous avons montré que les symétries deG-réseaux induisent des symétries dans les
graphes des classes. Ces symétries prouvent l'existence d'une relation d'équivalence sur les
classes. A partir de cette relation d'équivalence, il est possible de construire un quotient
du graphe qui préserve l'accessibilité (modulo les symétries).

LesTPN sont des modeéles temporisés. La dimension temporelle des réseaux restreint
I'application des méthodes de réduction développées pour les modeles non temporisés.
Nous avons dé ni un ordre total sur les transitions équivalentes par symétrie a partir
duquel est construit une représentation particuliéres des classes. Dans cette représentation,
I'information temporelle associée a une transition est abstraite par sa position dans l'ordre
total. Cela permet de décider si une transition est sensibilisée depuis plus longtemps qu'une
autre transition équivalente et de calculer une plus petite classe dans une orbite.

Finalement, nous avons dé ni une méthode de canonisation pour la classe des RCD.
Cette classe deG-réseaux , dé nie dans le Chapitre 3, capture les conditions su santes
a l'application des méthodes de canonisation e caces. En particulier, lorsqu'unG-réseau
est un RCD, il est possible de calculer le représentant canonique d'un état en permutant
les états locaux.

Si elle permet des réductions e caces, la classe des RCD est relativement restreinte, par
rapport a la classe des réseaux qu'il est possible de construire par composition symétrique.
Néanmoins, elle permet d'implémenter sur lesTPN une grande partie des méthodes de
réduction de I'état de I'art.

Etendre la classe des réseaux pour laquelle nous proposons des méthodes de réduction
est un travail en cours. En particulier, nous souhaiterions optimiser des méthodes de
réductions basées sur la recherche avec retour arriere. Il est important de noter que l'ordre
total sur les transitions équivalentes que nous avons proposé permet de s'abstraire de la
dimension temporelle desG-réseaux . Cette propriété rend possible la mise en oeuvre de
méthodes de réductions qui supposent que I'état est représenté par un vecteur d'entiers.
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Chapitre 5

Implémentation et
experimentations
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Ce chapitre présente une implémentation de la méthode décrite dans les Chapitres 3
et 4.

Les deux problemes d'une méthode de réduction par symétrie ont été traités. Nous
avons réalisé un prototype qui implémente la construction des réseaux par compaosition
symétriques. Ce prototype utilise I'outil GAP(Groups,Algorithms and Programming)[125]
pour les calculs de groupes. |l permet de construire un réseau symétrique et de calculer
le groupe de symétries. L'algorithme de la construction est décrit dans le Chapitre 3. Des
exemples de constructions sont présentés.

Comme discuté dans le Chapitre 4, le probléme de l'orbite n'a pas de solution polyno-
miale dans le cas général. Nous proposons une implémentation dans Tina de la méthode
du calcul du représentant canonique. L'implémentation est restreinte a un classe de RCD
pour lesquels le calcul des symétries est polynomial dans le cas général. Des résultats
expérimentaux encourageants sont présentés.

5.1 Construction des G-réseaux

Cette section présente un prototype qui implémente la méthode de composition sy-
métrique proposé dans le Chapitre 3. Ce prototype est implémenté en Python et dans le
langage de script de GAP. Il a été utilisé pour construire les réseaux symeétriques illustrés
dans cette these.

511 GAP

GAP est un logiciel sous licence libre pour les calculs de groupes. GAP propose un
interpréte en ligne de commande, une librairie pour la manipulation des groupes et un
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langage de programmation.

GAP propose de nombreux algorithmes pour les groupes de permutations. Etant donné
un groupe de permutations G, spéci é par ses générateurs ou des fonctions dédiées (eg
G:=SymmetricGroup(3) ), GAP propose des fonctions permettant de calculer notamment les or-
bites de G (omits(G) ), les cosets d'un sous-groupe, les actionsadion(G,) ) et de tester
I'isomorphisme de groupe(somorphismGroups(A,B) ).

GAP implémente les algorithmes a I'état de I'art et il est possible de l'intégrer a d'autres
outils, via une librairie C ou des appels systémes.

5.1.2 Implémentation d'un prototype

La méthode de composition symétrique est implémentée dans un prototype écrit en
Python et GAP. Ce prototype a été utilisé pour la construction de tous les G-réseaux
illustrant cette these. Il ne traite pas a ce jour les actions , uniguement par manque de
temps de son développeur principal, l'auteur de cette thése.

Le prototype est un script Python, appelé depuis la ligne de commande , qui commu-
nique avec une librairie de fonctions GAP via des appels systemes. Il est paramétré par
un groupe de permutations et une liste de couples identi ant/réseau ou l'identi ant est le
représentant de la sorte et le réseau le composant.

Le groupe peut étre spéci é par une liste de générateur, ou via un des constructeurs
proposés. Ces constructeurs générent des groupes particuliers. Dans sa version actuelle le
prototype propose :

Un constructeur de groupe symétrique, cyclique ou diédral, paramétré par le degré;
Un constructeur d'hypercubes, paramétré par la dimension.

L'exemple des trains de Genrich (Exemple 3.2.1) est construit en spéci ant le groupe
par ses générateurs. Le réseau de la Figure 3.8 est construit via le constructeur de groupe
cyclique. Le réseau de la Figure 3.7 est construit via le constructeur de groupe symetrique.

Les réseaux sont lus & partir de descriptions aux formats gérés par Tina (ienet ou
.ndr). lls sont représentés en mémoire comme des réseaux de la librairie SNAKE une
libraire Python pour la manipulation des réseaux de Petri.

Les spéci cations de synchronisation sont calculées & partir des étiquettes du réseau.
Une syntaxe est dé nie qui permet de référencer des composants de I'union disjointe depuis
les réseaux fournis en parameétre.

L'exemple 5.1.1 illustre la construction d'un hypercube d'agents.

Exemple 5.1.1. Le réseau construit dans cet exemple est tiré de [94]. || modélise un
hypercube de dimensiord composé den agents. Chaque agent a deux états, un critique et
l'autre non critique. Il peut passer de I'état non critique a I'état critique si aucun de ses
trois voisins n'est en section critique. Le réseau est illustré dans la Figure 5.1.

Le groupe G calculé par le constructeur d'hypercube est isomorphe aux symétries de
I'nypercube de dimension3. La construction de ce groupe de permutations, paramétré par
la dimension, est tiré de [126].G est transitif : il 'y a donc qu'une seule sorte dans la
composition.

Le réseau est obtenu par composition symétrique d@agents. L'agent associé a l'iden-
tiant 1 est illustré dans la Figure 5.2.

Les étiquettes permettent de calculer une spéci cation de synchronisation. Une étiquette
est une paire(;i ) ou est une constante el un entier d'une sorte. La constante dé nit
une portée tandis que l'entier désigne un identi ant de composant dans l'union disjointe.

1. |https://iwww.ibisc.univ-evry.fr/~fpommereau/SNAKES/
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Figure 5.2: Un agent

Notons t;j la transition t du composantj. Alors, dans la Figure 5.2, I'étiquette (a; 1)
sur la transition t1 et I'étiquette (a; 3); (a; 5); (a; 6) sur la transition t2 génerent la spéci -
cation de synchronisationftl:1;t 2:3;12:5;t2:69. DansG, les trois voisins del sont 3, 5 et
6. Cette spéci cation de synchronisation correspond a la description informelle du réseau.

La ligne de commande qui permet d'obtenir ce réseau est :
pi.py --Cube 3 1 agent.ndr

ol pi.py estle nom du script Python, --Cube 3 spécie un hypercube de dimen-
sion 3 et 1 est l'identi ant du composant agent.ndr (ie: le représentant de la sorte des
agents). Le réseau construit est a ché sur la sortie standard au format textuel de descrip-
tion des réseaux de Tina (.net). Le groupe de symétries calculé est écrit dans le chier.

Il est présenté comme un sous groupe du groupe de symétries des places et transitions et
dé ni par ses générateurs.

Les calculs sur les groupes sont délégués a GAP. Tous les algorithmes que nous utilisons
sont des algorithmes standards implémentés dans GAP. La Figure 5.3 donne un exemple
d'interaction pour la construction d'un G-réseau a partir d'un produit couronne.

Laligne 1 de la Figure 5.3 lance le script interactif. La ligne2 demande le groupe de per-
mutations G. Dans cet exemple, le groupe est un produit couronne construit a la maniére
de la Section 3.3.3. Le groupéG est transitif, il n'y a qu'une sorte, dont le représentant
est saisie a la ligne3. Dans le cas général, la liste doit contenir un représentant par sorte.
La ligne 4 demande de décrire le réseau. Dans GAP, nous ne considérons que les index de
places et transitions. Ici le réseau associé a la sorteest composé deés noeuds, numérotés
de 1 a 6. L'action du stabilisateur de 1 dans G est généré parh(3;4); (4;5); (6; 7); (7; 8)i.
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gap> Pi();

Saisir le groupe : Group((3,4),(4,5),(6,7),(7,8),(1,2)(3,6)(4,7)(5,8));

Saisir la listes des representants : [1]

Saisir le réseau 1 (premier point 1) : [1..6]

Saisir une action de [ (3,4), (4,5), (6,7), (7,8) ] sur [ 1 .. 6 ] ([] si trivial) : [(1,3)(2,4),(3,5)(4,6),()

Saisir une synchronisation ([[repr,noeud,g]+] ou [] pour terminer): [[1,1,0],[1,1,(1,2)(3,6)(4,7)(5,8)]]
[(1.1).2,7)] , [(1,1).,29)] . [(1.1).(2,11)] , [(1.3),(2,7)] , [(1,3).(2,9)] . [(1.3),(2.11)] , [(1,5).(2.7)] ,

Saisir une synchronisation ([[repr,noeud,g]+] ou [] pour terminer): []

00O~NO O, WN P

Figure 5.3: Exemple d'interaction avec GAP

Le script demande a l'utilisateur de dé nir I'action de G sur le réseaul par ses généra-
teurs. GAP véri e alors que les paramétres saisis dé nissent bien une action. Ici l'action
est conforme aux contraintes dé nies pour les produits couronnes.

Dans cet exemple, nous dé nissons des synchronisations qui impliqguent que le réseau
obtenu n'est pas un RCD (Section 3.3.3).

Les spéci cations de synchronisation sont données une par une. Une spéci cation de
synchronisation est une liste de triplets]i; p; g] ou :

i est un identi ant de composant;

j unidenti ant de noeud de ce composant. Les indices des copies de composants sont
calculés par le script (eg: les indices diB-eme composant commencent & 2+1);
et

g est un élément deG.

Le noeud désigné par le triplet[i;j;p ] est Iimage par g du noeudj du composanti dans
l'action de G sur l'union disjointe.

A partir de ces informations, le script construit le groupe G tel que dé ni dans le
Chapitre 3. Des fonctions compagnon du script GAP permettent d'a cher ce groupe, le
script ne calcule que l'action deG pas son image. La Figure 5.4 donne une interaction
avec GAP ou I'on a che le réseau synchroniséN et I'image de .

1. gap> res = GAct();
[[[rec( S_idx := 1, tau_idx := 1, x := 2 ) ], [ rec( S_idx := 1, tau_idx := 1, x := 4 ) ],
[ rec( S idx = 1, tau_idx .= 1, x ;=6 ) ], [ rec( S_idx := 1, tau_idx := 2, x ;= 8 ) ],

R

<action epimorphism> |
2. gap> Image(res[2]);
3. Group([ (1,2)(7,10)(8,11)(9,12), (2,3)(10,13)(11,14)(12,15), (4,5)(7,8)(10,11)(13,14), (5,6)(8,9)
(11,12)(14,15), (1,4)(2,5)(3,6)(8,10)(9,13)(12,14) ])

Figure 5.4: Représentation GAP duG-réseau (G;N; )

La fonction GAct() retourne la liste des noeuds déN et une action deG sur ce réseau

(Figure 5.4). Un noeud est représenté par un triplet [ S_idx, tau_idx, x ] ou :
S idx est l'indice de la sorte S dans le tableau des représentants (Fig 5.3, ligne
3);
tau_idx est l'indice d'un élément de la transversaleF, hérité de I'union disjointe ;
et

x est l'indice du noeud dans le réseau
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L'action de G sur N est un homomorphisme deG vers les symétries deN . Son image
est un groupe de permutations des noeuds dH .

5.1.3 Un mot sur la complexité

L'implémentation de la composition symétrique fait appel a plusieurs algorithmes clas-
siques des groupes de permutations. Tous ces algorithmes sont implémentés dans GAP.

Une partie de ces traitements inclut le calcul d'orbite de G, du stabilisateur H d'un
point dans G et d'une transversale deH . Ces calculs se font en temps polynomial.

Il faut ensuite calculer des actions (ie:, et ). Le noyau d'une action et son image
peuvent étre calculés en temps polynomial par l'algorithme de Schreir-Sims [86], aussi
utilisé pour le calcul des bases.

Le calcul du stabilisateur d'une spéci cation de synchronisation pose probléme. Une
spéci cation est un ensemble de transitions de l'union disjointe et il n'existe pas de solution
polynomiale au probléme du calcul du stabilisateur d'un ensemble. Néanmoins, I'utilisation
de la recherche avec retour arriére, en choisissant comme base les éléments de I'ensemble,
permet d'obtenir des résultats satisfaisants en moyenne.

5.2 Expérimentations avec Tina

Cette section présente une premiére implémentation dans Tina de notre méthode
d'exploitation des symétries pour lesTPN.

L'implémentation se limite a une classe de RCD appelée RCD simples. Cette classe
permet d'éviter le calcul des stabilisateurs des transitions, pour lequel il n'existe pas de
solutions polynomiales dans le cas général.

La section présente des résultats expérimentaux encourageants.

5.2.1 Description des symétries

Tina a été étendu pour permettre la spéci cation et la réduction des RCD simples,
temporisés ou non temporisés.
La Dé nition 5.1 dé nit la classe des RCD qu'il est possible de construire avec Tina.

Dé nition 5.1  (RCD simple). Soit un (G;N; )= (k;G;N 1;;::5;Niys 7 155000 ky)
un RCD obtenu par composition symétrique. Alors(G;N; ) est un RCD simple si l'une
des conditions suivantes est véri ée :

G' Shet = ;;
G' C, et chaque noeud est synchronisé avec son voisin;
(G;N; ) est un produit disjoint ou un produit couronne de RCD simples.

Les réseaux construits sont décrits hiérarchiguement par composition de réseaux plus
petits. Les constructions reposent sur une extension detpn , un langage de description
des réseaux par composition proposé par Tina. Deux opérateurs ad-hoc ont été ajoutés.
lIs permettent respectivement de dé nir une symétrie totale ou circulaire a partir de n
composants symeétriques.

La construction repose sur une opération de produit deT PN étiquetés dé nie dans
[121]. Nous rappelons cette dé nition. SoitS; et S, deux TPN étiquetés (Def. 1.9) et
S=1f(ty;ty) 2 T1 T2 (t1) = (t 2) 'ensemble des paires de transitions de méme
étiquette. Le produit synchronisé deS; et S, est construit comme suit :

2. |http://projects.laas.fr/tina/symmetries
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1. Pour chaque paire de transitions(ty;t2) 2 S on ajoute une nouvelle transition ayant
I'e et combiné de t; et ty, le méme label quet; et l'intersection des intervalles
statiques det; et to;

2. On supprime les transitions deS.

Les compositions sont obtenues par des produits synchronisés deP N, notés j, des
produits libres, notés jj, et un opérateur de renommage des étiquettes. Le produit libre
entrelace les transitions de ses composantes sans aucune synchronisation.

Deux opérateurs de composition, noté$(pool) et R(ring ), permettent la spéci cation
de symétries. Les deux opérateurs sont paramétrés par un réseau et le degré du groupe :

P(n;C) spéci e un produit libre de n copies deC et une symétrie totale sur ces
copies;

R (n; C) spéci e un produit synchronisé den copies deC, ou chague composant est
synchronisé avec ses voisins, et une symétrie circulaire sur ces copies.

Ces compoaositions permettent de construire les RCD simples et simpli ent la construc-
tion du groupe de symétrie. Ce groupe se déduit des symétries de I'union disjointe. L'action
des estignorée, ce qui limite les symétries de I'union disjointe aux isomorphismes entre
les copies.

L'exemple 5.2.1 illustre quelques compositions possibles avec le langage.

Exemple 5.2.1. (R(B;P) j Qj P(3;R)) décrit le TPN obtenu en synchronisant
un anneau de8 instances deP avecQ et un pool de3 instances deR;

R(6;P j P(4;Q)) décrit un anneau de 6 instances du composantP j P(4;Q), ce
dernier synchronisant P avec un pool de4 instances deQ;

T jP(2;S j P(3;C)) décrit I'architecture client serveur présenté dans la Figure 2.6.

5.2.2 Expérimentations avec Tina

Cette section présente quelques expérimentations réalisées avec I'implémentation dans
Tina de notre méthode d'exploitation des symétries. Elle présente d'abord une expéri-
mentation ou le groupe de symétries est isomorphe &, puis une expérimentation ou les
groupes de symétries sont des produits disjoints ou couronnes.

Symeétrie totale. Le premier exemple est un modeéle de passage a niveau, dans sa version
temporisée et non temporisée. La version temporisée est extraite de [18]. La version non
temporisée présentée est un modele simpli é tiré de [127]. Dans les deux cas, le réseau
modélise un passage a niveau: un certain nombre de voies traversent une route, protégées
par un passage a niveau; lorsqu'un train approche ou quitte le croisement, il déclenche
un signal émis vers le contréleur qui léve ou ferme la barriere. Il faut s'assurer que les
barrieres du passage a niveau soient toujours baissées lorsqu'un train traverse la route.
Dans la version temporisée, la propriété est assurée par des contraintes temporelles sur les
événements pertinents, tandis que la version non temporisée utilise des acquittements et
un drapeau partagé.

Dans les deux cas, le modéle est obtenu en synchronisant un modéle des barriéres
(droite), le contréleur (milieu) et un ensemble de voies. Le modéle temporisé est illustré
dans la Figure 5.7 et le modéle non temporisé dans la Figure 5.6.

Les résultats pour la version non temporisée sont donnés dans la Figure 5.6. La colonne
R(nosym:) contient les tailles des espaces d'états et les temps de calculs, sans réduction,
pour le nombre de voies indiqué dans la premiére colonne. La colonre (our) donne les
tailles et temps de calculs de I'espace d'états quotient. La table montre que le gain en taille
est exponentiel, ce qui est conforme a la symétrie du réseau. Les temps de calculs sont

132



description Ry = SCG= SCG =
markings transitions | classes transitions| classes transitions
P(6;N) 7 42 5404 30694 7 42
D(P(3;N ) ; P(3;N)) 16 96| 72234 411960 69 414
P(2; P(3;N)) 10 60| 36154 206185 35 210
R(6;N) 14 84| 328984 1881380 327 1962
D(R (3;N); R(3;N)) 16 96| 221600 1266984 225 1350
R(2;R(3;N)) 10 60| 110860 633824 113 678
D(R (3;N); P(3;N)) 32 192| 661296 3781368 663 3978
R(2;P(3;N)) 10 60| 36154 206185 35 210
P(2; R(3;N)) 10 60| 110860 633824 113 678

Figure 5.5: ComposantN et exemples de symétries.

aussi signi cativement réduits. Les valeurs grisées ont été obtenues par une extrapolation
manuelle en sommant les tailles des orbites des marquages du quotient. Il n'est pas possible
de construire des espaces d'états de cette taille avec Tina qui est basé sur une approche
énumérative.

La derniére colonne montre les résultats obtenus sur le méme modéle avec la derniére
version de LoLA (V2.0), qui implémente les technigues décrites dans [92]. Comme on peut
le constater, LoLA utilise des représentants minimaux et non canoniques, ce qui produit
plusieurs représentants pour une méme orbite. En conséquence, le gain sur le nombre
d'états obtenus est inférieur a celui obtenu par notre méthode. Cependant, LOLA est
capable d'extraire plus de symétries que nous ne pouvons en exprimer avec le langage de
composition de Tina. De plus, il les extrait automatiquement.

Comme discuté en conclusion du Chapitre 3, il est possible que LoLA, basé sur la dé-
tection automatique, extrait plus de symétries que I'opérateur de compaosition symétrique
ne peut en décrire. L'avantage de notre méthode est la taille des réseaux qu'elle peut
construire (et donc des symétries qu'elle permet de détecter). Dans tous les cas, |'opéra-
teur de composition symétrique permet d'exprimer bien plus de symétries et de réseaux
gue le langage de composition de Tina que nous avons implémenté a ce jour. Des travaux
en cours doivent permettre une implémentation plus compléte.

Les résultats obtenus sont donnés dans la Figure 5.6, pour I'abstraction des classes
d'états (SCG) et celle de l'inclusion de classes§CG ). Comme pour le cas hon temporisé,
les valeurs grisées ont été obtenues par extrapolation.

Pour un méme nombre de voies, le nombre de classes d'états dans le modéle temporisé
(colonne SCG et SCG ) est bien plus grand que le nombre de marquages du modéle non
temporisé. Le gain obtenu par la réduction reste similaire a celui du cas non temporisé,
autant pour la taille des espaces d'états que les temps de calcul. On peut remarquer
que l'abstraction de l'inclusion des classes béné cie elle aussi d'un important facteur de
réduction.
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(SFFO

&YJU

PQFO

DMPTFE

3BJTFE

-O—0
6Q
| tracks [|R (nosym:) [R= (our) [ R= (lola) |
5 size 1036 60 92
time 0:00 0:00 0:01
10 1048598 290 18836
14:40 0:00 0:67
20 1:099 10 2 1775| 303830981
0:13 76221
50 1:267 1030 23430
9:42
100 1:606 10 %0 176855
225:18

Figure 5.6: Passages a niveau non temporisés
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6Q

] tracks H SCG\ SCG= H SCG \SCG = \
3 3101 578 172 41
0:02 578 0:00 0:00

4 size 134501 6453 1175 76
time 1.67 0:15 0:02 0:00

5 8557621 84510 10972 143
179:33 2:61 0:38 0:01

6 697913229 1183782 128115 274
24346:77 46:95 8:37 0:02

7 7:278 100 ] 18143796| 1772722 533
1060:21 614:38 0:07

8 0:262 107 [ 297205635 28208543 1048
25105:87|| 177602:90 0:16

10 4126
1:10

12 16420
8:29

14 65578
95:07

16 262192
1418:38

18 1048630
22407:25

Figure 5.7: Passages a niveau temporisés.
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Produits de groupes La Table 5.5 montre les résultats obtenus pour des produits de
groupes. Dans cette table, le réseau est un produit libre dé copies du composant illustré
dans la Figure 5.5. La colonne de gauche donne, pour chaque ligne, la spéci cation des
symétries. En ignorant les symétries et les informations temporelles, l'espace d'états de
ces réseaux compté4 marquages et384 transitions. Lorsqu'on prend en compte l'infor-
mation temporelle (mais pas les symétries) les réseaux compte973488classes d'états et
11285976transitions. La colonne Ry = donne le nombre d'états et de transitions dans le
cas non temporisé avec réduction par symétrie. Les autres colonnes donnent les résultats
pour les quotients du graphe des classes (SCG¥et du graphe des classes avec inclusion
(SCG =).

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une implémentation de la méthode de construc-
tion des réseaux symétriques et une implémentation de la méthode de réduction dans Tina.
Les résultats sont encourageants.

La composition symétrique de réseaux utilise des algorithmes pour les groupes de
permutations implémentés dans GAP. Un programme en langage Python permet de lire
et écrire des réseaux de Petri et d'exécuter les calculs des groupes de symétries.

Notre méthode de réduction par calcul du représentant canonique est implémentée
dans Tina, pour une classe des RCD simple a construire. Cette implémentation valide
I'e cacité de I'ordre total sur les classes équivalentes dé ni dans le Chapitre 4 et de notre
méthode de calcul du représentant canonique.
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Conclusion génerale, perspectives

Cette thése a présenté mes travaux autour de la véri cation formelle par model-
checking dans un contexte avionigue.

Nous avons présenté le contexte des systémes avioniques, les méthodes de véri cation et
un exemple de véri cation par model-checking de contraintes temporelles dans ce contexte.
Plusieurs méthodes formelles sont utilisées aujourd’hui pour la véri cation des systemes
avioniques, notamment la preuve de programme et l'interprétation abstraite. A notre
connaissance, le model-checking s'est moins di usé dans l'industrie aéronautigue. Une des
di cultés est le probléme de I'explosion combinatoire. Nous pensons que le model-checking
et le model-checking temps réel ont un réle a jouer dans la véri cation des systémes
avionigues parce qu'il est bien adapté a la véri cation des systémes distribués temps réel.

En particulier, les asynchronismes des architectures GALS peuvent activer des fautes
de concurrence. De plus, la dimension temporelle est trés importante dans le contexte
avionique. C'est pour cette raison que nous avons proposé une expérimentation de véri -
cation de contraintes temporelles dans ce contexte. Cette expérimentation contribue trés
modestement a montrer que le model-checking peut s'appliquer et aider a détecter au plus
tét des erreurs spéci ques aux systémes distribués temps réel.

La contribution principale de cette thése est une méthode de réduction par symétrie
pour les TPN. Les méthodes de réduction par symétrie font face a deux problémes :
I'identi cation des symétries et la réduction des espaces d'états.

Un chapitre a été consacré a l'état de l'art des méthodes de réduction par symétrie.
Deux approches pour l'identi cation des symétries y ont été présentées. La premiére repose
sur des annotations du modéle (les scalarsets) et la deuxiéme sur la détection automatique.
La détection automatique est la méthode la plus générale, précise et simple mais au détri-
ment de I'e cacité. Les scalarsets o rent l'avantage de la simplicité pour l'utilisateur et
de I'e cacité au détriment de la généralité et de la précision sur les groupes construits.

Plusieurs méthodes de réduction par symétrie ont été présentées. Les méthodes qui
consistent a itérer sur les symétries d'un groupe ou sur les états, sont limitées par la taille
exponentielle des groupes ou des espaces d'états. Les méthodes exploitant la recherche
avec retour arriere comme les méthodes de calcul du représentant canonique nécessitent,
pour étre e caces, de disposer d'un ordre total sur les états. Dans le cas des modéles non
temporisés, cet ordre total est I'ordre lexicographique sur les vecteurs d'entiers. Les choses
se compliquent pour les modéles temporisés a cause de la dimension temporelle et de sa
représentation par une matrice de di érences. Une méthode pour les automates temporisés
a été présentée.

Il n'existe pas & notre connaissance de méthode de réduction par symétrie pour les
TPN. Mes travaux de these comblent ce vide.

Notre méthode identi e les symétries par construction via un opérateur de composi-
tion symétrique. Cet opérateur de composition est tres genéral. || permet de construire un
réseau symétrique par composition de sous-réseaux, sans contrainte sur les synchronisa-
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tions et quelque soit le groupe de symétrie. Un groupe des symétries du réseau est calculé,
isomorphe a celui spéci é par I'utilisateur. Nous ne savons pas s'il permet de décrire toutes
les symétries du réseau construit. Un probléme analogue est celui de déterminer le groupe
des automorphismes d'un graphe de Cayley. Ce probléme n'a pas de solution générale
connue a ce jour.

L'opérateur de composition o re une solution e cace, générale et précise au probleme
de l'identi cation des symétries, au détriment de la simplicité d'utilisation. Néanmoins,

il est assez simple de proposer a l'utilisateur des constructions de plus haut niveau, cor-
respondant a des architectures de systémes dont les symétries sont connues, par exemple
des pools, des anneaux, des hypercubes,.... Ces constructions seraient, du point de vue
de l'utilisateur, aussi simples d'utilisation que les scalarsets.

L'objectif est d'utiliser les symétries des réseaux pour réduire la taille de leurs espaces
d'états. Il s'agit de construire un quotient de I'espace d'états par la relation d'équivalence
induite par les symétries. Le probléme fondamental pour cette construction est le probléme
de l'orbite. Ce dernier n'a pas de solution e cace dans le cas général.

Nous avons ensuite montré que les symétries d'un réseau induisent des symétries dans le
graphe des classes. Il est possible de construire un quotient d'un graphe des classes a partir
de la relation d'équivalence induite par les symétries du réseau. Ces quotients préservent
l'accessibilité modulo les symétries. Nous proposons une méthode de construction de ces
quotients.

LesTPN sont des modéles temporisés. La dimension temporelle des réseaux restreint
I'application des méthodes de réduction développées pour les modeles non temporisés.
Nous avons dé ni un ordre total sur les transitions équivalentes par symétrie, a partir
duquel est construite une représentation particuliere des classes. Dans cette représenta-
tion, l'information temporelle associée a une transition est abstraite par sa position dans
I'ordre total. Cela permet de décider si une transition est sensibilisée depuis plus longtemps
gu'une autre transition équivalente et de calculer une plus petite classe dans une orbite.
La dé nition de cet ordre est une des contributions de cette thése.

Nous avons dé ni une méthode de canonisation pour la classe des réseaux & composants
disjoints (RCD). Cette classe est dé nie grace a notre opérateur de composition. Décider
si un réseau appartient a cette classe de réseaux se ramene au probleme de l'isomorphisme
de groupe, au moins aussi di cile que celui de l'isomorphisme de graphes. Cependant, la
précision de notre construction permet de dé nir des conditions su santes sur l'opéra-
teur permettant d'obtenir des RCD. La dé nition des RCD généralise des résultats de la
littérature obtenus dans le contexte du model-checking non temporisé et des automates
temporisés.

Un des avantages de notre ordre total sur les transitions équivalentes est qu'il permet
I'application de méthodes développées pour les modéles non temporisés a la réduction du
graphe des classes deBP N. En particulier, pour un groupe de symétries isomorphe &5,,
nous pouvons calculer le représentant canonique d'une classe, en temps polynomial.

Le dernier chapitre de cette thése présente une implémentation de I'opérateur de com-
position symétrique ainsi qu'une implémentation de notre méthode de réduction dans
TINA.

L'opérateur de composition exploite des algorithmes pour les groupes de permutations.
Ces algorithmes sont implémentés dans I'outil GAP et nous les appelons pour construire
les réseaux symétriques et calculer leurs symétries. Tous les exemples de cette thése ont
été construits par cette implémentation.

Notre méthode de réduction par calcul du représentant canonique est implémentée dans
TINA, pour la classe des réseaux que nous savons traiter e cacement. Cette implémenta-
tion valide I'e cacité de notre ordre total et de notre méthode de calcul du représentant
canonique. Des résultats expérimentaux encourageants ont été présentés.

138



Perspectives  Plusieurs évolutions de mes travaux sont envisageables. Ces perspectives
s'articulent sur trois axes : améliorer la phase de détection, élargir la classe des réseaux
pour lesquels des solutions e caces de réduction existent et étendre la méthode a d'autres
modeles de véri cation ou de symétrie.

Identi cation des symétries Si l'opérateur de composition est trés général, il n'est pas
en revanche assez simple d'utilisation. Le langage de composition décrit dans le
Chapitre 5 propose une couche d'abstraction sur cet opérateur qui simpli e son uti-
lisation. Un premiére amélioration est de proposer d'autres constructeurs de groupe :
cube, diédral, ... qui correspondent a des architectures dont les symétries sont connues.
L'autre possibilité est de dé nir un langage d'étiquettes symboliques qui permette de
construire simplement les spéci cations de synchronisation. Par exemple dans le cas
d'une symétrie en anneau on pourrait proposer des étiquettesnext, prev et pour
des symétries totales des étiquettesothers, self qui désignent, respectivement,
tous les autres composants et le représentant de la sorte.

Une autre piste d'amélioration serait de proposer une approche mixte entre détection
automatigue des symétries et construction. Une premiére solution serait d'utiliser la
détection automatique sur des petits composants puis d'utiliser I'opérateur de com-
position pour construire de plus grand réseaux a partir de ces composants en utilisant
les symétries détectées. On pourrait aussi utiliser la détection automatique a poste-
riori de la construction, pour détecter si le réseau construit posséde plus de symétries
gue celles spéci ées.

Exploitation des symétries La classe des RCD, si elle permet des réductions e caces,
est relativement restreinte par rapport & la classe des réseaux qu'il est possible de
construire par compositions symeétriqgues. Une perspective est d'élargir les construc-
tions pour lesquelles nous proposerions des solutions de réduction e caces.

Une premiére amélioration serait d'étendre la classe des groupes simples. Par exemple,
la condition su sante permettant de décider qu'un RCD est un anneau, repose sur le
fait que dans une symétrie circulaire le stabilisateur d'un point dansG est trivial. Or,

la théorie des groupes dit que tous les groupes commutatifs véri ent cette propriété.

Il serait peut étre possible d'étendre la classe des RCD aux groupes commutatifs.
Plus généralement, il existe des résultats de la théorie des groupes ou certains pro-
blémes qui n'ont pas de solution e cace dans le cas général en ont pour certaine
classes de groupes. Le probléme de l'orbite étant lié & des probléemes de la théorie
des groupes, nous pourrions éventuellement pro ter de ces résultats pour obtenir des
méthodes de réduction e caces.

Une deuxiéme amélioration serait d'utiliser des algorithmes de recherche avec retour
arriére. Ces méthodes sont générales puisqu'elles s'appliquent a tous les groupes
de permutation. Naturellement, cela se fait au détriment de I'e cacité. Néanmoins,
des optimisations de la recherche sont possibles, qui consistent a élaguer l'arbre de
recherche au plus tét. Peut étre que certaines architectures de systéme pourraient
donner des hypotheses nous évitant I'exploration de certaines branches et ainsi ob-
tenir une réduction e cace.

Logiques temporelles Notre méthode de réduction pourrait étre étendue a d'autres
classes de propriétés. Nous nous sommes concentrés sur les propriétés d'accessibilité.
Notre construction s'applique aujourd’hui a I'abstraction des classes dites linéaires
qui préserve LTL. Nous pourrions exploiter nos travaux a n de véri er des formules
de LTL.
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De plus, TINA propose une abstraction dite des classes atomiques qui préserve la
logique CTL. Nous conjecturons que notre méthode de réduction peut s'étendre a

cette abstraction. Il serait alors possible de faire évoluer notre méthode de réduction

pour gu'elle permette de véri er des formules de CTL.

Symétries de données Notre approche est basée sur I'exploitation des symétries struc-
turelles d'un systeme pour lesTPN. Elle permet de réduire des systemes tempori-
sés. Des travaux existent sur I'exploitation des symétries de données. Nous pourrions

étendre notre méthode pour y inclure les symétries de données et, ainsi, proposer
une méthode de réduction pour les modéles FIACRE.
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