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❛♥❞ &❤❡✐, ,❡%♣❡❝&✐✈❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ❞✉,✐♥❣ ❛♥ ✐♥%&❛❜✐❧✐&② ❝②❝❧❡ ✐% ♥❡❡❞❡❞ &♦ ♠♦,❡

♣,❡❝✐%❡❧② ✉♥❞❡,%&❛♥❞ &❤❡✐, ,❡❧❛&✐♦♥ &♦ ❡❛❝❤ ♦&❤❡,✳ ❚❤✐% ✐♥ &✉,♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇

&♦ ✜♥❞ ✇❤✐❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐%♠✭%✮ ❞,✐✈❡% &❤❡ ♦❜%❡,✈❡❞ ✐♥%&❛❜✐❧✐&②✳ ■♥ ♦,❞❡, &♦

❛❝❤✐❡✈❡ &❤✐% ❤♦✇❡✈❡,✱ ❤✐❣❤ ,❡♣❡&✐&✐♦♥ ,❛&❡ ✐% ♥❡❡❞❡❞ ❢♦, &❤❡ ♠❡❛%✉,❡♠❡♥&%✳

❲❤✐❧❡ &❤❡ ✉%❡ ♦❢ ♠✐❝,♦♣❤♦♥❡% ❣✐✈❡% ❛❝❝❡%% &♦ %✉❝❤ ♠❡❛%✉,❡♠❡♥&% ❢♦, &❤❡

❛❝♦✉%&✐❝ ♣,❡%%✉,❡✱ &❤❡ ♦&❤❡,% ❛,❡ ♠♦,❡ ❞✐✣❝✉❧& &♦ ♦❜&❛✐♥✳ ❆♠♦♥❣ &❤❡♠✱ ✐♥

♣❛,&✐❝✉❧❛,✱ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛&✐♦ ✐% %&✐❧❧ ❞✐✣❝✉❧& &♦ ♠❡❛%✉,❡✳ ❚❤✐% ✐% ✇❤② ♦♥❡

♦❢ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡% ♦❢ &❤✐% ✇♦,❦ ✐% &♦ ✐♥%♣❡❝& &❤❡ ❢❡❛%✐❜✐❧✐&② ♦❢ ❡6✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛✲

&✐♦ ♠❡❛%✉,❡♠❡♥&% ❜② ❧❛%❡, ❛❜%♦,♣&✐♦♥ ✐♥ ❛ &✉,❜✉❧❡♥& %✇✐,❧❡❞ ❛✐,✲♣,♦♣❛♥❡ ❜✉,♥❡,✳

❚❤❡ ♦&❤❡, ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ♦❢ &❤✐% ✇♦,❦ ✐% &♦ ♣✉& ❢♦,✇❛,❞ ❛ ♣♦%&✲♣,♦❝❡%%✐♥❣ ♠❡&❤♦❞

&❤❛&✱ ❛%%♦❝✐❛&❡❞ &♦ %✉❝❤ ♠❡❛%✉,❡♠❡♥&%✱ ❝❛♥ ❧❡❛❞ &♦ ❜❡&&❡, ✐♥%✐❣❤&% ♦♥ &❤❡

♠❡❝❤❛♥✐%♠% ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐% ♠❡&❤♦❞ &❛❦❡% ❛❞✈❛♥&❛❣❡ ♦❢ ❡✈❡, ✐♥❝,❡❛%✐♥❣ ❛❝❝❡%%

&♦ &✐♠❡ ,❡%♦❧✈❡❞ ❞❛&❛ ♦♥ ❝♦♠❜✉%&✐♦♥ ✐♥%&❛❜✐❧✐&✐❡%✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛,&✐❝✉❧❛, ❞✐❛❣♥♦%&✐❝%

❣✐✈✐♥❣ ✷❉ ♦, ✸❉ ,❡%✉❧&%✳

■♥ ♦,❞❡, &♦ ❞♦ %♦✱ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥✉%❝,✐♣& %&❛,&% ✇✐&❤ ✐♥ ❛♥ ✐♥&,♦❞✉❝&✐♦♥

❣✐✈✐♥❣ ❜❛❝❦❣,♦✉♥❞ ✐♥❢♦,♠❛&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ♣♦%%✐❜❧❡ ❞✐❛❣♥♦%&✐❝ &❡❝❤♥✐6✉❡% ❛♥❞

♣♦%&✲♣,♦❝❡%%✐♥❣ ♠❡&❤♦❞% ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦, &❤❡ %&✉❞② ♦❢ ❝♦♠❜✉%&✐♦♥ ✐♥%&❛❜✐❧✐&✐❡%✳

■♥ &❤❡ ✜,%& ❝❤❛♣&❡,✱ ❛ ❞❡%❝,✐♣&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &✇♦ %&❛❣❡✱ ♣,♦♣❛♥❡ ❢✉❡❧❡❞ %✇✐,❧❡❞

❜✉,♥❡, ✉%❡❞ ✐♥ &❤❡ %&✉❞②✱ ❛% ✇❡❧❧ ❛% &❤❡ ❛♣♣❛,❛&✉% ✉%❡❞ ❢♦, &❤❡ ♠❡❛%✉,❡♠❡♥&%
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♣❧❛❝❡❞ ✐♥ /❤❡ ✐♥❥❡❝/✐♦♥ /✉❜❡ ❛♥❞ ❝♦♠❜✉#/✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡2 ♦❢ /❤❡ ❜✉2♥❡2✱ ❖❍✯

❝❤❡♠✐❧✉♠✐♥❡#❝❡♥❝❡ ♠❡❛#✉2❡♠❡♥/# ❜② ❛ ♣❤♦/♦♠✉❧/✐♣❧✐❡2 /✉❜❡✱ ❤✐❣❤ #♣❡❡❞ ✢❛♠❡

✐♠❛❣✐♥❣✱ ❖❍ <❧❛♥❛2 ▲❛#❡2 ■♥❞✉❝❡❞ ❋❧✉♦2❡#❝❡♥❝❡ ♠❡❛#✉2❡♠❡♥/#✱ ❛# ✇❡❧❧ ❛#

❧❛#❡2 ❛❜#♦2♣/✐♦♥ ♠❡❛#✉2❡♠❡♥/# ❢♦2 ❡A✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 2❛/✐♦ ❡#/✐♠❛/✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤
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✢✉❝/✉❛/✐♦♥#✳
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✐♠❛❣❡# #❤♦✇❡❞ /❤❛/ ✇❤✐❧❡ ❛ #/2♦♥❣ ✈♦2/❡① 2♦❧❧ ✉♣ ♦❢ /❤❡ ✢❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜#❡2✈❡❞ ✐♥

❛①✐❛❧ ✈✐❡✇#✱ /❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥/ ♦❢ /❤❡ ■♥♥❡2 ❘❡❝✐2❝✉❧❛/✐♦♥ ❩♦♥❡ ✭■❘❩✮✱ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤

/❤❡ ✢❛♠❡ ✐# #/❛❜✐❧✐③❡❞✱ ✐# ♠♦2❡ ❝♦♠♣❧❡①✿ 2❛❞✐❛❧ ✈✐❡✇# #❤♦✇❡❞ /❤❛/ ✐♥ /❤❡ /✇♦

❧❡❛♥❡#/ ❝❛#❡#✱ /❤❡ ■❘❩ ❤❛# ❛♥ ❡❧❧✐♣/✐❝❛❧ #❤❛♣❡ /❤❛/ /✉2♥# ❛2♦✉♥❞ /❤❡ ❝❤❛♠❜❡2#✬
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❤♦✇❡✈❡2 ❡①❤✐❜✐/❡❞ ❛ ❞✐✛❡2❡♥/ ❜❡❤❛✈✐♦2✱ ✇❤❡2❡ ❛♥ ❛❧♠♦#/ ❝✐2❝✉❧❛2 ■❘❩ ♦#❝✐❧❧❛/❡#

❛2♦✉♥❞ ❛ #/❛❜❧❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ /❤❡ ❞✐#/❛♥❝❡ /♦ /❤❡ ✐♥❥❡❝/♦2✳ ❚❤✐# ✐# ❛❧#♦
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❇❛❝❦❣2♦✉♥❞ ❖2✐❡♥/❡❞ ❙❝❤❧✐❡2❡♥ #❤♦✇# /❤❛/ ❞❡♥#✐/② ✢✉❝/✉❛/✐♦♥# ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
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❜'<❧❡✉'✿ ♣♦✉' ❞❡+ '✐❝❤❡++❡+ ✐♥❢#'✐❡✉'❡+ > ✵✳✽✷ ❛✉ ❞#❜✐! ❞✬✐♥❥❡❝!✐♦♥ ❝❤♦✐+✐✱ ❧❛

❢'#.✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥+!❛❜✐❧✐!# ♣'#+❡♥!#❡ ♣❛' ❧❡ ❜'<❧❡✉' ❛✉❣♠❡♥!❡ ❛✈❡❝ ❧❛ '✐❝❤❡++❡

✉!✐❧✐+#❡✱ ♠❛✐+ +♦♥ ❛♠♣❧✐!✉❞❡ '❡+!❡ +!❛❜❧❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡'+❡✱ ♣♦✉' ✉♥❡ '✐❝❤❡++❡

+✉♣#'✐❡✉'❡ > ✵✳✽✷✱ ❧❛ ❢'#.✉❡♥❝❡ '❡+!❡ ❧❛ ♠C♠❡✱ ♠❛✐+ ❧✬❛♠♣❧✐!✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥+!❛❜✐❧✐!#

❞✐♠✐♥✉❡✳ ❙✉✐!❡ > ❝❡+ ♦❜+❡'✈❛!✐♦♥+✱ ❧❡+ ♣♦✐♥!+ ❞❡ ❢♦♥❝!✐♦♥♥❡♠❡♥! > '✐❝❤❡++❡ ✵✳✼✹✱

✵✳✽✷ ❡! ✵✳✾✹ ♦♥! #!# +#❧❡❝!✐♦♥♥#+ ♣♦✉' ✉♥❡ ❛♥❛❧②+❡ ❡♥ ❞#!❛✐❧✳ ❈❡!!❡ ♣'❡♠✐J'❡

#!❛♣❡ ❛ ♣❡'♠✐+ ❞❡ ❝♦♥✜'♠❡' .✉❡ !♦✉!❡+ ❧❡+ ♠❡+✉'❡+ ❡✛❡❝!✉#❡+ ♠♦♥!'❡♥! ❧❛

♣'#+❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦'!❡ ♦+❝✐❧❧❛!✐♦♥ > ❧❛ ♠C♠❡ ❢'#.✉❡♥❝❡✱ ❛✉!♦✉' ❞❡ ✶✾✷ ❍③ ♣♦✉' ❧❛

'✐❝❤❡++❡ ❧❛ ♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡! ❞❡ ✷✶✷ ❍③ ♣♦✉' ❧❡+ '✐❝❤❡++❡+ ♣❧✉+ #❧❡✈#❡+✳ ❉❡ ♣❧✉+✱

✉♥❡ ❝♦''#❧❛!✐♦♥ ✐♠♣♦'!❛♥!❡ > ❝❡+ ❢'#.✉❡♥❝❡+ ❡♥!'❡ !♦✉!❡+ ❧❡+ ♠❡+✉'❡+ ❝♦♥✜'♠❡

❜✐❡♥ .✉❡ !♦✉!❡+ ❧❡+ ❣'❛♥❞❡✉'+ ♠❡+✉'#❡+ +♦♥! ✐♠♣❧✐.✉#❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ♣❤#♥♦♠J♥❡

❞✬✐♥+!❛❜✐❧✐!#✳

❉❛♥+ ✉♥ +❡❝♦♥❞ !❡♠♣+✱ ❧❡+ ❞#♠❛'❝❤❡+ ♣♦✉' ♦❜!❡♥✐' ✉♥❡ ♠❡+✉'❡ ❞❡+ ✢✉❝!✉❛!✐♦♥+

❞❡ '✐❝❤❡++❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❜'<❧❡✉' > ♣❛'!✐' ❞❡ ❧✬❛❜+♦'♣!✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛+❡' ✐♥❢'❛'♦✉❣❡ ♣❛' ❧❡

❝❛'❜✉'❛♥! ❞❛♥+ ❧❡+ ❣❛③ ❢'❛✐+ ♦♥! #!# ❡✛❡!✉#❡+✳ ❊♥ ♣❛'!✐❝✉❧✐❡'✱ ✉♥❡ ♠❡+✉'❡ ❞❡ ❧❛

✢✉❝!✉❛!✐♦♥ ❞❡ ❧✬#♣❛✐++❡✉' ❞❡ ❣❛③ ❢'❛✐+ !'❛✈❡'+#❡ ♣❛' ❝❡ ❧❛+❡' ❡+! ♥#❝❡++❛✐'❡ ❛✉ ✈✉

❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉'❛!✐♦♥ ❞✉ ❜'<❧❡✉'✳ ❈❡!!❡ ♠❡+✉'❡ #!❛♥! ❡✛❡!✉#❡ > ♣❛'!✐' ❞✬✐♠❛❣❡+

S▲■❋ ❜❛++❡ ❝❛❞❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②+❡ ♣❛' ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣❤❛+❡ ✉!✐❧✐+❛♥! ❧❛ ♣'❡++✐♦♥

❞❛♥+ ❧✬✐♥❥❡❝!❡✉' ❝♦♠♠❡ '#❢#'❡♥❝❡ ❛ #!# ♠✐+❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡' +❛ ✈❛❧✐❞✐!❡✱

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣❤❛+❡ ❛ #!# ❡♠♣❧♦②#❡ ♣♦✉' !♦✉+ ❧❡+ ❞✐❛❣♥♦+!✐.✉❡+✳ ❈❡!!❡ ❛♥❛❧②+❡

❛ ♣❡'♠✐+ ❞❡ ❝♦♥✜'♠❡' .✉❡ ❜✐❡♥ .✉❡ ❧❡ ❞#♣❤❛+❛❣❡ ❡♥!'❡ ♣'❡++✐♦♥ ❞❛♥+ ❧✬✐♥❥❡❝!❡✉'

❡! ❞❛♥+ ❧❛ ❝❤❛♠❜'❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉+!✐♦♥ ❞#♣❡♥❞❡ ❞✉ ♣♦✐♥! ❞❡ ❢♦♥❝!✐♦♥♥❡♠❡♥!✱ ❝❡❧✉✐

❡♥!'❡ ❧❛ ♣'❡++✐♦♥ ❞❛♥+ ❧❛ ❝❤❛♠❜'❡ ❡! ❧❡ ❞#❣❛❣❡♠❡♥! ❞❡ ❝❤❛❧❡✉' '❡+!❡♥! .✉❛+✐

✐❞❡♥!✐.✉❡+✳ ▲❡+ ✜❧♠+ ❞❡ ❇❖❙ ♠❡!!❡♥! ❡♥ #✈✐❞❡♥❝❡ ♣♦✉' !♦✉+ ❧❡+ ♣♦✐♥!+ ❞❡

❢♦♥❝!✐♦♥♥❡♠❡♥! ❧❛ ❝♦♥✈❡❝!✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ !❡♠♣#'❛!✉'❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ ✢❛♠♠❡✳

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣❤❛+❡ ❞❡+ ❝❤❛♠♣+ S▲■❋ ❖❍ ❛①✐❛✉① ❡! '❛❞✐❛✉① ❛ ♣❡'♠✐+ ❞❡

♠♦♥!'❡' ✉♥ ❝♦♠♣♦'!❡♠❡♥! ❞❡ ❧❛ ✢❛♠♠❡ ♣❧✉+ ❝♦♠♣❧❡①❡ .✉✬> ♣'❡♠✐J'❡ ✈✉❡✿

❞❛♥+ ❧❡+ !'♦✐+ ❝♦♥❞✐!✐♦♥+ ❞✬✐♥❥❡❝!✐♦♥✱ ❧❛ ✢❛♠♠❡ ♣'#+❡♥!❡ ✉♥ ❧Y❝❤❡' ❞❡ ✈♦'!❡① >

❧❛ ❢'#.✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥+!❛❜✐❧✐!# ❡♥ ♣'❡++✐♦♥✱ ♠❛✐+ ❧❡ ❝♦♠♣♦'!❡♠❡♥! ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡

'❡❝✐'❝✉❧❛!✐♦♥ ✐♥!❡'♥❡ ✭■❘❩✮ ❝❤❛♥❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡!✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❧❡ ♣❧✉+ '✐❝❤❡✱ ❧✬■❘❩ ❡+!

'❛❞✐❛❧❡♠❡♥! ❞❡ ❢♦'♠❡ .✉❛+✐✲❝✐'❝✉❧❛✐'❡✱ ❡! ♦+❝✐❧❧❡ ❛③✐♠✉!❛❧❡♠❡♥! ❛✉ ❝♦✉'+ ❞✬✉♥

❝②❝❧❡ ❛✉!♦✉' ❞✬✉♥❡ ♣♦+✐!✐♦♥ +!❛❜❧❡ ❞#♣❡♥❞❛♥! ❞❡ ❧❛ ❞✐+!❛♥❝❡ > ❧✬✐♥❥❡❝!❡✉'✳ S♦✉'

❧❡+ ❞❡✉① ❝❛+ ❧❡+ ♠♦✐♥+ '✐❝❤❡+ ♣❛' ❝♦♥!'❡✱ ❧✬■❘❩ ❡+! ❡♥ ❢❛✐! ❞❡ ♣'♦✜❧ ❡❧❧✐♣!✐.✉❡✱

❡! !♦✉'♥❡ ❛✉!♦✉' ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜'❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉+!✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡+

✢✉❝!✉❛!✐♦♥+ ❞❡ '✐❝❤❡++❡ > ♣❛'!✐' ❞❡+ ♠❡+✉'❡+ ❞✬❛❜+♦'♣!✐♦♥ ❡! ❞❡+ ✐♠❛❣❡+ S▲■❋ ❛

#!# !❡♥!#✳ ❊♥ ❡✛❡!✱ ❝❡+ ❞❡'♥✐J'❡+ +♦♥! ♥#❝❡++❛✐'❡+ ❞❛♥+ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉'❛!✐♦♥ ✉!✐❧✐+#❡

❞❛♥+ ❝❡!!❡ #!✉❞❡✱ ❝❛' ❧❡ ❧❛+❡' ❛❜+♦'❜# ♣❛++❡ ❞❛♥+ ❧❛ ✢❛♠♠❡✱ ❡! ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥!'❡

'✐❝❤❡++❡ ❡! ❛❜+♦'♣!✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉! C!'❡ ❢❛✐! .✉❡ +✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉' ❞❡ ❣❛③ ❢'❛✐+ !'❛✈❡'+#

❡+! ❝♦♥♥✉❡✳ ▼❛❧❤❡✉'❡✉+❡♠❡♥!✱ ❧❛ +!❛❜✐❧✐+❛!✐♦♥ ❢♦'!❡ ❞❡ ❧❛ ✢❛♠♠❡ ❛✉!♦✉' ❞❡



❘!"✉♠! ①✐

❧✬■❘❩ ♥✬❛ ♣❛* ♣❡,♠✐* ❞✬❡*/✐♠❛/✐♦♥ ♣,1❝✐*❡ ❞❡ ❝❡//❡ ❧♦♥❣✉❡✉, ❞❡ ❣❛③ ❢,❛✐* ❛✉

❝♦✉,* ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡✱ ❞✐♠✐♥✉❛♥/ ❢♦,/❡♠❡♥/ ❧❛ ♣,1❝✐*✐♦♥ ❞❡* ,1*✉❧/❛/* ♦❜/❡♥✉* *✉, ❧❛

,✐❝❤❡**❡✳ ■❧ *❡♠❜❧❡ ♥1❛♥♠♦✐♥* <✉❡ ❞✬✐♠♣♦,/❛♥/❡* ✢✉❝/✉❛/✐♦♥* ❞❡ ,✐❝❤❡**❡ *♦✐❡♥/

♣,1*❡♥/❡* ❞❛♥* ❧❡ ❜,>❧❡✉,✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ 1/✉❞❡ ♣❛, ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦*✐/✐♦♥ ✭❉▼❉✮ ❞❡* ♠❡*✉,❡* ❤❛✉/❡

❝❛❞❡♥❝❡ ❛ 1/1 ❡✛❡❝/✉1❡✳ ❈❡//❡ ♠1/❤♦❞❡ ❞✬❡①/,❛❝/✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡* ♣❡,♠❡/ ❞✬♦❜/❡♥✐,

❞❡* */,✉❝/✉,❡* ❝♦❤1,❡♥/❡* G ♣❛,/✐, ❞❡ ♠❡*✉,❡* /❡♠♣♦,❡❧❧❡♠❡♥/ ,1*♦❧✉❡*✱ ♠❛✐* ♥1✲

❝❡**✐/❡ ❧✬❛❝❝I* G ❞❡* ❝❤❛♠♣* ✷❉ ♦✉ ✸❉✳ ▲✬✉/✐❧✐*❛/✐♦♥ ❞❡ ❝❡//❡ ❞1❝♦♠♣♦*✐/✐♦♥ *✉,

❧❡* ✜❧♠* ❞❡ ❝❛♠1,❛ ,❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✢❛♠♠❡ ❛ ♣❡,♠✐* ❞❡ ❝♦♥✜,♠❡, <✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ G

✶✾✷✲✷✶✷ ❍③ ❡*/ ❜✐❡♥ ❧❡ ♠♦❞❡ ♣,1❞♦♠✐♥❛♥/ ❞❛♥* ❧❡* ♠♦✉✈❡♠❡♥/* ❞❡ ❧❛ ✢❛♠♠❡

❡❧❧❡✲♠Q♠❡✱ ❡/ ✉♥❡ ♣,♦❥❡❝/✐♦♥ ❞❡* *✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣,❡**✐♦♥ ❛✐♥*✐ <✉❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❧✉♠✐✲

♥❡*❝❡♥❝❡ ❖❍ *✉, ❝❡* ♠♦❞❡* ♣❡,♠❡/ ❞❡ ,❡/,♦✉✈❡, ❞❡* ,1*✉❧/❛/* *✐♠✐❧❛✐,❡* G ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣❤❛*❡✳ ■❧ ❡*/ ❝❡♣❡♥❞❛♥/ ♠♦♥/,1 <✉❡ ♣♦✉, ,1❡❧❧❡♠❡♥/ ♦❜/❡♥✐, ❞❡*

,1*✉❧/❛/* <✉❛♥/✐/❛/✐❢*✱ ✉♥❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ♠♦②❡♥♥❛♥/ ❞❡* ❉▼❉ ❝❛❧❝✉❧1❡* *✉, ❞✐✛1✲

,❡♥/ 1❝❤❛♥/✐❧❧♦♥* ❞❡ ❧❛ ♠Q♠❡ ♠❡*✉,❡ ❞❡ ♠❛♥✐I,❡ *✐♠✐❧❛✐,❡ G ✉♥ ♣1,✐♦❞♦❣,❛♠♠❡

❡*/ ♥1❝❡**❛✐,❡✳ ❉❡* ,1*✉❧/❛/* ♣❧✉* <✉❛❧✐/❛/✐❢* *♦♥/ ❝❡♣❡♥❞❛♥/ ❛//❡✐❣♥❛❜❧❡* ❡♥

✉/✐❧✐*❛♥/ ❞❡* 1❝❤❛♥/✐❧❧♦♥* ❞❡ /❛✐❧❧❡ ,1❞✉✐/❡✳





❈♦♥#❡♥#%

❆❜"#$❛❝# ✈

❘)"✉♠) ✐①

◆♦♠❡♥❝❧❛#✉$❡ ①①✈

■♥#$♦❞✉❝#✐♦♥ ✶

✶ ❊①♣❡$✐♠❡♥#❛❧ "❡#✉♣ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦"#✐❝" ✉"❡❞ ✶✺

✶✳✶ ❚❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉,♥❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷ ❉②♥❛♠✐❝ 6,❡77✉,❡ ♠❡❛7✉,❡♠❡♥87 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✸ ❍❡❛8 ,❡❧❡❛7❡ ,❛8❡ ♠❡❛7✉,❡♠❡♥87 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✹ ❊?✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛8✐♦ ❜② ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣8❤ ❧❛7❡, ❛❜7♦,♣8✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✺ ❚❡♠♣❡,❛8✉,❡ ♠❡❛7✉,❡♠❡♥8✿ ❇❛❝❦❣,♦✉♥❞ ❖,✐❡♥8❡❞ ❙❝❤❧✐❡,❡♥ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✻ ❙✉♠♠❛,②✿ ❞✐❛❣♥♦78✐❝7 ✉7❡❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷ ●❡♥❡$❛❧ ❛♥❛❧②"✐" ♦❢ #❤❡ ✢❛♠❡✿ "#❛#✐"#✐❝❛❧ $❡"✉❧#" ✸✾

✷✳✶ ❚❡♠♣❡,❛8✉,❡ ❡✈♦❧✉8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ❜❡♥❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✷ ❆❝♦✉78✐❝ ,❡7♣♦♥7❡ 8♦ ✈❛,✐♦✉7 ❡①♣❡,✐♠❡♥8❛❧ ❝♦♥❞✐8✐♦♥7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✸ ❘❡❝♦,❞✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛8 ,❡❧❡❛7❡ ,❛8❡ ❡✈♦❧✉8✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✹ ❆✈❡,❛❣❡ 7❤❛♣❡ ♦❢ 8❤❡ ✢❛♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✺ ▼❡❛7✉,✐♥❣ 8❤❡ ❡?✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛8✐♦ ❛♥❞ 8❡♠♣❡,❛8✉,❡ ✢✉❝8✉❛8✐♦♥7 ✳ ✺✷

✷✳✻ ❚❡♠♣❡,❛8✉,❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉7✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸ ▼❡❛"✉$❡♠❡♥# ♦❢ ❡D✉✐✈❛❧❡♥❝❡ $❛#✐♦ ✢✉❝#✉❛#✐♦♥" ❛# #❤❡ ❝❤❛♠❜❡$

✐♥❧❡# ✻✸

✸✳✶ ❈♦♥8❡①8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✷ 6,✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ 8❤❡ ❡?✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛8✐♦ ♠❡❛7✉,❡♠❡♥8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✸ 6,✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ♣❤❛7❡ ❛✈❡,❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✹ ❊✈♦❧✉8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ♣❤❛7❡ 7❤✐❢8 ❜❡8✇❡❡♥ ❖❍✯ ❝❤❡♠✐❧✉♠✐♥❡7❝❡♥❝❡✱

✐♥❥❡❝8♦, ❛♥❞ ❝❤❛♠❜❡, ♣,❡77✉,❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✺ ❚❡♠♣❡,❛8✉,❡ ❝②❝❧❡7 ✐♥ 8❤❡ ❜✉,♥❡,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✻ ❊✈♦❧✉8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ■❘❩ 7❤❛♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽



①✐✈ ❈♦♥#❡♥#%

✸✳✼ ❯'❡ ♦❢ +❤❡ ♣❤❛'❡ ❛✈❡/❛❣❡ +♦ ♦❜+❛✐♥ +❤❡ ❡3✉✐✈❛❧❡♥❝❡ /❛+✐♦ ❢/♦♠

❛❜'♦/❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ▲■❋ ♠❡❛'✉/❡♠❡♥+'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✽ ❊3✉✐✈❛❧❡♥❝❡ /❛+✐♦ ✢✉❝+✉❛+✐♦♥' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹ ❋"♦♠ ❍✐❣❤ )♣❡❡❞ ❞✐❛❣♥♦)/✐❝) /♦ ✢❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝)✿ /❤❡ ❉②♥❛♠✐❝

▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦)✐/✐♦♥ ✶✶✺

✹✳✶ E/✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦/✐+❤♠ ♦❢ +❤❡ E❖❉✱ /❡'✉❧+' ♦❜+❛✐♥❡❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✷ ❘❡'✉❧+' ♦❢ +❤❡ E❖❉ ♦♥ ❡①♣❡/✐♠❡♥+❛❧ ❞❛+❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✹✳✸ E/✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦/✐+❤♠ ♦❢ +❤❡ ❉▼❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✹ ❊①+❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ❙+❛❝❦❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦'✐+✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✹✳✺ E/❡❝✐'✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉/❛❝② ♦❢ +❤❡ ❉▼❉✿ ✈❡/✐✜❝❛+✐♦♥ ♦♥ ❛ '②♥+❤❡+✐❝

'✐❣♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✳✻ ❉②♥❛♠✐❝' ♦❢ +❤❡ ✢❛♠❡ ❢/♦♠ ❝❤❡♠✐❧✉♠✐♥❡'❝❡♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✹✳✼ ❆❞❞✐♥❣ ✐♥❢♦/♠❛+✐♦♥ ❢/♦♠ ♦+❤❡/ '✐❣♥❛❧'✿ ❊❉▼❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✶✻✼

❆ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛"❛♠❡/❡") ✐♥ /❤❡ ♣❤❛)❡ ❛✈❡"❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛/✐♦♥ ✶✼✸

❆✳✶ ❚❤❡ +✇♦ ♠❡+❤♦❞' ♦❢ ♣❤❛'❡ ❞❡+❡/♠✐♥❛+✐♦♥ +❡'+❡❞✿ ❍✐❧❜❡/+ +/❛♥'✲

❢♦/♠ ❛♥❞ ③❡/♦✲❧❡✈❡❧ ❞❡+❡❝+✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

❆✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ✜❧+❡/✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

❆✳✸ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

❇ ❘❡♣❡❛/❛❜✐❧✐/② ♦❢ /❤❡ ♠❡❛)✉"❡♠❡♥/) ✶✽✸

❇✳✶ ●❡♥❡/❛❧ ✐♥❢♦/♠❛+✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

❇✳✷ ❉✐'♣❡/'✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❢/❡3✉❡♥❝✐❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

❇✳✸ ❉✐'♣❡/'✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❛♠♣❧✐+✉❞❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

❇✳✹ E❤❛'❡ ❞✐✛❡/❡♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ♣/❡''✉/❡ '✐❣♥❛❧' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

❘❡❢❡"❡♥❝❡) ✶✾✻

■♥❞❡① ✶✾✼



▲✐"# ♦❢ ❚❛❜❧❡"

✶✳✶ ❈❤❛%❛❝'❡%✐*'✐❝* ♦❢ '❤❡ ♠❛** ✢♦✇ ❝♦♥'%♦❧❧❡%*✳ 2%❡❝✐*✐♦♥ ✐* ❣✐✈❡♥

❢♦% '❤❡ '②♣✐❝❛❧ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ✉*❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛*✉%❡♠❡♥' ♦❢ '❤❡ ❛❝'✉❛❧

♦✉'♣✉' ♦❢ '❤❡ ♠❛**✲✢♦✇ ❝♦♥'%♦❧❧❡%* ❛❧❧♦✇* '♦ ❡♥*✉%❡ '❤❡ ❡%%♦% ❢♦%

❡❛❝❤ ♠❡❛*✉%❡♠❡♥'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✶ ❚✐♠✐♥❣ ♦❢ ♠❡❛*✉%❡♠❡♥'*✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✷ ❈❤♦*❡♥ ♦♣❡%❛'✐♥❣ ❝♦♥❞✐'✐♦♥*✱ α❂✺✵✪ ❢♦% ❛❧❧ ❝❛*❡*✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✸ ❘❛'✐♦* ♦❢ ♣%❡**✉%❡ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥* ❛♠♣❧✐'✉❞❡* ✐♥ '❤❡ ❝❤❛♠❜❡% ❛♥❞

✐♥❥❡❝'♦%✱ '❛❦✐♥❣ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' '❤❡ ♣❤❛*❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ θ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✶ 2❛%❛♠❡'❡%* ✉*❡❞ ❢♦% '❤❡ ♣❤❛*❡ ❛✈❡%❛❣✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥*✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
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'❤❡ ❝❤❛♠❜❡)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✺ ❙❝❤❡♠❛'✐❝# ♦❢ '❤❡ #❡'✉♣ ❢♦) '❤❡ '✇♦ '②♣❡# ♦❢ ♣❧❛♥❡# #'✉❞✐❡❞ ✇✐'❤

R▲■❋✱ )❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ♣❧❛♥❡#✳ ❋♦) '❤❡ ❛①✐❛❧ #❡'✉♣✱ '❤❡ ❝❛♠❡)❛

✐# ♣❡)♣❡♥❞✐❝✉❧❛) '♦ '❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❢♦) '❤❡ )❛❞✐❛❧ ♠❡❛#✉)❡♠❡♥'# '❤❡)❡

✐# ❛♥ ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ '❤❡ ❝❛♠❡)❛ ❧❡♥# ✐# ♣✉' ❛' '❤❡ ❙❝❤❡✐♠♣✢✉❣ ❛♥❣❧❡

'♦ ❡♥#✉)❡ ❢♦❝✉# ♦♥ '❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✻ ▼❡❛#✉)❡❞ ✭❝)♦##✮ ❛♥❞ #✐♠✉❧❛'❡❞ ✭♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡✮ ✢✉♦)❡#❝❡♥❝❡ #♣❡❝')❛

❝❡♥'❡)❡❞ ♦♥ '❤❡ Q1(1) ✭❧❡❢'✮ ❛♥❞ Q1(6) ✭)✐❣❤'✮ )♦'❛'✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞#✳
❚❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ #♣❡❝')❛ ❛)❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡)❛❣✐♥❣ R▲■❋ ♦✉♣✉'

✐♥ ❛ #♠❛❧❧ ♣❛)' ♦❢ '❤❡ ■❘❩ ♦✈❡) ✶✵✵ ✐♠❛❣❡#✱ ✇❤✐❧❡ '❤❡ #✐♠✉❧❛'✐♦♥

✐# ❞♦♥❡ ✉#✐♥❣ ▲■❋❇❛#❡ ✷✳✶✳✶ ❛' ❛ '❡♠♣❡)❛'✉)❡ ♦❢ ✶✼✵✵ ❑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✼ ■❧❧✉#')❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣)♦❝❡## ♦❢ ❣)✐❞ ❝♦))❡❝'✐♦♥✿ ✭❛✮ '❤❡ ♦)✐❣✐♥❛❧

❣)✐❞ ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ ❛❢'❡) ❝♦))❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛♥❣✉❧❛) ❞❡❢♦)♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡

❤♦)✐③♦♥'❛❧ ❧✐♥❡#✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ♦♥❝❡ '❤❡ ♣✐①❡❧ ♣✐'❝❤ ❤❛# ❜❡❡♥ ❝♦))❡❝'❡❞✳

❚❤❡ ❣)✐❞ ✐# ♠❛)❦❡❞ ❡✈❡)② ✺ ♠♠✱ ❢)♦♠ '❤❡ ❧❡❢' ❛♥❞ ❜♦''♦♠ ♦❢ '❤❡

❝❤❛♠❜❡)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✽ ❈❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❧❛#❡) ✐♥'❡♥#✐'②✿ ✐' ✐# '❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ♦❢ '❤❡ #✐❣♥❛❧

❣✐✈❡♥ ❜② '❤❡ ❞❡'❡❝'♦)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶



①✈✐✐✐ ▲✐"# ♦❢ ❋✐❣✉)❡"

✶✳✾ ❈❛❧✐❜*❛+✐♦♥ ❝✉*✈❡ ♦❢ +❤❡ 3②3+❡♠✱ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② ✜❧❧✐♥❣ +❤❡ ❝♦♠✲

❜✉3+✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡* ✇✐+❤ ❛✐*✲♣*♦♣❛♥❡ ♠✐①+✉*❡ ❛♥❞ ♠❡❛3✉*✐♥❣ +❤❡

*❡3✉❧+✐♥❣ ❛❜3♦*♣+✐♦♥✳ ❙+❛♥❞❛*❞ ❞❡✈✐❛+✐♦♥ ✐3 ❣✐✈❡♥ ❛3 ❡**♦* ❜❛*3✱

❜✉+ ✐3 ❛❧♠♦3+ ✐♥✈✐3✐❜❧❡ ❛+ +❤✐3 3❝❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✶✵ ❆❝❝✉*❛❝② ♦❢ +❤❡ ❛❜3♦*❜❛♥❝❡ ♠❡❛3✉*❡♠❡♥+3 ♦❜+❛✐♥❡❞ ❞✉*✐♥❣ ❝❛❧✐✲

❜*❛+✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡**♦* ♦❜+❛✐♥❡❞ ♦♥ +❤❡ ♠❡❛3✉*❡♠❡♥+3✱ ❛3

✇❡❧❧ ❛3 +❤❡ 3+❛♥❞❛*❞ ❞❡✈✐❛+✐♦♥ ❛*❡ ❣✐✈❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✶✶ ■❧❧✉3+*❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣*✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❇❛❝❦❣*♦✉♥❞ ❖*✐❡♥+❡❞ ❙❝❤❧✐❡*❡♥✳ ✳ ✸✺

✶✳✶✷ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ +❤❡ ✈❛*✐♦✉3 ❞✐❛❣♥♦3+✐❝3 ✉3❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✶ ❚❡♠♣❡*❛+✉*❡ ♠❡❛3✉*❡❞ ❛❢+❡* ✐❣♥✐+✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ♠❛*❦3 +❤❡ ♣♦✐♥+

❛+ ✇❤✐❝❤ ♠❛33 ✢♦✇3 ❛*❡ 3+❛❜✐❧✐③❡❞ ❛+ +❤❡✐* ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡3✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷ L❤♦+♦3 ♦❢ +❤❡ ✢❛♠❡ ❛+ ❞✐✛❡*❡♥+ +✐♠❡3 ❛❢+❡* ✐❣♥✐+✐♦♥✱ 3❤♦✇✐♥❣ +❤❡

❡✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛+✐♦♥✳ ❆♣❡*+✉*❡ +✐♠❡✿ ✶✴✶✼ 3 ❢♦* +❤❡ ✜*3+

+❤*❡❡ ♣❤♦+♦3✱ ❛♥❞ ✶✴✷✵ 3 ❢♦* +❤❡ ❧❛3+ ♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✸ L*❡33✉*❡ 3♣❡❝+*✉♠ ✭✐♥ ❞❇ ❙L▲✮ ❢♦* +❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ▼✶ ✐♥ +❤❡

✐♥❥❡❝+♦*✱ ❛+ ✈❛*✐♦✉3 ❛✐* ♠❛33 ✢♦✇ *❛+❡3 ❢♦* φ = 0.84− 0.86✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✹ L*❡33✉*❡ 3♣❡❝+*✉♠ ✭✐♥ ❞❇ ❙L▲✮ ❢♦* +❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ▼✶ ✐♥ +❤❡

✐♥❥❡❝+♦*✱ ❛+ ✈❛*✐♦✉3 3+❛❣✐♥❣ ♣❛*❛♠❡+❡*3 ❢♦* φ = 0.82✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✺ L*❡33✉*❡ 3♣❡❝+*✉♠ ✭✐♥ ❞❇ ❙L▲✮ ❢♦* +❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ▼✶ ✐♥ +❤❡

✐♥❥❡❝+♦*✱ ❛+ ✈❛*✐♦✉3 ❡V✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛+✐♦3 ❢♦* α = 50%✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✻ ❖✈❡*❛❧❧ ❙♦✉♥❞ L*❡33✉*❡ ▲❡✈❡❧ ❢♦* ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ▼✶ ❛♥❞ ❢*❡V✉❡♥❝②

♦❢ +❤❡ ♣❡❛❦ ❢♦✉♥❞ ♦♥ +❤❡ L❙❉ ♠❡❛3✉*❡❞ ✐♥ +❤❡ ✐♥❥❡❝+♦*✱ ❞✉*✐♥❣

+✇♦ ❡①♣❧♦*❛+✐♦♥3 ♦❢ +❤❡ ✉3❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ +❤❡ ❜✉*♥❡* ❢♦* α =
50%✳ ❚❤❡ 3✉❜3❡V✉❡♥+ ❡①♣❡*✐♠❡♥+ *❡3✉❧+3 ❛*❡ ❛❧3♦ 3❤♦✇♥✱ ✇✐+❤

+❤❡ 3+❛♥❞❛*❞ ❞❡✈✐❛+✐♦♥ ❛3 ❡**♦* ❜❛*✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✼ L♦✇❡* 3♣❡❝+*✉♠ ♦❢ +❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡3 ✐♥ +❤❡ ✐♥❥❡❝+♦* ✭▼✶✱ ✐♥ ❜❧❛❝❦✮

❛♥❞ ✐♥ +❤❡ ❝❤❛♠❜❡* ✭▼✽✱ ✐♥ ❣*❛②✮ ❢♦* +❤❡ +❤*❡❡ ❡V✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛+✐♦

3+✉❞✐❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✽ ❘❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥+❡*❡3+ ✉3❡❞ +♦ ❝♦♠♣✉+❡ ❛ ✈✐*+✉❛❧ ♣❤♦+♦♠✉❧+✐♣❧✐❡* 3✐❣✲

♥❛❧ ❢*♦♠ +❤❡ ❝❛♠❡*❛ ✐♠❛❣❡3 ❢♦* ❡❛❝❤ ❡V✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛+✐♦✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥

✢❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ✐3 ❛❧3♦ 3❤♦✇♥ ❢♦* *❡❢❡*❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✾ ❈♦❤❡*❡♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ✐♥ +❤❡ ❝❤❛♠❜❡* ❛♥❞ +❤❡ L▼❚

3✐❣♥❛❧ ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮✱ ❛3 ✇❡❧❧ ❛3 ✇✐+❤ ❛ ✈✐*+✉❛❧ L▼❚ ✭✐♥ ❣*❛②✮ ❝*❡❛+❡❞

❜② ❛✈❡*❛❣✐♥❣ +❤❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ♦♥ ♣❛*+ ♦❢ +❤❡ ❤✐❣❤ 3♣❡❡❞ ❝❛♠❡*❛

✐♠❛❣❡3✳ ▼✐❝*♦♣❤♦♥❡ ❛♥❞ L▼❚ ✈❛❧✉❡3 ❞♦✇♥✲3❛♠♣❧❡❞ ❛+ ✼ ❦❍③✳ ✳ ✹✾

✷✳✶✵ ❆✈❡*❛❣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛①✐❛❧ L▲■❋ ❢♦* ❡❛❝❤ ❡V✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛+✐♦ 3+✉❞✐❡❞✳

❚❤❡ ✢❛♠❡ ❛♥❣❧❡ *❡❞✉❝+✐♦♥ ✐3 3❧✐❣❤+❧② ✈✐3✐❜❧❡✱ ❜✉+ +❤❡ ❛①✐❛❧ ❧❡♥❣+❤

✐3 +♦♦ 3❤♦*+ +♦ 3❡❡ ✐+ ♣*♦♣❡*❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✶✶ ❆✈❡*❛❣❡ ✐♠❛❣❡3 ♦❢ *❛❞✐❛❧ L▲■❋ ❢♦* ❡❛❝❤ ❡V✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛+✐♦ 3+✉❞✐❡❞✱

❛+ ③❂✺✱ ✶✵✱ ✶✺ ❛♥❞ ✷✵ ♠♠ ❛✇❛② ❢*♦♠ +❤❡ ✐♥❥❡❝+♦*✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✷✳✶✷ ❆✈❡*❛❣❡ ✐♠❛❣❡3 ❡①+*❛❝+❡❞ ❢*♦♠ ❤✐❣❤ 3♣❡❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ +❤❡ ✢❛♠❡

❢♦* +❤❡ +❤*❡❡ ❡V✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛+✐♦3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
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✷✳✶✸ &♦✇❡* +♣❡❝.*❛❧ ❞❡♥+✐.② ✭&❙❉✮ ❛. .❤❡ ❞✐✛❡*❡♥. ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛.✐♦+✳

❚❤❡ &❙❉ ♦❢ .❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ✐+ ♣*❡+❡♥.❡❞ ✐♥ ❞❇ ✭❙&▲✮

❛+ ♣*❡✈✐♦✉+❧②✱ ❛♥❞ .❤❡ &❙❉ ♦❢ .❤❡ ❛❜+♦*❜❛♥❝❡ ✭✐♥ ❣*❡②✮ ✐+ +❝❛❧❡❞

✐♥ +✐♠✐❧❛* ❢❛+❤✐♦♥✿ 20log10(absorbance/20e
−6)✳ ❚❤❡ ❢❛❝.♦* ✐♥ .❤❡

❧♦❣❛*✐.❤♠ ✐+ .♦ ❡♥+✉*❡ ❣♦♦❞ ✈✐+✐❜✐❧✐.② ♦❢ ❜♦.❤ ❝✉*✈❡+ ♦♥ .❤❡ +❛♠❡

❣*❛♣❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✶✹ ❈♦❤❡*❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ❛❜+♦*♣.✐♦♥ ♠❡❛+✉*❡♠❡♥. ❛♥❞ .❤❡ ♣*❡+✲

+✉*❡ ✐♥ .❤❡ ✐♥❥❡❝.♦* .✉❜❡✱ ❛. .❤❡ ❞✐✛❡*❡♥. ✐♥❥❡❝.✐♦♥ ❝♦♥❞✐.✐♦♥+✳ ✳ ✺✼

✷✳✶✺ ❊✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣❤❛+❡ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ❛❜+♦*♣.✐♦♥ ♠❡❛✲

+✉*❡❞ ❜② .❤❡ ❧❛+❡* +②+.❡♠✱ ❛♥❞ .❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ✐♥+✐❞❡ .❤❡ ✐♥❥❡❝.♦*✳ ✺✽

✷✳✶✻ ❆✈❡*❛❣❡ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥. ♦❜+❡*✈❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ ❇❖❙ +❡.✉♣ ❢♦* .❤❡ .❤*❡❡

❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛.✐♦+✳ ▲❡❢.✿ ❤♦*✐③♦♥.❛❧ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥. ✭✐♥ ♣✐①❡❧+✮❀

❘✐❣❤.✿ ❱❡*.✐❝❛❧ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥. ✭✐❞❡♠✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✶✼ &❙❉ ♦❢ .❤❡ ❤♦*✐③♦♥.❛❧ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥. ♦❜+❡*✈❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ ❇❖❙ +❡.✉♣

❛. ✈❛*✐♦✉+ ❞✐+.❛♥❝❡+ ❢*♦♠ .❤❡ ✐♥❥❡❝.♦* ❢♦* .❤❡ .❤*❡❡ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡

*❛.✐♦+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✶✽ ❘❡+✉❧.+ ❢*♦♠ ❝♦❤❡*❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥+ ♦♥ .❤❡ ❇❖❙ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥.+

❛♥❞ ♣*❡++✉*❡ +✐❣♥❛❧+ ✐♥+✐❞❡ .❤❡ ❝❤❛♠❜❡*✳ ▼❛①✐♠❛❧ ❝♦❤❡*❡♥❝❡ ♦♥

.❤❡ ✵✲✶❦❍③ *❛♥❣❡ ✐+ ❣✐✈❡♥✱ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ .❤❡ ❛++♦❝✐❛.❡❞ ❢*❡:✉❡♥❝②✳ ✳ ✻✶

✸✳✶ ■❧❧✉+.*❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❛❜+♦*♣.✐♦♥ ❧❡♥❣.❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✷ ■❧❧✉+.*❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣*❡❝✐+✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣❤❛+❡ ❞❡.❡*♠✐♥❛.✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣❡*✲

❢❡❝.❧② +✐♥✉+♦✐❞❛❧ +✐❣♥❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✸ ■❧❧✉+.*❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣❤❛+❡ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥+ ✉+✐♥❣ .❤❡ ❍✐❧❜❡*. ♠❡.❤♦❞✱

❢*♦♠ ❛ ♠❡❛+✉*❡♠❡♥. ❛. ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛.✐♦ φ❂✵✳✾✹✿ ❛✮ ❛♥❞ ❝✮ +❤♦✇

.❤❡ +✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛.❡❞ ♣❤❛+❡ ✈❛❧✉❡+ ❢♦* ❛ ❣♦♦❞ :✉❛❧✐.② +✐❣♥❛❧✱

❛♥❞ ❜✮ ❛♥❞ ❞✮ ❛ ♣❛*. ♦❢ .❤❡ +❛♠❡ ♠❡❛+✉*❡♠❡♥. ✇❤❡*❡ .❤❡ :✉❛❧✐.②

✐+ ✇♦*+❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✹ ■❧❧✉+.*❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣❤❛+❡ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥+✱ ❢*♦♠ ❛ ♠❡❛+✉*❡♠❡♥. ❛.

❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛.✐♦ φ❂✵✳✾✹✿ ❛✮ ❛♥❞ ❝✮ +❤♦✇ .❤❡ +✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛✲

.❡❞ ♣❤❛+❡ ✈❛❧✉❡+ ❢♦* ❛ ❣♦♦❞ :✉❛❧✐.② +✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ❜✮ ❛♥❞ ❞✮ ❛ ♣❛*. ♦❢

.❤❡ +❛♠❡ ♠❡❛+✉*❡♠❡♥. ✇❤❡*❡ .❤❡ :✉❛❧✐.② ✐+ ❧♦✇✳ ❚❤❡ ❣*❛② ❝*♦++❡+

✐♥❞✐❝❛.❡ .❤❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐.+ ❛+ ❢♦✉♥❞ ❞✉*✐♥❣ ♣❤❛+❡ ❞❡.❡*♠✐♥❛.✐♦♥+

✭✇✐.❤ ❛ ✜❧.❡*❡❞ ♣*❡++✉*❡ +✐❣♥❛❧✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✺ &❤❛+❡ ❛✈❡*❛❣❡ ♦❢ .❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡+ ✐♥ .❤❡ ✐♥❥❡❝.♦* ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞

✐♥ .❤❡ ❝❤❛♠❜❡* ✭✐♥ ❣*❛②✮ ❢♦* .❤❡ .❤*❡❡ ❡:✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛.✐♦ +.✉❞✐❡❞✱

❛. .❤❡ ❢*❡:✉❡♥❝② ♦❢ .❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥+.❛❜✐❧✐.②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✻ ❘❡♣❛*.✐.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❞❛.❛ ❢*♦♠ .❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ✐♥+✐❞❡ .❤❡ ❝♦♠❜✉+✲

.✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡* ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉.✐♥❣ .❤❡ ♣❤❛+❡ ❛✈❡*❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡

✐♥ ❣*❛② ✐+ ❛ ♣❤❛+❡ ❛✈❡*❛❣✐♥❣ ❝♦♠♣✉.❡❞ ✉+✐♥❣ ❜✐♥+ ♦❢ ✶✺➦ ✇✐❞.❤✱

✇❤✐❧❡ ❜❧❛❝❦ ❝*♦++❡+ *❡♣*❡+❡♥. .❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥.+ ✉+❡❞ ❢♦* .❤✐+

♣❤❛+❡ ❛✈❡*❛❣✐♥❣ ♣*♦❝❡❞✉*❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸



①① ▲✐"# ♦❢ ❋✐❣✉)❡"

✸✳✼ $❤❛'❡ ❛✈❡*❛❣❡ ♦❢ .❤❡ ♣*❡''✉*❡ ✐♥ .❤❡ ❝❤❛♠❜❡* ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ .❤❡

❝❤❡♠✐❧✉♠✐♥❡'❝❡♥❝❡ ❡♠✐''✐♦♥' ✭✐♥ ❣*❛②✮ ❢♦* .❤❡ .❤*❡❡ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡

*❛.✐♦ '.✉❞✐❡❞✱ ❛. .❤❡ ❢*❡<✉❡♥❝② ♦❢ .❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥'.❛❜✐❧✐.②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✽ ❘❡♣❛*.✐.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❞❛.❛ ❢*♦♠ ♣❤♦.♦♠✉❧.✐♣❧✐❡* *❡❣✐'.❡*✐♥❣ .❤❡ ❖❍✯

'♣♦♥.❛♥❡♦✉' ❡♠✐''✐♦♥' ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉.✐♥❣ .❤❡ ♣❤❛'❡ ❛✈❡*❛❣❡✳ ❚❤❡

❧✐♥❡ ✐♥ ❣*❛② ✐' ❛ ♣❤❛'❡ ❛✈❡*❛❣❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ ✉'✐♥❣ ❜✐♥' ♦❢ ✶✺➦ ✇✐❞.❤✱

✇❤✐❧❡ .❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥.' ✉'❡❞ ✐♥ .❤❛. ♣❤❛'❡ ❛✈❡*❛❣❡ ❛*❡ '❤♦✇♥

✐♥ ❜❧❛❝❦ ❝*♦''❡'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✾ ❋❧✉❝.✉❛.✐♦♥' ✐♥ ♣✐①❡❧' ❛*♦✉♥❞ .❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ♦❢ .❤❡ ❞✐'♣❧❛❝❡♠❡♥.'

✇❤❡♥ ♣❤❛'❡ ❛✈❡*❛❣✐♥❣ ❤♦*✐③♦♥.❛❧ ❞✐'♣❧❛❝❡♠❡♥. ❞❛.❛ ✇✐.❤ .❤❡

♣*❡''✉*❡ ✐♥ .❤❡ ✐♥❥❡❝.♦* ❛' ❛ *❡❢❡*❡♥❝❡✳ ◆♦.❡ .❤❡ ✈❡*② ❧♦✇ ✈❛✲

❧✉❡' ♦❜.❛✐♥❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✶✵ $❤❛'❡ ❛✈❡*❛❣✐♥❣ ♦❢ ❜✐♥❛*✐③❡❞ $▲■❋ ✐♠❛❣❡' .❛❦❡♥ ❛. ③❂✶✵♠♠

❢*♦♠ .❤❡ ✐♥❥❡❝.♦*✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛*✐③❛.✐♦♥ ✇❛' ♦♣.✐♠✐③❡❞ .♦ ✜♥❞ .❤❡

■❘❩ ♣♦'✐.✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✶✶ ❚✇♦ ✐♠❛❣❡' .❛❦❡♥ ❛. ③ ❂✶✵ ♠♠ ❢*♦♠ .❤❡ ✐♥❥❡❝.♦* ❢♦* ❛♥ ❡<✉✐✲

✈❛❧❡♥❝❡ *❛.✐♦ ♦❢ ✵✳✼✹✱ ❛♥❞ .❤❡ ❝♦**❡'♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❧✐♣'❡ ✜. ✭❝♦❧♦*'

'❛.✉*❛.❡❞ ❢♦* ❜❡..❡* ✈✐❡✇✐♥❣✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✶✷ ❊✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♠❡❛♥ ♦*✐❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❡❧❧✐♣'❡ ✜. .♦ .❤❡ ■❘❩
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❜✉(/✐♦♥ ✐♥(/❛❜✐❧✐/✐❡( ❛%❡ ❧✐♥❦❡❞ /♦ ♣%❡((✉%❡ ✢✉❝/✉❛/✐♦♥(✱ /❤❡② ♦❢/❡♥ ❝♦%%❡(♣♦♥❞

/♦ ♦♥❡ ♦❢ /❤❡ ❛❝♦✉(/✐❝ ♠♦❞❡( ♦❢ ❛ ♣❛%/ ♦❢ /❤❡ ❜✉%♥❡%✳ ❚❤✐( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✭❛( ✐(

/❤❡ ❝❛(❡ ✐♥ /❤❡ ❜✉%♥❡% (/✉❞✐❡❞ ✐♥ /❤✐( /❤❡(✐(✮ ❛ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧ ❛❝♦✉(/✐❝ ♠♦❞❡ ♦❢

/❤❡ ❝❤❛♠❜❡%✱ ❧❡❛❞✐♥❣ /♦ ❛ ❧♦✇ ❢%❡D✉❡♥❝② ✐♥(/❛❜✐❧✐/②✱ ❡(♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✐♥❞✉(/%✐❛❧

❝♦♥✜❣✉%❛/✐♦♥( ✇✐/❤ ❛ ❜✐❣ (✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ♦/❤❡% ❛❝♦✉(/✐❝ ♠♦❞❡( ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ /♦
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/❤❡ ❡①❛❝/ ❢%❡D✉❡♥❝② ♦❢ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❛❝♦✉(/✐❝ ♠♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞( ♦♥ /❤❡ ❣❛( /❡♠♣❡✲

%❛/✉%❡ ✭✈✐❛ /❤❡ (♣❡❡❞ ♦❢ (♦✉♥❞✮✱ ❛♥❞ /❤✉( /❤❡ ✐♥❥❡❝/✐♦♥ ❝♦♥❞✐/✐♦♥( ♦❢ /❤❡ (②(/❡♠✳
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✇✐#❤♦✉# #❤❡ ♣(❡-❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✢❛♠❡ ✭❆❧❡❦-❡❡♥❦♦ ❡# ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮❀ C(♦✈✐❞❛❦✐- ❡# ❛❧✳

✭✷✵✶✵✮✮✱ ❛♥❞ #❤❡ ✐♠♣❛❝# ♦❢ #❤❡ ❝♦♠❜✉-#✐♦♥ ♣(♦❝❡-- ♦♥ #❤❡-❡ ✈♦(#❡①❡- ✐- ❛ ♣♦#❡♥✲

#✐❛❧ -♦✉(❝❡ ♦❢ ✐♥-#❛❜✐❧✐#②✱ ❛- #❤❡ ✢❛♠❡ ❝❛♥ -#❛❜✐❧✐③❡ ❛(♦✉♥❞ -✉❝❤ ✈♦(#❡①❡- ✭❙#J❤(

❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✮ ❛♥❞ #❤✉- ♦-❝✐❧❧❛#❡ ❛# #❤❡ -❛♠❡ ❢(❡K✉❡♥❝②✳ ❚❤✐- ✢❛♠❡✲✈♦(#❡①

✐♥#❡(❛❝#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦(❡ ❝♦♠♣❧❡① ❤♦✇❡✈❡( ✭❙②(❡❞ ✭✷✵✵✻✮❀ ❙#J❤( ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀

❙#❡✐♥❜❡(❣ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮❀ ▼♦❡❝❦ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✷❜✮❀ ▼♦❡❝❦ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✷❛✮✮✱ ❛♥❞ #❤❡

♣(❡-❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✢❛♠❡ ❝❛♥ ♦✉#(✐❣❤# ❞✐-(✉♣# ❛ ❝♦❤❡(❡♥# ✈♦(#❡① -#(✉❝#✉(❡ #❤❛# ✇❛-

♣(❡-❡♥# ✐♥ #❤❡ ❝♦❧❞ ✢♦✇ ❛# #❤❡ -❛♠❡ ✐♥❥❡❝#✐♦♥ ❝♦♥❞✐#✐♦♥- ✭▲❡❣(❛♥❞ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✮✳
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❚❛②❧♦& ❛♥❞ ❋♦,#❡& ✭✶✾✼✹✮✮✳ ❆♥♦#❤❡& ❧✐♥❦❡❞ ❞✐✣❝✉❧#② ✐, #❤❛# ✐♥ #❤❡ ❝❛,❡ ♦❢

❝♦♠❜✉,#✐♦♥ ✐♥,#❛❜✐❧✐#②✱ #❤❡ ✐♥#❡♥,✐#② ♣❡&❝❡✐✈❡❞ ❜② #❤❡ ❝❛♣#♦& ❝❛♥ ✈❛&② ❞✉❡ #♦

❢❛❝#♦&, ♦#❤❡& #❤❛♥ #❡♠♣❡&❛#✉&❡✿ ♠♦✈❡♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ✢❛♠❡ ✐♥ #❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ,✐❣❤#✱

✢✉❝#✉❛#✐♦♥, ✐♥ #❤❡ ❝♦♥❝❡♥#&❛#✐♦♥ ♦❢ ❡♠✐##✐♥❣ ❣❛,❡,✱ ♦& ✐♥ ♣&❡,,✉&❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱

#❤✐, #②♣❡ ♦❢ ♠❡❛,✉&❡♠❡♥# ✐, ❡❛,✐❡& ✐❢ #❤❡ #❛&❣❡# ✐, ❛ ❜❧❛❝❦❜♦❞② ♦& ❛ ❣&❛② ❜♦❞②✳

❚❤✐, ✐, #❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ &✐❝❤✱ ,♦♦#② ✢❛♠❡, ✇❤❡&❡ ,✉❝❤ ❛ ♠❡❛,✉&❡♠❡♥# ❝♦✉❧❞ ❜❡

❡❛,✐❡& ✭❛❧,♦ #❤❛♥❦, #♦ ❛ ❤✐❣❤❡& ❧✉♠✐♥♦,✐#② ♦❢ #❤❡ ✢❛♠❡✮✱ ❜✉# #❤❡ ❧❡❛♥ ✢❛♠❡,

✉,❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡&♥ ❣❛, #✉&❜✐♥❡, ❞♦ ♥♦# ❡♠✐# #❤❛# #②♣❡ ❛ ❜&♦❛❞❜❛♥❞ ,♣❡❝#&✉♠✱ ❜✉#
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✐♥#$❡❛❞ ❛ ❜❛♥❞ #♣❡❝$+✉♠ ✭♠❛✐♥❧② ❢+♦♠ H20 ❛♥❞ CO2✮✳ ❆ ♠♦+❡ +♦❜✉#$ $②♣❡

♦❢ #❡♥#♦+ ✐♥ $❤✐# ❝❛#❡ ✐# $❤❡ $✇♦✲❝♦❧♦+ ♣②+♦♠❡$❡+✿ ✐♥ $❤✐# ❝❛#❡✱ $❤❡ ❡♠✐##✐♦♥ ✐♥

$✇♦ ♥❛++♦✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❜❛♥❞# ✐# ❝♦♠♣❛+❡❞✳ ■♥ ♠♦#$ ❝♦♠♠❡+❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

$✇♦✲❝♦❧♦+ ♣②+♦♠❡$❡+ #❡♥#♦+#✱ $❤❡ +❛$✐♦ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❡♠✐##✐♦♥ ✐♥$❡♥#✐$✐❡# ✐#

❝♦♠♣❛+❡❞ $♦ $❤❛$ ♣+♦❞✉❝❡❞ ✉#✐♥❣ >❧❛♥❝❦✬# ❞✐#$+✐❜✉$✐♦♥✱ ❛##✉♠✐♥❣ ❛ ❜❧❛❝❦✲

❜♦❞② ♦+ ❣+❛② ❜♦❞② ❡♠✐##✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✉#❡❢✉❧ ✐❢ ♦❜#❡+✈✐♥❣ ❛ #♦♦$② ✢❛♠❡✱ ❢♦+

❛ ❧❡❛♥ ❝♦♠❜✉#$♦+ ✐$ ♣+♦✈❡# ✉♥❛❞❛♣$❡❞✳ ❚❤✉#✱ ❢♦+ $❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ❣❛# $✉+❜✐♥❡#✱

♠♦+❡ #♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ #②#$❡♠# ✇✐$❤ ❝❛+❡❢✉❧❧② ❝❤♦#❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤# ❛+❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡#❡

❝❛♥ ❜❡ ✐♥ $❤❡ ✐♥❢+❛+❡❞✱ ❜✉$ ✉❧$+❛✈✐♦❧❡$ ✐# ❛❧#♦ ❛ ♣♦##✐❜✐❧✐$② ✭❇+♦✇♥ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✮✳

❆# ♥♦$❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡#❝+✐❜✐♥❣ $❤❡♠ ✐♥ $❤❡ ♣+❡✈✐♦✉# #❡❝$✐♦♥✱ #❡✈❡+❛❧ ♦❢ $❤❡ ♦♣$✐❝❛❧

♠❡$❤♦❞# ❣✐✈✐♥❣ ❛❝❝❡## $♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♥❝❡♥$+❛$✐♦♥ ❛❧#♦ ❣✐✈❡ ❛ $❡♠♣❡+❛$✉+❡ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ❞+❛✇❜❛❝❦# ✇❡+❡ ❛❧+❡❛❞② ❣✐✈❡♥ $❤❡+❡✱ ❜✉$ $♦ ❝✐$❡ $❤❡♠ ❛❣❛✐♥✱ $❤❡② ❛+❡

♠❛✐♥❧② ❛ ❧♦✇ +❡♣❡$✐$✐♦♥ +❛$❡ ♦❢ $❤❡ ♠❡❛#✉+❡♠❡♥$✱ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦+ ❣♦♦❞ ♦♣$✐❝❛❧ ❛❝❝❡##

$♦ $❤❡ #$✉❞✐❡❞ ③♦♥❡✱ ❛♥❞ ❢♦+ #♦♠❡ ♦❢ $❤❡♠ ❛ ❞✐✣❝✉❧$② $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❞❡#✐+❡❞

✈❛❧✉❡# ❢+♦♠ $❤❡ ♠❡❛#✉+❡♠❡♥$#✳

❆# ✇✐$❤ ❡J✉✐✈❛❧❡♥❝❡ +❛$✐♦✱ ❛❜#♦+♣$✐♦♥✲❜❛#❡❞ ♠❡$❤♦❞# ❝❛♥ ❜❡ ✉#❡❞ $♦ ♠❡❛#✉+❡

$❡♠♣❡+❛$✉+❡# ✭❇♦❧#❤♦✈ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✮✳ ■♥ $❤✐# ❝❛#❡✱ ❧❛#❡+# ❡♠✐$$✐♥❣ ❛$ ❛$ ❧❡❛#$

$✇♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤# ❛+❡ ✉#❡❞ #✐♠✉❧$❛♥❡♦✉#❧②✱ #♦♠❡✇❤❛$ #✐♠✐❧❛+❧② $♦ $✇♦✲❝♦❧♦+

♣②+♦♠❡$+②✳ ❚❤❡#❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤# ❛+❡ ❝❤♦#❡♥ #♦ $❤❛$ $❤❡ +❛$✐♦ ♦❢ ❛❜#♦+♣$✐♦♥

❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ $♦ $❤❡ ❞❡#✐+❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡✬# $❡♠♣❡+❛$✉+❡✳ ❆

❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐# ✇❛$❡+ ✈❛♣♦+ ✭❆♥ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮❀ ❙❤✐♠✉+❛ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀

❘✐❡❦❡+ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮❀ ❘✐❡❦❡+ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✮ ❜✉$ ♦$❤❡+ ❝♦♠❜✉#$✐♦♥ ♣+♦❞✉❝$#

❝❛♥ ❜❡ ✉#❡❞✱ #✉❝❤ ❛# ❝❛+❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ✭❙♣❡❛++✐♥ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮❀ ❋❛+♦♦J ❡$ ❛❧✳

✭✷✵✵✽❛✮✮✳ ❚❤❡ $❡♠♣❡+❛$✉+❡ ✈❛❧✉❡ ✐# ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛#✉+✐♥❣ $❤❡ #✐♠✉❧$❛♥❡♦✉#

❛❜#♦+♣$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $✇♦ ❧❛#❡+# ❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ $❤❡ +❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤✐# ❛❜#♦+♣$✐♦♥

+❛$✐♦ ❛♥❞ $❡♠♣❡+❛$✉+❡✳ ❚❤❡ ❧❛#❡+# ✉#❡❞ ❛+❡ ♦❢$❡♥ ❞✐♦❞❡ ❧❛#❡+# ✭❆❧❧❡♥ ✭✶✾✾✽✮✮

❡♠✐$$✐♥❣ ❛$ $❤❡ +❡J✉✐+❡❞ ❛❜#♦+♣$✐♦♥ ❜❛♥❞#✱ ✉#✉❛❧❧② #❡✈❡+❛❧ ♦❢ $❤❡♠ ✭❍❡♥❞+✐❝❦#

❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✮✱ ❜✉$ #✐♥❣❧❡✲❞✐♦❞❡ #②#$❡♠# ❝❛♥ ❛❧#♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐#❤❡❞ ✐❢ $❤❡ $✇♦

❞❡#✐+❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤# ❛+❡ ❝❧♦#❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭❋❛+♦♦J ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✽❜✮✮✳ ❚❤❡ #②#$❡♠✬#

❛❝J✉✐#✐$✐♦♥ ❢+❡J✉❡♥❝② ✐# $❤❡♥ ♠❛✐♥❧② ❣♦✈❡+♥❡❞ ❜② $❤❡ ❧❛#❡+ ❞✐♦❞❡✬# ❛❜✐❧✐$② $♦

#❝❛♥ $❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❛$ $❤❡ ❞❡#✐+❡❞ ❛❜#♦+♣$✐♦♥ ❜❛♥❞#✱ ❛♥❞ ❝❛♥ +❛♥❣❡ ❢+♦♠ ❛ ❢❡✇

❍③ $♦ #❡✈❡+❛❧ ❦✐❧♦❤❡+$③ ✭❆++♦②♦ ❡$ ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮✮✳ ❙✐♥❝❡ $❤❡ +❛$✐♦ ♦❢ ❛❜#♦+♣$✐♦♥#

✐# $❤❡ ♦♥❧② $❤✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞✱ $❤❡+❡ ✐# ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ ♣❛+❛♠❡$❡+# #✉❝❤ ❛# $❤❡

❛❜#♦+♣$✐♦♥ ❧❡♥❣$❤ ❛# ✐# $❤❡ ❝❛#❡ ❢♦+ ❡J✉✐✈❛❧❡♥❝❡ +❛$✐♦ ♠❡❛#✉+❡♠❡♥$ #②#$❡♠#✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❞+❛✇❜❛❝❦# ♦❢ $❤❡ ♠❡$❤♦❞# ❛+❡ $❤❡♥ $❤❛$ $❤❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ $❡♠♣❡+❛$✉+❡

✐# ❛ +❡#✉❧$ ✐♥$❡❣+❛$❡❞ ♦♥ $❤❡ ❧✐❣❤$ ♣❛$❤ ♦❢ $❤❡ ❧❛#❡+#✱ ❛♥❞ $❤❛$ $❤❡ ♠❡❛#✉✲

+❡♠❡♥$ ✐# ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❜✉+♥$ ❣❛#❡# ❜❡❝❛✉#❡ ♦❢ $❤❡ ✉#✉❛❧❧② ♠♦♥✐$♦+❡❞ #♣❡❝✐❡#✳

▲❛#$❧②✱ $❤❡ ❇❛❝❦❣+♦✉♥❞ ❖+✐❡♥$❡❞ ❙❝❤❧✐❡+❡♥ ✭❇❖❙✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉#❡❞ $♦ ♠♦♥✐$♦+ $❡♠✲

♣❡+❛$✉+❡ ✜❡❧❞#✳ ❚❤✐# $❡❝❤♥✐J✉❡ ✐# #✐♠✐❧❛+ $♦ $❤❡ ❝❧❛##✐❝ ❙❝❤❧✐❡+❡♥ ✈✐#✉❛❧✐③❛$✐♦♥✱

✐♥ $❤❛$ ✐$ ❣✐✈❡# ❛❝❝❡## $♦ ❣+❛❞✐❡♥$# ♦❢ ❞❡♥#✐$② ✐♥ $❤❡ ♦❜#❡+✈❡❞ ✜❡❧❞ $❤+♦✉❣❤ ♦❜✲

#❡+✈❛$✐♦♥ ♦❢ +❡❢+❛❝$✐✈❡ ✐♥❞❡① ❣+❛❞✐❡♥$# ✭❘❛✛❡❧ ✭✷✵✶✺✮❀ ❱❛#✉❞❡✈❛ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✮✳
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❙✐♥❝❡ ❣❛(❡( ❤❛✈❡ ❛ +❡♠♣❡.❛+✉.❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥+ ❞❡♥(✐+②✱ ❛ +❡♠♣❡.❛+✉.❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡

♦❜+❛✐♥❡❞ ✐❢ ✐+( ✈❛❧✉❡ ❛+ ❛ .❡❢❡.❡♥❝❡ ♣♦✐♥+ ✐♥ +❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐( ❦♥♦✇♥✳ ■♥ +❤❡ ❇❖❙✱ +❤❡

♦❜❥❡❝+ +♦ (+✉❞② ✭✐♥ +❤❡ ♣.❡(❡♥+ ❝❛(❡ ❛ ❝♦♠❜✉(+✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡.✮ ✐( ♣❧❛❝❡❞ ❜❡+✇❡❡♥

❛ ❝❛♠❡.❛ ❛♥❞ ❛ .❛♥❞♦♠ ♦. (❡♠✐✲.❛♥❞♦♠ ♣❛++❡.♥✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡.❛ ✐( +❤❡♥ ✉(❡❞ +♦

✜❧♠ +❤❡ ❞❡❢♦.♠❛+✐♦♥( ♦❢ +❤❡ ♦❜(❡.✈❡❞ ♣❛++❡.♥ ❝❛✉(❡❞ ❜② +❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉(

❞❡♥(✐+② ✐♥ +❤❡ ❝❤❛♠❜❡.✱ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛.✐♥❣ +❤❡ ✜❧♠ +♦ ❛ .❡❢❡.❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳

❚♦ ♣.❡❝✐(❡❧② ♠❡❛(✉.❡ +❤❡(❡ ❞✐(♣❧❛❝❡♠❡♥+(✱ C■❱ ❛❧❣♦.✐+❤♠( ❝❛♥ ❜❡ ✉(❡❞✱ ❜✉+

♦+❤❡. ♠❡+❤♦❞( ❝❛♥ ❛❧(♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✭❆+❝❤❡(♦♥ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✮✳ ❚❤❡ ❇❖❙ ❝❛♥

+❤✉( ❜❡ ❛ ❤✐❣❤ (♣❡❡❞ ❞✐❛❣♥♦(+✐❝✱ ✐❢ +❤❡ ❝❛♠❡.❛ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐( (❡♥(✐+✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤✳

❆♥♦+❤❡. ❣.❡❛+ ❛❞✈❛♥+❛❣❡ ♦❢ +❤❡ ♠❡+❤♦❞ ✐( +❤❡ ❧✐❣❤+ .❡I✉✐.❡♠❡♥+( ✐♥ ❡I✉✐♣♠❡♥+✿

+❤❡ ❜❛❝❦❣.♦✉♥❞ ✉(❡❞ ❛( .❡❢❡.❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❛+✉.❛❧ ✭❣.❛((✱ ♣❡❜❜❧❡(✮✱ ❛♥❞ ✐♥ +❤✐(

❝❛(❡ ♠❡❛(✉.❡♠❡♥+( ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉(✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❝❛♠❡.❛ ✭❘❛✛❡❧ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮❀

❘❛✛❡❧ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮❀ ▼✐③✉❦❛❦✐ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✮✳ ❚❤❡ +❡❝❤♥✐I✉❡✬( ♠❛✐♥ ❧✐♠✐+❛+✐♦♥

✐( +❤❛+ +❤❡ ♠❡❛(✉.❡❞ ❞❡❢♦.♠❛+✐♦♥( ❛.❡ ✐♥+❡❣.❛+❡❞ ♦♥ +❤❡ ❧✐❣❤+ ♣❛+❤ ❜❡+✇❡❡♥

+❤❡ (❝.❡❡♥ ❛♥❞ +❤❡ ❝❛♠❡.❛✿ ✐+ ✐( +❤❡♥ ♥❡❝❡((❛.② +♦ ❤❛✈❡ (②♠♠❡+.② ❝♦♥❞✐+✐♦♥(

❢♦. +❤❡ ♦❜(❡.✈❡❞ ✢♦✇ ✭❱❡♥❦❛+❛❦.✐(❤♥❛♥ ❛♥❞ ▼❡✐❡. ✭✷✵✵✹✮❀ ❊✳❉✳ ■✛❛ ❛♥❞ ▼❛❧✐❦

✭✷✵✶✶✮❀ ❩❤♦✉ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✮✱ ♦. ♠✉❧+✐♣❧❡ ✜❡❧❞( ♦❢ ✈✐❡✇ ✭●♦❧❞❤❛❤♥ ❛♥❞ ❙❡✉♠❡

✭✷✵✵✼✮❀ ❘✐❝❤❛.❞ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✮ ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥+( +♦ .❡❝♦♥(+.✉❝+ +❤❡ .❡❢.❛❝+✐✈❡ ✐♥❞❡①

✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❢.♦♠ +❤❡.❡ +♦ ♦❜+❛✐♥ ❛ ✸❉ +❡♠♣❡.❛+✉.❡ ✜❡❧❞✳

❘❡❛#♦♥# ❢♦' ❝❤♦✐❝❡# ✐♥ +❤✐# #+✉❞②

❚❤❡ ❞✐❛❣♥♦(+✐❝( ✉(❡❞ ✐♥ +❤✐( ✇♦.❦ ✇❡.❡ ❝❤♦(❡♥ ❜❡❝❛✉(❡ +❤❡② ❝❛♥ ♦✛❡. ♠❡❛(✉.✐♥❣

❝❛♣❛❝✐+✐❡( ❜♦+❤ I✉❛♥+✐+❛+✐✈❡❧② ❛♥❞ ❛+ ❛ ❤✐❣❤ +✐♠❡ .❡(♦❧✉+✐♦♥✱ (✐♥❝❡ +❤✐( ✇✐❧❧ ❜❡

♥❡❡❞❡❞ ✐♥ +❤❡ ♣.❡(❡♥+ (+✉❞② ♦❢ ❛♥ ❛❧.❡❛❞② ❡(+❛❜❧✐(❤❡❞ ❝♦♠❜✉(+✐♦♥ ✐♥(+❛❜✐❧✐+②✱

❜✉+ ✇✐❧❧ ❛❧(♦ ❜❡ ♥❡❝❡((❛.② ✐♥ ❢✉.+❤❡. (+✉❞✐❡( +.②✐♥❣ +♦ +❛❝❦❧❡ +❤❡ ❤❛.❞ ♣♦✐♥+

+❤❛+ ✐( +❤❡ ♦♥(❡+ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✉(+✐♦♥ ✐♥(+❛❜✐❧✐+② ✐♥ ❛ ❜✉.♥❡.✳ ▼♦.❡ ♣.❡❝✐(❡❧②✱ ❛ ❣♦❛❧

♦❢ +❤✐( +❤❡(✐( ✐( +♦ ❞❡(❝.✐❜❡ +❤❡ ♠♦(+ ♣.❡❝✐(❡❧② ♣♦((✐❜❧❡ +❤❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡( ✐♥ +❤❡

❝❤❛.❛❝+❡.✐(+✐❝( ♦❢ +❤❡ ❝♦♠❜✉(+✐♦♥ ✐♥(+❛❜✐❧✐+② ♣.❡(❡♥+ ✐♥ ❛ ❜✉.♥❡.✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥

+❤❡ ✐♥❥❡❝+✐♦♥ ❝♦♥❞✐+✐♦♥(✳

■♥ ♦.❞❡. +♦ ❞♦ +❤❛+✱ ✐+ ✐( ✐♠♣♦.+❛♥+ +♦ ♦❜+❛✐♥ ❤✐❣❤ (♣❡❡❞ ♠❡❛(✉.❡♠❡♥+( ♦❢

♣.❡((✉.❡✱ +❡♠♣❡.❛+✉.❡✱ ❛♥❞ ❡I✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .❛+✐♦ ✐♥ +❤❡ (+✉❞✐❡❞ ❜✉.♥❡. (✐♥❝❡

+❤❡② ❛.❡ ❦❡② ♣❛.❛♠❡+❡.(✳ ❋♦. ♣.❡((✉.❡ ✢✉❝+✉❛+✐♦♥ ♠❡❛(✉.❡♠❡♥+(✱ +.❛❞✐+✐♦♥❛❧

♠✐❝.♦♣❤♦♥❡( (❛+✐(✜❡❞ +❤❡(❡ ❝.✐+❡.✐❛✱ ❜✉+ ❛( (❤♦✇♥ ✐♥ +❤❡ ♣.❡✈✐♦✉( (❡❝+✐♦♥(✱

❢♦. +❡♠♣❡.❛+✉.❡ ❛♥❞ ❡I✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .❛+✐♦ ♠❡❛(✉.❡♠❡♥+(✱ ❡❛❝❤ ♠❡+❤♦❞ ❤❛( ✐+(

❛❞✈❛♥+❛❣❡( ❛♥❞ ❞.❛✇❜❛❝❦(✳ ❚❤❡ ❛❜(♦.♣+✐♦♥ ❜❛(❡❞ +❡❝❤♥✐I✉❡ ✇❛( ❝❤♦(❡♥ ❛(

❛ ♠❡❛♥ ♦❢ ♠❡❛(✉.✐♥❣ +❤❡ ❡I✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .❛+✐♦ ❢♦. ✐+( .❡❧❛+✐✈❡ ❡❛(❡ ♦❢ ✉(❡✱ ❛♥❞

❧✐♠✐+❡❞ .❡I✉✐.❡♠❡♥+ ❢♦. ♦♣+✐❝❛❧ ❛❝❝❡((✿ ❢♦. +❤❡ (+✉❞② ♦❢ +❤❡ ❜✉.♥❡. ✉(❡❞ ❤❡.❡

✐+ ♠❛② ♥♦+ ❜❡ ❝.✐+✐❝❛❧✱ (✐♥❝❡ ❣♦♦❞ ♦♣+✐❝❛❧ ❛❝❝❡(( +♦ +❤❡ ❝♦♠❜✉(+✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡.

✐( ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❜✉+ ❢♦. ♦+❤❡. ❝♦♥✜❣✉.❛+✐♦♥( ❝❧♦(❡. +♦ .❡❛❧ +✉.❜✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥(✱

+❤✐( ♠❛② ❜❡ ♦❢ ✐♠♣♦.+❛♥❝❡✳ ❚❤❡ +❡♠♣❡.❛+✉.❡ ♠❡❛(✉.❡♠❡♥+( ✇❡.❡ ♠❛❞❡ ✉(✐♥❣

❛ ❇❛❝❦❣.♦✉♥❞ ❖.✐❡♥+❡❞ ❙❝❤❧✐❡.❡♥ (②(+❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐( ❛❧(♦ (✐♠♣❧❡ +♦ ✉(❡✱ ❜✉+



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ✾

♥❡❡❞$ ♣❡&❢❡❝)❧② ❦♥♦✇♥ ❝♦♥❞✐)✐♦♥$ ❛) )❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦&❞❡&$ )♦ ❜❡ ❛❜❧❡ )♦ ♦❜)❛✐♥

❛ 5✉❛♥)✐)❛)✐✈❡ ♠❡❛$✉&❡♠❡♥)✳ ❆$ )❤❡ )❡♠♣❡&❛)✉&❡ ♣&♦✜❧❡$ ❛) )❤❡ ✇❛❧❧$ ♦❢ )❤❡

❝❤❛♠❜❡& ✇❡&❡ ♥♦) ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ $✉❝❤ 5✉❛♥)✐)❛)✐✈❡✱ ❛❜$♦❧✉)❡ &❡$✉❧)$ ❝♦✉❧❞ ✉♥❢♦&)✉♥❛✲

)❡❧② ♥♦) ❜❡ ♦❜)❛✐♥❡❞ ✐♥ )❤❡ ♣&❡$❡♥) $)✉❞②✱ ❜✉) ✢✉❝)✉❛)✐♦♥$ ❝❛♥ $)✐❧❧ ❜❡ ♦❜$❡&✈❡❞✳

▲❛$)❧②✱ ♦)❤❡& ❞✐❛❣♥♦$)✐❝$ ♥♦) ❞❡$❝&✐❜❡❞ ♣&❡✈✐♦✉$❧② ✇❡&❡ ❛❧$♦ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❙✐♥❝❡

)❤❡ ❜✉&♥❡& ✉$❡❞ ✐♥ )❤✐$ $)✉❞② ✐$ ♥♦) ❝♦♦❧❡❞✱ ❛ )❤❡&♠♦❝♦✉♣❧❡ ✇❛$ ✜&$) ✉$❡❞

)♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ )❤❡ )❡♠♣❡&❛)✉&❡ ❡✈♦❧✉)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ❝❤❛♠❜❡& ❛) )❤❡ )②♣✐❝❛❧

✐♥❥❡❝)✐♦♥ ❝♦♥❞✐)✐♦♥$ ✉$❡❞✳ ❆ ♣❤♦)♦♠✉❧)✐♣❧✐❡& )✉❜❡ ✇❛$ ✉$❡❞ )♦ ♠♦♥✐)♦& ❧✐❣❤)

❡♠✐))❡❞ ❜② ❖❍ &❛❞✐❝❛❧$ ♣&♦❞✉❝❡❞ ❜② )❤❡ ✢❛♠❡✱ ❛$ ❛ ♠❡❛♥$ ♦❢ ♠♦♥✐)♦&✐♥❣

5✉❛❧✐)❛)✐✈❡❧② )❤❡ ❤❡❛) &❡❧❡❛$❡ &❛)❡✳ ❚❤❡ ✢❛♠❡✬$ ♣♦$✐)✐♦♥ ✇❛$ ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜②

✜❧♠✐♥❣ ✐) ✇✐)❤ ❛ ❤✐❣❤ $♣❡❡❞ ❝❛♠❡&❛✳ ▲❛$)❧②✱ ❧♦✇ ❢&❡5✉❡♥❝② ✭✶✵ ❍③✮ J❧❛♥❛&

▲❛$❡& ■♥❞✉❝❡❞ ❋❧✉♦&❡$❝❡♥❝❡ ✭J▲■❋✮ ♦❢ ❖❍ &❛❞✐❝❛❧$ ✇❛$ ❛❧$♦ ❝♦♥❞✉❝)❡❞ ♦♥ ❛①✐❛❧

❛♥❞ &❛❞✐❛❧ ♣&♦✜❧❡$ ✐♥ )❤❡ ❝❤❛♠❜❡& )♦ ♦❜)❛✐♥ ❛ ✈✐$✉❛❧✐③❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥)

♦❢ )❤❡ ❜✉&♥) ❣❛$❡$ ❞✉&✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✉$)✐♦♥ ✐♥$)❛❜✐❧✐)② ❝②❝❧❡✳

▼♦&❡ ❞❡)❛✐❧$ ♦♥ )❤❡ ♠❡❛$✉&❡♠❡♥)$ )❡❝❤♥✐5✉❡$✱ ❛♥❞ )❤❡ ❛♣♣❛&❛)✉$ ✉$❡❞ ✐♥ )❤❡

$)✉❞② ❛&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝❤❛♣)❡& ✶✳

❙!❛!❡ ♦❢ !❤❡ ❛'! ♦♥ ♣♦*!✲♣'♦❝❡**✐♥❣ !❡❝❤♥✐/✉❡* ❢♦' ❝♦♠✲

❜✉*!✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝* *!✉❞✐❡*

❖♥❝❡ )❤❡ ❞❛)❛ ✐$ ♦❜)❛✐♥❡❞✱ ✐) ✐$ ♥❡❝❡$$❛&② )♦ ✉$❡ ♣♦$)✲♣&♦❝❡$$✐♥❣ )♦ ❡①)&❛❝)

✐♥❢♦&♠❛)✐♦♥ ♦♥ )❤❡ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝$ ♦❢ )❤❡ $②$)❡♠✳ ■♥ ♣❛&)✐❝✉❧❛&✱ ❛$ ✇❛$

$)❛)❡❞ ❡❛&❧✐❡& ✐♥ )❤✐$ ✐♥)&♦❞✉❝)✐♦♥✱ ❝♦♠❜✉$)✐♦♥ ✐♥$)❛❜✐❧✐)② ✐$ ❝❤❛&❛❝)❡&✐③❡❞ ❜②

❝♦✉♣❧✐♥❣$ ❜❡)✇❡❡♥ ♣&❡$$✉&❡✱ ❡5✉✐✈❛❧❡♥❝❡ &❛)✐♦✱ ❤❡❛) &❡❧❡❛$❡ &❛)❡✱ ✢❛♠❡ $❤❛♣❡✱✳✳✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ♦❢ ♣♦$)✲♣&♦❝❡$$✐♥❣ ❢♦& )❤❡ $)✉❞② ♦❢ ❝♦♠❜✉$)✐♦♥ ✐♥$)❛❜✐❧✐)✐❡$

✐$ )❤✉$ )♦ ✐❞❡♥)✐❢② ❛♥② $)&♦♥❣ ♦$❝✐❧❧❛)✐♦♥ ✐♥ ❛♥② ♦❢ )❤❡ ✶❉ $✐❣♥❛❧$ ❛♥❞ )❤❡

♠❛✐♥ ❝❤❛&❛❝)❡&✐$)✐❝$ ♦❢ )❤❡$❡ ♦$❝✐❧❧❛)✐♦♥$ ✭❢&❡5✉❡♥❝②✱ ❛♠♣❧✐)✉❞❡✮✱ ❝♦❤❡&❡♥)

$)&✉❝)✉&❡$ ♣&❡$❡♥) ✐♥ ✷❉ ✜❡❧❞$✱ ❛♥❞ )❤❡ ❧✐♥❦$ )❤❛) ♠❛② ❡①✐$) ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡$❡

✈❛&✐♦✉$ ❝❤❛&❛❝)❡&✐$)✐❝$✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ )❤❛) ♣&❡$$✉&❡ ♦$❝✐❧❧❛)✐♦♥$

❤❛♣♣❡♥ ❛) )❤❡ $❛♠❡ ❢&❡5✉❡♥❝② ❛$ ❡5✉✐✈❛❧❡♥❝❡ &❛)✐♦ ✢✉❝)✉❛)✐♦♥$✱ ✇✐)❤ ❛ ❣✐✈❡♥

)✐♠❡ $❤✐❢) ✇♦✉❧❞ ❝❡&)❛✐♥❧② ❤❡❧♣ )♦ ❜❡))❡& ✉♥❞❡&$)❛♥❞ )❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐$♠ ❧✐♥❦✐♥❣

)❤❡ )✇♦✳ ❚❤❡ ♣♦$)✲♣&♦❝❡$$✐♥❣ ♠❡)❤♦❞$ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ &❛♥❣❡ ❢&♦♠ ❝❧❛$$✐❝ $)❛)✐$)✐❝❛❧

❛♥❛❧②$✐$ ✭❛✈❡&❛❣❡✱ ♠❡❛♥✱ $)❛♥❞❛&❞ ❞❡✈✐❛)✐♦♥✱ ❝♦&&❡❧❛)✐♦♥✱✳✳✳✮ ❛♥❞ ❣♦ ✉♣ )♦

♠♦❞❡ ❡①)&❛❝)✐♦♥ ♠❡)❤♦❞$✳ ❚❤❡$❡ ❧❛$) ♦♥❡$ ✐♥ ♣❛&)✐❝✉❧❛& ❛&❡ ♦❢ )❤❡ ♠♦$)

✐♥)❡&❡$) $✐♥❝❡ )❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥) ♦❢ ❤✐❣❤ $♣❡❡❞ ♠❡❛$✉&❡♠❡♥)$✱ ❛$ )❤❡② ❛❧❧♦✇ )♦

♠❛❦❡ $❡♥$❡ ♦❢ )❤❡ ♠❛$$ ♦❢ ❞❛)❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐)❤ )❤❡ ♠♦&❡ ❝♦♠♠♦♥

✉$❡ ✐♥ &❡$❡❛&❝❤ ♦❢ ❤✐❣❤ &❡♣❡)✐)✐♦♥ &❛)❡ ❧❛$❡& ❜❛$❡❞ ❞✐❛❣♥♦$)✐❝$ ❛♥❞ ❤✐❣❤ $♣❡❡❞

❝❛♠❡&❛$✱ )❤❡ 5✉❛♥)✐)② ♦❢ ❞❛)❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐$ ❡✈❡& ❣&❡❛)❡&✱ ❛♥❞ )❤✉$ )❤❡ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣

♣♦$)✲)&❡❛)♠❡♥) ♣&♦❜❧❡♠$ )❤❛) ✇❡&❡ ✉♥)✐❧ ♥♦✇ $♣❡❝✐✜❝ )♦ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ $✐♠✉❧❛)✐♦♥$

❛&❡ $)❛&)✐♥❣ )♦ ❜❡ ❢❡❧) ✐♥ )❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥)❛❧ ✜❡❧❞ )♦♦✳



✶✵ ■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❚❤❡ ✈❛'✐❡)② ♦❢ ♣♦.)✲♣'♦❝❡..✐♥❣ ♠❡)❤♦❞. ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛♥. )❤❛) ❝❤♦✐❝❡. ♠✉.) ❜❡

♠❛❞❡✳ ■♥ ♣❛')✐❝✉❧❛'✱ ❛❧❧ ♦❢ )❤❡♠ ❤❛✈❡ ❧✐♠✐)❛)✐♦♥.✱ ❡✐)❤❡' ✐♥ )❤❡ )②♣❡ ♦❢ ❞❛)❛ )❤❡②

❝❛♥ ❜❡ ✉.❡❞ ♦♥ ✭♥✉♠❜❡' ♦❢ .✐♠✉❧)❛♥❡♦✉. ♣♦✐♥).✱ ♣❡'✐♦❞✐❝✐)② ♦❢ )❤❡ .✐❣♥❛❧✮✱ ♦'

❡✈❡♥ )❤❡ ❡①♣❧✐❝✐) ♦' ✐♠♣❧✐❝✐) ❛..✉♠♣)✐♦♥. ♠❛❞❡ ♦♥ )❤❡ ❡①♣❡❝)❡❞ '❡.✉❧).✳ ❇❡❝❛✉.❡

♦❢ )❤✐.✱ .♦♠❡ ❝❛'❡ ♠✉.) ❜❡ )❛❦❡♥ ✇❤❡♥ ❡.)❛❜❧✐.❤✐♥❣ )❤❡ ❛♥❛❧②.✐. ♣'♦❝❡..✱ )♦ ✉.❡

❛❞❛♣)❡❞ )♦♦❧. ❢♦' )❤❡ ♣❛')✐❝✉❧❛' ❝❛.❡✳ ■♥ ♦'❞❡' )♦ ❜❡))❡' ✉♥❞❡'.)❛♥❞ ✇❤❛) ❝❤♦✐❝❡.

✇❡'❡ ♠❛❞❡ ✐♥ )❤✐. ♣❛')✐❝✉❧❛' .)✉❞②✱ ✇❤❡'❡ )❤❡ ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ✐. )♦ ❝❤❛'❛❝)❡'✐③❡ )❤❡

❡✈♦❧✉)✐♦♥. ♦❢ )❤❡ ♣'❡..✉'❡✱ )❡♠♣❡'❛)✉'❡✱ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡ '❛)✐♦ ❛♥❞ ✢❛♠❡ .❤❛♣❡ ✐♥ ❛

❜✉'♥❡' .✉❜❥❡❝) )♦ ❝♦♠❜✉.)✐♦♥ ✐♥.)❛❜✐❧✐)✐❡.✱ ❛ .)❛)❡ ♦❢ )❤❡ ❛') ♣'❡.❡♥)✐♥❣ .❡✈❡'❛❧

♦❢ )❤❡ ♠♦.) '❡❧❡✈❛♥) ♠❡)❤♦❞. ✐. ✉.❡❢✉❧✳

❙!❛!✐$!✐❝❛❧ ♠❡!❤♦❞$

❚❤❡.❡ ❛'❡ )❤❡ ♠♦.) ✇✐❞❡❧② ✉.❡❞ )♦♦❧.✱ ❛. )❤❡② ❛'❡ .✐♠♣❧❡ )♦ ✉.❡✱ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡'✲

.)♦♦❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ )♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜'.) ❛♣♣'♦❛❝❤ ♦❢ )❤❡ .)✉❞✐❡❞ .②.)❡♠ )❤❛) ♠❛② ❤❡❧♣

)♦ ❝❤♦.❡ ♦)❤❡'✱ ♠♦'❡ .♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ )❡❝❤♥✐C✉❡. ❛❢)❡'✇❛'❞.✳ ❚❤❡ ♠♦.) ❝♦♠♠♦♥

♠❡)❤♦❞. ❛'❡ )❤❡ ❋♦✉'✐❡' )'❛♥.❢♦'♠✱ ♠❡❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦❤❡'❡♥❝❡✳

❆ ❣♦♦❞ ❛❧)❡'♥❛)✐✈❡ )♦ )❤❡ ❋♦✉'✐❡' )'❛♥.❢♦'♠ ✐. )❤❡ H♦✇❡' ❙♣❡❝)'❛❧ ❉❡♥.✐)②

❛♥❛❧②.✐. ✭H❙❉✮✳ ■♥ )❤❡ ♣'❡.❡♥) .)✉❞②✱ ❲❡❧❝❤✬. ♠❡)❤♦❞ ✇❛. ✉.❡❞ )♦ ❝❛❧❝✉❧❛)❡

)❤❡ H❙❉ ♦❢ .✐❣♥❛❧.✱ ❜② ✉.✐♥❣ )❤❡ ♣✇❡❧❝❤ ♠❡)❤♦❞ ❢'♦♠ ▼❛)❧❛❜✳ ❲❡❧❝❤✬. ♠❡)❤♦❞

✐. ❜❛.❡❞ ♦♥ )❤❡ ✉.❡ ♦❢ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❡'✐♦❞♦❣'❛♠.✱ ✇❤❡'❡ ❛♠♣❧✐)✉❞❡ ♦❢ )❤❡ ❢✉♥❝)✐♦♥

✐♥ ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ✐. ♠✉❧)✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❢✉♥❝)✐♦♥✳ ❚❤✐. ♠❡)❤♦❞ ❛❧❧♦✇. )♦

❤❛✈❡ ❧❡.. ♥♦✐.② .♣❡❝)'❛ )❤❛♥ ✉.✐♥❣ ♦♥❧② )❤❡ ❋❋❚✱ ❛♥❞ )❤✉. ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ )♦ ❜❡))❡'

.❡❡ ❢❡❛)✉'❡. )❤❛) ♦)❤❡'✇✐.❡ ♠❛② ❜❡ ❧♦.) ✐♥ ♠❡❛.✉'❡♠❡♥) ♥♦✐.❡✳

▲❛.)❧②✱ ❈'♦.. H♦✇❡' ❙♣❡❝)'❛❧ ❉❡♥.✐)② ✐. ❛❧.♦ ✉.❡❢✉❧ ✐♥ )❤❡ ♣'❡.❡♥) ❝❛.❡✱ .✐♥❝❡

)❤❡ '❡❧❛)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ .❡✈❡'❛❧ ✈❛'✐❛❜❧❡. ✐♥ )❤❡ .②.)❡♠ ♥❡❡❞. )♦ ❜❡ ✐♥✈❡.)✐❣❛)❡❞✳

❚❤✐. ♠❡)❤♦❞ ❣✐✈❡. ❛ .♣❡❝)'✉♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡.✱ ✇❤♦.❡ ♠♦❞✉❧✉. |Pxy| ❣✐✈❡.
)❤❡ ❝♦''❡❧❛)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ ① ❛♥❞ ② ❛) ❡❛❝❤ ❢'❡C✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ♣❤❛.❡ angle(Pxy) ❣✐✈❡.
)❤❡ ♣❤❛.❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ )✇♦ .✐❣♥❛❧.✳

❚❤❡.❡ ♠❡)❤♦❞. ❝♦✉❧❞ ❛❧'❡❛❞② ❜❡ ❝♦♥.✐❞❡'❡❞ .✉✣❝✐❡♥) ✐♥ ❞❡)❡'♠✐♥✐♥❣ )❤❡

❢'❡C✉❡♥❝②✱ ❛♠♣❧✐)✉❞❡ ❛♥❞ ❞❡❧❛② ❜❡)✇❡❡♥ .❡✈❡'❛❧ ♠❡❛.✉'❡♠❡♥).✳ ❚❤❡② ❤♦✇❡✈❡'

❛'❡ ♠♦.)❧② ✜) ❢♦' ✐♥)❡'♣'❡)✐♥❣ ✶❉ .✐❣♥❛❧.✳ ■❢ ✷❉ ✜❡❧❞. ❛'❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✉.✐♥❣ ♦♥❧②

)❤❡.❡ ♠❡)❤♦❞. ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ )♦ ❛ ❧♦.. ♦❢ ✐♥❢♦'♠❛)✐♦♥✳

,❤❛$❡ ❛✈❡.❛❣✐♥❣

❆ ❝❧❛..✐❝ ♠❡)❤♦❞ ❢♦' )'❡❛)✐♥❣ ❝♦❤❡'❡♥) .✐❣♥❛❧.✱ ♣❤❛.❡ ❛✈❡'❛❣✐♥❣ ❤❛. ✐). ❛❞✈❛♥✲

)❛❣❡. ❛♥❞ ❞'❛✇❜❛❝❦.✳ ❇② ✉.✐♥❣ ❛ .✐❣♥❛❧ ❛. )❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❢♦' ❛ ♣❤❛.❡ ❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥✱

)❤✐. ♠❡)❤♦❞ ❛❧❧♦✇. )♦ ♦❜)❛✐♥ ❛♥ ❛✈❡'❛❣❡ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥)❛❣❡ ♦❢ ♣❤❛.❡



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ✶✶

❛✈❡$❛❣✐♥❣ ✐( )❤❛) ♦♥❧② )❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ (✐❣♥❛❧ ♥❡❡❞( )♦ ❜❡ )❛❦❡♥ ❛) ❛♥ ❛❝3✉✐(✐)✐♦♥

$❛)❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ )♦ ♣$♦♣❡$❧② $❡❝♦♥()$✉❝) )❤❛) ❛✈❡$❛❣❡ ❝②❝❧❡✿ ✐) ❤❛( )❤✉(

❜❡❡♥ ✉(❡❞ ♥✉♠❡$♦✉( )✐♠❡( )♦ $❡❝♦♥()$✉❝) ❝②❝❧❡( ❢$♦♠ 8▲■❋ ♦$ ✈❡❧♦❝✐)② ✜❡❧❞(

♦❜)❛✐♥❡❞ ❛) ❢$❡3✉❡♥❝✐❡( ♠✉❝❤ ❧♦✇❡$ )❤❛♥ )❤❡ ()✉❞✐❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

❚❤✐( ♠❡)❤♦❞ ❤♦✇❡✈❡$ (✉♣♣♦(❡( )❤❛) )❤❡ (✐❣♥❛❧ ✐) ✐( ✉(❡❞ ♦♥ $❡❛❧❧② ❝♦♥)❛✐♥( ❛

❝②❝❧❡ ❛) )❤❡ ❞❡(✐$❡❞ ❢$❡3✉❡♥❝②✱ ♦)❤❡$✇✐(❡ )❤❡ ♦❜)❛✐♥❡❞ $❡(✉❧) ♠❛② ♥♦) ❜❡ ♣❤②(✐❝❛❧

❛) ❛❧❧✳

▼♦❞❡ ❡①%&❛❝%✐♦♥ %❡❝❤♥✐,✉❡.

❚❤❡(❡ )❡❝❤♥✐3✉❡( )❛❦❡ ❛❞✈❛♥)❛❣❡ ♦❢ )❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐)② ♦❢ )❤❡ ❞❛)❛ ✜❡❧❞( ♦❜)❛✐♥❡❞

❢$♦♠ 8▲■❋✱ 8❛$)✐❝❧❡ ■♠❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐♠❡)$②✱ ♦$ ❝❤❡♠✐❧✉♠✐♥❡(❝❡♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡

❣♦❛❧ ♦❢ )❤❡(❡ ♠❡)❤♦❞( ✐( )♦ ❡①)$❛❝) ❝♦❤❡$❡♥) ()$✉❝)✉$❡( ✭♦$ ♠♦❞❡(✮ ❢$♦♠ )❤❡

❞❛)❛ (❡) ✉(❡❞ ❛( ❛ $❡❢❡$❡♥❝❡✳ ■♥ )❤✐( (❡❝)✐♦♥✱ )❤❡ ♥♦✇ ❝♦♠♠♦♥ 8$♦♣❡$ ❖$)❤♦✲

❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦(✐)✐♦♥ ✐( ♣$❡(❡♥)❡❞✱ ❛♥❞ )❤❡ ✜$() ❞❡)❛✐❧( ♦♥ )❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡

❉❡❝♦♠♣♦(✐)✐♦♥ ❛$❡ ❣✐✈❡♥ )♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛$✐(♦♥ ❜❛(✐(✳ ❚❤❡ ✐♥✲❞❡♣)❤ ❛♥❛❧②(✐( ♦❢

)❤❡ ❧❛() ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛( ❝❤♦(❡♥ ❛( )❤❡ ♣$❡❢❡$❛❜❧❡ ♠❡)❤♦❞ ❤❡$❡✱ ✐( ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥

❝❤❛♣)❡$ ✹✳

 !♦♣❡! ❖!&❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦/✐&✐♦♥

❚❤❡ 8$♦♣❡$ ❖$)❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦(✐)♦✐♥ ✭8❖❉✮ ✐( ❜② ♥♦✇ ❛ ❝❧❛((✐❝ ♠❡)❤♦❞ ♦❢

❡①)$❛❝)✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡$❡♥) ♠♦❞❡( ❢$♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ (❡) ♦❢ ❞❛)❛ ♣♦✐♥)(✳ ■) ✐( ❦♥♦✇♥

✉♥❞❡$ ♦)❤❡$ ♥❛♠❡( ✐♥ ♦)❤❡$ ✜❡❧❞( ♦❢ ()✉❞② ✭8$✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥) ❆♥❛❧②(✐( ❛♥❞

❑❛$❤✉♥❡♥✲▲♦L✈❡ )$❛♥(❢♦$♠ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❆ ❜$✐❡❢ ❤✐()♦$② ♦❢ )❤❡ ♠❡)❤♦❞ ❤❛(

❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❇❡$❦♦♦③ ❡) ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ )❤✐( ♠❡)❤♦❞ ✐( )♦ ❡①)$❛❝) ❢$♦♠ ❛ (❡) ♦❢ ❞❛)❛ ♣♦✐♥)( ❛♥ ♦$)❤♦❣♦♥❛❧

❜❛(❡ (✉❝❤ ❛( )❤❡ ♣$♦❥❡❝)✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥) ♦❢ )❤❡ ❜❛(❡ ✭$❡❢❡$$❡❞ )♦

❛❢)❡$✇❛$❞( ❛( ♠♦❞❡(✮ ❝♦♥)❛✐♥( )❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ )❤❡ ❡♥❡$❣② ❢$♦♠ )❤❡ ✐♥✐)✐❛❧

(✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✜$() ♠♦❞❡ ❝♦♠♣✉)❡❞ ✇✐❧❧ ❝♦♥)❛✐♥ ♠♦() ♦❢ )❤❡ ❡♥❡$❣②✱ ❛♥❞ )❤❡

(✉❜(❡3✉❡♥) ♠♦❞❡( ✇✐❧❧ ❝♦♥)❛✐♥ ❧❡(( ❛♥❞ ❧❡((✳

■♥ )❤❡ ()✉❞② ♦❢ ❝♦♠❜✉()✐♦♥ ✐♥()❛❜✐❧✐)✐❡(✱ )❤❡ ♠♦() ✐♥)❡$❡()✐♥❣ ✉(❡ ♦❢ )❤✐(

♠❡)❤♦❞ ❝♦♠❡( ❢$♦♠ )❤❡ ❊①)❡♥❞❡❞ 8$♦♣❡$ ❖$)❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦(✐)✐♦♥ ✭❇♦$S❡

✭✷✵✵✸✮❀ ❉✉✇✐❣ ✭✷✵✶✵✮❀ ❙,-❤/ ❡, ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✮✳ ❚❤❡ ♣/✐♥❝✐♣❧❡ ✐8 ,❤✐8 ✈❛/✐❛♥, ✐8 ,❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐/8,✱ ,❤❡ >❖❉ ✐8 ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ 8❡, ♦❢ ❞❛,❛ ❢/♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛/✐❛❜❧❡✳ ▼♦❞❡8

❜❡8, ❞❡8❝/✐❜✐♥❣ ✐,8 ❡♥❡/❣② ✢✉❝,✉❛,✐♦♥8 ❛/❡ ,❤✉8 ♦❜,❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❊①,❡♥❞❡❞ ♣❛/,

❝♦♠❡8 ❢/♦♠ ,❤❡ ✉8❡ ♦❢ ,❤✐8 ❜❛8❡ ♦♥ ♦,❤❡/ 8✐❣♥❛❧8 ❛❝H✉✐/❡❞ 8✐♠✉❧,❛♥❡♦✉8❧② ,♦

,❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ 8❡,✿ ,❤❡② ❛/❡ ♣/♦❥❡❝,❡❞ ♦♥,♦ ,❤✐8 ❜❛8❡✳ ❚❤✐8 ❛❧❧♦✇8 ,♦ ✈✐8✉❛❧✐③❡ ,❤❡

❡✈❡♥,✉❛❧ ♣❛/, ♦❢ ❛ ❞✐✛❡/❡♥, ✈❛/✐❛❜❧❡ ❝♦//❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ✢✉❝,✉❛,✐♦♥8 ♦❢ ,❤❡ ✜/8,✱

✇❤✐❝❤ ✐8 ✐♠♣♦/,❛♥, ✐♥ ,❤❡ ❝❛8❡ ♦❢ ❝♦♠❜✉8,✐♦♥ ✐♥8,❛❜✐❧✐,✐❡8 8✐♥❝❡ ,❤❡② /❡8✉❧,

❢/♦♠ ✈❛/✐♦✉8 ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✉♣❧✐♥❣8✳



✶✷ ■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❚❤✐% ♠❡(❤♦❞ ❤♦✇❡✈❡- ❤❛% ❛ ❢❡✇ ❧✐♠✐(% (❤❛( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐%❝✉%%❡❞✳ ❋✐-%(✱ (❤❡ ❜❛%❡

✐% ♦♣(✐♠✐③❡❞ ♦♥ (❤❡ ❡♥❡-❣② ❝♦♥(❡♥(✳ ❚❤✐% ✐% ♣-♦❜❛❜❧② ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ ✐♥ ♠♦%( ❝❛%❡%✱

❜✉( ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥(❡-❛❝(✐♦♥%✱ ❛ ❝♦❤❡-❡♥( %(-✉❝(✉-❡ ✇✐(❤ ❛ ❢❛✐-❧② ❧♦✇ ❡♥❡-❣②

❝♦♥(❡♥( ♠❛② ❜❡ ♦❢ ❣-❡❛( ✐♠♣❛❝( ♦♥ (❤❡ ♦✈❡-❛❧❧ %②%(❡♠✳ ❆♥♦(❤❡- (❤✐♥❣ (♦ (❛❦❡

✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( ✐% (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ %❡♣❛-❛(✐♦♥ ♦❢ (✐♠❡ ❛♥❞ %♣❛❝❡ ✐♥ (❤❡ ♠❡(❤♦❞✿ (❤❡

♠♦❞❡% ♦♥❧② ❝♦♥(❛✐♥ ✐♥❢♦-♠❛(✐♦♥ ❛❜♦✉( (❤❡ %♣❛(✐❛❧ %(-✉❝(✉-❡ ♦❢ (❤❡ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞

(❤❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ❢♦- ❡❛❝❤ (✐♠❡ %(❡♣ ♠✉%( ❜❡ ❝♦♠♣✉(❡❞ %❡♣❛-❛(❡❧②✳ ❚❤✐% ❤❛% ♦♥❡

❞-❛✇❜❛❝❦✿ (❤❡ (❡♠♣♦-❛❧ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❢❛✐-❧② ❞✐✣❝✉❧(

(♦ ✐♥(❡-♣-❡( ✐❢ (❤❡-❡ ✐% ♥♦ %✐♥❣❧❡ %(-♦♥❣ ❢-❡A✉❡♥❝② ✐♥ (❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❜%❡-✈❡❞✳

❆% ✐( ✐% ❝♦♠♠♦♥❧② ✉%❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✉%(✐♦♥ %(✉❞✐❡%✱ ❛♥❞ ✐% %✐♠✐❧❛- ✐♥ ♣-✐♥❝✐♣❧❡ (♦

(❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦%✐(✐♦♥✱ (❤✐% ♠❡(❤♦❞ ✇❛% ❜-✐❡✢② ♣-❡%❡♥(❡❞ ❤❡-❡✳

❍♦✇❡✈❡-✱ ✐♥ (❤❡ ♣-❡%❡♥( %(✉❞②✱ (❤❛( ♦(❤❡- ♠❡(❤♦❞ ✇❛% ♣-❡❢❡--❡❞✱ ❢♦- ✐(% ❞✐✛❡-❡♥(

%❡( ♦❢ ❛❞✈❛♥(❛❣❡% ❛♥❞ ❞-❛✇❜❛❝❦%✳

❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦,✐-✐♦♥

❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦%✐(✐♦♥ ✭❉▼❉✮ ✐% ❛ -❡❝❡♥( ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥( ♦❢ ♠♦❞❡

❡①(-❛❝(✐♦♥ ♠❡(❤♦❞%✱ ✜-%( ✐♥(-♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥❝✉--❡♥(❧② ❜② ❙❝❤♠✐❞ ✭❙❝❤♠✐❞ ✭✷✵✶✵✮❀

❙❝❤♠✐❞ ✭✷✵✶✶✮❀ ❙❝❤♠✐❞ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✮ ❛♥❞ ❘♦✇❧❡② ✭❘♦✇❧❡② ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✮ ❛%

❛ ♠❡❛♥% ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❡①♣❡-✐♠❡♥(❛❧ ♦- ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ❞❛(❛ ✐♥ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝% ❛♥❞

❝♦♠❜✉%(✐♦♥ %(✉❞②✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ (❤✐% ♠❡(❤♦❞ ✐% (♦ ❡①(-❛❝( ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ♠♦❞❡%

❢-♦♠ (❤❡ ❞❛(❛ %❡( ✉%❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ✭❛% ❢❛- ❛% (❤❡ ♠❡(❤♦❞✬% -❡%✉❧(% ❛-❡

❝♦♥❝❡-♥❡❞✮ ❜❡(✇❡❡♥ ❉▼❉ ❛♥❞ (❤❡ ♠♦-❡ ❝❧❛%%✐❝ P❖❉ ✐% (❤❡ (❡♠♣♦-❛❧ ❡✈♦❧✉(✐♦♥

♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣✉(❡❞ ♠♦❞❡%✿ ✇❤✐❧❡ (❤❡ P❖❉ ♠♦❞❡% ❤❛✈❡ ♥♦ ✜①❡❞ (❡♠♣♦-❛❧

❡✈♦❧✉(✐♦♥ ❛♥❞ (❤✉% ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧( (♦ ✐♥(❡-♣-❡( ✐♥ (❡-♠% ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝%✱ (❤❡ ❉▼❉

♠♦❞❡% ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥(✐❛❧❧② ✐♥❝-❡❛%✐♥❣ ♦- ❞❡❝-❡❛%✐♥❣ ♦%❝✐❧❧❛(✐♦♥ ❛( ❛ ✜①❡❞

❢-❡A✉❡♥❝②✳ ❚❤❡✐- ✐♠♣❛❝( ♦♥ (❤❡ ❞②♥❛♠✐❝% ✐% (❤✉% ♠✉❝❤ ❡❛%✐❡- (♦ ✐♥(❡-♣-❡(✱ ❛%

(❤❡✐- ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ✐% %✐♠♣❧❡✳

❚❤❡ ❉▼❉ ♠♦❞❡% ❛-❡ ❛❧%♦ ❝♦♥%(-✉❝(❡❞ ♥♦( (♦ ❜❡%( ❛♣♣-♦①✐♠❛(❡ (❤❡ ❡♥❡-❣②

❝♦♥(❡♥( ♦❢ (❤❡ %✐❣♥❛❧✱ ❜✉( ✐(% ❞②♥❛♠✐❝✿ (❤✐% ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ (❤❡ -❡%✉❧(%

✐♥ %♦♠❡ ❝❛%❡% ✇❤❡-❡ (❤❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐% ♥♦( ♠♦%( ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②

❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡-❣② %(-✉❝(✉-❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ (❤✉% ♥♦( ❜❡ ♣-❡❢❡-❡♥(✐❛❧❧② ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ ❜②

(❤❡ ♠♦-❡ ❝♦♠♠♦♥ P❖❉✳

❚❤❡ ❉▼❉✬% ❞-❛✇❜❛❝❦% ❛-❡ ❧✐♥❦❡❞ (♦ (❤❡ ❛%%✉♠♣(✐♦♥% ❣♦✈❡-♥✐♥❣ ✐(✿ (❤❡ ❉▼❉ ✐%

❛ ❧✐♥❡❛- ❛♣♣-♦①✐♠❛(✐♦♥✱ ❛♥❞ %✉♣♣♦%❡% (❤❛( ❡♥♦✉❣❤ (✐♠❡ %(❡♣% ✇❡-❡ ❛❝A✉✐-❡❞ (♦

❜❡ ❛❜❧❡ (♦ ❢✉❧❧② ❞❡%❝-✐❜❡ (❤❡ %②%(❡♠✬% ❞②♥❛♠✐❝%✳ ❚❤❡ ❛❝A✉✐%✐(✐♦♥ ❢-❡A✉❡♥❝② ♦❢

(❤❡ ❞❛(❛ ♣♦✐♥(% ♠✉%( ❛❧%♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦-♠✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ (♦ ❜❡ ❛❜❧❡ (♦ ❞❡%❝-✐❜❡

❛❧❧ (❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥(❡♥(✳ ❚❤❡%❡ ♣❛-(✐❝✉❧❛- ❧✐♠✐(❛(✐♦♥%✱ ❤♦✇❡✈❡-✱ ❛-❡ ❝✉--❡♥(❧②

❜❡✐♥❣ ✇♦-❦❡❞ ♦♥ ✭❚✉ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮❀ ▲❡-♦✉① ❛♥❞ ❈♦-❞✐❡- ✭✷✵✶✻✮✮✳ ▲❛%(❧②✱

(❤❡ ❉▼❉ ❞❡❝♦♠♣♦%❡% (❤❡ %✐❣♥❛❧ ✐♥ ❛ %❡-✐❡% ♦❢ %✐♥✉%♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡% ♦♥ (❤❡ (✐♠❡



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ✶✸

❞✐♠❡♥'✐♦♥✱ ❛♥❞ +❤✉' '✉✛❡/' ❢/♦♠ +❤❡ '❛♠❡ ♣/♦❜❧❡♠' ❛ ❋♦✉/✐❡/ ❞❡❝♦♠♣♦'✐+✐♦♥

❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐❢ +❤❡ ✉♥❞❡/❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝' ✐' ♥♦+ '✐♥✉'♦✐❞❛❧✿ ✐♥ +❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ❛ +/✐❛♥❣✉❧❛/

✢✉❝+✉❛+✐♦♥ ❢♦/ ❡①❛♠♣❧❡✱ +❤❡ ✢✉❝+✉❛+✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦'❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐+❡ '❡/✐❡'

♦❢ ♠♦❞❡'✱ ✐♥+/♦❞✉❝✐♥❣ '♦♠❡ ♣♦''✐❜❧❡ ❡//♦/' ❉✉❦❡ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

❊✈❡♥ +❤♦✉❣❤ ✐+ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐+' ❧✐♠✐+❛+✐♦♥'✱ +❤❡ ❉▼❉ '❡❡♠' ♣/♦♠✐'✐♥❣ ❡'♣❡❝✐❛❧❧②

✇❤❡♥ ❝♦♥'✐❞❡/✐♥❣ +❤❡ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❞❛+❛ ♣♦✐♥+' ♥❡❡❞❡❞ ❝♦♠♣❛/❡❞ +♦ ♦+❤❡/

♠❡+❤♦❞' ❛♥❞ +❤❡ '✐♠♣❧❡ +♦ ✉♥❞❡/'+❛♥❞ +❡♠♣♦/❛❧ ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝♦♠♣✉+❡❞

♠♦❞❡'✳ ■+ ✇✐❧❧ ❜❡ '+✉❞✐❡❞ ♠♦/❡ ❡①+❡♥'✐✈❡❧② ✐♥ ❝❤❛♣+❡/ ✹✱ ❣✐✈✐♥❣ ♠♦/❡ ✐♥'✐❣❤+ ♦♥

+❤❡ ♣/❡❝✐'✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉/❛❝② +❤❛+ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝+❡❞✳

●♦❛❧ ❛♥❞ ♦&❣❛♥✐③❛*✐♦♥ ♦❢ *❤✐- *❤❡-✐-

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ +❤✐' +❤❡'✐' ✐' +✇♦✲❢♦❧❞✳ ❖♥❡ ♦❢ +❤❡ ❣♦❛❧' ✐' +♦ ♠❡❛'✉/❡ ✢✉❝+✉❛+✐♦♥' ♦❢

♣/❡''✉/❡✱ +❡♠♣❡/❛+✉/❡ ❛♥❞ ❡L✉✐✈❛❧❡♥❝❡ /❛+✐♦ ✐♥ ❛ +✉/❜✉❧❡♥+ ♣❛/+✐❛❧❧②✲♣/❡♠✐①❡❞

'✇✐/❧❡❞ ❝♦♠❜✉'+♦/ +♦ '+✉❞② +❤❡ ❝♦♠❜✉'+✐♦♥ ✐♥'+❛❜✐❧✐+② ✐+ ✐' '✉❜❥❡❝+ +♦✳ ❚❤❡

'❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ✐' +♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♣♦'+✲♣/♦❝❡''✐♥❣ '+/❛+❡❣② ❢♦/ +❤❡ '+✉❞② ♦❢ '✉❝❤

❝♦♠❜✉'+✐♦♥ ✐♥'+❛❜✐❧✐+✐❡'✱ +❤❛+ ✐❞❡❛❧❧② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉'❡❞ ♦♥ ♦+❤❡/ ❜✉/♥❡/ ❝♦♥✜❣✉/❛✲

+✐♦♥'✳ ■♥ ♦/❞❡/ +♦ ❛❝❤✐❡✈❡ +❤❛+ ❧❛'+ ♦❜❥❡❝+✐✈❡✱ +❤❡ ♣/♦❜❧❡♠' ❡♥❝♦✉♥+❡/❡❞ ✉'✐♥❣

❡✈❡♥ ❝❧❛''✐❝ ❛♥❛❧②'✐' ♠❡+❤♦❞' ♦♥ ❛ '❡❡♠✐♥❣❧② '✐♠♣❧❡ ❝❛'❡ ♥❡❡❞ +♦ ❜❡ ♦✉+❧✐♥❡❞✱

❛♥❞ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡' +♦ +❤❡ ♣/❛❝+✐❝❛❧ ✉'❡ ♦❢ +❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦'✐+✐♦♥ +♦ ❜❡

❣✐✈❡♥✳ ■♥ ♦/❞❡/ +♦ ♣/❡'❡♥+ +❤❡ /❡'✉❧+' ♦❢ +❤✐' '+✉❞②✱ +❤❡ ♠❛♥✉'❝/✐♣+ ✐' ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥ ❢♦✉/ ❝❤❛♣+❡/'✳

❚❤❡ ✜/'+ ❝❤❛♣+❡/ ❞❡'❝/✐❜❡' ✐♥ ❞❡+❛✐❧ +❤❡ ❜✉/♥❡/ ✉'❡❞ ✐♥ +❤✐' '+✉❞②✱ ❛♥❞ ❛❧❧

+❤❡ ♠❡❛'✉/❡♠❡♥+ +❡❝❤♥✐L✉❡' ✉'❡❞ +♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡'' +♦ ♣/❡''✉/❡✱ +❡♠♣❡/❛+✉/❡ ❛♥❞

❡L✉✐✈❛❧❡♥❝❡ /❛+✐♦ ✢✉❝+✉❛+✐♦♥'✳ ❚❤❡ ♣♦'+✲♣/♦❝❡''✐♥❣ ♥❡❝❡''❛/② +♦ ♦❜+❛✐♥ +❤❡

♣❤②'✐❝❛❧ L✉❛♥+✐+✐❡' ❢/♦♠ +❤❡ ♠❡❛'✉/❡♠❡♥+ '②'+❡♠'✬ ♦✉+♣✉+' ✐' ❛❧'♦ ❣✐✈❡♥✳

■♥ +❤❡ '❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣+❡/✱ +❤❡ ♠♦'+ ❝❧❛''✐❝ ❛♥❞ '✐♠♣❧❡ ♣♦'+✲♣/♦❝❡''✐♥❣ ♦❢ ♦❜+❛✐♥❡❞

❞❛+❛ ✐' ♠❛❞❡✳ ❋✐/'+✱ ❛ O❙❉ '+✉❞② ♦❢ ♣/❡''✉/❡ ♠❡❛'✉/❡♠❡♥+' ♦❜+❛✐♥❡❞ ✐♥ +❤❡

✐♥❥❡❝+♦/ ❛♥❞ ❝❤❛♠❜❡/ ♦❢ +❤❡ ❜✉/♥❡/ ✐' ❝♦♥❞✉❝+❡❞ +♦ ♦❜+❛✐♥ ❛ ❜/♦❛❞ '+✉❞②

♦❢ +❤❡ ❝♦♠❜✉'+✐♦♥ ✐♥'+❛❜✐❧✐+②✬' '❡♥'✐+✐✈✐+② +♦ ✐♥❥❡❝+✐♦♥ ❝♦♥❞✐+✐♦♥'✳ ❋/♦♠ +❤✐'

✜/'+ ❛♣♣/♦❛❝❤✱ +❤/❡❡ ❡L✉✐✈❛❧❡♥❝❡ /❛+✐♦' ❛/❡ ❝❤♦'❡♥ +♦ ❜❡ '+✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡+❛✐❧

✐♥ +❤❡ /❡'+ ♦❢ +❤✐' +❤❡'✐'✳ ❖♥❝❡ +❤❡ +❤/❡❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥' ❛/❡ ❝❤♦'❡♥ +❤❡ O❙❉

♠❡+❤♦❞✱ ❛' ✇❡❧❧ ❛' ❝♦//❡❧❛+✐♦♥' ❛♥❞ ❝/♦'' ♣♦✇❡/ '♣❡❝+/❛❧ ❞❡♥'✐+② ❛♥❛❧②'✐'✱

❛/❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛❧❧ +❤❡ '✐❣♥❛❧' ❛❝L✉✐/❡❞ ✐♥ +❤✐' '+✉❞②✳ ❚❤❡'❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣/❡''✉/❡

♠❡❛'✉/❡♠❡♥+'✱ ❖❍✯ ❝❤❡♠✐❧✉♠✐♥❡'❝❡♥❝❡ ✐♥+❡♥'✐+②✱ ❜✉+ ❛❧'♦ +❤❡ ❧❛'❡/ '✐❣♥❛❧'

✉'❡❞ ❢♦/ ❛❜'♦/♣+✐♦♥ ♠❡❛'✉/❡♠❡♥+' ❛' ✇❡❧❧ ❛' ❜/♦❛❞❜❛♥❞ ❡♠✐''✐♦♥' ♦❢ +❤❡ ✢❛♠❡

❛♥❞ ❇❖❙✲♠❡❛'✉/❡❞ ❞✐'♣❧❛❝❡♠❡♥+ ✜❡❧❞'✳ ❋♦/ ❛❧❧ ✷❉ ✜❡❧❞' ♦❜+❛✐♥❡❞ ✭❜/♦❛❞❜❛♥❞

✢❛♠❡ ❡♠✐''✐♦♥'✱ ❖❍ ▲■❋ ❛+ ❧♦✇ ❢/❡L✉❡♥❝② ❛♥❞ ❇❖❙ ❞✐'♣❧❛❝❡♠❡♥+ ✜❡❧❞'✮✱

+❤❡ ❛✈❡/❛❣❡ ❢♦/ ❡❛❝❤ ✐♥❥❡❝+✐♦♥ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ✐' ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✉' +❤✐' ✜/'+ '+❛+✐'+✐❝❛❧

'+✉❞② ❛❧/❡❛❞② ❣✐✈❡' ✐♥'✐❣❤+ ✐♥ +❤❡ ✐♥'+❛❜✐❧✐+② ♦❜+❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ✐' +❤❡ ❜❛'✐' ♦♥



✶✹ ■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

✇❤✐❝❤ ❛♥② ❢✉+,❤❡+ .,✉❞② ❤❛. ,♦ ❜❡ ❝♦♥.,+✉❝,❡❞✳ ■♥ ♣❛+,✐❝✉❧❛+✱ ✐, ✐. .❤♦✇♥

,❤❛, ,❤❡ ❛✈❡+❛❣❡ .❤❛♣❡ ♦❢ ,❤❡ ✢❛♠❡ ❝❧♦.❡. ✇❤❡♥ ,❤❡ ❡;✉✐✈❛❧❡♥❝❡ +❛,✐♦ ✐. +✐.❡♥✱

❜✉, ,❤❛, ,❤❡ ❢+❡;✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ♦❢ ,❤❡ ✐♥.,❛❜✐❧✐,② ❤❛. ,✇♦ ❞✐✛❡+❡♥,

♣❤❛.❡.✿ ❢♦+ φ❁✵✳✽✷✱ ,❤❡ ❢+❡;✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡. ❛♥❞ ,❤❡ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ✐. ❝♦♥.,❛♥,✱

✇❤✐❧❡ ❢♦+ φ❃✵✳✽✷ ,❤❡ ❢+❡;✉❡♥❝② ❞♦❡. ♥♦, ❝❤❛♥❣❡ ❛♥②♠♦+❡✱ ❜✉, ,❤❡ ❛♠♣❧✐,✉❞❡

♦❢ ,❤❡ ♦❜.❡+✈❡❞ ♦.❝✐❧❧❛,✐♦♥. ✐. ❤❛. ❛♥ ❡✈♦❧✉,✐♦♥ ♦♣♣♦.✐,❡ ,♦ ,❤❡ ❡;✉✐✈❛❧❡♥❝❡ +❛,✐♦✳

■♥ ,❤❡ ,❤✐+❞ ❝❤❛♣,❡+✱ ♣❤❛.❡ ❛✈❡+❛❣✐♥❣ ✇✐,❤ ,❤❡ ♣+❡..✉+❡ ✐♥.✐❞❡ ,❤❡ ✐♥❥❡❝,♦+

❛. +❡❢❡+❡♥❝❡ ✐. ✉.❡❞ ,♦ ❝♦♥.,+✉❝, ❛♥ ❛✈❡+❛❣❡ ✐♥.,❛❜✐❧✐,② ❝②❝❧❡ ✐♥ ,❤❡ ,❤+❡❡

❝❤♦.❡♥ ✐♥❥❡❝,✐♦♥ ❝♦♥❞✐,✐♦♥.✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡. ♠❛❞❡ ,♦ ❝♦♠♣✉,❡ ,❤❡ ♣❤❛.❡. ❢+♦♠

,❤❡ +❡❢❡+❡♥❝❡ .✐❣♥❛❧ ❛+❡ ❞❡.❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡,❛✐❧✱ ✇✐,❤ ,❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ❛❧❧ ♣❛+❛♠❡,❡+.

✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤❛.❡ ❛✈❡+❛❣✐♥❣ .,✉❞② .❤♦✇. ✐♥ ♣❛+,✐❝✉❧❛+ ,❤❛, ❡✈❡♥ ,❤♦✉❣❤

,❤❡ .♣❡❝,+❛ ♦❢ ,❤❡ ✢✉❝,✉❛,✐♦♥. ♦❜,❛✐♥❡❞ ✐♥ ,❤❡ ♣+❡✈✐♦✉. ❝❤❛♣,❡+ ♣+❡.❡♥, ❛

.,+♦♥❣ ♣❡❛❦ ❛, ❛ .✐♥❣❧❡ ❢+❡;✉❡♥❝②✱ ,❤❡ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ♦❢ ,❤❛, ♠❛✐♥ ❝②❝❧❡ ✐. .✉❜❥❡❝,

,♦ ✐♠♣♦+,❛♥, ❞✐.♣❡+.✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ,✐♠❡✳ ❚❤❡ ❖❍ H▲■❋ ♠❡❛.✉+❡♠❡♥,. .❤♦✇ ,❤❛,

♠♦., ♦❢ ,❤❡ ✢❛♠❡✬. ♠♦✈❡♠❡♥,. ❛+❡ ❝♦♥❝❡♥,+❛,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ■❘❩✳ ■,. ❣❡♦♠❡,+②

❛♥❞ ❡✈♦❧✉,✐♦♥ ❞✉+✐♥❣ ❛♥ ✐♥.,❛❜✐❧✐,② ❝②❝❧❡ ❛+❡ ✈❡+② ❞❡♣❡♥❞❡♥, ♦♥ ,❤❡ ✐♥❥❡❝,✐♦♥

❝♦♥❞✐,✐♦♥.✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ,♦ ❞✐✛❡+❡♥, ✢❛♠❡ +❡.♣♦♥.❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥. ❛♥❞ ❛..✉♠♣✲

,✐♦♥. ♥❡❝❡..❛+② ,♦ ♦❜,❛✐♥ ❡;✉✐✈❛❧❡♥❝❡ +❛,✐♦ ✢✉❝,✉❛,✐♦♥. ❛+❡ ♣+❡.❡♥,❡❞✳ ❊✈❡♥

,❤♦✉❣❤ ,❤❡ +❡.✉❧,. ❛+❡ ♥♦, ❛. ❣♦♦❞ ❛. ❡①♣❡❝,❡❞✱ ,❤❡ ♠❡,❤♦❞ ✐. .♦✉♥❞ ❛♥❞ ♠❛②

❜❡ ❛,,❡♠♣,❡❞ ♦♥ ♦,❤❡+ ❜✉+♥❡+ ❝♦♥✜❣✉+❛,✐♦♥.✳ ▲❛.,❧②✱ ,❤❡ ❇❖❙ ♠❡❛.✉+❡♠❡♥,.

.❤♦✇ ,❤❛, ,❡♠♣❡+❛,✉+❡ ✢✉❝,✉❛,✐♦♥. ❛+❡ ❛❧♠♦., ❝❡+,❛✐♥❧② ♣+❡.❡♥, ❞✉+✐♥❣ ,❤❡

❝♦♠❜✉.,✐♦♥ ✐♥.,❛❜✐❧✐,②✱ ❛♥❞ ,❤❡.❡ ✢✉❝,✉❛,✐♦♥. ❛+❡ ❝♦♥✈❡❝,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❝❤❛♠❜❡+ ❛,

❛❧❧ ✐♥❥❡❝,✐♦♥ ❝♦♥❞✐,✐♦♥.✳

▲❛.,❧②✱ ✐♥ ,❤❡ ❢♦✉+,❤ ❝❤❛♣,❡+✱ ,❤❡ ❣+♦✉♥❞✇♦+❦. ❢♦+ ,❤❡ ♣+❛❝,✐❝❛❧ ✉.❡ ♦❢ ,❤❡

❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦.✐,✐♦♥ ❛♥❞ ✐,. ❊①,❡♥❞❡❞ ✈❡+.✐♦♥ ❛+❡ ❣✐✈❡♥✳ ■♥ ♣❛+✲

,✐❝✉❧❛+✱ ❛ .❡♥.✐,✐✈✐,② .,✉❞② ✐. ❝♦♥❞✉❝,❡❞ ✇✐,❤ ❛ .②♥,❤❡,✐❝ .✐❣♥❛❧ ♣+❡.❡♥,✐♥❣ ❛

.✐♥❣❧❡ .✐♥✉.♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡✳ ❚❤✐. .,✉❞② ❛❧❧♦✇. ,♦ ❞❡,❡+♠✐♥❡ ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡+.

♦❢ ♦.❝✐❧❧❛,✐♦♥ ❝②❝❧❡. ,♦ ❜❡ ✉.❡❞ ,♦ ❝♦♥❞✉❝, ,❤❡ ❛♥❛❧②.✐. ✐. ❣✐✈❡♥ ✭✐, ✇❛. ❢♦✉♥❞

,❤❛, +❡.✉❧,. ❛+❡ ❧❛+❣❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, ♦❢ ,❤❡ ❛❝;✉✐.✐,✐♦♥ +❛,❡✱ ♣+♦✈✐❞❡❞ ✐, ✐. ❤✐❣❤

❡♥♦✉❣❤✮✱ ❛. ✇❡❧❧ ❛. ,❤❡ ✐♥❤❡+❡♥, ♣+❡❝✐.✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉+❛❝② ♦❢ ,❤❡ ♠❡,❤♦❞✳ ❚❤❡

❉▼❉✬. ✉.❡ ♦♥ ❡①♣❡+✐♠❡♥,❛❧ ❞❛,❛ .❤♦✇. ❛♥ ✐♥❢❡+✐♦+ .,❛❜✐❧✐,② ✐♥ ,❤❡ +❡.✉❧,. ❝♦♠✲

♣❛+❡❞ ,♦ ,❤❡ .②♥,❤❡,✐❝ ❝❛.❡✳ ❆ .♦❧✉,✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ,♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ,❤✐. ♣+❡❝✐.✐♦♥ ✐. ,❤❡

❛✈❡+❛❣✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ +❡.✉❧,. ♦❜,❛✐♥❡❞ ♦♥ .❡✈❡+❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥. ❞♦♥❡ ♦♥ ❞✐✛❡+❡♥, .❡,.

♦❢ ❞❛,❛ ♣♦✐♥,. ♦❜,❛✐♥❡❞ ❞✉+✐♥❣ ,❤❡ .❛♠❡ ,❡., +✉♥✱ .✐♠✐❧❛+❧② ,♦ ❛ ♣❡+✐♦❞♦❣+❛♠✳

❲❤❡♥ ✉.✐♥❣ ,❤❡ ❉▼❉ ❛♥❞ ❊❉▼❉ ♦♥ ,❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥,❛❧ +❡.✉❧,.✱ ❛ ❝♦♠♣❛+✐.♦♥

✐. ♠❛❞❡ ✇✐,❤ ,❤❡ +❡.✉❧,. ♦❜,❛✐♥❡❞ ✉.✐♥❣ ♣❤❛.❡ ❛✈❡+❛❣✐♥❣✱ ❛♥❞ .❤♦✇ ✈❡+② ❣♦♦❞

❛❣+❡❡♠❡♥,✳ ❚❤✐. ❝♦♥✜+♠. ,❤❛, ,❤❡ ❛✈❡+❛❣❡ ❝②❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ +❡❝♦♥.,+✉❝,❡❞ ✉.✐♥❣

,❤❡ ❉▼❉ ❛♥❞ .♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥,. ♦❢ ❞❛,❛ ♣♦✐♥,.✳
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❞✐❛♠❡;❡*✱ ;❤❡ ;❛♥❣❡♥;✐❛❧ ❞✐*❡❝;✐♦♥ ♦❢ ;❤❛; ✐♥❥❡❝;✐♦♥ ❝*❡❛;✐♥❣ ❛ 5✇✐*❧✐♥❣ ♠♦;✐♦♥✳

❊5;✐♠❛;❡5 ♦❢ ;❤❡ 5✇✐*❧ ♥✉♠❜❡* ✭❞❡✜♥❡❞ ❛5 ;❤❡ *❛;✐♦ ♦❢ ;❤❡ ❛①✐❛❧ ✢✉① ♦❢ ❛♥❣✉❧❛*

♠♦♠❡♥;✉♠ ;♦ ;❤❡ ❛①✐❛❧ ✢✉① ♦❢ ❛①✐❛❧ ♠♦♠❡♥;✉♠✮ ❣✐✈❡ ✈❛❧✉❡5 ♦❢ ❛❜♦✉; ✵✳✻ ✐♥

♣*❡✈✐♦✉5 5;✉❞✐❡5 ✭❉✐♦❝ ✭✷✵✵✺✮❀ ▲❛♠*❛♦✉✐ ✭✷✵✶✶✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ;❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✐5 ♥♦;

♣❡*❢❡❝; ❛♥❞ ✉5✉❛❧❧② ;❤❡ ❜✉*♥❡* *✉♥5 ✐♥ ❛ ♣❛*;✐❛❧❧② ♣*❡♠✐①❡❞ *❡❣✐♠❡✳ ❚♦ ❢✉*;❤❡*

♣*❡✈❡♥; *✐5❦5 ♦❢ ✢❛5❤❜❛❝❦ ✐♥;♦ ;❤❡ ♣*❡♠✐①❡*✱ ❛ 5♠❛❧❧ ♣♦*;✐♦♥ ✭❛❜♦✉; ✺✳✺ ✪✮ ♦❢

;❤❡ ;♦;❛❧ ❛✐* ✢♦✇ ✐5 ✐♥❥❡❝;❡❞ ❛❧♦♥❣ ;❤❡ ❛①✐5 ♦❢ ;❤❡ 5②5;❡♠ ❛; ;❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ ;❤❡

✐♥❥❡❝;♦* ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✮ ;❤*♦✉❣❤ ❛ ♣❡*❢♦*❛;❡❞ ♣❧❛;❡ ❜❛❝❦❡❞ ❜② ❛ ❝❛✈✐;② ;❤❛; ❛❧5♦

❤❡❧♣5 ✐♥ ❝♦♥;*♦❧❧✐♥❣ ;❤❡ ✐♥❧❡; ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❙❝❛*♣❛;♦ ❡; ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮❀ ❙❝❛*♣❛;♦ ❡; ❛❧✳



✶✻

❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❚❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉*♥❡*

❚②♣❡ ❆✐( ✭(❛❞✐❛❧✮ ❆✐( ✭❛①✐❛❧✮ /(♦♣❛♥❡

❘❡❢❡(❡♥❝❡ ❋✲✷✵✻❆❩✲❆❆❆✲✹✹❱ ❋✲✷✵✷❆❈✲❋❆❈✲✹✹❱ ❋✲✷✵✷❆❈✲❆❆❆✲✹✹❱

▼❛①✳ ✢♦✇ ✶✵✵ Nm3/h ✶✷ Nm3/h ✹ Nm3/h

❚②♣✐❝❛❧ ✢♦✇ ✉B❡❞ ✶✵ Nm3/h ✶✳✶✺ Nm3/h ✵✳✸✺ Nm3/h

/(❡❝✐B✐♦♥ ±✵✳✶✺ Nm3/h ±✵✳✵✶✼ Nm3/h ±✵✳✵✵✻ Nm3/h

❘❡♣❡❛F❛❜✐❧✐F② ❁✵✳✷ Nm3/h ❁✵✳✵✷✹ Nm3/h ❁✵✳✵✵✽ Nm3/h

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❈❤❛#❛❝%❡#✐(%✐❝( ♦❢ %❤❡ ♠❛(( ✢♦✇ ❝♦♥%#♦❧❧❡#(✳ 1#❡❝✐(✐♦♥ ✐( ❣✐✈❡♥ ❢♦# %❤❡

%②♣✐❝❛❧ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ✉(❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛(✉#❡♠❡♥% ♦❢ %❤❡ ❛❝%✉❛❧ ♦✉%♣✉% ♦❢ %❤❡ ♠❛((✲✢♦✇ ❝♦♥✲

%#♦❧❧❡#( ❛❧❧♦✇( %♦ ❡♥(✉#❡ %❤❡ ❡##♦# ❢♦# ❡❛❝❤ ♠❡❛(✉#❡♠❡♥%✳

Stage 1 Stage 2

❋✐❣✉,❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉#♥❡#✳ ❖♥ %❤❡ ❧❡❢%✱ ❛ ❝✉%♦✉% (❝❤❡♠❛%✐❝( (❤♦✇✐♥❣ %❤❡ %✇♦

✐♥❥❡❝%✐♦♥ (%❛❣❡( ❛♥❞ ❛ ✈✐❡✇ ♦❢ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡#✱ ❛♥❞ ♦♥ %❤❡ #✐❣❤% ❛ ♣❤♦%♦ ♦❢ %❤❡ ✐♥❥❡❝%✐♦♥

(②(%❡♠

✭✷✵✶✷✮✳ ■♥ F❤✐B BF✉❞②✱ F❤❡ ❝❛✈✐F② ❤❛B ❜❡❡♥ B✉♣♣(❡BB❡❞ ❜② B❡FF✐♥❣ ✐FB ❧❡♥❣F❤ F♦

✵ ♠♠✳ ❚❤❡(❡ ❛(❡ B❡✈❡(❛❧ ♣♦(FB ❜✉✐❧F ✐♥B✐❞❡ F❤❡ ✐♥❥❡❝F♦(✱ ❣✐✈✐♥❣ F❤❡ ♣♦BB✐❜✐❧✐F②

F♦ ✐♥F❡❣(❛F❡ ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡B ❢♦( ❛❝♦✉BF✐❝ ♣(❡BB✉(❡ ♠❡❛B✉(❡♠❡♥FB ✐♥B✐❞❡ F❤❡ ✐♥❥❡❝F♦(✳

■♥❥❡❝F✐♦♥ ♦❢ ❛✐( ❛♥❞ ♣(♦♣❛♥❡ ✐B ❝♦♥F(♦❧❧❡❞ ❜② ❛ B❡(✐❡B ♦❢ ♠❛BB ✢♦✇ ❝♦♥F(♦❧❧❡(B

✭❇(♦♥❦❤♦(BF ❊❧✲❋❧♦✇✮✱ ✇❤♦B❡ ❝❤❛(❛❝F❡(✐BF✐❝B ❛(❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞❡F❛✐❧ ✐♥ F❛❜❧❡ ✶✳✶ ✳

❋♦( ❡❛❝❤ BF❛❣❡✱ ♦♥❡ ♠❛BB ✢♦✇ ❝♦♥F(♦❧❧❡( (❡❣✉❧❛F❡B ❛✐(✱ ❛♥❞ ❛♥♦F❤❡( ♣(♦♣❛♥❡

✐♥❥❡❝F✐♦♥✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ✐B F❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ F✇♦ F♦ ♦❜F❛✐♥ ❛ F♦♣ ❛♥❞ ❜♦FF♦♠ ✐♥❥❡❝F✐♦♥

♦❢ ❛✐( ❛♥❞ ♣(♦♣❛♥❡ ❢♦( ❡❛❝❤ BF❛❣❡✳ ❊❛❝❤ ❢❡❡❞✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐B ❛❜♦✉F ✶✳✾✺ ♠ ❧♦♥❣✳

❆♥♦F❤❡( ♠❛BB ✢♦✇ ❝♦♥F(♦❧❧❡( (❡❣✉❧❛F❡B F❤❡ ❛①✐❛❧ ❛✐( ✐♥❥❡❝F✐♦♥✳ ❆❧❧ F❤❡B❡ ♠❛BB

✢♦✇ ❝♦♥F(♦❧❧❡(B ❛(❡ ❧✐♥❦❡❞ F♦ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥F(♦❧ ✉♥✐F ✭❇(♦♥❦❤♦(BF ❊✲✼✵✵✵✮

♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ B❡♣❛(❛F❡ (♦♦♠✳ ❚❤❡ ♣✐❧♦F✐♥❣ ♦❢ F❤❡ ❜✉(♥❡( ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛B ✐B✱ ❜✉F F♦

❡♥B✉(❡ ❛ ❜❡FF❡( BF❛❜✐❧✐F② ♦❢ F❤❡ ♣✐❧♦F✐♥❣ ✭❛♥❞ ❣✐✈❡ F❤❡ ♣♦BB✐❜✐❧✐F② ❢♦( ❝♦♥F(♦❧❧❡❞

❡✈♦❧✉F✐♦♥ ♦❢ F❤❡ ♠❛BB ✢♦✇B ✐♥ ❢✉(F❤❡( BF✉❞✐❡B✮✱ F❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✉♥✐F ✐B ❧✐♥❦❡❞

F♦ ❛ ▲❛❜✈✐❡✇ ♣❧❛F❢♦(♠ ✇✐F❤ F❤❡ ❛❜✐❧✐F② F♦ ❝♦♥F(♦❧ F❤❡ B②BF❡♠✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞B ❛(❡

BF♦(❡❞ ✐♥ ♣(❡BB✉(✐③❡❞ F❛♥❦B B❡♣❛(❛F❡❞ ❢(♦♠ F❤❡ ✐♥BF❛❧❧❛F✐♦♥ ❜② B❡✈❡(❛❧ ✜❧F❡(B

❛♥❞ B❡❝✉(✐F② ✈❛❧✈❡B✳

❚❤❡ ✐♥❥❡❝F♦( ✐B ✐♥BF❛❧❧❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠❜✉BF✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡( ✇✐F❤ ❛ BX✉❛(❡ ✾✳✺ ① ✾✳✺ ❝♠

✷
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✶✼

1st Stage

30 mm

C3H8 Air

✭❛✮ ❆①✐❛❧ '❝❤❡♠❛,✐❝' ✭❜✮ ❘❛❞✐❛❧ '❝❤❡♠❛✲

,✐❝'

✭❝✮ 1❤♦,♦

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✿ ■♥❥❡❝%✐♦♥ (②(%❡♠ ♦❢ %❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉4♥❡4✳ ❇♦%❤ ♣4♦♣❛♥❡ ❛♥❞ ❛✐4 ❛4❡ ✐♥❥❡❝%❡❞

%❛♥❣❡♥%✐❛❧❧② %♦ ❝4❡❛%❡ ❛ ♣❛4%✐❛❧❧② ♣4❡♠✐①❡❞✱ (✇✐4❧✐♥❣ ✢♦✇✳

❝#♦%%✲%❡❝(✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦%❡❞ ♦❢ (✇♦ ♣❛#(%✳ ❚❤❡ ✜#%( ♣❛#(✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ (❤❡ ♣#♦♣❛♥❡✲❛✐#

♠✐①(✉#❡ ❡♥(❡#%✱ ✐♥❝❧✉❞❡% %✐❞❡ ✇❛❧❧% ♠❛❞❡ ♦❢ 9✉❛#(③ (♦ ❛❧❧♦✇ ♦♣(✐❝❛❧ ❛❝❝❡%%✱

✇❤✐❧❡ (❤❡ (♦♣ ❛♥❞ ❜♦((♦♠ ✇❛❧❧% ❛#❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♥❝#❡(❡✳ ■♥ (❤❡ %❡(✉♣ ✉%❡❞ ❢♦#

♠♦%( ♦❢ (❤❡ %(✉❞②✱ %♠❛❧❧ 9✉❛#(③ ✇✐♥❞♦✇% ❛#❡ ✐♥(❡❣#❛(❡❞ ✐♥ (❤❡ ❝♦♥❝#❡(❡ ❛( (❤❡

✐♥❥❡❝(✐♦♥ ♣♦✐♥( (♦ ❛❧❧♦✇ (❤❡ ✉%❡ ♦❢ ❞✐❛❣♥♦%(✐❝% %✉❝❤ ❛% ▲■❋ ♦# B■❱✳ ❚❤✐% ♣❛#( ♦❢

(❤❡ ❝❤❛♠❜❡# ✐% ✹✾ ❝♠ ❧♦♥❣✳ ❆♥♦(❤❡# ✈❡#%✐♦♥ ♦❢ (❤✐% ❝❤❛♠❜❡#✱ ♦♥❧② ✉%❡❞ ❜#✐❡✢②

✐♥ (❤✐% %(✉❞②✱ ♣♦%%❡%%❡% (❤#❡❡ ❤♦❧❡% ❢♦# (❤❡ ✐♥(❡❣#❛(✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝#♦♣❤♦♥❡%✱ ♦# ✐♥

♦♥❡ ❝❛%❡✱ ♦❢ ❛ (❤❡#♠♦❝♦✉♣❧❡✳ ❆( (❤❡ ❡♥❞ ♦❢ (❤❛( %❡❝(✐♦♥ ❛#❡ %✉❝❝❡%%✐✈❡❧② ❜♦❧(❡❞

(❤#❡❡ %(❡❡❧ %❧❡❡✈❡%✱ ❡❛❝❤ ✶✷ ❝♠ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ✇✐(❤ (❤❡ %❛♠❡ %❡❝(✐♦♥✳ ❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡

❛ ✇❛(❡# ❝♦♦❧✐♥❣ %②%(❡♠✱ ❛♥❞ ❛❝❝❡%% ♣♦#(% ❢♦# ♠✐❝#♦♣❤♦♥❡%✳ ❚❤❡ (♦(❛❧ ❧❡♥❣(❤

♦❢ (❤❡ ❝❤❛♠❜❡# ✐% (❤✉% ✽✺ ❝♠✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ (❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉#♥❡# ✇✐(❤ (❤❡

❝❤❛♠❜❡# ❛♥❞ %❧❡❡✈❡% ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ❛✐# ✢♦✇ (❤❡♥ ❣♦❡% ♦✉( ♦❢

(❤❡ ❝❤❛♠❜❡# ✐♥(♦ (❤❡ ❛(♠♦%♣❤❡#❡✱ ✇❤❡#❡ ❛ ❢✉♥♥❡❧ ❧❡❛❞% (❤❡ ❜✉#♥( ❣❛%❡% ✐♥(♦ ❛

❝❤✐♠♥❡② ❢♦# ❡✈❛❝✉❛(✐♦♥ ♦✉( ♦❢ (❤❡ #♦♦♠✳ ❚❤❡ ♦#✐❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❛①❡% ✉%❡❞ ✐♥ (❤❡

♣#❡%❡♥( %(✉❞② ✐% ❛❧%♦ ✐♥❞✐❝❛(❡❞✱ (❤❡ ♦#✐❣✐♥ ❜❡✐♥❣ (❤❡ ❝❡♥(❡# ♦❢ (❤❡ ✐♥❥❡❝(✐♦♥ ♣♦✐♥(✳

❚❤❡ ✢❛♠❡ ✐% %✇✐#❧ %(❛❜✐❧✐③❡❞✱ ❝♦♠♣❛❝(✱ ✇✐(❤ ❛♥ ✐♥♥❡# ❛♥❞ ♦✉(❡# #❡❝✐#❝✉❧❛(✐♦♥

③♦♥❡ %(❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✐(✳ ■♥ ♠♦%( #❡❣✐♠❡%✱ ✐( ✐% ❱ %❤❛♣❡❞✱ ❛♥❞ %(❛#(% %♦♠❡✇❤❡#❡ ✐♥%✐❞❡

(❤❡ ♠✐①✐♥❣ (✉❜❡✳ ❚❤❡ ❡①❝❡♣(✐♦♥% ❛#❡ ✇❤❡♥ (❤❡ ❡9✉✐✈❛❧❡♥❝❡ #❛(✐♦ ✐% %❡( (♦♦ ❧♦✇✱

❧❡❛❞✐♥❣ (♦ ❛ ❞❡(❛❝❤❡❞ ✢❛♠❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐( ✐% (♦♦ ❤✐❣❤ ❛♥❞ (❤❡ ✢❛♠❡ (❛❦❡% ❛ (✉❧✐♣

%❤❛♣❡ ❛♥❞ %❡❡♠% %(❛❜✐❧✐③❡❞ ❛❧♠♦%( ❡♥(✐#❡❧② ✐♥%✐❞❡ (❤❡ ✐♥❥❡❝(♦#✳



✶✽

❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❉②♥❛♠✐❝ '(❡**✉(❡ ♠❡❛*✉(❡♠❡♥,*

24.5 cm 49 cm

concrete and quartz

36 cm

water cooled steel

74 cm

M1 M8

3 cm 9.5 cm

z

y

x

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✿ ❈❊❙❆▼ ❜✉'♥❡'✳ ❚❤❡ ✜❣✉'❡ /❤♦✇/ 2❤❡ ❜✉'♥❡' ❛/ ✉/❡❞✱ ✇✐2❤ 2❤❡ ✐♥❥❡❝2♦'✱

❝♦♥❝'❡2❡ ❝❤❛♠❜❡' ❛♥❞ 2❤'❡❡ /2❡❡❧ /❧❡❡✈❡/ ❜♦❧2❡❞ ♦♥✳ ❚❤❡ 2♦2❛❧ ❧❡♥❣2❤ ♦❢ 2❤❡ ❝❤❛♠❜❡' ✐/

✽✺ ❝♠✳ ❚❤❡ ❛①❡/ ✉/❡❞ 2❤'♦✉❣❤♦✉2 2❤❡ /2✉❞② ❛'❡ ❛❧/♦ ✐♥❞✐❝❛2❡❞✳

✶✳✷ ❉②♥❛♠✐❝ *+❡--✉+❡ ♠❡❛-✉+❡♠❡♥/-

■♥ $❤❡ ♣(❡)❡♥$ )$✉❞②✱ $✇♦ ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡) ✇❡(❡ ✉)❡❞ ✐♥ $❤❡ ❜✉(♥❡(✳ ❚❤❡② ❛(❡ ❜♦$❤

✶✴✹ ✐♥❝❤ ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡) ❢(♦♠ ❇(✉❡❧ ❛♥❞ ❑❥❛❡(✳ ■♥ $❤❡ ✐♥❥❡❝$♦( ✐) ✐♥)$❛❧❧❡❞ ❛ ✹✶✸✻

♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐♥ $❤❡ ❝❤❛♠❜❡( ❛ ✹✾✸✽ ♠♦❞❡❧ ✭$❤❡ (❡♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✹✶✸✻✮✱ ❛❜❧❡

$♦ ♠❡❛)✉(❡ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥) ✐♥ $❤❡ ✹ ❍③ $♦ ✼✵ ❦❍③ (❛♥❣❡✳ ❚❤❡② ❛(❡ ❧✐♥❦❡❞ $♦ ❇(✉❡❧

❛♥❞ ❑❥❛❡( $②♣❡ ✷✻✻✾ ♣(❡❛♠♣❧✐✜❡()✱ ❛♥❞ $♦ ❛ ❇(✉❡❧ ❛♥❞ ❑❥❛❡( $②♣❡ ✷✻✾✵✲◗✺✹

◆❡①✉)✳ ❚❤❡ ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡) ✇❡(❡ ❝❛❧✐❜(❛$❡❞ ✉)✐♥❣ ❛ ❇(✉❡❧ ❛♥❞ ❑❥❛❡( ♠♦❞❡❧ ✹✷✸✶

❝❛❧✐❜(❛$✐♦♥ )②)$❡♠✿ ✐$ ❡♠✐$) ❛ )$❛❜❧❡ )✐❣♥❛❧ ❛$ ✶ ❦❍③ ❛♥❞ ✾✹ ❞❇ ✭❛ ♣❡❛❦ $♦ ♣❡❛❦

❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦❢ ✶ R❛✮✱ ❛♥❞ ✇✐$❤ ❛ ♣✉)❤ ♦♥ ❛ ❜✉$$♦♥ ❛ ✶✶✹ ❞❇ )✐❣♥❛❧ ❛$ $❤❡ )❛♠❡

❢(❡S✉❡♥❝②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ $♦ ❝❤❡❝❦ $❤❡ ♠❡❛)✉(❡♠❡♥$ ❧✐♥❡❛(✐$②✳

■♥ ❛❧❧ ♠❡❛)✉(❡♠❡♥$) ♠❛❞❡ ✐♥ $❤✐) )$✉❞②✱ ❛ ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡ ✐) ♣❧❛❝❡❞ ❛$ $❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢

$❤❡ ✐♥❥❡❝$♦(✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ (❡❢❡(❡♥❝❡❞ ❛) ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡ ▼✶✱ ❛♥❞ ❛♥♦$❤❡( ✐) ♣❧❛❝❡❞

♦♥ $❤❡ $♦♣ ♣♦($ ♦❢ $❤❡ ✜()$ )❧❡❡✈❡ ❛$ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠❜✉)$✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡(✳

■$ ✇✐❧❧ $❤❡(❡❛❢$❡( ❜❡ (❡❢❡(❡♥❝❡❞ ❛) ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡ ▼✽✳ ❚❤❡)❡ $✇♦ ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡)

❛❧❧♦✇ $♦ ♠♦♥✐$♦( $❤❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣(❡))✉(❡ ✇❛✈❡) ✐♥)✐❞❡ $❤❡ ❝❡♥$(❛❧ $✉❜❡ ♦❢

$❤❡ ✐♥❥❡❝$♦( ✭▼✶✮ ❛♥❞ ✐♥ $❤❡ ❝❤❛♠❜❡(✱ ❢❛( ❢(♦♠ $❤❡ ✢❛♠❡ ✭▼✽✮✳ ❆ ♣(❡✈✐♦✉)✱

❞❡$❛✐❧❡❞ )$✉❞② ♦❢ $❤❡ ❛❝♦✉)$✐❝ ♣(♦♣❡($✐❡) ♦❢ $❤❡ ❜✉(♥❡( ✭▲❛♠(❛♦✉✐ ✭✷✵✶✶✮✮

)❤♦✇❡❞ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ )❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❛❝♦✉)$✐❝ ♠♦❞❡) ✐♥ $❤❡ ❜✉(♥❡(✳ ❑♥♦✇✐♥❣ $❤❡

❣❧♦❜❛❧ )❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡)✱ ❢❡✇❡( ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉)❡❞ ✐♥ $❤✐) )$✉❞② $♦

❝♦♥❝❡♥$(❛$❡ ♦♥ ♦$❤❡( ❞✐❛❣♥♦)$✐❝)✳

❙✐♥❝❡ $❤❡ $❡♠♣❡(❛$✉(❡ ✐♥)✐❞❡ $❤❡ ❝❤❛♠❜❡( ❝❛♥ ❜❡ ✈❡(② ❤✐❣❤ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❜✉(♥$

❣❛)❡)✱ $❤❡ ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡) ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ♣✉$ ♦♥ ✇❛✈❡ ❣✉✐❞❡) ♠❛❞❡ ♦❢ )$❡❡❧✱ ❛♥❞ ✇✐$❤ ❛

✇❛$❡( ❝♦♦❧✐♥❣ )②)$❡♠ $♦ ✐)♦❧❛$❡ $❤❡ ♠✐❝(♦♣❤♦♥❡) ❢(♦♠ $❤❡)❡ ❤✐❣❤ $❡♠♣❡(❛$✉(❡)

✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❞❛♠❛❣❡ $❤❡♠✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❣✉✐❞❡) ❛(❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ )$(❛✐❣❤$ $✉❜❡✱ ✇✐$❤



❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❊①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ +❡(✉♣ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦+(✐❝+ ✉+❡❞

✶✾

❛ #♦❝❦❡( ❢♦* ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ✐♥#❡*(✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡*✐♥❣ ✇✐(❤ ❛ ✇❛(❡* ✢♦✇ ❢♦*

❝♦♦❧✐♥❣✳ ❆❢(❡* (❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ✐♥#❡*(✐♦♥✱ (❤❡ ✇❛✈❡ ❣✉✐❞❡# ❛*❡ ❛((❛❝❤❡❞ (♦ ❧♦♥❣

(✉❜✐♥❣ ✭#❡✈❡*❛❧ ♠❡(❡*#✮ (♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦* ❞✐##✐♣❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❛❝♦✉#(✐❝ ✇❛✈❡# ✇✐(❤♦✉(

*❡✢❡❝(✐♦♥#✳ ❇♦(❤ (❤❡ ♠❡(❛❧ ❛♥❞ ♣❧❛#(✐❝ (✉❜❡# ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥♥❡* ❞✐❛♠❡(❡* ♦❢ ✻ ♠♠

❡♥#✉*✐♥❣ (❤❛( ♥♦ *❡✢❡❝(✐♦♥# ❛♣♣❡❛* ✐♥ (❤❡ #②#(❡♠ ❞✉❡ (♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ (❤❡ ❝*♦##

#❡❝(✐♦♥✳ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✹ #❤♦✇# (❤❡ #❝❤❡♠❛(✐❝# ♦❢ (❤❡ #②#(❡♠✳ ❇❡❝❛✉#❡ ♦❢ (❤❡ ♥❡❝❡##✐(②

♦❢ ✉#✐♥❣ #✉❝❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡#✱ (❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡# ❞♦ ♥♦( *❡❣✐#(❡* (❤❡ ❛❝♦✉#(✐❝ ♣*❡##✉*❡

❞✐*❡❝(❧② ❛( (❤❡ ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❧❛② ❛♣♣❡❛*# ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ♠❡❛#✉*❡♠❡♥( ❜② (❤❡

♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ❛♥❞ (❤❡ ❛❝(✉❛❧ ♣*❡##✉*❡ ✢✉❝(✉❛(✐♦♥ ✐♥ (❤❡ ❝❤❛♠❜❡*✳ ❚❤✐# ❞❡❧❛② ✐#

❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡ ❧❡♥❣(❤ l0 ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ❝❡♥(❡* ♦❢ (❤❡ ❝❤❛♠❜❡* ♦* ✐♥❥❡❝(♦* ❛♥❞ (❤❡

♠✐❝*♦♣❤♦♥❡✱ ❛♥❞ (❤❡ #♣❡❡❞ ♦❢ #♦✉♥❞ ✐♥ (❤❡ ✇❛✈❡ ❣✉✐❞❡ c0✱ ❜② (❤❡ ❢♦*♠✉❧❛✿

τ0 =
l0
c0

✭✶✳✶✮

❚❤❡ ❣❛# ❝♦♠♣♦#✐(✐♦♥ ❛♥❞ (❡♠♣❡*❛(✉*❡ ❛*❡ #✉♣♣♦#❡❞ ❝♦♥#(❛♥( ✐♥ (❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡

❤❡*❡✳ ❚❤❡#❡ ♣*♦♣❛❣❛(✐♦♥ (✐♠❡# ❛*❡ ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ❢♦* ❡❛❝❤ ♦❢ (❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡# (♦

(❛❦❡ (❤❡♠ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥(✱ ❡#♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛*✐♥❣ ✇✐(❤ #✐❣♥❛❧ ✢✉❝(✉❛(✐♦♥#

❢*♦♠ ♦(❤❡* ❞✐❛❣♥♦#(✐❝#✳

6 mm

L= 235 or 315 mm 90 mm 50 mm 80 mm

Water In

Water Out

Microphone
Several meters of tube

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝( ♦❢ &❤❡ &②♣❡ ♦❢ ✇❛✈❡ ❣✉✐❞❡ ✉(❡❞ &♦ ♣❧✉❣ ♠✐❝3♦♣❤♦♥❡( &♦ &❤❡

❝♦♠❜✉(&✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡3 ❛♥❞ ✐♥❥❡❝&♦3✳ ▲ ✐( ✷✸✳✺ ❝♠ ❢♦3 ♠✐❝3♦♣❤♦♥❡ ▼✶ ✐♥ &❤❡ ✐♥❥❡❝&♦3✱

❛♥❞ ✸✷✳✺ ❝♠ ❢♦3 ♠✐❝3♦♣❤♦♥❡ ▼✽ ✐♥ &❤❡ ❝❤❛♠❜❡3✳
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♣.♦(❡❝(✐✈❡ ❣❧❛22 ✐♥ ❢.♦♥( ♦❢ (❤❡ 2❡♥2♦. ✐2 ♥♦( (.❛♥2♣❛.❡♥( (♦ ❯❱ 2♦ ♦❜2❡.✈❛(✐♦♥

♦❢ ❖❍✯ ❡♠✐22✐♦♥ ✐2 ♥♦( ♣♦22✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✇❛2 (♦ ❞❡2❝.✐❜❡ (❤❡ ❣❧♦❜❛❧ 2❤❛♣❡

♦❢ (❤❡ ✢❛♠❡ ❛( ❛ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❢.❡5✉❡♥❝② (♦ ❝❛♣(✉.❡ (❤❡ ❞②♥❛♠✐❝2 ♦❢ (❤❡
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Camera, axial imaging

Camera, radial imaging

5 mm

20 mm
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❛①✐%✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧ ♣✐&❝❤ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛'❧② ♦♥ &❤❡ ❤♦'✐③♦♥&❛❧ ♣♦%✐&✐♦♥✱ &❤❡ ♣✐①❡❧



❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❊①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ +❡(✉♣ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦+(✐❝+ ✉+❡❞

✷✺

♣✐$❝❤ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ✐- ❛❧-♦ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❜② ✜$$✐♥❣ ❛ ✜5-$ ♦5❞❡5 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝$✐♦♥

g̃ $♦ ♠❡❛-✉5❡❞ ♣✐①❡❧ ♣✐$❝❤ ❛$ -❡✈❡5❛❧ ♣♦✐♥$- ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❤♦5✐③♦♥$❛❧ ❧✐♥❡ ♦❢ ❇ ✭$❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ $❤❡ ❧✐♥❡ ❞♦❡-♥✬$ ♠❛$$❡5✱ -✐♥❝❡ ❛❧❧ ❧✐♥❡- ✐♥ $❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛✈❡ $❤❡ -❛♠❡

♣✐①❡❧ ♣✐$❝❤ ❡✈♦❧✉$✐♦♥✮✳

■❢ $❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣✐①❡❧ ♣✐$❝❤ ✐- ♥♦$❡❞ g0✱ $❤❡♥ $❤❡ ❛❧❣♦5✐$❤♠ ✉-❡❞ ❤❡5❡ ❜✉✐❧❞-

❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐$❤ ❛ ❝♦♥-$❛♥$ ♣✐①❡❧ ♣✐$❝❤ g0✱ 5❡-✉❧$✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜✐❣❣❡5 ✐♠❛❣❡ $❤❛♥ $❤❡

♦5✐❣✐♥❛❧ ✐❢ $❤❡ ♣✐①❡❧ ♣✐$❝❤ ✈❛5✐❛$✐♦♥ ✐- ❤✐❣❤✳

■❢ $❤❡ 5❡❧❛$✐✈❡ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❞❡-✐5❡❞ ♣✐①❡❧ ♣✐$❝❤ ✐- ♥♦$❡❞ g̃✱ ✐$ ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❛-✿

g̃′j =
|g̃j − g0|

g0

■$ ✐- ✉-❡❞ ❛- ❛ ✇❡✐❣❤$✐♥❣ ❢❛❝$♦5 ✐♥ $❤❡ ❝5❡❛$✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❝♦❧✉♠♥- ✐♥ $❤❡ ✜♥❛❧✱

❝♦55❡❝$❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦5 ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❇ ✇✐$❤ Nj ❝♦❧✉♠♥-✱ $❤❡ ♥❡✇ ♥✉♠❜❡5 Ñj ♦❢

❝♦❧✉♠♥- ✐- ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❢5♦♠ $❤❡ ♦5✐❣✐♥❛❧ ♥✉♠❜❡5 Nj ❜② ✉-✐♥❣ $❤❡ ❢♦5♠✉❧❛✿

Ñj = round(Nj +Nj × g̃j) ✭✶✳✹✮

❚♦ ❝♦♥-$5✉❝$ $❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❈✱ ✐$ ✐- $❤❡♥ ♥❡❝❡--❛5② $♦ ✉-❡ dNj ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛-✿

dNj = Ñj+1 − Ñj ✭✶✳✺✮

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉-❡❞ ❤❡5❡ ❤❛- ♦♥❧② -♠❛❧❧ ✈❛5✐❛$✐♦♥- ✐♥ ♣✐①❡❧ ♣✐$❝❤✱ -♦ ✐♥ $❤✐- ❝❛-❡ dNj

✐- ❡G✉❛❧ $♦ ❡✐$❤❡5 ♦♥❡ ♦5 $✇♦✳ ■❢ ✐$- ✈❛❧✉❡ ✐- ♦♥❡✱ ✐$ ♠❡❛♥- $❤❛$ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ $❤❡

♥❡✇ ❝♦❧✉♠♥ ✐- $❤❡ -❛♠❡ ❛- ✐♥ $❤❡ ♦5✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡5✱ ✐$- ✈❛❧✉❡ ✐- $✇♦✱ $❤✐-

♠❡❛♥- $❤❛$ $❤❡ ❝♦55❡❝$❡❞ ✐♠❛❣❡ ❈ ❝♦♥$❛✐♥- ♦♥❡ ♠♦5❡ ❝♦❧✉♠♥ $❤❛♥ $❤❡ ♦5✐❣✐♥❛❧

❛$ $❤✐- ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ Ñj+1 ✐- $❤❡♥ $❤❡ -❛♠❡ ❛- $❤❡ Ñj+1✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❤♦-❡

✈❛❧✉❡ ✐- $❤❡ ❛✈❡5❛❣❡ ♦❢ $❤❡ $✇♦ ❝♦♥-✐❞❡5❡❞ ❝♦❧✉♠♥- ✐♥ $❤❡ ♦5✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭Nj

❛♥❞ Nj+1✮ ✐- ✐♥❥❡❝$❡❞✳ ❚❤✉-✱ $❤❡ ❝♦❧✉♠♥- k ♦❢ ❈ ❛5❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❜② $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡G✉❛$✐♦♥-✿

Ci,k = Bi,j ∀dNj = 1

Ci,k =
Bi,j +Bi,j−1

2
Ci,k+1 = Bi,j







∀dNj = 2
✭✶✳✻✮

❚❤❡ ♦✉$♣✉$ ♦❢ $❤✐- ✐♠❛❣❡ ❝♦55❡❝$✐♦♥ ♣5♦❝❡-- ✐- -❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉5❡ ✶✳✼✱ ✇❤❡5❡ $❤❡

5❡-✉❧$- ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦5 ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣5✐❞ ♣❧❛❝❡❞ ✷✵ ♠♠ ❛✇❛② ❢5♦♠ $❤❡ ✐♥❥❡❝$♦5

❛5❡ ♣5❡-❡♥$❡❞✳

✶✳✸✳✸✳✹ ❋%❡'❤ ❣❛' ♣♦'✐.✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡5❡-$- ♦❢ M▲■❋ ✐♥ $❤✐- -$✉❞② ✐- $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❧❡♥❣$❤ ♦❢

❢5❡-❤ ❣❛-❡- -❡❡♥ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ♣❛$❤ ♦❢ ❛ ❧❛-❡5 ❜❡❛♠✳ ❚❤✐- ✇✐❧❧ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ 5❡G✉✐5❡❞✱
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✭❝✮ ❋✐♥❛❧ ❝♦$$❡❝-❡❞ ❣$✐❞

❋✐❣✉$❡ ✶✳✼✿ ■❧❧✉#$%❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣%♦❝❡## ♦❢ ❣%✐❞ ❝♦%%❡❝$✐♦♥✿ ✭❛✮ $❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❣%✐❞ ✐♠❛❣❡✱

✭❜✮ ❛❢$❡% ❝♦%%❡❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❛♥❣✉❧❛% ❞❡❢♦%♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❤♦%✐③♦♥$❛❧ ❧✐♥❡#✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ♦♥❝❡

$❤❡ ♣✐①❡❧ ♣✐$❝❤ ❤❛# ❜❡❡♥ ❝♦%%❡❝$❡❞✳ ❚❤❡ ❣%✐❞ ✐# ♠❛%❦❡❞ ❡✈❡%② ✺ ♠♠✱ ❢%♦♠ $❤❡ ❧❡❢$ ❛♥❞

❜♦$$♦♠ ♦❢ $❤❡ ❝❤❛♠❜❡%✳

"♦ ❜❡ ❛❜❧❡ "♦ ❛((♦❝✐❛"❡ ❛ ♠❡❛(✉-❡❞ ❛❜(♦-♣"✐♦♥ "♦ ❛♥ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛"✐♦ ✭(❡❝"✐♦♥

✶✳✹✮✳ ❚❤❡ ❖❍ <▲■❋ ❝❛♥ ❜❡ ✉(❡❞ ❢♦- (✉❝❤ ❛ ♠❡❛(✉-❡♠❡♥" ❜❡❝❛✉(❡ ♦❢ "❤❡

-❡❧❛"✐✈❡❧② ❧♦♥❣ ❧✐❢❡ ♦❢ ❖❍ -❛❞✐❝❛❧(✱ ✇❤✐❝❤ ("✐❧❧ ❡①✐(" ✐♥ "❤❡ ❜✉-♥" ❣❛(❡( (♦♠❡

"✐♠❡ ❛❢"❡- "❤❡✐- ❝-❡❛"✐♦♥✱ ❛♥❞ "❤✉( ❛-❡ ❡①♣❡❝"❡❞ "♦ ("✐❧❧ ❜❡ ♣-❡(❡♥" ✐♥ "❤❡ ✐♥♥❡-

❛♥❞ ♦✉"❡- -❡❝✐-❝✉❧❛"✐♦♥ ③♦♥❡( ♦❢ "❤❡ ✢♦✇✳

❚❤❡ ✈✐(✉❛❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✢♦✇ ✇✐"❤ "❤❡ ❛①✐❛❧ ♠❡❛(✉-❡♠❡♥"( ❛❧❧♦✇❡❞ "♦ (❡❡ "❤❛"

"❤❡ (✐❣♥❛❧ ✐♥ "❤❡ ❖❘❩ ✇❛( ✈❡-② ❧♦✇ ❝❧♦(❡ "♦ "❤❡ ✐♥❥❡❝"♦-✱ "❤❛" ✐( ✇❤② "❤❡

❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛"✐♦ ♠❡❛(✉-❡♠❡♥"( ❛-❡ ♠❛❞❡ ✶✵ ♠♠ ❛❢"❡- "❤❡ ✐♥❥❡❝"✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ "❤❡

❧❛(❡- ❜❡❛♠( ❣♦❡( ❤♦-✐③♦♥"❛❧❧② "❤-♦✉❣❤ "❤❡ ❝♦♠❜✉("✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡-✱ "❤❡ <▲■❋ ♠❡✲

❛(✉-❡♠❡♥"( "♦ ❝♦♥(✐❞❡- ❛-❡ -❛❞✐❛❧ ✐♠❛❣❡( "❛❦❡♥ ✶✵ ♠♠ ❢-♦♠ "❤❡ ✐♥❥❡❝"♦-✱ ✇❤❡-❡

"❤❡ ❧❛(❡- ❜❡❛♠ ✐( ♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤❡ -❡(♦❧✉"✐♦♥ ❢♦- "❤❡(❡ ✐♠❛❣❡(✱ ❛❢"❡- "❤❡ ❝♦--❡❝"✐♦♥(



❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❊①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ +❡(✉♣ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦+(✐❝+ ✉+❡❞

✷✼

♣#❡%❡♥'❡❞ ✐♥ %❡❝'✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳✸ ❛#❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐% ✵✳✸✼ ♠♠✴♣✐①❡❧ ✈❡#'✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ✵✳✹✵

♠♠✴♣✐①❡❧ ❤♦#✐③♦♥'❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❧❛%❡# ❜❡❛♠ ✉%❡❞ ❢♦# ❛❜%♦#♣'✐♦♥ ♠❡❛%✉#❡♠❡♥'% ✐%

❝❤❛#❛❝'❡#✐③❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛♠❡'❡# ♦❢ ✷ ♠♠✱ ♠❡❛♥✐♥❣ '❤❛' ✐'% '❤✐❝❦♥❡%% ❝♦##❡%♣♦♥❞%

'♦ ❛♣♣#♦①✐♠❛'❡❧② ✺ ♣✐①❡❧%✳

❚❤❡ ❞❡'❡#♠✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ ❢#❡%❤ ❣❛%❡% ❧❡♥❣'❤ ✇❛% ❤❛♠♣❡#❡❞ ❜② '✇♦ ♣#♦❜❧❡♠%✳

❚❤❡ ✜#%' ♦♥❡ ✐% '❤❛' '❤❡ ✐♥❥❡❝'♦# ✐% ❝❧❡❛#❧② %❡❡♥ ✐♥ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡% '❛❦❡♥✱ ❡✈❡♥

'❤♦✉❣❤ '❡%'% ♠❛❞❡ ✇✐'❤♦✉' ❧❛%❡# ♣✉❧%❡ ❞✉#✐♥❣ ❝♦♠❜✉%'✐♦♥ ♦# ✇✐'❤ ♦♥❧② '❤❡

❧❛%❡# #✉♥♥✐♥❣ %❤♦✇❡❞ ♥♦ %✐❣♥❛❧✳ ■' ✐% '❤✉% %✉♣♣♦%❡❞ '❤❛' ❡✐'❤❡# '❤❡ ❤❡❛'❡❞

❝♦♥❝#❡'❡ ✐% ✢✉♦#❡%❝❡♥' ❛' '❤❡ ❝♦♥%✐❞❡#❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣'❤%✱ ♦# ✐' #❡✢❡❝'% ❛ ♣♦#'✐♦♥ ♦❢

'❤❡ ✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ❢#♦♠ ❖❍✳ ❊✐'❤❡# ✇❛②✱ ✐' ✐♥'#♦❞✉❝❡% ❜❛❝❦❣#♦✉♥❞ ♥♦✐%❡✳ ❚❡%'%

♠❛❞❡ '♦ '#② ❛♥❞ %✉❜'#❛❝' ❛♥ ❛✈❡#❛❣❡ ♦❢ '❤❛' ♥♦✐%❡ ❢#♦♠ J▲■❋ ✐♠❛❣❡%✱ ♦#

❢#♦♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡ '❛❦❡♥ ✇✐'❤♦✉' ❝♦♠❜✉%'✐♦♥ ❛' ❛ ❧♦♥❣❡# ❡①♣♦%✉#❡ '✐♠❡ %❤♦✇❡❞

✇♦#%❡ #❡%✉❧'% '❤❛♥ ❞♦✐♥❣ ♥♦'❤✐♥❣✱ %♦ '❤❡ ❜❛❝❦❣#♦✉♥❞ ♥♦✐%❡ ✐% ♥♦' %✉❜'#❛❝'❡❞

❢#♦♠ '❤❡ ✐♠❛❣❡%✳ ■' ✇❛% ❤♦✇❡✈❡# ♥❡❝❡%%❛#② '♦ '❛❦❡ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' ❛ %'#♦♥❣

❣❛♣ ✐♥ ❜❛❝❦❣#♦✉♥❞ %✐❣♥❛❧ ♦♥ '❤❡ #✐❣❤' %✐❞❡ ♦❢ '❤❡ ✐♠❛❣❡%✱ ❡%♣❡❝✐❛❧❧② %✐♥❝❡ '❤❡

❛❧❣♦#✐'❤♠ ✉%❡❞ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ❞❡#✐✈❛'✐✈❡% ♦❢ '❤❡ %✐❣♥❛❧✳ ❚♦ ❞♦ %♦✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉'✐♥❣

'❤❡ ❞❡#✐✈❛'✐✈❡% ♦❢ '❤❡ ✐♥'❡♥%✐'② ✐♥ '❤❡ ❝♦♥❝❡#♥❡❞ #❡❣✐♦♥✱ '❤❡ ❛✈❡#❛❣❡ ♦❢ '❤❡

❞❡#✐✈❛'✐✈❡✱ ♠❛✐♥❧② ❝❛✉%❡❞ ❜② '❤❛' ❜❛❝❦❣#♦✉♥❞ ❣❛♣✱ ✇❛% %✉❜'#❛❝'❡❞✳

❚❤❡ ♦'❤❡# ❛♥❞ ♠❛✐♥ ♣#♦❜❧❡♠ ❡♥❝♦✉♥'❡#❡❞ ✐♥ '❤❡ '#❡❛'♠❡♥' ♦❢ '❤❡ ✐♠❛❣❡%✱

✐% '❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ '❤❡ %✐❣♥❛❧ ✐♥ '❤❡ ❖❘❩✳ ❚❤✐% ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ✐♥ '❤❡ %✐❣♥❛❧ ❧❡✲

❛❞% '♦ ❞✐✣❝✉❧'✐❡% ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ '❤❡ ❜♦✉♥❞❛#② ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❢#❡%❤ ❣❛%❡% ❛♥❞ '❤❡

❖❘❩✱ ❛♥❞ ✐% '❤❡ ♠❛✐♥ %♦✉#❝❡ ♦❢ ❡##♦#% ✐♥ ❡✈❛❧✉❛'✐♦♥% ♦❢ '❤❡ ❧❡♥❣'❤ ♦❢ ❢#❡%❤ ❣❛%❡%✳

■♥ ♦#❞❡# '♦ ♠❡❛%✉#❡ ♠♦#❡ ❛❝❝✉#❛'❡❧② '❤❡ ❧❡♥❣'❤ ♦❢ ❢#❡%❤ ❣❛%❡% ❛❜%♦#❜✐♥❣ '❤❡

❧❛%❡# ❜❡❛♠✱ ❛ ✷❉ ❛❧❣♦#✐'❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞✱ %✐♥❝❡ '❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❧✐♥❡% ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐%

❧♦✇✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦#✐'❤♠ ♠❛❦❡% ✉%❡ ♦❢ ❛ ❝❡♥'❡#❡❞ ✜#%' ♦#❞❡# %❝❤❡♠❡ ♦❢ '❤❡ ❞❡#✐✈❛'✐✈❡

♦❢ '❤❡ ✐♥'❡♥%✐'② ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡✿

Ĩ ′i,j =
Ĩ(y0, j + 1)− Ĩ(y0, j − 1)

2
✭✶✳✼✮

✇✐'❤ y0 '❤❡ ✈❡#'✐❝❛❧ ♣♦%✐'✐♦♥ ❝♦♥%✐❞❡#❡❞✱ j '❤❡ ❤♦#✐③♦♥'❛❧ ♣♦%✐'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ ✐♠❛❣❡✱

Ĩ '❤❡ ✐♥'❡♥%✐'② ♦❢ '❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ▼♦#❡ ♣#❡❝✐%❡❧②✱ '❤❡ #❡❧❛'✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤✐% ❞❡#✐✈❛'✐✈❡

❝♦♠♣❛#❡❞ '♦ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ♣♦✐♥' ❝♦♥%✐❞❡#❡❞ ✐% %'✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡% ❛#❡

%❡♣❛#❛'❡❞ ✐♥'♦ '❤❡✐# #✐❣❤' ❛♥❞ ❧❡❢' ♣❛#' #❡%♣❡❝'✐✈❡❧② '♦ '❤❡ ❝❡♥'❡# ♦❢ '❤❡ ✐♥❥❡❝'♦#✱

❛♥❞ '#❡❛'❡❞ '❤❡ %❛♠❡ ✇❛②✳ ❙'❛#'✐♥❣ ❢#♦♠ '❤❡ ❝❡♥'❡# ♦❢ '❤❡ ✐♠❛❣❡✱ '❤❡ ❝❤❛♥❣❡

❢#♦♠ '❤❡ ❜✉#♥' ❣❛%❡% ✐♥ '❤❡ ■❘❩✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡#② %'#♦♥❣ ✐♥'❡♥%✐'②✱ '♦ '❤❡

❢#❡%❤ ❣❛%❡% ✐% %♦✉❣❤'✳ ❚♦ ❞♦ %♦✱ '❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐% %❝❛♥♥❡❞ ✉♥'✐❧ ❝♦♠✐♥❣ ❛❝#♦%% ❛

♣♦✐♥' (i0, j0) ✇❤❡#❡✿

Ĩ ′/Ĩ > 0.8×max
i,j

(Ĩ ′/Ĩ) ✭✶✳✽✮

❚❤❡ ♥❡①' ✸ ♣✐①❡❧% ❛#❡ '❤❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞✱ ❛♥❞ '❤❡ ♦♥❡ ✇✐'❤ '❤❡ ❤✐❣❤❡%' ✈❛❧✉❡ ✐%



✷✽

❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❊!✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛+✐♦ ❜② ❢✐①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❧❛5❡* ❛❜5♦*♣+✐♦♥

"❡❧❡❝&❡❞ ❛" &❤❡ &*❛♥"✐&✐♦♥✳

❚❤❡ "❡❛*❝❤ ❢♦* &❤❡ ♦✉&❡* ❜♦✉♥❞❛*② ♦❢ &❤❡ ❢*❡"❤ ❣❛"❡" ✐" ♠❛❞❡ ❜② ❝♦♠♣❛*✐♥❣

Ĩ ′/Ĩ &♦ &✇♦ &❤*❡"❤♦❧❞"✿ ❛ ❧♦✇ ♦♥❡✱ "❡& ❛& ✶✵ ✪ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ♦♥❡✱ "❡& ❛& ✶✺ ✪✳

❲❤❡♥ &❤❡ ❤✐❣❤ &❤*❡"❤♦❧❞ ✐" ♠❡&✱ &❤❡ ♥❡①& &❤*❡❡ ♣♦✐♥&" ❛*❡ ❝❤❡❝❦❡❞✱ ❛♥❞ &❤❡

&*❛♥"✐&✐♦♥ ❢*♦♠ ❢*❡"❤ &♦ ❜✉*♥& ❣❛"❡" ✐" ❝♦♥"✐❞❡*❡❞ ❢♦✉♥❞✳ ❲❤❡♥ &❤❡ ❧♦✇ ♦♥❡ ✐"

♠❡&✱ ❛ "✉♣♣❧❡♠❡♥&❛*② ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✐" ❛❞❞❡❞ ❜❡❢♦*❡ ✈❛❧✐❞❛&✐♥❣ &❤❡ &*❛♥"✐&✐♦♥✿ Ĩ ′

♠✉"& ♥♦& ❝❤❛♥❣❡ "✐❣♥" ✐♥ &❤❡ ♥❡①& &✇♦ ♣✐①❡❧"✳ ■❢ ♥♦ "✉❝❤ ♣♦✐♥& ✐" ❢♦✉♥❞✱ &❤❡

✐♠❛❣❡ ✐" ❝♦♥"✐❞❡*❡❞ ❛ ❢❛✐❧✉*❡ ❛♥❞ *❡❥❡❝&❡❞✳

❖♥❝❡ ❛♥ ♦✉&❡* ❛♥❞ ✐♥♥❡* ❜♦*❞❡* ❢♦* ❢*❡"❤ ❣❛"❡" ❛*❡ ❢♦✉♥❞✱ ❛ ❝❤❡❝❦ ♦♥ &❤❡

*❡♠❛✐♥❞❡* ♦❢ &❤❡ ❤❛❧❢ ✐♠❛❣❡ ✐" ♠❛❞❡ &♦ "❡❡ ✐❢ &❤❡*❡ ✐" ❛♥♦&❤❡* ③♦♥❡ ♦❢ ❢*❡"❤

❣❛"❡"✳ ❚❤✐" ❝❛♥ ❜❡ &❤❡ ❝❛"❡ ❛& ❧♦✇ ❡F✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛&✐♦"✱ ✇❤❡*❡ &❤❡ ✢❛♠❡ ❢*♦♥&

❝❛♥ ❝*♦"" &❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✐♥&❡*❡"& "❡✈❡*❛❧ &✐♠❡"✳

❇❡❝❛✉"❡ ♦❢ &❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ "✐❣♥❛❧ ✐♥ &❤❡ ❖❘❩✱ &❤❡ ✐♥&❡♥"✐&② ♦❢ &❤❡ ✢✉♦*❡"❝❡♥❝❡

&❤❡*❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦"❡ &♦ &❤❡ ✐♥&❡♥"✐&② ❧❡✈❡❧" ✐♥ &❤❡ ❢*❡"❤ ❣❛"❡"✱ ❛♥❞ "♦ &❤❡ ♥♦✐"❡ ✐♥

&❤❡ ❢*❡"❤ ❣❛"❡" ♦* ♥♦ "&*♦♥❣ ❣*❛❞✐❡♥& ❛& &❤❡ ❧✐♠✐& ❝❛♥ ❧❡❛❞ &♦ ❡**♦♥❡♦✉" ✈❛❧✉❡"✳

❚♦ &*② ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛&❡ &❤❡"❡ ❢❛❧"❡ *❡"✉❧&"✱ &❤*❡❡ *❡❥❡❝&✐♦♥ ❝♦♥❞✐&✐♦♥" ❛*❡ ♣✉& ✐♥

♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡"❡ ❛*❡✿

✶✳ ❚❤❡ ❖❘❩ ✐" ❢♦✉♥❞ &♦♦ ❝❧♦"❡ &♦ &❤❡ ❝❡♥&❡* ♦❢ &❤❡ ✐♥❥❡❝&♦* &♦ ❜❡ ♣❧❛✉"✐❜❧❡✳

✷✳ ❚❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ♦❢ Ĩ ✐♥ &❤❡ ❖❘❩ ✐" &♦♦ ❝❧♦"❡ &♦ &❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ✐♥ &❤❡ ❢*❡"❤ ❣❛"❡"✳

✸✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥&❡♥"✐&② ✐♥ &❤❡ ❖❘❩ ✐" ❧♦✇❡* &❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ &❤*❡"❤♦❧❞✳

■♥ ❝❛"❡ ❛♥② ♦❢ &❤❡♠ ✐" ♠❡&✱ &❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐" *❡❥❡❝&❡❞✳

❆ "❡♥"✐&✐✈✐&② &♦ &❤❡ &❤*❡"❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡" ✇❛" ❝♦♥❞✉❝&❡❞✱ &♦ ❡♥"✉*❡ &❤❛& &❤❡*❡ ✐" ♥♦

"&*♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ *❡"✉❧&" ♦♥ &❤❡♠✳ ❖♥❧② &❤❡ ❧♦✇ &❤*❡"❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞

&❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥&❡♥"✐&② *❡F✉✐*❡♠❡♥& ❤❛✈❡ ❛ "&*♦♥❣ ✐♠♣❛❝& ♦♥ &❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ❢*❡"❤

❣❛" ❧❡♥❣&❤ ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ &❡"& *✉♥✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ &❤❡♥ ✐& ✐" ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❡*❝❡♥&"

✇❤✐❧❡ "&❛②✐♥❣ ✐♥ *❡❛"♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡"✳

✶✳✹ ❊$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦ ❜② ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣.❤ ❧❛8❡- ❛❜✲

8♦-♣.✐♦♥

✶✳✹✳✶ #$✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ -❡.✉♣

■♥ ♦*❞❡* &♦ ❞❡&❡*♠✐♥❡ &❤❡ ❡F✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛&✐♦✱ ♦♥❡ ❤❛" &♦ ♠❡❛"✉*❡ &❤❡ ❝♦♥❝❡♥&*❛✲

&✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ✐♥ &❤❡ ❢*❡"❤ ❣❛"❡"✳ ❆" ❞❡&❛✐❧❡❞ ♦♥ &❤❡ "❡❝&✐♦♥ ♦♥ ❡F✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛&✐♦

♠❡❛"✉*❡♠❡♥& ✐♥ &❤❡ ■♥&*♦❞✉❝&✐♦♥✱ &❤❡*❡ ❛*❡ ❜*♦❛❞❧② &✇♦ &②♣❡" ♦❢ &❡❝❤♥✐F✉❡"

&♦ ❞♦ "♦✿ ❜② ✉"✐♥❣ ❛ ♣*♦❜❡✱ ♦* ❜② ♦♣&✐❝❛❧ ♠❡❛♥"✳ ❙✐♥❝❡ ♣*♦❜❡" ❛*❡ ✐♥&*✉"✐✈❡

❛♥❞ ✇✐❧❧ &❤✉" ✐♥&❡*❛❝& ✇✐&❤ &❤❡ ❞②♥❛♠✐❝" ♦❢ &❤❡ ✢♦✇✱ ❛♥ ♦♣&✐❝❛❧ ♠❡❛"✉*❡♠❡♥&

✇❛" ❝❤♦"❡♥✳ ❆♠♦♥❣ &❤❡ ✈❛*✐♦✉" ♦♣&✐❝❛❧ ♠❡❛"✉*❡♠❡♥& &❡❝❤♥✐F✉❡" ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱



❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❊①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ +❡(✉♣ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦+(✐❝+ ✉+❡❞

✷✾

"❤❡ ❛❜'♦)♣"✐♦♥ "❡❝❤♥✐.✉❡ ✇❛' ❛❞♦♣"❡❞ ✐♥ "❤✐' '"✉❞② ❜❡❝❛✉'❡ ♦❢ ✐"' "❡♠♣♦)❛❧

)❡'♦❧✉"✐♦♥ ❛' ✇❡❧❧ ❛' ♠❛"❡)✐❛❧ )❡.✉✐)❡♠❡♥"'✳ ❋♦) ♠♦)❡ ❞❡"❛✐❧' ♦♥ "❤❡ ✈❛)✐♦✉'

"❡❝❤♥✐.✉❡' ❛♥❞ "❤❡✐) )❡'♣❡❝"✐✈❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡' ❛♥❞ ❞)❛✇❜❛❝❦'✱ ♣❧❡❛'❡ )❡❢❡) "♦ "❤❡

'❡❝"✐♦♥ ❛❜♦✉" ❡.✉✐✈❛❧❡♥❝❡ )❛"✐♦ ♠❡❛'✉)❡♠❡♥" "❡❝❤♥✐.✉❡' ✐♥ "❤❡ ■♥")♦❞✉❝"✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡)✱ ✐"' ✉'❡ ♦♥ "❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉)♥❡) ❞✐❞ ♥♦" ❝♦♠❡ ✇✐"❤♦✉" ❞)❛✇❜❛❝❦'✱ ❛'

✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤✐' '❡❝"✐♦♥✳

❚❤✐' "❡❝❤♥✐.✉❡ ✐' ❜❛'❡❞ ♦♥ "❤❡ ❛❜'♦)♣"✐♦♥ ❛" ❝❡)"❛✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣"❤' ♦❢ ♠♦❧❡❝✉✲

❧❡'✱ ❛♥❞ ♠♦)❡ ♣)❡❝✐'❡❧② ♦♥ "❤❡ ❇❡❡)✲▲❛♠❜❡)" ❧❛✇✳ ❖♥ "❤❡ ♠✐❝)♦'❝♦♣✐❝ '❝❛❧❡✱

❛❜'♦)♣"✐♦♥ "❛❦❡' ♣❧❛❝❡ ✇❤❡♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡' "❛❦❡' "❤❡ ❡♥❡)❣② ❢)♦♠ ❛♥ ✐♠♣❛❝"✐♥❣

♣❤♦"♦♥✳ ❚❤✐' )❡'✉❧"' ❛" "❤❡ ♠❛❝)♦'❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞❡'❝)✐❜❡❞ ✐♥

"❤❡ ❇❡❡)✲▲❛♠❜❡)" ❧❛✇✿ ✐❢ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❧✐❣❤" ✇✐"❤ ✐♥✐"✐❛❧ ✐♥"❡♥'✐"② I0 ♣)♦♣❛❣❛"❡'

"❤)♦✉❣❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ❛❜'♦)❜✐♥❣ ✐"' ♣❤♦"♦♥'✱ "❤❡♥ "❤❡ ✐♥"❡♥'✐"② ❛❢"❡) ♣)♦♣❛❣❛"✐♦♥

"❤)♦✉❣❤ ❛ ❧❡♥❣"❤ x ✭m✮ ✐' ❣✐✈❡♥ ❜② "❤❡ ❢♦)♠✉❧❛✿

I(x) = I0e
−

∑

i

σixNi

✭✶✳✾✮

✇✐"❤ Ni "❤❡ ❝♦♥❝❡♥")❛"✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥'"✐"✉"✐♥❣ '♣❡❝✐❡' i ✭mol.m−3✮✱ ❛♥❞ σi "❤❡

❛❜'♦)♣"✐♦♥ ❝)♦'' '❡❝"✐♦♥ ♦❢ '♣❡❝✐❡' i ❢♦) "❤❡ ❝♦♥'✐❞❡)❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣"❤ ✭m2.mol−1✮✳
■❢ ❝❤♦'❡♥ ❛" "❤❡ )✐❣❤" ✇❛✈❡❧❡♥❣"❤✱ '♦ "❤❛" ♦♥❧② ♦♥❡ '♣❡❝✐❡' ❛❜'♦)❜' "❤❡ ❧✐❣❤"✱

"❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣)❡''✐♦♥ ✐' "❤❡♥ '✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇' "♦ ❞)❛✇ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡

❞❡❝)❡❛'❡ ♦❢ "❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥"❡♥'✐"②✱ ❛♥❞ "❤❡ ❝♦♥❝❡♥")❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❛❜'♦)❜✐♥❣ '♣❡❝✐❡'✳

■❢ ♦♥❧② ♦♥❡ '♣❡❝✐❡' ❛❜'♦)❜' "❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥" ❧✐❣❤"✱ ✐" ✐' ❝♦♥✈❡♥✐❡♥" "♦ ✐♥")♦❞✉❝❡ "❤❡

❛❜'♦)❜❛♥❝❡ A✳✿

A(x) = −log
(

I(x)

I0

)

= σxNprop ✭✶✳✶✵✮

❲✐"❤ ❛ '✐♥❣❧❡ ❛❜'♦)❜✐♥❣ '♣❡❝✐❡' ✭✐♥ "❤❡ ♣)❡'❡♥" ❝❛'❡ ♣)♦♣❛♥❡✮✱ "❤❡ ❛❜'♦)♣"✐♦♥

✐' "❤❡♥ ❧✐♥❡❛)❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥" ♦♥ ✐"' ❝♦♥❝❡♥")❛"✐♦♥ ❛♥❞ "❤❡ ❧❡♥❣"❤ ♦❢ ❛❜'♦)♣"✐♦♥✳

❖"❤❡) ❢❛❝"♦)' ❛)❡ "♦ ❜❡ "❛❦❡♥ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" '✉❝❤ ❛' "❤❡ ❞❡"❡)♠✐♥❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡

❛❜'♦)♣"✐♦♥ ❝)♦'' '❡❝"✐♦♥✱ ❜✉" '✐♥❝❡ ❢✉❡❧ ✐' ♦♥❧② ♣)❡'❡♥" ✐♥ ❢)❡'❤ ❣❛'❡'✱ ✐" ❝❛♥ ❜❡

'✉♣♣♦'❡❞ "❤❛" "❤❡ "❡♠♣❡)❛"✉)❡ ✐' "❤❡ ❛"♠♦'♣❤❡)✐❝ "❡♠♣❡)❛"✉)❡ ❛♥❞ "❤❡ ❝)♦''

'❡❝"✐♦♥ ✐' ❝♦♥'"❛♥"✳

❇② ❛''✉♠✐♥❣ ❢)❡'❤ ❣❛'❡' "♦ ❜❡ ❛" ❛♠❜✐❛♥" "❡♠♣❡)❛"✉)❡ ❛♥❞ ♣)❡''✉)❡✱ "❤❡ "♦"❛❧

♥✉♠❜❡) ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡' ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ Ntot ✐' ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ "❤❛♥❦' "♦ "❤❡ ♣❡)❢❡❝"

❣❛' ❧❛✇✿

Ntot =
P

RT
✭✶✳✶✶✮

■❢ "❤❡ ❛❜'♦)❜❛♥❝❡ ✐' ♠❡❛'✉)❡❞ "❤)♦✉❣❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ❛❜'♦)♣"✐♦♥ ❧❡♥❣"❤ L✱ "❤❡ ❝♦♥✲

❝❡♥")❛"✐♦♥ ♦❢ ❛❜'♦)❜✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡' ✐♥ "❤❛" ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ✉'✐♥❣ "❤❡

❡.✉❛"✐♦♥✿

Nprop =
A

σL
✭✶✳✶✷✮



✸✵

❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❊!✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛+✐♦ ❜② ❢✐①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣+❤ ❧❛5❡* ❛❜5♦*♣+✐♦♥

■# ❢♦❧❧♦✇(✱ ❢*♦♠ #❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠❜✉(#✐♦♥ ❡5✉❛#✐♦♥ ♦❢ ♣*♦♣❛♥❡✿

C3H8 + 5(O2 + 3.76N2) −→ 3CO2 + 4H2O + 18.8N2 ✭✶✳✶✸✮

#❤❛# #❤❡ ❡5✉✐✈❛❧❡♥❝❡ *❛#✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡*✐✈❡❞ ❛(✿

φ =
Nprop

Nair
× 5× 4.76 =

Nprop

Ntot −Nprop
× 5× 4.76 ✭✶✳✶✹✮

❋*♦♠ #❤❡(❡ ❢♦*♠✉❧❛✱ ✐# ❝❛♥ ❜❡ (❡❡♥ #❤❛# ✐♥ ♦*❞❡* #♦ ♠❡❛(✉*❡ #❤❡ ❡5✉✐✈❛❧❡♥❝❡

*❛#✐♦ ❢*♦♠ #❤❡ ❛❜(♦*♣#✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞( #♦ ❦♥♦✇ #❤❡ ❛❜(♦*♣#✐♦♥ ❝*♦((

(❡❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❢✉❡❧ ❢♦* #❤❡ ❝♦♥(✐❞❡*❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤✱ ❛♥❞ #❤❡ ❧❡♥❣#❤ ♦❢ ❣❛( ✇❤✐❝❤

❧❡❞ #♦ (✉❝❤ ❛♥ ❛❜(♦*♣#✐♦♥✳ ■# ✇❛( ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✶✳✸✳✸✳✹ ❤♦✇ #❤❡ ❛❜(♦*♣#✐♦♥

❧❡♥❣#❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡(#✐♠❛#❡❞✱ (✐♥❝❡ ♣*♦♣❛♥❡ ✐( ♦♥❧② ♣*❡(❡♥# ✐♥ #❤❡ ❢*❡(❤ ❣❛(❡(✱

❛♥❞ ✐♥ #❤❡ ♥❡①# (❡❝#✐♦♥ ✐# ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇ #❤❡ ❛❜(♦*♣#✐♦♥ ❝*♦(( (❡❝#✐♦♥ ♦❢

♣*♦♣❛♥❡ ✇❛( ♦❜#❛✐♥❡❞ ✐♥ #❤❡ ♣*❡(❡♥# (②(#❡♠✳

❚❤❡ (②(#❡♠ ✐( ❝♦♠♣♦(❡❞ ♦❢ ❛♥ ❍❡❧✐✉♠✲◆❡♦♥ ❧❛(❡* ❡♠✐##✐♥❣ ❛ ❝♦♥#✐♥✉♦✉( ❜❡❛♠

❛# ✸✳✸✾ ➭♠ ✇✐#❤ ❛ ♣♦✇❡* ♦❢ ✷ ♠❲ ✭❚❤♦*❧❛❜( ❍✸✸✾✮✳ ❚❤✐( ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ✐( ❛❜(♦*✲

❜❡❞ ❜② ♣*♦♣❛♥❡✱ ❛♥❞ ♥♦# ❜② #❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥#( ♦❢ ❛✐*✳ ❚❤❡ ❧❛(❡* ❜❡❛♠ #❤❡♥ ♣❛((❡(

#❤*♦✉❣❤ ❛ #♦♦#❤❡❞ ✇❤❡❡❧ ✭❚❤♦*❧❛❜( ▼❈✶✵✵✵❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇( #♦ ♦❜#❛✐♥ ♣✉❧(❡(

❛# ❛ (❡❧❡❝#❛❜❧❡ ❢*❡5✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛#❡❞ ❧❛(❡* ♦❜#❛✐♥❡❞ #❤❡♥ ❣♦❡( #❤*♦✉❣❤ ❛

❜❡❛♠ (♣❧✐##❡*✳ ❖♥❡ ♣❛*# ❣♦❡( #♦ ❛ ❍❛♠❛♠❛#(✉ N✹✷✹✺ ❞❡#❡❝#♦*✱ #♦ ♠♦♥✐#♦* #❤❡

✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❛(❡* ♣♦✇❡*✳ ❚❤❡ ♦#❤❡* ❤❛❧❢ ♦❢ #❤❡ ❜❡❛♠ ❣♦❡( #❤*♦✉❣❤ #❤❡ ❝♦♠❜✉(#✐♦♥

❝❤❛♠❜❡*✳ ■# #❤❡♥ ❣♦❡( #❤*♦✉❣❤ ❛ ❧❡♥( ♠❛❞❡ ♦❢ (#❛♥❞❛*❞ ❣❧❛(( ✭❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣#❤

❢❂✺✵✵ ♠♠✮✳ ❆ (❡❝♦♥❞ ❍❛♠❛♠❛#(✉ N✹✷✹✺ ❞❡#❡❝#♦* ✐( ♣❧❛❝❡❞ ❛ ❜✐# ❝❧♦(❡* #❤❛♥

#❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣#❤ ♦❢ #❤❡ ❧❡♥(✳ ❚❤❡ ❧❡♥( ✇❛( ♣❧❛❝❡❞ #❤❡*❡ ❢♦* #✇♦ *❡❛(♦♥(✳ ❋✐*(#❧②✱

✐# ❛❧❧♦✇( #♦ ❝♦♥❝❡♥#*❛#❡ #❤❡ ❜❡❛♠ ♦♥ ❛ (♠❛❧❧❡* (✐③❡ #♦ *❡❞✉❝❡ #❤❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✽✿ ❈❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❧❛,❡- ✐♥%❡♥,✐%②✿ ✐% ✐, %❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ %❤❡ ,✐❣♥❛❧ ❣✐✈❡♥

❜② %❤❡ ❞❡%❡❝%♦-✳

❋/♦♠ -❤✐+ ❛♠♣❧✐-✉❞❡ +✐❣♥❛❧✱ ❛ ❞✐/❡❝- ❛❜+♦/❜❛♥❝❡ ♠❡❛+✉/❡♠❡♥- ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐❢ ❛

/❡❢❡/❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐+ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤/♦✉❣❤♦✉- -❤✐+ +-✉❞②✱ ❢♦/ ❡❛❝❤ ♠❡❛+✉/❡♠❡♥- ♠❛❞❡

✇✐-❤ -❤❡ ✢❛♠❡✱ ❛ ✜/+- ♠❡❛+✉/❡♠❡♥- ✇❛+ ♠❛❞❡ ✇✐-❤♦✉- -❤❡ ✢❛♠❡ ✭❛♥❞ ♠♦/❡ ✐♠✲

♣♦/-❛♥-❧② ✇✐-❤♦✉- ♣/♦♣❛♥❡ ♣/❡+❡♥- ✐♥ -❤❡ ❝❤❛♠❜❡/✮ -♦ ♣/♦✈✐❞❡ -❤❡ ❜❛❝❦❣/♦✉♥❞

✐♥-❡♥+✐-②✳ ■❢ -❤❛- ❜❛❝❦❣/♦✉♥❞ ✐♥-❡♥+✐-② ♦❢ -❤❡ ✷
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❞❡-❡❝-♦/ ✐+ ♥♦-❡❞ T2base ✭✇❤✐❝❤
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✶✳✺✳✶ #$✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ -❡♥-✐.✐✈✐.② ❡-.✐♠❛.✐♦♥

❚♦ ❝♦♥✜'♠ )❤❡ ♣'❡-❡♥❝❡ ♦❢ )❡♠♣❡'❛)✉'❡ ✢✉❝)✉❛)✐♦♥- ✐♥-✐❞❡ )❤❡ )❡-) ❝❤❛♠❜❡'✱ )❤❡

❇❛❝❦❣'♦✉♥❞ ❖'✐❡♥)❡❞ ❙❝❤❧✐❡'❡♥ ✭❇❖❙✮ ♠❡)❤♦❞ ✇❛- )❡-)❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ ♦♣❡'❛)✐♥❣

❝♦♥❞✐)✐♦♥✳ ❇❖❙ ✐- ❛ ♠❡)❤♦❞ ♦❢ )❤❡ -❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛- )❤❡ -)❛♥❞❛'❞ ❙❝❤❧✐❡'❡♥

✈✐-✉❛❧✐③❛)✐♦♥ ♦' ♦♠❜'♦-❝♦♣②✳ ❆❧❧ )❤❡-❡ ♠❡)❤♦❞- ❛'❡ ❜❛-❡❞ ♦♥ )❤❡ ❞❡✈✐❛)✐♦♥ ♦❢

❧✐❣❤) ✇❤❡♥ ✐) )'❛✈❡❧- )'♦✉❣❤ ❛ ✈❛'②✐♥❣ '❡❢'❛❝)✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ ♦♥ )❤❡ ●❧❛❞-)♦♥❡✲

❉❛❧❡ ❡H✉❛)✐♦♥ ❞❡-❝'✐❜✐♥❣ )❤❡ '❡❧❛)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ ♦♣)✐❝❛❧ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❞❡♥-✐)② ✐♥ ❛

❣❛-✿

(n− 1) = K(gas, λ)ρ ✭✶✳✶✻✮

✇❤❡'❡ ❑ ✐- ❝❛❧❧❡❞ )❤❡ ●❧❛❞-)♦♥❡✲❉❛❧❡ ♥✉♠❜❡'✱ ❛♥❞ ✐- ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥) ♦♥ )❤❡

❣❛-✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♠♦'❡ ✇❡❛❦❧② ♦♥ )❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤ ♦❢ )❤❡ ❧✐❣❤) λ✳ ❋♦' ❛✐'✱ ✐) ✐-

)❛❦❡♥ ❛- ✵✳✷✸ ✶✵

✲✸

♠

✸

✴❦❣ ✭✈❛❧✉❡ ❛) '♦♦♠ )❡♠♣❡'❛)✉'❡✮✳ ■❢ )❤❡ ❞❡♥-✐)② ♦❢ )❤❡

❣❛- ♦♥ )❤❡ ❧✐❣❤) ♣❛)❤ ❝❤❛♥❣❡-✱ )❤❡ ❧✐❣❤) ✐- ❞❡✈✐❛)❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤❡ ❡H✉❛)✐♦♥✿

ǫ = K

lb
∫

la

∇ρds ✭✶✳✶✼✮

✇❤❡'❡ la ❛♥❞ lb ❛'❡ )❤❡ ♣♦✐♥)- ♦❢ ❡♥)'② ❛♥❞ ❡①✐) ✐♥ )❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇❤❡'❡ ❞❡✈✐❛)✐♦♥

♦❝❝✉'-✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡✈✐❛)✐♦♥ ǫ )❤✉- ❣✐✈❡- ♦♥❧② ❛♥ ✐♥)❡❣'❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❞❡♥-✐)②

✢✉❝)✉❛)✐♦♥- )❤'♦✉❣❤ )❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛♥❞ ❛- ✐) ✐- ❧✐♥❦❡❞ )♦ )❤❡ ❞❡'✐✈❛)❡ ♦❢ ❞❡♥-✐)②✱

❜♦✉♥❞❛'② ❝♦♥❞✐)✐♦♥- ❛'❡ ♥❡❡❞❡❞✳

❇❖❙ ❛❧❧♦✇- )♦ ♠❡❛-✉'❡ )❤✐- )♦)❛❧ ❞❡✈✐❛)✐♦♥✳ ■♥ )❤❡ ♣'❡-❡♥) ❝❛-❡✱ )❤❡ ✈❛'✐❛)✐♦♥

✐♥ ❞❡♥-✐)② ✐- ♠❛✐♥❧② ❝❛✉-❡❞ ❜② ✈❛'✐❛)✐♦♥- ♦❢ )❡♠♣❡'❛)✉'❡ ✐♥ )❤❡ ❜✉'♥) ❣❛-❡-✱

✇❤✐❝❤ ✇❡ )'② )♦ ♠❡❛-✉'❡✳ ❚❤✐- ♠❡)❤♦❞ ✇❛- ❝❤♦-❡♥ ❤❡'❡ ❜❡❝❛✉-❡ ♦❢ ✐)- ❡❛-❡ ♦❢

✉-❡✱ ❡✈❡♥ )❤♦✉❣❤ ❞'❛✇❜❛❝❦- ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛'❧② ♣'❡-❡♥)❡❞ ✐♥ -❡❝)✐♦♥ ✶✳✺✳✸ ✇✐❧❧

♣'❡✈❡♥) ✉- ❢'♦♠ ❛❝❝❡--✐♥❣ )❤❡ )❡♠♣❡'❛)✉'❡ ✜❡❧❞ ✐♥ )❤✐- ♣❛')✐❝✉❧❛' ❝♦♥✜❣✉'❛)✐♦♥✳

❚❤❡ ♣'✐♥❝✐♣❧❡ -❡)✉♣ ✐- -❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✶✳✶✶✳ ❆ -❝'❡❡♥ ✇✐)❤ ❛ '❛♥❞♦♠ ❜❛❝❦❣'♦✉♥❞

✐- ✉-❡❞ ❛- ❛ '❡❢❡'❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ❇② ❣♦✐♥❣ )❤'♦✉❣❤ ❛ ③♦♥❡ ✭❤❡'❡ )❤❡ ❝♦♠❜✉-)✐♦♥

❝❤❛♠❜❡'✮ ✇❤❡'❡ ✢✉❝)✉❛)✐♦♥- ♦❢ ❞❡♥-✐)② ♦❝❝✉'✱ )❤❡ ❧✐❣❤) ♣❛)❤ ✐- ❞❡✈✐❛)❡❞✱ ❛♥❞

❡①✐)- )❤❡ ❝❤❛♠❜❡' ✇✐)❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡✈✐❛)✐♦♥ ǫ✳ ❚❤✐- ♠❡❛♥- )❤❛) ✐❢ ✇✐)❤♦✉)

❞❡✈✐❛)✐♦♥ )❤❡ ♣♦✐♥) Y ✐♥ )❤❡ ❜❛❝❦❣'♦✉♥❞ ✐- ❛--♦❝✐❛)❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ♣✐①❡❧ y ♦♥ )❤❡

❝❛♠❡'❛✱ ✐) ♥♦✇ ❛♣♣❡❛'- ♦♥ ♣✐①❡❧ y + V ✱ ❛♥❞ )❤✉- ✐- -❡❡♠✐♥❣❧② ❛) Y + ∆Y ♦♥

)❤❡ ❜❛❝❦❣'♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ )❤❡ ❇❖❙ ✐- )♦ ♠❡❛-✉'❡ )❤✐- ❞❡✈✐❛)✐♦♥ V
♦♥ ❡✈❡'② ✐♠❛❣❡ ❛❝H✉✐'❡❞✱ ❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ ❜② ❛ ❝❛❧✐❜'❛)✐♦♥ ✇❤❛) ∆Y ❝♦''❡-♣♦♥❞-

)♦ ✐)✱ )♦ ❝❛❧❝✉❧❛)❡ )❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡✈✐❛)✐♦♥ ǫ✳ ❚❤❡ ♠❡❛-✉'❡♠❡♥)- ♦❢ )❤✐- ❞❡✈✐❛)✐♦♥

V ✐- ♠❛❞❡ ✉-✐♥❣ ❛ -♦❢)✇❛'❡ ✐♥✐)✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦' T■❱ ♠❡❛-✉'❡♠❡♥)✱ -✐♥❝❡



❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❊①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ +❡(✉♣ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦+(✐❝+ ✉+❡❞

✸✺

Screen with 

random background

Camera Lens

Camera's CCD

Y
y

y+V

Y+�Y

�

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶✿ ■❧❧✉#$%❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣%✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❇❛❝❦❣%♦✉♥❞ ❖%✐❡♥$❡❞ ❙❝❤❧✐❡%❡♥✳

"❤❡ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ✐+ "❤❡ +❛♠❡✿ ✜♥❞✐♥❣ "❤❡ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥" ❜❡"✇❡❡♥ +✉❜+❡"+ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

✐♠❛❣❡✳

■♥ ♦&❞❡& "♦ ✐♥+"❛❧❧ ❛ ❇❖❙ +❡"✉♣✱ +❡✈❡&❛❧ >✉❛♥"✐"✐❡+ ♠✉+" ❜❡ +♣❡❝✐✜❡❞✳ ❇❡❧♦✇ ✐+

❛ ❧✐+" ♦❢ ✈❛&✐❛❜❧❡+ "❤❛" ♠❛② ❜❡ ❛❞❛♣"❡❞✱ ♦& ✐♠♣♦+❡❞ ❜② "❤❡ +"✉❞✐❡❞ ✢♦✇✱ "❤❡

❡>✉✐♣♠❡♥" ❛♥❞ "❤❡ &♦♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝"♦&+ ❛&❡✿

❼ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ǫ ❡①♣❡❝"❡❞ ✐♥ "❤❡ +"✉❞✐❡❞ ✢♦✇✳

❼ ❚❤❡ ❤❛❧❢ +✐③❡ ♦❢ "❤❡ ✢♦✇ "♦ ❜❡ ✈✐+✉❛❧✐③❡❞ Yflow✱ ✐♥ ♠♠

❼ ❚❤❡ ❤❛❧❢ +✐③❡ ♦❢ "❤❡ +❝&❡❡♥ ✉+❡❞ Yscreen
❼ ❚❤❡ ❝♦&&❡+♣♦♥❞✐♥❣ ❤❛❧❢ +✐③❡ ♦❢ "❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ "❤❡ +❝&❡❡♥ ♦♥ "❤❡ ❝❛♠❡&❛

yscreen
❼ ❚❤❡ ♣✐①❡❧ +✐③❡ ♦❢ "❤❡ ❝❛♠❡&❛ ypix
❼ ❚❤❡ ❢♦❝❛❧ ♦❢ "❤❡ ❧❡♥+ ✉+❡❞ f
❼ ❚❤❡ ❞✐+"❛♥❝❡ Xback ❢&♦♠ "❤❡ ❜❛❝❦❣&♦✉♥❞ "♦ "❤❡ ✢♦✇

❼ ❚❤❡ ❞✐+"❛♥❝❡ Xcam ❢&♦♠ "❤❡ ✢♦✇ "♦ "❤❡ ❝❛♠❡&❛ ❧❡♥+

❋&♦♠ "❤❡+❡ ♣❛&❛♠❡"❡&+✱ "❤❡ ❛♥❣✉❧❛& ♠❛❣♥✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ +②+"❡♠ ✐+ ❡+"✐♠❛"❡❞

✜&+"✿

Mag = Yscreen/yscreen =
Xback +Xcam

f
✭✶✳✶✽✮

❚❤❡ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❝♦&&❡+♣♦♥❞✐♥❣ "♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥" V ♦♥ "❤❡ ❝❛♠❡&❛

❝❛♥ ❛❧+♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞✳ ❙✐♥❝❡ "❤✐+ ❛♥❣❧❡ ✐+ +♠❛❧❧✱ ✐" ✐+✿

ǫ =
∆Y

Xback

=
Mag × V
Xback

=
Xback +Xcam

Xbackf
V ✭✶✳✶✾✮

❆ ❧❛+" ❡>✉❛"✐♦♥ ❝♦♠❡+ ❢&♦♠ "❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ "❤❛" +❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ✭✐❡ "❤❡

+❝&❡❡♥ +❤♦✉❧❞ ❝♦✈❡& "❤❡ ❡♥"✐&❡ ✢♦✇✮✿

Yflow
Xcam

=
Yscreen

Xcam +Xback

✭✶✳✷✵✮

❚❤❡ ❤❛&❞ ❝♦♥+"&❛✐♥" ✐♥ ♣&❛❝"✐❝❡ ✇✐❧❧ ❤♦✇❡✈❡& ✉+✉❛❧❧② ❝♦♠❡ ❢&♦♠ "❤❡ +✐③❡ ♦❢ "❤❡



✸✻

❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❚❡♠♣❡$❛&✉$❡ ♠❡❛(✉$❡♠❡♥&✿ ❇❛❝❦❣$♦✉♥❞ ❖$✐❡♥&❡❞

❙❝❤❧✐❡$❡♥

❈❈❉ ♦❢ &❤❡ ❝❛♠❡,❛✱ .♦ ❜② ,❡✲✐♥❥❡❝&✐♥❣ &❤❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛&✐♦♥ ,❡❧❛&✐♦♥ ❛♥❞ ,❡❛,,❛♥✲

❣✐♥❣ &❤❡ &❡,♠.✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥✿

Yflow
yscreen

=
Xcam

f
✭✶✳✷✶✮

❚❤❡ &✇♦ ,❡❧❛&✐♦♥. ✶✳✶✾ ❛♥❞ ✶✳✷✶ ❣✐✈❡ &❤❡ ❝♦♥.&,❛✐♥&. ♦♥ &❤❡ .②.&❡♠✳ ❋♦, ❛

❣✐✈❡♥ .❡♥.✐&✐✈✐&② ❛♥❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ &❤❡ .②.&❡♠✱ ♦♥❝❡ &❤❡ ❝❛♠❡,❛ ✐. ❝❤♦.❡♥

✭❛♥❞ &❤❡,❡❢♦,❡ &❤❡ .✐③❡ yCCD ♦❢ &❤❡ .❡♥.♦,✱ &❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦, yscreen✮✱ &❤❡
,❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛,✐❛❜❧❡. ❛,❡ f ✱ Zback ❛♥❞ Zcam✳ ❚♦ ♦❜&❛✐♥ ❛ ❜❡&&❡, .❡♥.✐&✐✈✐&② ✐& ✐.

❜❡.& &♦✿

❼ ❯.❡ ❛ ❧❡♥. ✇✐&❤ ❛ ❧♦♥❣ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣&❤ &♦ ❦❡❡♣ &❤❡ ❛..✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ ♣❛,❛❧❧❡❧ ,❛②.

❼ ❍❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣ ❞✐.&❛♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ &❤❡ ❜❛❝❦❣,♦✉♥❞ .❝,❡❡♥

❼ ❍❛✈❡ ❛ .❤♦,& ❞✐.&❛♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ &❤❡ ❝❛♠❡,❛

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦&❤❡, ❝♦♥.&,❛✐♥&.✱ .✉❝❤ ❛. &❤❡ .♣❛❝❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥❡❛, &❤❡ ✢♦✇ ✭❧✐♠✐&✐♥❣ Zback ❛♥❞ Zcam✮✱ &❤❡ ♥❡❝❡..✐&② &♦ ❦❡❡♣ &❤❡

❝❛♠❡,❛ ❛✇❛② ❢,♦♠ &❤❡ ✢❛♠❡✱ ❡&❝✳

✶✳✺✳✷ ❙❡&✉♣ ✉)❡❞

❈♦♥.✐❞❡,✐♥❣ &❤❡ ♣,❡✈✐♦✉. ❡①♣❧❛♥❛&✐♦♥. ♦♥ &❤❡ .❡♥.✐&✐✈✐&② ♦❢ &❤❡ .②.&❡♠✱ &❤❡

.❡&✉♣ ✉.❡❞ ✐♥ &❤✐. .&✉❞② ✐. ♥♦✇ ❞❡.❝,✐❜❡❞✳

❚❤❡ ❜❛❝❦❣,♦✉♥❞ ❢♦, &❤❡ ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞❡✈✐❛&✐♦♥. ✇❛. ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜②

✉.✐♥❣ ❛ ,❛♥❞♦♠ ♣❛&&❡,♥ ♣,✐♥&❡❞ ✐♥ ❆✹ ❢♦,♠❛&✳ ❚❤✐. ♣❛&&❡,♥ ✇❛. ❝,❡❛&❡❞ ❜②

❣❡♥❡,❛&✐♥❣ ❛♥ ❛,&✐✜❝✐❛❧ ▼✐❡ ✐♠❛❣❡ ✉.✐♥❣ O■❱▲❛❜✳ ■♥ ♦,❞❡, &♦ .❡❡ ✐& ❝❧❡❛,❧②✱ ❛

▲❊❉ ♣,♦❥❡❝&♦, ✭◆✐❧❛ ❇♦①❡,✮ ✇✐&❤ ❛♥ ❛✣①❡❞ .❤❡❡& ♦❢ &,❛❝✐♥❣ ♣❛♣❡, ❢♦, ❜❡&&❡,

❧✐❣❤&♥✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐&② ✇❛. ✉.❡❞ &♦ ❧✐❣❤& ✐& ✉♣ ❜② &,❛♥.♣❛,❡♥❝②✳ ❚❤❡ .❝,❡❡♥ ✇❛.

♣❧❛❝❡❞ ✼✶✺ ♠♠ ❛❤❡❛❞ ♦❢ &❤❡ ❝❡♥&❡, ♦❢ &❤❡ ❝♦♠❜✉.&✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡,✳ ❖♥ &❤❡ ♦&❤❡,

.✐❞❡ ♦❢ &❤❡ &❡.& ❝❤❛♠❜❡,✱ ❛ O❤♦&,♦♥ ❙❆✲✺ ❝❛♠❡,❛ ✇❛. .❡&✉♣✱ ✇✐&❤ &❤❡ ❧❡♥.

.❡& ❛& ✺✸✵ ♠♠ ❢,♦♠ &❤❡ ❝❡♥&❡, ♦❢ &❤❡ ❝♦♠❜✉.&✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡,✳ ■& ✇❛. ♦✉&✜&&❡❞

✇✐&❤ ❛ ,❡❞ ▲❊❊ ✜❧&❡, ✐♥ ♦,❞❡, &♦ ,❡❞✉❝❡ &❤❡ ,❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣&❤ ♦❜.❡,✈❡❞

✭❛♥❞ ❡♥.✉,❡ ❛ ❝♦♥.&❛♥& ●❧❛❞.&♦♥❡✲❉❛❧❡ ♥✉♠❜❡, ❢,♦♠ &❤❡ ❧✐❣❤& ,❡❝❡✐✈❡❞✮✳

❚❤❡ ❧❡♥. ✉.❡❞ ✇❛. ❛ ◆✐❦❦♦♥ ✶✵✺ ♠♠ ❯❱ ◆✐❦❦♦,✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛. &❤❡ ❧♦♥❣❡.&

❢♦❝❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ &♦ ♦❜.❡,✈❡ &❤❡ ❡♥&✐,❡ ❝❤❛♠❜❡, ✭✶✵✵ ♠♠ ❤✐❣❤✮ ❝♦♥✲

.✐❞❡,✐♥❣ &❤❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ,❡.&,✐❝&✐♦♥. ✐♠♣♦.❡❞ ❜② &❤❡ .✐③❡ ♦❢ &❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥& ,♦♦♠✳

❚❤❡ ♣❤♦&,♦♥ ❙❆✲✺ ❤❛. ❛ ✶✵✷✹①✶✵✷✹ ♣✐①❡❧. ❞❡&❡❝&♦,✱ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❜❡✐♥❣ ✷✵①✷✵

➭♠✳ ❚❤❡ .❡♥.✐&✐✈✐&② ♦❢ &❤❡ .②.&❡♠ ❝❛♥ &❤❡♥ ❜❡ ❡.&✐♠❛&❡❞✱ ✉.✐♥❣ ❡]✉❛&✐♦♥ ✶✳✶✾✳

❚♦ ✜♥❞ &❤❡ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥& ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ &❤❡ ❝♦♠♠❡,❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ .♦❢&✇❛,❡

❉②♥❛♠✐❝ ❙&✉❞✐♦ ❜② ❉❛♥&❡❝ ✇❛. ✉.❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡,♥ ❛❧❣♦,✐&❤♠. ✐& ✉.❡. ❛❧❧♦✇ &♦

❞❡&❡❝& ,❡❧✐❛❜❧② ❡✈❡♥ .✉❜♣✐①❡❧ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥&. ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✐❞❡❛❧❧② ✉♣ &♦ ❛ &❡♥&❤

♦❢ ❛ ♣✐①❡❧✳ ❇② ❝♦♥.✐❞❡,✐♥❣ ❛ ❝❛♣❛❝✐&② &♦ ,❡❧✐❛❜❧② ❞❡&❡❝& ✈❛,✐❛&✐♦♥. ♦❢ ✵✳✷ ♣✐①❡❧.✱



❈❤❛♣$❡& ✶ ✲ ❊①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ +❡(✉♣ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦+(✐❝+ ✉+❡❞

✸✼

"❤❡ %❡♥%✐"✐✈✐"② ♦❢ "❤❡ %❡"✉♣ %❡"✉♣ ✐% "❤❡♥✿

ǫ =
Zback + Zcam

Zbackf
ypix = 14 arcsec (1 arcsec = 4.848µrad) ✭✶✳✷✷✮

✶✳✺✳✸ ▲✐♠✐'❛'✐♦♥+ ♦❢ '❤❡ '❡❝❤♥✐0✉❡ ♦♥ '❤✐+ ❜✉3♥❡3

❆% ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ %❡❝"✐♦♥ ✶✳✺✳✶✱ "❤❡ ❇❖❙ ♠❡❛%✉@❡% "❤❡ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❧✐❣❤"

"@❛✈❡@%✐♥❣ ❛ ✜❡❧❞ ✇✐"❤ ❞❡♥%✐"② ✢✉❝"✉❛"✐♦♥%✳ ❚❤❡ ♣@❡❝✐%✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠❡❛%✉@❡♠❡♥"%

❞❡♣❡♥❞% ♦♥ "❤❡ ❝❛♣❛❝✐"② ♦❢ "❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ %❡"✉♣ "♦ ❞❡"❡❝" ♣@❡❝✐%❡ ✢✉❝"✉❛"✐♦♥%

✐♥ "❤❡%❡ ❞❡✈✐❛"✐♦♥%✳ ❍♦✇❡✈❡@✱ "❤❡ ♠❛✐♥ ❞@❛✇❜❛❝❦ ✐% ♦❜✈✐♦✉% ❢@♦♠ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛"

✜❣✉@❡ ✶✳✶✶✿ "❤❡ %②%"❡♠ ❞❡"❡❝"% "❤❡ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ @❡%✉❧"✐♥❣ ❢@♦♠ ❛♥② ✢✉❝"✉❛"✐♦♥

"❤@♦✉❣❤♦✉" ❛❧❧ "❤❡ %♣❛❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ %❝@❡❡♥ ❛♥❞ "❤❡ ❝❛♠❡@❛✳ ❚❤✐% ♠❡❛♥% "❤❛"

✐♥ "❤❡ ♣@❡%❡♥" ❝❛%❡✱ "❤❡ @❡%✉❧"% ♦❢ "❤❡ "♦"❛❧ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ❢@♦♠ "❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛♠❜❡@

✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛♣"✉@❡❞✳ ■♥ ♦@❞❡@ "♦ ❜❡ ❛❜❧❡ "♦ ❛❝❝✉@❛"❡❧② ♠❡❛%✉@❡ "❤❡ ✢✉❝"✉❛"✐♦♥% ✐♥

%♣❛❝❡✱ ❛ %❡"✉♣ ✇✐"❤ %❡✈❡@❛❧ ❝❛♠❡@❛% ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡%%❛@②✱ ❛% ✇❛% ❡①♣❧♦@❡❞ ✐♥ "❤❡

"❤❡%✐% ✇♦@❦ ♦❢ ❚♦❞♦@♦✛ ✭✷✵✶✸✮✱ "♦ ♦❜"❛✐♥ %❡✈❡@❛❧ %✐♠✉❧"❛♥❡♦✉% ✜❡❧❞% ♦❢ ✈✐❡✇

❛♥❞ ❜❡ ❛❜❧❡ "♦ @❡❝♦♥%"@✉❝" "❤❡ ❧✐❣❤" %♣❛❝❡✳ ❲✐"❤♦✉" "❤❡%❡ ♠✉❧"✐♣❧❡ ❝❛♠❡@❛%✱

♦♥❧② M✉❛❧✐"❛"✐✈❡ @❡%✉❧"% ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❡%♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ "✉@❜✉❧❡♥" ✢♦✇%✳

❚❤❡ ♦"❤❡@ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥ ❢❛❝❡❞ ❤❡@❡ ❝♦♠❡% ❢@♦♠ ❡M✉❛"✐♦♥ ✶✳✶✼✱ ❧✐♥❦✐♥❣ "❤❡ ♠❡❛✲

%✉@❡❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ "♦ "❤❡ ❛❝"✉❛❧ ❞❡♥%✐"② ✢✉❝"✉❛"✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭❛♥❞ "❤✉% "❡♠♣❡@❛"✉@❡

✢✉❝"✉❛"✐♦♥%✮✳ ■♥ ♦@❞❡@ "♦ %♦❧✈❡ "❤✐% ❡M✉❛"✐♦♥✱ ✐❞❡❛❧❧② "❤❡ ❛❝"✉❛❧ ♣❛"❤ ♦❢ "❤❡

❧✐❣❤" ❜❡❛♠ ❤❛% "♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛% ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦@❡✳ ❙"✐❧❧✱ ❛%%✉♠♣"✐♦♥% ♦♥

"❤❡ ❣❡♦♠❡"@② ♦❢ "❤❡ ✢♦✇ ❝❛♥ %✐♠♣❧✐❢② "❤❡ ❡①♣@❡%%✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡@✱ ❜♦✉♥❞❛@②

❝♦♥❞✐"✐♦♥% ♦♥ "❤❡ "❡♠♣❡@❛"✉@❡ ♦@ ❞❡♥%✐"② ❛@❡ ♥❡❡❞❡❞ "♦ %♦❧✈❡ "❤✐% ❡M✉❛"✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦" ❤❛✈❡ ❛❝❝❡%% "♦ ❤❡@❡ ✭✐♥ ♣❛@"✐❝✉❧❛@ "❤❡ ✇❛❧❧ "❡♠♣❡@❛"✉@❡✮✳

❚❤❡ ❧❛%" ❧✐♠✐"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ %②%"❡♠ ✐% "❤❡ ♦✈❡@❛❧❧ %❡♥%✐"✐✈✐"②✿ ✢✉❝"✉❛"✐♦♥% ♦❢ ❛ ❢❡✇

❑❡❧✈✐♥ ✐♥ ❛ ❤♦" ✢♦✇ ♠✉%" ❜❡ ❞❡"❡❝"❡❞✱ ❛♥❞ "❤✉% ❤✐❣❤ %❡♥%✐"✐✈✐"② ✐% @❡M✉✐@❡❞✳

❆% ✇✐❧❧ ❜❡ %❤♦✇♥ ✐♥ "❤❡ %❡❝"✐♦♥ ❞❡✈♦"❡❞ "♦ "❤❡ @❡%✉❧"% ✐♥ ❝❤❛♣"❡@% ✷ ❛♥❞ ✸✱ "❤❡

❞❡✈✐❛"✐♦♥% ✐♥ ♣✐①❡❧% ♦❜%❡@✈❡❞ ♦♥ "❤❡ ❝❛♠❡@❛ ❛@❡ ✇❡❛❦ ♦♥ ❛ ❣@❡❛" ♣❛@" ♦❢ "❤❡

✐♠❛❣❡%✱ ❛♥❞ "❤❡ ❛✈❡@❛❣❡❞ ✢✉❝"✉❛"✐♦♥% ♦❜"❛✐♥❡❞ ❛@❡ %✉❜✲♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ♠❡❛%✉@❡✲

♠❡♥"% ❛@❡ "❤✉% ♦♥❧② ✐♥❞✐❝❛"✐✈❡ ♦❢ "❤❡ ♣@❡%❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉❝"✉❛"✐♦♥%✱ ✇✐"❤♦✉" ❛❧❧♦✇✐♥❣

♠❡❛%✉@❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡✐@ ❛♠♣❧✐"✉❞❡✳

✶✳✻ ❙✉♠♠❛'②✿ ❞✐❛❣♥♦/0✐❝/ ✉/❡❞

❆% ❛ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥✱ "❤❡ ✈❛@✐♦✉% ❞✐❛❣♥♦%"✐❝% ✉%❡❞ ❛@❡ %✉♠♠❡❞ ✉♣✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉%"✐❝

♣@❡%%✉@❡ ✐% ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ "✇♦ ♣♦✐♥"%✿ ❛" "❤❡ ❜♦""♦♠ ♦❢ "❤❡ ✐♥❥❡❝"♦@ "✉❜❡✱ ❛♥❞ ✺✵

❝♠ ❛✇❛② ❢@♦♠ "❤❡ ✐♥❥❡❝"♦@ ✐♥ "❤❡ ❝♦♠❜✉%"✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡@✳ ❚❤❡ ♥❛"✉@❛❧ ❡♠✐%%✐♦♥

♦❢ "❤❡ ✢❛♠❡ ✇❛% ♦❜%❡@✈❡❞ ✉%✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ %♣❡❡❞ ❝❛♠❡@❛✱ ✇✐"❤ ❛ ❜@♦❛❞ ✜❡❧❞ ♦❢

✈✐❡✇✳ ❆ %❡@✐❡% ♦❢ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ @❛❞✐❛❧ ❖❍✲Q▲■❋ ♠❡❛%✉@❡♠❡♥" ❝❛♠♣❛✐❣♥% ❛" ❛ ❧♦✇

@❡♣❡"✐"✐♦♥ @❛"❡ ✭✶✵ ❍③✮ ✇❛% ❝♦♥❞✉❝"❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦❜%❡@✈❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✢✉❝"✉❛"✐♦♥% ♦❢
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❚❤❡ ✜❡❧❞% ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❧ '❤❡ ❞✐❛❣♥♦%'✐❝% ✉%❡❞ ✐♥ '❤✐% '❤❡%✐% ❛,❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉,❡ ✶✳✶✷✳
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✐♠❛❣❡% ❛' ❛♥ ❡J✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛'✐♦ φ❂✵✳✽✷✳ ❆❧❧ '❤❡ M▲■❋ %❡'✉♣% ❛,❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇✐'❤ '❤❡

,❛❞✐❛❧ ♦♥❡% ❡%%❡♥'✐❛❧❧② ❝♦✈❡,✐♥❣ '❤❡ ❡♥'✐,❡ ✇✐❞'❤ ♦❢ '❤❡ ❝♦♠❜✉%'✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡,✳

❚❤❡ ❝✐,❝❧❡ ❢♦, '❤❡ ❛❜%♦,♣'✐♦♥ ♠❡❛%✉,❡♠❡♥' ❤❛% ❛ ❞✐❛♠❡'❡, ♦❢ ✷ ♠♠ ✭'❤❡ ✶✴❡
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❚❤❡ ✈❛*✐♦✉% "❡❝❤♥✐8✉❡% ✉%❡❞ ❛*❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡%❝*✐❜❡❞ ✐♥

❝❤❛♣"❡* ✶✳ ❋✐*%"✱ "❤❡ ❣❧♦❜❛❧ "❡♠♣❡*❛"✉*❡ ❡✈♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❜✉*♥❡* ✇❤✐❧❡

✐♥ ✉%❡ ✐% %❤♦✇♥✱ "♦ ❡①♣❧❛✐♥ "❤❡ "✐♠✐♥❣ ♣*♦"♦❝♦❧ ♦❢ "❤❡ ♠❡❛%✉*❡♠❡♥"%✳

❆% ✇✐❧❧ ❜❡ %❤♦✇♥ ✐♥ ❛ %❡❝♦♥❞ %"❡♣✱ "❤❡ ♦❜%❡*✈❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣♦✇❡* %♣❡❝"*❛❧

❞❡♥%✐"② ♦❢ "❤❡ ❛❝♦✉%"✐❝ ♣*❡%%✉*❡ %✐❣♥❛❧ ✐♥ "❤❡ ✐♥❥❡❝"♦* ❛♥❞ ❝❤❛♠❜❡* ❛❧❧♦✇%

"♦ ♠♦♥✐"♦* "❤❡ ✐♥%"❛❜✐❧✐"✐❡% ♣*❡%❡♥" ✐♥ ✈❛*✐♦✉% ✐♥❥❡❝"✐♦♥ ❝♦♥❞✐"✐♦♥%✱ ❛♥❞

❢*♦♠ "❤❡%❡ ❡❛*❧② *❡%✉❧"% ❛ %❡" ♦❢ ❝♦♥❞✐"✐♦♥% "♦ ❜❡ %"✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡"❛✐❧ ✐%

❝❤♦%❡♥✳ ■♥ ❛ "❤✐*❞ %❡❝"✐♦♥✱ "❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥% ♦♥ "❤❡ ❤❡❛" *❡❧❡❛%❡ *❛"❡ ❛%

✇❡❧❧ ❛% "❤❡ ❜*♦❛❞❜❛♥❞ ❡♠✐%%✐♦♥% ❢*♦♠ "❤❡ ✢❛♠❡ ❝♦♥✜*♠ "❤❛" ✐"% ❣❧♦❜❛❧

❞②♥❛♠✐❝% ❛*❡ "❤❡ %❛♠❡ ❛% "❤❡ ❛❝♦✉%"✐❝%✳ ❚❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ %❤❛♣❡ ♦❢ "❤❡ ✢❛♠❡✱

♦❜"❛✐♥❡❞ ❢*♦♠ ❤✐❣❤ %♣❡❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✐% "❤❡♥ %❤♦✇♥✳ ▲❛%"❧②✱ *❡%✉❧"% ❧✐♥❦❡❞

"♦ ❧❛%❡* ❛❜%♦*♣"✐♦♥✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐"❤♦✉" ❢✉*"❤❡* ♣♦%"✲♣*♦❝❡%%✐♥❣✱ ❛♥❞ "❤❡

❛✈❡*❛❣❡ *❡%✉❧"% ♦❢ ❇❛❝❦❣*♦✉♥❞ ❖*✐❡♥"❡❞ ❙❝❤❧✐❡*❡♥✱ ✇❤✐❝❤ %❤♦✇% ❝❧❡❛*❧②

"❤❡ "❤❡*♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛*② ❧❛②❡*✱ ❛*❡ ♣*❡%❡♥"❡❞ ❢♦* "❤❡ "❤*❡❡ %❡❧❡❝"❡❞ ♦♣❡*❛"✐♥❣

❝♦♥❞✐"✐♦♥%✳

✷✳✶ ❚❡♠♣❡'❛)✉'❡ ❡✈♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❜❡♥❝❤

❙✐♥❝❡ %❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉-♥❡- ✐. ♥♦% ✇❛%❡-✲❝♦♦❧❡❞✱ ✐% ✐. ✐♠♣♦-%❛♥% %♦ ❞❡%❡-♠✐♥❡ ✐❢

%❤❡ ❜✉-♥❡- ✐. ❛❜❧❡ %♦ -❡❛❝❤ ❛ %❤❡-♠❛❧ ❡9✉✐❧✐❜-✐✉♠ ✇❤❡♥ ♦♣❡-❛%❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ %❤❡

❤❡❛% -❡❧❡❛.❡ ❜② %❤❡ ✢❛♠❡ ❧❡❛❞. %♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ %❡♠♣❡-❛%✉-❡ ♦❢ %❤❡ ✇❛❧❧.✱ ✇❤✐❝❤

❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝% ♦♥ %❤❡ ❞②♥❛♠✐❝. ♦❢ %❤❡ ✢❛♠❡ ✐♥ %❤❡ ❜✉-♥❡-✳ ■% ✐. %❤✉.

✐♠♣♦-%❛♥% %♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ✇❛✐%✐♥❣ ❢♦- %❤❡ ❜✉-♥❡- %♦ ♣-❡❤❡❛% ❝❛♥ ❧❡❛❞ %♦ .%❛❜❧❡ %❤❡-✲

♠❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥.✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ %♦ ❡❧✐♠✐♥❛%❡ %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❛% ♣❛-❛♠❡%❡-✳

❆. ❞❡.❝-✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣%❡- ✶✱ %❤❡ ❤♦-✐③♦♥%❛❧ ✇❛❧❧. ♦❢ %❤❡ ❜✉-♥❡- ❛-❡ ♠❛❞❡ ♦❢

❝♦♥❝-❡%❡✱ ✇❤✐❧❡ %❤❡ ✈❡-%✐❝❛❧ ♦♥❡. ❛-❡ 9✉❛-%③ ✇✐♥❞♦✇.✳ ■♥ ♦-❞❡- %♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛

♦❢ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ %❡♠♣❡-❛%✉-❡ ❛-♦✉♥❞ %❤❡ ✇❛❧❧.✱ ❛ .❡% ♦❢ ❝♦♥❝-❡%❡ ✇❛❧❧.
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Stabilized mass flows
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❋✐&(%✱ (✐♥❝❡ %❤❡ ❜✉&♥❡& ✐( ♥♦% ❝♦♦❧❡❞✱ %❤❡ ❤✐❣❤❡& %❤❡ ❤❡❛% &❡❧❡❛(❡❞✱ %❤❡

(❤♦&%❡& %❤❡ %✐♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ %♦ ♠❛❦❡ ♠❡❛(✉&❡♠❡♥%( ❜❡❢♦&❡ ❤❛✈✐♥❣ %♦ (❤✉%

❞♦✇♥ ❢♦& (❛❢❡%② &❡❛(♦♥(✳ ❚❤✐( ✐( ♠♦(% ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥% ✇❤❡♥ ✉(✐♥❣ ❧♦✇ ❢&❡✲

K✉❡♥❝② ❞✐❛❣♥♦(%✐❝(✱ ✇❤✐❝❤ &❡K✉✐&❡ ❧♦♥❣❡& %✐♠❡( %♦ ♦❜%❛✐♥ ❛ (✐❣♥✐✜❝❛♥% ♥✉♠❜❡&

♦❢ ♠❡❛(✉&❡♠❡♥% ♣♦✐♥%(✳ ❚❤✐( ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉&%❤❡& ❡①♣❛♥❞❡❞ ✉♣♦♥ ✐♥ %❤❡ ♥❡①% (❡❝%✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ %❤❡ ♣&❡✈✐♦✉( (%✉❞② ♦♥ %❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉&♥❡& ✭▲❛♠&❛♦✉✐ ✭✷✵✶✶✮❀ ▲❛♠✲

&❛♦✉✐ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✮ (❤♦✇❡❞ %❤❛%✱ ❢♦& %❤❡ ❡K✉✐✈❛❧❡♥❝❡ &❛%✐♦( ❛((♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤

❝♦♠❜✉(%✐♦♥ ✐♥(%❛❜✐❧✐%② ❛♥❞ ❢♦& %❤✐( ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡&✱ %❤❡ ♣&❡((✉&❡

(✐❣♥❛❧ ❡①❤✐❜✐%( (❡✈❡&❛❧ (✐♠✉❧%❛♥❡♦✉( ❛❝♦✉(%✐❝ ♣❡❛❦(✱ ❞✉❡ %♦ ❛ (%&♦♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣

❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✐♥❥❡❝%♦& %✉❜❡ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦♠❜✉(%✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡& ✐%(❡❧❢✳ ❚❤✐( ❝❛(❡ ✇♦✉❧❞

♣&♦✈❡ ✐♥%❡&❡(%✐♥❣ ❜✉% ❝♦♠♣❧✐❝❛%❡❞ %♦ (%✉❞② ✐♥ ❛ ✜&(% ❛♣♣&♦❛❝❤✱ ❡(♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥

✉(✐♥❣ ♣❤❛(❡ ❛✈❡&❛❣✐♥❣ %♦ &❡❝♦♥(%&✉❝% ♠♦❞❡(✳

▲❛(%❧②✱ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡& ❝❛♥♥♦% ❞✐&❡❝%❧② ❜❡ ❧✐% ❛% (✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ♠❛(( ✢♦✇ &❛%❡✳ ❚❤✐(

✐♥%&♦❞✉❝❡( ❛♥♦%❤❡& ✉♥❝❡&%❛✐♥%② ♦♥ %❤❡ ♠❡❛(✉&❡♠❡♥%(✱ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ♣❛%❤ ✉(❡❞ %♦

❣♦ ❢&♦♠ %❤❡ ✐❣♥✐%✐♦♥ ❛✐& ✢♦✇ &❛%❡ ♦❢ ✼✳✻ ❣✴( %♦ %❤❡ ✜♥❛❧ ✢♦✇ &❛%❡✳ ❚❤❡ ✢❛♠❡

♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ (❡♥(✐%✐✈❡ %♦ %❤❡ ♣❛%❤ ❝❤♦(❡♥ %♦ ❣♦ ❢&♦♠ ♦♥❡ ♣♦✐♥% %♦ %❤❡ ♦%❤❡&✳

■♥ ♦&❞❡& %♦ ❧✐♠✐% %❤❡(❡ ✉♥❝❡&%❛✐♥%✐❡(✱ ♠❛①✐♠✐③❡ %❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛(✉&❡♠❡♥% %✐♠❡

❛♥❞ ❣❡♥❡&❛%❡ ❛ (❡% ♦❢ ❝♦♥❞✐%✐♦♥( ✇❤❡&❡ ♦♥❧② ♦♥❡ (%&♦♥❣ ♠♦❞❡ ✐( ♣&❡(❡♥%✱ %❤✐(

(%✉❞② ❢♦❝✉(❡( ♦♥ ❛ ✼✳✻ ❣✴( ❛✐& ♠❛(( ✢♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ %❡(%( ✇❡&❡ ♠❛❞❡ ❛% ♦%❤❡&

♠❛(( ✢♦✇ &❛%❡ %♦ ✐❧❧✉(%&❛%❡ %❤❡ %&❛♥(✐%✐♦♥ ❢&♦♠ ♦♥❡ (✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ✭♣&❡(✉♠❛❜❧② ❛

❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❧♦♥❣✐%✉❞✐♥❛❧ ❛❝♦✉(%✐❝ ♠♦❞❡( ❢&♦♠ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡& ❛♥❞ ✐♥❥❡❝%♦&✮

%♦ %✇♦ (%&♦♥❣❧② (❡♣❛&❛%❡❞ ♠♦❞❡(✳ ❚❤❡ (♦✉♥❞ ♣&❡((✉&❡ ❧❡✈❡❧( ✭❙V▲✮ ♠❡❛(✉&❡❞ ❜②

%❤❡ ♠✐❝&♦♣❤♦♥❡ ✐♥(✐❞❡ %❤❡ ✐♥❥❡❝%♦& ❛&❡ ♣&❡(❡♥%❡❞ ✐♥ ✜❣✉&❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❡K✉✐✈❛❧❡♥❝❡

&❛%✐♦ ❝❤❛♥❣❡( (❧✐❣❤%❧② ❢&♦♠ ♦♥❡ ♠❛(( ✢♦✇ &❛%❡ %♦ %❤❡ ♦%❤❡& ✭❢&♦♠ ✵✳✽✹ %♦ ✵✳✽✻✮✱

❛( %❤❡ ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ♦❢ ♣&♦♣❛♥❡ ❛♥❞ ❛✐& ♦♥ ❜♦%❤ (%❛❣❡( ✇❛( ♠♦❞✐✜❡❞✱ ✇❤✐❧❡ %❤❡

❛①✐❛❧ ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ✇❛( ❦❡♣% ❝♦♥(%❛♥% ❛% ✵✳✹✶ ❣✴(✳ ❚❤❡ (%✉❞② ❢&♦♠ ▲❛♠&❛♦✉✐ ✭✷✵✶✶✮

❛% %❤❡ (❛♠❡ ❤✐❣❤ ♠❛(( ✢♦✇ &❛%❡ ❛♥❞ (❧✐❣❤%❧② ❧♦✇❡& ❡K✉✐✈❛❧❡♥❝❡ &❛%✐♦ ♦❢ ✵✳✽✸

(❤♦✇❡❞ ♥♦ (%&♦♥❣ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐♥ %❤❡ (%&✉❝%✉&❡ ♦❢ %❤❡ ♣&❡((✉&❡ (♣❡❝%&✉♠ ♦❜%❛✐♥❡❞❀

♦♥❧② %❤❡ &❡❧❛%✐✈❡ ❤❡✐❣❤% ♦❢ %❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦( ✇❛( ❞✐✛❡&❡♥%✳ ❚❤❡ ✜❣✉&❡ ❛❧❧♦✇( %♦

(❡❡ %❤❛% ❡✈❡♥ %❤♦✉❣❤ %❤❡ ❡K✉✐✈❛❧❡♥❝❡ &❛%✐♦ ✐( ❛❧♠♦(% %❤❡ (❛♠❡✱ %❤❡ ❣❧♦❜❛❧ (❤❛♣❡

♦❢ %❤❡ ♣&❡((✉&❡ (♣❡❝%&✉♠ ❝❤❛♥❣❡( ❞&❛♠❛%✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞♦✉❜❧✐♥❣ %❤❡ ♠❛(( ✢♦✇

&❛%❡✱ &❡(✉❧%✐♥❣ ❛% ❤✐❣❤ ♣♦✇❡& ✐♥ %✇♦ ♣❡❛❦( (✐♠✉❧%❛♥❡♦✉(❧② ♣&❡(❡♥% ✇❤✐❧❡ ♦♥❧②

♦♥❡ ❛♣♣❡❛&( ❛% ❧♦✇❡& ♠❛(( ✢♦✇ &❛%❡(✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✿  !❡##✉!❡ #♣❡❝'!✉♠ ✭✐♥ ❞❇ ❙ ▲✮ ❢♦! '❤❡ ♠✐❝!♦♣❤♦♥❡ ▼✶ ✐♥ '❤❡ ✐♥❥❡❝'♦!✱

❛' ✈❛!✐♦✉# ❛✐! ♠❛## ✢♦✇ !❛'❡# ❢♦! φ = 0.84− 0.86✳

✷✳✷✳✷ ❊✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣.❡//✉.❡ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥/ ✇✐'❤ '❤❡ /'❛❣✐♥❣

♦❢ '❤❡ ♣.♦♣❛♥❡ ✐♥❥❡❝'✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ '❤❡ ♣❛+❛♠❡'❡+- '❤❛' ❝❛♥ ❡♥'❡+ ✐♥'♦ ♣❧❛② ✐♥ '❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉+♥❡+✱ ✐- '❤❡

-'❛❣✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❢✉❡❧ ✐♥❥❡❝'✐♦♥✳ ❆- ❛ +❡♠✐♥❞❡+✱ ✐' ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❤❡+❡ ❛- ✭❇❛+❜♦-❛ ❡' ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮✮✿

α =
ṁstage1

ṁstage1 + ṁstage2

❙✐♥❝❡ '❤❡+❡ ✐- ♦♥❧② ❧✐♠✐'❡❞ ♣+❡♠✐①✐♥❣ ❜❡❢♦+❡ '❤❡ ✐♥❥❡❝'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ ❝❡♥'+❛❧ '✉❜❡

❢♦+ ❡❛❝❤ -'❛❣❡✱ '❤❡+❡ -❤♦✉❧❞ ❜❡ '✇♦ ❡✛❡❝'- ♦❢ '❤❡ -'❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜+-' ♦♥❡ ✐- '❤❡

❤♦♠♦❣❡♥❡✐'② ♦❢ '❤❡ ♠✐①'✉+❡✿ ❛ ❤✐❣❤ α ♠❡❛♥- ♠♦-' ♦❢ '❤❡ ♣+♦♣❛♥❡ ✐- ✐♥❥❡❝'❡❞

❢❛+ ✉♣-'+❡❛♠ ✐♥-✐❞❡ '❤❡ ✐♥❥❡❝'♦+✱ ❣✐✈✐♥❣ ♠♦+❡ '✐♠❡ '♦ ❛✐+ ❛♥❞ ♣+♦♣❛♥❡ '♦ ♠✐①✳

❚❤❡ -❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝' ✐- ❧✐♥❦❡❞ '♦ '❤❡ ✜+-' ♦♥❡✿ ❛' ❤✐❣❤ α✱ '❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡L✉✐✈❛❧❡♥❝❡

+❛'✐♦ ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❡+ ♦♥ '❤❡ ❛①✐- ♦❢ '❤❡ ✐♥❥❡❝'♦+✱ '❤✐- ♣♦'❡♥'✐❛❧❧② ❛❧❧♦✇- '❤❡ ✢❛♠❡

'♦ -'❛❜✐❧✐③❡ ❢✉+'❤❡+ ✐♥-✐❞❡ '❤❡ ✐♥❥❡❝'♦+ ✐'-❡❧❢✳

■♥ ♦+❞❡+ '♦ -'✉❞② '❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ '❤❛' ♣❛+❛♠❡'❡+ ♦♥ '❤❡ ❛❝♦✉-'✐❝ ♠♦❞❡-✱

✈❛+✐❛'✐♦♥- ♦❢ '❤❡ -'❛❣✐♥❣ ❢❛❝'♦+ ✇❡+❡ ♠❛❞❡ ❛' ❛♥ ❡L✉✐✈❛❧❡♥❝❡ +❛'✐♦ ♦❢ ✵✳✽✷ ❛♥❞

❛✐+ ♠❛-- ✢♦✇ +❛'❡ ♦❢ ✼✳✻ ❣✴- ✇❤✐❝❤ ✭❛- '❤❡ ♥❡①' -❡❝'✐♦♥ ✇✐❧❧ -❤♦✇✮ ✐- ❛+♦✉♥❞ '❤❡

♠✐❞❞❧❡ ♦❢ '❤❡ ✉-❛❜❧❡ +❛♥❣❡ ♦❢ ❡L✉✐✈❛❧❡♥❝❡ +❛'✐♦- ❢♦+ '❤✐- ♣❛+'✐❝✉❧❛+ ❛✐+ ♠❛-- ✢♦✇

+❛'❡✳ ❚❤❡ -'❛❣✐♥❣ ♣❛+❛♠❡'❡+ α ✇❛- ✈❛+✐❡❞ ❜❡'✇❡❡♥ ✸✺ ✪✱ ❛♥❞ ✺✺ ✪ ❜② -'❡♣-

♦❢ ✺ ✪✳ ❚❤❡ ✸✵ ✪ ♣♦✐♥' ✐- ✈❡+② ✉♥-'❛❜❧❡✱ '❤❡ ✢❛♠❡ ✐- ✈✐-✐❜❧② ♣✉❧-❛'❡❞ ✇✐'❤

-✉❝❝❡--✐✈❡ ❡①'✐♥❝'✐♦♥- ❛♥❞ +❡✲✐❣♥✐'✐♦♥- ❛ ❢❡✇ '✐♠❡- ❛ -❡❝♦♥❞✳ ❖♥ '❤❡ ♦♣♣♦-✐'❡✱
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❇❡❝❛✉"❡ ♦❢ %❤❡ %+❛♥"✐%✐♦♥" ❞❡"❝+✐❜❡❞ ❤❡+❡✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ✇❛" ♠❛❞❡ ❢♦+
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❈❤❛♣$❡& ✷ ✲ ❆❝♦✉$%✐❝ '❡$♣♦♥$❡ %♦ ✈❛'✐♦✉$ ❡①♣❡'✐♠❡♥%❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$

❊#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ✵✳✼✹ ✵✳✽✷ ✵✳✾✹

❋✉❡❧ ♠❛77 ✢♦✇ ✭❣✴7✮ ✵✳✸✻ ✵✳✹✵ ✵✳✹✺

❆✐, ♠❛77 ✢♦✇ ✭❣✴7✮ ✼✳✻ ✼✳✻ ✼✳✻

A♦✇❡, ✭❦❲✮ ✶✻✳✻ ✶✽✳✹ ✷✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❈❤♦#❡♥ ♦♣❡'❛)✐♥❣ ❝♦♥❞✐)✐♦♥#✱ α❂✺✵✪ ❢♦' ❛❧❧ ❝❛#❡#✳

-❤❡ -❤,❡❡ ♣♦✐♥-7 -♦ ❜❡ 7-✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡-❛✐❧✿ -❤❡ ✜,7- ♣♦✐♥- ❛- φ = 0.74 ✐7 ❧♦✇✱

❜✉- ❢❛, ❡♥♦✉❣❤ ❢,♦♠ -❤❡ ❧✐❢-✲♦✛ ❧✐♠✐- -❤❛- ✐- ❝❛♥♥♦- ❤❛♣♣❡♥ ❛❝❝✐❞❡♥-❛❧❧②✳

❚❤❡ ♣♦✐♥- ❛- φ = 0.82 ✐7 ❛- -❤❡ -,❛♥7✐-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❢,❡#✉❡♥❝②

❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛♠♣❧✐-✉❞❡ ❢♦, -❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ -❤❡ ♣♦✐♥- ❛- φ = 0.94 ✐7

❤✐❣❤✱ ❜✉- 7-✐❧❧ ❢❛, ❡♥♦✉❣❤ ❢,♦♠ -❤❡ ✉♣♣❡, ❧✐♠✐- -♦ ♣,❡✈❡♥- ❛❝❝✐❞❡♥-❛❧ -,❛♥7✐-✐♦♥

❞✉,✐♥❣ ❛ ,✉♥✳ ❚❤❡ 7❡--✐♥❣7 ❢♦, -❤❡ -❤,❡❡ ♦♣❡,❛-✐♥❣ ♣♦✐♥-7 ❛,❡ ❞❡-❛✐❧❡❞ ✐♥ -❛❜❧❡ ✷✳✷

❆7 -❤❡ -❤,❡❡ ♣♦✐♥-7 -❤❛- ✇✐❧❧ ❜❡ 7-✉❞✐❡❞ ❢✉,-❤❡, ❛,❡ ❝❤♦7❡♥✱ ❛ ✜,7- ❧♦♦❦ ❛- -❤❡

♣,❡77✉,❡ 7✐❣♥❛❧ ✐♥ -❤❡ ✐♥❥❡❝-♦, ❛♥❞ -❤❡ ❝❤❛♠❜❡, ✐7 ✐♥-❡,❡7-✐♥❣✳ ❆7 7❡❡♥ ✐♥ -❤❡

♣,❡✈✐♦✉7 ✜❣✉,❡7✱ -❤❡ ♣,❡77✉,❡ ✐♥ -❤❡ ✐♥❥❡❝-♦, ✐7 ♦❢ 7✐♠✐❧❛, 7♣❡❝-,❛❧ 7❤❛♣❡ ❛-

❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦7 ✵✳✼✹ ❛♥❞ ✵✳✽✷✳ ❚❤❡ ♣❛--❡,♥ ♦❢ ♣❡❛❦7 7❡❡♠7 -♦ ❜❡ ,❡❞✉❝❡❞

❛♥❞ ❧♦7- ✐♥ -❤❡ ❜,♦❛❞❜❛♥❞ 7✐❣♥❛❧ ❜❡-✇❡❡♥ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦7 ✵✳✽✷ ❛♥❞ ✵✳✾✹✳ ❚❤❡

,❡7♣❡❝-✐✈❡ 7♦✉♥❞ ♣,❡77✉,❡ ❧❡✈❡❧7 ✐♥ -❤❡ ✐♥❥❡❝-♦, ❛♥❞ -❤❡ ❝❤❛♠❜❡, ❢♦, -❤❡ -❤,❡❡

✐♥❥❡❝-✐♦♥ ❝♦♥❞✐-✐♦♥7 ❛,❡ 7❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉,❡ ✷✳✼✳ ❚❤❡ 7♣❡❝-,❛ ❢♦, ❜♦-❤ ♠✐❝,♦♣❤♦♥❡7

7❡❡♠ ❜,♦❛❞❧② 7✐♠✐❧❛,✱ ✇✐-❤ -❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡, ❛♠♣❧✐-✉❞❡ ✐♥ -❤❡

❝❤❛♠❜❡,✳

❆7 -❤❡ ♣,❡77✉,❡ 7✐❣♥❛❧7 ♣,❡7❡♥- ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✐❣ ♣❡❛❦ ✐♥ -❤❡✐, 7♣❡❝-,❛ ❛- -❤❡ 7❛♠❡

❢,❡#✉❡♥❝②✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛② ♦❢ ❡✈❛❧✉❛-✐♥❣ -❤❡ ♣❤❛7❡ ❞❡❧❛② ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡♠ ✐7 -♦ ✉7❡

-❤❡ ❝,♦77 7♣❡❝-,❛❧ ❞❡♥7✐-② ♦❢ -❤❡ -✇♦ ♣,❡77✉,❡ 7✐❣♥❛❧7✳ ■- ✇❛7 -❤❡♥ ❢♦✉♥❞ -❤❛-

❢♦, -❤❡ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ♦❢ ✵✳✼✹✱ -❤❡ ,❡7✉❧-✐♥❣ ♣❤❛7❡ 7❤✐❢- ✐7 ♦❢ ✲✸✺➦±✸➦✳ ❆- -❤❡
❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ✵✳✽✷✱ -❤✐7 ♣❤❛7❡ 7❤✐❢- ✐7 ✐♥❝,❡❛7❡❞ -♦ ✲✻✸➦±✸➦✱ ❛♥❞ ❞❡❝,❡❛7❡7

❜❛❝❦ ❛- -❤❡ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ♦❢ ✵✳✾✹✱ -♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✲✹✺➦±✸➦✳

▲❛7-❧②✱ ✐- ❝❛♥ ❜❡ ✐♥-❡,❡7-✐♥❣ -♦ ❧♦♦❦ ❛- -❤❡ ,❡❧❛-✐✈❡ ❛♠♣❧✐-✉❞❡ ♦❢ -❤❡ ✢✉❝-✉❛-✐♦♥7

✐♥ -❤❡ ✐♥❥❡❝-♦, ❛♥❞ ❝❤❛♠❜❡,✱ -❛❦✐♥❣ ✐♥-♦ ❛❝❝♦✉♥- -❤❡ ♣❤❛7❡ 7❤✐❢- ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡

-✇♦✳ ❚❤❡ ,❛-✐♦7 ♦❜-❛✐♥❡❞ ❢♦, -❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥7-❛❜✐❧✐-② ♠♦❞❡ ❛,❡ 7❤♦✇❡❞ ✐♥ -❛❜❧❡

✷✳✸✳ ■- 7❤♦✇7 -❤❛- ✐♥ -❤❡ -❤,❡❡ ❝❛7❡7✱ -❤❡ ✐♥❥❡❝-♦, 7❡❡7 -❤❡ ♠♦7- ✐♠♣♦,-❛♥-

✢✉❝-✉❛-✐♦♥7✱ ❛7 -❤❡ ♣,❡77✉,❡ ,❛-✐♦ ✐7 ❧❡77 -❤❛♥ ✵✳✷✶ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛7❡7✳ ❚❤❡ ♣❤❛7❡

,❡❧❛-✐✈❡ ❛♠♣❧✐-✉❞❡ ♦❢ -❤❡ ♠♦❞❡7 7-❛,-7 ❛- ✵✳✷✶ ❢♦, φ❂✵✳✼✹✱ ✐7 ,❡❞✉❝❡❞ -♦ ✵✳✶✷

❢♦, φ❂✵✳✽✷✱ ❛♥❞ -❤❡♥ ✐♥❝,❡❛7❡7 ❛❣❛✐♥ -♦ ✵✳✶✽✳ ❚❤✐7 ✈❛,✐❛-✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡, ✐7 ❛❧♠♦7-

❡♥-✐,❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② -❤❡ ✈❛,✐❛-✐♦♥7 ✐♥ -❤❡ ♣❤❛7❡ 7❤✐❢- ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ♣,❡77✉,❡

✢✉❝-✉❛-✐♦♥7 ✐♥ -❤❡ ✐♥❥❡❝-♦, ❛♥❞ ❝❤❛♠❜❡,✿ ✐-7 ✈❛❧✉❡7 ❛,❡ ✸✺➦✱ ✻✸➦ ❛♥❞ ✹✺➦

,❡7♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ❚❤✐7 ♠❡❛♥7 -❤❛- -❤❡ ,❛-✐♦ ♦❢ -❤❡ ❛♠♣❧✐-✉❞❡7 7-❛②7 ❛❧♠♦7- ❝♦♥7-❛♥-

❛- -❤❡ -❤,❡❡ 7-✉❞✐❡❞ ✐♥❥❡❝-✐♦♥ ❝♦♥❞✐-✐♦♥7✱ ❜✉- -❤❡ ♣❤❛7❡ 7❤✐❢- ✈❛,✐❡7 7✐❣♥✐✜❝❛♥-❧②✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✼✿  ♦✇❡$ %♣❡❝($✉♠ ♦❢ (❤❡ ♠✐❝$♦♣❤♦♥❡% ✐♥ (❤❡ ✐♥❥❡❝(♦$ ✭▼✶✱ ✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞

✐♥ (❤❡ ❝❤❛♠❜❡$ ✭▼✽✱ ✐♥ ❣$❛②✮ ❢♦$ (❤❡ (❤$❡❡ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡ $❛(✐♦ %(✉❞✐❡❞✳

✷✳✸ ❘❡❝♦'❞✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛/ '❡❧❡❛1❡ '❛/❡ ❡✈♦❧✉/✐♦♥

❆# ❞❡#❝'✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣.❡' ✶✱ .❤❡ ❤❡❛. '❡❧❡❛#❡ '❛.❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ .♦ .❤❡ #♣♦♥.❛♥❡♦✉#

❧✐❣❤. ❡♠✐##✐♦♥# ♦❢ ❡①❝✐.❡❞ '❛❞✐❝❛❧# ❝'❡❛.❡❞ ❜② .❤❡ ✢❛♠❡✳ ❚❤❡ ♣❤♦.♦♠✉❧.✐♣❧✐❡'

✉#❡❞ ❤❡'❡ '❡❝♦'❞# .❤❡ #♣♦♥.❛♥❡♦✉# ❡♠✐##✐♦♥ ❢'♦♠ .❤❡ ❖❍✯ '❛❞✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ✐#

❡①♣❡❝.❡❞ .♦ ♣'❡#❡♥. ❛♥ ❡✈♦❧✉.✐♦♥ #✐♠✐❧❛' .♦ .❤❡ ❤❡❛. '❡❧❡❛#❡ '❛.❡✳

■♥ ♣❛'❛❧❧❡❧✱ ❛ ❤✐❣❤ #♣❡❡❞ ❝❛♠❡'❛ ✇❛# ❛❧#♦ ✉#❡❞ .♦ '❡❝♦'❞ .❤❡ ✢❛♠❡ ❛. ❛

❢'❡C✉❡♥❝② ♦❢ ✼ ❦❍③✳ ❚♦ .❛❝❦❧❡ ❧♦✇ ✐♥.❡♥#✐.② ✐##✉❡#✱ ♥♦ ✐♥.❡'❢❡'❡♥.✐❛❧ ✜❧.❡' ✇❛#
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❈❤❛♣$❡& ✷ ✲ ❘❡❝♦$❞✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛, $❡❧❡❛.❡ $❛,❡ ❡✈♦❧✉,✐♦♥

❊#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ✵✳✼✹ ✵✳✽✷ ✵✳✾✹

θ ✭➦✮ ✸✺ ➦ ✻✸ ➦ ✹✺ ➦

|P (Mchamber)|cos(θ)
|P (Minjector)|

✵✳✷✶ ✵✳✶✷ ✵✳✶✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❘❛"✐♦% ♦❢ ♣(❡%%✉(❡ ✢✉❝"✉❛"✐♦♥% ❛♠♣❧✐"✉❞❡% ✐♥ "❤❡ ❝❤❛♠❜❡( ❛♥❞ ✐♥❥❡❝"♦(✱

"❛❦✐♥❣ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" "❤❡ ♣❤❛%❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ θ✳

♣✉. ✐♥ ❢2♦♥. ♦❢ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡✳ ❚❤✉;✱ ❛ ✜2;. .❛;❦ ✐; .♦ ❝♦♥✜2♠ ✇❤❡.❤❡2 ♦2 ♥♦.

.❤❡ ✐♠❛❣❡; ❢2♦♠ .❤❡ ❤✐❣❤ ;♣❡❡❞ ❝❛♠❡2❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛;;✉♠❡❞ .♦ D✉❛❧✐.❛.✐✈❡❧② 2❡♣2❡✲

;❡♥. .❤❡ ❡✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❤❡❛. 2❡❧❡❛;❡ 2❛.❡✱ ♦2 ♦♥❧② .❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ;❤❛♣❡ ♦❢ .❤❡ ✢❛♠❡✳

■♥ ♦2❞❡2 .♦ ❝♦♠♣❛2❡ .❤❡ 2❡;✉❧.; ❢2♦♠ .❤❡ .✇♦ ;②;.❡♠;✱ .✇♦ ;.❡♣; ❛2❡ .❛❦❡♥✳

❋✐2;.✱ .❤❡ ;✐❣♥❛❧; ❢2♦♠ .❤❡ ♠✐❝2♦♣❤♦♥❡ ❛♥❞ ♣❤♦.♦♠✉❧.✐♣❧✐❡2 ❛2❡ 2❡✲;❛♠♣❧❡❞

❞♦✇♥ ❢2♦♠ .❤❡✐2 ♦2✐❣✐♥❛❧ ✶✻ ❦❍③ ❛❝D✉✐;✐.✐♦♥ 2❛.❡ .♦ .❤❡ ✼ ❦❍③ ❛❝D✉✐;✐.✐♦♥ 2❛.❡

♦❢ .❤❡ ❝❛♠❡2❛✱ ❛. .❤❡ ;❛♠❡ .✐♠❡ ;.❛♠♣;✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ✈✐2.✉❛❧ ♣❤♦.♦♠✉❧.✐♣❧✐❡2

✐; ♠❛❞❡ ❜② .❛❦✐♥❣ .❤❡ ❛✈❡2❛❣❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ 2❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥.❡2❡;. ♦♥

❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ;❡❧❡❝.❡❞ 2❡❣✐♦♥ ❢♦2 .❤❡ .❤2❡❡ ❡D✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 2❛.✐♦; ;.✉❞✐❡❞ ✐;

✐♥❞✐❝❛.❡❞ ✐♥ ✜❣✉2❡ ✷✳✽✱ ❛♥❞ .❤❡ ❛✈❡2❛❣❡ ✢❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ✐; ❛❧;♦ ;❤♦✇♥ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❝❛;❡✳

❚❤✐; 2❡❣✐♦♥ ✇❛; ;❡❧❡❝.❡❞ ❛; ✐. ❝♦✈❡2; ♠♦;. ♦❢ .❤❡ ✢❛♠❡✬; ♥❛.✉2❛❧ ❧✐❣❤.✱ ✇❤✐❧❡

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ .❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐❣❤. ❢2♦♠ .❤❡ ❤❡❛.❡❞ ✇❛❧❧; ✭❛♥❞ ♠♦2❡ ♣2❡❝✐;❡❧②✱

.❤❡ ✐♥;✉❧❛.✐♦♥ ✜❜❡2 ✉;❡❞ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ❝♦♥❝2❡.❡ ❛♥❞ D✉❛2.③ ✇✐♥❞♦✇;✮✳ ❚❤❡

2❡❣✐♦♥ ❛❧;♦ ❞♦❡; ♥♦. ❡①.❡♥❞ ♠✉❝❤ ✐♥ .❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐2❡❝.✐♦♥ .♦ ❧✐♠✐. .❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ ♣♦;;✐❜❧❡ ;♦♦. ✭♠♦2❡ ❧✐❦❡❧② ✐♥ .❤❡ ♥❡❛2 ;.♦✐❝❤✐♦♠❡.2✐❝ ❝❛;❡✮✳

❚❤❡ ❝♦❤❡2❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡; ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ 2❡✲;❛♠♣❧❡❞ ;✐❣♥❛❧ ♦❢ .❤❡ ♠✐❝2♦♣❤♦♥❡ ▼✽

✐♥;.❛❧❧❡❞ ✐♥ .❤❡ ❝♦♠❜✉;.✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡2 ❛♥❞ .❤❡ ✈✐2.✉❛❧ ♣❤♦.♦♠✉❧.✐♣❧✐❡2✱ ❛; ✇❡❧❧ ❛;

❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ;❛♠❡ ♠✐❝2♦♣❤♦♥❡ ;✐❣♥❛❧ ❛♥❞ .❤❡ 2❡✲;❛♠♣❧❡❞ ♣❤♦.♦♠✉❧.✐♣❧✐❡2 ♦✉.♣✉.

❛2❡ ♣2❡;❡♥.❡❞ ✐♥ ✜❣✉2❡ ✷✳✾✳ ❚❤✐; ❝♦❤❡2❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ ;✐❣♥❛❧; ✇❛; ❝♦♠♣✉.❡❞ ✉;✐♥❣

▼❛.❧❛❜✬; ♠;❝♦❤❡2❡ ❢✉♥❝.✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐; .❤✉; .❤❡ ♠❛❣♥✐.✉❞❡ ;D✉❛2❡❞ ❝♦❤❡2❡♥❝❡✳

▼♦2❡ ♣2❡❝✐;❡❧②✱ ✐. ✐; ❞❡✜♥❡❞ ❢♦2 .✇♦ ;✐❣♥❛❧; ① ❛♥❞ ②✱ ❛;✿

Cxy(f) =
|Pxy(f)|2

Pxx(f)Pyy(f)
✭✷✳✶✮

✇✐.❤ Pxx(f), Pyy(f) ❛2❡ .❤❡ ♣♦✇❡2 ;♣❡❝.2❛❧ ❞❡♥;✐.✐❡; ♦❢ .❤❡ ;✐❣♥❛❧;✱ ❛♥❞

Pxy(f) .❤❡ ❝2♦;; ♣♦✇❡2 ;♣❡❝.2❛❧ ❞❡♥;✐.②✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉.❡❞ ✉;✐♥❣ ❲❡❧❝❤✬; ❛✈❡2❛❣❡❞

♣❡2✐♦❞♦❣2❛♠ ♠❡.❤♦❞✳

❚❤❡ ❤❡❛. 2❡❧❡❛;❡ 2❛.❡ ✐♥❢❡22❡❞ ❢2♦♠ .❤❡ ♣❤♦.♦♠✉❧.✐♣❧✐❡2 ;❤♦✇; ❛♥ ❡✈♦❧✉.✐♦♥

❝♦♥;✐;.❡♥. ✇✐.❤ .❤❡ ♣2❡;;✉2❡ ;✐❣♥❛❧; 2❡❝♦2❞❡❞ ✐♥;✐❞❡ .❤❡ ❝❤❛♠❜❡2✿ .❤❡ ❝♦❤❡2❡♥❝❡

❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ .✇♦ ;✐❣♥❛❧; ✐♥ .❤❡ ✵✲✶✵✵✵ ❍③ 2❛♥❣❡ ✐; ❣♦♦❞✱ ❢♦2 ❡❛❝❤ ♦❢ .❤❡ .❤2❡❡

✐♥❥❡❝.✐♦♥ ❝♦♥❞✐.✐♦♥; ✉;❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡2✱ .❤❡ ;❛♠❡ ❝❛♥♥♦. ❜❡ ;❛✐❞ ❢♦2 .❤❡ ❝❛♠❡2❛

✐♠❛❣❡;✳ ❆❧.❤♦✉❣❤ .❤❡ ♣❡❛❦ ❛;;♦❝✐❛.❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ ♠❛✐♥ ;♣❡❝.2❛❧ ❝♦♥.2✐❜✉.✐♦♥

✐; ✈✐;✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛; ❣♦♦❞ ❝♦❤❡2❡♥❝❡ ✇✐.❤ .❤❡ ❛❝♦✉;.✐❝ ♣2❡;;✉2❡ ✐♥ .❤❡ ❝❤❛♠❜❡2✱
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♦✉$%✐❞❡ $❤✐% *❛♥❣❡ $❤❡ ❝♦❤❡*❡♥❝❡ ✐% ❢❛✐*❧② ❧♦✇✳ ❚❤✐% ♠❡❛♥% $❤❛$ ✉♥❢♦*$✉♥❛$❡❧②✱

$❤❡ ❝❛♠❡*❛ %✐❣♥❛❧ ❝❛♥♥♦$ ❜❡ ✉%❡❞ $♦ *❡❧✐❛❜❧② ❞❡%❝*✐❜❡ $❤❡ ❤❡❛$ *❡❧❡❛%❡ *❛$❡

♦❜$❛✐♥❡❞ ❢*♦♠ ❖❍✯ *❛❞✐❝❛❧ ❡♠✐%%✐♦♥%✳ ❚❤✐% ✐% ❛ %✉*♣*✐%✐♥❣ *❡%✉❧$ $❤❛$ ♠❛② ❜❡

❞✉❡ $♦ ❝♦♥%$*❛✐♥$% ✐♥ $❤❡ ❝❛♠❡*❛ %❡♥%♦* ✐$%❡❧❢✳ ▼♦*❡ ♣*♦❜❛❜❧②✱ ✐$ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡

$♦ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ ✐♥ ❛❜%❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜❧$❡* ✐♥ ❢*♦♥$ ♦❢ $❤❡ ❝❛♠❡*❛✱ $❤❡ ❝♦♥$*✐❜✉$✐♦♥%

❞✉❡ $♦ ♦$❤❡* %♦✉*❝❡% ♦❢ ❧✐❣❤$ ❛❞❞ ❞✐✛❡*❡♥$ ❝♦♠♣♦♥❡♥$% $❤❛$ ❛*❡ ♥♦$ ❞✐*❡❝$❧②

❝♦**❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ❤❡❛$ *❡❧❡❛%❡ *❛$❡ ♦* ♣*❡%%✉*❡ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥% ✐♥%✐❞❡ $❤❡ ❝❤❛♠❜❡*✳

■♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ $❤❡ A▼❚ %✐❣♥❛❧ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ✉%❡❞ ✇❤❡♥ ❤❡❛$ *❡❧❡❛%❡ *❛$❡

❡✈♦❧✉$✐♦♥% ❛*❡ ♥❡❝❡%%❛*②✳

✷✳✹ ❆✈❡&❛❣❡ )❤❛♣❡ ♦❢ .❤❡ ✢❛♠❡

❙✐♥❝❡ ✐♥ $❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉*♥❡* $❤❡ ❝♦♠❜✉%$✐♦♥ $❡♥❞% $♦ ♦❝❝✉* ❛$ $❤❡ ✐♥♥❡*

✐♥$❡*❢❛❝❡ ♦❢ $❤❡ ❢*❡%❤ ❛♥❞ ❜✉*♥$ ❣❛%❡%✱ ♠♦%$ ♦❢ $❤❡ ❖❍ *❛❞✐❝❛❧% ♣*♦❞✉❝$✐♦♥

♦❝❝✉*% $❤❡*❡✱ ❛♥❞ $❤❡ A▲■❋ ❛❧❧♦✇% $♦ ❡❛%✐❧② ♠♦♥✐$♦* $❤❡ ■♥♥❡* ❘❡❝✐*❝✉❧❛$✐♦♥

❩♦♥❡ ✐♥ $❤❡ %②%$❡♠✳ ❚❤✐% ✐% ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛$♦* ♦❢ $❤❡ ✢❛♠❡ %❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣❛*❡❞ $♦ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♠❛❣❡% $❛❦❡♥ ❜② $❤❡ ❤✐❣❤ %♣❡❡❞ ❝❛♠❡*❛✱ ❡✈❡♥ $❤♦✉❣❤

$❤❡ ❧♦✇ *❡♣❡$✐$✐♦♥ *❛$❡ ♦❢ $❤❡ A▲■❋ ✭✶✵ ❍③✮ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇% $♦ ✉%❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♣❤❛%❡

❛✈❡*❛❣❡❞ ✐♠❛❣❡% ✐♥ $❤✐% ❝❛%❡✳
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■♥ /❤✐# ✜)#/ #❡❝/✐♦♥✱ ❛ ?✉✐❝❦ )❡♠✐♥❞❡) ♦❢ /❤❡ ♣)✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ /❤❡ ❡?✉✐✈❛❧❡♥❝❡ )❛✲

/✐♦ ♠❡❛#✉)❡♠❡♥/ ❜② ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣/❤ ❧❛#❡) ❛❜#♦)♣/✐♦♥ ✐# ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❞❡/❛✐❧❡❞

♣)♦❝❡## ♦❢ ❛❜#♦)♣/✐♦♥ ♠❡❛#✉)❡♠❡♥/ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣/❡) ✶✳

❋)♦♠ /❤❡ ❇❡❡)✲▲❛♠❜❡)/ ❛❜#♦)♣/✐♦♥ ❧❛✇✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛❜#♦)❜❛♥❝❡ A ❛♥❞ ❛❜#♦)♣/✐♦♥

❧❡♥❣/❤ L✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛/❡ ❛♥ ❡?✉✐✈❛❧❡♥/ ♣)♦♣❛♥❡ ❝♦♥❝❡♥/)❛/✐♦♥ #✐♥❝❡ /❤❡ ❧❛#❡)

✇❛✈❡❧❡♥❣/❤ ✇❛# ❝❤♦#❡♥ #♦ /❤❛/ ♣)♦♣❛♥❡ ✐# /❤❡ ♦♥❧② ❛❜#♦)❜✐♥❣ #♣❡❝✐❡# ✇✐/❤ ❛♥

❛❜#♦)❜❛♥❝❡ ❝)♦##✲#❡❝/✐♦♥ σ✿

Nprop =
A

σL
✭✸✳✶✮

❆# ❞❡♠♦♥#/)❛/❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣/❡) ✶✱ /❤❡ ❡?✉✐✈❛❧❡♥❝❡ )❛/✐♦ ❝❛♥ /❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉/❡❞ ❢)♦♠

#✉❝❤ ♠❡❛#✉)❡♠❡♥/#✱ ✉#✐♥❣ /❤❡ ❡?✉❛/✐♦♥✿

φ =
Nprop

Ntot −Nprop
× 5× 4.76 ✭✸✳✷✮

❖♥❡ ♦❢ /❤❡ ♠❛✐♥ ♣)♦❜❧❡♠ /♦ ♦✈❡)❝♦♠❡ ✐♥ /❤❡ ♣)❡#❡♥/ ❜✉)♥❡) ❝♦♥✜❣✉)❛/✐♦♥ ✐#

/❤❛/ /❤❡ ❛❜#♦)♣/✐♦♥ ❧❡♥❣/❤ ✐# ♥♦/ ❝♦♥#/❛♥/✳ ❚❤✐# ✐# ✐❧❧✉#/)❛/❡❞ ✐♥ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✱
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"❤♦✇✐♥❣ ❝❧❡❛-❧② /❤❛/ "✐♥❝❡ L ✐" /❤❡ ❧❡♥❣/❤ ♦❢ ❢-❡"❤ ❣❛"❡" ♣-❡"❡♥/ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡

■❘❩ ❛♥❞ /❤❡ ❖❘❩ ❢♦- ❡❛❝❤ ♠❡❛"✉-❡♠❡♥/✱ ✐/ ✐" ❤✐❣❤❧② "✉❜❥❡❝/ /♦ ✈❛-✐❛/✐♦♥"✳

■♥ ♦-❞❡- /♦ ♦❜/❛✐♥ /❤❡ ❡>✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛/✐♦ ✈❛❧✉❡"✱ ✐/ ✐" /❤✉" ♥❡❝❡""❛-② /♦ ❤❛✈❡

♠❡❛"✉-❡♠❡♥/" ♦❢ ❜♦/❤ ❛❜"♦-♣/✐♦♥ A✱ ❛♥❞ ❛❜"♦-♣/✐♦♥ ❧❡♥❣/❤ L✳ ❆" ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐"✲

❝✉""❡❞ ✐♥ /❤❡ -❡♠❛✐♥❞❡- ♦❢ /❤❡ ❝❤❛♣/❡-✱ ✐❢ ❤✐❣❤ "♣❡❡❞ ❛❜"♦-♣/✐♦♥ ♠❡❛"✉-❡♠❡♥/"

✐" ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ /❤❡ ❛❜"♦-♣/✐♦♥ ❧❡♥❣/❤ ✇❛" ♠♦-❡ ❝♦♠♣❧❡① /♦ ♦❜/❛✐♥✳
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❙✐♥❝❡ /❤❡ ❛❝>✉✐"✐/✐♦♥ ❢-❡>✉❡♥❝② ♦❢ /❤❡ ❛❜"♦-♣/✐♦♥ ♠❡❛"✉-❡♠❡♥/ ✐" "❡♥"✐❜❧②

❤✐❣❤❡- /❤❛♥ /❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥"/❛❜✐❧✐/② ❢-❡>✉❡♥❝②✱ ✐/ ❞✐-❡❝/❧② ❣✐✈❡" ♣❤❛"❡ -❡"♦❧✈❡❞

❞❛/❛ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇" /♦ ♦❜/❛✐♥ ❢♦- ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ✐♥ /❤❡ "✐❣♥❛❧ ✐/" ❢-❡>✉❡♥❝② ❛♥❞

❛♠♣❧✐/✉❞❡✳ ❆ ❝♦♠♣❛-✐"♦♥ ❝❛♥ /❤❡♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐/❤ /❤❡ ❛❝♦✉"/✐❝ ✐♥"/❛❜✐❧✐/② ❛"

❞❡"❝-✐❜❡❞ ✐♥ /❤❡ ♣-❡✈✐♦✉" ❝❤❛♣/❡-✳ ❖♥ /❤❡ ❝♦♥/-❛-②✱ /❤❡ ❛❜"♦-♣/✐♦♥ ❧❡♥❣/❤ ✐"

❞❡-✐✈❡❞ ❢-♦♠ C▲■❋ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❛" ❛❝>✉✐-❡❞ ❛/ ♦♥❧② ✶✵ ❍③✱ ♠✉❝❤ /♦♦ ❧♦✇ /♦

♦❜/❛✐♥ ❛♥② ✐♥❢♦-♠❛/✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣-♦❜❛❜❧❡ ❝♦❤❡-❡♥/ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ♦❢ /❤✐" ❧❡♥❣/❤ ❛/ /❤❡

"❛♠❡ ❢-❡>✉❡♥❝② ❛" /❤❡ ✐♥"/❛❜✐❧✐/②✳ ❆ ✈❛-✐❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛❜"♦-♣/✐♦♥ ❧❡♥❣/❤ ❛/ /❤❡

✐♥"/❛❜✐❧✐/②✬" ❢-❡>✉❡♥❝② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝/ ♦♥ ❡>✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛/✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛/✐♦♥"✱

❛♥❞ "♦ ✐/ ✐" ✐♠♣♦-/❛♥/ /♦ >✉❛♥/✐❢② ✐❢ ✐/ ❡①✐"/"✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♠❡❛"✉-❡♠❡♥/" ✇❡-❡ ♠❛❞❡

"✐♠✉❧/❛♥❡♦✉"❧② ❛♥❞ "②♥❝❤-♦♥♦✉"❧② ✇✐/❤ ❤✐❣❤ "♣❡❡❞ ♣-❡""✉-❡ ♠❡❛"✉-❡♠❡♥/"✱ ✐/

✐" ♣♦""✐❜❧❡ /♦ ✉"❡ ♣❤❛"❡ ❛✈❡-❛❣✐♥❣ /♦ -❡❝♦♥"/-✉❝/ ❛♥ ❛✈❡-❛❣❡ ✐♥"/❛❜✐❧✐/② ❝②❝❧❡
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❢"♦♠ %❤❡ ❛❝*✉✐"❡❞ .✐❣♥❛❧.✳ ❚❤✐. ✇✐❧❧ ❜❡ %❤❡ ❢♦❝✉. ♦❢ %❤❡ ♥❡①% .❡❝%✐♦♥✳

✸✳✸ "#✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣❤❛1❡ ❛✈❡#❛❣❡

✸✳✸✳✶ #$✐♥❝✐♣❧❡

❆ ❝❧❛..✐❝❛❧ ♠❡%❤♦❞ %♦ ❞❡.❝"✐❜❡ ❛ .②.%❡♠ ✇✐%❤ ❛ ♠♦♥♦✲❢"❡*✉❡♥❝② ✐♥.%❛❜✐❧✐%② ✐.

%❤❡ ♣❤❛.❡ ❧♦❝❦❡❞ ❛✈❡"❛❣✐♥❣ ♠❡%❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣"✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♣❤❛.❡ ❛✈❡"❛❣✐♥❣ ✐. %♦

❛❝*✉✐"❡ ❛ "❡❢❡"❡♥❝❡ .✐❣♥❛❧ ❛% ❤✐❣❤ ❢"❡*✉❡♥❝② .✐♠✉❧%❛♥❡♦✉.❧② %♦ %❤❡ ❞❡.✐"❡❞ ❧♦✇

❢"❡*✉❡♥❝② ❞❛%❛ ✭✈❡❧♦❝✐%②✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❡%❝✳✮✳ ❚❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡ .✐❣♥❛❧ ✐. %❤❡♥ ✉.❡❞ %♦

❞❡%❡"♠✐♥❡ ✇❤❡♥ ✐♥ %❤❡ ✐♥.%❛❜✐❧✐%② ❝②❝❧❡ ❡❛❝❤ ❛❝*✉✐"❡❞ ❞❛%❛ ♣♦✐♥% ✇❛. %❛❦❡♥✳

❚❤❡ ♣❤❛.❡ ♦❢ %❤❡ ❞❛%❛ ♣♦✐♥% ✐. %❤❛% ♣♦.✐%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ❝②❝❧❡ %"❛♥.❧❛%❡❞ ♦♥ ❛ ✵➦✲

✸✻✵➦ .❝❛❧❡✳ ❊❛❝❤ ❞❛%❛ ♣♦✐♥% ✐. %❤❡♥ ❛✛❡❝%❡❞ %♦ ❛ ❞✐✛❡"❡♥% ♣❤❛.❡ ❜✐♥✱ ❛♥❞ ❛♥

❛✈❡"❛❣❡ ✐. ❝♦♠♣✉%❡❞ ❢♦" ❡❛❝❤ ♦❢ %❤❡ ❜✐♥.✳

■% ✐. %❤✉. ♥❡❝❡..❛"② %♦ ♣"❡❝✐.❡❧② ❞❡%❡"♠✐♥❡ %❤❡ ♣❤❛.❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛%❛ ♣♦✐♥%✳ ❚♦

❜❡ ❛❜❧❡ %♦ ❞♦ %❤✐.✱ %❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡ .✐❣♥❛❧ ♠✉.% "❡.♣♦♥❞ .%"♦♥❣❧② %♦ %❤❡ ✐♥.%❛❜✐❧✐%②

❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ ❜❡ .❛♠♣❧❡❞ ❛% ❛ ❢"❡*✉❡♥❝② ✐❞❡❛❧❧② ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡" %❤❛♥ %❤❡ ♦❜.❡"✈❡❞

✐♥.%❛❜✐❧✐%②✳ ❚❤❡ "❡.✉❧%✐♥❣ ♣"❡❝✐.✐♦♥ dθ ♦♥ %❤❡ ♣❤❛.❡ ✐. %❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② %❤❡ .❛♠♣❧❡

❛♥❞ ✐♥.%❛❜✐❧✐%② ❢"❡*✉❡♥❝✐❡. ❛. ✐❧❧✉.%"❛%❡❞ ✐♥ ✜❣✉"❡ ✸✳✷✱ ❛♥❞ %❤✉. ❜② %❤❡ "❡❧❛%✐♦♥✿

dθ ≥ 360× finst
Fs

✭✸✳✸✮

✇❤❡"❡ finst ✐. %❤❡ ❢"❡*✉❡♥❝② ♦❢ %❤❡ ✐♥.%❛❜✐❧✐%②✱ ❛♥❞ Fs ✐. %❤❡ .❛♠♣❧✐♥❣ ❢"❡*✉❡♥❝②

♦❢ %❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡ .✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐. ✐. %❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣"❡❝✐.✐♦♥ ❛% ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❤❛.❡ ❛✈❡"❛❣❡

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝%❡❞✳ ■♥ %❤❡ ❝❛.❡ ♦❢ %❤✐. .%✉❞②✱ %❤❡ ❧♦✇❡" ❡①♣❡❝%❡❞ ♣"❡❝✐.✐♦♥ ✐.

%❤✉. ❛"♦✉♥❞ ✹✳✺➦✱ ✇✐%❤ ❛♥ ✐♥.%❛❜✐❧✐%② ❛% ✶✾✵✲✷✶✵ ❍③ ❛♥❞ ❛ "❡❢❡"❡♥❝❡ ♠✐❝"♦♣❤♦♥❡

❛❝*✉✐"❡❞ ❛% ✶✻ ❦❍③✳

▼♦"❡♦✈❡"✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉%✐♥❣ %❤❡ ♣❤❛.❡ ❛✈❡"❛❣❡✱ %❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ .✐③❡ ♦❢ %❤❡ ❝❤♦.❡♥

♣❤❛.❡ ❜✐♥. ✐. ❛❧.♦ ❧✐♠✐%❡❞ ❜② %❤❡ ❛❝*✉✐"❡❞ .✐❣♥❛❧✬. ❧❡♥❣%❤✿ %❤❡"❡ ♠✉.% ❜❡ ❡♥♦✉❣❤

❞❛%❛ ♣♦✐♥%. ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛.❡ ❜✐♥ %♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛✈❡"❛❣❡✳ ❚❤✉.✱ ❢♦" ❛ ❣✐✈❡♥

❛❝*✉✐.✐%✐♦♥ "❛%❡✱ %❤❡ ❝❧♦.❡" %❤❡ "❡.♦❧✉%✐♦♥ δθ ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❛✈❡"❛❣❡ ✐. %♦ ✐%.

♣"❡❝✐.✐♦♥ dθ✱ %❤❡ ❧♦♥❣❡" %❤❡ .✐❣♥❛❧ ♠✉.% ❜❡ .✐♥❝❡ ✐% "❡*✉✐"❡. ♠♦"❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♣❤❛.❡ ❜✐♥.✳

❖♥❝❡ %❤❡ ♣❤❛.❡ ❛✈❡"❛❣❡✬. "❡.♦❧✉%✐♦♥ δθ ✐. ❝❤♦.❡♥ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ %❤❛% ❡❛❝❤ ♣❤❛.❡

❜✐♥ ❝♦♥%❛✐♥. ❛ .❛%✐.❢❛❝%♦"② ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❞❛%❛ ♣♦✐♥%.✱ %❤❡ ❧✐♠✐%. ♦❢ %❤❡ ♣❤❛.❡ ❜✐♥.

❛"❡ ❝♦♥.%"✉❝%❡❞✳ ■❢ %❤❡"❡ ❛"❡ k ♣❤❛.❡ ❜✐♥.✱ %❤❡♥ %❤❡ i ❤ ♣❤❛.❡ ❜✐♥ ✐. ♥♦%❡❞ θi✱



❈❤❛♣$❡& ✸ ✲ ▼❡❛#✉%❡♠❡♥( ♦❢ ❡+✉✐✈❛❧❡♥❝❡ %❛(✐♦ ❢❧✉❝(✉❛(✐♦♥# ❛( (❤❡

❝❤❛♠❜❡% ✐♥❧❡(

✻✼

T =
1

F i n s t
� 360°

1

F s
� d�

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ ■❧❧✉#$%❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣%❡❝✐#✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❤❛#❡ ❞❡$❡%♠✐♥❛$✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣❡%❢❡❝$❧②

#✐♥✉#♦✐❞❛❧ #✐❣♥❛❧✳

❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛'✿

θi =











[0;
δθ

2
] ∪ [360− δθ

2
; 360] if i = 0

[(i× δθ)− δθ

2
; (i× δθ) + δθ

2
] if k ≥ i > 0

✭✸✳✹✮

❖♥❝❡ 0❤❡ ♣♦✐♥0' ❛5❡ ❣5♦✉♣❡❞ ✐♥ 0❤❡✐5 5❡'♣❡❝0✐✈❡ ❜✐♥'✱ 0❤❡ ♣❤❛'❡ ❛✈❡5❛❣❡ ♦❢ ❛

'✐❣♥❛❧ u ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉0❡❞ ❢♦5 ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡✿

uθi =
1

Nθi

Nθi
∑

n=1

un,θi ✭✸✳✺✮

✇❤❡5❡ Nθi ❛♥❞ un,θi ❛5❡ 0❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ♣♦✐♥0' ❛♥❞ 0❤❡ ♥

 ❤

✈❛❧✉❡ ♦❢ 0❤❡ '✐❣♥❛❧

✉ ✐♥ 0❤❡ ❡♥'❡♠❜❧❡ θi 5❡'♣❡❝0✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛5❧②✱ ❛ ♣❤❛'❡✲❧♦❝❦❡❞ ♠❡❞✐❛♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉0✐♥❣ 0❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❢♦5 ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θi ✐♥'0❡❛❞ ♦❢ 0❤❡ ❛✈❡5❛❣❡✱ ❛'

✇❡❧❧ ❛' 0❤❡ ✈❛5✐❛0✐♦♥ ❛5♦✉♥❞ 0❤❡ 0♦0❛❧ ❛✈❡5❛❣❡✿

u′θi = uθi − u ✭✸✳✻✮

✇✐0❤ u 0❤❡ 0♦0❛❧ ❛✈❡5❛❣❡ ♦❢ 0❤❡ '✐❣♥❛❧✳

✸✳✸✳✷ #❤❛&❡ ❞❡)❡*♠✐♥❛)✐♦♥

❆' ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ 0❤❡ ♣5❡✈✐♦✉' '❡❝0✐♦♥✱ ♦❜0❛✐♥✐♥❣ 0❤❡ ❜❡'0 ♣5❡❝✐'✐♦♥ ♣♦''✐❜❧❡

♦♥ 0❤❡ ♣❤❛'❡ ❞❡0❡5♠✐♥❛0✐♦♥ ✐' 0❤❡ ♠♦'0 ✐♠♣♦50❛♥0 ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉0✐♥❣ ❛ ♣❤❛'❡

❛✈❡5❛❣❡✳ ■♥ 0❤❡ ♣5❡'❡♥0 ❝❛'❡✱ 0❤❡ '✐❣♥❛❧ 0❛❦❡♥ ❛' 5❡❢❡5❡♥❝❡ ✐' 0❤❡ ♣5❡''✉5❡ ✐♥'✐❞❡

0❤❡ ✐♥❥❡❝0♦5✱ ✇❤✐❝❤ ✐' ♦♥❡ ♦❢ 0❤❡ ✢✉❝0✉❛0✐♥❣ ♣❛5❛♠❡0❡5' ✐♥ ❛ 0❤❡5♠♦❛❝♦✉'0✐❝



✻✽

❈❤❛♣$❡& ✸ ✲  !✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣❤❛/❡ ❛✈❡!❛❣❡

✐♥$%❛❜✐❧✐%②✳ ■% ✇❛$ $❡❧❡❝%❡❞ ❛$ ✐% ✐$ ✇❛$ ❛❝0✉✐2❡❞ ❢♦2 ❛❧❧ ❡①♣❡2✐♠❡♥%$ ❛% ✶✻ ❦❍③✱ ❛

❢2❡0✉❡♥❝② ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦2 %❤❡ ❞❛%❛ %♦ ❜❡ ♣❤❛$❡ 2❡$♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉$%✐❝ ♣2❡$$✉2❡

✐♥ %❤❡ ✐♥❥❡❝%♦2 ✇❛$ ❝❤♦$❡♥ 2❛%❤❡2 %❤❛♥ %❤❡ ♦♥❡ ✐♥ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡2 ❜❡❝❛✉$❡ ♦❢ %❤❡

❤✐❣❤❡2 $✐❣♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❡♥$✉2✐♥❣ ❛ ❜❡%%❡2 ♣2❡❝✐$✐♦♥✳

❖♥❡ ♦❢ %❤❡ $✐♠♣❧❡$% ✇❛②$ %♦ ❣❡% %❤❡ ♣❤❛$❡ ❢2♦♠ $✉❝❤ ❛ $✐❣♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ %♦ ✉$❡

%❤❡ ❍✐❧❜❡2% %2❛♥$❢♦2♠✳ ❚❤❡ ♣❤❛$❡ ✭✐♥ ❞❡❣2❡❡✮ ♦❢ %❤❡ 2❡❢❡2❡♥❝❡ $✐❣♥❛❧ M(t) ✐$

%❤❡♥ %❤❡ ✈❛❧✉❡✿

θ = angle(H(M∗))× 180

π
+ 90 ✭✸✳✼✮

✇❤❡2❡ M∗
✐$ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢2♦♠ M ❜② ✉$✐♥❣ ❛ ❜❛♥❞♣❛$$ ✜❧%❡2✳ ■♥ %❤❡ ❝❛$❡$ $%✉❞✐❡❞

❤❡2❡✱ ✻

 ❤

♦2❞❡2 ❇✉%%❡2✇♦2%❤ ✜❧%❡2$ ❛2♦✉♥❞ %❤❡ ♣❡❛❦✬$ ❢2❡0✉❡♥❝② ✇✐%❤ ✈❛2✐♦✉$

✇✐❞%❤ ✇❡2❡ %❡$%❡❞✳ ❚❤❡ $%✉❞② ♦❢ %❤✐$ ✜❧%❡2✐♥❣✬$ ✐♠♣❛❝% ❛2❡ ♣2❡$❡♥%❡❞ ✐♥

❛♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ❛♥❞ $❤♦✇ %❤❛% ❛ ±✺✵ ❍③ ❜❛♥❞ ✐$ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣2♦♠✐$❡ ❜❡%✇❡❡♥

♥♦✐$❡ 2❡❥❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ $✐❣♥❛❧ ❞❡❢♦2♠❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ✾✵➦ $❤✐❢% ✐$ ❛❞❞❡❞ %♦ 2❡$♣❡❝% %❤❡

❝♦♥✈❡♥%✐♦♥ %❤❛% ✇✐❧❧ ❜❡ ✉$❡❞ ❢2♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❢♦2 %❤❡ ♣❤❛$❡ $✐❣♥❛❧✿ %❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

%❤❡ ❝②❝❧❡ ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❛$ %❤❡ ♣♦✐♥% ✇❤❡2❡ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐$ ✵✱ ❢2♦♠ ♥❡❣❛%✐✈❡ %♦ ♣♦$✐%✐✈❡

✈❛❧✉❡$✳

❚❤❡ ✜❧%❡2✐♥❣ ✐$ ♥❡❝❡$$❛2② ❜❡❝❛✉$❡ %❤❡ ❍✐❧❜❡2% %2❛♥$❢♦2♠ ♦♥❧② ❣✐✈❡$ ❛❝❝✉2❛%❡

2❡$✉❧%$ ✐❢ %❤❡ $✐❣♥❛❧ ✐$ 0✉❛$✐✲$✐♥✉$♦✐❞❛❧✱ ❛♥❞ ❛$ $✉❝❤ ✐$ $❡♥$✐%✐✈❡ %♦ ♥♦✐$❡ ❛♥❞

✐♥$❡♥$✐%✐✈❡ %♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❢2❡0✉❡♥❝② ✢✉❝%✉❛%✐♦♥$✳ ❆$ %❤❡ ✐♥$%❛❜✐❧✐%② ❢♦2 %❤❡ ❝❛$❡

φ❂✵✳✾✹ ✐$ ♦❢ ❧♦✇ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❝♦♠♣❛2❡❞ %♦ %❤❡ ❜2♦❛❞❜❛♥❞ ♥♦✐$❡✱ %❤✐$ ❝❛♥ ♣2♦✈❡

❛ $❡✈❡2❡ ❞2❛✇❜❛❝❦ ✐♥ %❤❛% ♣❛2%✐❝✉❧❛2 ❝❛$❡✳ ❚❤❡ ✜❣✉2❡ ✸✳✸ ♣2❡$❡♥%$ %❤❡ 2❡$✉❧%$

♦❜%❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉%✐♥❣ %❤❡ ♣❤❛$❡ ♦♥ %✇♦ ♣❛2%$ ♦❢ %❤❡ $✐❣♥❛❧✿ ♦♥❡ ✇❤❡2❡ %❤❡

♦2✐❣✐♥❛❧ $✐❣♥❛❧ ❤❛$ ❛ ❝❧❡❛2 ✐♥$%❛❜✐❧✐%②✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇❤❡2❡ %❤❡ ❧♦✇ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ %❤❡

♦$❝✐❧❧❛%✐♦♥$ ♠❛❦❡$ %❤❡ ❞❡%❡2♠✐♥❛%✐♦♥ ♠✉❝❤ ♠♦2❡ ❛2❞✉♦✉$✳ ❋2♦♠ %❤✐$ ✜❣✉2❡✱ ✐%

❝♦♠❡$ %❤❛% ❡✈❡♥ ♦♥ %❤❡ ❝❧❡❛2 $✐❣♥❛❧✱ %❤❡ ♣❤❛$❡ ❢♦✉♥❞ ❜② %❤❡ ♠❡%❤♦❞ ♣2❡$❡♥%$

✐22❡❣✉❧❛2✐%✐❡$ ✐♥$✐❞❡ $♦♠❡ ♦❢ %❤❡ ❝②❝❧❡$✱ ❡✈❡♥ %❤♦✉❣❤ %❤❡ $✐❣♥❛❧ ✐$ ♣2❡✈✐♦✉$❧②

✜❧%❡2❡❞ ❛% ±✺✵ ❍③ ❛2♦✉♥❞ %❤❡ ✐♥$%❛❜✐❧✐%② ✈❛❧✉❡ ❜❡❢♦2❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ %❤❡ ❍✐❧❜❡2%

%2❛♥$❢♦2♠✳ ❚❤✐$ $❤♦✇$ %❤❛% %❤❡ 2❡$✉❧%$ ❢2♦♠ ♣❤❛$❡ ❛✈❡2❛❣✐♥❣ ✉$✐♥❣ %❤✐$ ♠❡%❤♦❞

❤❛✈❡ %♦ ❜❡ ❝♦♥$✐❞❡2❡❞ ✇✐%❤ ❝❛2❡✳

❋♦2 %❤✐$ 2❡❛$♦♥✱ %❤❡ ♠❡%❤♦❞ $❡❧❡❝%❡❞ ✐♥ %❤✐$ $%✉❞② ✐$ ❞✐✛❡2❡♥%✳ ■% ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥

%❤❡ ❞❡%❡2♠✐♥❛%✐♦♥✱ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡✱ ♦❢ %❤❡ ✐♥$%❛♥%❛♥❡♦✉$ ❢2❡0✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐$

❢2❡0✉❡♥❝② ✐$ ❢♦✉♥❞ ❜② $❡❛2❝❤✐♥❣ ❢♦2 %❤❡ $✉❝❝❡$$✐✈❡ ♣♦✐♥%$ ✇❤❡2❡ %❤❡ $✐❣♥❛❧ ✐$

❡0✉❛❧ %♦ ✵✱ ❛♥❞ ✇✐%❤ ❛ ♣♦$✐%✐✈❡ $❧♦♣❡✳ ■❢ %❤❡ %✐♠❡ ❢♦2 ❡❛❝❤ ♦❢ %❤❡$❡ j ♣♦✐♥%$

✐$ ♥♦%❡❞ tperiod(j)✱ %❤❡♥ %❤❡ ❛$$♦❝✐❛%❡❞ ✐♥$%❛♥%❛♥❡♦✉$ ♣❡2✐♦❞ ❧❡♥❣%❤ ❛♥❞ %❤✉$
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∆tperiod(j) = tperiod(j+1) − tperiod(j)
fj = 1/∆tperiod(j)
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θi =
360

(

ti − tperiod(j)
)

∆tperiod(j)

{

∀ti ∈
[

tperiod(j); tperiod(j+1)

[

∀fj ∈ [finst − δf ; finst + δf ]
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♣%❡..✉%❡ .✐❣♥❛❧.✱ 0❤❡ ❛♠♣❧✐0✉❞❡ ♦❢ ❛♥② ❝②❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ .✉❜.0❛♥0✐❛❧❧② ❞✐✛❡%❡♥0 ❢%♦♠

0❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ❝②❝❧❡ ♣%❡.❡♥0❡❞ ❜② 0❤❡ ♣❤❛.❡ ❛✈❡%❛❣❡❞ ❝②❝❧❡✳

✸✳✺ ❚❡♠♣❡'❛)✉'❡ ❝②❝❧❡. ✐♥ )❤❡ ❜✉'♥❡'✳

❆. ✇❛. .❤♦✇❡❞ ✐♥ 0❤❡ ♣%❡✈✐♦✉. .❡❝0✐♦♥✱ 0❤❡ ♣❤❛.❡ ❛✈❡%❛❣✐♥❣ %❡.✉❧0. ♦❜0❛✐♥❡❞ ♦♥

✶❉ .✐❣♥❛❧. ❛%❡ ❝♦❤❡%❡♥0 ✇✐0❤ 0❤♦.❡ ♦❜0❛✐♥❡❞ ❜② ❝%♦.. ❝♦%%❡❧❛0✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ❛♥

❛❞✈❛♥0❛❣❡ ♦❢ ♣❤❛.❡ ❛✈❡%❛❣✐♥❣✱ ✐. 0❤❛0 ✐0 ❝❛♥ ❛❧.♦ ❜❡ ✉.❡❞ ♦♥ ✷❉ .✐❣♥❛❧.✱ ❛. ❧♦♥❣

❛. 0❤❡ .❛♠❡ %❡❢❡%❡♥❝❡ .✐❣♥❛❧ ✐. ❛❝L✉✐%❡❞ .✐♠✉❧0❛♥❡♦✉.❧②✳ ■♥ 0❤✐. .❡❝0✐♦♥✱ ♣❤❛.❡

❛✈❡%❛❣✐♥❣ ✐. 0❤✉. ✉.❡❞ ♦♥ 0❤❡ ❇❖❙ %❡.✉❧0.✱ 0♦ ♦❜0❛✐♥ ❛ ❜❡00❡% ✉♥❞❡%.0❛♥❞✐♥❣ ♦❢

0❤❡ 0❡♠♣❡%❛0✉%❡ ✢✉❝0✉❛0✐♦♥. ✐♥ 0❤❡ ❜✉%♥❡%✳

❲❤❡♥ ♣❤❛.❡ ❛✈❡%❛❣✐♥❣ 0❤❡ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥0 ✜❡❧❞. ♦❜0❛✐♥❡❞ ❢%♦♠ ❇❖❙✱ ✐0 ❜❡❝♦♠❡.

❝❧❡❛% ❧♦♦❦✐♥❣ ❛0 0❤❡ ❤♦%✐③♦♥0❛❧ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥0. 0❤❛0 ❛ ❢❛✐%❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉.

0❡♠♣❡%❛0✉%❡ ✇❛✈❡ ✐. ✐♥❞❡❡❞ ♣%❡.❡♥0 ✐♥ 0❤❡ .②.0❡♠ ❢♦% 0❤❡ 0❤%❡❡ ✐♥❥❡❝0✐♦♥

❝♦♥❞✐0✐♦♥.✱ .✐♥❝❡ 0❡♠♣❡%❛0✉%❡ ✢✉❝0✉❛0✐♦♥. ❛%❡ 0❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❡❝0❡❞ .♦✉%❝❡ ♦❢

♦❜.❡%✈❡❞ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥0✳ ❚❤❡ ❤♦%✐③♦♥0❛❧ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥0. ❛%♦✉♥❞ 0❤❡ ❛✈❡%❛❣❡

♦❜0❛✐♥❡❞ ❛%❡ .❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✸✳✾✳ ❚❤❡ ✈❛%✐❛0✐♦♥. ✐♥ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥0 ❛%❡ ✈❡%② ❧♦✇✱

✉♥❞❡% 0❤❡ ♣%❡❝✐.✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝0 ❢%♦♠ 0❤❡ T■❱ ❛❧❣♦%✐0❤♠✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡%0❛✐♥0②

♦♥ 0❤❡.❡ %❡.✉❧0. ✐. 0❤✉. L✉✐0❡ ❤✐❣❤✱ ❜✉0 0❤❡② .❡❡♠ 0♦ ❝♦♥✜%♠ 0❤❛0 ❛0 0❤❡.❡

❞✐.0❛♥❝❡. ❢%♦♠ 0❤❡ ✐♥❥❡❝0♦%✱ 0❡♠♣❡%❛0✉%❡ ✢✉❝0✉❛0✐♦♥. ❝❛♥ ❜❡ ♦❜.❡%✈❡❞ ✐♥ 0❤❡

❝♦♠❜✉.0✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡%✳

❚❤❡ ✇❛✈❡✲❧✐❦❡ ♣❛00❡%♥ ♦❜.❡%✈❡❞ ❤❛. ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ♦❢ ✷✵±✺ ♣✐①❡❧. ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛.❡

✭0❤❡ ❢%♦♥0. ❛%❡ L✉✐0❡ ❞✐.0♦%0❡❞ ✐♥ .♦♠❡ ❝❛.❡. ❛♥❞ ♣%❡.❡♥0 ✈❛%✐❛0✐♦♥.✮✳ ❚❤✐.

0%❛♥.❧❛0❡. 0♦ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ♦❢ ✸✹±✾ ♠♠✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ 0❤❡ 0❤%❡❡ ❝❛.❡.✳ ❆. 0❤❡

❢%❡L✉❡♥❝② ♦❢ 0❤❡ ✐♥.0❛❜✐❧✐0② ✐. .❧✐❣❤0❧② ❞✐✛❡%❡♥0 ❢♦% ❡❛❝❤ ♦❢ 0❤❡♠✱ 0❤✐. ♠❡❛♥.

0❤❛0 0❤❡ 0❡♠♣❡%❛0✉%❡ ✢✉❝0✉❛0✐♦♥ ❤❛. ❛ ❝♦♥✈❡❝0✐♦♥ .♣❡❡❞ ♦❢ ✻✳✻±✶✳✻ ♠✴. ❛0

φ❂✵✳✼✹✱ ❛♥❞ ✼✳✸±✶✳✽ ♠✴. ✐♥ 0❤❡ 0✇♦ ♦0❤❡% ❝❛.❡.✳ ❆. 0❤✐. ✐. ❢❛% ❜❡❧♦✇ 0❤❡ .♣❡❡❞

♦❢ .♦✉♥❞ 0❤❛0 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝0❡❞✱ 0❤❡ ❝♦♥✈❡❝0✐♦♥ ♦❢ 0❡♠♣❡%❛0✉%❡ ✢✉❝0✉❛0✐♦♥. ✐♥

0❤❡ .②.0❡♠ ❝❛♥ ❜❡ .✉♣♣♦.❡❞✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞. 0♦ ❜❡ ❝♦♥✜%♠❡❞✳

■♥ 0❤❡ 0❤%❡❡ ❞✐✛❡%❡♥0 ✐♥❥❡❝0✐♦♥ ❝♦♥❞✐0✐♦♥. φ❂✵✳✼✹✱ ✵✳✽✷ ❛♥❞ ✵✳✾✹✱ 0❤❡ 0♦0❛❧

♠❛.. ✢♦✇. ❛%❡ ✼✳✾✺ ❣✴.✱ ✼✳✾✾ ❣✴. ❛♥❞ ✽✳✵✹ ❣✴. %❡.♣❡❝0✐✈❡❧②✳ ❆ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✇✐0❤

●❘■✲♠❡❝❤ ✸✳✵ ✭❙♠✐0❤ ❡0 ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✮ ❣✐✈❡. 0❤❡ ❝♦♠♣♦.✐0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❜✉%♥0 ❣❛.❡.
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❈❤❛♣$❡& ✸ ✲ ❊✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ■❘❩ .❤❛♣❡

❊#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ✭✐♥❥❡❝-✐♦♥ ❝♦♥❞✐-✐♦♥✮ ✵✳✼✹ ✵✳✽✷ ✵✳✾✹

❆❞✐❛❜❛-✐❝ ✢❛♠❡ -❡♠♣❡,❛-✉,❡ ✭❑✮ ✶✾✷✽ ✷✵✺✺ ✷✷✵✽

▼♦❧❛, ♠❛AA ✭❣✴♠♦❧✮ ✷✽✳✹✷ ✷✽✳✸✻ ✷✽✳✷✵

❉❡♥A✐-② ✭❦❣✴♠

✸

✮ ✵✳✶✽✵ ✵✳✶✻✽ ✵✳✶✺✻

▼❛AA ✢♦✇ ✭❣✴A✮ ✼✳✾✺ ✼✳✾✾ ✽✳✵✹

❆✈❡,❛❣❡ A♣❡❡❞ ✭♠✴A✮ ✹✳✾ ✺✳✸ ✺✳✼

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ❘❡"✉❧%" ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢-♦♠ %❤❡ ●❘■✲▼❡❝❤ "✐♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦♠❜✉"%✐♦♥✳ ❉❡♥✲

"✐%② ❝♦♠♣✉%❡❞ "✉♣♣♦"✐♥❣ ❛❞✐❛❜❛%✐❝ %❡♠♣❡-❛%✉-❡ ❛♥❞ ♣❡-❢❡❝% ❣❛" ❧❛✇✳

❛A ✇❡❧❧ ❛A -❤❡ ❛❞✐❛❜❛-✐❝ ✢❛♠❡ -❡♠♣❡,❛-✉,❡A ✐♥ -❤❡A❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥A✳ ❋,♦♠ -❤❡ ❝♦♠✲

♣♦A✐-✐♦♥ ✭✐♥ ♠❛AA ❢,❛❝-✐♦♥A✮ ♦❢ -❤❡ ❣❛A❡A✱ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❧❛, ♠❛AA ✐A ❞❡❞✉❝❡❞✳ ❇②

A✉♣♣♦A✐♥❣ -❤❛- -❤❡ -❡♠♣❡,❛-✉,❡ ✐A -❤❡ ❛❞✐❛❜❛-✐❝ ✢❛♠❡ -❡♠♣❡,❛-✉,❡ ♦❜-❛✐♥❡❞✱

-❤❛- -❤❡ ♣,❡AA✉,❡ ✐A ✶✳✵✶✸ ❜❛, ❛♥❞ -❤❛- -❤❡ ♣❡,❢❡❝- ❣❛A ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ -❤❡

❜✉,♥- ❣❛A❡A✬ ❞❡♥A✐-② ✐A -❤❡♥ ❝♦♠♣✉-❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❦♥♦✇✐♥❣ -❤❡ ♠❛AA ✢♦✇ ,❛-❡

❛♥❞ -❤❡ ❝,♦AA A❡❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❜✉,♥❡,✱ ❛♥ ❡A-✐♠❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❛✈❡,❛❣❡ A♣❡❡❞ ✐♥ -❤❡

❜✉,♥❡, ✐A ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ ,❡A✉❧-A ❢,♦♠ -❤❡A❡ ❝❛❧❝✉❧❛-✐♦♥A ❛,❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ -❛❜❧❡ ✸✳✺✳ ■❢

-❤❡ A♣❡❡❞ ✐A A✉♣♣♦A❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉A ✐♥ -❤❡ ❝❤❛♠❜❡, ❛- -❤❡ ❞✐A-❛♥❝❡ ❢,♦♠ -❤❡

✐♥❥❡❝-♦, ❝♦♥A✐❞❡,❡❞✱ -❤❡♥ -❤❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢,♦♠ -❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛-✐♦♥A ❛,❡ ❧♦✇❡,

-❤❛♥ -❤❡ ❇❖❙ ,❡A✉❧-A A✉❣❣❡A-✿ -❤❡ ❛✈❡,❛❣❡ A♣❡❡❞ ✇♦✉❧❞ ✈❛,② ❜❡-✇❡❡♥ ✹✳✾ ♠✴A

❛♥❞ ✺✳✼ ♠✴A ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ❝❛A❡✳ ❙✐♥❝❡ -❤❡A❡ ,❡A✉❧-A ✇❡,❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ✉A✐♥❣
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✐♥ -❤✐A ♣❛,- ♦❢ -❤❡ ❜✉,♥❡,✳
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.♦ .❤❡ ❛❜E♦-♣.✐♦♥ ❧❡♥❣.❤✿ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛-❡ -❡E✉❧.E ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦-

❡❛❝❤ ♣❤❛E❡ ✈❛❧✉❡ .❤❡ ♣❤❛E❡ ❛✈❡-❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣-❛② .❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ .❤❡ ❧❡♥❣.❤

✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛E❡ ❜✐♥ ✇❛E ✉E❡❞ ✐♥E.❡❛❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ .✇♦ ✈❛❧✉❡E

❢♦- .❤❡ ❧❡♥❣.❤E ❝❛♥ ❜❡ ✉♣ .♦ ✶ ♠♠✳ ❚❤✐E ❝❛♥ ❧❡❛❞ .♦ ❞✐✛❡-❡♥❝❡E ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡

❝♦♠♣✉.❡❞ ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦ ✈❛❧✉❡E ♦❢ ✉♣ .♦ ✵✳✵✷✳ ▼♦-❡♦✈❡-✱ .❤❡ ✈❛-✐❛❜✐❧✐.② ✐♥

.❤❡ ❛❜E♦-❜❛♥❝❡ ♠❡❛E✉-❡♠❡♥.E ❜❡.✇❡❡♥ .✇♦ .❡E.E ❛. .❤❡ E❛♠❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥E ❛❧E♦

❧❡❛❞E .♦ ❛ ✈❛-✐❛❜✐❧✐.② ✐♥ .❤❡ -❡E✉❧.E ♦❜.❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ -❡❧❛.✐✈❡ ✈❛-✐❛.✐♦♥E ❤♦✇❡✈❡-

❛-❡ ❝♦♥E❡-✈❡❞✱ E✉❣❣❡E.✐♥❣ .❤❛. ✐. ✐E ♠❛✐♥❧② ❛ E❤✐❢. ✐♥ .❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡

E✐❣♥❛❧ ✐♥ .❤✐E ❝❛E❡✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛E❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦ ❛♥❞

♣-❡EE✉-❡ ✐♥ .❤❡ ✐♥❥❡❝.♦- E❡❡♠E .♦ ❜❡ ❝♦♥E❡-✈❡❞ ❢-♦♠ .❤❡ ✈❛-✐❛.✐♦♥E ♦❜E❡-✈❡❞

✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛. .❤❡ ❛❜E♦-❜❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡E ✭E❡❡ E❡❝.✐♦♥ ✸✳✼✳✶✮✳

❙.❛.✐E.✐❝E ♦♥ .❤❡ ✈❛-✐❛.✐♦♥E ♦♥ .❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦ ❛♥❞ -❡❧❛.✐✈❡

✈❛-✐❛.✐♦♥ ♦❜.❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝②❝❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ .❤❡ .❡E. -✉♥E ❛-❡ ♣-❡E❡♥.❡❞ ✐♥ .❛❜❧❡

✸✳✶✵✳ ■❢ .❤❡ ❝②❝❧❡ ❛♠♣❧✐.✉❞❡ ✐E ❝♦♥E✐❞❡-❡❞ ❛❝❝✉-❛.❡ ❞❡E♣✐.❡ .❤❡ ❞✐E❝-❡♣❛♥❝② ♦♥

.❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦✱ .❤❡ ✢✉❝.✉❛.✐♦♥E ✐♥ .❤❡ ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦ ❛. .❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ .❤❡ ❝❤❛♠❜❡- ❛-❡ ❛❜♦✉. ✸✺✪ ❛. ❜♦.❤ φ❂✵✳✼✹ ❛♥❞ ✵✳✽✷✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡-

✶✺✪ ✈❛-✐❛.✐♦♥ ✐♥ .❤❡ ❝❛E❡ ✇❤❡-❡ φ❂✵✳✾✹✳ ❚❤❡-❡ ✐E ❤♦✇❡✈❡- ❛♥ ✐♥❝♦❤❡-❡♥❝❡ ✐♥ .❤❡

❡✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦✿ ✇❤✐❧❡ .❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❢♦-

φ ❡✈♦❧✈❡E ❛E ❡①♣❡❝.❡❞ ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ .❤❡ ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦ ❢-♦♠ ✵✳✼✹ .♦ ✵✳✽✷✱ ❢♦-

❛♥ ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦ ♦❢ ✵✳✾✹✱ .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ✐E ❧♦✇❡- .❤❛♥ ✐♥ .❤❡ .✇♦ ♣-❡✈✐♦✉E

❝❛E❡E✳ ❆E .❤❡ ❛❜E♦-❜❛♥❝❡ ❡①❤✐❜✐.E ❛ ❝♦--❡❝. ❜❡❤❛✈✐♦- ❢♦- .❤❡ .❤-❡❡ ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡

-❛.✐♦E✱ ❜✉. .❤❡ ❢-❡E❤ ❣❛E ❧❡♥❣.❤ ❢♦✉♥❞ ✉E✐♥❣ .❤✐E ♠❡.❤♦❞ ✐E ❤✐❣❤❡- ❢♦- φ❂✵✳✾✹

.❤❛♥ ✐♥ .❤❡ .✇♦ ♦.❤❡- ❝❛E❡E✱ .❤❡ ❧❡♥❣.❤ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥ E❡❡♠E .♦ ❜❡ .❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉E❡ ♦❢

❡--♦- ❤❡-❡✳ ❙✐♥❝❡ .❤✐E ❡$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦ ✇❛E .❤❡ ♠♦E. ♣-♦❜❧❡♠❛.✐❝ ❢♦- .❤❡ ❧❡♥❣.❤

❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥ ✉E✐♥❣ .❤❡ -❛❞✐❛❧ J▲■❋ ♠❡❛E✉-❡♠❡♥.E✱ E✉❝❤ ❛ -❡E✉❧. ✐E ♥♦. E✉-♣-✐E✐♥❣✳
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❊#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ✭✐♥❥❡❝-✐♦♥ ❝♦♥❞✐-✐♦♥✮ ✵✳✼✹ ✵✳✽✷ ✵✳✾✹

❆✈❡,❛❣❡ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ✭❢,♦♠ ♠❡❛♥✮ ✵✳✺✼✲✵✳✻✸ ✵✳✼✶✲✵✳✼✸ ✵✳✾✽✲✶✳✵✼
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✶✿ ❙!❛!✐$!✐❝$ ♦♥ !❤❡ ❡*✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .❛!✐♦$ ♦❜!❛✐♥❡❞ ✇✐!❤ !❤❡ ❛❜$♦.♣!✐♦♥ ❞✐❛❣♥♦$✲

!✐❝✳ ❋♦. ❡❛❝❤ ✐♥❥❡❝!✐♦♥ ❝♦♥❞✐!✐♦♥✱ ✺ ❞✐✛❡.❡♥! ♠❡❛$✉.❡♠❡♥!$ ❛.❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✸✳✽✳✷ ❯%✐♥❣ ❛①✐❛❧ ,▲■❋ ❞❛1❛

❯E✐♥❣ -❤❡ ❤②♣♦-❤❡E❡E ❞❡E❝,✐❜❡❞ ✐♥ E❡❝-✐♦♥ ✸✳✼✳✸✱ ❛ ✈❛,✐❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❢,❡E❤ ❣❛E

❧❡♥❣-❤ ❝,♦EE❡❞ ❜② -❤❡ ■❘ ❧❛E❡, ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉-❡❞ ❢,♦♠ -❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛-

-❤❡ ✐♥❥❡❝-♦,✳ ❆E ❛ ,❡♠✐♥❞❡,✱ -❤❡ ❝♦,,❡❝-✐♦♥E -♦ ❛♣♣❧② ❛,❡✿ ❛❞❞ ✶✽✵➦ -♦ -❤❡ θ
✈❛❧✉❡E ♦❜-❛✐♥❡❞ ❛- φ❂✵✳✼✹ ❛♥❞ ✵✳✽✷✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣ -❤❡ ✈❛❧✉❡E ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦, φ❂✵✳✾✹✳

❚❤❡ ,❡E✉❧-E ♦❜-❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉-✐♥❣ -❤❡ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ❢,♦♠ -❤✐E ❞❛-❛ ❛,❡

E❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉,❡ ✸✳✸✸✳ ❙✐♥❝❡ -❤❡ ❧❡♥❣-❤ ❢♦✉♥❞ ❛- φ❂✵✳✾✹ ❛- -❤❡ ✐♥❥❡❝-♦, ✐E E❤♦,-❡,

-❤❛♥ -❤❡ ✈❛❧✉❡E ❢♦✉♥❞ ♦♥ -❤❡ ,❛❞✐❛❧ S▲■❋ ✐♠❛❣❡E ✭✇❤✐❝❤ ✇❡,❡ ❛❜♥♦,♠❛❧❧②

❤✐❣❤ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛,❡❞ -♦ -❤❡ ♦-❤❡, ✷ -❡E- ❝♦♥❞✐-✐♦♥E✮✱ -❤❡,❡ ✐E ♥♦ ♠♦,❡ E-,♦♥❣❧②

✉♥❞❡, ❡✈❛❧✉❛-❡❞ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ❛- -❤✐E ❝♦♥❞✐-✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦E- ❞✐✛❡,❡♥- ♣,♦✜❧❡E

❢,♦♠ -❤❡ ♣,❡✈✐♦✉E ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ♠❡-❤♦❞ ❛,❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❛- φ❂✵✳✼✹ ❛♥❞ ✵✳✾✹✳ ❲❤✐❧❡

-❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦, -❤❡ ,✐❝❤❡E- ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ✇❛E ❡①♣❡❝-❡❞✱ -❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦, -❤❡ ❧❡❛♥❡E-

❝❛E❡ ✇❛E ♥♦-✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡ -♦ ♥♦-❡ ✐E -❤❡ ♣❤❛E❡ ♦❢ -❤❡ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦

✢✉❝-✉❛-✐♦♥E✿ ✇❤❡♥ ✉E✐♥❣ -❤❡ ,❛❞✐❛❧ S▲■❋ ❞❛-❛✱ -❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦, φ ✇❛E

♦❜-❛✐♥❡❞ ❛- θ❂✸✵➦✱ ✇❤✐❧❡ ✉E✐♥❣ -❤❡ ❛①✐❛❧ S▲■❋ ❞❛-❛✱ ✐- ❜❡❝♦♠❡E θ❂✾✵➦✳ ❚❤✐E

✐E ✐♥ ♣❛,- ❞✉❡ -♦ ❛ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ✐♥ -❤❡ ❝♦♠♣✉-❡❞ ❧❡♥❣-❤ ♦❢ ❢,❡E❤ ❣❛E❡E ♣,♦✜❧❡E✳

❈♦♥E✐❞❡,✐♥❣ -❤❛- ❢♦, ❛❧❧ ♠❡❛E✉,❡♠❡♥-E ♦❜-❛✐♥❡❞ ♦♥ -❤❡ ❣❡♦♠❡-,② ♦❢ -❤❡ ■❘❩

-❤❡ -✇♦ ❧❡❛♥ ❝❛E❡E ❡①❤✐❜✐-❡❞ ♦♥❧② ❛ E♠❛❧❧ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ✐♥ ♣❤❛E❡ ✭✐♥ -❤❡ ♦,❞❡, ♦❢
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,❛-✐♦E ❛,❡ E-✐❧❧ ♥♦- ❝♦♠♣❧❡-❡❧② ,❡❝♦✈❡,❡❞ ✉E✐♥❣ -❤✐E ♠❡-❤♦❞✱ E♦ -❤❡ ,❡E✉❧-E

❤❛✈❡ -♦ ❜❡ ❝♦♥E✐❞❡,❡❞ ❝❛,❡❢✉❧❧②✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐-✉❞❡ ♦❢ -❤❡ ✈❛,✐❛-✐♦♥E ❢♦✉♥❞

❢♦, -❤❡ ❝❛E❡E φ❂✵✳✽✷ ❛♥❞ ✵✳✾✹ ❛,❡ ♦❢ -❤❡ E❛♠❡ ♦,❞❡, ❛E ❢♦✉♥❞ ✇✐-❤ -❤❡

♦-❤❡, ♠❡-❤♦❞✳ ■♥ -❤❡ ❧❡❛♥❡E- ❝❛E❡ ❤♦✇❡✈❡,✱ -❤❡ ❛♠♣❧✐-✉❞❡ ♦❢ -❤❡ ✢✉❝-✉❛-✐✲

♦♥E ❢♦✉♥❞ ✐E E❡♥E✐❜❧② ❣,❡❛-❡,✱ ❣♦✐♥❣ ✉♣ ❢,♦♠ ✸✺✪ ✉E✐♥❣ -❤❡ ,❛❞✐❛❧ ❞❛-❛ -♦
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❝,♦EE❡❞ ❜② -❤❡ ❧❛E❡,✱ ❛♥ ✐♠♣♦,-❛♥- ✉♥❝❡,-❛✐♥-② ,❡♠❛✐♥E ♦♥ -❤❡ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡
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❜✉$ ✇✐$❤ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ♣.♦❜❧❡♠0 ♦❢ ❖❘❩ ❞❡$❡❝$✐♦♥✮ ♦. ❛①✐❛❧ 9▲■❋ ♠❡❛0✉.❡♠❡♥$0 ❛$

$❤❡ ✐♥❥❡❝$♦. ✭✇❤♦0❡ .❡❧❛$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❛❝$✉❛❧ ❞❡0✐.❡❞ ❧❡♥❣$❤ ✐0 ♦♥❧② 0✉♣♣♦0❡❞✮✱ $❤❡

❛✈❡.❛❣❡ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .❛$✐♦ ✐0 ✉♥❢♦.$✉♥❛$❡❧② ♥♦$ ❢♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ❜♦$❤ $❡❝❤♥✐✲

C✉❡0 ❣✐✈❡ 0✐♠✐❧❛. ✈❛❧✉❡0 ❢♦. $❤❡ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛0❡ 0❤✐❢$ ✇✐$❤ $❤❡ .❡❢❡.❡♥❝❡

♣.❡00✉.❡ 0✐❣♥❛❧ ❢♦. $❤❡ ❝❛0❡0 φ❂✵✳✽✷ ❛♥❞ ✵✳✾✹✳ ❲❤❡♥ φ❂✵✳✼✹ ❤♦✇❡✈❡.✱ $❤❡

.❡0✉❧$0 ❛.❡ ❧❡00 0✐♠✐❧❛.✿ $❤❡ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥0 ♦❢ $❤❡ ❧❡♥❣$❤ ❛.❡ ♥♦$ $❤❡ 0❛♠❡ ♣❤❛0❡

❛♥❞ ❛♠♣❧✐$✉❞❡✲✇✐0❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ❞✐✛❡.❡♥$ .❡0✉❧$0 ♦♥ $❤❡ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .❛$✐♦✳ ■❢ ✉0✐♥❣

$❤❡ .❛❞✐❛❧ ❞❛$❛✱ $❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐0 ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛$ θ❂✸✵➦ ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛$

θ❂✶✻✺➦✱ ✇❤✐❧❡ ✉0✐♥❣ $❤❡ ✈❛❧✉❡0 ❛$ $❤❡ ✐♥❥❡❝$♦.✱ $❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐0 ❛$ θ❂✾✵➦✱ ❛♥❞

$❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛$ θ❂✷✽✺➦✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉0✐♦♥ ✐0 $❤✉0 $❤❛$ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .❛$✐♦ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥0 0❡❡♠ $♦ ❜❡ ♣.❡0❡♥$✱

✇✐$❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❝❧♦0❡ $♦ ✹✵✪ ✐♥ $❤❡ $✇♦ ❧❡❛♥ ❝❛0❡0✱ ❛♥❞ ✇✐$❤ ❛ ❧❡00❡.

❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦❢ ✶✺✪ ✐♥ $❤❡ .✐❝❤❡0$ ❝❛0❡✳ ❙✐♥❝❡ $❤❡ ❛✈❡.❛❣❡ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .❛$✐♦

✇❛0♥✬$ .❡$.✐❡✈❡❞ ✉0✐♥❣ $❤✐0 ♠❡$❤♦❞ ❤♦✇❡✈❡.✱ $❤❡0❡ .❡0✉❧$0 ❛.❡ 0✉❜❥❡❝$ $♦ ❝❛✉$✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡$❤♦❞ ✐♥ ✐$0❡❧❢ ✐0 0♦✉♥❞✱ ❜✉$ ✉♥❢♦.$✉♥❛$❡❧② $❤❡ ❱ 0❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ✢❛♠❡ ❣✐✈❡0

✐♥ $❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉.♥❡. ❛ ✇❡❛❦ ❞✐✛❡.❡♥$✐❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❢.❡0❤ ❛♥❞ ❜✉.♥$ ❣❛0❡0 ❛$

$❤❡ ❧✐♠✐$ ♦❢ $❤❡ ❖❘❩✳ ❲✐$❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉.❛$✐♦♥ ♣.♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ▼ ✢❛♠❡✱ ✇❤❡.❡ $❤❡

✢❛♠❡ ✐0 ❛❧✇❛②0 ♣.❡0❡♥$ ❛$ $❤❡ ❧✐♠✐$0 ♦❢ ❜♦$❤ ■❘❩ ❛♥❞ ❖❘❩✱ 0✉❝❤ ❛ ♠❡$❤♦❞

0❤♦✉❧❞ ✇♦.❦✳ ❚❤✐0 0$.❛$❡❣② ✇♦✉❧❞ $❤❡♥ ❛❧❧♦✇ $♦ ✉0❡ $❤❡ ❛❜0♦.♣$✐♦♥ ❞✐❛❣♥♦0$✐❝

✐♥ ❝❛0❡0 0✉❝❤ ❛0 $❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉.♥❡. ♣.❡0❡♥$❡❞ ❤❡.❡✱ ✇✐$❤♦✉$ ❛ ♣❧❡♥✉♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣

$♦ ♠❛❦❡ $❤❡ ♠❡❛0✉.❡♠❡♥$ ❛$ ❛ ✜①❡❞ ❧❡♥❣$❤ ♦❢ ♣.❡♠✐①❡❞ ❣❛0❡0✳ ❆0 $❤✐0 ❦✐♥❞ ♦❢

❝♦♥✜❣✉.❛$✐♦♥ ✇✐$❤♦✉$ ❛ ♣❧❡♥✉♠ ✐0 ❝❧♦0❡. $♦ ♠♦0$ ✐♥❞✉0$.✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥0✱ $❤✐0

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦.$❛♥$ 0$❡♣ $♦✇❛.❞0 ♠❡❛0✉.✐♥❣ ❡C✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .❛$✐♦ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥0

❛$ ❤✐❣❤ ❢.❡C✉❡♥❝②✳

✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❚❤✐0 ❝❤❛♣$❡. ❞❡0❝.✐❜❡❞ $❤❡ ♠❡$❤♦❞ ❛❞♦♣$❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ♣❤❛0❡ ❛✈❡.❛❣❡ ♦❢ $❤❡

✈❛.✐♦✉0 ♣❤②0✐❝❛❧ C✉❛♥$✐$✐❡0 .❡❧❡✈❛♥$ $♦ ❛ ❜❡$$❡. ❝♦♠♣.❡❤❡♥0✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥0$❛❜✐❧✐$②

♣.❡0❡♥$ ✐♥ $❤❡ ❈❊❙❆▼ ❜✉.♥❡.✳ ❆0 ♥♦$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❞❡0❝.✐♣$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❛❧❣♦.✐$❤♠

✉0❡❞✱ ❝❛.❡ ♠✉0$ ❜❡ $❛❦❡♥ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦0✐♥❣ $❤❡ ♣❛.❛♠❡$❡.0 ♦❢ $❤❡ ♣❤❛0❡ ❛✈❡.❛❣❡✿

$♦♦ ♠✉❝❤ ✜❧$❡.✐♥❣ ♦❢ $❤❡ .❡❢❡.❡♥❝❡ 0✐❣♥❛❧ ✇✐❧❧ .❡0✉❧$ ✐♥ ❝❤❛♥❣❡0 ✐♥ $❤❡ .❡♣❛.$✐$✐♦♥

♦❢ $❤❡ ♠❡❛0✉.❡♠❡♥$0✱ 0✐♥❝❡ $❤❡ ❝②❝❧❡0 ❛.❡ ♥♦$ ❞❡$❡❝$❡❞ ♣.♦♣❡.❧②✳ ❈❛.❡ ♠✉0$

❛❧0♦ ❜❡ $❛❦❡♥ ✇❤❡♥ ✐♥$❡.♣.❡$✐♥❣ $❤❡ .❡0✉❧$0✿ ❛♥② ♠♦❞❡ ✇✐$❤ ❛ ❢.❡C✉❡♥❝② ❝❧♦0❡

$♦ $❤❡ ❢.❡C✉❡♥❝② ❝❤♦0❡♥ ❢♦. $❤❡ ♣❤❛0❡ ❛✈❡.❛❣❡✱ ✐$0 ❤❛❧❢ ♦. ✐$0 ❞♦✉❜❧❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡

❛♥ ✐♠♣❛❝$ ♦♥ $❤❡ .❡0✉❧$0 ♦❜$❛✐♥❡❞✳

■♥ $❤❡ ♣.❡0❡♥$ ❝❛0❡✱ $❤❡ ❝②❝❧❡0 ❡①❤✐❜✐$ ✈❛.✐❛$✐♦♥0 ✐♥ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❞✉.✐♥❣ ❛♥② ❣✐✈❡♥

$❡0$ .✉♥✱ 0♦ $❤❡ ❛✈❡.❛❣✐♥❣ ✐0 $♦ ❜❡ ✐♥$❡.♣.❡$❡❞ ✇✐$❤ 0♦♠❡ ❝❛✉$✐♦♥✳ ❖✈❡.❛❧❧✱

$❤❡ ❝❛0❡0 φ❂✵✳✼✹ ❛♥❞ ✵✳✽✷ ♣.❡0❡♥$ 0✐♠✐❧❛. 0$.✉❝$✉.❡ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡
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"♦ ❧♦♦❦ ❢♦' ❝♦❤❡'❡♥" ,"'✉❝"✉'❡, ✐♥,✐❞❡ "❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ,❡❡♥ ❛, ❛ ,❡'✐❡, ♦❢

♠♦❞❡,✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ ❣✐✈❡ "❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ ,✐❣♥❛❧ ✉,❡❞ "♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦✲

,✐"✐♦♥✳ ❆ ❝❧❛,,✐❝ ♠❡"❤♦❞ "♦ ❧♦♦❦ ❢♦' "❤❡,❡ ❝♦❤❡'❡♥" ,"'✉❝"✉'❡,✱ "❤❡'❡❛❢"❡' ❝❛❧❧❡❞

♠♦❞❡,✱ ✐, "❤❡ >❖❉✱ ❛♥❞ ✇❛, ❞❡,❝'✐❜❡❞ ❜'✐❡✢② ✐♥ "❤❡ ■♥"'♦❞✉❝"✐♦♥ ✭♣✳ ✶✶✮✳ ❚❤❡

❛❧❣♦'✐"❤♠ ✉,❡❞ ✐♥ "❤❡ >❖❉ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥, ♣'❡,❡♥"❡❞ ✐♥ "❤✐, ,"✉❞② ✐, ❞❡"❛✐❧❡❞ ❤❡'❡✳

❚❤❡ >❖❉ ♠♦❞❡, ❛'❡ ❝♦♠♣✉"❡❞ ,♦ "❤❛" "❤❡ ♠♦❞❛❧ ❜❛,❡ ✐, ♦'"❤♦❣♦♥❛❧✱ ❛♥❞

♦♣"✐♠✐③❡❞ ❜② "❤❡✐' ❡♥❡'❣② ❝♦♥"❡♥"✳ ▼♦'❡ ♣'❡❝✐,❡❧②✱ ✐❢ ❛ ,❡'✐❡, ♦❢ ♥ ♠❡❛,✉'❡♠❡♥",

v1 · · · vn ✐, ❝♦♥,✐❞❡'❡❞✱ "❤❡ >❖❉ ❞❡❝♦♠♣♦,✐"✐♦♥ ❣✐✈❡, ❛ ,❡'✐❡, ♦❢ ♠♦❞❡, φPOD,i✱
,✉❝❤ ❛,✿

vj =
∑

i φPOD,i × ai,j ✭✹✳✶✮

✇✐"❤ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ φPOD,i ♦'"❤♦❣♦♥❛❧ "♦ "❤❡ ♦"❤❡',✳ ■♥ "❤❡ ♣'❡,❡♥" ,"✉❞②✱ "❤❡

♠♦❞❡, ✇❡'❡ ❝♦♠♣✉"❡❞ ✉,✐♥❣ "❤❡ ,♥❛♣,❤♦" ♠❡"❤♦❞✱ ✇✐"❤ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,"❡♣,✿

❼ "❤❡ ,♥❛♣,❤♦", v1 · · · vn ❛'❡ ❛,,❡♠❜❧❡❞ ✐♥ ❛ ,✐♥❣❧❡ ♠❛"'✐① V n
1 ✳

❼ "❤❡ ❝♦''❡❧❛"✐♦♥ ♠❛"'✐① R ✐, ❝♦♠♣✉"❡❞✿

R = V n′
1 × V n

1 ✭✹✳✷✮

✳

❼ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝"♦' ♦❢ R ❛'❡ ❝♦♠♣✉"❡❞✳ ❚❤❡② ❛'❡ "❤❡♥ ,♦'"❡❞

✐♥ ❞❡,❝❡♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡,✿ "❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝♦''❡,♣♦♥❞, "♦ "❤❡ ❡♥❡'❣② ❝♦♥"❡♥" ♦❢

"❤❡ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ,♦ ♠♦❞❡, ❝♦''❡,♣♦♥❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ❤✐❣❤❡," ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛'❡ "❤❡

♠♦," ✐♠♣♦'"❛♥" ✐♥ "❤❡ ,✐❣♥❛❧✬, ❞❡,❝'✐♣"✐♦♥✳

❼ ❚❤❡ ♠♦❞❡, ❛'❡ "❤❡ ❝♦❧✉♠♥, ♦❢ "❤❡ ♠❛"'✐① φPOD✱ ❞❡'✐✈❡❞ ❢'♦♠ "❤❡ ,♥❛♣,✲

❤♦" ♠❛"'✐① ❛♥❞ "❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝"♦' ♠❛"'✐① U ✿

φPOD = V n
1 × U ✭✹✳✸✮

❼ ❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ ♠❛"'✐① A ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ "❤❡ "❡♠♣♦'❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥", ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡

✐, ❝♦♠♣✉"❡❞✿

A = φ′POD × V n
1 ✭✹✳✹✮

❖♥❝❡ "❤✐, ❛❧❣♦'✐"❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛ ,❡'✐❡, ♦❢ ♠♦❞❡, φPOD,i ✇✐"❤ "❤❡✐' ❝♦''❡,♣♦♥❞✐♥❣

"✐♠❡ ❡✈♦❧✉"✐♦♥ ✈❡❝"♦' ai,j ❛'❡ ♦❜"❛✐♥❡❞✳ ■♥ "❤✐, ♣❛'"✐❝✉❧❛' ,"✉❞②✱ "❤❡ >❖❉ ✇❛,

❛♣♣❧✐❡❞ ❛❢"❡' '❡♠♦✈✐♥❣ ✐", ❛✈❡'❛❣❡ ❢'♦♠ "❤❡ ✐♠❛❣❡ ,❡"✿ "❤✐, ✐, "♦ ♣'❡✈❡♥" "❤❡

❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ ❞✉'✐♥❣ "❤❡ >❖❉ ❛❧❣♦'✐"❤♠✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡ ❤❛, ❛♥

❡♥❡'❣② ✈❛❧✉❡ ❛""❛❝❤❡❞✱ ❛♥❞ "❤❡✐' '❡❧❛"✐✈❡ ✐♠♣♦'"❛♥❝❡ ❝❛♥ "❤✉, ❜❡ ❛,,❡,,❡❞✳

❆, ✐♥❞✐❝❛"❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥"'♦❞✉❝"✐♦♥✱ "❤✐, ♠❡"❤♦❞ ❤❛, ,♦♠❡ ❞'❛✇❜❛❝❦, ❞✉❡ "♦ "❤❡

❝♦♥,"'❛✐♥", ✐♠♣♦,❡❞ "♦ "❤❡ ♠♦❞❡,✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣'♦❜❧❡♠ '❡♠❛✐♥, ✐♥"❡'♣'❡"✐♥❣

"❤❡ ❞②♥❛♠✐❝, ❢♦' ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✿ "❤❡ "❡♠♣♦'❛❧ ❡✈♦❧✉"✐♦♥ ❢♦' ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡ ✐,

♥♦" '❡,"'✐❝"❡❞ "♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢'❡O✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❛, ,✉❝❤ ,♦♠❡ ♠♦❞❡, ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡①

❝♦♥"❡♥" ✐♥ "❤❡ ❢'❡O✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❆ >❖❉ ❛♥❛❧②,✐, ✇✐❧❧ "❤✉, ❣✐✈❡ ❛ ,❡'✐❡, ♦❢ i



❈❤❛♣$❡& ✹ ✲ ❋!♦♠ ❍✐❣❤ (♣❡❡❞ ❞✐❛❣♥♦(.✐❝( .♦ ❢❧❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝(✿ .❤❡

❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦(✐.✐♦♥

✶✶✼

♠♦❞❡& ❝♦♥&✐&*✐♥❣ ♦❢ ❛ &♣❛*✐❛❧ &❤❛♣❡ φPOD,i✱ ✇✐*❤ *❡♠♣♦3❛❧ ❛♠♣❧✐*✉❞❡& ai,j ❢♦3

❡❛❝❤ ♦❢ *❤❡ j &♥❛♣&❤♦*&✳ ■❢ ❛ ✢✉❝*✉❛*✐♦♥ ♦❝❝✉3& ❛* ❛ &✐♥❣❧❡ ❢3❡8✉❡♥❝② ffluct✱ *❤❡♥
❛ :❙❉ ❛♥❛❧②&✐& ♦❢ *❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*& a1,j ♦❢ *❤❡ ♠♦&* ❡♥❡3❣❡*✐❝ ♠♦❞❡ ✭✐❣♥♦3✐♥❣

*❤❡ ♠♦❞❡ ❣✐✈✐♥❣ *❤❡ &✐❣♥❛❧✬& ❛✈❡3❛❣❡✮ ✐& ❡①♣❡❝*❡❞ *♦ ❡①❤✐❜✐* ❛ &*3♦♥❣ ♣❡❛❦ ❛*

*❤❛* ❢3❡8✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♦*❤❡3 ♠♦❞❡& ♠❛② ❛❧&♦ ❤❛✈❡ &*3♦♥❣ ♣❡❛❦ ❛* *❤❛* ❢3❡8✉❡♥❝②✳

❚❤✐& ✐& ♣❛3*✐❝✉❧❛3❧② *❤❡ ❝❛&❡ ✐❢ ❛ ❝♦❤❡3❡♥* &*3✉❝*✉3❡ ✐& ❝♦♥✈❡❝*❡❞ ✐♥ *❤❡ &✐❣♥❛❧✱

❛& *✇♦ ♠♦❞❡& φPOD,i ❛3❡ *❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞ *♦ ❞❡&❝3✐❜❡ *❤✐& ❝♦♥✈❡❝*✐♦♥✳ ❲❤❡♥

✢✉❝*✉❛*✐♦♥& ❛* &❡✈❡3❛❧ ❞✐✛❡3❡♥* ❢3❡8✉❡♥❝✐❡& ♦❝❝✉3 &✐♠✉❧*❛♥❡♦✉&❧② ❤♦✇❡✈❡3✱ *❤❡

❞✐✛❡3❡♥* ♠♦❞❡& ♠❛② ♦3 ♠❛② ♥♦* ❝♦♠❜✐♥❡ ❝♦♥*❡♥* ♦3✐❣✐♥❛*✐♥❣ ❛* *✇♦ ❞✐✛❡3❡♥*

❢3❡8✉❡♥❝✐❡&✱ ♠❛❦✐♥❣ *❤❡ ✐♥*❡3♣3❡*❛*✐♦♥ ♠♦3❡ ❞✐✣❝✉❧*✳

✹✳✷ ❘❡%✉❧(% ♦❢ (❤❡ ,❖❉ ♦♥ ❡①♣❡2✐♠❡♥(❛❧ ❞❛(❛

❚❤❡ 3❡&✉❧*& ♣3❡&❡♥*❡❞ *❤❡3❡❛❢*❡3 ✇❡3❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ ✉&✐♥❣ ✸✷ &❡*& ♦❢ ✹✵✵ ✐♠❛❣❡&

&❡3✐❡& ❢♦3 ❡❛❝❤ ❡8✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 3❛*✐♦✳ ❚❤❡&❡ &♣❡❝✐✜❝ ✐♠❛❣❡ &❡*& ❛3❡ *❤❡ &❛♠❡ ❛&

*❤♦&❡ *❤❛* ✇✐❧❧ ❜❡ ✉&❡❞ *♦ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ❉▼❉ ❧❛*❡3 ✐♥ *❤✐& ❝❤❛♣*❡3✱ ❛♥❞ ❝❛♥

&❡3✈❡ ❛& ❛ ❜❛&✐& ❢♦3 ❝♦♠♣❛3✐&♦♥✳

❋✐3&*✱ *❤❡ &*3✉❝*✉3❡ ♦❢ *❤❡ *✇♦ ♠♦&* ❡♥❡3❣❡*✐❝ ♠♦❞❡& ❢3♦♠ *❤❡ :❖❉ 3❡&✉❧*&

❢♦3 ❡❛❝❤ ❡8✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 3❛*✐♦ ❢♦3 ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ :❖❉ ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥ ✐& ♣3❡&❡♥*❡❞ ✐♥ *❤❡

✜❣✉3❡ ✹✳✶✳ ■♥ *❤❡ φ❂✵✳✼✹ ❝❛&❡✱ *❤❡ ✜3&* ♥❡❣❛*✐✈❡ ♣❛**❡3♥ ✐♥ *❤❡ ✜3&* ♠♦❞❡ ✐&

❛* z❂✶✵✲✹✵ ♠♠✱ ✇✐*❤ ❛ ♣♦&✐*✐✈❡ ♣❛**❡3♥ ❢♦3 z❂✹✵✲✽✵ ♠♠ ❛♣♣3♦①✐♠❛*❡❧②✳ ❚❤❡

&❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ♦♥ *❤❡ ♦*❤❡3 ❤❛♥❞✱ ❡①❤✐❜✐*& ❛ ♥❡❣❛*✐✈❡ ✢✉❝*✉❛*✐♦♥ ❢♦3 z❂✵✲✸✵

♠♠✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦&✐*✐✈❡ ♦♥❡ ❢♦3 z❂✸✵✲✻✵ ♠♠✳ ❙✐♠✐❧❛3❧②✱ ✐♥ *❤❡ φ❂✵✳✾✹ ❝❛&❡✱ ❛

♣♦&✐*✐✈❡ ♣❛**❡3♥ ❢♦3 z❂✶✺✲✸✺ ♠♠ ✐& ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛*✐✈❡ ♣❛**❡3♥ ❢♦3 z❂✹✵✲✻✵

♠♠ ✐♥ *❤❡ ✜3&* ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❧❡ *❤❡ &❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ❤❛& *❤❡♠ ❛* z❂✵✲✷✵ ♠♠ ❛♥❞

z❂✸✵✲✺✵ ♠♠ 3❡&♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ❚❤✐& ♠❡❛♥& *❤❛* ❢♦3 ❛❧❧ *❤3❡❡ ❡8✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 3❛*✐♦&✱ *❤❡

✜3&* *✇♦ ♠♦❞❡& ❞❡&❝3✐❜❡ *❤❡ ❝♦♥✈❡❝*✐♦♥ ♦❢ ❛ &✐♥❣❧❡ &*3✉❝*✉3❡✳ ❆& *❤✐& ♠♦❞❡ ✇❛&
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#❤❡ ❲❡❧❝❤ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥✱ 1❡2✉❧#✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢1❡5✉❡♥❝② 1❡2♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ ✷✼✳✸✼ ❍③ ✉2✐♥❣

#❤1❡❡ ♣❡1✐♦❞♦❣1❛♠2✳ ❋♦1 ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ✱ ✸✷ ❞✐✛❡1❡♥# @❖❉ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥2
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♣1❡2❡♥#❡❞ ✐♥ ✜❣✉1❡ ✹✳✸ ❛1❡ #❤❡ ❛✈❡1❛❣❡❞ 2♣❡❝#1❛ ♦❢ #❤❡ ❝♦11❡2♣♦♥❞✐♥❣ @❙❉

❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥2✳ ❋♦1 ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ✱ #❤❡ ❛♠♣❧✐#✉❞❡ ✐♥ ❞❇ ✐2 ♦❜#❛✐♥❡❞ ❜②

#❛❦✐♥❣ 10log10 ♦❢ #❤❡ @❙❉ ❛♠♣❧✐#✉❞❡✱ ♥♦1♠❛❧✐③❡❞ ❜② #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐#✉❞❡

♦♥ #❤❡ 2♣❡❝#1❛ ✭#❤✉2 #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐2 ✵✮✳ ❚❤❡2❡ 1❡2✉❧#2 2❤♦✇ #❤❛# ✐❢ #❤❡

✜12# #✇♦ @❖❉ ♠♦❞❡2 ❢♦1 ❡❛❝❤ ❡5✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 1❛#✐♦ ❞❡2❝1✐❜❡ ❛ ✈❛1✐❛#✐♦♥ ❛# #❤❡

✐♥2#❛❜✐❧✐#② ❢1❡5✉❡♥❝②✱ ✐# ✐2 ♥♦# #❤❡ ♦♥❧② ❢1❡5✉❡♥❝② ♣1❡2❡♥#✳ ❆♥❞ ❡✈❡♥ #❤♦✉❣❤
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'✐♦♥✱ ✇✐'❤ '❤❡ ❝♦..❡"♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥"✐♦♥"✳

❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦/✐+✐♦♥ ✐/ ❛ ❧✐♥❡❛3 ❛♣♣3♦①✐♠❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♦❜/❡3✈❡❞

/②/+❡♠✱ ❛♥❞ ✐+ /✉♣♣♦/❡/ +❤❛+ +❤❡3❡ ✐/ ❛ ❝♦♥/+❛♥+ ♠❛+3✐①A ❧✐♥❦✐♥❣ +❤❡ ❝♦♥/❡❝✉+✐✈❡

/♥❛♣/❤♦+/✿

∀i vi+1 = Avi

V n
2 = AV n−1

1

✭✹✳✻✮

❙✐♥❝❡ A ✐/ ❝♦♥/✐❞❡3❡❞ ❛/ ❛ ❝♦♥/+❛♥+✱ +❤❡ ♠❡❛/✉3❡♠❡♥+ ❝❛♥ +❤❡♥ ❜❡ ❡①♣3❡//❡❞ ❛/

❛ ❑3②❧♦✈ /❡>✉❡♥❝❡✿

V n
1 = {v1, Av1, · · · , An−1v1} ✭✹✳✼✮

❆/ ♦♥❡ ❝❛♥ /❡❡✱ +❤✐/ ✈❡3/✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❉▼❉ 3❡>✉✐3❡/ ❛ +❡♠♣♦3❛❧ 3❡/♦❧✉+✐♦♥ ❤✐❣❤❡3

+❤❛♥ +❤❡ ❢3❡>✉❡♥❝② ♦❢ +❤❡ ♦❜/❡3✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■+ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❝❤♠✐❞

✭✷✵✶✵✮ +❤❛+ +♦ ❜❡ ❛❜❧❡ +♦ ♦❜+❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉3❛❝② ✐♥ +❤❡ 3❡/✉❧+/✱ ❛ /❛♠♣❧✐♥❣

❢3❡>✉❡♥❝② ♦❢ ❛+ ❧❡❛/+ +❤3❡❡ +✐♠❡/ +❤❡ ◆②>✉✐/+ ❝3✐+❡3✐♦♥ ✐/ ♥❡❝❡//❛3②✳ ❚❤✐/ ♠❡❛♥/

+❤❛+ ✐♥ +❤✐/ /+✉❞②✱ ✐+/ ✉/❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♠✐+❡❞ +♦ +❤❡ ❛♥❛❧②/✐/ ♦❢ ❤✐❣❤ /♣❡❡❞ ❝❛♠❡3❛

✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ +❤❡ /✐♠✉❧+❛♥❡♦✉/❧② ❛❝>✉✐3❡❞ ♣3❡//✉3❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❧✉♠✐♥❡/❝❡♥❝❡

/✐❣♥❛❧/✳ ■+ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦+❡❞ ❤♦✇❡✈❡3✱ +❤❛+ 3❡❝❡♥+ ❡✛♦3+/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ +♦

❛❧❧♦✇ +❤❡ ✉/❡ ♦❢ +❤❡ ❉▼❉ ♣3✐♥❝✐♣❧❡ ♦♥ ❞❛+❛ /❡+/ +❤❛+ ❞♦ ♥♦+ /❛+✐/❢② +❤✐/ ❤✐❣❤

❛❝>✉✐/✐+✐♦♥ ❢3❡>✉❡♥❝② ❝3✐+❡3✐♦♥ ✭❚✉ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✮✱ ♦3 ❡✈❡♥ ✇✐+❤ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦3♠❧②

/❛♠♣❧❡❞ ❞❛+❛ ✭▲❡3♦✉① ❛♥❞ ❈♦3❞✐❡3 ✭✷✵✶✻✮✮✱ +❤✉/ ❛❧❧❡✈✐❛+✐♥❣ +❤✐/ ❧✐♠✐+❛+✐♦♥✳



✶✷✻

❈❤❛♣$❡& ✹ ✲  !✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦!✐,❤♠ ♦❢ ,❤❡ ❉▼❉

❙✐♥❝❡ (❤❡ ♠❛(,✐① A ❝♦♥(❛✐♥/ ❛❧❧ (❤❡ ✐♥❢♦,♠❛(✐♦♥ ♦♥ (❤❡ /②/(❡♠✬/ ❞②♥❛♠✐❝/✱

(❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ (❤❡ ❉▼❉ ✐/ (♦ ❡①(,❛❝( (❤❡ ,❡❧❡✈❛♥( ✐♥❢♦,♠❛(✐♦♥ ✭❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡/ ❛♥❞

❡✐❣❡♥✈❡❝(♦,/✮ ❢,♦♠ ✐(✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✐♥ ♣,❛❝(✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥/ ✇❤❡,❡ (❤❡ ❞❛(❛ /❡( ✐/
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❛ /♠❛❧❧❡, ♠❛(,✐① (❤❛( ❤❛/ (❤❡ /❛♠❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝(♦,/ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡/ ♠✉/( ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❙❡✈❡,❛❧ ♠❡(❤♦❞/ ❡①✐/(✱ ❜✉( (❤❡ ♦♥❡ ✉/❡❞ ✐♥ (❤✐/ /(✉❞② ✐/ ❜❛/❡❞ ♦♥ (❤❡ ♠❡(✲

❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❝❤♠✐❞ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥ (❤✐/ ❛♣♣,♦❛❝❤✱ ✜,/( (❤❡ /✐♥❣✉❧❛, ✈❛❧✉❡

❞❡❝♦♠♣♦/✐(✐♦♥ ♦❢ V n−1
1 ✐/ ❝♦♠♣✉(❡❞✿

V n−1
1 = UΣW ∗

✭✹✳✽✮

✇✐(❤ V n−1
1 ❛ m × (n − 1) ♠❛(,✐①✱ U ✐/ m × m✱ Σ ✐/ m × (n − 1) ❛♥❞ W ∗

✐/

(n− 1)× (n− 1)✳ ❇② ,❡✲✐♥❥❡❝(✐♥❣ (❤✐/ ❡①♣,❡//✐♦♥ ♦❢ V n−1
1 ✐♥ (❤❡ ❜❛/✐❝ ❡M✉❛(✐♦♥

✹✳✻✱ ❛♥❞ ,❡❛,,❛♥❣✐♥❣ (❤❡ ❡①♣,❡//✐♦♥✱ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡M✉❛(✐♦♥ ✐/ ♦❜(❛✐♥❡❞✿

U∗AU = U∗V n
2 WΣ−1 = S̃ ✭✹✳✾✮

❚❤✐/ (n− 1)× (n− 1) ♠❛(,✐① S̃ ❝❛♥ (❤✉/ ❛❧/♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉(❡❞ ❢❛✐,❧② ❞✐,❡❝(❧② ❢,♦♠

(❤❡ ❞❛(❛ /❡( ❛♥❞ /✐♥❝❡ (❤❡ (✇♦ ♠❛(,✐❝❡/ S̃ ❛♥❞ A ❛,❡ /✐♠✐❧❛,✱ (❤❡② ❤❛✈❡ (❤❡ /❛♠❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡/✳ ❚❤❡/❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡/ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡/ Y ❛♥❞ Λ ♦❢ S̃ ❛,❡ ❝♦♠♣✉(❡❞✱

❣✐✈✐♥❣ ❛❢(❡, ,❡✲✐♥❥❡❝(✐♦♥ ❛♥❞ ,❡❛,,❛♥❣❡♠❡♥( ♦❢ ❡M✉❛(✐♦♥ ✹✳✾✿

V n
2 = (UY )ΛY −1ΣW ∗ = ΨΛB ✭✹✳✶✵✮

❯/✐♥❣ (❤❡ ❧❛/( ♥♦(❛(✐♦♥ ❢♦, (❤✐/ ❞❡❝♦♠♣♦/✐(✐♦♥✱ (❤❡ ✐♥✐(✐❛❧ ❞❛(❛ /❡( ✐/ ❞❡❝♦♠♣♦/❡❞

✐♥(♦ ❛ /❡,✐❡/ ♦❢ n − 1 ♠♦❞❡/ ✇✐(❤ (❤,❡❡ ❞✐/(✐♥❝( ❝♦♠♣♦♥❡♥(/✱ ❛/ ❞❡/❝,✐❜❡❞ ✐♥

✜❣✉,❡ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ✐

 ❤

♠♦❞❡ ✐/ ❞❡/❝,✐❜❡❞ ❜②✿

❼ ✐(/ /♣❛(✐❛❧ /❤❛♣❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡ ✐

 ❤

❝♦❧✉♠♥ ♦❢ Ψ✱ ψi✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤

♠♦❞❡ ✐/ ❝♦♠♣✉(❡❞ /♦ (❤❛( ✐(/ L2 ♥♦,♠ ✐/ ✶✳

❼ ✐(/ (❡♠♣♦,❛❧ ❢,❡M✉❡♥❝② λi = log(µiFs)✱ ✇✐(❤ µi = Λi,i ❛♥❞ Fs (❤❡ /❛♠♣❧✐♥❣

❢,❡M✉❡♥❝②✳ Q❧❡❛/❡ ♥♦(❡ (❤❛( /✐♥❝❡ λi ✐/ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡,✱ ✐( ❣✐✈❡/ ❜♦(❤ ❛

♠♦❞❡ ❢,❡M✉❡♥❝② fi ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥(✐❛❧ ❞❡❝,❡❛/❡ ,❛(❡✳

❼ ✐(/ (❡♠♣♦,❛❧ ❡✈♦❧✉(✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡ ✐

 ❤

❧✐♥❡ ♦❢ B✳ ❙✐♥❝❡ (❤❡ /♣❛(✐❛❧ /❤❛♣❡/

ψi ❛,❡ ♥♦,♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ (❤❡ L2 ♥♦,♠✱ ✐( ❛❧/♦ ❝♦♥(❛✐♥/ ✐♥❢♦,♠❛(✐♦♥ ♦♥ (❤❡

,❡❧❛(✐✈❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡/ ♦❢ (❤❡ ♠♦❞❡/✳

❙✐♥❝❡ (❤❡ ♠❛(,✐① B ❝♦♥(❛✐♥/ ❜♦(❤ (❤❡ ,❡❧❛(✐✈❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ♦❢ (❤❡ ♠♦❞❡/ ❛❧♦♥❣/✐❞❡

(❤❡ (❡♠♣♦,❛❧ ✢✉❝(✉❛(✐♦♥/✱ ❛ /♦❧✉(✐♦♥ ♠✉/( ❜❡ ❢♦✉♥❞ (♦ ❡①(,❛❝( (❤❡ ,❡❧❛(✐✈❡

❛♠♣❧✐(✉❞❡ ♦❢ (❤❡ ♠♦❞❡/ ❛❧♦♥❡✳ ■♥ ♦,❞❡, (♦ ❞♦ /♦✱ ❛♥♦(❤❡, ❞❡❝♦♠♣♦/✐(✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ (❤❡ ❧✐(❡,❛(✉,❡ ✭❏♦✈❛♥♦✈✐➣ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✮ ❛♥❞ ✐/ ♣❛,(✐❝✉❧❛,❧② ✉/❡❢✉❧

✇❤❡♥ (,②✐♥❣ (♦ ❜✉✐❧❞ ,❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧/ ✭✐✳❡✳ ,❡❝♦♥/(,✉❝(✐♦♥/ ✇✐(❤ ♦♥❧② (❤❡ ♠♦/(

✐♠♣♦,(❛♥( ♠♦❞❡/✮✳ ❚❤✐/ ❞❡❝♦♠♣♦/✐(✐♦♥ ✐/ ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦,♠✿

V n
2 = ΨDαVand ✭✹✳✶✶✮

✇✐(❤✿



❈❤❛♣$❡& ✹ ✲ ❋!♦♠ ❍✐❣❤ (♣❡❡❞ ❞✐❛❣♥♦(.✐❝( .♦ ❢❧❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝(✿ .❤❡

❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦(✐.✐♦♥

✶✷✼

❼ Ψ #❤❡ &❛♠❡ ♠❛#)✐① ❛& ❜❡❢♦)❡✱ ❣✐✈✐♥❣ #❤❡ &♣❛#✐❛❧ &❤❛♣❡ ♦❢ #❤❡ ♠♦❞❡&✳

❼ Dα ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛#)✐① ❝♦♥#❛✐♥✐♥❣ #❤❡ )❡❧❛#✐✈❡ ❛♠♣❧✐#✉❞❡& αi ♦❢ ❛❧❧ #❤❡

♠♦❞❡& ❛# #❤❡ ✜)&# #✐♠❡ &#❡♣✳

❼ Vand ❛ ❱❛♥❞❡)♠♦♥❞❡ ♠❛#)✐① ❞❡&❝)✐❜✐♥❣ #❤❡ #❡♠♣♦)❛❧ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡

♠♦❞❡&✳

❇② ❝♦♥&#)✉❝#✐♦♥✱ #❤❡ ❱❛♥❞❡)♠♦♥❞❡ ♠❛#)✐① ✐&✿

Vand =



















1 µ1 · · · µn−21 µn−11

1 µ2 · · · µn−22 µn−12
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

1 µn−1 · · · µn−1n−1



















✭✹✳✶✷✮

❚❤✐& ❡♥&✉)❡& #❤❛# #❤❡ #❡♠♣♦)❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ✐& )❡&♣❡❝#❡❞✱ ❛♥❞ #❤❛#

#❤❡ )❡❧❛#✐✈❡ ❛♠♣❧✐#✉❞❡& αi ❛# #❤❡ ✜)&# #✐♠❡ &#❡♣ ♦❢ #❤❡ ♠♦❞❡& ❛)❡ ♦♥❧② ❝♦♥#❛✐♥❡❞

✐♥ #❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ #❡)♠& ♦❢ Dα✳

■♥ #❤❡ ♣)❡&❡♥# &#✉❞②✱ #❤❡ ❛♠♣❧✐#✉❞❡& ♦❢ #❤❡ ✈❛)✐♦✉& ♠♦❞❡& ❛)❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❜②

&✐♠♣❧② ✉&✐♥❣ #❤❡ ♣&❡✉❞♦✲✐♥✈❡)&❡ ♦❢ Vand ❛♥❞ #❤❡ ♠❛#)✐❝❡& ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ #❤❡

✜)&# ❞❡&❝)✐❜❡❞ ❉▼❉ ❛❧❣♦)✐#❤♠✿

V N
2 = ΨDαVand = ΨΛB ⇒ Dα = ΛBV −1and ✭✹✳✶✸✮

❍♦✇❡✈❡)✱ ♠♦)❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣)♦❛❝❤❡& #♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ αi ❝♦❡✣❝✐❡♥#& ❝❛♥ ❜❡

✉&❡❞✱ ❡&♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ #❤❡ ❣♦❛❧ ✐& #♦ ❜✉✐❧❞ ❛ )❡❞✉❝❡❞ ♦)❞❡) ♠♦❞❡❧✱ ❛& ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥

#❤❡ ❛)#✐❝❧❡ #❤❛# ✉&❡❞ #❤❡ ❱❛♥❞❡)♠♦♥❞❡ ❞❡❝♦♠♣♦&✐#✐♦♥ ✭❏♦✈❛♥♦✈✐➣ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✮✳

❚♦ ❜❡##❡) ✈✐&✉❛❧✐③❡ #❤❡ ♠♦❞❡& ❛♥❞ #❤❡✐) )❡♣❛)#✐#✐♦♥✱ ✐# ❝❛♥ ❜❡ ✉&❡❢✉❧ #♦ )❡♣)❡&❡♥#

#❤❡♠ ❛& ❛ &♣❡❝#)✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ &✐♥❝❡ #❤❡ ♠♦❞❡& ❤❛✈❡ ❛ ❢)❡N✉❡♥❝②✱ ❜✉# ❛❧&♦ ❛♥

❛♠♣❧✐#✉❞❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✈❛)② ✐♥ &♣❛❝❡ ✭❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ #❤❡ &♣❛#✐❛❧ &❤❛♣❡ ψi✮✱ ❛ ♥♦)♠ ❢♦)

ψi ♠✉&# ❜❡ ❝❤♦&❡♥✳ ❆& &✉❣❣❡&#❡❞ ✐♥ #❤❡ ♣)❡✈✐♦✉& ❞❡&❝)✐♣#✐♦♥&✱ #❤❡ ❤✐&#♦)✐❝❛❧ L2

♥♦)♠ ✇❛& ❝❤♦&❡♥ ✐♥ #❤✐& ✇♦)❦✳ ❙✐♥❝❡ #❤❡ ❞❛#❛ ✉&❡❞ ✐& ❝♦♠♣♦&❡❞ ♦❢ )❡❛❧ ♥✉♠❜❡)&✱

&❡#& ♦❢ &②♠♠❡#)✐❝❛❧ ♠♦❞❡& ✇✐#❤ )❡&♣❡❝# #♦ #❤❡ ❢)❡N✉❡♥❝② ❛)❡ ♦❜#❛✐♥❡❞✱ ❧✐❦❡

✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ❛ ❋♦✉)✐❡) #)❛♥&❢♦)♠✳ ❋♦) ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ❛# ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦&✐#✐✈❡ ❢)❡N✉❡♥❝② f ✱
#❤❡ &❛♠❡ ♠♦❞❡ ❛♣♣❡❛)& ❛# ❛ ♥❡❣❛#✐✈❡ ❢)❡N✉❡♥❝② −f ✳ ❆& #❤✐& ✐& ♥♦# #❤❡ ❝❛&❡ ❢♦)

♠♦❞❡& ✇✐#❤ ❛ ❢)❡N✉❡♥❝② ♦❢ ✵ ❍③✱ ❝❛)❡ ♠✉&# ❜❡ #❛❦❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉#✐♥❣ &♣❡❝#)❛✳

▼♦)❡ ♣)❡❝✐&❡❧②✱ #❤❡ )❡&✉❧#& ♣)❡&❡♥#❡❞ ❢)♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦))❡&♣♦♥❞ #♦ ❛♥ ❛♠♣❧✐✲

#✉❞❡ ♦❢ 2αi ✇❤❡♥ #❤❡ ❝♦))❡&♣♦♥❞✐♥❣ ❢)❡N✉❡♥❝② ✐& ♥♦♥✲③❡)♦✱ ❛♥❞ ♦❢ αi ❢♦) ❢❂✵ ❍③✳

❆♥♦#❤❡) ♣)♦❜❧❡♠ #♦ #❛❦❡ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ &♣❡❝#)✉♠ )❡♣)❡&❡♥#❛#✐♦♥✱

✐& #❤❡ #❡♠♣♦)❛❧ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ )❡❧❛#✐✈❡ ❛♠♣❧✐#✉❞❡&✳ ❆& ✇)✐##❡♥ ❜❡❢♦)❡✱ #❤❡

❝♦♠♣✉#❡❞ ♠♦❞❡& ❤❛✈❡ ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥#✐❛❧ ❣)♦✇#❤ )❛#✐♦ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ #❤❡

♠♦❞✉❧✉& ♦❢ #❤❡ ❛&&♦❝✐❛#❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ µi✳ ■♥ ♣)❛❝#✐❝❡✱ #❤✐& ❧❡❛❞& #♦ ❛ ♣)♦❜❧❡♠

✇❤❡♥ ❝♦♥&✐❞❡)✐♥❣ ♦♥❧② #❤❡ ✈❛❧✉❡& αi✱ ✇❤✐❝❤ ❛)❡ #❤❡ ❛♠♣❧✐#✉❞❡& ❛# #❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ #❤❡ &✐❣♥❛❧✿ #❤❡ ❉▼❉ ❛❧❣♦)✐#❤♠ #②♣✐❝❛❧❧② ✜♥❞& &❡✈❡)❛❧ &#)♦♥❣❧② ✉♥&#❡❛❞②

♠♦❞❡&✱ ✇✐#❤ ❛ ✈❡)② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❢♦) αi ❜✉# ✇❤✐❝❤ N✉✐❝❦❧② ✈❛♥✐&❤✳ ❖♥ #❤❡



✶✷✽

❈❤❛♣$❡& ✹ ✲  !✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦!✐,❤♠ ♦❢ ,❤❡ ❉▼❉

♦♣♣♦%✐'❡✱ '❤❡ ♠♦❞❡% -❡❧❡✈❛♥' '♦ '❤❡ ✐♥%'❛❜✐❧✐'② ❛-❡ ♥♦' ❡①♣❡❝'❡❞ '♦ ❤❛✈❡ ❛

%'-♦♥❣❧② ✈❛-✐❛'✐♥❣ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ✐♥ ♦✉- ❝❛%❡✳ ■' ✇❛% '❤✉% ❝❤♦%❡♥ ❤❡-❡ '♦ ❝♦♥%✐❞❡-

'❤❡ -❡❧❛'✐✈❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡% ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡% ❛' '❤❡ ❧❛%' '✐♠❡ %'❡♣ '♦ ♦❜'❛✐♥ '❤❡ ♠♦%'

-❡♣-❡%❡♥'❛'✐✈❡ %♣❡❝'-✉♠ ♦❢ '❤❡ %②%'❡♠✬% ❞②♥❛♠✐❝%✳

❚❤❡ ✇❛② '❤❡ ❉▼❉ ❛❧❣♦-✐'❤♠ ✐% ✉%❡❞ '♦ ♦❜'❛✐♥ ❛ %♣❡❝'-✉♠ -❡♣-❡%❡♥'❛'✐✈❡ ♦❢ '❤❡

❞②♥❛♠✐❝% ✐% %✉♠♠❛-✐③❡❞ ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣-❛♠✿

Data Set

DMD
B D

✄
VandD

✄
Vand

Matrix Inversion

: Frequencies Amplitudes:|| i Vand(i,n)||2

❋✐❣✉$❡ ✹✳✼✿ ❈❛❧❝✉❧❛%✐♦♥) ♠❛❞❡ %♦ ♦❜%❛✐♥ ❛ )♣❡❝%/✉♠ ✇✐%❤ %❤❡ ❉▼❉✳

✹✳✸✳✶ ▲✐♠✐'❛'✐♦♥+ ♦❢ '❤❡ ❉▼❉

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞-❛✇❜❛❝❦ ♦❢ '❤❡ ❉▼❉ ❛❧❣♦-✐'❤♠ ✐% ✐'% %❡♥%✐'✐✈✐'② '♦ ♥♦✐%❡✱ ❡%♣❡❝✐❛❧❧②

%✐♥❝❡ ✐' -❡❧✐❡% ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ '❤❡ ❧❛%' ✐♠❛❣❡ ♦❢ '❤❡ %❡' ✉%❡❞ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ '❤❡ ♠♦❞❡%✳

❚❤✐% ♠❛② ♥♦' ❜❡ ❛ ♣-♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ✉%✐♥❣ '❤❡ ❉▼❉ ♦♥ %✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❛'❛✱ ❜✉' ♦♥
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V (1 : m) = Vim

V (m+ 1) = Vp
✭✹✳✶✹✮
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‖Ap(i)‖ = ‖Ψm+1,iαiVand i,n−1‖✳
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♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❢♦)♠ ❛ ❜❛.✐.✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣)♦❥❡❝5✐♦♥. ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ■♥ 5❤❡ ❝❛.❡

♦❢ 5❤❡ ❊①5❡♥❞❡❞ ❉▼❉✱ ❞❛5❛ ❢)♦♠ ♦5❤❡) ✈❛)✐❛❜❧❡. ✐. ✉.❡❞ 5♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛5 ♣❛)5 ♦❢

5❤❡ .✐❣♥❛❧ ❤❛. 5❤❡ ❞②♥❛♠✐❝. ❞❡.❝)✐❜❡❞ ❜② 5❤❡ ♣)❡✈✐♦✉.❧② ❝♦♠♣✉5❡❞ ♠♦❞❡.✳

❆. .❡❡♥ ✐♥ .❡❝5✐♦♥ ✹✳✸✱ 5❤❡ ❉▼❉ ❛❧❣♦)✐5❤♠ ❣✐✈❡. ❢♦) ❛ .❡5 ♦❢ n ❞❛5❛ ♣♦✐♥5.✱ ❛

.❡)✐❡. ♦❢ ♠♦❞❡. ❢)♦♠ 5❤❡ ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦.✐5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ n − 1 ✜).5 ✐♠❛❣❡. V n−1
1 ✱

❛♥❞ n− 1 ❧❛.5 ✐♠❛❣❡. V n
2 ✳ ❚❤✐. ❞❡❝♦♠♣♦.✐5✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣)❡..❡❞ ❛.✿

V n
2 = ΨDαVand = ΨD ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡)❡ Ψ ✐. 5❤❡ ♠❛5)✐① ❝♦♥5❛✐♥✐♥❣ 5❤❡ ♠♦❞❡.✬ .♣❛5✐❛❧ .❤❛♣❡✱ ❛♥❞ D = DαVand ❛

♠❛5)✐① ❝♦♥5❛✐♥✐♥❣ 5❤❡ 5❡♠♣♦)❛❧ ✐♥❢♦)♠❛5✐♦♥✱ ❛. ✇❡❧❧ ❛. ♣❛)5 ♦❢ 5❤❡ ❛♠♣❧✐5✉❞❡

✐♥❢♦)♠❛5✐♦♥✳ ▼♦)❡ ♣)❡❝✐.❡❧②✱ ✐♥ ♦✉) ❝❛.❡✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ψi ❤❛. ❛ ♥♦)♠ ♦❢ ✶✱ .♦ ♦♥❧②

5❤❡ ✐♥❢♦)♠❛5✐♦♥ ♦♥ 5❤❡ .❤❛♣❡ ♦❢ 5❤❡ ♠♦❞❡ ✐. ❝♦♥5❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐5✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦)♠❛5✐♦♥

♦♥ 5❤❡ )❡❧❛5✐✈❡ ❛♠♣❧✐5✉❞❡. ✐. 5❤✉. ❡♥5✐)❡❧② ❝♦♥5❛✐♥❡❞ ✐♥ D 5♦♦✱ ❜✉5 ✐❢ 5❤❡

♠❛5)✐① Ψ ✐. ♥♦5 ♥♦)♠❡❞ ✐5 ❝♦✉❧❞ ❝♦♥5❛✐♥ ♣❛)5 ♦❢ 5❤❡ ✐♥❢♦)♠❛5✐♦♥ ♦♥ 5❤❡ )❡❧❛5✐✈❡

❛♠♣❧✐5✉❞❡. ♦❢ 5❤❡ ♠♦❞❡.✳

❆. ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛5✐♥❣ ❛♥ ❊①5❡♥❞❡❞ K❖❉✱ 5❤❡ ❊①5❡♥❞❡❞ ❉▼❉ ✐. ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦)

♠♦❞❡. ✐♥ 5❤❡ ❞❛5❛ .❡5 Pn2 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐. ❛ ❞✐✛❡)❡♥5 ✈❛)✐❛❜❧❡ ❛❝N✉✐)❡❞ .✐♠✉❧5❛♥❡♦✉.❧②

5♦ 5❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡✳ ❚❤❡.❡ ♠♦❞❡. ❛)❡ ❝♦♥5❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛5)✐① β✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉.5 ✈❡)✐❢②✿

Pn2 = βD ✭✹✳✶✻✮

❚❤❡ ♠♦❞❡. βi ❝♦♥5❛✐♥❡❞ ✐♥ 5❤❡ ❝♦❧✉♠♥. ♦❢ ♠❛5)✐① β 5❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇ 5❤❡ .❛♠❡

❞②♥❛♠✐❝. ❛. 5❤❡ ♠♦❞❡. ψi ❢)♦♠ 5❤❡ ♦)✐❣✐♥❛❧ ❞❛5❛ .❡5✳ ❚❤❡✐) )❡❧❛5✐✈❡ ❛♠♣❧✐5✉❞❡

❤♦✇❡✈❡) ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛. ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ βi ❞♦❡. ♥♦5 ❤❛✈❡ 5❤❡ .❛♠❡ ♥♦)♠✳ ❚❤❡

❛♠♣❧✐5✉❞❡ ❢♦) ❡❛❝❤ ♦❢ 5❤❡ .♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①5❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡. ✐. 5❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛.✿

‖Aext(i)‖ = ‖βi ×Bi,n−1‖2 ✭✹✳✶✼✮

✹✳✺ #$❡❝✐(✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉$❛❝② ♦❢ 0❤❡ ❉▼❉✿ ✈❡$✐✜❝❛0✐♦♥

♦♥ ❛ (②♥0❤❡0✐❝ (✐❣♥❛❧

✹✳✺✳✶ ❙②♥'❤❡'✐❝ ✐♠❛❣❡/ ❣❡♥❡0❛'✐♦♥

■♥ ♦)❞❡) 5♦ ❝♦♥✜)♠ 5❤❡ ♣)❡❝✐.✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉)❛❝② ♦❢ 5❤❡ ❉▼❉ ❛❧❣♦)✐5❤♠✱ ❛♥❞

♠♦)❡ .♣❡❝✐✜❝❛❧❧② 5❤❡ ❢)❡N✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛♠♣❧✐5✉❞❡. ❢♦✉♥❞ ❢♦) 5❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥

♠♦❞❡ ✐♥ 5❤❡ ♣)♦❝❡..❡❞ .✐❣♥❛❧✱ ❛ .②♥5❤❡5✐❝ .✐❣♥❛❧ ✐. ❝)❡❛5❡❞✳ ■5 ✐. ❞❡.✐❣♥❡❞ 5♦

❛♣♣)♦①✐♠❛5❡ 5❤❡ 5②♣❡ ♦❢ ❞❛5❛ 5❤❛5 ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ 5♦ ❜❡ ♣)♦❝❡..❡❞ ❛❢5❡)✇❛)❞.✱ .♦

❝♦♥.✐.5. ✐♥ ❛ .❡)✐❡. ♦❢ ❛)5✐✜❝✐❛❧ ✐♠❛❣❡. ✇✐5❤ 5❤❡ .❛♠❡ .✐③❡ ❛. 5❤♦.❡ ✉.❡❞ ✐♥ 5❤❡

❉▼❉ ✭149× 101 ♣✐①❡❧.✮✱ ✜❧❧❡❞ ❛. ❢♦❧❧♦✇✿

Uij = 12 + 3sin(2 ∗ πft+ 2χiπ) + βij in ”flame”

Uij = 3 + βij in ”ORZ”
✭✹✳✶✽✮
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3❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡3 ❜❡"✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ ❛♥❞ βij ✐! ❛ ♥♦✐!❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥" !❡" ❛! ❛ 3❛♥❞♦♠
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✈❛❧✉❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢♦& %❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ %♦ %❤❡ %&✉❡ ❛✈❡&❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❞✐&❡❝%❧②

❢&♦♠ %❤❡ ✐♠❛❣❡$ ✉$❡❞✮✳ ❋♦& %❤❡ ❡$%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛✈❡&❛❣❡✱ ❝❛&❡ ♠✉$% ❜❡ %❛❦❡♥✿
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■% ❝❛♥ ❜❡ ♥♦%❡❞ ❤♦✇❡✈❡&✱ %❤❛% ✐♥ %❤❡$❡ ♣❛&%✐❝✉❧❛& ❝❛$❡$✱ ✐% ♠✐❣❤% ❜❡ ❜❡%%❡& %♦
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❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥+ +❤♦✇❡❞ '❤❛' ♦♥ ❛❧❧ '❤❡ ❉▼❉ ♠❛❞❡ ♦♥ ❞❛'❛ ❢4♦♠ '❤❡ φ❂✵✳✽✷

❝❛+❡ +❛♠♣❧❡❞ ❛' ✼ ❦❍③✱ ✽✪ ♦❢ '❤❡ ❉▼❉ 4❡+✉❧'+ ❝♦♥'❛✐♥❡❞ ♥♦ +'4♦♥❣ ♠♦❞❡

❛' ✵ ❍③✱ ❜✉' ❛' ❛ ❧♦✇ ❢4❡B✉❡♥❝② ✐♥+'❡❛❞✳ ❇✉' ✼✵✪ ♦❢ '❤❡+❡ ❝❛+❡+ ❧❡❛❞ '♦ ❛♥

❡44♦4 ♦♥ '❤❡ ❡✈❛❧✉❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛✈❡4❛❣❡ ❣4❡❛'❡4 '❤❛♥ '❤❡ +'❛♥❞❛4❞ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ❢♦4

'❤❡✐4 ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ +❡''✐♥❣+✳ ■♥ '❤❡ ♣4❡+❡♥' ❝❛+❡ ✇❤❡4❡ ♦✈❡4❛❧❧ ♣4❡❝✐+✐♦♥ ♦❢ '❤❡

❉▼❉ ❛❧❣♦4✐'❤♠ ✇❛+ '❡+'❡❞✱ ♥♦ +✉❝❤ 4❡❥❡❝'✐♦♥ ✇❛+ '❛❦❡♥ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥'✳ ❚❤❡

❛✈❡4❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② '❤❡ ❉▼❉ ✇❛+ '❛❦❡♥ ❛+ '❤❡ +✉♠ ♦❢ '❤❡ ❤✐❣❤❡+' ♠♦❞❡ ❢♦✉♥❞

♦♥ ❛ ❬✲δfPSD/2; δfPSD/2❪ 4❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ '❤❡ ♠♦❞❡+ ❢♦✉♥❞ ❛' ❛ ✵ ❍③ ❢4❡B✉❡♥❝②✱

'❛❦✐♥❣ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' '❤❡ +✐❣♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦44❡+♣♦♥❞✐♥❣ +♣❛'✐❛❧ ✈❡❝'♦4 ❢♦4 '❤❡ ❧❛''❡4

✭❛+ '❤❡ +♠❛❧❧❡4 ❝♦♥+'❛♥' ♠♦❞❡+ ❝❛♥ ❡✐'❤❡4 ❛❞❞ ♦4 +✉❜'4❛❝' '♦ '❤❡ ♣4✐♥❝✐♣❛❧ ♦♥❡✮✳

❚❤❡ 4❡+✉❧'+ ❢♦✉♥❞ ❢♦4 '❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡+ ♦❢ '❤❡ ❛✈❡4❛❣❡ ❛♥❞ ♦❢ '❤❡ ✐♥+'❛❜✐❧✐'②

♠♦❞❡ ♦♥ '❤❡ +②♥'❤❡'✐❝ ❝❛+❡ ❛4❡ ♣4❡+❡♥'❡❞ ✐♥ ✜❣✉4❡ ✹✳✶✶✳ ❚❤❡ ❛✈❡4❛❣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡

+❡' ✐+ ❛❧✇❛②+ ❢♦✉♥❞ ✇✐'❤ ✈❡4② ❣♦♦❞ ♣4❡❝✐+✐♦♥✱ ✇✐'❤ ❧❡++ '❤❛♥ ✵✳✶✪ ♦❢ +'❛♥❞❛4❞

❞❡✈✐❛'✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡++ '❤❛♥ ✵✳✶✪ ❡44♦4 ♦♥ '❤❡ ❛✈❡4❛❣❡ ♦❢ '❤❡ ✸✷ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥+ ♠❛❞❡

❛' ❡❛❝❤ +❡''✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦44❡+♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ ✐♥+'❛❜✐❧✐'②✱

4❡❧❛'✐✈❡ '♦ '❤✐+ ❝♦♠♣✉'❡❞ ❛✈❡4❛❣❡✱ ✐+ ♣4❡+❡♥'❡❞ ✐♥ '❤❡ +❡❝♦♥❞ ❣4❛♣❤✳ ❚❤❡ 4❡+✉❧'+

❛4❡ ♦♥❧② 4❡❛❧❧② ❛❝❝✉4❛'❡ ✐❢ ♠♦4❡ '❤❛♥ ✶✵ ❝②❝❧❡+ ❛4❡ ✉+❡❞ ❢♦4 ❝♦♠♣✉'✐♥❣ '❤❡

❉▼❉✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥'❧② ❢4♦♠ '❤❡ +❛♠♣❧✐♥❣ 4❛'❡✱ ❛+ '❤❡ '❤❡♦4❡'✐❝❛❧ 4❡+✉❧' ✐+ ✵✳✵✽✷✽✳

❚❤❡ ❧❛+' ✐♥❞✐❝❛'♦4 ♦❢ '❤❡ 4❡+✉❧'+✬ B✉❛❧✐'② '❤❛' ✇❛+ +'✉❞✐❡❞ ✐+ '❤❡ +✐❣♥❛❧ '♦

♥♦✐+❡ 4❛'✐♦✳ ❚❤✐+ ✇❛+ ❞❡✜♥❡❞ ❛+ '❤❡ 4❛'✐♦ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡

❝♦44❡+♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥+'❛❜✐❧✐'②✱ ❛♥❞ '❤❡ ❛✈❡4❛❣❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ♦♥ ❛ ±✺✵ ❍③

❜❛♥❞ ❛4♦✉♥❞ ✐' ✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ '❤❛' ❝❡♥'4❛❧ ✈❛❧✉❡✮✳ ❚❤✐+ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ✇❛+ '❛❦❡♥ '♦
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✈❛4②✐♥❣ ❛❝B✉✐+✐'✐♦♥ ❢4❡B✉❡♥❝② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ❞❛'❛ ♣♦✐♥'+ ✉+❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛✐4❧②

❧❛4❣❡ ❜❛♥❞ ✇❛+ ❝❤♦+❡♥ ❢♦4 '✇♦ 4❡❛+♦♥+✳ ❋✐4+'✱ ✐♥ +♦♠❡ ❝❛+❡+ '❤❡ ❉▼❉ ❝❛♥

✜♥❞ ❛ ♠♦❞❡ ✇✐'❤ ❛♥ ❛❜♥♦4♠❛❧❧② ❧♦✇ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ♥❡①' '♦ '❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡✱ +♦

♦♥❧② ✉+✐♥❣ '❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥' ♠♦❞❡+ ❢♦4 '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥+ ❝❛♥ ❧❡❛❞ '♦ ❡①❝❡++✐✈❡❧② ❤✐❣❤

4❛'✐♦+ ✭♦✈❡4 ✶ ♠✐❧❧✐♦♥✳✳✳✮ ❛♥❞ ✐+ ♥♦' 4❡♣4❡+❡♥'❛'✐✈❡ ♦❢ '❤❡ +♣❡❝'4❛ ♦❜'❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡

+❡❝♦♥❞ 4❡❛+♦♥ ❢♦4 +✉❝❤ ❛ ❧❛4❣❡ 4❛♥❣❡ ✐+ '♦ ❜❡ ❛❜❧❡ '♦ ✉+❡ '❤✐+ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ❢♦4 ❛
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♣%❡2❡♥+❡❞ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✸✳ ❲❤✐❧❡ +❤❡ ❝❛2❡ ❛+ φ❂✵✳✽✷ ❞♦❡2 ♣%❡2❡♥+ +❤❡ ❡①♣❡❝+❡❞
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❋♦9 4❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❢9❡N✉❡♥❝② ♠♦❞❡✱ 4❤❡ 9❡E✉❧4E ❛9❡ ❧❡EE E✐♠✐❧❛9 ❤♦✇❡✈❡9✱ ❛♥❞ ❢♦9

φ❂✵✳✾✹✱ ♥♦ ♣❡❛❦ ✐E ✈✐E✐❜❧❡ ❛4 4❤❡E❡ ❢9❡N✉❡♥❝✐❡E ❢♦9 4❤❡ <❙❉✳ ❚❤❡ ♣❤❛E❡ ❛✈❡9❛❣❡

♦♥ 4❤❡ E❛♠❡ ❞❛4❛ E❡4 ❣✐✈❡E ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡9 ❛♠♣❧✐4✉❞❡E✳ ❚❤❡ ❝❧♦E❡E4 9❡E✉❧4E ❛9❡

♦❜4❛✐♥❡❞ ❢♦9 φ❂✵✳✽✷✱ ✇✐4❤ ♦♥❧② ✷✳✾✪ ❞✐✛❡9❡♥❝❡✳ ❆4 φ❂✵✳✼✹✱ 4❤❡ ❞✐✛❡9❡♥❝❡

❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ❊❉▼❉ ❡✈❛❧✉❛4✐♦♥ ❛♥❞ 4❤❡ ♣❤❛E❡ ❛✈❡9❛❣❡ ❛♠♣❧✐4✉❞❡ ✐E ✽✳✺✪✱ ❛♥❞

❛4 φ❂✵✳✾✹✱ ✐4 ❣♦❡E ✉♣ 4♦ ✷✵✪✳

■4 ❤❛E ♥♦✇ ❜❡❡♥ ❡E4❛❜❧✐E❤❡❞ 4❤❛4 4❤❡ ❊❉▼❉ ♦♥ 4❤❡ ♣9❡EE✉9❡ ✐♥E✐❞❡ 4❤❡ ✐♥❥❡❝4♦9

❣✐✈❡E ❣♦♦❞ 9❡E✉❧4E ✐♥ 4❡9♠E ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ 4❤❡ ❢9❡N✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛♠♣❧✐4✉❞❡ ♦❢ 4❤❡ ✢✉❝✲

4✉❛4✐♦♥E ❝♦99❡E♣♦♥❞✐♥❣ 4♦ 4❤❡ ❝♦♠❜✉E4✐♦♥ ✐♥E4❛❜✐❧✐4②✳ ❆♥♦4❤❡9 ♣9♦♣❡94② 4❤❛4

♠✉E4 ❜❡ ✈❡9✐✜❡❞ ✐E 4❤❡ ♣❤❛E❡ ❞✐✛❡9❡♥❝❡ ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ❞✐✛❡9❡♥4 E✐❣♥❛❧E✿ ♣9❡EE✉9❡✱

❜9♦❛❞❜❛♥❞ ❡♠✐EE✐♦♥E ❛♥❞ ❖❍✯ ❡♠✐EE✐♦♥E✳ ❚❤❡ ❜❛E✐E ❢♦9 ❝♦♠♣❛9✐E♦♥ ✐E ❡❛E② 4♦

♦❜4❛✐♥✿ ❜② ❝♦♥E49✉❝4✐♦♥✱ 4❤❡ E✐❣♥❛❧ ❛4 4❤❡ ♥

 ❤

4✐♠❡ E4❡♣ ❢♦9 4❤❡ ♣9❡EE✉9❡ P ❛♥❞



❈❤❛♣$❡& ✹ ✲ ❋!♦♠ ❍✐❣❤ (♣❡❡❞ ❞✐❛❣♥♦(.✐❝( .♦ ❢❧❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝(✿ .❤❡

❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦(✐.✐♦♥
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❛♥② ♦'❤❡* +✐❣♥❛❧ V ✐+✿

Vn = Re

(

∑

i

ψiαiµ
n−1
i

)

Pn = Re

(

∑

i

βiαiµ
n−1
i

)
✭✹✳✷✹✮

❋*♦♠ '❤✐+✱ ✐' ❝♦♠❡+ '❤❛' '❤❡ ♣❤❛+❡ ❢♦* '❤❡ ✐

 ❤

♠♦❞❡ ♦❢ '❤❡ ♣*❡++✉*❡ +✐❣♥❛❧ ❛'

'❤❛' '✐♠❡ +'❡♣ ✐+ '❤❡ ♣❤❛+❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ βiαiµ
n−1
i ✳ ❚❤❡ ♣❤❛+❡ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥

'❤❡ ♠♦❞❡+ ♦♥ V ❛♥❞ P ✐+ '❤❡♥ angle(ψiαiµ
n−1
i ) − angle(βiαiµ

n−1
i )✳ ■♥ ♦*❞❡*

'♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛*✐+♦♥ ✇✐'❤ '❤❡ ♣❤❛+❡ ❛✈❡*❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥+✱ ❛ ♣❤❛+❡ ♦❢ ✵➦ ♠✉+'

❝♦**❡+♣♦♥❞ '♦ ❛ ③❡*♦ ❛+❝❡♥❞✐♥❣ ♣*❡++✉*❡ ✐♥+✐❞❡ '❤❡ ✐♥❥❡❝'♦*✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦**❡+♣♦♥❞+

'♦ ❛ ♣❤❛+❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✷✼✵➦ ❢♦* '❤❡ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧ '❡*♠✳ ■' ❝❛♥ '❤❡♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ '❤❛'

'❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ❝②❝❧❡+ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢*♦♠ '❤❡ ❊❉▼❉ ❢♦* '❤❡ ✐

 ❤

♠♦❞❡ ❛*❡ ♦❢ '❤❡ +❤❛♣❡✿

Vi,average = Re
(

|ψiαiµN−1i |ei(ωθ+angle(ψiαiµ
N−1

i )−angle(βiαiµ
N−1

i )+270)
)

Pi,average = Re
(

|βiαiµN−1i |ei(ωθ+270)
)

✭✹✳✷✺✮

❢♦* '❤❡ ♣*❡++✉*❡ P ❛♥❞ ❛♥② ♦'❤❡* ❞✐❛❣♥♦+'✐❝ V ✱ ✇✐'❤ N '❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ '❤❡ ❧❛+'

✐♠❛❣❡ ✉+❡❞ ✐♥ '❤❡ ❉▼❉✳ ❯+✐♥❣ '❤✐+ ❢♦*♠✉❧❛✱ ♣❤❛+❡ ❞✐✛❡*❡♥❝❡+ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡

♣*❡++✉*❡ ✐♥+✐❞❡ '❤❡ ✐♥❥❡❝'♦* ❛♥❞ ✐♥ '❤❡ ❝❤❛♠❜❡*✱ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ ✇✐'❤ '❤❡ ❖❍✯

❡♠✐++✐♦♥+ ♠❡❛+✉*❡❞ ❜② ❛ O▼❚ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜'❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ *❡+✉❧'+ ❛*❡ ♣*❡+❡♥'❡❞ ✐♥

'❛❜❧❡ ✹✳✸✱ ✇❤❡*❡ '❤❡ ♣❤❛+❡ ❜❡'✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❛♥❞ '❤❡ ♣*❡++✉*❡ ✐♥+✐❞❡ '❤❡

✐♥❥❡❝'♦* ✐+ ❝♦♠♣❛*❡❞ '♦ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦✉♥❞ ❜② '❤❡ ❝*♦++ ♣♦✇❡* +♣❡❝'*❛❧ ❞❡♥+✐'②

♠❡'❤♦❞✳ ❋♦* '❤❡ ❝*♦++ ♣♦✇❡* +♣❡'*❛❧ ❞❡♥+✐'②✱ '❤❡ *❡+✉❧'+ ❣✐✈❡♥ ✐+ '❤❡ *❡+✉❧'

❢*♦♠ '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥✱ ✇✐'❤ '❤❡ *❡+♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠❡'❤♦❞ ❛+ ❛♥ ❡**♦* ❜❛*✳ ❆+

'❤❡ ❊❉▼❉ ❞♦❡+ ♥♦' *❡❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡❞ *❡+♦❧✉'✐♦♥✱ ✐' ✇❛+ ❝❤♦+❡♥ '♦ '❛❦❡ '❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ '♦ '❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥ '❤❡ ✸✷ ❞✐✛❡*❡♥' ❝♦♠♣✉'❡❞ ❊❉▼❉+

❢♦* ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ ❛+ '❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ♦❢ '❤❡ ❡**♦* ❜❛*✳ ❚❤✐+ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ✐♥ ❝❤♦✐❝❡

❢♦* '❤❡ ❡①♣*❡++✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠❡'❤♦❞+✬ *❡+♦❧✉'✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥+ '❤❡ ❤✐❣❤❡* ✈❛❧✉❡+ ❢♦* '❤❡

❊❉▼❉✳ ❚❤❡ *❡+✉❧'+ ❢♦* ❜♦'❤ ♠❡'❤♦❞+ ❛*❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣*❡❡♠❡♥'✱ ❝♦♥✜*♠✐♥❣ '❤❡

✈❛❧✐❞✐'② ♦❢ '❤❡ ❊❉▼❉ ❛♣♣*♦❛❝❤✳

❚❤❡ ♥❡①' +'❡♣ ✐+ '❤❡ ❝♦♠♣❛*✐+♦♥ ♦❢ '❤❡ +♣❛'✐❛❧ +❤❛♣❡ ♦❢ '❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡ ❛+

♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ❉▼❉ '♦ '❤❡ ♣❤❛+❡ ❛✈❡*❛❣❡✳ ▼♦*❡ ♣*❡❝✐+❡❧②✱ ❛+ '❤❡ *❡❢❡*❡♥❝❡

♣*❡++✉*❡ ✐+ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦* ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉▼❉ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥+✱ ✐' ✐+ ♣♦++✐❜❧❡ '♦

❝♦♠♣✉'❡ ❛ ♣❡*✐♦❞♦✲❉▼❉ ♦❢ '❤❡ ✐♠❛❣❡+ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ '❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛*❡❞ '♦ '❤❡

♣❤❛+❡ ❛✈❡*❛❣❡ ❝♦♠♣✉'❡❞ ♦♥ '❤❡ +❛♠❡ ✐♠❛❣❡+✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉'❡ '❤❡ ♣❡*✐♦❞♦✲❉▼❉✱

'❤❡ ♣❤❛+❡ *❡❢❡*❡♥❝❡ ❢*♦♠ '❤❡ ✐♥❥❡❝'♦* ♣*❡++✉*❡ ✐+ ✉+❡❞✿ ❦♥♦✇✐♥❣ '❤❡ ♣❤❛+❡

❞✐✛❡*❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ❛♥❞ '❤❡ ❝❤❡♠✐❧✉♠✐♥❡+❝❡♥❝❡ +✐❣♥❛❧+ ❢♦* ❡❛❝❤

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡✱ '❤❡ ♠♦❞❡ ✐+ *❡❝♦♥+'*✉❝'❡❞ ❛' ❛ ♣❤❛+❡ ❝♦**❡+♣♦♥❞✐♥❣ '♦ ✵➦ ❢♦*

'❤❡ ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡ ❢♦* ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉▼❉ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ '❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡✮✱ ❛♥❞ '❤❡♥



✶✺✽

❈❤❛♣$❡& ✹ ✲ ❆❞❞✐♥❣ ✐♥❢♦'♠❛*✐♦♥ ❢'♦♠ ♦*❤❡' -✐❣♥❛❧-✿ ❊❉▼❉

❊$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -❛.✐♦ ✵✳✼✹ ✵✳✽✷ ✵✳✾✹

♣❤❛8❡ Pchamber ✭❊❉▼❉✮ ✲✷✾➦±✻➦ ✲✻✸➦±✻➦ ✲✹✸➦±✷✼➦
♣❤❛8❡ Pchamber ✭❝♣8❞✮ ✲✸✺➦±✸➦ ✲✻✸➦±✸➦ ✲✹✺➦±✸➦
♣❤❛8❡ OH∗ ✭❊❉▼❉✮ ✲✼✺➦±✶✵➦ ✲✶✵✾➦±✺➦ ✲✾✷➦±✷✻➦
♣❤❛8❡ OH∗ ✭❝♣8❞✮ ✲✽✵➦±✸➦ ✲✶✶✵➦±✸➦ ✲✶✵✵➦±✸➦

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿  ❤❛#❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ ✈❛(✐♦✉# #✐❣♥❛❧# ❛♥❞ ,❤❡ ♣(❡##✉(❡ ✐♥#✐❞❡ ,❤❡ ✐♥✲

❥❡❝,♦(✱ ♠❡❛#✉(❡❞ ❡✐,❤❡( ❜② ,❤❡ ❊❉▼❉ ✭✇✐,❤ ❡①,(❡♠❛ ✈❛❧✉❡# ✐♥❞✐❝❛,❡❞✮ ♦( ❝(♦## ♣♦✇❡(

#♣❡❝,(❛❧ ❞❡♥#✐,② ♠❡,❤♦❞#✳

❛♥ ❛✈❡-❛❣❡ ♦❢ .❤❡8❡ ♠♦❞❡8 ✐8 ❝♦♠♣✉.❡❞ .♦ ♦❜.❛✐♥ .❤❡ ♣❡-✐♦❞♦✲❉▼❉✳

❚❤❡ -❡8✉❧.8 ♦❜.❛✐♥❡❞ ❛-❡ ♣-❡8❡♥.❡❞ ✐♥ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✷✳ ❖♥ .❤❡ ❧❡❢. 8✐❞❡ ✐8 ❣✐✈❡♥

❢♦- ❡❛❝❤ ✐♥❥❡❝.✐♦♥ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ .❤❡ ♣❡-✐♦❞♦✲❉▼❉ ♠♦❞❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❛8 ❞❡8❝-✐❜❡❞
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%❤❡ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ✐♥ %❤❡ ✐♥❥❡❝%♦2 %✉❜❡ ❛♥❞ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡2 2✐*✐♥❣ ✇✐%❤ φ✳ ❚❤✐* ✐*

❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ *%2♦♥❣ ✈♦2%❡① 2♦❧❧✲✉♣ ❢2♦♠ %❤❡ ✐♥❥❡❝%♦2✱ ❝❛✉*✐♥❣ %2❛♥*✈❡2*❛❧

✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ♦❢ %❤❡ ✢❛♠❡✳ ❚❤❡ ■❘❩ ✐* ❡❧❧✐♣%✐❝❛❧✱ ✇✐%❤ ❛ 2♦%❛%✐♦♥ %❤❛% *❡❡♠* %♦

❜❡ ❛2♦✉♥❞ ✶✵✵ ❍③✱ *✉❣❣❡*%✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡2❡♥% ♠❡❝❤❛♥✐*♠ %❤❛♥ %❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥*%❛❜✐❧✐%②

♠❛② ❜❡ ❛% ♣❧❛②✳ ❚❤❡ ❧✐%❡2❛%✉2❡ *✉❣❣❡*%* %❤❛% ✐% ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ♣2❡❝❡**✐♦♥

♦❢ ✈♦2%❡①❡* ✐♥ %❤❡ ■❘❩ ✭❖✬❈♦♥♥♦2 ❛♥❞ ▲✐❡✉✇❡♥ ✭✷✵✶✷✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦% ❜❡

♦❜*❡2✈❡❞ ✉*✐♥❣ %❤❡ ❞✐❛❣♥♦*%✐❝* ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ %❤❡ ♣2❡*❡♥% *%✉❞②✳ ❋♦2 φ❂✵✳✾✹✱

%❤❡ ♣❤❛*❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ♣2❡**✉2❡ ✐♥ %❤❡ ✐♥❥❡❝%♦2 ❛♥❞ ✐♥ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡2

✐* ❞♦✇♥ %♦ ✈❛❧✉❡* ♦❜%❛✐♥❡❞ ❛% %❤❡ ❧♦✇❡*% ❡P✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 2❛%✐♦ ✉*❡❞✱ ❜✉% %❤❡

✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡2 ❛♠♣❧✐%✉❞❡✳ ❚❤❡ ✈♦2%❡①✲2♦❧❧ ✉♣ ✐* ♠✉❝❤ ❧❡**

♠❛2❦❡❞✱ ❛♥❞ %❤❡ ✢❛♠❡ *❡❡♠* *%❛❜❧❡ ♥❡❛2 %❤❡ ✐♥❥❡❝%♦2✳ ❚❤❡ ■❘❩ %❤❡2❡ ✐* ❛❧♠♦*%

❝✐2❝✉❧❛2✱ ❛♥❞ ♦*❝✐❧❧❛%❡* ❛2♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥%2❛❧ ♣♦*✐%✐♦♥ ❞✉2✐♥❣ ❛♥ ✐♥*%❛❜✐❧✐%② ❝②❝❧❡✳

❚❤❡ ♣❤❛*❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❤❡❛% 2❡❧❡❛*❡ 2❛%❡ ❛♥❞ ♣2❡**✉2❡ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥*

✐♥ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡2 ✐* ❛❧♠♦*% ❝♦♥*%❛♥% ❛♥❞ ❛2♦✉♥❞ ✹✺➦ ❢♦2 ❛❧❧ %❤2❡❡ ✐♥❥❡❝%✐♦♥

❝♦♥❞✐%✐♦♥*✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣♦*✐%✐✈❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❝2✐%❡2✐♦♥✳ ❚❡♠♣❡2❛%✉2❡ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ✐♥

%❤❡ ❝❤❛♠❜❡2 ✇❡2❡ ♦❜*❡2✈❡❞ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡❝%❡❞ ✐♥ ❛❧❧ %❤2❡❡ ❝❛*❡*✳ ❘❡*✉❧%* ❢2♦♠

❡P✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 2❛%✐♦ ♠❡❛*✉2❡♠❡♥%*✱ ❡✈❡♥ %❤♦✉❣❤ ♥♦% ❡♥%✐2❡❧② 2❡❧✐❛❜❧❡✱ *✉❣❣❡*% ❛

*%2♦♥❣ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ %✇♦ ❧❡❛♥ ❝❛*❡* ❡①❤✐❜✐%✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ✐♥*%❛❜✐❧✐%②✱

❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡2 ✢✉❝%✉❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ❧♦✇ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❝❛*❡✳

 ❡"#♣❡❝&✐✈❡#

❚❤❡ ♣2❡*❡♥% *%✉❞② ❡①❤✐❜✐%❡❞ %❤❡ ♣2❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❛ *%2♦♥❣ ✐♥*%❛❜✐❧✐%② ♠♦❞❡ ✐♥ %❤❡

❈❊❙❆▼ ❜✉2♥❡2✱ %❤❛% *%❛❜✐❧✐③❡* ❛% ❤✐❣❤ ❡P✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 2❛%✐♦*✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢

♣2❡**✉2❡✱ ❝❤❡♠✐❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ❢2♦♠ ❖❍ 2❛❞✐❝❛❧*✱ ❛♥❞ %❤❡ ❣❡♦♠❡%2② ♦❢ %❤❡ ✢❛♠❡

✇❡2❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ P✉❛♥%✐%❛%✐✈❡❧②✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐%❤ P✉❛❧✐%❛%✐✈❡ 2❡*✉❧%* ♦♥ %❡♠♣❡2❛%✉2❡

✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ✐♥ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡2✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡*%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ ❡P✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 2❛%✐♦ ✢✉❝%✉❛%✐✲

♦♥*✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ❛ W■❱ *%✉❞② ♦2 *✐♠✐❧❛2 ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ %♦ ♦❜%❛✐♥ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞

%♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡%❤❡2 ♦2 ♥♦% %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❛% %❤❡ ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ✐* ❝♦♥*%❛♥% ❞✉2✐♥❣

%❤❡ ❝②❝❧❡✱ ❛* ✇❡❧❧ ❛* %❤❡ ♣2❡*❡♥❝❡ ♦❢ ♣2❡❝❡**✐♥❣ ✈♦2%❡①❡* ✐♥ %❤❡ ■❘❩✳ ❍♦✇❡✈❡2✱

%❤❡ ✉♥❝♦♦❧❡❞ ❝❤❛♠❜❡2 ♦❢ %❤❡ ♣2❡*❡♥% ❝♦♥✜❣✉2❛%✐♦♥ ✐* ❛ ♣2♦❜❧❡♠✿ ✐% ❧✐♠✐%* %❤❡

%✐♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦2 ♠❡❛*✉2❡♠❡♥%*✱ ❜✉% ♠♦*% ✐♠♣♦2%❛♥%❧②✱ ✐% ♣2❡✈❡♥%* ❛❝❝❡**

%♦ %❤❡2♠❛❧❧② *%❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦♥❞✐%✐♦♥* ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣2♦✈❡ %❤❡ ♠❡❛*✉2❡♠❡♥%*✬

2❡♣❡❛%❛❜✐❧✐%②✳ ▼♦2❡♦✈❡2✱ ❢♦2 %❤❡ *%2♦♥❣ ✐♥*%❛❜✐❧✐%② ♣2❡*❡♥% ❢♦2 %❤❡ ❧♦✇❡*%

❡P✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 2❛%✐♦✱ %❤❡ ✢❛♠❡ ❛❧♠♦*% ✐♠♣❛❝%* %❤❡ ✇❛❧❧* ❞✉2✐♥❣ *♦♠❡ ♣❛2%* ♦❢ %❤❡

❝②❝❧❡✳ ❆ ❧❛2❣❡2 ❝❤❛♠❜❡2 ♠❛② %❤❡♥ ❜❡ ♣2❡❢❡2❛❜❧❡ %♦ 2❡❞✉❝❡ %❤❡ ✇❛❧❧✬* ❡✛❡❝%* ♦♥

%❤❡ ✐♥*%❛❜✐❧✐%② ♦❜*❡2✈❡❞✳

❚❤❡ ♠❡%❤♦❞ ✉*❡❞ %♦ ♠❛❦❡ ❛❜*♦2♣%✐♦♥ ❜❛*❡❞ ❡P✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 2❛%✐♦ ♠❡❛*✉2❡♠❡♥%*

✉♥❢♦2%✉♥❛%❡❧② ❞✐❞ ♥♦% ✇♦2❦ ❛* ✇❡❧❧ ❛* ✐♥%❡♥❞❡❞✳ ❚❤✐* ✐* ❞✉❡ %♦ %❤❡ ✢❛♠❡✬*

❝♦♥✜❣✉2❛%✐♦♥ ✭♠♦*%❧② ♣2❡*❡♥% ❛% %❤❡ ❧✐♠✐% ♦❢ %❤❡ ■❘❩✮✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥❢♦2%✉♥❛%❡❧② ❧❡❞



✶✼✷ ❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

#♦ ❛ ✇❡❛❦❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢/♦♥#✐❡/ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❢/❡3❤ ❣❛3❡3 ❛♥❞ #❤❡ ❖❘❩✳ ❙✐♥❝❡ #❤❡

♠❡#❤♦❞ /❡❧✐❡3 ♦♥ ❛ ♣/❡❝✐3❡ ♠❡❛3✉/❡♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ❛❜3♦/♣#✐♦♥ ❧❡♥❣#❤✱ ❛ ❝♦♥✜❣✉/❛✲

#✐♦♥ ✇✐#❤ ❛♥ ▼ 3❤❛♣❡❞ ✢❛♠❡✱ ✇❤❡/❡ ❜♦#❤ ❡①#❡/♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥#❡/♥❛❧ ❧✐♠✐#3 ♦❢ #❤❡

❢/❡3❤ ❣❛3❡3 ❛/❡ ❝❧❡❛/❧② ❞❡✜♥❡❞✱ 3❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ♠✉❝❤ ❜❡##❡/ /❡3✉❧#3✳ ❚❤✐3 ♠❡#❤♦❞

❝♦✉❧❞ #❤❡♥ ❛❧❧♦✇ #♦ ✉3❡ #❤✐3 ❛❜3♦/♣#✐♦♥ ❜❛3❡❞ #❡❝❤♥✐E✉❡ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉/❛#✐♦♥3 ✇❤❡/❡

♥♦ ♣❧❡♥✉♠ ✐3 ♣/❡3❡♥#✳

❈♦♥❝❡/♥✐♥❣ #❤❡ ❉▼❉✱ #❤❡/❡ ❛/❡ 3❡✈❡/❛❧ ✇❛②3 #♦ ✐♠♣/♦✈❡ ♦♥ #❤❡ ❝✉//❡♥#

❛♣♣/♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣/♦❜❧❡♠ ❛# #❤❡ ♠♦♠❡♥# ✐3 ♦❜#❛✐♥✐♥❣ E✉❛♥#✐#❛#✐✈❡ /❡✲

3✉❧#3✳ ■♥ #❤❡ ♣/❡3❡♥# ❝❛3❡✱ ❡✈❡♥ #❤♦✉❣❤ #❤❡ ♠♦❞❡ ❞❡3❝/✐❜✐♥❣ #❤❡ ✐♥3#❛❜✐❧✐#②

✐3 3#/♦♥❣❧② ♣/❡✈❛❧❡♥# ❛♥❞ ❢❛✐/❧② 3#❛❜❧❡✱ ✐#3 ❛♠♣❧✐#✉❞❡ ✢✉❝#✉❛#❡3 ✇✐#❤ #✐♠❡✱

❝❛✉3✐♥❣ ✢✉❝#✉❛#✐♦♥3 ✐♥ #❤❡ ❉▼❉ ♠♦❞❡✬3 ❛♠♣❧✐#✉❞❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥#❧② ❢/♦♠ ♦#❤❡/

❢❛❝#♦/3✳ ❚❤❡ ✉3❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡/ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❞❛#❛ ♣♦✐♥#3 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ 3♦❧✉#✐♦♥✱ ❜✉# #❤❡

/❡3✉❧#3 ♦❜#❛✐♥❡❞ ❤❡/❡ 3✉❣❣❡3# #❤❛# ❛ ❜✐❣❣❡/ ❞❛#❛ 3❡# ❞♦❡3 ♥♦# ♥❡❝❡33❛/✐❧② ❣✐✈❡

❜❡##❡/ /❡3✉❧#3✱ ❛3 #❤❡ ❞✐3♣❡/3✐♦♥ ♦❜#❛✐♥❡❞ ♦♥ 3❡✈❡/❛❧ ❉▼❉ ❝❛❧❝✉❧❛#✐♦♥3 ✇❛3

3✐♠✐❧❛/ ✇❤❡♥ ✉3✐♥❣ ✶✵ ❝②❝❧❡3 ♦/ ♠♦/❡✳ ❆♥♦#❤❡/ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ❧✐♥❦❡❞ #♦ #❤❡3❡

❝♦♥❝❡/♥3 ✐3 #❤❡ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ✇✐#❤ #✐♠❡ ♦❢ #❤❡ ♠♦❞❡3✳ ❆# #❤❡ ♠♦♠❡♥#✱ #❤❡ ❉▼❉
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■♥ ♦#❞❡# '♦ ♦❜'❛✐♥ ❜❡''❡# ❞❡'❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝②❝❧❡+✱ ❛ ✜❧'❡#✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ +✐❣♥❛❧

✐+ ♥❡❝❡++❛#②✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ '❤❡ ✜❧'❡#✬+ ✇✐❞'❤ ✐+ ♦❢ ♣#✐♠❡ ✐♠♣♦#'❛♥❝❡✿ ✐❢ ❛ ✈❡#②

♥❛##♦✇ ✜❧'❡# ✐+ ✉+❡❞✱ '❤❡♥ '❤❡ ✜❧'❡#❡❞ +✐❣♥❛❧✬+ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦#❝❡❞ ♦♥ ❛

+✐♥✉+♦✐❞ ❛' '❤❡ ✜❧'❡#✬+ ❢#❡1✉❡♥❝②✱ ♣♦++✐❜❧② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ '❤❡ +❤❛♣❡ ♦❢ '❤❡ ♦❜'❛✐♥❡❞

♣❤❛+❡ ❛✈❡#❛❣❡ ✭❡✈❡♥ '❤♦✉❣❤ '❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ✈❛❧✉❡+ ✉+❡❞ ❛#❡ ❢#♦♠ '❤❡ ♥♦♥ ✜❧'❡#❡❞

+✐❣♥❛❧✮✳

■♥ ♦#❞❡# '♦ ♦❜'❛✐♥ '❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ✜❧'❡#✬+ ✇✐❞'❤✱ ❛ +②+'❡♠❛'✐❝ +'✉❞② ✇❛+

❝♦♥❞✉❝'❡❞✳ J❤❛+❡ ✈❛❧✉❡+ ❢♦# ❛ ❣✐✈❡♥ +✐❣♥❛❧ ✇❡#❡ ❝♦♠♣✉'❡❞ ♦♥ '❤❡ #❛✇ +✐❣♥❛❧

❛' ✜#+'✱ ❛♥❞ '❤❡♥ ❛❢'❡# ✜❧'❡#✐♥❣ ✇✐'❤ ✈❛#✐♦✉+ ❜❛♥❞✇✐❞'❤+✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ '❤❡

✜❧'❡#+ ✉+❡❞ ✐+ +❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉#❡ ❆✳✷✳ ❚❤❡ ♠♦+' +❡✈❡#❡ ✜❧'❡# ❛' ±✶✵ ❍③ ❜❛#❡❧②

❡♥❝♦♠♣❛++❡+ '❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❧❡ ♦'❤❡# ❧❡++ #❡+'#✐❝'✐✈❡ ✜❧'❡#+ '❛❦❡ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥'

'❤❡ ❜#♦❛❞❜❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ♦❢ '❤❡ ✢❛♠❡ ♥♦✐+❡ ❛' ✈❛#✐♦✉+ ❞❡❣#❡❡+✳

❚❤❡ +❝❛''❡# ♣❧♦'+ ♦❢ '❤❡ ♣❤❛+❡+ ❝♦♠♣✉'❡❞ ❢#♦♠ ❛ ✜❧'❡#❡❞✴♥♦♥✲✜❧'❡#❡❞ +✐❣♥❛❧

❛#❡ ♣#❡+❡♥'❡❞ ✐♥ ✜❣✉#❡ ❆✳✸✳ ❚❤❡ ✜❧'❡#✐♥❣✬+ ❡✛❡❝' ♦♥ '❤❡ ♣❤❛+❡ ❝♦♠♣✉'❡❞

✉+✐♥❣ ❡①♣❡#✐♠❡♥'❛❧ +✐❣♥❛❧+ ❛❝1✉✐#❡❞ ❛' ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡ #❛'✐♦+ φ❂✵✳✼✹ ❛♥❞ ✵✳✽✷ ✐+

♠✐♥✐♠❛❧✱ ✇✐'❤ ❛ ❞✐+♣❡#+✐♦♥ ❣❡''✐♥❣ ❜✐❣❣❡# ✇✐'❤ ♠♦#❡ +❡✈❡#❡ ✜❧'❡#✐♥❣✳ ❋♦# '❤❡

❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡ #❛'✐♦ φ❂✵✳✾✹ '❤❡ ❡✛❡❝' ✐+ +✐♠✐❧❛#✱ ❜✉' '❤❡ ♣#❡+❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛'❛ ♣♦✐♥'+

❢♦# ✇❤✐❝❤ ✜❧'❡#✐♥❣ ♦# ♥♦' ❤❛+ ❛ ❣#❡❛' ✐♠♣❛❝' ♦♥ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❡❞ ♣❤❛+❡ ❤❛+ '♦ ❜❡

♥♦'❡❞✳ ❚❤✐+ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛' ❤✐❣❤ ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡ #❛'✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛''#✐❜✉'❡❞ '♦ ♣❛#'+

♦❢ '❤❡ +✐❣♥❛❧ ✇❤❡#❡ '❤❡ ♦+❝✐❧❧❛'✐♦♥✬+ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ✐+ ❧♦✇✳

❋#♦♠ '❤❡+❡ #❡+✉❧'+✱ ✐' +❡❡♠+ '❤❛' ✜❧'❡#✐♥❣ ✐+ ♠❛✐♥❧② ✐♥'❡#❡+'✐♥❣ ✐♥ '❤❡ ❝❛+❡

φ❂✵✳✾✹✱ ✇❤❡#❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛' '❤❡ '❡♠♣♦#❛❧ +✐❣♥❛❧ ✐♥❞✐❝❛'❡+ '❤❛' ❡##♦♥❡♦✉+ ✈❛❧✉❡+

✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐'❤♦✉' ✐'✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❝❛#❡ ♠✉+' ❜❡ '❛❦❡♥ ♥♦' '♦ ✜❧'❡# '♦♦ ♠✉❝❤✱

✐♥ ♦#❞❡# '♦ ❦❡❡♣ '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝+ ♦❢ '❤❡ #❡❛❧ ♦+❝✐❧❧❛'✐♦♥ ❝②❝❧❡ ✐♥'❛❝'✳ ❆+ ❛ ♠❡❛♥+

♦❢ ✈✐+✉❛❧✐③✐♥❣ '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ '❤❛' ✜❧'❡#✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ♣❤❛+❡ ❛✈❡#❛❣❡ ♦❜'❛✐♥❡❞✱ '❤❡

#❡♣❛#'✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❞❛'❛ ♣♦✐♥'+ ✐♥ '❤❡ ❝②❝❧❡✱ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ '❤❡ ❝♦##❡+♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤❛+❡

❛✈❡#❛❣❡ ❛#❡ ♣#❡+❡♥'❡❞ ✐♥ ✜❣✉#❡ ❆✳✹✳ ❙✐♥❝❡ '❤❡ #❡+✉❧'+ ❢♦# ❡1✉✐✈❛❧❡♥❝❡ #❛'✐♦+

φ❂✵✳✼✹ ❛♥❞ ✵✳✽✷ ❛#❡ +✐♠✐❧❛#✱ ♦♥❧② '❤❡ #❡+✉❧'+ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢♦# '❤❡ ❧❛''❡# ❛#❡

♣#❡+❡♥'❡❞✳ ❆+ ❝❛♥ ❜❡ +❡❡♥ ❢#♦♠ '❤♦+❡ ❣#❛♣❤+✱ ✜❧'❡#✐♥❣ ❤❛+ ❛♥ ❡✛❡❝' ♦♥ '❤❡

#❡♣❛#'✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣#❡++✉#❡ ✈❛❧✉❡+ ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝②❝❧❡✳ ■❢ ♥♦ ✜❧'❡#✐♥❣ ✐+ ❛♣♣❧✐❡❞✱

❛+ ❡①♣❡❝'❡❞ '❤❡#❡ ✐+ ❛❧♠♦+' ♦♥❧② ♣♦✐♥'+ ✇✐'❤ ♣#❡++✉#❡ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥+ ❛' ✵ J❛ ❢♦#

♣❤❛+❡+ ❛' ✵➦ ❛♥❞ ✸✻✵➦ ♣❡# '❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣❤❛+❡ ✉+❡❞ ✐♥ '❤❡ +'✉❞②✳ ❚❤❡
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❋✐❣✉$❡ ❆✳✷✿ ❱✐"✉❛❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✜❧'❡." '❡"'❡❞ ♦♥ '❤❡ 0❙❉ ♦❢ '❤❡ .❡❢❡.❡♥❝❡ ♠✐❝.♦♣❤♦♥❡

"✐❣♥❛❧✱ ❢♦. '❤❡ '❤.❡❡ ✐♥❥❡❝'✐♦♥ ❝♦♥❞✐'✐♦♥"✳

✐♥"#❛♥#❛♥❡♦✉" ❝②❝❧❡" ❞❡#❡❝#❡❞ "❡❡♠ #♦ ❤❛✈❡ ❜0♦❛❞❧② #❤❡ "❛♠❡ "❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ✈❛0②

✐♥ ❛♠♣❧✐#✉❞❡✳ ❲❤❡♥ ✉"✐♥❣ ❛ ✜❧#❡0 ❤♦✇❡✈❡0✱ #❤❡ ♥❛00♦✇❡0 #❤❡ ✜❧#❡0 ✉"❡❞✱ #❤❡

♠♦0❡ ❝②❝❧❡" ✐♥ ✐♥"#❛♥#❛♥❡♦✉" ❞❛#❛ ❛♣♣❡❛0 #♦ ❤❛✈❡ ❛ "✐♠✐❧❛0 ❛♠♣❧✐#✉❞❡✱ ❜✉#



❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✲ ■♥❢❧✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛+❛♠❡-❡+. ✐♥ -❤❡ ♣❤❛.❡ ❛✈❡+❛❣❡

❝❛❧❝✉❧❛-✐♦♥

✶✼✼

❊#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ ✵✳✼✹ ✵✳✽✷ ✵✳✾✹

❯♥♠♦❞✐✜❡❞ 9✐❣♥❛❧ ✺✳✺✪ ✽✳✾✪ ✺✽✳✻✪

± ✶✵✵ ❍③ ✹✳✸✪ ✻✳✽✪ ✺✶✳✶✪

± ✺✵ ❍③ ✵✳✺✪ ✶✳✷✽✪ ✷✹✳✻✪

± ✶✵ ❍③ ✵✳✷✪ ✵✳✷✪ ✷✳✵✪

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❘❡❥❡❝$✐♦♥ (❛$❡ ♦❢ $❤❡ ♣♦✐♥$- ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♥❣ $❤❡ ♣❤❛-❡- ❢♦( ♣❤❛-❡ ❛✈❡(❛✲

❣✐♥❣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞$❤ ♦❢ $❤❡ ✜❧$❡( ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❢♦(❡❤❛♥❞✳

✇✐-❤ 9❤✐❢-❡❞ ❛✈❡,❛❣❡ ♣,❡99✉,❡9✿ -❤❡ ♣,❡99✉,❡ ❛- ♣❤❛9❡ ✵➦ ❛♥❞ ✸✻✵➦ ✐9 ♠♦,❡ ♦❢-❡♥

❞✐✛❡,❡♥- ❢,♦♠ -❤❡ ❛✈❡,❛❣❡ ♣,❡99✉,❡✳ ❋♦, -❤❡ ❡#✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,❛-✐♦ φ❂✵✳✾✹ ❤♦✇❡✈❡,✱

-❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦, ✜❧-❡,✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ 9❡❡♥ ❛- ✜,9- ❣❧❛♥❝❡✿ ✇✐-❤♦✉- ✐-✱ ❛- ❛♥② ♣♦✐♥- ❞✉,✐♥❣

-❤❡ ❝②❝❧❡ ♣,❡99✉,❡ ✢✉❝-✉❛-✐♦♥9 ❛- ✵ M❛ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜-❛✐♥❡❞✳

■❢ -❤❡ ✈❛❧✐❞❛-✐♦♥ ❝,✐-❡,✐♦♥ -❤❛- -❤❡ ✐♥9-❛♥-❛♥❡♦✉9 ❢,❡#✉❡♥❝② ❢♦, ❛ ❝②❝❧❡ ♠✉9- ❜❡

❧❡99 -❤❛♥ ✶✵ ❍③ ❛♣❛,- ❢,♦♠ -❤❡ ❡①♣❡❝-❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐9 ❛❞❞❡❞✱ -❤❡ ❡✛❡❝- ✐9 ♠❛✐♥❧②

9❡❡♥ ♦♥ -❤❡ ✐♥❥❡❝-✐♦♥ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ φ❂✵✳✾✹✳ ❋♦, -❤✐9 ♣❛,-✐❝✉❧❛, ♣♦✐♥-✱ ✐-9 ❡✛❡❝- ❝❛♥

❜❡ ✐♠♣♦,-❛♥- ✐♥ -❡,♠ ♦❢ ,❡❥❡❝-✐♦♥ ,❛-❡✿ ✐❢ ♥♦ ✜❧-❡,✐♥❣ ✐9 ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ ❞❡-❡❝- -❤❡

❝②❝❧❡9 ❛♥❞ ❝♦♠♣✉-❡ -❤❡ ♣❤❛9❡9✱ ❛❧♠♦9- ✻✵✪ ♦❢ -❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛-❛ ♣♦✐♥-9 ❝❛♥ ❜❡
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#❤❡ ♠✐❝&♦♣❤♦♥❡"✳ 6❧❡❛"❡ ♥♦# #❤❛# #❤❡"❡ ✈❛❧✉❡" ❞♦ ♥♦# #❛❦❡ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# #❤❡ ♥❡❝❡""❛&②

❝♦&&❡❝#✐♦♥ ❞✉❡ #♦ #❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥#&♦❞✉❝❡❞ ❞❡❧❛②"✳
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❆❧❡❦$❡❡♥❦♦✱ ❙✳ ❱✳✱ +✳ ❛✳ ❑✉✐❜✐♥✱ ❱✳ ▲✳ ❖❦✉❧♦✈✱ ❛♥❞ ❙✳ ■✳ ❙❤7♦8❦ ✭✶✾✾✾✱ ▼❛8❝❤✮✳

❍❡❧✐❝❛❧ ✈♦87✐❝❡$ ✐♥ $✇✐8❧ ✢♦✇✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝/ ✸✽✷✱ ✶✾✺✕✷✹✸✳

✭♣✳ ✸✮

❆❧❧❡♥✱ ▼✳ ●✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❉✐♦❞❡ ❧❛$❡8 ❛❜$♦8♣7✐♦♥ $❡♥$♦8$ ❢♦8 ❣❛$✲❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞

❝♦♠❜✉$7✐♦♥ ✢♦✇$✳▼❡❛/✉#❡♠❡♥8 ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✾ ✭✹✮✱ ✺✹✺✳ ✭♣✳ ✼✮

❆♥✱ ❳✳✱ ❆✳ ❲✳ ❈❛$✇❡❧❧✱ ❏✳ ❏✳ ▲✐♣♦8✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚✳ ❙❛♥❞❡8$ ✭✷✵✶✶✮✳ ❉❡7❡8♠✐♥✐♥❣

7❤❡ ♦♣7✐♠✉♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣7❤ ♣❛✐8$ 7♦ ✉$❡ ❢♦8 ♠♦❧❡❝✉❧❛8 ❛❜$♦8♣7✐♦♥ 7❤❡8♠♦✲

♠❡78② ❜❛$❡❞ ♦♥ 7❤❡ ❝♦♥7✐♥✉♦✉$✲$♣❡❝78❛❧ ❧♦✇❡8✲$7❛7❡ ❡♥❡8❣②✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢

◗✉❛♥8✐8❛8✐✈❡ ❙♣❡❝8#♦/❝♦♣② ❛♥❞ ❘❛❞✐❛8✐✈❡ ❚#❛♥/❢❡# ✶✶✷ ✭✶✹✮✱ ✷✸✺✺✕✷✸✻✷✳

✭♣✳ ✼✮

❆88♦②♦✱ ▼✳ +✳✱ ❙✳ ▲❛♥❣❧♦✐$✱ ❛♥❞ ❘✳ ❑✳ ❍❛♥$♦♥ ✭✶✾✾✹✱ ▼❛②✮✳ ❉✐♦❞❡✲❧❛$❡8

❛❜$♦8♣7✐♦♥ 7❡❝❤♥✐X✉❡ ❢♦8 $✐♠✉❧7❛♥❡♦✉$ ♠❡❛$✉8❡♠❡♥7$ ♦❢ ♠✉❧7✐♣❧❡ ❣❛$✲

❞②♥❛♠✐❝ ♣❛8❛♠❡7❡8$ ✐♥ ❤✐❣❤✲$♣❡❡❞ ✢♦✇$ ❝♦♥7❛✐♥✐♥❣ ✇❛7❡8 ✈❛♣♦8✳ ❆♣♣❧✳

❖♣8✳ ✸✸ ✭✶✺✮✱ ✸✷✾✻✕✸✸✵✼✳ ✭♣✳ ✼✮

❆7❝❤❡$♦♥✱ ❇✳✱ ❲✳ ❍❡✐❞8✐❝❤✱ ❛♥❞ ■✳ ■❤8❦❡ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛7✐♦♥ ♦❢ ♦♣7✐❝❛❧

✢♦✇ ❛❧❣♦8✐7❤♠$ ❢♦8 ❜❛❝❦❣8♦✉♥❞ ♦8✐❡♥7❡❞ $❝❤❧✐❡8❡♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❊①♣❡$✐♠❡♥()

✐♥ ❋❧✉✐❞) ✹✻ ✭✸✮✱ ✹✻✼✕✹✼✻✳ ✭♣✳ ✽✮

❇❛❧❧❡-.❡/✱ ❏✳ ❛♥❞ ❚✳ ●❛/❝6❛✲❆/♠✐♥❣♦❧ ✭✷✵✶✵✮✳ ❉✐❛❣♥♦-.✐❝ .❡❝❤♥✐B✉❡- ❢♦/ .❤❡

♠♦♥✐.♦/✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥./♦❧ ♦❢ ♣/❛❝.✐❝❛❧ ✢❛♠❡-✳ 4$♦❣$❡)) ✐♥ ❊♥❡$❣② ❛♥❞ ❈♦♠✲

❜✉)(✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✻ ✭✹✮✱ ✸✼✺ ✕ ✹✶✶✳ ✭♣✳ ✹✱ ✺✮

❇❛/❜♦-❛✱ ❙✳✱ J✳ ❙❝♦✉✢❛✐/❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❉✉❝/✉✐① ✭✷✵✵✾✮✳ ❚✐♠❡ /❡-♦❧✈❡❞ ✢♦✇✜❡❧❞✱

✢❛♠❡ -./✉❝.✉/❡ ❛♥❞ ❛❝♦✉-.✐❝ ❝❤❛/❛❝.❡/✐③❛.✐♦♥ ♦❢ ❛ -.❛❣❡❞ ♠✉❧.✐✲✐♥❥❡❝.✐♦♥
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✭♣✳ ✹✸✮
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❇❡/❦♦♦③✱ ●✳✱ J✳ ❍♦❧♠❡-✱ ❛♥❞ ▲✳ ❏✳ ▲✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡ ♣/♦♣❡/ ♦/.❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡✲
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▼❡❝❤❛♥✐❝) ✷✺✱ ✺✸✾✕✼✺✳ ✭♣✳ ✶✶✮

❇✐-./✐❛♥✱ ❉✳ ❆✳ ❛♥❞ ■✳ ▼✳ ◆❛✈♦♥ ✭✷✵✶✹✮✳ ❈♦♠♣❛/✐-♦♥ ♦❢ ♦♣.✐♠✐③❡❞ ❉②♥❛✲

♠✐❝ ▼♦❞❡ ❉❡❝♦♠♣♦-✐.✐♦♥ ✈- J❖❉ ❢♦/ .❤❡ -❤❛❧❧♦✇ ✇❛.❡/ ❡B✉❛.✐♦♥- ♠♦✲

❞❡❧ /❡❞✉❝.✐♦♥ ✇✐.❤ ❧❛/❣❡✲.✐♠❡✲-.❡♣ ♦❜-❡/✈❛.✐♦♥-✳ ■♥(❡$♥❛(✐♦♥❛❧ ❏♦✉$♥❛❧ ❢♦$

◆✉♠❡$✐❝❛❧ ▼❡(❤♦❞) ✐♥ ❋❧✉✐❞)✳ ✭♣✳ ✶✷✾✮

❇]❤♠✱ ❇✳✱ ❈✳ ❍❡❡❣❡/✱ ❘✳ ▲✳ ●♦/❞♦♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❉/❡✐③❧❡/ ✭✷✵✶✶✮✳ ◆❡✇ ♣❡/-♣❡❝.✐✲
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✈❡% ♦♥ (✉*❜✉❧❡♥( ❝♦♠❜✉%(✐♦♥✿ ▼✉❧(✐✲♣❛*❛♠❡(❡* ❤✐❣❤✲%♣❡❡❞ ♣❧❛♥❛* ❧❛%❡*
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❇♦❧%❤♦✈✱ ▼✳ ❛✳✱ ❨✳ ❛✳ ❑✉*✐(%②♥✱ ❱✳ ❱✳ ▲✐❣❡*✱ ❛♥❞ ❱✳ ❘✳ ▼✐*♦♥❡♥❦♦ ✭✷✵✶✶✮✳ ❉❡✲

✈❡❧♦♣♠❡♥( ♦❢ ❞✐♦❞❡ ❧❛%❡* ❛❜%♦*♣(✐♦♥ %♣❡❝(*♦%❝♦♣② ♠❡(❤♦❞ ❢♦* ❞❡(❡*♠✐♥✐♥❣

(❡♠♣❡*❛(✉*❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥(*❛(✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡% ✐♥ *❡♠♦(❡ ♦❜❥❡❝(✳ ❖♣1✐❝0 ❛♥❞

❙♣❡❝1'♦0❝♦♣② ✶✶✵ ✭✻✮✱ ✽✹✽✕✽✺✻✳ ✭♣✳ ✼✮

❇♦*N❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❊①(❡♥❞❡❞ ♣*♦♣❡* ♦*(❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦%✐(✐♦♥✿ ❛ (♦♦❧ (♦ ❛♥❛✲

❧②%❡ ❝♦**❡❧❛(❡❞ ❡✈❡♥(% ✐♥ (✉*❜✉❧❡♥( ✢♦✇%✳ ❊①♣❡'✐♠❡♥10 ✐♥ ❋❧✉✐❞0 ✸✺ ✭✷✮✱

✶✽✽✕✶✾✷✳ ✭♣✳ ✶✶✮

❇♦✉*❣♦✉✐♥✱ ❏✳✲❋✳✱ ❉✳ ❉✉*♦①✱ ❏✳ U✳ ▼♦❡❝❦✱ ❚✳ ❙❝❤✉❧❧❡*✱ ❛♥❞ ❙✳ ❈❛♥❞❡❧ ✭✷✵✶✸✮✳

❙❡❧❢✲%✉%(❛✐♥❡❞ ✐♥%(❛❜✐❧✐(✐❡% ✐♥ ❛♥ ❛♥♥✉❧❛* ❝♦♠❜✉%(♦* ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❛③✐♠✉(❤❛❧

❛♥❞ ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ ❛❝♦✉%(✐❝ ♠♦❞❡%✳ ■♥ ❆❙▼❊ ❚✉'❜♦ ❊①♣♦ ✷✵✶✸✿ ❚✉'❜✐♥❡
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❆♠❡*✐❝❛♥ ❙♦❝✐❡(② ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡*%✳ ✭♣✳ ✷✮

❇♦①①✱ ■✳✱ ▼✳ ❙(]❤*✱ ❈✳ ❈❛*(❡*✱ ❛♥❞ ❲✳ ▼❡✐❡* ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❡♠♣♦*❛❧❧② *❡%♦❧✈❡❞ ♣❧❛✲
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✶✺✶✵✕✶✺✷✺✳ ✭♣✳ ✹✮

❇*♦✇♥✱ ❉✳ ▼✳✱ U✳ ▼✳ ❙❛♥❞✈✐❦✱ ❏✳ ❇✳ ❋❡❞✐%♦♥✱ ❏✳ ❍✐❜%❤♠❛♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙✳ ▼❛✲

(♦❝❤❛ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉❡(❡*♠✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛♥ ❜✉*♥ ❝♦♠❜✉%(✐♦♥ (❡♠♣❡*❛(✉*❡ ✉%✐♥❣
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Titre :  Développement d'une stratégie de post-traitement pour l'analyse de la combustion 
prémélangée : à une flamme turbulente swirlée.

Mots clés : Combustion, Instabilité, DMD, POD, post-traitement, LIF, PIV

Résumé : Une des pistes majeures pour obtenir
des  turbines  à  gaz  moins  polluantes  est
l'utilisation  de  chambres  de  combustion
fonctionnant  en  régime  prémélangé  pauvre.
Cependant,  dans  de  tels  régimes  de
fonctionnement,  la  flamme  obtenue  est
cependant  plus  facilement  sujette  aux
instabilités thermo-acoustiques.

Dans  cette  thèse,  un  brûleur  étagé  swirlé
fonctionnant  au  propane  a  été  employé  pour
illustrer  une  méthode  d'analyse  de  la
combustion  prémélangée.  Cette  installation  a
été  étudiée  à  l'aide  de  diagnostics  classiques
(micros,  PLIF,  film  à  haute  cadence  de  la
flamme). 

La stratégie de post-traitement développée dans
cette thèse utilise par contre des outils eux aussi
classiques (PSD, moyenne de phase) mais aussi
une  méthode  d'analyse  avancée,  la
Décomposition en Modes Dynamiques. Celle-ci
est notamment étudiée em détail afin d'en cerner
les avantages et les limitations dans le cadre de
l'analye des instabilités de combustion.

Title :  Post-processing Strategy Development for Premixed Combustion Analysis: 
Application to Turbulent Swirled Flames

Keywords : Combustion, Instability, DMD, POD, post-processing, LIF, PIV

Abstract : One of the major ways of reducing
pollutant  emissions  in  gas  turbines  is  using
combustion  chambers  with  lean  premixed
mixtures.  However,  in  such  operating
conditions  the  flame  is  more  susceptible  to
thermo-acoustic instabilities.

In  the  present  work,  a  propane-fed  swirled
burner  using  two  injection  stages  is  used  to
illustrate  a  post-processing  strategy  for
premixed combustion analysis. This model
burner  has  been  studied  using  classic
diagnostics (microphones, PLIF, highspeed
imaging).

The  strategy  developed  in  the  present  work
uses  both  classic  postprocessing  tools  (PSD,
phase averaging) and an advanced method, the
Dynamic Mode Decomposition.  In  particular,
this method is studied in detail and compared
to more lassic ones in order to clearly point its
advantages as well  as  its  shortcomings when
used to study combustion instabilities.
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