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Introduction

Position du probleme et motivation

Les techniques de différences finies ou d’éléments finis avec condensation de masse sont
largement utilisées pour la simulation de la propagation des ondes ou plus généralement la
résolution de systemes hyperboliques linéaires dont les équations de Maxwell constituent un
archétype. Les domaines d’application, nombreux, vont de ’acoustique a 1’électromagnétisme
en passant par la sismique en géophysique. La méthode permet de se ramener & des équations
discrétes dont les inconnues sont les valeurs du ou des champs en des points d’une grille de
calcul qui est le plus souvent réguliere, de pas h en espace et At en temps. Les schémas
numériques qui nous intéressent ici sont des schémas explicites dont il est maintenant com-
munément admis, qu’ils sont préférables aux schémas implicites. Leur mise en oeuvre consiste
simplement a appliquer une formule explicite permettant d’évaluer la solution, progressive-
ment, en des temps échantillonnés. Pour les équations de Maxwell, le schéma de Yee constitue
le prototype d’un tel schéma. C’est le schéma le plus couramment utilisé jusqu’a nos jours.
C’est ce schéma qui consistera le noyau de base de notre étude.

La premieére propriété que doit satisfaire un schéma numérique est la stabilité, cette pro-
priété exprime le fait que ’on est a priori capable d’obtenir une borne sur une certaine norme
de la solution approchée & ’aide de constantes indépendantes des parametres de discrétisa-
tion At et h. Il existe bien sir différentes notions de stabilité, liées au choix de la norme
considérée. Cette norme peut étre “discrete” mais doit étre un équivalent convenable d’une
norme continue. Pour les systemes hyperboliques linéaires et notamment ceux auxquels est
associée une conservation de l’énergie, comme le systeme de Maxwell, ces normes sont des
normes de type L2, raison pour laquelle on parle de stabilité L2. Il est bien connu que pour
un schéma explicite approchant une équation hyperbolique, la stabilité L? n’est assurée que
si le pas de temps At est suffisamment petit devant le pas d’espace h. Plus précisément
la condition de stabilité est une condition de type C.F.L. imposant une borne sur le rapport
a = At/h. Ainsi, pour le schéma de Yee la condition nécessaire et suffisante de stabilité s’écrit
a=At/h < \/E/d, d étant la dimension de ’espace, ol I’on a supposé implicitement que la
vitesse de propagation des ondes était égale a 1. Une fois la stabilité assurée, la convergence
du schéma est alors garantie pour peu qu’on sache vérifier sa consistance (c.a.d montrer que
Perreur de troncature du schéma tend vers 0 avec les parametres de discrétisation.): C’est
le théoreme d’équivalence de Lax. On peut méme obtenir des estimations d’erreurs pour peu
que la solution que 'on désire approcher soit suffisamment réguliére.

Le cott de calcul de ces méthodes est bien sur lié a la taille de la grille et augmente avec
Pinverse du pas de la grille. Ce pas doit étre bien stir suffisamment fin pour que la précision
obtenue sur la solution soit acceptable. Pour quantifier cela, le resultat de convergence ou les
estimations d’erreur ne sont pas suffisants. Il faut avoir recours a des études plus fines des
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sources d’erreur quitte a se limiter a des situations simples telles que la simulation des ondes
en milieu homogeéne. Pour les schémas conservatifs (c.a.d. conservant un équivalent discret
d’une énergie de la solution) comme le schéma de Yee, il n’y a évidemment pas de dissipation
numérique. Si on met de c6té le probléme d’échantillonnage des données (conditions initialles,
sources), la seule source d’erreur est alors la dispersion numérique : les hautes fréquences qui
composent ’onde numérique ont tendance a aller moins vite que les plus basses entrainant
une dé-cohérence du signal d’autant plus grande que la longueur parcourue augmente. On
maitrise ce phénomene en prenant, ce qui est intuitif, suffisamment de points de grille par
longueur d’onde pour toutes les longueurs d’onde composant le signal que I’on veut approcher.
Ce qui est moins intuitif, c’est que, au moins pour le schéma de Yee (mais cela est aussi vrai
pour d’autres schémas), & pas d’espace fixé on va augmenter la dispersion numérique (et donc
détériorer la précision du schema), en diminuant le pas de temps At¢. En d’autres termes la
dispersion numérique décroit lorsque le rapport o = At/h augmente vers sa valeur maximale
autorisée par la condition de stabilité. Il est facile de mettre en évidence des effets de la
dispersion sur des expériences numériques.

Courbes de dispersion pour k=C(e, ve, )

Courbes de dispersion pour k=C e,

Courbes de dispersion pour k=C(e, +¢,)

082 L L L L L . L L L 2
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 o ol 0l 0z 0% 03 0% oa o0& 0 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
[ X\ [

Courbes de dispersion : On représente le rapport de la vitesse numérique sur la vitesse réelle
en fonction de la fréquence, pour différentes directions de propagation. La vitesse numérique
de propagation des ondes s’éloigne de la vitesse réelle, lorsque les fréquences de l'onde sont
plus importantes. Le phénomeéne s’accentue lorsque le rapport % diminue, et ce quelque soit
la direction du vecteur de propagation.

N A /\ A[\
| ! I

a=1 a = a =

o
NS

Solutions 1D a t = 20s, t = 100s et t = 180s. La dispersion numérique qui augmente au
cours du temps est plus importante lorsque le rapport At/h diminue
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La dispersion étant controlée, une autre cause d’erreur, liée & des aspects géométriques,
peut survenir. Dans les problemes de diffraction on doit imposer des conditions aux limites ap-
propriées sur la frontiere de 'obstacle. Par exemple, pour les équations de Maxwell, on impose
que le champ électrique tangent est nul a la surface d’un obstacle parfaitement conducteur. Or
la frontiere de I'objet ne suit pas nécessairement la grille de calcul et on est amené & considé-
rer une frontiére approchée en marches d’escalier. Or ces marches engendrent des diffractions
numériques parasites qui peuvent entacher d’une erreur significative le résultat du calcul.
D’autres problemes de géométrie peuvent se poser dans le cas ou I'objet diffractant présente
une section trés faible par rapport aux longueurs d’ondes impliquées (cas des antennes filaires
en électromagnétisme). La modélisation de Pobjet conduit & choisir un pas trés petit pour
bien tenir compte de sa géométrie. Si 'on travaille avec une grille réguliere, on imagine alors
les conséquences désastreuses de la présence du moindre brin de fil.

Une premiére solution peut étre d’utiliser la méthode des domaines fictifs. Celle-ci consiste
a introduire un parametre de Lagrange défini & la surface de I'objet sur un maillage différent
et réintroduit dans les équations volumiques. L’inconvénient est alors que la taille du pas de
discrétisation de 'obstacle est 1ié a celui du maillage, et donc si 'obstacle est fin ou possede
des aspérités, il contraint & nouveau a utiliser un maillage fin dans tout le domaine.

Une autre idée pour traiter la difficulté consiste a distinguer deux zones pour le calcul. Une
zone (la plus importante) ou le calcul se fait sur une grille principale et une ou plusieurs zones
ou l'on utilise des morceaux de grilles raffinées, c’est & dire dont le pas de discrétisation est
une fraction du pas de la grille principale. La propagation de 1’onde est réalisée principalement
dans la grille grossiere tandis que les grilles raffinées, localisées au voisinage des aspérités des
objets diffractants permettent de bien rendre compte de I'interaction complexe entre 'onde
et la structure. De plus, la précision du calcul du point de vue de la dispersion, étant une
fonction décroissante du rapport des pas de discrétisation en temps et en espace, il est donc
souhaitable que le rapport optimal soit conservé d’une grille & I'autre et par conséquent, de
raffiner également en temps, la grille raffinée en espace. Le point délicat est alors le traitement
de la frontiere entre les grilles.

Présentation du plan de travail et des principaux résultats ob-
tenus

Au cours du déroulement de la these, nous avons tout d’abord été amenés a effectuer
I’analyse de certaines méthodes de raffinement de maillage existantes. Ceci nous a permi
d’identifier des phénomeénes d’instabilité, semble-t-il nouveaux, associés a ce type de schéma.
C’est la raison qui nous a conduit a chercher une nouvelle voie pour contourner cette difficulté.
Nous avons ensuite construit et analysé une nouvelle méthode fiable de raffinement de grille
spatio-temporelle appliquée a la simulation de la propagation des ondes. Nous étudions alter-
nativement les potentialités d’une telle méthode pour les équations de Maxwell et I’équation
des ondes, le but ultime imposé par le centre d’étude de Gramat étant de réaliser un code
informatique de raffinement de maillage pour le schéma de Yee dans le cas de 3 dimensions.

Cette contrainte nous a donc orienté vers des méthodes de raffinement basées sur des
schémas aux différences finies. Nous nous sommes dans un premier temps intéressé a une
méthode de raffinement analogue a celles trouvées dans la littérature, c’est & dire utilisant des
interpolations spatio-temporelles pour effectuer le raccord entre des grilles de discrétisations
différentes. Malheureusement, la stabilité de ces méthodes s’est avérée trés mal controlée ou au
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prix d’une détérioration des résultats non négligeable. La stabilité semblant étre le principal
écueil pour effectuer le raccord entre deux maillages différents, nous avons donc recherché
des schémas permettant de garantir la stabilité via la conservation d’une énergie discrete. Le
schéma aux différences finies que nous avons trouvé s’est révélé étre stable et précis et nous
a donc confirmé le bien-fondé de notre stratégie. Malheureusement, 'approche différences
finies de la méthode quoi que conceptuellement simple, conduit & des calculs rapidement
inextricables si ’on cherche & construire un schéma dans le cas a trois dimensions. Nous
avons donc pensé a élaborer un formalisme abstrait, englobant la méthode trouvée a une
dimension, afin de construire une méthode variationnelle trés générale. Si, pour des raisons
contractuelles, nous présentons cette derniere appliquée au schéma de Yee & 3 dimensions,
il ne fait pas de doute que le lecteur saurait y voir des applications a d’autres types de
discrétisation.

Analyse des méthodes par interpolation

Comme pourra le remarquer le néophyte se penchant sur la littérature, notamment la
littérature “électromagnétique” (L.E.E.E.), la plupart des schémas de raccords sont basés sur
des interpolations spatiales, temporelles ou spatio-temporelle. C’est donc tout naturellement,
que nous avons dans un premier temps orienté notre stratégie vers un raffinement spatio-
temporel avec un schéma de raccord par interpolation. Afin d’étudier les potentialités de ces
schémas, notamment leur stabilité et leur précision, nous avons choisi de nous intéresser a un
cas simple & savoir I’équation des ondes 1-D, discrétisée par le schéma aux différences finies
appelé ’leap-frog’, ou ’saute-mouton’.

Nous traitons tout d’abord le cas d’un raccord de deux grilles infinies ot le pas de discré-
tisation de la grille fine est deux fois plus fin que celui de la grille grossiere. A 'aide d’une
analyse dans le plan de Fourier-Laplace de la solution du schéma, on montre que le schéma est
GKS stable (Gustafsson-Kreiss-Sundstrom [17]) sous la condition “C.F.L.” usuelle, c’est & dire
la condition de stabilité en ’absence de raffinement. Une fois la stabilité assurée, on s’intéresse
a la précision de la méthode au moyen d’une analyse harmonique. On montre que toute onde
harmonique incidente solution du schéma dans la grille grossiére donne naissance au contact
de linterface a deux ondes transmises dans la grille raffinée et une onde réfléchie dans la grille
grossiére. Le fait qu’il y ait deux ondes transmises s’explique par le phénomeéne de repliement
du spectre: une onde de pulsation w est indistinguable dans la grille grossiére d’une onde de
pulsation w + QQT”. Ce n’est pas le cas dans la grille fine ce qui induit un couplage entre les
ondes de pulsation w et w + z;. Ce phénomene est un des points clés pour comprendre les
phénomenes d’oscillations parasites (c.a.d. hautes fréquences). L’étude de précision est menée
a partir des expressions du coefficient de réflexion et des deux coefficients de transmission. La
méthode s’avere d’ordre 1 mais, numériquement, le raccord semble de bonne qualité puisque,
Perreur induite par le raffinement de maillage est négligeable devant I'erreur due au schéma
classique qui est pourtant d’ordre 2. Le méme type de résultats est ensuite obtenu pour un
raffinement 1-n, c’est & dire lorsque le pas de discrétisation de la grille fine est n fois plus fin
que celui de la grille grossiere.

Ces résultats ont trait au couplage de deux grilles semi-infinies. Notons que ces premiers ré-
sultats sont plutot positifs: le schéma est stable sous la condition CFL usuelle et les réflexions
parasites sont faibles et bien maitrisées. En fait, la situation se révele changée radicalement
lorsque ’on se place en milieu borné. En effet, si 'on s’intéresse au cas ou le domaine ou I'on
raffine le maillage est de longueur finie, ce que 'on cherchera toujours a obtenir en pratique,
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on montre alors que la stabilité n’est plus assurée sous la condition usuelle mais dépend de
I’occurence d’un zéro d’une fonction d’une variable complexe, paramétrée par le nombre de
mailles de la couche et par le rapport du pas de temps sur le pas d’espace. Un résultat im-
portant est que des phénomeénes d’explosion ressemblant fortement & de 'instabilité peuvent
survenir méme si ’on respecte la CFL usuelle. Suivant le probleme considéré on montre que
cette explosion peut étre soit une instabilité forte soit bornée par eC* T ot T est le temps
de simulation et L la longueur de la bande raffinée. Ceci est confirmé par des expériences
numériques ou ’on observe des explosions exponentielles qui se développent, quelques fois
tardivement, et dégradent bient entendu les résultats du calcul.

Ces phénomenes d’instabilités sont tres génants car la nouvelle CFL dépend de fagon
complexe du nombre de maille dans la couches ainsi que du nombre de Courant, et ce, bien
que Pon se soit placé en dimension 1. On s’attend alors & ce que ’extension de ces schémas a
des cas plus compliqués tels les équations de Maxwell 2-D, ne nous permette plus de maitriser
cette instabilité. Ceci est confirmé par des expériences numériques. En effet, si dans un premier
temps, les méthodes par interpolations semblent stables, il s’avére que pour des temps de
simulation plus longs, une explosion de la solution du systeme de Maxwell-2D apparait au
voisinage de la grille fine. La condition C.F.L. empirique pour faire disparaitre cette instabilité
est alors inacceptable.

Cette méthode d’interpolation se révélant trop incertaine pour étre utilisée avec confiance
dans le cas de raffinement spatio-temporelle, il nous a semblé plus judicieux de se tourner
vers des méthodes garantissant la stabilité de maniere plus systématique.

Une méthode de raffinement de maillage stable en différences finies

Nous présentons dans cette partie une nouvelle méthode de raffinement de maillage pour
le systeme de Maxwell 1-D. Cette méthode vise a assurer la stabilité a priori via la conser-
vation d’une énergie électromagnétique discrete. Elle permet le raccord de deux grilles, I'une
discrétisée avec un maillage espace-temps (2h,2At), Pautre avec une discrétisation (h, At)
sous la condition de stabilité usuelle. Le point clé de la méthode consiste & n’assurer que
faiblement la condition de continuité des inconnues entre les deux grilles. On considére en fait
qu’a l'interface physique correspond deux interfaces discretes, une pour la grille grossiere et
une pour la grille fine. [’étape suivante consiste a dériver une énergie discréte de maniere
obtenir une condition de conservation de celle-ci. Ceci permet d’obtenir une relation assurant
la stabilité L? du schéma. Cette relation quadratique apparait comme un équivalent discret de
I’annulation du saut des inconnues a I'interface. A partir de cette relation on trouve ensuite
un schéma linéaire permettant de raccorder les deux grilles de maniere stable et précise a
condition que le rapport du pas de temps sur le pas d’espace ne soit pas trop proche de 1.
Toutefois nous voyons que cette condition n’est pas trés pénalisante. L’extension de ce schéma
a deux dimensions est ensuite réalisée et donne également de bons résultats, toutefois, elle
laisse présager que les calculs nécessaires a la construction du schéma en 3 dimensions, s’ave-
reraient trop complexes. Cette derniere réflexion nous a incités a rechercher un formalisme
abstrait permettant de conduire les calculs plus aisément.

Une méthode de raffinement de maillage stable en éléments finis

Dans la troisieme partie, nous montrons que la méthode n’est qu’un cas particulier et
qu’elle entre dans un cadre variationnel général et une approximation appropriée par élé-
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ments finis mixtes. Le schéma de raccord s’apparente alors & la méthode des éléments joints.
En interprétant la recherche d’une condition de raccord, comme un probléme de transmis-
sion, on montre que l'introduction d’une variable auxiliaire définie sur 'interface permet la
construction d’une condition de raccord permettant la conservation d’un équivalent discret
de 'énergie. Cette variable auxiliaire qui n’est autre qu’un multiplicateur de Lagrange, s’as-
simile dans le cas des équations de Maxwell & un courant défini sur l'interface. On montre
que ce courant se calcule grace a la résolution d’un systéme linéaire inversible et creux. La
méthode construite dans le cadre variationnel est explicitée pour le cas du schéma de Yee,
mais pourrait également étre étendue a d’autres schémas. On pourrait notamment grace a
cette méthode raccorder des grilles non conformes.

Nous appliquons ensuite notre stratégie en discrétisant les équations de Maxwell & trois
dimensions par le schéma de Yee, et présentons les résultats numériques du code informatique
que nous avons incorporé dans un logiciel industriel. Les simulations effectuées démontrent
Iintérét et les potentialités du raffinement spatio-temporel local. Dans un premier temps, on
constate que dans le vide, 'erreur due au raffinement de maillage est négligeable devant I’er-
reur classique du schéma de Yee. De plus, en présence de conducteur, grace a une meilleure
prise en compte de la géométrie mais également une meilleure approximation des singulari-
tés au voisinage de 'obstacle, le raffinement local permet d’obtenir des résultats quasiment
identiques a ceux d’une simulation ou ’ensemble du maillage aurait été raffiné.
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Chapitre 1

Présentation de schémas de
raffinement par interpolation

1.1 Un survol non exhaustif de la bibliographie sur le raffi-
nement de maillage spatio-temporel pour 1’électromagné-
tisme

Mis & part l'article pionnier de Kunz et Simpson de 1981, [20], c’est au début des années
1990 que sont apparus les premiers travaux sur le raffinement de maillage spatio-temporel. La
modélisation des phénomenes électromagnétiques a ’aide du schéma saute-mouton de Yee ou
FDTD, [27], était depuis une vingtaine d’année trés couramment pratiquée aussi bien dans les
laboratoires de recherche que pour les applications industrielles. La complexité croissante des
structures rayonnantes a calculer a posé le probleme de ’erreur due & la géométrie de maniere
de plus en plus aigué et la méthode de raffinement de grille a semblé toute indiquée. On a ainsi
vu paraitre une série de travaux, surtout dans des revues comme IEEE Transaction on Anten-
nas and Propagation ou encore IEEE Transaction on Microwave Theory and Technology, qui
en gros suivait la méme démarche. Dans un premier temps, on choisit de fagon assez arbitraire
un rapport de pas de grille (1:2,1:3 voire 1:4), un schéma d’interpolation (centré ou non) puis
on code la méthode et on la teste sur des exemples d’intérét pratique. Le premier article de
ce genre a été publié en 1990 par Kim et Hoefer, [18]. Les auteurs retiennent un raffinement
spatio-temporel de 1:4. Le schéma consiste a utiliser la formule explicite de Yee 4 fois sur la
grille fine pour une seule fois sur la grille grossiere. Des formules d’interpolation portant sur
les deux champs sont utilisées pour clore le systéme d’équations! (ce schéma n’est d’ailleurs
pas donné de maniere tres claire dans l’article). Les conclusions sont que la méthode marche
(gain de 73 en temps de calcul) mais les auteurs signalent deux difficultés. Tout d’abord, que
des réflexions parasites sont présentes et qu’il faut utiliser une interpolation “conforme au
comportement de la solution ”. Ensuite, dans le cas de sandwichs (grilles grossiere-grille fine-
grille grossiere) des phénomeénes indésirables (“a serious interaction”) peuvent apparaitre. Pa-
rallelement en 1991 Zivanovic et al. proposent un schéma d’interpolation pour un raffinement
1:2 puis 1:3. L’interpolation est 1a encore effectuée sur les champs électriques et magnétiques.
Deux exemples, difficiles & interpréter, sont donnés qui semblent montrer que la méthode
“marche”. On peut reprocher & ce papier son co6té un peu péremptoire “...The technique is

1. rappelons que le schéma de Yee utilise comme inconnues le champ électrique et le champ magnétique
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shown to be numerically stable and does not entail any extra numerical error.” (sic). Les ré-
sultats ne semblent pourtant pas toujours trés bons, surtout pour la grille 1:2 o, pour une
expérience numérique particuliére, le raffinement entraine une détérioration des résultats. Les
conditions d’interpolation pour la grille 1:3 sont particulierement sophistiquées (utilisation
d’un schéma d’équations d’ondes pour I'interpolation du champ électrique). Elles semblent
donner de meilleurs résultats que le raffinement 1:2. Nulle mention de problémes de stabi-
lité n’est signalée. Dans une communication, Prescott et Shulley, [26], proposent une version
légerement modifiée des équations d’interpolation. Leur méthode est testée sur un calcul de
coefficient de réflexion pour un guide d’onde 2-D. Des résultats d’erreur de moins de 0.65 %
sont donnés sur une large plage de fréquences, mais il est difficile d’interpréter ces résultats
car le rapport de ces fréquences avec le pas de discrétisation n’est pas donné. Un travail si-
milaire est effectué par Shimizu et al., [12]. De nouveau, les auteurs proposent un schéma
d’interpolation original et portant a la fois sur le champ électrique et le champ magnétique.
Le coefficient de réflexion dit au changement de grille est déterminé expérimentalement sur un
exemple de simulation d’un guide d’ondes cylindrique. Ils obtiennent une erreur de moins de
0,6 % pour des fréquences allant jusqu’a 21 points de grilles grossieres, Le papier qui nous a
semblé le plus abouti est celui de Chevalier, Luebbers et Cable, [10] & propos d’un raffinement
de grille 1:3. Son originalité est double. D’une part, U'interpolation entre les grilles ne porte
que sur le champ magnétique. Cela permet de traiter convenablement les cas ou l'interface
entre grille fine et grille principale est traversée par des milieux de permitivité diélectrique
variable, c’est & dire des cas ou le champ électrique n’est plus une fonction continue de 1’es-
pace. D’autre part, ce papier est le premier & exprimer clairement l'existence de difficultés
liées a la stabilité du schéma. A deux dimensions d’espace, une diminution d’un facteur 1.2
du pas de temps s’avere indispensable pour avoir la stabilité. Un autre probleme est signalé
et qui se manifeste par la présence d’un bruit constitué d’oscillations hautes fréquences sur la
solution numérique. Les auteurs proposent une méthode pour diminuer ce bruit qui consiste
a pondérer leur formules d’interpolation posées sur plusieurs interfaces décalées: au voisinage
de l'interface, certains nceuds du maillage sont alors vus comme appartenant a la fois a la
grille fine et & la grille grossiére. Trois expériences numériques sont présentées, le calcul d’un
dipole puis d’une sphere conductrice et enfin d’un guide d’onde. Les résultats montrent une
erreur de 'ordre de 0.5 % pour 10 points par longueurs d’onde par rapport aux résultats des
meémes calculs utilisant la grille fine. Sil’on accepte cette marge d’erreur, le gain en temps de
calcul et en occupation mémoire est impressionnant (facteur 10). Les mémes calculs effectués
sur la seule grille grossiére aboutissent & plus de 100 % d’erreur pour un temps de calcul
uniquement divisé par 2.

La premiere conclusion de ce bref survol est que le raffinement de maillage spatio-temporel
a surtout été abordé d’un point de vue heuristique et étudié d’un point de vue expérimental
(analyse de résultats d’expériences numériques). Les résultats des calculs montrent la grande
potentialité de la méthode, lorsqu’elle est convenablement utilisée. Le papier de Chevalier et
al excepté, le choix de la formule d’interpolation (interpolation spatiale, temporelle, spatio-
temporelle) est toujours assez arbitraire. Des problémes d’instabilités fortes (explosion au
bout de quelques pas de temps) ou faible (explosion & la suite de multiples aller-retours de
Ponde a l'intérieur de la boite de calcul) ont été signalés par certains auteurs sans qu’aucune
analyse mathématique ne soit donnée.

Nous n’avons pas trouvé de papiers de nature vraiment mathématique sur la question
précise du raffinement spatio-temporel pour Maxwell. Néanmoins, il existe des articles sur des
sujets connexes comme celui de P. Monk, [21] qui traite du raffinement uniquement spatial
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pour I'équation de Maxwell instationnaire. Si 'on se borne a des raffinements en espace il
existe maintenant des techniques variationnelles bien maitrisées qui garantissent la stabilité
modulo Iintroduction d’inconnues supplémentaires sur 'interface grille fine - grille grossiére :
ce sont les éléments joints [1], [5]. Une analyse assez compléte est présentée par M. Berger dans
[3] qui traite du raffinement spatio-temporel de grille 1:n pour I’équation de transport scalaire
1D. Cette analyse est menée a partir d’une formule explicite de la solution du schéma via une
transformation de Fourier-Laplace en temps. Elle obtient la stabilité d’un schéma s’appuyant
sur un méme schéma dissipatif posé sur deux grilles dont les pas sont en rapport de 1 a n,
les deux grilles étant couplées par des formules ad hoc. Dans [4], Berger et Leveque présente
une méthode de raffinement de maillage espace temps pour des systemes hyperboliques. La
méthode est basée sur un schéma aux volumes finis et permet de faire du maillage adaptatif.
L’équation de transport scalaire est toutefois un modele plus simple que ’équation des ondes.
En effet, sa solution se propageant toujours dans une direction privilégiée ne peut rencontrer
chaque interface entre grilles fines et grilles grossieres qu’une seule fois. Ce n’est pas le cas
pour I’équation des ondes ou le systéeme de Maxwell & cause des phénomenes de réflexion d’ou
I’apparition de nouvelles études nécessaires.

1.2 Présentation explicite et simplifiée de deux stratégies de
raccord par interpolation pour I’équation des ondes.

1.2.1 Présentation du probleme modéele.

L’objet de cette partie est d’effectuer une analyse mathématique du raffinement de grille
spatio-temporel par interpolation sur un cas simple & savoir I’équation des ondes 1-D

((0*u  ,0%

a2~ C oz
(1.1) u(z,0) = uo(z)

z€R

ou
L E(III,O) = 0.

Pour simplifier ’écriture nous prendrons ¢ = 1.

Ce modele est suffisamment élémentaire pour se préter a des calculs explicites et assez
riche pour contenir beaucoup des caractéristiques et des difficultés du modele plus complexe
des équations de Maxwell en 2 ou 3 dimensions.

Nous choisissons de discrétiser cette équation par le schéma aux différences finies le plus
classique
(1.2) uﬁ?"’l - 2u§ + u;?_l B U§+1 - 2u"f + u"f_l o,

At? h?
ol uf ~ u(jh, kAt). Grace a ce schéma, on peut, & 'aide des valeurs de u aux instants & et
k —1 (points verts sur la figure 1.1), calculer les valeurs de u & l'instant k£ + 1 (point rouge).

Pour compléter le schéma, il nous faut préciser le schéma de démarrage aux premiers pas
de temps: il nous faut initialiser le schéma avec des conditions initiales en k=0 et 1 pour uf

Le premier pas de temps est simplement initialisé par la valeur aux noeuds de la fonction
initiale ug choisie.
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Fic. 1.1 — Schéma ’Saute-mouton’

Pour le deuxiéme pas de temps on utilise un développement de Taylor & ’ordre 2 ainsi que
la condition de vitesse nulle % Ji=0 — 0 et ’équation des ondes satisfaite par uw pour écrire

(13)  ulhAf ~ ! = ug(h) + S 2ol DI = 2u0Gh) ol — DY

Cette maniere de faire est classique et permet d’approcher les conditions initiales & 'ordre 2.

I1 est bien connu (cf. [11] par exemple) que ce schéma est stable dés que At est inférieur
a Az. En d’autres termes, le nombre de Courant % doit étre inférieur ou égal a 1. Si cette
condition n’est pas remplie le schéma explose au bout d’un nombre fini d’itérations. Le schéma
aux caractéristiques qui correspond au cas limite At = Az est intéressant car il n’induit
aucune dispersion. Malheureusement ce schéma ne peut se généraliser aux dimensions d’espace
supérieures a 1. Les autres schémas posseédent tous un caracteére dispersif qui se traduit par
une variation de la vitesse de propagation des ondes en fonction des fréquences composant
Ponde. Au fur et & mesure de la progression de I'onde, la partie haute fréquence du signal a
tendance & trainer en oscillant derriére le front principal. Si 'on veut que cet effet soit faible,
il convient de choisir un pas de grille suffisamment fin par rapport aux longueurs d’ondes qui
constituent le signal.

On discrétise ensuite ’équation sur deux maillages différents. La grille de discrétisation
de droite (indicée j > 0) maillée plus finement que la grille de gauche (indicée j < 0). Les
inconnues de chaque grille seront respectivement indicées par ¢ et f. On construit ensuite le
schéma & I’aide des approximations suivantes (exemple pour un raffinement 1-2)

(ug)gg? ~ u(25h, 2kAt) 5 <0
(1.4)
(up) = u(jh, KAL) j >0,

ou h est le pas d’espace, At le pas de temps et u la solution de (1.1)
En 2 < 0 ’équation est approchée par

(“g)%?JrZ - 2(“9)%? + (“g)gfiz B (“g)%&z - 2(“9)%? + (ug)%?fz
VAN Z: 4h?

(1.5) =0 pour j < 0,
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tandis que pour z > 0 I’équation est approchée par

k41 k k—1 k k k
)i = 2(ur)t 4 (ur)s )i — 2(ue)y + (ur)i_
(1.6) (uy); ( Zz)J (up); - ()i (h};)J ()1 =0 pour j > 1.

On remarque, qu’avec ce choix le rapport du pas de temps sur le pas d’espace reste constant
d’une grille de calcul a 'autre: le nombre de Courant est inchangé entre les deux grilles.

Le choix qui est ici fait de prendre une seule interface en x = 0 se généralise aisément au
cas de plusieurs interfaces, par exemple au cas ol la grille fine est entre deux grilles grossieére.

Restent a définir les approximations de I’équation & I'interface des deux grilles car chaque
schéma fait appel aux valeurs de la grille voisine a 'interface. C’est la difficulté du raffinement
de maillage spatio-temporelle: trouver une bonne maniere de raccorder les deux grilles. Nous
présentons ici des schémas tres simples, inspirés de la littérature, permettant de résoudre ce
probléme par interpolation.

1.2.2 Raccord par interpolation spatiale

On choisit ici, de construire des schémas d’approximation différents sur 'interface entre
les deux grilles en faisant appel a des interpolations spatiales. Plus exactement, les points de
Iinterface de la grille grossiere sont calculés par le schéma classique complété par un point
de la grille fine. Les schémas permettant le calcul des points de I'interface de la grille fine
(en noir sur la figure 1.2) sont eux complétés par les interpolations spatiales d’ordre 2. Bien
évidemment, puisque l'on interpole, on aura nécessairement (u f)%k = (ug)%k. Nous utiliserons
néanmoins les deux notations, (u f)%k étant utilisé dans un schéma défini sur la grille fine et
(ug)3F dans la grille grossiere.

On présente ici les schémas résultants de cette stratégie dans le cas du raffinement 1 — 2.
Sur l'interface, le schéma dépend de 'itération.

(ug)o™* — 2(ug)§" + (ug)g" > _ (ug)3" — 2(ug)g" + (ug)%

+ o w (( )% 0( )Q—k)
U + (u
(u}c)g]’C - 2(uf)gk + (uf)gk_l (“f)%k 2(“f)gk + = D) g2
At? h2 =0

1.2.3 Raccord par interpolation temporelle

Le principe est a peu pres le méme, c’est a dire que les points des interfaces de chaque
grille sont calculés a 'aide de modification du schéma classique. La différence ici est d’utiliser
des interpolations en temps pour compléter le calcul sur la grille la plus fine.

En j=0, Péquation (1.5) devient

(ug)o™™ = 2ug)gk + (ug)g"*  (u)3* — 2(ug)g" + (ug)?
4AL2 4h?

(1.7) =0.

En j=1, I'approximation dépendra de l’itération en temps car les éléments de la grille grossiere
ne sont calculés qu’une fois sur deux. Ainsi en j=1 pour les itérations impaires ’équation (1.6)
devient

ws) (3 = 208+ @p3! ()3 — 20 + ()3

At? h?

=0,
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Fic. 1.2 — schéma d’une interpolation spatiale

alors que pour les itérations paires, on approche (ug)?f{l = %((ug)]zlf{z—i-(ug)]zlil) et on obtient

(up) P2 = 2(up) 4 + (up)P

(1.9) Ats
()3 = 2P + 3 (@2 + )
h? -
La figure 1.3 récapitule les schémas a l'interface entre les deux grilles.

C’est ’analyse de ce schéma que nous allons développer. Ce choix étant fait, il nous faut
savoir leffet induit par le changement de grille sur le schéma: a-t-on toujours stabilité si le
nombre de Courant est inférieur a 17, détériore-t-on la précision du schéma?, comment se
compare erreur due au changement de grille au phénomene de dispersion? Ces questions
seront successivement abordées dans les sections suivantes.

Une premiere ébauche de réponse peut étre faite a la vue de 'expérience numérique pré-
sentée tableau 1.1. Le moins que 'on puisse dire c’est qu’une simulation avec raffinement
de maillage ne donne manifestement pas les résultats escomptés puisqu’au bout d’un certain
temps, la solution dans la grille fine présente ce que ’on peut appeler une anomalie. Peut
étre est-ce un des phénomeénes indésirables mentionnés dans la littérature. Nous tenterons
d’apporter quelques lumieres sur ce phénomene.
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1.2 Présentation explicite et simplifiée de deux stratégies de raccord

grille grossiere

grille fine

-6 -4 -2

indices j (espace)

O Points interpolés

€ Points spéciaux

indices k

2 (temps)

Fia. 1.3 — Schéma de Uinterpolation sur la grille pour un raffinement 1-2
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Présentation de schémas de raffinement par interpolation

0.9+ 0.9+
0.8 0.8
07+ 07+
0.6 0.6
05 05
t=0s * 1 t=570s °q
03 9 03
0.2 0.2
0.1 0.1
0
“01 L L L L L L L L L L “01 L L L L L L L L L L
-0 -9 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20  -10 [ -0 -9 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20  -10 0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.9+ 4 0.9+
0.8 4 0.8
071 4 071
0.6 4 0.6

t=11s t=639s

-01 . . L . . . . . . L -01 . . L . . . . . . L
-100 -90 -80 =70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 [ -100 -90 -80 =70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 [
0.9 B 0.9
081 1 081
07k i 07l
06 4 06
0.5
t=23s 1 t=662s
031 1
0.2
01
-01 . . L . . . . . . L -01 . . L . . . . . . L
-100 -90 -80 =70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 -100 -90 -80 =70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0
091 1 091
0.8 B 0.8
0.7 1 0.7
06 i 06|
05
t=34s t=684s °
0.3
021
0.1
-100 -90 -80 ~70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 -100 -90 -80 ~70 -60 -50 -40 =30 -20 -10 0

TAB. 1.1 — Résultats d’une simulation de raffinement de maillage, pour un nombre de Courtant
% ~ 0.9. La grille fine est située d droite et contient 7 points. Les conditions aux bords
sont des conditions de Dirichlet. Dans un premier temps, l'onde se propage normalement
dans les deux grilles, mais aprés quelques aller-retours (t=639s), la solution dans la grille
fine augmente sans raison apparente et finit par exploser. Ce phénoméne ressemble d une

instabilité. ..
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Chapitre 2

Raccord par interpolation
temporelle de deux demi-espaces
infinis. Analyse du raffinement 1-2

2.1 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace

Nous proposons dans cette section de résoudre explicitement les équations du schéma
de raccord par interpolation temporelle & I'aide de la transformation de Fourier-Laplace et
d’analyser ainsi théoriquement sa stabilité. Cette méthode est en effet particulierement bien
adaptée a I’étude du couplage de deux schémas d’équations d’ondes. Il s’agit d’une technique
a la Kreiss comme pour I'étude des schémas de discrétisation des problemes hyperboliques
aux limites (cf. [19], [22] par exemple).

2.1.1 Transformées de Fourier-Laplace: définition et résolution

L’idée de la méthode est d’utiliser les transformées de Fourier-Laplace discrétes en temps
des solutions du schéma pour montrer que les normes ¢2 de ces derniéres sont majorées par une
constante. Cette constante peut éventuellement dépendre de la durée de simulation (nAt).

Nous sommes donc amenés a calculer les transformées de Fourier-Laplace des solutions
de (1.5) et (1.7) dans la grille grossiere et de (1.6), (1.8) et (1.9) dans la grille fine. Pour
simplifier, on suppose que les conditions initiales sont & support dans x < 0 et on cherche la
solution dans la grille grossiére sous la forme

ou (umc)%’; est ’onde numérique incidente, c’est & dire celle qui vérifie le schéma (1.5) pour
j € Z avec les mémes conditions initiales que (uy) en & = 0 et ¥ = 1. On introduit alors

les transformées de Fourier-Laplace discretes en temps des suites (ﬁg)gf, (umc)%’;, (fuf)?’C et

(ug)3FHL.
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

( o

(g)oj(w) = 2AtY (itg)3he kAt
k=0

(Uine)2j(w) = QAtZ 2k w2k At

(2.2)

(a)f(w) = QAtZ(uf)]ZkeinkAt

(ﬁf)ﬂw) = 2Atz 2k+1 piw(2k+1)At

ou w (la fréquence) est l’argument complexe de ces suites. Le pas de temps dans la grille
fine étant deux fois plus fin, la transformée de la solution dans la grille fine, a donc deux
composantes dans la décomposition choisie. On pose

. i)
(2.3) (Uyp)i = [ ((u’;))‘? ] :

On peut justifier existence et méme 'analycité des fonctions définies ci-dessus au moins

pour la partie imaginaire de w ($(w)) assez grand, car les équations du schéma nous montrent
qu’il existe un M ne dépendant que du rapport des pas de discrétisation tel que

> (w35 + DU < (Zlug )27+ D I(ug)3;* + D I(Uy) ||2)

J<0 >0 <0 <0 >0
k2 2k |2 2%k—1/2

avec [|(Up)jll" = [(up)7*1" + [(up)7" " et v = —

En effet, une majoration a la balonnette nous donne que pour tout 57 > 0

) < 4 (40 = 2P + )+ 3 + i)

avec (uf)glil = (ug)3¥ lorsque j = 1, et donc

Z| 2k+12<C <Z|uf2k| +Z|uf2k 12+Z|ug )

J>0 >0 >0 j<0

avec, par exemple, C(v) = 16((1 — %)2 + % + 4. De méme, on montre que

Z| 2k+22<C (Z|ug +Z|u92k 22+Z|uf2k|)

71>0 3<0 7>0 71>0
Enfin,

Z| 2k+2 2
7>0

1 8

<16( - _) u 2k+1|2+42|(u 2k| +_QZ| Ug 2k+22 22| Ug k|2
7 7 3>0 7<0 3<0
<Cl Z quJ +Z|u92k 22+Z| 2k 12+Z| 2k|2 .
Jj<0 j>0 j>0 j>0
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2.1 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace

ou C'(v) = (4 + % + C(y)(16(1 — %)2 + %)) et M(y) =2C(y)+ C'(y) + 1 convient.
Les séries intervenant dans (2.2) sont donc absolument convergentes deés que S(w) >
log(M(y))/At. En effet, en posant

co =Y |(ug)y;* + X [(ug)3;* + X NI,

J<0 J<0 J>0

on a
(19)2(@) + (1) (@) + (i) () < e 3 el o
k
et la série du second membre est alors absolument convergente dés que S(w) > log(M (y))/At.
On en déduit que les transformées de Fourier Laplace sont bien définies et analytiques, au
moins sur un demi-plan de la forme $(w) > S > 0 pour S assez grand. De plus, on vérifie
facilement que ces fonctions sont bornées a 'infini, ¥(w) — oo.

Une fois ces définitions posées, on va utiliser les équations du schéma pour établir des
relations entre les transformations de Fourier-Laplace des fonctions inconnues. Nous venons
de voir que tous les calculs qui vont suivre se justifient au moins lorsque la partie imaginaire
de w est assez grande.

On multiplie ensuite 1’équation (1.5) par e
utilisant la relation

—i2kwAl 1y4ig on somme sur les indices k. En

62iwAt — 24 e*ZiWAt = 4 sin2 (wAt),

on obtient alors la relation classique pour le schéma intérieur

sin?(wAt) , 1. . N
(2.4) Tt?(ug)Zj + ﬁ((ug)2j+2 = 2(lig)2; + (lig)25-2) =0
pour j < 0,

De méme on écrit I’équation (1.6) aux instants pairs (k = 2k’) et impairs (k = 2k’ + 1) et on
les multiplie respectivement par e "2FwAL ot ¢~ i2k+HDwAL - Aprdg sommation et en utilisant

WAL g m WAL — 9 cog(wAL),

on trouve
2(0F); — 2 cos(wAt)(al); 1 . .
e 2 (@) — 2(08); + (@F);-1) = 0
(2.5) N ! P h pour j > 1,
2( f)] —2cos(wAt)(uf)j 1, . 7 N
AL + o3 ()41 — 2(0y); + (p)j-1) =0

que l'on peut également réécrire

AU, : : [
(2.6) % +35((Ug)j41 = 2(07); + (Up)j-1) = 0
pour j > 1,
ol
s 2 —2cos(wAt)
=1 —2cos(wAt) 2
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

Les équations (1.6) et (1.8) multipliées par e 2F“AL et (1.9) par e “2k+1)wAl donnent en les
sommant les relations liant les transformées a l'interface.

sin?(wAt) . 1/, . R .
om AT g (G2 = 20+ ()~ (hadaisz) =0
pour 57 =0,
Af([jf)j 1 A A (ﬁg)O + (ﬁinc)O
SN TIT + — . _ 2 . + R N = 0
(2.8 af i \ @5 =200 | o) (o + (8inc))
pour j =1,

Les relations (2.4) et (2.6) sont des récurrences & deux niveaux que l'on sait résoudre a
I’aide des solutions du polynome caractéristique

r?(w) — 2A(w)r(w) +1 =10

(2.9) h? 2 wAt
— 3 w
avec A((JJ) =1- 2—tg sin (—2—)

Ce polynéme possede deux racines données par

(2.10) r(w) = A(w) £/ A2(w) — 1

et dont le produit vaut 1. Ainsi, & moins que les deux racines ne se trouvent sur le cercle unité,
I'une (r~) est de module strictement supérieur & 1, 'autre (r™) est de module strictement
inférieur & 1. On montre plus loin que si I(w) est assez grande, on est toujours dans le second
cas. De ce fait, la solution générale de, disons (2.4) qui s’écrit

(2.11) (1g),; = CH(w) (r*(2w))” + C~(w) (r(2w))” V) <0,

et qui a donc deux constantes indéterminées, n’en a en fait qu’'une seule car C T doit étre nulle
pour que (ug) soit dans /2. On va préciser tout ceci en définissant dans le plan complexe “la
racine de module plus petit que 1 de (2.9)”.

2.1.2 Définition et analyse de r(w)

. . . . . . p 1
On commence par choisir une détermination de la racine carrée. On prend /z = e2 log z

ou log z = log |z| + iarg(z) avec arg(z) €] — w, w| (détermination principale du logarithme).
La fonction y/z est définie analytique sur C privé de la coupure | — 0o, 0]. Si on utilise cette
définition, on vérifie que les fonctions 7*(w) données par

(2.12) r¥(w) = A(w) £ A(w)y /1 — 2w

sont analytiques en tous points tels que A(w) ne soit pas un réel de [—1, 1]. Supposons le pas
de temps plus petit que le pas d’espace, un calcul simple montre que la coupure en w pour
7¥(w) est alors constituée d’une famille de segments de la forme [—0/At, 0/At] + 277 /At on

=2 arcsin(ﬁ—;). Une propriété remarquable est que ces segments correspondent précisément
aux valeurs de w pour lesquelles les deux racines sont de module 1. En effet, si (2.9) admet
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2.1 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace

arg(z)

L
N

Fic. 2.1 - Coupure pour log(z) = log(|z|) + i arg(z)

deux racines de modules 1, soient e’® et e ' avec ¢ réel on trouve que cosp = A, A est un
réel de [—1,1] et w est sur la coupure de r*(w). En utilisant un argument de continuité, on
en déduit que (2.10) définit deux racines de (2.9) dont le module est, globalement sur son
domaine, soit plus petit soit plus grand que 1. Comme /1 — 1/A2 ~ 1 — 1/(242%), |A| — oo,
il est facile de voir que c’est 7+ qui correspond A la racine de module inférieur & 1. On résume
tout ceci dans la

Propriété 1 Supposons At plus petit que h, La fonction
(2.13)

est définie, 2w/ At périodique et analytique sur

2 . At 2 . At 27
Q=0 \ <[—Kt arcsin Ao Al arcsin A—x] + _Z> ,
ot elle vérifie
(2.14) r(w)? = 24(w)r(w) +1=0, |r(w) <1

Remarque 1 : Il y a bien d’autres facons de définir cette racine sur S(w) > 0. Le choiz qui
est fait ici permet de prendre comme coupure les w qui correspondent précisément a |rt(w)| =
|1~ (w)| = 1. Le choiz plus naturel qui consisterait & définir la racine par A(w) £ /A?(w) — 1
ne permet pas de définir la racine sur l'aze imaginaire pur.

Il est intéressant de regarder le comportement de cette racine lorsque l'on s’approche
de l'axe réel. On voit qu’alors l'expression A(w) va tendre vers un réel, et de méme pour
1— A(w) 2. Si cette derniere quantité est positive (JA(w)| > 1), il y a continuité de r(w) et on
trouve la racine de module plus petit que 1 du polynéme qui est donnée par A(w)+/A(w)? — 1
puisque A(w) est négatif (cf. la formule donnant A(w)).
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

F1G. 2.2 — Représentation du domaine d’analycité de la fonctions r(w) sur une période. A la
traversée de la coupure [—0/At,0/At], la fonction r(w) admet un saut et échange les deuz
racines du polyndome.

Si 1 — A(w)~? est négatif, & la limite (w — 0F), on a deux racines conjuguées de module

1 et il faut faire attention au signe de la partie imaginaire de w au moment du passage a la
limite. Plus précisément, on a
1 21

1l—————— ) =(1-

< mwnwy) < M@J+A@)

et donc si |[A(w)| < 1

s€+ O(€?)

TWFHMrvAw”_M%ﬂQ_Adm>+Afﬁ4%

Wy

~ A(wy) —iA(wr)Signe(A(w,)) Signe(e) K_l n 1 )]—%
~ A(w;) —iSigne(e)y/1 — A(w,)? (e — 0)

ou € est tel que A(w, +1in) ~ A(w,) + i€, c’est-a-dire € = —nsin(w,At) et w, = R(w)
Maintenant reste & trouver le bon signe pour $(A(w)) lorsque w tend vers 'axe des réels
avec une partie imaginaire positive. On a

Aw, +in) = A(w,) — isin(w,At)y + O(n?)

On a tous les éléments pour comprendre ce qui se passe: lorsque w parcourt le segment
[— A7 A7) au dessus de I'axe imaginaire nul, A(w) part d’un point réel négatif plus petit que
—1 rejoint le point —1 (wAt¢ vaut alors —#) puis contourne le segment [—1, 1] par au-dessus. Le
point 1 est alors atteint en w = 0. Ensuite, A(w) rebrousse chemin vers -1 mais par en-dessous
cette fois-ci. De —1, (wAt est alors égal & 6), A(w) revient & son point de départ.

11 est alors facile de déduire 'expression de 7(w), on a
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2.1 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace

+1
—1L—& 1
a T
() _
Alw) —
» o\
* &
-1 — +1
w —
» &
s 0 % +i 4+
Al Al Al Al

F1G. 2.3 — Représentation des chemins parcourus par A(w) et r(w) (cercle unité) lorsque w
parcourt le contour dessiné sur l'axe réel.

lim r(w)=
S(w)lot ( )

/11— Aw)?, wAte[-0,0]
(2.15) S(EﬁlOJr rlw)=A4 iy/1— Aw)?, wAtel0,0]
%(E)I?O"‘ rw)=A VAWw)?2 -1, wAte |-, —0]Ulf,7]

Remarque 2 On a bien continuité de r(w) en 0, puisque A(0) =1 et r(0) = 1.

Alw) —
(w) +
(w) +

En remplagant A(w) par sa valeur, on obtient des expressions fonction de w:

si wAt € [-6,6],
. n 5 WAt Ch . WAt R: . wAt
sy T =R ) QZESIH(T)\/ b ap )
(2.16)
si wAt ¢ [-0,0],
. h? o wAL h . wAt h? o WAL
sl ") = 17 2 s () 2 g s (T)\/A—t? () L
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

L’image de I’axe collé au dessus de I’axe réel est alors la réunion du cercle unité parcouru
dans le sens trigonométrique et du segment, parcouru deux fois, joignant le point r(—<3) qui
est un nombre réel compris entre -1 et 0.

La figure (2.3) schématise le comportement de A(w) et de r(w).

2.1.3 Résolution du probleme

Nous avons tous les éléments pour poursuivre la résolution. La solution de (2.4) non
exponentiellement croissante est de la forme

(2.17) ()25 = R r(2w)™ (iine)o j <0,

o R est une constante & déterminer; le terme ({ij,c)o est mis ici pour qu’elle soit adimen-
sionnelle
Pour trouver la solution de (2.6) remarquons que la matrice Ay a pour valeurs propres

2(1 —cos(wAt)) = 4Sin2(“’TAt) et 2(1+cos(wAt)) = 4Sin2(%) avec respectivement < 1 )

1 .
et ( 1 > comme vecteur propre. On trouve alors la solution de (2.6)

(2.18) (Uy); = {T r(w)? ( i ) + Ty r(w+ %)j ( _11 )}(ﬁme)o j>0.

ou la encore T et T}, sont des constantes adimensionnelles & déterminer.

L’onde transmise posseéde donc 2 composantes une composante ’'principale’ de pulsation
w et une composante de pulsation w + <. On peut remarquer que le fait que (ﬁf)f et (ﬁf)f
soient de signes opposés impliquent que la deuxieme composante sera tres oscillante puisqu’elle
change de signe a chaque itération. Ce phénomeéne numérique est bien entendu absent pour
le probleme continu, on qualifiera donc cette deuxiéme composante d’onde ’parasite’. Le
raffinement des grilles a donc pour effet de coupler lors de la transmission chaque fréquence
présente dans le signal incident & une fréquence plus haute de w/At. Ce couplage est un
des phénomenes clé pour comprendre l'effet du raffinement de maillage espace-temps sur les
solutions du schéma.

Les transformées des solutions & l'intérieur de chaque grille étant explicitées, les équations
(2.7) et (2.8) se simplifient. Les équations auxquelles on aboutit vont nous permettre de
trouver les constantes a déterminer,

(ﬁf)g = (ﬁg)2 + (ﬁinc)2
(2-19) (ﬁf)(l)D = (ﬁg)U + (ﬁinC)O
()5 = cos(wAt)((lig)o + (fine)o)-

On peut éliminer la quantité 4 si 'on suppose que les sources générant ’onde incidence
sont en amont de I'interface. On a alors en absence de source

. 9
sin“(wAt) . 1. . N
(2.20) 7A(t2 )(uinc)Qj + ﬁ((uinc)Qj—l—Q — 2(Qine)2j + (Qine)2j—2) =0
pour j > 0,
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2.1 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace

et le champ incident vérifie
(2.21) (@ine)oj = r(2w) (finc)o Vi >0
On aboutit alors a un systeme linéaire donnant R, T' et T,
T + T, — R =1
(2.22) T - T, — cos(wAt) R = cos(wAt)
rPw) T + r(w+ &) T, — r2w)™ R = 7r(2w)

Le déterminant 6(w) de ce systeme est appelé déterminant de Kreiss. Ce déterminant va jouer
un role crucial dans ’analyse de stabilité

1 1 -1
6(w) = 1 -1 — cos(wAt)
(2.23) r?(w) r*(w+ ) —r(2w) !

= 2r(2w)™! — r3(w)(1 + cos(wAt)) — r*(w 4+ £ ) (1 — cos(wAt)).
Les principales propriété du déterminant de Kreiss sont résumées dans la proposition suivante

Propriété 2 Supposons At < Az, la fonction 6(w) donnée par (2.23) est analytique sur
tel que défini dans la propriété 1. Elle ne s’annule qu’en w € w7 et vérifie

1
—rQ2w)) —| <M, sur

(2.24) aM >0, |( )

r(2w)
ot M ne dépend que de %.

Admettons pour le moment cette proposition, on résout le systeme (2.22) en

(1 + cos(wA)(~ (;w) —r(2w))
' )
(2.25) (1 = cos(wAt)) (5 = 7(2)
e i)
1 1
R = 2(7"(2w) - r(2w))m -1

Considérons les formules d’inversion de Laplace

1 [tzaztiS .
i =5 [ 7 )y (w)e 2 do

27 —QLM'H;S

1 [taagtiS ;
2.26 up)i = —/ ip)F (w)e kA gy
(2.26) Wi =50 | o e (®0)i (@)

2At

(up)2EH) = 1 /J’?%MHS 7Y (w)e 12k DA g

2 i)
I 21 J- z+tis i
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

valables pour S assez grand et positif. On obtient

1 [tomp+iS o
(ﬁ‘g)g;C = _/ - (ﬂinc)o(w)R((JJ)’F(Qw)_Je_QZ“"kAtdw
21 J - A +is

(2.27) ) L e
k 2851 ' T\ - 2iwkAt
g — ; T it — ) d
(ur)f = g [ 1 Gnelo) (T@r(@) + To@irte+ )7 e *tau

Les intégrales intervenant dans ces expressions s’interpretent comme des intégrales de
contour dans le plan complexe. Or d’apres (2.24), on voit que (2.25) définit R(w), T(w) et
Tp(w) comme des fonctions analytiques et bornées uniformément en la variable w sur J(w) # 0.
Comme on a de plus la périodicité des fonctions impliquées, la formule de Cauchy nous donne
que 'on peut remplacer l'intégrale sur $(w) = S par une intégrale sur le segment localisé sur
I’axe réel. Par exemple

o 1 [t

(2.28) (ag)35 = lim  ((fline)o(w) R(w)r (2w) 7 ) e 2k g

Xw)=0+
27 _ZLAt I(w)=0

On a alors l'estimation (non optimale)

oM +1 /+%

(229) Bt < 2

|(dine)o(w)]dw

T
2At

qui montre que la solution est bornée en tout kAt par une norme de 'onde incidente pour

peu que celle-ci soit suffisamment réguliere. C’est une fagon de dire que le schéma est stable.
Une autre maniére est d’interpréter I’équation (2.28) a partir de (2.21) et d’écrire

+557 (

Vi<0 (i) = o [ ((ando(@)r(2e) ) 2R

i = 5

= (ﬂg)%gf = [(tine)—2j * R]zk

__T_
2At

C’est a dire que la réflexion apparailt comme la convolution de I'image du champ incident
par rapport a 'interface (le signe - de —23) et d’une fonction discrete coefficient de réflexion.
Cette fonction a une transformée de Fourier uniformément bornée en w (on peut d’ailleurs
montrer qu’elle est causale) et on a la stabilité.

On peut bien sir utiliser les mémes arguments pour ce qui concerne 'onde numérique
dans la grille fine (uf)é?, on pourra borner la solution par des normes appropriées de ’onde
incidente.

Notons que le point important et qui nous donne la stabilité est tout d’abord 1’absence de
zéro pour le déterminant de Kreiss dans le plan complexe $(w) > 0. En effet, la présence d’un
tel zéro aurait entrainé I’existence d’un résidu dans notre formule de Cauchy. Or, ce résidu, s’il
existait, serait un terme qui exploserait comme A*, avec A = |e$p_i2“’(p°le)m| > 1 et le schéma
s’avererait fortement instable. Un deuxiéme ingrédient pour 'obtention de 'estimation (2.29)
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2.1 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace

est que Pon peut borner les coefficients de réflexion et de transmission jusque sur I'axe réel.
Remarquez qu’il s’agit 14 d’une condition moins forte que celle dite du critere de Kreiss qui
demande a ce que le déterminant de Kreiss ne s’annule pas sur 'axe réel. Cette condition
n’est pas remplie pour notre schéma: on ne peut pas dire que le schéma est GKS-stable (cf
7).

Pour clore cette section, il reste & démontrer I'inégalité sur laquelle repose ’estimation. 11
s’agit de calculs essentiellement techniques et qui peuvent étre sautés, au moins, a la premiere
lecture. Pour les lecteurs courageux, voila donc la

2.1.4 Preuve de l’inégalité (2.24)

On remarque tout d’abord que

[8(@)| > |21~ ()] = |F(w)]|

F(w) = r*(w)(1 + cos(wAt)) + r*(w + 7/ At)(1 + cos(wAt + 7))

comme |r~H(w)| > 1 sur S(w) > 0, si Pon réussit & montrer que |F(w)| < 2 sur (w) > 0 on
saura que 6(w) ne peut s’annuler sur ce domaine. Pour cela, on montre que

1: lim |F(w)|=0
S(w)—+o0

2: lim |F(w)| =2
3(w)a0| ( )|

car comme F'(w) est analytique, le principe du maximum [13] s’applique et sup,, |F(w)| = 2.
Le point 1 se démontre sans trop de difficulté car si $(w) — o0, A(w) ~ Constante
cos(wAt) qui tend vers linfini et r(w) ~ 1/2A qui tend vers 0. Finalement r2?(w)(1 +
cos(wAt)) ~ Constante /cos(wAt) tend vers 0. Le méme résultat appliqué en w + w/At
fournit la limite pour |F'| & l'infini.
Le point 2 est immédiat car sur ’axe réel on a

|IF(w)] < |r(w)]*(1 + cos(wAt)) + |r(w + 1/ At)|*(1 — cos(wAt))
< (14 cos(wAt)) + (1 — cos(wAt)) < 2.

avec égalité lorsque w = 0.

On a donc démontré que §(w) ne peut s’annuler qu’a la limite, sur Paxe réel. La deuxiéme
étape va consister  trouver les zéros de 6(w) = limg )+ 6(w) sur cet axe. On peut également
se restreindre & un segment de longueur m/At car les fonctions impliquées ont cette périodicité
(dapres 6(w + m/At) = §(w) et r(2(w + 7/AL)) = r(2w)).

Tout d’abord si limg,)_.o [r(w)] est strictement plus petit que 1 et cos(wAt) # 1 ou bien
limg) o [r(w+m/At)] < 1 et cos(wAt) # —1 les inégalités ci-dessus montrent que |F(w)| < 2
car I'une des inégalités utilisées est stricte. La fonction S(w) ne peut s’annuler pour de tels w,
limg,)—o |7 (2w)| étant toujours plus grand ou égal & 2.

Maintenant si  lim r(w) = e et lim 7r(w 4+ 7/At) = €*", un calcul élémentaire
S(w)—0+ S(w)—0+
montre que

|F(w)]* = 2(1 + cos?(wAt)) + 2(1 — cos*(wAt)) cos(2(P — D*))
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

et |F'(w)| ne peut valoir 2 que si

1 cos?(wAt) =1
2 20 =20" 4277 & ® =D + 277, ®=0" + 1+ 277

Il ne reste donc que les deux seules possibilités décrites ci-dessus pour obtenir un éventuel
zéro de 6.

Eliminons le deuxiéme cas: si cos(®) = cos(®*) nécessairement cos(wAt) est nul et la fonc-
tion |F(w = m/2At)| est bien égale & 2 mais c’est |r~!'(2w = 7/At)| qui est strictement plus
grand que 1 et qui empéche I'annulation de é. Le cas cos(®) = — cos(P*) s’avere impossible
au vue de

2

L
2

~ap!

cos(®) =1-— 1 — cos(wAt))

cos(®*) =1 1 + cos(wAt))

Finalement le seul zéro de 6(w) dans | — 5x7 3a7 | est w = 0 On remarque que cette valeur
de w annule également r(2w) — 1/r(2w). En travaillant sur les développement de Taylor, on
obtient que

r(2w) — 1 2w) = 42'& sin(wAt) + O(sin(wAt)?)

(1 + cos(wAt))r?(w) = 2(1 + 2i Sin(WAt)Aﬂt) + O(sin(wAt)?)

(2.30) _
(1 — cos(wAt))r?(w + Kt) = O(sin(wAt)?)
r(2w) =1 — %Ait sin(wAt) + O(sin(wAt)?)
Et on a,
si G(w) = (r(ZwAt) — T(QwAt)*l) %
(2.31) (w)

Glw) = —% + O(sin(wAt)

La fonction G(w) est d’apreés ce qui précede analytique sur $(w) > 0 continue (puisque
0(w) ne possede que 0 pour zéro dans le demi-plan F(w) > 0) et continue sur I(w) > 0
(d’apres (2.31). Comme elle est bornée a 'infini

b(w) ~2r 1 2w), S(w) — oo

= QW) ~ —b SW) - oo,

on en déduit qu’elle est uniformément bornée sur $(w) > 0. Ce qui établit le résultat
recherché.
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2.1 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace

2.1.5 Réinterprétation en terme d’ondes planes

Nous allons, dans cette partie donner une signification aux coefficients R, T' et T, que
nous venons de calculer.

Nous pouvons reprendre les calculs de la section 2.1 pour ré-interpréter la solution comme
superposition d’ondes: une onde incidente dans la grille grossiére donnant naissance & une
onde réfléchie et des ondes transmises dans la grille fine.

Supposons que la condition initiale soit éloignée de 'interface entre les deux grilles. On a
vu que le champ incident au voisinage de I'interface s’écrivait

1 (o ) )
(2'32) (umc)g;~C = %/ jAt (ﬁinc)O(W)T(Zw + 7:0+)J6_2M]€Atdw,
T2At

cette expression étant valable au moins au dela du support des conditions initiales en temps.
A ce champ, se rajoute dans la grille grossiére un champ réfléchi dont I’expression est

1 +L . .
(233) ('ﬁ,g)%;c - % / iAt (’ﬁ,inc)o(w)R(w + Z-0+),,.(2w 4 ,L'0+)7]ef2zkatdw.
T2At

Enfin, Ponde incidente génére dans la grille fine le champ

(2.34) (ug)f = (ap)§ + (i)},

avec

1 +L . .
(ﬂf)’? / TAT (thine)o(w)T(w +i0T)r(w + i0+)]67lkatdw

P A

(2.35) ) +2A7§
()% = - / " (thine)o (@) Ty (w + 0T )r(w + 10+ + _Xt)je—iwkmdw_

T sx

Dans toutes ces formules, les notations sont celles de la section précédente : la fonction
r(w+1407) est définie par (2.13) et passage a la limite ou, plus explicitement par les formules
(2.16), tandis que les coefficients R, T et T}, sont solutions du systéme (2.22) et sont donnés
par (2.25). Dans la suite, on omet +i0" pour alléger 'écriture.

Rappelons que kp(w) le nombre d’onde numérique, est lié & r(w) par la relation

(236) r(w) = etn@h,

Un calcul simple montre que I'on a

(2.37) sin <w_At> = At sin <kh(w)h> ,

2 h 2

relation, classiquement appelée relation de dispersion.
Ces nouvelles définitions permettent d’expliciter la solution sous forme d’une superposition
d’ondes planes numériques. Plus précisément, fixons w et posons

(Ug)%l; _ (eikh(Qw)jh +R(w)e—ikh(2w)jh) o iw2kAL
(2.38)
(Uf);c _ T(w)ei(kh(w)jhfkat) + Tp(w)ei(kh(w+ﬁ)jh*(w+ﬁ)kAt)
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

On vérifie que (Uy, Uy) est une solution particuliere du schéma. Elle est représentée de maniere
schématique sur la figure 2.12. La partie gauche, U, est composée d'une onde plane numérique
incidente et d’une onde plane numérique réfléchie tandis que la partie droite est composée de
deux ondes planes transmises, l'une associée a la fréquence w, 'autre & la fréquence w + %;.
Dans ce contexte, les nombres R, T et T}, s’interpretent comme les coefficients de réflexion
et de transmission. A partir de cette famille de solutions, on peut recomposer la solution
générale par superposition

™ _—_—

2A¢t 2At

(ug)3k = / +2—“(am0)0(w)(Ug)§§dw, (up)k = / +j“(ﬁmc)o(w)(Uf)§dw,

Sur ces formules, on voit que la solution numérique differe de celle du cas continu par
différents aspects. Tout d’abord il existe toujours un effet de dispersion: le nombre d’onde
numérique differe de w par un terme qui, sauf dans le cas du schéma aux caractéristiques,
est d’ordre 2 (i.e. kj(w) = w 4+ O(w?h?)). Ensuite, la présence de I'interface génére une onde
réfléchie et deux ondes transmises au lieu d’une unique onde transmise dans le cas continu
(pour lequel I'interface n’existe pas). Chacune de ces ondes est caractérisée par son coefficient.
La mesure de cet effet est donc liée a ’étude de ces coefficients. En particulier, nous verrons
dans ’analyse de précision que 1’on peut évaluer 'ordre de 'approximation en regardant les
développements de Taylor des coefficients au voisinage de wAt = 0.

Nous allons maintenant compléter notre étude du schéma 1/2 en nous intéressant & une
onde incidente dans la grille fine. En effet, a ’aide de ces deux cas, on pourra alors comprendre
ce qui se passe dans le cas d’une bande raffinée.

2.1.6 Cas d’une onde incidente dans la grille fine : une étude analytique

On consideére ici le cas ou 'onde incidente est dans la grille fine c’est-a-dire a droite dans
I’exemple choisi. Nous allons ici nous contenter d’effectuer le calcul des coefficients de réflexion
et de transmission. L’analyse de la stabilité est la méme que dans le cas ol 'onde incidente
est dans la grille grossiére.

Interface Interface
T : 1 T* : 1
- — -
w w w
I w4+ 5
| |
I R I )
| ——————— I R
—>
| w |
[ [ w
I Ry I *
| AN | R,
™ ANNN/B
I wtag [ -
I I w + At
| |

Fi1Gc. 2.4 — Schéma représentatif des parties incidentes, réfléchies et transmise & linterface
dans le cas d’une onde incidente dans la grille fine
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2.1 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace

On doit ici, par analogie avec ’analyse précédente, considérer une onde incidente & deux
composantes : une principale et une parasite. Ainsi nous n’avons pas ici 1 coefficient de trans-
mission et 2 de réflexions mais une matrice 2x2 de réflexion donnant onde réfléchie (partie
principale et partie parasite) et une matrice 2x1 donnant ’onde transmise. Autrement dit une
onde incidente ’principale’ donne une onde transmise t{ et deux ondes réfléchies (une princi-
pale R et une parasite R,) et de la méme facon une onde incidente parasite donne naissance
a une onde transmise tg et deux réfléchies R* et Rj. Ces notions d’ondes principale et d’onde
parasite n’ont un sens que parce qu’il y a une grille grossiére. On pourrait en effet reprocher
a cette terminologie absurdité de la qualification d’onde parasite incidente, ceci provient
simplement de I’analogie faite avec l’analyse faite pour la grille grossiere. Nous entendons
donc par onde principale une onde dont les fréquences sont discrétisable avec le maillage de
la grille grossiere et par parasite une onde dont les fréquences sont non discrétisables dans
la grille grossiere. Ainsi une onde principale a pour fréquence wAt avec wAt € [—m/2;7/2].

t] R, R}
Comme l'onde incidente est dans la grille fine on va poser

S *
Nous définissons alors T/ = t et RS = < R R >

(2.39) (up)¥ = (uwine)¥ + (i)}

oll (umc)f;C est onde numérique incidente, c’est-a-dire celle qui vérifie le schéma (1.6) pour

J € Z avec les mémes conditions initiales que (uy) en k¥ = 0 et £ = 1. On suppose de plus,
pour simplifier, que la condition initiale est & plus d’une maille de I'interface. Comme 'on
distingue deux ondes incidentes (principale et parasite) on pourrait poser (avec « et § deux
réels quelconques)

(2.40) Uine = a r(w) ™ ( } ) + B r(w+ Alt)—f ( _11 )

Nous allons en fait résoudre le probleme en deux temps, c’est a dire calculer les coefficients de
réflexion et transmission pour chaque composante de ’onde incidente. Des calculs analogues
a ceux de la partie précédente nous conduisent alors & la recherche de solution sous la forme

e = r(w) ( X >

(2.41) (04); = Rr(w) ( i ) + Ry r(w+ ) ( _11 )

avec A o N o
w4 wn- [ ] o=l

ou les définitions de (ﬁf)]l-, (uf)f,(ﬁinc)f et (ﬁmc)f sont calquées sur celles de la section 2.1.1
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

c’est a dire

( o0
(Ug)2j(w) = 2At2(ug)g§ezw2Mt
k=0
ad .
(ﬁinc)f(w) = ZAtZU?keW%At
k=0
s .
k=0
s .
()P (w) = 28t (ag)2heihar
k=0
s .
(ap)f(w) = 248 ()2 el @hDAL
. k=0

En intégrant ses formules, dans les conditions aux interfaces on trouve

(i) + (fine)§ = (iig)o
(2.44) (G)§ + (Wine) = ()0 cos(wAt)

A

(ﬁf)g + (uinc)%J = (ﬁg)Q

Ce qui permet d’écrire le systéme donnant R, R, et t{

R +R, —t! = ~1
(2.45) R -R, - cos(wAt)t{ = -1
r2(WR +riw+ )Ry —r'Quit] = —r*(w)
\
En posant
1 At 1- At
(2.46) o(w) = 1+ cos(wAt) )r(w)2 + 1= cos(wat) )7"( + 1)2 —r(2w)L,
2 2 At
On trouve alors les coefficients R, R, et t{
( o r(w)? —r(w)™?
' 6(w)
1 4 cos(wAt
(2.47) R=-1+ —2( )t{
R, = 1 — cos(wAt) t{
2
\

Remarquons que §(w), le déterminant du systéme, est le méme que pour une onde incidente
dans la grille grossiere.
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2.1 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace

De la méme fagon en résolvant le systéme pour 'autre composante de I'onde incidente,
c’est a dire en recherchant les solutions de la forme

(2.48)

4

(1)

| (ig)2; = t] 7(2w)

En intégrant ses formules dans les conditions aux interfaces, on peut écrire le systéme donnant

R*, R: et t)

(2.49)

(R +R, —t] = -1
R -R, - cos(wAt)tg = +1
rH(w)R +r*(w+ 55)R, —r_1(2w)tf = —r2w+5)

\

Le déterminant 6(w) de ce systéme est le méme que précédemment. On trouve alors les
coefficients R*, R} et t{

(2.50)

(ot £ —rlw+ £))
§(w)
R — 1 + cos(wAt) tg
2
. 1 — cos(wAt)
R:=-1+ #t{
\

On présente figure 2.5 les coefficients calculés dans le premier cas. On constate que ces
coefficients sont bornés pour wAt € [—775, 775] Il y a donc stabilité. Toutefois, le coefficient de
réflexion n’est plus inférieur a 1 ce qui risque de poser des problemes dans le cas de réflexions

multiples.
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

Fia. 2.5 — Coefficients de réflexion-transmission pour une onde incidente dans la grille fine.
En abscisse la pulsation adimensionnée (wAt = 2w/N oi N est le nombre de points par
période), de haut en bas, le coefficient de transmission, la réflexion et la réflexion parasite, a
gauche o = %, d droite o = %

2T T 2T

15 il 15 il

1 R L |
05 , 05 |
ot ! ! ! ! ot ! ! ! ! ! !
-15 E 05 0 05 1 15 -15 E 05 0 05 1 15

2T 2T
15F , 15F i
1k 4 R qL |

ol R f \\W ; ‘ i :
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2.2 Etude de Précision

2.2 Etude de Précision

Une fois la stabilité assurée, on s’intéresse ici a la précision de la méthode, le schéma a
Pintérieur de chaque grille étant d’ordre 2 et le raccord a Iinterface ’étant aussi, on pourrait
s’attendre & ce que le schéma global le soit également, nous voyons dans cette section qu’une
analyse plus fine est nécessaire pour calculer Pordre du schéma.

2.2.1 Calcul par développements limités de ’erreur de troncature

2.2.1.1 Erreur de troncature sur ’approximation du schéma

En utilisant le développement en série de Taylor de u, on voit aisément que le schéma de
discrétisation de I’équation des ondes sur chacune des deux grilles est centré et donc d’ordre
2 en espace et en temps: on a

ou Az® 0%u Az® 93
u(z + Az, t) = u(z,t) + Axﬂ(w,t) + Tm(:p,t) +— 5 AL 3($ t) + O(Az?)
0%u w(z + Az, t) — 2u(z, t) + u(x — Az, t) 9
> a0 A’ +Oa"),

et une formule analogue pour I’approximation de la dérivée seconde en temps.

2.2.1.2 Erreur de troncature sur la continuité de «

L’interpolation temporelle utilisée & l'interface est elle aussi d’ordre 2. En effet, on a
remplacé uy(0,2k + 1) par 0.5(uq(0,2k) + uy(0,2k + 2)). Or,
ug(0,2k + 2) = ug(0,2k + 1) + At 24(0,2k + 1) + O(AL?)
ug(0,2k) = uy(0,2k + 1) — At %o (0 2k + 1) + O(At2)

ug(0,2k) + ug(0, 2k +2)

5 ug(0,2k + 1) + O(AL?).

Toutes les formules étant centrées, il est 1égitime d’espérer un schéma d’ordre 2. On va montrer
sur des expériences numériques puis sur un calcul théorique de coefficient de réflexion que cette
attente est vaine: la méthode est d’ordre 1. Il aurait sans doute fallu assurer la continuité de
‘fi—g pour obtenir un schéma global d’ordre 2.

2.2.1.3 Ré-interprétation du schéma: Approximation du Dirac

En fait, on constate que modulo un changement de notation évident, ’équation d’interface
(1.9) se réécrit

=0.

u%k+2 _ 2u%k+1 + u%k u§k+1 % 2k+1 + u2k+1 1 (At) 2k+2 2u(2)k+1 + U(Q)k
At h2 2\ h At?

On reconnait 'approximation de I’équation des ondes a l'ordre 2 dans les deux premiers

9 . 2k+2 2k+1 2k
termes avec un terme supplémentaire 3 (Aht) Yo QKtZ + U

2
supporté par un seul noeud (j = 0) peut étre vu comme équivalent au terme % (Aht) %7246(:1:)

. Ce terme correctif étant
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.

Le schéma apparait alors comme une approximation a 'ordre 2 de “I’équation modifiée”

P?u  *u  h 0*u
oz g T2 @G =0

2.51
(2.51) 52

qui est une approximation d’ordre 1 (terme en %) de I’équation des ondes initiales.

Remarque 3 On a ici un phénoméne analogue a celui du schéma de Dufort-Frankel pour
Iéquation de la chaleur [9].

Toutefois, cette erreur d’ordre 1, due au changement de grille, et qui n’augmente pas
avec le nombre de longueurs d’ondes parcourues, s’avere de fait moins génante que ’erreur
de dispersion inhérente a chaque grille. C’est ce que nous montrons dans les expériences qui
suivent

2.2.2 Expériences numériques

Dans cette section nous cherchons & mesurer numériquement ’ordre du schéma. Un pro-
gramme utilisant le schéma a été mis en oeuvre et validé. On simule la propagation d’une onde
sur un segment de longueur fixée. Le schéma est complété aux extrémités par des conditions
absorbantes, soient une version discrétisée de

ou  Ou
2.52 — +=—=0
( ) ot On ’
ou n est la normale extérieure au milieu, (z & droite et —z & gauche).

Dans l’expérience que nous simulons ici, la vitesse initiale est nulle et I’onde est générée
par la valeur du champ a Pinstant ¢ = 0. On a construit cette condition initiale & ’aide de la
fonction dite de Harris (cf. [14]) dont expression est

(253) H(z) = { Ag — Ay cos(2mx) + Ag cos(dmz) — Az cos(b6mz)  pour z € [0, 1]
0 sinon

Avec Ay = 0.35875 Ay =0.48829 A, =0.14128 A3 =0.01168

La figure 2.6 montre les variations de la fonction de Harris ainsi que celles de son spectre.
On voit que les fréquences supérieures a F, = 3.25 peuvent étre considérées comme quasiment
inexistantes (amplitude inférieure & 1%). F. est appelée la fréquence de coupure du signal.
On a donc construit une fonction a support compact et a spectre quasiment compact.

En fait nous allons utiliser cette fonction translatée et dilatée; nous considérerons comme
condition initiale la fonction u, centrée en x( et de support de taille L

r — X
L )?

(2.54) Uo(w) = H(
et dont la transformée de Fourier est donnée par
(2.55) iig(k) = Le?™ 0 H(LE).

La fréquence de coupure de u est donc F' = F./L. Comme la longueur d’onde A est reliée a
la fréquence via %”, la relation entre Ny le nombre de points par longueur d’onde de coupure
et h le pas de discrétisation en espace sera

L
F.h

(2.56) Ny =
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2.2 Etude de Précision

0.64

0.44

0.24

F1G. 2.6 — Fonction de Harris (4 gauche) et sa transformée de Fourier (a droite)

Dans les expériences présentées, on prend L=15; ce qui donne N ~ 20 pour une grille de
pas de discrétisation de 0.25. Le point x est localisé & 25 unités de l'interface grille grossiére-
grille fine. Enfin, on choisit arbitrairement un pas de temps tel que

(2.57) ar_ 1
Az 2

Rappelons que la solution du probleme continu est constituée de deux ondes s’éloignant
I’une de 'autre, de méme forme que la condition initiale mais d’amplitude moitié. C’est bien ce
que 'on observe sur la figure 2.7 ou quatre instantanés de la simulation pour une expérience 3
20 points de grille grossiere par longueur d’onde sont représentées. Du point de vue qualitatif,
on remarque que I'interface, matérialisée par une ligne pointillée n’a qu’une influence trés peu
visible sur 'onde transmise. A vue d’oeil, le champ apparait bien symétrique et la réflexion a
Iinterface est quasiment imperceptible. De plus, lorsque ’on poursuit les itérations en temps,
on n’observe aucune explosion de la solution: le schéma semble stable.

Afin de tester 'ordre du schéma, on réalise cette méme expérience pour des maillages de
plus en plus fins, tout en respectant le rapport des pas de 2 entre la grille grossiére et la grille
fine. Pour effectuer une analyse quantitative des résultats, on retient le dernier instantanné
de la solution et on subdivise 'espace en trois parties comme montré sur la figure 2.8.

Dans la premiére partie, I'onde n’a pas traversé I'interface et la restriction de la solution
correspond alors a la propagation classique d’une onde calculée avec le schéma sur la grille
grossiere. Dans la deuxiéme partie se trouve ’onde réfléchie par I'interface grille fine-grille
grossiére. Enfin, la troisiéme partie correspond & 'onde transmise qui se propage dans la grille
fine. Ces différentes zones vont nous aider a distinguer les erreurs de réflexion, de transmission
et de dispersion et & analyser 'ordre de chacunes d’elles.

La figure 2.10 visualise les différences obtenues entre 2 raffinements successifs: de bas en
haut, on part d’un pas de 1 dans la grille grossiére (donc 0.5 dans la grille fine) et on divise
ces pas par 2 puis 4, 8 et 16. Le nombre de points par longueur d’ondes de coupure passe
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Fia. 2.7 — Solution numérique correspondant ¢ Ax= 0.25 4 quatre instants distincts (t =
0,20/v/2,40/+/2,60/+/2). L’abscisse de chaque courbe est x, Uinterface entre grille fine et
grille grossiére est représentée par un trait pointillé et vertical.

donc de 5 & 80 dans la grille grossiére et de 10 & 160 dans la grille fine. Le maillage le plus fin
est 16 fois plus fin que le maillage original. Si 'on raffine plus, les erreurs numériques dues a
la machine ne sont plus négligeables. On commence effectivement & remarquer sur la derniere
ligne de la figure les hautes fréquences, caractéristiques de ’erreur machine.

Dans la suite nous noterons h(Y) = % pour ¢ = 0,..,4, le pas de discrétisation de la éme
expérience, ugf) la solution de cette expérience et §* = ug_l) — ugf).

Rappelons qu’un schéma est dit d’ordre p si la solution numérique pour un pas h s’écrit

up =u+ hep len(z)| < C
ou u est la solution exacte et C une constante indépendante de h. Dans notre cas, on écrit
§ = [ul ™" — ul?) = 120Dyl (@) — (WD)l ()] < (27 + 1)C(RD)P.

Si notre schéma est d’ordre p, on aura les différences entre 2 raffinements successifs divisées
N . . T
par 2P, c’est & dire si 61-5? = 2P
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2.2 Etude de Précision

Fia. 2.8 — définition des zones d’intérét

La colonne de gauche montre ’erreur §° dans la zone 1, c’est & dire celle qui correspond
a la dispersion du schéma classique sans changement de grille; on observe bien une diminu-
tion quadratique de I’erreur, celle-ci étant asymptotiquement proportionnelle & 'opposé de la
dérivée troisieme de I'onde incidente (cf. figure 2.9). On a en effet, cf. annexe A,

1 At nr
wp(jh,nAt) ~ 3 (uo(jh — nAt) — n4—8h2u0 (jh + nAt)) .

-0.1+

Fia. 2.9 — Dérivée troisiéme de la fonction de Harris étalée sur une longueur de 15 unités

La colonne du milieu montre l'erreur dans la zone ou est localisée la réflexion due au
changement de grille (zone 2). L’amplitude de cette réflexion diminue cette fois linéairement.
Le schéma est d’ordre 1!. Enfin celle de droite représente I'erreur dans la zone 3 qui cumule
erreur de transmission mais également erreur de dispersion. Cette erreur est plus faible que
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celle relative & la zone 1 mais est plus difficile & analyser car elle mélange des effets de
dispersion et de transmission.

Toutefois, on remarquera que les effets de dispersion (bien que d’ordre 2) sont beaucoup
plus importants en valeur absolue que 'erreur due au changement de grille. Les deux effets
ne sont comparables que pour I'expérience correspondant aux pas les plus fins. Il est facile
d’expliquer ceci en rappelant que ’erreur de dispersion est & peu prés proportionelle au temps
de parcourt de I’onde, ce qui n’est pas le cas de 'erreur due au changement de grille.

Nous calculons ensuite la norme L? en espace sur chacune des zones de la différence entre
2 maillages successifs afin de quantifier la décroissance de lerreur. On obtient les résultats
présentés sur la figure 2.11. La pente moyenne de dispersion est de -2, celle de réflexion de -1.13,
tandis que 'erreur sur 'onde transmise de -2.17. Toutefois, il convient de retenir ces chiffres
avec précaution car comme nous ’avons vu plus haut, les deux dernieres erreurs mélangent
Verreur de dispersion (qui est d’ordre 2) avec l'erreur due au changement de grille. Sur les
essais présentés ici, ce n’est qu’a partir de la derniére expérience (80 points par longueur
d’onde dans la grille grossiére) que ces effets sont de la méme grandeur. Pour obtenir 'ordre
du schéma, il conviendrait de raffiner encore pour que effet de la disparité de grille 'emporte
sur Deffet de dispersion (on ne I'a pas fait ici & cause des effets d’erreurs d’arrondi). Toutefois,
une des conclusions importantes de ces expériences est que malgré un schéma d’interpolation
centré, le coefficient de réflexion n’est pas d’ordre 2. On verra dans une section suivante que
ceci est confirmé par I’analyse par ondes planes qui montre une erreur d’ordre 1.
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Fi1G. 2.11 — Tracé des logarithmes de chaque erreur en fonction du logarithme du raffinement
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2.2 Etude de Précision

2.2.3 Analyse des coefficients de réflexion et de transmission

Dans cette section, nous commencons par confirmer que la méthode est d’ordre 1 & travers
I’analyse des coefficients de réflexion et de transmission. Puis grace a quelques expériences
numériques nous constatons adéquation entre les coefficients de réflexion et de transmission
calculés et mesurés.

2.2.3.1 Calcul de précision des coefficients de réflexion et de transmission

Les calculs que nous avons effectués en 2.1.5 nous ont montré qu’une onde incidente de
pulsation w dans la grille grossiere générait une onde réfléchie de méme pulsation dans la
grille grossiere et deux ondes transmises dans la grille fine, une de pulsation wAt et une autre
de pulsation wAt + m. Dans le probléeme continu, la réflexion et la transmission parasite sont
nulles tandis que la transmission principale vaut 1. Nous effectuons ici un développement
limité au voisinage de wAt = 0 afin de vérifier que nous approchons bien le probléme continu.

Interface

I
|
1 |

I T
R |

—»
|
w I w
|
|
R [ T,
|
- L AN
|
w I w+ A3

|
|
|
|

Fi1G. 2.12 — Schéma représentatif des parties incidente, réfléchie et transmises & linterface

Prenons At < h, soit v = Ah—; > 1. On effectue un développement limité des coefficients
définis par les équations (2.25) autour de wAt = 0, on trouve

T=1+ ((1 —oy—(1-29)/1-(1 —27)2>2 - 1) i:j;—l—O((wAt)Q)

,

(2.58){ T, = i(u}AIf)2 +0 ((wAt)?’)

R= ((1 —2y—(1-2y)/1-(1 —27)2)2 - 1) i‘gj; +0 ((wAn?)
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_ 1 _ At _ 1
Par exemple dans le cas a = NGl > 7

pour un schéma 2D) le développement donne alors:

(qui est le nombre de Courant maximal utilisé

T:1+i04+z¢®v§wu+o(wAaﬁ
(2.59) T, = i(wmﬁ + 0 (wan?)
| R= i (_4 i zﬁ) ﬂwAt +0 ((wAt)Q)

Comme nous l'avions remarqué dans les expériences numériques, malgré des formules d’inter-
polation centrées, la réflexion et la transmission sont d’ordre 1. On remarquera toutefois que
le coefficient devant chaque terme d’ordre 1 est petit lorsque le nombre de Courant n’est pas
trop éloigné de 1. Plus exactement, on montre que

T =1+0(V7=1) O(wAt)
R=0(/7=1) O(wA?)

Sur la figure 2.13, on a représenté le module des coefficients de réflexion-transmission pour

les deux nombres de Courant % et % en fonction de wAt sur [—7, 7]. On retrouve sur ces

(2.60)

courbes la période 7 pour le coefficient de réflexion ainsi que la formule T},(w) = T'(w + £7)
qui implique que la courbe du coefficient de transmission parasite est simplement translatée
de 7 par rapport a celle du coefficient de transmission physique. D’un point de vue global,
la réflexion et la transmission sont toujours plus petites que 1. Tandis qu’au voisinage de
wAt = 0, les courbes font apparaitre une bonne précision (coefficients de réflexion et d’onde
transmise parasite proche de 0 et coefficient de transmission proche de 1) pour les pulsations
proches de zéro. Il semble méme, au vu de ces figures, que les courbes aient un comportement
parabolique au voisinage de w = 0. En fait, il n’en est rien: méme si les courbes semblent
étre d’ordre 2 au voisinage de 0, un zoom (figure 2.14) fait apparaitre une portion linéaire
synonyme de 'ordre 1.

Pour finir, intéressons nous au cas tres particulier du schéma aux caractéristiques pour

lequel le parametre a = % = % est égal & 1. Pour ce schéma il n’y a pas de disper-
sion (kp(w) = w). Avec les notations de la section précédente, on trouve A(w) = cos(wAt),
r(w) =e“A =r r(w+ &)= —r et r(2w) = r? On obtient alors
1

2.61 §(w) =2(= —r?
(2.61) () =25 ~ )
et A

r - 1 + cos(wAt)

1— At

(2.6 1, = loooslwdn)

R =0

\

Dans ce cas on a donc une réflexion nulle, la transmission parasite est d’ordre 2 et la trans-
mission vaut 1 a 'ordre 2.

44



0.8

0.6

0.4

0.2

2.2 Etude de Précision

Fia. 2.13 — Coefficients de réflexion-transmission. En abscisse la pulsation adimensionnée
(wAt = 27/N ou N est le nombre de points par période), de haut en bas, le coefficient de

réflexion, la transmission et la transmission parasite, & gauche o =
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F1G. 2.14 — Zoom du coefficient de réflexion autour de wAt = 0 pour des nombres de courants

de o = % (& gauche) et o =
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2.2.3.2 Cas d’un train d’ondes dans la grille grossiére : une étude numérique de
réflexion

Afin de tester la validité des calculs des coefficients, des expériences numériques cherchant
a mettre en évidence la réflexion pour différentes pulsation sont effectuées. Nous nous sommes
restreint & un nombre de Courant de % L’onde plane est approchée par une onde envoyée
dans la grille grossiere par 'intermédiaire du bord gauche. C’est une fonction harmonique de
pulsation wy supportée par la fonction de Harris de support de longueur L = % (cf. 2.2.2).
On aura donc

; t
u(0,1) = eV H (=)
L
Cette fonction a son spectre localisé dans une bande étroite autour de wgy. Avec un L suffisam-
ment grand, par exemple L = %, I’onde incidente a un support fréquentiel essentiellement

sur [fo — Af; fo+ Af] ot fo = 52 et Af est la fréquence de coupure de H soit Af ~ 0.09
_ 50
pour L = ot
La figure 2.15 représente la partie réelle de cette fonction en fonction du temps pour
woAt = 0.2. Le nombre d’oscillations augmentera en méme temps que woAt
Pour la premiére expérience, nous tracerons la partie réelle des résultats afin que le lecteur
se rende compte du caractere oscillant de 'onde employée. Mais sur les figures suivantes, afin

de mieux observer les amplitudes, nous représenterons les modules des ondes résultantes

Fi1a. 2.15 — Tracé de u(0,t) pour une pulsation wyAt = 0.2 et woAt = 3%

1

0.8

0.6

0.4

0.2+

0

0.2

-0.6

-0.81

La premieére expérience présente les résultats pour une pulsation relativement basse celle-ci
correspond & un coefficient de réflexion théorique faible et une onde transmise théorique proche
de 1 (cf. figure 2.13). C’est effectivement ce que ’on observe sur la figure 2.16 puisque 'onde
ne semble quasiment pas perturbée par linterface. On peut remarquer que cette pulsation
correspond a un nombre de point par longueur d’onde de 20 qui est une valeur généralement
utilisée.

Les deuxieme et troisieme expériences correspondent a des pulsations respectives de %
s 0.1 : : , c prs N
et 5a; — &7 soient des nombres de points par longueur d’onde inférieurs & 4. Rappelons, en

effet qu'a wAt = 7, I'onde n’est plus propagative dans la grille fine. Les figures 2.17 et 2.18
nous montrent que malgré des conditions extrémement défavorables les résultats de réflexion
et transmission restent acceptables.
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Fi1Gc. 2.16 — Solution numérique correspondant ¢ woAt = 0.2, Ax= 0.25 a quatre instants
distincts (t = 18.75/\/2, 75/\/2, 150/v/2, 225/v/2). L’abscisse de chaque courbe est x,
Uinterface entre grille fine et grille grossiére est représentée par un trait pointillé et vertical.

Le tableau ci-dessous montre une bonne corrélation entre les calculs théoriques et les
résultats numériques puisqu’il fait apparaitre des différences inférieures a 2%.

Remarque 4 Les coefficients T, numériques ne sont pas observables car ils correspondent d
des ondes évanescentes

wAt R théorique | R numérique | T" théorique | T numérique | T}, théorique
0.2 0.0044 0.0044 0.9994 0.9989 0.0025
‘%r 0.0752 0.0749 0.9443 0.9422 0.0869
5 —0.1 0.2670 0.2627 0.7570 0.7494 0.1123

TAB. 2.1 — Tableau récapitulatif des coefficients numérique et théorique

Ces premiers résultats de réflexion et de transmission sont encourageants puisqu’ils
montrent que 'interface n’a qu’une influence limitée sur une onde venant de la grille grossiere.
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F1G. 2.17 — Module de la solution correspondant ¢ wyAt = 3{, Azx= 0.3125 d quatre instants

distincts (t = 18.75/\/2, 125/v/2, 218.75/\/2, 312.5/\/2).
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F1G. 2.18 — Module de la solution correspondant a woAt = 5 — 0.1, Az = ﬁ a quatre

instants distincts (t = 37.5//2, 187.5/V/2, 337.5/v/2, 450/v/2).
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2.2.3.3 Cas d’un train d’ondes dans la grille fine: une étude numérique de ré-
flexion.

On présente ici des expériences numériques permettant de corroborer le calcul des coeffi-
cients lorsque 'onde incidente est dans la grille fine. Une onde est envoyée dans la grille raffinée
par 'intermédiaire du bord droit. Cette onde a la méme structure que dans les exemples de
la section 2.2.3.2. La figure 2.19 représente la partie réelle de cette fonction en fonction du
temps pour woAty = 0.2; rappelons que le nombre d’oscillations augmente avec woAty. Sur
les figures 2.20, 2.21, 2.22 et 2.23, la partie harmonique de 'onde n’est pas visible sur les
courbes car afin de mieux observer les amplitudes on a représenté les modules de ces nombres
complexes ; nous parlerons donc d’enveloppe de solution.

une pulsation woAty = 0.2 et woAt = ?f_g

Fi1a. 2.19 — Tracé de u(L,t) (bord droit) pour

1 T 1

0.8f 0.8F
06 0.6
0.4r 0.4r

0.21- 0.21-

La figure 2.20 présente quelques instantanés de la valeur absolue de ’onde propagée. Pour
la premiére pulsation (woAt; = 0.2), on remarque que 'onde réfléchie est quasiment nulle,
I’onde transmise étant elle, trés proche de 'onde incidente. Cette expérience numérique nous
donne un coefficient de transmission de T=1.0019 et un coefficient de réflexion R=0.0096
alors que les coefficients théoriques nous donnent R=0.0095 et T=1.0027. La figure 2.21
présente les résultats avec une onde incidente 3{. Dans cette expérience, on remarque une
légere réflexion a l'interface puisqu’on observe un coefficient de réflexion R=0.0763 pour un
R théorique de 0.0752. Le coefficient de Transmission observé vaut 1.037 pour un coefficient
théorique de 1.053.

La figure 2.22 présente des instantanés pour une expérience avec une onde incidente de pul-
sation 3{. On remarque qu’ici la réflexion a l'interface est quasiment totale. Numériquement
on trouve un coefficient de réflexion R = 0.96 et un coefficient de transmission 7" = 5.6 107°,
alors que les résultats théoriques prévoyaient une réflexion R = 1 et une transmission 7" = 0.07.
La différence entre le coefficient de transmission théorique et celui observé s’explique par le
fait que 'onde transmise dans la grille grossiére n’est pas propagative et donc T ne peut étre
observé convenablement. En effet, le calcul théorique nous donne |r(2g2%)| < 1 synonyme
d’une onde évanescente.

L’oscillation observée sur la troisieme image est simplement due au fait que le cosinus et
le sinus (c’est & dire la partie réelle de onde et sa partie imaginaire) sont déphasés pendant
la réflexion puisque la partie réfléchie rencontre au retour la partie incidente de ’onde. On
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F1G. 2.20 - Module de la solution correspondant a woAty = 0.2, Ax= 0.25 a quatre instants
distincts (t = 50/v/2, 110/v/2, 170/+/2, 230/\/2). L’abscisse de chaque courbe est ,

l'interface entre grille fine et grille grossiére est représentée par un trait pointillé et vertical.

wAt | R théorique | R numérique | T théorique | T' numérique
0.2 0.0095 0.0096 1.0027 1.0019

% 0.0752 0.0763 1.053 1.037

%’T 1 0.96 0.07 5.6e-6

TAB. 2.2 — Tableau récapitulatif des coefficients

remarque que pour obtenir 'onde & des positions comparables, nous avons dii choisir des
instants plus grands pour les pulsations plus grandes. Ceci est di au fait que la propagation
ne se fait pas a la méme vitesse pour toutes les fréquences (cf. Annexe B).

Ces trois expériences nous permettent de valider le calcul des coefficients de réflexion-
transmission. En effet, elles mettent en évidence la croissance de la réflexion avec la pulsation
ainsi que la bonne représentativité des coefficients de réflexion. De plus, la premiere expé-
rience nous montre la précision de notre schéma pour les pulsations généralement utilisées.
En effet, des pulsations supérieures a % (c’est & dire 2 points par longueur d’onde) ne sont
généralement pas utilisées en pratique. Toutefois, ces fréquences sont présentes dans le bruit
numérique, et il peut étre important de voir leur évolution. Ainsi 'expérience suivante nous
présente une anomalie mais elle ne peut étre observée que pour des cas limites d’utilisation
du schéma.
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F1G. 2.21 — Module de la solution correspondant a woAty = %, Ax= 0.25 a quatre instants

distincts (t = 50/+/2, 115/v/2, 180/v/2, 245/v/2). L’abscisse de chaque courbe est x,
Uinterface entre grille fine et grille grossiére est représentée par un trait pointillé et vertical.
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F1G. 2.22 — Module de la solution correspondant a woAty = %”, Azx= 0.25 & quatre instants

distincts (t = 75/v/2, 150/v/2, 225//2, 300/\/2). L’abscisse de chaque courbe est r,

l'interface entre grille fine et grille grossiére est représentée par un trait pointillé et vertical.
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2.2.3.4 Un phénomeéne curieux.

Pour wAt = 7, un nombre de Courant de %, I’expérience nous montre une réflexion
mais aussi une trainée ; ’onde transmise est également déformée. On présente ici (figure 2.23)

Iexpérience révélant ce phénomene. Ce comportement trés particulier s’explique en effectuant

1

1

T T
| |
0.8 : 0.8 :
| |
0.6 | 0.6 |
| |
0.4 : 0.4 :
| |
0.2 | 0.2 |
| |
0 L 0 1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

l T 1 T
| |
0.8 : 0.8 :
| |
0.6 | 0.6 |
| |
0.4 : 0.4 :
|
0.2 0.2 |
| |

0 . 0

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

F1G. 2.23 — Module de la solution correspondant ¢ woAty = 7, Azx= 0.25 a quatre instants
distincts (t = 75/v/2, 150/v/2, 225/+/2, 300/\/2). L’abscisse de chaque courbe est r,

Uinterface entre grille fine et grille grossiére est représentée par un trait pointillé et vertical.

un développement en séries des coefficients de réflexion et de transmission au voisinage de

17> en effet,
(2.63) R(% +¢€) =Ry + Ri/e+ O(e)

T(% +e)=Ty+ Tl\/g + O(e)

C’est le terme en /e qui est responsable de cette trainée. En effet, on montre que la partie
réfléchie de 'onde s’écrit

(2:6) un(,0) = o= [ Gun@R@)E R g

ol (Ijg)wO (w) = (Ijg)g(w — wp) est Ponde incidente, (Go(t)est la fonction de Harris dilatée,
et kp(w) le nombre d ’onde. Les développements en séries de 1’équation (2.63) ainsi qu’'une
approximation de kp(w) = kp(wo) + Vi, k(wo)(w — wo) nous donne alors

up(z,t) ~ i(wot—Fkp(wo)x) <%(T)(/ Gwoei(t—vwhkx)(w_wo)dw)

(2.65) Rl .
o [[(Gunlitw - w) Feit Tk )dy) )
e
soit _
(2.66) up(,t) o e @R @O (R Gy + R G ) (t — Vi, k)
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2.2 Etude de Précision

ou

(2.67) Gyja(t) = % / Go(w)Viwe™ dw

est la demi dérivée de I'onde incidente; elle est représentée sur la figure 2.24. La présence
de cette demi dérivée explique donc le phénomene de trainée observé puisqu’elle n’est pas
a support compact. La méme explication peut étre fournie pour 'onde transmise qui de la
méme fagon s’écrira

(2.68) up(z,t) = e ORI (TG + TG o) (E — Vi, k).

Fi1G. 2.24 — Demi-dérivée de la porteuse, on retrouve la trainée présente dans l'expérience
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Raccord par interpolation temporelle de deux demi-espaces infinis.
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Chapitre 3

Extension a un raffinement plus
fort. Cas de 2 milieux infinis.

Il peut étre intéressant lors du raffinement de passer directement d’une grille grossiére a
une grille raffinée n fois, notamment pour des raisons d’économie ou de simplicité de mise en
oeuvre, cf. [10] par exemple. On présente ici un schéma sur le modele du précédent permettant
un raffinement plus important. On décrit également les calculs de stabilité et de coefficients

de réflexion analogues a ceux du schéma précédent.

3.1 Description du schéma.

Le schéma est une simple généralisation du schéma précédent, avec des interpolations
temporelles légérement plus compliquées. On a représenté figure 3.1 un exemple dans le cas

n = 4.
On approche ici u, solution de 'équation (1.1) par

nj

(ug)"® ~ u(njh,nkAt) j <0
1) {

(ug)f = u(jh, KAL) Jj > 0.
Les équations & gauche de l'interface (1.5) et (1.7) deviennent alors

k k—
(“g)ZjJrn - 2(“9)2? + (“g)ﬁj " _ (“g)%-q-n - 2(“9)%? + (“g)g‘ly?—n -0

(3.2) AR 32 pour j < 0
et

nk+n k nk—n k k k
(3‘3)(“9)7”' - 2(“9)2;‘ + (“g)nj _ (“f)ZjJrn - 2(”9)2;‘ + (ug)gj—n —0 pour j = 0

n2At2 n2h?

Tandis que les équations & droite de 'interface (1.6), (1.8) et (1.9) donnent

(ug)§ = 2(up)h + (up)f (up)y = 20up)f + (up)y oy
At? h?

(3.4) =0 pour j > 1
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Extension & un raffinement plus fort. Cas de 2 milieux infinis.
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F1G. 3.1 — Schéma de Uinterpolation sur la grille 1/4

et
(uf)?k-l-m-i-l _ 2(uf)?k+m + (uf)?k—l—m—l
At?
k k k
(3.5) (up)Fid ™ = 20up)7" ™ + 7 (0 — m)(ug)§* +m(ug)g™™) 0
h? -
| pourj =1letm =0,.,n1

3.2 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace.

Nous allons ici appliquer la méme méthode d’analyse de stabilité que celle décrite dans la
section 2.1. Nous ne démontrerons pas ici la stabilité avec la méme rigueur, mais présenterons
simplement les grandes lignes des calculs. Ces derniers sont un peu plus compliqués mais le
raisonnement est le méme. Notons que nous retrouvons des résultats analogue a ceux de M.

Berger pour ’équation de transport scalaire 1D [3].
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3.2 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace.

Utilisant les mémes notations, on pose

(ﬁg)nj = nAtzggé?e(iwnkAt)
k=0
(3.6) (inc)nj = NALY (wine)rkeliwnka)
k=0
() = nAtZ(uf)?k+m6(i“’(”k+m)At) pour m = 0,...,n-1.
\ k=0
et .
(uf)j
(8.7) Upi=| @7
(ay)

On trouve alors les équations satisfaites par 1, et Uf

(3.8)
pour 7 < 0,

(3.9) { ﬁ SiDQ(m‘JQAt)(ﬁg)nj + h_g((ﬁf)'l(')l,j#»n - (ﬁinC)nj+n - 2(ﬁg)nj + (ug)njfn) =0

pour j = 0,

Frr,Y., ~ 2 ]
Aol00i 1 L (U)j1 — 2(04); + (Up)j-1) = 0

{ ﬁ Sinz(nszt)(ﬁg)nj + %((ﬁg)nfrn - 2(ﬁg)nj + (ﬁg)njfn) =0

(3.10) A
pour 7 > 1,
et X
AL 1 ’ - B _
) A+ (07511 = 207+ G (o + (Binc)o)) =0
pour 5 =1,
ou _ .
[ 2 —e WAl 0 0 —eiwAl 7
_ eiwAt 9 _ efz'wAt 0 0
Al =
0 . 0 _ eiwAt 9 _ efiwAt
I _efz'wAt 0 0 _eiwAt 9 |
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Extension & un raffinement plus fort. Cas de 2 milieux infinis.

et
1
e"“;ft((n _ 1) + e—inwAt)
Q=
gimwiAt —inwAt
—((n —m) 4+ me )
et(n—1)wAt

(14 (n — 1)emmwat)

n

La partie grille grossiere étant identique & celle de la section 2.1, on utilise le méme
polynéme caractéristique pour résoudre (3.8). Avec r(w) défini par 2.24, la solution est

(3-12) (ﬁg)nj = RO T(nw)_J(ﬁinC)O .7 S 0

Par définition, nous dirons que Ry est le coefficient de réflexion grossier-fin du schéma.

Pour trouver la solution de (3.10), il nous faut diagonaliser la matrice A, p. Pour cela
remarquons que chaque ligne de cette matrice appliquée & un vecteur propre u! peut d’écrire
sous la forme
—itwAt, 1 wAt, [

Uyt u;

l
2u — e j

g — e

-1 = )\U]

Ce genre de matrice est appelée matrice tournante ou circulante. Ses vecteurs propres sont

de la forme
1

1 i2mgl
u = e n

2w (n—1)1
[ n

et sont associés a la valeur propre

A =2(1 — cos(ZEL — wAY))
3.13 , n T
( ) :4s1n2(%(wAt— —3&))

l

Afin de résoudre (3.10) pour chaque composante de (ﬂf)j, (i)}, on est donc amené a

considérer la solution a w fixé de

r?(w) + (Ah_;)\l - 2)r(w)+1=0

(3.14)

Iri(w)] <1
soit o]
(3.15) n(w) =r(w-—)
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3.2 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace.

La solution de (3.10) s’écrit donc

1
2iml

e n

=T

(3.16) (Up); =D tn(w)! | 2um (inc)o
=0

' 2i(n—1)xl
[ n

Par définition, nous dirons que les nombres ¢; sont les coefficients de transmission grossier-fin
du schéma et nous appellerons vecteur de transmission grossier-fin le vecteur T de composantes
t;. Ces constantes sont déterminées grace aux équations (3.9) et (3.11) soit

{ ()" = Gm ((Tine)o + (tig)o) pour m =0,..,n — 1
(3.17)
(ﬁf)% = (ﬁinc)n + (ﬁg)n

On aboutit au systéme suivant

¢ n—1

>t = Go(1+ Ry)
1=0
n—1 2ijnl
en t = G;(1+ Ry)
1=0
(3.18)
n 2i(n—1)wl
e n t = Gn,1 (1 + Ro)
=0
n—1
i (w)t = r(nw)+ 7" Y(nw) Ro.
\ =0

Afin de résoudre ce systéme nous allons appliquer une transformée de Fourier inverse discrete
aux équations. Posons

~ 1 n—l1 2iTpm 1 Sil’l(n“)At)2
3.19) G,(wAt) = — Gne n =-—4— 2 7 our p =0,..,n — 1.
(319 Gyloah =, 2 G Wt PO
2iTpm

En multipliant les n premiéres équations par e~ » , m étant le numéro de la ligne, puis en
sommant les n lignes on obtient

s _ 2iTpm nl 2imlm nl _ 2impm
S e IS e 2 S G (14 Ry)e SR
m=0 =0 m=0
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Extension & un raffinement plus fort. Cas de 2 milieux infinis.

En intervertissant les deux sommes de gauche on a

n—1 n-1 2im(p—1) m N
Yoty (e )" =(1+ Ro)nGp(wAt),
or n-1 pin(o—t) 1 B (eziw(f;—l) )'n, 1 _ 622-71'(17*1)
— — — — P
Z (7 )= 2in(p=1) 2in(p=l) néy -
m=0 1—e l—e " n

On obtient ainsi la relation X
(3.20) t, = (1 4+ Ry) Gp(wAt).

En remplacant dans la derniére équation du systéme on aboutit &

n—1
(3.21) (1+ Ro) > r" Gi(wAt) = r(nw) + ' (nw) Ry,
=0
soit - -
(3.22) (ﬁ - Z ' (w) Gl(wAt)> Ry = Z r(w) Gi(wAt) — r(nw).
=0 =0

On trouve le déterminant du systéme analogue a celui trouvé par Marsha Berger pour I’équa-
tion hyperbolique (cf. [3]).

(3.23) O(w) = -y m(w) Gi(wAt).

( n—1
' (w) Gl(wAt) —r(nw)
RO — =0
1 n—1 R
() 7' (w) Gi(wAt)
(3.24) { =0
i (w) Gi(wAt) — r(nw)
= (1420 — (wAt)) Gy(wAt).
’I"(’ILLU') - T?(w) Gl
\ =0

Pour les mémes raisons que dans la section 2.1, la stabilité sera démontrée si le déterminant
0(w) est non nul Yw tel que F(w) > 0 (Le cas $(w) = 0 s’obtient par passage a la limite).
Plus exactement, notre schéma sera stable si les coefficients Ry et ¢; sont bornés. On peut
démontrer que §(w) est non nul sur le demi-plan complexe J(w) > 0 (cf. Annexe C). La
démonstration pour w réelle analogue au schéma 1/2 conduit & des calculs trés compliqués,
on se contentera ici, d’une vérification numérique apportée par le calcul des coefficients qui
montre qu’ils sont effectivement bornés (figure 3.2 et 3.3).

3.2.1 Ré-interprétation de la solution en termes d’ondes planes.

On peut comme dans la section 2.1.5 donner une signification aux coefficients calculés
dans I’étude de stabilité de la section 3.2.
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3.2 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace.

F1G. 3.2 — Coefficients de réflexion-transmission pour le schéma 1/4. En abscisse la pulsa-
tion adimensionnée (wAt = 2w/N ot N est le nombre de points par période), pour chaque

figure,de haut en bas, le coefficient de réflexion (Ry), celui de transmission (Ty) puis ceuz de

transmission parasite,en haut o = At/h =1, a gauche o = %, d droite o = %
1
R 05r- i
-3 -2 -1 0 1 2 3
1 T T T T T T
Ky osf E
I ‘ ‘ ‘ S
-3 -2 -1 [ 1 2 3
K, osl |
) ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3
1 T T T T T
K, osl |
oL -~ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3
1 T T T T T T
ks ost B
0 ‘ ‘ e
-3 -2 -1 [ 1 2 3

T T T T T T T T T T T T T T
;JL_JLMM Mﬁ OISMMMM
\ . \ o | : . ; \

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
T T T T T T T 1 T T T T T T
L ﬁ W\ 4 o5 ﬂ K ]
L \ . | e Y \ . \ I —
E -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
T 1 T T
L //j(ﬁ ] 05F ﬂ \(\‘A
e . . b . .
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
: : : : : 1 . . : : : .
L , 05} ﬂ |
. ) e ( . ol ; - . .
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
: T : T : : T 1 : T : : :
L W\ 1 05 “/Y \{\ i
. . I 0 . . I S
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

61



Extension & un raffinement plus fort. Cas de 2 milieux infinis.

Fia. 3.3 — Coefficients de réflexion-transmission pour le schéma 1-8. En abscisse la pulsa-
tion adimensionnée (wAt = 2n/N ot N est le nombre de points par période), pour chaque
figure,de haut en bas, le coefficient de réflexion (Ry), celui de transmission (Ty)puis ceux de

transmaission parasite,en hout @ =1, & gauche o = %, a droite o = %
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3.2 Analyse de la stabilité par Fourier-Laplace.

3.2.1.1 Cas d’une onde incidente dans la grille grossiére.

Supposons que la condition initiale soit éloignée de 'interface entre les deux grilles. On a
vu que le champ incident au voisinage de I'interface s’écrivait

e 1 [t .

3.25 Wine)F = Gine)o(w)r (nw) e~ kAL g,
(3.25) (tine)ng )o(w)r(nw) ,

s
2m )

cette expression étant valable au moins au deld du support des conditions initiales en temps.
A ce champ, se rajoute dans la grille grossiére un champ réfléchi dont 1’expression est

) | -
(3.26) (ag)y = %/ _ (ine)o (W) Ro (w)r(nw) =T e kA gy,
o

Enfin, 'onde incidente génére dans la grille fine le champ

n—1
(3.21) () = 3 (a0}
=0
(3.28) (@} = 5 ™ Gindo@)(@)r(o - 2T ek

nAt
Dans toutes ces formules, les notations sont celles de la section précédente : la fonction r(w) est
définie par les formules (2.16), tandis que les coefficients Ry, et #; sont solutions du systéeme
(3.18) et sont donnés par (3.24). En introduisant kp(w)) le nombre d’onde numérique, on
peut expliciter la solution sous forme d’une superposition d’ondes planes numériques. Plus
précisément, fixons w et posons
(Ug)g]; — (eikh(nw)jh + Ro(w)e—ikh(nw)jh) e—iwnkAt

(329) n_l : 2l \ s 2l
(Uf)? - Z tl(w)eZ(kh(wfm)th(wfm)kAt)
1=0

On vérifie que (Uy,Uy) est une solution particuliere du schéma. La partie gauche, U, est
composée d’une onde plane numérique incidente et d’une onde plane numérique réfléchie
tandis que la partie droite est composée de n ondes planes transmises, associées aux pulsations
w— %. Dans ce contexte, les nombres Ry et #; s’interpretent donc bien comme les coefficients

de réflexion et de transmission ainsi que nous les avions définis.

3.2.1.2 Cas d’une onde incidente dans la grille fine.

Afin de simplifier les calculs dans la grille fine, nous allons nous contenter de faire une
analyse par ondes planes, mais les résultats de stabilité sont identiques au cas précédent On
suppose ici que 'onde incidente est une onde plane de pulsation w, = w — % dans la grille
fine (celle-ci est toujours & droite de la grille grossiére). Dans un premier temps ¢ est fixé.

20T . .
. \nk+m _ 44T m inkwAt
(umc)j =r(w Y t) zg'e
Cherchons la solution dans la grille grossiére sous la forme

(Utmn)Z? =tqr (nw)j elnhw st
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Extension & un raffinement plus fort. Cas de 2 milieux infinis.

ol par définition ¢, est le coefficient de transmission fin grossier associé & la pulsation inci-
dente w,. Nous appellerons vecteur de transmission fin-grossier le vecteur T de composantes
(tQ)q:O,n—l
Dans la grille fine, on cherche la solution sous la forme
n—1
(Uref)?ker — Z R(l, q)r(wl)—jzlmeinkwAt
1=0

ot (R(l,q))i=0,n—1 sont les coefficients de réflexion fin-grossier associés a la pulsation inci-
dente wy. Nous appellerons matrice de réflexion fin grossier la matrice R de composantes

(R(l, Q))lzo,n—l;qzﬂ,n—l .

On a noté ol
T 22l
Wy =w— —— et z = eCa TWAD
: nAt :
La vérification au point j = 0 de (uy,)5? ™ = B (449,6) 04 + %(ugro)gq+n pour m =0,n—1,

aboutit au systeme suivant.

> —m inwAt T
(3.30) (o)) 3 Bl 0) ()" =ty ( e At_>m

m=0,n—1

. . . 1 _;2pmm -
En multipliant chaque équations par —e ™"~ n e 2! o en sommant, on trouve
n

R(p,q) = tqép(wAt) — 6;,0

oll on a posé

. 1l — : pmr 1 sin(ZeAL)2
Gp(wAt) = = <n T4 e’"“’Atm> e iR g imAl — S w(At * 7)rp 2

g n n®sin(“3t + 7F)

La vérification au point j = —1 nous donne
-1
m2q . _, % w2l -1
- — R(l ——)"=t
T(w nAt) + lz:% ( ?q)r(w nAt) qr(nw)

On trouve alors

(3.31) t, = r(w— 245 " —r(w— 24"

n—1
- T2p
r(nw)~! — Z Gp(wAt)r(w — —=)"
o nAt

et la matrice de réflexion s’écrit

2q \— 2
rlw = 2™~ r(w = "

(3.32) R(l,q) = Gi(wAt) — 67

n—1
- m2p
r(nw)=! — Z Gp(wAt)r(w — —=)"
o nAt

Le déterminant du systeme étant identique au cas d’une onde incidente dans la grille grossiére,
I’analycité de ces coefficients et donc la stabilité est démontrée de la méme facon qu’a la section
(3.2).
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3.3 Etude de précision.

3.3 Etude de précision.

3.3.1 Ordre du Schéma.

Afin de tester I'ordre des schémas 1-n, nous réalisons le méme procédé expérimental que
dans la section 2.2.2 pour n = 4 et n = 3. Les courbes sont pratiquement identiques a celles
de la section 2.2.2. Toutes les conclusions que nous avions tirées pour le schéma 1-2 restent
valables. Le lecteur pourra méme trouver remarquable que les résultats soient si similaires. Il
est toutefois logique que les erreurs de dispersion (colonne 1 et 3 des figures 3.5 et 3.8) soient
les mémes dans tous les cas de raffinement puisque celles-ci correspondent essentiellement aux
erreurs commises lors de la propagation dans la grille grossiere.

1

0.9F

0.8

0.7}

0.6

0.5F

041

0.3

0.2}

0.1f

0

0

0.4F

0.3

0.2}

0.1r

-0.1
0

Fi1c. 3.4 — Solution numérique dans le cas 1/4 correspondant ¢ Ax= 0.25 4 quatre instants
distincts (t = 0,20/+/2,40/v/2,60/+/2). L’abscisse de chaque courbe est x, I’interface entre
grille fine et grille grossiére est représentée par un trait pointillé et vertical.
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Extension & un raffinement plus fort. Cas de 2 milieux infinis.
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F1G. 3.5 — Tracé des différences entre 2 raffinements successifs dans le cas 1/4



3.3 Etude de précision.

-5

-10
0

15 2

2.5 3

Fi1G. 3.6 — Tracé des logarithmes de chaque erreur en fonction du logarithme du raffinement

dans le cas 1/4

Pente d’erreur

dispersion seule

réflexion seule

Transmission +dispersion

Schéma 1/2 -2.0579 -1.1808 -2.5322
Schéma 1/3 -2.0579 -1.17 -2.5633
Schéma 1/4 -2.0579 -1.4414 -2.5304

TAB. 3.1 — Tableau récapitulatif des différentes pentes des logarithmes des erreurs observées
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Extension & un raffinement plus fort. Cas de 2 milieux infinis.
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0.3f

0.2F

0.1

0.4

0.3

0.2f

0.1r

Fi1a. 3.7 — Solution numérique dans le cas 1/3 correspondant ¢ Ax= 0.25 4 quatre instants
distincts (t = 0,20/+/2,40/v/2,60/+/2). L’abscisse de chaque courbe est x, I’interface entre
grille fine et grille grossiére est représentée par un trait pointillé et vertical.
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3.3 Etude de précision.

zone 1 zone 2 zone 3
effets de dispersion réflexion parasite transmission + dispersion
x10°

0.2 4 0.2

0.1 2 0.1

=0 ob— T —— 0 0

-0.1 -2 -0.1

-0.2 -4 -0.2
20 30 40 50 70 . 80 90 100 100 110 120 130

x 10

0.02 1 0.02

0.01 0.5 0.01

-0.01 -0.5 -0.01

-0.02 -1 -0.02
20 . 30 40 50 70 . 80 90 100 100 3ZI.10 120 130

x 10 x 10" x 10
5 4 5
2
-2

-5 -4 -5

20 ~ 30 40 50 70 B 80 90 100 100 _3110 120 130
x 10 5 x 10 1 x 10

0.5 1

-0.5 -1

S
I
w
o
o
|
o o
ol o ol

-1 -2 -1
20 B 30 40 50 70 B 80 90 100 100 _4110 120 130
5 x 10 1 x 10 5 x 10

-1

-
Il
S
I
=
I
o o
o o o
o K

-2 -1 -2
20 30 40 50 70 80 90 100 100 110 120 130

F1G. 3.8 — Tracé des différences entre 2 raffinements successifs dans le cas 1/3
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Extension & un raffinement plus fort. Cas de 2 milieux infinis.

-4+ 4
-6+ 4
-8 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3
-4
-6+ 4
-8t 4
-10 I I I | |
0 0.5 1 15 2 25 3
0
-5 4
-10 I I I | |
0 0.5 1 15 2 25 3

Fi1G. 3.9 — Tracé des logarithmes de chaque erreur en fonction du logarithme du raffinement
dans le cas 1/3
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Chapitre 4

Cas de la bande finie raffinée:
apparition d’instabilités.

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés au cas de deux grilles semi-infinies, et la
méthode s’est montrée satisfaisante puisque le schéma est précis et stable sous la condition
C.F.L. usuelle. Malheureusement cette configuration n’est pas celle qui nous intéresse. En
effet, notre désir est, dans le cas & trois dimensions, de pouvoir raffiner autour d’un objet.
L’équivalent 1-D de cette situation est le cas de la bande raffinée finie. Nous voyons dans ce
chapitre que les conclusions sont radicalement différentes.

4.1 Position du probleme.

Nous nous proposons ici, d’étudier le schéma proposé dans le cas d’'une bande a l'aide
d’une analyse par ondes planes inspirée du cas décrit précédemment.

On a représenté sur la figure 4.1 le schéma d’interpolation temporelle 1/4 dans le cas
d’une bande. On peut déja noter qu’il existe une largeur minimale de la bande permettant
d’appliquer le schéma précédemment décrit. En effet, la bande doit comporter n points pour
que les schémas d’interpolation soient valables, ou1 n correspond au degré de raffinement. Dans
I’exemple ci-dessous n = 4.

Le cas de la bande raffinée est un peu plus complexe & analyser. Le simple calcul des
coefficients n’est plus suffisant. En effet, comme le montre la figure 4.2, 'onde transmise est
ensuite réfléchie sur la deuxiéme interface, puis re-réflechie sur la premiere etc.

Il apparait donc que lors d’une simulation, il peut y avoir un nombre de réflexions impor-
tant, surtout si la bande n’est pas large. Ces réflexions multiples sont un phénomeéne nouveau
par rapport au cas d’une interface simple précédemment traité. En fait, nous allons montrer
par un calcul théorique que le critére de stabilité s’en trouve modifié. Ce calcul est basé sur
la recherche de solutions de type somme d’ondes planes et s’inspire du schéma des réflexions
figure 4.2. Afin de simplifier, nous allons considérer une grille fine intercalée entre une grille
grossiere et une condition de Dirichlet comme indiqué sur la figure 4.3. Cette restriction facilite
les calculs mais n’enleve rien a la généralité du résultat.

Les calculs qui vont suivre impliquent des quantités que nous avons déja rencontrées dans
le chapitre précédent. Afin de faciliter leur compréhension, il nous a semblé opportun de les
résumer succinctement dans le paragraphe qui va suivre.
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.
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4.1 Position du probléme.

Grille grossiere Grille fine

‘thTgu\ R2T

R()U /
Tyu
Onde incidente u \ /
Interfaces

T, : Vecteur des coefficients de transmission grossier - fin

Ry : Coefficient de réflexion grossier - fin
Ty : Vecteur de transmission fin - grossier

R: Matrice de reflexion fin - grossier

Grille grossiere

W /

Fi1G. 4.2 — schéma de réflezions multiples dans une bande
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

Grille grossiere Grille fine
W.... .“__.‘.i;
.t...'-._..'. -RQTgu
TiRTyu
RTyu

t
—Tyu

R[)U /
Tyu

()nd(f lnCId(fnl e Uu \
I“l el fa(:e /

Ty : Vecteur des coefficients de transmission grossier - fin

Ry : Coefficient de réflexion grossier - fin
Ty : Coefficient de transmission fin - grossier

R: Matrice de reflexion fin - grossier

F1G. 4.3 — schéma de réflexions multiples dans une bande avec condition de Dirichlet
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4.2 Rappel des solutions sous forme d’ondes planes.

4.2 Rappel des solutions sous forme d’ondes planes.

Dans le précédent chapitre, nous avions démontré la stabilité et calculé les réflexions
engendrées a l'interface par une méthode d’ondes planes d’un schéma de raffinement 1-n pour
des ondes incidentes dans la grille grossiere ou dans la grille fine. On distingue 2 cas.

Cas d’une onde incidente dans la grille grossiére. Dans le premier cas, nous avions
considéré une onde plane incidente dans la grille grossiere de pulsation nw. L’onde incidente
s’écrit N
. n —
(4.1) (“an)nj = r(nw)
: — e(ikh(nw)j)einkat

i einkat

ou kp(nw) le nombre d’onde vérifie la relation de dispersion

2 M 2 . wAt

(4.2) 5 sin(=5-) = £ sin(—-)

et r(nw) = e#n(9) est solution du polyndme caractéristique

r?(w) — 2A(w)r(w) +1 =10
(4.3)
avec A(w)=1-— QA}L—; SinQ(WTAt).

Cette onde incidente génere une onde réfléchie dans la grille grossiere
(4.4) UTTLL]k = Ror(nw)J einwhit

et n ondes transmises dans la grille fine

n—1
(4.5) u;_karm — Z tzl],,,(wl)jzlmeinkwAt
=0

. 2l
oil 7 = /(5 HwAl)

Les coefficients Ry et (¢] )1:0 .1 vérifient le systeme imposé par les conditions & I'interface

n—1
thzlm = Hp,(1+ Ry) pourm=0,n—1
=0

(4.6) =0
Z ri(w)t] = r(nw)+r~(nw) Ry
=0

avec

) =
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

La résolution du systeme nous donne

(

1
— r'(w) Gi(wAt) — r(nw)
0 — 1 1 n—1
- = ri'(w) G(wAt)
r(nw) n =
49) ey
- ri'(w) Gi(wAt) — r(nw)
1 — A
t=—|1+ =0 — G(wAt)
=
- — A
\ r(nw) n i T (w) Gl(w t)
oll on a posé
_ At
1 = _gEmT At 1 Sln2(n_u}2_)
Gi(wAt) —ZHme noe = S oAr
nm*O 7 sin (_2_+W)

Cas d’une onde incidente dans la grille fine. Dans le deuxiéme cas on considére une

onde incidente dans la grille fine de pulsation w; = w + %

(4.9) (wine)JF*™ = r(wg) 7 zre Rt

elle génere une onde transmise dans la grille grossiere
(4.10) (ug)™k = tgr(nw)—jemkwm

et n ondes réfléchies dans la grille fine
(4.11) (u;@f)?k-#m — Z R(, q)r(wl)jzlmemkWAt

Les coefficients R(l, q) et t, vérifient le systeme

n—1
zd' + Z R(l,q)z" = t{;Hm pour m = 0,n — 1

(4.12) =0

2q7r _
r(w nAt —I—Zqu w—l—Tt)":t{;r(nw)

La résolution du systeme nous donne la transmission

2qm \—p 29T \n
(4.13) PP . v A . 5 2
' q n—1
- w2l
r(nw)~! — Gi(wAt)r(w + —nAt)n

=0
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4.3 Analyse de la bande raffinée.

et la matrice de réflexion

r(w+ %)*” —r(w+ %)”

(4.14) R(l,q) = Gi(wAt) — 6]

n—1
~ m2p
r(nw)~! — Z Gp(wAt)r(w + —=)"
o nAt

L’analycité des coefficients Ry, R, tJ et t{; pour &(w) > 0, nous avait permis de démontrer
la stabilité dans le cas d’une seule interface, pour deux milieux infinis.

Le cas d’une condition de Dirichlet ou Neumann dans la grille fine ou d’une bande raffinée
releve d’une analyse plus fine.

4.3 Analyse de la bande raffinée.

4.3.1 Analyse par ondes planes, expression de la solution.

Dans cette section nous calculons la solution ondes planes du schéma afin d’établir un
critere de stabilité.

En plus des équations de raccord (3.3) et (3.5), la solution doit vérifier v’} = 0 ou J
est le nombre de points dans la couche fine. Afin de ré-interpréter la solution du systeme
avec condition de Dirichlet comme une somme de réflexions multiples, écrivons la solution du
systeme complet sous la forme de séries. Dans la grille grossiere, on cherche la solution sous
la forme

Ugf = r(nw)’ + Ror(nw)™ + (i tlf (At_ng)l (—r(wl)w)> r(nw) I elnkal

et dans la grille fine sous la forme

oo n—1
k t—1 j 2J—j iwnkAt
wm =303 (A7), (v — (@) ) e
t=1 1=0
9
to
On a noté T, = : et A est une matrice n x n a définir. On verra dans la suite que
9
tnfl

le bon choix pour A est A(p,l) = —R(p,)r(w;)?’. Autrement dit, A s’interprétera comme le
coefficient d’amplification de 'onde apres un aller-retour dans la grille fine.

Remarque 5 On aurait bien sir pu chercher les solutions dans chaque grille sans avoir
recours ¢ des sommes infinies. Par exemple on aurait pu poser Ugf = Kyr(nw)’ + Kor(nw)™
et chercher les coefficients K1 et Ko, et agir de méme dans la grille fine, les calculs seraient
un peu plus compliqués. En cherchant la solution telle que nous la présentons nous bénéficions
des résultats des calculs effectués dans le cas de deux grilles semi-infinies.

I1 est évident que uf] = 0, il nous reste donc & vérifier les conditions sur I'interface grille
fine - grille grossiére. Les conditions de raccords en 5 =0 et 7 = 1, nous donne

ugt™ = UG*H,,
(4.15)
’U/Zk — UTTLLk
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

nk+m

ot Hy, est définit par (4.7). Réécrivons u] sous la forme

n—1 00 00
u?’“*’"=2(t{mwz)uZ(AtTg)lr(w > (A1), r(w >2J-f') ekt

1=0 t=1 t=1

n_l . . .

Le systeme (4.6) nous permet alors d’éliminer les termes Z t{r(wl)J et r(nw)?+Ror(nw) 7
=0

dans le systéme (4.15). En posant ¥ = A7!T,, 'égalité ugk"'m = UJFH,, revient alors &
résoudre pour m =0,n — 1

00 n—1 n—1
Z (Z(A‘I’)lzzm - Z(\If)n" wy)?7 Zm ZHmtf —r(w )2j)> =0
t=1

=0 =0

oo [n—1n-—-1 n—1
> (Z ALy = > (U (w)? A" Z Hot] (0)y(—r(w )2'])> =0

En inter-changeant les noms d’indice p et [ dans la double somme, ’équation devient
oo [n—1n-—1 n—1
S Alp, Wzt = Y ()ir(wi)* 2" Z Hopt] (0)y(=r(w)*) | =0
t=1 \p=0 (=0 1=0
puis en permutant les sommes sur [ et p
n—1
Z Z 17 Z Alp, )zt = D (O)r(wn)® 2" — ZH t (O)(—r(w)*) | =
t=1 \ = 1=0
ainsi on doit avoir
oo n—1 n—1
A(p,!
Z Uy (—r(wp)?)) Z (p, g " Hmtl =0
=1 1=0 r(w)?’
Or si l'on choisit A(p,1) = R(p,l)(—r(w;)?”) les équations du systéme (4.12) nous montrent
que Vi=0,n—-1,Ym=0,n—1

(4.16) YSMzm—I—zm H tf—
' 2 (g A

Ainsi ce choix de A permet la vérification des conditions de raccord en 5 = 0. De la méme
fagcon, On montre que la condition de raccord en j=1, revient & vérifier

2= 2J = A(p,1) - f -1
SN W(=rw)®) [ Wr(wl)” +7(w) " =ty r(nw) =0

t=1 [=0 p=0

La derniére équation du systéme (4.12) nous montre que pour le méme choix de A, VI = 0,n—1,

3
—

Z Mr(wl)n + T(wl)—n . t{?”(nw)fl -0

—0 _T(wl)QJ

=
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4.3 Analyse de la bande raffinée.

On a donc trouvé toute une famille de solutions particulieres qui vérifient les équations
du schéma de la bande. Ces solutions s’interpretent comme des sommes infinies de réflexions.
Dans la grille grossiere la solution s’écrit alors

U{ka = r(nw) 4+ Ror(nw)™

(.17) RN .
+ Z (t{ (( Atl) Tg) (—T(wz)y)) r(nw) I elnkAal
=1 ;

=0

et dans la grille fine

(4.18) uft = nf (i (a) Tg> (rw)’ = rw)?'=7) retonkat
[

=0 \t=1

avec A(p,l) = —R(p,1)r(w;)?’. Ce calcul de solutions ondes planes va nous permettre & l'aide
de Panalyse de stabilité d’une interface seule (cf. 2.1) d’analyser celle de notre schéma dans
le cas de la bande.

4.3.2 Interprétation de la solution ondes planes en terme de stabilité.

On peut ré-interpréter ces solutions en ondes planes pour w complexe avec (w) suffisam-
ment grande comme les coefficients de la transformée de Fourier-Laplace.

Ainsi on peut calculer la solution générale (notée v, a gauche et vy a droite) correspondant
a une onde incidente de transformée de Laplace g(wAt) en appliquant la transformée de
Laplace inverse

1 A HiA
(vg)j = s A Upj(wAt)g(wAt)dw
(4.19) At
(vy) LA uj(wAt)g(wAt)dw
v s = — .
fli ot N J g

On a montré dans le cas d’une seule interface (cf. 2.1), que Panalycité des solutions ondes
planes dans le demi-plan (S(w) > 0) nous permettait de calculer la transformée inverse de
Fourier Laplace sur ’axe réel par une déformation de contour et donc de nous assurer de
la stabilité du schéma. L’analycité des coefficients Ry, R, t, et T pour I(w) > 0, étant
démontrée, il reste & nous occuper de la série.

On remarque que la solution telle que donnée par (4.17) et (4.18) fait intervenir la matrice

o0

(4.20) M7 =3 (A7) ()

t=1

ou A est le produit de la matrice de réflexion définie en (4.14) par la matrice de propagation
P définie par

—r(w

—7"( 2l )2J

(4.21) P w + nAL

—r(w+ 2(23%)21

79



Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

Lorsque w a une partie imaginaire grande et positive, il est facile de vérifier que [|A(w)]| < 1
(lorsque ¥(w) — 400, on a A(w) — 0). La série définie en (4.20) est alors normalement
convergente et on peut substituer

(4.22) M (w)=(T-A)"(w)

Lorsque I'on va déformer le contour pour se ramener a ’axe réel dans la formule de Laplace
inverse, on peut tomber sur un éventuel w du demi plan complexe I(w) > 0 tel que

elC"/(I-Awv=0

Dans ce cas, la formule des résidus va faire apparaitre en plus de l'intégrale sur 'axe réel
un terme de la forme (es(“"’)M)’c qui explose exponentiellement avec k. Dans ce cas, nous
reviendrons sur ce point mais il peut y avoir instabilité forte du schéma.

Notre étude de stabilité se réduit donc & chercher v € C", tel que (I — A)v = 0, soit
v € C" tel que (I — RP)v = 0 autrement dit nous devons donc résoudre un probléme aux
valeurs propres.

Posons ol ol
N w2l T
ap = Gp(wAt)a; = r(w + @) " or(w+ E)na
=l 2l
K =r(nw)™! - Gil(wAt)r(w + —)",
= nAt
on a alors )
R=—B-1
K
ou
apap app—1
B =
Op—-100 ... Qp-10p-1

B posséde une valeur propre nulle multiple (n-1 fois) associée aux vecteurs propres

[

i#0
imlmw
H aie n pour Il =1,n—-1
i£m
i(n—1)lmr
H a;e n
i#n—1
GO (wAt)
n—1
La derniére valeur propre de B est Z aj; associée au vecteur propre Gp(wAt)
=0
Gn_l(wAt)
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4.3 Analyse de la bande raffinée.

Cherchons a résoudre (I — RP)v =0. On a
I-RP =1-(£#B-1)P
=({I+P)(I-(I+P)'LBP)
= +P)P~Y(P-P(I+P)"'LBP)
=({+P)I—-PI+P)"'+B)

Si S(wAt) > 0, |r(w+ iz—gm < 1, donc I + P est inversible Il nous reste donc & résoudre
KX =P(I+P)"'BX

Posons A = P(I + P)~!. C’est une matrice diagonale ce qui simplifie le calcul des valeurs
propres de AB.
O[0>\00,0 Oé())\()an,1
AB =
Op 1Ap- 100 . Qp 1Ay 101

n—1
a pour valeurs propres 0 et Z agAjag. Les seules pulsations susceptibles de rendre I — RP
0

n—1
non inversible pour ¥(w) > 0 annulent donc Z o a; — K

=0

Les poles de la transformée de Fourier Laplace de la solution vérifient ainsi dans le demi

plan S(w) > 0

(4.23) P(wAt, J,a) —1=0
avec
2pT 9y
+ 27
- m2p |- m2p rwton
- Gyp(wAt) (r(w tnap) et nAt)n) |~ r(w +n2p7r )27
PwAt, J,a) = — : nAt
p=0 At 2 n
; (w (w+ —nAt)

Contrairement au cas de deux domaines infinis ol la stabilité est assurée sous la condi-
tion C.F.L. usuelle, on voit donc que dans le cas d’une bande, une relation supplémentaire
intervient pour I'étude de la stabilité. C’est cette relation qui fait toute la différence.

L’équation (4.23) est trés difficile & résoudre analytiquement, nous allons donc tenter de
caractériser I’éventuel pole par des résolutions numériques.

La détection systématique de poles s’est avérée délicate a cause des caractéristiques de
P: méme avec un point de départ proche de la solution de (4.23)(lorsqu’on la connait déja),
la recherche de I'annulation de P par une méthode de Newton est trés difficile, le bassin
d’attraction étant trés petit. Une méthode de minimisation de |P|? s’est également avérée
trés souvent déficiente a cause de minima locaux tres pres de la solution.

La solution la plus adaptée a été de représenter les courbes de niveaux de R(P) et I(P)
en fonction de w sur des grilles tres fines.
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

-3

x 10

S(At)

0 1 1
0.346 0.347 0.348 0.349 0.35 0.351 0.352 0.353 0.354 0.355 0.356
R(wAT)

Fia. 4.4 — Courbes de niveauz de R(P) et I(P) en fonction de wAt

On a représenté sur la figure 4.4, les courbes de niveaux de R(P) et S(P) dans le cas du
schéma, 1-4, pour un nombre de Courant o« = % et une bande de 5 points. Une intersection de

ces 2 courbes est remarquée au point wAt = (0.349,2.431073), ce qui signifie une annulation
de P et donc un pole pour la solution. On peut cependant noter que la partie imaginaire de
ce pole est trés petite, il se trouve donc trés pres de 'axe réel, cela montre qu’il faudra un
grand nombre de pas de temps pour pouvoir déceler ’éventuelle instabilité.

Cette méthode nous a donc permis de mettre en évidence un poéle. Ce qui implique donc
I’explosion exponentielle de la solution. Ce résultat est & comparer avec I’expérience numé-
rique présentée figure (4.8). L’expérience numérique a également donné une explosion de la
solution.La partie réelle de ce pole correspond bien & la pulsation de 'onde numérique trouvée
lors de ’explosion. On retrouve également numériquement la partie imaginaire du pole comme
étant la pente de la droite y = log(|u(¢)|).

La preuve de ’explosion exponentielle dans ce cas ayant été faite, on peut vouloir chercher
une nouvelle condition C.F.L. permettant d’éviter cette explosion. Nous nous sommes donc
intéressés a 1’évolution du pole en fonction du nombre de Courant.

On représente figure 4.5 le déplacement du pole du schéma 1-4 avec le nombre de Courant
« pour une longueur de bande de 5. Les fleches indiquent le sens de décroissance de «a.
Le pole a une partie imaginaire positive pour « € [0.42;0.45](J[0.47;0.796] J[0.8;0.87]. Ce
fractionnement du segment [0;1] est assez surprenant. Cependant cette figure nous montre
qu’il existe une plage de nombres de Courant pour lesquels on a explosion du schéma.
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4.3 Analyse de la bande raffinée.

x10°

3@ 4l

0 Il Il Il Il Il 1 Il Il Il
01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06
R(w)

F1G. 4.5 — Evolution du pole dans le demi-plan complexe (Sw > 0) lorsque o diminue

4.3.3 Lien entre le pole de la solution et la stabilité du schéma.

Jusqu’a présent, nous avons montré que 'existence d’un pole de la transformée de Fourier-
Laplace de la solution était synonyme d’une explosion exponentielle du schéma. Cette ex-
plosion est trés génante lors des simulations puisqu’elle interdit 'utilisation de ce type de
schéma mais peut ne pas correspondre & un phénomene d’instabilité. Le raisonnement intuitif
est simple. Puisque I'étude d’une seule interface a montré que la transition d’une grille &
I’autre se faisait de maniére stable, il est surprenant qu’en présence d’une bande raffinée, une
instabilité apparaisse. Nous avons expliqué que I’explosion provenait des réflexions multiples
dans la bande raffinée. Dans ce cas, en temps fini, le nombre de réflexions étant également
finis, la solution devrait étre bornée. Nous allons tenter de montrer que ce raisonnement est
valide suivant le probleme considéré.

Nous avons vu qu'un péle en (w,At) de la transformée de Fourier-Laplace de la solution

engendrait une explosion en e%(prt)k ou kAt = T est le temps de simulation. Il nous faut
afin d’étudier la stabilité, savoir comment se comporte cette explosion lorsque At tend vers
0. On a vu que wyAt était solution d’une relation complexe (4.23) dépendant du rapport
a = At/h et de J le nombre de points dans la bande raffinée. Il nous faut maintenant étudier
le comportement de wj lorsque At tend vers 0 pour conclure. La conclusion va en fait dépendre
du probléme considéré. On peut en effet s’intéresser a deux problemes différents. Le premier
probléme consiste a vouloir raffiner une bande de nombre de mailles J fixé alors que dans le
deuxieéme probleme on considere que c’est la longueur physique L = J h qui est fixée. Nous
allons voir que les résultats sont radicalement différents.
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

Cas de la bande a4 nombre de mailles fixé. Dans ce cas, lorsque At tend vers 0, J
reste constant et la relation (4.23) qui ne dépend que des variables wAt, J, « admet toujours
la méme solution w, At qui est donc une constante indépendante du pas de temps. On a dans
ce cas instabilité, puisque

k

At—0 k—o00

Cas de la bande de longueur physique fixée. Il faut dans ce cas recourir & une analyse
plus fine puisque lorsque At tend vers 0 & nombre de Courant et longueur de bande fixés, J
tend vers oco. Il nous faut alors étudier le comportement du poéle, plus exactement de sa partie
imaginaire lorsque J — oo.

Notons

G, (wAt) (r(w+g—2Aﬂt)—n—r( + T2

A w2l
ZG wAt w—i-w)

Notons pour chaque J, wy la (ou une) solution si elle existe de

n—1 P

3 Bp(w)lﬁ]& _1-0
T

p=0

—ry(w)

On a | (w)| < 1. Il existe donc une sous suite extraite 7 qui converge. Si la solution de
la transformée de Fourier Laplace de la solution posséde un pole lorsque J — oo, cela signifie
qu’il existe des sous suites rf’}l, Pj, extraites de rf'}, Py telles que la relation Pj;, —1 = 0 tende

vers une équation limite et que cette équation limite possede au moins une solution.
77J1

At
|d| borné. Afin d’alléger l’écriture, dans la suite nous omettrons les indices J;. Nous allons

montrer que 7 tend vers 0 lorsque J; tend vers I'infini. En effet, supposons 7 J7L>0, alors
l—fOO

Supposons que wj, = A Lt +dyj, avec dj, € C, de partie imaginaire positive et

2pm
<p<n-1 —_ 1
Vp0<p<mn . VJp, |r(le+nAt)| <

et donc
Vp0<p<mn-—1, lim rJl(le)—O.

Ji—o0
L’équation limite aboutirait alors & —1 = 0 et il n’y aurait pas de pole. On a donc nécessai-
rement n — 0.
Faisons maintenant un développement limité de rf}l (w JI)ZJ lorsque J; tend vers oco. Rap-
pelons que
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4.3 Analyse de la bande raffinée.

2
avec A(w)=1-— 2% sinQ(WTAt). On a vu, section 2.1.2, que
Awr+ 2T 4 Sy n g Awr + 22T 4 e (sin(w, At + 22T)),
nAt At nAt nAt

ainsi

r(i+2ﬂ+ L 4 d) 2 gy (e +2—)+m~( +2ﬂ)n+r’(w T URYYNG

At nAt At TNAE T At nAt " nAt
- . _dr(w)

oulonanoter(w)—det. ]

On remarque que 7'(w) n'est pas défini pour |w| = -~ et w = 0, car dans ces cas,

At

|A(w)| = 1. Donc sauf ces valeurs particulieres que nous étudions plus loin, on a

a L . a 2p7‘— . 2p7{' 2J
s+ B iZ + Y i (g i) (A i) (5 + ) )

2 "(f + 28T
2J log | r( A5 +55 1+(dAt+zn)At7§pArt

~ (A7 +5Ag)
RJ oo € At T nAt

P&+ 2T 4G )2 g (s 2ﬂr)2J62J(dAltJrin)Qp(W)

At nAt At At nAt
Comme J = % = L—C;
) a 207 i2LaQ (w)
P+ BT i+ )Y g (o + ) 2baQ @) A
At nAt
Comme nous le verrons plus loin, pour que I’équation limite ait une solution, il est nécessaire
d’avoir |r(x; + %ﬂ = 1. Ceci n’est possible que si (cf. section 2.1.2)
“Ta o @ + 2pm < Ta

At — At nAt — At

avec T, = 2as1nAht

Calculons maintenant Qo(w) avec w €]—=, 0[U]0

Commencons par le cas ou w > 0.

At ’ At[

On a dans ce cas
r(w) = A(w) +iy/1 — A%(w)
avec
r:
Alw)=1- 2A—t2 sin”(
B iA(w)A' (w)

1 — A%(w)

wAt

5)

)
1— A%(w)

. Aw :
= —z#z)(uj)(u/l — A%2(w) + A(w))

(11— A%2(w) —iA(w)
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

Ainsi () A(w)
Qo(w) = @) RV eI )

avec )
Al(w) = _1@ sin(wAt) < 0

et donc si w > 0, Qo(w) = iby(w) avec by(w) > 0.
Siw <0,

et donc,
iAl(w)
QW)= =50
Ici A'(w) > 0, on a donc
Qo(w) = iby(w) avec by(w) > 0
Dans le cas ot w = 0, on peut dans ce cas définir by(w) par continuité. En effet,
lim A o, A
w— 0t VI-A(w) 0 V1I- A% (w)

«,

on a donc by(0) =

On a donc Yw €] _ATta, ;_at]’ Qo(w) = iby(w) avec by(w) > 0. Dans la suite nous noterons
2pm ..
bp(w) = bo(w + E) = 3(Qp(w)). Ainsi

. a 2pm ; _
r(&+ 28 4+l +d)Y my_o r(x * m)y@w”(w)e Glw)

avec
d=d, +id;
By(w) = 2Ld, aby(w)
Ui

Cplw) = 2L aby(w) (di + 1)

dr et dr sont des quantités bornées. En dehors des voisinages de <%, 3% que nous étudions
plus loin by(w) est également bornée.

Afin, que r(wy)?’ ne tende pas vers 0 avec At, et que Péquation limite puisse avoir une
solution il est donc nécessaire que

2pm

n < CAt
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4.3 Analyse de la bande raffinée.

Finalement, si pole il y a lorsque At tend vers 0, il est de la forme

wy = t+w+d+zO(At)

A

avec € IRT borné et a, d deux réels quelconque. L’equation limite de la sous suite extraite
Py, vérifiée par le pole est alors de la forme

4
3 Gpla) (g + ) "= i + o)) T

nAt nAt 1 — i 1 Labp(£7)
(4.26) PP e
] = A a w2l .,
r(nxp) ™ — Gl(a)r(ﬂﬂLm)
1=0
of
) P 0<p<n—1, [r(4+ 2Ty =1}
= ’rL— _ _—
P u=P= At T nAt
oilh — pidLabp(Zy) it
el = hm r(— ¢ 2p;w)yl

J—oo Aty nAt;

En posant pg = pLa, on peut écrire,

> Gyl < i 4 2Py _ T(i n QW)n) ei"p.e—ﬂobp(ﬁ)a

P nAt nAt 1-— elape_MObP(A_t) -

(4.27) et . o1

r(n&)_1 — GZ(G)T(Kt + —nAt)n

1=0
dont la solution s’écrit M
0
= dy
w= At +1 +

Nous pouvons maintenant expliciter l’explosmn dont nous avons parlé dans le cas d’'un

pole. Nous avons vu que pour une longueur de bande J, la solution avait un comportement
ES(w J)At
)

en e avec S(wy) > 0. Nous pouvons maintenant écrire lorsque J — oo
ES(Wr)AL o kLA
ko
/e La

La solution est donc bornée par une constante indépendante des pas de discrétisation, seul
le rapport « et les parametres physiques T' et L interviennent, on a donc stabilité. Toutefois,
cette constante augmente exponentiellement avec le temps de simulation et diminue avec la
longueur de la bande. On retrouve le résultat intuitif qui est que ’explosion dépend du nombre
d’aller-retour dans la bande raffinée durant le temps de simulation. Ce nombre dépend bien
évidemment du rapport T'/L.

\ s s N Ta PN, .
Cas ou 7'(w) n’est pas défini Dans le cas on w = iK’ r'(w) n’est pas défini, néanmoins
on peut tout de méme faire un développement limité au voisinage de ces deux valeurs critiques,

) Te
tout en restant dans l'intervalle [-7&, 7| . En supposant que le pole s’écrive wy = —— — 17

At
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

avec 7 complexe de partie imaginaire positive, et de partie réelle positive, on écrit (A'(w) est
définie).
A(Zr—n) ~par—o A(F) —nA' (%)
~pat—o —1 +nCAt
avec
C' = 2sin(asina) cos(asina) > 0

or r(2 — ) est défini par

Ta 2 Ta Ta
Ja _ —9A(I™ _ Ja _
r( — M+ (R~ My =
Soit - -
Ta _ 2 Ta _
(2 )+ 1) 2O )
Comme (7% — 1) = —1,
Ta _ 2 o
(T(At )+ 1) 2nAt C

~ —2Atpe' C
~ 2Atpe’?tT) ¢

avec 1) = pe’’. Donc d’apres la définition de la racine carrée choisie (2.1.2), on peut alors écrire

r . j0+m
T(Kat — 1) Ryat—o —1+i(V2p AtCe’ 27).
Ainsi
Ta  \oJ YN TN o e
T(E —n) N J—oo €
N o—2JV/2pALC(sin(§)+icos())
) _ L
Soit, comme J = z}
r(g_at o )2'] RAL—0 672%\/2”_C(sm(%)+ims(%))

Afin que (3 — 7)?’ ne tende pas vers 0, il est donc nécessaire d’avoir

V2pC Sin(g) < OV AL

et donc
S(n) = O(VAL)
On peut agir de méme en —<&, en supposant que wy = _TT: + 7 avec 1 complexe de partie

imaginaire positive, et de partie réelle positive, on peut écrire

—Ta

At

A( + 1) =yai—o —1 + nAtC

avec
C = —sin(—asina) cos(asina) > 0
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4.3 Analyse de la bande raffinée.

et

T(_At + )% e —1+ i(\/2pAtCeie+T7r).

On trouve également

3(n) = O(VA)

On a donc dans ces deux cas critiques un pole s’écrivant

+710 .
wy = ATt +ipV At +d

avec R(d) bornée et I(d) = O(At), soit en posant p9 = pLo

_ +7,
At

Wy LV
La

Ce pole vérifie I’équation

A To  2pm . _, To  2pm eWremHoK B
EDG”(TO‘) <T(At toar TR T aar ) 1— eilpg—noK
4.28
o %) = 3 Gl + T
At YNV’

l

I
=)

ou K et 0, sont des constantes
On résume tout ceci dans le

Théoréme 1 Si la transformée de Fourier de Laplace de la solution posséde un péle wy
lorsque At — 0, il vérifie I’équation

A 2pm | _ 2pm eilpe—HoK
5 Gplwn) (rlwp + 500" = rlw 4 ") 5

— epe—oK
(4.29) Per - ”
A s
r(nwp) t- Gi(wp)r(wp + )"
= nAt
avec
— Q(wp) bornée si |[R(wpy)| # 2asin(a)
At
o . 2asin(«)
- S(wp) = O(VAL) si |R(wp)| = —Ar

Corollaire 1 L’explosion de la solution est bornée par une constante dépendant du rapport
T

L
- |u§€| < Cl(a)e“o% st la fréquence de Uexplosion est différente de %@(a)
- |u§€| < Cg(a)e“o‘/ﬂ% st la fréquence de lexplosion est égalle a %@(a)

avec g € RY et C(a) une constante ne dépendant que du rapport % et des conditions
initiales.
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

4.3.4 Cas de onde parasite évanescente pour un raffinement 1-2.

Nous étudions dans cette section les solutions de (4.23) pour un rafﬁnement 1-2, dans le

cas ou 'onde parasite est évanescente. C’est a dire que si w € [—— ] est la pulsation de

2At 2At
™
londe incidente, |r(w + E)| < 1. Pour que ceci soit vrai quelque soit w, ceci est équivalent

a prendre a < ﬁ

En effet, Vw € [2At 2At] |w | > — A , de plus pour que w + % corresponde a une
onde évanescente cela signifie que |w + Kt| > Ktasm(a). On doit donc avoir
2asin(«@) < g
soit Y
At 2
(4.30) =¥

h 2
Nous allons voir que cette restriction, permet d’assurer que la transformée de Fourier Laplace
de la solution n’a pas de podle et qu’il n’y a donc pas explosion exponentielle de la solution.
La relation (4.23) dans le cas n = 2 s’écrit

2J

Gg(wAt) (r=2 —r?) % + Gl(wAt) (ry?—r?) ==

(4.31) ) A 1-ri’ _
R~ — Go(wAt)r?2 — Gy (wAt)r?
ou 2 (o) A
_ - Isin®(wAf) 5 wAt

r=r(w) Go(wAt) = 1sim (wAt) = cos (—2 )

(4.32) B T, A 1 osin®(wAt) L, wAt
re =7(w+ At) Gi1(wAt) = Tom?(2L 1 ) = sin”( 5 )
R =r(2w)

Conformément & ce que nous avons vu a la section précédente, on peut supposer que si
I’équation (4.31) possede une solution pour une sous-suite extraite J;, on a wy;, — ¢ € IR
tel que r(a) = €7, v véel et 271 —; o B = eel, avec § € R et ¢ € IR™. On a de plus

r(a+ z3) = —b, 0 < b < 1, ce qui entraine r2

L’équation limite s’écrit alors

_>Jl—>OO: 0

Gg(aAt) (7"_2 — 7‘2) %
R — Go(aAt)’l“Q — Gl(aAt)Tf

(4.33) =1

Soit
(Go(aAt) (7‘72 - 7“2) + R — Go(aAt)r? — Gl(aAt)rz) B=R"'—Golarrt)r? — Gi(aAt)r?

Comme |5| < 1, on doit donc avoir

. 2
‘Gg(aAt) (7'_2 - 7“2) + R — Go(aAt)r? — Gy (aAt)r?

‘R_ Go(aAt)r2 — Gl(aAt)Tf
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4.3 Analyse de la bande raffinée.

Cest-a-dire en notant ® = R~ — Go(aAt)r? — Gi(aAt)r?
1@ + Go(alt) (r=2 —r2) |2 < |®]?

Comme 7 = €7, on a r 2 — r2 = —2isin(2y) et donc

@+ Go(alt) (2 = r2) P = @ + 4cos’ ?t)sm (29) — 4cos’ (“?t)sm(m)

@
=

Ainsi la relation a vérifier est

(4.34) cos4(aTAt) sin®(27) — cos2(aTAt) sin(2y)3(®) < 0

Comme aAt < 2arcsina avec o < @, aAt < et cos(“TAt) # 0. On a donc
cos2(aTAt) sin?(27y) — () sin(27y) < 0

soit comme ® = R~! — cos?(251)e'?7 — b2 sin?(251)

(@) = (R — cosQ(aTAt) sin(7y)

On doit donc vérifier
At
ZCOSQ(GT) sin?(2y) — S(R™!) sin(2y) < 0

Maintenant comme w est réel, R est soit réel soit complexe de module 1. Si R est réel S(R™!) =
0 et I’équation n’a pas de solution. Si R est de la forme ¢}, alors S(R™') = —sin()\)
La relation devient donc simplement

2 cos2(aTAt) sin?(27y) + sin(\) sin(2y) < 0

On doit donc nécessairement avoir sin() sin(27y) < 0. Nous allons montrer que ceci n’est pas
possible car ces deux quantités sont de méme signe.

Comme |r(a)| =1 et |7(2a)] =1, on a —7, < aAt < 74 et —T4 < 2aAt < T,. De plus
comme |[r(a+7)| <1,0ona —m+ 7, < aAt < T — T4

Etudions tout d’abord le cas olt 2aAt est positif. On a vu section 2.1.2 figure 2.3, que
lorsque aAt € [0, 7o) , r = e avec 7 fonction croissante de a variant entre 0 et 7. Donc
lorsque 2aAt décrit [0, 7], A décrit [0, 7] et y décrit I'intervalle [0, 6]. Nous allons déterminer
ce 0.

Pour poursuivre, rappelons que 7(a) est solution de

2 At
ra)’ =21 - 5 sinQ(aT))r(a) +1=0
Donc si r = €7 . .
i i 2 At
elre T _ 2 sin2(220)
2 a? 2
(1) = 1- 2 sin?(22)
COS = — —F SIn" ( ——
4 o? 2
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

d’ol
o2 sinz(%) = sin2(aTAt)
a?cos?(3) = a® — sin?(25Y)
de méme

2
r(2a) = 2(1 — —; sin 2(aAt))r(2a) +1=0
«
d’otl comme R = ¢
cos(A) =1— 2 sin?(aAt)
a?sin?(3) = sin (aAt)

o? cos’(5) = a? — sin’(aAt)

A >~

Posons donc A = 7, ceci est équivalent a 2aAt = 2arcsin(«), et cherchons 7.
On sait donc que cos(y) =1 — —2 sin (“At) avec a vérifiant sin(aAt) =

sin’ (aAt) = o = 4sin®(25%) cos?(“3)

Posons X = sin?( ? ) et résolvons

Les deux solutions sont

or comme aAt < 7, et aAt < ™ — 7, on sait que aAt < 5 et donc sinz(“TAt) < % On peut

donc choisir la solution qui est

5 aAt. 1 —+v/1—0a?

sin”( 5 ) = 5
Et donc
1—+v1-—a?
cos(y)=1-— —

Maintenant, comme 0 < o < 1,
V1i—a?2>1-a?
1-V1i-a?2<a?

1-—+v1-—a?

<1
2

1-v1—a?
l—————>0
a
On a donc cos(y) > 0, ce qui signifie comme y > 0 que v < § et donc que sin(27y) > 0.

On a donc montré que si sin(A) > 0 on a aussi sin(2y) > 0, en procédant de la méme
maniére, on montrerait que si sin(A) < 0 on a également sin(27y) < 0. Ainsi sin(\) sin(2+) est
toujours positif. Ceci signifie que dans le cas ou || < 1, la relation (4.23) n’a pas de solution.
On peut donc ennoncer le

Théoréme 2 Dans le cas d’un raffinement 1-2, si a < ‘/_ , la transformée de Fourier Laplace
de la solution n’a pas de pole et il n’y a pas explosion ezponentzelle du schéma.
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4.3 Analyse de la bande raffinée.

4.3.5 Cas de ’onde parasite évanescente pour un raffinement 1-n

Le méme type de résultat peut étre obtenu pour un raffinement 1-n. Supposons que si
— T

BES [n—AWt’ E] est la pulsation de I'onde incidente,
207
—)=-b 0<b<l £=1,n-1.
r(w—i—nAt) 0, < b < , 1
Cela signifie que
Vwe - ] n 207 S 1
weE|l—, —/—] w+—>—T1
nAt’ nAt nAt ~ At “©
et donc
T
T < —
n
Soit
— < sinl
h 2n
2 9y, 2J — il gna
On a donc r(w + E) — -0 0V2 # 0. Supposons que 7(wj, )"t — 5,00 B =€"e
En supposant que wy = Ait +in + b La relation (4.23) se réduit alors &
Gola) (r(Z) ™"~ r(&)M B _
() 1= i Gl + 22
Posons

w2l

n—1
d =r(nw)” ' — Gila)r(w+ —)"
()™ = X Gulayro+ 720

La relation s’écrit donc
A Ay Py

De la méme fagon que dans le cas du raffinement 1 — 2, comme |3] < 1, cette équation revient
a vérifier )
4G (a) sin®(ny) — 4Go(a) sin(ny)3(P) < 0
sin2(2a)

Soit comme Go(a) = Sing(Z)
2

> 0,

~

Go(a)sin?(ny) — sin(ny)I(®) < 0

Or

On doit donc vérifier

2Go(a) sin(ny) — %(r(nAit)—l) sin(n-y) < 0

Deux cas se présentent, soit r(nx;) est réel auquel cas '’équation n’a pas de solution, soit
r(n4;) = e auquel cas S(r(ns;) ') = —sin()) et la relation revient  vérifier

(4.35) 2Go(a) sin?(n7y) 4 sin(A) sin(ny) < 0
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Cas de la bande finie raffinée: apparition d’instabilités.

Comme Go(a) > 0, pour que cette équation soit vérifiée, il est nécessaire que sin(\) sin(ny)
soient de signes opposés. Nous allons voir que c’est impossible.

Commengons par montrer que si A € [0, 7], v € [0, 7]. On sait que Va € [0, 2asina] la
fonction qui associe & a arg(r(x;)) est une fonction croissante. Il nous suffit donc de montrer
que si A =, v < 7. Nous avons vu que

a?sin?(3) = sin? (%)
o?sin?(1) = sin®(%)

Comme, A € [0, 7] et y € [0, 7] on a donc

asin(%) = sin(%2)
asin(3) = sin(“TAt)
et donc \
1 asin(a sin( 4
sin(%) = sin(—( - (2)))
On s’intéresse a v lorsque A = 7, on considére donc la fonction
1 . asin(asin(F)
fla) = — sin(EEREL)
On pose ¢ = asin(a) et
)
sin(£)
F(¢) = L
D= Su9)

F(¢) est une fonction croissante. En effet,

1 cos(%) sin(¢) — Sin(%) cos(¢)

ro= ()
Divisons F'(¢) par cos(%) cos(¢) (qui est strictement positif car ¢ €]0, 7[) et posons
1
G(¢) = tan($) — tan(%,)
G(0)=0
et
1 1

!

G n cos?(¢) ncosz(%)

Comme ¢ € [0, F], % <¢p= cosz(%) > cos?(¢) et donc G'(¢) > 0, on en déduit que G(¢) > 0
donc que F'(¢) > 0 et que F(¢p) est croissante. Comme ¢ = asin(a) et que asin est une
fonction croissante, le maximum de f(«a) est donc atteint pour « = 1, f(1) = 1. On en déduit
donc que si A € [0, 7], alors v € [0, 7]. Ainsi si sin(A) > 0, alors sin(ny) > 0. Le méme
raisonnement permettrait de démontrer que si sin(\) < 0, alors sin(n7y) < 0.

Ainsi le produit sin()) sin(n<y) est toujours positif et on peut écrire le

Théoreéme 3 Dans le cas d’un raffinement 1-n, si % < sin(g), la transformée de Fourier
Laplace de la solution est analytique.
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4.4 Résultats numériques.

Corollaire 2 Dans le cas d’un raffinement 1-n, si % < sin(%), il n’y a pas explosion expo-
nentielle de la solution.

Remarque 6 On peut interpréter ce résultat assez facilement, puisque le nombre de Courant
pour lequel l'explosion exponentielle disparait coincide avec celui pour lequel toutes les ondes
parasites deviennent évanescentes. On peut donc penser que ce sont les ondes parasites qui
font exploser le schéma.

Cette étude nous a donc enfin permis d’apporter une réponse sur la stabilité des schémas
d’interpolation temporelle dans le cas d’une bande. Contrairement aux cas d’interface simple
qui sont stables sous la condition C.F.L. usuelle At < h, le schéma appliqué sur une bande
raffinée peut étre instable, ou exponentiellement croissant sous cette méme condition. Une
méthode nous permet maintenant de déterminer s’il y aura explosion du schéma. Toutefois,
cette méthode n’étant pour le moment pas automatisable, si dans le cas d’une bande & nombre
de mailles fixe, on veut trouver des conditions de stabilité reliant par exemple, le nombre de
courant 3 la longueur de la bande il faudra recourir a des expériences numériques.

4.4 Résultats numériques.

Dans cette partie, nous étudions I'explosion du schéma. En effet, les résultats de précision
du schéma trouvés pour une interface simple sont les mémes dans le cas d’une bande raffi-
née. Plus exactement lorsque I'explosion n’apparait pas, que ce soit parce que le temps de
simulation est trop court ou parce que le rapport % est suffisamment petit pour qu’elle soit
inexistante, les réflexions aux interfaces sont imperceptibles. L’élément nouveau est véritable-
ment cette explosion. En effet, dans certaines configurations, pour des temps de simulation
plus longs, on commence & déceler ce phénoméne. Comme nous ’avions vu analytiquement
a nombre de points dans la bande fixé, ’explosion rencontrée dépend alors du nombre du
nombre de Courant o = ﬁ—; de fagon tres complexe. On cherchera dans la deuxiéme section
a caractériser cette explosion.

4.4.1 Mise en évidence de ’'instabilité.

On présente ici des enregistrements en un point de la grille fine pour des exemples de
simulation pour des raffinements 1-2 1-3 et 1-4, pour 2 nombres de Courant différents. La
longueur de la bande est égale a 5. Les temps de simulation étant tres grands devant la
longueur d’ondes de la source, ’onde incidente apparait ici tres fine mais est tout de méme
discrétisée correctement (environ 20 points par longueur d’onde). D’autre part, lorsque la
solution explose nous sommes obligés pour des raisons évidentes de changer I’échelle des
ordonnées et I'onde incidente n’apparait plus. Sur la figure (4.6) c’est & dire pour un nombre

de Courant de L=, la solution pour le schéma 1-4 explose, alors que les deux autres n’explosent

V2!
pas. Sur la figure (4.7), c’est & dire pour un nombre de Courant de % aucune solution
n’explose.

L’explosion dépend donc du degré de raffinement choisi ainsi que du nombre de Courant.

Nous verrons qu’elle dépend également de la largeur de la bande.
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F1G. 4.6 — Résultats de simulation en présence d’une bande raffinée pour les schémas 1/2 (a

. . : 1
gauche) 1/3 (au milieu) et 1/4 (a droite) pour un nombre de Courant de 7

4.4.2 Caractérisation de ’instabilité.

Afin de valider ’étude théorique de stabilité, on présente figure 4.8 une simulation du
schéma 1-4 pour un temps long (200000 pas de temps grossier) avec une bande raffinée de 5 pas
d’espace. Le nombre de Courant % est de % La solution explose en 3500 pas de temps. Nous
avons simulé sur un trés grand nombre de pas de temps afin de mieux détecter la fréquence
qui explose. La transformée de Fourier de la solution nous donne une pulsation d’explosion de
% qui est la partie réelle du pole détecté dans I’étude théorique. Afin de retrouver la partie
imaginaire du pole, on représente également le log du module de la solution en fonction du
pas de temps. La droite tracée nous montre le caractére exponentiel de ’explosion. La pente
de cette droite (2.421073) est égale A la partie imaginaire du pole détecté.

On montre ensuite a 'aide d’expériences numériques réalisées dans le cas de raffinement
1-2 que la pente de cette droite diminue avec le nombre de point dans la grille fine figure 4.9.
Le tableau 4.1qui représente les pentes mesurées des fonctions y = log(|u(t)|) pour 2 valeurs
de J et deux valeurs de a confirme que 7 est inversement proportionnel & J, ce que nous
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F1G. 4.7 — Résultats de simulation en présence d’une bande raffinée pour les schémas 1/2 (a
gauche) 1/3 (au milieu) et 1/4 (a droite) pour un nombre de Courant de %

avions vu dans 1’équation (4.25).

L’explosion semblant dépendre de I’épaisseur de la bande, on a cherché & voir si pour
chaque longueur de bande, il n’existait pas une condition permettant d’éviter cette explosion,
c’est a dire une sorte de condition C.F.L. Pour cela, pour chaque longueur de bande on re-
cherche un nombre de Courant limite par dichotomie. On a représenté figure 4.10 les résultats
obtenus.

A la vue de ces résultats, il semblerait donc qu’il n’y ait pas réellement un nombre de
Courant limite mais plutot une bande limite. Ceci peut s’expliquer grace a la figure 4.5.
Le fait que le pole ne reste pas constamment dans le plan ($(w) > 0) ne favorise pas une
recherche de limite par dichotomie et incite donc & considérer les résultats avec prudence.
Toutefois il existe toujours des valeurs de « pour lesquels on est sir de ne pas avoir explosion.
Malgré tout cette condition devient assez contraignante dans le cas du schéma 1-4, et laisse
présager des nombres de Courant trés petit pour des dimensions supérieures et donc de la
dispersion ainsi que des temps de calcul plus longs. On retrouve également le résultat de
la section précédente, & propos de l'existence d’une condition de disparition de ’explosion
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F1G. 4.8 — Résultats de Simulation du schéma 1-4 pour une bande longueur 5 et un nombre de
Courant de % A gauche un zoom de la transformée de Fourier, d droite le log de la valeur
absolue ainsi que la droite de régression

valeur de 7 mesurée pour o = 0.9125 | valeur de 1 mesurée pour o = 0.8

J=1000 3.249 E-4 4.647E-4

J=2000 1.653 E-4 2.316E-4

TAB. 4.1 — Tableau représentant les pentes mesurées des droites y = log(|u(t)|) dans le cas
d’un raffinement 1-2 lorsqu’il y a explosion. La pente () est divisée par deuzx lorsque J est
multiplié par deuz, pour J grand. Ceci illustre donc le résultat de équation (4.25)

lorsque J tend vers l'infini. En effet, dans le cas du raffinement 1-2, la condition At/h < 4
est clairement mise en évidence. Pour les autres raffinements, le résultat est moins clair, mais
n’est toutefois pas contradictoire avec les calculs.

Ces expériences numériques nous ont permis de valider la caractérisation de I’explosion
mais également de répondre aux questions qui n’avaient pu étre résolues théoriquement a
propos de I'existence d’une condition C.F.L.

Cette étude nous a donc permis d’analyser le schéma d’interpolation temporelle. Elle fait
apparaitre qu’il peut étre instable ou exploser exponentiellement. Dans les deux cas il est de
toutes fagons inutilisable et nous incite donc a la recherche d’autres schémas dont la stabilité
ou ’explosion serait plus aisée a controler.
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Fi1G. 4.9 — logarithme néperien de la solution en un point au cours du temps pour deux simu-
lations de raffinement de maillage 1-2, a gauche avec 1000 points dans la grille fine, a droite
avec 2000 points. La pente de la droite diminue, une mesure plus précise montre qu’elle est
divisée par 2. Ceci confirme que la pente de la droite (1) est proportionnelle ¢ 1/.J.
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Fi1Gc. 4.10 — Conditions de C.F.L. numériques pour les schémas 1-2 1-8 1-}
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Chapitre 5

Extension du schéma aux équations
de Maxwell

Nous avons présenté 1’étude de stabilité d’un schéma d’interpolation temporelle pour
I’équation des ondes. La méme étude peut étre faite pour d’autres choix d’interpolation ainsi
que pour des schémas de raffinement pour les équations de Maxwell. Mais notre sentiment est
que ce type de schéma conduit systématiquement a une instabilité. On présente néanmoins,
quelques exemples de schémas possibles pour les équations de Maxwell, ainsi qu’une extension
a 2 dimensions. L’analyse théorique de ces schémas n’a pas été faite mais une analyse pure-
ment numérique a travers un grand nombre de simulations a été réalisée. Dans tous les cas,
nous avons pu trouver au moins un nombre de Courant inférieur & 1, pour lequel I'instabilité
a été constatée. Ce nombre a parfois été difficile a déceler.

51 Cas 1D

On présente ici, diverses propositions de schémas afin d’appliquer le schéma d’interpolation
aux équations de Maxwell .
On rappelle que les équations de Maxwell en 1D s’écrivent

ou Ov
%—E—O J?ER
ov Ou
%—E—O ZL‘GR

u(z,0) = uo(x)

v(2,0) = vo(z)

\

Dans chaque cas présentés ci-dessous, on résout les équations de Maxwell, en appliquant
le schéma de Yee dans 2 grilles de discrétisations différentes. La grille fine est localisée en
x > 0, la grossiere pour z < (.

101



Extension du schéma aux équations de Maxwell

k+1 k—1
U . 1 . /UI'C v
It It3 H R
(5.2) At h
' k4L kgl
/UI.C+1 —v].c ’LL,+12 —U.+12
J g _Jt3 173 _
At h

Il reste ensuite & trouver les équations de raccords entre les grilles. On choisit de raccorder les
grilles sur v. On présente ici trois types de raccord retenu, le premier concerne un rapport de
raffinement de 3, mais peut s’étendre a tout raffinement de rapport impair. Les deux suivants
concernent un rapport de raffinement de 2.

5.1.1 Un schéma de raffinement 1-3
Ce schéma posséde 'avantage de ne pas voir se décaler les valeurs de u entre les grilles

fines et grossieéres
C\ NN N
¥ NNV AN

ANIIWAN
y D
72N ATATA
D
VI AXTATA
¢ —P—D
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points interpolés

Fi1G. 5.1 — Schéma de Uinterpolation a Uinterface pour un raffinement triple

En =0, pour le calcul de v on va simplement prendre le point de la grille fine nécessaire
au schéma de Yee sur la grille grossiere, ’équation devient alors

3(k+3) 3(k+3)
3(k+1 2/ _ 2
(5.3) (”9)35' ' (vg)3} _ (uf)3(j+%) (ug)3(ﬂ'—%) =0 pourj =0
‘ At I 7=
Pour le calcul de u 'approximation dépendra de l'itération en temps car les éléments de
1
la grille grossiere ne sont calculés qu’une fois sur trois. Ainsi pour le calcul de (u f)j]fi? on a
2
(st = @ o, — (w2
Sl sl v ) — (v ?
(5.4) It N LA ““h 99 -0  pourj=0.



5.1 Cas 1D

3

Pour le calcul de (uf)j]f; on approche (vg)?kﬂ ~ %(Z(Ug)?k + (vg)?(kﬂ)) et on obtient
3k+2 3k+1
(wp). 17— (wp). 1° ( )3k+1 _ 1(2( 3k 3(k+1)
It3 ity Wit T3 V)5 + (vg); ) .
(5.5) A7 A =0 pour j = 0.
5
Et pour le calcul de (uf)jljrg? on approche (vg);?”“r2 = %((vg)?k +2(vg)§f(k+1)) et on obtient
3k+2 3k+3
(up);p1® = (up)i1® ()42 = L((n, )3k 4 2(y)3FFY)
(5.6) Jjts N its ( f)]+1 3(( g})L] ( g)] ) —0 pour j = 0.

Pour ce schéma, on obtient des résultats tres proches de ceux décrits pour I’équation des
ondes. En effet, la stabilité pour une interface seule peut étre mise en évidence de la méme
maniere, mais dans le cas d’une bande raffinée, il n’est pas stable pour la condition C.F.L.
usuelle. La condition de stabilité devient d’ailleurs de plus en plus handicapante lorsque le
degré de raffinement augmente.

5.1.2 Un schéma de raffinement 1-2 implicite

Lorsque le raffinement est pair, on ne peut pas adapter le schéma précédent. Une idée est
alors d’introduire des valeurs supplémentaires, et d’avoir ainsi aux points voulus (j = 1) des
valeurs pour u et v a la fois, la valeur de v supplémentaire étant calculée par interpolation
spatio-temporelle. Dans ce cas, on écrit alors & l'interface

N VR /AR N\
N ! N D
7/ 7 ’ / \:A: h _/ I
K P
N A N
| ATEA
) iy ™ pany
N & N D
A Y.
) ® N A_ T &
A Ny M Jan
O o

points interpolés

A points auxilliaires

Fi1G. 5.2 — Schéma d’interpolation implicite a Uinterface pour le raffinement 1-2

103



Extension du schéma aux équations de Maxwell

(0o — ()3 ()™ = ()

2%k+2
(v )2k+1 _ (”g)o 2y (Ug)(z)k
90 9

Le schéma est alors implicite, et il faut résoudre un systéeme linéaire 3x3. L’intuition
pourrait nous laisser penser que ce cout supplémentaire aura pour conséquence de rendre le
schéma, stable sous la condition C.F.L. usuelle. Il n’en est rien. La encore on peut trouver des
configurations ot bien que le pas de temps soit plus petit que le pas d’espace on ait instabilité.
Toutefois, la nouvelle condition de stabilité C.F.L de ce schéma semble bien meilleure que

précédemment quoique toujours dépendant de la taille de la grille fine.

5.1.3 Comment se ramener a I’équation des Ondes

Un autre schéma de raffinement 1-2 offre la particularité d’étre rigoureusement équivalent
au schéma de ’équation des ondes, au moins pour 'un des champs. Il suffit de faire comme

dans le schéma précédent, mais en calculant (U/Q

*,2k+1
1
/AR

comme dans la grille grossiere.
/R

I
N AN

>
N
GV

N e N
) AR ) D
<V N <V XUV
s N /'/
’ N, v
fé 1 Q 5 2
NP
N s
N v
AN s AN
N v
JaA\ Y N N
-/ -/ U/ /

"* points interpolés

A points auxilliaires

Le schéma & l'interface devient donc

(5.8)
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Fic. 5.3 — Schéma d’interpolation explicite a Uinterface pour le schéma 1-2



5.2 Extension du schéma au cas 2D

Il est facile de vérifier que v satisfait alors le schéma de I’équation des ondes. Toutes les études
déja faites sont alors valables.

Finalement, tous ces schémas ont les mémes propriétés quant a la stabilité, et ne sont donc
pas satisfaisants. On pourrait sans doute démontrer ’instabilité sous la C.F.L. habituelle de
la méme fagon que dans le schéma pour I’équation des ondes. Nous voyons dans la section
suivante que le méme genre de résultat est rencontré en 2 dimensions.

5.2 Extension du schéma au cas 2D

Dans cette section, nous tentons d’étendre la méthode décrite en 5.1.1 en s’inspirant de
méthodes rencontrées dans la littérature, notamment par Chevalier [10], afin de résoudre les
équations de maxwell en 2 dimensions pour la polarisation électrique avec le schéma de Yee.
On choisit d’exposer la méthode pour une interface simple verticale située en z = 0 mais elle
s’étend tres facilement au cas d’un carré raffiné. On a également choisi la méme discrétisation
en r et en y.

On rappelle que le schéma de Yee peut s’écrire

[ nts n—3
T - I Ex)" ., . —(Ex)" .. (Ey)™ .. 1 —(Ey)".
i+3.+3 i+3.5+3 ( X>z+%,]+1 ( X)z+%,] ( Y)z+1,g+§ ( Y)z,]Jr% _ 0
At h h B
n+2 nt:
Ex)"tt —(Bx)*,. H > |—H
Gof Pt~ By Higgg —Higsy
At h
n+2 n+2
Ey)" Tl — (By)™. P —H
Ev)igey ~ BV L _itsats  isdts
\ At h -

ou H est le champ magnétique, et Ex et Fy les composantes du champ électriques. On
applique ce schéma dans chacune des 2 grilles, reste ensuite a définir les conditions de raccord.

Une difficulté dans ce raccord provient du fait que les champs ne sont pas calculés aux
mémes points d’espace. De plus H est calculé aux pas de temps n + % alors que Ex et Ey
le sont aux temps n. Chevalier préconise de prendre une grille fine avec une discrétisation
3 fois plus fine que la grille grossiére, ceci afin de pouvoir calculer les champs FE et H aux
mémes instants dans la grille grossiere et dans la grille fine. En effet un raffinement 1-2
verrait un décalage des champs Ex FEy et H entre les 2 grilles. Grace a ce choix on peut
trouver des points de la grille fine qui sont également, par extension, des points de la grille
grossiere. Nous nous intéresserons donc a un raffinement 1-3. Nous choisirons également de
placer l'interface sur des noeuds Electrique (Ex pour une interface horizontale ou Ey pour
une interface verticale).

On représente sur la figure (5.4) une projection de 'interface spatio-temporelle dans le plan
de P’espace dans le cas d’une interface verticale. Les gros triangles représentent H sur la grille
grossiére, les petits sur la grille fine. Les fleches verticales représentent Fy sur la grille fine
et sur la grille grossiére (en gras pour cette derniére). Les fleches horizontales correspondent
aux champs Ex.

On a entouré de fleches les champs Ey qui sont calculés aux pas de temps n & l'aide
d’interpolations spatiales entre les 2 champs Ey grossier qui les encadrent.

Sur la figure (5.5), On représente une projection de linterface spatio-temporelle dans le
plan (z,t). Les carrés représentent les champs E (Ex ou Ey), les triangles les champs H. Les
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Fi1G. 5.4 — interface des deux grilles, en abscisse x ordonnée y

petits éléments représentent les valeurs sur la grille fine, les gros représentent les valeurs de
la grille grossiére.

On suppose connues les valeurs jusqu’a l'itération n (coloriées en noir), on présente alors
la méthode pour calculer les temps suivants. De maniére a faciliter les calculs nous avons
choisi une méthode explicite.

On calcule les points 1, 2 et 3 & 'aide du schéma de Yee sur la grille fine. On peut alors
calculer les points 4 et 5 & l'aide du schéma de Yee sur la grille grossiére. Pour le calcul
du point 4 se trouvant a l'interface on utilise le point 3 comme étant un point de la grille
grossiere. On peut alors calculer les points 6 par interpolation temporelle. Maintenant, On
peut calculer les points 7, 8, 9 et 10 en appliquant & nouveau le schéma de Yee dans la grille
fine.

Ce schéma a été implémenté dans le cas d’un carré raffiné dans une grille grossiere. Du
point de vue qualitatif, 'interface n’a qu’une influence quasiment imperceptible sur la solution.
Malheureusement, si on simule pour des temps beaucoup plus longs une instabilité apparait
au niveau de l'interface et se transmet ensuite dans tout le domaine. 5.6

Pour palier & cet inconvénient, Chevalier préconise un recouvrement de grilles. Il propose
en effet de remplacer les valeurs sur les mailles voisines de linterface par des moyennes
pondérées entre la valeur en ces points en tant que grille grossiere et en tant que grille fine.
Les coefficients de pondérations semblant étre empiriques. Cette méthode n’a pas donné de
résultats encourageants dans notre cas, puisque malgré une baisse significative du nombre de
Courant, si ’on poursuit la simulation apres que ’onde soit sortie de la grille raffinée, on finit
par constater une explosion de la solution.

Une autre solution proposée est de modifier le schéma & 'intérieur de la grille fine en y
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Fi1G. 5.5 — interface des deux grilles, en abscisse U’espace en ordonnée le temps

ajoutant un terme dissipatif en ¢ de maniere a éliminer les fréquences d’explosion. Cette
solution s’est avérée inefficace dans notre cas. En effet le terme dissipatif nécessaire pour tuer
I'instabilité s’est avéré trop important pour une bonne précision du schéma.

En conclusion, il semble que les classes de schéma rencontrées dans la littérature, ne
soient pas réellement stables pour des At raisonnables. Il est toutefois bon de noter que
les instabilités sont parfois détectées pour des temps de simulation tres longs. Ceci explique
sans doute pourquoi 'instabilité de ces schémas n’a pas été détectée dans les expériences
numériques de la littérature. Dans notre cas, le code de simulation devant ensuite étre utilisé
industriellement pendant des temps de simulations tres longs, il nous est nécessaire de trouver
des schémas stables sous une condition raisonnable. Il nous faut donc abandonner la classe
de schémas précédemment décrite et nous orienter vers d’autre constructions de schéma.
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Fi1Gc. 5.6 — instantanés d’une expérience 2D de raffinement de maillage par interpolation
temporelle
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Deuxieme partie

Des schémas garantissant la
stabilité:
’approche différences finies
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Chapitre 1

Présentation d’un schéma aux
différences finies 1 D

Jusqu’a présent, nous avions a priori cherché des schémas consistants, puis essayé de
démontrer la stabilité. Les schémas présentés dans ce chapitre relevent d’une stratégie de
construction toute différente. Dans ce chapitre, nous allons construire des schémas permettant
la conservation d’une énergie discrete de maniére a assurer la stabilité, puis, choisir parmi les
candidats les schémas consistants. Nous présentons la construction pour le cas des équations
de Maxwell-1D, mais la méthode serait analogue pour ’équation des ondes 1D.

1.1 Le probleme modele, schéma en ’absence de raffinement

On cherche ici a trouver un schéma de raffinement de maillage pour le schéma de Yee qui
soit stable par construction. Notre objectif est donc d’assurer la stabilité via la conservation
d’une énergie discrete. Bruno Després (Communication personnelle) a développé une approche
analogue pour des systemes hyperboliques issus de la dynamique des gaz, et ’a généralisée
au systéeme de Maxwell. Nous n’avons pas retenu cette approche pour les raisons suivantes:

— Le schéma numérique dans chaque grille ne correspond plus au schéma de Yee (ce qui
était une contrainte pour nous), mais provient du schéma de Godunov [16].

— Ce schéma se révele dissipatif contrairement & celui que nous allons développer. En
d’autres termes, B. Besprés établit un résultat de décroissance (et non de conservation)
d’énergie discrete.

Nous avons par ailleurs mené une analyse de dispersion et de réflexion-transmission & travers
I'interface grille fine-grille grossiére que nous présentons en annexe (voir D ).
Les équations de Maxwell 1D s’écrivent

o, o0,
(1.1) ot Oz

o o,

ot ox

I1 est bien connu qu’au probléme de Cauchy correspondant au systéme (1.1) est associée la
conservation de I’énergie

(1.2) E(t) = %/ {u(:)c,t)2 + v(x,t)ﬂ dx
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n+1 n+1
(7% u
Temps * iyt
n+%
it
.
= u
n n
uj Uit
Espace

Fi1G. 1.1 — Discrétisation espace-temps des inconnues

C’est d’ailleurs une des fagons d’exprimer le fait que le systeme (1.1) est bien posé. L’idée
que nous allons poursuivre est de trouver un schéma qui conserve une quantité équivalente
en discret, de maniere a assurer la stabilité.

Afin d’appliquer le schéma de Yee, on discrétise v et v sur deux grilles espace-temps
décalées, c’est & dire que u est estimé en (ih, nAt) alors que v est estimé en ((i+3)h, (n+3)At),
comme indiqué sur la figure 1.1. On peut alors écrire le schéma de Yee .

n+s n+i

I R

J J Jt3 J73
At h =0

(1.3) o N
Un 2 —-@n 2 n
its  its A B S
At h

Une énergie discrete que ce schéma conserve s’écrit

(1.4) E" = Z )2h + = Z ”:22 ;12

Nous baserons notre construction sur la conservation de cette énergie. D’autres choix seraient
possibles. Une autre énergie discréte conservée est par exemple (il suffit d’inverser les roles
des inconnues u et v)

1

(1.5) En+%:§Z(uﬁ h+ = Zunu"“h

1.2 Vers la recherche d’un schéma de raffinement 1-2

1.2.1 De la conservation d’énergie discréte dans les schémas

Afin de construire notre raffinement de maillage, nous allons tout d’abord découpler le
systéme (1.1) en un probléme de transmission entre deux domaines dont l'interface commune
est située en = 0, un domaine indicé par g qui sera ensuite discrétisé grossierement et un
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domaine indicé par f car discrétisé dans la suite plus finement.

Oug | vy _ Oup Oy _
ot oz ot ox
(1.6) sur €, sur 2y
Ovg | Oug _ Ovp | Oup _
ot or ot or
avec la condition de raccord sur l'interface
(1.7) (ug)o = (ug)o
et
(1.8) (vg)p = (vf)po

qui assure bien évidemment la continuité de u et v & I'interface mais également la conservation
de I’énergie définie par (1.2) puisque

d1
(1.9) 732 o, uz + v§d$ = (ug)o(vg)o
et i1
2 27
(]_]_0) 55 oy Uf + ’de[l? = —(’LLf)U(’Uf)()

ce qui, joint & (1.7) et (1.8) donne

d1
— [ w4+ 0?dr =0

1.11 —
( ) dt2 Jo

Nous allons nous intéresser au raffinement suivant. Nous avons 2 grilles. La grille de gauche
c.a.d. pour j < 0 est 2 fois plus grossiére en temps et en espace que la grille de droite (pour
j > 0). Ainsi dans la grille grossiere I’équation permettant de calculer u, et v, (1.3) est écrite
avec des pas (2h,2At) tandis que dans la grille on calculera us et vy avec les pas (h, At)
Le raccord des 2 grilles a construire portera donc sur les valeurs de ug. Le point clé de la
construction est de ne pas imposer de continuité forte a priori. Ainsi pour j = 0, on permet
a u d’avoir 2 valeurs différentes suivant que I'on considére que 0 appartient a la grille fine ou
a la grille grossiere. Autrement dit, & interface physique entre les deux domaines correspond
deux interfaces discretes, 'une discrétisée sur un maillage grossier 'autre sur un maillage fin.
Aux instants #>”, on considére donc deux valeurs de v au point z = 0. Ce qui n’est pas a priori
naturel. Ce choix constitue néanmoins le point clé de notre succeés comme on va le voir par
la suite. Comme on peut le voir sur la figure (1.2), les valeurs que 'on ne peut calculer avec
le schéma de Yee sont celles de u sur I'interface . Plus exactement, ces valeurs concernent les
approximations de u sur la grille grossiere et sur la grille fine en 5 = 0, elles sont donc au
nombre de trois entre les instants #>” et t?"+2. Ces inconnues vont étre déterminées par trois
relations supplémentaires auxquelles nous demanderons de garantir la stabilité.

Pour cela, nous allons définir une quantité équivalente & une énergie basée sur 1’énergie
(1.2), et chercher un schéma pour que cette énergie soit constante entre 2" et t2"*2. Cette
énergie apparalt comme la somme de deux énergies, associées chacune a une grille.

1. En fait ceci provient du choix qui a été de placer l'interface entre les deux grilles en j=0. On pourrait
imaginer une stratégie de raccord identique tout en placant l'interface sur des v. Ce choix provient de la
littérature ou l'on raccorde généralement les champs électriques.
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At

Fi1Gc. 1.2 — Présentation des inconnues

La définition de I’énergie discrete est une approximation de l'intégrale de la quantité
1
|u|?> + |v|?. Pour cela, nous associons & la suite (vg)gﬁrll (resp. (v f) ) la fonction v%ﬁl

1
(resp. v?;f) constante par morceaux sur un maillage de pas 2h (resp. h), les mailles étant

centrées aux noeuds (2j+1)h (resp. (j+3)h) (voir figure 1.3 en bas). De méme, nous associons
a la suite (ug)%? (resp. (vy)}) la fonctlon u2 " (resp. u'f,) constante par morceaux sur un
maillage de pas 2h (resp. h), les mailles etant centrées aux noeuds 2jh (resp. jh) (voir figure
1.3 en haut). On définira alors ’énergie discréte dans la grille fine a I'instant ¢ par

n+i n—
2/ 2/ ”fh%fh 4,
ce qui donne

(1.12) (Zl wp)fPh+ > (vg) 2 (o), 2h+h|( f)g|2).

>1 §>0

De méme, on définit I’énergie discréte dans la grille grossiere & I'instant ¢2"

2041, 201
g 2/ |u92h| d$+2/ Vg'oh Vgon 0T,

par

ce qui donne
ww o=} (S o Soogogn )
1<—-1 j<—1
De telle sorte que 'on peut définir une énergie discréte totale aux instants pairs.
(1.14) E™ = E}" + E}".
Pour aller plus avant, nous allons évaluer dans chaque grille la variation de 1’énergie

associée.
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uhA

1»7 L_*J
B
1 1 1 1 1 1 1
Up, ‘
_——
1 1 1 1 1 1 1

Fi1Gc. 1.3 — schéma des intégrations discrétes pour le calcul de [’énergie

1.2.2 Variation de I’énergie fine E7.
Afin de calculer I’évolution de cette quantité, on effectue la demi-somme de la deuxieme
équation du schéma pour la grille fine aux rangs n et n + 1, on obtient

(vf)n+% n—3 n+i n+i

(1.15) j+e (Uf)j+% n (“f)j-H§ — (uy); _ 0
' 2At h
ol on a noté T
n n
gyt = (8 ()
2
Nous utiliserons par ailleurs I’équation en u
n+i n+i
(ug) ' = (up)n (V) 2 = (vp); 4
(1.16) R g 1% Ch R
' At h '

1
On multiplie ’équation (1.16) par (uf)?Jr2 h et on somme pour j > 1, I’équation (1.15) par

1
(vf)::f h et on somme pour j > 0. En ajoutant ensuite les deux équations obtenues, on a
2

alors

1 n+2 n+i n+i n—1
oz | 2 @) T PR =D Mwp)F P+ 3 (vp); B up) Bh= D (wp) 2 (vg), Ph
j>1 j>1 §>0 ? 2 5>0 ? ?

n+% n+% n+i n+i

() 8= (o), i 1(ue):, 2 —(ug), 2

# 3Gy s e,
§>1 h >0 itz h
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Or, une intégration par partie discréte nous permet d’écrire

S ) F g E )y ) = o) F g~ o) )

720 >0 §>0
+3 n+ nJrl n+3
=)} 3 2—Z<vf>j+f<uf>j2
i>1 3>0 2
+1 ntl ntl ntl ntl
=2 (i = ) eyt - o s
i>1 2 2

Finalement, on trouve

j>1 j>0 7>0

Q—At(;l(u PR =D M) Ph 4D (vp) Uf J+2h—2(vf)j+§(vf)j+§h)
]2

D’apres (1.12), on a donc

ZZt (B - 2}) = (Uf)g+l4+ e <(”f)g+% - %At ((u)™ - (“f)8)> '

Afin de pouvoir comparer cette différence d’énergie avec celle de la grille grossiére on va
s’intéresser a la différence entre deux indices de temps grossiers.

oY _ ()™ 4 (up)p” n+y b n
” 17)m (EJ%n-i—Q _ E}% ) — S . f0 (Uf)% 2 + ok ((u,e)ﬁ"“ _ (Uf)(% )
) an+2 2n+1 —
4_(Uf)0 4 + (uyf); ((vf)%rw2 ( )20+2 _(y )3n+1)>
En notant
m+l 1 "
Uy % = 5 (g™ + (up)3")
2n+§ 1
Uy "2 = 5 ()i + (wpg™*)
1.18 n
(119 s SIS S YO s )
3 2 At
2n+2 2n+1
2n+2 o 2n+% h (Uf) (“f)o
Vi) * = (”f)% 3 AL

La relation (1.17) se réécrit

1

(1.19) AT

(522 — ) = 5 (O i o)

Elle est donc un équivalent discret de (1.10) évalué au temps (2n + 1)At.
En effet, les quantités définies par (1.18) ne sont autres que des traces discrétes des incon-

. n+3 n+3 . A .
nues sur Uinterface. Les termes (Uf)0n+2 et (Uf)0n+2 sont bien des équivalents discrets de
puisque ce sont simplement des moyennes temporelles de u.
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2n+3 2n+3 X A .
Les (Vf)on—Irz et (Vf)0n+2 sont quant & eux des équivalents discrets d’ordre 2 des traces
de v sur l'interface. En effet, effectuons un développement limité de vy en %, on trouve

Or, la premiére équation de (1.1) nous donne, %L; (0,.) = —% (0,.), on a donc
vy 1 (up)g" " = (uyp)g”
P (0, (2n + =)At) = — Ab).
- (0,(n+2) t) - + oA
Ainsi (W) — ()2
2 20+ 2)AL) = o+ VAL —
075 (2n+ DAY = g(0, (20 + )ar) - 2 UL o)
On a donc
on+1 1 2
Vi =op (0,20 + 5)At) +0(12)
De la méme facon on peut montrer que
2n+3 3 2
(Vf)o 2= vy | 0, (2n + E)At + O(h*®)

1.2.3 Variation de I’énergie grossiere E."

De la méme fagon nous allons étudier I’évolution de I’énergie définie par (1.13) dans la
grille grossiere, a ’aide du schéma de Yee défini pour j < —1.

(“9)27&2 - (“g)Qn n (”g)gﬁrll - (vg)g?ff —0

(1.20) 2At 2h

2n+1 2n—1
(”9)2?-1—'-—1 - (”9)2?4-1 n (“9)3?4-2 - (“g)%?
2At 2h

On peut déduire de (1.21) (en prenant la demi-somme de I’équation écrite sur deux pas de
temps consécutifs)

(1.21) =0.

(Ug)%?if’ - (”9)3?4:11 I (“g)%?jrrzl - (“g)%?Jrl -0
- )

4At 2h

(1.22)

ou ’on a noté

2 2 2
(0 )2+ = (ug)3j + (ug);
Ug)y; = 5 )
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En multipliant (1.20) par (ug)%ﬁ'1 2h et (1.22) par (Ug)%?j__f 2h et en sommant pour j < —1
on obtient alors

4At(2| 2n+222h Z|u9 2n2

j<-—-1

2 3 2 1 2n+1 2n—1

+ Z (vg 2?1—1 2?11 2h — Z (”9)2?1—1 (”9)2?4-1 2h
j<-1 j<-1

(vg)3771 — (v)33

2h

+ Z 2h(ug)5 2”"'1

1<-1
2n+1 2n+1
In+t1 (“g)2j+2 — ( g)z; _
+j;1 2h(vg)57 o7 = 0.
Or
> ) (w)dfs — wB™h) = 3 Wil w3y = > ()3t (w3
j<—1 j<-1 j<—1
)2l 2 1 2n+1 2n+1
= ;) Vg 2?+1 n+ ;I(Ug)ﬂil (U )ZTr
J< J<
on+1 In+1 In+1
= Z ((”g)Q?irl - (”9)2?1—1) (“9)2?+
j<—1
+(Ug)2nl+1 ((ug)gn+2 + (ug)%n) )
- 2
On a donc
2 2|2 2n2 )2n+3 () )20+l
4At(z| TEEE2h = Y (ug)3 1P 2h+ D (vg)57 7 (vg)35 41 2h
j<-1 j<-1

- ¥ o3 2h> i (Ll )

j<—1 2

D’apres (1.13) on a alors

2n+2 _ 12n u 2n+2 u 2n
(1.23) Eg Eg _ ( 9)0 +( 9)0 <_(vg)2_n1+l+i ((ug)gnJrZ _ (ug)gn)>

2At 2 2At
Notons .
. (U)e™ = 5 ((ug)d™ + (ug)3")
1.24
(V )2n+1 — (’U )2n+1 - h(ug)(%n-'_Q B (ug)%n

En remarquant que (U,)3" ™ = v,(0, (2n + 1)At) + O(At%) et (V)" = v, (0, (2n + 1)At) +

O(h?), la relation

E2n+2 _ E2n
2AtL

apparait alors comme un équivalent discret de (1.9).

(1.25) = (U™ (Vg™

118



1.2 Vers la recherche d’un schéma de raffinement 1-2

1.2.4 Variation de ’énergie totale et estimations

Afin de garder I'énergie totale E*" définie par (1.14) constante on doit avoir

1 2n+2 2n 1 2n+2 2n\ __
(1.26) TR (B2+2 - B) + SR (B3? - BF) =0
soit
2n+3 2n+3 2n+3 2n+5
e (VT O = g

qui apparait comme une condition de raccord en moyenne temporelle du produit uv On peut
alors énoncer le

Théoréme 4 Les quantités (Uf)?) (Vf)2n+ (Uf)2n+ (Vf)2n+ , (Ug)e et (V)3 tt
étant définies par (1.18) et (1.24), si la relation (1.27), est vérifiée et si de plus % < 1,

1
. n+s3 .

alors les normes L? des fonctions u?h, vfh2, “3n2h et vznﬂzl sont bornées par des constantes

bl ) k) )

ne dépendant que des conditions initiales et du rapport At/h.

Démonstration Pour démontrer ce théoreme nous allons montrer que la norme L? des
quantités précitées est bornée pour tout n par I’énergie discrete que nous avons définie indé-
pendemment de At et h.
2n
Dans un premier temps montrons que E;" > C(||ug Ball7s + ||vg Py

(1.28) B = 3" [(ug)5f 1P 2h 4+ Y (0g)37 1 (0g)37 11 2k + hl(ug)5"|?
Jj<-1 Jj<-1

on a donc )
2 2n+1 |, 2n—1
By > 5 (lugnllze + (g5t vsn') L)
or
2 1 2 1 2 1 2n—1/2 2 1 2 1
(o2t 2at) L, = 3 (2t + 02 13 — 2 = o2 2

En se servant de I’équation (1.21) on montre alors que

At?
gt = viin 172 < 4y llughall7
ainsi ,
At
(1.29) B> (1= S0l + 5 103

donc si At < h, comme Eg” < E?, on a bien
lughnllze + lvganllz. < CE*"
Ainsi la conservation de la quantité E?" assurée par la relation (1.27) entraine
lugisnllzs + g7 < CE°

, .. , . . WALy 4y ; : 2 _
Nous n’avons pas ici, exactement démontré que la suite ||vg,2h |, était bornée, puisque v," =

%(vgn“ + vzn_l), pour cela on utilise & nouveau I’équation (1.21) et
2n+1 -1 _ A
ont1 (”g)iz%r (vg); 12 ht (“g)%ﬁl (“g)2n
(1.30) (UQ)H—% = 5 5
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ainsi
At?
(1.31) 025 17 < N(wpbll7e + =5 2 (el 172

On a donc finalement

At? 1
(1.32) “”;EZIHH + ||“g Ballze < (1 + ﬁ) max (4, W) E™
h

De la méme fagon on montrerait que

luf wllz> + 1o} allz: < CE}

n+3 .
Comme E}%" < E?" on montre que I'on peut borner ||u%"h“Lz et [lvgy |22, de la méme fagon
que pour la grille grossiere.

Pour majorer ||u2”+1||Lz et “”fh ||L2 il pourrait étre utile de montrer que E]%"'H <

C¥*E? et ainsi clore la démonstration, mais il n’est pas évident que cela soit possible, par
contre, en utilisant ’équation 1.15, on écrit que

(uf)2n+l (uf)2n _ % <(Uf)2n+— . (/Uf)fi";%>

ainsi
I lze < Il + 250 2 e
de méme i 1
(vf)?zgi = (vf)jj:gi _ % ((Uf)fﬁ_l _ (uf)?n-}-l)
et

2n+
I 2 e < llvy, e +22 || il
ainsi ||u2""r1 l|lr2 et ||vf b ||L2 sont bornées par des constantes ne dépendant que des conditions

initiales et du rapport Aht. Ceci conclut la démonstration du théoréme.

Remarque 7 Dans le cas sans raffinement on peut montrer en exploitant la symétrie du
schéma en u et v que le schéma est toujours stable lorsque o tend vers 1. Ici, nous n’avons
pas su le faire car cette symétrie est rompue par la position de linterface grille fine-grille
grossiere.

1.2.5 Le schéma conservatif retenu

A partir de la relation (1.27), il nous faut trouver trois équations linéaires indépendantes
permettant de calculer les trois inconnues a I'interface. Un premier choix que nous retiendrons
consiste a prendre

2n+2 2n+2 o2n+1
Vio > =po > = (Veh""

(1.33) .

3 (@0 + @) = i

qui est consistant avec le raccord de u (1 fois) et le raccord de v (2 fois).
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Comme nous le verrons, d’autres choix permettant la conservation de I’énergie seraient
possibles. Ceci conduit au schéma suivant

4

308 )25 ol (2 = i) = (@0} + ghyluf - )

2n+1 2n 2n+2 2n+l
U + (u u + (u
(ur)g 5 (urh” | (urko 2( T ((g)§™+? + (ug)3")

\

Supposons que toutes les quantités & l'instant t>" soient connues, les inconnues du systéme

1
2n+2 2n+1 2n+2 2n+1
et (ufr)g

2n+5 . N
sont donc (ug)s" ™", (uf)p car v'1"" et v; ? se calculent classiquement a
2

. ST . 2n+32 . .
l’aide des données & l'instant 2n tandis que v; > s’exprime en fonction de (uf)3" "' et des
2

données a I’aide du schéma de Yee.

On a donc trouvé un systeme de 3 équations & 3 inconnues qui nous permet de raccorder
les 2 grilles tout en assurant la stabilité. Notons que le fait que ces trois équations entrainent
la conservation de I’énergie, garantit que ce systeme 3 x 3 est bien inversible sous la condition
a < 1. En effet si les inconnues jusqu’a 'instant 2n sont nulles, ’énergie & I'instant 2n + 2
sera également nulle, ce qui montre que le noyau est réduit a zéro.

Le schéma présenté vérifie donc la relation (1.27) et parait, plus pour des raisons intui-
tives que mathématiques étre un bon candidat. Ceci sera confirmé Mais une question reste
essentielle, est-ce un schéma consistant? La section 1.3.2 nous permettra de répondre & cette
question. Y-a-t-il d’autres schémas? Nous verrons que beaucoup de schémas vérifient I’équa-
tion (1.27), mais tous ne sont pas consistants.

1.2.6 Un autre choix possible ... & abandonner
Par exemple une autre possibilité serait de prendre

2n+1 2n+3
(Uf)on ’ = (Uf)on 2= (Ug)gn—i_1
(1.35)

2n+1 2n+32 n
5 (0" + g™ ) = (v

ce qui est bien consistant avec le raccord de u (2 fois) et le raccord de v (1 fois).
Nous verrons plus tard par ’analyse par ondes planes que ce schéma est inconsistant.

1

Cela peut se voir autrement si ’'on se rappelle que (Uf)gnJr2 = ((up)d™ + (up)d")2 et
3

(Uf)§"+2 = ((ug)g™* + (us)g"*1)2, on réalise que ce schéma conduit & (uf)g™t? = (us)3™.

Si initialement, les données ne “touchent”pas le bord, cette condition est en fait consistante
avec la condition de Dirichlet de part et d’autres de 'interface.

Ainsi 2 conditions de raccord peuvent sembler similaires (le schéma (1.34) raccorde u
en O(At?) et v en O(At + h?), tandis que le schéma (1.35) raccorde u en O(At) et v en
O(A#? + h?)) et donner des résultats tout & fait différents quant & la précision. Il semblerait
qu’il est préférable de “mieux” raccorder I'inconnue u.

Comme on le voit, apres avoir réglé le probleme de la stabilité, il faut trouver une solution
consistante parmi tous les schémas stables. Les deux schémas (1.33) et (1.35) ne sont pas
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les seuls qui conservent 1’énergie discréte. L’analyse faite dans les sections 1.4 et 1.4.2 va
nous permettre de déterminer de 'bons’ schémas satisfaisant ’équation (1.27) et par la méme
de nous montrer a posteriori que le schéma (1.34) est le meilleur. A I'aide des expériences
numériques, que nous décrivons dans la section suivante, nous en aurons déja une bonne
intuition.

1.3 Etude du schéma sélectionné.

1.3.1 Une étude numérique d’erreur.

Afin de tester numériquement le schéma pressenti, nous réalisons dans cette section une
série de simulations numériques destinées & mesurer la précision de notre schéma. Nous ne
présenterons pas de résultat numérique de stabilité puisque 1’énergie étant conservée, le schéma
décrit est stable.?

L’expérience est la suivante. On simule les équations de Maxwell

(1.36) ot~ Ox
o0 ou_
ot Oxr

pour z € [—200;100] sur 2 grilles de rapport de discrétisation 2. La grille grossiere a pour
support [—200; 0], la grille fine [0;100]. On choisit un nombre de Courant de %(qui est la
limite autorisée en dimension 2). On consideére une condition initiale ug(z) & support dans
I'intervalle [-80;-35] pour u c’est-a-dire dans la zone discrétisée avec la grille grossiére ; (uo(z)
est la fonction de Harris (décrite par (2.53) dans la premiére partie) v & I'instant initial est nul
partout. On simule ensuite pendant 125A¢ secondes. On a représenté figure (1.4) I’évolution
de u au cours du temps. On s’intéresse ensuite a erreur commise sur u.

La solution u du probleme continu est constituée de deux ondes s’éloignant 'une de ’autre,
de méme forme que la condition initiale mais d’amplitude moitié, ceci tant que les bords ne
sont pas atteints. C’est bien ce que I'on retrouve numériquement sur la figure (1.4).

Du point de vue qualitatif, on remarque que I'interface, matérialisée par une ligne pointillée
n’a qu’une influence trés peu visible sur 'onde transmise. A vue d’oeil le champ apparait bien
symétrique et la réflexion & U'interface est quasiment imperceptible. Afin de tester 'ordre du
schéma, on réalise cette méme expérience pour des maillages de plus en plus fins, tout en
respectant le rapport 2 entre le pas de la grille grossiere et celui de la grille fine.

Pour effectuer une analyse quantitative des résultats, on observe la solution & un instant
donné fixé (125At) apres que 'onde physique ait complétement traversé 'interface fictive. On
va distinguer trois zone géographiques indiquées sur la figure (1.4) en bas a droite.

Dans la premiere ([1] sur la figure), 'onde n’a pas traversé l'interface et la restriction de
la solution correspond alors a la propagation classique d’une onde calculée avec le schéma sur
la grille grossiere. Dans la deuxiéme partie ([2] sur la figure) on s’attend & trouver I’éventuelle
onde réfléchie par I'interface grille fine-grille grossiére. Enfin, la troisieme partie ([3] sur la
figure) correspond a 'onde transmise qui se propage dans la grille fine. Ces différentes zones

2. Cette propriété nous a d’ailleurs aidé dans la validation du programme informatique, puisque des expé-
riences numériques de temps tres longs permettent de détecter d’éventuelles erreurs de codage.
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vont nous aider a distinguer les erreurs de réflexion, de transmission et de dispersion et a
analyser 'ordre de chacunes d’elles.

Les figures (1.5) et (1.6) visualisent les différences obtenues entre la solution numérique
et la solution exacte (3(uo(z —t) +uo(z +t))) pour différentes discrétisations.

Rappelons qu’un schéma est dit d’ordre p si la solution numérique pour un pas h s’écrit

uh:u+Chp

ou u est la solution exacte et C' une constante indépendante de h. Notre schéma sera donc
d’ordre p, si les erreurs de 2 raffinements successifs sont divisées par 2P.

On part d’un pas de 1 dans la grille grossiére (donc 0.5 dans la grille fine) et on divise ces
pas par 2 (figure 1.5) puis 4, et 8 (figure 1.6) tout en respectant le rapport 2 entre le pas de
la grille fine et celui de la grille grossiere.

La colonne de gauche montre ’erreur dans la zone 1, c’est a dire celle qui correspond a
la dispersion du schéma classique sans changement de grille. On observe bien une diminution
quadratique de erreur (cf. annexe A pour I’étude de la dispersion)

La colonne du milieu montre I'erreur dans la zone ou est localisée la réflexion due au
changement de grille (zone 2). L’amplitude de cette réflexion diminue quadratiquement éga-
lement contrairement au schéma d’interpolation temporelle (cf. partie 1 2.1.5 sur I’étude de
précision). La réflexion est donc d’ordre 2 alors qu’elle n’était que d’ordre 1 avec le schéma par
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interpolations ce qui constitue donc une amélioration supplémentaire. Enfin celle de droite
représente ’erreur dans la zone 3 qui cumule erreur de transmission mais également erreur
de dispersion. Cette erreur est voisine de celle de la zone 2 ce qui nous conduit & penser
que lerreur due au changement de grille est négligeable devant ’erreur de dispersion. L’er-
reur dans cette zone diminue également quadratiquement : puisque 'erreur de dispersion est
d’ordre 2, on peut penser que ’erreur de transmission est elle méme d’ordre 2, ou alors, si elle
est d’ordre 1 seulement qu’elle est négligeable devant I'erreur de dispersion pour ces valeurs
du pas de discrétisation. On peut également remarquer que la réflexion est environ dix fois
plus petite que I'erreur de dispersion (cela n’apparait pas & ’oeil, nous avons du changer les
échelles afin que chaque phénomeéne soit observable). Enfin les oscillations hautes fréquences
qui apparaissent figure 1.6 ne sont pas a prendre en compte car elles correspondent a I'erreur
de troncature numérique, que ’on appelle également “erreur machine”.

Comme nous le voyons dans la section suivante ces résultats numériques seront partiel-
lement confirmés par I'étude de théorique des coefficients de réflexion et de transmission 3
Iinterface, car nous verrons qu’un autre type d’erreur peut venir entacher le résultat. Nous
retiendrons toutefois que le schéma est donc 'numériquement’ d’ordre 2.

Le schéma présenté dans ce chapitre posséde donc le double avantage d’étre incondition-
nellement stable et plus précis que le schéma d’interpolation temporelle de la premiere partie.
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transmission
dispersion réflexion + dispersion
-3 -4 -3
5 x 10 ‘ ‘ ‘ 5 X 19 5 x 10 ‘

15 T T T

0.5

-0.5

15 . . .
-180-160 -140 -120

Fi1a. 1.5 — Différences entre la solution exacte et la solution approchée pour un pas d’espace
divisé par 1 (en haut) et 2 (en bas)
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transmission
dispersion réflexion + dispersion
—4 5 -4
3 x 10 ‘ ‘ ‘ 4x 19 3x 10 ‘

3 . . .
-180 -160 -140 -120

x107°

-8 . . . —gL— -8 .
-180 -160 -140 -120 -50 0 0 50

F1G. 1.6 — Différences entre la solution exacte et la solution approchée pour un pas d’espace
divisé par 4 (en haut) et 8 (en bas)
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1.3 Etude du schéma sélectionné.

1.3.2 Analyse par ondes planes du schéma retenu.

On s’intéresse ici aux coefficients de réflexion et de transmission du schéma (1.34). Le
calcul des solutions ondes planes effectué pour les schémas par interpolation dans la partie
1 (cf 2.1.3 et 2.1.5), est toujours valable: on sait par exemple que si ky(w)? est le nombre
d’onde numérique, on peut écrire pour w fixé

u%l; — (eikh(Qw)jh + R(w)e—ikh@w)jh) o~ iw2kAL pour j < 0
(1.37)
uf = T(w)ei(kh(uJ)jh*kat) + Tp(w)ei(kh(erﬁ)jhf(erﬁ)kAt) pour j > 0

On en déduit des expressions analogues pour v en utilisant le schéma de Yee.

Rappelons la solution exacte correspond a kj(w) = k(w) =w et R=0,T =1et T, =0.
Le schéma est donc d’autant plus précis que ces coefficients sont proches de ces valeur.

Le systéme d’équations de raccords & l'interface (1.34) se traduit alors, apres quelques
calculs laborieux que nous ne détaillons pas ici, en un systéme permettant de trouver les
coefficients R, T', et Tj,.

T
(1.38) M(o,wAt) | T, | = b(o,wAt)
R
ou
At a ap, —a ar
(1.39) a=—- M(a,wAt)=1|b b, 0 b(a,wAt) | 0
c ¢ —c W
avec
a = 14 coswAt At —1
b = a(r(w)—1)— 22072
«
(1.40) a, = coswAt—1
7 coswAt +1
by = —alrw+—)—-1) - ———
a, = 2coswAt At @
( a(r(w) —1) (1 + eiWAt) p—iwAL _ |
¢ = eiwAt _ 1 + 200
1 _ _ JIwAtL .
o a(r(w—i—At) 1) (1 e ) _e”“’m—i—l
(1.41) o LA~ 1 20
P (1—rQw)) e 2wal_1
roo e2iwAt _ q 2
1 )
. @ (1 r(2w)> 6_21“)At -1
|\ F T TewAr 1 20

Apres avoir résolu ce systeme et déterminé les coefficients R, T' et T}, on peut alors
effectuer des développements limités autour de wAt = 0 (ce que nous avons fait a 'aide du
logiciel Maple).

3. ot e*r (@AY — p(yAL) et on a la relation de dispersion Aitsin(“’TAt) = %sm(w)
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Le cas a = % < 1. Cette hypothese correspond a la condition suffisante de stabilité établie
au théoréeme 4

(112t o
(1.42) T, = —%\/%(wAt) +0 ((wAt)3)
R= % (1 - %) (WAD? +0 ((wat)?)

On a donc
— une réflexion d’ordre 2,
— une transmission d’ordre 2,
— une transmission parasite d’ordre 1

La réflexion et la transmission d’ordre 2 sont un réel progres par rapport aux schéma d’in-
terpolation, puisque 'on a vu qu’ils engendraient des coefficients d’ordre 1. Ces résultats
confirment donc les observations numériques sur 'ordre des coefficients. La transmission pa-
rasite d’ordre 1, n’est pas réellement puisque nous verrons qu’elle est bien souvent (c’est-a-dire
pour la plupart des fréquences) évanescente, c’est-a-dire qu’elle ne se propage pas dans le do-
maine et sa profondeur de pénétration est en O(h). Nous proposons dans la section suivante
une étude numérique de cette onde parasite.

Notons toutefois que le terme principal du développement de 7, augmente et tend méme
vers oo lorsque « tend vers 1. Cela laisse entrevoir une détérioration de la précision pour «
proche de 1. Nous verrons en pratique qu’il suffit de s’éloigner que de quelques pour cent des
caractéristiques pour éviter le probléme.

Cas particulier du schéma aux caractéristiques a = 1. Le calcul des coefficients dans
le cas o = 1 est plus simple, on trouve en effet

(7 _ _ 1 2, 1 4 6
T =coswAt=1— §(wAt) + ﬂ(wAt) +0 ((wAt) )
(1.43) T, = —coswAt = -1+ %(u}Alf)2 - %(mAt)4 +0 ((wAt)G)

R=0

\

Le schéma n’est apparemment plus consistant, puisque le coefficient 7}, qui devrait étre voisin
de 0 est voisin de —1! La section qui suit va donner un éclairage sur ce phénomene.

1.3.3 Une étude sur les ondes parasites.

La principale source d’inquiétude soulevée par Ianalyse de réflexion-transmission menée
dans la section précédente est ’existence d’une onde transmise parasite et notamment son
comportement lorsque « se rapproche de 1. Nous avons voulu dans cette section analyser
précisément comment cette onde parasite entache les résultats numériques.
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Pour cela on réalise une simulation sur un domaine composé d’une grille fine (0 < z < 25)
et d’une grille grossiére (domaine —100 < z < 0) dans laquelle les conditions initiales sont non
nulles. Plus précisément on choisit v(z,0) = 0 et u(z,0) = up(z) ol up(x) est la fonction de
Harris (décrite par (2.53) dans la premiere partie) centrée en z = —35 de telle sorte que son
support est inclus dans le domaine z < 0. Les conditions aux limites sont des conditions de
Dirichlet en z = —100 et z = 25. Sur les figures 1.7 et 1.9, la solution dans la grille grossiere
est matérialisée par un trait plus épais. On enregistre ensuite au cours du temps différents
instantanés de la solution, en l'occurence les courbes x — u(z,t) pour différentes valeurs de
t.

Cas du schéma aux caractéristiques, a = 1. On a représenté figure 1.7 les résultats
pour un nombre de Courant @ = 1. Comme ’analyse théorique sur les coefficients de réflexion-
transmission le prévoyait, dés que 'onde arrive dans la grille fine une partie haute fréquence
apparait (cf. T, = —cos(wAt) dans I'équation 1.43). On observe en effet une solution qui
oscille autour de la solution exacte avec une amplitude non négligeable. Le schéma n’est plus
convergent. On remarque que cette onde parasite disparait lorsque ’onde ressort de la grille
fine. Ainsi, apres quelques itérations, la solution exacte est bien reconstituée. Ce phénomeéne
est assez remarquable et pourrait sans doute étre expliqué en étendant ’analyse de réflexion-
transmission effectuée au paragraphe précédent au cas ot I'onde incidente est dans la grille
fine (ce que nous n’avons pas fait par manque de temps). On peut par exemple s’attendre
a ce qu’une onde incidente de type parasite dans la grille fine ne donne naissance & aucune
réflexion pour o = 1. Ce phénomene semble particulier au cas o = 1, nous verrons que pour
d’autres valeurs de « 'onde parasite peut rester piégée dans la grille fine.

] ]
| |
i i
I I
| |
t | 1o |
I I
| |
0.4 | 1 o4 I
| |
02t | 1 02 |
| |
; 0 ;
j
i

-1 L = L = L
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 -100 -80 -60 —-40 -20 0 20 -100 -80 -60 —-40 -20 0 20

t =0s t = 20s t = 40s

By \/ V

-1 L = L = L
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 -100 -80 -60 —-40 -20 0 20 -100 -80 -60 —-40 -20 0 20

t = 60s t = 80s t = 100s

FiG. 1.7 — instantanés de Uexpérience avec o =1
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Effet de la diminution de a. Si l'on baisse tres légérement «, 'onde parasite devient
beaucoup moins importante. On a représenté figure 1.8 les instantanés d’une simulation avec
un nombre de Courant de 0.99. L’onde parasite a tres fortement diminué, méme si, contrai-
rement au cas précédent, elle reste piégée dans la grille fine aux temps longs.

1 T T T T T 1 T T T T T 1

AN AN

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 -100 -80 -60 -40 -20 0 20

t =0s t = 20s t = 40s

v

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 -100 -80 -60 -40 -20 0 20

t = 60s t = 80s t = 100s

Fi1G. 1.8 — instantanés de Uexpérience avec o = 0.99

Retenons maintenant l'instantané a 40s et regardons son évolution lorsque o diminue.
On effectue la méme simulation pour des nombres de Courant allant de 0.99 & 0.94. Sur la
figure 1.9 on a représenté les solutions & l'instant ¢ = 40s, pour ces nombres de Courant. On
remarque que des 0.99 'onde parasite a nettement diminué et n’est quasiment plus perceptible
a partir de 0.96.

On a vu (cf. 1.42) que le coefficient de cette onde parasite était d’ordre 1 lorsque a # 1.
Cela n’explique pas le fait que dans nos expériences numériques, ’onde parasite disparaisse
presque completement lorsque le nombre de Courant diminue treés peu car le terme en facteur
de wAt dans le développement limité de T),(wAt) explose lorsque « tend vers 1. Il faut en fait
recourir & une analyse plus fine qui va suivre.

Explication théorique. Dans ce qui suit, si w est la pulsation de 'onde incidente, nous
noterons w, = w + 7/At, la pulsation parasite c’est-a-dire celle de I'onde transmise parasite.

— Structure des ondes planes numériques. L’analyse par ondes planes faite dans la
premiere partie va nous étre d’une grande utilité. En effet, on a vu que la solution onde
plane de pulsation wAt du schéma classique (c’est & dire sans raffinement) s’écrivait
sous la forme

u";b — T(W)jeiTLWAt — eikh(wAt)xj einwAt, (r(w) — eikh(wAt)h)
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-60 -40 -20 0 20 =) -80 -60 -40 -20

a=0.95 a=0.94

Fi1a. 1.9 - évolution de la solution a 40 secondes avec «

ou r(w) est solution du polynéme caractéristique

r(w)? — 24(w)r(w) +1 =0

On rappelle (cf. section 2.1.2 de la partie 1) que

o |r(w)| =1 pour w €

= kp(wAt) est réel, 1

o |r(w)] <1pourwe |[—

2 At
avec A(w) =1— —; sinz(w—).
« 2
N arcsin o, N arcsin oz]

’onde est alors propagative.

2 { y } > . ox
—, —— arcsin — arcsin —_—
AL Ap e Ap TOE A

= kp(wAt) est complexe, 'onde est alors évanescente.

On notera plus précisément que lorque 7(w) est de module strictement inférieur a 1,
c’est a dire lorsque 'onde est évanescente, il est réel négatif entre -1 et r,(«) donné par

o =2+42V1-a?
2

€[-1, 0]

ce qui signifie que:

o

kp(wAt) = /h + i & (wAL),  &p(wAt) = |Log|r(wAt)|| > 0.
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Les ondes de fréquence |wAt| > 2arcsin(a) sont donc exponentiellement décroissantes
avec zj, la profondeur de pénétration (ou profondeur de peau) étant donnée par:

In(wAt) = &y (wAt) ™,

et oscillent a la fréquence du maillage.

On remarque que lorsque o = 1 toutes les fréquences sont propagatives. De plus, la
fonction arcsin étant croissante, on s’apercoit que plus le nombre de Courant est petit
plus lintervalle ou les ondes sont évanescentes est grand. La figure 1.10 nous montre
que le phénomene est accentué pour « proche de 1.

2 arcsin(o)
35 T T T

251

151

05

F1G. 1.10 — fonction 2arcsinus(c)

— Cas d’une onde plane incidente monochromatique de pulsation w fixée.

132

Si on s’intéresse a une onde plane incidente de fréquence w > 0, pour tout «, pour
At assez petit Ponde incidente (et donc les ondes transmise et réfléchie non parasites
qui sont de méme fréquence) sera nécessairement propagative, en fait deés que wAt est
inférieur & 2 arcsin(«). Il est facile de voir, nous laissons le raisonnement au lecteur (voir
également la figure 1.11), que 'onde transmise parasite de fréquence w, = w + 7/At
sera évanescente si

wAt < m — 2arcsin(a) = C(w),

ce qui est nécessairement réalisé pour At assez petit. En résumé, si on se limite & une
onde incidente propagative:

— L’onde transmise parasite sera évanescente si wAt < 7w — 2arcsin(q) .

— L’onde transmise parasite sera propagativee si T — 2arcsin(a) < wAt < 2arcsin(«).
Ce qu’il faut retenir de ce raisonnement c’est que:

— Pour une fréquence incidente fixée, 'onde transmise parasite devient nécessaire-
ment évanescente pour At assez petit.
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[ooo
Z
;.

_- C(a)—7r —T —C’(a) C’(a) T W—C(a)
At At 2At At At 2A¢t At
Fw
Domaine de fréquences évanescentes
rs N fréquences incidentes pour lesquelles T
W= Aq & I’onde parasite est évanescente —w+ At

Fic. 1.11 — schéma des fréquences transmises a linterface; de [intervalle de fréquence

(575, 5x7] dans la grille grossiére, on passe d Uintervalle [5F, %3] dans la grille fine.

— Lorsque At tend vers 0 la profondeur de pénétration de 'onde transmise tend vers
0 proportionnellement a h. Plus précisément :

Ih(wAt) ~ Toh At — 0

olt nous avons posé 7, = |Log|r.()|| '. Sur les figures 1.12 et 1.13 nous étudions

la variation de cette profondeur de pénétration en fonction de wAt lorsque o = 0.9.
Sur la figure 1.12 nous considérons des valeurs de wAt proche de la valeur critique
co = 0.902 ici. Sur la figure 1.13 nous regardons ce qui de passe lorsque wAt tend
vers 0, signalons que lorsque o = 0.9, 7o, = 0.93.

— Si At est fixé, ’ensemble des fréquences donnant lieu & des ondes transmises pro-
pagatives diminue avec a.

Ces remarques vont permettre de comprendre les phénoménes numériques observés dans
les diverses expériences que nous avons présentées. Il faut toutefois considérer le cas ou
I’onde plane incidente n’est plus monochromatique mais correspond & un paquet d’ondes.

— Cas d’un paquet d’ondes incident. Nous nous intéressons maintenant a une onde
incidente de la forme:

(1.45) u;l = /a(w)eikh(WAt)l'jeinwAt dw

ol a(w) est une fonction décrivant la répartition de 'amplitude des ondes planes qui
composent le signal incident. Nous supposerons que cette fonction décroit suffisamment
pour les grandes valeurs de w ce qui équivaut a une hypothese de régularité de 'onde
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©At=0.9 o At=1-09

—0.8r — partie réelle 1 -0.8p 1
— — module
;
|

1 . . . . . . . I 1 . . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
XIh X/
At=0.91 u)pAt=1t—0A91
T
S e T T S At S e et S S
0.8 B 0.8 q
0.6 q 0.6 q
0.4 T 0.4 T
0.2 q 0.2 q
or q 0
-0.2r 4 =02 al
-0.4F 4 -0.4 4
-0.6 4 -06r q
-0.8} — partie réelle 4 -0.8f — partie réelle b
— — module — — module
-1 . . . . . . . . ! 1 . . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x/h x/h

Fic. 1.12 — Profondeur de pénétration de 'onde transmise et de ['onde parasite pour des
valeurs de wAt proche de la valeur critique C(a) (ici « = 0.9, C(a) ~ 0.902). Pour wAt >
C(a), Uonde parasite est propagative. Pour wAt < C(«), londe parasite est évanescente.
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o At=n-0.4
P

T L — partie réelle
1 module
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Fic. 1.13 — Profondeur de pénétration de l'onde transmise et de l'onde parasite lorsque
At — 0. En divisant le pas de temps par deuz on divise également la profondeur de péné-
tration de l'onde parasite par deux, cette derniére est donc en O(At).

135



Présentation d’un schéma aux différences finies 1 D
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incidente. Dans les expériences numériques présentées au début de cette section, en
faisant baisser 1égerement le nombre de Courant on a augmenté ’ensemble des valeurs
de w pour lesquelles les ondes parasites sont évanescentes (cf. figure 1.11). De ce fait,
I’onde transmise parasite obtenue par superposition de toutes les fréquences est plus
faible, surtout lorsque 'on s’éloigne de 'interface, c¢’est effectivement ce que 'on constate
numériquement (pour a = 0.99). Si nous supposons que le signal incident a un contenu
fréquentiel [—wy, wpl, c’est & dire que la fonction a(w) est & support dans [—wy, wp|, nous
pouvons maintenant préciser la condition sur le nombre de Courant nécessaire pour que
I’onde parasite soit annulée, a savoir:

. ™
—arcsina < — — Wy

At At

Dans l'expérience numérique présentée, le signal incident (signal de Harris donné par
(2.53) dans la partie 1) est discrétisé avec 10 points par longueur d’onde, sa fréquence
de coupure est environ fo = 52 = 0.11 Hertz. Le calcul nous montre que I'onde parasite
est évanescente pour un nombre de Courant de 0.99. En pratique, dans les expériences
numériques, nous devons prendre un nombre un peu plus faible :ce calcul indiquant que
I’'onde sera évanescente et ne permet a 'onde de disparaitre qu’apres la propagation sur
quelques mailles. Ce qui explique 'onde parasite proche de I'interface dans le cas d’un
nombre de Courant de 0.98. En prenant un nombre un peu plus faible, on rend cette
évanescence plus rapidement efficace. Par exemple avec un nombre de Courant de 0.95
on divise 'onde parasite par 2 entre chaque maille.

D’un point de vue plus théorique, on peut expliquer le comportement “4 l'ordre 2”
observé dans la section 1.3.1, bien que le coefficient de transmission parasite ne soit
“que d’ordre 1”. A T'onde incidente (1.45) correspond, par principe de superposition:

— une onde réfléchie :

UR 2] /R zkh(QwAt)xzj pi2nwAt dw, <0,
— une onde transmise:
/T zkh(wAt):L‘] emwAt do >0,
— une onde transmise parasite:

/T zkh(prt):v] emprt dv j>0,

Les coefficients R(w) et T(w) étant en O((wAt)?) et 1 - O((wAt)?) et kj(wAt) ap-
prochant k(w) = w en O((wAt)?), le seul terme & examiner est 'onde parasite ()7
Placons nous en un point d’abcisse z > 0, c’est a dire non situé sur l'interface, tel que
z; = x. Nous évaluons la quantité :

1(u) (z, )|* = ZIuT )j1* At
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qui représente en quelque sorte la norme L? en temps de 'onde transmise parasite
I’abcisse x. Dans ce qui suit, pour tout s > 0, nous poserons

Jal? = [ w*la(w)*do
Par le théoreme de Plancherel nous avons:

I(uf) (s, )12 =/|At|< [T (w) P a(w)[?|e™n Cranei 2 d,
w ™

Nous avons: .
.|LUAt| < C(CM) = |elkh(wp):1:|2 -1

oJwAt > C(a) = |eifn(@n)z|2 = ¢—2n(wAt)

C(e)

L’étude plus précise de la fonction r(w) au voisinage de =37 montre en fait que pour
tout 0 < < C(«), il existe po(n) > 0 tel que

WAL Cla) =, En(wAL) > pa(n)/At >0

Par ailleurs, en utilisant les propriétés du coefficient 7}, établies section 1.3.2 (Notam-
ment le développement limité au voisinage de wAt = 0), il existe une constante 75 > 0
telle que

Ty (wAt)| < T;.wAt

Nous écrivons alors:

lug (=, )I? = T (w) [ a(w) 2072 dos
wAl<C(a)—n

+/ T, (w)]?[a(w)|? e 2072 doy
|wAt|>C(a)—n

a ()
§|T;|2At26_2pmn / w?|a(w)*dw
|wAt|<C(a)—n
+|T;‘|2At2/ w?a(w)|?dw
|wAt|>C(a)—n
Or

2, 2s 2 At
/ w2|a(w)|2dw = / %dw <( )23|a|§+1
lwAt|>C(a)—n |wAt|>C(a)—n w C(a) -0
Nous en déduisons
T*
||’U/§((II, )“%2 S WWLH_I At8+1 + Tg: |(L|1 At e—pa(n)x/At.

—n)?

Ce résultat signifie que pour tout = > 0, 'onde parasite est en norme L? en temps la
somme d’un terme en At e=Pa«(M?/At donc exponentiellement petit en At et d’un terme
en At*T1. Cette norme décroit donc plus vite que At? des que [ja|; < oo.
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Si on se place sur l'interface, x = 0, le terme en At devient prépondérant. Plus exacte-
ment, on montre aisément que, si T)(w) ~ ng](a).wAt ((wAt — 0) alors

|ur (0, .)]| 2 = T£|a|1At.

On peut globaliser le résultat en considérant des normes L' locales en espace & valeur
L? en temps

1
) 3
koo, = ( I(U¥)?I2At> h
0<z<L \n=0

Nous avons alors par un calcul simple,
LT} At?
lur 0,502 < 7Arm g ol A+ Thlah ——
PR = (Cla) =2 T pa(m)
En particulier,

1 L
uh 2y < Ta ( + ) At?
H T||L1(0,L,L2) = | |1 Pa(ﬁ) (C(Ot) _ 77)2

On pourra remarquer qu’habituellement on cherche & avoir un minimum d’ondes évanes-
centes, car elles sont synonymes d’erreurs de dispersion. Ici nous sommes amenés a augmenter
légerement ’erreur de dispersion afin de réduire I'erreur due & notre raccord. La baisse néces-
saire du nombre de Courant s’avere tout de méme extrément faible, surtout si on la compare a
la diminution du nombre de Courant dans le cas d’un raffinement spatial qui est d’un facteur
2. C’est cette comparaison que nous effectuons dans la section suivante.

1.3.4 Comparaison avec un raffinement de maillage spatial pur.

Dans cette section nous comparons les simulations réalisées avec notre schéma de raffine-
ment spatio-temporelle avec une méthode de raffinement uniquement spatiale. Ceci devrait
nous permettre de mettre en évidence les avantages du raffinement local en temps. Dans les
deux cas le rapport des raffinements est de 2. Plusieurs choix sont possibles pour raccorder
deux maillages de discrétisation spatiale différente, une méthode variationnelle permettrait
d’effectuer le raccord de maniére stable, mais ce n’est pas le point qui nous intéresse ici.
Notre but étant de montrer numériquement la baisse de ’erreur de dispersion entrainée par
le raffinement temporel, nous choisissons un raccord des plus simples utilisant une interpola-
tion centrée, et dont l'instabilité, si elle existe ne sera pas génante si elle n’est pas observée
numériquement. Plus exactement, nous ne considérerons ici, que les conditions de stabilité
inhérentes a chaque grille sans nous préoccuper d’'une éventuelle condition supplémentaire
due a l'interface.

Dans chaque grille, la condition de stabilité du schéma de Yee impose d’avoir cAt < h.
De ce fait, si I'on note hy le pas de discrétisation de la grille fine et h, celui de la grossiere,
les conditions de stabilité pour chaque grille dans le cas d’un raffinement uniquement spatial
sont donc cAt < hy et cAt < hy. C’est-a-dire comme hy = 2 hy, cAt < hy. Ceci impose donc
de choisir le pas de temps 1ié & la grille fine pour tout le maillage.

Or, on sait (cf. Annexe A.11) que Derreur classique du schéma (appelée aussi erreur de
dispersion) est d’autant plus grande que le rapport % s’éloigne de 1. Rappelons de plus qu’elle
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augmente au cours du temps. On a donc toujours intérét a ce que ce rapport soit proche de 1.

Si ce rapport peut étre idéalement pris & un dans la grille fine, on aura dans la grille grossiére

%‘t = 0.5, et donc de la dispersion.

Par contre, dans le cas du raffinement spatio-temporelle, si 'on note At le pas de temps

dans la grille fine et At, celui de la grille grossiere, on a bien évidemment citf = Cﬁt", et
f 9

Perreur de dispersion n’augmente pas dans la grille grossiere.

L’inconvénient majeur du raffinement spatial qui est de voir augmenter la dispersion dans
la grille grossiére, devrait donc disparaitre avec un raffinement de maillage spatio-temporel
puisque dans ce cas, le rapport % est le méme dans les deux grilles. L’expérience que nous
décrivons ci-dessous va nous permettre de mettre en évidence ce phénomene.

Le schéma de raffinement spatial choisi est un des plus simples. Les valeurs u4 et v, de la
grille grossiére sont respectivement discrétisées aux points (2ih, nAt) et((2i + 1)h, (n + 3)At)
tandis que les valeurs uy et vy de la grille fine sont aux points (ih, nAt) et ((i-+3)h, (n+3)At).
Le schéma récapitulatif est présenté (figure 1.14). On remarque qu’une seule valeur ne peut se
calculer avec un schéma traditionnel, c’est la valeur de u a 'interface. On choisit de calculer
cette derniére a 1’aide du schéma de Yee aprés avoir calculé la valeur de v manquante (7 = 1)
par interpolation spatiale. L’équation ci-dessous est la transcription formulaire du schéma

vert. . L
(09} 7 Hup)y 2 ntl
(ug)gth = (ug)} 2 — —(vg) 1
(1.46) A + 7 =0
n n n n
P A A A | A -
| i - = u A v
2 « ’A\ B o
=y N v A o,
A A A A XK
1
"o g B n n
At A | "= "1 A
n ~ ~ _ - A /7
" = m “m | N
_
h

Fic. 1.14 — Schéma de raffinement spatial

Nous réalisons la méme expérience numérique pour ces deux stratégies de raffinement.
On dispose d’une condition initiale dans la grille fine, les conditions aux limites sont des
conditions de Dirichlet. Le schéma de ’expérience est présenté (fig. 1.15). La condition initiale
est la fonction de Harris discrétisée avec 20 points fins par longueur d’onde. Le rapport %
dans la grille fine est choisi a 0.95, il sera donc de 0.475 dans la grille grossiere du raffinement
spatial. On présente ci-dessous les enregistrements des instantanés des deux grilles au cours
du temps. Sur les figures de gauche sont présentés les résultats du raffinement spatial, tandis
que sur celles de droite, ceux du raffinement spatio-temporel. Si les solutions dans la grille
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Expérience de raffinement de grille
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Fia. 1.15 — présentation de Uexpérience

fine semblent tres proches pour les deux simulations, la solution dans la grille grossiere se
dégrade beaucoup plus rapidement avec le raffinement spatial puisqu’apres 300 pas de temps
fins, Perreur de dispersion n’est plus négligeable, alors qu’elle n’est pas encore perceptible
avec le raffinement spatio-temporel, on comprend des lors I'intérét du raffinement en temps.
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pas de

temps raffinement spatial raffinement spatio-temporel
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
| |
05 i 05 i
| |
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| |
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| |
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| |
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1.3.5 Le schéma de raffinement 1-p.

La méthode que nous avons présentée se généralise aisément a un raffinement 1-p c’est a
dire lorsque la grille fine est p fois plus fine que la grille grossiére. L’intérét d’un raffinement
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1-p est évident il permet, de mieux prendre en compte des détails géométriques, lorsque ceux-
ci sont vraiment petits devant la longueur d’onde du signal incident. On ne présente pas ici
la construction en détail de cette méthode qui est calquée sur celle du raffinement 1-2. Nous
nous contentons d’en donner une présentation sommaire (section 1.3.5.1) puis de présenter des
expériences numériques que nous comparons ensuite & des raffinements 1-2 successifs (section

1.3.5.2).

1.3.5.1 Présentation sommaire d’un schéma de raffinement 1-p.

Le but ici est donc de trouver un schéma de raccord entre deux grilles, la premieére étant
discrétisée sur un maillage (ph,pAt), la deuxiéme sur un maillage (h, At). La frontiere entre
ces deux grilles étant au point z = 0.

_

o—0 0+

‘

@+

. t4k+1

X X | X
X | X| X
e S S
X | X| X
TX | X | X

At

€@ Qo o o o

F1G. 1.16 — Présentation des inconnues pour un raffinement 1-4

En introduisant ’énergie discrete de la grille fine définie aux instants k,

(1.47) (Zl up)i PPh+ Y ”f 1 h+—|(“f)0| )

i>1 32>0
I’énergie discrete de la grille grossiére définie aux instants pk
k pk+5% pk Pk |2
(1.48) Eg (Z I( ug Z pz+p2 pz+p +_|( ) | )’
1<—1

et I’énergie totale définie aux instants pk,
(1.49) EY* = EP* 4 B,

on montre que la condition pour que 1’énergie totale E¥" se conserve est
-1

4 zt=1
(1.50) (UATEIATAE: _EZ U (v
=1
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ou
k k
(U, )€k+2 (ug)g P4 ( g)g
g 2
k k
V) = gttt - BT~
(L51) g 95 2 At
(U )pk—l—% _ (Uf)€k+l _,_( )pk+l 1
10 2

On obtient ainsi le schéma de raccord

(U )pk‘}'% _ l P (Uf)pk‘F%
(1.52) e
k+% k2t
(Valo =)y * 1<1<p

qui est une extension pour p > 2 du schéma. Notons que l'on a cette fois & résoudre un
systeme linéaire de p + 1 équations.

1.3.5.2 Etude numérique.

Analyse des ondes transmises parasites. Nous présentons ici des résultats numériques
pour un raffinement 1-4, I'expérience est la méme que dans le cas du raffinement 1-2 décrite
dans la section (1.3.3). Pour un nombre de Courant de 1, les résultats sont identiques, c’est
a dire que le schéma n’est pas consistant. Par contre si 'on prend un nombre de courant
de 0.94, les résultats ne s’améliore pas aussi bien que dans le cas du raffinement 1-2. On
a représenté figure 1.17 des instantanés de I’expérience (aux temps 0s, 20s, 40s, 60s, 80s et
100s). Non seulement ’onde parasite est toujours présente mais elle persiste dans le temps. Si
I’on prolonge 'expérience pendant plus longtemps, on constate que 'onde ne disparait pas.
L’explication de ce phénomene est simple. On sait (voir partie I section 3.2.1) lorsque la
grille fine a un pas de temps p fois plus fin que celui de la grille grossiére, une onde incidente

de pulsation wg générait p ondes transmises dans la grille fine de pulsation (wg + z%

)zfo i
A la différence du raffinement 1-2, toutes ces pulsations ne sont pas (ou proche de l’ézére)
évanescentes, . Par exemple, on constate (figure 1.18) que deux ondes parasites situées a
+57%5 + wp sont loin d’étre évanescentes (la limite est indiquée par X5 sur la figure 1.18 avec
a, = 2arcsin(At/h)). 11 faudrait baisser le nombre de Courant, soit diminuer A¢, dans des
proportions non négligeables pour arriver a les rendre évanescentes. Un calcul nous indique
que dans le cas de notre expérience il faudrait descendre ce rapport & 0.66. La figure 1.20, ou
Pon a représenté la solution au bout de 40 secondes pour différentes valeurs de a confirme ce

résultat puisqu’il faut effectivement descendre la valeur du nombre de Courant & 0.66 pour

. . . . Vs
voir l'onde parasite disparaitre. La figure 1.19 nous montre les courbes |r(w + Kt,a)| et
Ir(w + L, «)| en fonction du nombre de Courant. Ceci confirme la large plage fréquentielle

2At
ou la nouvelle onde parasite est propagative.

Vaut il mieux raffiner deux fois d’un facteur 2 qu’une fois d’un facteur 4?7 Une
maniére de contourner cet inconvénient, si 'on veut obtenir une grille raffinée 4 fois est
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F1G. 1.17 — instantanés de 'expérience avec o = 0.94
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Fi1G. 1.18 — schéma des fréquences transmises a linterface pour un raffinement 1-4; de l'in-
tervalle de fréquence [135, 73] dans la grille grossiére, on passe d Uintervalle [, 3;] dans

la grille fine.
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Fia. 1.19 — coefficient multiplicateur entre deuz mailles de Uamplitude de ['onde parasite en
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F1G. 1.20 — évolution de la solution a 40 secondes en fonction du nombre de Courant «
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| |
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Fia. 1.21 - éwolution de la solution a 40 s en fonction de a pour une grille intercalée de
longueur 20

d’intercaler une grille raffinée 2 fois entre la grille grossiere et la grille raffinée 4 fois. L’onde
parasite localisée en 57; dans la grille la plus fine, sera éliminée dans la grille intermédiaire
puisqu’elle y sera évanescente (elle sera localisée en <3). Sur les figures 1.21 1.22 et 1.23,
on a représenté un zoom autour du raffinement des résultats des simulations effectuées avec
différentes tailles de grilles intercalées (respectivement 20 2 et 1 maille(s) grossiere(s)) pour
différentes valeurs du rapport %. La grille raffinée 4 fois est située sur le segment [0, 25]. On
constate qu’avec une grille intercalée de longueur 20, les résultats sont similaires & ceux du
raffinement 1-2 simple. L’onde parasite de pulsation {7 dans la grille fine (5% dans la grille
raffinée 4 fois) a parcouru suffisamment de mailles pour étre atténuée. Par contre si la grille
intercalée est treés petite, choix qui peut étre fait pour des raisons d’économie, il faut baisser
le nombre de Courant suffisamment pour que 'onde parasite disparaisse en une voire deux
mailles parcourues. Toutefois cette baisse nécessaire est beaucoup plus faible que dans le cas
d’un raffinement 1-4 simple. Ces expériences numériques confirment donc 'intérét d’effectuer
des raffinements 1-2 plutot que 1-p. Ceci ne sera pas pour déplaire au programmateur puisque
outre ces résultats de précisions, le raffinement 1-2 est plus simple & coder.

1.4 Les schémas linéaires conservatifs

Nous allons ici tenter de caractériser les schémas conservatifs afin de sélectionner le (ou
les) schéma(s) adéquat(s). En effet, jusqu’a présent nous nous sommes penchés sur un schéma
vérifiant la conservation de I’énergie (1.27), comme nous le voyons ici, il en existe bien d’autres.
Nous nous proposouns ici de les caractériser puis de les discriminer.
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1.4.1 Schémas linéaires compatibles avec la conservation de 1’énergie

On se propose ici d’exhiber tous les schémas linéaires possibles assurant (1.27), puis de
les analyser et de sélectionner les meilleurs selon des critéres de consistance et de précision.

an+i an+i
13Uy (V)o
= on+3 = on+3
Posons U %(Uf)on 2 et V (Vf)on 2 |,
(U™ (Vo)o" ™
On peut alors réécrire (1.27) simplement
U-V=0

On se pose donc le probleme de chercher toutes les relations du type:
(1.53) AU+ BV =0

ott (U, V) sont des vecteurs de IR? et (A, B) deux matrices 3 x 3 telles que:

(1) rang[A B]=3
(P) { (i) (U,V) vérifie (L53) = UV — 0

ot U - V désigne le produit scalaire euclidien de IR3.
Pour énoncer le résultat introduisons quelques notations. A tout o € {0,1}?, nous asso-
cions opérateur isomorphe et involutif (PyoP, = I)

. 3 3 3 3
(154) ‘Pa. R3xR} — R3xR

(Ua V) - Pa(Ua V) = (Uaava)
ou (Uy, Vy) est défini par:

Ua)i=Vi, Va)i=U;sia; =1

(1.55) (Ui = Us, (V)i = Vi si = 0

En d’autres termes, les huits couples (Uy, Vy) lorsque « décrit {0,1}? s’obtiennent  partir
de U et V par échange d’un certain nombre de coordonnées.
Exzemple: a = (1,0,0) = U, = (V4,Us, U3)t, V,, = (Uy, Va, V3)L.

On remarquera que, de facon évidente,
(1.56) Va e {0,1}3, U, -Vo=U-V

(A, B) désigne maintenant un couple de matrices 3 x 3 dont les vecteurs colonnes sont
(a', a2, a®) pour A et (b', b2, b®) pour B. A tout « € {0,1}3, on associe 'opérateur isomorphe
et involutif (Q,0Qq = I)

(1.57)

Qo: L(R? x L(IR?}) — L(R?) x L(IR?)
(AaB) - Qa(A,B) = (AaaBa)

ol A, (resp. B,) a pour colonnes (al,a2,a3) € (IR*)? (resp. (b, b2,b2)) ot nous avons posé

(158) { a’Jo:z = bja b& = ay, si o = 1

al,=a;, b,=b;, sia;=0
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1.4 Les schémas linéaires conservatifs

Autrement dit, A, et B, se déduisent de A et B par I’échange (sans variation de position
dans la matrice) de certaines de leur colonne. Une propriété simple s’en déduit :

(Ua, Vo) = Po(U, V)

(1'59) (AaaBa) = Qa

} = AU, + BV, = AU + BV

En effet :
AUs+ BoVo = (a)i(Ua); + > (82)i(Va);
j J

On conclut en regroupant les sommes portant sur les termes a‘g U; d’une part et bg V; d’autre
part.

Lemme 1 Si la propriété (P) est satisfaite, il existe un élément o de {0,1}® tel que, si
(Aw, Ba) = Po(A, B), A, est inversible.

Preuve :

— Si A ou B est inversible on a le résultat avec o = (0,0,0) ou (1,1,1). Il reste & examiner
les cas ol ni A ni B n’est inversible.

— Notons tout d’abord que A et B ne peuvent étre simultanément de rang 1 car [A B]
serait alors de rang < 2, ce qui contredit (P). Nous montrons maintenant que A et B
ne peuvent étre simultanément de rang 2. Nous utiliserons le fait que

(1.60) (P) = KerA L KerB

Si A et B étaient de rang 2, alors il existerait deux vecteurs unitaires et orthogonaux
(grace a (1.60)) u et v tels que KerA = [u] et KerB = [v]. On aurait InA NImB # 0
et il existerait donc un vecteur = # 0 dans ImA NImB. On pourrait alors trouver deux
vecteurs u et v tels que

Au=z uw-p=0
(1.61) {Bv:—x v-v=>0
Pour tout couple (a,3) € R?, A(u + ap) + B(v + fv) = 0. Il s’ensuit que (u + o) -
(v + Br) =0, soit :

Y(a, B) € R*(u.w) + apv) + B(r.u) = 0

d’ol nous tirons la triple égalité
(1.62) wv =pv=vu=0

Nous avons donc d’apres (1.61) et (1.62)

~—

(1.63)

wp=0,ur=0 = u=v(pAv
vp=0,vr=0 = v=06uAv)

avec v # 0 et § # 0 puisque Au = —Bv # 0(x # 0). Ceci contredit (1.62) puisque

(1.62) = uv =7v.6=0
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Présentation d’un schéma aux différences finies 1 D

— Supposons que rangA = 2 et rangB = 1. Dans le cas contraire, il suffit d’échanger le role
de A et B dans le raisonnement puis de changer a; en 1 — «; dans le résultat. Puisque
rangA = 2, il existe un couple (4,5) € {1,2,3}? tel que dim[Ae;Ae;] = 2. 11 suffit alors
de montrer que si i, j, k = {1, 2,3}, {Ae;, Aej, Bey} forment un systeme libre auquel cas
on aura le résultat avec a; = 0, a; = 0 et o = 1. Comme rangB = 1, ImB = [b] avec
b# 0 et donc Be, = B, b, ¢ = 1,2,3. Le fait que rang[A B] = 3 entraine que les vecteurs
Ae;, Aej et b sont linéairement indépendants. Il reste a établir que 3 # 0. Si tel était le
cas, ex appartiendrait & KerB. Supposons que KerA = [a], a # 0, nous en déduisons que
a.e;, =0 et donc que a = a;e; + ajej, avec (a;,a;) # 0. Par suite a;(Ae;) +aj(Aej) =0
ce qui contredit le fait que Ae; et Ae; sont linéairement indépendants.

Nous pouvons alors établir le

Théoréme 5 Une relation linéaire de type (1.53) vérifiant la propriété (P) peut nécessaire-
ment s’écrire sous la forme
(1.64) Uy =Q AV,

ot Q désigne un vecteur de R? et o un élément de {0,1}> et ot (Uy, V) = Po(U, V).

Démonstration Le fait que la matrice M = [A, B] soit de rang 3 entraine d’apres le
lemme Dexistence d’un multi-indice @ € {0,1}® tel que la matrice A, (avec (A, Ba) =
Qa(A, B) soit inversible. Soit alors V' un vecteur quelconque de R® et U = —A'B,V.
Posons (Uy, Vo) Pa(U, V). Comme (Ay, Ba) = Qa(A4, B) et (U, V) = Py(Uy, Va), il vient
(voir (1.59))

(1.65) AUy + BV, =AU+ B,V =0

Par construction de U. En utilisant le point (:7) de la propriété (P), on en déduit que
Uy Vo =0
c’est-a-dire, comme (U, V') = P,(U,, Va)
(1.66) U-V =0
Autrement dit, on a établi que:
YW eR? (A'B,V,V)=0

Ceci établit que la matrice — A, ' B, est antisymétrique® et donc, comme on est dans R3, il
existe un vecteur Q de IR? tel que

(A 'By)V =QAV
On conclut alors aisément car si (Uy, Vy) = Pa(U, V)

AU+ BV =0 & AUy + B,Vy =0
& U, = —-A;'B,V,
S U, =QANV,

4. (M(z +y),z+y) = (Mz,z) + (Mz,y) + (My,z) + (My,y) = 0, comme (Mz,z) = (My,y) = 0,
(Mx7y):_(My7$)
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1.4 Les schémas linéaires conservatifs

1.4.2 Sélection des bons schémas par analyse par ondes planes

Nous allons maintenant chercher & faire une sélection parmi tous ces schémas pour éven-
tuellement en détecter un meilleure que celui sélectionné. La méthode consiste a effectuer,
pour chaque catégorie de schémas, une analyse des coefficients de réflexion et de transmission
via une étude par ondes planes identique a celle faite en 1.3.2 pour le schéma que nous avons
sélectionné. On s’attachera alors a trouver le schéma optimal en sélectionnant celui dont les
coefficients seront consistants.

On a décrit dans la section 1.4.1, 'ensemble des schémas admissibles. Nous allons tenter
ici d’extraire les plus intéressants. Pour cela, on effectue une étude analogue a la précédente,
pour I’ensemble des schémas linéaires, écrits sous la forme U, = Q AV, avec Q = !(a, b, ¢).
Nous avons 8 cas a étudier.

Par exemple, si

2
v, — ()3 + ()3t
2
,UZnJrl + L ((u )2n+2 _ (u )Zn)
et ) b
ntsy N In+1 2n
1 YN ((“f)o (ug) )
Ua = 27’L+g h

o 2n+2 _ 2n+1
57 (@) = (wp)g™)

(ug)g" + (ug)g™+*

le développement limité des coefficients donne & ’ordre 1

( T:—44+b(b_7_aa)2+0(wAt)
—a—ca—b+ch
(1.67) { Tp:4a(4+(b_a)2)m+0(wAt)
(b—a)?—4

Pour avoir, a Pordre 1, T' = 1, et R = T, = 0 (nécessaires pour la consistance), on trouve
a=b+2etc=—b—1. Le développement limité devient alors

(T=1+0 ((wAt)?)

_da(b® +2b 4 2)

_ 2
(1.68) Ty = s wAl+0 ((wan?)
| r=-"tlivarvo (wan?)

On s’apercoit que le terme de premier ordre de 7, ne peut s’annuler. D’ailleurs on peut vérifier
que, pour tout b, le probléeme en o = 1 reste le méme, et T, = —T = — cos(wAt). En revanche,

151



Présentation d’un schéma aux différences finies 1 D

on peut annuler le terme du premier ordre de la réflexion en prenant & = —1. On retombe
alors sur le schéma (1.34) choisi précédemment.

Finalement, apres étude des 8 cas, on ne trouve que 2 schémas satisfaisants: le schéma
(1.34), et un autre moins intuitif, défini par

(ug)[Q]n—I—Q + (ug)%n _ 2”“'% h 2n+1 2n
5 =0, o ()i = (i)
2n+2 2n 3
1.69) (we)o" ™" + (ug)g" _ 2n+3 h Mm+2 In+1
(1.69) ; =0, o ()d™ = (wn)gt)
2n+1 2n 2n+2 2n+1
U + (u U + (u
k ( f)O 5 ( f)O + ( f)[] 5 ( f)O = 2fuz_nl+1 - %t ((ug)gnJrZ _ (ug)%n)
Pour ce schéma, le développement limité des coefficients donne
(r-1-2 (142 At + 0 ((wAn)?)
1 i«

(1.70) § To= =5 W) + 0 ((war?)

R= % (7 _ %) (WAL + 0 ((wAD)?)

\

On obtient donc des résultats tres proches du schéma (1.34). Les 2 schémas paraissent donc
équivalents. Ce sont les meilleurs parmi les schémas admissibles puisqu’en terme de réflexion-
transmission, ils sont les plus proches du probléme continu. Toutefois, le schéma (1.69) que
nous venons de découvrir apparait comme un raccord entre les u et les v et ne pourra sans
doute pas s’étendre aux dimensions supérieures. Nous continuerons donc avec le schéma (1.34)
pressenti lors de la construction. On remarquera que notre intuition sur la non-consistance du
schéma (1.35) s’avere juste puisqu’il n’a pas été sélectionné par notre méthode ce qui signifie
que les coefficients de réflexion et de transmission associés ne tendent pas vers les valeurs
attendues (1 pour 7', O pour R et T}).
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Chapitre 2

Un schéma conservatif en 2D pour
la polarisation transverse électrique.

La construction précédemment présentée s’avere donc efficace pour le raffinement de
maillage spatio-temporel, dans le sens ou elle est stable et précise. Nous tentons dans ce
chapitre d’étudier sa potentialité de généralisation aux dimensions supérieures, c’est-a-dire
dans un premier temps au cas de deux dimensions. Nous verrons que si I’extension au cas bi-
dimensionnel est possible et qu’il ne pose aucun probleme méthodique, les calculs deviennent
vite trés compliqués si 'on veut généraliser la méthode.

2.1 Présentation du probleme modele.

On cherche ici & trouver un schéma de raffinement de maillage pour le schéma de Yee en 2
dimensions qui soit stable par construction en généralisant la méthode présentée pour le 1-D.
Lorsque 'on restreint les équations de Maxwell 4 2 dimensions, deux polarisations (appelées
polarisation transverse électrique et transverse magnétique) découlent, découplant certaines
composantes des champs. F, E, H, sont solutions d’un systeme, tandis que H,, H, et E,
sont solution d’un autre systeme. Toutefois, les roles de E et H sont interchangeables. C’est
a dire que les données et solutions pour les parties électriques d’un des deux systemes sont
celles pour les parties magnétiques du deuxieéme et inversement. Comme c’est souvent le cas
dans la littérature électromagnétique, nous avons choisi de faire porter le raccord entre les
deux grilles sur le champ électrique. Ceci rompt la symétrie entre les champs électrique et
magnétique. Les deux systémes ne sont plus interchangeables. Néanmoins, Notre but étant de
trouver un schéma pour les équations de Maxwell en 3 dimensions, nous restreignons I’'étude
du cas bi-dimensionnel au cas de la polarisation transverse électrique.

En 2 dimensions les équations de Maxwell pour la polarisation transverse électrique
s’écrivent

((OH. |, 0B, 0I,

ot "o oy 0
OoFE OoH
2.1 z _ OH, _
(21) ot oy 0
% OH., =0
\ 8t afII -
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Un schéma conservatif en 2D pour la polarisation transverse électrique.

On peut démontrer que I’énergie % /(E;E)2 + (E,)? + (H,)*dz se conserve. En se basant sur
cette propriété on va essayer de trouver un schéma qui conserve une quantité équivalente en
discret, de maniére & assurer la stabilité lors du raffinement . Afin d’appliquer le schéma de
Yee, on discrétise la solution comme indiqué sur les figures ci-dessous.

Ordonnées (Ba)iy1 i

Temps @y)”“

fz)nﬁ»l

By)i s [ Ey)iv1r1 o
(He)is g vs (H.)ts
o A A
BTty s Abscisses (Ey)" ()" Abscisses
On écrit alors le schéma de Yee
PR TE G
( ZL+§J+% ( Z%+§J+%
At
n n n n
(Ey)i+1,j+% B (Ey)i,j+% (E-’”)z'+%,j+1 - (E-’”)H%,j
h - h =0
n 2 2
(E-’E)H%,j ~ (Baliyy, B (H- i+5.0+35 (HZ)H%,J'—% —0
At h B
n+1 n nt3 nt3
(Ey)i,j-i-% ~ (B (HZ)i+§,j+% - (Hz)i_%,j+% —0
‘ At * h B
Une énergie discrete que ce schéma conserve est
23) L (S(m)TE L) R E,)" . |*h? B 20
(2:3) 2 Z( Z>i+%,j+%( Z)i+%,j+% * Z (B )iy 5177+ Z |(By)ij 4]
Jsk Jrt Jrt

1
qui est un équivalent discret de 3 / (Ey)? + (By)* + (H,) dzdy
Q

2.2 Construction d’un schéma de raffinement 1-2.

Le principe est calqué sur celui du cas 1D, on découple le systeme en deux problemes a
résoudre dans chaque grille, puis on cherche a conserver la somme de deux énergies discretes
analogues a (2.3)

Nous allons nous intéresser au raffinement suivant. La grille de gauche c.a.d. pour ¢ < 0
est 2 fois plus grossiére en temps et en espace que la grille de droite pour 7 > 0. Le raccord
des 2 grilles portera donc sur les valeurs de (E, ). La différence essentielle avec le 1-D vient
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2.2 Construction d’un schéma de raffinement 1-2.

Fi1G. 2.1 — Domaines et discrétisation

du fait que I'interface n’étant plus un point mais une droite, le schéma & construire pourrait
coupler le valeurs de (E,)o sur cette droite. Nous verrons qu’il n’en est rien. Dans la suite, on
indicera par f les inconnues de la grille fine et par g celles de la grille grossiére.

Dans un premier temps, nous allons définir une quantité discréte équivalente & 1’énergie
2 [(Ey)? + (Ey)* + (H,)?dz pour chaque grille.

Ainsi dans la grille fine, ’énergie discréte choisie est définie a tous les instants entiers.

l\;>|>i

212 212 212
(Z| z-i— ]| h™ + Z| z]+1| h +Z| 0]+1| h

J»i>0 7,6>1

n+2 i\ i 9

E H) h

+ ~ z+2,J+ 1 ( )z+2,1+1
gz

(2.4)

Tandis que ’énergie associée a la grille grossiere n’est définie qu’aux instants pairs.

1
Egn = 5 ( Z |( )21+1 2]|2 4h2 + Z 21 2]+1|2 4h2 + Z| Eg 0 2j+1|2 2h2
(2.5) Jyi<—1 Ji<—1 J
2 1 2n—1 2
+ Z 2;irl 2]+1(Hg)2?+1,2j+1 4h )
7,8<—1
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Un schéma conservatif en 2D pour la polarisation transverse électrique.

Ainsi, on peut définir une énergie discréte totale aux instants pairs.

(2.6)

2.2.1

E2n

_ 12 2
_ Egn + Efn

Variation de I’énergie fine E7.

Afin de calculer I’évolution de cette quantité, on remplace la premiere équation du schéma
de Yee par la demi-somme de 1’équation écrite aux temps nAt et (n + 1)At

(H} )i+%,j+% (H; )i+%,j+%
2At
(2.7) 1 1 1 1
(Ey)i+1,j+§ (Ey)i,jJr% (El‘)z+§,j+1 (Ew)iJr;,g
A — W =0pourz >0
\
ou l'on a noté ; P
n n
(Ef)n+% (EI)H%,J + (EI)H%,J
i+5.] 2
n+3 Y7ij+3 Y7 ij+3
(B, = — :
Za]+§ 2
On utilise également les équations en E, et Ey
n+3 n+i
(Eg)lz:%l’] - (E:{)H’Qa] (Hg)i+%2,j+% - (Hzf)z'+g’],% .
Az — W =0pourz >0
(2.9) o o
A+l _ (gpfyn A"z "z
(Ey)i,]ur% (E?J)z',jJr% (H3 )z+§,j+§ (H; )z'f%,jJr% _ .
A7 + A =0pourz>1

SRT n+l
On multiplie (2.7) par (Hg)
on multiplie la premieére équation de (2.9) par (Ef)n

J quelconque, et enfin on multiplie la deuxieme de (2.9) par (Ef)

+2J+2

. h? puis on somme pour ¢ > 0 et j quelconque, puis,

15]. h? et on somme pour i > 0 et

it 3 . h? et on somme pour

1>1lety quelconque En addltlonnant les 3 équations obtenues, on a alors apres simplification

des termes (Hf) (Ef)
+1
A S ] (CA A, n
At 2Nt & v70,5+5 0,+3 2
n+2 f n+2
(2.10) +z>20:] Z+1’J+_ )H'Q’J"'l h
7,>0] ’H_ Z+2J+l
- f n+% f n+%
+7,>21:‘] 7]+ )7'+27]+_ (H )Z__7]+ )h 0
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2.2 Construction d’un schéma de raffinement 1-2.

or
NG n-l-— n-l—— NG

_Z,(E?/)HLH%(H kgt = =2 (B ,J+2 Z)if%,ﬂ%
120,5 i>1,5

finalement

EYt - E7 B2 .
f f ”+z s "2 fHn+l  _ (gl
At N hz ,J+2 )2,y+; T 5AL Z(Ey)o,jJr%((Ey)o,H% (Ey)(],j+%)
(2.11) J

— a3 (BN, ()it +Q(Ey gt~ Eg
- ; y/0,5+1 2/Lg+s 2 At

On trouve que la différence entre deux pas de temps grossiers de I'énergie discrete définie dans
la grille fine s’écrit donc

f\2n+2 f\2n+1
Byt - B hz ((Hf)2n+g w EDY <Ey>o,j+z>
2A1 T2 b | )4

(2.12)

1 oIn+1 on+1 h( 0,j+1
RISk (<Hz> wed b

. J T :

J

Ceci est un équivalent discret de 'identité

1d
—— E,* + |Ey|* + |H,|*)dzd :/EHZd
2dt</ﬂf(| 4 1B+ | |>my) [ B,H.dy

2.2.2 Variation de I’énergie grossiere.

(2.13)

Le schéma de Yee écrit dans la grille grossiére, s’écrit en remplacant la premiére équation
par sa demi-somme sur deux instants consécutifs

mn+3 -1
(HY)5i i1 — (HY)3i i1
4At
(2.14) 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 pour < —1
+(E§3)2?+2,2j+1 — B iz (Eaivigjee — (Bdaitia) _ 0
2h 2h
n+2 Int1 Int1
(Bf)siato; — (B30 (HD3 05 — (HD3 0 0
2At 2h B
(2.15) 2n+2 2 2n+1 2n+1 pour < —1
n n n
(E))aizjr1 — (BY)aitaj N (H)siv10j1 — (HE)5i 19541 _ 0
2At 2h

ou 'on a noté dans la premiere équation

242
B (Exg)%?Jrl,Zj + (Exg)Z?j_l,Zj

92+
(2.16) (Belairiay = 9\2n 2 g\2n+2
( g)2n+1 _ (BDiaj + (B)yiaji
20,25+1 — 9
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Un schéma conservatif en 2D pour la polarisation transverse électrique.

On multiplie la premiere équation par (Hg)g?j’l{%ﬂ 4h?, la deuxiéme par (]:7)9)3?_"_%127 4h? et la
troisiéme par (Eg)g:f;}lﬂ 4h? puis on somme chaque équation pour i < —1,j. En additionnant

les 3 équations obtenues on a alors

E2n+2_E2n 1
TN —Mtz(KEg)%ELF—K D85il”) 202

2n+1 2n+1
+ Z Eg 2?+2 2J+1(H§)2?+1’2j+1 2h
(217) i<—1,5
2n+1 2n+1
- Z (E§)2253+1(H§)2?f1,2j+1 2h
i<—1,j
Zn+1 2n+1 2n+1 _
+ Z Ej) 2?2y+1 Hg)2?+1,2j+1 - (Hg)g?,mjﬂ) 2h =10
1<—1,5

en remarquant que
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
> BDaiaai i (HD 5 aj = D (BY)aisi o (H5 g0
i<—1,j 1<0,5

On trouve que la différence entre deux pas de temps de 1’énergie discréte définie dans la grille
grossiere s’écrit

E2n+2 _ EQn - -
AT = B (HD M 2h
J

h2 n n
(2.18) 55 D ENT ((BDRs - (Bh)
J

Eg)QnJr? — (E9)2” ,
_— ontl 2( 0,25+1 0,2j+1
B %:(E{f)oszﬁl (_(Hg)nf?jﬂ 2+ PR

Ceci est un équivalent discret de I’identité
(2.19) 1d [ Bl + 1B, + 11 Py ) = [ B, H.dy
. 92 dt oy T Y z . yilz

2.2.3 Conservation de I’énergie totale.

Afin de garder I’énergie totale E?" définie par 2.6 constante on doit avoir

2n+2 2 2n+2 _ o2
Sgn _Sgn + 5}“ gfn

=0
2A¢t 2At
soit
(B — (B)5S; 11
> (B35 + (B 41) ((Hzg)%ﬂ Vil
J
Fy2n+2 fy2nt F\2n+2 20l
59 Z (£ )0 j+i (£ )g 0,j+1 (Hf)2n+g +E(Ey)0,j+% (Ey)o,j+%
(2.20) - 2 ETET D) At
Fy2n+1 £)2 £\l pfy2
"‘Z (Ey)o,j+% (Ey)03'+% (Hf)2n+% +E(Ey)o,j+% (Ey)03'+%
- 2 2lsiats 2 At
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2.2 Construction d’un schéma de raffinement 1-2.

On pose -
Gt <ty B iy
A3 ladty 2 At
" BRI — (3
(gt = (28, - 0 P00 = o
’ ’ 2At

Remarque 8 Ceci n’est pas réellement un abus de notation. Le lecteur pourra en effet remar-
quer que ces expressions sont effectivement des approximations d’ordre 2 des traces discrétes
des champs magnétiques sur interface. Il suffit pour s’en convaincre de remarquer que ces

relations sont des discrétisations de la derniére relation du systéme de Mazwell %—i— 8;91;; =0.

On décompose ensuite les sommes portant sur les inconnues de la grille fine, de la maniére
suivantes
DA =D As+ ) Asin
J J J
On obtient alors une relation de la forme

> B;j=0
j

Une maniere de vérifier cette relation est d’écrire B; = 0 Vj ce qui donne 1’équation non
linéaire suivante

— 2n+1
) ()51

4 (EBDYS + (B4
— op43
_ y2n+2 fy2n+1 f 2
= (@, + Epm,) oy
— 1
291 + (Ef)2n+1 + (Ef)2n (Hf)2n+2
(2.21) y/0,2j+1 y/0,2j+1 2)0,2j+5
— 2n+g
+ ((Eg)Qn—l—Q + (Eg)Qn—l—l ) (HZ)0,2j+%

0,2j+2 0,2j+2

f ont1 f 9 ’\? 27L+%
n n
+ <(Ey)0,2j+g + (Ey)0,2j+%> (H: )0,2j+%
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Un schéma conservatif en 2D pour la polarisation transverse électrique.

Une maniere de vérifier cette équation tout en gardant un schéma linéaire conduit a poser le
systeme généralisant a 2D le schéma trouvée en une dimension.

4

2n+2 2n+2 2 1
(B + By) = (B2, + @D
241 f\2n
+ <(Ey)o,2j+% + (EZ/)O,Qj-I-%)

+<(E5)2n+23+(E5)2n+1 >

0,2j+2 0,2j+3
fy2n+1 fy2n
" <(Ey)o,2j+% + (Ey)°’2j+§>
— 9nil — 2n+%
_ /
(2.22)  (HZ)pg41 = (H: )0,2j+%
— 9ni1 — 2n+%
_ f
(H§)072j+1 = (H; )0,2j+%
—— ont1 — 2n+%
(H2)0,2j+1 = (HJ)OJH%

(HZ)o501 = (Hz)o )13

\

On remarque que ce schéma est toujours explicite (via la résolution du systeme 5-5 “a la
main”). Seules les valeurs & 'intérieur d’'une méme maille sont couplées et non d’une maille
a l’autre. Nous n’avons pas présenté ici le cas de la polarisation transverse magnétique, mais
le raccord a l'interface n’a pas la méme propriété, en effet pour la polarisation transverse
magnétique I'inconnue F, est située aux noeuds du maillage elle couple les équations d’une
maille & ’autre, comme nous le verrons dans les chapitres suivants ce sera aussi le cas a trois
dimensions.

Ce schéma a été implémenté numériquement. On compare ci-dessous les résultats obtenus
par cette méthode, & ceux obtenus par la méthode d’interpolation décrite en 5.2. L’expérience
est la propagation d’une source dans un carré. On excite le milieu en un point du carré puis
on laisse évoluer I'onde. La grille fine est un carré au milieu du domaine. Avec les deux mé-
thodes, I'interface ne semble n’avoir qu'une influence quasiment imperceptible sur la solution.
On pourrait donc penser que les deux méthodes sont satisfaisantes, mais si I’on poursuit la
propagation une instabilité apparait dans la grille fine pour la méthode par interpolation.
Cette instabilité est bien sir absente dans le cas de notre nouvelle méthode. A part I’hypo-
thétique cas ou la grille fine a été perdue par le programmateur distrait, qui voit dans la
méthode par interpolation un moyen de retrouver sa grille fine en y faisant exploser une onde,
il est donc préférable d’utiliser la nouvelle méthode.

2.3 Un schéma de raffinement 1-p en deux dimensions.

On présente dans cette section une généralisation pour des degrés de raffinements su-
périeurs de la méthode précédente. Nous ne détaillons pas tous les calculs en raison de la
similitude avec la section précédente.

160



2.3 Un schéma de raffinement 1-p en deux dimensions.

Interpolation Nouvelle Méthode

t =20At

t =T0A¢

t = 120At

t=170At

t = 1800A¢
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Un schéma conservatif en 2D pour la polarisation transverse électrique.

2.3.1 Construction du schéma.

Le but est donc de trouver un schéma permettant de raccorder une grille grossiére maillée
(ph, pAt) définie pour 7 < 0 & une grille maillée finement (h, At) définie pour 7 > 0. Comme
nous 'avons fait précédemment, nous construisons notre schéma en assurant la conservation
d’une énergie discrete entre les instants pkAt et (pk + p)At.

Nous définissons donc les quantités

k+3 k=3 h? k 2
+(Hz)(i+2%,j+%)(Hz)(i+2%:j+%)> i) 2 (Ey)o,41)

1 +
N 9 k 2 2
By = 2 ((ph) Z (|(Ex)z()pz'+p PJ)| (B )P”’ﬁp)|

pk+5 pk—% (ph)? pk 2
+ (Hz)<m+%,m+§>(Hz)<m+%,pj+§>> T LB

ainsi que

k _ k pk
EP —Ef]’ —i—Ef

On montre ensuite que

k k F\PE+L pf\pE+I—1
Bp - By hiz k+2121 (Hf)pm% n ﬁ( Do+ ~ F o)
2A =4 (0,J+ 2N 50+3) 2 At
et
pk+p pk
EpF+P — EpF _ pk+2 pk+2 h (E?g)(O,ijr%) B (E?g)(ﬂ,pH%)
47 phz EY) oy | —(HY), »% . v+ =
2pAt (0,p5+%) 2/(=5.pi+5) 2 At
ou 'on a noté
f\pk+l f\pk+i-1
et _ Byt Bog)
y/045+5) 2
g\Pk+p pk
(EQ)PIH- _ (E?/)(O,pJJr”) + (B )(0,pJ+ 5
Y/ (0,pj+5) — 2

en décomposant les sommes sur j dans la grille fine

S4l, = S YA

m=1 j

et en posant

_ f\Pk+l f\pk+I—1
G—F)pHQ— (HDYY v+ 25 A Pj+25L) (Ey)(U,ijr—m{l))
2 )(0pj+2m=t) = 2,p]+2m o1y Ty At
@, et oy~ By
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2.3 Un schéma de raffinement 1-p en deux dimensions.

on montre que ’extension de la méthode présentée dans la section précédente au cas du
raffinement 1-p, conduit au schéma de raccord

— pk+2 — Pkt
(Hz)(o,ijrg) = (H: )(o,ijr_?m;l) pour (m =1,p) et (I =1,p)

p P 20—1
g pk}-i'% - 1 f pk-I-T
(Ey)((],pj—l—%) - p2 lz; ZI(EZ/)(O,pj+2m—2_1)
=1 m=

(2.23)

2.3.2 Expériences numériques.

On présente dans cette section les résultats obtenus pour différents raffinements pour les
équations de Maxwell en deux dimensions pour la polarisation électrique. Pour cela on simule
la propagation d’une source ponctuelle et on enregistre la solution en un point de la grille
raffinée et en un point grossier a coté de la grille fine. On se bornera dans cette section a faire
une analyse qualitative des solutions obtenues. Nous verrons qu’elle suffira pour conclure.

On présente figure 2.2 les enregistrements en un point du maillage grossier pour des degrés
de raffinement de 2,3 et 10 pour un rapport % maximal (*/Ti) La solution semble correcte pour
les deux premiers enregistrments (raffinement 1-2 et 1-3), mais quelques légeres oscillations
apparaissent pour le dernier (raffinement 10).

x10° x10°
. T T T T T T T T T

-0.5F 1 -0.5F

F1G. 2.2 — Enregistrement en 1 point du maillage grossier pour la C.F.L. mazimum

Si Pon s’intéresse aux enregistrements en un point du maillage raffiné (figure 2.3), la
solution n’est plus satisfaisante. En effet onde parasite mentionnée en une dimension est
également présente en deux dimensions. Elle reste piégée dans la grille fine sans toutefois
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Un schéma conservatif en 2D pour la polarisation transverse électrique.

exploser. Comme dans le cas 1-D, une légeére baisse du rapport % fait disparaitre ’onde
parasite.

x10° x10°

15F 1 15F

0.5 1 0.5[

L L L L
120 140 160 180 200

Fia. 2.3 — Enregistrement en 1 point du maillage fin pour la C.F.L. mazimum

En effet, sur la figure 2.4 ou 'on représenté un enregistrement dans la grille fine pour un
raffinement 1-2, on observe qu’en prenant 98% de la C.F.L., 'onde parasite a disparu. Par
contre le résultat présenté figure 2.5 montre que cette légere baisse du nombre de courant
n’est pas suffisante pour un raffinement 1-3 puisque 'onde parasite persiste.

On constate numériquement que pour chaque degré de raffinement il existe un nombre de
Courant limite en dessous duquel 'onde parasite disparait. On présente figure 2.6 la droite
donnant ce nombre limite en fonction du degré de raffinement. Il parait peu judicieux d’utiliser
la méthode telle quelle pour des raffinement 1-n avec n > 3 puisque tres rapidement le
nombre de Courant nécessaire devient pénalisant. En effet, rappelons que I'erreur numérique
de dispersion augmente lorsque le nombre de Courant baisse. Rappelons également qu’une
C.F.L. de 50%, correspond & la C.F.L. que I’on doit prendre dans la grille grossiere, si 'on
fait du raffinement spatial pur d’un facteur 2. On a vu que dans ce cas la dispersion est loin
d’étre négligeable (section 1.3.4)

Comme dans le cas 1-D, il parait donc plus judicieux d’utiliser des raffinement 1-2 récursifs.
L’analyse théorique par ondes planes n’ayant pas été réalisée, la justification de ce fait peut
sembler tres intuitive, mais la justification donnée en une dimension s’étend & deux dimensions,
a savoir, lors de raffinements 1-n les ondes parasites peuvent étre propagatives dans la grille
fine.

L’inconvénient de cette méthode est donc facilement contournable, puisque la disparition
de 'onde parasite ne nécessite qu’une infime baisse du nombre de Courant. On a deés lors une
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2.3 Un schéma de raffinement 1-p en deux dimensions.

x 10

-1 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Fic. 2.4 — Enregistrement en 1 point du
maillage fin pour 98% de la C.F.L. pour
un raffinement 1-2

100

x 10

-1 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Fi1c. 2.5 — Enregistrement en 1 point du
maillage fin pour 98% de la C.F.L. pour
un raffinement 1-3

80

0r

501

pourcentage de C.F.L.
D
o
T

301

20 | | |
1

7 8 9 10

degré de raffinement

Fia. 2.6 — Pourcentage de C.F.L. maximum nécessaire pour obtenir une solution adéquate
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Un schéma conservatif en 2D pour la polarisation transverse électrique.

méthode ot les probléemes d’instabilité sont inexistants, et qui est plus précise que les méthodes
par interpolation. Le seul écueil qui n’est d’ailleurs pas encore apparu est la complexité des
calculs de variation d’énergie lorsque I'on se place & trois dimensions. Afin d’éviter ces calculs
laborieux, nous allons tenter d’étendre la méthode en se placant dans un cadre plus abstrait.
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Troisieme partie

Des schémas garantissant la
stabilité : ’approche éléments finis
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Chapitre 1

Ré-interprétation variationnelle du
schéma de raffinement 1-D

Dans la précédente partie, nous avons proposé un schéma nouveau qui a la particularité
d’assurer la stabilité sous la CFL usuelle. En fait, nous allons montrer que ce schéma découle
tres naturellement d’une formulation variationnelle de problemes couplés ou I’évolution de
I’onde est décrite a I’aide de deux champs distincts, une pour chaque grille, 'une fine, I’autre
grossiére. Ceci n’est pas vraiment surprenant, derriére la “conservation de 1’énergie” se cache
généralement une formulation variationnelle. Ce chapitre constitue une présentation simplifiée
dans le cas 1-D de la méthode variationnelle que nous utiliserons en 3-D.

1.1 Forme variationnelle du schéma de Yee

Commencons par montrer que, le schéma de Yee, ou ici son équivalent 1-D découle d’une
formulation variationnelle. La démarche est classique. Soit (u,v) solution du systeme de Max-

well 1D. 5 5 5 5
U v v u
- i - —_— = d
(11) T + o 0, 5 + o 0, dans R x (0, c0),

(U(O),@(O)) = (UO,UO), dans R.
On cherche (u(t),v(t)) € U xV = H'(IR) x L?(IR). La formulation variationnelle associée & ce
choix d’espaces s’obtient en multipliant scalairement dans L2(IR) la premiere équation de 1.1
par & € U et en effectuant une intégration par partie dans le second terme et en multipliant
la deuxiéme équation par v € V. Le probleme devient donc

Trouwver u(t) € U et v(t) € V tels que,

(Yt >0,
i/ uﬂdw—/ fu@dx:() YuelU,
(1.2) { dt JIR R Oz
' d . _ou -
%/vadx+/mva—$dx—0 Yo eV,
[ (w(0),0(0)) = (uo, vo)-

Semi discrétisation en espace: Soit h le pas de discrétisation dans IR. On choisit
comme espace d’approximation de U/, 'espace Uy, formé par 'ensemble des fonctions continues
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Ré-interprétation variationnelle du schéma de raffinement 1-D

dont la restriction a une maille est un polynome de degré 1. Pour ’espace V on choisit ’espace
d’approximation Vj, formé par les fonctions constantes par maille. Le systéeme discret s’écrit
alors

Trouver up(t) € Uy, et v (t) € Vy, tels que, Yt > 0,
d . oy, -
@ di — Ph gy =0 v
) o /]Ruh Updx /]th o T up, € Up,
' d . . Guh .
7 /]th Vpdr + /]th %dx =0 VYo, € V.

(plus I'approximation par projection L? des conditions initiales). Le systéme variationnel
précédent peut également se réécrire sous forme matricielle. En effet, soit (UF);c7 (resp.
(®" ,)icz) la base canonique de Uy, (resp. V3) (voir figure 1.1). On peut alors écrire

it3
up(x,t) = Zul(t) U(z), wp(x,t) = Zvi-k%(t) @?Jr%(x)

U;(z) ®;y1(z)

1—1 i 1+1 i t+1

Fi1G. 1.1 — Fonctions de base
Posons U(t) = (ui(t))iEZa V(t) = (’UZ-JF%(t))Z'eZ et

(My) 5 = /‘I/?(ff) Uh(z)dz, (My)i,) = /‘I)?Jr%(x) ‘I);-LJF%(iU)de,
dUh(z)
_ h g

Le systéme (1.3) s’écrit, en choisissant @y, = U? et @), = ®F,

du(t) _
» M, ==~ BV(t) =0
V@)
M=~ + B'U(t) =0

Semi-discrétisation en temps: On choisit de prendre
1
(1.5) U" = U(nAt) et V"J“% ~V((n+ §)At)

Le schéma en temps est alors basé sur un schéma saute-mouton classiquement utilisé pour les
équations de Maxwell.

n+1l _ 7
u% _ BV”"'% =0
(1.6) 1 1
yrts — ynes .
My———————— + B* = 0.
v AL + B*U 0
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1.2 Présentation d’une méthode variationnelle

Pour le calcul des termes de la matrice M, on utilise des formules de quadratures de maniere
a la rendre diagonale. On parle de condensation de masse. Ainsi on approche

1
Jp e = fo iz = b () + ie)

Le calcul des matrices donne alors
(M) gy = (M) gy = hézj
(1.7) By = =6 +6_,
(M) ) = hé}

1sii=y

ou 62 est le symbole de Kronecker, c’est-a-dire 6‘3 =9 0 sinon

En remplagant ces formules dans le systeme (1.6), on peut expliciter le schéma pour chaque
degré de liberté on retrouve le schéma de Yee a une dimension.

L vn-}-% vn-i—%
n+l _ . n 1 — U,
At h
(1.8) : 1
’Un+§ — ’Un_§ n+1
it it n u; =l 0
At h B

1.2 Présentation d’une méthode variationnelle

Dans cette partie nous allons tenter d’adopter la méme démarche que celle décrite pré-
cédemment, c’est a dire donner un cadre variationnelle & 'approche faite dans la deuxiéme
partie. L’objectif est notamment de pouvoir inscrire la méthode dans un cadre abstrait puis
vérifier que cette méthode est équivalente & celle de la partie 2.

Comme nous 'avions vu dans 'approche différences finies, la méthode est basée sur la
formulation d’un probleme de transmission entre deux domaines. Ce nouveau probléme devant
bien entendu étre équivalent au probleme modele. On partage IR en deux domaines 2y et
(nous prenons ici 2, =R~ et Oy = IR") et on découple ensuite le systéme (1.1) en

4

ug , 9y

=0
ot Oz dans €,
(1.9) { g, Oug _
ot oz
[ v =1 en 0
t v dans Qf
(1.10) % % _0
ot oz
| vr=1J en 0
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Ré-interprétation variationnelle du schéma de raffinement 1-D

Cette formulation fait intervenir une nouvelle inconnue j qui va jouer un réle important dans
la suite. Cette inconnue est choisie comme la valeur (commune) de la trace de v & I'interface.
Si j était connue, le champ électromagnétique serait complétement déterminé dans chaque
domaine indépendamment 1'un de 'autre. Maintenant, pour assurer le recollement complet des
solutions et ainsi ’équivalence avec le probleme (1.1), il est nécessaire (et suffisant) d’imposer
la condition supplémentaire a l'interface

(1.11) ug(50,8) = uyr(5;0,1)

ou 'on a fait apparaitre la dépendance en j des solutions dans chacune des grilles C’est cette
condition qui va déterminer (de fagon unique) j.

Comme dans la section précédente, nous commencons par introduire, les espaces fonction-
nels dans lesquelles nous chercherons les solutions des systémes U, = H*(Q,), Uy = H*(Qy),
V, = L*(Qy) et V5 = L*(Q¢). On multiplie respectivement la premiére équation et la deuxieme
équation de (1.9) par une fonction test de Uy (ig) et de V4 (94) puis, on integre sur Q4. On
agit de méme avec le systeme (1.10) avec des fonctions tests de Uy et Vy. Aprés Une intégra-
tion par partie dans la premieére équation de chaque systéme, on trouve alors la formulation
variationnelle suivante.

Trouver (ug,vg,ur,vy,j) dans Uy X Vg x Uy x Vi x IR tels que

i/ Ug Ugdx —/ 'Ug%dl' +jug(0,2) =0 Vi, € U,
(1.12) dt Jo, 0,9 Oz
d - . Oug )
E/nggvgdx+/ﬂgvg%dx:0 Vi, € Vy
d . 9 | ~
(1.13) %/Qf ufufdx_/gf vfa—ggfdx_Juf(Ovt) =0 Vay €Uy
d ~ . Ouy )
%/vafvfdxwL/vaf%dm:() Vi € Vy
avec
(1) uyp(0,t) = ugy(0,1)

Cette formulation peut s’écrire de maniere plus générale sous la forme

Trouver (ug,vg,us, vy, j) dans Uy x Vg x Uy x Vg x J tels que

d . . . -

E(Ugaug)ug - bg(vgaug) + (]a'Ygug) =0 Vug € Uy
1.15
(1.15) i ) )

E(vg,vg)yg + bg(Vg,uq) =0 Vg €V,

d . . . -

e Upluy = by(vp,ag) = (,vpay) =0 Vag €Uy
(1.16)

d . - -
%(’Uf,vf)vf + bf(?)f,’df) =0 Yoy € Vg

avec la condition
(1.17) (7 v9ug(d)) = (dyvrup(d))  VJ € J
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1.2 Présentation d’une méthode variationnelle

ol

be(v,u) = o, v%d:p bg(v,u) = /Qg v%dw,
(,)v désigne le produit scalaire sur V et (,) désigne le produit scalaire sur J, ici IR v, et
s sont des opérateurs de trace de U, et Uy dans J. Dans le cas présenté ici, cette trace est
simplement la valeur prise en 0, et J = IR.

Les inconnues apparaissent donc comme couplées a 1’aide d’un multiplicateur de Lagrange
associé & la contrainte de continuité des champs sur la frontiere commune. Ici ce multiplicateur
est un réel.

A priori, les choix des espaces de discrétisation des formulations (1.15) et (1.16) sont
indépendants. Dans le cas particulier présenté ici, nous choisissons de prendre les espaces
décrits dans 1.1 avec des pas de discrétisation différents: sur le domaine €2, avec un pas 2h,
sur le domaine €2y avec un pas h.

Le courant j sera en général discrétisé sur un maillage grossier. Dans le cas présent, il
s’agit d’un simple scalaire et donc le probleme du choix de sa discrétisation spatiale ne se
pose pas.

On note L{;h, Vg%, L{}‘, V}L et J?" les sous espaces d’approximation de Uy, Vg, Us, V5 et
J. Par abus de notation (pour une commodité d’écriture), on continuera & désigner dans la
suite par ug, vg, uy, vy et j les solutions discretes. On introduit alors les vecteurs

Up(t) = (up(ih, )izo, Vi(t) = (vp((i + 3)h, 1))izo
Ug(t) = (ug(2i b, t))i<o, Vy(t) = (vg((2¢ + 1)h, t))i<o

On peut alors, comme dans le cas sans raffinement, écrire le schéma semi-discrétisé sous forme

matricielle. qU (¢
Mgﬁ — ByVy(t) + Cyj(t) =0
dt
(1.18) 4V, (1)
t
g * _
M’?T + BgUg(t) =0
dU¢(t
Mq{ﬁ - Bfo(t) - ij(t) =0
dt
(1.19) Vi)
7t *
avec la condition de raccord
(1.20) C;Ug(t) = C’}Uf(t)

ou By, By, C et Cy sont des matrices définies par
(Brlia=by (B3 VL) 020,k 20, (i) = (7,97 0E) k>0,
(By)ik = by (O3, WEE), 0 <0, k<0, (Cyi)k = (4, 12" W8L), k<.
Ici Cf et Cy sont des matrices a une ligne, autrement dit des vecteurs lignes.

M}, My, M et MY, les matrices de masses seront calculées en appliquant la condensation
de masse. On désignera dans la suite m/, mg, m/ et mJ les matrices diagonales obtenues.
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Ré-interprétation variationnelle du schéma de raffinement 1-D

En appliquant le méme schéma en temps que dans la section 1.1, avec
U™ = Uy(2nAt) , Up = Up(nAt)
(1.21)

1

VI = Vy((2n+ )AL, V' m Vi((n+ 5)Ab),

La discrétisation en temps naturelle pour les équations (1.18) et (1.19) donnerait alors

U2n+2 _ U2n
mz 9 2At 9 Bgv'g?ﬂ,-}-l + ngQn-i-l =0
(1.22) V2ntl _ yon—1 )
g9 9 * n __
my 2At Bl =0
( 2n+1 2n
U -U 1
L - gt g <
1 _1
fo2n+2_Vf2n2 *xrr2n
(1.23) y2n+2 _ pr2ntl - s
m5 f N / _Bfo 2 _ij2n+5 =0
on+32 on+i
174 2 _Vy 2
. r / srr2n4l _

On voit que cela nous conduit & discrétiser de fagon différente j suivant qu’il se trouve
dans un schéma de la grille grossiére ou dans celui de la grille fine. Nous choisissons afin de
contourner ce probleme la discrétisation temporelle de la grille grossiere, aussi

2n+1 _ on+ti

3
J J 2 = -2n+5‘

On remarque que, j étant connu, chaque probleme se résout indépendemment. Il nous
reste & définir 7 pour que le raccord se fasse de maniére stable. En ’absence de raffinement
(c’est a dire dans le cas ol u et v sont solutions des équations de Maxwell dans IR), on montre
que la quantité

1 1

5 (muUQn, U2n) + 5 (mUVQn—l,VQn-l—l) :
se conserve. De plus elle définit une norme L? de la solution sous la condition CFL, ce qui
entraine la stabilité L? du schéma classique. C’est sur cette remarque que va se baser la
construction de la méthode.

Pour cela, on commence par définir une énergie discrete, par exemple

(1.24) E* = E" + E7"

avec
2n _ 1 2 2 1 2n—1 y72n+1
B2 =4 (mguzn, U2n) + & (mgyzn, venst)
1.25
( ) Egn 1 fUzn Ugn 1 fVQn—l—% V2n—%
f —i(mu ’ f)+§ my Ve 5V

Remarque 9 Cette définition n’est qu’une réécriture des formules (1.12) et (1.13) de la
partie 2.
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1.2 Présentation d’une méthode variationnelle

A Taide d’intégration par parties on montre ensuite que

2n+2 2 2 2n+2
B By o VS U
oAt ol )
(1.26)
2n+-2 2 2 2n+1 2n+-2
B B VPRI UR
oAt (G 4 )=

Si ’on veut conserver la quantité E?7, il faut donc s’assurer de

U2n + U2n+2 U2n + 2U2n+1 + U2n+2
2n+1 vk g g9 x _f f f

)=10
Or, une facon de discrétiser temporellement la condition de raccord (1.17) est d’assurer que

N Uy yint? o Urmgautt U t?

Ainsi, en prenant j = 527!

discrete et donc stabilité.
Il nous faut donc trouver j tel que

, on a immédiatement (1.27) c’est & dire la conservation de I’énergie

2n 2n+2 2n 2n+1 2n+2
(1.29) C*M = C; Ui + 205 - +U; ,

g 2
ceci nous permettra de nous assurer a la fois de la conservation de I’énergie et donc de la
stabilité, mais aussi du raccord de » a 'interface.
Une maniére de calculer le j qui permettra de vérifier (1.29) est de remarquer qu’en
éliminant Vy du systeme de Maxwell discrétisé (1.23), on a

2n+-2 2n+1 2
“ At?

(1.30) m + Bj(m)) ' ByU =0

v
ainsi on peut écrire

2 2n+1 2n+2 2 2n+1 2n+2
Ui +2U0,"" + Uy _ Ui = 20" + Uy
4 4

2n+1
+Uf
(1.31)
A e 2n+1
= I_T(mu) Bf(mv) By Uf

Notons A la matrice défini par

A AT N

De plus, en utilisant la premiére équation de (1.23) on tire

1
(1.33) Ut = U + At(m) -1 (Bfo”+2 + ij2”+1>
De méme, I’équation (1.22) nous permet d’écrire

(134) U = U3 284 BV - €y
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Ré-interprétation variationnelle du schéma de raffinement 1-D

Ainsi on peut écrire la relation (1.29)

C; (Uan + At(mg)*l (Bgv-g2n+1 _ ng2n+1))
(1.35) .
= C;:Af <Ujgn + At(mzfz)*l (vaf n+3 + ij2n+1>>

que 'on peut réécrire sous la forme

(1.36) Mj=hb
avec

(1.37) M = C;At(mg) ' Cy + CjA; At(ml) 1 Cy
et

1
(138)  b=Cp (U™ + At(m) ™' B V") - Cj Ay (U?" + At(m]) "' ByVy m)

b est un vecteur connu au sens ot il ne dépend pas de la valeur de j2**!. En effet, il ne

. . . 2n+l
s’exprime qu’en fonction de Ug” et UJ%” qui sont des valeurs connues, et de VgQ”H et Vf ?

qui se calculent & I'aide du schéma indépendemment de j. On peut donc déterminer le courant
j via la résolution de ce systeme linéaire. Dans le cas qui nous concerne M et j sont des
scalaires, I'inversion se réduit donc a une division de b par M. Ceci étant fait, il ne reste plus
qu’a intégrer j dans les équations (1.22) et (1.23) pour fermer le schéma.

1.3 Lien avec la méthode de raffinement de la partie 2

Nous allons maintenant expliciter le schéma trouvé a ’aide des fonctions de base utilisées
dans la section (1.1) afin de montrer que le schéma présenté dans la partie 2 entre dans le cadre
variationnel ci-dessus décrit. Pour les indices négatifs, les fonctions de bases sont définies sur
des intervalles de longueur 2k (U3 et ®3%, ), pour les indices positifs avec des intervalles de
longueur h (% et <I>£‘+%). A Tlinterface, la fonction ¥g est dédoublée en une fonction de base

discrétisée avec un pas 2h et une autre avec un pas h (voir figure 1.2). Les solutions us et vy

F1G. 1.2 — Fonctions de base sur l'interface

dans la grille fine s’écrivent donc

up(e) =3 (u)i¥l(2)  vp(@) =3 (0p);y 3@, (@)

) 7
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1.3 Lien avec la méthode de raffinement de la partie 2

tandis que dans la grille grossiere, on écrit

ug(x) =Y (ug)uV¥3/(z)  vg(x) =Y (vg)2it195} 1 (x)
i>0 i>0
Comme nous l'avons fait dans la section 1.1, on explicite les matrices intervenant dans
(1.22) et (1.23). A Pintérieur de chaque grille les matrices Cy et Cy étant des matrices de
relevement sont nulles, le calcul des autres matrices s’effectuant comme dans la section 1.1,
on retrouve bien évidemment le schéma de yee 1D écrit sur un maillage (2h,2At) dans la
grille grossiére et sur un maillage (h, At) dans la grille fine.

(o) = (o) 7
()™ = (ug)p iy "y
(1.39) At h
(o) = (op)l 2 1
Fitd Dieg | (up)i ™ = (ug)? _ 0
At h
(ug)yi ™% = (ug)3} n (Ug)ggljl — (vg)53 —0
2At 2h
(1.40)
(Ug)gzv'irll - (Ug)gzv':ll n (“g)g?” — (“g)%? —0
2A¢ h
Seuls les coefficients des matrices écrits a l'interface different, on a
(mf)y) =56 [ (md)o, = hé}
(1.41) By =6 { (Boo, =&
(Cr)o) = & (Cy)0.4) = &

Cette différence qui n’intervient que pour la discrétisation des premieres équations de chaque
systeme fait apparaitre le schéma de raccord & I'interface

h (’U,f)%n+1 _ (’U,f)%n B (,Uf)an-i-% + 2n+1 _ 0
2

2 At J
3
(1.42) { E (uf)%nJrZ _ (uf)gnJrl o )12714-2 +j2n+1 0
2 At 179
u — (u ,

\ 2At

De ces équations, on tire aisément
2n+-2 2n
(ug)g — (ug)g

)2n+% . h(uf)[] — (uf)O = (v )21”+% _ h(uf)o — (uf)o

IAL 14 At

On reconnait ici les deux premiéres équations du raccord (1.34) que nous avions interprétées
comme la condition de raccord discret de I'inconnue v dans la partie 2. Les matrices (Cy) et
C, étant explicitées, la relation 1.29 s’écrit alors

= (vf

2 2n+2 2 2n+1 2n+2
' 2 4
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Ré-interprétation variationnelle du schéma de raffinement 1-D

Cette équation n’est autre que la troisitme équation du systéme (1.34) de la partie 2. Nous
avions déja interprété cette relation comme étant une condition de raccord discrete de wu.

La construction variationnelle du schéma aboutit donc au méme schéma que celui de
I’approche différences finies mais elle va nous permettre de construire une méthode pour les
équations de Maxwell en 3 dimensions beaucoup plus simplement. Mais ’approche variation-
nelle a un autre avantage. Elle permet d’étendre la méthode & un cadre beaucoup plus large
que les différences finies et permettrait également de raccorder une méthode de différences
finies & une méthode d’éléments finis. Il est en effet clair que d’autres choix de fonctions de
base auraient pu étre faits pour I'approximation des espaces de discrétisation, par exemple
les fonctions de base de la grille fine auraient pu étre différentes de celles de la grille grossiere.
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Chapitre 2

Le cas 3D : un probleme modele et
sa formulation variationnelle mixte
domaine fin - domaine grossier

Le cadre proposé dans le chapitre précédent est en fait tres général, et permet aisément
Pextension du raffinement de maillage aux dimensions supérieures. C’est le but des chapitres
qui suivent. Nous verrons qu’utilisant cette approche, le traitement du cas de Maxwell a trois
dimensions est trés simple. Nous verrons également que le traitement des conducteurs parfaits
se réalise sans difficultés, ceci n’aurait certainement pas été le cas avec I’approche différences
finies.

2.1 Probleme modeéle et notations

Nous nous donnons un parallélépipede rectangle ouvert B, nous notons X sa frontiere
et n(z) la normale extérieure au point z de X (c’est-a-dire celle qui pointe vers l'extérieur
de B). Le couple (E4, Hy) désignera un champ électromagnétique défini dans le domaine
extérieur & B, soit B! qui est non borné, et (E¢,Hy) un champ électromagnétique défini
dans B. L’indice g faisant référence & grossier et f & fin: on anticipe ici quelque peu sur la
discrétisation du probléme qui va étre utilisée par la suite (I'extérieur de B va étre maillé de
fagon grossieére et l'intérieur de facon raffinée). La concaténation des deux champs sera notée
simplement (E, H).

2.2 Formulation sous forme de probleme couplé

On se donne (F, H) un champ électromagnétique dans le vide, c’est & dire une solution
du systeme de Maxwell

€00 E(z,t) —rotH(z,t) =0, z€R?
(2.1)
po0iH (z,t) +rotE(z,t) =0, =€ R?

On a choisi ici de réintroduire les constantes électromagnétiques €y et po que nous avions
prises égales a 1 dans les problemes modeles précédents.

179



Le cas 3D : un probléme modele et sa formulation variationnelle mixte

Bewt

Fiag. 2.1 — Coupe en deuzr dimensions des R S —
domaines B et B*. Le domaine B®*' est

infini et encadre B. F16. 2.2 — Vue 3 D du raffinement

Les champs sont initialisés avec des conditions initiales au temps ¢ = 0 appropriées.
On pourrait également ajouter des termes sources mais on ne le fait pas ici pour alléger la
présentation.

Conformément a ce que nous avons fait au chapitre précédent, nous introduisons comme
variable supplémentaire la valeur commune de la trace tangentielle des champs magnétiques
H, et Hy sur Iinterface fictive & savoir:

(2.2) J(z,t) = Hix(z,t) An(z),

qui s’identifie au courant électrique surfacique parcourant la frontiere de la boite B. On peut
alors réécrire le probléme en deux parties suivant

€01 E¢(x,t) —rotHy(x,t) =0, z€B
(2.3) poO Hy(z,t) + rotEf(z,t) =0, € B
Hy(z,t) An(z) = J(»,t), x€X=0B
€00 Ey(z,t) — rotHy(z,t) =0, x € B
(2.4) o0 Hy(z,t) +rotEy(z,t) =0, z € B!
Hy(z,t) An(z) = J(z,t), z€X=0B
avec la condition de raccord
(2.5) (@) A (Bps(@,t) An(x)) = n(z) A (Bgs(s,t) An(x))

Comme nous Pavons déja fait dans le cas 1D (section 1.2), on peut interpréter cette formula-
tion équivalente de la fagon suivante. Pour chacun des deux domaines, on calcule la solution
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2.3 Formulation variationnelle

du systéme de Maxwell assujetti & un courant +.J sur leur bord (c’est-a-dire avec la valeur du
champ magnétique tangent connu sur le bord). La valeur de ce courant est alors uniquement
déterminée si 'on assure la continuité des traces tangentielles du champ électrique. Le champ
électromagnétique est alors complétement déterminé. L’intérét de cette formulation est qu’elle
découple dans un premier temps ce qui se passe dans chacun des deux domaines (J étant fixé,
je connais le champ dans chacun des deux domaines). Le couplage ne s’effectue qu’a travers
I’égalité de contrainte qui assure le raccordement.

2.3 Formulation variationnelle
On recherche les champs électriques E, et E; dans les espaces classiques

E; € V; = H(rot; B) et E, € V, = H(rot; B**)

(2.6) 2 3 2 3
H(rot; Q) = {¢ € (L*(Q))?,rotg € (L*(2))%} .

On verra plus loin que les espaces de travail pour le champ magnétique sont
(2.7) Wy = (L*(B))® et Wy = (L*(B*™))°.

La principale difficulté est de donner un sens a (2.5) et donc de définir le bon cadre va-
riationnel pourJ. Nous sommes donc amenés a préciser la notion de trace tangentielle des
fonctions & carré sommable et de rotationnel & carré sommable. Dans notre cas, la frontiere
que nous avons retenue est une boite, c’est-a-dire un ouvert polygonal. De récents travaux
d’Annalisa Buffa et de Patrick Ciarlet [8] traitent précisément de cette question qui donnent
les définitions précises des traces tangentielles de H(rot, B) sur une surface ¥ polygonale
et lipschitzienne (c’est le cas du parallélépipede 0B). On va présenter tout d’abord de ma-
niere sommaire leurs résultats, puis, dans une seconde étape, nous donnons la formulation
variationnelle proprement dite.

2.3.1 Théoréme de trace pour H(rot) dans les ouverts polygonaux

Supposons que ¥ soit découpée en N faces (X;)j=1,.n, & = U;Llfj et notons e;; la
frontiere commune de X; et ¥;, 7;; est un vecteur unitaire parallele a e;;. Notons alors n la
normale extérieure de B, n; = nis; et 7 = T An. Dans notre cas on a N = 6 et chaque face
est un rectangle. Pour chaque élément ¢ € L?(X) on note ¢; = Pz, -

Nous introduisons alors les espaces de vecteurs surfaciques tangents

Lj(2) = {# € ()", dnyz = 0]
HY2(D) = {$ € (D), ¢y, € HY2(3),1<j <

=

}

et on considere les applications trace m, : D(Q)? — HY/2(Z) et v, : D(Q)® — H'/?(2) définies
respectivement par: m-(u) =n A (uAn)s et v-(u) =uAnyg
Pour chaque (¥;,¥;) € H/2(3;) x HY/2(%;) on notera

1/2 [ Wi(z) — ¥ (y)
\Ifi:\I/-enei-@// do(z)do(y) < oo
! ! i /5 |z —y|? (z)do(y)
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Le cas 3D : un probléme modele et sa formulation variationnelle mixte

Fia. 2.3 — Joly dessin explicatif des notations

Notons Z; I’ensemble des indices ¢ tels que X; et 3; possedent une aréte commune et
définissons

(2.8) H|/*(z) = {\1/ € HY2(S) tels que U;.ry; L Wiryj en ey Vi, Vi € Ij}

Autrement dit Hﬁ/ 2(E) est Pensemble des fonctions HY/2 par face dont la composante paralléle

1/2
a chaque aréte se raccorde entre chaque face au sens é i/ 2(E) est un espace de Hilbert
munis de la norme
(2.9) | Z“‘I’“1/2E+ZZNH
J=11i€Z;
ol

I | W - 755 T’L]|2
O e e G

Nous définissons également
(2.10) H/*(x) = {\1/ € HY2(S) tels que U;.r; £ Uy.r; en eV, Vi € Ij}

Autrement dit Hi_/Q(E) est Pensemble des fonctions H'/2 par face dont la composante surfa-

1/2

. R . 1/2
cique normale a chaque aréte se raccorde entre chaque face au sens =. H J_/ (X) est un espace
de Hilbert munis de la norme

(2.11) ||\IJ||L 1/22—2“\11“1/22_*_22

Jj=14€Z;

Tl T2
/1/'W |u—mﬁ I do () doty)

Notons HEI/Q(E) (resp. H | 1/2 (2)) Vespace dual de HH/Q(E) (resp. H /2( Y)).

ou
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2.3 Formulation variationnelle

Si 'on définit

H ' (divs,2) = {¢ € H](9), divng € H2(9)}

H'*(rots;, ) = {¢ € H,/*(%), rotsg € H (%)},
ou divy et roty sont définis par transposition

divy - H (D) — B2 (D)

<divg), ¢ >390=— <\, V¢ >|12n V€ HYAT), VA€ HF/Z(E)
roty 1 H]/*(%) — H32(X)

< 1oty ¢ >3/ 5= — < A,rotng > 105 V$ € HY2(X), VA € H11/2(Z)a

avec
Ve:  H¥A(®) — H(D)
$ — Vsé=m.(Vu)
roty : H¥(%) — HYX(®)

p — rotsp =1,(Vu)
et ot u est un relevement de ¢ dans H%(B),

on peut alors énoncer le théoréeme (cf. [8] )
Théoréeme 6 Les applications

vy : H(rot,B) — Hr/?(divz,z)

wr: H(rot,B) — HII/Q(rotE,E)

sont linéaires, continues et surjectives.

De plus les espaces Hr/z(dng, Y) et HII/Z (roty, X) sont des espaces duauz et nous avons

la formule d’intégration par parties,

(2.12) / {rotv - u — rotu - v} dB =< y;u,mv > Vu,v € H(rot, B),
B
ou < - > désigne le produit de dualité entre H[l/Q(divE,E) et HII/Q(rotE,E).

Dans la suite, nous noterons M = H, /2 divy, X)) et M' = H /2 roty, >). L’égalité (2.5
I 1 &
a donc maintenant un sens dans M’ et nous verrons que nous sommes amenés & chercher

J(x,t) dans M.

2.3.2 Dérivation de la formulation variationnelle

Dans un premier temps, nous supposons les champs Hy et H, suffisamment réguliers c’est
a dire au moins dans les espaces Vy et V. On multiplie chaque équation par une fonction test
de Vi et V, (¥f et ¥y). On somme ensuite sur le domaine ot1 est posée I’équation. Grace a la
formule d’intégration par parties (2.12), on peut ensuite écrire,

/ rotH; - ¥, dO = / rotW; - H;d® — < H; A Vipe, V VAN (\I/t VAN I/)|3@ > M, M
© ©
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Le cas 3D : un probléme modele et sa formulation variationnelle mixte

olt < - > désigne le produit de dualité entre M et M', avec v =+nett=fsi© =B
et v =-nett=gsi ® = B, La condition & la limite permet alors de remplacer la
trace tangentielle du champ magnétique par la donnée J (en fait +J si l'on tient compte de
Porientation) qui vit donc dans M d’apres le théoreme 6.

Si l'on écrit les équations obtenues (par exemple pour la grille fine),

V?/Jf € Vf,

(2.13) % /B coE¢(z,t) - Yp(x)de — /B rotys(x) - Hy(x,t)dz

=< J(z,1), n A (T/Jf(I) /\n)\ﬁ > M, M!

V¢f € Vf,
(2.14) ;
E/B;L()Hf(x,t)-zlﬁf(x)dx—i-/BrotEf(x,t)-1/;f(x)d:1::0,

on s’apercoit que ces équations ont toujours un sens si on prend Hy € Wy, la méme remarque
peut étre faite pour H, que 'on peut prendre dans W, ce qui justifie (2.7) ce que nous faisons
dans la formulation variationnelle de notre probleme.

La formulation variationnelle du probléme est alors la suivante

Trouver Ef(t), Hy(t), Ey(t), Hy(t), J(t) dans Vy x Wy x Vy x Wy x M tels que
V?/Jf € Vf,

(2.15) % /B coE¢(z,t) - Yp(x)de — /B rotys(x) - Hy(x,t)dz

=< J(IL‘,t), n A ('l/)f(I) /\n)‘2 >M,M’

quf € Wf,
(2.16) p
pr /B poH(x,t) - ¢r(x)de + /BrotEf(x,t) ~¢pp(x)dr =0

Vg € Vg,

d
(2.17) prall Ey(x,t) - ¢g(x)dz — /Bem rotyy(z) - Hy(x,t)dx
=—-< J($7t)7 n A (¢9(I) /\n)\ﬁ >M,M’

Vo, € Wy,

(2.18) p
— 1o Hy(z,t) - pg(x)dr + rotEy(z,t) - pg(z)dz =0
dt Bewt Bezt

vJ' e M,
(2.19)

< J'(z,t), n A (Efp(z) An)is >p =< J'(z,1), n A (Eg(x) An)is >, mr
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2.3 Formulation variationnelle

Le crochet de dualité M — M’ ici employé devient une intégrale sur ¥ dés que les champs
sont un peu plus réguliers. En particulier, des que ’on passera aux espaces d’approximation, on
remplacera les crochets de dualité par des intégrales. Enfin, ce systéme d’évolution variationnel
est bien sir initialisé par des conditions initiales appropriées au temps ¢t = 0.

Cette formulation s’inscrit donc dans le méme cadre général que celui introduit dans
la section précédente. En remplacant les intégrales par des formes bilinéaires comme nous
Pavions fait en une dimension.

Trouwver (Eq,Hg, Ef,Hy,J) dans Vg x Wy x Vi x Wy x M tels que

d
GOE(Ega 7»bg)Vg - bg(Hga "/’g) + Cg(Ja 7»bg) =0 Vipg €V
(2.20)
d
#Oa(Hg’ ¢9)Wg + bg(Egv ¢g) =0 Vog € Wy
d
(2.21) GOE(Efa Ve)vy —br(Pp, He) —cp(J, 9p) =0 Vopr € Vy

pogs(Hy, op)w, +bp(Ef, ¢5) =0 Vs € Wy
sous la condition ) ) )

(2.22) cg(J, Eg) = cp(J, Ey) vVJ e M
ou

— Uy, Wy, Uy et Wy sont des espaces de Hilbert munis de leur produit scalaire (-)z,, (-)w,,
(')Uf et (')Wfa

— by (resp. by) est une application bilinéaire de V, x W, (resp. V; x Wy) dans R.
— ¢4 (resp. cy) est une application bilinéaire de M x V; (resp. M x Vy) dans IR

Dans notre cas les espaces de Hilbert sont ceux que nous avons définis en (2.6) et (2.7), les
application bilinéaires étant définies par

by(1h, §) = /Q b - votep dw, br(h, $) = /Q b - votep dw;
g f

Cg(j7¢) =< jan A (¢ A n)|2 >M,M’ Cf(]ﬂﬁ) =< jan A (¢ A n)|2 >M,M’

(2.23)
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Chapitre 3

Discrétisation du probleme

Dans cette section, nous présentons la démarche suivie pour la discrétisation du systéme
d’évolution explicité dans la section précédente. La démarche est trés classique. Elle consiste &
choisir des espaces d’éléments finis pour ’approximation en espace (champ électromagnétique
puis courant) et un schéma en temps type saute-mouton pour la discrétisation temporelle.
La philosophie de la discrétisation en espace est celle de la méthode des éléments joints ([5]
pour une présentation générale, [1] pour une application & I’équation des ondes et [2] pour les
équations de Maxwell). La spécificité de notre apport réside surtout dans la facon de gérer
la discrétisation en temps. La stabilité du schéma est analysée via ’obtention d’une loi de
conservation d’une énergie discréte que nous établirons. Nous commengons par présenter
la discrétisation dans le cas général, puis nous nous intéressons a un cas de discrétisation
particulier, celui équivalent au schéma de Yee 3D.

3.1 Semi discrétisation en Espace.

Dans cette section, ainsi que dans celle qui suit nous restons & un niveau abstrait en
supposant que les espaces V,, Wy, Vi, W; et M et les formes bilinéaires by, b, c, et ¢y sont
assez généraux. Nous introduisons Vg% C Vy, WgZh C Wy, th C Vi, W}‘ C Wy et M?* c
M les sous-espaces discrets d’approximation de Vg, Wy, Vi, Wy et M. Dans la suite pour
tout espace discret Xj, nous noterons (-)x, le produit scalaire sur Xj et ||||y; la norme
associée. Dans un premier temps, ce produit scalaire peut étre le méme que celui de I'espace
continu X que X} approche, mais dans la plupart des cas nous sommes amenés a prendre
un produit scalaire approché afin d’aboutir & la condensation de masse. De méme, on indice
les applications bilinéaires par h ou 2h, car on peut éventuellement choisir de prendre des
approximations de ces derniéres.

Avec ces notations, nous anticipons le fait que en pratique, on utilisera des espaces d’ap-
proximation classiques pour chacun des espaces de fonctions qui intervient dans la formulation
variationnelle (2.20). On discrétisera pour cela les domaines B et B! avec des maillages ré-
guliers uniformes mais différents, de pas h pour B et 2h pour B¢’ . On choisit de discrétiser
Pinterface ou est discrétisé le courant J sur un maillage grossier, ce choix sera justifié a
posteriori; ceci correspond & un choix généralement fait pour ce genre de technique (voir la
méthodes des éléments joints [2] par exemple). Dans I'application qui suivra, le domaine B
sera maillé 2 fois plus finement que le domaine B*t. Nous indicons donc par h et 2k les espaces
discrétisés définis sur B et B!, mais & ce stade de la présentation cet indicage est purement
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Discrétisation du probléme

formel et pourrait étre remplacé par Vg”h, VfH . La formulation variationnelle s’écrit alors

Trouver (Egh,Hth,E?,H}‘, J?hY dans Vg% X W;h X th X W;L x M2 tels que

d
( ) 60%(E3ha ;h)vg2h - bzh(’lﬁzh, H;h) + Czh(th, ¢§h) =0 V¢§h c ngh
3.1

d

#0%(5[9%, Zh)Wg% +o2 (g2, B2y =0 Ve e W
d

) o (Bl Pva = Vi, HY) = F (I gy =0 vyfe V)
3.2

d
#0%(H}1a¢?)wfh + bl;(E?’ 45};) =0 VQS’; € th
sous la condition ~ ~ 5
(3.3) (g, B = (g, B VI e M

En choisissant ensuite une base de chaque espace, on décompose les solutions du probléeme
approché dans cette base. Les composantes de chaque solution, appelées degrés de liberté, sont
regroupées dans un méme vecteur. On notera respectivement I, IE,, THy, IH, et J les vecteurs
contenant les degrés de liberté de E”, E;h, H]’} et th et J2". En définissant les matrices B;}

B;h CJ%h et Cgh par
Blwi vy = (W), (p)i) Vi 1<i<dim(Wp),Vj 1<j<dim(V}))
CHvi-mj = "0y, My) Vi 1<i<dim(V]), Vj 1<) <dim(M"))

ol (®s); (resp. (¥yr);, M;) est la ieme fonction de base de th (resp. th, M), w; (resp.

. , . , )
v;, m;) est le iéme vecteur de base de RAMOVE) (resp. RAM(V/ ), ]Rdlm(Mzh)). On définit
de la méme facon les matrices th et Cgh. On obtient alors une écriture matricielle de la
formulation variationnelle

eOMg% + B} H; — (CF")*I(t) =0
wod 2L — (BB = 0
(3-4) eoM,%h% + B"H, + (C2M)*I(t) =0
poM e — (BB, = 0
(| C2ME, — CF'E; =0

On notera que dans le systéeme différentiel (3.4), J(¢) est implicitement donné et n’apparait
pas a premiere vue facilement accessible. Pourtant, si on multiplie la premiére équation de ce
systeme par (M2)~! puis la troisieme par (M2") !, par différence, on obtient aprés application
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3.2 Semi discrétisation en temps.

dIE dIE
CgZh dtg _ C‘%hwf = 0, l’équation

(e (o) ™ (c3)" + (o) () " (c)") 300
= (c3) ()" Bl (1) — (02) (ME) " B2, ()

Cette équation explicite la relation entre J(¢) et Hy(¢). Elle montre que J(¢) s’obtient en
inversant un systeme linéaire symétrique positif. Ce systéme est évidemment inversible des
que

(3.6) Ker (C;h)* N Ker (C_gh)* = {0}

de la contrainte (dérivée en temps)

(3.5)

sk
Nous montrerons dans le cas de discrétisation choisi, que si Ker (C’_gh) n’est pas toujours

réduit a 0, le noyau Ker (C]%h)* Pest toujours et le probléeme est alors bien posé. C’est une des
raisons qui justifiera plus loin de discrétiser J sur la grille grossiére La raison intuitive de ce
résultat est que la trace du champ électrique raffiné sur la frontiere posseéde beaucoup plus de
degrés de liberté que le courant qui lui s’appuie sur la trace de la grille grossiére. En d’autres
termes, la condition (3.6) est assurée dés que le parametre de Lagrange est sous-maillé en
regard des variables primales. C’est une condition classique que 1’on retrouve pour tous les
problémes de points-selles.

3.2 Semi discrétisation en temps.

3.2.1 Discrétisation de la formulation variationnelle.
On choisit At un pas de temps et on discrétise les champs de la fagon suivante
H]}} aux pas de temps (n+ 3)At = H;H_%
E}L aux pas de temps nAt ~ LBY

HZ" aux pas de temps (2n+1)At ~ HZ"M

%

Egh aux pas de temps 2nAt Eg"

J?"  aux pas de temps  (2n + 1)At JAntl

On écrit

( E?+1 _ E?’ gl .
Vet eVE, e (7& : q/;}l) — b <q/;j;, H, ) = (211 )
vh

%

(3'7) n-l-% n—%
Vol € wh Hy * —Hy h i (oh. E™) = 0
¢y € Wy, L R Py + by (¢f, f) =
\ wi
E2n+2 _EQn
2h 2h g g 2h 2h (120 pr2n+1\ _ 2k ( y2n4+1 ;2R
V'l/)g E‘/g ,EO(T, g Qh—bg (g’Hgn )_Cg (Jn , g)
(38) L L H2n+1 _ HZnJI/g L L N
2 2 g g 2 2 on  ,2h\ _
vt e w2k, ua( R g>W2h+bg (B2, g3) =0
g
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Reste la contrainte que 'on choisit d’écrire de fagon centrée a I’aide de moyennes adéquatement
choisies (c’est le point clé) justifiées par le résultat de conservation d’énergie

E2n+2 +2E2n+1 +E2n E2n+2 +E2n
(39) VJ/2h c MQh, C?ch (J’Zh, I f ) _ Cgh (Jl2h, g g )

4 2

On peut ré-interpréter ce systeme variationnel en regroupant les valeurs des fonctions
inconnues en chaque degré de liberté dans un méme vecteur, on obtient une discrétisation
par différences finies du systéme d’équations différentielles (3.4).On donne les équations qui
permettent de passer du temps 2" au temps t2" 12

. 20+l _ E2n

1
EUM?C f N + B}LIH?H'Q _ (CJ%h)*JQn-H -0
on+i om—1
H 2 _H 2
po My~ — (B})E} = 0
EOM% f A7 f + B?]Hjcn+2 . (Cj%h)*JQn-l-l -0
on43 In+i
3.10 H, *-H, °
310 oMy L (BB =0
2hE2n+2 - B 2hrr2n+1 2h\ % 2041
g g n+ wp2n+l _
E[]ME 2At +Bg Hg +(Cg )a]] —0
]I_I2n+1 _ ]I_I2n71
oM ———— — (By)"E" =0
2 2n+2 2n+1 2
2h ]Egn+2 +]E§n 2h Efn +2Efn +1Efn _
R e (0 - =0

1
Ce systeme est bien siir initialisé par la donnée des champs discrets ]E(}, IES, H J% et ]HEII supposé
connus.

3.2.2 Sur le calcul et P’existence de la solution discreéte.

Avant de nous poser la question de I'existence de la solution discrete, il faut se demander
comment les équation du systéme (3.10) permettent de calculer cette solution et notamment
le courant, connaissant connues toutes les quantités jusqu’a l'instant 2n. En effet une fois

J?"*1 connu, on calcul IE;""’Q, IE?"H, ]Ef]"‘"2 et ]chn—i—2 explicitement a ’aide des six premieres
équations de (3.10), J2**! jouant alors un simple role de terme source. C’est bien évidemment
la derniére équation de (3.10) qui va donner 1’équation en J.

On commence par prendre la différence entre les équations (3.7) prises aux deux instants
2n+1 et 2n. On remarque que les termes proportionnels aux courants qui interviennent dans
ces deux équations sont identiques et donc disparaissent lors de la différence. On obtient,
apres multiplication par 55

E2n+2 _ 2E2n+1 + IEQn H
(3.11) Hoeg M —2 AtJ; T+ Bl
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3.2 Semi discrétisation en temps.

On en déduit (cj? = eopio)

2n+2 2n+1 2
(3.12) M e i e i
A At?

+ Bt () (BY) EIH =,

et, finalement,

2n+2 2n+1 2
(3.13) 7" 4 2B + B (Id _ gAr?
' 4

(k) "2 (1) " () )

Maintenant, on a

1 -1 *
2n+1 __ m2n+1 h 2h 2n+1

(3.14) Byt =T = (M) (c#) 1
ott T?" ! est donné explicitement en fonction de quantités indépendantes de J2"t!, A savoir

i p q p ,
E2", ]H?"H, ce dernier étant 1ié explicitement & IE2", ]H;"*I. f2"+1 est donc connu apres le
calcul de I’étape 2n.

On proceéde de méme pour IE?]””, on trouve

2n+2 2
Egn + Egn

e S C

1
(3.15) —
€0

ou, la encore, T;”“ est fonction de quantités indépendantes de J2"*1.
Finalement, I’équation de contrainte fournit la relation recherchée, & savoir

() ()™ ()" + () 43 (1)) 70

(3.16)
o ()1~ (o))
(3.17) Ah — ((Mg)_l B c%itQ (Mfé)_l B! (legl)_l (B}‘)* (Mg)ﬂ)

La condition d’inversibilité du systéme est donc assurée des que

Ker (C;h)* N Ker (Cgh)* = {0}

3.18
(3.18) A At?

4

A0 e By (M) ' (B})" < M}

La premiére condition était déja suffisante pour assurer le caractére bien posé du probleme
semi-discrétisé. La discrétisation en temps requiert de plus une condition supplémentaire qui
porte sur le pas de temps qui ne doit pas étre trop grand. Nous verrons qu’en pratique la
valeur maximale du pas de temps utilisable est intimement liée & celle qui assure la stabilité
des deux schémas découplés, 'une dans le grille fine, ’autre dans la grille grossiére, le courant
étant une donnée du probléme.

Nous résumons le résultat obtenu dans le théoreme

Théoréeme 7 Le schéma (3.10) convenablement initialisé définit de maniére unique les
champs électromagnétiques dans les deux grilles ainsi que le courant dés que les conditions
(3.18) sont remplies.
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3.2.3 Estimation d’énergie Stabilité.

La technique énergétique est une méthode qui permet d’obtenir des estimations a priori
sur toute solution du schéma numérique. Cette estimation revient & la conservation d’un
équivalent discret de ’énergie électromagnétique. A partir de cette loi de conservation, on
obtient sous certaines conditions (condition C.F.L.) une condition suffisante de stabilité du
schéma. On suppose ici dans un premier temps que la relation (3.18) est vérifiée.

Plagons nous tout d’abord dans Pextérieur de B (domaine maillé grossiérement), on prend

E2n+2 +E
£27h _ gf dans (3.8) on obtient
In+2 2 2n+2 2 2n+2 2
. (Egn o Egn Egn + Egn> B b2h(w H2n+1)
J g ’ 9

E2n+2 +E2n
_ _Czh(JZnJrl, 9 5 9 )

On fait ensuite la demi-somme entre les deux équations variationnelles de type (3.8) corres-
pondant & deux instants consécutifs. On a

H2n+3 _ H2n71 E2n+2 + E2n
(3:20) V3" € Wi po(—— s & wan + 07 (", ¢g") =0
d’oi1, en choisissant gbf]h = H)"t!
2n+3 2n—1 2n+-2 2n
wo , H - H wE +FE
(3.21) o g N b Hy" yon + b (- 5 9, B =0
E;" 4R

En regroupant les deux équations obtenues, les termes bzh(
et il reste

5 , H 3”“) disparaissent

€ —
F (1B 21 = 1B an) + 5 ((H™2, HI™ yyan = (HZ™ HE o)

2
(3.22) E2n+2 2n
+F
= 20t TP, S )
Posons
(3.23) 592": ||E2"||V2h+ (H2”+1 H"™ 1)th,

on obtient la premiére équation

ggn—l—Q _ 592n _ E2n+2 4 EQn)

94 __ 2h( 72041

On peut bien sir faire le méme calcul pour la boite raffinée. Si

(3.25) £ = DB, + L] Y
ona +1 +1
£rtl — gn w . EMTL L gn

2
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3.2 Semi discrétisation en temps.

(le seul changement provient du signe — devant J et le 2A¢ qui est divisé par 2).
Si on écrit maintenant (3.25) aux deux instants 2n et 2n + 1 on a

2n+1 2 2n+1 2
A Y
(3.27) At s ’ 2
) In+2 o2n+1 2n+2 o2n+1
ST e, BT
Al =t ’ 2
D’ou en effectuant la demi-somme
In+2 2 2n+2 2n+1 2
2At ! ’ 4

C’est la seconde équation. Définissons ’énergie totale & l'instant 2n comme
2n __ ¢o2n 2n

(3.29) & —Sf —i-Sg

En regroupant les deux équations obtenues on a

2n+2 2n+2 2n+1 2 2n+2 2
5Tn+ - g%n Ef - 2Ef + By BT+ EGT

_ 2h( 2041 _ 2h( 72041
(3.30) SAL =cy'(J , 7 ) =g (J , 5
et le second terme est nul d’apres (3.9) avec Ji, = J*"*1 € My,. D'ott la loi de conservation
(3.31) Exnte = g2n

Le schéma en temps retenu pour la contrainte, c’est a dire (3.9), se révele ainsi étre le schéma
qui donne précisément la conservation de 1’énergie discrete. Cela justifie, a posteriori, notre
choix.

A partir de la conservation de I’énergie discrete, il est plus ou moins facile de trouver
une condition suffisante de stabilité. La démarche est toujours un peu la méme. On utilise
I’identité remarquable

nty =32 gty _ gt
e o My " Hy Py — My = Hy
g v f T W 2 4
n+l n—4i 1 12
“Hf 2+Hf 2”?4/;1 €0 At? H?+§—H?_5
- 4 _3460;110 Ho At
wi

Le but de ce qui suit est de controler le terme négatif par la partie en £ de 1’énergie. En
1 _1

appliquant successivement 1’égalité variationnelle (3.7) & ng}]% = %(H;H_2 — H? ?) puis ng}]% =

rot(E}) € WJ’}, il vient

1

g2 gt T2

(3.32) @(HnJr% an%) = @H ! + f “Wf}} @ C%AtQ
» Wy 2 4 2 4

2
Jrcs,
Pour aller plus loin, il faut faire I’hypothese qu'’il existe une constante C telle que
2 Cy 2 h
(3.3 Ivotgly < F I3y, v e V.
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Discrétisation du probléme

Cette hypothése est raisonnable dans le sens ou pour les espaces d’éléments finis usuels, le
rotationnel discret s’écrit en tout degré de liberté comme combinaison linéaire finie des degrés
de liberté voisins a la constante % pres.

On a alors la majoration

nt3 n=3 2
Hy *+Hy HW}L o CrciAt? H 2

n

f

I
(3.34) o n+% n—% S Mo
(Hy 2 Hy ®wp 25 4 2 4n?

9 !

v’
ce qui, injecté dans 'expression de ’énergie de la grille fine (3.25) permet d’obtenir

2
n+%

1

n—=

CfC%AtZ €0 2 Mo Hf +Hf 2
3.35 1— ———| —||E?} el | R —a———— < &7
wi

On peut bien sir procéder de maniere identique pour la grille grossiere. On suppose

C
(3.36) Ixotsblliyan < 25 N9l Vo€ V"

et on obtient
2

CgC%4At2 €0 2n 2 Ko H§n+1 + Hgn_l 2
. - g — ) 2 £ <&m,
(3:37) (1 4x4h? ) 2 1Eg™ Ivan + 2 2 won &
g9
En rassemblant les deux estimations, on obtient
2n+1 2n—1 |2
1 CycAAt? 6—0||E2"||2 L Mo H" - H™
4x4p2 ) 279 V@t Ty 2 o
g9
oIn+1 on—1 2
(3.38) (1o C’fc%At2 6—0||E2”||2 N to H, ? + Hy 2
4h2 2 " WVE T ) 2
wy
\ SEMHEN =E =&

la derniere égalité provenant de la conservation de I’énergie totale.
On fait alors ’hypotheése que

2h A 2h

m, et t < m,
les quantités du premier membre de I'inégalité sont alors tous positifs et les normes des
solutions sont estimées indépendamment de I'instant n. On procede alors de maniere identique
a ce que nous avions fait dans la section 1.2.4 et on déduit la stabilité du schéma sous la CFL
(3.39).

Une remarque importante est que cette CFL est la méme que celle qui assure la stabilité
des deux schémas indépendamment de tout couplage. C’est 1a un point fort de notre méthode.

(3.39) At <

3.3 Choix des espaces d’approximation.

Le cadre général de la méthode étant posé, nous présentons maintenant les discrétisations
choisies et nous précisons les conséquences sur la condition de stabilité et le caractere bien
posé du probléme.
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3.3 Choix des espaces d’approximation.

3.3.1 Description des maillages.

On choisit de discrétiser les domaines B et B’ & l'aide de deux maillages 7;, et 75"
constitués chacun d’un ensemble de parallélépipedes identiques. On suppose que la frontiere
commune (la boite) colle exactement & la frontiére des deux maillages. On suppose de plus
que les mailles en z, y et z, qui sont les trois coordonnées d’espace, sont deux fois plus grosses
pour le maillage de ’extérieur de la boite que pour le maillage de 'intérieur: la boite est ainsi
raffinée 2 fois par rapport & son domaine extérieur.

3.3.2 Approximation du champ électrique.

On choisit d’approcher le champ électrique les espaces approché par des éléments finis de
plus bas degré de Nédelec, [24], [25], [6].

Nous sommes donc amenés a prendre

(3.40) Vg2h = {Eﬁ" €Vy/VK € Tﬁzwta E§h|K € Qéfl,l X Qfo,l X Q{{Lo}
vh = {E’; € V; /VK €T, El|x € Q)1 x 0, x Q{{LO}

ol Qz{fq,r désigne ’ensemble des fonctions de K s’écrivant Py(z) x Py(y) x Pp(z), Py(x) dési-
gnant ’ensemble des Polynomes de degré p.
Suite a cela, on peut alors écrire en tout point M la décomposition de champ Egh (resp.

E}‘) appartenant a ngh (resp. th)

BMM) = > (B (M)
(3.41) a€Best
E}(M) = Y (Ep)sdi(M)
a€EB

ou les sommations sont effectuées sur les arétes (a) du maillage.

Les fonctions 1&2 sont les fonctions de base associées au degrés de liberté correspondant a
une circulation de hg, hy ou h, (selon l'orientation) sur Paréte numéro a et 0 sur les autres
arétes.

On peut préciser un peu plus. On distinguera les arétes orientées selon z, y ou z. Si
le maillage cubique est constitué des noeuds (ihy,jhy,kh;), les arétes sont repérées par la
coordonnée de leur point milieu. Par exemple, une aréte en x sera associée a un point du type
(1 + %hx,jhy, kh,). On est donc amené & distinguer trois familles de fonctions de base

a = aréte selon x — 52 = ¢7‘

i+3.0.k
— A _‘h = _‘h
(3.4 o= adteselony — Fi=d,,,
a = aréte selon z — ¢ = ¢?j ki ls
s b)

B =t ) () e (e 2
i+ = P VWV AT

(3.43) P = 8L W0 (@) () §

I hy has h A
hpet = S @U@ ¥ W) 2,
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ol ¢Zf+l(3) est la fonction indicatrice du segment [mhg, (m + 1)hs] et 1 (s) est la fonction
2
chapeau

(m—1)hs mhs (m+1)hy S

Chaque fonction de base a donc son support constitué par les quatre cubes qui s’appuient
sur l'aréte associée. Ceci n’est bien sir vrai que pour les arétes qui ne sont pas localisées sur
la frontiére commune des deux maillages. Pour ces arétes, il faut enlever les cubes qui ne sont
pas internes au domaine considéré. Finalement, les solutions recherchées seront de la forme

Th
(3.44) f ZEfz+ ch z-l— yk+Ef”+ k(t)¢z]+ k+Efzjk+ (t)¢i,j,k+%

0,5,k
et,
72h
(3.45) 9 X;CEQHQ,J, ,j,k + Egm+2,k( )7’/) NEE Ey; k43 1 () ijk+3
’-]

3.3.3 Approximation du champ magnétique.

Dans la formulation variationnelle , nous avions vu que nous pouvions prendre H dans
L?. Nous allons demandé un peu plus de régularité en prenant une discrétisation H (div)-
conforme. Ce choix est motivé par le fait qu’il conduit au schéma aux différences finies bien
connu, puisque nous verrons que ce choix nous permet de retrouver le schéma de Yee.

16 2= {HM € W, | VK € T, H2x € Qo x Off 1o x Q.1 }
Wi ={H} e Wy | VK € Ty, Hlx € Qf 0 x Off1 o x Off1}

Ainsi V(th,H?) € Wg% X th on peut écrire

HM (M) = Y (Hy)f é7" (M)
(3.47) fepest
H{(M) = > (Hp)}dp(M)
feB

ou les sommations sont effectuées sur les faces (f) du maillage.

Les fonctions ¢E’}% sont les fonctions de base associées au degrés de liberté correspondant a
un flux normal de h? & travers la face f et 0 pour les autres faces.

Pour les fonctions de base qui engendrent ’espace d’approximation de H(div, B) ou encore
H(div, B¢"), on distingue trois familles de fonctions de base selon la nature de la normale &
la face qui leur est associée. On repére chaque face par les coordonnées de son centre. A une
face de normale orientée selon +i correspond un point du type (ih,, (j + %)hy, (k + %)hz)
Les fonctions de bases sont alors

f = face selon z — ¢f ¢h Lkt

(3.48) f = faceselony — ngf Z+2,J,k+—

[ = face selon z — ¢f= i—l—%,j-}-%,k'
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3.3 Choix des espaces d’approximation.

avec
h _ b

Pty = i (@)
h

J

(3.49) ?Jr;,j,lﬁ_% = T/ij(?/)ﬂsz
» h h ~

¢7,+2,_]+2,k ’l/)k) (Z)¢Z+%(5L') ¢Ji%(y) z

Chaque fonction de base a cette fois-ci son support constitué des deux cubes qui s’appuient
sur la face associée, a ’exception bien sur des fonctions de base accrochées a une face de
cube localisée sur la frontiere ¥ pour lesquelles le support n’est constitué que d’un unique
cube. De la méme facon que nous avions défini &, et &y, les espaces d’approximation pour,
respectivement, le champ électrique raffiné défini sur B et le champ électrique sur B***, nous
définissons Hj, et Hop, leur correspondant pour le champ magnétique.

Finalement, les solutions recherchées seront de la forme

} : 7h 7h
H(t) Hyijrs ket 1 (1) it akty +Hyl Jok+d s (D 1kt
(3.50) ik ’ ’ e B
. 7 ) 2 h
+Hfi+§,j+%,k(t)¢i+§,j+%,k
et,
2h 22h 22h
H, Z 9z,y+2,k+2 (t) b+ 5kt +H9 ,j,k+%(t) i+%.0,k+3
(3.51) 0.5,k
12h
+ng+ g k(t) i+3.0+5k

3.3.4 Approximation du Courant.

L’espace M dans lequel vit le courant est un espace de champs surfaciques définis & la
surface de . On considere la trace sur ¥ du maillage volumique pour B¢, c’est & dire celui
correspondant au maillage dit grossier (7,5%!). On note T5;,(X) cette trace. On obtient, sur
chacune des 6 faces un maillage régulier en rectangles.

On choisit ensuite de prendre pour discrétiser M, ’espace d’approximation de Raviart
Thomas [7] de plus bas degrés.

(3.52) M2 = {J € M/VT € Toy(3), I3 € Of g x 0f 1}

ou si e; et ey est une base de T', @), ; est ’ensemble des fonctions définies sur 7" qui s’écrivent
P,(z) x Py(y).

Plus exactement, cet espace est construit de la maniére suivante. Sur chaque rectangle de
3, on définit 4 demi fonctions de bases qui sont supportées par ce rectangle, chacune d’elles
étant associée a l'une des 4 arétes du rectangle. L’orientation de la demi-fonction de base
est constante et perpendiculaire a ’aréte considérée. L’intensité est constante le long de la
direction de l'aréte et linéaire par rapport a la direction perpendiculaire (fonction dont le
graphe est en forme de demi tente). La constante de normalisation est fixée de telle sorte
que les quatre flux de chaque fonction de base & travers chacune des arétes sont égaux a la
longueur de l'aréte si le flux est pris sur laréte de la fonction de base et 0 sinon. De cette
facon les degrés de liberté ne sont rien d’autre que la moyenne des flux du champ & travers
chaque aréte. On a donc

(3.53) I (m ZZJ,pl z)jeh(x)

Cpl
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Discrétisation du probléme

ol jﬁ’é(:ﬂ) est une fonction vectorielle de direction constante et polynémiale de degré inférieur
a 1 tandis que 1. est la fonction indicatrice du carreau ¢ du maillage grossier. Si ’on calcule
la divergence de J?*, on trouve

div.J 2 (z ZZJC,,(dw 72V 1e(2) + V1e(z) - (2 ))

(3.54) ¢t
Y, (div(G28)1o(z) + vac(z) - 125 (x) Soc())
c p=1
(3.55) Voc(®) - G20 (2)6pc(x) = ba,,(2)

ou A, est Iaréte du carreau c & laquelle est accrochée la pieme fonction de base. Mais, comme

la masse de Dirac sur un segment n’est pas un élément de H 7%(2), on doit obligatoirement
s’assurer que pour toute aréte a du maillage

(3.56) Va, > Jep=0.
ep,[Acp=a

C’est une condition classique pour définir des approximation H j;, conforme.

Remarque 10 On peut donner une interprétation physique de ceci. La divergence du courant
est une charge, la relation (3.56) est appelée loi de Kirtchoff, il doit y avoir conservation du
courant.

Pour le maillage ici considéré, chaque aréte appartient & exactement deux rectangles (non
nécessairement sur la méme face, néanmoins). On définira donc les fonctions de bases comme
la concaténation de deux demi fonction de bases, I'une affectée d’un signe + l'autre d’un
signe —, et cela de fagon complétement arbitraire. Cette maniére de faire permet de s’assurer
automatiquement de (3.56).

L’approche classique consiste a choisir une orientation par carreau des demi-fonctions
de base, puis de faire un choix arbitraire du signe des demi-fonctions de base lors de leur
concaténation pour créer la fonction de base sur Paréte (cf. figure 3.1)

A
|

Fia. 3.1 — choiz classique pour l'orientation des fonctions de base

D’un point de vue pratique, nous avons choisi de ne pas prendre 'orientation classique
pour chaque carreau mais de prendre I'orientation suivant les indices croissants dans chaque
direction. ’avantage d’opérer de la sorte réside dans la possibilité d’assurer la loi de Kirtchoff
sur presque toutes les arétes en affectant un signe + au deux demi-fonctions de base.
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3.4 Approximation des formes bilinéaires.

F1G. 3.2 — notre choiwz d’orientation

Presque, car dans le cas ou le courant se trouve sur une aréte de la boite, la discrétisation
est un peu moins classique. En effet, une des conséquences des travaux de A. Buffa [2],
est qu'une fonction ® appartenant & l’ensemble des fonctions C' par face, appartienne &

H H_l/ 2(divz, ¥) doit vérifier & la frontiere entre deux faces ¥; et ¥, la relation

(I)|Ei Ty = (I)|Ej . Tj

ou 7; = 7;;An;, n; étant le vecteur normal a X;, et 7;; un vecteur directeur de I’aréte commune
a %; et 3;(voir figure 3.3). En conséquence il faut également raccorder pour chaque aréte de

Fia. 3.3 — Définition des vecteurs unitaires & l'interface

la boite, les composantes normales aux arétes du courant. Ainsi, un méme degré de liberté
correspond & deux orientations différentes du courant (voir figure (3.4). On doit alors affecter
un signe — & 'une des deux fonctions de base pour certains degrés de liberté accrochés a 6
des 12 arétes du cube. Notre choix, arbitraire, est décrit dans le tableau 4.1.

3.4 Approximation des formes bilinéaires. Existence, unicité
stabilité des solutions du schéma.

Dans la section, nous avions donné des conditions générales de stabilité et de définition
du courant, on se propose ici de préciser celles-ci dans le cas des espaces de discrétisation que
nous venons de choisir. Commencons par préciser ’approximation des formes bilinéaires.

199



Discrétisation du probléme

Fi1G. 3.4 — Degré de liberté sur une aréte

3.4.1 Quadrature et condensation de masse.

Un point important pour obtenir des schémas explicites donc efficaces est la condensation
de masse, [11]. Celle-ci consiste & utiliser une loi de quadrature pour évaluer les intégrales
élémentaires dont les points de quadrature dépendent des degrés de liberté. Les bons choix
entrainent qu’alors les matrices de masses sont diagonales et le schéma (en absence de couplage
grille fine grille grossiere) devient explicite.

Précisons tout ceci, si ©@ = B ou B®! et ¢ une fonction assez réguliere on écrit

8
(3.57) /@(p(x)dac ~ f@(p(x)dac = Z mesure(C)% Z(pw(SsC)
s=1

ccoe

ou les SSC, s = 1,...8 sont les huit sommets du cube C. On procédera de méme pour les

intégrales de surface

4
(3.58) /Ego(x)dac ~ fxgo(x)dac = Z mesure(C)i Z (p‘C(SsC)
s=1

ccxy

o1 cette fois-ci les C' désignent des rectangles situés & la surface de ¥ et dont S, s =1,...4
sont les quatre sommets.

11 est bien connu que de telles formules de quadrature sont précises a 'ordre 2. Ainsi, on
ne perd pas de précision a les utiliser et, comme on le verra par la suite, le probleme discrétisé
en temps présente alors I'immense avantage d’étre explicite.

3.4.2 Calcul de la condition de stabilité.

Dans la section 3.2.3, nous avons vu que la stabilité était assurée dés que At était suffi-
samment petit, nous voyons ici, la condition de stabilité plus précisément dans le cas qui nous
concerne. La relation (3.32) s’écrit en tenant compte des espaces choisis.

2
w RS S HTH_%‘*‘HR_% €0 cAAL?

(3.59) _Ujl gyt =B L\ L 7 | 0% |
2/ 1 2/ B 2 2 4 Jg

2
rotE? ‘
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3.4 Approximation des formes bilinéaires.

Maintenant, on a

(3.60) /LB | rotE?‘Q _ oy mes( Z v

CCB

SC)

s [Tot B ‘ ne fait intervenir que douze degrés de

liberté (qui ne sont autres que ceux rattaches aux douze arétes du cube). Cette fonction peut
donc s’interpréter comme une forme quadratique positive dans un espace 4 12 dimensions. La
matrice associée a cette forme quadratique est diagonalisable et a une valeur propre maximale.
On a calculé cette valeur propre en annexe. On montre que

(- ) 851‘ (s)— h% h32/ h% 851‘ f“c(s)

On en déduit la majoration

11
(3.62) /LB‘rotEf‘ <4 <h2 +h_+h_g> /LB

y

et, en particulier

MofoQHf%

3.63 1 12
( ) 2o H;H—Q —i—H? 2

1.1, 1\« )
< = [ A— _ ZAtZ _ . _ _f E'rL
=2 [ 2 0 (hg+h§+hg>2 5|7

D’ou 'estimation

B 4|
(3.64) (1—042 ‘E +@f ! ! <EY
2 I's 2
avec
T 1 1
(3.65) o= oAty | — + — + —
Y

On peut procéder de la méme fagon pour I’énergie dans la grille grossiére et on obtient

_112
€0 Hg?n+l +Hg2n 1 0
<EJY.
D) >

2 Bezt

n|? Mo

(3.66) 1-at)2 -

9

Ces deux estimations fournissent un contréle de la norme L? des solutions du schéma en
fonction de la norme L? des conditions initiales (I’énergie & I’instant 0) dés que « est plus
petit que 1. On a donc stabilité du schéma deés que At est assez petit pour satisfaire la
condition, dite condition CFL, (3.65).

Il est bien connu que la condition o < 1 est la condition classique pour assurer la stabilité
du schéma de Yee. Le fait d’avoir raffiné a la fois en espace et en temps implique que chacun
des deux schémas, pris indépendamment de tout couplage entre eux, est stable sous cette
méme condition. Ce que nos calculs montrent ici c’est que le couplage des grilles n’a pas
d’incidence sur la condition de stabilité commune aux deux schémas, et cela quelle que soit 1a
taille de la boite raffinée. C’est un résultat fort qui assure une grande maitrise des phénomenes
d’instabilités.
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Discrétisation du probléme

3.4.3 Existence du courant.

Toutefois, si on regarde un peu attentivement les calculs précédents, on s’apergoit qu’une
hypothese a été faite implicitement, & savoir 'existence du courant J?"*! pour tout n. Or,
nous avons vu précédemment que l'existence du courant n’était assurée que si la matrice A’]%,
dont I’expression est donnée en (3.17), a le bon gott d’étre définie positive. Il nous faut donc
en toute rigueur vérifier que si la CFL usuelle est vérifiée alors cette matrice A? est bien
définie positive. Pour cela, il suffit de changer 1égérement le point de vue que nous avons
adopté pour faire les calculs d’énergie. Ces calculs sont basés sur Iécriture variationnelle des
équations. On peut de la méme facon écrire les choses sous forme matricielle en faisant tous
les calculs & partir de la formulation (3.10). L’énergie s’écrit

2n _ €0 2h 112 2 Ho 2h r72n+1 pr2n—1
&" =5 (ME B2, E2) + 5 (MEHZ Y H
(3.67)

on _ €0 h p2n 2 Ho b p2nts g2y
£ = 5 (MpEP BY) + 22 (MHHf * H, 2) :
Et Péquivalent de (3.59) devient
on41 In—1 on41 on—1
2 +Hf 2 Hf 2 +Hf 2
2 ’ 2

~ 0 SO (aut) ™ (1) () 1)

o on+l _op—1 140 H

(3.68)

tandis que (3.62) s’écrit
-1 * 1 1 1
h( gk h LI Y
(3.69) B} (Mly) (B}) <4 (h% tiat h§> M

Cette inégalité permet d’assurer que la CFL usuelle entraine I'inégalité écrite en (3.18) et par
voie de conséquence Dexistence du courant J>**1 pour tout n. Evidemment, pour étre tout a
fait complet, il faudrait travailler encore un peu pour avoir des estimations du courant (afin
d’étre stir que J?"*! n’explose pas avec n et n’entiche pas le résultat du calcul). Nous ne le
ferons pas ici.
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Chapitre 4

Vers I'implémentation numérique

4.1 Construction des opérateurs discrets

L’avantage de la discrétisation du champ électromagnétique sur un maillage régulier est
de pouvoir utiliser la technique de condensation de masse. Comme nous ’avons dit, celle-ci
a consisté a user d’une formule de quadrature, exacte pour toute fonction linéaire, dont les
points d’appuis coincident avec les degrés de liberté pour évaluer les intégrales intervenant
dans les expressions des coefficients matriciels. On montre que cette maniere d’approcher les
intégrales ne fait pas perdre de précision (le schéma reste d’ordre 2).

4.1.1 Les Matrices de masse

Cette méthode permet d’obtenir des matrices de masse diagonales comme le montre les
expressions suivantes

N¢® Nef
(4.1) M = hohyh, ——; M = hyhyh, —

4’ 2
ott les matrices diagonales N¢® et Nef ont pour éléments diagonaux le nombre de cubes
appartenant au domaine B et qui contiennent Paréte (respectivement la face) considérée.
Pour étre plus précis, si ’on considere par exemple une ligne de M ,% correspondant & une
aréte ¢+ %, J, k strictement interne au domaine B (on évite les bords pour simplifier), utilisant
les expressions (3.43) on trouve

h Th h —_ -
(M1 o it gw) = Ao B Shp
h Th 7h
(4:2) (ME¢i+%,j,k’ il’jl+%7k/) = 0
h Th 7h
(ME$iss g P jrwsy) = O
avec
s o= [l ()l L (s)ds = b6
m,m m+% m’+% sUm,
(4.3)

Bt = / Pl (s)pls, (s)ds = zkj /k f”hs ol (5)ls, (s)ds

N U . .
ou & vaut 1 sim =m’' et 0 sinon.
Le terme Z° . est toujours nul sauf si [m' —m| <1 auquel cas
b

2 1
(4.4) =5 =Zp. =S ~hs.

—m,m 3 ‘:‘m,mzl:l = 6
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Vers I’'implémentation numérique

Si 'on en reste 1a, la matrice de masse M g n’est pas diagonale puisqu’elle couple les noeuds
du plan 7h, aux noeuds des plans voisins immédiats. Mais si I’on substitue au calcul exact de
Iintégrale la formule de quadrature

(k+1)hs hs
(45) L rds = S+ Db + S (k)
on trouve o
(4.6) S = hsty y et (Mpdlys B ) = hohyhss] 6] 6f

En procédant de méme avec les autres fonctions de base, on montre que M g et M ?I deviennent
des matrices diagonales grace & la condensation.

4.1.2 Le rotationnel discret

De la méme facon, la matrice R" va devenir beaucoup plus creuse. Par exemple, partant
des expressions (3.43), on a pour une aréte strictement interne au domaine de calcul,

. b1 = AV @)W () - % (2))
' A @ () — Y )2

J

(la dérivée d’une fonction chapeau est la différence de deux fonctions indicatrices). D’ou les
expressions

((Rh) ¢Z+ ]k’q’bz ]+ k’+) =0

_ 1l Az =Y z z
(4.8) (( ) ¢z+ Iy k’¢z +1k+1 1) = P Rt B L (Ak-i-l,k’ o Ak,k’)
r\* 7h _ 1 Yy y
((R ) i-l—%,jk’qsl‘i‘ j+2,k),) - AZ 4 n_4k k! (Aj+1,j’ _A],]’)
La encore la condensation est utilisée, ce qui permet d’écrire Ef:n’m, = A} m = = hgo, . Fina-

lement ’aréte 7 + %, j, k n’est couplée par A qu'aux quatre faces qui la contiennent. Apres
tous calculs on trouve si E est décomposé suivant (3.44)

h 7h _ z
((R) B, bj+gk+g 1) = hoho(E] zy+1k+ E,JJH— 1)

(4.9) ;
—hghy(E? TP 2 J+2,k)
R\* 7 7h _
(410) ((R ) E,T/)Z+%’J’k+%) o h h ( Z+279,]€+1 E;L.‘i‘Q,Jyk)
~hyh (E; i+1,5,k+3 Ez,j,lc-}- )
h = Y
(4.11) ((R ) B 7vb“r2’]+2’k) = hyh ( z+lj+2,k E']'+2,Ic)
—hyh (B} —E*, )

z—l— J+1,k z+2,],k

On reconnait, au facteur h,hy,h, pres, le rotationnel discret qui est utilisé dans le schéma
de Yee classique (cf [15]): le schéma variationnel avec condensation de masse sur grille réguliére
s’avere coincider avec ce schéma aux différences finies. Cette remarque est importante car elle
permet de coupler des techniques type différences finies avec d’autres adaptées aux éléments
finis.
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4.1 Construction des opérateurs discrets

Tout ceci est jusqu’ici tres classique. Le point un peu nouveau vient des degrés de libertés
situés & la frontiere de chacun des deux domaines. Les calculs sont un peu fastidieux quoique
élémentaires. Le résultat trouvé est une modification des expressions (4.9)-(4.11) pour les
fonctions de base 1/7?,) de H" localisées sur une face frontiere. Cette modification consiste &
supprimer les degrés de liberté (les £ ) attachés a des arétes localisées hors du domaine de
calcul considéré puis a ajouter un facteur % devant les degrés de libertés attaché a des arétes
localisées sur la face frontiere.

4.1.3 Matrice de couplage

La technique de condensation de masse est également utilisée pour le calcul des intégrales
de surface définies sur X. Ces calculs nous donnent les matrices de couplage B2h et Bf qui
raccordent l'intérieur et 'extérieur de la boite en liant le courant aux champs electrlques de
chaque grille.

Il s’agit de calculer

(B, = i ttao
(4.12) ”

(B7),,. = /L<ZS Jatdo

ol a, ag4 sont des arétes du maillage grossier (a étant localisée sur la frontiere de la boite), ay

une aréte du maillage fin. Dans ces expressions, on a noté jgh la fonction de base de My
associée a l’aréte a (fonction de base pour le courant) et ZZ,¢Zf les fonctions de base de &y,

& associées aux arétes ay et ay. D’apres ce qui précede, la fonction de base J2h est 1a somme
(& un signe pres) de deux demi-fonctions de base. Chacune de ces deux demi-fonctions de base
est associée & I'un des deux carreaux de X ayant a comme aréte commune. Notons ¢ et ¢
les deux carreaux, €}, €, (= £1) les signes et p; (=1,2,3 ou 4) 'indice dans la numérotation
locale liée & ¢* de I’aréte coincidant avec a (Az = =0a). Ona

(), = R TR T
(413) 9> .
2h _
(Bf )af,a o f ¢ +d0+6 ¢c ,pa do

les ;c?z? étant les demi-fonctions de base décrites précédemment (fonctions vectorielles
supportées par c et dont la direction est constante, normale & l'aréte A, leur variation est
constante le long de la direction parallele & A, et linéaire le long de la direction normale).
Chacune des 4 intégrales est tres facile & obtenir. Pour la grille grossiére on a

- Aire(c) . .
(4.14) fijq_ﬁ% 0?1]11 do = # siag = a;(c,p) ou af](c, p) et 0 sinon

ol a_(ll(c,p) et a?](c, p) sont les deux arétes du carreau ¢ perpendiculaires & ’aréte numéroté
localement p.
Pour la grille fine le calcul est un petit peu plus compliqué. Il y a 6 arétes de la grille fine
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Vers I’'implémentation numérique

E
Jorao | Jo- - 2
Ct ci2l Jega o 14 _
€ = 1(+) € = 1(+)
.

F1a. 4.1 — schéma des fonctions de base sur un carreau

1 1 2
ay Qg Of
fr—

I
I
I
I
I
a‘;’c | a‘}
____9__JI___+__
I
I
I
5 I2
I
ay @y G

Fi1G. 4.2 — Positionnement des champs induit par un courant sur une maille
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qui vont étre couplées a chaque demi-fonction de base
op = Aire(c) .
fcgba? '-70?1? do = TSI af = a}c(c,p) ou a?(c,p)

- 3Aire(c) .
ﬁé?h . ]C?[il do = %Sl af = a?(c,p) ou (l?(C,p)
(4.15)
- Aire(c) .
T P IR

les afc(c,p) étant les 6 arétes du maillage fin localisées sur ¢ et qui sont perpendiculaires &
laréte A,.(cf Fig. 4.2).

De ces expressions, on déduit facilement que le noyau de (Bj%h)* est réduit & {0}. En
effet, supposons J tel que (szch)*J = 0. Pour tout carreau du maillage surfacique, toutes les
composantes du champ électrique (B}%h)*,] doivent étre nulles. En particulier cela doit étre
pour les deux composantes relatives aux deux arétes centrales notées a:;’c et a‘}c sur la figure 4.2.
I1 est facile de vérifier que ces deux valeurs sont une combinaison linéaire des deux courants
accrochés & deux arétes paralleles de part et d’autre du carreau (I'une des composante du
courant est représentée sur la figure, Pautre est son symétrique & gauche). On obtient ainsi
un systéme 2 x 2 dont la matrice associée est & un facteur Aire(C) pres égale a l il)) i1’> ]
Comme cette matrice est inversible, on déduit que les deux courants doivent étre nuls. En
réitérant cette analyse sur chaque carreau et pour chacune des deux directions, on déduit que
J est nul.

Remarquons que ce résultat n’est pas forcément vrai pour (th)*. Si le nombre de mailles
dans chaque direction est paire, on peut obtenir un champ grossier nul a partir d’un courant
valant alternativement 1 et —1 sur les arétes consécutives.

4.2 Les équations du schéma

4.2.1 Remarque sur les schémas a l’intérieur

Une fois les matrices assemblées, on reconnait, pour les les degrés de liberté localisés
strictement a l'intérieur de chaque grille, le schéma classique de Yee.
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Vers I’'implémentation numérique

¢ n+1 n
(Bo)ify g~ Balisg i
At
n+3 B n+3 n+3i B n+tl
+(Hy)i+%,j,k+% (Hy)i-l-%,j,k—% (Hz)i—i-%,j—i—%,k ( Z)i—l-%,j—%,k ~0
h, hy B
n+1 n
(By)ijezn = Boijiss
At
(4'16X n+3 n+3 n+3 n+3
I h -
n+1 n
(Be)ignrs ~ (Bo)ijnes
At
n+3 B n+3 n+i B n+tl
+( ““)i,j+%,k+% ( x)i,j—%,kﬁ B ( y)i+%,j,k+% ( y)i+%,j,k—% —0
h h B
\ Y T
(ot
(Hw)i,j+%,k+§ B (Hm)z‘,j+%,k+§
At
+(Ez)i,j+1,k+% - (Ez)z',j,lﬁ»% B (Ey)i,j+%,k+1 - (Ey)i,j+%,k 0
hy h B
n—l—% . n—%
(y)i+%,j,k+% (Hy)i+§,j,k+§
(417) At
+(Ew)z'+%,j,k+1 - (EI)Z'Jr%,j,k (Ez)i+1,j,k+% - (Ez)i,j,kJr% ~0
h; hg B
n-i—% . n—%
( Z)i+%,j+§,k (Hz)z’+§,j+§,k
At
(Ey)i+1,j+%,k - (Ey)i,j+%,k (Em)i+%,j+1,k - (EI)H%,J'J: —0
L ha hy

On trouve bien évidemment le méme schéma écrit sur un maillage de fois plus gros a l'intérieur

de la grille grossiere.

4.2.2 Schéma a ’interface: Préambule

Les schémas a l'intérieur de chaque grille étant explicité il nous faut maintenant présenter
ceux de l'interface. En fait seuls ceux concernant les champs électriques on besoin d’étre expli-
cités. En effet, on pourrait s’attendre & ce que les champs magnétiques définis sur l'interface
obéissent & un schéma différent de celui pour les champs strictement & l'intérieur, mais il y
a un petit miracle (qui est di & la quadrature numérique) qui fait que ce sont les mémes
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4.2 Les équations du schéma

équations qui donnent les champs magnétiques au cours des itérations. Ceci est di au fait
que méme si la matrice de masse a 'interface est divisée par 2, la matrice du rotationnel
Pest aussi, ce qui laisse ’équation inchangée par rapport a Uintérieur. On donne donc ici les
équations supplémentaires pour les champs électriques localisés sur I'interface. Elles different
des équations a l'intérieur pour deux raisons, d’une part les matrices sont différentes a cause
de la troncature des fonctions de base d’autre part en raison de la présence du courant.

La grille fine étant un parallélépipede rectangle, I'interface est composée de 12 arétes et
de 6 faces, qu’on nomme X~, X7 Y=, YT, Z~ et Z*t, o la face A* a pour vecteur normal
sortant de la boite £A. On ne donnera pas ici la liste exhaustive de toutes les équations mais
seulement des prototypes a partir desquels il est facile de reconstruire ’ensemble du schéma.
Dans la suite, on a omis les indices f et g des champs (pour fin et grossier) lorsque aucune
confusion n’était possible, ceci, afin d’alléger les notations.

4.2.3 Schéma a l’interface pour la grille grossiere

On consideére dans un premier temps les solutions des équations du schéma en ’absence
de courant (J?**! = 0). On note E ces solutions intermédiaires. Puis on calcule les champs
électriques en ajoutant la contribution du courant J2* ! & E. Cette opération est licite puisque
les équations sont linéaires.

On donne ci-dessous, I’équation actualisant la composante E,, sur la face Y~ (hors arétes).

' \2n+2 )2 2n+1
(Ea)is1,2500 ~ Eo)Ginrgion _ —2Ha)iil 1.0
(4.18) 2At 2Ay
2n+1 2n+1
+(Hy)(gi+2,2j,2k—1) o (Hy)(gi+1,2j,2k+1)
2Az
tandis que pour Y
' \2n+2 )2 2n+1
€0 (EI)(Z+1,ZJ,2]C) — (Bo)5it1,2,28) _ 2(HZ)(Z+1,2J+1,%)
(4.19) 2At 2Ay
2n+1 2n+1
+(Hy)(gz'+1,2j,2k71) B (Hy)(;i+1,2j,2k+1)
2Az

D’une fagon plus générale, la regle est la suivante: on part du schéma de Yee, on supprime
les degrés de liberté situés en dehors de la grille et on double le poids de ceux situés strictement
a lintérieur.

Sur les arétes, la situation differe du cas général par deux aspects. D’une part, le terme
diagonal de la matrice de masse (M2) est augmenté (des 4 cubes associés & l'aréte, 3 sont
localisés dans le domaine grossier au lieu de 2). D’autre part, plus de degrés de libertés
interviennent. On donne par exemple ’équation pour ’aréte intersection des faces Y~ et Z~

;o\ 2042 o \2 4 2n+1 4 2n+1
. (ECE)(;LH_LQJ',Q]C) - (Ex)(;i-i-l,Qj,Qk) . 6( Z)(;Li+1,2j+1,2k) B 5( Z)(;Li+1,2j—1,2k)
0 =
(4.20) 208 4 2n+21Ay 4 2n+1
§(Hy)(2i+1,2j,2k—1) B E(Hy)(2i+1,2j,2k+1)

+ 20z
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Vers I’'implémentation numérique

La régle pour les autres arétes est la suivante: on part du schéma de Yee, on affecte d’un poids
% les degrés de liberté de type H localisé entierement dans la grille grossiére et d’un poids %
ceux situés sur l'interface.

La seconde étape consiste & modifier le champ E par ajout du courant. Par exemple, pour
la composante F, sur la face Y~ (hors voisinage d’arétes), on a

2n+2 + At
(22+172]72k) 260Ay

2 1 2 1 2 1 2 1
(=T omany = (o) o ansny = ()i oy = (Te) ot g nny)

(4 21)(E‘”)?53121,2j,2k) = (Bx)

Le coefficient devant les courants provient de la matrice %t (M-t (Cg%)* (cf. formule
(3.10)).

Lorsque le champ considéré se trouve & une demi-maille d’une aréte, deux des courants a
ajouter se trouvent alors sur ’aréte. Dans ce cas, on doit prendre en compte le signe devant
chaque demi-fonction de base pour le courant. Avec les conventions retenues et décrites en
(3.3.4), cela revient & un changement de signe dans la formule. Par exemple, lorsque le degré
de liberté se trouve sur I’aréte intersection des faces Y~ et X~ (voir fig. 4.3), Porientation est
déterminée par la face Y, il vient donc un signe — sur la face X . Le schéma pour le champ
FE, sera alors donné par

At
2n+2 _ 2n+2
(Be)oit1,25,20) = (Ba) i s 1,2j,0) T 2e0iy

(4.22)
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
((Jm)(2ijr2j,2k+1) B (Jfﬂ)(2ii2,2j,2k+1) + (JI)(2i,+2j,2k71) B (Jm)(Zii2,2j,2k71))

- -~ -
N . . -F,

N -
I B -

\* = =

Fi1G. 4.3 — schéma des champs J et E sur une aréte
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4.2 Les équations du schéma

aréte Face déterminante | signe pour le carreau localisé Signe pour
sur la Face déterminante Pautre carreau
Y- — X~ Y~ + -
Y- -7+ Y~ + +
X -Y* X~ + +
X -2zt X~ + +
g+ _y+ T+ + —_
zt _ X+ 7+ + —_
Xt -7z X+ + +
Xt -V~ X+ + +
Z- =Y~ Z~ + -
Z- - X~ Z~ + -
Yt - X+t Y+ + -
Yt —Zz- Y+ + +

TAB. 4.1 — tableau de référence des arétes

Dans le cas ou le champ F est situé sur une aréte, on doit prendre en compte le fait que
la masse est différente. On donne ici & titre d’exemple le schéma pour un champ FE, situé
sur I'intersection des faces Y~ et Z~. On notera également que deux degrés de liberté liés au
courant sont sur la face Y~ et deux autres sur Z~.

. At
2n+2 _ 2n+2
(4.23)(Em)(§z‘+1,2j,2k) = (Ba)(oit1,050m) T 3e0Ay

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
(_(Jf’?)(Zierj,ZkJrl) - (Jm)(Zz’iZ,Zj,ZkJrl) - (va)(ZiEjJrl,Zk) B (Jfl?)(ZiiZ,ZjJrl,Zk))

Remarque 11 De la méme fagon que précédemment, si un degré de liberté du courant se
trouve sur une aréte, le signe peut changer suivant le tableau 4.1

4.2.4 Schéma a l’interface pour la grille fine

Dans la grille fine, on procede de la méme fagcon. On commence par calculer la solution
relative & un courant nul (E), puis on ajoute la contribution du courant.
Comme exemple de I'actualisation d’une composante de champ localisée sur une face (hors

aréte) on donne I’équation pour la composante E, de la face Y™ :

(Bt — (B 2H.) (H)E - )
(4.24) B (i+3,5,k) it 5.5k) i+ 3,4 5.k) + Y/ (i+5,5,k—3) Y (i+ 5 ,5.k+73)
' At N Ay Az
ainsi que celle relative a la face Y+
o \n+1 _ (I \n _ n—l—% n-l—% _ n-l—%
(4 %\(EI)(iJr%,j,k) (Bo)iry g _ 20H2) 641 510 + Hy)id gam) ~ i d i)
. } -_—
At Ay Az

La regle est identique a celle relative a la grille grossiére. On écrit le schéma de Yee, on élimine
les composantes des champs magnétiques localisées & I’extérieur de la grille fine et on double
la contribution des champs magnétiques strictement intérieurs.
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Vers I’'implémentation numérique

Sur les arétes le schéma est différent, par exemple pour I'aréte intersection des faces Y~
et Z~

(Bo)lth o = (B 2H.)" ~a(H,)
O (i+3.5.k) Vltygk) T i gidta k) Y (it 5.5k +3)
At Ay Az

(4.26)

La regle est la suivante: on élimine les composantes du champ magnétiques inexistantes dans
la grille fine et on double la contribution des composantes restantes.

e i it Sl

= FEy

e = - - — S L S - - = = >

F1G. 4.4 — schéma des champs J et Ey sur une maille

Reste ensuite & ajouter le courant. Comme on le voit sur la figure 4.4 un champ électrique
fin peut étre affecté par deux ou quatre degrés de liberté de courant suivant s’il se trouve a
Iintérieur strict ou non d’une maille. De plus, la valeur des produits de fonctions de bases
variant d’un champ & ’autre, les coefficients issus de la formule de quadrature pour le calcul
des intégrales, ne sont pas les mémes pour tous les champs fins (voir figure 4.5).

DPa Do
: J
I =
I
De ! Pa
____9___:___9__
i poids produits des coefficients
| de gauss | fonctions de base
Pa | Db o 1/4 1/2 Go = 1/8
b 1/4 3/2 a = 3/8
c 1/4 1 ge=1/4
d 1/4 3 qq = 3/4

F1G. 4.5 — poids pour les champs fins

On présente par exemple ci-dessous le schéma obtenu & l'itération 2n + £, £ = 1,2 pour la
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4.2 Les équations du schéma

composante E, sur la face Y.

(4.27)

\

(Eﬁ)?;;iéygjygk+1) = (Ex)?;ii%gmkﬂ)
+% ( qc (JI)?;LiiIQ,Qj,Qk-i-I) +4a (Jw)%;ij%,%ﬂ))
(E‘”)?;Lii%,Zj,ZkJrl) - (E’”)?;iiegzmkﬂ)
+% ( qd (JI)?Z':;,Z]',%JA) T e (Jw)?;izi%ﬂ))
(Ex)?;ii%,Qj,Qk-i-Q) - (E’”)?;i:%ﬂj,?kﬂ)
% ( a (Jm)?gz'il&?j,%Jrl) T (Jm)?;izﬂkﬂ)
00 (T3 bajnsy + 0 (T3 ans)
(Em)?;ifggj,%ﬂ) - (Ew)?ng%ﬂj,?kﬂ)
+% ( @ (Jx)?giiIZJijJrl) T 4a (Jf”)?;iz,%ﬂ)
+ap (va)?giilQ,Qj,Qk-i-S) T da (J‘”)%gi;;,%%))

On remarque que les formules sont identiques que 'instant soit 2n + 1 ou 2n + 2, puisque
Pon a choisi J2+2 = J2nt3 = jen+l

De la méme fagon que dans le cas de la grille grossiére, si un courant considéré se situe
sur une aréte le signe peut changer suivant le tableau 4.1.

Lorsque le champ électrique se situe sur une aréte, on doit prendre en compte que la
masse est différente, de plus la formule fait intervenir des courants de deux faces différentes.
On donne ici a titre d’exemple le schéma pour un champ £, situé sur 'intersection des faces

Y et 7.

(4.28)

,

(Ex)

(Ex)

2n+4 _ (1 \2n+L
(2i+%,25,2k) (Ex)(2i+%,2j,2k)
4Nt ontl _—
€0z ( G (J’”)(;LH?,?J'H,%) T (J’”)(gz',zjﬂ,%))
4Nt _— _—
N (+q“ (Jo)(2iy2,25.2611) T O (Jm)(;i,2j,2k+1))
2n+4 _ (17 \2n+L
(2i+3,25,2k) — (EI)(Qi-i-%,Qj,Qk)
I - -
€Az ( B (J“")(;H?,?Hl,?k) T da (JI)(;Li,2j+1,2k))
AAL _— -
+60Ay (q” (J‘”)(;i+2,2j,2k+1) T (Jx)(;i,2j,2k+1))
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Vers I’'implémentation numérique

Ici encore, si le schéma fait intervenir un courant situé sur une aréte, le signe de sa
contribution sera déterminé par le tableau 4.1

Les équations présentées permettent donc de calculer les champs électriques grossiers et
fins a 'interface dés que le courant est connu.

4.2.5 Résolution. Détermination du Courant

Afin de calculer le courant J?**! 3 D'interface, on décompose le champ électrique en deux
parties, la premiere correspond au champ électrique en I'absence de courant (E‘) Ce champ
se calcule explicitement & I'aide de quantités connues car calculées & des instants antérieurs.
La seconde correspond 4 la contribution due au courant seul. On utilise cette décomposition
pour écrire la relation de conservation d’énergie a l'interface, qui revient a écrire une égalité

de flux de champs électriques,

In+2 2 2n+2 2n+1 2
Egn +E9n _ (CZh)Ef +2Ef +Efn
2 f 4

(4.29) @Y = (C2M)

La linéarité des équations nous permet alors d’écrire une relation entre les flux provenant des
champs électriques sans courant et les flux induits par ce courant (3.16). On obtient ainsi un
systeme linéaire dont 1’inversion nous donne le courant.

Le second membre provient de flux électriques de chaque grille. Les schémas indiqués
ici proviennent de la condensation de masse des matrices indiquées en 3.2.1. La discrétisa-
tion choisie pour résoudre le probléme conduit & prendre les flux dans les mémes espaces
d’approximation que les courants.

On décompose le calcul des flux en deux parties une induite par les champs électriques
grossier a 'interface et I’autre par les champs fins

Exemple pour le calcul de flux grossier ® sur la face Y )

(<I>%)?§Z-E-,2k+1) = —AzAzdyny {(Ew)(2i71,2j,2k) + (Ex)(2i41,2j,2k)

(4.30)
+(Ez)(2i-1,2j,26+2) T (Ex)(2z'+1,2j,2k+2)}

Le signe doa; signifie que 'on effectue la moyenne des quantités aux instants 2n et 2n + 2.

Lorsque le flux se situe sur une aréte, sa fonction de base étant la concaténation de
deux demi-fonctions de base issues de deux faces différentes, la formule differe pour plusieurs
raisons. Les deux demi-fonctions de base n’ayant pas la méme direction, ce sont deux com-
posantes différentes du champ E qui interviennent dans le calcul du flux. Ces deux fonctions
de bases n’ayant plus des supports égaux, les coefficients de pas d’espace intervenant sont
différents. D’autre part, en raison du choix de I'orientation de la fonction de base sur 'aréte,
le signe de la contribution du champ est déterminé par le tableau 4.1.

Par exemple, le schéma pour le calcul du flux sur ’aréte intersection des faces Y~ et X~
fait intervenir la composante E, de la face Y~ et la composante E, de la face X~ avec un
signe — puisque l'on a choisi de déterminé le signe de cette aréte par la face Y .

(Qg)%zg;’2k+1) = —dan¢ {AHCAZ [(E:v)(2i+1,2j,2k) + (E:v)(2i+1,2j,2k+2)]

(4.31)
—AyAz [(Ey)(Qi,Qj-i—l,Qk) - (Ey)(Qi,2j+1,2k+2)]}

La partie du flux provenant de la grille fine fait intervenir la somme de 12 champs élec-
triques fins, pondérée par les poids définis figure 4.5. On donne ici la formule pour la Face
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4.2 Les équations du schéma

v-
(@i)?&;;,zkﬂ) = AzAzbpy {

Pa {(Em)zi—g,Zj,Zk + (E$)2i—g,2j,2k+2 + (Ew)2i+g,2j,2k + (Ew)2z'+%,2j,2k+2]

(4.32) +Pb [(ECE)ZZ'—%J]',% + (Ba)yi 1 gjonye T (Br)aig 1 gjor + (Em)2i+§,2j,2k+2]

+pa [(Ex)Qi—%,Qj,Qk—i—l + (E$)2i+%,2j,2k+1]

+pe [(E$)2i7%,2j,2k+1 + (Em)2i+g,2j,2k+1] }

A2n+2 4 2A2n+1A2n

ou (SAtA =

De la méme fagon que précédemment, la formule sera modifiée si le flux se situe sur une
aréte, faisant intervenir les champs de deux faces différentes ainsi que les éléments de surface
correspondants. Par exemple, pour l'intersection des faces Y~ et X~ on aura

((I)GJ;)?SZ'E;JICJA) = o {
Pa [AQUAZ ((Ex)2i+g,2j,2k + (Ex)2i+%,2j,2k+2)
+AyAz ((Ey)Zi,2j+%,2k + (Ey)Qi,2j+%,2k+2)]
(4.33) +pb [AZUAZ ((Ex)2i+%,2j,2k + (E:v)2i+§,2j,2k+2)
+AyAz (Ey)Zz',2j+%,2k + (Ey)Qi,2j+§,2k+2)]

+Pa [AﬂﬁAZ(Ew)ziJr%zmkﬂ + AyAz(Ey)%,?jJr%,?kH]

+pe [AmAz(Ex)%_i_%,Qj,QkH + AyAZ(Ey)Qi,2j+%,2k+l:| }

Le calcul du second membre étant effectué, il nous reste & présenter la construction de la
matrice liant le courant aux flux pour que le schéma soit complet.

La décomposition du champ électrique a I'interface en un champ électrique calculé sans
courant et un champ dii uniquement au courant conduit a la méme décomposition pour les
flux. Pour chaque vecteur courant défini & I'interface on peut calculer le flux qu’il va induire.
Une fagon simple de construire la matrice est donc de calculer le flux induit par chaque vecteur
unitaire de la base des courants. Chaque flux calculé correspondra alors & une colonne de la
matrice liant le courant au flux.

4.2.6 Propriétés de la matrice

La matrice ainsi construite, a pour dimension le nombre d’arétes sur 'interface, elle est
tres creuse et bien conditionnée.

Chaque colonne de la matrice correspond aux flux induits par un courant situé sur I'aréte
correspondant au numéro de la colonne. Comme on le voit sur les figures 4.6 et 4.7 le nombre
de flux induits par un courant est limité. Dans le cas général, le courant n’induit que neuf flux
grossiers et vingt cing flux fins. La matrice étant donc tres creuse elle sera stockée en morse.
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—p Courant

—— Champs électriques induits

Flux induits

Fia. 4.6 — influence du courant sur les fluz grossiers

—p Courant

Champs électriques
induits

Flux induits

\
i
L
!
P
[

Fia. 4.7 — influence du courant sur les fluzx fins
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4.2 Les équations du schéma

Le calcul numérique du conditionnement de la matrice fait apparaitre un bon conditionne-
ment puisqu’il est compris entre 20 et 30 pour toute valeur de %. La résolution du systeme se
fait par gradient conjugué. La méthode converge en a peu pres 30 itérations vers la précision
machine.

On présente, par exemple, figure 4.8 le cas d’une boite raffinée de dimension 10x12x8, le
nombre de degré de liberté vaut alors 1184, le nombre de points non nuls est 30104 soit moins
de 26 points non nuls par ligne, mais le nombre de réels stockés sera de 15644 puisque la

matrice est symétrique. Une estimation du conditionnement vaut 27.8.
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Fi1G. 4.8 — Squelette de la matrice de Courant pour une boite vide

On a présenté dans cette section les schémas permettant le raccord entre la grille fine et

la grille grossiere avec une notation “différences finies”. L’avantage de cette présentation est
de fournir des schémas plus clairs qu’avec une présentation “éléments finis”, mais il devient
difficile de conserver cette méthode dans le cas ol des degrés de liberté sont inexistants
par exemple en présence de conducteurs. On choisira alors d’adopter une présentation plus

adaptée & un maillage non structuré. Ceci n’est qu’une présentation différente des calculs, ces
derniers étant bien str identiques.
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Chapitre 5

Extension de la méthode en
présence de conducteurs parfaits

5.1 Position du probleme

Nous nous intéressons dans cette section a la prise en compte de conducteurs parfaits a
Iintérieur du domaine de propagation. Rappelons que c’est 1a I'un des intéréts du raffinement
de maillage: le pas d’espace étant plus petit, le raffinement permet de mieux prendre en
compte la géométrie des conducteurs. Il est donc crucial que la méthode permette cette
incorporation. Nous verrons que celle-ci s’obtient facilement en modifiant les espaces pour le
champ électrique (on met la condition de conducteur parfait dans ’espace) et surtout pour
le courant circulant a la surface de la boite raffinée.

5.2 Description des conducteurs. Modification des espaces

La géométrie des conducteurs est supposée coincider avec un ensemble fini de surfaces
planes. On notera C cet ensemble. On distinguera C; et C,4 les conducteurs respectivement
inclus dans la boite raffinée ou hors de celle-ci.

(5.1) C;=CNB, C,=CnB

Un ensemble qui va jouer un role important est 'intersection des conducteurs avec la surface
de la boite raffinée . On a

(5.2) Cy=CNE=CNE=CN%

Cet ensemble peut étre constitué par des surfaces ou encore par des segments.
Une fois décrites les hypotheses sur les conducteurs, on passe maintenant a la modification
des espaces fonctionnels induite par la prise en compte des conducteurs. La condition

—

(5.3) nA(EA)=0, sur C
est incorporée dans l'espace &:

(5.4) & ={E e H(rot,0),7 A (E A i) = 0 sur C}
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Lorsque € est suffisamment réguliére, Iespace des traces tangentielles sur 3 des éléments de
€ est
1

(5.5) Hyo? (roty, ) = {(IJ € Hfé(rotg, ¥),n. A® =0 sur Cg}

ou n. est la normale a Cy. Ce n’est pas notre cas, puisque X est la frontiere d’un cube.
De récents travaux d’Annalisa Buffa et de Patrick Ciarlet [8] permettent d’étendre cette

définition & notre cas et de définir 'espace des traces tangentielle des éléments de £. Nous
1

noterons HOOIE (roty, X)) cet espace. On a vu que le courant J appartenait au dual de I’espace
des traces tangentielles des champs électriques. On aura donc J € M avec

(5.6) M= <H 1%(rotg,2)>,.

Une fois, ces espaces construits et modifiés, le systeme de Maxwell dans un milieu avec
conducteurs est obtenu simplement en reprenant le systéme variationnel constitué des équa-
tions (2.15) a (2.19).

5.3 Discrétisation

Dans la suite, on supposera que les conducteurs coincident toujours avec des mailles soit
fines soit grossiéres. On peut remarquer que cette hypothése implique que la trace des conduc-
teurs sur X coincide avec un ensemble de mailles grossieres. Remarquons que ceci n’est possible
que parce que l'on a supposé que le maillage fin était un sous maillage du maillage grossier.
On a donc
(5.7) Co=J M, c;=J M, Cs=|J M,

L€, (€T 0Ty
Cette hypothese permet de construire tres facilement un espace d’approximation pour £: il
suffit simplement de supprimer les degrés de liberté qui sont localisés sur les conducteurs.
Cela revient & annuler les composantes électriques tangentes aux conducteurs.

Pour le courant, c’est un peu plus délicat. C’est un espace de fonctions définies sur le
complémentaire de Cy. On note Oy ce domaine. Le départ est identique & ce que nous avons
présenté pour le cas sans conducteur: la restriction du courant a chaque maille de Oy, est ap-
prochée par une combinaison des 4 demi-fonctions de base rattachées a la maille. La différence
réside dans le recollement des demi-fonctions de base.

— l'aréte n’est localisée ni & l'intérieur, ni & la frontiére d’un conducteur. Dans ce cas, la
loi de Kirchoff s’applique: on a un unique degré de liberté sur aréte.

— L’aréte est completement interne & un conducteur. Dans ce cas, il n’y a pas de courant
accroché a cette aréte.

— L’aréte est localisée a la frontiere d’un conducteur, auquel cas deux situations se pré-
sentent:

1. L’une des deux mailles entourant 1’aréte est incluse entiérement dans un conduc-
teur. Alors, la demi-fonction de base définie sur lautre maille devient I'unique
fonction de base associée a cette aréte.
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2. Aucunes des deux mailles entourant ’aréte n’est incluse dans un conducteur. Ceci
correspond au cas ou la trace sur % du conducteur est réduit & un segment. Dans
ce cas, on doit dédoubler le degré de liberté associé a 'aréte. En effet la loi de
Kirtchoff ne peut s’appliquer au travers d’un conducteur, puisqu’il n’y a aucune
raison de conserver la divergence du courant au travers d’un conducteur (il existe
une justification mathématique de ceci [8]). Dans cette configuration, on a donc
deux degrés de liberté associés a aréte. Les deux demi-fonctions de base deviennent
fonction de base.

La prise en compte de conducteurs peut donc conduire & une augmentation du nombre de
degrés de liberté. Nous montrons figure 5.1 un maillage du courant dans ’exemple d’une boite
traversée par une plaque fine, les degrés de liberté indiqués en rouge ont été dédoublés. Nous
verrons dans les applications numériques que cette facon de procéder donne de bons résultats.

n
&

S
e

2
e

Fic. 5.1 — Eclatement du maillage du Courant sur l'interface en présence d’une plaque
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Chapitre 6

Algorithmique

Deux Algorithmes différents sont possibles pour la gestion de 'interface grille fine-grille
grossiére. Le premier suit pas & pas la méthode décrite et permet la vérification de la conser-
vation de I’énergie tandis que le deuxieéme est une version plus rapide.

6.1 Une implémentation pas a pas

Dans cette implémentation, a chaque itération grossiere, on commence par calculer les
inconnues sans courant. Ainsi dans un premier temps, on calcule le champs électrique grossier
tangent E?+2  Pinterface puis les flux électriques grossiers qu’il induit. Dans la grille fine
Popération est un peu plus longue puisqu'’il faut calculer les champs électriques et magnétiques
dans toutes la grille fine et sur 'interface sur deux pas de temps (E‘Q”Jrl et E2”+2) a laide
du schéma de Yee. Pour chaque champ calculé, on soustrait aux flux grossiers les flux fins
qu’il induit. A la suite de cette opération, le calcul du flux total permet d’inverser le systéeme
linéaire donnant le courant.

La phase suivante consiste a mettre a jour les champs électromagnétiques par prise en
compte du courant. Pour le champ grossier, 'opération est simple, il suffit d’ajouter au champ
électrique E2"+2 1a contribution du courant (th)J 2n+l Pour le champ électromagnétique
dans la grille fine, cette correction est plus délicate car elle nécessite de reprendre le calcul &
partir des champs initiaux E?" et H 2”7%, au moins au voisinage du bord. Une maniere de
faire est de stocker ces 2 champs avant le calcul sans le courant puis de redémarrer le calcul
a partir de ces valeurs dés que le courant est connu. On integre donc, et & nouveau sur deux
pas de temps fins, le schéma de Yee mais en ajoutant le courant au champ électrique a chaque
pas de temps.

Le gros avantage de cette méthode est qu’elle permet le calcul de I’énergie électroma-
gnétique dans la grille fine. En effet la mise a jour du courant se faisant par itération du
schéma de Yee, on dispose des valeurs des champs électromagnétiques intermédiaires de la
grille fine nécessaires au calcul de ’énergie fine et des flux. Ceci permet de tester la validité
du programme en vérifiant une propriété du schéma valide en I'absence de termes sources:
la variation entre deux pas de temps grossiers des énergies de chaque grille doit étre égale
a la valeur commune, au signe pres, des flux électriques a travers l'interface. Ceci induit la
conservation de I’énergie totale.
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6.2 Une implémentation un peu optimisée

Une optimisation possible de 'implémentation précédente réside dans la maniere de mettre
a jour les champs électromagnétiques fins, elle présuppose d’avoir stocké une matrice creuse
donnant directement les champs électriques induits par un courant apres deux itérations du
schéma de Yee. Cette matrice est calculée lors de la phase d’initialisation. Lorsque que 1'on
construit la matrice liant les flux électriques aux courants, il suffit de stocker également les
champs électriques et magnétiques induits.

Cette implémentation ne permet pas de procéder a la vérification de la conservation de
I’énergie, puisque les champs électromagnétiques intermédiaires ne sont pas calculés.

6.3 Calcul des Matrices

Comme nous ’avons dit nous devons construire la matrice permettant de calculer le cou-
rant a partir des flux électriques. Pour cela, on a adopté une procédure numérique tres simple.
Pour chaque degré de liberté, on simule le champ électromagnétique induit par le courant qui
vaut 1 sur 'aréte associée et 0 ailleurs, et cela pendant 1 pas de temps grossier en partant d’un
état nul. Le calcul du flux électrique total & travers la boite donne directement une colonne
de la matrice. On optimise cet algorithme en n’effectuant la simulation que dans une boite
de quelques mailles autour de I'aréte associée au degré de liberté. Notons, que I'on peut faire
un calcul analytique de cette matrice au moins dans le cas d’une boite non traversée par les
conducteurs. Les calculs deviennent vite inextricables pour les situations avec traversée de
conducteurs. s

Les champs électromagnétiques fins E?:2 et H}z:5 induits correspondent précisément
aux colonnes des deux matrices qui permettent la mise a jour des champs électromagnétiques
fins une fois le courant connu. Cette matrice est réutilisée lors des itérations de l'algorithme
optimisé (cf. 6.2).

6.4 Compléments sur les conducteurs

En I'absence de conducteur, la construction du maillage d’éléments finis pour le courant
consiste & choisir une numérotation des mailles et des arétes localisées sur I'interface, puis a
construire deux tableaux

— Le tableau de correspondance entre chaque carreau et les 4 numéros de ses arétes

— Le tableau donnant les coordonnées du carreau. En pratique, comme on travaille avec
une grille structurée, il suffit d’associer a4 chaque carreau 4 informations (les 3 indices
dans la grille grossiere d’un de ses 4 coins et 'orientation de la face frontiere a laquelle
il appartient).

Avec les conducteurs, c¢’est un peu plus compliqué. On a vu que leur présence entrainait
qu’a chaque aréte, on pouvait adjoindre de 0 & 2 degrés de liberté. Afin de discriminer les
situations, on doit détecter, pour chaque maille, la présence d’un conducteur sur une de ses
arétes. Une des maniere de faire consiste a initialiser les champs électriques grossiers sur
Iinterface a 1, puis a appeler la procédure traitant les conducteurs, c’est & dire annulant les
composantes de champs électriques qui leurs sont tangents.
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Pour chaque aréte, on distingue alors plusieurs cas.

— L’aréte n’est pas localisée sur un conducteur, auquel cas on ajoute un degré de liberté
que l'on associe aux deux carreaux dont elle est 'aréte commune (c’est exactement ce
que 'on fait dans le cas ou il n’y a pas de conducteur).

— L aréte est traversée par un conducteur, on compte pour chacun des deux carreaux
voisins, le nombre d’arétes annulées. Trois cas sont alors possibles

— Les deux carreaux ont toutes leurs arétes annulées. On ne rajoute pas de degré de
liberté : I’aréte est complétement interne au conducteur.

0 0

0 0

F1G. 6.1 — aréte interne au conducteur

— Un seul des deux carreaux, soit Cp, a au moins une de ses arétes non annulée. Cette
aréte est localisée a la frontiere d’un conducteur et sépare une zone entiérement
conductrice (d’au moins une maille) d’une zone vide. On crée un nouveau degré de
liberté associé a I'aréte que 'on référence au carreau CY.

1 0 1 0

1 -0 0 0 -0 0
C() CO
1 0 0 0

FiG. 6.2 — aréte frontiére

— Les deux carreaux ont au moins une aréte non annulée. C’est le cas par exemple si
les conducteurs intersectent la boite en un segment ou se situe précisément l'aréte.
On peut imaginer des situations plus exotiques (une double encoche téte-béche
filiformée en son milieu par exemple). On crée alors deux nouveaux degrés de
liberté associés a cette aréte, chacun étant référencé par 'un des deux carreaux.
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1 1 0
~E—
1 0 1 1
—
1 1 0

FiG. 6.3 — trace filaire
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Chapitre 7

Application et validation des
résultats

La méthode précédemment présentée a été implémentée dans un code informatique de
résolution des équations de Maxwell. La prise en compte de conducteurs parfaits traversant
Pinterface entre les deux grilles a également été codée. Nous présentons ici quelques expériences
numériques validant 'intérét de la méthode et mesurant ’erreur commise.

7.1 Analyse numérique d’erreur

7.1.1 Domaine vide

On cherche a connaitre 'influence de la taille des boites raffinées sur la solution dans le
domaine. Pour cela, on réalise plusieurs simulations dans le vide sans boite raffinée puis avec
des boites de plus en plus grosses, la boite grossiére étant de dimension fixe. Dans la suite,
nous appellerons B; la boite raffinée de taille £ L’onde incidente est une onde plane polarisée
en y et de vecteur Z. C’est une gaussienne discrétisée a I'aide de 10 points par longueur d’onde
pour une fréquence de coupure & 10 % du maximum. (cf. Annexe G)

Nous nous intéressons ici a la différence entre les solutions numériques simulées pour
chaque taille de boite et la solution numériques sans grille raffinée. Ceci nous permettra de
mesurer le “bruit” induit par une boite et sa dépendance vis & vis de la taille de la boite.
Pour ce faire on choisit un cube C plus grand que la plus grande des boites raffinées Bf} et on
choisit de prendre la norme [ (0,7;1?(C)) des différences, c’est & dire que pour chaque chaque
simulation, on calcule

e = Z ((Eg)%?,Zj,Zk - (E£)322j,2k)2 + ((Eg)%ﬁzj,zk - (E;’;)%?,zj,zk)Q
(2i,24,2k)EC i )
+((E§)§sz,2k - (EZ)%sz,zk)Q
ou

1072 2 2
(E9)2i 22K = ((E§)2zn+1,2j,2k + (Exg)2?71,2j,2k)

2 2 2
(Estason = 5 (BD3aji0 + (BY)3iajo1.2x)

N = N = N

[g\2 2 2
B30k = 5 (B3 o041 + (B304 )
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f AP ,
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x 124,252k .
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2 E{)3; 25,2k+1 T (E;)Qi,Qj,Qk—l sinomn.
ol EY est le champ électrique obtenu avec une simulation sans raffinement, E; le champ

électrique obtenu par simulation avec la boite raffinée. On a représenté figure 7.1 I’évolution
2n

R, . N .. . € N
de €?" pour différentes tailles de boite. La norme choisie est ensuite e = 20log E —5,;- Ol
e
n

2 F192 2 19\ 2 2 192 2
ey = Z (Ef)3i95.26)" + ((E])2i25.06)" + (EY)37 95 21)
(24,24,2k)€C
Cette définition va nous permettre de mesurer le bruit induit par une boite.

x10™

T
— d1

tempsens -8

Fia. 7.1 — évolution de la différence du champ électrique au cours du temps pour différentes
tailles de boites

Ces expériences font apparaitre que e?” (cf. figure 7.1) est une fonction croissante de la
taille de la boite. On pourrait assimiler e?® & une erreur mais, cette différence n’est en fait
pas une erreur due au raffinement. Si 'on réalise la méme expérience en remplagant dans
la définition de e??, E, par le champ électrique obtenu avec une grille raffinée partout, (on
appelle f2" cette nouvelle mesure) on montre que la croissance de e?” est en fait due & une
diminution de I'erreur de dispersion.

En effet, sur la figure 7.3, ot Pon a représenté f27, on remarque que plus la grille raffinée
est grande moins la différence est importante. Ce qui montre que la différence obtenue sur la
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-65 I I I I I I I |
1 2 3 4 5 6 7 8 9

taille de la boite

Fia. 7.2 — différence totale en décibel en fonction de la taille de la boite

-29.21

-29.4

-29.6

dB g g

-30.2

-30.4 L L L L L L I I |

4 5
taille de la boite

Fia. 7.3 — différence totale en décibel en fonction de la taille de la boite
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figure 7.2 n’était pas une erreur mais une amélioration de la solution due & une baisse de la
dispersion.

Afin de s’affranchir de cette dernieére, nous n’allons pas considérer les différences selon
toutes les composantes du champ électrique mais uniquement selon les composantes diffractées
par la présence de la boite, c’est a dire F, et F,. En ’absence de grille raffinée ces derniéres
sont nulles. En mesurant la norme définie précédemment de ces composantes, nous devrions
obtenir une mesure de 'influence de la boite. Les résultats présentés figure 7.4 nous montre
un bruit de l'ordre de -50 dB quel que soit la taille de la boite. L’oscillation observée entre
taille paire et impaire ne nous parait pas trés importante et ne correspond sans doute qu’a la
rupture de symétrie.

dB

-58 I I I I I I I |
1

5
taille de la boite

Fia. 7.4 — différence totale pour les composantes E, et E, en décibels

Le “bruit” induit par la présence d’une boite raffinée parait donc tres faible. Mais, afin
de justifier 'utilisation du raffinement de maillage spatio temporel nous allons comparer ce
bruit & celui induit par la présence d’un petit conducteur dans le maillage.

7.1.2 Domaine avec un conducteur

Le but de cette expérience n’est pas de montrer la meilleure prise en compte de la géométrie
d’un obstacle mais simplement de montrer que le bruit induit par une boite raffinée est
négligeable devant celui induit par un petit objet métallique. Pour cela on réalise la méme
expérience que précédemment en ajoutant au domaine un conducteur parfait cubique de taille
une maille grossiere. Dans une premiere expérience on mesure a l’aide de la norme déja utilisée
I'influence du cube en calculant tout simplement la différence entre deux solutions calculées
avec ou sans cube. Le résultat fait apparaitre un bruit d’environ -18dB. Le bruit di a la grille
fine est donc négligeable par rapport au bruit di & un petit cube. On peut donc s’attendre &
une amélioration de la solution lors de I'utilisation de boites raffinées.

C’est ce que montre les figures 7.5 et 7.6. On y compare la solution trouvée avec une
boite raffinée de plus en plus grande avec la solution trouvée en raffinant tout le domaine. Ce
résultat montre l'intérét du raffinement de maillage puisque la différence avec la solution avec
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une grille raffinée partout a nettement diminué en présence d’une grille raffinée localement.
De plus on notera que plus la taille de la boite est importante plus ’erreur diminue, mais
cette amélioration n’est significative que jusqu’a 5 mailles, c’est a dire deux mailles entourant
Iobjet. Ceci peut s’expliquer aisément. La diffraction d’une onde sur un coin provoque une
singularité dans la solution, cette singularité est bien stir mieux discrétisée avec un maillage
plus fin, mais comme elle ne se propage pas dans tout le maillage, I’amélioration due au
raffinement ne se fait sentir que sur quelques mailles.

X107 Erreur relative
45 T T

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
temps (s) -8

Fia. 7.5 — différences au cours du temps des composantes E, et E,
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Erreur totale en DB

~60 . . . . . . . . )
0

taille de la boite

Fi1G. 7.6 — différence totale pour les composantes E, et E, en décibel
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7.2 Validation a travers quelques expériences numériques

Le code de raffinement de maillage pour les équations de Maxwell 3D est validé & I'aide
d’expériences numériques. On montre que le raffinement n’induit pas d’erreur supplémentaire
significative et que, dans certain cas, le raffinement apporte une amélioration dans la prise en
compte de conducteurs.

Pour chaque expérience, nous effectuons plusieurs simulations, 'une avec un maillage
grossier, 'autre avec un maillage ﬁn(%), une avec un raffinement de grille local (%), enfin une
expérience avec une grille tres fine nous permet d’obtenir une solution de référence.

7.2.1 Une boite raffinée dans le vide

On effectue ici une simulation de la propagation d’'un champ incident dans le vide, avec
un raffinement local. Cette expérience ne présente pas un grand intérét en soi, puisque le
raffinement de maillage n’est réellement utile qu’en présence de conducteur, mais elle va nous
permettre de mesurer 'influence de la grille raffinée dans l’erreur de discrétisation.

On effectue des enregistrement en divers points du maillage grossier, afin de mesurer
Pinfluence de la grille fine, plus exactement afin de comparer I'erreur due au raffinement seul,
a celle du schéma classique.

Le résultat de ces expériences est présenté figure 7.7. La figure du haut montre les solutions
pour la grille grossiere, la grille fine et la grille raffinée localement. Cette figure montre que
la grille fine n’a pas provoqué d’erreur supplémentaire significative. La figure du bas montre
les différences de ces résultats avec la solution de référence.

Pour des discrétisations généralement utilisées, (environ 20 points par longueur d’onde),
Perreur due au raffinement est bien que théoriquement d’ordre 1, négligeable devant I’erreur
due au schéma classique sans raffinement qui elle est pourtant d’ordre 2.

25

1000 F T T T T T T 3 T T
— grille grossiére /\ — gr!lle gro§siére
900l| — grille fine [ 20+ grille raffinée localement N\

grille raffinée localement / '\\ ) — grille fine / \\
800} v, 4 Br
\

Composante Ey Différences avec une solution de référence
T T T

\

700t \ 4 o
\

600 N 5P

500 b 0

4001 1 -5

3001 | 1 1k

200 / 1 -15f

\
100 \X 1 b
0 — L L ——
2 3 4 5
-8

Fic. 7.7 — résultats de l’expérience 1

7.2.2 Une boite raffinée coupant une plaque horizontale

Cette expérience sert a valider la méthode dans le cas ou des conducteurs coupent I’in-
terface. On simule la propagation d’un champ incident en présence d’une plaque métallique
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perpendiculaire a la direction de propagation du champ incident. La plaque métallique est
positionnée sur des points du maillage grossier.

N

SN
I\\ I~
! YR
1 . ’
A (N Grille raffinée
SeoroN |

Lo N

61:1)5 im

FiG. 7.8 — Schéma de Uexpérience 2

Composante Ey

Différences avec une solution de référence

800 ' L - =
— grille grossiére — gr!lle grossiere
—— grille fine grille raffinée localement
700 grille raffinée localement 10F /\ — grille fine /|
I N /
600 / \ )
| \ /
5t / / |
500 / \ /
/N N
L \| \ =
400 0 J P \ _— pa—
1\ /f —
300+ N/ /
-5t /] o i
200 \1 ’,’
|
100( 1ok | |
|
\ - Vo
- — ] \/
0 \ — _ \
\ -15F \// 4
-100+ N
-200 . . ~20 . ,
0 0.5 1 15 0 0.5 1 15
x107 x107

Fi1G. 7.9 — résultats de l'expérience 2

Les résultats présentés figure 7.9 montrent que la prise en compte de conducteurs a I’in-
térieur de la grille fine et sur 'interface avec la grille grossiére ne génére pas d’erreur supplé-
mentaire, puisque les résultats pour la grille grossiére (courbe bleu) sont identiques & ceux
obtenus en raffinant le maillage (courbe verte).

7.2.3 Une boite raffinée intersectant un cube biseauté

Cette expérience vise a montrer la meilleure prise en compte d’un plan incliné par une
grille raffinée. On simule donc la diffraction d’une onde plane sur un objet biseauté. La partie
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de lobjet inclinée est incluse dans une grille maillée plus finement, le dispositif est décrit
figure 7.10.

Un inconvénient de la méthode dans un tel cas, vient du fait que la grille fine est rectan-
gulaire et ne peut donc suivre localement la plaque inclinée ce qui oblige & prendre une grille
raffinée assez importante.

. <+—Boite raffinée

~<—(Objet métallique

Fic. 7.10 — Schéma de l'expérience 3

Les résultats de cette expérience sont assez délicats a analyser puisque plusieurs phéno-
menes interagissent lorsque 'on raffine, notamment une meilleure prise en compte du plan
incliné mais également une meilleure discrétisation des singularités apparaissant a la fron-
tiere de l'obstacle. L’amélioration due au raffinement variera fortement en fonction du point
d’enregistrement suivant qu’il se trouve pres d’une singularité ou du plan incliné.

La figure 7.11 présente les résultats pour un point d’enregistrement situé & D'avant de
Pobstacle (vu du champs incident) et relativement éloigné du plan éloigné. On constate que le
raffinement de grille apporte une amélioration des résultats sans toutefois obtenir la précision
obtenue avec une grille raffinée dans tout le domaine.

La figure 7.12 présente les résultats pour un point d’enregistrement situé derriere ’obstacle
(vu du champs incident) & proximité du sommet du biseau c’est & dire 1a ou la singularité est
la plus forte.

On constate que le raffinement local a nettement amélioré les résultats puisqu’ils sont
voisins de ceux d’une grille raffinée totalement.

7.2.4 Une boite raffinée autour d’une ouverture percée dans un cube

Le dernier exemple est une simulation en présence d’un obstacle dont la géométrie pro-
voque localement des singularités difficilement prises en compte avec un maillage grossier.
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FiGc. 7.11 — résultats
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7.2 Validation a travers quelques expériences numériques

Nous considérons un conducteur cubique creux avec une ouverture de taille petite devant la
longueur d’onde (A) du champ incident (figure 7.13). Nous enregistrons ensuite les valeurs du
champ électrique en un point a 'intérieur du cube.

1
! ~1—— Cube métallique
1
:
1
A - Grille raffinée
AR S :
| : . :
A : L - Ouverture
1 - o
1
S PP
1
ORI
:
I . .
! < - 4 - —+— Intérieur vide
,/ _____________________ -_===
4
4
e
,/

Fig. 7.13 — Schéma de ’expériencel

Les résultats sont présentés sur la figure 7.14. Ils montrent pleinement 1'utilité d’un raffi-
nement de grille, puisque, en présence d’une grille fine, ’erreur due a la géométrie de ’obstacle
est équivalente a l’erreur obtenue en raffinant tout le domaine, alors que le temps de calcul
pour effectuer le raffinement local n’a augmenté que de 40% contre 800% pour la grille raffinée
partout.
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Composante E, Erreur commise

30 15 : .
— grille grossiere —— arille grossiere
— grille raffinée partout —_ gr:lle ?affinlée artout
——grille raffinée localement art Inée p
20| “ i —— grille raffinée localement
10 1
10 1
5 L 4
0
0
_10 . 4
_5 . 4
_20 . 4
_30 1 1 1 1 1 _10 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x107 x107

F1G. 7.14 — résultats de l'expérience J
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— Plaque métallique

| Grille raffinée

~ Cube métallique

Fi1G. 7.15 — schéma de lexpérience d’une onde plane rasante diffractant sur une plaque pos-
sédant des aspérités.

7.3 Une expérience type d’utilisation de raffinement de maillage.

Le code informatique résultant de la méthode décrite implémentée permet donc de ré-
soudre les équations de Maxwell en présence de conducteurs parfaits avec des grilles raffinées
la ou on le juge nécessaire. On présente ici un exemple d’utilisation de ce code. L’expérience
réalisée est la diffraction d’une onde plane incidente sur une plaque possédant des aspérités
(pouvant étre boulons, rivets) assimilées & des petits cubes.

Dans ’expérience réalisée, 'onde incidente est E= Eyéy, avec By = Eyei=h) Le conduc-
teur parfait est une plaque verticale, d’équation z = o et possédant 9 petits cubes sur sa
surface. La taille de chaque cube est petite (une maille grossiére). Nous utilisons des grilles
raffinées autour de ces petits cubes afin de mieux prendre en compte la diffraction (voir figure
7.15). Les résultats de la simulation sont présentés sur les figures suivantes. La diffraction du
champs incident par la plaque apparait sur le champ incident £, par contre la diffraction sur
les petits cubes qui n’apparait pas sur la composante Ey en raison de son amplitude trop faible
par rapport au champ incident, apparait clairement sur la composante F,. Le raffinement de
maillage a donc permi de bien prendre en compte les petits obstacles.
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Application et validation des résultats

Temps
x107 s Champs E, Champs E,

24

9.6

14.4
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7.3 Une expérience type d’utilisation de raffinement de maillage.

Temps
x107 s Champs E, Champs E,

19.3

24.1

28.9
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Application et validation des résultats

Champs E,

Champs E,

Temps
x107%s
33.7
38.5

43.3
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Annexe A

Analyse des effets de dispersion

On se propose ici de donner une expression approchée de 'onde numérique propagée par
le schéma classique a cinq points de I’équation des ondes, avec pour schéma de démarrage

u? = uo(jh)
- L AR (4 DB~ 2u0(h) + (G~ D)
U :u()(]h)—i-T 2
On suppose donnée la transformée de Fourier des conditions initiales
(A.2) iio(k) = 1 ug(jh) e?*"

J

Le lien entre conditions initiales et la donnée 4y est bien sur

L L ikjh
w; = — Go(k) ™" dk
To2m oam

1 [r/h 2A¢2 kh i
1 _ ~ 102 ikjh
uj = oo /_T/huo(k) (1 — —zsin (—2 )) eI dk

La solution du schéma est donnée sous forme de combinaison linéaire d’ondes planes

w/h w/h
(Ad) = / // i (k) kim0 g, L / // iy (k) ik TenEndn) g,
—7/h —x/h

(A.3)

avec (relation de dispersion)
2 k)At 2 kh
(A.5) —sin (%) =7 sin <7>
Il est facile de voir que u} donné ci-dessus vérifie bien le schéma
1 -1
ug-”r = 2u} +uj Cugyy — 2uf +ug
At? At?

Il ne reste qu’a satisfaire le schéma de démarrage. On obtient un systéme satisfait par
ugq(k) et g(k)

=0,

iy + i = (k)
(A.6)

ﬂ+6iWh(k)At + ﬁ_e_iwh(k)At — ﬁo(k) (1 _ 2A82 sin2 (lc_2h)) )

243



Analyse des effets de dispersion

En utilisant la relation de dispersion

A2, (kh
1- 2? sin <7> = cos(wp(k)At)

le systeme se résout simplement en

(k)

AT by =U_ =
(A.7) Uy =1u 9

D’ou la solution du schéma

=33

(A.8)  wj= L / " o (k) ekih=wn(knAD) g 4 L / " o(k) eitkiltwn(nat) gp
! 4m —m/h 47 —x/h

On s’intéresse & un développement asymptotique de la solution numérique. On part de la
relation de dispersion approchée par Taylor

1 At?
(A.9) wp(k) =k — ﬂkg’hQ(l — F) =k — CEh?
D’ol1 une expression de la solution
S T CLL ik(jh—nAt) , 3,2
ult & E/ o) UL inAROR ) ik

(A.10) L e

+ 0 / o (k) e*FURFTRAY (1 _ in AtCE3R?) dk
T J—7m/h

soit (z; = hj, t, = nAt)

t Atz n
(Uo(xj —tn) — ﬁhQ(l - F)UO (xj - tn))

Q

(A.11)
+

NN ORI

tn A2
<uo($j +tn) + ﬂ’ﬂ(l - W)Uo (zj + tn))

ve ici , . : . .

On remarque que l'on retrouve ici le résultat bien connu: l'erreur de dispersion augmente
rsqu r rt = diminue.

lorsque le rapport %t d e

Pour % = %, on obtient
]. t n
ul} ~ 3 <uo(:1:j —tp) — 4—gh2uo (xj — tn)>
A.12
( ) ]. tn 2 nr
+ 3 Uo(xj + tn) + 4—8h u, (zj +ty,)

On voit que lerreur due & la dispersion est d’ordre 2 et est d’autant plus grande que le temps
de propagation ¢, est grand. D’autre part, erreur est au second ordre proportionnelle a la
dérivée troisieme du signal.

Par exemple, si 'on choisit pour ug la fonction de Harris étalée sur un intervalle de longueur
L = 15, le maximum de la dérivée troisieme est de 'ordre de 0.13 (cf. figure 2.9) et Perreur
est de I'ordre de 1/2 0.13 30/+/2 /48 h? ~ 0.028h? pour un temps de propagation de 30/+/2.
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Annexe B

Vitesse de groupe

La vitesse de propagation d’une onde est définie par la vitesse de groupe (cf. [23]).

C(k) = 9
(B.1) (k) = 3%
ou k est le nombre d’onde et w la pulsation

est une fonction w.

La relation de dispersion
2 kh 2 wAt

nous donne alors pour la vitesse de groupe
cos( k)
C(k) = 2
( cos(“’TAt)

Par ailleurs, un développement de Taylor de w pour At petit nous donne
AN 3
w=k— 3 Al +O(At )

d’ou )

Ok) ~1- kgt

(B.3) 8
~1— (wAL)?

On voit donc que les ondes & hautes fréquences se propagent moins vite, ce qui concorde
avec le phénomene observé (cf. 2.2.3.3). Ainsi, dans le premier exemple (figure 2.20) avec
wAt = 0.2, on trouve une vitesse de groupe C'(k) = 0.995, alors que numériquement, si 1’on
calcule la vitesse du maximum entre les deux premieres images on trouve C(k) = 0.9958.
Dans la troisiéme expérience (figure 2.22), avec wAt = 3{, on trouve une vitesse de groupe
de C(k) = 0.83 pour un calcul numérique entre les deux premieéres images C(k) = 0.84.
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Vitesse de groupe
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Annexe C

Annulation du déterminant dans le
cas 1/n

On montre ici que le déterminant 6(w) du systéme (3.18) ne s’annule pas sur le demi plan
complexe (w) > 0. En effet, rappelons que

Z w) Gy(wAt)
1=0
Si S(wAt) > 0, on a alors Vi |rl(w) < 1| (cf. section 2.1.2), soit comme G;(wAt) > 0,

n—1

|Zrl )Gi(wAb)| <|ZG1 wAt)]|
=0

(C.1) §(w) =

1 2i7rlm
1(wAR) - Z Gnme n

n—1 R n—1 1 n—1 2imlm
Gi(wAt) = — Gnme 1
1=0 1=0 " m=0 ,
1l 1l _227rlm
1
= Z —Gm e n
n—1
- Z Gm §m:0
m=0
= Go
=1
ainsi Yw tel que ¥(w) > 0,
n—1

| Z M (w)GrwAt)] < 1

et finalement comme |r~!(nw)| > 1,

(C.2) |6(w)| >0 VYw tel que F(w) > 0
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Annulation du déterminant dans le cas 1/n
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Annexe D

Annexe: Un schéma de raccord
dissipatif

Nous présentons ici une bréve étude d’un schéma non centré permettant de raccorder deux
grilles de discrétisations différentes. Il nous a été présenté par Bruno Després au cours d’une
rencontre informelle & PINRIA. Le schéma sans raffinement differe quelque peu du cas qui nous
intéresse. Etant une adaptation d’une discrétisation pour la dynamique des gaz, ce schéma
est dispersif, mais la stratégie de raccord s’apparentant a celle que nous avons adoptée, nous
avons jugé bon de l'inclure dans notre étude. Nous nous contentons de présenter ce schéma
et d’en énoncer certaines propriétés.

D.1 Le schéma sans raffinement

D.1.1 Equation du schéma

On cherche a résoudre dans IR le systéme suivant

o __ou
(D.1) ot ox
ou_ o
ot Oz

On discrétise 'espace avec un pas h et le temps avec un pas At. On choisit alors d’approcher
14 et v aux mémes points,

(D.2) uf ~u(ih, kAt vh ~ (i, kAL).

Ce choix de discrétisation étant fait, un schéma des plus simples pour approcher (D.1),

k+1 k k k
At 2h
(D:3) k+1 ok k k
At 2h ’
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Annexe: Un schéma de raccord dissipatif

est instable. Pour le stabiliser, on ajoute un terme dissipatif d’ordre 1. Le schéma aux diffé-
rences finies donne alors

k+1 k
Vit Ty _“?H - u§71 Evé’?ﬂ - 211§-c + 11;?71
At 2h 2 h?
(D.4) TR
R _”f+1 — vy + ﬁ“ﬁrl - 2uj +u_,
At 2h 2 h? ’

que l'on peut également réécrire en posant o = At/h,

vf“ - vf = —a(u;f% - u;f%)
(D-5) k+1 k %,k %,k

uit —ug = —a(vjii_% 11],’_%)
en posant

e W Fup ol —of
(D.6) el 2 . 2

k k k. _ .k
N B i W S B
it3 2 2
On peut montrer que ce schéma est dissipatif ¢’est-a-dire qu’il voit son énergie définie par

> (u)? + (o)’

diminuer au cours du temps.

D.2 Calcul de la transformée de Fourier Laplace de la solution

Dans cette section, nous calculons la transformée de Fourier Laplace de la solution.
Pour des raisons pratiques nous considérons la solution du schéma discrétisé sur un maillage
(2h,2At). Ceci est en fait une anticipation sur le raffinement qui sera fait ultérieurement.

On utilise alors les transformées de Fourier discretes, définies par

o0
U9j(w) = 2Ath%§° elw2kAt
k=0

(D.7) ~ .
Uyj(w) = 2At2u§§? w2kt
k=0

En multipliant par e?*“At les équations du schéma écrit sur le maillage (2h,2At) et en
sommant, on obtient en dehors du support de la source

CiwAb . O ) ) o
(1= e 28y = = (g g2 — fiaj 2 = Dajy2 + 205 — D2j 2)

D.8

(D#) gmenng O
(1—-e )ioj = 2('”2]+2 Ugj_g — Ujio + 21y — lgj_2)

Il est plus facile de faire les calculs pour u + v et u — v, car il vient alors

. (e—inAt — 1+ a)(b2; + Ga5) = a(b2j—2 + Ugj—2)
(e 28 — 1 4 )(bo; — fiag) = oU(Dajya — Gijta)
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D.2 Calcul de la transformée de Fourier Laplace de la solution

«

m, on peut écrire

Si on pose r(w) =

{ (@Qj + ﬁgj) = 7"(2(4))] (’170 + ﬁo)
(D.10)

(D2 — Ga;) = 7(2w) ™ (9o — o).

Les solutions s’écrivent donc

r(2w)’ (09 + @o) + 7(2w) ™7 (09 — o)
2

7(2w)’ (99 + 1p) — r(2w) ™7 (B0 — o)
2

i =
(D.11)

gy =

Afin que la solution soit dans L? on doit avoir un de ces deux termes nuls. En effet, supposons
que les conditions initiales soient & gauche, si |r(2w)| < 1, on doit nécessairement avoir
(90 — @o) = 0 ((90 + o) = 0 dans le cas contraire).

D.2.1 Etude de |r(w)]

Siw =z + 1y, alors

1 eyAte—i:vAt -1
r(w) a
Da2) . | L[ o~ [eReoszan -1 ’ L (& sinaa) 2
rlw)| a a
_ 1+Y2+2Y(a—1)cos($At)—2a+1 oL Y = VAt
«
On peut chercher les points du plan complexe ou |r(w)| = 1 afin de délimiter les zones

ou |r(w)| > 1 et celles ou |r(w)| < 1. On obtient dans ce cas des résultats géométriques

1 1 1
intéressants, selon que o € ]0, 2 ¢=3 oua € } 2’ 1 { Mais la frontiére se situe toujours dans

le demi-plan ¥(w) < 0, et n’intervient donc pas car les transformées de Fourier considérées
sont définies et analytiques pour S(w) > M > 0 comme nous Pavions vu dans la section 2.1
de la partie 1. En effet |r(w)| — 1 ne s’annule pas sur le demi-plan complexe J(w) > 0.

Vy >0,Y =ev®t > 1

Soit f(Y) = Y242V (a—1)cos(zAt) +1— 2«

(D.13) f1) = 2(1-a) - cos(zAt)) >0

Or f(Y) = 2[Y — (1 - a)cos(zAt)]

(1—a)cos(zAt) <1 <Y = f (V) >0
1
r(2w)

donc f est strictement croissante. Comme f(1) > 0, Vy > 0,

o

On peut donc écrire pour ’onde incidente sous la forme

(D.14) Ya € ]0, 1[, ﬁgj = ﬂgj = T(Zw)j’f)g
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Annexe: Un schéma de raccord dissipatif

D.2.2 Analyse de la dispersion

Pour faire le lien avec une analyse par ondes planes, on peut écrire r(w) = gikn@)h, On
peut alors en déduire la relation de dispersion

(D.15) o <eikh(w)h _ 1) _ At

Si on effectue un développement limité de kj(w) au voisinage de At = 0, on trouve
.9
WAt (1 —« 5

(D'IG) kh(w) =w+ 5 < 5 > + 0 (At )

Donc la dispersion est d’ordre 1, ce & quoi on s’exposait car le schéma est étudié pour que
son énergie diminue. De plus, les expériences numériques montrent que cette décroissance est
forte. C’est I'inconvénient majeur de ce schéma.

D.3 Un schéma de raffinement 1-2

D.3.1 Présentation des équations de raccord

Le schéma de raffinement est basée sur la décroissance de I’énergie pour garantir la sta-
bilité, nous ne présentons pas ici la preuve de cette décroissance, mais uniquement le schéma
de raccord. On considere deux grilles de discrétisation, 1'une située sur IR* maillée avec des
pas h en espace et At en temps, Pautre située sur IR™ maillée avec des pas doublés (24 et
2At). Dans chaque grille on utilise le schéma (D.5) écrit avec la discrétisation correspondante.
On note (uf)f;c et (vf)g?, les solutions dans la grille fine aux points (j,k) (j > 0) et (ug)%gC et
(vg)%? les solutions dans la grille grossiére aux points (27, 2k) (j < 0). Pour raccorder les deux
grilles, on est amené a modifier les équations en j = 1 pour la grille fine et en 5 = 0 pour la
grille grossiere. Pour j = 1, il suffit de compléter le point manquant pour le schéma dans la
grille fine avec un point de la grille grossiére. On prend par exemple pour v (pour w, il suffit
de permuter):

C@OE @ = el - )y
pan O = () - )]
S (23 1 B T O
\ 2
ce qui donne en remplagant:
(P = (3 =~ ()3 — (g — (o) + 2002 — (w)85)
(DI (0Bt (o0 = 2T = (g (o3 2002 — (0

Et pour j = 0, on choisit de prendre (exemple pour v)

2k 2k
() = ()} = —al(up)]™ = (ug)"})
(D.19) 2% 2%+ 1 2% 241
N Kook 1 u + (u v + (v
oil (’sz)% 2k _ 5 ((ug)%k + (ug)i 2( i + (vg)gk _ (vg)1 2( i )
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D.3 Un schéma de raffinement 1-2

ce qui donne

o [ w2k 4 (40)26H
. (0)25 2 — (v,)3F = -2 (( i +2( o1 (ug)?t,
— (vf)%k +2(vf)%k+1 + 2(1]9)%1: _ (’Ug)2_k2>

On peut ensuite montrer qu’un équivalent discret de la norme de la solution est toujours
borné en montrant que ce schéma garde la propriété de décroissance de I’énergie du schéma
sans raffinement.

De plus, si on s’intéresse & (u + v) et (u — v), on constate alors facilement & partir de ces
équations que (u — v) reste toujours nul & droite de la condition initiale, et (v + v) reste nul &
gauche de la condition initiale. C’est une propriété du probléme continu qui reste exacte pour
ce schéma car il est décentré. Ceci constitue toute la différence avec le schéma de Yee, ou les
maillages décalés empéchent de comparer u et v. Cette caractéristique, permet de supposer
que la réflexion a l'interface sera nulle. En effet si la condition initiale se trouve a gauche de
linterface, c’est alors “(u + v)” qui se propage vers 'interface, s’il y avait réflexion (u + v)
finirait par se trouver non nul & gauche de la condition initiale. Ceci sera d’ailleurs confirmée
par le calcul des coefficients de réflexion-transmission via 1’analyse par Fourier-Laplace que
nous effectuons dans ce qui suit.

D.3.2 Calcul des transformées de la solution en présence du raffinement

L’idée ici est d’utiliser les transformées de Fourier-Laplace des solutions des schémas dans
la grille fine et dans la grille grossiere afin de calculer les coefficients de réflexion et de trans-
mission a 'interface entre les deux grilles. On suppose ici que les conditions initiales sont a
support dans z < 0.

D.3.2.1 Etude dans la grille grossiére
On cherche la solution dans la grille grossiére sous la forme

~ 2k
(vg)%;? = 'U%f + (Ug)Qj?

(D.21)
~ 2k

k k
(“g)%j = “%j + (“g)zj

ol v%;“ et u%’; sont les ondes numériques incidentes, c’est a dire celles qui vérifient le schéma
(1.5) pour j € Z avec les mémes conditions initiales que (u,) et (vg) en k = 0.
On introduit alors les transformées de Fourier-Laplace discrétes en temps définies par

: o2k iwska
(vg)g;(w) = 2At2(vg)2je“"
(D.22) g "
(ug)Qj(w) = 2At§:(ug)2jei“’%Alt
k=0

Le support de la condition initiale étant dans x < 0, les tranformées des solutions incidentes
u et v sont celles sont celles définies par (D.14).
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Annexe: Un schéma de raccord dissipatif

On peut faire pour onde réfléchie, représentée par (1;9) et (uAg), la méme étude que sans
raffinement et on aboutit &

(D.23) Vi <0, (Ug)zj = _(UA!I)Z

i = T(Qw)*j(vg)o = Rr(?w)*jﬁo

ou R est une constante adimensionnée & déterminer.

D.3.2.2 Etude dans la grille fine

~ P N
Notons (vf)j et (vf)j, les transformées de vy définies par
. o~ \2hH] iw(2k+1)At
(vf);(w) = ZAtZ(vf)j e
(D.24) , "D
(vf)j (w) — 2At2(vf)§k6“”2kAt
k=0

Rappelons que les équations dans la grille fine s’écrivent.

(”f)?Jrl - (Uf)f = —%((“f)?ﬂ - (“f)?q - (”f)?ﬂ + Q(Wf)f - (”f)?q)
(D.25)

(“f)?Jrl - (Uf)éC = —%((“f)?ﬂ - (’Uf)?fl - (“f)?ﬂ + Q(Uf)f - (“f)?q)

tkwAt

En prenant ces équations pour & = 2n et kK = 2n+ 1, en multipliant par e et en sommant

sur n, on obtient

- A;Vp); = =5 (O3 = U)o = (V) +2007), = V), y)
D.26
A7 U7); = =5 (VD)1 = (V1) = U7) 5+ 2007, = (T));y)
| ( 1 emiwAt ) 7 (vAf)f ) (UAf);D
= . ) fl: = . et fli = X
et J (v7); J (ug);

™

—i(w + At
e i At) - 1), et des vecteurs

Or les valeurs propres de Ay sont (e*i“’At — 1) et (

1 1
propres associés sont ( ) et ( )
1 -1

On peut alors se ramener au probleme de ’onde incidente, et écrire:

- /1 i1
(D.27) (Vs); = (Us); = doTr(w)’ ( 1 ) ok <w+ E> ( -1 )

ou T' et T}, sont des constantes & déterminer.
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D.3 Un schéma de raffinement 1-2

D.3.2.3 Calcul des coefficients de réflexion

On utilise ici, les équations de raccord afin de déterminer les constantes R, T et T, On
utilise (D.18) et (D.20) et on passe aux transformées de Fourier.

Si 'on compare I’équation de raccord en j = 0 (D.20), avec 'équation écrite dans la grille
grossiere prolongée d’'une maille, on obtient

o _ (wp)t + ()i ()i + ()it

Ce qui donne apres multiplication par ¢W2EAL ot sommation sur k
~ P ~ P . A T AT
~ ~ U — (vy), +e @A ((uy), — (v
(D29) (Ug)2 + 7}42 _ (’Ug)2 _ 1/}2 — ( f)l ( f)l 2 (( f)l ( f)l)
Comme (Vf)j = (Uf)j, et Uy; = Uaj, ON A (uAg)2 - (1;9)2 = 0. De plus, (uAg)zj = —(1;9)2]. on a

doncR =0

Remarque 12 Cette maniére de comparer deuz équations en prolongeant le schéma écrit
a Uintérieur jusque sur linterface pour calculer R est complétement équivalente ¢ celle qui
consisterait @ insérer les solutions générales dans les équations de raccord.

Si 'on compare les équations de raccord en j = 1 (D.18), avec le schéma a 'intérieur de
la grille fine vérifié par les (vf);? et (uf)§c et prolongé en j = 1, on obtient

(D.30) { ()3 + (00)3° = (ug)3E + (03"

(up)g™™ + (0p)5" T = (ug)g" + (vg)"

En multipliant la premiére équation par ¢wW2EAL 15 deuxidme par ¢iw(2k + 1) At

mant sur k, on obtient

, et en som-

~ P ~ P

(vp)g + (us)y = (vg)g + o + (ug)y + o T+T,=1
(D.31) B .
. . . . A . ) o
(vp)o + (up)y = . ((”g)o + o + (ug)y + UO) T —T,= e

Donc finalement les coefficients sont

2
D.32 1 — elwAt
(D.32) T, - L=¢
2
(R =0

La nullité de la réflexion est ’avantage principal de ce schéma, et va lui assurer la stabilité.
De plus on a montré que le schéma était consistant, et que les coefficients de transmission
étaient d’ordre 1.
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Annexe: Un schéma de raccord dissipatif

D.3.2.4 onde incidente dans la grille fine

On peut effectuer des calculs similaires pour une onde incidente venant de la grille fine,
et on trouve aussi des coefficients de réflexions nuls et une transmission d’ordre 1.

1 —j 1
Plus précisément, si U; = —V; = Ar(w) ™’ ( ) + Br (w + i) ( ) a droite,
1 -1

—

(Vy); =0 (onde réfléchie)
(D.33)
) ; ' A+B A-B .
(U!])Zj = —(Ug)Qj =Tr(2w)™”’ avec T = —; + 5 T(Qw)efzwAt
On n’a donc aucune réflexion, ce qui assure la stabilité, méme dans le cas d'une bande

raffinée.
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Annexe E

Lien entre la formulation
variationnelle et la formulation
différences finies pour un probléeme
en deux dimensions.

Dans la deuxiéme partie de ce document, nous avons présenté une méthode de raffinement
de maillage, basée sur la conservation d’une énergie discrete. L’approche différences finies 1D
que nous avions faite a été étendue au cas de Maxwell 2D pour la polarisation transverse
électrique. Dans la troisieme partie de ce document nous avons montré que cette méthode
s’inscrivait dans un cadre variationnel plus général et montré que le schéma 1D exhibé dans
la deuxiéme partie aboutissait aux mémes équations de raccord quelque soit la formulation.
Nous tentons ici d’opérer de méme en montrant que le schéma aux différences finies exhibé
dans la deuxieme partie, s’inscrit bien dans le cadre variationnel de la troisiéme partie.

E.1 Construction accélérée de la méthode variationnelle

Le lecteur est sans doute maintenant familiarisé avec la probléematique, nous ne détaillerons
donc pas la méthode mais insisterons simplement sur les points importants, permettant de
retrouver le schéma de rasccord 2D. On cherche ici & discrétiser les équations de Maxwell
pour la polarisation transverse électrique

( 8HZ+8Ey_8EI_O
ot Ox Jy
(E.1) { 8@% _ aaHz _
)
% OH, =0
\ 315 8[1)

sur deux grilles de discrétisations différentes. La grille située sur le domaine €2, (z < 0), est 2
fois plus grossiere en temps et en espace que la grille située sur le domaine Q (z > 0). Dans
la suite, nous noterons X la frontiere commune de €, et 1;. La présentation faite en 1.2 est
suffisament générale pour que I'on puisse ’étendre & notre probléme sans trop de difficulté.
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La formulation variationnelle en 2D

Nous laissons soin au lecteur d’effectuer la démarche permettant d’obtenir la formulation

variationnelle suivante

Trouver (EY, EJ, HY, E/, E?f, H/ et j) dans EJ X &I x Hg X Eyf x EL x Hy x J tels que

d - ~ ~
prilits HY) 2o, + W3 (HY, EJ) - bJ(HY, E9) =0 VH{ € H,
d . .
(E.2) - (B, Ed) 120, +W(HY, ES) =0  VEY €&
d - - -~
\ dt(E E9) 120, — W(HY, E) + (j, B =0 VEJ € &
( d - - .
E(Hf )12, +bh(HL, E]) = b (H], E[)=0  VH] e H;
d ~ ~ -
(E.3) %(Eg, B2, +b)(H!, El)=0  VE[e€g]
d . .
| (Bl By —bL(HL, B]) = (G, vB]) =0 VB[ €&l
avec la condition
~ g(: _ ~ f . ~
(E.4) (J, ngy(J))Lz@) = (J, vay(J))LQ(x) vjedJ
ol
= {qs € L*(Q e L*(Q }
= {qs € L}(Q e L*(Q }
% :{¢eLZQf ¢GL2 }
]7
0¢
ef = {oe @), 3 e '@y}
My = L*(%y)
| J = H ?(div, %)
avec 8
bl (v, u) —/ —dzdy bd (v, u) v dxdy,
8:1: o, Oz
f 8 g
by (v, u) = —dz dy b§ (v, u) v—dac dy,
By Q

v et 7 sont des opérateurs de trace de £J et &l dans J.
Il est ensuite facile de voir que cette formulation permet de conserver 1’énergie définie par

széIMFH%V+WWM@+LL%PH%F+WWM@
f g

/Ejdy /EjdyzO.

car
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E.1 Construction accélérée de la méthode variationnelle

Nous ne nous étendons pas sur la discrétisation, le lecteur souhaitant plus de détails peut se
référer a la discrétisation du probleme 3D (chapitre 3 de la partie 3). On choisit de discrétiser
les domaines €17 et €, a 'aide de deux maillages Thf et 75} constitués chacun d’un ensemble
de rectangles identiques. Afin de retrouver le schéma de Yee & l'intérieur de chaque grille, on
choisit ensuite comme espace d’approximation

)= {Egj €&l /YK eT], Ellx € Q{fo}
E9)an = {BY € €4 | VK € T, Eflx € Q)
w={El e&] IVK e T}, Bf|x € Qf,}
Jon = {BS € &) | VK € T, Ef|x € Qf}
o = {Hg €Hy, /VK €Ty}, Hl|k € Qéfo}
h:{H;er/VKeThf, HZIKGQ(%}

X
<
~ =

ot Qff  désigne 'ensemble des fonctions de K s'écrivant Py(x) X Py(y), Pp(z) désignant
I’ensemble des Polynémes de degré p. Les degrés de liberté de H, se situent donc au centre
des mailles, ceux de E, aux centres des arétes paralleles a e, tandis que ceux de E se situent
aux centres des arétes paralleles a e,.

En regroupant ensuite les degrés de liberté de chaque inconnue dans un méme vecteur, on
aboutit alors au probleme matriciel suivant.

oty S (g = (g ()™ =0
| mf, (IE%)?n;zA; (Eg)™ BI(HL) 1 4 C, I = ¢
(o, MWDty g — (el =0
mém (]E;Jz;c)anA; (E))*" + B (H]) — ¢
y \ méy (E£)2n+1A; () _ Bl (/)2 - Cp P =
(E.6) g ) (H§)2n+%A_t(]H§)2n+% (B D — (B (B> =0
mém (E£)2”+2A—t(]E£)2”+1 + BJ(Hg)QnJr% -0
\ méy (IE£)2n+2A_t(IE£)2n+1 — BI (WL - p gt = 0
(B.7) (Cg)(]Eg)2n+22+ ()™ (Cf)(IEZJ;)an +2(]E§)2n+1 + (] )2 Y
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La formulation variationnelle en 2D

L’attention étant portée ici sur les équations a l'interface, nous laissons soin au lecteur de
s’assurer que la discrétisation choisie aboutit (aprés calcul des intégrales par formule de qua-
drature) & lintérieur de chaque grille au schéma de Yee 2D.

E.2 Choix de la discrétisation et lien avec le schéma de raccord
aux différences finies

Il nous reste & expliciter les restrictions des matrices sur interface pour compléter le
schéma. Il nous faut auparavant préciser 'espace de discrétisation pour J. Nous choisissons
tout d’abord de discrétiser I'interface par D?" I’ensemble des segments de longueur 2k trace
du maillage grossier sur I'interface. Une premiere discrétisation possible serait de prendre
I’ensemble des polynomes de degré 1 pour discrétiser J, c’est-a-dire

J2h = {th €J/vVSeD™ e Pl(y)}

mais cette discrétisation conduirait & des degrés de liberté pour 52" situés aux sommets des
rectangles, et la discrétisation de (E.4) permettant de calculer le courant, lierait les degrés de
liberté de j d’une maille & ’autre et conduirait a la résolution d’un systéme linéaire. Ce n’est
pas le cas du raccord trouvé dans la partie 2. Nous choisissons donc de discrétiser J a l'aide
de

J* = {j ey /vSs e D™ e Py}

Ce choix étant fait, le calcul des matrices C, et (' est simple. On trouve en effet, en notant
K (k,1) le numéro du degré de liberté situé en (kh,lh) et (k(K),I(K)) les indices de positions
du degré de liberté K.

IL
(Cy)r.L = 2h5lEK))62(L)

_ (L) (L) 0
(Cr.L=h <6Z(K)+% + 51(1{)—%) Ok(r)
L’équation

(Eg)Qn—l—Q_,_(IEg)Qn (Ef)2n+2+2(E5)2n+1—{—(IE?{)Qn

C —(C Y =0
( g) 9 ( f) 4
s’écrit alors
b ((ED3SE + (B3,
h
_ f\2n+2 fy2n+2 fi2n+1 f\2n+1
(E.8) =7 <(Ey)0,2j+% + (Ey)0,2j+% +2 <(Ey)o,2j+§ - (Ey)0,2j+§>

2 2
By + ED)
On calcule ensuite
1
(BD) k(0.1),1(pm) = 6L 88 (BY) i (0,1), L(pym) = —2h6, 8,

(m%y)K(O,l),L(p,m) = 2h267l7162 (méy)K(U,l),L(p,m) = %557152
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E.2 Choix d’une discrétisation adéquate

Les équations

(IEZg/)2n+2 _ (IEgg/)Zn

m§, N — BI(HY)" T + C, I =0
IEf 2n+2 _ IEf 2n+1

o, 2T gyt gt <
Ef)2n+2 _ (Rf)2n+l

m{gy( y) At( y) _ B:{f(le)Q"*'% el g2t —

s’écrivent alors (apres division par h)

2 2
(B0t — (B9)Eh 1

2n+1 2n 41
2h 2N — 2(H) X0 + 2555 =0
B2t (pfy2n
h( ?/)0,234-% ( y)(),?j-i—% n (Hf)2n+% _j2n+1 -0
2AL ey T I
Ef\2nt2  _ (pfy2ntl
h( y)072j+% ( y)0,2g+% n (Hf)2n+% —j2n+1 -0
20t 2ty CET
B2t (pfy2n
h( y)g’gj_;_% ( y>0,2j+% ( f)2n+% _j27_1+1 =0
20t et MR A
Ef 2an2 _ f 2”f1
h( y)0,2y+§ ( 9)0,2J+% +(Hf)2n+% _ j2n+l _
20t et MR A

De ces équations, on tire aisément

—— 2n+1
2n+1 _
]2}@1 = (Hzg)o,zj+1
—~ ot 3 —~ on+1i
on4+1 _ cprf > 2n+l ’
(E.9) ]2?+1 = (H: )0,2j+% ]2gn+1 = (H: )0,2j+%
_— p— 2n+2 _— — 2n+3
2n -2n
Joj+1 = (H:z )0,2j+g Joj+1 = (Hz )0,2j+§
ou 'on a posé
- . 2+l pfi\2n
(HD)o s = (HIY™E, 4 hEilogey — ik
#J0,j+3 2050ty 2 At

et
2n4-2 2
(Eg)%ﬂ _ (ot h(Eg)o,HQjH — (BY)o+1
z2)0,2j4+1 — z/—1,25+1 2AL

On retrouve bien le schéma décrit dans la section 2 de la partie 2, puisque les équations
(E.8) et (E.9) sont identiques & (2.22). Le schéma 2D aux différences finies présenté dans la
section (2) entre donc bien dans le cadre variationnel de la troisitme partie.
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Annexe F

Calcul des valeurs propres de la
matrice associée a I’énergie

Nous présentons dans cette annexe le calcul effectué grace a Mapple des valeurs propres
de la matrice associée A la forme quadratique |rotE|? restreinte & une maille du domaine. La
fonction [rot E|? définie sur un cube dépend des valeurs des champs électriques définis sur les
douze arétes du cube.

On commence par définir |rotv|? sur une maille

> fi=v -> 1/2%( ¢ (v[11]-v[9 ])/dx- (v[2]-v[1])/dz )"2 +
> ( (v[12]-v[10])/dx- (v[4]-v[3])/dz )72 +
> ( (v[12]-v[11])/dy- (v[8]-v[6])/dz )~2 +
> ( (v[10]-v[9 1)/dy- (v[7]-v[5])/dz )~2 +
> ( (v[8 1-v[7 1)/dx- (v[4]-v[2])/dy )"2 +
> ( (v[6 1-v[5 1)/dx- (v[3]-v[1])/dy )~2 );

L 1L ovi—vg wy—wip 1 wig—vip wa—v39 1 wip—vi1 U8 —Us o
f.—v—>2( dz dz )+2( dz dz )+2( dy dz )
1L vio—wy wr—wvs9 1 wg—vr vg—v39 1 v6—v5 wv3—w1,

+2( dy dz )+2( dx dy )+2( dz dy )

En se servant du fait que les éléments d’une matrice M associée a une forme quadratique
() peuvent étre calculés

(F.1) M(i,j) = — (Q(e; + ej) — Q(e; — e;))

S

on peut construire la matrice M
> M:=array(1..12,1..12);
> for i from 1 to 12 do
> ei:=array(1t..12,[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]):
> eifli]:=1:
> for j from 1 to 12 do
> ej:=array(1..12,[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]):
> ejljl:=1:
> v:=array(l..12);v:=eit+ej : v2:=ei-ej:
> M[i,jl:=1/4*f (evalm(v))-1/4*f (evalm(v2)):
> od:
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Calcul des valeurs propres de la matrice associée a I’énergie

> od:

le calcul des valeurs propres se fait alors simplement
> eigenvals(M);

dy? + dz? dy? 4 d2? da® + d2? da? d2? + dy? d2? + dy? de?

0,0,0,0,0,0,0,

dz? dy? * d2¥dy? T dZ? dz? dz? dy? dz* ’
dz? dz? + dy? dz% + dy? da?
dz? dy? dz*

1

La plus grande valeur propre étant <

+ ﬁyz + ALZQ on en déduit la majoration (3.61)
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Annexe G

Une définition du nombre de points
par longueur d’onde

G.1 Cas de la Gaussienne

On s’intéresse a la définition du nombre de point par longueur d’onde d’une gaussienne et
sa relation avec . Soit une gaussienne centrée en T et d’écart type o

(t—1p)*

(G.1) g(t) =™
Sa transformée de fourier est définie par

—2imwt
dt
(G.2) / g(t
— \/_ —oTw? szo

Nous définissons la fréquence de coupure comme étant la fréquence pour laquelle la transfor-
mée de Fourier du signal vaut ¢ du maximum. Elle est donnée par

—In(e)

(o8

(G.3) w=
le nombre de point par longueur d’onde se définit alors par

A c «
G.4 Ny =2 = — —

ou « est le nombre de Courant.
Ainsi, on peut calculer le o nécessaire pour obtenir N, points par longueur d’onde a € %
du signal.

—In(e)N2AE

(G.5) o= 5

T
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Résumé: Le travail présenté dans ce document concerne la simulation de la propaga-
tion d’ondes en milieu complexe. Notre démarche est la suivante. Sur une grande partie du
domaine de propagation, nous utilisons des techniques classiques de discrétisation, typique-
ment le schéma de Yee, pour approcher les équations de Maxwell tandis qu’au voisinage des
obstacles, nous utilisons un raffinement de maillage local afin de mieux tenir compte de dé-
tails géométriques. Nous sommes alors amenés & prendre un pas de temps local afin d’éviter
l’augmentation de la dispersion numérique dans la grille principale. Le probleme délicat est
alors de trouver un bon schéma de raccord entre les deux grilles. Dans un premier temps
nous réalisons une étude mathématique et numérique de la méthode classiquement employée
dans la littérature électromagnétique utilisant des interpolations spatio-temporelles & I’'inter-
face entre les deux grilles. Les résultats de notre étude mettent en évidence que ce genre de
schéma, conduit bien souvent & un nouveau type d’instabilité difficilement contrélable. Dans
une deuxiéme partie, nous présentons une nouvelle stratégie de raccord permettant d’assurer
la stabilité. La méthode, repose sur le raccord ’faible’ des inconnues sur I'interface. Elle permet
la conservation d’une énergie discrete, et par suite assure la stabilité. Dans une troisieme par-
tie nous montrons que ce schéma s’inscrit dans un cadre variationnel tres général. Le schéma
de raccord s’apparente a la méthode des éléments joints et s’effectue via l'introduction d’un
parametre de Lagrange défini sur I'interface. Cette généralisation nous permet de réaliser de
facon systématique le raffinement de maillage spatio-temporel pour les équations de Maxwell
3D.

Mots clés : Equations de Maxwell, Raffinement de Maillage, Pas de temps local, Analyse
de Stabilité, Différences Finies, Eléments Joints.

Abstract: This work deals with the simulation of waves propagation in complex medium.
Our aim is the following one. On most of the propagation domain, we use traditional tech-
niques, typically the Yee’s scheme, to discretize Maxwell’s equations, while, near the obstacle,
we use a finer local grid in order to take better account of geometrical details. We are then led
to take a local time step in order to avoid the increase of numerical dispersion in the principal
grid. The difficulty is then to find a good scheme to connect the two grids. First, we make a
mathematical and numerical study on the method classically employed in the electromagnetic
litterature using space-time interpolations on the interface between the two grids. Our study
points out a new kind of instability with this type of approach. In a second part, we present a
new strategy based on “weak” continuity relations at the interface that ensures stability via
the conservation of a discrete energy. In the third part, we show that this scheme enters a
more general class of variational problems. The scheme for gluing the two grids is related to
the mortar element method and is carried out via the introduction of a Lagrange parameter
defined on the interface. This generalization enables us to carry out more easily the space-time
mesh refinement for Maxwell’s equations 3D.

key words: Maxwell’s Equations, Mesh Refinement, local time step, Stability Analysis,
F.D.T.D., Mortar Elements.



