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Introduction

Position du probl�eme et motivation

Les techniques de di��erences �nies ou d��el�ements �nis avec condensation de masse sont
largement utilis�ees pour la simulation de la propagation des ondes ou plus g�en�eralement la
r�esolution de syst�emes hyperboliques lin�eaires dont les �equations de Maxwell constituent un
arch�etype	 Les domaines d�application� nombreux� vont de l�acoustique �a l��electromagn�etisme
en passant par la sismique en g�eophysique	 La m�ethode permet de se ramener �a des �equations
discr�etes dont les inconnues sont les valeurs du ou des champs en des points d�une grille de
calcul qui est le plus souvent r�eguli�ere� de pas h en espace et �t en temps	 Les sch�emas
num�eriques qui nous int�eressent ici sont des sch�emas explicites dont il est maintenant com�
mun�ement admis� qu�ils sont pr�ef�erables aux sch�emas implicites	 Leur mise en oeuvre consiste
simplement �a appliquer une formule explicite permettant d��evaluer la solution� progressive�
ment� en des temps �echantillonn�es	 Pour les �equations de Maxwell� le sch�ema de Yee constitue
le prototype d�un tel sch�ema	 C�est le sch�ema le plus couramment utilis�e jusqu��a nos jours	
C�est ce sch�ema qui consistera le noyau de base de notre �etude	
La premi�ere propri�et�e que doit satisfaire un sch�ema num�erique est la stabilit�e� cette pro�

pri�et�e exprime le fait que l�on est a priori capable d�obtenir une borne sur une certaine norme
de la solution approch�ee �a l�aide de constantes ind�ependantes des param�etres de discr�etisa�
tion �t et h	 Il existe bien s�ur di��erentes notions de stabilit�e� li�ees au choix de la norme
consid�er�ee	 Cette norme peut �etre 
discr�ete mais doit �etre un �equivalent convenable d�une
norme continue	 Pour les syst�emes hyperboliques lin�eaires et notamment ceux auxquels est
associ�ee une conservation de l��energie� comme le syst�eme de Maxwell� ces normes sont des
normes de type L�� raison pour laquelle on parle de stabilit�e L�	 Il est bien connu que pour
un sch�ema explicite approchant une �equation hyperbolique� la stabilit�e L� n�est assur�ee que
si le pas de temps �t est su�samment petit devant le pas d�espace h	 Plus pr�ecis�ement
la condition de stabilit�e est une condition de type C	F	L	 imposant une borne sur le rapport
�  �t�h	 Ainsi� pour le sch�ema de Yee la condition n�ecessaire et su�sante de stabilit�e s��ecrit
�  �t�h � p

d�d� d �etant la dimension de l�espace� o�u l�on a suppos�e implicitement que la
vitesse de propagation des ondes �etait �egale �a �	 Une fois la stabilit�e assur�ee� la convergence
du sch�ema est alors garantie pour peu qu�on sache v�eri�er sa consistance �c	a	d montrer que
l�erreur de troncature du sch�ema tend vers � avec les param�etres de discr�etisation	� � C�est
le th�eor�eme d��equivalence de Lax	 On peut m�eme obtenir des estimations d�erreurs pour peu
que la solution que l�on d�esire approcher soit su�samment r�eguli�ere	
Le co�ut de calcul de ces m�ethodes est bien s�ur li�e �a la taille de la grille et augmente avec

l�inverse du pas de la grille	 Ce pas doit �etre bien s�ur su�samment �n pour que la pr�ecision
obtenue sur la solution soit acceptable	 Pour quanti�er cela� le resultat de convergence ou les
estimations d�erreur ne sont pas su�sants	 Il faut avoir recours �a des �etudes plus �nes des
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sources d�erreur quitte �a se limiter �a des situations simples telles que la simulation des ondes
en milieu homog�ene	 Pour les sch�emas conservatifs �c	a	d	 conservant un �equivalent discret
d�une �energie de la solution� comme le sch�ema de Yee� il n�y a �evidemment pas de dissipation
num�erique	 Si on met de c�ot�e le probl�eme d��echantillonnage des donn�ees �conditions initialles�
sources�� la seule source d�erreur est alors la dispersion num�erique � les hautes fr�equences qui
composent l�onde num�erique ont tendance �a aller moins vite que les plus basses entra��nant
une d�e�coh�erence du signal d�autant plus grande que la longueur parcourue augmente	 On
ma��trise ce ph�enom�ene en prenant� ce qui est intuitif� su�samment de points de grille par
longueur d�onde pour toutes les longueurs d�onde composant le signal que l�on veut approcher	
Ce qui est moins intuitif� c�est que� au moins pour le sch�ema de Yee �mais cela est aussi vrai
pour d�autres sch�emas�� �a pas d�espace �x�e on va augmenter la dispersion num�erique �et donc
d�et�eriorer la pr�ecision du schema�� en diminuant le pas de temps �t	 En d�autres termes la
dispersion num�erique d�ecroit lorsque le rapport �  �t�h augmente vers sa valeur maximale
autoris�ee par la condition de stabilit�e	 Il est facile de mettre en �evidence des e�ets de la
dispersion sur des exp�eriences num�eriques	
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Courbes de dispersion � On repr�esente le rapport de la vitesse num�erique sur la vitesse r�eelle
en fonction de la fr�equence� pour di��erentes directions de propagation� La vitesse num�erique
de propagation des ondes s��eloigne de la vitesse r�eelle� lorsque les fr�equences de l�onde sont
plus importantes� Le ph�enom�ene s�accentue lorsque le rapport �t

h diminue� et ce quelque soit
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Solutions �D �a t  ��s� t  ���s et t  ���s� La dispersion num�erique qui augmente au
cours du temps est plus importante lorsque le rapport �t�h diminue
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La dispersion �etant contr�ol�ee� une autre cause d�erreur� li�ee �a des aspects g�eom�etriques�
peut survenir	 Dans les probl�emes de di�raction on doit imposer des conditions aux limites ap�
propri�ees sur la fronti�ere de l�obstacle	 Par exemple� pour les �equations de Maxwell� on impose
que le champ �electrique tangent est nul �a la surface d�un obstacle parfaitement conducteur	 Or
la fronti�ere de l�objet ne suit pas n�ecessairement la grille de calcul et on est amen�e �a consid�e�
rer une fronti�ere approch�ee en marches d�escalier	 Or ces marches engendrent des di�ractions
num�eriques parasites qui peuvent entacher d�une erreur signi�cative le r�esultat du calcul	
D�autres probl�emes de g�eom�etrie peuvent se poser dans le cas o�u l�objet di�ractant pr�esente
une section tr�es faible par rapport aux longueurs d�ondes impliqu�ees �cas des antennes �laires
en �electromagn�etisme�	 La mod�elisation de l�objet conduit �a choisir un pas tr�es petit pour
bien tenir compte de sa g�eom�etrie	 Si l�on travaille avec une grille r�eguli�ere� on imagine alors
les cons�equences d�esastreuses de la pr�esence du moindre brin de �l	
Une premi�ere solution peut �etre d�utiliser la m�ethode des domaines �ctifs	 Celle�ci consiste

�a introduire un param�etre de Lagrange d�e�ni �a la surface de l�objet sur un maillage di��erent
et r�eintroduit dans les �equations volumiques	 L�inconv�enient est alors que la taille du pas de
discr�etisation de l�obstacle est li�e �a celui du maillage� et donc si l�obstacle est �n ou poss�ede
des asp�erit�es� il contraint �a nouveau �a utiliser un maillage �n dans tout le domaine	
Une autre id�ee pour traiter la di�cult�e consiste �a distinguer deux zones pour le calcul	 Une

zone �la plus importante� o�u le calcul se fait sur une grille principale et une ou plusieurs zones
o�u l�on utilise des morceaux de grilles ra�n�ees� c�est �a dire dont le pas de discr�etisation est
une fraction du pas de la grille principale	 La propagation de l�onde est r�ealis�ee principalement
dans la grille grossi�ere tandis que les grilles ra�n�ees� localis�ees au voisinage des asp�erit�es des
objets di�ractants permettent de bien rendre compte de l�interaction complexe entre l�onde
et la structure	 De plus� la pr�ecision du calcul du point de vue de la dispersion� �etant une
fonction d�ecroissante du rapport des pas de discr�etisation en temps et en espace� il est donc
souhaitable que le rapport optimal soit conserv�e d�une grille �a l�autre et par cons�equent� de
ra�ner �egalement en temps� la grille ra�n�ee en espace	 Le point d�elicat est alors le traitement
de la fronti�ere entre les grilles	

Pr�esentation du plan de travail et des principaux r�esultats ob�

tenus

Au cours du d�eroulement de la th�ese� nous avons tout d�abord �et�e amen�es �a e�ectuer
l�analyse de certaines m�ethodes de ra�nement de maillage existantes	 Ceci nous a permi
d�identi�er des ph�enom�enes d�instabilit�e� semble�t�il nouveaux� associ�es �a ce type de sch�ema	
C�est la raison qui nous a conduit �a chercher une nouvelle voie pour contourner cette di�cult�e	
Nous avons ensuite construit et analys�e une nouvelle m�ethode �able de ra�nement de grille
spatio�temporelle appliqu�ee �a la simulation de la propagation des ondes	 Nous �etudions alter�
nativement les potentialit�es d�une telle m�ethode pour les �equations de Maxwell et l��equation
des ondes� le but ultime impos�e par le centre d��etude de Gramat �etant de r�ealiser un code
informatique de ra�nement de maillage pour le sch�ema de Yee dans le cas de � dimensions	
Cette contrainte nous a donc orient�e vers des m�ethodes de ra�nement bas�ees sur des

sch�emas aux di��erences �nies	 Nous nous sommes dans un premier temps int�eress�e �a une
m�ethode de ra�nement analogue �a celles trouv�ees dans la litt�erature� c�est �a dire utilisant des
interpolations spatio�temporelles pour e�ectuer le raccord entre des grilles de discr�etisations
di��erentes	 Malheureusement� la stabilit�e de ces m�ethodes s�est av�er�ee tr�es mal contr�ol�ee ou au
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prix d�une d�et�erioration des r�esultats non n�egligeable	 La stabilit�e semblant �etre le principal
�ecueil pour e�ectuer le raccord entre deux maillages di��erents� nous avons donc recherch�e
des sch�emas permettant de garantir la stabilit�e via la conservation d�une �energie discr�ete	 Le
sch�ema aux di��erences �nies que nous avons trouv�e s�est r�ev�el�e �etre stable et pr�ecis et nous
a donc con�rm�e le bien�fond�e de notre strat�egie	 Malheureusement� l�approche di��erences
�nies de la m�ethode quoi que conceptuellement simple� conduit �a des calculs rapidement
inextricables si l�on cherche �a construire un sch�ema dans le cas �a trois dimensions	 Nous
avons donc pens�e �a �elaborer un formalisme abstrait� englobant la m�ethode trouv�ee �a une
dimension� a�n de construire une m�ethode variationnelle tr�es g�en�erale	 Si� pour des raisons
contractuelles� nous pr�esentons cette derni�ere appliqu�ee au sch�ema de Yee �a � dimensions�
il ne fait pas de doute que le lecteur saurait y voir des applications �a d�autres types de
discr�etisation	

Analyse des m�ethodes par interpolation

Comme pourra le remarquer le n�eophyte se penchant sur la litt�erature� notamment la
litt�erature 
�electromagn�etique �I	E	E	E	�� la plupart des sch�emas de raccords sont bas�es sur
des interpolations spatiales� temporelles ou spatio�temporelle	 C�est donc tout naturellement�
que nous avons dans un premier temps orient�e notre strat�egie vers un ra�nement spatio�
temporel avec un sch�ema de raccord par interpolation	 A�n d��etudier les potentialit�es de ces
sch�emas� notamment leur stabilit�e et leur pr�ecision� nous avons choisi de nous int�eresser �a un
cas simple �a savoir l��equation des ondes ��D� discr�etis�ee par le sch�ema aux di��erences �nies
appel�e �leap�frog�� ou �saute�mouton�	
Nous traitons tout d�abord le cas d�un raccord de deux grilles in�nies o�u le pas de discr�e�

tisation de la grille �ne est deux fois plus �n que celui de la grille grossi�ere	 A l�aide d�une
analyse dans le plan de Fourier�Laplace de la solution du sch�ema� on montre que le sch�ema est
GKS stable �Gustafsson�Kreiss�Sundstr!om "��#� sous la condition 
C	F	L	 usuelle� c�est �a dire
la condition de stabilit�e en l�absence de ra�nement	 Une fois la stabilit�e assur�ee� on s�int�eresse
�a la pr�ecision de la m�ethode au moyen d�une analyse harmonique	 On montre que toute onde
harmonique incidente solution du sch�ema dans la grille grossi�ere donne naissance au contact
de l�interface �a deux ondes transmises dans la grille ra�n�ee et une onde r�e��echie dans la grille
grossi�ere	 Le fait qu�il y ait deux ondes transmises s�explique par le ph�enom�ene de repliement
du spectre� une onde de pulsation � est indistinguable dans la grille grossi�ere d�une onde de
pulsation � $ ��

��t 	 Ce n�est pas le cas dans la grille �ne ce qui induit un couplage entre les
ondes de pulsation � et � $ �

�t 	 Ce ph�enom�ene est un des points cl�es pour comprendre les
ph�enom�enes d�oscillations parasites �c	�a	d	 hautes fr�equences�	 L��etude de pr�ecision est men�ee
�a partir des expressions du coe�cient de r�e�exion et des deux coe�cients de transmission	 La
m�ethode s�av�ere d�ordre � mais� num�eriquement� le raccord semble de bonne qualit�e puisque�
l�erreur induite par le ra�nement de maillage est n�egligeable devant l�erreur due au sch�ema
classique qui est pourtant d�ordre �	 Le m�eme type de r�esultats est ensuite obtenu pour un
ra�nement ��n� c�est �a dire lorsque le pas de discr�etisation de la grille �ne est n fois plus �n
que celui de la grille grossi�ere	
Ces r�esultats ont trait au couplage de deux grilles semi�in�nies	 Notons que ces premiers r�e�

sultats sont plut�ot positifs � le sch�ema est stable sous la condition CFL usuelle et les r�e�exions
parasites sont faibles et bien ma��tris�ees	 En fait� la situation se r�ev�ele chang�ee radicalement
lorsque l�on se place en milieu born�e	 En e�et� si l�on s�int�eresse au cas o�u le domaine o�u l�on
ra�ne le maillage est de longueur �nie� ce que l�on cherchera toujours �a obtenir en pratique�
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on montre alors que la stabilit�e n�est plus assur�ee sous la condition usuelle mais d�epend de
l�occurence d�un z�ero d�une fonction d�une variable complexe� param�etr�ee par le nombre de
mailles de la couche et par le rapport du pas de temps sur le pas d�espace	 Un r�esultat im�
portant est que des ph�enom�enes d�explosion ressemblant fortement �a de l�instabilit�e peuvent
survenir m�eme si l�on respecte la CFL usuelle	 Suivant le probl�eme consid�er�e on montre que

cette explosion peut �etre soit une instabilit�e forte soit born�ee par eC
ste T

L o�u T est le temps
de simulation et L la longueur de la bande ra�n�ee	 Ceci est con�rm�e par des exp�eriences
num�eriques o�u l�on observe des explosions exponentielles qui se d�eveloppent� quelques fois
tardivement� et d�egradent bient entendu les r�esultats du calcul	
Ces ph�enom�enes d�instabilit�es sont tr�es g�enants car la nouvelle CFL d�epend de fa�con

complexe du nombre de maille dans la couches ainsi que du nombre de Courant� et ce� bien
que l�on se soit plac�e en dimension �	 On s�attend alors �a ce que l�extension de ces sch�emas �a
des cas plus compliqu�es tels les �equations de Maxwell ��D� ne nous permette plus de ma��triser
cette instabilit�e	 Ceci est con�rm�e par des exp�eriences num�eriques	 En e�et� si dans un premier
temps� les m�ethodes par interpolations semblent stables� il s�av�ere que pour des temps de
simulation plus longs� une explosion de la solution du syst�eme de Maxwell��D appara��t au
voisinage de la grille �ne	 La condition C	F	L	 empirique pour faire dispara��tre cette instabilit�e
est alors inacceptable	
Cette m�ethode d�interpolation se r�ev�elant trop incertaine pour �etre utilis�ee avec con�ance

dans le cas de ra�nement spatio�temporelle� il nous a sembl�e plus judicieux de se tourner
vers des m�ethodes garantissant la stabilit�e de mani�ere plus syst�ematique	

Une m�ethode de ra�nement de maillage stable en di	�erences 
nies

Nous pr�esentons dans cette partie une nouvelle m�ethode de ra�nement de maillage pour
le syst�eme de Maxwell ��D	 Cette m�ethode vise �a assurer la stabilit�e a priori via la conser�
vation d�une �energie �electromagn�etique discr�ete	 Elle permet le raccord de deux grilles� l�une
discr�etis�ee avec un maillage espace�temps ��h� ��t�� l�autre avec une discr�etisation �h��t�
sous la condition de stabilit�e usuelle	 Le point cl�e de la m�ethode consiste �a n�assurer que
faiblement la condition de continuit�e des inconnues entre les deux grilles	 On consid�ere en fait
qu��a l�interface physique correspond deux interfaces discr�etes� une pour la grille grossi�ere et
une pour la grille �ne	 L��etape suivante consiste �a d�eriver une �energie discr�ete de mani�ere �a
obtenir une condition de conservation de celle�ci	 Ceci permet d�obtenir une relation assurant
la stabilit�e L� du sch�ema	 Cette relation quadratique appara��t comme un �equivalent discret de
l�annulation du saut des inconnues �a l�interface	 A partir de cette relation on trouve ensuite
un sch�ema lin�eaire permettant de raccorder les deux grilles de mani�ere stable et pr�ecise �a
condition que le rapport du pas de temps sur le pas d�espace ne soit pas trop proche de �	
Toutefois nous voyons que cette condition n�est pas tr�es p�enalisante	 L�extension de ce sch�ema
�a deux dimensions est ensuite r�ealis�ee et donne �egalement de bons r�esultats� toutefois� elle
laisse pr�esager que les calculs n�ecessaires �a la construction du sch�ema en � dimensions� s�av�e�
reraient trop complexes	 Cette derni�ere r�e�exion nous a incit�es �a rechercher un formalisme
abstrait permettant de conduire les calculs plus ais�ement	

Une m�ethode de ra�nement de maillage stable en �el�ements 
nis

Dans la troisi�eme partie� nous montrons que la m�ethode n�est qu�un cas particulier et
qu�elle entre dans un cadre variationnel g�en�eral et une approximation appropri�ee par �el�e�
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ments �nis mixtes	 Le sch�ema de raccord s�apparente alors �a la m�ethode des �el�ements joints	
En interpr�etant la recherche d�une condition de raccord� comme un probl�eme de transmis�
sion� on montre que l�introduction d�une variable auxiliaire d�e�nie sur l�interface permet la
construction d�une condition de raccord permettant la conservation d�un �equivalent discret
de l��energie	 Cette variable auxiliaire qui n�est autre qu�un multiplicateur de Lagrange� s�as�
simile dans le cas des �equations de Maxwell �a un courant d�e�ni sur l�interface	 On montre
que ce courant se calcule gr�ace �a la r�esolution d�un syst�eme lin�eaire inversible et creux	 La
m�ethode construite dans le cadre variationnel est explicit�ee pour le cas du sch�ema de Yee�
mais pourrait �egalement �etre �etendue �a d�autres sch�emas	 On pourrait notamment gr�ace �a
cette m�ethode raccorder des grilles non conformes	
Nous appliquons ensuite notre strat�egie en discr�etisant les �equations de Maxwell �a trois

dimensions par le sch�ema de Yee� et pr�esentons les r�esultats num�eriques du code informatique
que nous avons incorpor�e dans un logiciel industriel	 Les simulations e�ectu�ees d�emontrent
l�int�er�et et les potentialit�es du ra�nement spatio�temporel local	 Dans un premier temps� on
constate que dans le vide� l�erreur due au ra�nement de maillage est n�egligeable devant l�er�
reur classique du sch�ema de Yee	 De plus� en pr�esence de conducteur� gr�ace �a une meilleure
prise en compte de la g�eom�etrie mais �egalement une meilleure approximation des singulari�
t�es au voisinage de l�obstacle� le ra�nement local permet d�obtenir des r�esultats quasiment
identiques �a ceux d�une simulation o�u l�ensemble du maillage aurait �et�e ra�n�e	
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Chapitre �

Pr�esentation de sch�emas de
ra�nement par interpolation

��� Un survol non exhaustif de la bibliographie sur le ra��

nement de maillage spatio�temporel pour l��electromagn�e�

tisme

Mis �a part l�article pionnier de Kunz et Simpson de ����� "��#� c�est au d�ebut des ann�ees
���� que sont apparus les premiers travaux sur le ra�nement de maillage spatio�temporel	 La
mod�elisation des ph�enom�enes �electromagn�etiques �a l�aide du sch�ema saute�mouton de Yee ou
FDTD� "��#� �etait depuis une vingtaine d�ann�ee tr�es couramment pratiqu�ee aussi bien dans les
laboratoires de recherche que pour les applications industrielles	 La complexit�e croissante des
structures rayonnantes �a calculer a pos�e le probl�eme de l�erreur due �a la g�eom�etrie de mani�ere
de plus en plus aigu!e et la m�ethode de ra�nement de grille a sembl�e toute indiqu�ee	 On a ainsi
vu para��tre une s�erie de travaux� surtout dans des revues comme IEEE Transaction on Anten	
nas and Propagation ou encore IEEE Transaction on Microwave Theory and Technology� qui
en gros suivait la m�eme d�emarche	 Dans un premier temps� on choisit de fa�con assez arbitraire
un rapport de pas de grille �������� voire ����� un sch�ema d�interpolation �centr�e ou non� puis
on code la m�ethode et on la teste sur des exemples d�int�er�et pratique	 Le premier article de
ce genre a �et�e publi�e en ���� par Kim et Hoefer� "��#	 Les auteurs retiennent un ra�nement
spatio�temporel de ���	 Le sch�ema consiste �a utiliser la formule explicite de Yee � fois sur la
grille �ne pour une seule fois sur la grille grossi�ere	 Des formules d�interpolation portant sur
les deux champs sont utilis�ees pour clore le syst�eme d��equations � �ce sch�ema n�est d�ailleurs
pas donn�e de mani�ere tr�es claire dans l�article�	 Les conclusions sont que la m�ethode marche
�gain de �� en temps de calcul� mais les auteurs signalent deux di�cult�es	 Tout d�abord� que
des r�e�exions parasites sont pr�esentes et qu�il faut utiliser une interpolation 
conforme au
comportement de la solution 	 Ensuite� dans le cas de sandwichs �grilles grossi�ere�grille �ne�
grille grossi�ere� des ph�enom�enes ind�esirables �
a serious interaction� peuvent appara��tre	 Pa�
rall�element en ���� Zivanovic et al� proposent un sch�ema d�interpolation pour un ra�nement
��� puis ���	 L�interpolation est l�a encore e�ectu�ee sur les champs �electriques et magn�etiques	
Deux exemples� di�ciles �a interpr�eter� sont donn�es qui semblent montrer que la m�ethode

marche	 On peut reprocher �a ce papier son c�ot�e un peu p�eremptoire 
���The technique is

�� rappelons que le sch�ema de Yee utilise comme inconnues le champ �electrique et le champ magn�etique
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shown to be numerically stable and does not entail any extra numerical error��sic�	 Les r�e�
sultats ne semblent pourtant pas toujours tr�es bons� surtout pour la grille ��� o�u� pour une
exp�erience num�erique particuli�ere� le ra�nement entra��ne une d�et�erioration des r�esultats	 Les
conditions d�interpolation pour la grille ��� sont particuli�erement sophistiqu�ees �utilisation
d�un sch�ema d��equations d�ondes pour l�interpolation du champ �electrique�	 Elles semblent
donner de meilleurs r�esultats que le ra�nement ���	 Nulle mention de probl�emes de stabi�
lit�e n�est signal�ee	 Dans une communication� Prescott et Shulley� "��#� proposent une version
l�eg�erement modi��ee des �equations d�interpolation	 Leur m�ethode est test�ee sur un calcul de
coe�cient de r�e�exion pour un guide d�onde ��D	 Des r�esultats d�erreur de moins de �	�� %
sont donn�es sur une large plage de fr�equences� mais il est di�cile d�interpr�eter ces r�esultats
car le rapport de ces fr�equences avec le pas de discr�etisation n�est pas donn�e	 Un travail si�
milaire est e�ectu�e par Shimizu et al	� "��#	 De nouveau� les auteurs proposent un sch�ema
d�interpolation original et portant �a la fois sur le champ �electrique et le champ magn�etique	
Le coe�cient de r�e�exion d�u au changement de grille est d�etermin�e exp�erimentalement sur un
exemple de simulation d�un guide d�ondes cylindrique	 Ils obtiennent une erreur de moins de
��� % pour des fr�equences allant jusqu��a �� points de grilles grossi�eres� Le papier qui nous a
sembl�e le plus abouti est celui de Chevalier� Luebbers et Cable� "��# �a propos d�un ra�nement
de grille ���	 Son originalit�e est double	 D�une part� l�interpolation entre les grilles ne porte
que sur le champ magn�etique	 Cela permet de traiter convenablement les cas o�u l�interface
entre grille �ne et grille principale est travers�ee par des milieux de permitivit�e di�electrique
variable� c�est �a dire des cas o�u le champ �electrique n�est plus une fonction continue de l�es�
pace	 D�autre part� ce papier est le premier �a exprimer clairement l�existence de di�cult�es
li�ees �a la stabilit�e du sch�ema	 A deux dimensions d�espace� une diminution d�un facteur �	�
du pas de temps s�av�ere indispensable pour avoir la stabilit�e	 Un autre probl�eme est signal�e
et qui se manifeste par la pr�esence d�un bruit constitu�e d�oscillations hautes fr�equences sur la
solution num�erique	 Les auteurs proposent une m�ethode pour diminuer ce bruit qui consiste
�a pond�erer leur formules d�interpolation pos�ees sur plusieurs interfaces d�ecal�ees� au voisinage
de l�interface� certains n&uds du maillage sont alors vus comme appartenant �a la fois �a la
grille �ne et �a la grille grossi�ere	 Trois exp�eriences num�eriques sont pr�esent�ees� le calcul d�un
dip�ole puis d�une sph�ere conductrice et en�n d�un guide d�onde	 Les r�esultats montrent une
erreur de l�ordre de �	� % pour �� points par longueurs d�onde par rapport aux r�esultats des
m�emes calculs utilisant la grille �ne	 Si l�on accepte cette marge d�erreur� le gain en temps de
calcul et en occupation m�emoire est impressionnant �facteur ���	 Les m�emes calculs e�ectu�es
sur la seule grille grossi�ere aboutissent �a plus de ��� % d�erreur pour un temps de calcul
uniquement divis�e par �	
La premi�ere conclusion de ce bref survol est que le ra�nement de maillage spatio�temporel

a surtout �et�e abord�e d�un point de vue heuristique et �etudi�e d�un point de vue exp�erimental
�analyse de r�esultats d�exp�eriences num�eriques�	 Les r�esultats des calculs montrent la grande
potentialit�e de la m�ethode� lorsqu�elle est convenablement utilis�ee	 Le papier de Chevalier et
al except�e� le choix de la formule d�interpolation �interpolation spatiale� temporelle� spatio�
temporelle� est toujours assez arbitraire	 Des probl�emes d�instabilit�es fortes �explosion au
bout de quelques pas de temps� ou faible �explosion �a la suite de multiples aller�retours de
l�onde �a l�int�erieur de la bo��te de calcul� ont �et�e signal�es par certains auteurs sans qu�aucune
analyse math�ematique ne soit donn�ee	
Nous n�avons pas trouv�e de papiers de nature vraiment math�ematique sur la question

pr�ecise du ra�nement spatio�temporel pour Maxwell	 N�eanmoins� il existe des articles sur des
sujets connexes comme celui de P	 Monk� "��# qui traite du ra�nement uniquement spatial

��



�
� Pr�esentation explicite et simpli	�ee de deux strat�egies de raccord

pour l��equation de Maxwell instationnaire	 Si l�on se borne �a des ra�nements en espace il
existe maintenant des techniques variationnelles bien ma��tris�ees qui garantissent la stabilit�e
modulo l�introduction d�inconnues suppl�ementaires sur l�interface grille �ne � grille grossi�ere �
ce sont les �el�ements joints "�#� "�#	 Une analyse assez compl�ete est pr�esent�ee par M	 Berger dans
"�# qui traite du ra�nement spatio�temporel de grille ��n pour l��equation de transport scalaire
�D	 Cette analyse est men�ee �a partir d�une formule explicite de la solution du sch�ema via une
transformation de Fourier�Laplace en temps	 Elle obtient la stabilit�e d�un sch�ema s�appuyant
sur un m�eme sch�ema dissipatif pos�e sur deux grilles dont les pas sont en rapport de � �a n�
les deux grilles �etant coupl�ees par des formules ad hoc	 Dans "�#� Berger et Leveque pr�esente
une m�ethode de ra�nement de maillage espace temps pour des syst�emes hyperboliques	 La
m�ethode est bas�ee sur un sch�ema aux volumes �nis et permet de faire du maillage adaptatif	
L��equation de transport scalaire est toutefois un mod�ele plus simple que l��equation des ondes	
En e�et� sa solution se propageant toujours dans une direction privil�egi�ee ne peut rencontrer
chaque interface entre grilles �nes et grilles grossi�eres qu�une seule fois	 Ce n�est pas le cas
pour l��equation des ondes ou le syst�eme de Maxwell �a cause des ph�enom�enes de r�e�exion d�o�u
l�apparition de nouvelles �etudes n�ecessaires	

��	 Pr�esentation explicite et simpli
�ee de deux strat�egies de

raccord par interpolation pour l��equation des ondes�

����� Pr�esentation du probl�eme mod�ele�

L�objet de cette partie est d�e�ectuer une analyse math�ematique du ra�nement de grille
spatio�temporel par interpolation sur un cas simple �a savoir l��equation des ondes ��D�����������������

��u

�x�
� c�

��u

�t�
 � x � R

u�x� ��  u��x�

�u

�t
�x� ��  ��

��	��

Pour simpli�er l��ecriture nous prendrons c  �	
Ce mod�ele est su�samment �el�ementaire pour se pr�eter �a des calculs explicites et assez

riche pour contenir beaucoup des caract�eristiques et des di�cult�es du mod�ele plus complexe
des �equations de Maxwell en � ou � dimensions	
Nous choisissons de discr�etiser cette �equation par le sch�ema aux di��erences �nies le plus

classique
uk��
j � �ukj $ uk��j

�t�
� ukj�� � �ukj $ ukj��

h�
 ����	��

o�u ukj � u�jh� k�t�	 Gr�ace �a ce sch�ema� on peut� �a l�aide des valeurs de u aux instants k et
k� � �points verts sur la �gure �	��� calculer les valeurs de u �a l�instant k$� �point rouge�	
Pour compl�eter le sch�ema� il nous faut pr�eciser le sch�ema de d�emarrage aux premiers pas

de temps� il nous faut initialiser le sch�ema avec des conditions initiales en k � et � pour ukj 	
Le premier pas de temps est simplement initialis�e par la valeur aux noeuds de la fonction

initiale u� choisie	
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Fig� �	� ' Sch�ema �Saute	mouton�

Pour le deuxi�eme pas de temps on utilise un d�eveloppement de Taylor �a l�ordre � ainsi que

la condition de vitesse nulle dudt �t��
 � et l��equation des ondes satisfaite par u pour �ecrire

u�jh��t� � u�j  u��jh� $
�t�

�

u���j $ ��h� � �u��jh� $ u���j � ��h�
h�

��	��

Cette mani�ere de faire est classique et permet d�approcher les conditions initiales �a l�ordre �	
Il est bien connu �cf	 "��# par exemple� que ce sch�ema est stable d�es que �t est inf�erieur

�a �x	 En d�autres termes� le nombre de Courant �t
�x doit �etre inf�erieur ou �egal �a �	 Si cette

condition n�est pas remplie le sch�ema explose au bout d�un nombre �ni d�it�erations	 Le sch�ema
aux caract�eristiques qui correspond au cas limite �t  �x est int�eressant car il n�induit
aucune dispersion	 Malheureusement ce sch�ema ne peut se g�en�eraliser aux dimensions d�espace
sup�erieures �a �	 Les autres sch�emas poss�edent tous un caract�ere dispersif qui se traduit par
une variation de la vitesse de propagation des ondes en fonction des fr�equences composant
l�onde	 Au fur et �a mesure de la progression de l�onde� la partie haute fr�equence du signal a
tendance �a tra��ner en oscillant derri�ere le front principal	 Si l�on veut que cet e�et soit faible�
il convient de choisir un pas de grille su�samment �n par rapport aux longueurs d�ondes qui
constituent le signal	
On discr�etise ensuite l��equation sur deux maillages di��erents	 La grille de discr�etisation

de droite �indic�ee j � �� maill�ee plus �nement que la grille de gauche �indic�ee j 	 ��	 Les
inconnues de chaque grille seront respectivement indic�ees par g et f 	 On construit ensuite le
sch�ema �a l�aide des approximations suivantes �exemple pour un ra�nement �������

�ug�
�k
�j � u��jh� �k�t� j � �

�uf �
k
j � u�jh� k�t� j � ��

��	��

o�u h est le pas d�espace� �t le pas de temps et u la solution de ��	��
En x 	 � l��equation est approch�ee par

�ug�
�k��
�j � ��ug��k�j $ �ug��k���j

��t�
� �ug�

�k
�j�� � ��ug��k�j $ �ug��k�j��

�h�
 � pour j 	 ����	��
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tandis que pour x � � l��equation est approch�ee par

�uf �
k��
j � ��uf �kj $ �uf �k��j

�t�
� �uf �

k
j�� � ��uf �kj $ �uf �kj��

h�
 � pour j � ����	��

On remarque� qu�avec ce choix le rapport du pas de temps sur le pas d�espace reste constant
d�une grille de calcul �a l�autre� le nombre de Courant est inchang�e entre les deux grilles	
Le choix qui est ici fait de prendre une seule interface en x  � se g�en�eralise ais�ement au

cas de plusieurs interfaces� par exemple au cas o�u la grille �ne est entre deux grilles grossi�ere	
Restent �a d�e�nir les approximations de l��equation �a l�interface des deux grilles car chaque

sch�ema fait appel aux valeurs de la grille voisine �a l�interface	 C�est la di�cult�e du ra�nement
de maillage spatio�temporelle � trouver une bonne mani�ere de raccorder les deux grilles	 Nous
pr�esentons ici des sch�emas tr�es simples� inspir�es de la litt�erature� permettant de r�esoudre ce
probl�eme par interpolation	

����� Raccord par interpolation spatiale

On choisit ici� de construire des sch�emas d�approximation di��erents sur l�interface entre
les deux grilles en faisant appel �a des interpolations spatiales	 Plus exactement� les points de
l�interface de la grille grossi�ere sont calcul�es par le sch�ema classique compl�et�e par un point
de la grille �ne	 Les sch�emas permettant le calcul des points de l�interface de la grille �ne
�en noir sur la �gure �	�� sont eux compl�et�es par les interpolations spatiales d�ordre �	 Bien
�evidemment� puisque l�on interpole� on aura n�ecessairement �uf �

�k
�  �ug�

�k
� 	 Nous utiliserons

n�eanmoins les deux notations� �uf �
�k
� �etant utilis�e dans un sch�ema d�e�ni sur la grille �ne et

�ug�
�k
� dans la grille grossi�ere	
On pr�esente ici les sch�emas r�esultants de cette strat�egie dans le cas du ra�nement �� �	

Sur l�interface� le sch�ema d�epend de l�it�eration	

�ug�
�k��
� � ��ug��k� $ �ug�

�k��
�

��t�
� �uf �

�k
� � ��ug��k� $ �ug�

�k��
�h�

 �

�uf �
�k��
� � ��uf ��k� $ �uf �

�k��
�

�t�
�
�uf �

�k
� � ��uf ��k� $

��ug�
�k
� $ �ug�

�k���
�

h�
 �

����� Raccord par interpolation temporelle

Le principe est �a peu pr�es le m�eme� c�est �a dire que les points des interfaces de chaque
grille sont calcul�es �a l�aide de modi�cation du sch�ema classique	 La di��erence ici est d�utiliser
des interpolations en temps pour compl�eter le calcul sur la grille la plus �ne	
En j �� l��equation ��	�� devient

�ug�
�k��
� � ��ug��k� $ �ug�

�k��
�

��t�
� �uf �

�k
� � ��ug��k� $ �ug�

�k��
�h�

 ����	��

En j �� l�approximation d�ependra de l�it�eration en temps car les �el�ements de la grille grossi�ere
ne sont calcul�es qu�une fois sur deux	 Ainsi en j � pour les it�erations impaires l��equation ��	��
devient

�uf �
�k��
� � ��uf ��k� $ �uf �

�k��
�

�t�
� �uf �

�k
� � ��uf ��k� $ �ug�

�k
�

h�
 ����	��
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Fig� �	� ' sch�ema d�une interpolation spatiale

alors que pour les it�erations paires� on approche �ug�
�k��
j�� � �

���ug�
�k��
j�� $�ug�

�k
j��� et on obtient

�uf �
�k��
� � ��uf ��k��

� $ �uf �
�k
�

�t�

��uf �
�k��
� � ��uf ��k��

� $ �
� ��ug�

�k��
� $ �ug�

�k
� �

h�
 ��

��	��

La �gure �	� r�ecapitule les sch�emas �a l�interface entre les deux grilles	
C�est l�analyse de ce sch�ema que nous allons d�evelopper	 Ce choix �etant fait� il nous faut

savoir l�e�et induit par le changement de grille sur le sch�ema� a�t�on toujours stabilit�e si le
nombre de Courant est inf�erieur �a ��� d�et�eriore�t�on la pr�ecision du sch�ema�� comment se
compare l�erreur due au changement de grille au ph�enom�ene de dispersion� Ces questions
seront successivement abord�ees dans les sections suivantes	
Une premi�ere �ebauche de r�eponse peut �etre faite �a la vue de l�exp�erience num�erique pr�e�

sent�ee tableau �	�	 Le moins que l�on puisse dire c�est qu�une simulation avec ra�nement
de maillage ne donne manifestement pas les r�esultats escompt�es puisqu�au bout d�un certain
temps� la solution dans la grille �ne pr�esente ce que l�on peut appeler une anomalie	 Peut
�etre est�ce un des ph�enom�enes ind�esirables mentionn�es dans la litt�erature	 Nous tenterons
d�apporter quelques lumi�eres sur ce ph�enom�ene	
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Tab� �	� ' R�esultats d�une simulation de ra
nement de maillage� pour un nombre de Courtant
�t
h � ���� La grille �ne est situ�ee �a droite et contient  points� Les conditions aux bords
sont des conditions de Dirichlet� Dans un premier temps� l�onde se propage normalement
dans les deux grilles� mais apr�es quelques aller	retours �t����s�� la solution dans la grille
�ne augmente sans raison apparente et �nit par exploser� Ce ph�enom�ene ressemble �a une
instabilit�e���
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Chapitre �

Raccord par interpolation
temporelle de deux demi�espaces
in�nis	 Analyse du ra�nement 
��

	�� Analyse de la stabilit�e par Fourier�Laplace

Nous proposons dans cette section de r�esoudre explicitement les �equations du sch�ema
de raccord par interpolation temporelle �a l�aide de la transformation de Fourier�Laplace et
d�analyser ainsi th�eoriquement sa stabilit�e	 Cette m�ethode est en e�et particuli�erement bien
adapt�ee �a l��etude du couplage de deux sch�emas d��equations d�ondes	 Il s�agit d�une technique
�a la Kreiss comme pour l��etude des sch�emas de discr�etisation des probl�emes hyperboliques
aux limites �cf	 "��#� "��# par exemple�	

����� Transform�ees de Fourier�Laplace � d�e
nition et r�esolution

L�id�ee de la m�ethode est d�utiliser les transform�ees de Fourier�Laplace discr�etes en temps
des solutions du sch�ema pour montrer que les normes 
� de ces derni�eres sont major�ees par une
constante	 Cette constante peut �eventuellement d�ependre de la dur�ee de simulation �n�t�	
Nous sommes donc amen�es �a calculer les transform�ees de Fourier�Laplace des solutions

de ��	�� et ��	�� dans la grille grossi�ere et de ��	��� ��	�� et ��	�� dans la grille �ne	 Pour
simpli�er� on suppose que les conditions initiales sont �a support dans x 	 � et on cherche la
solution dans la grille grossi�ere sous la forme

�ug�
�k
�j  �uinc�

�k
�j $ �(ug�

�k
�j ���	��

o�u �uinc�
�k
�j est l�onde num�erique incidente� c�est �a dire celle qui v�eri�e le sch�ema ��	�� pour

j � Z avec les m�emes conditions initiales que �ug� en k  � et k  �	 On introduit alors
les transform�ees de Fourier�Laplace discr�etes en temps des suites �(ug�

�k
�j � �uinc�

�k
�j � �uf �

�k
j et

�uf �
�k��
j 	
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���������������������������������

��ug��j���  ��t
�X
k��

�(ug�
�k
�j e

i��k�t

��uinc��j���  ��t
�X
k��

�uinc�
�k
�j e

i��k�t

��uf �
P
j ���  ��t

�X
k��

�uf �
�k
j ei��k�t

��uf �
I
j ���  ��t

�X
k��

�uf �
�k��
j ei���k��	�t�

��	��

o�u � �la fr�equence� est l�argument complexe de ces suites	 Le pas de temps dans la grille
�ne �etant deux fois plus �n� la transform�ee de la solution dans la grille �ne� a donc deux
composantes dans la d�ecomposition choisie	 On pose

��Uf �j  

�
��uf �

P
j

��uf �
I
j

�
���	��

On peut justi�er l�existence et m�eme l�analycit�e des fonctions d�e�nies ci�dessus au moins
pour la partie imaginaire de � ������ assez grand� car les �equations du sch�ema nous montrent
qu�il existe un M ne d�ependant que du rapport des pas de discr�etisation tel que

X
j��

j�ug��k�j j� $
X
j��

k�Uf �kj k� � �M�����k
��X
j��

j�ug���j j� $
X
j��

j�ug���j j� $
X
j��

k�Uf ��jk�
	A �

avec k�Uf �kj k�  j�uf ��kj j� $ j�uf ��k��j j� et �  h�

�t�
�

En e�et� une majoration �a la ba!�onnette nous donne que pour tout j � �

j�uf ��k��
j j� � �



���� �

�
��j�uf ��kj j� $ j�uf ��k��j j� $ �

��
�j�uf ��kj��j� $ j�uf ��kj��j��

�
avec �uf �

�k
j��  �ug�

�k
� lorsque j  �� et donc

X
j��

j�uf ��k��
j j� � C���

��X
j��

j�uf ��kj j� $
X
j��

j�uf ��k��j j� $
X
j��

j�ug��k�j j�
	A

avec� par exemple� C���  ����� � �
� �

� $ 

��
$ �	 De m�eme� on montre que
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o�u C ����  
�
� $ �

�� $ C�������� � �
� �

� $ ��
�� �


	 et M���  �C��� $ C ���� $ � convient	

Les s�eries intervenant dans ��	�� sont donc absolument convergentes d�es que ���� �
log�M������t	 En e�et� en posant

c�  
X
j��

j�ug���j j� $
X
j��

j�ug���j j� $
X
j��

k�Uf ��jk��

on a

��ug��j��� $ ��uf �
P
j ��� $ ��uf �

I
j ��� � c�

X
k

ei�k
�
��i log�M����

�t

�
�t

et la s�erie du second membre est alors absolument convergente d�es que ���� � log�M������t	
On en d�eduit que les transform�ees de Fourier Laplace sont bien d�e�nies et analytiques� au
moins sur un demi�plan de la forme ���� � S � � pour S assez grand	 De plus� on v�eri�e
facilement que ces fonctions sont born�ees �a l�in�ni� ������	
Une fois ces d�e�nitions pos�ees� on va utiliser les �equations du sch�ema pour �etablir des

relations entre les transformations de Fourier�Laplace des fonctions inconnues	 Nous venons
de voir que tous les calculs qui vont suivre se justi�ent au moins lorsque la partie imaginaire
de � est assez grande	
On multiplie ensuite l��equation ��	�� par e�i�k��t puis on somme sur les indices k	 En

utilisant la relation
e�i��t � � $ e��i��t  �� sin����t��

on obtient alors la relation classique pour le sch�ema int�erieur����� �
sin����t�

�t�
��ug��j $

�

h�
���ug��j�� � ���ug��j $ ��ug��j���  �

pour j 	 ��

��	��

De m�eme on �ecrit l��equation ��	�� aux instants pairs �k  �k�� et impairs �k  �k� $ �� et on
les multiplie respectivement par e�i�k��t et e�i��k��	��t	 Apr�es sommation et en utilisant

ei��t $ e�i��t  � cos���t��

on trouve���������
���uPf �j � � cos���t���uIf �j

�t�
$
�

h�
���uPf �j�� � ���uPf �j $ ��uPf �j���  �

���uIf �j � � cos���t���uPf �j
�t�

$
�

h�
���uIf �j�� � ���uIf �j $ ��uIf �j���  �

pour j � ����	��

que l�on peut �egalement r�e�ecrire�����
Af �

�Uf 	j

�t�
$ �
h�
���Uf �j�� � ���Uf �j $ ��Uf �j���  �

pour j � ��

��	��

o�u

Af  

�
� �� cos���t�

�� cos���t� �

�
�

��
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Les �equations ��	�� et ��	�� multipli�ees par e�i�k��t� et ��	�� par e�i��k��	��t� donnent en les
sommant les relations liant les transform�ees �a l�interface	����� �

sin����t�

�t�
��ug��j $

�

h�

�
��ug��j�� � ���ug��j $ ��uf �P�j�� � ��uinc��j��


 �

pour j  ��

��	��

�������
Af �

�Uf 	j

�t�
$
�

h�

�
��uf �j�� � ���uf �j $

�
��ug�� $ ��uinc��

cos���t����ug�� $ ��uinc���

��
 �

pour j  ��

��	��

Les relations ��	�� et ��	�� sont des r�ecurrences �a deux niveaux que l�on sait r�esoudre �a
l�aide des solutions du polyn�ome caract�eristique�������

r����� �A���r��� $ �  �

avec A���  �� � h�
�t�

sin����t� ��
��	��

Ce polyn�ome poss�ede deux racines donn�ees par

r����  A���	
q
A����� ���	���

et dont le produit vaut �	 Ainsi� �a moins que les deux racines ne se trouvent sur le cercle unit�e�
l�une �r�� est de module strictement sup�erieur �a �� l�autre �r�� est de module strictement
inf�erieur �a �	 On montre plus loin que si ���� est assez grande� on est toujours dans le second
cas	 De ce fait� la solution g�en�erale de� disons ��	�� qui s��ecrit

��ug��j  C����
�
r�����

�j
$C����

�
r�����

�j 
j 	 ����	���

et qui a donc deux constantes ind�etermin�ees� n�en a en fait qu�une seule car C� doit �etre nulle
pour que �ug� soit dans 


�	 On va pr�eciser tout ceci en d�e�nissant dans le plan complexe 
la
racine de module plus petit que � de ��	��	

����� D�e
nition et analyse de r���

On commence par choisir une d�etermination de la racine carr�ee	 On prend
p
z  e

�
�
log z

o�u log z  log jzj $ i arg�z� avec arg�z� �# � �� �" �d�etermination principale du logarithme�	
La fonction

p
z est d�e�nie analytique sur C priv�e de la coupure # ��� �#	 Si on utilise cette

d�e�nition� on v�eri�e que les fonctions r���� donn�ees par

r����  A���	A���

s
�� �

A����
��	���

sont analytiques en tous points tels que A��� ne soit pas un r�eel de "��� �#	 Supposons le pas
de temps plus petit que le pas d�espace� un calcul simple montre que la coupure en � pour
r���� est alors constitu�ee d�une famille de segments de la forme "���t� ��t# $ ��Z��t o�u
  �arcsin� �t�x�	 Une propri�et�e remarquable est que ces segments correspondent pr�ecis�ement
aux valeurs de � pour lesquelles les deux racines sont de module �	 En e�et� si ��	�� admet

��
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�
��
�

arg�z�

�
�

�

�

Fig� �	� ' Coupure pour log�z�  log�jzj� $ i arg�z�

deux racines de modules �� soient ei� et e�i� avec � r�eel on trouve que cos�  A� A est un
r�eel de "��� �# et � est sur la coupure de r����	 En utilisant un argument de continuit�e� on
en d�eduit que ��	��� d�e�nit deux racines de ��	�� dont le module est� globalement sur son
domaine� soit plus petit soit plus grand que �	 Comme

p
�� ��A� � � � ����A��� jAj � ��

il est facile de voir que c�est r� qui correspond �a la racine de module inf�erieur �a �	 On r�esume
tout ceci dans la

Propri�et�e � Supposons �t plus petit que h� La fonction

r���  A����A���

s
�� �

A����
�

A���  �� � h�
�t�

sin����t� ��

��	���

est d�e�nie� ����t p�eriodique et analytique sur

)  Cjj n


"� �

�t
arcsin

�t

�x
�
�

�t
arcsin

�t

�x
# $

��

�t
Z

�
�

o�u elle v�eri�e
r���� � �A���r��� $ �  �� jr���j 	 ����	���

Remarque � � Il y a bien d�autres fa�cons de d�e�nir cette racine sur ���� � �� Le choix qui
est fait ici permet de prendre comme coupure les � qui correspondent pr�ecis�ement �a jr����j  
jr����j  �� Le choix plus naturel qui consisterait �a d�e�nir la racine par A���	p

A����� �
ne permet pas de d�e�nir la racine sur l�axe imaginaire pur�

Il est int�eressant de regarder le comportement de cette racine lorsque l�on s�approche
de l�axe r�eel	 On voit qu�alors l�expression A��� va tendre vers un r�eel� et de m�eme pour
��A�����	 Si cette derni�ere quantit�e est positive �jA���j � ��� il y a continuit�e de r��� et on
trouve la racine de module plus petit que � du polyn�ome qui est donn�ee parA���$

p
A���� � �

puisque A��� est n�egatif �cf	 la formule donnant A����	

��
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� �
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� �

Fig� �	� ' Repr�esentation du domaine d�analycit�e de la fonctions r��� sur une p�eriode� A la
travers�ee de la coupure "���t� ��t#� la fonction r��� admet un saut et �echange les deux
racines du polyn�ome�

Si � �A����� est n�egatif� �a la limite �� � ���� on a deux racines conjugu�ees de module
� et il faut faire attention au signe de la partie imaginaire de � au moment du passage �a la
limite	 Plus pr�ecis�ement� on a


�� �

�A��� $ i���

�
 



�� �

A����

�
$

�i

A����
�$O����

et donc si jA���j 	 �

r��r $ i�� � A��r��A��r�

�

�� �

A��r��

�
$

�i

A��r��
�

�� �
�

� A��r�� iA��r�Signe�A��r��Signe���

�

�� $ �

A��r��

��� �
�

� A��r�� iSigne���
q
��A��r�� ��� ��

o�u � est tel que A��r $ i�� � A��r� $ i�� c�est��a�dire �  ��sin��r�t� et �r  ���
Maintenant reste �a trouver le bon signe pour ��A���� lorsque � tend vers l�axe des r�eels

avec une partie imaginaire positive	 On a

A��r $ i��  A��r�� i sin��r�t�� $O����

On a tous les �el�ements pour comprendre ce qui se passe � lorsque � parcourt le segment
"� �

�t �
�
�t # au dessus de l�axe imaginaire nul� A��� part d�un point r�eel n�egatif plus petit que

�� rejoint le point �� ���t vaut alors �� puis contourne le segment "��� �# par au�dessus	 Le
point � est alors atteint en �  �	 Ensuite� A��� rebrousse chemin vers �� mais par en�dessous
cette fois�ci	 De ��� ���t est alors �egal �a �� A��� revient �a son point de d�epart	
Il est alors facile de d�eduire l�expression de r���� on a

��
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Fig� �	� ' Repr�esentation des chemins parcourus par A��� et r��� �cercle unit�e� lorsque �
parcourt le contour dessin�e sur l�axe r�eel�

lim
���		��

r���  A���� i
q
��A����� ��t � "�� �#

lim
���		��

r���  A��� $ i
q
��A����� ��t � "�� #

lim
���		��

r���  A��� $
q
A���� � �� ��t � "����# � "� �#

��	���

Remarque � On a bien continuit�e de r��� en �� puisque A���  � et r���  ��

En rempla�cant A��� par sa valeur� on obtient des expressions fonction de � �

si ��t � "�� #�

lim
���		��

r���  �� � h�

�t�
sin��

��t

�
� $ �i

h

�t
sin�

��t

�
�

s
�� h�

�t�
sin��

��t

�
��

si ��t �� "�� #�

lim
���		��

r���  �� � h�

�t�
sin��

��t

�
� $ �

h

�t
sin�

��t

�
�

s
h�

�t�
sin��

��t

�
�� �

��	���
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L�image de l�axe coll�e au dessus de l�axe r�eel est alors la r�eunion du cercle unit�e parcouru
dans le sens trigonom�etrique et du segment� parcouru deux fois� joignant le point r�� �

�t� qui
est un nombre r�eel compris entre �� et �	
La �gure ��	�� sch�ematise le comportement de A��� et de r���	

����� R�esolution du probl�eme

Nous avons tous les �el�ements pour poursuivre la r�esolution	 La solution de ��	�� non
exponentiellement croissante est de la forme

��ug��j  R r�����j��uinc�� j � ����	���

o�u R est une constante �a d�eterminer * le terme ��uinc�� est mis ici pour qu�elle soit adimen�
sionnelle
Pour trouver la solution de ��	�� remarquons que la matrice Af a pour valeurs propres

���� cos���t��  � sin����t� � et ���$cos���t��  � sin
����t��� � avec respectivement

�
�
�

�

et

�
�
��

�
comme vecteur propre	 On trouve alors la solution de ��	��

��Uf �j  

�
T r���j

�
�
�

�
$ Tp r�� $

�

�t
�j
�

�
��

��
��uinc�� j � ����	���

o�u la encore T et Tp sont des constantes adimensionnelles �a d�eterminer	
L�onde transmise poss�ede donc � composantes une composante �principale� de pulsation

� et une composante de pulsation � $ �
�t 	 On peut remarquer que le fait que ��uf �

P
j et ��uf �

I
j

soient de signes oppos�es impliquent que la deuxi�eme composante sera tr�es oscillante puisqu�elle
change de signe �a chaque it�eration	 Ce ph�enom�ene num�erique est bien entendu absent pour
le probl�eme continu� on quali�era donc cette deuxi�eme composante d�onde �parasite�	 Le
ra�nement des grilles a donc pour e�et de coupler lors de la transmission chaque fr�equence
pr�esente dans le signal incident �a une fr�equence plus haute de ���t	 Ce couplage est un
des ph�enom�enes cl�e pour comprendre l�e�et du ra�nement de maillage espace�temps sur les
solutions du sch�ema	
Les transform�ees des solutions �a l�int�erieur de chaque grille �etant explicit�ees� les �equations

��	�� et ��	�� se simpli�ent	 Les �equations auxquelles on aboutit vont nous permettre de
trouver les constantes �a d�eterminer��������

��uf �
P
�  ��ug�� $ ��uinc��

��uf �
P
�  ��ug�� $ ��uinc��

��uf �
I
�  cos���t����ug�� $ ��uinc����

��	���

On peut �eliminer la quantit�e �u� si l�on suppose que les sources g�en�erant l�onde incidence
sont en amont de l�interface	 On a alors en absence de source����� �

sin����t�

�t�
��uinc��j $

�

h�
���uinc��j�� � ���uinc��j $ ��uinc��j���  �

pour j � ��
��	���

��
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et le champ incident v�eri�e

��uinc��j  r����j ��uinc�� 
j � ���	���

On aboutit alors �a un syst�eme lin�eaire donnant R� T et Tp���������������

T $ Tp � R  �

T � Tp � cos���t� R  cos���t�

r���� T $ r��� $ �
�t� Tp � r������ R  r����

��	���

Le d�eterminant ���� de ce syst�eme est appel�e d�eterminant de Kreiss	 Ce d�eterminant va jouer
un r�ole crucial dans l�analyse de stabilit�e

����  

�������
� � ��
� �� � cos���t�

r���� r��� $ �
�t � �r������

�������
 �r������ � r������ $ cos���t��� r��� $ �

�t���� cos���t���

��	���

Les principales propri�et�e du d�eterminant de Kreiss sont r�esum�ees dans la proposition suivante

Propri�et�e � Supposons �t � �x� la fonction ���� donn�ee par ������ est analytique sur )
tel que d�e�ni dans la propri�et�e �� Elle ne s�annule qu�en � � �Z et v�eri�e

�M � ��

����� �

r����
� r�����

�

����

���� �M� sur )��	���

o�u M ne d�epend que de �t
�x �

Admettons pour le moment cette proposition� on r�esout le syst�eme ��	��� en

T  
�� $ cos���t���

�

r����
� r�����

����

Tp  
��� cos���t��� �

r����
� r�����

����

R  ��
�

r����
� r�����

�

����
� �

��	���

Consid�erons les formules d�inversion de Laplace

�(ug�
�k
�j  

�

��

Z � �
��t

�iS

� �
��t

�iS
��ug��j���e

��i�k�td�

�uf �
�k
j  

�

��

Z � �
��t

�iS

� �
��t

�iS
��uf �

P
j ���e

��i�k�td�

�uf �
�k��
j  

�

��

Z � �
��t

�iS

� �
��t

�iS
��uf �

I
j ���e

�i��k��	��td�

��	���

��
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valables pour S assez grand et positif	 On obtient

�(ug�
�k
�j  

�

��

Z � �
��t

�iS

� �
��t

�iS
��uinc�����R���r����

�je��i�k�td�

�uf �
k
j  

�

��

Z � �
��t

�iS

� �
��t

�iS
��uinc�����



T ���r���j $ Tp���r�� $

�

�t
�j
�
e��i�k�td�

��	���

Les int�egrales intervenant dans ces expressions s�interpr�etent comme des int�egrales de
contour dans le plan complexe	 Or d�apr�es ��	���� on voit que ��	��� d�e�nit R���� T ��� et
Tp��� comme des fonctions analytiques et born�ees uniform�ement en la variable � sur ���� � �	
Comme on a de plus la p�eriodicit�e des fonctions impliqu�ees� la formule de Cauchy nous donne
que l�on peut remplacer l�int�egrale sur ����  S par une int�egrale sur le segment localis�e sur
l�axe r�eel	 Par exemple

�(ug�
�k
�j  

�

��

Z � �
��t

� �
��t

lim
���	���

�
��uinc�����R���r����

�j e��i�k�td���	���

On a alors l�estimation �non optimale�

j�(ug��k�j j �
�M $ �

�

Z � ��
�t

� �
��t

j��uinc�����jd���	���

qui montre que la solution est born�ee en tout k�t par une norme de l�onde incidente pour
peu que celle�ci soit su�samment r�eguli�ere	 C�est une fa�con de dire que le sch�ema est stable	
Une autre mani�ere est d�interpr�eter l��equation ��	��� �a partir de ��	��� et d��ecrire�������


j 	 � �uinc�
�k
��j  

�

��

Z � �
��t

� �
��t

�
��uinc�����r����

�j

e��i�k�td�

� �(ug�
�k
�j  "�uinc���j �R#�k

o�u ���������
R�k  

�

��

Z � �
��t

� �
��t

�R���e��i�k�td�

�f � g��k  �t
X
l

f��l�k	g�l

C�est �a dire que la r�e�exion appara��t comme la convolution de l�image du champ incident
par rapport �a l�interface �le signe � de ��j� et d�une fonction discr�ete coe�cient de r�e�exion	
Cette fonction a une transform�ee de Fourier uniform�ement born�ee en � �on peut d�ailleurs
montrer qu�elle est causale� et on a la stabilit�e	
On peut bien s�ur utiliser les m�emes arguments pour ce qui concerne l�onde num�erique

dans la grille �ne �uf �
k
j � on pourra borner la solution par des normes appropri�ees de l�onde

incidente	
Notons que le point important et qui nous donne la stabilit�e est tout d�abord l�absence de

z�ero pour le d�eterminant de Kreiss dans le plan complexe ���� � �	 En e�et� la pr�esence d�un
tel z�ero aurait entra��n�e l�existence d�un r�esidu dans notre formule de Cauchy	 Or� ce r�esidu� s�il
existait� serait un terme qui exploserait comme Ak� avec A  jexp�i���pole	�tj � � et le sch�ema
s�av�ererait fortement instable	 Un deuxi�eme ingr�edient pour l�obtention de l�estimation ��	���

��
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est que l�on peut borner les coe�cients de r�e�exion et de transmission jusque sur l�axe r�eel	
Remarquez qu�il s�agit l�a d�une condition moins forte que celle dite du crit�ere de Kreiss qui
demande �a ce que le d�eterminant de Kreiss ne s�annule pas sur l�axe r�eel	 Cette condition
n�est pas remplie pour notre sch�ema� on ne peut pas dire que le sch�ema est GKS�stable �cf
"��#�	
Pour clore cette section� il reste �a d�emontrer l�in�egalit�e sur laquelle repose l�estimation	 Il

s�agit de calculs essentiellement techniques et qui peuvent �etre saut�es� au moins� �a la premi�ere
lecture	 Pour les lecteurs courageux� voil�a donc la

����� Preuve de l�in�egalit�e ������

On remarque tout d�abord que

j����j �
����jr�����j � jF ���j���

o�u
F ���  r������ $ cos���t�� $ r��� $ ���t��� $ cos���t$ ���

comme jr�����j � � sur ���� � �� si l�on r�eussit �a montrer que jF ���j � � sur ���� � � on
saura que ���� ne peut s�annuler sur ce domaine	 Pour cela� on montre que

� � lim
���	
��

jF ���j  �

� � lim
���	
�

jF ���j  �

car comme F ��� est analytique� le principe du maximum "��# s�applique et sup� jF ���j  �	
Le point � se d�emontre sans trop de di�cult�e car si ���� � �� A��� � Constante

cos���t� qui tend vers l�in�ni et r��� � ���A qui tend vers �	 Finalement r������ $
cos���t�� � Constante � cos���t� tend vers �	 Le m�eme r�esultat appliqu�e en � $ ���t
fournit la limite pour jF j �a l�in�ni	
Le point � est imm�ediat car sur l�axe r�eel on a

jF ���j � jr���j��� $ cos���t�� $ jr�� $ ���t�j���� cos���t��

� �� $ cos���t�� $ ��� cos���t�� � ��
avec �egalit�e lorsque �  �	
On a donc d�emontr�e que ���� ne peut s�annuler qu��a la limite� sur l�axe r�eel	 La deuxi�eme

�etape va consister �a trouver les z�eros de (����  lim���	
�� ���� sur cet axe	 On peut �egalement
se restreindre �a un segment de longueur ���t car les fonctions impliqu�ees ont cette p�eriodicit�e
�d�apr�es ��� $ ���t�  ���� et r���� $ ���t��  r�����	
Tout d�abord si lim���	
� jr���j est strictement plus petit que � et cos���t� � � ou bien

lim���	
� jr��$���t�j 	 � et cos���t� � �� les in�egalit�es ci�dessus montrent que jF ���j 	 �
car l�une des in�egalit�es utilis�ees est stricte	 La fonction (���� ne peut s�annuler pour de tels ��
lim���	
� jr������j �etant toujours plus grand ou �egal �a �	
Maintenant si lim

���	
��
r���  ei� et lim

���	
��
r�� $ ���t�  ei�

�
� un calcul �el�ementaire

montre que

jF ���j�  ��� $ cos����t�� $ ���� cos����t�� cos���+�+���

��
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et jF ���j ne peut valoir � que si

� cos����t�  �
� �+  �+� $ ��Z� +  +� $ ��Z� +  +� $ � $ ��Z

Il ne reste donc que les deux seules possibilit�es d�ecrites ci�dessus pour obtenir un �eventuel
z�ero de (�	

�Eliminons le deuxi�eme cas� si cos�+�  cos�+�� n�ecessairement cos���t� est nul et la fonc�
tion jF ��  ����t�j est bien �egale �a � mais c�est jr�����  ���t�j qui est strictement plus
grand que � et qui emp�eche l�annulation de (�	 Le cas cos�+�  � cos�+�� s�av�ere impossible
au vue de

cos�+�  �� h�

�t�
��� cos���t��

cos�+��  �� h�

�t�
�� $ cos���t��

Finalement le seul z�ero de (���� dans #� �
��t �

�
��t " est �  � On remarque que cette valeur

de � annule �egalement r���� � ��r����	 En travaillant sur les d�eveloppement de Taylor� on
obtient que

r����� r������  �i
h

�t
sin���t� $O�sin���t���

�� $ cos���t��r����  ��� $ �i sin���t�
h

�t
� $O�sin���t���

��� cos���t��r��� $ �

�t
�  O�sin���t���

r������  �� �i h
�t
sin���t� $O�sin���t���

��	���

Et on a�

si G���  
�
r����t�� r����t���

 �

����

G���  ��
�
$O�sin���t��

��	���

La fonction G��� est d�apr�es ce qui pr�ec�ede analytique sur ���� � � continue �puisque
���� ne poss�ede que � pour z�ero dans le demi�plan ���� � �� et continue sur ���� � �
�d�apr�es ��	���	 Comme elle est born�ee �a l�in�ni

���� � �r������� ������

� G��� � ��
� � �������

on en d�eduit qu�elle est uniform�ement born�ee sur ���� � �	 Ce qui �etablit le r�esultat
recherch�e	

��



�
� Analyse de la stabilit�e par Fourier�Laplace

����� R�einterpr�etation en terme d�ondes planes

Nous allons� dans cette partie donner une signi�cation aux coe�cients R� T et Tp que
nous venons de calculer	
Nous pouvons reprendre les calculs de la section �	� pour r�e�interpr�eter la solution comme

superposition d�ondes � une onde incidente dans la grille grossi�ere donnant naissance �a une
onde r�e��echie et des ondes transmises dans la grille �ne	
Supposons que la condition initiale soit �eloign�ee de l�interface entre les deux grilles	 On a

vu que le champ incident au voisinage de l�interface s��ecrivait

�uinc�
�k
�j  

�

��

Z � �
��t

� �
��t

��uinc�����r��� $ i���je��i�k�td����	���

cette expression �etant valable au moins au del�a du support des conditions initiales en temps	
A ce champ� se rajoute dans la grille grossi�ere un champ r�e��echi dont l�expression est

�(ug�
�k
�j  

�

��

Z � �
��t

� �
��t

��uinc�����R�� $ i���r��� $ i����je��i�k�td����	���

En�n� l�onde incidente g�en�ere dans la grille �ne le champ

�uf �
k
j  �(uf �

k
j $ �,uf �

k
j ���	���

avec

�(uf �
k
j  

�

��

Z � �
��t

� �
��t

��uinc�����T �� $ i���r�� $ i���je�i�k�td�

�,uf �
k
j  

�

��

Z � �
��t

� �
��t

��uinc�����Tp�� $ i���r�� $ i�� $
�

�t
�je�i�k�td��

��	���

Dans toutes ces formules� les notations sont celles de la section pr�ec�edente � la fonction
r��$ i��� est d�e�nie par ��	��� et passage �a la limite ou� plus explicitement par les formules
��	���� tandis que les coe�cients R� T et Tp sont solutions du syst�eme ��	��� et sont donn�es
par ��	���	 Dans la suite� on omet $i�� pour all�eger l��ecriture	
Rappelons que kh��� le nombre d�onde num�erique� est li�e �a r��� par la relation

r���  eikh��	h���	���

Un calcul simple montre que l�on a

sin



��t

�

�
 
�t

h
sin



kh���h

�

�
���	���

relation� classiquement appel�ee relation de dispersion	
Ces nouvelles d�e�nitions permettent d�expliciter la solution sous forme d�une superposition

d�ondes planes num�eriques	 Plus pr�ecis�ement� �xons � et posons

�Ug�
�k
�j  

�
eikh���	jh $R���e�ikh���	jh


e�i��k�t

�Uf �
k
j  T ���ei�kh��	jh��k�t	 $ Tp���e

i�kh���
�
�t

	jh���� �
�t

	k�t	
��	���

��
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On v�eri�e que �Ug� Uf � est une solution particuli�ere du sch�ema	 Elle est repr�esent�ee de mani�ere
sch�ematique sur la �gure �	��	 La partie gauche� Ug� est compos�ee d�une onde plane num�erique
incidente et d�une onde plane num�erique r�e��echie tandis que la partie droite est compos�ee de
deux ondes planes transmises� l�une associ�ee �a la fr�equence �� l�autre �a la fr�equence � $ �

�t 	
Dans ce contexte� les nombres R� T et Tp s�interpr�etent comme les coe�cients de r�e�exion
et de transmission	 �A partir de cette famille de solutions� on peut recomposer la solution
g�en�erale par superposition

�ug�
�k
�j  

Z � �
��t

� �
��t

��uinc������Ug�
�k
�jd�� � �uf �

k
j  

Z � �
��t

� �
��t

��uinc������Uf �
k
jd��

Sur ces formules� on voit que la solution num�erique di��ere de celle du cas continu par
di��erents aspects	 Tout d�abord il existe toujours un e�et de dispersion� le nombre d�onde
num�erique di��ere de � par un terme qui� sauf dans le cas du sch�ema aux caract�eristiques�
est d�ordre � �i	e	 kh���  � $ O���h���	 Ensuite� la pr�esence de l�interface g�en�ere une onde
r�e��echie et deux ondes transmises au lieu d�une unique onde transmise dans le cas continu
�pour lequel l�interface n�existe pas�	 Chacune de ces ondes est caract�eris�ee par son coe�cient	
La mesure de cet e�et est donc li�ee �a l��etude de ces coe�cients	 En particulier� nous verrons
dans l�analyse de pr�ecision que l�on peut �evaluer l�ordre de l�approximation en regardant les
d�eveloppements de Taylor des coe�cients au voisinage de ��t  �	
Nous allons maintenant compl�eter notre �etude du sch�ema �-� en nous int�eressant �a une

onde incidente dans la grille �ne	 En e�et� a l�aide de ces deux cas� on pourra alors comprendre
ce qui se passe dans le cas d�une bande ra�n�ee	

����� Cas d�une onde incidente dans la grille 
ne � une �etude analytique

On consid�ere ici le cas o�u l�onde incidente est dans la grille �ne c�est��a�dire �a droite dans
l�exemple choisi	 Nous allons ici nous contenter d�e�ectuer le calcul des coe�cients de r�e�exion
et de transmission	 L�analyse de la stabilit�e est la m�eme que dans le cas o�u l�onde incidente
est dans la grille grossi�ere	

�

�T

�

� � �
�t

Rp

�

Interface

R

� � �
�t

�

� � �
�t

T �

�

R�p

�

Interface

R�

Fig� �	� ' Sch�ema repr�esentatif des parties incidentes� r�e��echies et transmise �a l�interface
dans le cas d�une onde incidente dans la grille �ne

�



�
� Analyse de la stabilit�e par Fourier�Laplace

On doit ici� par analogie avec l�analyse pr�ec�edente� consid�erer une onde incidente �a deux
composantes � une principale et une parasite	 Ainsi nous n�avons pas ici � coe�cient de trans�
mission et � de r�e�exions mais une matrice �x� de r�e�exion donnant l�onde r�e��echie �partie
principale et partie parasite� et une matrice �x� donnant l�onde transmise	 Autrement dit une

onde incidente �principale� donne une onde transmise tf� et deux ondes r�e��echies �une princi�
pale R et une parasite Rp� et de la m�eme fa�con une onde incidente parasite donne naissance

�a une onde transmise tf� et deux r�e��echies R
� et R�p	 Ces notions d�ondes principale et d�onde

parasite n�ont un sens que parce qu�il y a une grille grossi�ere	 On pourrait en e�et reprocher
�a cette terminologie l�absurdit�e de la quali�cation d�onde parasite incidente� ceci provient
simplement de l�analogie faite avec l�analyse faite pour la grille grossi�ere	 Nous entendons
donc par onde principale une onde dont les fr�equences sont discr�etisable avec le maillage de
la grille grossi�ere et par parasite une onde dont les fr�equences sont non discr�etisables dans
la grille grossi�ere	 Ainsi une onde principale a pour fr�equence ��t avec ��t � "����*���#	
Nous d�e�nissons alors T f  

�
tf�
tf�

�
et Rf  

�
R R�

Rp R�p

�
Comme l�onde incidente est dans la grille �ne on va poser

�uf �
k
j  �uinc�

k
j $ �(uf �

k
j��	���

o�u �uinc�
k
j est l�onde num�erique incidente� c�est��a�dire celle qui v�eri�e le sch�ema ��	�� pour

j � Z avec les m�emes conditions initiales que �uf � en k  � et k  �	 On suppose de plus�
pour simpli�er� que la condition initiale est �a plus d�une maille de l�interface	 Comme l�on
distingue deux ondes incidentes �principale et parasite� on pourrait poser �avec � et � deux
r�eels quelconques�

�Uinc
j  � r����j

�
�
�

�
$ � r�� $

�

�t
��j

�
�
��

�
��	���

Nous allons en fait r�esoudre le probl�eme en deux temps� c�est �a dire calculer les coe�cients de
r�e�exion et transmission pour chaque composante de l�onde incidente	 Des calculs analogues
�a ceux de la partie pr�ec�edente nous conduisent alors �a la recherche de solution sous la forme�������������������

�Uinc
j  r����j

�
�
�

�

��Uf �j  R r���j
�
�
�

�
$Rp r�� $

�
�t�

j

�
�
��

�

��ug��j  tf� r����
�j

��	���

avec

��Uf �j  

�
��uf �

P
j

��uf �
I
j

�
�Uinc
j  

�
��uinc�

P
j

��uinc�
I
j

�
���	���

o�u les d�e�nitions de ��uf �
I
j � ��uf �

P
j ���uinc�

I
j et ��uinc�

P
j sont calqu�ees sur celles de la section �	�	�

�
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c�est �a dire ���������������������������������������������

��ug��j���  ��t
�X
k��

�ug�
�k
�j e

i��k�t

��uinc�
P
j ���  ��t

�X
k��

u�kj ei��k�t

��uinc�
I
j ���  ��t

�X
k��

u�k��
j ei���k��	�t

��uf �
P
j ���  ��t

�X
k��

�(uf �
�k
j ei��k�t

��uf �
I
j ���  ��t

�X
k��

�(uf �
�k��
j ei���k��	�t�

��	���

En int�egrant ses formules� dans les conditions aux interfaces on trouve���������������

��uf �
P
� $ ��uinc�

P
�  ��ug��

��uf �
I
� $ ��uinc�

I
�  ��ug�� cos���t�

��uf �
P
� $ ��uinc�

P
�  ��ug��

��	���

Ce qui permet d��ecrire le syst�eme donnant R� Rp et t
f
������������������

R $Rp �tf�  ��

R �Rp � cos���t�tf�  ��

r����R $r��� $ �
�t�Rp �r������tf�  �r�����

��	���

En posant

����  
� $ cos���t�

�
r���� $

�� cos���t�
�

r�� $
�

�t
�� � r���������	���

On trouve alors les coe�cients R� Rp et t
f
������������������������

tf�  
r���� � r�����

����

R  �� $ � $ cos���t�

�
tf�

Rp  
�� cos���t�

�
tf�

��	���

Remarquons que ����� le d�eterminant du syst�eme� est le m�eme que pour une onde incidente
dans la grille grossi�ere	

�
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� Analyse de la stabilit�e par Fourier�Laplace

De la m�eme fa�con en r�esolvant le syst�eme pour l�autre composante de l�onde incidente�
c�est �a dire en recherchant les solutions de la forme�������������������

�Uinc
j  r�� $ �

�t�
�j

�
�
��

�

��Uf �j  R� r���j
�
�
�

�
$R�p r�� $

�
�t�

j

�
�
��

�

��ug��j  tf� r����
�j

��	���

En int�egrant ses formules dans les conditions aux interfaces� on peut �ecrire le syst�eme donnant
R�� R�p et t

f
� �����������������

R $Rp �tf�  ��

R �Rp � cos���t�tf�  $�

r����R $r��� $ �
�t �Rp �r������tf�  �r���� $ �

�t �

��	���

Le d�eterminant ���� de ce syst�eme est le m�eme que pr�ec�edemment	 On trouve alors les

coe�cients R�� R�p et t
f
� �����������������������

tf�  
�r�� $ �

�t�
� � r�� $ �

�t�
���

����

R�  
� $ cos���t�

�
tf�

R�p  �� $
�� cos���t�

�
tf�

��	���

On pr�esente �gure �	� les coe�cients calcul�es dans le premier cas	 On constate que ces
coe�cients sont born�es pour ��t � "��� � �� #	 Il y a donc stabilit�e	 Toutefois� le coe�cient de
r�e�exion n�est plus inf�erieur �a � ce qui risque de poser des probl�emes dans le cas de r�e�exions
multiples	
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Fig� �	� ' Coe
cients de r�e�exion	transmission pour une onde incidente dans la grille �ne�
En abscisse la pulsation adimensionn�ee ���t  ���N o�u N est le nombre de points par
p�eriode�� de haut en bas� le coe
cient de transmission� la r�e�exion et la r�e�exion parasite� �a
gauche �  �p

�
� �a droite �  �p

�
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� �Etude de Pr�ecision

	�	 �Etude de Pr�ecision

Une fois la stabilit�e assur�ee� on s�int�eresse ici �a la pr�ecision de la m�ethode� le sch�ema �a
l�int�erieur de chaque grille �etant d�ordre � et le raccord �a l�interface l��etant aussi� on pourrait
s�attendre �a ce que le sch�ema global le soit �egalement� nous voyons dans cette section qu�une
analyse plus �ne est n�ecessaire pour calculer l�ordre du sch�ema	

����� Calcul par d�eveloppements limit�es de l�erreur de troncature

�
�
�
� Erreur de troncature sur l�approximation du sch�ema

En utilisant le d�eveloppement en s�erie de Taylor de u� on voit ais�ement que le sch�ema de
discr�etisation de l��equation des ondes sur chacune des deux grilles est centr�e et donc d�ordre
� en espace et en temps� on a

u�x$�x� t�  u�x� t� $ �x
�u

�x
�x� t� $

�x�

�

��u

�x�
�x� t� $

�x�

�

��u

�x�
�x� t� $O��x��

� ��u

�x�
�x� t�  

u�x$�x� t�� �u�x� t� $ u�x��x� t�
�x�

$O��x���

et une formule analogue pour l�approximation de la d�eriv�ee seconde en temps	

�
�
�
� Erreur de troncature sur la continuit�e de u

L�interpolation temporelle utilis�ee �a l�interface est elle aussi d�ordre �	 En e�et� on a
remplac�e ug��� �k $ �� par ����ug��� �k� $ ug��� �k $ ���	 Or�

ug��� �k $ ��  ug��� �k $ �� $�t
	ug
�t ��� �k $ �� $O��t��

ug��� �k�  ug��� �k $ ����t 	ug
�t ��� �k $ �� $O��t��

� ug��� �k� $ ug��� �k $ ��

�
 ug��� �k $ �� $O��t���

Toutes les formules �etant centr�ees� il est l�egitime d�esp�erer un sch�ema d�ordre �	 On va montrer
sur des exp�eriences num�eriques puis sur un calcul th�eorique de coe�cient de r�e�exion que cette
attente est vaine� la m�ethode est d�ordre �	 Il aurait sans doute fallu assurer la continuit�e de
du
dx pour obtenir un sch�ema global d�ordre �	

�
�
�
 R�e�interpr�etation du sch�ema � Approximation du Dirac

En fait� on constate que modulo un changement de notation �evident� l��equation d�interface
��	�� se r�e�ecrit

u�k��
� � �u�k��

� $ u�k�
�t�

� u�k��
� � �u�k��

� $ u�k��
�

h�
$
�

�



�t

h

�� u�k��
� � �u�k��

� $ u�k�
�t�

 ��

On reconna��t l�approximation de l��equation des ondes �a l�ordre � dans les deux premiers

termes avec un terme suppl�ementaire ��

�
�t
h

� u�k��
� � �u�k��

� $ u�k�
�t�

	 Ce terme correctif �etant

support�e par un seul noeud �j  �� peut �etre vu comme �equivalent au terme h�

�
�t
h

� ��u
�t�

��x�	

�
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Le sch�ema appara��t alors comme une approximation �a l�ordre � de 
l��equation modi��ee

��u

�t�
� ��u

�x�
$
h

�
����x�

��u

�t�
 ���	���

qui est une approximation d�ordre � �terme en h
� � de l��equation des ondes initiales	

Remarque  On a ici un ph�enom�ene analogue �a celui du sch�ema de Dufort	Frankel pour
l��equation de la chaleur ����

Toutefois� cette erreur d�ordre �� due au changement de grille� et qui n�augmente pas
avec le nombre de longueurs d�ondes parcourues� s�av�ere de fait moins g�enante que l�erreur
de dispersion inh�erente �a chaque grille	 C�est ce que nous montrons dans les exp�eriences qui
suivent

����� Exp�eriences num�eriques

Dans cette section nous cherchons �a mesurer num�eriquement l�ordre du sch�ema	 Un pro�
gramme utilisant le sch�ema a �et�e mis en oeuvre et valid�e	 On simule la propagation d�une onde
sur un segment de longueur �x�ee	 Le sch�ema est compl�et�e aux extr�emit�es par des conditions
absorbantes� soient une version discr�etis�ee de

�u

�t
$
�u

�n
 ����	���

o�u n est la normale ext�erieure au milieu� �x �a droite et �x �a gauche�	
Dans l�exp�erience que nous simulons ici� la vitesse initiale est nulle et l�onde est g�en�er�ee

par la valeur du champ �a l�instant t  �	 On a construit cette condition initiale �a l�aide de la
fonction dite de Harris �cf	 "��#� dont l�expression est

H�x�  

�
A� �A� cos���x� $A� cos���x��A� cos���x� pour x � "�� �#

� sinon
��	���

Avec A�  ������� A�  ������� A�  ������� A�  �������
La �gure �	� montre les variations de la fonction de Harris ainsi que celles de son spectre	

On voit que les fr�equences sup�erieures �a Fc  ���� peuvent �etre consid�er�ees comme quasiment
inexistantes �amplitude inf�erieure �a �%�	 Fc est appel�ee la fr�equence de coupure du signal	
On a donc construit une fonction �a support compact et �a spectre quasiment compact	
En fait nous allons utiliser cette fonction translat�ee et dilat�ee* nous consid�ererons comme

condition initiale la fonction uo centr�ee en x� et de support de taille L

uo�x�  H�
x� x�
L

����	���

et dont la transform�ee de Fourier est donn�ee par

�u��k�  Le�i�kx� �H�Lk����	���

La fr�equence de coupure de u est donc F  Fc�L	 Comme la longueur d�onde . est reli�ee �a
la fr�equence via ��

F � la relation entre N� le nombre de points par longueur d�onde de coupure
et h le pas de discr�etisation en espace sera

N�  
L

Fch
���	���

�
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Fig� �	� ' Fonction de Harris ��a gauche� et sa transform�ee de Fourier ��a droite�

Dans les exp�eriences pr�esent�ees� on prend L ��* ce qui donne N� � �� pour une grille de
pas de discr�etisation de �	��	 Le point x� est localis�e �a �� unit�es de l�interface grille grossi�ere�
grille �ne	 En�n� on choisit arbitrairement un pas de temps tel que

�t

�x
 

�p
�
���	���

Rappelons que la solution du probl�eme continu est constitu�ee de deux ondes s��eloignant
l�une de l�autre� de m�eme forme que la condition initiale mais d�amplitude moiti�e	 C�est bien ce
que l�on observe sur la �gure �	� o�u quatre instantan�es de la simulation pour une exp�erience �a
�� points de grille grossi�ere par longueur d�onde sont repr�esent�ees	 Du point de vue qualitatif�
on remarque que l�interface� mat�erialis�ee par une ligne pointill�ee n�a qu�une in�uence tr�es peu
visible sur l�onde transmise	 �A vue d�oeil� le champ appara��t bien sym�etrique et la r�e�exion �a
l�interface est quasiment imperceptible	 De plus� lorsque l�on poursuit les it�erations en temps�
on n�observe aucune explosion de la solution� le sch�ema semble stable	
A�n de tester l�ordre du sch�ema� on r�ealise cette m�eme exp�erience pour des maillages de

plus en plus �ns� tout en respectant le rapport des pas de � entre la grille grossi�ere et la grille
�ne	 Pour e�ectuer une analyse quantitative des r�esultats� on retient le dernier instantann�e
de la solution et on subdivise l�espace en trois parties comme montr�e sur la �gure �	�	
Dans la premi�ere partie� l�onde n�a pas travers�e l�interface et la restriction de la solution

correspond alors �a la propagation classique d�une onde calcul�ee avec le sch�ema sur la grille
grossi�ere	 Dans la deuxi�eme partie se trouve l�onde r�e��echie par l�interface grille �ne�grille
grossi�ere	 En�n� la troisi�eme partie correspond �a l�onde transmise qui se propage dans la grille
�ne	 Ces di��erentes zones vont nous aider �a distinguer les erreurs de r�e�exion� de transmission
et de dispersion et �a analyser l�ordre de chacunes d�elles	
La �gure �	�� visualise les di��erences obtenues entre � ra�nements successifs� de bas en

haut� on part d�un pas de � dans la grille grossi�ere �donc ��� dans la grille �ne� et on divise
ces pas par � puis �� � et ��	 Le nombre de points par longueur d�ondes de coupure passe

�
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Fig� �	� ' Solution num�erique correspondant �a �x� ���� �a quatre instants distincts �t  
�� ���

p
�� ���

p
�� ���

p
��� L�abscisse de chaque courbe est x� l�interface entre grille �ne et

grille grossi�ere est repr�esent�ee par un trait pointill�e et vertical�

donc de � �a �� dans la grille grossi�ere et de �� �a ��� dans la grille �ne	 Le maillage le plus �n
est �� fois plus �n que le maillage original	 Si l�on ra�ne plus� les erreurs num�eriques dues �a
la machine ne sont plus n�egligeables	 On commence e�ectivement �a remarquer sur la derni�ere
ligne de la �gure les hautes fr�equences� caract�eristiques de l�erreur machine	

Dans la suite nous noterons h�i	  h���

�i
pour i  �� ��� �� le pas de discr�etisation de la i�eme

exp�erience� u
�i	
h la solution de cette exp�erience et �i  u

�i��	
h � u

�i	
h 	

Rappelons qu�un sch�ema est dit d�ordre p si la solution num�erique pour un pas h s��ecrit

uh  u$ hpeh � jeh�x�j 	 C

o�u u est la solution exacte et C une constante ind�ependante de h	 Dans notre cas� on �ecrit

�i  ju�i��	h � u
�i	
h j  j��h�i	�pe�i��	h �x�� �h�i	�pe�i	h �x�j 	 ��p $ ��C�h�i	�p�

Si notre sch�ema est d�ordre p� on aura les di��erences entre � ra�nements successifs divis�ees
par �p� c�est �a dire si 
i


i��
 �p

�
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Fig� �	� ' d�e�nition des z�ones d�int�er�et

La colonne de gauche montre l�erreur �i dans la zone �� c�est �a dire celle qui correspond
�a la dispersion du sch�ema classique sans changement de grille* on observe bien une diminu�
tion quadratique de l�erreur� celle�ci �etant asymptotiquement proportionnelle �a l�oppos�e de la
d�eriv�ee troisi�eme de l�onde incidente �cf	 �gure �	��	 On a en e�et� cf	 annexe A�

uh�jh� n�t� � �

�
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Fig� �	� ' D�eriv�ee troisi�eme de la fonction de Harris �etal�ee sur une longueur de �� unit�es

La colonne du milieu montre l�erreur dans la zone o�u est localis�ee la r�e�exion due au
changement de grille �zone ��	 L�amplitude de cette r�e�exion diminue cette fois lin�eairement	
Le sch�ema est d�ordre �/	 En�n celle de droite repr�esente l�erreur dans la zone � qui cumule
erreur de transmission mais �egalement erreur de dispersion	 Cette erreur est plus faible que

�
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celle relative �a la zone � mais est plus di�cile �a analyser car elle m�elange des e�ets de
dispersion et de transmission	
Toutefois� on remarquera que les e�ets de dispersion �bien que d�ordre �� sont beaucoup

plus importants en valeur absolue que l�erreur due au changement de grille	 Les deux e�ets
ne sont comparables que pour l�exp�erience correspondant aux pas les plus �ns	 Il est facile
d�expliquer ceci en rappelant que l�erreur de dispersion est �a peu pr�es proportionelle au temps
de parcourt de l�onde� ce qui n�est pas le cas de l�erreur due au changement de grille	
Nous calculons ensuite la norme L� en espace sur chacune des zones de la di��erence entre

� maillages successifs a�n de quanti�er la d�ecroissance de l�erreur	 On obtient les r�esultats
pr�esent�es sur la �gure �	��	 La pente moyenne de dispersion est de ��� celle de r�e�exion de ��	���
tandis que l�erreur sur l�onde transmise de ��	��	 Toutefois� il convient de retenir ces chi�res
avec pr�ecaution car comme nous l�avons vu plus haut� les deux derni�eres erreurs m�elangent
l�erreur de dispersion �qui est d�ordre �� avec l�erreur due au changement de grille	 Sur les
essais pr�esent�es ici� ce n�est qu��a partir de la derni�ere exp�erience ��� points par longueur
d�onde dans la grille grossi�ere� que ces e�ets sont de la m�eme grandeur	 Pour obtenir l�ordre
du sch�ema� il conviendrait de ra�ner encore pour que l�e�et de la disparit�e de grille l�emporte
sur l�e�et de dispersion �on ne l�a pas fait ici �a cause des e�ets d�erreurs d�arrondi�	 Toutefois�
une des conclusions importantes de ces exp�eriences est que malgr�e un sch�ema d�interpolation
centr�e� le coe�cient de r�e�exion n�est pas d�ordre �	 On verra dans une section suivante que
ceci est con�rm�e par l�analyse par ondes planes qui montre une erreur d�ordre �	

��
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����� Analyse des coe�cients de r�e�exion et de transmission

Dans cette section� nous commen�cons par con�rmer que la m�ethode est d�ordre � �a travers
l�analyse des coe�cients de r�e�exion et de transmission	 Puis gr�ace �a quelques exp�eriences
num�eriques nous constatons l�ad�equation entre les coe�cients de r�e�exion et de transmission
calcul�es et mesur�es	

�
�

� Calcul de pr�ecision des coe�cients de r�e�exion et de transmission

Les calculs que nous avons e�ectu�es en �	�	� nous ont montr�e qu�une onde incidente de
pulsation � dans la grille grossi�ere g�en�erait une onde r�e��echie de m�eme pulsation dans la
grille grossi�ere et deux ondes transmises dans la grille �ne� une de pulsation ��t et une autre
de pulsation ��t$ �	 Dans le probl�eme continu� la r�e�exion et la transmission parasite sont
nulles tandis que la transmission principale vaut �	 Nous e�ectuons ici un d�eveloppement
limit�e au voisinage de ��t  � a�n de v�eri�er que nous approchons bien le probl�eme continu	

R

�

Tp

� � �
�t

�

�

�

Interface

T

Fig� �	�� ' Sch�ema repr�esentatif des parties incidente� r�e��echie et transmises �a l�interface

Prenons �t 	 h� soit �  h�

�t�
� �	 On e�ectue un d�eveloppement limit�e des coe�cients

d�e�nis par les �equations ��	��� autour de ��t  �� on trouve�����������������������

T  � $

�

�� � � � ��� � ��

q
�� ��� � ����

��

� �
�
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�
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Par exemple dans le cas �  �p
�  

�t
h  �p

�
�qui est le nombre de Courant maximal utilis�e

pour un sch�ema �D� le d�eveloppement donne alors ������������������������

T  � $
i
�
�� $ �p�

p
�

�
��t$O

�
���t��


Tp  

�

�
���t�� $O

�
���t��



R  
i
�
�� $ �p�

p
�

�
��t$O

�
���t��


��	���

Comme nous l�avions remarqu�e dans les exp�eriences num�eriques� malgr�e des formules d�inter�
polation centr�ees� la r�e�exion et la transmission sont d�ordre �	 On remarquera toutefois que
le coe�cient devant chaque terme d�ordre � est petit lorsque le nombre de Courant n�est pas
trop �eloign�e de �	 Plus exactement� on montre que���

T  � $O
�p

� � ��O���t�
R  O

�p
� � ��O���t���	���

Sur la �gure �	��� on a repr�esent�e le module des coe�cients de r�e�exion�transmission pour
les deux nombres de Courant �p

�
et �p

�
en fonction de ��t sur "��� �#	 On retrouve sur ces

courbes la p�eriode � pour le coe�cient de r�e�exion ainsi que la formule Tp���  T �� $ �
�t �

qui implique que la courbe du coe�cient de transmission parasite est simplement translat�ee
de � par rapport �a celle du coe�cient de transmission physique	 D�un point de vue global�
la r�e�exion et la transmission sont toujours plus petites que �	 Tandis qu�au voisinage de
��t  �� les courbes font appara��tre une bonne pr�ecision �coe�cients de r�e�exion et d�onde
transmise parasite proche de � et coe�cient de transmission proche de �� pour les pulsations
proches de z�ero	 Il semble m�eme� au vu de ces �gures� que les courbes aient un comportement
parabolique au voisinage de �  �	 En fait� il n�en est rien� m�eme si les courbes semblent
�etre d�ordre � au voisinage de �� un zoom ��gure �	��� fait appara��tre une portion lin�eaire
synonyme de l�ordre �	
Pour �nir� int�eressons nous au cas tr�es particulier du sch�ema aux caract�eristiques pour

lequel le param�etre �  �p
�  �t

h est �egal �a �	 Pour ce sch�ema il n�y a pas de disper�

sion �kh���  ��	 Avec les notations de la section pr�ec�edente� on trouve A���  cos���t��
r���  ei��t  r� r�� $ �

�t �  �r et r����  r� On obtient alors

����  ��
�

r�
� r����	���

et �������������������

T  
� $ cos���t�

�

Tp  
�� cos���t�

�

R  �

��	���

Dans ce cas on a donc une r�e�exion nulle� la transmission parasite est d�ordre � et la trans�
mission vaut � �a l�ordre �	

��
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Fig� �	�� ' Coe
cients de r�e�exion	transmission� En abscisse la pulsation adimensionn�ee
���t  ���N o�u N est le nombre de points par p�eriode�� de haut en bas� le coe
cient de
r�e�exion� la transmission et la transmission parasite� �a gauche �  �p

�
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�
�

� Cas d�un train d�ondes dans la grille grossi�ere � une �etude num�erique de
r�e�exion

A�n de tester la validit�e des calculs des coe�cients� des exp�eriences num�eriques cherchant
�a mettre en �evidence la r�e�exion pour di��erentes pulsation sont e�ectu�ees	 Nous nous sommes
restreint �a un nombre de Courant de �p

�
	 L�onde plane est approch�ee par une onde envoy�ee

dans la grille grossi�ere par l�interm�ediaire du bord gauche	 C�est une fonction harmonique de
pulsation �� support�ee par la fonction de Harris de support de longueur L  

�p
�
�cf	 �	�	��	

On aura donc

u��� t�  ei��tH�
t

L
�

Cette fonction a son spectre localis�e dans une bande �etroite autour de ��	 Avec un L su�sam�
ment grand� par exemple L  �p

�
� l�onde incidente a un support fr�equentiel essentiellement

sur "f� � �f * f� $ �f # o�u f�  
��
�� et �f est la fr�equence de coupure de H soit �f � ����

pour L  �p
�
	

La �gure �	�� repr�esente la partie r�eelle de cette fonction en fonction du temps pour
���t  ���	 Le nombre d�oscillations augmentera en m�eme temps que ���t
Pour la premi�ere exp�erience� nous tracerons la partie r�eelle des r�esultats a�n que le lecteur

se rende compte du caract�ere oscillant de l�onde employ�ee	 Mais sur les �gures suivantes� a�n
de mieux observer les amplitudes� nous repr�esenterons les modules des ondes r�esultantes

Fig� �	�� ' Trac�e de u���t� pour une pulsation ���t  ��� et ���t  
��
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La premi�ere exp�erience pr�esente les r�esultats pour une pulsation relativement basse celle�ci
correspond �a un coe�cient de r�e�exion th�eorique faible et une onde transmise th�eorique proche
de � �cf	 �gure �	���	 C�est e�ectivement ce que l�on observe sur la �gure �	�� puisque l�onde
ne semble quasiment pas perturb�ee par l�interface	 On peut remarquer que cette pulsation
correspond �a un nombre de point par longueur d�onde de �� qui est une valeur g�en�eralement
utilis�ee	
Les deuxi�eme et troisi�eme exp�eriences correspondent �a des pulsations respectives de ��


�t
et �

��t � ���
�t soient des nombres de points par longueur d�onde inf�erieurs �a �	 Rappelons� en

e�et qu��a ��t  �
� � l�onde n�est plus propagative dans la grille �ne	 Les �gures �	�� et �	��

nous montrent que malgr�e des conditions extr�emement d�efavorables les r�esultats de r�e�exion
et transmission restent acceptables	
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Fig� �	�� ' Solution num�erique correspondant �a ���t  ���� �x� ���� �a quatre instants
distincts �t  ������

p
�� ���

p
�� ����

p
�� ����

p
��� L�abscisse de chaque courbe est x�

l�interface entre grille �ne et grille grossi�ere est repr�esent�ee par un trait pointill�e et vertical�

Le tableau ci�dessous montre une bonne corr�elation entre les calculs th�eoriques et les
r�esultats num�eriques puisqu�il fait appara��tre des di��erences inf�erieures �a �%	

Remarque � Les coe
cients Tp num�eriques ne sont pas observables car ils correspondent �a
des ondes �evanescentes

��t R th�eorique R num�erique T th�eorique T num�erique Tp th�eorique

�	� �	���� �	���� �	���� �	���� �	����
��

 �	���� �	���� �	���� �	���� �	����

�
� � ��� �	���� �	���� �	���� �	���� �	����

Tab� �	� ' Tableau r�ecapitulatif des coe
cients num�erique et th�eorique

Ces premiers r�esultats de r�e�exion et de transmission sont encourageants puisqu�ils
montrent que l�interface n�a qu�une in�uence limit�ee sur une onde venant de la grille grossi�ere	
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�

 Cas d�un train d�ondes dans la grille 	ne � une �etude num�erique de r�e�
�exion


On pr�esente ici des exp�eriences num�eriques permettant de corroborer le calcul des coe��
cients lorsque l�onde incidente est dans la grille �ne	 Une onde est envoy�ee dans la grille ra�n�ee
par l�interm�ediaire du bord droit	 Cette onde a la m�eme structure que dans les exemples de
la section �	�	�	�	 La �gure �	�� repr�esente la partie r�eelle de cette fonction en fonction du
temps pour ���tf  ��� * rappelons que le nombre d�oscillations augmente avec ���tf 	 Sur
les �gures �	��� �	��� �	�� et �	��� la partie harmonique de l�onde n�est pas visible sur les
courbes car a�n de mieux observer les amplitudes on a repr�esent�e les modules de ces nombres
complexes * nous parlerons donc d�enveloppe de solution	

Fig� �	�� ' Trac�e de u�L�t� �bord droit� pour une pulsation ���tf  ��� et ���t  
��
��
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La �gure �	�� pr�esente quelques instantan�es de la valeur absolue de l�onde propag�ee	 Pour
la premi�ere pulsation ����tf  ����� on remarque que l�onde r�e��echie est quasiment nulle�
l�onde transmise �etant elle� tr�es proche de l�onde incidente	 Cette exp�erience num�erique nous
donne un coe�cient de transmission de T �	���� et un coe�cient de r�e�exion R �	����
alors que les coe�cients th�eoriques nous donnent R �	���� et T �	����	 La �gure �	��
pr�esente les r�esultats avec une onde incidente ��


 	 Dans cette exp�erience� on remarque une
l�eg�ere r�e�exion �a l�interface puisqu�on observe un coe�cient de r�e�exion R �	���� pour un
R th�eorique de �	����	 Le coe�cient de Transmission observ�e vaut �	��� pour un coe�cient
th�eorique de �	���	
La �gure �	�� pr�esente des instantan�es pour une exp�erience avec une onde incidente de pul�

sation ��

 	 On remarque qu�ici la r�e�exion �a l�interface est quasiment totale	 Num�eriquement

on trouve un coe�cient de r�e�exion R  ���� et un coe�cient de transmission T  ��� �����
alors que les r�esultats th�eoriques pr�evoyaient une r�e�exion R  � et une transmission T  ����	
La di��erence entre le coe�cient de transmission th�eorique et celui observ�e s�explique par le
fait que l�onde transmise dans la grille grossi�ere n�est pas propagative et donc T ne peut �etre
observ�e convenablement	 En e�et� le calcul th�eorique nous donne jr�� ��


�t �j 	 � synonyme
d�une onde �evanescente	
L�oscillation observ�ee sur la troisi�eme image est simplement due au fait que le cosinus et

le sinus �c�est �a dire la partie r�eelle de l�onde et sa partie imaginaire� sont d�ephas�es pendant
la r�e�exion puisque la partie r�e��echie rencontre au retour la partie incidente de l�onde	 On

��
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p
��� L�abscisse de chaque courbe est x�

l�interface entre grille �ne et grille grossi�ere est repr�esent�ee par un trait pointill�e et vertical�

��t R th�eorique R num�erique T th�eorique T num�erique

�	� �	���� �	���� �	���� �	����
��
�� �	���� �	���� �	��� �	���
��

 � �	�� �	�� �	�e��

Tab� �	� ' Tableau r�ecapitulatif des coe
cients

remarque que pour obtenir l�onde �a des positions comparables� nous avons d�u choisir des
instants plus grands pour les pulsations plus grandes	 Ceci est d�u au fait que la propagation
ne se fait pas a la m�eme vitesse pour toutes les fr�equences �cf	 Annexe B�	
Ces trois exp�eriences nous permettent de valider le calcul des coe�cients de r�e�exion�

transmission	 En e�et� elles mettent en �evidence la croissance de la r�e�exion avec la pulsation
ainsi que la bonne repr�esentativit�e des coe�cients de r�e�exion	 De plus� la premi�ere exp�e�
rience nous montre la pr�ecision de notre sch�ema pour les pulsations g�en�eralement utilis�ees	
En e�et� des pulsations sup�erieures �a ��

�t �c�est �a dire � points par longueur d�onde� ne sont
g�en�eralement pas utilis�ees en pratique	 Toutefois� ces fr�equences sont pr�esentes dans le bruit
num�erique� et il peut �etre important de voir leur �evolution	 Ainsi l�exp�erience suivante nous
pr�esente une anomalie mais elle ne peut �etre observ�ee que pour des cas limites d�utilisation
du sch�ema	
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�
�

� Un ph�enom�ene curieux


Pour ��t  �
� � un nombre de Courant de

�p
�
� l�exp�erience nous montre une r�e�exion

mais aussi une tra��n�ee * l�onde transmise est �egalement d�eform�ee	 On pr�esente ici ��gure �	���
l�exp�erience r�ev�elant ce ph�enom�ene	 Ce comportement tr�es particulier s�explique en e�ectuant
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un d�eveloppement en s�eries des coe�cients de r�e�exion et de transmission au voisinage de
�

��t � en e�et�

R��� $ ��  R� $R�
p
�$O���

T ��� $ ��  T� $ T�
p
�$O���

��	���

C�est le terme en
p
� qui est responsable de cette tra��n�ee	 En e�et� on montre que la partie

r�e��echie de l�onde s��ecrit

uh�x� t�  
�

��

Z
�G�����

�R���ei��t�kh��	x	d���	���

o�u ��Ug������  ��Ug���� � ��� est l�onde incidente� �G��t�est la fonction de Harris dilat�ee�
et kh��� le nombre d �onde	 Les d�eveloppements en s�eries de l��equation ��	��� ainsi qu�une
approximation de kh���  kh���� $r�hk������ � ��� nous donne alors

uh�x� t� � ei���t�kh���	x	


R�

��
�

Z
�G��e

i�t�r�h
kx	�����	d��

$
R�

��

Z
� �G���i�� � ����

�
� ei�t�r�h

kx	�����	d��
�
�

��	���

soit
uh�x� t� � ei���t�kh���	x	�R�G� $R�G�����t�r�hkx���	���

��
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o�u

G����t�  
�

��

Z
�G����

p
i�ei�td���	���

est la demi d�eriv�ee de l�onde incidente* elle est repr�esent�ee sur la �gure �	��	 La pr�esence
de cette demi d�eriv�ee explique donc le ph�enom�ene de tra��n�ee observ�e puisqu�elle n�est pas
�a support compact	 La m�eme explication peut �etre fournie pour l�onde transmise qui de la
m�eme fa�con s��ecrira

uh�x� t� � ei���t�kh���	x	�T�G� $ T�G�����t�r�hkx����	���
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Fig� �	�� ' Demi	d�eriv�ee de la porteuse� on retrouve la tra��n�ee pr�esente dans l�exp�erience
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Chapitre �

Extension �a un ra�nement plus
fort	 Cas de � milieux in�nis	

Il peut �etre int�eressant lors du ra�nement de passer directement d�une grille grossi�ere �a
une grille ra�n�ee n fois� notamment pour des raisons d��economie ou de simplicit�e de mise en
oeuvre� cf	 "��# par exemple	 On pr�esente ici un sch�ema sur le mod�ele du pr�ec�edent permettant
un ra�nement plus important	 On d�ecrit �egalement les calculs de stabilit�e et de coe�cients
de r�e�exion analogues �a ceux du sch�ema pr�ec�edent	

��� Description du sch�ema�

Le sch�ema est une simple g�en�eralisation du sch�ema pr�ec�edent� avec des interpolations
temporelles l�eg�erement plus compliqu�ees	 On a repr�esent�e �gure �	� un exemple dans le cas
n  �	
On approche ici u� solution de l��equation ��	�� par���

�ug�
nk
nj � u�njh� nk�t� j � �

�uf �
k
j � u�jh� k�t� j � ��

��	��

Les �equations �a gauche de l�interface ��	�� et ��	�� deviennent alors

�ug�
nk�n
nj � ��ug�nknj $ �ug�nk�nnj

n��t�
� �ug�

nk
nj�n � ��ug�nknj $ �ug�nknj�n

n�h�
 � pour j 	 ���	��

et

�ug�
nk�n
nj � ��ug�nknj $ �ug�nk�nnj

n��t�
� �uf �

nk
nj�n � ��ug�nknj $ �ug�nknj�n

n�h�
 � pour j  ���	��

Tandis que les �equations �a droite de l�interface ��	��� ��	�� et ��	�� donnent

�uf �
k��
j � ��uf �kj $ �uf �k��j

�t�
� �uf �

k
j�� � ��uf �kj $ �uf �kj��

h�
 � pour j � ���	��

��
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et �������������������

�uf �
nk�m��
j � ��uf �nk�mj $ �uf �

nk�m��
j

�t�

� �uf �
nk�m
j�� � ��uf �nk�mj $ �

n��n�m��ug�
nk
� $m�ug�

nk�n
� �

h�
 �

pour j  � et m  ��			�n��

��	��

��	 Analyse de la stabilit�e par Fourier�Laplace�

Nous allons ici appliquer la m�eme m�ethode d�analyse de stabilit�e que celle d�ecrite dans la
section �	�	 Nous ne d�emontrerons pas ici la stabilit�e avec la m�eme rigueur� mais pr�esenterons
simplement les grandes lignes des calculs	 Ces derniers sont un peu plus compliqu�es mais le
raisonnement est le m�eme	 Notons que nous retrouvons des r�esultats analogue �a ceux de M	
Berger pour l��equation de transport scalaire �D "�#	

��




� Analyse de la stabilit�e par Fourier�Laplace


Utilisant les m�emes notations� on pose�����������������������

��ug�nj  n�t
�X
k��

(gnknj e
�i�nk�t	

��uinc�nj  n�t
�X
k��

�uinc�
nk
nj e

�i�nk�t	

��uf �
m
j  n�t

�X
k��

�uf �
nk�m
j e�i��nk�m	�t	 pour m  ��			�n���

��	��

et

� �Uf �j  

�������
��uf �

�
j

� � �
��uf �

m
j

� � �

��uf �
n��
j

������� ���	��

On trouve alors les �equations satisfaites par �ug et �Uf���
�

�t�
sin��n��t� ���ug�nj $

�
h�
���ug�nj�n � ���ug�nj $ ��ug�nj�n�  �

pour j 	 ��
��	��

���
�

�t� sin
��n��t� ���ug�nj $

�
h� ���uf �

�
nj�n � ��uinc�nj�n � ���ug�nj $ ��ug�nj�n�  �

pour j  ��
��	��

�����
Af
n� �Uf 	j
�t�

$ �
h�
�� �Uf �j�� � �� �Uf �j $ � �Uf �j���  �

pour j � ��

��	���

et �����
Af
n� �Uf 	j
�t� $ �

h� ��
�Uf �j�� � �� �Uf �j $G ���ug�� $ ��uinc����  �

pour j  ��

��	���

o�u

Af
n  

���������������������

� �e�i��t � ��� � �ei��t

�ei��t � �e�i��t � ��� �

	 	 	
	 	 	

	 	 	

	 	 	
	 	 	

	 	 	

� ��� � �ei��t � �e�i��t

�e�i��t � ��� � �ei��t �

���������������������
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et

G  

�BBBBBBBBBBBBBB�

�

ei��t

n ��n� �� $ e�in��t�

� � �

eim��t

n ��n�m� $me�in��t�

� � �

ei�n�����t

n �� $ �n� ��e�in��t�

	CCCCCCCCCCCCCCA
�

La partie grille grossi�ere �etant identique �a celle de la section �	�� on utilise le m�eme
polyn�ome caract�eristique pour r�esoudre ��	��	 Avec r��� d�e�ni par �	��� la solution est

��ug�nj  R� r�n��
�j��uinc�� j � ���	���

Par d�e�nition� nous dirons que R� est le coe�cient de r�e�exion grossier��n du sch�ema	
Pour trouver la solution de ��	���� il nous faut diagonaliser la matrice AnD	 Pour cela

remarquons que chaque ligne de cette matrice appliqu�ee �a un vecteur propre ul peut d��ecrire
sous la forme

�ulj � e�i��tulj�� � ei��tulj��  �uj

Ce genre de matrice est appel�ee matrice tournante ou circulante	 Ses vecteurs propres sont
de la forme

ul  

��������
�
� � �

e
i��jl
n

� � �

e
i���n���l

n

��������
et sont associ�es �a la valeur propre

�l  ��� � cos���ln � ��t��

 � sin�������t� ��l
n�t��

��	���

A�n de r�esoudre ��	��� pour chaque composante de ��Uf �j � ��uf �
l
j � on est donc amen�e �a

consid�erer la solution �a � �x�e de�����
r�l ��� $ �

h�

�t�
�l � ��rl��� $ �  �

jrl���j 	 �
��	���

soit

rl���  r�� � ��l

n�t
���	���

��




� Analyse de la stabilit�e par Fourier�Laplace


La solution de ��	��� s��ecrit donc

��Uf �j  
n��X
l��

tlrl���
j

�BBBBBBBBBBB�

�

e
�i�l
n

			

e
�ij�l
n

			

e
�i�n����l

n

	CCCCCCCCCCCA
��uinc����	���

Par d�e�nition� nous dirons que les nombres tl sont les coe�cients de transmission grossier��n
du sch�ema et nous appellerons vecteur de transmission grossier��n le vecteur T de composantes
tl	 Ces constantes sont d�etermin�ees gr�ace aux �equations ��	�� et ��	��� soit���

��uf �
m
�  Gm ���uinc�� $ ��ug��� pour m  �� ��� n � �

��uf �
�
n  ��uinc�n $ ��ug�n

��	���

On aboutit au syst�eme suivant���������������������������������������������������������

n��X
l��

tl  G� �� $R��

� � �

n��X
l��

e
�ij�l
n tl  Gj �� $R��

� � �

n��X
l��

e
�i�n����l

n tl  Gn�� �� $R��

n��X
l��

rnl ���tl  r�n�� $ r���n�� R��

��	���

A�n de r�esoudre ce syst�eme nous allons appliquer une transform�ee de Fourier inverse discr�ete
aux �equations	 Posons

�Gp���t�  
�

n

n��X
m��

Gm e�
�i�pm

n  
�

n�
sin�n��t� ��

sin���t� � p�
n �

�
pour p  �� ��� n � ����	���

En multipliant les n premi�eres �equations par e�
�i�pm

n � m �etant le num�ero de la ligne� puis en
sommant les n lignes on obtient

n��X
m��

e�
�i�pm

n

�
n��X
l��

tle
�i�lm
n

�
 

n��X
m��

Gm �� $R��e
� �i�pm

n �

��
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En intervertissant les deux sommes de gauche on a

n��X
l��

tl

n��X
m��

�e
�i��p�l�

n �m  �� $R��n�Gp���t��

or
n��X
m��

�e
�i��p�l�

n �m  
�� �e �i��p�l�n �n

�� e
�i��p�l�

n

 
�� e�i��p�l	

�� e
�i��p�l�

n

 n�pl �

On obtient ainsi la relation
tp  �� $R�� �Gp���t����	���

En rempla�cant dans la derni�ere �equation du syst�eme on aboutit �a

�� $R��
n��X
l��

rnl �Gl���t�  r�n�� $ r���n�� R����	���

soit �
�

r�n��
�

n��X
l��

rnl ��� �Gl���t�

�
R�  

n��X
l��

rnl ��� �Gl���t�� r�n�����	���

On trouve le d�eterminant du syst�eme analogue �a celui trouv�e par Marsha Berger pour l��equa�
tion hyperbolique �cf	 "�#�	

����  
�

r�n��
�

n��X
l��

rnl ��� �Gl���t����	���

Sous la condition ���� � �� on a�����������������������������������

R�  

n��X
l��

rnl ��� �Gl���t�� r�n��

�

r�n��
�

n��X
l��

rnl ��� �Gl���t�

tl  �� $

n��X
l��

rnl ��� �Gl���t�� r�n��

�

r�n��
�

n��X
l��

rnl ��� �Gl

���t�� �Gl���t��

��	���

Pour les m�emes raisons que dans la section �	�� la stabilit�e sera d�emontr�ee si le d�eterminant
���� est non nul 
� tel que ���� � � �Le cas ����  � s�obtient par passage �a la limite�	
Plus exactement� notre sch�ema sera stable si les coe�cients R� et tl sont born�es	 On peut
d�emontrer que ���� est non nul sur le demi�plan complexe ���� � � �cf	 Annexe C�	 La
d�emonstration pour � r�eelle analogue au sch�ema �-� conduit �a des calculs tr�es compliqu�es�
on se contentera ici� d�une v�eri�cation num�erique apport�ee par le calcul des coe�cients qui
montre qu�ils sont e�ectivement born�es ��gure �	� et �	��	

����� R�e�interpr�etation de la solution en termes d�ondes planes�

On peut comme dans la section �	�	� donner une signi�cation aux coe�cients calcul�es
dans l��etude de stabilit�e de la section �	�	
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� Analyse de la stabilit�e par Fourier�Laplace
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� Analyse de la stabilit�e par Fourier�Laplace



�
�
� Cas d�une onde incidente dans la grille grossi�ere


Supposons que la condition initiale soit �eloign�ee de l�interface entre les deux grilles	 On a
vu que le champ incident au voisinage de l�interface s��ecrivait

�uinc�
nk
nj  

�

��

Z � �
n�t

� �
n�t

��uinc�����r�n��
je�ni�k�td����	���

cette expression �etant valable au moins au del�a du support des conditions initiales en temps	
A ce champ� se rajoute dans la grille grossi�ere un champ r�e��echi dont l�expression est
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En�n� l�onde incidente g�en�ere dans la grille �ne le champ
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Dans toutes ces formules� les notations sont celles de la section pr�ec�edente � la fonction r��� est
d�e�nie par les formules ��	���� tandis que les coe�cients R�� et tl sont solutions du syst�eme
��	��� et sont donn�es par ��	���	 En introduisant kh���� le nombre d�onde num�erique� on
peut expliciter la solution sous forme d�une superposition d�ondes planes num�eriques	 Plus
pr�ecis�ement� �xons � et posons
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On v�eri�e que �Ug� Uf � est une solution particuli�ere du sch�ema	 La partie gauche� Ug� est
compos�ee d�une onde plane num�erique incidente et d�une onde plane num�erique r�e��echie
tandis que la partie droite est compos�ee de n ondes planes transmises� associ�ees aux pulsations
�� �l�

n�t 	 Dans ce contexte� les nombres R� et tl s�interpr�etent donc bien comme les coe�cients
de r�e�exion et de transmission ainsi que nous les avions d�e�nis	


�
�
� Cas d�une onde incidente dans la grille 	ne


A�n de simpli�er les calculs dans la grille �ne� nous allons nous contenter de faire une
analyse par ondes planes� mais les r�esultats de stabilit�e sont identiques au cas pr�ec�edent On
suppose ici que l�onde incidente est une onde plane de pulsation �q  � � �q�

n�t dans la grille
�ne �celle�ci est toujours �a droite de la grille grossi�ere�	 Dans un premier temps q est �x�e	
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Cherchons la solution dans la grille grossi�ere sous la forme
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Extension �a un ra�nement plus fort
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o�u par d�e�nition tq est le coe�cient de transmission �n grossier associ�e �a la pulsation inci�
dente �q	 Nous appellerons vecteur de transmission �n�grossier le vecteur T de composantes
�tq�q���n��
Dans la grille �ne� on cherche la solution sous la forme
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ink��t

o�u �R�l� q��l���n�� sont les coe�cients de r�e�exion �n�grossier associ�es �a la pulsation inci�
dente �q	 Nous appellerons matrice de r�e�exion �n grossier la matrice R de composantes
�R�l� q��l���n���q���n��	
On a not�e
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En multipliant chaque �equations par
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La v�eri�cation au point j  �� nous donne
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et la matrice de r�e�exion s��ecrit
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Le d�eterminant du syst�eme �etant identique au cas d�une onde incidente dans la grille grossi�ere�
l�analycit�e de ces coe�cients et donc la stabilit�e est d�emontr�ee de la m�eme fa�con qu��a la section
��	��	
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 �Etude de pr�ecision


��� �Etude de pr�ecision�

����� Ordre du Sch�ema�

A�n de tester l�ordre des sch�emas ��n� nous r�ealisons le m�eme proc�ed�e exp�erimental que
dans la section �	�	� pour n  � et n  �	 Les courbes sont pratiquement identiques �a celles
de la section �	�	�	 Toutes les conclusions que nous avions tir�ees pour le sch�ema ��� restent
valables	 Le lecteur pourra m�eme trouver remarquable que les r�esultats soient si similaires	 Il
est toutefois logique que les erreurs de dispersion �colonne � et � des �gures �	� et �	�� soient
les m�emes dans tous les cas de ra�nement puisque celles�ci correspondent essentiellement aux
erreurs commises lors de la propagation dans la grille grossi�ere	
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Chapitre �

Cas de la bande �nie ra�n�ee �
apparition d�instabilit�es	

Jusqu��a pr�esent� nous nous sommes int�eress�es au cas de deux grilles semi�in�nies� et la
m�ethode s�est montr�ee satisfaisante puisque le sch�ema est pr�ecis et stable sous la condition
C	F	L	 usuelle	 Malheureusement cette con�guration n�est pas celle qui nous int�eresse	 En
e�et� notre d�esir est� dans le cas �a trois dimensions� de pouvoir ra�ner autour d�un objet	
L��equivalent ��D de cette situation est le cas de la bande ra�n�ee �nie	 Nous voyons dans ce
chapitre que les conclusions sont radicalement di��erentes	

��� Position du probl�eme�

Nous nous proposons ici� d��etudier le sch�ema propos�e dans le cas d�une bande �a l�aide
d�une analyse par ondes planes inspir�ee du cas d�ecrit pr�ec�edemment	
On a repr�esent�e sur la �gure �	� le sch�ema d�interpolation temporelle �-� dans le cas

d�une bande	 On peut d�ej�a noter qu�il existe une largeur minimale de la bande permettant
d�appliquer le sch�ema pr�ec�edemment d�ecrit	 En e�et� la bande doit comporter n points pour
que les sch�emas d�interpolation soient valables� o�u n correspond au degr�e de ra�nement	 Dans
l�exemple ci�dessous n  �	
Le cas de la bande ra�n�ee est un peu plus complexe �a analyser	 Le simple calcul des

coe�cients n�est plus su�sant	 En e�et� comme le montre la �gure �	�� l�onde transmise est
ensuite r�e��echie sur la deuxi�eme interface� puis re�r�e�echie sur la premi�ere etc	
Il appara��t donc que lors d�une simulation� il peut y avoir un nombre de r�e�exions impor�

tant� surtout si la bande n�est pas large	 Ces r�e�exions multiples sont un ph�enom�ene nouveau
par rapport au cas d�une interface simple pr�ec�edemment trait�e	 En fait� nous allons montrer
par un calcul th�eorique que le crit�ere de stabilit�e s�en trouve modi��e	 Ce calcul est bas�e sur
la recherche de solutions de type somme d�ondes planes et s�inspire du sch�ema des r�e�exions
�gure �	�	 A�n de simpli�er� nous allons consid�erer une grille �ne intercal�ee entre une grille
grossi�ere et une condition de Dirichlet comme indiqu�e sur la �gure �	�	 Cette restriction facilite
les calculs mais n�enl�eve rien �a la g�en�eralit�e du r�esultat	
Les calculs qui vont suivre impliquent des quantit�es que nous avons d�ej�a rencontr�ees dans

le chapitre pr�ec�edent	 A�n de faciliter leur compr�ehension� il nous a sembl�e opportun de les
r�esumer succinctement dans le paragraphe qui va suivre	
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Tg � Vecteur des coe�cients de transmission grossier � �n
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�
� Rappel des solutions sous forme d�ondes planes


��	 Rappel des solutions sous forme d�ondes planes�

Dans le pr�ec�edent chapitre� nous avions d�emontr�e la stabilit�e et calcul�e les r�e�exions
engendr�ees �a l�interface par une m�ethode d�ondes planes d�un sch�ema de ra�nement ��n pour
des ondes incidentes dans la grille grossi�ere ou dans la grille �ne	 On distingue � cas	

Cas d�une onde incidente dans la grille grossi�ere
 Dans le premier cas� nous avions
consid�er�e une onde plane incidente dans la grille grossi�ere de pulsation n�	 L�onde incidente
s��ecrit
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Cette onde incidente g�en�ere une onde r�e��echie dans la grille grossi�ere
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La r�esolution du syst�eme nous donne�����������������������������������

R�  

�

n

n��X
l��

rnl ��� �Gl���t�� r�n��
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n

n��X
l��
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�Gl���t�� r�n��
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o�u on a pos�e

�Gl���t�  
�

n

n��X
m��

Hme
�i �lm�

n e�im��t  
�

n�
sin��n��t� �

sin����t� $ �l
n �

Cas d�une onde incidente dans la grille 	ne
 Dans le deuxi�eme cas on consid�ere une
onde incidente dans la grille �ne de pulsation �q  � $ �q�

n�t

�uinc�
nk�m
j  r��q�

�jzmq e
ink��t��	��

elle g�en�ere une onde transmise dans la grille grossi�ere

�ug�
nk
nj  tfq r�n��

�jeink��t��	���

et n ondes r�e��echies dans la grille �ne

�ureff �nk�mj  
n��X
l��

R�l� q�r��l�
jzml e

ink��t��	���

Les coe�cients R�l� q� et tq v�eri�ent le syst�eme�������������
zmq $

n��X
l��

R�l� q�zml  tfqHm pour m  �� n� �

r�� $
�q�

n�t
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n�t
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La r�esolution du syst�eme nous donne la transmission
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et la matrice de r�e�exion

R�l� q�  
r�� $ ��q

n�t�
�n � r�� $ ��q

n�t�
n

r�n���� �
n��X
p��

�Gp���t�r�� $
��p

n�t
�n

�Gl���t�� �ql��	���

L�analycit�e des coe�cients R�� R� t
g
p et t

f
q pour ���� � �� nous avait permis de d�emontrer

la stabilit�e dans le cas d�une seule interface� pour deux milieux in�nis	
Le cas d�une condition de Dirichlet ou Neumann dans la grille �ne ou d�une bande ra�n�ee

rel�eve d�une analyse plus �ne	

��� Analyse de la bande ra�n�ee�

����� Analyse par ondes planes� expression de la solution�

Dans cette section nous calculons la solution ondes planes du sch�ema a�n d��etablir un
crit�ere de stabilit�e	
En plus des �equations de raccord ��	�� et ��	��� la solution doit v�eri�er unJ  � o�u J

est le nombre de points dans la couche �ne	 A�n de r�e�interpr�eter la solution du syst�eme
avec condition de Dirichlet comme une somme de r�e�exions multiples� �ecrivons la solution du
syst�eme complet sous la forme de s�eries	 Dans la grille grossi�ere� on cherche la solution sous
la forme

Unk
nj  r�n��j $R�r�n��

�j $

� �X
t��

n��X
l��

tfl

�
At��Tg


l
��r��l��J �

�
r�n���jei�nk�t

et dans la grille �ne sous la forme

unk�mj  
�X
t��

n��X
l��

�
At��Tg


l

�
r��l�

j � r��l�
�J�j


zml e

i�nk�t

On a not�e Tg  

�B� tg�
			

tgn��

	CA et A est une matrice n � n �a d�e�nir	 On verra dans la suite que

le bon choix pour A est A�p� l�  �R�p� l�r��l��J 	 Autrement dit� A s�interpr�etera comme le
coe�cient d�ampli�cation de l�onde apr�es un aller�retour dans la grille �ne	

Remarque � On aurait bien s�ur pu chercher les solutions dans chaque grille sans avoir
recours �a des sommes in�nies� Par exemple on aurait pu poser Unk

nj  K�r�n��
j$K�r�n��

�j

et chercher les coe
cients K� et K�� et agir de m�eme dans la grille �ne� les calculs seraient
un peu plus compliqu�es� En cherchant la solution telle que nous la pr�esentons nous b�en�e�cions
des r�esultats des calculs e�ectu�es dans le cas de deux grilles semi	in�nies�

Il est �evident que ulJ  �� il nous reste donc �a v�eri�er les conditions sur l�interface grille
�ne � grille grossi�ere	 Les conditions de raccords en j  � et j  �� nous donne���

unk�m�  Unk
� Hm

unkn  Unk
n

��	���
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o�u Hm est d�e�nit par ��	��	 R�e�ecrivons u
nk�m
j sous la forme

unk�mj  
n��X
l��

�
tfl r��l�

j $
�X
t��

�
AtTg


l
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j �
�X
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Le syst�eme ��	�� nous permet alors d��eliminer les termes
n��X
l��

tfl r��l�
j et r�n��j$R�r�n��

�j

dans le syst�eme ��	���	 En posant 0  At��Tg� l��egalit�e unk�m�  Unk
� Hm revient alors �a

r�esoudre pour m  �� n� �
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En inter�changeant les noms d�indice p et l dans la double somme� l��equation devient

�X
t��

��n��X
p��

n��X
l��

A�p� l�0lz
m
p �

n��X
l��

�0�lr��l�
�Jzml �

n��X
l��

Hmt
f
l �0�l��r��l��J �
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puis en permutant les sommes sur l et p

�X
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��n��X
l��

0l

n��X
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A�p� l�zmp �
n��X
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�0�lr��l�
�Jzml �
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Hmt
f
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ainsi on doit avoir
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0l��r��l��J �
��n��X
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�r��l��J z
m
p $ zml �Hmt

f
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Or si l�on choisit A�p� l�  R�p� l���r��l��J � les �equations du syst�eme ��	��� nous montrent
que 
l  �� n� �� 
m  �� n� ��

n��X
p��

A�p� l�

�r��l��J z
m
p $ zml �Hmt

f
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Ainsi ce choix de A permet la v�eri�cation des conditions de raccord en j  �	 De la m�eme
fa�con� On montre que la condition de raccord en j �� revient �a v�eri�er

�X
t��

n��X
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0l��r��l��J �
��n��X
p��

A�p� l�

�r��l��J r��l�
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La derni�ere �equation du syst�eme ��	��� nous montre que pour le m�eme choix de A� 
l  �� n���
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A�p� l�

�r��l��J r��l�
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On a donc trouv�e toute une famille de solutions particuli�eres qui v�eri�ent les �equations
du sch�ema de la bande	 Ces solutions s�interpr�etent comme des sommes in�nies de r�e�exions	
Dans la grille grossi�ere la solution s��ecrit alors

Unk
nj  r�n��j $R�r�n��

�j

$
n��X
l��

�
tfl

�� �X
t��

At��
�
Tg

�
l

��r��l��J�
�
r�n���jei�nk�t

��	���

et dans la grille �ne

unk�mj  
n��X
l��

� �X
t��

�
At��Tg

�
l

�
r��l�

j � r��l�
�J�j zml ei�nk�t��	���

avec A�p� l�  �R�p� l�r��l��J 	 Ce calcul de solutions ondes planes va nous permettre �a l�aide
de l�analyse de stabilit�e d�une interface seule �cf	 �	�� d�analyser celle de notre sch�ema dans
le cas de la bande	

����� Interpr�etation de la solution ondes planes en terme de stabilit�e�

On peut r�e�interpr�eter ces solutions en ondes planes pour � complexe avec ���� su�sam�
ment grande comme les coe�cients de la transform�ee de Fourier�Laplace	
Ainsi on peut calculer la solution g�en�erale �not�ee vg �a gauche et vf �a droite� correspondant

�a une onde incidente de transform�ee de Laplace g���t� en appliquant la transform�ee de
Laplace inverse �����������

�vg�j  
�

��

Z �
�t

�iA

� �
�t

�iA
Unj���t�g���t�d�

�vf �j  
�

��

Z �
�t

�iA

� �
�t

�iA
uj���t�g���t�d�

��	���

On a montr�e dans le cas d�une seule interface �cf	 �	��� que l�analycit�e des solutions ondes
planes dans le demi�plan ����� � �� nous permettait de calculer la transform�ee inverse de
Fourier Laplace sur l�axe r�eel par une d�eformation de contour et donc de nous assurer de
la stabilit�e du sch�ema	 L�analycit�e des coe�cients R�� R� tp et T pour ���� � �� �etant
d�emontr�ee� il reste �a nous occuper de la s�erie	
On remarque que la solution telle que donn�ee par ��	��� et ��	��� fait intervenir la matrice

MJ  
�X
t��

�
At��


�����	���

o�u A est le produit de la matrice de r�e�exion d�e�nie en ��	��� par la matrice de propagation
P d�e�nie par

P  

�BBBBBBB�

�r����J
	 	 	

�r�� $ �l�
n�t�

�J

	 	 	

�r�� $ ��n��	�
n�t ��J
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Lorsque � a une partie imaginaire grande et positive� il est facile de v�eri�er que kA���k 	 �
�lorsque ���� � $�� on a A��� � ��	 La s�erie d�e�nie en ��	��� est alors normalement
convergente et on peut substituer

MJ���  �I �A��� �����	���

Lorsque l�on va d�eformer le contour pour se ramener �a l�axe r�eel dans la formule de Laplace
inverse� on peut tomber sur un �eventuel � du demi plan complexe ���� � � tel que

�v � Cjj n��I �A�v  �

Dans ce cas� la formule des r�esidus va faire appara��tre en plus de l�int�egrale sur l�axe r�eel
un terme de la forme �e����	�t�k qui explose exponentiellement avec k	 Dans ce cas� nous
reviendrons sur ce point mais il peut y avoir instabilit�e forte du sch�ema	
Notre �etude de stabilit�e se r�eduit donc �a chercher v � Cjj n� tel que �I � A�v  �� soit

v � Cjj n tel que �I � RP �v  � autrement dit nous devons donc r�esoudre un probl�eme aux
valeurs propres	
Posons

�p  �Gp���t�al  r�� $
��l

n�t
��n � r�� $

��l

n�t
�n�

K  r�n���� �
n��X
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n�t
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on a alors
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K
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B poss�ede une valeur propre nulle multiple �n�� fois� associ�ee aux vecteurs propres�BBBBBBBBBBBB�
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La derni�ere valeur propre de B est
n��X
l��

al�l associ�ee au vecteur propre

�BBBBB�
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Cherchons �a r�esoudre �I �RP �v  �	 On a

I �RP  I � � �KB � I�P

 �I $ P ��I � �I $ P ��� �
KBP �

 �I $ P �P���P � P �I $ P ��� �
KBP �

 �I $ P ��I � P �I $ P ��� �
KB�

Si ����t� � �� jr�� $ �il�
n�t�j 	 �� donc I $ P est inversible Il nous reste donc �a r�esoudre

KX  P �I $ P ���BX

Posons .  P �I $ P ���	 C�est une matrice diagonale ce qui simpli�e le calcul des valeurs
propres de .B	

.B  

�B� ����ao ��� ����an��
			

	 	 	
			

�n���n��a� ��� �n���n��an��

	CA
a pour valeurs propres � et

n��X
�

�l�lal	 Les seules pulsations susceptibles de rendre I � RP

non inversible pour ���� � � annulent donc
n��X
l��

�l�lal �K

Les p�oles de la transform�ee de Fourier Laplace de la solution v�eri�ent ainsi dans le demi
plan ���� � �

P ���t� J� ��� �  ���	���
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P ���t� J� ��  
n��X
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�
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��J
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��J
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n��X
l��

�Gl���t�r�� $
��l

n�t
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Contrairement au cas de deux domaines in�nis o�u la stabilit�e est assur�ee sous la condi�
tion C	F	L	 usuelle� on voit donc que dans le cas d�une bande� une relation suppl�ementaire
intervient pour l��etude de la stabilit�e	 C�est cette relation qui fait toute la di��erence	
L��equation ��	��� est tr�es di�cile �a r�esoudre analytiquement� nous allons donc tenter de

caract�eriser l��eventuel p�ole par des r�esolutions num�eriques	
La d�etection syst�ematique de p�oles s�est av�er�ee d�elicate �a cause des caract�eristiques de

P � m�eme avec un point de d�epart proche de la solution de ��	����lorsqu�on la conna��t d�ej�a��
la recherche de l�annulation de P par une m�ethode de Newton est tr�es di�cile� le bassin
d�attraction �etant tr�es petit	 Une m�ethode de minimisation de jP j� s�est �egalement av�er�ee
tr�es souvent d�e�ciente �a cause de minima locaux tr�es pr�es de la solution	
La solution la plus adapt�ee a �et�e de repr�esenter les courbes de niveaux de �P � et ��P �

en fonction de � sur des grilles tr�es �nes	
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Fig� �	� ' Courbes de niveaux de �P � et ��P � en fonction de ��t

On a repr�esent�e sur la �gure �	�� les courbes de niveaux de �P � et ��P � dans le cas du
sch�ema ���� pour un nombre de Courant �  �p

�
et une bande de � points	 Une intersection de

ces � courbes est remarqu�ee au point ��t  ������� ���� ������ ce qui signi�e une annulation
de P et donc un p�ole pour la solution	 On peut cependant noter que la partie imaginaire de
ce p�ole est tr�es petite� il se trouve donc tr�es pr�es de l�axe r�eel� cela montre qu�il faudra un
grand nombre de pas de temps pour pouvoir d�eceler l��eventuelle instabilit�e	
Cette m�ethode nous a donc permis de mettre en �evidence un p�ole	 Ce qui implique donc

l�explosion exponentielle de la solution	 Ce r�esultat est �a comparer avec l�exp�erience num�e�
rique pr�esent�ee �gure ��	��	 L�exp�erience num�erique a �egalement donn�e une explosion de la
solution	La partie r�eelle de ce p�ole correspond bien �a la pulsation de l�onde num�erique trouv�ee
lors de l�explosion	 On retrouve �egalement num�eriquement la partie imaginaire du p�ole comme
�etant la pente de la droite y  log�ju�t�j�	

La preuve de l�explosion exponentielle dans ce cas ayant �et�e faite� on peut vouloir chercher
une nouvelle condition C	F	L	 permettant d��eviter cette explosion	 Nous nous sommes donc
int�eress�es �a l��evolution du p�ole en fonction du nombre de Courant	
On repr�esente �gure �	� le d�eplacement du p�ole du sch�ema ��� avec le nombre de Courant

� pour une longueur de bande de �	 Les ��eches indiquent le sens de d�ecroissance de �	
Le p�ole a une partie imaginaire positive pour � � "����* ����#S"����* �����#S"���* ����#	 Ce
fractionnement du segment "�* �# est assez surprenant	 Cependant cette �gure nous montre
qu�il existe une plage de nombres de Courant pour lesquels on a explosion du sch�ema	

��



�
 Analyse de la bande ra�n�ee


0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
0

1

2

3

4

5

6

7

8
x 10

−3

ℜ(ω)

ℑ(ω)

Fig� �	� ' �Evolution du p�ole dans le demi	plan complexe ��� � �� lorsque � diminue

����� Lien entre le p�ole de la solution et la stabilit�e du sch�ema�

Jusqu��a pr�esent� nous avons montr�e que l�existence d�un p�ole de la transform�ee de Fourier�
Laplace de la solution �etait synonyme d�une explosion exponentielle du sch�ema	 Cette ex�
plosion est tr�es g�enante lors des simulations puisqu�elle interdit l�utilisation de ce type de
sch�ema mais peut ne pas correspondre �a un ph�enom�ene d�instabilit�e	 Le raisonnement intuitif
est simple	 Puisque l��etude d�une seule interface a montr�e que la transition d�une grille �a
l�autre se faisait de mani�ere stable� il est surprenant qu�en pr�esence d�une bande ra�n�ee� une
instabilit�e apparaisse	 Nous avons expliqu�e que l�explosion provenait des r�e�exions multiples
dans la bande ra�n�ee	 Dans ce cas� en temps �ni� le nombre de r�e�exions �etant �egalement
�nis� la solution devrait �etre born�ee	 Nous allons tenter de montrer que ce raisonnement est
valide suivant le probl�eme consid�er�e	
Nous avons vu qu�un p�ole en ��p�t� de la transform�ee de Fourier�Laplace de la solution

engendrait une explosion en e���p�t�k o�u k�t  T est le temps de simulation	 Il nous faut
a�n d��etudier la stabilit�e� savoir comment se comporte cette explosion lorsque �t tend vers
�	 On a vu que �p�t �etait solution d�une relation complexe ��	��� d�ependant du rapport
�  �t�h et de J le nombre de points dans la bande ra�n�ee	 Il nous faut maintenant �etudier
le comportement de �p lorsque �t tend vers � pour conclure	 La conclusion va en fait d�ependre
du probl�eme consid�er�e	 On peut en e�et s�int�eresser �a deux probl�emes di��erents	 Le premier
probl�eme consiste �a vouloir ra�ner une bande de nombre de mailles J �x�e alors que dans le
deuxi�eme probl�eme on consid�ere que c�est la longueur physique L  J h qui est �x�ee	 Nous
allons voir que les r�esultats sont radicalement di��erents	

�
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Cas de la bande �a nombre de mailles 	x�e
 Dans ce cas� lorsque �t tend vers �� J
reste constant et la relation ��	��� qui ne d�epend que des variables ��t� J� � admet toujours
la m�eme solution �p�t qui est donc une constante ind�ependante du pas de temps	 On a dans
ce cas instabilit�e� puisque

lim
�t
�



e���p�k�t�

�
 lim

k
�



e���p�t�

�k
 ���	���

Cas de la bande de longueur physique 	x�ee
 Il faut dans ce cas recourir �a une analyse
plus �ne puisque lorsque �t tend vers � �a nombre de Courant et longueur de bande �x�es� J
tend vers�	 Il nous faut alors �etudier le comportement du p�ole� plus exactement de sa partie
imaginaire lorsque J ��	
Notons

rpJ���  r�� $
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��J
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Notons pour chaque J � �J la �ou une� solution si elle existe de

n��X
p��

Bp���
rpJ���

� � rpJ���
� �  �

On a jrpJ���j 	 �	 Il existe donc une sous suite extraite rpJl qui converge	 Si la solution de
la transform�ee de Fourier Laplace de la solution poss�ede un p�ole lorsque J ��� cela signi�e
qu�il existe des sous suites rpJl � PJl extraites de r

p
J � PJ telles que la relation PJl � �  � tende

vers une �equation limite et que cette �equation limite poss�ede au moins une solution	

Supposons que �Jl  
aJl
�t

$ i
�Jl
�t

$ dJl � avec dJl � Cjj � de partie imaginaire positive et
jdj born�e	 A�n d�all�eger l��ecriture� dans la suite nous omettrons les indices Jl	 Nous allons
montrer que � tend vers � lorsque Jl tend vers l�in�ni	 En e�et� supposons �

Jl��
����� alors


p � � p � n� �� 
Jl� jr��Jl $
�p�

n�t
�j 	 �

et donc

p � � p � n� �� lim

Jl
�
rpJl��Jl�  ��

L��equation limite aboutirait alors �a ��  � et il n�y aurait pas de p�ole	 On a donc n�ecessai�
rement � � �	
Faisons maintenant un d�eveloppement limit�e de rpJl��Jl�

�J lorsque Jl tend vers �	 Rap�
pelons que

r���  A����A���

s
�� �

A����

��
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avec A���  �� � h�

�t�
sin��

��t

�
�� On a vu� section �	�	�� que

A��r $
�p�

n�t
$

�

�t
� �
� A��r $

�p�

n�t
� $ i � �sin��r�t$

�p�

n�t
���

ainsi

r�
a

�t
$
�p�

n�t
$ i

�

�t
$ d� �Jl
� r�

a

�t
$
�p�

n�t
� $ ir���r $

�p�

n�t
�� $ r���r $

�p�

n�t
�d�t�

o�u l�on a not�e r����  
dr���

d��t
	

On remarque que r���� n�est pas d�e�ni pour j�j  ��
�t

et �  �� car dans ces cas�

jA���j  �	 Donc sauf ces valeurs particuli�eres que nous �etudions plus loin� on a

r� a�t $
�p�
n�t $ i �

�t $ d��J �J
�


r�

a

�t
$
�p�

n�t
��J $ �d�t$ i��r��

a

�t
$
�p�

n�t
�

��J

�J
� e
�J log



r� a

�t
� �p�
n�t

	



���d�t�i�	

r�� a
�t

�
�p�
n�t

�

r� a
�t

�
�p�
n�t

�

��

Posons Qp���  
r�� a

�t $
�p�
n�t�

r� a�t $
�p�
n�t�

r� a�t $
�p�
n�t $ i �

�t $ d��J �J
� r�
a

�t
$
�p�

n�t
��Je�J�d�t�i�	Qp���

Comme J  L
h  

L�
�t

r� a�t $
�p�
n�t $ i �

�t $ d��J �J
� r�
a

�t
$
�p�

n�t
��Je�L�Qp���de

i�L�Qp���
�

�t

Comme nous le verrons plus loin� pour que l��equation limite ait une solution� il est n�ecessaire
d�avoir jr� a�t $ �p�

n�t�j  �	 Ceci n�est possible que si �cf	 section �	�	��
���
�t

� a

�t
$
�p�

n�t
� ��
�t

avec ��  �asin
�t
h 	

Calculons maintenant Q���� avec � �#���
�t

� �"�#�� ��
�t
"	 Commen�cons par le cas o�u � � �	

On a dans ce cas
r���  A��� $ i

q
��A����

avec

A���  �� � h�

�t�
sin��

��t

�
�

r����  A����� iA���A����p
��A����

 
A����p
��A����

�
q
��A����� iA���

 �i A����p
��A����

�i
q
��A���� $A����

��
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Ainsi

Q����  
r����
r���

 �i A����p
��A����

avec

A����  �� �
��
sin���t� 	 �

et donc si � � �� Q����  ib���� avec b���� � �	
Si � 	 ��

r���  A���� i
q
��A����

r����  A���� $
iA���A����p
��A����

 
A����p
��A����

�
q
��A���� $ iA����

 
iA����p
��A����

�A���� i
q
��A������

et donc�

Q����  
iA����p
��A����

Ici A���� � �� on a donc
Q����  ib���� avec b���� � �

Dans le cas o�u �  �� on peut dans ce cas d�e�nir b���� par continuit�e	 En e�et�

lim
� � ��

�iA����p
��A����

 lim
� � ��

iA����p
��A����

 ��

on a donc b����  �

On a donc 
� �#���
�t

�
��
�t
#� Q����  ib���� avec b���� � �	 Dans la suite nous noterons

bp���  b��� $
�p�

n�t
�  ��Qp����	 Ainsi

r� a�t $
�p�
n�t $ i �

�t $ d��J �J
� r�
a

�t
$
�p�

n�t
��JeiBp���e�Cp���

avec
d  dr $ idI
Bp���  �Ldr�bp���

Cp���  �L�bp��� �dI $
�

�t
�

dr et dI sont des quantit�es born�ees	 En dehors des voisinages de
���
�t �

��
�t que nous �etudions

plus loin bp��� est �egalement born�ee	
A�n� que r��J�

�J ne tende pas vers � avec �t� et que l��equation limite puisse avoir une
solution il est donc n�ecessaire que ��� jr� a

�t $
�p�
n�t�j  �

� � C�t
��	���

��
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Finalement� si p�ole il y a lorsque �t tend vers �� il est de la forme

�J  
a

�t
$ i�$ d$ iO��t�

avec � � IR� born�e et a� d deux r�eels quelconque	 L�equation limite de la sous suite extraite
PJl v�eri��ee par le p�ole est alors de la forme

X
pP

�Gp�a�



r�

a

�t
$
�p�

n�t
��n � r�

a

�t
$
�p�

n�t
�n
�

ei�
l
pe��Lbp�

a
�t

	�

�� ei�
l
pe�� L�bp�

a
�t

	
 

r�n a
�t�

�� �
n��X
l��

�Gl�a�r�
a

�t
$

��l

n�t
�n

��	���

o�u

P  fp� � � p � n� �� jr� a
�t
$
�p�

n�t
�j  �g

ei�
l
p  ei d L� bp�

a
�t

	ei�
l
�

ei�
l
�  lim

Jl
�
r�

a

�tl
$
�p�

n�tl
��Jl

En posant ��  �L�� on peut �ecrire�

X
pP

�Gp�a�



r�

a

�t
$
�p�

n�t
��n � r�

a

�t
$
�p�

n�t
�n
�

ei�pe���bp�
a
�t

	

�� ei�pe���bp�
a
�t

	
 

r�n a
�t�

�� �
n��X
l��

�Gl�a�r�
a

�t
$

��l

n�t
�n

��	���

dont la solution s��ecrit
�  

a

�t
$ i

��
L�

$ dr

Nous pouvons maintenant expliciter l�explosion dont nous avons parl�e dans le cas d�un
p�ole	 Nous avons vu que pour une longueur de bande J � la solution avait un comportement

en ek���J��t� avec ���J� � �	 Nous pouvons maintenant �ecrire lorsque J ��

ek���J��t � ek
��
L�

�t

� e
��T

L�

La solution est donc born�ee par une constante ind�ependante des pas de discr�etisation� seul
le rapport � et les param�etres physiques T et L interviennent� on a donc stabilit�e	 Toutefois�
cette constante augmente exponentiellement avec le temps de simulation et diminue avec la
longueur de la bande	 On retrouve le r�esultat intuitif qui est que l�explosion d�epend du nombre
d�aller�retour dans la bande ra�n�ee durant le temps de simulation	 Ce nombre d�epend bien
�evidemment du rapport T�L	

Cas o�u r���� n�est pas d�e	ni Dans le cas o�u �  	 ��
�t
� r���� n�est pas d�e�ni� n�eanmoins

on peut tout de m�eme faire un d�eveloppement limit�e au voisinage de ces deux valeurs critiques�

tout en restant dans l�intervalle "� ��
�t �

��
�t # 	 En supposant que le p�ole s��ecrive �J  

��
�t

� �

��
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avec � complexe de partie imaginaire positive� et de partie r�eelle positive� on �ecrit �A���� est
d�e�nie�	

A� ���t � �� ���t
� A�
��
�t �� �A�� ���t�

���t
� �� $ �C�t

avec
C  � sin�asin�� cos�asin�� � �

or r� ���t � �� est d�e�ni par

r�
��
�t

� ��� $ �  �A�
��
�t

� ��r�
��
�t

� ��

Soit
�r�

��
�t

� �� $ ��� � �� Cr� ��
�t

� ���

Comme r� ���t � �� � ���

�r�
��
�t

� �� $ ��� � ����t C
� ���t�ei� C
� ��t�ei����	 C

avec �  �ei�	 Donc d�apr�es la d�e�nition de la racine carr�ee choisie ��	�	��� on peut alors �ecrire

r�
��
�t

� �� ���t
� �� $ i�
p
���tCei

���
� ��

Ainsi

r�
��
�t

� ���J �J
� e��J
p
���tCei

���
�

�J
� e��J
p
���tC�sin� �

�
	�i cos� �

�
		

Soit� comme J  L�
�t

r�
��
�t

� ���J ��t
� e
�� L�p

�t

p
��C�sin� �

�
	�i cos� �

�
		

A�n que r� ���t � ���J ne tende pas vers �� il est donc n�ecessaire d�avoir

p
��C sin�



�
� � Cste

p
�t

et donc
����  O�

p
�t�

On peut agir de m�eme en ���
�t � en supposant que �J  

���
�t

$� avec � complexe de partie

imaginaire positive� et de partie r�eelle positive� on peut �ecrire

A�
���
�t

$ �� ���t
� �� $ ��tC

avec
C  � sin��asin�� cos�asin�� � �

��
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et

r�
���
�t

$ ���J �J
� �� $ i�
p
���tCei

���
� ��

On trouve �egalement
����  O�

p
�t�

On a donc dans ces deux cas critiques un p�ole s��ecrivant

�J  
	��
�t

$ i�
p
�t$ d

avec �d� born�ee et ��d�  O��t�� soit en posant ��  �L�

�J  
	��
�t

$ i
��
L�

p
�t$ d

Ce p�ole v�eri�e l��equation

X
pP

�Gp����



r�
��
�t
$
�p�

n�t
��n � r�

��
�t
$
�p�

n�t
�n
�

ei�pe���K

�� ei�pe���K
 

r�n ��
�t �

�� �
n��X
l��

�Gl����r�
��
�t
$

��l

n�t
�n

��	���

o�u K et p sont des constantes
On r�esume tout ceci dans le

Th�eor�eme � Si la transform�ee de Fourier de Laplace de la solution poss�ede un p�ole �p
lorsque �t� �� il v�eri�e l��equation

X
pP

�Gp��p�



r��p $

�p�

n�t
��n � r��p $

�p�

n�t
�n
�

ei�pe���K

�� ei�pe���K
 

r�n�p�
�� �

n��X
l��

�Gl��p�r��p $
��l

n�t
�n

��	���

avec

� ���p� born�ee si j��p�j � �asin���
�t

� ���p�  O�
p
�t� si j��p�j  �asin���

�t

Corollaire � L�explosion de la solution est born�ee par une constante d�ependant du rapport
T
L

� jukj j � C����e
��

T
L si la fr�equence de l�explosion est di��erente de �asin��	

�t

� jukj j � C����e
��
p
�t T

L si la fr�equence de l�explosion est �egalle �a �asin��	
�t

avec �� � IR� et C��� une constante ne d�ependant que du rapport �t
h et des conditions

initiales�

��
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����� Cas de l�onde parasite �evanescente pour un ra�nement ����

Nous �etudions dans cette section les solutions de ��	��� pour un ra�nement ���� dans le

cas o�u l�onde parasite est �evanescente	 C�est �a dire que si � � " ��
��t

�
�

��t
# est la pulsation de

l�onde incidente� jr�� $ �

�t
�j 	 �	 Pour que ceci soit vrai quelque soit �� ceci est �equivalent

�a prendre � 	
p
�
� 	

En e�et� 
� � " ��
��t

�
�

��t
#� j� $ �

�t
j � �

��t
� de plus pour que � $

�

�t
corresponde �a une

onde �evanescente cela signi�e que j� $ �

�t
j � �

�t
asin���	 On doit donc avoir

�asin��� 	
�

�

soit
�t

h
	

p
�

�
��	���

Nous allons voir que cette restriction� permet d�assurer que la transform�ee de Fourier Laplace
de la solution n�a pas de p�ole et qu�il n�y a donc pas explosion exponentielle de la solution	
La relation ��	��� dans le cas n  � s��ecrit

�G����t�
�
r�� � r�

� r�J

��r�J $
�G����t�

�
r��� � r��

� r�J�
��r�J�

R�� � �G����t�r� � �G����t�r��
 ���	���

o�u

r  r��� �G����t�  
�

�

sin����t�

sin����t� �
 cos��

��t

�
�

r�  r�� $
�

�t
� �G����t�  

�

�

sin����t�

sin����t� $ ��
 sin��

��t

�
�

R  r����

��	���

Conform�ement �a ce que nous avons vu �a la section pr�ec�edente� on peut supposer que si
l��equation ��	��� poss�ede une solution pour une sous�suite extraite Jl� on a �Jl � a � IR
tel que r�a�  ei� � � r�eel et r�Jl �Jl
� �  ei�eq� avec  � IR et q � IR�	 On a de plus
r�a$ �

�t�  �b� � 	 b 	 �� ce qui entra��ne r�Jl� �Jl
� �	
L��equation limite s��ecrit alors

�G��a�t�
�
r�� � r�

� �
���

R�� � �G��a�t�r� � �G��a�t�r��
 ���	���

Soit�
�G��a�t�

�
r�� � r�


$R�� � �G��a�t�r

� � �G��a�t�r
�
�

�  R�� � �G��a�t�r

� � �G��a�t�r
�
�

Comme j�j 	 �� on doit donc avoir����G��a�t�
�
r�� � r�


$R�� � �G��a�t�r

� � �G��a�t�r
�
�
���� 	 ���R�� � �G��a�t�r

� � �G��a�t�r
�
�
����

��



�
 Analyse de la bande ra�n�ee


C�est��a�dire en notant +  R�� � �G��a�t�r
� � �G��a�t�r

�� �

j+$ �G��a�t�
�
r�� � r�

� j� 	 j+j�

Comme r  ei� � on a r�� � r�  ��i sin���� et donc

j+$ �G��a�t�
�
r�� � r�


j�  j+j� $ � cos��a�t

�
� sin����� � � cos��a�t

�
� sin������+�

Ainsi la relation �a v�eri�er est

cos��
a�t

�
� sin������ cos��a�t

�
� sin������+� 	 ���	���

Comme a�t � �arcsin� avec � �
p
�
� � a�t 	 � et cos�a�t� � � �	 On a donc

cos��
a�t

�
� sin����� ���+� sin���� 	 �

soit comme +  R�� � cos��a�t� �ei�� � b� sin��a�t� �

��+�  ��R���� cos��a�t
�
� sin���

On doit donc v�eri�er

� cos��
a�t

�
� sin����� ���R��� sin���� 	 �

Maintenant comme � est r�eel� R est soit r�eel soit complexe de module �	 SiR est r�eel ��R���  
� et l��equation n�a pas de solution	 Si R est de la forme ei�� alors ��R���  � sin���
La relation devient donc simplement

� cos��
a�t

�
� sin����� $ sin��� sin���� 	 �

On doit donc n�ecessairement avoir sin��� sin���� 	 �	 Nous allons montrer que ceci n�est pas
possible car ces deux quantit�es sont de m�eme signe	
Comme jr�a�j  � et jr��a�j  �� on a ��� 	 a�t 	 �� et ��� 	 �a�t 	 ��	 De plus

comme jr�a$ ��j 	 �� on a �� $ �� 	 a�t 	 � � ��
�Etudions tout d�abord le cas o�u �a�t est positif	 On a vu section �	�	� �gure �	�� que

lorsque a�t � "�� ��# � r  ei� avec � fonction croissante de a variant entre � et �	 Donc
lorsque �a�t d�ecrit "�� ��#� � d�ecrit "�� �# et � d�ecrit l�intervalle "�� �#	 Nous allons d�eterminer
ce �	
Pour poursuivre� rappelons que r�a� est solution de

r�a�� � ��� � �

��
sin��

a�t

�
��r�a� $ �  �

Donc si r  ei�

ei� $ e�i�

�
 �� �

��
sin��

a�t

�
�

cos���  �� �

��
sin��

a�t

�
�

��
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d�o�u

�� sin��
�

�
�  sin��

a�t

�
�

�� cos���� �  �� � sin��a�t� �
de m�eme

r��a�� ��� � �

��
sin��a�t��r��a� $ �  �

d�o�u comme R  ei�

cos���  �� �
��
sin��a�t�

�� sin���� �  sin
��a�t�

�� cos���� �  �� � sin��a�t�
Posons donc �  �� ceci est �equivalent �a �a�t  �arcsin���� et cherchons �	
On sait donc que cos���  �� �

�� sin
��a�t� �� avec a v�eri�ant sin�a�t�  �	

sin��a�t�  ��  � sin��a�t� � cos
��a�t� �

 � sin��a�t� ���� sin��a�t� ��
Posons X  sin��a�t� � et r�esolvons

��X� $ �X � ��  �

Les deux solutions sont

X  
�	p�� ��

�

or comme a�t 	 �� et a�t 	 � � �� on sait que a�t 	
�
� et donc sin

��a�t� � 	
�
� 	 On peut

donc choisir la solution qui est

sin��
a�t

�
�  

��p�� ��

�

Et donc

cos���  �� ��
p
�� ��

��

Maintenant� comme � 	 � 	 �� p
�� �� � �� ��

��
p
�� �� 	 ��

��p�� ��

��
	 �

�� ��
p
�� ��

��
� �

On a donc cos��� � �� ce qui signi�e comme � � � que � 	 �
� et donc que sin���� � �	

On a donc montr�e que si sin��� � � on a aussi sin���� � �� en proc�edant de la m�eme
mani�ere� on montrerait que si sin��� 	 � on a �egalement sin���� 	 �	 Ainsi sin��� sin���� est
toujours positif	 Ceci signi�e que dans le cas o�u jr�j 	 �� la relation ��	��� n�a pas de solution	
On peut donc ennoncer le

Th�eor�eme � Dans le cas d�un ra
nement �	�� si � 	
p
�
� � la transform�ee de Fourier Laplace

de la solution n�a pas de p�ole et il n�y a pas explosion exponentielle du sch�ema�

��
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����� Cas de l�onde parasite �evanescente pour un ra�nement ��n

Le m�eme type de r�esultat peut �etre obtenu pour un ra�nement ��n	 Supposons que si

� � " ��
n�t

�
�

n�t
# est la pulsation de l�onde incidente�

r�� $
�
�

n�t
�  �b�� � 	 b� 	 � 
  �� n� ��

Cela signi�e que


� � " ��
n�t

�
�

n�t
# � $

�
�

n�t
�
�

�t
��

et donc
�� 	

�

n

Soit
�t

h
	 sin

�

�n

On a donc r�� $
�
�

n�t
��Jl �J
� �

 � �	 Supposons que r��Jl��Jl �Jl
� �  ei�e�q

En supposant que �J  
a

�t
$ i� $ b La relation ��	��� se r�eduit alors �a

�G��a�
�
r� a

�t �
�n � r� a�t�

n
�
�

r�n���� �Pn��
l��

�Gl�a�r�� $
��l
n�t �

n
 �

Posons

+  r�n���� �
n��X
l��

�Gl�a�r�� $
��l

n�t
�n

La relation s��ecrit donc
�G��a�



r�

a

�t
��n � r�

a

�t
�n
�
�  +

De la m�eme fa�con que dans le cas du ra�nement ���� comme j�j 	 �� cette �equation revient
�a v�eri�er

��G
�
��a� sin

��n��� ��G��a� sin�n����+� 	 �
Soit comme �G��a�  

sin��na
�
	

sin��a
�
	
� ��

�G��a� sin
��n��� sin�n����+� 	 �

Or
��+�  ��r�na

�t
����� �G��a� sin�n��

On doit donc v�eri�er

��G��a� sin
��n�����r�n a

�t
���� sin�n�� 	 �

Deux cas se pr�esentent� soit r�n a
�t� est r�eel auquel cas l��equation n�a pas de solution� soit

r�n a
�t�  ei� auquel cas ��r�n a

�t�
���  � sin��� et la relation revient �a v�eri�er

��G��a� sin
��n�� $ sin��� sin�n�� 	 ���	���

�
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Comme �G��a� � �� pour que cette �equation soit v�eri��ee� il est n�ecessaire que sin��� sin�n��
soient de signes oppos�es	 Nous allons voir que c�est impossible	
Commen�cons par montrer que si � � "�� �#� � � "�� �

n #	 On sait que 
a � "�� �asin�# la
fonction qui associe �a a arg�r� a

�t �� est une fonction croissante	 Il nous su�t donc de montrer
que si �  �� � 	 �

n 	 Nous avons vu que

�� sin���� �  sin
��na� �

�� sin���� �  sin
��a� �

Comme� � � "�� �# et � � "�� �# on a donc
� sin��� �  sin�

na
� �

� sin��� �  sin�
a�t
� �

et donc

sin�
�

�
�  

�

�
sin�

asin�� sin��� ��

n
�

On s�int�eresse �a � lorsque �  �� on consid�ere donc la fonction

f���  
�

�
sin�

asin�� sin��� �

n
�

On pose �  asin��� et

F ���  
sin��n�

sin���

F ��� est une fonction croissante	 En e�et�

F ����  
�
n cos�

�
n� sin���� sin��n� cos���

sin����

Divisons F ���� par cos��n� cos��� �qui est strictement positif car � �#�� �"� et posons

G���  
�

n
tan���� tan��

n
� �

G���  �

et

G����  
�

n cos����
� �

n cos���n�

Comme � � "�� �
� #�

�
n 	 �� cos���n� � cos

���� et donc G���� � �� on en d�eduit que G��� � �
donc que F ���� � � et que F ��� est croissante	 Comme �  asin��� et que asin est une
fonction croissante� le maximum de f��� est donc atteint pour �  �� f���  �	 On en d�eduit
donc que si � � "�� �#� alors � � "�� �

n #	 Ainsi si sin��� � �� alors sin�n�� � �	 Le m�eme
raisonnement permettrait de d�emontrer que si sin��� 	 �� alors sin�n�� 	 �	
Ainsi le produit sin��� sin�n�� est toujours positif et on peut �ecrire le

Th�eor�eme  Dans le cas d�un ra
nement �	n� si �t
h 	 sin� ��n �� la transform�ee de Fourier

Laplace de la solution est analytique�

��
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Corollaire � Dans le cas d�un ra
nement �	n� si �t
h 	 sin� ��n �� il n�y a pas explosion expo	

nentielle de la solution�

Remarque � On peut interpr�eter ce r�esultat assez facilement� puisque le nombre de Courant
pour lequel l�explosion exponentielle dispara��t co��ncide avec celui pour lequel toutes les ondes
parasites deviennent �evanescentes� On peut donc penser que ce sont les ondes parasites qui
font exploser le sch�ema�

Cette �etude nous a donc en�n permis d�apporter une r�eponse sur la stabilit�e des sch�emas
d�interpolation temporelle dans le cas d�une bande	 Contrairement aux cas d�interface simple
qui sont stables sous la condition C	F	L	 usuelle �t 	 h� le sch�ema appliqu�e sur une bande
ra�n�ee peut �etre instable� o�u exponentiellement croissant sous cette m�eme condition	 Une
m�ethode nous permet maintenant de d�eterminer s�il y aura explosion du sch�ema	 Toutefois�
cette m�ethode n��etant pour le moment pas automatisable� si dans le cas d�une bande �a nombre
de mailles �xe� on veut trouver des conditions de stabilit�e reliant par exemple� le nombre de
courant �a la longueur de la bande il faudra recourir �a des exp�eriences num�eriques	

��� R�esultats num�eriques�

Dans cette partie� nous �etudions l�explosion du sch�ema	 En e�et� les r�esultats de pr�ecision
du sch�ema trouv�es pour une interface simple sont les m�emes dans le cas d�une bande ra��
n�ee	 Plus exactement lorsque l�explosion n�appara��t pas� que ce soit parce que le temps de
simulation est trop court o�u parce que le rapport �t

h est su�samment petit pour qu�elle soit
inexistante� les r�e�exions aux interfaces sont imperceptibles	 L��el�ement nouveau est v�eritable�
ment cette explosion	 En e�et� dans certaines con�gurations� pour des temps de simulation
plus longs� on commence �a d�eceler ce ph�enom�ene	 Comme nous l�avions vu analytiquement
�a nombre de points dans la bande �x�e� l�explosion rencontr�ee d�epend alors du nombre du
nombre de Courant �  �t

�x de fa�con tr�es complexe	 On cherchera dans la deuxi�eme section
�a caract�eriser cette explosion	

����� Mise en �evidence de l�instabilit�e�

On pr�esente ici des enregistrements en un point de la grille �ne pour des exemples de
simulation pour des ra�nements ��� ��� et ���� pour � nombres de Courant di��erents	 La
longueur de la bande est �egale �a �	 Les temps de simulation �etant tr�es grands devant la
longueur d�ondes de la source� l�onde incidente appara��t ici tr�es �ne mais est tout de m�eme
discr�etis�ee correctement �environ �� points par longueur d�onde�	 D�autre part� lorsque la
solution explose nous sommes oblig�es pour des raisons �evidentes de changer l��echelle des
ordonn�ees et l�onde incidente n�appara��t plus	 Sur la �gure ��	�� c�est �a dire pour un nombre
de Courant de �p

�
� la solution pour le sch�ema ��� explose� alors que les deux autres n�explosent

pas	 Sur la �gure ��	��� c�est �a dire pour un nombre de Courant de �p
�
aucune solution

n�explose	
L�explosion d�epend donc du degr�e de ra�nement choisi ainsi que du nombre de Courant	

Nous verrons qu�elle d�epend �egalement de la largeur de la bande	

��
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Fig� �	� ' R�esultats de simulation en pr�esence d�une bande ra
n�ee pour les sch�emas ��� ��a
gauche� ��� �au milieu� et ��� ��a droite� pour un nombre de Courant de �p

�

����� Caract�erisation de l�instabilit�e�

A�n de valider l��etude th�eorique de stabilit�e� on pr�esente �gure �	� une simulation du
sch�ema ��� pour un temps long ������� pas de temps grossier� avec une bande ra�n�ee de � pas
d�espace	 Le nombre de Courant �t

dx est de
�p
�
	 La solution explose en ���� pas de temps	 Nous

avons simul�e sur un tr�es grand nombre de pas de temps a�n de mieux d�etecter la fr�equence
qui explose	 La transform�ee de Fourier de la solution nous donne une pulsation d�explosion de
�����
�t qui est la partie r�eelle du p�ole d�etect�e dans l��etude th�eorique	 A�n de retrouver la partie
imaginaire du p�ole� on repr�esente �egalement le log du module de la solution en fonction du
pas de temps	 La droite trac�ee nous montre le caract�ere exponentiel de l�explosion	 La pente
de cette droite ����� ����� est �egale �a la partie imaginaire du p�ole d�etect�e	
On montre ensuite �a l�aide d�exp�eriences num�eriques r�ealis�ees dans le cas de ra�nement

��� que la pente de cette droite diminue avec le nombre de point dans la grille �ne �gure �	�	
Le tableau �	�qui repr�esente les pentes mesur�ees des fonctions y  log�ju�t�j� pour � valeurs
de J et deux valeurs de � con�rme que � est inversement proportionnel �a J � ce que nous

��
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Fig� �	� ' R�esultats de simulation en pr�esence d�une bande ra
n�ee pour les sch�emas ��� ��a
gauche� ��� �au milieu� et ��� ��a droite� pour un nombre de Courant de �p

�

avions vu dans l��equation ��	���	
L�explosion semblant d�ependre de l��epaisseur de la bande� on a cherch�e �a voir si pour

chaque longueur de bande� il n�existait pas une condition permettant d��eviter cette explosion�
c�est �a dire une sorte de condition C	F	L	 Pour cela� pour chaque longueur de bande on re�
cherche un nombre de Courant limite par dichotomie	 On a repr�esent�e �gure �	�� les r�esultats
obtenus	
A la vue de ces r�esultats� il semblerait donc qu�il n�y ait pas r�eellement un nombre de

Courant limite mais plut�ot une bande limite	 Ceci peut s�expliquer gr�ace �a la �gure �	�	
Le fait que le p�ole ne reste pas constamment dans le plan ����� � �� ne favorise pas une
recherche de limite par dichotomie et incite donc �a consid�erer les r�esultats avec prudence	
Toutefois il existe toujours des valeurs de � pour lesquels on est s�ur de ne pas avoir explosion	
Malgr�e tout cette condition devient assez contraignante dans le cas du sch�ema ���� et laisse
pr�esager des nombres de Courant tr�es petit pour des dimensions sup�erieures et donc de la
dispersion ainsi que des temps de calcul plus longs	 On retrouve �egalement le r�esultat de
la section pr�ec�edente� �a propos de l�existence d�une condition de disparition de l�explosion

��
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�
� A gauche un zoom de la transform�ee de Fourier� �a droite le log de la valeur

absolue ainsi que la droite de r�egression

valeur de � mesur�ee pour �  ������ valeur de � mesur�ee pour �  ���

J ���� �	��� E�� �	���E��

J ���� �	��� E�� �	���E��

Tab� �	� ' Tableau repr�esentant les pentes mesur�ees des droites y  log�ju�t�j� dans le cas
d�un ra
nement �	� lorsqu�il y a explosion� La pente ��� est divis�ee par deux lorsque J est
multipli�e par deux� pour J grand� Ceci illustre donc le r�esultat de l��equation ������

lorsque J tend vers l�in�ni	 En e�et� dans le cas du ra�nement ���� la condition �t�h 	
p
�
�

est clairement mise en �evidence	 Pour les autres ra�nements� le r�esultat est moins clair� mais
n�est toutefois pas contradictoire avec les calculs	
Ces exp�eriences num�eriques nous ont permis de valider la caract�erisation de l�explosion

mais �egalement de r�epondre aux questions qui n�avaient pu �etre r�esolues th�eoriquement �a
propos de l�existence d�une condition C	F	L	
Cette �etude nous a donc permis d�analyser le sch�ema d�interpolation temporelle	 Elle fait

appara��tre qu�il peut �etre instable ou exploser exponentiellement	 Dans les deux cas il est de
toutes fa�cons inutilisable et nous incite donc �a la recherche d�autres sch�emas dont la stabilit�e
ou l�explosion serait plus ais�ee �a contr�oler	
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Fig� �	� ' logarithme n�eperien de la solution en un point au cours du temps pour deux simu	
lations de ra
nement de maillage �	�� �a gauche avec ���� points dans la grille �ne� �a droite
avec ���� points� La pente de la droite diminue� une mesure plus pr�ecise montre qu�elle est
divis�ee par �� Ceci con�rme que la pente de la droite ��� est proportionnelle �a ��J �
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Chapitre �

Extension du sch�ema aux �equations
de Maxwell

Nous avons pr�esent�e l��etude de stabilit�e d�un sch�ema d�interpolation temporelle pour
l��equation des ondes	 La m�eme �etude peut �etre faite pour d�autres choix d�interpolation ainsi
que pour des sch�emas de ra�nement pour les �equations de Maxwell	 Mais notre sentiment est
que ce type de sch�ema conduit syst�ematiquement �a une instabilit�e	 On pr�esente n�eanmoins�
quelques exemples de sch�emas possibles pour les �equations de Maxwell� ainsi qu�une extension
�a � dimensions	 L�analyse th�eorique de ces sch�emas n�a pas �et�e faite mais une analyse pure�
ment num�erique �a travers un grand nombre de simulations a �et�e r�ealis�ee	 Dans tous les cas�
nous avons pu trouver au moins un nombre de Courant inf�erieur �a �� pour lequel l�instabilit�e
a �et�e constat�ee	 Ce nombre a parfois �et�e di�cile �a d�eceler	

�� Cas �D

On pr�esente ici� diverses propositions de sch�emas a�n d�appliquer le sch�ema d�interpolation
aux �equations de Maxwell 	
On rappelle que les �equations de Maxwell en �D s��ecrivent�����������������������������

�u

�x
� �v

�t
 � x � R

�v

�x
� �u

�t
 � x � R

u�x� ��  u��x�

v�x� ��  v��x�

��	��

Dans chaque cas pr�esent�es ci�dessous� on r�esout les �equations de Maxwell� en appliquant
le sch�ema de Yee dans � grilles de discr�etisations di��erentes	 La grille �ne est localis�ee en
x � �� la grossi�ere pour x � �	

���
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���������������

u
k� �

�

j� �
�

� u
k� �

�

j� �
�

�t
� vkj�� � vkj

h
 �

vk��
j � vkj
�t

�
u
k� �

�

j� �
�

� u
k� �

�

j� �
�

h
 �

��	��

Il reste ensuite �a trouver les �equations de raccords entre les grilles	 On choisit de raccorder les
grilles sur v	 On pr�esente ici trois types de raccord retenu� le premier concerne un rapport de
ra�nement de �� mais peut s��etendre a tout ra�nement de rapport impair	 Les deux suivants
concernent un rapport de ra�nement de �	

����� Un sch�ema de ra�nement ���

Ce sch�ema poss�ede l�avantage de ne pas voir se d�ecaler les valeurs de u entre les grilles
�nes et grossi�eres

points interpol�es

Fig� �	� ' Sch�ema de l�interpolation �a l�interface pour un ra
nement triple

En j �� pour le calcul de v on va simplement prendre le point de la grille �ne n�ecessaire
au sch�ema de Yee sur la grille grossi�ere� l��equation devient alors

�vg�
��k��	
�j � �vg��k�j

�t
�
�uf �

��k� �
�
	

��j� �
�
	
� �ug���k�

�
�
	

��j� �
�
	

h
 � pour j  ����	��

Pour le calcul de u l�approximation d�ependra de l�it�eration en temps car les �el�ements de

la grille grossi�ere ne sont calcul�es qu�une fois sur trois	 Ainsi pour le calcul de �uf �
�k� �

�

j� �
�

on a

�uf �
�k� �

�

j� �
�

� �uf ��k�
�
�

j� �
�

�t
� �vf �

�k
j�� � �vg��kj

h
 � pour j  ����	��
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Pour le calcul de �uf �
�k� �

�

j� �
�

on approche �vg�
�k��
j � �

� ���vg�
�k
j $ �vg�

��k��	
j � et on obtient

�uf �
�k� �

�

j� �
�

� �uf ��k�
�
�

j� �
�

�t
� �vf �

�k��
j�� � �

����vg�
�k
j $ �vg�

��k��	
j �

h
 � pour j  ����	��

Et pour le calcul de �uf �
�k� 	

�

j� �
�

on approche �vg�
�k��
j � �

���vg�
�k
j $��vg�

��k��	
j � et on obtient

�uf �
�k� 	

�

j� �
�

� �uf ��k�
�
�

j� �
�

�t
� �vf �

�k��
j�� � �

���vg�
�k
j $ ��vg�

��k��	
j �

h
 � pour j  ����	��

Pour ce sch�ema� on obtient des r�esultats tr�es proches de ceux d�ecrits pour l��equation des
ondes	 En e�et� la stabilit�e pour une interface seule peut �etre mise en �evidence de la m�eme
mani�ere� mais dans le cas d�une bande ra�n�ee� il n�est pas stable pour la condition C	F	L	
usuelle	 La condition de stabilit�e devient d�ailleurs de plus en plus handicapante lorsque le
degr�e de ra�nement augmente	

����� Un sch�ema de ra�nement ��� implicite

Lorsque le ra�nement est pair� on ne peut pas adapter le sch�ema pr�ec�edent	 Une id�ee est
alors d�introduire des valeurs suppl�ementaires� et d�avoir ainsi aux points voulus �j  �� des
valeurs pour u et v �a la fois� la valeur de v suppl�ementaire �etant calcul�ee par interpolation
spatio�temporelle	 Dans ce cas� on �ecrit alors �a l�interface

points auxilliaires

points interpol�es

Fig� �	� ' Sch�ema d�interpolation implicite �a l�interface pour le ra
nement �	�
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Le sch�ema est alors implicite� et il faut r�esoudre un syst�eme lin�eaire �x�	 L�intuition
pourrait nous laisser penser que ce co�ut suppl�ementaire aura pour cons�equence de rendre le
sch�ema stable sous la condition C	F	L	 usuelle	 Il n�en est rien	 La encore on peut trouver des
con�gurations o�u bien que le pas de temps soit plus petit que le pas d�espace on ait instabilit�e	
Toutefois� la nouvelle condition de stabilit�e C	F	L de ce sch�ema semble bien meilleure que
pr�ec�edemment quoique toujours d�ependant de la taille de la grille �ne	

����� Comment se ramener �a l��equation des Ondes

Un autre sch�ema de ra�nement ��� o�re la particularit�e d��etre rigoureusement �equivalent
au sch�ema de l��equation des ondes� au moins pour l�un des champs	 Il su�t de faire comme
dans le sch�ema pr�ec�edent� mais en calculant �uf �

���k��
� comme dans la grille grossi�ere	

points interpol�es

points auxilliaires

Fig� �	� ' Sch�ema d�interpolation explicite �a l�interface pour le sch�ema �	�

Le sch�ema �a l�interface devient donc���������������������
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Il est facile de v�eri�er que v satisfait alors le sch�ema de l��equation des ondes	 Toutes les �etudes
d�ej�a faites sont alors valables	
Finalement� tous ces sch�emas ont les m�emes propri�et�es quant �a la stabilit�e� et ne sont donc

pas satisfaisants	 On pourrait sans doute d�emontrer l�instabilit�e sous la C	F	L	 habituelle de
la m�eme fa�con que dans le sch�ema pour l��equation des ondes	 Nous voyons dans la section
suivante que le m�eme genre de r�esultat est rencontr�e en � dimensions	

�	 Extension du sch�ema au cas 	D

Dans cette section� nous tentons d��etendre la m�ethode d�ecrite en �	�	� en s�inspirant de
m�ethodes rencontr�ees dans la litt�erature� notamment par Chevalier "��#� a�n de r�esoudre les
�equations de maxwell en � dimensions pour la polarisation �electrique avec le sch�ema de Yee	
On choisit d�exposer la m�ethode pour une interface simple verticale situ�ee en x  � mais elle
s��etend tr�es facilement au cas d�un carr�e ra�n�e	 On a �egalement choisi la m�eme discr�etisation
en x et en y	
On rappelle que le sch�ema de Yee peut s��ecrire���������������������������
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o�u H est le champ magn�etique� et EX et EY les composantes du champ �electriques	 On
applique ce sch�ema dans chacune des � grilles� reste ensuite �a d�e�nir les conditions de raccord	
Une di�cult�e dans ce raccord provient du fait que les champs ne sont pas calcul�es aux

m�emes points d�espace	 De plus H est calcul�e aux pas de temps n $ �
� alors que EX et EY

le sont aux temps n	 Chevalier pr�econise de prendre une grille �ne avec une discr�etisation
� fois plus �ne que la grille grossi�ere� ceci a�n de pouvoir calculer les champs E et H aux
m�emes instants dans la grille grossi�ere et dans la grille �ne	 En e�et un ra�nement ���
verrait un d�ecalage des champs EX EY et H entre les � grilles	 Gr�ace �a ce choix on peut
trouver des points de la grille �ne qui sont �egalement� par extension� des points de la grille
grossi�ere	 Nous nous int�eresserons donc �a un ra�nement ���	 Nous choisirons �egalement de
placer l�interface sur des noeuds �Electrique �EX pour une interface horizontale o�u EY pour
une interface verticale�	
On repr�esente sur la �gure ��	�� une projection de l�interface spatio�temporelle dans le plan

de l�espace dans le cas d�une interface verticale	 Les gros triangles repr�esentent H sur la grille
grossi�ere� les petits sur la grille �ne	 Les ��eches verticales repr�esentent EY sur la grille �ne
et sur la grille grossi�ere �en gras pour cette derni�ere�	 Les ��eches horizontales correspondent
aux champs EX 	
On a entour�e de ��eches les champs EY qui sont calcul�es aux pas de temps n �a l�aide

d�interpolations spatiales entre les � champs EY grossier qui les encadrent	
Sur la �gure ��	��� On repr�esente une projection de l�interface spatio�temporelle dans le

plan �x� t�	 Les carr�es repr�esentent les champs E �EX o�u EY �� les triangles les champs H	 Les
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H

EX

EY

Fig� �	� ' interface des deux grilles� en abscisse x ordonn�ee y

petits �el�ements repr�esentent les valeurs sur la grille �ne� les gros repr�esentent les valeurs de
la grille grossi�ere	
On suppose connues les valeurs jusqu��a l�it�eration n �colori�ees en noir�� on pr�esente alors

la m�ethode pour calculer les temps suivants	 De mani�ere �a faciliter les calculs nous avons
choisi une m�ethode explicite	
On calcule les points �� � et � �a l�aide du sch�ema de Yee sur la grille �ne	 On peut alors

calculer les points � et � �a l�aide du sch�ema de Yee sur la grille grossi�ere	 Pour le calcul
du point � se trouvant �a l�interface on utilise le point � comme �etant un point de la grille
grossi�ere	 On peut alors calculer les points � par interpolation temporelle	 Maintenant� On
peut calculer les points �� �� � et �� en appliquant �a nouveau le sch�ema de Yee dans la grille
�ne	
Ce sch�ema a �et�e impl�ement�e dans le cas d�un carr�e ra�n�e dans une grille grossi�ere	 Du

point de vue qualitatif� l�interface n�a qu�une in�uence quasiment imperceptible sur la solution	
Malheureusement� si on simule pour des temps beaucoup plus longs une instabilit�e appara��t
au niveau de l�interface et se transmet ensuite dans tout le domaine	 �	�
Pour palier �a cet inconv�enient� Chevalier pr�econise un recouvrement de grilles	 Il propose

en e�et de remplacer les valeurs sur les mailles voisines de l�interface par des moyennes
pond�er�ees entre la valeur en ces points en tant que grille grossi�ere et en tant que grille �ne	
Les coe�cients de pond�erations semblant �etre empiriques	 Cette m�ethode n�a pas donn�e de
r�esultats encourageants dans notre cas� puisque malgr�e une baisse signi�cative du nombre de
Courant� si l�on poursuit la simulation apr�es que l�onde soit sortie de la grille ra�n�ee� on �nit
par constater une explosion de la solution	
Une autre solution propos�ee est de modi�er le sch�ema �a l�int�erieur de la grille �ne en y
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Fig� �	� ' interface des deux grilles� en abscisse l�espace en ordonn�ee le temps

ajoutant un terme dissipatif en �E de mani�ere �a �eliminer les fr�equences d�explosion	 Cette
solution s�est av�er�ee ine�cace dans notre cas	 En e�et le terme dissipatif n�ecessaire pour tuer
l�instabilit�e s�est av�er�e trop important pour une bonne pr�ecision du sch�ema	
En conclusion� il semble que les classes de sch�ema rencontr�ees dans la litt�erature� ne

soient pas r�eellement stables pour des �t raisonnables	 Il est toutefois bon de noter que
les instabilit�es sont parfois d�etect�ees pour des temps de simulation tr�es longs	 Ceci explique
sans doute pourquoi l�instabilit�e de ces sch�emas n�a pas �et�e d�etect�ee dans les exp�eriences
num�eriques de la litt�erature	 Dans notre cas� le code de simulation devant ensuite �etre utilis�e
industriellement pendant des temps de simulations tr�es longs� il nous est n�ecessaire de trouver
des sch�emas stables sous une condition raisonnable	 Il nous faut donc abandonner la classe
de sch�emas pr�ec�edemment d�ecrite et nous orienter vers d�autre constructions de sch�ema	
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Chapitre �

Pr�esentation d�un sch�ema aux
di�erences �nies 
 D

Jusqu��a pr�esent� nous avions a priori cherch�e des sch�emas consistants� puis essay�e de
d�emontrer la stabilit�e	 Les sch�emas pr�esent�es dans ce chapitre rel�event d�une strat�egie de
construction toute di��erente	 Dans ce chapitre� nous allons construire des sch�emas permettant
la conservation d�une �energie discr�ete de mani�ere �a assurer la stabilit�e� puis� choisir parmi les
candidats les sch�emas consistants	 Nous pr�esentons la construction pour le cas des �equations
de Maxwell��D� mais la m�ethode serait analogue pour l��equation des ondes �D	

��� Le probl�eme mod�ele� sch�ema en l�absence de ra�nement

On cherche ici �a trouver un sch�ema de ra�nement de maillage pour le sch�ema de Yee qui
soit stable par construction	 Notre objectif est donc d�assurer la stabilit�e via la conservation
d�une �energie discr�ete	 Bruno Despr�es �Communication personnelle� a d�evelopp�e une approche
analogue pour des syst�emes hyperboliques issus de la dynamique des gaz� et l�a g�en�eralis�ee
au syst�eme de Maxwell	 Nous n�avons pas retenu cette approche pour les raisons suivantes�

' Le sch�ema num�erique dans chaque grille ne correspond plus au sch�ema de Yee �ce qui
�etait une contrainte pour nous�� mais provient du sch�ema de Godunov "��#	

' Ce sch�ema se r�ev�ele dissipatif contrairement �a celui que nous allons d�evelopper	 En
d�autres termes� B	 Bespr�es �etablit un r�esultat de d�ecroissance �et non de conservation�
d��energie discr�ete	

Nous avons par ailleurs men�e une analyse de dispersion et de r�e�exion�transmission �a travers
l�interface grille �ne�grille grossi�ere que nous pr�esentons en annexe �voir D �	
Les �equations de Maxwell �D s��ecrivent���������
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Il est bien connu qu�au probl�eme de Cauchy correspondant au syst�eme ��	�� est associ�ee la
conservation de l��energie

E�t�  
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�

Z h
u�x� t�� $ v�x� t��

i
dx��	��
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Fig� �	� ' Discr�etisation espace	temps des inconnues

C�est d�ailleurs une des fa�cons d�exprimer le fait que le syst�eme ��	�� est bien pos�e	 L�id�ee
que nous allons poursuivre est de trouver un sch�ema qui conserve une quantit�e �equivalente
en discret� de mani�ere �a assurer la stabilit�e	
A�n d�appliquer le sch�ema de Yee� on discr�etise u et v sur deux grilles espace�temps

d�ecal�ees� c�est �a dire que u est estim�e en �ih� n�t� alors que v est estim�e en ��i$ �
� �h� �n$

�
���t��

comme indiqu�e sur la �gure �	�	 On peut alors �ecrire le sch�ema de Yee 	���������������
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Une �energie discr�ete que ce sch�ema conserve s��ecrit
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Nous baserons notre construction sur la conservation de cette �energie	 D�autres choix seraient
possibles	 Une autre �energie discr�ete conserv�ee est par exemple �il su�t d�inverser les r�oles
des inconnues u et v�
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��	 Vers la recherche d�un sch�ema de ra�nement ��	

����� De la conservation d��energie discr�ete dans les sch�emas

A�n de construire notre ra�nement de maillage� nous allons tout d�abord d�ecoupler le
syst�eme ��	�� en un probl�eme de transmission entre deux domaines dont l�interface commune
est situ�ee en x  �� un domaine indic�e par g qui sera ensuite discr�etis�e grossi�erement et un
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domaine indic�e par f car discr�etis�e dans la suite plus �nement	���������
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avec la condition de raccord sur l�interface

�ug�j�  �uf �j���	��

et
�vg�j�  �vf �j���	��

qui assure bien �evidemment la continuit�e de u et v �a l�interface mais �egalement la conservation
de l��energie d�e�nie par ��	�� puisque

d
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ce qui� joint �a ��	�� et ��	�� donne

d
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�
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Z
�
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Nous allons nous int�eresser au ra�nement suivant	 Nous avons � grilles	 La grille de gauche
c	�a	d	 pour j � � est � fois plus grossi�ere en temps et en espace que la grille de droite �pour
j � ��	 Ainsi dans la grille grossi�ere l��equation permettant de calculer ug et vg ��	�� est �ecrite
avec des pas ��h� ��t� tandis que dans la grille on calculera uf et vf avec les pas �h��t�
Le raccord des � grilles �a construire portera donc sur les valeurs de u�	 Le point cl�e de la
construction est de ne pas imposer de continuit�e forte a priori	 Ainsi pour j  �� on permet
�a u d�avoir � valeurs di��erentes suivant que l�on consid�ere que � appartient �a la grille �ne ou
�a la grille grossi�ere	 Autrement dit� �a l�interface physique entre les deux domaines correspond
deux interfaces discr�etes� l�une discr�etis�ee sur un maillage grossier l�autre sur un maillage �n	
Aux instants t�n� on consid�ere donc deux valeurs de u au point x  �	 Ce qui n�est pas a priori
naturel	 Ce choix constitue n�eanmoins le point cl�e de notre succ�es comme on va le voir par
la suite	 Comme on peut le voir sur la �gure ��	��� les valeurs que l�on ne peut calculer avec
le sch�ema de Yee sont celles de u sur l�interface �	 Plus exactement� ces valeurs concernent les
approximations de u sur la grille grossi�ere et sur la grille �ne en j  �� elles sont donc au
nombre de trois entre les instants t�n et t�n��	 Ces inconnues vont �etre d�etermin�ees par trois
relations suppl�ementaires auxquelles nous demanderons de garantir la stabilit�e	
Pour cela� nous allons d�e�nir une quantit�e �equivalente �a une �energie bas�ee sur l��energie

��	��� et chercher un sch�ema pour que cette �energie soit constante entre t�n et t�n��	 Cette
�energie appara��t comme la somme de deux �energies� associ�ees chacune �a une grille	

�� En fait ceci provient du choix qui a �et�e de placer l�interface entre les deux grilles en j��� On pourrait
imaginer une strat�egie de raccord identique tout en pla�cant l�interface sur des v� Ce choix provient de la
litt�erature ou l�on raccorde g�en�eralement les champs �electriques�
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Fig� �	� ' Pr�esentation des inconnues

La d�e�nition de l��energie discr�ete est une approximation de l�int�egrale de la quantit�e

juj� $ jvj�	 Pour cela� nous associons �a la suite �vg��n��
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�	� en haut�	 On d�e�nira alors l��energie discr�ete dans la grille �ne �a l�instant tn par
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De m�eme� on d�e�nit l��energie discr�ete dans la grille grossi�ere �a l�instant t�n par
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De telle sorte que l�on peut d�e�nir une �energie discr�ete totale aux instants pairs	
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g $E�n
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Pour aller plus avant� nous allons �evaluer dans chaque grille la variation de l��energie
associ�ee	
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Fig� �	� ' sch�ema des int�egrations discr�etes pour le calcul de l��energie

����� Variation de l��energie 
ne En
f �

A�n de calculer l��evolution de cette quantit�e� on e�ectue la demi�somme de la deuxi�eme
�equation du sch�ema pour la grille �ne aux rangs n et n$ �� on obtient
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A�n de pouvoir comparer cette di��erence d��energie avec celle de la grille grossi�ere on va
s�int�eresser �a la di��erence entre deux indices de temps grossiers	
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En notant
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La relation ��	��� se r�e�ecrit
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Elle est donc un �equivalent discret de ��	��� �evalu�e au temps ��n$ ���t	
En e�et� les quantit�es d�e�nies par ��	��� ne sont autres que des traces discr�etes des incon�

nues sur l�interface	 Les termes �Uf �
�n� �

�
� et �Uf �

�n� �
�

� sont bien des �equivalents discrets de u
puisque ce sont simplement des moyennes temporelles de u	
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Les �Vf �
�n� �

�
� et �Vf �

�n� �
�

� sont quant �a eux des �equivalents discrets d�ordre � des traces
de v sur l�interface	 En e�et� e�ectuons un d�eveloppement limit�e de vf en

h
� � on trouve

vf �
�

�
� ��  vf ��� �� $

h

�

�vf
�x

��� �� $O�h���

Or� la premi�ere �equation de ��	�� nous donne�
	vf
	x ��� ��  �

	uf
	t ��� ��� on a donc
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Ainsi
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On a donc
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De la m�eme fa�con on peut montrer que
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�
�  vf



�� ��n $

�

�
��t

�
$O�h��

����� Variation de l��energie grossi�ere E�n
g

De la m�eme fa�con nous allons �etudier l��evolution de l��energie d�e�nie par ��	��� dans la
grille grossi�ere� �a l�aide du sch�ema de Yee d�e�ni pour j � ��	

�ug�
�n��
�j � �ug��n�j
��t

$
�vg�

�n��
�j�� � �vg��n��

�j��
�h
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�j�� � �vg��n���j��

��t
$
�ug�

�n
�j�� � �ug��n�j
�h

 ����	���

On peut d�eduire de ��	��� �en prenant la demi�somme de l��equation �ecrite sur deux pas de
temps cons�ecutifs�

�vg�
�n��
�j�� � �vg��n���j��

��t
$
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�n��
�j�� � �ug��n��

�j

�h
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o�u l�on a not�e
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�j  
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�
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En multipliant ��	��� par �ug�
�n��
�j �h et ��	��� par �vg�

�n��
�j�� �h et en sommant pour j � ��

on obtient alors
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On a donc
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D�apr�es ��	��� on a alors
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Notons
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En remarquant que �Ug�
�n��
�  vg��� ��n$���t�$O��t�� et �Vg�
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appara��t alors comme un �equivalent discret de ��	��	
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����� Variation de l��energie totale et estimations

A�n de garder l��energie totale E�n d�e�nie par ��	��� constante on doit avoir
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qui appara��t comme une condition de raccord en moyenne temporelle du produit uv On peut
alors �enoncer le

Th�eor�eme � Les quantit�es �Uf �
�n� �

�
� � �Vf �

�n� �
�

� � �Uf �
�n� �

�
� � �Vf �

�n� �
�

� � �Ug�
�n��
� et �Vg�

�n��
�

�etant d�e�nies par ���� � et ������� si la relation ������ est v�eri��ee et si de plus �t
h 	 ��

alors les normes L� des fonctions unf�h� v
n� �

�
f�h � u�ng��h et v�n��

g��h sont born�ees par des constantes
ne d�ependant que des conditions initiales et du rapport �t�h�

D�emonstration Pour d�emontrer ce th�eor�eme nous allons montrer que la norme L� des
quantit�es pr�ecit�ees est born�ee pour tout n par l��energie discr�ete que nous avons d�e�nie ind�e�
pendemment de �t et h	
Dans un premier temps montrons que E�n

g � C�ku�ng��hk�L� $ kv�ng��hk�L��

E�n
g  

X
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j�ug��n�j j� �h$
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En se servant de l��equation ��	��� on montre alors que
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h�
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donc si �t 	 h� comme E�n
g 	 E�n� on a bien

ku�ng��hk�L� $ kv�ng��hk�L� � CteE�n

Ainsi la conservation de la quantit�e E�n assur�ee par la relation ��	��� entra��ne

ku�ng��hk�L� $ kv�ng��hk�L� � CE�

Nous n�avons pas ici� exactement d�emontr�e que la suite kv�n��
g��h k� �etait born�ee� puisque v�ng  
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ainsi

kv�n��
g��h k�L� � k�v�ng��hk�L� $

�t�

h�
k�u�ng��hk�L���	���

On a donc �nalement
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h�
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De la m�eme fa�con on montrerait que

kunf�hk�L� $ kvnf�hk�L� � CteEn
f

Comme E�n
f 	 E�n� on montre que l�on peut borner ku�nf�hkL� et kv

�n� �
�

f�h kL� � de la m�eme fa�con
que pour la grille grossi�ere	

Pour majorer ku�n��
f�h kL� et kv�n�

�
�

f�h kL� � il pourrait �etre utile de montrer que E�n��
f 	

CteE�n et ainsi clore la d�emonstration� mais il n�est pas �evident que cela soit possible� par
contre� en utilisant l��equation �	��� on �ecrit que
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et

kv�n�
�
�

f�h kL� � kv�n�
�
�

f�h kL� $ �
�t

h
ku�n��

f�h kL�

ainsi ku�n��
f�h kL� et kv�n�

�
�

f�h kL� sont born�ees par des constantes ne d�ependant que des conditions
initiales et du rapport �t

h 	 Ceci conclut la d�emonstration du th�eor�eme	

Remarque � Dans le cas sans ra
nement on peut montrer en exploitant la sym�etrie du
sch�ema en u et v que le sch�ema est toujours stable lorsque � tend vers �� Ici� nous n�avons
pas su le faire car cette sym�etrie est rompue par la position de l�interface grille �ne	grille
grossi�ere�

����� Le sch�ema conservatif retenu

A partir de la relation ��	���� il nous faut trouver trois �equations lin�eaires ind�ependantes
permettant de calculer les trois inconnues �a l�interface	 Un premier choix que nous retiendrons
consiste �a prendre ���������
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qui est consistant avec le raccord de u �� fois� et le raccord de v �� fois�	
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Comme nous le verrons� d�autres choix permettant la conservation de l��energie seraient
possibles	 Ceci conduit au sch�ema suivant�������������������
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Supposons que toutes les quantit�es �a l�instant t�n soient connues� les inconnues du syst�eme

sont donc �ug�
�n��
� � �uf �

�n��
� et �uf �

�n��
� car v�n��

�� et v
�n� �

�
�
�

se calculent classiquement �a

l�aide des donn�ees �a l�instant �n tandis que v
�n� �

�
�
�

s�exprime en fonction de �uf �
�n��
� et des

donn�ees �a l�aide du sch�ema de Yee	
On a donc trouv�e un syst�eme de � �equations �a � inconnues qui nous permet de raccorder

les � grilles tout en assurant la stabilit�e	 Notons que le fait que ces trois �equations entra��nent
la conservation de l��energie� garantit que ce syst�eme ��� est bien inversible sous la condition
� 	 �	 En e�et si les inconnues jusqu��a l�instant �n sont nulles� l��energie �a l�instant �n $ �
sera �egalement nulle� ce qui montre que le noyau est r�eduit �a z�ero	
Le sch�ema pr�esent�e v�eri�e donc la relation ��	��� et para��t� plus pour des raisons intui�

tives que math�ematiques �etre un bon candidat	 Ceci sera con�rm�e Mais une question reste
essentielle� est�ce un sch�ema consistant� La section �	�	� nous permettra de r�epondre �a cette
question	 Y�a�t�il d�autres sch�emas� Nous verrons que beaucoup de sch�emas v�eri�ent l��equa�
tion ��	���� mais tous ne sont pas consistants	

����� Un autre choix possible ��� �a abandonner

Par exemple une autre possibilit�e serait de prendre���������
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 �Vg�

�n��
�

��	���

ce qui est bien consistant avec le raccord de u �� fois� et le raccord de v �� fois�	
Nous verrons plus tard par l�analyse par ondes planes que ce sch�ema est inconsistant	

Cela peut se voir autrement si l�on se rappelle que �Uf �
�n� �

�
�  ��uf �

�n
� $ �uf �

�n��
� �� et

�Uf �
�n� �

�
�  ��uf �

�n��
� $ �uf �

�n��
� ��� on r�ealise que ce sch�ema conduit �a �uf �

�n��
�  �uf �

�n
� 	

Si initialement� les donn�ees ne 
touchentpas le bord� cette condition est en fait consistante
avec la condition de Dirichlet de part et d�autres de l�interface	
Ainsi � conditions de raccord peuvent sembler similaires �le sch�ema ��	��� raccorde u

en O��t�� et v en O��t $ h��� tandis que le sch�ema ��	��� raccorde u en O��t� et v en
O��t� $ h��� et donner des r�esultats tout �a fait di��erents quant �a la pr�ecision	 Il semblerait
qu�il est pr�ef�erable de 
mieux raccorder l�inconnue u	
Comme on le voit� apr�es avoir r�egl�e le probl�eme de la stabilit�e� il faut trouver une solution

consistante parmi tous les sch�emas stables	 Les deux sch�emas ��	��� et ��	��� ne sont pas

���
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les seuls qui conservent l��energie discr�ete	 L�analyse faite dans les sections �	� et �	�	� va
nous permettre de d�eterminer de �bons� sch�emas satisfaisant l��equation ��	��� et par la m�eme
de nous montrer a posteriori que le sch�ema ��	��� est le meilleur	 A l�aide des exp�eriences
num�eriques� que nous d�ecrivons dans la section suivante� nous en aurons d�ej�a une bonne
intuition	

��� �Etude du sch�ema s�electionn�e�

����� Une �etude num�erique d�erreur�

A�n de tester num�eriquement le sch�ema pressenti� nous r�ealisons dans cette section une
s�erie de simulations num�eriques destin�ees �a mesurer la pr�ecision de notre sch�ema	 Nous ne
pr�esenterons pas de r�esultat num�erique de stabilit�e puisque l��energie �etant conserv�ee� le sch�ema
d�ecrit est stable	 �

L�exp�erience est la suivante	 On simule les �equations de Maxwell���������
�u

�t
$
�v

�x
 �

�v

�t
$
�u

�x
 �

��	���

pour x � "����* ���# sur � grilles de rapport de discr�etisation �	 La grille grossi�ere a pour
support "����* �#� la grille �ne "�* ���#	 On choisit un nombre de Courant de �p

�
�qui est la

limite autoris�ee en dimension ��	 On consid�ere une condition initiale u��x� �a support dans
l�intervalle "���*���# pour u c�est��a�dire dans la zone discr�etis�ee avec la grille grossi�ere * �u��x�
est la fonction de Harris �d�ecrite par ��	��� dans la premi�ere partie� v �a l�instant initial est nul
partout	 On simule ensuite pendant ����t secondes	 On a repr�esent�e �gure ��	�� l��evolution
de u au cours du temps	 On s�int�eresse ensuite �a l�erreur commise sur u	
La solution u du probl�eme continu est constitu�ee de deux ondes s��eloignant l�une de l�autre�

de m�eme forme que la condition initiale mais d�amplitude moiti�e� ceci tant que les bords ne
sont pas atteints	 C�est bien ce que l�on retrouve num�eriquement sur la �gure ��	��	
Du point de vue qualitatif� on remarque que l�interface� mat�erialis�ee par une ligne pointill�ee

n�a qu�une in�uence tr�es peu visible sur l�onde transmise	 �A vue d�oeil le champ appara��t bien
sym�etrique et la r�e�exion �a l�interface est quasiment imperceptible	 A�n de tester l�ordre du
sch�ema� on r�ealise cette m�eme exp�erience pour des maillages de plus en plus �ns� tout en
respectant le rapport � entre le pas de la grille grossi�ere et celui de la grille �ne	
Pour e�ectuer une analyse quantitative des r�esultats� on observe la solution �a un instant

donn�e �x�e �����t� apr�es que l�onde physique ait compl�etement travers�e l�interface �ctive	 On
va distinguer trois zone g�eographiques indiqu�ees sur la �gure ��	�� en bas �a droite	
Dans la premi�ere �"�# sur la �gure�� l�onde n�a pas travers�e l�interface et la restriction de

la solution correspond alors �a la propagation classique d�une onde calcul�ee avec le sch�ema sur
la grille grossi�ere	 Dans la deuxi�eme partie �"�# sur la �gure� on s�attend �a trouver l��eventuelle
onde r�e��echie par l�interface grille �ne�grille grossi�ere	 En�n� la troisi�eme partie �"�# sur la
�gure� correspond �a l�onde transmise qui se propage dans la grille �ne	 Ces di��erentes zones

�� Cette propri�et�e nous a d�ailleurs aid�e dans la validation du programme informatique� puisque des exp�e�
riences num�eriques de temps tres longs permettent de d�etecter d��eventuelles erreurs de codage�

���
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Fig� �	� ' Instantan�es de l�exp�erience aux temps �� �p
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�
� pour un pas d�espace h  ���

vont nous aider �a distinguer les erreurs de r�e�exion� de transmission et de dispersion et �a
analyser l�ordre de chacunes d�elles	
Les �gures ��	�� et ��	�� visualisent les di��erences obtenues entre la solution num�erique

et la solution exacte ��� �u��x� t� $ u��x$ t��� pour di��erentes discr�etisations	
Rappelons qu�un sch�ema est dit d�ordre p si la solution num�erique pour un pas h s��ecrit

uh  u$ Chp

o�u u est la solution exacte et C une constante ind�ependante de h	 Notre sch�ema sera donc
d�ordre p� si les erreurs de � ra�nements successifs sont divis�ees par �p	
On part d�un pas de � dans la grille grossi�ere �donc ��� dans la grille �ne� et on divise ces

pas par � ��gure �	�� puis �� et � ��gure �	�� tout en respectant le rapport � entre le pas de
la grille �ne et celui de la grille grossi�ere	
La colonne de gauche montre l�erreur dans la zone �� c�est �a dire celle qui correspond �a

la dispersion du sch�ema classique sans changement de grille	 On observe bien une diminution
quadratique de l�erreur �cf	 annexe A pour l��etude de la dispersion�
La colonne du milieu montre l�erreur dans la zone o�u est localis�ee la r�e�exion due au

changement de grille �zone ��	 L�amplitude de cette r�e�exion diminue quadratiquement �ega�
lement contrairement au sch�ema d�interpolation temporelle �cf	 partie � �	�	� sur l��etude de
pr�ecision�	 La r�e�exion est donc d�ordre � alors qu�elle n��etait que d�ordre � avec le sch�ema par

��
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interpolations ce qui constitue donc une am�elioration suppl�ementaire	 En�n celle de droite
repr�esente l�erreur dans la zone � qui cumule erreur de transmission mais �egalement erreur
de dispersion	 Cette erreur est voisine de celle de la zone � ce qui nous conduit �a penser
que l�erreur due au changement de grille est n�egligeable devant l�erreur de dispersion	 L�er�
reur dans cette zone diminue �egalement quadratiquement � puisque l�erreur de dispersion est
d�ordre �� on peut penser que l�erreur de transmission est elle m�eme d�ordre �� ou alors� si elle
est d�ordre � seulement qu�elle est n�egligeable devant l�erreur de dispersion pour ces valeurs
du pas de discr�etisation	 On peut �egalement remarquer que la r�e�exion est environ dix fois
plus petite que l�erreur de dispersion �cela n�appara��t pas �a l�oeil� nous avons du changer les
�echelles a�n que chaque ph�enom�ene soit observable�	 En�n les oscillations hautes fr�equences
qui apparaissent �gure �	� ne sont pas �a prendre en compte car elles correspondent �a l�erreur
de troncature num�erique� que l�on appelle �egalement 
erreur machine	
Comme nous le voyons dans la section suivante ces r�esultats num�eriques seront partiel�

lement con�rm�es par l��etude de th�eorique des coe�cients de r�e�exion et de transmission �a
l�interface� car nous verrons qu�un autre type d�erreur peut venir entacher le r�esultat	 Nous
retiendrons toutefois que le sch�ema est donc �num�eriquement� d�ordre �	
Le sch�ema pr�esent�e dans ce chapitre poss�ede donc le double avantage d��etre incondition�

nellement stable et plus pr�ecis que le sch�ema d�interpolation temporelle de la premi�ere partie	
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����� Analyse par ondes planes du sch�ema retenu�

On s�int�eresse ici aux coe�cients de r�e�exion et de transmission du sch�ema ��	���	 Le
calcul des solutions ondes planes e�ectu�e pour les sch�emas par interpolation dans la partie
� �cf �	�	� et �	�	��� est toujours valable � on sait par exemple que si kh���

� est le nombre
d�onde num�erique� on peut �ecrire pour � �x�e

u�k�j  
�
eikh���	jh $R���e�ikh���	jh


e�i��k�t pour j � �

ukj  T ���ei�kh��	jh��k�t	 $ Tp���e
i�kh���

�
�t

	jh���� �
�t

	k�t	 pour j � �
��	���

On en d�eduit des expressions analogues pour v en utilisant le sch�ema de Yee	
Rappelons la solution exacte correspond �a kh���  k���  � et R  �� T  � et Tp  �	

Le sch�ema est donc d�autant plus pr�ecis que ces coe�cients sont proches de ces valeur	
Le syst�eme d��equations de raccords �a l�interface ��	��� se traduit alors� apr�es quelques

calculs laborieux que nous ne d�etaillons pas ici� en un syst�eme permettant de trouver les
coe�cients R� T � et Tp	

M��� ��t�

��� T
Tp
R

���  b��� ��t���	���

o�u

�  
�t

h
M��� ��t�  

��� a ap �ar
b bb �
c cp �cr

��� b��� ��t�

��� ar
�
�

�����	���

avec �����������
a  � $ cos��t

ap  cos��t� �

ar  � cos��t

���������
b  � �r���� ��� cos��t� �

�

bp  ��


r�� $

�

�t
�� �

�
� cos��t$ �

�

��	���

�����������������������������������������

c  
� �r���� ��

�
� $ ei��t


e�i��t � � $

e�i��t � �
��

cp  
�



r�� $

�

�t
�� �

��
�� ei��t


e�i��t � � � e�i��t $ �

��

cr  
� ��� r�����

e�i��t � � � e��i��t � �
��

�  
�



�� �

r����

�
e�i��t � � � e��i��t � �

��

��	���

Apr�es avoir r�esolu ce syst�eme et d�etermin�e les coe�cients R� T et Tp� on peut alors
e�ectuer des d�eveloppements limit�es autour de ��t  � �ce que nous avons fait �a l�aide du
logiciel Maple�	

�� ou eikh���t� � r��
t	 et on a la relation de dispersion �
�t

sin���t
�

	 � �
h
sin� kh���t�

�
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Le cas �  �t
h 	 �
 Cette hypoth�ese correspond �a la condition su�sante de stabilit�e �etablie

au th�eor�eme � ���������������������

T  �� �

��



� $

�

��

�
���t�� $O

�
���t��


Tp  ��

�

i�p
�� ��

���t� $O
�
���t��


R  

�

��



�� �

��

�
���t�� $O

�
���t��

��	���

On a donc

' une r�e�exion d�ordre ��

' une transmission d�ordre ��

' une transmission parasite d�ordre �

La r�e�exion et la transmission d�ordre � sont un r�eel progr�es par rapport aux sch�ema d�in�
terpolation� puisque l�on a vu qu�ils engendraient des coe�cients d�ordre �	 Ces r�esultats
con�rment donc les observations num�eriques sur l�ordre des coe�cients	 La transmission pa�
rasite d�ordre �� n�est pas r�eellement puisque nous verrons qu�elle est bien souvent �c�est��a�dire
pour la plupart des fr�equences� �evanescente� c�est��a�dire qu�elle ne se propage pas dans le do�
maine et sa profondeur de p�en�etration est en O�h�	 Nous proposons dans la section suivante
une �etude num�erique de cette onde parasite	
Notons toutefois que le terme principal du d�eveloppement de Tp augmente et tend m�eme

vers � lorsque � tend vers �	 Cela laisse entrevoir une d�et�erioration de la pr�ecision pour �
proche de �	 Nous verrons en pratique qu�il su�t de s��eloigner que de quelques pour cent des
caract�eristiques pour �eviter le probl�eme	

Cas particulier du sch�ema aux caract�eristiques �  �
 Le calcul des coe�cients dans
le cas �  � est plus simple� on trouve en e�et�������������������

T  cos��t  �� �
�
���t�� $

�

��
���t�� $O

�
���t��


Tp  � cos��t  �� $ �

�
���t�� � �

��
���t�� $O

�
���t��


R  �

��	���

Le sch�ema n�est apparemment plus consistant� puisque le coe�cient Tp qui devrait �etre voisin
de � est voisin de ��/ La section qui suit va donner un �eclairage sur ce ph�enom�ene	

����� Une �etude sur les ondes parasites�

La principale source d�inqui�etude soulev�ee par l�analyse de r�e�exion�transmission men�ee
dans la section pr�ec�edente est l�existence d�une onde transmise parasite et notamment son
comportement lorsque � se rapproche de �	 Nous avons voulu dans cette section analyser
pr�ecis�ement comment cette onde parasite ent�ache les r�esultats num�eriques	
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Pour cela on r�ealise une simulation sur un domaine compos�e d�une grille �ne �� � x � ���
et d�une grille grossi�ere �domaine ���� � x � �� dans laquelle les conditions initiales sont non
nulles	 Plus pr�ecis�ement on choisit v�x� ��  � et u�x� ��  u��x� o�u u��x� est la fonction de
Harris �d�ecrite par ��	��� dans la premi�ere partie� centr�ee en x  ��� de telle sorte que son
support est inclus dans le domaine x 	 �	 Les conditions aux limites sont des conditions de
Dirichlet en x  ���� et x  ��	 Sur les �gures �	� et �	�� la solution dans la grille grossi�ere
est mat�erialis�ee par un trait plus �epais	 On enregistre ensuite au cours du temps di��erents
instantan�es de la solution� en l�occurence les courbes x � u�x� t� pour di��erentes valeurs de
t	

Cas du sch�ema aux caract�eristiques� �  �
 On a repr�esent�e �gure �	� les r�esultats
pour un nombre de Courant �  �	 Comme l�analyse th�eorique sur les coe�cients de r�e�exion�
transmission le pr�evoyait� d�es que l�onde arrive dans la grille �ne une partie haute fr�equence
appara��t �cf	 Tp  �cos���t� dans l��equation �	���	 On observe en e�et une solution qui
oscille autour de la solution exacte avec une amplitude non n�egligeable	 Le sch�ema n�est plus
convergent	 On remarque que cette onde parasite dispara��t lorsque l�onde ressort de la grille
�ne	 Ainsi� apr�es quelques it�erations� la solution exacte est bien reconstitu�ee	 Ce ph�enom�ene
est assez remarquable et pourrait sans doute �etre expliqu�e en �etendant l�analyse de r�e�exion�
transmission e�ectu�ee au paragraphe pr�ec�edent au cas o�u l�onde incidente est dans la grille
�ne �ce que nous n�avons pas fait par manque de temps�	 On peut par exemple s�attendre
�a ce qu�une onde incidente de type parasite dans la grille �ne ne donne naissance �a aucune
r�e�exion pour �  �	 Ce ph�enom�ene semble particulier au cas �  �� nous verrons que pour
d�autres valeurs de � l�onde parasite peut rester pi�eg�ee dans la grille �ne	
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E�et de la diminution de �
 Si l�on baisse tr�es l�eg�erement �� l�onde parasite devient
beaucoup moins importante	 On a repr�esent�e �gure �	� les instantan�es d�une simulation avec
un nombre de Courant de �	��	 L�onde parasite a tr�es fortement diminu�e� m�eme si� contrai�
rement au cas pr�ec�edent� elle reste pi�eg�ee dans la grille �ne aux temps longs	
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Fig� �	� ' instantan�es de l�exp�erience avec �  ����

Retenons maintenant l�instantan�e �a ��s et regardons son �evolution lorsque � diminue	
On e�ectue la m�eme simulation pour des nombres de Courant allant de ���� �a ����	 Sur la
�gure �	� on a repr�esent�e les solutions �a l�instant t  ��s� pour ces nombres de Courant	 On
remarque que d�es ���� l�onde parasite a nettement diminu�e et n�est quasiment plus perceptible
�a partir de ����	
On a vu �cf	 �	��� que le coe�cient de cette onde parasite �etait d�ordre � lorsque � � �	

Cela n�explique pas le fait que dans nos exp�eriences num�eriques� l�onde parasite disparaisse
presque compl�etement lorsque le nombre de Courant diminue tr�es peu car le terme en facteur
de ��t dans le d�eveloppement limit�e de Tp���t� explose lorsque � tend vers �	 Il faut en fait
recourir �a une analyse plus �ne qui va suivre	

Explication th�eorique
 Dans ce qui suit� si � est la pulsation de l�onde incidente� nous
noterons �p  � $ ���t� la pulsation parasite c�est��a�dire celle de l�onde transmise parasite	

' Structure des ondes planes num�eriques
 L�analyse par ondes planes faite dans la
premi�ere partie va nous �etre d�une grande utilit�e	 En e�et� on a vu que la solution onde
plane de pulsation ��t du sch�ema classique �c�est �a dire sans ra�nement� s��ecrivait
sous la forme

unj  r���jein��t  eikh���t	xj ein��t� �r���  eikh���t	h�

��



�
 �Etude du sch�ema s�electionn�e


−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

�  ����

Fig� �	� ' �evolution de la solution �a �� secondes avec �

o�u r��� est solution du polyn�ome caract�eristique�����
r���� � �A���r��� $ �  �

avec A���  �� �

��
sin��

��t

�
��

On rappelle �cf	 section �	�	� de la partie �� que

� jr���j  � pour � �
�
� �

�t
arcsin��

�

�t
arcsin�

�
 � kh���t� est r�eel� l�onde est alors propagative	

� jr���j 	 � pour � �
�
� �

�t
� � �

�t
arcsin�

�
�

�
�

�t
arcsin��

�

�t

�
 � kh���t� est complexe� l�onde est alors �evanescente	

On notera plus pr�ecis�ement que lorque r��� est de module strictement inf�erieur �a ��
c�est �a dire lorsque l�onde est �evanescente� il est r�eel n�egatif entre �� et r���� donn�e par

r����  
�� � � $ �p�� ��

��
� "��� �#��	���

ce qui signi�e que�

kh���t�  ��h $ i �h���t�� �h���t�  jLogjr���t�jj � ��
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Les ondes de fr�equence j��tj � � arcsin��� sont donc exponentiellement d�ecroissantes
avec xj� la profondeur de p�en�etration �ou profondeur de peau� �etant donn�ee par �

lh���t�  �h���t�
���

et oscillent �a la fr�equence du maillage	

On remarque que lorsque �  � toutes les fr�equences sont propagatives	 De plus� la
fonction arcsin �etant croissante� on s�aper�coit que plus le nombre de Courant est petit
plus l�intervalle o�u les ondes sont �evanescentes est grand	 La �gure �	�� nous montre
que le ph�enom�ene est accentu�e pour � proche de �	
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Fig� �	�� ' fonction �arcsinus���

' Cas d�une onde plane incidente monochromatique de pulsation � 	x�ee


Si on s�int�eresse �a une onde plane incidente de fr�equence � � �� pour tout �� pour
�t assez petit l�onde incidente �et donc les ondes transmise et r�e��echie non parasites
qui sont de m�eme fr�equence� sera n�ecessairement propagative� en fait d�es que ��t est
inf�erieur �a � arcsin���	 Il est facile de voir� nous laissons le raisonnement au lecteur �voir
�egalement la �gure �	���� que l�onde transmise parasite de fr�equence �p  � $ ���t
sera �evanescente si

��t 	 � � �arcsin���  C����

ce qui est n�ecessairement r�ealis�e pour �t assez petit	 En r�esum�e� si on se limite �a une
onde incidente propagative�

' L�onde transmise parasite sera �evanescente si ��t 	 � � �arcsin��� 	
' L�onde transmise parasite sera propagativee si ���arcsin��� � ��t � �arcsin���	

Ce qu�il faut retenir de ce raisonnement c�est que�

' Pour une fr�equence incidente �x�ee� l�onde transmise parasite devient n�ecessaire�
ment �evanescente pour �t assez petit	

��



�
 �Etude du sch�ema s�electionn�e


��������������

����

�

t

��
�
t

�
�
t

�C���

t

C���

t

��

��

t

��C���

t

� �
�

t

Domaine de fr	equences 	evanescentes

fr	equences incidentes pour lesquelles
l�onde parasite est 	evanescente

C�����

t

�� � �

t

Fig� �	�� ' sch�ema des fr�equences transmises �a l�interface ! de l�intervalle de fr�equence� ��
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�
dans la grille grossi�ere� on passe �a l�intervalle

���
�t �

�
�t

�
dans la grille �ne�

' Lorsque �t tend vers � la profondeur de p�en�etration de l�onde transmise tend vers
� proportionnellement �a h	 Plus pr�ecis�ement �

lh���t� � ��h �t� �

o�u nous avons pos�e ��  jLogjr����jj��	 Sur les �gures �	�� et �	�� nous �etudions
la variation de cette profondeur de p�en�etration en fonction de ��t lorsque �  ���	
Sur la �gure �	�� nous consid�erons des valeurs de ��t proche de la valeur critique
c�  ����� ici	 Sur la �gure �	�� nous regardons ce qui de passe lorsque ��t tend
vers �� signalons que lorsque �  ���� ��  ����	

' Si �t est �x�e� l�ensemble des fr�equences donnant lieu �a des ondes transmises pro�
pagatives diminue avec �	

Ces remarques vont permettre de comprendre les ph�enom�enes num�eriques observ�es dans
les diverses exp�eriences que nous avons pr�esent�ees	 Il faut toutefois consid�erer le cas o�u
l�onde plane incidente n�est plus monochromatique mais correspond �a un paquet d�ondes	

' Cas d�un paquet d�ondes incident
 Nous nous int�eressons maintenant �a une onde
incidente de la forme�

unj  

Z
a���eikh���t	xj ein��t d���	���

o�u a��� est une fonction d�ecrivant la r�epartition de l�amplitude des ondes planes qui
composent le signal incident	 Nous supposerons que cette fonction d�ecroit su�samment
pour les grandes valeurs de � ce qui �equivaut �a une hypoth�ese de r�egularit�e de l�onde

�
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Fig� �	�� ' Profondeur de p�en�etration de l�onde transmise et de l�onde parasite pour des
valeurs de ��t proche de la valeur critique C��� �ici �  ���� C��� � ������� Pour ��t �
C���� l�onde parasite est propagative� Pour ��t 	 C���� l�onde parasite est �evanescente�
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Fig� �	�� ' Profondeur de p�en�etration de l�onde transmise et de l�onde parasite lorsque
�t� �� En divisant le pas de temps par deux on divise �egalement la profondeur de p�en�e	
tration de l�onde parasite par deux� cette derni�ere est donc en O��t��

��
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incidente	 Dans les exp�eriences num�eriques pr�esent�ees au d�ebut de cette section� en
faisant baisser l�eg�erement le nombre de Courant on a augment�e l�ensemble des valeurs
de � pour lesquelles les ondes parasites sont �evanescentes �cf	 �gure �	���	 De ce fait�
l�onde transmise parasite obtenue par superposition de toutes les fr�equences est plus
faible� surtout lorsque l�on s��eloigne de l�interface� c�est e�ectivement ce que l�on constate
num�eriquement �pour �  �����	 Si nous supposons que le signal incident a un contenu
fr�equentiel "���� ��#� c�est �a dire que la fonction a��� est �a support dans "���� ��#� nous
pouvons maintenant pr�eciser la condition sur le nombre de Courant n�ecessaire pour que
l�onde parasite soit annul�ee� �a savoir�

�

�t
arcsin� 	

�

�t
� ��

Dans l�exp�erience num�erique pr�esent�ee� le signal incident �signal de Harris donn�e par
��	��� dans la partie �� est discr�etis�e avec �� points par longueur d�onde� sa fr�equence
de coupure est environ f�  

��
��  ���� Hertz	 Le calcul nous montre que l�onde parasite

est �evanescente pour un nombre de Courant de �	��	 En pratique� dans les exp�eriences
num�eriques� nous devons prendre un nombre un peu plus faible �ce calcul indiquant que
l�onde sera �evanescente et ne permet �a l�onde de dispara��tre qu�apr�es la propagation sur
quelques mailles	 Ce qui explique l�onde parasite proche de l�interface dans le cas d�un
nombre de Courant de �	��	 En prenant un nombre un peu plus faible� on rend cette
�evanescence plus rapidement e�cace	 Par exemple avec un nombre de Courant de �	��
on divise l�onde parasite par � entre chaque maille	

D�un point de vue plus th�eorique� on peut expliquer le comportement 
�a l�ordre �
observ�e dans la section �	�	�� bien que le coe�cient de transmission parasite ne soit

que d�ordre �	 A l�onde incidente ��	��� correspond� par principe de superposition �

' une onde r�e��echie �

�uR�
�n
�j  

Z
R���a���eikh����t	x�j ei�n��t d�� j � ��

' une onde transmise �

�uT �
n
j  

Z
T ���a���eikh���t	xjein��t d� j � ��

' une onde transmise parasite�

�upT �
n
j  

Z
Tp���a���e

ikh��p�t	xjein�p�t d� j � ��

Les coe�cients R��� et T ��� �etant en O����t��� et � � O����t��� et kh���t� ap�
prochant k���  � en O����t���� le seul terme �a examiner est l�onde parasite �upT �

n
j 	

Placons nous en un point d�abcisse x � �� c�est a dire non situ�e sur l�interface� tel que
xj  x	 Nous �evaluons la quantit�e �

k�upT ��x� ��k�  
�X
n��

j�uT �nj j��t

��
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qui repr�esente en quelque sorte la norme L� en temps de l�onde transmise parasite �a
l�abcisse x	 Dans ce qui suit� pour tout s � �� nous poserons

kak�s  
Z
��sja���j�d�

Par le th�eor�eme de Plancherel nous avons�

k�upT ��x� ��k�  
Z
j��tj��

jTp���j�ja���j�jeikh��p�t	xj j� d��

Nous avons �
�j��tj � C���� jeikh��p	xj�  �

�j��tj � C���� jeikh��p	xj�  e���h���t	x

L��etude plus pr�ecise de la fonction r��� au voisinage de C��	
�t montre en fait que pour

tout � 	 � 	 C���� il existe ����� � � tel que

��t � C���� �� �h���t� � �������t � �

Par ailleurs� en utilisant les propri�et�es du coe�cient Tp �etablies section �	�	� �Notam�
ment le d�eveloppement limit�e au voisinage de ��t  ��� il existe une constante T �� � �
telle que

jTp���t�j � T ��� ��t

Nous �ecrivons alors �

kuPT �x� ��k�  

Z
j��tj�C��	��

jTp���j�ja���j�jeikh��p�t	xj� d�

$

Z
j��tj�C��	��

jTp���j�ja���j�jeikh��p�t	xj� d�

� jT ��j��t�e��
���	�
�t

Z
j��tj�C��	��

��ja���j�d�

$jT ��j��t�
Z
j��tj�C��	��

��ja���j�d�

Or Z
j��tj�C��	��

��ja���j�d�  
Z
j��tj�C��	��

����sja���j�
��s d� � � �t

C���� �
��sjaj�s��

Nous en d�eduisons

kuPT �x� ��k�L� �
T ��

�C���� ���s
jajs�� �t

s�� $ T �� jaj� �t e�����	x��t�

Ce r�esultat signi�e que pour tout x � �� l�onde parasite est en norme L� en temps la
somme d�un terme en �t e�����	x��t� donc exponentiellement petit en �t et d�un terme
en �ts��	 Cette norme d�ecroit donc plus vite que �t� d�es que kak� 	�	

��
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Si on se place sur l�interface� x  �� le terme en �t devient pr�epond�erant	 Plus exacte�
ment� on montre ais�ement que� si Tp��� � T �

p ������t ����t� �� alors

kuPT ��� ��kL� � T �
p jaj��t�

On peut globaliser le r�esultat en consid�erant des normes L� locales en espace �a valeur
L� en temps

kuPT kL����L�L�	  
X

��x�L

� �X
n��

j�uPT �nj j��t
��

�

h

Nous avons alors par un calcul simple�

kuPT kL����L�L�	 �
LT ��

�C���� ���s
jajs���t

s�� $ T ��jaj�
�t�

�����

En particulier�

kuPT kL����L�L�	 � T ��jaj�



�

�����
$

L

�C���� ���

�
�t�

On pourra remarquer qu�habituellement on cherche �a avoir un minimum d�ondes �evanes�
centes� car elles sont synonymes d�erreurs de dispersion	 Ici nous sommes amen�es �a augmenter
l�eg�erement l�erreur de dispersion a�n de r�eduire l�erreur due �a notre raccord	 La baisse n�eces�
saire du nombre de Courant s�av�ere tout de m�eme extr�ement faible� surtout si on la compare �a
la diminution du nombre de Courant dans le cas d�un ra�nement spatial qui est d�un facteur
�	 C�est cette comparaison que nous e�ectuons dans la section suivante	

����� Comparaison avec un ra�nement de maillage spatial pur�

Dans cette section nous comparons les simulations r�ealis�ees avec notre sch�ema de ra�ne�
ment spatio�temporelle avec une m�ethode de ra�nement uniquement spatiale	 Ceci devrait
nous permettre de mettre en �evidence les avantages du ra�nement local en temps	 Dans les
deux cas le rapport des ra�nements est de �	 Plusieurs choix sont possibles pour raccorder
deux maillages de discr�etisation spatiale di��erente� une m�ethode variationnelle permettrait
d�e�ectuer le raccord de mani�ere stable� mais ce n�est pas le point qui nous int�eresse ici	
Notre but �etant de montrer num�eriquement la baisse de l�erreur de dispersion entra��n�ee par
le ra�nement temporel� nous choisissons un raccord des plus simples utilisant une interpola�
tion centr�ee� et dont l�instabilit�e� si elle existe ne sera pas g�enante si elle n�est pas observ�ee
num�eriquement	 Plus exactement� nous ne consid�ererons ici� que les conditions de stabilit�e
inh�erentes �a chaque grille sans nous pr�eoccuper d�une �eventuelle condition suppl�ementaire
due �a l�interface	
Dans chaque grille� la condition de stabilit�e du sch�ema de Yee impose d�avoir c�t 	 h	

De ce fait� si l�on note hf le pas de discr�etisation de la grille �ne et hg celui de la grossi�ere�
les conditions de stabilit�e pour chaque grille dans le cas d�un ra�nement uniquement spatial
sont donc c�t � hg et c�t � hf 	 C�est��a�dire comme hg  �hf � c�t � hf 	 Ceci impose donc
de choisir le pas de temps li�e �a la grille �ne pour tout le maillage	
Or� on sait �cf	 Annexe A	��� que l�erreur classique du sch�ema �appel�ee aussi erreur de

dispersion� est d�autant plus grande que le rapport �t
h s��eloigne de �	 Rappelons de plus qu�elle

��
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augmente au cours du temps	 On a donc toujours int�er�et �a ce que ce rapport soit proche de �	
Si ce rapport peut �etre id�ealement pris �a un dans la grille �ne� on aura dans la grille grossi�ere
c�t
h  ���� et donc de la dispersion	
Par contre� dans le cas du ra�nement spatio�temporelle� si l�on note �tf le pas de temps

dans la grille �ne et �tg celui de la grille grossi�ere� on a bien �evidemment
c�tf
hf

 
c�tg
hg
� et

l�erreur de dispersion n�augmente pas dans la grille grossi�ere	
L�inconv�enient majeur du ra�nement spatial qui est de voir augmenter la dispersion dans

la grille grossi�ere� devrait donc dispara��tre avec un ra�nement de maillage spatio�temporel
puisque dans ce cas� le rapport �t

h est le m�eme dans les deux grilles	 L�exp�erience que nous
d�ecrivons ci�dessous va nous permettre de mettre en �evidence ce ph�enom�ene	
Le sch�ema de ra�nement spatial choisi est un des plus simples	 Les valeurs ug et vg de la

grille grossi�ere sont respectivement discr�etis�ees aux points ��ih� n�t� et���i$��h� �n$ �
� ��t�

tandis que les valeurs uf et vf de la grille �ne sont aux points �ih� n�t� et ��i$
�
��h� �n$

�
���t�	

Le sch�ema r�ecapitulatif est pr�esent�e ��gure �	���	 On remarque qu�une seule valeur ne peut se
calculer avec un sch�ema traditionnel� c�est la valeur de u �a l�interface	 On choisit de calculer
cette derni�ere �a l�aide du sch�ema de Yee apr�es avoir calcul�e la valeur de v manquante �i  ��
par interpolation spatiale	 L��equation ci�dessous est la transcription formulaire du sch�ema
vert	

�ug�
n��
� � �ug�n�
�t

$

�vf 	
n��

�
�
�

��vf 	
n��

�
�
�

� � �vg�n�
�
���

�h
 ���	���

uG

vG

uF

vF

�t

h

tn

tn��

tn��

Fig� �	�� ' Sch�ema de ra
nement spatial

Nous r�ealisons la m�eme exp�erience num�erique pour ces deux strat�egies de ra�nement	
On dispose d�une condition initiale dans la grille �ne� les conditions aux limites sont des
conditions de Dirichlet	 Le sch�ema de l�exp�erience est pr�esent�e ��g	 �	���	 La condition initiale
est la fonction de Harris discr�etis�ee avec �� points �ns par longueur d�onde	 Le rapport �t

h
dans la grille �ne est choisi �a ����� il sera donc de �	��� dans la grille grossi�ere du ra�nement
spatial	 On pr�esente ci�dessous les enregistrements des instantan�es des deux grilles au cours
du temps	 Sur les �gures de gauche sont pr�esent�es les r�esultats du ra�nement spatial� tandis
que sur celles de droite� ceux du ra�nement spatio�temporel	 Si les solutions dans la grille

��
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Fig� �	�� ' pr�esentation de l�exp�erience

�ne semblent tr�es proches pour les deux simulations� la solution dans la grille grossi�ere se
d�egrade beaucoup plus rapidement avec le ra�nement spatial puisqu�apr�es ��� pas de temps
�ns� l�erreur de dispersion n�est plus n�egligeable� alors qu�elle n�est pas encore perceptible
avec le ra�nement spatio�temporel� on comprend d�es lors l�int�er�et du ra�nement en temps	
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pas de
temps ra�nement spatial ra�nement spatio�temporel

n  ��
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����� Le sch�ema de ra�nement ��p�

La m�ethode que nous avons pr�esent�ee se g�en�eralise ais�ement �a un ra�nement ��p c�est �a
dire lorsque la grille �ne est p fois plus �ne que la grille grossi�ere	 L�int�er�et d�un ra�nement

���
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��p est �evident il permet� de mieux prendre en compte des d�etails g�eom�etriques� lorsque ceux�
ci sont vraiment petits devant la longueur d�onde du signal incident	 On ne pr�esente pas ici
la construction en d�etail de cette m�ethode qui est calqu�ee sur celle du ra�nement ���	 Nous
nous contentons d�en donner une pr�esentation sommaire �section �	�	�	�� puis de pr�esenter des
exp�eriences num�eriques que nous comparons ensuite �a des ra�nements ��� successifs �section
�	�	�	��	

�

�
� Pr�esentation sommaire d�un sch�ema de ra�nement ��p


Le but ici est donc de trouver un sch�ema de raccord entre deux grilles� la premi�ere �etant
discr�etis�ee sur un maillage �ph� p�t�� la deuxi�eme sur un maillage �h��t�	 La fronti�ere entre
ces deux grilles �etant au point x  �	
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t�k��
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x � 

h
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t�k��

Fig� �	�� ' Pr�esentation des inconnues pour un ra
nement �	�

En introduisant l��energie discr�ete de la grille �ne d�e�nie aux instants k�

Ek
f  

�

�

��X
i��

j�uf �ki j�h$
X
j��
�vf �

k� �
�

i� �
�

�vf �
k� �

�

i� �
�

h$
h

�
j�uf �k� j�

	A ���	���

l��energie discr�ete de la grille grossi�ere d�e�nie aux instants pk

Epk
g  

�

�

�� X
i���

j�ug�pkpi j� $
X
i��

v
pk� p

�

pi� p
�
v
pk� p

�

pi� p
�
$
ph

�
j�ug�pk� j�

	A ���	���

et l��energie totale d�e�nie aux instants pk�

Epk
t  Epk

g $Epk
f ���	���

on montre que la condition pour que l��energie totale Epk
t se conserve est

�Ug�
pk� p

�
� �Vg�

pk� p
�

�  
�

p

pX
l��

�Uf �
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�
� �Vf �
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On obtient ainsi le sch�ema de raccord�������
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qui est une extension pour p � � du sch�ema	 Notons que l�on a cette fois �a r�esoudre un
syst�eme lin�eaire de p$ � �equations	

�

�
� Etude num�erique


Analyse des ondes transmises parasites
 Nous pr�esentons ici des r�esultats num�eriques
pour un ra�nement ���� l�exp�erience est la m�eme que dans le cas du ra�nement ��� d�ecrite
dans la section ��	�	��	 Pour un nombre de Courant de �� les r�esultats sont identiques� c�est
�a dire que le sch�ema n�est pas consistant	 Par contre si l�on prend un nombre de courant
de �	��� les r�esultats ne s�am�eliore pas aussi bien que dans le cas du ra�nement ���	 On
a repr�esent�e �gure �	�� des instantan�es de l�exp�erience �aux temps �s� ��s� ��s� ��s� ��s et
���s�	 Non seulement l�onde parasite est toujours pr�esente mais elle persiste dans le temps	 Si
l�on prolonge l�exp�erience pendant plus longtemps� on constate que l�onde ne dispara��t pas	
L�explication de ce ph�enom�ene est simple	 On sait �voir partie I section �	�	�� lorsque la

grille �ne a un pas de temps p fois plus �n que celui de la grille grossi�ere� une onde incidente

de pulsation �� g�en�erait p ondes transmises dans la grille �ne de pulsation
�
�� $

���
p�t


l���p��	

A la di��erence du ra�nement ���� toutes ces pulsations ne sont pas �ou proche de l��etre�
�evanescentes� 	 Par exemple� on constate ��gure �	��� que deux ondes parasites situ�ees �a
	 �

��t 	 �� sont loin d��etre �evanescentes �la limite est indiqu�ee par
a�
�t sur la �gure �	�� avec

a�  �arcsin��t�h��	 Il faudrait baisser le nombre de Courant� soit diminuer �t� dans des
proportions non n�egligeables pour arriver �a les rendre �evanescentes	 Un calcul nous indique
que dans le cas de notre exp�erience il faudrait descendre ce rapport �a �	��	 La �gure �	��� o�u
l�on a repr�esent�e la solution au bout de �� secondes pour di��erentes valeurs de � con�rme ce
r�esultat puisqu�il faut e�ectivement descendre la valeur du nombre de Courant �a �	�� pour

voir l�onde parasite dispara��tre	 La �gure �	�� nous montre les courbes jr�� $ �

�t
� ��j et

jr�� $ �

��t
� ��j en fonction du nombre de Courant	 Ceci con�rme la large plage fr�equentielle

o�u la nouvelle onde parasite est propagative	

Vaut il mieux ra�ner deux fois d�un facteur � qu�une fois d�un facteur �� Une
mani�ere de contourner cet inconv�enient� si l�on veut obtenir une grille ra�n�ee � fois est

��
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cient multiplicateur entre deux mailles de l�amplitude de l�onde parasite en
fonction du nombre de courant� pour ��t  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

�  ����

−100 −80 −60 −40 −20 0 20
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

�  ����

Fig� �	�� ' �evolution de la solution �a �� secondes en fonction du nombre de Courant �

���



Pr�esentation d�un sch�ema aux di��erences 	nies � D

−25 −20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20 25

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

�  �

−25 −20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20 25

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

�  ����

−25 −20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20 25

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

�  ����

−25 −20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20 25

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

�  ����

−25 −20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20 25

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

�  ����

−25 −20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20 25

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

�  ����

Fig� �	�� ' �evolution de la solution �a �� s en fonction de � pour une grille intercal�ee de
longueur ��

d�intercaler une grille ra�n�ee � fois entre la grille grossi�ere et la grille ra�n�ee � fois	 L�onde
parasite localis�ee en �

��t dans la grille la plus �ne� sera �elimin�ee dans la grille interm�ediaire
puisqu�elle y sera �evanescente �elle sera localis�ee en �

�t�	 Sur les �gures �	�� �	�� et �	���
on a repr�esent�e un zoom autour du ra�nement des r�esultats des simulations e�ectu�ees avec
di��erentes tailles de grilles intercal�ees �respectivement �� � et � maille�s� grossi�ere�s�� pour
di��erentes valeurs du rapport �t

h 	 La grille ra�n�ee � fois est situ�ee sur le segment "�� ��#	 On
constate qu�avec une grille intercal�ee de longueur ��� les r�esultats sont similaires �a ceux du
ra�nement ��� simple	 L�onde parasite de pulsation �

�t dans la grille �ne �
�

��t dans la grille
ra�n�ee � fois� a parcouru su�samment de mailles pour �etre att�enu�ee	 Par contre si la grille
intercal�ee est tr�es petite� choix qui peut �etre fait pour des raisons d��economie� il faut baisser
le nombre de Courant su�samment pour que l�onde parasite disparaisse en une voire deux
mailles parcourues	 Toutefois cette baisse n�ecessaire est beaucoup plus faible que dans le cas
d�un ra�nement ��� simple	 Ces exp�eriences num�eriques con�rment donc l�int�er�et d�e�ectuer
des ra�nements ��� plut�ot que ��p	 Ceci ne sera pas pour d�eplaire au programmateur puisque
outre ces r�esultats de pr�ecisions� le ra�nement ��� est plus simple �a coder	

��� Les sch�emas lin�eaires conservatifs

Nous allons ici tenter de caract�eriser les sch�emas conservatifs a�n de s�electionner le �ou
les� sch�ema�s� ad�equat�s�	 En e�et� jusqu��a pr�esent nous nous sommes pench�es sur un sch�ema
v�eri�ant la conservation de l��energie ��	���� comme nous le voyons ici� il en existe bien d�autres	
Nous nous proposons ici de les caract�eriser puis de les discriminer	

���
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����� Sch�emas lin�eaires compatibles avec la conservation de l��energie

On se propose ici d�exhiber tous les sch�emas lin�eaires possibles assurant ��	���� puis de
les analyser et de s�electionner les meilleurs selon des crit�eres de consistance et de pr�ecision	

Posons U  

�BBBB�
�
��Uf �

�n� �
�

�

�
��Uf �

�n� �
�

�

�Ug�
�n��
�

	CCCCA et V  

�BBBB�
�Vf �

�n� �
�

�

�Vf �
�n� �

�
�

�Vg�
�n��
�

	CCCCA�

On peut alors r�e�ecrire ��	��� simplement

U � V  �
On se pose donc le probl�eme de chercher toutes les relations du type �

AU $BV  ���	���

o�u �U� V � sont des vecteurs de IR� et �A�B� deux matrices �� � telles que �

�P�
�
�i� rang"A B#  �
�ii� �U� V � v�eri�e ������� U � V  �

o�u U � V d�esigne le produit scalaire euclidien de IR�	
Pour �enoncer le r�esultat introduisons quelques notations	 A tout � � f�� �g�� nous asso�

cions l�op�erateur isomorphe et involutif �P�oP�  I������ P� � IR� � IR� � IR� � IR�

�U� V � � P��U� V �  �U�� V��
��	���

o�u �U�� V�� est d�e�ni par �

�U��i  Vi� �V��i  Ui si �i  �
�U��i  Ui� �V��i  Vi si �i  �

��	���

En d�autres termes� les huits couples �U�� V�� lorsque � d�ecrit f�� �g� s�obtiennent �a partir
de U et V par �echange d�un certain nombre de coordonn�ees	

Exemple � �  ��� �� �� � U�  �V�� U�� U��
t� V�  �U�� V�� V��

t	
On remarquera que� de fa�con �evidente�


� � f�� �g�� U� � V�  U � V��	���

�A�B� d�esigne maintenant un couple de matrices � � � dont les vecteurs colonnes sont
�a�� a�� a�� pour A et �b�� b�� b�� pour B	 A tout � � f�� �g�� on associe l�op�erateur isomorphe
et involutif �Q�oQ�  I������ Q� � L�IR���L�IR�� � L�IR���L�IR��

�A�B� � Q��A�B�  �A�� B��
��	���

o�u A� �resp	 B�� a pour colonnes �a
�
�� a

�
�� a

�
�� � �IR��� �resp	 �b��� b

�
�� b

�
��� o�u nous avons pos�e�

aj�  bj� bj�  aj � si �j  �
aj�  aj� bj�  bj � si �j  �

��	���

���
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Autrement dit� A� et B� se d�eduisent de A et B par l��echange �sans variation de position
dans la matrice� de certaines de leur colonne	 Une propri�et�e simple s�en d�eduit �

�U�� V��  P��U� V �
�A�� B��  Q�

�
� A�U� $B�V�  AU $BV��	���

En e�et � ��������
A�U� $B�V�  

X
j

�aj��i�U��j $
X
j

�bj��i�V��j

 
X
�j��

bjiVj $
X
�j��

ajiUj $
X
�j��

ajiUj $
X
�j��

bjiVj

On conclut en regroupant les sommes portant sur les termes ajiUj d�une part et b
j
iVj d�autre

part	

Lemme � Si la propri�et�e �P� est satisfaite� il existe un �el�ement � de f�� �g� tel que� si
�A�� B��  P��A�B�� A� est inversible�

Preuve �

' Si A ou B est inversible on a le r�esultat avec �  ��� �� �� ou ��� �� ��	 Il reste �a examiner
les cas o�u ni A ni B n�est inversible	

' Notons tout d�abord que A et B ne peuvent �etre simultan�ement de rang � car "AB#
serait alors de rang � �� ce qui contredit �P�	 Nous montrons maintenant que A et B
ne peuvent �etre simultan�ement de rang �	 Nous utiliserons le fait que

�P�� KerA � KerB��	���

Si A et B �etaient de rang �� alors il existerait deux vecteurs unitaires et orthogonaux
�gr�ace �a ��	���� � et � tels que KerA  "�# et KerB  "�#	 On aurait ImA � ImB � �
et il existerait donc un vecteur x � � dans ImA� ImB	 On pourrait alors trouver deux
vecteurs u et v tels que �

Au  x u � �  �
Bv  �x v � �  ���	���

Pour tout couple ��� �� � IR�� A�u $ ��� $ B�v $ ���  �	 Il s�ensuit que �u $ ��� �
�v $ ���  �� soit �


��� �� � IR��u�v� $ ����v� $ ����u�  �

d�o�u nous tirons la triple �egalit�e

u�v  ��v  ��u  ���	���

Nous avons donc d�apr�es ��	��� et ��	����
u��  �� u��  � � u  ��� � ��
v��  �� v��  � � v  ��� � ����	���

avec � � � et � � � puisque Au  �Bv � ��x � ��	 Ceci contredit ��	��� puisque
������� u�v  ���  �

���
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' Supposons que rangA  � et rangB  �	 Dans le cas contraire� il su�t d��echanger le r�ole
de A et B dans le raisonnement puis de changer �i en �� �i dans le r�esultat	 Puisque
rangA  �� il existe un couple �i� j� � f�� �� �g� tel que dim"AeiAej #  �	 Il su�t alors
de montrer que si i� j� k  f�� �� �g� fAei� Aej � Bekg forment un syst�eme libre auquel cas
on aura le r�esultat avec �i  �� �j  � et �k  �	 Comme rangB  �� ImB  "b# avec
b � � et donc Beq  �q b� q  �� �� �	 Le fait que rang"AB#  � entra��ne que les vecteurs
Aei� Aej et b sont lin�eairement ind�ependants	 Il reste �a �etablir que �k � �	 Si tel �etait le
cas� ek appartiendrait �a KerB	 Supposons que KerA  "a#� a � �� nous en d�eduisons que
a�ek  � et donc que a  aiei $ ajej � avec �ai� aj� � �	 Par suite ai�Aei� $ aj�Aej�  �
ce qui contredit le fait que Aei et Aej sont lin�eairement ind�ependants	

Nous pouvons alors �etablir le

Th�eor�eme � Une relation lin�eaire de type ������ v�eri�ant la propri�et�e �P� peut n�ecessaire	
ment s��ecrire sous la forme

U�  ) � V���	���

o�u ) d�esigne un vecteur de IR� et � un �el�ement de f�� �g� et o�u �U�� V��  P��U� V ��

D�emonstration Le fait que la matrice M  "A� B# soit de rang � entra��ne d�apr�es le
lemme l�existence d�un multi�indice � � f�� �g� tel que la matrice A� �avec �A�� B��  
Q��A� B� soit inversible	 Soit alors V un vecteur quelconque de IR� et U  �A��� B�V 	
Posons �U�� V��P��U� V �	 Comme �A�� B��  Q��A� B� et �U� V �  P��U�� V��� il vient
�voir ��	����

AU� $B V�  A�U $B�V  ���	���

Par construction de U	 En utilisant le point �ii� de la propri�et�e �P�� on en d�eduit que

U� � V�  �

c�est��a�dire� comme �U� V �  P��U�� V��

U � V  ���	���

Autrement dit� on a �etabli que �


V � IR� �A��� B� V� V �  �

Ceci �etablit que la matrice �A��� B� est antisym�etrique
� et donc� comme on est dans IR�� il

existe un vecteur ) de IR� tel que

��A��� B��V  ) � V

On conclut alors ais�ement car si �U�� V��  P��U� V �

AU $BV  � � A�U� $B�V�  �
� U�  �A��� B�V�
� U�  ) � V�

�� �M�x � y	� x � y	 � �Mx�x	 � �Mx� y	 � �My� x	 � �My� y	 � �� comme �Mx�x	 � �My� y	 � ��
�Mx� y	 � ��My�x	

���
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����� S�election des bons sch�emas par analyse par ondes planes

Nous allons maintenant chercher �a faire une s�election parmi tous ces sch�emas pour �even�
tuellement en d�etecter un meilleure que celui s�electionn�e	 La m�ethode consiste �a e�ectuer�
pour chaque cat�egorie de sch�emas� une analyse des coe�cients de r�e�exion et de transmission
via une �etude par ondes planes identique �a celle faite en �	�	� pour le sch�ema que nous avons
s�electionn�e	 On s�attachera alors �a trouver le sch�ema optimal en s�electionnant celui dont les
coe�cients seront consistants	
On a d�ecrit dans la section �	�	�� l�ensemble des sch�emas admissibles	 Nous allons tenter

ici d�extraire les plus int�eressants	 Pour cela� on e�ectue une �etude analogue �a la pr�ec�edente�
pour l�ensemble des sch�emas lin�eaires� �ecrits sous la forme U�  ) � V� avec )  t�a� b� c�	
Nous avons � cas �a �etudier	
Par exemple� si

V�  

�BBBBBBBBB�

�uf �
�n
� $ �uf �

�n��
�

�

�uf �
�n��
� $ �uf �

�n��
�

�

�v�n��
�� $

h

��t

�
�ug�

�n��
� � �ug��n�



	CCCCCCCCCA
et
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�BBBBBB�
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�
�
�

$
h

��t

�
�uf �

�n��
� � �uf ��n�


v
�n� �

�
�
�

$
h

��t

�
�uf �

�n��
� � �uf ��n��

�


�ug�

�n
� $ �ug�

�n��
�

	CCCCCCA
le d�eveloppement limit�e des coe�cients donne �a l�ordre ��������������������

T  �� b� a

� $ �b� a��
$O ���t�

Tp  ��
�a� ca� b$ cb

�� $ �b� a���
p
�� ��

$O ���t�

R  
�b� a�� � �
�b� a�� $ �

$O ���t�

��	���

Pour avoir� �a l�ordre �� T  �� et R  Tp  � �n�ecessaires pour la consistance�� on trouve
a  b$ � et c  �b� �	 Le d�eveloppement limit�e devient alors�����������������
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On s�aper�coit que le terme de premier ordre de Tp ne peut s�annuler	 D�ailleurs on peut v�eri�er
que� pour tout b� le probl�eme en �  � reste le m�eme� et Tp  �T  � cos���t�	 En revanche�
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Pr�esentation d�un sch�ema aux di��erences 	nies � D

on peut annuler le terme du premier ordre de la r�e�exion en prenant b  ��	 On retombe
alors sur le sch�ema ��	��� choisi pr�ec�edemment	
Finalement� apr�es �etude des � cas� on ne trouve que � sch�emas satisfaisants � le sch�ema
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Pour ce sch�ema� le d�eveloppement limit�e des coe�cients donne���������������������
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On obtient donc des r�esultats tr�es proches du sch�ema ��	���	 Les � sch�emas paraissent donc
�equivalents	 Ce sont les meilleurs parmi les sch�emas admissibles puisqu�en terme de r�e�exion�
transmission� ils sont les plus proches du probl�eme continu	 Toutefois� le sch�ema ��	��� que
nous venons de d�ecouvrir appara��t comme un raccord entre les u et les v et ne pourra sans
doute pas s��etendre aux dimensions sup�erieures	 Nous continuerons donc avec le sch�ema ��	���
pressenti lors de la construction	 On remarquera que notre intuition sur la non�consistance du
sch�ema ��	��� s�av�ere juste puisqu�il n�a pas �et�e s�electionn�e par notre m�ethode ce qui signi�e
que les coe�cients de r�e�exion et de transmission associ�es ne tendent pas vers les valeurs
attendues �� pour T � O pour R et Tp�	
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Chapitre �

Un sch�ema conservatif en �D pour
la polarisation transverse �electrique	

La construction pr�ec�edemment pr�esent�ee s�av�ere donc e�cace pour le ra�nement de
maillage spatio�temporel� dans le sens o�u elle est stable et pr�ecise	 Nous tentons dans ce
chapitre d��etudier sa potentialit�e de g�en�eralisation aux dimensions sup�erieures� c�est��a�dire
dans un premier temps au cas de deux dimensions	 Nous verrons que si l�extension au cas bi�
dimensionnel est possible et qu�il ne pose aucun probl�eme m�ethodique� les calculs deviennent
vite tr�es compliqu�es si l�on veut g�en�eraliser la m�ethode	

	�� Pr�esentation du probl�eme mod�ele�

On cherche ici �a trouver un sch�ema de ra�nement de maillage pour le sch�ema de Yee en �
dimensions qui soit stable par construction en g�en�eralisant la m�ethode pr�esent�ee pour le ��D	
Lorsque l�on restreint les �equations de Maxwell �a � dimensions� deux polarisations �appel�ees
polarisation transverse �electrique et transverse magn�etique� d�ecoulent� d�ecouplant certaines
composantes des champs	 Ex Ey Hz sont solutions d�un syst�eme� tandis que Hx� Hy et Ez

sont solution d�un autre syst�eme	 Toutefois� les r�oles de E et H sont interchangeables	 C�est
�a dire que les donn�ees et solutions pour les parties �electriques d�un des deux syst�emes sont
celles pour les parties magn�etiques du deuxi�eme et inversement	 Comme c�est souvent le cas
dans la litt�erature �electromagn�etique� nous avons choisi de faire porter le raccord entre les
deux grilles sur le champ �electrique	 Ceci rompt la sym�etrie entre les champs �electrique et
magn�etique	 Les deux syst�emes ne sont plus interchangeables	 N�eanmoins� Notre but �etant de
trouver un sch�ema pour les �equations de Maxwell en � dimensions� nous restreignons l��etude
du cas bi�dimensionnel au cas de la polarisation transverse �electrique	
En � dimensions les �equations de Maxwell pour la polarisation transverse �electrique

s��ecrivent �������������������
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Un sch�ema conservatif en �D pour la polarisation transverse �electrique


On peut d�emontrer que l��energie
�

�

Z
�Ex�

� $ �Ey�
� $ �Hz�

�dx se conserve	 En se basant sur

cette propri�et�e on va essayer de trouver un sch�ema qui conserve une quantit�e �equivalente en
discret� de mani�ere �a assurer la stabilit�e lors du ra�nement 	 A�n d�appliquer le sch�ema de
Yee� on discr�etise la solution comme indiqu�e sur les �gures ci�dessous	
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�Hz�
n� �

�

i� �
�
�j� �

�

� �Hz�
n� �

�

i� �
�
�j� �

�

�t

$
�Ey�

n
i���j� �

�

� �Ey�
n
i�j� �

�

h
�
�Ex�

n
i� �

�
�j��

� �Ex�
n
i� �

�
�j

h
 �

�Ex�
n��
i� �

�
�j
� �Ex�

n
i� �

�
�j

�t
�
�Hz�

n� �
�

i� �
�
�j� �

�

� �Hz�
n� �

�

i� �
�
�j� �

�

h
 �

�Ey�
n��
i�j� �

�

� �Ey�
n
i�j� �

�

�t
$
�Hz�

n� �
�

i� �
�
�j� �

�

� �Hz�
n� �

�

i� �
�
�j� �

�

h
 �

��	��

Une �energie discr�ete que ce sch�ema conserve est
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qui est un �equivalent discret de
�

�

Z
�
�Ex�

� $ �Ey�
� $ �Hz�

�dxdy

	�	 Construction d�un sch�ema de ra�nement ��	�

Le principe est calqu�e sur celui du cas �D� on d�ecouple le syst�eme en deux probl�emes �a
r�esoudre dans chaque grille� puis on cherche �a conserver la somme de deux �energies discr�etes
analogues �a ��	��
Nous allons nous int�eresser au ra�nement suivant	 La grille de gauche c	�a	d	 pour i � �

est � fois plus grossi�ere en temps et en espace que la grille de droite pour i � �	 Le raccord
des � grilles portera donc sur les valeurs de �Ey��	 La di��erence essentielle avec le ��D vient
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�
� Construction d�un sch�ema de ra�nement ���


�
�f�g

Fig� �	� ' Domaines et discr�etisation

du fait que l�interface n��etant plus un point mais une droite� le sch�ema �a construire pourrait
coupler le valeurs de �Ey�� sur cette droite	 Nous verrons qu�il n�en est rien	 Dans la suite� on
indicera par f les inconnues de la grille �ne et par g celles de la grille grossi�ere	
Dans un premier temps� nous allons d�e�nir une quantit�e discr�ete �equivalente �a l��energie

�
�

R
�Ex�

� $ �Ey�
� $ �Hz�

�dx pour chaque grille	
Ainsi dans la grille �ne� l��energie discr�ete choisie est d�e�nie �a tous les instants entiers	
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Tandis que l��energie associ�ee �a la grille grossi�ere n�est d�e�nie qu�aux instants pairs	
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Un sch�ema conservatif en �D pour la polarisation transverse �electrique


Ainsi� on peut d�e�nir une �energie discr�ete totale aux instants pairs	

E�n  E�n
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A�n de calculer l��evolution de cette quantit�e� on remplace la premi�ere �equation du sch�ema
de Yee par la demi�somme de l��equation �ecrite aux temps n�t et �n$ ���t�������������������
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On utilise �egalement les �equations en Ex et Ey���������������
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On multiplie ��	�� par �Hf
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On trouve que la di��erence entre deux pas de temps grossiers de l��energie discr�ete d�e�nie dans
la grille �ne s��ecrit donc
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Ceci est un �equivalent discret de l�identit�e
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����� Variation de l��energie grossi�ere�

Le sch�ema de Yee �ecrit dans la grille grossi�ere� s��ecrit en rempla�cant la premi�ere �equation
par sa demi�somme sur deux instants cons�ecutifs
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On multiplie la premi�ere �equation par �Hg
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On trouve que la di��erence entre deux pas de temps de l��energie discr�ete d�e�nie dans la grille
grossi�ere s��ecrit
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Ceci est un �equivalent discret de l�identit�e
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����� Conservation de l��energie totale�

A�n de garder l��energie totale E�n d�e�nie par �	� constante on doit avoir
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� Construction d�un sch�ema de ra�nement ���
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Remarque � Ceci n�est pas r�eellement un abus de notation� Le lecteur pourra en e�et remar	
quer que ces expressions sont e�ectivement des approximations d�ordre � des traces discr�etes
des champs magn�etiques sur l�interface� Il su
t pour s�en convaincre de remarquer que ces
relations sont des discr�etisations de la derni�ere relation du syst�eme de Maxwell 	Ey
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	x  ��

On d�ecompose ensuite les sommes portant sur les inconnues de la grille �ne� de la mani�ere
suivantes X

j

Aj  
X
j

A�j $
X
j

A�j��
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Un sch�ema conservatif en �D pour la polarisation transverse �electrique


Une mani�ere de v�eri�er cette �equation tout en gardant un sch�ema lin�eaire conduit �a poser le
syst�eme g�en�eralisant �a �D le sch�ema trouv�ee en une dimension	�����������������������������������������������������������������������
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On remarque que ce sch�ema est toujours explicite �via la r�esolution du syst�eme ��� 
�a la
main�	 Seules les valeurs �a l�int�erieur d�une m�eme maille sont coupl�ees et non d�une maille
�a l�autre	 Nous n�avons pas pr�esent�e ici le cas de la polarisation transverse magn�etique� mais
le raccord �a l�interface n�a pas la m�eme propri�et�e� en e�et pour la polarisation transverse
magn�etique l�inconnue Ez est situ�ee aux noeuds du maillage elle couple les �equations d�une
maille �a l�autre� comme nous le verrons dans les chapitres suivants ce sera aussi le cas �a trois
dimensions	
Ce sch�ema a �et�e impl�ement�e num�eriquement	 On compare ci�dessous les r�esultats obtenus

par cette m�ethode� �a ceux obtenus par la m�ethode d�interpolation d�ecrite en �	�	 L�exp�erience
est la propagation d�une source dans un carr�e	 On excite le milieu en un point du carr�e puis
on laisse �evoluer l�onde	 La grille �ne est un carr�e au milieu du domaine	 Avec les deux m�e�
thodes� l�interface ne semble n�avoir qu�une in�uence quasiment imperceptible sur la solution	
On pourrait donc penser que les deux m�ethodes sont satisfaisantes� mais si l�on poursuit la
propagation une instabilit�e appara��t dans la grille �ne pour la m�ethode par interpolation	
Cette instabilit�e est bien s�ur absente dans le cas de notre nouvelle m�ethode	 �A part l�hypo�
th�etique cas o�u la grille �ne a �et�e perdue par le programmateur distrait� qui voit dans la
m�ethode par interpolation un moyen de retrouver sa grille �ne en y faisant exploser une onde�
il est donc pr�ef�erable d�utiliser la nouvelle m�ethode	

	�� Un sch�ema de ra�nement ��p en deux dimensions�

On pr�esente dans cette section une g�en�eralisation pour des degr�es de ra�nements su�
p�erieurs de la m�ethode pr�ec�edente	 Nous ne d�etaillons pas tous les calculs en raison de la
similitude avec la section pr�ec�edente	
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Interpolation Nouvelle M�ethode
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Un sch�ema conservatif en �D pour la polarisation transverse �electrique


����� Construction du sch�ema�

Le but est donc de trouver un sch�ema permettant de raccorder une grille grossi�ere maill�ee
�ph� p�t� d�e�nie pour i � � �a une grille maill�ee �nement �h��t� d�e�nie pour i � �	 Comme
nous l�avons fait pr�ec�edemment� nous construisons notre sch�ema en assurant la conservation
d�une �energie discr�ete entre les instants pk�t et �pk $ p��t	
Nous d�e�nissons donc les quantit�es
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 Un sch�ema de ra�nement ��p en deux dimensions


on montre que l�extension de la m�ethode pr�esent�ee dans la section pr�ec�edente au cas du
ra�nement ��p� conduit au sch�ema de raccord���������
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����� Exp�eriences num�eriques�

On pr�esente dans cette section les r�esultats obtenus pour di��erents ra�nements pour les
�equations de Maxwell en deux dimensions pour la polarisation �electrique	 Pour cela on simule
la propagation d�une source ponctuelle et on enregistre la solution en un point de la grille
ra�n�ee et en un point grossier �a c�ot�e de la grille �ne	 On se bornera dans cette section �a faire
une analyse qualitative des solutions obtenues	 Nous verrons qu�elle su�ra pour conclure	
On pr�esente �gure �	� les enregistrements en un point du maillage grossier pour des degr�es

de ra�nement de ��� et �� pour un rapport �t
h maximal �

p
�
� �	 La solution semble correcte pour

les deux premiers enregistrments �ra�nement ��� et ����� mais quelques l�eg�eres oscillations
apparaissent pour le dernier �ra�nement ���	
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Fig� �	� ' Enregistrement en � point du maillage grossier pour la C�F�L� maximum

Si l�on s�int�eresse aux enregistrements en un point du maillage ra�n�e ��gure �	��� la
solution n�est plus satisfaisante	 En e�et l�onde parasite mentionn�ee en une dimension est
�egalement pr�esente en deux dimensions	 Elle reste pi�eg�ee dans la grille �ne sans toutefois

��
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exploser	 Comme dans le cas ��D� une l�eg�ere baisse du rapport �t
h fait dispara��tre l�onde

parasite	
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Fig� �	� ' Enregistrement en � point du maillage �n pour la C�F�L� maximum

En e�et� sur la �gure �	� o�u l�on repr�esent�e un enregistrement dans la grille �ne pour un
ra�nement ���� on observe qu�en prenant ��% de la C	F	L	� l�onde parasite a disparu	 Par
contre le r�esultat pr�esent�e �gure �	� montre que cette l�eg�ere baisse du nombre de courant
n�est pas su�sante pour un ra�nement ��� puisque l�onde parasite persiste	
On constate num�eriquement que pour chaque degr�e de ra�nement il existe un nombre de

Courant limite en dessous duquel l�onde parasite dispara��t	 On pr�esente �gure �	� la droite
donnant ce nombre limite en fonction du degr�e de ra�nement	 Il para��t peu judicieux d�utiliser
la m�ethode telle quelle pour des ra�nement ��n avec n � � puisque tr�es rapidement le
nombre de Courant n�ecessaire devient p�enalisant	 En e�et� rappelons que l�erreur num�erique
de dispersion augmente lorsque le nombre de Courant baisse	 Rappelons �egalement qu�une
C	F	L	 de ��%� correspond �a la C	F	L	 que l�on doit prendre dans la grille grossi�ere� si l�on
fait du ra�nement spatial pur d�un facteur �	 On a vu que dans ce cas la dispersion est loin
d��etre n�egligeable �section �	�	��
Comme dans le cas ��D� il para��t donc plus judicieux d�utiliser des ra�nement ��� r�ecursifs	

L�analyse th�eorique par ondes planes n�ayant pas �et�e r�ealis�ee� la justi�cation de ce fait peut
sembler tr�es intuitive� mais la justi�cation donn�ee en une dimension s��etend �a deux dimensions�
�a savoir� lors de ra�nements ��n les ondes parasites peuvent �etre propagatives dans la grille
�ne	
L�inconv�enient de cette m�ethode est donc facilement contournable� puisque la disparition

de l�onde parasite ne n�ecessite qu�une in�me baisse du nombre de Courant	 On a d�es lors une

���
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m�ethode o�u les probl�emes d�instabilit�e sont inexistants� et qui est plus pr�ecise que les m�ethodes
par interpolation	 Le seul �ecueil qui n�est d�ailleurs pas encore apparu est la complexit�e des
calculs de variation d��energie lorsque l�on se place �a trois dimensions	 A�n d��eviter ces calculs
laborieux� nous allons tenter d��etendre la m�ethode en se pla�cant dans un cadre plus abstrait	
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Troisi�eme partie

Des sch�emas garantissant la
stabilit�e � l�approche �el�ements �nis
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Chapitre �

R�e�interpr�etation variationnelle du
sch�ema de ra�nement 
�D

Dans la pr�ec�edente partie� nous avons propos�e un sch�ema nouveau qui a la particularit�e
d�assurer la stabilit�e sous la CFL usuelle	 En fait� nous allons montrer que ce sch�ema d�ecoule
tr�es naturellement d�une formulation variationnelle de probl�emes coupl�es o�u l��evolution de
l�onde est d�ecrite �a l�aide de deux champs distincts� une pour chaque grille� l�une �ne� l�autre
grossi�ere	 Ceci n�est pas vraiment surprenant� derri�ere la 
conservation de l��energie se cache
g�en�eralement une formulation variationnelle	 Ce chapitre constitue une pr�esentation simpli��ee
dans le cas ��D de la m�ethode variationnelle que nous utiliserons en ��D	

��� Forme variationnelle du sch�ema de Yee

Commen�cons par montrer que� le sch�ema de Yee� ou ici son �equivalent ��D d�ecoule d�une
formulation variationnelle	 La d�emarche est classique	 Soit �u� v� solution du syst�eme de Max�
well �D	 �����

�u

�t
$
�v

�x
 ��

�v

�t
$
�u

�x
 �� dans IR� ������

�u���� v����  �u�� v��� dans IR�

��	��

On cherche �u�t�� v�t�� � U�V  H��IR��L��IR�	 La formulation variationnelle associ�ee �a ce
choix d�espaces s�obtient en multipliant scalairement dans L��IR� la premi�ere �equation de �	�
par (u � U et en e�ectuant une int�egration par partie dans le second terme et en multipliant
la deuxi�eme �equation par (v � V	 Le probl�eme devient donc

Trouver u�t� � U et v�t� � V tels que����������������������
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Semi discr�etisation en espace � Soit h le pas de discr�etisation dans IR	 On choisit
comme espace d�approximation de U � l�espace Uh form�e par l�ensemble des fonctions continues
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dont la restriction �a une maille est un polyn�ome de degr�e �	 Pour l�espace V on choisit l�espace
d�approximation Vh form�e par les fonctions constantes par maille	 Le syst�eme discret s��ecrit
alors

Trouver uh�t� � Uh et vh�t� � Vh tels que� 
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�plus l�approximation par projection L� des conditions initiales�	 Le syst�eme variationnel
pr�ec�edent peut �egalement se r�e�ecrire sous forme matricielle	 En e�et� soit �0h
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Fig� �	� ' Fonctions de base

Posons U�t�  �ui�t��iZ� V �t�  �vi� �
�
�t��iZ et

�Mu��i�j	  

Z
0h
i �x�0

h
j �x�dx� �Mv��i�j	  

Z
+h
i� �

�
�x�+h

j� �
�
�x�dx�

B�i�j	  

Z
+h
j� �

�
�x�

d0h
i �x�

dx
dx�

Le syst�eme ��	�� s��ecrit� en choisissant (uh  0
h
i et (vh  +

h
i ����������

Mu
dU�t�

dt
�BV �t�  �

Mv
dV �t�

dt
$B�U�t�  �

��	��

Semi�discr�etisation en temps � On choisit de prendre

Un � U�n�t� et V n� �
� � V ��n$

�

�
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Le sch�ema en temps est alors bas�e sur un sch�ema saute�mouton classiquement utilis�e pour les
�equations de Maxwell	 ���������
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� Pr�esentation d�une m�ethode variationnelle

Pour le calcul des termes de la matrice Mu� on utilise des formules de quadratures de mani�ere
�a la rendre diagonale	 On parle de condensation de masse	 Ainsi on approcheZ
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Le calcul des matrices donne alors

�Mu��i�j	 � �mu��i�j	  h�ji

B�i�j	  ��ji $ �ji��

�Mv��i�j	  h�ji

��	��

o�u �ji est le symbole de Kronecker� c�est��a�dire �
j
i  

�
� si i  j
� sinon

En rempla�cant ces formules dans le syst�eme ��	��� on peut expliciter le sch�ema pour chaque
degr�e de libert�e on retrouve le sch�ema de Yee �a une dimension	���������������

un��
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h
 �
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��	 Pr�esentation d�une m�ethode variationnelle

Dans cette partie nous allons tenter d�adopter la m�eme d�emarche que celle d�ecrite pr�e�
c�edemment� c�est �a dire donner un cadre variationnelle �a l�approche faite dans la deuxi�eme
partie	 L�objectif est notamment de pouvoir inscrire la m�ethode dans un cadre abstrait puis
v�eri�er que cette m�ethode est �equivalente �a celle de la partie �	
Comme nous l�avions vu dans l�approche di��erences �nies� la m�ethode est bas�ee sur la

formulation d�un probl�eme de transmission entre deux domaines	 Ce nouveau probl�eme devant
bien entendu �etre �equivalent au probl�eme mod�ele	 On partage IR en deux domaines )f et )g
�nous prenons ici )g  IR

� et )f  IR�� et on d�ecouple ensuite le syst�eme ��	�� en���������������

�ug
�t

$
�vg
�x

 �

�vg
�t

$
�ug
�x

 �

dans )g

vg  j en �

��	��

���������������

�uf
�t

$
�vf
�x

 �

�vf
�t

$
�uf
�x

 �

dans )f

vf  j en �

��	���

���
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Cette formulation fait intervenir une nouvelle inconnue j qui va jouer un r�ole important dans
la suite	 Cette inconnue est choisie comme la valeur �commune� de la trace de v �a l�interface	
Si j �etait connue� le champ �electromagn�etique serait compl�etement d�etermin�e dans chaque
domaine ind�ependamment l�un de l�autre	 Maintenant� pour assurer le recollement complet des
solutions et ainsi l��equivalence avec le probl�eme ��	��� il est n�ecessaire �et su�sant� d�imposer
la condition suppl�ementaire �a l�interface

ug�j* �� t�  uf �j* �� t���	���

o�u l�on a fait appara��tre la d�ependance en j des solutions dans chacune des grilles C�est cette
condition qui va d�eterminer �de fa�con unique� j	
Comme dans la section pr�ec�edente� nous commen�cons par introduire� les espaces fonction�

nels dans lesquelles nous chercherons les solutions des syst�emes Ug  H��)g�� Uf  H��)f ��
Vg  L��)g� et Vf  L��)f �	 On multiplie respectivement la premi�ere �equation et la deuxi�eme
�equation de ��	�� par une fonction test de Ug �(ug� et de Vg �(vg� puis� on int�egre sur )g	 On
agit de m�eme avec le syst�eme ��	��� avec des fonctions tests de Uf et Vf 	 Apr�es Une int�egra�
tion par partie dans la premi�ere �equation de chaque syst�eme� on trouve alors la formulation
variationnelle suivante	

Trouver �ug� vg� uf � vf � j� dans Ug � Vg � Uf � Vf � IR tels que���������
d

dt

Z
�g

ug (ugdx�
Z
�g

vg
�(ug
�x

dx$ j ug��� t�  � 
(ug � Ug
d

dt

Z
�g

vg (vgdx$

Z
�g

(vg
�ug
�x

dx  � 
(vg � Vg
��	���

���������
d

dt

Z
�f

uf (ufdx�
Z
�f

vf
�(uf
�x

dx� j uf ��� t�  � 
(uf � Uf
d

dt

Z
�f

vf (vfdx$

Z
�f

(vf
�uf
�x

dx  � 
(vf � Vf
��	���

avec
uf ��� t�  ug��� t���	���

Cette formulation peut s��ecrire de mani�ere plus g�en�erale sous la forme

Trouver �ug� vg� uf � vf � j� dans Ug � Vg � Uf � Vf � J tels que���������
d

dt
�ug� (ug�Ug � bg�vg� (ug� $ �j� �g(ug�  � 
(ug � Ug

d

dt
�vg� (vg�Vg $ bg�(vg� ug�  � 
(vg � Vg

��	���

���������
d

dt
�uf � (uf �Uf � bf �vf � (uf �� �j� �f (uf �  � 
(uf � Uf

d

dt
�vf � (vf �Vf $ bf �(vf � uf �  � 
(vf � Vf

��	���

avec la condition
� (�� �gug�j��  � (�� �fuf �j�� 
 (� � J��	���

���
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o�u

bf �v� u�  

Z
�f

v
�u

�x
dx bg�v� u�  

Z
�g

v
�u

�x
dx�

�� �V d�esigne le produit scalaire sur V et �� � d�esigne le produit scalaire sur J � ici IR �g et
�f sont des op�erateurs de trace de Ug et Uf dans J 	 Dans le cas pr�esent�e ici� cette trace est
simplement la valeur prise en �� et J  IR	
Les inconnues apparaissent donc comme coupl�ees �a l�aide d�un multiplicateur de Lagrange

associ�e �a la contrainte de continuit�e des champs sur la fronti�ere commune	 Ici ce multiplicateur
est un r�eel	
A priori� les choix des espaces de discr�etisation des formulations ��	��� et ��	��� sont

ind�ependants	 Dans le cas particulier pr�esent�e ici� nous choisissons de prendre les espaces
d�ecrits dans �	� avec des pas de discr�etisation di��erents � sur le domaine )g avec un pas �h�
sur le domaine )f avec un pas h	
Le courant j sera en g�en�eral discr�etis�e sur un maillage grossier	 Dans le cas pr�esent� il

s�agit d�un simple scalaire et donc le probl�eme du choix de sa discr�etisation spatiale ne se
pose pas	
On note U�h

g � V�h
g � Uhf � Vhf et J�h les sous espaces d�approximation de Ug� Vg� Uf � Vf et

J 	 Par abus de notation �pour une commodit�e d��ecriture�� on continuera �a d�esigner dans la
suite par ug� vg� uf � vf et j les solutions discr�etes	 On introduit alors les vecteurs

Uf �t�  �uf �i h� t��i��� Vf �t�  �vf ��i$ �
��h� t��i��

Ug�t�  �ug��i h� t��i��� Vg�t�  �vg���i $ ��h� t��i��

On peut alors� comme dans le cas sans ra�nement� �ecrire le sch�ema semi�discr�etis�e sous forme
matricielle	 ���������

Mg
u

dUg�t�

dt
�BgVg�t� $ Cgj�t�  �

Mg
v

dVg�t�

dt
$B�

gUg�t�  �

��	���

���������
Mf

u

dUf �t�

dt
�BfVf �t�� Cfj�t�  �

Mf
v

Vf �t�

dt
$B�

fUf �t�  �

��	���

avec la condition de raccord
C�gUg�t�  C�fUf �t���	���

o�u Bf � Bg� Cf et Cg sont des matrices d�e�nies par

�Bf �i�k  bf



+h
i� �

�

� 0h
k

�
� i � �� k � �� �Cf j�k  

�
j� ��hf 0

h
k


� k � ��

�Bg�i�k  bg
�
+�h
�i��� 0

�h
�k


� i � �� k � �� �Cg j�k  

�
j� ��hg 0

�h
�k


� k � ��

Ici Cf et Cg sont des matrices �a une ligne� autrement dit des vecteurs lignes	
Mf

u � M
g
u � M

f
v et M

g
v � les matrices de masses seront calcul�ees en appliquant la condensation

de masse	 On d�esignera dans la suite mf
u� m

g
u� m

f
v et m

g
v les matrices diagonales obtenues	

��
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En appliquant le m�eme sch�ema en temps que dans la section �	�� avec

U�n
g � Ug��n�t� � Un

f � Uf �n�t�

V �n��
g � Vg���n$ ���t� � V

n� �
�

f � Vf ��n$
�
� ��t��

��	���

La discr�etisation en temps naturelle pour les �equations ��	��� et ��	��� donnerait alors���������
mg
u

U�n��
g � U�n

g

��t
�BgV

�n��
g $ Cgj

�n��  �
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v

V �n��
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g

��t
$B�

gU
�n
g  �

��	���

�������������
mf
u

U�n��
f � U�n

f

�t
�BfV
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�

f � Cfj
�n� �

�  �

mf
v

V
�n� �

�
f � V

�n� �
�

f

�t
$B�

fU
�n
f  ��������������

mf
u

U�n��
f � U�n��

f

�t
�BfV

�n� �
�

f � Cfj
�n� �

�  �

mf
v

V
�n� �

�
f � V

�n� �
�

f

�t
$B�

fU
�n��
f  �

��	���

On voit que cela nous conduit �a discr�etiser de fa�con di��erente j suivant qu�il se trouve
dans un sch�ema de la grille grossi�ere o�u dans celui de la grille �ne	 Nous choisissons a�n de
contourner ce probl�eme la discr�etisation temporelle de la grille grossi�ere� aussi

j�n��  j�n�
�
�  j�n�

�
� �

On remarque que� j �etant connu� chaque probl�eme se r�esout ind�ependemment	 Il nous
reste �a d�e�nir j pour que le raccord se fasse de mani�ere stable	 En l�absence de ra�nement
�c�est �a dire dans le cas o�u u et v sont solutions des �equations de Maxwell dans IR�� on montre
que la quantit�e

�

�

�
muU

�n� U�n

$
�

�

�
mvV

�n��� V �n��

�

se conserve	 De plus elle d�e�nit une norme L� de la solution sous la condition CFL� ce qui
entraine la stabilit�e L� du sch�ema classique	 C�est sur cette remarque que va se baser la
construction de la m�ethode	
Pour cela� on commence par d�e�nir une �energie discr�ete� par exemple

E�n  E�n
g $E�n

f��	���

avec �������
E�n
g  �

�

�
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uU

�n
g � U�n

g


$ �
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�
mg
vV

�n��
g � V �n��

g


E�n
f  �

�

�
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uU

�n
f � U�n

f


$ �
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mf
vV

�n� �
�

f � V
�n� �

�
f

���	���

Remarque � Cette d�e�nition n�est qu�une r�e�ecriture des formules ������ et ������ de la
partie ��
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A l�aide d�int�egration par parties on montre ensuite que�����������
E�n��
g �E�n

g

��t
$ �Cgj

�n���
U�n
g $ U�n��

g

�
�  �

E�n��
f �E�n

f

��t
� �Cf j

�n���
U�n
f $ �U�n��

f $ U�n��
f

�
�  �

��	���

Si l�on veut conserver la quantit�e E�n� il faut donc s�assurer de

�j�n��� C�g
U�n
g $ U�n��

g

�
� C�f

U�n
f $ �U�n��

f $ U�n��
f

�
�  ���	���

Or� une fa�con de discr�etiser temporellement la condition de raccord ��	��� est d�assurer que


(� � J

�
(�� C�g

U�n
g $ U�n��

g

�

�
 

�
(�� C�f

U�n
f $ �U�n��

f $ U�n��
f

�

�
��	���

Ainsi� en prenant (�  j�n��� on a imm�ediatement ��	��� c�est �a dire la conservation de l��energie
discr�ete et donc stabilit�e	
Il nous faut donc trouver j tel que

C�g
U�n
g $ U�n��

g

�
 C�f

U�n
f $ �U�n��

f $ U�n��
f

�
���	���

ceci nous permettra de nous assurer �a la fois de la conservation de l��energie et donc de la
stabilit�e� mais aussi du raccord de u �a l�interface	
Une mani�ere de calculer le j qui permettra de v�eri�er ��	��� est de remarquer qu�en

�eliminant Vf du syst�eme de Maxwell discr�etis�e ��	���� on a

mf
u

U�n��
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f $ U�n
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f
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��BfU
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f  ���	���

ainsi on peut �ecrire
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Notons Af la matrice d�e�ni par

Af  I � �t
�

�
�mf

u�
��B�

f �m
f
v �
��Bf ���	���

De plus� en utilisant la premi�ere �equation de ��	��� on tire

U�n��
f  U�n

f $�t�mf
u���
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�

f $ Cf j
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�
��	���

De m�eme� l��equation ��	��� nous permet d��ecrire

U�n��
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u�
�� �BgV

�n��
g � Cgj
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Ainsi on peut �ecrire la relation ��	���

C�g
�
U�n
g $�t�mg

u�
��

�
BgV
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g � Cgj

�n��


 C�fAf



U�n
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que l�on peut r�e�ecrire sous la forme
Mj  b��	���
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M  C�g�t�m

g
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f
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b est un vecteur connu au sens o�u il ne d�epend pas de la valeur de j�n��	 En e�et� il ne

s�exprime qu�en fonction de U�n
g et U�n

f qui sont des valeurs connues� et de V �n��
g et V

�n� �
�

f

qui se calculent �a l�aide du sch�ema ind�ependemment de j	 On peut donc d�eterminer le courant
j via la r�esolution de ce syst�eme lin�eaire	 Dans le cas qui nous concerne M et j sont des
scalaires� l�inversion se r�eduit donc �a une division de b par M 	 Ceci �etant fait� il ne reste plus
qu��a int�egrer j dans les �equations ��	��� et ��	��� pour fermer le sch�ema	

��� Lien avec la m�ethode de ra�nement de la partie 	

Nous allons maintenant expliciter le sch�ema trouv�e �a l�aide des fonctions de base utilis�ees
dans la section ��	�� a�n de montrer que le sch�ema pr�esent�e dans la partie � entre dans le cadre
variationnel ci�dessus d�ecrit	 Pour les indices n�egatifs� les fonctions de bases sont d�e�nies sur
des intervalles de longueur �h �0�h

�i et +
�h
�i���� pour les indices positifs avec des intervalles de

longueur h �0h
i et +

h
i� �

�

�	 A l�interface� la fonction 0� est d�edoubl�ee en une fonction de base

discr�etis�ee avec un pas �h et une autre avec un pas h �voir �gure �	��	 Les solutions uf et vf

� �

h
��x�

��

�h
� �x�

�

Fig� �	� ' Fonctions de base sur l�interface

dans la grille �ne s��ecrivent donc
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tandis que dans la grille grossi�ere� on �ecrit

ug�x�  
X
i��
�ug��i0

�h
�i �x� vg�x�  

X
i��
�vg��i��+

�h
�i���x�

Comme nous l�avons fait dans la section �	�� on explicite les matrices intervenant dans
��	��� et ��	���	 A l�int�erieur de chaque grille les matrices Cf et Cg �etant des matrices de
rel�evement sont nulles� le calcul des autres matrices s�e�ectuant comme dans la section �	��
on retrouve bien �evidemment le sch�ema de yee �D �ecrit sur un maillage ��h� ��t� dans la
grille grossi�ere et sur un maillage �h��t� dans la grille �ne	���������������
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Seuls les coe�cients des matrices �ecrits �a l�interface di��erent� on a�������������
�mf
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Cette di��erence qui n�intervient que pour la discr�etisation des premi�eres �equations de chaque
syst�eme fait appara��tre le sch�ema de raccord �a l�interface���������������������
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De ces �equations� on tire ais�ement
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On reconna��t ici les deux premi�eres �equations du raccord ��	��� que nous avions interpr�et�ees
comme la condition de raccord discret de l�inconnue v dans la partie �	 Les matrices �Cf � et
Cg �etant explicit�ees� la relation �	�� s��ecrit alors

u�ng $ u�n��
g

�
 

u�nf $ �u�n��
f $ u�n��

f

�
���	���

���
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Cette �equation n�est autre que la troisi�eme �equation du syst�eme ��	��� de la partie �	 Nous
avions d�ej�a interpr�et�e cette relation comme �etant une condition de raccord discr�ete de u	
La construction variationnelle du sch�ema aboutit donc au m�eme sch�ema que celui de

l�approche di��erences �nies mais elle va nous permettre de construire une m�ethode pour les
�equations de Maxwell en � dimensions beaucoup plus simplement	 Mais l�approche variation�
nelle a un autre avantage	 Elle permet d��etendre la m�ethode �a un cadre beaucoup plus large
que les di��erences �nies et permettrait �egalement de raccorder une m�ethode de di��erences
�nies �a une m�ethode d��el�ements �nis	 Il est en e�et clair que d�autres choix de fonctions de
base auraient pu �etre faits pour l�approximation des espaces de discr�etisation� par exemple
les fonctions de base de la grille �ne auraient pu �etre di��erentes de celles de la grille grossi�ere	

���



Chapitre �

Le cas �D � un probl�eme mod�ele et
sa formulation variationnelle mixte
domaine �n � domaine grossier

Le cadre propos�e dans le chapitre pr�ec�edent est en fait tr�es g�en�eral� et permet ais�ement
l�extension du ra�nement de maillage aux dimensions sup�erieures	 C�est le but des chapitres
qui suivent	 Nous verrons qu�utilisant cette approche� le traitement du cas de Maxwell �a trois
dimensions est tr�es simple	 Nous verrons �egalement que le traitement des conducteurs parfaits
se r�ealise sans di�cult�es� ceci n�aurait certainement pas �et�e le cas avec l�approche di��erences
�nies	

	�� Probl�eme mod�ele et notations

Nous nous donnons un parall�el�epip�ede rectangle ouvert B� nous notons 1 sa fronti�ere
et n�x� la normale ext�erieure au point x de 1 �c�est��a�dire celle qui pointe vers l�ext�erieur
de B�	 Le couple �Eg�Hg� d�esignera un champ �electromagn�etique d�e�ni dans le domaine
ext�erieur �a B� soit Bext qui est non born�e� et �Ef �Hf � un champ �electromagn�etique d�e�ni
dans B	 L�indice g faisant r�ef�erence �a grossier et f �a �n � on anticipe ici quelque peu sur la
discr�etisation du probl�eme qui va �etre utilis�ee par la suite �l�ext�erieur de B va �etre maill�e de
fa�con grossi�ere et l�int�erieur de fa�con ra�n�ee�	 La concat�enation des deux champs sera not�ee
simplement �E�H�	

	�	 Formulation sous forme de probl�eme coupl�e

On se donne �E�H� un champ �electromagn�etique dans le vide� c�est �a dire une solution
du syst�eme de Maxwell ��� ���tE�x� t� � rotH�x� t�  �� x � R�

���tH�x� t� $ rotE�x� t�  �� x � R�
��	��

On a choisi ici de r�eintroduire les constantes �electromagn�etiques �� et �� que nous avions
prises �egales �a � dans les probl�emes mod�eles pr�ec�edents	

���
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n

Bext

B
n

Fig� �	� ' Coupe en deux dimensions des
domaines B et Bext� Le domaine Bext est
in�ni et encadre B�

Fig� �	� ' Vue � D du ra
nement

Les champs sont initialis�es avec des conditions initiales au temps t  � appropri�ees	
On pourrait �egalement ajouter des termes sources mais on ne le fait pas ici pour all�eger la
pr�esentation	
Conform�ement �a ce que nous avons fait au chapitre pr�ec�edent� nous introduisons comme

variable suppl�ementaire la valeur commune de la trace tangentielle des champs magn�etiques
Hg et Hf sur l�interface �ctive �a savoir �

J�x� t�  Hj��x� t� � n�x����	��

qui s�identi�e au courant �electrique surfacique parcourant la fronti�ere de la bo��te B	 On peut
alors r�e�ecrire le probl�eme en deux parties suivant�����������

���tEf �x� t�� rotHf �x� t�  �� x � B

���tHf �x� t� $ rotEf �x� t�  �� x � B

Hf �x� t� � n�x�  J�x� t�� x � 1  �B

��	��

�����������
���tEg�x� t�� rotHg�x� t�  �� x � Bext

���tHg�x� t� $ rotEg�x� t�  �� x � Bext

Hg�x� t� � n�x�  J�x� t�� x � 1  �Bext

��	��

avec la condition de raccord

n�x� �
�
Ef j��x� t� � n�x�


 n�x� �

�
Egj��x� t� � n�x�


��	��

Comme nous l�avons d�ej�a fait dans le cas �D �section �	��� on peut interpr�eter cette formula�
tion �equivalente de la fa�con suivante	 Pour chacun des deux domaines� on calcule la solution

���
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du syst�eme de Maxwell assujetti �a un courant 	J sur leur bord �c�est��a�dire avec la valeur du
champ magn�etique tangent connu sur le bord�	 La valeur de ce courant est alors uniquement
d�etermin�ee si l�on assure la continuit�e des traces tangentielles du champ �electrique	 Le champ
�electromagn�etique est alors compl�etement d�etermin�e	 L�int�er�et de cette formulation est qu�elle
d�ecouple dans un premier temps ce qui se passe dans chacun des deux domaines �J �etant �x�e�
je connais le champ dans chacun des deux domaines�	 Le couplage ne s�e�ectue qu��a travers
l��egalit�e de contrainte qui assure le raccordement	

	�� Formulation variationnelle

On recherche les champs �electriques Eg et Ef dans les espaces classiques

Ef � Vf  H�rot* B� et Eg � Vg  H�rot* Bext�

H�rot* )�  
�
� � �L��)���� rot� � �L��)���

 
�

��	��

On verra plus loin que les espaces de travail pour le champ magn�etique sont

Wf  �L
��B��� et Wg  �L

��Bext������	��

La principale di�cult�e est de donner un sens �a ��	�� et donc de d�e�nir le bon cadre va�
riationnel pourJ 	 Nous sommes donc amen�es �a pr�eciser la notion de trace tangentielle des
fonctions �a carr�e sommable et de rotationnel �a carr�e sommable	 Dans notre cas� la fronti�ere
que nous avons retenue est une bo��te� c�est��a�dire un ouvert polygonal	 De r�ecents travaux
d�Annalisa Bu�a et de Patrick Ciarlet "�# traitent pr�ecis�ement de cette question qui donnent
les d�e�nitions pr�ecises des traces tangentielles de H�rot� B� sur une surface 1 polygonale
et lipschitzienne �c�est le cas du parall�el�epip�ede �B�	 On va pr�esenter tout d�abord de ma�
ni�ere sommaire leurs r�esultats� puis� dans une seconde �etape� nous donnons la formulation
variationnelle proprement dite	

����� Th�eor�eme de trace pour H�rot� dans les ouverts polygonaux

Supposons que 1 soit d�ecoup�ee en N faces �1j�j������N � 1  �Nj��1j et notons eij la
fronti�ere commune de 1i et 1j� �ij est un vecteur unitaire parall�ele �a eij 	 Notons alors n la
normale ext�erieure de B� nj  nj�j

et �i  �ij �ni	 Dans notre cas on a N  � et chaque face

est un rectangle	 Pour chaque �el�ement � � L��1� on note �j  �j�j
	

Nous introduisons alors les espaces de vecteurs surfaciques tangents

L�
t �1�  

n
� � L��1��� ��nj�  �

o
H����1�  

n
� � L�

t �1�� �j�j
� H����1j�� � � j � N

o
et on consid�ere les applications trace �� � D�2)�� � H����1� et �� � D�2)�� � H����1� d�e�nies
respectivement par � �� �u�  n � �u � n�j� et �� �u�  u � nj�
Pour chaque �0i�0j� � H����1i��H����1j� on notera

0i
���
 0j en eij �

Z
�i

Z
�j

j0i�x��0j�y�j�
kx� yk� d��x�d��y� 	�

���
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ni

�i

��j
nj

�j

eij

�ij

�i

Fig� �	� ' Joly dessin explicatif des notations

Notons Ij l�ensemble des indices i tels que 1i et 1j poss�edent une ar�ete commune et
d�e�nissons

H
���
k �1�  

!
0 �H����1� tels que 0j��ij

���
 0i��ij en eij 
j�
i � Ij

"
��	��

Autrement ditH
���
k �1� est l�ensemble des fonctionsH��� par face dont la composante parall�ele

�a chaque ar�ete se raccorde entre chaque face au sens
���
 	 H

���
k �1� est un espace de Hilbert

munis de la norme

k0k�k������  
NX
j��

k0k������ $
NX
j��

X
iIj

N k
i�j�0���	��

o�u

N k
i�j�0�  

Z
�i

Z
�j

j0 � �ij�x��0 � �ijj�
kx� yk� d��x�d��y�

Nous d�e�nissons �egalement

H
���
� �1�  

!
0 � H����1� tels que 0j��i

���
 0i��j en eij
j�
i � Ij

"
��	���

Autrement dit H
���
� �1� est l�ensemble des fonctions H��� par face dont la composante surfa�

cique normale �a chaque ar�ete se raccorde entre chaque face au sens
���
 	 H

���
� �1� est un espace

de Hilbert munis de la norme

k0k��������  
NX
j��

k0k������ $
NX
j��

X
iIj

N�
i�j�0���	���

o�u

N�
i�j�0�  

Z
�i

Z
�j

j0i � �i�x��0j � �jj�
kx� yk� d��x�d��y�

Notons H
����
k �1� �resp	 H

����
� �1�� l�espace dual de H

���
k �1� �resp	 H

���
� �1��	

���
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Si l�on d�e�nit

H
����
k �div��1�  

n
� � H����

k �1��div�� � H�����1�
o

H
����
� �rot��1�  

n
� � H����

� �1�� rot�� � H�����1�
o
�

o�u div� et rot� sont d�e�nis par transposition���������������

div� � H
����
k �1� �� H�����1�

	 div��� � ������ � 	 ��r�� �k������ 
� � H����1�� 
� �H����
k �1�

rot� � H
����
� �1� �� H�����1�

	 rot��� � ������ � 	 �� rot�� �������� 
� � H����1�� 
� � H����
� �1��

avec

r� � H����1� �� H
���
k �1�

� �� r��  �� �ru�
rot� � H����1� �� H

���
� �1�

� �� rot��  �� �ru�
et o�u u est un rel�evement de � dans H��B��

on peut alors �enoncer le th�eor�eme �cf	 "�# �

Th�eor�eme � Les applications

�� � H�rot� B� � H
����
k �div��1�

�� � H�rot� B� � H
����
� �rot��1�

sont lin�eaires� continues et surjectives�

De plus les espaces H
����
k �div��1� et H

����
� �rot��1� sont des espaces duaux et nous avons

la formule d�int�egration par parties�Z
B
frotv � u� rotu � vg dB  	 ��u� ��v � 
 u� v � H�rot� B����	���

o�u 	 � � d�esigne le produit de dualit�e entre H
����
k �div��1� et H

����
� �rot��1��

Dans la suite� nous noterons M  H
����
k �div��1� et M

�  H
����
� �rot��1�	 L��egalit�e ��	��

a donc maintenant un sens dans M � et nous verrons que nous sommes amen�es �a chercher
J�x� t� dans M 	

����� D�erivation de la formulation variationnelle

Dans un premier temps� nous supposons les champs Hf et Hg su�samment r�eguliers c�est
�a dire au moins dans les espaces Vf et Vg	 On multiplie chaque �equation par une fonction test
de Vf et Vg �0f et 0g�	 On somme ensuite sur le domaine o�u est pos�ee l��equation	 Gr�ace �a la
formule d�int�egration par parties ��	���� on peut ensuite �ecrire�Z

�
rotHt �0t d3  

Z
�
rot0t �Ht d3 � 	 Ht � �j	�� � � �0t � ��j	� �M�M �

��
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o�u 	 � �M�M � d�esigne le produit de dualit�e entre M et M �� avec �  $n et t  f si 3  B
et �  �n et t  g si 3  Bext	 La condition �a la limite permet alors de remplacer la
trace tangentielle du champ magn�etique par la donn�ee J �en fait 	J si l�on tient compte de
l�orientation� qui vit donc dans M d�apr�es le th�eor�eme �	
Si l�on �ecrit les �equations obtenues �par exemple pour la grille �ne���������������


�f � Vf �

d

dt

Z
B
��Ef �x� t� � �f �x�dx �

Z
B
rot�f �x� �Hf �x� t�dx

 	 J�x� t�� n � ��f �x� � n�j� �M�M �

��	���

�������

�f � Vf �

d

dt

Z
B
��Hf �x� t� � �f �x�dx$

Z
B
rotEf �x� t� � �f �x�dx  ��

��	���

on s�aper�coit que ces �equations ont toujours un sens si on prend Hf �Wf � la m�eme remarque
peut �etre faite pour Hg que l�on peut prendre dansWg� ce qui justi�e ��	�� ce que nous faisons
dans la formulation variationnelle de notre probl�eme	
La formulation variationnelle du probl�eme est alors la suivante

Trouver Ef �t��Hf �t�� Eg�t��Hg�t�� J�t� dans Vf �Wf � Vg �Wg �M tels que

�������������


�f � Vf �

d

dt

Z
B
��Ef �x� t� � �f �x�dx �

Z
B
rot�f �x� �Hf �x� t�dx

 	 J�x� t�� n � ��f �x� � n�j� �M�M �

��	���

�������

�f �Wf �

d

dt

Z
B
��Hf �x� t� � �f �x�dx$

Z
B
rotEf �x� t� � �f �x�dx  �

��	���

�������������


�g � Vg�

d

dt
��

Z
Bext

Eg�x� t� � �g�x�dx�
Z
Bext

rot�g�x� �Hg�x� t�dx

 � 	 J�x� t�� n � ��g�x� � n�j� �M�M �

��	���

�������

�g �Wg�

d

dt
��

Z
Bext

Hg�x� t� � �g�x�dx$
Z
Bext

rotEg�x� t� � �g�x�dx  �
��	���

��� 
J � �M�

	 J ��x� t�� n � �Ef �x� � n�j� �M�M � 	 J ��x� t�� n � �Eg�x� � n�j� �M�M �
��	���

���
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Le crochet de dualit�e M �M � ici employ�e devient une int�egrale sur 1 d�es que les champs
sont un peu plus r�eguliers	 En particulier� d�es que l�on passera aux espaces d�approximation� on
remplacera les crochets de dualit�e par des int�egrales	 En�n� ce syst�eme d��evolution variationnel
est bien s�ur initialis�e par des conditions initiales appropri�ees au temps t  �	
Cette formulation s�inscrit donc dans le m�eme cadre g�en�eral que celui introduit dans

la section pr�ec�edente	 En rempla�cant les int�egrales par des formes bilin�eaires comme nous
l�avions fait en une dimension	

Trouver �Eg�Hg� Ef �Hf � J� dans Vg �Wg � Vf �Wf �M tels que���������
��
d

dt
�Eg� �g�Vg � bg�Hg� �g� $ cg�J� �g�  � 
�g � Vg

��
d

dt
�Hg� �g�Wg $ bg�Eg� �g�  � 
�g �Wg

��	���

�����
��
d

dt
�Ef � �f �Vf � bf ��f � Hf �� cf �J� �f �  � 
�f � Vf

��
d
dt�Hf � �f �Wf

$ bf �Ef � �f �  � 
�f �Wf

��	���

sous la condition
cg� (J� Eg�  cf � (J� Ef � 
 (J � M��	���

o�u

' Ug�Wg� Uf etWf sont des espaces de Hilbert munis de leur produit scalaire ���Ug � ���Wg �
���Uf et ���Wf

�

' bg �resp	 bf � est une application bilin�eaire de Vg �Wg �resp	 Vf �Wf � dans IR	

' cg �resp	 cf � est une application bilin�eaire de M � Vg �resp	 M � Vf � dans IR

Dans notre cas les espaces de Hilbert sont ceux que nous avons d�e�nis en ��	�� et ��	��� les
application bilin�eaires �etant d�e�nies par

bg��� ��  

Z
�g

� � rot� d�g bf ��� ��  

Z
�f

� � rot� d�f

cg�j� ��  	 j� n � �� � n�j� �M�M � cf �j� ��  	 j� n � �� � n�j� �M�M �

��	���

���
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Chapitre �

Discr�etisation du probl�eme

Dans cette section� nous pr�esentons la d�emarche suivie pour la discr�etisation du syst�eme
d��evolution explicit�e dans la section pr�ec�edente	 La d�emarche est tr�es classique	 Elle consiste �a
choisir des espaces d��el�ements �nis pour l�approximation en espace �champ �electromagn�etique
puis courant� et un sch�ema en temps type saute�mouton pour la discr�etisation temporelle	
La philosophie de la discr�etisation en espace est celle de la m�ethode des �el�ements joints �"�#
pour une pr�esentation g�en�erale� "�# pour une application �a l��equation des ondes et "�# pour les
�equations de Maxwell�	 La sp�eci�cit�e de notre apport r�eside surtout dans la fa�con de g�erer
la discr�etisation en temps	 La stabilit�e du sch�ema est analys�ee via l�obtention d�une loi de
conservation d�une �energie discr�ete que nous �etablirons	 Nous commen�cons par pr�esenter
la discr�etisation dans le cas g�en�eral� puis nous nous int�eressons �a un cas de discr�etisation
particulier� celui �equivalent au sch�ema de Yee �D	

��� Semi discr�etisation en Espace�

Dans cette section� ainsi que dans celle qui suit nous restons �a un niveau abstrait en
supposant que les espaces Vg� Wg� Vf �Wf et M et les formes bilin�eaires bg� bf � cg et cf sont
assez g�en�eraux	 Nous introduisons V �h

g � Vg� W
�h
g � Wg� V

h
f � Vf � W

h
f � Wf et M

�h �
M les sous�espaces discrets d�approximation de Vg� Wg� Vf �Wf et M 	 Dans la suite pour
tout espace discret Xh� nous noterons ���Xh

le produit scalaire sur Xh et kkVh la norme
associ�ee	 Dans un premier temps� ce produit scalaire peut �etre le m�eme que celui de l�espace
continu X que Xh approche� mais dans la plupart des cas nous sommes amen�es �a prendre
un produit scalaire approch�e a�n d�aboutir �a la condensation de masse	 De m�eme� on indice
les applications bilin�eaires par h ou �h� car on peut �eventuellement choisir de prendre des
approximations de ces derni�eres	
Avec ces notations� nous anticipons le fait que en pratique� on utilisera des espaces d�ap�

proximation classiques pour chacun des espaces de fonctions qui intervient dans la formulation
variationnelle ��	���	 On discr�etisera pour cela les domaines B et Bext avec des maillages r�e�
guliers uniformes mais di��erents� de pas h pour B et �h pour Bext 	 On choisit de discr�etiser
l�interface o�u est discr�etis�e le courant J sur un maillage grossier� ce choix sera justi��e a
posteriori * ceci correspond �a un choix g�en�eralement fait pour ce genre de technique �voir la
m�ethodes des �el�ements joints "�# par exemple�	 Dans l�application qui suivra� le domaine B
sera maill�e � fois plus �nement que le domaine Bext	 Nous indi�cons donc par h et �h les espaces
discr�etis�es d�e�nis sur B et Bext� mais �a ce stade de la pr�esentation cet indi�cage est purement

���
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formel et pourrait �etre remplac�e par V �h
g � V H

f 	 La formulation variationnelle s��ecrit alors

Trouver �E�h
g �H�h

g � Eh
f �H

h
f � J

�h� dans V �h
g �W �h

g � V h
f �W h

f �M�h tels que

���������
��
d

dt
�E�h

g � ��h
g �V �h

g
� b�hg ��

�h
g � H�h

g � $ c�hg �J
�h� ��h

g �  � 
��h
g � V �h

g

��
d

dt
�H�h

g � ��hg �W �h
g
$ b�hg ��

�h
g � E�h

g �  � 
��hg �W �h
g

��	��

���������
��
d

dt
�Eh

f � �
h
f �V h

f
� bhf ��

h
f � H

h
f �� c�hf �J

�h� �hf �  � 
�hf � V h
f

��
d

dt
�Hh

f � �
h
f �Wh

f
$ bhf �E

h
f � �

h
f �  � 
�hf �W h

f

��	��

sous la condition
c�hg �

(J�h� E�h
g �  c�hf �

(J�h� Eh
f � 
 (J�h � M�h��	��

En choisissant ensuite une base de chaque espace� on d�ecompose les solutions du probl�eme
approch�e dans cette base	 Les composantes de chaque solution� appel�ees degr�es de libert�e� sont
regroup�ees dans un m�eme vecteur	 On notera respectivement IEf � IEg� IHf � IHg et J les vecteurs
contenant les degr�es de libert�e de Eh

f � E
�h
g � H

h
f et H

�h
g et J�h	 En d�e�nissant les matrices Bh

f

B�h
g C�h

f et C�h
g par

Bh
fwi � vj  bhf ��0f �j � �+f �i� 
i � � i � dim�W h

f �� 
j � � j � dim�V h
f ��

C�h
f vi �mj  c�hf �0i�Mj� 
i � � i � dim�V h

f �� 
j � � j � dim�M�h��

o�u �+f �i �resp	 �0f �i� Mj� est la i�eme fonction de base de W
h
f �resp	 V

h
f � M

�h�� wi �resp	

vi� mi� est le i�eme vecteur de base de IR
dim�Wh

f
	 �resp	 IRdim�V h

f
	� IRdim�M�h	�	 On d�e�nit

de la m�eme fa�con les matrices B�h
g et C�h

g 	 On obtient alors une �ecriture matricielle de la
formulation variationnelle�����������������������������������

��M
h
E

dIEf
dt

$Bh
f IHf � �C�h

f �
�
J�t�  �

��M
h
H

dIHf
dt

� �Bh
f �
�IEf  �

��M
�h
E

dIEg
dt

$B�h
g IHg $ �C

�h
g �

�
J�t�  �

��M
�h
H

dIHg
dt

� �Bh
g �
�IEg  �

C�h
g IEg �C�h

f IEf  �

��	��

On notera que dans le syst�eme di��erentiel ��	��� J�t� est implicitement donn�e et n�appara��t
pas �a premi�ere vue facilement accessible	 Pourtant� si on multiplie la premi�ere �equation de ce
syst�eme par �Mh

E�
�� puis la troisi�eme par �M�h

E �
��� par di��erence� on obtient apr�es application
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de la contrainte �d�eriv�ee en temps� C�h
g

dIEg
dt
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Cette �equation explicite la relation entre J�t� et IHg�t�	 Elle montre que J�t� s�obtient en
inversant un syst�eme lin�eaire sym�etrique positif	 Ce syst�eme est �evidemment inversible d�es
que

Ker
�
C�h
f

� � Ker
�
C�h
g

�
 f�g��	��

Nous montrerons dans le cas de discr�etisation choisi� que si Ker
�
C�h
g

�
n�est pas toujours

r�eduit �a �� le noyau Ker
�
C�h
f

�
l�est toujours et le probl�eme est alors bien pos�e	 C�est une des

raisons qui justi�era plus loin de discr�etiser J sur la grille grossi�ere La raison intuitive de ce
r�esultat est que la trace du champ �electrique ra�n�e sur la fronti�ere poss�ede beaucoup plus de
degr�es de libert�e que le courant qui lui s�appuie sur la trace de la grille grossi�ere	 En d�autres
termes� la condition ��	�� est assur�ee d�es que le param�etre de Lagrange est sous�maill�e en
regard des variables primales	 C�est une condition classique que l�on retrouve pour tous les
probl�emes de points�selles	

��	 Semi discr�etisation en temps�

����� Discr�etisation de la formulation variationnelle�

On choisit �t un pas de temps et on discr�etise les champs de la fa�con suivante
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Reste la contrainte que l�on choisit d��ecrire de fa�con centr�ee �a l�aide de moyennes ad�equatement
choisies �c�est le point cl�e� justi��ees par le r�esultat de conservation d��energie
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On peut r�e�interpr�eter ce syst�eme variationnel en regroupant les valeurs des fonctions
inconnues en chaque degr�e de libert�e dans un m�eme vecteur� on obtient une discr�etisation
par di��erences �nies du syst�eme d��equations di��erentielles ��	��	On donne les �equations qui
permettent de passer du temps t�n au temps t�n��
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Ce syst�eme est bien s�ur initialis�e par la donn�ee des champs discrets IE�f � IE
�
g� IH

�
�
f et IH

�
g suppos�e

connus	

����� Sur le calcul et l�existence de la solution discr�ete�

Avant de nous poser la question de l�existence de la solution discr�ete� il faut se demander
comment les �equation du syst�eme ��	��� permettent de calculer cette solution et notamment
le courant� connaissant connues toutes les quantit�es jusqu��a l�instant �n	 En e�et une fois

J�n�� connu� on calcul IE�n��
g � IE�n��

f � IE�n��
g et IH

�n� �
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f explicitement �a l�aide des six premi�eres

�equations de ��	���� J�n�� jouant alors un simple r�ole de terme source	 C�est bien �evidemment
la derni�ere �equation de ��	��� qui va donner l��equation en J 	
On commence par prendre la di��erence entre les �equations ��	�� prises aux deux instants

�n$� et �n	 On remarque que les termes proportionnels aux courants qui interviennent dans
ces deux �equations sont identiques et donc disparaissent lors de la di��erence	 On obtient�
apr�es multiplication par ��
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On en d�eduit �c���  �����
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o�u T �n��
f est donn�e explicitement en fonction de quantit�es ind�ependantes de J�n��� �a savoir
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f est donc connu apr�es le
calcul de l��etape �n	
On proc�ede de m�eme pour IE�n��
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g est fonction de quantit�es ind�ependantes de J�n��	

Finalement� l��equation de contrainte fournit la relation recherch�ee� �a savoir
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La condition d�inversibilit�e du syst�eme est donc assur�ee d�es que�������
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La premi�ere condition �etait d�ej�a su�sante pour assurer le caract�ere bien pos�e du probl�eme
semi�discr�etis�e	 La discr�etisation en temps requiert de plus une condition suppl�ementaire qui
porte sur le pas de temps qui ne doit pas �etre trop grand	 Nous verrons qu�en pratique la
valeur maximale du pas de temps utilisable est intimement li�ee �a celle qui assure la stabilit�e
des deux sch�emas d�ecoupl�es� l�une dans le grille �ne� l�autre dans la grille grossi�ere� le courant
�etant une donn�ee du probl�eme	

Nous r�esumons le r�esultat obtenu dans le th�eor�eme

Th�eor�eme � Le sch�ema ������ convenablement initialis�e d�e�nit de mani�ere unique les
champs �electromagn�etiques dans les deux grilles ainsi que le courant d�es que les conditions
���� � sont remplies�

���
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����� Estimation d��energie Stabilit�e�

La technique �energ�etique est une m�ethode qui permet d�obtenir des estimations a priori
sur toute solution du sch�ema num�erique	 Cette estimation revient �a la conservation d�un
�equivalent discret de l��energie �electromagn�etique	 A partir de cette loi de conservation� on
obtient sous certaines conditions �condition C	F	L	� une condition su�sante de stabilit�e du
sch�ema	 On suppose ici dans un premier temps que la relation ��	��� est v�eri��ee	
Pla�cons nous tout d�abord dans l�ext�erieur de B �domaine maill�e grossi�erement�� on prend

��h
g  

E�n��
g $E�n

g

�
dans ��	�� on obtient

��

�
E�n��
g �E�n

g

��t
�
E�n��
g $E�n

g

�

�
V �h
g

� b�hg �
E�n��
g $E�n

g

�
� H�n��

g �

 �c�hg �J�n���
E�n��
g $E�n

g

�
�

��	���

On fait ensuite la demi�somme entre les deux �equations variationnelles de type ��	�� corres�
pondant �a deux instants cons�ecutifs	 On a
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on obtient la premi�ere �equation
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On peut bien s�ur faire le m�eme calcul pour la bo��te ra�n�ee	 Si

Enf  
��
�
kEn

f k�V h
f

$
��
�
�H

n� �
�

f � H
n� �

�
f �Wh

f
��	���

on a
En��
f � Enf
�t

 c�hf �J
��n

�
����

En��
f $En

f

�
���	���

���




� Semi discr�etisation en temps


�le seul changement provient du signe � devant J et le ��t qui est divis�e par ��	
Si l�on �ecrit maintenant ��	��� aux deux instants �n et �n$ � on a
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D�o�u en e�ectuant la demi�somme
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C�est la seconde �equation	 D�e�nissons l��energie totale �a l�instant �n comme
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En regroupant les deux �equations obtenues on a
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et le second terme est nul d�apr�es ��	�� avec J ��h  J�n�� �M�h	 D�o�u la loi de conservation

E�n��
T  E�nT��	���

Le sch�ema en temps retenu pour la contrainte� c�est �a dire ��	��� se r�ev�ele ainsi �etre le sch�ema
qui donne pr�ecis�ement la conservation de l��energie discr�ete	 Cela justi�e� a posteriori� notre
choix	

�A partir de la conservation de l��energie discr�ete� il est plus ou moins facile de trouver
une condition su�sante de stabilit�e	 La d�emarche est toujours un peu la m�eme	 On utilise
l�identit�e remarquable
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Pour aller plus loin� il faut faire l�hypoth�ese qu�il existe une constante Cf telle que
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Cette hypoth�ese est raisonnable dans le sens o�u pour les espaces d��el�ements �nis usuels� le
rotationnel discret s��ecrit en tout degr�e de libert�e comme combinaison lin�eaire �nie des degr�es
de libert�e voisins �a la constante �

h pr�es	
On a alors la majoration
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ce qui� inject�e dans l�expression de l��energie de la grille �ne ��	��� permet d�obtenir
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On peut bien s�ur proc�eder de mani�ere identique pour la grille grossi�ere	 On suppose

k rot�k�W �h
g
� Cg

�h�
k�k�V �h

g
� 
� � V �h

g ���	���

et on obtient �
�� Cgc

�
���t

�

�� �h�
�

��
�
kE�n

g k�V �h
g
$
��
�

#####H�n��
g $H�n��

g

�

#####
�

W �h
g

� E�ng ���	���

En rassemblant les deux estimations� on obtient�����������������������
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la derni�ere �egalit�e provenant de la conservation de l��energie totale	
On fait alors l�hypoth�ese que
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�h
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les quantit�es du premier membre de l�in�egalit�e sont alors tous positifs et les normes des
solutions sont estim�ees ind�ependamment de l�instant n	 On proc�ede alors de mani�ere identique
�a ce que nous avions fait dans la section �	�	� et on d�eduit la stabilit�e du sch�ema sous la CFL
��	���	
Une remarque importante est que cette CFL est la m�eme que celle qui assure la stabilit�e

des deux sch�emas ind�ependamment de tout couplage	 C�est l�a un point fort de notre m�ethode	

��� Choix des espaces d�approximation�

Le cadre g�en�eral de la m�ethode �etant pos�e� nous pr�esentons maintenant les discr�etisations
choisies et nous pr�ecisons les cons�equences sur la condition de stabilit�e et le caract�ere bien
pos�e du probl�eme	
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����� Description des maillages�

On choisit de discr�etiser les domaines B et Bext �a l�aide de deux maillages Th et T ext
�h

constitu�es chacun d�un ensemble de parall�el�epip�edes identiques	 On suppose que la fronti�ere
commune �la bo��te� colle exactement �a la fronti�ere des deux maillages	 On suppose de plus
que les mailles en x� y et z� qui sont les trois coordonn�ees d�espace� sont deux fois plus grosses
pour le maillage de l�ext�erieur de la bo��te que pour le maillage de l�int�erieur � la bo��te est ainsi
ra�n�ee � fois par rapport �a son domaine ext�erieur	

����� Approximation du champ �electrique�

On choisit d�approcher le champ �electrique les espaces approch�e par des �el�ements �nis de
plus bas degr�e de N�edelec� "��#� "��#� "�#	
Nous sommes donc amen�es �a prendre
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p�q�r d�esigne l�ensemble des fonctions de K s��ecrivant Pp�x�� Pq�y�� Pr�z�� Pp�x� d�esi�

gnant l�ensemble des Polyn�omes de degr�e p	
Suite �a cela� on peut alors �ecrire en tout point M la d�ecomposition de champ E�h
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o�u les sommations sont e�ectu�ees sur les ar�etes �a� du maillage	
Les fonctions ��ha sont les fonctions de base associ�ees au degr�es de libert�e correspondant �a

une circulation de hx� hy ou hz �selon l�orientation� sur l�ar�ete num�ero a et � sur les autres
ar�etes	
On peut pr�eciser un peu plus	 On distinguera les ar�etes orient�ees selon x� y ou z	 Si

le maillage cubique est constitu�e des noeuds �ihx� jhy � khz�� les ar�etes sont rep�er�ees par la
coordonn�ee de leur point milieu	 Par exemple� une ar�ete en x sera associ�ee �a un point du type
�i$ �

�hx� jhy � khz�	 On est donc amen�e �a distinguer trois familles de fonctions de base
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Discr�etisation du probl�eme

o�u �hs
m� �

�

�s� est la fonction indicatrice du segment "mhs� �m $ ��hs# et �
hs
m �s� est la fonction

chapeau

�hsm �s�  �
s
	� � �

mhs �m���hs�m���hs

�

Chaque fonction de base a donc son support constitu�e par les quatre cubes qui s�appuient
sur l�ar�ete associ�ee	 Ceci n�est bien s�ur vrai que pour les ar�etes qui ne sont pas localis�ees sur
la fronti�ere commune des deux maillages	 Pour ces ar�etes� il faut enlever les cubes qui ne sont
pas internes au domaine consid�er�e	 Finalement� les solutions recherch�ees seront de la forme
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����� Approximation du champ magn�etique�

Dans la formulation variationnelle � nous avions vu que nous pouvions prendre H dans
L�	 Nous allons demand�e un peu plus de r�egularit�e en prenant une discr�etisation H�div��
conforme	 Ce choix est motiv�e par le fait qu�il conduit au sch�ema aux di��erences �nies bien
connu� puisque nous verrons que ce choix nous permet de retrouver le sch�ema de Yee	
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Ainsi 
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o�u les sommations sont e�ectu�ees sur les faces �f� du maillage	
Les fonctions ��hf sont les fonctions de base associ�ees au degr�es de libert�e correspondant �a

un �ux normal de h� �a travers la face f et � pour les autres faces	
Pour les fonctions de base qui engendrent l�espace d�approximation de H�div� B� ou encore

H�div� Bext�� on distingue trois familles de fonctions de base selon la nature de la normale �a
la face qui leur est associ�ee	 On rep�ere chaque face par les coordonn�ees de son centre	 �A une
face de normale orient�ee selon 	�x correspond un point du type �ihx� �j $ �

��hy� �k $
�
��hz�	

Les fonctions de bases sont alors
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 Choix des espaces d�approximation
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Chaque fonction de base a cette fois�ci son support constitu�e des deux cubes qui s�appuient
sur la face associ�ee� �a l�exception bien s�ur des fonctions de base accroch�ees �a une face de
cube localis�ee sur la fronti�ere 1 pour lesquelles le support n�est constitu�e que d�un unique
cube	 De la m�eme fa�con que nous avions d�e�ni Eh et E�h les espaces d�approximation pour�
respectivement� le champ �electrique ra�n�e d�e�ni sur B et le champ �electrique sur Bext� nous
d�e�nissons Hh et H�h leur correspondant pour le champ magn�etique	
Finalement� les solutions recherch�ees seront de la forme
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����� Approximation du Courant�

L�espace M dans lequel vit le courant est un espace de champs surfaciques d�e�nis �a la
surface de 1	 On consid�ere la trace sur 1 du maillage volumique pour Bext� c�est �a dire celui
correspondant au maillage dit grossier �T ext

�h �	 On note T�h�1� cette trace	 On obtient� sur
chacune des � faces un maillage r�egulier en rectangles	
On choisit ensuite de prendre pour discr�etiser M� l�espace d�approximation de Raviart

Thomas "�# de plus bas degr�es	

M�h  
n
J�h �M�
T � T�h�1�� J�h

jT � QT
��� �QT

���

o
��	���

o�u si ex et ey est une base de T � Qp�q est l�ensemble des fonctions d�e�nies sur T qui s��ecrivent
Pp�x�� Pq�y�	
Plus exactement� cet espace est construit de la mani�ere suivante	 Sur chaque rectangle de

1� on d�e�nit � demi fonctions de bases qui sont support�ees par ce rectangle� chacune d�elles
�etant associ�ee �a l�une des � ar�etes du rectangle	 L�orientation de la demi�fonction de base
est constante et perpendiculaire �a l�ar�ete consid�er�ee	 L�intensit�e est constante le long de la
direction de l�ar�ete et lin�eaire par rapport �a la direction perpendiculaire �fonction dont le
graphe est en forme de demi tente�	 La constante de normalisation est �x�ee de telle sorte
que les quatre �ux de chaque fonction de base �a travers chacune des ar�etes sont �egaux �a la
longueur de l�ar�ete si le �ux est pris sur l�ar�ete de la fonction de base et � sinon	 De cette
fa�con les degr�es de libert�e ne sont rien d�autre que la moyenne des �ux du champ �a travers
chaque ar�ete	 On a donc
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Discr�etisation du probl�eme

o�u j�hp�c�x� est une fonction vectorielle de direction constante et polyn�omiale de degr�e inf�erieur
�a � tandis que �c est la fonction indicatrice du carreau c du maillage grossier	 Si l�on calcule
la divergence de J�h� on trouve�������������

divJ�h�x�  
X
c
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�
div�j�hc�p��c�x� $

�r�c�x� � j�hc�p�x�
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div�j�hc�p��c�x� $ �	c�x� � j�hc�p�x� �	c�x�

��	���
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�	c�x� � j�hc�p�x��	c�x�  �Ac
p�x���	���

o�u Ac�p est l�ar�ete du carreau c �a laquelle est accroch�ee la pi�eme fonction de base	 Mais� comme

la masse de Dirac sur un segment n�est pas un �el�ement de H� �
� �1�� on doit obligatoirement

s�assurer que pour toute ar�ete a du maillage


a�
X

c�p��Ac
p�a

Jc�p  ����	���

C�est une condition classique pour d�e�nir des approximation Hdiv conforme	

Remarque �� On peut donner une interpr�etation physique de ceci� La divergence du courant
est une charge� la relation ������ est appel�ee loi de Kirtcho�� il doit y avoir conservation du
courant�

Pour le maillage ici consid�er�e� chaque ar�ete appartient �a exactement deux rectangles �non
n�ecessairement sur la m�eme face� n�eanmoins�	 On d�e�nira donc les fonctions de bases comme
la concat�enation de deux demi fonction de bases� l�une a�ect�ee d�un signe $ l�autre d�un
signe �� et cela de fa�con compl�etement arbitraire	 Cette mani�ere de faire permet de s�assurer
automatiquement de ��	���	
L�approche classique consiste �a choisir une orientation par carreau des demi�fonctions

de base� puis de faire un choix arbitraire du signe des demi�fonctions de base lors de leur
concat�enation pour cr�eer la fonction de base sur l�ar�ete �cf	 �gure �	��

Fig� �	� ' choix classique pour l�orientation des fonctions de base

D�un point de vue pratique� nous avons choisi de ne pas prendre l�orientation classique
pour chaque carreau mais de prendre l�orientation suivant les indices croissants dans chaque
direction	 L�avantage d�op�erer de la sorte r�eside dans la possibilit�e d�assurer la loi de Kirtcho�
sur presque toutes les ar�etes en a�ectant un signe $ au deux demi�fonctions de base	
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� Approximation des formes bilin�eaires


Fig� �	� ' notre choix d�orientation

Presque� car dans le cas o�u le courant se trouve sur une ar�ete de la bo��te� la discr�etisation
est un peu moins classique	 En e�et� une des cons�equences des travaux de A	 Bu�a "�#�
est qu�une fonction + appartenant �a l�ensemble des fonctions C� par face� appartienne �a
H
����
k �div��1� doit v�eri�er �a la fronti�ere entre deux faces 1i et 1j la relation

+j�i
� �i  +j�j

� �j
o�u �i  �ij�ni� ni �etant le vecteur normal �a 1i� et �ij un vecteur directeur de l�ar�ete commune
�a 1i et 1j�voir �gure �	��	 En cons�equence il faut �egalement raccorder pour chaque ar�ete de

ni

�i

��j
nj

�j

eij

�ij

�i

Fig� �	� ' D�e�nition des vecteurs unitaires �a l�interface

la bo��te� les composantes normales aux ar�etes du courant	 Ainsi� un m�eme degr�e de libert�e
correspond �a deux orientations di��erentes du courant �voir �gure ��	��	 On doit alors a�ecter
un signe � �a l�une des deux fonctions de base pour certains degr�es de libert�e accroch�es �a �
des �� ar�etes du cube	 Notre choix� arbitraire� est d�ecrit dans le tableau �	�	

��� Approximation des formes bilin�eaires� Existence� unicit�e

stabilit�e des solutions du sch�ema�

Dans la section� nous avions donn�e des conditions g�en�erales de stabilit�e et de d�e�nition
du courant� on se propose ici de pr�eciser celles�ci dans le cas des espaces de discr�etisation que
nous venons de choisir	 Commen�cons par pr�eciser l�approximation des formes bilin�eaires	

���



Discr�etisation du probl�eme

Fig� �	� ' Degr�e de libert�e sur une ar�ete

����� Quadrature et condensation de masse�

Un point important pour obtenir des sch�emas explicites donc e�caces est la condensation
de masse� "��#	 Celle�ci consiste �a utiliser une loi de quadrature pour �evaluer les int�egrales
�el�ementaires dont les points de quadrature d�ependent des degr�es de libert�e	 Les bons choix
entra��nent qu�alors les matrices de masses sont diagonales et le sch�ema �en absence de couplage
grille �ne grille grossi�ere� devient explicite	
Pr�ecisons tout ceci� si 3  B ou Bext et � une fonction assez r�eguli�ere on �ecritZ

�
��x�dx �

Z
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��x�dx  

X
C��
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�


X
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�jC�SCs ���	���

o�u les SCs � s  �� � � � � sont les huit sommets du cube C	 On proc�edera de m�eme pour les
int�egrales de surfaceZ

�
��x�dx �
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��x�dx  
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�

�

�X
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�jC�SCs ���	���

o�u cette fois�ci les C d�esignent des rectangles situ�es �a la surface de 1 et dont SCs � s  �� � � � �
sont les quatre sommets	
Il est bien connu que de telles formules de quadrature sont pr�ecises �a l�ordre �	 Ainsi� on

ne perd pas de pr�ecision �a les utiliser et� comme on le verra par la suite� le probl�eme discr�etis�e
en temps pr�esente alors l�immense avantage d��etre explicite	

����� Calcul de la condition de stabilit�e�

Dans la section �	�	�� nous avons vu que la stabilit�e �etait assur�ee d�es que �t �etait su��
samment petit� nous voyons ici� la condition de stabilit�e plus pr�ecis�ement dans le cas qui nous
concerne	 La relation ��	��� s��ecrit en tenant compte des espaces choisis	
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Maintenant� on a Z
�
B

��� rotEn
f

����  X
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Pour chaque cube du maillage�
P

s

���rotEn
f

����jC �SCs � ne fait intervenir que douze degr�es de
libert�e �qui ne sont autres que ceux rattach�es aux douze ar�etes du cube�	 Cette fonction peut
donc s�interpr�eter comme une forme quadratique positive dans un espace �a �� dimensions	 La
matrice associ�ee �a cette forme quadratique est diagonalisable et a une valeur propre maximale	
On a calcul�e cette valeur propre en annexe	 On montre que
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On en d�eduit la majorationZ
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et� en particulier
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On peut proc�eder de la m�eme fa�con pour l��energie dans la grille grossi�ere et on obtient
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Ces deux estimations fournissent un contr�ole de la norme L� des solutions du sch�ema en
fonction de la norme L� des conditions initiales �l��energie �a l�instant �� d�es que � est plus
petit que �	 On a donc stabilit�e du sch�ema d�es que �t est assez petit pour satisfaire la
condition� dite condition CFL� ��	���	
Il est bien connu que la condition � 	 � est la condition classique pour assurer la stabilit�e

du sch�ema de Yee	 Le fait d�avoir ra�n�e �a la fois en espace et en temps implique que chacun
des deux sch�emas� pris ind�ependamment de tout couplage entre eux� est stable sous cette
m�eme condition	 Ce que nos calculs montrent ici c�est que le couplage des grilles n�a pas
d�incidence sur la condition de stabilit�e commune aux deux sch�emas� et cela quelle que soit la
taille de la bo��te ra�n�ee	 C�est un r�esultat fort qui assure une grande ma��trise des ph�enom�enes
d�instabilit�es	
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����� Existence du courant�

Toutefois� si on regarde un peu attentivement les calculs pr�ec�edents� on s�aper�coit qu�une
hypoth�ese a �et�e faite implicitement� �a savoir l�existence du courant J�n�� pour tout n	 Or�
nous avons vu pr�ec�edemment que l�existence du courant n��etait assur�ee que si la matrice Ah

f �
dont l�expression est donn�ee en ��	���� a le bon go�ut d��etre d�e�nie positive	 Il nous faut donc
en toute rigueur v�eri�er que si la CFL usuelle est v�eri��ee alors cette matrice Ah

f est bien
d�e�nie positive	 Pour cela� il su�t de changer l�eg�erement le point de vue que nous avons
adopt�e pour faire les calculs d��energie	 Ces calculs sont bas�es sur l��ecriture variationnelle des
�equations	 On peut de la m�eme fa�con �ecrire les choses sous forme matricielle en faisant tous
les calculs �a partir de la formulation ��	���	 L��energie s��ecrit�������
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Et l��equivalent de ��	��� devient�������������
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tandis que ��	��� s��ecrit
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Cette in�egalit�e permet d�assurer que la CFL usuelle entra��ne l�in�egalit�e �ecrite en ��	��� et par
voie de cons�equence l�existence du courant J�n�� pour tout n	 �Evidemment� pour �etre tout �a
fait complet� il faudrait travailler encore un peu pour avoir des estimations du courant �a�n
d��etre s�ur que J�n�� n�explose pas avec n et n�ent�ache pas le r�esultat du calcul�	 Nous ne le
ferons pas ici	
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Chapitre �

Vers l�impl�ementation num�erique

��� Construction des op�erateurs discrets

L�avantage de la discr�etisation du champ �electromagn�etique sur un maillage r�egulier est
de pouvoir utiliser la technique de condensation de masse	 Comme nous l�avons dit� celle�ci
a consist�e �a user d�une formule de quadrature� exacte pour toute fonction lin�eaire� dont les
points d�appuis co!�ncident avec les degr�es de libert�e pour �evaluer les int�egrales intervenant
dans les expressions des coe�cients matriciels	 On montre que cette mani�ere d�approcher les
int�egrales ne fait pas perdre de pr�ecision �le sch�ema reste d�ordre ��	

����� Les Matrices de masse

Cette m�ethode permet d�obtenir des matrices de masse diagonales comme le montre les
expressions suivantes

Mh
E  hxhyhz
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�
* Mh

H  hxhyhz
Ncf

�
��	��

o�u les matrices diagonales Nca et Ncf ont pour �el�ements diagonaux le nombre de cubes
appartenant au domaine B et qui contiennent l�ar�ete �respectivement la face� consid�er�ee	
Pour �etre plus pr�ecis� si l�on consid�ere par exemple une ligne de Mh

E correspondant �a une
ar�ete i$ �

� � j� k strictement interne au domaine B �on �evite les bords pour simpli�er�� utilisant
les expressions ��	��� on trouve
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m vaut � si m  m� et � sinon	
Le terme 4sm�m� est toujours nul sauf si jm� �mj � � auquel cas
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Si l�on en reste l�a� la matrice de masse Mh
E n�est pas diagonale puisqu�elle couple les noeuds

du plan ihx aux noeuds des plans voisins imm�ediats	 Mais si l�on substitue au calcul exact de
l�int�egrale la formule de quadratureZ �k��	hs

khs
f�s�ds � hs

�
�f��k $ ��hs� $ f�khs����	��

on trouve
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En proc�edant de m�eme avec les autres fonctions de base� on montre queMh
E etM

h
H deviennent

des matrices diagonales gr�ace �a la condensation	

����� Le rotationnel discret

De la m�eme fa�con� la matrice Rh va devenir beaucoup plus creuse	 Par exemple� partant
des expressions ��	���� on a pour une ar�ete strictement interne au domaine de calcul�
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�la d�eriv�ee d�une fonction chapeau est la di��erence de deux fonctions indicatrices�	 D�o�u les
expressions
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L�a encore la condensation est utilis�ee� ce qui permet d��ecrire 4sm�m�  .
s
m�m�  hs�

m�
m 	 Fina�

lement l�ar�ete i $ �
� � j� k n�est coupl�ee par Ah qu�aux quatre faces qui la contiennent	 Apr�es

tous calculs on trouve si E est d�ecompos�e suivant ��	���
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On reconna��t� au facteur hxhyhz pr�es� le rotationnel discret qui est utilis�e dans le sch�ema
de Yee classique �cf "��#�� le sch�ema variationnel avec condensation de masse sur grille r�eguli�ere
s�av�ere co!�ncider avec ce sch�ema aux di��erences �nies	 Cette remarque est importante car elle
permet de coupler des techniques type di��erences �nies avec d�autres adapt�ees aux �el�ements
�nis	
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�
� Construction des op�erateurs discrets

Tout ceci est jusqu�ici tr�es classique	 Le point un peu nouveau vient des degr�es de libert�es
situ�es �a la fronti�ere de chacun des deux domaines	 Les calculs sont un peu fastidieux quoique
�el�ementaires	 Le r�esultat trouv�e est une modi�cation des expressions ��	�����	��� pour les
fonctions de base ��h������ de Hh localis�ees sur une face fronti�ere	 Cette modi�cation consiste �a
supprimer les degr�es de libert�e �les E�

�������� attach�es �a des ar�etes localis�ees hors du domaine de

calcul consid�er�e puis �a ajouter un facteur �
� devant les degr�es de libert�es attach�e �a des ar�etes

localis�ees sur la face fronti�ere	

����� Matrice de couplage

La technique de condensation de masse est �egalement utilis�ee pour le calcul des int�egrales
de surface d�e�nies sur 1	 Ces calculs nous donnent les matrices de couplage B�h

g et B�h
f qui

raccordent l�int�erieur et l�ext�erieur de la bo��te en liant le courant aux champs �electriques de
chaque grille	
Il s�agit de calculer �������
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Z
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���hag � �J�h
a d��

B�h
f


af �a

 

Z
�
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��haf � �J�h
a d�

��	���

o�u a� ag sont des ar�etes du maillage grossier �a �etant localis�ee sur la fronti�ere de la bo��te�� af
une ar�ete du maillage �n	 Dans ces expressions� on a not�e �J�h

a la fonction de base de M�h

associ�ee �a l�ar�ete a �fonction de base pour le courant� et ��hag ��
h
af
les fonctions de base de E�h�

Eh associ�ees aux ar�etes ag et af 	 D�apr�es ce qui pr�ec�ede� la fonction de base J�h
a est la somme

��a un signe pr�es� de deux demi�fonctions de base	 Chacune de ces deux demi�fonctions de base
est associ�ee �a l�un des deux carreaux de 1 ayant a comme ar�ete commune	 Notons c�a et c

�
a

les deux carreaux� ��a � �
�
a � 	�� les signes et p�a � ����� ou �� l�indice dans la num�erotation

locale li�ee �a c� de l�ar�ete co!�ncidant avec a �Ac��p�a
 a�	 On a
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les �j �h
c�p �etant les demi�fonctions de base d�ecrites pr�ec�edemment �fonctions vectorielles

support�ees par c et dont la direction est constante� normale �a l�ar�ete Ac�p� leur variation est
constante le long de la direction parall�ele �a Ac�p� et lin�eaire le long de la direction normale�	
Chacune des � int�egrales est tr�es facile �a obtenir	 Pour la grille grossi�ere on aZ

�
c

���hag ��j �h
c�p d�  

Aire�c�

�
si ag  a�g�c� p� ou a

�
g�c� p� et � sinon��	���

o�u a�g�c� p� et a
�
g�c� p� sont les deux ar�etes du carreau c perpendiculaires �a l�ar�ete num�erot�e

localement p	
Pour la grille �ne le calcul est un petit peu plus compliqu�e	 Il y a � ar�etes de la grille �ne
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Fig� �	� ' sch�ema des fonctions de base sur un carreau
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Fig� �	� ' Positionnement des champs induit par un courant sur une maille
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qui vont �etre coupl�ees �a chaque demi�fonction de baseZ
�
c

���haf ��j �h
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Aire�c�
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si af  a�f �c� p�

��	���

les a�f �c� p� �etant les � ar�etes du maillage �n localis�ees sur c et qui sont perpendiculaires �a
l�ar�ete Ap	�cf Fig	 �	��	
De ces expressions� on d�eduit facilement que le noyau de �B�h

f �
� est r�eduit �a f�g	 En

e�et� supposons J tel que �B�h
f �

�J  �	 Pour tout carreau du maillage surfacique� toutes les

composantes du champ �electrique �B�h
f �

�J doivent �etre nulles	 En particulier cela doit �etre

pour les deux composantes relatives aux deux ar�etes centrales not�ees a�f et a
�
f sur la �gure �	�	

Il est facile de v�eri�er que ces deux valeurs sont une combinaison lin�eaire des deux courants
accroch�es �a deux ar�etes parall�eles de part et d�autre du carreau �l�une des composante du
courant est repr�esent�ee sur la �gure� l�autre est son sym�etrique �a gauche�	 On obtient ainsi

un syst�eme � � � dont la matrice associ�ee est �a un facteur Aire�C� pr�es �egale �a

�
� �
� �

�
	

Comme cette matrice est inversible� on d�eduit que les deux courants doivent �etre nuls	 En
r�eit�erant cette analyse sur chaque carreau et pour chacune des deux directions� on d�eduit que
J est nul	
Remarquons que ce r�esultat n�est pas forc�ement vrai pour �B�h

g �
�	 Si le nombre de mailles

dans chaque direction est paire� on peut obtenir un champ grossier nul �a partir d�un courant
valant alternativement � et �� sur les ar�etes cons�ecutives	

��	 Les �equations du sch�ema

����� Remarque sur les sch�emas �a l�int�erieur

Une fois les matrices assembl�ees� on reconna��t� pour les les degr�es de libert�e localis�es
strictement �a l�int�erieur de chaque grille� le sch�ema classique de Yee	
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On trouve bien �evidemment le m�eme sch�ema �ecrit sur un maillage de fois plus gros �a l�int�erieur
de la grille grossi�ere	

����� Sch�ema �a l�interface � Pr�eambule

Les sch�emas �a l�int�erieur de chaque grille �etant explicit�e il nous faut maintenant pr�esenter
ceux de l�interface	 En fait seuls ceux concernant les champs �electriques on besoin d��etre expli�
cit�es	 En e�et� on pourrait s�attendre �a ce que les champs magn�etiques d�e�nis sur l�interface
ob�eissent �a un sch�ema di��erent de celui pour les champs strictement �a l�int�erieur� mais il y
a un petit miracle �qui est d�u �a la quadrature num�erique� qui fait que ce sont les m�emes
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� Les �equations du sch�ema

�equations qui donnent les champs magn�etiques au cours des it�erations	 Ceci est d�u au fait
que m�eme si la matrice de masse �a l�interface est divis�ee par �� la matrice du rotationnel
l�est aussi� ce qui laisse l��equation inchang�ee par rapport �a l�int�erieur	 On donne donc ici les
�equations suppl�ementaires pour les champs �electriques localis�es sur l�interface	 Elles di��erent
des �equations �a l�int�erieur pour deux raisons� d�une part les matrices sont di��erentes �a cause
de la troncature des fonctions de base d�autre part en raison de la pr�esence du courant	
La grille �ne �etant un parall�el�epip�ede rectangle� l�interface est compos�ee de �� ar�etes et

de � faces� qu�on nomme X�� X��Y �� Y �� Z� et Z�� o�u la face A� a pour vecteur normal
sortant de la bo��te 	 �A	 On ne donnera pas ici la liste exhaustive de toutes les �equations mais
seulement des prototypes �a partir desquels il est facile de reconstruire l�ensemble du sch�ema	
Dans la suite� on a omis les indices f et g des champs �pour �n et grossier� lorsque aucune
confusion n��etait possible� ceci� a�n d�all�eger les notations	

����� Sch�ema �a l�interface pour la grille grossi�ere

On consid�ere dans un premier temps les solutions des �equations du sch�ema en l�absence
de courant �J�n�� � ��	 On note (E ces solutions interm�ediaires	 Puis on calcule les champs
�electriques en ajoutant la contribution du courant J�n�� �a (E	 Cette op�eration est licite puisque
les �equations sont lin�eaires	
On donne ci�dessous� l��equation actualisant la composante (Ex sur la face Y

� �hors ar�etes�	
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D�une fa�con plus g�en�erale� la r�egle est la suivante� on part du sch�ema de Yee� on supprime
les degr�es de libert�e situ�es en dehors de la grille et on double le poids de ceux situ�es strictement
�a l�int�erieur	
Sur les ar�etes� la situation di��ere du cas g�en�eral par deux aspects	 D�une part� le terme

diagonal de la matrice de masse �M�h
E � est augment�e �des � cubes associ�es �a l�ar�ete� � sont

localis�es dans le domaine grossier au lieu de ��	 D�autre part� plus de degr�es de libert�es
interviennent	 On donne par exemple l��equation pour l�ar�ete intersection des faces Y � et Z�
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La r�egle pour les autres ar�etes est la suivante� on part du sch�ema de Yee� on a�ecte d�un poids
�
� les degr�es de libert�e de type H localis�e enti�erement dans la grille grossi�ere et d�un poids �

�
ceux situ�es sur l�interface	
La seconde �etape consiste �a modi�er le champ (E par ajout du courant	 Par exemple� pour

la composante Ex sur la face Y
� �hors voisinage d�ar�etes�� on a
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Le coe�cient devant les courants provient de la matrice ��t
�

�M�h
E �

�� �C�h
g �

� �cf	 formule
��	����	
Lorsque le champ consid�er�e se trouve �a une demi�maille d�une ar�ete� deux des courants �a

ajouter se trouvent alors sur l�ar�ete	 Dans ce cas� on doit prendre en compte le signe devant
chaque demi�fonction de base pour le courant	 Avec les conventions retenues et d�ecrites en
��	�	��� cela revient �a un changement de signe dans la formule	 Par exemple� lorsque le degr�e
de libert�e se trouve sur l�ar�ete intersection des faces Y � et X� �voir �g	 �	��� l�orientation est
d�etermin�ee par la face Y �� il vient donc un signe � sur la face X�	 Le sch�ema pour le champ
Ex sera alors donn�e par
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Fig� �	� ' sch�ema des champs J et E sur une ar�ete
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ar�ete Face d�eterminante signe pour le carreau localis�e Signe pour
sur la Face d�eterminante l�autre carreau

Y � �X� Y � $ �
Y � � Z� Y � $ $

X� � Y � X� $ $

X� � Z� X� $ $

Z� � Y � Z� $ �
Z� �X� Z� $ �
X� � Z� X� $ $

X� � Y � X� $ $

Z� � Y � Z� $ �
Z� �X� Z� $ �
Y � �X� Y � $ �
Y � � Z� Y � $ $

Tab� �	� ' tableau de r�ef�erence des ar�etes

Dans le cas o�u le champ E est situ�e sur une ar�ete� on doit prendre en compte le fait que
la masse est di��erente	 On donne ici �a titre d�exemple le sch�ema pour un champ Ex situ�e
sur l�intersection des faces Y � et Z�	 On notera �egalement que deux degr�es de libert�e li�es au
courant sont sur la face Y � et deux autres sur Z�	
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��i����j��k��	 � �Jx��n��

��i��j����k	 � �Jx��n��
��i����j����k	
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Remarque �� De la m�eme fa�con que pr�ec�edemment� si un degr�e de libert�e du courant se
trouve sur une ar�ete� le signe peut changer suivant le tableau ���

����� Sch�ema �a l�interface pour la grille 
ne

Dans la grille �ne� on proc�ede de la m�eme fa�con	 On commence par calculer la solution
relative �a un courant nul � (E�� puis on ajoute la contribution du courant	
Comme exemple de l�actualisation d�une composante de champ localis�ee sur une face �hors

ar�ete� on donne l��equation pour la composante (Ex de la face Y
� �
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ainsi que celle relative �a la face Y �
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La r�egle est identique �a celle relative �a la grille grossi�ere	 On �ecrit le sch�ema de Yee� on �elimine
les composantes des champs magn�etiques localis�ees �a l�ext�erieur de la grille �ne et on double
la contribution des champs magn�etiques strictement int�erieurs	
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Sur les ar�etes le sch�ema est di��erent� par exemple pour l�ar�ete intersection des faces Y �

et Z�
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La r�egle est la suivante� on �elimine les composantes du champ magn�etiques inexistantes dans
la grille �ne et on double la contribution des composantes restantes	

J

Ef

Fig� �	� ' sch�ema des champs J et Ef sur une maille

Reste ensuite �a ajouter le courant	 Comme on le voit sur la �gure �	� un champ �electrique
�n peut �etre a�ect�e par deux ou quatre degr�es de libert�e de courant suivant s�il se trouve �a
l�int�erieur strict ou non d�une maille	 De plus� la valeur des produits de fonctions de bases
variant d�un champ �a l�autre� les coe�cients issus de la formule de quadrature pour le calcul
des int�egrales� ne sont pas les m�emes pour tous les champs �ns �voir �gure �	��	

Ef

J

pa

pdpc

pa pb

pb

poids produits des coe�cients
de gauss fonctions de base

a ��� ��� qa  ���

b ��� ��� qb  ���

c ��� � qc  ���

d ��� � qd  ���

Fig� �	� ' poids pour les champs �ns

On pr�esente par exemple ci�dessous le sch�ema obtenu �a l�it�eration �n$ 
� 
  �� � pour la
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composante Ex sur la face Y
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On remarque que les formules sont identiques que l�instant soit �n$� ou �n$�� puisque
l�on a choisi J�n� �

�  J�n� �
�  J�n��

De la m�eme fa�con que dans le cas de la grille grossi�ere� si un courant consid�er�e se situe
sur une ar�ete le signe peut changer suivant le tableau �	�	
Lorsque le champ �electrique se situe sur une ar�ete� on doit prendre en compte que la

masse est di��erente� de plus la formule fait intervenir des courants de deux faces di��erentes	
On donne ici �a titre d�exemple le sch�ema pour un champ Ex situ�e sur l�intersection des faces
Y � et Z�	 ���������������������������������������������������
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Vers l�impl�ementation num�erique

Ici encore� si le sch�ema fait intervenir un courant situ�e sur une ar�ete� le signe de sa
contribution sera d�etermin�e par le tableau �	�
Les �equations pr�esent�ees permettent donc de calculer les champs �electriques grossiers et

�ns �a l�interface d�es que le courant est connu	

����� R�esolution� D�etermination du Courant

A�n de calculer le courant J�n�� �a l�interface� on d�ecompose le champ �electrique en deux
parties� la premi�ere correspond au champ �electrique en l�absence de courant � (E�	 Ce champ
se calcule explicitement �a l�aide de quantit�es connues car calcul�ees �a des instants ant�erieurs	
La seconde correspond �a la contribution due au courant seul	 On utilise cette d�ecomposition
pour �ecrire la relation de conservation d��energie �a l�interface� qui revient �a �ecrire une �egalit�e
de �ux de champs �electriques�

+gx  �C
�h
g �

E�n��
g $E�n

g

�
 �C�h

f �
E�n��
f $ �E�n��

f $E�n
f

�
 +fx��	���

La lin�earit�e des �equations nous permet alors d��ecrire une relation entre les �ux provenant des
champs �electriques sans courant et les �ux induits par ce courant ��	���	 On obtient ainsi un
syst�eme lin�eaire dont l�inversion nous donne le courant	
Le second membre provient de �ux �electriques de chaque grille	 Les sch�emas indiqu�es

ici proviennent de la condensation de masse des matrices indiqu�ees en �	�	�	 La discr�etisa�
tion choisie pour r�esoudre le probl�eme conduit �a prendre les �ux dans les m�emes espaces
d�approximation que les courants	
On d�ecompose le calcul des �ux en deux parties une induite par les champs �electriques

grossier �a l�interface et l�autre par les champs �ns
Exemple pour le calcul de �ux grossier +gx sur la face Y

��

�+gx�
�n��
��i��j��k��	  ��x�z���t

n
�Ex���i����j��k	 $ �Ex���i����j��k	

$�Ex���i����j��k��	 $ �Ex���i����j��k��	

o��	���

Le signe ���t signi�e que l�on e�ectue la moyenne des quantit�es aux instants �n et �n$ �	
Lorsque le �ux se situe sur une ar�ete� sa fonction de base �etant la concat�enation de

deux demi�fonctions de base issues de deux faces di��erentes� la formule di��ere pour plusieurs
raisons	 Les deux demi�fonctions de base n�ayant pas la m�eme direction� ce sont deux com�
posantes di��erentes du champ E qui interviennent dans le calcul du �ux	 Ces deux fonctions
de bases n�ayant plus des supports �egaux� les coe�cients de pas d�espace intervenant sont
di��erents	 D�autre part� en raison du choix de l�orientation de la fonction de base sur l�ar�ete�
le signe de la contribution du champ est d�etermin�e par le tableau �	�	
Par exemple� le sch�ema pour le calcul du �ux sur l�ar�ete intersection des faces Y � et X�

fait intervenir la composante Ex de la face Y
� et la composante Ey de la face X

� avec un
signe � puisque l�on a choisi de d�etermin�e le signe de cette ar�ete par la face Y �	

�+gx�
�n��
��i��j��k��	  ����t

n
�x�z

h
�Ex���i����j��k	 $ �Ex���i����j��k��	

i
��y�z

h
�Ey���i��j����k	 � �Ey���i��j����k��	

io��	���

La partie du �ux provenant de la grille �ne fait intervenir la somme de �� champs �elec�
triques �ns� pond�er�ee par les poids d�e�nis �gure �	�	 On donne ici la formule pour la Face
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De la m�eme fa�con que pr�ec�edemment� la formule sera modi��ee si le �ux se situe sur une

ar�ete� faisant intervenir les champs de deux faces di��erentes ainsi que les �el�ements de surface
correspondants	 Par exemple� pour l�intersection des faces Y � et X� on aura
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Le calcul du second membre �etant e�ectu�e� il nous reste �a pr�esenter la construction de la
matrice liant le courant aux �ux pour que le sch�ema soit complet	
La d�ecomposition du champ �electrique �a l�interface en un champ �electrique calcul�e sans

courant et un champ d�u uniquement au courant conduit �a la m�eme d�ecomposition pour les
�ux	 Pour chaque vecteur courant d�e�ni �a l�interface on peut calculer le �ux qu�il va induire	
Une fa�con simple de construire la matrice est donc de calculer le �ux induit par chaque vecteur
unitaire de la base des courants	 Chaque �ux calcul�e correspondra alors �a une colonne de la
matrice liant le courant au �ux	

����� Propri�et�es de la matrice

La matrice ainsi construite� a pour dimension le nombre d�ar�etes sur l�interface� elle est
tr�es creuse et bien conditionn�ee	
Chaque colonne de la matrice correspond aux �ux induits par un courant situ�e sur l�ar�ete

correspondant au num�ero de la colonne	 Comme on le voit sur les �gures �	� et �	� le nombre
de �ux induits par un courant est limit�e	 Dans le cas g�en�eral� le courant n�induit que neuf �ux
grossiers et vingt cinq �ux �ns	 La matrice �etant donc tr�es creuse elle sera stock�ee en morse	
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Vers l�impl�ementation num�erique

Flux induits

Courant

Champs 	electriques induits

Fig� �	� ' in�uence du courant sur les �ux grossiers

induits

Courant

Flux induits

Champs 	electriques

Fig� �	� ' in�uence du courant sur les �ux �ns
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Le calcul num�erique du conditionnement de la matrice fait appara��tre un bon conditionne�
ment puisqu�il est compris entre �� et �� pour toute valeur de �t

h 	 La r�esolution du syst�eme se
fait par gradient conjugu�e	 La m�ethode converge en �a peu pr�es �� it�erations vers la pr�ecision
machine	
On pr�esente� par exemple� �gure �	� le cas d�une bo��te ra�n�ee de dimension ��x��x�� le

nombre de degr�e de libert�e vaut alors ����� le nombre de points non nuls est ����� soit moins
de �� points non nuls par ligne� mais le nombre de r�eels stock�es sera de ����� puisque la
matrice est sym�etrique	 Une estimation du conditionnement vaut ��	�	

0 200 400 600 800 1000
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nz = 30104

Fig� �	� ' Squelette de la matrice de Courant pour une boite vide

On a pr�esent�e dans cette section les sch�emas permettant le raccord entre la grille �ne et
la grille grossi�ere avec une notation 
di��erences �nies	 L�avantage de cette pr�esentation est
de fournir des sch�emas plus clairs qu�avec une pr�esentation 
�el�ements �nis� mais il devient
di�cile de conserver cette m�ethode dans le cas o�u des degr�es de libert�e sont inexistants
par exemple en pr�esence de conducteurs	 On choisira alors d�adopter une pr�esentation plus
adapt�ee �a un maillage non structur�e	 Ceci n�est qu�une pr�esentation di��erente des calculs� ces
derniers �etant bien s�ur identiques	

���



Vers l�impl�ementation num�erique

���



Chapitre �

Extension de la m�ethode en
pr�esence de conducteurs parfaits

�� Position du probl�eme

Nous nous int�eressons dans cette section �a la prise en compte de conducteurs parfaits �a
l�int�erieur du domaine de propagation	 Rappelons que c�est l�a l�un des int�er�ets du ra�nement
de maillage � le pas d�espace �etant plus petit� le ra�nement permet de mieux prendre en
compte la g�eom�etrie des conducteurs	 Il est donc crucial que la m�ethode permette cette
incorporation	 Nous verrons que celle�ci s�obtient facilement en modi�ant les espaces pour le
champ �electrique �on met la condition de conducteur parfait dans l�espace� et surtout pour
le courant circulant �a la surface de la bo��te ra�n�ee	

�	 Description des conducteurs� Modi
cation des espaces

La g�eom�etrie des conducteurs est suppos�ee co!�ncider avec un ensemble �ni de surfaces
planes	 On notera C cet ensemble	 On distinguera Cf et Cg les conducteurs respectivement
inclus dans la bo��te ra�n�ee ou hors de celle�ci	

Cf  C �B� Cg  C �Bext��	��

Un ensemble qui va jouer un r�ole important est l�intersection des conducteurs avec la surface
de la bo��te ra�n�ee 1	 On a

C�  C �1  Cf �1  Cg �1��	��

Cet ensemble peut �etre constitu�e par des surfaces ou encore par des segments	
Une fois d�ecrites les hypoth�eses sur les conducteurs� on passe maintenant �a la modi�cation

des espaces fonctionnels induite par la prise en compte des conducteurs	 La condition

�n � � �E � �n�  �� sur C��	��

est incorpor�ee dans l�espace E �

E  
n
�E � H�rot�)�� �n � � �E � �n�  � sur C

o
��	��
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Extension de la m�ethode en pr�esence de conducteurs parfaits

Lorsque ) est su�samment r�eguli�ere� l�espace des traces tangentielles sur 1 des �el�ements de
E est

H
� �

�
oo �rot��1�  

n
+ � H� �

� �rot��1�� nc � +  � sur C�
o

��	��

o�u nc est la normale �a C�	 Ce n�est pas notre cas� puisque 1 est la fronti�ere d�un cube	
De r�ecents travaux d�Annalisa Bu�a et de Patrick Ciarlet "�# permettent d��etendre cette
d�e�nition �a notre cas et de d�e�nir l�espace des traces tangentielle des �el�ements de E 	 Nous
noterons Hoo

� �
�

� �rot��1� cet espace	 On a vu que le courant J appartenait au dual de l�espace
des traces tangentielles des champs �electriques	 On aura donc J �M avec

M  
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Une fois� ces espaces construits et modi��es� le syst�eme de Maxwell dans un milieu avec
conducteurs est obtenu simplement en reprenant le syst�eme variationnel constitu�e des �equa�
tions ��	��� �a ��	���	

�� Discr�etisation

Dans la suite� on supposera que les conducteurs co!�ncident toujours avec des mailles soit
�nes soit grossi�eres	 On peut remarquer que cette hypoth�ese implique que la trace des conduc�
teurs sur 1 co!�ncide avec un ensemble de mailles grossi�eres	 Remarquons que ceci n�est possible
que parce que l�on a suppos�e que le maillage �n �etait un sous maillage du maillage grossier	
On a donc

Cg  
$
�Ig

M�h
� � Cf  

$
�If

Mh
� � C�  

$
�I�

M�h
� ���	��

Cette hypoth�ese permet de construire tr�es facilement un espace d�approximation pour E � il
su�t simplement de supprimer les degr�es de libert�e qui sont localis�es sur les conducteurs	
Cela revient �a annuler les composantes �electriques tangentes aux conducteurs	
Pour le courant� c�est un peu plus d�elicat	 C�est un espace de fonctions d�e�nies sur le

compl�ementaire de C�	 On note O� ce domaine	 Le d�epart est identique �a ce que nous avons
pr�esent�e pour le cas sans conducteur� la restriction du courant �a chaque maille de O� est ap�
proch�ee par une combinaison des � demi�fonctions de base rattach�ees �a la maille	 La di��erence
r�eside dans le recollement des demi�fonctions de base	

' l�ar�ete n�est localis�ee ni �a l�int�erieur� ni �a la fronti�ere d�un conducteur	 Dans ce cas� la
loi de Kircho� s�applique � on a un unique degr�e de libert�e sur l�ar�ete	

' L�ar�ete est compl�etement interne �a un conducteur	 Dans ce cas� il n�y a pas de courant
accroch�e �a cette ar�ete	

' L�ar�ete est localis�ee �a la fronti�ere d�un conducteur� auquel cas deux situations se pr�e�
sentent�

�	 L�une des deux mailles entourant l�ar�ete est incluse enti�erement dans un conduc�
teur	 Alors� la demi�fonction de base d�e�nie sur l�autre maille devient l�unique
fonction de base associ�ee �a cette ar�ete	
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�
 Discr�etisation

�	 Aucunes des deux mailles entourant l�ar�ete n�est incluse dans un conducteur	 Ceci
correspond au cas ou la trace sur 1 du conducteur est r�eduit �a un segment	 Dans
ce cas� on doit d�edoubler le degr�e de libert�e associ�e �a l�ar�ete	 En e�et la loi de
Kirtcho� ne peut s�appliquer au travers d�un conducteur� puisqu�il n�y a aucune
raison de conserver la divergence du courant au travers d�un conducteur �il existe
une justi�cation math�ematique de ceci "�#�	 Dans cette con�guration� on a donc
deux degr�es de libert�e associ�es �a l�ar�ete	 Les deux demi�fonctions de base deviennent
fonction de base	

La prise en compte de conducteurs peut donc conduire �a une augmentation du nombre de
degr�es de libert�e	 Nous montrons �gure �	� un maillage du courant dans l�exemple d�une bo��te
travers�ee par une plaque �ne� les degr�es de libert�e indiqu�es en rouge ont �et�e d�edoubl�es	 Nous
verrons dans les applications num�eriques que cette fa�con de proc�eder donne de bons r�esultats	

Fig� �	� ' �Eclatement du maillage du Courant sur l�interface en pr�esence d�une plaque
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Chapitre �

Algorithmique

Deux Algorithmes di��erents sont possibles pour la gestion de l�interface grille �ne�grille
grossi�ere	 Le premier suit pas �a pas la m�ethode d�ecrite et permet la v�eri�cation de la conser�
vation de l��energie tandis que le deuxi�eme est une version plus rapide	

��� Une impl�ementation pas �a pas

Dans cette impl�ementation� �a chaque it�eration grossi�ere� on commence par calculer les
inconnues sans courant	 Ainsi dans un premier temps� on calcule le champs �electrique grossier
tangent (E�n�� �a l�interface puis les �ux �electriques grossiers qu�il induit	 Dans la grille �ne
l�op�eration est un peu plus longue puisqu�il faut calculer les champs �electriques et magn�etiques
dans toutes la grille �ne et sur l�interface sur deux pas de temps � (E�n�� et (E�n��� �a l�aide
du sch�ema de Yee	 Pour chaque champ calcul�e� on soustrait aux �ux grossiers les �ux �ns
qu�il induit	 A la suite de cette op�eration� le calcul du �ux total permet d�inverser le syst�eme
lin�eaire donnant le courant	
La phase suivante consiste �a mettre �a jour les champs �electromagn�etiques par prise en

compte du courant	 Pour le champ grossier� l�op�eration est simple� il su�t d�ajouter au champ
�electrique (E�n�� la contribution du courant �B�h

g �J
�n��	 Pour le champ �electromagn�etique

dans la grille �ne� cette correction est plus d�elicate car elle n�ecessite de reprendre le calcul �a
partir des champs initiaux E�n et H�n� �

� � au moins au voisinage du bord	 Une mani�ere de
faire est de stocker ces � champs avant le calcul sans le courant puis de red�emarrer le calcul
�a partir de ces valeurs d�es que le courant est connu	 On int�egre donc� et �a nouveau sur deux
pas de temps �ns� le sch�ema de Yee mais en ajoutant le courant au champ �electrique �a chaque
pas de temps	
Le gros avantage de cette m�ethode est qu�elle permet le calcul de l��energie �electroma�

gn�etique dans la grille �ne	 En e�et la mise a jour du courant se faisant par it�eration du
sch�ema de Yee� on dispose des valeurs des champs �electromagn�etiques interm�ediaires de la
grille �ne n�ecessaires au calcul de l��energie �ne et des �ux	 Ceci permet de tester la validit�e
du programme en v�eri�ant une propri�et�e du sch�ema valide en l�absence de termes sources �
la variation entre deux pas de temps grossiers des �energies de chaque grille doit �etre �egale
�a la valeur commune� au signe pr�es� des �ux �electriques �a travers l�interface	 Ceci induit la
conservation de l��energie totale	
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��	 Une impl�ementation un peu optimis�ee

Une optimisation possible de l�impl�ementation pr�ec�edente r�eside dans la mani�ere de mettre
�a jour les champs �electromagn�etiques �ns� elle pr�esuppose d�avoir stock�e une matrice creuse
donnant directement les champs �electriques induits par un courant apr�es deux it�erations du
sch�ema de Yee	 Cette matrice est calcul�ee lors de la phase d�initialisation	 Lorsque que l�on
construit la matrice liant les �ux �electriques aux courants� il su�t de stocker �egalement les
champs �electriques et magn�etiques induits	
Cette impl�ementation ne permet pas de proc�eder �a la v�eri�cation de la conservation de

l��energie� puisque les champs �electromagn�etiques interm�ediaires ne sont pas calcul�es	

��� Calcul des Matrices

Comme nous l�avons dit nous devons construire la matrice permettant de calculer le cou�
rant �a partir des �ux �electriques	 Pour cela� on a adopt�e une proc�edure num�erique tr�es simple	
Pour chaque degr�e de libert�e� on simule le champ �electromagn�etique induit par le courant qui
vaut � sur l�ar�ete associ�ee et � ailleurs� et cela pendant � pas de temps grossier en partant d�un
�etat nul	 Le calcul du �ux �electrique total �a travers la bo��te donne directement une colonne
de la matrice	 On optimise cet algorithme en n�e�ectuant la simulation que dans une bo��te
de quelques mailles autour de l�ar�ete associ�ee au degr�e de libert�e	 Notons� que l�on peut faire
un calcul analytique de cette matrice au moins dans le cas d�une bo��te non travers�ee par les
conducteurs	 Les calculs deviennent vite inextricables pour les situations avec travers�ee de
conducteurs	

Les champs �electromagn�etiques �ns En��
f et H

n� �
�

f induits correspondent pr�ecis�ement
aux colonnes des deux matrices qui permettent la mise �a jour des champs �electromagn�etiques
�ns une fois le courant connu	 Cette matrice est r�eutilis�ee lors des it�erations de l�algorithme
optimis�e �cf	 �	��	

��� Compl�ements sur les conducteurs

En l�absence de conducteur� la construction du maillage d��el�ements �nis pour le courant
consiste �a choisir une num�erotation des mailles et des ar�etes localis�ees sur l�interface� puis �a
construire deux tableaux

' Le tableau de correspondance entre chaque carreau et les � num�eros de ses ar�etes

' Le tableau donnant les coordonn�ees du carreau	 En pratique� comme on travaille avec
une grille structur�ee� il su�t d�associer �a chaque carreau � informations �les � indices
dans la grille grossi�ere d�un de ses � coins et l�orientation de la face fronti�ere �a laquelle
il appartient�	

Avec les conducteurs� c�est un peu plus compliqu�e	 On a vu que leur pr�esence entra��nait
qu��a chaque ar�ete� on pouvait adjoindre de � �a � degr�es de libert�e	 A�n de discriminer les
situations� on doit d�etecter� pour chaque maille� la pr�esence d�un conducteur sur une de ses
ar�etes	 Une des mani�ere de faire consiste �a initialiser les champs �electriques grossiers sur
l�interface �a �� puis �a appeler la proc�edure traitant les conducteurs� c�est �a dire annulant les
composantes de champs �electriques qui leurs sont tangents	
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Pour chaque ar�ete� on distingue alors plusieurs cas	

' L�ar�ete n�est pas localis�ee sur un conducteur� auquel cas on ajoute un degr�e de libert�e
que l�on associe aux deux carreaux dont elle est l�ar�ete commune �c�est exactement ce
que l�on fait dans le cas o�u il n�y a pas de conducteur�	

' L� ar�ete est travers�ee par un conducteur� on compte pour chacun des deux carreaux
voisins� le nombre d�ar�etes annul�ees	 Trois cas sont alors possibles

' Les deux carreaux ont toutes leurs ar�etes annul�ees	 On ne rajoute pas de degr�e de
libert�e � l�ar�ete est compl�etement interne au conducteur	









 

Fig� �	� ' ar�ete interne au conducteur

' Un seul des deux carreaux� soit C�� a au moins une de ses ar�etes non annul�ee	 Cette
ar�ete est localis�ee �a la fronti�ere d�un conducteur et s�epare une zone enti�erement
conductrice �d�au moins une maille� d�une zone vide	 On cr�ee un nouveau degr�e de
libert�e associ�e �a l�ar�ete que l�on r�ef�erence au carreau C�	
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Fig� �	� ' ar�ete fronti�ere

' Les deux carreaux ont au moins une ar�ete non annul�ee	 C�est le cas par exemple si
les conducteurs intersectent la bo��te en un segment o�u se situe pr�ecis�ement l�ar�ete	
On peut imaginer des situations plus exotiques �une double encoche t�ete�b�eche
�liform�ee en son milieu par exemple�	 On cr�ee alors deux nouveaux degr�es de
libert�e associ�es �a cette ar�ete� chacun �etant r�ef�erenc�e par l�un des deux carreaux	
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Fig� �	� ' trace �laire
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Chapitre 	

Application et validation des
r�esultats

La m�ethode pr�ec�edemment pr�esent�ee a �et�e impl�ement�ee dans un code informatique de
r�esolution des �equations de Maxwell	 La prise en compte de conducteurs parfaits traversant
l�interface entre les deux grilles a �egalement �et�e cod�ee	 Nous pr�esentons ici quelques exp�eriences
num�eriques validant l�int�er�et de la m�ethode et mesurant l�erreur commise	

��� Analyse num�erique d�erreur

����� Domaine vide

On cherche �a conna��tre l�in�uence de la taille des bo��tes ra�n�ees sur la solution dans le
domaine	 Pour cela� on r�ealise plusieurs simulations dans le vide sans bo��te ra�n�ee puis avec
des bo��tes de plus en plus grosses� la bo��te grossi�ere �etant de dimension �xe	 Dans la suite�
nous appellerons B�

f la bo��te ra�n�ee de taille 
 L�onde incidente est une onde plane polaris�ee
en y et de vecteur �z	 C�est une gaussienne discr�etis�ee �a l�aide de �� points par longueur d�onde
pour une fr�equence de coupure �a �� % du maximum	 �cf	 Annexe G�
Nous nous int�eressons ici �a la di��erence entre les solutions num�eriques simul�ees pour

chaque taille de bo��te et la solution num�eriques sans grille ra�n�ee	 Ceci nous permettra de
mesurer le 
bruit induit par une bo��te et sa d�ependance vis �a vis de la taille de la bo��te	
Pour ce faire on choisit un cube C plus grand que la plus grande des bo��tes ra�n�ees B�

f et on

choisit de prendre la norme l���� T * l��C�� des di��erences� c�est �a dire que pour chaque chaque
simulation� on calcule
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o�u Eg est le champ �electrique obtenu avec une simulation sans ra�nement� Ef le champ
�electrique obtenu par simulation avec la boite ra�n�ee	 On a repr�esent�e �gure �	� l��evolution

de e�n pour di��erentes tailles de bo��te	 La norme choisie est ensuite e  ��log��
X
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Cette d�e�nition va nous permettre de mesurer le bruit induit par une bo��te	
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Fig� �	� ' �evolution de la di��erence du champ �electrique au cours du temps pour di��erentes
tailles de bo��tes

Ces exp�eriences font appara��tre que e�n �cf	 �gure �	�� est une fonction croissante de la
taille de la bo��te	 On pourrait assimiler e�n �a une erreur mais� cette di��erence n�est en fait
pas une erreur due au ra�nement	 Si l�on r�ealise la m�eme exp�erience en rempla�cant dans
la d�e�nition de e�n� Eg par le champ �electrique obtenu avec une grille ra�n�ee partout� �on
appelle f�n cette nouvelle mesure� on montre que la croissance de e�n est en fait due �a une
diminution de l�erreur de dispersion	
En e�et� sur la �gure �	�� o�u l�on a repr�esent�e f�n� on remarque que plus la grille ra�n�ee

est grande moins la di��erence est importante	 Ce qui montre que la di��erence obtenue sur la
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Fig� �	� ' di��erence totale en d�ecibel en fonction de la taille de la bo��te
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�gure �	� n��etait pas une erreur mais une am�elioration de la solution due �a une baisse de la
dispersion	
A�n de s�a�ranchir de cette derni�ere� nous n�allons pas consid�erer les di��erences selon

toutes les composantes du champ �electrique mais uniquement selon les composantes di�ract�ees
par la pr�esence de la bo��te� c�est �a dire Ex et Ez	 En l�absence de grille ra�n�ee ces derni�eres
sont nulles	 En mesurant la norme d�e�nie pr�ec�edemment de ces composantes� nous devrions
obtenir une mesure de l�in�uence de la bo��te	 Les r�esultats pr�esent�es �gure �	� nous montre
un bruit de l�ordre de ��� dB quel que soit la taille de la bo��te	 L�oscillation observ�ee entre
taille paire et impaire ne nous para��t pas tr�es importante et ne correspond sans doute qu��a la
rupture de sym�etrie	
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Fig� �	� ' di��erence totale pour les composantes Ex et Ez en d�ecibels

Le 
bruit induit par la pr�esence d�une bo��te ra�n�ee para��t donc tr�es faible	 Mais� a�n
de justi�er l�utilisation du ra�nement de maillage spatio temporel nous allons comparer ce
bruit �a celui induit par la pr�esence d�un petit conducteur dans le maillage	

����� Domaine avec un conducteur

Le but de cette exp�erience n�est pas de montrer la meilleure prise en compte de la g�eom�etrie
d�un obstacle mais simplement de montrer que le bruit induit par une bo��te ra�n�ee est
n�egligeable devant celui induit par un petit objet m�etallique	 Pour cela on r�ealise la m�eme
exp�erience que pr�ec�edemment en ajoutant au domaine un conducteur parfait cubique de taille
une maille grossi�ere	 Dans une premi�ere exp�erience on mesure �a l�aide de la norme d�ej�a utilis�ee
l�in�uence du cube en calculant tout simplement la di��erence entre deux solutions calcul�ees
avec ou sans cube	 Le r�esultat fait appara��tre un bruit d�environ ���dB	 Le bruit d�u �a la grille
�ne est donc n�egligeable par rapport au bruit d�u �a un petit cube	 On peut donc s�attendre �a
une am�elioration de la solution lors de l�utilisation de bo��tes ra�n�ees	
C�est ce que montre les �gures �	� et �	�	 On y compare la solution trouv�ee avec une

bo��te ra�n�ee de plus en plus grande avec la solution trouv�ee en ra�nant tout le domaine	 Ce
r�esultat montre l�int�er�et du ra�nement de maillage puisque la di��erence avec la solution avec
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une grille ra�n�ee partout a nettement diminu�e en pr�esence d�une grille ra�n�ee localement	
De plus on notera que plus la taille de la bo��te est importante plus l�erreur diminue� mais
cette am�elioration n�est signi�cative que jusqu��a � mailles� c�est �a dire deux mailles entourant
l�objet	 Ceci peut s�expliquer ais�ement	 La di�raction d�une onde sur un coin provoque une
singularit�e dans la solution� cette singularit�e est bien s�ur mieux discr�etis�ee avec un maillage
plus �n� mais comme elle ne se propage pas dans tout le maillage� l�am�elioration due au
ra�nement ne se fait sentir que sur quelques mailles	
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��	 Validation �a travers quelques exp�eriences num�eriques

Le code de ra�nement de maillage pour les �equations de Maxwell �D est valid�e �a l�aide
d�exp�eriences num�eriques	 On montre que le ra�nement n�induit pas d�erreur suppl�ementaire
signi�cative et que� dans certain cas� le ra�nement apporte une am�elioration dans la prise en
compte de conducteurs	
Pour chaque exp�erience� nous e�ectuons plusieurs simulations� l�une avec un maillage

grossier� l�autre avec un maillage �n�h� �� une avec un ra�nement de grille local �
h
� �� en�n une

exp�erience avec une grille tr�es �ne nous permet d�obtenir une solution de r�ef�erence	

����� Une bo��te ra�n�ee dans le vide

On e�ectue ici une simulation de la propagation d�un champ incident dans le vide� avec
un ra�nement local	 Cette exp�erience ne pr�esente pas un grand int�er�et en soi� puisque le
ra�nement de maillage n�est r�eellement utile qu�en pr�esence de conducteur� mais elle va nous
permettre de mesurer l�in�uence de la grille ra�n�ee dans l�erreur de discr�etisation	
On e�ectue des enregistrement en divers points du maillage grossier� a�n de mesurer

l�in�uence de la grille �ne� plus exactement a�n de comparer l�erreur due au ra�nement seul�
�a celle du sch�ema classique	
Le r�esultat de ces exp�eriences est pr�esent�e �gure �	�	 La �gure du haut montre les solutions

pour la grille grossi�ere� la grille �ne et la grille ra�n�ee localement	 Cette �gure montre que
la grille �ne n�a pas provoqu�e d�erreur suppl�ementaire signi�cative	 La �gure du bas montre
les di��erences de ces r�esultats avec la solution de r�ef�erence	
Pour des discr�etisations g�en�eralement utilis�ees� �environ �� points par longueur d�onde��

l�erreur due au ra�nement est bien que th�eoriquement d�ordre �� n�egligeable devant l�erreur
due au sch�ema classique sans ra�nement qui elle est pourtant d�ordre �	
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Fig� �	� ' r�esultats de l�exp�erience �

����� Une bo��te ra�n�ee coupant une plaque horizontale

Cette exp�erience sert �a valider la m�ethode dans le cas o�u des conducteurs coupent l�in�
terface	 On simule la propagation d�un champ incident en pr�esence d�une plaque m�etallique
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perpendiculaire �a la direction de propagation du champ incident	 La plaque m�etallique est
positionn�ee sur des points du maillage grossier	

Grille ra�n	ee

Champs incident

Plaque

Fig� �	� ' Sch�ema de l�exp�erience �
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Fig� �	� ' r�esultats de l�exp�erience �

Les r�esultats pr�esent�es �gure �	� montrent que la prise en compte de conducteurs �a l�in�
t�erieur de la grille �ne et sur l�interface avec la grille grossi�ere ne g�en�ere pas d�erreur suppl�e�
mentaire� puisque les r�esultats pour la grille grossi�ere �courbe bleu� sont identiques �a ceux
obtenus en ra�nant le maillage �courbe verte�	

����� Une bo��te ra�n�ee intersectant un cube biseaut�e

Cette exp�erience vise �a montrer la meilleure prise en compte d�un plan inclin�e par une
grille ra�n�ee	 On simule donc la di�raction d�une onde plane sur un objet biseaut�e	 La partie
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de l�objet inclin�ee est incluse dans une grille maill�ee plus �nement� le dispositif est d�ecrit
�gure �	��	
Un inconv�enient de la m�ethode dans un tel cas� vient du fait que la grille �ne est rectan�

gulaire et ne peut donc suivre localement la plaque inclin�ee ce qui oblige �a prendre une grille
ra�n�ee assez importante	

Boite ra�n	ee

Objet m	etallique

Fig� �	�� ' Sch�ema de l�exp�erience �

Les r�esultats de cette exp�erience sont assez d�elicats �a analyser puisque plusieurs ph�eno�
m�enes interagissent lorsque l�on ra�ne� notamment une meilleure prise en compte du plan
inclin�e mais �egalement une meilleure discr�etisation des singularit�es apparaissant �a la fron�
ti�ere de l�obstacle	 L�am�elioration due au ra�nement variera fortement en fonction du point
d�enregistrement suivant qu�il se trouve pr�es d�une singularit�e ou du plan inclin�e	
La �gure �	�� pr�esente les r�esultats pour un point d�enregistrement situ�e �a l�avant de

l�obstacle �vu du champs incident� et relativement �eloign�e du plan �eloign�e	 On constate que le
ra�nement de grille apporte une am�elioration des r�esultats sans toutefois obtenir la pr�ecision
obtenue avec une grille ra�n�ee dans tout le domaine	
La �gure �	�� pr�esente les r�esultats pour un point d�enregistrement situ�e derri�ere l�obstacle

�vu du champs incident� �a proximit�e du sommet du biseau c�est �a dire l�a ou la singularit�e est
la plus forte	
On constate que le ra�nement local a nettement am�elior�e les r�esultats puisqu�ils sont

voisins de ceux d�une grille ra�n�ee totalement	

����� Une bo��te ra�n�ee autour d�une ouverture perc�ee dans un cube

Le dernier exemple est une simulation en pr�esence d�un obstacle dont la g�eom�etrie pro�
voque localement des singularit�es di�cilement prises en compte avec un maillage grossier	
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�
� Validation �a travers quelques exp�eriences num�eriques

Nous consid�erons un conducteur cubique creux avec une ouverture de taille petite devant la
longueur d�onde ��� du champ incident ��gure �	���	 Nous enregistrons ensuite les valeurs du
champ �electrique en un point �a l�int�erieur du cube	

Grille ra�n�ee

� Ouverture

Cube m�etallique

Int�erieur vide

Fig� �	�� ' Sch�ema de l�exp�erience�

Les r�esultats sont pr�esent�es sur la �gure �	��	 Ils montrent pleinement l�utilit�e d�un ra��
nement de grille� puisque� en pr�esence d�une grille �ne� l�erreur due �a la g�eom�etrie de l�obstacle
est �equivalente �a l�erreur obtenue en ra�nant tout le domaine� alors que le temps de calcul
pour e�ectuer le ra�nement local n�a augment�e que de ��% contre ���% pour la grille ra�n�ee
partout	
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�
 Une exp�erience type d�utilisation de ra�nement de maillage


Ey

Plaque m	etallique

Grille ra�n	ee

Cube m	etallique

Fig� �	�� ' sch�ema de l�exp�erience d�une onde plane rasante di�ractant sur une plaque pos	
s�edant des asp�erit�es�

��� Une exp�erience type d�utilisation de ra�nement de maillage�

Le code informatique r�esultant de la m�ethode d�ecrite impl�ement�ee permet donc de r�e�
soudre les �equations de Maxwell en pr�esence de conducteurs parfaits avec des grilles ra�n�ees
l�a o�u on le juge n�ecessaire	 On pr�esente ici un exemple d�utilisation de ce code	 L�exp�erience
r�ealis�ee est la di�raction d�une onde plane incidente sur une plaque poss�edant des asp�erit�es
�pouvant �etre boulons� rivets� assimil�ees �a des petits cubes	
Dans l�exp�erience r�ealis�ee� l�onde incidente est �E  Ey�ey avec Ey  E�e

i�z�ct		 Le conduc�
teur parfait est une plaque verticale� d��equation x  x� et poss�edant � petits cubes sur sa
surface	 La taille de chaque cube est petite �une maille grossi�ere�	 Nous utilisons des grilles
ra�n�ees autour de ces petits cubes a�n de mieux prendre en compte la di�raction �voir �gure
�	���	 Les r�esultats de la simulation sont pr�esent�es sur les �gures suivantes	 La di�raction du
champs incident par la plaque appara��t sur le champ incident Ey par contre la di�raction sur
les petits cubes qui n�appara��t pas sur la composante Ey en raison de son amplitude trop faible
par rapport au champ incident� appara��t clairement sur la composante Ex	 Le ra�nement de
maillage a donc permi de bien prendre en compte les petits obstacles	
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Annexe A

Analyse des eets de dispersion

On se propose ici de donner une expression approch�ee de l�onde num�erique propag�ee par
le sch�ema classique �a cinq points de l��equation des ondes� avec pour sch�ema de d�emarrage

u�j  u��jh�

u�j  u��jh� $
�t�

�

u���j $ ��h� � �u��jh� $ u���j � ��h�
h�

�A	��

On suppose donn�ee la transform�ee de Fourier des conditions initiales

�uo�k�  h
X
j

u��jh� e
ijkh�A	��

Le lien entre conditions initiales et la donn�ee �u� est bien s�ur

u�j  
�

��

Z ��h

���h
�uo�k� e

ikjh dk

u�j  
�

��

Z ��h

���h
�uo�k�

�
�� ��t

�

h�
sin�



kh

�

��
eikjh dk

�A	��

La solution du sch�ema est donn�ee sous forme de combinaison lin�eaire d�ondes planes

unj  
�

��

Z ��h

���h
�u��k� ei�kjh��h�k	n�t	 dk $

�

��

Z ��h

���h
�u��k� e

i�kjh��h�k	n�t	 dk��A	��

avec �relation de dispersion�

�

�t
sin



�h�k��t

�

�
 
�

h
sin



kh

�

�
�A	��

Il est facile de voir que unj donn�e ci�dessus v�eri�e bien le sch�ema

un��
j � �unj $ un��j

�t�
� unj�� � �unj $ unj��

�t�
 ��

Il ne reste qu��a satisfaire le sch�ema de d�emarrage	 On obtient un syst�eme satisfait par
�ud�k� et �ug�k�

�u� $ �u�  �uo�k�

�u�e
i�h�k	�t $ �u�e�i�h�k	�t  �uo�k�

�
�� ��t�

h� sin�
�
kh
�


�

�A	��

��



Analyse des e�ets de dispersion

En utilisant la relation de dispersion

�� ��t
�

h�
sin�



kh

�

�
 cos��h�k��t�

le syst�eme se r�esout simplement en

�u�  �u�  
�uo�k�

�
//�A	��

D�o�u la solution du sch�ema

unj  
�

��

Z ��h

���h
�uo�k� e

i�kjh��h�k	n�t	 dk $
�

��

Z ��h

���h
�uo�k� e

i�kjh��h�k	n�t	 dk�A	��

On s�int�eresse �a un d�eveloppement asymptotique de la solution num�erique	 On part de la
relation de dispersion approch�ee par Taylor

�h�k�  k � �

��
k�h���� �t

�

h�
�  k �Ck�h��A	��

D�o�u une expression de la solution

unj �
�

��

Z ��h

���h
�uo�k� e

ik�jh�n�t	�� $ in�tCk�h�� dk

$
�

��

Z ��h

���h
�uo�k� e

ik�jh�n�t	��� in�tCk�h�� dk

�A	���

soit �xj  hj� tn  n�t�

unj �
�

�

�
uo�xj � tn�� tn

��
h���� �t

�

h�
�u
���
o �xj � tn�

�

$
�

�

�
uo�xj $ tn� $

tn
��
h���� �t

�

h�
�u
���
o �xj $ tn�

��A	���

On remarque que l�on retrouve ici le r�esultat bien connu � l�erreur de dispersion augmente
lorsque le rapport �t

h diminue	
Pour �t

h  
�p
�
� on obtient

unj �
�

�



uo�xj � tn�� tn

��
h�u

���
o �xj � tn�

�
$

�

�



uo�xj $ tn� $

tn
��
h�u

���
o �xj $ tn�

��A	���

On voit que l�erreur due �a la dispersion est d�ordre � et est d�autant plus grande que le temps
de propagation tn est grand	 D�autre part� l�erreur est au second ordre proportionnelle �a la
d�eriv�ee troisi�eme du signal	
Par exemple� si l�on choisit pour u� la fonction de Harris �etal�ee sur un intervalle de longueur

L  ��� le maximum de la d�eriv�ee troisi�eme est de l�ordre de ���� �cf	 �gure �	�� et l�erreur
est de l�ordre de ��� ���� ���

p
� ��� h� � �����h� pour un temps de propagation de ���p�	

���



Annexe B

Vitesse de groupe

La vitesse de propagation d�une onde est d�e�nie par la vitesse de groupe �cf	 "��#�	

C�k�  ��
�k

o�u k est le nombre d�onde et � la pulsation
�B	��

est une fonction �	
La relation de dispersion

�

h
sin�

kh

�
�  

�

�t
sin�

��t

�
��B	��

nous donne alors pour la vitesse de groupe

C�k�  
cos�kh� �

cos���t� �
�

Par ailleurs� un d�eveloppement de Taylor de � pour �t petit nous donne

�  k � k�

��
�t� $O

�
�t�


�

d�o�u

C�k� � �� k�dt�

�

� �� ���t	�

�

�B	��

On voit donc que les ondes �a hautes fr�equences se propagent moins vite� ce qui concorde
avec le ph�enom�ene observ�e �cf	 �	�	�	��	 Ainsi� dans le premier exemple ��gure �	��� avec
��t  ���� on trouve une vitesse de groupe C�k�  ������ alors que num�eriquement� si l�on
calcule la vitesse du maximum entre les deux premi�eres images on trouve C�k�  ������	
Dans la troisi�eme exp�erience ��gure �	���� avec ��t  ��


 � on trouve une vitesse de groupe
de C�k�  ���� pour un calcul num�erique entre les deux premi�eres images C�k�  ����	
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Annexe C

Annulation du d�eterminant dans le
cas 
�n

On montre ici que le d�eterminant ���� du syst�eme ��	��� ne s�annule pas sur le demi plan
complexe ���� � �	 En e�et� rappelons que

����  
�

r�n��
�

n��X
l��

rnl ��� �Gl���t��C	��

Si ����t� � �� on a alors 
l jrl��� 	 �j �cf	 section �	�	��� soit comme �Gl���t� � ��

j
n��X
l��

rnl ���
�Gl���t�j 	 j

n��X
l��

�Gl���t�j

Or�

�Gl���t�  
�

n

n��X
m��

Gm e
��i�lm

n

n��X
l��

�Gl���t�  
n��X
l��

�

n

n��X
m��

Gm e
��i�lm
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n��X
m��

�

n
Gm

n��X
l��

e
��i�lm
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n��X
m��

Gm �m��

 G�

 �

ainsi 
� tel que ���� � ��
j
n��X
l��

rnl ��� �Gl���t�j 	 �

et �nalement comme jr���n��j � ��
j����j � � 
� tel que ���� � ��C	��
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Annexe D

Annexe � Un sch�ema de raccord
dissipatif

Nous pr�esentons ici une br�eve �etude d�un sch�ema non centr�e permettant de raccorder deux
grilles de discr�etisations di��erentes	 Il nous a �et�e pr�esent�e par Bruno Despr�es au cours d�une
rencontre informelle �a l�INRIA	 Le sch�ema sans ra�nement di��ere quelque peu du cas qui nous
int�eresse	 �Etant une adaptation d�une discr�etisation pour la dynamique des gaz� ce sch�ema
est dispersif� mais la strat�egie de raccord s�apparentant �a celle que nous avons adopt�ee� nous
avons jug�e bon de l�inclure dans notre �etude	 Nous nous contentons de pr�esenter ce sch�ema
et d�en �enoncer certaines propri�et�es	

D�� Le sch�ema sans ra�nement

D���� �Equation du sch�ema

On cherche �a r�esoudre dans IR le syst�eme suivant���������
�v

�t
 ��u

�x

�u

�t
 ��v

�x

�D	��

On discr�etise l�espace avec un pas h et le temps avec un pas �t	 On choisit alors d�approcher
u et v aux m�emes points�

ukj � u�jh� k�t� vkj � v�jh� k�t���D	��

Ce choix de discr�etisation �etant fait� un sch�ema des plus simples pour approcher �D	��������������
vk��
j � vkj
�t

 �u
k
j�� � ukj��
�h

uk��
j � ukj
�t

 �v
k
j�� � vkj��
�h

�

�D	��

���



Annexe � Un sch�ema de raccord dissipatif

est instable	 Pour le stabiliser� on ajoute un terme dissipatif d�ordre �	 Le sch�ema aux di��e�
rences �nies donne alors�����������

vk��
j � vkj
�t

 �u
k
j�� � ukj��
�h

$
h

�

vkj�� � �vkj $ vkj��
h�

uk��
j � ukj
�t

 �v
k
j�� � vkj��
�h

$
h

�

ukj�� � �ukj $ ukj��
h�

�

�D	��

que l�on peut �egalement r�e�ecrire en posant �  �t�h������
vk��
j � vkj  ���u��kj� �

�

� u��k
j� �

�

�

uk��
j � ukj  ���v��kj� �

�

� v��k
j� �

�

�
�D	��

en posant �����������
u��k
j� �

�

 
ukj $ ukj��

�
� vkj�� � vkj

�

v��k
j� �

�

 
vkj $ vkj��

�
� ukj�� � ukj

�

�D	��

On peut montrer que ce sch�ema est dissipatif c�est��a�dire qu�il voit son �energie d�e�nie parX
�uni �

� $ �vni �
�

diminuer au cours du temps	

D�	 Calcul de la transform�ee de Fourier Laplace de la solution

Dans cette section� nous calculons la transform�ee de Fourier Laplace de la solution	
Pour des raisons pratiques nous consid�erons la solution du sch�ema discr�etis�e sur un maillage
��h� ��t�	 Ceci est en fait une anticipation sur le ra�nement qui sera fait ult�erieurement	
On utilise alors les transform�ees de Fourier discr�etes� d�e�nies par

�v�j���  ��t
�X
k��

v�k�j e
i��k�t

�u�j���  ��t
�X
k��

u�k�j e
i��k�t

�D	��

En multipliant par e�ki��t les �equations du sch�ema �ecrit sur le maillage ��h� ��t� et en
sommant� on obtient en dehors du support de la source�������

��� e��i��t��v�j  
�

�
��u�j�� � �u�j�� � �v�j�� $ ��v�j � �v�j���

��� e��i��t��u�j  
�

�
��v�j�� � �v�j�� � �u�j�� $ ��u�j � �u�j���

�D	��

Il est plus facile de faire les calculs pour u$ v et u� v� car il vient alors�����
�e��i��t � � $ ����v�j $ �u�j�  ���v�j�� $ �u�j���

�e��i��t � � $ ����v�j � �u�j�  ���v�j�� � �u�j���
�D	��
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D
� Calcul de la transform�ee de Fourier Laplace de la solution

Si on pose r���  
�

e��i��t	����
� on peut �ecrire

���
��v�j $ �u�j�  r����j��v� $ �u��

��v�j � �u�j�  r�����j��v� � �u���
�D	���

Les solutions s��ecrivent donc���������
�v�j  

r����j��v� $ �u�� $ r�����j��v� � �u��
�

�u�j  
r����j��v� $ �u��� r�����j��v� � �u��

�

�D	���

A�n que la solution soit dans L� on doit avoir un de ces deux termes nuls	 En e�et� supposons
que les conditions initiales soient �a gauche� si jr����j 	 �� on doit n�ecessairement avoir
��v� � �u��  � ���v� $ �u��  � dans le cas contraire�	

D���� �Etude de jr���j

Si �  x$ iy� alors

�

r���
 

ey�te�ix�t � �
�

$ �

 �
���� �

r���

�����  

�
ey�t cos�x�t�� �

�
$ �

��

$

�
ey�t sin�x�t�

�

��

 � $
Y � $ �Y ��� �� cos�x�t�� ��$ �

�
o�u Y  ey�t

�D	���

On peut chercher les points du plan complexe o�u jr���j  � a�n de d�elimiter les zones
o�u jr���j � � et celles o�u jr���j 	 �	 On obtient dans ce cas des r�esultats g�eom�etriques

int�eressants� selon que � �
�
��
�

�

�
� �  

�

�
ou � �

�
�

�
� �

�
	 Mais la fronti�ere se situe toujours dans

le demi�plan ���� � �� et n�intervient donc pas car les transform�ees de Fourier consid�er�ees
sont d�e�nies et analytiques pour ���� � M � � comme nous l�avions vu dans la section �	�
de la partie �	 En e�et jr���j � � ne s�annule pas sur le demi�plan complexe ���� � �	


y � �� Y  ey�t � �
Soit f�Y �  Y � $ �Y ��� �� cos�x�t� $ �� ��

f���  ���� ���� � cos�x�t�� � �

Or f ��Y �  � "Y � ��� �� cos�x�t�#

�D	���

��� �� cos�x�t� 	 � � Y  � f ��Y � � �

donc f est strictement croissante	 Comme f��� � �� 
y � ��
���� �

r����

���� � �	
On peut donc �ecrire pour l�onde incidente sous la forme


� � #�� �" � �v�j  �u�j  r����j�v��D	���
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Annexe � Un sch�ema de raccord dissipatif

D���� Analyse de la dispersion

Pour faire le lien avec une analyse par ondes planes� on peut �ecrire r���  eikh���h	 On
peut alors en d�eduire la relation de dispersion

�



eikh���h � �

�
 e�i��t � ��D	���

Si on e�ectue un d�eveloppement limit�e de kh��� au voisinage de �t  �� on trouve

kh���  � $
i���t

�



�� �

�

�
$O

�
�t�


�D	���

Donc la dispersion est d�ordre �� ce �a quoi on s�exposait car le sch�ema est �etudi�e pour que
son �energie diminue	 De plus� les exp�eriences num�eriques montrent que cette d�ecroissance est
forte	 C�est l�inconv�enient majeur de ce sch�ema	

D�� Un sch�ema de ra�nement ��	

D���� Pr�esentation des �equations de raccord

Le sch�ema de ra�nement est bas�ee sur la d�ecroissance de l��energie pour garantir la sta�
bilit�e� nous ne pr�esentons pas ici la preuve de cette d�ecroissance� mais uniquement le sch�ema
de raccord	 On consid�ere deux grilles de discr�etisation� l�une situ�ee sur IR� maill�ee avec des
pas h en espace et �t en temps� l�autre situ�ee sur IR� maill�ee avec des pas doubl�es ��h et
��t�	 Dans chaque grille on utilise le sch�ema �D	�� �ecrit avec la discr�etisation correspondante	
On note �uf �

k
j et �vf �

k
j � les solutions dans la grille �ne aux points �j� k� �j � �� et �ug�

�k
�j et

�vg�
�k
�j les solutions dans la grille grossi�ere aux points ��j� �k� �j � ��	 Pour raccorder les deux

grilles� on est amen�e �a modi�er les �equations en j  � pour la grille �ne et en j  � pour la
grille grossi�ere	 Pour j  �� il su�t de compl�eter le point manquant pour le sch�ema dans la
grille �ne avec un point de la grille grossi�ere	 On prend par exemple pour v �pour u� il su�t
de permuter�������������������

�vf �
�k��
� � �vf ��k�  ����uf ����k�

�

� �uf ����k�
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�

�

�D	���

ce qui donne en rempla�cant����������
�vf �

�k��
� � �vf ��k�  ��

�
��uf �

�k
� � �ug��k� � �vf ��k� $ ��vf �

�k
� � �vg��k� �

�vf �
�k��
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��uf �

�k��
� � �ug��k� � �vf ��k��

� $ ��vf �
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� � �vg��k� �

�D	���

Et pour j  �� on choisit de prendre �exemple pour v����������
�vg�

�k��
� � �vg��k�  ����uf ������k�

�

� �ug����k� �
�

�

o�u �uf �
�����k
�
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ce qui donne

�vg�
�k��
� � �vg��k�  ��

�

�
�uf �

�k
� $ �uf �

�k��
�

�
� �ug��k��

��vf �
�k
� $ �vf �

�k��
�

�
$ ��vg�

�k
� � �vg��k��

��D	���

On peut ensuite montrer qu�un �equivalent discret de la norme de la solution est toujours
born�e en montrant que ce sch�ema garde la propri�et�e de d�ecroissance de l��energie du sch�ema
sans ra�nement	
De plus� si on s�int�eresse �a �u$ v� et �u� v�� on constate alors facilement �a partir de ces

�equations que �u� v� reste toujours nul �a droite de la condition initiale� et �u$ v� reste nul �a
gauche de la condition initiale	 C�est une propri�et�e du probl�eme continu qui reste exacte pour
ce sch�ema car il est d�ecentr�e	 Ceci constitue toute la di��erence avec le sch�ema de Yee� o�u les
maillages d�ecal�es emp�echent de comparer u et v	 Cette caract�eristique� permet de supposer
que la r�e�exion �a l�interface sera nulle	 En e�et si la condition initiale se trouve �a gauche de
l�interface� c�est alors 
�u $ v� qui se propage vers l�interface� s�il y avait r�e�exion �u $ v�
�nirait par se trouver non nul �a gauche de la condition initiale	 Ceci sera d�ailleurs con�rm�ee
par le calcul des coe�cients de r�e�exion�transmission via l�analyse par Fourier�Laplace que
nous e�ectuons dans ce qui suit	

D���� Calcul des transform�ees de la solution en pr�esence du ra�nement

L�id�ee ici est d�utiliser les transform�ees de Fourier�Laplace des solutions des sch�emas dans
la grille �ne et dans la grille grossi�ere a�n de calculer les coe�cients de r�e�exion et de trans�
mission �a l�interface entre les deux grilles	 On suppose ici que les conditions initiales sont �a
support dans x 	 �	

D

�
� �Etude dans la grille grossi�ere

On cherche la solution dans la grille grossi�ere sous la forme�������
�vg�

�k
�j  v�k�j $

(�vg�
�k

�j �

�ug�
�k
�j  u�k�j $

(�ug�
�k

�j

�D	���

o�u v�k�j et u
�k
�j sont les ondes num�eriques incidentes� c�est �a dire celles qui v�eri�ent le sch�ema

��	�� pour j � Z avec les m�emes conditions initiales que �ug� et �vg� en k  �	
On introduit alors les transform�ees de Fourier�Laplace discr�etes en temps d�e�nies par�������������

��vg��j���  ��t
�X
k��

(�vg�
�k

�j e
i��k�t

��ug��j���  ��t
�X
k��

(�ug�
�k

�j e
i��k�t

�D	���

Le support de la condition initiale �etant dans x 	 �� les tranform�ees des solutions incidentes
u et v sont celles sont celles d�e�nies par �D	���	

��



Annexe � Un sch�ema de raccord dissipatif

On peut faire pour l�onde r�e��echie� repr�esent�ee par ��vg� et ��ug�� la m�eme �etude que sans
ra�nement et on aboutit �a


j � �� ��vg��j  � ��ug��j  r�����j ��vg��  Rr�����j�v��D	���

o�u R est une constante adimensionn�ee �a d�eterminer	

D

�
� �Etude dans la grille 	ne

Notons ��vf �
P

j et
��vf �

I

j � les transform�ees de vf d�e�nies par�������������
��vf �

I

j ���  ��t
�X
k��

(�vf �
�k��

j ei���k��	�t

��vf �
P

j ���  ��t
�X
k��

�vf �
�k
j ei��k�t

�D	���

Rappelons que les �equations dans la grille �ne s��ecrivent	�������
�vf �

k��
j � �vf �kj  �

�

�
��uf �

k
j�� � �uf �kj�� � �vf �kj�� $ ��vf �

k
j � �vf �kj���

�uf �
k��
j � �uf �kj  �

�

�
��vf �

k
j�� � �vf �kj�� � �uf �kj�� $ ��uf �

k
j � �uf �kj���

�D	���

En prenant ces �equations pour k  �n et k  �n$�� en multipliant par eik��t et en sommant
sur n� on obtient�������

Af
d�Vf �j  ���

� d�Uf �j�� � d�Uf �j�� � d�Vf �j�� $ �
d�Vf �j � d�Vf �j��

Af
d�Uf �j  ���

�d�Vf �j�� � d�Vf �j�� � d�Uf �j�� $ �
d�Uf �j � d�Uf �j���D	���

o�u

Af  

�� �� e�i��t

e�i��t ��

	A � d�Vf �j  
�BB�

��vf �
P

j

��vf �
I

j

	CCA et d�Uf �j  
�BB�

��uf �
P

j

��uf �
I

j

	CCA
Or les valeurs propres de Af sont

�
e�i��t � �


et

��e�i�� $ �

�t
��t � �

	A� et des vecteurs
propres associ�es sont

�� �

�

	A et

�� �

��

	A	
On peut alors se ramener au probl�eme de l�onde incidente� et �ecrire�

d�Vf �j  d�Uf �j  �v�Tr���j
�� �

�

	A$ �v�Tpr
� $ �

�t

�j �� �

��

	A�D	���

o�u T et Tp sont des constantes �a d�eterminer	

���
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D

�
 Calcul des coe�cients de r�e�exion

On utilise ici� les �equations de raccord a�n de d�eterminer les constantes R� T et Tp On
utilise �D	��� et �D	��� et on passe aux transform�ees de Fourier	
Si l�on compare l��equation de raccord en j  � �D	���� avec l��equation �ecrite dans la grille

grossi�ere prolong�ee d�une maille� on obtient

�ug�
�k
� � �vg��k�  

�uf �
�k
� $ �uf �

�k��
�

�
� �vf �

�k
� $ �vf �

�k��
�

�
�D	���

Ce qui donne apr�es multiplication par ei��k�t et sommation sur k

��ug�� $ �u� � ��vg�� � �v�  
��uf �

P

� � ��vf �
P

� $ e�i��t� ��uf �
I

� � ��vf �
I

��

�
�D	���

Comme d�Vf �j  d�Uf �j � et �u�j  �v�j � on a ��ug�� � ��vg��  �	 De plus�
��ug��j  � ��vg��j on a

doncR  �

Remarque �� Cette mani�ere de comparer deux �equations en prolongeant le sch�ema �ecrit
�a l�int�erieur jusque sur l�interface pour calculer R est compl�etement �equivalente �a celle qui
consisterait �a ins�erer les solutions g�en�erales dans les �equations de raccord�

Si l�on compare les �equations de raccord en j  � �D	���� avec le sch�ema �a l�int�erieur de
la grille �ne v�eri��e par les �vf �

k
j et �uf �

k
j et prolong�e en j  �� on obtient��� �uf �

�k
� $ �vf �

�k
�  �ug�

�k
� $ �vg�

�k
�

�uf �
�k��
� $ �vf �

�k��
�  �ug�

�k
� $ �vg�

�k
�

�D	���

En multipliant la premi�ere �equation par ei��k�t la deuxi�eme par ei���k $ ���t� et en som�
mant sur k� on obtient�������

��vf �
P

� $
��uf �

P

�  
��vg�� $ �v� $

��ug�� $ �u�

��vf �
I

� $
��uf �

I

�  ei��t
�
��vg�� $ �v� $

��ug�� $ �u�
  �

���
T $ Tp  �

T � Tp  ei��t
�D	���

Donc �nalement les coe�cients sont�����������������

T  
� $ ei��t

�

Tp  
�� ei��t

�

R  �

�D	���

La nullit�e de la r�e�exion est l�avantage principal de ce sch�ema� et va lui assurer la stabilit�e	
De plus on a montr�e que le sch�ema �etait consistant� et que les coe�cients de transmission
�etaient d�ordre �	

���



Annexe � Un sch�ema de raccord dissipatif

D

�
� onde incidente dans la grille 	ne

On peut e�ectuer des calculs similaires pour une onde incidente venant de la grille �ne�
et on trouve aussi des coe�cients de r�e�exions nuls et une transmission d�ordre �	

Plus pr�ecis�ement� si bUj  � bVj  Ar����j
�� �

�

	A$Br



� $

�

�t

��j �� �

��

	A �a droite�

d�Vf �j  � �onde r�e��echie�

��ug��j  � ��vg��j  Tr�����j avec T  
A$B

�
$
A�B

�
r����e�i��t

�D	���

On n�a donc aucune r�e�exion� ce qui assure la stabilit�e� m�eme dans le cas d�une bande
ra�n�ee	
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Annexe E

Lien entre la formulation
variationnelle et la formulation
di�erences �nies pour un probl�eme
en deux dimensions	

Dans la deuxi�eme partie de ce document� nous avons pr�esent�e une m�ethode de ra�nement
de maillage� bas�ee sur la conservation d�une �energie discr�ete	 L�approche di��erences �nies �D
que nous avions faite �a �et�e �etendue au cas de Maxwell �D pour la polarisation transverse
�electrique	 Dans la troisi�eme partie de ce document nous avons montr�e que cette m�ethode
s�inscrivait dans un cadre variationnel plus g�en�eral et montr�e que le sch�ema �D exhib�e dans
la deuxi�eme partie aboutissait aux m�emes �equations de raccord quelque soit la formulation	
Nous tentons ici d�op�erer de m�eme en montrant que le sch�ema aux di��erences �nies exhib�e
dans la deuxi�eme partie� s�inscrit bien dans le cadre variationnel de la troisi�eme partie	

E�� Construction acc�el�er�ee de la m�ethode variationnelle

Le lecteur est sans doute maintenant familiaris�e avec la probl�ematique� nous ne d�etaillerons
donc pas la m�ethode mais insisterons simplement sur les points importants� permettant de
retrouver le sch�ema de rasccord �D	 On cherche ici �a discr�etiser les �equations de Maxwell
pour la polarisation transverse �electrique�������������������

�Hz

�t
$
�Ey

�x
� �Ex

�y
 �

�Ex

�t
� �Hz

�y
 �

�Ey

�t
$
�Hz

�x
 �

�E	��

sur deux grilles de discr�etisations di��erentes	 La grille situ�ee sur le domaine )g �x 	 ��� est �
fois plus grossi�ere en temps et en espace que la grille situ�ee sur le domaine )f �x � ��	 Dans
la suite� nous noterons 1 la fronti�ere commune de )g et )f 	 La pr�esentation faite en �	� est
su�sament g�en�erale pour que l�on puisse l��etendre �a notre probl�eme sans trop de di�cult�e	

���



La formulation variationnelle en �D

Nous laissons soin au lecteur d�e�ectuer la d�emarche permettant d�obtenir la formulation
variationnelle suivante

Trouver �Eg
x� E

g
y � H

g
z � E

f
x � E

f
y � H

f
z et j� dans Egy � Egx �Hg � Efy � Efx �Hf � J tels que�������������������
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g
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g
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g
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 (Eg
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�E	��

�������������������

d
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z �
(Hf
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(Hf
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f
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(Hf
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f
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 (Hf
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d
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�Ef
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f
z �
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 (Ef
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d
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y �
(Ef
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f
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 (Ef
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�E	��

avec la condition �
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L���	

 
�
(�� �fE

f
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"
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dx dy bgx�v� u�  
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�y
dx dy bgy�v� u�  

Z
�g

v
�u

�y
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�g et �f sont des op�erateurs de trace de Egx et Efx dans J 	
Il est ensuite facile de voir que cette formulation permet de conserver l��energie d�e�nie par

E�t�  

Z
�f

jEf
x j� $ jEf

y j� $ jHf
z j�dxdy $

Z
�g

jEg
xj� $ jEg

y j� $ jHg
z j�dxdy
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�
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�
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y jdy  ��

���



E
� Construction acc�el�er�ee de la m�ethode variationnelle

Nous ne nous �etendons pas sur la discr�etisation� le lecteur souhaitant plus de d�etails peut se
r�ef�erer �a la discr�etisation du probl�eme �D �chapitre � de la partie ��	 On choisit de discr�etiser

les domaines )f et )g �a l�aide de deux maillages T f
h et T g

�h constitu�es chacun d�un ensemble
de rectangles identiques	 A�n de retrouver le sch�ema de Yee �a l�int�erieur de chaque grille� on
choisit ensuite comme espace d�approximation

�Efx �h  
n
Ef
y � Efx � 
K � T f

h � E
f
y jK � QK

���

o
�Egx��h  

n
Eg
y � Egx � 
K � T g

�h� E
g
y jK � QK

���

o
�Efy �h  

n
Ef
x � Efy � 
K � T f

h � E
f
x jK � QK

���

o
�Egy ��h  

n
Eg
x � Egy � 
K � T g

�h� E
g
xjK � QK

���

o
�Hg��h  

n
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z � Hg � 
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�h� H
g
z jK � QK

���

o
�Hf �h  

n
Hf
z � Hf � 
K � T f

h � H
f
z jK � QK

���

o
o�u QK

p�q d�esigne l�ensemble des fonctions de K s��ecrivant Pp�x� � Pq�y�� Pp�x� d�esignant
l�ensemble des Polyn�omes de degr�e p	 Les degr�es de libert�e de Hz se situent donc au centre
des mailles� ceux de Ex aux centres des ar�etes parall�eles �a ex tandis que ceux de Ey se situent
aux centres des ar�etes parall�eles �a ey	
En regroupant ensuite les degr�es de libert�e de chaque inconnue dans un m�eme vecteur� on

aboutit alors au probl�eme matriciel suivant	���������������������
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La formulation variationnelle en �D

L�attention �etant port�ee ici sur les �equations �a l�interface� nous laissons soin au lecteur de
s�assurer que la discr�etisation choisie aboutit �apr�es calcul des int�egrales par formule de qua�
drature� �a l�int�erieur de chaque grille au sch�ema de Yee �D	

E�	 Choix de la discr�etisation et lien avec le sch�ema de raccord

aux di��erences 
nies

Il nous reste �a expliciter les restrictions des matrices sur l�interface pour compl�eter le
sch�ema	 Il nous faut auparavant pr�eciser l�espace de discr�etisation pour J 	 Nous choisissons
tout d�abord de discr�etiser l�interface par D�h l�ensemble des segments de longueur �h trace
du maillage grossier sur l�interface	 Une premi�ere discr�etisation possible serait de prendre
l�ensemble des polyn�omes de degr�e � pour discr�etiser J � c�est��a�dire

J�h  
n
j�h � J � 
S � D�h j�hjS � P��y�

o
mais cette discr�etisation conduirait �a des degr�es de libert�e pour j�h situ�es aux sommets des
rectangles� et la discr�etisation de �E	�� permettant de calculer le courant� lierait les degr�es de
libert�e de j d�une maille �a l�autre et conduirait �a la r�esolution d�un syst�eme lin�eaire	 Ce n�est
pas le cas du raccord trouv�e dans la partie �	 Nous choisissons donc de discr�etiser J �a l�aide
de

J�h  
n
j�h � J � 
S � D�h j�hjS � P��y�

o
Ce choix �etant fait� le calcul des matrices Cg et Cf est simple	 On trouve en e�et� en notant
K�k� l� le num�ero du degr�e de libert�e situ�e en �kh� lh� et �k�K�� l�K�� les indices de positions
du degr�e de libert�e K	
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On calcule ensuite
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On retrouve bien le sch�ema d�ecrit dans la section � de la partie �� puisque les �equations
�E	�� et �E	�� sont identiques �a ��	���	 Le sch�ema �D aux di��erences �nies pr�esent�e dans la
section ��� entre donc bien dans le cadre variationnel de la troisi�eme partie	
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Annexe F

Calcul des valeurs propres de la
matrice associ�ee �a l��energie

Nous pr�esentons dans cette annexe le calcul e�ectu�e gr�ace �a Mapple des valeurs propres
de la matrice associ�ee �a la forme quadratique jrotEj� restreinte �a une maille du domaine	 La
fonction jrotEj� d�e�nie sur un cube d�epend des valeurs des champs �electriques d�e�nis sur les
douze ar�etes du cube	
On commence par d�e�nir jrotvj� sur une maille
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En se servant du fait que les �el�ements d�une matrice M associ�ee �a une forme quadratique
Q peuvent �etre calcul�es
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on peut construire la matrice M
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Calcul des valeurs propres de la matrice associ�ee �a l��energie

� od�

le calcul des valeurs propres se fait alors simplement
� eigenvals
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Annexe G

Une d�e�nition du nombre de points
par longueur d�onde

G�� Cas de la Gaussienne

On s�int�eresse �a la d�e�nition du nombre de point par longueur d�onde d�une gaussienne et
sa relation avec �	 Soit une gaussienne centr�ee en T� et d��ecart type �

g�t�  e��
�t�T���

��G	��

Sa transform�ee de fourier est d�e�nie par

�G���  

Z
g�t�e��i��tdt

 
p
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�
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�G	��

Nous d�e�nissons la fr�equence de coupure comme �etant la fr�equence pour laquelle la transfor�
m�ee de Fourier du signal vaut � du maximum	 Elle est donn�ee par

�  

s
�ln���
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le nombre de point par longueur d�onde se d�e�nit alors par

N�  
�

h
 

c

Fh
 

�

�t
q
�ln�	
��

�G	��

o�u � est le nombre de Courant	
Ainsi� on peut calculer le � n�ecessaire pour obtenir N� points par longueur d�onde �a � %

du signal	
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R�esum�e � Le travail pr�esent�e dans ce document concerne la simulation de la propaga�
tion d�ondes en milieu complexe	 Notre d�emarche est la suivante	 Sur une grande partie du
domaine de propagation� nous utilisons des techniques classiques de discr�etisation� typique�
ment le sch�ema de Yee� pour approcher les �equations de Maxwell tandis qu�au voisinage des
obstacles� nous utilisons un ra�nement de maillage local a�n de mieux tenir compte de d�e�
tails g�eom�etriques	 Nous sommes alors amen�es �a prendre un pas de temps local a�n d��eviter
l�augmentation de la dispersion num�erique dans la grille principale	 Le probl�eme d�elicat est
alors de trouver un bon sch�ema de raccord entre les deux grilles	 Dans un premier temps
nous r�ealisons une �etude math�ematique et num�erique de la m�ethode classiquement employ�ee
dans la litt�erature �electromagn�etique utilisant des interpolations spatio�temporelles �a l�inter�
face entre les deux grilles	 Les r�esultats de notre �etude mettent en �evidence que ce genre de
sch�ema conduit bien souvent �a un nouveau type d�instabilit�e di�cilement contr�olable	 Dans
une deuxi�eme partie� nous pr�esentons une nouvelle strat�egie de raccord permettant d�assurer
la stabilit�e	 La m�ethode� repose sur le raccord �faible� des inconnues sur l�interface	 Elle permet
la conservation d�une �energie discr�ete� et par suite assure la stabilit�e	 Dans une troisi�eme par�
tie nous montrons que ce sch�ema s�inscrit dans un cadre variationnel tr�es g�en�eral	 Le sch�ema
de raccord s�apparente �a la m�ethode des �el�ements joints et s�e�ectue via l�introduction d�un
param�etre de Lagrange d�e�ni sur l�interface	 Cette g�en�eralisation nous permet de r�ealiser de
fa�con syst�ematique le ra�nement de maillage spatio�temporel pour les �equations de Maxwell
�D	

Mots cl�es � Equations de Maxwell� Ra�nement de Maillage� Pas de temps local� Analyse
de Stabilit�e� Di��erences Finies� �El�ements Joints	

Abstract� This work deals with the simulation of waves propagation in complex medium	
Our aim is the following one	 On most of the propagation domain� we use traditional tech�
niques� typically the Yee�s scheme� to discretize Maxwell�s equations� while� near the obstacle�
we use a �ner local grid in order to take better account of geometrical details	 We are then led
to take a local time step in order to avoid the increase of numerical dispersion in the principal
grid	 The di�culty is then to �nd a good scheme to connect the two grids	 First� we make a
mathematical and numerical study on the method classically employed in the electromagnetic
litterature using space�time interpolations on the interface between the two grids	 Our study
points out a new kind of instability with this type of approach	 In a second part� we present a
new strategy based on 
weak continuity relations at the interface that ensures stability via
the conservation of a discrete energy	 In the third part� we show that this scheme enters a
more general class of variational problems	 The scheme for gluing the two grids is related to
the mortar element method and is carried out via the introduction of a Lagrange parameter
de�ned on the interface	 This generalization enables us to carry out more easily the space�time
mesh re�nement for Maxwell�s equations �D	

key words � Maxwell�s Equations� Mesh Re�nement� local time step� Stability Analysis�
F	D	T	D	� Mortar Elements	


