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Introduction Générale

1. Contexte et objectifs de la thèse

La chirurgie minimalement invasive est un domaine de recherche particulièrement actif car

elle offre la possibilité d’observer ou de traiter localement des pathologies, avec moins ou pas

d’incision, de traumatisme ou de risque d’infection. Le ciblage permet aussi de diminuer les

effets secondaires dans le reste de l’organisme, la souffrance, et le temps de convalescence. En

particulier, le développement de systèmes miniaturisés actionnés à distance et d’une imagerie

médicale de plus en plus précise permet d’envisager la navigation dans le système cardiovascu-

laire, et ainsi de cibler des organes peu accessibles sans utiliser de chirurgie lourde.

Cette thèse 1 s’incrit dans cette thématique de recherche avec un regard d’automaticien.

L’objectif de cette thèse est de proposer i) un état de l’art sur la modélisation des forces

s’exerçant sur un ou plusieurs microrobots naviguant dans des vaisseaux sanguins, ii) des repré-

sentations d’état exploitables à des fins de commande et d’observation, iii) différentes synthèses

de lois de commande pour stabiliser un ou plusieurs microrobots le long d’une trajectoire de

référence, iv) des observateurs d’état pour reconstruire les états non mesurables du système.

La chirurgie minimalement invasive a été rendue possible dès les années 1960 avec les pre-

miers cathéters contrôlés par des champs magnétiques extérieurs [Seldinger, 1953] et l’utilisation

de l’endoscopie développée par Hopkins. Puis, avec le progrès scientifique et technologique, le

développement des microsystèmes électromécaniques (MEMS pour MicroElectroMechanical

Systems) dans les années 1990 ont permis un changement d’échelle. La faisabilité de l’ac-

tionnement de ces microsystèmes a été étudiée par [Quate et al., 1991] sur les particules

superparamagnétiques et par [Gillies et al., 1994] sur les particules magnétiques. Ces micro

ou nanosystèmes offrent la possibilité d’accéder en profondeur dans le corps humain ou dans

1. Thèse financée par le projet européen NANOMA (European Union’s 7th Framework Program and its

research area ICT-2007.3.6 Micro/nanosystems under the project NANOMA (Nano-Actuactors and Nano-Sensors

for Medical Applications))
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des zones sensibles, comme vecteurs médicaux, que ce soit à des fins de diagnostic ou de thérapie.

Jusqu’aux années 2000, les études ont principalement concerné la faisabilité de tels vec-

teurs. Même s’il existe de nombreux travaux de recherche sur de nouveaux concepts de tels

systèmes, le domaine souffre surtout d’un manque de modélisation et d’outils de commande et

d’observation adaptés à ce contexte. Le système sanguin est particulièrement complexe avec ses

embranchements et bifurcations : sans contrôle, un microrobot serait rapidement entraîné par le

flux sanguin loin de sa cible. Il est donc nécessaire non seulement de posséder une image fidèle

de ce réseau grâce aux imageurs médicaux, mais aussi de bien connaître les lois physiques qui

dominent cet environnement. L’ensemble des forces qui agissent sur un microrobot naviguant

dans les vaisseaux sanguins doit être étudié, puis représenté sous forme d’état afin de proposer

des lois de commande adéquates en fonction de la structure, des non linéarités, des incertitudes

paramétriques du système. Ces lois de commande requièrent en général la connaissance de l’état

complet du système, or la mesure se limite souvent à la seule position du microrobot qui est, de

plus, fortement bruitée. Il faut donc reconstruire ces états non mesurés et proposer des retours de

sortie qui permettent la stabilisation du ou des microrobots le long de trajectoires de références

pré planifiées. L’objectif de cette thèse est de partir de ce cadre multiphysique pour proposer une

modélisation de la dynamique des microrobots et du flux sanguin, puis des lois de commande et

des observateurs afin d’améliorer la navigation des microrobots endovasculaires.

2. Etat de l’art

Nous proposons un état de l’art sur les différents types de microrobots pouvant être utilisés

à des fins médicales, puis sur les forces auxquelles un tel robot fait face dans le système sanguin.

Nous exposons ensuite une revue sur la commande et l’observation de ces systèmes. Cet état de

l’art permet de situer notre travail en regard des recherches actuelles.

Les microrobots médicaux

Les robots à actionnement interne sont des systèmes ayant une source d’énergie embarquée

ou qui exploitent une source d’énergie locale. A petite échelle, on peut citer le robot millimé-

trique de [Dario et al., 1998], mais les dimensions de la batterie handicapent la miniaturisation

de tels robots. On peut cependant citer le microrobot décrit dans [Edd et al., 2003] équipé d’un

micromoteur actionnant des flagelles de synthèse en nanotubes de carbone afin de se propulser

dans le système urinaire pour éliminer les calculs rénaux. A l’échelle micrométrique, il existe

surtout des microrobots utilisant des bactéries comme actionneurs. [Martel et al., 2009] utilise

des bactéries magnétotactiques, qui contiennent naturellement des particules magnétiques. Ces

bactéries se propulsent grâce à leur flagelle, et sont guidées par l’application de gradients dans

la direction voulue. Dans [Darnton et al., 2004], [Behkam and Sitti, 2007], des bactéries sont

attachées à un microrobot et lui assurent une propulsion qui est contrôlée par les équilibres
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ioniques locaux.

La propulsion des microrobots par une source d’énergie déportée favorise la miniaturisa-

tion des microrobots puisque ces derniers n’ont besoin ni de batterie, ni d’actionneurs em-

barqués. C’est évidemment dans cette catégorie qu’on trouve la plupart des microrobots à

vocation médicale. Selon les applications et le mode de propulsion, il en existe de différents

types. L’actionnement électrostatique est utilisé pour courber des microrobots flexibles asy-

métriques, comme dans [Donald et al., 2006], et les faire ainsi ramper. Dans [Sul et al., 2006]

est décrit un microrobot marcheur à pattes actionné par la chaleur apportée par un laser.

Dans le cadre médical, c’est l’actionnement magnétique qui domine, sous trois formes princi-

pales. Le biomimétisme et les travaux de Purcell [Purcell, 1977] ont inspiré deux principes de

propulsion largement utilisés : les microrobots à flagelle hélicoïdale et les microrobots à fla-

gelle élastique. Les microrobots à flagelle hélicoïdale sont actionnés en rotation par un champ

magnétique tournant : la flagelle hélicoïdale en rotation produit alors une force propulsive

[Zhang et al., 2009], [Zhang et al., 2010a], [Xu et al., 2015], [Diller and Sitti, 2013]. Les micro-

robots à flagelle élastique utilisent le battement de la flagelle pour se mouvoir. Ce battement est

produit par l’application d’une force qui fait osciller la base de la flagelle, ou d’un couple ma-

gnétique qui la fait pivoter [Lagomarsino et al., 2003], [Dreyfus et al., 2005]. Dans une catégorie

proche, on trouve aussi les microrobots à flagelle plane comme dans [Behkam and Sitti, 2006].

Enfin, on peut simplement pousser le microrobot en utilisant la force magnétique : c’est

le bead pulling [Mathieu et al., 2006], [Martel et al., 2007], [Yesin, 2006], [Abbott et al., 2009],

[Arcese et al., 2013]. Comme cette méthode de propulsion ne nécessite pas de champ instation-

naire important, elle se prête bien à l’utilisation d’IRM (Imageur à Résonance Magnétique) pour

à la fois localiser et propulser le microrobot [Mathieu et al., 2006, Tamaz et al., 2008]. La naviga-

tion dans des vaisseaux sanguins dont le diamètre diminue à mesure que le microrobot progresse

impose que ce dernier voie son rayon diminuer lui aussi pour ne pas causer d’embolie. C’est

pourquoi l’utilisation d’agrégats composés de micro ou de nanoparticules magnétiques liées par

un polymère est d’un intérêt notable dans le cadre de la navigation endovasculaire car l’agrégat

peut se décomposer lors de la navigation [Mathieu and Martel, 2009]. Propulser ne suffit pas : il

faut pouvoir localiser les microrobots sans quoi aucune boucle fermée n’est envisageable. In vitro,

on utilise des caméras, mais pour une implémentation in-vivo, il faut compter sur les imageurs

médicaux. Un cas à part est celui de l’IRM puisqu’il est par définition sensible aux perturba-

tions magnétiques, or des microrobots magnétiques induisent un « blop » sur l’image IRM. Ceci

peut être considéré comme un obstacle à la localisation [Gimi et al., 2007, Olamaei et al., 2010],

ou comme un atout car cela induit une signature plus large que la dimension du microrobot

[Shapiro et al., 2004], [Wortmann et al., 2010].
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Modélisation des forces

Les microrobots naviguant dans les vaisseaux sanguins sont soumis à diverses forces

qui affectent leur dynamique. De nombreux travaux ont été menés sur la modélisation

de ces forces : force électrostatique [Matsuyama and Yamamoto, 1998], force de contact

[Gilardi and Sharf, 2002], force de van der Waals [Iimura et al., 2009], force stérique

[Decuzzi et al., 2005], force magnétique [Vartholomeos and Mavroidis, 2012]. Mais celle qui

domine et qui est la plus affectée par des perturbations est la force hydrodynamique que le

flux sanguin exerce sur un microrobot. La résolution numérique de Navier-Stokes ne se prêtant

pas à l’application, il faut utiliser des approximations de solutions ou des approximations

de modèle. Parmi les approximations de solutions, nous trouvons le modèle empirique de

la force de traînée. En le corrigeant pour prendre en compte les effets de bord, on obtient

une approximation satisfaisante pour le microrobot, même si de nombreux travaux travaillent

seulement en loi de Stokes. La force de traînée dépend en général non linéairement de la

vitesse relative du microrobot dans le sang. Or la vitesse du sang est difficilement accessible

à la mesure. Pour modéliser pertinemment le flux sanguin, il est préférable de se pencher

sur des approximations de modèle et de les résoudre analytiquement [Figueroa et al., 2006],

[Tzirtzilakis, 2005], [Chakravarty and Sannigrahi, 1999]. On trouvera des études générales dans

[Yung et al., 1998, Abbott et al., 2009, Arcese et al., 2012] qui soulignent le caractère non li-

néaire du système. La modélisation des systèmes vivants se caractérise aussi par de nombreux

paramètres fortement incertains et la difficulté de la mesure. Ces caractéristiques posent alors la

question de la synthèse de lois de commande et d’observateurs pour les microrobots propulsés

dans les vaisseaux sanguins.

Commande des microrobots

Le modèle d’un ou plusieurs microrobots en mouvement dans un vaisseau sanguin est non

linéaire et affine en commande ; ce modèle dépend non linéairement de la vitesse du fluide ;

contient des paramètres physiologiques généralement incertains comme la viscosité dynamique

et la vitesse du sang. De plus la mesure ne concerne que la position du microrobot et ces

imageurs se caractérisent par une faible résolution au regard de l’échelle considérée, d’où un

bruit de mesure important. Le but est alors de trouver des lois de commandes qui stabilisent le

ou les microrobots le long d’une ou des trajectoires de références, en prenant en compte les ca-

ractéristiques du modèle. On trouve plusieurs lois de commande non linéaires dans la littérature,

par exemple la commande par platitude qui s’applique aux systèmes différentiellement plats

[Fliess et al., 1997, Fliess et al., 1995, Fliess et al., 1992], ou la commande linéarisante par bou-

clage des entrées et des sorties du système [Isidori, 1995]. Ces deux approches ne sont pas néces-

sairement bien adaptées à notre problème car la commande est obtenue en utilisant les sorties et

leurs dérivées successives, or la position du microrobot est fortement bruitée. Une autre méthode

de synthèse de commande se base sur la résolution d’une équation de Ricatti [Willems, 1971],
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mais on se heurte ici à la difficulté de résolution pour un système complexe. La commande par

backstepping adaptatif [Krstić et al., 1995, Kokotovic, 1992, Kokotović et al., 1997] ne présente

pas ces difficultés pour notre problème d’étude, et permet la construction de la loi de commande

d’une façon récursive, avec une prise en compte des paramètres incertains du système dans la

synthèse de la loi de commande stabilisante.

Bien que la dynamique d’un microrobot immergé dans le flux sanguin possède de fortes

non linéarités et des paramètres biologiques incertains, la plupart des approches dévelop-

pées dans la littérature pour la commande d’un microrobot reposent sur la linéarisation de

son modèle. Dans [Belharet et al., 2011] les auteurs utilisent une loi de commande prédic-

tive sur un modèle linéarisé autour d’un point. Un contrôleur Proportionnel Intégral Dérivé

(PID) est utilisé par [Mathieu et al., 2006] et par [Martel et al., 2006] en boucle ouverte. Dans

[Tamaz et al., 2008] les auteurs utilisent une commande par PID pour contrôler la navigation

d’un microrobot ferromagnétique en 2D le long d’une trajectoire de référence dans un flux pul-

satile. Un contrôleur basé sur la logique floue a été proposé par [Peng, 2011] pour commander

des microparticules ou des agrégats dans le système cardiovasculaire, en utilisant un modèle

linéaire. Dans [Mehrtash and Khamesee, 2011] les auteurs synthétisent un contrôleur LQG

(Linear-Quadratic-Gaussian) pour un modèle linéaire de microrobot en 3D. Ils ont comparé

les performances de ce contrôleur à celles d’un contrôleur PID. Une commande basée sur le

modèle prédictif est proposée par [Ou et al., 2012] pour commander un microrobot (Tetrahy-

mena) en minimisant une fonction de coût pour que le microrobot atteigne le point d’arrivée

sans notion de trajectoire. Ces études rapportent des problèmes d’instabilité et d’oscillations

autour du point d’équilibre, surtout lorsque le flux sanguin est pulsatile, et le manque de

robustesse aux bruits de mesure et aux erreurs de modélisation est souligné dans les expériences

de [Martel et al., 2007]. Ces méthodes ne répondent pas à la problématique de commande de

microrobots endovasculaires soumis aux forces non linéaires et incertitudes paramétriques. Les

auteurs dans [Arcese et al., 2012, Arcese et al., 2013] synthétisent des lois de commande par

backstepping et backstepping adaptatif pour un modèle non linéaire de microrobot afin de le

stabiliser le long d’une trajectoire de référence. De plus la loi de commande est utilisée avec un

observateur grand gain. Si la stabilité de cette paire a été illustrée par plusieurs simulations et

expérimentations, la stabilité du retour de sortie n’y est en revanche pas étudiée.

Certains tâches dans les vaisseaux sanguins nécessitent l’utilisation de plusieurs microro-

bots : un grand challenge est de les contrôler par les mêmes entrées de commande. On parle

alors de système sous-actionné. On trouve dans la littérature des travaux qui traitent le pro-

blème de commande de plusieurs microrobots dans les vaisseaux sanguins. Par exemple, dans

[Vartholomeos et al., 2012], les auteurs proposent un algorithme de planification de trajectoire

et une commande en boucle ouverte, néanmoins le contrôle en boucle ouverte n’assure aucune

robustesse. Une autre méthode est proposée par [Floyd et al., 2011, Diller et al., 2012], dans la-
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quelle les auteurs exploitent la différence de fréquence entre les microrobots afin de les propulser,

mais l’objectif d’une telle commande est un simple suivi point à point. Dans [A. Eqtami, 2014],

les auteurs proposent une commande pour stabiliser deux microrobots en un point fixe. Ils

utilisent un modèle prédictif en minimisant une fonction de coût. Mais pour avoir une solution à

ce problème de minimisation, les auteurs supposent la faisabilité du contrôle optimal à l’instant

initial, or les auteurs négligent les forces d’interactions entre les microrobots, car ces derniers

sont suffisamment loins. Les auteurs n’ont pas étudié la notion de commandabilité du système

non linéaire, dont le linéarisé n’est en l’état pas stabilisable.

Observation des microrobots

Les lois de commande par retour d’état d’un microrobot ne sont pas exploitables en l’état,

car seule la position du microrobot est accessible à la mesure par un imageur. De plus, la

force de traînée dépend non linéairement de la vitesse relative du microrobot par rapport à la

vitesse du sang. Toutefois, la vitesse du sang est difficile à mesurer pour des raisons de coûts

et surtout de limitations technologiques. On peut citer l’utilisation d’un capteur qui se base

sur l’effet de Doppler [Ponzini et al., 2010], [Holloway and Watkins, 1977], ou bien l’utilisation

d’un IRM [Gatehouse et al., 2005], mais l’inconvénient majeur de ces deux méthodes est que

les résolutions temporelle et spatiale [Feng et al., 2005, Zhang et al., 2011] ne sont pas assez

précises pour pouvoir exploiter la mesure de la vitesse du sang lors du contrôle. Il existe dans la

littérature plusieurs approches pour calculer la vitesse du sang. La résolution de Navier-Stokes

étant illusoire dans le cas général, on peut utiliser des hypothèses simplificatrices comme la

modélisation du flux sanguin [Womersley, 1955], [Figueroa et al., 2006], [Tzirtzilakis, 2005],

[Chakravarty and Sannigrahi, 1999] où l’on obtient une expression analytique de la vitesse du

sang.

Une approche pertinente est alors de synthétiser un observateur d’état pour estimer les

états non accessibles du microrobot ainsi que la vitesse du flux sanguin. Ce système, que

nous appelons étendu, se compose de deux sous-systèmes : le modèle de microrobot et le

modèle du flux sanguin. Il se caractérise par des non linéarités, des paramètres incertains et

de grandes constantes de Lipschitz, et sa dimension croît avec le nombre d’harmoniques utilisé

pour la modélisation du flux sanguin. Il existe plusieurs approches dans la littérature pour

la synthèse d’observateurs non linéaires. Il existe les techniques basées sur la linéarisation de

la dynamique de l’erreur [Bestle and Zeitz, 1983, Guay, 2002, Krener and Respondek, 1985].

Cette méthode n’est pas très adaptée à notre système étendu (les dynamiques du microrobot

et du flux sanguin) à cause de sa forte sensibilité aux bruits de mesure. Les observateurs grand

gain [Gauthier et al., 1992, Bornard and Hammouri, 1991, Besançon, 2007] qui sont applicables

à une large catégorie de systèmes non linéaires, mais souffrent d’une sensibilité aux bruits

de mesure qui augmente avec la dimension du système, même s’il est possible de réduire
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cette sensibilité comme par exemple avec un grand gain variable [Andrieu et al., 2009]. Dans

[Arcese et al., 2013], les auteurs proposent un observateur grand gain pour estimer les états

non accessibles de la dynamique d’un microrobot en 2D. Un autre observateur grand gain

est proposé par [Fruchard et al., 2014] pour estimer les états non mesurables d’un microro-

bot ainsi que la vitesse du sang et est comparé à une approche prédictive à modèle interne.

Cet observateur grand gain donne des bonnes estimations mais son problème majeur est sa

sensibilité aux bruits de mesure surtout lorsque la dimension du système augmente. D’autres

observateurs se basent sur les techniques des inégalités matricielles (LMI : Linear Matrix inequa-

lities) [Arcak and Kokotović, 2001, Cho and Rajamani, 1997, Zemouche and Boutayeb, 2013].

Cet observateur est moins sensible aux bruits de mesure, simple à appliquer aux systèmes de

dimension élevée, mais souffre du problème d’existence de conditions suffisantes pour garantir

la faisabilité des LMI.

Le principe de séparation (certainty equivalence) lors de la synthèse d’une loi de commande

et d’un observateur s’applique sur les systèmes linéaires ; ce n’est pas le cas pour les systèmes

non linéaires. Une loi de commande par retour d’état globalement stabilisante, dans laquelle

on substitue aux états réels les états estimés par un observateur globalement stabilisant n’évite

pas nécessairement le problème d’explosion en temps fini [Kokotovic, 1992] ni ne mène néces-

sairement à un retour de sortie globalement stabilisant [Mazenc et al., 1994]. Pour remédier à

ce problème, soit on synthétise le bouclage de sortie de sorte à stabiliser à la fois le système et

l’observateur, soit on utilise une approche d’erreur de commande (ou certainty equivalence) en

utilisant la robustesse du système aux erreurs d’entrée ou des corrections additionnelles. Dans

[Kokotović et al., 1997], les auteurs donnent des conditions sur la croissance des non linéarités

du système pour élargir les régions d’attraction. Dans [Teel and Praly, 1995], les auteurs déve-

loppent des méthodes pour obtenir la stabilité semiglobale avec un retour d’état partiel et un

retour de sortie, ils montrent que la stabilité semiglobale par un retour d’état uniformément

observable est une condition suffisante pour obtenir la stabilité pratique semiglobale du retour

de sortie. Dans [Praly and Jiang, 1993], les auteurs montrent que, pour les systèmes qui peuvent

se mettre sous une forme normale dans laquelle les non linéarités dépendent uniquement de

la sortie mesurée du système et dont la dynamique inverse est ISS (Input-to-State-Stability),

si la condition du gain fini est satisfaite, alors un bouclage de sortie peut assurer la stabilité

asymptotique globale du système.

3. Organisation du manuscrit et contributions

Nous exposons maintenant l’organisation de ce manuscrit, composé de cinq chapitres, dont

nous résumons les contenus et explicitons les contributions.
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Chapitre 1 : Le premier chapitre est dédié à un état de l’art global vu l’aspect pluridisci-

plinaire du travail : il décrit tout d’abord les méthodes utilisées pour créer des champs

et des gradients de champ magnétiques. Il décrit ensuite des caractéristiques du système

cardiovasculaire dans lequel les microrobots naviguent. Nous listons et explicitons les

différentes forces qui s’exercent sur un ou plusieurs microrobots en mouvement dans les

vaisseaux sanguins, à savoir les forces magnétiques et d’interaction magnétique, la force

hydrodynamique, les forces de van der Waals et stérique, le poids apparent et les forces

de contact. Nous exposons aussi différents modèles utilisés pour modéliser le caractère

pulsatile et périodique du flux sanguin. Enfin nous présentons comment sont conçus et

propulsés trois types courants de microrobots magnétiques.

Chapitre 2 : Le deuxième chapitre est consacré à l’exploitation des forces données dans le

premier chapitre pour aboutir à des représentations d’état exploitables pour la commande

et l’observation. Nous donnons tout d’abord les représentations d’état qui décrivent la

navigation d’un ou plusieurs microrobots dans les vaisseaux sanguins, ce que nous quali-

fions de système réduit. Ensuite nous proposons deux représentations d’état l’une linéaire

et l’autre non linéaire pour modéliser le flux pulsatile sanguin, que nous appelons sys-

tème fluidique. Nous combinons enfin les sous-systèmes réduit et fluidique pour aboutir

au système dit étendu. L’intérêt de ce chapitre est de classifier les différents systèmes qui

sont utilisés d’une part pour la commande et d’autre part pour l’observation.

Chapitre 3 : La première partie de ce chapitre est dédiée à des rappels sur les notions

de commandabilité, et différentes lois de commande utilisées dans la littérature pour les

systèmes non linéaires afin d’étayer nos choix ultérieurs. La deuxième partie de ce cha-

pitre est consacrée à la synthèse des lois de commande par backstepping adaptatif pour

le système réduit d’un microrobot donné dans le deuxième chapitre dans les cas 1D et

2D. L’intérêt d’une telle commande est la prise en compte des paramètres biologiques

incertains présents dans le système. La dernière partie de ce chapitre est consacrée à la

commande de deux microrobots. Nous effectuons une étude de commandabilité –partielle,

car sur le système linéarisé le long d’une trajectoire instationnaire– de la dynamique des

microrobots en interaction. Nous donnons les trajectoires et les commandes admissibles

pour le système linéarisé, et proposons une loi de commande par backstepping afin d’as-

surer la convergence des trajectoires réelles des deux microrobots vers leurs trajectoires

de références.

Chapitre 4 : Le quatrième chapitre est tout d’abord consacré au rappel des notions d’ob-

servabilité, de formes canoniques, et de grandes classes d’observateurs utilisés dans la

littérature pour les systèmes non linéaires. Comme seule la position du microrobot est

donnée par l’imageur, ces retours d’état ne sont pas utilisables en l’état. Selon les har-

moniques présentes dans l’expression de la vitesse du sang, la dimension du système

étendu augmente. Nous proposons donc un observateur basé sur le théorème de la va-

leur moyenne, dont le gain est obtenu en résolvant plusieurs inégalités matricielles. Nous
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proposons aussi des observateurs par immersion dans le cas où la pulsation cardiaque

est inconnue. Nous proposons enfin des lois de commande par retour de sortie pour le

système réduit en 1D et 2D dont nous démontrons la stabilité asymptotique ou pratique

en présence d’erreurs de modélisation.

Chapitre 5 : Le dernier chapitre est dédié à l’illustration des résultats présentés dans ce

manuscrit par plusieurs simulations. Nous supposons d’abord avoir accès à l’état complet

du système pour montrer les résultats obtenus par backstepping adaptatif. Nous illustrons

ensuite les performances et limitations de l’approche par bouclage de sortie et comparons

les performances du grand gain et l’observateur basé sur le théorème de la valeur moyenne.

Les simulations valident également l’utilisation de l’observateur par immersion dans le

cas où la pulsation du flux sanguin est inconnue. Enfin, les dernières simulations illustrent

la commande de deux microrobots par une entrée de commande selon différents choix de

trajectoires de référence admissibles.

Ces travaux ont été publiés dans plusieurs conférences et journaux internationaux et une

conférence nationale :

1. Lounis Sadelli, Matthieu Fruchard, and Antoine Ferreira, "2D Observer-Based Control

of a Vascular Microrobot," in IEEE Transactions on Automatic Control,

DOI : 10.1109/TAC.2016.2604045 sera publié en 2017 Août

2. Lounis Sadelli, Matthieu Fruchard, Antoine Ferreira, "Estimation de la pulsation car-

diaque et la vitesse du sang", in 6èmes Journées Doctorales / Journées Nationales MACS,

Jun. 2015, Bourges (France).

3. Lounis Sadelli, Matthieu Fruchard, and Antoine Ferreira. "Adaptive control of mi-

crorobot in pulsatile flow", in 2014 IEEE Conference on Control Applications (CCA),

pp.1982-1987, 8-10 Oct. 2014, Antibes (France).

4. Lounis Sadelli, Matthieu Fruchard, and Antoine Ferreira. "Observer-based controller

for microrobot in pulsatile blood flow", in 2014 IEEE 53rd Annual Conference on Decision

and Control (CDC), pp.6993-6998, 15-17 Dec. 2014, Los Angeles (USA)
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1.1 Introduction

Notre étude concerne la navigation de microrobots magnétiquement actionnés dans les vais-

seaux sanguins. Afin de bien situer ce cadre, ce premier chapitre s’organise de la manière suivante.

Nous rappelons d’abord comment sont générés les champs et gradients de champs magnétiques

qui permettent l’actionnement et donc la propulsion des microrobots autonomes. Puis, nous

exposons les spécificités du milieu dans lequel évoluent ces microrobots, à savoir le système san-

guin. Enfin, nous présentons les moyens de localiser un microrobot dans le corps. La section 1.4

présente les différentes forces qui s’exercent sur un et entre des microrobots naviguant dans le

système sanguin et leurs expressions analytiques : force hydrodynamique, force électrostatique,

poids apparent, forces, couples et interactions magnétiques. Une attention particulière est portée

à l’expression du flux sanguin car il est difficile d’en mesurer la vitesse avec la précision et les

résolutions attendues. Enfin, la section conclut ce chapitre par un tour d’horizon critique des

différentes méthodes utilisées pour propulser à distance des microrobots.

1.2 Génération de champs et gradients de champs magnétiques

La navigation des microrobots dans les vaisseaux sanguins nécessite une source d’énergie soit

embarquée soit déportée pour pouvoir propulser les microrobots dans le système cardiovasculaire.

Ainsi, une batterie embarquée sert de source d’énergie pour actionner un microrobot à flagelles

dans [Dario et al., 1998] ou [Kosa et al., 2007]. Néanmoins, une source d’énergie embarquée et

le moteur associé posent un problème d’encombrement et représentent le principal handicap de

ce type de robots, dont les dimensions sont de l’ordre de plusieurs millimètres. Ces dispositifs

sont donc appropriés pour naviguer dans le système digestif, pas dans le système sanguin. Par

conséquent, les solutions à actionnement embarqué restreignent la navigation du robot aux

réseaux dont les vaisseaux ont un diamètre important ; elle induit aussi, à moins de l’extraire,

de forts risques d’embolie : un tel microrobot va nécessairement boucher l’un des vaisseaux, et

par conséquent bloquer la circulation sanguine.

Pour remédier à ces problèmes, une solution pertinente est d’utiliser soit une source d’énergie

in situ (par exemple chimique dans [Sitti, 2009]) soit une source d’énergie déportée, comme

l’utilisation des champs magnétiques pour l’actionnement à distance. L’actionnement par champ

ou par gradient de champ magnétique produit une force magnétique motrice ou un couple

magnétique moteur exploitable pour la propulsion.

Cette section est consacrée à la présentation de différents concepts de systèmes magnétiques

utilisés pour la génération de champs ou de gradients de champs magnétiques, qui pourront être

source de propulsion avec actionnement déporté. Tout d’abord, nous rappelons la loi de Biot et

Savart pour un fil conducteur, ensuite nous calculons le champ magnétique créé par une spire

circulaire puis par une paire de bobines en configuration d’Helmholtz et de Maxwell.
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1.2.1 Loi de Biot et Savart

On considère un fil conducteur décrivant une courbe (C) parcouru par un courant d’intensité

I comme illustré sur la figure 1.1.

Figure 1.1 – Champ magnétique ~B(m) créé au point m par un fil conducteur

Soit p un point appartenant au fil conducteur et une longueur élémentaire
−→
dl orientée. On

note −→r le vecteur position d’un point m relativement à p : ~r = −→pm = r−→u r. Le champ magnétique

élémentaire ~dB(m) créé en m est donné par :

−→
dB(m) =

µ0
4π

I
−→
dl ∧ −→pm
r3

=
µ0
4π

I
−→
dl ∧ −→u r
r2

, r = ‖~r‖ (1.1)

où µ0 est la perméabilité magnétique du vide reliée à la permittivité du vide ε0 et à la célérité

de la lumière par la relation ε0µ0c2 = 1. Le champ magnétique total produit en un point m est

la contribution des champs élémentaires produits par tous les éléments de fil :

−→
B (m) =

∫

p∈(C)

−→
dB(m) =

∫

p∈(C)

µ0
4π

I
−→
dl ∧ −→u r
r2

(1.2)



Génération de champs et gradients de champs magnétiques 15

1.2.2 Champ magnétique créé par une spire circulaire

Un conducteur parcouru par un courant électrique produit en tout point de l’espace un champ

magnétique
−→
B donné par la loi de Biot et Savart. On considère maintenant le cas particulier

d’une spire circulaire de rayon rs parcourue par un courant électrique d’intensité I comme illustré

sur la figure 1.2, et nous nous intéressons au champ magnétique résultant sur l’axe Ox.

Figure 1.2 – Spire circulaire parcourue par un courant I

On considère deux longueurs élémentaires
−→
dl1 et

−→
dl2 de la spire situées de façon symétrique

par rapport à l’axe y en deux points p1 et p2 respectivement. Le champ magnétique élémentaire
−→
dBi créé par la longueur élémentaire

−→
dl i est donné par la loi de Biot et Savart :

−→
dBi =

µ0
4π

I
−→
dl i ∧ −→u ri
r2i

, ri = ‖~ri‖ (1.3)

Comme
−→
dl i et −→u ri sont perpendiculaires et que −→u ri est unitaire, alors ||−→dl i ∧ −→u ri || = dli. En

tout point m de l’axe Ox, le champ élémentaire
−→
dB induit par le passage du courant dans les

éléments infinitésimaux
−→
dl1 et

−→
dl2 est alors donné par

−→
dB = dB~i avec :

dB = 2dB1x =
µ0
2π

Idl1
r21

sin(θ2), cos(θ1) = sin(θ2). (1.4)

On intègre sur le demi cercle C+ de la spire de rayon rs avec z ≥ 0. Il en résulte :

B(m) =

∫

p1∈C+

µ0
2π

Idl1
r21

sin(θ2) (1.5)

Or tous les termes de (1.5) sont constants quel que soit p1 ∈ C+ et
∫

p1∈C+

dl1 = πrs. On

obtient donc :
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B(m) =
µ0
2π

I

r21
sin(θ2)

∫

p1∈C+

dl1 =
µ0
2

I

r21
sin(θ2)rs (1.6)

D’après la figure 1.2, on a sin(θ2) =
rs
r1

, d’où B(m) =
µ0I

2rs
sin3(θ2). De plus, comme sin(θ2) =

rs√
r2s+x

2
m

, le champ magnétique total
−→
B (m) est donné par :

−→
B (m) =

µ0I

2

r2s
(x2m + r2s)

(3/2)

−→
i (1.7)

En supposant le point m suffisamment éloigné de la bobine, on peut négliger la géométrie

de l’enroulement des N spires. Le champ magnétique résultant d’une bobine contenant N spires

sur l’axe Ox est alors donné par :

−→
B bobine(m) =

Nµ0I

2

r2s
(x2m + r2s)

(3/2)

−→
i (1.8)

1.2.3 Bobines de Helmholtz

On considère deux bobines parcourues par des courants d’intensité I en phase ou en oppo-

sition de phase. Chaque bobine possède N spires, la distance entre les bobines est notée d, et le

rayon de chaque spire est égal à rs, comme illustré sur la figure 1.3.

Le champ magnétique
−→
B i créé par chaque bobine i au point m est donné par l’équation (1.8)

en remplaçant xm par xi. On obtient alors le champ magnétique total
−→
B =

−→
B 1 +

−→
B 2 au point

m, on remarque sur la figure 1.3 que x2 = x− d/2 et x1 = x+ d/2. On obtient alors :

−→
B =

Nµ0Ir
2
s

2

[
1

((
x− d

2

)2
+ r2s

)(3/2)
+

1
((
x+

d

2

)2
+ r2s

)(3/2)

]
−→
i (1.9)

On considère 3 paires de bobines sur les axes x (axe 1), y (axe 2) et z (axe 3), et on néglige

les interactions entre les bobines. Pour chaque axe i : chaque bobine possède Ni spires de rayon

rsi parcourues par un courant d’intensité Ii et la distance entre les deux bobines est notée di.

En utilisant l’équation (1.9) sur chaque axe i on obtient le champ total suivant les trois axes :

−→
B =




Bx

By

Bz


 =

µ0
2




a1((
x− d1

2

)2
+ r2s1

)(3/2)
+

a1((
x+

d1
2

)2
+ r2s1

)(3/2)

a2((
y − d2

2

)2
+ r2s2

)(3/2)
+

a2((
y +

d2
2

)2
+ r2s2

)(3/2)

a3((
z − d3

2

)2
+ r2s3

)(3/2)
+

a3((
z +

d3
2

)2
+ r2s3

)(3/2)




(1.10)
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Figure 1.3 – Deux bobines parcourues par des courants en phase d’intensité I

où ai = NiIir
2
si .

A titre d’exemple, nous prenons N1 = 100 spires pour chaque bobine, un rayon de spire

rs = 5 cm, un courant d’intensité I1 = 10A, une distance entre les deux bobines d1 ∈[0 , 15] cm
et une distance algébrique au centre des deux bobines x ∈[− 20 , 20] cm. Le champ magnétique

Bx(x, d1) en un point m de l’axe des bobines est représenté sur la figure 1.4, dans le cas de

courants en phase (figure 1.4(a)) et en opposition de phase (figure 1.4(b)).

Nous remarquons sur la figure 1.4(a) que l’intensité du champ magnétique Bx décroît en

s’éloignant du centre des bobines ou bien en augmentant la distance d1 entre les deux bobines,

nous constatons aussi que l’intensité maximale du champ magnétique Bx est atteinte au centre

des bobines (point 0) pour une distance d1 ∈ [0, ε] car il y a une zone de linéarité du champ

au voisinage de 0. L’intensité du champ magnétique est presque constante dans la zone où la

distance d1 est inférieure à 5cm et x au voisinage de zéro, donc il est préférable de travailler

dans cette zone pour avoir des couples magnétiques plus importants. Sur la figure 1.4(b), nous

constatons que l’intensité du champ magnétique Bx diminue lorsque la distance d1 diminue aussi,

et sa valeur tend vers zéro pour des |x| supérieurs à 15cm, quelle que soit la valeur de d1. De

plus nous observons une variation linéaire du champ magnétique Bx pour x compris entre −5cm

et 5cm, valeurs pour lesquelles l’intensité du champ magnétique atteint ses valeurs minimale et

maximale.

1.2.4 Bobines de Maxwell

La configuration des bobines de Maxwell est la même que celle des bobines de Helmholtz,

en revanche dans ce cas, c’est le gradient du champ magnétique
−→∇−→
Bqui sera étudié. Comme,

d’après l’expression (1.10), les trois composantes Bx, By et Bz sont indépendantes, il en résulte
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(a) Le courant I est en phase dans les deux bobines

(b) Le courant I est en opposition de phase dans les deux bobines

Figure 1.4 – Champ magnétique axial Bx créé par deux bobines

que :
∂Bx
∂y

=
∂Bx
∂z

=
∂By
∂x

=
∂By
∂z

=
∂Bz
∂x

=
∂Bz
∂y

= 0

Le gradient du champ magnétique est alors :

−→∇−→
B =




∂Bx
∂x

0 0

0
∂By
∂y

0

0 0
∂Bz
∂z




(1.11)
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avec




∂Bx
∂x

∂By
∂y

∂Bz
∂z




=
3µ0
4




a1(d1 − 2x)
((
x− d1

2

)2
+ r2s1

)(5/2)
− a1(d1 + 2x)

((
x+

d1
2

)2
+ r2s1

)(5/2)

a2(d2 − 2y)
((
y − d2

2

)2
+ r2s2

)(5/2)
− a2(d2 + 2y)

((
y +

d2
2

)2
+ r2s2

)(5/2)

a3(d3 − 2z)
((
z − d3

2

)2
+ r2s3

)(5/2)
− a3(d3 + 2z)

((
z +

d3
2

)2
+ r2s3

)(5/2)




(1.12)

Plaçons nous dans le même cas d’étude que dans la section précédente 1.2.3. Le gradient

magnétique ∇Bx(x, d1) est représenté sur la figure 1.5 avec des courants en phase (voir figure

1.5(a)) et en opposition de phase (voir figure 1.5(b)).

Il existe une zone de variation linéaire de l’intensité du gradient du champ magnétique pour

|x| ≤ 2.5cm et d entre 0cm et 5cm (voir figure 1.5(a)). L’intensité de ∇Bx tend vers zéro pour des

valeurs |x| ≥ 15cm, et ce quelle que soit la valeur de d1. Pour des valeurs de d1 proches de zéro,

le gradient du champ magnétique atteint ses extrema aux points x = −2, 5cm et x = 2, 5cm et,

au voisinage de ces deux extrema, nous remarquons que la valeur de ∇Bx est presque constante.

Sur la figure 1.5(b), la valeur de ∇Bx tend vers zéro pour |x| ≥ 15cm, quelle que soit la valeur de

d1 comme dans le premier cas (courant en phase). Le gradient ∇Bx atteint sa valeur minimale

pour x égal à 5cm ou −5cm. Pour avoir des forces magnétiques maximales, il est préférable de

travailler dans la zone autour de x = 0 pour un d1 = 5cm, pour laquelle la valeur de ∇Bx est

constante et maximale.

1.3 Vaisseaux sanguins

L’objectif est de contrôler des microrobots dans le système cardiovasculaire afin d’effectuer

des mesures ou diagnostics in situ, d’effectuer des tâches de microchirurgie, ou de délivrer des

médicaments de manière ciblée. Le sang est propulsé périodiquement par le cœur dans ce ré-

seau et agit donc comme une perturbation instationnaire sur le système robotique via la force

hydrodynamique qui sera présentée dans la section 1.4.2. De plus, la complexité du réseau et la

variabilité des paramètres biologiques qui influent sur le comportement et l’amplitude de cette

perturbation sont un problème supplémentaire. Il est donc important de catégoriser les vais-

seaux dans lesquels le robot navigue afin de modéliser au mieux cette perturbation. Enfin, nous

montrerons les contraintes que les imageurs médicaux induisent sur la qualité de la mesure que

nous pourrons utiliser afin de synthétiser des bouclages de sortie.
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(a) Le courant I est en phase dans les deux bobines

(b) Le courant I en opposition de phase dans les deux bobines

Figure 1.5 – Gradient du champ magnétique axial ∇Bx créé par les deux bobines

1.3.1 Complexité du système sanguin

Il suffit de voir la figure 1.6 pour avoir une idée de la complexité du réseau sanguin. Le

système cardiovasculaire est très complexe en raison du nombre important de vaisseaux sanguins,

de bifurcations, l’enchevêtrement, etc. Les artères et les veines forment le système vasculaire ;

les gaz et les nutriments sont diffusés entre le sang et les tissus à travers les capillaires. Le

mouvement du sang dans les artères est causé par la contraction périodique des muscles du cœur :

ce dernier pompe le sang du système veineux vers le système artériel. Ce processus périodique

fait apparaître deux grandes phases : la systole (contraction du cœur) et la diastole (relaxation

du cœur). Durant la systole, la pression dans le ventriculaire gauche devient supérieure à celle

de l’aortique, dont la valve s’ouvre : le sang est expulsé dans l’aorte. Cette phase se caractérise

donc par une pression et une vitesse élevée du sang dans le système artériel. Durant la diastole,
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Figure 1.6 – Réseau sanguin (Source : archives radiologiques du Centre Hospitalier Universitaire

Vaudois, Lausanne, Suisse)

la pression du ventriculaire est équilibrée par celle de l’aortique, la valve de cette dernière se

ferme et la pression ventriculaire chute rapidement contrairement à celle de l’aortique qui décroît

lentement ; enfin le sang s’écoule vers les zones secondaires. La diastole se caractérise donc par

des pressions et vitesses faibles dans les artères, voire par des reflux. Les différents types de

vaisseaux sanguins sont résumés ci-dessous :

• Les artères transportent le sang sortant des ventricules du coeur. On distingue deux

circulations, ce qu’illustre la figure 1.7 : la circulation systémique, dans laquelle les artères

et les veines systémiques transportent respectivement le sang oxygéné et désoxygéné 1 ; la

circulation pulmonaire où les artères pulmonaires acheminent le sang désoxygéné tandis

que les veines pulmonaires convoient le sang oxygéné. Le réseau artériel se caractérise par

une vitesse du sang qui varie fortement dans le temps, et peut même se caractériser par

des reflux temporaires. On peut distinguer trois catégories d’artères :

— Les artères élastiques (conductrices) sont de grosses artères qui se trouvent près

du cœur, par exemple l’aorte et ses principales ramifications. Elles sont caractérisées

par un grand diamètre et une grande élasticité pour bien supporter et compenser les

grandes fluctuations de pression en sortie du cœur. Les artères élastiques se dilatent

fortement durant la phase de systole et se contractent durant la phase de diastole.

1. Pauvre en O2 et riche en CO2.
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Figure 1.7 – Circulation du sang (Source : [Plowman and Smith, 1997])

— Les artères musculaires (distributrices) sont issues des artères élastiques et de

diamètre millimétrique. La fonction de ces artères est de transporter le sang vers

d’autres organes du corps humain.

— Les artérioles (conductrices) sont les plus petites artères et contrôlent l’écoulement

du sang dans les capillaires. Le rôle des artérioles est de contrôler l’écoulement du sang

dans les lits capillaires et leur diamètre varie en fonction de leur vasoconstriction 2 sous

l’effet de stimuli nerveux ou chimiques locaux.

• Les capillaires sont les plus petits des vaisseaux sanguins, leur longueur moyenne est de

1mm et leur diamètre varie entre 5µm et 10µm. Ils ne possèdent qu’une seule couche

interne formée de cellules endothéliales, leur fonction est d’échanger des substances (O2,

2. Mécanisme physiologique de diminution du diamètre des vaisseaux sanguins.



Vaisseaux sanguins 23

CO2, nutriments..etc.) entre le sang et liquide interstitiel, puis entre ce dernier et les

cellules. Les capillaires se rassemblent en réseaux afin de former les lits capillaires, ces

derniers relient les artérioles aux veinules.

• Les veines transportent le sang des lits capillaires vers le coeur et se caractérisent par

de faibles pressions, relativement stationnaires. Le réseau veineux possède deux types de

vaisseaux :

— Les veinules sont les veines les plus petites et relient les capillaires aux veines. Les

plus grosses des veinules possèdent des valves anti-reflux qui permettent au sang de

ne circuler que dans un seul sens : des organes vers le cœur.

— Les veines ont une paroi plus mince que celle des artères et sont moins élastiques.

Elles contiennent un volume de sang important mais qui s’écoule à relativement faible

vitesse.

Le tableau 1.1 donne les caractéristiques principales de ces vaisseaux : rayon moyen, section

totale cumulée, vitesse moyenne du sang, et nombre de Reynolds de l’écoulement.

Vaisseau Rayon (mm) Nombre Surface (cm2) Vitesse du sang (mm.s−1) Re

Aorte 12.5 1 4.5 500(−200/1200) 3400− 104

Artères 0.5− 5 ∼ 150 20 200(−50/500) 500

Artérioles 0.02− 0.05 5, 7× 107 400 < 50 0, 7

Capillaires 0.004 1, 6× 1010 4500 < 0, 3 0, 002

Veinules 0.01− 0.5 1, 3× 109 4000 < 2 0, 01

Veines 2.5 ∼ 200 40 3− 50 140

Veine cave 15 1 18 150(50/400) 3300

Table 1.1 – Caractéristiques des vaisseaux sanguins [Schmidt-Nielsen, 1984] et

[Plowman and Smith, 1997]. Les valeurs entre parenthèses indiquent les valeurs minimales et

maximales selon les phases de systole et diastole.

Le sang qui circule à travers les vaisseaux sanguins est un fluide visqueux, composé principa-

lement de trois cellules : globules rouges et blancs et les plaquettes, immergées dans le plasma.

Le sang se comporte comme un fluide newtonien ou non selon les vaisseaux dans lesquels il

circule puisque sa viscosité varie fortement (du simple au cinquantuple) chez un même individu

[Chaplin et al., 1953, Pries et al., 1996].

1.3.2 Imageurs

La mesure de la position du microrobot à travers un circuit microfluidique transparent peut

être réalisée à l’aide d’un système de caméras. Deux caméras suffisent à déterminer la position

exacte du microrobot dans l’espace. Néanmoins, la navigation du microrobot dans l’organisme
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rend impossible l’utilisation d’un tel système. La navigation du microrobot dans le système car-

diovasculaire exige un système imageur approprié, qui fournit à la fois une carte locale détaillée

de l’environnement, ainsi que la mesure de la position du microrobot. L’utilisation d’imageurs

médicaux représente une voie prometteuse pour le développement d’applications médicales auto-

matisées. Parmi ces imageurs, nous pouvons citer les appareils produisant des rayons X, technique

utilisée en tomodensitométrie (TDM) par exemple ([Achenbach et al., 2006]), la tomographie par

cohérence optique ou les IRM ([Uecker et al., 2010], [Zhang et al., 2011]).

Deux paramètres importants permettent de classifier les différents systèmes imageurs : la

résolution spatiale et le temps d’acquisition pour la reconstruction d’une image, pour en dé-

duire ensuite la position du microrobot. Le Tableau 1.2 donne la résolution spatiale et le temps

d’acquisition nécessaire pour obtenir une telle résolution dans le cas d’un imageur IRM. Globa-

lement, on note qu’une diminution de la résolution spatiale entraîne une augmentation du temps

d’acquisition.

Résolution spatiale en mm Temps d’acquisition en ms Source

2 40 [Steeden et al., 2010]

2 20 à 90 [Nezafat et al., 2004]

1,5 20 [Uecker et al., 2010]

1 52 [Zhang et al., 2010b]

1 100 [Feng et al., 2005]

0,75 330 [Zhang et al., 2011]

Table 1.2 – Résolution spatiale et temps d’acquisition à partir d’un imageur d’IRM (source

[Arcese, 2011]).

Le Tableau 1.3 résume les contraintes techniques d’autres sytèmes imageurs. Ce tableau

permet de définir le type de système qu’il est envisageable d’utiliser en fonction du type de

vaisseau sanguin dans lequel le microrobot navigue. Si celui-ci navigue dans une artère ou dans

une petite artère, le diamètre du microrobot (de l’ordre de la centaine de µm) est suffisamment

important pour que IRM puisse le localiser. Dans de plus petits vaisseaux sanguins, le système

imageur doit atteindre des résolutions spatiales de l’ordre de la dizaine de µm. Néanmoins, peu

de systèmes imageurs sont capables d’une telle résolution comme le montre le Tableau 1.3.

1. CT : Computed Tomography (tomodensitométrie)

2. Ne peut être utilisé sur des animaux vivants

3. OCT : Optical Coherence Tomography (tomographie par cohérence optique)

4. Profondeur de pénétration limitée

5. US : Ultrasound (Appareil à ultrasons)
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Résolution d’imageurs en µm

Vaisseau MRI µ-MRI CT1 µ-CT2 OCT34 US54

sanguin < 103 < 102 < 103 < 50 < 1 < 103

Artère X X X X X X

Petite artère X X X X X X

Artériole - X - X X -

Capillaire - - - - X -

Table 1.3 – Résolution spatiale de systèmes imageurs.

(X représente un matériel compatible)

1.4 Expression des Forces

Un microrobot naviguant dans les vaisseaux sanguins est soumis à plusieurs forces : i) la

force de traînée exercé par le fluide en mouvement qui s’oppose au mouvement du robot ; ii)

la force d’interaction électrostatique avec la paroi du vaisseau sanguin, qui attire le microrobot

vers la paroi ; iii) la force de contact avec la paroi du vaisseau sanguin lors d’une collision du

microrobot qui tend à le faire rebondir ; iv) le poids apparent, qui est la résultante de la poussée

d’Archimède et de la pesanteur ; v)les forces d’interactions de van der Waals (attractive) et

stérique (répulsive), ces deux dernières forces seront négligées lors dans notre étude. Enfin, le

microrobot est soumis à une force motrice d’origine magnétique déportée qui lui permet de se

propulser dans le sang.

1.4.1 Distance algébrique

Nous introduisons ici une convention géométrique qui sera utilisée dans la suite du manuscrit.

Les distances δ et ∆ sont représentées sur la figure 1.8. ∆ représente la distance entre le centre

du microrobot sphérique et l’axe du vaisseau sanguin ; δ = ~NC.~n est la distance algébrique entre

la surface du microrobot et la paroi du vaisseau sanguin, avec ~n le vecteur unitaire normal à

la paroi du vaisseau sanguin. Comme indiqué sur la figure 1.8, δ est positif en cas d’impact,

et δ est négatif si le microrobot circule librement (pas de contact avec la paroi). r et C0 sont

respectivement le rayon et le centre du microrobot sphérique.

1.4.2 Force hydrodynamique

Un corps naviguant dans un fluide en mouvement est soumis à une force de traînée qui

s’oppose à son mouvement. Dans cette section, nous abordons brièvement l’équation de Navier-

Stokes qui régit la dynamique des fluides et rappelons donc la notion de nombre de Reynolds

caractérisant l’écoulement d’un fluide. Nous nous intéresserons d’une part à l’influence de l’écou-

lement sur le microrobot et donnons différentes expressions du coefficient et de la force de traînée
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Figure 1.8 – Les points C0, C et N avec contact (a) et sans contact (b)

dans un milieu infini avant d’aborder la notion d’effet de bord, en analysant comment la présence

de parois modifie l’expression de la force hydrodynamique subie par le robot. D’autre part, nous

nous intéressons à l’influence de l’écoulement sur la vitesse du sang. En effet, la force hydrody-

namique est très sensible à la vitesse du flux sanguin. Or cette dépendance est non linéaire, le

flux sanguin est pulsatile dans le réseau artériel, et ce flux varie selon que l’on se place ou non

à proximité de la paroi. Enfin, la vitesse du sang est difficilement mesurable avec une résolution

spatiale et temporelle adéquates. Nous verrons donc comment, sous certaines hypothèses, il est

possible d’obtenir des solutions analytiques qui permettent de justifier la modélisation de la

vitesse du sang par une série de Fourier en facteur d’un profil spatial.

1.4.2.1 Navier-Stokes

La dynamique d’un fluide est régie par l’équation de Navier-Stokes :

ρf
∂−→v
∂t

+ ρf (
−→v · −→∇)−→v = −−→∇p+ ρf

−→F + η∇2−→v m ∈ Ω, t > 0

−→∇ · −→v = 0 m ∈ Ω, t > 0

(1.13)

où ρf et η sont respectivement la masse volumique et la viscosité dynamique du fluide. −→v (m, t) =(
vx(m, t), vy(m, t), vz(m, t)

)
est la vitesse du fluide avec m = (x, y, z) un point appartenant

au domaine d’étude Ω et
−→F la force volumique par unité de masse. Les opérateurs

−→∇ et ∇2 sont

respectivement le gradient et le laplacien définis comme suit :

−→∇ =

(
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

)

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

Le sens physique de chaque terme de l’équation de Navier-Stokes est le suivant :
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• ρf
∂~v

∂t
représente l’accélération d’une particule de fluide.

• ρf (
−→v · −→∇)−→v est le terme d’advection de la quantité de mouvement d’une particule du

fluide. Ce terme est non linéaire.

• ρf
−→F est l’ensemble des forces volumiques appliquées au fluide.

• −−→∇p est la force de pression associée aux contraintes normales.

• η∇2−→v est la force de viscosité due à la déformation des éléments de fluide, dans le cas

d’un fluide compressible.

Cette équation n’est valable que sous l’hypothèse de continuité du milieu. Si cette hypothèse

est mise en défaut, le dynamique des fluides est régie par des modèles de mécanique statistiques,

comme les mouvements browniens. Afin de vérifier si l’hypothèse est valable, il suffit de vérifier si

le nombre de KnudsenKnu ≤ 10−2 [Knudsen, 1934]. Or il s’avère que le nombre de Knudsen dans

le réseau sanguin varie de 10−19 dans des artères à 10−10 dans des capillaires. Enfin, la résolution

analytique de l’équation de Navier-Stokes dans le cas général étant un problème non résolu, il

est possible de la résoudre au moins numériquement. Cependant, les codes CFD (Computational

Fluid Dynamics) sont longs et ne se prêtent donc pas à une implémentation en temps réel, d’où

une inadaptabilité à notre étude.

1.4.2.2 Nombre de Reynolds

La nature de l’écoulement d’un fluide est caractérisée par son nombre de Reynolds Re, un

nombre adimensionnel égal au rapport des forces d’inerties et visqueuses, de deux termes de

l’équation de Navier stokes (1.13) :

Re =
||ρf (−→v · −→∇)−→v ||

η∇2−→v ⇒ Re =
ρf ||−→v r∞ ||L

η
(1.14)

où ρf , η sont respectivement la masse volumique et la viscosité dynamique du fluide, −→v r∞ la

vitesse relative du corps par rapport au fluide à l’infini (loin des parois), et L la dimension

caractéristique.

La nature de l’écoulement d’un fluide est caractérisée en fonction de la valeur de Re :

• Si Re ≪ 1, on parle d’écoulement de Stokes.

• Si Re ≤ 2000, on parle d’écoulement laminaire.

• Si 2000 ≤ Re ≤ 3000, on parle d’écoulement transitoire.

• Si Re ≥ 3000, on parle d’écoulement turbulent.

Dans notre étude, nous considérons le mouvement des microrobots dans les artères, dans les-

quelles l’écoulement est considéré laminaire (voir table 1.1), cependant ce type d’écoulement

n’exclut pas des recirculations locales. Lorsque les microrobots naviguent dans les capillaires, ou

veinules, on peut alors considérer l’écoulement comme un écoulement de Stokes, car Re ≪ 1.



28 Etat de l’art

1.4.2.3 Coefficient de traînée

Le coefficient de traînée, noté Cd, est un nombre adimensionnel qui quantifie la force de

résistance d’un objet dans un fluide en mouvement et dépend de sa géométrie, et de son état de

surface. Un corps se déplaçant dans un fluide est caractérisé par son coefficient de traînée donné

par :

Cd =
||−→F d||

1

2
ρf∞ ||−→v r∞ ||2S

(1.15)

où
−→
F d est la force de traînée exercé par le fluide sur le corps, S la surface frontale du corps

par rapport à l’écoulement, ρf∞ la masse volumique du fluide prise à l’infini 3 et −→v r∞ la vitesse

relative du corps par rapport au fluide prise à l’infini. La force de traînée
−→
F d dans un milieu

infini est donnée par :
−→
F d = −1

2
Cdρf ||−→v r∞ ||2S

−→v r∞
||−→v r∞ || (1.16)

Pour un écoulement autour d’une sphère de rayon r, en utilisant l’équation (1.16) avec la surface

frontale d’une sphère S = πr2, alors le coefficient de traînée à bas Reynolds Re ≪ 1 est donnée

par [Stokes, 1851] :

Cd =
12η

ρf ||−→v r∞ ||r =
24

Re

D’où la force de Stokes associée :

−→
F d = −kη−→v r∞ , k = 6πr (1.17)

Pour des plages de Reynolds plus larges, d’autres formules pour le coefficient de traînée pour un

corps sphérique sont données par [Nguyen and Schulze, 2003] :

Cd =
24

Re

[
1 +

Re

16

]
Re ≤ 0, 0398

Cd =
24

Re

[
1 + 0, 1315Re0,82−0,05 log10(Re)

]
0, 0398 ≤ Re ≤ 25, 6

Cd =
24

Re

[
1 + 0, 1935Re0,6305

]
25, 6 ≤ Re ≤ 259, 8

Cd = 44, 005Re−1,1242+0,1558 log10(Re) 259, 8 ≤ Re ≤ 1524, 5

(1.18)

Pour un nombre de Reynolds plus grand, les formules empiriques suivantes donnent le coef-

ficient de traînée pour un corps sphérique :

Cd =
24

Re
+

6

1 +
√
Re

+ 0, 4 0 < Re ≤ 2× 105

Cd =
24

Re
(1 + 0, 15Re0,687) 0 < Re ≤ 2× 105

(1.19a)

(1.19b)

3. loin des perturbations locales
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1.4.2.4 Effet des parois

Les expressions données jusqu’ici sont valables à l’infini, i.e. loin des parois. Dans le cas de

la navigation endovasculaire, l’influence des parois des vaisseaux sur l’écoulement ne peut être

négligé. On caractérise en général l’effet des parois ou effet de bord par l’introduction d’un ratio

β entre vitesse à l’infini et vitesse réelle (en milieu fini) [Clift, 1978] :

β =
||−→vr ||

||−→v r∞ || (1.20)

où −→v r et −→v r∞ sont respectivement les vitesses relatives du corps en présence et en absence

de parois. Physiquement, ce ratio traduit le fait que l’obturation partielle du vaisseau par le

microrobot provoque une pression accrue sur ce dernier, qui gêne l’écoulement du fluide dans ce

milieu fini.

Dans la littérature on trouve plusieurs formules empiriques pour β en fonction du facteur

géométrique λ = 2r/D où r est le rayon du corps sphérique et D diamètre du tube.

• A bas Reynolds [Clift, 1978], [Chhabra, 1993] ,[Haberman et al., 1958], par exemple dans

[Haberman et al., 1958] le paramètre β est donné par :

β =
1− 2, 105λ+ 2, 0865λ3 − 1, 7068λ5 + 0, 72603λ6

1− 0, 75857λ5
0 ≤ λ ≤ 0, 9

• A très grand nombre de Reynolds [Felice et al., 1995],[Chhabra et al., 1996], mais cela

n’est pas pertinent pour notre étude.

• A des nombres de Reynolds intermédiaires [Wham et al., 1996], [Kehlenbeck and Felice, 1999],

[Felice, 1996]. Dans [Felice, 1996], le paramètre β est donné comme suit :

β =

(
1− λ

1− 0, 33λ

)δ0

δ0 =
8, 5Re∞ + 330

10Re∞ + 100

et dans [Kehlenbeck and Felice, 1999], les auteurs ont proposé une autre formule :

β =
1− λα0

1 +

(
λ

λ0

)α0
(1.21)

où α0 et λ0 sont des paramètres sans dimension :

α0 = 1, 44 + 0, 5466Re0,434∞ si Re∞ ≤ 35

α0 = 2, 3 + 37, 3Re−0,8686
∞ si Re∞ > 35

λ0 =
49, 2Re0,524∞ + 283

41Re0,524∞ + 1000
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Comme le remarquent les auteurs dans [Chhabra et al., 2003], si le paramètre α0 = 2, 2 est

utilisé dans l’équation (1.21), alors l’expression de λ0 se simplifie :

λ0 =
6Re0,65∞ + 27

5Re0,65∞ + 100

En prenant en compte l’effet des parois modélisé par le paramètre β, et en utilisant l’équation

(1.16), la force de traînée dans un milieu fini est donnée par :

−→
F d = −1

2
Cdρf

(
||−→v r||
β

)2

S
−→v r

||−→v r||
(1.22)

où, dans notre cas, la vitesse relative −→v r = −→v −−→v f (x, t) dépend de la vitesse −→v du microrobot

et de la vitesse −→v f (x, t) du flux sanguin. Cette dernière dépend génériquement de l’espace et du

temps. La force de traînée dépend donc non linéairement –de façon générique– de la vitesse du

flux sanguin.

1.4.2.5 La vitesse du sang et le modèle de Womersley

Figure 1.9 – La dépendance spatio-temporelle de la vitesse du sang vf (x, t)

Nous nous intéressons maintenant à la vitesse du sang −→v f (x, t), schématisée sur la figure

1.9, qui apparaît dans l’équation de la force de traînée qui s’exerce sur le microrobot. Nous

montrons tout d’abord que cette vitesse est difficilement accessible à la mesure, d’où l’intérêt

d’en modéliser le comportement. Il n’est bien entendu pas question de travailler directement sur

les équations de Navier-Stokes, mais d’analyser les expressions analytiques que l’on peut obtenir

sous certaines hypothèses.

1.4.2.5.1 Mesure de la vitesse du sang La vitesse du sang dépend à la fois de l’espace

et du temps. C’est une information locale et par conséquent difficile à mesurer en pratique. Les

sondes à ultrasons classiques permettent d’obtenir une information moyenne (spatialement et

temporellement) sur la vitesse du sang ; les systèmes optiques, d’excellente résolution spatiale,
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sont limités à une profondeur de l’ordre du millimètre. La mesure est généralement obtenue en

profitant de l’effet Doppler. Des travaux récents ont été menés afin de mesurer avec davantage de

précision la vitesse du sang. Dans [Ponzini et al., 2010], les auteurs utilisent un appareil à ultra-

sons pour obtenir une bonne résolution temporelle (20ms) mais avec peu d’information spatiale,

et réussissent à discriminer des vitesses de l’ordre du mms−1. Cependant, les temps de post-

traitement (déconvolution, ondelettes, filtrage) ne sont pas spécifiés. Dans [Ferrara et al., 1996],

c’est un IRM qui est utilisé pour mesurer la vitesse du sang en utilisant un produit de contraste

(toujours en utilisant l’effet Doppler). La résolution spatiale est bien meilleure, mais la seule me-

sure dure 10mn, auxquelles il faut ajouter le temps de post-traitement. Quel que soit l’appareil

de mesure utilisé, la qualité de la mesure dépend de celle de l’asservissement du capteur durant

l’acquisition (pour l’IRM, cela correspond plutôt à la sélection de la tranche). De plus, quand

le microrobot pénètre plus profondément dans le corps, la résolution de la mesure est affectée

par les perturbations issues des tissus qui séparent le capteur de la zone où doit être mesurée

la vitesse du sang. Enfin, les temps d’acquisition et post-traitement sont rédhibitoires pour une

application temps réel. Notre approche est radicalement différente puisqu’elle vise à modéliser

la vitesse du sang vue comme une perturbation qu’il s’agira d’estimer.

1.4.2.5.2 Ecoulement de Hagen et Poiseuille Un écoulement de Hagen et Poiseuille, est

un écoulement d’un fluide incompressible, supposé laminaire. Le gradient de pression est supposé

indépendant de la hauteur de l’écoulement, et la vitesse du fluide instationnaire.

Soit un fluide de masse volumique ρf et de viscosité dynamique η et cinématique ν = η/ρf .

On suppose que l’écoulement de ce fluide dans un vaisseau cylindrique de rayon R et de longueur

L. En coordonnées cylindriques r, θ et z sont respectivement les coordonnées radiale, pôlaire

et longitudinale, et la vitesse du fluide v est de coordonnées (vr, vθ, vz). Nous considérons un

écoulement de type Hagen et Poiseuille dans un cylindre de rayon R et de longueur L. En

utilisant les hypothèses citées précédemment, l’équation de Navier-Stokes (1.13) devient alors :

vr = 0

vθ = 0

d2vz
dr2

+
1

r

dvz
dr

+
p1 − p2
η

= 0

(1.23)

où p1 et p2 sont respectivement les pressions à l’entrée et à la sortie du vaisseau. Dans ce cas,

le gradient de la pression est constant et égal à (p1 − p2)/L. Le profil de la vitesse du fluide est

alors donné par :

vr = 0 vθ = 0 vz =
p1 − p2
4ηL

(R2 − r2) (1.24)

D’où un profil spatialement parabolique. Cependant, les hypothèses ne sont pas totalement satis-

faisantes au regard de notre application. Notamment, l’hypothèse d’instationnarité est aberrante

car le flux sanguin est pulsatile. Nous allons donc présenter une variante de cet écoulement qui

est plus adaptée à l’étude du flux sanguin.
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1.4.2.5.3 Ecoulement de Womersley Dans le cas d’un écoulement de Womersley, les

hypothèses sont les mêmes que celles d’un écoulement de Hagen et Poiseuille, sauf que dans ce

cas le gradient de pression est supposé être variable en fonction du temps, et par conséquent la

vitesse du fluide aussi. L’équation (1.13) se simplifie alors sous la forme suivante :

vr = 0

vθ = 0

1

ν

∂vz
∂t

=
∂2vz
∂r2

+
1

r

∂vz
∂r

+
p1 − p2
η

(1.25)

Le gradient de pression considéré par [Womersley, 1955] est donné par :

p1 − p2
L

= R(Ae2πfit)

où f est la fréquence et R(.) la partie réelle. On pose vz = u(r)eωit, avec ω = 2πf . La fonction

u(r) vérifie alors l’équation suivante :

d2u

dr2
+

1

r

du

dr
+
i3ω

ν
u = −A

η

dont la solution u(r) est donnée ci-dessous :

u =
A

ρf

1

iω

[
1−

J0
(
i

3

2

√
ω

ν
r
)

J0
(
i

3

2

√
ω

ν
R
)

]
(1.26)

où J0 est la fonction de Bessel d’ordre 0. On définit le paramètre de Womersley α = R

√
ω

ν
et

un facteur de forme y =
r

R
. La vitesse longitudinale vz est alors :

vz = R

(
A

ρf

1

iω

[
1− J0

(
i1,5αy

)

J0
(
i1,5α

)
]
eiωt

)
(1.27)

En généralisant, si l’on prend un gradient de pression exprimé sous forme de série de Fourier

tronquée à l’ordre n :
p1 − p2
L

=
n∑

k=0

Ake
2πfkit, on obtient alors la vitesse vz comme suit :

vz =

n∑

k=0

R

(
Ak
ρf

1

ikω

[
1− J0

(
i1,5

√
kαy

)

J0
(
i1,5

√
kα

)
]
eikωt

)
(1.28)

où la dépendance temporelle est contenue dans le seul terme exponentiel, et la dépendance

spatiale dans le facteur de l’exponentielle. On peut donc exprimer la vitesse du sang comme une

série de Fourier dont les coefficients dépendent de l’espace. En calculant les premières valeurs
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de ces coefficients, on s’aperçoit que l’on peut –sans trop d’erreur comme l’illustre la figure

1.10– approcher la vitesse du sang par le produit d’une série de Fourier vt(t) par un un profil

parabolique vs(r) :

vf (r, t) = vs(r)vt(t) =
p1 − p2
4ηL

(R2 − r2)

n∑

k=0

Ake
kiωt (1.29)

Figure 1.10 – Vitesse maximale du sang (au centre du vaisseau) vt(t) en noir. Approximations

par séries de Fourier tronquées aux ordres 1, 2, 3 et 4 en gris, pointillés bleus, tirets et croix

vertes, respectivement.

1.4.3 Force électrostatique

Un microrobot sphérique naviguant dans un vaisseau sanguin subit une force électrostatique

notée
−→
F e, cette force est l’interaction entre le microrobot et la paroi du vaisseau sanguin. Elle

est modélisée comme la force d’attraction entre le microrobot sphérique chargé q+ et son miroir

chargé q− par rapport à la paroi. En notant que la distance entre le centre du microrobot et le

centre de son miroir est égale à 2(r + |δ|), comme illustré sur la figure 1.11, l’expression de la

force électrostatique est donnée par [Matsuyama and Yamamoto, 1998] :

−→
F e =

q2

4πεrε0(r + |δ|)2H(−δ)−→n (1.30)

où ε0, εr sont respectivement la permittivité diélectrique du vide et la permittivité diélectrique

relative du milieu, δ et ~n sont définis sur la figure 1.8 dans la section 1.4.1, et H représente la

fonction d’Heaviside :

H(δ) =





1 si δ > 0

0, 5 si δ = 0

1 si δ < 0
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Figure 1.11 – Interaction d’une sphère avec la paroi

La charge q est donnée par [Hays, 1991] en fonction de la densité de charge surfacique σq <

30(10rR)0,3 :

q = 4πr2σq (1.31)

La résultante de la force électrostatique exercée sur le microrobot par les parois supérieure

et inférieure, comme illustré sur la figure 1.12, est donnée par :

−→
F e =

−→
F e1 +

−→
F e2 =

q2

4πεrε0

(
1

(r + |δ1|)2
H(−δ1)−→n 1 +

1

(r + |δ2|)2
H(−δ2)−→n2

)

Figure 1.12 – Forces électrostatiques ~Fe1 et ~Fe2 exercées sur le microrobot respectivement par

les parois supérieure et inférieure du vaisseau sanguin
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1.4.4 Force de contact

Lorsque le microrobot percute la paroi du vaisseau sanguin il rebondit en raison de la force de

contact, notée
−→
F c. Le modèle de la force de contact est basé sur la théorie Hertzienne. L’analyse

du contact peut être effectuée selon deux méthodes différentes : le modèle de Voigt se base sur

le fait que les forces d’interactions au contact agissent d’une manière continue, en revanche le

modèle de Hertz considère que l’interaction entre les objets se produit dans une courte durée et

que la configuration des objets ne change pas de façon significative.

1.4.4.1 Modèle de Voigt

Ce modèle décrit la force de contact entre un corps sphérique et une surface plane ou sphé-

rique, et en étudie les composantes normale et tangentielle. La force de contact est modélisée

par un ressort de raideur K en parallèle avec un amortisseur de coefficient d’amortissement b.

Les composantes normale et tangentielle de la force de contact seront détaillées ci-dessous.

1.4.4.1.1 Force normale contact sphère-plan La force normale de contact
−→
F cn entre une

sphère de rayon r et une surface plane est donnée par [Tijskens et al., 2003], [Shäfer et al., 1996] :

−→
F cn = −(Knδ

i + bnδ̇)H(δ)−→n , i ∈ [1,
3

2
] (1.32)

où Kn, bn sont respectivement les coefficients de raideur et d’amortissement normaux, et −→n le

vecteur unitaire normal à la surface de contact dirigé du centre de la sphère vers la paroi (voir

figure 1.8).

Les paramètres Kn et bn sont donnés par [Tsuji et al., 1992] :




Kn =

4
√
r

3
1− σ2s
Es

+
1− σ2w
Ew

bn = 2
√
mKn

(1.33)

où m est la masse de la sphère, σ∗ et E∗ sont respectivement le coefficient de Poisson et le

module de Young de ∗ avec ∗ = s pour la sphère de rayon r et ∗ = w pour la paroi du vaisseau

sanguin.

1.4.4.1.2 Force normale contact sphère-sphère Lorsque deux sphères j et k entrent en

collision, il en résulte une force de contact
−→
Fcj sur la sphère j, et −−→

Fcj sur la sphère k :

~Fncj = max
{
0,

(
knjξ

3/2
kj + bnjξ

1/2
kj ξ̇kj

)
~nkj

}
(1.34)

où ξkj = rj + rk − rkj est la déformation mutuelle des sphères j et k, ~nkj = ~ukj . knj et bnj
sont respectivement les coefficients de raideur et d’amortissement le long de la direction normale

(voir [Vartholomeos and Mavroidis, 2012] pour plus de détails).
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1.4.4.1.3 Force tangentielle contact sphère-plan La force tangentielle est présente

lorsque la sphère est en rotation ou bien en collision oblique avec la paroi du vaisseau sanguin.

Elle est donnée par [Tijskens et al., 2003] :

−→
F ct = −(Ktζ + btζ̇)H(δ)

−→
t (1.35)

où
−→
t et ζ sont respectivement le vecteur unitaire et le déplacement tangentiels et Kt,

bt sont respectivement les coefficients de raideur et d’amortissement tangentiels donnés par

[Tsuji et al., 1992] :





Kt =
8
√
rGs

2− σs
δ

1

2

Gs =
Es

2(1 + σ)

bt = 2
√
mKt

(1.36)

avec Gs le module de cisaillement de la sphère.

1.4.4.2 Modèle de Hertz

Le modèle de Hertz est limité aux impacts avec déformation élastique, le processus de contact

pour ce modèle étant représenté par deux corps rigides interagissant via un ressort non linéaire

le long de la ligne d’impact. La déformation est supposée limitée au point de contact et le

mouvement des ondes élastiques est négligée. La force d’impact est modélisée en deux phases.

La première est la phase de compression, la force de contact durant cette phase donnée par

[Gilardi and Sharf, 2002] :
−→
F cc = −Kn|δ|

3

2H(δ)−→n (1.37)

où Kn donné par (1.33). L’équation (1.37) est utilisée pour des impacts des corps rigides à faible

vitesse.

La deuxième est la phase de restitution, la force de contact durant cette phase est donnée

par [Gilardi and Sharf, 2002] :

−→
F cr = −Fccmax

∣∣∣∣
δ − δr

δmax − δr

∣∣∣∣
np

H(δ)−→n (1.38)

où Fccmax
est la force normale de contact maximale atteinte lors de la phase de compression pour

une déformation maximale δmax de la paroi du vaisseau sanguin. δr est la déformation perma-

nente (dans le cas d’une déformation plastique). L’exposant np est donné par [Zhao et al., 2012] :

np = 1.5

(
δmax
δc

)ep

= 1.5(δ∗max)
ep
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où δ∗max est un nombre sans dimension qui caractérise le contact maximum d’interférence avant

la phase de décompression, δc le contact au début de la déformation plastique et ep un exposant

donné ci-dessous :

ep = 0.07071n20 − 0.041n0 − 0.02955 0 ≤ n0 ≤ 1

Le paramètre δ∗max est donné comme suit :

δ∗max =





( 1

1−
√
δrm

) 1

ed si 0 ≤ δrm < 1

+∞ si δrm = 1

où δrm = δr/δmax et ed est donné ci-après :

ed = −0.22471n20 − 0.17406n0 + 0.39877 0 ≤ n0 ≤ 1

Un processus de décompression purement plastique correspond à n0 = 0 et δmax = δr ; pour

un contact purement élastique, on a n0 = 1 et δr = 0.

La pénétration maximale δmax d’une sphère avec la paroi du vaisseau sanguin est donnée

par [Barthel, 2013] :

δmax =

(
5mv20
4Kn

) 2

5

(1.39)

où v0 est la vitesse de la sphère de masse m lors du contact avec la paroi.

1.4.5 Poids Apparent

Tout corps immergé dans un fluide subit une force appelée poids apparent, qui est la contri-

bution de la force de la pesanteur et de la poussée d’Archimède :

−→
F w = V (ρ− ρf )

−→g = mF ′
w
~k (1.40)

où ρ, ρf sont respectivement les masses volumiques du corps et du fluide, V le volume du corps

et −→g l’accélération de la pesanteur. La masse volumique d’un corps composé d’un matériau

magnétique de masse volumique ρm et non magnétique de masse volumique ρc est donnée par :

ρ = τmρm + (1− τm)ρc (1.41)

où τm est le ratio magnétique volumique, égal au rapport entre le volume total et le volume de

matériau magnétique du corps.
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1.4.6 Forces négligeables

Nous regroupons ici deux forces dont l’influence peut être négligée dans la navigation arté-

rielle. Cependant, la force de van der Waals ne pourra être négligée si le microrobot doit naviguer

dans les capillaires à proximité de la paroi, car son amplitude est alors proche de celle de la force

électrostatique. Voir par exemple [Arcese et al., 2012] pour plus de détails.

1.4.6.1 Force de van der Waals

Un microrobot sphérique de rayon r naviguant dans un vaisseau sanguin interagit avec la

paroi de ce dernier via la force d’interaction de van de Waals. Le potentiel de cette force est

donné par [Bhattacharjee and Elimelech, 1997] :

−→
P vdw = −Ah

6

[
r

|δ| +
r

|δ|+ 2r
+ ln

(
|δ|

|δ|+ 2r

)]
−→n (1.42)

où Ah est la constante d’Hamaker. La force de van der Waals est donnée alors par

[Iimura et al., 2009] :
−→
F vdw = −−→∇−→

P vdwH(−δ) (1.43)

Cette force d’interaction est attractive mais n’opère de façon perceptible qu’à très proche

proximité d’une paroi, pour une distance de l’ordre du nanomètre.

1.4.6.2 Force stérique

Les particules injectées dans le corps humain pour délivrer des médicaments sont générale-

ment couvertes par des chaînes de polymère. La présence de ces chaînes affecte l’interaction de

la particule avec le glycocalix de l’endothélium et avec d’autres particules constituant le sang.

Le potentiel répulsif par unité de surface entre la particule couverte de chaînes de polymère et

l’endothélium pour 2Rg ≤ |δ| ≤ 8Rg est donné par [Decuzzi et al., 2005] :

−→
P sr = −36ΓpkBTe

− |δ|
Rg −→n (1.44)

où kB est la constante de Boltzmann, T est la température absolue, Γp le nombre de chaînes de

polymère greffé par unité de surface, et Rg est le rayon de giration non perturbé d’un polymère

donné par :

Rg = L

√
nm
6

où L est la longueur d’un monomère 4 et nm le nombre des monomères. Le paramètre Γp = d−2
c ,

avec dc est la distance entre deux chaînes adjacentes. Pour dc > Rg, on a dc = 10Rg et Γp =

0, 01R−2
g , la force stérique répulsive est donnée alors par :

4. Une substance organique utilisée dans la synthèse des oligomères et des polymères
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−→
F sr = −0, 36π

R

R2
g

kBTe
− |δ|

Rg −→n (1.45)

La force stérique est une force répulsive de très faible amplitude, 4 ordres de grandeur en

dessous de la force électrostatique, et à très courte portée. Elle est donc négligeable à l’échelle

micrométrique.

1.4.7 Force motrice et interactions

Les différents systèmes magnétiques que nous avons présentés peuvent créer des forces ou des

couples magnétiques qui seront utilisés pour la propulsion des microrobots dans les vaisseaux san-

guins. Nous rappellons d’abord la définition de l’aimantation d’un matériau magnétique, ensuite

nous donnons les expressions de la force et du couple magnétique exercés sur une charge q par un

champ magnétique extérieur
−→
B . Nous explicitons aussi les forces d’interaction magnétiques qui

se produisent entre deux dipôles placés dans un champ extérieur. Nous exposons ensuite deux

types de dispositifs qui se basent sur les champs et les gradients du champ magnétique pour la

mesure de position et la commande d’un microrobot.

1.4.7.1 Aimantation

L’aimantation
−→
M d’un matériau, représentée sur la figure 1.13, est le moment magnétique

macroscopique induit par unité de volume V du matériau :
−→
M =

d
−→M
dV

, avec
−→M =

n∑

i=1

−→Mi, et

−→Mi les moments magnétiques des atomes constituant le matériau. On obtient alors :

−→M = τmV
−→
M (1.46)

où τm est le ratio entre le volume de matériau magnétique et le volume total du corps.

On définit la susceptibilité magnétique χm d’un milieu linéaire. 5

−→
M = χm

−→
H,

−→
B = µ0µr

−→
H (1.47)

où
−→
H est l’excitation magnétique, µ0 et µ = µ0µr sont respectivement les perméabilités ma-

gnétiques du vide et du matériau et µr = 1 + χm est la perméabilité relative du matériau. En

fonction de la valeur de χm, on distingue 4 cas :

• χm < 0. Le matériau est diamagnétique, il s’aimante faiblement dans le sens opposé au

champ magnétique et perd son aimantation lorsque ce champ magnétique est absent. Ce

caractère diamagnétique est dû au fait que les orbites électroniques agissent chacunes

comme des petites spires de courant.

5. Un milieu est dit "linéaire" lorsque l’aimantation induite par le champ magnétique
−→
B est proportionnelle

à
−→
B
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Figure 1.13 – Aimantation M d’un matériau ferromagnétique en fonction du champ appli-

qué H. La courbe (a) est la première aimantation. Hc est le champ coercitif. Mr et Ms sont

respectivement les aimantations rémanente et de saturation du matériau.

• χm > 0. Le matériau est paramagnétique : les moments magnétiques ~Mi des atomes

s’orientent dans le sens du champ magnétique appliqué ~B faisant apparaître un moment

magnétique macroscopique ~M. En revanche, en l’absence du champ ~B, les moments

magnétiques ~Mi s’orientent aléatoirement et se compensent mutuellement de sorte que

l’aimantation globale est nulle.

• χm ≫ 1. Le matériau est ferromagnétique : il existe un fort couplage entre les moments

magnétiques propres qui sont orientés localement dans la même direction. Les moments

magnétiques de ce matériau s’orientent en présence du champ magnétique extérieur.

1.4.7.2 Force magnétique

Une charge q qui se déplace avec une vitesse −→v = (vx, vy, vz) dans un champ magnétique

donné par
−→
B = (Bx, By, Bz) subit une force magnétique appelée force de Lorentz, notée

−→
F m,

donnée par :

−→
F m = q−→v ∧ −→

B




Fmx

Fmy

Fmz




= q




vyBz − vzBy

vzBx − vxBz

vxBy − vyBx




(1.48)
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Un dipôle magnétique est un système physique décrit par son moment magnétique
−→M donné

par (1.46), ce dipôle subit une force
−→
F magnétique donnée par :
−→
F m = (

−→M · −→∇)
−→
B (1.49)

L’expression détaillée de la force ~Fm exercée sur un dipôle magnétique est :




Fmx

Fmy

Fmz


 =




Mx
∂Bx
∂x

+My
∂Bx
∂y

+Mz
∂Bx
∂z

Mx
∂By
∂x

+My
∂By
∂y

+Mz
∂By
∂z

Mx
∂Bz
∂x

+My
∂Bz
∂y

+Mz
∂Bz
∂z




1.4.7.3 Couple magnétique

Le dipôle magnétique subit aussi un couple
−→
Γm magnétique donné par :

−→
Γm =

−→M∧−→
B (1.50)

qui tend donc à orienter le moment magnétique d’un dipôle le long du champ extérieur.

On constate que les composantes Bx, By et Bz du champ magnétique
−→
B données par (1.10)

sont proportionnelles à d−3
1 , d−3

2 et d−3
3 respectivement, en revanche les composantes ∇Bx, ∇By

et ∇Bz du gradient du champ magnétique
−→∇−→
B données par (1.12) sont proportionnelles à d−4

1 ,

d−4
2 et d−4

3 . On peut conclure alors que le gradient du champ magnétique décroît plus rapidement

que le champ magnétique en fonction de la distance entre les deux paires de bobines, comme

illustré sur la figure 1.3. Les auteurs dans [Abbott et al., 2009] ont évoqué deux approches pour

contrôler les microrobots. La première consiste à fixer une hélice hélicoïdale au microrobot

sphérique, ce dernier sera alors propulsé par un couple magnétique Γm appliqué sur l’hélice.

Ce couple magnétique est généré par un champ magnétique uniforme au centre du dispositif

en appliquant un courant en phase dans les deux bobines suivant chaque axe j. La seconde

approche consiste à appliquer un courant en opposition de phase dans les deux bobines suivant

chaque axe j pour générer un gradient du champ magnétique uniforme au centre du dispositif, ce

gradient magnétique génère une force magnétique
−→
F m pour propulser directement le microrobot

sphérique sans utiliser d’hélice. Les valeurs du rayon rsj permettant de maximiser le champ

magnétique dans le premier cas et le gradient du champ magnétique dans le second cas au

centre du dispositif sont respectivement égales à
√
2
2 dj et

√
6
6 dj pour chaque axe j. Les différentes

méthodes de propulsion des microrobots seront détaillées dans la section 1.5.

1.4.7.4 Interactions magnétiques

Soient deux dipôles magnétiques (j) et (k) qui se trouvent dans un champ magnétique

extérieur. Le dipôle magnétique (k) exerce une force d’interaction sur le dipôle (j) donnée par

[Vartholomeos and Mavroidis, 2012] :
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~Fkj =
3µ0MjMk

4πr4kj

[
~ukj

(
~uj · ~uk

)
+ ~uj

(
~ukj · ~uk

)
+ ~uk

(
~ukj · ~uj

)
− 5~ukj

(
~ukj · ~uj

)(
~ukj · ~uk

)
]

(1.51)

où · est le produit scalaire et les vecteurs unitaires ~ukj et ~uj sont définis par :

−→u kj =
−→r kj

||−→r kj ||
−→u j =

−→Mj

||−→Mj ||
(1.52)

où Mj = ||−→Mj || est le moment magnétique du microrobot j et rkj = ||−→r kj || la distance entre

les centres de gravité des deux dipôles (j) et (k) .

Considérons maintenant n dipôles en interaction, la résultante de la force d’interaction ma-

gnétique exercée par les dipôles k sur le dipôle j, notée
−→
F j , est donnée par :

−→
F j =

n∑

k=1
k 6=j

−→
F kj (1.53)

avec ~Fkj la force exercé par le microrobot (k) sur le microrobot (j) donnée par (1.51).

1.4.7.5 Imagerie par Résonance Magnétique

L’imagerie par résonance magnétique (IRM) est une technique d’imagerie non invasive,

basée sur le principe de la résonance magnétique nucléaire. Cette technique permet d’obtenir

des images du corps humain en 2D ou bien 3D dans le but de faire un diagnostic médical.

L’obtention des images est issue de la superposition de trois champs électromagnétiques. Le

premier est un champ magnétique statique
−→
B 0 généré soit par un aimant permanent (matériau

paramagnétique) ou bien un aimant résistif (électro-aimant) : son objectif est d’orienter le

spin des protons du corps le long de ce champ. Ce champ est de forte intensité puisqu’il est

généralement de l’ordre du Tesla. Le deuxième est le champ magnétique variable dans l’espace

généré par trois paires de bobines parcourues par un courant continu. Ces trois paires de bobines

génèrent trois variations graduelles du champ magnétique statique, permettant l’obtention de

coupes dans les trois plans de l’espace. Le troisième est le champ électrique radiofréquence

(f ≈ 42, 5MHz par Tesla) appliqué aux tissus, qui fait entrer les noyaux d’hydrogène en

résonance : le spin des protons s’écarte alors de son équilibre le long de
−→
B 0. L’énergie électro-

magnétique libérée par les protons, une fois retournés à leur état d’équilibre, est captée par

des antennes situées dans le voisinage de la zone imagée, puis analysée et traduite par une image.

Les données sur la résolution spatiale et temporelle de ces dispositifs sont données dans le

tableau 1.2 dans la section 1.3.2. Cet outil de mesure peut également servir d’actionnement

magnétique [Mathieu et al., 2006]. En effet, le champ constant élevé permet d’assurer la ma-

gnétisation d’un dipôle, tandis que les bobines de gradient –à l’origine utilisées pour effectuer
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les coupes– peuvent être utilisées afin de produire une force magnétique propulsive (1.49). Les

bobines de gradient d’un IRM (en configuration de Maxwell et de Golay) ont des amplitudes

maximales de l’ordre de 40 à 80mT.m−1 ; certaines sont « dopées » afin d’atteindre 200mT.m−1.

Cette solution impose alors un multiplexage [Tamaz et al., 2008] puisqu’il faut alterner entre

des phases de mesure et des phases de propulsion.

1.4.7.6 Octomag

La direction du champ et du gradient du champ magnétique pour la configuration de bobines

d’Helmholtz et de Maxwell sont mutuellement dépendants, par conséquent le mouvement d’un

microrobot non sphérique est contraint. Plus précisément, le microrobot ne peut se déplacer

instantanément dans certaines directions à cause des contraintes imposées par le système de

bobines. Un tel système n’est pas donc holonome.

Pour s’affranchir de ce problème et pouvoir contrôler un microrobot dans plusieurs direc-

tions (avec un degré de liberté supérieur à 3), les systèmes magnétiques Octomag et Minimag

[Kummer et al., 2010], [Schuerle et al., 2013] destinés au contrôle de microrobots avec 5 degrés

de libertés (3 en translation et 2 en orientation) ont été développés à l’ETH de Zurich par l’Insti-

tute of Robotics and Intelligent Systems sous la direction Bradley J. Nelson. L’espace de travail

d’Octomag est de 15mm × 15mm ; conçu pour les applications médicales en ophtalmologie, il

peut créer un gradient maximum de 1, 5T.m−1 avec un champ de l’ordre de 50mT .

Ce système est constitué de huit électroaimants. Chaque électroaimant e crée en un point

m de l’espace de travail un champ magnétique
−→
B e(m) donnée par [Kummer et al., 2010],

[Schürle et al., 2013] :

−→
B e(m) =

−→̃
B e(m)ie (1.54)

où
−→̃
B e est un vecteur unitaire normalisé par le courant et l’électroaimant e est parcouru par le

courant ie. En dépit des complexités issues des nonlinéarités du champ, et donc des gradients

associés, cet actionneur permet d’obtenir des entrées de commande importantes et d’éviter les

problèmes de multiplexage qui apparaissent sur l’IRM. En revanche, ce type de dispositif ne

constitue qu’un actionneur et il est donc nécessaire de recourir à un imageur dédié afin d’accéder

à la mesure.

1.5 Différents concepts de propulsion

L’idée de microrobots endovasculaires n’est pas récente puisque Purcell [Purcell, 1977] pro-

posait déjà différents concepts de robots pouvant naviguer dans des fluides à bas Reynolds. Il

existe dans la littérature de nombreux concepts, dont un grand nombre qui sont bio-inspirés,

et on trouvera une synthèse assez exhaustive dans [Nelson et al., 2010], qui présente égale-
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Figure 1.14 – OctoMag prototype ETH Zurich

ment de nombreuses applications médicales : chimiothérapie ciblée en utilisant les microro-

bots pour convoyer des drogues localement au lieu de les répandre dans tout l’organisme

[Delvin, 2007, Pouponneau et al., 2011], nécrose contrôlée par thermothérapie afin de brûler

des métastases [Andrä and Nowak, 2007], pose de stent [Zhang et al., 2005], capteur embarqué

(comme dans [Ergeneman et al., 2008] pour la mesure du taux d’oxygène dans les tissus), etc...

Nous avons présenté dans les sections précédentes de ce chapitre les lois qui régissent

la dynamique d’un microrobot endovasculaire, et notamment comment générer des champs

magnétiques permettant de fournir, à distance et sans lien mécanique, de l’énergie à

des microrobots. Nous allons maintenant étudier comment cette énergie peut être mise

à profit afin de propulser un microrobot. Nous exposerons trois des principes majeurs

de la propulsion par actionnement magnétique déporté : les robots à flagelles élastiques

[Lagomarsino et al., 2003], [Evans and Lauga, 2010], [Dreyfus et al., 2005] ; les robots à flagelle

hélicoïdale [Edd et al., 2003], [Abbott et al., 2009], [Diller and Sitti, 2013] ; et enfin la technique

de bead pulling [Quate et al., 1991], [Honda et al., 1996], [Mathieu et al., 2006]. Ces trois types

de propulsion reposent sur le fait qu’un corps, soumis à un champ magnétique extérieur et

constitué d’un matériau magnétique avec un taux volumique τm et une aimantation
−→
M subit

une force
−→
F m et un couple

−→
Γm magnétiques donnés par :

−→
F m = τmV (

−→
M · −→∇)

−→
B (1.55)

−→
Γm = τmV

−→
M ∧ −→

B (1.56)

1.5.1 Flagelle élastique

Les microrobots à flagelles élastiques sont inspirés des cellules eucaryotes. Ces dernières se

propulsent grâce à des ondes de déformation qui se diffusent de leur tête jusqu’à l’extrémité

de leur(s) flagelle(s) élastique(s). La déformation des flagelles donne naissance à une force de

propulsion permettant à la cellule de se déplacer dans le fluide car la tête brise la symétrie
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de diffusion de ces ondulations. Le fluide doit être assez visqueux pour que la force résultante

permette la propulsion, ce qui rend ce type de propulsion avantageux à bas Reynolds.

Considérons un microrobot constitué d’une tête sphérique de rayon r possédant une ai-

mantation
−→
M , munie d’une flagelle élastique de rayon rf ≪ r. Afin de créer un battement de

la flagelle, plusieurs techniques sont possibles : on peut exercer soit une force soit un couple

sur la tête afin d’exercer respectivement une force ou un couple sur la base de la flagelle. Un

gradient de champ magnétique ou un champ magnétique oscillant périodique avec une pulsation

ω, de normes respectives notées f0 = τmV ‖ ~M‖‖~∇B‖ et γ0 = τmV ‖ ~M‖‖B‖, peuvent donc être

utilisés pour propulser le microrobot. Les entrées de commande sont donc ici ω et l’amplitude

de la force ou du couple selon le choix d’actionnement pour contrôler l’amplitude de la force

propulsive, et l’axe du gradient ou du couple pour le contrôle en orientation.

Figure 1.15 – Microrobot à flagelle élastique

La modélisation de la force induite par le battement de la flagelle est ardue, que ce soit par ap-

proche analytique [Taylor, 1951, Wiggins et al., 1998, Evans and Lauga, 2010] ou par approche

numérique [Lagomarsino et al., 2003]. Nous nous plaçons ici dans le cadre d’une approche ana-

lytique et présentons brièvement les résultats de [Wiggins et al., 1998, Evans and Lauga, 2010]

dans le cadre de la dynamique de petites déformations. Notons y(x, t) le déplacement de la fla-

gelle sur un axe normal à celui de la flagelle (voir figure 1.15). Par une approche énergétique

dans le plan, [Wiggins et al., 1998] a montré que l’élastohydrodynamique est régie par l’équation

d’hyperdiffusion linéaire :

y1t = − k

ζn
y4x (1.57)

avec la notation yi∗ =
∂iy
∂∗i , k le coefficient de raideur de la flagelle de longueur L, et ζn le coefficient

de traînée visqueux normal. Suivant [Evans and Lauga, 2010], afin d’étudier la dynamique en
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régime établi, on pose y(x, t) = R
(
ỹ(x)e−iωt

)
. Afin d’adimensionner le système, on définit le

nombre de sperme Sp = L
(
ζnω
k

) 1

4

et on définit les grandeurs suivantes :

t̃ = t/ ω, x̃ = x/L, ỹ = y/y0 (1.58)

où y0 =
f0L3

k pour le cas actionné en force (AF), et y0 =
γ0L2

k pour le cas actionné en couple (AC).

A l’extrémité de la flagelle, les conditions aux limites sont alors données par :

y2x(L, t) = 0 ỹ(2)(1) = 0

y3x(L, t) = 0 ỹ(3)(1) = 0
(1.59)

et les conditions aux limites à l’extrémité actionnée par la tête du microrobot :

y(0, t) = 0 ỹ(0) = 0

y2x(0, t) = γ0
k cosωt ỹ(2)(0) = 1 (AC)

y3x(0, t) = f0
k cosωt ỹ(3)(0) = 1 (AF)

(1.60)

Lauga montre alors que les forces propulsives moyennées sur une période sont de la forme :

~Fm,f = −ωζnf
2
0L

6

4k2
If (Sp)~ex (AF) (1.61)

~Fm,c = −ωζnγ
2
0L

4

4k2
Ic(Sp)~ex (AC) (1.62)

pour un actionnement en force et en couple respectivement, où les fonction If et Ic sont des

intégrales qui décroissent en fonction du nombre de sperme, donc de l’entrée de commande ω,

et dépendent aussi fortement de la distance aux parois δ dont la présence modifie la valeur de ζn.

Si le cadre théorique est maintenant bien posé dans le cas de petites déformations, il n’en

va pas de même pour le cas de déplacements de plus grande amplitude, ni pour l’influence

des effets de bord sur la force motrice. Des expérimentations sur les microrobots à flagelle

élastique ont été menées par [Sudo, 2006] et [Guo et al., 2007]. Dans le cas [Dreyfus et al., 2005],

il s’agit d’une version légèrement différente puisque l’actionnement est distribué sur la flagelle,

composée d’une chaîne de particules magnétiques attachées à une tête magnétiquement inerte.

[Behkam and Sitti, 2006] ont également travaillé sur un actionnement réparti sur une flagelle

plane et non filaire : les forces résultantes sont plus importantes, mais l’actionnement réparti,

qui est utilisé par les bactéries, reste encore un verrou technologique.

1.5.2 Flagelle hélicoïdale

Le concept de microrobot à flagelle hélicoïdale est lui aussi bio-inspiré par certaines bactéries

qui utilisent une rotation de leur flagelle pour se propulser. Ce type de microrobot est bien adapté
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pour un écoulement à bas Reynolds [Purcell, 1977] puisqu’il repose lui aussi sur une viscosité

élevée du fluide. En faisant tourner une tête sur laquelle est encastré une flagelle hélicoïdale, on

crée une force motrice– à l’image de la rotation d’un tire-bouchon qui induit une force de rotation

–qui dépend de la vitesse angulaire de rotation ω et de la vitesse relative vr du microrobot dans

le fluide car la queue exerce une traînée additionnelle sur le fluide. Il est connu depuis bien

longtemps [Purcell, 1977] que la dynamique d’un tel microrobot est donnée par :
[
Fm

Γm

]
= −

[
a −b
−b c

][
vr

ω

]
(1.63)

avec les paramètres a, b et c donnés ci-dessous :





a = 2πnr

(
ζt cos

2(θ) + ζn sin
2(θ)

sin(θ)

)

b = 2πnr2(ζn − ζt) cos(θ)

c = 2πnr3

(
ζn cos

2(θ) + ζt sin
2(θ)

sin(θ)

)
(1.64)

avec ζn ≈ 2ζt les coefficients de traînée visqueux normal et tangentiel, n le nombre de tours de

l’hélice de rayon Rh, et θ l’angle d’attaque de l’hélice comme illustré sur la figure 1.16.

Figure 1.16 – Microrobot à flagelle hélicoïdale

En utilisant pour tête un dipôle placé dans un champ magnétique
−→
B (t) tournant à pulsation

ω, l’équation (1.50) montre que ce champ crée un couple
−→
Γm qui tend à aligner le moment

magnétique du dipôle selon l’axe du champ et l’on fait ainsi tourner la tête à pulsation ω si ce

champ est assez puissant. Les entrées de commande d’un tel système sont alors ω pour contrôler
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l’amplitude de la force, et l’axe du couple pour contrôler son orientation :

~Fm = 2πnr
(
r(ζn − ζt) cos(θ)ω

−→
Γm

‖−→Γm‖
− ζt cos

2(θ) + ζn sin
2(θ)

sin(θ)
~vr

)
(1.65)

Le premier terme, propulsif, croît au carré du rayon r du microrobot tandis que le second

terme, résistif car associé à la traînée de la queue, ne croît que linéairement en fonction de

r. Il est ici tentant d’utiliser une pulsation la plus grande possible, mais outre les problèmes

techniques, cela pose trois problèmes majeurs : il ne faut pas que l’aimantation du microrobot

ne « décroche » du couple magnétique ; la traînée de l’hélice est ici modélisée en utilisant la

loi de Stokes –donc un bas Reynolds– or une augmentation de la fréquence de rotation fait

augmenter le nombre de Reynolds ; enfin des phénomènes de cavitation peuvent apparaître à

haute fréquence. En pratique, on observe donc une fréquence maximale au delà de laquelle le

rendement de ce type de propulsion s’effondre [Zhang et al., 2010a].

Que ce soit théoriquement [Arcese et al., 2012] ou en pratique [Zhang et al., 2010a],

[Mahoney et al., 2011], [Xu et al., 2015], l’efficacité des microrobots à flagelle hélicoïdale dé-

passe celle des microrobots à flagelle élastique (du moins à actionnement non distribué) à

bas Reynolds, d’où son utilisation croissante. De plus, comme le soulignent les auteurs dans

[Abbott et al., 2009], ces deux designs de microrobot permettent d’exploiter le couple magné-

tique, qui ne décroît qu’en fonction du cube de la distance de la bobine au microrobot, alors que

la force magnétique décroît en fonction du cette distance à la puissance 4.

1.5.3 Bead pulling

C’est le concept le plus simple de propulsion d’un microrobot. Il n’est pas bio-inspiré mais

découle naturellement de l’expression de la force magnétique (1.49). Ce type de microrobot

est soit un simple dipôle, soit un aggrégat de dipôles comme l’illustre la figure 1.17, qui est

simplement poussé par la force magnétique : les entrées de commande sont donc les gradients de

champ magnétique, qui contrôlent à la fois l’amplitude et l’orientation de la force de propulsion :

−→
F m = τmV (

−→
M · −→∇)

−→
B (1.66)

Afin de pallier le fait que les gradients de champ décroissent plus rapidement que le champ,

il est crucial d’utiliser ici des matériaux à forte aimantation. Cependant, comme cette force est

fonction du cube du rayon du microrobot, alors que les expressions des forces propulsives pour

les microrobots à flagelle (1.61) et (1.65) montrent une dépendance en r2, la propulsion par

bead pulling perd de son intérêt à petites dimensions (la dizaine de micromètres). L’avantage

de cette propulsion, c’est qu’elle ne requiert pas de champ magnétique très important, même

si un champ important lui est bénéfique en augmentant son aimantation. Cette propulsion est

donc bien adaptée à l’utilisation en IRM [Mathieu et al., 2006, Tamaz et al., 2008] ou avec un
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Figure 1.17 – Microrobot sphérique (bead pulling) sous forme simple ou aggrégée

dispositif expérimental de type Octomag [Kratochvil et al., 2010, Arcese et al., 2013]. De plus

cette approche permet d’utiliser des aggrégats, et ainsi d’adapter le rayon du microrobot à celui

des vaisseaux sanguins qu’il traverse, ce qui est plus problématique pour la flagelle élastique,

et plus encore pour la flagelle hélicoïdale puisqu’il faudrait diminuer son rayon. Il en résulte

un risque faible d’embolie, mais aussi l’exploitation d’une poussée maximale en fonction des

dimensions de la vasculature si la désagrégation est contrôlée.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons d’abord présenté comment peuvent être générés des champs et

gradients de champs magnétiques en vue d’actionner des microrobots. Ces microrobots étant

destinés à parcourir le système sanguin, nous en avons exposé quelques caractéristiques ainsi que

celles des imageurs utilisés dans le domaine médical. Nous avons ensuite présenté une synthèse

des expressions analytiques des différentes forces qui agissent sur la dynamique de microrobots

immergés dans le système sanguin. Enfin, nous avons donné un aperçu des différents systèmes

de propulsion de microrobots magnétiques actionnés à distance. L’intérêt de ce chapitre ne

réside aucunement dans l’originalité, mais dans la synthèse de l’ensemble de ces forces.

Une attention particulière a été portée sur la modélisation des forces dérivant de la mé-

canique des fluides. En effet, un microrobot naviguant dans les vaisseaux sanguins fait face

à une force qui est dominante : la force hydrodynamique exercée par le flux sanguin sur
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le microrobot. Cette force est non linéaire et dépend très fortement de la vitesse du flux

sanguin. Or cette dernière varie dans le temps et l’espace, et est difficilement accessible à

la mesure avec une résolution adéquate. Nous avons donc exploité la solution analytique de

l’écoulement de Womersley pour proposer un modèle de vitesse du sang qui sera développé

dans le chapitre suivant afin de permettre la synthèse de deux observateurs de la vitesse du sang.

Le chapitre suivant exploite les expressions données ici afin d’exhiber des modèles dynamiques

propres à la synthèse ultérieure de lois de commande et d’observateurs, ce qui est l’objectif de

ce mémoire.
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2.1 Introduction

Ce chapitre sera dédié à l’exploitation de la modélisation des forces effectuée dans le chapitre

1. Nous introduisons quelques rappels de base en automatique. Nous élaborerons des représenta-

tions d’état des systèmes étudiés à des fins de contrôle et d’observation (dans les chapitres 3 et

4). Nous donnerons tout d’abord les représentations d’état d’un microrobot en 1D et 2D (sys-

tème réduit), puis celles correspondant à plusieurs microrobots. Nous expliciterons ensuite des

modèles de flux pulsatile sanguin. Enfin, nous combinerons les représentations d’état du système

réduit avec celles de la vitesse du sang pour obtenir les représentations d’état du système étendu.

Nous obtiendrons deux modèles réduit et étendu, le premier sera exploité pour la synthèse de

lois de commande dans le but de contrôler les états du microrobot le long d’une trajectoire de

référence xref , et le deuxième sera utilisé pour synthétiser un observateur d’état afin de recons-

tituer les états non accessibles du modèle étendu, c’est-à-dire les vitesses du microrobot et du

sang, voire aussi la pulsation cardiaque lorsque celle-ci est supposée inconnue.

Nous introduisons d’abord quelques rappels de base en automatique

2.2 Rappels d’automatique

Dans cette section, je vais effectuer un rappel sur les notions de représentation d’état

des systèmes linéaires et non linéaires, et de leur stabilité [Isidori, 1995], [Yang et al., 2012],

[Khalil, 2001]. Un système est défini en général par ses entrées ui, ses sorties yi et ses états xi,

lesquels ne sont pas toujours accessibles, comme l’illustre la figure 2.1.

Figure 2.1 – Système dynamique x ∈ R
n, u ∈ R

p, y ∈ R
m
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2.2.1 Représentation d’état

Nous nous concentrons ici sur les systèmes décrits par des équations différentielles continues.

Une représentation d’état contient les variables d’état x1, . . . , xn qui représentent l’ensemble de

variables nécessaires pour décrire le système ; leur connaissance à l’instant t0 ainsi que celle du

signal d’entrée u permettent de calculer la sortie y du système pour tout t ≥ t0. Il est possible de

classifier ces représentations selon leur linéarité : linéaire à temps invariant (LTI) pour un système

linéaire stationnaire, linéaire temps variant (LTV) pour un système linéaire non stationnaire, et

non linéaire sinon. Ces représentations d’état permettent l’étude de propriétés intrinsèques du

système : sa stabilité, sa commandabilité et son observabilité.

2.2.1.1 Systèmes non linéaires

Un système est généralement modélisé sous forme d’une représentation d’état non linéaire

donnée ci-dessous :

ΣNL :

{
ẋ = f(x, u)

y = h(x, u)
(2.1)

où x ∈ X ⊂ R
n, u ∈ U ⊂ R

p, y ∈ Y ⊂ R
m sont respectivement les vecteurs d’état, de commande

et de sortie et fT =
[
f1 . . . fn

]
, hT =

[
h1 . . . hm

]
des champs de vecteurs dans F ⊂ R

n et

H ⊂ R
m respectivement. On distingue les points suivants du système :

• les points d’équilibre xe du système (2.1), qui satisfont f(xe, 0) = 0.

• les points de fonctionnement (xf , uf ) du système (2.1), qui satisfont f(xf , uf ) = 0.

La trajectoire du système (2.1), d’état initial x0 = x(t0), est notée par Xu(t, x0) pour une

commande u appliquée sur l’intervalle [t0, t].

2.2.1.2 Systèmes linéaires

Les systèmes linéaires sont généralement obtenus par linéarisation des systèmes non linéaires

donnés par (2.1).

Soit Ū(t), une entrée nominale et soit X̄(t) l’état correspondant : ˙̄X(t) = f(X̄(t), Ū(t)).

La sortie nominale Ȳ (t) est donnée par Ȳ (t) = g(X̄(t), Ū(t)). Soient des perturbations faibles

u(t) affectant Ū(t) : U(t) = Ū(t) + u(t) : ces perturbations affectent le vecteur d’état X(t) =

X̄(t) + x(t) et la sortie Y (t) = Ȳ (t) + y(t). On obtient alors :
{
Ẋ(t) = f(X̄(t) + x(t), Ū(t) + u(t))

Y (t) = g(X̄(t) + x(t), Ū(t) + u(t))
(2.2)

En réalisant un développement de Taylor au premier ordre de f et g du système (2.2), on obtient :
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Ẋ(t) = ˙̄X(t) + ẋ(t) ≈ f(X̄(t), Ū(t)) +

(
∂f

∂X

∣∣∣∣
X̄,Ū

)

︸ ︷︷ ︸
FX

x(t) +

(
∂f

∂U

∣∣∣∣
X̄,Ū

)

︸ ︷︷ ︸
FU

u(t)

Y (t) = Ȳ (t) + y(t) ≈ g(X̄(t), Ū(t)) +

(
∂g

∂X

∣∣∣∣
X̄,Ū

)

︸ ︷︷ ︸
GX

x(t) +

(
∂g

∂U

∣∣∣∣
X̄,Ū

)

︸ ︷︷ ︸
GU

u(t)

On obtient alors le système linéaire en x(t) :
{
ẋ(t) = FXx(t) + FUu(t)

y(t) = GXx(t) +GUu(t)

2.2.1.2.1 Système LTV Un système linéaire à temps variant est obtenu par linéarisation

du système (2.1) autour d’une trajectoire de référence (xr(t), ur(t)) :

ΣLTV :

{
ẋ = A(t)x+B(t)u

y = C(t)x+D(t)u
(2.3)

où les matrices A(t), B(t), C(t) et D(t) sont données ci-dessous :

A(t) =

[
∂f

∂x
(x, u)

]

(x(t)=xr(t),u(t)=ur(t))

B(t) =

[
∂f

∂u
(x, u)

]

(x(t)=xr(t),u(t)=ur(t))

C(t) =

[
∂h

∂x
(x, u)

]

(x(t)=xr(t),u(t)=ur(t))

D(t) =

[
∂h

∂u
(x, u)

]

(x(t)=xr(t),u(t)=ur(t))

(2.4)

On suppose que les coefficients des matrices définies ci-dessus sont continus par morceaux.

Alors pour une condition initiale x0 = x(t0) et une entrée intégrable u(τ), il existe une trajectoire

unique Xu(t, x0) solution du système (2.3) :

Xu(t, x0) = Φ(t, t0)x0 +

∫ t

t0

Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ (2.5)

avec Φ(., .) la matrice de transition du système (2.3), solution du système suivant :

Φ̇(t, τ) = A(t)Φ(t, τ) (2.6)

Φ(τ, τ) = In (2.7)

2.2.1.2.2 Système LTI Un système linéaire invariant dans le temps, ou système station-

naire, est donné par :

ΣLTI :

{
ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du
(2.8)
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où les matrices A, B, C et D sont données comme suit :

A =

[
∂f

∂x
(x, u)

]

(x=x∗,u=u∗)

B =

[
∂f

∂u
(x, u)

]

(x=x∗,u=u∗)

C =

[
∂h

∂x
(x, u)

]

(x=x∗,u=u∗)

D =

[
∂h

∂u
(x, u)

]

(x=x∗,u=u∗)

(2.9)

où (x∗, u∗) est un point de fonctionnement du système.

Connaissant l’état initial x0 = x(t0) du système (2.8) et la commande u(τ) sur l’intervalle

[t0, t], alors sa trajectoire Xu(t, x0) est un cas particulier plus simple de (2.5) :

Xu(t, x0) = eA(t−t0)x0 +
∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ (2.10)

avec :

e(t−t0)A =
+∞∑

k=0

1

k!
(t− t0)

kAk (2.11)

par définition de la série entière d’exponentielle.

2.2.2 Stabilité

Dans cette section, on considère la stabilité des systèmes autonomes (u = 0).

Définition 2.2.1 [Boule] : Soit x0 ∈ R
n et ε > 0, la boule du centre x0 et de rayon ε est

définie comme suit :

Bε(x0) = {x ∈ R
n : ||x− x0|| ≤ ε}

Définition 2.2.2 [Convexe] : Un ensemble Co ⊂ R
n est dit convexe si :

∀(x, y) ∈ Co2, ∀λ ∈[0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ Co

On note alors Co(x, y) = {z ∈ R
n : z = λx+ (1− λ)y, 0 ≤ λ ≤ 1}.

Définition 2.2.3 [Stabilité au sens de Lyapunov] : Le point d’équilibre xe = 0 du système

(2.1) est stable au sens de Lyapunov si pour tout ε > 0 il existe δ(t0, ε) > 0 tel que :

||x(t0)|| < δ =⇒ ||x(t)|| < ε, ∀ t ≥ t0 (2.12)

Si δ est indépendant de t0, on parle alors de stabilité uniforme.

Définition 2.2.4 [Stabilité asymptotique] : Le point d’équilibre xe = 0 du système (2.1) est

asymptotiquement stable si :

1. xe est stable, et
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2. xe est localement attractif ; c’est-à-dire, il existe δ(t0) tel que :

||x(t0)|| < δ =⇒ lim
t→+∞

x(t) = 0 (2.13)

Si δ est indépendant de t0, on parle alors de stabilité asymptotique uniforme.

Définition 2.2.5 [Stabilité exponentielle] : Le point d’équilibre xe = 0 du système (2.1) est

exponentiellement stable s’il existe α, β > 0 :

||x(t0)|| ≤ ε, ∀t ≥ t0 : ||x(t)|| ≤ βe−α(t−t0)||x(t0)|| (2.14)

La plus grande constante α est appelée le taux de convergence. Le système (2.1) est dit globalement

exponentiellement stable si (2.14) est vérifiée pour tout x(t0) ∈ R
n.

Définition 2.2.6 [Lyapunov exponentielle stabilité] : Soit xe = 0 un point d’équilibre pour

le système autonome (2.1). On dit que xe est exponentiellement stable s’il existe ε > 0 et une

fonction V ∈ C1 telle qu’il existe des constantes positives α1, α2, α3, α4 :

• α1||x||2 ≤ V (x) ≤ α2||x||2 ;

• V̇ (x) =
∂V

∂x
(x)f(x, 0) ≤ −α3||x||2 ;

•
∥∥∥∥
∂V

∂x
(x)

∥∥∥∥ ≤ α4||x||.
∀x ∈ Bε(xe). Si les conditions ci-dessus sont valables pour tout x ∈ R

n, on dit alors que xe est

globalement exponentiellement stable.

Définition 2.2.7 [Critère algébrique] : On considère un système LTI donné par (2.8). Soient

λi, i = 1, . . . , n les valeurs propres de A avec mλi et dλi leurs ordres de multiplicité algébrique

et géométrique, on dit alors que le système (2.8) est :

1. asymptotiquement stable si seulement si ∀ i, Re(λi) < 0.

2. marginalement stable si seulement si :

• ∀ i : Re(λi) ≤ 0, et

• ∃ i : Re(λi) = 0, et mλi = dλi pour tout Re(λi) = 0.

3. instable si et seulement si :

• ∃ i : Re(λi) > 0, ou bien

• ∃ i : Re(λi) = 0, et dλi < mλi .

Définition 2.2.8 [Fonction définie positive ou négative] : Soit une application Q : Rs →
R et D ⊂ R

s contenant l’origine, on dit que :

• Q est semi-définie positive sur D, noté Q(z) ≥ 0, si Q(0) = 0 et Q(z) ≥ 0 ∀z ∈ D∗ ;

• Q est définie positive sur D, noté Q(z) > 0, si Q(0) = 0 et Q(z) > 0 ∀z ∈ D∗.
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• Q est semi-définie négative sur D, noté Q(z) ≤ 0, si Q(0) = 0 et Q(z) ≤ 0 ∀z ∈ D∗ ;

• Q est définie négative sur D, noté Q(z) < 0, si Q(0) = 0 et Q(z) < 0 ∀z ∈ D∗.

Définition 2.2.9 [Fonction candidate de Lyapunov] : Une fonction V ∈ C1(D ⊂ R
n,R+)

est appelée fonction candidate de Lyapunov si elle est définie positive sur D.

Théorème 2.2.10 [Théorème de Lyapunov] : Soit xe = 0 ∈ X un point d’équilibre du

système (2.1). On suppose qu’il existe une fonction V (x) de classe C1 définie positive sur X. Le

long des trajectoires de (2.1), on a :

V̇ (x) =
∂V

∂x
f(x, 0)

=
∂V

∂x1
f1 + . . .+

∂V

∂xn
fn

On dit que le point xe est :

1. stable si V̇ (x) est semi-définie négative sur X

2. asymptotiquement stable si V̇ (x) est définie négative sur X

3. globalement asymptotiquement stable si

(a) xe est asymptotiquement stable et

(b) X = R
n et

(c) V (x) radialement non bornée : lim
||x||→+∞

V (x) = +∞

Définition 2.2.11 [Stabilité des systèmes linéaires à temps variant] : Soit V la fonction

de Lyapunov donnée par V (x) = xTP (t)x avec P (t) ∈ Mn(R) une matrice symétrique définie

positive. La dérivée de V le long des trajectoires du système (2.3) (autonome) est donnée par :

V̇ (x) = xT
[
AT (t)P (t) + P (t)A(t) + Ṗ (t)

]
x

On dit alors que le système (2.3) est stable si, pour une matrice bornée Q(t) = QT (t) ≥ 0, il

existe une unique matrice bornée P (t) = P T (t) > 0 solution de l’équation suivante :

AT (t)P (t) + P (t)A(t) + Ṗ (t) = −Q(t) (2.15)

Définition 2.2.12 [Stabilité des systèmes linéaires stationnaires] : Soit V la fonction de

Lyapunov donnée par V (x) = xTPx avec P ∈ Mn(R) une matrice symétrique définie positive.

La dérivée de V le long des trajectoires du système (2.8) (autonome) est donnée par :

V̇ (x) = xT
[
ATP + PA

]
x

On dit alors que le système (2.8) est stable si pour une matrice Q = QT ≥ 0, il existe une unique

matrice P = P T > 0 solution de l’équation suivante dite équation de Lyapunov :

ATP + PA = −Q (2.16)
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Définition 2.2.13 [Lemme de Barbalat] : Soit ψ : t ∈ R+ 7−→ ψ(t) ∈ R une fonction

uniformément continue donc de dérivée ψ̇ bornée. On suppose que lim
t→+∞

∫ t

0
ψ(τ)dτ existe et est

finie. Alors on a :

lim
t→+∞

ψ(t) = 0

Définition 2.2.14 [Lemme de Lyapunov Barbalat] : Soit une fonction V (t, x) qui satisfait

les conditions suivantes :

• V (t, x) est minorée (i.e. admet une borne inférieure).

• V̇ (t, x) est semi-définie négative.

• V̇ (t, x) est uniformément continue en t (condition suffisante pour avoir V̈ (t, x) bornée)

alors on a lim
t→+∞

V̇ (t, x) = 0.

Définition 2.2.15 [Fonction Lipschitzienne] : Soit f : I ⊂ R −→ R. La fonction f est dite

γ-lipschitzienne sur I si et seulement si :

∃ γ > 0, ∀ (x, y) ∈ I2, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ γ‖x− y‖

Définition 2.2.16 [Bornitude et convergence d’un ensemble] : Soit ẋ = f(t, x), avec

f(t, x) continue par morceaux par rapport à t, localement lipschitz par rapport à x ∈ X et telle

que f(t, 0) est uniformément bornée pour t ≥ 0. Soit V (t, x) ∈ C1 telle que :

W1(x) ≤ V (x, t) ≤W2(x)

d

dt
V =

∂

∂t
V (t, x) +

∂

∂x
V (t, x)ẋ ≤ −W3(x)

avec des fonctions W1(x) et W2(x) continues, définies positives et radialement non bornées, et

W3(x) continue et semi définie positive.

Prenons r : Br(0) ⊂ X et ρ = min
||x||=r

{W1(x)}. Alors, ∀x(t0) ∈ {W2(x) ≤ ρ} :

• x(t) est borné ∀t ≥ t0

• lim
t→+∞

W3(x(t)) = 0

Définition 2.2.17 [Ensemble invariant] : Soit D un sous-ensemble de X ⊂ R
n, on dit que

D est un :

• Ensemble invariant pour le système autonome (2.1) si :

∀x(0) ∈ D, x(t) ∈ D, ∀t ∈ R

• Ensemble positivement invariant pour le système autonome (2.1) si :

∀x(0) ∈ D, x(t) ∈ D, ∀t ∈ R+

Définition 2.2.18 [Fonction de classe K] : Soit une fonction ψ(t) :[0, a) −→ R+. On dit

que la fonction ψ est de :
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• classe K si ψ(0) = 0 et ∀t1, t2 : 0 ≤ t1 < t2, ψ(t1) < ψ(t2) ;

• classe K∞ si elle est de classe K, a = ∞ et lim
t→+∞

ψ(t) = +∞.

Définition 2.2.19 [Fonction de classe KL] : Soit une fonction ϕ(x, t) :[0, a)×[0, ∞) −→
R+. On dit que la fonction ϕ est de KL si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour t = t0, la fonction ϕ(x, t0) est de classe K par rapport à x ;

2. pour x = x0, ∀t1, t2 : 0 ≤ t1 < t2 : ϕ(x0, t1) > ϕ(x0, t2) et lim
t→+∞

ϕ(x0, t) = 0

Théorème 2.2.20 [Valeur de la moyenne pour les fonctions scalaires] : Soit une fonc-

tion ψ : Rn → R et (a, b) ∈ R
2n tel que ψ est différentiable sur Co(a, b). Alors il existe une

constante c ∈ Co(a, b), c 6= a, c 6= b, telle que :

ψ(a)− ψ(b) =
∂ψ

∂x
(c)(a− b) (2.17)

Théorème 2.2.21 [Valeur de la moyenne pour les fonctions vectorielles] : Soit une

fonction ψ : Rn → R
q et (a, b) ∈ R

2n tel que ψ est différentiable sur Co(a, b). Alors il existe des

constantes c1, . . . , cq ∈ Co(a, b), ci 6= a, ci 6= b pour i = 1, . . . , q, telles que :

ψ(a)− ψ(b) =

( q∑

i=1

n∑

j=1

eq(i)e
T
n (j)

∂ψi
∂xj

(ci)

)
(a− b) (2.18)

avec ψi la ième composante de ψ et eq(i) le i-ème vecteur de la base canonique de R
q.

2.3 Notations

Dans cette section, nous donnons toutes les notations qui seront utilisées par la suite, afin

de simplifier la lecture.

1. On note la force normalisée par la masse F ′ = F
m , avec F la force et m la masse.

2. On note la position et la vitesse du microrobot (j) respectivement paj , ṗaj le long de l’axe

a avec a ∈ {x, z}. Si un seul microrobot est considéré, on notera pa et ṗa.

3. Le modèle réduit d’un seul microrobot est noté :

(a) R1 en 1D et R2 en 2D.

(b) R1
s en 1D, dans le cas où la force de traînée est régie par la loi de Stokes (donc à bas

Reynolds).

4. Le modèle réduit de m microrobots en interaction est noté par R1m en 1D et R2m en

2D.

5. Le modèle fluidique est noté :
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(a) Fn dans le cas général d’une vitesse du sang composée de n harmoniques, caractérisée

par une pulsation inconnue.

(b) Fn
ω dans le cas particulier où la pulsation ω de la vitesse du sang est connue.

6. Le modèle étendu obtenu à partir des modèles réduit et fluidique est noté :

(a) E1,n
ω dans le cas 1D avec ω connue.

(b) E2,n
ω dans le cas 2D avec ω connue.

(c) E1,n dans le cas 1D avec ω inconnue.

En résumé, les modèles réduit, fluidique et étendu sont notés respectivement par R, F
et E . L’exposant est relativement lié à la dimension du modèle et l’indice désigne un cas

particulier du modèle.

2.4 Représentation d’état pour la commande

Nous élaborerons des représentations d’état réduites, elles seront exploitées pour la synthèse

de lois de commande dans le but de stabiliser un ou plusieurs microrobots le long des trajectoires

de références définies par les tâches assignées aux microrobots.

2.4.1 Représentation d’état pour un microrobot

Dans cette section, nous allons exploiter toutes les forces définies dans le chapitre précédent

et cela dans le but d’obtenir des modèles exploitables pour la commande et l’observation. Nous

élaborerons tout d’abord la représentation d’état en 1D d’un microrobot, pour le cas simplifié en

prenant la force de traînée linéaire, et pour le cas général où la force de traînée est non linéaire.

Ensuite nous donnerons la représentation d’état en 2D pour un microrobot, en considérant la

navigation de ce dernier dans un vaisseau sanguin de forme cylindrique.

2.4.1.1 Représentation en 1D

Dans cette section, nous distinguons deux cas pour le mouvement d’un microrobot sphérique

de rayon r :

1. Cas simple. Nous considérons le mouvement d’un microrobot le long de l’axe ~̇ı à bas

Reynolds (donc par exemple à très faibles vitesses) comme illustré sur la figure 2.2. La

force de traînée peut donc être modélisée par la loi de Stokes (1.17). On obtient alors un

système linéaire. De plus, nous considérons ici un déplacement le long de l’axe ~̇ı de sorte

que le microrobot n’est affecté que par la force de traînée et la force motrice. D’après le

tableau 1.1, l’hypothèse d’un écoulement de Stokes n’est valable que dans les capillaires

et les veinules, mais pour notre étude nous considérons la navigation d’un microrobot

dans une artère. L’hypothèse d’un écoulement de Stokes est cependant toujours valide si

Re =
2ρfvrr
η < 1 donc si la vitesse relative du microrobot par rapport au fluide est très

faible.
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2. Cas plus général. Nous étudierons le mouvement d’un microrobot le long de l’axe ~k

(voir figure 2.2) pour une large plage de nombres de Reynolds, donc avec un modèle

non linéaire de la force de traînée donné par (1.22). De plus, nous allons prendre en

considération le poids apparent du microrobot ~Fw donné par (1.40). Dans ce cas, nous

généralisons le cas simple d’une part en prenant plus de forces en considération (poids

apparent), d’autre part pour une force de traînée non linéaire donc pour des écoulements

à Reynolds très faible ou élevé .

Figure 2.2 – Cas simple et cas plus général en 1D

Premièrement dans le cas simple, le microrobot est soumis à la force de traînée régie par la

loi de Stokes (1.17) et la force magnétique ~Fm donnée par (1.66). En utilisant l’expression de la

force de traînée donnée par (1.17) pour un mouvement à faible Reynolds dans un milieu infini

et l’effet des parois d’un vaisseau sanguin caractérisé par le paramètre β donné par (1.20), la

force de traînée le long de l’axe ~̇ı est alors donnée par :

~Fd = −ma(ṗx − vf (px, t))~̇ı , a =
9η

2βρr2
(2.19)

avec vf (px, t) la vitesse du flux sanguin à l’instant t et à la position px.

La force magnétique motrice ~Fm exercée sur le microrobot est donnée par (1.66), l’expression

simplifiée de cette force est donnée par (voir Annexe A.1) :

~Fm = mβ′1~u , β′1 =
τmM

ρ
(2.20)

Le mouvement du microrobot le long de l’axe ~̇ı est alors régi par :

mp̈x~̇ı = ~Fd + ~Fm (2.21)
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Prenons comme vecteur d’état x = [x1 x2]
T = [px ṗx]

T . En utilisant (2.21) et les expressions

des forces ~Fd et ~Fm données par (2.19) et (2.20), on obtient le système linéaire suivant :

(R1
s) :





ẋ =

[
0 1

0 −a

]
x+

[
0

β′1

]
u+

[
0

aξ1

]

y =
[
1 0

]
x

(2.22)

Deuxièmement dans le cas plus général, le mouvement du microrobot sera étudié le long de l’axe
~k, le microrobot sera soumis à son poids apparent ~Fw donné par (1.40), à la force de traînée non

linéaire ~Fd donnée par (1.22) et à la force magnétique ~Fm donnée par (1.66). On se place dans

le cas d’un écoulement ayant un nombre de Reynolds Re inférieur à 2 × 105, nous remplaçons

le coefficient de traînée Cd dans (1.22) par son expression donnée par (1.19a), et en utilisant les

équations (1.14) et (1.20), nous obtenons l’expression simplifiée de la force de traînée ~Fd le long

de l’axe ~k (voir annexe A.2) :

~Fd = −m
[
a|ṗz − ξ1|+ b(ṗz − ξ1)

2 + c
(ṗz − ξ1)

2

1 + d
√

|ṗz − ξ1|

]
sign(ṗz − ξ1)~k (2.23)

avec les paramètres a, b, c et d donnés ci-après :

a =
9η

2βρr2
b =

3ρf
20rβ2ρ

c =
9ρf

4rβ2ρ
d =

√
2rρf
βη

(2.24)

Appliquons le principe fondamental de la dynamique sur le microrobot le long de l’axe ~k :

mp̈z~k = ~Fd + ~Fm + ~Fw (2.25)

Prenons comme vecteur d’état x = [x1 x2]
T = [pz ṗz]

T . En utilisant (2.25) et les expressions

des forces ~Fd, ~Fw et ~Fm données par (2.23), (1.40) et (2.20), on obtient le système non linéaire

suivant :

(R1) :





ẋ =

[
0 1

0 0

]
x+

[
0

β′1

]
u+

[
0

Φ(x, ξ)

]
+

[
0

1

]
ϑ

y =
[
1 0

]
x

(2.26)

où ϑ = F ′
w =

ρ−ρf
ρ g et Φ(x, ξ) = φT (x, ξ)θ avec θ = [a b c]T et la fonction φ(x, ξ) donnée par :

φT (x, ξ) = −sign(x2 − ξ1)

[
|x2 − ξ1|, (x2 − ξ1)

2,
(x2 − ξ1)

2

1 + d
√

|x2 − ξ1|

]
(2.27)

Le système réduit (R1) sera utilisé pour la synthèse de lois de commande dans le but de

stabiliser le microrobot le long d’une trajectoire de référence. Nous distinguerons alors différents

cas, selon que les paramètres ϑ et θ sont connus ou non. D’après l’équation (2.24), les paramètres
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a, b, c et d dépendent de r, β, ρ, ρf et η, et comme la viscosité du sang η varie selon le type de

vaisseau, le taux d’hématocrite, et le paramètre adimensionnel β qui caractérise l’effet des parois

varie aussi en fonction des rayons du microrobot et du vaisseau sanguin, il est alors important

de prendre en considération le caractère incertain des paramètres du système réduit lors de la

synthèse de lois de commande et d’observateurs.

2.4.1.2 Représentation en 2D

Considérons le mouvement d’un microrobot en 2D dans un vaisseau sanguin cylindrique, où

~p = (px, pz) et ~v = (ṗx, ṗz) sont respectivement les positions et les vitesses du microrobot le long

des axes ~̇ı et ~k. Le microrobot est soumis à plusieurs forces, comme l’illustre la figure 2.3.

Figure 2.3 – Les forces exercées sur un microrobot en 2D dans un vaisseau sanguin cylindrique.

Les distances algébriques de la surface du microrobot aux parois supérieure et inférieure sont

notées δ1 et δ2 respectivement. La vitesse relative ~vr du microrobot par rapport au fluide est

caractérisée par un angle ψ dans le repère F(0,~ı,~k). Le microrobot subit la force de traînée ~Fd,

la force magnétique ~Fm, son poids apparent ~Fw, la force électrostatique ~Fe et la force de contact
~Fc illustrées par (b)-(c).

Le flux sanguin possède un caractère pulsatile périodique, et cela est dû aux deux phases de

systole et de diastole du cœur. Donc la vitesse du sang sera variable en fonction du temps et de

l’espace comme illustré sur la figure 2.4 .

En prenant en compte l’effet des parois, la vitesse du fluide s’annule à la surface des deux

parois et elle est maximale sur l’axe du vaisseau sanguin. Le profil spatial de la vitesse du fluide

peut être compliqué si le fluide est non newtonien, nous supposons que le sang est newtonien,

nous modélisons par exemple le profil spatial du flux sanguin comme un profil parabolique, ce

dernier est caractérisé par un facteur de forme noté vs(x). La variation de la vitesse temporelle

notée vt(t) = ξ1 sera modélisée par un modèle inspiré du modèle de Wormesley donné dans
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Figure 2.4 – Profil parabolique du flux sanguin. La vitesse du sang est minimale à l’instant t0

(phase de diastole), est maximale à l’instant t3 (phase de systole). Les microrobots ai et bi ne

subissent pas la même force de traînée car δai < δbi , sauf à l’instant t1 lorsque ~Fd,b1 = ~Fd,b2 = 0.

Les microrobots (b0), (b1), (b2) et (b3) ne subissent pas la même force de traînée à cause du

caractère pulsatile du flux sanguin.

le chapitre 1. Donc la vitesse du fluide notée vf (x, t), sera donnée comme le produit du profil

spatial et la vitesse temporelle à l’apex.

Pour simplifier l’étude du mouvement d’un microrobot, nous considérons un vaisseau sanguin

cylindrique pour qu’on projette uniquement la force de traînée suivant les deux axes Ox et Oz.

Nous prenons aussi un profil parabolique pour le profil spatial vs(x) :

vs(pz) =

[
1− 4

(pz
D

)2
]

(2.28)

Le profil parabolique donné par (2.28) est déduit du modèle de Womersley donné par (1.27).

La vitesse du fluide est alors donnée par vf (x, t) = ξ1vs(pz), avec ξ1 solution d’un système

autonome d’équations différentielles qui sera donné par la suite. La norme de la vitesse relative

du microrobot par rapport à la vitesse du sang et l’angle ψ sont donnés par :

‖~vr‖ = vr =
√
(ṗx − vf )2 + ṗ2z ψ = arctan

[
ṗz

ṗx − vf

]
(2.29)

Comme ~vr = ~v−~vf , nous remplaçons le coefficient de traînée Cd dans (1.22) par son expression

donnée par (1.19a), nous obtenons l’expression de la force de traînée ~Fd dans le repère F(0,~̇ı,~k) :




~Fd = m(F ′
d cosψ

~̇ı+ F ′
d sinψ

~k) = m(F ′
d,x
~̇ı+ F ′

d,z
~k)

F ′
d = −(avr + bv2r + c

v2r
1 + d

√
vr

)
(2.30)
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où a, b, c, d, vr et ψ sont donnés par (2.24) et (2.29). La force électrostatique et la force de

contact, issues respectivement des équations (1.30) et (1.37), s’écrivent comme :

~Fe = meF ′
e
~k = me

(
H(δ1)

(r + δ1)2
− H(δ2)

(r + δ2)2
+
H(−δ1)−H(−δ2)

r2

)
~k

~Fc = mfF ′
c
~k = mf

(
|δ2|3/2H(−δ2)− |δ1|3/2H(−δ1)

)
~k

(2.31)

avec les distances algébriques δ1 et δ2, et les paramètres e et f suivants :

δ1 =
D

2
− r − pz δ2 =

D

2
− r + pz e =

3q2

16π2r3ρεε0
f =

3K

4πr3ρ
(2.32)

Appliquons le principe fondamental de la dynamique sur le microrobot :

m~̇v = ~Fd + ~Fm + ~Fw + ~Fe + ~Fc. (2.33)

Prenons comme vecteur d’état x = [x1 x2 x3 x4]
T = [px pz ṗx ṗz]

T . En utilisant (2.33) et les

expressions des forces données par (2.30), (2.31), (2.20) et (1.40), on obtient la représentation

suivante :

(R2) :

{
ẋ = Arx+Br(β

′
1u+ g(x, ξ)) + bϑϑ

y = Crx
(2.34)

avec :

Ar =

[
02 I2

02 02

]
, Br =

[
02

I2

]
, bϑ =

[
031

1

]
, CTr =

[
I2

02

]
(2.35)

où ϑ = F ′
w, z ∈ R

4, u = [u1 u2]
T est l’entrée de commande et la sortie y = [x1 x2]

T est mesurée

par un imageur. La fonction g(x, ξ) = [g1 g2]
T est donnée par :

{
g1(x, ξ) = F ′

d,x

g2(x, ξ) = F ′
d,z + F ′

e + F ′
c

(2.36)

Dans le cas où le vecteur de paramètres θ = [a b c]T est incertain, nous introduisons la

notation suivante :

g(x, ξ) +

(
0

1

)
ϑ = ΦT (x, ξ)θ +Ψ(x)

avec les fonctions Φ et Ψ suivantes :

ΦT (x, ξ) =

(
− cos(ψ)

− sin(ψ)

)(
vr, v2r ,

v2r
1 + d

√
vr

)

ΨT (x) =
(

0, F ′
e + F ′

c + ϑ
) (2.37)

Le système R2 possède des non linéarités complexes, des paramètres incertains, donc un

tel système présente des difficultés lors d’une synthèse d’une loi de commande ou bien d’un

observateur.
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2.4.2 Représentation d’état pour deux microrobots

Nous avons vu précédemment les représentations d’état d’un unique microrobot. Si, certaines

tâches peuvent être accomplies par un seul microrobot ; en revanche l’accomplissement d’autres

tâches, comme le traitement d’une tumeur, exige que suffisamment de médicament soit libéré

au voisinage de la tumeur. Or la quantité de médicament incorporée dans un seul microrobot

est insuffisante pour traiter une tumeur, d’autant qu’un trop grand microrobot emboliserait

l’artère, d’où l’intérêt de contrôler plusieurs microrobots avec les mêmes entrées de commande.

Cette section sera consacrée à la détermination des représentations d’état en 1D et 2D de deux

microrobots liés par la force magnétique d’interaction.

2.4.2.1 Représentation en 1D

On considère deux microrobots magnétiques (j) et (k), sphériques de rayons respectifs rj et

rk. Les deux sphères sont soumises aux forces magnétiques, hydrodynamiques et d’interactions

magnétiques comme illustré sur la figure 2.5.

Figure 2.5 – Deux microrobots naviguant dans un vaisseau sanguin cylindrique

Afin de simplifier l’étude, on suppose ici que la vitesse du fluide est nulle (fluide statique), et

que les vitesses relatives sont faibles. Dans ce cas, la navigation n’est plus endovasculaire mais

plutôt dans le système urinaire ou rachidien. On peut alors modéliser la force de traînée subie

par les microrobots par la loi de Stokes (1.17). On obtient alors les expressions simplifiées des

forces pour les microrobots (j) et (k) :




~Fmj = mjαju ~̇ı

~Fdj = −mjaj ṗxj ~̇ı

~Fkj = − mjejk
(pxj − pxk)

4
~̇ı





~Fmk
= mkαku ~̇ı

~Fdk = −mkakṗxk
~̇ı

~Fjk =
mkekj

(pxj − pxk)
4
~̇ı

(2.38)
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où ~Fmj représente la force magnétique, ~Fdj est la force de traînée exercée sur le microrobot (j),

et ~Fkj = −~Fjk est l’interaction magnétique entre les microrobots (j) et (k). Ces expressions

utilisent les notations suivantes :

• mj est la masse du microrobot (j).

• pxj est la position du microrobot (j).

• Mj représente le moment magnétique du microrobot magnétique (j).

• aj =
9η

2βjρjr2j
est le coefficient de traînée de la force ~Fdj .

• αj =
τmjM

ρj
est le coefficient de la force magnétique ~Fmj

• ejk =
3µ0MjMk

2πmj
avec j 6= k est le coefficient de l’interaction magnétique ~Fjk.

Appliquons le principe fondamental de la dynamique sur le microrobot (j) le long de l’axe ~̇ı :

mj p̈xj~̇ı =
~Fmj +

~Fdj +
~Fkj j, k = 1, 2, j 6= k (2.39)

Prenons xT =
[
pxj pxk ṗxj ṗxk

]
comme vecteur d’état. En utilisant (2.38) dans (2.39), on

obtient la représentation d’état non linéaire de la dynamique des deux microrobots en interac-

tion :

(R12) :





ẋ1 = x3

ẋ2 = x4

ẋ3 = −ajx3 −
ejk

(x1 − x2)4
+ αju

ẋ4 = −akx4 +
ekj

(x1 − x2)4
+ αku

(2.40)

Le système (R12) possède une seule entrée de commande u = ∇Bx et d’un point de vue com-

mande, ce système est sous-actionné. Les non linéarités de ce système proviennent de la force

d’interaction entre les microrobots, et rendent difficile l’étude de sa commandabilité. La synthèse

de commande pour un tel système n’est pas très évidente, car il n’existe pas de méthodes sys-

tématiques pour la commande des systèmes non linéaires sous-actionnés. Donc dans un premier

temps, on pourra étudier sa commandabilité locale le long d’une trajectoire.

2.4.2.2 Représentation en 2D

Nous étudions maintenant l’extension de l’exemple précédent au cas 2D, pour lequel nous

devons introduire d’avantage de géométrie. On considère deux microrobots sphériques de rayons

rj et rk comme illustré sur la figure 2.6. Chaque microrobot (j) est soumis aux forces hydrody-

namique ~Fdj , magnétique ~Fmj , à son poids apparent ~Fwj et la force d’interaction magnétique
~Fkj qui lie le microrobot (j) au microrobot (k).

Les expressions des forces sont données dans le chapitre 1, section 1.4.7.4. Pour notre étude,

les vecteurs unitaires ~ui et ~ukj sont donnés en fonction de la distance rkj qui sépare les centres

de gravité des deux microrobots (j) et (k) :
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Figure 2.6 – Deux microrobots naviguant dans un vaisseau sanguin. Le microrobot (j) subit la

force de traînée notée ~Fdj , son poids apparent ~Fwj , la force magnétique ~Fmj et à la force d’interac-

tion magnétique ~Fkj exercée par le microrobot (k) sur (j). ~Mj et ~dj représentent respectivement

le moment magnétique et le vecteur position du microrobot (j) dans le repère F(O,~̇ı,~k). ~M et
~B sont respectivement l’aimantation et le champ magnétique externe.

~ui = ~̇ı, i ∈ {j, k}

~ukj =
1√

(pxj − pxk)
2 + (pzj − pzk)

2

︸ ︷︷ ︸
rkj

[
(pxj − pxk)

~̇ı+ (pzj − pzk)
~k
]

(2.41)

En utilisant l’expression (1.51) de la force ~Fkj donnée dans le chapitre 1 et l’équation (2.41),

l’expression simplifiée de la force d’interaction magnétique ~Fkj entre les microrobots (k) et (j)

est donnée ci-dessous (voir annexe A.3) :

~Fkj =
3µ0MjMk

4πr5kj

([
3(pxj − pxk)

(pzj − pzk)

]
−

5(pxj − pxk)
2

r2kj

[
(pxj − pxk)

(pzj − pzk)

])
(2.42)

Appliquons le principe fondamental de la dynamique sur le microrobot i ∈ {j, k}. Son mouvement

est gouverné par :

mi
~̈di = ~Fdi +

~Fwi +
~Fmi +

~Fli (i, l) ∈ {j, k}2, l 6= i (2.43)

Prenons comme vecteur d’état x =
[
pxj pzj pxk pzk ṗxj ṗzj ṗxk ṗzk

]T
. En injectant

(2.42) dans l’équation du principe fondamental de la dynamique, on obtient la représentation

d’état non linéaire suivante :
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(R22) :





ẋ1 = x5

ẋ2 = x6

ẋ3 = x7

ẋ4 = x8

ẋ5 = −ajx5 +
ejk
r5kj

[
3(x1 − x3)− 5

(x1 − x3)
3

r2kj

]
+ αju1

ẋ6 = −ajx6 +
ejk
r5kj

[
(x2 − x4)− 5

(x1 − x3)
2(x2 − x4)

r2kj

]
+ wj + αju2

ẋ7 = −akx7 −
ekj
r5jk

[
3(x1 − x3)− 5

(x1 − x3)
3

r2jk

]
+ αku1

ẋ8 = −akx8 −
ekj
r5jk

[
(x2 − x4)− 5

(x1 − x3)
2(x2 − x4)

r2jk

]
+ wk + αku2

(2.44)

avec les paramètres suivants :

ai =
9η

2βiρir2i
αi =

τmiM

ρi

wi =
ρf − ρi
ρi

eil =
3µ0MiMl

4πmi
, (i, l) ∈ {j, k}2, l 6= i

(2.45)

Le système R22 représente la dynamique en 2D du mouvement de deux microrobots en

interaction. Ce système est sous-actionné comme le système précédent R12 , parce qu’il ne possède

que deux entrées de commande pour huit variables d’état. Les non linéarités que possède le

système sont plus complexes que celle du système R12 en 1D. Dans ce cas aussi, le problème de

commandabilité se pose, autrement dit il est difficile de trouver des entrées de commandes u1 et

u2 qui assurent la stabilité globale du système. En revanche, on pourra étudier sa commandabilité

locale, en le linéarisant autour d’une trajectoire.

2.4.3 Représentation d’état pour m microrobots en 1D

Sur la base de la section 2.4.2.1, nous étudions désormais le modèle dynamique de m mi-

crorobots en interaction. On considère m microrobots sphériques de rayons r1, . . . , rm . Chaque

microrobot (j) est soumis aux forces hydrodynamique ~Fdj , magnétique ~Fmj , à son poids appa-

rent ~Fwj et aux forces d’interaction ~Fkj , k = 1, . . . ,m et k 6= j. Dans le cas 1D d’un mouvement

le long de l’axe ~̇ı, les vecteurs unitaires ~ui, i = 1, . . . ,m et ~ukj pour j, k = 1, . . . ,m, j 6= k sont

les suivants :



70 Modélisation

~ui = ~̇ı

~ukj =

{
~̇ı si pxk < pxj
−~̇ı si pxk > pxj

La résultante des interactions magnétiques des (m − 1) microrobots k ∈ {1, . . . ,m}, k 6= j,

exercée sur le microrobot (j), notée ~Fj est alors :

~Fj = −mj

m∑

k=1
k 6=j

(
3µ0MjMk

2πmj(pxj − pxk)
4
sign(pxj − pxk)

~̇ı

)

Posons ejk =
3µ0MjMk

2πmj
. Appliquons le principe fondamental de la dynamique sur le jème

microrobot, il vient :

mj p̈xj~̇ı =
~Fmj +

~Fdj +
~Fj (2.46)

Prenons xT = [px1 , . . . , pxm , ṗx1 , . . . , ṗxm ] comme vecteur d’état. En utilisant (2.46) pour j =

1, . . . ,m, on obtient la représentation d’état non linéaire de la dynamique des m microrobots en

interaction.

(R1m) :





ẋ1 = xm+1

...

ẋm = x2m

ẋm+1 = −a1xm+1 −
m∑

k=1
k 6=1

e1k
(x1 − xk)4

sign(x1 − xk) + α1u

...

ẋ2m = −amx2m −
m∑

k=1
k 6=m

emk
(xm − xk)4

sign(xm − xk) + αmu

(2.47)

Le système (R1m) est la généralisation pour m microrobots du système (R12), ce système

possède les mêmes non linéarités que celle de la dynamique de deux microrobots en interaction.

Ce système est sous-actionné, vue qu’il possède qu’une seule entrée de commande u = ∇Bx pour

2m variables d’état. Comme dans le cas de deux microrobots, le problème de commande ici se

pose aussi, c’est-à-dire qu’il est difficile de trouver une commande u qui va assurer la stabilité

globale du système. En revanche, il est plus simple de trouver une commande qui stabilisera son

système linéarisé autour d’une trajectoire, donc on parle de la commandabilité locale du système

R1m .
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2.5 Représentation d’état pour l’observation

Nous avons élaboré dans la section 2.4 des représentations d’état destinées à la commande

d’un ou plusieurs microrobots. Ces représentations d’état dépendent d’une façon non linéaire,

en général, de la vitesse du sang vf (x, t), d’où la nécessité de connaître la valeur de la vitesse

du sang. La vitesse du sang est difficile à mesurer pour des raisons de coûts des capteurs ou

bien des limitations technologiques, par exemple l’utilisation d’un capteur qui se base sur l’effet

de Doppler [Ponzini et al., 2010], [Holloway and Watkins, 1977], ou bien l’utilisation d’un IRM

(imagerie à résonance magnétique) [Gatehouse et al., 2005], mais l’inconvénient majeur de ces

deux méthodes est que les résolutions temporelle et spatiale ne sont pas assez précises, c’est-à-

dire que la mesure n’est pas exploitable lors du contrôle de la navigation des microrobots dans

les vaisseaux sanguins. Pour pallier ce problème une solution est de modéliser la vitesse du sang

sous forme d’une représentation d’état, cette dernière sera combinée avec celle de la dynamique

d’un ou plusieurs microrobots dans le but de synthétiser un observateur qui remplacera les

capteurs physiques, en utilisant la seule mesure de position du microrobot donnée par un imageur.

Dans cette section, nous donnerons différentes représentations d’état du flux sanguin, qui seront

utilisées dans le chapitre 4 pour la synthèse d’un observateur.

2.5.1 Modèles de la vitesse du sang

Comme expliqué déjà dans le chapitre 1, la mesure de la vitesse du sang par des cap-

teurs ultrasons ou son calcul via la discrétisation de l’équation de Navier Stokes, n’est pas

exploitable pour des fins de commande en temps réel. Une solution à ce problème est alors de

s’inspirer du modèle de Wormersley, rappelé dans le chapitre 1 ; la vitesse du sang s’écrit alors

vf (x, t) = vs(x)ξ1, avec vs(x) un facteur de forme qui caractérise le profil du flux sanguin et ξ1
la vitesse temporelle solution d’un système d’équations différentielles autonome.

On suppose que la vitesse du sang ξ1 est modélisée par une série de Fourier d’ordre 1 :

ξ1 = A0 +A1 cos(ωt+ φ) (2.48)

où A0 et A1 sont respectivement la valeur moyenne et l’amplitude du signal ξ1 et ω, φ sont

respectivement la pulsation cardiaque et le déphasage. En dérivant ξ1 donné par (2.48), on

obtient alors :

ξ2 = ξ̇1 = −ωA1 sin(ωt+ φ) (2.49)

Nous dérivons ξ2, il en résulte :

ξ3 = ξ̇2 = −ω2A1 cos(ωt+ φ) = −ω2(ξ1 − 2
A0

2
) (2.50)
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On pose ξ3 =
A0

2 alors ξ̇3 = 0, en utilisant (2.49) et (2.50), on obtient :

(F1
ω)





ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = −ω2(ξ1 − 2ξ3)

ξ̇3 = 0

(2.51)

La vitesse du sang ξ1 est alors solution du système (F1
ω) avec A0 = 2ξ3.

Maintenant si la vitesse du sang est donnée par ξ1 = A0 +
n∑
i=1

Ai cos(iωt + φi), on peut

généraliser le résultat précédent en suivant la même procédure pour obtenir le système (Fn
ω )

suivant : (voir démonstration en Annexe A.4)

(Fn
ω ) :





ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = −ω2
(
ξ1 − 2ξ3

)

...

ξ̇2k−1 = ξ2k

ξ̇2k = −ω2
(
k2ξ2k−1 − k(k + 1)ξ2k+1

)

...

ξ̇2n+1 = 0

(2.52)

Remarque 2.5.1 : Le système (Fn
ω ) est linéaire, autonome, et la pulsation cardiaque ω est

supposée connue dans ce cas. Par construction, nous remarquons que le vecteur ξ évolue dans

un ensemble borné Kξ inclus dans R
2n+1, la vitesse moyenne du signal ξ1 notée vm, est donnée

par vm =
〈
ξ1
〉
= (n + 1)ξ2n+1. Nous pourrons par la suite combiner le système (Fn

ω ) avec la

représentation d’état du microrobot afin de synthétiser un observateur d’état pour reconstruire

les états non accessibles du microrobot ainsi que la vitesse du sang ξ1, et cela en utilisant la

seule mesure de position du microrobot.

Généralement la pulsation cardiaque varie suivant l’état dans lequel le patient se trouve, par

exemple au repos ou bien stressé...etc. Pour y avoir accès, on peut se reposer soit sur la mesure

de cette pulsation au niveau global en utilisant un capteur du pouls. Une autre solution est

de construire un observateur pour estimer sa valeur. On suppose maintenant que la pulsation

cardiaque ω dans le signal (2.48), est inconnue. En dérivant le signal (2.48) quatre fois par

rapport au temps, nous obtenons le système suivant :

(F1)





ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = ξ3

ξ̇3 = −ξ2ξ4
ξ̇4 = 0

(2.53)
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où ξ4 = ω2. Ce cas d’étude peut se généraliser dans le cas où le signal ξ1 est une série de Fourier

tronquée à l’ordre n, on obtient alors le système suivant :

(Fn)





ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = ξ3

ξ̇3 = −ξ2n+2(ξ2 − 2ξ4)
...

ξ̇2k = ξ2k+1

ξ̇2k+1 = −ξ2n+2(k
2ξ2k − k(k + 1)ξ2k+2)

...

ξ̇2n = ξ2n+1

ξ̇2n+1 = −n2ξ2n+2ξ2n

ξ̇2n+2 = 0

(2.54)

où ξ2n+2 = ω2.

Le système (Fn) représente la dynamique du flux sanguin dans le cas général où la pulsation

cardiaque ω est inconnue. Ce système est fortement non linéaire, de plus il n’est pas uniformément

observable, par conséquent il sera difficile d’appliquer les méthodes usuelles d’observations sur ce

système. Le système (Fn
ω ) est un cas particulier du système (Fn), lorsque la pulsation cardiaque

ω est connue.

Ma contribution dans ce chapitre est la modélisation du flux sanguin par des représentations

d’état : la première est donnée par (2.52) dans le cas où la pulsation cardiaque ω est connue, la

deuxième est donnée par (2.54) dans le cas où la pulsation cardiaque est inconnue.

2.5.2 Système étendu

Puisque la mesure se limite à la seule position du microrobot et que la vitesse du sang ξ1

intervient dans le système réduit, la commande de ce système réduit nécessite soit une bonne

robustesse à l’incertitude sur ξ1, soit de compenser ce terme, ce qui nécessite son estimation. A

cette fin, nous donnons ici des modèles issus de la dynamique du système réduit modélisant le

microrobot et de la dynamique du flux sanguin. Ce système étendu aura donc un vecteur d’état

x̄ =

[
x

ξ

]
.

1. Dans le cas d’une navigation en 1D, si la pulsation cardiaque est connue, on obtient le

système étendu E1,n
ω issu des systèmes R1 et Fn

ω . Le vecteur d’état x̄ =

[
x

ξ

]
∈ R

2n+3 est

solution du système suivant :

(E1,n
ω ) :





˙̄x = A(0)x̄+B
(
β′1u+ f(x̄) + ϑ

)

y = Cx̄
(2.55)

avec BT = [0 1 01×2n+1], C = [1 0 01×2n+1]. La fonction f(x̄) est donnée par :
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f(x̄) = Φ(x̄) + a(x̄2 − x̄3) (2.56)

La matrice A(α) est donnée par :

A(α) =




A1 A2 O2×1 · · · O2×1

O2 A3 An+3 · · · O2×1

...
. . . . . . . . .

...

O2 · · · O2×1 An+2 A2n+2

0 · · · · · · · · · 0




(2.57)

avec les sous matrices :

A1 =

[
0 1

0 −a− α

]
A2 =

[
0 0

a+ α 0

]

A2+i =

[
0 1

−i2ω2 0

]
An+2+i =

[
0

i(i+ 1)ω2

]
i ∈ {1, . . . , n}

(2.58)

2. Le deuxième système est un cas particulier du système (E1,n
ω ) lorsque vm est connue, il

est noté (E1,n
ω,vm), son état étendu x̄ =

[
x

ξ

]
∈ R

2n+2.

(E1,n
ω,vm) :





˙̄x = A(0)x̄+B(β′1u+ f(x̄) + ϑ) + Vm

y = Cx̄
(2.59)

où A(0) est obtenue par l’expression (2.57) en supprimant la dernière ligne et colonne

de la matrice A(α), BT = [0 1 01×2n], C = [1 0 01×2n] et V T
m = [01×(2n+1) v̄m], avec

v̄m = ω2nvm.

3. Dans le cas d’une navigation du microrobot en 2D, et en supposant que la pulsation

cardiaque connue, on obtient une seconde représentation d’état. Ce système est issu des

sous-systèmes (R2) et (Fn
ω ), noté (E2,n

ω ), d’état étendu x̄ =

[
x

ξ

]
∈ R

2n+5 solution du

système suivant :

(E2,n
ω ) :

{
˙̄x = A(0)x̄+B(ḡ(x̄) + β′1u) +Bϑϑ

y = Cx̄
(2.60)

avec BT =
[
BT
r 02×(2n+1)

]
, BT

ϑ =
[
bTϑ 01×(2n+1)

]
et C =

[
Cr 02×2n+1

]
. La fonction

ḡ =
[
ḡ1 ḡ2

]T
est donnée ci-après :





ḡ1(x̄) = g1(x̄) + a(x̄3 − x̄5)

ḡ2(x̄) = g2(x̄) + ax̄4
(2.61)
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La matrice A(α) est donnée par :

A(p) =




02 I2 02 02 . . . 02 021

A1 A2 A3 02 . . . 02
...

02 02 A4 An+4
. . .

...
...

...
...

. . . . . . . . . 02
...

...
...

. . . An+2 A2n+2 021

02 02 . . . . . . 02 An+3 A2n+3

012 . . . . . . . . . . . . 012 0




(2.62)

avec les sous-matrices Ai, i = 1, . . . , 2n+ 3 :

A1 =

[
0 p1

0 p5

]
A2 =

[
p2 − a p3

p3 p6 − a

]

A3 =

[
p4 + a 0

p7 0

]
A3+k =

[
0 1

−k2ω2 0

]
, 1 ≤ k ≤ n

An+3+k =

[
0 0

k(k + 1)ω2 0

]
, 1 ≤ k ≤ n− 1 A2n+3 =

[
0

n(n+ 1)ω2

]

(2.63)

où p1, . . . , p7 sont des paramètres, dont le rôle sera expliqué dans le chapitre 4.

4. Enfin, dans le cas d’une navigation en 1D mais lorsque la pulsation cardiaque est incon-

nue, on obtient un troisième système (E1,n) issu des sous-systèmes (R1) et (Fn), son état

étendu x̄ =

[
x

ξ

]
∈ R

2n+4 est solution du système suivant :

(E1,n) :

{
˙̄x = f(x̄) + gu

y = h(x̄)
(2.64)

où h(x̄) = x̄1, g = [0 β′1 01×(2n+2)]
T et la fonction f est donnée par :
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f(x̄) =




x̄2

Φ(x̄) + ϑ

x̄4

x̄5

−x̄2n+4(x̄4 − 2x̄6)
...

x̄2k+3

−x̄2n+4(k
2x̄2k+2 − k(k + 1)x̄2k+4)

...

x̄2n+3

−n2x̄2n+4x̄2n+2

0




(2.65)

Les deux systèmes étendus (E1,n
ω ) et (E2,n

ω ) possèdent des non linéarités juste au niveau des états

du système réduit, ils sont algébriquement semblables, c’est-à-dire que la complexité lors de

l’étude de la commandabilité et d’observabilité est fondamentalement similaire. En revanche le

système (E1,n) possède des non linéarités qui proviennent du système réduit (R1), et d’autres

qui proviennent directement du système fluidique (Fn), ce qui le rend plus complexe par rapport

aux deux autres systèmes (E1,n
ω ) et (E2,n

ω ) au niveau de la synthèse d’un observateur pour estimer

la vitesse du sang ξ1. Ce dernier système n’est pas uniformément observable et il sera prêté une

attention particulière lors de la synthèse d’un observateur non linéaire dédié.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions de stabilité concernant les systèmes

linéaires et non linéaires. Nous avons donné plusieurs représentations d’état qui seront utilisées

pour des fins de commande ou d’observation dans les chapitres suivants. Des représentations

d’états réduites modélisent le mouvement d’un microrobot en 1D et 2D. Pour chaque repré-

sentation d’état, nous avons explicité les non linéarités qui dépendent de plusieurs paramètres

généralement incertains ; il est donc très important de prendre en considération le caractère in-

certain des paramètres lors de la synthèse de lois de commande pour stabiliser le système réduit

car ces commandes doivent être robustes vis-à-vis des incertitudes paramétriques. De plus, le

système réduit dépend fortement de la vitesse du sang, et il est donc nécessaire de la connaître

pour pouvoir la compenser dans la loi de commande. Cependant, la vitesse du sang est difficile

à mesurer par des capteurs physiques, cela nous a alors motivé à modéliser le flux sanguin par

un modèle exploitable pour l’observation. Nous avons alors proposé deux modèles fluidiques, le

premier est linéaire lorsque la pulsation cardiaque est connue, en revanche le deuxième expose

le cas le plus général pour une pulsation cardiaque inconnue. Des modèles étendus sont issus
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directement des modèles réduit et fluidique, et seront utilisés pour la synthèse d’un observateur

dans le chapitre 4. Dans le cas où la pulsation cardiaque est connue, la synthèse d’un observateur

pour le système étendu est plus facile que dans le cas où la pulsation est inconnue à cause des

non linéarités qui proviennent du système fluidique. De plus, la dimension du système étendu

croît rapidement avec le nombre d’harmoniques utilisées pour la modélisation de flux sanguin,

donc un observateur à grand gain n’est pas très adapté à ce système étendu, vu que l’observateur

à grand gain devient très sensibles aux bruits de mesure pour les systèmes à grandes dimensions.

Dans certaines applications médicales, comme la chimiothérapie ciblée, la tâche ne peut être

accompli par un seul microrobot : nous avons donc modélisé plusieurs microrobots en interaction,

nous avons obtenu des représentations non linéaires en 1D et 2D, qui représentent des systèmes

sous-actionnés et par conséquent difficiles à commander. Dans les chapitres suivants, nous allons

proposer des solutions aux problèmes exposés ici à savoir la synthèse des lois de commande pour

un ou plusieurs microrobots et la synthèse d’un observateur pour le modèle étendu dans les deux

cas où la pulsation cardiaque est connue ou non.
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3.1 Introduction

Dans la première partie de ce chapitre, nous rappellerons d’abord les notions de commandabi-

lité pour les systèmes linéaires et non linéaires ; nous présenterons ensuite les formes canoniques

de commandabilité ; enfin nous exposerons différentes lois de commande utilisées dans la lit-

térature pour les systèmes dynamiques. La deuxième partie de ce chapitre sera consacrée à la

commande des microrobots, nous allons d’abord synthétiser des lois de commande par backs-

tepping et backstepping adaptatif pour un microrobot en 1D et 2D, enfin nous proposons une

loi de commande pour 2 microrobots dans les cas 1D et 2D.

3.2 Commandabilité

La notion de commandabilité est fondamentale pour la commande des systèmes. Une étude

préliminaire de cette notion nous permet de savoir a priori si le système est commandable le long

d’une trajectoire de référence, autrement dit si il existe des commandes admissibles permettant

de stabiliser les états ou bien les sorties d’un système le long d’une trajectoire de référence

admissible donnée.

3.2.1 Commandabilité des systèmes linéaires et non linéaires

Définition 3.2.1 [Commandabilité ] : Un système dynamique est commandable dans un

intervalle de temps [t0, t1] si ∀ (x0, x1) ∈ X
2 ⊂ R

2n, ∃u(.) ∈ U tel que :

x1 = s(t1, t0, x0, u)

où x0 et x1 sont respectivement l’état initial et l’état final du système.

3.2.1.1 Systèmes non linéaires

On considère les systèmes non linéaires donnés par (2.1) et on suppose que le champ de

vecteur f est affine en la commande, alors on peut réécrire le système (2.1) sous la forme

suivante :

ẋ = f0(x) +

p∑

i=1

uigi(x) (3.1)

où f0 et g1, . . . , gp sont des champs de vecteurs définis de X dans R
n. Avant d’étudier la com-

mandabilité du système (3.1), on rappelle les définitions de la dérivée et du crochet de Lie

[Isidori, 1995].

Théorème 3.2.2 [Fonctions implicites] : [Nijmeijer and van der Schaft, 1990]

Soit un ouvert W ⊂ R
n × R

m et ϕ ∈ Ck(W,Rm), k ≥ 1 tels que ∃(x∗, y∗) ∈ W : ϕ(x∗, y∗) = 0.
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Si ∂ϕ
∂y (x

∗, y∗) est non singulière, alors il existe un voisinage W∗ ⊂ W de (x∗, y∗), un voisinage

V∗ de x∗, et une unique application ψ ∈ Ck(V∗,Rm) :

ψ(x∗) = y∗ et {(x, y) ∈ W∗ : ϕ(x, y) = 0} = {(x, ψ(x)) : x ∈ V∗}

En particulier ϕ(x, ψ(x)) = 0 ∀x ∈ V∗.

Définition 3.2.3 [Dérivée de Lie ] : On note TxM l’espace tangent à une variété différentielle

M au point x, qui est un espace vectoriel de dimension n = dimM . On note TM le fibré tangent

à M . On appelle champ de vecteurs une application f ∈ C∞(M, TM). On a alors :

f : M → TM
x 7→ f(x)

Soit h ∈ C1(M,R). La dérivée de Lie de h le long du champ f est notée Lhf :

Lfh : M → R

x 7→ Lfh(x) =

( n∑

i=1

∂h

∂xi
fi

)
(x)

Par récurrence, on note Lkfh = Lf (L
k−1
f h) avec la convention L0

fh = h.

Définition 3.2.4 [Algèbre de Lie ] : Une algèbre de Lie L est un espace vectoriel muni du

crochet de lie de L×L dans L, noté [., .], qui possède les propriétés de bilinéarité, d’antisymétrie

et vérifie l’identité de Jacobi. Si f et g sont deux champs de vecteurs de M dans TM , alors

[f, g] est le champ de vecteurs défini par :

[f, g](x) : C(M,R) → C(M,R)

λ 7→
(
LfLgλ− LgLfλ

)
(x)

c’est à dire que [f, g] = ∂g
∂xf − ∂f

∂xg. On définit alors l’opérateur adjoint par :

{
ad0fg(x) = g(x)

adkfg(x) = [f, adk−1
f g] k ≥ 1

(3.2)

Définition 3.2.5 [Distribution de champs de vecteurs ] : Soient {g1, . . . , gk} des champs

de vecteurs. On appelle distribution de ces champs de vecteurs l’application :

D : M → TxM
x 7→ D(x) = Vect{g1(x), . . . , gk(x)}

Soit U un ouvert de M , la distribution D est non singulière si :

∀x ∈ U , dimD(x) = k
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La distribution D est dite involutive si et seulement si :

∀ (gi, gj) ∈ D2, [gi, gj ] ∈ D

La clôture involutive D d’une distribution D non involutive est la plus petite distribution

involutive contenant D. On peut obtenir D comme suit :

D0 = D , Di = Di−1 +
k∑

j=1

[gj ,Di−1], i ≥ 1

S’il existe i∗ : Di∗ = Di∗+1, alors D = Di∗ .

Considérons maintenant le système donné par (3.1). On construit les distributions Di comme

suit :
D0 = Vect{g1, . . . , gp}
Di = [f0,Di] +Di i ≥ 1

(3.3)

où Di est la clôture involutive de la distribution Di. Les distributions vérifient Di ⊂ Di+1, ∀ i ≥ 0

et s’il existe n∗ ∈ N : Dn∗ = Dn∗+r = D∗, ∀ r ≥ 0, alors on prend D∗ = Dn∗ , la distribution D∗

vérifie les deux propriétés suivantes :

• Vect{g1, . . . , gp} ⊂ D∗

• [f0,D∗] ⊂ D∗

1. Si pour tout voisinage Vx∗ de x∗ ∈ X on a : Rang(D∗(x)) = n, ∀x ∈ Vx∗ , on dit alors

que le système (3.1) est localement accessible, ce qui est une condition nécessaire mais

pas suffisante pour que le système (3.1) soit localement commandable.

2. Si le système (3.1) est localement accessible et f0 ≡ 0 (système sans dérive), alors le

système (3.1) est localement commandable.

3. Dans [Sussmann, 1987], l’auteur a donné les conditions suffisantes que doit vérifier un

système non linéaire affine en la commande avec dérive, pour qu’il soit localement com-

mandable en un point. Ces conditions concernent les champs de vecteurs du système et

l’algèbre de Lie générée par ces champs de vecteurs.

3.2.1.2 Systèmes linéaires

3.2.1.2.1 Système LTV Considérons le système à temps variant donné par (2.3), on sup-

pose que les matrices A(t), B(t) sont de classe Cn−1 dans Vε un voisinage d’un point ε ∈[t0, t1].
Soient les matrices Γi(t) définies ci-après [Silverman and Meadows, 1967] :





Γ0(t) = B(t)

Γi+1(t) = A(t)Γi(t)−
d

dt
Γi(t) i = 0, . . . , n− 2

(3.4)
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La matrice de commandabilité Γ(t) du système ΣLTV donné par (2.3), est alors :

Γ(t) =
[
Γ0 Γ1 . . . Γn−1

]
(3.5)

Définition 3.2.6 [Condition de commandabilité] : Le système (2.3) est commandable dans

l’intervalle [t0, t1] si :

Rang(Γ(t)) = n, ∀ t ∈[t0, t1]

3.2.1.2.2 Système LTI Considérons le système linéaire stationnaire donné par (2.8). La

matrice de commandabilité Γ de ce système se réduit à :

Γ =
[
B AB . . . An−1B

]

.

Définition 3.2.7 [Critère de Kalman] : On présente ici deux conditions équivalentes de

commandabilité.

1. On dit que le système (2.8) est commandable si pour un temps T > 0 donné et ∀ (x0, xT ) ∈
X
2 ⊂ R

2n : ∃u∗ :[0, T ] → R
p continue par morceaux, telle que la trajectoire Xu(t, x0)

donnée par (2.10) en remplaçant u par u∗ avec t0 = 0 et x0 = x(t0), vérifie :

Xu∗(T, x0) = xT

2. La condition nécessaire et suffisante pour que le système (2.8) soit commandable est :

Rang(Γ) = n

3.2.2 Formes canoniques de commandabilité

3.2.2.1 Systèmes linéaires

3.2.2.1.1 Système SISO On considère le système stationnaire mono entrée mono sortie

donné par : {
ẋ = Axx+Bxu

y = Cxx+Dxu
(3.6)

où x ∈ R
n, (y, u) ∈ R, Ax ∈ Mn(R), Bx ∈ Mn×1(R), Cx ∈ M1×n(R) et Dx ∈ R. Soit Γx =[

Bx . . . An−1
x Bx

]
la matrice de commandabilité de la paire (Ax, Bx) et PAx(λ) le polynôme

caractéristique de Ax :

PAx(λ) = |λIn −Ax| =
n∏

i=1

(λ− λi) = λn + σ1λ
n−1 + . . .+ σn−1λ+ σn (3.7)



Commandabilité 85

où λi, i = 1, . . . , n, sont les valeurs propres de la matrice Ax, et σi ∈ R. Si Rang(Γx) = n, alors

il existe une matrice Tz ∈ Mn(R) inversible avec z = Tzx, telle que le système en z est donné

par :

{
ż = Azz +Bzu

y = Czz +Dzu
(3.8)

avec Cz = CxT
−1
z , Dz = Dx et les matrices Az = TzAxT

−1
z et Bz = TzBx :

Az =




0 1 0 . . .
...

. . . . . . . . .

0 . . . 0 1

−σn −σn−1 . . . −σ1




Bz =




0
...

0

1




(3.9)

On note Γz la matrice de commandabilité de la paire (Az, Bz), la transformation Tz est alors

donnée par :

Tz = ΓzΓ
−1
x (3.10)

3.2.2.1.2 Système MIMO On considère le système stationnaire multi entrées multi sorties

donné par : {
ẋ = Axx+Bxu

y = Cxx+Dxu
(3.11)

où x ∈ R
n, u ∈ R

p, y ∈ R
m, Ax ∈ Mn(R), Bx = [b1 . . . bp] ∈ Mn×p(R), Cx ∈ Mm×n(R) et Dx ∈

Mm×p(R). Supposons que la matrice de commandabilité Γx est de rang n et soient µ1, . . . , µp
les indices de commandabilité des entrées u1, . . . , up, respectivement avec µ1+ . . .+µp = n. Soit

la matrice W de rang n définie comme suit :

W =
[
b1 . . . Aµ1−1

x b1 b2 . . . Aµ2−1
x b2 . . . bp . . . A

µp−1
x bp

]
(3.12)

On note L1, L2, . . . , Lp respectivement la µ1, (µ1 + µ2), . . . , (µ1 + . . .+ µp)-ème lignes de W−1,

on définit alors la matrice Tz comme suit :

Tz =
(
LT1 . . .

(
L1A

µ1−1
x

)T
. . . LTp . . .

(
LpA

µp−1
x

)T )T
(3.13)

En posant z = Tzx, on obtient le système (3.8) avec les matrices Az = TzAxT
−1
z etBz = TzBx

de la forme suivante :



86 Commande

Az =




0 1 0 . . .

0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 1

∗ . . . . . . ∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . . . . ∗

0 1 0 . . .

0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 1

∗ . . . . . . ∗ . . . . . . ∗ ∗ . . . . . . ∗




Bz =




1 ∗ . . . . . . ∗

0 . . . 0 1 ∗ ∗

0 0 . . . . . . 0 1




3.2.2.1.2.1 Système partiellement commandable

Théorème 3.2.8 [Décomposition de Kalman] : Supposons que la matrice de commandabi-

lité Γ de la paire (A,B) du système (2.8) est de rang nc < n. Il existe alors une transformation

T inversible, x = Tz :





[
żc

żnc

]
= T−1ATz + T−1Bu =

[
Ac A12

0 Anc

][
zc

znc

]
+

[
Bc

0

]
u

y = CTz +Du =
[
Cc Cnc

] [ zc
znc

]
+Du

(3.14)

où zc ∈ R
nc , znc ∈ R

n−nc , Ac ∈ Mnc(R) et Bc ∈ Mnc×p(R).

• La paire (Ac, Bc) est commandable.

• Les valeurs propres de Ac sont les modes commandables.

• Les valeurs propres de Anc sont les modes non commandables.

Si la matrice Anc est Hurwitz alors le système (3.14) est stabilisable.

La transformation T est composée des nc colonnes γj, j = 1, . . . , nc linéairement indépendantes

de la matrice Γ, complétée par une famille de n− nc vecteurs vi ∈ R
n, i = 1, . . . , n− nc :

T = [γ1 . . . γnc v1 . . . vn−nc ], |T | 6= 0

3.2.2.2 Systèmes non linéaires

Un système non linéaire peut admettre plusieurs formes normales de commandabilité

[Isidori, 1995], [Krstić et al., 1995]. Dans cette section nous présenterons une forme normale

d’un système MIMO. On considère les systèmes non linéaires multi entrées multi sorties affines

en la commande avec le nombre de sorties égal au nombre d’entrées. Leur représentation d’état
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est donnée ci-après :

ẋ = f(x) +

m∑

i=1

uigi(x) = f(x) + g(x)u

y1 = h1(x)
...

...

ym = hm(x)

(3.15)

où f(x), g1(x), . . . , gm(x) sont des champs de vecteurs lisses et h1(x), . . . , hm(x) des fonctions

lisses, définies dans un ouvert U ⊂ R
n.

Définition 3.2.9 [Degré relatif] : Le système (3.15) admet un vecteur de degré relatif r =

[r1, . . . , rm] au point x∗ si les deux conditions ci-après sont satisfaites :

1. ∀ 1 ≤ j ≤ m, ∀ k < ri − 1, ∀ 1 ≤ i ≤ m et ∀x ∈ Vx∗ avec Vx∗ ⊂ R
n un voisinage de x∗ :

LgjL
k
fhi(x) = 0

2. La matrice A(x) ∈ Mm×m(R) définie ci-après est de rang plein égal à m au point x = x∗

A(x) =




Lg1L
r1−1
f h1(x) . . . LgmL

r1−1
f h1(x)

... . . .
...

Lg1L
rm−1
f hm(x) . . . LgmL

rm−1
f hm(x)


 (3.16)

On suppose que le système (3.15) admet un vecteur de degré relatif r = [r1 . . . , rm] au point x∗,

alors la famille W définie ci-après est libre :

W = {w1(x
∗), . . . , wm(x

∗)}

où wi(x
∗), i = 1, . . . ,m, sont des vecteurs ligne définis comme suit :

wi(x
∗) = (dhi, dLfhi(x

∗), . . . , dLri−1
f hi(x

∗))

Définition 3.2.10 [Changement de coordonnées ] : On suppose que le système (3.15)

admet un vecteur de degré relatif r = [r1 . . . , rm] au point x∗. On pose s =
m∑

i=1

ri

1. Si s = n, on construit alors les fonctions φij(x) définies par dérivation des sorties :

φij(x) = Lj−1
f hi(x) pour 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ri (3.17)

2. Si s < n, il est toujours possible de trouver n− s fonctions φs+1(x), . . . , φn(x) telles que

la jacobienne de Φ(x) est de rang plein au point x∗. Le vecteur Φ(x) est donné ci-après :
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Φ(x) =
[
φ11(x) . . . φ1r1(x) . . . φm1(x) . . . φmrm(x) φs+1(x) . . . φn(x)

]

Les fonctions φi(x), s+1 ≤ i ≤ n sont choisies de telle sorte à obtenir un difféomorphisme

Φ(x) .

Le vecteur Φ(x) est une transformation de coordonnées locales dans Vx∗ pour le système

(3.15). Les fonctions φij(x) vérifient le système différentiel ci-après :

dφi1(x)

dt
= φi2(x)

...
dφi(ri−1)(x)

dt
= φiri(x)

dφiri(x)

dt
= Lrif hi(x) +

m∑

k=1

LgkL
ri−1
f hi(x)uk

(3.18)

Posons :

z =




z1
...

zm


 ∈ R

s zi =




zi1
...

ziri


 ∈ R

ri ζ =




ζ1
...

ζn−s


 ∈ R

n−s zij = φij(x) ζi = φi+s(x)

(3.19)

On obtient alors : [
z

ζ

]
= Φ(x)

En utilisant (3.18), alors la dynamique de z est donnée par :

ż =




ż1

ż2
...

żm




=




A1 0 . . . 0

0 A2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 Am



z +




B1

B2

...

Bm



u+




D1

D2

...

Dm




(3.20)

où Ai ∈ Mri(R), Bi ∈ Mri×m(R) et Di ∈ Mri×1(R) :

Ai =

[
0 Iri−1

0 0

]

Bi =




0 . . . 0
...

...

0 . . . 0

bi1(z, ζ) . . . bip(z, ζ)




, bij = LgjL
ri−1
f hi(Φ

−1(z, ζ))

Di =
[
0 . . . 0 di(z, ζ)

]T
, di(z, ζ) = Lrif hi(Φ

−1(z, ζ))
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Pour la dynamique de ζ il n’existe pas de forme standard. On distingue deux cas :

• Si la distribution D = Vect{g1, . . . , gm} n’est pas involutive, la dynamique de ζ est

donnée alors ci-après :

ζ̇ = ψ(z, ζ) +
m∑

i=1

γi(z, ζ)ui (3.21)

• Si la distribution D est involutive, alors les fonctions φi(x), s + 1 ≤ i ≤ n peuvent

être choisies comme suit :

Lgjφi(x) = 0 ∀ (s+ 1) ≤ i ≤ n, ∀ 1 ≤ j ≤ m, ∀x ∈ Vx∗

Par conséquent, on obtient :

ζ̇ = ψ(z, ζ) (3.22)

D’après la forme du système en z donnée par (3.20), on pourra facilement trouver les com-

mandes u1, . . . , um pour stabiliser les vecteurs d’état zi, i = 1, . . . ,m. Les zéros dynamiques du

système (3.15) sont régis par (3.22), si les zéros sont asymptotiquement stables alors le système

(3.15) est à phase minimale, dans le cas contraire ce système est à phase non minimale.

3.3 Commande des systèmes non linéaires

3.3.1 Commande par retour d’état

On considère le problème du contrôle des systèmes non linéaires de classe Lipschitz suivants :




ẋ = Ax+Bu+ f(x, u)

y = Cx

(3.23)

où x ∈ X ⊂ R
n, u ∈ U ⊂ R

p et y ∈ Y ⊂ R
m. On suppose que le système (3.23) vérifie les

hypothèses ci-après :

H1 : ||f(x, u)|| ≤ γ||x||, ∀u ∈ U et x ∈ X où γ est la constante de Lipschitz du système (3.23).

H2 : La paire (A,B) est commandable.

Avant de donner la loi de commande par retour d’état pour le système non linéaire (3.23), on

rappelle quelques définitions :

Définition 3.3.1 [Distance algébrique] : Soient M et N deux matrices à coefficients dans

R, le nombre δ(M,N) est défini par :

δ(M,N) = min
ω∈R

σmin

(
ı̇ωI −M

N

)
(3.24)
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où ı̇2 = −1 et I est la matrice identité.

Définition 3.3.2 [Equation de Ricatti] : Soit l’équation de Ricatti donnée ci-après :

ATP + PA+ PRP +Q = 0 (3.25)

L’équation (3.25) admet une solution unique P = P T > 0 si :

• R = RT ≥ 0, Q = QT et A est Hurwitz.

• La matrice Hamiltonienne H :

H =

[
A R

−Q −AT

]
(3.26)

associée à l’équation de Ricatti (3.25) est hyperbolique. 1

Les étapes de la synthèse d’une loi de commande par retour d’état pour le système (3.23)

sont résumées ci-après :

3.3.1.1 Placement de pôles

Lorsque la matrice A du système (3.23) n’est pas Hurwitz, alors on réécrit le système (3.23)

sous la forme suivante :





ẋ = (A−BK1)︸ ︷︷ ︸
A1

x+B(u+K1x) + f(x, u)

y = Cx

(3.27)

où K1 ∈ Mp×n(R) est choisie de telle sorte à avoir A1 Hurwitz.

3.3.1.2 Constante de Lipschitz

Lorsqu’un système non linéaire est mis sous forme canonique de commandabilité, et que la

dérivée du dernier état ne dépend pas de lui même alors la constante de Lipschitz de ce système

peut être diminuée en utilisant une transformation linéaire [Rajamani and Cho, 1998]. On pose

alors x = Tcz avec Tc ∈ Mn(R) une matrice non singulière. En utilisant (3.27), on obtient alors

la représentation d’état en z :





ż = T−1
c (A−BK1)Tc︸ ︷︷ ︸

Ac

z + T−1
c B︸ ︷︷ ︸
Bc

(u+K1Tcz) + T−1
c f(x, u)

y = CTc︸︷︷︸
Cc

z
(3.28)

Dans ce cas, l’hypothèse (H1) devient alors :

||T−1
c f(Tcz, u)|| ≤ γc||z||, ∀u ∈ R

p (3.29)

1. ne possède pas de valeurs propres purement imaginaires
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3.3.1.3 Loi de commande

Sous les hypothèses (H1) et (H2) pour le système (3.28), la loi de commande u par retour

d’état est donnée ci-après :

u = −K1Tcz −
Kc

||Bc||2
z (3.30)

où le gain Kc ∈ Mp×n(R) sera explicité par la suite. En remplaçant la commande u donnée par

(3.30) dans (3.28), on obtient le système en boucle fermée pour z :





ż = (Ac −BcKc/||Bc||2)︸ ︷︷ ︸
Acf

z + T−1
c f(x, u)

y = Ccz

(3.31)

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

Vc(z) = zTPcz , Pc = P Tc > 0 (3.32)

La dérivée de Vc(z) le long des trajectoires du système (3.31) est alors :

V̇c(z) = zT
(
ATcfPc + PcAcf

)
z + 2zTPcT

−1
c f(Tcz, u)

≤ zT
(
ATcfPc + PcAcf

)
z + 2||Pcz||||T−1

c f(Tcz, u)||
(3.33)

En utilisant (3.29) et l’inégalité 2ab ≤ a2 + b2 on obtient :

V̇c(z) ≤ zT
(
ATcfPc + PcAcf

)
z + 2γc||Pcz||||z||

≤ zT
(
ATcfPc + PcAcf + PcPc + γ2c In

)
z

S’il existe une matrice Pc = P Tc > 0 solution de :

ATcfPc + PcAcf + PcPc + γ2c In = −ηcIn (3.34)

avec ηc > 0, alors il vient :

V̇c(z) ≤ −ηczT z
≤ − ηc

λ̄Pc

Vc(z)

Prenons Kc comme suit :

Kc =
BT
c Pc
2

(3.35)

L’équation (3.34) devient alors :

ATc Pc + PcAc + Pc(In −BcB
T
c /||Bc||2)Pc + (γ2c + ηc)In = 0 (3.36)
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En utilisant la définition 3.3.2, on obtient alors la matrice hamiltonienne Hc pour l’équation

(3.36) :

Hc =

[
Ac In −BcB

T
c /||Bc||2

−(γ2c + ηc)In −ATc

]
(3.37)

Comme (In − BcB
T
c /||Bc||2) = (In − BcB

T
c /||Bc||2)T ≥ 0, ((γ2c + ηc)In) = ((γ2c + ηc)In)

T >

0 et Ac est Hurwitz alors l’équation de Ricatti (3.36) admet une solution unique Pc =

P Tc > 0 si et seulement si la matrice Hc est hyperbolique. Dans [Rajamani and Cho, 1998],

[Pagilla and Zhu, 2004], on a :

Hc est hyperbolique ⇐⇒
√
γ2c + ηc < δ(ATc ,

√
γ2c + ηcB

T
c /||Bc||) (3.38)

La commande u pour le système d’origine est alors :

u = −
[
K1 +

BT

2||T−1
c B||2

T−T
c PcT

−1
c

]
x

3.3.2 Commande par linéarisation exacte

Dans (3.15) supposons que le rang de la matrice g(x∗) égal à m. Si le système (3.15) admet

un vecteur de degré relatif r = [r1, . . . , rm] au point x∗, avec s = r1+ . . .+rm = n, alors il existe

une transformation z = Φ(x) définie sur Vx∗ permettant d’écrire le système en z sous la forme

suivante :

ż = Azz +Bzv (3.39)

où v = [v1 . . . vm]
T , Az = diag(Az1 , . . . , Azm) et Bz = diag(Bz1 , . . . , Bzm) avec Azi et Bzi

données ci-après :

Azi =

(
0 Iri−1

0 0

)
Bzi =

(
0 . . . 0 1

)T

Le vecteur z est donné par (3.19) et (3.17) et la commande u linéarisante :

u = α(x) + β(x)v (3.40)

avec α(x) et β(x) définies sur Vx∗ données par :

α(x) = −A−1(x)b(x) β(x) = A−1(x) (3.41)

avec A(x) donnée dans (3.16) et b(x) = [Lr1f h1(x) . . . L
rm
f hm(x)]

T .

On peut alors synthétiser une loi de commande v linéaire pour le système (3.39), et en

utilisant (3.40) on détermine la commande non linéaire u pour le système (3.15).
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La commande linéarisante u donnée par (3.40) et la transformation z = Φ(x) permettent de

transformer le système non linéaire d’origine donné par (3.15) en un système linéaire donné par

(3.39) dans lequel, la commande v est synthétisée facilement et la commande u pour le système

d’origine est obtenue par l’expression (3.40).

3.3.3 Commande par backstepping

Les premiers travaux sur la commande par backstepping ont été menés par

[Krstić et al., 1995, Kokotović et al., 1997]. Cette technique de commande s’applique sur les

systèmes sous forme triangulaire, elle permet de construire une commande étape par étape

pour avoir à la dernière étape la dérivée de la fonction de lyapunov définie négative. De plus

la commande par backstepping adaptatif permet d’assurer la stabilité du système le long d’une

trajectoire, malgré la présence d’incertitudes paramétriques dans la dynamique de ce système.

3.3.3.1 Backstepping adaptatif

Proposition 3.3.3 : [Zhou and Wen, 2010] On considère le système non linéaire ci-après :

ẋ1 = x2 + φT1 (x̄1)θ + ψ1(x̄1)
...

ẋi = xi+1 + φTi (x̄i)θ + ψi(x̄i)
...

ẋn−1 = xn + φTn−1(x̄n−1)θ + ψn−1(x̄n−1)

ẋn = bu+ φTn (x)θ + ψn(x)

(3.42)

où x = [x1, . . . , xn]
T ∈ R

n, x̄i = [x1, . . . , xi]
T ∈ R

i, φi et ψi sont des fonctions dans R
q et R

respectivement, et θ ∈ R
q et b ∈ R sont des paramètres incertains. L’objectif de la commande

pour le système (3.42) est de contrôler x et le stabiliser vers une trajectoire de référence xref =

(xr, ẋr, . . . , x
(n−1)
r ), malgré la présence d’incertitudes paramétriques sous les hypothèses ci-après :

• Le signe de b est connu

• xr est de classe Cn
La loi de commande u donnée par :

u = p̂ū ū = αn + x
(n)
r

˙̂
θ = Γτn ˙̂p = −γsign(b)ūx̃n

(3.43)

stabilise le système (3.42) le long d’une trajectoire de référence xref .

Démonstration :

La synthèse d’une loi de commande par backstepping adaptatif pour le système (3.42) est

obtenue étape par étape jusqu’à la n-ème étape dans laquelle la commande u est obtenue. On

pose x̃1 = x1−xr, θ̃ = θ− θ̂ et x̃i = xi−αi−1−x(i−1)
r pour i = 2, . . . , n avec αi des commandes

virtuelles. Les étapes de la synthèse de loi de commande sont résumées ci-après :
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Étape 1 : On considère x2 comme une commande virtuelle. Soit la fonction de Lyapunov :

V1 =
1

2
x̃21 +

1

2
θ̃TΓ−1θ̃ (3.44)

sachant que ˙̃x1 = x̃2+α1+φ
T
1 θ+ψ1, on pose α1 = −k1x̃1−φT1 θ̂−ψ1, k1 > 0. La dérivée

de V1 le long des trajectoires du système (3.42) après simplification est :

V̇1 = −k1x̃21 + θ̃T (τ1 − Γ−1 ˙̂θ) + x̃1x̃2 (3.45)

où τ1 = φ1x̃1 est une première fonction de réglage.

Étape 2 : Pour cette étape l’état x3 est considéré comme une commande virtuelle et le but

est de stabiliser la paire (x̃1, x̃2). Soit la fonction de Lyapunov V2 :

V2 = V1 +
1

2
x̃22 (3.46)

La dérivée de V2 le long des trajectoires du système (3.42) est :

V̇2 = −k1x̃21 − k2x̃
2
2 + θ̃T (τ2 − Γ−1 ˙̂θ) + x̃1x̃2 + x̃2

∂α1

∂θ̂
(Γτ2 − ˙̂

θ) (3.47)

avec :

τ2 = τ1 +

(
φ2 −

∂α1

∂x1
φ1

)
x̃2

α2 = −x̃1 − k2x̃2 − ψ2 +
∂α1

∂x1
(x2 + ψ1)

−θ̂T (φ2 −
∂α1

∂x1
φ1) +

∂α1

∂θ̂
Γτ2 +

∂α1

∂xr
ẋr

(3.48)

Étape i : Pour cette étape, le but est de stabiliser (x̃1, . . . , x̃i). La fonction de Lyapunov est

donnée ci-après :

Vi = Vi−1 +
1

2
x̃2i , i = 3, . . . , n− 1 (3.49)

La dérivée de Vi le long des trajectoires du système (3.42) est donnée par :

V̇i = −
i∑

j=1

kj x̃
2
j + x̃ix̃i+1 +

(
i∑

j=2

x̃j
∂αj−1

∂θ̂

)
(
Γτi − ˙̂

θ
)
+ θ̃T

(
τi − Γ−1 ˙̂θ

)
(3.50)
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avec :

τi = τi−1 +

(
φi −

i−1∑

j=1

∂αi−1

∂xj
φj

)
x̃i

αi = −x̃i−1 − kix̃i − ψi +

i−1∑

j=1

∂αi−1

∂xj
(xj+1 + ψj) +

i−1∑

j=1

∂αi−1

∂x
(j−1)
r

x(j)r

−θ̂T (φi −
i−1∑

j=1

∂αi−1

∂xj
φj) +

∂αi−1

∂θ̂
Γτi +

(
i−1∑

j=2

x̃j
∂αi−1

∂θ̂

)
Γ
(
φi −

i−1∑

j=1

∂αi−1

∂xj
φj

)

i = 2, . . . , n

(3.51)

Étape n : Pour cette dernière étape, la loi de commande u et les lois de mise à jour pour ˙̂
θ

et ˙̂p sont données par (3.43). Avec αn, τn sont données par (3.51), γ > 0, p̂ est l’estimée

de p = 1/b et p̃ = p− p̂. Soit la fonction de Lyapunov Vn donnée par :

Vn =
n∑

i=1

1

2
x̃2i +

1

2
θ̃TΓ−1θ̃ +

|b|
2γ
p̃2 (3.52)

La dérivée de Vn le long des trajectoires du système (3.42) est donnée alors par :

Vn = −
n∑

i=1

kix̃
2
i+

(
n∑

i=2

x̃i
∂αi−1

∂θ̂

)
(
Γτn− ˙̂

θ)+θ̃T
(
τn−Γ−1 ˙̂θ

)
− |b|
γ
p̃
(
˙̂p+γsign(b)ūx̃n

)
(3.53)

En utilisant l’équation (3.43) dans (3.53) on obtient :

V̇n = −
n∑

i=1

kix̃
2
i ≤ 0

Par conséquent x̃i converge vers zéro et xi converge vers x(i−1)
r .

�

3.4 Commande d’un microrobot

Dans cette section, nous considérons les systèmes réduits (R1) et (R2) explicités dans le

chapitre 2, ces systèmes sont localement accessibles et affines en la commande. Plusieurs para-

mètres biologiques interviennent dans la dynamique de ces systèmes, et souvent ces paramètres

sont incertains, de plus comme on travaille à petite échelle, la position mesurée du microrobot

est très affectée par le bruit de mesure. Cela explique notre choix de commande par backstepping
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adaptatif, pour assurer la stabilité de ces systèmes en dépit des incertitudes paramétriques. Les

auteurs dans [Arcese et al., 2012] ont étudié la planification de trajectoire pour la dynamique du

microrobot en 2D, dans le but de minimiser les efforts de commande, par exemple en naviguant

près de la paroi pour compenser le poids apparent du microrobot avec la force électrostatique.

Hypothèse 3.4.1 : L’état du système étendu est complètement accessible, c’est-à-dire la posi-

tion et la vitesse du microrobot sont mesurables et la vitesse du sang aussi.

3.4.1 Modèle 1D du microrobot

3.4.1.1 Backstepping

Cette section sera consacrée à la synthèse d’une loi de commande par backstepping, pour

stabiliser le microrobot le long d’une trajectoire de référence donnée. Pour cela on considère le

lemme et la proposition suivants :

Lemme 3.4.2 : Soit xref = [xr(t), ẋr(t), ẍr(t)] une trajectoire de référence continue et bornée,

et Kx ⊂ R
2 un voisinage de (xr, ẋr). Supposons que ∀(x, ξ) ∈ K = Kx × Kξ, le système (R1)

vérifie les hypothèses ci-après :

H1 : Système (R1) est localement commandable le long de xref .

H2 : Φ est localement lipschitz sur K, avec γ sa constante de lipschitz.

Les hypothèses H1 et H2 ont été respectivement démontrées dans [Arcese et al., 2013] et

[Fruchard et al., 2014]. En particulier la commandabilité locale du système (R1) est obtenue de

la commandabilité de son système linéarisé à temps variable le long d’une trajectoire de référence

xref (t) [Isidori, 1995, Silverman and Meadows, 1967].

Proposition 3.4.3 [Commande par Backstepping] : Sous les hypothèses 3.4.1 et H1 du

lemme 3.4.2, la loi de commande par backstepping u = κ(x, ξ) donnée par :

κ(x, ξ) = −(k2 + k1)z2 + (1− k21)z1 +Φ(x, ξ) + ϑ− ẍr
β′1

(3.54)

stabilise le système (R1) le long de la trajectoire de référence xref de classe C0 pour toute valeur

initiale (x(0), ξ(0)) ∈ Kx ×Kξ, avec les gains positifs k1, k2 > 0.

Démonstration :

Soit z1 = x1 − xr et z2 = x2 − ẋr −α, où α est une fonction stabilisante qui sera donnée dans

la suite de la preuve.

• Prenons comme fonction de Lyapunov V1 la fonction suivante :

V1 =
1

2
z21 (3.55)

La dérivée de V1 le long des trajectoires du système (R1) est donnée par :

V̇1 = z1(x2 − ẋr) = z1(z2 + α) (3.56)
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Prenons α = −k1z1, alors V̇1 = −k1z21 + z1z2.

Sachant que ż1 = x2 − ẋr = z2 + α = z2 − k1z1, on obtient alors :

ż2 = Φ(x, ξ) + ϑ+ β′1u+ k1(z2 − k1z1)− ẍr (3.57)

• Soit V2 = V1 +
1

2
z22 . En utilisant (3.56) et (3.57), la dérivée de V2 est alors donnée par :

V̇2 = −k1z21 + z2
(
Φ(x, ξ) + ϑ+ β′1u+ k1z2 + (1− k21)z1 − ẍr

)
(3.58)

En remplaçant l’expression de u donnée par (3.54) dans l’équation (3.58), on obtient :

V̇2 = −k1z21 − k2z
2
2 (3.59)

par conséquent (z1, z2) converge exponentiellement vers (0, 0), et ainsi (x1, x2) converge

exponentiellement vers (xr, ẋr).

�

3.4.1.2 Backstepping adaptatif

Dans certains cas la magnétisation M du microrobot n’est pas connue, de plus la viscosité

dynamique η du sang varie en fonction de type du vaisseau sanguin. Par conséquent, le système

(R1) contient des paramètres incertains, qui’il faut prendre en considération lors de la synthèse

d’une loi de commande, nous proposons alors ici une loi de commande par backstepping adaptatif,

qui est robuste par rapport aux incertitudes paramétriques. Supposons que les paramètres a, b,

c et β′1 donnés par (2.24) et (2.20) sont inconnus mais constants avec β′1 > 0.

Proposition 3.4.4 [Commande par Backstepping adaptatif] : Soit xref =

[xr(t), ẋr(t), ẍr(t)] une trajectoire de référence continue et bornée, et Kx ⊂ R
2 un voisinage

de (xr, ẋr). ∀(x, ξ) ∈ K = Kx × Kξ, ∀θ̂ ∈ Kθ et ∀p̂ ∈ Kp avec p = 1/β′1, les lois de commande

par backstepping adaptatif u = p̂ū(x, ξ, θ̂) et de mise à jour suivantes :

ū = −(k2 + k1)z2 − (1− k21)z1 − φT (x, ξ)θ̂ − ϑ+ ẍr
˙̂
θ = Γφz2
˙̂p = −γsign(β′1)ū(x, ξ, θ̂)z2

(3.60)

stabilisent le système (R1) le long de la trajectoire de référence xref de classe C0 pour toute valeur

initiale (x(0), ξ(0), θ̂(0), p̂(0)) bornée, avec les gains positifs k1, k2 > 0, γ > 0 et Γ ∈ M3(R) > 0

non singulière.

Démonstration :

Soit z1 = x1 − xr, z2 = x2 − ẋr − α, où α est une fonction stabilisante qui sera donnée dans

la suite de la preuve, θ̃ = θ − θ̂ et p̃ = p− p̂.
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• Prenons comme fonction de Lyapunov V1 :

V1 =
1

2
z21 +

1

2
θ̃TΓ−1θ̃ (3.61)

Comme θ est constant, alors ˙̃
θ = − ˙̂

θ. La dérivée de V1 le long des trajectoires du système

(R1) est donnée par :

V̇1 = z1(x2 − ẋr)− θ̃TΓ−1 ˙̂θ = z1(z2 + α1)− θ̃TΓ−1 ˙̂θ (3.62)

Le choix α = −k1z1 implique V̇1 = −k1z21 + z1z2 − θ̃TΓ−1 ˙̂θ.

Sachant que ż1 = x2 − ẋr = z2 + α = z2 − k1z1, on obtient alors :

ż2 = φT (x, ξ)θ + ϑ+ β′1u+ k1(z2 − k1z1)− ẍr (3.63)

• Soit V2 = V1 +
1

2
z22 +

β′1
2γ
p̃2. En utilisant (3.62) et (3.63), la dérivée de V2 est alors donnée

par :

V̇2 = −k1z21 + z2
(
φT θ + ϑ+ β′1u+ k1z2 + (1− k21)z1 − ẍr

)
− θ̃TΓ−1 ˙̂θ − β′1

γ
p̃ ˙̂p (3.64)

Posons β′1u = β′1p̂ū = ū− β′1p̃ū, la dérivée de V2 devient alors :

V̇2 = −k1z21+z2
(
φT θ̂+ϑ+ ū+k1z2+(1−k21)z1− ẍr

)
− θ̃TΓ−1

(
˙̂
θ−Γφz2

)
− β′1
γ
p̃
(
˙̂p+γūz2

)

(3.65)

En remplaçant ū, ˙̂
θ et ˙̂p données dans la proposition 3.4.4 par (3.60) dans l’équation (3.65),

on obtient V̇2 semi définie négative :

V̇2 = −k1z21 − k2z
2
2 (3.66)

par conséquent la paire (z1, z2) converge asymptotiquement vers (0, 0), et ainsi (x1, x2)

converge asymptotiquement vers (xr, ẋr), pour tout (θ̂, p̂) dans Kθ ×Kp.

�

3.4.2 Modèle 2D du microrobot

Dans cette section, nous synthétisons des lois de commande par backstepping et backstepping

adaptatif pour la dynamique du microrobot en 2D représentée par le système (R2).
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3.4.2.1 Backstepping

Lemme 3.4.5 : Soit xref = [xr(t), ẋr(t), ẍr(t)] une trajectoire de référence continue et bornée,

et Kx ⊂ R
4 un voisinage de (xr, ẋr). Supposons que ∀(x, ξ) ∈ K = Kx × Kξ, le système (R2)

vérifie les hypothèses ci-après :

H1 : Le système (R2) est localement commandable le long de xref .

H2 : gi est localement lipschitz sur K, avec γi sa constante de lipschitz.

Proposition 3.4.6 [Commande par Backstepping] : Sous les hypothèses 3.4.1 et H1 du

lemme 3.4.5, la loi de commande par backstepping ui = κi(x, ξ), i = 1, 2 donnée ci-après :

κi(x, ξ) = −(ki+2 + ki)zi+2 + (1− k2i )zi + gi(x, ξ) + (i− 1)ϑ− ẍi,r
β′1

(3.67)

stabilise le système (R2) le long de la trajectoire de référence xref = [xr, ẋr, ẍr] de classe C0

pour toute valeur initiale (x(0), ξ(0)) bornée, avec les gains positifs ki, ki+2 > 0

Démonstration :

Soit zi = xi−xir et zi+2 = xi+2− ẋir−αi, et αi des fonctions stabilisantes qui seront données

dans la suite de la preuve.

• Prenons comme fonction de Lyapunov V1i :

V1i =
1

2
z2i (3.68)

La dérivée de V1i le long des trajectoires du système (R2) est donnée par :

V̇1 = zi(xi+2 − ẋir) = zi(zi+2 + αi) (3.69)

Prenons αi = −kizi, alors V̇1i = −kiz2i + zizi+2.

Sachant que żi = xi+2 − ẋir = zi+2 + αi = zi+2 − kizi, on obtient alors :

żi+2 = gi(x, ξ) + (i− 1)ϑ+ β′1ui + ki(zi+2 − kizi)− ẍir (3.70)

• Soit V2i = V1i +
1

2
z2i+2. En utilisant (3.69) et (3.70), la dérivée de V2i devient :

V̇2i = −kiz2i + zi+2

(
gi(x, ξ) + (i− 1)ϑ+ β′1ui + kizi+2 + (1− k2i )zi − ẍir

)
(3.71)

En remplaçant l’expression de ui donnée par (3.67) dans l’équation (3.71), on obtient :

V̇2i = −kiz2i − ki+2z
2
i+2 ≤ −kciV2i (3.72)

avec kci = 2min(ki, ki+2) par conséquent la paire (zi, zi+2) converge exponentiellement vers

(0, 0) et (xi, xi+2) converge exponentiellement vers (xir, ẋir). Donc
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Vc = V21 + V22 (3.73)

En utilisant (3.72), on obtient :

V̇c ≤ −2 min
i=1...4

(ki)Vc = −kcVc (3.74)

et, par conséquent, z converge exponentiellement vers zéro d’où x converge vers (xr, ẋr) .

�

3.4.2.2 Backstepping adaptatif

Supposons que les paramètres a, b, c et β′1 donnés par (2.24) et (2.20) sont inconnus mais

constants avec β′1 > 0. On pose X1 =

(
x1

x2

)
, X2 =

(
x3

x4

)
et Xr =

(
x1r

x2r

)
pour simplifier la

proposition suivante :

Proposition 3.4.7 [Commande par Backstepping adaptatif] : Soit Xref =[
Xr(t), Ẋr(t), Ẍr(t)

]
une trajectoire de référence continue et bornée, et Kx ⊂ R

4 un voisi-

nage de (Xr, Ẋr). ∀(x, ξ) ∈ K = Kx × Kξ, ∀θ̂ ∈ Kθ et ∀p̂ ∈ Kp avec p = 1/β′1. Les lois de

commande par backstepping adaptatif u = p̂ū(x, ξ, θ̂) et de mise à jour
˙̂
θ et ˙̂p suivantes :

ū = −(k2 + k1)Z2 − (1− k21)Z1 − ΦT (x, ξ)θ̂ −Ψ(x) + Ẍr

˙̂
θ = ΓΦZ2

˙̂p = −γsign(β′1)ZT2 ū(x, ξ, θ̂)
(3.75)

stabilisent le système (R2) le long de la trajectoire de référence Xref de classe C0 pour toute valeur

initiale (Z(0), ξ(0), θ̂(0), p̂(0)) bornée, avec les gains positifs k1, k2 > 0, γ > 0 et Γ ∈ M3(R) > 0

non singulière.

Démonstration :

Soit Z1 = X1 −Xr, Z2 = X2 − Ẋr − α1, où α1 est une fonction stabilisante qui sera donnée

dans la suite de la preuve, θ̃ = θ − θ̂ et p̃ = p− p̂.

• Prenons comme fonction de Lyapunov V1 :

V1 =
1

2
ZT1 Z1 +

1

2
θ̃TΓ−1θ̃ (3.76)

La dérivée de V1 le long des trajectoires du système (R2) est donnée par :

V̇1 = ZT1 (X2 − Ẋr) = ZT1 (Z2 + α1)− θ̃TΓ−1 ˙̂θ (3.77)

Prenons α1 = −k1Z1 alors, V̇1 = −k1ZT1 Z1 + ZT2 Z1 − θ̃TΓ−1 ˙̂θ.

Sachant que Ż1 = X2 − Ẋr = Z2 + α1 = Z2 − k1Z1, on obtient alors :

Ż2 = ΦT (x, ξ)θ +Ψ(x) + β′1u+ k1(Z2 − k1Z1)− Ẍr (3.78)
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• Soit V2 = V1 +
1

2
ZT2 Z2 +

β′1
2γ
p̃2. En utilisant (3.77) et (3.78), on obtient la dérivée de V2 :

V̇2 = −k1ZT1 Z1 +ZT2
(
ΦT θ+Ψ+ β′1u+ k1Z2 + (1− k21)Z1 − Ẍr

)
− θ̃TΓ−1 ˙̂θ− β′1

γ
p̃ ˙̂p (3.79)

Posons β′1u = β′1p̂ū = ū− β′1p̃ū, la dérivée de V2 devient alors :

V̇2 = −k1ZT1 Z1+Z
T
2

(
ΦT θ̂+Ψ+ū+k1Z2+(1−k21)Z1−Ẍr

)
−θ̃TΓ−1

(
˙̂
θ−ΓΦZ2

)
−β

′
1

γ
p̃
(
˙̂p+γZT2 ū

)

(3.80)

En remplaçant ū, ˙̂
θ et ˙̂p par les expressions (3.75) données dans la proposition 3.4.7 dans

l’équation (3.80), on obtient V̇2 semi définie négative :

V̇2 = −k1ZT1 Z1 − k2Z
T
2 Z2 (3.81)

par conséquent la paire (Z1, Z2) converge asymptotiquement vers zéro et (X1, X2) converge

asymptotiquement vers (Xr, Ẋr), pour tout (θ̂, p̂) ∈ Kθ ×Kp.

�

3.5 Commande de 2 microrobots

Nous avons synthétisé des lois de commande pour un seul microrobot dans les sections

précédentes, et comme certains tâches nécessitent plusieurs microrobots, nous allons étudier

alors dans cette section la commandabilité de deux microrobots en 1D et 2D avec les mêmes

entrées de commande. Les systèmes réduits (R12) et (R22), qui représentent la dynamique de

deux microrobots en interaction respectivement en 1D et 2D, sont non linéaires et affines en

la commande, et sont plus sous-actionnés. L’étude de la commandabilité non linéaire pour ces

systèmes réduits n’est pas triviale avec la condition de [Sussmann, 1987], parce que ces systèmes

possèdent des dérives non nulles. Dans cette section, nous allons donc étudier la commandabilité

locale des systèmes réduits le long d’une trajectoire de référence, via l’étude de la commandabilité

du système linéarisé autour de cette trajectoire de référence.

3.5.1 Modèle 1D

3.5.1.1 Linéarisation autour d’une trajectoire

L’objectif est d’étudier la commandabilité des deux microrobots le long d’une trajectoire de

référence donnée. Pour cela on considère la trajectoire de référence ci-après :

xref (t) = [xjr(t), xkr(t), ẋjr(t), ẋkr(t)] (3.82)
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Il existe alors une fonction f(t) ∈ F ⊂ R \ {0} de classe C2 :

f(t) = xjr(t)− xkr(t) (3.83)

3.5.1.1.1 Système linéaire Le système linéarisé de (R12) le long d’une trajectoire de réfé-

rence xref vérifiant (3.83) est donné par :

(R12
Lx

) : ẋ(t) = Ax(t)x(t) +Bx(t)u(t) (3.84)

avec les matrices Ax(t) et Bx(t) données par :

Ax(t) =




0 0 1 0

0 0 0 1
4ejk
f5(t)

− 4ejk
f5(t)

−aj 0

− 4ekj
f5(t)

4ekj
f5(t)

0 −ak




Bx(t) =




0

0

αj

αk




(3.85)

3.5.1.1.2 Etude de commandabilité L’étude de commandabilité du système (R12
Lx

) donné

par (3.84), consiste à déterminer le rang de la matrice de commandabilité de la paire

(Ax(t), Bx(t)). On distingue alors deux cas selon que f(t) est constante ou instationnaire.

3.5.1.1.2.1 f(t) une constante

Lemme 3.5.1 [Condition suffisante de non commandabilité] : Le système (R12
Lx

) n’est

pas commandable si l’une des conditions suivantes est satisfaite.

1. ejk = ekj = 0, j 6= k : le système (R12
Lx

) est non commandable et non stabilisable.

2. Les deux microrobots sont identiques (aj = ak et αj = αk, j 6= k), ∀f ∈ R \ {0}
3. La valeur de f égale à f∗ :

f∗ = 5

√
4χ2

3χ1

χ2χ4

où
χ1 = αkejk + αjekj χ2 = αjαk(aj − ak)

χ3 = αj − αk χ4 = αkaj − αjak
(3.86)

Démonstration :
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1. Dans le cas où ejk = ekj = 0, la matrice de commandabilité du système (R12
Lx

) est donnée

par :

Γ =
[
γ1 γ2 γ3 γ4

]
=




0 αj −αjaj αja
2
j

0 αk −αkak αka
2
k

αj −αjaj αja
2
j −αja3j

αk −αkak αka
2
k −αka3k




(3.87)

on a :

Rang(Ω) =

{
3 si aj 6= ak

2 sinon

Par conséquent le système est non commandable. Dans le cas où aj 6= ak, d’après le

théorème 3.2.8, il existe une transformation T donnée par :

T =
[
γ1 γ2 γ3 v1

]
=




0 αj −αjaj 1

0 αk −αkak 0

αj −αjaj αja
2
j 0

αk −αkak αka
2
k 0




avec la transformation T choisie, on obtient alors :

Ac =




0 0 0

1 0 −ajak
0 1 −aj − ak


 Bc =




1

0

0


 A12 =




0

0

0


 Anc = 0 (3.88)

Les modes commandables sont associés aux valeurs propres de Ac : 0,−aj ,−ak ; le mode

non commandable est associé à la valeur propre 0. Comme Anc n’est pas Hurwitz, le système

(R12
Lx

) n’est pas stabilisable. Par conséquent, le système (R12
Lx

) n’est pas commandable

sans la prise en compte des forces d’interactions entre les microrobots. Donc pour pouvoir

commander les deux microrobots avec la même entrée de commande, il est nécessaire

de prendre en considération les forces d’interaction entre les microrobots dans le modèle

dynamique.

2. Dans le cas où ejk 6= 0 et ekj 6= 0, la matrice de commandabilité est donnée ci-après :

Γ =




0 αj −αjaj αja
2
j + 4ejkχ3f

−5

0 αk −αkak αka
2
k − 4ekjχ3f

−5

αj −αjaj αja
2
j + 4ejkχ3f

−5 −αja3j − 4ejk
[
(2aj + ak)χ3 + χ4

]
f−5

αk −αkak αka
2
k − 4ekjχ3f

−5 −αka3k + 4ekj
[
(aj + 2ak)χ3 + χ4

]
f−5




(3.89)

On obtient alors :

|Γ| = 4χ1f
−10

[
χ2χ4f

5 − 4χ2
3χ1

]

Si (aj = ak et αj = αk), alors on a |Γ| = 0, ∀f ∈ R \ {0} : le système (R12
Lx

) n’est pas

commandable.
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3. Si f = f∗ alors |Γ| = 0, et le système (R12
Lx

) n’est pas commandable.

En résumé, le système (R12
Lx

) est commandable si les deux microrobots ne sont pas identiques

et si la valeur de f choisie est différente de f∗. Attention toutefois, car si la commandabilité

du système (R12
Lx

) implique celle du système non linéaire (R12), la non commandabilité du

système (R12
Lx

) n’implique pas nécessairement la non commandabilité du système (R12).

�

3.5.1.1.2.2 f(t) variable dans le temps

Lemme 3.5.2 [Condition suffisante de non commandabilité] : Le système (R12
Lx

) n’est

pas commandable si l’une des conditions suivantes est satisfaite.

1. La condition 1 ou 2 du lemme (3.5.1) est satisfaite.

2. f(t) est solution de l’équation différentielle suivante :

5χ2χ3ḟ(t)f
4(t)− χ2χ4f

5(t) + 4χ1χ
2
3 = 0 (3.90)

Démonstration :

En utilisant (3.4), on obtient la matrice de commandabilité Γ(t) pour le système (R12
Lx

) donnée

par (3.84) :

Γ(t) = Γ +




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 20ejkχ3ḟf
−6

0 0 0 −20ekjχ3ḟf
−6




(3.91)

où Γ est donnée par (3.89), le déterminant de Γ(t) est donné ci-après :

|Γ(t)| = −4χ1

(
4χ1χ

2
3 − χ2χ4f

5(t) + 5χ2χ3ḟ(t)f
4(t)

)

f10(t)

1. Si ejk = ekj = 0 alors χ1 = 0 et donc |Γ(t)| = 0.

2. Si les deux microrobots sont identiques (χ2 = χ3 = 0), alors |Γ(t)| = 0.

3. Si la fonction f(t) est solution de (3.90), on obtient alors |Γ(t)| = 0.

Dans les 3 cas on obtient |Γ(t)| = 0, par conséquent le système (R12
Lx

) n’est pas commandable.

Dans ce cas aussi, le système (R12
Lx

) est commandable le long d’une trajectoire de référence si

les deux microrobots ne sont pas identiques et si la fonction f(t) choisie ne vérifie pas l’équation

différentielle (3.90). La conclusion est la même que le cas précédent, c’est-à-dire le système

(R12) est localement commandable lorsque son système linéarisé (R12
Lx

) est commandable.

�
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3.5.1.2 Planification de trajectoire

La planification de trajectoire est une étape importante avant de synthétiser une loi de

commande pour ce type de système. Cette étape nous permet de définir toutes les trajectoires

admissibles du système, ainsi que les commandes de référence permettant d’atteindre les tra-

jectoires admissibles. L’étude sera devisée en deux cas : trajectoire constante (f(t) constante)

et trajectoire variable (f(t) variable dans le temps). En remplaçant x et u respectivement par

xr = xref (t) et ur dans (3.84), on obtient alors :

(R12
Lxr

) : ẋr(t) = Ax(t)xr(t) +Bx(t)ur(t) (3.92)

On développe (3.92), et on obtient :




ẍjr =
4ejk
f5

(xjr − xkr)− aj ẋjr + αjur

ẍkr = −4ekj
f5

(xjr − xkr)− akẋkr + αkur

(3.93)

3.5.1.2.1 Trajectoire constante Dans ce cas, la fonction f(t) est une constante par consé-

quent :
xjr − xkr = f

ẋjr − ẋkr = 0

ẍjr − ẍkr = 0

(3.94)

En utilisant l’équation (3.93), les trajectoires de référence admissibles sont solutions de l’équation

différentielle linéaire ci-après :

χ3ẍir − χ4ẋir = −4χ1

f4
, i ∈ {j, k} (3.95)

1. Si χ3 6= 0 et χ4 6= 0, la position de référence xir est obtenue ainsi :

xir(t) = xir(0) +
χ3

χ4

(
ẋir(0)−

4χ1

χ4f4

)(
e

χ4
χ3
t − 1

)
+

4χ1

χ4f4
t

2. Si χ3 = 0 et χ4 6= 0, la position de référence xir est donnée par :

xir(t) =
4χ1

χ4f4
t+ xir(0)

3. Si χ3 6= 0 et χ4 = 0, la position de référence xir est donnée par :

xir(t) = − 2χ1

χ3f4
t2 + ẋir(0)t+ xir(0)
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3.5.1.2.2 Trajectoire variable Dans ce cas plus général, nous avons :

xjr − xkr = f(t)

ẋjr − ẋkr = ḟ(t)

ẍjr − ẍkr = f̈(t)

(3.96)

En utilisant l’équation (3.93), les trajectoires de référence admissibles sont solutions de l’équation

différentielle linéaire suivante :

χ3ẍir − χ4ẋir = αif̈ + αialḟ − 4χ1

f4︸ ︷︷ ︸
gi(t)

, (i, l) ∈ {j, k}2, i 6= l (3.97)

1. Si χ3 6= 0 et χ4 6= 0, la position de référence xir est donnée par (voir Annexe A.5 pour

un exemple du choix de f(t)) :

xir(t) = ẋir(0)
χ3

χ4

[
e

χ4
χ3
t−1

]
+xir(0)+

1

χ4

[ ∫ t

0
gi(τ)e

−χ4
χ3
τ
dτ

]
e

χ4
χ3
t− 1

χ4

∫ t

0
gi(τ)dτ (3.98)

2. Si χ3 = 0 et χ4 6= 0, la position de référence xir est donnée par :

xir(t) = − 1

χ4

∫ t

0
gi(τ)dτ + xir(0) (3.99)

3. Si χ3 6= 0 et χ4 = 0, la position de référence xir est donnée par :

xir(t) =
1

χ3

∫ t

0

[ ∫ x

0
gi(τ)dτ

]
dx+ ẋir(0)t+ xir(0) (3.100)

3.5.1.3 Loi de commande

Dans le cas où f(t) est une constante, le système (R12
Lx

) donné par (3.84) est stationnaire. On

peut alors facilement synthétiser une loi de commande par retour d’état. Posons alors u = ū+ur

et x̄ = x−xr, la représentation d’état en x̄ est déduite alors de celle de (R12
Lx

) et (R12
Lxr

) données

respectivement par (3.84) et (3.92) :

(R12
Lx̄

) : ˙̄x(t) = Ax(t)x̄(t) +Bx(t)ū(t) (3.101)

où ū est calculé par un retour d’état et ur en utilisant (3.93) :
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ū = −Kxx̄

ur =
1

αj

[
ẍjr + aj ẋjr −

4ejk
f4

]

=
1

αk

[
ẍkr + akẋkr +

4ekj
f4

]
(3.102)

où Kx ∈ M1×4(R) est calculé pour que la matrice (Ax −BxKx) soit Hurwitz.

Dans le cas où f(t) est variable dans le temps, le système (R12
Lx

) donné par (3.84) est à

temps variant, par conséquent la synthèse d’une loi de commande par retour d’état nécessite la

résolution d’une équation différentielle de Ricatti, or cette dernière n’est pas facile à résoudre

analytiquement. Pour remédier à ce problème, la commande sera obtenue par la méthode du

backstepping que nous détaillons maintenant.

3.5.1.3.1 Mise sous forme triangulaire Ce paragraphe sera consacré à la mise sous forme

triangulaire du système (R12
Lx

) donné par (3.84). On considère le lemme suivant :

Lemme 3.5.3 : Soit Tz(t) ∈ M4(R) une matrice inversible. On pose z(t) = Tz(t)x(t) et en

utilisant la représentation d’état du système (R12
Lx

) donnée par (3.84), on obtient :

(R12
Lz
) : ż(t) = Az(t)z(t) +Bz(t)u(t) (3.103)

où les matrices Az(t) = Tz(t)Ax(t)T
−1
z (t) + Ṫz(t)T

−1
z (t), Bz(t) = Tz(t)Bx(t) sont données ici :

Az(t) =




q11(t) 1 0 0

q21(t) 0 1 0

q31(t) 0 0 1

q41(t) q42(t) q43(t) q44(t)




Bz(t) =




0

0

0

1




(3.104)

et la matrice T−1
z (t) est donnée par :

T−1
z (t) =




− 4χ1

f5(t)
αjak αj 0

− 4χ1

f5(t)
αkaj αk 0

−20χ1ḟ(t)

f6(t)
− 4χ1

f5(t)
αjak αj

−20χ1ḟ(t)

f6(t)
− 4χ1

f5(t)
αkaj αk




(3.105)
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Les coefficients qij(t) dont l’expression est peu digeste sont donnés par (3.106) :

Dc = 5χ2χ3f
4ḟ + 4χ1χ

2
3 − χ2χ4f

5

q11(t) =
5(8χ1χ

2
3ḟ + 6χ2χ3f

4ḟ2 − χ2χ3f
5f̈ − χ2χ4f

5ḟ)

fDc

q21(t) = −20χ1χ3(4χ3ḟ
2 + χ3ff̈ − χ4fḟ)

f2Dc

q31(t) = −20χ1χ4(4χ3ḟ
2 + χ3ff̈ − χ4fḟ)

f2Dc

q41(t) = −20χ1(χ
2
4f

5f̈ − 4(aj − ak)χ1χ3ḟ + f5ḟ((aj + ak)χ
2
4 + ajakχ3χ4) + (4χ2

4 − 5(aj − ak)χ2)f
4ḟ2)

f6Dc

q42(t) =
4(ajekj + akejk)

f5

q43(t) = −ajak +
4(ejk + ekj)

f5

q44(t) = −(aj + ak)

(3.106)

3.5.1.3.2 Stabilité du contrôleur

Proposition 3.5.4 : Soit xref (t) donnée par (3.82) vérifiant (3.83), zref (t) = [zr(t), żr(t)] =

[Tzxref , Azzr + Bzur], et les matrices Az, Bz et Tz données dans le lemme 3.5.3. La loi de

commande par backstepping u(t) = κ(z(t), zr(t)) donnée par :

κ(z(t), zr(t)) =

4∑

i=1

δi(t)
[
zi(t)− zir(t)

]
+ ur(t) (3.107)

ur(t) =
1

αj

[
ẍjr(t) + aj ẋjr −

4ejk
f4

]

=
1

αk

[
ẍkr(t) + akẋkr +

4ekj
f4

] (3.108)
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δ4 = −
[ 4∑

i=1

ki + q11 + q44

]
, δ3 = −

[( 4∑

i=1

ki

)
q11 +

( 4∑

i=1

4∑

j=i+1

kikj

)
+ q211 + q21 + 3q̇11 + q43 + 3

]

δ2 = −
[( 4∑

i=1

ki

)(
1 + q211 + 2q̇11 + q21

)
+

( 4∑

i=1

4∑

j=i+1

kikj

)
q11 + q311 + 3q11 + 3q̈11 + 2q̇21 + 2q11q21

+5q11q̇11 + k1 + k4 + q31 + q42 +

( 4∑

i=1

4∑

j=i+1

4∑

h=j+1

kikjkh

)]

δ1 = −
[( 4∑

i=1

ki

)(
q311 + q̇21 + q11 + q̈11 + 3q11q̇11 + 2q11q21 + q31

)
+

( 4∑

i=1

4∑

j=i+1

kikj

)(
q211 + q21 + q̇11

)

+

(
4∑

i=1

4∑
j=i+1

4∑
h=j+1

kikjkh

)
q11 + q411 + 3q211 + q221 + 3q21 + q

(3)
11 + 3q̇211 + 3q̇11 + q̈21 + q̇31 + 3q11q̇21

+2q11q31 + 4q11q̈11 + 4q21q̇11 + 6q211q̇11 + q41 + 3q211q21 + 1 + k1k2 + k1k4 + k3k4 + k1k2k3k4 +
(
k1 + k4

)
q11

]

ki > 0

(3.109)

avec les coefficients δi(t) donnés par (3.109), et ur(t) par (3.108), stabilise le système (R12
Lz
)

donné par (3.103) le long de la trajectoire zref . On obtient donc la stabilité du système (R12
Lx

) le

long de xref .

Démonstration :

Soient yi = zi − zir, z̄1 = y1 pour i = 1, . . . , 4 et z̄j = yj − zjd, avec zjd des fonctions

stabilisantes pour j = 2, 3, 4.

Étape 1 : Soit V1 =
1

2
z̄21 une fonction de Lyapunov. Sa dérivée le long des trajectoires du

système (R12
Lz
) est :

V̇1 = z̄1(y2 + q11z̄1) = z̄1(z̄2 + q11z̄1 + z2d) (3.110)

Prenons z2d = −(k1 + q11)z̄1 avec k1 > 0, on obtient :

V̇1 = −k1z̄21 + z̄1z̄2

Les dérivées de z̄1 et z̄2 sont :

˙̄z1 = z̄2 − k1z̄1
˙̄z2 = y3 + (k1 + q11)z̄2 − [k1(k1 + q11)− q̇11 − q21]z̄1

(3.111)

Étape 2 : Soit V2 = V1 +
1

2
z̄22 . En utilisant (3.111), on obtient :

V̇2 = −k1z̄21 + z̄2
[
z̄3 + z3d + (k1 + q11)z̄2 − (k1(k1 + q11)− q̇11 − q21 − 1)z̄1

]
(3.112)
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Prenons

z3d = −
[ 2∑

i=1

ki + q11

]
z̄2 +

[
k1(k1 + q11)− q̇11 − q21 − 1

]
z̄1

on obtient :

V̇2 = −
2∑

i=1

kiz̄
2
i + z̄2z̄3

D’autre part, on a :

˙̄z2 = z̄3 − k2z̄2 − z̄1
˙̄z3 = y4 + q31z̄1 − ż3d

=

[ 2∑

i=1

ki + q11

]
z̄3 −

[ 2∑

i=1

k2i + k1k2 − 1 +
( 2∑

i=1

ki

)
q11 − 2q̇11 − q21

]
z̄2

−
[ 2∑

i=1

(3− i)ki − k31 +
(
1− k21)q11 + 2k1q̇11 − q̈11 + k1q21 − q̇21 − q31

]
z̄1 + z̄4 + z4d

(3.113)

Étape 3 : Soit V3 = V2 +
1

2
z̄23 . En utilisant (3.113), il vient :

V̇3 = −
2∑

i=1

kiz̄
2
i + z̄3( ˙̄z3 + z̄2) (3.114)

En posant z4d = −k3z̄3 − z̄2 − ˙̄z3, on obtient :

V̇3 = −
3∑

i=1

kiz̄
2
i + z̄3z̄4

D’autre part, on a :
˙̄z3 = z̄4 − k3z̄3 − z̄2

˙̄z4 = u− ur +
4∑

i=1

q4iyi − ż4d
(3.115)

Étape 4 : Soit V4 = V3 +
1

2
z̄24 . En utilisant (3.115), on a enfin :

V̇4 = −
3∑

i=1

kiz̄
2
i + z̄4

(
u− ur +

4∑

i=1

q4iyi − ż4d + z̄3

)
(3.116)

Le choix de l’entrée de commande u donnée par (3.107) conduit alors à :

V̇4 = −
4∑

i=1

kiz̄
2
i

=⇒ V̇4 ≤ −2min(2ki)V4

Par conséquent z̄i converge exponentiellement vers zéro, il en va de même pour zi− zir, et

donc xi converge exponentiellement vers xir.

�
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3.5.2 Modèle 2D

Dans cette section, nous allons étudier la commandabilité du système linéarisé de (R22) le

long d’une trajectoire de référence.

3.5.2.1 Linéarisation autour d’une trajectoire

L’objectif est d’étudier la commandabilité des deux microrobots (j) et (k) le long d’une

trajectoire de référence donnée. Pour cela, on considère la trajectoire de référence xref =

[xr(t), ẋr(t), ẍr(t)], avec xr(t) = [xjr(t), zjr(t), xkr(t), zkr(t)]. Pour une trajectoire en position

xr(t) donnée, il existe deux fonctions fx(t) ∈ Fx ⊂ R et fz(t) ∈ Fz ⊂ R de classe C2 telles que :

{
fx(t) = xjr(t)− xkr(t)

fz(t) = zjr(t)− zkr(t)
(3.117)

3.5.2.1.1 Système linéaire Le système linéarisé de (R22) donné par (2.44), autour d’une

trajectoire de référence xref vérifiant le système (3.117) est donné par :

(R22
LX

) : Ẋ = A(t)X +B(t)U +W (3.118)

où U = [u1 u2]
T et les matrices A(t), B(t) et W sont données par :

A(t) =




02 02 I2 02

02 02 02 I2

ejk∆(t) −ejk∆(t) −ajI2 02

−ekj∆(t) ekj∆(t) 02 −akI2




B(t) =




02

02

αjI2

αkI2




W =




021

021

Wj

Wk




(3.119)

La matrice ∆(t) et le vecteur Wi sont donnés ci-dessous :

∆(t) =

[
δ1(t) δ2(t)

δ3(t) δ4(t)

]
Wi =

[
0

wi

]
, i ∈ {j, k} (3.120)

En posant σxz =
√
f2x(t) + f2z (t), les paramètres δi(t) sont donnés ci-après :

δ1(t) =
8f4x − 24f2xf

2
z + 3f4z

σ9xz
δ3(t) =

−12σ4xz + 15f2z σ
2
xz − 10f3z fx + 25fzf

3
x

σ9xz

δ2(t) =
5fxfz(4f

2
x − 3f2z )

σ9xz
δ4(t) = −5fx(3fzσ

2
xz + f3x − 6f2z fx)

σ9xz

(3.121)
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3.5.2.1.2 Etude de commandabilité On s’intéresse dans notre étude à des conditions

suffisantes de commandabilité du système (R22
LX

) donné par (3.118). Cette étude consiste à

déterminer le rang de la matrice de commandabilité de la paire (A(t), B(t)). On distingue alors

deux cas selon que les fonctions fx et fz sont stationnaires ou non.

3.5.2.1.2.1 fx et fz sont constantes Dans ce cas, le système donné par (3.118) est

stationnaire, et sa matrice de commandabilité Γ est donnée par le critère de Kalman :

Γ =
[
B AB . . . A7B

]
=




B10 B11 . . . B17

B20 B21 . . . B27

B30 B31 . . . B37

B40 B41 . . . B47




(3.122)

où les sous matrices Bih pour 1 ≤ i ≤ 4 et 0 ≤ h ≤ 7 sont les suivantes :





B1(h+1) = B3h

B2(h+1) = B4h

B3(h+1) = ejk∆(t)
(
B1h −B2h

)
− ajB3h

B4(h+1) = −ekj∆(t)
(
B1h −B2h

)
− akB4h

(3.123)

avec B10 = B20 = 02, B30 = αjI2 et B40 = αkI2. 02 et I2 sont respectivement les matrices nulle

et identité dans R
2.

On extrait la sous matrice Γ3 = [B AB A2B A3B] de la matrice Γ . Le déterminant de la

matrice Γ3 est :

|Γ3| = χ2
1|∆|

[
χ2
2χ

2
4 + χ4

3χ
2
1|∆| − χ2χ1χ4χ

2
3

[
δ1 + δ4

]]
(3.124)

où |.| représente le déterminant d’une matrice et les paramètres χ1, χ2, χ3 et χ4 sont donnés

par (3.86).

La condition |Γ3| 6= 0 est suffisante pour que le système (R22
LX

) donnée par (3.118) soit

commandable le long de la trajectoire de référence xref .

3.5.2.1.2.2 fx et fz sont instationnaires Dans ce cas, le système donné par (3.118)

est temps variant, et sa matrice de commandabilité Γ(t) est donnée par :




Γ(t) =
[
Γ0(t) . . . Γ7(t)

]

Γ0(t) = B(t)

Γi+1(t) = A(t)Γi(t)−
d

dt
Γi(t)

(3.125)
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On extrait la sous matrice Γ13(t) = [Γ0(t) Γ1(t) Γ2(t) Γ3(t)] de la matrice Γ(t) . Le déterminant

de la matrice Γ13(t) a pour expression :

|Γ13| = χ2
1

[
χ2
1χ

4
3|∆|2 + χ2χ4

(
χ2χ4 − χ2

3χ1

[
δ1 + δ4

])
|∆|+

(
χ2χ3

)2
|∆̇|

+χ2χ3

(
χ2χ4Tr

[
|∆|∆−1∆̇

]
− χ2

3χ1Tr
[
|∆̇|∆̇−1∆2

])]
(3.126)

Tr désigne la trace d’une matrice, les paramètres χ1, χ2, χ3 et χ4 sont donnés par (3.86) et la

matrice ∆ est donnée par (3.120) et (3.121).

Dans la suite pour simplifier l’étude de commandabilité, on prend αj = αk = α on aura alors

χ3 = 0, χ4 = αna et χ1 = αne avec na = aj − ak et ne = ejk + ekj . Les déterminants simplifiés

des matrices Γ3 et Γ13 sont égaux à α8n2en
4
a|∆|. La condition suffisante de commandabilité dans

les deux cas (système stationnaire et à temps variant) est |∆| 6= 0 et na 6= 0.

3.5.2.2 Planification de trajectoire

Ce paragraphe sera consacré à la planification de trajectoire, pour cela on pose F = [fx fz]
T

et X∗r(t) = [x∗r(t) z∗r(t)]T avec ∗ = j, k. Remplaçons dans (3.118) X et U respectivement par

Xr et Ur, on obtient :

(R22
LXr

) : Ẋr = A(t)Xr +B(t)Ur +W (3.127)

Après simplification on obtient les équations suivantes :

Ẍjr = ejk∆
(
Xjr −Xkr

)
− ajẊjr + αjI2Ur +Wj (3.128)

Ẍkr = −ekj∆
(
Xjr −Xkr

)
− akẊkr + αkI2Ur +Wk (3.129)

En multipliant (3.128) par αk et (3.129) par αj puis faisant la soustraction des deux équations

et sachant que Xjr −Xkr = F on obtient alors les deux équations suivantes en j et k :

χ3Ẍjr − χ4Ẋjr = αjF̈ + αjakḞ − χ1∆F + αjWk − αkWj (3.130)

χ3Ẍkr − χ4Ẋkr = αkF̈ + αkajḞ − χ1∆F + αjWk − αkWj (3.131)

3.5.2.2.1 Trajectoires constantes Les équations (3.130) et (3.131) deviennent alors

comme suit :

χ3Ẍjr − χ4Ẋjr = sm (3.132)

χ3Ẍkr − χ4Ẋkr = sm (3.133)

où sm = −χ1∆F + αjWk − αkWj . Les trajectoires admissibles dans ce cas sont solutions de

(3.132) et (3.133), ce qui donne le résultat suivant :



114 Commande

• Si χ3 6= 0 et χ4 6= 0, on obtient :

Xir(t) =

[
χ3sm
χ2
4

+
χ3Ẋir(0)

χ4

][
e
χ4

χ3
t − 1

]
− sm
χ4
t+Xir(0), i ∈ {j, k} (3.134)

• Si χ3 = 0 et χ4 6= 0, on obtient :

Xir(t) = −sm
χ4
t+Xir(0), i ∈ {j, k} (3.135)

• Si χ3 6= et χ4 = 0, on obtient :

Xir(t) =
sm
2χ3

t2 + Ẋir(0)t+Xir(0), i ∈ {j, k} (3.136)

3.5.2.2.2 Trajectoire instationnaire Posons sj(t) = αjF̈ (t)+αjakḞ (t)+sm(t) et sk(t) =

αkF̈ (t) + αkajḞ (t) + sm(t). Les équations (3.130) et (3.131) deviennent alors :

χ3Ẍir − χ4Ẋir = si, i ∈ {j, k} (3.137)

Les trajectoires admissibles dans ce cas sont solutions de (3.137) pour i ∈ {j, k}. On distingue

alors trois cas :

• Si χ3 6= 0 et χ4 6= 0, on obtient pour i ∈ {j, k} :

Xir(t) = Ẋir(0)
χ3

χ4

[
e
χ4

χ3
t−1

]
+
e
χ4

χ3
t

χ4

∫ t

0

[
si(τ)e

−χ4

χ3
τ
]
dτ− 1

χ4

∫ t

0
si(τ)dτ+Xir(0) (3.138)

• Si χ3 = 0 et χ4 6= 0, on obtient pour i ∈ {j, k} :

Xir(t) = − 1

χ4

∫ t

0
si(τ)dτ +Xir(0) (3.139)

• Si χ3 6= 0 et χ4 = 0, on obtient pour i ∈ {j, k} :

Xir(t) =
1

χ3

∫ t

0

[ ∫ x

0
si(τ)dτ

]
dx+ Ẋir(0)t+Xir(0) (3.140)

3.5.2.3 Loi de commande

Cette section sera consacrée à la détermination d’une loi de commande permettant de contrô-

ler les deux microrobots le long de la trajectoire de référence. Dans le cas d’une distance fixe entre

les deux microrobots, le système (R22
LX

) donné par (3.118) est stationnaire. La loi de commande
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est facile à obtenir par retour d’état. En posant U = U + Ur et X = X −Xr, la représentation

d’état en utilisant (3.118) et (3.127) est :

Ẋ = AX +BU (3.141)

Calculons U par retour d’état et Ur en utilisant (3.128) , on obtient alors :

U = −KX

Ur =
Ẍjr + ajẊjr − ejk∆F −Wj

αj

(3.142)

où le gain K ∈ M2×8(R) est calculé pour avoir la matrice (A−BK) Hurwitz.

Dans le cas général, le système (R22
LX

) donné par (3.118) est à temps variant et nous détaillons

la synthèse dans la suite.

3.5.2.3.1 Mise sous forme triangulaire (feedback form) La synthèse d’une loi de com-

mande directement pour le système (R22
LX

) à temps variant est difficile à calculer. Pour remédier

à ce problème, on peut transformer le système donné par (3.118) sous forme triangulaire dans

le but de synthétiser une loi de commande par backstepping.

Pour simplifier l’étude, on prend αj = αk = α, na 6= 0 et |∆| 6= 0 : le système (R22
LX

)

est donc commandable. On pose Uα = αU et Uαr = αUr. On note Bα = [b1 b2] = B/α avec

b1 = [014 1 0 1 0]T et b2 = [014 0 1 0 1]T . Les indices de commandabilité µu1 et µu2 sont égaux

à 4 . On construit la matrice Λ suivante :

Λ =
[
b1 . . . Aµu1−1 b2 . . . Aµu2−1

]

=




0 1 −aj a2j 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 −aj a2j
0 1 −ak a2k 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 −ak a2k
1 −aj a2j −a3j − ejknaδ1 0 0 0 −ejknaδ2
0 0 0 −ejknaδ3 1 −aj a2j −a3j − ejknaδ4

1 −ak a2k −a3k + ekjnaδ1 0 0 0 ekjnaδ2

0 0 0 ekjnaδ3 1 −ak a2k −a3k + ekjnaδ4




(3.143)

On note Lu1 la µu1-ème ligne et Lu2 la µu1 + µu2-ème ligne de la matrice Λ−1 . On construit la

matrice T Tz = [LTu1 LTu2 . . . (Lu1A
µu1 )T (Lu2A

µu2 )T ], dont l’expression est :

Tz =
1

nane




−aj∆−1(t) ak∆
−1(t) −∆−1(t) ∆−1(t)

−neI2 neI2 02 02

02 02 −neI2 neI2

−n2e∆(t) n2e∆(t) neajI2 −neakI2




(3.144)
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et celle de son inverse est :

T−1
z =




−ne∆(t) akI2 I2 02

−ne∆(t) ajI2 I2 02

02 −ne∆(t) akI2 I2

02 −ne∆(t) ajI2 I2




(3.145)

Posons Z = Z − Zr = TzX, la dynamique en Z est alors :

(R22
LZ̄

) : Ż = Az(t)Z +Bz(t)Uα (3.146)

où Uα = α[u1 − u1r u2 − u2r]
T et les matrices Az(t) = Tz(t)A(t)T

−1
z (t) + Ṫz(t)T

−1
z (t) et

Bz(t) = Tz(t)Bα(t) sont alors :

Az(t) =




Az11 I2 02 02

02 02 I2 02

02 02 02 I2

02 Az42 Az43 Az44




BT
z (t) =

[
02 02 02 I2

]

(3.147)

Posons χ5 = ajekj + akejk, les matrices Azih s’expriment comme :

Az11 = −∆−1(t)∆̇(t) Az42 = ne∆̇(t) + χ5∆(t)

Az43 = ne∆(t)− ajakI2 Az44 = −(aj + ak)I2

(3.148)

3.5.2.3.2 Stabilité du contrôleur Cette section est consacrée à la synthèse d’une loi de

commande par backstepping pour le système (R22
LZ̄

) donné par (3.146).

Proposition 3.5.5 : Soit Xref (t) = [xr(t), ẋr(t)] vérifiant (3.117) et Zref (t) = [Zr(t), Żr(t)] :

Zref (t) = [TzXref , AzZr +BzUαr +W ]

et les matrices Az et Bz données par (3.147) et (3.148). La loi de commande par backstepping

Uα = κ(Z, Z̃) donnée par :

κ(Z, Z̃) =

4∑

i=1

∆iZ̃i −
4∑

i=2

Az4iZi (3.149)
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∆4 = −
[ 4∑

i=1

Ki +Az11

]

∆3 =

[ 3∑

i=1

K2
i +

2∑

i=1

3∑

j=i+1

KiKj +Az11(
3∑

i=1

Ki)− 3Ȧz11 − 3I2

]

∆2 =

[
3K1 + 4K2 +K3 −

2∑

i=1

K3
i −K1

( 2∑

i=1

Ki

)
K2 +Az11

(
2I2 −K1K2 −

2∑

i=1

K2
i

)

+3Ȧz11

( 2∑

i=1

Ki

)
− 3Äz11

]

∆1 =

[
Az11

(
K3

1 − 2K1 −K2

)
+ 3Ȧz11

(
I2 −K2

1

)
+ 3Äz11K1 −A

(3)
z11 + 2I2 +K4

1

−2K2
1 − (K1 +K2)

2

]

(3.150)

où les matrices ∆i sont données par (3.150), stabilise le système (R22
LZ̄

) à zéro et donc la

commande Uα = Uα+Uαr stabilise le système (R22
LX

) le long de la trajectoire de référence xref .

Démonstration :

Posons Z
T
=

[
Z
T
1 Z

T
2 Z

T
3 Z

T
4

]
, Z̃1 = Z1, Z̃2 = Z2 − Z2d, Z̃3 = Z3 − Z3d et Z̃4 = Z4 − Z4d

avec Zid des fonctions stabilisantes données dans la construction de la preuve.

Etape 1 Soit V1 une fonction de Lyapunov :

V1 =
1

2
Z̃T1 Z̃1

La dérivée de V1 le long des trajectoires du système (3.146) est :

V̇1 = Z̃T1
(
Az11Z1 + Z2

)
= Z̃T1

(
Az11Z̃1 + Z̃2 + Z2d

)

En posant Z2d = −
(
K1 +Az11

)
Z̃1 avec K1 > 0 ∈ M2(R), on obtient alors :

V̇1 = −Z̃T1 K1Z̃1 + Z̃T2 Z̃1

Les dérivées de Z̃1 et Z2d sont :

˙̃
Z1 = −K1Z̃1 + Z̃2

Ż2d =
[
(K1 +Az11)K1 − Ȧz11

]
Z̃1 −

[
K1 +Az11

]
Z̃2

Etape 2 Soit V2 une fonction de Lyapunov donnée par :

V2 = V1 +
1

2
Z̃T2 Z̃2

En dérivant V2 le long des trajectoires du système (3.146) on obtient :
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V̇2 = V̇1 + Z̃T2
˙̃
Z2

= V̇1 + Z̃T2
(
Z3 − Ż2d

)

= −Z̃T1 K1Z̃1 + Z̃T2
(
Z̃3 + Z3d − Ż2d + Z̃1

)

En posant Z3d = −K2Z̃2 − Z̃1 + Ż2d avec K2 > 0 ∈ M2(R), il vient :

V̇2 = −
2∑

i=1

Z̃Ti KiZ̃i + Z̃T3 Z̃2

En remplaçant Ż2d par son expression dans Z3d, on obtient :

Z3d =
[
(K1 +Az11)K1 − Ȧz11 − I2

]
Z̃1 −

[
K1 +K2 +Az11

]
Z̃2

Les dérivées de Z̃2 et Z3d sont alors les suivantes :

˙̃
Z2 = −K2Z̃2 − Z̃1 + Z̃3

Ż3d = −
[
K1 +K2 +Az11

]
Z̃3 +

[
K2

2 + (K1 +Az11)(K1 +K2)− 2Ȧz11 − I2
]
Z̃2

+
[
(K1 +Az11)(I2 −K2

1 ) + 2Ȧz11K1 − Äz11 +K1 +K2

]
Z̃1

Etape 3 Soit V3 une fonction de Lyapunov :

V3 = V2 +
1

2
Z̃T3 Z̃3

La dérivée de V3 le long des trajectoires du système (3.146) est :

V̇3 = V̇2 + Z̃T3
˙̃
Z3

= V̇2 + Z̃T3
(
Z4 − Ż3d

)

= −
2∑

i=1

Z̃Ti KiZ̃i + Z̃T3
(
Z̃4 + Z4d − Ż3d + Z̃2

)

Prenons Z4d = −K3Z̃3 − Z̃2 + Ż3d avec K3 > 0 ∈ M2(R), on obtient alors :

V̇3 = −
3∑

i=1

Z̃Ti KiZ̃i + Z̃T4 Z̃3

En remplaçant Ż3d par son expression dans Z4d, il vient :

Z4d = −
[
K1 +K2 +K3 +Az11

]
Z̃3 +

[
K2

2 + (K1 +Az11)(K1 +K2)− 2Ȧz11 − 2I2
]
Z̃2

+
[
(K1 +Az11)(I2 −K2

1 ) + 2Ȧz11K1 − Äz11 +K1 +K2

]
Z̃1



Commande de 2 microrobots 119

Les dérivées de Z̃3 et Z4d sont alors :

˙̃
Z3 = −K3Z̃3 − Z̃2 + Z̃4

Ż4d = −
[ 3∑

i=1

Ki +Az11
]
Z̃4 +

[ 3∑

i=1

K2
i +

2∑

i=1

3∑

j=i+1

KiKj +Az11(

3∑

i=1

Ki)− 3Ȧz11 − 2I2
]
Z̃3

+

[
3K1 + 4K2 +K3 −

2∑

i=1

K3
i −K1

( 2∑

i=1

Ki

)
K2 +Az11

(
2I2 −K1K2 −

2∑

i=1

K2
i

)

+3Ȧz11

( 2∑

i=1

Ki

)
− 3Äz11

]
Z̃2 +

[
Az11

(
K3

1 − 2K1 −K2

)
+ 3Ȧz11

(
I2 −K2

1

)

+3Äz11K1 −A
(3)
z11 + 2I2 +K4

1 − 2K2
1 − (K1 +K2)

2

]
Z̃1

Etape 4 Soit V4 donnée par :

V4 = V3 +
1

2
Z̃T4 Z̃4

La dérivée de V4 le long des trajectoires du système (3.146) vérifie :

V̇4 = V̇3 + Z̃T4
˙̃
Z4

= V̇3 + Z̃T4
(
Ż4 − Ż4d

)

= −
3∑

i=1

Z̃Ti KiZ̃i + Z̃T4
(
Az42Z2 +Az43Z3 +Az44Z4 + Uα − Ż4d + Z̃3

)

Prenons Uα donnée par (3.149), on obtient alors :

V̇4 = −
4∑

i=1

Z̃Ti KiZ̃i < 0

On note λKi
la plus petite valeur propre de Ki, par conséquent :

V̇4 ≤ −2 min
i=1...4

λKi
V4

On en conclut que Z̃ converge exponentiellement vers zéro.

�

3.5.2.4 Conclusion

Dans cette section nous avons linéarisé les modèles 1D et 2D de deux microrobots le long

d’une trajectoire de référence, puis une étude a été faite sur les conditions de commandabilité du
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système linéarisé des deux microrobots le long des trajectoires de références, et les expressions

de ces dernières ont été données en résolvant des équations différentielles. Enfin des lois de

commande ont été synthétisées par backstepping pour contrôler les deux microrobots en utilisant

les mêmes entrées de commande (u dans le cas 1D et u1 et u2 dans le cas 2D).

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, après un rappel des notions de commandabilité et de synthèse de lois de

commande, nous avons synthétisé des lois de commande par backstepping et backstepping adap-

tatif pour les modèles 1D et 2D d’un microrobot, dont le rôle est de stabiliser le microrobot le

long d’une trajectoire de référence, pour que le microrobot puisse effectuer la tâche demandée.

Nous avons ensuite proposé une loi de commande par backstepping pour commander 2 microro-

bots le long d’une trajectoire de référence avec les mêmes entrées de commande, cette méthode a

été appliquée pour les modèles 1D et 2D des 2 microrobots. Nous avons pris plus de paramètres

incertains par rapport aux travaux qui ont été menés par [Arcese et al., 2013] lors de la synthèse

d’une commande par backstepping adaptatif pour les modèles réduits d’un microrobot en 1D

et 2D. Nous avons fait une étude de commandabilité partielle car en linéaire seulement sur la

dynamique de deux microrobots en interaction, ce qui n’existait pas dans la littérature. Nous

avons explicité les trajectoires de référence admissibles et nous avons proposé des lois de com-

mande par backstepping pour le système linéarisé à temps variant. Les commandes synthétisées

pour la commande d’un seul microrobot ne sont pas utilisables en l’état, car seule la position du

microrobot est accessible, nous allons donc proposer dans le chapitre suivant des observateurs

pour estimer tous les états non accessibles pour pouvoir utiliser des commandes par retour de

sortie.
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4.1 Introduction

Ce chapitre sera structuré comme suit : tout d’abord nous allons rappeler la notion d’obser-

vabilité pour les systèmes linéaires et non linéaires, nous exposerons ensuite les principaux ob-

servateurs non linéaires utilisés dans la littérature (Luenberger, grand gain, par immersion...etc).

Puis nous allons présenter nos résultats sur la synthèse d’un observateur pour les modèles 1D

et 2D du microrobot en utilisant un observateur basé sur le théorème de la valeur moyenne ;

nous exposerons aussi nos travaux sur l’estimation de la pulsation cardiaque et de la vitesse du

sang. Enfin nous terminerons le chapitre par la commande d’un microrobot par retour de sortie

c’est-à-dire en utilisant les états estimés par l’observateur dans les lois de commande synthétisées

précédemment dans le chapitre 3. De plus, nous démontrerons la stabilité asymptotique et la

stabilité pratique en présence d’erreurs de modélisation.

4.2 Observabilité

4.2.1 Introduction

La notion d’observabilité permet de savoir a priori si, par la connaissance des sorties et des

entrées d’un système, il est possible d’en reconstruire les états non mesurables. Si un système est

observable, nous verrons comment synthétiser un observateur afin d’estimer les états inaccessibles

du système. Comme ce procédé permet de se passer de certains capteurs physiques, on parle

alors aussi de capteur logiciel. Différentes notions d’observabilité en non linéaire ont été établies

dans la littérature [Hermann and Krener, 1977],[Besançon, 2007], [Fliess, 1982]. Nous rappelons

dans la section suivante quelques notions d’observabilité des systèmes non linéaires.

4.2.2 Observabilité des systèmes linéaires et non linéaires

Définition 4.2.1 [Indistinguabilité] : La paire (x0, x
′
0) ∈ X

2 ⊂ R
2n est indistinguable pour

le système ΣNL donné par (2.1), si :

∀u ∈ U, ∀t ≥ 0, h(Xu(t, x0), u) = h(Xu(t, x′0), u)

où U est l’ensemble des commandes admissibles et x0 et x′0 deux états initiaux du système ΣNL.

Définition 4.2.2 [Observabilité globale] : Le système ΣNL est observable si :

∀(x0, x′0) ∈ X
2, (x0, x

′
0) sont distinguables

où X est l’ensemble des états initiaux du système.

Définition 4.2.3 [Observabilité locale] : Soit x l’état du système ΣNL :

• x est localement observable en x0 s’il existe un voisinage Vx0 de x0 tel que, pour tout

voisinage V ′
x0 ⊂ Vx0 , et tout x′0 ∈ V ′

x0 , h(Xu(t, x0), u) = h(Xu(t, x′0), u) ∀t implique

x′0 = x0.
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• Si le système ΣNL est localement observable pour tout x0, alors on dit que le système

ΣNL est localement observable.

Cela signifie que le système ΣNL n’est localement observable que si l’on peut distinguer chaque

état x0 de ses voisins x′0 tant que les trajectoires du système restent proches de x0, i.e l’application

entrée-sortie I : X× U → Y est localement injective par rapport aux conditions initiales.

Définition 4.2.4 [Observabilité uniforme] : Le système ΣNL est uniformément observable

si :

∀x0 6= x′0 ∈ X, ∃t ≥ 0 : h(Xu(t, x0), u) 6= h(Xu(t, x′0), u), ∀u ∈ U

Définition 4.2.5 [Système détectable] : Le système ΣNL est détectable si : ∀(x0, x′0) ∈ X
2 ⊂

R
2n indistinguable (voir définition 4.2.1), alors on a :

lim
t→∞

{‖Xu(t, x0)−Xu(t, x′0)‖} = 0

4.2.2.1 Systèmes non linéaires

Considérons le système ΣNL affine en la commande :




ẋ = f(x, u) = f0(x) +

p∑

i=1

uigi(x)

y = h(x) = [h1(x), . . . , hm(x)]
T

(4.1)

Les définitions qui suivent sont issues de [Isidori, 1995, Nijmeijer and van der Schaft, 1990]. L’es-

pace d’observation du système (4.1) est donné par :

Définition 4.2.6 [Espace d’observation et Codistribution] : L’espace d’observation O du

système (4.1) est l’espace linéaire des fonctions dans X contenant h1, . . . , hm et les dérivées de

Lie suivantes Lτ1Lτ2 . . . Lτkhj , j ≤ m, k ≥ 1 :

O = Vect{hj , Lτ1Lτ2 . . . Lτkhj}

avec τi ∈ {f0, g1, . . . , gp} pour i = 1, . . . , k.

La codistribution de l’espace d’observation O, notée dO, est donnée par :

dO(x) = V ect{dH(x)|H ∈ O}, x ∈ X

où H = [h, ḣ, . . . , h(k), . . .]T = [h, Lfh, . . . , L
k
fh, . . .]

T . L’espace d’observation d’un système

contient la sortie et ses dérivées successives le long des trajectoires du système.

On peut construire la codistribution involutive dO de manière analogue à celle d’accessibilité

(voir définition 3.2.5 dans le chapitre 3) :

• La codistribution initiale est donnée par :

dO0 = V ect{dh1, . . . , dhm}
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• La codistribution d’ordre k est donnée par :

dOk = dOk−1 +

p∑

i=1

LgidOk−1 + Lf0dOk−1

S’il existe k∗ : dOk∗+r = dOk∗ , ∀r > 0. On pose alors dO = dOk∗

La condition suffisante d’observabilité locale du système (4.1) est donnée par la condition de

rang d’observabilité :

Théorème 4.2.7 : Soit le système (4.1) avec dimX = n. Si dimdO(x∗) = dimX = n alors le

système (4.1) est localement observable en x∗. On a équivalence dans le cas où le système (4.1)

est localement accessible.

4.2.2.2 Systèmes linéaires

4.2.2.2.1 Système LTV Considérons le système à temps variant donné par (2.3), avec

B(t) = 0 et D(t) = 0, soit un système autonome. La paire (A(t), C(t)) est observable sur

l’intervalle [t0, tf ] si et seulement si la matrice du grammien d’observabilité Wo(t0, tf ) est

inversible [Silverman and Meadows, 1967] :

Wo(t0, tf ) =

∫ tf

t0

ΦT (t, t0)C
T (t)C(t)Φ(t, t0)dt

où Φ(., .) est la matrice de transition de la matrice A(t) donnée par (2.6) et (2.7). La matrice

d’observabilité du système (2.3), notée O(t), est un cas particulier de la codistribution dO, et

est donc donnée par O(t) = [O0(t)
T . . .On−1(t)

T ]T , avec Oi(t) donnée ci-après :




O0(t) = C(t)

Oi(t) = Oi−1(t)A(t) +
d

dt
Oi−1(t) i = 1, . . . , n− 1

On dit que la paire (A(t), C(t)) est :

1. Complètement observable si Rang(O(t)) = n pour un certain t ∈ R
+

2. Uniformément observable si Rang(O(t)) = n pour tout t ∈ R
+

4.2.2.2.2 Système LTI Considérons le système linéaire stationnaire donné par (2.8), sa

matrice d’observabilité O est donnée ci-après :

O =
[
CT (CA)T . . . (CAn−1)T

]T

En linéaire, les champs de vecteurs étant constants, leurs dérivées de Lie ne contribuent pas à

augmenter la dimension de dO, d’où la limitation de O à n lignes.

Théorème 4.2.8 [Critère d’observabilité de Kalman ] : [Kalman, 1963] Les deux propo-

sitions suivantes sont des conditions nécessaires et suffisantes d’observabilité du système (2.8).
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1. La connaissance de y(t) et u(t) pour tout t ∈ [0, τ ], τ > 0 permet de déterminer d’une fa-

çon unique la condition initiale x(0), par conséquent la détermination de x(t) en utilisant

(2.10).

2. La matrice d’observabilité du système (2.8) est de rang plein :

Rang(O) = n

4.2.3 Formes canoniques d’observabilité

4.2.3.1 Introduction

La synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires a été abordée par [Kalman and Bucy, 1961]

et [Luenberger, 1971], ces auteurs ont donné des conditions nécessaires et suffisantes pour

l’existence d’un observateur pour les systèmes linéaires invariants. Cependant, la synthèse

d’observateurs pour les systèmes non linéaires est souvent difficile, à cause de la complexité

des non linéarités. Plusieurs approches ont été proposées pour la synthèse d’observateurs non

linéaires, entre autres : par la linéarisation de la dynamique de l’erreur [Bestle and Zeitz, 1983,

Krener and Isidori, 1983], [Krener and Respondek, 1985, Guay, 2002, Hou and Pugh, 1999]

pour que les non linéarités soient dépendantes uniquement des entrées et des sorties mesurables

du système ; les observateurs à grand gain [Gauthier et al., 1992, Bornard and Hammouri, 1991],

ou encore les observateurs se basant sur les inégalités matricielles (LMI : Linear Matrix inequa-

lities) [Rajamani and Cho, 1998, Arcak and Kokotović, 2001]. L’application de certaines de ces

méthodes d’observation pour un système non linéaire nécessite de mettre ce dernier sous une

forme canonique linéaire [Luenberger, 1967] ou non linéaire [Besançon, 2007, Boutat et al., 2010]

d’observabilité. Dans cette section, nous allons rappeler quelques formes normales d’observabilité

pour les systèmes linéaires et non linéaires.

4.2.3.2 Systèmes non linéaires

On considère les systèmes non linéaires donnés par la représentation d’état suivante :

ẋ = f(x, u)

y = h(x, u)
(4.2)

où x ∈ X ⊂ R
n, u ∈ U ⊂ R

p et y ∈ Y ⊂ R. La synthèse d’un observateur non linéaire pour le

système (4.2) est généralement ardue ; pour remédier à cette difficulté, il est préférable de mettre

le système (4.2) sous forme canonique (normale) d’observabilité [Hammouri et al., 2010]. Nous

en citerons ici deux.

4.2.3.2.1 Forme canonique pour les systèmes affines en la commande Considérons

les systèmes non linéaires mono sortie affines en la commande :
{
ẋ = f(x) + g(x)u

y = h(x)
(4.3)
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Si le système (4.3) est uniformément observable, alors le choix de la transformation bijective

Φ [Isidori, 1995] :

z = Φ(x) =
(
h(x) Lfh(x) . . . Ln−1

f h(x)
)T

(4.4)

permet de mettre le système (4.3) sous la forme canonique d’observabilité suivante :





ż1 = z2 + ḡ1(z1)u
...

żn−1 = zn + ḡn−1(z1, . . . , zn−1)u

żn = f̄n(z1, . . . , zn) + ḡn(z1, . . . , zn)u

y = z1 = Cz

(4.5)

Soit ż = Az + ḡ(z)u avec ḡi(z1, . . . , zi) et A la matrice dont les seules entrées non nulles est

la surdiagonale formée de 1. On dit alors que (A,C) est sous forme normale d’observabilité de

Brunovsky.

4.2.3.2.2 Forme canonique de Gauthier-Kupka [Gauthier and Kupka, 2011] Le sys-

tème (4.2) admet une forme canonique de Gauthier-Kupka s’il existe un difféomorphisme

Φ : x 7−→ z = Φ(x) tel que le système (4.2) peut se mettre sous la forme feedforward sui-

vante : 



ż1 = f̄1(z1, z2, u)
...

żn−1 = f̄n−1(z1, . . . , zn, u)

żn = f̄n(z1, . . . , zn, u)

y = h̄(z1, u)

(4.6)

avec les applications h̄(z1, u) et f̄i(z1, . . . , zi+1, u) qui vérifient :

∂h̄

∂z1
6= 0, et

∂f̄i
∂zi+1

6= 0 pour tout i = 1, . . . , n− 1 (4.7)

La condition ∂f̄i
∂zi+1

6= 0 est nécessaire pour que le système (4.6) satisfasse en tout point la

condition de rang d’observabilité.

4.2.3.3 Systèmes linéaires

4.2.3.3.1 Système SISO On considère le système stationnaire mono entrée mono sortie

donné par (3.6). Soit Ox la matrice d’observabilité de la paire (Ax, Cx) :

Ox =
[
CTx ATxC

T
x . . . (An−1

x )TCTx

]T
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Supposons que Rang(Ox) = n, alors il existe une matrice Tz ∈ Mn(R) inversible avec z = Tzx,

telle que le système en z est donné par :

{
ż = Azz +Bzu

y = Czz +Dzu
(4.8)

avec Bz = TzBx, Dz = Dx et les matrices Az = TzAxT
−1
z et Cz = CxT

−1
z suivantes :

Az =




−σ1 1 0 . . . 0

−σ2 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
...

. . . 1

−σn 0 . . . . . . 0




CTz =




1

0
...
...

0




(4.9)

où σi, i = 1, . . . , n sont les coefficients du polynôme caractéristique de Ax donnée par (3.7).

Notons Oz la matrice d’observabilité de la paire (Az, Bz), la transformation Tz est alors

donnée par :

Tz = O−1
z Ox (4.10)

4.2.3.3.2 Système MIMO [Prätzel-Wolters, 1983] On considère le système stationnaire

multi entrées multi sorties donné par (3.11). Supposons que la paire (Ax, Cx) est observable.

On pose Cx = [CT1 . . . C
T
m]
T et µ1, . . . , µm respectivement les indices d’observabilité des sorties

y1, . . . , ym. On construit la matrice d’observabilité O :

O =
[
CT1 . . . (C1A

µ1−1
x )T CT2 . . . (C2A

µ2−1
x )T . . . CTm . . . (CmA

µm−1
x )T

]T
(4.11)

On note c1, c2 . . . , cm respectivement la µ1, (µ1 + µ2), . . . , (µ1 + . . . + µm)-ème colonne de

O−1, la matrice Tz est donnée par :

Tz =
[
c1 . . . Aµ1−1

x c1 c2 . . . Aµ2−1
x c2 . . . cm . . . Aµc−1

x cm

]−1
(4.12)

Avec la transformation Tz donnée par (4.12), on obtient les matrices Az = TzAxT
−1
z et Cz =

CxT
−1
z sous la forme suivante :
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Az =




0 . . . 0 ∗ ∗ ∗
1

. . .
...

...
...

...

0
. . . 0

...
...

...
...

. . . 1 ∗ ∗ ∗

∗ ∗ 0 . . . 0 ∗
...

... 1
. . .

...
...

...
... 0

. . . 0
...

∗ ∗ ...
. . . 1 ∗




CTz =




∗ ∗ . . . . . . . . . ∗

1 ∗ . . . . . . ∗

0 . . . 0 1 ∗ ∗
∗ ∗ . . . . . . . . . ∗

0 0 . . . . . . 0 1




4.2.3.3.3 Système partiellement observable

Théorème 4.2.9 [Décomposition de Kalman ] : [Kalman, 1963] Supposons que la matrice

d’observabilité O de la paire (A,C) du système (2.8) soit de rang no < n. Il existe alors une

transformation inversible T , x = Tz :





[
żo

żno

]
= T−1ATz + T−1Bu =

[
Ao 0

A21 Ano

][
zo

zno

]
+

[
Bo

Bno

]
u

y = CTz +Du =
[
Co 0

] [ zo
zno

]
+Du

(4.13)

où zo ∈ R
no , zno ∈ R

n−no , Ao ∈ Mno(R) et Co ∈ Mm×no(R) sont tels que la paire (Ao, Co)

soit observable. On dit alors que les valeurs propres de Ao sont les modes observables, et que les

valeurs propres de Ano sont les modes non observables. Si la matrice Ano est Hurwitz alors le

système (4.13) est détectable (voir définition 4.2.5).

La transformation T est composée des no colonnes oj, j = 1, . . . , no indépendantes de la matrice

O, complétée par une famille de n−no vecteurs vi ∈ R
n, i = 1, . . . , n−no en utilisant le théorème

de la base incomplète :

T = [o1 . . . ono v1 . . . vn−no ], |T | 6= 0

L’espace d’observation du système (4.13), de dimension no, est le sous espace vectoriel en-

gendré par les vecteurs oi. L’espace des états non observables est engendré par les vecteurs vi ;

sa dimension est égale à n− no.
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4.3 Observateurs de systèmes non linéaires

4.3.1 Introduction

La commande d’un système exige généralement la connaissance des variables d’état du sys-

tème, or celles-ci ne sont pas toutes accessibles à la mesure pour des raisons de coût des cap-

teurs ou en raison de contraintes technologiques. Pour remédier à ce problème, un observa-

teur sera synthétisé pour le système afin d’estimer les états non mesurables du système. Les

premiers observateurs pour les systèmes linéaires invariant dans le temps ont été donnés par

[Kalman and Bucy, 1961] et [Luenberger, 1971]. Cependant la plupart des systèmes sont non li-

néaires. Bien qu’il n’existe pas de méthode générale pour la synthèse d’observateurs non linéaires,

contrairement aux observateurs linéaires, on peut catégoriser différentes approches. Le filtre

de Kalman étendu [Sorenson and Stubberud, 1968, Anderson and Moore, 1979], connu pour sa

simplicité d’utilisation et reposant sur la linéarisation du système, ne converge que sous des hy-

pothèses très limitantes. Nous trouvons aussi les observateurs qui se basent sur la linéarisation de

la dynamique de l’erreur [Zeitz, 1987, Krener and Isidori, 1983, Krener and Respondek, 1985],

les observateurs obtenus par la résolution d’une équation de Ricatti [Rajamani and Cho, 1998,

Pagilla and Zhu, 2004], les observateurs à grand gain [Besançon, 2007, Hammouri et al., 2002,

Gauthier et al., 1992] où le principe est de dominer les non linéarités par l’inovation . Dans cette

section, nous rappellerons le principe de quelques observateurs utilisés dans la littérature.

4.3.2 Observateur basé sur la résolution de Ricatti

4.3.2.1 Systèmes non linéaires

On considère le système non linéaire donné par (3.23), et on suppose qu’il vérifie les hypo-

thèses suivantes :

H1) f(x, u) est Lipchitzienne par rapport à x et uniformément en u, i.e ∃γ > 0 :

||f(x1, u)− f(x2, u)|| ≤ γ||x1 − x2||, x1, x2 ∈ R
n, u ∈ R

p (4.14)

où γ est la constante de Lipschitz du système (3.23).

H2) La paire (A,C) est observable.

4.3.2.1.1 Placement de pôles Lorsque la matrice A du système (3.23) n’est pas Hurwitz,

alors on réécrit le système (3.23) sous la forme suivante :





ẋ = (A− L1C)︸ ︷︷ ︸
A1

x+Bu+ L1y + f(x, u)

y = Cx

(4.15)

où L1 ∈ Mn×m(R) est choisie de sorte à avoir A1 Hurwitz.
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4.3.2.1.2 Constante de Lipschitz La constante de Lipschitz de certains systèmes peut être

diminuée avec une transformation linéaire (voir [Rajamani and Cho, 1998] pour plus de détails).

On pose alors x = Toz avec To ∈ Mn×n(R) une matrice non singulière. En utilisant (4.15), on

obtient alors la représentation d’état en z :





ż = T−1
o (A− L1C)To︸ ︷︷ ︸

Ao

z + T−1
o B︸ ︷︷ ︸
Bo

u+ T−1
o L1y + T−1

o f(Toz, u)

y = CTo︸︷︷︸
Co

z
(4.16)

Pour le système (4.16), l’hypothèse H1) devient alors :

||T−1
o f(Toz1, u)− T−1

o f(Toz2, u)|| ≤ γo||z1 − z2||, z1, z2 ∈ R
n, u ∈ R

p (4.17)

avec γo la constante de Lipschitz du système (4.16).

4.3.2.1.3 Synthèse d’observateur Sous les hypothèses (H1) et (H2) pour le système

(4.16), le système ci-après est un observateur pour (4.16) [Pagilla and Zhu, 2004] :





˙̂z = Aoẑ +Bou+ T−1
o L1y + T−1

o f(Toẑ, u) + (γ2o + εo)Lo(y − Coẑ)/||Co||2

ŷ = Coẑ

(4.18)

où εo ≥ −γ2o et Lo ∈ Mn×m(R) le gain d’innovation précisé par la suite.

Démonstration :

Soit z̃ = z− ẑ l’erreur d’observation. En utilisant les représentations d’état données par (4.16)

et (4.18), on obtient la dynamique de l’erreur :

˙̃z =
(
Ao −

γ2o + ε0
||Co||2

LoCo

)

︸ ︷︷ ︸
Aof

z̃ + T−1
o

(
f(Toz, u)− f(Toẑ, u)

)
(4.19)

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

Vo(z̃) = z̃TPoz̃ ≤ λ̄Po z̃
T z̃ , Po = P To > 0 (4.20)

La dérivée de Vo(z̃) le long des trajectoires du système (4.19) est donnée par :

V̇o(z̃) = z̃T
(
ATofPo + PoAof

)
z̃ + 2z̃TPoT

−1
o

(
f(Toz, u)− f(Toẑ, u)

)

≤ z̃T
(
ATofPo + PoAof

)
z̃ + 2||Poz̃||||T−1

o f(Toz, u)− T−1
o f(Toẑ, u)||

(4.21)

En utilisant (4.17) et en complétant les carrés (2ab ≤ a2 + b2) on obtient :

V̇o(z̃) ≤ z̃T
(
ATofPo + PoAof

)
z̃ + 2γo||Poz̃||||z̃||

≤ z̃T
(
ATofPo + PoAof + PoPo + γ2o

)
z̃

(4.22)
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S’il existe une matrice Po = P To solution de :

ATofPo + PoAof + PoPo + γ2oIn = −ηoIn (4.23)

avec ηo > 0, alors il vient :
V̇o(z̃) ≤ −ηoz̃T z̃

≤ − ηo
λ̄Po

Vo(z̃)
(4.24)

et par conséquent z̃ converge exponentiellement vers 0 et ẑ converge vers z.

En utilisant le gain :

Lo =
1

2
P−1
o CTo (4.25)

l’équation (4.23) devient :

ATo Po + PoAo + PoPo + (γ2o + ηo)In − (γ2o + εo)C
T
o Co/||Co||2 = 0 (4.26)

En utilisant la définition 3.3.2, on obtient alors la matrice hamiltonienne Ho pour l’équation

(4.26) :

Ho =




Ao In

−(γ2o + ηo)In + (γ2o + εo)C
T
o Co/||Co||2︸ ︷︷ ︸

−C̄

−ATo


 (4.27)

On a :

• Ao est Hurwitz par construction.

• In = ITn > 0 et C̄ = C̄T > 0 pour η0 > max(0, εo).

D’après la définition 3.3.2, il reste à vérifier que la matrice Ho est hyperbolique pour que

l’équation de Ricatti (4.26) admette une solution unique Po = P To > 0. Or on a

Ho est hyperbolique ⇐⇒
√
γ2o + ηo < δ(ATo ,

√
γ2o + εoCo/||Co||) (4.28)

�

En utilisant (4.18) et x̂ = Toẑ, le système ci-après est donc un observateur du système (3.23) :





˙̂x = Ax̂+Bu+ f(x̂, u) +
[
L1 +

γ2o + εo
||CTo||ε2

Lo

](
y − ŷ

)

ŷ = Cx̂

(4.29)

Nous remarquons que l’observateur (4.29) possède deux gains d’innovation L1 et Lo, le rôle

du premier gain est de stabiliser la matrice A, et le rôle de deuxième est d’assurer la convergence

de l’erreur d’observation à zéro, il est obtenue par l’expression (4.25) avec la matrice Po solution

de l’équation de Ricatti (4.26).
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4.3.3 Observateur de Luenberger

Cette section sera consacrée à un rappel concernant la synthèse d’observateurs de Luenberger

(voir [Thau, 1973] et [Rajamani and Cho, 1998] pour plus de détails) pour les systèmes non

linéaires Lipschitz de la forme suivante :
{
ẋ = Ax+ φ(x, u)

y = Cx
(4.30)

où x ∈ R
n, u ∈ R

p, y ∈ R
m tels que la paire (A,C) est détectable et la fonction φ(x, u) est

γφ-lipschitz (voir (H1) section 4.3.2.1).

Théorème 4.3.1 [Observateur de Luenberger ] : [Thau, 1973] On considère l’observateur

de type de Luenberger pour le système (4.30) :

{
˙̂x = Ax̂+ φ(x̂, u) +K(y − Cx̂)

ŷ = Cx̂
(4.31)

Le système (4.31) est un observateur exponentiel pour le système (4.30) si le gain K ∈ Mn×m(R)

est choisi de sorte que (A−KC) soit Hurwitz et que :

γφ <
λQ

2λP
(4.32)

Les matrices P = P T > 0, Q = QT > 0 et le gain K sont solutions de l’équation de Lyapunov :

(A−KC)TP + P (A−KC) +Q = 0 (4.33)

4.3.4 Observateur à grand gain

Les observateurs à grand gain s’appliquent sur les systèmes uniformément observables, qui

possèdent une forme triangulaire complète ou partielle. Le gain de l’observateur à grand gain

consiste à écraser la constante de lipschitz globale du système. Nous présentons deux méthodes

de synthèse d’un observateur à grand gain pour deux formes triangulaires d’un système.

4.3.4.1 Système sous forme de Gauthier-Kupka

Considérons les systèmes non linéaires sous la forme canonique d’observabilité de Gauthier-

Kupka donnée par (4.6). Notons z̄i = [z1, . . . , zi]
T et supposons que :

1. Les fonctions f̄i(z̄i, zi+1, u) sont globalement Lipschitz par rapport à z̄i et uniformément

en zi+1 et u :

||f̄i(z̄i, zi+1, u)− f̄i(ˆ̄zi, zi+1, u)|| ≤ γ||z̄i − ˆ̄zi||, ∀ i ∈ {1, . . . , n}
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2. Il existe (α, β) ∈ R
2, avec 0 < α < β tel que :

α ≤
∣∣∣∣
∂h̄

∂z1

∣∣∣∣ ≤ β, et α ≤
∣∣∣∣
∂f̄i
∂zi+1

∣∣∣∣ ≤ β ∀ i ∈ {1, . . . , n− 1}, ∀ z ∈ R
n, ∀u ∈ R

p

L’observateur à grand gain pour le système (4.6) est donné par la proposition suivante :

Proposition 4.3.2 : [Hammouri et al., 2002] Le système suivant :




˙̂z1 = f̄1(ˆ̄z1, ẑ2, u) + lk1
(
y − h̄(ẑ1, u)

)

...
˙̂zn−1 = f̄n−1(ˆ̄zn−1, ẑn, u) + ln−1kn−1

(
y − h̄(ẑ1, u)

)

˙̂zn = f̄n(ˆ̄zn, u) + lnkn
(
y − h̄(ẑ1, u)

)

ŷ = h̄(ẑ1, u)

(4.34)

est un observateur asymptotique pour le système (4.6) s’il existe des réels k1, . . . , kn, η > 0 et

une matrice S = ST > 0, avec η et S dépendant uniquement de α et β tels que :

A(t)S + SAT (t) ≤ −ηIn (4.35)

avec :

A(t) =




−k1a1(t) a2(t) 0 . . . 0

−k2a1(t) 0 a3(t)
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0

−kn−1a1(t)
...

. . . an(t)

−kna1(t) 0 . . . . . . 0




où les fonctions ai(t) sont issues de l’application du théorème de la valeur moyenne 2.2.20 aux

fonctions h̄ et f̄i pour i ∈ {1, . . . , n} :

a1(t) =
∂h̄

∂z1
(δ0(t), u(t))

ai+1(t) =
∂f̄i
∂zi+1

(z̄i(t), δi(t), u(t)) pour i = 1, . . . , n− 1

avec δi(t) ∈ [ẑi+1(t), zi+1(t)].

On a alors α ≤ ai(t) ≤ β, pour tout i = 1, . . . , n, ∀ t ≥ 0. Posons εi =
z̃i
li

. Le choix d’une

fonction de Lyapunov V = εTSε conduit alors à V̇ ≤ 0 pour tout gain l > max(1, l∗) avec l∗

donné par :

l∗ =
2||S||γ√n

η

L’appellation de "grand gain" est issue du fait que le gain l∗ nécessaire pour écraser la constante

de Lipschitz γ doit souvent être importante. De ce fait, comme l’innovation dans (4.34) fait

apparaître des puissances croissantes de l, le gain final peut être important.

L’inconvénient majeur de l’observateur à grand gain est sa sensibilité aux bruits de mesure,

vu le gain très élevé ln sur la composante xn pour un système de dimension n élevée.
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4.3.4.2 Système affine en commande

Soit le système non linéaire affine en commande donné par (4.5), on le réécrit sous la forme

suivante [Hammouri et al., 2002] :
{
ż = Az + F̄ (z) + Ḡ(z)u

y = Cz
(4.36)

avec :

A =

(
0(n−1)×1 In−1

0 01×(n−1)

)
CT =

(
1

0(n−1)×1

)
F̄ (z) =

(
0(n−1)×1

f̄n(z̄n)

)
Ḡ(z) =




ḡ1(z̄1)
...

ḡn(z̄n)




Proposition 4.3.3 : [Hammouri et al., 2002] Le système :
{

˙̂z(t) = Aẑ(t) + F̄ (ẑ(t)) + Ḡ(ẑ(t)) + S−1
l CT

(
y − Cẑ(t)

)

ŷ = Cẑ(t)
(4.37)

est un observateur exponentiel pour le système (4.36), avec Sl = STl > 0 solution de :

lSl +ATSl + SlA = CTC (4.38)

En posant Sl = ∆−1
l S∆−1

l avec S solution de l’équation (4.38) pour l = 1, on trouve alors

S−1
l CT = ∆lS

−1∆lC
T = ∆lK avec K = S−1∆lC

T , par conséquent on trouve ici aussi des

puissances croissantes de l dans le terme de l’innovation de (4.37).

4.3.5 Observateur MVT

4.3.5.1 Les inégalités matricielles

Définition 4.3.4 [Inégalité matricielle ] : Une inégalité matricielle linéaire (LMI) est de

la forme suivante :

G(x) = G0 +

m∑

i=1

xiGi > 0 (4.39)

où x ∈ R
m et Gi = GTi ∈ Mn(R) pour i = 0, . . . ,m. L’inégalité matricielle (4.39) est une

contrainte convexe en x.

Définition 4.3.5 [Complément de Schur] : Soit la matrice M(x) donnée par :

M(x) =

[
Q(x) S(x)

ST (x) R(x)

]

avec Q(x) = QT (x), R(x) = RT (x) et S(x) est affine en x. Si R(x) est inversible alors :

1. M(x) > 0 si R(x) > 0 et Q(x)− S(x)R−1(x)ST (x) > 0.

2. M(x) ≥ 0 si R(x) > 0 et Q(x)− S(x)R−1(x)ST (x) ≥ 0
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4.3.5.2 Observateur basé sur le théorème de la valeur moyenne

On considère les systèmes non linéaires sous la forme suivante :
{
ẋ = Ax+Bf(x, y, u)

y = Cx
(4.40)

où x ∈ X ⊂ R
n, u ∈ U ⊂ R

p et y ∈ Y ⊂ R
m. Supposons que la fonction f(x, y, u) =

[f1(x, y, u) . . . fq(x, y, u)]
T est différentiable par rapport à x et de plus fi vérifie l’hypothèse

suivante.

∀ i, j ∈ {1, . . . , n}, ∃ aij , bij <∞ : aij ≤
∂fi
∂xj

(x, u, y) ≤ bij , ∀x ∈ X, u ∈ U, y ∈ Y. (4.41)

Soit la matrice A(h(t)) donnée par :

A(h(t)) = A+B

q∑

i=1

n∑

j=1

eq(i)e
T
n (j)hij(t) (4.42)

où h(t) évolue dans le convexe Hqn défini par :

Hqn = {h(t) = (h11, . . . , h1n, . . . , hqn), aij ≤ hij ≤ bij}

Les sommets βk du convexe Hqn sont dans l’ensemble VHqn suivant :

VHqn =
{
βk = (β11, . . . , β1n, . . . , βqn) : βij ∈ {aij , bij}, 1 ≤ k ≤ 2qn

}

Un observateur de type Luenberger pour le système (4.40) est alors donné par la proposition

suivante :

Proposition 4.3.6 : [Zemouche and Boutayeb, 2013] Le système :

{
˙̂x = Ax̂+Bf(x̂, y, u) +K(y − Cx)

ŷ = Cx̂
(4.43)

est un observateur exponentiel pour le système (4.40), s’il existe des matrices P = P T > 0,

Q = QT > 0 et R vérifiant les inégalités matricielles suivantes :

AT (βk)P + PA(βk)− CTR−RTC < −Q, ∀βk ∈ VHqn , 1 ≤ k ≤ 2qn (4.44)

avec K = P−1RT .

Démonstration :

Pour démontrer la proposition ci-dessus, on note x̃ = x − x̂ l’erreur d’observation en x. En

utilisant les représentations d’état données par (4.40) et (4.43), on obtient alors la dynamique

de l’erreur :
˙̃x = (A−KC)x̃+ f(x, y, u)− f(x̂, y, u) (4.45)
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Appliquons le théorème de la valeur moyenne 2.2.21 à la fonction f sur Co(x, x̂) : il existe

des vecteurs τi(t) ∈ Co(x, x̂), i ∈ {1, . . . , q}, tels que :

f(x, y, u)− f(x̂, y, u) =

( q∑

i=1

n∑

j=1

eq(i)e
T
n (j)

∂fi
∂xj

(τi(t), y, u)

︸ ︷︷ ︸
hij(t)

)
x̃

L’équation (4.45) devient :
˙̃x = (A(h(t))−KC)x̃ (4.46)

où la matrice A(h(t)) est donnée par (4.42). Soit la fonction de Lyapunov V (x̃) = x̃TPx̃, sa

dérivée le long du système (4.46) est donnée par :

{
V̇ (x̃) = x̃TF (h(t))x̃

F (h(t)) =
(
A(h(t))−KC

)T
P + P

(
A(h(t))−KC

)

Pour que V̇ (x̃) < −x̃TQx̃, il faut que F (h(t)) < −Q, ∀h(t) ∈ Hqn. De plus, comme F (h(t))

est affine en h(t), en utilisant alors le principe de convexité on peut conclure alors que V̇ (x̃) <

−x̃TQx̃ si pour tout βk ∈ VHqn , k ≤ 2qn on a F (βk) < −Q.

Donc s’il existe des matrices P = P T > 0, Q = QT > 0 et R solutions de (4.44) alors on aura :

V̇ (x̃) < −x̃TQx̃ < −
λQ

λ̄P
V̇ (x̃)

Par conséquent x̃ converge exponentiellement vers zéro, donc le système (4.43) est un obser-

vateur exponentiel pour le système (4.40).

�

En comparant l’observateur basé sur le théorème de la valeur moyenne et l’observateur à

grand gain, on constate que le gain K de l’observateur MV T est synthétisé de sorte à écraser

les constantes de lipschitz locales de chaque sous-fonction fi. En revanche pour l’observateur

à grand gain, c’est la constante de lipschitz globale de la fonction f , phénomène amplifié par

l’utilisation d’un gain li croissant en fonction de i. On peut donc s’attendre à des gains moins

élevés en utilisant l’observateur MVT, et par conséquent une moindre sensibilité aux bruits de

mesure.

4.3.6 Observateur par immersion

Une immersion φ est une application différentiable d’une variété N de dimension n dans une

variété M de dimension m dont la différentielle est injective, i. e. telle que Rang(φ) = n ≤ m.

Si elle injective, alors elle définit un difféomorphisme de N dans M ′ = φ(N) ⊂M . Cette appli-

cation permet donc de projeter un système dynamique initial dans un autre système cible, dont

on espère des propriétés adéquates par transformation des champs de vecteurs f du système

initial en champs de vecteurs f ′ = Lfφ pour le système cible : c’est ainsi que l’on peut voir
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la linéarisation par retour d’état statique ou dynamique ou la commande adaptative. On pose

souvent n = m car cela facilite le retour aux coordonnées naturelles (dans N), mais ce n’est

parfois pas suffisant pour exhiber un système cible dont les propriétés sont celles voulues : nous

considérons ici le cas où n < m.

Hypothèse 4.3.7 : Soit le système non linéaire affine en commande (4.1). S’il existe m ≥ n

et une immersion injective Lipschitz continue de X ⊂ R
n dans M ⊂ R

m telle que :

Lf0φ = f ′ , Lgφ = g′

alors z = φ(x) vérifie le système cible :

ż = f ′(z, x, y) + g′(y)u, x = φ∗(z) (4.47)

avec φ∗ l’inverse à gauche de φ.

Par exemple, dans [Andrieu and Praly, 2004, Praly et al., 2006], les auteurs exhibent un sys-

tème cible sous forme linéaire stable (avec une matrice d’état Hurwitz) pour un oscillateur har-

monique de pulsation inconnue, en prenant m = n+ 1 ([Marconi et al., 2007] ont montré qu’on

pouvait localemement viser un système stable linéaire pour m = 2 + 2n). Il n’est en outre pas

nécessaire de viser un système stable : ainsi viser un système linéaire permet de lui appliquer un

observateur type Luenberger ou de Kalman dans les coordonnées cibles. On doit alors vérifier la

condition de convergence suivante :

Hypothèse 4.3.8 : Soit Xu(t, x0) ∈ X solution du système (4.1), on suppose qu’on

connaît des champs de vecteurs f ′ et g′ et une immersion injective φ telle que la solution

(Xu(t, x0), Ẑu(t, φ(x0), ẑ)) du système

ẋ = f(x) + g(x)u , ˙̂z = f ′(ẑ, φ∗(ẑ), y) + g′(y)u

est définie pour toute condition initiale (x0, ẑ0) ∈ X× R
m et vérifie :

lim
t→∞

‖φ(X )− Ẑ‖ = 0 (4.48)

Un observateur dans les coordonnées naturelles peut même être construit, à condition –si

n < m– de compléter l’immersion φ de sorte à obtenir un difféomorphisme φe :

Théorème 4.3.9 : [Bernard et al., 2015] Sous les hypothèses 4.3.7 et 4.3.8 et , s’il existe un

ensemble M ′ ⊂ R
m tel que X× { 0} ⊂M ′, et un difféomorphisme φe :

φe(x, 0) = φ(x), ∀x ∈ X (4.49)



Observation du modèle étendu du microrobot 139

qui est surjectif de M ′ dans φe(M
′) = R

m, en posant xe =

(
x

τ

)
, on a

˙̂xe =
[ ∂φe
∂xe

(x̂e)
]−1(

f ′(φe(x̂e), x̂e, y) + g′(y)u
)

(4.50)

est un observateur du système (4.1) pour toute condition initiale x̂e ∈M ′.

Remarque 4.3.10 : Le problème est ici l’inversion de la différentielle de φe. Dans le cas où

m = n, cette inverse existe à condition de rester dans le domaine X or rien ne garantit que x̂

reste dans ce domaine. Dans le cas où m > n, il faut non seulement compléter la différentielle

mais aussi assurer son inversibilité sur tout le domaine.

4.4 Observation du modèle étendu du microrobot

Dans le chapitre 3, nous avons synthétisé des lois de commande afin de commander le micro-

robot le long d’une trajectoire de référence et nous avons supposé que tous les états du système

(position et vitesse du microrobot ainsi que la vitesse du sang) sont mesurables c’est-à-dire sous

l’hypothèse 3.4.1. Cependant seule la position du microrobot est donnée par l’imageur. Cette

section sera donc consacrée à la synthèse d’un observateur d’état pour reconstruire les états non

accessibles (vitesses du microrobot et du sang donc dans le cas où l’hypothèse 3.4.1 n’est pas

satisfaite). Premièrement, nous allons proposer un observateur pour le modèle 1D du microrobot

dans le cas de paramètres connus, puis incertains. Deuxièmement, nous allons étendre l’approche

au modèle 2D du microrobot dans le cas d’incertitudes paramétriques.

4.4.1 Modèle 1D

4.4.1.1 Introduction

Dans le chapitre 3 section 3.4.1.1, nous avons synthétisé une loi de commande donnée par

(3.54) pour stabiliser la position et la vitesse du microrobot le long d’une trajectoire de référence.

Cette loi de commande κ(x, ξ) n’est utilisable que lorsque les trois premiers états (les position

et vitesse du microrobot et la vitesse du sang) du système étendu (E1,n
ω ) donné par (2.55) sont

accessibles. Or ce n’est pas le cas puisque seule la position du microrobot est mesurée par

un imageur. Cette section est donc consacrée à la synthèse d’un observateur pour le système

étendu (E1,n
ω ) dans les cas où le paramètre ϑ est connu, et pour le système (E1,n

ω,vm) dans lequel

le paramètre ϑ est supposé incertain.

4.4.1.2 Paramètres connus

La loi de commande donnée par la proposition 3.4.3 nécessite que les états du microrobot

(position et vitesse) et la vitesse du sang soient accessibles, ce qui n’est pas le cas. Pour remédier

à ce problème, un observateur d’état pour le système (E1,n
ω ) est nécessaire afin de reconstruire
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les états non mesurables du système (les vitesses du microrobot et du sang). On considère alors

le lemme suivant :

Lemme 4.4.1 [lemme (E1,n
ω )] : Le système (E1,n

ω ) vérifie les propriétés suivantes :

P1 ) Les paires (A1, C) et (A2, C) sont observables :

A1 = A(0) A2 = A(γ − a) (4.51)

avec γ la constante de lipchitz de la fonction Φ et a est le terme linéaire de la force de

traînée ~Fd.

P2) La fonction f est différentiable par rapport à x et pour j = 1, . . . , 2n+3, ∃ (aj , bj) ∈ R
2

borné tel que :

aj ≤
∂f

∂x̄j
(x̄) ≤ bj ∀ x̄ ∈ K (4.52)

Démonstration :

P1) Soit Υ le déterminant de la matrice d’observabilité de la paire (C,A(α)), avec C la

matrice de sortie du système (E1,n
ω ) et A(α) donnée par (2.57). On peut facilement vérifier

que Υ est donné par :

Υ =

[
(a+ α)2n+1

n−1∏

i=0

([
(i+ 1)(i+ 2)

]2n−2i−1
ω4i

)]
ω2n (4.53)

On constate que ∀α ∈[0, γ − a], le déterminant Υ 6= 0 par conséquent les deux paires

(A1, C) et (A2, C) sont observables.

P2) On remarque dans l’expression de f donnée par (2.56) que :

∂f

∂x̄2
(x̄) =

∂Φ

∂x̄2
(x̄) + a

∂f

∂x̄3
(x̄) =

∂Φ

∂x̄3
(x̄)− a

∂Φ

∂x̄2
(x̄) = − ∂Φ

∂x̄3
(x̄) (4.54)

En utilisant le lemme 1 de [Fruchard et al., 2014], ∀ x̄ ∈ K :

a ≤ ∂Φ

∂x̄3
(x̄) ≤ γ

∂Φ

∂x̄j
(x̄) = 0 j = 1, 4, 5, . . . , 2n+ 3

(4.55)

En utilisant (4.54) et (4.55) on obtient alors

0 ≤ ∂f

∂x̄3
(x̄) = − ∂f

∂x̄2
(x̄) ≤ γ − a

∂f

∂x̄j
(x̄) = 0 ∀ j /∈ {2, 3}

(4.56)
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Dans le cas où le poids apparent est connu (le paramètre ϑ de l’équation (2.56) est connu),

on obtient alors la proposition suivante.

Proposition 4.4.2 [Observateur (E1,n
ω )] : Soit U l’ensemble des commandes admissibles. Sous

les hypothèses des lemmes 3.4.2 et 4.4.1, ∀ x̄(0) ∈ K, ∀ ˆ̄x(0) ∈ K, ∀u ∈ U, le système :

(Ê1,n
ω ) :





˙̄̂x = A(0)ˆ̄x+B
(
β′1u+ f(ˆ̄x) + ϑ

)
+Ko

(
y − C ˆ̄x

)

ŷ = C ˆ̄x
(4.57)

est un observateur exponentiel pour le système (E1,n
ω ) sur K si et seulement si il existe des

matrices symétriques définies positives Po, Qo ∈ M2n+3(R) et le gain Ko ∈ M(2n+3)×1(R) :

(Ai −KoC)
TPo + Po(Ai −KoC) < −Qo, ∀i ∈ {1, 2} (4.58)

où les matrices Ai sont données dans le lemme 4.4.1.

Démonstration :

Soit ˜̄x = x̄− ˆ̄x l’erreur d’estimation, le convexe Co(x̄, ˆ̄x) = {λx̄+ (1− λ)ˆ̄x, 0 ≤ λ ≤ 1}, et son

enveloppe C̄o(x̄, ˆ̄x). Appliquons le théorème de la valeur moyenne 2.2.20 à la fonction f :

∃ ̺(t) ∈ C̄o(x̄, ˆ̄x) : f̃ = f(x̄)− f(ˆ̄x) =

( 2n+3∑

j=1

e2n+3(j)
Thj(t)

)
˜̄x(t) (4.59)

avec hj(t) =
∂f

∂x̄j
(̺(t)).

En utilisant (E1,n
ω ) et (Ê1,n

ω ) et l’équation (4.59), on obtient la dynamique de l’erreur :

(Ẽ1,n
ω ) : ˙̄̃x(t) =

(
A(h(t))−KoC

)
˜̄x(t) (4.60)

avec :

A(h(t)) = A(0) +B

2n+3∑

j=1

hj(t)e
T
j (4.61)

La propriété (P2) du lemme 4.4.1 implique que le vecteur h(t) = [h1(t), . . . , h2n+3(t)] évolue

dans un ensemble borné H dont les sommets V sont donnés par :

V = {α = (α1, . . . , α2n+3)|αj ∈ {aj , bj}} (4.62)

D’après l’équation (4.56), l’ensemble V peut être réduit à 2 sommets :

V = {(−a3, a3, 0, . . . , 0), (−b3, b3, 0, . . . , 0)} (4.63)

Soit Po = P To > 0 et la fonction de Lyapunov donnée par :

Vo(˜̄x) = ˜̄xTPo ˜̄x ≤ λ̄Po ||˜̄x||2 (4.64)



142 Observation

La dérivée de Vo le long des trajectoires du système (Ẽ1,n
ω ) est donnée ci-après :

V̇o(˜̄x) = ˜̄xTQ(h(t))˜̄x (4.65)

où Q(h(t)) est une matrice affine en h(t) :

Q(h(t)) = (A(h(t))−KoC)
TPo + Po(A(h(t))−KoC) (4.66)

Comme A(a3) = A1 et A(b3) = A2 alors s’il existe Ko, Po et Qo solutions des deux LMI

(4.58), on a :

Q(α) < −Qo ∀α ∈ V

Comme Q(h(t)) est affine en h(t), d’après le principe de convexité, il vient :

Q(α) < −Qo ∀α ∈ V =⇒ Q(h(t)) < −Qo ∀h(t) ∈ H

On obtient alors :

V̇o(˜̄x) < −˜̄xTQo ˜̄x < −λQo
||˜̄x|| ≤ −

λQo

λ̄Po

Vo(˜̄x) (4.67)

D’après (4.67) le système (Ê1,n
ω ) est un observateur exponentiel pour le système (E1,n

ω ).

�

4.4.1.3 Incertitude paramétrique

On suppose maintenant que le poids apparent est inconnu ( ϑ est inconnu dans l’équation

(2.59)), un observateur est synthétisé pour estimer les états non accessibles du microrobot, le

paramètre ϑ ainsi que la vitesse du sang. On considère alors le lemme suivant :

Lemme 4.4.3 [lemme (E1,n
ω,vm)] : Le système (E1,n

ω,vm) vérifie les propriétés suivantes :

P1 ) Les paires (Ā1, C̄) et (Ā2, C̄) sont observables, avec Ā1 = Ā(0) et Ā2 = Ā(γ − a), les

matrices Ā(α) et C̄ étant données par :

Ā(α) =

[
A(α) B

01×(2n+2) 0

]
C̄ =

[
C 0

]
(4.68)

où A(α) est obtenue en supprimant les dernières ligne et colonne de la matrice donnée

par (2.57) et C la matrice de sortie du système (E1,n
ω,vm).

P2) La fonction f est différentiable par rapport à x̄ et pour j = 1, . . . , 2n+2, ∃ (aj , bj) ∈ R
2

borné tel que :

aj ≤
∂f

∂x̄j
(x̄) ≤ bj ∀ x̄ ∈ K (4.69)

Démonstration :
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P1) Soit Υ le déterminant de la matrice d’observabilité de la paire (C̄, Ā(α)), on peut vérifier

facilement que Υ est donné par :

Υ = (a+ α)2n
n−1∏

i=1

([
i(i+ 1)

]2n−2i
ω4(i−1)

)
(4.70)

On constate que, pour tout α ∈[0, γ− a], le déterminant Υ est non nul. Par conséquent les

deux paires (Ā1, C̄) et (Ā2, C̄) sont observables.

P2 ) Pour la propriété P2 , la démonstration est la même que celle du lemme 4.4.1.

�

Un observateur pour le système (E1,n
ω,vm) est donné dans la proposition suivante dans le cas

d’incertitudes paramétriques.

Proposition 4.4.4 [Observateur (E1,n
ω,vm)] : Soit U l’ensemble des commandes admissibles.

Sous les hypothèses des lemmes 3.4.2 et 4.4.3, ∀ x̄(0) ∈ K, ∀ ˆ̄x(0) ∈ K, ∀ ϑ̂(0) ∈ Kϑ, ∀u ∈ U, le

système :

(Ê1,n
ω,vm) :





˙̄̂x = A(0)ˆ̄x+B
(
β′1u+ f(ˆ̄x) + ϑ̂

)
+Ko

(
y − C ˆ̄x

)
+ Vm

ŷ = C ˆ̄x

˙̂
ϑ = Kϑ

(
y − C ˆ̄x

)
(4.71)

est un observateur exponentiel pour le système (E1,n
ω,vm) sur K × Kϑ si et seulement si il existe

des matrices symétriques définies positives Po, Qo ∈ M2n+3(R) et un gain K̄ =

[
Ko

Kϑ

]
∈

M(2n+3)×1(R) :

(Āi − K̄C̄)TPo + Po(Āi − K̄C̄) < −Qo, ∀i ∈ {1, 2} (4.72)

où les matrices Āi sont données dans le lemme 4.4.3.

Démonstration :

Soient ˜̄x = x̄ − ˆ̄x et ϑ̃ = ϑ − ϑ̂ respectivement les erreurs d’observations de l’état x̄ et du

paramètre ϑ . Appliquons le théorème de la valeur moyenne 2.17 à la fonction f :

∃ ̺(t) ∈ C̄o(x̄, ˆ̄x) : f̃ = f(x̄)− f(ˆ̄x) =

( 2n+2∑

j=1

e2n+2(j)
Thj(t)

)
˜̄x(t) (4.73)

avec hj(t) =
∂f

∂x̄j
(̺(t)). En utilisant (E1,n

ω,vm) et (Ê1,n
ω,vm) et l’équation (4.73), on obtient la

dynamique de l’erreur :
{

˙̄̃x(t) =
(
A(h(t))−KoC

)
˜̄x(t) +Bϑ̃

˙̃
ϑ = −Kϑ

(
y − C ˆ̄x

) (4.74)
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avec

A(h(t)) = A(0) +B

2n+2∑

j=1

hj(t)e2n+2(j)
T (4.75)

Posons ˜̄̄x =

[
˜̄x

ϑ̃

]
. Le système donné par (4.74) peut alors se mettre sous la forme suivante :

(Ẽ1,n
ω,vm) :

˙̄̃
x̄ =

(
Ā(h(t))− K̄C̄

)
˜̄̄x (4.76)

avec :

Ā(h(t)) =

[
A(h(t)) B

01×(2n+2) 0

]
(4.77)

La propriété (P2) du lemme 4.4.3 implique que le vecteur h(t) = [h1(t), . . . , h2n+2(t)] évolue

dans un ensemble borné H dont les sommets V sont donnés par :

V = {α = (α1, . . . , α2n+2)|αj ∈ {aj , bj}} (4.78)

L’ensemble V peut être réduit à 2 sommets : V = {(−a3, a3, 0, . . . , 0), (−b3, b3, 0, . . . , 0)}.
Soit Po = P To > 0 et la fonction de Lyapunov donnée par :

Vo(˜̄̄x) = ˜̄̄xTPo ˜̄̄x ≤ λ̄Po || ˜̄̄x||2 (4.79)

On a alors

V̇o(˜̄̄x) = ˜̄̄xTQ(h(t))˜̄̄x (4.80)

où Q(h(t)) est la matrice affine en h(t) donnée par :

Q(h(t)) = (Ā(h(t))− K̄C̄)TPo + Po(Ā(h(t))− K̄C̄) (4.81)

Comme Ā(a3) = Ā1 et Ā(b3) = Ā2, si les matrices K̄, Po et Qo sont solutions des LMI (4.72)

existent, cela implique que :

Q(α) < −Qo ∀α ∈ V

Comme Q(h(t)) est affine en h(t), d’après le principe de convexité on a :

Q(α) < −Qo ∀α ∈ V =⇒ Q(h(t)) < −Qo ∀h(t) ∈ H

On obtient alors :

V̇o(˜̄̄x) < − ˜̄̄xTQo ˜̄̄x < −λQo
|| ˜̄̄x|| ≤ −

λQo

λ̄Po

Vo(˜̄̄x) (4.82)

Le système (Ê1,n
ω,vm) est donc un observateur exponentiel pour le système (E1,n

ω,vm).

�
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4.4.2 Modèle 2D

Cette section est consacrée à la synthèse d’un observateur pour le système (E2,n
ω ) dont le

paramètre ϑ est inconnu. Dans ce cas, la loi de commande donnée dans la proposition 3.4.6

requiert la connaissance des 5 premiers états du système étendu (E2,n
ω ), alors que seuls les deux

premiers sont mesurés. On considère alors le lemme suivant :

Lemme 4.4.5 [lemme (E2,n
ω )] : Le système (E2,n

ω ) vérifie les propriétés suivantes :

P1) La paire (Ā(p), C̄) est observable ∀p ∈ P ⊂ R
7\{p4 + a = 0}, avec P un convexe borné

et les matrices Ā(p) et C̄ données ci-dessous :

Ā(p) =

[
A(p) Bϑ

01×(2n+5) 0

]
C̄ =

[
C 02×1

]
. (4.83)

P2) La fonction ḡ est différentiable par rapport à x̄ :

∃(aij , bij) ∈ R
2 : aij ≤

∂ḡi
∂x̄j

≤ bij , aijbij ≤ 0, ∀ x̄ ∈ K, ∀i ∈ {1, 2}, ∀j ∈ {1, . . . , 2n+ 5}
(4.84)

La preuve du lemme 4.4.5 est donnée dans l’annexe A.6.

Nous proposons un observateur pour le système (E2,n
ω ), donné par la proposition suivante.

Proposition 4.4.6 : Sous les hypothèses des lemmes 3.4.5 et 4.4.5, ∀x̄(0) ∈ K0 : x̄(t) ∈ K ⊃ K0,

∀τ̂(0) ∈ K, ∀θ̂(0) ∈ Kϑ, ∀u ∈ U :

(Ê2,n
ω ) :





˙̂τ = A(0)τ̂ +B
(
ḡ(ˆ̄x) + β′1u

)
+Bϑθ̂ +Ko(y − Cτ̂)

˙̂
θ = Kθ(y − Cτ̂)

ˆ̄x = satK(τ̂)

ϑ̂ = satKϑ
(θ̂)

(4.85a)

(4.85b)

(4.85c)

(4.85d)

avec satK une fonction de saturation sur K. (Ê2,n
ω ) est un observateur asymptotique exponentiel

pour le système (E2,n
ω ) sur K ×Kϑ s’il existe des matrices symétriques définies positives Po, Qo

et un gain K̄ =

[
Ko

Kθ

]
∈ M(2n+6)×2(R) solutions des LMI suivantes :

(Āi − K̄C̄)TPo + Po(Āi − K̄C̄) < −Qo, ∀i ≤ 128 (4.86)

avec Āi = Ā(Vi) et Vi les sommets du convexe P.

Démonstration :
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Soient ε1 = x̄ − τ̂ l’erreur d’estimation de l’état x̄ et ε2 = ϑ − θ̂ l’erreur d’estimation du

paramètre ϑ. Appliquons le théorème de la valeur moyenne 2.2.20 à la fonction ḡi :

∃̺i(t) ∈ C̄o(x̄, ˆ̄x) : ḡi(x̄)− ḡi(ˆ̄x) =

( 2n+5∑

j=1

eT2n+5(j)
∂ḡi
∂x̄j

(̺i(t))

)
(x̄− ˆ̄x) (4.87)

Comme (x̄, ˆ̄x) ∈ K2, ∃ Γ(t) = diag(Γj(t)) avec Γj(t) ∈ (0, 1] :

˜̄x = x̄− ˆ̄x = Γ(t)ε1 (4.88)

On a ḡ(x̄) =
∑2

i=1 e2(i)ḡi(x̄), donc en utilisant la représentation d’état du système (E2,n
ω ) et

les équations (4.85a), (4.85b), (4.87) et (4.88), on obtient la représentation d’état :

{
ε̇1 = (A(p̄(t))−KoC)ε1 +Bϑε2

ε̇2 = −KθCε1
(4.89)

avec :

A(p̄(t)) = A(0) +B
2∑

i=1

2n+5∑

j=1

e2(i)e
T
2n+5(j)p̄ij(t) (4.90)

où p̄ij(t) = Γj(t)
∂ḡi
∂x̄j

(̺i(t)). Posons ε =

[
ε1

ε2

]
, le système (4.89) peut se mettre sous la forme

LTV suivante :

(Ẽ2,n
ω ) : ε̇ = (Ā(p̄(t))− K̄C̄)ε (4.91)

avec :

Ā(p̄(t)) =

[
A(p̄(t)) Bϑ

01×(2n+5) 0

]
(4.92)

D’après la propriété (P2) du lemme 4.4.5 et d’après la définition de Γi(t), le paramètre p̄(t)

évolue dans un convexe borné P̄ dont les sommets sont définis par :

V = {(v11, . . . , v12n+5, v21, . . . , v22n+5) : vij ∈ {aij , bij}} (4.93)

En tenant compte de la symétrie détaillée dans l’annexe A, l’ensemble P̄ peut être réduit à

l’ensemble P ⊂ R
7 dont les 27 sommets Vk sont donnés par :

VP =
{
Vk = (v12, v13, v14, v15, v22, v24, v25) : vij ∈ {aij , bij}, k ≤ 27

}
(4.94)

Soit Po = P To > 0 et la fonction de Lyapunov donnée par :

Vo(ε) = εTPoε ≤ λ̄Po ||ε||2 (4.95)



Observation du modèle étendu du microrobot 147

La dérivée de Vo le long des trajectoires du système (Ẽ2,n
ω ) est alors donnée par :

V̇o(ε) = εT (Ā(h(t))− K̄C̄)TPo + Po(Ā(h(t))− K̄C̄)︸ ︷︷ ︸
Q(h(t))

ε (4.96)

On note que Q(h(t)) est une matrice affine en h(t). D’après la propriété (P1) du lemme 4.4.5,

la paire (Ā(p), C̄) est observable pour p ∈ P ⊂ R
7\{p4+a = 0}. Cette condition est nécessaire

mais hélas pas suffisante pour garantir l’existence de matrices K̄, Po et Qo solutions de (4.86).

Si les matrices K̄, Po et Qo existent, cela implique que Q(Vk) < −Qo, ∀Vk ∈ VP . En utilisant

le principe de convexité, on a alors Q(p(t)) < −Qo, ∀p ∈ P par conséquent :

V̇o(ε) < −εTQoε
< λQo

||ε||2

≤ −
λQo

λ̄Po

Vo(ε) = −koVo(ε)
(4.97)

Par conséquent le système (Ê2,n
ω ) est un observateur exponentiel pour le système (E2,n

ω ).

�

4.4.3 Conclusion

Nous avons synthétisé un observateur d’état pour les modèles 1D et 2D du microrobot en

présence et en absence d’incertitudes paramétriques. Nous avons aussi démontré la stabilité de

l’observateur proposé. Pour notre étude, nous avons utilisé un observateur MVT au lieu d’un

observateur à grand gain pour deux raisons. La première est que notre système n’est pas sous

une forme normale d’observabilité pour pouvoir appliquer directement les méthodes de synthèse

d’observateur à grand gain. La deuxième est que la dimension de notre système est élevée, par

conséquent l’observateur à grand gain sera très sensible aux bruits en raison des puissances

croissantes du gain dans l’innovation. Par contre l’inconvénient majeur de l’observateur MVT

est que son gain d’innovation est obtenu en résolvant plusieurs inégalités matricielles, mais le

problème est qu’il n’existe pas de condition nécessaire et suffisante pour assurer l’existence d’une

solution.

Dans le modèle de la vitesse du sang utilisé dans l’observateur, nous avons ici supposé que la

pulsation cardiaque ω est connue, par conséquent que le modèle de la vitesse du sang est linéaire.

En revanche, si la pulsation cardiaque n’est pas connue, la dynamique du flux sanguin devient

non linéaire (voir section 2.5.1 du chapitre 2), et la complexité de la synthèse d’un observateur est

donc accrue. La section suivante sera consacrée à la synthèse d’un observateur pour le système

étendu ( microrobot et flux sanguin) dans le cas plus difficile où la pulsation cardiaque ω est

inconnue.
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4.5 Estimation de la vitesse du sang et de la pulsation cardiaque

4.5.1 Introduction

Dans la section précédente 4.4, nous avons proposé un observateur pour le système étendu

avec l’hypothèse que la pulsation cardiaque est fixe et connue. Dans cette section, nous al-

lons synthétiser un observateur pour le système (E1,n), dans lequel la pulsation cardiaque est

supposée inconnue. Nous nous intéressons d’abord au cas du système (E1,1
s,vm), qui est un cas

particulier du système (E1,n) lorsque la force de traînée est linéaire et la vitesse moyenne du

sang vm est connue : la dimension du système (E1,n
s,vm) égale à 2n + 3. Nous nous inspirons de

[Andrieu et al., 2014] pour proposer un observateur à grand gain après immersion du système

(E1,1
s,vm), défini dans R

5, dans R
m avec m > 5. Il existe d’autres moyens d’arriver à cette fin :

[Marino and Tomei, 2000, Obregón-Pulido et al., 2002] utilisent des immersions vers des sys-

tèmes cibles linéaires de dimension m = 5n+1 et m = 3n+2, et [Hou, 2005] un filtre adpatatif,

mais nous désirons limiter la dimension du système afin de limiter la sensibilité au bruit.

La codistribution d’observabilité dO du système (E1,1
s,vm) et celle à l’ordre 4, notée dO4, sont

données par :

dO4 = V ect




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 −a a 0 0

0 a2 −a2 a 0

0 −a3 a3 − ax̄5 −a2 −ax̄3




dO = V ect




dO4

0 a4 −a2(a2 − x̄5) a(a2 − x̄5) a(ax̄3 − x̄4)

. . .




Le système (E1,1
s,vm) satisfait donc la condition de rang d’observabilité si x̄23 + x̄24 6= 0,

cette condition est donc satisfaite ∀x̄ ∈ Kx × Kξ mais pas sur Kx × R
3 et le système

(E1,1
s,vm) n’est donc pas localement observable sur cet espace. Le problème de linéarisation

de la dynamique de l’erreur n’est donc pas solvable globalement par les méthodes classiques

[Krener and Isidori, 1983, Krener and Respondek, 1985]. Il en va de même globalement pour la

mise sous forme canonique dans la dimension n = 5.

En effet, |dO4| = −a3x̄3 ⇒ dimdO4 = 4 < 5, ∀x̄ : x̄3 = 0 ∈ Kx × Kξ, c’est-à-dire lorsque la

vitesse temporelle du sang est nulle. Si l’on pose z = φ(x̄) ∈ R
5 avec φi donnée par Li−1

f h, on

obtient :
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z = φ(x̄) =




x̄1

x̄2

−a(x̄2 − x̄3)

a2(x̄2 − x̄3) + ax̄4

−a3(x̄2 − x̄3)− a2x̄4 − ax̄3x̄5




, ż = Az +Bu+ β(z)

sous forme canonique d’observabilité de Brunovski. S’il est alors aisé de synthétiser un obser-

vateur pour ce système, le problème est le retour aux coordonnées naturelles par ˆ̄x = φ−1(ẑ)

puisque φ−1 n’est pas définie pour ˆ̄x3 = ẑ2 +
ẑ3
a = 0 :

φ−1 : ẑ 7→ ˆ̄x =




ẑ1

ẑ2

ẑ2 +
ẑ3
a

ẑ3 +
ẑ4
a

ẑ4+
ẑ5
a

ẑ2+
ẑ3
a




Ceci met en évidence deux obstructions. La première est que la variété x̄3 = 0 appartient à

Kx×Kξ, ce qui signifie en pratique que cet observateur divergerait à chaque fois que x̄3 s’annule.

D’autre part, on voit qu’en réalité le retour aux coordonnées naturelles n’est pas défini lorsque
ˆ̄x3 = ẑ2 +

ẑ3
a = 0 or rien, dans la synthèse de l’observateur, ne s’oppose à ce que ẑ prenne ces

valeurs, quand bien même on aurait x̄3 = 0 /∈ Kx ×Kξ.

Nous allons procéder en levant successivement ces obstructions. Nous allons d’abord im-

merger ce système dans une dimension m > 5, afin d’exploiter le fait que, structurellement, ce

système ne perd son observabilité qu’en x̄23 + x̄24 = 0, variété qui n’appartient pas au domaine

dans lequel évolue x̄. Cependant, nous verrons que cette immersion φ : Kx × Kξ ⊂ R
5 → R

m

pose à son tour un problème quant à son inversion (à gauche) lorsque ˆ̄x23 + ˆ̄x24 = 0, ce qui nous

ramène à la seconde obstruction.

Afin de lever celle-ci, nous verrons dans un second temps, par une extension dynamique et

une extension de l’image de φ, comment assurer un retour aux coordonnées naturelles en tout

point ˆ̄x ∈ R
n.

4.5.2 Observateur par immersion et singularité structurelle

L’immersion d’un système de dimension n permet de se ramener à un système de dimension

m supérieure à n, où ce nouveau système peut être soit linéaire [Levine and Marino, 1986], soit

sous une forme normale [Andrieu and Praly, 2006], [Back and Seo, 2006]. Dans ces deux cas,

la synthèse d’un observateur pour le système de dimension m, sera alors aisée. Cependant, la

difficulté réside dans le retour aux coordonnées d’origines du système de dimension n.
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4.5.2.1 Changement de variables et observateur

Pour notre étude, considérons simplement m = 6. Ce choix permet, en prenant φi : x̄ 7→
Li−1
f h(x̄), d’exploiter le fait que dO = dO5 et ainsi de n’avoir pour singularité que la singularité

structurelle du système (E1,1
s,vm).

Soit un borné S =
{
x̄ ∈ R

5 : x̄23 + x̄24 ∈]δ−1, δ[, x̄5 ∈]− δ, δ[, δ > 0
}
. L’inverse à gauche de φ est

notée φ∗ : φ∗(φ(x̄)) = x̄, ∀x̄ ∈ S. En posant :

φ : S → R
6

x̄ 7−→ z = φ(x̄)

le changement de variables suivant :

z = φ(x̄) =




x̄1

x̄2

−a(x̄2 − x̄3)

a2(x̄2 − x̄3) + ax̄4

−a3(x̄2 − x̄3)− a2x̄4 − ax̄3x̄5

a4(x̄2 − x̄3) + a3x̄4 + a2x̄3x̄5 − ax̄4x̄5




(4.98)

donne une jacobiene Jφ(x̄) = ∂φ
∂x̄ (x̄), formée des lignes de dO5(x̄), qui est alors de rang plein

hors de la singularité :

Dφ = det
(
JTφ (x̄)Jφ(x̄)

)
= a6

[
(ax̄3x̄5 − x̄4)

2 + (ax̄4 − x̄3)
2(1 + x̄25) + a2x̄23 + x̄24x̄

2
5

]
(4.99)

Il est aisé de vérifier que Dφ 6= 0 pour tout x̄ dans S par conséquent le rang de Jφ(x̄) égal à

5 sur S, de plus φ est injective sur S :

φ(x̄) = φ(x̄′) =⇒ x̄ = x̄′, ∀ (x̄, x̄′) ∈ S2

La représentation d’état en z est alors sous forme normale d’observabilité (4.5) :

(Sz) :
{
ż = Az + β(x̄) +Bu

y = Cz
(4.100)

avec (A,C) sous forme de Brunovski et B, β(.) données par :

B =
[
0 β′1 −aβ′1 a2β′1 −a3β′1 a4β′1

]T

β(z) = β(x̄) =
[
0 0 0 0 0 −x̄5(z5 + az4)− az6

]T

avec

−x̄5(z5 + az4)− az6 = −a5(x̄2 − x̄3)− a4x̄4 + ax̄3x̄
2
5 − a3x̄3x̄5 + a2x̄4x̄5

=
(z5 + az4)

(
(z3 + az2)(z5 + az4) + (z4 + az3)(z6 + az5)

)

(z3 + az2)2 + (z4 + az3)2
− az6
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La forme triangulaire du système (Sz) permet la synthèse d’un observateur à grand gain

suivant la proposition 4.3.3 :

Proposition 4.5.1 [Observateur pour (Sz)] : Le système :

(Ŝz) :
{

˙̂z = Aẑ + β(satS(ˆ̄x)) +Bu+∆lKC(z − ẑ)

ŷ = Cẑ
(4.101)

est un observateur asymptotique pour (Sz), pour tout l > l∗, avec :





∆l = diag
([
l l2 l3 l4 l5 l6

])

KT =
[
k1 k2 k3 k4 k5 k6

]

l∗ = max

(
1,

2γz‖P‖
λQ

) (4.102)

où γz = max
z∈φ(S)

(∥∥∥∥
∂φ

∂z

∥∥∥∥

)
γβ, γβ est la constante de Lipchitz de la fonction β par rapport à x̄. Les

matrices Q = QT > 0 et P = P T > 0 solution de l’équation de Lyapunov suivante :

(A−KC)TP + P (A−KC) = −Q (4.103)

Démonstration :

Soit z̃ = z − ẑ l’erreur d’observation en z. En utilisant (Sz) et (Ŝz), on obtient :

(S̃z) :





˙̃z = (A−∆lKC)z̃ + β̃

β̃ = β(x̄)− β(satS(ˆ̄x))
(4.104)

La fonction β(.) étant γβ-localement Lipschitz par rapport à x̄, on a :

‖β(x̄)− β(satS(ˆ̄x))‖ ≤ γβ‖x̄− ˆ̄x‖, ∀(x̄, ˆ̄x) ∈ S2

≤ γβ‖φ∗(z)− φ∗(ẑ)‖

≤ γβ max
z∈φ(S)

(∥∥∥∥
∂φ∗

∂z

∥∥∥∥

)

︸ ︷︷ ︸
γz

‖z̃‖
(4.105)

Posons εi =
z̃i
li

pour i = 1, . . . ,m. On obtient :

(Sε)





ε̇ = l (A−KC)︸ ︷︷ ︸
Aε

ε+ β̃
lm

‖β̃‖ ≤ lmγz‖ε‖
(4.106)
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avec le gain K choisi pour que Aε soit Hurwitz.

Soit P = P T > 0. Considérons la fonction de Lyapunov :

V (ε) = εTPε (4.107)

La dérivée de V (ε) par rapport au temps le long des trajectoires du système (Sε) est donnée

par :

V̇ (ε) = lεT (ATε P + PAε)ε+ 2εTPl−mβ̃

≤ lεT (ATε P + PAε)ε+ 2‖P‖‖ε‖l−m‖β̃‖

≤ lεT (ATε P + PAε)ε+ 2γz‖P‖εT ε

(4.108)

En utilisant (4.103), on obtient :

V̇ (ε) ≤ −lεTQε+ 2γz‖P‖l−mεT ε

≤ −lεT (λQ − 2γz‖P‖l−1)ε
(4.109)

Prenons l > l∗ avec l∗ donné par (4.102), on obtient alors :

V̇ (ε) ≤ −koV (ε), ko =
l(λQ − 2γz‖P‖l−1)

λ̄P

Alors, l’erreur d’observation ε converge exponentiellement vers zéro, donc l’erreur d’observa-

tion z̃ converge aussi vers zéro. Par conséquent ẑ converge vers z.

�

Remarque 4.5.2 : L’estimée ˆ̄x peut être obtenue en utilisant l’inverse à gauche φ∗ de φ qui

minimise l’erreur e :

e = (ẑ − φ(x̄))2 (4.110)

L’obtention de φ∗ est en général ardue, et surtout la minimisation (4.110) est délicate : elle peut

mener à des discontinuités de l’estimation de x̄ car la dimension de x̄ est inférieure à celle de

z. Ici, l’inverse à gauche de la fonction φ donnée par (4.98) est la suivante :

x̄ = φ∗(z) =




z1

z2

z3
a + z2

z4
a + z3

− (z5+az4)(z3+az2)+(z6+az5)(z4+az3)
(z4+az3)2+(z3+az2)2




(4.111)

Pour remédier au problème d’inversion à gauche de la fonction φ, la section suivante sera consa-

crée à la recherche d’une extension dynamique φe de φ, où φe est un difféomorphisme sur un

ensemble donné.
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4.5.2.2 Extension dynamique et observateur en coordonnées naturelles

Afin de remédier au problème de l’inversion à gauche de φ, nous suivons l’idée de

[Andrieu et al., 2014] qui consiste à augmenter le système initial (E1,1
s,vm) afin de construire un

difféomorphisme φe sur la base de la connaissance de l’immersion φ. L’idée est alors non plus

d’inverser ẑ pour retrouver l’estimée en coordonnées naturelles ˆ̄x mais de synthétiser directement

l’observateur en coordonnées naturelles. On considère l’extension dynamique de φ donnée par la

proposition suivante :

Proposition 4.5.3 [Extension dynamique] : [Andrieu et al., 2014] Soit τ ∈ Sτ ⊂ R
m−5

une variable auxiliaire. Considérons l’extension dynamique φe de φ définie par :

S × Sτ −→ R
m

φe : (x̄, τ) 7−→ φe(x̄, τ) = φ(x̄) + ψ(x̄)τ
(4.112)

avec ψ une fonction continue définie de S̄ dans R
m(m−5). L’extension dynamique φe est un

difféomorphisme sur S × Sτ si la fonction ψ est choisie pour que :

J = det
[
∂φ
∂x̄ (x̄) ψ(x̄)

]
6= 0 ∀x̄ ∈ S̄ (4.113)

Comme φe est un difféomorphisme, la convergence de φe(ˆ̄x, τ̂) vers φ(x̄) implique la conver-

gence de τ et ˜̄x vers zéro tant que (x̄, ˆ̄x) ∈ S̄2 et τ ∈ Sτ .

Démonstration :

Prenons la fonction φ(x̄) donnée par (4.98), on obtient le déterminant J donné par (4.113) :

J = a3
[(
ψ5 + aψ4

)
x̄4 −

(
ψ6 + aψ5

)
x̄3 −

(
ψ4 + aψ3

)
x̄3x̄5 +

(
ψ3 + aψ2

)
x̄4x̄5

]

Le choix J = a3(x̄23 + x̄24) 6= 0 ∀x̄ ∈ S̄ implique alors :





ψ6(x̄) + aψ5(x̄) = −x̄3
ψ5(x̄) + aψ4(x̄) = x̄4

ψ4(x̄) + aψ3(x̄) = 0

ψ3(x̄) + aψ2(x̄) = 0

(4.114)

Le système (4.114) est notamment vérifié avec le choix de la fonction ψ définie par :





ψ1(x̄) = ψ2(x̄) = ψ3(x̄) = ψ4(x̄) = 0

ψ5(x̄) = x̄4

ψ6(x̄) = −x̄3 − ax̄4

On obtient alors
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z = φe(x̄, ω̄) =




x̄1

x̄2

−a(x̄2 − x̄3)

a2(x̄2 − x̄3) + ax̄4

−a3(x̄2 − x̄3)− a2x̄4 − ax̄3x̄5 + x̄4τ

a4(x̄2 − x̄3) + a3x̄4 + a2x̄3x̄5 − ax̄4x̄5 − (x̄3 + ax̄4)τ




(4.115)

�

Nous montrons maintenant comment, en utilisant φe et l’observateur de la proposition 4.5.1,

synthétiser un observateur directement dans les coordonnées naturelles. Posons xe =

[
x̄

τ

]
, on a

z = φe(xe) par conséquent :

ẋe =

(
∂φe
∂xe

(xe)

)−1

ż ∀xe ∈ S̄xe = S̄ × S̄τ (4.116)

En utilisant (Ŝz) et l’équation (4.116), on obtient alors un observateur dans les coordonnées

naturelles :

(Sx̂e) :





˙̂xe =

[
∂φe
∂xe

(x̂e)

]−1

[Aφe(x̂e) + β(satSxe
(x̂e)) +Bu+∆lKC(φe(xe)− φe(x̂e))]

ŷ = Cφe(x̂e)

(4.117)

La convergence de ẑ = φe(x̂e) vers z = φe(xe) implique la convergence de x̂e vers xe tant que

ces derniers états restent dans Sxe , dans lequel l’extension dynamique φe est un difféomorphisme.

Cependant, l’observateur donné par (4.117) ne garantit pas que x̂e reste dans Sxe : l’observabilité

du système aux points de singularité de la condition de rang d’observabilité pose donc toujours

problème.

4.5.3 Observateur par immersion semi-globalement stable

Nous généralisons maintenant l’approche au cas du système (E1,1) modélisant le système

étendu formé d’un microrobot soumis à une force de traînée non linéaire et d’une vitesse du

sang de pulsation inconnue dont la composante temporelle suit une série de Fourier tronquée

à l’ordre 1. Ce système est de dimension n = 6. Nous nous intéressons ici particulièrement à

la résolution, en utilisant le théorème 4.3.9, du problème de singularité des deux observateurs

précédents : celui de la proposition 4.5.1 couplé à l’inverse à gauche (4.111), et l’observateur en
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coordonnées naturelles (4.117).

Notons, pour simplifier et se rapprocher du cas précédent, a′(x̄) la dérivée de la force

de traînée non linéaire a(x̄) par rapport à la vitesse du sang : il a été démontré dans

[Fruchard et al., 2014] que cette dérivée ne s’annulait pas. La codistribution d’observabilité du

système (E1,1) a alors le même type de singularité structurelle que dans le cas précédent, en

x̄24 + x̄25 = 0. L’immersion précédente utilisait les dérivées de Lie successives de la sortie : ce

choix s’avère ici peu judicieux car il ferait apparaître les dérivées successives de a(x̄) et com-

pliquerait les expressions de l’immersion. Nous choisissons ici la transformation suivante, qui

préserve davantage la structure du système d’origine :

z = φ(x̄) =




x̄1

x̄2

x̄3

x̄4

x̄5

−x̄4x̄6
−x̄5x̄6




(4.118)

Il n’est pas difficile de montrer que cette immersion est injective de S dans R
7 avec l’ensemble

S suivant :

S =
{
x̄ ∈ R

6 : x̄24 + x̄25 ∈]δ−1, δ[, x̄6 ∈]− δ, δ[, δ > 0
}
⊂ Kx ×Kξ (4.119)

On a alors :

ż = fz(z) +Bu, fz =
(
z2 a(z2, z3) z4 . . . z7

z2
6

z4

)T
(4.120)

avec B dont la seule entrée non nulle est b2 = β′1. Il est également direct que la jacobienne de φ

est donnée par :
∂φ

∂x̄
(x̄) =

(
I5 05,1

J1(x̄) J2(x̄)

)

J1(x̄) =
(
02,3 −x̄6I2

)
, J2(x̄) =

(
−x̄4
−x̄5

) (4.121)

où l’on voit clairement apparaître la singularité structurelle dans J2, d’où la même obstruction

que dans l’étude précédente.

Afin de contourner cette singularité, en suivant l’idée proposée dans [Bernard et al., 2015],

nous proposons de modifier le système initial hors de son espace de définition S en lui ajoutant

une sortie fictive y′ = h′(x̄) définie par :

h′ : x̄ 7→ ρ(x̄)x̄6, ρ : x̄ 7→ max
(
0, δ−1 − (x̄24 + x̄25)

)2
(4.122)
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On a alors y′ identiquement nulle sur S et le système n’est donc pas modifié sur S. En revanche,

si nous définissons maintenant une nouvelle immersion φ̄ par :

φ̄ : x̄ 7→ z̄ =

(
φ(x̄)

y′

)
(4.123)

, sa jacobienne est de la forme (4.121) avec les matrices J1 et J2 suivantes :

J1(x̄) =

(
02,3 −x̄6I2
01,3 ρ4x̄6 ρ5x̄6

)
, J2(x̄) =



−x̄4
−x̄5
ρ


 (4.124)

où ρi = ∂ρ
∂x̄i

(x̄). Cette jacobienne est donc de rang plein si J2 l’est aussi. Or on a

det JT2 J2 = x̄24 + x̄25 + ρ2 6= 0 par définition de la sortie fictive y′ donnée par (4.122). La

singularité structurelle est donc contournée et la jacobienne de φ̄ est de rang plein sur tout

borné de R
6.

Afin de compléter l’immersion pour obtenir un difféomorphisme, on peut s’inspirer de la

complétion de J2 et de la proposition 4.5.3. En effet, pour construire une bijection à partir de

J2, il suffit de remarquer que la famille suivante est libre en tout point :

J2(x̄) =



−x̄4
−x̄5
ρ


 , N1(x̄) =




1

0

x̄4


 , N2(x̄) =




0

1

x̄5


 (4.125)

Il est alors direct que la matrice

J =

(
I5 05,1 O5,1 O5,1

J1(x̄) J2(x̄) N1(x̄) N2(x̄)

)
=

(
∂φ

∂x̄
(x̄) ψ(x̄)

)
(4.126)

est de rang plein pour tout x̄. On complète donc l’immersion en utilisant l’extension proposée

par la proposition 4.5.3 :

R
8 → R

8

φe (x̄, τ) 7→ φ̄(x̄) + ψ(x̄)τ ψ : x̄ 7→
(

05,2

N1(x̄) N2(x̄)

)
(4.127)

L’application φe est injective. En effet, posons φe(x̄, τ) = φe(x̄
′, τ ′) : il est direct qu’on a

alors x̄i = x̄′i, ∀i ≤ 5, donc ρ = ρ′. En manipulant les trois dernières égalités :

−x̄4x̄6 + τ1 = −x̄4x̄′6 + τ ′1
−x̄5x̄6 + τ2 = −x̄5x̄′6 + τ ′2
ρx̄6 + x̄4τ1x̄5τ2 = ρx̄′6 + x̄4τ

′
1x̄5τ

′
2

(4.128)
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on obtient (x̄6 − x̄′6)(ρ + x̄24 + x̄25) = 0, d’où x̄6 = x̄′6 puisque ρ + x̄24 + x̄25 6= 0 par définition. Il

s’ensuit que τi = τ ′i , d’où l’injectivité de φe sur R
8. Enfin, φe est surjective sur R

8 puisque :

∀z̄ ∈ R
8,




x̄1
...

x̄5


 =




z̄1
...

z̄5


 ,



x̄6

τ1

τ2


 =

1

ρ+ z̄24 + z̄25




−z̄4 −z̄5 1

z̄25 + ρ −z̄4z̄5 z̄4

−z̄4z̄5 z̄24 + ρ z̄5






z̄6

z̄7

z̄8


 (4.129)

où cette dernière matrice est inversible en tout point.

La dynamique de z̄ = φe(x̄, τ) est dérivée de (4.120) et du choix, arbitraire, de la dynamique

de z̄8 = y′. Comme le système (4.120) est sous forme canonique de Gauthier-Kupka (voir section

4.2.3.2.2), on peut proposer un observateur grand gain [Hammouri et al., 2002] pour ce sous-

système, et fixer la dynamique de la dernière composante : ˙̄̂z8 = −k ˆ̄z8. On a donc un observateur

grand gain ˙̄̂z = ϕl(ˆ̄z, φ
−1
e (ˆ̄z), y) + Bu de gain l. On peut alors synthétiser un observateur en

coordonnées naturelles et ainsi ne pas inverser φe :

Proposition 4.5.4 : Pour toute condition initiale (x0, x̂0, τ0) ∈
(
Kx × Kξ

)2 × Kτ bornée, et

toute commande u bornée, si ϕl est un observateur grand gain donné par la proposition 4.3.2

avec un gain l assurant la domination de la constante de Lipschitz locale du système (E1,1) sur

Kx ×Kξ, l’observateur par immersion en coordonnées naturelles

˙̄̂z = ϕl(ˆ̄z, φ
−1
e (ˆ̄z), y) +Bu

˙̂xe = J−1
(
ϕl(φe(x̂e), x̂e, y) +Bu

)
, xe =



x̄

τ1

τ2




(4.130)

avec φe définie par (4.118), (4.123) et (4.127), et la matrice J définie par (4.126), est un obser-

vateur semi globalement stable du système (E1,1).

4.5.4 Conclusion

Les méthodes d’observation données dans la section 4.3 ne sont pas directement applicables

sur le système (E1,n), formé du système réduit en dimension 1 et d’un système sanguin dont

la pulsation est inconnue. Dans cette section, nous avons d’abord considéré le cas épuré d’une

force de traînée à bas Reynolds et d’une vitesse moyenne nulle, donc le modèle (E1,1
s,vm). Nous

avons immergé par une injection locale φ ce système vers un système cible de plus grande

dimension m > n, permettant une mise sous forme normale d’observabilité. Nous avons ensuite

synthétisé un observateur à grand gain pour le système cible en z = φ(x̄), l’estimée ˆ̄x est

alors obtenue par l’inverse à gauche φ∗ de φ avec ˆ̄x = φ∗(ẑ). Toutefois, l’obtention de φ∗ peut

poser problème : pour s’en affranchir, nous avons introduit une variable auxiliaire τ , de sorte

que l’extension dynamique φe de φ soit un difféomorphisme sur le domaine Sxe . Dans ce cas,

l’observateur pour l’état étendu xe est obtenu en inversant la jacobienne de φe par rapport à
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xe. Cette première approche, publiée dans [Sadelli et al., 2015], reste incomplète du fait que

l’observateur ne garantit pas que les états estimés restent dans l’ensemble borné où la jacobienne

du difféomorphisme est inversible.

Nous avons par conséquent proposé une deuxième approche permettant de résoudre le pro-

blème de la singularité structurelle dans le cas plus général du système (E1,1) où la pulsation du

flux sanguin est inconnue et le sang est modélisé par une série de Fourier tronquée à l’ordre 1.

Par l’ajout d’une sortie fictive et la complétion de la jacobienne, nous pouvons obtenir la stabi-

lité semi-globale de l’observateur en coordonnées naturelles par une preuve constructive dans la

proposition 4.5.4.

4.6 Commande d’un microrobot par retour de sortie

4.6.1 Introduction

Comme nous l’avons rappelé en introduction de ce chapitre, les lois de commande proposées

dans le chapitre 3 ne sont exploitables que lorsque tous les états sont mesurables (hypothèse

3.4.1). Comme seule la position du microrobot est mesurable, nous allons modifier les lois de

commande proposées dans le chapitre 3 en utilisant les états estimés par l’observateur dans la

section 4.4 : on parle alors d’une commande par retour de sortie par l’approche certainty equi-

valence ou approche par erreur de commande. Nous allons donc démontrer la stabilité conjointe

de la paire observateur contrôleur, asymptotique ou pratique selon que le système est considéré

comme exempt ou non d’erreurs de modélisation. Nous présenterons ici uniquement le cas du

modèle 2D, qui se transpose au cas 1D très simplement.

4.6.2 Problème de commande par retour de sortie

Contrairement aux systèmes linéaires, le principe de superposition ne s’applique pas aux

systèmes non linéaires. Il ne suffit donc pas d’avoir une loi de commande κ(x) et un observateur

d’état qui soient tous deux globalement stabilisants pour avoir la stabilité globale du système.

Nous illustrons ce phénomène par deux obstructions : l’explosion infinie en temps fini et le mirage

du grand gain. Commençons par l’exemple introductif emprunté à [Kokotovic, 1992] :

ẋ = −x+ ξx2, x(0) = x0

ξ̇ = u, ξ(0) = ξ0

(4.131a)

(4.131b)

Avec la commande par retour d’état partiel donnée par u(ξ) = −kξ avec k > 0, qui place les

valeurs propres du sous-système (4.131b) en −k, il est aisé de montrer que le système (4.131a)

a pour solution :

x(t) =
(k + 1)x0

(k + 1− x0ξ0)et + x0ξ0e−kt
(4.132)
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On remarque que si x0ξ0 > (k + 1), alors le dénominateur de l’expression (4.132) s’annule

à l’instant t∗ = − 1
k+1 ln

(x0ξ0−k−1
x0ξ0

)
donc x diverge en temps fini. En revanche, toute solution

bornée converge et on a donc stabilité semiglobale (pour des conditions initiales satisfaisant

x0ξ0 < (k+1)) puisqu’on peut étendre ce domaine par l’accroissement du gain de commande k.

Ceci n’est pas vrai en général, comme l’illustre cet autre exemple :

ẋ = −x+ ξ2x
2 , x(0) = x0

ξ̇1 = ξ2 , ξ1(0) = ξ0

ξ̇2 = u , ξ2(0) = 0

Le choix du retour d’état partiel u(ξ) = −k2ξ1 − 2kξ2 place les pôles du sous-système ξ en

−k < 0. Cependant, ce choix conduit à obtenir ξ2(t) = −k2ξ0te−kt qui passe de 0 à t0 = 0 à une

valeur maximale ξ∗2 = −kξ0e−1 en t∗ = k−1 : c’est le phénomène de peaking. Le sous système

en x a alors pour solution :

x(t) =
x0(k + 1)2[

k2x0ξ0 + (k + 1)2
]
et − k2x0ξ0

[
(k + 1)t+ 1

]
e−kt

dont le dénominateur s’annule si les coefficients de et et e−kt sont positifs. Or la condition

x0ξ0 >
2
k est suffisante pour l’assurer. On voit donc qu’en augmentant ici le gain, on réduit le

domaine de stabilité du système.

Illustrons maintenant le lien avec le retour de sortie avec le système suivant :

ẋ1 = −x1 + x2x
2
1 + u

ẋ2 = −x2 + x21
(4.133)

Si x1 et x2 sont accessibles, alors la commande u = −x2x21 assure la stabilité asymptotique

globale du point d’équilibre x1 = x2 = 0 du système (4.133). En revanche, si y = x1 alors la

loi de commande "certainty equivalence" est u = −x̂2x21, avec x̂2 l’état estimé de l’observateur

globalement stabilisant ˙̂x2 = −x̂2 + x21. Posons ξ = x2 − x̂2, alors avec u = −x̂2x21 on obtient

ẋ1 = −x1 + ξx21
ξ̇ = −ξ

(4.134)

Le système (4.134) est équivalent au système (4.131) pour u(ξ) = −ξ et x = x1. Il est donc

évident que le système diverge si x0ξ0 > 2 : la commande u = −x̂2x21 par retour de sortie

n’assure pas la stabilité asymptotique globale de x1 = x2 = x̂2 = 0.

Pour remédier à ce problème il faut synthétiser une loi de commande par retour de sortie

qui stabilise le système et l’observateur au même temps. Pour le système (4.133), si on rajoute

un terme v à la commande "certainty equivalence", on obtient u = −x̂2x21 + v :

ẋ1 = −x1 + ξx21 + v

ξ̇ = −ξ
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Soit V = 1
2(x

2
1 + ξ2), alors V̇ = −x21 − ξ2 + ξx31 + x1v. Le choix v = −x1w conduit à :

V̇ = −
[
x1

ξ

2

] [
1 + w −x21
−x21 1

]

︸ ︷︷ ︸
A



x1
ξ

2


− 3

4
ξ2

Pour w = x41, la matrice A est définie positive, et par conséquent la loi de commande u =

−x̂2x21 − x51 assure la stabilité asymptotique globale de x1 = x2 = x̂2 = 0.

Maintenant, on s’intéresse aux conditions suffisantes pour la stabilisation globale par une

commande par retour de sortie du système suivant :

ẋ = f(x) + ψ(x, ξ) = f̃(x, ξ)

ξ̇ = α(ξ, u)

(4.135a)

(4.135b)

On considère les hypothèses suivantes pour le système (4.135) :

H1) [Stabilité des sous-sytèmes] Le point d’équilibre x = 0 de ẋ = f(x) est globalement

asymptotiquement stable et il existe u = k(ξ) ∈ C1 tel que le point d’équilibre ξ = 0 de

(4.135b) est globalement asymptotiquement stable.

H2) [Croissance linéaire de ψ] Il existe deux fonctions β1(.) et β2(.) de classe K, dérivables

au point ξ = 0 telles que :

‖ψ(x, ξ)‖ ≤ β1(‖ξ‖)‖x‖+ β2(‖ξ‖)

H3) [Locale exponentielle stabilité] Le système linéarisé du sous-système (4.135b) au

point ξ = 0 est stabilisable, ce qui veut dire que le sous-système (4.135b) est localement

exponentiellement stable.

Le théorème suivant donne deux conditions équivalentes pour qu’un système soit ISS (Input-to-

State Stable).

Théorème 4.6.1 : [Kokotović et al., 1997] Le sous-système (4.135a) est ISS.

• S’il existe deux fonctions β ∈ KL et γ ∈ K telles que, pour chaque entrée ξ(.) bornée et

un état initial x(0), la solution x(t) du système (4.135a) existe pour tout t ≥ 0 :

‖x(t)‖ ≤ β(‖x(0)‖, t) + γ( sup
0≤τ≤t

‖ξ(τ)‖

• Si et seulement s’il existe une fonction V (x) ∈ C1 radialement non bornée et des fonctions

(γ1, γ2) ∈ K2 :

‖x‖ ≥ γ1(‖ξ‖) =⇒
∂V

∂x
f̃(x, ξ) ≤ −γ2(‖x‖)

La première condition implique la bornitude de l’état et prévient donc l’explosion infinie.

La conséquence directe du fait que le sous-système (4.135a) soit ISS est que sous l’hypothèse

H1, la commande u = k(ξ) garantit que (x, ξ) = (0, 0) du système (4.135) est globalement
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asymptotiquement stable. Donc la notion ISS d’un système permet de s’affranchir des deux

hypothèses H2 et H3 pour avoir une stabilité globale avec commande par retour de sortie.

Dans la section suivante, nous allons modifier les lois de commande synthétisées précédem-

ment, en utilisant les états estimés par l’observateur, afin de démontrer la stabilité du retour de

sortie.

4.6.3 Stabilité du retour de sortie

4.6.3.1 Stabilité asymptotique

Nous allons modifier la loi de commande donnée par la proposition 3.4.6 pour le système

(R2) en présence d’incertitudes paramétriques.

Le paramètre ϑ du système (R2) est inconnu et, comme les états du système (E2,n
ω ) ne

sont pas tous accessibles, la loi de commande donnée par la proposition 3.4.6 pour le système

(R2) n’est pas utilisable en l’état. En utilisant les états estimés par l’observateur donné dans la

proposition 4.4.6, on obtient le retour de sortie explicité dans la proposition qui suit :

Proposition 4.6.2 [Commande par Backstepping] : Sous les hypothèses des propositions

4.4.6 et 3.4.6, la loi de commande par retour de sortie ûi = κi(ˆ̄x, ϑ̂), i = 1, 2, donnée ci-après :

κi(ˆ̄x, ϑ̂) = −(ki+2 + ki)ẑi+2 + (1− k2i )ẑi + gi(ˆ̄x) + (i− 1)ϑ̂− ẍi,r
β′1

(4.136)

assure la stabilité asymptotique exponentielle semiglobale pour le système (R2) le long de la

trajectoire de référence xref = [xr, ẋr, ẍr] de classe C0 pour toute valeur initiale (x̄(0), τ̂(0)) ∈
K0 ×K, ∀θ̂(0) ∈ Kϑ avec les gains ki, ki+2 > 0.

Démonstration :

Posons ẑi = x̂i − xir, ẑi+2 = x̂i+2 − ẋir + kiẑi, x̃ = x− x̂ et ϑ̃ = ϑ− ϑ̂.

Remplaçons ui par ûi dans (3.71) et posons g̃i = gi(x̄)− gi(ˆ̄x), on obtient :

V̇2i = −kiz2i − ki+2z
2
i+2 + zi+2

(
g̃i + (ki + ki+2)z̃i+2 + (1− k2i )z̃i + (i− 1)ϑ̃

)
︸ ︷︷ ︸

hi+2(z,ε)

(4.137)

La preuve sera décomposée en trois parties :

Partie 1 bornitude et domaine d’attraction : Montrons que ∀x(0) ∈ Kx0 = {x :

Vc(z) ≤ µc0}, x(t) ∈ Kx = {x : Vc(z) ≤ µc0 + µc}. Comme ξ ∈ Kξ par construction (

voir remarque 2.5.1) par conséquent x̄(t) ∈ K = Kx ×Kξ.

Soit Vo(ε(0)) ≤ µo0, Kε = {ε : Vo(ε) ≤ µo0 + µo} et χ =

[
z

ε

]
. En utilisant (3.73) et (4.95),

on définit alors la fonction de Lyapunov W1(χ) :

W1(χ) =
ζcVc(z)

µc0 + µc − Vc(z)
+

ζoVo(ε)

µo0 + µo − Vo(ε)
(4.138)
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Supposons que W1(χ) ≤ w̄ = µc0
µc
ζc +

µo0
µo
ζo + 1, par conséquent W1(z(0), ε(0)) < w̄ et l’on

obtient :

W1(χ) ≤ w̄ ⇒ Vc(z) < µc0 + µc et Vo(ε) < µo0 + µo (4.139)

La dérivée de W1(χ) par rapport au temps est donnée par :

Ẇ1 =
ζc(µc0 + µc)

(µc0 + µc − Vc)2
V̇c(z) +

ζo(µo0 + µo)

(µo0 + µo − Vo)2
V̇o(ε) (4.140)

Soient les bornes inférieures et supérieures des facteurs de V̇∗, où ∗ désigne c ou o, données

ci-après :
ζ∗

(µ∗0 + µ∗)
≤ ζ∗(µ∗0 + µ∗)

(µ∗0 + µ∗ − V∗)2
≤ (ζ∗ + w̄)2

ζ∗(µ∗0 + µ∗)
(4.141)

Soit h(z, ε) = [0 0 h3(z, ε) h4(z, ε)]
T , en utilisant (4.97), (3.72), (4.137) et (4.140), on

obtient :

Ẇ1 ≤ Ψc(χ)− Φco(χ) (4.142)

avec les fonctions Ψc(χ) et Φco(χ) choisies ainsi :

Φco(χ) =
ζc

2(µc0 + µc)
kcVc(z) +

ζo
2(µo0 + µo)

koVo(ε)

Ψc(χ) = −Φco +

∥∥∥∥
ζc(µc0 + µc)

(µc0 + µc − Vc(z))2
zT

[
h(z, ε)− h(z, 0)

]∥∥∥∥

(4.143)

On obtient alors ∀w ∈ [0, w̄) :

Kχ = {χ : w ≤W1(χ) ≤ w̄} ⊂ Kx ×Kε (4.144)

Comme les fonctions de Lyapunov Vc(z) et Vo(ε) sont continues et vérifient (4.139), Ψc est

continue et son second terme est nul le long de ε = 0 et z = 0. Par continuité, on a alors

χ ∈ Kχ implique que Ψc < 0 pour des gains ko et kc assez grands et on a alors :

Ẇ1 ≤ −Φco(χ), ∀χ ∈ Kχ (4.145)

De plus, comme Φco est définie positive sur Kχ, alors l’ensemble {χ : W1(χ) ≤ w̄ } est un

bassin d’attraction c’est-à-dire :

x̄(0) ∈ K0 =⇒ x̄(t) ∈ K (4.146)

L’état étendu χ est capturé par l’ensemble Kc
χ défini comme suit :

Kc
χ = {χ :W1(χ) ≤ w } (4.147)
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Partie 2 stabilité pratique : Maintenant que nous garantissons que x̄ reste borné dans K,

nous spécifions la stabilité pratique dans l’ensemble Kc
χ. Puisque ∀x̄ ∈ K, x̄ = satK(x̄),

ˆ̄x = satK(τ̂) et g̃i est une fonction de classe C1, en utilisant (4.87) et (4.88), on obtient :

‖hi+2(z, ε)‖ = ςi(‖ε‖), ∀z ∈ Kx, ∀ε ∈ R
2n+6, i ∈ {1, 2} (4.148)

où la fonction ςi est bornée et continue, avec ςi(0) = 0. De plus ∃νi tel que :

z ∈ Kx ⇒ ‖zi+2‖ ≤ νi (4.149)

En utilisant (3.72) et (4.137), on obtient alors :

V̇2i ≤ −kciV2i(z) + νiςi(‖ε‖) (4.150)

On considère la fonction de Lyapunov W2(z, ε) donnée, pour un certain ζ > 0 :

W2(z, ε) = ζVc(z) + Vo(ε) (4.151)

En utilisant (4.97) et (4.150), on obtient

Ẇ2(z, ε) ≤ −ζkcVc(z)− [−ζς(‖ε‖) + λQo
‖ε‖2]

︸ ︷︷ ︸
σ(ε)

(4.152)

avec ς(‖ε‖) = ν1ς1(‖ε‖) + ν2ς2(‖ε‖). Comme ς est continue et bornée, alors il existe ε0 tel

que σ(ε) est positive pour tout ε ≥ ε0. De plus, ε0 peut être choisi arbitrairement petit en

choisissant le rapport ζ
λQo

petit. Par conséquent on obtient la stabilité pratique semiglobale

de la paire contrôleur observateur.

Partie 3 : Nous allons enfin démontrer la stabilité asymptotique locale. Pour un ε petit, on

aura ˆ̄x = τ̂ ∈ K et ϑ̂ = θ̂. En utilisant l’hypothèse (H2) du lemme 3.4.5, on obtient alors :

V̇2i ≤ −ki‖zi‖2 − ki+2‖zi+2‖2 + (ki + ki+2)‖zi+2‖‖z̃i+2‖

+γi‖zi+2‖‖˜̄x‖+ (1− k2i )‖zi+2‖‖z̃i‖+ (i− 1)‖zi+2‖‖ϑ̃‖
(4.153)

Or on a, par l’inégalité triangulaire :

z̃i+2 = x̃i+2 + kiz̃i =⇒ ‖z̃i+2‖ ≤ ‖x̃i+2‖+ ki‖z̃i‖ (4.154)

En utilisant (4.154), (4.153), (4.88) et ‖ϑ̃‖ ≤ ‖ε2‖, on obtient :

V̇2i ≤ −ki‖zi‖2 − ki+2‖zi+2‖2 + (ki + ki+2)‖zi+2‖‖x̃i+2‖

+γi‖zi+2‖‖˜̄x‖+ (1 + kiki+2)‖zi+2‖‖z̃i‖+ (i− 1)‖zi+2‖‖ε2‖

≤ −ηi,1‖z‖2 + ηi,2‖z‖‖ε‖

(4.155)
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avec ηi,1 = min(ki, ki+2) et ηi,2 = (i+ γi + ki + ki+2 + kiki+2).

En utilisant (4.97) et (4.155), on obtient

Ẇ2(z, ε) ≤ −ζη1‖z‖2 + ζη2‖z‖‖ε‖ − λQo
‖ε‖2 (4.156)

avec η1 = η1,1 + η2,1 ≤ η2 = η1,2 + η2,2. En choisissant ζ =
η1λQo

η2
2

, on obtient alors :

Ẇ2(z, ε) ≤ −ζη1
‖z‖2
2

− λQo

‖ε‖2
2

(4.157)

Posons µ1 = max(ζ/2, λ̄Po) et µ2 = min(ζη1, λQo
)/2 =

λQo
η2
1

2η2
2

. Il vient :

W2(z, ε) ≤ µ1(‖z‖2 + ‖ε‖2)
Ẇ2(z, ε) ≤ −µ2(‖z‖2 + ‖ε‖2)

}
=⇒ Ẇ2(z, ε) ≤ −µ2

µ1
W2(z, ε) (4.158)

Par conséquent z et ε convergent exponentiellement vers zéro, par conséquent ˆ̄x et ϑ̂

convergent respectivement vers x̄ et ϑ, et x converge vers (xr ẋr)
T , donc le retour de

sortie (4.136) garantit la stabilité asymptotique semiglobale du système (R2) le long de la

trajectoire xref .

�

4.6.3.2 Stabilité pratique

Nous nous intéressons maintenant à la stabilité du retour de sortie en présence d’erreurs

de modélisation, qui sont particulièrement susceptibles d’apparaître dans notre système biophy-

sique. Nous nous intéressons ici en particulier au flux sanguin. La vitesse réelle du sang, notée ξ∗1 ,

est solution du système (Fn∗

ω ) pour un nombre d’harmoniques n∗ généralement mal connu et qui

peut varier suivant l’état physiologique (repos, stress, etc). Enfin, si ce nombre n∗ est élevé, l’ex-

tension dynamique (Fn∗

ω ) sera de dimension élevée, ce qui peut poser des problèmes numériques

alors que les dernières harmoniques ne sont pas nécessairement déterminantes dans l’expression

globale du flux sanguin. C’est pourquoi il peut être intéressant de synthétiser un observateur

en se basant sur une vitesse du sang solution du système (Fn
ω ) avec n < n∗. Les dynamiques

associées aux harmoniques d’ordre k ∈ {n+1, . . . , n∗} seront alors négligées dans la dynamique

de l’observateur, d’où l’erreur de modélisation. Dans ce cas, les lignes impaires du système (Fn
ω )

seront affectées par une perturbation harmonique bornée et proportionnelle à dnn∗(t) = ξ̇∗1,n où

ξ∗1,n représente la vitesse réelle du sang privée des harmoniques basses fréquences.

Notons D̄ξ∗
1

la borne supérieure du signal ξ∗1,n, on obtient alors :

‖dnn∗(t)‖ ≤ dM = ω
n∗ + n+ 1

2
D̄ξ∗

1
(4.159)
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Le système (E2,n∗

ω ) peut être réécrit sous la forme suivante :

(E2,nn∗

ω ) :

{
˙̄x = A(0)x̄+B(ḡ(x̄) + β′1u) +Bϑϑ+Bddnn∗(t)

y = Cx̄
(4.160)

avec Bd ∈ R
2n+5 dont les seules composantes non nulles sont les composantes Bd,2k+5 =

1

(k + 1)
, k = 1, . . . , n .

Proposition 4.6.3 [Stabilité pratique par retour de sortie] : Soit dM la borne supérieure

du signal dnn∗(t) dans (4.160). Sous les hypothèses de la proposition 4.4.6, le système (Ê2,n
ω )

est un observateur pratique exponentiel pour le système (E2,nn∗

ω ). De plus la loi de commande

par retour de sortie ûi = κi(ˆ̄x, ϑ̂), i = 1, 2 donnée par (4.136) assure une stabilité pratique

semiglobale pour le système (R2) dans une boule de rayon Rd donné par :

Rd =

√
2

3

η22
η21

πω(n∗ + n+ 1)D̄ξ∗
1

k0
(4.161)

La boule de rayon Rd est centrée le long de la trajectoire de référence xref =

[xr(t), ẋr(t), ẍr(t)] de classe C0.

Démonstration :

La preuve de la proposition 4.6.3 est similaire à celle de la proposition 4.4.6. En utilisant

(E2,nn∗

ω ) et (Ê2,n
ω ), et en posant ε =

(
ε1

ε2

)
avec ε1 = x̄ − τ̂ , et ε2 = ϑ − θ̂, la dynamique du

système d’erreur d’observation est régie par :

ε̇ = (Ā(p̄(t))− K̄C̄)ε+ B̄ddnn∗(t) (4.162)

avec B̄d =

[
Bd

0

]
. Considérons alors la fonction de Lyapunov Vo(ε) donnée par (4.95), sa dérivée

le long du système (4.162) vérifie l’inégalité suivante :

V̇o(ε) ≤ εTQ(h(t))ε+ 2εTPoB̄ddnn∗(t)

< −εTQoε+ 2‖ε‖‖P‖‖B̄d‖‖dnn∗‖

En utilisant (4.159) et sachant que ‖B̄d‖ =

√∑n
i=1

1

(i+ 1)2
≤

√
π2

6 , on obtient l’inégalité

suivante :
V̇o(ε) < −λQo

‖ε‖2 + 2‖ε‖λ̄PodM
π√
6

< −λQo
‖ε‖

(
‖ε‖ − rd

) (4.163)
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Le rayon rd est alors donné par :

rd =
π√
6

2dM
k0

=
π√
6

ω(n∗ + n+ 1)D̄ξ∗
1

k0
, ko =

λQo

λ̄Po

(4.164)

Considérons la fonction de Lyapunov W1(χ) donnée par (4.138) pour le système (R2) avec

la loi de commande par retour de sortie donnée par (4.136). On obtient alors les mêmes

résultats dans les parties 1 et 2 de la démonstration de la proposition 4.6.2 avec, dans la

fonction Ψc, un terme additionnel dépendant de ε et où la fonction ς(‖ε‖) est remplacée par

ς̄(‖ε‖) = −ζς(‖ε‖)− λQo
rd‖ε‖.

Soit alors W2(z, ε) donnée par (4.151). En utilisant (4.163), (4.155) et, avec un choix approprié

des constantes ζ et µ2, on obtient :

Ẇ2(z, ε) ≤ −ζη1
2

‖z‖2 − λQo
‖ε‖

(‖ε‖
2

− rd

)

≤ −µ2(‖z‖2 + ‖ε‖2) + λQo
rd‖ε‖

(4.165)

Notons χ =

[
z

ε

]
et µ2 =

λQo
η2
1

2η2
2

, l’équation (4.165) devient :

Ẇ2(z, ε) ≤ −µ2‖χ‖2 + λQo
rd‖χ‖

≤ −µ2‖χ‖
(
‖χ‖ − 2rd

(η2
η1

)2
) (4.166)

Donc χ converge exponentiellement dans la boule B(0, Rd) avec Rd donné par (4.161).

Par conséquent ˜̄x et ϑ̃ convergent dans la boule B(0, Rd) et x converge dans la boule

B
(
(xr, ẋr)

T , Rd
)
.

�

4.6.4 Conclusion

Dans la littérature les auteurs de [Kokotovic, 1992, Mazenc et al., 1994] ont montré que

l’implémentation "certainty-equivalence" d’une loi de commande par retour d’état, globalement

stabilisante en utilisant les états estimés par l’observateur peut conduire à des explosions infinies

des états en temps fini et donc à un rétrécissement des domaines de stabilité. Les auteurs de

[Kokotović et al., 1997] ont donné des conditions sur la croissance des non linéarités du système

pour élargir les régions d’attraction. Dans [Teel and Praly, 1995], les auteurs ont développé

des méthodes pour avoir la stabilité semiglobale avec un retour d’état partiel et un retour de

sortie ils ont montré que la stabilité semiglobale par un retour d’état uniformément observable
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est une condition suffisante pour obtenir la stabilité pratique semiglobale avec un retour de sortie.

Dans cette section, après avoir rappelé les écueils de la synthèse de bouclages de sortie pour

les systèmes non linéaires, nous avons modifié les lois de commande globalement stabilisantes du

chapitre 3 afin de prouver la stabilité semiglobale du bouclage de sortie. Nous avons également

démontré la stabilité pratique dans le cas d’erreurs de modélisation.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord proposé des observateurs pour les systèmes

étendus donnés dans le chapitre 2 dans le cas où la pulsation cardiaque est connue. Ces tra-

vaux ont été publiés dans deux conférences internationales CDC 2014 (Conference on Decision

and Control) [Sadelli et al., 2014b] et MSC 2014 (Multi-Conference on Systems and Control )

[Sadelli et al., 2014a]. L’observateur MVT que nous avons synthétisé est plus performant que

l’observateur à grand gain en raison de sa sensibilité plus faible aux bruits de mesures notam-

ment dans notre cas où la dimension élevée du système peut être prohibitive pour le grand

gain. Cependant, l’existence d’un observateur par MVT repose sur l’existence d’une solution

pour plusieurs inégalités matricielles, et il n’existe malheureusement pas à notre connaissance

de conditions suffisantes pour en garantir l’existence.

Ensuite, nous avons proposé un observateur à grand gain pour le modèle étendu dans le cas

où la pulsation cardiaque est inconnue. Ce résultat est publié dans une conférence nationale

(6èmes Journées Doctorales / Journées Nationales MACS à Bourges 2015) [Sadelli et al., 2015].

Enfin, nous avons utilisé une loi de commande par retour de sortie, dont nous avons démontré

la stabilité semiglobale : ces résultats ont été publiés dans la revue IEEE TAC (Transactions on

Automatic Control ) [Sadelli et al., 2016]. L’observateur par immersion que nous avons proposé

dans [Sadelli et al., 2015], synthétisé dans le cas où la pulsation cardiaque est inconnue, est

incomplet puisqu’il ne garantit pas que les états restent dans un ensemble borné. Nous avons

depuis résolu le problème et généralisé cet observateur à une classe plus vaste de systèmes,

même si le travail est encore en cours. Sur le plan pratique, ce type d’observateur est très

attractif pour des diagnostics médicaux afin d’estimer en ligne des paramètres sanguins locaux.

Les informations reconstruites –vitesse du sang et sa pulsation– permettent de diagnostiquer

une éventuelle thrombose artérielle ou un dysfonctionnement au niveau d’un vaisseau. Nous

illustrerons l’ensemble de nos résultats par différentes simulations dans le chapitre suivant.
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5.1 Introduction

Ce chapitre illustre par différentes simulations nos résultats obtenus dans le domaine de la

commande et de l’observation, développés dans les chapitres 3 et 4. Nous commençons tout

d’abord par le modèle 1D du microrobot ; tout d’abord sans utiliser d’observateur d’état afin

d’illustrer les résultats obtenus par une commande par backstepping adaptatif, puis avec un

bouclage de sortie afin d’en illustrer la robustesse vis-à-vis des bruits de mesures, incertitudes

paramétriques et erreurs de modélisation. Nous comparons également les résultats obtenus par

les observateurs MVT et à grand gain. Ensuite, nous présenterons les résultats obtenus par

l’observateur par immersion dans le cas où la pulsation cardiaque est inconnue.

La seconde partie sera dédiée aux résultats de simulation pour le modèle 2D du microrobot,

dans ce cas aussi la robustesse de la paire observateur contrôleur sera étudiée en présence des

bruits de mesures, incertitudes paramétriques et erreurs de modélisation. Par la suite, nous

illustrerons nos résultats de commande de deux microrobots dans le cas 1D, dans le cas d’une

trajectoire fixe puis variable. Enfin, nous terminerons le chapitre par les résultats de l’approche

de commande de deux microrobots en 2D, avec deux exemples : trajectoire fixe et variable.

5.2 Cadre général de l’étude

La dynamique d’un microrobot dans les vaisseaux sanguins fait intervenir de nombreux

paramètres. Certains, comme le rayon du microrobot ou son aimantation, et par extension les

paramètres associés à un objet manufacturé sont moins susceptibles d’incertitude (ou faible),

d’autres, comme la viscosité du sang, sa masse volumique, le module d’Young des vaisseaux, et

par extension les paramètres associés au vivant sont connus avec des incertitudes importantes

et peuvent fortement varier non seulement d’un individu à l’autre, mais aussi en fonction du

temps (la fréquence cardiaque) ou l’espace (la viscosité du sang varie du simple au cinquantuple

selon que le sang traverse une artériole, une artère ou un capillaire). La robustesse aux erreurs

paramétriques est donc cruciale pour tout système biologique, et pour notre application en

particulier car la plupart de ces incertitudes affectent la force de traînée hydrodynamique, qui

est prépondérante dans le modèle.

A l’échelle micrométrique et plus encore à l’échelle nanométrique, les mesures sont enta-

chées d’un bruit important par rapport aux dimensions en jeu. Ceci est encore renforcé par

l’utilisation d’imageurs médicaux, où il y a un compromis à faire entre résolution spatiale et

résolution temporelle. Il est donc important d’avoir une bonne robustesse aux bruits de mesure.

Nous nous plaçons dans le cas d’une navigation dans une petite artère d’un ou plusieurs robots

micrométriques actionnés selon le concept "bead pulling". Dans l’ensemble des simulations, nous

utiliserons pour données nominales celles fournies dans le tableau 5.1. Les simulations sont effec-

tuées de sorte à prendre en compte les limitations des actionneurs du système magnétique qui

génère les gradients de champ magnétique dont la saturation est donnée par usat = ∇Bsat. Pour
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ne pas détériorer le système, la loi de commande ua(t) appliqué au système est donc saturée

comme suit :

ua(t) =
u(t)

k(t)
, k(t) = max

(
1,

|u(t)|
usat

)

avec u(t) la commande obtenue par retour d’état ou de sortie. Dans toutes les simulations, la

Viscosité du sang η 16× 10−3 [Pa.s]

Densité du sang ρf 1060 [kg.m−3]

Densité du matériau magnétique ρm 7500 [kg.m−3]

Rayon du microrobot r 2, 5 10−4 [m]

Diamètre du vaisseau D 3× 10−3 [m]

Densité polymère ρp 1500 [kg.m−3]

Rapport ferromagnétique τm 0, 75

Aimantation M 1, 23× 106 [A.m−1]

Rapport d’occlusion β 0, 65

Raideur K 2, 19× 103 [Pa.m
1

2 ]

Charge q 7, 13× 10−11 [C]

Densité diélectrique du sang ε 70 [C2.N−1.m−2]

Constante diélectrique ε0 8, 85× 10−12 [C2.N−1.m−2]

Gains de commande en 1D (k1, k2) (7, 14)

Gains de commande en 2D (k1, k2, k3, k4) (7, 40, 14, 20)

Saturation de l’actionneur usat 0.2 [T.m−1]

Table 5.1 – Valeurs nominales des paramètres

mesure est affectée d’un bruit blanc gaussien d’écart-type 500µm en 1D ( 100µm en 2D) à partir

de t = 8s. En 1D, afin de simplifier l’étude, mais sans que cela ne soit limitatif, nous avons pris

pour trajectoire de référence un point fixe : l’origine, i.e (xr = ẋr = ẍr = 0). En 2D, nous

utilisons une trajectoire non C2 qui vise à limiter les efforts de commande, elle est donnée par :





x1,r(t) = 0.04t

x2,r(t) =

{
D/4 If t ≤ 5

D/3 If t > 5

(5.1)

La vitesse ξ1 du flux sanguin est modélisée par la série de Fourier suivante :

ξ1 = a0 +

n∗∑

i=1

[
ai cos(iωt) + bi sin(iωt)

]

avec :
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a0 = 50mm.s−1 a1 = 17, 84mm.s−1 a2 = −10, 84mm.s−1 a3 = −8, 899mm.s−1

a4 = 0, 9231mm.s−1 b1 = 6, 144mm.s−1 b2 = 9, 425mm.s−1 b3 = −7, 388mm.s−1

b4 = −2, 536mm.s−1 ω = 2π rad.s−1

• Pour n∗ = 1, on a ξ1 ∈ [31, 12 68, 87] mm.s−1 .

• Pour n∗ = 2, on a ξ1 ∈ [20, 06 77, 9] mm.s−1 .

• Pour n∗ = 3, on a ξ1 ∈ [16, 6 87, 9] mm.s−1 .

• Pour n∗ = 4, on a ξ1 ∈ [17, 8 90, 5] mm.s−1 .

5.3 Commande d’un microrobot en 1D

Nous illustrons la commande d’un microrobot dans un environnement 1D à des fins de

simplification : la plupart des difficultés sont déjà présentes ici. Nous commencerons tout d’abord

par une commande par backstepping adaptatif afin d’illustrer l’intérêt de l’approche pour un

modèle biophysique, tout en supposant que l’état entier est accessible à la mesure. Dans un

second temps, les simulations illustrerons les résultats obtenus par notre bouclage de sortie,

afin d’en montrer la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure, d’incertitudes paramétriques et

erreurs de modélisation. Seront également comparées les performances obtenues par l’utilisation

d’un observateur MVT et d’un observateur grand gain. Enfin, cette section se clôt par une

présentation des résultats obtenus en utilisant un observateur par immersion dans le cas où la

pulsation cardiaque est inconnue.

5.3.1 Commande par backstepping adaptatif

Dans cette section, nous intéressons à la commande du système réduit (R1) du microrobot

dans lequel la force de traînée est affectée par les incertitudes paramétriques issues des paramètres

du flux sanguin et du microrobot comme la viscosité dynamique η du sang (qui varie en fonction

du diamètre du vaisseau), sa masse volumique ρf , le rayon r du microrobot peut également être

incertain, ainsi que son aimantation M . Par conséquent les paramètres θ et β′1 sont ici considérés

incertains. La commande u est donnée par la proposition 3.4.4, et les conditions initiales sont

données dans le tableau 5.2.

(xr(0) ẋr(0)) x0 θ, p θ̂(0), p̂(0)

(0 0) (0 0)T (295, 78 251, 56 3773, 32)T , 0, 006504 (10 15 200)T , 10

Table 5.2 – Commande par backstepping adaptatif en 1D : conditions initiales

La figure 5.1(a) (resp. 5.1(b)) illustre la position réelle et de référence et son erreur de suivi

(resp. la vitesse). Pendant la phase transitoire, le suivi en position et en vitesse est mauvais en
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raison de la saturation de la commande (voir figure 5.2). Après 1 seconde, la position et la vitesse

du microrobot convergent respectivement vers leurs valeurs de référence xr(t) = 0 et ẋr(t) = 0.

Nous remarquons que le bruit de mesure n’affecte pas trop la position réelle du microrobot, avec

une erreur de suivi en position inférieure à 100µm. Cependant la vitesse réelle du microrobot est

très affectée par le bruit de mesure, avec une erreur de suivi en vitesse inférieure à 14mm.s−1.

La forte sensibilité de la vitesse du microrobot au bruit de mesure s’explique d’une part par

la sensibilité des paramètres adaptatifs θ̂ et p̂ au bruit de mesure (ces paramètres affectant

directement l’accélération du microrobot) et d’autre part par la sensibilité de la commande u

au paramètre adaptatif p̂.

(a) Position du microrobot et son erreur de suivi

(b) Vitesse du microrobot et son erreur de suivi

Figure 5.1 – Position et vitesse réelles et de références
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La commande u = ∇Bz et les paramètres adaptatifs θ̂, p̂ sont respectivement représentés

sur les figures 5.2 et 5.3. Nous remarquons qu’en début de simulation, la commande atteint sa

valeur de saturation (±200mT.m−1) en raison de l’erreur initiale sur les paramètres. Elle est

également très affectée par le bruit de mesure. Nous constatons que si les paramètres adaptatifs

θ̂ et p̂ ne convergent pas vers leurs vraies valeurs, en revanche leurs lois de mise à jour permettent

de stabiliser la position et la vitesse du microrobot respectivement le long de xr(t) et ẋr(t). La

simulation montre que la loi de commande par backstepping adaptatif donnée par la proposition

3.4.4 stabilise le microrobot le long d’une trajectoire de référence en dépit des incertitudes

paramétriques.

Figure 5.2 – Entrée de commande ∇Bz par backstepping adaptatif

Figure 5.3 – Les paramètres estimés θ̂ et p̂
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5.3.2 Commande par retour de sortie

Nous illustrerons successivement la robustesse aux bruits de mesure en comparant l’obser-

vateur MTV à l’observateur grand gain, puis la robustesse aux incertitudes paramétriques et

enfin la robustesse aux erreurs de modélisation en supposant que la vitesse du sang réelle est

modélisé par le système (Fn∗

ω ) pour le système étendu (E1,n∗

ω ), et par (Fn
ω ) pour le modèle de

l’observateur MVT (Ê1,n
ω ), avec n∗ > n.

Pour les simulations suivantes, les écarts types des erreurs d’estimation pour la position et

la vitesse du microrobot, la vitesse du sang et le paramètre ϑ sont donnés dans le tableau 5.4.

5.3.2.1 Robustesse aux bruits de mesure (RBM)

Afin de dissocier les effets des différentes perturbations qui affectent le système, nous allons

d’abord illustrer par des simulations la robustesse au bruit de mesure en considérant que tous les

paramètres sont connus. La loi de commande par retour de sortie u est donnée par la proposition

3.4.3 couplée avec un observateur MVT donné par la proposition 4.4.2 ou un observateur grand

gain donné par la proposition 4.3.2.

5.3.2.1.1 Flux pulsatile tronqué à l’ordre n = 1 Nous supposons que le flux sanguin

est ici correctement modélisé par une vitesse moyenne superposée à un oscillateur harmonique

n = n∗ = 1. Les simulations ci-dessous illustrent les résultats obtenus par l’observateur MVT et

l’observateur à grand gain.

5.3.2.1.1.1 Observateur MVT Les résultats obtenus par l’observateur MTV sont illus-

trés sur les figures 5.4 et 5.5. Les positions (respectivement les vitesses) réelle et estimée du

microrobot et leur erreurs d’observation sont représentées sur la figure 5.4(a) (respectivement

figure 5.4(b)). Les conditions initiales x̄0, ˆ̄x0 du système (E1,n
ω ) et l’observateur (Ê1,n

ω ), ainsi que

le gain Ko de l’observateur sont donnés dans le tableau 5.3.

x̄0
(
0 0 6, 78 3, 86 2, 5

)
× 10−2

ˆ̄x0 (0, 1 1 0 0, 1 1)× 10−2

KT
o (0, 3004 4, 807 3, 949 22, 97 2, 041)× 10+2

Table 5.3 – Conditions initiales et gain Ko de l’observateur MVT pour n = n∗ = 1

On remarque sur la figure 5.4 que la position et la vitesse du microrobot convergent vers

zéro après 1 seconde, leur erreurs d’observation sont respectivement inférieures à 300µm et

3, 5mm.s−1. On constate sur la figure 5.5(a) que la vitesse du sang estimée par l’observateur

converge vers la vitesse réelle du sang en 1 seconde, avec une erreur d’observation de la vitesse du

sang inférieure à 4mm.s−1. La figure 5.5(b) illustre l’entrée de commande obtenue pour stabiliser

la position et la vitesse du microrobot en zéro : au début de la simulation, la commande u = ∇Bz
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atteint sa saturation négative ce qui explique les erreurs de suivi initiales, et la commande n’est

que affectée par le bruit de mesure, ce qui s’explique par l’effet de lissage de l’observateur.

(a) Position du microrobot et son erreur d’observation

(b) Vitesse du microrobot et son erreur d’observation

Figure 5.4 – Position et vitesse du microrobot estimées par l’observateur MVT pour n = n∗ = 1
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(a) Vitesse du sang et son erreur d’observation

(b) Entrée de commande ∇Bz

Figure 5.5 – Vitesse du sang estimée et signal de commande obtenu par l’observateur MVT

pour n = n∗ = 1
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σ

Simulations
RBM RIP REM

y(µm)

MVT n = 1 500 500 500

MVT n = 2 500 500 500

GG n = 1 500 500 500

˜̄x1(µm)

MVT n = 1 73,4 - -

MVT n = 2 83,1 80,1 994,4

GG n = 1 271,5 - -

˜̄x2(mm.s
−1)

MVT n = 1 0,95 - -

MVT n = 2 1,45 3,17 23,81

GG n = 1 19,3 - -

˜̄x3(mm.s
−1)

MVT n = 1 0,95 - -

MVT n = 2 1,47 1,27 24,42

GG n = 1 21,88 - -

ϑ̃(m.s−2)

MVT n = 1 - - -

MVT n = 2 - 0,034 -

GG n = 1 - - -

Table 5.4 – Les écarts types des erreurs d’observation en 1D obtenus par l’observateur MVT

pour n = 1 et n = 2 et par l’observateur GG pour n = 1

5.3.2.1.1.2 Observateur à Grand Gain Les figures 5.6 et 5.7 illustrent les résultats

obtenus par l’observateur à grand gain donné par la proposition 4.3.2 dans les mêmes conditions

que celles de l’observateur MVT. La figure 5.6(a)(respectivement 5.6(b)) illustre les positions

réelle et estimée du microrobot (respectivement les vitesses) ainsi que leurs erreurs d’observation.

La position et la vitesse estimées du microrobot convergent très rapidement vers les valeurs

réelles (moins de 0, 5 seconde). Nous constatons que l’observateur à grand gain est très sensible au

bruit de mesure, cette sensibilité est remarquable sur les figures 5.6(a) et 5.6(b), dans lesquelles

nous remarquons que les erreurs d’observation pour la position et la vitesse du microrobot sont

respectivement inférieures à 800µm et 70mm.s−1. Cela s’explique par le gain élevé l5 sur la

dernière composante de l’état ˆ̄x et la convergence très rapide de l’observateur grand gain, cela

conduit à un compromis entre la vitesse de convergence de l’observateur et sa sensibilité au bruit

de mesure.

Les vitesses réelle et estimée du sang ainsi que la commande obtenue en utilisant l’observateur

à grand gain sont illustrées respectivement sur les figures 5.7(a) et 5.7(b). On remarque sur la

figure 5.7(a) que la vitesse du sang estimée par l’observateur converge rapidement vers la vitesse

réelle du sang, son erreur d’observation est inférieure à 70mm.s−1. On remarque aussi sur la

figure 5.7(b) que l’entrée de commande u est très affectée par le bruit de mesure car les vitesses



Commande d’un microrobot en 1D 179

(a) Position du microrobot et son erreur d’observation

(b) Vitesse du microrobot et son erreur d’observation

Figure 5.6 – Position et vitesse du microrobot estimées par l’observateur à grand gain

estimées du microrobot et du sang par l’observateur grand gain sont très bruitées, donc affectent

la commande par retour de sortie.

5.3.2.1.1.3 Comparaison En comparant les résultats de simulation obtenus par l’ob-

servateur MVT et l’observateur à grand gain ( voir figures 5.4, 5.5, 5.6 et 5.7), nous remarquons

que la convergence de l’observateur à grand gain est beaucoup plus rapide que celle de l’observa-

teur MVT, cela est du au grand gain dans le terme de correction. En revanche cette convergence

rapide de l’observateur à grand gain le rend très sensible au bruit de mesure par rapport à l’ob-

servateur MVT. Les erreurs d’observation obtenues par l’observateur MVT sont ici meilleures

que celles obtenues par l’observateur grand gain. L’entrée de commande dans le cas de l’obser-

vateur à grand gain est plus affectée par le bruit de mesure (Figure 5.7(b)) que celle obtenue
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(a) Vitesse du sang et son erreur d’observation

(b) Entrée de commande ∇B

Figure 5.7 – Vitesse du sang estimée et signal de commande obtenu par l’observateur à grand

gain

par l’observateur MVT ( Figure 5.5(b)). Ceci s’explique par le gain plus élevé dans le terme de

correction de l’observateur grand gain que dans celui de l’observateur MVT : si la convergence

est alors plus rapide pour le grand gain, le prix à payer est une forte sensibilité au bruit de

mesure, notamment visible sur les estimées des vitesses et sur la commande par retour de sortie.

Le suivi en position et en vitesse obtenu par l’observateur MVT est meilleur que celui obtenu

par l’observateur à grand gain. En présence du bruit de mesure, les erreurs de suivi en position

|x̄1 − xr| et en vitesse |x̄2 − ẋr| sont respectivement inférieures à 0, 2mm et 4mm.s−1 pour

l’observateur MVT (resp. inférieures à 1mm et 30mm.s−1 pour l’observateur à grand gain).
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5.3.2.1.2 Flux pulsatile tronqué à l’ordre n = 2 Cette simulation illustre les résultats

obtenus par l’observateur MVT lorsque la vitesse du sang ξ1 est correctement modélisée par

une série de Fourier tronquée à l’ordre n = n∗ = 2. En revanche, on présente pas les résultats

obtenus par l’observateur grand gain, parce que les états et la commande sont très affectés par

le bruit de mesure à cause des gains élevés dans son terme de correction (l7, car la dimension du

système est passée de 5 à 7). Les conditions initiales x̄0, ˆ̄x0 ainsi que le gain Ko de l’observateur

sont donnés dans le tableau 5.5.

x̄0 (0 0 5, 700 15, 704 4, 126 − 17, 766 1, 666)× 10−2

ˆ̄x0 (0, 1 1 0 0, 1 0, 1 0, 1 1)× 10−2

KT
o (0, 148 4, 268 3, 116 19, 138 1, 039 − 5, 816 0, 576)× 10+2

Table 5.5 – Conditions initiales et gain de l’observateur MVT pour n = n∗ = 2

(a) Position du microrobot et son erreur d’observation

(b) Vitesse du microrobot et son erreur d’observation

Figure 5.8 – Position et vitesse du microrobot estimées par l’observateur MVT pour n = n∗ = 2
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Les résultats obtenus sont représentés sur les figures 5.8 et 5.9. Dans ce cas, l’observateur

converge moins rapidement que dans le cas n = 1 : son temps de convergence est égal à 3 secondes,

cela s’explique par le gain Ko (voir table 5.5) inférieur à celui obtenu dans le cas n = 1 (voir table

5.3). Les états du microrobot (position et vitesse) estimés et réels ainsi que la vitesse du sang

sont représentés sur les figures 5.8(a), 5.8(b) et 5.9(a) : on constate que les erreurs d’observation

du microrobot en position, en vitesse et la vitesse du sang sont respectivement inférieures à

300µm, 5, 5mm.s−1 et 5, 5mm.s−1. Les estimations données par l’observateur dans ce cas sont

moins bonnes que celles pour n = 1, exceptée l’estimation de la position du microrobot. Comme

le cas précédent (n = 1), l’entrée de commande rentre en saturation en début de simulation, et

est peu affectée par le bruit de mesure (Figure 5.9(b)). Les simulations pour n = 1 et n = 2

illustrent que le bouclage de sortie assure la stabilité asymptotique du système.

(a) Vitesse du sang et son erreur d’observation

(b) Entrée de commande ∇B

Figure 5.9 – Vitesse du sang estimée et signal de commande obtenu par l’observateur MVT

pour n = n∗ = 2
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5.3.2.2 Robustesse aux incertitudes paramétriques (RIP)

Nous gardons ici une vitesse du sang modélisée correctement par une série de Fourier tron-

quée à l’ordre 2 : n = n∗ = 2. La simulation qui suit illustre la robustesse à une incertitude

paramétrique ϑ, qui représente le poids apparent normalisé (influence de ρf et ρ). La loi de com-

mande par retour de sortie u est donnée par la proposition 3.4.3 couplée avec un observateur

MVT donné par la proposition 4.4.4. Les conditions initiales (x̄0, ϑ(0)), (ˆ̄x0, ϑ̂(0)) du système

(E1,n
ω,vm) et de l’observateur (Ê1,n

ω,vm), ainsi que le gain K̄ de l’observateur sont donnés dans le

tableau 5.6.

(xT0 |ϑ(0)) (0 0 5, 700 15, 704 4, 126 − 17, 766| − 807, 69)× 10−2

(x̂T0 |ϑ̂(0)) (0, 1 1 0 0, 1 0, 1 0, 1| − 900)× 10−2

KT
o (0, 209 54, 159 4, 551 30, 848 − 2, 364 − 63, 809)× 10+2

Kϑ 151, 579× 10+2

Table 5.6 – Conditions initiales et les gain d’innovation Ko et Kϑ de l’observateur MVT pour

n = 2

Les positions réelle et estimée (resp. les vitesses) et leurs erreurs d’observation sont repré-

sentées sur la figure 5.10(a) (resp. figure 5.10(b)). Après un transitoire d’environ 2 secondes

correspondant au temps de convergence de l’observateur, on a convergence des erreurs d’obser-

vation à zéro. En présence du bruit de mesure, les erreurs d’observation en position et en vitesse

du microrobot sont respectivement inférieures à 300µm et 10mm.s−1. On constate aussi que

les position et vitesse réelles du microrobot convergent vers zéro (point de référence) après 3

secondes, un long transitoire qui correspond au temps de convergence du paramètre ϑ̂ vers ϑ

(voir figure 5.11). En début de simulation, le suivi en position et en vitesse est dégradé parce

que la commande u atteint sa valeur de saturation (voir figure 5.12(b)).

La figure 5.12(a) illustre les vitesses estimée et réelle du sang et l’erreur d’observation as-

sociée. La vitesse du sang estimée par l’observateur converge vers sa valeur réelle en 1 seconde

puis, en présence de bruit, son erreur d’observation est inférieure à 5mm.s−1. Dans ce cas l’en-

trée de commande u est très affectée par le bruit de mesure (voir figure 5.12(b)), cela est du

au paramètre estimé ϑ̂ qui est très sensible au bruit de mesure à cause de son gain élevé dans

son terme de correction (Kϑ = 1, 51 × 104 voir table 5.6). La figure 5.11 illustre le paramètre

réel ϑ et estimé ϑ̂ et son erreur d’observation ϑ̃. En présence de bruit de mesure, cette erreur

ϑ̃ est inférieure à 0, 15m.s−2, ce qui est peu mais affecte suffisamment la commande u. Cette

simulation illustre la robustesse aux bruits de mesures et aux incertitudes paramétriques et la

stabilité asymptotique du système par un bouclage de sortie.
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(a) Position du microrobot et son erreur d’observation

(b) Vitesse du microrobot et son erreur d’observation

Figure 5.10 – Position et vitesse du microrobot estimées par l’observateur MVT

Figure 5.11 – Paramètre estimé et erreur d’estimation ϑ̃



Commande d’un microrobot en 1D 185

(a) Vitesse du sang et son erreur d’observation

(b) Entrée de commande ∇B

Figure 5.12 – Vitesse du sang estimée et le signal de commande obtenu par l’observateur MVT
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5.3.2.3 Robustesse aux erreurs de modélisation n = 2 et n∗ = 4

Nous supposons dans ce cas que la vitesse du sang utilisée dans le modèle de l’observateur

(Ê1,n
ω ), est modélisée par une série de Fourier tronquée à l’ordre n = 2, en revanche la vitesse

réelle du sang du système (E1,n∗

ω ), est modélisée par une série de Fourier tronquée à l’ordre

n∗ = 4. Comme n < n∗, la vitesse du sang n’est pas correctement modélisée, on est alors en

présence d’erreurs de modélisation. Cette simulation illustre la robustesse du bouclage de sortie

par rapport aux erreurs de modélisation et aux bruits de mesure. Le gain d’innovation Ko et

l’état initial ˆ̄x0 de l’observateur sont donnés dans le tableau 5.5. L’état initial x̄0 du système

(E1,n∗

ω ) est donné par :

x̄T0 = [0 0 4, 902 − 4, 595 6, 993 85, 744 0, 0848 − 142, 030 0, 4423 55, 7714 1]× 10−2

Les figures 5.13(a) et 5.13(b) illustrent respectivement les positions et les vitesses réelles et

estimées et leur erreurs d’observation.

(a) Position du microrobot et son erreur d’observation

(b) Vitesse du microrobot et son erreur d’observation

Figure 5.13 – Position et vitesse du microrobot estimées par l’observateur MVT pour n = 2 et

n∗ = 4
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Conformément à la proposition 4.6.3 qui garantit la stabilité pratique, la loi de commande

illustrée sur la figure 5.14(b) stabilise la position et la vitesse du microrobot dans une boule

centrée à l’origine. Les erreurs d’observation en position et en vitesse sont les mêmes en absence

et en présence du bruit de mesure i.e les erreurs de modélisation dominent les erreurs induites

par le bruit de mesure ; ces erreurs sont respectivement inférieures à 2mm et 40mm.s−1.

La vitesse du sang ξ̂1 estimée par l’observateur est illustrée sur la figure 5.14(a), son erreur

d’observation est inférieure à 40mm.s−1. La figure 5.14(b) illustre le signal de commande u : l’ef-

fet du bruit de mesure n’apparaît pas dans la commande, car là aussi, les erreurs de modélisation

masquent cet effet. Cette simulation illustre la robustesse du système bouclé par retour de sortie

aux erreurs de modélisation, qui assure la stabilité pratique de l’observateur et du suivi dans

les boules B(0, Rd) et B
(
(xr, ẋr)

T , Rd
)

respectivement avec Rd donné par (4.161). Le rayon Rd
peut être diminué, en augmentant les gains de commande k1 et k2, mais le prix à payer est une

sensibilité accrue au bruit de mesure. On a alors un compromis entre le rayon Rd et la sensibilité

au bruit de mesure.

(a) Vitesse du sang et son erreur d’observation

(b) Entrée de commande ∇Bz

Figure 5.14 – Vitesse du sang estimée et le signal de commande obtenue par l’observateur MVT

pour n = 2 et n∗ = 4
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5.3.3 Pulsation cardiaque inconnue

Dans les simulations présentées précédemment, nous avons supposé que la pulsation car-

diaque ω était connue. Toutefois, cette pulsation cardiaque est en général inconnue, et peut

varier en fonction de l’état physiologique (repos, stress, etc). Nous supposons donc ici que la

pulsation cardiaque est inconnue, la vitesse du sang ξ1 est alors modélisée par une série de

Fourier tronquée à l’ordre n, ce modèle est donné par (Fn). Dans ce cas, nous allons estimer

la pulsation cardiaque en utilisant un observateur par immersion, nous allons aussi illustrer la

robustesse du bouclage de sortie par rapport au bruit de mesure. Les simulations illustrées par

les figures 5.15, 5.16 et 5.17, sont obtenues en utilisant l’observateur (S ˆ̄̄x
) par immersion donné

par (4.117) avec un gain l = 1, 5. Le gain K est choisi de sorte à avoir les valeurs propres de

(A−KC) en −1, −2, −3, −4, −5, −6. On utilise une commande par backstepping pour stabiliser

la position et la vitesse du microrobot à l’origine. Les conditions initiales x̄0 et ˆ̄̄x0 sont données

dans le tableau 5.7.

x̄0
(
0 0 1, 784 1, 228 400

)
× 10−2

ˆ̄̄x0 (0, 1 1 0 0, 1 100 0)× 10−2

Table 5.7 – Conditions initiales pour les systèmes (E1,1
s,vm) et (S ˆ̄̄x

)

La figure 5.15(a) (resp. 5.15(b)) illustre les positions réelle et estimée du microrobot et l’erreur

d’estimation associé (resp. la vitesse du microrobot). Les erreurs d’estimation en position et en

vitesse convergent vers zéro après 1 seconde ; en présence de bruit de mesure, ces erreurs sont

respectivement inférieures à 300µm et 4mm.s−1 (voir Fig. 5.15(a) et 5.15(b)). Les vitesses réelle

et estimée sont représentées sur la figure 5.16(a). On remarque que la vitesse du sang estimée

par l’observateur par immersion converge vers la vitesse réelle rapidement et que, en présence

de bruit, son erreur d’estimation est inférieure à 4mm.s−1.

La figure 5.16(b) illustre le carré de la pulsation cardiaque réelle et estimée par l’observateur

grand gain. On constate qu’au départ l’observateur donne des estimations négatives. Le carré

de la pulsation estimée converge vers sa valeur réelle après 2 secondes. L’erreur d’estimation

de la pulsation cardiaque est très affectée par le bruit de mesure, cela est du au grand gain l6

dans le terme d’innovation de l’observateur par immersion (S ˆ̄̄x
). Elle est inférieure à 7rad2.s−2

–ce qui est assez important– mais sans que cela affecte outre mesure la qualité du suivi. La

commande, illustrée sur la figure 5.17, est peu sensible au bruit de mesure parce que les états

estimés (position et vitesse du microrobot et vitesse du sang) par l’observateur par immersion

ne sont pas trop affectés par ce bruit de mesure puisque le gain l est relativement faible.

Le temps de convergence de 1s est relativement élevé, ce qui dû au choix de la valeur re-

lativement faible du gain l, cependant l’avantage d’un gain faible est que l’observateur est peu

sensible au bruit de mesure, ce qui remarquable sur les figures 5.15(a), 5.15(b) et 5.16(a).
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(a) Position réelle x̄1 et estimée ˆ̄x1 du microrobot

(b) Vitesse réelle x̄2 et estimée ˆ̄x2 du microrobot

Figure 5.15 – Position et vitesse du microrobot estimées par l’observateur grand gain
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(a) Vitesse réelle ξ1 et estimée ξ̂1 du sang

(b) Carré de la pulsation cardiaque réelle ξ3 et estimée ξ̂3

Figure 5.16 – Vitesse du sang et le carré de la pulsation cardiaque estimés par l’observateur

grand gain

Figure 5.17 – Entrée de commande ∇Bx
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5.4 Commande par retour de sortie d’un microrobot en 2D

Cette section est dédiée aux résultats de simulation pour un microrobot évoluant dans un

espace 2D, ce qui est plus réaliste et généralise les résultats obtenus en 1D. L’estimation de la

vitesse du sang est d’autant plus cruciale en 2D qu’elle dépend à la fois de l’espace et du temps

(voir figure 2.4 du chapitre 2). Nous illustrerons d’abord par des simulations la robustesse aux

bruits de mesures, puis la robustesse aux incertitudes paramétriques, dans ce cas le paramètre

incertain ϑ, qui représente le poids apparent du microrobot, sera aussi estimé par l’observateur

MVT, afin d’utiliser sa valeur estimée dans la commande par bouclage de sortie. Enfin, nous

illustrerons la robustesse aux erreurs de modélisation en supposant que la vitesse du sang réelle

est modélisée par le système (Fn∗

ω ) pour le système étendu (E2,n∗

ω ), et par (Fn
ω ) pour le modèle

de l’observateur MVT (Ê2,n
ω ), avec n∗ > n.

Pour chaque simulation en 2D, une perturbation modélisée par l’ajout d’une accélération

Pa = 7g le long de l’axe ~k affecte le système pour t ∈[7 7, 001] s.

5.4.1 Robustesse aux bruits de mesure (RBM)

Nous supposons ici que la vitesse du sang ξ1 est correctement modélisée par une série de

Fourier tronquée à l’ordre 2 : n = n∗ = 2. Le système et l’observateur considérés ici sont

représentés respectivement par (E2,n
ω ) et (Ê2,n

ω ). Cette première simulation illustre les résultats

obtenus par l’observateur MVT en supposant que le paramètre ϑ (poids apparent du microrobot)

est connu.

Les conditions initiales du système (E2,n
ω ) et de l’observateur (Ê2,n

ω ) et le gain d’innovation

Ko sont donnés dans le tableau 5.8.

x̄T0

[
0 0, 05 0 0 5, 700 15, 704 4, 126 −17, 766 1, 666

]
× 10−2

ˆ̄xT0

[
0 0, 01 0 0 0 0, 1 0, 1 0, 1 1

]
× 10−2

KT
o

[
1, 65 0 124, 19 0 60, 73 533, 02 28, 92 −233, 43 15, 76

0 3, 82 0 520, 73 0 0 0 0 0

]
× 10+2

Table 5.8 – Conditions initiales et le gain d’innovation Ko en 2D pour n = n∗ = 2

Les trajectoires réelle, estimée et de référence sont représentées sur la figure 5.18(a). Bien que

la trajectoire de référence donnée par (5.1) ne soit pas continue, le système en boucle fermée est

stable. Les trajectoires réelle et estimée convergent vers la trajectoire de référence en 2 secondes,

ce qui correspond au temps de convergence de l’observateur. Malgré le bruit de mesure sur la

mesure de position (x̄1, x̄2) et la perturbation Pa, les trajectoires réelle et estimée ne sont pas

trop affectées et le suivi est bon. La perturbation Pa provoque la collision du microrobot avec la

paroi supérieure du vaisseau sanguin à t = 7s , l’observateur estime correctement cette collision

et la commande u2 atteint sa saturation (voir figure 5.18(b)), puis à l’arrêt de la perturbation, le
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microrobot est propulsé vers le centre du vaisseau par la force de contact lors de la relaxation de

la paroi puis revient sur la trajectoire de référence. Comme la trajectoire de référence est proche

de la paroi afin de limiter les efforts de la commande ∇Bz (voir figure 5.18(b)), la présence de

bruit de mesure peut provoquer la collision du microrobot avec la paroi supérieure du vaisseau

sanguin. Aux instants 9, 5s, 11, 83s, 12, 85s et 13, 45s le microrobot rentre en collision avec la

paroi supérieure du vaisseau sanguin (collision réelle) ; l’observateur estime deux de ces collisions

aux instants 11, 83s et 12, 85s, ainsi qu’une collision fictive à t = 10, 88s. Dans le cas d’une

collision, qu’elle soit fictive ou réelle, l’entrée de commande u2 atteint sa saturation ±usat (voir

figure 5.18(b)) et induit des pics dans les erreurs d’estimation et de suivi en position et en vitesse

du microrobot le long de l’axe ~k (voir figure 5.19), ce qui dégrade les performances mais montre

aussi la robustesse de l’approche.

(a) Trajectoires

(b) Entrées de commande : ∇Bx et ∇Bz

Figure 5.18 – Trajectoires et les entrées de commande u1 et u2. Les parois du vaisseau sanguin

sont représentées par des traits épais noirs, les limites au-delà desquelles le microrobot entre en

collision avec les parois sont représentées par les traits bleus en pointillés. Les trajectoires réelle,

estimée et de référence sont représentées par un trait continu rouge épais ,un trait continu cyan

mince, et un trait discontinu bleu épais, respectivement.
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La figure 5.19(a) (resp. 5.19(b)) illustre les erreurs d’observation et de suivi en position du

microrobot le long des axes ~̇ı et ~k (resp. en vitesse du microrobot), qui convergent respectivement

en 2s et 3s. En présence de bruit de mesure, les erreurs d’observation en position (resp. en vitesse)

sont respectivement inférieures à 100µm et 175µm (resp. 5mm.s−1 et 20mm.s−1) le long des

axes ~̇ı et ~k ; leurs écarts types sont donnés dans le tableau 5.9. La vitesse du sang, réelle et

estimée, et son erreur d’observation sont illustrées sur la figure 5.20. La vitesse du sang estimée
ˆ̄x5 = ξ̂1 par l’observateur MVT converge vers sa valeur réelle après 2s de transitoire. Lorsque

le bruit est présent, l’erreur d’observation de la vitesse du sang est inférieure à 4mm.s−1 , son

écart type est donné dans le tableau 5.9 et son SNR 1 est environ 40. Les entrées de commande

u1 et u2 sont représentées sur la figure 5.18(b). Pour t ≥ 8, le bruit de mesure affecte les deux

commandes mais surtout la commande u2 le long de l’axe ~k. En effet, le long de l’axe ~k, des

petites déviations en position induites par le bruit causent d’importantes variations dans la

(sur) estimation de la force électrostatique à laquelle le microrobot est particulièrement sensible,

surtout à proximité de la paroi du vaisseau. La commande surcompense donc cette force, ce qui

peut induire davantage d’entrées en saturation.

σ

Simulations
RBM RIP REM

y1(µm) 100 100 100

y2(µm) 100 100 100
˜̄x1(µm) 29,30 59,98 42,68
˜̄x2(µm) 50,57 40,03 50,55

˜̄x3(mm.s
−1) 1,40 6,56 5,02

˜̄x4(mm.s
−1) 8,92 6,27 10,55

˜̄x5(mm.s
−1) 1,26 3,38 9,58

ϑ̃(m.s−2) - 0,11 -

Table 5.9 – Les écarts types des erreurs d’observation

1. Le SNR est l’inverse du coefficient de variation, i.e SNR = µ
σ

où µ et σ sont respectivement la valeur

moyenne et l’écart type du signal.
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(a) Erreurs d’estimation et de suivi en position

(b) Erreurs d’estimation et de suivi en vitesse

Figure 5.19 – Erreurs en position et en vitesse le long des axes ~̇ı et ~k

Figure 5.20 – Vitesse du sang, réelle et estimée, et son erreur d’estimation
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5.4.2 Robustesse aux incertitudes paramétriques (RIP)

Nous gardons ici une vitesse du sang modélisée correctement par une série de Fourier tronquée

à l’ordre 2 : n = n∗ = 2. Cette simulation, illustrée par les figures 5.21(b), 5.22 et 5.23(b) ,

présente les résultats obtenus par l’observateur MVT dans le cas d’incertitudes paramétriques

(ϑ, le poids apparent normalisé, est supposé inconnu afin de modéliser les incertitudes sur ρf et

ρ). Les conditions initiales du système (E2,n
ω ) et de l’observateur (Ê2,n

ω ) et les gains d’innovation

Ko et Kθ (voir proposition 4.4.6) sont donnés dans le tableau 5.10.

x̄T0 , ϑ0
[
0 0, 05 0 0 5, 700 15, 704 4, 126 −17, 766 1, 666

]
× 10−2, −8, 0769

ˆ̄xT0 , θ̂
[
0 0, 01 0 0 0 0, 1 0, 1 0, 1 1

]
× 10−2, −9

KT
o

[
5, 971 0 862, 11 0 371, 69 3757, 8 230, 02 −1568, 5 110, 81

0 1, 919 0 299, 5 0 0 0 0 0

]
× 10+2

Kθ

[
0 1, 722

]
× 10+5

Table 5.10 – Conditions initiales et les gains d’innovation Ko et Kθ en 2D pour n = n∗ = 2

La figure 5.21(a) illustre les trajectoires réelle, estimée et de référence du microrobot. On

remarque que les trajectoires réelle et estimée convergent vers la trajectoire de référence après

un transitoire de 3 secondes donc plus lentement que dans la simulation précédente. Cela est

dû au temps de convergence du paramètre θ̂ vers ϑ (voir figure 5.23(a)). Le suivi est similaire à

celui de la simulation précédente dans la section 5.4.1, mais le transitoire est moins bon. En effet

la valeur de θ̂ est inférieure à celle de ϑ et la commande u2 essaye de compenser la valeur de θ̂,

du coup le microrobot à tendance à se coller à la paroi. Pour t ∈[7 7, 001], la perturbation Pa

pousse le microrobot vers la paroi mais il rentre pas en collision, par contre l’observateur estime

que la collision a lieu (collision fictive), ce qui se traduit par la saturation de la commande u2
(voir figure 5.21(b)) et des pics sur les erreurs d’observation et de suivi le long de l’axe ~k (voir

figure 5.22). En présence de bruit sur la mesure, le microrobot entre plusieurs fois en collision

avec la paroi supérieure du vaisseau sanguin, l’observateur estime alors plus de collisions réelles

et fictives que dans la simulation de la section 5.4.1, ce qui est dû à la sensibilité du paramètre

θ̂ au bruit de mesure comme le montre la figure 5.23(a) .

Les erreurs d’observation et de suivi en position (resp. en vitesse) le long des axes ~̇ı et
~k sont représentées sur la figure 5.22(a) (resp. figure 5.22(b)), leur temps de convergence est

respectivement égal à 1s et 3s. Pour t ≥ 8, les erreurs d’observation en position et en vitesse

sont respectivement inférieures à 200µm, 20mm.s−1 le long de l’axe ~̇ı, et 150µm, 25mm.s−1 le

long de l’axe ~k ; leur écarts type sont donnés dans le tableau 5.9.

La figure 5.23(b) illustre la vitesse du sang réelle x̄5 = ξ1 et estimée ˆ̄x5 = ξ̂1 et son erreur

d’observation. On voit que la vitesse du sang estimée converge vers sa valeur réelle en 2s, puis
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(a) Trajectoires

(b) Entrées de commande : ∇Bx et ∇Bz

Figure 5.21 – Trajectoires et les entrées de commande u1 et u2. Les parois du vaisseau sanguin

sont représentées par des traits épais noirs, les limites au-delà desquelles le microrobot entre en

collision avec les parois sont représentées par les traits bleus en pointillés. Les trajectoires réelle,

estimée et de référence sont représentées par un trait continu rouge épais ,un trait continu cyan

mince, et un trait discontinu bleu épais, respectivement.

que son erreur d’observation est inférieure à 12mm.s−1 pour un SNR d’environ 15, donc dégradé

par rapport à la simulation de la section 5.4.1, l’écart type de ˜̄x5 est donné dans le tableau 5.9.

Le paramètre réel ϑ, son estimé θ̂ et l’erreur d’observation |ε2| = |ϑ− θ̂| sont représentés sur

la figure 5.23(a). Le temps de convergence du paramètre θ̂ vers ϑ est de 3s. L’erreur d’estimation

du paramètre, inférieure à 0, 4m.s−2, est très affectée par le bruit de mesure à cause du gain

important Kθ(2) le long de l’axe ~k (voir tableau 5.10). L’écart type correspondant est donné dans

le tableau 5.9, et son SNR est égal à 71, 7. La figure 5.21(b) illustre les entrées de commande u1



Commande par retour de sortie d’un microrobot en 2D 197

(a) Erreurs d’estimation et de suivi en position

(b) Erreurs d’estimation et de suivi en vitesse

Figure 5.22 – Erreurs en position et en vitesse le long des axes ~̇ı et ~k

et u2, toutes deux très affectées par le bruit de mesure par rapport à la simulation précédente.

Pour u1, la raison est que son gain relatif est plus grand que celui de la simulation précédente

Ko(3, 1) (voir tableau 5.10) est supérieur à Ko(3, 1)(voir tableau 5.8). La raison de sensibilité

de u2 au bruit est ici double : le paramètre estimé θ̂ est très sensible au bruit de mesure le

long de l’axe ~k, de plus la trajectoire de référence étant très proche de la paroi pour t ≥ 5,

de faibles variations de l’erreur ˜̄x2 induisent des sous-estimations de la force électrostatique,

et par conséquent la commande u2 est sous-estimée, d’où l’attraction du microrobot par la

paroi supérieure du vaisseau. Cette simulation montre que, en dépit du bruit de mesure et

des incertitudes paramétriques, l’observateur MVT donne de bonnes estimations des états du

système étendu (E2,n
ω ) et le contrôleur assure la stabilité du système réduit (R2) le long de la

trajectoire de référence donnée par 5.1.
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(a) Paramètre incertain ϑ et son erreur d’estimation

(b) Vitesse du sang réelle et estimée et son erreur d’estimation

Figure 5.23 – Paramètre estimé θ̂ et la vitesse du sang
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5.4.3 Robustesse aux erreurs de modélisation (REM)

Nous supposons que la vitesse du sang pour le système (E2,n∗

ω ) est modélisée par le système

(Fn∗

ω ) l’ordre n∗, en revanche la vitesse du sang utilisé dans le modèle de l’observateur (Ê2,n
ω )

est modélisée par le système (Fn
ω ), avec n∗ > n. Dans ce cas, on prend n = 2 et n∗ = 4, le

flux pulsatile est maintenant incorrectement modélisé car les deux plus grandes harmoniques

du signal ne sont pas considérées dans le modèle (E2,nn∗

ω ) donné par (4.160) : d24(t) 6= 0. Les

dimensions des états du système réel x̄ et du système utilisé pour la synthèse du bouclage de

sortie ˆ̄x sont respectivement égales à 2n∗ + 5 = 13 et 2n + 5 = 9. Cette simulation illustre la

robustesse du bouclage de sortie vis-à-vis du bruit de mesure et d’erreurs de modélisation. La

condition initiale ˆ̄x0 et le gain d’innovation Ko de l’observateur sont donnés dans le tableau 5.8.

L’état initial x̄0 du système réel est donné par :

x̄T0 = [0 0, 05 0 0 4, 902 − 4, 595 6, 993 85, 744 0, 0848 − 142, 030 0, 4423 55, 7714 1]× 10−2

Les trajectoires réelle et estimée convergent vers la trajectoire de référence en 2s (voir figure

5.24(a)), on remarque que le suivi est assez similaire à celui de la simulation (RBM). Cependant

ici, la position et la vitesse du microrobot le long de l’axe ~̇ı ne sont que pratiquement stabilisées

(voir proposition 4.6.3) à cause des erreurs de modélisation (voir figure 5.25(a) et 5.25(b)). Les

erreurs d’observation en position (resp. en vitesse) sont inférieures à 100µm et 150µm (resp.

11.5mm.s−1 et 15mm.s−1) le long des axes ~̇ı et ~k respectivement. Les écarts types des erreurs

d’observation en position et en vitesse du microrobot sont donnés dans le tableau 5.9. La vitesse

du sang est illustrée sur la figure 5.26, son erreur d’observation converge en 1s autour de l’origine,

elle est inférieure à 18mm.s−1 avec un écart type donné dans le tableau 5.9, et son SNR est

d’environ 5.

La commande u2 est affectée par le bruit de mesure (voir figure 5.24(b)), en revanche la

commande u1 est peu affectée car la position et la vitesse du microrobot le long de l’axe ~̇ı sont

plus affectées par les erreurs de modélisation, qui interviennent sur la vitesse du sang donc sur

cet axe, que par le bruit de mesure.
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(a) Trajectoires

(b) Entrées de commande : ∇Bx et ∇Bz

Figure 5.24 – Trajectoires et les entrées de commande u1 et u2. Les parois du vaisseau sanguin

sont représentées par des traits épais noirs, les limites au-delà desquelles le microrobot entre en

collision avec les parois sont représentées par les traits bleus en pointillés. Les trajectoires réelle,

estimée et de référence sont représentées par un trait continu rouge épais ,un trait continu cyan

mince, et un trait discontinu bleu épais, respectivement.
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(a) Erreurs d’estimation et de suivi en position

(b) Erreurs d’estimation et de suivi en vitesse

Figure 5.25 – Erreurs en position et en vitesse le long des axes ~̇ı et ~k

Figure 5.26 – Vitesse du sang réelle et estimée et son erreur d’estimation
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5.5 Commande de deux microrobots

Cette section illustre le contrôle de deux microrobots avec l’utilisation d’une seule entrée de

commande par dimension, via un bouclage d’état (donc en supposant que tout l’état est acces-

sible). Ces travaux ne sont donc que préliminaires à une étude complète de ces systèmes. Nous

traiterons d’abord le cas 1D puis le cas 2D, et ce pour deux trajectoires relatives des microro-

bots : dans le cas d’un écart fixe puis dans le cas d’un écart instationnaire. Le système linéarisé

de deux microrobots possède des zéros instables, ce qui rend leur commande très délicate. Nous

illustrons les résultats de la section 3.5, notamment la proposition 3.5.4 pour le cas 1D, et la

proposition 3.5.5 pour le cas 2D.

Simulations

Paramètres
r1, r2(µm) ρ1, ρ2(kg.m

−3) τm1
, τm2

β1, β2

1D

TF 360 405 5700 7320 0,7 0,97 0,5034 0,4528

TVS 200 220 5880 5880 0,73 0,73 0,7252 0,6941

TVG 200 405 5700 7320 0,7 0,97 0,5034 0,4528

2D TF, TV 450 300 6300 6300 0,8 0,8 0,4072 0,5789

Table 5.11 – Les paramètres ri, τmi , βi et ρi pour i = 1, 2

5.5.1 Modèle 1D

5.5.1.1 Trajectoire fixe (TF)

On considère deux microrobots (1) et (2) en interaction et on suppose que la distance f

entre ces deux microrobots est constante, leurs paramètres sont donnés dans le tableau 5.11.

On peut vérifier facilement qu’aucune condition du lemme 3.5.1 n’est satisfaite, donc le système

linéaire (R12
Lx

) est commandable le long de la trajectoire xref (t) vérifiant l’équation (3.83). La

simulation illustrée sur les figures 5.27 et 5.28, montre les résultats obtenus par une commande

par retour d’état lorsque la distance entre les positions de référence des deux microrobots est

choisie constante (x1r − x2r = f), d’après le tableau 5.11 on vérifie facilement que χ3 6= 0 et

χ4 6= 0 donc la position de référence de chaque microrobot (i) est donnée par l’équation (3.98).

La commande est donnée par u = −Kx(x− xr) + ur, avec ur donnée par (3.102) et le gain Kx

calculé pour que les valeurs propres de (Ax−BxKx) soient placées en −20, −30, −40, −60, avec

Ax et Bx données par (3.85). Dans ce cas aussi, la commande u est saturée à usat = 200mT.m−1.

Les conditions initiales x(0) et xr(0) et la distance f sont données dans le tableau 5.12.

La distance de référence entre les microrobots f = x1r−x2r et la distance réelle x1−x2 sont

illustrées sur la figure 5.27(a). La distance réelle s’éloigne de la référence avant de converger

après 0, 5 seconde. Ce comportement est similaire à celui des systèmes à non minimum de phase

( i.e possèdant des zéros instables) : la commande u entre en saturation puis sort de la zone de
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xT (0)
[
8 −8 10 0

]
× 10−3

xTr (0)
[
0 −15 0 0

]
× 10−3

f(t) 0, 015

Table 5.12 – Conditions initiales et distance f entre les deux microrobots

(a) Distance f(t) entre les deux microrobots

(b) Entrée de commande ∇Bx

Figure 5.27 – Distance entre les deux microrobots et l’entrée de commande

saturation (voir figure 5.27(b)) afin de stabiliser (R12
Lx

).

Les positions réelles des deux microrobots x1 et x2 (resp. les vitesses ẋ1 et ẋ2) convergent

après 0, 5 vers leurs références x1r et x2r (resp. vers ẋ1r et ẋ2r ) (voir figure 5.28 ). En début

de simulation, le suivi en position et en vitesse est dégradé pour deux raisons : le système étant

à non minimum de phase, le contrôleur réagit inversement à la consigne, ceci induit alors une
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entrée en saturation qui dégrade plus encore le suivi. La simulation montre que l’objectif de

commande est atteint, même si l’on peut améliorer les résultats en prenant en compte les zéros

instables du système.

(a) Positions et leurs erreurs de suivi

(b) Vitesses et leurs erreurs de suiv i

Figure 5.28 – Positions et vitesses des deux microrobots



Commande de deux microrobots 205

5.5.1.2 Trajectoire variable

Nous considérons deux microrobots (1) et (2) et nous illustrons les différents cas étudiés

dans la section 3.5.1.2.2 donc avec des choix de microrobots différents (voir tableau 5.11). Dans

chaque simulation, les trajectoires de référence des microrobots (1) et (2) sont données soit par

(3.98), (3.99) ou (3.100) à partir d’une fonction donnée f(t) selon le choix des microrobots afin

d’illustrer les différents choix de trajectoires admissibles. La loi de commande u(t) = κ(z(t), zr(t))

est donnée par la proposition 3.5.4, avec [k1 k2 k3 k4] = [15 20 25 30]. Afin de respecter les

limitations des actionneurs, l’entrée de commande est saturée à ±200mT.m−1.

5.5.1.2.1 Cas simple (TVS) Pour cette simulation, nous choisissons χ3 = 0, i.e les deux

microrobots ont la même sensibilité magnétique α1 = α2. La distance de référence f(t) entre les

microrobots (1) et (2) est choisie comme suit :

f(t) =

(
1

a+ bsin(dt)e−ct

)1/4

Les valeurs des paramètres a, b, c et d et les conditions initiales x(0) et xr(0) sont données dans

le tableau 5.13.

xT (0)
[
−7 20, 83 −17, 10 −14, 53

]
× 10−3

xTr (0)
[
0 −12.57 −27, 10 −34, 17

]
× 10−3

a, b, c, d 4× 107, −3× 107, 0, 5, 3

Table 5.13 – Conditions initiales et les paramètres de la fonction f(t)

Les distances de référence et réelle entre les microrobots (1) et (2) sont illustrées sur la figure

5.29(a). On voit que la distance réelle converge vers sa valeur de référence f(t) en moins de 1, 5

secondes, ce qui correspond au temps de convergence des positions des deux microrobots vers

leurs positions de référence xir (voir figure 5.30(a)). La figure 5.30(a) (resp. 5.30(b)) illustre les

positions réelles et de références de deux microrobots et leurs erreurs de suivi (resp. les vitesses).

En début de simulation, le suivi en position et en vitesse est mauvais à cause des zéros instables et

de la saturation de la commande u (voir figure 5.29(b)). Une fois la commande hors saturation,

les erreurs de suivi convergent vers zéro dans un temps inférieur à 1, 5 secondes. L’entrée de

commande u = ∇Bx est représentée sur la figure 5.29(b) et stabilise les deux microrobots (1) et

(2) respectivement le long des trajectoires (x1r, ẋ1r) et (x2r, ẋ2r).
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(a) Distance f(t) entre les deux microrobots

(b) Entrée de commande ∇Bx

Figure 5.29 – Distance entre les deux microrobots et l’entrée de commande u



Commande de deux microrobots 207

(a) Positions et leurs erreurs de suivi

(b) Vitesses et leurs erreurs de suivi

Figure 5.30 – Positions et vitesses des deux microrobots

5.5.1.2.2 Cas général (TVG) La simulation représentée sur les figures 5.31 et 5.32 illustre

le cas où χ3 6= 0, nous choisissons la fonction f(t) comme suit :

f(t) = ae
δ
χ4

χ3
t
+ b

avec a, b ∈ R
∗, et δ choisi pour que 1

δ ∈ N
∗. Les valeurs de a, b et δ et les conditions initiales x(0)

et xr(0) sont données dans le tableau 5.14. La position de référence xir de chaque microrobot

est donnée par l’équation (A.9) dans l’annexe A.

La figure 5.31(a) illustre la distance de référence f(t) = x1r(t) − x2r(t) et la distance réelle

x1(t)−x2(t) entre les microrobots (1) et (2). Comme dans le cas de la simulation précédente, la

qualité de suivi en position et en vitesse est mauvaise en début de simulation (voir figure 5.32)

et on a saturation de la commande u = ∇Bx représentée sur la figure 5.31(b). La position xi et
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xT (0)
[
50 37, 9 −350 −359, 67

]
× 10−3

xTr (0)
[
5, 31 −5, 68 −180, 21 170, 53

]
× 10−3

a, b, δ −0, 001, 0, 012, 0, 01

Table 5.14 – Conditions initiales et les paramètres de la fonction f(t)

(a) Distance f(t) entre les deux microrobots

(b) Entrée de commande ∇Bx

Figure 5.31 – Distance entre les deux microrobots et l’entrée de commande u

la vitesse ẋi de chaque microrobot (i) convergent respectivement vers leurs valeurs de référence

xir et ẋir après un transitoire de 1 seconde. Cette simulation montre que le signal de commande

u = ∇Bx stabilise les positions et les vitesses des deux microrobots (1) et (2) le long de leurs

trajectoires de référence, l’objectif de commande est atteint même si le comportement initial est

peu satisfaisant.
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(a) Positions et leurs erreurs de suivi

(b) Vitesses et leurs erreurs de suivi

Figure 5.32 – Positions et vitesses des deux microrobots
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5.5.2 Modèle 2D

Nous considérons deux microrobots (1) et (2) et illustrons maintenant le cas d’une navigation

dans un environnement 2D afin de généraliser l’approche. Dans les deux simulations suivantes,

on prend les mêmes paramètres pour les deux microrobots (voir tableau 5.11). Dans chaque

simulation, les trajectoires de référence des microrobots (1) et (2) sont données soit par (3.134),

(3.135) ou (3.136) pour des constantes données fx et fz, et soit par (3.138), (3.139) et (3.140)

pour des fonctions données fx(t) et fz(t).

5.5.2.1 Trajectoire fixe (TF)

Dans ce cas on considère que la distance de référence entre les deux microrobots est constante.

Les conditions initiales X(0) et Xr(0) et les constantes fx et fz sont données dans le tableau

(5.15). La loi de commande est donnée par U = Ur −K(X − Xr) avec Ur donnée par (3.142)

(j = 1, k = 2) et le gain K calculé pour placer les valeurs propres de (A − BK) en −10, −16,

−12, −18, −20, −32, −24, −36, et A et B données par (3.119).

XT (0)
[
1 1 −8 8 −100 0 0 0

]
× 10−3

XT
r (0)

[
0 0 −10 10 9, 99 109, 895 9, 99 109, 895

]
× 10−3

fx,fz 0, 01, −0, 01

Table 5.15 – Conditions initiales et les distances fx et fz entre les deux microrobots

Les trajectoires de référence et réelles des deux microrobots et les commandes u1 et u2 sont

respectivement représentées sur les figures 5.33(a) et 5.33(b). On remarque que les trajectoires

réelles des deux microrobots s’éloignent de leurs trajectoires de référence (effet de la phase non

minimale du système) puis convergent vers leurs références. Les commandes u1 et u2 entrent

en saturation en début de simulation, avant d’assurer la convergence des trajectoires réelles des

deux microrobots vers leurs références respectives.

Les distances de référence fx = x1r − x2r et fz = z1r − z2r, respectivement le long des axes ~̇ı

et ~k, ainsi que les distances réelles x1 − x2 et z1 − z2 sont représentées sur la figure 5.34(a). Les

distances réelles convergent vers leurs références après 1 seconde, et l’on observe ici aussi l’effet de

la phase non minimale. La figure 5.34(b) illustre les erreurs de suivi en position et en vitesse des

deux microrobots, qui convergent vers zéro après 1 seconde. Le suivi en début de simulation est

dégradé pour les deux raisons expliquées auparavant, la seconde étant corollaire de la première.

Premièrement le système possède des zéros instables, et cela implique que le système s’éloigne

d’abord de la référence avant d’y converger. Deuxièmement, le fait de s’éloigner initialement de

la référence induit des retours d’état élevés, d’où un risque accru d’entrée en saturation comme

l’illustre la figure 5.33(b).
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(a) Trajectoires des deux microrobots

(b) Entrées de commande u1 et u2

Figure 5.33 – Trajectoires de référence et réelles des deux microrobots et les entrées de com-

mandes u1 et u2



212 Résultats de simulation

(a) Distances fx et fz entre les deux microrobots

(b) Erreurs de suivi en position et en vitesse

Figure 5.34 – Distances entre les deux microrobots et leurs erreurs de suivi en position et en

vitesse

5.5.2.2 Trajectoire variable (TV)

Les conditions initiales X(0) et Xr(0) et les paramètres des fonctions fx(t) et fz(t) sont

données dans le tableau (5.16) avec le choix suivant :

fx(t) =

(
1

2a+ a cos(bt)e−ct

)1
4

, fz(t) = 0

XT (0)
[
13, 48 0 −13, 48 0 2, 451 7, 418 −0, 471 7, 418

]
× 10−3

XT
r (0)

[
13, 48 0 −13, 48 0 1, 451 6, 418 −0, 571 6, 418

]
× 10−3

a, b, c 105,8, 3, 0, 9

Table 5.16 – Conditions initiales et les paramètres a, b et c de fx(t)
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Les trajectoires de référence des deux microrobots sont calculées avec l’expression (3.139).

La loi de commande est donnée par Uα = Ūα + αUr où Ūα et Ur sont respectivement données

par (3.149) et (3.142), les gains de commandes sont K1 = K3 = 39I2, K2 = K4 = 30I2.

La figure 5.35(a) (resp. 5.35(b)) illustre les trajectoires de référence et réelles des deux mi-

crorobots (resp. les commandes u1 et u2). Comme dans le cas d’une trajectoire fixe (voir section

5.5.2.1), on remarque que les trajectoires réelles des deux microrobots s’éloignent avant de conver-

ger vers leurs références. Ce phénomène est dû au fait que la dynamique des deux microrobots

en interaction possède des zéros instables. Les commandes u1 et u2 n’entrent cependant pas en

saturation et assurent la convergence de chaque trajectoire réelle Xi vers sa référence Xir et ce

pour chaque microrobot (i).

(a) Trajectoires des deux microrobots

(b) Entrées de commande u1 et u2

Figure 5.35 – Trajectoires de référence et réelles des deux microrobots et les entrées de com-

mandes u1 et u2
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Les distances réelles x1 − x2 et z1 − z2 entre les deux microrobots respectivement le long

des axes ~̇ı et ~k convergent rapidement vers leurs distances de référence fx(t) = x1r − x2r et

fz(t) = z1r − z2r (voir figure 5.36(a)). Les erreurs de suivi en position et en vitesse des deux

microrobots sont illustrées sur la figure 5.36(b), et convergent vers zéro en 0, 5 seconde. Au

début de la simulation, les grands dépassements dans les erreurs de suivi sont dus au fait que le

système possède des zéros instables (phase non minimale).

(a) Distances fx et fz entre les deux microrobots

(b) Erreurs de suivi en position et en vitesse

Figure 5.36 – Distances entre les deux microrobots et leurs erreurs de suivi en position et en

vitesse

5.6 Synthèse des simulations

Le tableau 5.17 donne une synthèse sur les simulations présentées dans ce manuscrit.
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5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons validé par plusieurs simulations nos résultats développés dans

les chapitres précédents. Nous avons illustré tout d’abord un suivi de trajectoire lorsque les pa-

ramètres du système sont incertains, et cela en utilisant une loi de commande par backstepping

adaptatif pour le modèle 1D du microrobot. Nous avons ensuite illustré la stabilité et la robus-

tesse du bouclage de sortie au bruit de mesure, aux incertitudes paramétriques et aux erreurs de

modélisation pour le modèle 1D du microrobot. Lorsque la vitesse du sang est modélisée par un

signal contenant une seule harmonique (n = n∗ = 1), nous avons comparé les résultats obtenus

par notre approche (observateur MVT) avec ceux obtenus par un observateur grand gain. Nous

avons aussi illustré les résultats obtenus par l’utilisation d’un observateur par immersion pour

estimer la pulsation cardiaque. Puis nous avons présenté les résultats de simulation dans le cas

2D, où la stabilité et la robustesse du bouclage de sortie au bruit de mesure, aux incertitudes

paramétriques et aux erreurs de modélisation, ont également été validées par plusieurs simula-

tions. Finalement, nous avons validé les lois de commande synthétisées pour la commande de

deux microrobots dans le cas 1D et 2D par plusieurs simulations selon que le choix de la distance

f(t) entre les deux microrobots est fixé au cas stationnaire ou au cas instationnaire. Dans le cas

de la commande multirobots, le travail doit encore être approfondi car le comportement du sys-

tème à non minimum de phase pose problème : comme les états s’écartent initialement de leurs

références, le système linéaire à temps variant représente mal la réalité du système non linéaire.

De plus, nous utilisons ici un retour d’état quand il est évident qu’il est nécessaire de synthétiser

ici un retour de sortie puisque seule une image des positions est accessible à la mesure.
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Contributions

Cette thèse s’inscrit dans la thématique de la modélisation, la commande et l’observation

de microrobots magnétiques autonomes naviguant dans les vaisseaux sanguins. Les objectifs de

cette thèse étaient multiples : réaliser un état de l’art sur la modélisation des forces dans le

système cardiovasculaire, synthétiser des lois de commande pour un ou plusieurs microrobots,

synthétiser des observateurs d’état dans le cas où la pulsation cardiaque est connue ou non, et

enfin démontrer la stabilité du retour de sortie.

Nous avons d’abord proposé un état de l’art sur la modélisation des forces qui s’exercent sur

un ou plusieurs microrobots dans un vaisseau sanguin, mais aussi sur les différentes manières de

modéliser le caractère périodique et pulsatile du flux sanguin. Nous avons exploité les forces (traî-

née, contact, poids apparent, magnétique, interactions magnétique et électrostatique...etc) qui

s’exercent sur les microrobots, dans le but d’obtenir des représentations d’état exploitables pour

la commande et l’observation. Nous avons alors classifié les systèmes selon que leur utilisation

est à des fins de commande ou d’observation : le système réduit, qui caractérise la dynamique

d’un ou plusieurs microrobots ; le système fluidique, qui décrit le comportement pulsatile et

périodique du flux sanguin ; et le système étendu, issu des sous-systèmes réduit et fluidique. Le

système réduit est utilisé pour la synthèse d’une loi de commande qui stabilise un ou plusieurs

microrobots le long d’une trajectoire de référence. Le système étendu est exploité dans le but de

synthétiser un observateur d’état afin de reconstruire les états non accessibles du système étendu.

Nous avons synthétisé une loi de commande par retour d’état par backstepping adaptatif

pour les systèmes réduits d’un microrobot en 1D et 2D, car ces systèmes réduits contiennent

des paramètres notamment biologiques qui sont généralement incertains –comme la viscosité

dynamique et la masse volumique du sang, l’aimantation du microrobot– voire incertains et

instationnaires –comme la vitesse du sang. Cette commande par backstepping adaptatif prend

en compte les paramètres incertains présents dans le système et permet d’assurer la stabilité du
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système en dépit des incertitudes.

Cependant de telles lois de commande supposent la connaissance de l’état complet du

système réduit, et également de la vitesse du sang. Or les états du système réduit ne sont pas

tous accessibles à la mesure, puisque seule la position du microrobot est donnée par l’imageur.

Quant à la vitesse du sang, elle dépend de l’espace et du temps, n’est pas accessible à la mesure,

et induit de fortes perturbations sur le système. Pour s’affranchir de ces problèmes, nous avons

proposé un observateur basé sur le théorème de la valeur moyenne dans [Sadelli et al., 2014b]

pour estimer les états non accessibles du microrobot en 1D et la vitesse du sang et, aussi le cas

échéant, les paramètres incertains du système [Sadelli et al., 2014a]. Dans ces deux cas, nous

avons synthétisé un bouclage d’état par backstepping, et nous avons couplé l’observateur et

la commande pour synthétiser un bouclage de sortie, dont nous avons démontré la stabilité.

L’intérêt d’une telle démarche est de s’affranchir des capteurs physiques, coûteux ou peu adaptés

à la mesure locale, pour proposer une méthode alternative de diagnostic de la vitesse du sang,

par exemple.

Nous avons ensuite étendu cette approche en 2D [Sadelli et al., 2016] où nous avons amélioré

les résultats théoriques par rapport à ceux obtenus précédemment en 1D. Nous avons notam-

ment étudié la robustesse de la commande par retour de sortie par rapport au bruit de mesure,

aux incertitudes paramétriques et aux erreurs de modélisation, et en avons aussi démontré

la stabilité asymptotique, ou pratique en présence d’erreurs de modélisation. L’observateur

synthétisé dans ce cas est moins sensible au bruit de mesure que l’observateur grand gain

synthétisé par [Arcese et al., 2013, Fruchard et al., 2014] où, de plus, la stabilité du bouclage

de sortie n’est pas étudiée.

Dans ces premiers travaux, nous avons supposé que la pulsation cardiaque est connue ; ce-

pendant, en réalité, sa valeur varie en fonction de l’état physiologique (repos, stress, etc). Dans

un premier temps, nous avons proposé un observateur par immersion pour estimer la pulsation

cardiaque [Sadelli et al., 2015] après immersion du système d’origine dans une dimension plus

grande. Cette première approche sur un microrobot se déplaçant à bas Reynolds présentait

des problèmes d’inversion lors du retour aux coordonnées naturelles. Nous avons alors amélioré

cette approche pour éliminer les problèmes de singularité lors de l’inversion de la transformation

qui lie les coordonnées immergées et les coordonnées naturelles, ce travail sera prochainement

soumis en revue.

Le système réduit de deux microrobots est non linéaire affine en la commande, sous-actionné

et à phase non minimale. Nous en avons étudié la commandabilité, ce qui n’a à notre connais-

sance pas d’équivalent dans la littérature, mais seulement partiellement puisque le long du

linéarisé le long d’une trajectoire de référence. Nous en avons aussi explicité les trajectoires
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et commandes de référence admissibles. Nous avons ensuite proposé une loi de commande par

backstepping pour le modèle linéarisé à temps variant dans les cas 1D et 2D de deux microrobots

en interaction, ces travaux seront prochainement soumis dans une revue.

Enfin, nous avons illustré les travaux proposés dans cette thèse par plusieurs simulations. Des

simulations pour un seul microrobot évoluant en 1D et 2D illustrent la robustesse du retour de

sortie en présence de bruits de mesure, d’incertitudes paramétriques et d’erreurs de modélisation.

Dans le cas où la pulsation cardiaque est inconnue, nous avons illustré les résultats obtenus par

l’observateur par immersion. La stabilité de la loi de commande proposée pour la commande deux

microrobots a été illustrée par plusieurs simulations en 1D et 2D pour des choix de distances

inter-robots fixées à des valeurs stationnaires ou non.

Perspectives

D’un point de vue pratique, nous prévoyons de mener des validations expérimentales uti-

lisant les approches proposées dans cette thèse. Nous pensons d’abord estimer les paramètres

incertains comme la viscosité dynamique du fluide, l’aimantation du microrobot, etc. Ensuite,

il est possible d’illustrer l’intérêt des observateurs de vitesse du sang, avec pulsation connue ou

inconnue, en soumettant un microrobot à un flux périodique produit par une pompe pulsatile.

Ceci permettrait aussi d’analyser l’impact et l’ordre de grandeur des harmoniques négligées

dans le modèle dans le cadre d’une stabilisation pratique et d’en peser les avantages et incon-

vénients pratiques. Les expérimentations menées dans [Arcese et al., 2013] ont montré que la

discrétisation à fréquence de 25Hz ne portait pas préjudice à la stabilité des lois de commande

par backstepping et de l’observateur grand gain, de plus le bruit de mesure est plus faible sur

le banc d’essais que les valeurs choisies dans les travaux présentés ici.

D’un point de vue théorique, l’approche de commande de deux microrobots, proposée dans

cette thèse, reste incomplète. Elle ne résout en effet que la commandabilité linéaire de deux

microrobots en interaction. Nous proposons d’abord d’étendre l’approche proposée pour la com-

mande de deux microrobots à m microrobots, et d’en étudier la commandabilité non linéaire. Le

système est à non minimum de phase et nous nous en sommes aperçus tardivement, il convient

donc de synthétiser la commande plus judicieusement mais la contrainte de sous-actionnement

rend le problème complexe. Enfin, lorsque nous avons étudié la commandabilité de plusieurs mi-

crorobots, nous avons supposé que la vitesse de fluide était nulle. Nous proposons de synthétiser

une loi de commande non linéaire pour commander plusieurs microrobots, en prenant en compte

la dynamique du flux sanguin, et de synthétiser un observateur d’état pour le système global,

afin d’utiliser une commande par retour de sortie.
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Annexe A

A.1 Preuve de l’équation (2.20)

Dans le cas d’une navigation 1D, le champ magnétique appliqué ~B est donné par ~B = B∗~j

avec (∗, j) égal à (x, ı̇) ou (z, k) respectivement dans le cas d’une navigation le long des axes ~̇ı ou
~k. L’aimantation M est donnée par ~M =M~j et ∇ = ∂

∂∗
~j. D’après l’équation (1.66), on obtient :

~Fm = τmVM
∂B∗
∂∗

~j = m
τmM

ρ

∂B∗
∂∗

~j

On pose β′1 =
τmM
ρ et ~u = ∂B∗

∂∗
~j, on obtient alors l’équation (2.20).

A.2 Preuve de l’équation (2.23)

D’après l’équation (1.20), on a ||−→v r∞ || = ||−→vr ||
β

. On remplace ||−→v r∞ || dans l’équation (1.14)

avec L = 2r, on obtient Re =
2rρf ||−→vr ||

βη
. On remplace Re dans l’équation (1.19a), on obtient :

Cd =
12βη

rρf ||−→vr ||
+

6

1 +
√

2rρf ||−→vr ||
βη

+ 0, 4

On remplace Cd dans l’équation (1.22), on obtient

−→
F d = −πr

2ρf
2

(
12βη

rρf ||−→vr ||
+

6

1 +
√

2rρf ||−→vr ||
βη

+ 0, 4

)(
||−→v r||
β

)2 −→v r
||−→v r||

= −πr
2ρf

2β2

(
12βη||−→v r||

rρf
+

6||−→v r||2

1 +
√

2rρf ||−→vr ||
βη

+ 0, 4||−→v r||2
) −→v r
||−→v r||

(A.1)
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On a −→v r = −→v − −→v f (x, t) avec −→v = ṗz~k et −→v f (x, t) = ξ1~k dans le cas d’une navigation en 1D

le long de l’axe ~k. On obtient alors −→v r = sign(ṗz − ξ1)|ṗz − ξ1|~k. On remplace l’expression de
−→v r dans l’équation (A.1), on obtient :

−→
F d = −πr

2ρf
2β2

(
12βη|ṗz − ξ1|

rρf
+

6(ṗz − ξ1)
2

1 +
√

2rρf |ṗz−ξ1|
βη

+ 0, 4(ṗz − ξ1)
2

)
sign(ṗz − ξ1)~k

= −m
[
6πrη

mβ
|ṗz − ξ1|+

3πr2ρf
mβ2

1 +
√

2rρf |ṗz−ξ1|
βη

(ṗz − ξ1)
2 +

0, 2πr2ρf
mβ2

(ṗz − ξ1)
2

]
sign(ṗz − ξ1)~k

Sachant quem = ρ4
3πr

3. On pose a = 6πrη
mβ = 9η

2βρr2
, b = 0,2πr2ρf

mβ2 =
3ρf

20rβ2ρ
, c = 3πr2ρf

mβ2 =
9ρf

4rβ2ρ

et d =
√

2rρf
βη , on obtient alors l’expression (2.23).

A.3 Preuve de l’équation (2.42)

On utilise les expressions de ~ui et ~ukj données par l’équation (2.41), on obtient alors :

~ukj
(
~uj · ~uk

)
=

1

rkj

[
(pxj − pxk)

~̇ı+ (pzj − pzk)
~k
]

~uj
(
~ukj · ~uk

)
=

1

rkj
(pxj − pxk)

~̇ı

~uk
(
~ukj · ~uj

)
=

1

rkj
(pxj − pxk)

~̇ı

~ukj
(
~ukj · ~uj

)(
~ukj · ~uk

)
=

1

r3kj

[
(pxj − pxk)

3~̇ı+ (pxj − pxk)
2(pzj − pzk)

~k
]

On remplace les expressions données ci-dessus dans l’équation (1.51), on obtient l’expression

(2.42).

A.4 Preuve du système (Fn
ω )

Démonstration :

Soit Āi(t) = Ai cos(iω + φ) et ξ1 est défini comme une série de Fourier d’ordre n :

ξ1 = A0 +

n∑

i=1

Āi(t) (A.2)

Nous montrons que (A.2) est solution du système (Fn
ω ) donné par (2.52). Par récurrence on a

la propriété suivante ∀k ∈ {1, . . . , n} :

(Pk) : ξ2k+1 =
1

k + 1

[
A0 +

(−1)k

(k!)2

n∑

i=k+1

( k∏

j=1

(i2 − j2)
)
Āi(t)

]
(A.3)
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Montrons que pour k = 1 alors (P1) est vérifiée. Dérivons ξ1 donné par (A.2) deux fois par

rapport au temps :

ξ̈1 = −ω2
n∑

i=1

i2Āi(t) = −ω2(ξ1 − 2ξ3) (A.4)

avec ξ3 donné par :

ξ3 =
1

2

[
A0 −

n∑

i=2

(i2 − 1)Āi(t)

]
(A.5)

Donc la propriété (Pk) donnée par (A.3) est satisfaite pour k = 1.

Supposons maintenant que pour i = k, (Pi) est satisfaite. Nous montrons alors que (Pk+1)

vérifie l’équation (A.3). Dérivons ξ2k+1 deux fois par rapport au temps :

ξ̈2k+1 =
(−1)k+1

(k!)2(k + 1)
ω2

n∑

i=k+1

( k∏

j=1

(i2 − j2)
)
i2Āi(t) (A.6)

D’après le système (Fn
ω ), ξ2k+3 est donné par :

ξ2k+3 =
1

(k + 1)(k + 2)

(
ξ̈2k+1

ω2
+ (k + 1)2ξ2k+1

)
(A.7)

En utilisant les équations (A.3) et (A.6) dans (A.7), on obtient :

ξ2k+3 =
1

(k + 1)(k + 2)

[
(−1)k+1

(k!)2(k + 1)

n∑

i=k+1

( k∏

j=1

(i2 − j2)
)
i2Āi(t)

+
(k + 1)2A0

k + 1
+

(−1)k(k + 1)2

(k!)2(k + 1)

n∑

i=k+1

( k∏

j=1

(i2 − j2)
)
Āi(t)

]

=
1

k + 2

[
A0 +

(−1)k+1

((k + 1)!)2

n∑

i=k+1

( k∏

j=1

(i2 − j2)
)(
i2 − (k + 1)2

)
Āi(t)

]

=
1

k + 2

[
A0 +

(−1)k+1

((k + 1)!)2

n∑

i=k+2

( k+1∏

j=1

(i2 − j2)
)
Āi(t)

]

(A.8)

Donc la propriété (Pi) donnée par (A.3) est satisfaite pour i = k + 1. Pour k = n d’après

l’équation (A.3), on obtient ξ2n+1 = A0

n+1 , i.e la valeur moyenne de la vitesse du sang divisée

par n+ 1. En utilisant le théorème de Cauchy-Lipschitz, ξ1 est la solution unique du système

(Fn
ω ) pour des conditions initiales données.

�
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A.5 Solution de l’équation (3.98) pour un choix de f(t)

On prend f(t) = aeδct+ b avec c = χ4

χ3
et n− 1 = 1

δ ∈ N
∗. On pose alors xt = f(t), x0 = f(0)

on obtient :

dxt = f ′(t)dt =⇒ dt =
1

δc(xt − b)
dxt

f ′(t) = δcaeδct =⇒ f ′(t) = δc(xt − b)

f ′′(t) = (δc)2aeδct =⇒ f ′′(t) = (δc)2(xt − b)

eδct =
xt − b

a
=⇒ e−ct =

( a

xt − b

)n−1

On pose c2i(t) = − 1
χ4

∫ t

0
gi(τ)dτ et c1i(t) = 1

χ4

∫ t

0

(
gi(τ)e

−χ4

χ3
τ
)
dτ , on obtient alors :

c2i(t) = − 1

χ4

∫ xt

x0

(
αiδc+ αiaj

)
dτ +

4χ1

δcχ4

∫ xt

x0

dτ

τ4(τ − b)

c1i(t) =
an−1(αiδc+ αiaj)

χ4

∫ xt

x0

dτ

(τ − b)n−1
− 4χ1a

n−1

δcχ4

∫ xt

x0

dτ

τ4(τ − b)n

Pour calculer les intégrales ci-dessus, on doit décomposer la fraction 1
x4(x−b)n en éléments

simples :

1

x4(x− b)n
=

4∑

i=1

δin
xi

+
n∑

j=1

δjnb
(x− b)j

avec δin =
(−1)n

bn+4−iC
4−i
n+3−i, δjnb =

(−1)n−j

bn+4−j C
n−j
n+3−j et Ckm =

m!

k!(m− k)!
. On peut calculer

alors :
∫ xt

x0

dτ

τ4(τ − b)n
= δ1n ln

(
xt
x0

)
+ δ1nb ln

(
xt − b

x0 − b

)
−

4∑

i=2

δin
i− 1

(
1

xi−1
t

− 1

xi−1
0

)

−
n∑

j=2

δjnb
j − 1

(
1

(xt − b)j−1
− 1

(x0 − b)j−1

)

Les termes c2i(t) et c1i(t) sont données alors comme suit :

c2i(t) = −αiδc+ αiaj
χ4

(
xt − x0

)
+

4χ1

δcχ4

[
δ11 ln

(
xt
x0

)
+ δ11b ln

(
xt − b

x0 − b

)

−
4∑

i=2

δi1
i− 1

(
1

xi−1
t

− 1

xi−1
0

)]

c1i(t) = −a
n−1(αiδc+ αiaj)

(n− 2)χ4

(
1

(xt − b)n−2
− 1

(x0 − b)n−2

)
− 4χ1a

n−1

δcχ4

∫ xt

x0

dτ

τ4(τ − b)n
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On remplace les expressions de c1i(t) et c2i(t) dans xir(t) donné par (3.98), on obtient :

xir(t) = ẋ0ir
χ3

χ4

[(
xt − b

a

)n−1

− 1

]
+ x0ir −

(αiδc+ αiaj)

(n− 2)χ4

[
(xt − b)− (xt − b)n−1

(x0 − b)n−2

]

− 4χ1

δcχ4
(xt − b)n−1

[
δ1n ln

(
xt
x0

)
+ δ1nb ln

(
xt − b

x0 − b

)
−

4∑

i=2

δin
i− 1

(
1

xi−1
t

− 1

xi−1
0

)]

+
4χ1

δcχ4

n∑

j=2

[
δjnb
j − 1

(
(xt − b)n−j − (xt − b)n−1

(x0 − b)j−1

)]
− αiδc+ αiaj

χ4

(
xt − x0

)

+
4χ1

δcχ4

[
δ11 ln

(
xt
x0

)
+ δ11b ln

(
xt − b

x0 − b

)
−

4∑

i=2

δi1
i− 1

(
1

xi−1
t

− 1

xi−1
0

)]

(A.9)

A.6 Preuve du lemme 4.4.5

P1) La matrice d’observabilité de la paire (Ā(p), C̄) est donnée par :

O =

[
I4 04×(2n+2)

∗ Θ

]
(A.10)

avec Θ ∈ M(4n+8)×(2n+2), et ∗ désigne une matrice bornée. On a alors :

Rang(O) = 4 + Rang(Θ) (A.11)

avec

Θ =




N1 042 . . . 042 M1

∗ N2
. . .

... M∗
...

. . . . . . 042
...

∗ . . . ∗ Nn M∗
∗ . . . . . . ∗ Q

∗ . . . . . . . . . ∗




(A.12)

les sous-matrices sont données par :

Nk+1 = εkω
2k




p4 + a 0

p7 0

∗ p4 + a

∗ p7




M1 =




0 0

0 1

0 ∗
0 ∗




Q = εn




(p4 + a)ω2n ∗
p7ω

2n ∗
∗ ∗
∗ ∗




M∗ =




0 ∗
0 ∗
0 ∗
0 ∗




(A.13)
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avec εk = (k+1)k!2. SoitD la matrice contenant les lignes L1, L2, L3, . . . , L2k+1, . . . , L4n+1

de la matrice Θ. On obtient alors :

|D| =
[
(p4 + a)2n+1

n−1∏

k=1

ε2kω
4k

]
εnω

2n. (A.14)

Il en résulte :

ω(p4 + a) 6= 0 ⇒ Rang(Θ) = 2n+ 2 (A.15)

On démontre par la suite que (p4+a) > 0, par conséquent la paire (Ā(p), C̄) est observable

pour tout p ∈ P ⊂ R
7\{p4 + ā = 0} avec P un ensemble convexe borné.

P2) Dans un vaisseau sanguin cylindrique, l’angle ψ est donné par ψ = arctan
[

x4
x3−vf

]
, i.e.

cos(ψ) =
x3−vf
vr

et sin(ψ) = x4
vr

, avec vr =
√

[x3 − vf ]
2 + x24 est la norme de la vitesse

relative ~vr du microrobot. Le profile de la vitesse du sang est parabolique le long d’une

section du vaisseau sanguin de diamètre D :

vs(x2) = 1− 4
(
x2
D

)2
(A.16)

On définit : 



F ′
d1 = bv2r + c v2r

1+d
√
vr

∂F ′
d1

∂vr
= 2bvr + 2c vr

1+d
√
vr

− cd v
3/2
r

2(1+d
√
vr)2

(A.17)

On suppose que ∀t ∈ R
+, l’ensemble borné Kx est tel que x2 ∈ [−D

2 +̟ , D2 −̟], pour

̟ ∈]0, r[. On a alors (δ1, δ2) ∈ [̟− r,D− r−̟]2, avec δ1+ δ2 = D− 2r. Pour simplifier

les notations, on pose :

vtmax = max
t

(|vt|) vrmax = max
t

(vr) Cψ = cos(ψ)

x2max = max
t

(|x2|) δimax = max
t

(|δi|) Sψ = sin(ψ)
(A.18)

En utilisant (A.16)-(A.18) on obtient 0 < vs(x2max) ≤ vs(x2) ≤ 1. Avec l’expression

(2.61), on obtient les dérivées partielles notées ḡi,j =
∂ḡi
∂x̄j

(x̄) :

ḡ1,1 = ḡ2,1 = 0 ḡ1,2 = −8x2vt
D2

[a+ T1]

ḡ1,3 = −T1 ḡ1,4 = ḡ2,3 = −CψSψT3
ḡ1,5 = vs(x2) [T1 + a]− a ḡ2,4 = −T2

ḡ2,2 =
8x2vt
D2

CψSψT3 + T4 ḡ2,5 = vs(x2)CψSψT3

ḡ1,2k+6 = ḡ2,2k+6 = 0 ḡ1,2k+7 = ḡ2,2k+7 = 0, ∀k ∈ {0, . . . , n− 1}

(A.19)
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Les paramètres Ti sont donnés par :

T1 =
∂F ′

d1

∂vr
Cψ

2 +
F ′
d1

vr
Sψ

2

= bvr + c
vr

1 + d
√
vr

+ Cψ
2

[
bvr +

2cvr + cdv1.5r
2(1 + d

√
vr)2

]

T2 =
∂F ′

d1

∂vr
Sψ

2 +
F ′
d1

vr
Cψ

2

= bvr + c
vr

1 + d
√
vr

+ Sψ
2

[
bvr +

2cvr + cdv1.5r
2(1 + d

√
vr)2

]

T3 =
∂F ′

d1

∂vr
− F ′

d1

vr
= bvr +

2cvr + cdv1.5r
2(1 + d

√
vr)2

T4 = 2e

[
H(δ1)

(r + δ1)3
− H(δ2)

(r + δ2)3

]
− 3

2
f
[√

|δ2|H(−δ2) +
√
|δ1|H(−δ1)

]

(A.20)

On obtient les bornes inférieure et supérieure de Ti :

T1 ∈ [0, T+
1 ], T+

1 ≤ 2bvrmax + 2cvrmax +
cd
2 v

1.5
rmax

T2 ∈ [0, T+
2 ], T+

2 ≤ 2bvrmax + 2cvrmax +
cd
2 v

1.5
rmax

T3 ∈ [0, T+
3 ], T+

3 ≤ bvrmax + 2cvrmax +
cd
2 v

1.5
rmax

(A.21)

Pour borner T4, on distingue trois cas :

• Si (δ1, δ2) ∈ [0;D − r −̟]2, on obtient :

T4 = 2e
[

1
(r+δ1)3

− 1
(r+δ2)3

]

≤ T+
4 = 2e

[
1
r3

− 1
(D−r)3

] (A.22)

• Si δ1 ∈ [̟ − r; 0[, on obtient :

T4 = −2e 1
(r+δ2)3

− 3
2f

√
−δ1

≥ T−
4,1 = −2e 1

(D−r−δ1max)3
− 3

2f
√
−δ1max

(A.23)

• Si δ2 ∈ [̟ − r; 0[, on obtient :

T4 = 2e 1
(r+δ1)3

− 3
2f

√
−δ2

≥ T−
4,2 = 2e 1

(D−r−δ2max)3
− 3

2f
√
−δ2max

(A.24)

En utilisant (A.22), (A.23) et (A.24), on obtient les bornes inférieure et supérieure de

T4 :

T4 ∈ [T−
4 ;T+

4 ], avec T−
4 = min(T−

4,1, T
−
4,2) (A.25)
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Soit T+
5 = (8x2maxvtmax)/D

2, en utilisant les expressions des dérivées partielles (A.19)

et les bornes (A.21)-(A.25), on obtient les bornes ai,j et bi,j de la dérivé partielle ∂ḡi
∂x̄j

,

∀k ∈ {0, . . . , n− 1} :

a1,1 = a2,1 = 0 b1,1 = b2,1 = 0

a1,2 = −T+
5

[
a+ T+

1

]
b1,2 = T+

5

[
a+ T+

1

]

a1,3 = −T+
1 b1,3 = 0

a1,4 = a23 = −T+
3 b14 = b2,3 = T+

3

a1,5 = a(vs(x2max)− 1) b1,5 = T+
1

a2,2 = −|T+
5 T

+
3 + T−

4 | b2,2 = T+
5 T

+
3 + T+

4

a2,4 = −T+
2 b2,4 = 0

a2,5 = −vs(x2max)T+
3 b2,5 = T+

3

a1,2k+6 = a2,2k+6 = 0 b1,2k+6 = b2,2k+6 = 0

a1,2k+7 = a2,2k+7 = 0 b1,2k+7 = b2,2k+7 = 0.

(A.26)

En outre, en utilisant la symétrie et les dérivées partielles nulles dans (A.19), c’est possible

de réduire l’étude au vecteur de paramètres p ∈ R
7 définit comme suit :

p = [p̄1,2, p̄1,3, p̄1,4, p̄1,5, p̄2,2, p̄2,4, p̄2,5]
T (A.27)

On a alors p4 + a = a15 + a = avs(x2max) > 0.
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Lounis SADELLI

Modélisation, observation et commande de robots

vasculaires magnétiques

Résumé :

La chirurgie minimalement invasive est un domaine de recherche très actif puisqu’elle permet d’envisager

des thérapies ciblées et des diagnostics in situ tout en minimisant traumatismes, effets secondaires et temps

de convalescence. En particulier, l’utilisation de systèmes miniaturisés actionnés à distance ouvre la voie à

une navigation dans le système cardiovasculaire, permettant ainsi le ciblage et l’intervention sur zones dif-

ficilement accessibles du corps humain. L’objectif de cette thèse est de proposer i) un état de l’art sur la

modélisation des forces s’exerçant sur un ou plusieurs microrobots naviguant dans des vaisseaux sanguins,

ii) des représentations d’état exploitables à des fins de commande et d’observation, iii) différentes synthèses

de lois de commande pour stabiliser un ou plusieurs microrobots le long d’une trajectoire de référence, iv)

des observateurs d’état pour reconstruire les états non mesurables du système. Un microrobot magnétique

naviguant dans un vaisseau sanguin subit la force de traînée, les forces surfaciques, de contact, d’interaction

magnétique, et son poids apparent. Son actionnement est assuré par l’application de champs ou de gradients

de champ magnétiques, et sa localisation est assurée par un imageur médical. La dynamique du ou des

microrobots (système réduit) est sous forme d’état non linéaire affine en la commande avec dérive, et dé-

pend de plusieurs paramètres physiologiques incertains, en particulier de la vitesse du sang, qui est difficile

à mesurer. La dynamique du flux sanguin (système fluidique) est alors modélisée sous forme d’une repré-

sentation d’état autonome, combinée avec le système réduit pour aboutir au système étendu. L’objectif de

commande est de stabiliser les états du système réduit le long d’une trajectoire de référence. Une commande

stabilisante est synthétisée par backstepping, mais elle n’est pas utilisable en l’état. Des observateurs basés

sur le théorème de la valeur moyenne et sur une immersion sont synthétisés respectivement dans le cas où

la pulsation cardiaque est connue ou non. La stabilité du retour de sortie est alors démontrée. La stabilité

et la robustesse aux bruits de mesure, aux incertitudes paramétriques, et aux erreurs de modélisation des

approches proposées sont alors illustrées par des simulations.

Mots clés : Microrobot magnétique, backstepping adaptatif, observateur MVT et par immersion, retour de

sortie, commande de multirobots

Modeling, observation and control of a vascular magnetic robots

Abstract :

Minimally invasive surgery is an active research area since such systems have the potential to perform com-

plex surgical procedures such as targeted therapies or in situ diagnosis, while minimizing trauma, side effects

and recovery time. Miniaturized systems magnetically propelled by remote actuation can achieve swimming

through the blood vessels network in order to provide targeted therapy, even for hard-to-reach human organs.

This PhD thesis aims at addressing i) a review on the modeling of microrobots immersed in blood vessels,

ii) a classification of the state space forms of such systems, iii) the synthesis of state feedbacks ensuring

the stabilization of the microrobots along a reference trajectory, iv) the synthesis of observers to rebuild the

unmeasured state variables. Magnetic microrobots swimming in a blood vessel face the hydrodynamic drag,

surfacic and contact forces, magnetic interactions, and their apparent weight. These untethered robots are

actuated by magnetic fields or magnetic gradients generation, and their localization is ensured by a medical

imager. The microrobots dynamics (the so-called reduced system) lead to a nonlinear affine control subsystem

with drift, and exhibits many uncertain physiological parameters, such as the blood velocity which can hardly

be measured. The blood flow dynamics (the so-called fluidic system) are then modeled as an autonomous

subsystem. These two subsystems result in an extended system describing the whole (robot and fluid) dyna-

mics. The control objective is to stabilize the state of the reduced system along a reference trajectory, which

is performed by an adaptive backstepping synthesis. Yet the full state is not accessible. We then synthesize

either MVT or immersion based observers for the extended system, when the blood pulsation is either known

or not. The output feedback stability is then proved. The stability and robustness to output noise, parametric

uncertainty, and modeling errors are then illustrated by simulations.

Keywords : Magnetic microrobot, adaptive backstepping, MVT observer, immersion based observer, output

feedback, multirobots control
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