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R É S U M É

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’analyse spectrale des systèmes d’opérateurs pseu-
dodifférentiels semi-classiques. Dans la première partie, nous étudions la généralisation du
théorème d’Egorov en temps longs dans le cas où l’Hamiltonien quantique qui génère l’évolution
en temps et l’observable quantique initiale sont deux opérateurs pseudodifférentiels semi-
classiques associés à des symboles à valeurs matricielles. Sous une condition d’hyperbolicité
sur le symbole principal de l’Hamiltonien qui assure l’existence des projecteurs semi-classiques,
et pour une classe d’observables "semi-classiquement" diagonales par blocs par rapport à ces
projecteurs, nous démontrons un théorème de type Egorov valable pour un temps long d’ordre
log(h−1) connu comme le temps d’Ehrenfest. Ici h↘ 0 est le paramètre semi-classique.

Dans la deuxième partie, nous nous intéressons à la théorie spectrale et la théorie de la dif-
fusion pour des systèmes d’opérateurs pseudodifférentiels auto-adjoints. Nous développons
une approche stationnaire pour l’étude de la fonction de décalage spectral associée à une paire
d’opérateurs de Schrödinger semi-classiques à potentiels matriciels. Une asymptotique de type
Weyl avec reste optimal sur la fonction de décalage spectral est établie, et sous l’hypothèse
d’existence d’une fonction fuite scalaire, un développement asymptotique complet en puis-
sances de h au sens fort sur sa dérivée est obtenu. Ce dernier résultat est une généralisation
au cas matriciel d’un résultat de Robert et Tamura établi dans le cas scalaire près des énergies
non-captives. Notre méthode indépendante du temps nous permet de traiter certains potentiels
avec des croisements des valeurs propres.

Mots-clés : systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels, théorème d’Egorov en temps longs,
fonction de décalage spectral, opérateurs de Schrödinger à potentiels matriciels, formules de
trace, asymptotiques spectrales, fonction fuite.

A B S T R A C T

In this work, we are interested in the spectral analysis of systems of semiclassical pseudodiffer-
ential operators. In the first part, we study the extension of the long time semiclassical Egorov
theorem in the case where the quantum Hamiltonian which generates the time evolution and
the initial quantum observable are two semiclassical pseudodifferential operators with matrix-
valued symbols. Under an hyperbolicity condition on the principal symbol of the Hamiltonian
which ensures the existence of the semiclassical projections, and for a class of observable that
are "semi-classically" block-diagonal with respect to these projections, we prove an Egorov the-
orem valid in a large time interval of order log(h−1) known as the Ehrenfest time. Here h↘ 0

is the semiclassical parameter.
In the second part, we are interested in the spectral and scattering theories for self-adjoint

systems of pseudodifferential operators. We develop a stationary approach for the study of the
spectral shift function (SSF) associated to a pair of self-adjoint semiclassical Schrödinger oper-
ators with matrix-valued potentials. We prove a Weyl-type asymptotics with sharp remainder
estimate on the SSF, and under the existence of a scalar escape function, a pointwise complete
asymptotic expansion on its derivative. This last result is a generalisation in the matrix-valued
case of a result of Robert and Tamura established in the scalar case near non-trapping energies.
Our time-independent method allows us to treat certain potentials with energy-level crossings.

Keywords : systems of h-pseudodifferential operators, long time Egorov theorem, spectral
shift function, Schrödinger operators with matrix-valued potentials, trace formulas, spectral
asymptotics, escape function.
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0
I N T R O D U C T I O N
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0.1 Systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels en physique mathéma-

tique 1

0.2 Partie I 2

0.3 Partie II 10

0.4 Organisation de la thèse 15

0.1 systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels en physique mathé-
matique

Les opérateurs h-pseudodifférentiels sont des outils de base dans la formulation et
l’étude de plusieurs problèmes de physique mathématique. Selon les contraintes du
problème étudié, ces opérateurs sont généralement définis à l’aide d’un procédé de
quantification (habituellement la quantification de Weyl, voir (1.1.1)) à partir des sym-
boles à valeurs scalaires, réelles pour les problèmes auto-adjoints et complexes dans
le cadre non auto-adjoint. Néanmoins, plusieurs problèmes font appel à des opéra-
teurs h-pseudodifférentiels associés à des symboles à valeurs matricielles. On parle
dans ce cas des systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels. Malgré la multitude des
problèmes et de situations où on est amené à étudier des systèmes d’opérateurs h-
pseudodifférentiels, nous rappelons dans ce premier paragraphe quelques exemples
bien connus dans la littérature.

1. Une situation typique se produit lorsqu’on étudie un système mécanique quan-
tique relativiste gouverné par l’Hamiltonien de Dirac

D(h) :=

3∑
j=1

αjhDxj + α4 + V (x) , Dxj := −i∂xj (0.1.1)

où h > 0 est un petit paramètre appelé le paramètre semi-classique, (αi)16i64
sont les matrices de Dirac 4 × 4 satisfaisant certaines propriétés d’anti-commutation
(voir par exemple [20]) et V (x) est l’opérateur de multiplication par une fonction
régulière hermitienne V : R3 → M4(C). L’opérateur D(h) est un opérateur h-
pseudodifférentiel de symbole matriciel 4 × 4

d(x , ξ) :=
3∑
j=1

αjξj + α4 + V (x) , (x , ξ) ∈ R3 ×R3 .

1



2 introduction

Ici et dans toute la suite Mm(C) désigne l’espace des matrices carrées m × m à coef-
ficients complexes. L’étude des propriétés dynamiques et spectrales de l’opérateur de
Dirac (0.1.1) a fait l’objet de plusieurs travaux, voir par exemple [114, 20, 18, 7, 76].

2. Une autre situation importante dans la chimie moléculaire est l’approximation de
Born-Oppenheimer ([26, 57, 74]) introduite en 1927 afin de décrire la dynamique des
systèmes moléculaires : les systèmes mécaniques quantiques composés de deux types
de particules, des particules lourdes tel que les noyaux et des particules légères tel que
les électrons. Il a été établi dans plusieurs travaux (voir [57, 115]) que l’étude de cette
approximation se réduit à l’étude de l’équation de Schrödinger dépendante du temps{

ih∂tψ(t, x;h) =
(
− h2∆⊗ Im + V(x)

)
ψ(t, x;h)

ψ(0, x;h) = ψ0(x;h) ∈ L2(Rn; Cm)
(0.1.2)

où Im est la matrice identitém×m et V : Rn →Mm(C) est un potentiel régulier hermi-
tien. Nous sommes donc en présence d’un système d’opérateurs h-pseudodifférentiels

P(h) := −h2∆⊗ Im + V(x)

dont l’Hamiltonien classique associé est le symbole hermitien m×m

p(x, ξ) := ξ2Im + V(x), (x, ξ) ∈ R2n. (0.1.3)

Plusieurs travaux ont été consacrés à l’étude de l’équation de Schrödinger (0.1.2) dans
des cadres linéaires et d’autres non-linéaires dont nous citons quelques uns dans la
suite. Pour d’autres travaux portant sur l’étude des propriétés spectrales (résonances,
fonction de comptage des valeurs propres, principe d’absorption limite, ...) des opéra-
teurs de Schrödinger à potentiels matriciels, voir [51, 89, 73, 72, 4], etc. Dans la deux-
ième partie de cette thèse, nous serons intéressés par la théorie de diffusion des opéra-
teurs de Schrödinger à potentiels matriciels.

3. Il existe aussi d’autres situations où le problème est initialement posé pour des
opérateurs scalaires et on se ramène à l’étude d’un système d’opérateurs h-pseudo-
différentiels. On pense ici à des problèmes périodiques tels qu’étudiés dans [54, 38,
37]. Le problème initial étant d’étudier des perturbations des opérateurs périodiques,
typiquement de l’opérateur de Schrödinger −∆+ V , où V est un potentiel périodique
par rapport à un réseau de Rn, et par la méthode de l’approximation de l’Hamiltonien
effectif, l’étude du spectre de l’opérateur perturbé près d’un niveau d’énergie z0 ∈ R

fixé se réduit à l’étude d’un système d’opérateurs h-pseudodifférentiels dépendant
d’une façon implicite du paramètre spectral.

0.2 partie i : théorème d’egorov en temps longs pour des systèmes

d’opérateurs h-pseudodifférentiels

L’approximation semi-classique

Connue sous le nom du principe de correspondance en physique et Théorème d’Egorov
en mathématique, l’approximation semi-classique assure la transition entre les évolu-
tions quantiques et classiques des observables. Depuis sa fondation au début du siècle
précédent, la mécanique quantique est interprétée comme une déformation par un
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procédé de quantification de la mécanique classique dont le paramètre de déforma-
tion est la constante de Planck [50]. De cette interprétation surgit un problème central
qui peut être considérer comme l’un des problèmes les plus ancien de l’analyse semi-
classique qui est l’étude de la relation entre les deux mécaniques. Le point de départ
est le fameux principe de correspondance proposé par Niels Bohr en 1920 [13] qui
stipule qu’on devrait retrouver les formules de la mécanique classique à partir de
celles de la mécanique quantique lorsque la constante de Planck devient négligeable.
D’une façon imprécise, on dit que la mécanique classique est la limite de la mécanique
quantique quand la constante de Planck tends vers zéro. Depuis plusieurs années,
l’approximation semi-classique a fait l’objet de plusieurs travaux mathématiques basés
essentiellement sur deux approches :

• Propagation des états cohérents : La première consiste à étudier la propagation d’états
cohérents ou paquets d’ondes en considérant l’équation de Schrödinger (0.1.2) avec
une donnée initiale de type paquet d’onde et a pour but d’approximer la solution
(la fonction d’onde) ψh(t) par une combinaison linéaire de paquets d’ondes. On ren-
voie à [29, 59, 60, 97] pour des travaux concernant cette approche et à [28] pour une
description des notions d’états cohérents et paquets d’ondes.

• Évolution des observables : La deuxième approche consiste à étudier l’évolution en
temps d’une observable quantique Qw(x,hDx) dans la représentation de Heisenberg
donnée par

Q(t) := e
it
hH

w(x,hDx)Qw(x,hDx)e−
it
hH

w(x,hDx), t ∈ R,

générée par un Hamiltonien quantique Hw(x,hDx). L’objectif est de construire une
approximation de Q(t) en termes d’opérateurs h-pseudodifférentiels et d’étudier sa
validité par rapport au temps. L’étude de cette approche a fait l’objet de nombreux
travaux dans le cas scalaire, i.e. lorsque Hw(x,hDx) et Qw(x,hDx) sont deux opéra-
teurs h-pseudodifférentiels associés à des symboles à valeurs scalaires réelles, voir par
exemple [17, 8, 116, 102], et dans le cas matriciel lorsque Hw(x,hDx) et Qw(x,hDx)
sont deux systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels, voir [15, 70, 14, 18].

C’est cette deuxième approche dans le cadre matriciel des systèmes d’opérateurs h-
pseudodifférentiels qui sera notre principal interêt dans la première partie du présent
travail de thèse.

Évolution en temps des observables classiques et quantiques

Évolution classique

Dans un système mécanique classique à n degrés de liberté, l’état d’une particule
est entièrement déterminé par sa position et sa quantité de mouvement. On désigne
par M l’ensemble des positions appelé aussi ensemble de configuration du système
qui est dans le cadre général une variété riemanienne de dimension n. L’ensemble des
états possibles du système est alors décrit par l’espace des phases T∗M qui, muni de
sa structure symplectique canonique, est une variété symplectique de dimension 2n.



4 introduction

Dans la suite, nous nous plaçons dans le cadre habituel où M = Rn et on identifie
l’espace des phases avec R2n. On rappelle la forme symplectique canonique sur R2n

σ(x, ξ;y, ζ) := 〈J(x, ξ), (y, ζ)〉, J :=

(
0 In

−In 0

)
, ∀x, ξ,y, ζ ∈ Rn. (0.2.1)

Considérons un Hamiltonien classique H ∈ C∞(R2n; R) et notons XH(x, ξ) :=

(∂ξH(x, ξ),−∂xH(x, ξ)) le champ de vecteurs Hamiltonien correspondant. L’évolution
de l’état du système au cours du temps est déterminée par le système d’équations de
Hamilton

d

dt
X(t) = XH(X(t)), X(t) := (x(t), ξ(t)). (0.2.2)

Le système (0.2.2) génère un flot noté φtH sur R2n appelé flot Hamiltonien associé à H
défini par

φtH(x = x(0), ξ = ξ(0)) = (x(t), ξ(t)), φtH|t=0
(x, ξ) = (x, ξ).

Le domaine d’existence maximal de φtH(x, ξ) dépend de la donnée initiale (x, ξ) ∈ R2n

(Théorème de Cauchy-Lipschitz) mais pour simplifier la discussion, on suppose dans
ce paragraphe que φtH(x, ξ) existe sur tout R pour tout (x, ξ) ∈ R2n.1 Il est bien connu
que φtH est un symplectomorphisme sur R2n : φtH préserve la forme symplectique σ,
et vérifie φtH ◦φsH = φt+sH , pour tout t, s ∈ R. De plus, deux propriétés importantes
du flot classique sont la conservation du volume : φtH préserve la mesure de Lebesgue
sur R2n et la conservation d’énergie : pour toute énergie τ ∈ R, la surface d’énergie
correspondante Στ := H−1(τ) est stable par φtH.

L’évolution en temps d’une observable classique Q ∈ C∞(R2n; R) le long du flot φtH
donnée par la fonction q0(t, x, ξ) := Q ◦φtH(x, ξ), t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n, est décrite par
l’équation classique

d

dt
q0(t, x, ξ) = {H,Q} ◦φtH(x, ξ), q0(t, x, ξ)|t=0 = Q(x, ξ), (0.2.3)

où {H,Q} est le crochet de Poisson de H,Q défini par

{H,Q} := ∂ξH · ∂xQ− ∂xH · ∂ξQ. (0.2.4)

Évolution quantique

Pour quantifier notre système classique, on fait appel à la théorie des opérateurs h-
pseudodifférentiels définis par le procédé de quantification habituel qui est la quantifi-
cation de Weyl (voir (1.1.1)). Il s’agit d’un procédé qui établit une correspondance entre
les observables classiques et quantiques dans le sens où il permet d’associer à toute ob-
servable classique A ∈ C∞(R2n; R) (appartenant à une classe convenable de symboles
quantifiables), une observable quantique Aw(x,hDx) auto-adjoint sur L2(Rn) définie

1 Ceci est par exemple assuré en supposant que ∂γ
(x,ξ)H ∈ L

∞(R2n; R), pour tout |γ| > 2 car dans ce cas

(x, ξ) 7→XH(x, ξ) est uniformément lipshitzienne sur R2n.
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comme l’opérateur h-pseudodifférentiel correspondant. Les éléments de base de cette
théorie seront rappelés dans le chapitre 1.

Soit Hw := Hw(x,hDx) l’Hamiltonien quantique auto-adjoint sur L2(Rn) associé à
H. La dynamique du système quantique est gouvernée par l’équation de Schrödinger

ih
d

dt
ψ(t) = Hwψ(t). (0.2.5)

Cette équation génère l’opérateur unitaire d’évolution UH(t) := e−
it
hH

w
, t ∈ R. L’évo-

lution en temps de l’observable quantique Qw := Qw(x,hDx) associée à Q donnée
par

Q(t) := UH(−t)Q
wUH(t), t ∈ R,

est alors décrite par l’analogue quantique de l’équation (0.2.3) appelée équation de
Heisenberg

d

dt
Q(t) =

i

h

[
Hw,Q(t)

]
, Q(t)|t=0 = Q

w (0.2.6)

où
[
Hw,Q(t)

]
:= Hw ◦Q(t) −Q(t) ◦Hw désigne le commutateur au sens des opéra-

teurs.

Approximation semi-classique en temps finis - Théorème d’Egorov

Le théorème d’Egorov établit une approximation semi-classique pour Q(t) en ter-
mes d’opérateurs h-pseudodifférentiels valable en temps finis. Au premier ordre semi-
classique, cette approximation donnée par∥∥Q(t) −

(
Q ◦φtH

)w
(x,hDx)

∥∥
L(L2(Rn))

= O(h),

uniformément pour |t| 6 t̄, pour tout t̄ > 0, fournit une justification mathématique
rigoureuse au principe de correspondance qui énonce que l’évolution quantique coïn-
cide avec son analogue classique dans la limite semi-classique h ↘ 0. D’une façon
générale, elle assure que Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole prin-
cipal Q ◦φtH. Plus précisément, il existe une suite d’opérateurs h-pseudodifférentiels
(qj(t)

w(x,hDx))j>0 uniformément bornés sur L2(Rn) tel que

∀N ∈N,
∥∥∥∥Q(t) −

N∑
j=0

hjqj(t)
w(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn))

= O(hN+1), (0.2.7)

uniformément pour |t| 6 t̄, avec q0(t) = Q ◦φtH. L’évolution en temps des symboles
(qj(t))j>1 est gouvernée par le flot Hamiltonien φtH. En particulier, pour tout j >
1, le support de qj(t, ·, ·) est inclus dans le support de q0(t, ·, ·) = Q ◦ φtH(·, ·). La
preuve de cette approximation est essentiellement basée sur la formule de composition
des opérateurs h-pseudodifférentiels en combinant les équations (0.2.3) et (0.2.6), et
l’estimation des restes résultant de cette composition. L’énoncé précis de ce résultat
sera rappelé dans le chapitre 2.

Jusqu’ici, pour simplifier, nous avons considéré un Hamiltonien classiqueH = H(x, ξ)
indépendant de h. Cependant la discussion précédente reste valable dans le cas d’un
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Hamiltonien semi-classique H admettant un développement asymptotique en puis-
sances de h

H(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjHj(x, ξ)

au sens des développements asymptotiques semi-classiques des symboles que nous
rappellerons dans le chapitre 1. Dans ce cas l’évolution classique est gouvernée par le
flot Hamiltonien φtH0 associé au symbole principal H0 de H. En particulier,

q0(t) = Q ◦φtH0 .

Construction des symboles (qj(t))j>0

Naturellement, la construction des symboles (qj(t))j>0 est basée sur la résolution
de l’équation de Heisenberg (0.2.6) au niveau des symboles dans l’espace des séries
formelles de puissances de h. Dans ce paragraphe, on rappelle brièvement les grandes
lignes de cette construction qui sera utile dans la suite afin de pointer les difficultés
qui se posent lorsque l’on veut étudier le cas matriciel.

Si on suppose que Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole q(t) ad-
mettant un développement asymptotique en puissances de h

q(t) ∼
∑
j>0

hjqj(t)

alors au niveau des symboles, l’équation (0.2.6) s’écrit sous la forme

d

dt
q(t) =

i

h
[H,q(t)]#, q(t)|t=0 = Q, (0.2.8)

où [H,q(t)]# := H#q(t) − q(t)#H, avec H#q(t) est le produit de Moyal de H,q(t) défini
comme le symbole de Hw ◦Q(t) (voir chapitre 1). Par le calcul symbolique, le symbole
[H,q(t)]# admet un développement asymptotique en puissances de h

[H,q(t)]# ∼
∑
j>0

hj
(
[H,q(t)]#

)
j

où le symbole principal et le symbole sous-principal (par définition, les coefficients de
h0 et h1, respectivement) sont donnés par

(
[H,q(t)]#

)
0
= [H0,q0(t)] = 0 et

(
[H,q(t)]#

)
1
=
1

i
{H0,q0(t)}.

En identifiant les puissances égales de h des deux cotés dans (0.2.8), on dérive les
problèmes de Cauchy suivants sur les (qj(t))j>0,

(Cj)


d

dt
qj(t) = (i[H,q(t)]#)j+1

q0(t)|t=0 = Q, qj(t)|t=0 = 0,∀ j > 1.
(0.2.9)

Au niveau du symbole principal q0(t), le fait que
(
[H,q(t)]#

)
0
= 0 implique que le

coefficient de h0 dans le développement asymptotique de i
h [H,q(t)]# coïncide avec le
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symbole sous-principal de i[H,q(t)]# qui est égal à {H0,q0(t)}. Par conséquent, (C0)
devient

d

dt
q0(t) = {H0,q0(t)}, q0(t)|t=0 = Q,

et on obtient q0(t) = Q ◦φtH0 . Les symboles qj(t), pour j > 1, s’obtiennent de la même
manière en suivant cet algorithme.

Notons qu’on peut aussi considérer une observable semi-classique Q admettant un
développement asymptotique en puissances de h, Q(x, ξ;h) ∼

∑
j>0 h

jQj(x, ξ). Dans
ce cas, on doit tenir compte de ce développement dans les données initiales en ré-
solvant les problèmes de Cauchy (0.2.9) i.e. qj(t)t=0 = Qj, j > 0.

Approximation semi-classique jusqu’au temps d’Ehrenfest

L’approximation semi-classique donnée par le théorème d’Egorov est limitée aux
évolutions en temps finis, i.e. t doit évoluer dans un intervalle borné. L’étude de sa
validité pour des temps longs dépendants du paramètre semi-classique h a fait l’objet
de nombreux travaux (voir [29] pour l’évolution en temps des états cohérents et [8, 17]
pour l’évolution des observables). Ces travaux ont été basés sur une conjecture célèbre
due au physiciens Chirikov [25] et Zaslavsky [118] qui stipule que l’approximation
semi-classique reste valable dans un intervalle de temps d’ordre log(h−1) connu comme
le temps d’Ehrenfest. Comme nous l’avons indiqué dans le paragraphe précédent, la
preuve de l’approximation (0.2.7) repose essentiellement sur le calcul symbolique h-
pseudodifférentiel et les estimations des restes dans la formule de composition. Au
niveau des symboles (le passage aux opérateurs se fait en utilisant le théorème de
Calderón-Vaillancourt, voir Théorème 1.3 dans le chapitre suivant), ces restes dépen-
dent en effet des dérivées de H et de Q ◦φtH. Donc pour estimer leurs dérivées, il faut
en particulier estimer les dérivées (en x, ξ) du flot φtH qui en général croient exponen-
tiellement en temps. L’exemple simple suivant illustre la nature logarithmique en h
du temps maximal jusqu’au quel on s’attend que l’approximation semi-classique reste
valable.

On considère l’Hamiltonien classique H(x, ξ) = x · ξ, (x, ξ) ∈ R2, et soit

φtH(x, ξ) = (etx, e−tξ), t ∈ R,

le flot Hamiltonien correspondant. Pour une observable classique Q ∈ C∞(R2n; R)

bornée ainsi que toutes ses dérivées sur R2n, le théorème d’Egorov nous dit que pour
tout t ∈ R, Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole

q(t, x, ξ;h) ∼ Q(etx, e−tξ) +
∑
j>1

hjqj(t, x, ξ).

Comme le reste q(t, x, ξ;h) −Q(etx, e−tξ) dépend des dérivées de Q(etx, e−tξ) qui
croient exponentiellement en t, alors il tend vers 0 quand h ↘ 0 seulement pour des
temps d’ordre log(h−1), i.e. pour |t| 6 Cste. log(h−1).

Dans [8], Bambusi, Graffi et Paul ont étudié le cas analytique, l’Hamiltonien H est
supposé analytique dans un voisinage complexe de l’espace des phases. Ils ont montré
des estimations sur le reste à tout ordre dans le développement asymptotique de Q(t)
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uniformes pour |t| 6 CN log(h−1), où CN > 0 est une constante qui dépend de l’ordre
N de l’approximation. Ces estimations ont été améliorées par Bouzouina et Robert [17]
dans les cas C∞ et analytiques permettant de prouver la validité de l’approximation
semi-classique jusqu’au temps (optimal) |t| < 1

2Γ log(h−1), où Γ > 0 est une constante
qui contrôle la croissance exponentielle du flot classique à l’infini. L’ingrédient princi-
pal dans la preuve de cette validité dans [17] est une estimation exponentielle uniforme
en temps du reste à tout ordre dans le développement asymptotique de Q(t) que nous
rappellerons dans le chapitre 2.

Le cas des systèmes

Dans le cas des systèmes où l’Hamiltonien H ∼
∑
j>0 h

jHj et l’observable Q ∼∑
j>0 h

jQj sont à valeurs matricielles dans Mm(C), des résultats de type Egorov ex-
istent dans la littérature dans différents contextes et sous divers hypothèses sur H.
Naturellement, la perte de commutativité induit plusieurs problèmes commençant
dès la construction d’une solution asymptotique q(t) ∼

∑
j>0 h

jqj(t) de l’équation
de Heisenberg (0.2.8). En effet, dans ce cas le symbole principal du commutateur de
Moyal [H,q(t)]# donné par le commutateur matriciel [H0,q0(t)] n’est plus forcément
nul. Donc au niveau du symbole principal, on a une équation de la forme

d

dt
q0(t) =

i

h
[H0,q0(t)] +O(h0), q0(t)|t=0 = Q0. (0.2.10)

Afin d’obtenir un algorithme permettant de construire une solution asymptotique
q(t) ∼

∑
j>0 h

jqj(t), le facteur h−1 dans le membre de droite de l’équation précédente
nous force d’assurer la commutativité entre H0 et q0(t), pour tout temps t.

Cette condition est satisfaite dans le cas où le symbole principal H0 est un multiple
scalaire de l’identité, i.e. de la forme

H0(x, ξ) = λ(x, ξ)Im, avec λ ∈ C∞(R2n, R). (0.2.11)

Ce cas a été étudié dans [18] (voir aussi [14, 70]) où un théorème d’Egorov valable en
temps fini a été établi. Le symbole sous-principal H1 joue un rôle important dans ce
cas et affecte la structure de l’approximation construite. Pour voir cela, il faut passer au
symbole sous-principal du commutateur de Moyal [H,q(t)]# qui est dans ce cas donné
par (

[H,q(t)]#
)
1
= −i{λ,q0(t)}+ [H1,q0(t)].

Par conséquent, le problème de Cauchy satisfait par q0(t) s’écrit

d

dt
q0(t) = {λ,q0(t)}+ i[H1,q0(t)], q0(t)|t=0 = Q,

et la solution est donnée par

q0(t, x, ξ) = T−1(t, x, ξ)Q(φtλ(x, ξ))T(t, x, ξ),

où φtλ : R2n → R2n est le flot Hamiltonien généré par λ et T : R×R2n →Mm(C) est
solution du système différentiel

d

dt
T(t, x, ξ) = −iH1(φ

t
λ(x, ξ))T(t, x, ξ), T(0, x, ξ) = Im.
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L’évolution en temps du symbole principal q0(t) (ou encore des symboles (qj(t))j>1)
n’est donc plus gouvernée seulement par le flot Hamiltonien φtλ mais aussi par la
fonction à valeurs matricielles T que nous allons voir dans la suite qu’elle est unitaire.

Dans le cas général où le symbole principal H0 est à valeurs matricielles, la commu-
tativité entre H0 et q0(t) à l’instant t = 0 est équivalente à ce que Q0 soit diagonale
par blocs par rapport aux projecteurs propres associés à H0, i.e.

Q0(x, ξ) =
∑̀
ν=1

Pν,0(x, ξ)Q0(x, ξ)Pν,0(x, ξ), (0.2.12)

où Pν,0 : R2n →Mm(C) est le projecteur propre associé à la valeur propre λν : R2n →
R de H0, ` ∈ {1, ...,m}. En se restreignant à des telles observables et en essayant de con-
struire une approximation semi-classique pour Q(t) (au moins au premier ordre semi-
classique), l’intuition naturelle consiste à dire que l’évolution classique dans ce cas sera
gouvernée par les flots Hamiltoniens générés par les valeurs propres (λν)16ν6` de H0
et des fonctions à valeurs matricielles qu’on note (Tν(t))16ν6` analogues à T qui sont
dues à la contribution du symbole sous-principal H1 comme nous l’avons expliqué
dans le cas particulier précédent. Ceci peut être justifié dans le cas où les valeurs pro-
pres de H0 sont uniformément disjoints de multiplicités constantes sur R2n, i.e. sous
une condition de "gap" sur ces valeurs propres qui assure leurs régularités et la régu-
larité des projecteurs propres associés. Cependant dans le cas général, on sait que les
valeurs propres de H0 ne sont pas assez régulières sur l’ensemble là où les croisements
éventuelles ont lieu et par conséquent les flots classiques correspondants ne sont pas
toujours bien définis (voir [75]).

Dans [15], Bolte et Glaser ont étudié le cas d’un Hamiltonien matriciel hermitien

H(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjHj(x, ξ) dans S(g; R2n,Mm(C))

où g : R2n → [1,+∞[ est une fonction d’ordre (voir chapitre 1), sous l’hypothèse
d’hyperbolicité suivante sur le symbole principal H0 :

(A1). H0(x, ξ) admet ` ∈ {1, ...,m} valeurs propres distinctes λ1(x, ξ) < · · · < λ`(x, ξ)
de multiplicités constantes sur R2n vérifiant la condition de "gap" suivante :

|λµ(x, ξ) − λν(x, ξ)| > ρg(x, ξ), pour 1 6 µ 6= ν 6 ` et |x|+ |ξ| > c,

avec c, ρ > 0 deux constantes indépendantes de (x, ξ). Ils ont établi un théorème
d’Egorov valable en temps finis. Un ingrédient important dans leur étude est la notion
de projecteurs semi-classiques associés à Hw(x,hDx;h) dont l’existence est assurée par
l’hypothèse (A1). Cette notion ainsi qu’une observation simple motivant la construc-
tion de ces projecteurs sera expliquée dans le chapitre 2.

Notre objectif dans la première partie de cette thèse est d’établir une approximation
semi-classique pour l’opérateur de Heisenberg Q(t) sous l’hypothèse (A1) sur H0 et
de prouver sa validité pour des temps longs d’ordre log(h−1). Notre construction est
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différente de celle établie dans [15] et a l’avantage de permettre des estimations plus
faciles sur les différentes quantités qu’on doit contrôler.

0.3 partie ii : formule de trace semi-classique pour des systèmes mi-
crohyerboliques et application à la fonction de décalage spec-
tral

Dans le cadre de la théorie spectrale et la théorie de diffusion des opérateurs h-
pseudodifférentiels auto-adjoints, deux quantités importantes définies dans deux con-
textes différents et jouant des rôles analogues sont la fonction de comptage des valeurs
propres et la fonction de décalage spectral.

Fonction de comptage des valeurs propres

On considère un opérateur h-pseudodifférentiel P(h) := pw(x,hDx;h) auto-adjoint
sur L2(Rn) de symbole réel p(x, ξ;h) = p0(x, ξ) + hp1(x, ξ) + h2p2(x, ξ) + · · · , et on
suppose que le spectre de P(h) près d’un intervalle [a,b] ⊂ R, i.e. dans [a− η,b+ η],
η > 0, est discret, consiste en une suite de valeurs propres isolées de multiplicités finies
notées µ1(h) 6 µ2(h) 6 · · · 6 µNh(h), où l’on répète chaque valeur propre suivant
sa multiplicité. Pour étudier la distribution asymptotique de ces valeurs propres, on
introduit la fonction de comptage définie par

Nh(a,b) := Card {j; µj(h) ∈ [a,b]} = tr (1[a,b](P(h))),

où 1[a,b] est la fonction indicatrice de l’intervalle [a,b]. Cette hypothèse sur le spec-
tre de P(h) est d’une façon générale satisfaite si p−10 ([a− η,b+ η]) est compact dans
R2n (voir [102, Proposition III.13]). Un exemple typique est donné par l’opérateur de
Schrödinger semi-classique

P(h) := −h2∆+ V(x), avec V ∈ C∞(Rn; R) ; V(x)→|x|→+∞ 0, et a < b < 0.

L’étude du comportement asymptotique semi-classique de Nh(a,b) associée à dif-
férents types d’opérateurs a fait l’objet de plusieurs travaux, voir par exemple [24,
61, 62, 99, 102, 70]. La fonction indicatrice 1[a,b] n’étant pas régulière, l’étude de
Nh(a,b) se fait habituellement en passant par la distribution C∞0 ([a− η,b+ η]; R) 3
f 7→ tr (f(P(h))). Comme conséquence du calcul fonctionnel h-pseudodifférentiel, la loi
de Weyl semi-classique (voir par exemple [41, ch. 8])

Nh(a,b) = (2πh)−n
( ∫∫

p−1
0 ([a,b])

dxdξ+ o(1)

)
, h↘ 0, (0.3.1)

relie le comportement asymptotique deNh(a,b) quand h↘ 0 au volume dans l’espace
des phases de l’ensemble p−10 ([a,b]) sans donner de précision sur le reste. Pour améliorer
ce reste, on cherche souvent à établir des asymptotiques de type

Nh(a,b) = (2πh)−n
∫∫
p−1
0 ([a,b])

dxdξ+O(h−n+δ), δ > 0

en étudiant le nombre des valeurs propres de P(h) dans un intervalle de longueur
O(hδ) autour des extrémités a,b, i.e. dans un intervalle de type ]τ − chδ, τ + chδ[,
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avec τ ∈ {a,b}. Une attention particulière est portée au cas δ = 1 qui à travers des
exemples simples où le calcul des valeurs propres est explicite, on sait qu’il est optimal
en général (voir par exemple [102, Remarque V.12]). En localisant par l’opérateur de
Fourier inverse semi-classique,

F−1
h θ(τ) :=

1

2πh

∫
R

e
itτ
h θ(t)dt (0.3.2)

on étudie alors le comportement asymptotique quand h↘ 0 de quantités de type

tr (f(P(h))F−1
h θ(τ− P(h))) =

1

2πh

∫
R

e
itτ
h θ(t)tr (f(P(h))e−

itP(h)
h )dt, (0.3.3)

avec f ∈ C∞0 (]τ− η, τ+ η[; R) et θ ∈ C∞0 (R; R).

Dans [24], Chazarain a étudié des opérateurs de Schrödinger P(h) := −h2∆+ V(x),
avec des potentiels V qui se comportent comme |x|2 à l’infini. L’exemple typique étant
l’oscillateur harmonique −h2∆+ |x|2. Il a établi l’asymptotique de type Weyl avec reste
optimal suivante sur le nombre Nh(−∞, τ) des valeurs propres de P(h) dans ] −∞, τ]

Nh(−∞, τ) = (2πh)−nωn

∫
{V(x)6τ}

(τ− V(x))
n
2 dx+O(h−n+1), h↘ 0,

oùωn est le volume de la boule unité sur Rn. Ce résultat a été généralisé par Helffer et
Robert [62] pour des opérateurs elliptiques puis par les mêmes auteurs [61] pour une
classe plus générale d’opérateurs h-admissibles. Sous l’hypothèse que les extrémités a
et b ne sont pas des valeurs critiques de p0, i.e. ∇x,ξp0 6= 0 sur la surface d’énergie
Στ := p−10 (τ), τ = a,b, on a l’asymptotique optimale suivante

Nh(a,b) = (2πh)−n
∫∫
p−1
0 ([a,b])

dxdξ+O(h−n+1), h↘ 0. (0.3.4)

Fonction de décalage spectral

Dans un contexte différent important dans la théorie de diffusion, on regarde P1(h) :=
P(h) comme perturbation d’un opérateur libre P0(h) et on étudie l’influence de cette
perturbation sur le spectre continu. La fonction de comptage ne peut plus être utiliser
et on doit considérer une quantité qui joue un rôle analogue pour le spectre continu.
Cette quantité est la fonction de décalage spectral habituellement abrégée en SSF (Spec-
tral Shift Function). On peut initialement la définir en supposant que la différence
P1(h) − P0(h) est de classe trace. Sous cette hypothèse, Krein [79] a montré l’existence
d’une fonction sh(τ) ∈ L1(R) vérifiant

tr
(
f(P1(h)) − f(P0(h))

)
=

∫
R

sh(τ)f
′(τ)dτ, ∀f ∈ C∞0 (R; R). (0.3.5)

La fonction sh(τ) := sh(τ;P1(h),P0(h)) est appelée fonction de décalage spectral asso-
ciée à (P1(h),P0(h)). Lorsque les spectres de P1(h) et P0(h) sont discrets, cette fonction
n’est autre que la différence entre les fonctions de comptage des valeurs propres de
P1(h) et P0(h), plus précisément,

sh(τ) = N1,h(−∞, τ) −N0,h(−∞, τ),
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où Ni,h(−∞, τ) désigne le nombre des valeurs propres de Pi(h) dans ] −∞, τ], i = 0, 1.

Dans la pratique l’hypothèse sur la différence P1(h) − P0(h) pour qu’elle soit de
classe trace est en général très restrictive et assez difficile à satisfaire. On demande
plutôt que la différence des résolvantes est de classe trace, i.e.

‖(P1(h) − z0)−q − (P0(h) − z0)
−q‖tr <∞ (0.3.6)

pour q ∈ N assez grand et z0 /∈ σ(P1(h)) ∪ σ(P0(h)), où pour simplifier on suppose
que P0(h) et P1(h) sont bornés inférieurement. Cette hypothèse permet de définir la
fonction de décalage spectral sh(τ) ∈ L1loc(R) associée à (P1(h),P0(h)) par la formule
de Lifshits-Krein (voir [117])

〈s ′h(·), f(·)〉D ′,D = −tr (f(P1(h)) − f(P0(h))), ∀ f ∈ D(R) := C∞0 (R; R). (0.3.7)

Par cette formule, sh(τ) est définie modulo une constante additive qui est en général
fixée par la condition sh(τ) = 0 pour τ� 0.

Le concept de la fonction de décalage spectral a été introduit pour la première fois au
milieu du siècle précédent par le physicien I. M. Lifshits [84, 85], puis a été développé
par M. Krein [80, 78, 79] en une théorie mathématique ayant beaucoup d’applications,
notamment dans les théories de diffusion et des résonances. Les travaux de M. Krein
sur la fonction de décalage spectral sont décrites dans [12]. On renvoie le lecteur au
livre [117] pour plus de détails sur cette théorie.

Fonction de décalage spectral pour une paire d’opérateurs de Schrödinger scalaires

Comme exemple typique de perturbation d’opérateur h-pseudodifférentiel où l’hypo-
thèse (0.3.6) est satisfaite, on considère les opérateurs de Schrödinger semi-classiques
sur L2(Rn)

P1(h) := −h2∆+ V(x), P0(h) := −h2∆ (0.3.8)

où V ∈ C∞(Rn; R) satisfaisant

∃ µ > n, |∂αxV(x)| 6 Cα〈x〉−µ−|α|, ∀α ∈Nn, ∀x ∈ Rn. (0.3.9)

Sous cette hypothèse sur V , la condition (0.3.6) est satisfaite pour tout q > n
2 (voir

Lemme 4.4.2).

Plusieurs travaux ont été consacrés à l’étude de la fonction de décalage spectral
associée à une paire d’opérateurs de Schrödinger scalaires dans différents régimes
asymptotiques; citons par exemple [105, 103, 104, 107, 6, 43, 40]. Habituellement, on
étudie deux régimes asymptotiques :

Régime haute énergie : Le paramètre semi-classique h est fixé (i.e., h = 1) et on étudie
le comportement asymptotique de s(τ) et de sa dérivée s ′(τ) quand τ→ +∞. Dans ce
régime, Robert [104] a étudié la fonction de décalage spectral associée au opérateurs

H1 := −∆+ V +W, H0 := −∆+ V ,

pour des potentiels W à décroissances polynômiales. Il a établi un développement
asymptotique complet en puissances de τ−1 pour la dérivée s ′(τ) quand τ→ +∞. Un
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résultat similaire a été obtenu dans [6] sous une hypothèse plus faible sur W incluant
par exemple les potentiels à décroissances logarithmiques.

Régime semi-classique : Dans le régime semi-classique h ↘ 0 qui sera notre principal
interêt dans cette deuxième partie, Robert et Tamura [105] ont étudié le comportement
asymptotique de la dérivée de la fonction de décalage spectral associée aux opéra-
teurs (P1(h),P0(h)) définis par (0.3.8) près des énergies τ0 > 0 non-captives pour
l’Hamiltonien classique p1(x, ξ) := ξ2+V(x), (x, ξ) ∈ R2n. On rappelle qu’une énergie
τ ∈ R est dite non-captive pour un Hamiltonien classique p ∈ C∞(R2n; R) ou pour
le flot Hamiltonien correspondant φtp si l’ensemble des trajectoires captées en τ défini
par

Cτ :=
{
(x, ξ) ∈ p−1(τ); t 7→ φtp(x, ξ) reste borné en temps

}
est vide. De manière équivalente, si

∀K b p−1(τ), ∃ TK > 0; ∀ |t| > TK, (x, ξ) ∈ K⇒ φtp(x, ξ) /∈ K.

Sous cette condition de non-capture, un développement asymptotique complet en puis-
sances de h2 au sens fort pour s ′h(τ) :

s ′h(τ) ∼ (2πh)−n
∑
j>0

γ2j(τ)h
2j, h↘ 0, (0.3.10)

uniformément près de τ0 a été prouvé. La preuve de ce résultat repose essentiellement
sur le principe d’absorption limite et l’étude du comportement asymptotique quand
h↘ 0 de l’analogue de (0.3.3)

〈s ′h(·),F−1
h θ(τ− ·)f(·)〉D ′,D = −tr

([
f(Pj(h))F

−1
h θ(τ− Pj(h))

]1
0

)
(0.3.11)

près de τ0, avec f, θ ∈ C∞0 (R; R). Ici on utilise la notation [aj]
1
0 := a1 − a0.

La méthode classique pour l’étude des comportements asymptotiques de (0.3.11)
ou encore de (0.3.3) est basée sur la construction d’une approximation de l’opérateur
d’évolution localisé Uh(t) := f(P1(h))e

− it
h P1(h) par un opérateur intégral de Fourier

(OIF) dont le noyau est obtenu par une résolution WKB de l’équation d’évolution
correspondante

(−ih∂t + P1(h))Uh(t) = 0, Uh(0) = f(P1(h)). (0.3.12)

Le comportement asymptotique de (0.3.11) et (0.3.3) quand h ↘ 0 sera alors régi par
celui des intégrales oscillantes qui résultent de cette approximation (principe de la
phase stationnaire). Il est bien connu qu’il existe un lien étroit entre ce comportement
asymptotique et les trajectoires Hamiltoniennes périodiques de p1 (voir [62], [102, ch.
5]).

Fonction de décalage spectral pour une paire d’opérateurs de Schrödinger à potentiels
matriciels

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous étudions la fonction de décalage spec-
tral associée aux opérateurs de Schrödinger semi-classiques à potentiels matriciels

P1(h) := −h2∆⊗ Im + V(x), P0(h) := −h2∆⊗ Im + V∞ (0.3.13)



14 introduction

sur L2(Rn; Cm), où Im est la matrice identité m×m et V ∈ C∞(Rn;Mm(C)) est un
potentiel matriciel hermitien qui tend vers V∞ à l’infini et satisfait l’hypothèse

∃ µ > n, ‖∂αx (V(x) − V∞) ‖m×m 6 Cα〈x〉−µ−|α|, ∀α ∈Nn,∀x ∈ Rn.

Naturellement, l’étude dans le cas matriciel est plus compliquée que celle dans le
scalaire. Lorsque les valeurs propres du potentiel V (ou plus généralement du symbole
principal de l’opérateur perturbé si l’on considère des opérateurs matriciels généraux)
sont de multiplicités constantes, i.e. en l’absence des croisements des valeurs propres,
l’étude se ramène au cas scalaire par une diagonalisation. Ceci a été fait dans [20] (voir
aussi [18, 76]) pour la fonction de décalage spectral associée à une paire d’opérateurs
de Dirac semi-classiques. Un développement asymptotique complet en puissances de
h pour la dérivée de la fonction de décalage spectral a été établi près des énergies
non-captives pour les flots Hamiltoniens générés par les valeurs propres distinctes du
symbole de l’opérateur perturbé. Dans [76], la relation entre la fonction de décalage
spectral et les résonances de l’opérateur de Dirac avec un potentiel analytique a été
étudiée.

Dans le cas matriciel général, cette réduction n’est plus possible et la méthode dépen-
dante du temps utilisée dans le cas scalaire est en général difficile à généraliser. La dif-
ficulté principale provient du fait que les croisements éventuelles des valeurs propres
rendent la résolution de l’équation d’évolution (0.3.12) difficile (ou impossible) même
pour des temps courts (voir [70, 82]).

Approche stationnaire

Dans [42], en étudiant la fonction de comptage des valeurs propres d’un système
d’opérateurs h-pseudodifférentiels auto-adjoint, Dimassi et Sjöstrand ont developpé
une méthode alternative pour l’étude du comportement asymptotique de la trace
(0.3.3). Cette méthode est stationnaire (indépendante du temps) et est basée sur le cal-
cul fonctionnel h-pseudodifférentiel par la formule de Helffer-Sjöstrand. À la fonction
f ∈ C∞0 (]τ− η, τ+ η[; R), on associe une fonction f̃ ∈ C∞0 (C) à support dans un petit
voisinage complexe arbitraire de ]τ− η, τ+ η[ vérifiant les deux propriétés suivantes :

f̃|R = f (0.3.14)

∂̄zf̃(z) :=
1

2
(∂<z + i∂=z)f̃(z) = O(|=z|∞). (0.3.15)

La fonction f̃ est appelée extension presque analytique de f (voir Définition 1.3). La
formule de Helffer-Sjöstrand (voir chapitre 1 pour plus de détails) affirme alors que
pour tout opérateur auto-adjoint H, on a

f(H) = −
1

π

∫
C

∂̄zf̃(z)(z−H)
−1L(dz), (0.3.16)

où L(dz) = dxdy est la mesure de Lebesgue sur C ∼ R2. Par cette formule, le membre
de gauche de (0.3.3) se réécrit sous la forme

tr
(
f(P(h))F−1

h θ(τ− P(h))
)
= −tr

1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h θ(τ− z)(z− P(h))−1L(dz). (0.3.17)
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L’avantage de cette nouvelle représentation réside dans le fait qu’elle relie la trace de
l’opérateur f(P(h))F−1

h θ(τ− P(h)) à la résolvante (z− P(h))−1 au lieu de l’opérateur
d’évolution e−

it
h P(h). L’idée principale dans l’étude du comportement asymptotique de

cette trace par cette nouvelle approche consiste à se ramener à la région {z ∈ C; |=z| >
hδ}, δ ∈]0, 12 [, où le calcul symbolique h-pseudodifférentiel est disponible et un résultat
classique que nous rappellerons dans le chapitre suivant assure que la résolvante (z−

P(h))−1 est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole principal (z− p0(x, ξ))−1.

Le point essentiel dans cette réduction réside dans l’étude de la contribution de
la trace de l’opérateur f(P(h))F−1

h θ(τ − P(h)) lorsque supp θ ⊂ {hδ < |t| < κ}, avec
δ ∈]0, 1] et κ > 0 fixés. Pour des systèmes microhyperboliques (voir Définition 2.1),
Dimassi et Sjöstrand [42] prouvent que cette contribution est négligeable (i.e. est un
O(h∞)) et établissent un développement asymptotique en puissances de h pour (0.3.17)
lorsque le support de θ est suffisamment proche de 0. À l’aide d’un argument Taube-
rien classique, ils obtiennent une asymptotique de type Weyl avec reste optimal pour
la fonction de comptage des valeurs propres généralisant (0.3.4) au cas des systèmes.
Nous rappellerons ce résultat dans le dernier chapitre de ce manuscrit (voir Théorème
5.1).

Concernant l’étude de la fonction de décalage spectral qui est notre principal intérêt
dans cette deuxième partie, en s’appuiyant sur cette approche stationnaire, Dimassi
et Fujiié [40] ont étudié la SSF pour des opérateurs scalaires non semi-bornés tel que
l’opérateur de Stark

S(h) := −h2∆+βx1 + V(x), V ∈ C∞(Rn; R),β > 0, x = (x1, x ′) ∈ R×Rn−1.

La situation pour la fonction de décalage spectral est différente de celle concernant la
fonction de comptage et l’étude du comportement asymptotique de (0.3.11) doit être
réalisée pour θ à support assez grand, plus précisément, pour suppθ ⊂ {κ 6 |t| 6 h−ν},
κ > 0 et ν ∈N fixés (voir chapitres 2 et 4).

Notre objectif dans la deuxième partie de cette thèse est de développer cette ap-
proche pour l’étude de la fonction de décalage spectral associée à une paire d’opérateurs
h-pseudodifférentiels matriciels. Notre application concerne la fonction de décalage
spectral associée aux opérateurs de Schrödinger à potentiels matriciels (0.3.13) mais
notre méthode reste appliquable pour des systèmes généraux sous des hypothèses
raisonnables permettant notamment de définir la fonction de décalage spectral.

0.4 organisation de la thèse

Cette thèse est organisée sur cinq chapitres :

• Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous rappellons quelques résultats connus d’analyse
semi-classique dans le cadre des systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels que nous
allons utiliser tout au long de ce manuscrit.
• Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous présentons les résultats principaux de cette

thèse et nous expliquons les idées et les techniques utilisées dans les preuves.
• Chapitre 3 : Ce chapitre contient les résultats et les preuves de la partie I de

cette thèse concernant le théorème d’Egorov semi-classique en temps longs pour des
systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels.
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• Chapitre 4 : Dans ce chapitre, on prouve les résultats de la deuxième partie de cette
thèse sur la formule de trace semi-classique pour des systèmes microhyperboliques et
l’application à l’étude de la fonction de décalage spectral.
• Chapitre 5 : Dans ce dernier chapitre, on donne une remarque et une perspec-

tive sur la fonction de comptage des valeurs propres pour des systèmes non-micro-
hyperboliques.



1
É L É M E N T S D ’ A N A LY S E S E M I - C L A S S I Q U E

Dans ce chapitre, on rappelle brièvement quelques résultats d’analyse semi-classique
dans le cadre des opérateurs de symboles à valeurs matricielles que nous allons utiliser
tout au long de cette thèse. Ces résultats sont bien connus dans le cas scalaire et sont
dans la plupart des cas directement généralisables au cas matriciel en effectuant les
modifications naturelles. Nous nous contentons d’énoncer ces résultats sans preuves
accompagnés parfois de quelques remarques et commentaires. Pour les détails et les
preuves on renvoie le lecteur au livres [41, ch. 7-9], [119, ch. 4], [102, ch. 2-3], [70, ch.
1].

Tout au long de cette thèse, h ∈]0, 1] désigne un petit paramètre appelé le paramètre
semi-classique. Soit Mm(C) l’espace des matrices carrées m ×m à coefficients com-
plexes muni de la norme ‖ · ‖m×m, où pour A ∈Mm(C),

‖A‖m×m = sup
{ω∈Cm; |w|61}

|Aω|.

On note Im la matrice identité m×m. Pour simplifier les notations, souvent on omet
l’indice m×m dans la norme.

1.1 Quantification de Weyl

Avant de définir les opérateurs h-pseudodifférentiels associés à des symboles dans
des classes générales, on commence par quantifier des fonctions dans l’espace de
Schwartz. Soit A ∈ S (R2n;Mm(C)) l’espace de Schwartz des fonctions à valeurs
dans Mm(C). La h-quantification de Weyl de A est définie par la formule : pour
u ∈ S (Rn; Cm),

Aw(x,hDx)u(x) :=
1

(2πh)n

∫∫
R2n

e
i
h (x−y)·ξA

(
x+ y

2
, ξ
)
u(y)dydξ. (1.1.1)

Cette formule définit un opérateur linéaire Aw(x,hDx) : S (Rn; Cm) → S (Rn; Cm)

appelé opérateur h-pseudodifférentiel de symbole A. L’opérateur Aw(x,hDx) est un
opérateur intégral de noyau Kh donné par

Kh(x,y) = F−1
h (A(

x+ y

2
, ·))(x− y),

où F−1
h est l’opérateur de Fourier inverse semi-classique sur Rn défini par

F−1
h ψ(x) =

1

(2πh)n

∫
Rn
e
i
hx·yψ(y)dy.

Par dualité,Aw(x,hDx) agit sur S ′(R2n;Mm(C)) l’espace des distributions tempérées
et définit un opérateur continu de S ′(Rn; Cm) dans S (Rn; Cm). On peut aussi quanti-
fier des distributions A ∈ S ′(R2n;Mm(C)) et par le théorème des noyaux de Schwartz

17
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(voir [67]), l’opérateur h-pseudodifférentiel correspondant est continu de S (Rn; Cm)

dans S ′(Rn; Cm).

La h-quantification de Weyl est un choix particulier d’une famille infinie de quantifi-
cations où le terme x+y2 dans (1.1.1) est remplacé par tx+ (1− t)y, t ∈ [0, 1]. On parle
dans ce cas de la t-quantification (voir [119]). Une propriété importante du choix t = 1

2

est celle d’associer à un symbole hermitien un opérateur symétrique, i.e. on a(
Aw(x,hDx)

)∗
= (A∗)w(x,hDx),

où A∗ est l’adjoint du symbole A. Dans la suite, nous utiliserons parfois les notations
suivantes :

Aw = Opwh (A) := A
w(x,hDx).

1.2 Calcul symbolique h-pseudodifférentiel

1.2.1 Composition dans l’espace de Schwartz

L’ensemble des opérateurs h-pseudodifférentiels associés à des symboles dans l’espace
de Schwartz est stable par le produit des opérateurs. Plus précisément, on a le résultat
suivant (voir [119, Th. 4.11, 4.12])

Théorème 1.1 Soient A et B deux symboles dans S (R2n ;Mm(C)). Il existe un symbole
noté A#B ∈ S (R2n ;Mm(C)) défini par

A#B(x , ξ) := e
ih
2 σ(Dx ,Dξ ;Dy ,Dη) (A(x , ξ)B(y , η)) |(x ,ξ)=(y ,η) (1.2.1)

tel que

Aw(x , hDx) ◦ Bw(x , hDx) = (A#B)w(x , hDx) .

De plus on a le développement asymptotique suivant en puissances de h : pour tout N ∈ N,

A#B(x , ξ) =
N∑
j=0

hj

j !

(
i

2
σ(Dx ,Dξ ;Dy ,Dη)

)j
A(x , ξ)B(y , η) |(x ,ξ)=(y ,η) + O(hN+1) ,

(1.2.2)

où les reste O(hN+1) est pris dans l’espace de Schwartz

Ici σ est la forme symplectique canonique sur R2n définie par (0.2.1). Le symbole
A#B est appelé produit de Moyal de A et B. Le développement asymptotique (1.2.2)
s’obtient en appliquant le principe de la phase stationnaire (voir par exemple [41, ch.
5]) à la forme intégrale de A#B donnée par

A#B(x , ξ) =
1

(πh)2n

∫ ∫
R2n×R2n

e−
2i
h σ(ω1 ,ω2)A((x , ξ) + ω1)B((x , ξ) + ω2)dω1dω2 .

(1.2.3)

En particulier, si les supports de A et B sont disjoints alors A#B = O(h∞). Pour
N = 1, les premiers termes du développement asymptotique (1.2.2) s’écrivent

A#B = AB +
h

2i
{A , B} + O(h2) , (1.2.4)
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où {A , B} est le crochet de Poisson de A et B défini par (0.2.4). Notons qu’en général le
crochet de Poisson de deux fonctions à valeurs matricielles n’est pas anti-symétrique,
i.e., {A , B} 6= −{B , A}, par exemple

A(x , ξ) =

(
ξ x

x −ξ

)
=⇒ {A , A}(x , ξ) =

(
0 2

−2 0

)
6= 0 . (1.2.5)

En quantifiant la relation (1.2.4), on obtient le développement suivant pour le commu-
tateur [Aw,Bw]

[Aw,Bw] =
(
[A,B]

)w
+
h

2i

(
{A,B}w − {B,A}w

)
+O(h2). (1.2.6)

En particulier, si les symboles A et B sont à valeurs scalaires, le commutateur [A,B]
s’annule et {A,B} = −{A,B}, on retrouve donc la relation habituelle du cas scalaire

[Aw,Bw] =
h

i
{A,B}w +O(h2). (1.2.7)

1.2.2 Classes admissibles de symboles

On étend maintenant le procédé de quantification de Weyl à des classes de symboles
plus générales que la classe de Schwartz. Nous allons introduire les classes S(g) et
Skδ(g), k ∈ R, δ ∈ [0, 12 ], pour une fonction d’ordre g sur R2n en suivant [41, ch. 7].

Définition 1.1 (Fonction d’ordre) Une fonction g : R2n →]0,+∞[ est appelée fonction
d’ordre s’il existe deux constantes C,N > 0 tel que

g(ρ) 6 C〈ρ− ρ ′〉Ng(ρ ′), ∀ρ, ρ ′ ∈ R2n, (1.2.8)

avec 〈ρ〉 := (1+ ρ2)
1
2 .

Les fonctions d’ordres typiques sont les fonctions constantes ou encore les fonctions
de type 〈ρ〉a, a ∈ R. On vérifie facilement que le produit de deux fonctions d’ordre est
encore une fonction d’ordre.

Pour une fonction d’ordre g sur R2n, on définit la classe de symboles à valeurs
matricielles S(g) = S(g; R2n,Mm(C)) par

S(g) :=

{
A ∈ C∞(R2n;Mm(C)); ∀γ ∈N2n,∃Cγ > 0; ∀ρ ∈ R2n : ‖∂γρA(ρ)‖ 6 Cγg(ρ)

}
.

S(g) equippé de la topologie induite par la famille des semi-normes ‖g−1∂γρA(·)‖L∞ ,
γ ∈ N2n, est un espace de Fréchet. D’une façon générale, pour k ∈ R et δ ∈ [0, 12 ], on
définit la classe de symboles Skδ(g) = S

k
δ(g; R2n,Mm(C)) par

Skδ(g) :=

{
A : R2n×]0, 1]→Mm(C); ∀h ∈]0, 1] : A(·;h) ∈ S(g) et

∀γ ∈N2n, ∃Cγ > 0 ;∀(ρ,h) ∈ R2n×]0, 1] : ‖∂γρA(ρ;h)‖ 6 Cγh−δ|γ|−kg(ρ)
}

.
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En particulier, S00(1) est la classe des symboles bornés ainsi que toutes leurs dérivées
sur R2n, uniformément par rapport à h. Le paramètre δ indique la perte en h après
dérivation. Dans la suite, lorsqu’il n’y a pas de confusion, on utilise les notations

Sk0(g) := S
k(g), S0δ(g) := Sδ(g), S00(g) := S(g).

On définit également la classe

S−∞(g) := ⋂
k60

Sk(g),

qui sera utile lorsqu’on veut travailler modulo O(h∞) au niveau des opérateurs h-
pseudodifférentiels correspondants.

Définition 1.2 (Développements asymptotiques) Soit δ ∈ [0, 12 ] et g une fonction d’ordre.
Pour A ∈ Sδ(g) et (Aj)j∈N une suite de symboles indépendants de h dans Sδ(g), on dit que
A admet le développement asymptotique

∑
j>0 h

jAj et on note

A(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjAj(x, ξ) dans Sδ(g)

si pour tout N ∈N,

h−(N+1)

(
A−

N∑
j=0

hjAj

)
∈ Sδ(g). (1.2.9)

Les symboles A0 et A1 sont respectivement appelés symbole principal et symbole sous principal
de A. L’ensemble des symboles A dans Sδ(g) admettant un développement asymptotique en
puissances de h est noté Sδ,sc(g). Ses éléments sont appelés symboles semi-classiques.

Le lemme suivant permet de donner un sens à une somme infinie de la forme∑
j>0 h

jAj en lui associant un symbole "unique" au sens des développements asymp-
totiques précédent. La preuve de ce résultat se fait en utilisant l’argument de Borel
(voir [87, Prop. 2.3.2], [119, Th. 4.15]).

Lemme 1.1 Soient (Aj)j∈N une suite de symboles indépendants de h dans Sδ(g). Il existe un
symbole A ∈ Sδ(g) (unique modulo S−∞δ (g)) tel que

A(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjAj(x, ξ) dans Sδ(g).

Passons maintenant à la quantification des symboles dans la classe Skδ(g), (k, δ) ∈
R × [0, 12 ]. La formule (1.1.1) s’étend au symboles dans Skδ(g) et pour A ∈ Skδ(g),
l’opérateur de Weyl associé

Aw(x,hDx) : S (Rn; Cm)→ S (Rn; Cm)

est continu. Par dualité, l’opérateur Aw(x,hDx) agit sur S ′(Rn; Cm) et défini un
opérateur continu de S ′(Rn; Cm) dans lui même. Lorsque le symbole A dépend de h,
on note Aw(x,hDx;h) l’opérateur h-pseudodifférentiel correspondant.
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Théorème 1.2 [41, Prop. 7.7, Th. 7.9]) Soient g1,g2 deux fonctions d’ordre sur R2n et δ ∈
[0, 12 ]. L’application

# :
S (R2n;Mm(C))×S (R2n;Mm(C)) −→ S (R2n;Mm(C))

(A,B) 7−→ A#B

où A#B est défini par (1.2.1), s’étend en une application bilinéaire continue de Sδ(g1)×Sδ(g2)
dans Sδ(g1g2) et on a

Aw(x,hDx) ◦Bw(x,hDx) = (A#B)w(x,hDx), pour A ∈ Sδ(g1),B ∈ Sδ(g2),

comme opérateur de S (Rn; Cm)→ S (Rn; Cm). De plus, si δ ∈ [0, 12 [, on a le développement
asymptotique suivant en puissances de h pour le produit de Moyal A#B :

A#B(x, ξ;h) ∼
∞∑
j=0

1

j !

(
ih

2
σ(Dx,Dξ;Dy,Dη)

)j
A(x, ξ)B(y,η)|(x,ξ)=(y,η) dans Sδ(g1g2).

(1.2.10)

Remarque 1.1 Dans le cas où A(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jAj(x, ξ) dans Sδ(g1) et B(x, ξ;h) ∼∑
j>0 h

jBj(x, ξ) dans Sδ(g2), δ ∈ [0, 12 [, sont deux symboles semi-classiques, le développement
asymptotique (1.2.10) peut être réordonner pour voir que A#B est lui aussi un symbole semi-
classique admettant un développement asymptotique en puissances de h

A#B(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hj(A#B)j(x, ξ) dans Sδ(g1g2),

où l’on peut donner explicitement le coefficient (A#B)j, j > 0, en fonctions des symboles Ak,Bl,
0 6 l,k 6 j, et leurs dérivées (voir Annexe A du chapitre 3).

Jusqu’ici les opérateurs h-pseudodifférentiels qu’on a défini agissent sur l’espace de
Scwhartz S (Rn; Cm). On rappelle le résultat important suivant qui permet d’étendre
ces opérateurs sur L2(Rn; Cm) (voir [41, Th. 7.11])

Théorème 1.3 (Calderón-Vaillancourt) Soit A ∈ Skδ(1), δ ∈ [0, 12 ], k ∈ R. L’opérateur
Aw(x,hDx;h) : L2(Rn; Cm) → L2(Rn; Cm) est borné et il existe κn ∈ N et Cn > 0 qui
dépendent uniquement de la dimension tel que

‖Aw(x,hDx;h)‖L(L2(Rn;Cm)) 6 Cnh
−k
∑

|γ|6κn

h
|γ|
2 ‖∂γ(x,ξ)A‖L∞(R2n). (1.2.11)

La preuve habituelle de ce résultat dans le cas scalaire utilisant le théorème de Cotlar-
Stein (voir [41, Lemme 7.10]) s’étend directement au cas matriciel.

Théorème 1.4 (Inversibilité) [41, p. 99-100] Soit A = A(x, ξ) ∈ S(1). On suppose que A
est elliptique, i.e. il existe C > 0 (indépendante de h) tel que

|detA(x, ξ)| > C, ∀(x, ξ) ∈ R2n.
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Alors il existe h0 ∈]0, 1] tel que pour 0 < h 6 h0,Aw(x,hDx) : L2(Rn; Cm)→ L2(Rn; Cm)

est inversible d’inverse uniformément borné. De plus, il existe B(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jBj(x, ξ)
dans S(1) tel que

(Aw(x,hDx))−1 = Bw(x,hDx;h).

En particulier, B0(x, ξ) = A(x, ξ)−1 et pour j > 1, Bj est une combinaison linéaire finie de
termes de la forme

(A(x, ξ))−1b1(x, ξ)(A(x, ξ))−1b2(x, ξ) · · ·bk(x, ξ)(A(x, ξ))−1

avec k < 2j+ 1 et les fonctions b` dépendent de A et de ses dérivées.

On termine cette section par rappeler le résultat suivant qui assure que la positivité
d’un symbole hermitien A ∈ S(1) implique la positivité de l’opérateur h-pseudodiffér-
entiel correspondant modulo O(h). Une preuve de ce résultat dans le cas matriciel
utilisant la quantification Anti-Wick est donnée dans [72, Annexe A].

Théorème 1.5 (Inégalité de Gårding semi-classique) Soit A ∈ S(1) un symbole hermi-
tien positive, i.e.

(A(x, ξ)ω,ω) > 0, ∀ω ∈ Cm,∀(x, ξ) ∈ R2n.

Il existe une constante C et h0 ∈]0, 1] tel que pour tout u ∈ L2(Rn; Cm) et 0 < h 6 h0,

〈Aw(x,hDx)u,u〉L2(Rn;Cm) > Ch‖u‖2L2(Rn;Cm).

1.3 Calcul fonctionnel h-pseudodifférentiel

1.3.1 Formule de Helffer-Sjöstrand

On sait que pour un opérateur auto-adjoint P non nécessairement borné sur un
espace de Hilbert H, le théorème spectral permet de définir f(P) pour toute fonction
réelle f continue et bornée par la formule

f(P) =

∫
R

f(λ)dEλ ,

où (Eλ)λ∈R est la famille des projecteurs spectraux associés à P. Cependant cette
formule ne donne a priori aucune information sur le caractère h-pseudodifférentiel
de f(P(h)) lorsque P(h) est un opérateur h-pseudodifférentiel et ne permet pas de
définir un cadre fonctionnel général qui permet d’étudier les propriétés spectrales
de f(P(h)). Dans [61], un calcul fonctionnel sur les opérateurs h-admissibles a été
développé par Helffer et Robert en utilisant la transformation de Mellin. Dans la
deuxième partie de cette thèse, nous utilisons la formule de Helffer-Sjöstrand qui re-
lie l’opérateur f(P(h)) à la résolvante (z − P(h))−1 de P(h) à l’aide de la notion
d’extension presque analytique.

Définition 1.3 (Extension presque analytique) Soit f ∈ C∞0 (R ; R). On appelle exten-
sion presque analytique de f toute fonction f̃ ∈ C∞0 (C) vérifiant les deux propriétés suivantes

f̃ |R = f (1.3.1)

∂f̃(z) = O( |=z |N) , ∀N ∈ N , (1.3.2)

où ∂ = ∂ z̄ := 1
2 (∂x + i∂y).
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Cette notion a été introduite par Hörmander [67, vol II]. Plusieurs façons permettant
de construire une telle extension presque analytique existent (voir par exemple [36,
Annexe C] pour une construction en utilisant le théorème de Borel). Une autre manière
simple de le faire consiste à considérer la fonction suivante

f̃(x+ iy) =
ψ(x)

2π

∫
R

ei(x+iy)ξχ(yξ)f̂(ξ)dξ, (1.3.3)

où f̂ est la transformé de Fourier de f, χ ∈ C∞0 (R) une troncature localisant près de
0 et ψ ∈ C∞0 (R) égale à 1 dans un voisinage de supp(f). La propriété (1.3.1) découle
directement de la formule d’inversion de Fourier tandis que (1.3.2) peut être vérifiée
avec un calcul direct en itérant des intégrations par parties (voir [41, ch. 8]). De la
formule (1.3.3), on voit bien que le support de f̃ peut être pris dans un petit voisinage
complexe arbitraire de supp f.

Remarque 1.1 On voit clairement qu’une extension presque analytique de f ∈ C∞0 (R; R)

n’est pas unique. Cependant, en utilisant la formule de Taylor, on vérifie facilement que si
f̃1, f̃2 ∈ C∞0 (C) sont deux extensions presque analytiques de f alors f̃1(z) − f̃2(z) = O(|=z|∞).
Théorème 1.6 (Formule de Helffer-Sjöstrand) Soit P un opérateur auto-adjoint sur un
espace de Hilbert H. Soient f ∈ C∞0 (R; R) et f̃ ∈ C∞0 (C) une extension presque analytique de
f. Alors

f(P) = −
1

π

∫
C

∂f̃(z)(z− P)−1L(dz). (1.3.4)

où L(dz) = dxdy est la mesure de Lebesgue sur C ∼ R2.

On renvoie le lecteur à [64, Prop. 7.2] et [41, Th. 8.1] pour deux preuves différentes de
cette formule.

1.3.2 Calcul fonctionnel h-pseudodifférentiel

La caractérisation suivante des opérateurs h-pseudodifférentiels est due à Beals [9]
dans sa version microlocale. Pour une preuve dans le cadre semi-classique voir [41,
Prop. 8.3].

Théorème 1.7 (Caractérisation de Beals) Soit A(h) : S (Rn; Cm) → S (Rn; Cm). Les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe un symbole A = A(x, ξ;h) ∈ S(1) tel que A(h) = Aw(x,hDx;h).

(2) Pour toute suite `1(x, ξ), ..., `N(x, ξ), N ∈ N, de formes linéaires sur R2n, l’opérateur
ad`1(x,hDx) ◦ · · · ◦ ad`N(x,hDx)A(h) ∈ L(L2(Rn; Cm)) et on a∥∥ad`1(x,hDx) ◦ · · · ◦ ad`N(x,hDx)A(h)

∥∥
L(L2(Rn;Cm))

= O(hN).

Ici on utilise la notation standard adA B pour le commutateur [A,B] = A ◦B−B ◦A.

On a le résultat suivant sur le caractère essentiellement auto-adjoint des opérateurs
h-pseudodifférentiels [41, Propo. 8.5]. Dans la suite g : R2n → [1,+∞[ désigne une
fonction d’ordre.
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Théorème 1.8 (Caractère ess. auto-adjoint) Soit A(x, ξ;h) ∈ S(g) un symbole hermitien
et on suppose que (A+ i) est elliptique dans S(g). Alors pour h > 0 assez petit, l’opérateur
(Aw(x,hDx;h) + i)−1 existe et appartient à L(L2(Rn; Cm)). De plus, Aw(x,hDx;h) :

S (Rn; Cm) → S (Rn; Cm) est essentiellement auto-adjoint sur L2(Rn; Cm) et son unique
extension auto-adjointe est obtenue en l’equippant du domaine

(Aw(x,hDx;h) + i)−1L2(Rn; Cm) ⊂ L2(Rn; Cm).

On notera par la même lettre l’unique extension auto-adjointe de Aw(x,hDx;h). Le
théorème suivant a été démontré par Helffer et Robert dans [61, Th. 4.1] en utilisant
un calcul fonctionnel par la transformation de Mellin et dans [41, Th. 8.7] en utilisant
la formule de Helffer-Sjöstrand (1.3.4).

Théorème 1.9 Soit A = A(x, ξ;h) ∈ S(g) un symbole hermitien et on suppose que (A+ i)

est elliptique. Pour tout f ∈ C∞0 (R; R), l’opérateur f(Aw(x,hDx;h)) est un opérateur h-
pseudodifférentiel de symbole appartenant à S(g−k) pour tout k ∈ N. Plus précisément, il
existe un symbole Bf ∈

⋂
k∈N S(g

−k) tel que

f(Aw(x,hDx;h)) = Bwf (x,hDx;h).

De plus, si A(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jAj(x, ξ) dans S(g) alors le symbole Bf admet un développe-
ment asymptotique en puissances de h,

Bf(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjBf,j(x, ξ) dans S(g−1).

En particulier, le symbole principal et le symbole sous-principal sont donnés par

Bf,0(x, ξ) = f(A0(x, ξ)) et Bf,1(x, ξ) = A1(x, ξ)f ′(A0(x, ξ)), ∀(x, ξ) ∈ R2n.

Proposition 1.1 [41, Prop. 8.6] SoitA(x, ξ;h) un symbole hermitien satisfaisant les hypothèses
du Théorème précédent. Pour tout z ∈ Ωδ := {z ∈ C; |=z| > hδ}, avec δ ∈]0, 12 [, la résolvante
(z−Aw(x,hDx;h))−1 est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole a ∈ Sδδ(1), i.e.,

(z−Aw(x,hDx;h))−1 = aw(x,hDx, z;h), ∀z ∈ Ωδ.

De plus, si A(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jAj(x, ξ), le symbole a admet un développement asymptotique
en puissances de h donné par

a(x, ξ, z;h) ∼
∑
j>0

hjaj(x, ξ, z) dans Sδδ(1),

uniformément pour z ∈ Ωδ, avec pour tout j ∈ N, aj(x, ξ, z) est une combinaison linéaire
finie de termes de la forme

(z−A0(x, ξ))−1B1(x, ξ, z)(z−A0(x, ξ))−1B2(x, ξ, z) · · ·Bk(x, ξ, z)(z−A0(x, ξ))−1,

avec k < 2j+ 1, Bl(·, ·, z) ∈ S(1) et holomorphe en z ∈ Ωδ.



1.4 Systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels de classe trace 25

1.4 Systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels de classe trace

Dans cette section, on rappelle brièvement quelques résultats connus sur les opéra-
teurs h-pseudodifférentiels de classe trace que nous allons utiliser dans la deuxième
partie de cette thèse. On renvoie le lecteur à [41, ch. 9-13], [102, ch. II-III] pour les
détails et les preuves.

1.4.1 Définitions et propriétés

Dans la suite, Hi, i ∈ N∗, désigne un espace de Hilbert séparable. On rappelle
que les valeurs singulières d’un opérateur compact A notées (sj(A))j>1 sont définies
comme étant les valeurs propres de l’opérateur compact auto-adjoint positive

√
AA∗

(ou encore de
√
A∗A). D’une manière générale, si on désigne par S∞(H1,H2) l’espace

des opérateurs compacts de H1 à valeurs dans H2, les espaces de Schatten-von Neu-
mann Sp(H1,H2), 1 6 p <∞, sont définis par

Sp = Sp(H1,H2) :=
{
A ∈ S∞(H1,H2); ‖A‖Sp :=

( ∞∑
j=1

sj(A)
p

) 1
p

<∞}.

Ici nous sommes intéressés uniquement par la classe S1 appelée la classe des opéra-
teurs de classe trace. On utilise la notation usuelle suivante pour la norme trace
‖ · ‖tr := ‖ · ‖S1 . L’espace (S1, ‖ · ‖tr) est un espace de Banach stable par composition
à gauche et à droite par les opérateurs bornés. Plus explicitement, Si A ∈ S1(H1,H2)
et B ∈ L(H2,H3), alors BA ∈ S1(H1,H3) et on a

‖BA‖tr 6 ‖B‖‖A‖tr.

La même propriété est vraie pour la composition à droite.

Soit A ∈ S1(H) et (ek)k>1 une base orthonormée. La somme
∑∞
k=1(Aek, ek) est

absolument convergente et ne dépend pas du choix de la base orthonormée (ek)k>1.
La trace de A est définie par

trA :=

∞∑
k=1

(Aek, ek).

Comme en dimension finie, si A ∈ S1 alors tr A est la somme de ses valeurs propres
comptées avec leurs multiplicités. Plus précisément (voir [110, ch. 3]),

Théorème 1.10 (Lidski) Soit A ∈ S1(H) et on note (λk(A))16k6N, 1 6 N 6 ∞, ses
valeurs propres chacune répétée suivant sa multiplicité (algébrique). Alors

trA =

N∑
k=1

λk(A).

Dans la remarque suivante on regroupe quelques propriétés importantes de la classe
S1 (voir [110])

Remarque 1.2 (i) Si A ∈ S∞ et B est borné tel que AB et BA sont de classe trace, alors on
a trAB = trBA.
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(ii) Pour A ∈ S1, on a |trA| 6 ‖A‖tr.

(iii) A ∈ S1 si et seulement si A∗ ∈ S1 et on a trA∗ = trA.

1.4.2 Systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels de classe trace

Contrairement au opérateurs h-pseudodifférentiels de classe Hilbert-Schmidt (i.e.
dans S2) pour lesquels on dispose d’une caractérisation précise (voir [41, Prop. 9.2]),
une telle caractérisation n’existe pas pour les opérateurs h-pseudodifférentiels de classe
trace. Le théorème suivant donne une condition suffisante pour qu’un opérateur h-
pseudodifférentiel soit de classe trace.

Théorème 1.11 [41, Th. 9.4] , [102, Th. II.53] Soit A ∈ S(1) et on suppose que

∂
γ
(x,ξ)A ∈ L

1(R2n;Mm(C)), ∀ |γ| 6 2n+ 1.

Alors Aw(x,hDx;h) : L2(Rn; Cm) → L2(Rn; Cm) est de classe trace et on a l’estimation
suivante sur sa norme trace

‖Aw(x,hDx;h)‖tr 6 Cnh
−n

∑
|γ|62n+1

‖∂γ(x,ξ)A‖L1(R2n;Mm(C)),

où Cn > 0 est une constante qui dépend uniquement de la dimension. De plus, on a

tr (Aw(x,hDx;h)) =
1

(2πh)n

∫∫
R2n

t̂r (A(x, ξ;h))dxdξ,

où t̂r désigne la trace au sens matriciel.

Théorème 1.12 [41, Théorème 9.6] Soit A(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jAj(x, ξ) dans S(g) pour une
fonction d’ordre g > 1 avec (A+ i) elliptique. Soit I ⊂ R un intervalle ouvert borné et on
suppose que pour tout 1 6 j 6 m,

lim inf
|(x,ξ)|→+∞dist

(
λj(x, ξ), I

)
> C > 0,

où λ1(x, ξ) 6 λ2(x, ξ) 6 · · · 6 λm(x, ξ) sont les valeurs propres de A0(x, ξ), (x, ξ) ∈ R2n.
Alors, pour tout f ∈ C∞0 (I; R), l’opérateur f(Aw(x,hDx;h)) est de classe trace pour h assez
petit et on a

tr (f(Aw(x,hDx;h))) ∼ (2πh)−n
+∞∑
j=0

cj(f)h
j, (1.4.1)

avec
cj(f) =

∫∫
R2n

t̂r (Bf,j(x, ξ))dxdξ,

où Bf(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jBf,j(x, ξ) est le symbole de f(Aw(x,hDx;h)) (voir Théorème 1.9).
En particulier,

c0(f) =

m∑
k=1

∫∫
R2n

f(λk(x, ξ))dxdξ.
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On termine ce chapitre par le résultat utile suivant (voir [102, Théorème II.56])

Théorème 1.13 Soit A ∈ S(1). Pour tout χ ∈ C∞0 (R2n,Mm(C)), on a

tr
(
χw(x,hDx)Aw(x,hDx;h)

)
=

1

(2πh)n

∫∫
R2n

t̂r
(
χ(x, ξ)A(x, ξ;h)

)
dxdξ.
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2.1 partie i : théorème d’egorov en temps longs pour des systèmes

d’opérateurs h-pseudodifférentiels

La première partie du présent travail de thèse est consacrée à l’étude du Théorème
d’Egorov en temps longs dans le cadre matriciel des systèmes d’opérateurs h-pseudo-
différentiels. Nous étudions l’évolution en temps dans la représentation de Heisenberg
d’une observable quantique Qw(x , hDx ; h) bornée sur L2(Rn ; Cm) associée à une
observable semi-classique Q(x , ξ ; h) ∼

∑
j>0 h

jQj(x , ξ) à valeurs matricielles m ×
m, générée par un Hamiltonien semi-classique H(x , ξ ; h) ∼

∑
j>0 h

jHj(x , ξ) hermi-
tien m × m. Notre résultat principal consiste en une approximation semi-classique de
l’opérateur

Q(t) := e
it
h H

w(x ,hDx ;h)Qw(x , hDx ; h)e−
it
h H

w(x ,hDx ;h)

en termes d’opérateurs h-pseudodifférentiels, valable pour des temps longs de type
Ehrenfest |t | < 1

4Γmax
log(h−1), sous une hypothèse de "non-croisement" sur les valeurs

propres du symbole principal H0 de H. Ici Γmax > 0 est une constante qui contrôle la
croissance exponentielle en temps des flots Hamiltoniens générées par les valeurs pro-
pres de H0 . Ce résultat est une extension des résultats prouvés dans [17] et [15] dans
les deux directions différentes suivantes :

• Dans le cas scalaire m = 1, Bouzouina et Robert [17] ont montré la validité
de l’approximation semi-classique donnée par le théorème d’Egorov jusqu’au temps

29
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d’Ehrenfest |t | < 1
2Γ log(h−1). Notre généralisation concerne le cas matriciel m > 2.

Nous rappellerons les résultats du cas scalaire dans le paragraphe suivant.

• Dans le cas matriciel m > 2, sous la même hypothèse de "non-croisement" sur les
valeurs propres de H0 que nous allons introduire dans la suite, Bolte et Glaser [15]
ont montré un théorème d’Egorov valable en temps finis |t | 6 t̄, pour tout t̄ > 0 in-
dépendant de h. Nous étendons ce résultat en montrant la validité de l’approximation
semi-classique pour des temps longs d’ordre log(h−1).

Les résultats présentés dans cette section sont issus de l’article [3] et seront prouvés
dans le chapitre 3. Dans nos preuves nous nous inspirons des techniques développées
dans [17, 15].

2.1.1 Présentation du problème

On considère un opérateur h-pseudodifférentiel Hw(x,hDx;h) de symbole semi-
classique hermitien H(x, ξ;h) ∼

∑
j>0 h

jHj(x, ξ) dans S(g; R2n,Mm(C)), où g : R2n →
[1,+∞[ est une fonction d’ordre. On suppose que H0 + i est elliptique, i.e.,

∃C > 0 ; ‖H0 + i‖ > Cg(x, ξ), ∀(x, ξ) ∈ R2n. (2.1.1)

Sous cette hypothèse, Hw(x,hDx;h) est essentiellement auto-adjoint sur L2(Rn; Cm)

pour h assez petit (voir Théorème 1.8), et par le théorème de Stone (voir par exemple
[91, p. 74]), l’opérateur d’évolution UH(t) := e−

it
hH

w(x,hDx;h) généré par l’équation de
Schrödinger correspondante (0.2.5) est défini pour tout t ∈ R.

Soit Q(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jQj(x, ξ) dans S(1; R2n,Mm(C)) et on s’intéresse à l’étude
de l’approximation semi-classique de la solution

Q(t) := UH(−t)Q
w(x,hDx;h)UH(t), t ∈ R,

de l’équation de Heisenberg

d

dt
Q(t) =

i

h

[
Hw(x,hDx;h),Q(t)

]
, Q(t)|t=0 = Q

w(x,hDx;h). (2.1.2)

Par le théorème de Calderón-Vaillancourt (Théorème 1.3), Qw(x,hDx;h) est borné sur
L2(Rn; Cm) et par conséquent Q(t) est borné sur L2(Rn; Cm), uniformément pour
t ∈ R.

2.1.2 Rappel des résultats dans le cas scalaire

Commençons par rappeler les résultats dans le cas scalaire m = 1. Soit H(x, ξ;h) ∼∑
j>0 h

jHj(x, ξ) dans S(g; R2n, R) et Q ∈ S(1; R2n, R) une observable classique (pour
simplifier).
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Approximation semi-classique en temps finis

Avant de rappeler l’énoncé du Théorème d’Egorov, on rappelle brièvement la preuve
de l’approximation d’ordre h de Q(t) qui est basée sur un calcul simple en combinant
les équations (0.2.3) et (0.2.6) et le calcul symbolique h-pseudodifférentiel.

On suppose que

∂
γ
(x,ξ)Hj ∈ L

∞(R2n; R), pour γ ∈N2n, j ∈N; |γ|+ j > 2. (2.1.3)

Pour j = 0, cette hypothèse assure en particulier l’existence du flot classique t 7→
φtH0(x, ξ) sur R, pour tout (x, ξ) ∈ R2n. On pose

q0(t, x, ξ) := Q ◦φtH0(x, ξ), t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n.

Par des arguments standards d’équations différentielles ordinaires, on vérifie facile-
ment que q0(t, ·, ·) ∈ S(1; R2n, R), uniformément pour |t| 6 t̄, pour tout t̄ > 0.

En combinant les équations (0.2.3) et (0.2.6), on obtient

∀t, s ∈ R,
d

ds
(UH(−s)q0(t− s)

wUH(s)) = UH(−s)ΛHw,q0(t−s)wUH(s) (2.1.4)

avec

ΛHw,q0(t−s)w :=
i

h
[Hw,q0(t− s)w] − {H,q0(t− s)}

w .

Par la formule de composition des opérateurs h-pseudodifférentiels (voir Chapitre 1),
l’opérateur i

h
[Hw,q0(t− s)w] est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole prin-

cipal {H0,q0(t− s)}. Donc ΛHw,q0(t−s)w s’écrit sous la forme

ΛHw,q0(t−s)w = h rwt,s(x,hDx;h) (2.1.5)

où le reste rt,s = rt,s(x, ξ;h) dépend des dérivées en (x, ξ) des symboles (Hj)j>0
et de q0(t − s). Pour t, s dans un intervalle borné, l’hypothèse (2.1.3) garantit que
rt,s ∈ S(1; R2n, R) et par conséquent le théorème de Calderón-Vaillancourt assure que
rwt,s(x,hDx;h) = OL2→L2(1). Donc (2.1.5) entraîne que ΛHw,q0(t−s)w = OL2→L2(h) et en
intégrant dans (2.1.4) en utilisant le fait que q0(t)|t=0 = Q, on obtient, uniformément
pour |t| 6 t̄,

‖Q(t) − q0(t)
w‖L(L2(Rn)) = O(h). (2.1.6)

Cette relation est un cas particulier du Théorème d’Egorov. En utilisant la règle du
développement asymptotique du produit des symboles, on sait qu’on peut donner un
développement asymptotique à tout ordre pour le commutateur de deux opérateurs h-
pseudodifférentiels. Ainsi, en itérant le raisonnement précédent, on obtient le résultat
bien connu suivant (voir [102, Théorème IV-10] pour une preuve détaillée)

Théorème 2.1 (Egorov) Soit H(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jHj(x, ξ) dans S(g; R2n; R) un Hamil-
tonien réel satisfaisant (2.1.1),(2.1.3) et Q ∈ S(1; R2n; R). Pour tout t ∈ R, l’opérateur
Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole qsca(t) ∈ S(1; R2n, R), i.e., Q(t) =
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qsca(t)
w(x,hDx;h). Le symbole qsca(t) admet un développement asymptotique en puissances

de h

qsca(t, x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjqj,sca(t, x, ξ) dans S(1; R2n, R), (2.1.7)

uniformément pour t dans tout intervalle borné avec

q0,sca(t) = Q ◦φtH0 ,

où φtH0 : R2n → R2n est le flot Hamiltonien associé au symbole principal H0 de H.

Ici nous avons introduit l’indice "sca" pour préciser que nous sommes dans le cas
scalaire. Par le théorème de Calderón-Vaillancourt, le développement asymptotique
(2.1.7) se traduit au niveau des opérateurs par l’estimation (0.2.7). Notons que le résul-
tat précédent reste valable pour une observable Q vérifiant ∂γ(x,ξ)Q ∈ L

∞(R2n; R) pour
γ ∈N2n avec |γ| > 1.

Remarque 2.1 Les symboles qj,sca(t), j > 1, sont donnés par la formule de récurrence

qj,sca(t, x, ξ) =
∑

|α|+|β|+k+p=j+1
06p6j−1

γ(α,β)
∫t
0

(
(Hk

(β)
(α))(qp,sca

(α)
(β)(s))

)(
φt−sH0

(x, ξ)
)
ds.

avec

γ(α,β) :=
i
(
(−1)|β| − (−1)|α|

)
(2i)|α|+|β|α !β !

.

Ici, pour A ∈ C∞(R2n) et α,β ∈Nn, on utilise la notation

A
(α)
(β)(x, ξ) := ∂βξ∂

α
xA(x, ξ).

Approximation semi-classique en temps d’Ehrenfest

Nous avons vu dans l’introduction que pour étudier la validité de l’approximation
semi-classique donnée par le théorème d’Egorov pour des temps longs dépendant de
h, il faut établir des estimations uniformes sur les dérivées par rapport à (x, ξ) du flot
Hamiltonien φtH0 . On pose

Γ := ‖J∇(2)
x,ξH0‖L∞(R2n),

où ∇(2)
x,ξH0 désigne la matrice Hessienne de H0 et J la matrice 2n × 2n associée à

la forme symplectique canonique (0.2.1). En procédant par récurrence en utilisant
l’équation de stabilité de Jacobi

d

dt
∇x,ξφ

t
H0

(x, ξ) = J∇(2)
x,ξH0(φ

t
H0

(x, ξ))∇x,ξφ
t
H0

(x, ξ), (2.1.8)

l’estimation suivante a été prouvée dans [17] sous l’hypothèse (2.1.3) :

∀γ ∈N2n \ {0}, ∃Cγ > 0 ; ‖∂γ(x,ξ)φ
t
H0

(x, ξ)‖ 6 Cγ exp(|γ|Γ |t|), (2.1.9)
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uniformément pour t ∈ R et (x, ξ) ∈ R2n.

Théorème 2.2 (Bouzouina-Robert [17]) Sous les hypothèses du Théorème 2.1, pour tout
j ∈N et γ ∈N2n, il existe Cγ,j > 0 tel que pour tout t ∈ R et (x, ξ) ∈ R2n, on a

|∂
γ
(x,ξ)q0,sca(t, x, ξ)| 6 Cγ,0 exp (|γ|Γ |t|) , (2.1.10)

et pour j > 1,

|∂
γ
(x,ξ)qj,sca(t, x, ξ)| 6 Cγ,j exp ((2j− 1+ |γ|)Γ |t|) . (2.1.11)

De plus, on a l’estimation suivante sur le reste à tout ordre dans le développement asymptotique
de Q(t). Pour tout N ∈N, il existe CN > 0 tel que pour tout t ∈ R, on a∥∥∥∥Q(t) −

N∑
j=0

hjqj,sca(t)
w(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn))

6 CNh
N+1(1+ |t|)N+δn exp (Γ(2N+ δn)|t|) ,

(2.1.12)

avec δn une constante qui dépend uniquement de la dimension (δn 6 5n+ 3).

Comme conséquence de cette estimation, on a le corollaire suivant concernant la
validité de l’approximation semi-classique jusqu’au temps d’Ehrenfest.

Corollaire 2.1 Sous les hypothèses du Théorème 2.1, pour tout N > 1, il existe CN > 0 tel
que pour tout ε > 0, on a∥∥∥∥Q(t) −

N∑
j=0

hjqj,sca(t)
w(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn))

6 CNh
εN+1h(

ε−1
2 )(5n+3),

uniformément pour |t| 6
1− ε

2Γ
log(h−1).

Remarque 2.1 La constante 1
2Γ est optimale en général et peut être améliorée en 2

3Γ dans
le cas où l’Hamiltonien H est classique, i.e. H = H0, plus généralement dans le cas où le
développement asymptotique en puissances de h de H est pair (voir [17]).

2.1.3 Cas d’un Hamiltonien de symbole principal scalaire

Avant d’étudier le cas général, on commence notre étude par le cas particulier d’un
Hamiltonien semi-classique H(x, ξ;h) ∼

∑
j>0 h

jHj(x, ξ) dans S(g; R2n;Mm(C)) de
symbole principal multiple scalaire de l’identité, i.e.,

H0(x, ξ) = λ(x, ξ)Im, avec λ ∈ C∞(R2n; R). (2.1.13)

Ce cas est important et est différent du cas scalaire du fait que le symbole sous-
principal matriciel H1 joue un rôle important dans l’évolution en temps comme nous
allons le voir dans la suite. Ce cas a été étudié dans [18, 14] où des théorèmes de type
Egorov valables en temps finis ont été prouvés.

Comme dans le cas scalaire, on suppose que pour tout j > 0 et γ ∈N2n,

∂
γ
(x,ξ)Hj ∈ L

∞(R2n;Mm(C)), pour |γ|+ j > 2. (2.1.14)
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Résolution asymptotique de l’équation de Heisenberg

L’hypothèse (2.1.13) nous permet de construire directement une solution asympto-
tique q(t) ∼

∑
j>0 h

jqj(t) de l’équation de Heisenberg (2.1.2) au niveau des symboles
dans l’espace des séries formelles de puissances de h. Au niveau des symboles, le
problème (2.1.2) s’écrit sous la forme

d

dt

∑
j>0

hjqj(t) ∼ i
∑
j>0

hj−1
([
H,q(t)

]
#

)
j
,

∑
j>0

hjqj(t)|t=0 ∼
∑
j>0

hjQj, (2.1.15)

où on rappelle que
[H,q(t)]# ∼

∑
j>0

hj
(
[H,q(t)]#

)
j

est le commutateur de Moyal de H,q(t) défini comme le symbole du commutateur
[Hw,Q(t)]. Pour tout j > 0, on a (voir Annexe A du Chapitre 3)

i
([
H,q(t)

]
#

)
j
=

∑
|α|+|β|+k+p=j

γ̃(α,β)
(
Hk

(β)
(α)qp(t)

(α)
(β) − (−1)|α|−|β|qp(t)

(α)
(β)Hk

(β)
(α)

)
(2.1.16)

avec γ̃(α,β) :=
i(−1)|β|

(2i)|α|+|β|α !β !
.

Pour j = 0, l’hypothèse (2.1.13) entraîne que le symbole principal de [H,q(t)]# donné
par le commutateur [H0,q0(t)] est nul. Donc, en identifiant les puissances égales de
h des deux cotés dans (2.1.15), on dérive les problèmes de Cauchy suivants sur les(
qj(t)

)
j>0

(Cj)


d

dt
qj(t) = i

(
[H,q(t)]#

)
j+1

qj(t)|t=0 = Qj.

Par l’hypothèse (2.1.13) de nouveau, le terme correspondant à p = j+ 1 dans la somme
(2.1.16) donné par le commutateur i[H0,qj+1(t)] est aussi nul. Par conséquent, (Cj)j se
réécrit sous la forme

(Cj)


d

dt
qj(t) = {λ,qj(t)}+ i[H1,qj(t)] +Bj(t)

qj(t)|t=0 = Qj,
(2.1.17)

avec

Bj(t, x, ξ) :=
∑

|α|+|β|+k+p=j+1
06p6j−1

γ̃(α,β)
(
Hk

(β)
(α)qp(t)

(α)
(β)−(−1)|α|−|β|qp(t)

(α)
(β)Hk

(β)
(α)

)
(x, ξ).

Dans l’annexe B du chapitre 3, on résout les problèmes de Cauchy de la forme (2.1.17)
et on obtient les solutions, pour tout j > 0,

qj(t, x, ξ) =T−1(t, x, ξ)
(
Qj
(
φtλ(x, ξ)

)
+

∫t
0

T−1
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
Bj
(
s,φt−sλ (x, ξ)

)
T
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
ds

)
T(t, x, ξ),

(2.1.18)
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définies pour tout t ∈ R et (x, ξ) ∈ R2n. En particulier, le symbole principal q0(t, x, ξ)
est donné par

q0(t, x, ξ) = T−1(t, x, ξ)Q0
(
φtλ(x, ξ)

)
T(t, x, ξ), t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n. (2.1.19)

Contrairement au cas scalaire, on voit que l’évolution en temps des symboles qj(t),
j > 0, n’est plus gouvernée seulement par un transport le long du flot Hamilonien
φtλ associé à λ, mais aussi par une conjugaison par la fonction à valeurs matricielles
unitaires T : R×R2n →Mm(C) solution du système

d

dt
T(t, x, ξ) = −iH1

(
φtλ(x, ξ)

)
T(t, x, ξ), T(0, x, ξ) = Im. (2.1.20)

Ceci est dû à la structure matricielle du symbole sous-principalH1. En effet, de l’équation
(2.1.17), on peut voir que si H1 est à valeurs scalaires, le commutateur [H1,qj(t)]
s’annule et on retrouve les solutions qj,sca(t) du cas scalaire (voir Remarque 3.3.1).

Approximation semi-classique en temps finis

Si l’on s’intéresse seulement à une approximation semi-classique valable en temps
finis, on est amené à estimer les dérivées (en (x, ξ)) des symboles (qj(t, x, ξ))j>0 uni-
formément en temps pour |t| 6 t̄, avec t̄ > 0 fixé (indépendant de h). Sous l’hypothèse
(2.1.14), par des arguments standards d’équations différentielles ordinaires, on peut
prouver les estimations suivantes uniformément pour (x, ξ) ∈ R2n et |t| 6 t̄,

∀γ ∈N2n \ {0}, ∃Cγ,C ′γ > 0 ; ‖∂γ(x,ξ)φ
t
λ(x, ξ)‖ 6 Cγ, ‖∂γ(x,ξ)T(t, x, ξ)‖ 6 C ′γ.

De ces estimations, on déduit que pour tout j > 0, qj(t, ·, ·) ∈ S(1; R2n,Mm(C)) uni-
formément pour |t| 6 t̄. On peut donc sommer les symboles (qj(t))j>0 en utilisant le
lemme de Borel (Lemme 1.1) et définir le symbole

q(t, x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjqj(t, x, ξ) dans S(1; R2n,Mm(C)), |t| 6 t̄, (2.1.21)

solution du problème de Heisenberg (2.1.15). Au niveau des opérateurs, par le théorème
de Calderón-Vaillancourt (Théorème 1.3), on a donc l’estimation

∀N ∈N, ∃CN > 0 ;
∥∥∥∥Q(t)−

N∑
j=0

hjqj(t)
w(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 CNh
N+1 (2.1.22)

uniformément pour |t| 6 t̄. Ainsi, on obtient une approximation semi-classique pour
Q(t) valable pour t dans n’importe quel intevalle borné. Ce résultat a été déjà établi
dans [18, Théorème 3] où seul le symbole principal q0(t) a été donné explicitement.
Par la caractérisation de Beals des opérateurs h-pseudodifférentiels (Théorème 1.7),
en utilisant l’estimation précédente, on peut montrer que pour tout t ∈ R, Q(t) est
un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole q(t) ∈ S(1; R2n,Mm(C)) donné par
(2.1.21), i.e. Q(t) = q(t)w(x,hDx;h).

Approximation semi-classique en temps d’Ehrenfest

Pour prouver la validité de l’approximation semi-classique pour des temps longs
dépendants de h, on doit établir une estimation uniforme en temps sur le reste à tout
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ordre dans le développement asymptotique de Q(t) donné par le membre de gauche
de (2.1.22). On adapte la preuve de [17]. Il s’agit dans un premier temps d’exprimer
ce reste en fonctions des restes successifs dans les formules de composition des sym-
boles (Hk)k>0 et (qj(t))j>0 (voir Lemme 3.3.9). Ces restes dépendent en particulier
des dérivées en (x, ξ) des symboles (qj(t))j>0. Donc pour les estimer, il faut estimer
ces dérivées uniformément par rapport à t ∈ R et (x, ξ) ∈ R2n. Pour les dérivées du
flot Hamiltonien φtλ, on a l’estimation (2.1.9). Sous l’hypothèse (2.1.3) (avec j = 1), on
prouve une estimation similaire sur les dérivées de la solution T du système (2.1.20)

∀γ ∈N2n \ {0}, ∃Cγ > 0 ; ‖∂γ(x,ξ)T(t, x, ξ)‖ 6 Cγ exp(|γ|Γ |t|), (2.1.23)

uniformément pour t ∈ R et (x, ξ) ∈ R2n, avec

Γ := ‖J∇(2)
x,ξλ‖L∞(R2n).

En utilisant ces estimations, on prouve

Proposition 2.1.1 [cf. Proposition 3.3.2] Sous l’hypothèse (2.1.14), pour tout γ ∈ N2n et
tout j > 0, il existe Cγ,j > 0 indépendante de t ∈ R et (x, ξ) ∈ R2n, tel que∥∥∂γ(x,ξ)q0(t, x, ξ)

∥∥ 6 Cγ,0 exp
(
|γ|Γ |t|

)
, (2.1.24)

et pour j > 1, ∥∥∂γ(x,ξ)qj(t, x, ξ)
∥∥ 6 Cγ,j exp

((
2|γ|+ 4j− 3

)
Γ |t|
)
. (2.1.25)

Notre résultat principal concernant ce cas particulier est le suivant

Théorème 2.3 [cf. Théorème 3.2.1] On suppose que (2.1.1), (2.1.13) et (2.1.14) sont satisfaites.
Pour tout N ∈N, il existe CN > 0 tel que pour tout t ∈ R,∥∥∥∥Q(t)−

N∑
j=0

hjqj(t)
w(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 CNh
N+1 exp

((
4N+ δn

)
Γ |t|
)

, (2.1.26)

où δn ∈N dépend uniquement de la dimension.

Corollaire 2.2 [cf. Corollaire 3.2.2] Sous les hypothèses du Théorème précédent, pour tout
N > 1, il existe CN > 0 tel que pour tout ε > 0, on a∥∥∥∥Q(t) −

N∑
j=0

hjqj(t)
w(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 CNh
εN+1h

(ε−1)
4 δn ,

uniformément pour |t| 6
(1− ε)

4Γ
log(h−1).

On voit bien que nos estimations sur les dérivées des symboles qj(t) pour j > 1 sont
différentes de celles du cas scalaire (voir (2.1.11)). Cela est lié à la présence des termes
T(−s,φtλ(x, ξ)) dans les symboles (qj(t))j>1, qui comme nous l’avons précisé est due
au fait que H1 est à valeurs matricielles. Nous expliquons cette différence en plus
de détails dans la remarque 3.3.8. En particulier, cela entraîne que notre estimation
exponentielle (2.1.26) sur le reste dans le développement asymptotique de Q(t) est
différente de l’estimation du cas scalaire (2.1.12) et par conséquent la constante 1

4Γ

dans le temps d’Ehrenfest est plus petite que celle du cas scalaire. Cette différence
peut être liée à nos estimations et nous ne pouvons pas affirmer l’optimalité de la
constante 1

4Γ vu qu’on ne dispose pas d’exemple qui la confirme.
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2.1.4 Le cas général

Dans le cas général, on introduit l’hypothèse suivante sur les valeurs propres de H0.
On suppose que

(A1). H0(x, ξ) admet ` ∈ {1, ...,m} valeurs propres distinctes λ1(x, ξ) < · · · < λ`(x, ξ)
de multiplicités constantes sur R2n vérifiant : ∃ ρ, c > 0 tel que

|λµ(x, ξ) − λν(x, ξ)| > ρg(x, ξ), pour 1 6 µ 6= ν 6 ` et |x|+ |ξ| > c. (2.1.27)

Cette hypothèse est identique à celle considérée dans [15]1. Elle interdit les croise-
ments entre les valeurs propres (λν(x, ξ))16ν6` de H0(x, ξ) et donc assure leurs régu-
larités et la régularité des projecteurs propres associés qu’on note (Pν,0(x, ξ))16ν6`.
De plus en utilisant la condition de gap (2.1.27), on montre que λν et Pν,0 appartien-
nent à des bonnes classes de symboles, plus précisément Pν,0 ∈ S(1; R2n,Mm(C)) et
λν ∈ S(g; R2n, R).

On suppose que pour tout j > 0 et γ ∈N2n,

∂
γ
(x,ξ)Hj ∈ L

∞(R2n;Mm(C)), pour |γ|+ j > 1. (2.1.28)

D’après (0.2.10), pour construire une solution asymptotique q(t) ∼
∑
j>0 h

jqj(t) au
problème de Heisenberg (2.1.2), il faut assurer la commutativité entre H0 et q0(t). Pour
t = 0, cette condition est équivalente à ce que Q0 soit diagonale par blocs par rapport
aux projecteurs propres (Pν,0)16ν6`, i.e.

Q0(x, ξ) =
∑̀
ν=1

Pν,0(x, ξ)Q0(x, ξ)Pν,0(x, ξ), ∀(x, ξ) ∈ R2n. (2.1.29)

Projections semi-classiques

Réduction modulo O(h)

Afin de motiver la discussion qui suit où nous allons introduire la notion des pro-
jecteurs semi-classiques associés àHw(x,hDx;h) qui sera un ingrédient important dans
notre étude, faisons la remarque suivante. Si l’on essaye de diagonaliser Q(t) en le con-
juguant par ∑̀

ν=1

Pwν,0(x,hDx) = idL2(Rn;Cm), (2.1.30)

un calcul formel donne

Q(t) =
∑̀
µ,ν=1

Pwν,0e
it
hH

w

Qwe−
it
hH

w

Pwµ,0

=
∑̀
ν=1

e
it
h P

w
ν,0H

wPwν,0Pwν,0Q
wPwν,0e

− it
h P

w
ν,0H

wPν,0 +Ot(h)

=:
∑̀
ν=1

Q
(0)
ν (t) +Ot(h), (2.1.31)

1 Une hypothèse similaire a été imposée dans [31] pour établir une propriété de type Egorov pour des
systèmes pseudodifférentiels hyperboliques.
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où le reste O(h) vient du fait que

[Pwν,0,Hw] = O(h) (2.1.32)

car [Pν,0,H0] = 0, et Pwν,0Q
wPwµ,0 = O(h) pour µ 6= ν d’après (2.1.29) et la propriété

Pwν,0P
w
µ,0 = O(h), ∀ µ 6= ν. (2.1.33)

Ici on a aussi utilisé la propriété

e
it
hH

w

Pwν,0 = e
it
h P

w
ν,0H

wPwν,0Pwν,0 +Ot(h),

qui découle du principe du Duhamel (voir Lemme 3.4.7), où le reste Ot(h) dépend
de t. Pour l’instant on ne fait pas attention à l’uniformité de ce reste par rapport à t.
Fixons ν ∈ {1, ..., `} et observons tout d’abord que le symbole principal de Pwν,0H

wPwν,0
qui est égale à Pν,0H0Pν,0 = λνPν,0 est un multiple scalaire de l’identité dans le sous
espace propre Pν,0Cm. Au niveau des symboles, le problème de Heisenberg satisfait
par Q(0)

ν (t) s’écrit

d

dt
q
(0)
ν (t) =

i

h

[
Pν,0#H#Pν,0,q(0)ν (t)

]
#, q

(0)
ν (t)|t=0 = Pν,0#Q#Pν,0. (2.1.34)

Si l’on cherche à construire une solution asymptotique q(0)ν (t) ∼
∑
j>0 h

jq
(0)
ν,j (t) pour

ce problème, le fait que Pwν,0 commute avec Q(0)
ν (t) modulo O(h) implique[

Pν,0H0Pν,0,q(0)ν,0(t)
]
= λν

[
Pν,0,q(0)ν,0(t)

]
= 0.

Par conséquent on n’a pas de problème de commutativité au niveau du symbole prin-
cipal et on peut résoudre (2.1.34) en suivant l’algorithme utilisé dans le cas précédent.

Cette réduction est utile si l’on s’intéresse seulement à une approximation deQ(t) au
premier ordre semi-classique car on voit d’après (2.1.31) qu’on ne peut pas aller au delà
d’un O(h). Pour une approximation à tout ordre, l’idée consiste alors à construire des
opérateurs h-pseudodifférentiels Pwν (x,hDx;h) de symboles principaux les projecteurs
propres Pν,0, 1 6 ν 6 `, vérifiant les propriétés (2.1.30), (2.1.32) et (2.1.33) modulo
O(h∞), i.e. modulo O(h∞) en norme L(L2(Rn; Cm)), on a

Pwν P
w
ν = Pwν = (Pwν )

∗ (2.1.35)

[Pwν ,Hw] = 0 (2.1.36)

Pwν P
w
µ = 0, ∀µ 6= ν, (2.1.37)

∑̀
ν=1

Pwν = idL2(Rn;Cm). (2.1.38)

Ces opérateurs sont appelés projecteurs semi-classiques associés àHw(x,hDx;h) d’ordre
h∞. Il existe au moins deux méthodes différentes pour la construction des ces opéra-
teurs. La première utilisée dans [18, 47] est une construction récursive qui consiste à
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résoudre les équations (2.1.35)-(2.1.38) au niveau des symboles dans l’espace des séries
formelles de puissances de h. Plus explicitement, au niveau des symboles, les équations
(2.1.35) et (2.1.36) s’écrivent sous la forme

Pν#Pν ∼ Pν ∼ P∗ν, [Pν,H]# := Pν#H−H#Pν ∼ 0. (2.1.39)

En supposant que Pν admet un développement asymptotique Pν ∼
∑
j>0 h

jPν,j puis
en identifiant les puissances égales de h dans (2.1.39) en utilisant le calcul symbolique,
on obtient des problèmes de Cauchy récursives sur les Pν,j, j > 0. Par exemple, au
niveau des symboles principaux, d’après (2.1.39), on a

P2ν,0 = Pν,0, [Pν,0,H0] = 0

ce qui implique que Pν,0 est le projecteur propre de H0 associé à λν. Une fois ces prob-
lèmes résolus, on obtient le symbole Pν en sommant les (Pν,j)j>0 en utilisant le lemme
de Borel (voir Lemme 1.1). En particulier, si Pν,j ∈ S(1; R2n,Mm(C)) alors Pν(x, ξ;h) ∼∑
j>0 h

jPν,j(x, ξ) dans S(1; R2n,Mm(C)) est unique modulo S−∞(1; R2n,Mm(C)), i.e.,
Pwν (x,hDx;h) est unique modulo O(h∞) en norme L(L2(Rn; Cm)).

La deuxième méthode due à Helffer-Sjöstrand [63] (voir aussi [93, 94]) utilise les
projecteurs de Riesz et le calcul symbolique h-pseudodifférentiel. Dans le chapitre 3,
on rappelle la construction des opérateurs Pwν (x,hDx;h) en utilisant cette deuxième
méthode qui a l’avantage de permettre des estimations plus précises sur les dérivées
des symboles Pν,j, 1 6 ν 6 `, j > 0. Nous verrons aussi qu’en suivant une idée de
Nenciu [93], on peut satisfaire la propriété (2.1.35) exactement, c-à-d. pas seulement
modulo O(h∞).

Les deux méthodes mènent alors au résultat suivant qui sera notre point de départ
dans l’étude de l’approximation semi-classique de Q(t).

Théorème 2.4 [cf. Théorème 3.2.4] Sous l’hypothèse (A1), pour tout 1 6 ν 6 `, il existe

Pν(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjPν,j(x, ξ) dans S(1; R2n;Mm(C)),

tel que Pwν (x,hDx;h) satisfait les propriétés (2.1.35)-(2.1.38) avec (2.1.35) exactement. En
particulier, Pν,0 est le projecteur propre associé à la valeur propre λν de H0.

Diagonalisation par blocs uniforme en temps

On introduit la classe Q(1) d’observables Q ∈ Ssc(1; R2n,Mm(C)) qui sont "semi-
classiquement" diagonales par blocs par rapport au projecteurs semi-classiques (Pν)16ν6`

Q(1) :=

Q(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjQj(x, ξ); Q ∼
∑̀
ν=1

Pν#Q#Pν dans S(1; R2n,Mm(C))

 .

Le symbole principal de Pν#Q#Pν étant Pν,0Q0Pν,0 donc si Q ∈ Q(1) alors en partic-
ulierQ0 est diagonale par blocs par rapport au projecteurs propres (Pν,0)16ν6`, i.e.Q0
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satisfait (2.1.29). Au niveau des opérateurs, par le théorème de Calderón-Vaillancourt,
si Q ∈ Q(1) alors modulo O(h∞) en norme L(L2(Rn; Cm)), on a

Qw =
∑̀
ν=1

PwνQ
wPwν . (2.1.40)

En procédant comme dans la réduction (2.1.31) en utilisant les propriétés (2.1.35)-
(2.1.38) et l’hypothèse Q ∈ Q(1), on obtient

Q(t) =
∑̀
ν=1

Qν(t) +Ot(h
∞), (2.1.41)

en norme L(L2(Rn; Cm)), où pour ν = 1, · · · , `,

Qν(t) := e
it
h P

w
νH

wPwν PwνQ
wPwν e

− it
h P

w
νH

wPwν , t ∈ R.

Remarque 2.2 (i) L’hypothèse Q ∈ Q(1) nous permet de négliger modulo O(h∞) les ter-
mes

Qνµ(t) := e
it
h P

w
µH

wPwµ PwµQ
wPwν e

− it
h P

w
νH

wPwν , µ 6= ν,

qui sont des opérateurs intégraux de Fourier (OIF) pour t 6= 0, i.e. elle assure que pour
µ 6= ν, Qνµ(t) = O(h∞), uniformément pour t ∈ R.

(ii) L’hypothèse Q ∈ Q(1) est en effet nécessaire pour que l’opérateur Q(t) soit un opéra-
teur h-pseudodifférentiel de symbole semi-classique dans S(1; R2n,Mm(C)). En effet,
en partant de l’équation de Heisenberg (2.1.2) satisfaite par Q(t), on peut montrer que
si Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole q(t) ∼

∑
j>0 h

jqj(t) dans
S(1; R2n;Mm(C)) alors Q(t) est diagonale par blocs par rapport au projecteurs semi-
classiques Pwν (x,hDx;h), 1 6 ν 6 `, i.e. modulo O(h∞) en norme L(L2(Rn; Cm))

uniformément pour |t| 6 t̄, on a

Q(t) =
∑̀
ν=1

PwνQ(t)Pwν .

En particulier pour t = 0, on trouve (2.1.40). Ce résultat a été montré dans [15] général-
isant un résultat similaire dans le cas d’un Hamiltonien de Dirac prouvé dans [32]. Nous
rappelons la preuve de ce résultat dans la proposition 3.5.1.

(iii) Si on veut une réduction de Q(t) d’ordre O(h), c-à-d. si on s’intéresse seulement au sym-
bole principal dans l’approximation deQ(t), l’hypothèse (2.1.29) surQ0 suffit puisqu’elle
assure que Qνµ(t) = O(h), pour µ 6= ν, uniformément pour t ∈ R.

Le reste O(h∞) dans (2.1.41) dépend de t. Puisque nous sommes intéressés par la
validité de l’approximation semi-classique pour des temps dépendant de h, il est im-
portant d’étudier son uniformité par rapport à t. On prouve l’estimation suivante uni-
formément pour t ∈ R (cf. Proposition 3.4.6) :

‖Q(t) −
∑̀
ν=1

Qν(t)‖L(L2(Rn;Cm)) = O((1+ |t|)h∞). (2.1.42)
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Résolution asymptotique de l’équation de Heisenberg

D’après l’estimation (2.1.42), le problème de construction d’une approximation semi-
classique pour Q(t) est réduit, modulo O(h∞) uniformément pour des temps longs
d’ordre h−∞, à la construction d’une approximation semi-classique pour chaque bloc
de Heisenberg Qν(t), ν ∈ {1, ..., `}.

Pour construire une solution asymptotique au problème de Heisenberg satisfait par
Qν(t) qui s’écrit au niveau des symboles sous la forme

d

dt
qν(t) =

i

h
[Pν#H#Pν,qν(t)]#, qν(t)|t=0 = Pν#Q#Pν := Qν, (2.1.43)

l’idée principale consiste à utiliser la propriété suivante

(Pwν )
jQν(t)(P

w
ν )
j = Qν(t), ∀j ∈N (2.1.44)

qui découle de la définition deQν(t) et de la propriété (2.1.35). On cherche une solution
sous la forme

qν(t) ∼ Pν#
∑
k>0

hkq̃ν,k(t)#Pν.

Conditions initiales : En utilisant (2.1.44), on construit des symboles Q̃ν,k ∈ S(1; R2n;Mm(C))

tel que
Qν ∼ Pν#

∑
k>0

hkQ̃ν,k#Pν.

Une propriété importante des Q̃ν,k réside dans le fait qu’ils sont tous portés par la
ν-ème bande, i.e., on a

Pν,0Q̃ν,kPν,0 = Q̃ν,k, ∀k > 0. (2.1.45)

En particulier,
Q̃ν,0 = Qν,0 = Pν,0Q0Pν,0.

Problèmes de Cauchy : En tenant compte de ces conditions initiales, on dérive les prob-
lèmes de Cauchy suivant sur les q̃ν,j(t)

(Cν,j)


d

dt
Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0 = {λν,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0}+ i[H̃ν,1,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0] +Kν,j−1(t)

q̃ν,j(t)|t=0 = Q̃ν,j,

où le reste Kν,j−1(t) dépend des symboles q̃ν,k(t) pour 0 6 k 6 j− 1, (avec Kν,−1(t) =

0) et H̃ν,1 est la fonction à valeurs dans Mm(C) hermitienne définie par

H̃ν,1 :=
1

2i
Pν,0
{
Pν,0,H0

}
Pν,0 − i

[
Pν,0, {λν,Pν,0}

]
+ Pν,0H1Pν,0. (2.1.46)

La résolution des problèmes de Cauchy (Cν,j)j>0 se fait par récurrence sur j. Dans
l’annexe B du chapitre 3, en utilisant la propriété (2.1.45) et une propriété analogue sur
le reste Kν,j−1(t), on prouve que si q̃ν,j(t) est solution du problème

d

dt
q̃ν,j(t) = {λν, q̃ν,j(t)}+ i[H̃ν,1, q̃ν,j(t)] +Kν,j−1(t)

q̃ν,j(t)|t=0 = Q̃ν,j,
(2.1.47)
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alors
q̃ν,j(t) = Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0, ∀t ∈ R.

D’une façon similaire au cas précédent, on résout l’équation(2.1.47) et on obtient les
solutions suivantes, pour tout j > 0,

q̃ν,j(t,x, ξ) = T−1ν (t, x, ξ)
(
Q̃ν,j

(
φtν(x, ξ)

)
+

∫t
0

T−1ν
(
− s,φtν(x, ξ)

)
Kν,j−1

(
s,φt−sν (x, ξ)

)
Tν
(
− s,φtν(x, ξ)

)
ds

)
Tν(t, x, ξ),

où Tν : R×R2n →Mm(C) (unitaire) est solution du système

d

dt
Tν(t, x, ξ) = −iH̃ν,1

(
φtν(x, ξ)

)
Tν(t, x, ξ), Tν(0, x, ξ) = Im. (2.1.48)

Nous avons ainsi construit une solution asymptotique qν(t) ∼
∑
j>0 h

jqν,j(t) au
problème de Heisenberg (2.1.43) où les symboles qν,j(t), j > 0, peuvent être calculer
explicitement en fonction des symboles q̃ν,k(t) en utilisant la formule de composition
à travers la relation

qν,j(t) =
(
Pν#

j∑
k=0

hkq̃ν,k(t)#Pν
)
j
, ∀j > 0.

En particulier, le symbole principal de Qν(t) est donné par

qν,0(t) = Pν,0q̃ν,0(t)Pν,0 = q̃ν,0(t) = T
−1
ν (t, x, ξ)

(
Pν,0Q0Pν,0

)(
φtν(x, ξ)

)
Tν(t, x, ξ).

Approximation semi-classique en temps d’Ehrenfest - Résultat principal

Le reste de l’étude se fait d’une façon similaire au cas précédent. Dans un premier
temps, on prouve des estimations uniformes sur les dérivées des symboles (qν,j(t))j>0.
Ensuite, on établit une estimation exponentielle uniforme sur le reste dans le développe-
ment asymptotique de Qν(t) en suivant la méthode de Bouzouina-Robert [17]. Le
passage à Q(t) se fait en utilisant la réduction (2.1.42). Nous présentons ces résultats
ci-dessous.

On pose
Γν := ‖J∇(2)

x,ξλν‖L∞(R2n), Γmax := max
16ν6`

Γν.

Proposition 2.1.2 [cf. Proposition 3.4.15] Soit 1 6 ν 6 `. Sous les hypothèses (A1) et (2.1.28),
pour tout γ ∈ N2n et tout j > 0, il existe Cγ,ν,j > 0 tel que pour tout t ∈ R et tout
(x, ξ) ∈ R2n, on a ∥∥∂γ(x,ξ)qν,0(t, x, ξ)

∥∥ 6 Cγ,ν,0 exp
(
|γ|Γν|t|

)
, (2.1.49)

et pour j > 1, ∥∥∂γ(x,ξ)qν,j(t, x, ξ)
∥∥ 6 Cγ,ν,j exp

((
2|γ|+ 4j− 2

)
Γν|t|

)
. (2.1.50)
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Théorème 2.5 [cf. Théorème 3.2.5] Soit H ∼
∑
j>0 h

jHj dans S(g; R2n,Mm(C)) un Hamil-
tonien semi-classique satisfaisant les hypothèses (2.1.1), (A1) et (2.1.28), et Q ∈ Q(1). Pour
tout N ∈N, il existe CN > 0 tel que pour tout t ∈ R,∥∥∥∥Q(t) −

N∑
j=0

hjqj(t)
w(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 CNh
N+1 exp

(
(4N+ δ̃n)Γmax|t|

)
,

avec δ̃n est une constante qui dépend uniquement de la dimension n. Les symboles (qj(t))j>0
sont définis par

qj(t, x, ξ) :=
∑̀
ν=1

qν,j(t, x, ξ), j > 0, t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n.

En particulier, le symbole principal est donné par

q0(t, x, ξ) =
∑̀
ν=1

T−1ν (t, x, ξ)
(
Pν,0Q0Pν,0

)(
φtν(x, ξ)

)
Tν(t, x, ξ).

Corollaire 2.3 [cf. Corollaire 3.2.6] Sous les hypothèses du Théorème précédent, pour tout
N > 1, il existe CN > 0 tel que pour tout ε > 0, on a∥∥∥∥Q(t) −

N∑
j=0

hjqj(t)
w(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 CNh
εN+1h

(ε−1)
4 δ̃n ,

uniformément pour |t| 6
(1− ε)

4Γmax
log(h−1).

Comme nous l’avons précisé dans la remarque 2.2, si l’on s’intéresse seulement au
symbole principal de Q(t), nous avons juste besoin de l’hypothèse (2.1.29) sur Q0. Plus
précisément, on a

Corollaire 2.4 [cf. Corollaire 3.2.7] Soit H un Hamiltonien semi-classique satisfaisant les hy-
pothèses du Théorème 2.5 et Q(x, ξ;h) ∼

∑
j>0 h

jQj(x, ξ) dans S(1; R2n,Mm(C)). On sup-
pose que Q0 est diagonale par blocs par rapport au projecteurs propres (Pν,0)16ν6` de H0,
i.e.,

Q0(x, ξ) =
∑̀
ν=1

Pν,0(x, ξ)Q0(x, ξ)Pν,0(x, ξ), ∀(x, ξ) ∈ R2n.

Alors il existe C > 0 tel que pour tout t ∈ R, on a l’estimation∥∥∥∥Q(t) −
(
q0(t)

)w
(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 Ch exp
(
δ̃nΓmax|t|

)
.
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2.2 partie ii : formule de trace semi-classique pour des systèmes mi-
crohyperboliques et application à la fonction de décalage spec-
tral

Dans cette section, nous présentons les résultats principaux de la deuxième par-
tie de cette thèse portant sur la formule de trace semi-classique pour des systèmes
d’opérateurs h-pseudodifférentiels microhyperboliques et une application à l’étude de
la fonction de décalage spectral pour une paire d’opérateurs de Schrödinger à poten-
tiels matriciels. Ces résultats ont fait l’objet de l’article [4] en collaboration avec Mouez
Dimassi et Setsuro Fujiié et seront prouvés dans le chapitre 4.

Tout au long de cette partie, Hm désigne l’espace des matrices m×m hermitiennes.

2.2.1 Formule de trace semi-classique pour des systèmes d’opérateurs h-pseudodifférentiels
microhyperboliques

On considère un opérateur h-pseudodifférentiel auto-adjoint Hw := Hw(x,hDx) de
symbole hermitien H ∈ S(1; R2n,Hm) et soit χ ∈ C∞0 (R2n; R). Dans ce premier para-
graphe, nous étudions le comportement asymptotique quand h ↘ 0 de la trace suiv-
ante

tr
(
χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw)
)

, τ ∈ R, (2.2.1)

avec f, θ ∈ C∞0 (R; R) et F−1
h est l’opérateur de Fourier inverse semi-classique défini par

(0.3.2). On étudie (2.2.1) près d’une énergie fixée τ0 ∈ R, i.e. pour f à support dans un
petit voisinage de τ0. On désigne par Oτ0 l’ensemble des intervalles ouverts centrés en
τ0, i.e.,

Oτ0 := {]τ0 − η, τ0 + η[,η > 0} .

La fonction χ étant à support compact sur R2n, donc l’opérateur χw est de classe trace
(de norme trace ‖χw‖tr = O(h−n), voir Théorème 1.11). Par conséquent (2.2.1) est bien
définie puisque l’opérateur f(Hw)F−1

h θ(τ−Hw) est borné par le théorème spectral.

Sous une hypothèse de microhyperbolicité sur τ0 −H sur le support de χ, on établit
un développement asymptotique complet en puissances de h de (2.2.1) lorsque le sup-
port de θ est assez proche de 0. Ce résultat est une version microlocale du résultat de
Dimassi-Sjöstrand [42] (voir aussi Ivrii [70]).

Définition 2.1 (Microhyperbolicité) On dit queH ∈ C∞(R2n;Hm) est microhyperbolique
en (x0, ξ0) ∈ R2n dans la direction T = (Tx0 , Tξ0) ∈ R2n s’il existe des constantesC0,C1,C2 >
0 tel que (

〈T ,∇x,ξH(x, ξ)〉w,w
)
> C0|w|

2 −C1|H(x, ξ)w|2, (2.2.2)

pour tout (x, ξ) tel que |(x, ξ) − (x0, ξ0)| 6 C2 et w ∈ Cm, où 〈·, ·〉 et (·, ·) désignent les
produits scalaires sur R2n et Cm respectivement, et on utilise la notation

〈T ,∇x,ξH(x, ξ)〉 = 〈Tx0 ,∂x〉H(x, ξ) + 〈Tξ0 ,∂ξ〉H(x, ξ).
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Théorème 2.6 [cf. Théorème 4.2.6] Fixons τ0 ∈ R et on suppose que τ0−H(x, ξ) est microhy-
perbolique en tout point (x, ξ) ∈ supp χ. Il existe I ∈ Oτ0 et C > 0 tel que pour f ∈ C∞0 (I; R)

et θ ∈ C∞0 (]− 1
C , 1C [; R) avec θ égale à 1 près de 0, on a le développement asymptotique suivant

en puissances de h

tr
(
χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw)
)
∼ (2πh)−nf(τ)

∑
j>0

γj(τ)h
j, h↘ 0, (2.2.3)

uniformément pour τ ∈ R.

Les coefficients γj(·) sont des fonctions C∞ en τ, indépendantes de f et θ (et dépendent
de χ). Ils peuvent être exprimer explicitement en fonction du symbole de la résolvante
(z−Hw)−1 vue comme un opérateur h-pseudodifférentiel dans la région {z ∈ C; |=z| >
hδ}, δ ∈]0, 12 [ (voir Remarque 4.2.7 et Proposition 1.1).

La preuve du Théorème 2.6 repose essentiellement sur les deux résultats suivants
et le calcul symbolique h-pseudodifférentiel. Dans un premier temps, on étudie la
contribution de (2.2.1) lorsque

supp θ ⊂ {h1−δ 6 |t| < κ}, δ ∈]0, 1], κ > 0 fixés.

Sous une hypothèse de microhyperbolicité uniforme sur τ0 −H, on prouve que cette
contribution est un O(h∞) uniformément pour τ ∈ R. Pour l’application à l’étude de la
fonction de décalage spectral, il est important de prouver ce résultat avec un opérateur
h-pseudodifférentiel général Aw := Aw(x,hDx) de symbole A ∈ S(1; R2n,Hm) au lieu
de χw. On suppose que ∂γ(x,ξ)A ∈ L

1(R2n), pour tout γ ∈ N2n ce qui garantit que
l’opérateur Aw est de classe trace de norme trace O(h−n). En particulier, pour tout
f ∈ C∞0 (R; R), Awf(Hw) est de classe trace.

Théorème 2.7 [cf. Théorème 4.2.3] Soit θ ∈ C∞0 (] ± 1
2 ,±1[; R) et κ > 0, δ ∈]0, 1] fixés.

On suppose qu’il existe T ∈ R2n tel que τ0 −H(x, ξ) est uniformément microhyperbolique
par rapport à (x, ξ) ∈ R2n dans la direction T . Alors, il existe I ∈ Oτ0 tel que pour tout
f ∈ C∞0 (I; R), on a

tr
(
Awf(Hw)F−1

h θε(τ−H
w)
)
= O(h∞), (2.2.4)

uniformément pour τ ∈ R et ε ∈ [h1−δ, κ[, avec

θε(t) := θ

(
t

ε

)
.

La notation θ ∈ C∞0 (]± 1
2 ,±1[; R) signifie que le résultat est vrai pour θ à support

dans ]12 , 1[ ou encore dans ] − 1,−12 [. D’une façon générale, ce résultat reste valable si
supp θ ⊂ R∗. L’hypothèse de microhyperbolicité uniforme signifie que τ0 −H satisfait
(2.2.2) avec C0,C1 > 0 indépendantes de τ0 et de (x, ξ) ∈ R2n.

Dans le théorème suivant, nous montrons que modulo O(h∞), seule la restriction de
H près du support de χ contribue dans la formule de trace (2.2.1) lorsque le support
de θ est suffisamment proche de 0. En d’autres termes, ce résultat nous dit qu’on peut
modifier H en dehors de supp χ, en acceptant une erreur d’ordre O(h∞) dans la trace
(2.2.1).
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Théorème 2.8 [cf. Théorème 4.2.5] Soient H0,H1 ∈ S(1; R2n,Hm) tel que H0 = H1 dans
un voisinage de supp χ. Il existe C0 > 0 assez grand tel que pour θ ∈ C∞0 (] − 1

C0
, 1C0 [; R), on

a

tr
(
χw
[
f(Hwj )F

−1
h θ(τ−Hwj )

]1
0

)
= O(h∞), (2.2.5)

uniformément pour τ ∈ R, où on utilise la notation [aj]
1
0 := a1 − a0.

2.2.2 Application à la fonction de décalage spectral pour des opérateurs de Schrödinger
à potentiels matriciels

Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction, notre application de la formule
de trace présentée dans le paragraphe précédent concerne l’étude de la fonction de
décalage spectral associée aux opérateurs de Schrödinger semi-classiques à potentiels
matriciels sur L2(Rn; Cm)

P1(h) := −h2∆⊗ Im + V(x), P0(h) := −h2∆⊗ Im + V∞ (2.2.6)

où Im est la matrice identité m×m et V ∈ C∞(Rn;Hm) est un potentiel matriciel
hermitien qui tends vers V∞ ∈ Hm à l’infini.

On suppose que

∃ µ > n ; ‖∂αx (V(x) − V∞)‖ = Oα(〈x〉−µ−|α|), ∀α ∈Nn, ∀x ∈ Rn. (2.2.7)

Cette hypothèse assure que l’opérateur f(P1(h)) − f(P0(h)) est de classe trace pour
tout f ∈ C∞0 (R; R). La fonction de décalage spectral sh(τ) associée à (P1(h),P0(h))
est définie (modulo une constante) comme une distribution par la formule de Lifshits-
Krein

〈s ′h(·), f(·)〉D ′,D = −tr
(
f(P1(h)) − f(P0(h))

)
, ∀ f ∈ D(R) := C∞0 (R; R). (2.2.8)

Quitte à effectuer une transformation unitaire, on suppose que

V∞ = diag (e1,∞, ..., em,∞), avec e1,∞ 6 e2,∞ 6 · · · 6 em,∞.

L’opérateur P0(h) est auto-adjoint sur L2(Rn; Cm) de domaine H2(Rn; Cm) l’espace
de Sobolev d’ordre 2 des fonctions à valeurs dans Cm. Son spectre coïncide avec la
demi-droite [e1,∞,+∞[. Puisque la perturbation V − V∞ est ∆-compact d’après (2.2.7),
alors P1(h) admet une unique réalisation auto-adjointe sur L2(Rn; Cm) de domaine
H2(Rn; Cm). De plus, par le critère de Weyl, le spectre essentiel de P1(h) coïncide avec
celui de P0(h). La perturbation V − V∞ peut créer des valeurs propres discrètes dans
] −∞, e1,∞[ et d’autres plongées dans l’intervalle [e1,∞, em,∞] qui est inclus dans le
spectre continu.

Asymptotique dans D ′(R)

On commence par étudier le comportement asymptotique de la dérivée s ′h(·) au sens
des distributions. On rappelle les symboles de P0(h) et P1(h) respectivement,

p0(x, ξ) := ξ2Im + V∞, p1(x, ξ) := ξ2Im + V(x), (x, ξ) ∈ R2n.
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Soient e1(x) 6 e2(x) 6 · · · 6 em(x) les valeurs propres de V(x), x ∈ Rn. Ce sont
des fonctions continues sur Rn comme étant les racines de l’équation polynomiale à
coefficients C∞

det(V(x) − λIm) =

m∑
k=0

ak(x)λ
k = 0, ak ∈ C∞(Rn; C).

Théorème 2.9 [cf. Théorème 4.2.8] Sous l’hypothèse (2.2.7), pour tout f ∈ C∞0 (R; R), il existe
une suite de nombres réels (c2j(f))j∈N tel que

〈s ′h(·), f(·)〉 ∼ (2πh)−n
∑
j>0

c2j(f)h
2j, h↘ 0, (2.2.9)

avec

c0(f) =
ωn

2

m∑
k=1

∫
Rn

∫+∞
0

[
f(ek,∞ + τ) − f(ek(x) + τ)

]
τ
n−2
2 dτdx, (2.2.10)

où ωn est le volume de la sphère unité Sn−1.

Ce résultat est une conséquence du calcul symbolique h-pseudodifférentiel. Notons
que seule l’hypothèse (2.2.7) est requise afin d’obtenir le développement asympto-
tique (2.2.9). Les coefficients cj(f) sont nuls pour j impaire car l’application h 7→
|2πh|ntr (f(P1(h)) − f(P0(h))) est paire.

Asymptotique faible

Dans le théorème suivant, sous l’hypothèse que τ0 /∈ σ(V∞) := {e1,∞, · · · , em,∞} et
τ0 − p1 est microhyperbolique en tout point de la surface d’énergie Στ0 définie par

Στ0 :=

m⋃
j=1

{
(x, ξ) ∈ R2n; ξ2 + ej(x) = τ0

}
,

on établit un développement asymptotique complet en puissances de h pour

〈s ′h(·),F−1
h θ(τ− ·)f(·)〉 = −tr

([
f(Pj(h))F

−1
h θ(τ− Pj(h))

]1
0

)
, (2.2.11)

lorsque le support de θ est suffisamment proche de 0. Ce résultat est une conséquence
du Théorème 2.6.

Théorème 2.10 [cf. Théorème 4.2.9] Soit τ0 ∈ R \ σ(V∞). On suppose que (2.2.7) est satis-
faite et que τ0 − p1(x, ξ) est microhyperbolique en tout point (x, ξ) ∈ Στ0 . Il existe I ∈ Oτ0 et
une constante C0 > 0 (assez grande) tel que pour tout f ∈ C∞0 (I; R) et θ ∈ C∞0 (]− 1

C0
, 1C0 [; R)

avec θ égale à 1 près de 0, on a

〈s ′h(·),F−1
h θ(τ− ·)f(·)〉 ∼ (2πh)−nf(τ)

∑
j>0

γ2j(τ)h
2j, h↘ 0, (2.2.12)

uniformément pour τ ∈ R. Les coefficients γ2j(·) sont des fonctions C∞ en τ, indépendantes
de f et θ. En particulier,

γ0(τ) =
ωn

2

m∑
k=1

∫
Rn

(
(τ− ek,∞)n−22+ − (τ− ek(x))

n−2
2

+

)
dx, (2.2.13)

avec τ+ := max (τ, 0).
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En utilisant la définition 2.1, on voit que l’hypothèse de microhyperbolicité sur
τ0 − p1 en tout point de Στ0 est équivalente à la condition suivante : pour x0 ∈ {x ∈
Rn; ej(x) = τ0}, j = 1, ...,m, il existe T1 ∈ Rn et C > 0 tel que

(
〈T1,∇xV(x0)〉w,w

)
>
1

C
|w|2, ∀w ∈ ker(V(x0) − τ0Im).

En particulier, si ej(x0) est une valeur propre simple de V(x0), ceci est équivalent à
∇xej(x0) 6= 0 (voir aussi Remarque 4.2.10).

Asymptotique de type Weyl avec reste optimal

Comme conséquence du Théorème précédent, on obtient l’asymptotique de Weyl
avec reste optimal suivante sur sh(·).

Théorème 2.11 [cf. Théorème 4.2.11] On suppose que le potentiel V satisfait (2.2.7) avec
V∞ = 0. Soit τ0 6= 0 tel que τ0 − p1(x, ξ) est microhyperbolique en tout point (x, ξ) ∈ Στ0 . Il
existe I ∈ Oτ0 tel que

sh(τ) = (2πh)−na0(τ) +O(h−n+1), h↘ 0, (2.2.14)

uniformément pour τ ∈ I, avec

a0(τ) =
ωn

n

m∑
k=1

∫
Rn

(
τ
n
2
+ − (τ− ek(x))

n
2
+

)
dx. (2.2.15)

Asymptotique forte

Notre résultat principal consiste en un développement asymptotique complet en
puissances de h pour la dérivée de la fonction de décalage spectral au sens fort général-
isant le résultat de Robert-Tamura [105] établi dans le cas scalaire m = 1 près des
énergies non-captives pour l’Hamiltonien classique p1 associé à P1(h) (voir (0.3.10)).
Dans le cas présent d’un potentiel matriciel V ∈ C∞(Rn;Hm), la généralisation de
cette condition de non-capture nécessite une discussion adaptée à chaque modèle de
croisement des valeurs propres considéré. Ce type de discussion a été étudiée dans
[72, 73, 45]. On utilise ici une notion alternative qui est la notion de fonction fuite.

Fixons une énergie τ0 > em,∞. On suppose qu’il existe une fonction fuite G ∈
C∞(R2n; R) associée à p1 en τ0, i.e.

∃C > 0 ; {p1,G}(x, ξ) > C, ∀(x, ξ) ∈ Στ0 , (2.2.16)

au sens des matrices hermitiennes, où {p1,G} est le crochet de Poisson de p1 et G défini
par (0.2.4).

Il est bien connu que dans le cas scalaire m = 1, cette hypothèse est équivalente à
la condition de non-capture sur l’énergie τ0. En effet, si τ0 > 0 est non-captive pour
p1, alors on peut construire une fonction fuite G ∈ C∞(R2n; R) associée à p1 en τ0
(voir par exemple [53]). Inversement, s’il existe G ∈ C∞(R2n; R) satisfaisant (2.2.16)
alors la fonction t 7→ G(φtp1(x, ξ)), où φtp1 désigne le flot Hamiltonien associé à p1, est
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strictement croissante pour tout (x, ξ) ∈ Στ0 = p−11 (τ0) chose qui empêche l’existence
de trajectoires captées à l’énergie τ0.

Théorème 2.12 [cf. Théorème 4.2.13] Soit τ0 > em,∞. Sous les hypothèses (2.2.7) et (2.2.16),
il existe I ∈ Oτ0 tel que s ′h(·) admet un développement asymptotique complet en puissances de
h donné par

s ′h(τ) ∼ (2πh)−n
∑
j>0

γ2j(τ)h
2j, h↘ 0, (2.2.17)

uniformément pour τ ∈ I. Les coefficients γ2j(τ) sont donnés par le théorème 2.10. De plus
(2.2.17) peut être dériver par rapport à τ à n’importe quel ordre.

Notons que nous n’avons introduit aucune condition sur les multiplicités des valeurs
propres du potentiel V . Le développement asymptotique (2.2.17) est valable dès que
l’hypothèse (2.2.16) sur l’existence d’une fonction fuite scalaire associée à p1 en τ0 est
satisfaite. Dans le chapitre 4, on discute cette hypothèse dans le cas de la fonction
simple G(x, ξ) = x · ξ, (x, ξ) ∈ R2n.

Remarque 2.3 L’existence d’une fonction fuite G associée à p1 en τ0 implique que τ0 − p1
est microhyperbolique en tout point (x, ξ) ∈ Στ0 dans la direction du champ Hamiltonien
XG := (∂ξG,−∂xG) correspondant à G.

2.2.3 Idées principales des preuves

Dans ce paragraphe, nous expliquons les idées principales et les techniques utilisées
dans nos preuves. Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction, nous utilisons
une approche stationnaire basée sur le calcul fonctionnel h-pseudodifférentiel par la
formule de Helffer-Sjöstrand (1.3.4). Par cette formule, les différentes quantités qu’on
étudie se ramène essentiellement à l’étude du comportement asymptotique quand h
tend vers 0 d’une intégrale de la forme

I(τ, ε;h) := −
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h θε(τ− z)K(z;h)L(dz), τ ∈ R. (2.2.18)

Ici f̃ est une extension presque analytique de f, i.e. f̃ ∈ C∞0 (C) vérifie les propriétés
(1.3.1) et (1.3.2), θ ∈ C∞0 (] − 1, 1[; R), ε > 0 est une constante qui peut dépendre du
paramètre semi-classique h et K est une fonction à valeurs complexes spécifique pour
chaque preuve (qui est en effet la trace d’un opérateur dépendant de la résolvante)
analytique sur Ũ := U ∩ {z ∈ C; =z 6= 0}, où U est un voisinage de supp f̃ et satisfait
l’estimation suivante2 uniformément pour z ∈ Ũ et h assez petit,

K(z;h) = O(h−n|=z|−2). (2.2.19)

2 Dans la suite, nous verrons que parfois K vérifie une estimation de type

K(z;h) = O(h−n|=z|−1),

uniformément pour z ∈ U. Comme on travaille toujours dans le support de f̃ qu’on peut choisir dans la
région {z ∈ C; |=z| < 1}, K vérifie aussi l’estimation (2.2.19). En d’autre termes, la puissance ici n’a pas
d’importance dans nos estimations dans la suite qui seront de l’ordre h∞.
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Avant d’expliquer les idées principales de chaque preuve, on commence par quelques
remarques générales sur l’intégrale (2.2.18).

La première observation importante consiste à voir que la définition de I(τ, ε;h) ne
dépend pas du choix particulier de l’extension presque analytique f̃ de f. Ceci est une
conséquence simple de la formule de Stokes et du fait que la différence f̃1− f̃2 de deux
extensions presque analytiques f̃1 et f̃2 de f est un O(|=z|∞) (voir Remarque 4.3.1). En
particulier, pour ψ ∈ C∞0 (R; R) tel que ψ(t) = 1 pour |t| 6 1 et ψ(t) = 0 pour |t| > 2, si
on définit

ψL(z) := ψ

(
=z

L

)
, L > 0, (2.2.20)

alors f̃ψL est une extension presque analytique de f et on a

I(τ, ε;h) = −
1

π

∫
C

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz). (2.2.21)

L’insertion de ψL avec un bon choix de L dépendant de h est très utile pour contrôler
le comportement de F−1

h θε(τ − z) lorsque h ↘ 0, qui dépend de support de θ. En
général, pour θ ∈ C∞0 (] − 1, 1[; R), on a l’estimation (voir Lemme D.0.3)

F−1
h θε(τ− z) = O

( ε
h
e
ε|=z|
h

)
. (2.2.22)

L’uniformité de nos estimations par rapport à ε sera importante dans nos preuves.
Soit M > 0 une constante fixée arbitrairement indépendante de h et on pose

ζ(h) := h log
(
1

h

)
, L = L(h) :=

Mζ(h)

ε
.

On vérifie que le domaine d’intégration dans (2.2.21) se réduit, modulo O(h∞) unifor-
mément pour τ ∈ R et 0 < ε 6 ch−ν, pour tout c > 0 et ν ∈ N fixés, à la région
{z ∈ C; |=z| > L}, i.e.

I(τ, ε;h) ≡ −
1

π

∫
{|=z|>L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz).

Ici, on utilise la notation asymptotique Ah ≡ Bh lorsque Ah − Bh = O(h∞). Cette
réduction résulte de (2.2.19), (2.2.22) et l’estimation suivante

∂̄
(
f̃ψL

)
(z) = O(h∞)ψL(z) +O

(
1

L

)
f̃(z)1[1,2]∪[−2,−1]

(
=z

L

)
. (2.2.23)

On écrit alors
I(τ, ε;h) ≡ I−(τ, ε;h) + I+(τ, ε;h),

avec

I±(τ, ε;h) := −
1

π

∫
{±=z>L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz). (2.2.24)
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2.2.3.1 Idées des preuves des résultats sur la formule de trace semi-classique

Dans cette partie nous allons expliquer les idées principales des preuves des Théorèmes
2.7, 2.8 et 2.6 respectivement.

Par la formule de Helffer-Sjöstrand (1.3.4), la trace de l’opérateurAwf(Hw)F−1
h θε(τ−

Hw) s’écrit sous la forme (2.2.18) avec

K(z;h) := tr
(
Aw(z−Hw)−1

)
.

La preuve de (2.2.4) repose sur l’étude des comportements asymptotiques de I−(τ, ε;h)
et I+(τ, ε;h) séparément.

On suppose par exemple que supp θ ⊂]12 , 1[, le cas supp θ ⊂] − 1,−12 [ se traite d’une
façon similaire. En utilisant (2.2.19), (2.2.23) et l’estimation (voir Lemme D.0.3)

F−1
h θε(τ− z) =

 O
(
ε
he

ε=z
h

)
pour =z > 0

O
(
ε
he

ε=z
2h

)
pour =z < 0,

(2.2.25)

on obtient

I−(τ, ε;h) = O

(
ε3h

M
2 −n−3 log(

1

h
)−2
)

. (2.2.26)

La constante M > 0 étant arbitraire, l’estimation précédente implique que I−(τ, ε;h) ≡
0, uniformément pour τ ∈ R et ε ∈ [h1−δ, κ[ tel que dans le théorème 2.7. En général,
cette estimation reste valable pour ε d’ordre polynomial en h.

Le point essentiel réside dans l’étude de I+(τ, ε;h). En conjuguant les opérateurs Hw

et Aw par l’opérateur unitaire

Ut := e
it
h (T2.x−T1.hDx), t ∈ R,

où T = (T1, T2) ∈ R2n est la direction de microhyperbolicité uniforme de τ0 −H, on
construit la fonction

Kt(z;h) := tr
(
Awt (z−H

w
t )

−1
)

avec
Hwt := UtH

wU−1
t = Hw(x+ tT1,hDx + tT2)

et
Awt := UtA

wU−1
t = Aw(x+ tT1,hDx + tT2).

Par la cyclicité de la trace, Kt coïncide avec K pour t réel. En passant par des extensions
presque analytiques de H et A, on l’étend pour des valeurs complexes de t en une
fonction K̃t définie sur {z ∈ C; |=z| > C0|=t|}, avec C0 > 0 une constante indépendante
de M,h et ε. De plus, K̃t(z;h) satisfait l’estimation

K̃t(z;h) = O(h−n|=z|−1),

uniformément pour |=z| > C0|=t|. Pour t0 ∈ C fixé avec =t0 = L
C0

=
Mζ(h)
εC0

, on montre
que

K̃t0(z;h) ≡ K(z;h) (2.2.27)
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uniformément dans la région {=z > L} et ε ∈ [h1−δ, κ[. Cette égalité nous permet de
remplacer, modulo O(h∞), K par K̃t0 dans l’expression de I+(τ, ε;h) pour avoir

I+(τ, ε;h) ≡ −
1

π

∫
{=z>L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K̃t0(z;h)L(dz). (2.2.28)

L’hypothèse de microhyperbolicité uniforme sur τ0−H, nous permet d’étendre la fonc-
tion z 7→ K̃t0(z;h) analytiquement à la région {=z > −cL}, pour une constante fixée
c > 0. On utilise l’inégalité de Gårding semi-classique (Théorème 1.5) pour prouver
cette extension analytique. Par conséquent, par le théorème de Cauchy, le domaine
d’intégration dans (2.2.28) peut être remplacer par {=z < −cL} et par les mêmes argu-
ments qui ont mené à (2.2.26), on obtient

I+(τ, ε;h) = O

(
ε3h

M
2 −n−3 log(

1

h
)−2
)

.

Ainsi I+(τ, ε;h) ≡ 0, uniformément pour τ ∈ R et ε ∈ [h1−δ, κ[ et on déduit (2.2.4).
Ceci achève la preuve du Théorème 2.7.

Remarque 2.4 Si on suppose qu’il existe un voisinage U de supp f̃ tel que la fonction U ∩
{=z > 0} 3 z 7→ K(z;h) s’étend en une fonction K̃(z;h) holomorphe sur UN(h) := U ∩
{=z > −Nζ(h)}, pour tout N ∈ N, et satisfait une estimation de type K̃(z;h) = O(h−d(n))

sur cette région, où d(n) dépend uniquement de la dimension, alors il sera clair de la preuve
du Théorème 2.7 que (2.2.4) reste valable pour ε ∈ [κ,h−ν[, pour tout κ > 0 et ν ∈ N

fixés. Dans notre application à l’étude de la fonction de décalage spectral, sous l’hypothèse
(2.2.16) d’existence d’une fonction fuite scalaire associée à p1 en τ0, nous allons montrer que
les conditions précédentes sur K sont satisfaites par la représentation σh de la dérivée de la SSF
définie dans (2.2.31) et ainsi montrer que la contribution de (2.2.11) pour supp θ ⊂ {κ < |t| <

h−ν}, est un O(h∞). Ce résultat sera crucial pour la preuve du développement asymptotique
au sens fort (2.2.17) de la dérivée de la SSF.

Concernant le théorème 2.8, on fixe C0 > 0 indépendant de h et par la formule de
Helffer-Sjöstrand, on écrit la trace de l’opérateur χw

[
f(Hwj )F

−1
h θ 1

C0

(τ−Hwj )
]1
0

sous la

forme (2.2.18) avec ε = 1
C0

et

K(z;h) := tr
(
χw
[
(z−Hwj )

−1
]1
0

)
= tr

(
χw(z−Hw1 )

−1(Hw1 −Hw0 )(z−H
w
0 )

−1
)

.

En utilisant le fait que dist (suppχ, supp (H1−H0)) > 0, on prouve par des estimations
de la résolvante pondérée par des poids exponentielles,

K(z;h) = O

(
h
C0M

C −n

L2

)
,

uniformément pour |=z| > L, avec C > 0 une constante indépendante de h, M et ε. En
combinant cette estimation avec le fait que F−1

h θε(τ− z) = O(h−2M−1) sur le support
de ψL, et en choisissant C0 assez grand, on obtient (2.2.5).

Le théorème 2.6 est une conséquence des Théorèmes 2.7, 2.8 et le calcul symbolique
h-pseudodifférentiel. Quitte à effectuer une partition de l’unité, on peut supposer sans
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perte de généralité que χ est à support dans un petit voisinage d’un point fixé (x0, ξ0) ∈
R2n. Comme d’après le théorème 2.8, la trace de l’opérateur χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw)

ne dépend, modulo O(h∞), que des valeurs de H près du support de χ lorsque θ est à
support suffisamment proche de 0, alors en choisissant le support de χ assez proche de
(x0, ξ0) et en utilisant le théorème C.0.1 qui assure qu’une fonction microhyperbolique
près d’un point (x0, ξ0) ∈ R2n peut être étendue en une fonction uniformément mi-
crohyperbolique sur tout R2n, on peut supposer qu’il existe I ∈ Oτ0 tel que τ−H est
uniformément microhyperbolique par rapport à τ ∈ I et (x, ξ) ∈ R2n. (Nous sommes
donc dans l’hypothèse du Théorème 2.7).

On fixe ε̃ = h1−δ0 avec δ0 ∈]0, 12 [. En représentant la différence θ−θε̃ comme somme
finie de fonctions de types θ̃ε comme dans le théorème 2.7, où ε peut prendre des
valeurs dans [ε̃, κ[, κ > 0, on obtient

tr (χwf(Hw)F−1
h θ(τ−Hw)) ≡ tr (χwf(Hw)F−1

h θε̃(τ−H
w)),

uniformément pour τ ∈ R. Cette réduction nous permet d’utiliser le calcul symbol-
ique h-pseudodifférentiel et ainsi le développement asymptotique (2.2.3) découle du
Théorème 1.11 sur la trace d’un opérateur h-pseudodifférentiel. En effet, comme dans
les paragraphes précédents, par la formule de Helffer-Sjöstrand, le terme de droite de
l’équation précédente s’écrit sous la forme (2.2.18) avec K(z;h) := tr

(
χw(z−Hw)−1

)
,

i.e.,

tr (χwf(Hw)F−1
h θ(τ−Hw)) ≡ −

1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h θε̃(τ− z)tr

(
χw(z−Hw)−1

)
L(dz).

Par des arguments similaires à ceux utilisés dans les paragraphes précédents, on vérifie
que la restriction de l’intégrale ci-dessus à la région {|=z| < hδ0} est un O(h∞) et on se
ramène donc à la région {|=z| > hδ0} où la résolvante (z −Hw)−1 est un opérateur
h-pseudodifférentiel de symbole principal (z−H(x, ξ))−1 (voir Proposition 1.1).

2.2.3.2 Idées des preuves des résultats sur la fonction de décalage spectral

Dans ce paragraphe, nous exposons les idées principales des preuves des résultats
concernant notre application à l’étude de la fonction de décalage spectral associée
aux opérateurs de Schrödinger matriciels (P1(h),P0(h)) définis par (2.2.6). Comme
dans le paragraphe précédent, le point de départ consiste à représenter 〈s ′h(·), f(·)〉 et
〈s ′h(·),F

−1
h θε(τ− ·)f(·)〉, f, θ ∈ C∞0 (R; R), sous la forme (2.2.18) à l’aide de la formule de

Helffer-Sjöstrand. En combinant cette formule avec la formule de Lifshits-Krein (2.2.8),
on obtient

〈s ′h(·), f(·)〉 =
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)K(z;h)L(dz), (2.2.29)

−〈s ′h(·),F−1
h θε(τ− ·)f(·)〉 = I(τ, ε;h), (2.2.30)

avec

K(z;h) = σh(z) := (z− z0)
qtr
([
(Pj(h) − z0)

−q(z− Pj(h))
−1
]1
0

)
(2.2.31)
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où q ∈ N assez grand (q > n
2 ) et z0 ∈ R \ σ(P1(h)) ∪ σ(P0(h)). On rappelle qu’on

utilise la notation [aj]
1
0 := a1 − a0.

Une conséquence simple de (2.2.29) et la formule de Green est la représentation
suivante de la dérivée de la fonction de décalage spectral au sens des distributions que
nous allons utiliser dans la preuve du Théorème 2.12 (cf. Lemme 4.4.4)

〈s ′h(·), f(·)〉 =
1

π
lim
s↘0

∫
R

f(τ)=σh(τ+ is)dτ, ∀f ∈ C∞0 (R; R), (2.2.32)

où =σh désigne la partie imaginaire de σh.

Le théorème 2.9 est classique et est une conséquence du calcul symbolique h-pseudo-
différentiel, en utilisant des arguments similaires à ceux exposés dans la section précé-
dente.

La preuve du Théorème 2.10 est similaire à celle du Théorème 2.6 et repose sur
l’étude du comportement asymptotique quand h ↘ 0 du membre de droite dans
(2.2.30). La différence principale réside dans le fait que la surface d’énergie Στ0 n’est
pas un compact de R2n, elle l’est seulement par rapport à ξ, i.e. Στ0 = Στ0 ∩ {|ξ| 6 R0},
pour R0 > 0 assez grand. On l’écrit sous la forme

Στ0 = (Στ0 ∩ {|x| 6 R1})∪ (Στ0 ∩ {|x| > R1}) := Σ
c
τ0,R1 ∪ Στ0,R1 ,

où R1 > 0 est une constante assez grande tel que

inf
|x|>R1

|ej(x) − τ0| > 0, ∀j ∈ {1, ...,m}. (2.2.33)

Ceci est possible car lim|x|→+∞ ej(x) = ej,∞ et τ0 /∈ {e1,∞, · · · , em,∞}. Sur le compact
Σcτ0,R1 , on applique le théorème 2.6. D’autre part, en utilisant le fait que 0 /∈ πξ (Στ0,R1),
πξ : (x, ξ) 7→ ξ, (d’après (2.2.33)) et le théorème C.0.1, on peut construire un recou-
vrement

⋃`
k=1Ok ⊃ Στ0,R1 et des symboles p̃1,1, ..., p̃1,`, tel que p̃1,k coïncide avec p1

sur Ok et τ0 − p̃1,k est uniformément microhyperbolique sur R2n dans une certaine
direction, pour tout k ∈ {1, ..., `}. Cette construction nous permet de procéder comme
dans la preuve du Théorème 2.6.

Concernant le théorème 2.11, contrairement à la fonction de comptage des valeurs
propres, l’application τ 7→ sh(τ) n’est pas monotone (au sens des distributions). Afin
d’utiliser les arguments tauberiens classiques permettant de prouver l’asymptotique
de Weyl (2.2.14) en utilisant le développement asymptotique (2.2.12), on exploite une
idée de Robert [107] qui consiste à écrire sh(τ) comme la différence s1,h(τ) − s2,h(τ)

de deux distributions monotones sj,h(τ), j = 1, 2. Pour cela, nous avons besoin de
supposer que V∞ est un multiple scalaire de l’identité Im.

Terminons à présent par les idées de la preuve de notre résultat principal, le théorème
2.12. La preuve se décompose essentiellement en deux étapes importantes. Dans la pre-
mière étape, sous l’hypothèse (2.2.16) d’existence d’une fonction fuite G ∈ C∞(R2n; R)

associée à p1 en τ0, on prouve en utilisant la méthode de distortion analytique qu’il
existe I ∈ Oτ0 tel que pour tout M > 0, la fonction

{z ∈ C; <z ∈ I, =z > 0} 3 z 7→ σh(z)
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s’étend analytiquement dans la région

ΓM :=

{
z ∈ C; <z ∈ I, =z > −Mζ(h) = −Mh log(

1

h
)

}
.

De plus, on a l’estimation suivante sur sa dérivée,

∂zσh(z) = O
(
h−nζ(h)−2

)
,

uniformément pour z ∈ ΓM et h assez petit. De ce résultat, on déduit deux con-
séquences importantes. Premièrement, comme conséquence de l’estimation précédente
et la représentation (2.2.32), on obtient

s ′′h(τ) = O
(
h−nζ(h)−2

)
, (2.2.34)

uniformément pour τ ∈ I et h assez petit. Ensuite, comme nous l’avons expliqué dans
la remarque 2.4, on déduit que la contribution de (2.2.11) pour supp θ ⊂ {κ 6 |t| 6 h−ν},
est un O(h∞). Plus explicitement, pour θ ∈ C∞0 (]± 12 ,±1[; R) et ε ∈]κ,h−ν[, avec κ > 0
et ν ∈N fixés, on a

〈s ′h(·),F−1
h θε(τ− ·)f(·)〉 ≡ 0. (2.2.35)

Dans la deuxième étape qui est l’étape finale, en utilisant les résultats précédents, on
montre que le développement asymptotique (2.2.17) découle de l’asymptotique faible
(2.2.12). En effet, soit θ ∈ C∞0 (R; R) à support suffisament proche de 0 et égale à 1 près
de 0. La différence θ− θh−ν (ν ∈ N fixé) peut être représenter comme somme finie de
fonctions de type θ̃ε satisfaisant (2.2.35) et on obtient

〈s ′h(·),F−1
h θ(τ− ·)f(·)〉 ≡ 〈s ′h(·),F−1

h θh−ν(τ− ·)f(·)〉.

Le membre de droite de l’équation précédente s’écrit par la formule de Taylor et
l’estimation (2.2.34) sous la forme

〈s ′h(·),F−1
h θh−ν(τ− ·)f(·)〉 = s ′h(·)f(τ) +O(hν+1−nζ(h)−2).

Par conséquent le développement asymptotique (2.2.17) découle de l’asymptotique
faible (2.2.12) en prenant f = 1 près de τ0. On rappelle que ν est arbitraire. Ceci
termine la preuve du Théorème 2.12.
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3.1 Introduction

Let Hw(x,hDx;h) be a self-adjoint quantum Hamiltonian in L2(Rn; Cm) associated
to a m×m hermitian matrix-valued semiclassical symbol

H(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjHj(x, ξ) in S(g; R2n,Mm(C)),

for some order function g > 1. In this chapter, we study the semiclassical time evolu-
tion of a bounded quantum observable Qw(x,hDx;h) ∈ L(L2(Rn; Cm)) with matrix-
valued semiclassical symbol Q(x, ξ;h) ∼

∑
j>0 h

jQj(x, ξ) in S(1; R2n,Mm(C)), in the
Heisenberg picture given by

Q(t) = e
it
hH

w(x,hDx;h)Qw(x,hDx;h)e−
it
hH

w(x,hDx;h), t ∈ R.
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We are interested in the semiclassical approximation of Q(t) in terms of h-pseudodiffe-
rential operators and its validity for large times of Ehrenfest type |t| 6 C log(h−1).

As recalled in the previous chapter, in the scalar case, under suitables growth as-
sumptions on H, the semiclassical Egorov theorem (see Theorem 2.1) provides a semi-
classical approximation forQ(t) in terms of h-pseudodifferential operators relating the
quantum evolution to its classical counterpart. The validity of this approximation for
large times of order log(h−1) has been proved in [17] where a uniform exponential
estimate on the remainder term at any order in the asymptotic expansion of Q(t) was
established (see Theorem 2.2).

Matrix-valued version for Egorov’s theorem has been discussed several times in the
literature ([31, 95, 18, 14, 15, 70]). Brummelhuis and Nourrigat [18] (see also [14, 70])
have studied the particular case of matrix-valued Hamiltonian with scalar principal
symbol and they proved an Egorov theorem valid for finite times. This result has been
extended to the general case by Bolte and Glaser [15] under a non-crossing assump-
tion on the eigenvalues of the principal symbol H0 (see assumption (A1) in the next
section). However, their result is again only valid for finite times. Here we require the
same assumptions as in [15] and we are mainly concerned with the validity of the
semiclassical approximation for large times of order log(h−1).

Organization of the chapter

We shall study two cases. Firstly, we consider the particular case of Hamiltonian
with scalar principal symbol, i.e. H0 is of the form

H0(x, ξ) = λ(x, ξ)Im, with λ ∈ C∞(R2n; R).

This case is different from the scalar one since as we shall see the matrix-valued
sub-principal symbol H1 plays an important role. In the first step, we construct an
asymptotic expansion in powers of h for Q(t) by solving recursively the correspond-
ing Heisenberg equation of motion. Then, since we are interested in the validity of the
semiclassical approximation for large times, we give uniform estimates on the deriva-
tives of the constructed symbols (Proposition 3.3.2). Relying on these estimates and
using a result of Bouzouina-Robert [17] which consists in an accurate estimate on the
remainder term in the composition formula of h-pseudodifferential operators (see Ap-
pendix A), we prove a uniform (in time) exponential estimate on the remainder term
at any order in the asymptotic expansion of Q(t) (Theorem 3.2.5). This estimate en-
sures the validity of the semiclassical approximation for large times of order log(h−1)
(Corollary 3.2.2). These results will be stated in subsection 3.2.1 and proved in section
3.3.

Next, we consider the general case of matrix-valued principal symbol satisfying the
non-crossing assumption : H0 admits ` ∈ {1, ...,m} distincts eigenvalues with constant
multiplicities in R2n separated according to the gap condition (3.2.8). This assump-
tion ensures the existence of the semiclassical projections associated to Hw(x,hDx;h).
More precisely, it allows us to decompose L2(Rn; Cm) into a sum of ` almost invariant
subspaces of order h∞ with respect to the time evolution generated by Hw(x,hDx;h)
(Theorem 3.2.4). For a class of observables Q that are "semiclassically" block-diagonal
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with respect to the projections into these almost invariant subspaces, we reduce the
study of Q(t) to that of a family of Heisenberg operators (Qν(t))16ν6` satisfying nice
properties in relation with these projections. The main property of this reduction lies in
the fact that it is uniform modulo O(h∞) up to times of order h−k for all k ∈N, which
in particular cover Ehrenfest type times. Using the symbolic calculus, we construct
an asymptotic expansion in powers of h for each Qν(t) by solving the corresponding
Heisenberg equation. This leads to an asymptotic expansion in powers of h forQ(t). As
in the previous case, relying on uniform estimates on the derivatives of the constructed
symbols, and using the method of [17], we prove a uniform exponential estimate on
the remainder term at any order in the asymptotic expansion of Q(t) ensuring the
validity of the semiclassical approximation for large times of order log(h−1) (Theorem
3.2.5 and Corollary 3.2.6). These results are stated in subsection 3.2.2 and proved in
section 3.4.

Notations

Let us fix some notations that we shall use throughout this chapter. For a smooth
matrix-valued function A ∈ C∞(R2n;Mm(C)), we introduce the notation

A
(α)
(β)(x, ξ) := ∂βξ∂

α
xA(x, ξ), ∀α,β ∈Nn.

In this chapter, three types of commutators appear : for P,Q two matrix-valued func-
tions in some suitable class of symbols, [P,Q] = PQ−QP is the usual matrix commu-
tator. We use the same notation for the standard operators commutator [Pw,Qw] :=
PwQw −QwPw. Finally, the symbol of [Pw,Qw] will be denoted [P,Q]# := P#Q−Q#P
and called the Moyal commutator of P and Q.

The following notion of Moyal bracket will play an important role throughout this
chapter. See Appendix A for more details.

Definition 3.1.1 (Moyal bracket) For P andQ two matrix-valued symbols in suitable classes
of symbols, the Moyal bracket of P,Q denoted {P,Q}∗ is defined as the Weyl symbol of the oper-
ator i

h [P
w,Qw]. In the following, when {P,Q}∗ admits an asymptotic expansion in powers of

h, the j-th term, i.e. the coefficient of hj, will be denoted {P,Q}∗j .

We recall that our convention for the Poisson bracket of matrix-valued functions A,B ∈
C∞(R2n;Mm(C)) is

{A,B} := ∂ξA · ∂xB− ∂xA · ∂ξB.

Notice that in general {A,B} 6= −{B,A} (see (1.2.5)). Finally, in what follows g : R2n →
[1,+∞[ denotes an order function.
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3.2 Assumptions and statements of the main results

Let H(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jHj(x, ξ) in S(g) be a m×m semiclassical Hamiltonian. To
simplify the presentation and without any loss of generality, we suppose thatH(x, ξ;h) =
H0(x, ξ) + hH1(x, ξ). We assume that

(A0). H0 and H1 are hermitian-valued and (H0 + i) is elliptic, i.e. there exists a
constant C > 0 such that

‖H0(x, ξ) + i‖ > Cg(x, ξ), ∀(x, ξ) ∈ R2n.

Under this assumption, for h small enough, Hw := Hw(x,hDx;h) is essentially
self-adjoint in L2(Rn; Cm) with domain (Hw + i)−1L2(Rn; Cm)(see Theorem 1.8). By
Stone’s theorem (see e.g. [91, p. 74]), the corresponding Schrödinger equation (0.2.5)
generates a one parameter group of unitary operators UH(t) := e−

it
hH

w
defined for all

t ∈ R.

Let Q(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jQj(x, ξ) in S(1) be a m×m semiclassical observable and we
consider the time evolution of Qw(x,hDx;h) in the Heisenberg picture given by

Q(t) := UH(−t)Q
w(x,hDx;h)UH(t), t ∈ R.

By the Calderón-Vaillancourt theorem (Theorem 1.3), Qw(x,hDx;h) is bounded on
L2(Rn; Cm) and then Q(t) is uniformly bounded on L2(Rn; Cm) with respect to t ∈ R.
Moreover, Q(t) satisfies the following Heisenberg equation of motion

d

dt
Q(t) =

i

h

[
Hw(x,hDx;h),Q(t)

]
, Q(t)|t=0 = Q

w(x,hDx;h). (3.2.1)

The first step in the semiclassical approximation of Q(t) consists in the construction
of an asymptotic expansion in powers of h for Q(t) by solving the following Cauchy
problems arising from (3.2.1) if one assumes that Q(t) admits a Weyl symbol q(t) ∼∑
j>0 h

jqj(t)

(Cj)


d

dt
qj(t) = {H,q(t)}∗j

qj(t)|t=0 = Qj.
(3.2.2)

For j = 0, the factor h−1 forces us to ensure the following commutativity property

[H0,q0(t)] = 0, ∀t ∈ R, (3.2.3)

which for t = 0 is equivalent to a block-diagonal form of Q0 with respect to the
eigenprojectors of H0. However, if one restricts to such observable, nothing ensures
that this block-diagonal form will be respected by the time evolution.

3.2.1 Hamiltonian with scalar principal symbol

We begin with a particular but an important case where the principal symbol H0 is
a scalar multiple of the identity, that is

(A1’). H0(x, ξ) = λ(x, ξ)Im, for a scalar real-valued symbol λ.

This case allows us to understand the contribution of the sub-principal symbol H1 in
the time evolution. It will be clear from Theorem 3.2.1 below that this case is different
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from the scalar one studied by Bouzouina-Robert [17]. In particular, this case cannot
be deduced from the results of [17].

We assume that

(A2’). For all γ ∈N2n and j ∈ {0, 1},

∂
γ
(x,ξ)Hj ∈ L

∞(R2n), for |γ|+ j > 2.

Let φtλ be the Hamiltonian flow generated by λ. Under the above assumption, the cor-
responding vector field Xλ := (∂ξλ,−∂xλ) grows at most linearly at infinity. Therefore
a trajectory φtλ(x, ξ) cannot blow up at finite times so that, for all (x, ξ) ∈ R2n, φtλ(x, ξ)
exists for all t ∈ R.

Put

Γ :=
∥∥J∇(2)

(x,ξ)λ(x, ξ)
∥∥
L∞(R2n)

, (3.2.4)

where ∇(2)
(x,ξ)λ is the Hessian matrix of λ and J is the (2n× 2n) matrix associated to the

canonical symplectic form on R2n (see (0.2.1)).

Theorem 3.2.1 Assume (A0), (A1’) and (A2’), and let Q ∈ Ssc(1). There exists a sequence of
m×m matrix-valued h-pseudodifferential operators

(
(qj(t))

w(x,hDx)
)
j>0 such that for all

N ∈N, there exists CN > 0 such that for all t ∈ R, the following estimate holds∥∥∥∥Q(t)−

N∑
j=0

hj
(
qj(t)

)w
(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 CNh
N+1 exp

((
4N+ δn

)
Γ |t|
)

, (3.2.5)

where δn is an integer depending only on the dimension n. The symbols qj(t), j > 0, are defined
by the general formula (3.3.6) and satisfy the estimates (3.3.10) and (3.3.11). In particular, the
principal symbol q0(t) is given by

q0(t, x, ξ) = T−1(t, x, ξ)Q0
(
φtλ(x, ξ)

)
T(t, x, ξ), t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n,

where T is the unitary m×m matrix-valued function solution of the system

d

dt
T(t, x, ξ) = −iH1

(
φtλ(x, ξ)

)
T(t, x, ξ), T(0, x, ξ) = Im. (3.2.6)

As a consequence of estimate (3.2.5), we get the following corollary about the Ehren-
fest time for the validity of the semiclassical approximation.

Corollary 3.2.2 Under the assumptions of Theorem 3.2.1, for all N > 1, there exists CN > 0
such that for every ε > 0, we have∥∥∥∥Q(t) −

N∑
j=0

hj
(
qj(t)

)w
(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 CNh
εN+1h

(ε−1)
4 δn , (3.2.7)

uniformly for |t| 6
(1− ε)

4Γ
log(h−1).

Remark 3.2.3 (i) The upper bound Γ is used to control the exponential growth of the flow
φtλ at infinity (see Lemma 3.3.4).



62 long time semiclassical egorov theorem for h-pseudodifferential systems

(ii) The constant δn is related to the universal constant in the Calderón-Vaillancourt Theorem
(Theorem 1.3). See the end of the proof of Theorem 3.2.1.

(iii) Notice that for m > 2, our estimate on the remainder term (3.2.5) is different from the
one proved in the scalar case (see Theorem 2.2) where the argument in the exponential
term was 2N+ δ ′n with δ ′n a universal constant. In particular, the constant 1

4Γ in the
Ehrenfest time up to which the semiclassical approximation remains valid is half of the
one proved in the scalar case. This is due to the matrix structure of the sub-principal
symbol H1 (see Remark 3.3.8 for more details).

3.2.2 General case

Now we drop the assumption (A1’). We assume that

(A1). There exists ` ∈ {1, ...,m} and r1, ..., r` ∈ N∗ with r1 + · · ·+ r` = m such that
H0(x, ξ) admits exactly ` distinct eigenvalues λ1(x, ξ) < · · · < λ`(x, ξ) with constant
multiplicities on R2n given by r1, ..., r` respectively, satisfying : there exists a constant
ρ > 0 such that for all 1 6 µ 6= ν 6 `,

|λµ(x, ξ) − λν(x, ξ)| > ρg(x, ξ), for |x|+ |ξ| > c > 0. (3.2.8)

(A2). For all γ ∈N2n and j ∈ {0, 1},

∂
γ
(x,ξ)Hj ∈ L

∞(R2n), for |γ|+ j > 1.

For ν ∈ {1, ..., `}, let Pν,0(x, ξ) be the eigenprojector associated to the eigenvalue
λν(x, ξ). The assumption (A1) ensures that the functions (x, ξ) 7→ λν(x, ξ) and (x, ξ) 7→
Pν,0(x, ξ) are smooth in R2n. Moreover, in Lemma 3.4.1, we show that for all 1 6 ν 6 `,
Pν,0 ∈ S(1; R2n,Mm(C)) and under assumption (A2), we have

∂
γ
(x,ξ)λν ∈ L

∞(R2n), ∀γ ∈N2n \ {0}. (3.2.9)

In particular, λν ∈ S(g; R2n, R).

As explained in Chapter 2, the starting point in our study is the construction of the
semiclassical projections associated to Hw(x,hDx;h).

Theorem 3.2.4 (Semiclassical projections) Under assumptions (A1) and (A2), for every
1 6 ν 6 `, there exists a semiclassical symbol Pν(x, ξ;h) ∼

∑
j>0 h

jPν,j(x, ξ) in S(1) (unique
modulo S−∞(1)) such that

Pwν P
w
ν = Pwν =

(
Pwν
)∗, (3.2.10)

and modulo O(h∞) in L(L2(Rn; Cm)), we have

[Pwν ,Hw] = 0, (3.2.11)

Pwµ P
w
ν = Pwν P

w
µ = 0, ∀ 1 6 µ 6= ν 6 `, (3.2.12)

∑̀
ν=1

Pwν = idL2(Rn;Cm). (3.2.13)

In particular, the principal symbol Pν,0 is the eigenprojector associated to the eigenvalue λν.
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The operators Pwν = Pwν (x,hDx;h), 1 6 ν 6 `, are called semiclassical projections
associated to Hw(x,hDx;h).

As indicated in [15, Proposition 3.2] (see also Proposition 3.5.1), to construct a com-
plete asymptotic expansion in powers of h for Q(t), some restrictions on the initial
observable Q are necessary. We introduce the class Q(1) of matrix-valued semiclassi-
cal observables Q ∈ Ssc(1) that are "semiclassically" block-diagonal with respect to the
semiclassical projections (Pν)16ν6`, i.e.,

Q(1) :=

{
Q ∈ Ssc(1) ; Q ∼

∑̀
ν=1

Pν#Q#Pν in S(1)

}
.

In particular, using formula (A.0.7), one sees that if Q ∈ Q(1) then its principal symbol
Q0 is block-diagonal with respect to the eigenprojectors Pν,0, i.e.,

Q0(x, ξ) =
∑̀
ν=1

Pν,0(x, ξ)Q0(x, ξ)Pν,0(x, ξ), ∀(x, ξ) ∈ R2n.

Let φtν be the Hamiltonian flow generated by the eigenvalue λν, 1 6 ν 6 `. Thanks
to (3.2.9), for all 1 6 ν 6 `, φtν(x, ξ) exists globally on R, for all (x, ξ) ∈ R2n.

Put

Γν := ‖J∇(2)
(x,ξ)λν(x, ξ)‖L∞(R2n), Γmax := max

16ν6`
Γν, (3.2.14)

where ∇(2)
(x,ξ)λν denotes the Hessian matrix of λν, 1 6 ν 6 `.

Our main result is the following :

Theorem 3.2.5 Assume (A0), (A1) and (A2), and let Q ∈ Q(1). There exists a sequence(
(qj(t))

w(x,hDx)
)
j>0 of m×m matrix-valued h-pseudodifferential operators such that for

all N ∈N, there exists CN > 0 such that for all t ∈ R, the following estimate holds∥∥∥∥Q(t) −

N∑
j=0

hj
(
qj(t)

)w
(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 CNh
N+1 exp

(
(4N+ δ̃n)Γmax|t|

)
,

(3.2.15)

where δ̃n is an integer depending only on the dimension n. The symbols qj(t, x, ξ) are defined
for t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n by

qj(t, x, ξ) :=
∑̀
ν=1

qν,j(t, x, ξ), j > 0,

where (qν,j(t, x, ξ))j>0 are given by formulas (3.4.52), (3.4.74) and satisfy the estimates
(3.4.76) and (3.4.77). In particular, the principal symbol q0(t) is given by

q0(t, x, ξ) =
∑̀
ν=1

T−1ν (t, x, ξ)
(
Pν,0Q0Pν,0

)(
φtν(x, ξ)

)
Tν(t, x, ξ), (3.2.16)

where Tν is the unitary m×m matrix-valued function solution of the system
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d

dt
Tν(t, x, ξ) = −iH̃ν,1

(
φtν(x, ξ)

)
Tν(t, x, ξ) Tν(0, x, ξ) = Im. (3.2.17)

Here H̃ν,1 is the m×m hermitian-valued function defined by

H̃ν,1 :=
1

2i
Pν,0
{
Pν,0,H0

}
Pν,0 − i

[
Pν,0, {λν,Pν,0}

]
+ Pν,0H1Pν,0. (3.2.18)

As a consequence we get the following corollary.

Corollary 3.2.6 Under the assumptions of Theorem 3.2.5, for all N > 1 there exists CN > 0
such that for all ε > 0, we have∥∥∥∥Q(t) −

N∑
j=0

hj(qj(t))
w(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 CNh
εN+1h

(ε−1)
4 δ̃n , (3.2.19)

uniformly for |t| 6
(1− ε)

4Γmax
log(h−1).

If we only look for the principal symbol of Q(t), the assumption Q ∈ Q(1) can be
relaxed and we have the following result.

Corollary 3.2.7 Let H be a semiclassical Hamiltonian satisfying the assumptions of Theorem
3.2.5 and let Q ∈ Ssc(1). We assume that

Q0(x, ξ) =
∑̀
ν=1

Pν,0(x, ξ)Q̃(x, ξ)Pν,0(x, ξ)

for some Q̃ ∈ S(1). There exists C > 0 such that for all t ∈ R, the following estimate holds∥∥∥∥Q(t) −
(
q0(t)

)w
(x,hDx)

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 Ch exp
(
δ̃nΓmax|t|

)
,

where q0(t) is given by (3.2.16).

3.3 Hamiltonian with scalar principal symbol

In this section, we study the particular case where the principal symbol H0 is a scalar
multiple of the identity in Mm(C). The proof of Theorem 3.2.1 relies essentially on the
following steps. In the next paragraph, using assumption (A1’), we construct a formal
asymptotic expansion in powers of h for Q(t) by solving the Cauchy problems (Cj)j>0
(see (3.2.2)). The constructed matrix-valued functions (qj(t, x, ξ))j>0 are defined by
the general formula (3.3.6). Since we are interested in the semiclassical approximation
for Q(t) up to times of Ehrenfest type, we give in Proposition 3.3.2 uniform (in time)
estimates on the derivatives with respect to (x, ξ) of the symbols (qj(t, x, ξ))j>0. Then,
using these estimates, we prove (3.2.5) by following the method of Bouzouina-Robert
[17].
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3.3.1 Formal asymptotic expansion

Let H(x, ξ;h) = H0(x, ξ) + hH1(x, ξ) be a semiclassical Hamiltonian and suppose
that H0 satisfies (A1’). According to this assumption, the principal symbol of [H,q(t)]#
given by the commutator [H0,q0(t)] vanishes for all t ∈ R. Consequently, using the
rule of asymptotic expansion of the product of symbols (formula (A.0.2)), the symbol
i
h [H,q(t)]# can be expended in a power series of h (see formula (A.0.8)) and then the
Cauchy problems (Cj)j>0 become

(Cj)



d

dt
qj(t) =

∑
|α|+|β|+k+p=j+1

γ̃(α,β)
(
Hk

(β)
(α)qp(t)

(α)
(β) − (−1)|α|−|β|qp(t)

(α)
(β)Hk

(β)
(α)

)

qj(t)|t=0 = Qj,

(3.3.1)

with γ̃(α,β) :=
i(−1)|β|

(2i)|α|+|β|α !β !
.

Thanks to assumption (A1’) again, for p = j + 1, the right hand side of (3.3.1) is
equal to i[H0,qj+1(t)] which vanishes for all t ∈ R. Then, (Cj) can be rewritten in the
following form

d

dt
qj(t) =

∑
|α|+|β|+k+p=j+1

06p6j

γ̃(α,β)
(
Hk

(β)
(α)qp(t)

(α)
(β) − (−1)|α|−|β|qp(t)

(α)
(β)Hk

(β)
(α)

)

= {λ,qj(t)}+ i[H1,qj(t)] +Bj(t) (3.3.2)

where for j > 0,

Bj(t, x, ξ) :=
∑

|α|+|β|+k+p=j+1
06p6j−1

γ̃(α,β)
(
Hk

(β)
(α)qp(t)

(α)
(β)−(−1)|α|−|β|qp(t)

(α)
(β)Hk

(β)
(α)

)
(x, ξ),

(3.3.3)

with the convention B0(t, x, ξ) = 0 since the sum is empty.

Before giving the solution of (3.3.2), let us make the following remark concerning
the case where the sub-principal symbol H1 is also scalar-valued.

Remark 3.3.1 Suppose that H1 is a scalar real-valued symbol. Then, [H1,qj(t)] vanishes and
one can easily verify that equation (3.3.2) is equivalent to the following one

d

dt

(
qj
(
t,φ−t

λ (x, ξ)
))

= Bj
(
t,φ−t

λ (x, ξ)
)
, j > 0,

where Bj can be rewritten in the simpler form

Bj(t, x, ξ) =
∑

|α|+|β|+k+p=j+1
06p6j−1

i((−1)|β| − (−1)|α|)

(2i)|α|+|β|α !β !

(
Hk

(β)
(α)(x, ξ)qp(t)

(α)
(β)(x, ξ)

)
. (3.3.4)
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Consequently, the solutions qj,sca(t), j > 0, are given by

qj,sca(t, x, ξ) = qj,sca
(
0,φtλ(x, ξ)

)
+

∫t
0

Bj
(
s,φt−sλ (x, ξ)

)
ds, t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n. (3.3.5)

Here the index "sca" precise that we are in the case where H0 and H1 are scalar-valued. In
particular, the principal and sub-principal symbols are given by

q0,sca(t, x, ξ) = Q0 ◦φtλ(x, ξ),

and

q1,sca(t, x, ξ) = Q1
(
φtλ(x, ξ)

)
+

∫t
0

{
H1,Q0(φsλ)

}
◦φt−sλ (x, ξ) ds.

Solutions of (Cj)j

Turn now to the resolution of (3.3.2). The Cauchy problem (3.3.2) is a particular case
of the general Cauchy problem (B.0.1) studied in the appendix B. Applying the results
of this appendix with Λ = λ, A = H1 and B(t) = Bj(t), we get the solution of (3.3.2)
for all j > 0,

qj(t, x, ξ) =T−1(t, x, ξ)
(
Qj
(
φtλ(x, ξ)

)
+

∫t
0

T−1
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
Bj
(
s,φt−sλ (x, ξ)

)
T
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
ds

)
T(t, x, ξ),

(3.3.6)

defined for all t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n, where T and T−1 are the unitary m×m matrix-
valued functions solutions of the following systems

d

dt
T(t, x, ξ) = −iH1

(
φtλ(x, ξ)

)
T(t, x, ξ), T(0, x, ξ) = Im, (3.3.7)

d

dt
T−1(t, x, ξ) = iT−1(t, x, ξ)H1

(
φtλ(x, ξ)

)
, T−1(0, x, ξ) = Im. (3.3.8)

In particular, the principal symbol q0(t) is given by

q0(t, x, ξ) = T−1(t, x, ξ)Q0
(
φtλ(x, ξ)

)
T(t, x, ξ), ∀t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n. (3.3.9)

3.3.2 Uniform estimates

Let Γ be the upper bound defined by (3.2.4).

Proposition 3.3.2 Assume (A2’). For all γ ∈ N2n and all j > 0, there exists Cγ,j > 0 such
that for all t ∈ R and all (x, ξ) ∈ R2n, we have∥∥∂γ(x,ξ)q0(t, x, ξ)

∥∥ 6 Cγ,0 exp
(
|γ|Γ |t|

)
, (3.3.10)

and for j > 1, ∥∥∂γ(x,ξ)qj(t, x, ξ)
∥∥ 6 Cγ,j exp

((
2|γ|+ 4j− 3

)
Γ |t|
)
. (3.3.11)
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To prove this proposition we need to recall the multivariate Faá Di Bruno formula
used for computing arbitrary partial derivatives of a function composition. In the fol-
lowing, this formula will be used wherever we have to estimate the derivatives of
observables moving along the Hamiltonian flow. In the literature, one can found sev-
eral forms to this formula (see for instance [83, 30]). As in [17], we use the following
one :

Lemma 3.3.3 Let F = (Fij)16i,j6m : R2n →Mm(C) and G = (G1, ...,G2n) : R2n → R2n

be smooth functions. For all γ ∈N2n, we have

∂
γ
(x,ξ)

(
F ◦G

)
=

(
∂
γ
(x,ξ)

(
Fij ◦G

))
16i,j6m

where

∂
γ
(x,ξ)

(
Fij ◦G

)
=

∑
β∈N2n

β 6=0,β6γ

(
∂
β
(x,ξ)Fij

)
◦G . Aγ,β(G), (3.3.12)

with

Aγ,β(G) = γ !
∑

∑
αα=β∑
α α|η|=γ

∏
α∈N2n\{0}

1

η !

(
∂α(x,ξ)G1

α !

)η1
...
(
∂α(x,ξ)G2n

α !

)η2n
. (3.3.13)

We refer to [30, Theorem 2.1] for more details about the multivariate notations used in
(3.3.13).

The proof of Proposition 3.3.2 is based on the three following lemmas. The first one
gives exponential estimate on the derivatives (with respect to (x, ξ)) of the Hamiltonian
flow associated to λ. This result can be proved by induction on |γ| using the Jacobi
stability equation

d

dt
∇(x,ξ)φ

t
λ(x, ξ) = J∇(2)

(x,ξ)λ(φ
t
λ(x, ξ))∇(x,ξ)φ

t
λ(x, ξ), (3.3.14)

where ∇(x,ξ)φ
t
λ := (∂xφ

t
λ,∂ξφtλ).

Lemma 3.3.4 [17, Lemma 2.2] We assume that

∂
γ
(x,ξ)λ ∈ L

∞(R2n), ∀γ ∈N2n; |γ| > 2.

Then, for all γ ∈N2n \ {0}, there exists Cγ > 0 such that for all t ∈ R and all (x, ξ) ∈ R2n,∥∥∂γ(x,ξ)φ
t
λ(x, ξ)

∥∥ 6 Cγ exp
(
|γ|Γ |t|

)
. (3.3.15)

In the next lemma, we prove similar estimate on the derivatives of the matrix-valued
function T (see (3.3.7)).

Lemma 3.3.5 Assume (A2’). For all γ ∈ N2n \ {0}, there exists Cγ > 0 (independent of
t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n) such that∥∥∂γ(x,ξ)T(t, x, ξ)

∥∥ 6 Cγ exp
(
|γ|Γ |t|

)
. (3.3.16)

Furthermore, the same estimate remains valid for the derivatives of T−1.
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Proof. Without any loss of generality, we assume that t > 0 (the proof for t 6 0

is similar). We proceed by induction on |γ|. Let us check (3.3.16) for the first order
derivative of T with respect to x1. A straightforward computation using equations
(3.3.7) and (3.3.8) yields

d

dt

(
T−1(t, x, ξ)∂x1T(t, x, ξ)

)
= ∂tT

−1(t, x, ξ)∂x1T(t, x, ξ) + T−1(t, x, ξ)∂t∂x1T(t, x, ξ)

= −iT−1(t, x, ξ)∂x1
(
H1(φ

t
λ(x, ξ))

)
T(t, x, ξ)

= −iT−1(t, x, ξ)∇(x,ξ)H1(φ
t
λ(x, ξ)) · ∂x1φ

t
λ(x, ξ)T(t, x, ξ),

where

∇(x,ξ)H1(φ
t
λ(x, ξ)) · ∂x1φ

t
λ(x, ξ) = ∇xH1(φtλ(x, ξ)) · ∂x1X(t, x, ξ)

+∇ξH1(φtλ(x, ξ)) · ∂x1Ξ(t, x, ξ)

with φtλ(·, ·) = (X(t, ·, ·),Ξ(t, ·, ·)) : R2n → R2n. Therefore

T−1(t, x, ξ)∂x1T(t, x, ξ) = −i

∫t
0

T−1(s, x, ξ)∇(x,ξ)H1(φ
s
λ(x, ξ)) · ∂x1φ

s
λ(x, ξ)T(s, x, ξ) ds,

since ∂x1T(0, x, ξ) = 0 (we recall that T(0, x, ξ) = Im). Taking into account the fact that
T−1 is unitary and using estimate (3.3.15), we obtain

∥∥∂x1T(t, x, ξ)
∥∥ 6 ∫t

0

∥∥∂x1φsλ(x, ξ)
∥∥.
∥∥∇(x,ξ)H1

∥∥
L∞(R2n)

ds 6 C exp(Γt),

uniformly for t > 0 and (x, ξ) ∈ R2n. This gives the proof for γ = (1, 0, ..., 0). The same
proof holds for |γ| = 1.

Let us now assume that (3.3.16) holds for all γ ∈ N2n with |γ| < r, r > 2, and take
|γ| = r. Computing derivatives with respect to (x, ξ) in (3.3.7) using Leibniz formula,
we get

d

dt
∂
γ
(x,ξ)T(t, x, ξ) = −iH1

(
φtλ(x, ξ)

)
∂
γ
(x,ξ)T(t, x, ξ)

− i
∑

16|β|6r

(
γ

β

)
∂
β
(x,ξ)

(
H1(φ

t
λ(x, ξ))

)
∂
γ−β
(x,ξ)T(t, x, ξ).

Therefore

d

dt

(
T−1(t, x, ξ)∂γ(x,ξ)T(t, x, ξ)

)
= −iT−1(t, x, ξ)

∑
16|β|6r

(
γ

β

)
∂
β
(x,ξ)

(
H1(φ

t
λ(x, ξ))

)
∂
γ−β
(x,ξ)T(t, x, ξ).

According to assumption (A2’), for all β ∈ N2n with |β| > 1, we have ∂β(x,ξ)H1 ∈
L∞(R2n). Consequently, using Faá Di Bruno’s formula (3.3.12) and estimate (3.3.15),
we obtain ∥∥∂β(x,ξ)

(
H1 ◦φtλ(x, ξ)

)∥∥ 6 Cβ exp
(
|β|Γt

)
, (3.3.17)

uniformly with respect to t > 0 and (x, ξ) ∈ R2n.
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On the other hand, by the induction hypothesis, there exists Cγ,β > 0 such that for
all t > 0 and all (x, ξ) ∈ R2n, we have∥∥∂γ−β(x,ξ)T(t, x, ξ)

∥∥ 6 Cγ,β exp
(
(r− |β|)Γt

)
. (3.3.18)

Putting together (3.3.17) and (3.3.18) and taking into account the fact that ∂γ(x,ξ)T(0, x, ξ) =
0, we get

∥∥∂γ(x,ξ)T(t, x, ξ)
∥∥ 6

∑
16|β|6r

Cγ,β

∫t
0

∥∥∂β(x,ξ)

(
H1
(
φsλ(x, ξ)

))∥∥.
∥∥∂γ−β(x,ξ)T(s, x, ξ)

∥∥ ds
6

∑
16|β|6r

C ′γ,β

∫t
0

exp
(
|β|Γs

)
exp

(
(r− |β|)Γs

)
ds

6 Cγ exp(rΓt).

Hence (3.3.16) holds for |γ| = r. This ends the proof. �

Remark 3.3.6 Notice that the same proof can be repeated for T−1 and then estimate (3.3.16)
remains valid for the derivatives of T−1.

The following lemma is a consequence of the two previous lemmas and the Faá Di
Bruno formula (3.3.12).

Lemma 3.3.7 Under assumption (A2’), for all γ ∈ N2n \ {0}, there exists Cγ > 0 such that
for all (x, ξ) ∈ R2n and all t, s ∈ R, we have∥∥∂γ(x,ξ)

(
T(s,φtλ(x, ξ))

)∥∥ 6 Cγ exp
(
|γ|Γ(|t|+ |s|)

)
. (3.3.19)

Furthermore, the same estimate holds for the derivatives of T−1(s,φtλ(x, ξ)).

With Lemmas 3.3.4, 3.3.5 and 3.3.7 at hand, we are now ready to prove Proposition
3.3.2.

Proof of Proposition 3.3.2 :

We start by proving estimate (3.3.10). Using formula (3.3.12) and estimate (3.3.15),
one can easily verify that for all γ ∈ N2n, there exists Cγ > 0 such that for all t ∈ R

and all (x, ξ) ∈ R2n,∥∥∂γ(x,ξ)

(
Q0 ◦φtλ(x, ξ)

)∥∥ 6 Cγ exp
(
|γ|Γ |t|

)
. (3.3.20)

Consequently, by differentiating q0(t) |γ|-times with respect to (x, ξ) using the Leibniz
formula, we obtain

∥∥∂γ(x,ξ)q0(t, x, ξ)
∥∥ 6 ∑

β6γ,α6β

(
γ

β

)(
β

α

)∥∥∂α(x,ξ)T
−1(t, x, ξ)

∥∥∥∥∂β−α(x,ξ)

(
Q0
(
φtλ(x, ξ)

))∥∥
×
∥∥∂γ−β(x,ξ)T(t, x, ξ)

∥∥
6

∑
β6γ,α6β

Cα,β,γ exp
(
(|γ|+ |α|− |β|)Γ |t|

)
exp

(
(|β|− |α|)Γ |t|

)
6 Cγ exp

(
|γ|Γ |t|

)
,
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uniformly for (t, x, ξ) ∈ R×R2n. Hence (3.3.10) holds.

Turn now to the proof of (3.3.11). We proceed by induction with respect to j > 1. We
give the proof only for t > 0, the case t 6 0 is similar. Recall the expression of qj(t, x, ξ)

qj(t, x, ξ) =T−1(t, x, ξ)
(
Qj
(
φtλ(x, ξ)

)
+

∫t
0

T−1
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
Bj
(
s,φt−sλ (x, ξ)

)
T
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
ds

)
T(t, x, ξ),

with

Bj(t, x, ξ) :=
∑

|α|+|β|+k+p=j+1
06p6j−1

γ̃(α,β)
(
Hk

(β)
(α)qp(t)

(α)
(β)−(−1)|α|−|β|qp(t)

(α)
(β)Hk

(β)
(α)

)
(x, ξ).

For j = 1, we have

B1(t, x, ξ) =
∑

|α|+|β|+k=2

γ̃(α,β)
(
Hk

(β)
(α)q0(t)

(α)
(β) − (−1)|α|−|β|q0(t)

(α)
(β)Hk

(β)
(α)

)
(x, ξ).

Since H0 is scalar according to assumption (A1’), for k = 0 the previous sum vanishes
and then B1 can be rewritten as

B1(s, x, ξ) =
∑

|α|+|β|=1

γ̃(α,β)
(
H1

(β)
(α)q0(s)

(α)
(β) − (−1)|α|−|β|q0(s)

(α)
(β)H1

(β)
(α)

)
(x, ξ)

=
1

2

(
{H1,q0(s)}(x, ξ) − {q0(s),H1}(x, ξ)

)
. (3.3.21)

Let γ ∈N2n. Using assumption (A2’) with j = 1 and estimate (3.3.10), we get∥∥∂γ(x,ξ)B1(s, x, ξ)
∥∥ 6 Cγ exp

(
(|γ|+ 1)Γs

)
,

uniformly for s > 0 and (x, ξ) ∈ R2n. Now, computing the derivatives of B1 ◦ φt−sλ

by means of the Faá Di Bruno formula (3.3.12) and combining the above estimate with
(3.3.15), we obtain∥∥∂γ(x,ξ)B1

(
s,φt−sλ (x, ξ)

)∥∥ 6 Cγ exp
((
|γ|t+ s

)
Γ
)
, (3.3.22)

uniformly for 0 6 s 6 t and (x, ξ) ∈ R2n.
Put

A1(t, s, x, ξ) := T−1
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
B1
(
s,φt−sλ (x, ξ)

)
T
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
,

and

Ã1(t, x, ξ) := Q1
(
φtλ(x, ξ)

)
+

∫t
0

A1(t, s, x, ξ)ds.

Using Leibniz formula, estimates (3.3.22) and (3.3.19) imply∥∥∂γ(x,ξ)A1(t, s, x, ξ)
∥∥ 6 ∑

β6γ,α6β

(
γ

β

)(
β

α

)∥∥∥∂α(x,ξ)
(
T−1

(
− s,φtλ(x, ξ)

))∥∥∥
×
∥∥∥∂γ−β(x,ξ)

(
T
(
− s,φtλ(x, ξ)

))∥∥∥ ∥∥∥∂β−α(x,ξ)

(
B1
(
s,φt−sλ (x, ξ)

))∥∥∥
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6
∑

β6γ,α6β

Cα,β,γ exp
((
|γ|+ |α|− |β|

)(
t+ s

)
Γ
)

exp
((
(|β|− |α|)t+ s

)
Γ
)

6 Cγ exp
((
|γ|t+ (|γ|+ 1)s

)
Γ
)
, (3.3.23)

uniformly for 0 6 s 6 t and (x, ξ) ∈ R2n. Therefore,∥∥∥∥ ∫t
0

∂
γ
(x,ξ)A1(t, s, x, ξ)ds

∥∥∥∥ 6 Cγ exp
(
Γ |γ|t

) ∫t
0

exp
(
Γ(|γ|+1)s

)
ds 6 C ′γ exp

(
(2|γ|+1)Γt

)
.

(3.3.24)

Combining this estimate with the fact that Q1 ◦φtλ satisfies estimate (3.4.86), we get∥∥∂γ(x,ξ)Ã1(t, x, ξ)
∥∥ 6 Cγ exp

(
(2|γ|+ 1)Γt

)
.

Finally, we use Leibniz formula again to compute derivatives with respect to (x, ξ) of
q1(t, x, ξ). The above estimate together with estimate (3.3.16) give

∥∥∂γ(x,ξ)q1(t, x, ξ)
∥∥ 6 ∑

β6γ,α6β

(
γ

β

)(
β

α

)∥∥∂α(x,ξ)T
−1(t, x, ξ)

∥∥∥∥∂γ−β(x,ξ)T(t, x, ξ)
∥∥

×
∥∥∂β−α(x,ξ)Ã1(t, x, ξ)

∥∥
6 Cγ exp

(
(2|γ|+ 1)Γt

)
,

uniformly for t > 0 and (x, ξ) ∈ R2n. Thus we proved (3.3.11) for j = 1.

Now, suppose that (3.3.11) holds for all j < r. For γ ∈N2n, we have

∂
γ
(x,ξ)Br(s, x, ξ) (3.3.25)

=
∑

|α|+|β|+k+p=r+1
06p6r−1

γ̃(α,β)∂γ(x,ξ)

(
Hk

(β)
(α)qp(s)

(α)
(β) − (−1)|α|−|β|qp(s)

(α)
(β)Hk

(β)
(α)

)
(x, ξ).

(3.3.26)

We shall only focus on the first term of the above difference since the other term can
be estimated similarly. Applying Leibniz formula, we get

∂
γ
(x,ξ)

(
Hk

(β)
(α)qp(s)

(α)
(β)

)
(x, ξ) =

∑
η6γ

(
γ

η

)
∂
η
(x,ξ)Hk

(β)
(α)(x, ξ)∂γ−η(x,ξ)qp(s)

(α)
(β)(x, ξ).

Firstly, since the sum in (3.3.25) is over ((α,β),k) ∈N2n× {0, 1} such that |α|+ |β|+k >

2, then by assumption (A2’) we have ∂η(x,ξ)Hk
(β)
(α) ∈ L

∞(R2n), for all η ∈N2n.

On the other hand, by the induction hypothesis, there exists a constant C = C(γ,η,α,β) >
0 such that for all s > 0 and (x, ξ) ∈ R2n, we have∥∥∂γ−η(x,ξ)qp(s)

(α)
(β)(x, ξ)

∥∥ 6 C exp
((
2(|γ|− |η|+ |α|+ |β|) + 4p− 3

)
Γs
)

. (3.3.27)

Thus, taking the supremum over 0 6 |η| 6 |γ| and |α|+ |β| = r+1−pwith 0 6 p 6 r−1,
we obtain ∥∥∂γ(x,ξ)Br(s, x, ξ)

∥∥ 6 Cγ exp
(
(2|γ|+ 4r− 3)Γs

)
,
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uniformly with respect to s > 0 and (x, ξ) ∈ R2n.

Consequently, by applying Faá Di Bruno’s formula (3.3.12) and using estimate the
flow (3.3.15), we get∥∥∂γ(x,ξ)Br

(
s,φt−sλ (x, ξ)

)∥∥ 6 Cγ exp
(
(2|γ|+ 4r− 3)Γs+ |γ|Γ(t− s)

)
, (3.3.28)

uniformly for 0 6 s 6 t and (x, ξ) ∈ R2n. Put

Ar(t, s, x, ξ) := T−1
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
Br
(
s,φt−sλ (x, ξ)

)
T
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
,

and

Ãr(t, x, ξ) := Qr
(
φtλ(x, ξ)

)
+

∫t
0

Ar(t, s, x, ξ)ds.

Performing a similar computation as for A1 and using estimates (3.3.28) and (3.3.19),
we obtain ∥∥∥∥∫t

0

∂
γ
(x,ξ)Ar(t, s, x, ξ)ds

∥∥∥∥ 6 Cγ exp
(
(2|γ|+ 4r− 3)Γt

)
,

uniformly for t > 0 and (x, ξ) ∈ R2n. Consequently, using the fact thatQr ◦φtλ satisfies
the estimate (3.4.86), we get∥∥∂γ(x,ξ)Ãr(t, x, ξ)

∥∥ 6 Cγ exp
(
(2|γ|+ 4r− 3)Γt

)
.

Finally, using the Leibniz formula and (3.3.16), we conclude

∥∥∂γ(x,ξ)qr(t, x, ξ)
∥∥ 6 ∑

β6γ,α6β

(
γ

β

)(
β

α

)∥∥∥∂α(x,ξ)T
−1(t, x, ξ)

∥∥∥ ∥∥∥∂γ−β(x,ξ)T(t, x, ξ)
∥∥∥

×
∥∥∥∂β−α(x,ξ)Ãr(t, x, ξ)

∥∥∥
6 Cγ exp

(
(2|γ|+ 4r− 3)Γt

)
,

uniformly for t > 0 and (x, ξ) ∈ R2n. Hence (3.3.11) holds for j = r. This ends the
proof of Proposition 3.3.2. �

Remark 3.3.8 Notice that estimate (3.3.11) on the derivatives of the symbols qj(t, x, ξ), j > 1,
is different from the one proved in the scalar case (see (2.1.11)). This is caused by the derivatives
of the term T(−s,φtλ(x, ξ)) appearing in the expression (3.3.6) of the symbol qj(t) which does
not exist in the scalar case. Assume that Q is classical, i.e. Q(x, ξ) = Q0(x, ξ) (as in [17])
and let us explain this difference at the level of sub-principal symbols, i.e. for j = 1. We have
shown in Remark 3.3.1 that in the case where H1 is also scalar-valued, the sub-principal symbol
q1,sca(t, x, ξ) is given by

q1,sca(t, x, ξ) =
∫t
0

B1
(
s,φt−sλ (x, ξ)

)
ds,

where B1 is defined by (3.3.4). Using estimate (3.3.22) on the derivatives of B1
(
s,φt−sλ (x, ξ)

)
,

one obtains∣∣∂γ(x,ξ)q1,sca(t, x, ξ)
∣∣ 6 Cγ exp

(
(|γ|+ 1)Γ |t|

)
, ∀γ ∈N2n, t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n, (3.3.29)
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which is the estimate (2.1.11). Now, in the case where H1 is matrix-valued, according to (3.3.6)
(taking into account the fact that Q1 = 0), q1(t, x, ξ) is given by

q1(t, x, ξ)

= T−1(t, x, ξ)
( ∫t

0

T−1
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
B1
(
s,φt−sλ (x, ξ)

)
T
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
ds

)
T(t, x, ξ).

By going back to estimate (3.3.23), one sees that due to the term T
(
− s,φtλ(x, ξ)

)
, when differ-

entiating q1(t, x, ξ) |γ|- times with respect to (x, ξ), there is a loss of exp
(
|γ|Γ |t|

)
compared to

(3.3.29), i.e. we have∥∥∂γ(x,ξ)q1(t, x, ξ)
∥∥ 6 Cγ exp

(
(2|γ|+ 1)Γ |t|

)
, ∀γ ∈N2n, t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n.

As pointed out in (iii) of Remark 3.2.3, this explain the fact that our estimate on the remainder
term (3.2.5) is different from the one obtained in the scalar case.

3.3.3 Proof of Theorem 3.2.1

The proof of estimate (3.2.5) is based on estimates (3.3.10) and (3.3.11) and the control
of the remainder terms in the composition formula of h-pseudodifferential operators.
We follow the method of Bouzouina-Robert [17].

For A,B two semiclassical symbols in suitable classes of symbols and k ∈ N, we
define

R̃k(A,B) := ih−(k+1)
(
Rk(A,B) − Rk(B,A)

)
, (3.3.30)

where

Rk(A,B, x, ξ;h) := A#B(x, ξ;h) −
k∑
j=0

hj(A#B)j(x, ξ)

denotes the remainder term of order k in the asymptotic expansion of the symbol A#B
(see appendix A).

For N ∈N, we set

QN(t) := Q(t) −

N∑
j=0

hj
(
qj(t)

)w
(x,hDx).

The first step in the proof of estimate (3.2.5) is the following lemma.

Lemma 3.3.9 For all N ∈N, the following estimate holds∥∥QN(t)∥∥L(L2(Rn;Cm))

6 hN+1

∥∥∥∥ ∫t
0

UH(−s)
(
R(N+1)(t− s)

)w
UH(s)ds

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

+O(hN+1),

(3.3.31)

uniformly for t ∈ R, with

R(N+1)(t) := R̃N+1(H,q0(t)) + R̃N(H,q1(t)) + · · ·+ R̃1(H,qN(t))

=

N∑
j=0

R̃N+1−j(H,qj(t)). (3.3.32)



74 long time semiclassical egorov theorem for h-pseudodifferential systems

Proof. Let N ∈N and define

q(N)(t, x, ξ;h) :=
N∑
j=0

hjqj(t, x, ξ).

According to the Cauchy problems (Cj)j>0 satisfied by the symbols qj(t), for all j > 0,
we have

d

dt
qj(t) = {H,q0(t)}∗j + {H,q1(t)}∗j−1 + {H,q2(t)}∗j−2 + · · ·+ {H,qj(t)}∗0, (3.3.33)

where we recall that for 0 6 k 6 j, {H,qk(t)}∗j−k denotes the coefficient of hj−k in the
asymptotic expansion of the Moyal bracket {H,qk(t)}∗ (see appendix A). Then

d

dt
q(N)(t) =

N∑
j=0

hj
d

dt
qj(t) =

N∑
j=0

hj{H,q0(t)}∗j +h
N−1∑
j=0

hj{H,q1(t)}∗j + · · ·+hN{H,qN(t)}∗0.

Using the formula of asymptotic expansion of the Moyal bracket (A.0.8), we obtain

{H,q(N)(t)}∗ =
d

dt
q(N)(t) + hN+1R(N+1)(t), (3.3.34)

with R(N+1)(t) defined by (3.3.32). A simple computation using (3.3.34) yields

d

ds

(
UH(−s)QN(t− s)UH(s)

)
= UH(−s)

(
i

h
[Hw,QN(t− s)] −

d

dt
QN(t− s)

)
UH(s)

= UH(−s)

(
d

dt

(
q(N)(t− s)

)w
−
i

h

[
Hw,

(
q(N)(t− s)

)w])
UH(s)

= −hN+1UH(−s)
(
R(N+1)(t− s)

)w
UH(s).

Therefore, by integrating in s and using the fact that

∥∥QN(0)∥∥L(L2(Rn;Cm))
=

∥∥Qw(x,hDx;h) −
N∑
j=0

hjQwj (x,hDx)
∥∥
L(L2(Rn;Cm))

= O(hN+1),

we get

∥∥QN(t)∥∥L(L2(Rn;Cm))
6 hN+1

∥∥∥∥ ∫t
0

UH(−s)
(
R(N+1)(t− s)

)w
UH(s)ds

∥∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

+ O(hN+1),

uniformly for t ∈ R. This ends the proof of the lemma. �

End of the proof of Theorem 3.2.1.

It remains now to estimate the L(L2(Rn; Cm))-norm of the operator
(
R(N+1)(t)

)w.
For that, we shall employ the Calderón-Vaillancourt theorem (Theorem 1.3). We shall
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therefore need estimates on the derivatives of the symbol R(N+1)(t, x, ξ;h) with respect
to (x, ξ).

Let N ∈N and 0 6 j 6 N. We have

R̃N+1−j(H,qj(t)) = R̃N+1−j(H0,qj(t)) + R̃N−j(H1,qj(t)). (3.3.35)

Let k ∈ {0, 1}. According to Theorem A.0.2 (combined with Remark A.0.3), for all
γ ∈ N2n, there exists a constant C = C(n,N, j,γ,k) > 0 such that for all t ∈ R and all
u ∈ R2n, we have∥∥∂γuR̃N+1−j−k(Hk,qj(t);u)

∥∥ 6 C sup
(∗)

(∥∥∂(α,β)+η
v Hk(v+ u)

∥∥∥∥∂(β,α)+κ
w qj(t,w+ u)

∥∥) ,

(3.3.36)

where sup(∗) is the supremum under the conditions

(∗) : v,w ∈ R2n, η, κ ∈N2n; |η|+ |κ| 6 4n+ 1+ |γ|

α,β ∈Nn; |α|+ |β| = N+ 2− j− k.

Observe first that by assumption (A2’), for k ∈ {0, 1}, for all multi-indices ((α,β),η) ∈
N2n ×N2n and all 0 6 j 6 N with |α|+ |β| = N+ 2− j− k, we have

∂
(α,β)+η
(x,ξ) Hk ∈ L∞(R2n).

On the other hand, using the estimates given by Proposition 3.3.2, for all ((α,β), κ) ∈
N2n ×N2n and all j > 0, there exists Cj = C(α,β, κ, j) > 0 such that∥∥∂(β,α)+κ

(x,ξ) q0(t, x, ξ)
∥∥ 6 C0 exp

(
(|α|+ |β|+ |κ|)Γ |t|

)
and for j > 1∥∥∂(β,α)+κ

(x,ξ) qj(t, x, ξ)
∥∥ 6 Cj exp

(
(2(|α|+ |β|+ |κ|) + 4j− 3)Γ |t|

)
,

uniformly for (t, x, ξ) ∈ R×R2n.

Therefore, taking the supremum over (∗), there exists C = C(γ,N,n, j,k) > 0 such
that for all t ∈ R and all (x, ξ) ∈ R2n, we have∥∥∂γ(x,ξ)R̃N+1−j−k(Hk,qj(t); x, ξ)

∥∥ 6 C exp
((
2|γ|+ 2N+ 8n+ 3+ 2j− 2k

)
Γ |t|
)
.

Now, summing over j = 0, ...,N, we get∥∥∂γ(x,ξ)R
(N+1)(t, x, ξ)

∥∥ 6 Cn,N,γ exp
((
2|γ|+ 4N+ 8n+ 3

)
Γ |t|
)

(3.3.37)

uniformly for t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n.

Consequently, using the Calderón-Vaillancourt theorem (Theorem 1.3), we deduce∥∥(R(N+1)(t)
)w

(x,hDx;h)
∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 Cn,N exp
((
4N+ δn

)
Γ |t|
)
,
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uniformly for t ∈ R, where δn is an integer depending only on the dimension n.

By going back to (3.3.31), we obtain

‖QN(t)‖L(L2(Rn;Cm)) 6 hN+1

∫t
0

∥∥(RN+1(t− s)
)w∥∥

L(L2(Rn;Cm))
ds+O(hN+1)

6 CN h
N+1

∫t
0

exp
((
4N+ δn

)
Γ(t− s)

)
ds+O(hN+1)

6 C ′N h
N+1 exp

((
4N+ δn

)
Γt
)
,

uniformly for t > 0. Analogously, we prove the estimate for t 6 0. This ends the proof
of Theorem 3.2.1. �

3.4 General case

We now turn to the study of the general case where the principal symbol of the
Hamiltonian H which generates the time evolution is no longer a scalar multiple of the
identity in Mm(C).

Let H ∈ Ssc(g; R2n,Mm(C)) be an hermitian matrix-valued semiclassical Hamilto-
nian satisfying (A0) and suppose that (A1) is fulfilled. We consider the time evolution
of a bounded quantum observable Qw(x,hDx;h) associated to a semiclassical observ-
able Q ∈ Ssc(1; R2n,Mm(C)) given by

Q(t) := UH(−t)Q
w(x,hDx;h)UH(t), t ∈ R.

As already mentioned in section 3, the first step in the study of Q(t) is the construction
of the semiclassical projections associated to Hw(x,hDx;h).

3.4.1 Semiclassical projections

Let us start by proving the following lemma.

Lemma 3.4.1 Fix 1 6 ν 6 `. Under the assumptions (A1) and (A2), Pν,0 ∈ S(1) and for all
γ ∈N2n, there exists C,Cγ > 0 such that for all (x, ξ) ∈ R2n, we have

|λν(x, ξ)| 6 Cg(x, ξ) (3.4.1)

∣∣∂γ(x,ξ)λν(x, ξ)
∣∣ 6 Cγ, ∀γ ∈N2n; |γ| > 1, (3.4.2)

In particular, λν ∈ S(g) = S(g; R2n, R).

Proof. Fix ν ∈ {1, ..., `}. Let ε(x, ξ) > 0 be such that

0 <
ρ

2
g(x, ξ) 6 ε(x, ξ) 6

1

2
min

16µ 6=ν6`
|λµ(x, ξ) − λν(x, ξ)|. (3.4.3)

We consider the simple closed contour in the complex plane

Υν(x, ξ) :=
{
z ∈ C; |z− λν(x, ξ)| = ε(x, ξ)

}
. (3.4.4)
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Put
Pν,0(x, ξ) =

i

2π

∫
Υν(x,ξ)

(H0(x, ξ) − z)−1dz.

By the Cauchy theorem, we see that a small variation of the contour Υν(x, ξ) does not
change Pν,0(x, ξ). Let z ∈ Υν(x, ξ). According to (3.4.3), (H0(x, ξ) − z)−1 exists for all
(x, ξ) ∈ R2n and since H0(x, ξ) is hermitian it follows that

‖(H0(x, ξ) − z)−1‖ 6 1

dist
(
z,σ(H0(x, ξ))

) 6 2
ρ
g−1(x, ξ), (3.4.5)

where σ(H0(x, ξ)) := {λ1(x, ξ), ..., λ`(x, ξ)}. Due to the continuity of the map (x, ξ) 7→
H0(x, ξ) and the gap condition (3.2.8), in a neighbourhood of a fixed point (x0, ξ0) ∈
R2n, the contour Υν(x, ξ) can be fixed and does not depends on (x, ξ). Then, we can
differentiate Pν,0 with respect to (x, ξ) and get: for all γ ∈N2n,

∂
γ
(x,ξ)Pν,0(x, ξ) =

i

2π

∫
Υν(x,ξ)

∂
γ
(x,ξ)

(
(H0(x, ξ) − z)−1

)
dz. (3.4.6)

Take ε(x, ξ) = ρ
2g(x, ξ). Combining (3.4.4), (3.4.5) and the fact that H0 ∈ S(g), one sees

that Pν,0 ∈ S(1). Moreover, since according to assumption (A2), ∂γ(x,ξ)H0 ∈ L
∞(R2n)

for all |γ| > 1, the same arguments imply

‖∂γ(x,ξ)Pν,0(x, ξ)‖ 6 Cγg−1(x, ξ), ∀ |γ| > 1. (3.4.7)

This property will be used later.

Turn now to the proof of (3.4.1) and (3.4.2). Estimate (3.4.1) is obvious since the
eigenvalues are bounded by the matrix norm of H0 (H0 is hermitian). To prove (3.4.2),
we need first to prove the following identity (which is true for any smooth projection-
valued function): for all γ ∈N2n with |γ| = 1, we have

Pν,0(x, ξ)∂γ(x,ξ)Pν,0(x, ξ)Pν,0(x, ξ) = 0, ∀(x, ξ) ∈ R2n. (3.4.8)

For instance, take γ = (1, 0, ..., 0). By differentiating the equation (Pν,0(x, ξ))2 = Pν,0(x, ξ)
with respect to x1, we get

∂x1Pν,0(x, ξ) = ∂x1Pν,0(x, ξ)Pν,0(x, ξ) + Pν,0(x, ξ)∂x1Pν,0(x, ξ),

which by multiplying from both sides by Pν,0(x, ξ) yields

Pν,0(x, ξ)∂x1Pν,0(x, ξ)Pν,0(x, ξ) = 2 Pν,0(x, ξ)∂x1Pν,0(x, ξ)Pν,0(x, ξ).

Thus Pν,0∂x1Pν,0Pν,0 = 0. The same proof works for all γ ∈ N2n with |γ| = 1 and
hence we get (3.4.8). Turn now to the proof of (3.4.2). We proceed by induction with
respect to |γ|. Let γ ∈N2n with |γ| = 1. By differentiating the identity

H0(x, ξ)Pν,0(x, ξ) = λν(x, ξ)Pν,0(x, ξ), (3.4.9)

we obtain

∂
γ
(x,ξ)λν(x, ξ)Pν,0(x, ξ) = ∂γ(x,ξ)H0(x, ξ)Pν,0(x, ξ) +H0(x, ξ)∂γ(x,ξ)Pν,0(x, ξ)

− λν(x, ξ)∂γ(x,ξ)Pν,0(x, ξ).
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Multiplying from both sides by Pν,0 and using (3.4.8), (3.4.9), we get

Pν,0(x, ξ)∂γ(x,ξ)λν(x, ξ)Pν,0(x, ξ) = Pν,0(x, ξ)∂γ(x,ξ)H0(x, ξ)Pν,0(x, ξ). (3.4.10)

Since Pν,0 ∈ S(1), it follows that∣∣∂γ(x,ξ)λν(x, ξ)
∣∣ = C0

∥∥Pν,0(x, ξ)∂γ(x,ξ)λν(x, ξ)Pν,0(x, ξ)
∥∥

= C0
∥∥Pν,0(x, ξ)∂γ(x,ξ)H0(x, ξ)Pν,0(x, ξ)

∥∥
6 C1‖∂γ(x,ξ)H0(x, ξ)‖
6 C2,

for some constants C0,C1,C2 > 0, where in the last step we used assumption (A2).
Thus we proved (3.4.2) for |γ| = 1. Let us now assume that (3.4.2) holds for all γ ∈N2n

with |γ| < r and we shall prove it for |γ| = r. Without any loss of generality we assume
that γ = (γ1, ...,γn, 0, ..., 0) with γ1 + · · ·+ γn = r. According to (3.4.10), we have

Pν,0(x, ξ)∂xnλν(x, ξ)Pν,0(x, ξ) = Pν,0(x, ξ)∂xnH0(x, ξ)Pν,0(x, ξ). (3.4.11)

Put η = (γ1,γ2, ...,γn − 1, 0, ..., 0) = γ− (0, ..., 1, 0, ..., 0). By Leibniz formula, we have

∂
η
(x,ξ)

(
Pν,0(x, ξ)∂xnλν(x, ξ)Pν,0(x, ξ)

)
=

∑
β6η,α6β

(
η

β

)(
β

α

)
∂
β−α
(x,ξ)Pν,0(x, ξ)∂α(x,ξ)∂xnλν(x, ξ)∂η−β(x,ξ)Pν,0(x, ξ).

By extracting the term involving ∂γ(x,ξ)λν = ∂η(x,ξ)∂xnλν and using (3.4.11), we get

Pν,0(x, ξ)∂γ(x,ξ)λν(x, ξ)Pν,0(x, ξ) = ∂η(x,ξ)

(
Pν,0(x, ξ)∂xnH0(x, ξ)Pν,0(x, ξ)

)
−

∑
β6η,α6β
|β|<|η|=r−1

(
η

β

)(
β

α

)
∂
β−α
(x,ξ)Pν,0(x, ξ)∂α(x,ξ)∂xnλν(x, ξ)∂η−β(x,ξ)Pν,0(x, ξ).

The fact that Pν,0 ∈ S(1) and the assumption (A2) clearly implies that the first term in
the right hand side of the above equation is bounded on R2n. On the other hand, the
second term is also bounded by the induction hypothesis and the fact that Pν,0 ∈ S(1)
again. Thus there exists Cγ > 0 such that∣∣∂γ(x,ξ)λν(x, ξ)

∣∣ 6 Cγ, ∀ (x, ξ) ∈ R2n.

This ends the proof of the lemma. �

3.4.1.1 Proof of Theorem 3.2.4

Turn now to the construction of the semiclassical projections associated to the Hamil-
tonian Hw(x,hDx;h). As explained in Chapter 2, Theorem 3.2.4 can be proved by two
different methods. The first one consists in solving the equations (3.2.10)-(3.2.13) recur-
sively at the level of symbols in the space of formal powers series of h (see [95, 18, 47]).
The second method is based on the use of Riesz projectors and the symbolic calculus
of h-pseudodifferential operators (see [15, 63, 94]). In the following we give an out-
line of the proof of this result following the second approach. Firstly, we construct `
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h-pseudodifferential operators P̃wν (x,hDx;h) satisfying the properties (3.2.10)-(3.2.13)
modulo O(h∞) in norm L(L2(Rn; Cm)). Then we shall see that one can modify these
operators in order to satisfy (3.2.10) exactly, i.e. not only modulo O(h∞).
Theorem 3.4.2 Let (A1) and (A2) be satisfied. For every 1 6 ν 6 `, there exists a semiclassical
symbol

P̃ν(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjP̃ν,j(x, ξ) in S(1; R2n,Mm(C)),

(unique modulo S−∞(1; R2n,Mm(C))) such that the corresponding h-pseudodifferential opera-
tor P̃wν (x,hDx;h) satisfies the properties (3.2.10)-(3.2.13) modulo O(h∞) in norm L(L2(Rn; Cm)).
In particular, P̃ν,0(x, ξ) = Pν,0(x, ξ) is the orthogonal projector onto ker

(
H0(x, ξ)−λν(x, ξ)

)
.

Proof. Fix 1 6 ν 6 ` and let Υν(x, ξ) be the contour defined in (3.4.4). According to
(3.4.5), for all z ∈ Υν(x, ξ), (H0(x, ξ) − z) is elliptic, i.e., (H0(x, ξ) − z)−1 ∈ S(g−1). By
the composition formula (A.0.2), we have

(H(x, ξ;h)−z)#(H0(x, ξ) − z)−1

= (H0(x, ξ) − z)#(H0(x, ξ) − z)−1 + hH1(x, ξ)#(H0(x, ξ) − z)−1

= Im − hr(x, ξ, z;h), (3.4.12)

with r ∈ S(1), uniformly for z ∈ Υν(x, ξ). Consequently, using the symbolic calculus
of h-pseudodifferential operators, we can construct (see [41, ch. 8]) a parametrix B ∈
S(g−1) such that uniformly for z ∈ Υν(x, ξ),

B(x, ξ, z;h) ∼
∑
j>0

hjBj(x, ξ, z) in S(g−1), (3.4.13)

and we have

B(x, ξ, z;h)#(H(x, ξ;h) − z) ∼ (H(x, ξ;h) − z)#B(x, ξ, z;h) ∼ Im in S(1). (3.4.14)

For all j > 0, the symbol Bj(x, ξ, z) is given by (see equation (8.11) in [41])

Bj(x, ξ, z) = (H0(x, ξ) − z)−1#jr(x, ξ, z;h) := (H0(x, ξ) − z)−1#r#r# · · · #r, (3.4.15)

with # repeated j-times. In particular B0(x, ξ, z) = (z−H0(x, ξ))−1.

Formula (3.4.14) implies that for z, z̃ ∈ Υν(x, ξ) ,

(H(x, ξ;h) − z)#
[
B(x, ξ, z;h) −B(x, ξ, z̃;h)

]
#(H(x, ξ;h) − z̃) ∼ (z− z̃)Im,

(H(x, ξ;h) − z)#B(x, ξ, z;h)#B(x, ξ, z̃;h)#(H(x, ξ;h) − z̃) ∼ Im,

which yields

B(x, ξ, z;h) −B(x, ξ, z̃;h) ∼ (z− z̃)B(x, ξ, z;h)#B(x, ξ, z̃;h). (3.4.16)

Put

P̃ν(x, ξ;h) :=
i

2π

∫
Υν(x,ξ)

B(x, ξ, z;h)dz ∼
i

2π

∑
j>0

hj
∫
Υν(x,ξ)

Bj(x, ξ, z)dz. (3.4.17)
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By construction of Υν(x, ξ) and B(x, ξ, z;h), we easily see that P̃ν(x, ξ;h) ∈ S(1).

Let us start by proving

P̃ν(x, ξ;h)#P̃ν(x, ξ;h) ∼ P̃ν(x, ξ;h) ∼
(
P̃ν(x, ξ;h)

)∗ in S(1). (3.4.18)

As we already pointed out in the proof of Lemma 3.4.1, by the Cauchy theorem, a small
variation of the contour Υν(x, ξ) does not change P̃ν(x, ξ;h). Then, Υν(x, ξ) can be
reduced to a slightly smaller contour Υ̃ν(x, ξ) (included in Υν(x, ξ)) without changing
the left hand side of (3.4.17). One can for instance choose

Υ̃ν(x, ξ) :=
{
z ∈ C; |z− λν(x, ξ)| = κ(x, ξ)ε(x, ξ)

}
with 1− η(x, ξ) < κ(x, ξ) < 1, for all (x, ξ) ∈ R2n where 0 < η(x, ξ) < η0, uniformly
on R2n with η0 > 0 small enough. Clearly, (3.4.16) remains true for z ∈ Υν(x, ξ) and
z̃ ∈ Υ̃ν(x, ξ) and we get

P̃ν(x, ξ;h)#P̃ν(x, ξ;h)

=

(
i

2π

)2 ∫
Υν(x,ξ)

∫
Υ̃ν(x,ξ)

B(x, ξ, z;h)#B(x, ξ, z̃;h)dzdz̃

∼

(
i

2π

)2 ∫
Υν(x,ξ)

∫
Υ̃ν(x,ξ)

(
1

z− z̃
B(x, ξ, z;h) +

1

z̃− z
B(x, ξ, z̃;h)

)
dzdz̃

=: I1 + I2, (3.4.19)

where

I1 :=

(
i

2π

)2 ∫
Υν(x,ξ)

( ∫
Υ̃ν(x,ξ)

1

z− z̃
dz̃

)
B(x, ξ, z;h)dz = 0,

I2 :=

(
i

2π

)2 ∫
Υ̃ν(x,ξ)

( ∫
Υν(x,ξ)

1

z̃− z
dz

)
B(x, ξ, z̃;h)dz̃ =

i

2π

∫
Υ̃ν(x,ξ)

B(x, ξ, z̃;h)dz̃.

This implies (3.4.18). The fact that P̃ν(x, ξ;h) ∼
(
P̃ν(x, ξ;h)

)∗ follows from the fact that(
B(x, ξ, z;h)

)∗
∼ B(x, ξ, z̄;h) (which is a consequence of (3.4.14) since H is hermitian)

and the fact that Υν(x, ξ) is symmetric with respect to the real axis. Let us now prove
that H(x, ξ;h) commutes (in the Moyal sense) with P̃ν(x, ξ;h), i.e.,

[H, P̃ν]# := H#P̃ν − P̃ν#H ∼ 0 in S(1). (3.4.20)

From (3.4.17), we have uniformly for z ∈ Υν(x, ξ),

P̃ν(x, ξ;h)#B(x, ξ, z;h) ∼ B(x, ξ, z;h)#P̃ν(x, ξ;h) in S(g−1).

Then, by conjugating from both sides by (H(x, ξ;h) − z) and using (3.4.14), we get

(H(x, ξ;h) − z)#P̃ν(x, ξ;h) ∼ P̃ν(x, ξ;h)#(H(x, ξ;h) − z) in S(1),

which clearly implies (3.4.20).

Turn now to the proof of

P̃ν(x, ξ;h)#P̃µ(x, ξ;h) ∼ 0, in S(1) ∀1 6 µ 6= ν 6 `. (3.4.21)
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This follows by a computation similar to (3.4.19). In fact, let 1 6 µ 6= ν 6 ` and
consider two simple closed contours in the complex plan Υν(x, ξ) and Υµ(x, ξ) such
that Υν(x, ξ) encloses the, and only the, eigenvalue λν(x, ξ), Υµ(x, ξ) encloses the, and
only the, eigenvalue λµ(x, ξ) and

dist(Υν(x, ξ),Υµ(x, ξ)) > c > 0,

uniformly for (x, ξ) ∈ R2n. By repeating the same computation as in (3.4.19) with
Υµ(x, ξ) instead of Υ̃ν(x, ξ), we get

P̃ν(x, ξ;h)#P̃µ(x, ξ;h)

=

(
i

2π

)2 ∫
Υν(x,ξ)

∫
Υµ(x,ξ)

B(x, ξ, z;h)#B(x, ξ, z̃;h)dzdz̃

∼

(
i

2π

)2 ∫
Υν(x,ξ)

∫
Υµ(x,ξ)

(
1

z− z̃
B(x, ξ, z;h) +

1

z̃− z
B(x, ξ, z̃;h)

)
dzdz̃

=: J1 + J2,

where

J1 :=

(
i

2π

)2 ∫
Υν(x,ξ)

( ∫
Υµ(x,ξ)

1

z− z̃
dz̃

)
B(x, ξ, z;h)dz = 0,

and

J2 :=

(
i

2π

)2 ∫
Υµ(x,ξ)

( ∫
Υν(x,ξ)

1

z̃− z
dz

)
B(x, ξ, z̃;h)dz̃ = 0.

Thus we get (3.4.21).

It remains now to prove that

∑̀
ν=1

P̃ν(x, ξ;h) ∼ Im in S(1). (3.4.22)

We have

∑̀
ν=1

P̃ν(x, ξ;h) =
∑̀
ν=1

i

2π

∫
Υν(x,ξ)

B(x, ξ, z;h)dz =
i

2π

∫
∪`ν=1Υν(x,ξ)

B(x, ξ, z;h)dz.

(3.4.23)

According to (3.4.14), (3.4.15), we have in the sense of semiclassical asymptotic expan-
sion in S(g−1)

B(x, ξ, z;h) = (H0(x, ξ) − z)−1 + h(H0(x, ξ) − z)−1#r+ h2(H0(x, ξ) − z)−1#r#r+ · · ·

Since

r(x, ξ, z;h) =
1

h

(
Im − (H(x, ξ;h) − z)#(H0(x, ξ) − z)−1

)
=

1

h
(Im − (H0(x, ξ) − z)#(H0(x, ξ) − z)−1) −H1(x, ξ)#(H0(x, ξ) − z)−1,

(3.4.24)
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it follows from the composition formula (A.0.2) (see also the proof of Lemma 3.4.4),
that the only singularities of B(x, ξ, z;h) are caused by the eigenvalues of H0(x, ξ).
Therefore, by the Cauchy theorem, one can replace the contour ∪`ν=1Υν(x, ξ) in (3.4.23)
by a large circle Υ(0,R) centered at the origin with radius R > 0 sufficiently large in
order to enclose all the eigenvalues of H0(x, ξ). Then,

∑̀
ν=1

P̃ν(x, ξ;h) =
i

2π

∫
Υ(0,R)

B(x, ξ, z;h)dz ∼
∑
j>0

hj
i

2π

∫
Υ(0,R)

Bj(x, ξ, z)dz.

The value of the above integral does not depend on the particular choice of Υ(0,R) so
that one can take the limit R→ +∞ and get

∑̀
ν=1

P̃ν(x, ξ;h) ∼ lim
R→+∞ i

2π

∫
Υ(0,R)

(H0(x, ξ) − z)−1dz+ lim
R→+∞

∑
j>1

hj
i

2π

∫
Υ(0,R)

Bj(x, ξ, z)dz

= Im.

This ends the proof of Theorem 3.4.2. �

Remark 3.4.3 (Quantization) After quantization of the relations (3.4.18), (3.4.20), (3.4.21)
and (3.4.21), the Calderón-Vaillancourt theorem (see Theorem 1.3) ensures that P̃wν (x,hDx;h)
satisfies the properties (3.2.10)-(3.2.13) modulo O(h∞) in L(L2(Rn; Cm)).

Exact projections

For our next purposes, it is more convenient to work with exact projections, i.e. with
operators which satisfy (3.2.10) exactly, not only modulo O(h∞) in norm L(L2(Rn; Cm)).
To do this, we follow an idea from [93] (see also [92, 94, 95]) which consists in intro-
ducing the operators

Pν :=
i

2π

∫
|z−1|= 1

2

(P̃wν − z)−1dz, 1 6 ν 6 `.

For h small enough, the fact that
∥∥(P̃wν )2 − P̃wν ∥∥L(L2(Rn;Cm))

= O(h∞) implies that the

spectrum of P̃wν is concentrated near 0 and 1 (see [93]), then Pν is well defined and
satisfies

PνPν = Pν = P∗ν. (3.4.25)

By a similar computation as in [93, sec. III], one gets∥∥Pν − P̃
w
ν

∥∥
L(L2(Rn;Cm))

= O(h∞). (3.4.26)

Then, by Beals’s characterization of h-pseudodifferential operators (Theorem 1.7), Pν

is an h-pseudodifferential operator with symbol

Pν(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjPν,j(x, ξ) in S(1; R2n,Mm(C)),
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i.e. Pν = Pwν (x,hDx;h). Moreover, we have

[Hw, Pν] =
i

2π

∫
|z−1|= 1

2

[Hw, (P̃wν − z)−1]dz

= −
i

2π

∫
|z−1|= 1

2

(P̃wν − z)−1[Hw, P̃wν ](P̃
w
ν − z)−1dz

which since
∥∥[P̃wν ,Hw]

∥∥
L(L2(Rn;Cm))

= O(h∞) according to Theorem 3.4.2 implies

∥∥[Pν,Hw]
∥∥
L(L2(Rn;Cm))

= O
(∥∥[P̃wν ,Hw]

∥∥
L(L2(Rn;Cm))

)
= O(h∞). (3.4.27)

Summing up, the operators (Pν)16ν6` satisfy the properties (3.2.10)-(3.2.13) of The-
orem 3.2.4 with (3.2.10) holds exactly. In what follows we shall use the notation Pwν for
Pν.

Estimates on the symbols (Pν,j)j>0

For now the constructed symbols Pν,j belongs to the class S(1), for all j > 0, 1 6 ν 6 `.
In the following lemma, we give more accurate estimates on their derivatives which
we shall need in our proofs. Recall that

Pν,j(x, ξ) =
i

2π

∫
Υν(x,ξ)

Bj(x, ξ, z)dz, j > 0,

where Bj is given by (3.4.13).

Lemma 3.4.4 Under assumptions (A1) and (A2), we have

Pν,j ∈ S(g−j), ∀j > 0. (3.4.28)

Proof. For all j > 0, according to (3.4.15), we have

Bj(x, ξ, z) = (H0(x, ξ) − z)−1#jr := (H0(x, ξ) − z)−1#r#r · · · #r,

where we recall that

r(x, ξ, z;h) =
1

h

(
Im − (H(x, ξ;h) − z)#(H0(x, ξ) − z)−1

)
=

1

h
(Im − (H0(x, ξ) − z)#(H0(x, ξ) − z)−1) −H1(x, ξ)#(H0(x, ξ) − z)−1.

(3.4.29)

Since (H0(x, ξ) − z)−1 ∈ S(g−1) uniformly for z ∈ Υν(x, ξ) according to (3.4.5), it
follows from assumption (A2) and the composition formula (A.0.2) that r ∈ S(g−1).
Indeed, the fact that H1 ∈ S(1) by assumption (A2) implies

H1(x, ξ)#(H0(x, ξ) − z)−1 ∈ S(g−1).

On the other hand, by the composition formula (A.0.2), we have

(H0(x, ξ) − z)#(H0(x, ξ) − z)−1 = Im + hc1(x, ξ, z) + · · ·+ hjcj(x, ξ, z) + · · ·
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where for j > 1,

cj(x, ξ, z) =
∑

|α|+|β|=j

(−1)|β|

(2i)|α|+|β|α !β !
∂αξ∂

β
x (H0(x, ξ) − z)∂βξ∂

α
x

(
(H0(x, ξ) − z)−1

)
.

In particular,

c1(x, ξ, z) =
1

2i

{
(H0(x, ξ) − z), (H0(x, ξ) − z)−1

}
.

Using the fact that (H0(x, ξ) − z)−1 ∈ S(g−1) and the assumption (A2), we see that
cj ∈ S(g−(j+1)), for all j > 1. It follows that the first term in the left hand side of
(3.4.29) belongs to S(g−2). Consequently, r ∈ S(g−1). Thus, for all j > 0,

Bj(x, ξ, z) = (H0(x, ξ) − z)−1#jr ∈ S(g−(j+1)),

and by taking the radius ε(x, ξ) of the contour Υν(x, ξ) equal to ρ
2g(x, ξ), we deduce

that Pν,j ∈ S(g−j), for all j > 0. �

Remark 3.4.5 We end this section by the following remark where we explain that under as-
sumption (A2) on the derivatives ofH0 andH1, the gap condition (3.2.8) can be weaken in order
to construct the semiclassical projections Pν. Let assumption (A2) be satisfied and suppose that

min
16µ6=ν6`

|λµ(x, ξ) − λν(x, ξ)| > ρ (3.4.30)

where ρ > 0 is independent of (x, ξ) ∈ R2n. We consider the contour Υν(x, ξ) defined by
(3.4.4) where now ε(x, ξ) > 0 satisfies

0 <
ρ

2
6 ε(x, ξ) 6

1

2
min

16µ6=ν6`
|λν(x, ξ) − λµ(x, ξ)|.

Due to this condition, for z ∈ Υν(x, ξ), (H0(x, ξ) − z) is invertible and we have

||(H0(x, ξ) − z)−1|| 6
2

ρ
.

It follows from assumption (A2), that (H0(x, ξ) − z)−1 ∈ S(1). Then, using the fact that
H1 ∈ S(1) according to (A2) again and the composition formula (A.0.2), we get

(H(x, ξ;h) − z)#(H0(x, ξ) − z)−1 = (H0(x, ξ) − z)#(H0(x, ξ) − z)−1 +O(h)

= Im − hr(x, ξ, z;h),

with r ∈ S(1), uniformly for z ∈ Υν(x, ξ). As in the above proof, this allows us to construct a
parametrix B(x, ξ, z;h) ∈ S(1) for (H(x, ξ;h) − z) and we define the almost projectors P̃ν by
(3.4.17). However, in this case the symbols P̃ν,j ∈ S(1), for all j > 0, and we don’t have (3.4.28)
which we will use in the following.
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3.4.2 Block-diagonalization

We introduce the family of Heisenberg operators Qν(t) defined by

Qν(t) := e
it
h P

w
νH

wPwν PwνQ
wPwν e

− it
h P

w
νH

wPwν , 1 6 ν 6 `. (3.4.31)

The main result of this paragraph is the following :

Proposition 3.4.6 Assume that H satisfies the assumption of Theorem 3.2.4.

(i) If Q ∈ Q(1), then the following estimate holds

∥∥Q(t) −
∑̀
ν=1

Qν(t)
∥∥
L(L2(Rn;Cm))

= O
(
(1+ |t|)h∞), (3.4.32)

uniformly for t ∈ R.

(ii) Assume that Q0(x, ξ) =
∑`
ν=1 Pν,0(x, ξ)Q̃(x, ξ)Pν,0(x, ξ) for some Q̃ ∈ S(1). Then,

we have

∥∥Q(t) −
∑̀
ν=1

Qν(t)
∥∥
L(L2(Rn;Cm))

= O
(
(1+ |t|)h

)
, (3.4.33)

uniformly for t ∈ R.

The following lemma is the first step in the proof of the above proposition.

Lemma 3.4.7 For all 1 6 ν 6 `, we have

e
it
hH

w

Pwν = e
it
h P

w
νH

wPwν Pwν +OL(L2(Rn;Cm))(|t|h
∞), (3.4.34)

uniformly for t ∈ R.

Proof. Consider the evolution equations on Dom(Hw) = (Hw + i)−1L2(Rn; Cm) ⊂
L2(Rn; Cm):

{
(hDt −H

w)U(t) = 0

U(0) = Pwν
(3.4.35)

and {
(hDt −H

w)V(t) = I(t)

V(0) = Pwν ,
(3.4.36)

with ‖I(t)‖L(L2(Rn;Cm)) = O(h∞), uniformly for t ∈ R.

Fix ν ∈ {1, ..., `}. Obviously U(t) := e
it
hH

w
Pwν satisfies (3.4.35). Let us prove that

V(t) := e
it
h P

w
νH

wPwν Pwν satisfies (3.4.36). Put

R(t) := V(t) − Pwν e
it
h P

w
νH

wPwν .
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Using (3.4.25), we get

hDtR(t) = e
it
h P

w
νH

wPwν Pwν H
w(Pwν )

2 − (Pwν )
2HwPwν e

it
h P

w
νH

wPwν

= e
it
h P

w
νH

wPwν Pwν H
wPwν − Pwν H

wPwν e
it
h P

w
νH

wPwν

= 0, (3.4.37)

which together with R(0) = 0 yields

R(t) = 0, ∀t ∈ R. (3.4.38)

Now, a simple computation gives

(hDt −H
w)V(t) = (Pwν H

wPwν −Hw)e
it
h P

w
νH

wPwν Pwν

= (Pwν H
wPwν −Hw)Pwν e

it
h P

w
νH

wPwν + (Pwν H
wPwν −Hw)R(t)

= (Pwν H
wPwν −Hw)Pwν e

it
h P

w
νH

wPwν

=: I(t).

According to (3.4.25), we have

I(t) =
(
Pwν H

w(Pwν )
2 −HwPwν

)
e
it
h P

w
νH

wPwν =
(
Pwν H

wPwν −HwPwν
)
e
it
h P

w
νH

wPwν .

(3.4.39)

From (3.4.27), we have Pwν Hw = HwPwν + O(h∞) (in L(L2(Rn; Cm))) which together
with the fact that ‖Pwν ‖L(L2(Rn;Cm)) = O(1) yields

Pwν H
wPwν = Hw(Pwν )

2 +O(h∞) = HwPwν +O(h∞), (3.4.40)

where in the last step, we used (3.4.25) again. Putting together (3.4.40) and (3.4.39), we
obtain

‖I(t)‖L(L2(Rn;Cm)) = O(h∞), (3.4.41)

uniformly for t ∈ R. Now, according to Duhamel’s principle, we have

V(t) −U(t) =
1

h

∫t
0

U(t− s)O(h∞)ds,
which yields

U(t) − V(t) = OL(L2(Rn;Cm))(|t|h
∞), (3.4.42)

uniformly for t ∈ R. This ends the proof of the lemma. �

Remark 3.4.8 By passing to adjoint operators in (3.4.34), we get

Pwν e
− it
hH

w

= Pwν e
− it
h P

w
νH

wPwν +OL(L2(Rn;Cm))(|t|h
∞), (3.4.43)

uniformly for t ∈ R.
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Turn now to the proof of Proposition 3.4.6.

Proof of Proposition 3.4.6 :

By conjugating Q(t) with
∑`
ν=1 P

w
ν (x,hDx;h) = idL2(Rn;Cm) +O(h∞) and using lemma

(3.4.7) and the above remark, we get

Q(t) =
∑̀
µ,ν=1

e
it
h P

w
µH

wPwµ PwµQ
wPwν e

− it
h P

w
νH

wPwν +O
(
(1+ |t|)h∞)

=
∑̀
ν=1

Qν(t) +
∑̀

µ 6=ν=1
e
it
h P

w
µH

wPwµ PwµQ
wPwν e

− it
h P

w
νH

wPwν +O
(
(1+ |t|)h∞),

(3.4.44)

uniformly for t ∈ R.

Passing from symbols to operators, the assumption Q ∈ Q(1) implies

Qw =
∑̀
ν=1

PwνQ
wPwν +O(h∞).

Therefore, using that Pwµ Pwν = O(h∞) for µ 6= ν (which follows from (3.2.12) and
(3.4.26)), we deduce

PwµQ
wPwν = O(h∞), ∀1 6 µ 6= ν 6 `. (3.4.45)

Consequently, the norm L(L2(Rn; Cm)) of the second term in the right hand side of
(3.4.44) is equal to O(h∞) uniformly for t ∈ R. Thus (3.4.32) holds.

Now, assume that

Q0(x, ξ) =
∑̀
ν=1

Pν,0(x, ξ)Q̃(x, ξ)Pν,0(x, ξ)

for some arbitrary Q̃ ∈ S(1). This implies that

[Q0(x, ξ),Pν,0(x, ξ)] = 0, ∀1 6 ν 6 `, ∀(x, ξ) ∈ R2n.

Combining this with the fact that Qw and Pwν are bounded in L2(Rn; Cm), we get

[Qw,Pwν ] = O(h), ∀1 6 ν 6 `,

which by using that Pwµ Pwν = O(h∞) for µ 6= ν again, implies PwνQwPwµ = O(h), for all
1 6 µ 6= ν 6 `. Thus (3.4.33) holds immediately from (3.4.44). �

Remark 3.4.9 The assumption Q ∈ Q(1) allows us to neglect the contribution of the second
term in the right hand side of (3.4.44). For µ 6= ν and t 6= 0, the operator

e
it
h P

w
µH

wPwµ PwµQ
wPwν e

− it
h P

w
νH

wPwν

is a Fourier integral operator. Since we are interested in the semiclassical approximation for
Q(t) in terms of h-pseudodifferential operators, we have to neglect this contribution. In section
3.5, recalling a result from [15], we shall see that this assumption is necessary.
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According to estimate (3.4.32), the study of Q(t) is reduced modulo O(h∞) to that
of the blocks Qν(t) defined by (3.4.31). The main property of this reduction lies in the
fact that it is preserved up to times of order h−∞ (i.e. of order h−k, for all k ∈ N)
which in particular cover Ehrenfest type times. Thus, the problem of the construction
of an asymptotic expansion in powers of h for Q(t) is reduced to the construction of
an asymptotic expansion for each block Qν(t). This will be the object of the following
paragraph.

Remark 3.4.10 Recall the expression of Qν(t):

Qν(t) := e
it
h P

w
νH

wPwν PwνQ
wPwν e

− it
h P

w
νH

wPwν , 1 6 ν 6 `.

According to (3.4.25), we have
(
Pwν
)j

= Pwν , ∀ j > 1. This implies in particular that

[Pwν ,Pwν H
wPwν ] = 0.

Then, [
Pwν , e

it
h P

w
νH

wPwν
]
= 0, ∀t ∈ R.

Consequently,
(Pwν

)j
Qν(t)

(
Pwν
)j

= Qν(t), ∀j ∈N,∀t ∈ R.

In the following this property will play an important role in the construction of an asymptotic
expansion in powers of h for Qν(t).

3.4.3 Formal asymptotic expansion for Qν(t)

From now on ν will be fixed in {1, ..., `}. We introduce the following notations for the
symbols of the operators Pwν HwPwν and PwνQwPwν respectively,

Hν := Pν#H#Pν ∼
∑
j>0

hjHν,j (3.4.46)

Qν := Pν#Q#Pν ∼
∑
j>0

hjQν,j. (3.4.47)

The starting point is the following Heisenberg problem
d

dt
Qν(t) = i

h [H
w
ν ,Qν(t)], (t ∈ R)

Qν(t)|t=0 = Qwν (x,hDx;h),
(3.4.48)

which we rewrite at the level of symbols as
d

dt
qν(t) = {Hν,qν(t)}∗, (t ∈ R)

qν(t)|t=0 = Qν.
(3.4.49)

As in section 3.3, considering qν(t) as a formal power series of h of the form qν(t) ∼∑
j>0 h

jqν,j(t) and then equaling equal powers of h in both sides of (3.4.49), we derive
the following Cauchy problems
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(Cν,j)


d

dt
qν,j(t) = {Hν,qν(t)}∗j

qν,j(t)|t=0 = Qν,j,
(3.4.50)

where we recall that {Hν,qν(t)}∗j = i
(
[Hν,qν(t)]#

)
j+1

denotes the coefficient of hj in
the asymptotic expansion of the Moyal bracket {Hν,qν(t)}∗.

Our objective consists in looking for a solution of (3.4.49) of the form

qν(t) ∼ Pν#
∑
k>0

hkq̃ν,k(t)#Pν. (3.4.51)

More explicitly, using this general form of the solution, we shall derive recursive
problems for the q̃ν,j(t). Once these problems are derived and solved, the solution
qν,j(t) of (Cν,j) can then be computed using the composition formula (A.0.2) from the
general formula

qν,j(t, x, ξ) =
(
Pν#
∑
k>0

hkq̃ν,k(t)#Pν

)
j

(x, ξ) =
(
Pν#

j∑
k=0

hkq̃ν,k(t)#Pν

)
j

(x, ξ), ∀j > 0.

(3.4.52)

In particular, the principal symbol satisfies

qν,0(t, x, ξ) = Pν,0(x, ξ)q̃ν,0(t, x, ξ)Pν,0(x, ξ). (3.4.53)

Let us start by fixing the initial conditions q̃ν,j(t)|t=0.

Lemma 3.4.11 There exists a sequence of symbols (Q̃ν,k)k>0 in S(1) such that

Qν ∼ Pν#
∑
k>0

hkQ̃ν,k#Pν

and

Pν,0Q̃ν,kPν,0 = Q̃ν,k, ∀k > 0. (3.4.54)

In particular, Q̃ν,0 = Qν,0 = Pν,0Q0Pν,0.

Proof. Using the fact that Pν#Pν = Pν according to (3.4.25), we have

Qν = Pν#Q#Pν
= Pν#Pν#Q#Pν#Pν
∼ Pν#(Pν,0Q0Pν,0)#Pν + Pν#

(∑
j>1

hjQν,j
)
#Pν.

Put

Q̃ν,0 := Pν,0Q0Pν,0 = Qν,0 and Rν,0 := Pν#
(∑
j>1

hjQν,j
)
#Pν ∼

∑
j>1

hj(Rν,0)j.



90 long time semiclassical egorov theorem for h-pseudodifferential systems

We have

Rν,0 = Pν#Pν#Rν,0#Pν#Pν

∼ h Pν#Pν#(Rν,0)1#Pν#Pν + Pν#
∑
j>2

hj(Rν,0)j#Pν

∼ h Pν#(Pν,0(Rν,0)1Pν,0)#Pν + Rν,1

where Rν,1 := Pν#
∑
j>2 h

j

(
(Pν#(Rν,0)1#Pν)j−1 + (Rν,0)j

)
#Pν. We define

Q̃ν,1 := Pν,0(Rν,0)1Pν,0.

One can iterate this procedure using at each step the fact that Rν,j = Pν#Pν#Rν,j#Pν#Pν
to construct the symbols Q̃ν,k satisfying the property (3.4.54). The constructed symbols
Q̃ν,k are clearly in S(1) since Pν,Q ∈ Ssc(1). �

In view of (3.4.51) and the above lemma, it is thus natural to impose the following
initial conditions for the q̃ν,j(t)

q̃ν,j(t)|t=0 = Q̃ν,j, ∀j > 0. (3.4.55)

Now, to derive the equations on the q̃ν,j(t) arising from the Cauchy problems (Cν,j)j>0,
we express qν,j(t) and {Hν,qν(t)}∗j with respect to q̃ν,j(t). For j > 0, we define

Aν,j−1(t) := Pν#
j−1∑
k=0

hkq̃ν,k(t)#Pν (3.4.56)

with the convention Aν,−1(t) = 0. From (3.4.51), we clearly have

qν,j(t) = Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0 +
(
Aν,j−1(t)

)
j
, (3.4.57)

where
(
Aν,j−1(t)

)
j

denotes the coefficient of hj in the asymptotic expansion ofAν,j−1(t).
On the other hand, we have(

[Hν,qν(t)]#
)
j+1

= [Hν,0,Pν,0q̃ν,j+1(t)Pν,0] +
(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1

+
(
[Hν,Aν,j−1(t)]#

)
j+1

(3.4.58)

The first term in the right hand side of the above equation vanishes since Hν,0 =

λνPν,0. Then, putting together (3.4.57) and (3.4.58), we deduce the equation on the
symbol q̃ν,j(t) arising from (Cν,j) which reads

d

dt
Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0 = i

(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1
+Kν,j−1(t), (3.4.59)

where

Kν,j−1(t) := i
(
[Hν,Aν,j−1(t)]#

)
j+1

−
d

dt

(
Aν,j−1(t)

)
j
. (3.4.60)
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Taking into account the initial conditions (3.4.55), we get the following Cauchy prob-
lems for q̃ν,j(t)

d

dt
Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0 = i

(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1
+Kν,j−1(t)

q̃ν,j(t)|t=0 = Q̃ν,j.
(3.4.61)

Notice that Kν,j−1(t) depends only on the symbols q̃ν,k(t) with 0 6 k 6 j − 1.
(Kν,−1(t) = 0).

Proposition 3.4.12 Let j ∈N. The Cauchy problem (3.4.61) is equivalent to the following one
d

dt
Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0 = {λν,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0}+ i[H̃ν,1,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0] +Kν,j−1(t)

q̃ν,j(t)|t=0 = Q̃ν,j,
(3.4.62)

where H̃ν,1 is the m×m hermitian-valued function defined by

H̃ν,1 :=
λν

2i
Pν,0{Pν,0,Pν,0}Pν,0 − i

[
Pν,0, {λν,Pν,0}

]
+ Pν,0Hν,1Pν,0. (3.4.63)

To prove this proposition, we recall the following result from the appendix of [114].

Lemma 3.4.13 Let W : R2n →Mm(C) be such that [W,Pν,0] = 0. We have

1

2
Pν,0

(
{λνPν,0,W}− {W, λνPν,0}

)
Pν,0 =

{
λν,Pν,0WPν,0

}
−

[
Pν,0WPν,0,

λν

2
Pν,0{Pν,0,Pν,0}Pν,0 +

[
Pν,0, {λν,Pν,0}

]]
.

Proof of Proposition 3.4.12 :

Let us start by computing
(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1

. We have

Pν,0
(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1
Pν,0 =

(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1

. (3.4.64)

Indeed, the fact that Pν#Hν = Hν#Pν = Hν (according to (3.4.25)) implies

Pν#[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]##Pν = [Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#. (3.4.65)

Consequently, the sub-principal symbols of the two terms in the above equation coin-
cide. Since (

[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#
)
0
= [Hν,0,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0] = 0,

it follows that the sub-principal symbol of the left hand side of (3.4.65) is equal to

Pν,0
(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1
Pν,0.

Thus we get (3.4.64). Using this property and formulas (A.0.5) and (A.0.7), we obtain(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1
= Pν,0

(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1
Pν,0

=
1

2i
Pν,0

(
{Hν,0,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0}− {Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0,Hν,0}

)
Pν,0

+ Pν,0

([
Hν,0,

(
Pν#q̃ν,j(t)#Pν

)
1

]
+
[
Hν,1,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0

])
Pν,0

=
1

2i
Pν,0

(
{Hν,0,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0}− {Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0,Hν,0}

)
Pν,0

+
[
Pν,0Hν,1Pν,0,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0

]
, (3.4.66)
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where in the last step we used the fact that Pν,0
[
Hν,0,

(
Pν#q̃ν,j(t)#Pν

)
1

]
Pν,0 = 0. In-

deed, using formula (A.0.7), we have (keeping in mind that Hν,0 = H0Pν,0 = λνPν,0)[
Hν,0,

(
Pν#q̃ν,j(t)#Pν

)
1

]
=
1

2i
λνPν,0

(
{Pν,0q̃ν,j(t),Pν,0}+ {Pν,0, q̃ν,j(t)}

)
+ λνPν,0q̃ν,j(t)Pν,1 + λνPν,0Pν,1q̃ν,j(t)Pν,0

−
1

2i
λν
(
{Pν,0q̃ν,j(t),Pν,0}+ {Pν,0, q̃ν,j(t)}

)
Pν,0 − λνPν,0q̃ν,j(t)Pν,1Pν,0 − λνPν,1q̃ν,j(t)Pν,0.

Therefore, by conjugating from both sides by Pν,0 (using the fact that P2ν,0 = Pν,0), one
sees that the right hand side vanishes and we get the desired equality.

Applying Lemma 3.4.13 with W = Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0, we get

i
(
[Hν,Pν#q̃ν,j(t)#Pν]#

)
1
= {λν,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0}+ i[H̃ν,1,Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0],

where H̃ν,1 is defined by (3.4.63). This ends the proof of the proposition. �

The resolution of the Cauchy problems (3.4.62) will be made by induction on j > 0.
Let us start with j = 0. Since Kν,−1(t) = 0, we have

d

dt
Pν,0q̃ν,0(t)Pν,0 = {λν,Pν,0q̃ν,0(t)Pν,0}+ i[H̃ν,1,Pν,0q̃ν,0(t)Pν,0]

q̃ν,0(t)|t=0 = Q̃ν,0.

In Lemma B.0.2, taking into account the fact that Q̃ν,0 = Pν,0Q̃ν,0Pν,0 (see (3.4.54)),
we have shown that if q̃ν,0(t) is a solution of the following problem

d

dt
q̃ν,0(t) = {λν, q̃ν,0(t)}+ i[H̃ν,1, q̃ν,0(t)]

q̃ν,0(t)|t=0 = Q̃ν,0,
(3.4.67)

then at any time t,

q̃ν,0(t) = Pν,0q̃ν,0(t)Pν,0. (3.4.68)

Applying the result of Appendix B with Λ = λν and A = H̃ν,1, we obtain the solution
of (3.4.67) which reads

q̃ν,0(t, x, ξ) = T−1ν (t, x, ξ)Qν,0
(
φtν(x, ξ)

)
Tν(t, x, ξ), (3.4.69)

where Tν in the unitary (m×m) matrix-valued function solution of the system

d

dt
Tν(t, x, ξ) = −iH̃ν,1

(
φtν(x, ξ)

)
Tν(t, x, ξ), Tν(0, x, ξ) = Im. (3.4.70)

We recall that Q̃ν,0 = Qν,0 (see Lemma 3.4.11).

Let us now assume that we have solved (3.4.62) until the order j− 1, i.e. we have
constructed the symbols q̃ν,k(t) for k ∈ {0, ..., j− 1} and that they satisfy

q̃ν,k(t) = Pν,0q̃ν,k(t)Pν,0, ∀k ∈ {0, ..., j− 1}.
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We are going to solve (3.4.62) at the order j and check that the solution q̃ν,j(t) satisfies

q̃ν,j(t) = Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0.

To apply Lemma B.0.2, we have to prove that

Pν,0Kν,j−1(t)Pν,0 = Kν,j−1(t). (3.4.71)

Recall that Kν,j−1(t) defined by (3.4.60) is the j-th term (i.e. the coefficient of hj) of the
symbol

Eν,j−1(t) :=
i

h
[Hν,Aν,j−1(t)]# −

d

dt
Aν,j−1(t).

Definition 3.4.14 In the following, we say that B ∼
∑
k>0 h

kBk belongs to S(hj) if Bk = 0

for all k < j.

We claim that

Eν,j−1(t) ∈ S(hj). (3.4.72)

This will be proven below. Due to (3.4.56) and (3.4.46), we have

Pν#Eν,j−1(t)#Pν = Eν,j−1(t).

By equaling the j-th terms in both sides using (3.4.72) we get (3.4.71). Taking into
account (3.4.54) and (3.4.71), according to Lemma B.0.2, if q̃ν,j(t) is a solution of the
following problem

d

dt
q̃ν,j(t) = {λν, q̃ν,j(t)}+ i[H̃ν,1, q̃ν,j(t)] +Kν,j−1(t)

q̃ν,j(t)|t=0 = Q̃ν,j,
(3.4.73)

then
q̃ν,j(t) = Pν,0q̃ν,j(t)Pν,0, ∀t ∈ R.

To solve (3.4.73), we apply the result of Appendix B again with Λ = λν, A = H̃ν,1 and
B(t) = Kν,j−1(t). The solution reads

q̃ν,j(t, x, ξ) = T−1ν (t, x, ξ)
(
Q̃ν,j

(
φtν(x, ξ)

)
+

∫t
0

Wν,j(t, s, x, ξ)ds
)
Tν(t, x, ξ),

(3.4.74)

with

Wν,j(t, s, x, ξ) := T−1ν
(
− s,φtν(x, ξ)

)
Kν,j−1

(
s,φt−sν (x, ξ)

)
Tν
(
− s,φtν(x, ξ)

)
,

where Tν is given by the system (3.4.70).

It remains now to prove the claim (3.4.72) by induction on j. For j = 1, we have(
Eν,0(t)

)
0

= i
(
[Hν,Aν,0(t)]#

)
1
−
d

dt

(
Aν,0(t)

)
0

= i
(
[Hν,Pν#q̃ν,0(t)#Pν]#

)
1
−
d

dt
Pν,0q̃ν,0(t)Pν,0

= 0,
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since it is the equation satisfied by q̃ν,0(t) (see (3.4.61)). Thus Eν,0(t) ∈ S(h).

We assume that Eν,j−2(t) ∈ S(hj−1) and let us prove (3.4.72). Using that

Aν,j−1(t) = Aν,j−2(t) + h
j−1 Pν#q̃ν,j−1(t)#Pν

we get

Eν,j−1(t) = Eν,j−2(t) − hj−1
d

dt
Pν#q̃ν,j−1(t)#Pν + i hj−2

[
Hν,Pν#q̃ν,j−1(t)#Pν

]
#

= Eν,j−2(t) − h
j−1 d

dt
Pν,0q̃ν,j−1(t)Pν,0 + S(h

j)

+ ihj−1
([
Hν,Pν#q̃ν,j−1(t)#Pν

]
#

)
1
+ S(hj)

= Eν,j−2(t) − h
j−1

(
d

dt
Pν,0q̃ν,j−1(t)Pν,0 − i

([
Hν,Pν#q̃ν,j−1(t)#Pν

]
#

)
1

)
+ S(hj). (3.4.75)

Notice that to pass from the first to the second equality, we have used the fact that[
Hν,Pν#q̃ν,j−1(t)#Pν

]
# ∈ S(h)

since as it was already point out in (3.4.58) its principal symbol vanishes.
On the other hand, combining the definition of Kν,j−2(t) which is Kν,j−2(t) =(
Eν,j−2(t)

)
j−1

and the induction hypothesis Eν,j−2(t) ∈ S(hj−1), we get

Eν,j−2(t) = h
j−1Kν,j−2(t) + S(h

j).

By going back to (3.4.75), we obtain

Eν,j−1(t) = h
j−1

(
Kν,j−2(t)−

d

dt
Pν,0q̃ν,j−1(t)Pν,0+ i

([
Hν,Pν#q̃ν,j−1(t)#Pν

]
#

)
1

)
+S(hj).

The first term in the right hand side of the above equation vanishes since it is exactly
the equation satisfied by q̃ν,j−1(t) (see (3.4.61)). Thus, we proved that Eν,j−1(t) ∈ S(hj).
This ends the proof of the claim. �

Summing up, we hence have solved the Cauchy problems (3.4.61) for all j > 0. The
solutions (q̃ν,j(t))j>0 are given by formula (3.4.74). In particular, q̃ν,0(t) is given by
(3.4.69). As already mentioned in the begining of this paragraph, the solutions qν,j(t) of
the Cauchy problems (Cν,j)j>0 can then be computed using the composition formula
(A.0.2) from the general formula (3.4.52). In particular, the principal symbol qν,0(t) is
given by (3.4.53).

3.4.4 Uniform estimates and proofs of Theorem 3.2.5 and Corollary 3.2.7

This section is devoted to the proofs of Theorem 3.2.5 and Corollary 3.2.7. Since the
techniques of the proofs are close to those used in the above section, we shall omit
some details.

As in section 3.3, we start by estimating the derivatives of the constructed symbols
qν,j(t), j > 0.

Proposition 3.4.15 Assume (A1) and (A2) and let 1 6 ν 6 `. For all γ ∈N2n, for all j > 0,
there exists Cγ,ν,j > 0 such that for all t ∈ R and all (x, ξ) ∈ R2n, we have∥∥∂γ(x,ξ)qν,0(t, x, ξ)

∥∥ 6 Cγ,ν,0 exp
(
|γ|Γν|t|

)
, (3.4.76)
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and for j > 1, ∥∥∂γ(x,ξ)qν,j(t, x, ξ)
∥∥ 6 Cγ,ν,j exp

((
2|γ|+ 4j− 2

)
Γν|t|

)
, (3.4.77)

where Γν is defined by (3.2.14).

Similarly to the proof of Proposition 3.3.2, the proof of the above proposition is based
on the following lemmas which give estimates on the derivatives of the Hamiltonian
flows φtν generated by the eigenvalues λν and the matrix-valued function Tν defined
in (3.4.70).

From now on we fix ν ∈ {1, ..., `}.

Lemma 3.4.16 We assume that

∂
γ
(x,ξ)H0 ∈ L

∞(R2n), for |γ| > 2. (3.4.78)

Then, for all γ ∈N2n \ {0}, there exists Cν,γ > 0 such that for all t ∈ R and all (x, ξ) ∈ R2n,

‖∂γ(x,ξ)φ
t
ν(x, ξ)‖ 6 Cν,γ exp

(
|γ|Γν|t|

)
. (3.4.79)

Proof. According to inequaltiy (3.4.2), (3.4.78) implies that ∂γ(x,ξ)λν ∈ L
∞(R2n), for

|γ| > 2. Thus estimate (3.4.79) can be proved in the same manner as in Lemma 3.3.4
(see [17, Lemma 2.2]). �

We turn now to the estimation of the derivatives of Tν solution of the system (3.4.70).

Lemma 3.4.17 Let assumptions (A1) and (A2) be satisfied. For all γ ∈N2n \ {0} there exists
a constant Cν,γ > 0 (independent of t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n) such that

‖∂γ(x,ξ)Tν(t, x, ξ)‖ 6 Cν,γ exp
(
|γ|Γν|t|

)
. (3.4.80)

Furthermore, the same estimate holds for T−1ν (t, x, ξ).

Proof. We recall the expression of the m×m hermitian-valued function H̃ν,1 defined
in (3.4.63)

H̃ν,1 = Pν,0Hν,1Pν,0 − i[Pν,0, {λν,Pν,0}] −
i

2
λνPν,0{Pν,0,Pν,0}Pν,0 := I

(1)
ν + I

(2)
ν + I

(3)
ν .

We claim that under assumptions (A1) and (A2), we have H̃ν,1 ∈ S(1). Then, estimate
(3.4.80) can be proved by applying exactly the same method as in the proof of Lemma
3.3.5.

To prove the claim let us start by computing Hν,1. From (3.4.27), we have Hν,1 :=

(Pν#H#Pν)1 = (Pν#H)1. Then, using formula (A.0.3), we obtain

Hν,1 =
1

2i
{Pν,0,H0}+ Pν,0H1 + Pν,1H0. (3.4.81)

It follows that

I
(1)
ν =

1

2i
Pν,0{Pν,0,H0}Pν,0 + Pν,0H1Pν,0 + λνPν,0Pν,1Pν,0.
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On the other hand, using formula (A.0.3), we get

Pν,0Pν,1Pν,0 = Pν,0(Pν#Pν)1Pν,0

=
1

2i
Pν,0{Pν,0,Pν,0}Pν,0 + 2Pν,0Pν,1Pν,0,

which yields

λνPν,0Pν,1Pν,0 =
i

2
λνPν,0{Pν,0,Pν,0}Pν,0 = −I

(3)
ν .

Consequently,

H̃ν,1 =
1

2i
Pν,0{Pν,0,H0}Pν,0 + Pν,0H1Pν,0 − i

[
Pν,0, {λν,Pν,0}

]
. (3.4.82)

Using assumption (A2) and Lemma 3.4.1, we clearly see that H̃ν,1 ∈ S(1). This ends
the proof of the lemma. �

Remark 3.4.18 As in Lemma 3.3.7, combining (3.4.79) and (3.4.80) and using the Faá Di
Bruno formula (3.3.12), we get the following estimate on the derivatives of Tν

(
s,φtν(x, ξ)

)
:

for all γ ∈N2n, there exists Cν,γ > 0 such that∥∥∂γ(x,ξ)

(
Tν(s,φtλ(x, ξ))

)∥∥ 6 Cν,γ exp
(
|γ|Γν(|t|+ |s|)

)
, (3.4.83)

uniformly for t, s ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n. The same estimate remains valid for T−1ν (s,φtλ(x, ξ)).

We end our series of Lemmas by the following one where we control the derivatives
of the symbols (Hν,j)j>0.

Lemma 3.4.19 Under assumptions (A1) and (A2), for all j > 0 and γ ∈N2n with |γ|+ j > 1,
we have

∂
γ
(x,ξ)Hν,j ∈ L∞(R2n). (3.4.84)

Proof. According to (3.4.7), we have

‖∂γ(x,ξ)Pν,0(x, ξ)‖ 6 Cγg−1(x, ξ), ∀ |γ| > 1. (3.4.85)

Thus, since Hν,0 = λνPν,0, then (3.4.84) for j = 0 follows immediately from (3.4.85) and
inequality (3.4.2).

Now, for j > 1, from the composition formula (A.0.2) we have

Hν,j = (Pν#H)j =
∑

|α|+|β|+k+p=j

γ(α,β)Pν,k
(β)
(α)Hp

(α)
(β)

=
∑

|α|+|β|+k=j

γ(α,β)Pν,k
(β)
(α)H0

(α)
(β) +

∑
|α|+|β|+k=j−1

γ(α,β)Pν,k
(β)
(α)H1

(α)
(β).

According to Lemma 3.4.4, we have Pν,k ∈ S(g−k), for all k > 1. Then, using (A2), we
obtain (3.4.84) for all j > 1. �
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Now, we are in position to prove Proposition 3.4.15.

Proof of Proposition 3.4.15 :

Let us start by proving estimate (3.4.76). Using formula (3.3.12) and estimate (3.4.79),
we see that for all γ ∈ N2n, there exists Cγ > 0 such that for all t ∈ R and all
(x, ξ) ∈ R2n, ∥∥∂γ(x,ξ)

(
Qν,0 ◦φtν(x, ξ)

)∥∥ 6 Cν,γ exp
(
|γ|Γν|t|

)
. (3.4.86)

Consequently, by differentiating qν,0(t) |γ|-times with respect to (x, ξ) using the Leib-
niz formula, we obtain

∥∥∂γ(x,ξ)qν,0(t, x, ξ)
∥∥ 6 ∑

β6γ,α6β

(
γ

β

)(
β

α

)∥∥∂α(x,ξ)T
−1
ν (t, x, ξ)

∥∥∥∥∂β−α(x,ξ)

(
Qν,0

(
φtν(x, ξ)

))∥∥
×
∥∥∂γ−β(x,ξ)Tν(t, x, ξ)

∥∥
6

∑
β6γ,α6β

Cν,α,β,γ exp
(
(|γ|+ |α|− |β|)Γν|t|

)
exp

(
(|β|− |α|)Γν|t|

)
6 Cγ,ν,0 exp

(
|γ|Γν|t|

)
,

uniformly for (t, x, ξ) ∈ R ×R2n, where we used estimates (3.4.80). Hence (3.4.76)
holds.

Turn now to the proof of estimates (3.4.77). In the following, when it is not precised,
all constants Cγ > 0 are uniform with respect to t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n.

We start by proving (3.4.77) for the derivatives of q̃ν,j(t), j > 1, i.e.,∥∥∂γ(x,ξ)q̃ν,j(t, x, ξ)
∥∥ 6 Cγ,ν,j exp

((
2|γ|+ 4j− 2

)
Γν|t|

)
, ∀γ ∈N2n. (3.4.87)

We proceed by induction with respect to j. Recall the expression of q̃ν,1(t)

q̃ν,1(t, x, ξ) = T−1ν (t, x, ξ)
(
Q̃ν,1

(
φtν(x, ξ)

)
+

∫t
0

Wν,1(t, s, x, ξ)ds
)
Tν(t, x, ξ),

where

Wν,1(t, s, x, ξ) = T−1ν
(
− s,φtν(x, ξ)

)
Kν,0

(
s,φt−sν (x, ξ)

)
Tν
(
− s,φtν(x, ξ)

)
Kν,0(t, x, ξ) = i

([
Hν(x, ξ;h),Aν,0(t, x, ξ;h)

]
#

)
2
−
d

dt

(
Aν,0(t, x, ξ;h)

)
1

and

Aν,0(t, x, ξ;h) =
(
Pν#q̃ν,0(t)#Pν

)
(x, ξ;h). (3.4.88)

Let us estimate the derivatives of Kν,0(t, x, ξ). Since Hν#Pν = Pν#Hν = Hν, it follows
that [

Hν,Aν,0(t)
]

# = Pν#
[
Hν, q̃ν,0(t)

]
##Pν.
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From this equation, using the composition formula (A.0.2), we see that
([
Hν,Aν,0(t)

]
#

)
2

is a finite linear combination of terms depending on the symbols Pν,k,Hν,j, q̃ν,0(t)

and theirs derivatives with at most a derivative of order 2 (with respect to (x, ξ)) of
q̃ν,0(t, x, ξ). More explicitly, we have([

Hν,Aν,0(t)
]

#

)
2
=
(
Hν#q̃ν,0(t)#Pν

)
2
−
(
Pν#q̃ν,0(t)#Hν

)
2

=
∑

|α|+|β|+k+l=2

γ(α,β)Hν,k
(β)
(α)Cl(t)

(α)
(β) −

∑
|α|+|β|+k+l=2

γ(α,β)Dk(t)
(β)
(α)Hν,l

(α)
(β),

where C(t) := q̃ν,0(t)#Pν andD(t) := Pν#q̃ν,0(t). According to Lemma 3.4.19, all terms
Hν,k

(β)
(α) with |α|+ |β|+ k > 1 are uniformly bounded on R2n. On the other hand, the

term involving Hν,0 (without derivative) is given by

Hν,0C2(t) −D2(t)Hν,0.

By the composition formula (A.0.2), we have

‖C2(t, x, ξ)‖ =
∥∥ ∑
|α̃|+|β̃|+p=2

γ(α,β)q̃ν,0(t, x, ξ)(β̃)(α̃)Pν,p
(α̃)

(β̃)
(x, ξ)

∥∥
6

∑
|α̃|+|β̃|=2

Cα̃,β̃

∥∥q̃ν,0(t, x, ξ)(β̃)(α̃)Pν,0
(α̃)

(β̃)
(x, ξ)

∥∥
+

∑
|α̃|+|β̃|=1

C ′
α̃,β̃

∥∥q̃ν,0(t, x, ξ)(β̃)(α̃)Pν,1
(α̃)

(β̃)
(x, ξ)

∥∥+ ∥∥q̃ν,0(t, x, ξ)Pν,2(x, ξ)
∥∥

6 C0 exp(2Γν|t|)g−1(x, ξ) +C1 exp(Γν|t|)g−1(x, ξ) +C2g−2(x, ξ)

6 C exp(2Γν|t|)g−1(x, ξ),

uniformly on t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n, where in the third step we used (3.4.76) and
(3.4.7) and (3.4.28). Then,

‖Hν,0(x, ξ)C2(t, x, ξ)‖ 6 C ′ exp(2Γν|t|),

uniformly on t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n. Clearly, we have similar estimate on D2(t)Hν,0.
Consequently, using estimates (3.4.76), (3.4.85), the fact that Pν,k ∈ S(g−k) (see Lemma
3.4.4) and Lemma 3.4.19, we obtain∥∥∥∂γ(x,ξ)

(
[Hν,Aν,0(t)]#

)
2
(x, ξ)

∥∥∥ 6 Cγ exp
(
(|γ|+ 2)Γν|t|

)
, ∀γ ∈N2n. (3.4.89)

On the other hand, from (3.4.88) we have

d

dt

(
Aν,0(t)

)
1
=
(
Pν#

d

dt
q̃ν,0(t)#Pν

)
1

.

It follows using formula (A.0.7) that

d

dt

(
Aν,0(t)

)
1
=
1

2i

({
Pν,0

d

dt
q̃ν,0,Pν,0

}
+
{
Pν,0,

d

dt
q̃ν,0
}
Pν,0

)
+ Pν,0

d

dt
q̃ν,0Pν,1 + Pν,1

d

dt
q̃ν,0Pν,0.
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Recall that q̃ν,0(t) satisfies equation (3.4.67), i.e.,

d

dt
q̃ν,0(t) = {λν, q̃ν,0(t)}+ i[H̃ν,1, q̃ν,0(t)],

Recall also that H̃ν,1 ∈ S(1) (see the proof of Lemma 3.4.17) and ∂γ(x,ξ)λν ∈ L
∞(R2n),

for all |γ| > 1 (see (3.4.2)). Thus it follows from estimate (3.4.76) that for all γ ∈ N2n,
there exists Cγ > 0 independent of t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n such that∥∥∥∥∂γ(x,ξ)

( d
dt

(
Aν,0(t)

)
1

)
(x, ξ)

∥∥∥∥ 6 Cγ exp
(
(|γ|+ 2)Γν|t|

)
. (3.4.90)

Putting together (3.4.89) and (3.4.90), we obtain∥∥∥∂γ(x,ξ)Kν,0(t, x, ξ)
∥∥∥ 6 Cγ exp

(
(|γ|+ 2)Γν|t|

)
, ∀γ ∈N2n.

As in the proof of Proposition 3.3.2, using the above estimate, estimate (3.4.79) on the
derivatives of the flow φtν, estimate (3.4.80) on the derivatives of Tν(t, x, ξ) and the Faá
Di Bruno formula (3.3.12), we get∥∥∥∥∂γ(x,ξ)q̃ν,1(t, x, ξ)

∥∥∥∥ 6 Cγ exp
(
(2|γ|+ 2)Γν|t|

)
, ∀γ ∈N2n.

Thus we proved that (3.4.87) for j = 1.
Let us now assume that q̃ν,k(t, x, ξ) satisfies (3.4.87) for k ∈ {1, ..., r− 1}. Recall the

expression of q̃ν,r(t)

q̃ν,r(t, x, ξ) = T−1ν (t, x, ξ)
(
Q̃ν,r

(
φtν(x, ξ)

)
+

∫t
0

Wν,r(t, s, x, ξ)ds
)
Tν(t, x, ξ),

where

Wν,r(t, s, x, ξ) = T−1ν
(
− s,φtν(x, ξ)

)
Kν,r−1

(
s,φt−sν (x, ξ)

)
Tν
(
− s,φtν(x, ξ)

)
Kν,r−1(t, x, ξ) = i

([
Hν(x, ξ;h),Aν,r−1(t, x, ξ;h)

]
#

)
r+1

−
d

dt

(
Aν,r−1(t, x, ξ;h)

)
r

and

Aν,r−1(t, x, ξ;h) =
(
Pν#

r−1∑
k=0

hkq̃ν,k(t)#Pν
)
(x, ξ;h).

As above, we have

[
Hν,Aν,r−1(t)

]
# = Pν#

[
Hν,

r−1∑
k=0

hkq̃ν,k(t)
]

##Pν

which yields

([
Hν,Aν,r−1(t)

]
#

)
r+1

=

r−1∑
k=0

(
Pν#

[
Hν, q̃ν,k(t)

]
##Pν

)
r+1−k

.

Again, using the composition formula (A.0.2), we see that for all k ∈ {0, ..., r− 1}, the
symbol

(
Pν#

[
Hν, q̃ν,k(t)

]
##Pν

)
r+1−k

depends at most on a derivative of order r+1−k



100 long time semiclassical egorov theorem for h-pseudodifferential systems

of q̃ν,k(t) (and on the derivatives of Hν,j and Pν,l). Fix k ∈ {0, ..., r− 1}. More explicitly,
by the composition formula (A.0.2), we have(

Pν#
[
Hν, q̃ν,k(t)

]
##Pν

)
r+1−k

=
(
Hν#q̃ν,k(t)#Pν

)
r+1−k

−
(
Pν#q̃ν,k(t)#Hν

)
r+1−k

=
∑

|α|+|β|+p+l=r+1−k

γ(α,β)Hν,p
(β)
(α)Ck,l(t)

(α)
(β) −

∑
|α|+|β|+p+l=r+1−k

γ(α,β)Dk,p(t)
(β)
(α)Hν,l

(α)
(β)

=: Ξν,r+1−k(t) + Ξ̃ν,r+1−k,

where Ck(t) := q̃ν,k(t)#Pν and Dk(t) := Pν#q̃ν,k(t). Clearly it suffices to estimate only
one term in the above difference since the other one can be estimated analogously. For
instance, let us focus on Ξν,r+1−k(t). For all l > 0, we have

Ck,l(t) =
(
q̃ν,k(t)#Pν

)
l
=

∑
|α̃|+|β̃|+p=l

γ(α̃, β̃)q̃ν,k(t)
(β̃)
(α̃)Pν,p

(α̃)

(β̃)

By the induction hypothesis, we have for all α̃, β̃ ∈Nn,

‖q̃ν,k(t)
(β̃)
(α̃)‖ 6 Cα̃,β̃,ν,k exp

(
(2(|α̃|+ |β̃|) + 4k− 2)Γν|t|

)
.

Since Pν,p ∈ S(1) for all p > 0, it follows that for all α,β ∈Nn and γ ∈N2n,

‖∂γ(x,ξ)Ck,l(t, x, ξ)(α)(β)‖ 6 Cα̃,β̃,ν,k exp
(
(2(l+ |α|+ |β|+ |γ|) + 4k− 2)Γν|t|

)
,

uniformly with respect to (x, ξ) ∈ R2n and t ∈ R. Consequently, using estimates
(3.4.84) on the derivatives of the symbols Hν,p, we get

‖∂γ(x,ξ)Ξν,r+1−k(t, x, ξ)‖ 6 Cγ,ν,r,k exp
(
(2(r+ 1− k+ |γ|) + 4k− 2)Γν|t|

)
uniformly with respect to (x, ξ) ∈ R2n and t ∈ R. Analogously the derivatives of
Ξ̃ν,r+1−k(t) satisfy similar estimates. Then, taking the supremum over k = 0, ..., r− 1,
we obtain∥∥∥∂γ(x,ξ)

([
Hν,Aν,r−1(t)

]
#

)
r+1

(x, ξ)
∥∥∥ 6 Cγ,r exp

(
(2|γ|+ 4r− 2)Γν|t|

)
, ∀γ ∈N2n.

(3.4.91)

Since
d

dt
Aν,r−1(t) depends on

d

dt
q̃ν,k(t), k ∈ {0, ..., r − 1}, which satisfy equations

(3.4.73), it follows that to estimate the derivatives with respect to (x, ξ) of
( d
dt
Aν,r−1(t)

)
r
,

one first needs estimates on the derivatives of Kν,k(t) with k ∈ {0, ..., r− 2}. This can

be made by induction on k and we get that
( d
dt
Aν,r−1(t)

)
r

satisfies estimate (3.4.91).
Consequently, we obtain∥∥∥∥∂γ(x,ξ)Kν,r−1(t, x, ξ)

∥∥∥∥ 6 Cγ,r exp
(
(2|γ|+ 4r− 2)Γν|t|

)
, ∀γ ∈N2n.

We conclude as in the proof of Proposition 3.3.2 using estimates (3.4.79), (3.4.83) and
Leibniz formula. Hence,∥∥∂γ(x,ξ)q̃ν,j(t, x, ξ)

∥∥ 6 Cγ,ν,j exp
((
2|γ|+ 4j− 2

)
Γν|t|

)
, ∀γ ∈ R2n,∀j > 1, (3.4.92)
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uniformly for t ∈ R and (x, ξ) ∈ R2n. This ends the proof of (3.4.87).

Turn now to the proof of estimate (3.4.77). Let j > 1. According to the general form
of the solution (3.4.52), we have

qν,j(t, x, ξ) =
j∑
k=0

(
Pν#q̃ν,k(t)#Pν

)
j−k

(x, ξ).

By the composition formula (A.0.2), each term
(
Pν#q̃ν,k(t)#Pν

)
j−k

(x, ξ), k ∈ {0, ..., j}, in
the above sum is a finite linear combination of terms depending on Pν,l(x, ξ), q̃ν,k(t, x, ξ)
and theirs derivatives (with respect to (x, ξ)) with at most a derivative of order j− k of
q̃ν,k(t, x, ξ). Then, using (3.4.87) and the fact that Pν,l ∈ S(1) for all l > 0, we deduce
that for all 1 6 k 6 j and γ ∈N2n, we have∥∥∂γ(x,ξ)

(
Pν#q̃ν,k(t)#Pν

)
j−k

(x, ξ)
∥∥ 6 Cj,k,γ,ν exp

((
2|γ|+ 2(j+ k) − 2

)
Γν|t|

)
. (3.4.93)

Taking the supremum over k ∈ {1, ..., j}, we get (3.4.77). This ends the proof of Proposi-
tion 3.4.15. �

3.4.4.1 Proofs of Theorem 3.2.5 and Corollary 3.2.7

Proof of Theorem 3.2.5 :

The starting point is the same as in the proof of Theorem 3.2.1. Set

UHν(t) := e
− it
hH

w
ν = e−

it
h P

w
νH

wPwν , t ∈ R, 1 6 ν 6 `.

For N ∈N, let Q(N)
ν (t) be the remainder term of order N in the asymptotic expansion

of Qν(t), i.e.

Q
(N)
ν (t) := Qν(t) −

N∑
j=0

hj
(
qν,j(t)

)w
(x,hDx).

Lemma 3.4.20 Fix 1 6 ν 6 `. For all N ∈N, the following estimate holds

∥∥Q(N)
ν (t)

∥∥ 6 hN+1

∥∥∥∥∫t
0

UHν(−s)
(
R
(N+1)
ν (t− s)

)w
UHν(s)ds

∥∥∥∥+O(hN+1),

uniformly for t ∈ R, where

R
(N+1)
ν (t) := R̃N+1(Hν,qν,0(t)) + R̃N(Hν,qν,1(t)) + · · ·+ R̃1(Hν,qν,N(t)). (3.4.94)

We recall that the notation R̃k(A,B) is introduced in (3.3.30). Here ‖ · ‖ = ‖ · ‖L(L2(Rn;Cm)).

For N ∈N, we set

Q(N)(t) := Q(t) −

N∑
j=0

hj
∑̀
ν=1

(
qν,j(t)

)w
(x,hDx).
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Using Lemma 3.4.20 and Proposition 3.4.6 (i), we obtain

∥∥Q(N)(t)
∥∥ 6

∑̀
ν=1

∥∥Q(N)
ν (t)

∥∥+ ∥∥∥∥∥Q(t) −
∑̀
ν=1

Qν(t)

∥∥∥∥∥ (3.4.95)

6 ` hN+1 sup
16ν6`

∥∥∥∥∫t
0

UHν(−s)

(
R
(N+1)
ν (t− s)

)w
UHν(s)ds

∥∥∥∥
+ O(hN+1) +O

(
(1+ |t|)h∞),

uniformly for t ∈ R.

As in the end of the proof of Theorem 3.2.1, using the estimates on the symbols
qν,j(t) given by Proposition 3.4.15, Theorem A.0.2 and the Calderón-Vaillancourt theo-
rem (Theorem 1.3), we prove the following estimate∥∥(R(N+1)

ν (t)
)w

(x,hDx;h)
∥∥
L(L2(Rn;Cm))

6 Cν,n,N exp
((
4N+ δ̃n

)
Γν|t|

)
,

uniformly for t ∈ R, where δ̃n is an integer depending only on the dimension n. We
conclude as in the end of the proof of Theorem 3.2.1. �

It remains now to prove Corollary 3.2.7.

Proof of Corollary 3.2.7 :

Let Q(x, ξ) ∼
∑
j>0 h

jQj(x, ξ) in S(1) and assume that there exists Q̃ ∈ S(1) such
that

Q0(x, ξ) =
∑̀
ν=1

Pν,0(x, ξ)Q̃(x, ξ)Pν,0(x, ξ).

According to Proposition 3.4.6 (ii), we have∥∥∥∥∥Q(t) −
∑̀
ν=1

Qν(t)

∥∥∥∥∥ = O
(
(1+ |t|)h

)
, uniformly for t ∈ R.

Thus by rewriting (3.4.95) for N = 0 and using Lemma 3.4.20, we get

∥∥Q(0)(t)
∥∥ 6

∑̀
ν=1

∥∥Q(0)
ν (t)

∥∥+ ∥∥∥∥∥Q(t) −
∑̀
ν=1

Qν(t)

∥∥∥∥∥
6 ` h sup

16ν6`

∥∥∥∥∫t
0

UHν(−s)
(
R
(1)
ν (t− s)

)w
UHν(s)ds

∥∥∥∥+O(h) +O
(
(1+ |t|)h

)
uniformly for t ∈ R. We conclude as above. �

3.5 Some comments and remarks

3.5.1 The class of observables Q(1)

In this paragraph, we recall a result from [15] showing that the assumption Q ∈
Q(1) is necessary in order to prove that Q(t) is an h-pseudodifferential operator with
semiclassical symbol q(t) ∼

∑
j>0 h

jqj(t) in S(1), for all finite t.

Let H be a semiclassical Hamiltonian satisfying the assumptions of Theorem 3.2.5.
It is clear that our Theorem 3.2.5 implies in particular that for Q ∈ Q(1), the time
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evolution of the corresponding quantum observable Qw(x,hDx;h) given by Q(t) :=

UH(−t)Q
wUH(t) is an h-pseudodifferential operator with symbol q(t) ∈ Ssc(1), for

all finite t. This is a consequence of Beals’s characterization of h-pseudodifferential
operators (Theorem 1.7). In the following proposition, we recall a result from [15]
(which generalizes results from [32, 33, 34]) ensuring the reciprocal result. In other
words, the class Q(1) exhausts all observables Q ∈ Ssc(1) such that the time evolution
of the corresponding quantum observable is again an h-pseudodifferential operator
with symbol in the class Ssc(1).

Proposition 3.5.1 LetQ ∈ Ssc(1) and assume that for all t ∈ R, the corresponding Heisenberg
observable Q(t) := UH(−t)Q

wUH(t) is an h-pseudodifferential operator with symbol

q(t, x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjqj(t, x, ξ) in S(1),

uniformly for |t| 6 t̄. Then, uniformly for |t| 6 t̄, we have

Pν#q(t)#Pµ ∼ 0 in S(1), ∀1 6 µ 6= ν 6 `.

In particular, for t = 0, this implies that Q ∈ Q(1).

Proof : We start by the Heisenberg problem satisfied by Q(t)

d

dt
Q(t) =

i

h

[
Hw,Q(t)

]
, Q(t)|t=0 = Q

w,

which we rewrite at the level of symbols as

d

dt
q(t) ∼

i

h
[H,q(t)]# in S(1), q(t)|t=0 ∼ Q in S(1).

Multiplying from both sides by the semiclassical projections Pν,Pµ, and using the fact
that

Pη#H ∼ H#Pη in S(1), ∀η = 1, ..., `,

according to (3.2.11), we get

d

dt
Pµ#q(t)#Pν ∼

i

h
Pµ#[H,q(t)]##Pν ∼

i

h
[H,Pµ#q(t)#Pν]# in S(1). (3.5.1)

Put
qνµ(t) := Pµ#q(t)#Pν ∼

∑
j>0

hjqνµ,j(t), µ,ν = 1, ..., `.

We shall prove that

qνµ,j(t) = 0, ∀j > 0,∀1 6 µ 6= ν 6 `. (3.5.2)

Firstly, due to the factor h−1 in (3.5.1), at principal symbols level, we must have

[H0,Pµ,0q0(t)Pν,0] = (λµ − λν)Pµ,0q0(t)Pν,0 = 0.

Since for 1 6 µ 6= ν 6 `, λµ − λν 6= 0 by assumption (A1), it follows that

qνµ,0(t) = Pµ,0q0(t)Pν,0 = 0, ∀1 6 µ 6= ν 6 `. (3.5.3)
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This gives (3.5.2) for j = 0.

Let 1 6 µ 6= ν 6 `. Using the asymptotic expansion of qνµ(t), we identify the equal
powers of h in both sides in (3.5.1), i.e.

d

dt

∑
j>0

hjqνµ,j(t) ∼ i
[
H,
∑
j>1

hj−1qνµ,j(t)
]

# (3.5.4)

According to (3.5.3), the principal symbol of the right hand side of the above equation
equal to i[H0,qνµ,1(t)] must vanishes. This is equivalent to the block-diagonal form of
qνµ,1(t) with respect to the eigenprojectors (Pη,0)16η6`, that is

qνµ,1(t) =
∑̀
η=1

Pη,0qνµ,1(t)Pη,0.

For η = 1, · · · , `, Pη,0qνµ,1(t)Pη,0 can be seen as the principal symbol of h−1(Pη#(qνµ(t)−
qνµ,0(t))#Pη). Since qνµ,0(t) = 0 according to (3.5.3), this implies that qνµ,1(t) = 0

which gives (3.5.2) for j = 1. One can continu this procedure to obtain (3.5.2) for all
j > 2 and then see that q(t) must be block-diagonal with respect to the semiclassical
projections Pν, ν = 1, ..., `. �



A
T H E M O YA L B R A C K E T A N D R E M A I N D E R E S T I M AT E I N T H E
C O M P O S I T I O N F O R M U L A

Let g1 and g2 be two order functions on R2n. We have already seen in Theorem 1.2
in Chapter 1, that for two matrix-valued symbols A ∈ S(g1) and B ∈ S(g2), the Moyal
product A#B belongs to S(g1g2) and admits an asymptotic expansion in powers of h
given by (1.2.10). In this appendix, we precise this result in the case of semiclassical
symbols A(x, ξ;h) ∼

∑
j>0 h

jAj(x, ξ) in S(g1) and B(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jBj(x, ξ) in S(g2)
and we recall the notion of the Moyal bracket. Moreover, we recall a remainder estimate
in the composition formula established by Bouzouina-Robert [17] which we use in our
proofs.

a.0.1 Moyal product of semiclassical symbols

LetA(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jAj(x, ξ) in S(g1; R2n,Mm(C)) and B(x, ξ;h) ∼
∑
j>0 h

jBj(x, ξ)
in S(g2; R2n,Mm(C)) be two matrix-valued semiclassical symbols. By ordering the
asymptotic expansion (1.2.10), one can easily verify that A#B is also a semiclassical
symbol in S(g1g2; R2n,Mm(C)) with asymptotic expansion in powers of h given by

A#B(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hj(A#B)j(x, ξ) in S(g1g2), (A.0.1)

where for all j > 0,

(A#B)j(x, ξ) :=
∑

|α|+|β|+k+l=j

γ(α,β)Ak
(β)
(α)(x, ξ)Bl

(α)
(β)(x, ξ), (A.0.2)

with

γ(α,β) :=
(−1)|β|

(2i)|α|+|β|α !β !
.

In particular, the principal symbol and the sub-principal symbol of A#B are respec-
tively given by

(A#B)0 = A0B0, (A#B)1 =
1

2i
{A0,B0}+A0B1 +A1B0. (A.0.3)

In the following remark we collect some useful identities which can be easily com-
puted using (A.0.3).

Remark A.0.1 We recall that the Moyal commutator [A,B]# of A and B is defined as

[A,B]# := A#B−B#A.

For A ∼
∑
j>0 h

jAj, B ∼
∑
j>0 h

jBj and C ∼
∑
j>0 h

jCj three semiclassical matrix-valued
symbols, we have (

[A,B]#
)
0
= [A0,B0] (A.0.4)

105
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(
[A,B]#

)
1
=
1

2i

(
{A0,B0}− {B0,A0}

)
+ [A0,B1] + [A1,B0] (A.0.5)

(A#B#C)0 = A0B0C0 (A.0.6)

(A#B#C)1 =
1

2i
{A0B0,C0}+A0B0C1 +

1

2i
{A0,B0}C0 +A0B1C0 +A1B0C0. (A.0.7)

a.0.2 The Moyal bracket

Let A ∼
∑
j>0 h

jAj in S(g1) and B ∼
∑
j>0 h

jBj in S(g2) be two matrix-valued
semiclassical symbols. The Moyal bracket of A and B denoted {A,B}∗ is defined as the
Weyl symbol of ih [A

w,Bw]. By means of the Moyal product it can be written as

{A,B}∗ :=
i

h
[A,B]#.

If the principal symbols A0 and B0 commute, i.e. if [A0,B0] = 0, then using the rule
of asymptotic expansion of the Moyal product of symbols (formula A.0.1), one can
expand {A,B}∗ in a power series of h and gets

{A,B}∗ ∼
∑
j>0

hj{A,B}∗j in S(g1g2), (A.0.8)

with
{A,B}∗j = i

(
[A,B]#

)
j+1

= i
(
(A#B)j+1 − (B#A)j+1

)
, ∀j > 0.

Let N > 1. The remainder term of order N− 1 in the asymptotic expansion (A.0.8)
can be expressed by means of the remainder terms in the asymptotic expansions of
A#B and B#A. More precisely, we have

{A,B}∗ −
N−1∑
j=0

hj{A,B}∗j = ih
−1(RN(A,B) − RN(B,A)), (A.0.9)

where

RN(A,B; x, ξ;h) := A#B(x, ξ;h) −
N∑
j=0

hj(A#B)j(x, ξ) (A.0.10)

denotes the remainder term of order N in the asymptotic expansion of A#B.

a.0.3 Remainder estimate in the composition formula

In [17, Theorem A.1], Bouzouina and Robert established the following estimate on
the derivatives of RN(P,Q) in the case of scalar-valued symbols. This result remains
true without any change in the case of matrix-valued symbols.

Theorem A.0.2 There exists a constant Kn > 0 such that for every integer κ > 4n and every
s > 4n, there exists τn,κ,s > 0 such that for every A,B ∈ S (R2n;Mm(C)) we have :
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For every N > 1 and every γ ∈N2n, the following estimate holds for every u ∈ R2n

‖∂γuRN(A,B;u;h)‖ 6 hN+1τn,κ,sK
N+|γ|
n (N !)−1

× sup
v,w∈R2n

µ,ν∈N2n;|µ|+|ν|6κ+|γ|
α,β∈Nn;|α|+|β|=N+1

(
〈(v,w)〉s−κ

∥∥∂(α,β)+µ
v A(v+ u)

∥∥∥∥∂(β,α)+ν
w B(w+ u)

∥∥).

(A.0.11)

Remark A.0.3 As it was shown in [17], using the fact that S (R2n;Mm(C)) is dense in
S(〈u〉a; R2n,Mm(C)), a ∈ R, for the topology of the Fréchet spaces S(〈u〉a+ε; R2n,Mm(C)),
for all ε > 0, Theorem A.0.2 can be extended to symbols A ∈ S(〈u〉a; R2n,Mm(C)) and
B ∈ S(〈u〉b; R2n,Mm(C)), with a,b ∈ R such that κ− s > a+ b to get a finite right hand
side in (A.0.11).





B
C A U C H Y P R O B L E M

Let Λ ∈ C∞(R2n; R), A ∈ C∞(R2n;Mm(C)) hermitian-valued and B ∈ C∞(R ×
R2n;Mm(C)). In this paragraph, we give the general solution of the following Cauchy
problem

d

dt
ψ(t, x, ξ) =

{
Λ,ψ(t, ·, ·)

}
(x, ξ) + i[A(x, ξ),ψ(t, x, ξ)] +B(t, x, ξ)

ψ(t, x, ξ)|t=0 = ψ0(x, ξ),
(B.0.1)

which arises when we solve the Cauchy problems (3.3.1) and (3.4.61) in sections 3.3
and 3.4, respectively. We assume that the flow φtΛ(x, ξ) exists globally on R for all
(x, ξ) ∈ R2n since it is the case for φtλ and φtν (see section 3).

We introduce the (m×m) matrix-valued function T solution of the following system

d

dt
T(t, x, ξ) = −iA

(
φtΛ(x, ξ)

)
T(t, x, ξ), T(0, x, ξ) = Im. (B.0.2)

The following lemma was proved in [18, Proposition 4].

Lemma B.0.1 The matrix T(t, x, ξ) is unitary and we have

T
(
− t,φtΛ(x, ξ)

)
= T−1(t, x, ξ), ∀t ∈ R, (x, ξ) ∈ R2n. (B.0.3)

Notice that in [18], the quantity Γ(t, x, ξ) = T(−t,φtΛ(x, ξ)) was considered instead of
T .

The equation satisfied by T−1 reads

d

dt
T−1(t, x, ξ) = iT−1(t, x, ξ)A

(
φtΛ(x, ξ)

)
. (B.0.4)

A simple computation using (B.0.2) and (B.0.4) yields

d

dt

(
T−1(−t, x, ξ)ψ

(
t,φ−t

Λ (x, ξ)
)
T(−t, x, ξ)

)
= T−1(−t, x, ξ)G(t,φ−t

Λ (x, ξ))T(−t, x, ξ)

with
G(t, x, ξ) :=

d

dt
ψ(t, x, ξ) − {Λ,ψ(t)}(x, ξ) − i[A,ψ(t)](x, ξ).

Consequently, equation (B.0.1) is equivalent to the following one

d

dt

(
T−1(−t, x, ξ)ψ

(
t,φ−t

Λ (x, ξ)
)
T(−t, x, ξ)

)
= T−1(−t, x, ξ)B

(
t,φ−t

Λ (x, ξ)
)
T(−t, x, ξ).

Therefore

ψ
(
t,φ−t

Λ (x, ξ)
)
=T(−t, x, ξ)

(
ψ0(x, ξ)

+

∫t
0

T−1(−s, x, ξ)B
(
s,φ−s

Λ (x, ξ)
)
T(−s, x, ξ) ds

)
T−1(−t, x, ξ).

(B.0.5)
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Using Lemma B.0.1, we obtain the solution of (B.0.1) which reads

ψ(t, x, ξ) =T−1(t, x, ξ)
(
ψ0(φ

t
Λ(x, ξ))

+

∫t
0

T−1
(
− s,φtΛ(x, ξ)

)
B
(
s,φt−sΛ (x, ξ)

)
T
(
− s,φtΛ(x, ξ)

)
ds

)
T(t, x, ξ).

�

The following lemma is used in the proof of Proposition 3.4.12. Similar result was
announced in the appendix of [114] (see equation (A.22) therein).

Lemma B.0.2 Consider the Cauchy problem (B.0.1) with Λ = λν and A = H̃ν,1 defined by
(3.4.63). We assume that ψ0 and B(t) satisfy

ψ0 = Pν,0ψ0Pν,0 and B(t) = Pν,0B(t)Pν,0, ∀t ∈ R.

Then the solution ψ(t) satisfies

ψ(t) = Pν,0ψ(t)Pν,0, ∀t ∈ R.

Proof. Put Pν,0 := Im − Pν,0. We shall prove that

Pν,0ψ(t) = 0 and ψ(t)Pν,0 = 0, ∀t ∈ R.

We have

d

dt
Pν,0ψ(t) = Pν,0{λν,ψ(t)}− Pν,0[ψ(t), iH̃ν,1]

= {λν,Pν,0ψ(t)}− {λν,Pν,0}ψ(t) − Pν,0[ψ(t), iH̃ν,1]

= {λν,Pν,0ψ(t)}− {λν,Pν,0}ψ(t) + iPν,0H̃ν,1ψ(t) − iPν,0ψ(t)H̃ν,1

= {λν,Pν,0ψ(t)}− {λν,Pν,0}ψ(t) + iPν,0H̃ν,1ψ(t) +O(Pν,0ψ(t)),

where we used the fact that H̃ν,1 ∈ S(1) (see the proof of Lemma 3.4.17). According to
the definition of H̃ν,1 we have

iPν,0H̃ν,1ψ(t) = Pν,0
[
Pν,0, {λν,Pν,0}

]
ψ(t) = −Pν,0{λν,Pν,0}Pν,0ψ(t). (B.0.6)

Next, multiplying the obvious equality {λν,Pν,0} = {λν,P2ν,0} = {λν,Pν,0}Pν,0+Pν,0{λν,Pν,0}

on the left and right by Pν,0, gives Pν,0{λν,Pν,0}Pν,0 = 2Pν,0{λν,Pν,0}Pν,0 and then

Pν,0{λν,Pν,0}Pν,0 = 0.

Combining this with (B.0.6), we obtain

iPν,0H̃ν,1ψ(t) = {λν,Pν,0}Pν,0ψ(t).

Therefore, we have

d

dt
Pν,0ψ(t) = {λν,Pν,0ψ(t)}− {λν,Pν,0}ψ(t) + {λν,Pν,0}Pν,0ψ(t) +O(Pν,0ψ(t))

= {λν,Pν,0ψ(t)}− {λν,Pν,0}Pν,0ψ(t) +O(Pν,0ψ(t)),
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which by using the fact that {λν,Pν,0} = O(1) (which follows from assumption (A2)
and Lemma 3.4.1) gives

d

dt
Pν,0ψ(t) = {λν,Pν,0ψ(t)}+O(Pν,0ψ(t)).

Put g(t, x, ξ) := Pν,0(x, ξ)ψ(t, x, ξ) and f(t, x, ξ) := g(t,φ−t
ν (x, ξ)). Taking into account

the fact that f(0) = g(0) = Pν,0ψ0 = 0 (since ψ0 = Pν,0ψ0Pν,0 by hypothesis), we have

d

dt
f(t, x, ξ) = O

(
f(t, x, ξ)

)
, f(0) = 0.

Consequently, using Gronwall Lemma, we get

f(t) = 0, ∀t ∈ R.

Hence
Pν,0ψ(t) = 0, ∀t ∈ R.

The same arguments show that ψ(t)Pν,0 = 0, for all t ∈ R. This ends the proof of the
lemma. �
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Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait l’objet de l’article [4] en collaboration
avec Mouez Dimassi et Setsuro Fujiié.
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4.1 Introduction

In this chapter, we establish a semiclassical trace formula in a general framework
of microhyperbolic selfadjoint systems of h-pseudodifferential operators, and apply
it to study the spectral shift function (SSF for short) associated to a pair of selfad-
joint Schrödinger operators with matrix-valued potentials. Such operators appear in
molecular physics in the Born-Oppenheimer approximation. The justification of this
approximation and a classification of matrix Schrödinger operators can be found in
[26, 58, 71, 77].

More precisely, we are concerned with the SSF for the pair of operators (P1(h),P0(h))
with

P0(h) := −h2∆⊗ Im + V∞, P1(h) := −h2∆⊗ Im + V(x), (4.1.1)

113
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where h ∈]0, 1] is the semiclassical parameter, Im is the identitym×mmatrix, V∞ is an
m×m constant hermitian matrix and V is a smooth hermitian matrix-valued potential
which tends rapidly enough to V∞ at infinity. The SSF associated to (P1(h),P0(h))
denoted sh is defined as distribution (modulo a constant) by the Lifshits-Krein formula

〈s ′h(·), f(·)〉 = −tr
(
f(P1(h)) − f(P0(h))

)
, ∀ f ∈ C∞0 (R; R). (4.1.2)

In the scalar case m = 1, a lot of works have been devoted to the study of the
SSF in different asymptotic regimes, see [105, 103, 106, 104, 107, 6, 43, 40] and the
references therein. In particular, a Weyl-type asymptotics for the SSF with a sharp
remainder estimate and a complete asymptotic expansion of the derivative of the SSF
were studied in high energy regime ([104]) and in the semiclassical regime ([105, 106]).

The proofs of these works reduce to the study of the asymptotic behaviour of

tr
(
f(P1(h))F

−1
h θ(τ− P1(h)) − f(P0(h))F

−1
h θ(τ− P0(h))

)
(4.1.3)

where θ is a smooth function of the time with compact support and F−1
h is the semi-

classical Fourier inverse transform defined by (4.2.2). The method in [105] consists in
writing (4.1.3) as

1

2πh

∫
R

e
itτ
h θ(t)tr

(
f(P1(h))e

− it
h P1(h) − f(P0(h))e

− it
h P0(h)

)
dt,

and constructing, modulo O(h∞), the Schwartz’ Kernel of the evolution operator

Uh(t) := f(P1(h))e
− it
h P1(h).

This construction by means of Fourier integral operators is now standard and well-
known for scalar-valued operators P1(h) (see [66, 70, 102] for problems concerning the
asymptotic distribution of eigenvalues, and [104, 105] for the SSF).

For matrix-valued operators, this explicit construction is very complicated (or im-
possible) even for small t. To avoid this problem, and to study the counting function
of eigenvalues of P1(h), V. Ivrii [70] observed that a rough construction by using the
successive approximation method of Uh(t) for |t| < h1−δ (with 0 < δ 6 1) suffices
to get a full asymptotic expansion in powers of h of tr(f(P1(h))F−1

h θ(τ− P1(h))). Re-
lying on this observation, Dimassi and Sjöstrand [42] (see also [41, ch. 12]) developed
a time-independent approach to get asymptotics of tr(f(P1(h))F−1

h θ(τ − P1(h))) for
matrix-valued operator P1(h). The novelty in this approach consists in expressing the
above trace in terms of the resolvent instead of the evolution operator, and studying
the (almost) analyticity of its trace near the real axis. This representation is done by
means of Helffer-Sjöstrand formula (1.3.4). This method is used in [40] to study the
SSF for scalar non semi-bounded operators such as Stark Hamiltonian.

In this chapter, we develop and apply this stationary approach to the study of the
SSF for matrix-valued operators.

Organization of the chapter

In the first part of this chapter, we study the semiclassical trace formula associated
to a microhyperbolic selfadjoint system of h-pseudodifferential operators. We consider
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a general matrix-valued h-pseudodifferential operator Hw := Hw(x,hDx) associated
to an m×m hermitian matrix-valued symbol H and we study the trace of the operator
χwf(Hw)F−1

h θ(τ −Hw) near a fixed energy τ0 ∈ R, where χ is a cutoff function in
the phase space, f ∈ C∞0 (R; R) with support near τ0 and θ ∈ C∞0 (R; R). Under the
assumption that τ0 − H is microhyperbolic at every point of the support of χ (see
Definition 4.2.1), we show that this trace has a full asymptotic expansion in powers of
h, provided that θ is supported in a small h-independent neighborhood of 0 ( Theorem
4.2.6). This is a consequence of two results. The first one states that the above trace
depends, modulo O(h∞), only on the values of the symbol H on the support of χ as
long as the support of θ is small enough near 0 (Theorem 4.2.5). This result enables us
to modify the symbol τ0−H outside the support of χ and then extend it to a uniformly
microhyperbolic symbol in the whole phase space using Theorem C.0.1. The second
result ensures that under this uniform microhyperbolicity condition, the constribution
of the trace of χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw) for large times (larger than h1−δ, 0 < δ 6 1)
is O(h∞) (Theorem 4.2.3). These results are stated in subsection 4.2.1 and proved in
section 4.3.

In the second part, we apply the results of the first part to the study of the SSF as-
sociated to the pair of Schrödinger operators with matrix-valued potentials defined in
(4.1.1). First, we give a complete asymptotic expansion in powers of h for the derivative
of the SSF in the sense of distributions (Theorem 4.2.8). This result is a simple conse-
quence of the h-pseudodifferential symbolic calculus. Then, using Theorem 4.2.6, we
show that (4.1.3) has a full asymptotic expansion in powers of h when the support of
θ is close enough to the origin (Theorem 4.2.9). Combining this result with a Taube-
rian argument, we obtain a Weyl-type asymptotic for the SSF with a sharp remainder
estimate (Theorem 4.2.11). Finally, we give a pointwise full asymptotic expansion of
the derivative of the SSF near energies τ where there exists a scalar escape function
associated to the classical Hamiltonian ξ2Im + V(x) (Theorem 4.2.13). This theorem
is a generalization to the matrix case of the result of Robert-Tamura [105] near non-
trapping energies. These results are stated in subsection 4.2.2 and their proofs will be
given in section 4.4.

Notations

Throught this chapter, Hm denotes the set of m×m hermitian matrices. We use the
same asymptotic notations as in the previous chapters. In particular, we recall that for
a function fh depending on the semiclassical parameter h, the notation fh = O(h∞)
(or fh ≡ 0) means that fh = O(hN), for all N ∈ N, uniformly for h small enough. The
scalar products in Rd and Cm will be denoted 〈·, ·〉 and (·, ·), respectively. Finally, the
bracket [aj]10 stands for the difference a1 − a0.

4.2 Statement of the main results

We start by recalling the following notion of microhyperbolicity which will play an
important role in this chapter.

Definition 4.2.1 (Microhyperbolicity) Let H ∈ C∞(R2n;Hm).
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(i) We say thatH(x, ξ) is microhyperbolic at (x0, ξ0) ∈ R2n in the direction T = (Tx0 , Tξ0) ∈
R2n, if there are constants C0,C1,C2 > 0 such that(

〈T ,∇x,ξH(x, ξ)〉w,w
)
> C0|w|

2 −C1|H(x, ξ)w|2, (4.2.1)

for all (x, ξ) ∈ R2n with |(x, ξ) − (x0, ξ0)| 6 1
C2

and all w ∈ Cm. Here ∇x,ξH =

(∂xH,∂ξH) and we slightly abuse notation by denoting

〈T ,∇x,ξH(x, ξ)〉 := 〈T ,∇x,ξ〉H(x, ξ) = 〈Tx0 ,∂x〉H(x, ξ) + 〈Tξ0 ,∂ξ〉H(x, ξ).

(ii) If for some constants C0,C1 > 0 the above estimate holds for all (x, ξ) ∈ R2n, we say
that H(x, ξ) is uniformly microhyperbolic on R2n in the direction T .

(iii) In the case where H(x, ξ) depends also on an additional parameter, we say that H is
uniformly microhyperbolic in the direction T if (4.2.1) is satisfied with C0,C1 > 0

independent of this parameter.

Remark 4.2.2 Clearly the notion of microhyperbolicity is a local notion in the sense that if H
is microhyperbolic at (x0, ξ0) ∈ R2n is some direction T ∈ R2n then for η > 0 small enough,
H is microhyperbolic at every point (x, ξ) ∈ R2n with |(x, ξ) − (x0, ξ0)| 6 η in the same
direction T . In the appendix C, we prove some technical results related to this notion that we
shall use in our proofs.

4.2.1 Trace formula for systems of h-pseudodifferential operators

Let θ ∈ C∞0 (R; R). We recall the semiclassical Fourier inverse operator

F−1
h θ(τ) =

1

2πh

∫
R

e
itτ
h θ(t)dt. (4.2.2)

In the following, for ε > 0 possibly depending on h, we set

θε(t) := θ

(
t

ε

)
.

Let A,H ∈ S(1; R2n,Hm) and χ ∈ C∞0 (R2n; R). We assume that A together with all
its derivatives with respect to (x, ξ) are in L1(R2n)1. In particular this implies that Aw

is of trace class and we have (see Theorem 1.11)

‖Aw‖tr = O(h−n).

Recall that χw is of trace class with norm trace O(h−n). Clearly, for all f ∈ C∞0 (R; R),
the operators χwf(Hw) and Awf(Hw) are of trace class.

Fix τ0 ∈ R. We denote by Oτ0 the set of open intervals centered at τ0, i.e.,

Oτ0 :=
{
]τ0 − η, τ0 + η[; η > 0

}
.

1 All the following analysis remains true if we assume that (1+ |ξ|2)−aH ∈ S(1; R2n,Hm),a > 0. In this
case we have to suppose that Aw(i+Hw)−k is a trace class operator for some k > 1, with norm trace
O(h−n).
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Theorem 4.2.3 Let θ ∈ C∞0 (]12 , 1[; R) and κ > 0, δ ∈]0, 1] be fixed arbitrarily independent of
h. Suppose that there exists T ∈ R2n such that τ0−H(x, ξ) is uniformly microhyperbolic with
respect to (x, ξ) ∈ R2n in the direction T . There exists I ∈ Oτ0 such that for all f ∈ C∞0 (I; R),
we have

tr
(
Awf

(
Hw)F−1

h θε
(
τ−Hw)

)
= O(h∞), (4.2.3)

uniformly for τ ∈ R and ε ∈ [h1−δ, κ[.

Remark 4.2.4 The above theorem remains valid if supp θ ⊂] − 1,−12 [.

Theorem 4.2.5 Let H0,H1 ∈ S(1; R2n,Hm) be such that H0 = H1 in a neighborhood of
suppχ. There exists C0 > 0 (large enough and independent of h) such that for θ ∈ C∞0 (] −
1
C0

, 1C0 [; R), we have

tr
(
χw
[
f(Hwj )F

−1
h θ(τ−Hwj )

]1
0

)
= O(h∞), (4.2.4)

uniformly for τ ∈ R.

The following result is a consequence of the above theorems.

Theorem 4.2.6 Assume that τ0 −H(x, ξ) is microhyperbolic at every point (x, ξ) in suppχ.
There exists I ∈ Oτ0 and C > 0 (large enough and independent of h) such that for f ∈ C∞0 (I; R)

and θ ∈ C∞0 (] − 1
C , 1C [; R) with θ equal to 1 near 0, the following full asymptotic expansion in

powers of h holds

tr
(
χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw)
)
∼ (2πh)−nf(τ)

∑
j>0

γj(τ)h
j as h↘ 0, (4.2.5)

uniformly for τ ∈ R. The coefficients γj(·) are C∞ functions of τ, independent of θ and f.

In the following remark, we give the general formulas for the coefficients γj(τ) which
will be clear from the proof of Theorem 4.2.6.

Remark 4.2.7 Let

G(x, ξ, z;h) ∼
∑
j>0

hjGj(x, ξ, z) in Sδδ(1; R2n,Hm)

be the symbol of the resolvent (z−Hw)−1 viewed as an h-pseudodifferential operator in the
domain {z ∈ C; |=z| > hδ}, 0 < δ < 1

2 , according to Proposition 1.1. In particular G0(x, ξ, z) =
(z−H(x, ξ))−1. For all j > 0, the coefficient γj(τ) is given by (see (4.3.55))

γj(τ) =
i

2π

∫∫
R2n

χ(x, ξ)t̂r
(
Gj(x, ξ, τ+ i0) − Gj(x, ξ, τ− i0)

)
dxdξ (4.2.6)

where we recall that t̂r denotes the trace of square matrices and

Gj(x, ξ, τ± i0) := lim
s→0

Gj(x, ξ, τ± is).

In particular

γ0(τ) =
i

2π

∫∫
R2n

χ(x, ξ)
(
t̂r
(
(τ+ i0−H(x, ξ))−1 − (τ− i0−H(x, ξ))−1

))
dxdξ.
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4.2.2 Application to the SSF for Schrödinger operators with matrix-valued potentials

In this section we apply the above trace formula to study the spectral shift func-
tion associated to the pair of semiclassical Schrödinger operators with matrix-valued
potentials

P1(h) := −h2∆⊗ Im + V(x), P0(h) := −h2∆⊗ Im + V∞, (4.2.7)

in L2(Rn; Cm), where Im is the m×m identity matrix and V ∈ C∞(Rn;Hm) is an
hermitian matrix-valued potential, i.e.,

V(x) = (Vij(x))16i,j6m, Vij(x) = Vji(x), ∀ 1 6 i, j 6 m,

which tends to V∞ as |x|→ +∞. We assume that

∃µ > n; ‖∂αx (V(x) − V∞)‖m×m = Oα(〈x〉−µ−|α|), ∀α ∈Nn,∀x ∈ Rn. (4.2.8)

After making a linear transformation, we may assume that

V∞ =


e1,∞ 0 · · · 0

0 e2,∞ · · · 0
... 0

. . .
...

0 · · · 0 em,∞

 , with e1,∞ 6 e2,∞ 6 · · · 6 em,∞.

The operator P0(h) with domain H2(Rn; Cm) is self-adjoint. Its spectrum is

σ(P0(h)) = [e1,∞,+∞[.

Since V −V∞ is ∆-compact, the operator P1(h) admits a unique self-adjoint realization
in L2(Rn; Cm) with domain H2(Rn; Cm). Moreover, the essential spectra of P1(h) and
P0(h) are the same. The operator P1(h) may have discrete eigenvalues in ] −∞, e1,∞[
and embedded ones in the interval [e1,∞, em,∞] contained in the continuous spectrum.

The spectral shift function sh(τ) associated to the pair (P1(h),P0(h)) is defined as a
real-valued function on R satisfying the Lifshits-Krein formula

〈s ′h(·), f(·)〉 = −tr
(
f(P1(h)) − f(P0(h))

)
, ∀ f ∈ C∞0 (R; R). (4.2.9)

By this formula, sh(τ) is fixed up to an additive constant and we normalize it so that
sh(τ) = 0 for τ < inf (σ(P1(h)).

Let us denote by

p1(x, ξ) := ξ2Im + V(x), p0(x, ξ) := ξ2Im + V∞, (x, ξ) ∈ R2n, (4.2.10)

the classical Hamiltonians associated with the operators P1(h) and P0(h), respectively.
Let e1(x) 6 e2(x) 6 · · · 6 em(x) be the eigenvalues of V(x) arranged in increasing
order. For all 1 6 j 6 m, x 7→ ej(x) is a continuous function over Rn as a solution of
the polynomial equation

det(V(x) − λIm) =

m∑
k=1

ak(x)λ
k = 0, ak ∈ C∞(Rn; C).
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Theorem 4.2.8 (Weak asymptotics) Assume (4.2.8) and let f ∈ C∞0 (R; R). There exists a
sequence of real numbers (c2j(f))j∈N such that

〈s ′h(·), f(·)〉 ∼ (2πh)−n
∑
j>0

c2j(f)h
2j as h↘ 0, (4.2.11)

with

c0(f) =
ωn

2

m∑
k=1

∫
Rn

∫+∞
0

[
f(ek,∞ + τ) − f(ek(x) + τ)

]
τ
n−2
2 dτdx, (4.2.12)

where ωn is the volume of the unit sphere Sn−1.

For τ0 ∈ R, we introduce the corresponding energy level

Στ0 :=
{
(x, ξ) ∈ R2n; det (p1(x, ξ) − τ0) = 0

}
.

We have

Στ0 =

m⋃
k=1

Στ0,k, with Στ0,k :=
{
(x, ξ) ∈ R2n; ξ2 + ek(x) = τ0

}
.

The following theorem is a consequence of Theorem 4.2.6.

Theorem 4.2.9 Let τ0 /∈ {e1,∞, e2,∞, · · · , em,∞}. Assume (4.2.8) and τ0 − p1(x, ξ) is micro-
hyperbolic at every point (x, ξ) ∈ Στ0 . There exist I ∈ Oτ0 and a large constant C0 > 0 such
that for f ∈ C∞0 (I; R) and θ ∈ C∞0 (] − 1

C0
, 1C0 [; R) with θ equal to 1 near 0, the following

asymptotic formula holds

〈s ′h(·),F−1
h θ(τ− ·)f(·)〉 ∼ (2πh)−nf(τ)

∑
j>0

γ2j(τ)h
2j as h↘ 0, (4.2.13)

uniformly for τ ∈ R. The coefficients γ2j(τ) are smooth functions of τ, independent of f and θ.
In particular,

γ0(τ) =
ωn

2

m∑
k=1

∫
Rn

(
(τ− ek,∞)n−22+ − (τ− ek(x))

n−2
2

+

)
dx, (4.2.14)

where τ+ := max (τ, 0).

Let us make the following remark on the microhyperbolicity condition required on
τ0 − p1.

Remark 4.2.10 According to Definition 4.2.1, the assumption that τ0 − p1(x, ξ) is microhy-
perbolic at every point (x, ξ) ∈ Στ0 is equivalent to the following condition :

For x0 ∈ {x ∈ Rn; ek(x) = τ0}, k = 1, ...,m, there exists T1 ∈ Rn and C > 0 such that(
〈T1,∇xV(x0)〉ω,ω

)
>
1

C
|ω|2, ∀ω ∈ ker(V(x0) − τ0Im).

In particular, if ek(x0) is a simple eigenvalue of V(x0), this is equivalent to ∇xek(x0) 6= 0.
In fact, assume that ek(x0) is a simple eigenvalue of V(x0). Then there exists η > 0 small
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enough such that for all |x− x0| < η, ek(x) is a simple eigenvalue of V(x). For |x− x0| < η

and ω(x) ∈ ker(V(x) − ek(x)Im), we have

V(x)ω(x) = ek(x)ω(x).

It follows that(
(∇xV(x))ω(x),ω(x)

)
=

(
(∇xek(x))ω(x),ω(x)

)
+
(
(ek(x) − V(x))∇xω(x),ω(x)

)
= ∇xek(x)|ω(x)|2 +

(
∇xω(x), (ek(x) − V(x))ω(x)

)
= ∇xek(x)|ω(x)|2.

In particular, we have(
(∇xV(x0))ω(x0),ω(x0)

)
= ∇xek(x0)|ω(x0)|

2.

Since dim
(

ker(V(x0) − ek(x0)Im)
)
= 1, then(

(∇xV(x0))ω,ω
)
= ∇xek(x0)|ω|2, ∀ω ∈ ker(V(x0) − ek(x0)Im).

As a consequence of Theorem 4.2.9, we get a Weyl-type asymptotics with a sharp re-
mainder estimate for the spectral shift function corresponding to the pair (P1(h),P0(h)).

Theorem 4.2.11 (Weyl-type asymptotics) Assume that (4.2.8) holds with V∞ = 0. Let
τ0 6= 0 such that τ0 − p1(x, ξ) is microhyperbolic at every point (x, ξ) ∈ Στ0 . There exists
I ∈ Oτ0 such that

sh(τ) = (2πh)−na0(τ) +O(h−n+1) as h↘ 0, (4.2.15)

uniformly for τ ∈ I, with

a0(τ) =
ωn

n

m∑
k=1

∫
Rn

(
τ
n
2
+ − (τ− ek(x))

n
2
+

)
dx. (4.2.16)

As indicated in the introduction, in the scalar case m = 1, a complete asymptotic
expansion in powers of h of the derivative of the SSF has been obtained under a non-
trapping condition on the classical trajectories corresponding to the energy surface Στ0
(see [105]). In the present matrix-valued case, the treatment is much more complicated.
In fact, since the eigenvalues are not smooth enough in general, the usual definition of
the Hamilton flow for a matrix-valued Hamiltonian function does not make sense (see
[75]). For this reason, we use here the notion of escape function.

More precisely, we assume that there exists a scalar escape function G ∈ C∞(R2n; R)

associated to p1 at τ0, i.e.

∃C > 0; {p1,G}(x, ξ) > C, ∀(x, ξ) ∈ Στ0 , (4.2.17)

in the sense of hermitian matrices, where we recall that {p1,G} is the Poisson bracket
of p1,G defined by

{p1,G} := ∂xG · ∂ξp1 − ∂ξG · ∂xp1.
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Remark 4.2.12 As pointed out in Chapter 2, in the scalar case, the assumption (4.2.17) is
equivalent to the condition that τ0 is non-trapping for the classical Hamiltonian p1. More-
over, (4.2.17) implies that τ0 − p1(x, ξ) is microhyperbolic at every point (x, ξ) ∈ Στ0 in the
direction of the Hamiltonian vector field (∂ξG(x, ξ),−∂xG(x, ξ)).

Our main result is the following pointwise asymptotic expansion of the derivatives
of the SSF near τ0 which generalizes the result of [105].

Theorem 4.2.13 (Pointwise asymptotics) Fix an energy τ0 > em,∞. Assume that (4.2.8)
and (4.2.17) are satisfied. Then, there exists I ∈ Oτ0 such that s ′h(·) has a complete asymptotic
expansion in powers of h of the form

s ′h(τ) ∼ (2πh)−n
∑
j>0

γ2j(τ)h
2j as h↘ 0, (4.2.18)

uniformly for τ ∈ I, where the coefficients γ2j(τ) are given in Theorem 4.2.9.

4.2.3 Examples and Further generalizations

Notice that, we don’t require any condition on the multiplicities of the eigenvalues
of the potential V ∈ C∞(Rn;Hm). The pointwise asymptotics (4.2.18) holds whenever
the assumption (4.2.17) on the existence of a scalar escape function associated to p1 at
τ0 is satisfied. For example, for G(x, ξ) = x · ξ, this assumption is equivalent to

2(τ0− ek(x))− x · ∇V(x) > C, ∀x ∈ {x ∈ Rn; τ0− ek(x) > 0},k = 1, · · · ,m. (4.2.19)

Thus, under the assumption (4.2.8), the asymptotics (4.2.18) holds near any large τ0
with

τ0 >
1

2
supx∈Rn‖x · ∇V(x)‖m×m + supx∈Rn‖V(x)‖m×m.

Our results extend to the case of potentials depending on h, i.e. V(x;h) = V0(x) +

hV1(x;h). In such a case, we assume (4.2.8) uniformly with respect to h. In particular,
as a simple example, we can consider the case where V0(x) is a diagonal matrix, i.e.,

V0(x) = diag (e1(x), . . . , em(x)).

If each ek(x) satisfies

2(τ0 − ek(x)) − x · ∇xek(x) > ck > 0, ∀x ∈ {x ∈ Rn; τ0 − ek(x) > 0},

then (4.2.19) is satisfied for h small enough and (4.2.18) holds.

More generally, we can treat the spectral shift function associated to a pair of self-
adjoint systems of h-pseudodifferential operators (P1(h),P0(h)) provided that the SSF
is well defined and the existence of a scalar escape function holds.
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4.3 Proofs of the results of subsection 4 .2 .1

This section is devoted to the proofs of Theorems 4.2.3, 4.2.5 and 4.2.6 concerning
the semiclassical trace formula.

We start by the following remarks which will be used throughout our proofs. In the
following by f̃ ∈ C∞0 (C) we always denote an almost analytic extension of f ∈ C∞0 (R; R)

with
supp f̃ ⊂ {z ∈ C; |=z| 6 1}.

Remark 4.3.1 (i) Let P be a selfadjoint operator acting in some Hilbert space. By Helffer-
Sjöstrand formula (1.3.4), if g is real analytic near supp f̃, then

f(P)g(P) = −
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)g(z)(z− P)−1L(dz). (4.3.1)

(ii) Let θ ∈ C∞0 (R; R) and τ ∈ R. We introduce

If̃(τ;h) := −
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h θ(τ− z)K(z;h)L(dz), (4.3.2)

where K is a complex-valued function. We assume that there exists a neighborhood U of
supp f̃ such that K is analytic in Ũ := U ∩ {z ∈ C; =z 6= 0} and K(z;h) = O(|=z|−1),
uniformly for z ∈ Ũ and h fixed. By Stokes’s formula we have

If̃(τ;h) = lim
s↘0

−
1

π

∫
|=z|>s

∂̄f̃(z)F−1
h θ(τ− z)K(z;h)L(dz)

= lim
s↘0

i

2π

∫
R

[
f̃(z)F−1

h θ(τ− z)K(z;h)
]z=t+is
z=t−is

dt.

From the above equation we deduce that if f̃(z) = O(|=z|∞), then If̃(τ;h) = 0. Con-
sequently, using Remark 1.1 which asserts that the difference of two almost analytic
extensions of the same function is a O(|=z|∞), this implies that (4.3.2) does not depend
on the choice of the almost analytic extension f̃ of f. In particular, for ψ ∈ C∞0 (R; R)

with ψ = 1 near 0, if we define

ψL(z) := ψ

(
=z

L

)
, L > 0, (4.3.3)

then f̃ψL is also an almost analytic extension of f, and we have

If̃(τ;h) = If̃ψL(τ;h). (4.3.4)

In the following, we shall use repeatedly this remark by inserting functions of the type
(4.3.3) into integrals of the form (4.3.2).
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4.3.1 Proof of Theorem 4.2.3

For τ ∈ R and ε > 0, we define

I(τ, ε;h) := tr
(
Awf(Hw)F−1

h θε
(
τ−Hw

))
. (4.3.5)

Using (4.3.1) with g(z) := F−1
h θε(τ− z), we get

f(Hw)F−1
h θε(τ−H

w) = −
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h θε(τ− z)(z−H

w)−1L(dz).

Put

K(z;h) := tr
(
Aw(z−Hw)−1

)
, =z 6= 0. (4.3.6)

Then, we have

I(τ, ε;h) = −
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h θε(τ− z)K(z;h)L(dz). (4.3.7)

From now on M > 0 is a constant independent of h and we put

ζ(h) := h log(
1

h
), L(h) = L :=

Mζ(h)

ε
. (4.3.8)

Let ψ ∈ C∞0 (R; R+) be such that

ψ(t) =

{
1 for |t| 6 1

0 for |t| > 2
(4.3.9)

and we define ψL according to (4.3.3). Using (4.3.4), we insert ψL into (4.3.7) to get

I(τ, ε;h) = −
1

π

∫
C

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz). (4.3.10)

We shall firstly prove that

I(τ, ε;h) ≡ −
1

π

∫
{|=z|>L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz), (4.3.11)

uniformly for 0 < ε 6 ch−ν, for all arbitrary fixed constants ν and c > 0. In fact, using
that ∂̄f̃(z) = O(|=z|∞) and the definition of ψL, we deduce

∂̄
(
f̃ψL

)
(z) = ∂̄f̃(z)ψL(z) + f̃(z)∂̄ψL(z)

= O(|=z|∞)ψL(z) +O

(
1

L

)
f̃(z)1[−2,−1]∪[1,2]

(
=z

L

)
= O(h∞)ψL(z) +O

(
1

L

)
f̃(z)1[−2,−1]∪[1,2]

(
=z

L

)
. (4.3.12)

In particular for |=z| < L, we have

∂̄
(
f̃ψL

)
(z) = O

(
|=z|∞)ψL(z) = O(h∞)ψL(z). (4.3.13)
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On the other hand, we have

|K(z;h)| =
∣∣tr(Aw(z−Hw)−1)∣∣

6 ‖Aw‖tr‖(z−Hw)−1‖L(L2(Rn;Cm))

= O(h−n|=z|−1), (4.3.14)

uniformly for =z 6= 0. Combining (4.3.13), (4.3.14) with the estimate (see Lemma D.0.3)

F−1
h θε(τ− z) = O

( ε
h
e
ε|=z|
h
)
= O(εh−M−1), ∀ z ∈ {|=z| < L},

we get

−
1

π

∫
{|=z|<L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz) = O(h∞),
uniformly for 0 < ε 6 ch−ν. Thus, we proved (4.3.11).

We define

I±(τ, ε;h) := −
1

π

∫
{±=z>L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz). (4.3.15)

According to (4.3.11), we have

I(τ, ε;h) ≡ I+(τ, ε;h) + I−(τ, ε;h),

uniformly for 0 < ε 6 ch−ν.

In the following, we shall study the behaviour of I−(τ, ε;h) and I+(τ, ε;h) as h↘ 0.

• Study of I−(τ, ε;h) :

According to the Paley-Wiener estimate (D.0.2), since supp θ ⊂]12 , 1[, we have uni-
formly for τ ∈ R,

F−1
h θε(τ− z) =

{
O
(
ε
he

ε=z
h

)
for =z > 0

O
(
ε
he

ε=z
2h

)
for =z < 0.

(4.3.16)

In particular, for =z 6 −L, we get

F−1
h θε(τ− z) = O(εh

M
2 −1).

On the other hand, (4.3.12) and (4.3.14) yield, for =z 6 −L,

∂̄(f̃ψL)(z)K(z;h) = O(h∞) +O

(
ε2h−n−2 log(

1

h
)−2
)

.

Therefore,

I−(τ, ε;h) = O

(
ε3h

M
2 −n−3 log(

1

h
)−2
)

. (4.3.17)

Since M > 0 is arbitrary, this implies that

I−(τ, ε;h) ≡ 0, (4.3.18)
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uniformly for τ ∈ R and ε ∈ [h1−δ, κ[, for all κ > 0 and δ ∈]0, 1]. Notice that (4.3.18)
remains true if ε is at most of polynomial order in h.

• Study of I+(τ, ε;h) :

Turn now to the study of I+(τ, ε;h). We have

I+(τ, ε;h) = −
1

π

∫
{=z>L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz). (4.3.19)

By assumption, there exists T = (T1, T2) ∈ R2n such that τ0 −H(x, ξ) is uniformly
microhyperbolic in the direction T with respect to (x, ξ) ∈ R2n. This remains true
in a small neighbourhood of τ0, that is, there exists I ∈ Oτ0 such that τ−H(x, ξ) is
uniformly microhyperbolic in the direction T with respect to (x, ξ) ∈ R2n and τ ∈ I. In
fact, by the Definition 4.2.1, the uniform microhyperbolicity condition of τ0 −H(x, ξ)
in the direction T means that there exists C0,C1 > 0 independent of (x, ξ) ∈ R2n and
τ0 such that for all w ∈ Cm, we have(

〈T ,∇x,ξ(τ0 −H(x, ξ))〉w,w
)
> C0|w|

2 −C1
∣∣(τ0 −H(x, ξ))w

∣∣2.

Using that
∣∣(τ0 −H(x, ξ))ω

∣∣2 6 2∣∣(τ− τ0)ω∣∣2 + 2∣∣(τ−H(x, ξ))ω
∣∣2, we get(

〈T ,∇x,ξ(τ−H(x, ξ))〉w,w
)
> (C0 − 2C1(τ0 − τ)

2)|w|2 − 2C1
∣∣(τ−H(x, ξ))w

∣∣2,

which by choosing |τ− τ0| small enough implies that τ−H(x, ξ) is uniformly microhy-
perbolic in the direction T with respect to (x, ξ) ∈ R2n and τ.

For t ∈ R, we define the unitary operator

Ut := e
it
h (T2·x−T1·hDx).

Clearly, we have

Hwt := U−1
t Hw(x,hDx)Ut = Hw

(
(x,hDx) + tT

)
= Hw(x+ tT1,hDx + tT2)

and

Awt := U−1
t Aw(x,hDx)Ut = Aw

(
(x,hDx) + tT

)
= Aw(x+ tT1,hDx + tT2).

Let H̃, Ã be two almost analytic extensions of H and A respectively, which are
bounded together with all their derivatives. That is, H̃ and Ã satisfy

H̃|R2n = H, Ã|R2n = A,

and

∂̄zH̃(z), ∂̄zÃ(z) = O(|=z|∞), ∀z ∈ R2n + iΩ ⊂ C2n, (4.3.20)

where Ω is some compact subset in R2n. For t ∈ C with small imaginary part, we
define

H̃wt := H̃w((x,hDx) + tT) and Ãwt := Ãw((x,hDx) + tT).
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By Taylor’s formula (with respect to =t), we have

z− H̃t(x, ξ) = z− H̃
(
(x, ξ) +<tT + i=tT

)
= z−H

(
(x, ξ) +<tT

)
− i=t〈T ,∇x,ξH

(
(x, ξ) +<tT

)
〉+O(|=t|2).

(4.3.21)

Then,

z− H̃wt = (z−Hw<t)

[
I− (z−Hw<t)

−1

(
i=tOpwh

(
〈T ,∇x,ξH

(
(x, ξ) +<tT

)
〉
)
+O(|=t|2)

)]
.

Thus, one easily sees by using the Calderón-Vaillancourt Theorem (Theorem 1.3) that
there exists a constant C0 > 0 depending only on the L∞-norms of a finite numbers of
derivatives of H such that (z− H̃wt )

−1 exists for |=z| > C0|=t| and we have

‖(z− H̃wt )−1‖L(L2(Rn;Cm)) = O(|=z|−1), (4.3.22)

uniformly for |=z| > C0|=t|.

Set
K̃t(z;h) := tr

(
Ãwt (z− H̃

w
t )

−1
)
, |=z| > C0|=t|.

Since Ã and H̃ are almost analytic extensions of A and H respectively, it follows from
(4.3.20) that

∂̄tH̃t, ∂̄tÃt = O(|=t|∞). (4.3.23)

By Taylor’s formula, we have

Ãt(x, ξ) = A
(
(x, ξ) +<tT

)
+ i=t〈T ,∇x,ξA

(
(x, ξ) +<tT

)
〉+ R(t, x, ξ),

where the remainder term R satisfies ‖R(t, ·, ·)‖L∞(R2nx,ξ)
= O(|=t|2) and since by assump-

tion ∂γ(x,ξ)A ∈ L
1(R2n) for all γ ∈N2n, R and its derivatives at any order with respect

to (x, ξ) belong to L1(R2n). It follows that for |=t| small enough, Ãwt is a trace class
operator with norm trace O(h−n) (see Theorem 1.11).

Then, using (4.3.22) and (4.3.23), we obtain

|∂̄tK̃t(z;h)| = tr
(
∂̄tÃ

w
t (z− H̃

w
t )

−1 + Ãwt ∂̄tH̃
w
t (z− H̃

w
t )

−2
)

6 ‖∂̄tÃwt ‖tr‖(z− H̃wt )−1‖+ ‖Ãwt ‖tr‖∂̄tH̃wt (z− H̃wt )−2‖

= O

(
h−n|=t|∞

|=z|2

)
, (4.3.24)

uniformly on {z ∈ supp f̃; |=z| > C0|=t|}. On the other hand, since Ut is unitary for
t ∈ R, it follows from the cyclicity of the trace that K̃t is independent of <t. This
implies that

∂̄tK̃t(z;h) =
i

2
∂=tK̃t(z;h) and K̃t(z;h) = K(z;h), ∀t ∈ R. (4.3.25)
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We have, uniformly for |=z| > C0|=t|,

K(z;h) − K̃i=t(z;h) = K̃<t(z;h) − K̃<t+i=t(z;h)

= −

∫=t
0

d

ds
K̃<t+is(z;h)ds

=

∫=t
0

O

(
h−n|s|∞
|=z|2

)
ds

= O

(
h−n|=t|∞

|=z|2

)
, (4.3.26)

where the third estimate follows immediately from (4.3.24).

Fix t0 ∈ C with =t0 = L
C0

= M
C0ε

ζ(h) and put β := i=t0. By the preceding estimate,
we have

K(z;h) − K̃β(z;h) = O(h∞), (4.3.27)

uniformly for z ∈ {z ∈ C; |=z| > L} and ε ∈ [h1−δ, κ[. Therefore, by going back to
(4.3.19), we have

I+(τ, ε;h) ≡ −
1

π

∫
{=z>L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz),

≡ −
1

π

∫
{=z>L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K̃β(z;h)L(dz), (4.3.28)

uniformly for τ ∈ R and ε ∈ [h1−δ, κ[.

Lemma 4.3.2 Let β = iL
C0

= iM
C0ε

ζ(h) be as above. The function z 7→ K̃β(z;h) extends as a

holomorphic function to the zone
{
z ∈ C; =z > −

|β|
2

}
.

Proof. As in (4.3.21), by Taylor’s formula we have

z− H̃β(x, ξ) = z−H(x, ξ) −β〈T ,∇x,ξH(x, ξ)〉+O(|β|2),

which yields
=(z− H̃β(x, ξ)) = =z− |β|〈T ,∇x,ξH(x, ξ)〉+O(|β|2).

The global microhyperbolicity condition in the direction T implies

−|β|〈T ,∇x,ξH(x, ξ)〉 > c|β| Im −C|β| (<z−H(x, ξ))∗ (<z−H(x, ξ))

uniformly for <z ∈ I, where C, c > 0 are independent of M and h. Here ∗ stands for
the usual complex adjoint. Then, we obtain for small h (see (C.0.8) for more details)

=(z− H̃β(x, ξ)) +C|β|(z− H̃β(x, ξ))∗(z− H̃β(x, ξ)) > c(|β|+ =z)Im, (4.3.29)
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uniformly on {z ∈ C; =z > 0, <z ∈ I} .

Now we pass from the symbolic calculus level to the h-pseudodifferential calculus.
The semiclassical version of the sharp Gårding inequality (see Theorem 1.5) and (4.3.29)
imply

=
(
Opwh (z− H̃β)u,u

)
+C|β| ‖Opwh (z− H̃β)u‖

2

=
(
Opwh

(
=(z− H̃β) +C|β|(z− H̃β)

∗(z− H̃β)
)
u,u

)
> c(|β|+ =z)‖u‖2 −O(h)‖u‖2

>
c

3
(|β|+ =z)‖u‖2, (4.3.30)

for all u ∈ L2(Rn; Cm) and h small enough. Here we used the fact that h = o(|β|).
Combining (4.3.30) with the inequality ab 6 c|β|

6 a
2 + 3

2c|β|b
2, we obtain

c

3
(|β|+ =z)‖u‖2 6 ‖Opwh (z− H̃β)u‖‖u‖+C|β|‖Opwh (z− H̃β)u‖

2

6
c|β|

6
‖u‖2 +

( 3

2c|β|
+C|β|

)
‖Opwh (z− H̃β)u‖

2

which yields

c

6
(|β|+ =z)‖u‖2 6

( 3

2c|β|
+C|β|

)
‖Opwh (z− H̃β)u‖

2, ∀u ∈ L2(Rn; Cm).

We conclude that z 7→ (z − H̃wβ )
−1 extends as a holomorphic function to the zone{

z ∈ C; =z > −
|β|
2

}
and we have

‖(z− H̃wβ )−1‖L(L2(Rn;Cm)) = O(|=z|−1), (4.3.31)

uniformly on
{
z ∈ C; =z > −

|β|
2 , =z 6= 0

}
. This ends the proof of the lemma. �

Let ψ̃ ∈ C∞(R; R) be such that ψ̃(s) = ψ(s) for s > 0, ψ̃(s) = 1 for − 1
4C0

< s < 0,

and ψ̃(s) = 0 for s < − 1
2C0

, and define ψ̃L as in (4.3.3). Then, by going back to (4.3.28),
we get

I+(τ, ε;h) ≡ −
1

π

∫
{=z>L}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K̃β(z;h)L(dz)

≡ −
1

π

∫
{=z>0}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K̃β(z;h)L(dz)

≡ −
1

π

∫
{=z>0}

∂̄
(
f̃ψLψ̃L

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K̃β(z;h)L(dz)

≡ 1

π

∫
{=z<0}

∂̄
(
f̃ψLψ̃L

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K̃β(z;h)L(dz), (4.3.32)

uniformly for τ ∈ R and ε ∈ [h1−δ, κ[. Notice that to pass from the first equation to the
second we used (4.3.12) and the fact that

K̃β(z;h) = O(h−n|=z|−1), (4.3.33)
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uniformly for {z ∈ supp f̃; =z > −
|β|
2 , =z 6= 0} which follows from (4.3.31). To pass from

the second to the third equation we used the definition of ψ̃L while the last equation
follows from the Cauchy formula for analytic functions.

Now, with the same arguments as for I−(τ, ε;h), we see that

I+(τ, ε;h) = O

(
ε3h

M
2 −n−3 log(

1

h
)−2
)

,

uniformly for τ ∈ R and ε ∈ [h1−δ, κ[, which gives the result since M > 0 is arbitrary.
This ends the proof of Theorem 4.2.3. �

Remark 4.3.3 We clearly see that the above proof works for θ ∈ C∞0 (] − 1,−12 [; R) and then
Theorem 4.2.3 remains valid in this case.

In the following corollary, we show how (4.2.3) can be extended to ε ∈ [κ,h−ν[, with
κ > 0 and ν ∈N fixed.

Corollary 4.3.4 Let U be an open bounded complex set such that supp f̃ ⊂ U. We assume that
the function U∩ {=z > 0} 3 z 7→ K(z;h) defined by (4.3.6) extends as a holomorphic function
K̃(z;h) to the zone UN(h) := U ∩ {=z > −Nζ(h)} for all N ∈ N (see Figure 1) and satisfies
an estimate of the type

K̃(z;h) = O(h−d(n)),

uniformly for z ∈ UN(h), with d(n) depends only on the dimension. Then (4.2.3) remains true
uniformly for ε ∈ [κ,h−ν[ with κ > 0 and ν ∈N fixed arbitrarily. More precisely, we have

tr
(
Awf(Hw)F−1

h θε(τ−H
w)
)
= O(h∞), (4.3.34)

uniformly for τ ∈ R and ε ∈ [κ,h−ν[.

Proof. First, since ν is fixed and M is arbitrary then (4.3.17) yields

I−(τ, ε;h) ≡ 0, (4.3.35)

uniformly for τ ∈ R and ε ∈ [κ,h−ν[.

Next, since suppψL ⊂
{
z ∈ C; |=z| 6 2M

κ ζ(h)
}

, for all ε ∈ [κ,h−ν[, it follows from
our assumption on z 7→ K(z;h) with N > 2M

κ and the Cauchy formula that

I+(τ, ε;h) = −
1

π

∫
{=z>0}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K(z;h)L(dz)

=
1

π

∫
{=z<0}

∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)K̃(z;h)L(dz).

Then, the same arguments as for I−(τ, ε;h) yield

I+(τ, ε;h) ≡ 0,

uniformly for τ ∈ R and ε ∈ [κ,h−ν[, which together with (4.3.35) imply (4.3.34). �

Remark 4.3.5 Later, in the application to the study of the SSF, we shall show that the as-
sumption (4.2.17) on the existence of an escape function associated to p1 at τ0 implies that the
function σh defined by (4.4.10) satisfies the conditions assumed on K(z;h) in an open complex
neighborhood U of the energy τ0 (see Lemma 4.4.5). This will be crucial for the proof of the
pointwise asymptotics (4.2.18).
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× ×
τ0τ0 −η τ0 +η

×

×−Nζ(h)

U

UN(h)

<z

=z

Figure 1: Analytic extension region of z 7→ K(z;h)

4.3.2 Proof of Theorem 4.2.5

Let θ ∈ C∞0 (] − 1, 1[; R) and put ε = 1
C0

, with C0 > 0 a large constant which will be
fixed later. We define

I(τ;h) := tr
(
χw
[
f(Hwj )F

−1
h θε(τ−H

w
j )
]1
0

)
,

where we recall that [aj]
1
0 := a1 − a0. As in the above proof, applying (4.3.1) with

g(z) := F−1
h θε(τ− z), we get

I(τ;h) = −
1

π

∫
∂̄
(
f̃ψL

)
(z)F−1

h θε(τ− z)tr
(
χw
[
(z−Hwj )

−1
]1
0

)
L(dz), (4.3.36)

where ψ ∈ C∞0 (R; R) is as in (4.3.9) and ψL defined by (4.3.3) (with L given by (4.3.8)).
According to the Paley-Wiener estimate (D.0.1), we have

F−1
h θε(τ− z) = O(

ε

h
e
ε|=z|
h ), (4.3.37)

uniformly for τ ∈ R. In particular, in the support of ψL, we have

F−1
h θε(τ− z) = O(h−2M−1). (4.3.38)

On the other hand, using the fact that ‖χw‖tr = O(h−n) and

‖(z−Hwj )−1‖ = O(|=z|−1), j = 0, 1,

in norm L(L2(Rn; Cm)), we get∣∣tr (χw[(z−Hwj )−1]10)∣∣ 6 ‖χw‖tr
(∥∥(z−Hw1 )−1∥∥+ ∥∥(z−Hw0 )−1∥∥)

= O(h−n|=z|−1). (4.3.39)

It follows using (4.3.12) and the above estimate that

I(τ;h) ≡ −
1

π

∫{
L6|=z|62L

} ∂̄ (f̃ψL) (z)F−1
h θε(τ− z)tr

(
χw
[
(z−Hwj )

−1
]1
0

)
L(dz),

(4.3.40)
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uniformly for τ ∈ R. Let B0 ∈ C∞0 (R2n; R) be such that

B0 =

{
1 near suppχ

0 near supp (H1 −H0).
(4.3.41)

Let α > 0 be a fixed constant (which will be choosen later) and put

B(x, ξ) := αB0(x, ξ) and b(x, ξ) := eB(x,ξ) log 1
h , (x, ξ) ∈ R2n.

For all δ > 0 and l := α‖B0‖L∞(R2n), we clearly see that b ∈ Slδ(1; R2n, R). Let us

denote by eB log 1
h the corresponding h-pseudodifferential operator which is bounded,

elliptic and has an inverse operator (eB log 1
h )−1 with symbol b̃ = b̃(x, ξ;h) in the same

class. The symbol b̃ admits an asymptotic expansion in powers of h of the form (see
Theorem 1.4)

b̃(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjb̃j(x, ξ) in Slδ(1; R2n; R),

where b̃0(x, ξ) = (b(x, ξ))−1 and for j > 1, b̃j is a finite linear combination of terms of
the form

(b(x, ξ))−1r1(x, ξ)(b(x, ξ))−1r2(x, ξ) · · · rk(x, ξ)(b(x, ξ))−1

with k < 2j + 1 and the functions rk depend on b and its derivatives. Using the h-
pseudodifferential calculus as well as the Calderón-Vaillancourt theorem (see chapter
1 and Appendix A of chapter 3), we see that for some k ∈N, we have

eB log 1
h (z−Hw1 )(e

B log 1
h )−1 = Opwh

(
b(x, ξ)#(z−H1(x, ξ))#b̃(x, ξ;h)

)
= z−Hw1 +O(αζ(h))‖∇B0‖Ck , (4.3.42)

in norm L(L2(Rn; Cm)), for h 6 h(α), where h(α) > 0.

It follows that for |=z| > Cαζ(h) (where C depends only on ‖H1‖Ck and ‖B0‖Ck) the
right hand side of (4.3.42) is invertible and we have∥∥∥eB log 1

h (z−Hw1 )
−1(eB log 1

h )−1
∥∥∥
L(L2(Rn;Cm))

= O(|=z|−1). (4.3.43)

On the other hand, since B = α near suppχ and B = 0 near supp (H1 − H0), it
follows from the h-pseudodifferential calculus again that

(eB log 1
h )−1(Hw1 −Hw0 ) = (Hw1 −Hw0 ) +O(h∞),
χweB log 1

h = eα log 1
hχw +O(h∞)

in operator norm and trace norm respectively. Thus

eα log 1
h tr

(
χw(z−Hw1 )

−1(Hw1 −Hw0 )(z−H
w
0 )

−1
)

= tr
(
χweB log 1

h (z−Hw1 )
−1(eB log 1

h )−1(Hw1 −Hw0 )(z−H
w
0 )

−1
)
+O

(
h∞
|=z|2

)
= tr

(
χw(z− eB log 1

hHw1 (e
B log 1

h )−1)−1(Hw1 −Hw0 )(z−H
w
0 )

−1
)
+O

(
h∞
|=z|2

)
.
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Using the resolvent identity and combining the above equality with (4.3.43), we deduce
that for |=z| > Cαζ(h), we have

tr
(
χw
[
(z−Hwj )

−1
]1
0

)
= O

(
hα−n

|=z|2

)
. (4.3.44)

We choose α = M
Cε = MC0

C . It follows using (4.3.38), (4.3.40) and (4.3.44) that

I(τ;h) = O
(
hM(

C0
C −2)−n−3 log(

1

h
)−2
)
.

Next, we choose C0 large enough so that C0 > 2C. This ends the proof of Theorem
4.2.5 since M is arbitrary. We recall that C depends only on ‖H1‖Ck and ‖B0‖Ck . �

Turn now to the proof of Theorem 4.2.6.

4.3.3 Proof of Theorem 4.2.6

Let θ ∈ C∞0 (]− 1
C , 1C [; R) be equal to one near zero, with C > 0 large enough. Without

any loss of generality, we may assume that χ is supported in a small neighborhood of
a fixed point (x0, ξ0) ∈ R2n. In fact, we may write

χ(x, ξ) =
∑
j∈J

χ(x, ξ)χj(x, ξ),

where J is a finite index set,
∑
j∈J χj = 1 near supp χ and each χj has its support in a

small neigbourhood of a fixed point (xj, ξj) ∈ supp χ.

By assumption, τ0−H(x, ξ) is microhyperbolic near (x0, ξ0). Since, modifying H out-
side the support of χ leads to an error of order O(h∞) in the trace of χwf(Hw)F−1

h θ(τ−

Hw) according to Theorem 4.2.5, then choosing the support of χ small enough and us-
ing Theorem C.0.1, we may assume that τ−H(x, ξ) is uniformly microhyperbolic with
respect to (x, ξ) ∈ R2n and τ near τ0 in some fixed direction T .

Let N be an integer such that 2−N ∼ h1−δ with δ ∈]0, 12 [ and put ε̃ = 2−N. In the
following we shall represent the difference θ−θε̃ as a finite sum of functions appearing
in Theorem 4.2.3 and Remark 4.2.4. We write

θ(t) − θε̃(t) =

N∑
i=1

Ψ(2i−1t),

where Ψ(t) := θ(t) − θ(2t) ∈ C∞0 (R; R). Clearly, Ψ(t) = Ψ1(t) + Ψ2(t), where Ψ1 and
Ψ2 are equal to 0 near zero and for some C ′ > 0, we have

suppΨ1 ⊂ ]0,
1

C ′
[ and suppΨ2 ⊂ ] −

1

C ′
, 0[.

For i ∈ {1, ...,N} and j ∈ {1, 2}, put

Ψj,εi(t) := Ψj

(
t

εi

)
, εi := 2

1−i.
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We have

θ(t) − θε̃(t) =

N∑
i=1

Ψ1,εi(t) +Ψ2,εi(t).

Applying Theorem 4.2.3 (resp. Remark 4.2.4) to Ψ1,εi (resp. Ψ2,εi), i = 1, ...,N, we see
that there exists I ∈ Oτ0 such that for all f ∈ C∞0 (I; R), we have

tr
(
χwf(Hw)F−1

h (θ− θε̃)(τ−H
w)
)
= O(h∞),

uniformly for τ ∈ R. Thus, writing θ = θε̃ + θ− θε̃, we get

tr
(
χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw)
)
≡ tr

(
χwf(Hw)F−1

h θε̃(τ−H
w)
)

, (4.3.45)

uniformly for τ ∈ R.

As in the above proofs, using Helffer-Sjöstrand formula (see (1.3.4), (4.3.1)), we obtain

tr
(
χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw)
)
≡ −

1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h θε̃(τ− z)tr

(
χw(z−Hw)−1

)
L(dz).

(4.3.46)

Let ψ ∈ C∞0 (] − 2, 2[; R) with ψ(t) = 1 for |t| 6 1 and put

ψhδ(z) := ψ

(
=z

hδ

)
, z ∈ C. (4.3.47)

Then,

tr
(
χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw)
)
≡ −

1

π

∫
C

∂̄
(
f̃ψhδ

)
(z)F−1

h θε̃(τ− z)tr
(
χw(z−Hw)−1

)
L(dz),

(4.3.48)

uniformly for τ ∈ R. Using Paley-Wiener estimate (D.0.2), property (1.3.2) and the
following estimates

tr (χw(z−Hw)−1) = O(h−n|=z|−1)

∂̄
(
f̃ψhδ

)
(z) = O(h∞)ψhδ(z) +O(h−δ)f̃(z)1[1,2]

(
|=z|

hδ

)
,

we see that the restriction of the right hand side of (4.3.48) to the domain {|=z| < hδ} is
O(h∞). Thus, we get

tr
(
χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw)
)
≡ −

1

π

∫
{=z>hδ}

∂̄
(
f̃ψhδ

)
(z)F−1

h θε̃(τ−z)tr
(
χw(z−Hw)−1

)
L(dz),

(4.3.49)

uniformly for τ ∈ R.

Now for z ∈ Ωδ := {z ∈ supp f̃; |=z| > hδ}, according to Proposition 1.1, the resolvent
(z−Hw)−1 is an h-pseudodifferential operator with matrix-valued symbol in the class
Sδδ(1; R2n,Hm), i.e. there exists a matrix-valued symbol (x, ξ) 7→ G(x, ξ, z;h) such that

‖∂γ(x,ξ)G(x, ξ, z;h)‖ 6 Cγh−δ(1+|γ|), ∀γ ∈N2n,
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uniformly for z ∈ Ωδ and

(z−Hw)−1 = Gw(x,hDx, z;h), ∀z ∈ Ωδ.

The principal symbol of G is given by G0(x, ξ, z) = (z −H(x, ξ))−1 and we have the
following asymptotic expansion in powers of h

G(x, ξ, z;h) ∼
∑
j>0

hjGj(x, ξ, z) in Sδδ(1; R2n,Hm), (4.3.50)

with Gj(x, ξ, z) is a finite sum of terms of the form

(z−H(x, ξ))−1B1(x, ξ, z)(z−H(x, ξ))−1B2(x, ξ, z)(z−H(x, ξ))−1 · · ·Bk(x, ξ, z)(z−H(x, ξ))−1,

(4.3.51)

with k < 2j+ 1, Bl(x, ξ, z) ∈ S(1; R2n,Hm) is holomorphic in z near supp f̃. In particu-
lar, for all N ∈N, there exists CN > 0 such that

∥∥G(x, ξ, z;h) −
N∑
j=0

hjGj(x, ξ, z)
∥∥ 6 CNh(N+1)(1−2δ) (4.3.52)

uniformly for z ∈ Ωδ. By a classical result on trace class h-pseudodifferential operators
(see Theorem 1.13), we have for z ∈ Ωδ,

tr(χw(z−Hw)−1) = (2πh)−n
∫∫

R2n
χ(x, ξ)t̂r(G(x, ξ, z;h))dxdξ,

where we recall that t̂r denotes the trace of square matrices. It follows from (4.3.52)
that for all N ∈N, there exists CN > 0 such that∣∣∣∣tr(χw(z−Hw)−1) − (2πh)−n

N∑
j=0

hjêj(z)

∣∣∣∣ 6 CNh(N+1)(1−2δ)−n

uniformly for z ∈ Ωδ, where

êj(z) :=

∫∫
R2n

χ(x, ξ) t̂r
(
Gj(x, ξ, z)

)
dxdξ. (4.3.53)

It follows that for all N ∈N, we have

tr
(
χwf(Hw)F−1

h θ(τ−Hw)
)
= (2πh)−n

N∑
j=0

hjaj(τ;h) +O(h(N+1)(1−2δ)−n),

where

aj(τ;h) := −
1

π

∫
∂̄
(
f̃ψhδ

)
(z)F−1

h θε̃(τ− z) êj(z)L(dz). (4.3.54)

The microhyperbolicity assumption implies that there exists I ∈ Oτ0 such that for all
j = 0, 1, ...,N, the function

I 3 τ 7→ êj(τ± i0) := lim
s↘0

êj(τ± is)
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is C∞ (see Proposition C.0.4). Set

γj(τ) :=
i

2π

(
êj(τ+ i0) − êj(τ− i0)

)
. (4.3.55)

Now the following lemma ends the proof of Theorem 4.2.6.

Lemma 4.3.6 For all j = 1, · · · ,N, we have

aj(τ;h) = f(τ)γj(τ) +O(h∞).
Proof. Since the function z 7→ F−1

h θε̃(τ − z)êj(z) is holomorphic in the complex
domains {z ∈ C; ±=z > 0}, it follows from the Green formula that

aj(τ;h) = −
1

π
lim
s↘0

∫
{=z>s}

∂̄
(
f̃ψhδ

)
(z)F−1

h θε̃(τ− z) êj(z)L(dz)

−
1

π
lim
s↘0

∫
{=z<−s}

∂̄
(
f̃ψhδ

)
(z)F−1

h θε̃(τ− z) êj(z)L(dz)

=
i

2π

∫
R

f(λ)F−1
h θε̃(τ− λ)

(
êj(τ+ i0) − êj(τ− i0)

)
dλ

=

∫
R

F−1
h θε̃(τ− λ)f(λ)γj(λ)dλ

=

∫
R

F−1θ(λ)f(τ− hδλ)γj(τ− h
δλ)dλ,

where the last equality follows by a change of variable. Here F−1 := F−1
1 . Applying

Taylor’s formula to the function λ 7→ f(τ− hδλ)γj(τ− h
δλ) at λ = 0 and using the fact

that ∫
R

F−1θ(λ)(−iλ)kdλ = θ(k)(0) = 0, ∀k ∈N∗,

we obtain the lemma. We recall that θ = 1 near 0.
�

4.4 Proofs of the results of subsection 4 .2 .2

In this section, we prove the results of subsection 4.2.2 concerning the application to
the study of the spectral shift function.

Remark 4.4.1 Notice that in the application to the study of the SSF, the assumption H ∈
S(1; R2n,Hm) required in the first part is not important since we can reduce the study
of sh(τ;P1(h),P0(h)) to the study of sh(τ; (P1(h) − z0)−q, (P0(h) − z0)−q) where z0 /∈
σ(P0(h))∪σ(P1(h)) and q ∈N is chosen large enough so that the operator (P1(h)− z0)−q−
(P0(h) − z0)

−q is of trace class. See e.g. [100] for more details.

4.4.1 Preliminaries

Let f, θ ∈ C∞0 (R; R) and τ ∈ R. Let us start by representing the quantities

〈s ′h(·), f(·)〉 = −tr
([
f(Pj(h))

]1
0

)
(4.4.1)
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〈s ′h(·),F−1
h θ(τ− ·)f(·)〉 = −tr

([
f(Pj(h))F

−1
h θ(τ− Pj(h))

]1
0

)
(4.4.2)

using the Helffer-Sjöstrand formula (1.3.4). Fix z0 /∈ σ(P0(h))∪ σ(P1(h)). Set

g̃(z) := (z− z0)
qf(z),

where q ∈N is to be chosen later. Using (4.3.1) with g(z) := (z− z0)
q, we get

g̃(Pj(h)) = −
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)(z− z0)
q(z− Pj(h))

−1L(dz), j = 0, 1.

Therefore,

f(Pj(h)) = (Pj(h) − z0)
−qg̃(Pj(h))

= −
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)(z− z0)
q(Pj(h) − z0)

−q(z− Pj(h))
−1L(dz).

It follows that[
f(Pj(h))

]1
0
= −

1

π

∫
C

∂̄f̃(z)(z− z0)
q
[
(Pj(h) − z0)

−q(z− Pj(h))
−1
]1
0
L(dz). (4.4.3)

Similarly, we have[
f(Pj(h))F

−1
h θ(τ− Pj(h))

]1
0

= −
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h θ(τ− z)(z− z0)

q
[
(Pj(h) − z0)

−q(z− Pj(h))
−1
]1
0
L(dz).

(4.4.4)

Lemma 4.4.2 Assume (4.2.8). For q >
n

2
, the operator

[
(Pj(h) − z0)

−q(z− Pj(h))
−1
]1
0

is of trace class and its norm trace satisfies∥∥∥[(Pj(h) − z0)−q(z− Pj(h))−1]10∥∥∥tr = O

(
h−n(1+ |=z|)

|=z|2

)
, (4.4.5)

uniformly for z ∈ C \ R.

Proof. We have[
(Pj(h) − z0)

−q(z− Pj(h))
−1
]1
0
= I1(z;h) +I2(z;h), (4.4.6)

where
I1(z;h) :=

(
(P1(h) − z0)

−q − (P0(h) − z0)
−q
)
(z− P1(h))

−1

and
I2(z;h) := (P0(h) − z0)

−q
(
(z− P1(h))

−1 − (z− P0(h))
−1
)

.

Let us examine the first term I1(z;h). Taking (q− 1) derivatives with respect to z in
the resolvent identity

(P1(h) − z)
−1 − (P0(h) − z)

−1 = (P1(h) − z)
−1(V(x) − V∞)(P0(h) − z)−1
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and setting z = z0, we see that (P1(h) − z0)−q − (P0(h) − z0)
−q is a finite linear combi-

nation of terms

(P1(h) − z0)
−j(V(x) − V∞)(P0(h) − z0)−(q+1−j)

with 1 6 j 6 q. Since (Pk(h) − z0)
−1 ∈ Opwh

(
S(〈ξ〉−2)

)
for k = 0, 1, and V − V∞ ∈

S(〈x〉−µ) according to (4.2.8), it follows that (P1(h) − z0)
−q − (P0(h) − z0)

−q is an h-
pseudodifferential operator with symbol in the class S(〈x〉−µ〈ξ〉−2q−2). Then, since
µ > n, we see that for q > n

2 − 1, the operator I1(z;h) is of trace class (see Theorem
1.11) and we have

‖I1(z;h)‖tr = O

(
h−n

|=z|

)
, (4.4.7)

uniformly for z ∈ C \ R.

On the other hand, using the resolvent identity, I2(z;h) can be rewritten as

I2(z;h) = (z− P0(h))
−1(P0(h) − z0)

−q(V − V∞)(z− P1(h))−1. (4.4.8)

The operator (P0(h)−z0)−q is an h-pseudodifferential operator with symbol in S(〈ξ〉−2q).
Then, using (4.2.8), we see that for q > n

2 , (P0(h) − z0)−q(V −V∞) is a trace class oper-
ator and we have

‖(P0(h) − z0)−q(V − V∞)‖tr = O(h−n).

Thus, we deduce

‖I2(z;h)‖tr = O

(
h−n

|=z|2

)
, (4.4.9)

uniformly for z ∈ C \ R. Putting together (4.4.7) and (4.4.9) we get (4.4.5). �

From now on we fix q ∈N with q >
n

2
and we introduce the following function

σh(z) := (z− z0)
qtr
([
(Pj(h) − z0)

−q(z− Pj(h))
−1
]1
0

)
, =z 6= 0. (4.4.10)

Combining (4.4.3) and (4.4.4) with the Lifshits-Krein formulas (4.4.1) and (4.4.2) respec-
tively, we get, for all f, θ ∈ C∞0 (R; R) and τ ∈ R,

〈s ′h(.), f(.)〉 =
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)σh(z)L(dz), (4.4.11)

〈s ′h(.),F−1
h θ(τ− ·)f(.)〉 = 1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h θ(τ− z)σh(z)L(dz). (4.4.12)
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4.4.2 Proof of Theorem 4.2.8

This is a classical result and follows from the functional calculus of h-pseudodifferential
operators. Let f ∈ C∞0 (R; R). According to (4.4.11), we have

〈s ′h(.), f(.)〉 =
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)σh(z)L(dz). (4.4.13)

For the simplicity of the notations, we assume that q = 0 and we refer to Remark 4.4.3
for the general case. Fix δ ∈]0, 12 [. If we restrict the integral in the right hand side of
(4.4.13) to the domain {|=z| < hδ}, then using the fact that ∂̄f̃(z) = O(|=z|∞) and (4.4.5),
we get a term O(h∞). Thus

〈s ′h(.), f(.)〉 =
1

π

∫
Ωδ

∂̄f̃(z)σh(z)L(dz) +O(h∞),
where Ωδ := {z ∈ supp f̃; |=z| > hδ}. For z ∈ Ωδ and k ∈ {0, 1}, according to Propo-
sition 1.1, (z− Pk(h))−1 is an h-pseudodifferential operator with symbol Gk(x, ξ, z;h)
admitting a complete asymptotic expansion in powers of h (see (4.3.50), (4.3.51))

Gk(x, ξ, z;h) ∼
∑
j>0

hjGj,k(x, ξ, z) in Sδδ(1; R2n,Hm).

In particular, the principal symbol is given by

G0,k(x, ξ, z) = (z− pk(x, ξ))−1, ∀(x, ξ) ∈ R2n, z ∈ Ωδ, (4.4.14)

where pk is the symbol of Pk(h), k = 0, 1, see (4.2.10). Using Theorem 1.11 on the trace
of h-pseudodifferential operators, this gives (4.2.11) with

cj(f) =

∫∫
R2n

(
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)t̂r
(
Gj,1(x, ξ, z) − Gj,0(x, ξ, z)

)
L(dz)

)
dxdξ, ∀j > 0.

In particular, according to (4.4.14), the leading term c0(f) is given by

c0(f) =

∫∫
R2n

(
1

π

∫
C

∂̄f̃(z) t̂r
(
(z− p1(x, ξ))−1 − (z− p0(x, ξ))−1

)
L(dz)

)
dxdξ.

We have
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)t̂r
(
(z− p1(x, ξ))−1 − (z− p0(x, ξ))−1

)
L(dz)

=

m∑
i=1

1

π

∫
C

∂̄f̃(z)
(
(z− ξ2 − ei(x))

−1 − (z− ξ2 − ei,∞)−1)L(dz)
=

m∑
i=1

f(ξ2 + ei,∞) − f(ξ2 + ei(x))
where the last equality follows from the identity

f(a) = −
1

π

∫
C

∂̄f̃(z)(z− a)−1L(dz), ∀a ∈ R.
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Hence

c0(f) =

m∑
i=1

∫∫
R2n

f(ξ2 + ei,∞) − f(ξ2 + ei(x))dxdξ. (4.4.15)

Now, (4.2.12) follows immediately from (4.4.15) by a change a variable.

To see that c2j+1(f) = 0, for all j > 0, observe first that the h-pseudodifferential
calculus can be extended to h < 0 and we get: for all N ∈N,∣∣∣∣|2πh|n〈s ′h(·), f(·)〉− N∑

j=0

cj(f)h
j

∣∣∣∣ 6 CN|h|N+1, ∀h ∈] − hN,hN[\{0}.

It suffices now to notice that

|2πh|ntr
(
f(P1(h)) − f(P0(h)

)
= |2πh|ntr

(
f(P1(−h)) − f(P0(−h)

)
.

since Pj(h) = Pj(−h), j = 0, 1. This ends the proof of Theorem 4.2.8. �

Remark 4.4.3 For the general case q 6= 0, we repeat the same arguments using the decomposi-
tion (4.4.6) and the fact that (Pk(h) − z0)−q are h-pseudodifferential operators, k = 0, 1.

4.4.3 Proof of Theorem 4.2.9

In this paragraph, we prove the weak asymptotics (4.2.13). The starting point is the
representation (4.4.12) and the proof is quite similar to that of Theorem 4.2.6. The main
difference is that the energy level

Στ0 =
{
(x, ξ) ∈ R2n; det(p1(x, ξ) − τ0I) = 0

}
is not a compact set in R2n. In this case, we have to justify that we can cover Στ0 by
finite open sets O1, · · · ,O` ⊂ R2n, in which we can construct symbols p̃1,k(x, ξ) and
Tk ∈ R2n such that for all k = 1, · · · , `, we have

• p̃1,k(x, ξ) − τ0 is uniformly microhyperbolic on R2n in the direction Tk.

• p̃1,k(x, ξ) = p1(x, ξ), for all (x, ξ) ∈ Ok.

First, notice that since lim|ξ|→∞ det(p1(x, ξ) − τ0) = +∞, then there exists R0 > 0

large enough such that
Στ0 = Στ0 ∩ {|ξ| 6 R0}.

Next, fix R1 > 0 large such that

inf
|x|>R1

|det(V(x) − τ0)| > 0.

This is possible since τ0 6∈ σ(V∞) := {e1,∞, · · · , em,∞} and lim|x|→∞ V(x) = V∞. Put

Στ0,R1 := Στ0 ∩ {|x| > R1}.

On the compact set Στ0 ∩ {|x| 6 R1}, we can apply Theorem 4.2.6 without any modifi-
cation. On the other hand, by construction of R1, we have

∇(|ξ|2) 6= 0, ∀ξ ∈ πξΣτ0,R1 ,



140 semiclassical trace formula and spectral shift function

where πξ : (x, ξ) 7→ ξ. Thus, we can find finite open covers o1,o2, ...,o` in Rn, T̃1, T̃2, ..., T̃` ∈
Rn and c1, ..., c` > 0 such that

πξΣτ0,R1 ⊂
⋃̀
k=1

ok and 〈T̃k,∇(|ξ|2)〉 > ck,

uniformly for ξ ∈ ok, for each k = 1, ..., `. Now using Theorem C.0.1, we construct
p̃1,k(x, ξ) such that p̃1,k(x, ξ)−τ0 is uniformly microhyperbolic on R2n in the direction
Tk = (0, T̃k) and

p̃1,k(x, ξ) = p1(x, ξ), ∀ (x, ξ) ∈ {|x| > R1}× ok,∀ k = 1, · · · , `.

We can now proceed analogously to the proof of Theorem 4.2.6. �

4.4.4 Proof of Theorem 4.2.11

For the proof of Theorem 4.2.11, assume that τ 7→ sh(τ) is monotonic (i.e., s ′h(·)
is positive or negative in the sense of distributions). In this case Theorem 4.2.11 is a
simple consequence of Theorem 4.2.9 by standard Tauberian arguments (see [41], [70],
[102, Theorem V.13]).

For the general case, we use a trick due to Robert [107] which consists in writing
sh(τ) as the difference of two monotonic distributions, i.e.,

sh(τ) = s1,h(τ) − s2,h(τ), (4.4.16)

where τ 7→ si,h(τ), i = 1, 2, are monotonic. Robert’s trick applies to Schrödinger opera-
tors with matrix-valued potential under the assumption (4.2.8) with scalar matrix V∞.
Assume that V∞ = 0 and we introduce

A :=
1

2
(x · ∇x +∇x · x).

From [−∆, A ] = −2∆, we deduce the relations

[P0(h), A ] = 2P0(h),

and
[P1(h), A ] = −2P1(h) + 2V + [V ,A] = −2P1(h) + 2V − x · ∇xV .

Then, using the cyclicity of the trace, we obtain (see [107, Appendix A])

tr
(
P1(h)f(P1(h)) − P0(h)f(P0(h))

)
= tr

(
(V −

1

2
x · ∇xV)f(P1(h))

)
.

It follows from the Lifshits-Krein formula (4.2.9) that

〈s ′h(·), f(·)〉 = −tr
((
V −

1

2
x · ∇xV(x)

)
P1(h)

−1f(P1(h))

)
, ∀f ∈ C∞0 (]0,+∞[; R).
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Of course the operator P1(h)−1 is not well defined, however for f ∈ C∞0 (]0,+∞[; R),
we can define P1(h)−1f(P1(h)) as the operator ϕ(P1(h)) where ϕ ∈ C∞0 (R; R) satisfies
ϕ(τ) = τ−1f(τ) for τ 6= 0 and ϕ(0) = 0. Using the above formula, we follow [107] to
get the decomposition (4.4.16), and then it suffices to apply the Tauberian arguments
to each si,h(τ), i = 1, 2.

4.4.5 Proof of Theorem 4.2.13

This paragraph is devoted to the proof of the pointwise asymptotics (4.2.18).

Let us start by the following representation of the derivative of the SSF.

Lemma 4.4.4 Under the assumption (4.2.8), we have

s ′h(τ) =
1

π
=(σh)(τ+ i0) in D ′(R), (4.4.17)

i.e., for all f ∈ C∞0 (R; R),

〈s ′h(·), f(·)〉 =
1

π
lim
s↘0

∫
R

f(τ)=(σh)(τ+ is)dτ,

where =(σh) denotes the imaginary part of σh.

This representation has been used many times in the litterature (see for instance
[40]). The proof is an easy consequence of formula (4.4.11) and Green’s formula.

Proof. Let f ∈ C∞0 (R; R). According to (4.4.11), we have

〈s ′h(.), f(.)〉 = lim
s→0

1

π

( ∫
=z>0

∂̄f̃(z)σh(z+ is)L(dz) +

∫
=z<0

∂̄f̃(z)σh(z− is)L(dz)

)
.

The functions z 7→ σh(z + is) and z 7→ σh(z − is) are respectively holomorphic on
{z ∈ C; =z > 0} and {z ∈ C; =z < 0}. Consequently, Green’s formula yields

〈s ′h(.), f(.)〉 =
1

2iπ
lim
s→0

∫
R

f(τ)
(
σh(τ+ is) − σh(τ− is)

)
dτ,

which gives (4.4.17) since σ̄h(z) = σh(z̄).
�

Let I =]τ0 − η, τ0 + η[∈ Oτ0 be such that the assumption (4.2.17) holds on Στ for all
τ ∈ I. For M > 0, we introduce the following h-dependent set (see Figure 2)

ΓM :=
{
z ∈ C;<z ∈ I and =z > −Mζ(h)

}
, (4.4.18)

where we recall that ζ(h) = h log( 1h).

Main steps of the proof

The proof of Theorem 4.2.13 relies on the following steps :

Step 1 : The first (and main) step is Lemma 4.4.5 where we prove that under the
assumption (4.2.17) on the existence of an escape function associated to p1 at τ0, the
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× ×
τ0τ0 −η τ0 +η

×

×−Mζ(h)

ΓM

<z

=z

Figure 2: ΓM

function z 7→ σh(z) extends analytically from Γ0 to ΓM, for any M > 0 and h small
enough. Moreover, its derivatives satisfy the estimates (4.4.19). The ideas of the proof
of this result come from the theory of resonances and is based on the method of analytic
distortion. We refer to [68, 113, 112] for more details concerning this method. Firstly,
we shall prove this result assuming that V(x) − V∞ ∈ C∞0 (Rn;Hm) and then using
an idea from [88] we will show how to dispense with this assumption. An important
consequence of this result and the representation (4.4.17) are the estimates (4.4.20) on
the derivatives of the SSF.

Step 2 : The second step is Lemma 4.4.8 which is a consequence of the result described
in the first step and Corollary 4.3.4. From these results, we deduce that the contribution
of 〈s ′h(·),F

−1
h ϕ(τ− ·)f(·)〉 for large times, that is for suppϕ ⊂ {µ0 < |t| < µh−k}, for all

µ > µ0 > 0 and k ∈N fixed, is a O(h∞).
Step 3 : In the third and last step, using the result of step 2 and the estimates (4.4.20)

on the derivatives of the SSF, we deduce by making some computations using Taylor’s
formula that the pointwise asymptotics (4.2.18) follows from the weak asymptotics
(4.2.13).

Lemma 4.4.5 In addition to the assumptions (4.2.8) and (4.2.17), we assume that V(x) −
V∞ ∈ C∞0 (Rn;Hm). For any M > 0, the function z 7→ σh(z) has an analytic extension from
Γ0 to ΓM. Moreover, we have

σ
(k)
h (z) = O

(
h−nζ(h)−k−1

)
, ∀k ∈N, (4.4.19)

uniformly for z ∈ ΓM and h small enough. In particular,

s
(k+1)
h (τ) = O

(
h−nζ(h)−k−1

)
, ∀k ∈N, (4.4.20)

uniformly for τ ∈ I and h small enough.

Proof. For ω ∈ R small enough, we introduce the family of unitary operators

Uω : L2(Rn; Cm)→ L2(Rn, Cm)

defined by

Uωφ(x) := |det(1+ω∇F(x))|
1
2φ(x+ωF(x)), (4.4.21)
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where F : Rn → Rn is a smooth vector field such that F = 0 in a neighborhood of
supp(V − V∞) and F(x) = x for |x| large enough.

Set
Pj,ω(h) := UωPj(h)(Uω)−1, j = 0, 1.

The operators Pj,ω(h), j = 0, 1, are differential operators with analytic coefficients with
respect to ω, and can be analytically continued to small enough complex values of
ω. It follows from the analytic perturbation theory (see [75]) that for ω0 ∈ R small
enough,

] −ω0,ω0[3 ω 7→ Pj,ω(h), j = 0, 1,

extends to an analytic type A -family of operators on D(0,ω0) := {t ∈ C; |t| < ω0} with
domain H2(Rn; Cm).

We set

σh,ω(z) := (z− z0)
qtr
([

(Pj,ω(h) − z0)
−q(z− Pj,ω(h))−1

]1
0

)
, =z > 0. (4.4.22)

Since Uω is unitary for real ω, it follows from the cyclicity of the trace that

σh(z) = σh,ω(z), ∀ ω ∈] −ω0,ω0[,∀ =z > 0. (4.4.23)

On the other hand, for =z > M0ζ(h) for a given h-independent M0 > 0, the function
ω 7→ σh,ω(z) is analytic in D(0, 2cM0ζ(h)) with some c > 0 independent of M0 and h.
Thus, by the uniqueness theorem of analytic continuation, the equality (4.4.23) remains
true for =z > M0ζ(h) and ω ∈ D(0, 2cM0ζ(h)), i.e.,

σh(z) = σh,ω(z), ∀ ω ∈ D
(
0, 2cM0ζ(h)),∀ =z > M0ζ(h). (4.4.24)

From now on we fix M = cM0 and ω1 = iMζ(h).

By assumption (4.2.17), there exists G ∈ C∞(R2n; R) an escape function associated
to p1 at τ0. Since τ0 > em,∞, then x · ξ is an escape function associated to p1 for |(x, ξ)|
large enough. Thus, without any loss of generality we may assume that G(x, ξ) = x · ξ
for |(x, ξ)| large enough. Then,

G̃(x, ξ) := G(x, ξ) − F(x) · ξ ∈ C∞0 (R2n; R).

In particular, by the Calderón-Vaillancourt Theorem (Theorem 1.3), G̃w(x,hDx) is L2-
bounded and the operators e±

Mζ(h)
h G̃w(x,hDx) are well-defined.

Let us define

P̃j,ω1(h) := e
−
Mζ(h)
h G̃w(x,hDx)Pj,ω1(h)e

Mζ(h)
h G̃w(x,hDx), j = 0, 1. (4.4.25)

Lemma 4.4.6 There exists c > 0 such that for all M > 0, the operator P̃j,ω1(h) − z is invert-
ible for z ∈ ΓcM. Moreover, we have the estimate

‖(z− P̃j,ω1(h))
−1‖ = O(ζ(h)−1), (4.4.26)

uniformly for z ∈ ΓcM and h small enough.



144 semiclassical trace formula and spectral shift function

Proof. For j = 0, 1, we have

P̃j,ω1(h) = e
−
Mζ(h)
h adG̃wPj,ω1(h) ∼

∞∑
k=0

(−Mζ(h))k

k!

(
1

h
ad
G̃w

)k
Pj,ω1(h), (4.4.27)

where we use the usual notation adA B := [A, B] = A ◦B−B ◦A. Thanks to the fact that
G̃ is scalar-valued and compactly supported, by the Calderón-Vaillancourt theorem,
we have

ad
G̃w
Pj,ω1(h) = [G̃w(x,hDx),Pj,ω1(h)] = O(h). (4.4.28)

This together with the fact that ζ(h) tends to 0 as h ↘ 0 show that the asymptotic
expansion (4.4.27) makes sense.

In particular, we have

P̃j,ω1(h) = Pj,ω1(h) −
Mζ(h)

h

[
G̃w(x,hDx),Pj,ω1(h)

]
+O(M2ζ(h)2).

Let pj,ω1 and p̃j,ω1 be the Weyl symbols of Pj,ω1(h) and P̃j,ω1(h) respectively. By the
h-pseudodifferential calculus, we have

p̃j,ω1(x, ξ) = pj,ω1(x, ξ) − iMζ(h){pj,ω1 , G̃}(x, ξ) +O(M2ζ(h)2).

Then,

=(p̃j,ω1)(x, ξ) = =(pj,ω1)(x, ξ) −Mζ(h){<(pj,ω1), G̃}(x, ξ) +O(M2ζ(h)2), (4.4.29)

<(p̃j,ω1)(x, ξ) = <(pj,ω1)(x, ξ) +Mζ(h){=(pj,ω1), G̃}(x, ξ) +O(M2ζ(h)2). (4.4.30)

On the other hand, using the Taylor expansion of pj,ω1 with respect to ω1, we get

pj,ω1(x, ξ) = pj(x, ξ) − iMζ(h){pj, F(x) · ξ}(x, ξ) +O(M2ζ(h)2).

Combining this with (4.4.29) and (4.4.30), we obtain

=(p̃j,ω1)(x, ξ) = −Mζ(h){pj, G̃+ F(x).ξ}(x, ξ) +O(M2ζ(h)2). (4.4.31)

<(p̃j,ω1)(x, ξ) = pj(x, ξ) +O(Mζ(h)). (4.4.32)

Since G(x, ξ) = G̃(x, ξ)+ F(x) ·ξ satisfies the assumption (4.2.17), it follows from (4.4.31)
and (4.4.32) that there exists C > 0 and I ∈ Oτ0 such that

−=(p̃1,ω1)(x, ξ) > CMζ(h), ∀(x, ξ) ∈ Σ1I , (4.4.33)

where for j = 0, 1,

Σ
j
I :=

⋃
τ∈I

{
(x, ξ) ∈ R2n; det (pj(x, ξ) − τ) = 0

}
.
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Of course, the same estimate holds also for =(p̃0,ω1)(x, ξ) on Σ0I since (4.2.17) always
holds for p0 with G(x, ξ) = x · ξ for any τ0 > em,∞.

We write P̃j,ω1(h) − z = Aj,ω1(h) −<z+ i(Bj,ω1(h) − =z), with

Aj,ω1(h) :=
1

2

(
P̃j,ω1(h) +

(
P̃j,ω1(h)

)∗), Bj,ω1(h) :=
1

2i

(
P̃j,ω1(h) −

(
P̃j,ω1(h)

)∗).
Let ψj,1,ψj,2 ∈ C∞(R2n; R) be such that for I ′ b I,

ψ2j,1 +ψ
2
j,2 = 1, ψj,1 = 1 on ΣjI ′ , supp(ψj,1) ⊂ ΣjI.

According to Lemma D.0.2, there exists two self-adjoint operators Ψj,1 and Ψj,2 with
principal symbols respectively ψj,1 and ψj,2 such that

(Ψj,1)
2 + (Ψj,2)

2 = Id +O(h∞) in L(L2(Rn)). (4.4.34)

We denote by the same letters the operators Ψj,i := Ψj,iIm, i = 1, 2. On the support of
ψj,1, we see from (4.4.33) that the principal symbol of −Bj,ω1(h) equals to −=(P̃j,ω1) is
bounded from below by CMζ(h), i.e.

−=(P̃j,ω1)(x, ξ) + =z > CMζ(h) + =z, ∀(x, ξ) ∈ suppψj,1.

Then passing from symbols to operators and applying the Gårding inequality we ob-
tain

‖(P̃j,ω1(h) − z)Ψj,1u‖.‖Ψj,1u‖ > |〈(P̃j,ω1(h) − z)Ψj,1u,Ψj,1u〉|
> |〈(=(P̃j,ω1(h)) − =z)Ψj,1u,Ψj,1u〉|
= 〈(=z−Bj,ω1(h))Ψj,1u,Ψj,1u〉
> (=z+CMζ(h) −O(h))‖Ψj,1u‖2

>
C

3
Mζ(h)‖Ψj,1u‖2, (4.4.35)

uniformly on
{
z ∈ C; <z ∈ I ′, =z > −C3Mζ(h)

}
.

On the other hand, since Aj,ω1(h) −<z is uniformly elliptic on the support of ψj,2
and <z ∈ I, the symbolic calculus permits us to construct a parametrix R ∈ S(〈ξ〉−2)
of Aj,ω1(h) −<z such that in the sense of symbols,

R#(Aj,ω1(h) −<z)ψj,2 = ψj,2 +O(h∞),
where # stands for the Moyal product of symbols (see Chapter 1). As a consequence,
we obtain

‖(P̃j,ω1(h) − z)Ψj,2u‖ >
1

C ′
‖Ψj,2u‖−O(h∞)‖u‖2. (4.4.36)

Furthermore, by means of standard elliptic arguments, one can easily prove the follow-
ing semiclassical inequality

‖[P̃j,ω1(h),Ψj,i]u‖ 6 C
′′h(‖P̃j,ω1(h)u‖+ ‖u‖), ∀u ∈ H2(Rn; Cm). (4.4.37)
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Combining (4.4.34), (4.4.35), (4.4.36), and (4.4.37) with the estimate

‖(P̃j,ω1(h) − z)u‖
2 =

2∑
i=1

‖Ψj,i(P̃j,ω1(h) − z)u‖
2 −O(h∞)‖(P̃j,ω1(h) − z)u‖2

>
1

2

2∑
i=1

‖(P̃j,ω1(h) − z)Ψj,iu‖
2 −

2∑
i=1

‖[P̃j,ω1(h),Ψj,i]u‖
2

− O(h∞)‖(P̃j,ω1(h) − z)u‖2, (4.4.38)

we deduce for z ∈ ΓcM (with c > 0 independent of M and h) and h small enough,

‖(P̃j,ω1(h) − z)u‖ >
ζ(h)

C
‖u‖. (4.4.39)

By the same arguments, we prove an estimate similar to (4.4.39) for the adjoint oper-
ator P̃j,ω1(h)

∗ − z and we conclude that P̃j,ω1(h) − z is invertible for every z ∈ ΓcM.
Moreover (4.4.39) yields

‖
(
z− P̃j,ω1(h)

)−1‖ = O
(
ζ(h)−1

)
, (4.4.40)

uniformly for z ∈ ΓcM and h small enough. This ends the proof of Lemma 4.4.6. �

Remark 4.4.7 The fact that G is scalar-valued was only used to get (4.4.28).

End of the proof of Lemma 4.4.5 :

Set

σ̃h,ω1(z) := (z− z0)
qtr
([(

P̃j,ω1(h) − z0
)−q(

z− P̃j,ω1(h)
)−1]1

0

)
. (4.4.41)

Obviously, z 7→ σ̃h,ω1(z) is analytic in ΓcM. By the Calderón-Vaillancourt theorem, the
operators e±

Mζ(h)
h G̃w(x,hDx) are bounded in L2(Rn; Cm). It follows from the cyclicity

of the trace that

σ̃h,ω1(z) = σh,ω1(z), ∀z ∈ ΓcM.

Then, (4.4.24) yields

σ̃h,ω1(z) = σh(z), ∀z ∈ ΓcM. (4.4.42)

Since z 7→ σ̃h,ω1(z) and z 7→ σh(z) are analytic in {z ∈ C; =z > 0}, we deduce by the
uniqueness theorem of analytic continuation that (4.4.42) holds for =z > 0, i.e.

σ̃h,ω1(z) = σh(z), ∀z ∈ Γ0.

Thus, z 7→ σh(z) extends to an analytic function from Γ0 to ΓcM. Combining this
with the resolvent estimate (4.4.40) and using the fact that the norm trace of an h-
pseudodifferential operator with symbol in a suitable class is a O(h−n) (see Theorem
1.11), we obtain

σh(z) = O(h−nζ(h)−1),

uniformly for z ∈ ΓcM and h small enough. This yields (4.4.19) for k = 0. Next, taking
the derivative of (4.4.41) and using (4.4.40) we obtain (4.4.19) for k > 1.

Finally, estimate (4.4.20) follows immediately from (4.4.19) and the representation of
the derivative of the SSF (4.4.17).
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�

Continuation in the proof of Theorem 4.2.13 :

Lemma 4.4.8 Let ϕ ∈ C∞0 (]± 12 ,±1[; R) and let µ > µ0 > 0 and ν ∈N be fixed arbitrarily.
Under the assumptions of Lemma 4.4.5, there exists I ∈ Oτ0 such that for f ∈ C∞0 (I; R), we
have

〈s ′h(·),F−1
h ϕε(τ− ·)f(·)〉 = O(h∞), (4.4.43)

uniformly for τ ∈ R and ε ∈]µ0,µh−ν[.

Proof. Taking into account Lemma 4.4.5, this result is an immediate consequence of
Theorem 4.2.3 and Corollary 4.3.4. In fact, by (4.4.12), we have

〈s ′h(.),F−1
h ϕε(τ− ·)f(.)〉 =

1

π

∫
C

∂̄f̃(z)F−1
h ϕε(τ− z)σh(z)L(dz).

According to Lemma 4.4.5, the function z 7→ σh(z) defined in the upper half plane
extends to a holomorphic function to the zone ΓM for all M > 0, and satisfies estimate
(4.4.19). This means that z 7→ σh(z) satisfies the conditions assumed on K(z;h) in
Corollary 4.3.4. Thus the lemma holds according to Theorem 4.2.3 and Corollary 4.3.4.

�

Now let ϕ ∈ C∞0 (] − 1
C , 1C [; R) equal to one near 0 with C > 0 a large constant. Let

f ∈ C∞0 (I; R) be as in the above lemma. Set κ := κ(h) = h−ν, with ν ∈ N arbitrarily
large. Repeating the same construction as in the proof of Theorem 4.2.6, we represent
the difference ϕ−ϕκ as a finite sum, i.e.

ϕ−ϕκ =

N(h)∑
j=0

ϕ̃εj , with N(h) = O(h−ν),

of functions ϕ̃εj of the type appearing in (4.4.43). Applying Lemma 4.4.8 to each term,
we get

〈s ′h(·),F−1
h ϕ(τ− ·)f(·)〉 = 〈s ′h(·),F−1

h ϕκ(τ− ·)f(·)〉+O(h∞), (4.4.44)

uniformly for τ ∈ R.

We have

〈s ′h(·),F−1
h ϕκ(τ− ·)f(·)〉 =

∫
R

s ′h(t)f(t)F
−1
h ϕκ(τ− t)dt

= h−(ν+1)

∫
R

F−1ϕ(h−(ν+1)(τ− t))s ′h(t)f(t)dt

=

∫
R

F−1ϕ(t)s ′h(τ− h
ν+1t)f(τ− hν+1t)dt.

Applying Taylor’s formula to the function t 7→ (s ′hf)(τ− h
ν+1t) at t = 0 and using

(4.4.20) with k = 1, we get

〈s ′h(·),F−1
h ϕκ(τ− ·)f(·)〉 = s ′h(τ)f(τ) +O(hν+1−nζ(h)−2), (4.4.45)
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uniformly for τ ∈ R. We recall that
∫

R
F−1ϕ(t)dt = ϕ(0) = 1.

Putting together (4.4.44) and (4.4.45), we deduce

s ′h(τ)f(τ) = 〈s ′h(·),F−1
h ϕ(τ− ·)f(·)〉+O(hν+1−nζ(h)−2). (4.4.46)

Since ν is arbitrary, the pointwise asymptotics (4.2.18) follows from the weak asymp-
totics (4.2.13) by choosing f equal to 1 near τ0.

This ends the proof of Theorem 4.2.13 under the assumption V −V∞ ∈ C∞0 (Rn;Hm).
�

It remains now to show how to dispense with the assumption on the support of V .
Notice that the assumption V − V∞ ∈ C∞0 (Rn;Hm) has been used exclusively in the
proof of Lemma 4.4.5. Except for this lemma, all the steps of the proof of Theorem
4.2.13 remain valid under the assumptions (4.2.8) and (4.2.17).

According to Proposition 4.2 in [88], if V satisfies (4.2.8), then for any κ > 0 and
µ̃ ∈]0,µ[, we can construct Vκ ∈ C∞(Rn;Hm) such that Vκ can be extended into a
holomorphic function of r = |x| in the sector

Σ(2κ) := {r ∈ C; <r > 1, |=r| < 2κ<r},

and for any multi-index α ∈Nn, it satisfies

‖∂αx (Vκ(x) − V(x))‖m×m = Oα(〈x〉−µ̃−|α|κ∞), (4.4.47)

uniformly with respect to x ∈ Rn and κ > 0 small enough. Vκ is called a |x|-analytic
(κ, µ̃)-approximation of V .

As in [88], we fix κ = hs with s ∈]0, 1[. Let us denote by σh(z,κ) the right hand side
of (4.4.10) when we replace V by Vκ in P1(h), that is

σh(z,κ) := (z− z0)
qtr
([
(Pj,κ(h) − z0)

−q(z− Pj,κ(h))
−1
]1
0

)
,

where
P1,κ(h) := −h2∆⊗ Im + Vκ(x), P0,κ(h) := P0(h).

The operator P1,κ(h) can be distorded analytically into P̃1,ν(h) = UνP1,κ(h)(Uν)
−1

(see [88]). Now, the proof of Lemma 4.4.5 show that (4.4.19) remains true for σh(z,κ).

On the other hand, according to (4.4.6), we have

σh(z,κ) − σh(z) = (z− z0)
qtr(I1(z,κ;h)) + tr(I2(z,κ;h))

with
I1(z,κ;h) :=

(
(P1,κ(h) − z0)

−q − (P1(h) − z0)
−q
)
(z− P1,κ(h))

−1

I2(z,κ;h) := (P1(h) − z0)
−q
(
(z− P1,κ(h))

−1 − (z− P1(h))
−1
)

.

Using the resolvent identity and (4.4.47), we get

σh(z,κ) − σh(z) = O(κ∞) = O(h∞),
uniformly for z ∈ Γ0. Consequently, Lemma 4.4.5 remains true under the assumptions
(4.2.8) and (4.2.17).

This ends the proof of Theorem 4.2.13 under the assumptions (4.2.8) and (4.2.17). �



C
M I C R O H Y P E R B O L I C F U N C T I O N S

In this appendix, we prove some technical results on the notion of microhyperbolicity
used in our proofs.

The first main result of this appendix is the following

Theorem C.0.1 Let H ∈ C∞(R2n;Hm). Assume that H is microhyperbolic near ρ0 ∈ R2n

in the direction T . There exists H̃ ∈ C∞(R2n;Hm) such that H̃ = H near ρ0 and H̃ is
microhyperbolic at every point ρ ∈ R2n in the direction T . Moreover, we can choose H̃ bounded
together with all its derivatives in R2n, i.e. H̃ ∈ S(1; R2n,Hm).

To prove this theorem we need the following two lemmas.

Lemma C.0.2 Let H ∈ C∞(R2n;Hm). The following statements are equivalents

(1) H is microhyperbolic at ρ0 ∈ R2n in the direction T ∈ R2n.

(2) 〈T ,∇ρH(ρ0)〉|kerH(ρ0) is strictly positive in the sense of hermitian matrices, i.e. there
exists C > 0 such that(

〈T ,∇ρH(ρ0)〉ω,ω
)
> C|ω|2, ∀ω ∈ kerH(ρ0). (C.0.1)

Proof. Obviously (1) =⇒ (2) by the definition 4.2.1. Assume that (2) is satisfied and
let us prove (1). Let ω = ω1 +ω2 ∈ Cm, with ω1 ∈ kerH(ρ0) and ω2 ∈ kerH(ρ0)⊥.
We have(

〈T ,∇ρH(ρ0)〉ω,ω
)

=
(
〈T ,∇ρH(ρ0)〉ω1,ω1

)
+
(
〈T ,∇ρH(ρ0)〉ω2,ω2

)
+

2∑
i 6=j=1

(
〈T ,∇ρH(ρ0)〉ωi,ωj

)
=: I1 + I2 + I3.

By hypothesis, I1 satisfies

|I1| > C|ω1|
2. (C.0.2)

On the other hand, we have

|I2| 6 C
′|ω2|

2 and |I3| 6 C
′′|ω1||ω2| < εC

′′|ω1|
2 +

C ′′

ε
|ω2|

2, (C.0.3)

for ε > 0 small enough and C ′,C ′′ > 0. Putting together (C.0.2), (C.0.3), we obtain

(〈T ,∇ρH(ρ0)〉ω,ω) >
C

2
|ω|2 −O

(
1

ε

)
|ω2|

2. (C.0.4)

Now, the fact that H(ρ0) : kerH(ρ0)⊥ → kerH(ρ0)⊥ is bijective, implies

|H(ρ0)ω2| > C̃|ω2|, ∀ω2 ∈ kerH(ρ0)⊥.

149
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Combining this with (C.0.4), we get

(〈T ,∇ρH(ρ0)〉ω,ω) >
C

2
|ω|2 −O

(
1

ε

)
|H(ρ0)ω2|

2,

which together with the fact that H(ρ0)ω2 = H(ρ0)ω implies

(〈T ,∇ρH(ρ0)〉ω,ω) >
C

2
|ω|2 −O

(
1

ε

)
|H(ρ0)ω|2.

By continuity, the above estimate extends to a small neighbourhood of ρ0 and then
implies that H is microhyperbolic at ρ0 in the direction T .

�

Lemma C.0.3 Let F ∈ C∞(R2n;Hm−r) and a(0) ∈ Hr invertible, r > 1. Assume that for
ρ0 ∈ R2n, there exists T ∈ R2n and C0 > 0 such that(

〈T ,∇ρF(ρ0)〉ω,ω
)
> C0|ω|2, ∀ω ∈ Cm−r. (C.0.5)

Then

(1) H(ρ) =

(
F(ρ) 0

0 a(0)

)
is microhyperbolic at ρ0 in the direction T .

(2) If (C.0.5) holds at ρ0 = 0 and A ∈ C∞(R2n,Hm) with

A(ρ) =

(
O(|ρ|2) O(|ρ|)

O(|ρ|) O(|ρ|)

)

then H+A is microhyperbolic near ρ0 = 0 in the direction T .

Proof.

(1) Since 〈T ,∇ρH(ρ0)〉 =

(
〈T ,∇ρF(ρ0)〉 0

0 0

)
and kerH(ρ0) ⊂ Cm−r × {0r}, then (1)

follows immediately from Lemma C.0.2.

(2) We have

〈T ,∇ρH(0)〉+ 〈T ,∇ρA(0)〉 =

(
〈T ,∇ρF(0)〉 O(1)

O(1) O(1)

)
.

Therefore

(〈T ,∇ρH(0)〉ω,ω)+(〈T ,∇ρA(0)〉ω,ω) = (〈T ,∇ρF(0)〉ω,ω) > C0|ω|2, ∀ω ∈ Cm−r.

Since ker (H(0) +A(0)) = ker (H(0)) ⊂ Cm−r, it follows from Lemma C.0.2 that
H+A is microhyperbolic at ρ0 = 0 in the direction T . Then, H+A is microhyper-
bolic near 0 in the direction T .

�
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We are now ready to prove Theorem C.0.1.

Proof of Theorem C.0.1 : Without any loss of generality, we may assume that ρ0 = 0.
We know that there exists P such that

PH(0)P−1 =

(
0 0

0 a22

)
(C.0.6)

with a22 is diagonal and invertible. Replacing H(ρ) by PH(ρ)P−1, 1 we may assume
that

H(ρ) =

(
a11(ρ) a21(ρ)

a12(ρ) a22(ρ)

)
with a11(0) = 0, a12(0) = 0, a21(0) = 0 and a22(0) = a22. We have

ker (H(0)) ⊂ {(ω1, 0); ω1 ∈ Cm−r}, with r = dim Im (a22) .

Since H is microhyperbolic at 0 in the direction T , it follows from Lemma C.0.2 that

((
〈T ,∇ρa11(0)〉 〈T ,∇ρa21(0)〉
〈T ,∇ρa12(0)〉 〈T ,∇ρa22(0)〉

)(
ω1

0

)
,

(
ω1

0

))
=
(
〈T ,∇ρa11(0)〉ω1,ω1

)
> C|ω1|

2.

(C.0.7)

Set

H0(ρ) =

(
∇ρa11(0)ρ 0

0 a22

)
, ρ ∈ R2n.

Applying the assertion (1) of Lemma C.0.3 (with F(ρ) = ∇ρa11(0)ρ and a(0) = a22)
using (C.0.7) we see that H0 is microhyperbolic at every point ρ ∈ R2n in the direction
T . Let χ ∈ C∞0 (R2n; R) be such that χ(ρ) = 1 for |ρ| 6 1 and χ(ρ) = 0 for |ρ| > 2. For
δ > 0, set χδ(ρ) = χ

(
ρ
δ

)
. We define

Hδ(ρ) = χδ(ρ)
(
H(ρ) −H0(ρ)

)
+H0(ρ).

We claim that for δ small enough, Hδ is microhyperbolic at every point ρ ∈ R2n in the
direction T . In fact, for |ρ| 6 δ, Hδ(ρ) = H(ρ) is microhyperbolic at ρ0 = 0 and then at
every ρ ∈ R2n with |ρ| 6 δ. For |ρ| > 2δ, Hδ(ρ) = H0(ρ) which is microhyperbolic at
every point ρ ∈ R2n in the direction T . For δ < |ρ| < 2δ, we have

Hδ(ρ) = H0(ρ) +

(
O(|ρ|2) O(|ρ|)

O(|ρ|) O(|ρ|)

)
.

Thus, the assertion (2) of Lemma C.0.3 implies that Hδ is microhyperbolic in the direc-
tion T for δ small enough. Consequently Hδ is microhyperbolic at every point ρ ∈ R2n

in the direction T . To see that we can choose H̃ ∈ S(1; R2n,Hm), let f ∈ C∞(R) such

1 This does not affect the microhyperbolicity because P is unitary and independent of ρ, then

(〈T ,∇ρ(PH(ρ)P−1)〉ω,ω) = (P〈T ,∇ρH(ρ)〉ω,Pω) = (〈T ,∇ρH(ρ)〉ω,ω), ∀ρ ∈ R2n,∀ω ∈ Cm.
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that f(t) = t for |t| < 1, |f(t)| > 1 on |t| > 1 and f(t) is constant at ±∞, i.e., |f(t)| = c > 1
for |t| > A, for some A > 0 large enough. Put H̃(ρ) = f(Hδ(ρ)). By the functional
calculus of self-adjoint operator, one can prove that H̃ satisfies the desired properties
(see [41, Ch. 12, Proposition A.3] for the details).

�

The second main result of this appendix in the following

Proposition C.0.4 Let H ∈ C∞(R2n;Hm), χ ∈ C∞0 (R2n; R) and τ0 ∈ R. Assume that
τ0 − H(ρ) is microhyperbolic at every point ρ ∈ supp χ. Let G(ρ, z) be a m ×m matrix-
valued function (not necessary Hermitian) smooth with respect to ρ and holomorphic with
respect to z in a neighborhood of τ0. Set

F±(z) =

∫
R2n

(z−H(ρ))−1G(ρ, z)(z−H(ρ))−1χ(ρ)dρ, ±=z > 0.

Then, for real τ near τ0, the limit F±(τ± i0) := limε↘0 F±(τ± iε) exists and τ→ F±(τ± i0)
is C∞ near τ0.

Proof. We prove the result for F+. The proof of F− is similar. Writing χ as a finite
sum of functions χi with small supports, we may assume using Theorem C.0.1 that
τ−H(ρ) is uniformly microhyperbolic with respect to ρ ∈ R2n and τ near τ0 in the
direction T ∈ R2n. We may also assume that G,H ∈ S(1; R2n,Hm).

Let H̃, G̃ and χ̃ be three almost analytic extensions of H, G and χ respectively, which
are bounded together with all their derivatives. Put

H̃(ρ, t) := H̃(ρ+ itT), G̃(ρ, t, z) := G̃(ρ+ itT , z), χ̃(ρ, t) := χ̃(ρ+ itT), t ∈ R.

We assert that for small enough =z > 0, t > 0with =z+ t > 0 and for <z ∈]τ0−η, τ0+η[
with η > 0 small enough, there exists C, c > 0 such that

=
(
(z− H̃(ρ, t))ω,ω

)
+Ct

∣∣(z− H̃(ρ, t))ω
∣∣2 > c(t+ =z)|ω|2, ∀ω ∈ Cm. (C.0.8)

In fact, by Taylor’s formula we have(
(z− H̃(ρ, t))ω,ω

)
=
(
(z−H(ρ))ω,ω

)
− it

(
〈T ,∇ρH(ρ)〉ω,ω

)
+O(t2)|ω|2,

which yields

=
(
(z− H̃(ρ, t))ω,ω

)
= =z|ω|2 − t

(
〈T ,∇ρH(ρ)〉ω,ω

)
+O(t2)|ω|2. (C.0.9)

On the other hand, the global microhyperbolicity condition (see (4.2.1)) implies, for
some constants c,C > 0,

−t
(
〈T ,∇ρH(ρ)〉ω,ω

)
> ct|ω|2 −Ct

∣∣(<z−H(ρ))ω∣∣2, (C.0.10)

uniformly for <z ∈]τ0− η, τ0+ η[, for small enough η > 0. Putting together (C.0.9) and
(C.0.10), we get, for all ω ∈ Cm,

=
(
(z− H̃(ρ, t))ω,ω

)
> (=z+ ct)|ω|2 −O(t)

∣∣(<z−H(ρ))ω∣∣2 +O(t2)|ω|2.
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By Taylor’s formula again, we have for small t > 0

z− H̃(ρ, t) = z−H(ρ) +O(t).

It follows that

|(<z−H(ρ))ω|2 =
∣∣(z− H̃(ρ, t) − i=z−O(t)

)
ω
∣∣2

6 O(1)
∣∣(z− H̃(ρ, t)

)
ω
∣∣2 +O((=z)2)|ω|2 +O(t2)|ω|2.

Then we deduce that for small enough =z > 0, t > 0 and <z ∈]τ0 − η, τ0 + η[, and for
some constants c,C1,C2 > 0, we have

=
(
(z− H̃(ρ, t))ω,ω

)
> c(=z+ t−C1(=z)

2 −C2t
2)|ω|2 −O(t)

∣∣(z− H̃(ρ, t))ω
∣∣2.

Thus, (C.0.8) follows from this inequality.

Applying Cauchy-Schwarz inequality to the first term of (C.0.8) we easily obtain

‖(z− H̃(ρ, t))‖m×m +Ct‖(z− H̃(ρ, t))‖2m×m > c(=z+ t). (C.0.11)

This shows that (z− H̃(ρ, t))−1 exists and

‖(z− H̃(ρ, t))−1‖m×m = O

(
1

t

)
, (C.0.12)

for t > 0, =z > 0 and <z ∈]τ0−η, τ0+η[. In particular, for =z = 0, (τ− H̃(ρ, t))−1 exists
for τ ∈]τ0 − η, τ0 + η[ and satisfies (C.0.12), i.e.,

‖(τ− H̃(ρ, t))−1‖m×m = O

(
1

t

)
, (C.0.13)

for t > 0. For the simplicity of the notation, assume T = (1, 0, · · · , 0). Put ρ = (ρ1, ρ ′) ∈
R×R2n−1 and fix t0 > 0. By Stoke’s formula, we have

F+(z) =

∫
R2n

(z− H̃(ρ1 + it0, ρ ′))−1G̃(ρ1 + it0, ρ ′, z)(z− H̃(ρ1 + it0, ρ ′))−1χ̃(ρ1 + it0, ρ ′)dρ

−

∫∫
R2n×[0,t0]

1

2
(∂ρ1 + i∂t)

[
(z− H̃(ρ, t))−1G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−1χ̃(ρ, t)

]
dtdρ

=: I+(z) − J+(z).

Using (C.0.13), we get∥∥(τ− H̃(ρ1 + it0, ρ ′))−1G̃(ρ1 + it0, ρ ′, τ)(τ− H̃(ρ1 + it0, ρ ′))−1χ̃(ρ1 + it0, ρ ′)
∥∥
m×m

= O(t−20 )‖χ̃(ρ1 + it0, ρ ′)‖m×m,

uniformly for τ ∈]τ0 − η, τ0 + η[. Since ρ = (ρ1, ρ ′) 7→ χ̃(ρ1 + it0, ρ ′) ∈ C∞0 (R2n), it
follows that I+(τ+ i0) exists and by a similar argument, we clearly see that z 7→ I+(z)

extends to a C∞ function on ]τ0 − η, τ0 + η[+i[0,β[, for some β > 0.
On the other hand, we have

J+(z) =
1

2

(
J
(1)
+ (z) + iJ

(2)
+ (z)

)
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where

J
(1)
+ (z) :=

∫∫
R2n×[0,t0]

∂ρ1

[
(z− H̃(ρ, t))−1G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−1χ̃(ρ, t)

]
dtdρ

and

J
(2)
+ (z) :=

∫∫
R2n×[0,t0]

∂t

[
(z− H̃(ρ, t))−1G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−1χ̃(ρ, t)

]
dtdρ.

Let us first focus on J(1)+ (z). We have

∂ρ1

[
(z− H̃(ρ, t))−1G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−1χ̃(ρ, t)

]
= ∂ρ1H̃(ρ, t)(z− H̃(ρ, t))−2G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−1χ̃(ρ, t)

+ (z− H̃(ρ, t))−1∂ρ1G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−1χ̃(ρ, t)

+ (z− H̃(ρ, t))−1G̃(ρ, t, z)∂ρ1H̃(ρ, t)(z− H̃(ρ, t))−2χ̃(ρ, t)

+ (z− H̃(ρ, t))−1G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−1∂ρ1 χ̃(ρ, t). (C.0.14)

Using the fact

∂ρ1H̃,∂ρ1G̃,∂ρ1 χ̃ = O(t∞), (C.0.15)

together with the fact that for τ ∈]τ0 − η, τ0 + η[ and t > 0, we have (see (C.0.13))

‖(τ− H̃(ρ, t))−k‖m×m = O(t−k), ∀k > 1 (C.0.16)

we get∥∥∥∥∂ρ1[(τ− H̃(ρ, t))−1G̃(ρ, t, τ)(τ− H̃(ρ, t))−1χ̃(ρ, t)
]∥∥∥∥
m×m

= O(t∞)‖χ̃(ρ, t)‖m×m ∈ L1([0, t0]×R2n),

uniformly for τ ∈]τ0−η, τ0+η[. This implies that J(1)+ (τ+ i0) exists for τ ∈]τ0−η, τ0+
η[. By differentiating (C.0.14) k-times with respect to z we get a finite linear combina-
tion of terms of the form

∂ρ1H̃(ρ, t)(z− H̃(ρ, t))−j0∂s0z G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−r0 χ̃(ρ, t)

+ (z− H̃(ρ, t))−j1∂s1z ∂ρ1G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−r1 χ̃(ρ, t)

+ (z− H̃(ρ, t))−j3∂s3z G̃(ρ, t, z)∂ρ1H̃(ρ, t)(z− H̃(ρ, t))−r3 χ̃(ρ, t)

+ (z− H̃(ρ, t))−j4∂s4z G̃(ρ, t, z)(z− H̃(ρ, t))−r4∂ρ1 χ̃(ρ, t),

where the powers ji, si, ri ∈ N, i = 0, ..., 4, and the order (which depends on k) is not
important here. By setting z = τ ∈]τ0 − η, τ0 + η[ and using the same arguments as
above, more precisely, estimates (C.0.15) and (C.0.16), we see that z 7→ J

(1)
+ (z) extends

to a Ck function on ]τ0 − η, τ0 + η[+i[0,β[. Since k is arbitrary, z 7→ J
(1)
+ (z) extends to a

C∞ function on ]τ0 − η, τ0 + η[+i[0,β[.

The proof for J(2)+ (z) can be done analogously using the estimates

∂tH̃,∂tG̃,∂tχ̃ = O(t∞),
instead of (C.0.15). This ends the proof of the proposition. �



D
S O M E A U X I L I A RY R E S U LT S

In this section, we regroup some technical lemmas used throught our proofs.

Lemma D.0.1 [119, Th. 8.6] Let g be an order function, and suppose G ∈ C∞(R2n; R)

satisfies
G(x, ξ) − log(g(x, ξ)) = O(1),

and
∂αx∂

β
ξG(x, ξ) = O(1), (α,β) 6= (0, 0).

Then for |t| sufficiently small there exists bt ∈ S(gt; R2n, R) such that

exp(tGw) = Opwh (bt).

Here exp(tGw) is defined as the unique solution to the ordinary differential equation

∂tUt −G
wUt = 0, U(0) = I.

Lemma D.0.2 [113, Lemma 3.2] Let ψ1,ψ2 ∈ S(1; R2n, R) such that suppψ1 ⊂ {(x, ξ) ∈
R2n; |ξ| 6 C} and ψ21+ψ

2
2 = 1. There exists Ψ1 ∈ S(〈ξ〉−∞; R2n, R) and Ψ2 ∈ S(1; R2n, R)

with principal symbols ψ1 and ψ2 respectively, such that

Ψw1 ◦Ψw1 +Ψw2 ◦Ψw2 = I+ Rw, (Ψwj )
∗ = Ψwj ,

where R ∈ S−∞(〈ξ〉−∞; R2n, R).

Lemma D.0.3 (Paley-Wiener) Let θ ∈ C∞0 (]a,b[; R), 0 < a < b two real numbers. For all
τ ∈ R, the function z 7→ F−1

h θ(τ− z) is analytic for z ∈ C and we have the following estimate

∀N ∈N,∀ε > 0,
∣∣F−1
h θε(τ− z)

∣∣ 6 CN|τ− z|−N(h
ε

)N−1

sup
t∈[εa,εb]

e
t=z
h , (D.0.1)

uniformly for τ ∈ R. Here θε(t) := θ
(
t
ε

)
. In particular, for N = 0, we have

F−1
h θε(τ− z) =

 O
(
ε
he

εb=z
h

)
for =z > 0

O
(
ε
he

εa=z
h

)
for =z < 0.

(D.0.2)

Despite the proof of this result is elementary, we give it for completeness.

Proof. The analyticity of z 7→ F−1
h θ(τ − z) follows from standard result of com-

plex analysis. Let N ∈ N and ε > 0. Performing N integrations by part using that
(hDt)

N
(
e
it
h (τ−z)

)
= (τ− z)Ne

it
h (τ−z), we get

(τ− z)NF−1
h θε(τ− z) =

(−1)N

2πh

∫εb
εa

e
it
h (τ−z)(hDt)

Nθε(t) dt

=
(−1)N

2πh

∫εb
εa

e
t=z
h e

it
h (τ−<z)(hDt)

Nθε(t) dt.
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Then,

|τ− z|N|F−1
h θε(τ− z)| 6

1

2πh
sup

t∈[εa,εb]
e
t=z
h

∫εb
εa

|(hDt)
Nθε(t)| dt

6
ε(b− a)

2πh
sup

t∈[εa,εb]
e
t=z
h

(
h

ε

)N
‖∂Nt θ‖L∞

6 CN

(
h

ε

)N−1

sup
t∈[εa,εb]

e
t=z
h ,

which obviously implies (D.0.1). �



5
R E M A R Q U E S E T P E R S P E C T I V E S

5.1 Remarque sur la fonction de comptage des valeurs propres pour des
systèmes non-microhyperboliques

Dans cette dernière partie, on donne une remarque concernant l’étude de la distribu-
tion asymptotique des valeurs propres discrètes d’un système d’opérateurs h-pseudo-
différentiels auto-adjoint sans condition de microhyperbolicité. Cette remarque motive
un problème qui sera l’une de nos perspectives.

Reprenons la discussion du début de la section 0.3 dans l’introduction. On considère
un système d’opérateurs h-pseudodifférentiels P(h) := pw(x,hDx;h) auto-adjoint sur
L2(Rn; Cm) de symbole hermitien

p(x, ξ;h) ∼
∑
j>0

hjpj(x, ξ) dans S(1; R2n,Mm(C)).

Soient e1(x, ξ) 6 e2(x, ξ) 6 · · · 6 em(x, ξ) les valeurs propres du symbole principal
p0(x, ξ), (x, ξ) ∈ R2n, et a < b deux réels. Nous avons déjà rappelé que s’il existe η > 0
assez petit tel que e−1j ([a− η,b+ η]) est un compact de R2n, pour tout 1 6 j 6 m,
alors pour h assez petit, le spectre de P(h) dans [a − η,b + η] est discret (voir [102,
Proposition III.13]). On introduit la fonction de comptage

Nh(a,b) := #
{
j;µj(h) ∈ [a,b]

}
où µ1(h) 6 µ2(h) 6 · · · 6 µN(h)(h) désignent les valeurs propres de P(h) répétées
suivants leurs multiplicités.

Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction, si l’on veut établir une asympto-
tique de type Weyl avec reste optimal O(h−n+1) pour Nh(a,b), le point essentiel con-
siste à étudier le comportement asymptotique quand h ↘ 0 de la trace de l’opérateur
f(P(h))F−1

h θ(τ− P(h)), avec f ∈ C∞0 (]τ− η, τ+ η[; R), τ ∈ {a,b} et θ ∈ C∞0 (R; R), où
F−1
h est l’opérateur de Fourier inverse semi-classique défini par (0.3.2).

Pour des systèmes microhyperboliques, Dimassi et Sjöstrand [42] (voir aussi Ivrii
[70]) ont prouvé le résultat suivant généralisant l’asymptotique (0.3.4) au cas matriciel.

Théorème 5.1 (Ivrii [70], Dimassi-Sjöstrand [42]) Sous l’hypothèse que p0 − τ est micro-
hyperbolique dans une certaine direction en tout point de Στ, τ ∈ {a,b}, on a

Nh(a,b) = (2πh)−nα0 +O(h−n+1), h↘ 0,

avec

α0 =

m∑
j=1

∫∫
e−1j ([a,b])

dxdξ.
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On rappelle que pour τ ∈ R, Στ désigne le niveau d’énergie correspondant défini par

Στ :=
{
(x, ξ) ∈ R2n; det (p0(x, ξ) − τ) = 0

}
=

m⋃
j=1

{
(x, ξ) ∈ R2n; ej(x, ξ) = τ

}
.

Notons que pour τ ∈ [a− η,b+ η], Στ est un compact de R2n.

L’objectif de la présente remarque est de montrer que sans l’hypothèse de microhy-
perbolicité, en utilisant uniquement le calcul symbolique h-pseudodifférentiel, l’étude
du comportement asymptotique de tr

(
f(P(h))F−1

h θε(τ− P(h))
)

se ramène à l’étude du
comportement asymptotique d’une intégrale oscillante. Ce type de résultat peut mener
à des asymptotiques sur la fonction de comptage de type

Nh(a,b) = (2πh)−nα0 +O(h
1
2−δ−n), δ > 0. (5.1.1)

Dans la suite, on utilise les mêmes notations du chapitre précédent. Soient τ0 ∈ {a,b} et
f ∈ C∞0 (]τ0−η, τ0+η[; R). Pour tout θ ∈ C∞0 (R; R), τ ∈ R, l’opérateur f(P(h))F−1

h θ(τ−

P(h)) est de classe trace et on a (voir [42])

tr
(
f(P(h))F−1

h θ(τ− P(h))
)
≡ tr

(
χwf(P(h))F−1

h θ(τ− P(h))
)

,

avec χ ∈ C∞0 (R2n; R) égale à 1 au voisinage de

Σ[τ0−η,τ0+η] :=
⋃

τ∈[τ0−η,τ0+η]

Στ.

Proposition 5.1.1 Soit θ ∈ C∞0 (] − 1, 1[; R) égale à 1 près de 0. On fixe ε = h1−δ, avec
δ ∈]0, 12 [. On a

tr
(
f(P(h))F−1

h θε(τ− P(h))
)
= (2πh)−n

m∑
j=1

Ij(τ;h) +O(h1−2δ−n), (5.1.2)

uniformément pour τ ∈ R, avec pour j = 1, · · · ,m, Ij(τ;h) est l’intégrale oscillante définie
par

Ij(τ;h) :=
1

2πhδ

∫∫
R2nx,ξ

∫
Rt

e
i

hδ
t(τ−ej(x,ξ))

θ(t)f(ej(x, ξ))χ(x, ξ) dtdxdξ. (5.1.3)

Preuve : En revenant à la preuve du Théorème 4.2.6 dans le chapitre précédent, plus
précisément à partir de l’équation (4.3.45), on voit qu’en utilisant le calcul symbolique
h-pseudodifférentiel, on a montré que pour tout N ∈N,

tr
(
f(P(h))F−1

h θε(τ− P(h))
)
= (2πh)−n

N∑
j=0

hjaj(τ;h) +O(h(N+1)(1−2δ)−n), (5.1.4)

avec

aj(τ;h) := −
1

π

∫
C

∂̄
(
f̃ψhδ

)
(z)F−1

h θε(τ− z)

(∫∫
R2n

χ(x, ξ)t̂r(Gj(x, ξ, z))dxdξ
)
L(dz),
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où f̃ ∈ C∞0 (C) est une extension presque analytique de f, ψhδ définie par (4.3.47) et

G(x, ξ, z;h) ∼
∑
j>0

hjGj(x, ξ, z) dans Sδδ(1; R2n,Mm(C))

est le symbole de la résolvante (z − P(h))−1 comme opérateur h-pseudodifférentiel
dans la région {z ∈ C; |=z| > hδ}, (voir Proposition 1.1). En particulier, G0(x, ξ, z) =

(z − p0(x, ξ))−1. Nous insistons ici sur le fait que pour obtenir (5.1.4), nous n’avons
utilisé aucune hypothèse de microhyperbolicité.

Pour N = 0, (5.1.4) implique en particulier

tr
(
f(P(h))F−1

h θε(τ− P(h))
)
= (2πh)−na0(τ;h) +O(h1−2δ−n).

On calcule maintenant a0(τ;h). On a

a0(τ;h) = −
1

π

m∑
j=1

∫
C

∂̄
(
f̃ψhδ

)
(z)F−1

h θε(τ− z)

(∫∫
R2n

χ(x, ξ)(z− ej(x, ξ))−1dxdξ
)
L(dz)

=

m∑
j=1

∫∫
R2n

(
−
1

π

∫
C

∂̄
(
f̃ψhδ

)
(z)F−1

h θε(τ− z)(z− ej(x, ξ))−1L(dz)
)
χ(x, ξ)dxdξ.

En intégrant par parties en utilisant

1

π
∂̄
(
(z− ej(x, ξ))−1

)
= δ(·− ej(x, ξ)),

on obtient

a0(τ;h) =

m∑
j=1

∫∫
R2n

f(ej(x, ξ))F−1
h θε(τ− ej(x, ξ))χ(x, ξ)dxdξ

=
1

2πh

m∑
j=1

∫∫
R2nx,ξ

∫
Rt

e
it
h (τ−ej(x,ξ))θε(t)f(ej(x, ξ))χ(x, ξ) dtdxdξ.

Ainsi par un changement de variable, on voit que

a0(τ;h) =
m∑
j=1

Ij(τ;h).

�

La formule (5.1.2) assure que pour un système d’opérateurs h-pseudodifférentiels
non nécessairement microhyperboliques, l’étude du comportement asymptotique de la
trace de l’opérateur f(P(h))F−1

h θh1−δ(τ− P(h)) se ramène à l’étude du comportement
asymptotique des intégrales oscillantes (5.1.3). Comme nous l’avons indiqué dans le
paragraphe précédent, ce type de résultat peut conduire à des asymptotiques de la
fonction de comptage de type (5.1.1). Une des questions que nous souhaitons étudier
prochainement est de voir si l’on peut établir des asymptotiques de type de Weyl avec
reste optimal pour la fonction de comptage des valeurs propres d’un système non-
microhyperbolique.
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