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RESUME

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’analyse spectrale des systéemes d’opérateurs pseu-
dodifférentiels semi-classiques. Dans la premieére partie, nous étudions la généralisation du
théoreme d’Egorov en temps longs dans le cas ot1 'Hamiltonien quantique qui génere 1"évolution
en temps et l'observable quantique initiale sont deux opérateurs pseudodifférentiels semi-
classiques associés a des symboles a valeurs matricielles. Sous une condition d’hyperbolicité
sur le symbole principal de 'Hamiltonien qui assure I'existence des projecteurs semi-classiques,
et pour une classe d’observables "semi-classiquement” diagonales par blocs par rapport a ces
projecteurs, nous démontrons un théoreme de type Egorov valable pour un temps long d’ordre
log(h™") connu comme le temps d’Ehrenfest. Ici h \, 0 est le parametre semi-classique.

Dans la deuxieéme partie, nous nous intéressons a la théorie spectrale et la théorie de la dif-
fusion pour des systemes d’opérateurs pseudodifférentiels auto-adjoints. Nous développons
une approche stationnaire pour I’étude de la fonction de décalage spectral associée a une paire
d’opérateurs de Schrodinger semi-classiques a potentiels matriciels. Une asymptotique de type
Weyl avec reste optimal sur la fonction de décalage spectral est établie, et sous I’hypothese
d’existence d’une fonction fuite scalaire, un développement asymptotique complet en puis-
sances de h au sens fort sur sa dérivée est obtenu. Ce dernier résultat est une généralisation
au cas matriciel d’un résultat de Robert et Tamura établi dans le cas scalaire pres des énergies
non-captives. Notre méthode indépendante du temps nous permet de traiter certains potentiels
avec des croisements des valeurs propres.

Mots-clés : systemes d’opérateurs h-pseudodifférentiels, théoreme d’Egorov en temps longs,
fonction de décalage spectral, opérateurs de Schrodinger a potentiels matriciels, formules de
trace, asymptotiques spectrales, fonction fuite.

ABSTRACT

In this work, we are interested in the spectral analysis of systems of semiclassical pseudodiffer-
ential operators. In the first part, we study the extension of the long time semiclassical Egorov
theorem in the case where the quantum Hamiltonian which generates the time evolution and
the initial quantum observable are two semiclassical pseudodifferential operators with matrix-
valued symbols. Under an hyperbolicity condition on the principal symbol of the Hamiltonian
which ensures the existence of the semiclassical projections, and for a class of observable that
are "semi-classically" block-diagonal with respect to these projections, we prove an Egorov the-
orem valid in a large time interval of order log(h™') known as the Ehrenfest time. Here h \, 0
is the semiclassical parameter.

In the second part, we are interested in the spectral and scattering theories for self-adjoint
systems of pseudodifferential operators. We develop a stationary approach for the study of the
spectral shift function (SSF) associated to a pair of self-adjoint semiclassical Schrodinger oper-
ators with matrix-valued potentials. We prove a Weyl-type asymptotics with sharp remainder
estimate on the SSF, and under the existence of a scalar escape function, a pointwise complete
asymptotic expansion on its derivative. This last result is a generalisation in the matrix-valued
case of a result of Robert and Tamura established in the scalar case near non-trapping energies.
Our time-independent method allows us to treat certain potentials with energy-level crossings.

Keywords : systems of h-pseudodifferential operators, long time Egorov theorem, spectral
shift function, Schrodinger operators with matrix-valued potentials, trace formulas, spectral
asymptotics, escape function.
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0.1 SYSTEMES D'OPERATEURS h-PSEUDODIFFERENTIELS EN PHYSIQUE MATHE-
MATIQUE

Les opérateurs h-pseudodifférentiels sont des outils de base dans la formulation et
I'étude de plusieurs problemes de physique mathématique. Selon les contraintes du
probléme étudié, ces opérateurs sont généralement définis a 1'aide d"un procédé de
quantification (habituellement la quantification de Weyl, voir (1.1.1)) a partir des sym-
boles & valeurs scalaires, réelles pour les problemes auto-adjoints et complexes dans
le cadre non auto-adjoint. Néanmoins, plusieurs problemes font appel a des opéra-
teurs h-pseudodifférentiels associés a des symboles a valeurs matricielles. On parle
dans ce cas des systemes d’opérateurs h-pseudodifférentiels. Malgré la multitude des
problémes et de situations ot on est amené a étudier des systemes d’opérateurs h-
pseudodifférentiels, nous rappelons dans ce premier paragraphe quelques exemples
bien connus dans la littérature.

1. Une situation typique se produit lorsqu’on étudie un systéme mécanique quan-
tique relativiste gouverné par I’'Hamiltonien de Dirac

3
D(h):= ) ajhDy +as+V(x), Dy
j=1

;= —10x (0.1.1)

ou h > 0 est un petit parametre appelé le parameétre semi-classique, («i)1<i<4
sont les matrices de Dirac 4 x 4 satisfaisant certaines propriétés d’anti-commutation
(voir par exemple [20]) et V(x) est 'opérateur de multiplication par une fonction
réguliere hermitienne V : R3 — M4 (Q). L'opérateur D(h) est un opérateur h-
pseudodifférentiel de symbole matriciel 4 x 4

3
d(x, &)= &5 +oaa+V(x), (x &) €R>xR>.
j=1
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Ici et dans toute la suite M, (C) désigne I'espace des matrices carrées m x m a coef-
ficients complexes. L'étude des propriétés dynamiques et spectrales de 1’opérateur de
Dirac (0.1.1) a fait 1’objet de plusieurs travaux, voir par exemple [114, 20, 18, 7, 76].

2. Une autre situation importante dans la chimie moléculaire est I’approximation de
Born-Oppenheimer ([26, 57, 74]) introduite en 1927 afin de décrire la dynamique des
systemes moléculaires : les systemes mécaniques quantiques composés de deux types
de particules, des particules lourdes tel que les noyaux et des particules 1égeres tel que
les électrons. Il a été établi dans plusieurs travaux (voir [57, 115]) que I'étude de cette
approximation se réduit a I’étude de I’équation de Schrodinger dépendante du temps

{ thdh(t, ) = (—h2A® Ly + V(x)b(t,xh) (0.1.2)

Y(0,5h) = Wo(x;h) € LX(R™C™)

ot I, estla matrice identité m x met V: R™ — M, (C) est un potentiel régulier hermi-
tien. Nous sommes donc en présence d'un systéme d’opérateurs h-pseudodifférentiels

P(h) := —h?A® I + V(x)
dont I'Hamiltonien classique associé est le symbole hermitien m x m
p(x, &) i=EIm +V(x), (x &) €R™ (0.1.3)

Plusieurs travaux ont été consacrés a I'étude de 1'équation de Schrodinger (0.1.2) dans
des cadres linéaires et d’autres non-linéaires dont nous citons quelques uns dans la
suite. Pour d’autres travaux portant sur 1'étude des propriétés spectrales (résonances,
fonction de comptage des valeurs propres, principe d’absorption limite, ...) des opéra-
teurs de Schrodinger a potentiels matriciels, voir [51, 89, 73, 72, 4], etc. Dans la deux-
ieme partie de cette thése, nous serons intéressés par la théorie de diffusion des opéra-
teurs de Schrodinger a potentiels matriciels.

3. Il existe aussi d’autres situations ot le probléme est initialement posé pour des
opérateurs scalaires et on se ramene a 1’'étude d’un systéme d’opérateurs h-pseudo-
différentiels. On pense ici a des probléemes périodiques tels qu’étudiés dans [54, 38,
37]. Le probleme initial étant d’étudier des perturbations des opérateurs périodiques,
typiquement de 1'opérateur de Schrodinger —A +V, ot V est un potentiel périodique
par rapport a un réseau de R™, et par la méthode de I'approximation de 'Hamiltonien
effectif, I’étude du spectre de I'opérateur perturbé pres d’un niveau d’énergie zp € R
fixé se réduit a I'étude d’'un systéeme d’opérateurs h-pseudodifférentiels dépendant
d’une fagon implicite du parametre spectral.

0.2 PARTIE I : THEOREME D’EGOROV EN TEMPS LONGS POUR DES SYSTEMES
D'OPERATEURS h-PSEUDODIFFERENTIELS

L’approximation semi-classique

Connue sous le nom du principe de correspondance en physique et Théoreme d’Egorov
en mathématique, 'approximation semi-classique assure la transition entre les évolu-
tions quantiques et classiques des observables. Depuis sa fondation au début du siecle
précédent, la mécanique quantique est interprétée comme une déformation par un
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procédé de quantification de la mécanique classique dont le parameétre de déforma-
tion est la constante de Planck [50]. De cette interprétation surgit un probléme central
qui peut étre considérer comme 1'un des problémes les plus ancien de I'analyse semi-
classique qui est I’étude de la relation entre les deux mécaniques. Le point de départ
est le fameux principe de correspondance proposé par Niels Bohr en 1920 [13] qui
stipule qu'on devrait retrouver les formules de la mécanique classique a partir de
celles de la mécanique quantique lorsque la constante de Planck devient négligeable.
D’une fagon imprécise, on dit que la mécanique classique est la limite de la mécanique
quantique quand la constante de Planck tends vers zéro. Depuis plusieurs années,
I'approximation semi-classique a fait I'objet de plusieurs travaux mathématiques basés
essentiellement sur deux approches :

e Propagation des états cohérents : La premiére consiste a étudier la propagation d’états
cohérents ou paquets d’ondes en considérant 1’équation de Schrodinger (0.1.2) avec
une donnée initiale de type paquet d’onde et a pour but d’approximer la solution
(la fonction d’onde) Y™ (t) par une combinaison linéaire de paquets d’ondes. On ren-
voie a [29, 59, 60, 97] pour des travaux concernant cette approche et a [28] pour une
description des notions d’états cohérents et paquets d’ondes.

e Evolution des observables : La deuxiéme approche consiste a étudier 1’évolution en
temps d’une observable quantique Q" (x, hDy) dans la représentation de Heisenberg
donnée par

Q(t) := en M (xhDI QW (x KD, e  WH"(WhDx) 4 ¢ R

générée par un Hamiltonien quantique H"(x, hDy). L'objectif est de construire une
approximation de Q(t) en termes d’opérateurs h-pseudodifférentiels et d’étudier sa
validité par rapport au temps. L'étude de cette approche a fait 1'objet de nombreux
travaux dans le cas scalaire, i.e. lorsque H"(x, hDy) et Q" (x,hDy) sont deux opéra-
teurs h-pseudodifférentiels associés a des symboles a valeurs scalaires réelles, voir par
exemple [17, 8, 116, 102], et dans le cas matriciel lorsque H" (x, hDy) et Q™ (x, hDy)
sont deux systemes d’opérateurs h-pseudodifférentiels, voir [15, 70, 14, 18].

C’est cette deuxieme approche dans le cadre matriciel des systémes d’opérateurs h-
pseudodifférentiels qui sera notre principal interét dans la premiére partie du présent
travail de these.

Evolution en temps des observables classiques et quantiques

Evolution classique

Dans un systéme mécanique classique a n degrés de liberté, I'état d'une particule
est entierement déterminé par sa position et sa quantité de mouvement. On désigne
par M l’ensemble des positions appelé aussi ensemble de configuration du systéme
qui est dans le cadre général une variété riemanienne de dimension n. L'ensemble des
états possibles du systeme est alors décrit par I'espace des phases T*M qui, muni de
sa structure symplectique canonique, est une variété symplectique de dimension 2n.
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Dans la suite, nous nous plagons dans le cadre habituel ot M = R™ et on identifie
l'espace des phases avec R?™. On rappelle la forme symplectique canonique sur R?™

0

o(x, &Y, Q) = (J(x &), (y,Q), J:= (—1

In , Vx, &y, eR™ (0.2.1)
n 0

Considérons un Hamiltonien classique H € C®(R?*™“;R) et notons 2w (x,&) =
(0gH(x, &), —0xH(x, &)) le champ de vecteurs Hamiltonien correspondant. L'évolution
de l'état du systeme au cours du temps est déterminée par le systeme d’équations de
Hamilton

d
= 2uX(), X(t) = (x(1), £(1)). (0.2.2)
Le systéme (0.2.2) génere un flot noté ¢}, sur R?™ appelé flot Hamiltonien associé a H

défini par
bl x =x(0), £ = £(0)) = (x(t), &(1)),  biy,_ (%, &) = (%, &).

Le domaine d’existence maximal de ¢, (x, &) dépend de la donnée initiale (x, &) € R2™
(Théoreme de Cauchy-Lipschitz) mais pour simplifier la discussion, on suppose dans
ce paragraphe que ¢}, (x, &) existe sur tout R pour tout (x, &) € R?™.* Il est bien connu
que ¢}, est un symplectomorphisme sur R?™ : ¢}, préserve la forme symplectique o,
et vérifie ¢f, o d§, = ¢y°, pour tout t,s € R. De plus, deux propriétés importantes
du flot classique sont la conservation du volume : ¢, préserve la mesure de Lebesgue
sur R?™ et la conservation d’énergie : pour toute énergie T € R, la surface d’énergie
correspondante L. := H~1(1) est stable par by

L’évolution en temps d’une observable classique Q € C*(IR?*™;R) le long du flot ¢},
donnée par la fonction qo(t,x, &) = Qo dpf(x, &), t € R, (x, &) € R?™, est décrite par
I’équation classique

d
aqO(t/X/ E») = {HI Q}O d)‘]t—l (X/ ‘i)/ qO(tl X, £)|t:0 = Q(X/ E)/ (0.2.3)
ot {H, Q} est le crochet de Poisson de H, Q défini par

{H,Q}:=9:H-9,Q —d,H - 3:Q. (0.2.4)

Evolution quantique

Pour quantifier notre systéeme classique, on fait appel a la théorie des opérateurs h-
pseudodifférentiels définis par le procédé de quantification habituel qui est la quantifi-
cation de Weyl (voir (1.1.1)). Il s’agit d’un procédé qui établit une correspondance entre
les observables classiques et quantiques dans le sens ou1 il permet d’associer a toute ob-
servable classique A € C*®°(IR?*™;R) (appartenant a une classe convenable de symboles
quantifiables), une observable quantique A" (x, hDy) auto-adjoint sur L2(R™) définie

: 4 Y 2n.
Ceci est par exemple assuré en supposant que a[xl &)H € L*°(R“™;R), pour tout |y| > 2 car dans ce cas

(x, &) = Zn(x, &) est uniformément lipshitzienne sur R2™,
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comme l'opérateur h-pseudodifférentiel correspondant. Les éléments de base de cette
théorie seront rappelés dans le chapitre 1.

Soit H" := H"(x, hDy) I'Hamiltonien quantique auto-adjoint sur L2(R™) associé a
H. La dynamique du systéme quantique est gouvernée par l'équation de Schrodinger

ih%ﬂ)(t) = H"(t). (0.2.5)
Cette équation génere 1'opérateur unitaire d’évolution Uy (t) := e """, t € R. Lévo-
lution en temps de l'observable quantique Q" := Q"(x, hDy) associée a Q donnée
par
Q(t) :=Un(—t)Q™Un(t), tek,

est alors décrite par I'analogue quantique de I'équation (0.2.3) appelée équation de
Heisenberg

LIHY, Q(0)],  Q(t)jime = Q™ (0.2.6)

d
aQ(t) =

ot [HY,Q(t)] := HY o Q(t) — Q(t) o H" désigne le commutateur au sens des opéra-
teurs.

Approximation semi-classique en temps finis - Théoreme d’Egorov

Le théoreme d’Egorov établit une approximation semi-classique pour Q(t) en ter-
mes d’opérateurs h-pseudodifférentiels valable en temps finis. Au premier ordre semi-
classique, cette approximation donnée par

Q) —(Qo ¢§I)W(x, hDX)HL(LZ(]R“)) = 0(h),

uniformément pour [t| < t, pour tout t > 0, fournit une justification mathématique
rigoureuse au principe de correspondance qui énonce que l’évolution quantique coin-
cide avec son analogue classique dans la limite semi-classique h , 0. D’une fagon
générale, elle assure que Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole prin-
cipal Q o ¢},. Plus précisément, il existe une suite d’opérateurs h-pseudodifférentiels
(g;(t)"(x, hDy));j>0 uniformément bornés sur L2(R™) tel que

VN e N, HQ Zh’q) (x, hDy) = QRN+, (0.2.7)

L(L2(R™))

uniformément pour [t| < T, avec qo(t) = Q o ¢p,. L'évolution en temps des symboles
(qj(t))j>1 est gouvernée par le flot Hamiltonien ¢f,. En particulier pour tout j >
1, le support de qj(t,-,-) est inclus dans le support de qo(t,-,-) = Qo df (-

preuve de cette approximation est essentiellement basée sur la formule de Composmon
des opérateurs h-pseudodifférentiels en combinant les équations (0.2.3) et (0.2.6), et
I'estimation des restes résultant de cette composition. L'énoncé précis de ce résultat
sera rappelé dans le chapitre 2.

Jusqu'ici, pour simplifier, nous avons considéré un Hamiltonien classique H = H(x, &)
indépendant de h. Cependant la discussion précédente reste valable dans le cas d'un
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Hamiltonien semi-classique H admettant un développement asymptotique en puis-
sances de h
H(x,&h) ~ > hHj(x, &)
j=0
au sens des développements asymptotiques semi-classiques des symboles que nous
rappellerons dans le chapitre 1. Dans ce cas ’évolution classique est gouvernée par le
flot Hamiltonien ¢y, associé au symbole principal Ho de H. En particulier,

qgo(t) = Qo dyy,.

Construction des symboles (q;(t))j>0

Naturellement, la construction des symboles (qj(t))j>o est basée sur la résolution
de I'équation de Heisenberg (0.2.6) au niveau des symboles dans 1’espace des séries
formelles de puissances de h. Dans ce paragraphe, on rappelle briévement les grandes
lignes de cette construction qui sera utile dans la suite afin de pointer les difficultés
qui se posent lorsque 1’on veut étudier le cas matriciel.

Si on suppose que Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole q(t) ad-
mettant un développement asymptotique en puissances de h

q(t)~ > Haj(t)
j=0
alors au niveau des symboles, 1'équation (0.2.6) s’écrit sous la forme

g =Lmaui, b= 028)

ou [H, q(t)]4 :== H#q(t) — q(t)#H, avec H#q(t) est le produit de Moyal de H, q(t) défini
comme le symbole de H" o Q(t) (voir chapitre 1). Par le calcul symbolique, le symbole
[H, q(t)]4 admet un développement asymptotique en puissances de h

H, g0l ~ )W (H, q(t)s),

j>0

ot le symbole principal et le symbole sous-principal (par définition, les coefficients de
hO et h!, respectivement) sont donnés par

1
(H,q(t)]s), = [Ho, qo()] =0 et (H,q(t)s), = g{Ho, qo(t)}.

En identifiant les puissances égales de h des deux cotés dans (0.2.8), on dérive les
problémes de Cauchy suivants sur les (q;(t));j>o0,

d .
%ﬁ{ Lal) = (Hql);,, 020

qO(t)ltZO = QI q; (t)\t:() = OIVJ > 1.

Au niveau du symbole principal qo(t), le fait que ([H, q(t)l4), = 0 implique que le
coefficient de h® dans le développement asymptotique de :[H, q(t)]4 coincide avec le
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symbole sous-principal de i[H, q(t)l# qui est égal a {Ho, qo(t)}. Par conséquent, (%)
devient d

aqo(t) ={Ho, qo(t)}, qo(t)ji=0 =Q,
et on obtient qo(t) = Qo d)'fdo. Les symboles qj(t), pour j > 1, s’obtiennent de la méme
maniére en suivant cet algorithme.

Notons qu’on peut aussi considérer une observable semi-classique Q admettant un
développement asymptotique en puissances de h, Q(x, &h) ~ 3 -, hQj(x, &). Dans
ce cas, on doit tenir compte de ce développement dans les données initiales en ré-
solvant les problemes de Cauchy (0.2.9) i.e. q;(t)i—o = Qj,j = 0.

Approximation semi-classique jusqu’au temps d’Ehrenfest

L’approximation semi-classique donnée par le théoreme d’Egorov est limitée aux
évolutions en temps finis, i.e. t doit évoluer dans un intervalle borné. L'étude de sa
validité pour des temps longs dépendants du parametre semi-classique h a fait 1’objet
de nombreux travaux (voir [29] pour l’évolution en temps des états cohérents et [8, 17]
pour 1’évolution des observables). Ces travaux ont été basés sur une conjecture célebre
due au physiciens Chirikov [25] et Zaslavsky [118] qui stipule que l'approximation
semi-classique reste valable dans un intervalle de temps d’ordre log(h~") connu comme
le temps d’Ehrenfest. Comme nous 'avons indiqué dans le paragraphe précédent, la
preuve de 'approximation (0.2.7) repose essentiellement sur le calcul symbolique h-
pseudodifférentiel et les estimations des restes dans la formule de composition. Au
niveau des symboles (le passage aux opérateurs se fait en utilisant le théoreme de
Calderén-Vaillancourt, voir Théoréeme 1.3 dans le chapitre suivant), ces restes dépen-
dent en effet des dérivées de H et de Q o ¢f,. Donc pour estimer leurs dérivées, il faut
en particulier estimer les dérivées (en x, &) du flot ¢}, qui en général croient exponen-
tiellement en temps. L'exemple simple suivant illustre la nature logarithmique en h
du temps maximal jusqu’au quel on s’attend que "approximation semi-classique reste
valable.

On considére I'Hamiltonien classique H(x, &) =x- &, (x, &) € R?, et soit
bri(x, &) = (e'x,e7E), teR,

le flot Hamiltonien correspondant. Pour une observable classique Q € C*®(R*™;R)
bornée ainsi que toutes ses dérivées sur R?™, le théoréeme d’Egorov nous dit que pour
tout t € R, Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole

q(t,x, &h) ~ Qle'x, e '&) + ) hqj(t,x,&).

j=1

Comme le reste q(t,x, &h) — Q(e'x, e &) dépend des dérivées de Q(e'x, e *¢) qui
croient exponentiellement en t, alors il tend vers 0 quand h \, 0 seulement pour des
temps d’ordre log(h_1 ), i.e. pour [t| < Cste. log(h_1 ).

Dans [8], Bambusi, Graffi et Paul ont étudié le cas analytique, 'Hamiltonien H est
supposé analytique dans un voisinage complexe de 1’espace des phases. Ils ont montré
des estimations sur le reste a tout ordre dans le développement asymptotique de Q(t)
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uniformes pour [t| < Cn log(h_] ), ot Cy > 0 est une constante qui dépend de 1’ordre
N de I'approximation. Ces estimations ont été améliorées par Bouzouina et Robert [17]
dans les cas C* et analytiques permettant de prouver la validité de I"approximation
semi-classique jusqu’au temps (optimal) [t| < 217 log(h_] ), ou I' > 0 est une constante
qui controle la croissance exponentielle du flot classique a 1'infini. L'ingrédient princi-
pal dans la preuve de cette validité dans [17] est une estimation exponentielle uniforme
en temps du reste a tout ordre dans le développement asymptotique de Q(t) que nous
rappellerons dans le chapitre 2.

Le cas des systémes

Dans le cas des systémes ou I'Hamiltonien H ~ } -, hH;j et I'observable Q ~
2_j>o0 W Qj sont a valeurs matricielles dans M, (C), des résultats de type Egorov ex-
istent dans la littérature dans différents contextes et sous divers hypothéses sur H.
Naturellement, la perte de commutativité induit plusieurs probléemes commencant
dés la construction d'une solution asymptotique q(t) ~ > ;- hig;(t) de l'équation
de Heisenberg (0.2.8). En effet, dans ce cas le symbole principal du commutateur de
Moyal [H, q(t)]4 donné par le commutateur matriciel [Ho, qo(t)] n’est plus forcément
nul. Donc au niveau du symbole principal, on a une équation de la forme

i
a1 T h
Afin d’obtenir un algorithme permettant de construire une solution asymptotique

q(t) ~ 2550 higj(t), le facteur h~! dans le membre de droite de I’équation précédente
nous force d’assurer la commutativité entre Hp et qo(t), pour tout temps t.

(t) = =[Ho, qo ()] + O(h°),  qo(t)jt—0 = Qo- (0.2.10)

Cette condition est satisfaite dans le cas ot le symbole principal Hp est un multiple
scalaire de l'identité, i.e. de la forme

Ho(x, &) = A(x, &)lm, avec A€ C®(R?™ R). (0.2.11)

Ce cas a été étudié dans [18] (voir aussi [14, 70]) olt un théoreme d’Egorov valable en
temps fini a été établi. Le symbole sous-principal H; joue un role important dans ce
cas et affecte la structure de l'approximation construite. Pour voir cela, il faut passer au
symbole sous-principal du commutateur de Moyal [H, q(t)]4 qui est dans ce cas donné

par
(H, q(t))%), = —i{A, qo(t)}+ [H1, go(t)].

Par conséquent, le probleme de Cauchy satisfait par qo(t) s’écrit

d .
9ot = o)} +ilH1, go(t),  qo(t)i=o = Q,
et la solution est donnée par

ou ¢ : R2™ — R2™ est le flot Hamiltonien généré par Aet T: R x R2" — M (C) est
solution du systeme différentiel

Tl ) = —H (@ DT E), T(Ox,8) =T,
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L’évolution en temps du symbole principal qo(t) (ou encore des symboles (q;(t));j>1)
n’est donc plus gouvernée seulement par le flot Hamiltonien ¢ mais aussi par la
fonction a valeurs matricielles T que nous allons voir dans la suite qu’elle est unitaire.

Dans le cas général ou le symbole principal Hp est a valeurs matricielles, la commu-
tativité entre Hp et qo(t) a 'instant t = 0 est équivalente a ce que Qo soit diagonale
par blocs par rapport aux projecteurs propres associés a Hy, i.e.

14
X E, - Z ‘VO X, E QO(X E,) ‘VO(X/ E)/ (0'2'12)

olt Py : RZ™ — M, (C) est le projecteur propre associé a la valeur propre A : R?™ —
R de Hy, £ € {1,..., m}. En se restreignant a des telles observables et en essayant de con-
struire une approximation semi-classique pour Q(t) (au moins au premier ordre semi-
classique), I'intuition naturelle consiste a dire que 1’évolution classique dans ce cas sera
gouvernée par les flots Hamiltoniens générés par les valeurs propres (Ay)1<v<¢ de Ho
et des fonctions a valeurs matricielles qu’on note (T, (t))1<v<¢ analogues a T qui sont
dues a la contribution du symbole sous-principal H; comme nous 1’avons expliqué
dans le cas particulier précédent. Ceci peut étre justifié dans le cas ot les valeurs pro-
pres de Ho sont uniformément disjoints de multiplicités constantes sur R?™, i.e. sous
une condition de "gap" sur ces valeurs propres qui assure leurs régularités et la régu-
larité des projecteurs propres associés. Cependant dans le cas général, on sait que les
valeurs propres de Hp ne sont pas assez réguliéres sur 1’ensemble la ot1 les croisements
éventuelles ont lieu et par conséquent les flots classiques correspondants ne sont pas
toujours bien définis (voir [75]).

Dans [15], Bolte et Glaser ont étudié le cas d’'un Hamiltonien matriciel hermitien

H(x, &h) ~ Y WHj(x, &) dans S(g;R*™, M (C))
j=0

ot g : R®™ — [1,+oo[ est une fonction d’ordre (voir chapitre 1), sous I’hypothese
d’hyperbolicité suivante sur le symbole principal Hy :

(A1). Hp(x, &) admet £ € {1,..., m} valeurs propres distinctes A1(x, &) < --- < Ag(x, &)
de multiplicités constantes sur R?™ vérifiant la condition de "gap" suivante :

Au(x, &) —Ay(x, &) = pg(x,&), pour 1 <p#v<Let|x[+[E >

avec ¢,p > 0 deux constantes indépendantes de (x,&). IIs ont établi un théoreme
d’Egorov valable en temps finis. Un ingrédient important dans leur étude est la notion
de projecteurs semi-classiques associés a H" (x, hDy; h) dont I’existence est assurée par
I'hypothése (A1). Cette notion ainsi qu’une observation simple motivant la construc-
tion de ces projecteurs sera expliquée dans le chapitre 2.

Notre objectif dans la premiére partie de cette these est d’établir une approximation
semi-classique pour l'opérateur de Heisenberg Q(t) sous I'hypothese (A1) sur Hy et
de prouver sa validité pour des temps longs d’ordre log(h_1 ). Notre construction est
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différente de celle établie dans [15] et a I'avantage de permettre des estimations plus
faciles sur les différentes quantités qu’on doit controdler.

0.3 PARTIE II : FORMULE DE TRACE SEMI-CLASSIQUE POUR DES SYSTEMES MI-
CROHYERBOLIQUES ET APPLICATION A LA FONCTION DE DECALAGE SPEC-
TRAL

Dans le cadre de la théorie spectrale et la théorie de diffusion des opérateurs h-
pseudodifférentiels auto-adjoints, deux quantités importantes définies dans deux con-
textes différents et jouant des roles analogues sont la fonction de comptage des valeurs
propres et la fonction de décalage spectral.

Fonction de comptage des valeurs propres

On considere un opérateur h-pseudodifférentiel P(h) := p™(x, hDy; h) auto-adjoint
sur L2(R™) de symbole réel p(x, &h) = po(x, &) +hpi(x, &) + h?pa(x, &) + -+, et on
suppose que le spectre de P(h) pres d'un intervalle [a,b] C R, i.e. dans [a —n, b + 1],
n > 0, est discret, consiste en une suite de valeurs propres isolées de multiplicités finies
notées p1(h) < pp(h) < --- < pny, (h), ot I'on répete chaque valeur propre suivant
sa multiplicité. Pour étudier la distribution asymptotique de ces valeurs propres, on
introduit la fonction de comptage définie par

Nn(a,b) := Card {j; pj(h) € [a,bl} =tr (1(q,u)(P(h))),

ot 1(q ] est la fonction indicatrice de l'intervalle [a, b]. Cette hypothese sur le spec-
tre de P(h) est d’'une facon générale satisfaite si pgl ([a—m,b+mnl) est compact dans
R2™ (voir [102, Proposition II1.13]). Un exemple typique est donné par I'opérateur de
Schrodinger semi-classique

P(h):= —h?A+V(x), avec V€ C®R™R); V(x) 2 xjst00 0, et a<b<O.

L'étude du comportement asymptotique semi-classique de Ny (a,b) associée a dif-
térents types d’opérateurs a fait 1'objet de plusieurs travaux, voir par exemple [24,
61, 62, 99, 102, 70]. La fonction indicatrice 141 n'étant pas réguliére, I’étude de
N (a,b) se fait habituellement en passant par la distribution C3°([a —n,b+n|;R) >
f — tr (f(P(h))). Comme conséquence du calcul fonctionnel h-pseudodifférentiel, la loi
de Weyl semi-classique (voir par exemple [41, ch. 8])

Nh(a,b):(2nh)—“<” o b]}dxd£+o(1)>, h\,0, (0.3.1)
Po a,

relie le comportement asymptotique de Ny, (a, b) quand h »\, 0 au volume dans I'espace
des phases de I'ensemble p; ' ([a, b]) sans donner de précision sur le reste. Pour améliorer
ce reste, on cherche souvent a établir des asymptotiques de type

Nn(a,b) = (2mh)™™ ” dxdé+ O(h™ %), §>0
Py (la,b])

en étudiant le nombre des valeurs propres de P(h) dans un intervalle de longueur
O(h®) autour des extrémités a,b, i.e. dans un intervalle de type ]t — ch®, T+ ch?|,
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avec T € {a,b}. Une attention particuliere est portée au cas & = 1 qui a travers des
exemples simples ot1 le calcul des valeurs propres est explicite, on sait qu’il est optimal
en général (voir par exemple [102, Remarque V.12]). En localisant par I'opérateur de
Fourier inverse semi-classique,

] itt
?]:1 0(t) := 7 LR er O(t)dt (0.3.2)

on étudie alors le comportement asymptotique quand h \, 0 de quantités de type

itT itP(h)

tr (f(P(h))F;,'0(t—P(h))) er B(t)tr (f(P(h))e  » )dt, (0.3.3)

ZMIJR
avec f € CF(Jt—n,t+n[R) et 6 € CP(R; R).

Dans [24], Chazarain a étudié des opérateurs de Schrédinger P(h) = —h?A+V(x),
avec des potentiels V qui se comportent comme [x|* & I'infini. L'exemple typique étant
l'oscillateur harmonique —h?A + [x|2. Il a établi 'asymptotique de type Weyl avec reste
optimal suivante sur le nombre Ny, (—oo, T) des valeurs propres de P(h) dans | — oo, 7]

N (—o0,T) = (2th) " wn J (T—V(x))Zdx+O(h™™1), h\,0,
{vix)<t}

ol wy, est le volume de la boule unité sur R™. Ce résultat a été généralisé par Helffer et

Robert [62] pour des opérateurs elliptiques puis par les mémes auteurs [61] pour une

classe plus générale d’opérateurs h-admissibles. Sous I'hypothese que les extrémités a

et b ne sont pas des valeurs critiques de po, i.e. Vi ¢po # 0 sur la surface d’énergie

o= pgl (1), T=a,b, on a 'asymptotique optimale suivante

Nh(a,b) = (2mh)™™ ” dxd&+O(h™™ 1), h\,0. (0.3.4)
Py ([a,b])

Fonction de décalage spectral

Dans un contexte différent important dans la théorie de diffusion, on regarde Py (h) :=
P(h) comme perturbation d’un opérateur libre Py(h) et on étudie 'influence de cette
perturbation sur le spectre continu. La fonction de comptage ne peut plus étre utiliser
et on doit considérer une quantité qui joue un rdle analogue pour le spectre continu.
Cette quantité est la fonction de décalage spectral habituellement abrégée en SSF (Spec-
tral Shift Function). On peut initialement la définir en supposant que la différence
P1(h) —Po(h) est de classe trace. Sous cette hypotheése, Krein [79] a montré 1’existence
d’une fonction si(t) € L' (R) vérifiant

tr(f(P1(h)) — f(Po(h))) = LR sh(T)f'(t)dt, Vfe CP(R;R). (0.3.5)

La fonction sy (1) := sn(T; P1(h), Po(h)) est appelée fonction de décalage spectral asso-
ciée a (P1(h),Po(h)). Lorsque les spectres de P (h) et Po(h) sont discrets, cette fonction
n’est autre que la différence entre les fonctions de comptage des valeurs propres de
P1(h) et Po(h), plus précisément,

Sh(T) = N],h(—OO, T) - NO,h(_OO/ T)/

11



12

INTRODUCTION

olt Nj h(—o0, T) désigne le nombre des valeurs propres de P;(h) dans ] —oo,7],1 =0, 1.

Dans la pratique I'hypotheése sur la différence P1(h) — Po(h) pour qu’elle soit de
classe trace est en général tres restrictive et assez difficile a satisfaire. On demande
plutdt que la différence des résolvantes est de classe trace, i.e.

[(P1(h) —z0) ™% = (Po(h) —2z0) [|tr < 00 (0.3.6)

pour q € N assez grand et zop ¢ o(P1(h)) Uo(Po(h)), olt pour simplifier on suppose
que Po(h) et P1(h) sont bornés inférieurement. Cette hypothese permet de définir la
fonction de décalage spectral sy (1) € Lfoc(]R) associée a (Pq(h),Po(h)) par la formule
de Lifshits-Krein (voir [117])

(sh(-), f() 91,9 = —tr (f(P1(h)) —f(Po(h))), Vfe 2(R):=CF(R;R). (037

Par cette formule, sy (1) est définie modulo une constante additive qui est en général
fixée par la condition sy (t) = 0 pour T < 0.

Le concept de la fonction de décalage spectral a été introduit pour la premiere fois au
milieu du siécle précédent par le physicien I. M. Lifshits [84, 85], puis a été développé
par M. Krein [80, 78, 79] en une théorie mathématique ayant beaucoup d’applications,
notamment dans les théories de diffusion et des résonances. Les travaux de M. Krein
sur la fonction de décalage spectral sont décrites dans [12]. On renvoie le lecteur au
livre [117] pour plus de détails sur cette théorie.

Fonction de décalage spectral pour une paire d’opérateurs de Schrodinger scalaires

Comme exemple typique de perturbation d’opérateur h-pseudodifférentiel ot1 1'hypo-
these (0.3.6) est satisfaite, on considere les opérateurs de Schrodinger semi-classiques
sur L2(R™)

Pi(h) ;= —h?A+V(x), Po(h):=—h?A (0.3.8)
ol V € C*®(IR™; R) satisfaisant
Fu>n, [0V(X)| < Ca(x) ™% Vo e N™,vx € R™ (0.3.9)
Sous cette hypothese sur V, la condition (0.3.6) est satisfaite pour tout q > 5 (voir
Lemme 4.4.2).

Plusieurs travaux ont été consacrés a 1’'étude de la fonction de décalage spectral
associée a une paire d’opérateurs de Schrodinger scalaires dans différents régimes
asymptotiques; citons par exemple [105, 103, 104, 107, 6, 43, 40]. Habituellement, on
étudie deux régimes asymptotiques :

Régime haute énergie : Le parametre semi-classique h est fixé (i.e., h = 1) et on étudie
le comportement asymptotique de s(7) et de sa dérivée s’(t) quand T — +o00. Dans ce
régime, Robert [104] a étudié la fonction de décalage spectral associée au opérateurs

Hi =—A+V+W, Hy:=—-A+YV,

pour des potentiels W a décroissances polyndmiales. Il a établi un développement
asymptotique complet en puissances de 7! pour la dérivée s’(1) quand T — +oo. Un
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résultat similaire a été obtenu dans [6] sous une hypotheése plus faible sur W incluant
par exemple les potentiels a décroissances logarithmiques.

Régime semi-classique : Dans le régime semi-classique h \, 0 qui sera notre principal
interét dans cette deuxieme partie, Robert et Tamura [105] ont étudié le comportement
asymptotique de la dérivée de la fonction de décalage spectral associée aux opéra-
teurs (Pq(h),Po(h)) définis par (0.3.8) prés des énergies To > 0 non-captives pour
I’'Hamiltonien classique p1(x, &) == £24+V(x), (x,&) € R*™. On rappelle qu'une énergie
T € R est dite non-captive pour un Hamiltonien classique p € C*(R*™;R) ou pour
le flot Hamiltonien correspondant ¢, si 'ensemble des trajectoires captées en T défini

par
Cr:={(x,&) €p '(1); t = d}(x,&) reste borné en temps}

est vide. De maniere équivalente, si
YKep '(1),3Tk >0 VIt > Tk, (x,&) K= dh(x,&) &K

Sous cette condition de non-capture, un développement asymptotique complet en puis-
sances de h? au sens fort pour sp(T) -

s (t) ~ (2mth)~ Z Y25(T )h, h\,0, (0.3.10)
j=0
uniformément pres de 1( a été prouvé. La preuve de ce résultat repose essentiellement
sur le principe d’absorption limite et I’étude du comportement asymptotique quand
h ™\, 0 de I'analogue de (0.3.3)

(sh(), T 0(T— () gr g = —tr ([f(Pj(h))sq;‘ 0(t— Pj(h))](‘)) (0.3.11)

pres de To, avec f,0 € CZ(R;R). Ici on utilise la notation [a,-](]) = aj; —ap.

La méthode classique pour l'étude des comportements asymptotiques de (0.3.11)
ou encore de (0.3.3) est basée sur la construction d’une approximation de I'opérateur
d’évolution localisé Uy, (t) := f(P; (h))e_%P1 (h) par un opérateur intégral de Fourier
(OIF) dont le noyau est obtenu par une résolution WKB de 1’équation d’évolution
correspondante

(—ihd¢ +Pr(h))Un(t) =0, Un(0) = f(P1(h)). (0.3.12)

Le comportement asymptotique de (0.3.11) et (0.3.3) quand h \, 0 sera alors régi par
celui des intégrales oscillantes qui résultent de cette approximation (principe de la
phase stationnaire). Il est bien connu qu’il existe un lien étroit entre ce comportement
asymptotique et les trajectoires Hamiltoniennes périodiques de p7 (voir [62], [102, ch.

5]).

Fonction de décalage spectral pour une paire d’opérateurs de Schrodinger a potentiels
matriciels

Dans la deuxieme partie de cette these, nous étudions la fonction de décalage spec-
tral associée aux opérateurs de Schrodinger semi-classiques a potentiels matriciels

Pi(h):=—h?’A®@ I+ V(x), Po(h):=—h?A® I+ Ve (0.3.13)

13
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sur L2(R™;C™), ot L, est la matrice identité m x m et V € C®(R™; M (C)) est un
potentiel matriciel hermitien qui tend vers Vi, a l'infini et satisfait 1’hypothese

= u>n, ||a>(? (V(X) _Voo) mem < C(X<X>*H*|0€|/ Yo € ]N“,Vx S R™.

Naturellement, I'étude dans le cas matriciel est plus compliquée que celle dans le
scalaire. Lorsque les valeurs propres du potentiel V (ou plus généralement du symbole
principal de l'opérateur perturbé si 1’'on considere des opérateurs matriciels généraux)
sont de multiplicités constantes, i.e. en 1’absence des croisements des valeurs propres,
I’étude se rameéne au cas scalaire par une diagonalisation. Ceci a été fait dans [20] (voir
aussi [18, 76]) pour la fonction de décalage spectral associée a une paire d’opérateurs
de Dirac semi-classiques. Un développement asymptotique complet en puissances de
h pour la dérivée de la fonction de décalage spectral a été établi prés des énergies
non-captives pour les flots Hamiltoniens générés par les valeurs propres distinctes du
symbole de 'opérateur perturbé. Dans [76], la relation entre la fonction de décalage
spectral et les résonances de l'opérateur de Dirac avec un potentiel analytique a été
étudiée.

Dans le cas matriciel général, cette réduction n’est plus possible et la méthode dépen-
dante du temps utilisée dans le cas scalaire est en général difficile & généraliser. La dif-
ficulté principale provient du fait que les croisements éventuelles des valeurs propres
rendent la résolution de 1"équation d’évolution (0.3.12) difficile (ou impossible) méme
pour des temps courts (voir [70, 82]).

Approche stationnaire

Dans [42], en étudiant la fonction de comptage des valeurs propres d'un systeme
d’opérateurs h-pseudodifférentiels auto-adjoint, Dimassi et Sjostrand ont developpé
une méthode alternative pour 1'étude du comportement asymptotique de la trace
(0.3.3). Cette méthode est stationnaire (indépendante du temps) et est basée sur le cal-
cul fonctionnel h-pseudodifférentiel par la formule de Helffer-Sjostrand. A la fonction
f € C¥(JT—n,7+n[R), on associe une fonction f € CF(C) a support dans un petit
voisinage complexe arbitraire de ]t —mn, T +n[ vérifiant les deux propriétés suivantes :

flr=" (0.3.14)

0-f(2) := 5 (02 +1052)f(2) = O(|72]). (0.3.15)

La fonction f est appelée extension presque analytique de f (voir Définition 1.3). La
formule de Helffer-Sjostrand (voir chapitre 1 pour plus de détails) affirme alors que
pour tout opérateur auto-adjoint H, on a
T[ < =
f(H) = - J 3,f(z)(z—H)"L(dz), (0.3.16)
C
ou L(dz) = dxdy est la mesure de Lebesgue sur C ~ R2. Par cette formule, le membre
de gauche de (0.3.3) se réécrit sous la forme

tr (f(P(h))J;,'0(t—P(h))) :—tr:TJ 3f(z)F'0(t—2z)(z—P(h))"'L(dz). (0.3.17)
C
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L’avantage de cette nouvelle représentation réside dans le fait qu’elle relie la trace de
I'opérateur f (P(l’t))ff"]:1 0(t — P(h)) a la résolvante (z—P(h))~! au lieu de I'opérateur
d’évolution e~ # P(M) L/idée principale dans I'étude du comportement asymptotique de
cette trace par cette nouvelle approche consiste a se ramener a la région {z € C; [Jz| >
h8}, 8 €10, 1[, ott le calcul symbolique h-pseudodifférentiel est disponible et un résultat
classique que nous rappellerons dans le chapitre suivant assure que la résolvante (z —
P(h))~ ! est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole principal (z —po(x, g)-".

Le point essentiel dans cette réduction réside dans 1'étude de la contribution de
la trace de l'opérateur f(P(h))J, 19(t—P(h)) lorsque supp 0 C {h® < [t| < k}, avec
b €]0,1] et k > 0 fixés. Pour des systemes microhyperboliques (voir Définition 2.1),
Dimassi et Sjostrand [42] prouvent que cette contribution est négligeable (i.e. est un
O(h*)) et établissent un développement asymptotique en puissances de h pour (0.3.17)
lorsque le support de 0 est suffisamment proche de 0. A I'aide d’un argument Taube-
rien classique, ils obtiennent une asymptotique de type Weyl avec reste optimal pour
la fonction de comptage des valeurs propres généralisant (0.3.4) au cas des systémes.
Nous rappellerons ce résultat dans le dernier chapitre de ce manuscrit (voir Théoreme
5.1).

Concernant ’étude de la fonction de décalage spectral qui est notre principal intérét
dans cette deuxiéme partie, en s’appuiyant sur cette approche stationnaire, Dimassi
et Fujiié [40] ont étudié la SSF pour des opérateurs scalaires non semi-bornés tel que
I'opérateur de Stark

S(h) := —h?A+Bx; + V(x), Ve C®RYR),PB>0,x=(x1,x)eRxR" .

La situation pour la fonction de décalage spectral est différente de celle concernant la
fonction de comptage et I'étude du comportement asymptotique de (0.3.11) doit étre
réalisée pour 0 a support assez grand, plus précisément, pour supp 6 C {k < [t| <h™V},
k > 0etve N fixés (voir chapitres 2 et 4).

Notre objectif dans la deuxiéme partie de cette these est de développer cette ap-
proche pour I'étude de la fonction de décalage spectral associée a une paire d’opérateurs
h-pseudodifférentiels matriciels. Notre application concerne la fonction de décalage
spectral associée aux opérateurs de Schrodinger a potentiels matriciels (0.3.13) mais
notre méthode reste appliquable pour des systémes généraux sous des hypotheses
raisonnables permettant notamment de définir la fonction de décalage spectral.

0.4 ORGANISATION DE LA THESE

Cette these est organisée sur cinqg chapitres :

e Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous rappellons quelques résultats connus d’analyse
semi-classique dans le cadre des systemes d’opérateurs h-pseudodifférentiels que nous
allons utiliser tout au long de ce manuscrit.

e Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous présentons les résultats principaux de cette
these et nous expliquons les idées et les techniques utilisées dans les preuves.

e Chapitre 3 : Ce chapitre contient les résultats et les preuves de la partie I de
cette these concernant le théoreme d’Egorov semi-classique en temps longs pour des
systemes d’opérateurs h-pseudodifférentiels.

15
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e Chapitre 4 : Dans ce chapitre, on prouve les résultats de la deuxiéme partie de cette
these sur la formule de trace semi-classique pour des systemes microhyperboliques et
I'application a I’étude de la fonction de décalage spectral.

e Chapitre 5 : Dans ce dernier chapitre, on donne une remarque et une perspec-
tive sur la fonction de comptage des valeurs propres pour des systémes non-micro-
hyperboliques.
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ELEMENTS D’ANALYSE SEMI-CLASSIQUE

Dans ce chapitre, on rappelle brievement quelques résultats d’analyse semi-classique
dans le cadre des opérateurs de symboles a valeurs matricielles que nous allons utiliser
tout au long de cette these. Ces résultats sont bien connus dans le cas scalaire et sont
dans la plupart des cas directement généralisables au cas matriciel en effectuant les
modifications naturelles. Nous nous contentons d’énoncer ces résultats sans preuves
accompagnés parfois de quelques remarques et commentaires. Pour les détails et les
preuves on renvoie le lecteur au livres [41, ch. 7-9], [119, ch. 4], [102, ch. 2-3], [70, ch.

1].

Tout au long de cette these, h €]0, 1] désigne un petit parametre appelé le parametre
semi-classique. Soit M, (C) 1’espace des matrices carrées m x m a coefficients com-
plexes muni de la norme || - || xm, ot pour A € M, (C),

Al mxm = sup [Awl.
{wel™; |lw|<L1}

On note I, la matrice identité m x m. Pour simplifier les notations, souvent on omet
I'indice m x m dans la norme.

1.1 Quantification de Weyl

Avant de définir les opérateurs h-pseudodifférentiels associés a des symboles dans
des classes générales, on commence par quantifier des fonctions dans 1'espace de
Schwartz. Soit A € .Z(R*™; M (C)) l'espace de Schwartz des fonctions a valeurs
dans M, (C). La h-quantification de Weyl de A est définie par la formule : pour
ue (RY;CM),

W 1 gy X+
A" (e D ul) = s ”}RZn eh (x-y)Ep ( : y,a) u(y)dydé. (1.1.1)
Cette formule définit un opérateur linéaire A (x,hDy) : /(R™,C™) — .(R™;C™)
appelé opérateur h-pseudodifférentiel de symbole A. L'opérateur A" (x,hDy) est un
opérateur intégral de noyau Ky, donné par

X+y
2

Kn(x,y) = 37, (A( ;) x—y),

ot F. ! est I'opérateur de Fourier inverse semi-classique sur R™ défini par

1 3
J e Yh(y)dy.

T w(x) = 0 ).

Par dualité, A" (x, hDy) agit sur .7’ (R2™; M (C)) I'espace des distributions tempérées

et définit un opérateur continu de .//(R"™; C™) dans . (R™; C™). On peut aussi quanti-
fier des distributions A € .#’(IR?™; M, (C)) et par le théoréme des noyaux de Schwartz

17
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(voir [67]), 'opérateur h-pseudodifférentiel correspondant est continu de ./(R™;C™)
dans ./(R™;C™).

La h-quantification de Weyl est un choix particulier d’une famille infinie de quantifi-
cations ott le terme *5¥ dans (1.1.1) est remplacé par tx + (1 —t)y, t € [0,1]. On parle
dans ce cas de la t-quantification (voir [119]). Une propriété importante du choix t = &
est celle d"associer a un symbole hermitien un opérateur symétrique, i.e. on a

(A% (x,hDy))" = (A*)"(x, hDy),

ou A* est I'adjoint du symbole A. Dans la suite, nous utiliserons parfois les notations
suivantes :
A" =Opy/(A) = A" (x, hDy).

1.2 Calcul symbolique h-pseudodifférentiel

1.2.1  Composition dans l'espace de Schwartz

L’ensemble des opérateurs h-pseudodifférentiels associés a des symboles dans 1'espace
de Schwartz est stable par le produit des opérateurs. Plus précisément, on a le résultat
suivant (voir [119, Th. 4.11, 4.12])

Théoreme 1.1 Soient A et B deux symboles dans ./ (R2™; M (C)). II existe un symbole
noté A#B € .7 (R?*™; M, (C)) défini par

A#B(x, &) 1= e 2 0(PxPeDyDa) (A(x, £)B(y, 1)) (1.2.1)

[(x,&)=(ym)

tel que
AV (x,hDy)oB"(x,hDy) = (A#B)"(x, hDy).
De plus on a le développement asymptotique suivant en puissances de h : pour tout N € IN,

N .
A#B(x,E) = ) ™

i j
1
j.(zc(Dx/Da;Dy,Dn)> A%, E)B(Y, M) |(x,6)=(yn) +O(RNT]),
j=0 7"

(1.2.2)
oit les reste O (hN*1) est pris dans I'espace de Schwartz

Ici o est la forme symplectique canonique sur R?™ définie par (0.2.1). Le symbole
A#B est appelé produit de Moyal de A et B. Le développement asymptotique (1.2.2)
s’obtient en appliquant le principe de la phase stationnaire (voir par exemple [41, ch.
5]) a la forme intégrale de A#B donnée par

1 2i
A#B(x, &) = W”}RM R e WOl OAA((x, £) + wi)B((x, &) + wa)dwidw;.

(1.2.3)

En particulier, si les supports de A et B sont disjoints alors A#B = O(h>). Pour
N = 1, les premiers termes du développement asymptotique (1.2.2) s’écrivent

A#B = AB + %{A, B} + O(h?), (1.2.4)
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ou {A, B} est le crochet de Poisson de A et B défini par (0.2.4). Notons qu’en général le
crochet de Poisson de deux fonctions a valeurs matricielles n’est pas anti-symétrique,
ie,{A,B} #—{B, A}, par exemple

Alx, &) = (5 x ) = {A,A}(x, &) = ( 02 i) # 0. (1.2.5)

x —&

En quantifiant la relation (1.2.4), on obtient le développement suivant pour le commu-
tateur [AW, BW]

AW, BY] = ([A,B)"™ + %({A, B —{B,A") + O(h?). (1.2.6)

En particulier, si les symboles A et B sont a valeurs scalaires, le commutateur [A, B]
s’annule et {A, B} = —{A, B}, on retrouve donc la relation habituelle du cas scalaire

A, B = 2AB)Y + O(h2). (127)

1.2.2 Classes admissibles de symboles

On étend maintenant le procédé de quantification de Weyl a des classes de symboles
plus générales que la classe de Schwartz. Nous allons introduire les classes S(g) et
S}j(g), keR,6€l0, %], pour une fonction d’ordre g sur R?™ en suivant [41, ch. 7].

Définition 1.1 (Fonction d’ordre) Une fonction g : R*™ —]0,+oo[ est appelée fonction

d’ordre s'il existe deux constantes C,N > 0 tel que

g(p) < Clp—p")Nglp"), Vp,p’ € R*™, (1.2.8)
avec (p) :== (14 pz)%.

Les fonctions d’ordres typiques sont les fonctions constantes ou encore les fonctions
de type (p)¢, a € R. On vérifie facilement que le produit de deux fonctions d’ordre est
encore une fonction d’ordre.

Pour une fonction d’ordre g sur R2™, on définit la classe de symboles a valeurs
matricielles S(g) = S(g; R?™, M, (C)) par

S(g) = {A € C®(R2"; My (C)); Wy € N2, 3C, > 0; Vp € R2" : [9YAlp)]| < cyg(p)}.

S(g) equippé de la topologie induite par la famille des semi-normes ||g= '3} A(-)||L,
Y € IN2™, est un espace de Fréchet. D'une fagon générale, pour k € Ret d € [0, %], on
définit la classe de symboles S‘g(g) = S‘g(g; R2", M (C)) par

Slg(g) = {A :R?™x]0,1] = M (C); Vh €]0,1]: A(;h) € S(g) et

Yy € N*™,3C, > 0;¥(p,h) € R x]0,1] : [[9¥A(p;h)]| < Cyhéykg(p)}.
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En particulier, S§(1) est la classe des symboles bornés ainsi que toutes leurs dérivées
sur R?™, uniformément par rapport a h. Le parametre § indique la perte en h aprés
dérivation. Dans la suite, lorsqu’il n’y a pas de confusion, on utilise les notations

S&(g):=S*(g), S2g):=Ss(g), S3(g):=S(g).

On définit également la classe

$7(g) =[] S¥(9),

qui sera utile lorsqu’on veut travailler modulo O(h*) au niveau des opérateurs h-
pseudodifférentiels correspondants.

Définition 1.2 (Développements asymptotiques) Soit b € [0, %] et g une fonction d’ordre.
Pour A € S5(g) et (Aj)jen une suite de symboles indépendants de h dans Ss(g), on dit que
A admet le développement asymptotique ) ;- hWA;j et on note

Alx, &) ~ Y WAS(x, &) dans Ss5(g)
j=0

si pour tout N € IN,

—(N+1) ( ZWA) € Ss(g). (1.2.9)

Les symboles A et Ay sont respectivement appelés symbole principal et symbole sous principal
de A. L'ensemble des symboles A dans Ss(g) admettant un développement asymptotique en
puissances de h est noté Ss.(g). Ses éléments sont appelés symboles semi-classiques.

N

Le lemme suivant permet de donner un sens a une somme infinie de la forme
2 >0 hWA; en lui associant un symbole "unique" au sens des développements asymp-
totiques précédent. La preuve de ce résultat se fait en utilisant 'argument de Borel
(voir [87, Prop. 2.3.2], [119, Th. 4.15]).

Lemme 1.1 Soient (Aj)jen une suite de symboles indépendants de h dans Sg(g). Il existe un
symbole A € Sg(g) (unique modulo S5 >°(g)) tel que

Alx,&h)~ ) WA|(x, &) dans Ss(g).
j=0

Passons maintenant a la quantification des symboles dans la classe Slg(g), (k,0) €
R x [0,2] La formule (1.1.1) s’étend au symboles dans S¥(g) et pour A € S¥(g),
I'opérateur de Weyl associé

A% (x,hDy) : (R™;C™) — Z(R™,C™)

est continu. Par dualité, I'opérateur A" (x, hDy) agit sur ./(R™;C™) et défini un
opérateur continu de ./(R™; C™) dans lui méme. Lorsque le symbole A dépend de h,
on note A% (x, hDy;h) I'opérateur h-pseudodifférentiel correspondant.
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Théoréme 1.2 [41, Prop. 7.7, Th. 7.91) Soient gy, g2 deux fonctions d’ordre sur R*™ et § €
[0, $]. L'application

Z(R?™; M (€)) X (R, Mn (C)) — L (R*™; M (C))
(A,B) — A#B

#:

olt A#B est défini par (1.2.1), s’étend en une application bilinéaire continue de S5(g1) % S5(g2)
dans Ss(g1g2) et ona

A"(x,hDy) o B¥(x, hDy) = (A#B)"(x,hDx), pour A € Ss(g1),B € Ss(g2),

comme opérateur de . (R™;C™) — . (R™;C™). De plus, si € [0, %[, on a le développement
asymptotique suivant en puissances de h pour le produit de Moyal A#B :

1 (ih )
A#B(X Ev/ Zl(G DXIDEIDy/D )) A(Xla)B(y/n)\(X,E):(y,‘q) dans Sé(Q]QZ)-

(1.2.10)

Remarque 1.1 Dans le cas oit A(x,&;h) ~ Zj>o th]- (x,&) dans Ss(g1) et B(x, & h) ~
Z]- >0 h Bj(x, &) dans S5(g2), 6 € [0, %[, sont deux symboles semi-classiques, le développement
asymptotique (1.2.10) peut étre réordonner pour voir que A#B est lui aussi un symbole semi-
classique admettant un développement asymptotique en puissances de h

A#B(x, &) ~ ) W (A#B);(x, &) dans Ss(g192),
j=0
oit I'on peut donner explicitement le coefficient (A#B);, j > 0, en fonctions des symboles Ay, By,

0 < 1,k <j, et leurs dérivées (voir Annexe A du chapitre 3).

Jusqu'ici les opérateurs h-pseudodifférentiels qu’on a défini agissent sur l'espace de
Scwhartz . (R™; C™). On rappelle le résultat important suivant qui permet d’étendre
ces opérateurs sur L2(R™;C™) (voir [41, Th. 7.11])

Théoréme 1.3 (Calderén-Vaillancourt) Soit A € S¥(1), 5 € [0,3], k € R. L'opérateur
AY(x,hDy;h) : L2(R™;C™) — L?(R™;C™) est borné et il existe kn, € N et Cy, > 0 qui
dépendent uniquement de la dimension tel que

_ 84
A (%, hDx; R |l ¢ (L2 (rrom)) < Cnh ™k Z hz Ha e Al (r2n)- (1.2.11)
lyI<kn

La preuve habituelle de ce résultat dans le cas scalaire utilisant le théoreme de Cotlar-
Stein (voir [41, Lemme 7.10]) s’étend directement au cas matriciel.

Théoreme 1.4 (Inversibilité) [41, p. 99-100] Soit A = A(x, &) € S(1). On suppose que A
est elliptique, i.e. il existe C > 0 (indépendante de h) tel que

detA(x, &) > C, V(x,&) e R*™,
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Alors il existe ho €10, 1] tel que pour 0 < h < hg, A™(x, hDy) : L*(R™;C™) — L*(R™;C™)
est inversible d’inverse uniformément borné. De plus, il existe B(x, &, h) ~ Zj >0 thj (x, &)
dans S(1) tel que

(A% (x, hDy))~" = BY(x, hDy; h).

En particulier, Bo(x, &) = A(x, )71 et pour j > 1, Bj est une combinaison linéaire finie de
termes de la forme
(Al &) "o1(x E)(A(x, &) Ta(x, &) - brc(x, E) (A(x, &)

avec k < 2j + 1 et les fonctions by dépendent de A et de ses dérivées.

On termine cette section par rappeler le résultat suivant qui assure que la positivité
d’un symbole hermitien A € S(1) implique la positivité de I'opérateur h-pseudodiffér-
entiel correspondant modulo O(h). Une preuve de ce résultat dans le cas matriciel
utilisant la quantification Anti-Wick est donnée dans [72, Annexe A].

Théoreme 1.5 (Inégalité de Garding semi-classique) Soit A € S(1) un symbole hermi-
tien positive, i.e.

(Alx, E)w,w) 20, VweC™V(xE) € R™.
11 existe une constante C et hy €0, 1] tel que pour tout u € L2(R™;C™) et 0 < h < hy,

(A™ (%, WD), Wy 2 gaem) = ChY[fa grgem -

1.3 Calcul fonctionnel h-pseudodifférentiel

1.3.1 Formule de Helffer-Sjostrand

On sait que pour un opérateur auto-adjoint P non nécessairement borné sur un
espace de Hilbert 3, le théoréme spectral permet de définir f(P) pour toute fonction
réelle f continue et bornée par la formule

f(P) = J']Rf(?\)dE)\,

ol (Ex)aer est la famille des projecteurs spectraux associés a P. Cependant cette
formule ne donne a priori aucune information sur le caractere h-pseudodifférentiel
de f(P(h)) lorsque P(h) est un opérateur h-pseudodifférentiel et ne permet pas de
définir un cadre fonctionnel général qui permet d’étudier les propriétés spectrales
de f(P(h)). Dans [61], un calcul fonctionnel sur les opérateurs h-admissibles a été
développé par Helffer et Robert en utilisant la transformation de Mellin. Dans la
deuxieme partie de cette thése, nous utilisons la formule de Helffer-Sjostrand qui re-
lie I'opérateur f(P(h)) a la résolvante (z — P(h))~ ! de P(h) a l'aide de la notion
d’extension presque analytique.

Définition 1.3 (Extension presque analytique) Soit f € CZ(R;R). On appelle exten-
sion presque analytique de f toute fonction f € C (C) vérifiant les deux propriétés suivantes

flr=" (1.3.1)

f(z) =0(17]N), YN eN, (1.3.2)
0itd =z := 7 (dx +10y).



1.3 CALCUL FONCTIONNEL h-PSEUDODIFFERENTIEL

Cette notion a été introduite par Hérmander [67, vol II]. Plusieurs fagons permettant
de construire une telle extension presque analytique existent (voir par exemple [36,
Annexe C] pour une construction en utilisant le théoréme de Borel). Une autre maniére
simple de le faire consiste a considérer la fonction suivante

fleriy) = L[ etvmityqefica, (13:)

2m R

ott f est la transformé de Fourier de f, x € CF(R) une troncature localisant pres de
0 et € CP(R) égale a 1 dans un voisinage de supp(f). La propriété (1.3.1) découle
directement de la formule d’inversion de Fourier tandis que (1.3.2) peut étre vérifiée
avec un calcul direct en itérant des intégrations par parties (voir [41, ch. 8]). De la
formule (1.3.3), on voit bien que le support de f peut étre pris dans un petit voisinage
complexe arbitraire de supp f.

Remarque 1.1 On voit clairement qu’une extension presque analytique de f € CF(IR;R)
n'est pas unique. Cependant, en utilisant la formule de Taylor, on vérifie facilement que si
f1,f2 € C3°(C) sont deux extensions presque analytiques de f alors f1(z) — fa(z) = O(|32/°).

Théoreme 1.6 (Formule de Helffer-Sjostrand) Soit P un opérateur auto-adjoint sur un
espace de Hilbert 3. Soient f € CP(IR;R) et f € C(C) une extension presque analytique de
f. Alors

1

f(P) = — La?(z)(z—mu(dz). (1.3.4)

ot L(dz) = dxdy est la mesure de Lebesgue sur C ~ R2.

On renvoie le lecteur a [64, Prop. 7.2] et [41, Th. 8.1] pour deux preuves différentes de
cette formule.

1.3.2 Calcul fonctionnel h-pseudodifférentiel

La caractérisation suivante des opérateurs h-pseudodifférentiels est due a Beals [9]
dans sa version microlocale. Pour une preuve dans le cadre semi-classique voir [41,
Prop. 8.3].

Théoreme 1.7 (Caractérisation de Beals) Soit A(h) : ./ (R™;,C™) — (R™,C™). Les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe un symbole A = A(x, &, h) € S(1) tel que A(h) = A" (x, hDy;h).

(2) Pour toute suite £1(x, &), ..., In(%, &), N € IN, de formes linéaires sur R2™, 'opérateur
aClg1 (x,hDy) O """ © adeN (X,hDX)A(h) S L(Lz (Rn,Cm)) etona

[ade; (D, © -+ 0 adey (,nD AN £ (2 (gncmy) = O(T).
Ici on utilise la notation standard ad o B pour le commutateur [A,B] = AoB —BoA.

On a le résultat suivant sur le caractére essentiellement auto-adjoint des opérateurs
h-pseudodifférentiels [41, Propo. 8.5]. Dans la suite g : R?™ — [1,+oo[ désigne une
fonction d’ordre.
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Théoreme 1.8 (Caractere ess. auto-adjoint) Soit A(x, &;h) € S(g) un symbole hermitien
et on suppose que (A + 1) est elliptique dans S(g). Alors pour h > 0 assez petit, I'opérateur
(AW(x,hDy;h) + 1)~ existe et appartient a L£(L*(R™;C™)). De plus, A" (x,hDy;h) :
Z(R™,C™) — Z(R™; C™) est essentiellement auto-adjoint sur L2(R™;C™) ef son unique
extension auto-adjointe est obtenue en l'equippant du domaine

(A% (x,hDy; h) +1) 7 TL2(R™;C™) c L?(R™;C™).

On notera par la méme lettre 'unique extension auto-adjointe de A (x, hDy;h). Le
théoreme suivant a été démontré par Helffer et Robert dans [61, Th. 4.1] en utilisant
un calcul fonctionnel par la transformation de Mellin et dans [41, Th. 8.7] en utilisant
la formule de Helffer-Sjostrand (1.3.4).

Théoreme 1.9 Soit A = A(x, & h) € S(g) un symbole hermitien et on suppose que (A + 1)
est elliptique. Pour tout f € CZ(R;R), l’opémteur f(A™(x, hDx; h)) est un opérateur h-
pseudodifférentiel de symbole appartenant a S(g™*) pour tout k € IN. Plus précisément, il
existe un symbole B¢ € (e S(g™) tel que

f(A"(x, hDy; h)) = B{(x, hDy; h).

De plus, si A(x, & h) ~ ijo thj (x, &) dans S(qg) alors le symbole B¢ admet un développe-
ment asymptotique en puissances de h,

i(x, &N Zh]Bf] x,&) dans S(g_]).

j=0

En particulier, le symbole principal et le symbole sous-principal sont donnés par

Brol(x, &) = f(Ao(x, &) et Bri(x, &) =A1(xE)f (Ao(x &), V(x &) €R™

Proposition 1.1 [41, Prop. 8.6] Soit A(x, &; h) un symbole hermitien satisfaisant les hypotheses
du Théoreme précédent. Pour tout z € Qs :={z € C; [Jz| > h?}, avec & €]0, 2[ la résolvante
(z—AW(x,hDy;h)) ! est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole a 55 (1), ie.,

(z— AW (x,hDy;h)) "' = a¥(x, hDy,z;h), Vz € Qs.

De plus, si A(x, & h) ~ 3 550 WA;(x, &), le symbole a admet un développement asymptotique
en puissances de h donné par

a(x, &,z;h ZhJaJ x,&,z) dans 52(1),
j=0

uniformément pour z € Qg, avec pour tout j € IN, aj(x, &, z) est une combinaison linéaire
finie de termes de la forme

(z—Ao(x, £) " B1(x, & 2)(z— Ao(x, &) "Ba(x, & 2) - Bi(x, &,2)(z— Ag(x, E)) 7,

avec k < 2j+1, By(-,-,z) € S(1) et holomorphe en z € Qs.
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1.4 Systéemes d’opérateurs h-pseudodifférentiels de classe trace

Dans cette section, on rappelle briévement quelques résultats connus sur les opéra-
teurs h-pseudodifférentiels de classe trace que nous allons utiliser dans la deuxieme
partie de cette thése. On renvoie le lecteur a [41, ch. 9-13], [102, ch. II-III] pour les
détails et les preuves.

1.4.1 Définitions et propriétés

Dans la suite, H;, i € IN*, désigne un espace de Hilbert séparable. On rappelle
que les valeurs singulieres d"un opérateur compact A notées (sj(A));j>1 sont définies
comme étant les valeurs propres de 'opérateur compact auto-adjoint positive v AA*
(ou encore de vVA*A). D'une maniere générale, si on désigne par S (J1, H2) l'espace
des opérateurs compacts de Iy a valeurs dans H,, les espaces de Schatten-von Neu-
mann S, (Hq,H3), T < p < oo, sont définis par

1

Sp = Sp(g‘ﬁ,j‘fz) = {A (S Soo(ﬁ}'ﬁ,g{z); HAHSp = (ZSj(A)p>p < OO}
j=1

Ici nous sommes intéressés uniquement par la classe S; appelée la classe des opéra-
teurs de classe trace. On utilise la notation usuelle suivante pour la norme trace
| llee :== 1 - ||s,- L'espace (S1,| - |ltr) est un espace de Banach stable par composition
a gauche et a droite par les opérateurs bornés. Plus explicitement, Si A € S1 (7, H2)
et Be L(H,,H;3), alors BA € S1(H;,H3z) etona

BA[le < [[BIII Al

La méme propriété est vraie pour la composition a droite.

Soit A € S1(H) et (ex)k>1 une base orthonormée. La somme ) ;(Aey, ex) est
absolument convergente et ne dépend pas du choix de la base orthonormée (e )x>1.
La trace de A est définie par

00
trA = Z (Aek, ek).
k=1

Comme en dimension finie, si A € Sy alors tr A est la somme de ses valeurs propres
comptées avec leurs multiplicités. Plus précisément (voir [110, ch. 3]),

Théoréme 1.10 (Lidski) Soit A € Sq(H) et on note (A (A))1<ken, T < N < oo, ses
valeurs propres chacune répétée suivant sa multiplicité (algébrique). Alors

N
trA=) AA)
k=1

Dans la remarque suivante on regroupe quelques propriétés importantes de la classe
S1 (voir [110])

Remarque 1.2 (i) Si A € Sy et B est borné tel que AB et BA sont de classe trace, alors on
atr AB = tr BA.
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(ii) Pour A € Sy, ona |tr A| < ||A||we-

(iii) A € Sy si et seulement si A* € Sy etonatr A* =trA.

1.4.2 Systémes d’opérateurs h-pseudodifférentiels de classe trace

Contrairement au opérateurs h-pseudodifférentiels de classe Hilbert-Schmidt (i.e.
dans S;) pour lesquels on dispose d"une caractérisation précise (voir [41, Prop. 9.2]),
une telle caractérisation n’existe pas pour les opérateurs h-pseudodifférentiels de classe
trace. Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour qu'un opérateur h-
pseudodifférentiel soit de classe trace.

Théoreme 1.11 [41, Th. 9.4] , [102, Th. II.53] Soit A € S(1) et on suppose que
)AL (RT M (€)), Vvl <2n+1.

Alors AW (x, hDy;h) : LZ(R™;C™) — LZ(R™;C™) est de classe trace et on a l'estimation
suivante sur sa norme trace

IA™ ( hDG Rl < Cah ™™ D~ {07, o) AllLt (R2n Mo ()
lyI<2n+1

ot Cyy > 0 est une constante qui dépend uniquement de la dimension. De plus, on a

1

tr (A" (x, hDy; h)) = PEAD

J Lm fr (A(x, & h))dxdg,

oii tr désigne la trace au sens matriciel.

Théoréme 1.12 [41, Théoréme 9.6] Soit A(x, &;h) ~ Z)>o th (x,&) dans S(g) pour une
fonction d’ordre g > 1 avec (A +1) elliptique. Soit I C R un mtervalle ouvert borné et on
suppose que pour tout 1 <j < m,

liminf dist(Aj(x, &), 1) > C >0,
[(x,&)|—+o00

ot A1(x, &) < A2(x, &) < -+ < Am(x, &) sont les valeurs propres de Ao(x, &), (x,&) € R2™,
Alors, pour tout £ € C(I;R), l'opérateur f(A™(x, hDy;h)) est de classe trace pour h assez
petit et on a

“+00
tr (f(A™(x,hDx; h))) ~ (2mth) ™ > (), (1.4.1)

avec
(f = . BB
1R2n
oit Bf(x, &;h) ~ Zj>o thf,j(x, &) est le symbole de f(A™(x, hDy;h)) (voir Théoréme 1.9).

En particulier,
=) ” f(Ak(x, £))dxdE.

k=1
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On termine ce chapitre par le résultat utile suivant (voir [102, Théoréme IL.56])

Théoréme 1.13 Soit A € S(1). Pour tout x € CP(R?*™, M (C)), on a

tr (™ (x, hDx)A™ (x, hDy; b)) = (27;1)“ ”R B (x(x, E)A(x, £ 1)) dxdE.
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2.1 PARTIE I : THEOREME D’EGOROV EN TEMPS LONGS POUR DES SYSTEMES
D'OPERATEURS h-PSEUDODIFFERENTIELS

La premiére partie du présent travail de these est consacrée a 1'étude du Théoreme
d’Egorov en temps longs dans le cadre matriciel des systémes d’opérateurs h-pseudo-
différentiels. Nous étudions 1’évolution en temps dans la représentation de Heisenberg
d’une observable quantique Q" (x, hDy; h) bornée sur LZ(R™; C™) associée a une
observable semi-classique Q(x, &; h) ~ Zj >0 hJ Qj(x, &) a valeurs matricielles m X
m, générée par un Hamiltonien semi-classique H(x, &; h) ~ Zj >0 V' H; (x, &) hermi-
tien m x m. Notre résultat principal consiste en une approximation semi-classique de
I'opérateur

Q(t) = e%HW(X,th,‘h)QW(X/ hDX;h)e_%HW(x,th;h)

en termes d’opérateurs h-pseudodifférentiels, valable pour des temps longs de type
Ehrenfest [t]| < 4r]max log(h~'), sous une hypothese de "non-croisement" sur les valeurs
propres du symbole principal Hp de H. Ici Imax > 0 est une constante qui controle la
croissance exponentielle en temps des flots Hamiltoniens générées par les valeurs pro-
pres de Hy. Ce résultat est une extension des résultats prouvés dans [17] et [15] dans

les deux directions différentes suivantes :

e Dans le cas scalaire m = 1, Bouzouina et Robert [17] ont montré la validité
de I'approximation semi-classique donnée par le théoréme d’Egorov jusqu’au temps
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d’Ehrenfest |t| < 5~log(h~"). Notre généralisation concerne le cas matriciel m > 2.
Nous rappellerons les résultats du cas scalaire dans le paragraphe suivant.

e Dans le cas matriciel m > 2, sous la méme hypothése de "non-croisement” sur les
valeurs propres de Ho que nous allons introduire dans la suite, Bolte et Glaser [15]
ont montré un théoreme d’Egorov valable en temps finis [t| < t, pour tout t > 0 in-
dépendant de h. Nous étendons ce résultat en montrant la validité de I'approximation
semi-classique pour des temps longs d’ordre log(h~").

Les résultats présentés dans cette section sont issus de 'article [3] et seront prouvés
dans le chapitre 3. Dans nos preuves nous nous inspirons des techniques développées
dans [17, 15].

2.1.1  Présentation du probléme

On considere un opérateur h-pseudodifférentiel H" (x, hDy;h) de symbole semi-
classique hermitien H(x, &; h) ~ Zj}() h H;(x, &) dans S(g; R?™, M (C)), ot g : R?™ —
[1, +00[ est une fonction d’ordre. On suppose que Hp + 1 est elliptique, i.e.,

JC>0; |Ho+1i|>CglxE&), V(x &) eR™ (2.1.1)

Sous cette hypothese, H"(x, hDy; h) est essentiellement auto-adjoint sur L2(R™;C™)

pour h assez petit (voir Théoreme 1.8), et par le théoréme de Stone (voir par exemple
[91, p. 74]), Vopérateur d’évolution Uy (t) := e~ # " (xhDwh) gangré par I'équation de
Schrodinger correspondante (0.2.5) est défini pour tout t € R.

Soit Q(x, &;h) ~ Zj>o h Qj(x, &) dans S(1;R?™, M (C)) et on s’intéresse a 'étude
de l'approximation semi-classique de la solution

Q(t) == Un(—t)Q™(x,hDx; h)Un(t), teR,

de I'équation de Heisenberg

%Q(t) = %[Hw(x, hDy;h), Q(t)],  Q(t)jt=o = Q" (x, hDy; h). (2.1.2)

Par le théoreme de Calderén-Vaillancourt (Théoreme 1.3), Q™ (x, hDy; h) est borné sur
L2(R™;,C™) et par conséquent Q(t) est borné sur L2(R™;C™), uniformément pour
teR.

2.1.2 Rappel des résultats dans le cas scalaire
Commengons par rappeler les résultats dans le cas scalaire m = 1. Soit H(x, &, h) ~

Zj>o h H;(x, &) dans S(g; R?",R) et Q € S(1;R?™,R) une observable classique (pour
simplifier).
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Approximation semi-classique en temps finis

Avant de rappeler I'énoncé du Théoreme d’Egorov, on rappelle brievement la preuve
de I'approximation d’ordre h de Q(t) qui est basée sur un calcul simple en combinant
les équations (0.2.3) et (0.2.6) et le calcul symbolique h-pseudodifférentiel.

On suppose que
o), ¢\ Hj € L°(R*™R), pour y € N*™jeN; lyl+j>2. (2.1.3)

Pour j = 0, cette hypothese assure en particulier I'existence du flot classique t —
d),ﬂo (x, &) sur R, pour tout (x, &) € R*™. On pose

Go(t,x, &) :=Qo by, (x, &), tER, (xE) €R™

Par des arguments standards d’équations différentielles ordinaires, on vérifie facile-
ment que qo(t,-, ) € S(1;R?™,R), uniformément pour [t| < t, pour tout t > 0.

En combinant les équations (0.2.3) et (0.2.6), on obtient

Vs R, (Unl=$)do(t— )" Uni(5)) = Un(—5) A gy sy Uni(s) (219

avec
i w
A, go(t—s) = ¢ H"Y, qo(t —s)™] —{H, qo(t —s)}".

Par la formule de composition des opérateurs h-pseudodifférentiels (voir Chapitre 1),
I'opérateur + [H", qo(t —s)™] est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole prin-
cipal {Ho, qo(t —s)}. Donc Apw g, (t—s)w s'écrit sous la forme

Arw,qo(t—s)v = R (x, hDx; R (2.1.5)

ou le reste Ty s = T s(x, & h) dépend des dérivées en (x, &) des symboles (Hj)j>o
et de qo(t —s). Pour t,s dans un intervalle borné, I'hypothese (2.1.3) garantit que
Te,s € S(1; R2™, R) et par conséquent le théoréme de Calderén-Vaillancourt assure que
s (x, hDx; h) = Op2_,12(1). Donc (2.1.5) entraine que Apw g, (t—s)w = Op2_,12(h) eten
intégrant dans (2.1.4) en utilisant le fait que qo(t);i—o = Q, on obtient, uniformément
pour [t| < t,

1Q(t) — qo(t)™ |l ¢ (L2(rn)) = O(h). (2.1.6)

Cette relation est un cas particulier du Théoréme d’Egorov. En utilisant la régle du
développement asymptotique du produit des symboles, on sait qu'on peut donner un
développement asymptotique a tout ordre pour le commutateur de deux opérateurs h-
pseudodifférentiels. Ainsi, en itérant le raisonnement précédent, on obtient le résultat
bien connu suivant (voir [102, Théoreme IV-10] pour une preuve détaillée)

Théoreme 2.1 (Egorov) Soit H(x, & h) ~ Zj>o h H;j(x, &) dans S(g; R2™;R) un Hamil-

tonien réel satisfaisant (2.1.1),(2.1.3) et Q € S(1;R¥™;R). Pour tout t € R, 'opérateur
Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole qs.s(t) € S(1;R?™,R), ie., Q(t) =
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qsca(t)™ (x, hDy; h). Le symbole qse(t) admet un développement asymptotique en puissances
deh

qSCﬂ(t/X/ E:/ h') ~ Z hjqj,sca(t/ X/ Ev) dl?li’lS S(]/]Rzn/ R)/ (2'1'7)
j=0

uniformément pour t dans tout intervalle borné avec

qO,scu(t) = Q © (I)hoz
oit iy, : R?™ — R?™ est le flot Hamiltonien associé au symbole principal Ho de H.

Ici nous avons introduit 1'indice "sca" pour préciser que nous sommes dans le cas
scalaire. Par le théoreme de Calderén-Vaillancourt, le développement asymptotique
(2.1.7) se traduit au niveau des opérateurs par I’estimation (0.2.7). Notons que le résul-
tat précédent reste valable pour une observable Q vérifiant a(VX, Q€ [*®(R?";R) pour

v € IN?™ avec |y| > 1.

Remarque 2.1 Les symboles qj (1), j > 1, sont donnés par la formule de récurrence

Gl &)= Y y(ap) L (M) @psen(p) (1)) (05500, 8)) ds.

|+ B+ k+p=j+1
0<p<j—1

avec
i((—U”?" _(_])chl)
(2i) |+ Bl 1B

Yo, B) =
Ici, pour A € C®(R2™) et , p € N™, on utilise la notation

AL (%, E) = DLOA(x, ).

Approximation semi-classique en temps d’Ehrenfest

Nous avons vu dans l'introduction que pour étudier la validité de I'approximation
semi-classique donnée par le théoréme d’Egorov pour des temps longs dépendant de
h, il faut établir des estimations uniformes sur les dérivées par rapport a (x, &) du flot
Hamiltonien ¢y, . On pose

(2
M= IV Holl L (ran),

ou Vingo désigne la matrice Hessienne de Hy et J la matrice 2n x 2n associée a
la forme symplectique canonique (0.2.1). En procédant par récurrence en utilisant
I’équation de stabilité de Jacobi

d

S Vredh (% E) = TV Ho (0, (x, £) Vs, ey, (x,2), (21.8)

l’estimation suivante a été prouvée dans [17] sous I'hypothese (2.1.3) :

Vy € N2™\ {0}, 3 Cy>0; Ha(yxla)d>ﬁo(x, &) < Cy exp(lyITH]), (2.1.9)
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uniformément pour t € R et (x, &) € R?™.

Théoreme 2.2 (Bouzouina-Robert [17]) Sous les hypotheses du Théoreme 2.1, pour tout
j € NetyeIN2", il existe Cy; > 0 tel que pour tout t € Ret (x,&) € R°™, ona

107, £)d0sealt, X, E) < Cy0exp (ITIt]), (2.1.10)

et pourj > 1,
100 &) discalt, X, E) < Cyexp (2 — 1+ DTt (2.1.11)
De plus, on a l'estimation suivante sur le reste a tout ordre dans le développement asymptotique

de Q(t). Pour tout N € IN, il existe Cry > O tel que pour tout t € R, on a

< CNRNTH(T 4 [t NFo exp (T(2N + 8, It]),
£(L2(RM))

N
HQ(t) - Z W qj,SCa(t)w(X/ hDy)
j=0
(2.1.12)
avec Oy, une constante qui dépend uniquement de la dimension (6, < 5n+ 3).

Comme conséquence de cette estimation, on a le corollaire suivant concernant la
validité de I’approximation semi-classique jusqu’au temps d’Ehrenfest.

Corollaire 2.1 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, pour tout N > 1, il existe Cy > O tel
que pour tout € >0, on a

< CNhsNHh( 1) (5n+3)

7

N
H Qt) — Z W qj,scu(t)w(xz hDy)
j—0

£(L2(RM))

€ —1
T log(h™").

uniformément pour |t| <

Remarque 2.1 La constante - est optimale en général et peut étre améliorée en 3% dans

le cas ot I'Hamiltonien H est classique, i.e. H = Ho, plus généralement dans le cas oit le
développement asymptotique en puissances de h de H est pair (voir [17]).

2.1.3 Cas d’un Hamiltonien de symbole principal scalaire

Avant d’étudier le cas général, on commence notre étude par le cas particulier d'un
Hamiltonien semi-classique H(x, &, h) ~ Zj>o h Hj(x, &) dans S(g; R2™; M, (C)) de
symbole principal multiple scalaire de 'identité, i.e.,

Ho(x, &) = A(x, &)lm, avec A € C®(R*™;R). (2.1.13)

Ce cas est important et est différent du cas scalaire du fait que le symbole sous-
principal matriciel Hy joue un role important dans 1’évolution en temps comme nous
allons le voir dans la suite. Ce cas a été étudié dans [18, 14] ot des théoremes de type
Egorov valables en temps finis ont été prouvés.

Comme dans le cas scalaire, on suppose que pour tout j > 0 et y € IN?™,

v
a(xa

, )Hj € L®(R*™; M, (C)), pour |y|+j > 2. (2.1.14)
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Résolution asymptotique de I'équation de Heisenberg

L’hypothese (2.1.13) nous permet de construire directement une solution asympto-
tique q(t) ~ 2 ;>0 higj(t) de I'équation de Heisenberg (2.1.2) au niveau des symboles
dans l'espace des séries formelles de puissances de h. Au niveau des symboles, le
probléme (2.1.2) s’écrit sous la forme

% Z Waj(t) ~ iZhj_1 (M, q(t”#)j’ Zhjqj(t)\tzo ~ Z WQ;, (2.1.15)

j>0 j>0 j>0 j>0

ou on rappelle que

H, ()]s ~ YW (IH, q(t)]s),
j=0
est le commutateur de Moyal de H, q(t) défini comme le symbole du commutateur
[HY, Q(t)]. Pour tout j > 0, on a (voir Annexe A du Chapitre 3)

i(Mawly); = > V(oc,rs)<Hk§§§qp(t)§g§—(—1)'“ﬁqp(t)gg;Hk§§§>
lx|+[B+k+p=]
(2.1.16)
- i(—1)!Pl
avec Y(«, B) := DEEErTE

Pour j = 0, 'hypothese (2.1.13) entraine que le symbole principal de [H, q(t)]4 donné
par le commutateur [Ho, qo(t)] est nul. Donc, en identifiant les puissances égales de
h des deux cotés dans (2.1.15), on dérive les problemes de Cauchy suivants sur les

(a5(t);50

d .

“) { S = iHall),,,
gi(t—o = Qj.

Par I'hypothese (2.1.13) de nouveau, le terme correspondant a p = j + 1 dans la somme

(2.1.16) donné par le commutateur i[Ho, q;1(t)] est aussi nul. Par conséquent, (%} ); se
réécrit sous la forme

d .
(%j){ La) = (a0 +ilH, a5(0)+ By (0 -
qi(=0 = Qj,
avec
B(t,x, &)= Y v(oc,m(Hkﬁﬂqp(t)ﬁ‘gg—(—1)'“'—'ﬁ'qp(t)ggﬁHk§§§>(x,a).

ol +1Bl+k+p=j+1
o0<p<j—1

Dans l'annexe B du chapitre 3, on résout les problemes de Cauchy de la forme (2.1.17)
et on obtient les solutions, pour tout j > 0,

q;(tx, &) =T (t,x, &) <Q]- (dr(x, &)

t
+J Ti] (_sl d);\(xl E))B] (SI d);7$(x’ a))T(—S, d);(xl a)) dS>T(t/X/ a)/

0
(2.1.18)
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définies pour tout t € R et (x, &) € R?™. En particulier, le symbole principal qo(t,x, &)
est donné par

dol(t,x, &) =T (t,%,E)Qo(dX(x, &) T(t,x, &), teR,(x,EeR™  (21.19)

Contrairement au cas scalaire, on voit que l’évolution en temps des symboles q;(t),
j = 0, n’est plus gouvernée seulement par un transport le long du flot Hamilonien
¢} associé a A, mais aussi par une conjugaison par la fonction a valeurs matricielles
unitaires T : R x RZ" — M, (C) solution du systeme

%T(t x, &) = —tH1 (dr(x, &) T(t,x, &), T(0,x,&) = L. (2.1.20)

Ceci est dii a la structure matricielle du symbole sous-principal H;. En effet, de 'équation

(2.1.17), on peut voir que si H; est a valeurs scalaires, le commutateur [H;, g;(t)]
s’annule et on retrouve les solutions gj s (t) du cas scalaire (voir Remarque 3.3.1).

Approximation semi-classique en temps finis

Si l'on s’intéresse seulement a une approximation semi-classique valable en temps
finis, on est amené a estimer les dérivées (en (x, )) des symboles (q;(t,x, &))j>0 uni-
formément en temps pour [t| < t, avec t > 0 fixé (indépendant de h). Sous I'hypothese
(2.1.14), par des arguments standards d’équations différentielles ordinaires, on peut
prouver les estimations suivantes uniformément pour (x, &) € R2™ et |t < T,

vy € N*™M\ {0}, 3C,,Cy, >0; o), o bR E < Cy, 0] o Tt X, &) <

De ces estimations, on déduit que pour tout j > 0, gj(t,-,-) € S(1 ,']RZ“, M (C)) uni-
formément pour [t| < t. On peut donc sommer les symboles (qgj(t));>o en utilisant le
lemme de Borel (Lemme 1.1) et définir le symbole

q(t,x, &h) ~ Zhlq] (t,x,&) dans S(1;R*™, M, (C)), [tI<¥T, (2.1.21)
j=0

solution du probléeme de Heisenberg (2.1.15). Au niveau des opérateurs, par le théoreme
de Calderén-Vaillancourt (Théoreme 1.3), on a donc 'estimation

< CNhNT (2.1.22)

YN elN, dCn > 0; HQ ZthJ " (x,hDx) (L2(R™C™))
£ mem

uniformément pour [t| < t. Ainsi, on obtient une approximation semi-classique pour
Q(t) valable pour t dans n’importe quel intevalle borné. Ce résultat a été déja établi
dans [18, Théoreme 3] ot seul le symbole principal qo(t) a été donné explicitement.
Par la caractérisation de Beals des opérateurs h-pseudodifférentiels (Théoréme 1.7),
en utilisant I'estimation précédente, on peut montrer que pour tout t € R, Q(t) est
un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole q(t) € S(1;R2", M (C)) donné par

(2.1.21),1i.e. Q(t) = q(t)"™(x, hDy; h).

Approximation semi-classique en temps d’Ehrenfest

Pour prouver la validité de 'approximation semi-classique pour des temps longs
dépendants de h, on doit établir une estimation uniforme en temps sur le reste a tout

35
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ordre dans le développement asymptotique de Q(t) donné par le membre de gauche
de (2.1.22). On adapte la preuve de [17]. Il s’agit dans un premier temps d’exprimer
ce reste en fonctions des restes successifs dans les formules de composition des sym-
boles (Hy)x>o0 et (qj(t))j>o (voir Lemme 3.3.9). Ces restes dépendent en particulier
des dérivées en (x, &) des symboles (q;(t));j>0. Donc pour les estimer, il faut estimer
ces dérivées uniformément par rapport a t € R et (x, &) € R?™. Pour les dérivées du
flot Hamiltonien ¢}, on a I'estimation (2.1.9). Sous I'hypothese (2.1.3) (avec j = 1), on
prouve une estimation similaire sur les dérivées de la solution T du systeme (2.1.20)

vy € N?M\{0}, 3Cy, > 0;  [[9], ¢, T(t,x, &)]| < Cy exp(lylTitl), (2.1.23)
uniformément pour t € R et (x, &) € R2™, avec
2
F = H]Vi/g?\HLm(]Rzn).
En utilisant ces estimations, on prouve

Proposition 2.1.1 [cf. Proposition 3.3.2] Sous I'hypothése (2.1.14), pour tout y € IN?™ et
tout j > 0, il existe C,, ;5 > 0 indépendante de t € Ret (x,&) € R2™, tel que

10756190 (1%, &) || < Cy 0 exp (WITHH), (2.1.24)
et pourj > 1,
197, &5 (t %, &)|| < 5 exp (2l +4) —3)TItl). (2.1.25)

Notre résultat principal concernant ce cas particulier est le suivant

Théoréme 2.3 [cf. Théoreme 3.2.1] On suppose que (2.1.1), (2.1.13) et (2.1.14) sont satisfaites.
Pour tout N € IN, il existe Cn > O tel que pour tout t € R,

< CnhN T exp (4N + 80T, (2.1.26)
L(L2(RMC™))

N
HQ(t) — ) hWaq;(t)"(x,hDy)
j=0

ot dn € IN dépend uniquement de la dimension.

Corollaire 2.2 [cf. Corollaire 3.2.2] Sous les hypothéses du Théoréeme précédent, pour tout
N > 1, il existe Cn > O tel que pour tout ¢ > 0, on a

(e=1)
< CnheNFTha o,
L(L2(RnC™))

N
HQ(t) — ) Wqj(t)"(x,hDx)
j=0

(1—¢)
4r
On voit bien que nos estimations sur les dérivées des symboles g;(t) pour j > 1 sont

différentes de celles du cas scalaire (voir (2.1.11)). Cela est lié a la présence des termes

T(—s, d5(x,&)) dans les symboles (q;(t))j>1, qui comme nous I'avons précisé est due

au fait que Hj est a valeurs matricielles. Nous expliquons cette différence en plus

de détails dans la remarque 3.3.8. En particulier, cela entraine que notre estimation
exponentielle (2.1.26) sur le reste dans le développement asymptotique de Q(t) est

différente de l’estimation du cas scalaire (2.1.12) et par conséquent la constante 417

dans le temps d’Ehrenfest est plus petite que celle du cas scalaire. Cette différence

peut étre liée a nos estimations et nous ne pouvons pas affirmer 1’optimalité de la
constante ;= vu qu’on ne dispose pas d’exemple qui la confirme.

uniformément pour [t| < log(h™ ).
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2.1.4 Le cas général

Dans le cas général, on introduit I’hypothése suivante sur les valeurs propres de Hp.
On suppose que

(A1). Ho(x, &) admet £ € {1,..., m} valeurs propres distinctes Ay (x,&) < --- < Ag(x, &)
de multiplicités constantes sur R2™ vérifiant : 3p,c > 0 tel que

Au(x, &) —=Av(x, &) = pg(x, &), pour 1<u#v<L et |x|+]E> (2.1.27)

Cette hypothese est identique a celle considérée dans [15]*. Elle interdit les croise-
ments entre les valeurs propres (Ay(x, &))1<v<e de Ho(x, &) et donc assure leurs régu-
larités et la régularité des projecteurs propres associés qu’on note (P ,0(x,&))1<v<e-
De plus en utilisant la condition de gap (2.1.27), on montre que A et P, o appartien-
nent a des bonnes classes de symboles, plus précisément P, o € S(1 ;R2™, M (Q)) et
Av € S(g; R?™, R).

On suppose que pour tout j > 0 et y € IN2™,

a(x,i)Hj € L°(R*™; M (C)), pour Iyl +j > 1. (2.1.28)

D’aprés (0.2.10), pour construire une solution asymptotique q(t) ~ 3 -, higj(t) au
probleme de Heisenberg (2.1.2), il faut assurer la commutativité entre Hy et qo(t). Pour
t = 0, cette condition est équivalente a ce que Qo soit diagonale par blocs par rapport
aux projecteurs propres (P, 0)1<v<e, i-€.

[4
=3 PyolxE)Qo(x, E)Pyo(x, &), V(x &) € R™ (2.1.29)
v=1

Projections semi-classiques

Réduction modulo O(h)

Afin de motiver la discussion qui suit ot nous allons introduire la notion des pro-
jecteurs semi-classiques associés a H" (x, hDy; h) qui sera un ingrédient important dans
notre étude, faisons la remarque suivante. Si I'on essaye de diagonaliser Q(t) en le con-
juguant par

¢
Z PUo(x, hDx) = id 2 (gncm), (2.1.30)
v=1

un calcul formel donne

1t _Lt w
Q) = ZPW TQve P

wv=1

[4
it pw wpw __itpw w

¢
= > QY +0:h), (21.31)
v=1

1 Une hypotheése similaire a été imposée dans [31] pour établir une propriété de type Egorov pour des
systemes pseudodifférentiels hyperboliques.
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ol le reste O(h) vient du fait que
P2o, H™] = O(h) (21.32)
car [Py,0,Hol =0, et P,Q™P Yy = O(h) pour p # v d’apres (2.1.29) et la propriété
PYoPio=0(h), Vup#v. (2.1.33)
Ici on a aussi utilisé la propriété
e%HWPX,‘jO = e%PyOHWPVrOPX,‘jO + 0¢(h),

qui découle du principe du Duhamel (voir Lemme 3.4.7), ou le reste O¢(h) dépend
de t. Pour l'instant on ne fait pas attention a 1'uniformité de ce reste par rapport a t.
Fixons v € {1, ..., {} et observons tout d’abord que le symbole principal de PJ’ H" P},
qui est égale a Py oHoPy 0 = APy, est un multiple scalaire de I'identité dans le sous
espace propre P, oC™. Au niveau des symboles, le probléme de Heisenberg satisfait
par QE,OJ (t) s’écrit

d i
0V (1) = [Py o#HEPy0, 0 (1], v (Dm0 = Py o#QiPy.  (21.34)

Si I’'on cherche a construire une solution asymptotique q(vo) ()~ > i>0 hJ qifj) (t) pour

ce probleme, le fait que P, commute avec Q(VO) (t) modulo O(h) implique

[Py,0HoPy,0, 00 ()] = Ay [Py,0, 4\ (1)] = 0.

Par conséquent on n’a pas de probleme de commutativité au niveau du symbole prin-
cipal et on peut résoudre (2.1.34) en suivant 'algorithme utilisé dans le cas précédent.

Cette réduction est utile si I'on s’intéresse seulement a une approximation de Q(t) au
premier ordre semi-classique car on voit d’apres (2.1.31) qu’on ne peut pas aller au dela
d’un O(h). Pour une approximation a tout ordre, I'idée consiste alors a construire des
opérateurs h-pseudodifférentiels P}’ (x, hDy; h) de symboles principaux les projecteurs
propres Py o, 1 < v < {, vérifiant les propriétés (2.1.30), (2.1.32) et (2.1.33) modulo
O(h®), i.e. modulo O(h®) en norme £(L2(R™;C™)), on a

PUPY =Py =(PY)" (2.1.35)
[Py, HY] =0 (2.1.36)
PYPY =0, Vu#v, (2.1.37)
¢
Z PX/V = isz(]R“,‘Cm)' (2138)
v=1

Ces opérateurs sont appelés projecteurs semi-classiques associés a H" (x, hDy; h) d’ordre
h*. Il existe au moins deux méthodes différentes pour la construction des ces opéra-
teurs. La premiére utilisée dans [18, 47] est une construction récursive qui consiste a
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résoudre les équations (2.1.35)-(2.1.38) au niveau des symboles dans I'espace des séries
formelles de puissances de h. Plus explicitement, au niveau des symboles, les équations
(2.1.35) et (2.1.36) s’écrivent sous la forme

Py#Py ~ Py ~ P, [Py, Hls := Py#H — H#P,, ~ 0. (2.1.39)

En supposant que P admet un développement asymptotique Py ~ 3 ;5 WP, ; puis
en identifiant les puissances égales de h dans (2.1.39) en utilisant le calcul symbolique,
on obtient des problemes de Cauchy récursives sur les P, ;, j > 0. Par exemple, au
niveau des symboles principaux, d’apres (2.1.39), on a

P20 =Pvo, [Pvo,Hol=0

ce qui implique que Py, ¢ est le projecteur propre de Hy associé a A. Une fois ces prob-
lemes résolus, on obtient le symbole P, en sommant les (P, ;)j>0 en utilisant le lemme
de Borel (voir Lemme 1.1). En particulier, si P ; € S(1;R2™, M, (C)) alors Py (x, &;h) ~
ngo h Py ;(x, &) dans S(1;R?™, M (C)) est unique modulo ST°(1;R*™, M, (Q)), i.e.,
PY (x, hDy; h) est unique modulo O(h*>) en norme L(L2(R™;C™)).

La deuxieme méthode due a Helffer-Sjostrand [63] (voir aussi [93, 94]) utilise les
projecteurs de Riesz et le calcul symbolique h-pseudodifférentiel. Dans le chapitre 3,
on rappelle la construction des opérateurs P}’(x,hDy;h) en utilisant cette deuxiéme
méthode qui a 1’'avantage de permettre des estimations plus précises sur les dérivées
des symboles Py ;, 1 < v < {,j > 0. Nous verrons aussi qu’en suivant une idée de
Nenciu [93], on peut satisfaire la propriété (2.1.35) exactement, c-a-d. pas seulement
modulo O(h).

Les deux méthodes meénent alors au résultat suivant qui sera notre point de départ
dans l'étude de 'approximation semi-classique de Q(t).

Théoreme 2.4 [cf. Théoreme 3.2.4] Sous I'hypothese (A1), pour tout 1 < v < &, il existe

Py, &) ~ ) WPy ;(x, &) dans S(1;R*™; Mpm(C)),
j=0

tel que PY (x,hDy;h) satisfait les propriétés (2.1.35)-(2.1.38) avec (2.1.35) exactement. En
particulier, P o est le projecteur propre associé a la valeur propre A, de Ho.

Diagonalisation par blocs uniforme en temps

On introduit la classe 2(1) d’observables Q € Ss.(1;R?™, M, (C)) qui sont "semi-

classiquement" diagonales par blocs par rapport au projecteurs semi-classiques (P )1<v<e

4
2(1):=<Qx,&h) ~ Y WQ;(x,&); Q~ ) Py#Q#P, dans S(1;R*™, My (C))
v=1

j=0

Le symbole principal de P,#Q#P, étant P, cQoP~,0 donc si Q € 2(1) alors en partic-
ulier Qo est diagonale par blocs par rapport au projecteurs propres (P,0)1<v<e i.e. Qo

39
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satisfait (2.1.29). Au niveau des opérateurs, par le théoreme de Calderén-Vaillancourt,
si Q € 2(1) alors modulo O(h*) en norme £(L*(R™;C™)), on a

¢
= Z PYQ™PY. (2.1.40)
v=1

En procédant comme dans la réduction (2.1.31) en utilisant les propriétés (2.1.35)-
(2.1.38) et I'hypothese Q € 2(1), on obtient

Z Qv (t) + 0t (h™), (2.1.41)

en norme £(L%(R™;C™)), ot pourv=1,--- ¢,

itpwiyywpw _itpwpygwpw
Q. (t) = en PVHIPYpwowpwe— i PYHTPY -t ¢ R,

Remarque 2.2 (i) L'hypothese Q € 2(1) nous permet de négliger modulo O(h>) les ter-

mes
Qup(t) i= en PEH PP Qwple RPVHPY -y oy,
qui sont des opémteurs intégraux de Fourier (OIF) pour t # 0, i.e. elle assure que pour
v, Qv O(h®*), uniformément pour t € R.
u(t p

(i) L'hypothése Q € 2(1) est en effet nécessaire pour que l'opérateur Q(t) soit un opéra-
teur h-pseudodifférentiel de symbole semi-classique dans S(1;RR?™, M, (C)). En effet,
en partant de I'équation de Heisenberg (2.1.2) satisfaite par Q(t), on peut montrer que
si Q(t) est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole q(t) ~ Zj>0 hjqj(t) dans
S(1;R?™; M, (C)) alors Q(t) est diagonale par blocs par rapport au projecteurs semi-
classiques PY(x,hDy;h), 1 < v < (, i.e. modulo O(h®) en norme L£(L2(R™;C™))
uniformément pour [t| < t, on a

¢
= )_PYQPY
v=1

En particulier pour t = 0, on trouve (2.1.40). Ce résultat a été montré dans [15] général-
isant un résultat similaire dans le cas d'un Hamiltonien de Dirac prouvé dans [32]. Nous
rappelons la preuve de ce résultat dans la proposition 3.5.1.

(iii) Si on veut une réduction de Q(t) d’ordre O(h), c-a-d. si on s’intéresse seulement au sym-
bole principal dans I'approximation de Q(t), I'hypothese (2.1.29) sur Qg suffit puisqu’elle
assure que Q. (t) = O(h), pour w # v, uniformément pour t € R.

Le reste O(h*™) dans (2.1.41) dépend de t. Puisque nous sommes intéressés par la
validité de 1'approximation semi-classique pour des temps dépendant de h, il est im-
portant d’étudier son uniformité par rapport a t. On prouve l’estimation suivante uni-
formément pour t € R (cf. Proposition 3.4.6) :

¢

QM) = > Qv(t)llg(rzrnem)) = O((1+ [thh™). (2.1.42)
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Résolution asymptotique de l'équation de Heisenberg

D’apres 'estimation (2.1.42), le probléme de construction d’une approximation semi-
classique pour Q(t) est réduit, modulo O(h*°) uniformément pour des temps longs
d’ordre h™*°, a la construction d’une approximation semi-classique pour chaque bloc
de Heisenberg Q- (t), v e {1,..., ¢}

Pour construire une solution asymptotique au probleme de Heisenberg satisfait par
Q-+ (t) qui s’écrit au niveau des symboles sous la forme

d _

qpdv(t) = L [Py#HAPy, qv (B, qv(t)im0 = PA#Q#Py = Qu, (2.1.43)
l'idée principale consiste a utiliser la propriété suivante
(PYYQv(1)(PY)Y =Qv(1), VieN (2.1.44)

qui découle de la définition de Q-+ (t) et de la propriété (2.1.35). On cherche une solution
sous la forme

qv(t) ~ Pv# Z hkav,k(t)#Pv-
k>0

Conditions initiales : En utilisant (2.1.44), on construit des symboles Qv,k € S(I;R*™; M (C))
tel que

Qv ~Py# > hFQy i#Py.

k>0

Une propriété importante des (NQV,k réside dans le fait qu’ils sont tous portés par la
v-éme bande, i.e., on a

Pv,0QviPvo = Qvi, Yk >0. (2.1.45)

En particulier,
QV,O - Q‘V,O - PV,O QOP‘V,O'

Problémes de Cauchy : En tenant compte de ces conditions initiales, on dérive les prob-
lemes de Cauchy suivant sur les g+ ;(t)

d ~ ~ i ~
7P‘V,O qv,j (t) P‘V,O = {7\\// P‘V,O qv,j (t) P‘V,O} + 1[Hv,l ’ PV,O dv,j (t)PV,O] + Kv,jfl (t)

(Cgv,j) dt N
Gvj(te=0 = Qvj;,

ou le reste Ky ;1 (t) dépend des symboles g+ i (t) pour 0 < k <j—1, (avec Ky _1(t) =
0) et Hy 1 est la fonction a valeurs dans M, (C) hermitienne définie par

1

Hy = ipv,o {Py,0,Ho}Pv,0 — i[Pv,0,{Av, Pv,0}] + P~v,0H1 Py 0. (2.1.46)

La résolution des problémes de Cauchy (%% )j>0 se fait par récurrence sur j. Dans
I'annexe B du chapitre 3, en utilisant la propriété (2.1.45) et une propriété analogue sur
le reste K, ;_1(t), on prouve que si g+, (t) est solution du probleme

d _ . ~ .
I = A Gy )+ iHy 1 Gy (0] Ky (1)

N g (2.1.47)
dvj(t)t=o = Qv
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alors
Qv,j(t) =Py 00y, (t)Pvo, VtER.

D’une fagon similaire au cas précédent, on résout 'équation(2.1.47) et on obtient les
solutions suivantes, pour tout j > 0,

q\/](tx &) = (t x, &) <QV,)'((I)E/(X/ E,))
t
+JO T, (=5, 5 (% 8)Kyj—1(s, 055 (x, &) Ty (—s, b5 (x, ci))ds) Vvt x, ),
ot Ty : R x R?™ — M,,,(C) (unitaire) est solution du systeme

STl 8) = i1 (@400 ) Tult 0 &), Tv(0,%,E) = I (2.1.48)

Nous avons ainsi construit une solution asymptotique qv(t) ~ 3 ;5 hgy,i(t) au
probléme de Heisenberg (2.1.43) ot les symboles q+,;(t), j > 0, peuvent étre calculer
explicitement en fonction des symboles q+ i (t) en utilisant la formule de composition
a travers la relation

j
Av;j(t) = (Pv# ) h<Gyi(D#Py);, V¥j=0.
k=0

En particulier, le symbole principal de Q+ (t) est donné par

Gv,0(t) = Py,0Gv,0(t)Pv,0 = Gv,o(t) = Ty ' (t,x, &) (Pv,0Q0Pv,0) (d% (x, &) Tv (t, x, &).

Approximation semi-classique en temps d’Ehrenfest - Résultat principal

Le reste de 1’étude se fait d'une facon similaire au cas précédent. Dans un premier
temps, on prouve des estimations uniformes sur les dérivées des symboles (g~ ;(t))j>0-
Ensuite, on établit une estimation exponentielle uniforme sur le reste dans le développe-
ment asymptotique de Q+(t) en suivant la méthode de Bouzouina-Robert [17]. Le
passage a Q(t) se fait en utilisant la réduction (2.1.42). Nous présentons ces résultats
ci-dessous.

On pose

— (2) .
I = [JV AV [l ran),  Tmax = 112328 Iy.

Proposition 2.1.2 [cf. Proposition 3.4.15] Soit 1 < v < L. Sous les hypotheses (A1) et (2.1.28),
pour tout y € IN?™ et tout j > 0, il existe Cy,; > O tel que pour tout t € R et tout
(x,&) e R*™, ona

H (x,£)dv,0(t,x, &) | < Cyvoexp (ITVIt), (2.1.49)

et pourj > 1,

1076y av,i(t % E)[| < Cy vy exp (21 +4) —2) T [t]). (2.1.50)
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Théoreme 2.5 [cf. Théoreme 3.2.5] Soit H~ 3" ;- o W H; dans S(g; R*™, M (C)) un Hamil-
tonien semi-classique satisfaisant les hypotheses (2.1.1), (A1) et (2.1.28), et Q € 2(1). Pour
tout N € IN, il existe Cy > O tel que pour tout t € R,

HQ Z h]q] (x, hDy) < CNhN+1 exp ((4N + Sn)rmux|t|) ’

L(L2(R™C™))

avec &y, est une constante qui dépend uniquement de la dimension n. Les symboles (q;(t))j>o0
sont définis par

i(t%,8) qu (t,x,&), j=0,teR,(x &) eR™,
En particulier, le symbole principal est donné par
¢
ot &) =Y T, (t,%E)(Py,0QoPv,0) (b3 (x, &) Ty(t,x, &).
v=1

Corollaire 2.3 [cf. Corollaire 3.2.6] Sous les hypothéses du Théoréme précédent, pour tout
N > 1, il existe Cn > O tel que pour tout e > 0, on a

< Cn
L£(L2(R™,C™))

HQ qu) W(x, hDy)

(1—¢)
4max

uniformément pour |t| < log(h™ ).

Comme nous l'avons précisé dans la remarque 2.2, si 'on s’intéresse seulement au
symbole principal de Q(t), nous avons juste besoin de '’hypothese (2.1.29) sur Qo. Plus
précisément, on a

Corollaire 2.4 [cf. Corollaire 3.2.7] Soit H un Hamiltonien semi-classique satisfaisant les hy-
potheses du Théoreme 2.5 et Q(x, &;h) ~ Zj>0 h Qj;(x, &) dans S(1;R?™, M, (C)). On sup-

pose que Qo est diagonale par blocs par rapport au projecteurs propres (P~,0)1<v<e de Ho,
ie.,

4
=) Puo(x&)Qo(x, E)Pvolx, &), V(x,E) € R*™
v=1

Alors il existe C > 0 tel que pour tout t € IR, on a 'estimation

HQ(t) —(qo(t))™ (x, hDy)

< Chexp (Snrmaxlﬂ).
£L(L2(R™CM))
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2.2 PARTIE II : FORMULE DE TRACE SEMI-CLASSIQUE POUR DES SYSTEMES MI-
CROHYPERBOLIQUES ET APPLICATION A LA FONCTION DE DECALAGE SPEC-
TRAL

Dans cette section, nous présentons les résultats principaux de la deuxieme par-
tie de cette these portant sur la formule de trace semi-classique pour des systemes
d’opérateurs h-pseudodifférentiels microhyperboliques et une application a 1’étude de
la fonction de décalage spectral pour une paire d’opérateurs de Schrodinger a poten-
tiels matriciels. Ces résultats ont fait 1’objet de 1’article [4] en collaboration avec Mouez
Dimassi et Setsuro Fujiié et seront prouvés dans le chapitre 4.

Tout au long de cette partie, H,, désigne 1’espace des matrices m x m hermitiennes.

2.2.1  Formule de trace semi-classique pour des systemes d’opérateurs h-pseudodifférentiels
microhyperboliques

On considére un opérateur h-pseudodifférentiel auto-adjoint H" := H"(x, hDy) de
symbole hermitien H € S(1 ;R2™, Hon) et soit x € Cgo(]Rzn;]R). Dans ce premier para-
graphe, nous étudions le comportement asymptotique quand h \, 0 de la trace suiv-
ante

tr (XVf(HY)F,'0(t—H"Y)), T€R, (2.2.1)

avec f,0 € CP(R;R) et F;, ' est 'opérateur de Fourier inverse semi-classique défini par
(0.3.2). On étudie (2.2.1) pres d'une énergie fixée 19 € R, i.e. pour f a support dans un
petit voisinage de tp. On désigne par O, I'ensemble des intervalles ouverts centrés en
Ty, i.e.,

Ox, == {lto —n, T +nln > 0}.
La fonction  étant a support compact sur R2™, donc 'opérateur x* est de classe trace

(de norme trace ||x"||e& = O(h™™), voir Théoreme 1.11). Par conséquent (2.2.1) est bien
définie puisque l'opérateur f(H")JF, 19(t — H™) est borné par le théoréme spectral.

Sous une hypothése de microhyperbolicité sur To — H sur le support de x, on établit
un développement asymptotique complet en puissances de h de (2.2.1) lorsque le sup-
port de 0 est assez proche de 0. Ce résultat est une version microlocale du résultat de
Dimassi-Sjostrand [42] (voir aussi Ivrii [70]).

Définition 2.1 (Microhyperbolicité) On dit que H € C®(R?™; Iy, ) est microhyperbolique
en (xo,&0) € R?™ dans la direction T = (Txo, Tey) € R2™ s’il existe des constantes Cy, Cq,Cy >
0 tel que

((T, Vi, e Hix, £))w,w) > Colw|* — Cy[H(x, E)w|?, (2.2.2)

pour tout (x, &) tel que |(x, &) — (xo,&0)| < Ca et w € C™, out (-,-) et (-,-) désignent les
produits scalaires sur R?™ et C™ respectivement, et on utilise la notation

<T/ vx,EH(X/ E)) = <Txor ax>H(Xr &)+ (Tvio/ a£>H(X/ &).
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Théoreme 2.6 [cf. Théoreme 4.2.6] Fixons 1o € R et on suppose que 1o —H(x, &) est microhy-
perbolique en tout point (x, &) € suppx. Il existe I € O, et C > 0 tel que pour f € CF(I;R)
et® € C3(] — %, %[; R) avec 0 égale a 1 pres de 0, on a le développement asymptotique suivant
en puissances de h

tr (xVf(H™)F,'0(t—HY)) ~ (2rth) ™ f(7) Zy]- ()W, h\,0, (2.2.3)
j=0

uniformément pour T € R.

Les coefficients v;(-) sont des fonctions C* en T, indépendantes de f et 0 (et dépendent
de x). lls peuvent étre exprimer explicitement en fonction du symbole de la résolvante
(z—H")~! vue comme un opérateur h-pseudodifférentiel dans la région {z € C; [Jz| >
h8}, § €]0, 1[ (voir Remarque 4.2.7 et Proposition 1.1).

La preuve du Théoreme 2.6 repose essentiellement sur les deux résultats suivants
et le calcul symbolique h-pseudodifférentiel. Dans un premier temps, on étudie la
contribution de (2.2.1) lorsque

supp 6 C M2 <t <k}, &€l0,1], k> 0 fixés.

Sous une hypothése de microhyperbolicité uniforme sur 1o — H, on prouve que cette
contribution est un O(h*) uniformément pour t € IR. Pour I'application a I'étude de la
fonction de décalage spectral, il est important de prouver ce résultat avec un opérateur
h-pseudodifférentiel général A" := A" (x, hDy) de symbole A € S(1;R?™, H,,) au lieu
de x*. On suppose que 6?’X’E)A € L'(R?™), pour tout y € IN?™ ce qui garantit que
l'opérateur A™ est de classe trace de norme trace O(h™™). En particulier, pour tout
f e CF(R;R), AWf(H™) est de classe trace.

Théoréme 2.7 [cf. Théoreme 4.2.3] Soit 0 € CF(] + %,jﬂ[;]R) et k > 0, & €]0,1] fixés.
On suppose qu'il existe T € R®™ tel que to — H(x, &) est uniformément microhyperbolique
par rapport @ (x,&) € R?™ dans la direction T. Alors, il existe I € O, tel que pour tout
fe CP(LR), ona

tr (AVF(HY)F 10 (t—HY)) = O(h™), (2.2.4)

uniformément pour T € Reet e € (W78, k[, avec

0.(t) =0 <t> .
£

La notation 0 € C(] + %, £1[;IR) signifie que le résultat est vrai pour 0 & support
dans ]%, 1[ ou encore dans | — 1, —%[. D’une fagon générale, ce résultat reste valable si
supp 0 C R*. L'hypothéese de microhyperbolicité uniforme signifie que to — H satisfait
(2.2.2) avec Cp, C7 > 0 indépendantes de t¢ et de (x, &) € R2™.

Dans le théoreme suivant, nous montrons que modulo O(h*), seule la restriction de
H pres du support de x contribue dans la formule de trace (2.2.1) lorsque le support
de O est suffisamment proche de 0. En d’autres termes, ce résultat nous dit qu’on peut
modifier H en dehors de supp x, en acceptant une erreur d’ordre O(h*) dans la trace
(2.2.1).
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Théoreme 2.8 [cf. Théoreme 4.2.5] Soient Hp, Hy € S(1;R2™, Hm) tel que Ho = Hy dans
un voisinage de supp X. Il existe Co > 0 assez grand tel que pour © € CF(] — Cio, Cio[; R), on
a

tr (XW [f(H}V)?{]G(T—H}"’)}D = O(h®), (2.2.5)

uniformément pour T € R, oit on utilise la notation [a;] (]) = aj — ap.

2.2.2 Application a la fonction de décalage spectral pour des opérateurs de Schrodinger
a potentiels matriciels

Comme nous l'avons indiqué dans l'introduction, notre application de la formule
de trace présentée dans le paragraphe précédent concerne I'étude de la fonction de
décalage spectral associée aux opérateurs de Schrodinger semi-classiques a potentiels
matriciels sur L2(R™;C™)

Pi(h) i= —h?A® I;m + V(x), Po(h):=—h?A®@ Im + Vs (2.2.6)
ou I, est la matrice identité m x m et V. € C*®(R™;H,,) est un potentiel matriciel
hermitien qui tends vers V, € 3, a l'infini.

On suppose que
Fu>n; [0X(V(x) = Vel = Ou((x)7H71%),  vVa e N™,vx € R™. (2.2.7)

Cette hypothese assure que l'opérateur f(Pi(h)) — f(Po(h)) est de classe trace pour
tout f € CP(R;R). La fonction de décalage spectral sy, (T) associée a (Pq(h), Po(h))
est définie (modulo une constante) comme une distribution par la formule de Lifshits-
Krein

(sn(-), f(-)) 91,2 = —tr (f(P1(R)) = f(Po(h))), Vfe Z(R):=CF(R;R). (2.2.8)
Quitte a effectuer une transformation unitaire, on suppose que
Voo = diag (€1,00, -y €m,c0), AVEC €],00 < €200 < -+ < €m0

L'opérateur Py(h) est auto-adjoint sur L2(R™;C™) de domaine HZ(R™;C™) I'espace
de Sobolev d’ordre 2 des fonctions a valeurs dans C™. Son spectre coincide avec la
demi-droite [ej o, +00[. Puisque la perturbation V — V, est A-compact d’apres (2.2.7),
alors Py(h) admet une unique réalisation auto-adjointe sur L?(R™;C™) de domaine
HZ2(IR™;C™). De plus, par le critere de Weyl, le spectre essentiel de P (h) coincide avec
celui de Po(h). La perturbation V — V, peut créer des valeurs propres discrétes dans
] — 00, e1,0[ et d’autres plongées dans l'intervalle [e o, €m,00] qui est inclus dans le
spectre continu.

Asymptotique dans D'(R)

On commence par étudier le comportement asymptotique de la dérivée s; (-) au sens
des distributions. On rappelle les symboles de Po(h) et P;(h) respectivement,

Po(x, &) i=E2 T+ Vao, P1(x%,&):=E2T +V(x), (x,&) € R®™,
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Soient e7(x) < e2(x) < -+ < em(x) les valeurs propres de V(x), x € R™. Ce sont
des fonctions continues sur R™ comme étant les racines de 1’équation polynomiale a
coefficients C*°

det(V Z ax(x) A" =0, ayx e C®(R™;C).

Théoréme 2.9 [cf. Théoréme 4.2.8] Sous I'hypothese (2.2.7), pour tout f € CF(R;R), il existe
une suite de nombres réels (c;(f));en tel que

(sh(),f(-)) ~ (2mh) ™™ ) ca5(fhY, h\0, (2.2.9)
j=0
avec
- Tn Z J J ) [f(ex,00 +T) — flex(x) +T)}Tn%2 drdx, (2.2.10)

ol Wy, est le volume de la sphere unité S™ 1.

Ce résultat est une conséquence du calcul symbolique h-pseudodifférentiel. Notons
que seule I'hypothése (2.2.7) est requise afin d’obtenir le développement asympto-
tique (2.2.9). Les coefficients c¢;(f) sont nuls pour j impaire car l'application h
27th|™ tr (f(P1(h)) — f(Po(h))) est paire.

Asymptotique faible

Dans le théoreme suivant, sous I’hypothese que Tp ¢ 0(Voo) := {€1,00, -, €m,0) €t
To — p1 est microhyperbolique en tout point de la surface d’énergie X, définie par

m

Too = J{(x &) eR™; £ +¢5(x) =10},

j=1

on établit un développement asymptotique complet en puissances de h pour

(sh(), T O(T— )F()) = —tr ([f(Pj (h))F: "0 (T — P (h))];) ) (2.2.11)

lorsque le support de 0 est suffisamment proche de 0. Ce résultat est une conséquence
du Théoreme 2.6.

Théoréeme 2.10 [cf. Théoreme 4.2.9] Soit 19 € R\ 0(V). On suppose que (2.2.7) est satis-
faite et que To —p1(x, &) est microhyperbolique en tout point (x, &) € Lr,. Il existe I € O, et
une constante Co > 0 (assez grande) tel que pour tout f € CF(I;R) et 0 € CF(] — Cio, Cio[;lR)
avec © égale a 1 prés de 0, on a

<s;1(-),?;1e(r—-)()> (2th)~ Zyz 3, h\,0, (2.2.12)
j=0

uniformément pour T € R. Les coefficients y2;(-) sont des fonctions C* en T, indépendantes
de f et ©. En particulier,

n—2 n—2

- Tn g J —ekoo)y” —(T—ex(x)),? )dX, (2.2.13)

avec T4 := max (T,0).
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En utilisant la définition 2.1, on voit que 1’hypothese de microhyperbolicité sur
To —Pp1 en tout point de X, est équivalente a la condition suivante : pour xo € {x €
R™; ej(x) =70}, j =1,...,m, il existe T; € R™ et C > 0 tel que

1
((T1, VxV(x0))w, w) > E|W\2, Yw € ker(V(xo) —Tolm).

En particulier, si ej(xo) est une valeur propre simple de V(xo), ceci est équivalent a
Vxej(xo) # 0 (voir aussi Remarque 4.2.10).

Asymptotique de type Weyl avec reste optimal

Comme conséquence du Théoréme précédent, on obtient I'asymptotique de Weyl
avec reste optimal suivante sur sy, ().

Théoreme 2.11 [cf. Théoreme 4.2.11] On suppose que le potentiel V satisfait (2.2.7) avec
Voo = 0. Soit To # 0 tel que 1o —p1(x, &) est microhyperbolique en tout point (x, &) € L. 1
existe I € O, tel que

sh(t) = (2th) Mao(t) + O(h™™ 1), h\,0, (2.2.14)

uniformément pour t € 1, avec

ao(T) = % Z J (T?L —(T— ek(x))%)dx. (2.2.15)
k=1 7R"

Asymptotique forte

Notre résultat principal consiste en un développement asymptotique complet en
puissances de h pour la dérivée de la fonction de décalage spectral au sens fort général-
isant le résultat de Robert-Tamura [105] établi dans le cas scalaire m = 1 pres des
énergies non-captives pour 'Hamiltonien classique p7 associé a P1(h) (voir (0.3.10)).
Dans le cas présent d'un potentiel matriciel V € C*®(R™;H,,), la généralisation de
cette condition de non-capture nécessite une discussion adaptée a chaque modeéle de
croisement des valeurs propres considéré. Ce type de discussion a été étudiée dans
[72, 73, 45]. On utilise ici une notion alternative qui est la notion de fonction fuite.

Fixons une énergie 19 > em,0. On suppose qu’il existe une fonction fuite G €
C®(IR?™;R) associée a P1 en Ty, i.e.

3C>0; {p1,GHx, & >C, V(x&) € X, (2.2.16)

au sens des matrices hermitiennes, ot1 {p1, G} est le crochet de Poisson de p; et G défini
par (0.2.4).

Il est bien connu que dans le cas scalaire m = 1, cette hypothese est équivalente a
la condition de non-capture sur 1’énergie 7. En effet, si 19 > 0 est non-captive pour
p1, alors on peut construire une fonction fuite G € C*®(R?™;R) associée a p; en T
(voir par exemple [53]). Inversement, s'il existe G € C®(IR?™;R) satisfaisant (2.2.16)
alors la fonction t — G(dy,, (x,&)), ott ¢, désigne le flot Hamiltonien associé a p1, est
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strictement croissante pour tout (x, &) € L., = p; ' (To) chose qui empéche l’existence
de trajectoires captées a I'énergie To.

Théoreme 2.12 [cf. Théoreme 4.2.13] Soit To > em,c0. Sous les hypotheses (2.2.7) et (2.2.16),
il existe I € O« tel que sy, (-) admet un développement asymptotique complet en puissances de
h donné par

sp(t) ~ (2mh) ™™ ZVZj (Oh, h\/0, (2.2.17)
j=0

uniformément pour t € 1. Les coefficients y;(T) sont donnés par le théoreme 2.10. De plus
(2.2.17) peut étre dériver par rapport a T a n’importe quel ordre.

Notons que nous n’avons introduit aucune condition sur les multiplicités des valeurs
propres du potentiel V. Le développement asymptotique (2.2.17) est valable dés que
I'hypothese (2.2.16) sur 1'existence d’une fonction fuite scalaire associée a py en Tp est
satisfaite. Dans le chapitre 4, on discute cette hypothese dans le cas de la fonction
simple G(x, &) =x-§&, (x, &) € R2™,

Remarque 2.3 L'existence d'une fonction fuite G associée a py en To implique que To —P1
est microhyperbolique en tout point (x,&) € L., dans la direction du champ Hamiltonien
2 = (0:G,—0xG) correspondant a G.

2.2.3 Idées principales des preuves

Dans ce paragraphe, nous expliquons les idées principales et les techniques utilisées
dans nos preuves. Comme nous l’avons indiqué dans l'introduction, nous utilisons
une approche stationnaire basée sur le calcul fonctionnel h-pseudodifférentiel par la
formule de Helffer-Sjostrand (1.3.4). Par cette formule, les différentes quantités qu’on
étudie se ramene essentiellement a I'étude du comportement asymptotique quand h
tend vers 0 d’une intégrale de la forme

I(1,&h) = —% L 3f(2), 10 (T —2)K(z;h)L(dz), TER. (2.2.18)
Ici f est une extension presque analytique de f, i.e. f € C(C) vérifie les propriétés
(1.3.1) et (1.3.2), 0 € CF(1 —1,1[R), ¢ > 0 est une constante qui peut dépendre du
parameétre semi-classique h et K est une fonction a valeurs complexes spécifique pour
chaque preuve (qui est en effet la trace d'un opérateur dépendant de la résolvante)
analytique sur U := UN{z € C; Jz # 0}, ot U est un voisinage de supp f et satisfait
I'estimation suivante® uniformément pour z € U et h assez petit,

K(z;h) = O(h~ ™73z 72). (2.2.19)

Dans la suite, nous verrons que parfois K vérifie une estimation de type
K(zh) = 0(h ™3zl ),

uniformément pour z € U. Comme on travaille toujours dans le support de f qu’on peut choisir dans la
région {z € C; |Jz| < 1}, K vérifie aussi 1'estimation (2.2.19). En d’autre termes, la puissance ici n’a pas
d’importance dans nos estimations dans la suite qui seront de ’ordre h*°.
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Avant d’expliquer les idées principales de chaque preuve, on commence par quelques
remarques générales sur l'intégrale (2.2.18).

La premiere observation importante consiste & voir que la définition de J(t, ¢; h) ne
dépend pas du choix particulier de ’extension presque analytique f de f. Ceci est une
conséquence simple de la formule de Stokes et du fait que la différence f; — f, de deux
extensions presque analytiques f; et f, de f est un O(|Jz|*) (voir Remarque 4.3.1). En
particulier, pour P € C3°(R;R) tel que Y(t) = 1 pour [t| < T et P(t) = 0 pour [t] > 2, si
on définit

Py (z) =P (f) , L>0, (2.2.20)
alors fib| est une extension presque analytique de f et on a
I(t,e;h) = —;J 3 (for) (2)F7, 10 (T—2)K(z; h)L(dz). (2.2.21)
C

L’insertion de 11 avec un bon choix de L dépendant de h est treés utile pour controler
le comportement de F;,'0, (T —z) lorsque h \, 0, qui dépend de support de 6. En
général, pour 0 € CF(] —1,1[;R), on a I'estimation (voir Lemme D.0.3)

& ¢€lJz]

3"]:165(1—2) =0 (‘He R > . (2.2.22)

L'uniformité de nos estimations par rapport a € sera importante dans nos preuves.
Soit M > 0 une constante fixée arbitrairement indépendante de h et on pose

((h) :=hlog (;) , L=L(h):= MC(h).

£

On vérifie que le domaine d’intégration dans (2.2.21) se réduit, modulo O(h*) unifor-
mément pour T € Ret 0 < ¢ < ch™Y, pour tout c > 0 et v € IN fixés, a la région
{z € C; |7z] > 1}, i.e.

1

J(t,e;h) = ——

J d (fun) (Z)gr}:1GS(T—Z)K(Z,‘h)L(dZ).
TTH|32>1}

Ici, on utilise la notation asymptotique Ay, = By lorsque Ap —Bp = O(h*™). Cette
réduction résulte de (2.2.19), (2.2.22) et I'estimation suivante

3 (Fn) () = Ol (@) +0 () @nanan(T): G2

On écrit alors
IJt,e;h) =T (1,6, W)+ (T, ¢ h),

avec

Ji(t,&h) = —:[J 0 (ﬁbL) (z)ff{l 0. (t—2z)K(z; h)L(dz). (2.2.24)
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2.2.3.1 Idées des preuves des résultats sur la formule de trace semi-classique

Dans cette partie nous allons expliquer les idées principales des preuves des Théoremes
2.7, 2.8 et 2.6 respectivement.

Par la formule de Helffer-Sjostrand (1.3.4), la trace de I'opérateur AW f(HW)J; 0, (t—
HW) s’écrit sous la forme (2.2.18) avec

K(z;h) :=tr (AW(Z— HW)*]) .
La preuve de (2.2.4) repose sur I'étude des comportements asymptotiques de J_(T, ¢; h)
et J4 (1, ¢; h) séparément.

On suppose par exemple que supp 0 C3,1[, le cas supp 0 C] — 1, —7[ se traite d’une
fagon similaire. En utilisant (2.2.19), (2.2.23) et l'estimation (voir Lemme D.o.3)

O (e our Jz>0
F 10 (t—z) = <h m) P (2.2.25)
Q) (ﬁeﬁ) pour Jz <0,
on obtient
1
J (t,;,h)=0 <€3h]\24_“_3 log(h)_2>. (2.2.26)

La constante M > 0 étant arbitraire, 1’estimation précédente implique que J_(t,¢;h) =
0, uniformément pour T € Ret € [h1-9, k] tel que dans le théoreme 2.7. En général,
cette estimation reste valable pour ¢ d’ordre polynomial en h.

Le point essentiel réside dans 1’étude de J, (T, ¢; h). En conjuguant les opérateurs H"
et A" par I'opérateur unitaire

Up i e TrTinDy | (R,

ot T = (Tq,T2) € R¥™ est la direction de microhyperbolicité uniforme de 1o —H, on
construit la fonction
Ki(z; h) :=tr (A{"(z— H{V)q)

avec
HY .= U HVU; T = HY(x + tTq, hDy + tT2)

et
AV = WAYU; T = AW (x4 tTy, hDy + tTo).

Par la cyclicité de la trace, K¢ coincide avec K pour t réel. En passant par des extensions
presque analytiques de H et A, on 1’étend pour des valeurs complexes de t en une
fonction K¢ définie sur {z € C; [Jz| > Co|Jt[}, avec Cp > 0 une constante indépendante
de M, h et €. De plus, K¢(z; h) satisfait 'estimation

Ke(zh) = 0(h ™z ),
uniformément pour [Jz| > Co|Jt|. Pour to € C fixé avec Tty = CLO = NECC(;” , on montre
que

Eto (z;h) =K(z;h) (2.2.27)
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uniformément dans la région {Jz > L} et ¢ € [h1—9, k[. Cette égalité nous permet de
remplacer, modulo O(h*), K par K¢, dans I’expression de I (7, ¢; h) pour avoir
1

Ji(t,e;h) = ——

J d (Y1) (2)F7, 10 (1— 2)Ky, (2 h)L(d2). (2.2.28)
T N3z>1}

L’hypothese de microhyperbolicité uniforme sur 1o — H, nous permet d’étendre la fonc-
tion z — Ky, (zh) analytiquement a la région {Jz > —cL}, pour une constante fixée
¢ > 0. On utilise I'inégalité de Garding semi-classique (Théoreme 1.5) pour prouver
cette extension analytique. Par conséquent, par le théoreme de Cauchy, le domaine
d’intégration dans (2.2.28) peut étre remplacer par {Jz < —cL} et par les mémes argu-
ments qui ont mené a (2.2.26), on obtient

1
Ji(t,eh) = o(s3h“z““—3 log(h)_2>.
Ainsi I (1,¢;h) = 0, uniformément pour T € R et ¢ € [(h!'=2, k[ et on déduit (2.2.4).
Ceci acheve la preuve du Théoreme 2.7.

Remarque 2.4 Si on suppose qu'il existe un voisinage U de supp f tel que la fonction U N
{3z > 0} 2 z — K(z;h) s’étend en une fonction ﬁ(z; h) holomorphe sur Un(h) := UN
{3z > —N((h)}, pour tout N € IN, et satisfait une estimation de type lZ(z; h) = O(h—dm)
sur cette région, ott d(n) dépend uniquement de la dimension, alors il sera clair de la preuve
du Théoreme 2.7 que (2.2.4) reste valable pour ¢ € [k, h™Y[, pour tout < > Oet v € N
fixés. Dans notre application a I'étude de la fonction de décalage spectral, sous I'hypotheése
(2.2.16) d’existence d’une fonction fuite scalaire associée a py en To, nous allons montrer que
les conditions précédentes sur K sont satisfaites par la représentation oy, de la dérivée de la SSF
définie dans (2.2.31) et ainsi montrer que la contribution de (2.2.11) pour supp 6 C {k < [t| <
h™}, est un O(h*). Ce résultat sera crucial pour la preuve du développement asymptotique
au sens fort (2.2.17) de la dérivée de la SSF.

Concernant le théoreme 2.8, on fixe Cyp > 0 indépendant de h et par la formule de
Helffer-Sjostrand, on écrit la trace de 'opérateur x*" [f (H].W)S'"{] 0 X (t— Hj“’)](]) sous la
0

forme (2.2.18) avec ¢ = Ci et
0

1

K(z;h) :=tr (xw [(z— H}"’)_1]0) =tr (x"(z— HY) " HHY —H ) (z—HE) ).
En utilisant le fait que dist (supp x, supp (H1 —Hp)) > 0, on prouve par des estimations

de la résolvante pondérée par des poids exponentielles,

b
K(Z,h) =0 ( ]_2 )/

uniformément pour [Jz| > L, avec C > 0 une constante indépendante de h, M et €. En
combinant cette estimation avec le fait que J, 19, (t—2) = O(h2M-T) sur le support
de 1y, et en choisissant Cy assez grand, on obtient (2.2.5).

Le théoreme 2.6 est une conséquence des Théorémes 2.7, 2.8 et le calcul symbolique
h-pseudodifférentiel. Quitte a effectuer une partition de 1'unité, on peut supposer sans
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perte de généralité que x est a support dans un petit voisinage d"un point fixé (xo, &) €
R?™. Comme d’apres le théoreme 2.8, la trace de l'opérateur x™f(H™)JF} T9(t— HW)
ne dépend, modulo O(h*), que des valeurs de H pres du support de x lorsque 6 est a
support suffisamment proche de 0, alors en choisissant le support de x assez proche de
(x0,&0) et en utilisant le théoreme C.0.1 qui assure qu'une fonction microhyperbolique
prés d’un point (xo, &) € R?™ peut étre étendue en une fonction uniformément mi-
crohyperbolique sur tout R?™, on peut supposer qu'il existe I € O, tel que T— H est
uniformément microhyperbolique par rapport a T € I et (x, &) € R*™. (Nous sommes
donc dans I'hypothese du Théoreme 2.7).

On fixe € = h!'=%0 avec 4 €]0, %[. En représentant la différence 0 — 6 comme somme
finie de fonctions de types 8. comme dans le théoréme 2.7, ot ¢ peut prendre des
valeurs dans [E, k[, k > 0, on obtient

tr (xVf(HY)F 10t — HY)) = tr (xVf(HY) T, '0: (t— HY)),

uniformément pour T € R. Cette réduction nous permet d’utiliser le calcul symbol-
ique h-pseudodifférentiel et ainsi le développement asymptotique (2.2.3) découle du
Théoreme 1.11 sur la trace d'un opérateur h-pseudodifférentiel. En effet, comme dans
les paragraphes précédents, par la formule de Helffer-Sjostrand, le terme de droite de
I’équation précédente s’écrit sous la forme (2.2.18) avec K(z; h) := tr (Xw(z— Hw)~! ),
ie.,
tr (xVf(H™)F, ' 0(t—HY)) = —% L ¥M(2)F, 0z (t—2)tr (x™(z—H™)" ") L(dz).

Par des arguments similaires a ceux utilisés dans les paragraphes précédents, on vérifie
que la restriction de I'intégrale ci-dessus a la région {|Jz| < h%0} est un O(h™) et on se
ramene donc a la région {|Jz| > h%0} ot la résolvante (z—HW)~! est un opérateur
h-pseudodifférentiel de symbole principal (z—H(x, &))" (voir Proposition 1.1).

2.2.3.2 Idées des preuves des résultats sur la fonction de décalage spectral

Dans ce paragraphe, nous exposons les idées principales des preuves des résultats
concernant notre application a 1'étude de la fonction de décalage spectral associée
aux opérateurs de Schrodinger matriciels (Py(h),Po(h)) définis par (2.2.6). Comme
dans le paragraphe précédent, le point de départ consiste a représenter (s{ (-), f(-)) et
(s1.(-), &"}:1 Oe(T—-)f(-)), f,0 € CF(R;R), sous la forme (2.2.18) a I'aide de la formule de
Helffer-Sjostrand. En combinant cette formule avec la formule de Lifshits-Krein (2.2.8),
on obtient

(sn(), f(-)) = ;{J of(z)K(z; h)L(dz), (2.2.29)
C
—(sp (), T ' 0c(T— () =I(T, &5 h), (2.2.30)
avec
K(zh) = on(z) == (z— 20)9tr ([(Pj(h) — 20) 9 (z— Pj(h) "] ;) (2.2.31)
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ou q € N assez grand (q > 5) et zo € R\ o(Pq(h)) Uo(Po(h)). On rappelle qu'on
utilise la notation [a;] (1) = aj —ag.

Une conséquence simple de (2.2.29) et la formule de Green est la représentation
suivante de la dérivée de la fonction de décalage spectral au sens des distributions que
nous allons utiliser dans la preuve du Théoreme 2.12 (cf. Lemme 4.4.4)

(st,(-), f(:)) = 1 limJ f(t)Jon(t+1is)dtr, Vfe CF(R;R), (2.2.32)
R

ol Joy, désigne la partie imaginaire de oy,.

Le théoreme 2.9 est classique et est une conséquence du calcul symbolique h-pseudo-
différentiel, en utilisant des arguments similaires a ceux exposés dans la section précé-
dente.

La preuve du Théoréme 2.10 est similaire a celle du Théoreme 2.6 et repose sur
I'étude du comportement asymptotique quand h , 0 du membre de droite dans
(2.2.30). La différence principale réside dans le fait que la surface d’énergie ¥, n’est
pas un compact de R?™, elle I'est seulement par rapport a &, i.e. L, = L, N{|€] < Ro},
pour Rp > 0 assez grand. On 1’écrit sous la forme

Zrp = (Zag NIXI S R U (2 N{IXI > Ra)) =I5 Ry U 2o Ry,
ol Ry > 0 est une constante assez grande tel que

inf lej(x) —7Tol >0, Vje{l,.,m} (2.2.33)
|X|>R]

Ceci est possible car lim|y|_, o, €j(X) = €j,00 €t To & {€1,00,* " , €m,00}- Sur le compact
L3R, on applique le théoreme 2.6. D’autre part, en utilisant le fait que 0 ¢ 7t¢ (L, r,),
gt (x, &) = &, (d’apres (2.2.33)) et le théoreme C.0.1, on peut construire un recou-
vrement Uf’(:1 Ox D Xq,r, et des symboles p1,1,...,P1,¢, tel que py x coincide avec pg
sur Oy et To — Pk est uniformément microhyperbolique sur R?™ dans une certaine
direction, pour tout k € {1,..., {}. Cette construction nous permet de procéder comme
dans la preuve du Théoreme 2.6.

Concernant le théoreme 2.11, contrairement a la fonction de comptage des valeurs
propres, 'application T — sy (T) n’est pas monotone (au sens des distributions). Afin
d’utiliser les arguments tauberiens classiques permettant de prouver 'asymptotique
de Weyl (2.2.14) en utilisant le développement asymptotique (2.2.12), on exploite une
idée de Robert [107] qui consiste a écrire sy (T) comme la différence sj 1 (T) — s2,n(T)
de deux distributions monotones s; (1), j = 1,2. Pour cela, nous avons besoin de
supposer que Vo, est un multiple scalaire de I'identité I,.

Terminons a présent par les idées de la preuve de notre résultat principal, le théoreme
2.12. La preuve se décompose essentiellement en deux étapes importantes. Dans la pre-
miére étape, sous ’hypothése (2.2.16) d’existence d"une fonction fuite G € C*®°(R*™; R)
associée a p1 en Tp, on prouve en utilisant la méthode de distortion analytique qu’il
existe I € O, tel que pour tout M > 0, la fonction

{zeC,Rzel, Jz>0}>z+ on(z)
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s’étend analytiquement dans la région
1
'm = {z eC,Rzel Jz>—-M(h) = —Mhlog(h)} .

De plus, on a l'estimation suivante sur sa dérivée,
0:0n(z) =0(h "¢(h)7?),

uniformément pour z € 'yt et h assez petit. De ce résultat, on déduit deux con-
séquences importantes. Premiérement, comme conséquence de l'estimation précédente
et la représentation (2.2.32), on obtient

sp(t) =0(h "¢ (h)2), (2.2.34)

uniformément pour T € I et h assez petit. Ensuite, comme nous 1’avons expliqué dans
la remarque 2.4, on déduit que la contribution de (2.2.11) pour supp 6 C {k < [t| < h™Y},
est un O(h*). Plus explicitement, pour 0 € C3°(] £ %,i1 [R)etee€lk,h V[, avec k >0
et v € N fixés, on a

(sh(), T, 10 (T —)f(-))

0. (2.2.35)

Dans la deuxieme étape qui est 1’étape finale, en utilisant les résultats précédents, on
montre que le développement asymptotique (2.2.17) découle de 1'asymptotique faible
(2.2.12). En effet, soit 0 € C3°(R;R) a support suffisament proche de 0 et égale a 1 pres
de 0. La différence 6 — 0, (v € IN fixé) peut étre représenter comme somme finie de
fonctions de type 0. satisfaisant (2.2.35) et on obtient

(s1(-), 37, 18(T— () = (s3,(), T, O (T —)F()).

Le membre de droite de 1'équation précédente s’écrit par la formule de Taylor et
I’estimation (2.2.34) sous la forme

(st (), T O (T— () = s ()f(T) + O(RY T (h)72).

Par conséquent le développement asymptotique (2.2.17) découle de I'asymptotique
faible (2.2.12) en prenant f = 1 pres de 1o. On rappelle que v est arbitraire. Ceci
termine la preuve du Théoréme 2.12.
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Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait 1’objet de l’article [3].
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3.1 Introduction

Let HY(x, hDy; h) be a self-adjoint quantum Hamiltonian in L2(R™;C™) associated
to a m x m hermitian matrix-valued semiclassical symbol

H(x, &h) ~ ) WH;(x, &) in S(g;R*™, M (C)),

j=0

for some order function g > 1. In this chapter, we study the semiclassical time evolu-
tion of a bounded quantum observable Q" (x, hDy;h) € £(L?(R™;C™)) with matrix-
valued semiclassical symbol Q(x, &;h) ~ Zj>0 h Qj(x, &) in S(1;R2™, M (C)), in the
Heisenberg picture given by

Q(t) = en " (RDGRIQW (5 {D ;h)e R OGRDG) g e R,
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We are interested in the semiclassical approximation of Q(t) in terms of h-pseudodiffe-
rential operators and its validity for large times of Ehrenfest type |t| < Clog(h™').

As recalled in the previous chapter, in the scalar case, under suitables growth as-
sumptions on H, the semiclassical Egorov theorem (see Theorem 2.1) provides a semi-
classical approximation for Q(t) in terms of h-pseudodifferential operators relating the
quantum evolution to its classical counterpart. The validity of this approximation for
large times of order log(h™') has been proved in [17] where a uniform exponential
estimate on the remainder term at any order in the asymptotic expansion of Q(t) was
established (see Theorem 2.2).

Matrix-valued version for Egorov’s theorem has been discussed several times in the
literature ([31, 95, 18, 14, 15, 70]). Brummelhuis and Nourrigat [18] (see also [14, 70])
have studied the particular case of matrix-valued Hamiltonian with scalar principal
symbol and they proved an Egorov theorem valid for finite times. This result has been
extended to the general case by Bolte and Glaser [15] under a non-crossing assump-
tion on the eigenvalues of the principal symbol Hy (see assumption (A1) in the next
section). However, their result is again only valid for finite times. Here we require the
same assumptions as in [15] and we are mainly concerned with the validity of the
semiclassical approximation for large times of order log(h~).

Organization of the chapter

We shall study two cases. Firstly, we consider the particular case of Hamiltonian
with scalar principal symbol, i.e. Hp is of the form

Ho(x, &) = A(x, &)lm, with A € C®(R*™;R).

This case is different from the scalar one since as we shall see the matrix-valued
sub-principal symbol H; plays an important role. In the first step, we construct an
asymptotic expansion in powers of h for Q(t) by solving recursively the correspond-
ing Heisenberg equation of motion. Then, since we are interested in the validity of the
semiclassical approximation for large times, we give uniform estimates on the deriva-
tives of the constructed symbols (Proposition 3.3.2). Relying on these estimates and
using a result of Bouzouina-Robert [17] which consists in an accurate estimate on the
remainder term in the composition formula of h-pseudodifferential operators (see Ap-
pendix A), we prove a uniform (in time) exponential estimate on the remainder term
at any order in the asymptotic expansion of Q(t) (Theorem 3.2.5). This estimate en-
sures the validity of the semiclassical approximation for large times of order log(h~')
(Corollary 3.2.2). These results will be stated in subsection 3.2.1 and proved in section
33

Next, we consider the general case of matrix-valued principal symbol satisfying the
non-crossing assumption : Hp admits { € {1, ..., m} distincts eigenvalues with constant
multiplicities in R?™ separated according to the gap condition (3.2.8). This assump-
tion ensures the existence of the semiclassical projections associated to H" (x, hDy; h).
More precisely, it allows us to decompose L?(IR™; C™) into a sum of { almost invariant
subspaces of order h*™ with respect to the time evolution generated by H" (x, hD; h)
(Theorem 3.2.4). For a class of observables Q that are "semiclassically" block-diagonal
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with respect to the projections into these almost invariant subspaces, we reduce the
study of Q(t) to that of a family of Heisenberg operators (Q+(t)); <, <, satisfying nice
properties in relation with these projections. The main property of this reduction lies in
the fact that it is uniform modulo O(h*) up to times of order h=* for all k € IN, which
in particular cover Ehrenfest type times. Using the symbolic calculus, we construct
an asymptotic expansion in powers of h for each Q- (t) by solving the corresponding
Heisenberg equation. This leads to an asymptotic expansion in powers of h for Q(t). As
in the previous case, relying on uniform estimates on the derivatives of the constructed
symbols, and using the method of [17], we prove a uniform exponential estimate on
the remainder term at any order in the asymptotic expansion of Q(t) ensuring the
validity of the semiclassical approximation for large times of order log(h~') (Theorem
3.2.5 and Corollary 3.2.6). These results are stated in subsection 3.2.2 and proved in
section 3.4.

Notations

Let us fix some notations that we shall use throughout this chapter. For a smooth
matrix-valued function A € C*®(R?"; M, (C)), we introduce the notation

AEE%(X, &) = aEaQA(x, £), Vo, pecN™

In this chapter, three types of commutators appear : for P, Q two matrix-valued func-
tions in some suitable class of symbols, [P, Q] = PQ — QP is the usual matrix commu-
tator. We use the same notation for the standard operators commutator [P, Q"] :=
PYQW — Q"P™. Finally, the symbol of [P", Q"] will be denoted [P, Qly := P#Q — Q#P
and called the Moyal commutator of P and Q.

The following notion of Moyal bracket will play an important role throughout this
chapter. See Appendix A for more details.

Definition 3.1.1 (Moyal bracket) For P and Q two matrix-valued symbols in suitable classes
of symbols, the Moyal bracket of P, Q denoted {P, Q}* is defined as the Weyl symbol of the oper-
ator L[PY, Q™. In the following, when {P, Q}* admits an asymptotic expansion in powers of
h, the j-th term, i.e. the coefficient of W, will be denoted {P, Q}]f‘,

We recall that our convention for the Poisson bracket of matrix-valued functions A, B €
C®(R?™; M, (C)) is
{A,B}:=0:A-0xB—0xA-0¢B.

Notice that in general {A, B} # —{B, A} (see (1.2.5)). Finally, in what follows g : R*™ —
[1, +o00o[ denotes an order function.
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3.2 Assumptions and statements of the main results

Let H(x, &, h) ~ ijo h Hj(x, &) in S(g) be a m x m semiclassical Hamiltonian. To
simplify the presentation and without any loss of generality, we suppose that H(x, &, h) =
Ho(x, &) + hH1(x, £). We assume that

(Ao). Hp and H; are hermitian-valued and (Ho + 1) is elliptic, i.e. there exists a
constant C > 0 such that

Ho(x, &) +1] > Cg(x,&), V(xE) € R*™
Under this assumption, for h small enough, H" := HY(x,hDy;h) is essentially
self-adjoint in L?(R™;C™) with domain (H" +1)~'L?(R™;C™)(see Theorem 1.8). By
Stone’s theorem (see e.g. [91, p. 74]), the corresponding Schrédinger equation (0.2.5)
generates a one parameter group of unitary operators Uy (t) := e~ # "™ defined for all

teR.

Let Q(x, & h) ~ Zj>o h Qj(x, &) in S(1) be a m x m semiclassical observable and we
consider the time evolution of Q" (x, hD;h) in the Heisenberg picture given by

Q(t) :== Un(—t)Q™(x, hDyx; R)Un(t), teR.

By the Calderén-Vaillancourt theorem (Theorem 1.3), Q" (x,hDy;h) is bounded on
L2(R™;C™) and then Q(t) is uniformly bounded on L2(R™;C™) with respect tot € R.
Moreover, Q(t) satisfies the following Heisenberg equation of motion

SQM) = L[ D), Q] Qt)jo = Q¥ (6 WD) (3:21)

The first step in the semiclassical approximation of Q(t) consists in the construction
of an asymptotic expansion in powers of h for Q(t) by solving the following Cauchy
problems arising from (3.2.1) if one assumes that Q(t) admits a Weyl symbol q(t) ~

2i>0 hg;(t)

d
—q;(t) = {H,qt)}
) { Sait) = (Halv) 22
gt = Qj.
For j = 0, the factor h™! forces us to ensure the following commutativity property
[Ho,qo(t)] =0, VteR, (3-2.3)

which for t = 0 is equivalent to a block-diagonal form of Qo with respect to the
eigenprojectors of Hp. However, if one restricts to such observable, nothing ensures
that this block-diagonal form will be respected by the time evolution.

3.2.1  Hamiltonian with scalar principal symbol

We begin with a particular but an important case where the principal symbol Hy is
a scalar multiple of the identity, that is

(A1'). Ho(x, &) = A(x, &)1, for a scalar real-valued symbol A.

This case allows us to understand the contribution of the sub-principal symbol H; in
the time evolution. It will be clear from Theorem 3.2.1 below that this case is different
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from the scalar one studied by Bouzouina-Robert [17]. In particular, this case cannot
be deduced from the results of [17].

We assume that

(A2’). Forally e N*™ and j € {0, 1},

aY

Loty € LX(R?™M),  for |yl+j > 2.

Let ¢} be the Hamiltonian flow generated by A. Under the above assumption, the cor-
responding vector field 23 := (0zA, —0xA) grows at most linearly at infinity. Therefore
a trajectory ¢ (x, &) cannot blow up at finite times so that, for all (x, &) € R2™, dL(x, &)
exists for all t € R.

Put
M= H]VEQ&)MX/ E’)HLOO(]RZTL)/ (3.2.4)

where Vgi)«i))‘ is the Hessian matrix of A and ] is the (2n x 2n) matrix associated to the

canonical symplectic form on R2™ (see (0.2.1)).

Theorem 3.2.1 Assume (Ao), (A1’) and (A2’), and let Q € Sy:(1). There exists a sequence of
m x m matrix-valued h-pseudodifferential operators ((qj (t))™(x, hDX))].> o Such that for all
N € IN, there exists Cy > O such that for all t € R, the following estimate holds

< CNhN Tl exp (AN +8,)TIt), (3.2.5)

L(L2(RMC™))

N
HQ(t) — Y N(qj(1))"™(x,hDy)
j=0

where 5y, is an integer depending only on the dimension n. The symbols q;(t), j > 0, are defined
by the general formula (3.3.6) and satisfy the estimates (3.3.10) and (3.3.11). In particular, the
principal symbol qo(t) is given by

Qo(t, %, &) =T (1, %, &) Qo (dL (%, E))T(t,x, &), teR,(x&) € R™™,

where T is the unitary m x m matrix-valued function solution of the system

%T(t,x, &) = —iH; ((b}\(x, E))T(t,x, &), T(0,x,&) =In. (3.2.6)

As a consequence of estimate (3.2.5), we get the following corollary about the Ehren-
fest time for the validity of the semiclassical approximation.

Corollary 3.2.2 Under the assumptions of Theorem 3.2.1, for all N > 1, there exists Cn > 0
such that for every € > 0, we have

N

HQ(t) — ) NW(q;(t))"(x, hDy)

j=0

< CNhENFTR S on, (3.2.7)

L(L2(RMC™))

(1—¢)

-1
ar log(h™").

uniformly for |t| <

Remark 3.2.3 (i) The upper bound T is used to control the exponential growth of the flow
¢} at infinity (see Lemma 3.3.4).
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(ii) The constant by, is related to the universal constant in the Calderon-Vaillancourt Theorem
(Theorem 1.3). See the end of the proof of Theorem 3.2.1.

(iii) Notice that for m > 2, our estimate on the remainder term (3.2.5) is different from the
one proved in the scalar case (see Theorem 2.2) where the arqument in the exponential
term was 2N + 8/, with &}, a universal constant. In particular, the constant 417 in the
Ehrenfest time up to which the semiclassical approximation remains valid is half of the
one proved in the scalar case. This is due to the matrix structure of the sub-principal
symbol Hy (see Remark 3.3.8 for more details).

3.2.2 General case

Now we drop the assumption (A1’). We assume that

(A1). There exists £ € {1,...,m} and r1,...,7¢ € IN* with 11 +--- + 1 = m such that
Ho(x, &) admits exactly ¢ distinct eigenvalues A1 (x, &) < --- < Ag(x, &) with constant
multiplicities on R?™ given by 11, ..., ¢ respectively, satisfying : there exists a constant
p>0suchthatforall 1 < pu#v<{,

Ap(x, &) = Av(x, &) = pg(x, &), for [x|+[E =c > 0. (3.2.8)

(A2). For all y € N?™ and j € {0, 1},
ol e Hj € LX(R?™),  for |y|+j>1.

For v € {1,..,4}, let Py o(x, &) be the eigenprojector associated to the eigenvalue
Av(x,&). The assumption (A1) ensures that the functions (x, &) — Ay (x, &) and (x, &) —
Py o(x, &) are smooth in R%™. Moreover, in Lemma 3.4.1, we show that forall 1 < v < ¢,
Pyvo € S(1; R2™, M (C)) and under assumption (Az), we have

O ) \v € LX(R?™M),  Vy e N2™\{0}. (3.2.9)
In particular, Ay € S(g; R2", R).

As explained in Chapter 2, the starting point in our study is the construction of the
semiclassical projections associated to H" (x, hDy; h).

Theorem 3.2.4 (Semiclassical projections) Under assumptions (A1) and (Az), for every
1 < v <, there exists a semiclassical symbol P (x, &; h) ~ ZDO hJ Py ;(x, &) in S(1) (unique
modulo S—°(1)) such that

PYPY =PY = (PY)", (3.2.10)
and modulo O(h®) in L(L%(R™;C™)), we have

[Py, HY] =0, (3.2.11)
PUPY =PYPY =0, VI<u#v<y, (3.2.12)
¢
Z Py = idyz(rocm). (3.2.13)
v=1

In particular, the principal symbol P ¢ is the eigenprojector associated to the eigenvalue A .
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The operators Py = PY'(x,hDy;h), T < v < {, are called semiclassical projections
associated to H"(x, hDy; h).

As indicated in [15, Proposition 3.2] (see also Proposition 3.5.1), to construct a com-
plete asymptotic expansion in powers of h for Q(t), some restrictions on the initial
observable Q are necessary. We introduce the class 2(1) of matrix-valued semiclassi-
cal observables Q € Ss.(1) that are "semiclassically" block-diagonal with respect to the
semiclassical projections (P )1<v<y, ie.,

¢
2(1) = {QGSSC(U; Q~ ) P.#Q#P, in sm}.

v=1

In particular, using formula (A.0.7), one sees that if Q € 2(1) then its principal symbol
Qo is block-diagonal with respect to the eigenprojectors P o, i.e.,

4

Qo(x,&) = ) Pvo(x,E)Qo(x, E)Pvo(x, &), V(x &) € R*™
v=1

Let ¢f, be the Hamiltonian flow generated by the eigenvalue Ay, 1 < v < {. Thanks
to (3.2.9), forall 1 < v <, d%(x, &) exists globally on R, for all (x, &) € ]RZ“
Put
2
Py = IV A0 E)llm(eny,  Tmax = max Ty, (3:2:14)

where V 7\ denotes the Hessian matrix of Ay, 1 < v < L.

Our main result is the following :

Theorem 3.2.5 Assume (Ao), (A1) and (A2), and let Q € 2(1). There exists a sequence
((q]- ()™ (x, hDX))].> o of m x m matrix-valued h-pseudodifferential operators such that for
all N € IN, there exists Cy > 0 such that for all t € R, the following estimate holds

< CNhN+1 exp ((4N + Sn)rmaxm) ’

HQ Zh] q;(t))" (x, hDy)

L(L2(R™,C™))
(3.2.15)

where &y, is an integer depending only on the dimension n. The symbols q;(t,x, &) are defined
fort e Rand (x,¢&) € R2™ by

(%, &) qu)txé j =0,

where (qv;(t,%x,&))j>0 are given by formulas (3.4.52), (3.4.74) and satisfy the estimates
(3.4.76) and (3.4.77). In particular, the principal symbol qo(t) is given by

¢

ot x, &) = D T, (t,%,)(Py,0Q0Pv,0) (b3 (x, £) Ty (t, X, &), (3-2.16)

v=1

where Ty, is the unitary m x m matrix-valued function solution of the system
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d -
aT‘V (t/ X/ (t—v) - _iHVJ (cbf/ (X/ ((—v))T'V (t/ X/ (Z—v) T‘V(O/ X/ é) = ITTL (3'2‘17)

Here Hy, 1 is the m x m hermitian-valued function defined by

1

5PV {Pv,0,Ho}Pv,0 = [Pv,0,{Av, Pv,0}] +Pv,0H1Py0. (3-2.18)

Hy 1=
v,1 ]

As a consequence we get the following corollary.

Corollary 3.2.6 Under the assumptions of Theorem 3.2.5, for all N > 1 there exists Cn > 0
such that for all ¢ > 0, we have

N
HQ(t) — 3 W(qgj(t))"(x,hDx) < CNRENFTR T B (3.2.19)
j=0 £(L2(R™C™))
uniformly for [t < U— log(h=1),
4rmax

If we only look for the principal symbol of Q(t), the assumption Q € 2(1) can be
relaxed and we have the following result.

Corollary 3.2.7 Let H be a semiclassical Hamiltonian satisfying the assumptions of Theorem
3.2.5 and let Q € Sqc(1). We assume that

Qo(x,&) =Y Pyol(x,E)Q(x,E)Pyo(x, &)

v=1

for some Q € S(1). There exists C > 0 such that for all t € R, the following estimate holds

HQ(t) —(qo(t))™ (x, hDx)

< Chexp (Snrmax|t|)/
L(L2(R™C™))

where qo(t) is given by (3.2.16).

3.3 Hamiltonian with scalar principal symbol

In this section, we study the particular case where the principal symbol Hy is a scalar
multiple of the identity in My, (C). The proof of Theorem 3.2.1 relies essentially on the
following steps. In the next paragraph, using assumption (A1"), we construct a formal
asymptotic expansion in powers of h for Q(t) by solving the Cauchy problems (%j);j>o
(see (3.2.2)). The constructed matrix-valued functions (qj(t,x,&))j>o0 are defined by
the general formula (3.3.6). Since we are interested in the semiclassical approximation
for Q(t) up to times of Ehrenfest type, we give in Proposition 3.3.2 uniform (in time)
estimates on the derivatives with respect to (x, £) of the symbols (q;(t,x, &))j>0. Then,
using these estimates, we prove (3.2.5) by following the method of Bouzouina-Robert

[17].
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3.3.1 Formal asymptotic expansion

Let H(x, & h) = Ho(x, &) + hHi(x, &) be a semiclassical Hamiltonian and suppose
that Ho satisfies (A1"). According to this assumption, the principal symbol of [H, q(t)]4
given by the commutator [Ho, qo(t)] vanishes for all t € R. Consequently, using the
rule of asymptotic expansion of the product of symbols (formula (A.0.2)), the symbol
%[H, q(t)l# can be expended in a power series of h (see formula (A.0.8)) and then the
Cauchy problems (%j);j>0 become

d q
a+
dt |l 1B p=+1

(¢5)
q] (t)‘t:() = Q)/
(3.3.1)
i(—1)IBl
(2i) e+ IRl 13 1

Thanks to assumption (A1’) again, for p = j + 1, the right hand side of (3.3.1) is
equal to i[Ho, gj1(t)] which vanishes for all t € R. Then, (%}) can be rewritten in the
following form

with y(«, B) :=

dﬁ Y —
M= > v(oc,fs)<Hk§§§qp(t)§‘g§ — (=1l 'B'qp(t)gngggg)
loc|+[Bl+k+p=j+1
0<p<

={A, qj(t)} +i[H, q;(t)] + B;(t) (3-3-2)

where for j > 0,

Bj(t,x, &) = > woc,rS)(Hkﬁiﬁqp(t)Eg—(—1)'“'—'ﬁ'qp(t)ggﬁHKE§§>(x,z,),

|+ B+ k+p=j+1
0<p<j—1

(3-3:3)
with the convention By (t,x, &) = 0 since the sum is empty.

Before giving the solution of (3.3.2), let us make the following remark concerning
the case where the sub-principal symbol H; is also scalar-valued.

Remark 3.3.1 Suppose that Hy is a scalar real-valued symbol. Then, [H1, q;(t)] vanishes and
one can easily verify that equation (3.3.2) is equivalent to the following one

d

a(qi(wﬂxf ED) =Bj(t by (x,8), j=0,

where Bj can be rewritten in the simpler form

(=1 — (=1l
2

Bj(tx, &) = (20« Bl 1B 1

(&) e B)ap (V{5 8)) - (3.3.4)

|+ Bl+k+p=j+1
o0<p<i—1

(1) = > woc,m(HkEiiqp(t)Egﬁ—(—1)“qu(t)§g§Hk§§§)
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Consequently, the solutions d; s,(t), j > 0, are given by

t
G 5ca(t, %, &) = qj5ca (0, PX(x, E)) +JO Bi(s, oL *(x,&))ds, teR, (xE) €R™ (3.3.5)

Here the index "sca” precise that we are in the case where Ho and Hy are scalar-valued. In
particular, the principal and sub-principal symbols are given by

qO,SCﬂ(t/ X/ (t—v) — QO o q);c\(x/ Ev)/
and

t
Q1 scalt, %, £) = Q1 (06, E) +JO [H1, Qo(d3)} 0 L (x, &) ds.

Solutions of (6} );

Turn now to the resolution of (3.3.2). The Cauchy problem (3.3.2) is a particular case
of the general Cauchy problem (B.o.1) studied in the appendix B. Applying the results
of this appendix with A = A, A = H; and B(t) = Bj(t), we get the solution of (3.3.2)
forall j > 0,

q5(t,x, &) =T~ (t,x, &) <Q]- (dr(x, &)

t
+ JO T 1 (=5, 0506, 8))Bj (s, &5 *(x, E)T(—s,dX(x,£) ds)””’ &)
(3-3-6)

defined for all t € R and (x, &) € R2™, where T and T~ are the unitary m x m matrix-
valued functions solutions of the following systems

%T(t,x,i) = i (%, )T E), T(0,%E) =L, (3:37)
%T_1 (t,%, &) =iT ' (t,x, E)Hi (dX(x, &), T (0%, &) = Im. (3.3.8)

In particular, the principal symbol qo(t) is given by

qQo(t, %, &) =T (t, %, E)Qo(di(x, E))T(t,x, &), VteR,(x,&) € R*™. (3.3.9)

3.3.2 Uniform estimates

Let I' be the upper bound defined by (3.2.4).

Proposition 3.3.2 Assume (A2’). For all v € N?™ and all j > 0, there exists C,; > 0 such
that for all t € R and all (x, &) € R2™, we have

107, £)d0(t,x, &) || < Cy0exp (VITIH), (3.3.10)
and forj > 1,

Ha(yxla)qj (t,x, E,)H < Cy5exp ((2lyl+4j —3)TItl). (3.3.11)



3.3 HAMILTONIAN WITH SCALAR PRINCIPAL SYMBOL

To prove this proposition we need to recall the multivariate Fad Di Bruno formula
used for computing arbitrary partial derivatives of a function composition. In the fol-
lowing, this formula will be used wherever we have to estimate the derivatives of
observables moving along the Hamiltonian flow. In the literature, one can found sev-
eral forms to this formula (see for instance [83, 30]). As in [17], we use the following
one :

Lemma 3.3.3 Let F = (Fij)1<ij<m : R?™ = M (C) and G = (Gy, ..., G2n) : R2™ — R2™
be smooth functions. For all y € INZ™, we have

Y, ¢, (FoG) = <a(vxra) (Fij o G)>

1<i,j<m
where
a?/x,é) (Fii © G> = Z (a&a)Fii) 0G. Ayp(G), (3-3.12)
BeNZn
B#0,B<y
with

1 (005,)GI\™ (00 Gan\ N2
\A Z H 1’1'<m> cee (M) . (3.3-13)

o =P x€IN2"\{0}
Z(xodn\ =y

We refer to [30, Theorem 2.1] for more details about the multivariate notations used in
(3-3.13).

The proof of Proposition 3.3.2 is based on the three following lemmas. The first one
gives exponential estimate on the derivatives (with respect to (x, &)) of the Hamiltonian
flow associated to A. This result can be proved by induction on |y| using the Jacobi
stability equation

d
VPR E) = TV MK (0 £)V () bR 3, £), (3-3-14)

where V(, £)¢} = (0x$%, 0:3).
Lemma 3.3.4 [17, Lemma 2.2] We assume that
Ol e A €L®(R™), Wy e N™;|y| >2
Then, for all y € IN2™\ {0}, there exists Cy > O such that forall t € Rand all (x, &) € R2™,

1006, PAx, E)|| < Cy exp (IyITIt]). (3.3.15)

In the next lemma, we prove similar estimate on the derivatives of the matrix-valued
function T (see (3.3.7)).

Lemma 3.3.5 Assume (A2’). For all y € IN?™\ {0}, there exists Cy, > 0 (independent of
t € Rand (x,&) € R?™) such that

Hay T(t,x, &) < Cyexp (YITIt]). (3.3.16)

Furthermore, the same estimate remains valid for the derivatives of T~ .

67



68

LONG TIME SEMICLASSICAL EGOROV THEOREM FOR h-PSEUDODIFFERENTIAL SYSTEMS

Proof. Without any loss of generality, we assume that t > 0 (the proof for t < 0
is similar). We proceed by induction on |y|. Let us check (3.3.16) for the first order
derivative of T with respect to x7. A straightforward computation using equations

(3-3.7) and (3.3.8) yields

d

E(T_1 (t,% E)0x, Tt X&) = 0T (4% &) T(t,x, &) + T 1 (t,x,E)0:dx, T(t,x, &)

= —iT 7' (t, %, &), (H1(Pr(x, &) T(t,x, &)
= _iT_1 (t/ X, Ev)v(x,a)H] (d);\(xl E»)) : aX1 d)}[\(xr E)T(t/ X, E:)/
where
Vix,e)Hi (DR (%, E)) - 0x, D3 (%, &) = Vi Hi (A (x, &) - 05, X(t, %, &)
+ VE,H] (d)i(xl ‘E)) . aX1 E(t/ X, E)
with ¢&(-,-) = (X(t,+, ), Z(t,-,-)) : R*™ — R?™. Therefore

t
T (t,% &) T(t,x, &) = —iJ T (s, % &)V e H1 (D3 (%, E)) - 0x, P (x, E)T(s, %, &) ds

0

since 0y, T(0,x, &) = 0 (we recall that T(0,x, &) = I). Taking into account the fact that
T~ is unitary and using estimate (3.3.15), we obtain

10 T(x,8)] < J 10, 03.% &) ][ 7 o Hi [ o d5 < Cexp(T),

uniformly fort > 0 and (x, &) € R2™. This gives the proof for y = (1,0, ...,0). The same
proof holds for [y| = 1.

Let us now assume that (3.3.16) holds for all y € IN?™ with |y| < 7, r > 2, and take
Iyl = r. Computing derivatives with respect to (x, &) in (3.3.7) using Leibniz formula,
we get

d
—00 o T(tx, &) = —iH, (dx(x, &) 0 e Tt x, &)

dt (&)
i () obe @i e AT )

Therefore

LT (%, 807, Tt %, 8))

dt
:_w1(t,x,a) > (§)ohe (@i AT )

1<IBIST

According to assumption (A2’), for all B € IN?™ with |B] > 1, we have 8& E)H‘ €

L*°(R?™). Consequently, using Fad Di Bruno’s formula (3.3.12) and estimate (3.3.15),
we obtain

18P ) (Hi 0 dX(x, £))|| < Cpexp (IBITE), (3.3.17)

uniformly with respect to t > 0 and (x, &) € R?™.
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On the other hand, by the induction hypothesis, there exists C g > 0 such that for
allt > 0 and all (x, &) € R2", we have

HN’BTtxa\\ Cy,pexp ((r—IBNTt). (3.3.18)

Putting together (3.3.17) and (3.3.18) and taking into account the fact that a(VX, a)T(O, x, &) =
0, we get

o Tl < 3 cyﬁj 106, ) (M1 (@3 0%, ) [|-13Y £ T(s,x £)]] ds
1<IBILT

< Z C Jexp(IBIFs)exp((r—IBI)Fs) ds

1<IBILT
< Cyexp(rTt).

Hence (3.3.16) holds for y| = r. This ends the proof. [ |

Remark 3.3.6 Notice that the same proof can be repeated for T~1 and then estimate (3.3.16)
remains valid for the derivatives of T~1.

The following lemma is a consequence of the two previous lemmas and the Faa Di
Bruno formula (3.3.12).

Lemma 3.3.7 Under assumption (A2’), for all y € IN*™ \ {0}, there exists Cy, > O such that
forall (x,&) € R?™ and all t,s € R, we have

Ha‘(yx,é, ( S, ¢7\ X, &)) )H CY exp (|Y|r(|t|+|5|)) (3319)

Furthermore, the same estimate holds for the derivatives of T (s, di(x, &)).

With Lemmas 3.3.4, 3.3.5 and 3.3.7 at hand, we are now ready to prove Proposition
3.3.2.
Proof of Proposition 3.3.2 :

We start by proving estimate (3.3.10). Using formula (3.3.12) and estimate (3.3.15),
one can easily verify that for all y € IN?", there exists C, > 0 such that for all t € R
and all (x, &) € R?™,

107, ) (Qo o dr(x, &))|| < Cyexp (lyITltl). (3-3-20)

Consequently, by differentiating qo(t) |y|-times with respect to (x, &) using the Leibniz
formula, we obtain

o gaetnls X (5)(5)Ioram wr olllof s @k

B<y,x<p
x|b%¥§ﬁtm£m

< ) Capyexp ((yl+1ad—IBDTIt) exp ((IB]— lod)TIt])

By, a<P
< Cyexp (yITItl),
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uniformly for (t,x,&) € R x R?™. Hence (3.3.10) holds.

Turn now to the proof of (3.3.11). We proceed by induction with respect to j > 1. We
give the proof only for t > 0, the case t < 0 is similar. Recall the expression of qj(t,x, &)

q;(t,x, &) =T (t,x, &) <Qj (dr(x, &)

t
+J T (=5, 05(%8)B;i (s, o3 (%, &) T(—s, bk (x, &) dS>T(t,x, &),

0
with

Bloxei= > vl (Rlanfs) - 0 Flay ) )

o)+ B+ k+p=j+1
0<p<i—1
For j =1, we have
Biltx &)= Y wa,fs)<HkE§§qo(t)§§ (1)1 1Blgq (1) 3 e b )(x £).
[o|+|B[+k=2

Since Hy is scalar according to assumption (A1’), for k = 0 the previous sum vanishes
and then B can be rewritten as

Bils, &) = Y 7(oc,r3)(H1§§§qo(s)§g§—(—1)“'—'ﬁ'qo(s)ﬁgm]E{fj)(x,a
loc|+B[=T1
= %({leqo(s)}(xri)—{qo(S)IHﬁ(X,E))- (33.21)

Lety € N2™. Using assumption (A2’) with j = 1 and estimate (3.3.10), we get
107, £B1(s, %, &)]| < Cyexp ((lyl+1)Ts),

uniformly for s > 0 and (x,&) € R2™. Now, computing the derivatives of By o q;;—s
by means of the Fad Di Bruno formula (3.3.12) and combining the above estimate with
(3.3.15), we obtain

10761B1 (s, dx°(x, &) || < Cyexp ((vit+s)T), (3.3.22)
uniformly for 0 <s <tand (x,§&) € R2™,
Put
A] (t/ S, X, a) = Ti.l ( —S, Cb;\ (X/ E))B1 (S/ d)iis (X/ &))T( —S, Cb;\ (X/ E))/
and

t
Aq(t,x, &) = Q1 (dxr(x, &) +J Aq(t,s,x, E)ds
0
Using Leibniz formula, estimates (3.3.22) and (3.3.19) imply

o omtsxals > (1)(E) Haf;,aw (s, 04%0)|

B<y,a<p

<[t (s oro | o e (s er i 2]
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<Y Copyexp ((Ivl+lal—IBl) (t+5)T) exp (1Bl lod)t +5)T)

BLy,x<P
< Cyexp ((it+ (lyl+1)s)T), (3-323)

uniformly for 0 <s < tand (x,&) € R2™. Therefore,

t
< Cyexp (Thlt) L exp (M(lyl+1)s)ds < C exp ((2lyl+1)Tt).

(3-3-24)

JaV JA1(t,s,x, E)ds

Combining this estimate with the fact that Q; o ¢ satisfies estimate (3.4.86), we get
Ha&a)f\] (t,x, &)|| < Cyexp (2| + 1TL).

Finally, we use Leibniz formula again to compute derivatives with respect to (x, &) of
q1(t,x,&). The above estimate together with estimate (3.3.16) give

oY artx el < Y @) (i)Ha‘(xx,a (6, &)oY 2 Tl %, &)

By, <P
X Haﬁ” A1 (t,x, E)H

< Cyexp ((2y[+ 1)),

uniformly for t > 0 and (x, &) € R?™. Thus we proved (3.3.11) for j = 1.
Now, suppose that (3.3.11) holds for all j < r. For y € IN?™, we have

07, £1Br(s,%, &) (3-3-25)
=Y B (Hkﬁ’.iiqp(s)ggﬁ(U'“'—'ﬁ'q (5){3) H (& )(x £).

|+ Bl+k+p=T+1
o<p<r—1

(3-3.26)

We shall only focus on the first term of the above difference since the other term can
be estimated similarly. Applying Leibniz formula, we get

o,y (M2 an 915 ) 0080 = X ()02 v 000 D ap (3], €0
n<y

Firstly, since the sum in (3.3.25) is over ((«, ), k) € IN?™ x {0, 1} such that || + [B] + k >
2, then by assumption (A2’) we have a‘gx a)HkEE’(% € L*®(R?"), for all € IN2™.
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On the other hand, by the induction hypothesis, there exists a constant C = C(y,n, o, ) >

0 such that for all s > 0 and (x, &) € R?™, we have

07 2 an(s) ) (%, E)[| < Cexp (2] —Inl + lad + B +4p = 3)Ts) . (3.3.27)

T'hus, taking the supremum over 0 < In| < |yland |«| +[B| =7+ 1—pwith0 <p <11,
we obtain
H aFX’E)Br(S'X' &) H < Cyexp ((2lyl+4r—3)Ts),
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uniformly with respect to s > 0 and (x, &) € R?™.

Consequently, by applying Fad Di Bruno’s formula (3.3.12) and using estimate the
flow (3.3.15), we get

|07, £)Br (s, 3 °(x, &))|| < Cy exp ((2hyl +4r —3) s+ [yl (t —s)), (3.3.28)
uniformly for 0 < s < t and (x, &) € R*™. Put
Arlt,s,%, &) =T 1 (=5, br(x, &) Br(s, 03 °(x, &) T(—s,dX(x, &),
and .
Ar(t,x, &) = Qr(dr(x, &) + JO Ar(t, s, x, &)ds

Performing a similar computation as for A; and using estimates (3.3.28) and (3.3.19),
we obtain

t
Y
Jo a(X,E)Ar(t, s,x, &)ds

< Cyexp ((2lyl+4r—3)Tt),

uniformly for t > 0 and (x, &) € R?™. Consequently, using the fact that Q. o ¢ satisfies
the estimate (3.4.86), we get

HaY Ar(t,x, &)|| < Cyexp ((2hy]+4r—3)Tt).

Finally, using the Leibniz formula and (3.3.16), we conclude

ol garttxals ¥ (3)(8) forat wna [ res o)

By, a<P

< [of At x|

< Cyexp ((2lyl+4r—3)Tt),

uniformly for t > 0 and (x,&) € R?™. Hence (3.3.11) holds for j = r. This ends the
proof of Proposition 3.3.2. [ |

Remark 3.3.8 Notice that estimate (3.3.11) on the derivatives of the symbols q;(t,x,&),j > 1,
is different from the one proved in the scalar case (see (2.1.11)). This is caused by the derivatives
of the term T(—s, d}(x, &)) appearing in the expression (3.3.6) of the symbol q;(t) which does
not exist in the scalar case. Assume that Q is classical, i.e. Q(x, &) = Qo(x, &) (as in [17])
and let us explain this difference at the level of sub-principal symbols, i.e. for j = 1. We have
shown in Remark 3.3.1 that in the case where Hy is also scalar-valued, the sub-principal symbol

q1,scalt, x, &) is given by
t
Q1 sealt, X, £) = JO By (s, &L (x, &) ds,

where By is defined by (3.3.4). Using estimate (3.3.22) on the derivatives of By (s, o5 °(x, &)),
one obtains

07, £ d1sea(t X, E)| < Cyexp ((VI+1)TI), Vy e N*™teR,(x &) € R?™, (3.3.29)
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which is the estimate (2.1.11). Now, in the case where Hy is matrix-valued, according to (3.3.6)
(taking into account the fact that Q1 =0), q1(t,x, &) is given by

qi(t,x, &)
t
=T '(t,x, a)(J T (=5, 05(%8)B1(s, P55 (x, &) T(—s, bk (x, &) ds)T(t,x, £).

0

By going back to estimate (3.3.23), one sees that due to the term T( —s, d)}ﬂ(x, E,)), when differ-
entiating q1(t,x, &) |y|- times with respect to (x, &), there is a loss of exp (Iylrltl) compared to
(3.3.29), i.e. we have

107 e a1 (tx, E)| < Cyexp ((2yI+NMt), ¥y € N te R, (x, ) € R™

As pointed out in (iii) of Remark 3.2.3, this explain the fact that our estimate on the remainder
term (3.2.5) is different from the one obtained in the scalar case.

3.3.3 Proof of Theorem 3.2.1

The proof of estimate (3.2.5) is based on estimates (3.3.10) and (3.3.11) and the control
of the remainder terms in the composition formula of h-pseudodifferential operators.
We follow the method of Bouzouina-Robert [17].

For A, B two semiclassical symbols in suitable classes of symbols and k € IN, we
define

Ri(A,B) := ih~(*F1) (R (A, B) — Rk (B, A)), (3-3.30)
where

k
Ri(A,B,x, &) = A#B(x, £;h) — ) W (A#B);(x, &)
j=0
denotes the remainder term of order k in the asymptotic expansion of the symbol A#B
(see appendix A).

For N € IN, we set
N
Qn(t):=Q(t) — Z W (q;(t))" (x, hDy).
j=0

The first step in the proof of estimate (3.2.5) is the following lemma.

Lemma 3.3.9 For all N € IN, the following estimate holds

JON | ¢ L2 mrsem))

t
< RN J Upi(—s) (RN (£ —5)) Uy (s)ds +OMNH,
0 £(L2(RnC™))
(3-3.31)
uniformly for t € R, with
RONFD () = Ru1(H, qo(t)) + Ru(H, q1 (1) + - - + Ry (H, qn (1)
N
= Rny1-5(H, gj(t)). (3-3-32)

j=0
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Proof. Let N € IN and define
g™ (t,x &h Zhlq)txa

According to the Cauchy problems (%} );>0 satisfied by the symbols q;(t), for all j > 0,
we have

G = g0} +{H gt +{H, g2 2+ +{H q;(t),  (3:3.33)

where we recall that for 0 < k < j, {H, qk(t ) « denotes the coefficient of WK in the
asymptotic expansion of the Moyal bracket {H qk( )}* (see appendix A). Then

N
= Zhjf ZhJ{H qo(t))j +h Z W{H, g1 (0} +- -+ hN{H, g (D).
=0

j=0

Using the formula of asymptotic expansion of the Moyal bracket (A.0.8), we obtain

H,qM™M ) = —qN(t) + RNHTRINFD (), (3-334)

with R(IN*1)(t) defined by (3.3.32). A simple computation using (3.3.34) yields
d
E(UH(_S)QN (t—s)Un(s))
—Un(=s) (T, Qe =)= Qnlt=s) ) Uns)

(@M= = L[, (@M= )" ) (s

—hNFT U (—s) (RNTD (£ —5)) VU (s).

Uy () (

Therefore, by integrating in s and using the fact that

N
HQN (O)HL(LZ(RH;Cm)) = HQW(X/hDX;h)_Zh)Q}M(X/hDX)HL(LZ(]Rn;Cm))
j=0
— O(hN+] ),
we get
t
HQN (t) Hﬁ(LZ(]R“'Cm)) < hN+] J uH(_S) (R(N+] ) (t - 5))WuH(3)ds
' 0 L(L2(R™C™))
4 o(hN+] )’
uniformly for t € R. This ends the proof of the lemma. [

End of the proof of Theorem 3.2.1.

It remains now to estimate the £(L?(IR™;C™))-norm of the operator (R(N+1)(t))™.
For that, we shall employ the Calderén-Vaillancourt theorem (Theorem 1.3). We shall
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therefore need estimates on the derivatives of the symbol RIN*1)(t,x, &; h) with respect

to (x, &).
Let N € N and 0 < j < N. We have

Rn1-5(H, (1) = Rng1—j(Ho, g5 (1)) + Rn—j (Hy, g5 (1)) (3-3-35)

Let k € {0,1}. According to Theorem A.o.2 (combined with Remark A.o.3), for all
v € IN2™, there exists a constant C = C(n, N, j,y,k) > 0 such that for all t € R and all
u € R?", we have

[0 Rn1—j—k (Hk, qj(1);w)|| < Csup (Hai""ﬁ”“Hk(eru)HHaif’“)+qu(t,W+u)H) ,
(%)

(3-3-36)

where sup,, is the supremum under the conditions

v,weRM, n,ke N2y I+ k| <4n+1+1y|
o, BENT; |af+[Bl=N+2—j—k

(%) :
Observe first that by assumption (A2’), for k € {0, 1}, for all multi-indices ((x, 3),1) €
IN2™ x N2™ and all 0 < j < N with |a| 4+ |B] = N +2 —j — k, we have
0P MHy € L2 (R?™).

On the other hand, using the estimates given by Proposition 3.3.2, for all ((«, 3), ) €
IN2™ x IN?™ and all j > 0, there exists Cj = C(e, B, &,j) > 0 such that

[0 qo(t,x, £)]| < Coexp ((lad + Il + Ik])Tt])
and for j > 1
018 a5 (t,x, £)]| < € exp ((2(1d +[BI+ Ik]) +4§ — 3)Tt]),

uniformly for (t,x, &) € R x R2™,

Therefore, taking the supremum over (x), there exists C = C(y,N,n,j, k) > 0 such
that for all t € R and all (x,&) € R?", we have

Ha?/x,é,)ﬁN+1 “j—x(Hy, qj(t);x, &)|| < Cexp ((2hv]+ 2N +8n + 3 +2j — 2k)T[t]).
Now, summing over j =0, ..., N, we get
Ha(YX,E)R(N“ )(t,x, &) | < Cnnyexp ((21yl+4N +8n + 3)Tt)) (3.3-37)

uniformly for t € R and (x, §) € R?™.

Consequently, using the Calderén-Vaillancourt theorem (Theorem 1.3), we deduce

[(RNF (1)) (x, hD; ) HL(LZ(IR”;C‘“)) < Crnexp (4N +8n)Tt),
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uniformly for t € R, where 6, is an integer depending only on the dimension n.
By going back to (3.3.31), we obtain

t

AN e (2(rrem)) < hN“J (RNH(t—s))

. ds + O(hN*T!
0

w
e 2 mmem

N

t

Cn hNF! J exp (4N +8,)T(t —s))ds + O(RN 1)
0

< CuhNTexp (4N +8,)T1),

uniformly for t > 0. Analogously, we prove the estimate for t < 0. This ends the proof
of Theorem 3.2.1. [

3.4 General case

We now turn to the study of the general case where the principal symbol of the
Hamiltonian H which generates the time evolution is no longer a scalar multiple of the
identity in M, (C).

Let H € Ss(g; R2™, M, (C)) be an hermitian matrix-valued semiclassical Hamilto-
nian satisfying (Ao) and suppose that (A1) is fulfilled. We consider the time evolution
of a bounded quantum observable Q™ (x, hDy;h) associated to a semiclassical observ-
able Q € Sy.(1;R?™, M, (C)) given by

Q(t) == Un(—t)Q™(x,hDy; h)Uy(t), teRR.

As already mentioned in section 3, the first step in the study of Q(t) is the construction
of the semiclassical projections associated to H" (x, hDy; h).

3.4.1 Semiclassical projections

Let us start by proving the following lemma.

Lemma 3.4.1 Fix 1 < v < {. Under the assumptions (A1) and (A2), Py o € S(1) and for all
Y € IN2™, there exists C, Cy > O such that for all (x,¢&) € R2™, we have

Av(x, E)l < Cg(x, &) (3.4.1)

0l e Av(x, &) < Cy, Vye N*™; [y > 1, (3.4.2)
In particular, Ay € S(g) = S(g; R2", R).

Proof. Fix v € {1, ..., {}. Let ¢(x, &) > 0 be such that

1

P .
0< Eg(x, &) <e(x &) < 7, min_, An(x, &) = Ay (x, &)l (3-4-3)

We consider the simple closed contour in the complex plane

Yv(x, &) :={z€C; lz— A (x, &) =¢x, &) }. (3.4-4)
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Put .
i

Pyo(x, &) = ML ( a)(HO(X' £)—z)"dz.

By the Cauchy theorem, we see that a small variation of the contour Y (x, &) does not
change Py o(x,&). Let z € Yy (x,&). According to (3.4.3), (Ho(x, &) —z) ™ exists for all
(x, &) € R*™ and since Hoy(x, &) is hermitian it follows that

1 2

—1 < —1
[(Ho(x, &) —z) || < dist(z, o(Ho 0, ) < 59 (x, &), (3-4.5)

where o(Hp(x, &) = {A1(x, &), ..., Ae(x, &)}. Due to the continuity of the map (x,&) —
Ho(x, &) and the gap condition (3.2.8), in a neighbourhood of a fixed point (xg, &o) €
R2™, the contour Yy (x, &) can be fixed and does not depends on (x,&). Then, we can
differentiate P o with respect to (x, &) and get: for all y € N2Z™,

i _
O, e Prolx, &) = 5- L gy Moo (Mol £) =217 (3.4:6)

Take e(x, &) = Sg(x, &). Combining (3.4.4), (3.4.5) and the fact that Hy € S(g), one sees
that Py o € S(1). Moreover, since according to assumption (Az), a(VX E)HO e L>®(R*")
for all [y| > 1, the same arguments imply

10 ey Pvo(x 8 < Cyg (X, &), VivI=>1. (3-4.7)

This property will be used later.

Turn now to the proof of (3.4.1) and (3.4.2). Estimate (3.4.1) is obvious since the
eigenvalues are bounded by the matrix norm of Hy (Hg is hermitian). To prove (3.4.2),
we need first to prove the following identity (which is true for any smooth projection-
valued function): for all y € IN?™ with |y| = 1, we have

PV,O (X/ E) a?/X,E) PV,O (X/ E)PV,O (X/ E,) = 0/ V(X/ E) € IRzn' (348)

For instance, take y = (1,0, ..., 0). By differentiating the equation (P o(x, &) )2 =Py o(x, &)
with respect to x1, we get

ax1 PV,O (x, &) = ax1 P‘V,O (x, E)PV,O (x, &) + PV,O (x, E)am PV,O (x, &),

which by multiplying from both sides by P o(x, &) yields

P‘V,O (X/ E»)am PV,O (X/ a)Pv,O (X/ E») =2 PV,O (X/ E») a?q P‘V,O (X/ E)P‘V,O (X/ E,)

Thus Py ,00x,Pv,0Pv,0 = 0. The same proof works for all y € IN?™ with |y| = 1 and
hence we get (3.4.8). Turn now to the proof of (3.4.2). We proceed by induction with
respect to |y|. Let y € N?™ with |y| = 1. By differentiating the identity

HO (X/ Ev) PV,O (X/ Ev) = }\V (X/ a) PV,O (X/ E»)/ (349)

we obtain

az/x,a)}\v (X/ E)P‘V,O (X/ E») = a?/x,é) HO (X/ E») P‘V,O (X/ E:) + HO (X/ E») a?/x,E) P‘V,O (X/ E»)
—Av(x, E’)a?/x,a)PVfO(X' £).
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Multiplying from both sides by P, ¢ and using (3.4.8), (3.4.9), we get
Pvo(x, E)0) ¢ Av(x, E)Pv,0(x, &) = Pvo(x, £)0, o Holx, E)Pvo(x,&).  (3.4.10)
Since Py o € S(1), it follows that
00 e Av(x, &) = Col|Pyolx, E)D7, ¢ Av(x, E)Py0(x, )|
= Co||Pv,0(x, &), ¢ Holx, E)Pvo(x, &)

Ci “a?/x,g)HO (x, &)
CZ/

N IN

for some constants Cp, C1,C, > 0, where in the last step we used assumption (Az2).
Thus we proved (3.4.2) for [y| = 1. Let us now assume that (3.4.2) holds for all y € IN?™
with |y| < r and we shall prove it for |y| = r. Without any loss of generality we assume
that vy = (v1,...,Yn,0,...,0) with y; 4+ - - - +vn, = 1. According to (3.4.10), we have

PV,O (X/ E»)aanv (X/ a)PV,O (X/ a) = PV,O (X/ ‘E)axn HO (X/ E») PV,O (X/ E,) (3411)
Putn = (v1,v2,-.,Yn—10,..,0) =y —(0,..,1,0,...,0). By Leibniz formula, we have

a?x,&) (Pv,0(%, £)0x, Av (X, E)Py 0(x, E))
2 GD(iﬁﬁfﬁmua) £)0xu A (%, )L PPy o, ).
B<n,x<P

By extracting the term involving a(VX M = a*gx £)9x,Av and using (3.4.11), we get
PV,O (X/ ‘i) az/X,E))\V (Xr E:)PV,O (X/ ‘i) = aT(]X,E) (PV,O (X/ E) axn Ho (X/ Ev) PV,O (X/ Ev))
-y (g) (ﬁ) 0P Py (%, £)08, ¢ D (6, )T B P o, £).

The fact that P, o € S(1) and the assumption (A2) clearly implies that the first term in
the right hand side of the above equation is bounded on IR?™. On the other hand, the
second term is also bounded by the induction hypothesis and the fact that P, o € S(1)
again. Thus there exists C, > 0 such that

07 A E)] < Cy, V(xE) € R,

This ends the proof of the lemma. [ |

3.4.1.1 Proof of Theorem 3.2.4

Turn now to the construction of the semiclassical projections associated to the Hamil-
tonian H" (x, hDy; h). As explained in Chapter 2, Theorem 3.2.4 can be proved by two
different methods. The first one consists in solving the equations (3.2.10)-(3.2.13) recur-
sively at the level of symbols in the space of formal powers series of h (see [95, 18, 47]).
The second method is based on the use of Riesz projectors and the symbolic calculus
of h-pseudodifferential operators (see [15, 63, 94]). In the following we give an out-
line of the proof of this result following the second approach. Firstly, we construct ¢
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h-pseudodifferential operators ﬁX,"(x, hDy; h) satisfying the properties (3.2.10)-(3.2.13)
modulo O(h®) in norm £(L2(R™;C™)). Then we shall see that one can modify these
operators in order to satisfy (3.2.10) exactly, i.e. not only modulo O(h*).

Theorem 3.4.2 Let (A1) and (Az2) be satisfied. For every 1 < v < {, there exists a semiclassical
symbol
Py(x, M)~ Y WPy i(x,&) in S(LR™, Mn(C)),
j=0
(unique modulo S~ (1;R?™, My, (C))) such that the corresponding h-pseudodifferential opera-
tor 53” (x, hDy; h) satisfies the properties (3.2.10)~(3.2.13) modulo O(h®) in norm £(L2(R™;C™)).
In particular, ﬁy,o (x,&) = Pv,0(x, &) is the orthogonal projector onto ker (HO (x, &) —Av(x, &)).

Proof. Fix 1 < v < { and let Y (x, &) be the contour defined in (3.4.4). According to
(3.4.5), for all z € Y+ (x, &), (Ho(x, &) —z) is elliptic, i.e., (Ho(x, &) —z)" 1 e S(g7 ). By
the composition formula (A.0.2), we have

(H(x, &) —z)#(Ho(x, &) —z)
= (Ho(x, &) — 2)#(Ho(x, &) —2z) ' +hHy(x, E)#(Ho(x, &) —z) "
=In—hr(x,&2zh), (3.4.12)

with v € §(1), uniformly for z € Y (x, £). Consequently, using the symbolic calculus
of h-pseudodifferential operators, we can construct (see [41, ch. 8]) a parametrix B €
S(g~") such that uniformly for z € Y (x, &),

B(x,&,z;h) ~ Zthj(x, £,z) in 5(9_1), (3.4.13)
j=0

and we have

B(x, & z;W#(H(x, & h) —z) ~ (H(x, &) —2)#B(x, &,z h) ~ Iy in S(1). (3.4.14)
For all j > 0, the symbol Bj(x, &, z) is given by (see equation (8.11) in [41])

Bj(x, & 2) = (Ho(x, &) —2) '#r(x, &,z 1) i= (Ho(x, &) —z) '##r#br#t- - -#r,  (3.4.15)

with # repeated j-times. In particular Bo(x, &,z) = (z—Ho(x, £)~ N
Formula (3.4.14) implies that for z,Z € Y (x, &) ,

(H(X/ Evl h) _Z)# B(X/ Evlz’; h) _B(X/ E»/Z/ h) #(H(X/ Evl h) _Z) ~ (Z_Z)Im/

(H(x, & h) —z)#B(x, E, Z h)#B(x, E, Z h#(H(x, §;h) — Z2) ~ L,

which yields
B(X, Ev/ Z, h') - B (X‘I (z-v/ Z/ h) ~ (Z - z)B(X/ Ev/ Z, h)#B (X/ Evl zr h) . (3416)
Put
~ i i )
Pyv(x, & h) ::J B(x,&,z,h)dz ~ — h’J B;(x,&,z)dz. 4.1
Y 27 v (x,6) 2 Jé) Yy(oE) G417

79
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By construction of Y (x, &) and B(x, &, z; h), we easily see that ﬁv (x,&;h) e S(1).
Let us start by proving
Py (x, & h)#Py (x, & h) ~ Py (x, & h) ~ (Py(x,&h))" in S(1). (3.4.18)

As we already pointed out in the proof of Lemma 3.4.1, by the Cauchy theorem, a small
variation of the contour Y (x, &) does not change 5V (x,&;h). Then, Y+ (x, &) can be
reduced to a slightly smaller contour Yy (x, &) (included in Y+ (x, £)) without changing
the left hand side of (3.4.17). One can for instance choose

Yv(x, &) ={z€C lz—Ay(x, &) = k(x, E)e(x, &)}

with 1—1(x, &) < k(x,&) < 1, for all (x,&) € R?™ where 0 < n(x, &) < 1o, uniformly
on I[iZTL with g > 0 small enough. Clearly, (3.4.16) remains true for z € Y (x, &) and
Z € Yy(x, &) and we get

Py (x, & h)#Py (x, & h)

2\ 2
! 1
N<1>J J < ~B(Xf5fl;h)+~B(x,a,z;h)>dzdz
2n Yy (%,E) JVy(x,E) \E—Z 5_ 4

=1+, (34.19)

o\ 2
1
I = <1> J <J~ ~di) B(x,&,2z,h)dz =0,
2] v, ixe) \J¥y(xe) 22
1
I = <1> J~ <J _ dz>B(x, £, h)dz = 1J~ B(x, &, % h)dz.
27 Yy(x,8) \JTry(x,8) 27 Z 270 )%, (x,8)

This implies (3.4.18). The fact that P, (x, & h) ~ (5V (x, &))" follows from the fact that
(B(x, &,z h))* ~ B(x,&,Z;h) (which is a consequence of (3.4.14) since H is hermitian)
and the fact that Y (x, &) is symmetric with respect to the real axis. Let us now prove
that H(x, & h) commutes (in the Moyal sense) with 5V (x,&;h), ie,

where

[H,Pyl4 := H#P, — Py #H ~0 in S(1). (3.4.20)
From (3.4.17), we have uniformly for z € Y (x, &),
Py (x, & h)#B(x, & 2 h) ~ B(x, &z h)#Py (x, &) in S(g™").
Then, by conjugating from both sides by (H(x, &; h) —z) and using (3.4.14), we get
(Hlx, &) —2)#Py (x, & h) ~ Py (x, G #(H(x, &) —2) in S(1),

which clearly implies (3.4.20).

Turn now to the proof of

Py (x, & #PL(x, &) ~0, inS(1) VI<p#v<L (3.4.21)
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This follows by a computation similar to (3.4.19). In fact, let T < p # v < { and
consider two simple closed contours in the complex plan Y+ (x, &) and Y.(x, &) such
that V' (x, &) encloses the, and only the, eigenvalue A, (x, &), Y. (x, &) encloses the, and
only the, eigenvalue A (x, &) and

dISt(YV (X/ Ev)/ ( Ev)) c> O

uniformly for (x,&) € R2™. By repeating the same computation as in (3.4.19) with
Y.(x, &) instead of Y (x, &), we get

Py (x, & W#P,(x, &)
. 2
= 1) J J (x,&,z,W)#B(x, &,Z;, h)dzdZ
27 (x,8) Iru(x8)
2
~ <1> ‘[ J' ( (X ((—, zZ, )+ 7B(X ((-VIZI ))dZdZ
2n V8) Irxe) \Z2—
=J1+]2,
where
() frn ([ s
Ji == J J dz |B(x,&,z;h)dz =0,
2m (x,£) W(x,8) Z—Z
and
( i >2 1 3
Jo == J J dz |B(x,§,Z,h)dZ =0
2] yixe) \rvy(xe) 22

Thus we get (3.4.21).

It remains now to prove that

14
> Py(x,&h in S(1). (3.4.22)
v=1

We have

¢ ¢ . .
1 1
(x, E:h) = J B(x,&,z;h)dz:J Blx, &, 2 h)dz.
Z Z 270 |y (x,8) 27 Ul v (x8)

v=1 v=1

(3-4-23)

According to (3.4.14), (3.4.15), we have in the sense of semiclassical asymptotic expan-
sionin S(g~")

B(x, & zh) = (Ho(x, &) —2) "+ h(Ho(x, &) —2) "#r 4+ h2(Ho(x, &) —z) "#r#r + - -
Since

r(x,&zh) = —(Im— (H(x &h) —2)#(Ho(x, &) —2) ")

(Im — (Ho(x, &) —2)#(Ho(x, &) —2) ') — Hy(x, E)#(Ho(x, &) —2) ',
(3-4-24)

===

81



82

LONG TIME SEMICLASSICAL EGOROV THEOREM FOR h-PSEUDODIFFERENTIAL SYSTEMS

it follows from the composition formula (A.0.2) (see also the proof of Lemma 3.4.4),
that the only singularities of B(x, &,z h) are caused by the eigenvalues of Hy(x, ).
Therefore, by the Cauchy theorem, one can replace the contour Uf,:1 Yy (x, &) in (3.4.23)
by a large circle Y(0,R) centered at the origin with radius R > 0 sufficiently large in
order to enclose all the eigenvalues of Ho(x, ). Then,

> Pux&h) = lJ B(x, £ zh)dz ~ Zhﬁlj Bj(x, & 2)dz
27 Jy(0,R) Y(0,R)

. 27
v=1 j=0

The value of the above integral does not depend on the particular choice of Y(0,R) so
that one can take the limit R — +oo0 and get

> Py(x,&h)~ lim 1J (Ho(x, &) —2)"'dz+ _lim ZWJ Bj(x, &,z)dz
Y (O,R) Y(O,R)

R— oo 270 R—-+00 2n
v=1 )z
=Im.
This ends the proof of Theorem 3.4.2. [ ]

Remark 3.4.3 (Quantization) After quantization of the relations (3.4.18), (3.4.20), (3.4.21)
and (3.4.21), the Calderén-Vaillancourt theorem (see Theorem 1.3) ensures that PY (x, hDy; h)
satisfies the properties (3.2.10)-(3.2.13) modulo O(h®) in L(L?(R™;C™)).

Exact projections

For our next purposes, it is more convenient to work with exact projections, i.e. with
operators which satisfy (3.2.10) exactly, not only modulo O(h*) in norm £( L2(R™;C™)).
To do this, we follow an idea from [93] (see also [92, 94, 95]) which consists in intro-
ducing the operators

9’\/‘ i

= (ﬁw—z)qdz, 1<v L
ZTELH_; N

For h small enough, the fact that || (IBJX,")Z — ’151’,VH o2 (rrcmy) = O(h*) implies that the

spectrum of ﬁ¥ is concentrated near 0 and 1 (see [93]), then &, is well defined and
satisfies

PPy, =P, = 3, (3-4.25)
By a similar computation as in [93, sec. III], one gets

123 =P¥ || ¢ 12 mmemy) = O(h™). (3-4.26)

Then, by Beals’s characterization of h-pseudodifferential operators (Theorem 1.7), &y,
is an h-pseudodifferential operator with symbol

Py(x, &)~ > WPy 5(x, &) in S(ER?™, M (Q)),
j=0
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ie. Zy = PY(x,hDy; h). Moreover, we have

HY, 2,] = 1J HY, (PY —2z)""dz
27 Jjzq=1
i ~ -
- PW* —1 HW PW PW* —1
Zﬁjz—n—}( v oz T P m2) e
which since H [ISX,", HW] H SL2(RMCM)) = O(h*) according to Theorem 3.4.2 implies
H[’@V’HWML(LZ(I[{“;C”I)) =0 (H[PX/V’HW]HL(LZ(IR“;C"I))) = 0(h*). (3-4.27)

Summing up, the operators (. )1<v<¢ satisfy the properties (3.2.10)-(3.2.13) of The-
orem 3.2.4 with (3.2.10) holds exactly. In what follows we shall use the notation Py’ for
P
Estimates on the symbols (P ;)j>0

For now the constructed symbols P, ; belongs to the class S(1), forallj > 0,1 < v < L.
In the following lemma, we give more accurate estimates on their derivatives which
we shall need in our proofs. Recall that

i

Pv,j (X/ 5) = 27TJY E) B)'(X, E,Z)dl, ] > O,
v (X,

where Bj is given by (3.4.13).
Lemma 3.4.4 Under assumptions (A1) and (A2), we have
Pv;€S(gT), Vj=o0. (3.4.28)
Proof. For all j > 0, according to (3.4.15), we have
Bj(x, &, z) = (Ho(x, &) —z) "#1:= (Ho(x, &) —z) #r#r-- - #r,
where we recall that

r(x,&zh) = —(Im—(Hx &h) —2)#(Ho(x, &) —2)7")

Tl—ol =

(Im — (Ho(x, &) — 2)#(Ho(x, &) —2) ') — Hy (x, E)#(Ho(x, &) —z) .
(3-4-29)

Since (Ho(x,&) —2z)~! € S(g~!") uniformly for z € Y, (x,&) according to (3.4.5), it
follows from assumption (Az) and the composition formula (A.0.2) that r € S(g~ ).
Indeed, the fact that H; € S(1) by assumption (A2) implies

Ha(x, £)#(Ho(x, &) —2) ' € S(g™).
On the other hand, by the composition formula (A.0.2), we have

(Ho(x, &) — 2)#(Ho(x, &) —2) ' = I + heq(x, &, 2) + - + Wej(x, &,2) + - -
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where forj > 1,

(—1)IB! o o 7
¢j(x, & 2) = m;ﬁ_j HEEEmT 0508 (Holx, &) ~2)0£ 0% (Ho(x, £) —2) ).

In particular,
1
c1(x,&,2) = E{(HO(X’ &) —z), (Ho(x, &) —z) 7'}

Using the fact that (Ho(x, &) — z)~! € S(g7') and the assumption (Az), we see that
cj € S(g7U*1), for all j > 1. It follows that the first term in the left hand side of
(3.4.29) belongs to S(g~2). Consequently, € S(g~'). Thus, for all j > 0,

Bj(x, & 2) = (Molx, &) —2)~'#'r € S(g~U"1)),

and by taking the radius ¢(x, &) of the contour Yy (x, &) equal to 5g(x, &), we deduce
that Py; € S(g7), for all j > 0. [

Remark 3.4.5 We end this section by the following remark where we explain that under as-
sumption (Az) on the derivatives of Ho and Hy, the gap condition (3.2.8) can be weaken in order
to construct the semiclassical projections P,. Let assumption (A2) be satisfied and suppose that

i — > 4.
| min_ Au(x, &) = Ay (x, &) = p (3-4.30)

where p > 0 is independent of (x,&) € R2™. We consider the contour Y+ (x, &) defined by
(3-4.4) where now ¢(x, &) > 0 satisfies

P 1 .
— < < — — .
0< 5 S e(x, &) < 7 Kr&;g}gelkv(x, &) —Aulx, &)l

Due to this condition, for z € Y+ (x, &), (Ho(x, &) — z) is invertible and we have

I(Ho(x, &) —2)~ 1l < i

It follows from assumption (A2), that (Ho(x, &) —z)~" € S(1). Then, using the fact that
Hy € S(1) according to (A2) again and the composition formula (A.o.2), we get

(H(x, &h) —2)#(Ho(x, &) —2)7' = (Ho(x, &) —2)#(Ho(x, &) —z)~' +O(h)
- Im - hT(X, E/ Z; h)/

with v € S(1), uniformly for z € Y+ (x, &). As in the above proof, this allows us to construct a
parametrix B(x, &,z;h) € S(1) for (H(x, & h) — z) and we define the almost projectors P, by
(3.4.17). However, in this case the symbols 5V,j € S(1), forall j > 0, and we don’t have (3.4.28)
which we will use in the following.
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3.4.2 Block-diagonalization

We introduce the family of Heisenberg operators Q. (t) defined by
Q+(t) := e%PVHWPVPX,"QWPL"e_%PyHWPy, 1<v<L (3-4.31)

The main result of this paragraph is the following :

Proposition 3.4.6 Assume that H satisfies the assumption of Theorem 3.2.4.

(i) If Q € 2(1), then the following estimate holds

4
HQ(t) - Z QV(t)HL(LZ(]R“;Cm)) = O(“ + |t|)hoo)/ (3432)
v=1

uniformly for t € R.

(ii) Assume that Qo(x, &) = Zf,:] Pyo(x, E,)Q(x, E)Py o(x, &) for some Q € S(1). Then,
we have

¢
HQ(t) - Z QV(t)HL(LZ(IR“;Cm)) = O((] + |t|)h)/ (3-4-33)
v=1

uniformly for t € R.
The following lemma is the first step in the proof of the above proposition.
Lemma 3.4.7 Forall 1 < v < {, we have
en M pW — e RPVHYPYpw | O L2(rncm)) (LR, (3-4-34)
uniformly for t € R.

Proof. Consider the evolution equations on Dom(H") = (H" +1)"'L2(R™;C™) C
L2(R™;C™):

(hDy —H™)U(t) = 0
{ uQ) = pw (3-4-35)
and
(hDy —HW)V(t) = I(t)
4.36
{ Vi) = pw, (3-4-36)

with [[1(t)(| ¢ (L2(rn,cmy) = O(h™°), uniformly for t € R.

Fix v € {1,..., ). Obviously U(t) := e%HWPy satisfies (3.4.35). Let us prove that
V(t) = e%PyHWPyPX," satisfies (3.4.36). Put

R(t) := V(1) — PWeh PVHPY,
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Using (3.4.25), we get

RDR(t) = en WIPYRYH (PR — (PY)HPY e YT
= eRPYHTPYpWHWPY _ P HWPWen PV Y

= 0, (3-4-37)
which together with R(0) = 0 yields
R(t) =0, VvVtelR. (3-4-38)

Now, a simple computation gives

(D —HY)V(t) = (PYHWPY —HW)ehPYH P py
= (PYHYPY — HW)PY e PP (P HWPY — HYIR(1)
= (PYHY™PY _HW)pwe%PyHWPy
v v
= I(t).

According to (3.4.25), we have
I(t) = (PYH™(PW)2 — HWPW) ek PVHYPY — (PWHWPY — HWPW)eh PUHYPY,
(3-4-39)

From (3.4.27), we have PYHY = HWPY + O(h™) (in £L(L?(R™;C™))) which together
with the fact that ||PY[| ; (L2 (gn,cm)) = O(1) yields

PWHWPY = HW(PW)2 + O(h®) = HWPY + O(h™), (3.4.40)

where in the last step, we used (3.4.25) again. Putting together (3.4.40) and (3.4.39), we
obtain

1Tl ¢ (L2(rn,cmy) = O(R™), (3-441)

uniformly for t € R. Now, according to Duhamel’s principle, we have

1 t
V(t)—U(t) = J U(t—s)O(h*>)ds,

hJo
which yields
Ll(t) — V(t) = OL (L2(R™C™)) (|t|hoo), (3442)
uniformly for t € R. This ends the proof of the lemma. ]

Remark 3.4.8 By passing to adjoint operators in (3.4.34), we get
PWe n ™ — ple  RPYHYPY L 0 1 ruem)y (1), (3.4-43)

uniformly for t € R.
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Turn now to the proof of Proposition 3.4.6.

Proof of Proposition 3.4.6 :
By conjugating Q(t) with Y %_, P¥(x,hD,;h) = idp 2 (gn,em) + O0(h*) and using lemma
(3.4.7) and the above remark, we get

14
Q) = Y en PP QWP e  RPYHPY L 0((1+ |t))h>)
w,v=1
4 4 N o
= ) Qv+ D enPRHTPIpRQWPYem n PV HYPY L 0((1 4 [thh),
v=1 pn#Ev=I1
(3-4-44)

uniformly for t € R.

Passing from symbols to operators, the assumption Q € 2(1) implies
4
QW = Z PYQYPY + O(h*™).
v=1

Therefore, using that PIYPYY = O(h*) for p # v (which follows from (3.2.12) and
(3.4.26)), we deduce

PHQ™PY =0(h™), VI<pu#v<L (3-4-45)

Consequently, the norm £(L?(R™;C™)) of the second term in the right hand side of
(3-4.44) is equal to O(h*) uniformly for t € R. Thus (3.4.32) holds.

Now, assume that

14

Qo(x,&) =Y Pyo(x&)Q(x,&)Pyo(x, &)

v=1
for some arbitrary Q € S(1). This implies that
[Qo(x, &), Pvo(x,E)] =0, VI<v<LY(xE) eR™
Combining this with the fact that Q" and P}’ are bounded in L2(R™;C™), we get
[Q™,PYI=0(h), VI<v<{,

which by using that P}YP{Y = O(h*) for u # v again, implies PY’Q"PY = O(h), for all
1 < pu# v < L Thus (3.4.33) holds immediately from (3.4.44). [ |

Remark 3.4.9 The assumption Q € 2(1) allows us to neglect the contribution of the second
term in the right hand side of (3.4.44). For w # v and t # 0, the operator

LPWHWPW Hw Awpw ,—EPYHWPY
en’u wPrQWPYe Ty v
is a Fourier integral operator. Since we are interested in the semiclassical approximation for

Q(t) in terms of h-pseudodifferential operators, we have to neglect this contribution. In section
3.5, recalling a result from [15], we shall see that this assumption is necessary.
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According to estimate (3.4.32), the study of Q(t) is reduced modulo O(h*) to that
of the blocks Q- (t) defined by (3.4.31). The main property of this reduction lies in the
fact that it is preserved up to times of order h~ (i.e. of order h™X, for all k € IN)
which in particular cover Ehrenfest type times. Thus, the problem of the construction
of an asymptotic expansion in powers of h for Q(t) is reduced to the construction of
an asymptotic expansion for each block Q- (t). This will be the object of the following
paragraph.

Remark 3.4.10 Recall the expression of Q-+ (t):

it

Qu(t) = eR PV PP Quwple R PYHYPY 1 v <t
According to (3.4.25), we have (Px”)j = PY, Vj > 1. This implies in particular that
[PY, PYHWPW] = 0.

Then, '
[Py, enPVH"PY] =0, VteR.
Consequently, . .
(PY)Qu(PY) =Qu(1), YeNVteR

In the following this property will play an important role in the construction of an asymptotic
expansion in powers of h for Q-+ (t).

3.4.3 Formal asymptotic expansion for Q- (t)

From now on v will be fixed in {1, ..., {}. We introduce the following notations for the
symbols of the operators PYYH"PY’ and P} Q"PY respectively,

Hy := Py#H#P, ~ ) WH,; (3-4-46)
j=0

Qv :=Py#Q#P, ~ > Q.. (3-4-47)
j=0

The starting point is the following Heisenberg problem

d i w
{ SO = QW) (teR) .
Qv(t)t=o = QV(x,hDx;h),
which we rewrite at the level of symbols as
d
—q+(t) = {Hvy,q+(t)}", (teR
{ Savt) = (M), (teR) e
qv(t)lt:O = QV'

As in section 3.3, considering q+ (t) as a formal power series of h of the form g+ (t) ~
2 >0 hqy,j(t) and then equaling equal powers of h in both sides of (3.4.49), we derive
the following Cauchy problems
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d *
(Cg\/,j) { aqv,j (t) = {Hv/ qv(t)}] (3450)

qvj(t)t=o = Qv,

where we recall that {H., qv(t)};‘ = i([HV, q\,(t)]#)j 41 denotes the coefficient of W in
the asymptotic expansion of the Moyal bracket {H,, g+ (t)}*.

Our objective consists in looking for a solution of (3.4.49) of the form

v (t) ~ Py# Y h5Gy i (t)#Py. (3.4.51)
k>0

More explicitly, using this general form of the solution, we shall derive recursive
problems for the g ;(t). Once these problems are derived and solved, the solution
qv,j(t) of (¢y ;) can then be computed using the composition formula (A.0.2) from the
general formula

j
qv,j (t/ X, E) - (Pv# Z hkav,k(t)#Pv> (X/ E») - <Pv# Z hkav,k(t)#Pv> (X/ E»)/ V] = 0.
)

k>0 k=0 j
(3-4.52)

In particular, the principal symbol satisfies

q‘v,O (t/ X/ a) = PV,O (X/ Ey)a\/,o (tl X/ E»)PV,O (X/ Ev) . (3453)

Let us start by fixing the initial conditions q j(t)t—o-
Lemma 3.4.11 There exists a sequence of symbols (Qv,k)k>o in S(1) such that
Qv ~Py# > hFQyi#P,
k>0
and
Pv,0QvkPvo=Qvi, Vk>0. (3454)

In particular, Qv,o = Qv,0 =Py 0QoP~,0-
Proof. Using the fact that P, #P, = P, according to (3.4.25), we have
Qv = Py#Q#P,

— P #P HQHP,#P,

~ Py#(Py,0Q0Pv,0)#Py + Py#( ) W Qy ;)#Py.
j=1

Put

Qv,0 = Pv,0QoPv,0 =Qvo and Ryg:= Pv#(Zhj Qv )#Py ~ Z W (Ry0);-
i>1 i1
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We have

Ryo = P#P#R, o#P #P,

h Py #Py#(Ry 0)1#P\#Py + Py # Z H (R\,,o)j#PV
j=2

~ h PV#(PV,O (RV,O)1 PV,O)#PV + RV,]

!

where Ry 1 := P # Z]->Z h ((Py#(RV,O)1#PV)j1 + (ero)j>#Pv. We define

Qv == Py0(Ryv,0)1Pv0.

One can iterate this proceglure using at each step the fact that R, ; = P, #P#R, ;#P,#P.,
to construct the symbols Qv x satisfying the property (3.4.54). The constructed symbols
Q- x are clearly in S(1) since P, Q € Ssc(1). ]

In view of (3.4.51) and the above lemma, it is thus natural to impose the following
initial conditions for the g+ ;(t)

Gvi(tje—o =Qv;, Vi=o. (3-4-55)

Now, to derive the equations on the g ;(t) arising from the Cauchy problems (% ;);>o,
we express (v j(t) and {Hy, q\,(t)}gk with respect to g+ (t). For j > 0, we define

j—1
Avj1(t) :=Pydt > h<Gy i (L)#P, (3-4.56)
k=0

with the convention A, _1(t) = 0. From (3.4.51), we clearly have
Av,i(t) = Py,0Gv,j(t)Pv,0 + (Av,;—1 (t))j, (3-4.57)

where (Ay ;1 (t))]. denotes the coefficient of I in the asymptotic expansion of A ;_1(t).
On the other hand, we have

([HV/ qv(t)]#)j_H = [HV,O/ PV,OEIV,]'—H (t)Pv,O] + ([Hv/ Pv#av,j (t)#Pv]#)]
+ ([HVI Av,j—] (t)]#)jJr] (3458)

The first term in the right hand side of the above equation vanishes since H, o =
AvPy 0. Then, putting together (3.4.57) and (3.4.58), we deduce the equation on the
symbol q j(t) arising from (% ;) which reads

d

an,oﬁv,j (t)Pv,O = i([Hv/ Pv#av,j (t)#Pv]#)] + Kv,j—1 (t)/ (3~4-59)

where

d

Kyj—1(t) :==i([Hy, Ay 1 (t)]#)jﬂ 3%

(Avj-1(1);- (3.4.60)
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Taking into account the initial conditions (3.4.55), we get the following Cauchy prob-
lems for q+;(t)

d ~ ~
—P i(t)P = 1i([Hy, Pv#q+;(t)#P + Kyt
{ v,qu,)( )Pv,0 1([ vy qV']( ) V]#)1 Vi 1) (3.4.61)

dt B
Avi(t=0 = Qv;-
Notice that K, j_1(t) depends only on the symbols g (t) with 0 < k < j—1.
(Kv,1(t) =0).

Proposition 3.4.12 Let j € IN. The Cauchy problem (3.4.61) is equivalent to the following one

d ~ ~ T -
{ P OB (OPue = D P (80P o} i1, Pt (Pl + Ky ] o
dvj(t)ji=0o = Qv
where lflw is the m x m hermitian-valued function defined by

Ay
2i
To prove this proposition, we recall the following result from the appendix of [114].

ﬁv,] = PV,O{PV,O/ PV,O}PV,O —1i [PV,OI {)\Vl PV,O}] + PV,O Hv,] PV,O' (3463)

Lemma 3.4.13 Let W : R*™ — M, (C) be such that [W, P+, o] = 0. We have

1
EPV,O ({}\V PV,OI W} - {W/ )\V PV,O}) PV,O = {}\‘VI PV,OWPV,O }

A
- PV,OWPV,O/ %PV,O{PV,OI PV,O}PV,O + [PV,OI{}\'VI PV,O}] .

Proof of Proposition 3.4.12 :

Let us start by computing ([Hy, Pv#0v,; (1)#P+]x),. We have

PV,O ([HV/ Pv#av,j (t)#Pv]#) 1 P'V,O = ([Hv/ Pv#av,j (t)#Pv]#) 1° (3464)
Indeed, the fact that Py#H, = H,#P, = H, (according to (3.4.25)) implies
P #[H., Pv#a\/,j (t)#P]4#P, = [H+, Pv#av,j (t)#P+ 4. (3-4.65)

Consequently, the sub-principal symbols of the two terms in the above equation coin-
cide. Since
([Hv, Pv#av,j (t)#Pv]#)O - [H‘\/,OI Pv,Oav,j (t) P‘V,O] - 0/

it follows that the sub-principal symbol of the left hand side of (3.4.65) is equal to
Pv,0(Hv, Pv#dy,;(t)#Py14); Py 0.
Thus we get (3.4.64). Using this property and formulas (A.0.5) and (A.0.7), we obtain
([Hy, Pv#0y,; (1)#P]4) ; = Pyo ([Hy, Pyv#dy 5 (0#P14), Pv,o

1
2i

= 7PV,0 <{HV,O/ Pv,Oav,j (t)PV,O} - {Pv,Oav,j (t)PV,O/ HV,O}> Pv,
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0

+ P‘V,O <[HV,O/ (Pv#av,j (t)#Pv) 1] + [HV,1 s Pv,Oav,j (t)Pv,O} ) PV,O

1
21

+ [Pv,0Hv,1Pv,0, Pv,0Gv,; (1)Py 0], (3.4.66)

= 7-PV,O ({HV,OI Pv,Oav,j (t) PV,O} - {Pv,Oav,j (t) PV,O/ HV,O}) Pv,

0
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where in the last step we used the fact that Py o[Hy,0, (Pv#qv,;(t)#P+),]Pv,0 = 0. In-
deed, using formula (A.0.7), we have (keeping in mind that Hy o = HoP~v,0 = AvP+0)

[Hv,Or (Pv#av,j (t)#Pv) 1 ]

1

= i)\\/ PV,O ({Pv,Oav,j (t), PV,O} + {PV,OI av,j (t)}) + )\V Pv,Oav,j (t)Pv,l + )\V PV,O Pv,] av,j (t)Pv,O

1 - . - -
- E}\v ({PV,O dv,j (1), PV,O} + {PV,O/ dv,j (t)}) P‘V,O - AVPV,Oq‘V,j (t)PvJ P‘V,O - }\vpvﬂ dv,; (t)Pv,O-

Therefore, by conjugating from both sides by P ¢ (using the fact that P%/O = Py0), one
sees that the right hand side vanishes and we get the desired equality.

Applying Lemma 3.4.13 with W = P, oq+ ;(t)P+ 0, we get
i([Hv/ Pv#av,j (t)#Pv]#) 1= {7\\// Pv,Oav,j (t)PV,O} + i[ﬁvJ ’ Pv,Oav,j (t)PV,O]/
where H, ; is defined by (3.4.63). This ends the proof of the proposition. [

The resolution of the Cauchy problems (3.4.62) will be made by induction on j > 0.
Let us start with j = 0. Since Ky _1(t) = 0, we have

d - ~ e ~
{ e PV,O dv,0 (t) PV,O = {)\v/ PV,O qdv,0 (t) PV,O} + 1[Hv,1 s PV,O qv,0 (t)PV,O]

dt 3
gvotlt=o = Qw0

In Lemma B.o.2, taking into account the fact that Qv,o =Pyo Qv,on,o (see (3.4.54)),
we have shown that if - (t) is a solution of the following problem

d . ~ e~
{ Na q‘v,O(t) - {3\\/1 qdv,0 (t)} + 1[Hv,1 s q'v,O(t)] (3467)
dv,o(tlt=0 = Qv,0,
then at any time t,
Gv,0(t) = Pv,0qv,0(t)Pv,0- (3.4.68)

Applying the result of Appendix B with A = A, and A = H,,;, we obtain the solution
of (3.4.67) which reads

Gvo(t, % E) =Ty T (t,%,E)Qv,0(d% (x, £) To (t,%, &), (3-4.69)

where T, in the unitary (m x m) matrix-valued function solution of the system

d ~
ET\/ (tr X, E,) = _iHV,] (d)z/(xr E»))TV (t/ X, E»)/ T‘v(O, X, E,) = Im (3470)

We recall that QV,O = Qv,0 (see Lemma 3.4.11).

Let us now assume that we have solved (3.4.62) until the order j — 1, i.e. we have
constructed the symbols q+ (t) for k € {0, ...,j — 1} and that they satisfy

av,k(t) = PV,Oav,k(t)Pv,O/ Vk € {0/ /] - 1}
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We are going to solve (3.4.62) at the order j and check that the solution q ;(t) satisfies

qv,j (t) - Pv,Oav,)’ (t)Pv,O~

To apply Lemma B.o.2, we have to prove that
PV,OKv,j—1 (t)PV,O = Kv,j—1 (t) (3-4-71)

Recall that Ky ;_1(t) defined by (3.4.60) is the j-th term (i.e. the coefficient of h) of the

symbol
i d
= E[Hv/Av,j—l (e — - Av,j-1(1).

Ev,j—] (t) : dt

Definition 3.4.14 In the following, we say that B ~ 3, -, h*By belongs to S(h)) if By, = 0
forall k <j.

We claim that
Ev;j_1(t) € S(W). (3-4.72)
This will be proven below. Due to (3.4.56) and (3.4.46), we have
P#E, ;1 (t)#Py = Ey ;1 (1).

By equaling the j-th terms in both sides using (3.4.72) we get (3.4.71). Taking into
account (3.4.54) and (3.4.71), according to Lemma B.o.2, if g ;(t) is a solution of the
following problem

d . ~ ST~
{ QGus0 = D, Gvg )+ U1, Gy (0] 4 Koy (1) )

Gvi(tj—o = Qv

then
qv,j(t) = Pv,0qv,j(t)Pvo, VteR

To solve (3.4.73), we apply the result of Appendix B again with A = A,, A = H, ; and
B(t) = Ky ;—1(t). The solution reads
_ t
av,j (tl X, ‘E) = T;] (t/ X, E) <QV,j ((b:/ (X/ ‘(ﬂ)) + J W‘V,j (t/ S, X, a) dS) T\/ (tl X, ‘E)/
0
(3-4.74)
with
Wyt s,%, 8) =T, (=5, 05 (%, £)Ky -1 (s, 55 (%, &) Ty (— s, b4 (x, &),
where T, is given by the system (3.4.70).

It remains now to prove the claim (3.4.72) by induction on j. For j = 1, we have

(Evol)y = i(IHy, Avo(tls), — = (Avo(t)g
— i([Hv/ Pv#av,O (t)#Pv]#)1 - iPv,()av,o(t)Pv,O

dt
= 0,
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since it is the equation satisfied by g+ 0(t) (see (3.4.61)). Thus Ey o(t) € S(h).
We assume that E ;_>(t) € S(W~1) and let us prove (3.4.72). Using that
Avj—1(t) = A2 (t) + 7T Py#gy 1 (D#Py

we get
i1 d g o .
Evj1(t) =Eyj_2(t) — R ‘Epv#qv,j,1 (D#Py + 10 2 [Hy, Py#qy, i1 (D#PY],
qd o .
=Eyj2(t) -1 i Pvodvi-1(t)Pvo+ SR

+ i~ ([Hy, Py#qy,—1 (D#P],), + S(W)

41/ d ~ ) ~
- Ev,jfz(t) —h ! <dtpv,0qv,j1 (t)Pv,O - 1([HV/ Pv#qv,jf1 (t)#Pv]#)1>

+S(1). (3-4.75)
Notice that to pass from the first to the second equality, we have used the fact that
[Hy, Pv#qy ;1 (D#Py ], € S(h)

since as it was already point out in (3.4.58) its principal symbol vanishes.
On the other hand, combining the definition of K, ;_>(t) which is K,;_>(t) =
(Ev,j—z(t))j,l and the induction hypothesis Ey ;_(t) € S(KW ™), we get

Evj-2(t) =W 7Ky 5 2(t) + S(W).

By going back to (3.4.75), we obtain

d

Evji(t) =R <Kv,jz(t) = 5 Pvodv, 1 (VPv,o +i([Hy, Putdy iy (t)#PV]#)1> +S(W).

The first term in the right hand side of the above equation vanishes since it is exactly
the equation satisfied by q+ ;_1(t) (see (3.4.61)). Thus, we proved that E ;_1(t) € S(W).
This ends the proof of the claim. u

Summing up, we hence have solved the Cauchy problems (3.4.61) for all j > 0. The
solutions (q+,j(t))j>o0 are given by formula (3.4.74). In particular, qv,0(t) is given by
(3-4.69). As already mentioned in the begining of this paragraph, the solutions g ;(t) of
the Cauchy problems (% ;)j>o0 can then be computed using the composition formula
(A.0.2) from the general formula (3.4.52). In particular, the principal symbol g+ o(t) is
given by (3.4.53).

3.4.4 Uniform estimates and proofs of Theorem 3.2.5 and Corollary 3.2.7

This section is devoted to the proofs of Theorem 3.2.5 and Corollary 3.2.7. Since the
techniques of the proofs are close to those used in the above section, we shall omit
some details.

As in section 3.3, we start by estimating the derivatives of the constructed symbols
qV,j (t)/ ] 2 O

Proposition 3.4.15 Assume (A1) and (A2) and let 1 < v < € Forall y € N?™, forall j > 0,
there exists Cy,,; > O such that for all t € R and all (x, &) € R*™, we have

1076y dv.0(tx, E)[| < Cyv0exp (ITvit), (3.4.76)
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and forj > 1,

Ha?/xrcﬁ) Av,i(t, %, E)|| < Cy vy exp (2] +45 —2)TyItl), (3-4-77)
where T, is defined by (3.2.14).

Similarly to the proof of Proposition 3.3.2, the proof of the above proposition is based
on the following lemmas which give estimates on the derivatives of the Hamiltonian
flows ¢! generated by the eigenvalues A, and the matrix-valued function T, defined

in (3.4.70).

From now on we fix v € {1, ..., {}.
Lemma 3.4.16 We assume that
o e Ho € LX(R?™),  for y|>2. (3-4.78)
Then, for all vy € IN2™\ {0}, there exists Cv,y > Osuch that forallt € Rand all (x, &) € R2™,
197, &) @3 (%, E)I| < Cvy exp (IyITvIt]). (3-4.79)

Proof. According to inequaltiy (3.4.2), (3.4.78) implies that a(VX 5)7\\, € L*(IR?™), for
Iyl > 2. Thus estimate (3.4.79) can be proved in the same manner as in Lemma 3.3.4
(see [17, Lemma 2.2]). ]

We turn now to the estimation of the derivatives of T, solution of the system (3.4.70).

Lemma 3.4.17 Let assumptions (A1) and (Az2) be satisfied. For all y € IN?™ \ {0} there exists
a constant C ,, > 0 (independent of t € R and (x, &) € R2™) such that

|’62/X’£)TV (t/ X, Ev) || < Cv,‘y exp (|’Y|ry|t|) . (3480)

Furthermore, the same estimate holds for T, T(t,x, &).

Proof. We recall the expression of the m x m hermitian-valued function H, ; defined
in (3.4.63)

. i 1 2 3
Hv,] - PV,OHV,1 PV,O - 1[Pv,01{7\\// P‘\/,O}] - EAVP‘V,O{PV,O/ P‘V,O}PV,O = Ig/ ) + I£/ ) + IE/ )~

We claim that under assumptions (A1) and (A2), we have ltlﬂ € S(1). Then, estimate
(3.4.80) can be proved by applying exactly the same method as in the proof of Lemma
3.3.5.

To prove the claim let us start by computing H, ;. From (3.4.27), we have H, ; =
(Pyv#H#P, ); = (Py#H)1. Then, using formula (A.0.3), we obtain

1
Hy = i{PV’O' Ho}+ Pv,0H1 + P+, 1 Ho. (3.4.81)
It follows that

no1
i) = 5 Pv.0[Py,0, HolPy,0 4 Py,0H1Py,0 Ay Py 0Py, 1 Py .
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On the other hand, using formula (A.0.3), we get

Pyv,oPv,1Pvo = Pyvo(Pv#Py)1Pvo
= %Pv,o{Pv,o, Py 0/Pv,0 + 2Py 0P+ 1Py 0,
which yields .
AvPy 0Py, 1Py = %}\VPV,O{PV,OI PyolPvo =11
Consequently,
Hy1 = va,O{Pv,O/ Ho}Pv,0 +Pv,0H1Pv,0 —i[Pv,0,{Av, Pv,0}]- (3.4.82)

2i
Using assumption (A2) and Lemma 3.4.1, we clearly see that H, ; € S(1). This ends

the proof of the lemma. ]

Remark 3.4.18 As in Lemma 3.3.7, combining (3.4.79) and (3.4.80) and using the Fad Di
Bruno formula (3.3.12), we get the following estimate on the derivatives of Ty (s, d%(x, &)) :
for all y € IN?™, there exists Cv , > 0 such that

107, &) (Tw (s, @x(x, ED) || < Cuvy exp (VI (It +Is])), (3.4.83)
uniformly for t,s € Rand (x, &) € R2™. The same estimate remains valid for T, ' (s, di(x, &)).

We end our series of Lemmas by the following one where we control the derivatives
of the symbols (Hy ;);j>o.

Lemma 3.4.19 Under assumptions (A1) and (A2), forallj > 0 andy € N?™ with |y|+j > 1,
we have

aY

Ve Hvj € L2 (R?™). (3.4.84)

Proof. According to (3.4.7), we have

‘|az/x,a)PV,O(X/ B <Cyg ' (x,E), V=1 (3-4.85)

Thus, since Hy o = AP o, then (3.4.84) for j = 0 follows immediately from (3.4.85) and

inequality (3.4.2).
Now, for j > 1, from the composition formula (A.0.2) we have

Hyj = (Pyv#H); = > (e B)Py(a Hp )
ol +1B 1 k=i

= Y v BPvBHo Y vl BIPyb
loc|+IB+k=] loc|+[B+k=j—1

According to Lemma 3.4.4, we have Py i € S(g™*), for all k > 1. Then, using (A2), we
obtain (3.4.84) for all j > 1. [

()

Bl
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Now, we are in position to prove Proposition 3.4.15.
Proof of Proposition 3.4.15 :

Let us start by proving estimate (3.4.76). Using formula (3.3.12) and estimate (3.4.79),
we see that for all y € IN?™, there exists Cy > 0 such that for all t € R and all
(x, &) € R?™,

1006y (Qv,00 by (x, &) < Cv,y exp (IYITVIt]). (3.4.86)

Consequently, by differentiating q+,0(t) [y|-times with respect to (x, &) using the Leib-
niz formula, we obtain

ot gamottral < ¥ (3)(E)lomgm o allof s (@ue@hix )]

BLy, <P
x [[oY BT (tx, &)

< Z Cv,oc,B,yeXp ((|’Y|+|o‘|_|[3|)rv|t|) exp ((|B|—‘O€|)r\,‘t|)

BLy, <P
< Cy,v,O exp (h/|rv|t|)/

uniformly for (t,x,&) € R x R?™, where we used estimates (3.4.80). Hence (3.4.76)
holds.

Turn now to the proof of estimates (3.4.77). In the following, when it is not precised,
all constants C, > 0 are uniform with respecttot € R and (x, &) € R2™.

We start by proving (3.4.77) for the derivatives of q+;(t),j > 1, i.e.,
Ha(yxla)av,j (t,% &)|| < Cyqvjexp ((2I+45 —2)TyIt), Yy e N*™ (3-4.87)

We proceed by induction with respect to j. Recall the expression of g+, (t)

. t
a\/,] (t/ X/ E,) = T\T1 (t/ X/ Ev) (QV,1 ((bfl (XI Ev)) + JO W\/,] (t/ S, X/ Ev) ds> TV (t/ X/ Ev)/
where

Wy i(ts,%8) =T, (—s,0%(x,8))Ky,o(s, &5 (%, £) Ty (—s, b4 (x, &)

d
(AV,O (t/ X/ Evl h)) 1

KV,O(t/ X, Ev) = l( [H'V (X/ E»/ h)/ AV,O (t/ X, Ev; h)}#)z - a

and
Avo(t,x, & h) = (Py#y,0(1)#Py) (x, & D). (3.4.88)

Let us estimate the derivatives of K o(t, x, ). Since H,#P, = P #H, = H,, it follows
that

[Hv/ A'V,O (t)] # P # [HV/ av,o (t)] ##Pv-
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From this equation, using the composition formula (A.o.2), we see that ( [HV, Ay 0 (t)] #) 5
is a finite linear combination of terms depending on the symbols Py i, Hy j, qv,0(t)
and theirs derivatives with at most a derivative of order 2 (with respect to (x,¢&)) of
qv,0(t,x,&). More explicitly, we have

([Hv, Av0(t)]4); = (Hy#dv,0(1)#Py ), — (Pv#dv,0(t)#HY ),
=Y veBHBam - Y v BID® P,

[ocl+B[+Kk+1=2 loc|+[ B |+k+1=2
where C( ) == qv,0(t)#P and D(t) := Py#q+ 0(t). According to Lemma 3.4.19, all terms

H, kE with |« + |3+ k > 1 are uniformly bounded on R2™. On the other hand, the

term mvolvmg Hy o (without derivative) is given by
H\/,O C2 (t) —D2 (t) HV,O .

By the composition formula (A.o.2), we have

IC2tx 8l = || Y vieBlavoltx )& Prpls) (x|
|&|+IBl+p=2
<X Capllavoltx)igPrvo g x 8]
l&|+IB|=2
+ Y Clhpllvoltx &) BPyr S )|+ dvolt X, E)Pyalx £)]
|&l|+IB|=1

< Coexp(2Myltg ™' (x, &) + Crexp(NyIthg ' (x, &) + C2g2(x, &)
< Cexp(2lylthg ' (x, &),

uniformly on t € R and (x,&) € R?™, where in the third step we used (3.4.76) and
(3.4.7) and (3.4.28). Then,

[Hy,0(x, &)Ca(t,x, &)|| < Cexp(2Ty[t]),

uniformly ont € R and (x,&) € R2™. Clearly, we have similar estimate on D (t)Hy 0.
Consequently, using estimates (3.4.76), (3.4.85), the fact that P . € S(g™*) (see Lemma
3.4.4) and Lemma 3.4.19, we obtain

0%, 2 (I Av o (0))), (x, E)|| < Cyexp ((I¥I+2TIt), vy €N (3.480)

On the other hand, from (3.4.88) we have

d

d .
AV,O(t))] = (Pv#aqv,o(t)#]’y)].

i
It follows using formula (A.o.7) that

d d .
dt(AvO ) <{ VO qVO/ VO}+{PVO/ th,o}Pv,o)

d . d .
+PV0 qv OP‘V] +Pv1 th,OPv,o-
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Recall that qv,0(t) satisfies equation (3.4.67), i.e.,

& dvolt) = iy, ot + ilFy 1, avo(t)],

Recall also that ltlw € S(1) (see the proof of Lemma 3.4.17) and a(VX,E)AV € L>®(R?™),

for all |y| > 1 (see (3.4.2)). Thus it follows from estimate (3.4.76) that for all y € IN?™,
there exists C, > 0 independent of t € R and (x, &) € R2™ such that

Putting together (3.4.89) and (3.4.90), we obtain

o) (3 (Awslt)) )] < Cyexp (Iy1+ 20Tk, (5-490)

Jor

e Kvoltx, E)]| < Cyexp ((y1+2)NViH), vy € N2™

As in the proof of Proposition 3.3.2, using the above estimate, estimate (3.4.79) on the
derivatives of the flow ¢!, estimate (3.4.80) on the derivatives of Ty (t,x, &) and the Fa4
Di Bruno formula (3.3.12), we get

Ha(yx,a)avfl (tx, E)H < Cyexp (2 +2)IVItl), ¥y € N*™

Thus we proved that (3.4.87) for j = 1.
Let us now assume that q k(t,x, &) satisfies (3.4.87) for k € {1, ..., r — 1}. Recall the
expression of G +(t)

- t
Gvr(tx, &) =T, (t,x, &) <Qv,r (dY(x, &) + J W, +(t,s,%, E)d3> Ty (t,x, &),

0

where

WV,T(t/ S/ X/ E:) = T\T] ( - S/ (I)E/ (X/ Ev))KV,T‘—] (S, d)’i/—s (X/ E»))TV ( - S, d)t/ (xl Ev))

d
KV,T*] (t/ X, Ev) = 1’( [HV (X/ ‘(—// h)/ A'v,rf1 (t/ X, Evl h)]#) r+1" 3¢ (AV,Tf] (t/ X, ((—u h))r

dt
and ]
Avro1(tx, ER) = (Py# Y W Gy (#Py) (x, & ).
k=0

As above, we have

r—1
[Hy, Avro1 (0], = Py#[Hy, 3 heGyx(D)] #Py
k=0

which yields
r—1
([HV/ Ay (t)]#)r+1 = Z (PV# [HV’ a\’rk(t)]##PV)T—H—k'
k=0

Again, using the composition formula (A.0.2), we see that for all k € {0,...,7 — 1}, the

symbol (PV# [HV, ﬁ\,,k(t)] ##PV)T‘ 1k depends at most on a derivative of order r+1—k



100 LONG TIME SEMICLASSICAL EGOROV THEOREM FOR h-PSEUDODIFFERENTIAL SYSTEMS

of qv,k(t) (and on the derivatives of H, ; and P ;). Fix k € {0, ..., — 1}. More explicitly,
by the composition formula (A.0.2), we have

(PV#[HV/ av,k(t)]##P )T—H k (H #qv k( )#Pv)r+]_k - (Pv#av,k(t)#Hv)T+]_k
= > Yo, B)Hyp (5] Cro(t) () — > Yo, B)Dip (1) o Hy 1 ()

lo|+]Bl+p+l=r+1—k lx|+Bl+p+l=r+1—k
= EV,T+] k() + Ev,r+1 —ks
where Cy(t) := qv k(t)#Py and Dy (t) := Py#qy k(t). Clearly it suffices to estimate only

one term in the above difference since the other one can be estimated analogously. For
instance, let us focus on =, 41_k(t). For all 1 > 0, we have

Cit(t) = (Gv(#Py) = 3 v(& B)a"'k(t)ggpv'pgg)
& +|Bl+p=1

By the induction hypothesis, we have for all &, 3 € N™,

1av ()51l < Co v i exp (20181 +1BI) + 4k — 2Ty [t]).

X

Since Py, € S(1) for all p > 0, it follows that for all o, f € N™ and v € NZ™,
107, &) Crot(t,%, E) (5] < C e €xp ((20L+ lodd + Bl + y]) + 4k — 2)Ty ),

uniformly with respect to (x,£) € R?™ and t € R. Consequently, using estimates
(3.4.84) on the derivatives of the symbols H, ,,, we get

Ha‘e/x a)—‘v T4+1— k(t X, E»)H Cyvrkexp (( (T+] —k+ h/D +4k_2)r\/|t|)

uniformly with respect to (x,&) € R*™ and t € R. Analogously the derivatives of
Zvr+1—k(t) satisfy similar estimates. Then, taking the supremum over k =0, ..., —1,
we obtain

|00 (M Av 1 (0)],), 4 (6, )| < Cyrexp (211+4r— 2T Jel), vy € N2™
(3.4.91)

d d .
Since aAV,rq (t) depends on aq\,lk(t), k € {0,..,mv— 1}, which satisfy equations
(3.4.73), it follows that to estimate the derivatives with respect to (x, &) of (%Avqu (t))r,

one first needs estimates on the derivatives of K, x(t) with k € {0,...,r —2}. This can

d
— Ay 1 (t))r satisfies estimate (3.4.91).

be made by induction on k and we get that ( It

Consequently, we obtain
Hazyx,g)Kv r—1(tx, &) H Cyrexp (2l +4r—=2)Ty[t), Vye N2™

We conclude as in the proof of Proposition 3.3.2 using estimates (3.4.79), (3.4.83) and
Leibniz formula. Hence,

107, ¢yav,i (6%, E)]| < Cyvjexp (2I+4i—2)Nt), Yy € R¥™Y > 1, (3.4.92)
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uniformly for t € R and (x, &) € R?™. This ends the proof of (3.4.87).

Turn now to the proof of estimate (3.4.77). Let j > 1. According to the general form
of the solution (3.4.52), we have

j
qV,j(t/XI &) = Z (Pv#av,k(t)#Pv)j_k(X/ &).

k=0

By the composition formula (A.0.2), each term (Pv#av,k(t)#Pv)j,k(X, £),ke€{0,..,j},in

the above sum is a finite linear combination of terms depending on Py 1(x, &), qv x(t,x, &)
and theirs derivatives (with respect to (x, £)) with at most a derivative of order j —k of

gv,k(t,x,&). Then, using (3.4.87) and the fact that P, ; € S(1) for all 1 > 0, we deduce

that for all 1 < k <j and y € N?™, we have

107, &) (Pv#av ik (D#P ), (x, E)|| < Cjiey,v exp ((21y]+2( + k) = 2)TvIt)). (3.4.93)
Taking the supremum over k € {1, ..., j}, we get (3.4.77). This ends the proof of Proposi-
tion 3.4.15. |
3.4.4.1 Proofs of Theorem 3.2.5 and Corollary 3.2.7

Proof of Theorem 3.2.5 :

The starting point is the same as in the proof of Theorem 3.2.1. Set
Uy (1) = e MY — e wPYHYPY e R T<v <L

For N € IN, let QE,N '(t) be the remainder term of order N in the asymptotic expansion

of Qv(t), i.e
N
QY (1) = Qv (1) = Y W (quv,;(1))" (x, hDx).
j=0

Lemma 3.4.20 Fix 1 <v < L Forall N € IN, the following estimate holds

t
QN (1) < RN JuHV(—s)(R(VN“)(t—s))WuHV(s)ds +O(RNTY,
0

uniformly for t € R, where

R (1) = Rt (Hy, Gv,0(8) + R (Hy, G,1(8) + -+ Ry (Hy, gy, (1)- (3.4.94)

We recall that the notation Ry (A, B) is introduced in (3.3.30). Here || - || = |- (L2 (rnicmy)-

For N € IN, we set

N 4
QM) :=Q) =Y W > (qv,;(t)™(x hDx).

j=0 v=1
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Using Lemma 3.4.20 and Proposition 3.4.6 (i), we obtain
¢
- Q1)
v=I1

t w
< ChN*FT sup JUHV(—S)<R£,N+”(’£—S)) Uy, (s)ds
1<vgellJo

+ OMNTY 4 0((1+[thh™),

£
RN < Xl wl+|Qw (3-4.95)
v=1

uniformly for t € R.

As in the end of the proof of Theorem 3.2.1, using the estimates on the symbols
dv,j(t) given by Proposition 3.4.15, Theorem A.o.2 and the Calderén-Vaillancourt theo-
rem (Theorem 1.3), we prove the following estimate

IRV (1) (o kD 1) e 2rnemy) < Cvnnexp (4N +8n)TV 1),

uniformly for t € R, where d,, is an integer depending only on the dimension n. We
conclude as in the end of the proof of Theorem 3.2.1. u

It remains now to prove Corollary 3.2.7.
Proof of Corollary 3.2.7:

Let Q(x, &) ~ ngo h Qj(x, &) in S$(1) and assume that there exists Q € S(1) such

that
14

Z o (% E)Q(x, E)Py,0(x, ).

According to Proposition 3.4.6 (11), we have

¢
‘Q(t) - ) Q1)
v=1

Thus by rewriting (3.4.95) for N = 0 and using Lemma 3.4.20, we get

= O((] + Itl)h), uniformly for t € R.

¢ ¢
ool < 3 oo+ a0~ X oy
v=1 v=1
t
< th sup JUHV(—s)(R(V”(t—s))WUHV(s)ds + O+ O((1 + lthh)
1<ve o
uniformly for t € R. We conclude as above. u

3.5 Some comments and remarks
3.5.1 The class of observables 2(1)

In this paragraph, we recall a result from [15] showing that the assumption Q €
2(1) is necessary in order to prove that Q(t) is an h-pseudodifferential operator with
semiclassical symbol q(t) ~ ngo h q;(t) in S(1), for all finite t.

Let H be a semiclassical Hamiltonian satisfying the assumptions of Theorem 3.2.5.
It is clear that our Theorem 3.2.5 implies in particular that for Q € 2(1), the time
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evolution of the corresponding quantum observable Q" (x, hDy;h) given by Q(t) :=
Un (—t)Q™WUn(t) is an h-pseudodifferential operator with symbol q(t) € Ss (1), for
all finite t. This is a consequence of Beals’s characterization of h-pseudodifferential
operators (Theorem 1.7). In the following proposition, we recall a result from [15]
(which generalizes results from [32, 33, 34]) ensuring the reciprocal result. In other
words, the class 2(1) exhausts all observables Q € Ss.(1) such that the time evolution
of the corresponding quantum observable is again an h-pseudodifferential operator
with symbol in the class Sgc(1).

Proposition 3.5.1 Let Q € Sy (1) and assume that for all t € R, the corresponding Heisenberg
observable Q(t) := Un (—t) Q™ U (t) is an h-pseudodifferential operator with symbol
q(t,x,&h) ~ ) NWajt,x,E) in S(1),
j>0
uniformly for [t| < t. Then, uniformly for [t| < t, we have
P #q(t)#P, ~0 in S(1), VI<pu#v<L
In particular, for t = O, this implies that Q € 2(1).

Proof : We start by the Heisenberg problem satisfied by Q(t)

) |
Q) = S[H,Q(1)],  Qlt)e—o = Q"

which we rewrite at the level of symbols as

d

LAt~ L a(l in S0, alto~Q in S(1)

Multiplying from both sides by the semiclassical projections P, P,,, and using the fact
that
P #H ~ H#P, in S(1), Yn=1,..4

according to (3.2.11), we get

%Pu#q(t)#Pv - %Pu#[H, q(t)]4#Py, ~ %[H,Pu#q(t)#Pv]# in S(1). (3.5.1)
Put
Gvp(t) = Pudq(#Py ~ ) Wayu(t), wv=T1,..L
j=0
We shall prove that
Qvj(t) =0, Vj=20,VIi<pu#v <L (3.5.2)

Firstly, due to the factor h™! in (3.5.1), at principal symbols level, we must have
[HOI Pp.,OqO(t)Pv,O] - (7\u - Av)Pu,OqO(t)PV,O =0.
Since for 1 < u# v < {, A, — Ay # 0 by assumption (A1), it follows that

qvi,o(t) =Puoqo(t)Pyvo =0, VI<p#v<L (3-5-3)

103



104 LONG TIME SEMICLASSICAL EGOROV THEOREM FOR h-PSEUDODIFFERENTIAL SYSTEMS

This gives (3.5.2) for j = 0.

Let 1 < u # v < L. Using the asymptotic expansion of q+,(t), we identify the equal
powers of h in both sides in (3.5.1), i.e.

d — _
Y Wy (®) ~i[H, Y Wy ], (3.5.4)

>0 =1

According to (3.5.3), the principal symbol of the right hand side of the above equation
equal to i[Ho, qv,1(t)] must vanishes. This is equivalent to the block-diagonal form of
qvy,1(t) with respect to the eigenprojectors (P, 0)1<n<e, that is

14
qvu,1 (t) - Z Pn,quuJ (t)Pn,O~
n=1

Forn=1,---,{ Py 0qvy,1(t)Py 0 can be seen as the principal symbol of h™! (Pr#(qvu(t)—
qv,0(t))#Py). Since qv,,0(t) = 0 according to (3.5.3), this implies that q, 1(t) = 0
which gives (3.5.2) for j = 1. One can continu this procedure to obtain (3.5.2) for all
j > 2 and then see that q(t) must be block-diagonal with respect to the semiclassical
projections P, v=1,..., L. ]



THE MOYAL BRACKET AND REMAINDER ESTIMATE IN THE
COMPOSITION FORMULA

Let g7 and g be two order functions on RR2™. We have already seen in Theorem 1.2
in Chapter 1, that for two matrix-valued symbols A € S(g7) and B € S(g>), the Moyal
product A#B belongs to S(g1g2) and admits an asymptotic expansion in powers of h
given by (1.2.10). In this appendix, we precise this result in the case of semiclassical
symbols A(x, & h) ~ 355 WA;(x, &) in S(g1) and B(x, & h) ~ Y iso hB;(x, &) in S(g2)
and we recall the notion of the Moyal bracket. Moreover, we recall a remainder estimate
in the composition formula established by Bouzouina-Robert [17] which we use in our
proofs.

a.0.1 Moyal product of semiclassical symbols

Let A(x, &;h) ~ Zj>o thj (x,&)in S(g1;R*™, M (C)) and B(x, &;h) ~ Zj>o thj (x, &)
in S(g2;R?™, M»(C)) be two matrix-valued semiclassical symbols. By ordering the
asymptotic expansion (1.2.10), one can easily verify that A#B is also a semiclassical
symbol in S(g79g2;R*™, My, (C)) with asymptotic expansion in powers of h given by

A#B(x, &) ~ ) W (A#B)(x, &) in S(g1g2), (A.0.1)
j>0
where for all j > 0,

(A#B);(x, &)= > vl B)AkE (% E)ByG) (x, &), (A0.2)
loc|+[B+k+1=j

with
(—1)IB!
(2i) |+ IRl 1B 1
In particular, the principal symbol and the sub-principal symbol of A#B are respec-
tively given by

’Y((Xr [5) =

1
(A#B)o = AgBo, (A#B); = Z{Ao,Bo}+AoB1 + A1Bo. (A.0.3)

In the following remark we collect some useful identities which can be easily com-
puted using (A.0.3).

Remark A.o.x We recall that the Moyal commutator [A, Bls of A and B is defined as
[A, Bls := A#B — B#A.

For A ~ 3 ;o WA;j, B~ 3 ;o oWBjand C ~ 3 ;o WC;j three semiclassical matrix-valued
symbols, we have

([A/ B]#) 0~ [AO/ BO] (AO4)
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(A, Bly), = ({Ao,Bo} {Bo, Ao}) + [Ao, B1] +[A1, Bol (A.0.5)

(A#B#C)o = AoBoCo (A.O.6)
1 1
(A#B#C)y = fi{AOBO’ Col+AoBoCq + fi{Ao’ Bo}Co +AoB1Co +A1BoCo. (A.0.7)

a.0.2 The Moyal bracket

Let A ~ Z)}o thj in S(g1) and B ~ Zj>o thj in S(g2) be two matrix-valued
semiclassical symbols. The Moyal bracket of A and B denoted {A, B}* is defined as the
Weyl symbol of £[A", B"]. By means of the Moyal product it can be written as

A, B} = A B

(ABJ = (A, Bly
If the principal symbols Ay and By commute, i.e. if [Ay, Bo] = 0, then using the rule
of asymptotic expansion of the Moyal product of symbols (formula A.o.1), one can
expand {A, B}* in a power series of h and gets

{A, B}~ > NW{A,BY in S(g1g2), (A.0.8)
j=0

with
{A,BY; = i([A, B}#)jﬂ =1((A#B)j411 — (B#A)j41), Vj =0.
Let N > 1. The remainder term of order N — 1 in the asymptotic expansion (A.0.8)

can be expressed by means of the remainder terms in the asymptotic expansions of
A#B and B#A. More precisely, we have

N—1
{ABY'— > W{A,B} =ih '(Rn(A,B) —Rn(B,A)), (A.0.9)
j=0
where
N
Rn(A,B;x, &) i= A#B(x, & h) — Z (A#B);(x, &) (A.0.10)

denotes the remainder term of order N in the asymptotic expansion of A#B.
a.0.3 Remainder estimate in the composition formula

In [17, Theorem A.1], Bouzouina and Robert established the following estimate on
the derivatives of Ry (P, Q) in the case of scalar-valued symbols. This result remains
true without any change in the case of matrix-valued symbols.

Theorem A.o.2 There exists a constant Ky, > 0 such that for every integer k > 4n and every
s > 4n, there exists Tn «,s > 0 such that for every A,B € ./ (R2™; M (C)) we have :
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For every N > 1 and every y € IN?™, the following estimate holds for every u € R?™

1Y RN (A, B h) || < WVl KR Y (N !

X sup (((v,w)>sKHa\(,“’BH”A(V—i—u)H“aw’“)JrvB(w—i—u)‘}).

v,weR?™
v ENZ™ |+ vI< K+ v
o, BEN™ o+ B|=N+1

(A.0.11)

Remark A.o0.3 As it was shown in [17], using the fact that ./ (R?™; M (C)) is dense in
S((u)%;R2™, M (C)), a € R, for the topology of the Fréchet spaces S((u)@+E; R2™, M (C)),
for all ¢ > 0, Theorem A.0.2 can be extended to symbols A € S({(u)%;R?™,M,(C)) and
B € S((u)?; R?™, M, (C)), with a,b € R such that k —s > a+Db to get a finite right hand
side in (A.0.11).
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Let A € C®(R?™R), A € C®°(R?*";M(C)) hermitian-valued and B € C®(R x
R2™; M, (C)). In this paragraph, we give the general solution of the following Cauchy
problem

d .
{ aw(tn@é) = {AV(L, ) Hx &) +iA(x E), Wt x, )] +B(t,x, &) (B.o.1)

ll)(t,x, Ev)|t:0 = II)O(X/ E»)/

which arises when we solve the Cauchy problems (3.3.1) and (3.4.61) in sections 3.3
and 3.4, respectively. We assume that the flow ¢f (x, &) exists globally on R for all
(x,&) € R?™ since it is the case for ¢ and ¢F (see section 3).
We introduce the (m x m) matrix-valued function T solution of the following system
d

aT(t, x, &) = —iA(d)}\(x, &))T(t, x, &), T(0,x,&) =1n. (B.o.2)

The following lemma was proved in [18, Proposition 4].

Lemma B.o.1 The matrix T(t,x, &) is unitary and we have
T(—t¢4(x,8) =T Tt xE), VteR, (x§) eR™ (B.0.3)

Notice that in [18], the quantity T'(t,x, &) = T(—t, $} (x, &)) was considered instead of
T.

The equation satisfied by T~ reads

%T_1 (t,x, &) =iT ' (t,x, E)A(cl)f\(x, E,))‘ (B.o.4)
A simple computation using (B.o.2) and (B.o.4) yields
% (T_1 (6%, (L, O (x, &) T(—t,x, E)) =T (% 8)5(t d A (x, ENT(—t,x, &)

with d
S(t,x, &) = alb(t,x, &) —{A b (t)Hx, &) — A P(t)](x, &).

Consequently, equation (B.o.1) is equivalent to the following one

% (T =t (L dr(x E)) Tt x, a)> =T (=t %, E)B(t, & (x, &) T(-t,x, &).

Therefore

V(L dpAt(x, &) =T(—t,x, &) (lbo(x, &)

t
+ J Ti] (_SI X, E)B (SI ¢7\s (X/ E))T(_SI X, Ev) d5> Ti] (_t/ X, Ev)
0
(B.o.5)
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Using Lemma B.o.1, we obtain the solution of (B.o.1) which reads
W% €) =T (6%, (Wolbhx,)

+J T (—s,da(x,&)B(s, dn *(x, &) T(—s, dh(x, &) ds)T(t,x,a).

0

The following lemma is used in the proof of Proposition 3.4.12. Similar result was
announced in the appendix of [114] (see equation (A.22) therein).

Lemma B.o.2 Consider the Cauchy problem (B.o.1) with A = Ay and A = lt{m defined by
(3.4.63). We assume that \py and B(t) satisfy

Yo =Py oPoPvo and B(t) =Py oB(t)Pvo, VteR.
Then the solution \(t) satisfies
Y(t) =Py,od(t)Pvo, ViER
Proof. Put P, o := I, — Py 0. We shall prove that

Pyod(t) =0 and Y(t)Pyo=0, VteR.

We have
SPuob(t) = Pl b(t]— Pyolb(t), iy,
= D Pua (O} = (v, Prohb(t) — P olb(t) iFly i) i
U\Vz ﬁ\/,O1~l)(t)} - {?\V/ ﬁ\/,O}lp (t) + iﬁv,oljvj ll)(t) - iﬁv,oll)(t)HvJ
= {}\v, ﬁ\/,Oll’(t)} - {}\v, ﬁ\/,O}ll)(t) + iﬁv,OH\/J 'Ll)(t) + O(ﬁv,oll)(t)),

where we used the fact that ltlw € S(1) (see the proof of Lemma 3.4.17). According to
the definition of H, ; we have

Py oHy, 1% (t) = P+ 0[Pv,0, A, Pv,o}]W(t) = =Py 0{Ay, Py,0}Pv, 00 (1) (B.0.6)

Next, multiplying the obvious equality {Ay, Py,0} = {Ay, P%/,o} ={Av,Pyv,0}Pv,0+ Py oAy, Py o}
on the left and right by P, o, gives Py o{Av, Pv,0}P~v,0 = 2P+ 0{Av, Pv,0}Py 0 and then

PV,O{AV/ PV,O}PV,O =0.

Combining this with (B.0.6), we obtain

iﬁ\/,O ﬁv,1 P (t) ={Ay, ﬁv,o}PV,oll) (t)
Therefore, we have

%ﬁv,olb(t) = {Av,Pvod ()} —{Av, Pv,o b (t) +{Av, Py,0}Pv,00(t) + O(Py,0(t))

= {)\v/ ﬁ\/,011’(t)} - {)\v/ﬁv,o}ﬁv,olb(t) + O(ﬁv,oll)(t)),
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which by using the fact that {Ay, P+ o} = O(1) (which follows from assumption (Az)
and Lemma 3.4.1) gives

%ﬁvlow(t) = (A, Py oW (1)} + O(Py o (1))

Put g(t,x, &) == Py o(x, E)WP(t, %, &) and f(t,x, &) := g(t, 3, (x, &)). Taking into account
the fact that f(0) = g(0) = P~ 0o = 0 (since P = P+,0PoP~,0 by hypothesis), we have

d
af(tlxl ((ﬂ) = O(f(tlxl ‘E))/ f(O) =0.

Consequently, using Gronwall Lemma, we get
f(t)=0, VtelR.

Hence
ﬁv,Oll)(t) =0, VtelR

The same arguments show that P(t)Py o = 0, for all t € R. This ends the proof of the
lemma. ]
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SEMICLASSICAL TRACE FORMULA AND SPECTRAL SHIFT
FUNCTION FOR SYSTEMS VIA A STATIONARY APPROACH

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait I'objet de I'article [4] en collaboration
avec Mouez Dimassi et Setsuro Fujiié.
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4.1 Introduction

In this chapter, we establish a semiclassical trace formula in a general framework
of microhyperbolic selfadjoint systems of h-pseudodifferential operators, and apply
it to study the spectral shift function (SSF for short) associated to a pair of selfad-
joint Schrodinger operators with matrix-valued potentials. Such operators appear in
molecular physics in the Born-Oppenheimer approximation. The justification of this
approximation and a classification of matrix Schrodinger operators can be found in
[26, 58, 71, 77].

More precisely, we are concerned with the SSF for the pair of operators (P7(h), Po(h))
with

Po(h) i= —h?A® I;m + Voo, Pi(h) = —h?A® I + V(x), (4.1.1)
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where h €]0, 1] is the semiclassical parameter, I, is the identity m x m matrix, V is an
m x m constant hermitian matrix and V is a smooth hermitian matrix-valued potential
which tends rapidly enough to V at infinity. The SSF associated to (Pj(h),Po(h))
denoted s, is defined as distribution (modulo a constant) by the Lifshits-Krein formula

(sh(+), f(:)) = —tr(f(P1(h)) — f(Po(h))), Vfe CP(R;R). (4.1.2)

In the scalar case m = 1, a lot of works have been devoted to the study of the
SSF in different asymptotic regimes, see [105, 103, 106, 104, 107, 6, 43, 40] and the
references therein. In particular, a Weyl-type asymptotics for the SSF with a sharp
remainder estimate and a complete asymptotic expansion of the derivative of the SSF
were studied in high energy regime ([104]) and in the semiclassical regime ([105, 106]).

The proofs of these works reduce to the study of the asymptotic behaviour of
r (F(P1(h)Fy,'0(t— Py () — f(Po (W), ' 6(7— Po(h)) (4.1.3)

where 0 is a smooth function of the time with compact support and J;,' is the semi-
classical Fourier inverse transform defined by (4.2.2). The method in [105] consists in
writing (4.1.3) as

1

| e —RPi(h) _ —%Po(h)
o LRe 0 (t)tr (f(P1 (h))e & f(Po(h))e N )dt,

and constructing, modulo O(h*), the Schwartz’ Kernel of the evolution operator
Upn (t) := f(Py(h))e nP1 (),

This construction by means of Fourier integral operators is now standard and well-
known for scalar-valued operators Py (h) (see [66, 70, 102] for problems concerning the
asymptotic distribution of eigenvalues, and [104, 105] for the SSF).

For matrix-valued operators, this explicit construction is very complicated (or im-
possible) even for small t. To avoid this problem, and to study the counting function
of eigenvalues of Py(h), V. Ivrii [70] observed that a rough construction by using the
successive approximation method of Uy, (t) for [t| < h'=2 (with 0 < & < 1) suffices
to get a full asymptotic expansion in powers of h of tr(f(Py(h))F,, 19(t—Py(h))). Re-
lying on this observation, Dimassi and Sjostrand [42] (see also [41, ch. 12]) developed
a time-independent approach to get asymptotics of tr(f(Pq(h))J;, 19(t — Py (h))) for
matrix-valued operator P (h). The novelty in this approach consists in expressing the
above trace in terms of the resolvent instead of the evolution operator, and studying
the (almost) analyticity of its trace near the real axis. This representation is done by
means of Helffer-Sjostrand formula (1.3.4). This method is used in [40] to study the
SSF for scalar non semi-bounded operators such as Stark Hamiltonian.

In this chapter, we develop and apply this stationary approach to the study of the
SSF for matrix-valued operators.

Organization of the chapter

In the first part of this chapter, we study the semiclassical trace formula associated
to a microhyperbolic selfadjoint system of h-pseudodifferential operators. We consider



4.2 STATEMENT OF THE MAIN RESULTS

a general matrix-valued h-pseudodifferential operator H" := H"(x, hDy) associated
to an m x m hermitian matrix-valued symbol H and we study the trace of the operator
XWF(H™)F,, '9(t — HY) near a fixed energy To € IR, where X is a cutoff function in
the phase space, f € C3°(R;R) with support near 1o and 0 € C3(R;R). Under the
assumption that to — H is microhyperbolic at every point of the support of x (see
Definition 4.2.1), we show that this trace has a full asymptotic expansion in powers of
h, provided that 0 is supported in a small h-independent neighborhood of 0 ( Theorem
4.2.6). This is a consequence of two results. The first one states that the above trace
depends, modulo O(h*), only on the values of the symbol H on the support of x as
long as the support of 0 is small enough near o (Theorem 4.2.5). This result enables us
to modify the symbol 9 — H outside the support of x and then extend it to a uniformly
microhyperbolic symbol in the whole phase space using Theorem C.o.1. The second
result ensures that under this uniform microhyperbolicity condition, the constribution
of the trace of wa(HW)H’fL]G(T— H™) for large times (larger than h'=2,0<86 <)
is O(h*) (Theorem 4.2.3). These results are stated in subsection 4.2.1 and proved in
section 4.3.

In the second part, we apply the results of the first part to the study of the SSF as-
sociated to the pair of Schrodinger operators with matrix-valued potentials defined in
(4.1.1). First, we give a complete asymptotic expansion in powers of h for the derivative
of the SSF in the sense of distributions (Theorem 4.2.8). This result is a simple conse-
quence of the h-pseudodifferential symbolic calculus. Then, using Theorem 4.2.6, we
show that (4.1.3) has a full asymptotic expansion in powers of h when the support of
0 is close enough to the origin (Theorem 4.2.9). Combining this result with a Taube-
rian argument, we obtain a Weyl-type asymptotic for the SSF with a sharp remainder
estimate (Theorem 4.2.11). Finally, we give a pointwise full asymptotic expansion of
the derivative of the SSF near energies T where there exists a scalar escape function
associated to the classical Hamiltonian &1, + V(x) (Theorem 4.2.13). This theorem
is a generalization to the matrix case of the result of Robert-Tamura [105] near non-
trapping energies. These results are stated in subsection 4.2.2 and their proofs will be
given in section 4.4.

Notations

Throught this chapter, J(,;, denotes the set of m x m hermitian matrices. We use the
same asymptotic notations as in the previous chapters. In particular, we recall that for
a function fy, depending on the semiclassical parameter h, the notation f, = O(h*)
(or fn, = 0) means that f, = O(hN), for all N € N, uniformly for h small enough. The
scalar products in R¢ and C™ will be denoted (-,-) and (-, ), respectively. Finally, the
bracket [aj]g) stands for the difference a; — ay.

4.2 Statement of the main results

We start by recalling the following notion of microhyperbolicity which will play an
important role in this chapter.

Definition 4.2.1 (Microhyperbolicity) Let H € C®(R?™; H ).
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(i) We say that H(x, &) is microhyperbolic at (xo, &) € R?™ in the direction T = (Ty,, Te,) €
R2™, if there are constants Co, Cy, C2 > 0 such that

((T, Vx,e H(x, £))w, w) > Colwl|* — C1[H(x, E)wl?, (4.2.1)

forall (x,§&) € R2™ with |(x, &) — (xo, &0)] < C% and all w € C™. Here Vi :H =
(0xH, 9z H) and we slightly abuse notation by denoting

<T/ VX,EH(X/ E,)> = <T/ VX,E>H(X/ E’) = <Txo/ ax>H(X/ E») + <Tiol ag>H(X, E,)

(ii) If for some constants Co, C1 > 0 the above estimate holds for all (x,¢&) € R2™, we say
that H(x, &) is uniformly microhyperbolic on R?™ in the direction T.

(iii) In the case where H(x, &) depends also on an additional parameter, we say that H is
uniformly microhyperbolic in the direction T if (4.2.1) is satisfied with Co,C7 > 0
independent of this parameter.

Remark 4.2.2 Clearly the notion of microhyperbolicity is a local notion in the sense that if H
is microhyperbolic at (xo, &o) € R?™ is some direction T € R?™ then for n > 0 small enough,
H is microhyperbolic at every point (x,§&) € R2™ with |(x, &) — (xo, &0)| < n in the same
direction T. In the appendix C, we prove some technical results related to this notion that we
shall use in our proofs.

4.2.1  Trace formula for systems of h-pseudodifferential operators

Let 0 € C3(R;R). We recall the semiclassical Fourier inverse operator

1 itt
F.'0(t) = S LR e B(t)dt. (4.2.2)

In the following, for ¢ > 0 possibly depending on h, we set

0.(t) == 0 <t> .
£

Let A,H € S(I;R*™, H.,) and x € Cgo(]RZ“;IR). We assume that A together with all
its derivatives with respect to (x, &) are in L'(R?™). In particular this implies that A™
is of trace class and we have (see Theorem 1.11)

[AY|le = O(R™™).

Recall that x" is of trace class with norm trace O(h™™). Clearly, for all f € CF(R;R),
the operators x"f(H") and A™f(H") are of trace class.

Fix 19 € R. We denote by O, the set of open intervals centered at Ty, i.e.,

Ox, := {lTo —m,T0 +n[; n>0}.

1 All the following analysis remains true if we assume that (1 + 1£12)79H € S(1;R?™, Hm), a = 0. In this
case we have to suppose that A" (i + H")~K is a trace class operator for some k > 1, with norm trace
O(h™™).
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Theorem 4.2.3 Let 0 € CP(1%, 1GR) and « > 0, 5 €]0, 1] be fixed arbitrarily independent of
h. Suppose that there exists T € R*™ such that 1o — H(x, &) is uniformly microhyperbolic with
respect to (x, &) € R?™ in the direction T. There exists 1 € Ox, such that for all f € CF(I;R),
we have

tr (AVf(H")F, 0. (T—H™)) = O(h*™), (4.2.3)
uniformly for T € Rand e € (78, k(.
Remark 4.2.4 The above theorem remains valid if supp 6 C] —1, —% L

Theorem 4.2.5 Let Ho,Hy € S(1;R?™,H(,,\) be such that Hy = Hy in a neighborhood of
supp x. There exists Co > O (large enough and independent of h) such that for 6 € C3(] —

11T
T C—O[,]R), we have

tr (3 [HH), o= H1]5) = (), 424
uniformly for T € R.

The following result is a consequence of the above theorems.

Theorem 4.2.6 Assume that 1o — H(x, &) is microhyperbolic at every point (x, &) in suppx.
There exists I € O, and C > 0 (large enough and independent of h) such that for f € CF(L;R)
and © € C(1 — &, ELR) with 8 equal to 1 near 0, the following full asymptotic expansion in
powers of h holds

tr (xVf(H™)F,'0(t—HY)) ~ (2rth) ™ f(7) Zyi (W as h\,0, (4.2.5)
>0
uniformly for T € R. The coefficients v;(-) are C* functions of <, independent of 0 and f.

In the following remark, we give the general formulas for the coefficients y;(t) which
will be clear from the proof of Theorem 4.2.6.

Remark 4.2.7 Let

S(x,&zh) ~ Y WGj(x,&2) in SR, Hpy)
>0

be the symbol of the resolvent (z — HW) ™! viewed as an h-pseudodifferential operator in the
domain {z € C; [Jz| > h®},0 < § < I, according to Proposition 1.1. In particular Go(x, &,z) =
(z—H(x,&))~". Forall j > 0, the coefficient v; (1) is given by (see (4.3.55))

i

vil(t) = e

”Rz X(x, E)tr(G;(x, &, T+10) — Gj(x, & T—10)) dxd& (4.2.6)

where we recall that tr denotes the trace of square matrices and
Gj(x, & 1£10) := lim G;(x, §, T £ 1s).
s—0

In particular
i

Yol(T) = b

”Rm X(%, &) (tr ((t+10—H(x, &) — (1 —i0—H(x, &))" ")) dxd&.
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4.2.2 Application to the SSF for Schrodinger operators with matrix-valued potentials

In this section we apply the above trace formula to study the spectral shift func-
tion associated to the pair of semiclassical Schrodinger operators with matrix-valued
potentials

Pi(h):=—h?A®In+V(x),  Po(h)i=—h?A® I+ Vu, (4-2.7)

in L2(R™;C™), where I, is the m x m identity matrix and V € C®(R"™;H,) is an
hermitian matrix-valued potential, i.e.,

V(x) = (Vij(x)1<ijem,  Vij(x) = Vjilx), V1 <i,j<m,
which tends to V4 as |x| — +o0o0. We assume that
Ju>n; OF(V(X) = Veo)lmxm = Oa((x)7*71%), Voo e N, ¥x e R™.  (4.2.8)

After making a linear transformation, we may assume that

€1,00 0 0
0 (] .
Voo = - , With €100 < €200 <+ < Empoo
0
0 0 emwo

The operator Py(h) with domain H?(IR™; C™) is self-adjoint. Its spectrum is
0(Po(h)) = [e1,00, +-00.

Since V — V, is A-compact, the operator Pj(h) admits a unique self-adjoint realization
in L2(R™;C™) with domain H?(R™; C™). Moreover, the essential spectra of P7(h) and
Po(h) are the same. The operator P;(h) may have discrete eigenvalues in | — 0o, €1 !
and embedded ones in the interval [e o, €m, 0] contained in the continuous spectrum.

The spectral shift function sy (T) associated to the pair (Pq(h),Po(h)) is defined as a
real-valued function on R satisfying the Lifshits-Krein formula

(sp(-), f(-)) = —tr (f(P1(h)) = f(Po(h))), Vfe CF(R;R). (4.2.9)

By this formula, sy (7) is fixed up to an additive constant and we normalize it so that
sh(t) =0 for T < inf (o(Py(h)).

Let us denote by
P1(x, &)= &2 Im +V(x), Polx,&) = EIm + Voo, (x,E) ER®",  (4.2.10)

the classical Hamiltonians associated with the operators Py (h) and Po(h), respectively.
Let e7(x) < ez2(x) < -+ < em(x) be the eigenvalues of V(x) arranged in increasing
order. For all T < j < m, x — ej(x) is a continuous function over R™ as a solution of
the polynomial equation

det(V(x) = Alw) = > ax(x)A* =0, ax e C®(R™;C).
k=1
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Theorem 4.2.8 (Weak asymptotics) Assume (4.2.8) and let f € CF(R;R). There exists a
sequence of real numbers (c2;(f))jen such that

(sn(), f(-)) ~ 2mh) ™™ Z c2i (M as h\,0, (4.2.11)
j=0
with
- Tn Z J J - [flex,0 +T) — flew(x) + T)]Tn%z dtdx, (4.2.12)

where w, is the volume of the unit sphere S™ 1.

For 19 € R, we introduce the corresponding energy level
T ={(x&) € R?™; det (p1(x, &) — o) = 0}.
We have
m
ZTO = U ZTo,k/ W].th ZTo,k = {(X, (i) S RZTI; (iz —+ ek(x) = "[’O} .
k=1

The following theorem is a consequence of Theorem 4.2.6.

Theorem 4.2.9 Let Tp & {€1,00,€2,00," - * , €m,00)- Assume (4.2.8) and to —p1(x, &) is micro-
hyperbolic at every point (x, &) € L. There exist I € O, and a large constant Co > 0 such
that for f € CF(L;R) and 8 € CP(] — C , C [R) with © equal to 1 near 0, the following
asymptotic formula holds

(s (), Ty 'O(T— () ~ (2mh) (1) ) ya(0hP as hNO,  (4.213)
j=0

uniformly for T € R. The coefficients 'y2;(t) are smooth functions of T, independent of f and ©.
In particular,

- Tn g J —ekoo)s —(T—ek(x))? )dx, (4.2.14)

where T4 := max (t,0).

Let us make the following remark on the microhyperbolicity condition required on
To —P1.

Remark 4.2.10 According to Definition 4.2.1, the assumption that To —p1(x, &) is microhy-
perbolic at every point (x,&) € L, is equivalent to the following condition :

Forxg € {x € R™; e (x) =710}, k =1,..., m, there exists T € R™ and C > 0 such that
1
(T, Vi V(xo))w, w) > EIwIZ, Vw € ker(V(xo) — Tolm).

In particular, if ex(xo) is a simple eigenvalue of V(xo), this is equivalent to Vyey(xp) # O.
In fact, assume that ey (xo) is a simple eigenvalue of V(xo). Then there exists 1 > 0 small
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enough such that for all [x —xo| < 1, ex(x) is a simple eigenvalue of V(x). For [x —xo| <1
and w(x) € ker(V(x) — ex(x)Iin ), we have

Vix)w(x) = er(x)w(x).
It follows that

(VxVx))wx), w(x)) = ((Vxex(x))w(x), w(x)) + ((ex(x) — V(x)) Vxw(x), w(x))
= Vyex(x)|w(x)? + (Vxw(x), (ex(x) — V(x))w(x))
= Viex(x)|w(x)?.

In particular, we have
((VxV(x0))w(x0), w(xo)) = Vex(xo)lw(xo)l*.
Since dim (ker(V/(xo) — e (xo)Im)) = 1, then
((VxV(x0))w, w) = Vxer(xo)lwl?, Vw € ker(V(xo) — ex(x0)Im)-

As a consequence of Theorem 4.2.9, we get a Weyl-type asymptotics with a sharp re-
mainder estimate for the spectral shift function corresponding to the pair (P (h), Po(h)).

Theorem 4.2.11 (Weyl-type asymptotics) Assume that (4.2.8) holds with Vo, = 0. Let
To # 0 such that ©o —p1(x, &) is microhyperbolic at every point (x, &) € L.,. There exists
I € O, such that

sp(T) = (2th) Map(t) +O(h™ ™) as h\,0, (4.2.15)

uniformly for T € 1, with

W —
ol =32 3 |

As indicated in the introduction, in the scalar case m = 1, a complete asymptotic
expansion in powers of h of the derivative of the SSF has been obtained under a non-
trapping condition on the classical trajectories corresponding to the energy surface X,
(see [105]). In the present matrix-valued case, the treatment is much more complicated.
In fact, since the eigenvalues are not smooth enough in general, the usual definition of
the Hamilton flow for a matrix-valued Hamiltonian function does not make sense (see
[75]). For this reason, we use here the notion of escape function.

—(T— ek(x))%)dx. (4.2.16)

+ 2

More precisely, we assume that there exists a scalar escape function G € C®(R*™;R)
associated to p1 at 1, i.e.

3C > 0; p1,GHx, &) =2 C, V(x¢&) €Ly, (4.2.17)

in the sense of hermitian matrices, where we recall that {p;, G} is the Poisson bracket
of p1, G defined by
{p1, G} = aXG . aap1 — aaG . axp1 .
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Remark 4.2.12 As pointed out in Chapter 2, in the scalar case, the assumption (4.2.17) is
equivalent to the condition that Ty is non-trapping for the classical Hamiltonian py. More-
over, (4.2.17) implies that To —p1(x, &) is microhyperbolic at every point (x, &) € L, in the
direction of the Hamiltonian vector field (0¢G(x, &), —0xG(x, &)).

Our main result is the following pointwise asymptotic expansion of the derivatives
of the SSF near tp which generalizes the result of [105].

Theorem 4.2.13 (Pointwise asymptotics) Fix an energy To > em,co. Assume that (4.2.8)
and (4.2.17) are satisfied. Then, there exists I € O, such that s{ (-) has a complete asymptotic
expansion in powers of h of the form

si(t) ~ (2mh)™™ Zyzj (Th? as h\,0, (4.2.18)
j>0

uniformly for T € 1, where the coefficients y2;(t) are given in Theorem 4.2.9.

4.2.3 Examples and Further generalizations

Notice that, we don’t require any condition on the multiplicities of the eigenvalues
of the potential V € C®(R™; H ). The pointwise asymptotics (4.2.18) holds whenever
the assumption (4.2.17) on the existence of a scalar escape function associated to p; at
T is satisfied. For example, for G(x, &) = x - &, this assumption is equivalent to

2(to—ex(x))—x-VV(x) > C, ¥xe{xeR™ t9—ex(x)>0L,k=1,---,m. (4.2.19)

Thus, under the assumption (4.2.8), the asymptotics (4.2.18) holds near any large 7o
with :
To > E SupxeRn HX . VV(X) mem + SupXEIR“ HV(X) Hme

Our results extend to the case of potentials depending on h, i.e. V(x;h) = Vo(x) +
hVj(x; h). In such a case, we assume (4.2.8) uniformly with respect to h. In particular,
as a simple example, we can consider the case where Vj(x) is a diagonal matrix, i.e.,

Vo(x) = diag (e1(x), ..., em(x)).
If each ey (x) satisfies
2(to —ek(x)) —x- Vxex(x) Z cx >0, Vxe{xeR"; to—ex(x) >0},

then (4.2.19) is satisfied for h small enough and (4.2.18) holds.

More generally, we can treat the spectral shift function associated to a pair of self-
adjoint systems of h-pseudodifferential operators (P1(h), Po(h)) provided that the SSF
is well defined and the existence of a scalar escape function holds.
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4.3 Proofs of the results of subsection 4.2.1

This section is devoted to the proofs of Theorems 4.2.3, 4.2.5 and 4.2.6 concerning
the semiclassical trace formula.

We start by the following remarks which will be used throughout our proofs. In the
following by f € C3*(C) we always denote an almost analytic extension of f € CP(IR; R)
with

suppfc {ze C; |7z < 1}

Remark 4.3.1 (i) Let P be a selfadjoint operator acting in some Hilbert space. By Helffer-
Sjostrand formula (1.3.4), if g is real analytic near supp f, then

1( <

f(P)g(P) =~ | 37(zlglz)(z—P)~"Lidz), 431

(ii) Let © € CF(R;R) and T € R. We introduce

Ji;(t;h) = —% J ¥f(z)F,'6(t —2)K(z h)L(dz), (4.3.2)
C
where K is a complex-valued function. We assume that there exists a neighborhood U of
supp f such that K is analytic in U := UN{z € C;Jz # 0} and K(z;h) = 03z~
uniformly for z € U and h fixed. By Stokes’s formula we have

J:(th) = Sli{(r})—ﬂjwzx 3f(2)F,'6(t — 2)K(z h)L(dz)

z=t—1is

= limiJ [f(2)F"0(t—2)K(z; W)~ Pt
27 )R

From the above equation we deduce that if f(z) = O(|3z|), then J¢(t;h) = 0. Con-
sequently, using Remark 1.1 which asserts that the difference of two almost analytic
extensions of the same function is a O(|Jz|*), this implies that (4.3.2) does not depend
on the choice of the almost analytic extension f of f. In particular, for P € CP(R;R)
with P = 1 near 0, if we define

Pr(z) ==Y <3LZ> , L>0, (4-3-3)

then fpy is also an almost analytic extension of f, and we have
J:(th) = J;IPL(T; h). (4-3-4)

In the following, we shall use repeatedly this remark by inserting functions of the type
(4.3.3) into integrals of the form (4.3.2).
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4.3.1 Proof of Theorem 4.2.3

For T € R and ¢ > 0, we define
I(t, & h) == tr (AWF(HY)F, 10 (T—HY)). (4.3.5)

Using (4.3.1) with g(z) == 3"]:1 Oc(T—2), we get

fHY)F 10 (t—HY) = —% L 3f(2)F7 10 (t—2)(z— HW) " 'L(dz).
Put
K(zh):==tr (AV(z—H™)""), Jz#£0. (4.3.6)
Then, we have
I(t,e;h) = —% JC 3f(2)F;, 10 (t— 2)K(z h)L(dz). (4.3.7)

From now on M > 0 is a constant independent of h and we put

1 M((h
((h) = hlog(ﬂ), L(h)=L:= s( ). (4-3-8)
Let P € CF(R;R) be such that
1 for |t/ <1
Y(t) = 3.
{ 0 for |t|>2 439)
and we define {1 according to (4.3.3). Using (4.3.4), we insert P into (4.3.7) to get
I(1,e;h) = —:[J 3 (fer) (2)F7, 10 (T—2)K(z; h)L(dz). (4.3.10)
C

We shall firstly prove that

J(t,e;h) = —l

- J d (fur) (2)F,, 10 (t—2)K(z; h)L(dz), (4.3.11)
{13z|>1}

uniformly for 0 < e < ch™, for all arbitrary fixed constants v and ¢ > 0. In fact, using
that 0f(z) = O(|3z/®°) and the definition of 11, we deduce

o(fwr)(z) = 0of(2)wr(z) +F(z)Pr(2)

= 0(3z* () + 0O (1) f(2)1 211002 <L>

= O(h™)br(z) +0 (1L> f(2)1 2110029 <L> . (4.3.12)

In particular for [Jz| < L, we have

d(fwr)(z) = 0(132®°) i (z) = O(h®)Py (2). (4.3.13)
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On the other hand, we have

Kzh)| = [r(AY(z—HY))
< A el (z—HY) | 2 (L2 mrsemy)
= O(h ™3z, (4-3-14)

uniformly for Jz # 0. Combining (4.3.13), (4.3.14) with the estimate (see Lemma D.0.3)

£ €|Jz]

F.10:(t—2z) = O(EeT) =0(eh™ 1), Vze{dz <L},

we get
1 .
—J d (fyr) (z)H’,ﬂGJT—z)K(z; h)L(dz) = O(h*),
T H{|9z|<L}
uniformly for 0 < ¢ < ch™. Thus, we proved (4.3.11).
We define
1 =~
Ji(t, &) = —J 0 (ﬁl)L) (2)5{165(1—2) K(z;h)L(dz). (4.3.15)
TCJ{+3z>1}

According to (4.3.11), we have
IJt,e;h) =7, (1,6,h)+T (1,6 h),
uniformly for 0 < e < ch™".
In the following, we shall study the behaviour of J_(7, ¢;h) and J4.(7,¢;h) as h N\, 0.
e Study of J_(7,¢;h) :

According to the Paley-Wiener estimate (D.0.2), since supp 0 C]%, 1], we have uni-
formly for T € R,

O(&£e ) for Jz>0
F. 10 (t—2z) = (s &) (4.3.16)
(ﬁ)(%ezh) for Jz<0
In particular, for Jz < —L, we get
-1 M_4
I Oe(t—2z) =0(ehz277).
On the other hand, (4.3.12) and (4.3.14) yield, for Jz < —L,
5 (F o 21 —n—2 1.2
o(fpr)(z2)K(z;h) = O(h™) + O<e h log(ﬂ) )
Therefore,
3. M_n_3 1.2
J (t,e;h) =0 (e h2z log(ﬂ) > (4.3.17)

Since M > 0 is arbitrary, this implies that

J_(t,e;h) =0, (4.3.18)
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uniformly for T € R and ¢ € [h!=3, k[, for all k > 0 and & €]0, 1]. Notice that (4.3.18)
remains true if ¢ is at most of polynomial order in h.

e Study of I, (1,¢;h) :
Turn now to the study of J (1, ¢; h). We have

1
Ji(teh) = ——

- J 3 (for) (2)F;,"0e (T —2z) K(z; h)L(dz). (4-3.19)
{3z>L}

By assumption, there exists T = (Ty,T2) € R2™ such that t9 — H(x, &) is uniformly
microhyperbolic in the direction T with respect to (x,&) € R?™. This remains true
in a small neighbourhood of Ty, that is, there exists I € O, such that T —H(x, &) is
uniformly microhyperbolic in the direction T with respect to (x, &) € R*" andte L. In
fact, by the Definition 4.2.1, the uniform microhyperbolicity condition of 1o — H(x, &)
in the direction T means that there exists Cp, C; > 0 independent of (x, &) € R2™ and
To such that for all w € C™, we have

((T, Ve (to — H(x, £)))w,w) > Cowl? — C1|(to — H(x, &))w]|’.

Using that }(To —H(x, &))w’z < 2‘(’(—’(0)(1)’2 —l—Z’(T— H(x, &))w 2, we get

((T, Vae(T—H(x, £)))w, w) > (Co —2C (to — 1)?) w2 —2C; |[(t— H(x, £))w|?,

which by choosing |t — To| small enough implies that T — H(x, &) is uniformly microhy-
perbolic in the direction T with respect to (x, &) € R?™ and .

For t € IR, we define the unitary operator

U, = e%(Tz-xle-th).

Clearly, we have

HY == Uy "HY (x, hDy)Uy = HY ((x, hDy) +tT) = H" (x + tTy, hDy + tT,)
and

AY = Uy TAY (x, hDy ) Uy = A" ((x, hDy) +tT) = A" (x + tTy, hDx +tT2).

Let H,A be two almost analytic extensions of H and A respectively, which are
bounded together with all their derivatives. That is, H and A satisfy

ﬁm@n - H, RURZ“ - A,

and

3.H(2),9,A(z) = O(|32®), Vze R*™+iQ c C*™, (4.3.20)

where Q is some compact subset in R?™. For t € C with small imaginary part, we
define N N N N
HY .= HY((x,hDy)+tT) and A} :=A"((x,hDy)+1tT).
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By Taylor’s formula (with respect to Jt), we have

z—Hi(x, &) = z—H((x, &) +RtT +1iTtT)
= z—H((x, &) +RtT) =TT, Vy e H((x, &) + RLT)) + O(|3t1).
(4.3.21)

Then,
z—HY = (z—HY)|I— (z—Hy,) ! <i§t0p¥1"((T,Vx,gH((x,E)—i—SRtT)>)+O(|3t|2)>].

Thus, one easily sees by using the Calderén-Vaillancourt Theorem (Theorem 1.3) that
there exists a constant Cy > 0 depending only on the L*°-norms of a finite numbers of
derivatives of H such that (z — H{")_] exists for |Jz| > Cy|Tt| and we have

I(z—HY) gz (rmemy) = 00327 ), (4.3.22)
uniformly for [Jz| > Co|Jt|.

Set
Ki(z;h) == tr (A (z—HP)™Y), 32 = ColTtl.

Since A and H are almost analytic extensions of A and H respectively, it follows from
(4.3.20) that

6tﬁt/ 5t/~\t = O(|3t[*). (4.3.23)
By Taylor’s formula, we have
Ac(x, &) = A((x, &) +RtT) +iT(T, Vi e A((x, &) +RET)) + R(t, x, &),

where the remainder term R satisfies ||R(t, -, ) HLOO(]RzTE )= 0(/3t|?) and since by assump-
tion 6?; E)A e LT(R?™) for all y € N2™, R and its derivatives at any order with respect
to (x, &) belong to L' (R2"). It follows that for |Jt| small enough, /~\¥" is a trace class
operator with norm trace O(h™™) (see Theorem 1.11).

Then, using (4.3.22) and (4.3.23), we obtain

0:Ke(z;h)| = tr(3AY(z—HY) T + AV HY (z— HY)~2)
< A [l (z— HP) 7+ [|AY e3¢ HY (2 — HY) 2
h—" 3t~
j— O —_— 7 e X3
< 322 ) (4-3.24)

uniformly on {z € supp f; |3z > ColTt[}. On the 0ther~ hand, since Uy is unitary for
t € R, it follows from the cyclicity of the trace that K; is independent of 9t. This
implies that

z‘mZt(z; h) = %ajtkt(z; h) and lzt(z; h) =K(z;h), VtelR. (4.3-25)
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We have, uniformly for [Jz| > Co|Jt|,

K(z;h) = Kizt(zzh) = Kne(zh) —Knerioe(z:h)

Jt d -
= —J ?Kmt+is(2; h)ds
0 N

Jt —M |00
J o IS 4
0 [3z|2

h=T 3t
(1B 4329

|3z|?

where the third estimate follows immediately from (4.3.24).

Fix to € C with Jty = CLO = C’\gle ((h) and put 3 := iJto. By the preceding estimate,
we have

K(zh) —Kp(zh) = 0(h™), (4-3-27)

uniformly for z € {z€ C; [Jz| > L} and ¢ € [h'—?, k[. Therefore, by going back to
(4.3.19), we have

J.(t,&,h) = —l

o » ) |
WJ{ngL}a(ﬁpL)(z)?h 0 (t—2z)K(z; h)L(dz),

1

T sz>L}

3(fPr) (2)F,'0c (T —2)Kp(zh)L(dz),  (4.3.28)

uniformly for t € R and ¢ € (h'—9, k.

Lemma 4.3.2 Let 3 = E—LO = ic—’(\)tC(h) be as above. The function z +— Kﬁ(z; h) extends as a

holomorphic function to the zone {z €C Jz> —@}

Proof. As in (4.3.21), by Taylor’s formula we have
z—Hp(x, &) =z —H(x, &) — B(T, Vx,eH(x, &) + O(IBI*),

which yields N
I(z—Hp(x, &) = Tz~ BT, Vx,e H(x, £)) + O(IBI).

The global microhyperbolicity condition in the direction T implies
—IBKT, Vx,gH(x, &)) > clBl| Im — CIBI (Rz — H(x, £))" (Rz — H(x, &)

uniformly for Rz € I, where C,c > 0 are independent of M and h. Here * stands for
the usual complex adjoint. Then, we obtain for small h (see (C.0.8) for more details)

J(z—Hg(x, &)+ ClBl(z—Hg (x, &))* (z— Hp (x, &) = c(|Bl +Iz)Im, (4-3.29)
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uniformly on {z € C; 3z > 0, Rz € I} .

Now we pass from the symbolic calculus level to the h-pseudodifferential calculus.
The semiclassical version of the sharp Gérding inequality (see Theorem 1.5) and (4.3.29)

imply
3(Opy (z— Hg)u,w) + CIB| [Op}Y (z — Hg Jul?
(Oph( (z—Hp) + CIBl(z—Hp)*(z— Hp))u, 1)
c(IBl+32) ] — O () [u?
> gum +32) )%, (4:3.30)

for all u € L2(R™;C™) and h small enough. Here we used the fact that h = o(|B]).
Combining (4.3.30) with the inequality ab < ClB la2 + 5 CI b2 we obtain

C ~ ~
3 (IBI+32)|[ull < [[OpyY (z— Hp Jul|[[w] + CIBIIIOPY (z— Hp Jul|?

CIBI 3
< —|ul*+ (2 ‘B|+CH5|)HOPH z—Hg)u|?

which yields

c
(Bl +72)[u]* < +CIBI) 0Py (z—Hg)ul|?,  Vu e L*(R™C™).

(2 B

We conclude that z — (z — lflw)*] extends as a holomorphic function to the zone
{ZEC; Jz > ”3'} and we have

1z =HE) Ml (L2 rmemy) = 0032171, (4.3.31)
uniformly on {z €C Jz> % Jz # O} This ends the proof of the lemma. [ ]
Let 1T) € C*(R;R) be such that 1~|)(s) =(s) for s > 0, 1~|)(s) =1 for —4%:0 < s <0,

and &(s) =0fors < —2%:(), and define 1T)L as in (4.3.3). Then, by going back to (4.3.28),
we get

I (t,eh) = — d(fr)(2)F;, '0c (T—2)Kp (2 h)L(dz)

:
TH3z21)

d(fr ) (2)F7, 08¢ (T — 2)Kp (z M) L(dz)

1
T J{32>0}

d(fhrr) ()9, 0. (T — 2)Kp (z h)L(dz)

1
T J{(3z>0}

A(fbr ) (2)F, 0 (t—2)Kp(zh)L(dz),  (4.3.32)

7T J{32<0}

uniformly for T € R and ¢ € [h! 7%, k[. Notice that to pass from the first equation to the
second we used (4.3.12) and the fact that

Kg(zh) = O(h ™3z "), (4.3.33)
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uniformly for {z € supp f; Jz > —‘zﬂ, Jz # 0} which follows from (4.3.31). To pass from

the second to the third equation we used the definition of 1 while the last equation
follows from the Cauchy formula for analytic functions.

Now, with the same arguments as for J_(7, ¢; h), we see that

Ji(t,e;h) =0 <s3hA2An3 10g(:l)2>/

uniformly for T € R and ¢ € [h!'~?, k[, which gives the result since M > 0 is arbitrary.
This ends the proof of Theorem 4.2.3. u

Remark 4.3.3 We clearly see that the above proof works for © € CX(] —1,—1[;R) and then
Theorem 4.2.3 remains valid in this case.

In the following corollary, we show how (4.2.3) can be extended to € € [k, h™"[, with
k > 0and v € IN fixed.

Corollary 4.3.4 Let U be an open bounded complex set such that supp f C U. We assume that
the function UN{Jz > 0} 3 z — K(z; h) defined by (4.3.6) extends as a holomorphic function
l~<(z; h) to the zone Uy (h) := UN{Jz > —N{(h)} for all N € IN (see Figure 1) and satisfies
an estimate of the type

K(zh) = 0(h= M),

uniformly for z € Uy (h), with d(n) depends only on the dimension. Then (4.2.3) remains true
uniformly for e € [k, h™V[with k > 0 and v € N fixed arbitrarily. More precisely, we have

tr (AVf(HY)F, 10 (t—HY)) = 0(h™), (4-3-34)
uniformly for t € Rand ¢ € [k, h™V[.
Proof. First, since v is fixed and M is arbitrary then (4.3.17) yields
J_(t,&;h) =0, (4.3.35)
uniformly for t € Rand ¢ € [k, h™V[.

Next, since supp Y1 C {z € C;[Jz| < ZTMC(h)}, for all € € [k, h™V], it follows from

our assumption on z — K(z; h) with N > ZTM and the Cauchy formula that
1 -~

Ji(t,e6h) = —— J d (fbr) (2)F, "0 (T —2)K(z; h)L(dz)

T J{32>0}

3!
TCJ{32<0}
Then, the same arguments as for J_(T, ¢; h) yield

J.(t,e;h) =0,

d (for) ()7 '0c (T — 2)K(z; h)L(d2).

uniformly for T € R and ¢ € [k, h™"[, which together with (4.3.35) imply (4.3.34). u
Remark 4.3.5 Later, in the application to the study of the SSF, we shall show that the as-
sumption (4.2.17) on the existence of an escape function associated to py at Ty implies that the
function oy, defined by (4.4.10) satisfies the conditions assumed on K(z; h) in an open complex
neighborhood U of the energy To (see Lemma 4.4.5). This will be crucial for the proof of the
pointwise asymptotics (4.2.18).
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Jz

Uy (h)

o7 7o Totn Rz
—NC(h)¥ - === === - -

Figure 1: Analytic extension region of z — K(z; h)

4.3.2 Proof of Theorem 4.2.5

Let 0 € CF(] —1,1[R) and put & = Cio, with Cp > 0 a large constant which will be
fixed later. We define

Jwh) = tr (X [FH)F7 0 (r— H)] ),

where we recall that [aj]} := a1 — ao. As in the above proof, applying (4.3.1) with
g(z) = 9E195(T—Z), we get

I(tih) = —% J 3(fb1) (2)F, 0t —2)tr (X [2—HM) ] ) L(d2),  (43.36)

where P € C3(R;R) is as in (4.3.9) and 1. defined by (4.3.3) (with L given by (4.3.8)).
According to the Paley-Wiener estimate (D.o.1), we have

& ¢€lJz]

T '0e(t—z) =O(;e ™), (4-337)
uniformly for T € R. In particular, in the support of {;, we have
?]:165(”(—2) = O(h2M-1. (4.3-38)
On the other hand, using the fact that || X" | = O(h™™) and
lz=HM) "1 =032, j=0,1,

in norm £(L2(R™;C™)), we get

I e (| (2= HW) | + [z =HZ) )
— O(h ™3z ). (4-3-39)

N

e (¢ [(z— H) )|

It follows using (4.3.12) and the above estimate that

1

1
TEJ{LgmgzL}

J(t;h) = — d (fyr) ()T, 10, (T—2)tr <XW [(z—H)-V")q]O) L(dz),

(4-3-40)
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uniformly for T € R. Let By € C?;’(]RzTL ;R) be such that

B, :{ 1 near suppy (4.3.41)

0 near supp(Hj—Hp).

Let o« > 0 be a fixed constant (which will be choosen later) and put
B(x,&) == aBo(x, &) and b(x,&):=eBHlER(x, ) e R2".

For all 6 > 0 and | := «||Bo||{«(r2n), We clearly see that b € S%U;IRZ“,]R). Let us
denote by e® log 1 the corresponding h-pseudodifferential operator which is bounded,
elliptic and has an inverse operator (e? log )~ with symbol b= E(X, &;h) in the same
class. The symbol b admits an asymptotic expansion in powers of h of the form (see
Theorem 1.4)
b(x,&h) ~ Y NWhbj(x, &) in S§(LR™R),
j>0

where Eo(x, £) = (b(x, &) "and forj>1, b is a finite linear combination of terms of
the form

(b(x, &))" 1%, &)(b(x, E)) T ralx, &) - 1i(x, E) (b(x, £))

with k < 2j +1 and the functions 1 depend on b and its derivatives. Using the h-
pseudodifferential calculus as well as the Calderén-Vaillancourt theorem (see chapter
1 and Appendix A of chapter 3), we see that for some k € IN, we have

ePlog i (z —HY)(ePlo8h) T = Opl(b(x, £)#(z — Hi(x, &))#b(x, &)
= z—HY 4+ 0(«l(h))||VBo] cx, (4-3-42)

in norm £(L?(R™;C™)), for h < h(«), where h(o) > 0.

It follows that for [Jz| > Ca((h) (where C depends only on ||H1||cx and ||Bo||cx) the
right hand side of (4.3.42) is invertible and we have

1 wy— - Jz|~
HeBlOgh(Z—]‘H) 1(eBlogh) 1HL(L2(]Rn.Crn)):O(|JZ| 1)_ (4343)

On the other hand, since B = « near suppx and B = 0 near supp (H; — Hp), it
follows from the h-pseudodifferential calculus again that

(eBlo8 7)1 (HY —HY) = (H}Y —HY) + O(h™),

XweBlog% _ eoclog]ﬁxw +o(hoo)

in operator norm and trace norm respectively. Thus

eI i tr (X" (z— HY") 7! (HY — HY) (z— Hy) ")
—tr (e o ) (B () - 1)) o ()

|3z|2

hOO
—tr (XW(Z—eBlOg%H?}(eBlog]ﬁ)_w_]( \]/V_H‘(SV)(Z_HB")—1) +0 (DZ|2> .
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Using the resolvent identity and combining the above equality with (4.3.43), we deduce
that for |Jz| > Ca((h), we have

hO(*T'L

We choose & = % = MCCO. It follows using (4.3.38), (4.3.40) and (4.3.44) that

J(T/ h) = O(hM(%O*Z)*nf") log(]ﬂ),z)

Next, we choose Cy large enough so that Co > 2C. This ends the proof of Theorem
4.2.5 since M is arbitrary. We recall that C depends only on ||Hj[|ck and |[Bo[|ck. @

Turn now to the proof of Theorem 4.2.6.

4.3.3 Proof of Theorem 4.2.6

Let6 € C3°(] — %, % [;R) be equal to one near zero, with C > 0 large enough. Without
any loss of generality, we may assume that x is supported in a small neighborhood of
a fixed point (xo, &o) € R2™. In fact, we may write

X(x, &) =) x(x E)x;(x &),
€]
where ] is a finite index set, }_;c;xj = 1 near supp x and each x; has its support in a
small neigbourhood of a fixed point (x;, &;) € supp x.

By assumption, To — H(x, &) is microhyperbolic near (x¢, &0 ). Since, modifying H out-
side the support of x leads to an error of order O(h®) in the trace of x™f(H")JF To(t—
H") according to Theorem 4.2.5, then choosing the support of x small enough and us-
ing Theorem C.0.1, we may assume that T — H(x, &) is uniformly microhyperbolic with
respect to (x, &) € R?™ and 7 near T in some fixed direction T.

Let N be an integer such that 27N ~ h'=® with § €]0, [ and put ¢ = 27N. In the
following we shall represent the difference 8 — 0; as a finite sum of functions appearing
in Theorem 4.2.3 and Remark 4.2.4. We write

N

0(t) —0:(t) = ) (2" "),

i=1

where ¥(t) := 0(t) — 0(2t) € CF(R;R). Clearly, ¥(t) = ¥;(t) +¥;(t), where ¥; and
Y, are equal to 0 near zero and for some C’ > 0, we have

supp‘lﬁC]O,é[ and suppV¥> C]—1 oL

6/
Forie{l,..,N}and j € {1,2}, put
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We have N
0(t) —0:(t) = D Wi (1) +Wac (1),
i=1

Applying Theorem 4.2.3 (resp. Remark 4.2.4) to W ¢, (resp. Y2¢,), 1 =1,..,N, we see
that there exists I € O, such that for all f € C3°(I;R), we have

tr (xVF(H™)F;, 1 (0 — 0:) (1 — HY)) = O(h™),
uniformly for T € R. Thus, writing 6 = 0 +0 — 0¢, we get
tr ()(Wf(HV")H’}:1 O(t—H")) =tr (wa(HW)?]:1 0:(t—H")), (4.3.45)
uniformly for T € R.

As in the above proofs, using Helffer-Sjostrand formula (see (1.3.4), (4.3.1)), we obtain

tr (X f(HY)F, 'o(t—HWY)) = —% L 3f(2)F, 10 (1 —2)tr (X" (z—H™) 1) L(d2).
(4-3-46)

Let{ € CF(] —2,2[R) with {(t) =1 for [t/ < 1 and put

Pps(z) = <i§> , zeC (4-3-47)

Then,

tr (xVf(HY)F, '0(t— H™)) = _% L d(fdps) (2)F; 10 (T—2)tr (X" (z—H™) ') L(dz),
(4.3.48)

uniformly for T € R. Using Paley-Wiener estimate (D.o.2), property (1.3.2) and the
following estimates
tr (X" (z—H")"1) = 0(h ™Iz 1)

0(fbps) (2) = O(h*)ps (2) + O(h ™) f(2) 173 2 (ﬁ?) ,

we see that the restriction of the right hand side of (4.3.48) to the domain {|Jz| < h®} is
O(h*). Thus, we get

tr (x"VF(H™)F, '0(t—HY)) = 1

J 3(Fns ) (2)F; 10 (T—2)tr (x(z—HW) ') L(dz),
T J{3z>h8}

(4-3-49)

uniformly for T € R.

Now for z € Q5 :={z € supp f; [3z| > ho}, according to Proposition 1.1, the resolvent
(z—H")~ is an h-pseudodifferential operator with matrix-valued symbol in the class
Sg(] ;R2™, H,,), i.e. there exists a matrix-valued symbol (x, &) — G(x, &, z; h) such that

”azyx 59 &z h)| < Cyh 20D gy e N2,
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uniformly for z € Q5 and
(z—H"Y)"" =§¥(x,hDy,z;h), Vze€ Qs.

The principal symbol of G is given by Go(x,&,z) = (z— H(x, &))" and we have the
following asymptotic expansion in powers of h

S(x,&zh) ~ ) WGj(x,Ez) in SHLR™M™,Hyp), (4.3.50)
j=0

with Gj(x, &, z) is a finite sum of terms of the form
(z—H(x,E) "Bi(x, & 2)(z—H(x,E) "Balx, & 2)(z—H(x,£)) "+ Bilx, &, 2)(z— H(x, &),
(4.3.51)

with k < 2j + 1, Bi(x, &,2) € S(T;R?™, 3 ) is holomorphic in z near supp f. In particu-
lar, for all N € IN, there exists Cn > 0 such that

N
150, & z;h) = Y WGj(x, & 2)[| < Cyh(NFDIT=28) (4-3.52)
j=0

uniformly for z € Q5. By a classical result on trace class h-pseudodifferential operators
(see Theorem 1.13), we have for z € Qg,

" (2= W) ) = (2 ]l €)1, £ 2 ),

where we recall that tr denotes the trace of square matrices. It follows from (4.3.52)
that for all N € IN, there exists Cn > 0 such that

N
tr(x"(z—H")" ") — (2mh) ™™ ) hgj(z)| < CyhNFDI=28)7n
j=0
uniformly for z € Q5, where
ej(z) = ”}Rzn X(x, &) tr (G5(x, &, 2)) dxdé. (4.3.53)

It follows that for all N € IN, we have
N .
tr (XVE(H™)F,'0(t—H™)) = 2rh) ™™ > Waj(r;h) + O(RNFDI=2807m)
j=0

where
aj(Th) = —% J 0 (]Ell)hs) (Z)gj}:] 0:(T—2z)€j(z) L(dz). (4-3-54)

The microhyperbolicity assumption implies that there exists I € O, such that for all
j=0,1,..., N, the function

I3 71~ ¢(t+1i0) := lim €j(t +is)
sN\O0
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is C* (see Proposition C.0.4). Set

v;(T) = i(/e\j(T‘f’iO) —%(T—i())). (4-3.55)

Now the following lemma ends the proof of Theorem 4.2.6.

Lemma 4.3.6 Forallj=1,---,N, we have
aj(t;h) = f(1)y;(T) + O(h™).

Proof. Since the function z — J ]95(1—2)% (z) is holomorphic in the complex
domains {z € C; £Jz > 0}, it follows from the Green formula that
1 .
ai(t,h) = —limJ o (f 2)F'0:(t—2)¢(z) L(dz
]( ) T0sNO J(3256) (q)hfS)( ) h 5( ) ]( ) ( )
1 -~
— limj o (f 2)F10:(t—2) 6 (z) L(dz
lim| 8w (29 0t 2) & (2] L)
_ i 1a (e (2 N s
- — JRf()\)ffh 8 (t—A)(&(7+10) — & (r—10) ) dA

_ J 57102 (T— A)F(A)y; (A)dA
R

- J FTON (T —hOA)y;(t—hPA)dA,
R

where the last equality follows by a change of variable. Here 5~ := 5. Applying
Taylor’s formula to the function A — f(t— h57\)y]~ (t—"h®A) at A = 0 and using the fact
that

J F1oN) (=N dA =0k (0) =0, Vk e N*,
R

we obtain the lemma. We recall that © = 1 near 0.

4.4 Proofs of the results of subsection 4.2.2

In this section, we prove the results of subsection 4.2.2 concerning the application to
the study of the spectral shift function.

Remark 4.4.1 Notice that in the application to the study of the SSF, the assumption H €
S(1;R?™, H,) required in the first part is not important since we can reduce the study
of sn(T;P1(h),Po(h)) to the study of sn(T;(P1(h) —2z0)~9,(Po(h) —2z0)~9) where zo ¢
o(Po(h))Uo(P1(h)) and q € IN is chosen large enough so that the operator (P1(h) —z¢) ™9 —
(Po(h) —zo) ™9 is of trace class. See e.g. [100] for more details.

4.4.1 Preliminaries
Let f,0 € CF(R;R) and T € R. Let us start by representing the quantities

(sh(), 7)) = —tr ([£(P; ()] ) (4.41)
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(sh(), T 0t — () = —tr ([F(P; ()T, 0~ Py(h)] o) (4-4-2)

using the Helffer-Sjostrand formula (1.3.4). Fix zg € o(Po(h)) U o(P1(h)). Set

g(Z) = (Z_ Z‘O)qf(z)/
where q € N is to be chosen later. Using (4.3.1) with g(z) := (z—20)9, we get

g(Pj(h)) = _]% L 3f(z)(z—20)9(z— P;(h)'L(dz), j=0,1.

Therefore,

f(Pj(h)) = (Pj(h) —z0) 9g(P;(h))

Similarly, we have

[£(P;(h)F7 " 0(t — Pj(h))] 5

— _l Lj 515(2)3’”}:16(1—2)(2—20)‘1 [(Pj(h) —20) Yz — Pj(h))q];L(dz).

s
(4-4-4)
Lemma 4.4.2 Assume (4.2.8). For q > %, the operator
[(Py(h) —z0) "z —P5(h) ']
is of trace class and its norm trace satisfies
_ _ h=™(1 413z
|[(Ps(0) =209z = Py(W) | =0 (W) (4-4:5)
uniformly for z € C\ R.
Proof. We have
[(Pj(h) —20)~9(z—P;()) '] = A1 (zih) + Az h), (4.4.6)
where
F1(zh) = ((P1(h) —20) " — (Po(h) —20) %) (z— Py ()~
and

S (z;h) = (Po(h) —z0) 9 ((z—P1(h)) "' — (z—Po(h)) ).

Let us examine the first term .#;(z; h). Taking (q — 1) derivatives with respect to z in
the resolvent identity

(P1(h) —z) " = (Po(h) —2) " = (Py(h) —2) " (V(X) — Voo) (Po(h) —2) "
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and setting z = zp, we see that (P7(h) —z¢) ™9 — (Po(h) —z0) ™9 is a finite linear combi-
nation of terms

(P1(h) —z0) I (V(x) — Vo) (Po(h) — zo) (1)

with T < j < q. Since (Px(h) —z0)™ ' € Op{f(S((E,)fz)) fork =0,1,and V-V, €
S((x)™*) according to (4.2.8), it follows that (Pj(h) —zo)~9 — (Po(h) —z0)~ 9 is an h-
pseudodifferential operator with symbol in the class S({x)~H(£)~2972). Then, since
1 > n, we see that for ¢ > 5 — 1, the operator .#1(z; h) is of trace class (see Theorem
1.11) and we have

h
AGRI =0 () 447

|3z
uniformly for z € C\ R.

On the other hand, using the resolvent identity, .#>(z; h) can be rewritten as

F(z;h) = (z—Po(h)) 1 (Po(h) —20) "9 (V — Vao) (z— Py (R)) . (4.4.8)

The operator (Po(h) —zp) ™9 is an h-pseudodifferential operator with symbol in S( (&)729).

Then, using (4.2.8), we see that for ¢ > 5, (Po(h) —z0) ™ 9(V — V) is a trace class oper-
ator and we have

[(Po(h) —20) "9V = Voo [ler = O(RTT).

Thus, we deduce

h—TL
2zl =0 (1 ). (4:49)
uniformly for z € C\ R. Putting together (4.4.7) and (4.4.9) we get (4.4.5). n

From now on we fix q € N with q > % and we introduce the following function

on(z) = (z—20)%tr ([(Pj(h) —z0) 9 (z—Pj(h)"]g), Jz#0. (4.4.10)

Combining (4.4.3) and (4.4.4) with the Lifshits-Krein formulas (4.4.1) and (4.4.2) respec-
tively, we get, for all f,0 € C°(R;R) and 7 € R,

(st (), £0)) =~ L 3(z)on(2)L(dz), (4.4.11)

(sh(), T t0(t—)f() = — L: 3f(z)F'6(t — z)on(z)L(dz). (4.4.12)
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4.4.2 Proof of Theorem 4.2.8

This is a classical result and follows from the functional calculus of h-pseudodifferential
operators. Let f € C°(IR;R). According to (4.4.11), we have

(10 A0 = | Bftzon 2L idz). (4.413)

For the simplicity of the notations, we assume that q = 0 and we refer to Remark 4.4.3
for the general case. Fix & €0, 7[. If we restrict the integral in the right hand side of
(4.4.13) to the domain {|Jz| < h®}, then using the fact that 0f(z) = O(|3z|*) and (4.4.5),
we get a term O(h*). Thus

(A = 7| flon(z)L(dz) + O(h)

where Q; = {z € supp f; |3z > h®). For z € Qs and k € {0,1}, according to Propo-
sition 1.1, (z— Pk (h))™' is an h-pseudodifferential operator with symbol Gi(x, &, z; h)
admitting a complete asymptotic expansion in powers of h (see (4.3.50), (4.3.51))

Skx & zh) ~ ) WGik(x & z2) in SFLR™, Hopn).
j=0

In particular, the principal symbol is given by
Sox(x&2) = (z—prlx, &), V(xE) ER™ z€ Qs (4-4.14)

where py is the symbol of Py (h), k =0, 1, see (4.2.10). Using Theorem 1.11 on the trace
of h-pseudodifferential operators, this gives (4.2.11) with

cj(f)zﬂ <‘j 37(2)& (S (x,a,z)—g,-,o(x,a,z))L(dz))dxda, W > 0.
R2n C

7t

In particular, according to (4.4.14), the leading term c( (f) is given by

Co(ﬂZ” (1J 3(2) € ((Z—m(x,ci))]—(Z—Po(x,ﬁ))1)L(dz)>dxd6-
R2n C

7T

We have :
* | 3T (2= pr00E) ! — (2ol £ ) L)
C

= Z 1% L 3f(2) (z— &% —ei(x)) ™ —(z— &> —eie0) ') L(d2)

= Z E,z+eloo _f(£2+el( ))

fla) = —— JC f(z)(z—a)""L(dz), VaeR.
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Hence

m

colf) =) ”}RZ“ f(E2 4 e 00) — F(E% + ei(x))dxdé. (4.4.15)
i=1

Now, (4.2.12) follows immediately from (4.4.15) by a change a variable.

To see that cj1(f) = 0, for all j > 0, observe first that the h-pseudodifferential
calculus can be extended to h < 0 and we get: for all N € N,

N
'|2nh|“<sa(-),f(-)>—ch(f)w’ < CnNFT, Whoe] — hyy, hn \O).

j=0

It suffices now to notice that
|27rh|“tr(f(P1 (h)) — f(Po(h)) = |27rh|“tr(f(P1 (=h)) — f(Po(—h)).

since Pj(h) = Pj(—h), j = 0,1. This ends the proof of Theorem 4.2.8. -

Remark 4.4.3 For the general case q # 0, we repeat the same arguments using the decomposi-
tion (4.4.6) and the fact that (Py.(h) —zo) 9 are h-pseudodifferential operators, k =0, 1.

4.4.3 Proof of Theorem 4.2.9

In this paragraph, we prove the weak asymptotics (4.2.13). The starting point is the
representation (4.4.12) and the proof is quite similar to that of Theorem 4.2.6. The main
difference is that the energy level

T = {(x, &) € R™™; det(p1(x, &) —Tol) =0}

is not a compact set in IR?™. In this case, we have to justify that we can cover L., by
finite open sets O1,---,0¢ C R2™, in which we can construct symbols p1 k(x, &) and
Te € R?™ such that forallk =1,- -, {, we have

e P1k(x, &) — 10 is uniformly microhyperbolic on R?™ in the direction Ty.
e P1k(x, &) =pi(x, &), forall (x,&) € O.

First, notice that since limg|_,, det(p1(x, &) —To) = +o00, then there exists Ry > 0
large enough such that
ZTO = ZTO m{|£| < RO}~

Next, fix Ry > 0 large such that
inf |det(V(x) —To)| > 0.

[x|>Ry
This is possible since Top € 0(Vo) :=1{€1,00, " * , €m,00} and limy|_, o, V(x) = V. Put
ZTO,R‘] = ZTO r_1{|X| > R]}

On the compact set L, N{|x| < Ry}, we can apply Theorem 4.2.6 without any modifi-
cation. On the other hand, by construction of Ry, we have

V(EP?) #0, V&€ meZo,r,,
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where 7z : (x, &) — &. Thus, we can find finite open covers 07, 02, ..., 0¢ in R™, i , fz, ey Tg €
R™ and cy, ...,c¢ > 0 such that

¢

MeZoor, C (J ok and  (Ti, VIER) > ey,
k=1

uniformly for & € oy, for each k = 1,...,,£. Now using Theorem C.o0.1, we construct
P1x(x, &) such that Py x(x, &) — 7o is uniformly microhyperbolic on R?™ in the direction

Tk = (0, Tk) and
ﬁ],k(xla) :p](xla)/ V(X,E,) S {|X| > R]} X OkIVk: 1/' tr /e'

We can now proceed analogously to the proof of Theorem 4.2.6. [ |

4.4.4 Proof of Theorem 4.2.11

For the proof of Theorem 4.2.11, assume that T — sn(T) is monotonic (i.e., s{,(-)
is positive or negative in the sense of distributions). In this case Theorem 4.2.11 is a
simple consequence of Theorem 4.2.9 by standard Tauberian arguments (see [41], [70],
[102, Theorem V.13]).

For the general case, we use a trick due to Robert [107] which consists in writing
sk (1) as the difference of two monotonic distributions, i.e.,

sh(T) = s1,n(T) —s2,n(T), (4.4.16)

where T — s; (1), 1 = 1,2, are monotonic. Robert’s trick applies to Schrodinger opera-
tors with matrix-valued potential under the assumption (4.2.8) with scalar matrix V.
Assume that V,, = 0 and we introduce

1
d:zi(x-vx—kvx-x).

From [—A, &/] = —2A, we deduce the relations
[Po(h), /] = 2Py (h),

and
[P1(h), ] = —2P1(h) + 2V +[V,A] = —2P1(h) + 2V —x - V| V.

Then, using the cyclicity of the trace, we obtain (see [107, Appendix A])

tr (P1(h)f(P1(h)) — Po(h)f(Po(h))) = tr ((V — %X -V V)f(P1(h))).

It follows from the Lifshits-Krein formula (4.2.9) that

(s1(0), () = —tr <(V— Tx- V)P () (P (h))), vf € CF (10, +00lR).
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Of course the operator P; (h)~! is not well defined, however for f € C (0,400l R),
we can define P;(h)~'f(P;(h)) as the operator @(P7(h)) where ¢ € C3°(IR;R) satisfies
(1) = v (1) for T # 0 and @(0) = 0. Using the above formula, we follow [107] to
get the decomposition (4.4.16), and then it suffices to apply the Tauberian arguments
to each sin(1),i=1,2.

4.4.5 Proof of Theorem 4.2.13

This paragraph is devoted to the proof of the pointwise asymptotics (4.2.18).
Let us start by the following representation of the derivative of the SSF.

Lemma 4.4.4 Under the assumption (4.2.8), we have

J(on)(t+10) in D'(R), (4-4-17)

al—

sp(T) =

ie., forall f € CF(R;R),
(sn(), f(-))y = = limJ f(t)J(on) (T +1is)dT,
R

where J(oy,) denotes the imaginary part of oy,.

This representation has been used many times in the litterature (see for instance
[40]). The proof is an easy consequence of formula (4.4.11) and Green’s formula.
Proof. Let f € C3°(IR;R). According to (4.4.11), we have

(s,(.),f()) = lim 1 (L , 0f(z)on(z+1is)L(dz) —I-J

5?(Z)Gh(z—iS)L(dz)>.
Jz<0

The functions z — on(z+1is) and z — on(z —is) are respectively holomorphic on
{z € C;3z > 0} and {z € C;Jz < 0}. Consequently, Green’s formula yields

(sh(),f() = %r 21_% JR f(1)(on(t+1is) — on(t—is))dr,

which gives (4.4.17) since 61 (z) = on(Z).
|

Let I =]to —1, 10 +nl€ O, be such that the assumption (4.2.17) holds on Z. for all
T € I. For M > 0, we introduce the following h-dependent set (see Figure 2)

'm = {Z eC,Rzeland Jz > —MC(h)}, (4.4.18)

where we recall that ((h) = hlog(%).

Main steps of the proof
The proof of Theorem 4.2.13 relies on the following steps :

Step 1 : The first (and main) step is Lemma 4.4.5 where we prove that under the
assumption (4.2.17) on the existence of an escape function associated to pj at 1¢, the
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Jz

v

—Me(h) - - -4 -—=-

Figure 2: I'ng

function z — on(z) extends analytically from Iy to I'n, for any M > 0 and h small
enough. Moreover, its derivatives satisfy the estimates (4.4.19). The ideas of the proof
of this result come from the theory of resonances and is based on the method of analytic
distortion. We refer to [68, 113, 112] for more details concerning this method. Firstly,
we shall prove this result assuming that V(x) — Vo, € CF(R™; H,) and then using
an idea from [88] we will show how to dispense with this assumption. An important
consequence of this result and the representation (4.4.17) are the estimates (4.4.20) on
the derivatives of the SSE.

Step 2 : The second step is Lemma 4.4.8 which is a consequence of the result described
in the first step and Corollary 4.3.4. From these results, we deduce that the contribution
of (s{t(-),&“{1 @(t—)f(-)) for large times, that is for supp @ C {po < [t| < ph™*}, for all
n>po >0and k € N fixed, is a O(h™).

Step 3 : In the third and last step, using the result of step 2 and the estimates (4.4.20)
on the derivatives of the SSF, we deduce by making some computations using Taylor’s
formula that the pointwise asymptotics (4.2.18) follows from the weak asymptotics

(4.2.13).

Lemma 4.4.5 In addition to the assumptions (4.2.8) and (4.2.17), we assume that V(x) —
Voo € CF(R™; Hy). For any M > 0, the function z — on(z) has an analytic extension from
o to Tnm. Moreover, we have

ol z)=0(h ) %), vkeN, (4.4.19)
uniformly for z € Tny and h small enough. In particular,
sty = 0(h ()% "), VkeN, (4.4.20)
uniformly for T € 1 and h small enough.
Proof. For w € R small enough, we introduce the family of unitary operators
Uy : L*(R™C™) — L*(R™,C™)
defined by

U d(x) := [det(1 + wVF(x))2d(x + wF(x)), (4.4.21)
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where F : R™ — R™ is a smooth vector field such that F = 0 in a neighborhood of
supp(V — V) and F(x) = x for |x| large enough.
Set
Piw(M) = UxPi(M)(Uw) ™", j=0,1.

The operators P; (, (h), j = 0, 1, are differential operators with analytic coefficients with
respect to w, and can be analytically continued to small enough complex values of
w. It follows from the analytic perturbation theory (see [75]) that for wo € R small
enough,

| —wp,wol> w+—Pj,(h), j=01,

extends to an analytic type .«7-family of operators on D(0, wy) = {t € C; [t| < wo} with
domain H2(R™;C™).

We set
_ 191 ~
Oh,w(2) = (2 —20)%tr ([(Pj,w(h) —20)”9(z—Pj,w(h)) 1}0>, Jz2>0. (44.22)
Since U, is unitary for real w, it follows from the cyclicity of the trace that

oh(z) = ohw(z), Vwel—wo wol,VIz>0. (4-4.23)

On the other hand, for Jz > My((h) for a given h-independent My > 0, the function
W — Oh,w(z) is analytic in D(0,2cMo((h)) with some ¢ > 0 independent of M and h.
Thus, by the uniqueness theorem of analytic continuation, the equality (4.4.23) remains
true for Jz > Mo((h) and w € D(0,2cMy((h)), i.e.,

on(z) = onw(z), Vw e D(0,2cMol(h)),V Iz > Mol(h). (4.4.24)

From now on we fix M = cMp and w; =iM((h).

By assumption (4.2.17), there exists G € C®(R?™;R) an escape function associated
to p1 at Tp. Since Tp > em 00, then x - & is an escape function associated to pj for [(x, &)
large enough. Thus, without any loss of generality we may assume that G(x, &) =x- &
for [(x, &)| large enough. Then,

G(x, &) := G(x,&) —F(x) - & € CP(R*™;R).

In particular, by the Calderén-Vaillancourt Theorem (Theorem 1.3), éw(x, hDy) is L2-
+ MM Gw(x hDy)

bounded and the operators e are well-defined.
Let us define

= M) Ew () Ew
Pj/w] (h) - eiM?Lh G (X,hDX)P)',un (h)eMih G (x,th), J — O,]

(4.4.25)

Lemma 4.4.6 There exists ¢ > 0 such that for all M > 0, the operator 5j,w1 (h) — z is invert-
ible for z € Tem. Moreover, we have the estimate

(2= Pjw, (W) = 0(¢(h) ™), (4.4.26)

uniformly for z € Ten and h small enough.
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Proof. For j =0, 1, we have

~ M) 2 (—MZ(h))* /1 k
Piw, (h) =e" "‘dGWPi,wdh%Z(k-())(hadéw) Piw (N, (4427)
k=0 '

v~vhere we use the usual notation adp B := [A, B] = A o B— B o A. Thanks to the fact that
G is scalar-valued and compactly supported, by the Calderén-Vaillancourt theorem,
we have

ad g, Pj,w, (h) = [G"(x, hDy), Pj o, (h)] = O(h). (4.4.28)

This together with the fact that ((h) tends to 0 as h », 0 show that the asymptotic
expansion (4.4.27) makes sense.

In particular, we have

Pion (1) = Py, ()~ M (G nD), By, ()] + O(M2E ()2,

Let pj,w, and pj, «, be the Weyl symbols of P; ,, (h) and fISj,M (h) respectively. By the
h-pseudodifferential calculus, we have

Piws (% &) = Piw, (%, &) — IM(M){P;,w,, G} (x, &) + O(M?((h)?).
Then,

I(P5,0,) (% &) = (P, ) (%, &) — ME(M{R (D), ), GHX, &) + O(M?E(M)?),  (4.4.29)

R(Pj 01 ) (% &) = RPj00) (%, 8) + MUI(P1,0,), Glx, €) +O(MPL)). (4430)
On the other hand, using the Taylor expansion of p;,,, with respect to w1y, we get
Pj,n (% €) = pj (x, €) —IMC(h){pj, Fx) - £}(x, &) + O(MZ((h)?).
Combining this with (4.4.29) and (4.4.30), we obtain

I(Pj,w,) (%, &) = —ME(W){p;, G + F(x).&8}(x, &) + O(M?¢(h)?). (4-4.31)

R(Pj,w,)(x, &) = pj(x, &) + O(ML(h)). (4-4.32)

Since G(x, &) = G (x, &)+ F(x) - & satisfies the assumption (4.2.17), it follows from (4.4.31)
and (4.4.32) that there exists C > 0 and I € O, such that

—3(P1,w,)(x, &) = CML(h), V(x,&) € x], (4-4-33)
where for j =0, 1,

2= {(x &) e R™™; det (p;(x,&) — 1) = 0}.

Tel
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Of course, the same estimate holds also for J(po,w,)(x, &) on Z‘f since (4.2.17) always
holds for pp with G(x, &) = x - & for any ¢ > em -

We write P; o, (h) —z = Aj o, (N) — Rz +i(Bj,w, (h) — Jz), with

Aj’“” (h) = %(ﬁj,un (h) + (ﬁj,w1 (h))*)/ Bj,w1 (h) = l P P

Let 1j,1, ;2 € C°(R?™;R) be such that for I’ € I,
1b]'ZJ +1bj2,2 =1, 11)]',] =1on Z]‘I" supp(ﬂf)j,]) C ZJ‘I'

According to Lemma D.o.2, there exists two self-adjoint operators ¥; ; and ¥;, with
principal symbols respectively 1; 1 and ;> such that

(W5,1)% + (¥52) =1d + O(h*®) in L(L2(R™)). (4-4-34)

We denote by the same letters the operators ¥; ; := ¥jiIm, 1 = 1,2. On the support of
1j,1, we see from (4.4.33) that the principal symbol of —B;,,, (h) equals to —J(P; ) is
bounded from below by CM((h), i.e.

—3(Pj,e0,) (%, &) + Tz > CM(N) + Tz, V(x,&) € supp bj1.

Then passing from symbols to operators and applying the Garding inequality we ob-
tain

1Py (W) = 2)¥5 aull W0l > (P, (h) —2)¥;,10, W)
> [((3(Pj,w, (W) =32)¥; 1u, ¥ 1u)
= <(jl — B),w1 (h) )qj]'J u/\llj/1u>
> (J3z+ CME(h) — O(h))|[¥j,1ul|?
C
> EMC(h)||‘P]-,1uH2, (4-4.35)

uniformly on {z € C; Rz € I/, Jz > —%MC(h)}.

On the other hand, since Aj,,, (h) — 2z is uniformly elliptic on the support of ;>
and %Rz € I, the symbolic calculus permits us to construct a parametrix R € S(<£>*2)
of Aj w, (h) — Mz such that in the sense of symbols,

R#(Aj,w, (h) —Rz) ;2 = 5,2 + O(h™),

where # stands for the Moyal product of symbols (see Chapter 1). As a consequence,
we obtain

- 1
1(Ps,0, (R) = 2)¥5 2ull = 7 1 2ul] — O(h) J[ul|%. (4-4.36)

Furthermore, by means of standard elliptic arguments, one can easily prove the follow-
ing semiclassical inequality

1P 0, (R, W,dul| < C7R(IPj 0, (W] + [[ull),  Vu€ HAR™E™).  (44.37)
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Combining (4.4.34), (4-4.35), (4.4.36), and (4.4.37) with the estimate
2
1(Psay (M) —2)ul® = D 954 (Pjw, (h) — 2)ul|> = O(h™)]| (P}, () — Z)ul|?

2
1 ~
EZH(PJ-,M(M 2)W; u)? Zu o (1), W5 1|2

— 0(h™)||(Pje, (h) — 2)u?, (4-4.38)

we deduce for z € Tcpm (with ¢ > 0 independent of M and h) and h small enough,

WV

- h
[P () — 2 > S oy (44.39)

By the same arguments, we prove an estimate similar to (4.4.39) for the adjoint oper-
ator P],w] (h)* —Z and we conclude that P] w, (h) — z is invertible for every z € Tcm.
Moreover (4.4.39) yields

—1 _
1(z—Pjw,(R) | =0(C(R)7T), (4.4.40)
uniformly for z € Tepm and h small enough. This ends the proof of Lemma 4.4.6. W

Remark 4.4.7 The fact that G is scalar-valued was only used to get (4.4.28).

End of the proof of Lemma 4.4.5 :
Set

:
~ ~ - ~ -1
Oh,w, (2) = (z— zo)qtr( [(P)-,w1 (h) —zo) g (z—Pj,w, (h)) } > ) (4.4.41)
0
Obviously, z — Eh LW (z) is analytic in I'.pm. By the Calderén-Vaillancourt theorem, the

operators e i R GV (DY) are bounded in L2(R™;C™). It follows from the cyclicity
of the trace that
6h,w] (Z) = Oh,w; (Z), Vz € Tem.-

Then, (4.4.24) yields

Ohw; (2) = on(z), VzeTem. (4.4.42)

Since z — Oh,w, (z) and z — oy (z) are analytic in {z € C;Jz > 0}, we deduce by the
uniqueness theorem of analytic continuation that (4.4.42) holds for Jz > 0, i.e.

Gh,m (Z) = O'h(Z), Vz € Ip.

Thus, z — on(z) extends to an analytic function from Iy to T'epm. Combining this
with the resolvent estimate (4.4.40) and using the fact that the norm trace of an h-
pseudodifferential operator with symbol in a suitable class is a O(h™™) (see Theorem
1.11), we obtain

on(z) =0(h "W)™,
uniformly for z € I'.p1 and h small enough. This yields (4.4.19) for k = 0. Next, taking
the derivative of (4.4.41) and using (4.4.40) we obtain (4.4.19) for k > 1.

Finally, estimate (4.4.20) follows immediately from (4.4.19) and the representation of
the derivative of the SSF (4.4.17).



4.4 PROOFS OF THE RESULTS OF SUBSECTION 4.2.2

Continuation in the proof of Theorem 4.2.13 :

Lemma 4.4.8 Let ¢ € C3(] £ %,i1 [R) and let pu > po > 0 and v € IN be fixed arbitrarily.
Under the assumptions of Lemma 4.4.5, there exists I € O« such that for f € CF(L;R), we
have

(s (), Tt @e(T—)f()) = O(h™), (4.4.43)
uniformly for T € R and e €]po, pth™ V.

Proof. Taking into account Lemma 4.4.5, this result is an immediate consequence of
Theorem 4.2.3 and Corollary 4.3.4. In fact, by (4.4.12), we have

1( <

(st (), T @e(t— () = T[J 3f(2)F, @e(t—z)on(z)L(dz).
c

According to Lemma 4.4.5, the function z — oy (z) defined in the upper half plane
extends to a holomorphic function to the zone 'y for all M > 0, and satisfies estimate
(4.4.19). This means that z — oy,(z) satisfies the conditions assumed on K(z;h) in
Corollary 4.3.4. Thus the lemma holds according to Theorem 4.2.3 and Corollary 4. 3.4.

Now let ¢ € CF(] — %, %MR) equal to one near 0 with C > 0 a large constant. Let
f € C3(L;R) be as in the above lemma. Set k := k(h) = h™", with v € IN arbitrarily
large. Repeating the same construction as in the proof of Theorem 4.2.6, we represent
the difference @ — @ as a finite sum, i.e.

N(h)

@— Q=) @, with N(h)=0(h™),
j=0

of functions ¢, of the type appearing in (4.4.43). Applying Lemma 4.4.8 to each term,
we get

(sh(), Fplo(t—If()) = (sh (), Fr T (T — () + O(h™), (4-4-44)
uniformly for T € R.

We have

sh(), T @e(t—f()) = | shOF)F, @ult—t)dt

=

|
=

s [ ot e i
R

F lot)s (t—h Ty f(t—hVFli)dt.

I
=

Applying Taylor’s formula to the function t — (sf,f)(t—h¥"'t) at t = 0 and using
(4.4.20) with k =1, we get

(st.(-), T @ (t— () = sp(T)f(T) + O(K¥ T~ (h)72), (4-4-45)
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uniformly for T € R. We recall that [ FTo(t)dt = ¢(0) =1.

Putting together (4.4.44) and (4.4.45), we deduce
sh(DF(T) = (sp (), Ty T @(T— () + O(R¥ T (h)72). (4.4.46)

Since v is arbitrary, the pointwise asymptotics (4.2.18) follows from the weak asymp-
totics (4.2.13) by choosing f equal to 1 near To.

This ends the proof of Theorem 4.2.13 under the assumption V —V,, € CF(R™; J{m.).

It remains now to show how to dispense with the assumption on the support of V.
Notice that the assumption V —V,, € CF(R";H ) has been used exclusively in the
proof of Lemma 4.4.5. Except for this lemma, all the steps of the proof of Theorem
4.2.13 remain valid under the assumptions (4.2.8) and (4.2.17).

According to Proposition 4.2 in [88], if V satisfies (4.2.8), then for any » > 0 and
it €]0,ul, we can construct V,, € C*®(R™; H,,) such that V,, can be extended into a
holomorphic function of r = |x| in the sector

X(22) :={r € C; Rr > 1,|T31| < 27},
and for any multi-index « € IN™, it satisfies

18 (Vie(x) = V(x)) mxm = O ((x) A1), (4.4.47)

uniformly with respect to x € R™ and » > 0 small enough. V., is called a |x|-analytic
(5, fi)-approximation of V.

As in [88], we fix > = h® with s €]0, 1[. Let us denote by oy (z, ») the right hand side
of (4.4.10) when we replace V by V,, in P;(h), that is
on(z,5) == (z—20)tr ([(Pj(h) —z0) 9 (z— Pj,z(h))_]};),

where
P],%(h) = _th ® Im + V%(X)/ PO,%(h) = PO (h)

The operator Pq ..(h) can be distorded analytically into 131,\,(h) = llVP1,%(}1)(lly)_1
(see [88]). Now, the proof of Lemma 4.4.5 show that (4.4.19) remains true for oy (z, 5).

On the other hand, according to (4.4.6), we have
on(z, %) — on(z) = (z—2z0) Mtr (S (2, 55 1)) + tr(S2(z, 55 h))
with
F1(z,7510) = ((P1(h) —20) "9 = (P1(h) —20) " 9) (2= P1,.(h))
Fa(z,550) = (P1(h) —20) 9 ((z—P1(h) " = (z—=P1(R) 7).
Using the resolvent identity and (4.4.47), we get
on(z, ) — on(z) = 0(*) = O(h*),

uniformly for z € . Consequently, Lemma 4.4.5 remains true under the assumptions
(4.2.8) and (4.2.17).

This ends the proof of Theorem 4.2.13 under the assumptions (4.2.8) and (4.2.17). u



MICROHYPERBOLIC FUNCTIONS

In this appendix, we prove some technical results on the notion of microhyperbolicity
used in our proofs.

The first main result of this appendix is the following

Theorem C.o.1 Let H € C°°(]R2“ Hm). Assume that H is mzcrohyperbolzc near py € R*™
in the direction T. There exists H € C®(R2™; Hm) such that H = H near Po ¢ and H is
microhyperbolic at every point p € R2™ in the direction T. Moreover, we can choose H bounded
together with all its derivatives in R2™, ie. He S(LR2™, Hy).

To prove this theorem we need the following two lemmas.
Lemma C.0.2 Let H € C®(IR?™; K,y ). The following statements are equivalents
(1) H is microhyperbolic at pg € R?*™ in the direction T € R?>™.

(2) (T,VoH(Po)) kerH(p,) IS strictly positive in the sense of hermitian matrices, i.e. there
exists C > 0 such that

((T, VoH(po))w, w) > Clw?, Vw € kerH(po). (C.0.1)

Proof. Obviously (1) = (2) by the definition 4.2.1. Assume that (2) is satisfied and
let us prove (1). Let w = w1 + w; € C™, with wy € kerH(pp) and w; € ker H(po)*t.
We have

((T, VoH(po))w, w) = ((T,VoH(po))wi, wi) + ((T, VoH(po)) w2, w>)
2
+ Z ((T/VpH(pO»wi/w]’) =1 +1+ 1.
iAj=1

By hypothesis, I satisfies
1| > Clwq . (C.0.2)

On the other hand, we have
C//
| < C'lwy* and T3] < C”wqllwal < eC”wi|* + lezlz, (C.0.3)
for ¢ > 0 small enough and C’, C” > 0. Putting together (C.0.2), (C.0.3), we obtain
C 2 1 2
((T, VoH(po))w, w) > zlw\ -0 - lwo | (C.0.9)

Now, the fact that H(po) : ker H(po)+ — ker H(po) is bijective, implies

IH(po)wa| > Clwal, Vw; € kerH(po)t.
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Combining this with (C.0.4), we get

(T, VpH(pal)o,w) > Tl —0 (1 ) H(polewal,

which together with the fact that H(po)w, = H(po)w implies

1

(T, VpH(pol)o,w) > Tl =0 (1) H(po)ast

By continuity, the above estimate extends to a small neighbourhood of py and then
implies that H is microhyperbolic at po in the direction T. -

Lemma C.0.3 Let F € C®°(R?™; H ) and a(0) € I, invertible, v > 1. Assume that for
po € R2™, there exists T € R2™ and Co > 0 such that

((T, VoF(po))w, w) > Colw]?, VYweC™ . (C.0.5)

Then

(1) H(p) = ( F(p) E) ) ) is microhyperbolic at p¢ in the direction T.
0 | a(0

(2) If(C.0.5) holds at py = 0 and A € C®(IR?™, H,, ) with
) = (oupm 0(|p|)>
Ollel) - O(lpl)
then H + A is microhyperbolic near po = 0 in the direction T.

Proof.

(1) Since (T, VoH(po)) = <<T,Vp0F

follows immediately from Lemma C.0.2.

(Po)) g) and ker H(pg) € C™ T x {0,}, then (1)

(2) We have

(T, VoH(0)) + (T, Vo A(0)) = (

(T,V,F(0)) Of1) .
O(1) (1)

Therefore

(T, VoH(0))w, w) + ((T, Vo, A(0))w, w) = ((T, Vo F(0)) w, w) > Colw]?, VYweC™ .

Since ker (H(0) + A(0)) = ker (H(0)) ¢ C™ 7, it follows from Lemma C.o0.2 that
H + A is microhyperbolic at pg = 0 in the direction T. Then, H 4 A is microhyper-

bolic near 0 in the direction T.
[ |
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We are now ready to prove Theorem C.o.1.

Proof of Theorem C.o0.1 : Without any loss of generality, we may assume that py = 0.
We know that there exists P such that

PH(0)P~! = (0 0 ) (C.0.6)

0 azz

with a;; is diagonal and invertible. Replacing H(p) by PH(p)P~ !, * we may assume

that
mm:(“”m mmm>
a2(p) az(p)
with a71(0) =0, a12(0) =0, a21(0) =0 and a»,(0) = a2>. We have

ker (H(0)) c {(w1,0); w1 € C™ "}, withr=dimIm (as,).

Since H is microhyperbolic at 0 in the direction T, it follows from Lemma C.o.2 that

(((T/Vpan(0)> <T/Vp021(0)>> < w1 )( @1 )) = ((T,Vpar1(0))wy, wy) > Clwsl?.

(T, Voa12(0)) (T,Vpaz2(0)) 0 0
(C.0.7)

Set

Hdm;(ngwm °>,pemh.
azo

Applying the assertion (1) of Lemma C.0.3 (with F(p) = V,a11(0)p and a(0) = ay)
using (C.0.7) we see that Hy is microhyperbolic at every point p € R?™ in the direction
T.Letx € Cgo(]Rzn;IR) be such that x(p) = 1 for |p] < 1 and x(p) = 0 for |p| > 2. For
§ >0, set x5(p) = x (§). We define

Hs(p) = xs(p) (H(p) —Ho(p)) + Ho(p).

We claim that for & small enough, Hs is microhyperbolic at every point p € R?™ in the
direction T. In fact, for [p| < 8, Hs(p) = H(p) is microhyperbolic at pp = 0 and then at
every p € R2™ with |p| < 8. For |p| > 25, Hs(p) = Ho(p) which is microhyperbolic at
every point p € IR?™ in the direction T. For § < |p| < 25, we have

2
HMM—Hdm+<WM) mmv‘

Oflpl)  O(lpl)

Thus, the assertion (2) of Lemma C.0.3 implies that H; is microhyperbolic in the direc-
tion T for & small enough. Consequently H; is microhyperbolic at every point p € R2™
in the direction T. To see that we can choose H € S(1;R?™, H,,), let f € C*®(R) such

1 This does not affect the microhyperbolicity because P is unitary and independent of p, then

((T,VP[PH(p)P*1 Nw, w) = (P(T,VoH(p))w, Pw) = ((T, VoH(p))w,w), Vpe R*™,VweC™.
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that f(t) =tfor|t| < 1,[f(t)] > Tont| > 1 and f(t)Nis constant at +oo, i.e., [f(t)] =c > 1
for [t| > A, for some A > 0 large enough. Put H(p) = f(Hs(p)). By the functional

calculus of self-adjoint operator, one can prove that H satisfies the desired properties
(see [41, Ch. 12, Proposition A.3] for the details).

[ |
The second main result of this appendix in the following

Proposition C.0.4 Let H € C®(R?*™;H,), x € Cgo(]RZ“;lR) and t9 € R. Assume that
To — H(p) is microhyperbolic at every point p € supp x. Let G(p,z) be a m x m matrix-
valued function (not necessary Hermitian) smooth with respect to p and holomorphic with
respect to z in a neighborhood of Ty. Set

Fi(z) = LRZH(Z— H(p))'G(p,z)(z—H(p)) "x(p)dp, +3z>0.

Then, for real T near o, the limit T4 (t£10) := lim¢\ o F4 (T £ i¢) exists and T — F4 (T+10)
is C* near Tg.

Proof. We prove the result for F.. The proof of F_ is similar. Writing X as a finite
sum of functions x; with small supports, we may assume using Theorem C.o.1 that
T—H(p) is uniformly microhyperbolic with respect to p € R?™ and T near 7o in the
direction T € R?™. We may also assume that G, H € S(1 ;RN Hon).

Let H, G and X be three almost analytic extensions of H, G and x respectively, which
are bounded together with all their derivatives. Put

H(p,t):= H(p+itT), G(p,t,z):=G(p+itT,z), X(p,t):=x(p+itT), teR.

We assert that for small enough Jz > 0,t > 0 with Jz+t > 0 and for Rz €]to —n, To +nl
with n > 0 small enough, there exists C, ¢ > 0 such that

3((z—H(p,t))w, w) + Ct|(z— H(p, ) w|* > c(t + T2)lwl?, Yw eC™ (C.08)
In fact, by Taylor’s formula we have
((z—H(p, t))w, w) = ((z—H(p))w, w) —it((T, V,H(p))w, w) + O(t*)w?,
which yields
3((z—Hlp, 1)) w, w) = Izl —t((T, Vo H(p))w, w) + O () |w|?, (C.0.9)

On the other hand, the global microhyperbolicity condition (see (4.2.1)) implies, for
some constants ¢, C > 0,

—t((T, VoH(p))w, w) > ctlw]? — Ct|(Rz — H(p))w]|

, (C.0.10)

uniformly for Rz €]to —n, To +1l, for small enough n > 0. Putting together (C.0.9) and
(C.0.10), we get, forall w € C™,

I((z—Hlp, 1)) w, w) > (Iz+ ct)wl* — O(t)|(Rz — H(p))wy2 + O(t?) | wl?.



MICROHYPERBOLIC FUNCTIONS 153

By Taylor’s formula again, we have for small t > 0

z—H(p,t) =z—H(p) + O(t).
It follows that

(Rz—H(p)wP = |(z—H(p,t) —iJz—O(t))wl|’
O] (z—H(p, 1)) w|* + 0((32)?)|w]? + O(t3)|w]?.

N

Then we deduce that for small enough 3z > 0, t > 0 and Rz €]to — 1,70 + 1, and for
some constants ¢, C;,C, > 0, we have

3((z—H(p,t))w, w) > c(Iz+t— C;(3z)? — Cot?)|wl?> — O(t)](z— H(p, 1)) w|*.

Thus, (C.0.8) follows from this inequality.
Applying Cauchy-Schwarz inequality to the first term of (C.0.8) we easily obtain

(z—H(p, 1) ||mxm + Ctl[(z—H(p, 1)[|2, x> c(Tz+1). (C.0.11)

This shows that (z — ﬁ(p, t))~ T exists and

~ _ 1
Iz Filp, ) s =0 (1), (o2
fort > 0,3z > 0 and Rz €]tp —n, 1o + Nl In particular, for Iz =0, (T— ﬁ(p,t))_‘ exists
for T €]tp —n, To +nl and satisfies (C.0.12), i.e.,
~ _ 1
0= Fi(p, 1) =0 (1 ) (Co13)

for t > 0. For the simplicity of the notation, assume T = (1,0,---,0). Put p = (p1,p’) €
R x R?™ 1 and fix to > 0. By Stoke’s formula, we have

Filz) = J}RZH(Z— H(p1 +ito, "))~ Glp1 +ito, p’, 2)(z— Hlp1 +1ito, p'))'X(p1 + ito, p")dp
1 _ - _ ~
-] 20, +100)[(z—Filp, 1)) Glp, 1, 2)(z— Flp, 1)) "Xlo, )] atdlp
]RZ“X[O,tO]

= 11(z) = J+(2).
Using (C.0.13), we get

|(t—H(p1 +ito,p") " "Glp1 +ito, p’, T) (T — H(p1 +1ito, ")) "' X(p1 +1ito, p")|
= O(taz)Hi(F” +ito, p/)Hme/

mXxXm

uniformly for T €]ty —n, 7o +nl Since p = (p1,p’) = X(p1 +ito, p’) € CF(R?M), it
follows that I (T4 i0) exists and by a similar argument, we clearly see that z — 1. (z)
extends to a C*® function on ]ty —1, Tg +n[+1i[0, B[, for some p > 0.

On the other hand, we have

Iv2) = =0V @+ )

N —
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where

e = || 00, [(z—Filp, 1)) Glo,t,2)(= — Filp, 1)) X[, 1) dtdp
]RZT"X[O to]
and

1P = || 0 (z— Ao, )Gl t,2) (=~ Flp, 1)) 'X(o,1)] atd.
R2™ x [0,t0]

Let us first focus on ]SJ ) (z). We have

39, |(z—Fi(p, 1)) Glp, t,2)(z— Filp, 1) ~'Xlp, 1]
—ap]H(p, )(z—H(p, 1)) "*Gl(p, t,z)(z— H(p, 1))~ 'X(p, 1)

+(z—H(p, 1)) 719,,G(p, t,z)(z— H(p, 1) "X(p, 1)
+(z—Hl(p, )" ‘G(p,tz)amH(p, t)(z—Hlp, 1)) *X(p, 1)
+(z—H(p,1))"'G(p,t,2)(z— H(p,t)) "' 9,,X(p, t). (C.o.14)
Using the fact
90, H,95,G,9,,X = O(t®), (C.0.15)

together with the fact that for T €Jtp —n, 10 +nl and t > 0, we have (see (C.0.13))
(= H(p, ) Fflmxm = 0(t™%), Vk>1 (C.0.16)

we get

uniformly for T €]to —n, To +nl. This implies that ]S ) (T+10) exists for T €]to —1n, To +
nl. By differentiating (C.0.14) k-times with respect to z we get a finite linear combina-
tion of terms of the form

30, Hlp, t)(z— H(p, 1)) 7905°Gp, t,2)(z — H(p, 1)) °X(p, t)
+(z—H(p, 1) 7195190, G(p, t,2)(z— H(p, 1)) "'X(p, t)
+(z—H(p, 1)) 72353 G(p, t,2)3p, H(p, 1) (z— H(p, 1) "*X(p, 1)
+(z—H(p,t

3o, | (x—Filp, )" G, t,7)(x— Fllo, 1)) ' X(p, )] ”

= 0(t®)|[X(,t)]lmxm € L' ([0, to] x R*™),

mXxXm

H(p, ) 74954 G(p, t,2)(z — H(p, 1)) ™3, X(p, 1),

where the powers ji, si, 1 € N, 1 =0, ...,4, and the order (which depends on k) is not
important here. By setting z = T €]tp — 1, 70 + 1l and using the same arguments as
above, more precisely, estimates (C.0.15) and (C.0.16), we see that z — ]SJ ) (z) extends
to a C* function on Jtg —n, To +n[+il0, B[. Since k is arbitrary, z ]E: ) (z) extends to a
C* function on |19 —n, To +n[+i[0, BL.

The proof for Jf) (z) can be done analogously using the estimates
0H,0:G, X = O(t™),

instead of (C.0.15). This ends the proof of the proposition. [ |



SOME AUXILIARY RESULTS

In this section, we regroup some technical lemmas used throught our proofs.

Lemma D.o.1 [119, Th. 8.6] Let g be an order function, and suppose G € C®(R?*™;R)
satisfies
G(X, E) - log(g(x, E»)) = O(] )/
and
933P G(x,£) = O(1), (a, B) # (0,0).
Then for It| sufficiently small there exists by € S(g*; R®™,R) such that
exp(tG"™) = Opy (by).
Here exp(tG") is defined as the unique solution to the ordinary differential equation

atut - qut == 0, U(O) - I

Lemma D.o.2 [113, Lemma 3.2] Let q,V2 € S(1;R?™, R) such that suppq C {(x, &) €
R2™;|E| < Cand ¥? +13 = 1. There exists W1 € S((£)~°; R?™, R) and ¥, € S(1;R*™, R)
with principal symbols 1 and \, respectively, such that

VoWy + ¥y oWy =1+RY, (V)" =¥,

where R € ST®((E)°; R*™, R).

Lemma D.o.3 (Paley-Wiener) Let 6 € C3°(la, b[;IR), 0 < a < b two real numbers. For all
T € R, the function z — F;'0(t — z) is analytic for z € C and we have the following estimate

A 2
YN eN,Ve>0, |[F,'0:(t—z) <CnlT—2 ™ <> sup e, (D.o.1)
telea,eb]

uniformly for © € R. Here 8 (t) := 0 (L). In particular, for N = 0, we have

€ ebJz ~
510, (1—2) = O(heu:z) for Jz>0 (D.0.2)
O(%e n ) for Jz<0.

Despite the proof of this result is elementary, we give it for completeness.

Proof. The analyticity of z + F; '8(t — z) follows from standard result of com-
plex analysis. Let N € IN and ¢ > 0. Performing N integrations by part using that
(RD)N (en (72)) = (1 —2)New (72), we get

(=N

eb .
ez oue—) = s | el Dy e ar
ea

(—])N eb tJz it N
= S5 J enen (TR MD)NG, (1) dt.
ea
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Then,

t—zNF 10 (1 —2))

which obviously implies (D.o.1).

1 . eb
< z— sup et*jlj |(hD)N 0, (t)] dt
2mth tclea,eb] £a
N
b— : (h
< 2 swp ¥ (1) joll
2mth telea,eb] €
N-1
h 3z
< Cn () sup e%,
€ telea,eb]



REMARQUES ET PERSPECTIVES

5.1 Remarque sur la fonction de comptage des valeurs propres pour des
systemes non-microhyperboliques

Dans cette derniere partie, on donne une remarque concernant I’étude de la distribu-
tion asymptotique des valeurs propres discrétes d'un systéme d’opérateurs h-pseudo-
différentiels auto-adjoint sans condition de microhyperbolicité. Cette remarque motive
un probléme qui sera 1'une de nos perspectives.

Reprenons la discussion du début de la section 0.3 dans l'introduction. On considere
un systeme d’opérateurs h-pseudodifférentiels P(h) := p*™(x, hDy; h) auto-adjoint sur
L2(R™;C™) de symbole hermitien

p(x,&h) ~ > Wpj(x,&) dans S(T;R*™, M, (C)).
j=0

Soient e1(x, &) < ez(x,&) < -+ < em(x, &) les valeurs propres du symbole principal
po(x, &), (x,&) € R2™, et a < b deux réels. Nous avons déja rappelé que s’il existe 1 > 0
assez petit tel que e ! (la—mn,b+n]) est un compact de R2™, pour tout 1 < j < m,
alors pour h assez petit, le spectre de P(h) dans [a —1,b + 1] est discret (voir [102,
Proposition III.13]). On introduit la fonction de comptage

Nn(a,b) :=#{j;u;(h) € [a,b]}
ou uy(h) < pa(h) < -+ < pn(n)(h) désignent les valeurs propres de P(h) répétées
suivants leurs multiplicités.

Comme nous 1'avons indiqué dans l'introduction, si 'on veut établir une asympto-
tique de type Weyl avec reste optimal O(h—m+1) pour Ny (a,b), le point essentiel con-
siste a étudier le comportement asymptotique quand h \, 0 de la trace de I'opérateur
f(P(h))&?]G(T—P(h)), avec f € CF(Jt—n,T+n[R), T € {a,b} et 6 € CF(R;R), o1
Fn ! est I'opérateur de Fourier inverse semi-classique défini par (0.3.2).

Pour des systemes microhyperboliques, Dimassi et Sjostrand [42] (voir aussi Ivrii
[70]) ont prouvé le résultat suivant généralisant 'asymptotique (0.3.4) au cas matriciel.

Théoreme 5.1 (Ivrii [70], Dimassi-Sjostrand [42]) Sous I'hypothése que po — T est micro-
hyperbolique dans une certaine direction en tout point de L, T € {a, b}, ona

Np(a,b) = (2th) ™M +O(h™ ™), h\,0,

avec

m
o = ” dxdé.
j; e;' ([a,b])
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REMARQUES ET PERSPECTIVES

On rappelle que pour T € R, Z; désigne le niveau d’énergie correspondant défini par

Zo={(x &) e R?™; det (po(x, &) —1) =0} = [ {(x, &) e R*™; ¢j(x, &) =1} .
j=1

Notons que pour T € [a—1,b + 1], X est un compact de R2™,

L’objectif de la présente remarque est de montrer que sans I’hypothese de microhy-
perbolicité, en utilisant uniquement le calcul symbolique h-pseudodifférentiel, 1’étude
du comportement asymptotique de tr (f (P(h))J7}, 19, (T— P(h))) se ramene a l’étude du
comportement asymptotique d'une intégrale oscillante. Ce type de résultat peut mener
a des asymptotiques sur la fonction de comptage de type

Nn(a,b) = (27th) oo + O(h2~5 1), §> 0. (5.1.1)

Dans la suite, on utilise les mémes notations du chapitre précédent. Soient 1o € {a, b} et
f e C¥(Jto—m, 10 +nlR). Pour tout 6 € CF(R;R), T € R, 'opérateur f(P(h))S‘TL] B(t—
P(h)) est de classe trace et on a (voir [42])

tr (f(P(h))F,,'0(t —P(h))) = tr (X f(P(h))F},'6(t—P(h))),

avecx € Cgo(]RZ“;IR) égale a 1 au voisinage de

Litg—n, o+l = U Lr.

T€[To—",T0o+M]

Proposition 5.1.1 Soit 0 € C3(] —1,1[R) égale a 1 pres de 0. On fixe ¢ = h'=%, avec
5 €0, %[. Ona

tr (f(P(h)F, 0. (t—P(h))) = 2mh) ™™ ) #(t;h) + O(R' 2™, (5.1.2)
j=1

uniformément pour T € R, avec pour j = 1,--- ,m, %;(T; h) est l'intégrale oscillante définie
par

Preuve : En revenant a la preuve du Théoreme 4.2.6 dans le chapitre précédent, plus
précisément a partir de 1'équation (4.3.45), on voit qu’en utilisant le calcul symbolique
h-pseudodifférentiel, on a montré que pour tout N € IN,

J ens T Eg (1) f(e; (x, £))x(x, £) dtdx dE.  (5.1.3)
R¢

2n
x,&

N
tr (f(P(h))F;, ' 0 (t— P(h))) = (2mh) ™™ ) Waj(t;h) + O(RMNTNI=2807m) (5.1 4)
j=0

avec

aj(th) = — - L 3 (Fbne) (2)10¢ (1 — 2) (”}Rz“x(x, £)G (G (x, &, z))dxda) L(dz),
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ou f € CF(C) est une extension presque analytique de f, 1,5 définie par (4.3.47) et
S(x,&zh) ~ ) NWGj(x,&z) dans S3(1;R*™, My (C))
j>0
est le symbole de la résolvante (z — P(h))™' comme opérateur h-pseudodifférentiel
dans la région {z € C; |Jz| > h?®}, (voir Proposition 1.1). En particulier, 9o(x, &, 2z) =
(z—1po(x,&))~". Nous insistons ici sur le fait que pour obtenir (5.1.4), nous n’avons
utilisé aucune hypothése de microhyperbolicité.

Pour N =0, (5.1.4) implique en particulier
tr (f(P())J},'0c(t—P(h))) = (2mth) ™ao(t; h) + O(h! 207 ™).

On calcule maintenant ag(t;h). On a

ap(t;h) = —= ZJ fll)hé )?{165(’(—2) (JJRzn X(x, £)(z—e;(x, £)! dxd&) L(dz)
- ;JJ’IRZTL <_ JC 0 (ﬁ\bhf’) (z )3: e (t—2z)(z— €j (x, E,)) (dZ)) x(x, £)dxdE.

)

En intégrant par parties en utilisant

d((z—ej(x,&)7") =8(-—ej(x,&)),

Al—

on obtient

ao(mh) = 3 || el ), 0cl— g (x, E)xlx, E)dnd
):1 R2n
.] m

- ﬁ Z JJRZ“ J]R 6% e (X,a))es (t)f(ej (X/ E,))X(X, E.) dtdxdé.
j:] x, & t

Ainsi par un changement de variable, on voit que

=) %(uh)

i=1
|

La formule (5.1.2) assure que pour un systéeme d’opérateurs h-pseudodifférentiels
non nécessairement microhyperboliques, I’étude du comportement asymptotique de la
trace de l'opérateur f(P(h))JF, ! On1-s (T —P(h)) se ramene a I'étude du comportement
asymptotique des intégrales oscillantes (5.1.3). Comme nous 1’avons indiqué dans le
paragraphe précédent, ce type de résultat peut conduire a des asymptotiques de la
fonction de comptage de type (5.1.1). Une des questions que nous souhaitons étudier
prochainement est de voir si 1’on peut établir des asymptotiques de type de Weyl avec
reste optimal pour la fonction de comptage des valeurs propres d'un systeme non-
microhyperbolique.
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