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Introductionþ

Conventionalþ particleþ acceleratorsþ

Theþ matterþ weþ knowþ andþ thatþ makesþ upþ allþ starsþ andþ galaxiesþ onlyþ accountsþ forþ 5% ofþ theþ
contentþ ofþ theþ universe.þ Whatþ aboutþ theþ otherþ 95%?þ Thisþ remainingþ 95% isþ constitutedþ ofþ
27% ofþ darkþ matterþ andþ 68% ofþ darkþ energyþ thatþ weþ knowþ littleþ about.þ Doesþ theþ darkþ matterþ
containþ particlesþ thatþ moveþ inþ theþ similarþ threeþ dimensionalþ spaceþ thatþ weþ areþ familiarþ with,þ
orþ doesþ itþ alsoþ existþ inþ higherþ dimensions?þ Canþ theþ darkþ matterþ beþ madeþ upþ ofþ vibratingþ
strings?þ Theþ 27 km-circumferenceþ Largeþ Hadronþ Colliderþ (LHC)þ inþ CERNþ (Fig.þ 1þ)þ isþ designedþ
toþ helpþ answerþ theseþ questions.þ

Figureþ 1:þ Aþ bird’s-eyeþ viewþ ofþ CERNþ (Conseilþ européenþ pourþ laþ rechercheþ nucléaire)þ thatþ
comprisesþ ofþ LHCþ (Largeþ Hadronþ Collider)þ andþ SPSþ (Superþ Protonþ Synchrotron),þ andþ ex-
perimentsþ suchþ asþ LHCbþ (Largeþ Hadronþ Colliderþ beauty),þ ALICEþ (Aþ Largeþ Ionþ Colliderþ
Experiment),þ ATLASþ (Aþ Toroidalþ LHCþ ApparatuS)þ andþ CMSþ (Compactþ Muonþ Solenoid).þ

Inþ thisþ machine,þ particlesþ areþ madeþ toþ collideþ togetherþ atþ closeþ toþ theþ speedþ ofþ light,þ
thisþ collisionþ createsþ moreþ particlesþ thatþ physicistsþ studyþ toþ gainþ in-depthþ knowledgeþ onþ
howþ particlesþ interact,þ andþ providesþ insightsþ intoþ theþ fundamentalþ lawsþ ofþ nature.þ Theþ
discoveryþ ofþ theþ Higgsþ bosonþ onþ theþ 4th ofþ Julyþ 2012þ atþ LHCþ validatedþ theþ Brout-Englert-
Higgsþ mechanismþ inþ theþ Standardþ model,þ whichþ explainsþ howþ fundamentalþ particlesþ interact,þ
governedþ byþ fourþ fundamentalþ forces.þ Particleþ acceleratorsþ areþ likeþ aþ racetrackþ forþ particles,þ
toþ accelerateþ theseþ particles,þ twoþ “track”þ configurationsþ canþ beþ considered:þ theþ circularþ trackþ
andþ theþ linearþ track.þ

Circularþ racetracksþ likeþ theþ LHCþ containþ acceleratingþ structuresþ extendingþ overþ certainþ
sectionsþ inþ theþ ring,þ graduallyþ acceleratingþ particlesþ toþ highþ energyþ whenþ theseþ particlesþ passþ
throughþ it.þ Forþ instance,þ protonsþ inþ theþ LHCþ makeþ 11,000þ lapsþ everyþ secondþ forþ 20þ minutesþ
beforeþ theyþ reachþ theirþ collisionþ energyþ (þ7−8TeV)þ [þ1þ].þ Theseþ particlesþ areþ guidedþ byþ magnetsþ
aroundþ theþ bendsþ toþ keepþ themþ onþ course,þ butþ theirþ energyþ isþ limitedþ byþ theþ curvesþ inþ theþ
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accelerator.þ Asþ aþ matterþ ofþ fact,þ chargedþ particlesþ radiateþ energyþ whenþ theyþ areþ accelerated,þ
moreþ commonlyþ knownþ asþ theþ synchrotronþ radiation.þ Inþ theþ caseþ ofþ electrons,þ theþ energyþ
lossþ byþ synchrotronþ radiationþ isþ soþ highþ thatþ theyþ cannotþ beþ acceleratedþ toþ reachþ theþ collisionþ
energyþ inþ aþ circularþ racetrackþ configuration.þ Theþ energyþ lossþ ofþ aþ chargedþ particle,þ Epart dueþ
toþ synchrotronþ radiationþ isþ proportionalþ toþ E4

part/Rmachine whereþ Rmachine isþ theþ radiusþ ofþ theþ
circularþ accelerator.þ Toþ pushþ theþ high-energyþ frontier,þ machinesþ largerþ thanþ theþ LHCþ needþ
toþ beþ built.þ Aþ studyþ onþ aþ Futureþ Circularþ Colliderþ (FCC)þ isþ underway.þ Thisþ worldwideþ
internationalþ projectþ involvesþ buildingþ anþ 80 − 100 km circumferenceþ tunnelþ toþ accelerateþ
protonsþ toþ 100TeV [þ2þ].þ Theþ costþ reviewþ forþ thisþ projectþ isþ expectedþ toþ beþ revealedþ inþ 2018þ
butþ itþ willþ obviouslyþ beþ moreþ expensiveþ thanþ theþ LHCþ whichþ hasþ costþ $8 billionþ toþ build,þ
$1 billion/year toþ operate.þ

Linearþ acceleratorsþ doþ notþ faceþ theþ sameþ problemþ asþ circularþ accelerators.þ Theþ onlyþ limi-
tationþ toþ theþ particles’þ energyþ isþ theþ lengthþ ofþ theþ trackþ whereþ theyþ passþ throughþ acceleratingþ
structuresþ toþ reachþ theirþ desiredþ energy.þ Theþ longestþ linearþ acceleratorþ (linac)þ isþ atþ SLACþ
(Stanfordþ Linearþ Acceleratorþ Center)þ whichþ extendsþ toþ 2.6 km,þ capableþ ofþ deliveringþ electronþ
andþ positronþ beamsþ withþ peakþ currentsþ ofþ approximatelyþ 20 kA thatþ areþ focusedþ downþ toþ
belowþ 30 × 30µm transverseþ spotþ sizeþ atþ 20GeV usingþ theþ rfþ (radiofrequency)þ cavitiesþ atþ
FACETþ (Facilityþ forþ Advancedþ Acceleratorþ Experimentalþ Tests)þ [þ3þ].þ Inþ theory,þ theþ acceler-
atingþ gradientsþ inþ conventionalþ rfþ linearþ acceleratorsþ areþ currentlyþ limitedþ toþ ∼ 100MV/m,þ
partlyþ dueþ toþ theþ breakdownþ thatþ occursþ onþ theþ wallsþ ofþ theþ structureþ [þ4þ].þ Toþ accelerateþ
particlesþ toþ 10TeV forþ instance,þ theþ linacþ lengthþ isþ requiredþ toþ beþ ∼ 100 km,þ whichþ isþ atþ leastþ
asþ challengingþ asþ theþ 100 km circularþ racetrack.þ

Theþ LHCþ hasþ beenþ instrumentalþ inþ answeringþ questionsþ aboutþ theþ universeþ butþ inþ orderþ toþ
lookþ deeperþ andþ furtherþ backþ towardþ theþ startþ ofþ theþ universe,þ higherþ energyþ particlesþ needþ toþ
beþ created.þ Ifþ weþ relyþ onþ theþ sameþ technology,þ particleþ acceleratorsþ willþ becomeþ prohibitivelyþ
largeþ andþ expensive.þ Butþ weþ stillþ wantþ toþ continueþ answeringþ theseþ fundamentalþ questions,þ
thereforeþ aþ changeþ ofþ technologyþ isþ required.þ Oneþ optionþ isþ toþ developþ acceleratingþ structureþ
techniquesþ toþ rapidlyþ andþ effectivelyþ accelerateþ particlesþ inþ linacsþ overþ aþ shortþ distance.þ Orþ
weþ canþ designþ andþ buildþ strongerþ magnetsþ thatþ canþ bendþ ultra-highþ energyþ particlesþ aroundþ
theþ curvesþ inþ circularþ accelerators.þ Researchþ isþ ongoingþ inþ bothþ areas.þ Ourþ groupþ focusesþ onþ
theþ former,þ whereþ weþ workþ onþ aþ novelþ acceleratingþ structureþ thatþ isþ plasma-based.þ

Otherþ applicationsþ alsoþ benefitþ fromþ acceleratedþ particles.þ Theþ betatronþ movementþ ofþ
theþ electronþ beamþ generatesþ radiationþ inþ theþ X-rayþ region,þ withþ numerousþ applicationsþ inþ
medicine,þ biology,þ materialþ scienceþ etc.þ

Plasma-basedþ accelerator:þ anþ alternativeþ toþ theþ conven-
tionalþ acceleratorþ
Asþ theþ fourthþ stateþ ofþ matter,þ plasmasþ consistþ ofþ electrons,þ ionsþ andþ neutralþ atoms,þ usuallyþ
atþ temperaturesþ aboveþ 104K.þ Theþ sunþ andþ starsþ areþ plasmas,þ soþ areþ theþ earth’sþ ionosphere,þ
Vanþ Allenþ belts,þ magnetosphere,þ etc.þ Indeed,þ plasmasþ makeþ upþ muchþ ofþ theþ knownþ matterþ
inþ theþ universe.þ Theirþ densityþ andþ temperatureþ spanþ aþ hugeþ range.þ Plasmasþ areþ alsoþ char-
acterizedþ byþ theirþ dominatingþ long-rangeþ electromagneticþ interactionsþ overþ theirþ shortþ rangeþ
interatomicþ orþ intermolecularþ forcesþ amongþ aþ largeþ numberþ ofþ particles.þ Thisþ givesþ riseþ toþ aþ
collectiveþ behaviorþ whichþ dependsþ notþ onlyþ onþ localþ perturbationsþ butþ alsoþ onþ theþ stateþ ofþ
theþ plasmaþ inþ remoteþ regions.þ Thereþ areþ threeþ mainþ parametersþ thatþ characterizeþ plasmas:þ

•þ thermalþ velocity,þ vth:þ plasmasþ areþ inþ generalþ highþ temperatureþ entities,þ someþ ofþ theirþ
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propertiesþ areþ connectedþ withþ thermalþ effects,þ

•þ plasmaþ frequency,þ ωp:þ aþ simpleþ unmagnetizedþ plasmaþ oscillatesþ atþ aþ certainþ frequencyþ
whenþ theþ chargeþ distributionþ isþ locallyþ perturbedþ fromþ itsþ equilibrium.þ Thisþ frequencyþ
hasþ theþ expressionþ ωp ≡

√
(n0e2/meε0),þ whereþ n0 isþ theþ ambientþ electronþ numberþ

density,þ e isþ theþ elementaryþ charge,þ me isþ theþ electronþ massþ andþ ε0 isþ theþ vacuumþ
permittivity,þ

•þ Debyeþ length,þ λD :þ theþ distanceþ aþ thermalþ particleþ travelsþ duringþ aþ plasmaþ period.þ
Itsþ expressionþ isþ λD ≡

√
εkBTe/n0e2,þ whereþ kB isþ theþ Boltzmannþ constant,þ Te isþ theþ

electronþ temperature.þ

Plasma-basedþ acceleratorsþ relyþ onþ theþ electrostaticþ fieldsþ associatedþ toþ plasmaþ wavesþ
toþ accelerateþ electronþ beams.þ Theseþ plasmaþ wavesþ areþ drivenþ byþ aþ forceþ thatþ perturbsþ
locallyþ theþ densityþ ofþ theþ plasmaþ electronsþ andþ createsþ chargeþ separationþ fromþ ions.þ Thisþ
forceþ canþ beþ generatedþ byþ severalþ means,þ byþ theþ ponderomotiveþ forceþ ofþ aþ singleþ laserþ pulseþ
[þ5þ],þ theþ mechanismþ isþ thenþ knownþ asþ theþ Laserþ WakeFieldþ Accelerationþ (LWFA);þ byþ theþ
ponderomotiveþ forceþ dueþ toþ theþ beatingþ ofþ twoþ laserþ pulses,þ alsoþ knownþ asþ theþ Plasmaþ Beatþ
Waveþ Accelerationþ (PBWA)þ [þ6þ,þ 7þ,þ 8þ];þ orþ byþ theþ ponderomotiveþ forceþ usingþ aþ self-modulatedþ
laserþ pulse,þ knownþ asþ theþ Self-Modulatedþ Laserþ WakeFieldþ Accelerationþ (SM-LWFA);þ orþ alsoþ
byþ anþ electronþ beamþ (PWFA)þ [þ9þ].þ Thisþ researchþ workþ willþ focusþ onþ theþ singleþ laser-drivenþ
plasmaþ basedþ acceleratorþ (orþ LWFA).þ

Theþ ideaþ ofþ usingþ plasmasþ asþ aþ mediumþ inþ anþ acceleratorþ isþ ofþ greatþ interestþ becauseþ
ofþ theirþ abilityþ toþ sustainþ extremelyþ largeþ accelerationþ gradients,þ E0(V/m) = cmeωp/e ≈
96
√
n0(cm−3),þ whereþ c isþ theþ speedþ ofþ light.þ Thisþ electricþ fieldþ isþ knownþ asþ theþ coldþ non-

relativisticþ waveþ breakingþ fieldþ [þ10þ]þ andþ itþ willþ beþ introducedþ inþ Chapterþ 1þ.þ Consideringþ
n0 = 1018 cm−3,þ E0 ≈ 96GV/m,þ whichþ isþ nearlyþ 1000 timesþ higherþ thanþ theþ acceleratingþ
gradientsþ inþ conventionalþ rfþ linacs.þ Thisþ impliesþ thatþ weþ canþ buildþ particleþ acceleratorsþ thatþ
areþ cost-efficientþ andþ moreþ compact.þ

Apartþ fromþ theþ highþ acceleratingþ gradients,þ theþ plasmaþ wavelengthþ orþ λp(µm) ≈ 3.3 ×
1010/

√
n0(cm−3),þ e.g.þ λp ≈ 33µm forþ n0 = 1018 cm−3,þ theþ electronþ bunchþ lengthþ willþ beþ lessþ

thanþ halfþ theþ plasmaþ wavelength,þ whichþ isþ twoþ magnitudesþ shorterþ thanþ thoseþ providedþ byþ
photoinjectors.þ Thisþ opensþ upþ aþ wholeþ lotþ ofþ otherþ applicationsþ thatþ requireþ shortþ electronþ
beams,þ e.g.þ inþ materialþ science,þ theþ ultrashortþ durationþ ofþ thisþ electronþ bunchþ andþ radiationþ
beamþ willþ provideþ timeþ resolvedþ measurementsþ downþ toþ theþ motionþ ofþ electronsþ onþ atomicþ
scales.þ Coherentþ diffractionþ onþ singleþ moleculesþ willþ thenþ becomeþ accessible,þ openingþ anþ
entireþ newþ fieldþ ofþ researchþ [þ11þ].þ

Significantþ progressþ hasþ beenþ madeþ overþ theþ lastþ twoþ decadesþ onþ LWFA.þ Theþ accelerationþ
ofþ electronþ beamsþ inþ preformedþ plasmaþ channelsþ fromþ capillaryþ dischargeþ waveguidesþ upþ toþ
1GeV hasþ beenþ demonstratedþ withþ 40TW peakþ powerþ laserþ pulsesþ [þ12þ].þ Subsequently,þ
experimentsþ haveþ demonstratedþ > 1GeV electronþ beamsþ inþ non-preformedþ plasmasþ withþ aþ
200TW laserþ [þ13þ].þ Usingþ petawattþ classþ lasers,þ electronþ beamsþ wereþ acceleratedþ upþ toþ 2GeV
inþ aþ 7 cm-longþ gasþ cellþ [þ14þ].þ Beamsþ withþ energyþ tailsþ upþ toþ 3GeV wereþ observedþ usingþ aþ dualþ
gasþ jetþ systemþ ofþ 1.4 cm [þ15þ].þ Theþ latestþ recordþ inþ thisþ raceþ isþ theþ productionþ ofþ aþ 4.2GeV
electronþ beamþ usingþ 16 J ofþ laserþ energyþ inþ aþ preformedþ plasmaþ channelþ waveguideþ producedþ
byþ aþ 9 cm-longþ capillaryþ discharge.þ

Althoughþ highþ beamþ energyþ isþ importantþ forþ particleþ colliders,þ oneþ mustþ notþ neglectþ theþ
controlþ ofþ theþ beamþ quality.þ Inþ thisþ context,þ muchþ effortþ hasþ beenþ channeledþ inþ produc-
ingþ quasi-monoenergeticþ electronþ beamsþ sinceþ theþ publicationþ ofþ [þ16þ,þ 17þ,þ 18þ].þ Ourþ groupþ isþ
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involvedþ inþ theþ optimizationþ ofþ electronþ beamsþ bothþ experimentallyþ andþ viaþ plasmaþ simula-
tions.þ Oneþ ofþ theþ goalsþ ofþ theþ groupþ isþ toþ determineþ aþ setþ ofþ laserþ plasmaþ parametersþ thatþ
produceþ electronþ beamþ withþ narrowþ energyþ spreadþ suitableþ forþ injectionþ intoþ aþ plasmaþ accel-
erator,þ withþ highþ chargeþ andþ lowþ emittance.þ Theþ specificationþ ofþ theseþ propertiesþ dependþ onþ
applications,þ butþ mostþ applicationsþ requireþ anþ energyþ spreadþ ofþ < 10%,þ aþ chargeþ ofþ ≥ 10 pC
andþ aþ transverseþ emittanceþ ofþ ∼ 0.1mmmrad.þ

Multi-stageþ laser-plasmaþ acceleratorsþ

Accelerationþ ofþ anþ electronþ beamþ inþ aþ singleþ laserþ plasmaþ acceleratorþ stageþ isþ limitedþ toþ aþ
lengthþ determinedþ byþ diffraction,þ depletionþ ofþ theþ laserþ driver,þ orþ theþ dephasingþ ofþ electronsþ
(detailsþ areþ givenþ inþ Chapterþ 1þ).þ Forþ aþ 1m-longþ preformedþ plasmaþ fixedþ atþ n0 = 1017 cm−3

providingþ laserþ guiding,þ anþ electronþ beamþ energyþ ofþ 10GeV canþ beþ deliveredþ inþ theory.þ
Thisþ energyþ isþ stillþ insufficientþ forþ theþ particleþ colliderþ applicationþ whichþ requiresþ particleþ
energyþ ofþ theþ orderþ ofþ TeV.þ Henceþ toþ reachþ thisþ energyþ level,þ theþ proposedþ solutionþ isþ aþ
multi-stageþ accelerator.þ Aþ proposedþ strategyþ consistsþ ofþ puttingþ 100þ LWFAþ modulesþ inþ
cascade.þ Inþ thisþ scheme,þ theþ electronþ beamþ isþ extractedþ fromþ oneþ moduleþ andþ injectedþ intoþ
theþ subsequentþ moduleþ forþ furtherþ acceleration.þ Recently,þ Steinkeþ etþ al.þ haveþ succeededþ
inþ couplingþ twoþ LWFAþ modulesþ thatþ areþ independentlyþ drivenþ byþ twoþ synchronizedþ laserþ
pulsesþ [þ19þ].þ Thisþ representsþ aþ milestoneþ inþ theþ developmentþ ofþ laser-driven,þ plasma-basedþ
acceleratorsþ forþ particleþ colliders,þ andþ forþ anyþ otherþ LWFAþ applicationþ thatþ requiresþ electronþ
energiesþ beyondþ theþ limitsþ ofþ singleþ stages.þ
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Figureþ 2:þ Aþ schematicþ viewþ ofþ aþ two-stageþ laserþ plasmaþ accelerator.þ Theþ firstþ stageþ isþ theþ
injectorþ stageþ whereþ theþ electronþ beamþ isþ generatedþ inþ aþ nonlinearþ regimeþ inþ theþ gasþ cell.þ Theþ
electronþ beamþ isþ transportedþ toþ theþ secondþ stage,þ theþ acceleratorþ stageþ viaþ aþ transportþ line.þ
Inþ theþ secondþ stage,þ theþ electronþ beamþ willþ beþ furtherþ acceleratedþ inþ aþ quasi-linearþ regimeþ inþ
aþ dielectricþ capillary.þ

Inþ Europe,þ thereþ areþ severalþ projectsþ aimingþ atþ theþ demonstrationþ ofþ reliableþ multi-stageþ
accelerators.þ Theþ CILEXþ (Centreþ Interdisciplinaireþ Lumièreþ Extrême)þ projectþ whichþ aimsþ toþ
developþ anþ interdisciplinaryþ researchþ centerþ usingþ theþ Apollon-10Pþ laserþ sourceþ isþ currentlyþ
developedþ onþ theþ Plateauþ deþ Saclayþ byþ aþ consortiumþ ofþ Frenchþ institutions.þ Theþ Apollon-
10Pþ laserþ isþ expectedþ toþ deliverþ twoþ beamsþ ofþ 1PW andþ 10PW,þ ≥ 15 fs laserþ pulses,þ whichþ
willþ beþ usedþ toþ testþ aþ two-stageþ LWFAþ [þ20þ]þ amongþ otherþ applications.þ Fig.þ 2þ showsþ theþ
configurationþ ofþ aþ two-stageþ LWFA.þ Theþ firstþ stageþ laserþ createsþ aþ nonlinearþ plasmaþ waveþ inþ
aþ gasþ cellþ toþ generateþ anþ electronþ beam.þ Thisþ electronþ beamþ isþ thenþ reshapedþ andþ transportedþ
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viaþ aþ transportþ lineþ toþ theþ secondþ stage,þ whereþ theþ secondþ laserþ drivesþ aþ quasi-linearþ plasmaþ
waveþ toþ avoidþ furtherþ generationþ ofþ electronþ beam,þ inþ aþ dielectricþ capillaryþ soþ thatþ theþ laserþ
pulseþ isþ guided.þ Theþ secondþ stageþ furtherþ acceleratesþ theþ electronþ beamþ fromþ theþ firstþ stageþ
toþ aþ higherþ energy.þ

Theþ Europeanþ projectþ EuPRAXIAþ [þ21þ]þ isþ aþ 4-yearþ project,þ startedþ onþ theþ 1st Novemberþ
2015þ andþ aimingþ toþ deliverþ aþ conceptualþ designþ reportþ forþ theþ worldwideþ firstþ 5GeV energyþ
plasma-basedþ acceleratorþ thatþ canþ provideþ industrialþ beamþ qualityþ andþ userþ areas.þ Itþ actsþ asþ
theþ intermediateþ stepþ betweenþ proof-of-principleþ experimentsþ andþ ultra-compactþ acceleratorsþ
forþ science,þ industry,þ medicineþ orþ theþ energyþ frontier.þ

Ourþ groupþ isþ oneþ ofþ theþ partnersþ inþ bothþ ofþ theseþ projects.þ Weþ areþ activelyþ involvedþ inþ
experimentalþ andþ modelingþ workþ onþ theþ accelerationþ ofþ electronsþ inþ theþ LWFA.þ Theþ groupþ
conductsþ experimentsþ atþ theþ UHI100þ laserþ facilityþ situatedþ atþ CEAþ Saclay,þ Franceþ andþ atþ
theþ Lundþ Laserþ Centerþ (LLC),þ Sweden.þ

Particle-in-Cellþ (PIC)þ simulations,þ aþ toolþ forþ analysisþ andþ
predictionþ
Threeþ categoriesþ ofþ plasmaþ modelsþ canþ beþ usedþ toþ describeþ laser-plasmaþ interactionsþ inþ theþ
high-intensityþ (ofþ theþ orderþ ofþ ≥ 1018W/cm2),þ shortþ pulse(þ≤ 1 ps)þ context,þ namelyþ static,þ
fluidþ orþ kinetic:þ

•þ Staticþ model.þ Theþ staticþ approachþ treatsþ theþ plasmaþ asþ aþ passiveþ mediumþ createdþ
orþ alteredþ asþ theþ laserþ pulseþ propagatesþ throughþ it.þ Throughþ theþ modificationþ ofþ theþ
electronþ densityþ andþ theþ relativisticþ factorþ dueþ toþ theþ laserþ pulse,þ theþ plasmaþ hasþ itsþ
dielectricþ constantþ modified.þ Thisþ willþ inþ turnþ influenceþ theþ laserþ pulseþ propagation.þ
Thisþ approachþ isþ wellþ adaptedþ toþ lowþ densityþ systemsþ whereþ theþ plasmaþ periodþ λp =
2π/ωp isþ longþ relativeþ toþ theþ interactionþ time.þ However,þ aþ staticþ modelþ canþ onlyþ beþ
usedþ forþ describingþ theþ laserþ propagation.þ Theþ dynamicsþ ofþ theþ plasmaþ particlesþ isþ notþ
included,þ soþ thatþ thisþ modelþ cannotþ beþ usedþ toþ determineþ theþ plasmaþ waveþ properties.þ

•þ Fluidþ model.þ Theþ fluid,þ orþ hydrodynamicþ modeling,þ isþ adaptedþ toþ treatþ specificþ casesþ
forþ whichþ theþ velocityþ distributionþ functionþ canþ beþ independentlyþ determined,þ withþ twoþ
limitingþ approximations.þ Inþ theþ firstþ one,þ theþ coldþ fluidþ approximation,þ theþ velocityþ
distributionþ functionþ isþ aþ deltaþ function.þ Thatþ isþ allþ theþ particlesþ ofþ oneþ speciesþ atþ oneþ
positionþ haveþ theþ sameþ velocity,þ inþ amplitudeþ andþ direction.þ Thisþ approximationþ hasþ
beenþ usedþ toþ describeþ theþ plasmaþ waveþ inþ theþ quasi-linearþ regimeþ ofþ LWFAþ accelerator.þ
Itþ breaksþ downþ inþ theþ stronglyþ non-linearþ regime,þ whereþ thereþ areþ manyþ crossingþ ofþ
trajectories.þ Noteþ alsoþ thatþ inþ theþ caseþ ofþ anþ acceleratorþ stage,þ theþ fluidþ modelþ hasþ
toþ beþ combinedþ toþ aþ kineticþ oneþ inþ orderþ toþ describeþ theþ dynamicsþ ofþ theþ acceleratedþ
electrons.þ Inþ thisþ caseþ oneþ speaksþ ofþ aþ hybridþ model.þ Theþ secondþ typeþ ofþ approximationþ
introducedþ inþ aþ fluidþ modelþ isþ toþ useþ aþ Maxwellianþ velocityþ distributionþ function.þ Thisþ
approximationþ isþ justifiedþ whenþ particle-particleþ collisionsþ playþ aþ dominantþ role.þ Itþ isþ
relatedþ toþ theþ studyþ ofþ theþ large-scaleþ dynamicþ behaviorþ ofþ theþ plasma,þ forþ exampleþ
underþ theþ influenceþ ofþ externalþ electricþ andþ magneticþ field,þ orþ heatingþ byþ laserþ and/orþ
particleþ beams.þ Timescalesþ ofþ interestþ areþ longerþ becauseþ theyþ areþ governedþ byþ theþ ionþ
motion,þ typicallyþ aboveþ picosecondsþ andþ upþ toþ severalþ nanosecondsþ forþ laser-plasmas.þ

•þ Kineticþ model.þ Theþ kineticþ modelþ determinesþ theþ particleþ distributionsþ self-consistently.þ
Itþ isþ typicallyþ usedþ inþ simulationsþ ofþ laserþ propagation,þ highlyþ nonlinearþ plasmaþ waveþ
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generationþ whereþ oscillationþ amplitudesþ areþ large,þ andþ someþ formþ ofþ wave-particleþ in-
teractionþ isþ present,þ i.e.þ trapping,þ wavebreaking.þ Particle-in-cellþ (PIC)þ isþ theþ mostlyþ
usedþ numericalþ methodþ toþ solveþ suchþ model.þ Itþ followsþ theþ evolutionþ ofþ theþ laserþ pulseþ
onþ theþ shortþ timescaleþ associatedþ withþ theþ laserþ periodþ andþ simulatesþ motionþ ofþ chargedþ
particles,þ orþ plasmaþ accordingly.þ
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Figureþ 3:þ Typicalþ PICþ simulationþ snapshotþ showsþ theþ normalizedþ laserþ field,þ eEy/mecω0

(inþ lightþ blue),þ theþ normalizedþ wakefieldþ eEz/mecmax(ωp) (inþ red)þ andþ theþ energy,þ E/25 ofþ
electronsþ (representedþ byþ aþ setþ ofþ points)þ inþ aþ nonlinearþ regime.þ Theþ colorþ barþ representsþ theþ
chargeþ density.þ Theþ simulationþ isþ performedþ usingþ Warp.þ

Theþ physicsþ ofþ interestþ inþ LWFAþ concernsþ theþ plasmaþ waveþ drivenþ byþ theþ laserþ pulse,þ
theþ transportþ ofþ theþ laserþ pulseþ inþ theþ plasmaþ andþ theþ dynamicsþ ofþ relativisticþ electronsþ thatþ
areþ trappedþ and/orþ acceleratedþ byþ theþ plasmaþ wave.þ Theþ interactionþ ofþ theþ electronþ beamþ
withþ theþ wakefieldþ oftenþ involvesþ nonlinearþ effectsþ whichþ canþ onlyþ beþ takenþ intoþ accountþ byþ aþ
kineticþ model.þ Thisþ isþ theþ reasonþ whyþ theþ communityþ workingþ onþ theþ designþ andþ optimizationþ
ofþ LWFAþ experimentsþ hasþ optedþ forþ thisþ approach.þ

Allþ simulationsþ inþ thisþ thesisþ wereþ carriedþ outþ usingþ theþ PICþ codeþ Warpþ [þ22þ].þ Itþ isþ anþ
open-sourceþ code,þ co-developedþ byþ theþ teamþ ledþ byþ Dr.þ Jean-Lucþ Vayþ inþ Lawrenceþ Berkeleyþ
Nationalþ Labþ (LBNL).þ Warpþ isþ aþ three-dimensionalþ time-dependentþ multiple-speciesþ PICþ
framework,þ withþ theþ additionþ ofþ anþ acceleratorþ latticeþ description.þ Inþ theþ recentþ years,þ novelþ
modulesþ haveþ beenþ includedþ inþ Warpþ toþ efficientlyþ modelþ LWFAþ experiments.þ

Oneþ exampleþ snapshotþ ofþ aþ LWFAþ simulationþ usingþ Warpþ illustratingþ aþ nonlinearþ plasmaþ
waveþ andþ beamþ loadingþ effectsþ isþ illustratedþ inþ Fig.þ 3þ.þ Itþ showsþ theþ normalizedþ laserþ field,þ
eEy/mecω0 (inþ lightþ blue),þ theþ normalizedþ wakefieldþ eEz/mcmax(ωp) (inþ red)þ andþ theþ en-
ergy,þ E ofþ electronsþ (representedþ byþ aþ setþ ofþ points).þ Theþ colorþ barþ representsþ theþ chargeþ
density.þ Fromþ thisþ figure,þ severalþ importantþ pointsþ haveþ toþ beþ stressed.þ Weþ observeþ thatþ
theþ acceleratingþ field,þ canþ beþ asþ largeþ orþ evenþ largerþ thanþ itsþ waveþ breakingþ limit,þ indicatingþ
thatþ theþ regimeþ isþ highlyþ nonlinear.þ Closeþ toþ theþ z−axisþ positionþ atþ whichþ theþ densityþ ofþ
acceleratedþ electronsþ isþ maximum,þ weþ observeþ aþ ‘small’þ bumpþ inþ theþ longitudinalþ fieldþ curve.þ
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Thisþ bumpþ isþ dueþ toþ beamþ loadingþ effects,þ aþ processþ byþ whichþ theþ fieldþ producedþ byþ theþ
acceleratedþ electronsþ significantlyþ modifiesþ theþ fieldsþ ofþ theþ acceleratingþ plasmaþ wave.þ Inþ
fact,þ theþ densityþ ofþ theþ acceleratedþ electronsþ becomeþ largerþ thanþ theþ plasmaþ density.þ Thisþ
hasþ aþ significantþ effectþ onþ theþ dispersionþ inþ energy.þ Asþ willþ beþ shownþ inþ Chapterþ 5þ,þ whenþ
injectionþ isþ performedþ throughþ theþ ionizationþ ofþ aþ aþ gaseousþ mediumþ withþ impurities,þ theþ
relativeþ contributionþ ofþ theþ beamþ loadingþ effectþ inþ theþ accelerationþ processþ canþ beþ clearlyþ
identified.þ Asþ aþ finalþ remark,þ theþ bunchþ ofþ acceleratedþ electronsþ isþ veryþ closeþ toþ theþ laserþ
pulse.þ Inþ someþ cases,þ correspondingþ toþ experimentalþ situations,þ theþ relativisticþ electronsþ canþ
interactþ withþ theþ tailþ ofþ theþ laserþ pulseþ duringþ aþ significantþ partþ ofþ theþ accelerationþ process.þ
Theþ possibleþ influenceþ ofþ thisþ interactionþ shouldþ beþ carefullyþ determinedþ andþ willþ beþ discussedþ
inþ Chapterþ 5þ.þ

Theþ aboveþ discussionþ withþ Fig.þ 3þ givesþ usþ aþ firstþ illustrationþ onþ theþ importanceþ ofþ theþ
accuracyþ ofþ theþ numericalþ schemeþ usedþ inþ theþ numericalþ modeling.þ Dueþ toþ theþ accumulationþ
duringþ theþ interactionþ process,þ evenþ anþ a-prioriþ smallþ amountþ ofþ errorþ orþ numericalþ noiseþ canþ
haveþ significantþ effectþ onþ theþ finalþ propertiesþ ofþ theþ electronþ bunch.þ Thatþ isþ whyþ aþ lotþ ofþ effortþ
hasþ beenþ devotedþ inþ recentþ yearsþ inþ orderþ toþ deriveþ newþ numericalþ schemes,þ yieldingþ betterþ
accuracyþ andþ lowerþ noise.þ Mostþ ofþ theseþ optimalþ schemesþ areþ implementedþ inþ Warpþ andþ haveþ
beenþ usedþ forþ ourþ calculation.þ Forþ aþ givenþ numericalþ scheme,þ andþ inþ aþ cylindricalþ geometry,þ
thereþ areþ mainlyþ threeþ parameters,þ whichþ valueþ willþ controlþ theþ numericalþ accuracy:þ widthsþ
ofþ theþ numericalþ cellþ ∆z,þ ∆r inþ longitudinalþ andþ transverseþ directionsþ and,þ toþ aþ lesserþ extend,þ
theþ numberþ ofþ macro-particlesþ perþ cell.þ Dueþ toþ theþ factþ thatþ theþ timeþ stepþ isþ fixedþ byþ ∆z (seeþ
Chapterþ 2þ)þ theþ computationalþ timeþ forþ aþ fullþ calculationþ scalesþ asþ 1/ (∆z2 ×∆r).þ Aþ typicalþ
calculationþ onþ theþ opticalþ injectorþ performedþ inþ thisþ thesisþ hasþ requiredþ ∼ 20000 CPU-Hours.þ
Mostþ ofþ ourþ calculationsþ haveþ beenþ performedþ usingþ ∆z = λ0/30 andþ ∆r = λ0/4,þ whereþ λ0
isþ theþ laserþ wavelength.þ Fromþ theþ scalingþ lawþ itþ becomesþ obviousþ thatþ parametricþ studiesþ
areþ notþ feasibleþ withþ smallerþ ∆z andþ ∆r.þ Althoughþ weþ canþ getþ someþ guidelinesþ fromþ theþ
accumulatedþ expertise,þ theþ strongþ nonlinearityþ ofþ ourþ problemþ preventsþ usþ fromþ gettingþ anþ
a-prioriþ quantitativeþ estimateþ ofþ theþ accuracyþ ofþ oneþ calculation.þ Thisþ accuracyþ canþ onlyþ beþ
derivedþ byþ studyingþ theþ convergenceþ ofþ theþ resultsþ withþ respectþ toþ numericalþ parameters.þ
Thisþ convergenceþ studyþ canþ onlyþ beþ performedþ onþ anþ exampleþ ofþ aþ givenþ classþ ofþ configuration,þ
theþ resultsþ ofþ whichþ beingþ thenþ extrapolatedþ toþ theþ wholeþ class.þ Anþ exampleþ ofþ suchþ studyþ
isþ givenþ inþ Chapterþ 4þ.þ Globallyþ weþ canþ assertþ thatþ theþ aforementionedþ resolutionþ usedþ inþ
ourþ calculations,þ isþ sufficientþ toþ evaluateþ withþ aþ goodþ accuracyþ firstþ orderþ propertiesþ ofþ anþ
acceleratedþ electronþ beamþ suchþ asþ theþ averageþ energyþ andþ theþ energyþ spreadþ butþ inþ theþ
evaluationþ ofþ theþ second-orderþ beamþ properties,þ e.gþ theþ beamþ emittance,þ someþ uncertaintiesþ
persist.þ Aþ fewþ calculations,þ withþ higherþ resolution,þ haveþ beenþ performedþ toþ determineþ second-
orderþ beamþ propertiesþ withþ aþ goodþ accuracyþ forþ specificþ configurations.þ

Theþ numericalþ gridþ sizeþ hasþ alreadyþ imposedþ anþ importantþ numberþ ofþ CPU-hoursþ requiredþ
forþ aþ PICþ simulation.þ Inþ orderþ toþ limitþ thisþ amount,þ theþ simulationþ boxþ sizeþ hasþ toþ beþ reducedþ
toþ itsþ minimum.þ Forþ that,þ openþ boundariesþ areþ crucialþ toþ ensureþ wavesþ andþ disturbancesþ
originatingþ withþ theþ modelþ domainþ toþ leaveþ theþ domainþ withoutþ affectingþ theþ interiorþ solutionþ
inþ aþ wayþ thatþ isþ notþ physicallyþ realistic.þ Forþ instance,þ inþ simulatingþ aþ moderateþ powerþ laserþ
pulseþ propagatingþ inþ aþ plasmaþ longerþ thanþ theþ Rayleighþ length,þ theþ laserþ willþ startþ toþ diffract,þ
someþ partþ ofþ theþ waveþ willþ hitþ theþ transverseþ boundary.þ Ifþ noþ specialþ treatmentþ isþ doneþ atþ
thisþ boundary,þ theþ waveþ willþ getþ reflectedþ andþ impactþ theþ componentsþ thatþ areþ stillþ inþ theþ
simulationþ box.þ Oneþ efficientþ implementationþ ofþ openþ boundariesþ isþ Bérenger’sþ Perfectlyþ
Matchedþ Layerþ (PML)þ [þ23þ].þ Studyþ ofþ itsþ efficiencyþ isþ doneþ inþ theþ standardþ Yeeþ schemeþ
butþ notþ systematicallyþ atþ higherþ order.þ Inþ Chapterþ 3þ,þ weþ demonstrateþ thatþ theþ PMLþ isþ
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evenþ moreþ efficientþ inþ high-orderþ finite-differenceþ time-domainþ (FDTD)þ andþ pseudo-spectralþ
time-domainþ (PSTD)þ electromagneticþ (EM)þ solversþ thanþ inþ theþ standardþ Yee-solver.þ

Fromþ theþ previousþ paragraphs,þ weþ learnþ thatþ theþ shortestþ scaleþ inþ LWFAþ simulationsþ isþ
theþ laserþ wavelength,þ howeverþ theþ plasmaþ responseþ inþ Fig.þ 3þ takesþ placeþ atþ aþ scaleþ lengthþ
ofþ 20µm.þ Runningþ aþ simulationþ ofþ suchþ resolutionþ impliesþ anþ overþ resolutionþ ofþ theþ plasmaþ
wave.þ Theþ mixingþ ofþ theseþ veryþ disparateþ lengthþ scalesþ introducesþ aþ hugeþ challengeþ toþ PICþ
simulations.þ Inþ fact,þ aþ fullþ three-dimensionalþ (3D)þ PICþ simulationþ forþ aþ 10GeV stage,þ whichþ
seesþ theþ laserþ ofþ λ0 = 0.8µm propagatingþ throughþ aþ 30 cm plasmaþ atþ 1017 cm−3,þ requiringþ atþ
leastþ 1 Millionþ time-stepsþ isþ stillþ outþ ofþ reach.þ

Severalþ reducedþ modelsþ thatþ approximateþ someþ physicsþ elementsþ wereþ proposedþ toþ ef-
ficientlyþ describeþ plasma-basedþ accelerationþ inþ anþ accessibleþ computationalþ time.þ Theseþ
includeþ theþ movingþ windowþ methodþ [þ24þ],þ quasistaticþ methodsþ [þ25þ,þ 26þ,þ 27þ],þ theþ ponderomo-
tiveþ guidingþ centerþ (PGC)þ methodþ [þ28þ,þ 29þ]þ forþ modelingþ laserþ propagation.þ Inþ someþ cases,þ
theseþ methodsþ areþ combined,þ i.e.þ quasistaticþ fieldþ equationsþ areþ combinedþ withþ theþ PGCþ
approximationþ inþ QuickPICþ [þ26þ,þ 27þ]þ inþ LWFAþ modeling.þ Eachþ ofþ theseþ methodsþ allowsþ forþ
aþ significantþ speedupþ comparedþ toþ fullþ 3Dþ PICþ simulationsþ becauseþ ofþ approximationsþ inþ
theþ physicalþ descriptionþ ofþ theþ system.þ Theyþ mayþ beþ lackingþ inþ someþ importantþ elementsþ
inþ physics,þ e.g.þ theþ quasistaticþ methodsþ cannotþ accuratelyþ modelþ self-injection,þ theþ PGCþ
approximationþ cannotþ modelþ fullþ pumpþ depletionþ distancesþ forþ extremelyþ highþ laserþ intensi-
ties,þ thereforeþ theþ useþ ofþ theseþ modelsþ isþ veryþ problemþ dependent.þ Anotherþ reducedþ methodþ
thatþ takesþ intoþ accountþ theþ symmetryþ ofþ theþ laser-plasmaþ interactionþ inþ underdenseþ plasmasþ
inþ cylindricalþ coordinatesþ (r, z) hasþ beenþ introducedþ inþ [þ30þ].þ Itþ isþ wellþ adaptedþ toþ LWFAþ
simulationsþ asþ longþ asþ theþ laserþ pulseþ isþ nearlyþ axis-symmetrical.þ Thisþ methodþ allowsþ aþ 3Dþ
descriptionþ ofþ theþ laserþ plasmaþ interactionþ atþ aþ computationalþ costþ thatþ isþ equivalentþ toþ theþ
oneþ ofþ aþ 2Dþ PICþ simulation.þ Sinceþ thisþ methodþ offersþ suchþ advantages,þ weþ usedþ itþ toþ performþ
mostþ simulationsþ forþ theþ analysisþ andþ optimizationþ workþ presentedþ inþ Chapterþ 5þ.þ

Anotherþ methodþ toþ reduceþ theþ computationalþ timeþ ofþ aþ PICþ simulationþ isþ byþ runningþ itþ
inþ anþ optimalþ Lorentz-boostedþ frameþ (LBF)þ [þ31þ].þ Thisþ approachþ exploitsþ theþ propertiesþ ofþ
spaceþ andþ timeþ dilationþ andþ contractionþ associatedþ withþ theþ Lorentzþ transformation,þ withoutþ
alterationþ toþ theþ fundamentalþ equationsþ ofþ particleþ motionþ orþ electrodynamics.þ Dueþ toþ theþ
factþ thatþ theþ ratioþ ofþ longestþ toþ shortestþ spaceþ andþ timeþ scalesþ ofþ aþ systemþ ofþ twoþ orþ moreþ
componentsþ crossingþ atþ relativisticþ velocitiesþ isþ notþ invariantþ underþ suchþ aþ transformation,þ
theþ numberþ ofþ computerþ operationsþ (e.g.þ time-steps)þ becomesþ proportionalþ toþ theþ ratioþ ofþ theþ
longestþ toþ shortestþ timescaleþ ofþ interest.þ Inþ LWFAþ simulations,þ choosingþ aþ boostedþ frameþ
movingþ atþ theþ groupþ velocityþ ofþ theþ laserþ willþ haveþ theþ laserþ wavelengthþ dilated,þ andþ theþ
plasmaþ lengthþ contracted,þ resultingþ inþ aþ reductionþ ofþ time-stepsþ becauseþ theþ crossingþ timeþ
betweenþ theþ laserþ andþ theþ plasmaþ hasþ becomeþ shorter.þ Beingþ ableþ toþ speedþ upþ simulationsþ isþ
notþ theþ endþ ofþ theþ story,þ theþ simulatedþ resultsþ haveþ toþ beþ accurate.þ Withþ thisþ motivationþ inþ
mind,þ theþ studyþ ofþ convergenceþ ofþ resultsþ obtainedþ usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ
isþ oneþ ofþ theþ researchþ objectivesþ ofþ thisþ thesisþ (seeþ Chapterþ 4þ).þ

Objectivesþ andþ Outlineþ

Thisþ dissertationþ hasþ twoþ mainþ objectives.þ Firstly,þ toþ carryþ outþ studiesþ aimingþ toþ provideþ
moreþ accurate,þ moreþ reliableþ andþ fasterþ PICþ simulationsþ withþ PMLþ andþ theþ Lorentz-boostedþ
frameþ technique.þ Secondly,þ toþ analyzeþ experimentalþ resultsþ onþ theþ electronþ injectorþ ELISAþ
(ELectronþ Injectorþ forþ compactþ Stageþ highþ energyþ Accelerator)þ [þ32þ]þ obtainedþ atþ theþ Lundþ
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Laserþ Centerþ andþ atþ theþ UHI100þ facility,þ andþ toþ prepareþ anþ optimizedþ designþ forþ theþ laser-
plasmaþ injectorþ inþ theþ frameþ ofþ theþ CILEXþ andþ EuPRAXIAþ projectsþ viaþ simulationsþ usingþ
realisticþ laser-plasmaþ parameters.þ Thisþ thesisþ isþ organizedþ asþ follows:þ

Chapterþ 1þ detailsþ theþ basicþ physicsþ ofþ laser-plasmaþ interactionþ relevantþ toþ wakefieldþ ac-
celerationþ andþ summarizesþ resultsþ whichþ underlieþ currentþ work.þ

Chapterþ 2þ describesþ theþ state-of-the-artþ numericalþ toolsþ andþ techniquesþ usedþ forþ LWFAþ
simulations.þ Itþ elaboratesþ theþ PICþ modelþ andþ itsþ featuresþ whichþ constructþ theþ basisþ ofþ theþ
codeþ frameworkþ Warpþ usedþ inþ ourþ studies.þ

Chapterþ 3þ describesþ theþ Perfectlyþ Matchedþ Layerþ (PML)þ thatþ isþ essentialþ toþ efficientlyþ
treatþ theþ boundaryþ ofþ theþ simulationþ box.þ Anþ efficiencyþ analysis,þ usingþ theþ coefficientþ ofþ
reflectionþ asþ theþ figureþ ofþ merit,þ onþ theþ PMLþ inþ aþ high-orderþ FDTDþ andþ aþ PSTDþ EMþ solversþ
isþ conducted.þ Aþ theoreticalþ modelþ toþ quantifyþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ isþ alsoþ given.þ

Chapterþ 4þ studiesþ andþ discussesþ theþ accuracyþ ofþ simulationþ resultsþ usingþ theþ Lorentz-
boostedþ frameþ techniqueþ inþ theþ highþ laserþ intensityþ caseþ whereþ self-injectionþ ofþ electronsþ isþ
susceptibleþ toþ takeþ place.þ

Chapterþ 5þ firstþ demonstratesþ theþ capabilityþ ofþ Warpþ inþ producingþ reliableþ resultsþ us-
ingþ theþ azimuthalþ Fourierþ decompositionþ algorithmþ inþ cylindricalþ coordinatesþ (r, z).þ Inþ theþ
secondþ part,þ weþ reportþ onþ PICþ simulationsþ performedþ withþ Warpþ toþ optimizeþ theþ electronþ
injectorþ inþ orderþ toþ obtainþ anþ electronþ beamþ thatþ correspondsþ toþ theþ specificationsþ definedþ inþ
theþ CILEXþ project.þ

Thisþ three-and-a-half-yearþ researchþ workþ wasþ performedþ inþ closeþ collaborationþ betweenþ
Laboratoireþ deþ laþ Physiqueþ desþ Gazþ etþ Plasmasþ (LPGP)þ andþ Lawrenceþ Berkeleyþ Nationalþ Labþ
(LBL).þ Atþ LPGP,þ Iþ workedþ closelyþ withþ experimentalists,þ Brigitteþ Cros,þ Frédéricþ Desforgesþ
andþ Thomasþ Audetþ toþ analyzeþ andþ understandþ experimentalþ resultsþ obtainedþ atþ theþ UHI100þ
facilityþ andþ atþ theþ Lundþ Laserþ Center.þ Iþ haveþ hadþ veryþ fruitfulþ andþ insightfulþ discussionsþ
onþ theþ simulationþ resultsþ andþ alsoþ onþ theþ optimizationþ workþ onþ theþ electronþ injectorþ withþ
Gillesþ Maynard.þ Forþ aþ totalþ periodþ ofþ oneþ year,þ Iþ wasþ inþ LBLþ workingþ withþ Jean-Lucþ Vayþ
andþ Rémiþ Leheþ onþ theþ efficiencyþ ofþ theþ PMLþ andþ theþ accuracyþ ofþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ
techniqueþ appliedþ toþ LWFAþ simulationsþ inþ theþ nonlinearþ regime.þ
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Chapterþ 1þ

Physicsþ ofþ LWFAþ

Everþ sinceþ Tajimaþ andþ Dawsonþ [þ5þ]þ publishedþ theirþ articleþ onþ laserþ plasmaþ accelerationþ inþ
1979,þ suggestingþ theþ useþ ofþ anþ intenseþ electromagneticþ pulseþ toþ createþ aþ wakeþ ofþ plasmaþ
oscillationsþ toþ accelerateþ trappedþ electrons,þ thereþ hasþ beenþ aþ lotþ ofþ researchþ workþ inþ thisþ area.þ
Theoriesþ haveþ beenþ establishedþ toþ describeþ theþ generationþ ofþ theþ wakefield,þ theþ nonlinearþ
effectsþ dueþ toþ theþ interactionþ betweenþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ plasma,þ electronþ trappingþ andþ
injectionþ mechanismsþ andþ theþ accelerationþ limitsþ ofþ thisþ concept.þ Thisþ chapterþ servesþ asþ anþ
introductionþ toþ theþ state-of-the-artþ ofþ LWFAþ andþ itþ coversþ allþ theþ physicsþ conceptsþ requiredþ
toþ understandþ theþ bodyþ ofþ workþ ofþ theþ thesis.þ Sinceþ theþ qualityþ ofþ theþ acceleratedþ electronþ
beamþ appearsþ recurrently,þ figuresþ ofþ meritþ usedþ forþ itsþ quantificationþ suchþ asþ theþ energyþ
spreadþ andþ theþ emittanceþ areþ alsoþ included.þ
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Chapterþ 1.þ Physicsþ ofþ LWFAþ

1.1þ Qualitativeþ pictureþ

Wellþ beforeþ lasersþ wereþ invented,þ scientistsþ haveþ recognizedþ thatþ underþ certainþ restrictiveþ
conditionsþ noþ netþ energyþ gainþ isþ possibleþ forþ anþ electronþ whenþ interactingþ withþ anþ elec-
tromagneticþ field.þ Theseþ restrictiveþ conditionsþ constituteþ theþ Lawson-Woodwardþ theoremþ
[þ33þ,þ 34þ,þ 35þ],þ itþ assumes:þ

• theþ laserþ fieldþ isþ inþ vacuum,þ withþ noþ interferingþ wallsþ orþ boundaries,þ

• theþ electronþ isþ highlyþ relativisticþ (þβ = v/c→ 1)þ alongþ theþ accelerationþ path,þ

• noþ staticþ electricþ orþ magneticþ fieldsþ areþ present,þ

• theþ regionþ ofþ interactionþ isþ infinite,þ

Theþ introductionþ ofþ aþ plasmaþ inþ LWFAþ violatesþ nearlyþ allþ theþ Lawson-Woodwardþ as-
sumptions,þ thusþ electronsþ areþ susceptibleþ toþ gainþ netþ energyþ byþ thisþ meansþ ofþ acceleration.þ

LWFAþ reliesþ onþ anþ underdenseþ plasmaþ toþ transferþ theþ energyþ fromþ aþ laserþ beamþ toþ aþ
trailingþ bunchþ ofþ electrons,þ eitherþ injectedþ internallyþ orþ externally.þ Itsþ underlyingþ physicsþ isþ
thatþ theþ ponderomotiveþ forceþ ofþ aþ laserþ pulseþ movingþ throughþ theþ plasmaþ pushesþ electronsþ
aheadþ ofþ theþ pulseþ andþ toþ theþ sidesþ [þ36þ,þ 37þ,þ 38þ],þ creatingþ aþ periodicþ trailingþ structureþ ofþ
rarefactionþ andþ concentrationþ ofþ electrons.þ Thisþ electronicþ densityþ perturbationþ resultsþ inþ
aþ Langmuirþ orþ plasmaþ waveþ whichþ isþ characterizedþ byþ strongþ electricþ andþ magneticþ fields,þ
knownþ asþ theþ wakefields.þ Forþ example,þ aþ plasmaþ densityþ ofþ n0 = 1018 cm−3 yieldsþ anþ electricþ
fieldþ ofþ Ez ≈ 96GV/m.þ
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Figureþ 1.1:þ Theþ trajectoryþ ofþ aþ singleþ electronþ uponþ interactingþ withþ theþ laserþ field,þ EL,þ
polarizedþ inþ theþ y−directionþ inþ aþ plasma.þ EL isþ normalizedþ toþ itsþ maximumþ valueþ andþ
representedþ inþ theþ planeþ (kpξ/2π, y).þ Onþ theþ shortþ timeþ scale,þ theþ electronþ quiversþ whileþ
traversingþ theþ laserþ pulse;þ onþ theþ longþ timeþ scale,þ theþ electronþ isþ removedþ fromþ theþ axisþ dueþ
toþ theþ radiationþ orþ ponderomotiveþ force.þ

12þ



1.1.þ Qualitativeþ pictureþ

Inþ Fig.þ 1.1þ isþ plottedþ theþ laserþ field,þ EL (normalizedþ toþ itsþ maximumþ value)þ propagatingþ
inþ theþ z−direction,þ representedþ inþ theþ planeþ (kpξ/2π, y),þ withþ ξ = z − vgt,þ whereþ vg isþ theþ
groupþ velocityþ ofþ theþ laserþ pulse,þ indicatingþ thatþ weþ areþ inþ theþ laserþ frameþ andþ kp isþ theþ
plasmaþ wavenumber.þ Anþ electronþ thatþ isþ onþ theþ axisþ ofþ aþ focusedþ laserþ spotþ experiencesþ aþ
pushþ awayþ fromþ theþ axisþ byþ theþ laserþ electricþ fieldþ andþ whenþ theþ fieldþ reverses,þ itþ experiencesþ
aþ smallerþ pushþ inwardþ becauseþ theþ intensityþ isþ higherþ nearþ theþ center.þ Overþ severalþ cyclesþ ofþ
theþ laserþ field,þ theþ electronþ migratesþ furtherþ outward.þ Interactionþ ofþ thisþ oscillationþ withþ theþ
laserþ magneticþ fieldþ alsoþ resultsþ inþ anþ axialþ forceþ whichþ pushesþ electronsþ aheadþ ofþ theþ pulseþ
(seeþ Sec.þ 1.2þ forþ quantitativeþ derivation).þ

Electronþ motionþ canþ beþ separatedþ intoþ twoþ timeþ scales.þ Onþ aþ shortþ timeþ scale,þ theþ
electronsþ experienceþ theþ oscillatingþ electricþ andþ magneticþ fieldþ ofþ theþ laserþ pulseþ andþ acquireþ
aþ momentumþ directlyþ fromþ it,þ knownþ asþ theþ quiverþ momentum.þ Onþ aþ longþ timeþ scale,þ
theþ averageþ forceþ associatedþ withþ theþ laserþ pulseþ envelope,þ namelyþ theþ ponderomotiveþ forceþ
displacesþ theþ electronsþ whileþ ionsþ remainþ immobile.þ

Theþ interactionþ betweenþ anþ intenseþ laserþ pulseþ andþ aþ plasmaþ isþ illustratedþ inþ Fig.þ 1.2þ.þ
Theþ figureþ showsþ theþ electronicþ densityþ mapþ representedþ inþ theþ coordinatesþ (kpξ/2π, x),þ withþ
theþ laserþ thatþ propagatesþ fromþ leftþ toþ right.þ Theþ movementþ ofþ electronsþ uponþ interactingþ
withþ theþ laserþ pulseþ createsþ aþ lowþ electronicþ densityþ regionþ inþ theþ plasmaþ atþ theþ rearþ ofþ theþ
laserþ pulse.þ Ions,þ beingþ muchþ heavierþ thanþ electrons,þ areþ notþ significantlyþ displacedþ inþ theþ
timeþ scaleþ correspondingþ toþ theþ electronþ motion.þ Theþ electricþ fieldþ inducedþ byþ theþ electronicþ
densityþ perturbationþ causesþ theþ electronþ densityþ toþ oscillateþ behindþ theþ laserþ pulse,þ creatingþ
aþ plasmaþ waveþ thatþ co-movesþ withþ theþ laserþ pulse,þ similarþ toþ theþ wakeþ behindþ aþ speedboat.þ
Theþ laserþ pulseþ movesþ atþ aþ groupþ velocityþ1þ vg ≈ c withþ vg ≈ c(1 − ω2

p/2ω
2
0),þ ω0 theþ laserþ

frequencyþ andþ c theþ speedþ ofþ light.þ Theþ plasmaþ waveþ drivenþ byþ theþ laserþ pulseþ willþ alsoþ moveþ
atþ vφ ≈ c,þ withþ vφ theþ phaseþ velocityþ ofþ theþ plasmaþ wave,þ becauseþ theþ laserþ pulseþ travelsþ
nearþ speedþ ofþ lightþ throughþ theþ plasmaþ [þ39þ,þ 5þ].þ

Let’sþ considerþ aþ one-dimensionalþ (1D)þ perturbationþ followingþ theþ z-axis,þ suchþ thatþ allþ
plasmaþ electronsþ atþ equilibriumþ situatedþ atþ z = z0 areþ displacedþ byþ aþ distanceþ ξ(z0, t) atþ
instantþ t,þ theþ ionsþ remainþ atþ restþ andþ theþ electronþ thermalþ motionþ isþ neglectedþ relativeþ toþ
motionþ inducedþ byþ theþ perturbation.þ Thisþ displacementþ causesþ aþ rarefactionþ ofþ electronsþ onþ
theþ rightþ handþ sideþ ofþ z = z0 + ξ(z0, t) atþ instantþ t,þ resultingþ inþ aþ chargeþ separation.þ Theþ
chargeþ separationþ inducesþ anþ electricþ fieldþ Ez atþ z0+ξ thatþ canþ beþ calculatedþ usingþ theþ Gaussþ
theorem,þ givingþ

EzS =
n0eSξ(z0, t)

ε0
, (1.1þ)þ

whereþ S isþ theþ areaþ parallelþ toþ theþ transverseþ planeþ (þx, y),þ n0 isþ theþ ambientþ electronþ numberþ
densityþ orþ plasmaþ density,þ e isþ theþ elementaryþ chargeþ andþ ε0 isþ theþ permittivityþ constantþ inþ
vacuum.þ Inþ theþ non-relativisticþ case,þ Newton’sþ lawþ statesþ thatþ me∂

2ξ/∂t2 = −eEz,þ whereþ
me isþ theþ electronþ mass.þ Uponþ substitutingþ Ez ofþ Eq.þ 1.1þ intoþ Newton’sþ equation,þ weþ obtainþ
aþ harmonicþ oscillatorþ equationþ describingþ theþ Lagrangianþ displacementþ ξ(z0, t):þ

∂2ξ

∂t2
+
n0e

2

ε0me

ξ = 0. (1.2þ)þ

withþ aþ characteristicþ frequencyþ ofþ ωp =
√
n0e2/ε0me,þ moreþ commonlyþ knownþ asþ Langmuirþ

orþ electronþ plasmaþ frequency.þ
1þTheþ laserþ groupþ velocityþ isþ obtainedþ byþ applyingþ theþ definitionþ dω0/dk0 onþ theþ dispersionþ relationþ ω2

0 =
k20c

2 + ω2
p.þ
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Figureþ 1.2:þ Theþ interactionþ betweenþ anþ intenseþ laserþ pulseþ (travelingþ fromþ leftþ toþ right)þ andþ
aþ plasmaþ createsþ anþ electronicþ densityþ perturbation.þ Theþ electronicþ densityþ isþ representedþ inþ
theþ planeþ (x, kpξ/2π),þ aþ lowþ electronþ densityþ regionþ inþ theþ plasmaþ isþ createdþ atþ theþ rearþ ofþ
theþ laserþ pulseþ (inþ brightþ tone),þ followedþ byþ aþ highþ electronþ densityþ regionþ (inþ darkerþ tone),þ
formingþ aþ periodicþ structure.þ

Theþ plasmaþ waveþ dependsþ weaklyþ onþ theþ shapeþ ofþ theþ pulse.þ Theþ amplitudeþ ofþ theþ plasmaþ
waveþ isþ maximizedþ forþ laserþ pulseþ lengthþ cτL ∼ λp,þ whereþ τL isþ theþ laserþ pulseþ durationþ
[þ40þ,þ 41þ,þ 5þ].þ Weþ referþ cτL ∼ λp asþ theþ resonantþ condition.þ

Fig.þ 1.3þ showsþ theþ longitudinalþ andþ theþ radialþ electricþ fieldsþ Ez andþ Er ofþ theþ plasmaþ waveþ
representedþ inþ theþ planeþ (kpξ/2π, x),þ withþ ξ = z − ct,þ inþ theþ frameþ followingþ theþ laserþ pulse.þ
Thisþ figureþ isþ usefulþ toþ describeþ theþ forceþ exertedþ onþ relativisticþ electrons.þ Theþ transverseþ
componentþ ofþ theþ forceþ isþ F⊥ = −e(Er−vzBθ)er = −eErer,þ thisþ forceþ isþ focusingþ inþ theþ firstþ
half-wavelengthþ ofþ theþ wakefieldþ (þ0 < kpξ < π) andþ defocusingþ inþ theþ secondþ half-wavelengthþ
(þπ < kpξ < 2π).þ Byþ Panofsky-Wenzelþ theorem,þ theþ longitudinalþ componentþ isþ expressedþ byþ
Fz = −eEz,þ soþ itþ isþ deceleratingþ inþ theþ firstþ quarter-wavelengthþ (þ0 < kpξ < π/2) andþ ac-
celeratingþ inþ theþ secondþ quarter-wavelengthþ (þπ/2 < kpξ < π).þ Henceþ relativisticþ electronsþ
placedþ inþ theþ secondþ quarter-wavelengthþ (indicatedþ byþ theþ delimitedþ zone)þ areþ bothþ accel-
eratedþ longitudinallyþ andþ focusedþ transversely.þ Thisþ allowsþ confinementþ andþ accelerationþ ofþ
theþ electronsþ overþ longþ distances.þ

1.2þ Ponderomotiveþ forceþ

Asþ notedþ qualitativelyþ inþ Sec.þ 1.1þ,þ theþ ponderomotiveþ forceþ resultsþ fromþ theþ laserþ energyþ
gradient.þ Theþ laserþ fieldþ canþ beþ definedþ byþ theþ followingþ waveþ vector:þ

A(x, t) = a0f(t−
z

vg
)g(x⊥)cosϕ, (1.3þ)þ

whereþ ϕ = ω0t − k0z isþ theþ phaseþ ofþ theþ wave,þ withþ ω0 theþ laserþ frequencyþ andþ k0 theþ laserþ
wavenumber;þ g(x⊥) isþ aþ functionþ withþ radialþ dependence;þ a0 isþ theþ maximumþ amplitudeþ ofþ
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Figureþ 1.3:þ Longitudinalþ electricþ fieldþ Ez andþ radialþ electricþ fieldþ Er colormapsþ representedþ inþ
theþ planeþ (kpξ/2π, x).þ Theþ laserþ pulseþ propagatesþ fromþ leftþ toþ rightþ (notþ shownþ here),þ thusþ theþ
firstþ periodþ ofþ theþ generatedþ wakefieldþ isþ situatedþ onþ theþ rightþ ofþ eachþ plot.þ Theþ dottedþ linesþ
delimitþ theþ secondþ quarter-wavelengthþ whichþ isþ bothþ theþ focusingþ andþ acceleratingþ phase.þ

theþ normalizedþ vectorþ potential.þ Inþ termsþ ofþ theþ peakþ intensityþ I0,þ itþ isþ givenþ byþ

a0 = 0.85× 10−9λ0[µm]I
1
2
0 [W cm−2], (1.4þ)þ

assumingþ linearþ polarizationþ [þ4þ],þ whereþ λ0 isþ theþ laserþ wavelengthþ inþ vacuum.þ
Sinceþ theþ laserþ fieldþ isþ transverse,þ theþ vectorþ potentialþ A isþ perpendicularþ toþ theþ directionþ

ofþ propagationþ z.þ f(t) isþ aþ functionþ consideredþ toþ beþ slowlyþ varyingþ relativeþ toþ theþ laserþ
cycle,þ suchþ thatþ df/dt < ω0f .þ

Theþ startingþ pointþ ofþ thisþ demonstrationþ isþ theþ electronþ fluidþ momentumþ equationþ inþ theþ
coldþ fluidþ limit,þ governedþ byþ theþ Lorentzþ equationþ

dp

dt
= −e (E + v ×B) , (1.5þ)þ

whereþ E areþ theþ electricþ field,þ B theþ magneticþ field,þ p = γmev,þ withþ v theþ velocityþ andþ
γ2 = (1 + (p/mec)

2),þ withþ p theþ momentum.þ
Weþ useþ relationsþ E = −∂A/∂t,þ B = ∇ × A fromþ vectorialþ analysis.þ Introducingþ theþ

normalizationþ a = eA/mec.þ Eq.þ 1.5 becomesþ

∂p

∂t
+

1

γme

(p • ∇)p = mec
∂a

∂t
− c

γ
p×∇× a, (1.6þ)þ

Electronsþ interactþ withþ theþ radiationþ electricþ fieldþ inþ twoþ separateþ ways.þ First,þ theyþ
quiverþ inþ responseþ toþ theþ highþ frequencyþ laserþ field.þ Second,þ theyþ respondþ toþ theþ lowþ frequencyþ
ponderomotiveþ potentialþ ofþ theþ laserþ field,þ creatingþ aþ nonlinearþ wakeþ followingþ theþ laserþ pulse.þ
Inþ thisþ regard,þ weþ canþ separateþ theþ timeþ scalesþ ofþ theþ electronþ motionþ intoþ p = pf +ps,þ withþ
pf theþ fastþ component,þ whichþ scalesþ asþ 1/ω0 andþ isþ consideredþ asþ firstþ order,þ andþ ps theþ
slowþ componentþ whichþ scalesþ asþ 1/ωp andþ isþ consideredþ asþ secondþ order.þ Noteþ thatþ ωp � ω0.þ
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Toþ theþ lowestþ order,þ theþ fastþ (transverse)þ componentþ ofþ theþ electronþ momentumþ followsþ
theþ vectorþ potentialþ :þ pf = meca,þ whichþ isþ theþ quiverþ momentum,þ asþ integratedþ fromþ
∂pf/∂t = −eE.þ Onþ theþ otherþ hand,þ theþ slowþ orþ theþ secondþ orderþ componentþ readsþ

∂ps

∂t
+
mec

2

γ
(a • ∇)a = −mec

2

γ
a×∇× a. (1.7þ)þ

Usingþ theþ identityþ a×∇× a = ∇|a|2/2− (a • ∇)a,þ weþ obtainþ

Fp =
∂ps

∂t
= −mec

2

2γ
∇|a|2, (1.8þ)þ

whereþ Fp isþ theþ ponderomotiveþ force.þ Thisþ negativeþ expressionþ impliesþ thatþ theþ pondero-
motiveþ forceþ tendsþ toþ pushþ electronsþ awayþ fromþ regionsþ ofþ locallyþ higherþ intensity.þ Asþ theþ
electronsþ areþ beingþ expelledþ byþ theþ centerþ ofþ theþ focusedþ laserþ beam,þ theyþ pickþ upþ aþ velocityþ
equivalentþ toþ theþ quiverþ velocityþ inþ theþ process,þ vf = pf/γme.þ

Thereþ areþ moreþ rigorousþ derivationsþ ofþ theþ ponderomotiveþ forceþ withþ moreþ sophisticatedþ
analysesþ inþ theþ literature,þ suchþ asþ usingþ covariantþ [þ42þ]þ orþ Lagrangianþ [þ43þ]þ formulationsþ andþ
theyþ leadþ toþ theþ sameþ expression.þ

1.3þ Wakefieldþ generationþ
Fromþ theþ previousþ section,þ weþ haveþ seenþ thatþ theþ ponderomotiveþ forceþ isþ derivedþ fromþ theþ
envelopþ ofþ theþ laserþ pulse,þ whichþ isþ slowlyþ varyingþ inþ time.þ Theþ nonlinearþ ponderomotiveþ
forceþ isþ responsibleþ forþ theþ generationþ ofþ wakefieldþ inþ plasmas.þ Overþ theþ years,þ severalþ theoriesþ
onþ theþ modelingþ ofþ theþ wakefieldþ haveþ beenþ establishedþ andþ theseþ modelsþ areþ validþ inþ certainþ
regimes.þ Dependingþ onþ theþ strengthþ ofþ theþ nonlinearþ ponderomotiveþ forceþ characterizedþ byþ
theþ normalizedþ vectorþ potentialþ a2,þ twoþ regimesþ areþ identifiedþ [þ4þ]:þ theþ quasi-linearþ regimeþ
(þa2 � 1)þ andþ theþ nonlinearþ regimeþ (þa2 ≥ 1).þ

Theþ quasi-linearþ regimeþ canþ beþ describedþ analyticallyþ inþ threeþ dimensionsþ usingþ plasmaþ
fluidþ theoryþ [þ44þ,þ 41þ,þ 40þ],þ whichþ isþ validþ providedþ thatþ theþ perturbedþ densityþ δn = (ne−n0) <
n0,þ whereþ ne isþ theþ electronicþ density.þ Withinþ theþ nonlinearþ regime,þ forþ aþ broadþ pulseþ
(þkprL � 1),þ whereþ rL isþ theþ laserþ spotþ radius,þ theþ plasmaþ fluidþ modelþ givenþ inþ [þ44þ,þ 41þ,þ 40þ]þ canþ
beþ generalizedþ andþ adaptedþ toþ modelþ theþ wakefieldþ analyticallyþ inþ theþ 1Dþ limit.þ However,þ
forþ aþ radiallyþ boundedþ pulseþ inþ threeþ dimensionsþ (þkprL ≤ 1),þ theþ wakefieldþ mustþ typicallyþ beþ
modeledþ numerically,þ e.g.þ usingþ particle-in-cellþ (PIC)þ code.þ Thisþ highþ intensityþ 3Dþ regimeþ
hasþ beenþ referredþ toþ asþ theþ cavitationþ regimeþ becauseþ itþ generatesþ cavitiesþ whereþ electronsþ
areþ almostþ completelyþ orþ completelyþ evacuated.þ Inþ theþ caseþ whereþ electronsþ areþ completelyþ
evacuated,þ itþ isþ referredþ toþ asþ theþ blowoutþ orþ bubbleþ regime.þ Inþ additionþ toþ theþ wakefieldþ
generation,þ aþ fractionþ ofþ plasmaþ electronsþ canþ beþ self-trappedþ inþ theþ cavityþ andþ canþ beþ
acceleratedþ toþ highþ energiesþ [þ17þ,þ 16þ,þ 18þ].þ

Inþ thisþ section,þ weþ willþ firstþ establishþ theþ expressionsþ thatþ governþ theþ propagationþ ofþ
wavesþ inþ aþ coldþ plasma.þ Then,þ weþ willþ describeþ theþ generalizedþ plasmaþ fluidþ theoryþ thatþ isþ
validþ toþ modelþ theþ quasi-linearþ regimeþ andþ alsoþ theþ nonlinearþ regimeþ inþ theþ 1Dþ limit.þ

1.3.1þ Nonlinearþ plasmaþ wavesþ andþ waveþ breakingþ limitþ inþ aþ coldþ
plasmaþ

Theþ theoryþ ofþ waveþ motionþ ofþ anþ electronþ plasmaþ wasþ pioneeredþ byþ Akhiezerþ andþ Polovinþ
[þ45þ]þ inþ 1956.þ Theyþ haveþ investigatedþ theþ oscillatoryþ behaviorþ ofþ theþ plasmaþ quiteþ generally,þ
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forþ arbitraryþ velocities.þ Thisþ sectionþ providesþ expressionsþ ofþ theþ acceleratingþ fieldþ basedþ onþ
theirþ work.þ

Theþ startingþ equationsþ areþ theþ Lorentzþ equationþ ofþ motionþ forþ theþ electronsþ inþ aþ cold,þ
unmagnetizedþ plasma,þ plusþ theþ Maxwell’sþ equations.þ Theþ ionsþ areþ treatedþ asþ aþ homogeneousþ
neutralizingþ background:þ Zni = n0,þ withþ Z theþ atomicþ numberþ andþ ni theþ ionþ density.þ Theþ
plasmaþ hasþ aþ densityþ thatþ isþ lowerþ thanþ theþ criticalþ density,þ definedþ asþ nc = ε0meω

2
0/e

2 andþ
writtenþ inþ anþ engineeringþ formula:þ nc[cm

−3] = 1.1× 1021/λ0[µm]2.þ Inþ anþ underdenseþ plasmaþ
(þn0 � nc),þ theþ thermalþ motionþ isþ oftenþ neglectedþ becauseþ theþ temperatureþ remainsþ smallþ
(fewþ eV)þ comparedþ toþ theþ typicalþ oscillationþ energyþ (multi-þkeV)þ whichþ theþ electronsþ acquireþ
fromþ theþ oscillationþ inþ theþ laserþ field.þ

∂p

∂t
+ (v • ∇)p = −e (E + v ×B) , (1.9þ)þ

∇ • E =
e (n0 − ne)

ε0
, (1.10þ)þ

∇×E = −∂B
∂t

, (1.11þ)þ

∇×B = −µ0enev +
1

c2
∂E

∂t
, (1.12þ)þ

∇ • B = 0, (1.13þ)þ

whereþ weþ haveþ directlyþ insertedþ theþ expressionsþ ρ = e(n0 − ne) andþ J = −enev.þ
Theþ objectiveþ isþ toþ solveþ theþ waveþ equation,þ givingþ solutionsþ ofþ theþ formþ f(ωt− k • x) orþ

f(τ),þ whereþ τ = t−k̂ •x/vφ,þ andþ vφ isþ theþ phaseþ velocityþ ofþ theþ plasma.þ Temporalþ andþ spatialþ
derivativesþ canþ thenþ beþ writtenþ asþ ∂/∂τ = ∂/∂t,þ ∇• = −k̂∂/∂vφτ •,þ ∇× = −k̂∂/∂vφτ×,þ whereþ
k̂ = k/k isþ theþ unitþ vectorþ inþ theþ directionþ ofþ propagation.þ Withþ thisþ newþ setþ ofþ coordinates,þ
theþ setþ ofþ equationsþ Eqs.þ 1.9þ-1.13þ writeþ

dp

dτ

(
1− k̂ • v

vφ

)
= −e (E + v ×B) , (1.14þ)þ

−k̂ •
dE

dτ
=
evφ (n0 − ne)

ε0
, (1.15þ)þ

B =
1

vφ
k̂ ×E +B0, (1.16þ)þ

−k̂ × dB

dτ
= −µ0evφnev +

vφ
c2
dE

dτ
, (1.17þ)þ

k̂ •
dB

dτ
= 0. (1.18þ)þ

Noteþ thatþ theþ partialþ derivativesþ areþ nowþ replacedþ byþ totalþ derivativesþ inþ theþ variableþ
τ .þ Theþ termþ B0 representsþ anþ externalþ magneticþ field,þ whichþ isþ notþ consideredþ inþ ourþ case,þ
thereforeþ B0 = 0.þ Fromþ Eq.þ 1.16þ andþ Eq.þ 1.18þ,þ itþ isþ shownþ thatþ k̂ •B = E •B = 0 indicatingþ
thatþ theþ B−fieldþ isþ perpendicularþ toþ theþ waveþ vectorþ andþ E−field.þ Forþ simplicity,þ weþ
specifyþ theþ waveþ vectorþ k toþ beþ inþ theþ z-direction.þ Thus,þ weþ haveþ k̂ = z/z,þ k̂ • V = Vz andþ
k̂ × V = (−Vy, Vx, 0) whereþ V representsþ anyþ vector.þ

Takingþ theþ dotþ productþ ofþ Eq.þ 1.17þ withþ theþ directionþ vectorþ k̂,þ weþ mayþ eliminateþ E
usingþ Eq.þ 1.15þ.þ Definingþ β = v/c weþ obtainþ anþ equationþ forþ theþ density:þ

ne =
βpn0

βp − βz
, (1.19þ)þ
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whereþ βp = vφ/c.þ Fromþ thisþ expression,þ weþ deduceþ theþ salientþ featureþ ofþ aþ nonlinearþ plasmaþ
wave:þ inþ regionsþ whereþ theþ fluidþ velocityþ approachesþ theþ phaseþ velocity,þ theþ electronþ densityþ
ne becomesþ veryþ large.þ

Weþ obtainþ theþ transverseþ B−fieldþ byþ takingþ theþ cross-productþ ofþ theþ directionþ vectorþ
withþ Eq.þ 1.14þ,þ thenþ usingþ Eq.þ 1.11þ,þ thereforeþ weþ arriveþ atþ anþ explicitþ equationþ forþ B,þ namely:þ

B = − 1

evφ
k̂ × dp

dτ
. (1.20þ)þ

Inþ aþ similarþ fashion,þ takingþ theþ crossþ productþ ofþ theþ directionþ vectorþ withþ Eq.þ 1.17þ andþ
makingþ useþ ofþ Eq.þ 1.16þ,þ weþ obtainþ anþ expressionþ forþ dB/dτ whichþ readsþ

dB

dτ
=
µ0enevφ
β2
p − 1

k̂ × v. (1.21þ)þ

B canþ nowþ beþ eliminatedþ byþ subtractingþ Eq.þ 1.21þ fromþ Eq.þ 1.20þ,þ leavingþ aþ transverseþ
waveþ equationþ

k̂ × d2p

dτ 2
+
µ0e

2nev
2
φ

β2
p − 1

k̂ × v = 0. (1.22þ)þ

Takingþ theþ transverseþ x andþ y componentsþ ofþ Eq.þ 1.22þ andþ makingþ useþ ofþ Eq.þ 1.19þ,þ
togetherþ withþ theþ equationsþ ofþ plasmaþ frequency,þ ω2

p = n0e
2/meε0,þ weþ obtainþ theþ coupledþ

transverseþ waveþ equations:þ

d2px
dτ 2

+
ω2
pβ

2
p

β2
p − 1

βpβx
βp − βz

= 0, (1.23þ)þ

d2py
dτ 2

+
ω2
pβ

2
p

β2
p − 1

βpβy
βp − βz

= 0. (1.24þ)þ

Hereþ p isþ normalizedþ toþ mec.þ
Theþ longitudinalþ componentþ ofþ theþ fluidþ motionþ canþ beþ derivedþ byþ differentiatingþ k̂•(1.14),þ

thenþ B canþ beþ eliminatedþ usingþ Eq.þ 1.20þ.þ Similarlyþ ne canþ beþ eliminatedþ usingþ Eq.þ 1.19þ,þ thisþ
givesþ

d

dτ

[(
k̂ • v

vφ
− 1

)
k̂ •

dp

dτ

]
=
e2vφn0

ε0

k̂ • v

vφ − k̂ • v
− 1

vφ

d

dτ

[
v •

dp

dτ
−
(
k̂ • v

)(
k̂ •

dp

dτ

)]
. (1.25þ)þ

Inþ orderþ toþ makeþ thisþ equationþ moreþ tractable,þ weþ rewriteþ thisþ equationþ consideringþ z asþ
theþ longitudinalþ component,þ thusþ givingþ

d

dτ

[
(βz − βp)

dpz
dτ

+ βx
dpx
dτ

+ βy
dpy
dτ

]
=
ω2
pβ

2
pβz

βp − βz
. (1.26þ)þ

Eqs.þ 1.23þ,þ 1.24þ andþ 1.26þ areþ inþ agreementþ withþ theþ equationþ inþ [þ45þ].þ Theyþ representþ aþ
closedþ setþ ofþ equationsþ forþ nonlinearþ plasmaþ ofþ arbitraryþ amplitudeþ andþ fixedþ phaseþ velocity,þ
vφ.þ Onceþ p isþ solved,þ E andþ B (normalizedþ toþ meωpc/e andþ meωp/e respectively)þ canþ beþ
obtained.þ
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• Transverseþ B-fields.þ Weþ useþ Eq.þ 1.20þ forþ theþ transverseþ B-fields,þ thusþ givingþ

Bx =
1

βp

dpy
dωpτ

, (1.27þ)þ

By = − 1

βp

dpx
dωpτ

. (1.28þ)þ

• Transverseþ E-fields.þ Withþ Faraday’sþ law,þ weþ deriveþ theþ transverseþ E-fields,þ theyþ
writeþ

Ex = βpBy = − dpx
dωpτ

, (1.29þ)þ

Ey = −βpBx = − dpy
dωpτ

. (1.30þ)þ

• Longitudinalþ B-field.þ Withþ Gaussþ law,þ theþ longitudinalþ B-field,þ Bz isþ obtainedþ
straightforwardlyþ

Bz = 0. (1.31þ)þ

• Longitudinalþ E-field.þ Toþ deriveþ theþ longitudinalþ E-field,þ Ez,þ weþ takeþ k̂•(1.14þ),þ usingþ
theþ energyþ equationþ dγ/dt = −v •E toþ eliminateþ Ex andþ Ey fromþ theþ resultingþ equationþ
forþ dpz/dτ

Ez = − 1

βp

d

d(ωpτ)

(
βppz −

(
1 + p2

) 1
2

)
. (1.32þ)þ

Aþ ratherþ simpleþ equationþ forþ theþ potentialþ canþ beþ foundþ byþ settingþ Ez = β−1
p dφ/dωpτ inþ

Eq.þ 1.32þ.þ Weþ canþ proceedþ byþ integration,þ assumingþ thatþ φ = pz = 0 andþ γ = 1 atþ τ = −∞
(theþ laserþ pulseþ hasþ notþ encounteredþ theþ plasma),þ thusþ φ isþ expressedþ asþ

φ = γ − βppz − 1. (1.33þ)þ

Theþ fullþ setþ ofþ fluidþ equationsþ canþ inþ generalþ notþ beþ solvedþ analytically.þ Variousþ limitingþ
casesþ canþ beþ foundþ inþ theþ originalþ workþ ofþ [þ45þ].þ Aþ thoroughþ accountþ ofþ theþ typesþ ofþ solutionsþ
canþ beþ foundþ inþ theþ reviewþ ofþ Decosterþ (1978)þ [þ46þ].þ Havingþ theþ novelþ particleþ accelerationþ
conceptsþ inþ mind,þ Nobleþ [þ47þ]þ hasþ analyzedþ theseþ coldþ plasmaþ equations.þ Inþ hisþ work,þ theþ
analysisþ thatþ isþ ofþ particularþ relevanceþ toþ shortþ pulseþ propagationþ isþ theþ studyþ onþ pureþ
longitudinalþ plasmaþ oscillations.þ Byþ settingþ px = py = 0,þ Eq.þ 1.26þ simplifiesþ toþ

d

dτ

[
(βz − βp)

dpz
dτ

]
=
ω2
pβ

2
pβz

βp − βz
. (1.34þ)þ

Usingþ theþ relationþ pz = γβz = βz/
√

1− β2
z ,þ theþ LHSþ ofþ theþ aboveþ equationþ canþ beþ writtenþ

asþ

d2

dτ 2
[γ (1− βpβz)] =

ω2
pβ

2
pβz

βp − βz
. (1.35þ)þ

Eq.þ 1.35þ canþ beþ integratedþ onceþ toþ giveþ

1

2

[
d

dτ
[γ (1− βpβz)]

]2
= β2

pω
2
p (γm − γ) , (1.36þ)þ
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whereþ γm = (1−β2
m)

−1/2 andþ βm = (vz/c)max:þ theþ maximumþ oscillationþ velocityþ ofþ theþ wave.þ
Theþ waveformþ canþ thusþ beþ determinedþ fromþ theþ solutionþ ofþ :þ

d

dτ
[γ (1− βpβz)] = ±

√
2βpωp (γm − γ)

1
2 . (1.37þ)þ

Onceþ βz isþ found,þ theþ densityþ andþ Ez canþ beþ determinedþ usingþ Eq.þ 1.19þ andþ Eq.þ 1.32þ
respectively,þ leadingþ toþ

ne(τ) =
βpn0

βp − βz(τ)
, (1.38þ)þ

Ez(τ) = ±
√
2 (γm − γ)

1
2 (1.39þ)þ

Inþ findingþ theþ maximumþ electricþ field,þ Eq.þ 1.39þ tellsþ usþ thatþ theþ fluidþ velocityþ γm cannotþ
exceedþ theþ phaseþ velocityþ γφ(τ);þ otherwise,þ accordingþ toþ Dawson’sþ oneþ dimensionalþ plasmaþ
modelþ [þ48þ],þ theþ electronþ chargeþ sheetsþ mayþ crossþ eachþ other,þ andþ thereþ willþ beþ fine-scaleþ
mixingþ ofþ theþ variousþ partsþ ofþ theþ oscillation,þ leadingþ toþ itsþ destruction.þ Inþ otherþ words,þ theþ
waveþ breaks.þ Weþ canþ thereforeþ defineþ theþ relativisticþ waveþ breakingþ limitþ byþ takingþ βm = βp,þ
orþ equivalentlyþ γm = γφ.þ Anþ extremumþ ofþ theþ electricþ fieldþ occursþ forþ γ = 1,þ correspondingþ
toþ theþ pointþ inþ theþ oscillationþ whereþ theþ electronsþ areþ momentarilyþ stationary,þ thereforeþ
Eq.þ 1.39þ becomesþ

Emax =
mecωp

e

√
2 (γp − 1)1/2 . (1.40þ)þ

Theþ nonþ relativisticþ phaseþ velocitiesþ canþ beþ obtainedþ straightforwardlyþ consideringþ γp −
1 ≈ β2

p/2,þ thusþ

Emax = E0 =
meωpvφ

e
, (1.41þ)þ

whichþ isþ alsoþ knownþ asþ theþ ‘coldþ wave-breakingþ limit’,þ aþ termþ coinedþ byþ Dawsonþ andþ Obermanþ
[þ49þ].þ Inþ theirþ derivation,þ theyþ usedþ aþ moreþ physicallyþ motivatedþ Lagrangianþ sheetþ model.þ Inþ
thisþ picture,þ wavebreakingþ canþ beþ thoughtþ ofþ asþ theþ crossingþ ofþ neighboringþ chargeþ sheets,þ
accompaniedþ byþ aþ densityþ singularity.þ

1.3.2þ Plasmaþ wavesþ drivenþ byþ aþ laserþ pulseþ

Inþ theþ previousþ section,þ weþ haveþ onlyþ describedþ theþ behaviorþ ofþ nonlinearþ wavesþ inþ aþ coldþ
plasma.þ Inþ thisþ section,þ weþ includeþ aþ laserþ pulseþ asþ theþ driverþ ofþ plasmaþ waves.þ Theþ followingþ
theoryþ isþ validþ forþ bothþ theþ linearþ regimeþ andþ theþ nonlinearþ regimeþ inþ theþ 1Dþ limit.þ

Theþ laserþ propagationþ isþ describedþ byþ theþ transverseþ waveþ equationsþ asþ givenþ byþ Eqs.þ 1.23þ-1.24þ,þ
whichþ areþ coupledþ withþ theþ longitudinalþ waveþ equationþ Eq.þ 1.26þ throughþ nonlinearþ terms.þ

Relativisticþ effectsþ becomeþ importantþ forþ electronþ quiverþ momentaþ py/mec ∼ 1.þ Forþ
intensitiesþ beyondþ 1018W/cm2 orþ py/mec � 1,þ aþ fullyþ nonlinearþ model,þ validþ forþ arbitraryþ
plasmaþ densitiesþ isþ needed.þ Severalþ studiesþ focusedþ onþ thisþ aspect,þ amongþ theþ pioneers,þ
Sprangleþ etþ al.þ [þ50þ]þ formulatedþ aþ fullyþ nonlinearþ ODEþ forþ theþ wakeþ potentialþ inþ theþ limitþ
vg = c.þ Similarþ 1Dþ formulationsþ areþ presentedþ inþ [þ51þ,þ 52þ,þ 53þ].þ Theþ generalizationþ toþ arbitraryþ
transformationþ velocity,þ i.e.þ vg orþ vφ insteadþ ofþ c,þ wasþ theþ focusþ ofþ theþ workþ presentedþ inþ
[þ54þ,þ 55þ,þ 56þ,þ 57þ].þ Theþ mainþ propertiesþ ofþ theþ strongþ relativisticþ regimeþ willþ beþ outlinedþ inþ theþ
following.þ Theþ solutionþ ofþ equationsþ describingþ thisþ regimeþ isþ generallyþ foundþ withþ theþ helpþ
ofþ numericalþ simulation.þ
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Theþ startingþ equationsþ areþ theþ Lorentzþ equationþ Eq.þ 1.9þ andþ theþ Maxwell’sþ equationsþ
Eqs.þ 1.10þ-1.13þ.þ

Toþ getþ aþ betterþ understandingþ ofþ theþ physicalþ effects,þ theþ 1Dþ caseþ isþ describedþ here.þ Theþ
geometryþ isþ chosenþ soþ thatþ theþ laserþ waveþ propagatesþ alongþ theþ z-axis:þ EL = (0, Ey, 0),þ
BL = (Bx, 0, 0).þ Weþ canþ solveþ forþ theþ transverseþ momentumþ py byþ expressingþ theseþ inþ termsþ
ofþ theþ vectorþ potentialþ Ay.þ

Itþ isþ oftenþ convenientþ toþ introduceþ theþ scalarþ andþ vectorþ potentialsþ inþ solvingþ Maxwellþ
equations,þ expressingþ theþ E− andþ B−fieldsþ usingþ theþ relationshipsþ E = −∂A/∂t − ∇ • φ
andþ B = ∇×A,þ andþ adaptingþ themþ toþ ourþ geometry,þ givesþ theþ followingþ equationsþ

Ey = −∂Ay

∂t
, (1.42þ)þ

Bx = −∂Ay

∂z
. (1.43þ)þ

Substitutingþ theþ aboveþ equationsþ Eqs.þ 1.42þ-1.43þ inþ Eq.þ 1.9þ givesþ

dpy
dt

= e
dAy

dt
. (1.44þ)þ

Ifþ thereþ isþ noþ initialþ driftþ inþ theþ y-direction,þ thenþ py = eAy.þ
Likewiseþ theþ longitudinalþ componentþ ofþ Eq.þ 1.9þ givesþ us:þ

dpz
dt

= −e
(
−∂φ
∂z

+ vy
∂Ay

∂z

)
(1.45þ)þ

Usingþ theþ identityþ ofþ Eq.þ 1.44þ andþ normalizingþ px toþ mec,þ φ toþ mec
2/e andþ Ay toþ mec/e,þ

weþ obtainþ

dγβz
dt

= c
∂φ

∂z
− c

2γ

∂a2

∂z
, (1.46þ)þ

whereþ βz = vz/c.þ
Theþ relativisticþ factorþ γ = (1−β2)−1/2 canþ beþ separatedþ intoþ longitudinalþ andþ transverseþ

components,þ thus:þ

γ = γ⊥γ‖ =

√
1 + a2

1− β2
z

. (1.47þ)þ

Asþ inþ mostþ problemsþ involvingþ fluids,þ weþ canþ writeþ downþ aþ continuityþ equationþ forþ theþ
massþ orþ inþ thisþ case,þ theþ chargeþ densityþ

∂ne

∂t
+∇ • (nev) = 0,

renderingþ itþ toþ 1D,þ theþ equationþ writesþ

∂ne

∂t
+ c

∂

∂z
(neβz) = 0. (1.48þ)þ

Inþ theþ sameþ manner,þ weþ introduceþ theþ potentialsþ intoþ Ampere’sþ law,þ Eq.þ 1.12þ andþ thenþ
makeþ useþ ofþ theþ Coulombþ gaugeþ ∇ • A = 0 toþ obtainþ anþ equationþ forþ theþ electromagneticþ
modes.þ Afterþ someþ algebra,þ weþ obtainþ

1

c2
∂2A

∂t2
−∇2A = −µ0enev − 1

c2
∂

∂t
∇ • φ (1.49þ)þ
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Inþ general,þ theþ scalarþ potentialþ ∇ • ∂φ/∂c2t isþ negligibleþ withþ respectþ toþ theþ transverseþ
current,þ µ0enev.þ Inþ 1D,þ itþ vanishesþ exactly.þ Thereforeþ Eqþ 1.49þ writtenþ inþ 1Dþ isþ

1

c2
∂2Ay

∂t2
−∇2Ay = −µ0enevy. (1.50þ)þ

Theþ choiceþ ofþ theþ Coulombþ gaugeþ impliesþ thatþ Ax = 0,þ whichþ weþ implicitlyþ assumeþ whileþ
derivingþ Eq.þ 1.46þ.þ Normalizingþ asþ before,þ withþ vy = eAy/meγ = ac/γ andþ n = ne/n0,þ Eq.1.49þ
canþ beþ re-writtenþ as:þ

∂2a

∂t2
− c2∇2a = −ω2

p

na

γ
. (1.51þ)þ

Eqs.þ 1.46þ-1.51þ togetherþ withþ theþ Poisson’sþ equationþ writtenþ inþ normalizedþ unitsþ

∂2φ

∂z2
= k2p (n− 1) , (1.52þ)þ

constituteþ aþ closedþ setþ forþ theþ coupledþ electromagneticþ andþ plasmaþ waves.þ
Toþ furtherþ ourþ analysis,þ weþ useþ theþ quasistaticþ (QSA)þ [þ50þ]þ approximationþ withþ theþ follow-

ingþ transformations:þ τ = t;þ ξ = z−vgt.þ Ourþ partialþ derivativesþ thenþ becomeþ :þ ∂/∂z = ∂/∂ξ,þ
∂/∂t = ∂/∂τ − vg∂/∂ξ.þ

Theþ QSAþ assumesþ thatþ theþ characteristicþ timeþ forþ theþ laserþ pulseþ toþ evolveþ isþ sufficientlyþ
shortþ (þ∂/∂τ = 0) comparedþ withþ theþ electronþ transitþ timeþ throughþ theþ laserþ pulse.þ Theþ
laserþ wavelengthþ (frequency)þ isþ muchþ smallerþ (greater)þ thanþ allþ otherþ characteristicþ lengthsþ
(times)þ inþ theþ system,þ i.e.þ ωp � ω0 andþ w(z) � c/ω0 whereþ w(z) isþ theþ laserþ spotþ radiusþ withþ
respectþ toþ theþ positionþ z.þ Theþ laserþ spotþ radiusþ evolvesþ accordingþ toþ w(z) = w0(1+z

2/Z2
R)

1/2,þ
whereþ w0 isþ theþ minimumþ spotþ radiusþ inþ theþ focalþ planeþ locatedþ atþ z = 0,þ alsoþ knownþ asþ theþ
laserþ waistþ andþ ZR = k0w

2
0/2 isþ theþ Rayleighþ length.þ Theþ evolutionþ timescaleþ τ ofþ theþ pulseþ

envelopeþ isþ typicallyþ theþ Rayleighþ diffractionþ time,þ tR:þ

tR =
2ZR

c
=
k0w

2
0

c
� τL, (1.53þ)þ

whereþ τL isþ theþ laserþ pulseþ duration.þ Thisþ inequalityþ allowsþ usþ toþ neglectþ ∂/∂τ relativeþ toþ
∂/∂ξ ∼ ik0,þ givenþ thatþ theþ vectorþ potentialþ hasþ theþ formþ a = a(ξ, r, τ) exp (ik0ξ) inþ theþ
co-movingþ frame.þ Theþ quasistaticþ approximationþ isþ onlyþ validþ forþ plasmaþ electronsþ withþ
sufficientlyþ lowþ energy.þ Itþ failsþ forþ electronsþ whichþ haveþ beenþ acceleratedþ toþ highþ energyþ andþ
travelingþ withþ theþ laserþ pulse.þ

Applyingþ theþ newþ transformationþ coordinates,þ Eq.þ 1.46þ becomesþ

d

dt
(γu) =

(
∂

∂τ
− vg

∂

∂ξ
+ cu

∂

∂ξ

)
γβz,

= c
∂φ

∂ξ
− c

2γ

∂a2

∂ξ
. (1.54þ)þ

Usingþ theþ identityþ inþ Eq.þ 1.47þ toþ substituteþ ∂a2/∂ξ andþ lettingþ βg = vg/c,þ Eq.þ 1.54þ writesþ

1

c

∂

∂τ
(γu) =

∂

∂ξ
[φ− γ (1− βgβz)] . (1.55þ)þ

Likewise,þ theþ continuityþ equationþ inþ theseþ newþ coordinatesþ becomesþ

1

c

∂n

∂τ
=

∂

∂ξ
[n (βg − βz)] . (1.56þ)þ
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Weþ proceedþ byþ applyingþ thisþ QSAþ toþ fluidþ equations;þ thisþ consistsþ ofþ settingþ ∂/∂τ = 0 inþ
Eq.þ 1.56þ andþ inþ Eq.þ 1.55þ andþ integratingþ toþ yieldþ theþ followingþ conservationþ relationsþ

n =
βg

βg − βz
, (1.57þ)þ

requiringþ thatþ n(ξ = +∞) = 1,þ andþ

φ− γ (1− βgβz) + 1 = 0, (1.58þ)þ

consideringþ thatþ φ = βz = 0 inþ theþ absenceþ ofþ aþ plasmaþ waveþ (whenþ βz = 0 atþ ξ → ∞).þ
Withþ theseþ manipulations,þ weþ observeþ thatþ theþ setþ ofþ PDEþ forþ theþ fluidþ variablesþ βz,þ n

andþ φ haveþ beenþ reducedþ toþ oneþ ODEþ forþ φ.þ Theþ algebraicþ expressionsþ Eq.þ 1.47þ,þ Eq.þ 1.57þ andþ
Eq.þ 1.58þ areþ usefulþ toþ relateþ βz,þ n,þ φ andþ theþ normalizedþ vectorþ potentialþ a.þ Asþ inþ theþ QSA,þ
theþ laserþ isþ consideredþ asþ beingþ fixedþ onþ theþ fluidþ timescaleþ τ ,þ allþ theþ wakefieldþ quantitiesþ
canþ beþ determinedþ independentlyþ ofþ theþ laserþ evolution.þ Weþ canþ thereforeþ expressþ theþ fluidþ
quantitiesþ entirelyþ inþ termsþ ofþ theþ normalizedþ vectorþ potentialþ a.þ

Fromþ Eq.þ 1.58þ,þ weþ canþ solveþ forþ βz inþ termsþ ofþ a andþ φ,þ givingþ

βz =
βg − ψ

1− βgψ
, (1.59þ)þ

whereþ

ψ =

(
1− 1 + a2

γ2g (1 + φ)2

) 1
2

. (1.60þ)þ

Usingþ Eq.þ 1.59þ toþ eliminateþ βz fromþ Eq.þ 1.57þ,þ weþ findþ theþ density:þ

n = γ2gβg

(
1

ψ
− βg

)
. (1.61þ)þ

Thenþ weþ substituteþ Eq.þ 1.61þ intoþ Poisson’sþ equationþ Eqþ 1.52þ inþ theþ co-movingþ coordinates,þ
weþ obtainþ theþ nonlinearþ ODEþ forþ theþ wakeþ potentialþ inþ theþ QSA:þ

∂2φ

∂ξ2
= k2pγ

2
g

βg
(
1− 1 + a2

γ2g (1 + φ)2

)− 1
2

− 1

 . (1.62þ)þ

Thisþ expressionþ canþ beþ integratedþ numericallyþ forþ aþ givenþ pulseþ amplitudeþ a(ξ) atþ aþ givenþ
timeþ τ .þ Onceþ solvedþ forþ φ(ξ),þ weþ canþ immediatelyþ obtainþ βz andþ n fromþ Eq.þ 1.59þ andþ Eq.þ 1.61þ.þ

Hereþ weþ noticeþ thatþ thereþ areþ similaritiesþ betweenþ solutionsþ derivedþ usingþ QSAþ andþ non-
linearþ plasmaþ waveþ solutionsþ ofþ Akhiezerþ andþ Polovinþ [þ45þ]þ givenþ inþ Sectionþ 1.3.1þ.þ Comparingþ
Eq.þ 1.33þ withþ Eq.þ 1.58þ,þ andþ Eq.þ 1.38þ withþ Eq.þ 1.57þ,þ weþ realizeþ thatþ ifþ weþ letþ βp → βg andþ
τ = −ξ,þ theseþ twoþ expressionsþ areþ identical.þ Thisþ symmetryþ canþ beþ explainedþ byþ theþ factþ
thatþ theþ planeþ waveþ ansatzþ explicitlyþ excludesþ spatialþ derivativesþ (þ∂/∂ξ = 0),þ resultingþ inþ
allþ variablesþ beingþ aþ functionþ ofþ theþ retardedþ timeþ variableþ τ = t − z/vφ only,þ whileþ theþ
QSAþ excludesþ timesþ derivativesþ (þ∂/∂τ = 0)þ inþ theþ wakeþ followingþ theþ pulse.þ Theseþ twoþ
picturesþ areþ equivalent,þ suggestingþ thatþ theþ transverseþ laserþ pulseþ canþ beþ introducedþ intoþ theþ
longitudinalþ equationþ Eq.þ 1.35þ asþ aþ slowlyþ varyingþ envelopeþ p⊥ = a(τ) withoutþ violatingþ theþ
initialþ planeþ waveþ ansatz.þ

Inþ someþ sense,þ theseþ nonlinearþ featuresþ forþ wakefieldþ generationþ byþ shortþ pulseþ derivedþ
usingþ QSAþ areþ alreadyþ includedþ inþ theþ originalþ worksþ byþ Akhiezerþ andþ Polovinþ [þ45þ],þ andþ inþ
theþ subsequentþ analysisþ byþ Nobleþ [þ47þ].þ Oneþ advantageþ ofþ theþ QSAþ versionþ isþ thatþ itþ isþ moreþ
readilyþ accessibleþ inþ termsþ ofþ physics.þ Generalizationþ toþ includeþ aþ laserþ pulseþ inþ twoþ andþ
threeþ dimensionsþ areþ featuredþ inþ [þ58þ,þ 59þ].þ
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1.3.3þ Regimesþ ofþ plasmaþ waveþ excitationþ

Regimesþ inþ LWFAþ areþ controlledþ byþ theþ laserþ pulseþ strength.þ Threeþ regimesþ canþ beþ identified:þ
theþ quasi-linearþ regime,þ theþ nonlinearþ regimeþ andþ theþ blowoutþ regime.þ

Quasi-linearþ regimeþ
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Figureþ 1.4:þ Normalizedþ envelopeþ ofþ theþ laserþ vectorþ potentialþ φ,þ theþ associatedþ wakefield,þ
Ez/E0 andþ perturbedþ densityþ δn asþ aþ functionþ ofþ theþ normalizedþ phaseþ forþ a0 = 0.5,þ τL =
16.99 fs.þ

Theþ numericalþ solutionþ ofþ Eq.þ 1.62þ withþ theseþ parametersþ giveþ usþ anþ immediateþ insightþ toþ
theþ natureþ ofþ theseþ generatedþ plasmaþ waves.þ Onceþ solvedþ forþ φ,þ Ez/E0 andþ n canþ beþ deducedþ
fromþ Ez = −∇φ andþ fromþ theþ Poisson’sþ equationþ Eq.þ 1.52þ respectively.þ Inþ theþ linearþ regimeþ
(a2 � 1),þ weþ considerþ aþ laserþ vectorþ potentialþ a = a0 exp (−ξ2/c2τ 2L).þ Theþ linearþ responseþ
ofþ theþ plasmaþ waveþ usingþ theþ plasmaþ fluidþ theoryþ isþ illustratedþ forþ aþ maximumþ amplitudeþ
ofþ theþ normalizedþ vectorþ potentialþ a0 = 0.5 andþ aþ laserþ pulseþ durationþ ofþ τL = 16.99 fs inþ
Fig.þ 1.4þ.þ Thisþ figureþ showsþ theþ classicalþ linearþ Langmuirþ waveþ withþ normalizedþ electricþ field,þ
Ez/E0 andþ theþ normalizedþ perturbedþ densityþ δn = (ne − n0)/n0,þ whichþ isþ 90°þ outþ ofþ phase.þ

Thisþ regimeþ providesþ regularþ plasmaþ waveþ andþ symmetricþ regionsþ ofþ acceleration-decelerationþ
andþ focusing-defocusingþ asþ shownþ inþ Fig.þ 1.3þ,þ andþ itþ ensuresþ noþ self-injectedþ electronsþ intoþ
theþ wakefieldsþ sinceþ theþ acceleratingþ gradientþ doesþ notþ attainþ theþ coldþ wave-breakingþ limit,þ
Ez � E0.þ Considerþ theþ Gaussianþ laserþ pulseþ withþ theþ aforementionedþ parameters:þ a0 = 0.5,þ
τL = 16.99 fs,þ theþ requiredþ plasmaþ densityþ evaluatedþ withþ theþ resonantþ conditionþ ωpτL ∼ 2
givesþ n0 = 4.35 × 1018 cm−3.þ Theþ amplitudeþ ofþ theþ acceleratingþ fieldþ ofþ theþ plasmaþ waveþ
isþ approximatelyþ Ez/E0 ≈ 0.76(a20/2γ⊥) forþ aþ resonantþ Gaussianþ laserþ pulseþ [þ60þ],þ whereþ
γ⊥ = (1 + a20/2).þ Inþ theþ consideredþ configurationþ inþ Fig.þ 1.4þ,þ Ez ≈ 20 GV/m < E0.þ

Theþ quasi-linearþ (þa20 ∼ 1)þ regimeþ offersþ attractiveþ featuresþ forþ theþ designþ ofþ anþ accelerator.þ
Itsþ mainþ drawbackþ isþ thatþ theþ Gaussianþ laserþ pulseþ willþ diffractþ afterþ aþ distanceþ ofþ propagationþ
onþ theþ orderþ ofþ Rayleighþ length,þ ZR.þ Sinceþ theþ energyþ gainþ isþ evaluatedþ withþ E = −eEzLacc,þ
whereþ Lacc isþ theþ accelerationþ length,þ toþ ensureþ thatþ electronsþ gainþ theþ maximumþ energyþ
possible,þ theþ accelerationþ lengthþ shouldþ beþ theþ electronþ dephasingþ length,þ Ld definedþ asþ theþ
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lengthþ forþ electronsþ inþ theþ acceleratingþ phaseþ ofþ theþ wakefieldþ toþ outrunþ itþ andþ slipþ intoþ
theþ deceleratingþ phaseþ (seeþ Sec.þ 1.5þ forþ moreþ details).þ Generally,þ ZR < Ld,þ thereforeþ someþ
sortþ ofþ laserþ guidingþ e.g.þ plasmaþ channelþ (parabolicþ transverseþ plasmaþ densityþ transition)þ isþ
necessary.þ

Nonlinearþ regimeþ
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Figureþ 1.5:þ Upperþ panel:þ Wakeþ potential,þ φ byþ solvingþ theþ ODEþ inþ Eq.þ 1.62þ.þ Theþ laserþ
parametersþ areþ a0 = 2.0,þ τL = 16.99fs.þ Ez/E0 showsþ aþ sawtoothþ behaviorþ withþ aþ strongerþ
pump.þ Bottomþ panel:þ Theþ normalizedþ perturbedþ densityþ δn showsþ aþ cavitationþ ofþ electronsþ
inþ theþ regionþ followingþ theþ laserþ pulseþ andþ thenþ aþ highþ electronicþ densityþ peak.þ

Theþ generatedþ plasmaþ wavesþ evaluatedþ inþ theþ nonlinearþ regimeþ (þa2 ≥ 1)þ usingþ theþ 1Dþ
nonlinearþ plasmaþ fluidþ theoryþ areþ shownþ Fig.þ 1.5þ.þ Hereþ weþ considerþ a0 = 2.þ Inþ Fig.þ 1.5þ,þ
weþ observeþ aþ sawtoothþ electricþ fieldþ andþ spikedþ densityþ perturbation,þ accompaniedþ byþ aþ
lengtheningþ ofþ theþ oscillationþ periodþ byþ aþ factorþ ≤ γg comparedþ toþ theþ unperturbedþ plasmaþ
periodþ dueþ toþ theþ enhancedþ inertiaþ ofþ electronsþ asþ theirþ velocityþ becomesþ relativistic.þ Withþ
Ez > E0,þ thisþ suggestsþ thatþ electronþ self-trappingþ isþ susceptibleþ toþ occur.þ Howeverþ thisþ isþ
notþ aþ strictþ rule,þ theþ wakefieldþ amplitudeþ measuredþ inþ severalþ experimentsþ [þ61þ]þ appearsþ toþ
beþ inþ theþ rangeþ Ez/E0 ≈ 10− 30%,þ wellþ belowþ theþ coldþ waveþ breaking-limit,þ suggestingþ thatþ
additionalþ laserþ plasmaþ instabilitiesþ suchþ asþ theþ couplingþ ofþ Ramanþ backscatterþ (RBS)þ andþ
Ramanþ sidescatterþ (RSS)þ [þ62þ]þ mayþ playþ aþ roleþ inþ loweringþ theþ effectiveþ amplitudeþ forþ electronþ
self-trapping.þ

Thisþ regimeþ isþ particularlyþ interestingþ forþ bothþ theþ designþ ofþ anþ injectorþ andþ anþ accelerator.þ
Inþ fact,þ itþ isþ theþ simplestþ schemeþ forþ anþ electronþ injectorþ asþ self-injectionþ isþ basedþ onþ theþ
crossingþ ofþ electronþ chargeþ sheets.þ Inþ ionization-inducedþ injectionþ scheme,þ theþ requiredþ valueþ
ofþ a0 isþ determinedþ byþ theþ intensityþ necessaryþ toþ ionizeþ heavierþ atomsþ addedþ toþ theþ lightþ
backgroundþ gas.þ Forþ nitrogenþ atoms,þ anþ a0 ofþ ∼ 2 isþ requiredþ forþ K-shellþ ionization,þ henceþ
theþ interactionþ occursþ inþ theþ nonlinearþ regime.þ Injectionþ techniquesþ willþ beþ developedþ furtherþ
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inþ Sec.þ 1.4þ.þ Sinceþ thisþ thesisþ isþ aboutþ theþ optimizationþ ofþ theþ electronþ beamþ propertiesþ inþ anþ
electronþ injectorþ usingþ ionizationþ injectionþ schemeþ viaþ PICþ simulations,þ weþ willþ essentiallyþ
beþ workingþ inþ theþ nonlinearþ regime.þ

Blowoutþ regimeþ

Soþ far,þ mostþ analyticalþ theoriesþ usedþ inþ describingþ theþ nonlinearþ plasmaþ wavesþ andþ wakefieldþ
excitationþ haveþ eitherþ beenþ restrictedþ toþ linearþ fluidþ theoryþ [þ39þ]þ orþ theþ 1Dþ nonlinearþ fluidþ
theoryþ [þ45þ,þ 10þ].þ Theseþ oneþ dimensionalþ modelsþ giveþ aþ goodþ descriptionþ ofþ theþ plasmaþ waves,þ
howeverþ mostþ LWFAþ experimentsþ generatingþ self-injectedþ electronsþ [þ16þ,þ 63þ,þ 17þ]þ takeþ placeþ inþ
theþ blowoutþ regime.þ Neitherþ fluidþ norþ one-dimensionalþ (axial)þ theoryþ appliesþ inþ thisþ regimeþ
becauseþ inþ additionþ toþ waveþ steepeningþ andþ periodþ lengthening,þ theþ radialþ structureþ ofþ theþ
plasmaþ waveþ canþ exhibitþ nonlinearities.þ Oneþ suchþ effectþ isþ thatþ theþ waveþ frontþ ofþ theþ plasmaþ
waveþ canþ beþ curvedþ andþ theþ greaterþ theþ distanceþ behindþ theþ laserþ driver,þ theþ moreþ severeþ
theþ curvatureþ becomes,þ resultingþ inþ aþ nonlinearþ plasmaþ wavelengthþ thatþ isþ greaterþ onþ axisþ
thanþ offþ axis.þ Moreover,þ theþ laserþ intensityþ canþ beþ sufficientlyþ highþ soþ asþ toþ expelþ allþ plasmaþ
electronsþ awayþ fromþ theþ vicinityþ ofþ theþ axisþ [þ64þ,þ 65þ,þ 66þ],þ leavingþ aþ cavityþ behindþ theþ laserþ
pulseþ insteadþ ofþ aþ periodicþ plasmaþ waveþ asþ observedþ inþ theþ linearþ regime.þ Theseþ plasmaþ wavesþ
areþ complicatedþ becauseþ theirþ fieldsþ areþ electromagnetic,þ relativisticþ massþ areþ importantþ andþ
trajectoryþ crossingþ occurs.þ

rb

Figureþ 1.6:þ Electronþ densityþ mapþ representedþ inþ theþ (z − ct, x) plane.þ Theþ redþ andþ yellowþ
laserþ pulseþ isþ superposedþ ontoþ theþ electronþ densityþ map.þ Aþ whiteþ dashedþ circleþ withþ aþ blowoutþ
radiusþ rb highlightsþ theþ shapeþ ofþ theþ blownþ outþ region.þ Courtesyþ ofþ R.þ Leheþ [þ67þ].þ

Theþ studyþ ofþ LWFAþ usingþ aþ 3Dþ PICþ simulationsþ wasþ firstþ investigatedþ byþ Pukhovþ etþ al.þ
[þ68þ].þ Heþ usedþ theþ termþ “bubble”þ regimeþ insteadþ ofþ theþ blowoutþ regimeþ becauseþ ofþ theþ sphericalþ
shapeþ ofþ theþ cavityþ drivenþ byþ theþ laser.þ Subsequently,þ aþ phenomenologicalþ theoryþ inþ thisþ
regimeþ wasþ proposedþ [þ69þ].þ Luþ etþ al.þ haveþ proposedþ phenomenologicalþ [þ70þ]þ andþ nonlinearþ [þ66þ]þ
theoriesþ forþ relativisticþ plasmaþ wakefieldsþ inþ thisþ regime.þ Inþ orderþ toþ getþ someþ insightsþ onþ
electronþ dynamicsþ inþ thisþ nonlinearþ regime,þ theþ plasmaþ waveþ canþ beþ describedþ entirelyþ inþ
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termsþ ofþ theþ cavityþ radius,þ rb(ξ).þ Theþ maximumþ blowoutþ radiusþ rm isþ determinedþ fromþ forceþ
balanceþ andþ theþ equationþ ofþ motionþ canþ thenþ beþ usedþ toþ determineþ theþ shapeþ ofþ theþ cavityþ
behindþ theþ laser.þ Anþ illustrationþ ofþ theþ blowoutþ electronþ densityþ mapþ isþ shownþ inþ Fig.þ 1.6þ.þ

Inþ thisþ regime,þ theþ twoþ forcesþ thatþ needþ toþ beþ balancedþ areþ theþ space-chargeþ forceþ ofþ
electronsþ andþ theþ ponderomotiveþ forceþ ofþ theþ laser.þ Forþ aþ givenþ laserþ powerþ PL andþ plasmaþ
densityþ ne,þ thereþ isþ aþ matchedþ spotþ radiusþ thatþ providesþ sphericalþ densityþ boundary.þ Theþ
estimateþ ofþ theþ matchedþ spotþ radiusþ isþ givenþ byþ kprm ≈ 2

√
a0 whereþ theþ factorþ ofþ 2þ isþ deducedþ

fromþ fullþ PICþ simulationþ [þ66þ].þ Inþ theþ caseþ ofþ unmatchedþ spotþ radius,þ ifþ theþ spotþ radiusþ isþ
muchþ largerþ thanþ thisþ matchedþ radius,þ theþ maximumþ amplitudeþ ofþ theþ normalizedþ vectorþ
potentialþ a0 willþ beþ tooþ smallþ toþ causeþ blowoutþ initially.þ Conversely,þ ifþ theþ laserþ isþ focusedþ
toþ aþ spotþ radiusþ smallerþ thanþ theþ matchedþ radius,þ theþ normalizedþ vectorþ potentialþ blowsþ
outþ allþ electronsþ atþ theþ laserþ edgeþ andþ littleþ ponderomotiveþ forceþ isþ feltþ byþ theþ electrons,þ
consequently,þ theyþ moveþ veryþ little,þ resultingþ inþ aþ veryþ wideþ sheath.þ Furthermore,þ theþ laserþ
willþ diffractþ becauseþ itsþ spotþ radiusþ isþ tooþ smallþ toþ beþ guided.þ

Thisþ regimeþ isþ equallyþ consideredþ inþ theþ designþ ofþ anþ acceleratorþ becauseþ theþ focusingþ
forcesþ forþ electronsþ insideþ theþ cavityþ areþ linearþ andþ uniformþ forþ allþ phasesþ asþ F⊥ = −meω

2
pr/2

[þ66þ],þ andþ theþ acceleratingþ fieldþ isþ independentþ ofþ theþ transverseþ positionþ withþ respectþ toþ theþ
cavityþ axis.þ

Inþ [þ70þ],þ someþ scalingþ lawsþ haveþ beenþ establishedþ accordingþ toþ theþ phenomenologicalþ theoryþ
inþ theþ currentþ regime.þ Theþ laserþ depletesþ (pumpþ depletionþ length)þ afterþ aþ distanceþ

Lpd ≈
ω2
p

ω2
0

cτL, (1.63þ)þ

andþ theþ distanceþ thatþ theþ trappedþ electronsþ travelþ beforeþ theyþ outrunþ theþ waveþ (dephasingþ
length)þ isþ

Ld =
2

3

ω2
0

ω2
p

rb. (1.64þ)þ

Toþ calculateþ theþ energyþ gain,þ weþ considerþ E = qEz,avgLacc,þ whereþ Ez,avg isþ theþ averageþ
acceleratingþ fieldþ ofþ theþ beamþ loadedþ plasmaþ wave,þ Lacc isþ theþ accelerationþ length.þ Theþ
desiredþ accelerationþ lengthþ isþ theþ dephasingþ length,þ soþ weþ imposeþ Lpd > Ld.þ Theþ bubbleþ isþ
roughlyþ sphericalþ andþ considerþ thatþ theþ electronsþ areþ eitherþ self-injectedþ orþ externallyþ injectedþ
atþ theþ rear,þ theþ electronsþ thenþ travelþ aþ relativeþ distanceþ rb beforeþ theyþ dephase.þ Theþ peakþ
acceleratingþ fieldþ isþ Ez,max =

√
a0E0,þ withþ E0 = mecωp/e.þ Sinceþ theþ wakefieldþ isþ roughlyþ

linear,þ theþ averageþ acceleratingþ fieldþ becomesþ Ez,avg ≈
√
a0E0/2.þ Theþ approximateþ equationþ

forþ theþ energyþ gainþ canþ thereforeþ beþ writtenþ as:þ

E ≈ 2

3
mec

2

(
ω0

ωp

)2

a0. (1.65þ)þ

1.4þ Electronþ Trappingþ andþ Injectionþ
Inþ aþ laser-wakefieldþ accelerator,þ onlyþ electronsþ locatedþ inþ theþ acceleratingþ andþ focusingþ phaseþ
ofþ theþ wakefieldþ propagatingþ atþ aþ relativisticþ velocityþ alongþ theþ axisþ ofþ propagation,þ z willþ beþ
accelerated.þ Aþ restingþ electronþ wouldþ slipþ backþ withþ respectþ toþ theþ propagatingþ wakefield,þ
experienceþ aþ successionþ ofþ acceleratingþ andþ deceleratingþ wakefieldsþ andþ endþ upþ withoutþ anyþ
netþ energyþ gain.þ Itþ isþ clearþ thatþ toþ obtainþ acceleratedþ electrons,þ theþ firstþ stepþ isþ toþ injectþ
electronsþ inþ theþ wakefield.þ Theþ injectionþ processþ consistsþ ofþ placingþ aþ fractionþ ofþ electronsþ
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thatþ haveþ alreadyþ aþ sufficientþ initialþ velocityþ inþ theþ acceleratingþ andþ focusingþ regionþ ofþ theþ
wakefield,þ soþ thatþ theyþ remainþ trappedþ inþ it.þ Theþ studyþ ofþ electronþ trappingþ canþ beþ carriedþ
outþ usingþ aþ one-dimensionalþ Hamiltonianþ model.þ

1.4.1þ One-dimensionalþ Hamiltonianþ modelþ

Withþ theþ one-dimensionalþ Hamiltonianþ model,þ togetherþ withþ QSA,þ weþ deriveþ analyticallyþ theþ
trajectoriesþ ofþ electronsþ inþ aþ laserþ fieldþ andþ plasmaþ waves.þ Inþ Sec.þ 1.3.2þ,þ weþ haveþ obtainedþ
Eq.þ 1.62þ whichþ representsþ theþ plasmaþ wakefield.þ Weþ assumeþ aþ laserþ vectorþ potential,þ polarizedþ
inþ theþ y−direction,þ givenþ byþ

a = â(ξ) cosϕ ey, (1.66þ)þ

whereþ â representsþ theþ longitudinalþ shapeþ ofþ theþ pulseþ andþ ϕ = ω0t − k0z Weþ assumeþ aþ
Gaussianþ shapeþ forþ â soþ thatþ â(ξ) = a0 exp (−ξ2/c2τ 2L).þ

Theþ Hamiltonianþ forþ anþ electronþ interactingþ withþ aþ laserþ andþ plasmaþ waveþ [þ71þ]þ writesþ

H = γ − φ(z − vgt) =
√

1 + p̃2⊥ + p̃2z − φ(z − vgt), (1.67þ)þ

whereþ p̃⊥ = p⊥/mec,þ p̃z = pz/mec.þ Theþ Hamiltonianþ dependsþ onþ ξ = z − vgt,þ weþ changeþ
theþ variablesþ usingþ aþ canonicalþ transformationþ (z, p̃z) → (ξ, p̃z).þ Weþ useþ aþ secondþ typeþ
generatingþ functionþ F2(ξ, p̃z) = p̃zξ,þ thusþ satisfyingþ z = ∂F2/∂p̃z andþ ∂F2/∂ξ = p̃z.þ theþ newþ
Hamiltonian,þ denotedþ byþ H ′ readsþ

H ′ = H − p̃zvφ
c
,

=
√

1 + p̃2⊥ + p̃2z − φ(ξ)− p̃zβp. (1.68þ)þ

Inþ 1D,þ theþ transverseþ canonicalþ momentumþ isþ conservedþ suchþ thatþ ˙̃p⊥ = −∂H/∂r⊥ = 0,þ
thereforeþ theþ perpendicularþ componentþ givesþ p̃⊥(ξ) − a⊥(ξ) = p̃0,þ whereþ u0 isþ aþ constantþ ofþ
motionþ representingþ theþ initialþ perpendicularþ momentumþ ofþ theþ electron;þ p̃0 = 0 ifþ electronþ
hasþ justþ beenþ ejectedþ fromþ anþ atomþ viaþ multiphotonþ ionization.þ Inþ theþ caseþ ofþ anþ electronþ
initiallyþ atþ restþ inþ frontþ ofþ theþ laserþ pulse,þ ξi = +∞,þ p̃⊥(ξ) = a(ξ),þ theþ indexþ i denotesþ initial.þ

Eq.þ 1.68þ doesþ notþ containþ timeþ explicitly,þ thatþ isþ dH ′/dt = 0 ⇒ H ′ = constant,þ soþ theþ
energyþ isþ conservedþ alongþ anþ electronþ trajectory.þ Asþ aþ result,þ forþ anþ electronþ withþ anþ initialþ
energyþ H0,þ oneþ canþ solveþ forþ itsþ longitudinalþ momentumþ andþ theþ expressionþ writesþ

p̃z = β2
p (H

′
0 + φ (ξ)) + γp

√
γ2p (H

′
0 + φ (ξ))2 − γ⊥. (1.69þ)þ

Thisþ equationþ describesþ theþ electronþ trajectoryþ inþ (ξ, p̃z) phaseþ spaceþ onceþ a(ξ) andþ φ(ξ) areþ
known.þ

Fromþ Fig.þ 1.7þ,þ threeþ typesþ ofþ trajectoriesþ canþ beþ distinguishedþ dependingþ onþ theþ electronþ
initialþ positionþ andþ momentum.þ Theþ firstþ oneþ areþ electronsþ situatedþ initiallyþ atþ restþ inþ theþ
frontþ ofþ theþ laserþ pulse,þ i.e.þ ξi = +∞ andþ p̃z(ξi) = p̃⊥(ξi) = 0,þ theþ Hamiltonian,þ H ′

0 = 1.þ Theþ
trajectoryþ ofþ suchþ electronsþ areþ referredþ toþ asþ theþ fluidþ orbitþ andþ contributeþ toþ theþ formationþ
ofþ theþ plasmaþ wakefieldþ (shownþ inþ redþ inþ Fig.þ 1.7þ).þ Theyþ areþ notþ trappedþ andþ oscillateþ inþ theþ
plasmaþ wakefieldþ withþ lowþ energies.þ

Theþ secondþ trajectoryþ isþ definedþ byþ electronsþ initiallyþ locatedþ atþ aþ minimumþ potentialþ
φ(ξmin) = φmin < 0 andþ movingþ alongþ z withþ p̃z(ξmin) = γpβp.þ Thisþ specialþ trajectoryþ
isþ denominatedþ theþ separatrix,þ itþ separatesþ theþ trappedþ andþ theþ untrappedþ orbitsþ (drawnþ
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Figureþ 1.7:þ Aþ pictureþ ofþ theþ phaseþ space.þ Theþ y−axisþ isþ plottedþ inþ log-scaleþ andþ toþ avoidþ
anyþ negativeþ values,þ 1+ p̃z −min(p̃z,fluid) isþ plotted,þ whereþ uz,fluid isþ theþ fluidþ orbit.þ Theþ redþ
lineþ representsþ theþ trajectoryþ ofþ electronsþ thatþ contributeþ toþ theþ plasmaþ wakefieldþ formation,þ
p̃z = 0,þ theþ blueþ lineþ representsþ theþ separatrix,þ whichþ separatesþ theþ trappingþ andþ non-
trappingþ orbits,þ p̃z = γpβp.þ Theþ grayþ linesþ representþ theþ trajectoryþ ofþ trappedþ electrons.þ Theþ
parametersþ areþ a0 = 2,þ ne/nc = 0.44%,þ λ = 0.8µm andþ τL = 16.99 fs.þ

inþ blue).þ Conservationþ ofþ canonicalþ momentumþ givesþ p̃z(ξmin) = a(ξmin),þ leadingþ toþ theþ
Hamiltonianþ Hsep

Hsep =

√
1 + a2(ξmin)

γp
− φmin. (1.70þ)þ

Theþ thirdþ trajectoryþ refersþ toþ electronsþ thatþ areþ foundþ inþ theþ trappedþ orbitsþ (drawnþ inþ
lightþ gray).þ Trappedþ orbitsþ areþ obtainedþ whenþ theþ Hamiltonianþ satisfiesþ Htrapped ≤ Hsep.þ
Considerþ aþ trappedþ electronþ behindþ theþ laserþ pulseþ atþ phaseþ ξtrapped andþ movingþ alongþ z atþ
p̃z(ξtrapped) = γpβp.þ Atþ thisþ pointþ inþ phaseþ space,þ theþ plasmaþ waveþ potentialþ isþ suchþ thatþ
φ(ξtrapped) = φtrapped ≥ φmin.þ Followingþ Eq.þ 1.68þ,þ theþ Hamiltonianþ forþ aþ trappedþ electronþ canþ
beþ writtenþ asþ

Htrapped =
√
1 + γ2pβ

2
p − φtrapped − γpβ

2
p ,

=
1

γp
− φtrapped. (1.71þ)þ

Sinceþ φtrapped ≤ φmin,þ theþ necessaryþ andþ sufficientþ conditionþ forþ trappingþ isþ thereforeþ
Htrapped ≤ Hsep.þ

1.4.2þ Injectionþ mechanismsþ

Self-injectionþ

Inþ theþ previousþ sectionþ (Sec.þ 1.4.1þ),þ weþ haveþ describedþ theþ basicþ trajectories.þ Ourþ interestþ
liesþ onþ theþ oneþ ofþ trappedþ electrons.þ Theyþ areþ consideredþ toþ beþ initiallyþ locatedþ inþ theþ
frontþ ofþ theþ laserþ pulseþ andþ possessþ anþ initialþ longitudinalþ momentumþ greaterþ thanþ theþ initialþ
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momentumþ ofþ theþ separatrix,þ i.e.þ p̃z(+∞) > p̃z,sep(+∞).þ Accordingþ toþ Eq.þ 1.69þ,þ thisþ isþ simplyþ
p̃z,sep(+∞) = βpγ

2
pHsep − γp

√
γ2pH

2
sep − 1,þ thereforeþ electronsþ withþ initialþ energyþ E > Etrapped

willþ beþ trappedþ andþ acceleratedþ inþ theþ wakefield,þ forþ

Esep = Etrapped = mc2(
√

1 + {p̃z,sep (+∞)}2 − 1), (1.72þ)þ
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Figureþ 1.8:þ Energyþ thresholdsþ forþ trappingþ withþ respectþ toþ φmin whichþ representsþ theþ ampli-
tudeþ ofþ theþ wakeþ forþ differentþ phaseþ velocitiesþ ofþ theþ plasma,þ γp.þ

Fig.þ 1.8þ showsþ theþ variationþ ofþ theþ energyþ thresholdþ asþ aþ functionþ ofþ theþ minimumþ plasmaþ
waveþ amplitudeþ φmin ofþ whichþ itþ isþ achievedþ forþ differentþ valuesþ ofþ theþ plasmaþ waveþ Lorentzþ
factorþ γp.þ Itþ isþ clearþ thatþ theþ trappingþ isþ easierþ whenþ theþ wakeþ amplitudesþ areþ largeþ andþ slow.þ
Interestingly,þ weþ alsoþ observeþ thatþ whenþ φmin → −1,þ Etrapped → 0,þ implyingþ thatþ electronsþ
thatþ areþ initiallyþ atþ rest,þ locatedþ atþ thisþ high-amplitudeþ ofþ wake,þ getþ injectedþ intoþ theþ plasmaþ
wave.þ Inþ fact,þ thisþ isþ correlatedþ toþ theþ factþ thatþ theþ longitudinalþ electricþ fieldþ reachesþ theþ
relativisticþ coldþ wave-breakingþ limit,þ Emax (definedþ earlierþ inþ Secþ 1.3.1þ).þ Moreþ complicatedþ
three-dimensionalþ modelsþ forþ self-injectionþ wereþ developedþ toþ fullyþ captureþ theþ physicsþ andþ
canþ beþ foundþ inþ [þ69þ,þ 72þ,þ 73þ,þ 74þ,þ 75þ].þ

Inþ three-dimensionalþ models,þ waveþ breakingþ happensþ forþ ultrarelativisticþ intenseþ laserþ
pulsesþ shorterþ thanþ λp.þ Theseþ laserþ pulsesþ areþ intenseþ enoughþ toþ breakþ theþ plasmaþ waveþ justþ
afterþ theþ firstþ plasmaþ waveþ period.þ Fromþ 3Dþ PICþ simulations,þ itþ hasþ beenþ observedþ thatþ
injectedþ electronsþ areþ inþ generalþ locatedþ atþ oneþ laserþ waistþ fromþ theþ axisþ (r ∼ w0),þ whereþ
w0 isþ theþ laserþ waistþ inþ vacuum.þ Theseþ electronsþ circulateþ aroundþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ
bubble,þ andþ attainþ aþ velocityþ largerþ thanþ theþ wake-phaseþ velocityþ whenþ reachingþ theþ axisþ
atþ theþ rearþ ofþ theþ bubbleþ [þ74þ,þ 73þ,þ 76þ];þ thisþ injectionþ mechanismþ isþ calledþ transverseþ self-
injection.þ Conversely,þ electronsþ thatþ areþ closeþ toþ theþ axisþ feelþ aþ weakþ radialþ ponderomotiveþ
force,þ thereforeþ theyþ areþ weaklyþ deviatedþ whenþ crossingþ theþ laserþ pulseþ andþ remainþ inþ theþ
regionþ ofþ largestþ acceleratingþ fieldþ Ez.þ Theseþ electronsþ areþ likelyþ toþ catchþ upþ withþ theþ plasmaþ
waveþ andþ beþ injectedþ [þ75þ].þ Thisþ injectionþ mechanismþ isþ calledþ longitudinalþ self-injection.þ

Theseþ twoþ injectionþ mechanismsþ haveþ advantagesþ andþ drawbacks.þ Theþ transverseþ self-
injectionþ isþ wellþ suitedþ forþ applicationsþ thatþ requireþ aþ highþ chargeþ (þ≥ 100pC)þ butþ canþ copeþ
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withþ littleþ stability,þ andþ produceþ electronþ bunchesþ withþ largeþ energyþ spreadþ (þ10%)þ andþ aþ
poorþ emittance.þ Inþ contrast,þ longitudinalþ self-injectionþ isþ idealþ forþ applicationsþ inþ whichþ lowþ
emittanceþ isþ essentialþ butþ lowþ bunchþ chargesþ areþ expected.þ

Ionization-inducedþ injectionþ

Weþ haveþ seenþ inþ theþ previousþ sectionþ thatþ waveþ breakingþ contributesþ toþ theþ injectionþ ofþ
electronsþ inþ theþ plasmaþ wave.þ Anotherþ injectionþ schemeþ proposedþ inþ [þ77þ,þ 78þ,þ 13þ],þ requiresþ
theþ useþ ofþ gasþ mediumþ composedþ ofþ lowþ Zþ gasþ usuallyþ hydrogenþ orþ heliumþ andþ aþ traceþ ofþ highþ
atomicþ numberþ (Z) atomsþ usuallyþ oxygen,þ nitrogen,þ orþ argon.þ Insteadþ ofþ relyingþ onþ waveþ
breaking,þ thisþ injectionþ schemeþ usesþ theþ laserþ fieldþ toþ controlþ theþ injectionþ processþ intoþ theþ
wakefield,þ achievedþ byþ ionizingþ deeplyþ boundþ electronsþ fromþ aþ theþ high-þZ gasþ atþ aþ properþ
phaseþ insideþ theþ laser-drivenþ wakefield,þ suchþ thatþ theyþ resideþ aboveþ theþ wakeþ separatrixþ
and,þ therefore,þ areþ trappedþ andþ accelerated.þ Thisþ additionalþ degreeþ ofþ freedomþ allowsþ theþ
trappingþ ofþ electronsþ atþ lowerþ plasmaþ densities,þ usingþ lowerþ laserþ intensitiesþ asþ comparedþ toþ
theþ self-injectionþ scheme.þ

Thisþ schemeþ reliesþ onþ theþ ionizationþ conditionsþ ofþ heavyþ atomsþ inþ theþ laserþ fields.þ Weþ
thusþ startþ byþ recallingþ ionizationþ ofþ atomsþ inþ theþ laserþ fieldþ beforeþ describingþ theþ trappingþ
conditionsþ forþ theþ electronsþ createdþ insideþ theþ laserþ pulse.þ

Tunnelingþ photo-ionization.þ Theþ requiredþ laserþ intensityþ toþ ionizeþ K-shellþ isþ approxi-
matelyþ twoþ ordersþ ofþ magnitudeþ strongerþ thanþ theþ intensityþ matchingþ theþ bindingþ strengthþ ofþ
theþ electronþ toþ theþ atomþ (þIa ≈ 3.51× 1016Wcm−2);þ theþ associatedþ laserþ fieldþ willþ thereforeþ
distortþ theþ Coulombþ fieldþ feltþ byþ theþ electron.þ
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Figureþ 1.9:þ Schematicþ pictureþ ofþ tunnelingþ byþ aþ strongþ externalþ electricþ field,þ Ex.þ Theþ
resultingþ potentialþ φ asþ aþ functionþ ofþ theþ distanceþ x isþ plotted,þ electronsþ situatedþ atþ x = 0
areþ theþ boundþ electronsþ andþ electronsþ whichþ areþ foundþ atþ x � xmax areþ electronsþ thatþ haveþ
undergoneþ theþ tunneling-ionizationþ process.þ

Weþ useþ aþ classicalþ pictureþ ofþ thisþ phenomenonþ [þ79þ],þ inþ whichþ theþ Coulombþ potentialþ isþ
modifiedþ byþ aþ stationaryþ homogeneousþ electricþ field.þ Theþ resultingþ potentialþ φ(x) canþ beþ
expressedþ as:þ

φ(x) = −Ze
2

x
− eExx, (1.73þ)þ

whereþ x isþ theþ distance.þ
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Inþ Fig.þ 1.9þ isþ illustratedþ aþ schematicþ pictureþ ofþ tunnelingþ photo-ionizationþ whereþ theþ
resultingþ potentialþ φ asþ aþ functionþ theþ distanceþ x isþ plotted,þ electronsþ situatedþ atþ x = 0
areþ theþ boundþ electronsþ andþ electronsþ whichþ areþ foundþ atþ x � xmax areþ electronsþ thatþ haveþ
undergoneþ theþ tunneling-ionizationþ process.þ Weþ seeþ thatþ theþ Coulombþ barrierþ hasþ beenþ
suppressedþ byþ aþ strongþ externalþ electricþ field,þ Ex forþ x > 0.þ Forþ x � xmax,þ theþ modifiedþ
Coulombþ barrierþ isþ lowerþ thanþ theþ electronþ bindingþ energy,þ soþ thatþ theþ electronþ mayþ tunnelþ
throughþ thisþ barrierþ withþ someþ finiteþ probabilityþ [þ80þ]þ withþ anþ initialþ energyþ E ,þ givenþ byþ

w(E) ∼ exp

{
−2

3

[
λ0
λC
a3γ3K

Ek

|EL (τ) |
+
γ3KE
~ω

]}
, (1.74þ)þ

whereþ EL(τ) isþ theþ laserþ field,þ Ek = mec
2k0/e,þ γK = (Ui/2Up)

1/2 = (αf/a)(Ui/UH)
1/2 isþ

theþ Keldyshþ parameter,þ withþ UH = 13.6 eV theþ ionizationþ potentialþ ofþ hydrogen,þ UI isþ theþ
ionizationþ potential,þ Up = mec

2a2/4 isþ theþ laserþ ponderomotiveþ potential,þ αf = e2/~c ≈
1/137 isþ theþ fineþ structureþ constant,þ andþ λC = h/mec = 2.4263 × 10−10cm isþ theþ Comptonþ
wavelength.þ Inþ theþ high-fieldþ limit,þ γK < 1,þ tunnelingþ ionizationþ isþ dominant.þ

Inþ Eq.þ 1.74þ,þ weþ haveþ omittedþ theþ initialþ momentumþ alongþ theþ laserþ propagationþ directionþ
becauseþ itþ isþ negligibleþ withþ respectþ toþ theþ oneþ alongþ theþ laserþ polarizationþ direction.þ Inþ
explicitþ PICþ modeling,þ theþ implementationþ ofþ aþ tunnelþ photo-ionizationþ moduleþ isþ basedþ onþ
theþ directþ currentþ (DC)þ ionizationþ rateþ modelþ becauseþ theþ sub-wavelengthþ scaleþ ofþ theþ laserþ
isþ well-resolvedþ andþ theþ simulationþ time-stepþ isþ muchþ smallerþ thanþ theþ laserþ periodþ [þ81þ],þ i.e.þ
∆t � T0,þ whereþ ∆t isþ theþ simulationþ time-stepþ andþ T0 = λ0/c isþ theþ laserþ period.þ Withinþ
eachþ simulationþ time-step,þ theþ laserþ fieldþ canþ beþ approximatedþ asþ aþ DCþ field.þ

Eq.þ 1.74þ indicatesþ thatþ aþ largeþ numberþ ofþ electronsþ willþ beþ ionizedþ atþ theþ peakþ ofþ theþ
laserþ electricþ field.þ Sinceþ theþ transverseþ canonicalþ momentumþ willþ beþ conserved,þ p⊥ = eA⊥,þ
electronsþ ionizedþ atþ theþ peakþ ofþ theþ laserþ fieldþ haveþ zeroþ transverseþ momentumþ uponþ exitingþ
theþ laser,þ allowingþ themþ toþ beþ trappedþ inþ theþ longitudinalþ fieldþ ofþ theþ plasmaþ wave.þ Onþ theþ
otherþ hand,þ electronsþ ionizedþ off-peakþ ofþ theþ laserþ electricþ fieldþ exitþ theþ laserþ withþ aþ residualþ
transverseþ momentum,þ thusþ contributingþ toþ theþ increaseþ ofþ transverseþ emittance.þ

Inþ Fig.þ 1.10þ(a)þ isþ plottedþ theþ modulusþ ofþ theþ laserþ potentialþ a,þ asþ definedþ byþ Eq.þ 1.66þ andþ
theþ ionizationþ probabilityþ Pioniz = 1 − exp(−cdf [w(E)]T0),þ whereþ cdf standsþ forþ cumulativeþ
distributionþ functionþ andþ T0 = λ0/c theþ laserþ period.þ Weþ considerþ aþ gasþ mediumþ composedþ
ofþ hydrogenþ atomsþ andþ aþ smallþ fractionþ (þ< 10%)þ ofþ nitrogenþ atoms.þ Theþ leadingþ edgeþ ofþ theþ
laserþ pulseþ withþ anþ intensityþ typicallyþ belowþ 1016Wcm−2,þ isþ intenseþ enoughþ toþ fullyþ ionizeþ
hydrogenþ atomsþ andþ theþ outerþ fiveþ electronsþ ofþ nitrogen.þ Theseþ electronsþ thenþ contributeþ
toþ theþ formationþ ofþ theþ plasmaþ wave.þ Theþ largeþ differenceþ ofþ theþ ionizationþ potentialþ (IP)þ
betweenþ theþ 5th (L-shell)þ electronþ (IPþ 98 eV)þ andþ theþ twoþ K-shellþ electronsþ (IPþ 552 andþ
667eV)þ ofþ nitrogenþ atomþ isþ theþ keyþ pointþ toþ thisþ scheme.þ Ionizationþ fromþ theþ K-shellþ occursþ
atþ higherþ intensitiesþ typicallyþ forþ I > 1018Wcm−2,þ soþ theseþ electronsþ areþ bornþ atþ restþ inþ
regionsþ ofþ strongþ fields,þ oftenþ atþ theþ laserþ peakþ intensity.þ Theseþ newlyþ ionizedþ electronsþ slipþ
backwardsþ relativeþ toþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ wakefield.þ Ifþ theyþ gainþ enoughþ energyþ fromþ
theþ longitudinalþ electricþ field,þ Ez toþ moveþ atþ theþ phaseþ velocityþ ofþ theþ wakefield,þ theyþ areþ
trappedþ andþ willþ gainþ additionalþ energyþ fromþ theþ wakefieldþ asþ theyþ moveþ forward.þ

Fig.þ 1.10þ(b)þ showsþ theþ ionizationþ probability,þ Pioniz plottedþ withþ respectþ toþ theþ maximumþ
amplitudeþ ofþ theþ normalizedþ vectorþ potentialþ a0 forþ twoþ K-shellþ electronsþ ofþ nitrogen.þ Aþ
lowerþ a0 isþ requiredþ toþ startþ theþ ionizationþ processþ N5+ → N6+ asþ comparedþ toþ theþ ionizationþ
processþ N6+ → N7+.þ Forþ theþ restþ ofþ thisþ thesis,þ weþ callþ theþ 6th electronþ theþ electronþ createdþ
fromþ theþ ionizationþ processþ N5+ → N6+ andþ theþ 7th electronþ fromþ N6+ → N7+.þ
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Figureþ 1.10:þ (a)þ Ionizationþ probabilityþ Pioniz ofþ aþ nitrogenþ atomþ asþ aþ functionþ ofþ normalizedþ
position:þ theþ firstþ fiveþ electrons,þ fromþ N+ toþ N5+,þ appearþ atþ theþ frontþ ofþ theþ laserþ pulse,þ whileþ
electronsþ fromþ N5+ → N6+ andþ N6+ → N7+ appearþ atþ theþ peakþ ofþ theþ laserþ envelope.þ Theþ
normalizedþ laserþ vectorþ potentialþ a followsþ theþ Gaussianþ distribution.þ Hereþ a0 = 2,þ τL =
16.99 fs,þ λ0 = 0.8µm.þ (b)þ Ionizationþ probability,þ Pioniz ofþ theþ ionizationþ processesþ N5+ → N6+

(inþ green)þ andþ N6+ → N7+ (inþ red)asþ aþ functionþ ofþ theþ peakþ valueþ ofþ laserþ envelopeþ a0.þ

Trappingþ conditions.þ Weþ nowþ determineþ theþ conditionþ underþ whichþ theþ 6th andþ theþ
7th electronsþ willþ beþ trapped.þ Forþ simplicity,þ sinceþ weþ areþ consideringþ aþ smallþ concentrationþ
ofþ high-þZ gas,þ weþ willþ neglectþ theþ modificationþ ofþ theþ wakefieldþ dueþ toþ ionizationþ processþ ofþ
nitrogenþ atoms,þ thereforeþ Eq.þ 1.62þ isþ stillþ validþ [þ82þ].þ

Anþ electronþ willþ beþ trappedþ providedþ H ≤ Hsep.þ Anþ electronþ ionizedþ atþ aþ wakeþ phaseþ ξi
witnessesþ theþ correspondingþ laserþ amplitudeþ a(ξi).þ Sinceþ ionizationþ occursþ mostlyþ atþ theþ peakþ
ofþ theþ laserþ fieldþ inþ linearþ polarization,þ a(ξi) ≈ 0,þ thereforeþ inþ theþ caseþ ofþ anþ ionizedþ electronþ
bornþ atþ rest,þ conservationþ ofþ canonicalþ momentumþ readsþ p̃⊥(ξ) = a(ξ) − a(ξi) ≈ a(ξ).þ Theþ
initialþ Hamiltonianþ ofþ suchþ electronsþ canþ beþ foundþ fromþ Eq.þ 1.68þ asþ

Hi = 1− φi, (1.75þ)þ

theþ trajectoryþ ofþ theþ electronþ canþ beþ computedþ usingþ Eq.þ 1.69þ.þ Thisþ trajectoryþ isþ shownþ inþ
grayþ inþ Fig.þ 1.11þ(a).þ Theþ conditionsþ forþ trappingþ canþ beþ summarizedþ inþ twoþ keyþ points:þ

• theþ intensityþ atþ positionþ ξi shouldþ beþ largeþ enoughþ forþ ionizingþ aþ givenþ electronþ level,þ
i.e.þ a(ξi) > athres;þ

• theþ electronþ shouldþ beþ bornþ onþ aþ trappedþ orbit,þ i.e.þ Hi < Hsep.þ

Inþ practice,þ electronþ trappingþ inþ thisþ schemeþ requiresþ aþ moderatelyþ highþ intensityþ laserþ pulseþ
(typicallyþ a > 1)þ andþ aþ largeþ amplitudeþ plasmaþ waveþ obtainedþ withþ laserþ pulseþ lengthþ
cτL ∼ λp.þ

Fig.þ 1.11þ(a)þ showsþ aþ phaseþ spaceþ pictureþ ofþ theþ fluidþ orbitþ (inþ red),þ theþ separatrixþ (inþ
blue)þ andþ theþ typicalþ trajectoryþ ofþ trappedþ ionizedþ electronsþ inþ theþ firstþ periodþ ofþ theþ wake-
fieldþ (inþ gray).þ Thisþ illustratesþ theþ localþ injectionþ volume,þ definedþ asþ theþ volumeþ inþ phaseþ
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Figureþ 1.11:þ (a)þ Aþ phaseþ spaceþ pictureþ showingþ theþ fluidþ orbitþ (inþ red),þ theþ separatrixþ (inþ
blue)þ andþ theþ typicalþ trajectoryþ ofþ trappedþ ionizedþ electronsþ inþ theþ firstþ periodþ ofþ theþ wakefieldþ
(inþ gray).þ (b)þ Laserþ pulseþ withþ normalizedþ vectorþ potentialþ a drivesþ theþ wakefield,þ Ez andþ
givesþ riseþ toþ theþ wakeþ potential,þ φ.þ Anþ electronþ ionizedþ inþ theþ regionþ coloredþ inþ cyanþ willþ
beþ injectedþ andþ trappedþ inþ theþ wakefield.þ Theþ parametersþ areþ a0 = 2,þ ne/nc = 0.44%,þ
λ0 = 0.8µm andþ τL = 16.99 fs.þ

space,þ delimitedþ byþ theþ separatrixþ whereþ electronsþ satisfyþ trappingþ conditionsþ atþ aþ givenþ
time;þ whereasþ theþ globalþ injectionþ volumeþ isþ theþ localþ injectionþ volumeþ integratedþ overþ time.þ
Theþ numberþ ofþ injectedþ andþ acceleratedþ electronsþ andþ theþ energyþ spreadþ ofþ theþ bunchþ areþ
determinedþ overþ theþ globalþ injectionþ volumeþ inþ phaseþ space.þ Largeþ globalþ injectionþ volumeþ
leadsþ toþ bunchesþ withþ largeþ injectedþ chargeþ andþ largeþ energyþ spread;þ smallþ globalþ injectionþ
volumeþ mightþ overcomeþ theþ energyþ spreadþ atþ theþ detrimentþ ofþ theþ injectedþ charge.þ

Fig.þ 1.11þ(b)þ showsþ aþ laserþ pulseþ withþ normalizedþ vectorþ potentialþ a drivingþ aþ plasmaþ wave,þ
theþ potentialþ ofþ theþ plasmaþ wave,þ φ andþ theþ wakefieldþ Ez/E0.þ Anþ electronþ ‘born’þ inþ theþ localþ
injectionþ zoneþ (inþ cyan)þ satisfiesþ trappingþ conditionsþ andþ thereforeþ isþ susceptibleþ toþ beþ trappedþ
inþ theþ wakefield.þ Theþ localþ injectionþ zoneþ isþ governedþ byþ theþ wakefieldþ amplitudeþ andþ theþ
ionizationþ threshold.þ Experimentsþ haveþ demonstratedþ theþ conceptþ ofþ ionizationþ injectionþ
usingþ nitrogenþ andþ argonþ [þ77þ,þ 78þ].þ Resultsþ obtainedþ showþ broadþ energyþ distributionsþ dueþ
toþ theþ factþ thatþ ionizationþ injectionþ occursþ allþ alongþ theþ propagation.þ Inþ fact,þ ionizationþ
injectionþ occursþ asþ longþ asþ theþ laserþ intensityþ exceedsþ theþ thresholdþ intensityþ assumingþ thatþ
theþ amplitudeþ ofþ theþ plasmaþ waveþ isþ large.þ Thisþ isþ theþ majorþ drawbackþ ofþ thisþ injectionþ
mechanism.þ

Asþ pointedþ outþ inþ [þ82þ],þ thereþ isþ aþ linearþ correlationþ betweenþ theþ energyþ spreadþ andþ theþ
mixedþ gasþ lengthþ providedþ thatþ trappingþ conditionsþ areþ satisfiedþ throughoutþ theþ interactionþ
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length,þ implyingþ thatþ theþ beamþ qualityþ canþ beþ improvedþ byþ reducingþ theþ gasþ length.þ Severalþ
experimentalþ studiesþ implementþ aþ mixedþ gasþ lengthþ reducedþ toþ aþ fewþ mmþ inþ structuredþ
targetsþ [þ83þ,þ 84þ,þ 85þ,þ 15þ,þ 14þ];þ yetþ theþ generatedþ electronsþ straightþ outþ ofþ theþ injectorþ stillþ haveþ
aþ largeþ energyþ spread,þ signifyingþ thatþ theþ mixedþ gasþ lengthþ isþ stillþ longerþ thanþ optimumþ andþ
efficiencyþ ofþ couplingþ toþ theþ acceleratingþ stageþ canþ beþ improved.þ Inþ thisþ respect,þ muchþ effortsþ
wereþ directedþ toþ tailoringþ theþ gas-densityþ profileþ [þ86þ,þ 87þ]þ andþ toþ usingþ moderateþ powerþ pulsesþ
[þ88þ]þ toþ limitþ theþ injectionþ volume,þ showingþ promisingþ results.þ

Densityþ gradientþ basedþ injectionþ

Anotherþ methodþ ofþ controllingþ theþ injectionþ processþ isþ byþ tailoringþ theþ plasmaþ density,þ whichþ
givesþ usþ controlþ overþ theþ plasmaþ waveþ phaseþ velocity,þ vφ.þ Weþ haveþ seenþ previouslyþ thatþ
theþ lowerþ theþ phaseþ velocity,þ theþ lowerþ theþ trappingþ threshold,þ asþ illustratedþ inþ Fig.þ 1.8þ.þ
Therefore,þ injectionþ canþ beþ triggeredþ inþ aþ localþ mannerþ byþ inducingþ aþ localþ decreaseþ inþ theþ
phaseþ velocity.þ Forþ example,þ thisþ canþ beþ achievedþ byþ sendingþ theþ laserþ pulseþ throughþ aþ
downwardþ densityþ ramp,þ whichþ causesþ theþ wakefieldþ toþ slowþ down.þ Noteþ thatþ vφ 6= vg.þ
Densityþ gradientþ basedþ injectionþ schemesþ canþ beþ characterizedþ byþ theþ densityþ scaleþ lengthþ
Ls = n0/|dn0/dz| andþ theþ plasmaþ skinþ depthþ k−1

p = vg/ωp,þ whereþ vg ≈ c isþ theþ laserþ groupþ
velocity.þ Twoþ categoriesþ canþ beþ identified:þ

• smoothþ densityþ downþ rampþ (þLs � k−1
p )þ [þ89þ];þ

• sharpþ downwardþ densityþ transitionþ (þLs < k−1
p )[þ90þ].þ

Injectionþ inþ smoothþ densityþ downþ ramp.þ Thisþ injectionþ schemeþ takesþ placeþ whenþ
waveþ breakingþ occurs,þ whereþ theþ electricþ fieldþ isþ equivalentþ toþ Emax asþ inþ Eq.þ 1.40þ.þ Inþ theþ
one-dimensionalþ case,þ waveþ breakingþ canþ eitherþ completelyþ destroyþ theþ regularþ structureþ
ofþ theþ wave,þ orþ itþ canþ developþ gently,þ withþ onlyþ aþ smallþ portionþ ofþ theþ waveþ involvedþ inþ
theþ break.þ Theþ latterþ servesþ theþ purposeþ ofþ injectingþ aþ portionþ ofþ theþ electronsþ intoþ theþ
acceleratingþ phaseþ inþ theþ wakeþ behindþ theþ laserþ pulse.þ Oneþ wayþ toþ makeþ thisþ happenþ isþ toþ
introduceþ aþ plasmaþ withþ inhomogeneousþ density.þ Theþ plasmaþ waveþ wavenumberþ dependsþ
onþ timeþ t throughþ theþ relationshipþ ∂kp/∂t = −∂ωp/∂z.þ Theþ resultingþ growthþ overþ timeþ ofþ
theþ wavenumberþ resultsþ inþ theþ breakþ ofþ aþ smallþ portionþ ofþ theþ waveþ evenþ whenþ theþ initialþ
waveþ amplitudeþ isþ belowþ theþ wavebreakingþ threshold,þ possiblyþ resultingþ inþ theþ injectionþ ofþ
electronsþ intoþ theþ wakefield.þ

Theþ Hamiltonianþ modelþ describedþ inþ Secþ 1.4.1þ noþ longerþ holdsþ inþ aþ densityþ transitionþ
becauseþ theþ wakefieldþ potentialþ alsoþ dependsþ onþ z,þ asþ φ(z, ξ).þ Toþ provideþ someþ physicalþ intu-
itionþ ofþ theþ process,þ aþ simpleþ fluidþ modelþ isþ developedþ here.þ Considerþ theþ weaklyþ relativisticþ
caseþ (þa2 � 1)þ andþ aþ smoothþ densityþ gradientþ kpLs � 1.þ Theþ plasmaþ equationþ inþ theþ QSAþ
limitþ readsþ [

∂2

∂ξ2
+ kp(z)

2

]
φ =

kp(z)
2

2

〈
a2
〉
, (1.76þ)þ

whereþ 〈a2〉 isþ theþ ξ−averagedþ peakþ intensityþ ofþ theþ laserþ pulse.þ Usingþ aþ Green’sþ function,þ
Eq.þ 1.76þ canþ beþ integratedþ andþ theþ solutionþ behindþ theþ laserþ pulseþ hasþ theþ formþ

φ(ξ) = φ0(z) sin [kp(z)(z − vgt)] , (1.77þ)þ

whereþ theþ wakefieldþ amplitudeþ isþ φ0(z) = −(
√
π/4)a0(z)

2kp(z)cτL exp[−(kp(z)cτL/2)
2] andþ

itsþ phaseþ isþ ϕ = kp(z)(z − vgt),þ soþ thatþ oneþ canþ computeþ theþ localþ oscillationþ frequencyþ andþ
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wavevector:þ

ω = −∂ϕ
∂t

= kp(z)vg = ωp(z), (1.78þ)þ

k =
∂ϕ

∂z
= kp(z) +

∂kp(z)

∂z
(z − vgt). (1.79þ)þ

Inþ aþ downwardþ densityþ gradientþ whereþ ∂kp/∂z < 0 andþ z − vgt < 0 behindþ theþ laserþ pulse,þ
theþ wavevectorþ increasesþ withþ timeþ whileþ theþ plasmaþ frequencyþ doesþ notþ dependþ onþ time,þ
i.e.þ ω = ωp(z).þ Asþ aþ resultþ ofþ thisþ time-varyingþ wavevector,þ theþ phaseþ velocityþ vφ(z, t) =
ωp(z)/k(z, t) becomesþ

vφ(z, t) = vg

/(
1 +

z − vgt

kp(z)

dkp(z)

dz

)
. (1.80þ)þ

Consequentlyþ theþ phaseþ velocityþ decreasesþ asþ theþ wavevectorþ increases,þ creatingþ aþ favorableþ
conditionþ forþ theþ injectionþ toþ occurþ behindþ theþ laserþ pulseþ asþ theþ wakefieldþ becomesþ slowþ
enoughþ toþ trapþ plasmaþ backgroundþ electrons.þ

Severalþ experimentsþ haveþ beenþ conductedþ toþ studyþ electronþ trappingþ inþ wakefieldsþ withþ
aþ gentleþ densityþ downrampþ gradientþ [þ91þ,þ 92þ,þ 93þ,þ 94þ].þ Outcomesþ ofþ theseþ experimentsþ haveþ
allþ shownþ moreþ stableþ beamsþ withþ anþ energyþ spreadþ inþ theþ rangeþ ofþ 10%.þ

Injectionþ inþ sharpþ downwardþ densityþ transition.þ Theþ smoothþ densityþ downrampþ
hasþ shownþ promisingþ resultsþ butþ inþ theþ questþ ofþ reducingþ theþ energyþ spread,þ Sukþ [þ90þ]þ hasþ
introducedþ aþ sharp,þ localizedþ densityþ gradient.þ Dueþ toþ theþ sharpþ transitionþ inþ theþ density,þ
thisþ injectionþ methodþ isþ moreþ commonlyþ knownþ asþ shock-frontþ injection.þ

Inþ thisþ scheme,þ aþ singleþ shortþ laserþ pulseþ isþ sentþ throughþ anþ underdenseþ plasmaþ withþ aþ
sharpþ downwardþ densityþ transitionþ withþ kpLs < 1;þ twoþ distinctþ regionsþ areþ distinguished:þ
(þI)þ aþ denseþ upstreamþ region,þ (þII)þ aþ lessþ denseþ downstreamþ region,þ asþ shownþ inþ Fig.þ 1.12þ(a),þ
whereþ theþ densityþ n0/max(n0) isþ shownþ withþ respectþ toþ theþ laserþ propagationþ axisþ z.þ Aþ sharp,þ
localizedþ densityþ transitionþ ofþ lengthþ Ls = 0.6/kp isþ shownþ inþ theþ regionþ inþ blue.þ Fig.þ 1.12þ(b)þ
showsþ theþ laserþ inþ red-orangeþ andþ theþ wakefieldþ cavityþ isþ delimitedþ byþ thickþ blackþ linesþ inþ
regionsþ (þI)þ andþ (þII).þ

Theþ mechanismþ ofþ injectionþ [þ95þ]þ canþ beþ explainedþ asþ follows:þ

1.þ Asþ shownþ inþ Fig.þ 1.12þ(b)(I),þ whenþ theþ laserþ propagatesþ inþ theþ highþ densityþ regionþ (þI),þ
itþ drivesþ aþ cavityþ orþ aþ nonlinearþ plasmaþ waveþ ofþ wavelengthþ λp,I.þ Here,þ theþ amplitudeþ
ofþ theþ plasmaþ waveþ isþ assumedþ toþ beþ belowþ theþ thresholdþ forþ self-injection,þ thereforeþ
noþ electronþ isþ injectedþ inþ theþ cavity.þ

2.þ Uponþ enteringþ theþ regionþ ofþ lowerþ densityþ (þII),þ electronsþ remainþ atþ theþ sameþ distanceþ
behindþ theþ laserþ pulseþ dueþ toþ theþ sharpnessþ ofþ theþ transition.þ

3.þ Inþ theþ lowþ densityþ regionþ (þII),þ theþ drivenþ plasmaþ waveþ hasþ aþ wavelengthþ λp,II > λp,I,þ
theþ cavityþ expandsþ andþ electronsþ createdþ atþ aþ previousþ positionþ inþ z areþ nowþ locatedþ
inþ theþ acceleratingþ phase,þ whereþ someþ ofþ themþ areþ trappedþ andþ accelerated,þ asþ shownþ
inþ Fig.þ 1.12þ(b)(II).þ

Inþ theþ shock-frontþ injectionþ scheme,þ plasmaþ electronþ trappingþ occursþ inþ theþ firstþ rarefiedþ
cavity,þ dueþ toþ localizedþ nonlaminarþ motionþ nearþ theþ sharpþ densityþ transition,þ andþ atþ plasmaþ
waveþ amplitudesþ wellþ belowþ conventionalþ wavebreaking.þ

Severalþ researchþ groupsþ haveþ performedþ experimentsþ byþ creatingþ aþ shockþ inþ theþ gasþ flowþ
[þ96þ,þ 95þ],þ orþ byþ usingþ anotherþ laserþ pulseþ toþ createþ aþ densityþ perturbationþ [þ92þ].þ Theþ resultingþ
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beamþ energyþ hasþ shownþ someþ tuningþ abilitiesþ byþ controllingþ theþ injectionþ locationþ [þ95þ,þ 97þ].þ
Furthermore,þ theþ trendþ observedþ inþ theseþ experimentsþ showþ thatþ theþ lowerþ theþ energyþ spread,þ
theþ lowerþ theþ charge,þ implyingþ thatþ theþ reductionþ ofþ energyþ spreadþ comesþ atþ theþ expenseþ ofþ
charge.þ
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Figureþ 1.12:þ Principleþ ofþ injectionþ withþ aþ sharpþ downwardþ densityþ transition.þ Labelsþ I andþ
II indicateþ regionsþ ofþ highþ andþ lowþ density.þ (a)þ Normalizedþ longitudinalþ densityþ profile,þ
n0/max(n0).þ Lskp = 0.6.þ Adaptedþ fromþ [þ87þ].þ (b)þ Laserþ inþ red-orangeþ andþ theþ wakefieldþ
delimitedþ byþ blackþ circle.þ Inþ regionþ I,þ aþ plasmaþ cavityþ isþ formedþ butþ noþ trappingþ isþ observed.þ
Onceþ theþ laserþ entersþ regionþ II,þ theþ plasmaþ cavityþ expands,þ electronsþ fromþ theþ initialþ waveþ
areþ trappedþ inþ theþ acceleratingþ phaseþ ofþ theþ cavity.þ

Opticalþ injectionþ

Anotherþ wayþ toþ injectþ electronsþ intoþ wakefieldþ structureþ isþ byþ usingþ opticalþ injectionþ tech-
niques.þ Theseþ techniquesþ triggerþ theþ injectionþ inþ aþ preciseþ localþ mannerþ usingþ severalþ laserþ
pulses:þ theþ firstþ pulseþ generatesþ theþ wakefieldþ (pumpþ pulse),þ andþ theþ secondþ oneþ triggersþ
injectionþ ofþ electronsþ inþ wakefieldþ (injectionþ pulse).þ
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Opticalþ injectionþ wasþ firstþ proposedþ inþ [þ98þ].þ Inþ thisþ scheme,þ injectionþ isþ triggeredþ byþ
anþ injectionþ pulseþ comingþ perpendicularlyþ toþ theþ pumpþ pulse.þ Whenþ theþ injectionþ pulseþ
collidesþ withþ theþ wakefield,þ theþ transverseþ ponderomotiveþ forceþ ofþ theþ pulseþ providesþ someþ
electronsþ withþ theþ necessaryþ momentumþ toþ crossþ theþ wakefieldþ separatrixþ andþ beþ trappedþ inþ
theþ wakefieldþ structure.þ

Anotherþ schemeþ usingþ threeþ pulsesþ wasþ proposedþ inþ [þ54þ].þ Thisþ schemeþ isþ knownþ asþ theþ
collidingþ pulseþ opticalþ injectionþ scheme.þ Inþ thisþ scheme,þ anþ intenseþ pumpþ pulseþ generatingþ
aþ largeþ wakefieldþ (þ20GV/m),þ andþ twoþ counterpropagatingþ injectionþ pulsesþ areþ used.þ Theþ
pumpþ pulseþ generatesþ aþ fastþ (þvp0 ≈ c)þ wakefieldþ whileþ theþ injectionþ pulsesþ collideþ atþ someþ
distanceþ behindþ theþ pumpþ andþ generateþ aþ slowþ ponderomotiveþ beatþ waveþ withþ aþ phaseþ
velocityþ vpb ≈ ∆ω/2k0.þ Asþ aþ result,þ theþ beatwaveþ dueþ toþ theþ overlappingþ betweenþ theþ
injectionþ pulsesþ injectsþ electronsþ intoþ theþ fastþ wakefieldþ structureþ (generatedþ byþ theþ pumpþ
pulse)þ forþ accelerationþ toþ highþ energies.þ Thisþ techniqueþ allowsþ forþ theþ useþ ofþ lowerþ injectionþ
pulseþ intensities,þ i.e.þ 2þ ordersþ ofþ magnitudeþ lessþ intensityþ thanþ requiredþ inþ [þ98þ]þ andþ offersþ
aþ detailedþ controlþ ofþ theþ injectionþ process,þ i.e.þ theþ injectionþ phaseþ canþ beþ controlledþ viaþ
theþ positionþ ofþ theþ forwardþ injectionþ pulse,þ theþ beatþ phaseþ velocityþ viaþ ∆ω,þ theþ injectionþ
energyþ viaþ theþ pulseþ amplitudesþ andþ theþ numberþ ofþ trappedþ electronsþ viaþ theþ backwardþ pulseþ
duration.þ

Furtherþ simplificationþ onþ theþ collidingþ pulseþ opticalþ injectionþ schemeþ byþ keepingþ theþ
collinearþ geometryþ butþ onlyþ usingþ twoþ pulsesþ hasþ beenþ doneþ inþ [þ63þ,þ 99þ,þ 100þ,þ 101þ].þ Inþ orderþ
toþ injectþ lowþ energyþ electronsþ directlyþ intoþ theþ wakefieldþ structure,þ Davoineþ etþ al.[þ102þ]þ hasþ
introducedþ theþ useþ ofþ twoþ counterpropagatingþ laserþ pulses,þ withþ aþ veryþ low-energyþ secondþ
pulseþ soþ thatþ theþ longitudinalþ electronþ motionþ remainsþ frozenþ andþ electronsþ canþ enterþ intoþ
theþ propagatingþ plasmaþ wave,þ atþ aþ positionþ allowingþ theirþ injection.þ Theþ aboveþ mentionedþ
injectionþ schemesþ produceþ energyþ dispersionsþ ofþ theþ orderþ ofþ 5− 10%,þ howeverþ inþ theþ regimeþ
ofþ parametersþ thatþ wereþ hithertoþ tested,þ theþ injectedþ andþ acceleratedþ electronþ beamþ hasþ aþ
chargeþ (aþ fewþ tensþ ofþ pC)þ [þ63þ].þ

Anotherþ techniqueþ usesþ theþ pulseþ collisionþ toþ triggerþ aþ transientþ andþ fastþ deformationþ ofþ
theþ bubbleþ (asþ seenþ inþ Injectionþ inþ sharpþ downwardþ densityþ transitionþ)þ toþ controlþ
transverseþ injectionþ [þ103þ].þ Thisþ technique,þ knownþ asþ theþ opticalþ transverseþ injectionþ hasþ
beenþ studiedþ usingþ PICþ simulations.þ Resultsþ fromþ simulationsþ showþ thatþ itþ canþ generateþ
electronþ beamþ thatþ meetsþ theþ requirementsþ ofþ lowþ emittanceþ (þ∼ 0.17mm.mrad),þ relativelyþ
highþ chargeþ (þ∼ 50− 100 pC)þ whileþ retainingþ theþ lowþ energyþ dispersionþ (þ2%)þ associatedþ withþ
colliding-pulseþ schemes.þ

Althoughþ self-injectionþ schemeþ generatesþ electronþ bunchþ withþ highþ chargeþ butþ itþ lacksþ
shot-to-shotþ stabilityþ [þ75þ]þ andþ itþ requiresþ aþ highþ laserþ strengthþ a0 toþ enableþ trappingþ ofþ
electronsþ inþ wakefield.þ Gradient-basedþ injectionþ schemeþ doesþ notþ requireþ aþ highþ a0 forþ injec-
tionþ andþ offersþ aþ narrowþ energyþ spreadþ inþ theþ caseþ ofþ shock-frontþ injection,þ butþ itþ reducesþ theþ
chargeþ andþ requiresþ highþ technicalþ skillsþ toþ tailorþ aþ preciseþ densityþ gradient.þ Opticalþ injectionþ
techniquesþ offerþ aþ preciseþ controlþ onþ theþ injectionþ ofþ electronsþ inþ theþ plasmaþ wave,þ howeverþ
inþ practiceþ theyþ areþ difficultþ toþ beþ implementedþ experimentallyþ becauseþ theþ laserþ pulsesþ haveþ
toþ beþ synchronized.þ Ionization-inducedþ injectionþ schemeþ generatesþ electronþ bunchþ withþ highþ
chargeþ (higherþ chargeþ thanþ self-injectionþ schemeþ inþ theþ sameþ conditions)þ andþ requiresþ onlyþ aþ
moderateþ laserþ pulse,þ howeverþ continuousþ injectionþ mightþ occurþ asþ longþ asþ a0 isþ greaterþ thanþ
theþ injectionþ threshold,þ aþ controlþ onþ a0 isþ thereforeþ necessary.þ Ourþ groupþ hasþ chosenþ toþ studyþ
inþ detailsþ theþ ionizationþ injectionþ schemeþ becauseþ ofþ theþ easyþ experimentalþ implementationþ
andþ theþ givenþ additionalþ controlþ parameterþ whichþ isþ theþ concentrationþ ofþ theþ lowþ Zþ gas,þ andþ
worksþ onþ optimizingþ theþ generatedþ electronþ beamþ propertiesþ inþ experimentsþ andþ viaþ PICþ
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simulationsþ (referþ toþ Chapterþ 5þ).þ

Mixedþ techniquesþ

Inþ recentþ years,þ novelþ injectionþ schemesþ haveþ beenþ proposedþ byþ makingþ useþ ofþ theþ bestþ
featuresþ fromþ variousþ injectionþ schemes.þ Someþ ofþ themþ areþ presentedþ inþ theþ followingþ para-
graphs.þ

Oneþ canþ obtainþ anþ electronþ beamþ withþ optimumþ characteristicsþ byþ havingþ controlþ onþ itsþ
formation.þ Thisþ hasþ beenþ oneþ ofþ theþ coreþ researchþ topicsþ inþ ourþ group.þ Byþ selectingþ theþ
focalþ spotþ positionþ inþ vacuumþ alongþ aþ densityþ tailoredþ profile,þ theþ positionþ whereþ ionizationþ
injectionþ occursþ canþ beþ controlledþ [þ104þ].þ Inþ fact,þ theþ positionþ ofþ theþ laserþ focalþ planeþ causesþ
self-focusingþ ofþ theþ laserþ pulseþ whileþ propagatingþ inþ theþ plasma,þ whichþ inþ turnþ modifiesþ theþ
laserþ vectorþ potentialþ alongþ theþ propagationþ axis.þ

Workþ onþ combiningþ bothþ densityþ tailoringþ andþ ionizationþ injectionþ schemesþ wasþ alsoþ
carriedþ out.þ Golovinþ etþ al.þ [þ105þ]þ haveþ demonstratedþ anþ independentþ controlþ ofþ laser-wakefieldþ
accelerationþ andþ injectionþ inþ twoþ overlappedþ compositeþ gasþ jets:þ theþ firstþ gasþ jetþ containingþ
onlyþ N2 actsþ asþ theþ injector;þ theþ secondþ gasþ jetþ containingþ onlyþ H2 actsþ asþ theþ accelerator.þ Inþ
addition,þ Vargasþ etþ al.þ [þ106þ]þ haveþ usedþ aþ stereolithographyþ basedþ 3Dþ printerþ toþ produceþ two-
stageþ gasþ targetsþ forþ LWFAþ experimentsþ onþ theþ HERCULESþ laserþ systemþ atþ theþ Universityþ
ofþ Michigan.þ Withþ theseþ configurations,þ electronþ trappingþ wasþ confinedþ toþ theþ injectorþ andþ
theþ trappedþ electronsþ wereþ thenþ acceleratedþ toþ highþ energyþ inþ theþ accelerator,þ resultingþ inþ
tunableþ electronþ beamsþ withþ reducedþ energyþ spread.þ Inþ theþ sameþ lineþ ofþ thought,þ ourþ workþ
onþ theþ tailoringþ ofþ theþ densityþ profileþ inþ theþ acceleratingþ phaseþ [þ107þ]þ showsþ thatþ theþ electronþ
bunchþ energyþ canþ alsoþ beþ tunedþ whileþ havingþ itsþ energyþ spreadþ preserved.þ Inþ bothþ articles,þ
theþ energyþ spreadþ remainsþ inþ theþ rangeþ ofþ 10% atþ FWHMþ (Fullþ Widthþ atþ Halfþ Maximum),þ
aþ greatþ improvementþ asþ comparedþ toþ theþ ionizationþ injectionþ schemeþ alone.þ

Anotherþ mixedþ techniqueþ thatþ combinesþ ionizationþ injectionþ andþ aþ sharpþ downwardþ den-
sityþ transitionþ [þ87þ]þ hasþ generatedþ moreþ stableþ shot-to-shotþ electronþ beamsþ thanþ thoseþ obtainedþ
inþ aþ shockþ frontþ injection.þ Comparedþ toþ ionizationþ injection,þ thisþ techniqueþ ensuresþ electronþ
trappingþ inþ aþ smallþ region,þ leadingþ toþ theþ injectionþ ofþ electronþ beamsþ withþ ratherþ lowþ energyþ
spread,þ theþ chargeþ isþ ofþ theþ orderþ ofþ 30 pC,þ moreþ thanþ asþ obtainedþ usingþ onlyþ theþ sharpþ
densityþ transition.þ

1.5þ Accelerationþ limitsþ

Severalþ mechanismsþ canþ limitþ theþ energyþ gainþ inþ aþ LWFA,þ namelyþ laserþ diffraction,þ electronþ
dephasing,þ pumpþ depletionþ andþ laser-plasmaþ instabilities.þ Otherþ effectsþ suchþ asþ beamþ loadingþ
canþ affectþ theþ beamþ chargeþ andþ theþ beamþ quality.þ Therefore,þ oneþ hasþ toþ workþ aroundþ theseþ
limitsþ toþ produceþ aþ highþ current,þ highþ energyþ andþ highþ qualityþ electronþ beam.þ

1.5.1þ Laserþ diffractionþ

Inþ vacuumþ aþ laserþ pulseþ undergoesþ Rayleighþ diffraction,þ thereforeþ someþ formþ ofþ guidingþ isþ
necessary;þ otherwiseþ theþ laser-plasmaþ interactionþ distanceþ willþ beþ limitedþ toþ ZR beforeþ itþ getsþ
diffracted.þ Variousþ methodsþ ofþ opticalþ guiding,þ includingþ relyingþ onþ theþ self-focusingþ [þ108þ]þ ofþ
theþ laserþ pulse,þ usingþ preformedþ plasmaþ densityþ channelsþ [þ109þ,þ 110þ,þ 111þ,þ 112þ,þ 113þ,þ 114þ,þ 17þ,þ
115þ]þ orþ dielectricþ capillariesþ [þ116þ,þ 117þ,þ 118þ,þ 119þ].þ Forþ thisþ thesis,þ weþ willþ onlyþ focusþ onþ theþ
diffractionþ andþ theþ self-focusingþ ofþ theþ laserþ pulse.þ
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Geometricþ opticsþ pictureþ ofþ self-focusingþ andþ diffractionþ
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Figureþ 1.13:þ (a)þ Geometricalþ viewþ ofþ (i):þ theþ diffraction;þ (ii):þ theþ self-focusingþ ofþ theþ Gaussianþ
laserþ beam.þ (b)þ Phaseþ frontþ bendingþ dueþ toþ refraction.þ Adaptedþ fromþ [þ120þ].þ

Theþ geometricalþ schematicþ pictureþ inþ Fig.þ 1.13þ(a)þ introducesþ keyþ parametersþ governingþ
nonlinearityþ effectsþ thatþ takeþ placeþ whileþ theþ laserþ propagatesþ inþ aþ plasma.þ Itþ showsþ theþ
Gaussianþ envelopeþ asþ aþ functionþ ofþ theþ directionþ ofþ propagationþ ofþ aþ laserþ pulseþ withþ radialþ
profileþ a(r) = a0 exp(−r2/2w2

0) focusedþ toþ aþ laserþ waistþ w0 (determinedþ inþ vacuum)þ insideþ
aþ regionþ ofþ uniform,þ underdenseþ plasma.þ Inþ theþ absenceþ ofþ nonlinearþ effectsþ theþ beamþ willþ
diffract,þ asþ shownþ inþ Fig.þ 1.13þ(a)(i)þ withþ aþ divergenceþ angleþ [þ121þ]þ

θd =
dR

dZ
=
w0

ZR

=
2

k0w0

. (1.81þ)þ

Atþ highþ intensities,þ theþ dispersionþ relationþ ofþ theþ laserþ electromagneticþ waveþ isþ alteredþ dueþ
toþ theþ effectiveþ relativisticþ massþ increaseþ ofþ electronsþ inþ theþ plasma,þ thereforeþ

ω2
0 = c2k20 +

ω2
p

γ0
, (1.82þ)þ

whereþ ω2
p/γ0 isþ theþ effectiveþ plasmaþ frequency.þ Theþ correspondingþ refractiveþ indexþ writesþ

η(r) ≡ ck0
ω0

=

√√√√ω2
0 −

ω2
p

γ0

ω2
0

=

√√√√1−
ω2
p

ω2
0

(
1 + a(r)2

2

)1/2 . (1.83þ)þ

Fromþ Eq.þ 1.83þ,þ weþ observeþ thatþ η(r) isþ peakedþ onþ axis,þ i.e.þ dη/dr < 0,þ whichþ representsþ aþ
positiveþ orþ focusingþ lensþ inþ opticþ terminology,þ inþ contrastþ withþ theþ divergentþ refractiveþ indexþ
whereþ dη/dr > 0.þ

Weþ canþ furtherþ evaluateþ theþ conditionþ whereþ diffractionþ isþ compensatedþ byþ self-focusing.þ
Consideringþ a2 � 1,þ weþ firstþ approximateþ theþ phaseþ velocityþ ofþ theþ waveþ frontsþ passingþ
throughþ theþ mediumþ usingþ Eq.þ 1.83þ,þ thatþ yieldsþ

vφ(r)

c
=

1

η
≈ 1 +

ω2
p

2ω2
0

(
1− a2(r)

4

)
, (1.84þ)þ

Fig.þ 1.13þ(b)þ showsþ theþ phaseþ frontsþ beingþ bentþ dueþ toþ refraction.þ Theþ phaseþ frontsþ ofþ theþ
beamþ profileþ travelsþ moreþ slowlyþ atþ theþ centerþ thanþ atþ theþ edge,þ theþ velocityþ difference,þ
∆vφ(r) isþ givenþ byþ

∆vφ(r)

c
=

ω2
p

8ω2
0

a20 exp

(
−r2

w2
0

)
. (1.85þ)þ
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Theþ curvatureþ ofþ theþ phaseþ frontþ bendsþ theþ raysþ proportionalþ toþ theirþ relativeþ pathþ differenceþ
andþ theþ maximumþ pathþ differenceþ isþ givenþ byþ

∆L = |∆vφ|maxt =

∣∣∣∣∆vφc
∣∣∣∣
max

Z = αR, (1.86þ)þ

whereþ ∆vφ isþ maximumþ onþ axisþ r = 0,þ α andþ R areþ geometricalþ quantitiesþ shownþ inþ Fig.þ 1.13þ.þ
Thisþ impliesþ thatþ theþ maximumþ focusingþ angleþ isþ

α2 =
ω2
p

8ω2
0a

2
0

. (1.87þ)þ

Laserþ diffractionþ willþ thereforeþ beþ canceledþ byþ self-focusingþ effectsþ ifþ α2 ≥ θ2d,þ yieldingþ

a20

(ωpw0

c

)2
≥ 32. (1.88þ)þ

Thisþ relationshipþ canþ beþ re-writtenþ asþ aþ functionþ ofþ laserþ powerþ sinceþ PL ≈ 21.5(w0a0/λ0)
2

whereþ aþ linearlyþ polarizedþ laserþ fieldþ withþ aþ Gaussianþ radialþ profileþ isþ assumed.þ Theþ conditionþ
forþ laserþ self-focusingþ isþ PL ≥ PC,þ whereþ PC = 16.2ω2

0/ω
2
p [GW] [þ122þ]þ isþ theþ criticalþ powerþ forþ

relativisticþ self-focusing.þ Otherþ approachesþ solvingþ theþ nonlinearþ Schrödingerþ equationþ leadsþ
toþ theþ sameþ resultsþ [þ40þ,þ 123þ,þ 124þ].þ

1.5.2þ Laserþ pumpþ depletionþ

Theþ laserþ depletesþ itsþ energyþ intoþ theþ plasmaþ waveþ overþ aþ distanceþ whereþ theþ energyþ depositedþ
inþ theþ wakeþ equalsþ theþ laserþ pulseþ energy.þ Theþ aforementionedþ distanceþ isþ knownþ asþ theþ
pumpþ depletionþ lengthþ Lpd andþ itþ canþ beþ estimatedþ byþ equatingþ theþ laserþ pulseþ energyþ toþ theþ
energyþ leftþ behindþ inþ theþ wakefield,þ E2

LcτL ≈ E2
z,maxLpd,þ whereþ EL isþ theþ laserþ fieldþ [þ125þ,þ 126þ],þ

Ez,max = max(Ez) theþ maximumþ electricþ fieldþ amplitudeþ ofþ theþ plasmaþ waveþ behindþ theþ laserþ
pulse.þ

Weþ evaluateþ theþ orderþ ofþ magnitudeþ ofþ theþ laserþ depletionþ lengthþ usingþ theþ plasmaþ fluidþ
theory.þ Considerþ aþ squareþ laserþ pulseþ profileþ (þa0 = constant forþ 0 < ξ ≤ λp/2 andþ a0 =
0 elsewhere),þ withþ optimalþ lengthþ forþ plasmaþ waveþ excitationþ (þcτL ≈ λp/2).þ Theþ drivenþ
wakefieldþ Ez,max isþ writtenþ inþ termsþ ofþ a0:þ Ez,max/E0 = (a0/2)

2/(1+ a20/2) [þ127þ,þ 128þ].þ whereþ
E0 isþ theþ coldþ waveþ breakingþ limit,þ asþ recalledþ hereþ E0 = mecωp/e.þ Inþ theþ quasi-linearþ regimeþ
(þa20 � 1),þ Ez,max/E0 canþ beþ approximatedþ asþ a20/2,þ thereforeþ

Lpd =
E2

LcτL
E2

z,max

=
(ω0meca0/e)

2(λp/2)

(ωpmec/e)2(a40/4)

= 2
λ3p
a20λ

2
0

. (1.89þ)þ

Similarly,þ consideringþ theþ previousþ squareþ laserþ pulseþ profile,þ weþ evaluateþ theþ dephasingþ
lengthþ inþ theþ nonlinearþ regimeþ (þa20 ≥ 1).þ Here,þ theþ optimalþ lengthþ forþ plasmaþ waveþ excitationþ
isþ cτL ≈ λNp/2,þ whereþ λNp isþ theþ nonlinearþ plasmaþ wavelengthþ [þ52þ,þ 50þ,þ 51þ,þ 4þ]þ andþ itþ writesþ

λNp = λp

 1 + 3
16

(
Ez,max

E0

)2
ifþ Ez,max

E0
� 1,

2
π

(
Ez,max

E0
+ E0

Ez,max

)
ifþ Ez,max

E0
� 1.

(1.90þ)þ
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Performingþ theþ sameþ calculationþ asþ before,þ weþ obtainþ Lpd = (
√
2/π)(λ3p/λ

2
0)a0 inþ theþ nonlinearþ

regime.þ
Theþ aboveþ resultsþ areþ obtainedþ assumingþ constantþ laserþ amplitude,þ plasmaþ densityþ andþ

wakefieldþ throughoutþ theþ propagation.þ Anþ evolvingþ plasmaþ waveþ amplitudeþ andþ 3Dþ effectsþ
alterþ theseþ results.þ Forþ example,þ [þ129þ]þ showedþ thatþ theþ effectsþ ofþ laserþ diffractionþ canþ leadþ
toþ aþ moreþ restrictiveþ trappingþ conditionþ forþ linearþ plasmaþ waves.þ Sinceþ theþ laserþ pumpþ
depletionþ isþ dependentþ onþ theþ pulseþ profile,þ henceþ theþ depletionþ lengthþ isþ generallyþ writtenþ
asþ Lpd ∝ (λ3p/λ

2
0)a

−2
0 forþ a20 � 1 andþ Lpd ∝ (λ3p/λ

2
0)a0 forþ a20 ≥ 1.þ

Analyticþ solutionsþ areþ unavailableþ forþ multidimensionalþ nonlinearþ regimeþ orþ forþ realisticþ
pulseþ profiles,þ inþ theseþ casesþ weþ turnþ toþ numericalþ simulationsþ toþ obtainþ theþ plasmaþ responseþ
andþ particleþ behavior.þ Suchþ simulationsþ areþ describedþ inþ Chapterþ 5.þ Althoughþ simulationsþ
andþ scalingþ lawsþ fromþ previousþ experimentsþ helpþ usþ chooseþ appropriateþ laserþ plasmaþ pa-
rametersþ toþ obtainþ beamþ ofþ certainþ propertiesþ inþ experimentsþ andþ toþ interpretþ dataþ fromþ
experiments,þ theþ linearþ andþ 1Dþ nonlinearþ theoriesþ stillþ provideþ usefulþ guidesþ toþ establishþ op-
eratingþ regime.þ Onceþ pumpþ depletionþ occurs,þ stagingþ withþ aþ freshþ pumpþ pulseþ isþ necessary.þ

1.5.3þ Electronþ dephasingþ

Sinceþ theþ plasmaþ waveþ travelsþ atþ theþ groupþ velocityþ ofþ theþ laserþ vg < c,þ electronsþ inþ theþ
acceleratingþ phaseþ ofþ theþ wakefieldþ willþ eventuallyþ outrunþ itþ andþ slipþ intoþ theþ deceleratingþ
phaseþ overþ aþ lengthþ referredþ toþ asþ theþ electronþ dephasingþ length,þ Ld [þ5þ,þ 130þ,þ 131þ,þ 39þ].þ Thisþ
effectþ limitsþ theþ energyþ gainþ toþ theþ dephasingþ length.þ

Toþ evaluateþ theþ exactþ dephasingþ lengthþ requiresþ toþ knowþ theþ exactþ accelerationþ dynamics.þ
Hereþ weþ assumeþ thatþ theþ accelerationþ dynamicsþ isþ constantþ throughoutþ theþ propagation,þ
weþ canþ thenþ developþ aþ lowerþ limitþ byþ consideringþ theþ propagationþ distanceþ Ld itþ takesþ aþ
hypotheticalþ testþ particleþ toþ travelþ acrossþ theþ acceleratingþ andþ focusingþ phase.þ Theþ slippageþ
isþ definedþ byþ theþ differenceþ inþ velocityþ timesþ theþ timeþ taken,þ yielding:þ

∆v
Ld

c
=
λp
4
, (1.91þ)þ

whereþ ∆v isþ theþ velocityþ differenceþ betweenþ theþ particleþ andþ theþ wave.þ
Forþ aþ particleþ movingþ closeþ toþ c,þ andþ theþ laserþ travelingþ atþ groupþ velocityþ vg,þ ∆v = (c−vg),þ

Eq.þ 1.91þ becomesþ

c

[
1−

(
1−

ω2
p

2ω2
0

)]
Ld

c
=
λp
4

Ld =
λ3p
2λ20

. (1.92þ)þ

Noticeþ thatþ forþ a0 ≈ 1−2,þ theþ electronþ dephasingþ andþ theþ pumpþ depletionþ lengthsþ areþ nearlyþ
equal.þ Thisþ statementþ assumesþ thatþ particlesþ areþ alreadyþ injectedþ whenþ theþ laserþ startsþ
propagatingþ inþ theþ plasmaþ andþ atþ anþ energyþ ofþ severalþ restþ mass,þ i.e.þ velocityþ≈ c.þ

Theþ limitationþ dueþ toþ dephasingþ couldþ inþ principleþ beþ overcomeþ byþ stagingþ theþ laser-
plasmaþ accelerator,þ suchþ thatþ whenþ theþ electronþ bunchþ outrunsþ theþ plasmaþ wave,þ itþ isþ re-
injectedþ intoþ aþ newþ plasmaþ waveþ atþ theþ appropriateþ phase.þ
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1.5.4þ Influenceþ ofþ laserþ diffraction,þ pumpþ depletionþ andþ electronþ
dephasingþ onþ anþ injectorþ

Theþ accelerationþ limitsþ haveþ toþ beþ takenþ intoþ accountþ inþ theþ designþ andþ optimizationþ ofþ
presentþ andþ futureþ LWFAþ experiments.þ Forþ example,þ theþ productionþ ofþ multi-GeVþ elec-
tronþ bunchesþ inþ cm-scaleþ plasmasþ [þ132þ,þ 133þ,þ 15þ]þ dependsþ stronglyþ onþ theþ propertiesþ ofþ theþ
laser-drivenþ plasmaþ wave,þ moreþ specifically,þ theþ plasma-waveþ velocityþ whichþ determinesþ theþ
dephasingþ length,þ and,þ henceþ theþ maximumþ energyþ gainþ forþ electrons.þ Inþ theþ productionþ ofþ
highþ qualityþ electronþ bunchesþ withþ lowþ energyþ spreadþ andþ lowþ emittance,þ oneþ canþ relyþ onþ
theþ phaseþ spaceþ rotationþ whenþ highþ energyþ electronsþ areþ deceleratedþ onceþ theyþ attainþ theþ
dephasingþ lengthþ [þ134þ].þ

Oneþ ofþ theþ objectivesþ ofþ ourþ groupþ isþ toþ optimizeþ theþ laser-plasmaþ injectorþ inþ orderþ toþ pro-
duceþ aþ highþ qualityþ electronþ beamþ withþ narrowþ energyþ spread,þ highþ chargeþ andþ lowþ emittanceþ
inþ multi-stageþ laser-plasmaþ accelerationþ schemesþ asþ describedþ inþ theþ frameþ ofþ theþ CILEXþ
projectþ [þ20þ].þ Forþ that,þ weþ canþ firstþ useþ theþ accelerationþ limitsþ basedþ onþ linear,þ 1Dþ nonlin-
earþ theoriesþ andþ scalingþ lawsþ ofþ previousþ experimentsþ orþ fromþ theþ phenomenologicalþ theoryþ
[þ70þ]þ toþ guideþ usþ inþ choosingþ laser-plasmaþ parameters,þ thenþ proceedþ withþ PICþ simulationsþ toþ
validateþ theþ chosenþ parameters.þ

Hereþ we’llþ applyþ theseþ scalingþ lawsþ toþ determineþ theþ adaptedþ configurationþ forþ anþ injectorþ
thatþ generatesþ anþ electronþ beamþ withþ energyþ rangeþ betweenþ 50− 200MeV.þ Weþ considerþ theþ
laserþ parametersþ ofþ ourþ collaboratorsþ atþ theþ Lundþ Laserþ Centerþ (LLC).þ Thisþ facilityþ deliversþ
aþ 35TW Gaussian-shapedþ laserþ pulseþ withþ ∼ 800mJ atþ theþ focalþ plane,þ anþ optimizedþ waistþ
ofþ w0 = 16µm,þ aþ pulseþ lengthþ ofþ cτL = 10.2µm,þ aþ wavelengthþ ofþ λ0 = 0.8µm.þ Withþ theseþ
parameters,þ ZR ∼ 1mm.þ Weþ firstþ evaluateþ theþ optimumþ laser-plasmaþ parametersþ necessaryþ
forþ theþ trappingþ ofþ electronsþ inþ wakefieldþ usingþ ionizationþ injectionþ scheme.þ Recallþ thatþ theþ
twoþ conditionsþ forþ electronþ trappingþ areþ theþ normalizedþ vectorþ potentialþ andþ theþ plasmaþ
waveþ amplitude:þ

•þ anþ a0 ofþ 2 toþ createþ 6th andþ 7th nitrogenþ electronsþ (seeþ Fig.þ 1.10þ),þ

•þ aþ largeþ amplitudeþ plasmaþ waveþ createsþ aþ favorableþ conditionþ forþ theþ trappingþ ofþ elec-
trons.þ Thisþ isþ obtainedþ usingþ kpw0 = 2

√
a0,þ thusþ theþ optimumþ plasmaþ densityþ canþ beþ

deduced,þ n0 = 8.8× 1017 cm−3.þ

Basedþ onþ theseþ parameters,þ weþ calculateþ theþ pumpþ depletionþ andþ electronþ dephasingþ
lengths,þ givingþ Lpd ∼ Ld ≈ 2.2 cm.þ Onceþ again,þ theþ lengthþ aboveþ isþ validþ onlyþ forþ electronsþ
alreadyþ injectedþ andþ atþ energyþ ofþ severalþ restþ massesþ (henceþ velocityþ ≈ c).þ Thisþ simpleþ
analysisþ suggestsþ thatþ accelerationþ ofþ electronsþ overþ theþ longestþ possibleþ distance,þ i.e.þ theþ
dephasingþ length,þ requiresþ guidingþ ofþ theþ driveþ pulseþ beyondþ ZR (asþ ZR < Ld) forþ ourþ laserþ
parameters.þ

Theþ maximumþ energyþ anþ electronþ canþ gainþ fromþ theþ wakefieldþ canþ beþ estimatedþ usingþ
E = eEz,avgLd ifþ theþ driveþ pulseþ isþ guided.þ Usingþ 1Dþ nonlinearþ regimeþ theory,þ weþ solveþ
Eq.þ 1.62þ numericallyþ andþ deduceþ theþ averageþ electricþ fieldþ amplitudeþ ofþ theþ plasmaþ wave,þ
Ez,avg/E0 ≈ 0.6,þ withþ E0 = mecωp/e.þ Assumingþ thatþ Ez,avg staysþ constantþ throughoutþ
theþ laserþ propagationþ inþ theþ plasma,þ thenþ E = 1.2GeV.þ However,þ inþ theþ designþ studyþ ofþ
theþ injectorþ asþ describedþ inþ theþ CILEXþ project,þ theþ specificationþ inþ termsþ ofþ electronþ beamþ
energyþ isþ inþ theþ rangeþ ofþ 50 − 200MeV,þ thereforeþ anþ accelerationþ lengthþ ofþ ≈ 3.6mm isþ
sufficientþ toþ obtainþ 200MeV.þ Theþ guidingþ ofþ theþ driveþ pulseþ throughþ laserþ self-focusing,þ
thoughþ hardlyþ controllable,þ isþ usuallyþ sufficientþ toþ attainþ theþ requiredþ accelerationþ lengthþ
becauseþ a20(ωpw0/c)

2 ≈ 32.þ Theþ analysisþ hereþ fulfilledþ theþ energyþ requirementþ forþ theþ electronþ
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bunchþ ofþ theþ injector,þ howeverþ theþ energyþ spreadþ andþ theþ emittanceþ areþ yetþ toþ beþ determinedþ
withþ PICþ simulations.þ Simulationsþ ofþ thisþ sortþ areþ includedþ inþ Chapterþ 5.þ

1.5.5þ Beamþ loadingþ

Aþ trappedþ electronþ bunchþ withþ aþ relativisticallyþ largeþ massþ canþ exertþ aþ spaceþ chargeþ forceþ
andþ displaceþ plasmaþ electronsþ whichþ areþ ofþ relativisticallyþ lighterþ massþ andþ generateþ itsþ ownþ
wakefield.þ Theþ plasmaþ waveþ generatedþ byþ theþ bunchþ canþ significantlyþ modifyþ theþ fieldsþ ofþ
theþ acceleratingþ plasmaþ waveþ andþ eventuallyþ placeþ severeþ limitationsþ onþ theþ beamþ currentþ
thatþ canþ beþ accelerated,þ andþ theþ efficiencyþ ofþ theþ plasma-basedþ accelerator.þ Thisþ processþ isþ
knownþ asþ beamþ loadingþ [þ130þ,þ 135þ].þ

Itþ isþ insightfulþ toþ compareþ theþ amountþ ofþ chargeþ thatþ canþ beþ loadedþ inþ linearþ andþ nonlinearþ
plasmaþ waves.þ Considerþ aþ linearþ plasmaþ waveþ withþ anþ effectiveþ areaþ ofþ ≈ c2/ω2

p,þ whichþ isþ
requiredþ forþ highþ efficiencyþ andþ goodþ beamþ qualityþ [þ130þ],þ weþ haveþ

QlEl

4πε0mec2/re
=

1

8π

(
nl

n0

)2(
1− E2

l

E2
0

)
, (1.93þ)þ

whereþ theþ subscriptþ l representsþ quantitiesþ inþ theþ linearþ regime,þ Ql isþ theþ charge,þ re =
e2/(4πε0mec

2) isþ theþ classicalþ electronþ radius,þ nl/n0 isþ theþ normalizedþ densityþ perturbationþ
andþ inþ theþ linearþ regimeþ nl/n0 � 1.þ Inþ theþ nonlinearþ regimeþ [þ135þ],þ theþ expressionþ forþ theþ
chargeþ writesþ

QNlENl

4πε0mec2/re
=

1

43
(kprb)

4 , (1.94þ)þ

whereþ theþ subscriptþ Nl refersþ toþ quantitiesþ inþ theþ nonlinearþ regime.þ Inþ theþ blowoutþ regime,þ
theþ totalþ acceleratingþ forceþ scalesþ withþ theþ fourthþ powerþ ofþ theþ blowoutþ radiusþ rb,þ i.eþ aþ radiusþ
kprb ∼ 5 leadsþ toþ aþ totalþ forceþ ∼ 1000 timesþ largerþ thanþ inþ theþ linearþ regime.þ Writtenþ asþ anþ
engineeringþ formula,þ Eq.þ 1.94þ readsþ

QNl

1nC

eENl

mecωp

≈ 0.047

√
1016 cm−3

np

(kprb)
4 . (1.95þ)þ

Althoughþ beamþ loadingþ hasþ limitsþ severelyþ onþ theþ energyþ thatþ trappedþ relativisticþ elec-
tronsþ mightþ gain,þ itþ hasþ provenþ toþ beþ beneficialþ toþ prohibitþ theþ injectionþ processþ inþ theþ
ionizationþ injectionþ schemeþ andþ toþ reduceþ theþ energyþ spreadþ ofþ theþ electronþ beamþ [þ107þ].þ
Moreþ detailsþ willþ beþ givenþ inþ Chapterþ 5.þ

1.6þ Propertiesþ ofþ anþ acceleratedþ electronþ bunchþ
Convenientþ figuresþ ofþ meritþ forþ designatingþ theþ qualityþ ofþ aþ beamþ areþ relatedþ toþ energyþ spreadþ
andþ emittance.þ

Forþ aþ numberþ ofþ potentialþ applicationsþ ofþ laserþ wakefieldþ accelerators,þ narrowþ energyþ
spreadþ andþ lowþ emittanceþ electronþ bunchþ areþ required.þ Forþ instance,þ inþ theþ hopeþ ofþ buildingþ
compactþ high-energyþ collidersþ withþ LWFAþ [þ136þ,þ 60þ],þ theþ keyþ requirementsþ areþ electronþ bunchþ
withþ lowþ energyþ spreadþ andþ highþ brightness,þ whichþ inþ turnþ requiresþ lowþ emittanceþ [þ137þ].þ Ra-
diationþ therapy,þ moreþ particularlyþ inþ Veryþ High-Energyþ Electronþ Therapyþ (VHEET)þ whichþ
requiresþ anþ electronþ bunchþ ofþ energyþ inþ theþ rangeþ betweenþ 50 andþ 250MeV forþ treatmentþ
ofþ deep-seatedþ tumorsþ (þ> 10cm)þ [þ138þ,þ 139þ],þ favorsþ narrowþ energyþ spreadþ andþ lowþ emittanceþ
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inþ orderþ toþ deliverþ theþ doseþ onlyþ toþ aþ smallþ targetedþ tumorþ areaþ [þ140þ].þ Finally,þ theþ qualityþ
requirementþ isþ evenþ moreþ criticalþ forþ aþ prospectiveþ LWFA-basedþ free-electronþ laserþ (FEL)þ
[þ141þ].þ Theþ FELþ mechanismþ requiresþ bothþ aþ smallþ transverseþ sizeþ soþ asþ toþ preserveþ theþ highþ
intensityþ ofþ theþ bunchþ andþ aþ lowþ divergenceþ forþ coherenceþ purposes,þ theseþ twoþ requirementsþ
canþ beþ againþ summedþ upþ toþ aþ lowþ emittanceþ (þ< πmmmrad)þ [þ142þ].þ Theseþ quantitiesþ areþ
definedþ inþ theþ followingþ sections.þ

1.6.1þ Energyþ spreadþ

Thereþ areþ severalþ waysþ toþ defineþ theþ energyþ spread.þ Theþ mostþ commonlyþ usedþ definitionsþ areþ
theþ root-mean-squareþ (rms)þ andþ theþ full-widthþ atþ half-maximumþ (FWHM)þ ifþ theþ distributionþ
ofþ theþ electronþ bunchþ canþ beþ fittedþ withþ theþ Gaussianþ distribution.þ

Theþ rmsþ energyþ spread,þ ∆Erms isþ givenþ byþ theþ followingþ expressionþ

∆Erms =
√
〈(∆E − 〈∆E〉)2〉, (1.96þ)þ

whereþ 〈〉 definesþ theþ averageþ valueþ ofþ theþ particleþ distribution.þ
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Figureþ 1.14:þ Energyþ spectrumþ curveþ dQ/dE vs.þ E .þ Thisþ energyþ spectrumþ followsþ aþ Gaussianþ
distributionþ functionþ ofþ aþ meanþ energyþ 〈E〉 = 100MeV andþ aþ standardþ deviationþ σ = 2MeV.þ
Theþ delimitedþ widthþ inþ lightþ blueþ areaþ isþ theþ energyþ spreadþ atþ full-widthþ atþ half-maximumþ
(FWHM).þ

Theþ energyþ spreadþ atþ full-widthþ atþ half-maximumþ (FWHM)þ isþ formallyþ definedþ byþ theþ
widthþ ofþ theþ energyþ spectrumþ curveþ measuredþ betweenþ thoseþ pointsþ onþ theþ y−axisþ whichþ
areþ halfþ theþ maximumþ amplitude.þ Fig.þ 1.14þ showsþ theþ energyþ spectrumþ curveþ ofþ anþ electronþ
bunchþ thatþ followsþ aþ Gaussianþ distributionþ function.þ Theþ delimitedþ widthþ inþ theþ lightþ blueþ
regionþ indicatesþ theþ energyþ spreadþ atþ FWHM,þ ∆EFWHM.þ Thisþ particularþ electronþ bunchþ
showsþ anþ energyþ peakedþ atþ Epeak = 100MeV andþ anþ energyþ spreadþ ofþ ∆EFWHM/Epeak = 4.5%.þ
Inþ termsþ ofþ rmsþ energyþ spread,þ weþ haveþ ∆Erms/Epeak = 3.3%.þ Forþ theþ restþ ofþ theþ thesis,þ
∆EFWHM/Epeak willþ simplyþ beþ notedþ asþ ∆E/E .þ
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Energyþ spreadþ degradationþ

Thereþ areþ severalþ sourcesþ ofþ degradationþ ofþ theþ energyþ spreadþ inþ theþ electronþ injector.þ Theþ
followingþ isþ notþ anþ exhaustiveþ list.þ

•þ Degradationþ dueþ toþ largeþ injectionþ volumeþ .þ Inþ ionizationþ injectionþ mechanism,þ
asþ longþ asþ theþ laserþ intensityþ isþ highþ enoughþ toþ produceþ theþ 6th andþ 7th electronsþ andþ
theþ wakeþ amplitudeþ largeþ enoughþ forþ trapping,þ electronsþ willþ beþ continuouslyþ injectedþ
intoþ theþ wakefields.þ Inþ thisþ case,þ theþ globalþ injectionþ volumeþ isþ large.þ Theseþ electronsþ
mightþ notþ allþ beþ injectedþ atþ theþ sameþ phaseþ inþ theþ wakefields.þ Theþ differenceþ inþ theþ
acceleratingþ forceþ experiencedþ byþ theþ frontþ andþ theþ backþ ofþ theþ bunchþ willþ tendþ toþ
increaseþ theþ bunchþ energyþ spread.þ

•þ Degradationþ dueþ toþ betatronþ oscillationþ .þ Electronþ bunchþ thatþ undergoesþ strongþ
transverseþ focusingþ forcesþ F⊥ = −mec

2K2r inþ plasmaþ wavesþ exhibitþ betatronþ oscillationþ
[þ143þ]þ whereþ K isþ theþ focusingþ constant.þ Individualþ electronsþ oscillateþ withþ aþ frequencyþ
ωβ = ωp/

√
2γ (knownþ asþ theþ betatronþ frequency)þ andþ itþ isþ dependentþ onþ theþ electronþ

energy.þ Thisþ oscillationþ resultsþ inþ synchrotronþ radiationþ thatþ causesþ energyþ loss,þ sinceþ
electronsþ doþ notþ allþ oscillateþ atþ theþ sameþ frequency,þ someþ mightþ loseþ moreþ energyþ thanþ
others,þ asþ aþ resultþ theþ energyþ spreadþ degrades.þ

1.6.2þ Emittanceþ

Theþ beamþ emittanceþ providesþ aþ quantitativeþ basisþ forþ describingþ theþ qualityþ ofþ theþ beam,þ itsþ
measureþ isþ equivalentþ toþ theþ productþ ofþ theþ beamþ widthþ andþ divergence,þ whereþ theþ divergenceþ
relatesþ toþ theþ velocityþ spreadþ [þ144þ,þ 145þ].þ Byþ convention,þ theþ transverseþ beamþ emittanceþ ε isþ
usuallyþ representedþ byþ anþ ellipseþ thatþ containsþ theþ wholeþ particleþ distributionþ inþ traceþ spaceþ
(x⊥,x

′
⊥),þ whereþ x′

⊥ = p⊥/p‖,þ suchþ thatþ theþ traceþ spaceþ areaþ A = πε.þ Inþ theþ following,þ weþ
considerþ onlyþ x−direction,þ allþ formulasþ applyþ equivalentlyþ toþ quantitiesþ inþ y−direction.þ

Sinceþ theþ ellipseþ equationþ isþ writtenþ as:þ

γ2x + 2αxx
′ + βxx

′2 = εx, (1.97þ)þ

whereþ x andþ x′ areþ theþ particleþ coordinatesþ inþ theþ phaseþ spaceþ andþ theþ coefficientsþ αx(z),þ
βx(z),þ γx(z) areþ calledþ Twissþ parameters,þ generallyþ relatedþ byþ theþ geometricalþ condition:þ

βxγx − α2
x = 1. (1.98þ)þ

Inþ simulations,þ weþ useþ aþ statisticalþ approachþ toþ evaluateþ theþ beamþ emittance.þ Theþ def-
initionþ thatþ weþ employþ isþ theþ r.m.sþ normalizedþ emittance,þ εn,rms forþ whichþ theþ transverseþ
momentumþ px = pzx

′ = mecβγx
′ isþ usedþ insteadþ ofþ theþ divergence,þ theþ equationþ isþ writtenþ

as:þ

εxn,rms =
1

mec

√
σ2
xσ

2
px − σ2

xpx

=
1

mec

√
〈x̃2〉 〈p̃2x〉 − 〈x̃p̃x〉2

=

√
〈x̃2〉 〈β2γ2x̃′2〉 − 〈β2γ2x̃x̃′〉2

(1.99þ)þ

Hereþ x̃ = x − 〈x〉.þ Theþ termþ σ2
xpx reflectsþ aþ correlationþ betweenþ x andþ px whichþ occurs,þ forþ

instanceþ whenþ theþ beamþ isþ convergingþ orþ diverging.þ
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Theþ reasonþ forþ introducingþ aþ normalizedþ emittanceþ isþ thatþ theþ divergencesþ ofþ theþ particlesþ
x′ = px/pz areþ reducedþ duringþ accelerationþ asþ pz increases.þ Thus,þ accelerationþ reducesþ
theþ “un-normalizedþ emittance”,þ butþ doesþ notþ affectþ theþ normalizedþ emittance.þ Assumingþ aþ
smallþ energyþ spreadþ withinþ theþ beam,þ theþ normalizedþ andþ “un-normalizedþ emittances”þ canþ beþ
approximatedþ byþ εn,rms ≈ 〈βγ〉 εrms.þ Thisþ approximation,þ whichþ isþ oftenþ usedþ inþ conventionalþ
accelerators,þ mayþ beþ stronglyþ misleadingþ whenþ adoptedþ forþ describingþ beamsþ withþ significantþ
energyþ spread,þ likeþ thoseþ presentlyþ producedþ byþ LWFA.þ Inþ [þ146þ],þ theþ authorþ gaveþ aþ detailedþ
explanationþ onþ theþ relationshipþ betweenþ normalizedþ andþ “un-normalizedþ emittance”.þ

Emittanceþ degradationþ

Theþ transverseþ emittanceþ ofþ electronþ bunchesþ generatedþ andþ trappedþ inþ laser-wakefieldþ accel-
eratorsþ usingþ ionizationþ injectionþ isþ givenþ directlyþ byþ theþ laserþ vectorþ potentialþ atþ ionizationþ
[þ147þ].þ Furtherþ emittanceþ growthþ inþ theþ plasmaþ canþ beþ dueþ toþ severalþ factors.þ

•þ Degradationþ byþ finiteþ energyþ spreadþ .þ Inþ Sec.þ 1.6.1þ,þ weþ mentionedþ thatþ synchrotronþ
radiationþ resultsþ inþ growthþ ofþ energyþ spread,þ thisþ inþ turnþ willþ degradeþ theþ emittance.þ
Asþ individualþ electronsþ rotateþ aroundþ theþ originþ ofþ theþ (þx, px)þ phaseþ spaceþ withþ theþ
betatronþ frequency,þ thisþ suggestsþ thatþ low-energyþ electronsþ willþ rotateþ fasterþ thanþ high-
energyþ electronsþ inþ phaseþ space.þ Thisþ differenceþ inþ frequenciesþ resultsþ inþ anþ increasedþ
emittanceþ atþ aþ laterþ timeþ viaþ aþ phenomenonþ knownþ asþ decoherenceþ [þ148þ].þ

•þ Degradationþ byþ nonlinearþ focusingþ forcesþ .þ Nonlinearþ focusingþ forcesþ inþ theþ trans-
verseþ directionsþ canþ degradeþ emittance.þ Forþ instance,þ nonlinearþ forceþ dueþ toþ focusingþ
fieldsþ ofþ aþ linearþ laserþ plasmaþ wavesþ affectþ electronsþ travelingþ veryþ farþ fromþ theþ axisþ
(referþ toþ Fig.þ 1.3þ).þ Noteþ thatþ thisþ doesþ notþ happenþ inþ theþ blowoutþ regimeþ becauseþ theþ
focusingþ forcesþ areþ alwaysþ linearþ inþ r andþ independentþ ofþ ξ asþ longþ asþ theþ electronsþ
remainþ insideþ theþ ionþ cavity.þ Asþ aþ consequence,þ electronsþ experienceþ differentþ focusingþ
fieldsþ dependingþ onþ theirþ transverseþ positions,þ alteringþ theirþ distributionþ inþ theþ phaseþ
space,þ thusþ degradingþ theþ emittanceþ ofþ theþ electronþ bunch.þ

•þ Degradationþ byþ directþ interactionþ withþ theþ laserþ pulseþ .þ Directþ Laserþ Acceler-
ationþ (DLA)þ whereþ electronsþ gainþ energyþ dueþ toþ theþ laserþ transverseþ electricþ fieldþ hasþ
beenþ demonstratedþ toþ beþ anþ additionalþ accelerationþ mechanismþ [þ149þ].þ Inþ thisþ configu-
ration,þ theþ betatronþ oscillationsþ ofþ theþ electronsþ inþ theþ planeþ ofþ theþ laserþ polarizationþ
leadþ toþ anþ energyþ transferþ fromþ theþ laserþ transverseþ electricþ fieldþ toþ theþ transverseþ mo-
mentumþ ofþ theþ electronsþ [þ150þ].þ Thoughþ DLAþ bringsþ additionalþ gainþ toþ theþ electronþ
bunchþ energy,þ itþ alsoþ increasesþ transverseþ momentumþ ofþ theþ electrons.þ Asþ aþ result,þ thisþ
increaseþ inþ theþ transverseþ momentumþ jeopardizesþ theþ emittanceþ ofþ theþ electronþ bunch.þ
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Chapterþ 2þ

Particle-In-Cellþ (PIC)þ Codeþ

Weþ haveþ presentedþ inþ theþ previousþ chapterþ theþ mainþ physicalþ processesþ occurringþ inþ LWFA.þ
Weþ haveþ alsoþ analyzedþ theseþ processesþ throughþ anþ analyticalþ approach,þ whichþ canþ onlyþ
provideþ informationþ ofþ qualitativeþ nature.þ Accurateþ quantitativeþ analysisþ orþ predictionþ ofþ
anþ experimentþ canþ onlyþ beþ obtainedþ viaþ numericalþ modeling.þ Dueþ toþ theþ complexityþ ofþ theþ
consideredþ physics,þ LWFAþ simulationsþ mightþ requireþ aþ largeþ amountþ ofþ computingþ resources,þ
thusþ limitingþ theþ numberþ ofþ parametricþ studies.þ Optimizationþ inþ bothþ theþ physicalþ modelþ
andþ numericalþ solversþ hasþ thusþ becomeþ necessary.þ

Inþ thisþ chapter,þ weþ willþ firstþ introduceþ theþ fullþ kineticþ approachþ forþ LWFAþ modeling.þ
Theþ followingþ sectionþ isþ devotedþ toþ theþ numericalþ implementationþ ofþ thisþ physicalþ modelþ
throughþ theþ Particleþ Inþ Cellþ (PIC)þ method.þ Then,þ weþ addressþ theþ issueþ onþ theþ reductionþ ofþ
theþ numericalþ noiseþ dueþ toþ theþ projectionþ onþ aþ finiteþ sizeþ gridþ inþ theþ standardþ PICþ modelþ
throughþ high-orderþ andþ pseudo-spectralþ solvers.þ Finally,þ weþ introduceþ theþ specificþ techniqueþ
ofþ azimuthalþ Fourierþ decompositionþ inþ aþ cylindricalþ geometryþ thatþ isþ usedþ forþ theþ modelingþ
ofþ theþ laser-plasmaþ injector.þ

Contentsþ
2.1þ Governingþ equationsþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 50þ

2.1.1þ Descriptionþ ofþ theþ electromagneticþ fieldsþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 50þ

2.1.2þ Descriptionþ ofþ theþ particleþ dynamicsþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 52þ

2.2þ Introductionþ toþ theþ PICþ methodþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 53þ

2.2.1þ Numericalþ implementationþ ofþ theþ Maxwell’sþ equationsþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 53þ

2.2.2þ Numericalþ implementationþ ofþ theþ Vlasovþ equationþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 56þ

2.2.3þ Overviewþ ofþ theþ globalþ PICþ algorithmþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 58þ

2.2.4þ Conclusionsþ onþ theþ FDTDþ Cartesianþ PICþ methodþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 66þ

2.3þ Non-Standardþ Finite-Differenceþ (NSFD)þ solverþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 67þ

2.4þ High-Orderþ andþ Pseudo-Spectralþ Solversþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 68þ

2.4.1þ High-Orderþ Finite-Differenceþ solversþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 69þ

2.4.2þ Pseudo-Spectralþ solversþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 69þ

2.5þ PICþ methodþ inþ theþ cylindricalþ coordinatesþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 73þ

2.5.1þ Mathematicalþ formulationþ ofþ theþ angularþ Fourierþ decompositionþ al-
gorithmþ inþ PICþ codeþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 74þ

2.5.2þ Implementationþ ofþ theþ quasi-cylindricalþ modelþ inþ Warpþ .þ .þ .þ .þ .þ .þ .þ 75þ

49þ



Chapterþ 2.þ Particle-In-Cellþ (PIC)þ Codeþ

2.1þ Governingþ equationsþ
Theþ interactionþ betweenþ aþ highþ intensityþ laserþ pulseþ withþ aþ plasmaþ hasþ threeþ aspects:þ theþ
propagationþ ofþ theþ laserþ pulse,þ theþ evolutionþ ofþ theþ chargeþ andþ currentþ densitiesþ inducedþ byþ
theþ interactionþ betweenþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ plasma,þ andþ theþ generationþ ofþ anþ electromag-
neticþ fieldþ byþ theseþ chargeþ andþ currentþ densities.þ Inþ theþ strongþ nonlinearþ regimeþ encounteredþ
inþ theþ laser-plasmaþ injector,þ theþ amplitudeþ ofþ theþ plasmaþ wakefieldþ canþ beþ asþ largeþ asþ theþ
laserþ electricþ field.þ Theþ ionizationþ rateþ ofþ theþ outer-shellþ boundþ electrons,þ throughþ tunnelþ ion-
ization,þ reachesþ theþ fs−1 rateþ atþ laserþ intensityþ ofþ aboutþ 1014Wcm−2,þ whereasþ theþ consideredþ
rangeþ ofþ maximumþ laserþ intensityþ inþ LWFAþ isþ aboveþ 1018Wcm−2.þ Theþ plasmaþ isþ there-
foreþ highlyþ ionized,þ henceþ theþ polarizationþ effectþ ofþ boundþ electronsþ canþ beþ safelyþ neglected.þ
Moreover,þ theþ lossþ ofþ laserþ energyþ throughþ ionizationþ isþ alsoþ negligible,þ thereforeþ chargeþ andþ
currentþ densitiesþ areþ onlyþ producedþ byþ freeþ electronsþ andþ ions.þ Theþ governingþ equationsþ ofþ
ourþ physicalþ systemþ willþ thereforeþ describeþ theþ relationsþ betweenþ theþ electromagneticþ fieldsþ
andþ theþ dynamicsþ ofþ freeþ chargesþ (electronsþ andþ ions).þ

2.1.1þ Descriptionþ ofþ theþ electromagneticþ fieldsþ

Theþ evolutionþ ofþ theþ totalþ electromagneticþ fieldsþ areþ derivedþ fromþ noneþ otherþ thanþ theþ
Maxwell’sþ equations,þ asþ recalledþ here:þ

∂B(x, t)

∂t
= −∇×E(x, t), (2.1þ)þ

∂E(x, t)

∂t
= c2∇×B(x, t)− 1

ε0
J (x, t) , (2.2þ)þ

∇ • B(x, t) = 0, (2.3þ)þ

∇ • E(x, t) =
ρ(x, t)

ε0
, (2.4þ)þ

whereþ E ,þ B areþ theþ electricþ andþ magneticþ fieldsþ andþ ρ,þ J theþ localþ statisticalþ averageþ
ofþ theþ chargeþ andþ currentþ densities,þ whichþ canþ beþ expressedþ inþ termsþ ofþ theþ sumþ overþ theþ
single-particleþ distributionþ ofþ allþ species:þ

ρ(x, t) =
∑
s

qs

∫
fs(x,p, t)dp, (2.5þ)þ

J(x, t) =
∑
s

qs

∫
vfs(x,p, t)dp, (2.6þ)þ

whereþ fs isþ theþ single-particleþ distributionþ functionþ ofþ theþ speciesþ s withþ chargeþ qs.þ Theþ
velocityþ v isþ calculatedþ fromþ theþ momentumþ p throughþ v = p/γs,þ withþ γs theþ Lorentzþ factorþ
γs =

√
1 + (p/(msc))2.þ Inþ describingþ theþ particleþ dynamicsþ inþ theþ injector,þ theþ Lorentzþ factorþ

ofþ theþ acceleratedþ electronsþ canþ beþ muchþ largerþ thanþ 1,þ implyingþ thatþ relativisticþ effectsþ haveþ
toþ beþ fullyþ takenþ intoþ account.þ Ions,þ onþ theþ otherþ hand,þ areþ non-relativisticþ dueþ toþ theirþ largeþ
mass.þ

Theþ Maxwell’sþ equationsþ canþ alsoþ beþ writtenþ inþ anþ alternative,þ butþ equivalentþ wayþ byþ
introducingþ theþ vectorþ andþ scalarþ potentialsþ A andþ φ:þ

E(x, t) = −∂A (x, t)

∂t
−∇ • φ, (2.7þ)þ

B(x, t) = ∇×A. (2.8þ)þ
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Combinedþ withþ theþ Lorenzþ gaugeþ ∇A+ ∂φ/∂c2t = 0,þ theþ Maxwell’sþ equationsþ yieldþ theþ
standardþ waveþ equationsþ forþ theþ twoþ potentials:þ(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
A (x, t) = −µ0J (x, t) , (2.9þ)þ(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
φ (x, t) = −ρ (x, t)

ε0
. (2.10þ)þ

Althoughþ theþ waveþ andþ theþ Maxwell’sþ equationsþ areþ physicallyþ equivalent,þ theirþ numericalþ
implementationþ canþ beþ quiteþ different.þ Furthermoreþ someþ approximationsþ canþ beþ moreþ easilyþ
introducedþ inþ theþ waveþ equations.þ

Theþ choiceþ ofþ theþ physicalþ frameworkþ isþ madeþ basedþ onþ theþ ratioþ betweenþ someþ char-
acteristicþ timesþ (lengths):þ theþ laserþ periodþ TL = 2π/ω0 (laserþ wavelengthþ λ0 = cTL),þ theþ
laserþ durationþ τL (laserþ lengthþ l0 = cτL),þ theþ plasmaþ periodþ Tp = 2π/ωp (plasmaþ wavelengthþ
λp = cTp)þ andþ theþ characteristicþ timeþ τx relatedþ toþ theþ changeþ inþ theþ laserþ amplitudeþ duringþ itsþ
propagation,þ definedþ byþ τx = ZR/c,þ ZR beingþ theþ Rayleighþ length.þ Forþ theþ regimesþ currentlyþ
exploredþ inþ theþ injector,þ theþ maximumþ electronþ numberþ densityþ isþ aroundþ 1019 cm−3,þ whichþ
isþ 1000 timesþ smallerþ thanþ theþ criticalþ densityþ atþ λ0 = 0.8µm.þ Hence,þ theþ laserþ propagatesþ inþ
anþ underdenseþ plasmaþ andþ weþ haveþ ε1 = TL/TP � 1.þ Toþ maintainþ theþ quasi-resonantþ condi-
tionþ soþ thatþ theþ laserþ pulseþ createsþ aþ largeþ amplitudeþ ofþ acceleratingþ field,þ theþ laserþ durationþ
shouldþ beþ slightlyþ lessþ thanþ theþ plasmaþ period:þ τL ' Tp,þ soþ thatþ ε2 = TL/τL � 1.þ Usingþ theþ
relationþ ZR = πw2

L/þλL, oneþ obtainsþ ε3 = τL/τx ' Tp/τx � 1.þ Severalþ approximations,þ basedþ
onþ ε1,2,3 canþ nowþ beþ introduced.þ

Withþ ε1 � 1 andþ τL ' Tp,þ oneþ canþ distinguishþ twoþ non-overlappingþ frequencyþ domains:þ
aþ highþ frequencyþ domainþ forþ theþ laserþ angularþ frequencyþ ω0 andþ aþ lowþ frequencyþ domainþ forþ
theþ plasmaþ frequencyþ ωp.þ Sinceþ ε2 � 1,þ theþ spectralþ widthþ ofþ theþ highþ frequencyþ fieldþ isþ
relativelyþ small:þ δωHF/ωL � 1.þ Takingþ allþ theseþ intoþ consideration,þ oneþ canþ describeþ moreþ
efficientlyþ theþ evolutionþ ofþ theþ laserþ amplitudeþ byþ puttingþ asideþ theþ highþ frequencyþ variationþ
ofþ itsþ phase,þ andþ usingþ theþ Slowlyþ Varyingþ Envelopeþ Approximationþ (SVEA).þ Underþ theþ
SVEAþ approximation,þ theþ laserþ propagationþ isþ determinedþ byþ solvingþ theþ waveþ equationsþ
asþ givenþ inþ Eq.þ 2.9þ forþ theþ envelopeþ describedþ byþ itsþ vectorþ potential.þ Theþ J -termþ inþ thisþ
equationþ isþ determinedþ byþ calculatingþ theþ velocityþ ofþ electronsþ actedþ uponþ byþ theþ laserþ fieldþ
only.þ Moreover,þ asþ w0/λ0 � 1,þ theþ paraxialþ approximationþ canþ beþ combinedþ withþ theþ SVEAþ
toþ simplifyþ theþ resolutionþ ofþ theþ waveþ equation.þ

Theþ previousþ paragraphþ concernsþ theþ laserþ propagation,þ hereþ weþ focusþ onþ theþ interactionþ
betweenþ theþ laserþ andþ theþ plasma.þ Theþ laserþ ponderomotiveþ forceþ createsþ chargeþ separationþ
inþ theþ plasma,þ whichþ inþ turnþ inducesþ lowþ frequencyþ electromagneticþ fields,þ asþ derivedþ inþ
theþ precedingþ chapter.þ Theþ evolutionþ ofþ theseþ fieldsþ areþ thenþ determinedþ byþ solvingþ theþ
Maxwell’sþ equations.þ

Theþ mainþ advantageþ ofþ thisþ techniqueþ isþ thatþ theþ characteristicþ timeþ forþ theþ evolutionþ ofþ
theþ fieldsþ isþ muchþ largerþ thanþ theþ laserþ period,þ allowingþ forþ aþ largeþ time-step,þ leadingþ toþ aþ largeþ
speedupþ inþ numericalþ simulations.þ Thisþ methodþ hasþ beenþ implementedþ inþ severalþ numericalþ
codes,þ suchþ asþ Inf&rnoþ [þ28þ]þ andþ Wakeþ [þ25þ].þ Itþ isþ wellþ adaptedþ whenþ consideringþ theþ quasi-
linearþ regimeþ inþ theþ lowþ densityþ plasmaþ ofþ aþ LWFAþ accelerationþ stage.þ Whenþ comparedþ withþ
theþ simulationþ resultsþ producedþ usingþ Wakeþ [þ25þ],þ weþ observedþ thatþ theþ waveþ propagationþ isþ
stillþ wellþ reproducedþ inþ mostþ ofþ theþ consideredþ situationsþ forþ theþ laser-plasmaþ injector.þ Someþ
problemsþ howeverþ ariseþ whenþ consideringþ higherþ plasmaþ densitiesþ (þ' 1019 cm−3),þ whichþ haveþ
beenþ experimentallyþ investigatedþ atþ theþ UHI100þ laserþ facility.þ Atþ suchþ highþ densities,þ non-
linearþ effectsþ suchþ asþ self-focusingþ andþ self-steepeningþ areþ severe,þ increasingþ theþ valuesþ ofþ ε2,3
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andþ reducingþ theþ validityþ ofþ theþ SVEAþ andþ theþ paraxialþ approximation.þ Forþ instance,þ inþ theþ
caseþ ofþ ionization-injectionþ scheme,þ theþ injectionþ process,þ whichþ canþ beþ veryþ fast,þ generatesþ
harmonicsþ ofþ theþ laserþ frequency,þ andþ theþ injectedþ electronsþ canþ interactþ continuouslyþ withþ
theþ laserþ fieldþ overþ largeþ distances.þ Theþ modelingþ ofþ suchþ casesþ byþ theþ previousþ proposedþ
techniqueþ (separationþ ofþ theþ lowþ andþ highþ frequencyþ termsþ inþ theþ electronþ dynamics)þ isþ noþ
longerþ possible.þ Forþ theseþ reasons,þ weþ haveþ chosenþ toþ solveþ theþ Maxwell’sþ equationsþ directlyþ
toþ modelþ theþ laser-plasmaþ injector.þ Inþ Chapterþ 4þ,þ weþ willþ introduceþ aþ numericalþ techniqueþ
thatþ allowsþ increase,þ byþ aþ largeþ factor,þ ofþ theþ numericalþ time-step,þ yieldingþ aþ numericalþ effi-
ciencyþ comparableþ toþ theþ envelopeþ method,þ evenþ inþ theþ highlyþ nonlinearþ regimeþ ofþ anþ injectorþ
stage.þ

2.1.2þ Descriptionþ ofþ theþ particleþ dynamicsþ

Asþ shownþ byþ Eqs.þ 2.5þ-2.6þ,þ theþ single-particleþ distributionþ functionsþ fs (x,p, t) areþ theþ basicþ
quantitiesþ necessaryþ toþ determineþ theþ sourceþ termsþ ofþ theþ Maxwell’sþ equations.þ Theþ charac-
teristicsþ ofþ theþ acceleratedþ beamþ isþ alsoþ determinedþ byþ aþ single-particleþ distributionþ functionþ
fe (x,p, t).þ Whenþ consideringþ theþ highlyþ nonlinearþ processesþ occurringþ duringþ laser-plasmaþ
interactionþ inþ theþ injector,þ aþ fullþ kineticþ approachþ isþ mandatoryþ inþ orderþ toþ describeþ inþ detailsþ
theþ propertiesþ ofþ theþ injectedþ andþ acceleratedþ electrons.þ Theþ basicþ equationsþ areþ thenþ eitherþ
theþ Boltzmannþ orþ theþ Vlasovþ equationsþ dependingþ onþ theþ importanceþ ofþ closeþ collisions.þ Weþ
describeþ theþ interactionþ processþ inþ theþ injectorþ inþ aþ domainþ ofþ aþ lengthþ ofþ theþ orderþ ofþ aþ
fewþ λp.þ Theþ parameterþ thatþ definesþ theþ importanceþ ofþ collisionþ isþ thusþ Γ = (νc/ωp)

−2/3,þ νc
beingþ theþ meanþ electron-ionþ collisionþ frequencyþ forþ momentumþ transfer,þ Γ isþ alsoþ knownþ asþ
theþ plasmaþ couplingþ parameter.þ Asþ νc scalesþ asþ ne/T

3/2
e ,þ whereþ ne isþ theþ electronþ densityþ

andþ Te theþ electronþ temperature,þ theþ domainþ ofþ stronglyþ correlatedþ plasmasþ (þΓ ≥ 1),þ isþ onlyþ
reachedþ atþ veryþ highþ densities,þ closeþ toþ theþ solidþ one,þ andþ atþ lowþ temperatureþ ofþ aþ fewþ eV.þ
Theþ operatingþ regimeþ inþ LWFAþ isþ lowþ inþ densityþ andþ highþ inþ averageþ energies,þ thereforeþ
Γ � 1,þ consequentlyþ collisionsþ areþ negligibleþ inþ theþ interactionþ process.þ

Anþ importantþ propertyþ ofþ kineticþ plasmasþ (þΓ � 1)þ isþ thatþ theþ characteristicþ lengthþ ofþ
collectiveþ effectþ isþ muchþ largerþ thanþ theþ averageþ distanceþ betweenþ twoþ plasmaþ particles,þ thatþ
isþ ND = neλ

3
D � 1,þ withþ λD = vth/ωp,þ whereþ ND isþ theþ Debyeþ number,þ λD isþ theþ Debyeþ

lengthþ andþ vth theþ averageþ thermalþ velocityþ ofþ theþ electrons.þ Atþ relativisticþ velocities,þ inþ
particularþ forþ aþ perturbationþ propagatingþ atþ c � vth,þ weþ obtainþ λD = c/ωp = λp yieldingþ
neλ

3
p � 1.þ Noteþ thatþ forþ λ0 = 0.8µm andþ atþ ne = 1018 cm−3,þ whichþ isþ lessþ thanþ theþ

lowestþ consideredþ densityþ inþ theþ injector,þ neλ
3
0 isþ stillþ � 1.þ Moreþ generally,þ usingþ λD asþ

theþ characteristicþ lengthþ toþ representþ theþ variationþ ofþ theþ electromagneticþ fieldsþ insideþ theþ
plasmaþ ofþ aþ laser-plasmaþ injector,þ weþ canþ assertþ thatþ

ND = neλ
3
D � 1. (2.11þ)þ

Thisþ inequalityþ playsþ aþ centralþ roleþ inþ theþ numericalþ schemeþ describedþ inþ theþ followingþ section.þ
Fromþ theþ previousþ paragraphs,þ weþ haveþ shownþ thatþ binaryþ collisionsþ areþ negligible,þ theþ

Vlasovþ equationþ becomesþ naturallyþ theþ adaptedþ equationþ toþ determineþ particleþ distributionþ
functionsþ ofþ freeþ electronsþ andþ ionsþ duringþ theþ interactionþ ofþ aþ highþ intensityþ laserþ pulseþ
withþ theþ plasmaþ inþ theþ injector.þ Theþ Vlasovþ equationþ alsoþ shouldþ takeþ intoþ accountþ theþ
relativisticþ effectsþ forþ electronsþ andþ theþ generationþ ofþ newþ particlesþ throughþ tunnel-ionizationþ
whenþ consideringþ injectionþ throughþ ionization,þ representedþ byþ theþ sourceþ termþ Gs.þ Theþ
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Vlasovþ equationþ forþ theþ functionþ fs (x,p, t) canþ beþ writtenþ asþ

∂fs (x,p, t)

∂t
+ v • ∇xfs (x,p, t) + Fs (x,p, t) • ∇pfs = Gs (x,p, t) , (2.12þ)þ

whereþ

v =
p

msγs
, (2.13þ)þ

γs =

√
1 +

(
p

msc

)2

(2.14þ)þ

Fs (x,p, t) = qs [E (x, t) + v ×B (x, t)] (2.15þ)þ

Inþ Eq.þ 2.12þ,þ theþ sourceþ termþ Gs isþ relatedþ toþ tunnelþ ionization,þ forþ whichþ theþ generatedþ
electronþ isþ atþ restþ inþ theþ referenceþ frameþ ofþ theþ parentþ ion.þ

Fromþ theþ aboveþ equations,þ itþ isþ clearþ thatþ dueþ toþ theirþ muchþ lowerþ mass,þ electronsþ playþ
theþ dominantþ roleþ inþ theþ dynamicsþ ofþ theþ chargedþ particles.þ Thenþ comesþ theþ questionþ ofþ
completelyþ neglectingþ theþ ionþ motions,þ thatþ isþ toþ useþ theþ so-calledþ Jelliumþ modelþ inþ whichþ
theþ ionþ contributionþ isþ onlyþ introducedþ throughþ aþ uniformþ neutralizingþ background.þ However,þ
inþ theþ caseþ ofþ theþ injector,þ evenþ aþ smallþ densityþ modificationþ closeþ toþ theþ laserþ propagationþ
axisþ canþ induceþ aþ non-negligibleþ effectþ onþ theþ characteristicsþ ofþ theþ acceleratedþ electronþ beam,þ
whichþ mightþ haveþ aþ veryþ smallþ transferþ size.þ Thatþ isþ whyþ theþ dynamicsþ ofþ theþ ionsþ haveþ alsoþ
beenþ includedþ inþ ourþ calculations.þ Inþ fact,þ dueþ toþ theirþ slowþ motion,þ theþ dynamicsþ ofþ theþ ionsþ
introduceþ onlyþ aþ smallþ additionalþ costþ inþ theþ numericalþ modeling.þ

2.2þ Introductionþ toþ theþ PICþ methodþ
Theþ numericalþ implementationþ ofþ theþ Maxwell-Vlasovþ equationþ solveþ theþ followingþ problem:þ
Startingþ atþ aþ givenþ timeþ t(n) atþ whichþ theþ stateþ ofþ theþ physicalþ systemþ isþ knownþ atþ specificþ
timesþ t(n′) whereþ t(n′) ≤ t(n),þ weþ calculateþ theþ newþ valuesþ ofþ theþ physicalþ parametersþ atþ timeþ
t(n+1) = t(n) +∆t,þ withþ ∆t theþ time-step,þ whichþ inþ theþ PICþ simulationþ hasþ aþ constantþ value.þ

Theþ greatestþ strengthþ ofþ theþ PICþ methodþ isþ thatþ theþ calculationþ canþ beþ separatedþ intoþ
twoþ distinctþ independentþ steps:þ

1.þ solveþ theþ Maxwell’sþ equationsþ forþ theþ fields,þ forþ knownþ sourceþ terms;þ

2.þ solveþ theþ Vlasovþ equationþ inþ orderþ toþ deriveþ theþ evolutionþ ofþ theþ sourceþ terms,þ forþ
knownþ valuesþ ofþ theþ electromagneticþ fields.þ

Inþ theþ followingþ sections,þ weþ willþ firstþ describeþ theseþ twoþ stepsþ independently,þ thenþ weþ
willþ showþ howþ theyþ areþ combinedþ inþ theþ fullþ PICþ calculation.þ

2.2.1þ Numericalþ implementationþ ofþ theþ Maxwell’sþ equationsþ

Withinþ theþ physicalþ modelþ describedþ inþ theþ previousþ section,þ allþ numericalþ methodsþ intro-
duceþ aþ numericalþ gridþ inþ positionþ inþ orderþ toþ solveþ theþ Maxwell’sþ curlþ equationsþ givenþ byþ
Eqs.þ 2.1þ-2.2þ.þ Thisþ numericalþ gridþ isþ usedþ eitherþ toþ performþ aþ projectionþ ofþ specificþ functionsþ
withinþ spectralþ methods,þ asþ willþ beþ detailedþ inþ Chapterþ 3þ,þ orþ inþ theþ moreþ standardþ finite-
differenceþ (Yee)þ orþ non-standardþ finite-differenceþ (NSFD)þ methods,þ asþ willþ beþ describedþ inþ
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theþ presentþ chapter.þ Hereþ weþ considerþ Cartesianþ coordinates,þ theþ cylindricalþ coordinatesþ willþ
beþ consideredþ laterþ inþ Sec.þ 2.5þ andþ theþ laserþ isþ propagatingþ alongþ theþ z axis.þ

Theþ numericalþ gridþ isþ uniformþ withþ aþ cellþ widthþ ofþ ∆x,þ ∆y,þ ∆z.þ Theþ interactionþ processþ
isþ describedþ overþ aþ lengthþ ofþ Lz ofþ aþ fewþ λp,þ whereasþ itsþ durationþ isþ givenþ byþ Lplasma/c,þ whereþ
Lplasma isþ theþ plasmaþ lengthþ inþ theþ injector.þ Forþ theþ laser-plasmaþ injector,þ λp < 50µm,þ
whereasþ Lplasma canþ reachþ severalþ mm.þ Inþ orderþ toþ reduceþ theþ spatialþ domainþ toþ beþ computed,þ
theþ techniqueþ ofþ aþ movingþ windowþ isþ used.þ Thisþ techniqueþ consistsþ ofþ aþ fixed-sizeþ simulationþ
boxþ ofþ aþ fewþ λp inþ length,þ co-movingþ atþ theþ speedþ ofþ lightþ likeþ theþ laserþ pulseþ toþ onlyþ describeþ
theþ interactionþ process.þ Thisþ isþ doneþ byþ addingþ continuouslyþ newþ cellsþ inþ theþ frontþ ofþ theþ
boxþ andþ destroyingþ theþ sameþ amountþ atþ theþ back.þ Noteþ howeverþ thatþ withinþ theþ box,þ theþ
Maxwell’sþ equationsþ areþ stillþ solvedþ inþ theþ laboratoryþ frame.þ

Theþ Maxwell’sþ equationsþ areþ solvedþ onþ theþ numericalþ gridþ usingþ theþ Finite-Differenceþ
Time-Dependentþ (FDTD)þ method,þ withþ aþ second-orderþ accurateþ explicitþ solver.þ Thisþ second-
orderþ accuracyþ isþ obtainedþ byþ centeringþ theþ differentiationþ bothþ inþ timeþ andþ inþ space,þ implyingþ
thatþ bothþ theþ fieldsþ andþ theþ chargeþ andþ currentþ densitiesþ areþ evaluatedþ atþ specificþ times,þ andþ
positions.þ Forþ theþ timeþ integration,þ theþ leap-frogþ scheme,þ shownþ inþ Fig.þ 2.1þ isþ used.þ Inþ thisþ
scheme,þ theþ valuesþ ofþ theþ physicalþ parametersþ areþ calculatedþ atþ timeþ t + ∆t,þ knowingþ theþ
valuesþ ofþ theirþ timeþ derivativeþ atþ timeþ t+∆t/2:þ

F (x, t+∆t) = F (x, t) + ∆t

(
∂F (x, τ)

∂τ

)
τ=t+∆t/2

. (2.16þ)þ

Byþ combiningþ Eq.þ 2.16þ withþ Eqs.þ 2.1þ-2.2þ,þ weþ deduceþ thatþ theþ currentþ densityþ andþ theþ
magneticþ fieldþ shouldþ beþ calculatedþ atþ ∆t/2 awayþ fromþ theþ electricþ field.þ Furthermore,þ fromþ
theþ continuityþ equationþ

∂ρ (x, t)

∂t
= −∇J (x, t) , (2.17þ)þ

itþ isþ deducedþ thatþ theþ chargeþ densityþ shouldþ beþ evaluatedþ atþ theþ sameþ timeþ asþ theþ electricþ
field.þ Theþ globalþ timeþ orderingþ ofþ theþ fieldsþ andþ densitiesþ isþ thenþ theþ oneþ representedþ inþ Fig.þ
2.1þ.þ Theþ leap-frogþ schemeþ isþ commonlyþ usedþ sinceþ itþ isþ fastþ asþ comparedþ toþ otherþ higher-orderþ
integrationþ methodsþ (e.g.þ Runge-Kutta),þ itþ isþ sufficientlyþ accurateþ forþ plasmaþ modelingþ andþ
itþ allowsþ theþ separationþ ofþ theþ Maxwell’sþ andþ Vlasovþ equations.þ
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Figureþ 2.1:þ Temporalþ layoutþ ofþ fieldþ andþ macro-particleþ quantitiesþ usedþ inþ theþ FDTDþ treat-
mentþ ofþ theþ Maxwell’sþ equations.þ Theþ knownþ valuesþ atþ theþ currentþ time-stepþ areþ coloredþ inþ
redþ andþ blue,þ unknownþ valuesþ areþ coloredþ inþ gray.þ Theþ objectiveþ inþ oneþ time-stepþ calculationþ
isþ toþ determineþ theþ unknownþ valuesþ fromþ theþ knownþ ones.þ Adaptedþ fromþ [þ67þ].þ

Inþ orderþ toþ getþ aþ second-orderþ accuracyþ forþ theþ spatialþ derivativesþ inþ theþ Maxwell’sþ
equation,þ theþ fieldsþ haveþ toþ beþ evaluatedþ atþ specificþ positions.þ Theseþ positionsþ areþ givenþ byþ
theþ Yeeþ latticeþ [þ151þ],þ whichþ providesþ centeredþ spatialþ derivative,þ withþ second-orderþ accuracy.þ
Weþ showþ thisþ latticeþ inþ Fig.þ 2.2þ asþ anþ illustrationþ forþ theþ TMþ (transverseþ magnetic)þ mode,þ
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k • B = 0,þ withþ z− axisþ theþ propagationþ axis.þ Inþ thisþ modeþ onlyþ Ez,þ Ex andþ By componentsþ
inþ Cartesianþ coordinatesþ haveþ non-zeroþ values.þ Similarþ approachþ canþ beþ appliedþ inþ theþ TEþ
(transverseþ electric)þ modeþ orþ theþ TEMþ (transverseþ electricþ andþ magnetic)þ mode.þ
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Figureþ 2.2:þ Spatialþ layoutþ ofþ fieldþ quantitiesþ E andþ B onþ theþ two-dimensionalþ grid,þ togetherþ
withþ theþ sourceþ termsþ J andþ ρ.þ

Inþ theþ following,þ weþ describeþ theþ numericalþ implementationþ ofþ theþ explicitþ forwardþ inte-
grationþ schemeþ [þ152þ,þ 153þ,þ 154þ]þ ofþ theþ Maxwell’sþ equationsþ withþ theþ timeþ andþ spatialþ layoutþ
ofþ Figs.þ 2.1þ-2.2þ forþ theþ TMþ mode.þ Letþ usþ firstþ introduceþ someþ notationsþ toþ makeþ theþ writingþ
moreþ tractable.þ Theþ timeþ derivativesþ becomeþ (forþ anyþ E− andþ B−fields):þ

(DtE)n+1/2 ≡ En+1 −En

∆t
, (2.18þ)þ

(DtB)n ≡ Bn+1/2 −Bn−1/2

∆t
. (2.19þ)þ

Asþ forþ theþ spatialþ derivativesþ accurateþ toþ theþ second-order,þ weþ haveþ (forþ anyþ fieldsþ andþ sourceþ
termsþ F ):þ

(DxF )j′,k′ ≡
F j′+1/2,k′ − F j′−1/2,k′

∆x
, (2.20þ)þ

(DyF )j′,k′ ≡
F j′,k′+1/2 − F j′,k′−1/2

∆y
, (2.21þ)þ

whereþ j′ andþ k′ areþ relatedþ toþ theþ positionþ inþ x andþ z respectivelyþ andþ canþ beþ integersþ orþ
half-integers.þ

Withþ theseþ notations,þ theþ differentþ Maxwell’sþ equationsþ Eqs.þ 2.1þ andþ 2.2þ inþ theþ TMþ modeþ
areþ writtenþ asþ followsþ

(DtEx)
n+1/2
j+1/2,k = −c2(DzBy + µ0Jx)

n+1/2
j+1/2,k, (2.22þ)þ

(DtEz)
n+1/2
j,k+1/2 = c2(DxBy − µ0Jz)

n+1/2
j,k+1/2, (2.23þ)þ

(DtBy)
n+1/2
j+1/2,k+1/2 = (DzEx −DxEz)

n+1/2
j+1/2,k+1/2. (2.24þ)þ
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Takingþ Eq.þ 2.22þ asþ anþ example,þ onceþ En
x ,þ Bn+1/2

y andþ Jn+1/2
x areþ known,þ En+1

x canþ beþ
determined.þ Writingþ theþ expansionþ ofþ thisþ equationþ explicitlyþ leadsþ toþ

Ex
n+1
j+1/2,k = −c2∆t

(
By

n+1/2
j+1/2,k+1/2 −By

n+1/2
j+1/2,k−1/2

∆z
+ µ0Jx

n+1/2
j+1/2,k

)
+ Ex

n
j+1/2,k. (2.25þ)þ

Theþ updateþ ofþ fieldsþ E andþ B alternates,þ beginningþ withþ E,þ thenþ B,þ asþ shownþ inþ Fig.þ 2.1þ.þ

2.2.2þ Numericalþ implementationþ ofþ theþ Vlasovþ equationþ

Knowingþ theþ electromagneticþ fieldsþ inþ theþ plasma,þ theþ dynamicsþ ofþ theþ freeþ plasmaþ elec-
tronsþ andþ ionsþ isþ givenþ byþ theþ equationsþ Eqs.þ 2.12þ-2.15þ.þ Sinceþ theþ electromagneticþ fieldsþ areþ
evaluatedþ onlyþ atþ specificþ positionsþ onþ theþ numericalþ grid,þ itþ isþ temptingþ toþ evaluateþ theþ
single-particleþ distributionþ functionþ fs (x,p, t) onþ theþ sameþ positionþ grid.þ Thisþ impliesþ thatþ
theþ velocitiesþ areþ alsoþ calculatedþ onþ theþ numericalþ gridþ toþ coverþ theþ fullþ 6þ dimensionsþ ofþ theþ
phaseþ space.þ Inþ fact,þ thisþ approachþ isþ knownþ asþ theþ Vlasovþ calculationsþ andþ itþ hasþ beenþ
implementedþ inþ [þ155þ,þ 156þ].þ Theseþ Vlasovþ simulationsþ areþ provenþ toþ beþ almostþ noise-free,þ
howeverþ theyþ areþ veryþ timeþ consuming,þ evenþ one-dimensionalþ problemsþ requireþ theþ useþ ofþ
parallelþ computers.þ Theþ reasonþ whyþ theseþ simulationsþ areþ computationallyþ heavyþ isþ depictedþ
inþ Fig.þ 2.3þ(a).þ Itþ showsþ aþ phaseþ spaceþ (x, px).þ Theþ shadedþ areaþ representsþ theþ regionþ occupiedþ
byþ plasmaþ particles,þ whereþ theþ associatedþ two-dimensionalþ distributionþ functionþ f(x, px) isþ
non-zeroþ whereasþ theþ unshadedþ areaþ isþ voidþ ofþ particles.þ

Sampling by numerical  
macro-particles

Plasma distribution  
function

Plasma distribution  
function

p
x

p
x(a) (b)

x x

Figureþ 2.3:þ Kineticþ plasmaþ simulations:þ (a)þ Vlasovþ method,þ usingþ anþ Eulerianþ gridþ inþ theþ
phaseþ space;þ (b)þ PICþ method,þ samplingþ byþ numericalþ particlesþ toþ markþ theþ distributionþ
function.þ

Inþ theþ Vlasovþ method,þ oneþ hasþ toþ processþ theseþ emptyþ regionsþ andþ maintainþ themþ asþ partsþ
ofþ theþ numericalþ arrays,þ leadingþ toþ aþ wasteþ ofþ computationalþ timeþ andþ computerþ memory.þ
Thisþ problemþ hasþ beenþ partiallyþ solvedþ usingþ sophisticatedþ numericalþ methods,þ suchþ asþ theþ
usedþ ofþ anþ adaptiveþ phase-spaceþ gridþ [þ156þ].þ Nevertheless,þ asþ theþ efficiencyþ ofþ theþ Vlasovþ
methodþ reducesþ exponentiallyþ withþ theþ numberþ ofþ dimensions,þ presentlyþ onlyþ 1Dþ andþ 2Dþ
Vlasovþ simulationsþ haveþ beenþ proposed.þ Toþ performþ aþ calculationþ inþ aþ 3Dþ positionþ space,þ
whichþ isþ mandatoryþ forþ theþ modelingþ ofþ theþ injectorþ inþ LWFA,þ aþ moreþ computationallyþ
effectiveþ methodþ hasþ toþ beþ used.þ
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Lookingþ atþ theþ Vlasovþ equationþ Eq.þ 2.12þ,þ forþ aþ fixedþ valueþ ofþ theþ electromagneticþ fields,þ
itþ isþ identicalþ toþ theþ Louiville’sþ equationþ ofþ chargedþ particlesþ movingþ inþ anþ externalþ electro-
magneticþ fieldþ excludingþ theþ sourceþ term.þ However,þ inþ orderþ toþ makeþ theþ connectionþ withþ
theþ Maxwell’sþ equationsþ inþ whichþ theþ valuesþ ofþ theþ chargeþ andþ currentþ densitiesþ areþ requiredþ
onþ theþ numericalþ grid,þ theþ point-likeþ particlesþ haveþ toþ beþ replacedþ byþ theþ soþ calledþ macro-
particles,þ whichþ shouldþ haveþ aþ sizeþ largerþ orþ equalþ toþ theþ dimensionþ ofþ theþ gridþ cells.þ Thisþ
isþ theþ basicþ featureþ ofþ theþ Particleþ Inþ Cellþ (PIC)þ methodþ [þ153þ,þ 157þ].þ Therefore,þ inþ aþ PICþ
calculation,þ theþ single-particleþ distributionþ functionsþ ofþ theþ chargedþ particlesþ areþ writtenþ asþ

fs (x,p, t) =

Ns(t)∑
m=1

ws,mS [x− xm(t)] δ [p− pm(t)] . (2.26þ)þ

Inþ thisþ equation,þ S(x − xm) isþ theþ shapeþ factorþ orþ theþ supportþ functionþ centeredþ atþ theþ
positionþ ofþ theþ macro-particle,þ ws,m isþ theþ weightþ ofþ theþ macro-particles,þ andþ Ns(t) isþ theþ
totalþ numberþ ofþ macro-particlesþ inþ theþ consideredþ interactionþ domain.þ Inþ orderþ toþ simplifyþ
theþ calculation,þ theþ shapeþ factorþ isþ aþ fixedþ function,þ whichþ isþ identicalþ forþ allþ macro-particlesþ
ofþ allþ speciesþ andþ isþ normalizedþ throughþ theþ relationþ∫

S(x− xm)dx = 1. (2.27þ)þ

Inþ Eq.þ 2.26þ,þ theþ δ [p− pm(t)] termþ ensuresþ thatþ thereþ isþ noþ deformationþ ofþ S(x − xm)
duringþ theþ propagation.þ Theþ weightingþ factorþ ws,m canþ dependþ onþ theþ speciesþ andþ alsoþ onþ
theþ spatialþ positionþ atþ whichþ theþ macro-particleþ isþ created.þ Inþ particular,þ itþ isþ throughþ ws,m

thatþ theþ longitudinalþ andþ transverseþ densityþ profileþ ofþ theþ plasmaþ canþ beþ takenþ intoþ account.þ
Theþ introductionþ ofþ Eq.þ 2.26þ inþ theþ Vlasovþ equationþ Eq.þ 2.12þ yieldsþ{

dNs

dt
ws,NsS [x− xNs(t)] δ

[
p− pNs

(t)
]
−Gs (x,p, t)

}
. . .

. . .+


Ns(t)∑
m=1

ws,m (v − ẋm)∇xS [x− xm(t)] δ [p− pm(t)]

 . . .

. . .+


Ns(t)∑
m=1

ws,m (Fs (x,p, t)− ṗm)S [x− xm(t)]∇pδ [p− pm(t)]

 = 0. (2.28þ)þ

Inþ Eq.þ 2.28þ,þ theþ firstþ bracketþ indicatesþ thatþ theþ variationþ ofþ theþ numberþ ofþ macro-particlesþ
isþ givenþ byþ theþ sourceþ term,þ Gs.þ Forþ tunnel-ionization,þ whichþ isþ theþ onlyþ sourceþ termþ con-
sideredþ here,þ theþ electronþ isþ generatedþ atþ zeroþ velocityþ inþ theþ referenceþ ofþ theþ parentþ ion.þ
Besides,þ theþ totalþ chargeþ isþ conservedþ duringþ theþ ionizationþ process:þ∑

s

qsSs (x,p, t) = 0 (2.29þ)þ

Therefore,þ aþ parentþ macro-particleþ withþ aþ weightþ w,þ correspondingþ toþ theþ ionþ withþ aþ chargeþ
q,þ thatþ goesþ throughþ aþ tunnel-ionizationþ processþ willþ beþ destroyedþ andþ aþ newþ pairþ ofþ electron-
ionþ macro-particleþ willþ beþ created,þ bothþ theþ newþ macro-particlesþ willþ haveþ theþ sameþ weightþ
andþ theþ ionþ willþ haveþ aþ chargeþ ofþ q + 1.þ

Inþ theþ secondþ bracketþ ofþ Eq.þ 2.28þ,þ theþ presenceþ ofþ theþ δ [p− pm(t)] yieldsþ

d

dt
xm = vm =

pm

msγs,m
(2.30þ)þ
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Consideringþ nowþ theþ lastþ bracketþ ofþ Eq.þ 2.28þ,þ dueþ toþ theþ factþ theþ forceþ Fs dependsþ onþ theþ
positionþ andþ theþ shapeþ factorþ hasþ aþ finiteþ size,þ theþ expressionþ Fs (x,p, t) − dpm/dt cannotþ
cancelþ exactly.þ Anþ optimizedþ valueþ ofþ dpm/dt isþ obtainedþ byþ integrationþ overþ space,þ yieldingþ

dpm/dt = F̄ s (2.31þ)þ
F̄ s = Ē(xm) + vm × B̄(xm), (2.32þ)þ

Ē(xm) =

∫
dxS(x− xm)E(x), (2.33þ)þ

B̄(xm) =

∫
dxS(x− xm)B(x). (2.34þ)þ

Inþ orderþ toþ reduceþ theþ errorþ introducedþ byþ theþ differenceþ betweenþ F s andþ F̄ s theþ sizeþ inþ
eachþ directionþ ofþ theþ shapeþ factorþ shouldþ beþ muchþ lessþ thanþ thatþ ofþ theþ characteristicþ lengthþ
forþ fieldþ variationþ alongþ thisþ direction.þ Inþ addition,þ becauseþ theþ single-particleþ distributionþ
representsþ aþ statisticalþ averageþ overþ theþ particleþ trajectories,þ theþ sizeþ ofþ theþ shapeþ functionþ
shouldþ alsoþ beþ largeþ comparedþ toþ theþ averageþ distanceþ betweenþ twoþ plasmaþ particles.þ Theseþ
twoþ conditionsþ areþ inþ factþ compatibleþ inþ ourþ caseþ ofþ aþ kineticþ plasma,þ thanksþ toþ theþ conditionþ
establishedþ byþ Eq.þ 2.11þ givenþ inþ theþ previousþ section.þ

Inþ orderþ toþ beþ consistentþ withþ theþ numericalþ treatmentþ ofþ theþ Maxwell’sþ equations,þ theþ
trajectoryþ ofþ theþ macro-particlesþ areþ determinedþ byþ solvingþ theþ twoþ equationsþ ofþ motionþ asþ
givenþ byþ Eq.þ 2.30þ inþ theþ second-orderþ time-centeredþ leap-frogþ scheme:þ

xm (t+∆t) = xm (t) +

(
pm

msγs,m

)
(t+∆t/2)∆t (2.35þ)þ

pm (t+∆t) = pm (t) + F̄ s (t+∆t/2)∆t (2.36þ)þ

2.2.3þ Overviewþ ofþ theþ globalþ PICþ algorithmþ

Weþ haveþ seenþ inþ theþ twoþ previousþ sections,þ theþ numericalþ implementationþ ofþ theþ Maxwellþ andþ
Vlasovþ equationsþ inþ twoþ separatedþ steps.þ Weþ nowþ showþ howþ theseþ twoþ stepsþ areþ combinedþ
toþ performþ aþ fullþ PICþ calculation.þ Itþ beginsþ withþ theþ relationþ inþ theþ spatialþ domainþ andþ thenþ
theþ timeþ orderingþ ofþ theþ variousþ equations.þ Toþ makeþ theþ notationþ lessþ cluttered,þ weþ useþ theþ
wordþ “particles”þ toþ referþ toþ macro-particlesþ inþ theþ restþ ofþ theþ thesis.þ Inþ thisþ section,þ weþ keepþ
theþ sameþ definitionþ ofþ theþ spatialþ domainþ whichþ isþ 2Dþ Cartesianþ coordinatesþ inþ theþ (x, z)
plane,þ andþ theþ laserþ propagatesþ alongþ theþ z−axis.þ

Interpolationþ betweenþ theþ gridþ andþ theþ particleþ positionsþ

Inþ theþ numericalþ treatmentþ ofþ theþ Maxwell’sþ equations,þ theþ chargeþ andþ currentþ densities,þ
asþ wellþ asþ theþ electromagneticþ fieldsþ areþ evaluatedþ onþ theþ numericalþ grid,þ whereasþ forþ theþ
Vlasovþ equation,þ allþ quantitiesþ areþ calculatedþ atþ theþ particleþ position.þ Thereþ isþ thusþ aþ needþ toþ
makeþ anþ interpolationþ betweenþ theseþ twoþ spatialþ frameworksþ andþ thisþ interpolationþ shouldþ
beþ consistentþ withþ theþ shapeþ functionþ S(x − xm) ofþ theþ particles.þ Inþ mostþ PICþ codes,þ thisþ
shapeþ functionþ isþ writtenþ asþ aþ productþ ofþ one-dimensionalþ functions.þ Inþ ourþ caseþ itþ givesþ

S(x− xm) = Sx (x− xm)Sz (z − zm) (2.37þ)þ∫
Sx,z (τ) dτ = 1, (2.38þ)þ
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soþ thatþ theþ projectionþ canþ beþ performedþ independentlyþ inþ bothþ directions.þ Moreover,þ forþ
symmetryþ reason,þ Sx andþ Sz shouldþ beþ oddþ functions.þ Noteþ howeverþ thatþ Sx andþ Sz areþ notþ
necessarilyþ equal.þ

Considerþ theþ gridþ positionsþ xj,k = (j∆x, k∆z) andþ Pj,k (xm) theþ projectorþ thatþ willþ allowþ
calculationþ ofþ theþ chargeþ andþ currentþ densitiesþ fromþ theþ particlesþ throughþ theþ relationsþ

ρj,k =
1

Vcell

∑
s

qs

Ns∑
m=1

ws,mPj,k (xm) (2.39þ)þ

J j,k =
1

Vcell

∑
s

qs

Ns∑
m=1

ws,mvmPj,k (xm) , (2.40þ)þ

whereþ Vcell = ∆x∆z isþ theþ areaþ ofþ theþ cellþ ofþ theþ numericalþ grid.þ Fromþ Eqs.þ 2.37þ-2.38þ,þ weþ
canþ deduceþ thatþ

Pj,k (xm) = Pj (xm)Pk (zm) , (2.41þ)þ

andþ ∑
j

Pj (xm) =
∑
k

Pk (zm) = 1. (2.42þ)þ

Aþ straightforwardþ solutionþ toþ determineþ theþ projectorsþ isþ obtainedþ byþ integratingþ theþ
shapeþ functionþ aroundþ theþ grid-pointsþ onþ aþ lengthþ givenþ byþ theþ cellþ widthþ :þ

Pj (xm) =

∫ xj+∆x/2

xj−∆x/2

Sx (x− xm) dx (2.43þ)þ

Pk (zm) =

∫ zk+∆z/2

zk−∆z/2

Sz (z − zm) dz, (2.44þ)þ

theseþ equationsþ satisfyþ Eq.þ 2.42þ.þ
Inþ aþ similarþ way,þ inþ orderþ toþ solveþ theþ equationþ ofþ motionþ Eq.þ 2.31þ,þ oneþ needsþ toþ determineþ

theþ averageþ fieldsþ ofþ Eqs.þ 2.33þ-2.34þ actingþ onþ theþ particleþ fromþ theirþ valuesþ onþ theþ grid.þ
Followingþ theþ sameþ procedureþ asþ above,þ weþ getþ

Ē(xm) =
∑
j,k

Pj (xm)Pk (zm)Ej,k (2.45þ)þ

B̄(xm) =
∑
j,k

Pj (xm)Pk (zm)Bj,k, (2.46þ)þ

whereþ theþ functionsþ Pj andþ Pk areþ givenþ byþ Eqs.þ 2.43þ-2.44þ.þ Itþ isþ importantþ toþ noteþ thatþ theþ
projectorsþ usedþ inþ Eqs.þ 2.45þ-2.46þ forþ theþ projectionþ fromþ theþ gridþ toþ theþ particlesþ positionsþ
areþ theþ sameþ asþ thoseþ usedþ inþ Eqs.þ 2.39þ-2.40þ forþ theþ interpolationþ fromþ theþ particleþ positionsþ
toþ theþ grid.þ Otherwise,þ theþ asymmetryþ willþ introduceþ nonphysicalþ self-generatedþ fields.þ Inþ
otherþ words,þ withoutþ aþ symmetricalþ procedure,þ aþ particleþ canþ beþ acceleratedþ byþ theþ generatedþ
fieldþ ofþ itsþ own.þ

Itþ remainsþ nowþ toþ specifyþ theþ optimalþ sizeþ andþ formþ ofþ theþ shapeþ functions.þ Weþ haveþ seenþ
thatþ thisþ sizeþ shouldþ beþ smallþ comparedþ withþ theþ characteristicþ lengthþ ofþ theþ fieldþ variation.þ
Thisþ isþ alsoþ trueþ inþ theþ FDTDþ approachþ forþ theþ widthþ ofþ theþ numericalþ cellþ becauseþ toþ
calculateþ theþ derivative,þ weþ useþ theþ first-orderþ expansionþ inþ Eqs.þ 2.20þ-2.21þ.þ Thereforeþ theþ
sizeþ ofþ theþ shapeþ functionþ shouldþ beþ ofþ theþ sameþ orderþ asþ theþ sizeþ ofþ theþ numericalþ cell.þ
Howeverþ thereþ areþ twoþ additionalþ considerationsþ thatþ haveþ toþ beþ takenþ intoþ account:þ (i)þ Asþ
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willþ beþ discussedþ inþ detailedþ later,þ theþ valueþ ofþ theþ time-stepþ isþ mainlyþ relatedþ toþ theþ cellþ
dimensionþ inþ theþ directionþ ofþ laserþ propagation.þ Asþ aþ consequence,þ inþ manyþ situations,þ theþ
constraintþ inþ theþ time-stepþ imposesþ aþ muchþ smallerþ cellþ sizeþ inþ theþ propagationþ directionþ
thanþ inþ theþ transverseþ onesþ (seeþ Chapterþ 4þ).þ Thusþ inþ theþ propagationþ direction,þ theþ shapeþ
functionþ canþ beþ significantlyþ largerþ thanþ theþ cellþ size.þ (ii)þ Theþ motionsþ ofþ theþ finiteþ numberþ
ofþ particlesþ provokeþ aþ statisticalþ fluctuationþ bothþ inþ theþ chargeþ andþ theþ currentþ densities,þ
whichþ inþ turnþ introduceþ aþ fluctuationþ intoþ electromagneticþ fieldsþ andþ thenþ theþ forceþ actingþ
onþ theþ particles.þ Thisþ fluctuationþ isþ dueþ toþ theþ factþ thatþ dependingþ onþ theþ formþ ofþ theþ shapeþ
function,þ theþ derivativeþ ∂nPj,k (τ) /∂τ

n canþ becomeþ infiniteþ atþ someþ specificþ positions.þ Theþ
importanceþ ofþ theseþ fluctuations,þ alsoþ calledþ numericalþ noise,þ canþ beþ reducedþ byþ increasingþ
theþ numberþ ofþ particles.þ Howeverþ aþ generalþ ruleþ inþ statisticsþ isþ thatþ theþ amplitudeþ ofþ theþ
noiseþ scalesþ onlyþ asþ theþ inverseþ ofþ theþ squareþ rootþ ofþ theþ numberþ ofþ particles.þ Hence,þ aþ moreþ
efficientþ wayþ toþ reduceþ theþ numericalþ noise,þ canþ beþ toþ increaseþ theþ ratioþ betweenþ theþ sizeþ ofþ
theþ shapeþ functionþ andþ ofþ theþ numericalþ cell,þ andþ toþ chooseþ aþ formþ soþ thatþ theþ lowestþ ordersþ
derivativeþ ofþ theþ projectorþ areþ continuousþ everywhere.þ

Inþ aþ finite-differenceþ solver,þ theþ orderþ ofþ theþ derivativeþ isþ directlyþ relatedþ toþ theþ numberþ
ofþ invokedþ pointsþ inþ theþ grid,þ thatþ isþ theþ ratioþ betweenþ theþ sizeþ ofþ theþ cellþ functionþ andþ theþ
oneþ ofþ theþ numericalþ cell.þ Consequently,þ oneþ orþ moreþ gridþ cellsþ thatþ areþ ofþ theþ immediateþ
neighborhoodþ ofþ theþ particlesþ willþ contributeþ toþ theþ interpolation.þ Severalþ canonicalþ expres-
sionsþ forþ S canþ beþ foundþ inþ [þ157þ,þ 153þ].þ Theyþ includeþ theþ Nearest-Grid-Pointþ (NGP)þ method,þ
alsoþ knownþ asþ theþ zero-orderþ weighting;þ theþ Cloud-In-Cellþ (CIC)þ method,þ alsoþ knownþ asþ theþ
first-orderþ weightingþ orþ areaþ weighting;þ theþ Triangular-Shapedþ densityþ Cloudþ (TSC).þ Belowþ
weþ presentþ theþ expressionþ forþ theþ 1Dþ shapeþ functionþ Sx forþ theþ threeþ cases.þ

Theþ simplestþ shapeþ factorþ toþ assignþ theþ weightþ ofþ theþ fieldsþ toþ theþ particlesþ isþ toþ assignþ toþ
itsþ nearest-grid-point.þ Forþ thisþ method,þ theþ expressionþ ofþ theþ assignmentþ functionþ Sx writes:þ

Sx(u) =

{
1 if

∣∣ u
∆x

∣∣ < 1
2
,

0 otherwise.
(2.47þ)þ

Theþ NGPþ methodþ introducesþ aþ discontinuityþ inþ fieldþ assignmentþ toþ theþ particles,þ itþ isþ thereforeþ
seldomþ used.þ

Theþ CICþ methodþ givesþ aþ betterþ approximationþ atþ theþ costþ ofþ numberþ ofþ arithmeticþ op-
erationsþ perþ particleþ perþ time-stepþ asþ comparedþ toþ theþ NGPþ method.þ Theþ improvementþ ofþ
accuracyþ isþ broughtþ aboutþ byþ assigningþ twoþ grid-pointsþ ratherþ thanþ one.þ Theþ correspondingþ
assignmentþ functionþ Sx writesþ

Sx(u) =

{
1−

∣∣ u
∆x

∣∣ if
∣∣ u
∆x

∣∣ < 1,
0 otherwise.

(2.48þ)þ

Inþ theþ CICþ method,þ theþ discontinuityþ inþ theþ projectionþ occursþ onlyþ atþ theþ firstþ derivationþ
level.þ

Theþ TSCþ methodþ furtherþ improvesþ theþ accuracyþ ofþ interpolationþ ofþ fieldþ quantitiesþ toþ
particles.þ Itþ involvesþ theþ contributionþ ofþ threeþ grid-points,þ implyingþ thatþ theþ costþ ofþ numberþ
ofþ arithmeticþ operationsþ perþ particleþ perþ time-stepþ isþ higherþ thanþ inþ theþ CICþ method.þ Theþ
expressionþ ofþ itsþ assignmentþ functionþ writesþ

Sx(u) =


3
4
−
∣∣ u
∆x

∣∣2 if
∣∣ u
∆x

∣∣ ≤ 1
2
,

1
2

(
3
2
−
∣∣ u
∆x

∣∣)2 if 1
2
<
∣∣ u
∆x

∣∣ ≤ 3
2
,

0 otherwise.

(2.49þ)þ
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Hereþ weþ seeþ thatþ theþ discontinuityþ occursþ onlyþ atþ theþ second-orderþ level.þ Theþ choiceþ ofþ
theþ interpolationþ methodþ dependsþ onþ theþ averageþ numberþ ofþ particlesþ perþ numericalþ cell.þ
Inþ someþ situations,þ theþ single-particleþ distributionþ functionþ hasþ locallyþ aþ veryþ broadþ energyþ
spectrum,þ henceþ aþ largeþ numberþ ofþ particlesþ areþ alreadyþ requiredþ toþ describeþ theþ phaseþ space.þ
Inþ thatþ case,þ aþ prioriþ oneþ doesþ noþ needþ toþ introduceþ aþ high-orderþ interpolationþ scheme.þ Inþ
otherþ situations,þ inþ particularþ whenþ theþ cellþ widthþ isþ muchþ smallerþ thanþ theþ characteristicþ
sizeþ ofþ fieldþ variations,þ theþ numberþ ofþ particlesþ perþ cellþ canþ beþ limited,þ whichþ impliesþ usingþ aþ
high-orderþ interpolationþ procedureþ forþ reducingþ theþ numericalþ noise.þ Inþ ourþ simulations,þ weþ
haveþ usedþ eitherþ theþ CICþ orþ theþ TSCþ methods,þ dependingþ onþ theþ consideredþ cases.þ

PICþ timeþ cycleþ

Weþ haveþ shownþ theþ procedureþ inþ PICþ calculationsþ thatþ linksþ theþ particleþ quantitiesþ andþ
quantitiesþ onþ theþ numericalþ gridþ inþ theþ spatialþ domain.þ Hereþ weþ addressþ theþ questionþ ofþ
theþ timeþ orderingþ ofþ theþ twoþ systemsþ ofþ equations.þ Weþ willþ showþ thatþ oneþ ofþ theþ greatestþ
strengthsþ ofþ theþ PICþ methodþ isþ thatþ itþ yieldsþ toþ fourþ independentþ routines,þ thatþ canþ beþ
performedþ sequentiallyþ atþ eachþ time-step,þ asþ shownþ inþ Fig.þ 2.4þ.þ

Push particles 
Fm → vm → xm

Deposit charge/current 
(x,v)m → (𝜌,J)j

Solve fields 
(𝜌,J)j → (E,B)j

Gather forces 
(E,B)j → Fm

Newton-Lorentz

Maxwell

m index of the macro-particle 
j index of the grid

time, Δt

Figureþ 2.4:þ Theþ PICþ cycle:þ Illustrationþ ofþ fourþ componentsþ thatþ constituteþ oneþ time-step.þ
Theþ particlesþ areþ numberedþ m = 1, 2 . . .;þ theþ gridþ indexþ isþ j,þ whichþ becomesþ vectorsþ inþ twoþ
andþ threeþ dimensions.þ

Weþ startþ atþ aþ givenþ time-stepþ n correspondingþ toþ theþ situationþ indicatedþ byþ redþ andþ
blueþ quantitiesþ inþ Fig.þ 2.1þ.þ Theþ electricþ fieldsþ En isþ knownþ atþ theþ timeþ tn = n∆t,þ whileþ theþ
magneticþ fieldsþ Bn−1/2 andþ Bn+1/2 areþ knownþ atþ timesþ tn±1/2 = (n±1/2)∆t.þ Forþ bothþ fields,þ
theirþ valuesþ areþ evaluatedþ onþ theþ Yeeþ spatialþ gridþ representedþ inþ Fig.þ 2.2þ.þ Toþ beþ consistentþ
withþ theþ timesþ relatedþ toþ theþ chargeþ andþ theþ currentþ densitiesþ indicatedþ inþ Fig.þ 2.1þ,þ weþ
assumeþ thatþ theþ positionþ ofþ theþ particlesþ xn

m andþ xn+1
m areþ knownþ atþ tn andþ tn+1 whileþ theirþ

velocitiesþ vn±1/2
m areþ knownþ atþ tn±1/2.þ

Basedþ onþ Fig.þ 2.4þ,þ weþ willþ goþ throughþ eachþ routineþ oneþ atþ aþ time.þ

•þ Depositþ charge/currentþ .þ Theþ firstþ stepþ ofþ theþ calculationþ isþ toþ determineþ theþ valuesþ
ofþ theþ chargeþ densityþ ρn,þ ρn+1 andþ theþ currentþ densityþ Jn±1/2 atþ specificþ positionsþ onþ
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theþ Yeeþ gridþ fromþ theþ particleþ positionsþ andþ velocitiesþ usingþ theþ projectionþ formulasþ asþ
givenþ byþ Eq.þ 2.39þ andþ Eq.þ 2.40þ.þ

•þ Solveþ fieldsþ .þ Allþ theþ requiredþ quantitiesþ areþ nowþ knownþ inþ orderþ toþ solveþ theþ Maxwell’sþ
equationsþ (Eqs.þ 2.22þ-2.24þ),þ fromþ whichþ weþ deduceþ theþ valuesþ ofþ En+1 andþ ofþ Bn+3/2.þ

•þ Gatherþ forcesþ .þ Weþ interpolateþ theþ valuesþ ofþ theþ fieldsþ fromþ theþ Yeeþ gridþ toþ theþ
particleþ positions,þ throughþ theþ projectionþ formulasþ Eqs.þ 2.45þ-2.46þ.þ Toþ useþ theþ leap-frogþ
schemeþ forþ theþ evolutionþ ofþ theþ particleþ velocityþ fromþ timeþ tn+1/2 toþ timeþ tn+3/2,þ oneþ
needsþ toþ calculateþ theþ forceþ atþ theþ timeþ tn+1.þ Forþ that,þ weþ needþ theþ valuesþ ofþ bothþ
Ē

n+1
(xn+1

m ) andþ ofþ B̄n+1
(xn+1

m ).þ Forþ Bn+1 weþ useþ theþ timeþ averageþ valueþ Bn+1 =
(Bn+1/2+Bn+3/2)/2.þ Toþ illustrateþ thisþ procedureþ weþ showþ theþ correspondingþ formulasþ
inþ aþ 2Dþ Cartesianþ Yeeþ lattice:þ

Ē
n+1

(xn+1
m ) =

∑
j,k

[
Pj+ 1

2
,k(x

n+1
m )Ex

n+1
j+ 1

2
,k
ex + Pj,k(x

n+1
m )Ey

n+1
j,k ey

+Pj,k+ 1
2
(xn+1

m )Ez
n+1
j,k+ 1

2

ez

]
, (2.50þ)þ

B̄
n+1

(xn+1
m ) =

∑
j,k

1

2

[
Pj,k+ 1

2
(xn+1

m )
(
Bx

n+ 1
2

j,k+ 1
2

+Bx
n+ 3

2

j,k+ 1
2

)
ex

+ Pj+ 1
2
,k+ 1

2
(xn+1

m )
(
By

n+ 1
2

j+ 1
2
,k+ 1

2

+By
n+ 3

2

j+ 1
2
,k+ 1

2

)
ey

+ Pj+ 1
2
,k(x

n+1
m )

(
Bz

n+ 1
2

j+ 1
2
,k
+Bz

n+ 3
2

j+ 1
2
,k

)
ez. (2.51þ)þ

•þ Pushþ particlesþ .þ Onceþ theþ fieldsþ Ēn+1
(xn+1

m ) andþ ofþ B̄n+1
(xn+1

m ) areþ determinedþ atþ
timeþ tn+1,þ itþ remainsþ toþ calculateþ vn+ 3

2
m andþ xn+2

m ofþ theþ particlesþ usingþ Eqs.þ 2.35þ -þ 2.36þ.þ
Withþ theþ notationþ u = p/ms = γs,mv,þ weþ obtainþ

u
n+ 3

2
m − u

n+ 1
2

m

∆t
=

q

m

(
Ē

n+1
(xn+1

m ) +
u

n+ 3
2

m + u
n+ 1

2
m

2γn+1
s,m

× B̄
n+1

(xn+1
m )

)
, (2.52þ)þ

whereþ (γn+1
s,m )2 = 1+(un+1/c)2,þ withþ un+1 = (un+3/2+un+1/2)/2 .þ Noticeþ thatþ Eq.þ 2.52þ

isþ implicit.þ Theþ nameþ ‘implicit’þ arisesþ becauseþ un+3/2 appearsþ onþ bothþ sidesþ ofþ theþ
equation.þ Hence,þ oneþ wayþ ofþ solvingþ Eq.þ 2.52þ isþ byþ usingþ anþ implicitþ method.þ However,þ
asþ pointedþ outþ inþ [þ152þ],þ whileþ calculatingþ theþ trajectoryþ ofþ particlesþ inþ theþ presenceþ ofþ
constantþ Ē− andþ B̄−fields,þ theþ orbitsþ generatedþ byþ thisþ algorithmþ areþ notþ exact,þ aþ
correctionþ toþ theþ Ē× B̄ driftþ isþ expected.þ Borisþ [þ152þ]þ introducedþ anotherþ methodþ thatþ
separatesþ theþ electricþ andþ magneticþ forcesþ completelyþ byþ substitutingþ

un+ 1
2 = u− − qĒ

n+1
∆t

2m
, (2.53þ)þ

un+ 3
2 = u+ +

qĒ
n+1

∆t

2m
. (2.54þ)þ

Puttingþ theseþ equationsþ intoþ Eq.þ 2.52þ,þ En isþ eliminatedþ completely,þ leavingþ

u+ − u−

∆t
=

q

2γns,mms

(
u+ + u−)× B̄

n+1
, (2.55þ)þ
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Thisþ equationþ isþ theþ discretizedþ versionþ ofþ anþ equationþ ofþ motionþ describingþ theþ rotationþ
aboutþ anþ axisþ parallelþ toþ B̄n+1 withþ aþ uniformþ angularþ velocity.þ Itþ canþ thenþ beþ solvedþ
exactly.þ Theþ followingþ stepsþ toþ computeþ un+3/2 areþ then:þ

• addþ halfþ theþ E−fieldþ toþ un+1/2 usingþ Eq.þ 2.53þ toþ obtainþ u−,þ

• rotateþ u− accordingþ toþ Eq.þ 2.55þ toþ obtainþ u+,þ

• addþ theþ remainingþ halfþ ofþ theþ E−fieldþ toþ u+ usingþ Eq.þ 2.54þ toþ obtainþ un+1/2.þ

Theþ drawbackþ ofþ thisþ methodþ arisesþ ifþ weþ applyþ aþ constantþ non-zeroþ E− andþ B−fieldsþ
inþ suchþ aþ wayþ thatþ theirþ mutualþ contributionsþ cancel,þ i.e.þ E + u × B/γ = 0.þ Usingþ
theþ Borisþ method,þ itþ isþ foundþ thatþ theþ particleþ undergoesþ aþ spuriousþ forceþ inþ theþ caseþ
whereþ E 6= 0 andþ B 6= 0.þ Inþ response,þ Vayþ hasþ proposedþ aþ methodþ toþ mitigateþ thisþ
effectþ (referþ toþ [þ158þ]þ forþ moreþ details).þ

Regardlessþ ofþ theþ methodþ usedþ toþ obtainþ un+3/2,þ theþ positionþ isþ thenþ updatedþ fromþ theþ
velocityþ vn+3/2 = un+3/2/ γn+3/2,þ withþ (γn+

3
2 )2 = 1+ (un+ 3

2/c)2 byþ applyingþ Eq.þ 2.35þ,þ
givingþ

xn+2 = xn+1 + vn+ 3
2∆t. (2.56þ)þ

Afterþ havingþ calculatedþ Eq.þ 2.35þ,þ allþ physicalþ quantitiesþ areþ nowþ determinedþ atþ timeþ
t + ∆t.þ Theþ calculationþ canþ thenþ furtherþ continueþ byþ repeatingþ theþ fourþ stepsþ describedþ inþ
thisþ section.þ Thisþ constitutesþ theþ PICþ timeþ cycle,þ asþ shownþ inþ Fig.þ 2.4þ.þ

Theþ presentedþ PICþ cycleþ canþ leadþ toþ nonphysicalþ errorsþ because,þ dueþ toþ discretization,þ
theþ continuityþ equationþ (þ∂tρ+∇•J = 0)þ isþ notþ exactlyþ satisfied.þ Theþ schemeþ isþ thereforeþ notþ
chargeþ conserving,þ leadingþ toþ aþ possibleþ accumulationþ ofþ errorsþ duringþ theþ interactionþ process.þ
Toþ resolveþ this,þ Marderþ hasþ introducedþ anþ addedþ termþ knownþ asþ theþ “pseudo-current”þ [þ159þ],þ
F inþ theþ Maxwell-Ampereþ equationþ toþ correctþ theþ buildupþ ofþ error.þ Thisþ termþ isþ definedþ asþ
F (x, t) = ∇ • E − ρ.þ Forþ theþ numericalþ solution,þ Maxwell-Ampereþ equationþ Eq.þ 2.2þ isþ thusþ
alteredþ toþ includeþ theþ “pseudo-current”þ asþ aþ correctionþ term.þ Anotherþ methodþ toþ conserveþ
chargeþ inþ theþ PICþ methodþ isþ byþ theþ Esirkepovþ algorithmþ [þ160þ],þ whichþ isþ theþ generalizationþ ofþ
theþ methodþ developedþ byþ Villasenorþ andþ Bunemanþ [þ161þ].þ Thisþ algorithmþ calculatesþ Jn+1/2

j,k

knowingþ ρn+1
j,k .þ Inþ Villasernorþ andþ Buneman,þ CICþ particleþ shapeþ factorþ isþ assumedþ whereasþ

inþ theþ Esirkepov’sþ method,þ itþ isþ extendedþ toþ anyþ arbitraryþ particleþ shapeþ factorþ assumingþ
thatþ theþ particleþ trajectoryþ overþ oneþ time-stepþ isþ linear.þ

Inþ one-timeþ cycleþ ofþ theþ PICþ calculation,þ someþ recurrenceþ relationsþ areþ usedþ involvingþ
valuesþ definedþ atþ severalþ previousþ times.þ Theþ questionþ thenþ arisesþ onþ howþ toþ initializeþ theþ
calculationþ atþ theþ initialþ timeþ t = 0.þ Inþ factþ thisþ problemþ isþ greatlyþ simplifiedþ byþ startingþ
theþ calculationþ inþ vacuum,þ atþ someþ distancesþ beforeþ theþ entranceþ intoþ theþ plasma.þ However,þ
evenþ inþ vacuum,þ theþ initializationþ processþ isþ notþ trivialþ becauseþ theþ analyticalþ formulaþ forþ theþ
laserþ amplitudeþ thatþ areþ usuallyþ applied,þ i.e.þ ofþ aþ Gaussianþ pulse,þ areþ notþ exactþ solutionsþ ofþ
theþ Maxwell’sþ equationsþ andþ evenþ lessþ ofþ itsþ discretizedþ form.þ Inþ Warp,þ anþ originalþ methodþ
hasþ beenþ implementedþ toþ solveþ thisþ problem.þ Theþ inputþ fieldþ isþ firstþ transcribedþ asþ aþ sourceþ
termþ ofþ currentþ density,þ andþ theþ fieldþ generatedþ byþ thisþ sourceþ isþ directlyþ determinedþ fromþ
theþ Maxwell’sþ equation.þ

Accuracyþ andþ stabilityþ ofþ theþ timeþ integrationþ schemeþ

Byþ studyingþ howþ theþ planeþ electromagneticþ wavesþ areþ reproducedþ inþ theþ vacuum,þ i.e.þ weþ
considerþ theþ sourceþ termsþ withoutþ theþ self-consistentþ dynamicsþ ofþ theþ chargedþ particles,þ
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thereforeþ J = 0 inþ theþ Maxwell-Ampere’sþ equation,þ oneþ couldþ haveþ anþ insightþ onþ theþ accuracyþ
andþ stabilityþ ofþ theþ FDTDþ solverþ usedþ inþ theþ PICþ simulation.þ Thisþ typeþ ofþ studyþ isþ knownþ
asþ theþ numericalþ dispersionþ analysis.þ

Theþ procedureþ forþ theþ numericalþ dispersionþ analysisþ involvesþ substitutionþ ofþ planeþ monochro-
maticþ traveling-waveþ trialþ solutionþ intoþ theþ discretizedþ Maxwell’sþ equationsþ Eqs.þ 2.22þ-2.24þ.þ
Afterþ someþ algebraicþ manipulation,þ anþ equationþ willþ beþ derivedþ thatþ relatesþ theþ numericalþ
wave-vectorþ components,þ k,þ theþ waveþ frequency,þ ω,þ andþ theþ gridþ spaceþ andþ timeþ increments,þ
∆x andþ ∆t respectively.þ Thisþ equation,þ alsoþ knownþ asþ theþ numericalþ dispersionþ relationþ
isþ thenþ numericallyþ solvedþ forþ severalþ differentþ setsþ ofþ gridþ discretization,þ wave-vector,þ andþ
waveþ frequencyþ toþ illustrateþ theþ keyþ nonphysicalþ modelingþ resultsþ associatedþ withþ numericalþ
dispersion.þ

Assumingþ thatþ theþ fieldsþ areþ ofþ theþ formþ (E,B) = (E0,B0) exp(ik • x− iωt).þ Forþ theþ
followingþ demonstration,þ weþ takeþ TMþ modeþ asþ anþ example,þ sameþ resultsþ areþ obtainedþ inþ
otherþ electromagneticþ modes,þ i.e.þ TEþ andþ TEMþ modes.þ Inþ theþ TMþ mode,þ theþ discretizedþ
monochromaticþ traveling-waveþ trialþ solutionsþ yieldþ

Ex
n
j,k = Ex0 exp (iωn∆t− i(kx∆x+ kz∆z)) , (2.57þ)þ

Ez
n
j,k = Ez0 exp (iωn∆t− i(kx∆x+ kz∆z)) , (2.58þ)þ

By
n
j,k = By0 exp (iωn∆t− i(kx∆x+ kz∆z)) , (2.59þ)þ

whereþ kx andþ kz are,þ respectively,þ theþ x− andþ z−componentsþ ofþ theþ wavenumbers,þ j andþ k
being,þ respectively,þ theþ indicesþ specifyingþ theþ samplingþ pointsþ inþ theþ x− andþ z−directions.þ
Substitutingþ theþ traveling-waveþ expressionsþ intoþ theþ differenceþ equationsþ Eqs.þ 2.22þ-2.24þ andþ
consideringþ propagationþ inþ vacuum,þ oneþ getsþ

Ez0 = −c
2∆t

∆x
By0

sin(kx∆x/2)

sin(ω∆t/2)
, (2.60þ)þ

Ex0 = −c
2∆t

∆z
By0

sin(kz∆z/2)

sin(ω∆t/2)
, (2.61þ)þ

By0 = ∆t

(
Ex0

sin(kz∆z/2)

∆z
− Ez0

sin(kx∆x/2)

∆x
)

)
. (2.62þ)þ

Uponþ substitutingþ Ez0 ofþ Eq.þ 2.60þ andþ Ex0 ofþ Eq.þ 2.61þ intoþ Eq.þ 2.62þ,þ weþ obtainþ[
1

c∆t
sin

(
ω∆t

2

)]2
=

[
1

∆x
sin

(
kx∆x

2

)]2
+

[
1

∆z
sin

(
kz∆z

2

)]2
, (2.63þ)þ

whichþ isþ theþ numericalþ dispersionþ relationþ inþ theþ leap-frogþ scheme,þ accurateþ toþ theþ second-
order,þ forþ propagationþ inþ vacuum.þ

Fromþ thisþ relation,þ weþ firstþ recoverþ theþ exactþ vacuumþ dispersionþ relationþ k2x+ k2z = ω2/c2

inþ theþ limitingþ caseþ whereþ ω∆t,þ kx∆x andþ kz∆z areþ allþ � 1.þ Howeverþ theþ projectionþ ofþ
theþ particleþ motionsþ onþ theþ gridþ inducesþ someþ numericalþ noiseþ inþ theþ sourceþ termsþ ofþ theþ
Maxwell’sþ equations,þ whichþ canþ haveþ aþ broadþ spectrumþ bothþ onþ spatialþ andþ timeþ domains.þ
Theþ fieldsþ inducedþ byþ thisþ noiseþ shouldþ propagateþ withoutþ amplification,þ otherwiseþ theþ timeþ
integrationþ schemeþ becomesþ instable.þ Ifþ weþ imposeþ thatþ aþ realþ valueþ ofþ ω hasþ toþ beþ aþ solutionþ
ofþ Eq.þ 2.63þ forþ anyþ valuesþ ofþ theþ wavenumber,þ weþ obtainþ theþ relationþ

1 > (c∆t)2
[(

1

∆x

)2

+

(
1

∆z

)2
]
, (2.64þ)þ
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orþ c∆t < ∆z/
√
2 forþ ∆x = ∆z,þ whichþ isþ theþ well-knownþ Courant-Friedrichs-Lewyþ (CFL)þ

[þ162þ]þ condition.þ Ifþ theþ CFLþ conditionþ (Eq.þ 2.64þ)þ isþ violated,þ thenþ sin(ω∆t/2) exceedsþ unityþ
forþ kx∆x,þ kz∆z nearþ π.þ Inþ thatþ case,þ theþ complexþ ω rootsþ giveþ aþ growthþ ofþ instabilityþ whichþ
canþ beþ veryþ rapid,þ resultingþ inþ anþ errorþ inþ phaseþ orþ magnitudeþ ofþ theþ E− andþ B−fields.þ Allþ
theseþ effectsþ areþ aþ directþ resultþ ofþ theþ discretizationþ inþ spaceþ andþ time.þ
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Figureþ 2.5:þ One-dimensionalþ vacuumþ dispersionþ solutionþ ofþ Maxwell’sþ equationsþ forþ finiteþ
∆z,þ ∆t,þ fromþ Eq.þ 2.63þ.þ Noþ dispersionþ errorþ isþ observedþ forþ c∆t/∆z = 1.0,þ atþ whichþ oneþ
retrieveþ theþ correctþ valueþ ofþ theþ phaseþ velocityþ inþ vacuum.þ

Theþ CFLþ conditionþ givesþ usþ anþ upperþ limitþ forþ theþ time-stepþ inþ orderþ toþ getþ aþ stableþ
integrationþ scheme.þ Itþ isþ alsoþ importantþ toþ analyzeþ whetherþ weþ gainþ inþ accuracyþ byþ reducingþ
theþ time-step.þ Forþ simplicity,þ weþ considerþ onlyþ theþ 1Dþ case.þ Figureþ 2.5þ showsþ aþ plotþ ofþ
curvesþ ω∆z/c vs.þ k∆z satisfyingþ Eq.þ 2.63þ atþ differentþ valuesþ ofþ c∆t/∆z.þ Weþ observeþ
thatþ ω ≤ kc whenþ c∆t ≤ ∆z,þ meaningþ thatþ theþ phaseþ velocityþ vφ = ω/k isþ smallerþ thanþ
c.þ Moreþ importantly,þ weþ observeþ thatþ vφ decreasesþ withþ theþ time-step,þ droppingþ asþ lowþ asþ
2c/π = 0.637c forþ theþ smallestþ valueþ ofþ 4t,þ whichþ correspondsþ toþ aþ valueþ forþ theþ electronþ
Lorentzþ factorþ γe asþ lowþ asþ 1.3.þ Whenþ vφ < c,þ relativisticþ particlesþ mayþ haveþ v > vφ atþ
largeþ wave-vectorsþ (orþ shortþ wavelengths),þ generatingþ nonphysicalþ particle-waveþ growths,þ
orþ Cerenkovþ emissionþ [þ163þ,þ 164þ].þ Anþ examinationþ onþ theþ collectiveþ instabilitiesþ involvingþ
interactionþ betweenþ relativisticþ electronþ beamsþ andþ theseþ shortþ lightþ wavesþ wasþ performedþ
inþ Godfrey’sþ workþ [þ165þ,þ 166þ,þ 167þ].þ Theþ reasonþ whyþ Cerenkovþ effectþ isþ aþ numericalþ artifactþ
inþ LWFAþ becomesþ clearþ whenþ weþ drawþ aþ parallelþ betweenþ theþ numericalþ andþ theþ physicalþ
Cerenkovþ emissions.þ Asþ explainedþ inþ [þ168þ],þ theþ Cerenkovþ effectþ canþ occurþ whenþ aþ relativisticþ
chargedþ particleþ travelsþ throughþ aþ mediumþ inþ whichþ theþ phaseþ velocityþ ofþ lightþ vφ isþ lowerþ
thanþ c.þ Henceþ ifþ theþ particleþ travelsþ fasterþ thanþ theþ phaseþ velocity,þ i.eþ v > vφ,þ itþ willþ emitþ aþ
characteristicþ radiation,þ knownþ asþ theþ Cerenkovþ emission.þ Thisþ effectþ canþ happenþ inþ dielectricþ
media,þ suchþ asþ airþ orþ water,þ butþ itþ canþ neverþ occurþ neitherþ inþ vacuumþ (þvφ = c)þ norþ inþ plasmaþ
(þvφ > c)þ becauseþ aþ relativisticþ particleþ cannotþ travelþ atþ theþ speedþ ofþ light,þ c.þ Thusþ theþ
Cerenkovþ effectþ isþ physicallyþ impossibleþ inþ anyþ configurationsþ ofþ laserþ wakefield-acceleration.þ
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Inþ LWFA,þ theþ trappedþ andþ acceleratedþ electronsþ haveþ γe larger,þ andþ evenþ muchþ largerþ forþ
theþ acceleratorþ stage,þ overþ aþ largeþ partþ ofþ theþ interactionþ process.þ Usingþ c− vφ ' 1/(2γ2e ) ,þ
weþ observeþ thatþ c − vφ hasþ toþ beþ veryþ small,þ thatþ isþ whyþ theþ time-stepþ isþ fixedþ atþ itsþ CFLþ
limitþ inþ mostþ PICþ simulationsþ withþ FDTDþ solvers.þ

Inþ mostþ calculationsþ relatedþ toþ LWFA,þ theþ gridþ dimensionþ alongþ theþ axisþ ofþ laserþ propa-
gationþ isþ muchþ smallerþ inþ theþ transverseþ plane.þ Asþ aþ consequence,þ anþ importantþ conclusionþ
fromþ theþ aboveþ stabilityþ analysis,þ isþ thatþ theþ optimizedþ valueþ ofþ theþ time-stepþ shouldþ satisfyþ
∆t ' ∆z/c,þ soþ thatþ thereþ isþ aþ strongþ correlationþ betweenþ theþ time-stepþ andþ theþ longitudinalþ
dimensionþ ofþ aþ gridþ cell.þ Thisþ isþ aþ strongþ restriction,þ whichþ isþ aþ consequenceþ ofþ theþ FDTDþ
approach.þ

2.2.4þ Conclusionsþ onþ theþ FDTDþ Cartesianþ PICþ methodþ

Theþ FDTDþ PICþ methodþ withþ aþ Cartesianþ gridþ describedþ aboveþ hasþ severalþ advantagesþ inþ
orderþ toþ optimizeþ theþ numericalþ implementationþ ofþ aþ LWFAþ simulation:þ

•þ Dueþ toþ theþ second-orderþ schemeþ forþ spatialþ derivative,þ directþ correlationþ betweenþ nu-
mericalþ cellsþ isþ restrictedþ toþ theþ neighboringþ cells.þ Thisþ allowsþ theþ useþ ofþ veryþ efficientþ
parallelþ algorithmsþ basedþ onþ spatialþ decomposition,þ becauseþ theþ overlappingþ regionþ be-
tweenþ domainsþ isþ small.þ Inþ factþ PICþ codesþ suchþ asþ Warpþ haveþ aþ veryþ goodþ parallelþ
efficiencyþ overþ thousandsþ ofþ computingþ nodes.þ

•þ Theþ leap-frogþ schemeþ hasþ alsoþ reducedþ theþ lengthþ ofþ correlationþ betweenþ theþ variousþ
time-steps.þ Asþ aþ consequence,þ lessþ dataþ haveþ toþ beþ keptþ inþ memory,þ simplifyingþ theþ
treatmentþ ofþ largeþ domains.þ

•þ Mostþ ofþ theþ calculationsþ areþ madeþ throughþ basicþ operationsþ overþ largeþ dimensionalþ
vectorsþ orþ tables.þ Thisþ encouragesþ theþ developmentþ ofþ efficientþ algorithmsþ toþ optimizeþ
vectorization.þ

Theþ FDTDþ methodþ onþ aþ Cartesianþ gridþ alsoþ comesþ withþ someþ disadvantages,þ thatþ canþ induceþ
severeþ constraintsþ onþ LWFAþ numericalþ simulation:þ

•þ Whileþ 2Dþ Cartesianþ calculationsþ canþ beþ usedþ toþ obtainþ informationþ onþ aþ qualitativeþ
level,þ aþ 3Dþ approachþ isþ mandatoryþ inþ orderþ toþ getþ accurateþ quantitativeþ results.þ How-
ever,þ aþ directþ fullþ 3Dþ simulationþ ofþ theþ interactionþ processþ overþ severalþ mm requiresþ aþ
hugeþ amountþ ofþ numericalþ resources,þ typicallyþ ofþ theþ orderþ ofþ 10þ6 CPU-hoursþ produc-
ingþ moreþ thanþ 10þ12 bytesþ ofþ binaryþ data.þ Thisþ limitsþ theþ numberþ ofþ parametricþ studiesþ
thatþ canþ beþ doneþ overþ theþ largeþ numberþ ofþ physicalþ parametersþ inþ LWFAþ usingþ theþ
3Dþ Cartesianþ FDTDþ solver.þ Toþ resolveþ thisþ problem,þ twoþ numericalþ techniquesþ haveþ
beenþ proposed:þ (i)þ aþ quasi-3Dþ approachþ inþ cylindricalþ geometryþ [þ30þ].þ Thisþ approach,þ
whichþ willþ beþ detailedþ inþ Sec.þ 2.5þ hasþ beenþ implementedþ inþ Warp.þ Itþ isþ aþ veryþ efficientþ
techniqueþ toþ simulateþ axisymmetricþ physicalþ casesþ andþ hasþ beenþ usedþ inþ thisþ thesisþ
forþ theþ modelingþ ofþ theþ laser-plasmaþ injector;þ (ii)þ inþ casesþ whereþ thereþ isþ noþ identifiedþ
symmetry,þ aþ fullþ 3Dþ PICþ simulationþ remainsþ mandatoryþ butþ aþ numericalþ techniqueþ
usingþ aþ relativisticþ boosted-frameþ canþ reduceþ theþ computationalþ time.þ Thisþ techniqueþ
willþ beþ presentedþ andþ analyzedþ inþ Chapterþ 4þ.þ

•þ Asþ shownþ inþ theþ previousþ subsection,þ theþ second-orderþ finite-differenceþ solverþ inducesþ
severeþ constraintsþ inþ theþ numericalþ resolutionþ toþ ensureþ stabilityþ andþ accuracyþ ofþ aþ
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simulation.þ Forþ instance,þ inþ LWFA,þ theþ acceleratedþ electronsþ canþ becomeþ highlyþ rela-
tivistic,þ possiblyþ leadingþ toþ spuriousþ numericalþ Cerenkovþ effect,þ whichþ canþ becomeþ theþ
mostþ importantþ limitingþ factorþ forþ theþ determinationþ ofþ theþ gridþ size.þ Inþ thatþ case,þ
NSFD,þ high-orderþ FDTDþ orþ spectralþ solversþ canþ becomeþ moreþ efficient.þ Thisþ pointþ willþ
beþ discussedþ inþ theþ nextþ sections.þ

2.3þ Non-Standardþ Finite-Differenceþ (NSFD)þ solverþ
Non-Standardþ Finite-Differenceþ (NSFD)þ solversþ wereþ introducedþ toþ solveþ discreteþ ODEsþ
becauseþ theyþ bringþ aboutþ higherþ efficiencyþ andþ betterþ accuracyþ asþ comparedþ toþ standardþ
FDTDþ (Yee)þ solver.þ Inþ theirþ formulation,þ theþ denominatorsþ ofþ theþ derivativeþ termsþ areþ
modifiedþ accordingþ toþ theþ expectedþ formþ ofþ theþ solution.þ Inþ [þ169þ,þ 170þ],þ Coleþ introducedþ anþ
implementationþ ofþ theþ source-freeþ Maxwell’sþ waveþ equationsþ forþ narrow-bandþ applicationsþ
basedþ onþ NSFD.þ Karkkainenþ etþ al.þ adaptedþ itþ forþ widebandþ applicationsþ inþ [þ171þ].þ Theþ “Cole-
Karkkainen”þ (orþ CK)þ [þ171þ]þ solverþ enlargesþ theþ stencil,þ thereforeþ allowingþ aþ largerþ timestepþ
thanþ withþ theþ Yeeþ solver.þ Inþ addition,þ atþ theþ CFLþ limitþ forþ theþ time-stepþ andþ forþ aþ givenþ
setþ ofþ parameters,þ theþ stencilþ proposedþ hasþ noþ numericalþ dispersionþ alongþ theþ principalþ axes,þ
providedþ thatþ theþ cellþ sizeþ isþ theþ sameþ alongþ eachþ dimension,þ i.e.þ cubicþ cellsþ inþ 3D.þ

Theþ implementationþ ofþ theþ CKþ solverþ inþ aþ PICþ codeþ mustþ introduceþ theþ sourceþ termþ intoþ
CKþ source-freeþ formulationþ inþ aþ consistentþ manner,þ howeverþ itþ isþ challengingþ toþ modifyþ theþ
NSFDþ formulationþ ofþ theþ Maxwell-Ampereþ equationþ toþ includeþ theþ sourceþ termþ inþ aþ wayþ
consistentþ withþ theþ currentþ depositionþ scheme.þ Inþ Warp,þ thisþ problemþ isþ mitigatedþ byþ onlyþ
applyingþ theþ enlargedþ stencilþ onþ theþ Maxwell-Faradayþ equation,þ whichþ isþ source-freeþ whileþ
theþ Maxwell-Ampereþ equationþ isþ discretizedþ inþ theþ sameþ wayþ asþ inþ theþ Yeeþ solver.þ Theþ
discretizedþ Maxwell’sþ equationsþ read:þ

DtB = −∇∗ ×E, (2.65þ)þ

DtE = c2∇×B − J

ε0
, (2.66þ)þ

[∇ • E =
ρ

ε0

]
, (2.67þ)þ

[∇∗B = 0] . (2.68þ)þ

Eqs.þ 2.67þ-2.68þ areþ notþ solvedþ explicitlyþ ifþ theþ continuityþ equationþ ∂p/∂t + ∇J = 0 isþ
satisfied.þ Inþ 2D,þ assumingþ theþ planeþ (þx,þz),þ theþ differentialþ operatorsþ areþ definedþ asþ

∇ = Dxx̂+Dzẑ, (2.69þ)þ
∇∗ = D∗

xx̂+D∗
z ẑ, (2.70þ)þ

withþ theþ finite-differenceþ andþ sumþ operatorsþ beingþ respectivelyþ

D∗
x = (α + βSx)Dx, D

∗
z = (α + βSz)Dz, (2.71þ)þ

andþ

(SxF )nj′,k′ = F n
j′+1/2,k′ + F n

j′−1/2,k′ , (2.72þ)þ

(SzF )nj′,k′ = F n
j′,k′+1/2 + F n

j′,k′−1/2, (2.73þ)þ

whereþ j′ andþ k′ areþ relatedþ toþ theþ positionþ inþ x andþ z respectivelyþ andþ canþ beþ integersþ orþ
half-integers.þ F isþ aþ sampleþ vectorþ component,þ whileþ α andþ β areþ constantsþ thatþ verifyþ
α + 2β = 1.þ Theþ derivationþ forþ theþ 3Dþ caseþ canþ beþ foundþ inþ [þ172þ].þ
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Accuracyþ andþ stabilityþ ofþ theþ CKþ solverþ

Theþ numericalþ dispersionþ relationþ forþ theþ CKþ solverþ followingþ theþ analysisþ inþ Sec.þ 2.2.3þ isþ
givenþ byþ (

sin ω∆t
2

c∆t

)2

= Cx

(
sin kx∆x

2

∆x

)2

+ Cz

(
sin kz∆z

2

∆z

)2

(2.74þ)þ

withþ

Cx = α + 2β cos(kz∆z), (2.75þ)þ
Cz = α + 2β cos(kx∆x). (2.76þ)þ

Theþ determinationþ ofþ theþ CFLþ conditionþ isþ givenþ byþ

sin

(
ω∆t

2

)
≤ 1. (2.77þ)þ

Weþ makeþ theþ ansatzþ thatþ theþ mostþ unstableþ modesþ propagateþ atþ theþ Nyquistþ wavelengthþ
alongþ theþ cellþ (3D)þ diagonal,þ theþ cellþ facesþ (2D)þ diagonalþ orþ theþ mainþ axes.þ Consideringþ
theþ 2Dþ case,þ weþ obtainþ kx∆x = kz∆z forþ theþ cellþ facesþ diagonal,þ thereforeþ sin(kx∆x/2) =
sin(kz∆z/2) = 1 andþ cos(kx∆x) = cos(kz∆z) = −1,þ leadingþ toþ Cx = Cz = α − 2β.þ Withþ
theseþ equalities,þ weþ canþ solveþ forþ Eqs.þ 2.74þ andþ 2.77þ,þ theþ CFLþ conditionþ inþ 2Dþ readsþ

c∆t ≤ 1/
√

(α− 2β) [(1/∆x)2 + (1/∆z)2]. (2.78þ)þ

Assumingþ ∆x = ∆z andþ takingþ α = 3/4 andþ β = 1/8,þ weþ obtainþ c∆t = ∆z.þ Asþ aþ result,þ
thereþ isþ noþ dispersionþ alongþ theþ principalþ axes.þ Theþ 3Dþ formulationþ ofþ theþ CFLþ conditionþ
forþ theþ CKþ solverþ inþ givenþ inþ [þ172þ].þ

2.4þ High-Orderþ andþ Pseudo-Spectralþ Solversþ
Asþ shownþ inþ theþ previousþ section,þ theþ numericalþ Cerenkovþ emission,þ whichþ isþ aþ well-knownþ
artifactþ inþ theþ PICþ communityþ [þ167þ],þ canþ imposeþ aþ severeþ limitationþ onþ theþ applicabilityþ ofþ
theþ FDTDþ solver.þ Inþ particular,þ itþ canþ haveþ direþ consequencesþ inþ flowingþ plasmaþ simulations,þ
inþ whichþ theþ wholeþ plasmaþ isþ movingþ atþ aþ relativisticþ speedþ [þ173þ].þ Examplesþ ofþ simulationsþ
thatþ operateþ underþ suchþ conditionþ areþ simulationsþ ofþ astrophysicalþ shocksþ [þ174þ,þ 175þ]þ andþ
boosted-frameþ simulationsþ [þ31þ,þ 176þ,þ 177þ].þ Atþ firstþ view,þ theþ Numericalþ Cerenkovþ effectþ isþ
lessþ dramaticþ inþ standardþ LWFAþ simulationsþ asþ onlyþ aþ smallþ partþ ofþ theþ plasma,þ i.e.þ theþ
trappedþ electronþ bunch,þ travelsþ atþ anþ ultra-relativisticþ speedþ butþ theseþ trappedþ electrons,þ
theþ mostþ susceptibleþ toþ beþ affectedþ byþ theþ Cerenkovþ effect,þ constituteþ theþ partþ thatþ weþ areþ
mostþ interestedþ in.þ Thatþ isþ whyþ itsþ effect,þ withinþ theþ LWFAþ context,þ hasþ beenþ analyzedþ
inþ recentþ worksþ [þ178þ,þ 179þ].þ Weþ haveþ seenþ thatþ theþ Cerenkovþ effect,þ withinþ theþ second-orderþ
FDTDþ solver,þ imposeþ severeþ constraintsþ inþ definingþ theþ sizeþ ofþ theþ numericalþ cellþ andþ theþ
time-step.þ Theþ objectiveþ ofþ higher-orderþ orþ spectralþ methodsþ isþ toþ proposeþ aþ methodþ ableþ toþ
reduceþ theseþ constraints,þ inþ orderþ toþ increaseþ theþ numericalþ efficiency.þ

Forþ aþ givenþ numericalþ cellþ dimensionþ andþ time-step,þ oneþ wayþ toþ reduceþ theþ Numericalþ
Cerenkovþ radiationþ inþ simulationsþ isþ toþ extendþ theþ FDTDþ solverþ byþ introducingþ higherþ orderþ
termsþ inþ theþ calculationþ ofþ theþ spatialþ derivatives.þ Itþ reducesþ theþ discretizationþ errorsþ henceþ
moreþ stableþ withþ regardþ toþ Numericalþ Cerenkov,þ atþ theþ expanseþ ofþ aþ computationalþ costþ thatþ
risesþ withþ theþ orderþ ofþ accuracy.þ Beyondþ aþ certainþ orderþ whichþ dependsþ onþ theþ detailsþ ofþ
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implementationþ andþ theþ hardwareþ usedþ forþ theþ simulations,þ itþ isþ wellþ knownþ thatþ pseudo-
spectralþ methodsþ becomeþ eventuallyþ moreþ efficientþ thanþ finite-differenceþ methodsþ [þ180þ].þ Inþ
factþ theþ pseudo-spectralþ formulationsþ canþ beþ establishedþ byþ takingþ theþ limitþ toþ infiniteþ orderþ
inþ theþ high-orderþ solvers.þ Inþ theþ following,þ weþ willþ introduceþ theþ high-orderþ andþ theþ pseudo-
spectralþ solverþ forþ theþ formulationþ ofþ theþ Maxwell’sþ equations.þ

2.4.1þ High-Orderþ Finite-Differenceþ solversþ

Theþ spatialþ derivativesþ definedþ byþ Eqs.þ 2.20þ-2.21þ whenþ extendedþ toþ aþ higherþ orderþ (presum-
ablyþ infinite)þ haveþ theþ followingþ formulations:þ

(DxF )j′,k′ ≡
1

∆x

[
C0(F j′+ 1

2
,k′ − F j′− 1

2
,k′) + C1(F j′+ 3

2
,k′ − F j′− 3

2
,k′) + . . .

]
≡ 1

∆x

∞∑
p=0

[
Cp(F j′+ 2p+1

2
,k′ − F j′− 2p+1

2
,k′)
]

(2.79þ)þ

(DzF )j′,k′ ≡
1

∆z

[
C0(F j′,k′+ 1

2
− F j′,k′− 1

2
) + C1(Fj′,k′+ 3

2
− F j′,k′− 3

2
) + . . .

]
≡ 1

∆z

∞∑
p=0

[
Cp(F j′,k′+ 2p+1

2
− F j′,k′− 2p+1

2
)
]
, (2.80þ)þ

whereþ j′, k′ canþ beþ integersþ orþ half-integers,þ Cp areþ theþ coefficientsþ ofþ discretizationþ givenþ byþ
anþ algorithmþ dueþ toþ Fornbergþ [þ181þ],þ whichþ areþ givenþ inþ Tableþ 2.1þ forþ ordersþ 2 toþ 20,þ andþ
atþ theþ limitþ ofþ infiniteþ order,þ withþ

∑N
p=0(2p + 1)Cp = 1.þ Theseþ coefficientsþ areþ appliedþ toþ

equispacedþ staggeredþ gridsþ [þ181þ]þ only.þ Forþ example,þ applyingþ thisþ differentiationþ operatorþ
(extendedþ toþ orderþ N)þ toþ Eq.þ 2.22þ givesþ usþ theþ followingþ expandedþ expressionþ

Ex
n+1/2

j+ 1
2
,k
= Ex

n−1/2

j+ 1
2
,k
− c2

∆t

∆z

N∑
p=0

Cp

(
By

n
j+ 1

2
,k+ 2p+1

2

−By
n
j+ 1

2
,k− 2p+1

2

)
. (2.81þ)þ

Moreþ specifically,þ ifþ weþ limitþ theþ extensionþ toþ theþ 6th order,þ Ex canþ beþ expressedþ asþ

Ex
n+1/2

j+ 1
2
,k
=Ex

n−1/2

j+ 1
2
,k
− c2

∆t

∆z

[
1.1719

(
By

n
j+ 1

2
,k+ 1

2
−By

n
j+ 1

2
,k− 1

2

)
−0.0651

(
By

n
j+ 1

2
,k+ 3

2
−By

n
j+ 1

2
,k− 3

2

)
+ 0.0047

(
By

n
j+ 1

2
,k+ 5

2
−By

n
j+ 1

2
,k− 5

2

)]
. (2.82þ)þ

Fromþ Tableþ 2.1þ,þ itþ isþ observedþ thatþ theþ coefficientsþ ofþ discretizationþ dependþ onþ theþ or-
derþ ofþ accuracy.þ Forþ aþ solverþ thatþ isþ accurateþ toþ theþ second-order,þ onlyþ theþ nodesþ adjacentþ
toþ theþ centeredþ nodeþ areþ included,þ whereasþ forþ higherþ orders,þ moreþ distantþ nodesþ areþ in-
cluded.þ Theþ moreþ distantþ theþ nodesþ areþ fromþ theþ centeredþ node,þ theþ smallerþ theþ coefficientþ
ofþ discretization,þ indicatingþ thatþ theþ weightþ ofþ theþ distantþ gridþ nodesþ areþ weak.þ

2.4.2þ Pseudo-Spectralþ solversþ

Inþ 1973,þ Haberþ etþ al.þ presentedþ aþ pseudo-spectralþ solverþ thatþ integratesþ analyticallyþ theþ
solutionþ overþ aþ finiteþ time-step,þ underþ theþ assumptionþ thatþ theþ sourceþ isþ constantþ overþ thatþ
time-stepþ [þ163þ].þ Haber’sþ pseudo-spectralþ analyticalþ time-domainþ (PSATD)þ algorithmþ hasþ
variousþ advantagesþ overþ theþ FDTDþ asþ itþ solvesþ theþ vacuumþ Maxwell’sþ equationsþ exactly,þ hasþ
noþ CFLþ time-stepþ limit,þ offersþ substantialþ flexibilityþ inþ plasmaþ andþ particleþ beamþ simulationsþ
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Tableþ 2.1:þ Coefficientsþ ofþ discretizationþ generatedþ fromþ Fornberg’sþ algorithmþ centeredþ atþ
gridþ nodeþ 0.þ

Orderþþ ofþþ
accuracyþþ

Gridþþ nodesþþ
1/2þþ 3/2þþ 5/2þþ 7/2þþ 9/2þþ 11/2þþ 13/2þþ 15/2þþ 17/2þþ 19/2þþ

2þþ 1.0000þþ
4þþ 1.1250þþ -.0417þþ
6þþ 1.1719þþ -.0651þþ .0047þþ
8þþ 1.1963þþ -.0798þþ .0096þþ -7.0þþe−4

10þþ 1.2112þþ -.0897þþ .0138þþ -1.8þþe−3 1.2þþe−4

12þþ 1.2213þþ -.0969þþ .0174þþ -3.0þþe−3 3.6þþe−4 -2.2þþe−5

14þþ 1.2286þþ -.1024þþ .0205þþ -4.2þþe−3 6.9þþe−4 -7.7þþe−5 4.2þþe−6

16þþ 1.2341þþ -.1066þþ .0230þþ -5.3þþe−3 1.1þþe−4 -1.6þþe−4 1.7þþe−5 -8.5þþe−7

18þþ 1.2384þþ -.1101þþ .0252þþ -6.4þþe−3 1.5þþe−4 -2.9þþe−4 4.1þþe−5 -3.8þþe−6 1.8þþe−7

20þþ 1.2418þþ -.1129þþ .0271þþ -7.4þþe−3 1.9þþe−4 -4.3þþe−4 7.7þþe−5 -1.0þþe−5 8.8þþe−7 -3.7þþe−8

.þ.þ.þ
limitþþ n −→ ∞ 1.2732þþ -.1415þþ .0509þþ -.0206þþ .0157þþ -.0105þþ .0075þþ -.0057þþ .0044þþ -.0035þþ

andþ isþ moreþ stableþ withþ regardþ toþ Numericalþ Cerenkovþ radiationþ [þ165þ,þ 166þ,þ 167þ].þ Theþ otherþ
commonlyþ usedþ pseudo-spectralþ time-domainþ (PSTD)þ algorithmþ offersþ similarþ advantagesþ
exceptþ forþ aþ restrictiveþ CFLþ limit.þ

Pseudoþ Spectralþ Analyticalþ Timeþ Domainþ (PSATD)þ algorithmþ

Inþ theþ PSATDþ implementation,þ theþ Fourierþ transformationþ isþ usedþ inþ theþ calculationþ ofþ theþ
spatialþ differenceþ inþ theþ k−space,þ whileþ theþ leap-frogþ methodþ isþ retainedþ forþ theþ temporalþ
differentiation.þ Maxwell’sþ equationsþ inþ theþ k−spaceþ areþ givenþ byþ

∂Ẽ

∂t
= ick × B̃ − J̃ , (2.83þ)þ

∂B̃

∂t
= −ick × Ẽ, (2.84þ)þ[

ik • Ẽ = ρ̃] , (2.85þ)þ[
ik • B̃ = 0] , (2.86þ)þ

whereþ ã isþ theþ Fourierþ Transformþ ofþ theþ quantityþ a.þ Similarlyþ toþ theþ realþ spaceþ formulation,þ
ifþ theþ continuityþ equationþ ∂ρ̃/∂t + ik • J̃ = 0 isþ satisfied,þ thenþ Eq.þ 2.85þ andþ Eq.þ 2.86þ willþ
automaticallyþ beþ satisfied,þ thusþ isþ isþ unnecessaryþ toþ integrateþ themþ explicitly.þ

Theþ PSATDþ formulationþ ensuesþ byþ decomposingþ theþ electricþ fieldþ andþ theþ currentþ intoþ
longitudinalþ andþ transverseþ components,þ suchþ thatþ Ẽ = ẼL + ẼT = k̂(k̂ • Ẽ)− k̂× (k̂× Ẽ)
andþ J̃ = J̃L + J̃T = k̂(k̂ • J̃)− k̂ × (k̂ × J̃),þ whereþ k̂ = k/k andþ k2 = k2x + k2z .þ Withþ theseþ
decomposedþ quantities,þ Eq.þ 2.83þ andþ Eq.þ 2.84þ becomeþ

∂ẼT

∂t
= ick × B̃ − J̃T , (2.87þ)þ

∂ẼL

∂t
= −J̃L, (2.88þ)þ

∂B̃

∂t
= −ick × ẼT . (2.89þ)þ
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Theþ aboveþ systemþ ofþ equationsþ canþ beþ solvedþ analyticallyþ underþ theþ assumptionþ thatþ theþ
sourcesþ areþ constantþ overþ aþ timeþ intervalþ ∆t.þ Theþ originalþ formulationþ isþ givenþ inþ [þ163þ]þ andþ
moreþ detailedþ derivationþ isþ featuredþ inþ [þ182þ].þ Theþ discretizedþ analyticalþ solutionsþ areþ

Ẽ
n+1

T = CẼ
n

T + iSk̂ × B̃
n − S

ck
J̃

n+ 1
2

T , (2.90þ)þ

Ẽ
n+1

L = Ẽ
n

L −∆tJ̃
n+ 1

2

L , (2.91þ)þ

B̃
n+1

= CB̃
n − iSk̂ × Ẽ

n

T + i
1− C

kc
k̂ × J̃

n+ 1
2

T , (2.92þ)þ

withþ C = cos(kc∆t) andþ S = sin(kc∆t).þ
Combiningþ theþ transverseþ andþ longitudinalþ components,þ givesþ

Ẽ
n+1

=CẼ
n
+ iSk̂ × B̃

n − S

ck
J̃

n+ 1
2 − (1− C) k̂

(
k̂ • Ẽ

n
)

+ k̂

(
k̂ • J̃

n+ 1
2

)(
S

kc
−∆t

)
, (2.93þ)þ

B̃
n+1

=CB̃
n − iSk̂ × Ẽ

n
+ i

1− C

kc
k̂ × J̃

n+ 1
2 . (2.94þ)þ

Theþ aboveþ PSATDþ formulationþ appliesþ toþ theþ fieldþ componentsþ locatedþ atþ theþ gridþ nodes,þ
theyþ canþ beþ easilyþ recastþ onþ aþ staggeredþ Yeeþ gridþ byþ multiplicationþ byþ theþ appropriateþ
phaseþ factorsþ thatþ shiftþ themþ fromþ theþ collocatedþ (asþ inþ E− andþ B−fieldsþ areþ bothþ takenþ
atþ theþ sameþ temporalþ node)þ toþ theþ staggeredþ timesþ (seeþ Fig.þ 2.1þ).þ Inþ theþ staggeredþ timeþ
configuration,þ theþ systemþ ofþ equationsþ writesþ

Ẽ
n+1

=Ẽ
n
+ 2iShk̂ × B̃

n+ 1
2 − 2Sh

ck
J̃

n+ 1
2 + k̂

(
k̂ • J̃

n+ 1
2

)(
2Sh

kc
−∆t

)
, (2.95þ)þ

B̃
n+ 1

2 =B̃
n− 1

2 − 2iShk̂ × Ẽ
n
+ i

1− Ch

kc
k̂ ×

(
J̃

n+ 1
2 − J̃

n− 1
2

)
, (2.96þ)þ

whereþ Sh = sin(kc∆t/2) andþ Ch = cos(kc∆t/2).þ

Pseudoþ Spectralþ Timeþ Domainþ (PSTD)þ algorithmþ

Theþ PSTDþ formulationþ isþ aþ specificþ caseþ ofþ theþ PSATDþ formulation.þ Asþ demonstratedþ inþ
[þ182þ],þ byþ Taylorþ expandingþ theþ coefficientsþ Sh andþ Ch andþ keepingþ onlyþ theþ leadingþ terms,þ
theþ PSATDþ formulationþ reducesþ toþ theþ PSTDþ formulationþ [þ183þ,þ 184þ]:þ

Ẽ
n+1

=Ẽ
n
+ ic∆tk × B̃

n+ 1
2 −∆tJ̃

n+ 1
2 , (2.97þ)þ

B̃
n+ 1

2 =B̃
n− 1

2 − ic∆tk × Ẽ
n+1

. (2.98þ)þ

Weþ canþ writeþ thisþ systemþ ofþ equationsþ forþ theþ TMþ mode,þ whereþ onlyþ threeþ componentsþ
areþ involved,þ namelyþ Ez,þ Ex andþ By,þ thereforeþ giving:þ

Ẽx
n+1

=Ẽx
n − ic∆tkzB̃y

n+ 1
2 −∆tJ̃x

n+ 1
2 , (2.99þ)þ

Ẽz
n+1

=Ẽy
n
+ ic∆tkxB̃y

n+ 1
2 −∆tJ̃z

n+ 1
2 , (2.100þ)þ

B̃y
n+ 1

2 =B̃y
n− 1

2 − ic∆t
(
kzẼx

n − kxẼz
n
)
. (2.101þ)þ

Eqs.þ 2.99þ-2.101þ areþ convenientþ forþ theþ numericalþ dispersionþ analysisþ thatþ weþ areþ perform-
ingþ inþ theþ nextþ section.þ
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Accuracyþ andþ stabilityþ ofþ theþ timeþ integrationþ

Inþ theþ followingþ paragraph,þ weþ willþ performþ numericalþ dispersionþ analysisþ forþ theþ high-orderþ
andþ pseudo-spectralþ solversþ toþ examineþ theirþ accuracyþ andþ stability.þ

Theþ procedureþ forþ thisþ analysisþ isþ similarþ toþ theþ oneþ inþ Sec.þ 2.2.3þ.þ Theþ numericalþ dispersionþ
relationþ givenþ byþ Eq.þ 2.63þ extendedþ toþ aþ higherþ order,þ i.e.þ N order,þ yieldsþ[

1

c∆t
sin

(
ω∆t

2

)]2
=

[
1

∆x

N∑
p=0

Cp sin

(
(2p+ 1) kx∆x

2

)]2

+

[
1

∆z

N∑
p=0

Cp sin

(
(2p+ 1) kz∆z

2

)]2
, (2.102þ)þ

whereþ Cp areþ theþ coefficientsþ ofþ discretizationþ givenþ byþ anþ algorithmþ dueþ toþ Fornbergþ [þ181þ],þ
asþ inþ Tableþ 2.1þ.þ

Forþ theþ numericalþ analysisþ inþ vacuumþ onþ theþ pseudo-spectralþ solvers,þ weþ neglectþ J̃ becauseþ
thereþ isþ noþ contributionþ fromþ theþ self-consistentþ dynamicsþ ofþ theþ chargedþ particles.þ
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Figureþ 2.6:þ One-dimensionalþ vacuumþ dispersionþ relationþ ofþ Maxwell’sþ equationsþ whereþ weþ
haveþ onlyþ consideredþ theþ z−axis.þ Allþ curvesþ shownþ areþ plottedþ forþ c∆t/∆z = 0.2.þ Numbersþ
inþ theþ legendþ representþ theþ orderþ ofþ accuracyþ inþ theþ high-orderþ solver.þ

Theþ PSATDþ algorithmþ isþ freeþ fromþ anyþ numericalþ dispersionþ andþ isþ notþ subjectþ toþ aþ
CFLþ condition.þ Theþ solutionþ isþ exactþ forþ anyþ time-stepþ providedþ thatþ theþ currentþ sourceþ isþ
assumedþ toþ beþ constantþ overþ theþ time-step.þ

Weþ alsoþ performþ theþ numericalþ dispersionþ analysisþ inþ vacuumþ onþ theþ PSTDþ algorithmþ
byþ substitutingþ theþ travelingþ waveþ trialþ equationsþ Eqs.þ 2.57þ-2.59þ intoþ Eqs.þ 2.99þ-2.101þ.þ Afterþ
someþ modestþ amountþ ofþ algebra,þ weþ obtainþ theþ followingþ numericalþ dispersionþ relationþ

sin

(
ω∆t

2

)
=
kc∆t

2
. (2.103þ)þ
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Unlikeþ theþ PSATDþ algorithm,þ theþ PSTDþ algorithmþ isþ subjectþ toþ numericalþ dispersionþ forþ aþ
finiteþ time-stepþ andþ toþ aþ CFLþ conditionþ thatþ isþ givenþ byþ

c∆t ≤ 2

π

√
1

∆x2
+

1

∆y2
+

1

∆z2
, (2.104þ)þ

inþ threeþ dimensions.þ
Fig.þ 2.6þ showsþ aþ plotþ ofþ ω∆z/c vs.þ k∆z forþ aþ fixedþ c∆t/∆z = 0.2.þ Theþ numericalþ

dispersionþ relationþ ofþ variousþ ordersþ ofþ accuracyþ spanningþ fromþ 2 toþ 128 areþ evaluated.þ Atþ
theþ infiniteþ order,þ weþ obtainþ theþ solutionþ forþ theþ PSTDþ algorithm,þ constitutingþ theþ asymptoteþ
forþ theþ solutionsþ ofþ theþ high-orderþ solver.þ Atþ theþ second-order,þ weþ retrieveþ theþ resultþ ofþ Fig.þ
2.5þ,þ withþ aþ phaseþ velocityþ vφ = 0.637c < c whenþ k∆z → π,þ implyingþ thatþ relativisticþ
particlesþ ofþ v > vφ mightþ generateþ nonphysicalþ Cerenkovþ radiationþ atþ largeþ wave-vectors,þ
k.þ Weþ observeþ alsoþ inþ Fig.þ 2.6þ,þ thatþ vφ increasesþ withþ theþ orderþ ofþ derivation,þ theþ highestþ
valueþ beingþ obtainedþ withþ theþ PSTDþ solver.þ Inþ thisþ regard,þ otherþ thingsþ beingþ equal,þ theþ
high-orderþ FDTDþ solverþ reducesþ numericalþ dispersionþ errorsþ andþ offersþ aþ moreþ stableþ solutionþ
regardingþ theþ Numericalþ Cerenkovþ emission.þ Withþ aþ high-orderþ ofþ accuracy,þ theþ numericalþ
dispersionþ solutionþ inþ vacuumþ tendsþ toþ theþ idealþ solution,þ givenþ byþ theþ asymptoteþ ofþ theþ
numericalþ dispersionþ relationþ fromþ theþ PSTDþ algorithm.þ

2.5þ PICþ methodþ inþ theþ cylindricalþ coordinatesþ

Inþ theþ modelingþ ofþ theþ injectorþ ofþ theþ LWFAþ inþ theþ regimesþ currentlyþ exploredþ inþ experiments,þ
theþ physicsþ ofþ interestþ isþ highlyþ nonlinearþ andþ intrinsicallyþ three-dimensional.þ Inþ orderþ toþ
captureþ allþ physicalþ phenomenaþ toþ bringþ aþ realisticþ descriptionþ ofþ theþ process,þ weþ areþ oftenþ
leftþ withþ theþ optionþ ofþ carryingþ outþ fullþ 3Dþ PICþ simulations,þ whichþ areþ computationallyþ
intensiveþ andþ oftenþ pushþ existingþ computersþ toþ theirþ limits.þ

Recently,þ anþ alternativeþ toþ fullþ 3Dþ PICþ codesþ thatþ takesþ advantageþ ofþ theþ symmetryþ ofþ
theþ laser-plasmaþ interactionþ inþ underdenseþ plasmasþ inþ cylindricalþ coordinates,þ (r, z, θ) hasþ
beenþ developedþ [þ30þ].þ Thisþ methodþ appliesþ aþ Fourierþ decompositionþ inþ θ onþ theþ fieldsþ andþ
currentsþ inþ azimuthalþ harmonicsþ modesþ eilθ.þ Theþ complexþ amplitudesþ ofþ theþ fundamentalþ
andþ subsequentþ harmonicsþ dependingþ onþ r andþ z areþ thenþ usedþ toþ advanceþ theþ particlesþ asþ
describedþ inþ theþ PICþ cycleþ (seeþ Fig.þ 2.4þ).þ Forþ aþ linearlyþ polarizedþ laserþ interactingþ withþ aþ
targetþ withþ cylindricalþ symmetry,þ ifþ theþ laserþ amplitudeþ alsoþ satisfiesþ aþ cylindricalþ symmetry,þ
thenþ onlyþ threeþ angularþ modesþ areþ requiredþ toþ describeþ theþ interactionþ process.þ Inþ thisþ case,þ
theþ useþ ofþ anþ angularþ Fourierþ decompositionþ inþ aþ PICþ modelþ reducesþ theþ computationalþ
loadþ toþ roughlyþ threeþ timesþ thatþ ofþ aþ two-dimensionalþ simulationþ whileþ capturingþ theþ three-
dimensionalþ natureþ ofþ theþ interaction.þ Itþ isþ thereforeþ aboutþ twoþ ordersþ ofþ magnitudeþ fasterþ
thanþ aþ fullþ 3Dþ calculation.þ Moreover,þ Lifschitzþ hasþ shownþ aþ quantitativeþ agreementþ betweenþ
simulationsþ usingþ thisþ modelþ andþ fullþ 3Dþ calculationsþ [þ30þ].þ Weþ willþ alsoþ showþ inþ Chapterþ 5þ
thatþ aþ goodþ quantitativeþ agreementþ isþ obtainedþ whileþ comparingþ theþ simulatedþ resultsþ withþ
theþ experimentalþ onesþ [þ185þ].þ

Inþ thisþ section,þ weþ willþ firstþ introduceþ theþ mathematicalþ formulationþ ofþ theþ modelþ inþ
cylindricalþ coordinates,þ thenþ weþ willþ describeþ itsþ implementationþ inþ WARP.þ
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2.5.1þ Mathematicalþ formulationþ ofþ theþ angularþ Fourierþ decomposi-
tionþ algorithmþ inþ PICþ codeþ

Weþ beginþ byþ decomposingþ theþ electromagneticþ fields,þ theþ chargeþ ρ andþ currentþ densitiesþ J ,þ
expressedþ inþ cylindricalþ coordinatesþ (r, z, θ),þ intoþ aþ Fourierþ seriesþ inþ θ,þ

F (r, z, θ) = <

(∑
l=0

F l(r, z)eilθ

)
= F 0(r, z) + <

(
F 1
)
cos(θ)−=

(
F 1
)
sin(θ)

+ <
(
F 2
)
cos(2θ)−=

(
F 2
)
sin(2θ)

+ . . .

(2.105þ)þ

Theþ amplitudesþ ofþ eachþ Fourierþ harmonicþ (forþ allþ fields)þ F l areþ complex,þ whereasþ theþ
physicalþ fieldsþ theyþ areþ describing,þ F ,þ areþ real.þ Theþ majorþ advantageþ ofþ thisþ expansionþ
isþ thatþ itþ allowsþ modelingþ ofþ aþ linearlyþ polarizedþ laserþ withþ onlyþ theþ firstþ harmonicþ (þl=1)þ
[þ30þ,þ 186þ].þ Forþ aþ linearlyþ polarizedþ field,þ theþ axis-symmetricþ laserþ fields,þ withþ amplitudeþ
a(r, z, t) andþ propagatingþ alongþ z areþ expressedþ as:þ

E(r, z, θ, t) = a(r, z, t)ŷ = a[sin(θ)êr + cos(θ)êθ],

B(r, z, θ, t) = a(r, z, t)x̂ = a[cos(θ)êr − sin(θ)êθ].
(2.106þ)þ

Byþ equatingþ theþ fieldsþ inþ theþ setþ ofþ equationsþ Eqs.þ 2.106þ toþ theþ expansionþ inþ Eq.þ 2.105þ,þ
oneþ obtains:þ

E1
r (r, z, t) = −ia(r, z, t),

E1
θ (r, z, t) = a(r, z, t),

B1
r (r, z, t) = a(r, z, t),

B1
θ (r, z, t) = ia(r, z, t),

(2.107þ)þ

whereþ onlyþ theþ mode,þ l = 1 contributes.þ Thisþ canþ beþ generalizedþ toþ circularlyþ orþ ellipticallyþ
polarizedþ lasers,þ byþ combiningþ twoþ linearlyþ polarizedþ lasers.þ

Onceþ weþ haveþ theþ electromagneticþ fields,þ E andþ B properlyþ defined,þ weþ canþ describeþ
theirþ timeþ evolutionþ usingþ Maxwell-Faradayþ andþ Maxwell-Ampereþ equationsþ Eqs.þ 2.1þ-2.2þ.þ
Substitutingþ theþ expansionsþ forþ eachþ fieldþ intoþ theseþ equationsþ givesþ theþ followingþ setþ ofþ
equations,þ forþ eachþ modeþ l:þ
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whereþ allþ quantitiesþ areþ complexþ functionsþ ofþ (r, z).þ
Weþ canþ seeþ thatþ theþ Eqs.þ 2.108þ-2.113þ areþ linear,þ soþ thatþ theþ onlyþ couplingþ betweenþ theþ

modesþ hasþ toþ comeþ throughþ theþ sourceþ termþ J .þ Inþ particular,þ eachþ modeþ propagatesþ indepen-
dentlyþ inþ vacuum,þ andþ inþ aþ linearþ medium.þ However,þ modesþ couplingþ appearsþ eitherþ ifþ theþ
mediumþ isþ non-uniformþ inþ theþ transverseþ planeþ (notþ consideredþ here)þ orþ fromþ nonlinearitiesþ
inþ theþ current.þ

Inþ theþ PICþ model,þ theþ currentþ isþ givenþ byþ theþ sumþ ofþ theþ contributionsþ ofþ particles.þ Theseþ
particlesþ obeyþ theþ relativisticþ equationsþ ofþ motionþ Eqs.þ 2.30þ-2.32þ.þ

Fromþ theseþ equationsþ ofþ motion,þ weþ seeþ thatþ nonlinearitiesþ appearþ fromþ non-localþ effects,þ
theþ laserþ intensitiesþ beingþ nonþ uniform,þ andþ fromþ relativisticþ effectþ throughþ theþ termþ v×B.þ
Noteþ thatþ theseþ nonlinearitiesþ dependþ onþ theþ fieldþ modules,þ whichþ areþ independentþ ofþ theþ
polarizationþ directionþ andþ remainþ mainlyþ axis-symmetric,þ implyingþ thatþ evenþ withþ aþ signifi-
cantþ levelþ ofþ nonlinearity,þ theþ symmetryþ ofþ theþ physicalþ systemþ isþ stillþ conserved.þ Howeverþ
thisþ isþ noþ longerþ theþ caseþ inþ highþ densityþ plasmaþ andþ atþ ultra-highþ laserþ intensities.þ Inþ allþ
LWFAþ modelingþ inþ thisþ thesis,þ yetþ toþ beþ shownþ inþ Chapterþ 5þ,þ weþ onlyþ considerþ plasmasþ withþ
densitiesþ muchþ lowerþ thanþ theþ criticalþ densityþ andþ laserþ intensitiesþ lowerþ thanþ 1019Wcm−2.þ
Inþ suchþ cases,þ keepingþ onlyþ theþ l = 0, 1 modesþ isþ wellþ justified.þ Codesþ thatþ areþ basedþ onþ thisþ
algorithmþ areþ saidþ toþ beþ “quasi-cylindrical”þ (orþ “quasi-3D”þ byþ someþ authorsþ [þ186þ])þ becauseþ
theyþ areþ ableþ toþ takeþ intoþ accountþ theþ strongþ axialþ symmetryþ ofþ theþ physicalþ configuration,þ
inþ oppositionþ toþ 2Dþ Cartesianþ codes;þ andþ modesþ withþ l > 0,þ inþ contrastþ toþ purelyþ cylindricalþ
codes,þ whichþ assumeþ thatþ allþ fieldsþ areþ θ independent,þ thusþ onlyþ modeþ l = 0 isþ retained.þ

2.5.2þ Implementationþ ofþ theþ quasi-cylindricalþ modelþ inþ Warpþ

Inþ Warp,þ theþ numericalþ implementationþ ofþ thisþ algorithmþ consistsþ ofþ solvingþ Eqs.þ 2.108þ-2.113þ.þ
Theseþ equationsþ areþ discretizedþ withþ aþ specialþ careþ forþ theþ quantitiesþ onþ axisþ beforeþ intro-
ducingþ themþ intoþ equationsþ ofþ dynamicsþ (Eqs.þ 2.35þ-2.36þ).þ Itþ followsþ theþ descriptionþ givenþ inþ
[þ186þ].þ

Discretizedþ Maxwell’sþ equationsþ

Theþ Maxwell’sþ equationsþ writtenþ inþ theþ cylindricalþ coordinatesþ Eqs.þ 2.108þ-2.113þ areþ dis-
cretizedþ onþ theþ Yeeþ latticeþ [þ151þ].þ Theþ spatialþ layoutþ ofþ theþ fieldþ quantitiesþ areþ shownþ inþ
Fig.þ 2.7þ.þ

Weþ defineþ theþ followingþ numericalþ operatorsþ Dr,þ Dz (forþ anyþ fieldsþ andþ sourceþ termsþ F ):þ

(DrF )lj′,k′ ≡
F l

j′+1/2,k′ − F l
j′−1/2,k′

∆r
, (2.114þ)þ

(DzF )lj′,k′ ≡
F l

j′,k′+1/2 − F l
j′,k′−1/2

∆z
, (2.115þ)þ

whereþ j′ andþ k′ canþ beþ integersþ orþ half-integers.þ
Theþ discretizedþ equationsþ writtenþ inþ termsþ ofþ operatorsþDt (definedþ earlierþ byþ Eqs.þ 2.18þ-2.19þ,þ
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forþ theþ magneticþ fieldþ components,þ andþ
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forþ theþ electricþ fieldþ components.þ Noticeþ thatþ dueþ toþ singularitiesþ inþ someþ ofþ theþ termsþ
containingþ theþ factorþ 1/r onþ axisþ (þr = 0),þ theyþ areþ beingþ replacedþ byþ specificþ boundaryþ
conditions,þ whichþ areþ basedþ onþ theþ symmetryþ propertiesþ ofþ theþ fields.þ Moreþ detailsþ areþ givenþ
inþ [þ30þ].þ

Theþ motionþ ofþ theþ particlesþ areþ stillþ calculatedþ inþ Cartesianþ coordinates.þ Theþ transfor-
mationþ betweenþ Cartesianþ (x, y, z) andþ cylindricalþ (r, z, θ) coordinatesþ isþ simplifiedþ byþ notingþ
thatþ exp(iθ) = x + iy soþ thatþ thereþ isþ noþ needþ toþ introduceþ trigonometricþ functions.þ Theþ
shapeþ functionþ introducedþ inþ Eq.þ 2.26þ isþ nowþ writtenþ asþ

S(x− xm) = Sr (r − rm)Sz (z − zm)Sθ (θ − θm) , (2.122þ)þ
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whereþ Sr andþ Sz areþ givenþ byþ oneþ ofþ theþ equationsþ Eqs.þ 2.47þ-2.49þ dependingþ onþ theþ chosenþ
orderþ ofþ projection,þ whereasþ toþ facilitateþ theþ projectionþ onþ theþ exp(ilθ) functions,þ Sθ isþ takenþ
asþ theþ deltaþ function.þ

Theþ timeþ cycleþ ofþ theþ PICþ calculationþ isþ identicalþ toþ theþ oneþ shownþ inþ Fig.þ 2.4þ forþ Cartesianþ
coordinates,þ withþ theþ sameþ fourþ steps:þ solvingþ Maxwell’sþ equations,þ projectingþ theþ fieldsþ toþ
theþ particleþ position,þ pushingþ theþ particlesþ andþ finallyþ interpolatingþ fromþ theþ particleþ positionþ
toþ theþ numericalþ gridþ inþ orderþ toþ getþ theþ chargeþ andþ currentþ densities.þ Hereþ againþ theþ standardþ
currentþ depositionþ methodþ isþ notþ chargeþ conserving.þ Thisþ problemþ canþ beþ solvedþ byþ usingþ
theþ Esirkepovþ algorithmþ asþ describedþ inþ Sec.þ 2.2.3þ.þ
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Chapterþ 3þ

Ensuringþ theþ correctnessþ ofþ theþ
simulationþ

Computerþ simulationþ isþ crucialþ inþ theþ developmentþ ofþ plasmaþ theory,þ dueþ toþ theþ complexþ
natureþ ofþ theþ encounteredþ problems.þ Butþ oneþ mightþ askþ howþ meaningfulþ isþ theþ physicsþ
producedþ byþ simulations?þ Justþ howþ meaningfulþ dependsþ onþ ourþ understandingþ onþ numericalþ
effects.þ Onceþ aþ numericalþ effectþ hasþ beenþ identifiedþ andþ quantified,þ aþ theoreticalþ modelþ isþ
oftenþ developedþ forþ errorþ predictionþ inþ futureþ simulations.þ

Theþ numericalþ problemþ thatþ willþ beþ discussedþ inþ thisþ chapterþ isþ theþ reflectionþ observedþ
inþ openþ boundaries.þ Theþ techniqueþ usedþ forþ theþ implementationþ isþ Bérenger’sþ Perfectlyþ
Matchedþ Layerþ (PML)þ [þ23þ].þ Numericalþ studiesþ onþ theþ FDTDþ schemeþ haveþ beenþ doneþ butþ
notþ systematicallyþ extendedþ toþ high-orderþ FDTDþ norþ PSTDþ schemes.þ Thisþ chapterþ firstþ
introducesþ theþ PMLþ medium,þ thenþ presentsþ itsþ implementationþ inþ theþ high-orderþ FDTDþ andþ
PSTDþ schemes.þ Finally,þ anþ analyticalþ evaluationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ isþ performedþ
andþ comparedþ withþ theþ oneþ evaluatedþ viaþ simulations.þ
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3.1þ PMLþ mediumþ

3.1.1þ Overviewþ

Whenþ performingþ simulationsþ withþ PICþ codesþ inþ LWFA,þ openþ boundariesþ areþ crucialþ toþ
ensureþ wavesþ andþ disturbancesþ originatingþ withinþ theþ modelþ domainþ (orþ simulationþ box)þ
toþ leaveþ theþ domainþ withoutþ affectingþ theþ interiorþ solutionþ inþ aþ wayþ thatþ isþ notþ physicallyþ
realistic.þ Fig.þ 3.1þ showsþ anþ electromagneticþ (EM)þ pulseþ thatþ propagatesþ fromþ bottomþ toþ topþ
inþ aþ modelþ domainþ andþ arrivesþ atþ theþ topþ boundary.þ Withoutþ anyþ specialþ treatment,þ theþ
EMþ pulseþ isþ reflectedþ andþ interferesþ withþ theþ remainingþ EMþ pulseþ thatþ isþ stillþ inþ theþ modelþ
domain,þ leadingþ toþ itsþ deformationþ asþ shownþ inþ Fig.þ 3.1þ(a).þ Onþ theþ contrary,þ treatmentþ
atþ boundariesþ withþ PMLþ enablesþ efficientþ absorptionþ ofþ theþ wavesþ atþ theþ topþ boundary,þ asþ
shownþ inþ Fig.þ 3.1þ(b).þ

(b)(a)

Figureþ 3.1:þ Simulationþ ofþ anþ electromagneticþ (EM)þ pulseþ withþ andþ withoutþ treatmentþ atþ
boundaries.þ (a)þ Simulationþ ofþ anþ EMþ pulseþ exhibitsþ reflectionsþ atþ theþ boundariesþ withoutþ
specialþ treatment,þ resultingþ inþ theþ deformationþ ofþ theþ EMþ pulse.þ (b)þ Applicationþ ofþ PMLþ
enablesþ efficientþ absorptionþ ofþ wavesþ atþ theþ boundaries.þ

Inþ someþ cases,þ simulationþ resultsþ willþ beþ renderedþ uselessþ ifþ PMLþ isþ notþ included.þ Thisþ
isþ theþ caseþ forþ LWFAþ simulationsþ inþ cylindricalþ coordinatesþ (seeþ Sec.þ 2.5þ).þ Theþ laserþ pulseþ
propagatingþ inþ theþ plasmaþ willþ diffract,þ partþ ofþ itþ willþ hitþ theþ radialþ boundaryþ andþ beþ reflectedþ
onþ theþ axis.þ Sinceþ mostþ ofþ theþ physicalþ interactionþ betweenþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ plasmaþ
particlesþ takesþ placeþ onþ axis,þ theþ buildupþ ofþ numericalþ errorsþ inþ thisþ regionþ modifiesþ completelyþ
theþ physicalþ interpretationþ ofþ theþ results.þ

Variousþ techniquesþ toþ modelþ openþ boundariesþ haveþ beenþ usedþ suchþ asþ theþ one-wayþ ap-
proximationþ ofþ theþ waveþ equationþ (initiallyþ exhibitedþ forþ acousticþ waves)þ byþ Engquistþ andþ
Majdaþ [þ187þ],þ orþ Bérengersþ moreþ efficientþ PMLþ techniqueþ whichþ consistsþ inþ surroundingþ theþ
computationalþ domainþ withþ anþ absorbingþ mediumþ whoseþ impedanceþ matchesþ thatþ ofþ free-
space.þ Whileþ aþ PMLþ mediumþ absorbsþ wavesþ atþ allþ wavelengthþ andþ angleþ ofþ incidenceþ atþ theþ
infinitesimalþ limit,þ spuriousþ reflectionsþ occurþ dueþ toþ discretization.þ Theþ amountþ ofþ reflectionþ
asþ aþ functionþ ofþ wavelengthþ andþ angleþ ofþ incidenceþ hasþ beenþ evaluatedþ numericallyþ andþ an-
alyticallyþ atþ lowþ orderþ discretizationþ [þ188þ]þ butþ notþ systematicallyþ atþ higherþ order.þ Whileþ anþ
implementationþ ofþ theþ PMLþ inþ aþ PSTDþ solverþ wasþ givenþ byþ Ohmuraþ etþ al.þ [þ189þ],þ theþ esti-
matesþ ofþ theþ coefficientsþ ofþ reflectionþ withþ respectþ toþ wavelengthþ andþ angleþ wereþ notþ given.þ
Theþ analysisþ carriedþ outþ inþ thisþ articleþ focusesþ onþ Bérengersþ splitþ fieldþ originalþ formulationþ
ofþ Maxwellsþ equationsþ ofþ PMLþ medium,þ asþ itþ isþ theþ implementationþ thatþ isþ currentlyþ usedþ
inþ theþ targetedþ plasmaþ simulationþ code.þ
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3.1.þ PMLþ mediumþ

Theþ exponentialþ convergenceþ ofþ theþ PMLþ solutionþ toþ theþ unboundedþ domainþ hasþ beenþ
demonstratedþ inþ previousþ workþ [þ190þ]þ atþ theþ infinitesimalþ limit.þ This,þ however,þ doesþ notþ
guaranteeþ highþ absorptionþ ratesþ atþ anyþ angleþ andþ frequencyþ withþ theþ discretizedþ formþ ofþ theþ
PML.þ Inþ particular,þ sinceþ theþ PMLþ conditionþ isþ local,þ itþ isþ nonethelessþ necessaryþ toþ studyþ
carefullyþ itsþ efficiencyþ whenþ usedþ withþ high-orderþ stencils,þ whenþ theþ extentþ ofþ theþ stencilþ
canþ exceedþ theþ PMLþ thickness,þ andþ especiallyþ withþ pseudo-spectralþ algorithmsþ thatþ involveþ
globalþ FFTþ operations.þ Inþ thisþ study,þ weþ extendþ theþ theoreticalþ andþ numericalþ analysisþ ofþ
theþ coefficientþ ofþ reflectionþ ofþ PMLþ toþ solversþ ofþ anyþ orderþ ofþ accuracy,þ takingþ theþ limitþ ofþ
infiniteþ orderþ toþ obtainþ theþ solutionsþ forþ theþ pseudo-spectralþ formulations.þ

3.1.2þ Formulationþ

Weþ consider,þ forþ simplicityþ andþ withoutþ lossþ ofþ generality,þ theþ transverseþ electricþ (TE)þ mode,þ
whichþ involvesþ inþ Cartesianþ coordinatesþ theþ fieldþ componentsþ Ex,þ Ey andþ Bz.þ Noticeþ thatþ x-þ
andþ y−axesþ constituteþ theþ transverseþ directions,þ andþ z−axisþ isþ theþ longitudinalþ direction.þ

Aþ PMLþ mediumþ involvesþ anþ electricþ conductivityþ σ andþ aþ magneticþ conductivityþ σ∗,þ withþ
aþ splitþ ofþ theþ Maxwellsþ equations,þ andþ writesþ asþ followsþ forþ theþ TEþ modeþ [þ23þ]:þ

∂Ex

∂t
+ σyEx = c2

∂Bz

∂y
, (3.1þ)þ

∂Ey

∂t
+ σxEy = − c2

∂Bz

∂x
, (3.2þ)þ

∂Bzx

∂t
+ σ∗

xBzx = − ∂Ey

∂x
, (3.3þ)þ

∂Bzy

∂t
+ σ∗

yBzy =
∂Ex

∂y
, (3.4þ)þ

withþ ∂/∂x andþ ∂/∂y partialþ differentialsþ respectivelyþ inþ x− andþ y−directions,þ andþ Bz =
Bzx + Bzy.þ Thisþ mediumþ absorbsþ electromagneticþ wavesþ atþ anyþ wavelengthþ andþ angleþ ofþ
incidenceþ ifþ itsþ impedanceþ matchesþ theþ oneþ ofþ vacuum,þ whichþ happensþ whenþ σx/ε0 = σ∗

x/µ0

andþ σy/ε0 = σ∗
y/µ0 (alsoþ knownþ asþ theþ matchingþ conditions)þ [þ23þ].þ Ifþ theseþ conditionsþ areþ

satisfied,þ theþ impedanceþ ofþ aþ planeþ waveþ inþ theþ mediumþ equalsþ itsþ impedanceþ inþ vacuum.þ Aþ
remarkþ thatþ canþ beþ madeþ whenþ lookingþ atþ theþ systemþ Eqs.þ 3.1þ-3.4þ isþ thatþ ifþ σx = σx = σy =
σy = 0,þ itþ reducesþ toþ theþ Maxwell’sþ equationsþ ofþ vacuum;þ ifþ σx = σy = 0,þ itþ reducesþ toþ theþ
equationsþ ofþ aþ conductiveþ mediumþ andþ finally,þ ifþ σ∗

x = σ∗
x = 0 andþ σ∗

y = σ∗
y = 0,þ itþ reducesþ toþ

theþ equationsþ ofþ theþ absorbingþ mediumþ presentedþ inþ [þ151þ].þ

3.1.3þ PMLþ techniqueþ

Theþ generalþ frameþ ofþ theþ PMLþ techniqueþ isþ pointedþ outþ inþ Figþ 3.2þ.þ Theþ Maxwell’sþ equationsþ
areþ beingþ solvedþ insideþ aþ computationalþ domainþ inþ whichþ liesþ aþ sourceþ ofþ outgoingþ waves.þ
Weþ haveþ anþ absorbingþ layerþ whichþ isþ anþ aggregateþ ofþ theþ PMLþ mediaþ surroundingþ theþ
computationalþ domainþ whoseþ propertiesþ willþ beþ definedþ inþ theþ followingþ paragraph.þ Theþ
domainþ isþ finallyþ endedþ byþ perfectlyþ conductingþ conditions.þ

Onþ bothþ theþ leftþ andþ rightþ sidesþ ofþ theþ computationalþ domain,þ theþ absorbingþ layersþ
areþ matchedþ PML(þσx, σ∗

x, 0, 0)þ media,þ theþ outgoingþ wavesþ canþ propagateþ withoutþ reflectionþ
throughþ theþ interfacesþ normalþ toþ x.þ Similarly,þ matchedþ PML(þ0, 0, σy, σ∗

y)þ mediaþ areþ usedþ onþ
bothþ upperþ andþ lowerþ sidesþ ofþ theþ computationalþ domainþ soþ thatþ theþ outgoingþ wavesþ canþ
propagateþ withoutþ reflectionþ throughþ theþ interfacesþ normalþ toþ y.þ Atþ theþ fourþ cornersþ ofþ theþ

81þ



Chapterþ 3.þ Ensuringþ theþ correctnessþ ofþ theþ simulationþ

PML(0, 0,�y,�
⇤
y)

PML(0, 0,�y,�
⇤
y)

PML(�
x

,�⇤
x

, 0, 0) PML(�
x

,�⇤
x

, 0, 0)

PML(�
x

,�⇤
x

,�
y

,�⇤
y

) PML(�
x

,�⇤
x

,�
y

,�⇤
y

)

PML(�
x

,�⇤
x

,�
y

,�⇤
y

)PML(�
x

,�⇤
x

,�
y

,�⇤
y

)

Wave source

Vacuum

Outgoing  
waves

Perfect conductor

Figureþ 3.2:þ Generalþ frameþ ofþ theþ PMLþ technique.þ Theþ outgoingþ wavesþ comingþ fromþ theþ waveþ
sourceþ hitþ theþ PMLþ mediaþ withþ differentþ propertiesþ surroundingþ theþ computationalþ domain.þ

domain,þ theþ absorbingþ layersþ areþ madeþ ofþ PML(þσx, σ∗
x, σy, σ

∗
y)þ mediaþ havingþ conductivitiesþ

equalþ toþ thoseþ ofþ theþ adjacentþ (þσx, σ∗
x, 0, 0)þ andþ (þ0, 0, σy, σ∗

y)þ media.þ Asþ aþ result,þ thereþ isþ
theoreticallyþ noþ reflectionþ atþ theþ interfacesþ lyingþ betweenþ theþ sideþ layersþ andþ theþ cornerþ
layers.þ

3.1.4þ Discretizationþ ofþ theþ PMLþ

Theþ FDTDþ discretizationþ ofþ thisþ setþ ofþ equationsþ Eqs.þ 3.1þ-3.4þ isþ givenþ byþ

Ex
n+1
j+1/2,k − Ex

n
j+1/2,k

∆t
+ σy

Ex
n+1
j+1/2,k + Ex

n
j+1/2,k

2

= c2
Bz

n+1/2
j+1/2,k+1/2 −Bz

n+1/2
j+1/2,k−1/2

∆y
, (3.5þ)þ

Ey
n+1
j,k+1/2 − Ey

n
j,k+1/2

∆t
+ σx

Ey
n+1
j,k+1/2 + Ey

n
j,k+1/2

2

= −c2
Bz

n+1/2
j+1/2,k+1/2 −Bz

n+1/2
j−1/2,k+1/2

∆x
, (3.6þ)þ

Bzx
n+1/2
j+1/2,k+1/2 −Bzx

n−1/2
j+1/2,k+1/2

∆t
− σ∗

x

Bzx
n+1/2
j+1/2,k+1/2 +Bzx

n−1/2
j+1/2,k+1/2

2

=
Ey

n
j+1,k+1/2 − Ey

n
j,k+1/2

∆x
, (3.7þ)þ

Bzy
n+1/2
j+1/2,k+1/2 −Bzy

n−1/2
j+1/2,k+1/2

∆t
+ σ∗

y

Bzy
n+1/2
j+1/2,k+1/2 +Bzy

n−1/2
j+1/2,k+1/2

2

=
Ex

n
j+1/2,k+1 − Ex

n
j+1/2,k

∆y
. (3.8þ)þ
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Afterþ someþ algebraicþ manipulation,þ equationsþ inþ Eqs.þ 3.5þ-3.8þ canþ beþ writtenþ inþ theirþ
explicitþ linearþ formsþ forþ implementationþ inþ aþ simulationþ code:þ

Ex
n+1
j+1/2,k = αxEx

n
j+1/2,k + βx

(
Bz

n+1/2
j+1/2,k+1/2 −Bz

n+1/2
j+1/2,k−1/2

)
, (3.9þ)þ

Ey
n+1
j,k+1/2 = αyEy

n
j,k+1/2 + βy

(
Bz

n+1/2
j+1/2,k+1/2 −Bz

n+1/2
j−1/2,k+1/2

)
, (3.10þ)þ

Bzx
n+1/2
j+1/2,k+1/2 = α∗

xBzx
n−1/2
j+1/2,k+1/2 + β∗

x

(
Ey

n
j+1,k+1/2 − Eynj,k+1/2

)
, (3.11þ)þ

Bzy
n+1/2
j+1/2,k+1/2 = α∗

yBzy
n−1/2
j+1/2,k+1/2 + β∗

y

(
Ex

n
j+1/2,k+1 − Ex

n
j+1/2,k

)
, (3.12þ)þ

whereþ 

αx = 2−σy∆t

2+σy∆t
,

αy = 2−σx∆t
2+σx∆t

,

βx = 2c2

2+σy∆t
∆t
∆y
,

βy = − 2c2

2+σx∆t
∆t
∆x
,

α∗
x = 2−σ∗

x∆t
2+σ∗

x∆t
,

α∗
y =

2−σ∗
y∆t

2+σ∗
y∆t

,

β∗
x = − 2

2+σ∗
x∆t

∆t
∆x
,

β∗
y = 2

2+σ∗
y∆t

∆t
∆y
.

(3.13þ)þ

3.1.5þ Extensionþ toþ higherþ orderþ

Followingþ theþ generalþ expressionþ forþ highþ orderþ spatialþ derivativesþ establishedþ inþ Eq.þ 2.81þ,þ
theþ extensionþ toþ orderþ N ofþ theþ explicitþ linearþ formþ canþ beþ writtenþ asþ theþ followingþ generalþ
expressionþ forþ discretizationþ followingþ theþ x−directionþ

En+1
j′,k′ = αxE

n
j′,k′ + βx

[
C0

(
B

n+1/2
j′+1/2,k′ −B

n+1/2
j′−1/2,k′

)
+ C1

(
B

n+1/2
j′+3/2,k′ −B

n+1/2
j′−3/2,k′

)
+ ...

]
= αxE

n
j′,k′ + βx

∑N
p=0Cp

(
B

n+1/2
j′+(2p+1)/2,k′ −B

n+1/2
j′−(2p+1)/2,k′)

)
,

(3.14þ)þ
whereþ j′ andþ k′ canþ beþ eitherþ integersþ orþ half-integers,þ E andþ B representþ anyþ componentsþ ofþ
E− andþ B−fieldsþ respectively,þ αx,þ βx areþ coefficientsþ inþ Eq.þ 3.13þ andþ Cp areþ theþ coefficientsþ
ofþ finite-differenceþ approximationþ dueþ toþ Fornbergþ [þ181þ],þ whichþ areþ givenþ inþ Tableþ 2.1þ forþ
ordersþ 2þ toþ 20,þ andþ atþ theþ limitþ ofþ infiniteþ order,þ andþ applyþ toþ equispacedþ staggered-grids.þ Aþ
similarþ expressionþ appliesþ toþ Bn+1/2

j′+1/2,k′ discretizedþ followingþ theþ x−directionþ writtenþ asþ

Bj′+1/2,k′ = α∗
xB

n−1/2
j′+1/2,k′ + β∗

x

N∑
p

Cp

(
E

n+1/2
j′+p+1,k′ − E

n+1/2
j′+p,k′

)
, (3.15þ)þ

whereþ α∗
x andþ β∗

x areþ coefficientsþ inþ Eq.þ 3.13þ.þ Discretizationþ inþ theþ y−directionþ forþ bothþ E−
andþ B−fieldsþ isþ ratherþ straightforward.þ

3.1.6þ Applicationþ toþ staggered-gridþ PSTDþ solversþ

Theþ PSTDþ formulationþ isþ givenþ inþ Sec.þ 2.4.2þ.þ Inþ theþ PSTDþ implementation,þ theþ Fourierþ
transformationþ isþ usedþ forþ theþ calculationþ ofþ theþ spatialþ differentiationþ inþ k-space,þ whileþ theþ
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Leapfrogþ methodþ isþ retainedþ forþ theþ temporalþ differentiation.þ Followingþ theþ notationsþ givenþ
inþ [þ189þ]þ theþ PSTDþ formulationþ ofþ theþ setþ ofþ equationsþ Eqs.þ 3.1þ-3.4þ isþ givenþ by:þ

∂Ex

∂t
+ σyEx =c2

[
F−1iky (FBz)

]
, (3.16þ)þ

∂Ey

∂t
+ σxEy =− c2

[
F−1ikx (FBz)

]
, (3.17þ)þ

∂Bzx

∂t
+ σ∗

xBzx =−
[
F−1ikx(FEy)

]
, (3.18þ)þ

∂Bzy

∂t
+ σ∗

yBzy =
[
F−1iky (FEx)

]
, (3.19þ)þ

whereþ F andþ F−1 areþ respectivelyþ theþ forwardþ andþ inverseþ Fourierþ transformations,þ andþ kx
andþ ky areþ theþ wavenumbersþ inþ theþ x− andþ y−directionsþ respectively.þ

Assumingþ theþ useþ ofþ aþ staggered-gridþ (Yeeþ discretization[þ151þ]),þ theþ discretizedþ formþ canþ
beþ writtenþ inþ itsþ explicitþ linearþ form,þ givingþ

Ex
n+1
j+1/2,k =αxEx

n
j+1/2,k + βx

[
F−1ikye

−iky∆y/2
(
FBz

n+1/2
j+1/2,k

)]
, (3.20þ)þ

Ey
n+1
j,k+1/2 =αyEy

n
j,k+1/2 + βy

[
F−1ikxe

−ikx∆x/2
(
FBz

n+1/2
j,k+1/2

)]
, (3.21þ)þ

Bzx
n+1/2
j+1/2,k+1/2 =α

∗
xBzx

n−1/2
j+1/2,k+1/2 + β∗

x

[
F−1ikxe

ikx∆x/2
(
FEy

n
j+1/2,k+1/2

)]
, (3.22þ)þ

Bzy
n+1/2
j+1/2,k+1/2 =α

∗
yBzy

n−1/2
j+1/2,k+1/2 + β∗

y

[
F−1ikye

iky∆y/2
(
FEx

n
j+1/2,k+1/2

)]
. (3.23þ)þ

Theþ termsþ eikx∆x/2 andþ eiky∆y/2 areþ respectivelyþ theþ shiftsþ inþ spaceþ inþ x− andþ y−directionsþ
onþ theþ staggered-gridþ forþ Ex andþ Ey,þ whileþ theþ termsþ e−ikx∆x/2 andþ e−iky∆y/2 areþ respectivelyþ
theþ shiftsþ inþ spaceþ inþ x-þ andþ y−directionsþ onþ theþ staggered-gridþ forþ Bz.þ

Theþ coefficientsþ ofþ
(
αx, βx, αy, βy, α

∗
x, β

∗
x, α

∗
y, β

∗
y

)
areþ theþ sameþ asþ shownþ inþ theþ setþ Eq.þ 3.13þ.þ

3.2þ Reflectionþ ofþ aþ planeþ waveþ strikingþ theþ entireþ PMLþ

Followingþ [þ188þ],þ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ ofþ aþ planeþ waveþ propagatingþ inþ theþ x-directionþ
perpendicularlyþ toþ theþ interfaceþ ofþ theþ PMLþ canþ beþ computedþ withþ theþ sameþ analogyþ toþ theþ
interferometerþ ofþ Fabry-Perotþ byþ integratingþ overþ theþ multipleþ transmissionsþ t andþ reflectionsþ
r ofþ raysþ betweenþ twoþ rowsþ ofþ theþ gridþ (twoþ platesþ inþ theþ interferometer).þ

Calculatingþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ forþ theþ entireþ layerþ requiresþ knowledgeþ ofþ theþ
coefficientsþ ofþ reflectionþ atþ eachþ planeþ ofþ theþ layerþ (nodesþ j, j + 1/2,þ j + 1,þ ...).þ

3.2.1þ Coefficientsþ ofþ reflectionþ atþ individualþ planesþ

Weþ beginþ byþ evaluatingþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ aþ rowþ passingþ throughþ aþ nodeþ situatedþ
atþ oneþ ofþ theþ slicesþ inþ theþ PMLþ media.þ Theþ restþ ofþ theþ spaceþ isþ describedþ byþ centeredþ finiteþ
differenceþ ofþ theþ waveþ equationþ inþ vacuum.þ Weþ assumeþ thatþ onlyþ theþ planeþ whereþ theþ PMLþ
schemeþ appliesþ generatesþ reflections.þ Theþ basicþ procedureþ forþ theþ derivationþ ofþ theþ coefficientþ
ofþ reflectionþ involvesþ substitutionþ ofþ planeþ monochromaticþ travelingþ waveþ trialþ solutionsþ intoþ
anþ expressionþ thatþ consistsþ ofþ onlyþ theþ componentsþ ofþ aþ particularþ field.þ Forþ instance,þ inþ
theþ derivationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ onþ theþ full-node,þ weþ wouldþ likeþ toþ obtainþ anþ
expressionþ consistingþ ofþ onlyþ componentsþ ofþ theþ field,þ Ey,þ implyingþ thatþ allþ componentsþ
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ofþ Bz haveþ toþ beþ eliminated.þ Hence,þ theþ methodþ consistsþ ofþ derivingþ theþ finiteþ differenceþ
expressionþ forþ theþ secondþ derivativeþ inþ timeþ ofþ Ey andþ thenþ eliminateþ Bz byþ substitutingþ theþ
finiteþ differenceþ expressionþ forþ theþ firstþ timeþ derivativeþ ofþ Bz inþ twoþ adjacentþ nodes.þ Itþ isþ
instructiveþ toþ followþ theþ detailsþ ofþ theþ derivation,þ thereforeþ aþ walk-throughþ isþ givenþ inþ theþ
followingþ paragraphs.þ

One-dimensionalþ caseþ

Firstly,þ weþ expressþ theþ finiteþ differenceþ expressionþ forþ theþ secondþ derivativeþ inþ timeþ ofþ Ey,þ
givenþ byþ

Ey
n+1
j =αyEy

n
j + βy

N∑
p=0

Cp

(
Bz

n+1/2
j+(2p+1)/2 −Bz

n+1/2
j−(2p+1)/2

)
. (3.24þ)þ

Ey
n
j =αyEy

n
j + βy

N∑
p=0

Cp

(
Bz

n−1/2
j+(2p+1)/2 −Bz

n−1/2
j−(2p+1)/2

)
, (3.25þ)þ

whereþ N ∈ N.þ
Withoutþ lackþ ofþ generality,þ weþ considerþ theþ second-orderþ forþ simplicity.þ Subtractingþ

Eq.þ 3.25þ fromþ Eqþ 3.24þ,þ weþ obtainþ

Ey
n+1
j − Ey

n
j = α

(
Ey

n
j − Ey

n−1
j

)
+ β

[
Bz

n+1/2
j+1/2 −Bz

n−1/2
j+1/2 −Bz

n+1/2
j−1/2 +Bz

n−1/2
j−1/2

]
. (3.26þ)þ

Onþ theþ otherþ hand,þ weþ alsoþ haveþ

Bz
n+1/2
j+1/2 =Bz

n−1/2
j+1/2 + V

(
Ey

n
j+1 − Ey

n
j

)
, (3.27þ)þ

Bz
n+1/2
j−1/2 =Bz

n−1/2
j−1/2 + V

(
Ey

n
j − Ey

n
j−1

)
, (3.28þ)þ

whereþ V = c2∆t/∆x.þ
Theþ eliminationþ ofþ Bz isþ obtainedþ byþ insertionsþ ofþ Eqs.þ 3.27þ-3.28þ inþ Eq.þ 3.26þ eliminates,þ

yieldingþ

Ey
n+1
j + (−1− α + 2βV )Ey

n
j + αEy

n−1
j − βV Ey

n
j+1 − βV Ey

n
j−1 = 0. (3.29þ)þ

Weþ nowþ assumeþ aþ planeþ monochromaticþ traveling-waveþ trialþ solutionþ ofþ amplitudeþ ei(ω∆t−kx∆x)

strikingþ theþ PMLþ sliceþ atþ normalþ incidence.þ Weþ alsoþ assumeþ thatþ theþ normþ ofþ kx isþ con-
servedþ byþ theþ transmittedþ andþ theþ reflectedþ wavesþ andþ weþ defineþ theþ coefficientþ ofþ reflec-
tionþ asþ theþ complexþ numberþ r. Underþ theseþ conditions,þ theþ transmittedþ waveþ isþ givenþ byþ
(1− r) ei(ω∆t−k∆x),þ andþ theþ signalþ inþ frontþ ofþ theþ sliceþ isþ theþ sumþ ofþ theþ incidentþ waveþ andþ
theþ reflectedþ one,þ givingþ ei(ω∆t−kx∆x) − rei(ω∆t+kx∆x).þ Assumingþ thatþ theþ PMLþ isþ appliedþ atþ
theþ sliceþ locatedþ atþ j,þ weþ haveþ

Ey
n−Nt

j+Nx
=(1− r) e−Ntiω∆t−Nxikx∆x, (3.30þ)þ

Ey
n+Nt

j+Nx
=(1− r) eNtiω∆t−Nxikx∆x, (3.31þ)þ

Ey
n−Nt

j−(Nx+1) =e−Ntiω∆t+(Nx+1)ikx∆x − re−Ntiω∆t−(Nx+1)ikx∆x, (3.32þ)þ

Ey
n+Nt

j−(Nx+1) =eNtiω∆t+(Nx+1)ikx∆x − reNtiω∆t−(Nx+1)ikx∆x, (3.33þ)þ

whereþ Nt ∈ N andþ Nx ∈ N.þ
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Byþ insertingþ theþ planeþ monochromaticþ traveling-waveþ trialþ solutions,þ weþ obtain,þ toþ lead-
ingþ order,þ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ aþ full-node,þ rnode:þ

rnode =
a− b

∑∞
p=0Ccoupledp cos (pkx∆x)

a− b
∑∞

p=0Ccoupledpe
−ipkx∆x

, (3.34þ)þ

whereþ {
a = eiω∆t − 1− αy + αye

−iω∆t,

b = 2βyV.
(3.35þ)þ

Ccoupledp areþ theþ coupledþ Fornberg’sþ coefficients,þ definedþ byþ

Ccoupledp =


−
∑norder

q=1 C2
q , if p = 0,

−2
∑norder

q=1 CqCq−p, if 0 < p < norder,

2
∑norder

q=1 CqCp−(q−1), if norder ≤ p < 2norder − 1,∑norder

q=1 C2
q , if p = 2norder − 1,

(3.36þ)þ

whereþ norder isþ theþ orderþ ofþ discretization,þ andþ C areþ theþ coefficientsþ fromþ Fornberg’sþ algo-
rithmþ [þ191þ]þ asþ inþ Tableþ 2.1þ.þ

Theþ derivationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ anþ inter-nodeþ rinter−node (notþ detailedþ here)þ
proceedsþ similarlyþ andþ givesþ anþ expressionþ ofþ theþ sameþ formþ asþ Eq.þ 3.34þ,þ afterþ replacementþ
ofþ αy byþ α∗

y andþ βy byþ β∗
y inþ theþ definitionþ ofþ a andþ b.þ

Two-dimensionalþ caseþ

Theþ derivationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ higherþ dimensionþ requiresþ moreþ algebraicþ ma-
nipulation.þ Asþ inþ theþ previousþ section,þ theþ derivationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ involvesþ
theþ substitutionþ ofþ planeþ monochromaticþ traveling-waveþ trialþ solutionsþ intoþ anþ expressionþ
thatþ consistsþ ofþ onlyþ theþ componentsþ ofþ aþ particularþ field.þ

Theþ equationsþ toþ beþ solvedþ atþ aþ nodeþ areþ givenþ byþ

Ey
n+1
j,k+1/2 =αyEy

n
j,k+1/2 − βy

N∑
p=0

Cp

(
Bz

n+1/2
j+(2p+1)/2,k+1/2 −Bz

n+1/2
j−(2p+1)/2,k+1/2

)
, (3.37þ)þ

Ey
n
j,k+1/2 =Ey

n
j,k+1/2 +

∆x

∆y

(
Ex

n
j+1/2,k+1 − Ex

n
j+1/2,k

)
− ∆x

∆t

(
Bz

n+1/2
j+1/2,k+1/2 −Bz

n−1/2
j+1/2,k+1/2

)
, (3.38þ)þ

Ex
n
j+1/2,k+1 =Ex

n−1
j+1/2,k+1 + Vx

N∑
p=0

Cp

(
Bz

n+1/2
i+1/2,j+(2p+1)/2 −Bz

n+1/2
i+1/2,j−(2p+1)/2

)
, (3.39þ)þ

whereþ Vy = c2∆t/∆y.þ
Aþ differentþ approachþ isþ appliedþ toþ deriveþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ onþ theþ inter-node,þ
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forþ whichþ theþ followingþ setþ ofþ equationsþ isþ solvedþ

Ex
n+1
j+1/2,k =Ex

n
j+1/2,k + Vy

N∑
p=0

Cp

(
Bz

n+1/2
j+1/2,k+(2p+1)/2 −Bz

n+1/2
j+1/2,k−(2p+1)/2

)
, (3.40þ)þ

Ey
n+1
j,k+1/2 =Ey

n
j,k+1/2 − Vx

N∑
p=0

Cp

(
Bz

n+1/2
j+(2p+1)/2,k+1/2 −Bz

n+1/2
j−(2p+1)/2,k+1/2

)
, (3.41þ)þ

Bz
n+1/2
j+1/2,k+1/2 =Bzx

n+1/2
j+1/2,k+1/2 +Bzy

n+1/2
j+1/2,k+1/2, (3.42þ)þ

Bzx
n+1/2
j+1/2,k+1/2 =α

∗
xBzx

n−1/2
i+1/2,j+1/2 − β∗

x

N∑
p=0

Cp

(
Ey

n
j+(p+1),k+1/2 − Ey

n
j−p,k+1/2

)
, (3.43þ)þ

Bzy
n+1/2
j+1/2,k+1/2 =Bzy

n−1/2
j+1/2,k+1/2 +

∆t

∆y

N∑
p=0

Cp

(
Ex

n
j+1/2,k+(p+1) − Ex

n
j+1/2,k−p

)
, (3.44þ)þ

whereþ Vx = c2∆t/∆x andþ Vx = c2∆t/∆y.þ
Solvingþ theþ systemsþ ofþ equationsþ givenþ aboveþ leadsþ toþ theþ sameþ formþ forþ theþ expressionþ

ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ theþ nodeþ andþ theþ inter-node,þ whichþ readsþ (forþ aþ node):þ

rnode =
a− b

∑∞
p=0Ccoupledp cos (pky∆y)− c

∑∞
p=0Ccoupledp cos (kx∆x)

a− b
∑∞

p=0Ccoupledp cos (pky∆y)− c
∑∞

p=0Ccoupledpe
−ipkx∆x

, (3.45þ)þ

whereþ 
a = eiω∆t − (2 + αy) + e−iω∆t (1 + 2αy)− αye

−2iω∆t,

b = 2Vy
∆t
∆y

(
1− αye

−iω∆t
)
,

c = 2βy
∆t
∆x

(
1− e−iω∆t

)
.

(3.46þ)þ

Toþ determineþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ onþ anþ inter-node,þ rinter−node isþ obtainedþ byþ
replacingþ αy withþ α∗

x andþ βy withþ β∗
y inþ theþ definitionþ ofþ a,þ b andþ c.þ

Toþ guideþ theþ reader,þ theþ detailsþ ofþ theþ derivationþ ofþ theseþ equationsþ areþ givenþ forþ theþ
second-orderþ caseþ inþ Appendicesþ Aþ andþ Bþ,þ atþ theþ nodeþ andþ theþ inter-nodeþ respectively.þ Aþ
tableþ summarizingþ theþ coefficientsþ ofþ reflectionsþ atþ gridþ nodesþ inþ variousþ casesþ isþ tabulatedþ
inþ Tableþ 3.1þ withþ theþ correspondingþ coefficientsþ a,þ b andþ c givenþ inþ Eq.þ 3.35þ forþ theþ 1Dþ
case,þ andþ inþ Eq.þ 3.46þ forþ theþ 2Dþ case.þ Theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ gridþ inter-nodesþ areþ
expressedþ similarlyþ asþ expressionsþ atþ gridþ nodes,þ withþ coefficientsþ (þαx, αy, βx, βy)þ replacedþ byþ
(þα∗

x, α
∗
y, β

∗
x, β

∗
y).þ

Tableþ 3.1:þ Keyþ equationsþ ofþ theþ coefficientsþ ofþ reflectionþ inþ PML.þ
Orderþþ ofþþ
accuracyþþ Planeþþ waveþþ atþþ normalþþ incidenceþþ (1D)þþ Planeþþ waveþþ atþþ obliqueþþ incidenceþþ (2D)þþ

2þþ rnode =
a−b(−1+cos(kx∆x))
a−b(−1+e−ikx∆x)

rnode =
a−b cos(ky∆y)−c cos(kx∆x)

a−cos(ky∆y)−ce−ikx∆x

>2þþ rnode =
a−b

∑∞
p=0 Ccoupledp

cos(pkx∆x)

a−b
∑∞

p=0 Ccoupledp
e−ipkx∆x rnode =

a−b
∑∞

p=0 Ccoupledp
cos(pky∆y)−c

∑∞
p=0 Ccoupledp

cos(kx∆x)

a−b
∑∞

p=0 Ccoupledp
cos(pky∆y)−c

∑∞
p=0 Ccoupledp

e−ipkx∆x

3.2.2þ Coefficientþ ofþ theþ entireþ PML,þ R

Followingþ [þ188þ],þ weþ applyþ theþ PMLþ fromþ j0 toþ j0 + NL,þ whereþ j0 isþ theþ indexþ whereþ theþ
interfaceþ ofþ vacuumþ andþ theþ PMLþ mediaþ liesþ andþ NL isþ theþ depthþ ofþ theþ PMLþ (inþ numberþ ofþ
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nodes).þ Theþ knowledgeþ ofþ theþ coefficientsþ ofþ reflectionþ andþ transmissionþ ofþ twoþ consecutiveþ
slices,þ sayþ slicesþ atþ j0+NL−1/2 andþ j0+NL,þ allowsþ usþ toþ calculateþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ
Rj0+NL−1/2 becauseþ ofþ theþ couplingþ ofþ theseþ twoþ slices.þ
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Figureþ 3.3:þ Aþ planeþ waveþ strikingþ aþ PMLþ generatesþ multipleþ reflectionsþ insideþ theþ layerþ thatþ
mustþ beþ takenþ intoþ accountþ toþ calculateþ theþ coefficientþ ofþ reflection.þ

Fig.þ 3.3þ illustratesþ theþ reflectionsþ andþ transmissionsþ ofþ theþ waveþ ofþ theþ twoþ consecutiveþ
slices.þ

Rj0+NL−1/2 = r1 − t1r2t1e
−ikx∆x + t1r2t1e

−ikx∆x(r1r2e
−ikx∆x)

− t1r2t1e
−ikx∆x(r1r2e

−ikx∆x)2 . . .
= r1 − t1r2t1e

−ikx∆x
∑∞

n=0(r1r2e
−ikx∆x)n

= r1 − t1r2t1e−ikx∆x

1+r1r2e−ikx∆x .

(3.47þ)þ

Toþ calculateþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ ofþ theþ entireþ layer,þ Rj0 ,þ weþ iterateþ backwardþ fromþ
j = j0 +NL toþ j = j0 usingþ theþ recursiveþ formulaþ

Rj = rj −
tjRj+1/2tje

−ikx∆x

1 + rjRj+1/2e−ikx∆x
. (3.48þ)þ
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Thisþ formulaþ isþ validþ atþ allþ dimensionsþ and,þ underþ theþ assumptionsþ ofþ theþ model,þ atþ allþ
orders.þ

3.2.3þ Coefficientþ ofþ reflectionþ viaþ numericalþ simulationsþ

Forþ theþ evaluationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ viaþ numericalþ experiments,þ anþ electromag-
neticþ pulseþ isþ injectedþ atþ t = 0 atþ theþ left-handþ sideþ ofþ theþ simulationþ region,þ inþ aþ vacuumþ
regionþ precedingþ theþ PMLþ thatþ isþ situatedþ atþ theþ right-handþ side.þ Periodicþ boundariesþ areþ
appliedþ toþ theþ upperþ andþ lowerþ sides.þ Theþ simplerþ caseþ ofþ aþ planeþ waveþ atþ normalþ incidenceþ
toþ theþ PMLþ mediaþ isþ studiedþ first,þ followedþ byþ aþ studyþ ofþ aþ planeþ waveþ travelingþ atþ anþ angleþ
ofþ incidenceþ toþ theþ PML.þ
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Figureþ 3.4:þ Fourierþ transformþ ofþ F (ω, t, ky = 0) withþ respectþ toþ theþ wavenumberþ k showsþ
thatþ theþ signalþ isþ nearlyþ monochromatic.þ Inset:þ Harrisþ functionþ H(t) andþ F (ω, t, ky = 0)
plottedþ versusþ timeþ normalizedþ byþ L/c.þ

Theþ injectedþ signalþ isþ imposedþ atþ theþ left-handþ sideþ Ey
0
0 = F (ω, t, ky) hasþ theþ formþ

F (ω, t, ky) =

{
H(t) sin(ωt+ kyy), if 0 < t < L

c
,

0, otherwise,
(3.49þ)þ

withþ y = k∆y,þ whereþ k isþ theþ indexþ inþ theþ transverseþ (þy−)þ direction,þ andþ H(t) theþ Harrisþ
functionþ

H(t) =

{
1
32
(10− 15 cos(2πct

L
) + 6 cos(4πct

L
)− cos(6πct

L
)), if 0 < t < L

c
,

0, otherwise,
(3.50þ)þ

whereþ L = ∆xNx representsþ theþ positionþ atþ whichþ theþ interfaceþ betweenþ theþ vacuumþ andþ theþ
PMLþ liesþ andþ c isþ theþ speedþ ofþ theþ waves.þ Aþ plotþ ofþ thisþ functionþ versusþ timeþ isþ reproducedþ
inþ Fig.þ 3.4þ.þ Theþ productþ ofþ theþ sinωt functionþ withþ theþ Harrisþ functionþ enablesþ aþ preciseþ
inspectionþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ asþ aþ functionþ ofþ frequency.þ

Forþ convenience,þ aþ signalþ injectedþ withþ aþ wavenumberþ k0,þ theþ transverseþ wavenumberþ ky
isþ setþ forþ aþ gridþ withþ Ny cellsþ andþ periodicþ boundaryþ conditionþ inþ theþ transverseþ dimension,þ
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suchþ thatþ ky = 2πN/(Ny∆y) whereþ N ∈ N.þ Theþ longitudinalþ wavenumberþ isþ thusþ givenþ byþ
k2x = k20 − k2y andþ theþ angleþ ofþ incidenceþ θ isþ definedþ asþ θ = arctan (kx/ky)

Onceþ theþ injectedþ pulseþ fillsþ theþ vacuumþ regionþ precedingþ theþ PML,þ theþ electricþ andþ mag-
neticþ fieldþ componentsþ Exinc ,þ Eyinc andþ Bzinc areþ recorded,þ whileþ theþ reflectedþ componentsþ
Exref ,þ Eyref andþ Bzref areþ recordedþ afterþ theþ incidentþ pulseþ hasþ beenþ fullyþ reflectedþ byþ theþ
PML.þ Theþ coefficientþ ofþ reflectionþ isþ thenþ computedþ asþ

R(ω, θ) =

√√√√∑j<Nx

∑
k<Ny

(
Ex

2
ref + Ey

2
ref + c2Bz

2
ref

)
∑

j<Nx

∑
k<Ny

(
Ex

2
inc + Ey

2
inc + c2Bz

2
inc

) , (3.51þ)þ

whereþ theþ subscriptþ “þref ”þ signifiesþ reflectedþ andþ “þinc”þ signifiesþ incident,þ j andþ k areþ respec-
tivelyþ theþ gridþ indicesþ inþ theþ transverseþ directions.þ

3.3þ Resultsþ
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Figureþ 3.5:þ Coefficientþ ofþ reflection,þ R withþ respectþ toþ theþ normalizedþ wavelengthþ ofþ aþ planeþ
waveþ strikingþ aþ PMLþ atþ normalþ incidenceþ (lines:þ analyticalþ integration;þ markers:þ numericalþ
simulations),þ forþ differentþ ordersþ goingþ fromþ 2þ toþ infinityþ (þ≡ pseudo-spectral).þ

Inþ thisþ section,þ weþ compareþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ fromþ aþ PMLþ forþ theþ FDTDþ solverþ
(ofþ ordersþ 2þ toþ higherþ orders)þ andþ theþ PSTDþ solver,þ asþ aþ functionþ ofþ wavelengthsþ andþ angles,þ
inþ theþ caseþ ∆x = ∆y.þ Toþ ensureþ stabilityþ atþ anyþ order,þ theþ time-stepþ wasþ chosenþ toþ beþ
c∆t/∆x = 0.4,þ whichþ isþ slightlyþ belowþ theþ Courantþ conditionþ ofþ theþ PSTDþ solverþ whenþ
∆x = ∆y.þ Followingþ [þ23þ],þ weþ defineþ

σj = σmax

(
j∆x

δ

)n

,
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Figureþ 3.6:þ Coefficientþ ofþ reflection,þ R ofþ aþ planeþ waveþ withþ respectþ toþ itsþ angleþ ofþ incidenceþ
withþ theþ PML,þ forþ (a)þ λ0/∆x = 4 andþ (b)þ λ0/∆x = 8 (lines:þ analyticalþ integration;þ markers:þ
numericalþ simulations).þ

withþ j ∈ [0;NL] whereþ NL isþ theþ depthþ ofþ theþ PMLþ (inþ numberþ ofþ nodes).þ Theþ choiceþ ofþ
NL isþ basedþ onþ theþ theoreticalþ coefficientþ ofþ reflectionþ suchþ thatþ itþ isþ largeþ enough,þ forþ aþ
givenþ profileþ ofþ conductivity,þ thatþ theþ reflectionsþ thatþ occurþ onþ thisþ lastþ cellþ areþ negligible.þ
Settingþ σmax = 4/∆x,þ δ = 5∆x andþ n = 2,þ togetherþ withþ NL = 14,þ leadþ toþ absorptionsþ ofþ
theþ incidentþ wavesþ byþ ordersþ ofþ magnitudeþ atþ anyþ angle,þ forþ allþ wavelengthþ λ0 > ∆x/4.þ Inþ
definingþ σ∗,þ oneþ mustþ takeþ intoþ accountþ theþ halfþ aþ stepþ inþ theþ spaceþ gridþ sinceþ E andþ B areþ
staggeredþ inþ space,þ thereforeþ σ∗ = σj+1/2.þ

Fig.þ 3.5þ presentsþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ ofþ aþ planeþ waveþ thatþ isþ strikingþ aþ PMLþ atþ
normalþ incidence,þ asþ aþ functionþ ofþ wavelength.þ Figs.þ 3.6þ(a)þ andþ 3.6þ(b)þ showþ theþ coefficientþ
ofþ reflectionþ ofþ aþ planeþ waveþ withþ respectþ toþ theþ angleþ ofþ incidenceþ forþ aþ givenþ wavelength,þ
whileþ Figs.þ 3.7þ(a)þ andþ 3.7þ(b)þ showþ theþ theoreticalþ estimatesþ forþ largerþ wavelengths.þ Theþ
resultsþ showþ thatþ theþ efficiencyþ ofþ theþ PMLþ isþ preservedþ atþ anyþ orderþ andþ evenþ improvedþ atþ
shortþ wavelengthsþ withþ higherþ orders.þ Thisþ isþ alsoþ verifiedþ byþ theþ PSTDþ solverþ forþ which,þ
asþ expected,þ theþ coefficientsþ ofþ reflectionþ areþ veryþ closeþ toþ theþ onesþ ofþ theþ FDTDþ solverþ atþ
veryþ highþ order.þ Testsþ onþ otherþ wavelengthsþ andþ time-stepsþ (notþ shownþ here)þ showþ theþ sameþ
trend.þ

Thereþ isþ generallyþ aþ goodþ agreementþ betweenþ theþ analyticalþ calculationþ (representedþ byþ
solidþ lines)þ andþ theþ numericalþ resultsþ (representedþ byþ markers),þ butþ withþ someþ discrepanciesþ
atþ higherþ orders.þ Inþ fact,þ atþ highþ order,þ moreþ neighboringþ gridþ nodesþ areþ takenþ intoþ account,þ
theseþ nodesþ areþ alsoþ waveþ sourcesþ themselves,þ knownþ asþ “secondaryþ sources”.þ Withþ theþ
currentþ model,þ theseþ secondaryþ sourcesþ areþ notþ takenþ intoþ account,þ resultingþ inþ theþ mismatch.þ
Thisþ isþ theþ reasonþ whyþ theþ discrepanciesþ increaseþ withþ theþ orderþ ofþ discretization.þ Evaluationþ
ofþ improvedþ analyticalþ estimatesþ hasþ beenþ conductedþ byþ Vincentiþ etþ al.þ [þ192þ].þ
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Figureþ 3.7:þ Theoreticalþ estimatesþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflection,þ R withþ respectþ toþ angleþ ofþ
incidenceþ withþ theþ PML,þ forþ (a)þ λ0/∆x = 32 andþ (b)þ λ0/∆x = 1024.þ

3.4þ Conclusionþ
Throughþ thisþ work,þ weþ haveþ extendedþ theþ theoreticalþ andþ numericalþ analysisþ ofþ theþ coefficientþ
ofþ reflectionþ ofþ PMLþ layersþ toþ solversþ ofþ anyþ orderþ ofþ accuracy,þ includingþ atþ theþ limitþ ofþ theþ
infiniteþ orderþ thatþ representsþ theþ pseudo-spectralþ formulations.þ Resultsþ fromþ theþ analysis,þ
confirmedþ byþ numericalþ simulations,þ showþ thatþ theþ efficiencyþ ofþ PMLþ layersþ isþ preservedþ atþ
highþ order,þ andþ withþ theþ PSTDþ solver.þ

Theþ analyticalþ expressionsþ thatþ wereþ developedþ hereþ canþ beþ usedþ toþ predictþ theþ coefficientsþ
ofþ reflectionþ inþ variousþ situationsþ withþ relativelyþ highþ accuracies.þ Thisþ providesþ aþ toolþ forþ
optimizingþ theþ absorptionþ profileþ inþ PMLþ layers.þ Theþ mismatchþ betweenþ theþ analyticalþ andþ
numericalþ solutionsþ comesþ fromþ theþ factþ thatþ onlyþ theþ primaryþ sourceþ isþ consideredþ atþ highþ
ordersþ [þ192þ].þ Forþ aþ fixedþ LWFAþ simulationþ configuration,þ theseþ analyticalþ expressionsþ canþ beþ
usedþ toþ computeþ anþ optimalþ choiceþ ofþ numericalþ parameters,þ e.g.þ theþ stencilþ order,þ spaceþ andþ
time-stepsþ soþ thatþ theþ solutionþ canþ beþ computedþ inþ aþ minimumþ timeþ andþ withþ aþ guaranteedþ
accuracy.þ
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Inþ 2014,þ Leemansþ etþ al.þ haveþ demonstratedþ experimentallyþ withþ supportingþ numericalþ mod-
elingþ theþ generationþ ofþ electronþ beamsþ withþ anþ energyþ ofþ 4.2GeV usingþ 16 J ofþ laserþ energyþ
inþ aþ 9 cm-long-capillary,þ aþ newþ energyþ recordþ inþ LWFAþ [þ132þ].þ Thisþ isþ notþ onlyþ challengingþ
experimentallyþ butþ alsoþ inþ numericalþ modeling.þ Inþ thisþ particularþ case,þ simulationsþ usingþ
theþ measuredþ laserþ pulseþ temporalþ andþ spatialþ profilesþ propagatingþ inþ 9 cm-long-capillaryþ
wereþ carriedþ outþ usingþ PICþ codeþ INF&RNOþ [þ28þ]þ inþ 2Dþ cylindricalþ coordinates.þ Aþ typicalþ
2þsimulationþ ofþ suchþ hasþ takenþ ∼ 1Million Core-Hoursþ (CH)þ inþ theþ caseþ withþ theþ highestþ
resolutionþ (þNz/λ0 = 400,þ Nr/λ0 = 10),þ whereþ Nz andþ Nr referþ toþ theþ numberþ ofþ grid-pointsþ
inþ theþ longitudinalþ andþ transverseþ directionsþ respectively.þ

Theþ tremendousþ increasesþ inþ laserþ powerþ andþ energy,þ permittingþ beamþ energiesþ beyondþ
10GeV inþ theþ nextþ decadeþ impliesþ thatþ moreþ computationalþ timeþ willþ beþ required.þ Toþ
scaleþ upþ withþ this,þ twoþ approachesþ mayþ beþ considered:þ (i)þ simulationsþ withþ reducedþ model,þ
(ii)þ advancesþ inþ highþ performanceþ computing.þ Thisþ chapterþ focusesþ aþ methodþ thatþ curtailsþ
computationalþ timeþ byþ severalþ ordersþ ofþ magnitude:þ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ
[þ31þ].þ Weþ willþ firstþ giveþ aþ briefþ introductionþ onþ theþ concept,þ thenþ carryþ onþ discussingþ theþ
accuracyþ andþ theþ speedupþ forþ aþ 100MeV electronþ bunchþ modeling.þ
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4.1þ Overviewþ

Modelingþ LWFAþ experimentsþ usingþ PICþ algorithmþ consistþ ofþ resolvingþ theþ evolutionþ ofþ aþ
laserþ driverþ andþ anþ acceleratedþ particleþ beamþ intoþ aþ plasmaþ structureþ thatþ isþ ofþ ordersþ ofþ
magnitudeþ longerþ andþ widerþ thanþ theþ acceleratedþ beam.þ Theþ laserþ wavelengthþ isþ usuallyþ onþ
theþ scaleþ ofþ 1µm whileþ theþ lengthþ ofþ theþ plasmaþ structureþ canþ beþ onþ theþ scaleþ ofþ 1 toþ 103mm,þ
thisþ disparityþ inþ cellþ sizeþ andþ propagationþ distanceþ resultsþ inþ veryþ computationallyþ intensiveþ
simulations.þ

Customarily,þ aþ movingþ windowþ thatþ followsþ theþ driver,þ theþ plasmaþ waveþ andþ theþ accel-
eratedþ beamþ isþ commonlyþ usedþ toþ saveþ computationalþ timeþ byþ avoidingþ meshingþ theþ entireþ
plasmaþ thatþ isþ ordersþ ofþ magnitudeþ longerþ thanþ otherþ lengthþ scalesþ ofþ interest.þ Inþ aþ movingþ
window,þ grid-pointsþ inþ frontþ ofþ theþ laserþ areþ addedþ andþ grid-pointsþ farþ behindþ theþ laserþ areþ
removedþ soþ thatþ theþ numberþ ofþ grid-pointsþ toþ beþ resolvedþ isþ alwaysþ theþ sameþ throughoutþ theþ
simulation.þ However,þ despiteþ theþ useþ ofþ theþ movingþ window,þ aþ fullþ 3Dþ PICþ simulationþ ofþ aþ
laserþ plasmaþ acceleratorþ canþ stillþ beþ veryþ demandingþ computationally,þ asþ manyþ time-stepsþ
areþ neededþ toþ resolveþ theþ crossingþ ofþ theþ shortþ driverþ beamþ withþ theþ plasmaþ structure.þ

Theþ scaleþ gapþ betweenþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ plasmaþ structureþ canþ beþ reducedþ byþ
choosingþ anþ optimalþ frameþ ofþ referenceþ thatþ travelsþ closeþ toþ theþ speedþ ofþ lightþ inþ theþ directionþ
ofþ theþ laserþ pulseþ [þ31þ],þ thisþ optimalþ frameþ isþ knownþ asþ theþ Lorentz-boostedþ frame.þ Thisþ changeþ
ofþ frameþ ofþ referenceþ leadsþ toþ Lorentzþ contractionþ andþ dilationþ ofþ spaceþ andþ time:þ theþ laserþ
pulseþ wavelengthþ increasesþ andþ theþ plasmaþ lengthþ shortens,þ leadingþ toþ gainsþ bothþ inþ spaceþ
andþ inþ time,þ asþ theþ crossingþ timeþ betweenþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ plasmaþ columnþ isþ reduced.þ
Inþ addition,þ theþ plasmaþ columnþ driftsþ relativisticallyþ towardsþ theþ laserþ pulse.þ Theþ choiceþ
ofþ theþ optimalþ frameþ isþ constrainedþ byþ theþ resolutionþ requiredþ inþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ
toþ captureþ theþ relevantþ plasmaþ structures,þ andþ thusþ dependsþ onþ theþ physicalþ problemþ underþ
consideration.þ

Asþ previouslyþ mentionedþ inþ Sec.þ 2.2.3þ,þ theþ relativisticþ flowingþ plasmaþ resultsþ inþ Numericalþ
Cerenkovþ instabilityþ thatþ disruptsþ theþ simulation.þ Severalþ solutionsþ thatþ involveþ strongþ
smoothingþ ofþ theþ currentsþ andþ fieldsþ [þ193þ,þ 172þ,þ 194þ,þ 178þ,þ 195þ,þ 196þ],þ orþ arbitraryþ numericalþ
correctionsþ [þ197þ,þ 198þ,þ 199þ],þ andþ theþ useþ ofþ Galileanþ coordinatesþ [þ200þ,þ 201þ]þ haveþ beenþ proposedþ
toþ mitigateþ thisþ problem.þ

Anotherþ issueþ thatþ requiresþ equalþ attentionþ isþ theþ accuracyþ ofþ theþ simulationþ resultsþ
usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ technique.þ Simulationsþ withþ externalþ injectionþ [þ194þ]þ wasþ
previouslyþ studiedþ andþ theþ resultsþ onþ theþ evolutionþ ofþ theþ laserþ andþ electronþ beamþ propertiesþ
haveþ aþ 99% agreementþ betweenþ simulationsþ usingþ variousþ referenceþ frames.þ Inþ [þ202þ],þ theþ
authorþ hasþ studiedþ theþ convergenceþ ofþ theþ evolutionþ ofþ theþ laserþ betweenþ theþ laboratoryþ
(lab)þ frameþ inþ quasi-3Dþ geometryþ andþ inþ theþ boostedþ frame,þ resultsþ obtainedþ demonstratedþ
niceþ agreementþ inþ theþ caseþ withoutþ self-injection,þ howeverþ someþ discrepanciesþ areþ observedþ
inþ theþ caseþ withþ self-injectionþ ofþ electrons.þ

Inþ general,þ theþ modelingþ ofþ theþ self-injectionþ regimeþ posesþ someþ challengesþ dueþ toþ theþ
strongþ nonlinearþ particleþ dynamics.þ Theþ choiceþ ofþ theþ velocityþ ofþ theþ boostedþ frameþ isþ
normallyþ chosenþ toþ beþ theþ velocityþ ofþ theþ laserþ groupþ velocityþ inþ theþ linearþ regime,þ butþ inþ
theþ nonlinearþ regime,þ noþ analyticalþ theoryþ isþ providedþ toþ estimateþ thisþ quantity,þ thereforeþ
weþ measureþ theþ laserþ groupþ velocityþ fromþ existingþ simulationsþ inþ theþ nonlinearþ regimeþ toþ
determineþ theþ optimalþ velocityþ ofþ theþ boostedþ frame.þ

Theþ communityþ isþ alsoþ convincedþ thatþ anþ accurateþ resultþ canþ beþ obtainedþ withþ aþ highþ
numberþ ofþ macro-particlesþ inþ theþ injectedþ bunchþ toþ allowþ forþ significantþ statisticsþ [þ176þ,þ 202þ].þ
Theseþ articlesþ onlyþ considerþ theþ electronþ bunchþ chargeþ andþ energy,þ whileþ analysisþ onþ theþ
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beamþ emittance,þ whichþ isþ sensitiveþ toþ theþ numericalþ resolutionþ [þ203þ]þ isþ notþ presented.þ Hereþ
weþ willþ showþ thatþ simulationsþ usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ atþ highþ resolutionþ
retainsþ theþ accuracyþ inþ theþ self-injectionþ regimeþ withþ significantþ speedup.þ

4.2þ Conceptþ

Theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ requiresþ oneþ toþ chooseþ aþ frameþ movingþ nearþ theþ speedþ
ofþ lightþ inþ theþ directionþ ofþ theþ laserþ pulse.þ Thisþ approachþ exploitsþ theþ propertiesþ ofþ spaceþ andþ
timeþ dilationþ andþ contractionþ associatedþ withþ theþ Lorentzþ transformationþ withoutþ alterationþ
toþ theþ fundamentalþ equationsþ ofþ particleþ motionþ orþ electrodynamics.þ Theþ Lorentzþ transfor-
mationþ resultsþ inþ theþ expansionþ ofþ wavesþ emittedþ byþ theþ plasmaþ inþ theþ forwardþ directionþ andþ
theþ contractionþ ofþ theþ onesþ emittedþ inþ theþ backwardþ direction,þ indicatingþ thatþ thisþ approachþ
mayþ notþ resolveþ allþ backwardþ propagatingþ waves.þ

Plasma at rest

Lplasma

Flowing 
plasma

L0
plasma = Lplasma/�b

Laboratory frame Lorentz-boosted frame(a) (b)

�0 �0
0 = (1 + �b)�b�0

Figureþ 4.1:þ Principleþ ofþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ technique.þ (a)þ Aþ LWFAþ simulationþ whichþ
consistsþ ofþ aþ laserþ pulseþ ofþ wavelengthþ λ0 propagatingþ throughþ aþ plasmaþ atþ restþ ofþ lengthþ
Lplasma thatþ isþ ofþ ordersþ ofþ magnitudeþ longerþ requiresþ aþ veryþ largeþ numberþ ofþ time-steps.þ (b)þ
Choosingþ aþ frameþ ofþ referenceþ thatþ isþ movingþ closeþ toþ theþ speedþ ofþ light,þ γb inþ theþ directionþ
ofþ theþ laserþ pulseþ resultsþ inþ aþ newþ longerþ laserþ wavelength,þ λ′0 andþ aþ shorterþ plasmaþ length,þ
L′
plasma.þ Theþ relativisticþ transformationþ ofþ spaceþ andþ timeþ reducesþ theþ disparityþ ofþ scalesþ

andþ therebyþ theþ numberþ ofþ time-stepsþ toþ completeþ theþ simulation,þ byþ ordersþ ofþ magnitude.þ
Adaptedþ fromþ [þ204þ].þ

Figþ 4.1þ illustratesþ theþ conceptþ ofþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ technique.þ Figþ 4.1þ(a)þ showsþ
thatþ modelingþ aþ laserþ pulseþ withþ aþ wavelengthþ ofþ λ0 onþ theþ orderþ ofþ ∼ 1µm traversingþ theþ
plasmaþ atþ restþ ofþ lengthþ Lplasma onþ theþ orderþ ofþ ∼ 1mm inþ theþ labþ frameþ requiresþ atþ leastþ 106
time-steps.þ Recastingþ thisþ simulationþ inþ aþ Lorentz-boostedþ frameþ atþ velocityþ vb = βbc orþ inþ
theþ Lorentzþ factorþ γb whereþ γb = (1−βb)−1/2 observesþ aþ dilationþ ofþ λ0 byþ aþ factorþ ofþ (1+βb)γb
andþ aþ contractionþ ofþ Lplasma byþ aþ factorþ ofþ γb asþ shownþ inþ Figþ 4.1þ(b),þ thusþ theþ numberþ ofþ
time-stepsþ thatþ isþ neededþ toþ simulateþ theþ laserþ pulseþ ofþ λ′0 throughþ aþ plasmaþ ofþ L′

plasma isþ
reducedþ byþ aþ factorþ ofþ γ2b (1 + βb)

2 (seeþ belowþ forþ theþ detailsþ ofþ theþ speedupþ derivation).þ
Theþ physicsþ ofþ interestþ inþ LWFAþ isþ theþ plasmaþ waveþ drivenþ byþ theþ laserþ pulse,þ theþ

laserþ pulseþ andþ theþ acceleratedþ electronþ beams,þ theþ backscatterþ isþ weakþ inþ theþ shortþ pulseþ
regimeþ andþ doesþ notþ interactþ stronglyþ withþ theþ electronþ beamsþ asþ doþ theþ forwardþ propagatingþ
waves,þ thereforeþ itþ canþ beþ neglectedþ inþ theþ modelingþ ofþ theþ plasmaþ acceleratorþ stages.þ Onceþ
theþ backward-propagatingþ wavesþ arriveþ atþ theþ boundaryþ onþ theþ 3þleft,þ itþ canþ beþ efficientlyþ
takenþ careþ ofþ byþ theþ PMLþ (detailsþ inþ Chapterþ 3þ).þ Sinceþ allþ theþ componentsþ ofþ interestþ
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propagateþ inþ theþ forwardþ direction,þ simulatingþ LWFAþ experimentsþ inþ theþ Lorentz-boostedþ
frameþ techniqueþ isþ thereforeþ veryþ wellþ adapted.þ

4.2.1þ Theoreticalþ speedupþ dependencyþ withþ theþ Lorentz-boostedþ
frameþ

Theþ derivationþ ofþ theþ speedupþ reproducedþ hereþ followsþ theþ oneþ givenþ inþ [þ205þ],þ anþ extensionþ
ofþ [þ31þ],þ whichþ takesþ intoþ accountþ theþ groupþ velocityþ ofþ theþ laser.þ

Assumingþ thatþ theþ numberþ ofþ plasmaþ periodsþ isþ fixedþ inþ theþ simulationþ box,þ implyingþ theþ
useþ ofþ theþ movingþ windowþ followingþ theþ laser-drivenþ plasmaþ waveþ andþ acceleratedþ electronþ
beam,þ theþ speedupþ isþ givenþ byþ theþ timeþ takenþ byþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ plasmaþ toþ crossþ eachþ
other,þ dividedþ byþ theþ shortestþ timeþ scaleþ ofþ interest,þ thatþ isþ theþ laserþ period.þ Forþ instance,þ
accordingþ toþ theþ plasmaþ fluidþ theory,þ theþ plasmaþ waveþ velocityþ vφ isþ setþ byþ theþ laserþ groupþ
velocityþ inþ theþ linearþ regime,þ vg = c(1 − ω2

p/ω
2
0)

1/2.þ Thereforeþ theþ Lorentzþ factorþ ofþ theþ
boostedþ frameþ γb canþ beþ chosenþ toþ beþ γg = (1− (vg/c)

2)−1/2.þ
Inþ practice,þ theþ stoppingþ conditionþ ofþ aþ simulationþ isþ setþ inþ aþ wayþ suchþ thatþ theþ lastþ

electronþ beamþ macro-particleþ exitsþ theþ plasma,þ aþ measureþ ofþ theþ totalþ timeþ ofþ theþ simulationþ
isþ thenþ givenþ byþ

T =
Lplasma + ηλp

vg − vφ
, (4.1þ)þ

whereþ λp isþ theþ plasmaþ waveþ wavelength,þ Lplasma isþ theþ plasmaþ length,þ vg andþ vφ areþ respec-
tivelyþ theþ groupþ velocityþ ofþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ phaseþ velocityþ ofþ theþ plasmaþ waveþ relativeþ
toþ theþ frameþ ofþ reference,þ andþ η isþ anþ adjustableþ parameterþ thatþ determinesþ theþ fractionþ ofþ
theþ plasmaþ waveþ toþ beþ consideredþ whichþ exitsþ theþ plasmaþ atþ theþ endþ ofþ theþ simulation.þ Forþ
instance,þ anþ electronþ beamþ injectedþ intoþ theþ nth bucket,þ η wouldþ beþ setþ toþ n − 1/2.þ Theþ
numericalþ costþ Rt isþ thusþ definedþ byþ theþ ratioþ ofþ theþ totalþ timeþ toþ theþ shortestþ timeþ scaleþ ofþ
interest:þ

Rt =
Tc

λ0
=

(Lplasma + ηλp)

(βg − βφ)λ0
, (4.2þ)þ

whereþ βg = vg/c andþ βφ = vφ/c.þ
Inþ theþ labþ frameþ vφ = 0 becauseþ theþ plasmaþ isþ atþ rest,þ theþ expressionþ simplifiesþ toþ

Rlab =
(Lplasma + ηλp)

βgλ0
. (4.3þ)þ

Inþ aþ frameþ movingþ atþ βbc,þ theþ quantitiesþ becomeþ

λ∗φ = λφ/γb (1− βgβb)

L∗
plasma = Lplasma/γb

λ∗0 = γb (1 + βb)λ0

β∗
g = (βg − βb) / (1− βgβb)

v∗φ = −βbc
T ∗ =

(
L∗
plasma + ηλ∗φ

)
/(v∗g − v∗φ)

R∗
t = T ∗c/λ∗0 =

(
L∗
plasma + ηλ∗p

)
/
(
β∗
g + βb

)
λ∗0

(4.4þ)þ

3þByþ default,þ theþ forwardþ propagatingþ wavesþ travelþ toþ theþ rightþ andþ theþ backwardþ propagatingþ wavesþ
travelþ toþ theþ leftþ inþ aþ simulation.þ
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whereþ γb = 1/
√

1− β2
b .þ

Theþ estimatedþ speedupþ fromþ performingþ theþ simulationþ inþ aþ boostedþ frameþ isþ givenþ byþ
theþ ratioþ ofþ Rlab toþ R∗

t

S =
Rlab

R∗
t

=
(1 + βb) (Lplasma + ηλp)

Lplasma (1− βbβg) + ηλp
. (4.5þ)þ

Ifþ weþ assumeþ βg ≈ 1 (whichþ isþ aþ validþ approximationþ forþ mostþ practicalþ casesþ ofþ interest)þ
andþ thatþ γ � γg,þ theþ expressionþ Eq.þ 4.5þ tendsþ toþ theþ expressionþ derivedþ inþ [þ31þ]þ forþ theþ LWFAþ
caseþ whichþ statesþ thatþ R∗

t = αRt/(1 + β) withþ α = (1 − β + l0/Lplasma)/(1 + l0/Lplasma),þ
whereþ l0 isþ theþ laserþ lengthþ andþ isþ proportionalþ toþ ηλp,þ andþ S = Rt/R

∗
t .þ Inþ general,þ weþ aimþ

forþ higherþ valuesþ ofþ γb forþ maximumþ speedup.þ
Forþ acceleratorþ applications,þ theþ energyþ gainþ isþ limitedþ byþ theþ electronþ dephasingþ lengthþ

[þ60þ]þ thatþ scalesþ asþ ∼ λ3p/2λ
2
0 (referþ toþ Sec.þ 1.5þ).þ Accelerationþ isþ compromisedþ beyondþ Ld andþ inþ

practice,þ theþ plasmaþ lengthþ isþ proportionalþ toþ theþ dephasingþ length,þ i.e.þ Lplasma = κLd,þ whereþ
κ isþ anþ adjustableþ factor.þ Inþ mostþ cases,þ γ2g � 1,þ thusþ weþ canþ approximateþ βg ≈ 1− λ20/2λ

2
p,þ

andþ Lplasma = κλ3p/2λ
2
0 ≈ κγ2gλp/2 � ηλp,þ soþ thatþ Eq.þ 4.5þ becomesþ

S = (1 + βb)
2γ2b

κγ2g
κγ2g + (1 + βb) γ2 (κβb/2 + 2η)

. (4.6þ)þ

Eq.þ 4.6þ canþ beþ reducedþ toþ aþ moreþ tractableþ formþ accordingþ toþ theþ scenariosþ asþ shownþ inþ
Tableþ 4.1þ.þ

Tableþ 4.1:þ Speedups,þ S accordingþ toþ valuesþ ofþ γb
S (Eq.þþ 4.6þþ)þþ

γb � γg (1 + βb)
2 γ2b

γb = γg
2

1+2η/κ
γ2g

γb → ∞ 4
1+4η/κ

γ2g

Sinceþ η andþ κ areþ ofþ orderþ unity,þ andþ mostþ regimesþ forþ acceleratorþ applicationsþ inþ LWFAþ
satisfyþ γg � 1,þ theþ speedupþ thatþ isþ obtainedþ byþ usingþ theþ frameþ ofþ theþ plasmaþ waveþ willþ
beþ nearþ theþ maximumþ obtainableþ valueþ givenþ byþ Sγb=γg→∞ = 4γ2g/(1 + 4η/κ).þ However,þ inþ
theþ laser-plasmaþ injector,þ theþ physicsþ isþ highlyþ nonlinear,þ noþ analyticalþ theoriesþ exist,þ forþ
theþ moment,þ thatþ allowsþ aþ preciseþ determinationþ ofþ γg,þ thereforeþ aþ lowerþ γg thanþ theþ oneþ
predictedþ usingþ theþ linearþ plasmaþ fluidþ theoryþ isþ considered,þ soþ isþ theþ choiceþ forþ γb [þ206þ].þ Toþ
ensureþ accuracyþ inþ resultsþ usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ technique,þ weþ choose,þ inþ practice,þ
aþ γb thatþ isþ ∼ 20% ofþ γg predictedþ basedþ onþ theþ linearþ plasmaþ fluidþ theory.þ Althoughþ theþ
speedupþ willþ onlyþ scaleþ asþ (1 + βb)

2γ2b ,þ lowþ γb reducesþ theþ riskþ ofþ havingþ numericalþ Cerenkovþ
instabilityþ thatþ disruptsþ theþ simulation.þ

Noticeþ thatþ withoutþ theþ useþ ofþ aþ movingþ window,þ theþ relativisticþ effectsþ thatþ areþ atþ playþ
inþ theþ timeþ domainþ wouldþ alsoþ beþ atþ playþ inþ theþ spatialþ domainþ [þ31þ],þ andþ theþ γ2 scalingþ wouldþ
becomeþ γ4.þ Ifþ highþ γb isþ used,þ theþ optimalþ velocityþ ofþ theþ movingþ windowþ mayþ vanishþ (i.eþ
noþ movingþ window)þ orþ evenþ reverse.þ

4.3þ Simulationþ setupsþ
Thisþ sectionþ presentsþ theþ modelingþ ofþ theþ dynamicsþ ofþ theþ self-injectedþ electronsþ inþ theþ
blowoutþ regimeþ inþ 2-1/2Dþ usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ implementedþ inþ Warp.þ
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Tableþ 4.2:þ Listþ ofþ parametersþ forþ aþ LWFAþ electronþ injectorþ simulationþ atþ 100MeV

Plasmaþþ densityþþ onþþ axisþþ n0 1019 cm−3

Plasmaþþ longitudinalþþ profileþþ Flatþþ
Plasmaþþ transverseþþ profileþþ Uniformþþ
Plasmaþþ lengthþþ Lplasma 500µm
Plasmaþþ entranceþþ rampþþ profileþþ linearþþ
Plasmaþþ entranceþþ rampþþ lengthþþ 50µm

Laserþþ profileþþ 4þbi-Gaussianþþ
Laserþþ polarizationþþ linearþþ (inþþ y−direction)þþ
Laserþþ focalþþ positionþþ zf 0mm
Peakþþ normalizedþþ laserþþ fieldþþ strengthþþ a0(zf ) 5
Laserþþ wavelengthþþ λ0 0.8µm
Normalizedþþ laserþþ spotþþ sizeþþ kpσ 5.3
Normalizedþþ laserþþ lengthþþ kpL 2

Numberþþ ofþþ grid-pointsþþ inþþ xþþ 600þþ

Boundaryþþ conditionsþþ Openþþ boundariesþþ inþþ
x−, z−directionsþþ withþþ PMLþþ

Stencilþþ orderþþ (forþþ PSATDþþ solver)þþ 32þþ
Cellþþ sizeþþ inþþ xþþ 0.083µm
Cellþþ sizeþþ inþþ zþþ λ0/128− λ0/16
Time-stepþþ Atþþ theþþ CFLþþ limitþþ
Particleþþ depositionþþ orderþþ Cubicþþ
Numberþþ ofþþ plasmaþþ particles/cellþþ 4× 4 (inþþ x−, z−directions)þþ

Theþ mainþ physicalþ andþ numericalþ parametersþ ofþ theþ simulationsþ areþ givenþ inþ Tableþ 4.2þ.þ
Theyþ wereþ chosenþ toþ beþ closeþ (thoughþ notþ identical)þ toþ aþ caseþ reportedþ inþ [þ207þ,þ 193þ],þ withþ
theþ mainþ differenceþ beingþ theþ valueþ ofþ a0 = 5.þ Inþ fact,þ theþ mainþ aimþ hereþ isþ toþ triggerþ
electronþ self-injectionþ inþ theþ wakefieldþ inþ orderþ toþ studyþ itsþ dynamics,þ thusþ aþ highþ a0 allowsþ
forþ wavebreaking,þ aþ necessaryþ conditionþ forþ electronþ self-injection.þ Theseþ simulationsþ areþ forþ
aþ fullyþ resolvedþ 100MeV stageþ atþ aþ densityþ ofþ 1019 cm−3,þ whichþ canþ beþ scaledþ toþ describeþ aþ
1GeV stageþ atþ aþ densityþ ofþ 1018 cm−3.þ Theþ latterþ isþ oneþ ofþ theþ configurationsþ thatþ isþ beingþ
consideredþ asþ theþ firstþ stageþ inþ theþ EuPRAXIAþ projectþ [þ21þ].þ Theseþ simulationsþ areþ runþ usingþ
bothþ theþ CKþ andþ theþ PSATDþ solvers,þ andþ withþ theþ 4-passþ stride-þ1 filterþ plusþ compensationþ
[þ172þ].þ Theþ CKþ solverþ isþ chosenþ insteadþ ofþ theþ standardþ Yeeþ solverþ becauseþ itþ improvesþ theþ
dispersionþ propertiesþ whileþ atþ theþ sameþ timeþ increasingþ theþ stableþ time-stepþ toþ ∆t = ∆z/c.þ
Allþ conductedþ simulationsþ doþ notþ showþ anyþ signþ ofþ numericalþ instabilitiesþ withþ theþ settingsþ
reportedþ here.þ

Theþ laserþ groupþ velocityþ evaluatedþ forþ theþ givenþ parametersþ usingþ theþ linearþ plasmaþ fluidþ
theoryþ isþ γg ≈ 13.2.þ Warpþ simulationsþ areþ performedþ forþ γb betweenþ 1 andþ 13 andþ forþ
longitudinalþ resolutionsþ rangingþ fromþ Nz/λ0 = 16 toþ Nz/λ0 = 128.þ Noteþ thatþ γb = 1 isþ
theþ labþ frame.þ Theþ plasmaþ waveþ simulatedþ inþ aþ boostedþ frameþ associatedþ withþ aþ specificþ γb
approachingþ γg inþ theþ laboratoryþ isþ expectedþ toþ travelþ atþ lowþ velocity.þ Theþ physicalþ featuresþ
observedþ inþ theþ boostedþ frameþ areþ somewhatþ differentþ fromþ theþ onesþ inþ theþ labþ frame,þ inþ
accordanceþ withþ theþ propertiesþ ofþ theþ Lorentzþ transformationþ [þ172þ,þ 193þ],þ renderingþ directþ
comparisonþ impossible.þ Thusþ toþ enableþ comparisonþ betweenþ simulationsþ withþ differentþ γb,þ
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weþ haveþ toþ makeþ useþ ofþ theþ inverseþ Lorentzþ transformationþ toþ convertþ boostedþ frameþ dataþ
backþ toþ theþ labþ frameþ data.þ Theþ reconstructionþ ofþ theþ labþ frameþ dataþ fromþ theþ boostedþ frameþ
dataþ isþ describedþ inþ theþ followingþ section.þ

4.3.1þ Correlationþ betweenþ labþ andþ boostedþ frameþ dataþ

Conversionþ ofþ boostedþ frameþ quantitiesþ backþ toþ labþ quantitiesþ isþ necessaryþ inþ orderþ toþ ap-
plyþ theþ boostedþ frameþ techniqueþ toþ experimentalþ modeling.þ Theþ relationsþ thatþ makeþ thisþ
conversionþ possibleþ areþ theþ inverseþ Lorentzþ transformations:þ

ct = γb (ct
′ + βbz

′) ,
x = x′,
y = y′,
z = γb (z

′ + βbct
′) .

(4.7þ)þ

z0min z0
max

t0
max

t0min

t

z
max

zmin

(z0, t0)

Temporal snapshots in

boosted frame

Temporal snapshots in

lab frame

(z, t)

Figureþ 4.2:þ Reconstructionþ ofþ aþ labþ temporalþ snapshotþ fromþ aþ sequenceþ ofþ temporalþ snapshotsþ
inþ theþ boostedþ frame.þ Forþ instance,þ aþ laboratoryþ snapshotþ atþ timeþ t requiresþ dataþ fromþ aþ
timeþ rangeþ t′min toþ t′max inþ theþ boostedþ frame.þ Adaptedþ fromþ [þ176þ].þ

Asþ shownþ inþ Fig.þ 4.2þ,þ severalþ boostedþ frameþ snapshotsþ ofþ timeþ rangingþ fromþ t′min toþ t′max

areþ necessaryþ toþ reconstructþ aþ temporalþ snapshotþ inþ theþ labþ frameþ ofþ timeþ t.þ Theþ boostedþ
frameþ quantitiesþ haveþ toþ beþ firstþ inverselyþ Lorentzþ transformedþ andþ thenþ recombinedþ toþ yieldþ
theþ laboratoryþ snapshot.þ Toþ achieveþ this,þ twoþ approachesþ canþ beþ used:þ (i)þ implementþ thisþ
directlyþ inþ theþ simulationþ codeþ suchþ thatþ theþ laboratoryþ snapshotsþ areþ builtþ fromþ boostedþ
quantitiesþ inþ runtime,þ (ii)þ setþ upþ someþ fixedþ diagnosticþ stationsþ inþ theþ laboratoryþ planes,þ thenþ
storeþ theþ historiesþ atþ theseþ planes.þ Regardlessþ ofþ theþ approach,þ someþ quantities,þ e.g.þ chargeþ
orþ dimensionsþ perpendicularþ toþ theþ boostþ velocityþ areþ Lorentzþ invariant.þ Thoseþ quantitiesþ
areþ thereforeþ readilyþ availableþ fromþ standardþ diagnosticsþ inþ theþ boostedþ frameþ calculations.þ
Quantitiesþ whichþ doþ notþ fallþ intoþ thisþ categoryþ areþ obtainedþ byþ simpleþ Lorentzþ transformationþ
byþ assumingþ timeþ invariance.þ Inþ Warp,þ theþ implementationþ usesþ Approachþ (ii)þ [þ193þ].þ Sinceþ
theþ space-timeþ locationsþ generallyþ doþ notþ coincideþ withþ theþ space-timeþ positionsþ ofþ theþ macro-
particlesþ andþ gridþ nodesþ usedþ forþ theþ calculationþ inþ aþ boostedþ frame,þ someþ interpolationþ isþ

4þGaussianþ inþ temporalþ andþ spatialþ profilesþ
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performedþ atþ runtimeþ duringþ dataþ collectionþ process.þ Thisþ manipulationþ inducesþ aþ negligibleþ
lossþ ofþ accuracy.þ Toþ preventþ furtherþ lossþ ofþ information,þ boostedþ quantitiesþ thatþ haveþ crossedþ
theþ diagnosticþ stationsþ areþ savedþ inþ aþ bufferþ atþ eachþ timeþ iteration,þ andþ dumpedþ atþ regularþ
intervalþ forþ post-processing.þ

4.4þ Resultsþ

4.4.1þ Cole-Karkkainenþ solverþ

Simulationsþ wereþ conductedþ usingþ theþ CKþ solverþ withþ theþ parametersþ shownþ inþ Tableþ 4.2þ.þ
Theseþ parametersþ areþ chosenþ toþ enableþ self-injectionþ ofþ electrons.þ Simulationsþ usingþ Warpþ
areþ performedþ forþ relativisticþ boostþ factorþ γb ∈ [1, 2, 3, 4, 5, 10, 13] andþ forþ eachþ γb,þ aþ sweepþ ofþ
theþ longitudinalþ resolution,þ Nz/λ0 fromþ 16 toþ 128 isþ carriedþ out.þ
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Figureþ 4.3:þ Aþ seriesþ ofþ plotsþ showingþ wakefieldþ atþ z = 200µm.þ Eachþ panelþ correspondsþ toþ
aþ specificþ longitudinalþ resolutionþ givenþ inþ theþ boxþ onþ theþ upperþ leftþ corner.þ Inþ eachþ panelþ isþ
shownþ theþ wakefieldþ ofþ 2-1/2Dþ simulationsþ inþ theþ CKþ solverþ carriedþ outþ withþ γb ∈ [1, 2, 3].þ
Noteþ thatþ γb = 1 representsþ theþ simulationþ inþ theþ labþ frame.þ

Preliminaryþ resultsþ showþ thatþ theþ convergenceþ isþ notþ attainedþ forþ γb > 3,þ thereforeþ
thoseþ resultsþ willþ notþ beþ includedþ here.þ Asþ mentionedþ earlier,þ theþ highþ nonlinearþ effectsþ
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inþ thisþ regime,þ suchþ asþ self-compressionþ orþ self-focusingþ ofþ theþ laserþ pulseþ putþ aþ constraintþ
onþ theþ choiceþ ofþ theþ γb.þ Inþ thisþ regard,þ γb cannotþ beþ givenþ directlyþ byþ theþ laserþ groupþ
velocityþ predictedþ byþ theþ linearþ plasmaþ fluidþ theory,þ howeverþ usingþ aþ heuristicþ approachþ andþ
measurementsþ fromþ existingþ simulations,þ γb canþ beþ estimatedþ toþ beþ 0.2γg,þ withþ γg predictedþ
byþ theþ linearþ plasmaþ fluidþ theory.þ Becauseþ ofþ thisþ lowþ γb,þ noþ evidenceþ ofþ numericalþ Cerenkovþ
instabilitiesþ isþ observed.þ
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Figureþ 4.4:þ Evolutionþ ofþ theþ injectedþ electronþ bunchþ propertiesþ withþ respectþ toþ z,þ theþ distanceþ
ofþ propagationþ inþ theþ plasma.þ Eachþ plotþ illustratesþ simulationsþ usingþ differentþ γb ∈ [1, 2, 3] atþ
aþ specificþ longitudinalþ resolution,þ Nz/λ0 ∈ [32, 64, 128] asþ indicatedþ byþ theþ legend.þ Evolutionþ
ofþ theþ electronþ bunchþ charge,þ Q isþ shownþ inþ (a-c);þ theþ averageþ energy,þ 〈E〉 inþ (d-f);þ theþ rmsþ
energyþ spread,þ (∆E/E)rms inþ (g-i);þ transverseþ emittanceþ εx inþ (j-l).þ

Fig.þ 4.3þ showsþ aþ layoutþ ofþ theþ wakefield,þ Ez capturedþ atþ z = 200µm.þ Eachþ panelþ cor-
respondsþ toþ aþ specificþ longitudinalþ resolution.þ Wakefieldþ ofþ simulationsþ carriedþ outþ withþ
γb ∈ [1, 2, 3] areþ comparedþ inþ eachþ panel.þ Resultsþ showþ someþ discrepanciesþ amongþ theþ
wakefieldþ especiallyþ atþ theþ backþ ofþ theþ firstþ blow-outþ structureþ atþ Nz/λ0 ≤ 48,þ howeverþ forþ
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Nz/λ0 > 48,þ weþ observeþ aþ convergenceþ ofþ allþ wakefield,þ andþ atþ Nz/λ0 = 128,þ aþ niceþ agreementþ
isþ obtainedþ forþ allþ γb .þ Theþ effectþ ofþ beamþ loadingþ isþ alsoþ visibleþ forþ Nz/λ0 > 24 atþ z = 175µm,þ
confirmingþ thatþ theþ amplitudeþ andþ theþ phaseþ ofþ beamþ loadingþ areþ correctlyþ recovered.þ Thisþ
isþ furtherþ confirmedþ byþ theþ plotþ ofþ theþ evolutionþ ofþ theþ injectedþ bunchþ propertiesþ withþ respectþ
toþ theþ propagationþ distance,þ z inþ theþ labþ frameþ (seeþ Fig.þ 4.4þ).þ

Weþ nowþ lookþ atþ theþ evolutionþ ofþ theþ injectedþ andþ acceleratedþ electronþ bunch.þ Hereþ weþ
onlyþ considerþ electronsþ trappedþ inþ theþ firstþ periodþ plasmaþ waveþ (orþ firstþ bucket).þ Fig.þ 4.4þ
showsþ theþ evolutionþ ofþ theþ electronþ bunchþ propertiesþ asþ itþ propagatesþ throughþ theþ plasmaþ
forþ γb ∈ [1, 2, 3].þ Forþ eachþ electronþ bunchþ property,þ onlyþ resultsþ forþ longitudinalþ resolution,þ
Nz/λ0 ∈ [32, 64, 128] areþ shown.þ Fromþ Fig.þ 4.4þ(a-c),þ itþ isþ observedþ thatþ theþ injectionþ happensþ
fromþ z = 100 toþ 200µm.þ Forþ z > 200µm,þ theþ electronþ bunchþ chargeþ remainsþ constant,þ
implyingþ thatþ self-injectionþ ofþ electronsþ inþ theþ firstþ plasmaþ periodþ hasþ ended.þ Inþ Fig.þ 4.4þ(d-f)þ
isþ shownþ theþ evolutionþ ofþ theþ averageþ electronþ bunchþ energy.þ Onceþ theþ electronþ bunchþ
isþ injected,þ itþ isþ acceleratedþ throughoutþ theþ plasmaþ toþ anþ averageþ energyþ ofþ 160MeV atþ
z = 450µm.þ Theþ averageþ acceleratingþ field,þ 〈Ez〉 isþ estimatedþ atþ 5.3GeV/cm.þ Theþ evolutionþ
ofþ theþ rmsþ energyþ spread,þ (∆E/E)rms ofþ theþ electronþ bunchþ shownþ inþ Fig.þ 4.4þ(g-i)þ suggestsþ
thatþ itþ firstþ reachesþ aþ maximumþ valueþ atþ z = 200µm,þ thenþ itþ decreasesþ dueþ toþ theþ increaseþ ofþ
theþ averageþ energyþ ofþ theþ electronþ bunch.þ Finallyþ itþ plateausþ offþ toþ aþ rmsþ energyþ spreadþ ofþ ∼
10%.þ Fig.þ 4.4þ(j-l)þ showsþ theþ evolutionþ ofþ theþ transverseþ emittance,þ εx ofþ theþ injectedþ electronþ
bunch.þ Aþ rapidþ emittanceþ growthþ isþ observedþ duringþ theþ injection,þ thisþ isþ becauseþ electronsþ
circulateþ theþ sphericalþ cavityþ beforeþ beingþ injected,þ thusþ gainingþ transverseþ momentumþ alongþ
theþ trajectoryþ inþ theþ self-injectionþ scheme.þ Asþ aþ result,þ theþ non-zeroþ transverseþ momentumþ
contributesþ toþ theþ rapidþ emittanceþ growth.þ Onceþ theþ injectionþ phaseþ isþ over,þ theþ emittanceþ
growthþ slowsþ down.þ Thisþ slowþ growthþ isþ explainedþ byþ theþ betatronþ movementþ ofþ electrons.þ
Sinceþ theþ betatronþ frequencyþ dependsþ onþ theþ energyþ ofþ theþ individualþ electron,þ theyþ doþ
notþ allþ oscillateþ synchronously,þ resultingþ inþ theþ slowþ growthþ ofþ theþ emittance.þ εx reachesþ
≈ 4.5mmmrad atþ z = 450µm.þ

Fig.þ 4.4þ showsþ someþ discrepanciesþ betweenþ resultsþ givenþ byþ simulationsþ withþ Nz/λ0 ∈
[32, 64] especiallyþ forþ second-orderþ beamþ propertiesþ suchþ asþ theþ energyþ spreadþ andþ theþ emit-
tance.þ Inþ particular,þ theþ transverseþ emittanceþ atþ Nz/λ0 = 32 (Fig.þ 4.4þ(b)),þ weþ observeþ aþ
differenceþ ofþ theþ orderþ ofþ ∼ 10% betweenþ γb = 1 andþ γb = 3,þ thisþ givesþ anþ indicationþ thatþ theþ
longitudinalþ resolutionþ atþ Nz/λ0 = 32 mightþ notþ beþ sufficientþ toþ provideþ accurateþ modelingþ
ofþ theþ emittance.þ Onþ theþ contrary,þ aþ niceþ agreementþ isþ observedþ forþ Nz/λ0 = 128,þ suggestingþ
thatþ theþ higherþ theþ longitudinalþ resolution,þ theþ betterþ theþ agreementþ betweenþ resultsþ fromþ
simulationsþ withþ differentþ γb.þ Aþ convergenceþ analysisþ isþ providedþ furtherþ inþ thisþ sectionþ toþ
enableþ quantitativeþ comparison.þ Forþ thisþ analysis,þ weþ considerþ theþ averageþ resultþ fromþ allþ
consideredþ relativisticþ boostedþ framesþ atþ Nz/λ0 = 128 asþ theþ reference.þ Weþ chooseþ nextþ
toþ focusþ onþ aþ specificþ frameþ (atþ z = 200µm)þ forþ furtherþ andþ moreþ thoroughþ studiesþ sinceþ
resultsþ inþ Fig.þ 4.4þ haveþ shownþ thatþ allþ electronþ bunchþ propertiesþ areþ modeledþ correctlyþ atþ allþ
distancesþ ofþ propagation,þ z forþ theþ highestþ longitudinalþ resolutionþ Nz/λ0 = 128.þ

Fig.þ 4.5þ showsþ theþ injectedþ andþ acceleratedþ electronþ bunchþ (a)þ charge,þ (b)þ averageþ energy,þ
(c)þ rmsþ energyþ spread,þ andþ (d)þ transverseþ emittanceþ atþ frameþ z = 200µm withþ respectþ toþ theþ
longitudinalþ resolution,þ Nz/λ0.þ Eachþ plotþ showsþ resultsþ fromþ simulationsþ withþ γb ∈ [1, 2, 3].þ
Noticeþ thatþ γb = 1 correspondsþ toþ theþ labþ frame.þ Thereþ isþ aþ convergenceþ ofþ resultsþ obtainedþ
fromþ simulationsþ withþ differentþ γb forþ allþ electronþ bunchþ properties.þ Takingþ theþ averageþ valueþ
ofþ allþ consideredþ relativisticþ boostedþ framesþ Nz/λ0 = 128 asþ theþ reference,þ itþ isþ observedþ thatþ
aþ resolutionþ ofþ Nz/λ0 = 64 isþ requiredþ toþ beþ withinþ 1% ofþ differenceþ evenþ forþ theþ simulationþ
inþ theþ labþ frame.þ Resultsþ fromþ γb = 2 andþ 3 convergeþ withinþ 1% ofþ differenceþ atþ Nz/λ0 = 48
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Figureþ 4.5:þ Propertiesþ ofþ injectedþ andþ acceleratedþ electronþ bunchþ evaluatedþ atþ z = 200µm
withþ respectþ toþ theþ longitudinalþ resolutionþ forþ γb ∈ [1, 2, 3].þ Simulationsþ wereþ carriedþ outþ
usingþ Warpþ inþ 2-1/2Dþ CKþ solver.þ Noteþ thatþ γb = 1 correspondsþ toþ theþ simulationþ inþ theþ
labþ frame.þ (a)þ Electronþ bunchþ charge,þ Q,þ (b)þ averageþ energy,þ 〈E〉,þ (c)þ rmsþ energyþ spread,þ
(∆E/E)rms andþ (d)þ tranverseþ emittanceþ withþ respectþ toþ longitudinalþ resolution,þ Nz/λ0 areþ
illustrated.þ

forþ theþ electronþ bunchþ averageþ energy,þ theþ rmsþ energyþ spreadþ andþ theþ transverseþ emittanceþ
asþ shownþ inþ Fig.þ 4.5þ(b-d).þ Convergenceþ forþ theþ bunchþ chargeþ withinþ 1% ofþ differenceþ isþ
obtainedþ atþ aþ higherþ resolutionþ Nz/λ0 = 128.þ Theþ slowþ convergenceþ inþ theþ electronþ bunchþ
chargeþ isþ dueþ toþ aþ lackþ ofþ transverseþ resolution,þ andþ weþ haveþ verifiedþ thatþ convergenceþ wasþ
improvingþ withþ increasingþ transverseþ resolutionþ (notþ shownþ here).þ

Weþ completeþ theþ analysisþ byþ presentingþ theþ differenceþ inþ convergenceþ amongþ simulationsþ
ofþ allþ consideredþ γb.þ Theþ convergenceþ analysisþ takesþ theþ averageþ ofþ allþ consideredþ relativisticþ
factorsþ atþ Nz/λ0 = 128 asþ theþ referenceþ case.þ Thisþ choiceþ isþ madeþ basedþ onþ theþ factþ thatþ
aþ convergenceþ forþ allþ beamþ propertiesþ isþ attainedþ atþ thisþ resolutionþ asþ shownþ inþ Fig.þ 4.5þ.þ
Fig.þ 4.6þ(a-d)þ showþ theþ differenceþ forþ eachþ electronþ bunchþ propertiesþ representedþ inþ logþ scaleþ
inþ theþ y-axisþ withþ respectþ toþ Nz/λ0.þ Weþ observeþ thatþ theþ differenceþ inþ beamþ quantitiesþ
decreasesþ withþ respectþ toþ theþ resolution,þ implyingþ thatþ highþ longitudinalþ resolutionþ helpsþ inþ
attainingþ convergence.þ Forþ γb = 1 (labþ frame)þ andþ γb = 2,þ theþ differenceþ isþ lessþ thanþ 1% whenþ
Nz/λ0 ≥ 64 forþ allþ bunchþ propertiesþ exceptþ theþ beamþ emittanceþ whereþ aþ higherþ resolutionþ
(þNz/λ0 = 128)þ isþ requiredþ toþ attainþ thisþ differenceþ margin.þ Asþ forþ γb = 3,þ theþ differenceþ dropsþ
toþ lessþ thanþ 1% forþ Nz/λ0 ≥ 64 forþ electronþ bunchþ averageþ energyþ andþ rmsþ energyþ spread,þ
howeverþ aþ higherþ resolutionþ (þNz/λ0 = 128)þ isþ requiredþ toþ attainþ thisþ differenceþ marginþ forþ
electronþ bunchþ chargeþ andþ transverseþ emittance.þ Weþ haveþ verifiedþ thatþ higherþ transverseþ
resolutionþ canþ helpþ inþ reducingþ theþ requiredþ longitudinalþ resolutionþ toþ attainþ convergence.þ
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Figureþ 4.6:þ Convergenceþ analysisþ ofþ theþ resultsþ obtainedþ fromþ simulationsþ usingþ theþ Lorentz-
boostedþ frameþ technique.þ Theþ referenceþ caseþ isþ takenþ asþ theþ averageþ ofþ allþ consideredþ relativis-
ticþ factors.þ Eachþ plotþ correspondsþ toþ differentþ electronþ bunchþ properties:þ (a)þ theþ differenceþ
inþ electronþ bunchþ chargeþ δQ/mean(Q);þ (b)þ inþ averageþ energy,þ δ 〈E〉 /mean(〈E〉);þ (c)þ inþ rmsþ
energyþ spread,þ δ(∆E/E)/mean(∆E/E);þ (d)þ inþ transverseþ emittance,þ δεx/mean(εx).þ

4.4.2þ PSATDþ solverþ

Simulationsþ withþ theþ laser-plasmaþ parametersþ asþ shownþ inþ Tableþ 4.2þ usingþ theþ PSATDþ solverþ
inþ 2-1/2Dþ areþ carriedþ out.þ Theþ stencilþ orderþ isþ setþ toþ 32.þ Hereþ weþ onlyþ performþ simulationsþ
usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ withþ γb ∈ [2, 3],þ simulationsþ inþ theþ labþ frameþ areþ
notþ performed.þ Theþ studyþ approachþ isþ theþ sameþ asþ theþ previousþ case.þ Aþ sweepþ ofþ longitudinalþ
resolutionþ isþ doneþ forþ eachþ relativisticþ factorþ ofþ theþ boostedþ frame.þ

Weþ firstþ evaluateþ theþ wakefieldþ atþ z = 200µm obtainedþ fromþ simulationsþ withþ boostedþ
framesþ atþ variousþ longitudinalþ resolutionþ asþ shownþ inþ Fig.þ 4.7þ.þ Inþ eachþ plotþ isþ illustratedþ
theþ wakefieldþ fromþ simulationsþ withþ γb ∈ [2, 3] forþ aþ specificþ longitudinalþ resolution.þ Apartþ
fromþ theþ caseþ withþ Nz/λ0 = 16,þ whereþ weþ observeþ someþ discrepanciesþ inþ theþ secondþ periodþ
ofþ theþ excitedþ plasmaþ wave,þ theþ agreementþ isþ excellentþ forþ otherþ longitudinalþ resolutions.þ
Forþ Nz/λ0 = 32 onwards,þ allþ wakefieldþ structuresþ forþ boostedþ framesþ withþ γb ∈ [2, 3] lookþ
identical.þ Theþ beamþ loadingþ effectsþ atþ z = 175µm areþ alsoþ capturedþ inþ simulationsþ usingþ theþ
Lorentz-boostedþ frameþ technique.þ Theþ validityþ ofþ theþ beamþ loadingþ effectsþ willþ beþ furtherþ
confirmedþ byþ theþ injectedþ electronþ bunchþ propertiesþ inþ theþ followingþ paragraphs.þ

Fig.þ 4.8þ showsþ theþ evolutionþ ofþ theþ injectedþ electronþ bunchþ propertiesþ forþ highþ longitudinalþ
resolutions,þ Nz/λ0 ∈ [32, 64, 128].þ Theseþ bunchþ propertiesþ areþ electronþ bunchþ charge,þ averageþ
energy,þ rmsþ energyþ spreadþ andþ transverseþ emittanceþ representedþ byþ Fig.þ 4.8þ(a-d)þ respectively.þ
Theþ injectedþ electronþ bunchþ hasþ aþ chargeþ ofþ 17.5µC,þ anþ averageþ energyþ ofþ 160MeV,þ aþ rmsþ
energyþ spreadþ ofþ ∼ 10% andþ aþ transverseþ emittanceþ ofþ 4.2mmmrad atþ z = 450µm.þ Theseþ
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Figureþ 4.7:þ Aþ seriesþ ofþ plotsþ showingþ wakefieldþ atþ z = 200µm.þ Eachþ panelþ correspondsþ toþ
aþ specificþ longitudinalþ resolutionþ givenþ inþ theþ boxþ onþ theþ upperþ left.þ Inþ eachþ panelþ isþ shownþ
theþ wakefieldþ ofþ 2-1/2Dþ simulationsþ usingþ theþ PSATDþ solverþ carriedþ outþ withþ γb ∈ [2, 3].þ

resultsþ areþ comparableþ toþ theþ onesþ obtainedþ usingþ theþ CKþ solver,þ showingþ aþ convergenceþ
betweenþ theþ CKþ andþ theþ PSATDþ solvers.þ

Theþ excellentþ agreementþ ofþ theþ electronþ bunchþ propertiesþ withþ respectþ toþ distanceþ ofþ
propagation,þ z inþ Fig.þ 4.8þ forþ Nz/λ0 ∈ [32, 64, 128] allowsþ usþ toþ furtherþ ourþ analysisþ byþ
choosingþ aþ specificþ frame,þ z = 200µm.þ Fig.þ 4.9þ showsþ theþ electronþ bunchþ propertiesþ atþ
z = 200µm withþ respectþ toþ Nz/λ0 forþ variousþ γb.þ Resultsþ onþ theþ electronþ bunchþ chargeþ asþ
illustratedþ byþ Fig.þ 4.9þ(a)þ showþ someþ discrepanciesþ evenþ forþ Nz/λ0 = 128.þ Theseþ discrepanciesþ
areþ withinþ percentageþ level.þ Forþ otherþ electronþ bunchþ propertiesþ asþ shownþ inþ Fig.þ 4.8þ(b-d),þ
weþ observeþ aþ convergenceþ ofþ resultsþ forþ bothþ γb fromþ Nz/λ0 = 48 onwards.þ Asþ comparedþ toþ
theþ CKþ solverþ (referþ toþ Sec.þ 4.4.1þ),þ theþ convergenceþ isþ establishedþ atþ aþ lowerþ Nz/λ0 usingþ theþ
PSATDþ solver.þ

4.4.3þ Runtimeþ analysisþ

Anþ analysisþ onþ theþ runtimeþ givesþ anþ insightþ onþ theþ speedupþ ofþ theþ simulationsþ performedþ
usingþ theþ Lorentz-boostedþ frame.þ Allþ simulationsþ areþ carriedþ outþ usingþ CPUsþ ofþ theþ Crayþ
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Figureþ 4.8:þ Evolutionþ ofþ theþ injectedþ electronþ bunchþ propertiesþ withþ respectþ toþ z,þ theþ distanceþ
ofþ propagationþ inþ theþ plasma.þ Eachþ plotþ illustratesþ simulationsþ withþ theþ PSATDþ solverþ usingþ
differentþ γb ∈ [2, 3] atþ specificþ longitudinalþ resolutions,þ Nz/λ0 ∈ [32, 64, 128] asþ indicatedþ byþ
theþ legend.þ Evolutionþ ofþ theþ electronþ bunchþ charge,þ Q isþ shownþ inþ (a-c);þ theþ averageþ energy,þ
〈E〉 inþ (d-f);þ theþ rmsþ energyþ spread,þ (∆E/E)rms inþ (g-i);þ transverseþ emittanceþ εx inþ (j-l).þ

XC30þ supercomputerþ atþ NERSC.þ Inþ thisþ analysis,þ theþ timeþ forþ theþ diagnosticsþ isþ subtractedþ
fromþ theþ totalþ runningþ time.þ

Fig.þ 4.10þ showsþ theþ runtimeþ expressedþ inþ Core-Hoursþ (CH)þ withþ respectþ toþ theþ longitudinalþ
resolutionþ Nz/λ0.þ Weþ observeþ thatþ modelingþ LWFAþ inþ aþ 500µm plasmaþ withþ Warpþ usingþ
theþ CKþ solverþ inþ 2-1/2Dþ labþ frameþ atþ aþ decentþ longitudinalþ resolutionþ (þNz/λ0 = 64)þ requiresþ
104 Core-Hours.þ Performingþ theþ sameþ simulationþ inþ aþ boostedþ frameþ withþ γb = 3,þ reducesþ
theþ computationalþ costþ byþ ∼ 20 forþ theþ CKþ andþ theþ PSATDþ solvers,þ whileþ retainingþ theþ
differenceþ withinþ theþ percentageþ levelþ asþ shownþ inþ Fig.þ 4.6þ.þ Noteþ thatþ theþ PSATDþ solverþ
implementedþ inþ Warpþ isþ stillþ aþ prototype,þ itsþ implementationþ isþ yetþ toþ beþ optimized,þ thisþ
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Figureþ 4.9:þ Propertiesþ ofþ injectedþ andþ acceleratedþ electronþ bunchþ evaluatedþ atþ z = 200µm
withþ respectþ toþ theþ longitudinalþ resolutionþ forþ γb ∈ [2, 3].þ Simulationsþ wereþ carriedþ outþ usingþ
Warpþ inþ 2-1/2Dþ PSATDþ solverþ withþ 32 stencilþ orders.þ (a)þ Electronþ bunchþ charge,þ Q,þ (b)þ
averageþ energy,þ 〈E〉,þ (c)þ rmsþ energyþ spread,þ (∆E/E)rms,þ (d)þ tranverseþ emittanceþ withþ respectþ
toþ longitudinalþ resolution,þ Nz/λ0 areþ illustrated.þ

explainsþ whyþ simulationsþ usingþ theþ PSATDþ solverþ areþ moreþ computationallyþ intensiveþ hereþ
asþ comparedþ toþ simulationsþ usingþ theþ CKþ solver.þ

Weþ evaluateþ theþ analyticalþ speedupþ forþ bothþ theþ CKþ andþ theþ PSATDþ solvers.þ Theþ CFLþ
conditionþ forþ theþ CKþ solverþ isþ givenþ byþ

c∆t ≤ ∆z
√
(α− 2β) [(1/∆x)2 + (1/∆z)2] (4.8þ)þ

inþ 2D,þ whereþ ∆t isþ theþ time-stepþ andþ ∆x,þ ∆z areþ theþ computationalþ gridþ cellþ sizesþ inþ x andþ
z,þ α = 3/4,þ β = 1/8,þ areþ theþ coefficientsþ forþ theþ CKþ solver.þ Asþ γb varies,þ theþ transverseþ
resolutionþ isþ keptþ constant,þ whileþ theþ longitudinalþ resolutionþ isþ keptþ atþ aþ constantþ fractionþ
ofþ theþ incidentþ laserþ wavelengthþ ∆z = ζλ0,þ whereþ ζ = 1/(Nz/λ0).þ Inþ aþ boostedþ frame,þ
∆z′ = ζλ′0 = ζ(1 + βb)γbλ0.þ Consequently,þ theþ speedupþ becomes,þ whenþ usingþ theþ CKþ solverþ

SCK =
∆z′
√
(α− 2β) [(1/∆x)2 + (1/∆z)2]

∆z
√

(α− 2β) [(1/∆x)2 + (1/∆z′)2]
, (4.9þ)þ

whereþ α = 3/4 andþ β = 1/8.þ Althoughþ thereþ isþ noþ CFLþ conditionþ forþ theþ PSATDþ solver,þ weþ
haveþ chosenþ theþ sameþ CFLþ conditionþ asþ theþ oneþ ofþ theþ CKþ solverþ forþ allþ simulationsþ withþ theþ
PSATDþ solverþ soþ thatþ weþ canþ makeþ aþ directþ comparisonþ betweenþ theþ two,þ thusþ weþ obtainþ
SPSATD = SCK .þ

Inþ Fig.þ 4.11þ areþ plottedþ theþ analyticalþ andþ numericalþ (withþ Warp)þ speedupsþ forþ theþ CKþ
solver.þ Theþ speedupþ obtainedþ withþ Warpþ simulationsþ isþ inþ theþ sameþ orderþ ofþ magnitudeþ
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Figureþ 4.10:þ Runtimeþ ofþ theþ simulationsþ expressedþ inþ Core-Hoursþ (CH)þ performedþ usingþ
Warpþ withþ respectþ toþ theþ longitudinalþ resolution,þ Nz/λ0.þ Resultsþ fromþ bothþ theþ CKþ andþ theþ
PSATDþ solversþ areþ plotted.þ Noteþ thatþ γb = 1 correspondsþ toþ theþ labþ frameþ andþ thatþ theþ
y−axisþ isþ plottedþ inþ log-scale.þ
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Figureþ 4.11:þ Speedupþ withþ respectþ toþ theþ longitudinalþ resolutionþ forþ γb ∈ [2, 3].þ Theþ ana-
lyticalþ speedupsþ areþ givenþ byþ Eq.þ 4.9þ andþ theþ measuredþ speedupsþ areþ obtainedþ fromþ Warpþ
simulationsþ usingþ theþ CKþ solver.þ

asþ theþ oneþ givenþ byþ theþ scalingþ obtainedþ analytically.þ Theþ speedupþ forþ theþ PSATDþ solverþ
cannotþ beþ calculatedþ sinceþ simulationsþ inþ theþ labþ frameþ wereþ notþ performed,þ howeverþ basedþ
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onþ theþ analyticalþ speedup,þ theþ resultþ shouldþ beþ closeþ toþ theþ oneþ givenþ byþ SCK .þ

4.5þ Conclusionþ
Thisþ chapterþ gaveþ anþ overviewþ onþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ technique,þ whichþ consistsþ ofþ
performingþ simulationsþ inþ aþ frameþ movingþ nearþ theþ speedþ ofþ lightþ inþ theþ directionþ ofþ theþ
laserþ pulse.þ Theþ propertiesþ ofþ spaceþ andþ timeþ dilationþ andþ contractionþ dueþ toþ theþ Lorentzþ
transformationþ allowþ largeþ speedup,þ resultingþ inþ theþ reductionþ ofþ theþ computationalþ cost.þ

Twoþ mainþ issuesþ areþ identifiedþ whileþ usingþ thisþ approach,þ namelyþ numericalþ Cerenkovþ
instabilitiesþ andþ accuracyþ ofþ theþ modelingþ inþ theþ self-injectionþ scheme.þ Thisþ workþ addressesþ
theþ latter.þ Forþ thisþ study,þ weþ modeledþ aþ 100MeV stageþ atþ aþ densityþ ofþ 1019 cm−3,þ whichþ canþ
beþ subsequentlyþ scaledþ toþ describeþ aþ 10GeV stageþ atþ aþ densityþ ofþ 1017 cm−3 [þ207þ].þ Toþ triggerþ
self-injectionþ ofþ electronsþ inþ theþ wakefield,þ a0 isþ setþ toþ 5.þ

Withþ theþ theoreticalþ speedupþ developedþ inþ [þ193þ],þ weþ areþ ableþ toþ predictþ theþ speedupþ givenþ
theþ relativisticþ factorþ ofþ theþ boostedþ frameþ γb andþ theþ numericalþ resolution.þ Theþ correlationþ
betweenþ labþ andþ boostedþ frameþ dataþ areþ alsoþ describedþ inþ thisþ chapter.þ Althoughþ someþ
interpolationþ isþ performedþ atþ runtimeþ duringþ dataþ collectionþ process,þ theþ inducedþ errorþ isþ
minimal.þ Toþ ensureþ noþ furtherþ lossþ ofþ information,þ fieldþ andþ particleþ diagnosticsþ areþ carriedþ
outþ atþ eachþ time-step,þ andþ thenþ dumpedþ atþ regularþ intervalþ forþ post-processing.þ

Simulationsþ wereþ performedþ usingþ theþ CKþ andþ theþ PSATDþ solvers.þ Resultsþ obtainedþ
demonstratedþ accurateþ modelingþ ofþ theþ evolutionþ ofþ theþ plasmaþ wakefield,þ electronþ bunchþ
propertiesþ suchþ asþ theþ charge,þ theþ averageþ energy,þ theþ energyþ spreadþ andþ theþ transverseþ
dynamicsþ withþ agreementþ atþ 99% percentageþ levelþ betweenþ simulationsþ usingþ variousþ rela-
tivisticþ factorþ inþ theþ Lorentzþ boostedþ frameþ asþ longþ asþ theþ longitudinalþ resolutionþ isþ sufficient,þ
e.g.þ Nz/λ0 = 64.þ Convergenceþ ofþ resultsþ isþ attainedþ atþ aþ lowerþ longitudinalþ resolutionþ usingþ
theþ PSATDþ solverþ asþ comparedþ toþ theþ caseþ usingþ theþ CKþ solver.þ Theþ agreementþ betweenþ re-
sultsþ usingþ theþ CKþ andþ theþ PSATDþ solversþ alsoþ agreeþ atþ 99% percentageþ levelþ atþ theþ highestþ
longitudinalþ resolutionþ Nz/λ0 = 128.þ Theþ scalingþ ofþ theþ speedupþ isþ confirmed,þ validatingþ ourþ
understandingþ ofþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ scalingþ withþ γb andþ Nz/λ0.þ Althoughþ
simulationsþ inþ thisþ regimeþ putþ aþ constraintþ onþ theþ choiceþ ofþ theþ relativisticþ factorþ ofþ theþ
boostedþ frame,þ weþ stillþ obtainþ aþ significantþ speedup,þ e.g.þ S ≈ 36 withþ γb = 3 atþ Nz/λ0 = 128
whileþ retainingþ differencesþ atþ theþ percentageþ level.þ

Analysisþ onþ theþ accuracyþ andþ theþ speedupþ forþ 1GeV andþ subsequentlyþ 10GeV stagesþ areþ
leftþ forþ futureþ work.þ
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Chapterþ 5þ

Simulationþ ofþ theþ dynamicsþ ofþ electronþ
injectionþ andþ accelerationþ

Ourþ groupþ hasþ beenþ developingþ anþ experimentalþ programþ onþ LWFAþ experimentsþ toþ produceþ
electronþ beamsþ thatþ conformþ withþ theþ specificationsþ establishedþ inþ theþ CILEXþ project.þ Ex-
perimentsþ wereþ performedþ atþ theþ Lundþ Laserþ Centerþ andþ atþ theþ UHI100þ laserþ facility,þ CEAþ
Saclay.þ Simulationsþ wereþ conductedþ inþ parallelþ toþ analyzeþ experimentalþ resultsþ andþ usedþ
asþ aþ predictionþ toolþ toþ investigateþ regimesþ notþ yetþ beingþ exploredþ inþ experiments.þ Sinceþ
theþ currentlyþ exploredþ regimesþ inþ experimentsþ areþ stronglyþ nonlinearþ andþ intrinsicallyþ threeþ
dimensional,þ aþ realisticþ descriptionþ ofþ theþ processþ requiresþ theþ useþ ofþ aþ three-dimensional,þ
kineticþ approach.þ 3Dþ PICþ simulationsþ provideþ detailedþ informationþ aboutþ theþ laser-plasmaþ
interaction,þ butþ demandþ extremeþ computerþ resources.þ Anþ alternativeþ thatþ isþ basedþ onþ theþ
azimuthalþ Fourierþ decompositionþ algorithmþ [þ30þ]þ isþ insteadþ used,þ asþ itþ providesþ aþ quasi-3Dþ de-
scriptionþ withþ aþ computationalþ loadþ reducedþ toþ theþ oneþ similarþ toþ bi-dimensionalþ calculationsþ
(referþ toþ Sec.þ 2.5þ).þ

Theþ firstþ partþ ofþ thisþ chapterþ demonstratesþ theþ capabilityþ ofþ Warpþ inþ producingþ reliableþ
results.þ Theþ secondþ partþ isþ devotedþ toþ theþ optimizationþ ofþ theþ injector.þ Inþ theþ finalþ partþ
someþ resultsþ onþ theþ extensionþ toþ higherþ energyþ electronþ bunchþ willþ beþ presented.þ
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5.1þ Simulationsþ usingþ Fourierþ decompositionþ algorithmþ

Weþ haveþ performedþ Warpþ simulationsþ withþ theþ Fourierþ decompositionþ algorithmþ takingþ asþ
inputþ dataþ valuesþ ofþ experimentalþ parametersþ closeþ toþ theþ onesþ describedþ inþ [þ104þ].þ Theþ
experimentalþ diagnosticsþ haveþ onlyþ providedþ globalþ parametersþ suchþ asþ energy,þ duration,þ
waistþ andþ maximumþ intensityþ atþ theþ focalþ positionþ inþ vacuumþ andþ theþ energyþ distributionþ ofþ
theþ acceleratedþ electronþ bunchþ asþ theþ output.þ Inþ theþ calculation,þ sinceþ weþ hadþ toþ specifyþ theþ
temporalþ andþ spatialþ formsþ ofþ theþ laserþ amplitude,þ thereforeþ inþ allþ presentedþ results,þ theþ laserþ
intensityþ wasþ assumedþ toþ beþ axisymmetricþ andþ Gaussianþ inþ timeþ andþ inþ theþ radialþ direction.þ
Inþ thisþ configurationþ onlyþ twoþ angularþ Fourierþ modesþ wereþ required,þ leadingþ toþ aþ muchþ lowerþ
computationalþ loadþ thanþ aþ fullþ 3Dþ calculation.þ
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Figureþ 5.1:þ Normalizedþ ELISAþ longitudinalþ densityþ profileþ forþ anþ innerþ cellþ lengthþ ofþ Lcell =
500µm.þ Grayþ areasþ indicateþ theþ locationsþ ofþ theþ entranceþ andþ exitþ platesþ inþ whichþ holesþ areþ
drilled.þ Theþ gasþ inletþ isþ locatedþ onþ theþ topþ andþ theþ laserþ propagatesþ fromþ leftþ toþ right.þ

Asþ forþ theþ longitudinalþ densityþ profile,þ weþ usedþ theþ so-calledþ ELISAþ [þ32þ]þ profile,þ theþ
densityþ profileþ achievedþ inþ aþ gasþ cellþ developedþ asþ anþ injectorþ mediumþ forþ multi-stageþ exper-
imentsþ plannedþ inþ theþ frameþ ofþ theþ CILEXþ projectþ [þ20þ].þ Fig.þ 5.1þ showsþ theþ ELISAþ profileþ
computedþ byþ 3Dþ FLUIDþ simulationsþ performedþ usingþ openFOAMþ [þ208þ],þ andþ characterizedþ
experimentallyþ [þ32þ].þ Theþ 500µm grayþ areasþ representþ theþ locationsþ ofþ theþ entranceþ andþ exitþ
platesþ ofþ theþ gasþ cellþ inþ whichþ holesþ areþ drilled.þ Theþ gasþ inletþ isþ locatedþ onþ theþ top.þ Itþ isþ
consideredþ asþ theþ referenceþ profileþ forþ theþ numericalþ studiesþ presentedþ here.þ Asþ willþ beþ seenþ
below,þ theþ densityþ profileþ hasþ aþ strongþ influenceþ onþ theþ electronþ trappingþ andþ accelerationþ
processes.þ

Forþ experimentsþ describedþ inþ [þ104þ],þ theþ plasmaþ isþ aþ mixtureþ ofþ gasesþ (H2 +N2).þ Toþ modelþ
this,þ aþ fieldþ ionizationþ moduleþ basedþ onþ theþ ADKþ modelþ [þ80þ]þ wasþ introducedþ inþ Warpþ toþ modelþ
ionizationþ dynamics.þ Aþ summaryþ ofþ theþ parametersþ usedþ inþ ourþ calculationsþ isþ givenþ inþ Tableþ
5.1þ.þ Inþ thisþ tableþ a0(zf ) isþ theþ peakþ normalizedþ laserþ amplitudeþ reachedþ inþ vacuumþ atþ zf .þ
Theþ valueþ ofþ 1.1þ isþ attainedþ inþ theþ focalþ planeþ z = zf ,þ inþ vacuum.þ
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Maximumþþ electronþþ
numberþþ densityþþ onþþ axisþþ max(n0) 7.8× 1018 cm−3

Longitudinalþþ densityþþ profileþþ ELISAþþ profileþþ
Plasmaþþ lengthþþ Lplasma 2.5mm
Gasþþ compositionþþ 99%H2 + 1%N2

Laserþþ profileþþ bi−Gaussiana

Peakþþ normalizedþþ laserþþ amplitudeþþ a0(zf ) 1.1
Laserþþ wavelengthþþ λ0 0.8µm
Laserþþ radiusþþ atþþ 1/e2 rL 17µm
Laserþþ durationþþ (FWHM)þþ τ 40 fs
Laserþþ focalþþ positionþþ zf 0.9mm

Laserþþ polarizationþþ linearþþ
(inþþ y−direction)þþ

Numberþþ ofþþ Fourierþþ modesþþ 2
Numberþþ ofþþ particles/cellþþ 36macro
Cellþþ sizeþþ inþþ rþþ ∆r λ0/2
Cellþþ sizeþþ inþþ zþþ ∆z λ0/50

aGaussianþ inþ temporalþ andþ spatialþ profilesþ

Tableþ 5.1:þ Listþ ofþ parameters.þ

5.1.1þ Electronþ beamþ characteristicsþ

Electronþ beamþ energyþ spectrumþ

Weþ firstþ compare,þ inþ Fig.þ 5.2þ,þ theþ experimentalþ electronþ beamþ energyþ spectrumþ withþ theþ
simulatedþ one,þ determinedþ atþ theþ exitþ ofþ theþ gasþ cell,þ z = Lplasma = 2.5mm.þ

Weþ observeþ inþ thisþ figureþ thatþ theþ electronþ beamþ hasþ aþ ratherþ largeþ energyþ distributionþ
suggestingþ continuousþ injectionþ ofþ electrons,þ withþ theþ highestþ energyþ extendingþ toþ ≈ 150MeV.þ
Theþ simulatedþ spectrumþ hasþ aþ maximumþ energyþ withinþ theþ experimentalþ errorþ bars,þ itþ alsoþ
reproducesþ well,þ aboveþ 56MeV,þ theþ experimentalþ shapeþ ofþ theþ curve.þ Thisþ showsþ aþ goodþ
agreementþ betweenþ theþ experimentalþ andþ theþ simulatedþ results.þ Moreover,þ theþ simulationþ
exhibitsþ aþ peakþ atþ 17MeV withþ aþ FWHMþ energyþ spread,þ ∆E/E ≈ 69%,þ aþ pieceþ ofþ informationþ
thatþ cannotþ beþ obtainedþ withþ theþ experimentalþ setupþ used.þ

Inþ Fig.þ 5.3þ,þ isþ plottedþ theþ contributionþ ofþ theþ differentþ originþ ofþ electronsþ inþ theþ totalþ
spectrumþ atþ z = Lplasma.þ Inþ theþ simulation,þ allþ electronsþ areþ taggedþ andþ canþ beþ sortedþ
accordingþ toþ theirþ origin:þ theþ blueþ dashedþ lineþ representsþ theþ chargeþ densityþ ofþ electronsþ
ionizedþ fromþ N5+ → N6+ andþ theþ redþ dashed-dottedþ lineþ representsþ theþ chargeþ densityþ ofþ
electronsþ ionizedþ fromþ N6+ → N7+.þ Weþ observeþ thatþ onlyþ theþ twoþ electrons,þ initiallyþ inþ
theþ K-shellþ ofþ nitrogen,þ areþ acceleratedþ toþ highþ energies.þ Theþ otherþ electronsþ comingþ eitherþ
fromþ outerþ shellsþ ofþ nitrogenþ orþ fromþ hydrogenþ areþ notþ trappedþ butþ contributeþ inþ buildingþ
theþ plasmaþ wake.þ Thisþ isþ inþ agreementþ withþ theþ 3Dþ OSIRISþ particle-in-cellþ codeþ resultsþ
[þ77þ].þ Noteþ alsoþ thatþ theþ 6th electronsþ yieldþ theþ mainþ contributionþ toþ theþ highestþ partþ ofþ theþ
spectrum,þ whileþ theþ 7th electronsþ contributeþ mainlyþ toþ theþ lowþ energyþ peak.þ
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Figureþ 5.2:þ Comparisonþ betweenþ simulatedþ andþ experimentalþ electronþ beamþ energyþ spectrum.þ
Theþ experimentalþ resultþ hasþ anþ energyþ cutoffþ atþ 56MeV,þ thusþ theþ simulatedþ energyþ spectrumþ
isþ normalizedþ byþ theþ experimentalþ energyþ spectrumþ valueþ atþ 56MeV.þ Blueþ horizontalþ linesþ
areþ theþ experimentalþ errorþ bars.þ

Beamþ emittanceþ

Asþ mentionedþ inþ Chapterþ 1þ,þ theþ divergenceþ andþ emittanceþ areþ twoþ importantþ characteristicsþ
ofþ theþ emittedþ electronþ beam.þ Weþ haveþ plottedþ inþ Fig.þ 5.4þ,þ electronþ distributionsþ inþ phaseþ
spaceþ inþ (x, px) andþ (y, py) atþ theþ exitþ ofþ theþ gasþ cell,þ theþ electronþ momentumþ beingþ normalizedþ
byþ mec.þ Fromþ theseþ dataþ areþ measuredþ aþ rmsþ divergenceþ ofþ 4.6mrad inþ x−directionþ andþ
24mrad inþ y−direction,þ whereasþ theþ emittance,þ areþ respectivelyþ ofþ εx = 0.6mmmrad andþ
εy = 17.1mmmrad.þ Theþ higherþ valuesþ inþ theþ y−directionþ areþ relatedþ toþ theþ polarizationþ ofþ
theþ laserþ field:þ afterþ tunnelþ ionizationþ theþ electronþ acquiresþ aþ quiverþ velocityþ inþ theþ directionþ
ofþ theþ polarization.þ

5.1.2þ Beamþ dynamicsþ

Correlationþ betweenþ theþ injectionþ andþ accelerationþ processesþ

Inþ orderþ toþ analyzeþ theþ resultsþ presentedþ inþ Sec.þ 5.1.1þ,þ weþ haveþ lookedþ atþ theþ correlationþ be-
tweenþ theþ injectionþ processþ andþ theþ accelerationþ one.þ Hereþ weþ back-trackedþ 20000þ randomlyþ
sampledþ trappedþ electronsþ (10000þ forþ N5+ → N6+ andþ 10000þ forþ N6+ → N7+)þ beginningþ fromþ
zexit backþ toþ theirþ ionizationþ position,þ alsoþ correspondingþ toþ theþ positionþ ofþ theirþ firstþ appear-
anceþ inþ theþ simulation.þ

Inþ Fig.þ 5.5þ,þ weþ haveþ plottedþ theþ finalþ energyþ ofþ theþ electronsþ asþ aþ functionþ ofþ theirþ trappingþ
positionþ forþ (a)þ theþ 6th andþ (b)þ theþ 7th electrons.þ Asþ theþ trappingþ positionþ increases,þ electronsþ
areþ trappedþ furtherþ awayþ fromþ theþ gasþ cellþ entrance,þ theþ lengthþ ofþ accelerationþ decreases;þ
onlyþ electronsþ trappedþ atþ theþ earlyþ stageþ areþ acceleratedþ toþ theþ highestþ energyþ becauseþ theirþ
accelerationþ lengthþ isþ longerþ thanþ thoseþ trappedþ atþ theþ laterþ stage.þ Inþ particularþ theþ 7th
electronsþ haveþ lowerþ energies,þ inþ accordanceþ withþ Fig.þ 5.3þ,þ becauseþ theyþ areþ trappedþ later.þ
Weþ observeþ alsoþ inþ Fig.þ 5.5þ thatþ theþ position-energyþ correlationþ isþ notþ linear,þ inþ particular,þ
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Figureþ 5.3:þ Energyþ spectrumþ forþ differentþ electronþ populationþ dependingþ onþ theirþ origin:þ theþ
6th electronsþ (dashedþ line),þ theþ 7th electronsþ (dashed-dottedþ line)þ andþ theþ sumþ ofþ allþ electronsþ
(solidþ line)þ atþ z = Lplasma.þ

forþ theþ highþ energyþ part,þ e.g.þ electronsþ withþ E = 120MeV atþ z = Lplasma.þ Forþ theseþ electrons,þ
theþ trappingþ positionsþ spreadþ overþ moreþ thanþ 100µm inþ theþ trappingþ positions,þ yetþ theyþ stillþ
obtainþ theþ sameþ finalþ energy.þ

Laserþ amplitudeþ andþ plasmaþ waveþ

Inþ orderþ toþ explainþ theþ dataþ ofþ Figs.þ 5.3þ andþ 5.5þ,þ weþ nowþ lookþ atþ theþ evolutionþ ofþ theþ laserþ
amplitudeþ andþ ofþ theþ plasmaþ wave,þ whichþ areþ responsibleþ forþ bothþ theþ trappingþ andþ forþ
theþ accelerationþ processes.þ Inþ Fig.þ 5.6þ,þ weþ haveþ plottedþ theþ evolutionþ ofþ a0(z) inþ vacuumþ
(greenþ dottedþ line)þ andþ duringþ theþ laserþ propagationþ inþ theþ plasmaþ withþ ELISAþ densityþ
profileþ (grayþ dashedþ line).þ Theþ focalþ planeþ ofþ theþ laserþ zf inþ vacuum,þ isþ locatedþ atþ 900µm.þ
Theþ entranceþ ofþ theþ gasþ cell,þ whereþ theþ densityþ startsþ increasingþ rapidlyþ isþ positionedþ atþ zf .þ
Relativisticþ self-focusingþ dominatesþ overþ diffractionþ whenþ PL/PC(z) & 1 (seeþ Chapterþ 1þ),þ
PL beingþ theþ maximumþ valueþ ofþ theþ laserþ powerþ andþ PC(z) theþ valueþ atþ z,þ ofþ theþ criticalþ
powerþ forþ relativisticþ self-focusing.þ Closeþ toþ theþ gasþ cellþ entrance,þ PL remainsþ constantþ whileþ
PC(z),þ beingþ inverselyþ proportionalþ toþ theþ density,þ stronglyþ decreasesþ withþ z.þ Thereforeþ
PL/PC(z) increasesþ rapidlyþ andþ becomesþ higherþ thanþ 1.þ Theþ valueþ ofþ PL/PC(z) howeverþ
remainsþ relativelyþ modest,þ thereforeþ theþ self-focusingþ isþ ratherþ smooth,þ theþ maximumþ ofþ
intensityþ beingþ reachedþ closeþ toþ theþ gasþ cellþ exit.þ Inþ Fig.þ 5.6þ verticalþ linesþ markþ 3þ positions,þ
correspondingþ toþ (1)þ theþ startþ ofþ theþ trappingþ process,þ (2)þ theþ maximumþ valueþ ofþ a0(z) andþ
(3)þ theþ endþ ofþ theþ trappingþ process.þ Weþ canþ observeþ thatþ theþ trappingþ regionþ correspondsþ
alsoþ toþ theþ domainþ ofþ highþ plasmaþ density.þ Therefore,þ inþ ourþ conditions,þ theþ densityþ profileþ
appearsþ asþ theþ dominantþ parameterþ controllingþ theþ trappingþ process.þ

Inþ Figs.þ 5.7þ areþ plottedþ theþ laserþ fieldsþ andþ theþ plasmaþ waveþ amplitudesþ onþ axisþ atþ theþ
threeþ positionsþ labeledþ inþ Fig.þ 5.6þ.þ Atþ positionþ (1)þ theþ interactionþ occursþ inþ aþ quasi-linearþ
regime,þ whereþ theþ laserþ envelopeþ isþ stillþ Gaussianþ andþ theþ plasmaþ waveþ quasi-periodic.þ Atþ theþ
maximumþ ofþ theþ laserþ intensity,þ inþ positionþ (2),þ nonlinearitiesþ becomeþ apparent,þ bothþ onþ theþ
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Figureþ 5.4:þ Aþ setþ ofþ pointsþ representativeþ ofþ anþ electronþ beamþ inþ theþ a)þ (x, px)−,þ b)þ
(y, py)−phaseþ space.þ Theþ colorþ barþ representsþ theþ relativeþ densityþ ofþ theþ electrons.þ

plasmaþ waveþ andþ alsoþ onþ theþ deformationþ ofþ theþ laserþ pulse.þ Theþ acceleratingþ fieldþ amplitudeþ
hasþ increased,þ takingþ intoþ accountþ theþ additionalþ normalizationþ factorþ whichþ dependsþ onþ theþ
density,þ andþ aþ peakþ atþ z = 1402µm correspondingþ toþ theþ backþ ofþ theþ firstþ oscillationþ behindþ
theþ laserþ isþ visible.þ Thisþ peakþ isþ dueþ toþ theþ fieldþ generatedþ byþ trappedþ electrons.þ Beamþ
loadingþ effectsþ areþ thereforeþ significantþ inþ thisþ case.þ Positionþ (3)þ isþ similarþ toþ theþ secondþ one.þ
However,þ dueþ toþ theþ decreaseþ inþ density,þ andþ alsoþ inþ a0(z),þ theþ amplitudeþ ofþ theþ wakefieldþ hasþ
decreased,þ whileþ theþ relativeþ contributionþ ofþ theþ beamþ loadingþ effectþ hasþ increasedþ becauseþ
theþ accumulatedþ trappedþ chargesþ haveþ generatedþ theirþ ownþ fieldþ thatþ distortedþ theþ wakefieldþ
significantly.þ Informationþ onþ theþ transverseþ propertiesþ ofþ theþ laserþ andþ plasmaþ waveþ structureþ
atþ theþ threeþ positionsþ isþ givenþ inþ Fig.þ 5.8þ.þ

Fig.þ 5.8þ showsþ theþ electronicþ densityþ mapþ withþ theþ laserþ amplitudeþ atþ theþ threeþ positionsþ
mentionedþ earlier.þ Fig.þ 5.8þ(1)þ confirmsþ thatþ aþ quasi-linearþ regimeþ isþ atþ theþ beginningþ ofþ theþ
injection,þ inþ particularþ theþ transverseþ sizeþ ofþ theþ plasmaþ waveþ isþ similarþ toþ theþ laserþ pulseþ
one.þ Atþ thisþ position,þ theþ laserþ ponderomotiveþ forceþ isþ notþ strongþ enoughþ toþ expelþ allþ plasmaþ
electronsþ fromþ theþ vicinityþ ofþ theþ axis.þ Onþ theþ contrary,þ atþ positionþ (2),þ theþ transverseþ sizeþ
ofþ theþ laserþ pulseþ isþ minimumþ leadingþ toþ theþ highestþ fieldþ amplitudeþ a0 ≈ 3.þ Aþ fullþ matchedþ
blown-outþ structureþ canþ thenþ beþ formed,þ yieldingþ theþ highestþ acceleratingþ field.þ Atþ positionþ
(3)þ theþ transverseþ sizeþ ofþ theþ laserþ pulseþ hasþ increased,þ diffractionþ becomingþ dominantþ overþ
self-focusing,þ leadingþ toþ aþ decreaseþ ofþ theþ laserþ intensity.þ

Concerningþ theþ trappingþ ofþ theþ 7th electrons,þ theþ simulationþ showsþ that,þ dueþ toþ theirþ
strongþ bindingþ energy,þ theseþ ionsþ areþ ionizedþ onlyþ forþ theþ highestþ valuesþ ofþ a0(z).þ Theþ
principalþ trappingþ conditionþ forþ theseþ electronsþ becomeþ simplyþ thatþ theyþ firstþ haveþ toþ beþ
generated,þ butþ onceþ createdþ theyþ areþ evenþ moreþ easilyþ trappedþ thanþ theþ 6th electrons.þ

Theþ factþ thatþ electronsþ withþ quiteþ differentþ trappingþ positionþ obtainþ theþ sameþ finalþ energyþ
canþ beþ explainedþ byþ theþ following:þ theþ firstþ trappedþ electronsþ whenþ accelerated,þ moveþ towardþ
theþ frontþ ofþ theþ cavity,þ whereasþ newlyþ generatedþ electronsþ areþ trappedþ atþ theþ backþ ofþ theþ
cavityþ whereþ theþ acceleratingþ fieldþ reachedþ aþ higherþ value,þ thereforeþ theþ electronsþ trappedþ atþ
theþ laterþ stageþ canþ reachþ theþ sameþ energyþ asþ theþ electronsþ trappedþ atþ theþ earlierþ stage.þ
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Figureþ 5.5:þ Trappedþ electronsþ finalþ energyþ isþ plottedþ againstþ injectionþ positionþ forþ (a)þ theþ
6th andþ (b)þ theþ 7th electrons.þ Electronsþ areþ chosenþ withþ anþ energy,þ E ≥ 10MeV atþ theþ exitþ
ofþ theþ plasma,þ z = 2.5mm.þ

Conclusionþ

Inþ thisþ section,þ weþ haveþ presentedþ theþ modelingþ ofþ aþ laser-drivenþ plasmaþ accelerationþ ex-
perimentþ withþ Warpþ usingþ theþ azimuthalþ Fourierþ decompositionþ algorithm.þ Theþ useþ ofþ theþ
realisticþ densityþ profileþ hasþ allowedþ toþ performþ directþ comparisonsþ withþ experimentalþ results,þ
whichþ showþ goodþ agreement.þ Thisþ isþ alsoþ theþ caseþ forþ theþ otherþ experimentalþ dataþ (notþ
shownþ here),þ usingþ theþ sameþ set-upþ andþ presentedþ inþ [þ104þ].þ Inþ [þ104þ],þ theþ authorþ hasþ per-
formedþ anþ experimentþ onþ theþ influenceþ ofþ theþ laserþ focalþ positionsþ onþ theþ generatedþ electronþ
bunchþ inþ aþ gasþ cellþ usingþ theþ ionization-inducedþ injectionþ scheme,þ theþ supportingþ simulationsþ
usingþ Warpþ withþ theþ azimuthalþ Fourierþ decompositionþ algorithmþ haveþ producedþ preciselyþ
theþ experimentalþ energyþ distributionþ ofþ theþ electronþ bunch.þ Thereforeþ theþ validityþ ofþ theþ
codeþ isþ confirmed,þ andþ inþ particularþ theþ factþ that,þ inþ theþ consideredþ conditions,þ accurateþ
resultsþ canþ beþ obtainedþ withþ onlyþ twoþ Fourierþ harmonics.þ Aþ detailedþ analysisþ ofþ theþ simu-
lationþ resultsþ hasþ allowedþ toþ getþ moreþ insightsþ ofþ electronþ trappingþ andþ accelerationþ processþ
whenþ theþ ionization-inducedþ injectionþ andþ densityþ gradientþ effectsþ areþ combined.þ Theþ highþ
efficiencyþ ofþ theþ quasi-3Dþ modelþ hasþ allowedþ toþ performþ aþ directþ parametricþ investigationþ forþ
optimizingþ electronþ beamþ properties.þ

5.2þ Optimizationþ ofþ theþ injectorþ byþ tailoringþ densityþ pro-
filesþ

Weþ haveþ shownþ inþ theþ previousþ sectionþ thatþ Warpþ simulationsþ usingþ azimuthalþ Fourierþ
decompositionþ algorithmþ produceþ reliableþ results.þ Weþ haveþ thenþ performedþ numericalþ studiesþ
usingþ theþ sameþ codeþ frameworkþ toþ determineþ optimizedþ conditionsþ forþ controlledþ ionizationþ
injectionþ usingþ aþ moderateþ powerþ laserþ pulse,þ propagatingþ inþ aþ gasþ cell.þ Previousþ simulationsþ
haveþ alsoþ givenþ indicationsþ onþ theþ choiceþ ofþ parametersþ forþ optimization.þ Inþ Figþ 5.6þ theþ
shadedþ areaþ correspondsþ toþ theþ injectionþ lengthþ ofþ 726µm;þ inþ thisþ case,þ theþ correspondingþ
spectraþ exhibitþ aþ largeþ energyþ spread,þ indicatingþ thatþ theþ lengthþ isþ tooþ long.þ Inþ orderþ toþ
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Figureþ 5.6:þ Evolutionþ ofþ a0,þ weþ defineþ threeþ positions:þ (1)þ theþ beginningþ ofþ injection,þ (2)þ theþ
a0 isþ maximum,þ (3)þ theþ endþ ofþ injection.þ Theþ blueþ shadedþ regionþ representsþ theþ injectionþ
range,þ andþ theþ rangeþ isþ ofþ 726µm.þ Theþ greenþ dottedþ lineþ representsþ theþ evolutionþ ofþ a0 inþ
vacuum,þ theþ maximumþ valueþ ofþ a0 isþ atþ zf = 900µm.þ Theþ blackþ lineþ showsþ theþ longitudinalþ
densityþ profileþ ofþ theþ gasþ cell.þ
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Figureþ 5.8:þ Normalizedþ electronicþ densityþ mapþ togetherþ withþ theþ normalizedþ laserþ fieldþ atþ
theþ threeþ positionsþ reportedþ inþ Fig.þ 5.6þ.þ Allþ quantitiesþ areþ normalizedþ toþ theirþ maximum.þ

controlþ theþ energyþ spread,þ aþ shorterþ injectionþ lengthþ isþ necessary.þ Severalþ methodsþ canþ beþ
consideredþ toþ controlþ thisþ injectionþ length,þ eitherþ byþ shorteningþ theþ plasmaþ lengthþ orþ byþ
focusingþ theþ laserþ pulseþ nearþ theþ exitþ ofþ theþ gasþ cell,þ leadingþ toþ aþ slowþ growthþ ofþ a0,þ henceþ
delayingþ theþ ionizationþ injectionþ process.þ

Byþ analyzingþ theþ dynamicsþ ofþ electronþ injectionþ andþ accelerationþ inþ thisþ moderatelyþ non-
linearþ regime,þ weþ identifyþ theþ mechanismsþ controllingþ theþ beginningþ andþ theþ endþ ofþ injec-
tion,þ andþ proposeþ aþ wayþ ofþ tuningþ finelyþ theþ electronþ beamþ energyþ whileþ preservingþ itsþ energyþ
spread,þ byþ tailoringþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ ofþ theþ lastþ accelerationþ zone.þ Thisþ methodþ
producesþ electronþ beamsþ withþ aþ FWHMþ energyþ spread,þ ∆E ofþ ∼ 9MeV forþ aþ peakþ energyþ ofþ
82.6MeV.þ

5.2.1þ Choiceþ ofþ parametersþ

Laserþ andþ plasmaþ parametersþ areþ chosenþ inþ orderþ toþ achieveþ electronþ accelerationþ toþ energiesþ
inþ theþ rangeþ ofþ 50− 200MeV,þ wellþ suitedþ forþ anþ injector.þ Theþ lowerþ limitþ atþ 50MeV ensuresþ
thatþ spaceþ chargeþ effectsþ willþ notþ beþ dominantþ atþ theþ exitþ ofþ theþ plasma,þ andþ thatþ theþ
influenceþ ofþ theþ energyþ spreadþ canþ beþ minimizedþ asþ itþ scalesþ asþ 1/γ2.þ Theþ upperþ limitþ isþ
fixedþ atþ 200MeV toþ allowþ forþ aþ compactþ transportþ lineþ forþ electronþ beamþ manipulationþ
beforeþ couplingþ toþ theþ firstþ acceleratingþ structureþ asþ isþ plannedþ inþ theþ CILEXþ project.þ Inþ
addition,þ theþ electronþ beamþ isþ requiredþ toþ haveþ aþ smallþ normalizedþ transverseþ emittanceþ ofþ
εn ∼ 1mmmrad,þ aþ smallþ energyþ spreadþ (typicallyþ lessþ thanþ 10%)þ andþ aþ largeþ enoughþ chargeþ
(þ≥ 10þ pC).þ

Theþ parametersþ usedþ inþ ourþ calculationsþ areþ veryþ similarþ toþ theþ onesþ inþ Tableþ 5.1þ,þ withþ
Lplasma reducedþ toþ 2.4mm andþ zf extendedþ toþ 1.9mm.þ Theseþ modificationsþ allowþ usþ toþ
controlþ theþ evolutionþ ofþ a0 whichþ inþ turnþ controlsþ theþ injectionþ ofþ electronsþ inþ theþ wakefield.þ
Moreþ detailsþ willþ beþ givenþ furtherþ inþ thisþ section.þ Theþ plasmaþ electronþ density,þ n0,þ isþ chosenþ
toþ beþ inþ theþ rangeþ ofþ (1018 − 1019) cm−3.þ Inþ thisþ range,þ theþ densityþ isþ highþ enoughþ forþ self-
focusingþ ofþ theþ laserþ pulseþ toþ beþ achieved,þ whileþ lowþ enoughþ forþ theþ dephasingþ lengthþ Ld,þ
Ld ∝ (λ3p/λ

2
0)a0 ∝ n

−3/2
e0 (whereþ aþ constantþ ofþ orderþ unityþ hasþ beenþ neglected),þ toþ beþ inþ theþ

mm-rangeþ andþ allowþ forþ electronþ accelerationþ toþ energiesþ inþ theþ requiredþ range.þ
Fig.þ 5.9þ showsþ theþ evolutionþ ofþ a0,þ theþ maximumþ amplitudeþ ofþ theþ normalizedþ vectorþ

potentialþ ofþ theþ laserþ pulseþ (redþ solidþ line),þ andþ theþ plasmaþ electronþ densityþ normalizedþ toþ
itsþ maximumþ (grayþ dashedþ line,þ ELISAþ profile),þ withþ respectþ toþ theþ propagationþ axisþ z.þ

Theþ shadedþ regionþ ofþ lengthþ ∼ 630µmþ representsþ theþ windowþ ofþ electronþ injectionþ inþ
theþ laserþ wakefieldþ structure.þ Fourþ positionsþ areþ marked:þ z0 representingþ theþ beginningþ ofþ
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Figureþ 5.9:þ Evolutionþ ofþ a0 withþ respectþ toþ theþ propagationþ axisþ z.þ Theþ grayþ dashedþ lineþ
showsþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ ofþ theþ gasþ cell,þ orþ ELISAþ profile.þ Theþ shadedþ areaþ
representsþ theþ injectionþ rangeþ ofþ lengthþ ∼ 630µm.þ Weþ defineþ fourþ markersþ inþ theþ injectionþ
zone:þ z0,þ theþ positionþ whereþ injectionþ begins;þ z1,þ aþ positionþ betweenþ z0 andþ z2;þ z2 theþ positionþ
whereþ a0 isþ maximum;þ z3,þ theþ positionþ whereþ injectionþ stops.þ

electronþ injection,þ z1 aþ positionþ inþ theþ regionþ betweenþ theþ beginningþ ofþ electronþ injectionþ andþ
theþ positionþ whereþ a0 reachesþ itsþ maximumþ valueþ z2,þ andþ z3 theþ endþ ofþ electronþ injection.þ
Theþ laserþ pulseþ withþ moderateþ power,þ andþ normalizedþ vectorþ potential,þ a0,þ isþ incidentþ withþ aþ
focusþ positionþ inþ vacuumþ atþ 1.9mm,þ aþ positionþ locatedþ inþ theþ down-rampþ ofþ ELISAþ profile.þ
Theþ reasonsþ forþ usingþ aþ moderateþ laserþ powerþ areþ two-fold:þ asþ canþ beþ seenþ inþ Fig.þ 5.9þ,þ itþ
leadsþ toþ aþ slowþ growthþ ofþ a0 dueþ toþ self-focusingþ ofþ theþ laserþ pulseþ inþ theþ smoothþ up-rampþ
ofþ densityþ beforeþ reachingþ aþ maximum,þ thusþ delayingþ theþ triggerþ ofþ theþ ionization-inducedþ
injectionþ mechanism,þ andþ controllingþ theþ startþ ofþ theþ injectionþ toþ limitþ theþ energyþ spread;þ itþ
preventsþ a0 fromþ reachingþ aþ valueþ highþ enoughþ forþ self-injectionþ ofþ electrons.þ Theþ valuesþ ofþ
a0 ∈ [1.5, 2.7] duringþ theþ trappingþ ofþ electronsþ areþ inþ agreementþ withþ previousþ observationsþ ofþ
ionization-inducedþ injectionþ andþ areþ belowþ theþ self-injectionþ thresholdþ [þ77þ].þ Theþ combinationþ
ofþ laserþ focalþ positionþ andþ densityþ tailoringþ controlsþ theþ evolutionþ ofþ a0.þ

5.2.2þ Electronþ beamþ propertiesþ

Inþ thisþ sectionþ weþ discussþ theþ propertiesþ ofþ theþ resultingþ electronþ beamþ obtainedþ withþ theþ
parametersþ shownþ inþ Sec.þ 5.2.1þ.þ

Electronþ beamþ energyþ distributionþ

Theþ electronþ beamþ energyþ distributionþ isþ analyzedþ atþ theþ exitþ ofþ theþ gasþ cellþ atþ theþ z−axis,þ
zexit,þ equalþ toþ theþ totalþ plasmaþ length:þ zexit = Lplasma = 2.4mm.þ Inþ Fig.þ 5.10þ theþ chargeþ
densityþ ofþ theþ acceleratedþ electronþ beamþ (blackþ solidþ line)þ isþ plottedþ asþ aþ functionþ ofþ electronþ
energy.þ

Theþ energyþ distributionþ isþ shownþ forþ E ≥ 10MeV,þ correspondingþ toþ theþ minimumþ energyþ
ofþ trappedþ electrons.þ Thisþ energyþ isþ linkedþ toþ theþ structureþ ofþ theþ generatedþ wakefield,þ
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Figureþ 5.10:þ Theþ blueþ dashedþ lineþ showsþ theþ energyþ spectrumþ ofþ theþ 6th electrons,þ whereasþ
theþ red,þ dashed-dottedþ lineþ showsþ theþ energyþ spectrumþ ofþ theþ 7th electrons.þ Theþ blackþ solidþ
lineþ representsþ theþ sumþ ofþ theþ twoþ spectra.þ Onlyþ K-shellþ electronsþ contributeþ toþ theþ electronþ
beamþ energyþ spectrumþ atþ zexit.þ Otherþ electronsþ areþ notþ trappedþ butþ contributeþ toþ buildingþ
theþ plasmaþ wake.þ Anþ energyþ cutoffþ atþ 10MeV isþ applied.þ

dependingþ stronglyþ onþ theþ interactionþ betweenþ theþ laserþ andþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ
shownþ inþ Fig.þ 5.9þ.þ Forþ anþ electronþ toþ beþ trappedþ inþ theþ wakefield,þ itsþ Lorentzþ factorþ γ isþ
requiredþ toþ fulfillþ theþ conditionþ [þ77þ]þ

∆Ψ+ 1 =
γ

γ2φ
, (5.1þ)þ

whereþ ∆Ψ = e(Ψf −Ψi)/(mec
2),þ γφ = (1− vφ

2/c2)−1/2,þ andþ vφ isþ theþ wakeþ phaseþ velocity.þ Ψ
isþ theþ wakeþ potentialþ andþ theþ subscriptsþ i andþ f denoteþ theþ ionizationþ andþ trappedþ positions,þ
respectively.þ Considerþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ phaseþ z = z3,þ weþ takeþ theþ valueþ ofþ γφ atþ
thisþ position.þ Assumingþ thatþ allþ trappedþ electronsþ areþ ionizedþ atþ theþ maximumþ ofþ theþ laserþ
envelope,þ andþ trappedþ atþ theþ backþ ofþ theþ firstþ periodþ ofþ theþ plasmaþ wave,þ Ψi andþ Ψf areþ thenþ
takenþ atþ theþ correspondingþ positions.þ Usingþ Eq.þ 5.1þ,þ weþ evaluateþ theþ valueþ ofþ γ atþ z = z3
andþ inferþ thatþ theþ trappedþ electronsþ haveþ atþ leastþ γ ∼ 20 atþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ phase.þ
Forþ thisþ reason,þ theþ followingþ analysisþ willþ focusþ onþ electronsþ withþ γ ≥ 20.þ

Asþ shownþ inþ Fig.þ 5.10þ,þ theþ electronþ spectrumþ isþ peakedþ atþ 65.7MeV withþ aþ FWHMþ energyþ
spread,þ ∆E/E = 13.1%.þ Theþ highestþ energyþ extendsþ toþ ∼ 74MeV.þ Onlyþ electronsþ initiallyþ inþ
theþ K-shellþ ofþ nitrogenþ areþ acceleratedþ toþ higherþ energiesþ asþ shownþ byþ theþ dashedþ blueþ lineþ andþ
redþ dashed-dottedþ line.þ Otherþ electronsþ comingþ eitherþ fromþ nitrogenþ orþ fromþ hydrogenþ areþ
notþ trappedþ butþ contributeþ toþ buildingþ theþ plasmaþ wake.þ Similarþ toþ theþ simulationþ presentedþ
inþ Sec.þ 5.1þ,þ theþ 6th electronsþ yieldþ aþ higherþ chargeþ andþ areþ theþ dominantþ contributorsþ toþ theþ
higherþ energyþ rangeþ ofþ theþ energyþ spectrum,þ whileþ theþ 7th electronsþ yieldþ aþ lowerþ chargeþ andþ
areþ dominantþ contributorsþ toþ theþ lowerþ energyþ range.þ
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Dynamicsþ ofþ electronþ injectionþ

Followingþ theþ sameþ analysisþ techniqueþ asþ inþ Sec.þ 5.1.2þ,þ weþ studyþ theþ correlationþ betweenþ theþ
energyþ ofþ electronsþ atþ zexit andþ theirþ positionþ ofþ ionization,þ asþ shownþ inþ Fig.þ 5.11þ.þ
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Figureþ 5.11:þ Trappedþ K-shellþ electronsþ energyþ atþ zexit asþ aþ functionþ ofþ theirþ ionizationþ posi-
tion;þ a)þ blueþ crosses:þ electronsþ fromþ N5+ → N6+,þ b)þ redþ asterisks:þ electronsþ fromþ N6+ → N7+.þ
Twoþ regionsþ areþ markedþ inþ theþ distributions:þ distributionþ Iþ hasþ energyþ largerþ thanþ 55MeV
andþ aþ positionþ ofþ ionizationþ smallerþ thanþ z = 1480µm;þ distributionþ IIþ exhibitsþ aþ decreaseþ ofþ
energyþ forþ increasedþ positionþ ofþ ionization.þ

Inþ Fig.þ 5.11þ isþ shownþ theþ energyþ ofþ trappedþ electronsþ atþ zexit fromþ (a)þ N5+ → N6+ andþ
(b)þ N6+ → N7+.þ Theþ trappedþ K-shellþ electronsþ areþ ionizedþ inþ theþ rangeþ fromþ 1250µm toþ
1880µm.þ Twoþ kindsþ ofþ electronþ distributionsþ canþ beþ identified:þ Distributionþ Iþ correspondsþ toþ
electronsþ thatþ haveþ anþ energyþ higherþ thanþ ∼ 55MeV andþ aþ positionþ ofþ ionizationþ smallerþ thatþ
z = 1480µm,þ whileþ Distributionþ IIþ correspondsþ toþ electronsþ withþ energyþ atþ zexit decreasingþ
withþ respectþ toþ theirþ positionþ ofþ ionization.þ Theþ 6th electronsþ areþ ionizedþ earlierþ inþ theþ
propagationþ thanþ theþ 7th electrons,þ dueþ toþ aþ lowerþ ionizationþ potential,þ 552 andþ 667 eV,þ
respectively.þ Theþ totalþ chargeþ isþ evaluatedþ byþ takingþ intoþ accountþ bothþ theþ 6th andþ theþ
7th electrons.þ Inþ Distributionþ I,þ theþ totalþ chargeþ isþ 42.6 pC,þ andþ 41.6 pC inþ Distributionþ II,þ
indicatingþ thatþ Distributionþ Iþ representsþ 50.6% ofþ theþ totalþ numberþ ofþ trappedþ electrons.þ

Distributionþ Iþ hasþ aþ positionþ ofþ ionizationþ betweenþ 1250µm andþ 1480µm,þ anþ energyþ atþ
zexit inþ theþ rangeþ ofþ 55− 74MeV,þ andþ theþ spectrumþ isþ peakedþ atþ 65.7MeV asþ shownþ inþ
Fig.þ 5.10þ.þ Theþ lineþ dividingþ theþ twoþ distributionsþ isþ locatedþ atþ z = 1480µm,þ andþ corre-
spondsþ toþ theþ positionþ ofþ theþ changeþ ofþ slopeþ inþ theþ densityþ down-rampþ ofþ theþ ELISAþ profileþ
(seeþ Fig.þ 5.9þ),þ indicatingþ thatþ theþ shapeþ ofþ theþ densityþ profileþ hasþ aþ majorþ influenceþ atþ theþ
distributionþ ofþ injectedþ electrons.þ

Forþ distributionþ I,þ theþ 6th electronsþ contributeþ aþ chargeþ ofþ 35.6 pC whileþ onlyþ 7.0 pC isþ
providedþ byþ theþ 7th electrons.þ Noþ obviousþ correlationþ betweenþ theþ ionizationþ positionþ andþ
theþ electronþ energyþ atþ zexit isþ discernedþ forþ distributionþ I,þ i.e.þ electronsþ thatþ areþ ionizedþ
laterþ inþ thisþ intervalþ canþ haveþ theþ sameþ energyþ asþ earlierþ ionizedþ electrons,þ inferringþ thatþ theþ
injectionþ andþ theþ accelerationþ processesþ areþ independent.þ
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Distributionþ IIþ startsþ atþ z = 1480µm andþ endsþ atþ z = 1880µm.þ Aþ clearþ correlationþ
betweenþ theþ electronþ ionizationþ positionþ andþ electronþ energyþ atþ theþ exitþ ofþ theþ plasmaþ isþ
observed,þ i.e.þ higherþ energyþ electronsþ areþ ionizedþ first,þ implyingþ continuousþ injectionþ andþ
accelerationþ ofþ electrons.þ Inþ thisþ distribution,þ theþ 7th electrons,þ asþ shownþ inþ Fig.þ 5.11þ(b),þ
provideþ aþ chargeþ ofþ 27.8 pC whileþ theþ 6th electronsþ provideþ aþ chargeþ ofþ 13.8 pC,þ asþ shownþ inþ
Fig.þ 5.11þ(a).þ

Dynamicsþ ofþ beamþ loadingþ

Weþ furtherþ investigateþ theþ correlationþ betweenþ injectionþ andþ accelerationþ processesþ byþ lookingþ
intoþ theþ amplitudeþ ofþ acceleratingþ waveþ structures.þ

Inþ Fig.þ 5.12þ areþ plottedþ theþ normalizedþ laserþ fieldþ (blue),þ theþ normalizedþ longitudinalþ
wakefieldþ (red)þ andþ theþ energyþ ofþ electronsþ dividedþ byþ 40MeV (representedþ byþ aþ setþ ofþ
pointsþ withþ colorþ scaleþ forþ chargeþ density)þ asþ aþ functionþ ofþ spaceþ aroundþ threeþ positionsþ inþ
theþ densityþ profileþ z1 = 1435µm,þ z2,þ andþ z3 asþ markedþ inþ Fig.þ 5.9þ.þ Theþ laserþ propagatesþ fromþ
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Figureþ 5.12:þ Evolutionþ ofþ theþ normalizedþ laserþ field,þ eEy/2mcω0 (inþ lightþ blue),þ theþ normal-
izedþ wakefield,þ eEz/mcmax(ωp) (inþ red)þ andþ theþ energy,þ E ofþ electronsþ (representedþ byþ aþ
setþ ofþ points)þ forþ theþ threeþ positionsþ ofþ interestþ z1−3 asþ markedþ inþ Fig.þ 5.9þ.þ Theþ colorþ barþ
representsþ chargeþ density.þ Theþ blackþ rectangleþ atþ z3 representsþ electronsþ inþ theþ highþ chargeþ
densityþ region,þ withþ energyþ aboveþ 50MeV.þ

leftþ toþ right.þ Electronsþ thatþ satisfyþ theþ trappingþ condition,þ givenþ byþ Eq.þ 5.1þ areþ trappedþ inþ
theþ firstþ bucket,þ definedþ byþ theþ regionþ ofþ negativeþ Ez boundedþ byþ zeroþ crossing.þ

Atþ z1,þ theþ laserþ envelopeþ isþ alreadyþ deformedþ dueþ toþ self-focusing,þ andþ theþ nonlinearþ
acceleratingþ wakefieldþ isþ distortedþ dueþ toþ theþ wakefieldþ ofþ injectedþ electrons.þ Ionizedþ electronsþ
thatþ satisfyþ theþ trappingþ conditionþ areþ trappedþ andþ acceleratedþ atþ theþ backþ ofþ theþ bucket.þ
Howeverþ theþ wideningþ ofþ acceleratingþ structuresþ causesþ laterþ trappedþ electronsþ toþ lagþ behindþ
earlierþ injectedþ ones;þ theþ latterþ areþ acceleratedþ toþ aþ higherþ energyþ asþ comparedþ toþ theþ former,þ
anþ evidenceþ ofþ continuousþ injectionþ ofþ electronsþ inþ theþ bucket.þ

Atþ theþ positionþ ofþ maximumþ laserþ intensity,þ z2,þ weþ observeþ anþ increaseþ inþ theþ chargeþ
densityþ asþ comparedþ toþ theþ previousþ positionþ z1,þ suggestingþ thatþ moreþ electronsþ areþ trappedþ
inþ theþ bucket,þ andþ theþ wakeþ isþ severelyþ modifiedþ dueþ toþ beamþ loadingþ effects.þ Electronsþ atþ
theþ backþ ofþ theþ bucketþ experienceþ aþ strongþ acceleratingþ field,þ thereforeþ theirþ energyþ quicklyþ
catchesþ upþ withþ previouslyþ injectedþ electrons,þ consequentlyþ formingþ twoþ highþ energyþ distri-
butions.þ Atþ theþ endþ ofþ theþ ionizationþ region,þ atþ z3,þ theþ acceleratingþ plasmaþ waveþ structureþ
isþ heavilyþ beamþ loaded,þ resultingþ inþ theþ inhibitionþ ofþ furtherþ injection.þ Theþ flattenedþ nor-
malizedþ wakefield,þ ENlnorm = 0.22,þ givingþ ENl = 59.1GV/m,þ acceleratesþ aþ ratherþ energetic,þ
homogenizedþ electronþ beamþ withþ aþ centralþ energyþ ofþ 62.6MeV inþ theþ highestþ chargeþ densityþ
region,þ correspondingþ toþ theþ peakþ observedþ inþ theþ spectrumþ ofþ Fig.þ 5.10þ.þ

123þ



Chapterþ 5.þ Simulationþ ofþ theþ dynamicsþ ofþ electronþ injectionþ andþ accelerationþ

Figureþ 5.13:þ Electronþ densityþ inþ theþ (z, x) planeþ atþ z2,þ withþ superimposedþ laserþ amplitudeþ
andþ injectedþ electronþ beam.þ Theþ horizontalþ colorþ barþ representsþ theþ normalizedþ electronþ
densityþ inþ arbitraryþ unitþ andþ theþ verticalþ colorþ barþ depictsþ theþ energyþ ofþ trappedþ electrons.þ
Aþ blackþ dashedþ circleþ ofþ 4.7µm radiusþ isþ superimposedþ onþ theþ mapþ toþ showþ theþ shapeþ ofþ theþ
blown-outþ region.þ

Fig.þ 5.13þ showsþ aþ 2Dþ mapþ inþ theþ x− z planeþ ofþ theþ electronþ densityþ atþ positionþ z2.þ Theþ
laserþ amplitudeþ isþ locatedþ betweenþ z = 1628µm andþ z = 1638µm.þ Aþ blackþ dashed-lineþ circleþ
isþ superimposedþ toþ delimitþ theþ blown-outþ region.þ Trappedþ electronsþ areþ locatedþ inþ aþ regionþ
extendingþ fromþ theþ sheathþ ofþ highþ densityþ atþ theþ backþ ofþ theþ cavityþ toþ theþ centerþ ofþ theþ
blown-outþ region.þ Theþ chargeþ ofþ theþ injectedþ electronþ beamþ inþ thisþ structureþ isþ Q = 37.2 pC.þ
Thisþ valueþ canþ beþ comparedþ toþ theþ analyticalþ predictionþ forþ theþ amountþ ofþ chargeþ thatþ canþ
beþ loadedþ inþ theþ nonlinearþ wakesþ givenþ byþ Eq.þ 1.94þ.þ Atþ z2,þ theþ simulationþ givesþ kpRb = 1.74
andþ ENlnorm = 0.55,þ givingþ ENl = 147.7GV/m.þ Insertingþ theseþ valuesþ inþ Eq.þ 1.94þ,þ weþ
obtainþ QNl = 28.5 pC.þ Thisþ analyticalþ predictionþ isþ ofþ theþ sameþ orderþ ofþ magnitudeþ asþ theþ
amountþ ofþ chargeþ calculatedþ inþ theþ simulation,þ thusþ confirmingþ thatþ theþ operatingþ regimeþ isþ
aþ beam-loadedþ blown-outþ regime.þ

Atþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ region,þ z3,þ theþ high-energyþ electronþ beamþ hasþ aþ peakþ energyþ
ofþ 62.6MeV andþ aþ FWHMþ energyþ spread,þ ∆E/E = 14.2%.þ Consideringþ onlyþ highþ energyþ
electronsþ inþ theþ energyþ rangeþ aboveþ 50MeV,þ theirþ chargeþ Qhigh = 43.6 pC andþ theyþ areþ
distributedþ overþ aþ length,þ `beam = 6µm.þ Theþ chargeþ ofþ electronsþ withþ anþ energyþ ofþ ≥ 10MeV
atþ zexit isþQ≥10MeV = 84.1 pC.þ Theþ ratioþ ofþQhigh/Q≥10MeV ∼ 0.52,þ indicatingþ thatþ aþ significantþ
amountþ ofþ chargeþ isþ foundþ inþ theþ peakþ atþ z3.þ Fig.þ 5.14þ showsþ theþ evolutionþ ofþ theþ chargeþ
densityþ withþ respectþ toþ theþ electronþ energyþ forþ threeþ positionsþ duringþ theþ injectionþ process.þ
Atþ z1,þ theþ injectionþ processþ hasþ justþ begun,þ theþ spectrumþ exhibitsþ aþ decreaseþ ofþ chargeþ densityþ
withþ respectþ toþ electronþ energy,þ aþ characteristicþ ofþ theþ continuousþ injectionþ process.þ Atþ z2,þ
aþ peakþ withþ aþ centralþ energyþ ofþ 32MeV isþ formed.þ Atþ z3,þ anþ increaseþ ofþ theþ populationþ ofþ
electronsþ inþ theþ peakþ energyþ regionþ isþ observed.þ Electronsþ injectedþ earlierþ areþ nowþ situatedþ atþ
theþ centerþ ofþ theþ bucketþ andþ formþ theþ bulkþ ofþ theþ peak;þ theyþ experienceþ smallerþ acceleratingþ
wakefieldþ comparedþ toþ laterþ injectedþ electrons,þ someþ ofþ whichþ caughtþ upþ withþ theþ initiallyþ
injectedþ onesþ andþ endedþ upþ populatingþ theþ peakþ region.þ

Atþ theþ exitþ ofþ theþ gasþ cell,þ zexit theþ sameþ electronþ beamþ hasþ increasedþ itsþ peakþ energyþ
toþ Epeak = 65.7MeV,þ andþ itsþ FWHMþ energyþ spreadþ isþ reducedþ toþ ∆E/E = 13.1%.þ Onþ oneþ
hand,þ theþ acceleratingþ wakefieldþ remainsþ relativelyþ flatþ throughoutþ theþ lengthþ ofþ theþ electronþ
beamþ upþ toþ theþ exitþ ofþ theþ plasmaþ gasþ cell,þ thereforeþ theþ energyþ spreadþ isþ preserved.þ Onþ
theþ otherþ hand,þ dueþ toþ theþ decreaseþ inþ densityþ alongþ theþ propagationþ axis,þ theþ acceleratingþ
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Figureþ 5.14:þ Evolutionþ ofþ theþ chargeþ densityþ withþ respectþ toþ theþ energyþ withþ anþ energyþ cutoffþ
atþ 10MeV atþ threeþ differentþ positions:þ z1−3 correspondingþ toþ theþ casesþ ofþ Fig.þ 5.12þ.þ

wakefieldþ becomesþ weaker,þ soþ thatþ theþ energyþ gainedþ byþ theþ electronþ beamþ betweenþ z3 andþ
zexit isþ small,þ ≈ 3.1MeV.þ

Theþ acceleratingþ field,þ Ez canþ beþ deducedþ directlyþ withþ theþ equationþ ∆E = eLaccEz.þ Theþ
lengthþ overþ whichþ mostþ ofþ accelerationþ occurs,þ Lacc isþ theþ distanceþ betweenþ theþ beginningþ andþ
endþ ofþ positionþ ofþ ionizationþ ofþ theþ trappedþ electrons,þ respectivelyþ 1250µm andþ 1880µm (seeþ
Fig.þ 5.11þ).þ Forþ ∆E = 65.7MeV withþ Lacc = 630µm,þ Ez = 104.3GV/m,þ whichþ correspondsþ
toþ theþ averageþ fieldþ inþ theþ injectionþ zone.þ

Theþ presentedþ resultsþ canþ beþ explainedþ byþ theþ sameþ mechanismþ asþ describedþ previouslyþ inþ
Sec.þ 5.1þ.þ Theþ factþ thatþ electronsþ withþ quiteþ differentþ trappingþ positionsþ reachþ theþ sameþ finalþ
energyþ isþ dueþ toþ theþ strongþ increaseþ andþ theþ deformationþ ofþ theþ acceleratingþ fieldsþ duringþ theþ
trappingþ ofþ electronsþ dueþ toþ nonlinearþ effects,þ thisþ leadsþ toþ theþ homogenizationþ ofþ energyþ ofþ
theþ initiallyþ trappedþ andþ laterþ trappedþ electrons.þ

Beamþ emittanceþ

Hereþ weþ evaluateþ theþ normalizedþ beamþ emittanceþ followingþ Eq.þ 1.99þ alongþ eachþ axis.þ Theþ
emittanceþ inþ x− andþ inþ y− directionsþ areþ plottedþ asþ functionsþ ofþ electronþ energyþ inþ Fig.þ 5.15þ(a)þ
andþ (b)þ respectively;þ theþ insetsþ ofþ Fig.þ 5.15þ(a)þ andþ (b)þ showþ theþ distributionþ ofþ electronsþ inþ
(x, px)− andþ inþ (y, py)− phaseþ spaceþ atþ theþ exitþ ofþ theþ plasma,þ zexit.þ

Consideringþ allþ electronsþ withþ E ≥ 10MeV inþ theþ firstþ bucket,þ εx,rms = 0.33mmmrad
andþ εy,rms = 2.09mmmrad.þ εy,rms isþ largerþ thanþ εx,rms becauseþ ofþ theþ oscillationþ ofþ electronsþ
inþ theþ laserþ polarizationþ y−direction.þ Definingþ theþ rmsþ divergenceþ asþ θ⊥ = ∆p⊥,rms/p‖,þ givesþ
θx = 6.9mrad andþ θy = 18.5mrad atþ positionþ zexit.þ

Figs.þ 5.15þ(a)þ andþ (b)þ showþ thatþ theþ emittanceþ alongþ theþ x− andþ y− axisþ areþ roughlyþ con-
stantþ withþ respectþ toþ electronþ energy,þ indicatingþ thatþ onlyþ theþ ionizationþ processþ contributesþ
toþ electronþ positionþ xi,rms andþ momentumþ pi,rms.þ
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Figureþ 5.15:þ Emittanceþ ofþ theþ electronþ beamþ atþ theþ exitþ ofþ theþ plasma,þ zexit asþ aþ functionþ
ofþ electronþ energyþ inþ (a)þ x− andþ inþ (b)þ y− directions.þ Theþ energyþ binþ intervalþ isþ 6.4MeV.þ
Insetsþ ofþ (a)þ andþ (b)þ representþ theþ distributionþ ofþ electronsþ withþ E ≥ 10MeV inþ (x, px)−
andþ inþ (y, py)− phaseþ space.þ Theþ colorþ barsþ representþ theþ electronþ densityþ normalizedþ toþ itsþ
maximum.þ

5.2.3þ Tuningþ electronþ beamþ energyþ whileþ preservingþ energyþ spreadþ

Experimentalþ resultsþ [þ105þ]þ inþ twoþ overlappingþ gasþ jetsþ showþ thatþ tailoringþ theþ densityþ profileþ
leadsþ toþ theþ separationþ ofþ theþ processesþ ofþ electronþ injectionþ andþ accelerationþ andþ permitsþ
independentþ controlþ ofþ both.þ Theþ resultsþ inþ theþ previousþ sectionþ giveþ indicationsþ onþ theþ waysþ
toþ controlþ injectionþ andþ accelerationþ processesþ independentlyþ inþ aþ singleþ gasþ target.þ Inþ thisþ
sectionþ weþ exploreþ theþ energyþ tunabilityþ ofþ theþ electronþ beamþ withþ preservationþ ofþ itsþ energyþ
spread.þ

Startingþ fromþ theþ resultsþ obtainedþ atþ z3,þ theþ positionþ whereþ theþ injectionþ stopsþ forþ theþ
ELISAþ profile,þ weþ tailorþ theþ densityþ profileþ alongþ theþ z-axisþ forþ z > z3 inþ orderþ toþ tuneþ
electronþ energy.þ Theþ highþ energyþ partþ ofþ theþ spectrumþ withþ E ≥ 50MeV andþ theþ largestþ
electronþ chargeþ areþ selectedþ atþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ processþ (þz = 1900µm),þ asþ indicatedþ
byþ theþ blackþ rectangleþ inþ Fig.þ 5.12þ(þz3).þ Asþ pointedþ outþ inþ Sec.þ 5.2.2þ,þ thisþ electronþ beamþ
representsþ aþ significantþ portionþ (þ52%)þ ofþ theþ totalþ trappedþ electrons.þ

Theþ strategyþ toþ maximizeþ theþ energyþ gainþ ofþ thisþ electronþ beamþ whileþ preservingþ itsþ energyþ
spreadþ isþ toþ achieveþ theþ largestþ possible,þ flatþ acceleratingþ wakefieldþ whileþ maintainingþ theþ
electronþ beamþ inþ theþ accelerationþ phase.þ Numericalþ experimentsþ wereþ performedþ toþ furtherþ
investigateþ thisþ ideaþ byþ tailoringþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ inþ theþ accelerationþ phase.þ

Flatþ densityþ

Aþ firstþ exampleþ isþ illustratedþ inþ Figs.þ 5.16þ-5.17þ.þ Theþ longitudinalþ densityþ profileþ ofþ interestþ isþ
shownþ inþ Fig.þ 5.16þ.þ Thisþ densityþ profileþ isþ chosenþ asþ anþ attemptþ toþ maximizeþ theþ acceleratingþ
fieldþ afterþ theþ injectionþ processþ withoutþ alterationþ ofþ theþ plasmaþ waveþ wavelength.þ

Inþ Fig.þ 5.17þ(a)þ areþ plottedþ theþ electronþ beamþ distributionþ togetherþ withþ theþ laserþ fieldþ andþ
theþ wakefieldþ atþ z4,þ andþ atþ zexit inþ Fig.þ 5.17þ(b).þ Althoughþ electronsþ haveþ gainedþ ∼ 20MeV
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Figureþ 5.16:þ Tailoredþ longitudinalþ densityþ profileþ withþ aþ constantþ densityþ extendedþ fromþ theþ
endþ ofþ theþ injectionþ process.þ Threeþ positionsþ areþ marked,þ z3,þ theþ endþ ofþ theþ injectionþ process;þ
z4,þ intermediateþ positionþ betweenþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ andþ theþ exitþ ofþ theþ gasþ cell,þ zexit.þ
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Figureþ 5.17:þ Twoþ distinctþ instantsþ z4 andþ zexit ofþ theþ normalizedþ laserþ fields,þ eEy/2mecω0 (inþ
lightþ blue),þ theþ normalizedþ wakefield,þ eEz/mecmax(ωp) (inþ red)þ andþ theþ energy,þ E ofþ tracedþ
electronsþ (þE ≥ 50MeV atþ z3)þ representedþ byþ aþ setþ ofþ points,þ areþ shownþ inþ (a)þ andþ (b).þ

betweenþ z3 andþ z4,þ theþ acceleratingþ wakefieldþ isþ noþ longerþ flat,þ andþ electronsþ atþ theþ headþ
andþ theþ tailþ ofþ theþ beamþ experienceþ weakerþ acceleratingþ wakefieldþ asþ comparedþ toþ theþ centerþ
part,þ resultingþ inþ theþ growthþ ofþ energyþ spreadþ inþ bothþ theseþ areas.þ Asþ a0 becomesþ ∼ 1,þ theþ
plasmaþ waveþ isþ graduallyþ becomingþ aþ regularþ sinusoidalþ oscillationþ withþ frequencyþ ωp(z).þ
Fromþ Fig.þ 5.12þ,þ theþ longitudinalþ acceleratingþ wakefieldþ atþ z3 isþ boundedþ betweenþ 1868µm
andþ 1885µm,þ havingþ aþ lengthþ ofþ 18µm.þ Howeverþ thisþ lengthþ isþ reducedþ significantlyþ atþ z4
orþ zexit.þ Atþ z4,þ theþ acceleratingþ wakefieldþ isþ boundedþ betweenþ 2227µm andþ 2236µm andþ atþ
zexit,þ theþ acceleratingþ wakefieldþ isþ boundedþ betweenþ 2356µm andþ 2365µm,þ givingþ aþ lengthþ ofþ
9µm inþ bothþ cases.þ Thisþ resultsþ inþ theþ tailþ ofþ theþ electronþ beamþ slippingþ intoþ theþ deceleratingþ
wakefield;þ asþ aþ consequence,þ theþ tailþ ofþ theþ beamþ isþ beingþ deceleratedþ whileþ theþ headþ isþ stillþ
beingþ accelerated,þ resultingþ inþ anþ asymmetricalþ growthþ ofþ theþ energyþ spread.þ

Fig.þ 5.18þ showsþ theþ spectraþ ofþ acceleratedþ electronsþ withþ energyþ E ≥ 30MeV atþ differentþ
positionsþ z3,þ z4 andþ zexit.þ Theseþ spectraþ showþ thatþ theþ electronþ beamþ energyþ isþ increased,þ asþ
wellþ asþ theþ chargeþ atþ theþ peakþ energyþ betweenþ z3 andþ z4,þ thusþ improvingþ theþ FWHMþ ∆E/E
toþ 11.5%;þ howeverþ aþ decreaseþ ofþ 14.4% ofþ theþ chargeþ atþ theþ peakþ energyþ andþ anþ increaseþ inþ
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Figureþ 5.18:þ Chargeþ densityþ ofþ acceleratedþ electronsþ havingþ E ≥ 30MeV withþ respectþ toþ
electronþ energyþ obtainedþ fromþ theþ simulationþ usingþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ featuredþ
inþ Fig.þ 5.16þ atþ differentþ positionsþ z3,þ z4 andþ zexit.þ

theþ FWHMþ ∆E/E toþ 12% forþ theþ spectrumþ atþ zexit resultsþ fromþ theþ factþ thatþ someþ electronsþ
areþ decelerated.þ Thisþ observationþ isþ explainedþ byþ theþ shrinkageþ ofþ theþ acceleratingþ fieldsþ
structure,þ leadingþ toþ theþ subsequentþ slippageþ ofþ electronsþ intoþ theþ deceleratingþ wakefield,þ asþ
shownþ inþ Fig.þ 5.17þ(c).þ

Theþ evolutionþ ofþ theþ laserþ vectorþ potential,þ a0 forþ thisþ caseþ isþ similarþ toþ theþ oneþ representedþ
inþ Fig.þ 5.9þ,þ inferringþ thatþ theþ variationþ inþ theþ densityþ profileþ betweenþ z3 andþ zexit hasþ noþ
greatþ influenceþ onþ theþ laserþ propagation.þ

Theþ energyþ gainþ startingþ fromþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ processþ z3 upþ toþ theþ exitþ ofþ theþ gasþ
cellþ zexit isþ ∆E = 28.2MeV,þ correspondingþ toþ anþ averageþ acceleratingþ fieldþ inþ theþ accelerationþ
phaseþ ofþ Ez = 56.4GV/m.þ

Inþ Fig.þ 5.19þ areþ plottedþ theþ emittanceþ alongþ x− andþ y− directionsþ withþ respectþ toþ electronþ
energy,þ correspondingþ toþ theþ profileþ ofþ Fig.þ 5.16þ.þ εxrms andþ εyrms areþ preserved,þ theirþ valuesþ
areþ comparableþ toþ thoseþ shownþ inþ Fig.þ 5.15þ.þ Thisþ resultþ alsoþ confirmsþ thatþ thereþ isþ noþ
significantþ influenceþ onþ theþ emittanceþ causedþ byþ theþ interactionþ occurringþ betweenþ theþ tailþ
ofþ theþ laserþ pulseþ andþ theþ headþ ofþ theþ electronþ beam,þ asþ observedþ inþ Fig.þ 5.17þ.þ

Linearþ densityþ down-rampþ

Theþ slippageþ ofþ theþ tailþ ofþ theþ electronþ beamþ intoþ theþ deceleratingþ wakefieldþ asþ shownþ inþ
Fig.þ 5.17þ(b)þ leadsþ toþ theþ growthþ ofþ energyþ spread.þ Phaseþ slippageþ inþ increasingþ densityþ taperþ
hasþ beenþ proposedþ [þ130þ,þ 209þ,þ 210þ,þ 211þ,þ 212þ]þ forþ controllingþ electronþ energy.þ Conversely,þ theþ
decreaseþ ofþ longitudinalþ plasmaþ densityþ isþ usedþ hereþ toþ minimizeþ theþ growthþ ofþ energyþ spread.þ
Inþ orderþ toþ maintainþ theþ electronþ beamþ inþ theþ plasmaþ waveþ focusingþ andþ acceleratingþ phaseþ
upþ toþ zexit,þ theþ plasmaþ waveþ extensionþ hasþ toþ beþ largerþ thanþ theþ beamþ extensionþ i.e.þ λp(z)/4 &
`beam.þ Forþ `beam ∼ 6µm,þ withþ λp[µm] ∼ 3.3× 1010

√
ne[cm−3],þ itþ givesþ ne ≤ 1.94× 1018 cm−3.þ

Fromþ Fig.þ 5.17þ(a)þ itþ canþ beþ observedþ thatþ theþ plasmaþ waveþ isþ approachingþ theþ linearþ regimeþ
andþ thatþ theþ electronþ beamþ beginsþ toþ slipþ intoþ theþ deceleratingþ wakefield.þ Weþ canþ thereforeþ
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Figureþ 5.19:þ Normalizedþ beamþ emittances,þ εxrms (blueþ solidþ line)þ andþ εyrms (dashedþ redþ line)þ
simulatedþ withþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ inþ Fig.þ 5.16þ withþ respectþ toþ energy.þ Theþ
energyþ binþ intervalþ isþ 6.8MeV.þ

imposeþ ne(z4) = 1.94 × 1018 cm−3 andþ useþ aþ linearþ densityþ gradientþ fromþ z3 asþ shownþ inþ
Fig.þ 5.20þ.þ
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Figureþ 5.20:þ Tailoredþ longitudinalþ densityþ profileþ withþ aþ linearþ densityþ down-rampþ extendedþ
fromþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ processþ toþ theþ plasmaþ exit.þ Threeþ positionsþ areþ marked,þ z3,þ theþ
endþ ofþ theþ injectionþ process;þ z4,þ intermediateþ positionþ betweenþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ andþ
theþ exitþ ofþ theþ gasþ cell,þ zexit.þ

Inþ Fig.þ 5.21þ(a)þ andþ (b)þ areþ plottedþ theþ evolutionþ ofþ theþ electronþ beamþ distribution,þ to-
getherþ withþ theþ laserþ fieldþ andþ wakefieldþ atþ twoþ distinctþ positionsþ z4 andþ zexit.þ Theþ gradualþ
decreaseþ ofþ densityþ increasesþ λp andþ helpsþ theþ electronþ beamþ toþ stayþ inþ theþ acceleratingþ
phaseþ ofþ theþ wakefield;þ theþ symmetryþ ofþ thisþ electronþ beamþ isþ preservedþ overþ aþ longerþ dis-
tanceþ comparedþ toþ theþ caseþ withþ aþ flatþ densityþ shownþ inþ Fig.þ 5.17þ.þ Also,þ dueþ toþ theþ weakerþ
acceleratingþ wakefieldþ asþ theþ densityþ isþ decreased,þ theþ energyþ gainþ ofþ theþ electronþ beamþ
isþ reduced,þ ∆E = 17MeV,þ withþ anþ averageþ acceleratingþ fieldþ inþ theþ accelerationþ phaseþ ofþ
Ez = 34GV/m.þ
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Figureþ 5.21:þ Twoþ distinctþ instantsþ z4 andþ zexit ofþ theþ normalizedþ laserþ fields,þ eEy/2mcω0 (inþ
lightþ blue),þ theþ normalizedþ wakefield,þ eEz/mcmax(ωp) (inþ red)þ andþ theþ energy,þ E ofþ tracedþ
electronsþ (þE ≥ 50MeV atþ z3)þ representedþ byþ aþ setþ ofþ points,þ areþ shownþ inþ (a)þ andþ (b).þ

Fig.þ 5.22þ depictsþ theþ evolutionþ ofþ theþ spectrumþ ofþ theþ electronþ beamþ atþ z3,þ z4 andþ zexit.þ
Betweenþ z3,þ z4,þ theþ energyþ ofþ theþ electronþ beamþ andþ theþ chargeþ atþ theþ peakþ bothþ increase,þ
whileþ theþ FWHMþ ∆E isþ preserved.þ Theþ comparisonþ ofþ spectraþ atþ z4 andþ zexit showsþ thatþ theþ
peakþ energyþ isþ increasedþ byþ 20MeV,þ thereforeþ FWHMþ ∆E/E isþ reducedþ fromþ 14.2% (atþ z3)þ
toþ 11.0% (atþ zexit).þ

5.2.4þ Discussionþ

Theþ normalizedþ beamþ emittancesþ withþ respectþ toþ energyþ shownþ inþ Fig.þ 5.23þ areþ veryþ similarþ
toþ thoseþ inþ Fig.þ 5.19þ.þ Usingþ profilesþ inþ Fig.þ 5.16þ andþ 5.20þ,þ εxrms andþ εyrms inþ bothþ casesþ areþ
preserved.þ

Fig.þ 5.24þ summarizesþ theþ energyþ distributionþ ofþ theþ electronþ beamsþ inþ theþ peakþ forþ eachþ
ofþ theþ threeþ longitudinalþ densityþ profiles.þ Theþ finalþ chargeþ remainsþ atþ Q = 43.6 pC forþ allþ
threeþ simulations,þ implyingþ thatþ noþ electronþ lossþ duringþ theþ accelerationþ process.þ

Inþ thisþ simulation,þ theþ evolutionþ ofþ theþ laserþ vectorþ potential,þ a0 remainsþ similarþ toþ theþ
oneþ representedþ inþ Fig.þ 5.9þ.þ Thisþ suggestsþ thatþ theþ tailoredþ densityþ profileþ inþ thisþ regionþ hasþ
noþ greatþ influenceþ onþ theþ laserþ propagation.þ

Tableþ 5.2þ summarizesþ theþ valuesþ ofþ peakþ energyþ andþ energyþ spreadþ forþ theþ threeþ cases.þ
Forþ theþ simulationþ withþ profileþ (a),þ Epeak atþ zexit isþ lowerþ dueþ toþ theþ decreasingþ acceleratingþ

Tableþ 5.2:þ Comparisonþ ofþ theþ peakþ energy,þ E andþ FWHMþ ∆E/E ofþ theþ acceleratedþ electronþ
beamsþ inþ differentþ longitudinalþ densityþ profile.þ

Longitudinalþþ
densityþþ profileþþ

Peakþþ energy,þþ
Epeak(MeV)

FWHM
∆E/E(%)

(a)þþ ELISAþþ profileþþ 65.7þþ 13.1þþ
(b)þþ Descendingþþ gradientþþ 82.6þþ 11.0þþ
(c)þþ Plateauþþ 90.8þþ 12.0þþ

wakefieldþ inþ theþ descendingþ phaseþ ofþ theþ density.þ Theþ simulationþ withþ profileþ (c)þ givesþ theþ
highestþ Epeak andþ theþ FWHMþ ∆E/E atþ zexit isþ decreasedþ toþ 12%.þ Theþ resultþ thatþ offersþ theþ

130þ



5.2.þ Optimizationþ ofþ theþ injectorþ byþ tailoringþ densityþ profilesþ

30 40 50 60 70 80 90
E (MeV)

0

1

2

3

4

5

6

7

d
Q
/d
E(

p
C
/M

eV
)

z3

z4

zexit

Figureþ 5.22:þ Chargeþ densityþ ofþ theþ acceleratedþ electronsþ withþ respectþ toþ theþ electronþ energyþ
simulatedþ usingþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ featuredþ inþ Fig.þ 5.20þ atþ differentþ positionsþ
z3,þ z4 andþ zexit .þ

bestþ compromiseþ withþ theþ consideredþ parametersþ isþ fromþ theþ simulationþ withþ profileþ (b),þ theþ
FWHMþ ∆E/E isþ decreasedþ toþ 11% andþ theþ Epeak isþ increasedþ byþ ∼ 16.9MeV asþ comparedþ toþ
theþ resultþ fromþ theþ initialþ longitudinalþ densityþ profile,þ depictedþ byþ profileþ (a).þ

Fromþ theþ presentedþ results,þ theþ growthþ inþ FWHMþ ∆E/E observedþ inþ Fig.þ 5.17þ(c)þ isþ mainlyþ
causedþ byþ theþ evolutionþ fromþ nonlinear,þ beam-loadedþ acceleratingþ wakefieldþ toþ sinusoidalþ
oscillationsþ whenþ a0 declines.þ Thisþ effectþ isþ mitigatedþ usingþ aþ descendingþ gradientþ withþ theþ
appropriateþ densityþ predictedþ usingþ theþ linearþ theory.þ Simulationsþ withþ thisþ longitudinalþ
densityþ profileþ showþ aþ decreaseþ inþ theþ FWHMþ energyþ spread.þ

Conclusionþ

Weþ haveþ presentedþ aþ detailedþ analysisþ ofþ electronþ dynamicsþ inþ theþ injectionþ andþ accelerationþ
processes.þ Withþ theþ chosenþ laserþ plasmaþ parameters,þ simulationþ resultsþ produceþ anþ electronþ
beamþ withþ Epeak ofþ 65.7MeV,þ aþ FWHMþ energyþ spreadþ ∆E/E ofþ 13.1% andþ aþ chargeþ ofþ
43.6 pC,þ whereþ theþ FWHMþ energyþ spreadþ isþ yetþ toþ beþ improved.þ Theþ moderateþ powerþ laserþ
pulseþ restrictsþ theþ injectionþ toþ onlyþ ionization-inducedþ injectionþ andþ aþ focalþ positionþ inþ theþ
descendingþ gradientþ ofþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ allowsþ aþ slowþ growthþ ofþ theþ vectorþ
potential,þ a0,þ delayingþ theþ ionizationþ processes,þ resultingþ inþ theþ shorteningþ ofþ theþ injectionþ
rangeþ asþ comparedþ toþ theþ plasmaþ length.þ Inþ thisþ parameterþ range,þ beamþ loadingþ effectsþ
areþ responsibleþ forþ twoþ distinctþ phenomena:þ theþ inhibitionþ ofþ theþ injectionþ processþ andþ theþ
homogenizationþ ofþ theþ energyþ distributionþ ofþ theþ trappedþ electronþ beam.þ

Byþ separatingþ injectionþ andþ accelerationþ processes,þ anþ additionalþ degreeþ ofþ controlþ isþ
gainedþ inþ theþ accelerationþ process.þ Weþ tailoredþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ startingþ fromþ
theþ positionþ ofþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ processþ upþ toþ theþ endþ ofþ theþ plasma,þ inþ orderþ toþ
accelerateþ theþ electronþ beamþ toþ aþ higherþ energyþ whileþ preservingþ itsþ energyþ spread.þ

Theþ presentedþ methodþ demonstratesþ aþ wayþ toþ optimizeþ theþ energyþ andþ theþ energyþ spreadþ
ofþ electronþ beamsþ neededþ forþ injectionþ intoþ aþ multi-stageþ plasma-basedþ accelerator.þ Otherþ
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Figureþ 5.23:þ Normalizedþ beamþ emittances,þ εx,rms (blueþ solidþ line)þ andþ εy,rms (dashedþ redþ
line)þ simulatedþ withþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ inþ Fig.þ 5.20þ withþ respectþ toþ energy.þ
Onlyþ electronsþ ofþ E ≥ 25MeV areþ depicted.þ Theþ energyþ binþ intervalþ isþ 6.7MeV.þ

beamþ parametersþ shouldþ alsoþ beþ optimizedþ beforeþ theyþ couldþ beþ usedþ inþ highþ energyþ appli-
cations,þ suchþ asþ theþ beamþ charge,þ toþ beþ increasedþ byþ atþ leastþ aþ factorþ ofþ 2,þ andþ theþ beamþ
emittance,þ toþ beþ reducedþ toþ 1mmmrad orþ less.þ Optimizationþ ofþ theseþ twoþ parametersþ whileþ
maintainingþ theþ energyþ spreadþ isþ foreseenþ throughþ tailoringþ ofþ theþ drivingþ laserþ beamþ distri-
butionþ andþ isþ theþ goalþ ofþ futureþ work.þ

Resultsþ fromþ Warpþ simulationsþ usingþ threeþ Fourierþ modesþ inþ theþ azimuthalþ Fourierþ de-
compositionþ algorithmþ showþ noþ significantþ modificationþ inþ theþ beamþ properties,þ confirmingþ
theþ accuracyþ ofþ simulationsþ usingþ twoþ Fourierþ modes,þ asþ presentedþ here.þ Theþ bestþ possi-
bleþ resultþ withþ theþ consideredþ parametersþ isþ obtainedþ usingþ theþ descendingþ gradientþ inþ theþ
longitudinalþ densityþ profile.þ Thisþ approachþ takesþ intoþ considerationþ theþ maximizationþ ofþ
theþ acceleratingþ wakefieldþ andþ theþ rephasingþ ofþ theþ electronþ beamþ toþ minimizeþ theþ FWHMþ
energyþ spread.þ Itþ isþ shownþ thatþ bothþ theþ chargeþ andþ theþ emittanceþ inþ x− andþ y− directionsþ
ofþ theþ electronþ beamþ areþ preservedþ andþ theþ FWHMþ ∆E/E isþ reduced.þ

5.3þ Extensionþ toþ higherþ energyþ electronþ beamþ
Inþ theþ previousþ section,þ weþ haveþ optimizedþ theþ longitudinalþ densityþ profile.þ Inþ theþ bestþ caseþ
whichþ involvesþ usingþ aþ linearþ densityþ down-rampþ inþ theþ accelerationþ phase,þ simulationsþ gaveþ
usþ anþ electronþ beamþ ofþ peakþ energyþ 82.6MeV,þ aþ FWHMþ energyþ spreadþ ∆E/E ofþ 11% andþ
aþ chargeþ ofþ 43.6 pC.þ Inþ thisþ section,þ weþ determineþ theþ laser-plasmaþ parametersþ thatþ allowþ
electronþ beamþ energyþ toþ extendþ toþ theþ 200MeV energyþ rangeþ whileþ maintainingþ orþ improvingþ
theþ otherþ parameters.þ Thisþ studyþ aimsþ toþ prepareþ futureþ experimentsþ atþ theþ Apollon-10Pþ
facilityþ inþ theþ CILEXþ projectþ [þ20þ].þ Preliminaryþ experimentsþ areþ carriedþ outþ atþ theþ UHI100þ
laserþ facilityþ (CEA-Saclay)þ toþ testþ andþ possiblyþ determineþ anþ optimizedþ configurationþ forþ theþ
controlþ ofþ electronþ injectionþ usingþ theþ ionization-inducedþ injectionþ mechanism,þ thatþ wouldþ
subsequentlyþ beþ implementedþ onþ Apollon-10Pþ facilityþ asþ anþ injectorþ forþ multistageþ experi-
ments.þ Atþ theþ UHI100þ laserþ facility,þ aþ Ti:Saþ laserþ systemþ deliversþ 100TW pulsesþ withþ 25 fs
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Figureþ 5.24:þ Energyþ distributionþ ofþ theþ tracedþ electronþ beamþ (þE ≥ 50MeV atþ z3)þ atþ theþ
exitþ ofþ theþ gasþ cell,þ zexit,þ theþ onsetsþ aboveþ eachþ spectrumþ showþ theþ correspondingþ tailoredþ
longitudinalþ densityþ profile:þ (a)þ withþ ELISAþ profile,þ (b)þ withþ aþ descendingþ gradient,þ (c)þ withþ
aþ plateau.þ

pulseþ duration,þ atþ 10Hz repetitionþ rate.þ Theþ laser-plasmaþ parametersþ chosenþ forþ theþ studyþ
presentedþ inþ thisþ sectionþ areþ closeþ toþ theþ onesþ ofþ thisþ facilityþ forþ comparisonþ withþ futureþ
experiments.þ

5.3.1þ Choiceþ ofþ parametersþ

Consideringþ thatþ theþ energyþ gainþ isþ ∆E = eEzLacc.þ Inþ orderþ toþ increaseþ theþ beamþ energyþ toþ ∼
200MeV,þ theþ approachþ isþ eitherþ toþ increaseþ theþ laserþ strengthþ a0 whichþ inþ turnþ increasesþ Ez,þ orþ
toþ extendþ theþ accelerationþ lengthþ Lacc,þ whichþ isþ approximatelyþ theþ dephasingþ lengthþ Ld.þ Sinceþ
theþ chosenþ injectionþ mechanismþ isþ theþ ionizationþ injection,þ aþ fineþ controlþ onþ theþ evolutionþ ofþ
a0 isþ necessaryþ toþ avoidþ continuousþ injectionþ ofþ electronsþ inþ theþ wakefield,þ inþ orderþ toþ preventþ
anyþ degradationþ ofþ theþ energyþ spreadþ ofþ theþ electronþ beam.þ Asþ observedþ inþ Fig.þ 1.10þ(b),þ theþ
ionizationþ processþ N5+ → N6+ isþ triggeredþ whenþ a0 ∼ 1.2 whereasþ N6+ → N7+ isþ triggeredþ
whenþ a0 ∼ 1.5.þ Asþ aþ result,þ theþ valueþ ofþ a0 hasþ toþ beþ keptþ moderateþ throughoutþ theþ plasmaþ
length,þ indicatingþ thatþ theþ initialþ a0 andþ theþ maximumþ electronþ numberþ densityþ onþ axisþ haveþ
toþ beþ setþ relativelyþ lowþ toþ avoidþ strongþ self-focusingþ ofþ theþ laser,þ whichþ wouldþ leadþ toþ aþ strongþ
increaseþ ofþ a0.þ Thisþ willþ alsoþ preventþ theþ injectionþ ofþ electronsþ viaþ self-injectionþ mechanism.þ
Anotherþ parameterþ thatþ allowsþ forþ theþ controlþ ofþ a0 evolutionþ isþ theþ laserþ focalþ position.þ Byþ
havingþ theþ focalþ positionþ inþ theþ down-rampþ ofþ theþ densityþ profile,þ weþ areþ ableþ toþ delayþ theþ
triggeringþ ofþ theþ ionization-inducedþ injection,þ henceþ controllingþ theþ startþ ofþ injectionþ toþ limitþ
theþ energyþ spread.þ

Theþ proposedþ longitudinalþ plasmaþ profileþ forþ thisþ studyþ considersþ aþ realisticþ geometryþ ofþ
aþ gasþ cellþ asþ shownþ byþ theþ grayþ dashedþ lineþ inþ Fig.þ 5.25þ.þ Theþ entranceþ ofþ theþ gasþ cellþ isþ
locatedþ atþ z = 1500µm andþ theþ exitþ isþ locatedþ atþ z = 3000µm.þ Aþ smoothþ up-rampþ andþ
down-rampþ ofþ theþ plasmaþ densityþ areþ includedþ toþ modelþ theþ gasþ leakageþ whenþ theþ gasþ cellþ
isþ filled.þ Theþ presenceþ ofþ theþ gradualþ increaseþ ofþ theþ plasmaþ densityþ inþ theþ gasþ cellþ canþ beþ
translatedþ asþ aþ gradualþ decreaseþ ofþ theþ plasmaþ waveþ wavelength.þ Consequently,þ injectedþ
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electronsþ willþ alwaysþ beþ keptþ atþ theþ backþ ofþ theþ bucketþ soþ thatþ theyþ alwaysþ experienceþ theþ
highestþ acceleratingþ gradientþ inþ theþ nonlinearþ plasmaþ wave.þ Thisþ longitudinalþ densityþ profileþ
canþ beþ manufacturedþ byþ makingþ theþ diameterþ ofþ theþ entranceþ largerþ thanþ theþ oneþ ofþ theþ exit.þ

Weþ haveþ seenþ inþ Sec.þ 5.2þ thatþ beamþ loadingþ effectþ hasþ aþ strongþ influenceþ inþ theþ trappingþ
andþ accelerationþ processes.þ Oneþ advantageþ ofþ theþ injectionþ throughþ ionizationþ isþ thatþ weþ
canþ getþ someþ controlþ onþ theþ dynamicþ ofþ beamþ loadingþ throughþ aþ specificþ parameter,þ whichþ isþ
theþ concentrationþ ofþ N2.þ Inþ orderþ toþ analyzeþ moreþ closelyþ theþ influenceþ ofþ thisþ parameterþ onþ
electronþ beamþ properties,þ calculationsþ wereþ performedþ byþ varyingþ theþ concentrationþ ofþ N2

betweenþ 0.5% andþ 3%,þ whileþ havingþ otherþ parametersþ keptþ constant.þ
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Figureþ 5.25:þ Evolutionþ ofþ a0 forþ differentþ CN2 withþ respectþ toþ theþ propagationþ axisþ z.þ Theþ
grayþ dashedþ lineþ showsþ aþ predictedþ longitudinalþ densityþ profile.þ Theþ shadedþ areaþ representsþ
theþ injectionþ rangeþ ofþ lengthþ ∼ 780µm.þ

Inþ Fig.þ 5.25þ isþ shownþ theþ evolutionþ ofþ a0 forþ 5þ differentþ CN2 andþ theþ sameþ longitudinalþ
densityþ profile,þ theþ maximumþ valueþ ofþ theþ freeþ electronþ densityþ beingþ ne = 4.48× 1018 cm−3.þ
Noteþ thatþ thisþ valueþ ofþ densityþ correspondsþ toþ theþ sumþ ofþ electronsþ comingþ bothþ fromþ hy-
drogenþ andþ fromþ theþ L-shellþ ofþ nitrogen.þ Hereþ again,þ weþ observeþ thatþ theþ evolutionþ ofþ a0
dependsþ stronglyþ onþ theþ longitudinalþ densityþ profile.þ a0 firstþ increasesþ slowlyþ atþ theþ up-rampþ
whereþ theþ densityþ isþ lowþ andþ whenþ theþ laserþ entersþ theþ higherþ densityþ regionþ (þz > 1500µm),þ
laserþ self-focusingþ takesþ placeþ andþ theþ a0 increasesþ toþ 3.25 atþ z = 2500µm,þ thenþ theþ laserþ
startsþ toþ diffract.þ Howeverþ theþ densityþ isþ stillþ highþ atþ z = 3000µm,þ leadingþ toþ anotherþ turnþ
ofþ self-focusing,þ thusþ weþ observeþ anþ increaseþ ofþ a0 toþ 2.37 atþ z = 3200µm beforeþ decreasingþ
tillþ z = Lplasma = 4.5mm.þ Regardlessþ ofþ CN2 ,þ theþ evolutionþ ofþ a0 isþ veryþ similar,þ implyingþ
thatþ a0 isþ weaklyþ correlatedþ toþ CN2 .þ

Inþ Fig.þ 5.25þ,þ weþ haveþ indicatedþ byþ aþ shadedþ areaþ theþ electronþ injectionþ rangeþ ofþ 780µm
wide,þ startingþ fromþ z = 2100µm.þ Noþ furtherþ injectionþ inþ theþ firstþ bucketþ isþ detectedþ afterþ
2880µm dueþ toþ beamþ loadingþ effects.þ Evidenceþ willþ beþ givenþ inþ theþ followingþ paragraphsþ
toþ demonstrateþ thatþ theþ inhibitionþ ofþ electronþ injectionþ inþ theþ wakefieldþ isþ dueþ toþ beamþ
loadingþ effects.þ Theseþ electronsþ areþ thenþ acceleratedþ inþ theþ remainingþ plasmaþ lengthþ toþ
attainþ 200MeV.þ
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Tableþ 5.3.1þ showsþ aþ summaryþ ofþ theþ parametersþ usedþ inþ ourþ calculations.þ Noteþ thatþ forþ
thisþ preliminaryþ study,þ weþ areþ interestedþ inþ theþ energyþ andþ trappedþ chargeþ ofþ theþ injectedþ andþ
acceleratedþ electronþ beam,þ theþ numericalþ resolutionþ inþ bothþ directionsþ areþ fixedþ atþ relativelyþ
lowþ valuesþ soþ thatþ resultsþ canþ beþ obtainedþ inþ aþ shorterþ time.þ

Tableþ 5.3:þ Listþ ofþ parameters.þ

Plasmaþþ lengthþþ Lplasma 4.5mm
Laserþþ profileþþ bi−Gaussiana

Peakþþ normalizedþþ laserþþ
amplitudeþþ a0(zf ) 1.5

Laserþþ wavelengthþþ λ0 0.8µm
Laserþþ spotþþ radiusþþ atþþ 1/e2 rL 16.1µm
Laserþþ durationþþ (FWHM)þþ τ 23.78 fs
Laserþþ focalþþ positionþþ zf 3mm

Laserþþ polarizationþþ linearþþ
(inþþ y−direction)þþ

Numberþþ ofþþ Fourierþþ modesþþ 2
Numberþþ ofþþ particles/cellþþ 64macro
Cellþþ sizeþþ inþþ rþþ ∆r λ0/2
Cellþþ sizeþþ inþþ zþþ ∆z λ0/20

aGaussianþ inþ temporalþ andþ spatialþ profilesþ

Tableþ 5.4þ showsþ CN2 andþ theþ correspondingþ atomicþ densityþ ofþ theþ gasþ mixture.þ Thisþ
atomicþ densityþ isþ determinedþ suchþ thatþ theþ totalþ electronþ numberþ ofþ theþ backgroundþ plasmaþ
remainsþ theþ sameþ afterþ ionizationþ processesþ forþ theþ differentþ gasþ compositionsþ studied.þ Forþ
example,þ weþ setþ theþ atomicþ densityþ (nat)(3%N2) (theþ subscriptþ 3%N2 refersþ toþ theþ gasþ compo-
sitionþ 97.0%H2+3.0%N2)þ toþ 4× 1018 cm−3.þ Whenþ allþ L-shellþ electronsþ ofþ theþ nitrogenþ atomþ
areþ ionized,þ theþ backgroundþ plasmaþ hasþ anþ electronþ densityþ ofþ (1 × 0.97 + 5 × 0.03)(nat) =
4.48 × 1018 cm−3.þ Weþ canþ nowþ deduceþ theþ requiredþ initialþ (nat)(2%N2) suchþ thatþ theþ back-
groundþ plasmaþ hasþ theþ sameþ electronþ densityþ ofþ 4.48× 1018 cm−3:þ

(1× 0.98 + 5× 0.02)(nat)(2%N2) = 4.48× 1018 cm−3

(nat)(2%N2) = 4.148× 1018 cm−3.

Tableþ 5.4:þ Atomicþ densityþ onþ axisþ forþ eachþ gasþ compositionþ

Gasþþ compositionþþ Atomicþþ densityþþ
(nat) [×1018 cm−3]

99.5%H2 + 0.5%N2 4.391
99.0%H2 + 1.0%N2 4.307
98.5%H2 + 1.5%N2 4.226
98.0%H2 + 2.0%N2 4.148
97.0%H2 + 3.0%N2 4.0
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5.3.2þ Electronþ beamþ propertiesþ

Simulationsþ correspondingþ toþ differentþ CN2 asþ shownþ inþ Tableþ 5.4þ wereþ carriedþ out.þ Inþ thisþ
section,þ weþ presentþ theþ propertiesþ ofþ theþ resultingþ electronþ beam.þ

Electronþ beamþ chargeþ

Weþ evaluateþ theþ injectedþ andþ acceleratedþ electronþ beamþ charge.þ Fig.þ 5.26þ showsþ theþ relationþ
betweenþ theþ beamþ chargeþ andþ theþ plasmaþ lengthþ forþ allþ CN2 .þ Theþ injectedþ beamþ chargeþ isþ
evaluatedþ forþ electronsþ thatþ satisfyþ theþ trappingþ condition,þ H < Hs andþ areþ containedþ inþ theþ
FWHMþ ofþ theþ electronþ beamþ energyþ distribution.þ
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Figureþ 5.26:þ Evolutionþ ofþ theþ trappedþ beamþ chargeþ withþ respectþ toþ theþ plasmaþ lengthþ z forþ
differentþ CN2 .þ Theþ beamþ chargeþ isþ evaluatedþ forþ electronsþ thatþ satisfyþ theþ trappingþ condition,þ
H < Hs andþ areþ containedþ inþ theþ FWHMþ ofþ theþ electronþ beamþ energyþ distribution.þ

Fig.þ 5.26þ showsþ that,þ atþ theþ earlyþ stageþ ofþ theþ interaction,þ theþ chargeþ exhibitsþ aþ peakþ forþ
positionþ z < 3000µm forþ casesþ withþ CN2 > 0.5%,þ weþ alsoþ observeþ thatþ theþ higherþ theþ N2

concentration,þ theþ higherþ theþ acceleratedþ electronþ beamþ charge.þ Thisþ peakþ chargeþ isþ followedþ
byþ aþ decreaseþ ofþ theþ trappedþ electronþ beamþ chargeþ versusþ z,þ dueþ toþ beamþ loadingþ effects.þ
Inþ factþ theþ spaceþ chargeþ ofþ theþ trappedþ electronþ beamþ cancelsþ theþ laser-drivenþ wakefield,þ
inhibitingþ furtherþ injectionþ ofþ electrons.þ Inþ additionþ toþ saturatingþ theþ amountþ ofþ trappedþ
charge,þ theþ initiallyþ injectedþ electronsþ areþ lostþ asþ z increases.þ Thisþ canþ beþ explainedþ byþ
studyingþ theþ injectionþ volumeþ inþ phaseþ space.þ Duringþ theþ injectionþ process,þ theþ injectionþ
volumeþ inþ phaseþ spaceþ isþ large,þ electronsþ thatþ satisfyþ theþ trappingþ conditionþ areþ trappedþ andþ
acceleratedþ inþ oneþ ofþ theþ trappingþ orbitsþ dependingþ onþ theþ phaseþ ofþ theirþ ionization.þ Beamþ
loadingþ effectsþ shrinkþ theþ injectionþ volume,þ causingþ electronsþ previouslyþ trappedþ nearþ theþ
separatrixþ toþ beþ removedþ fromþ theþ trappingþ orbits.þ Theseþ findingsþ areþ inþ agreementþ withþ theþ
findingsþ inþ [þ82þ].þ Inþ aþ secondþ phaseþ ofþ theþ accelerationþ process,þ theþ chargeþ remainsþ constantþ
startingþ fromþ z = 3300µm tillþ theþ exitþ ofþ theþ plasmaþ atþ z = Lplasma.þ Atþ z = 4.5mm,þ theþ
chargeþ evaluatedþ forþ CN2 > 0.5% isþ Q = 31 pC whereasþ forþ CN2 = 0.5%,þ theþ beamþ chargeþ isþ
Q = 26.3 pC.þ Asþ aþ consequenceþ ofþ aþ lowerþ charge,þ beamþ loadingþ effectsþ areþ lessþ significant.þ
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Figureþ 5.27:þ Normalizedþ Ey,þ Ez fieldsþ andþ E forþ twoþ nitrogenþ concentrationþ toþ showþ evidenceþ
ofþ beamþ loadingþ effectsþ forþ differentþ CN2 :þ (a)þ CN2 = 0.5%,þ (b)þ CN2 = 2%.þ Theþ beamþ loadingþ
effectsþ areþ moreþ importantþ inþ (b)þ thanþ inþ (a)þ asþ theþ generatedþ spaceþ chargeþ fieldþ byþ trappedþ
electronsþ hasþ distortedþ theþ plasmaþ waveþ fieldþ toþ theþ pointþ itþ changesþ itsþ sign.þ

Fig.þ 5.27þ showsþ theþ normalizedþ Ey,þ Ez fieldsþ andþ E forþ twoþ CN2 :þ (a)þ CN2 = 0.5%,þ (b)þ
CN2 = 2%.þ Inþ bothþ cases,þ theþ longitudinalþ lengthþ ofþ theþ relativisticþ electronþ bunchþ lengthþ
isþ comparableþ toþ theþ characteristicþ lengthþ ofþ theþ fieldþ variation,þ implyingþ thatþ theþ electronþ
bunchþ isþ sensitiveþ toþ anyþ variationþ inþ theþ acceleratingþ field.þ Weþ observeþ aþ bumpþ inþ theþ
acceleratingþ wakefield,þ Ez (inþ red)þ atþ z = 3162µm inþ Fig.þ 5.27þ(a)þ andþ z = 3158µm inþ
Fig.þ 5.27þ(b)þ dueþ toþ beamþ loadingþ effects.þ Inþ fact,þ aþ significantþ amountþ ofþ electronsþ isþ trappedþ
inþ theþ wakefield,þ andþ theyþ inþ turnþ generateþ aþ spaceþ chargeþ fieldþ thatþ isþ largerþ thanþ theþ plasmaþ
waveþ electrostaticþ field.þ Inþ Fig.þ 5.27þ(b),þ thisþ spaceþ chargeþ fieldþ isþ soþ largeþ thatþ itþ altersþ theþ
signþ ofþ Ez.þ Electronsþ thatþ areþ locatedþ inþ thisþ positiveþ Ez willþ nowþ beþ removedþ fromþ theþ
acceleratingþ structureþ andþ theirþ energyþ diminishes.þ

Electronþ beamþ energyþ distributionþ

Theþ electronþ beamþ energyþ distributionþ isþ analyzedþ atþ z = Lplasma.þ Fig.þ 5.28þ showsþ theþ chargeþ
densityþ ofþ theþ acceleratedþ electronþ beamþ asþ aþ functionþ ofþ electronþ energyþ forþ eachþ CN2 .þ Theþ
electronþ energyþ spansþ fromþ 100 toþ 300MeV.þ Theþ energyþ cutoffþ atþ 100MeV isþ determinedþ
followingþ theþ sameþ analysisþ asþ discussedþ inþ Sec.þ 5.2.2þ.þ

Fig.þ 5.28þ showsþ that,þ forþ CN2 > 0.5%,þ theþ electronþ spectraþ peakþ aroundþ 229.1−244.5MeV,þ
whereasþ forþ CN2 = 0.5%,þ theþ electronþ spectrumþ peaksþ aroundþ 261.3MeV.þ Spectraþ forþ theþ
casesþ withþ strongþ beamþ loadingþ effectsþ (þCN2 > 0.5%)þ areþ veryþ similarþ whereasþ theþ caseþ
withþ weakþ beamþ loadingþ effectsþ (þCN2 = 0.5%)þ exhibitsþ aþ higherþ electronþ beamþ peakþ energy.þ
Thisþ againþ isþ tiedþ toþ theþ distortionþ ofþ theþ laser-drivenþ wakefieldþ dueþ toþ beamþ loadingþ effects.þ
Thisþ distortionþ causesþ aþ diminutionþ inþ theþ acceleratingþ fieldþ experiencedþ byþ theþ injectedþ
electrons,þ resultingþ inþ lowerþ electronþ beamþ peakþ energyþ inþ theþ caseþ withþ strongþ beamþ loadingþ
effects.þ Theþ exactþ valueþ ofþ theþ electronþ beamþ peakþ energyþ andþ theþ energyþ spreadþ evaluatedþ
atþ z = Lplasma correspondingþ toþ theþ differentþ gasþ compositionþ isþ givenþ inþ Tableþ 5.5þ.þ

Inþ Fig.þ 5.29þ(a)þ isþ plottedþ theþ evolutionþ ofþ theþ injectedþ electronþ beamþ peakþ energyþ withþ
respectþ toþ theþ positionþ z accordingþ toþ theþ plasmaþ longitudinalþ densityþ profileþ forþ differentþ N2

concentrations.þ Aþ linearþ increaseþ ofþ theþ Epeak isþ observedþ forþ allþ CN2 betweenþ z = 2500µm andþ
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Figureþ 5.28:þ Eachþ lineþ showsþ theþ energyþ spectrumþ ofþ electronsþ evaluatedþ atþ z = Lplasma forþ
differentþ N2 concentrationsþ comprisedþ inþ [0.5%, 1.0%, 1.5%, 2.0%, 2.5%].þ Anþ energyþ cutoffþ
atþ 100MeV isþ applied.þ

Tableþ 5.5:þ Peakþ energy,þ Epeak andþ FWHMþ ∆E/E evaluatedþ atþ z = Lplasma.þ

Gasþþ compositionþþ Peakþþ energy,þþ Epeak (MeV) FWHMþþ ∆E/E (%)
99.5%H2 + 0.5%N2 261.3þþ 15.9þþ
99.0%H2 + 1.0%N2 244.5þþ 10.3þþ
98.5%H2 + 1.5%N2 236.1þþ 9.5þþ
98.0%H2 + 2.0%N2 232.3þþ 10.3þþ
97.0%H2 + 3.0%N2 229.1þþ 12.0þþ

z = 3160µm,þ theþ acceleratingþ fieldþ Ez,þ forþ CN2 = 0.5% isþ 228GV/m,þ andþ forþ CN2 > 0.5%
ofþ theþ orderþ ofþ 215GV/m.þ Epeak remainsþ constantþ forþ z > 3600 µm becauseþ theþ laser-
drivenþ acceleratingþ wakefieldþ isþ becomingþ weakþ dueþ toþ theþ densityþ down-ramp.þ Theþ linearþ
increaseþ ofþ Epeak withþ respectþ toþ z canþ beþ usedþ asþ aþ scalingþ lawþ toþ tuneþ theþ electronþ bunchþ
peakþ energy.þ Forþ instance,þ inþ theþ EuPRAXIAþ project,þ theþ requiredþ energyþ rangeþ ofþ theþ
electronþ bunchþ forþ theþ injectorþ isþ 150MeV.þ Toþ achieveþ thisþ usingþ theþ scalingþ law,þ weþ haveþ
toþ reduceþ theþ accelerationþ lengthþ toþ 3000µm,þ howeverþ theþ energyþ spreadþ mightþ beþ larger,þ
e.gþ ∆E/E = 13% forþ CN2 = 1.5% atþ z = 3000µm.þ Inþ practice,þ weþ canþ tailorþ theþ densityþ ofþ
theþ accelerationþ phaseþ z > 2880µm ofþ theþ densityþ profileþ (Fig.þ 5.25þ)þ byþ removingþ theþ regionþ
betweenþ z = 3000µm andþ z = 3500µm,þ resultingþ inþ aþ steeperþ down-rampþ andþ aþ shorterþ
plasmaþ length.þ

Fig.þ 5.29þ(b)þ showsþ theþ evolutionþ ofþ theþ injectedþ electronþ beamþ FWHMþ energyþ spreadþ
withþ respectþ toþ theþ plasmaþ lengthþ z forþ differentþ N2 concentrations.þ FWHMþ ∆E/E decreaseþ
inþ allþ casesþ betweenþ z = 2500µm andþ z = 3240µm,þ thenþ plateau-offþ forþ z > 3300µm.þ Theþ
diminutionþ ofþ theþ energyþ spreadþ canþ beþ explainedþ byþ theþ followingþ causes:þ

•þ theþ distortionþ ofþ theþ laser-drivenþ wakefieldþ dueþ toþ beamþ loadingþ effectsþ removeþ electronsþ
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thatþ areþ trappedþ nearþ theþ separatrix.þ Therefore,þ byþ gettingþ ridþ ofþ theseþ lowþ energyþ
electrons,þ theþ energyþ spreadþ isþ improved.þ

•þ theþ injectionþ ofþ electronsþ inþ theþ wakefieldþ isþ inhibitedþ whenþ beamþ loadingþ becomesþ
significantþ asþ observedþ inþ Fig.þ 5.26þ,þ thisþ willþ eliminateþ theþ growthþ ofþ FWHMþ ∆E dueþ
toþ injection.þ Moreover,þ dueþ toþ beamþ loading,þ theþ variationþ withþ z ofþ theþ longitudinalþ
fieldþ isþ smaller,þ yieldingþ anþ additionalþ reductionþ inþ theþ growthþ ofþ FWHMþ ∆E .þ Simul-
taneously,þ electronsþ areþ acceleratedþ onceþ theyþ getþ injectedþ inþ theþ wakefield,þ leadingþ toþ
theþ increaseþ ofþ Epeak,þ resultingþ inþ anþ improvedþ ratioþ ∆E/Epeak.þ
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Figureþ 5.29:þ Evolutionþ ofþ theþ injectedþ (a)þ electronþ beamþ peakþ energy,þ Epeak,þ (b)þ electronþ
beamþ FWHMþ energyþ spread,þ ∆E/E withþ respectþ toþ theþ plasmaþ lengthþ z forþ differentþ N2

concentrationþ comprisedþ inþ [0.5%, 1.0%, 1.5%, 2.0%, 2.5%].þ

Theþ FWHMþ ∆E/E remainsþ quasi-constantþ forþ z > 3300µm becauseþ electronsþ experi-
enceþ aþ weakerþ laser-drivenþ acceleratingþ fieldþ dueþ toþ theþ densityþ down-ramp.þ Asþ shownþ inþ
Fig.þ 5.29þ(a),þ electronsþ areþ notþ gainingþ muchþ energyþ beyondþ thisþ plasmaþ length.þ

Amongþ allþ CN2 ,þ theþ caseþ withþ CN2 = 0.5% deliversþ anþ acceleratedþ electronþ beamþ withþ
theþ lowestþ chargeþ andþ theþ highestþ energyþ spread,þ thereforeþ itþ isþ notþ theþ mostþ optimalþ con-
centration.þ Withþ higherþ CN2 ,þ weþ areþ ableþ toþ increaseþ theþ beamþ chargeþ andþ reduceþ theþ energyþ
spreadþ dueþ toþ beamþ loadingþ effects.þ Sinceþ theþ acceleratedþ electronþ beamþ inþ theseþ casesþ haveþ
veryþ similarþ chargeþ andþ peakþ energy,þ weþ thereforeþ considerþ theþ caseþ thatþ offersþ theþ smallestþ
energyþ spread.þ Fromþ Tableþ 5.5þ,þ weþ seeþ thatþ CN2 = 1 − 2% correspondsþ toþ ourþ optimumþ
configuration.þ Theþ followingþ isþ aþ moreþ detailedþ studyþ devotedþ toþ thisþ case.þ

5.3.3þ Detailedþ studyþ withþ CN2
= 1.5%

Forþ thisþ studyþ withþ CN2 = 1.5%,þ inþ orderþ toþ getþ accurateþ resultsþ forþ allþ theþ characteristicsþ ofþ
theþ acceleratedþ electronsþ weþ performedþ aþ newþ calculationþ withþ aþ highþ accuracy.þ Inþ particularþ
theþ gridþ sizesþ inþ bothþ directionsþ haveþ beenþ reduced:þ Nz/λ0 = 50 andþ Nr/λ0 = 6.þ Thisþ isþ
necessaryþ toþ ensureþ theþ convergenceþ ofþ theþ results,þ asþ emphasizedþ inþ Chapterþ 4þ.þ
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Figureþ 5.30:þ Theþ blueþ dashedþ lineþ showsþ theþ energyþ spectrumþ ofþ electronsþ fromþ N5+ → N6+,þ
whereasþ theþ red,þ dashed-dottedþ lineþ showsþ theþ energyþ spectrumþ ofþ electronsþ fromþ theþ ion-
izationþ ofþ N6+ → N7+.þ Theþ blackþ solidþ lineþ representsþ theþ sumþ ofþ theþ twoþ spectra.þ Onlyþ
K-shellþ electronsþ contributeþ toþ theþ electronþ beamþ energyþ spectrumþ atþ zexit.þ Otherþ electronsþ
areþ notþ trappedþ butþ contributeþ toþ buildingþ theþ plasmaþ wake.þ Anþ energyþ cutoffþ atþ 100MeV
isþ applied.þ

Fig.þ 5.30þ showsþ theþ electronþ beamþ energyþ distributionþ givenþ atþ z = Lplasma = 4.5mm.þ
Theþ chargeþ densityþ ofþ theþ acceleratedþ electronþ beamþ isþ plottedþ asþ aþ functionþ ofþ electronþ
energy.þ Electronsþ areþ taggedþ inþ theþ simulation,þ thereforeþ weþ areþ ableþ toþ traceþ theþ originþ
ofþ theseþ injectedþ electrons.þ Inþ blueþ isþ theþ contributionþ ofþ theþ 6th electrons,þ inþ redþ isþ theþ
contributionþ ofþ theþ 7th electronsþ andþ inþ blackþ isþ theþ sumþ ofþ bothþ contributions.þ Onlyþ K-shellþ
electronsþ areþ injectedþ intoþ theþ wakefield.þ Noteþ thatþ theþ highþ energyþ electronsþ thatþ populateþ
theþ peakþ areþ theþ 6th electrons.þ

Asþ comparedþ toþ Fig.þ 5.28þ,þ Epeak isþ nowþ 240.9MeV andþ itsþ correspondingþ dQ/dE hasþ
decreasedþ byþ aþ factorþ ofþ 20%.þ Theþ FWHMþ energyþ spreadþ hasþ increasedþ toþ 12%;þ theþ totalþ
charge,þ however,þ remainsþ atþ ∼ 30 pC consideringþ electronsþ containedþ inþ theþ FWHMþ ofþ theþ
energyþ distribution.þ

Beamþ emittanceþ

Hereþ weþ evaluateþ theþ beamþ emittanceþ ofþ theþ electronþ beamþ atþ z = Lplasma.þ Consider-
ingþ allþ electronsþ containedþ inþ theþ FWHMþ energyþ spread,þ E ∈ [221.2, 248.6]MeV,þ εx,rms =
4.2mmmrad,þ εy,rms = 4.4mmmrad.þ Weþ deduceþ alsoþ theþ transverseþ rmsþ divergence,þ θx,rms =
5.3mrad,þ θy,rms = 5.5mrad.þ Contraryþ toþ theþ previousþ caseþ inþ Sec.þ 5.2þ,þ theþ emittanceþ andþ
divergenceþ areþ ofþ theþ sameþ orderþ ofþ magnitudeþ inþ bothþ directions.þ Thisþ canþ beþ explainedþ byþ
theþ spaceþ chargeþ effectþ (seeþ Figþ 5.32þ).þ

Figs.þ 5.31þ(a)þ andþ 5.31þ(b)þ showsþ theþ emittanceþ withþ respectþ toþ electronþ energyþ evaluatedþ
atþ z = Lplasma.þ Theþ emittanceþ alongþ theþ x− andþ y−axesþ areþ roughlyþ constantþ withþ respectþ
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5.3.þ Extensionþ toþ higherþ energyþ electronþ beamþ
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Figureþ 5.31:þ Emittanceþ ofþ theþ electronþ bunchþ atþ theþ exitþ ofþ theþ plasma,þ z = Lplasma,þ asþ aþ
functionþ ofþ electronþ energyþ inþ (a)þ x− andþ inþ (b)þ y−directions.þ Insetsþ ofþ (a)þ andþ (b)þ representþ
theþ distributionþ ofþ electronsþ containedþ inþ theþ FWHMþ energyþ spreadþ inþ (þx, px)þ andþ inþ (þy, py)þ
phaseþ space.þ Theþ colorþ barsþ representþ theþ electronþ densityþ normalizedþ toþ itsþ maximum.þ

toþ electronþ energyþ andþ theþ distributionþ ofþ electronsþ inþ theþ phaseþ spaceþ inþ bothþ directionsþ areþ
alsoþ veryþ similar.þ

Fig.þ 5.32þ showsþ theþ evolutionþ ofþ theþ emittanceþ withþ respectþ toþ z forþ electronsþ thatþ areþ
containedþ inþ theþ FWHMþ energyþ spread.þ Weþ observeþ thatþ z < 3000µm,þ theþ valuesþ ofþ theþ
emittanceþ areþ closeþ toþ theþ onesþ foundþ inþ Sec.þ 5.2þ,þ thatþ isþ < 1mmmrad inþ theþ x−directionþ
andþ ∼ 2mmmrad inþ theþ y−direction.þ However,þ forþ z > 3000µm,þ weþ observeþ anþ increaseþ ofþ
theþ emittanceþ inþ bothþ directions.þ Thisþ increaseþ canþ beþ dueþ toþ severalþ effects:þ (i)þ theþ spaceþ
chargeþ field,þ (ii)þ theþ non-adiabaticþ evolutionþ ofþ theþ plasma-waveþ dueþ toþ theþ densityþ gradient,þ
(iii)þ theþ interactionþ withþ theþ tailþ ofþ theþ laserþ field;þ (iv)þ theþ numericalþ noise.þ Concerningþ
theþ spaceþ charge,þ -theþ volumeþ ofþ theþ bunchþ isþ ofþ theþ orderþ ofþ 8 × (σx × σy × σz)rms =
8 × 0.48 × 0.77 × 0.6µm3 whileþ itsþ chargeþ isþ ofþ 42.7 pC,þ leadingþ toþ anþ electronþ densityþ ofþ
aboutþ 1.5 × 1020 cm−3,þ whichþ isþ muchþ largerþ thanþ theþ plasmaþ density,þ thereforeþ theþ spaceþ
chargeþ effectþ isþ importantþ duringþ theþ accelerationþ phase.þ Evenþ atþ z = Lplasma,þ whereþ theþ
volumeþ hasþ increasedþ upþ toþ 8 × (σx × σy × σz)rms = 8 × 3.7 × 3.9 × 0.53µm3 theþ averageþ
densityþ ofþ theþ bunchþ isþ stillþ 4.4× 1018 cm−3.þ

Theþ durationþ ofþ theþ laserþ pulse,þ wasþ determinedþ fromþ theþ experimentalþ specificationþ ofþ theþ
UHI100þ facility.þ Forþ thisþ duration,þ asþ canþ beþ seenþ inþ Fig.þ 5.27þ(a-b),þ thereþ isþ someþ overlappingþ
betweenþ theþ electronþ bunchþ andþ theþ tailþ ofþ theþ laserþ pulse,þ whichþ canþ haveþ aþ non-negligibleþ
effectþ onþ theþ emittanceþ growth.þ Forþ bothþ theþ spaceþ chargeþ andþ theþ interactionþ withþ theþ
laser,þ theirþ influenceþ onþ theþ electronþ bunchþ shouldþ beþ stronglyþ reducedþ byþ theþ relativisticþ
effect.þ However,þ aþ moreþ detailedþ analysisþ isþ requiredþ whenþ consideringþ aþ combinationþ ofþ theþ
two.þ Theþ reductionþ throughþ relativisticþ effectþ isþ dueþ toþ aþ cancellationþ ofþ theþ electricþ fieldþ
contributionþ byþ theþ magneticþ fieldþ one.þ Inþ theþ FDTDþ schemeþ usedþ toþ solveþ theþ Maxwell’sþ
equations,þ theþ numericalþ implementationþ canþ leadþ toþ aþ lossþ inþ accuracyþ inþ estimatingþ thisþ
cancellation.þ Thisþ pointþ canþ onlyþ beþ tested,þ lookingþ atþ theþ convergenceþ ofþ theþ results,þ asþ
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Figureþ 5.32:þ Evolutionþ ofþ theþ emittanceþ ofþ theþ electronþ withþ respectþ toþ z.þ Inþ blueþ showsþ
εx,rms andþ inþ redþ showsþ εy,rms.þ

presentedþ inþ Chapterþ 4þ.þ Thatþ isþ whyþ aþ completeþ convergenceþ studyþ forþ ourþ consideredþ caseþ
remainsþ toþ beþ done.þ However,þ theþ presentþ calculationþ wasþ performedþ atþ highþ resolution,þ theþ
increaseþ ofþ theþ emittanceþ byþ aþ factorþ ofþ twoþ betweenþ z = 2500µm andþ z = 4500µm asþ shownþ
inþ Fig.þ 5.32þ isþ unlikelyþ toþ beþ onlyþ dueþ theþ numericalþ implementation.þ

Conclusionþ

Inþ thisþ section,þ weþ haveþ studiedþ theþ effectþ ofþ theþ concentrationþ ofþ N2 onþ theþ electronþ beamþ
properties.þ Fromþ thisþ study,þ theþ optimalþ case,þ whichþ isþ theþ caseþ withþ CN2 = 1.5% hasþ beenþ
determined.þ Thisþ concentrationþ givesþ theþ highestþ chargeþ togetherþ withþ theþ lowestþ energyþ
spread.þ Weþ thenþ providedþ aþ moreþ detailedþ analysisþ ofþ thisþ caseþ performedþ withþ aþ highþ
numericalþ resolutionþ ofþ (þNz/λ0 = 50,þ Nr/λ0 = 6).þ

Theþ principalþ findingþ isþ thatþ beamþ loadingþ effectsþ canþ beþ beneficialþ inþ helpingþ toþ inhibitþ
theþ injectionþ process,þ thereforeþ limitingþ theþ energyþ spread.þ Theþ obtainedþ resultsþ forþ theþ
chargeþ andþ forþ theþ distributionþ inþ energyþ ofþ theþ relativisticþ electronsþ areþ inþ accordanceþ withþ
theþ specificationsþ asþ statedþ inþ CiLEXþ andþ EuPRAXIAþ projects.þ Theþ flipþ sideþ ofþ theþ coinþ isþ
thatþ spaceþ chargeþ effectsþ inþ highþ N2 concentrationþ alsoþ becomeþ moreþ significant,þ resultingþ
inþ emittanceþ andþ divergenceþ growthsþ inþ theþ down-rampþ ofþ theþ longitudinalþ plasmaþ densityþ
profile.þ Theþ optimumþ valuesþ weþ getþ forþ theþ emittanceþ andþ divergenceþ atþ theþ exitþ ofþ theþ
plasma,þ z = Lplasma areþ respectivelyþ εx,rms = 4.2mmmrad,þ εy,rms = 4.4mmmrad,þ θx,rms =
5.3mrad andþ θy,rms = 5.5mrad.þ Theseþ valuesþ doþ notþ yetþ conformþ withþ theþ specificationsþ
asþ statedþ inþ CiLEXþ andþ EuPRAXIAþ projects,þ thereforeþ mitigationþ ofþ theþ emittanceþ andþ theþ
divergenceþ growthsþ willþ beþ theþ focusþ ofþ futureþ work.þ

5.4þ Conclusionþ

Inþ thisþ chapter,þ weþ haveþ shownþ thatþ Warpþ withþ theþ azimuthalþ Fourierþ decompositionþ isþ
capableþ ofþ producingþ reliableþ resultsþ forþ ionization-inducedþ injection.þ Theþ benchmarkþ thatþ
weþ haveþ doneþ withþ theþ experimentalþ resultþ ofþ theþ groupþ showsþ aþ veryþ goodþ agreement.þ
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5.4.þ Conclusionþ

Weþ proceededþ byþ usingþ theþ sameþ techniqueþ toþ optimizeþ ourþ electronþ injectorþ byþ tailoringþ
densityþ profiles.þ Inþ thisþ study,þ beamþ loadingþ effectsþ playedþ twoþ roles:þ theþ inhibitionþ ofþ theþ
injectionþ processþ andþ theþ homogenizationþ ofþ theþ energyþ distributionþ ofþ theþ trappedþ electronþ
beam.þ Thisþ resultedþ inþ theþ separationþ ofþ injectionþ andþ accelerationþ processes.þ Weþ thenþ tai-
loredþ theþ densityþ inþ thisþ accelerationþ zoneþ toþ tuneþ theþ peakþ energyþ ofþ theþ electronþ beamþ whileþ
preservingþ allþ otherþ beamþ properties.þ Theþ optimalþ caseþ isþ toþ haveþ aþ descendingþ gradientþ inþ
theþ accelerationþ zone,þ inþ whichþ weþ succeededþ inþ producingþ anþ electronþ beamþ ofþ Q = 43.6 pC,þ
Epeak = 82.6MeV,þ FWHMþ ∆E/E = 11%,þ εx,rms = 0.33mmmrad,þ εy,rms = 2.09mmmrad.þ
εy,rms isþ largerþ dueþ toþ theþ oscillationþ ofþ electronsþ inþ theþ laserþ polarizationþ (þy−direction).þ

Finally,þ weþ studiedþ theþ influenceþ ofþ theþ N2 concentrationþ onþ theþ beamþ properties.þ Inþ
thisþ study,þ weþ aimedþ toþ produceþ aþ higherþ energyþ electronþ beam,þ extendedþ toþ > 200MeV.þ Aþ
realisticþ longitudinalþ densityþ profileþ wasþ usedþ inþ theþ simulation.þ Resultsþ showþ thatþ strongþ
beamþ loadingþ effectsþ haveþ ledþ toþ electronsþ thatþ wereþ trappedþ nearþ theþ separatrixþ toþ beþ re-
movedþ andþ decelerated,þ improvingþ theþ energyþ spreadþ aroundþ theþ peakþ energyþ distribution.þ
Theþ optimalþ CN2 fromþ thisþ studyþ isþ 1.5%.þ Weþ thenþ analyzedþ inþ detailþ thisþ caseþ withþ higherþ
numericalþ resolutions.þ Asþ beamþ loadingþ effectsþ inhibitedþ theþ injectionþ process,þ theþ trappedþ
electronsþ producedþ aþ spaceþ chargeþ forceþ thatþ wasþ largerþ thanþ theþ transverseþ Lorentzþ forceþ inþ
theþ plasmaþ wave,þ resultingþ inþ emittanceþ growth.þ Theþ emittancesþ inþ bothþ transverseþ direc-
tionsþ atþ z = Lplasma areþ similar,þ εx,rms ≈ εy,rms ∼ 4.3mmmrad.þ

Theþ electronþ beamsþ generatedþ inþ Secs.þ 5.2þ andþ 5.3þ satisfyþ theþ chargeþ andþ theþ energyþ
requirementsþ specifiedþ inþ CILEXþ andþ EuPRAXIAþ projects.þ Howeverþ theþ emittanceþ isþ largerþ
thanþ theþ specifiedþ one.þ Asþ forþ futureþ work,þ optimizationþ willþ beþ carriedþ outþ toþ discoverþ aþ
configurationþ toþ lowerþ theþ emittanceþ toþ ∼ 1mmmrad.þ
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Conclusionþ

Thisþ bodyþ ofþ researchþ workþ focusesþ onþ theþ modelingþ ofþ theþ injectorþ usingþ theþ PICþ codeþ Warpþ
andþ onþ theþ numericalþ methodsþ suchþ asþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ toþ speedupþ calculationsþ
andþ theþ Perfectlyþ Matchedþ Layerþ (PML)þ toþ ensureþ theþ precisionþ inþ numericalþ calculations.þ

Theþ outcomeþ ofþ thisþ thesisþ hasþ demonstratedþ theþ efficiencyþ ofþ theþ PMLþ inþ theþ high-orderþ
FDTDþ andþ theþ pseudo-spectralþ solvers.þ Besides,þ itþ hasþ alsoþ demonstratedþ theþ convergenceþ
ofþ theþ resultsþ performedþ inþ simulationsþ usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ technique.þ Thisþ
techniqueþ speedsþ upþ simulationsþ byþ aþ largeþ factorþ (þ∼ 36)þ whileþ preservingþ theirþ accuracy.þ
Theþ modelingþ workþ inþ thisþ thesisþ hasþ allowedþ analysisþ andþ understandingþ ofþ experimentalþ
results,þ asþ wellþ asþ predictionþ ofþ resultsþ forþ futureþ experiments.þ Waysþ toþ optimizeþ theþ laser-
plasmaþ injectorþ toþ deliverþ anþ electronþ bunchþ thatþ conformsþ withþ theþ specificationsþ ofþ futureþ
acceleratorsþ wereþ alsoþ presented.þ

Mainþ findingsþ

Inþ thisþ sectionþ weþ summarizeþ theþ mainþ findingsþ ofþ thisþ thesis.þ

Convergenceþ ofþ simulatedþ resultsþ forþ aþ 100MeV stageþ inþ theþ nonlinearþ
regimeþ usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ

Simulationsþ withþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ consistþ ofþ choosingþ theþ optimalþ frameþ
ofþ referenceþ thatþ travelsþ closeþ toþ theþ speedþ ofþ lightþ inþ theþ directionþ ofþ theþ laserþ pulse.þ Theþ
directþ consequenceþ ofþ thisþ changeþ ofþ frameþ isþ theþ Lorentzþ contractionþ andþ dilationþ ofþ spaceþ andþ
time.þ Withþ theþ laserþ pulseþ wavelengthþ beingþ extendedþ andþ theþ plasmaþ lengthþ beingþ shortened,þ
theþ crossingþ timeþ betweenþ bothþ theþ componentsþ isþ alsoþ reduced,þ leadingþ toþ aþ largeþ speedup.þ
Simulationsþ ofþ externalþ injectionþ intoþ theþ wakefieldþ withþ Warpþ inþ 3Dþ Cartesianþ coordinatesþ
orþ withoutþ self-injectionþ withþ OSIRISþ usingþ azimuthalþ Fourierþ decompositionþ algorithmþ wereþ
previouslyþ studiedþ andþ theþ resultsþ obtainedþ wereþ veryþ similarþ toþ theþ onesþ obtainedþ usingþ aþ
fullþ 3Dþ PICþ codeþ inþ theþ labþ frame.þ However,þ theþ modelingþ ofþ theþ self-injectionþ regimeþ posesþ
someþ challengesþ dueþ toþ strongþ nonlinearþ particleþ dynamics.þ Inþ thisþ thesis,þ weþ modeledþ theþ
dynamicsþ ofþ self-injectedþ electronsþ inþ theþ blowoutþ regimeþ atþ aþ plasmaþ densityþ ofþ 1019 cm−3 atþ
variousþ relativisticþ factorsþ inþ theþ Lorentz-boostedþ frame.þ Theþ obtainedþ resultsþ demonstrateþ
accurateþ modelingþ ofþ theþ evolutionþ ofþ theþ plasmaþ wakefield,þ andþ ofþ electronþ bunchþ propertiesþ
suchþ asþ theþ charge,þ theþ averageþ energy,þ theþ energyþ spreadþ andþ theþ transverseþ dynamicsþ withþ
agreementþ atþ > 99% levelþ betweenþ simulationsþ usingþ variousþ relativisticþ factorþ inþ bothþ theþ
Cole-Karkkainenþ (CK)þ andþ theþ Pseudoþ Spectralþ Analyticalþ Timeþ Domainþ (PSATD)þ solvers.þ
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Conclusionþ

Efficiencyþ ofþ theþ PMLþ inþ theþ high-orderþ FDTDþ andþ theþ PSTDþ solversþ
isþ preservedþ

Bérenger’sþ Perfectlyþ Matchedþ Layerþ isþ theþ state-of-the-artþ forþ solvingþ unboundedþ electromag-
neticþ problemsþ withþ theþ FDTDþ method.þ Itþ ensuresþ wavesþ andþ disturbancesþ originatingþ withþ
theþ modelþ domainþ toþ leaveþ theþ domainþ withoutþ affectingþ theþ interiorþ solutionþ inþ aþ wayþ thatþ isþ
notþ physicallyþ realistic.þ Throughþ thisþ work,þ weþ haveþ extendedþ theþ theoreticalþ andþ numericalþ
analysisþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ ofþ theþ PMLþ toþ solversþ ofþ anyþ orderþ ofþ accuracy,þ includ-
ingþ atþ theþ limitþ ofþ theþ infiniteþ orderþ thatþ representsþ theþ pseudo-spectralþ formulations.þ Theþ
theoreticalþ andþ numericalþ analysisþ conductedþ demonstratedþ theþ preservationþ ofþ theþ efficiencyþ
ofþ theþ PMLþ forþ theþ high-orderþ FDTDþ andþ theþ PSTDþ solvers.þ Usingþ theþ PMLþ withþ aþ suitableþ
numericalþ resolutionþ andþ depthþ ofþ theþ PML,þ theþ inducedþ errorþ isþ ofþ theþ orderþ ofþ < 10−3.þ

Validationþ ofþ simulatedþ resultsþ withþ Warpþ usingþ azimuthalþ Fourierþ
decompositionþ algorithmþ

Theþ azimuthalþ Fourierþ decompositionþ algorithmþ takesþ advantageþ ofþ theþ symmetryþ ofþ theþ
laser-plasmaþ interactionþ inþ underdenseþ plasmasþ inþ cylindricalþ coordinatesþ (r, z, θ).þ Thisþ
methodþ appliesþ aþ Fourierþ decompositionþ inþ θ onþ theþ fieldsþ andþ currentsþ inþ azimuthalþ har-
monicsþ modesþ eilθ.þ Itþ offersþ aþ quasi-3Dþ descriptionþ ofþ theþ LWFAþ withþ aþ computationalþ
loadþ thatþ isþ similarþ toþ bi-dimensionalþ calculations,þ enablingþ parametricþ studiesþ toþ beþ carriedþ
out.þ Weþ haveþ modeledþ aþ laser-plasmaþ injectorþ workingþ inþ theþ ionization-inducedþ injectionþ
schemeþ withþ aþ realisticþ densityþ profileþ andþ experimentalþ laser-plasmaþ parametersþ usingþ thisþ
algorithmþ inþ Warp.þ Resultsþ fromþ theþ comparisonþ betweenþ simulatedþ andþ experimentalþ re-
sultsþ haveþ shownþ veryþ goodþ agreement.þ Aþ detailedþ analysisþ ofþ simulationþ resultsþ hasþ alsoþ
givenþ moreþ insightsþ ofþ electronþ trappingþ andþ accelerationþ processesþ whenþ ionization-inducedþ
injectionþ andþ densityþ gradientþ schemesþ areþ combined.þ

Optimizationþ ofþ theþ laser-plasmaþ injectorþ byþ tailoringþ densityþ profilesþ

Usingþ Warpþ withþ azimuthalþ Fourierþ decompositionþ algorithm,þ weþ haveþ performedþ simulationsþ
toþ optimizeþ aþ laser-plasmaþ injector.þ Laser-plasmaþ parametersþ areþ chosenþ inþ orderþ toþ achieveþ
electronþ accelerationþ inþ theþ rangeþ ofþ 50 − 200MeV,þ anþ energyþ spreadþ < 10%,þ aþ normalizedþ
emittanceþ ofþ ∼ 1mmmrad andþ aþ chargeþ ofþ ≥ 10 pC.þ Usingþ firstþ theþ laser-plasmaþ parametersþ
ofþ experimentsþ performedþ atþ theþ Lundþ Laserþ Center,þ theþ modelþ wasþ shownþ toþ reproduceþ
experimentalþ results.þ Thenþ Lplasma wasþ reducedþ andþ theþ laserþ wasþ focusedþ atþ theþ down-rampþ
ofþ theþ ELISAþ profileþ toþ delayþ theþ triggeringþ ofþ theþ ionization-inducedþ injection,þ aþ reductionþ
ofþ theþ globalþ injectionþ volumeþ wasþ achieved.þ Asþ aþ result,þ weþ obtainedþ anþ electronþ beamþ
withþ aþ FWHMþ energyþ spreadþ ofþ 13.1%,þ peakþ energyþ ofþ 65.7MeV,þ aþ chargeþ ofþ 43.6 pC andþ
normalizedþ emittancesþ ofþ εx,rms = 0.33mmmrad,þ εy,rms = 2.09mmmrad.þ Theþ differenceþ inþ
εx,rms andþ εy,rms isþ dueþ toþ theþ factþ thatþ electronsþ gainþ momentumþ underþ theþ laserþ polarizationþ
effectþ inþ theþ y−direction.þ Weþ thenþ separatedþ theþ injectionþ andþ accelerationþ processesþ toþ gainþ
anþ additionalþ degreeþ ofþ controlþ onþ theþ electronþ beamþ properties.þ Byþ tailoringþ theþ longitudinalþ
densityþ profileþ startingþ fromþ theþ positionþ ofþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ processþ upþ toþ theþ exitþ ofþ
theþ plasma,þ weþ wereþ ableþ toþ tuneþ theþ electronþ beamþ peakþ energyþ whileþ preservingþ itsþ energyþ
spread.þ Theþ bestþ possibleþ resultþ withþ theþ consideredþ parametersþ wasþ obtainedþ usingþ theþ
descendingþ gradientþ inþ theþ longitudinalþ densityþ profile,þ theþ electronþ beamþ hasþ aþ peakþ energyþ
ofþ 82.6MeV andþ aþ FWHMþ energyþ spreadþ ofþ 11%,þ theþ otherþ propertiesþ areþ preserved.þ
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Optimizationþ ofþ theþ laser-plasmaþ injectorþ byþ studyingþ theþ influenceþ
ofþ theþ N2 concentrationþ inþ theþ plasmaþ

Toþ betterþ prepareþ forþ futureþ experimentsþ atþ Apollon-10Pþ facilityþ inþ theþ frameþ ofþ theþ CILEXþ
project,þ experimentsþ areþ carriedþ outþ atþ theþ UHI100þ laserþ facilityþ atþ CEAþ Saclayþ toþ exploreþ
laser-plasmaþ configurationsþ ableþ toþ achieveþ aþ 200MeV peakþ energyþ electronþ beam.þ Simu-
lationsþ wereþ conductedþ inþ parallelþ withþ experiments.þ Parametersþ areþ chosenþ toþ beþ closeþ toþ
theþ onesþ ofþ thisþ facility.þ Fromþ theþ studyþ ofþ theþ roleþ ofþ theþ longitudinalþ densityþ profile,þ theþ
laserþ focalþ positionþ andþ theþ plasmaþ length,þ weþ gainedþ aþ betterþ understandingþ ofþ theþ dynamicsþ
ofþ ionization-inducedþ injectedþ electronsþ inþ aþ realisticþ longitudinalþ densityþ profile.þ Weþ haveþ
furtherþ studiedþ theþ influenceþ ofþ theþ concentrationþ ofþ nitrogenþ (þCN2),þ anotherþ keyþ parameterþ
forþ theþ electronþ beamþ properties.þ Weþ showedþ thatþ aþ highþ CN2 inducesþ strongþ beamþ loadingþ
effectsþ thatþ canþ limitþ theþ energyþ spreadþ aroundþ theþ peakþ energy,þ howeverþ itþ alsoþ causesþ theþ
spaceþ chargeþ effectþ toþ beþ moreþ significantþ inþ theþ acceleratedþ electronþ beam,þ resultingþ partlyþ inþ
theþ emittanceþ growthþ inþ theþ down-rampþ ofþ theþ longitudinalþ densityþ profileþ whereþ theþ plasmaþ
densityþ isþ decreasing.þ Forþ theþ optimalþ case,þ whichþ isþ withþ CN2 = 1.5%,þ theþ obtainedþ elec-
tronþ beamþ atþ theþ exitþ ofþ theþ plasma,þ z = Lplasma,þ hasþ aþ chargeþ ofþ 30.7 pC,þ aþ peakþ energyþ ofþ
240.9MeV,þ aþ FWHMþ energyþ spreadþ ofþ 12% andþ aþ normalizedþ emittanceþ ofþ ∼ 4.3mmmrad
inþ bothþ transverseþ directions.þ

Futureþ prospectsþ

Theþ researchþ workþ presentedþ inþ thisþ thesisþ hasþ openedþ upþ severalþ prospectsþ inþ theþ modelingþ
ofþ theþ laser-plasmaþ injectorþ bothþ inþ theþ numericalþ andþ physicalþ aspects.þ

Numericalþ aspectþ

Extensionþ ofþ theþ PMLþ efficiencyþ studyþ toþ theþ PSATDþ solverþ

Inþ thisþ thesis,þ weþ haveþ providedþ anþ approximativeþ theoreticalþ modelþ forþ theþ evaluationþ ofþ
theþ PMLþ efficiencyþ inþ theþ high-orderþ FDTDþ andþ theþ PSTDþ solvers.þ Followingþ thisþ work,þ
Henriþ etþ al.þ [þ192þ]þ haveþ presentedþ aþ moreþ accurateþ modelþ forþ theseþ twoþ solvers.þ Thisþ proposedþ
modelþ takesþ intoþ accountþ secondaryþ sources.þ Theþ theoreticalþ andþ numericalþ analysisþ ofþ theþ
PMLþ isþ nowþ extendedþ onþ theþ PSATDþ solver,þ theþ studyþ isþ currentlyþ underway.þ

Implementationþ ofþ theþ PMLþ inþ cylindricalþ coordinatesþ

Inþ thisþ thesis,þ weþ haveþ shownþ thatþ PICþ simulationsþ withþ azimuthalþ Fourierþ decompositionþ al-
gorithmþ areþ veryþ reliableþ toþ modelþ LWFA.þ Aþ typicalþ simulationþ requiresþ ∼ 20000 CPU-hoursþ
withþ reasonableþ numericalþ resolutions.þ Inþ theþ exploredþ configuration,þ weþ tookþ aþ transverseþ
boxþ sizeþ thatþ isþ ofþ 6.25×rL toþ avoidþ anyþ reflectionþ ontoþ theþ axisþ whenþ theþ diffractedþ laserþ fieldþ
reachesþ theþ radialþ boxþ boundary.þ Asþ aþ result,þ thisþ increasesþ significantlyþ theþ numberþ ofþ gridsþ
toþ beþ computedþ inþ theþ radialþ direction.þ Implementingþ theþ PMLþ inþ cylindricalþ coordinatesþ
basedþ onþ theþ formulationþ describedþ inþ [þ213þ]þ willþ allowþ usþ toþ reduceþ theþ numberþ ofþ gridsþ inþ
theþ radialþ direction,þ andþ subsequentlyþ computationalþ time.þ
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Conclusionþ

Convergenceþ ofþ simulatedþ resultsþ forþ aþ 1GeV stageþ inþ theþ nonlinearþ regimeþ usingþ
theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ

Convergenceþ studiesþ forþ theþ 100MeV stageþ atþ 1019 cm−3 inþ theþ nonlinearþ regimeþ haveþ shownþ
promisingþ resultsþ inþ 2-1/2Dþ simulationsþ withþ Warpþ usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ tech-
nique.þ Sinceþ theþ regimeþ currentlyþ exploredþ forþ injectorsþ isþ atþ fewþ timesþ 1018 cm−3,þ whichþ
allowsþ forþ aþ 1GeV stageþ modeling,þ performingþ aþ convergenceþ studyþ bothþ inþ theþ CKþ andþ theþ
PSATDþ solversþ atþ thisþ conditionþ willþ interestþ theþ LWFAþ community.þ Thisþ willþ encourageþ
moreþ parametricþ studiesþ withþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ asþ theþ computationalþ
costþ isþ substantiallyþ reduced.þ Furthermore,þ thisþ futureþ workþ willþ provideþ optimalþ numericalþ
parametersþ toþ produceþ accurateþ resultsþ inþ simulationsþ usingþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ tech-
niqueþ inþ theþ nonlinearþ regime.þ Weþ willþ thereforeþ beþ one-stepþ closerþ toþ performingþ aþ fullþ 3Dþ
PICþ simulationþ forþ 10GeV-stageþ andþ beyondþ forþ ourþ futureþ colliderþ application.þ

Moreþ accurateþ modelingþ ofþ theþ laser-electronþ beamþ interactionþ inþ LWFAþ simu-
lationsþ withþ ionization-inducedþ injectionþ schemeþ

LWFAþ simulationsþ withþ ionization-inducedþ injectionþ schemeþ comeþ withþ theirþ ownþ challenges.þ
Asþ canþ beþ seenþ inþ Fig.þ 5.27þ,þ thereþ isþ anþ overlapþ betweenþ theþ electronþ bunchþ andþ theþ backþ
ofþ theþ laserþ pulse,þ whichþ canþ induceþ aþ non-negligibleþ emittanceþ growthþ toþ theþ acceleratedþ
electronþ bunch.þ Inþ ourþ study,þ twoþ contributorsþ toþ thisþ emittanceþ growthþ haveþ beenþ identified:þ
theþ spaceþ chargeþ effectþ andþ theþ interactionþ ofþ theþ laserþ pulse,þ howeverþ theþ presenceþ ofþ theþ
relativisticþ effectþ shouldþ reduceþ theþ contributionþ ofþ theseþ factorsþ withþ theþ cancellationþ ofþ
theþ electricþ fieldþ byþ theþ magneticþ field.þ Inþ factþ thisþ cancellationþ mightþ notþ beþ exactþ dueþ
toþ theþ numericalþ implementationþ inþ theþ standardþ FDTDþ solver.þ Thereforeþ aþ convergenceþ
studyþ asþ presentedþ inþ Chapterþ 4þ shouldþ beþ performedþ toþ testþ outþ theþ optimalþ numericalþ
resolution.þ Anotherþ envisagedþ solutionþ isþ toþ performþ simulationsþ usingþ aþ third-orderþ accurateþ
interpolationþ methodþ toþ improveþ theþ interpolationþ ofþ theþ B−fieldþ asþ proposedþ inþ [þ67þ,þ 203þ],þ
insteadþ ofþ theþ standardþ second-orderþ accurateþ methodþ inþ time.þ

Physicalþ aspectþ

Mitigationþ ofþ theþ emittanceþ growthþ atþ theþ endþ ofþ theþ injectionþ processþ inþ aþ laser-
plasmaþ injectorþ

Whileþ modelingþ theþ currentlyþ exploredþ regimeþ forþ aþ 200MeV electronþ bunch,þ weþ haveþ en-
counteredþ anþ emittanceþ growthþ whichþ isþ partlyþ dueþ toþ theþ interactionþ betweenþ theþ laserþ pulseþ
andþ theþ acceleratedþ electronþ bunch.þ Toþ avoidþ thisþ interaction,þ oneþ solutionþ isþ toþ reduceþ theþ
laserþ durationþ andþ readjustþ theþ plasmaþ densityþ toþ satisfyþ theþ resonantþ conditionþ (þcτL ∼ λp).þ
Simulationsþ withþ aþ shorterþ pulseþ areþ currentlyþ ongoingþ andþ theyþ haveþ alreadyþ shownþ someþ
promisingþ results.þ Theþ bestþ emittanceþ valuesþ obtainedþ inþ theþ optimizationþ workþ inþ thisþ thesisþ
areþ εx = 0.33mmmrad andþ εy = 2.09mmmrad,þ whichþ areþ stillþ largerþ thanþ ∼ 1mmmrad asþ
requiredþ forþ acceleratorþ applications.þ Thusþ aþ novelþ configurationþ toþ reduceþ theþ emittanceþ toþ
∼ 1mmmrad constitutesþ oneþ ofþ theþ futureþ work.þ

Moreþ realisticþ simulationsþ withþ measuredþ laserþ spatiotemporalþ profileþ

Aþ recentþ articleþ onþ theþ space-timeþ characterizationþ ofþ ultra-intenseþ femtosecondþ laserþ beamsþ
[þ214þ]þ hasþ demonstratedþ experimentallyþ aþ spatiotemporalþ reconstructionþ ofþ theþ laserþ fieldþ
EL(r, t).þ Theseþ newþ measurementsþ allowþ anþ in-depthþ characterizationþ andþ optimizationþ ofþ
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ultra-intenseþ lasersþ andþ ultimatelyþ toþ theþ advancedþ controlþ ofþ relativisticþ motionþ ofþ electronsþ
inþ LWFA.þ Insertingþ theseþ measurementsþ inþ PICþ simulationsþ enablesþ aþ moreþ realisticþ descrip-
tionþ ofþ theþ interactionþ betweenþ laserþ andþ plasma,þ andþ providesþ aþ betterþ understandingþ ofþ theþ
experiments.þ

Modelingþ ofþ theþ couplingþ betweenþ theþ injector,þ theþ transportþ systemþ andþ theþ
acceleratorþ

Oneþ ofþ theþ keyþ objectivesþ inþ theþ designþ ofþ aþ laser-plasmaþ basedþ particleþ acceleratorþ isþ toþ
conductþ aþ start-to-endþ simulationþ ofþ theþ multi-stageþ accelerator.þ Inþ thisþ thesis,þ anþ extensiveþ
studyþ onþ theþ injectorþ hasþ beenþ conducted,þ theþ nextþ stepþ consistsþ ofþ extractingþ theþ acceleratedþ
electronþ bunchþ andþ injectingþ itþ inþ theþ transportþ system.þ Twoþ methodsþ canþ beþ consideredþ
forþ theþ modelingþ ofþ theþ transportþ system:þ theþ electrostaticþ solverþ inþ Warpþ orþ someþ particleþ
trackingþ codes.þ Forþ theþ modelingþ ofþ theþ acceleratorþ stage,þ whichþ consistsþ ofþ aþ longþ plasmaþ
mediumþ (þ∼ 1m),þ operatingþ inþ aþ quasi-linearþ regimeþ (noþ self-injectionþ shouldþ beþ expected),þ
someþ ofþ theþ suitableþ toolsþ forþ itsþ modelingþ areþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ techniqueþ [þ31þ],þ orþ
quasi-staticþ methodsþ suchþ asþ WAKEþ [þ25þ].þ
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Appendixþ Aþ

Derivationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ
atþ theþ gridþ nodesþ

Theþ explicitþ derivationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ theþ gridþ nodesþ isþ givenþ inþ thisþ
appendixþ forþ theþ secondþ orderþ case,þ whereþ weþ considerþ

Cp =

{
1 if p = 1,

0 otherwise.
(A.1þ)þ

Theþ setþ ofþ equationsþ Eqs.þ 3.37þ-3.39þ isþ solvedþ byþ firstþ differencingþ Eq.þ 3.38þ inþ time,þ givingþ

Ey
n
j+1,k+1/2 − Ey

n−1
j+1,k+1/2 = Ey

n
j,k+1/2 − Ey

n−1
j,k+1/2

+∆x
∆y

(
Ex

n
j+1/2,k+1 − Ex

n
j+1/2,k − Ex

n−1
j+1/2,k+1 + Ex

n−1
j+1/2,k

)
−∆x

∆t

(
Bz

n+1/2
j+1/2,k+1/2 − 2Bz

n−1/2
j+1/2,k+1/2 +Bz

n−3/2
j+1/2,k+1/2

)
,

(A.2þ)þ

followedþ byþ differencingþ Eq.þ 3.39þ accordingþ toþ theþ transverseþ y−directionþ

Ex
n
j+1/2,k+1 − Ex

n
j+1/2,k = Ex

n−1
j+1/2,k+1 − Ex

n−1
j+1/2,k

+Vy

(
Bz

n−1/2
j+1/2,k+3/2 − 2Bz

n−1/2
j+1/2,k+1/2 +Bz

n−1/2
j+1/2,k−1/2

)
,

(A.3þ)þ

whereþ Vy = c2∆t/∆y.þ
Eliminatingþ Ex inþ Eq.þ A.2þ byþ usingþ Eq.þ A.3þ,þ yieldsþ

Ey
n
j+1,k+1/2 − Ey

n−1
j+1,k+1/2 = Ey

n
j,k+1/2 − Ey

n−1
j,k+1/2

+∆x
∆y
Vy

(
Bz

n−1/2
j+1/2,k+3/2 − 2Bz

n−1/2
j+1/2,k+1/2 +Bz

n−1/2
j+1/2,k−1/2

)
−∆x

∆t

(
Bz

n+1/2
j+1/2,k+1/2 − 2Bz

n−1/2
j+1/2,k+1/2 +Bz

n−3/2
j+1/2,k+1/2

)
,

(A.4þ)þ

Differencingþ thenþ Eq.þ A.4þ inþ theþ x−direction,þ givesþ

Ey
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n−1
j+1,k+1/2 −Ey

n
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+∆x
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j−1/2,k+1/2

)
,

(A.5þ)þ
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Appendixþ A.þ Derivationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ theþ gridþ nodesþ

whereþ Vy = c2∆t/∆y.þ
Finally,þ Eq.þ 3.38þ isþ usedþ toþ eliminateþ Bz fromþ A.5þ,þ givingþ

Ey
n+1
j,k+1/2 − Ey

n
j,k+1/2 = Ey

n
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n−1
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n
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n
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n
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−βy ∆t
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n−1
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n−1
j−1,k+1/2

)
,

(A.6þ)þ

whereþ (þαy, βy)þ areþ givenþ inþ Eq.þ 3.13þ,þ Vy = c2∆t/∆y.þ
Expressionþ A.6þ nowþ consistsþ onlyþ ofþ Ey,þ enablingþ theþ substitutionþ ofþ aþ planeþ monochro-

maticþ travelingþ waveþ trial-solutionsþ forþ theþ evaluationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflection,þ rnode.þ
Assumingþ aþ trialþ solutionþ ofþ theþ formþ eiω∆t−i(kx∆x+ky∆y),þ andþ thatþ theþ normsþ kx andþ ky areþ
conservedþ byþ theþ transmittedþ andþ theþ reflectedþ waves,þ soþ theþ transmittedþ waveþ isþ givenþ byþ
(1 − r)eiω∆t−i(kx∆x+ky∆y),þ andþ theþ signalþ inþ frontþ ofþ theþ sliceþ inþ x−directionþ isþ definedþ asþ aþ
sumþ ofþ theþ incidentþ waveþ andþ theþ reflectedþ one,þ givingþ eiω∆t−i(kx∆x+ky∆y)−reiω∆t+i(kx∆x+ky∆y)

(whereþ r representsþ theþ coefficientþ ofþ reflection).þ
Consideringþ thatþ theþ sliceþ isþ atþ j,þ weþ haveþ

Eyn+1
j,k+1/2 = (1− r)eiω∆t−i(ky∆y/2),

Eynj,k+1/2 = (1− r)e−i(ky∆y/2),

Eyn−1
j,k+1/2 = (1− r)e−iω∆t−i(ky∆y/2),

Eynj,k+1/2 = (1− r)e−i(ky∆y/2),

Eyn−1
j,k+1/2 = (1− r)e−iω∆t−i(ky∆y/2),

Eyn−2
j,k+1/2 = (1− r)e−2iω∆t−i(ky∆y/2),

Eyn−1
j,k+3/2 = (1− r)e−iω∆t−i(3ky∆y/2),

Eyn−1
j,k−1/2 = (1− r)e−iω∆t−i(−ky∆y/2),

Eynj,k+3/2 = (1− r)e−i(3ky∆y)/2,

Eynj+1,k+1/2 = (1− r)e−i(−kx∆x−ky∆y)/2,

Eyn−1
j+1,k+1/2 = (1− r)e−iω∆t−i(−kx∆x−ky∆y)/2,

Eynj−1,k+1/2 = e−i(−kx∆x+ky∆y/2) − re−i(kx∆x+ky∆y/2),

Eyn−1
j−1,k+1/2 = e−iω∆t−i(−kx∆x+ky∆y/2) − re−iω∆t−i(kx∆x+ky∆y/2). (A.7þ)þ

Insertingþ theþ planeþ monochromaticþ traveling-waveþ trialþ solutionsþ ofþ A.7þ inþ Eq.þ A.6þ,þ andþ
solvingþ yieldsþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ theþ gridþ nodes,þ rnode.þ

rnode =
a− b cos(ky∆y)− c cos(kx∆x)

a− cos(ky∆y)− ce−ikx∆x
, (A.8þ)þ

whereþ 
a = eiω∆t − (2 + αy) + e−iω∆t(1 + 2αy) + αye

−2iω∆t,

b = 2Vy
∆t
∆y

(
1− αye

−iω∆t
)
,

c = 2βy
∆t
∆x

(
1− e−iω∆t

)
.
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Appendixþ Bþ

Derivationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ theþ
reflectionþ atþ theþ gridþ inter-nodeþ

Theþ explicitþ derivationþ ofþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ atþ theþ gridþ nodesþ isþ givenþ inþ thisþ
appendixþ forþ theþ secondþ orderþ case,þ whereþ weþ considerþ

Cp =

{
1 if p = 1,

0 otherwise.
(B.1þ)þ

Theþ setþ ofþ equationsþ Eqs.þ 3.40þ-3.44þ isþ solvedþ byþ firstþ differencingþ Eq.3.43þ.þ

Bzx
n+1/2
i+1/2,j+1/2 −Bzx

n−1/2
i+1/2,j+1/2 = α∗

x

(
Bzx

n−1/2
i+1/2,j+1/2 −Bzx

n−3/2
i+1/2,j+1/2

)
−β∗

x

(
Ey

n
i+1,j+1/2 − Ey

n
i,j+1/2 − Ey

n−1
i+1,j+1/2 + Ey

n−1
i,j+1/2

)
,

(B.2þ)þ

whereþ (þα∗
x, β

∗
x)þ areþ coefficientsþ inþ Eq.þ 3.13þ.þ

Then,þ byþ usingþ Bzx
n+1/2
j+1/2,k+1/2 = Bz

n+1/2
j+1/2,k+1/2 −Bzy

n+1/2
j+1/2,k+1/2 inþ B.3þ,þ weþ getþ
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(B.3þ)þ

Usingþ equationþ 3.44þ,þ weþ obtainþ
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(B.4þ)þ
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Inþ orderþ toþ expressþ equationþ B.4þ onlyþ byþ Bz,þ weþ eliminateþ Ey andþ Ex byþ differencingþ inþ
timeþ andþ byþ substitutingþ Ey ofþ Eq.þ 3.41þ andþ Ex ofþ Eq.þ 3.40þ,whichþ givesþ

Bz
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(B.5þ)þ

Assumingþ aþ planeþ monochromaticþ traveling-waveþ trialþ solutionþ asþ ofþ theþ formþ eiω∆t−i(kx∆x+ky∆y),þ
oneþ hasþ

Bz
n+1/2
j+1/2,k+1/2 = (1− r)eiω∆t/2−i(kx∆x+ky∆y)/2,

Bz
n−1/2
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Bz
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Bz
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Bz
n−3/2
j−1/2,k+1/2 = e−3iω∆t/2−i(−kx∆x+ky∆y/2) − re−3iω∆t/2−i(kx∆x+ky∆y/2), (B.6þ)þ

Byþ insertingþ theþ planeþ monochromaticþ traveling-waveþ trialþ solutionsþ ofþ B.6þ inþ equationþ
B.5þ,þ weþ deduceþ theþ coefficientþ ofþ reflectionþ onþ theþ inter-node,þ rinter−node.þ

rinter−node =
a− b cos(ky∆y)− c cos(kx∆x)

a− cos(ky∆y)− ce−ikx∆x
, (B.7þ)þ

whereþ 
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,
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.
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Résuméþ

L’accélérateurþ àþ baseþ deþ plasma:þ uneþ alternativeþ àþ l’accélérateurþ
conventionnelþ

L’accélérationþ parþ sillageþ laserþ (ASL)þ reposeþ surþ l’interactionþ entreþ unþ faisceauþ laserþ deþ
hauteþ intensitéþ etþ unþ plasmaþ sous-dense.þ Auþ traversþ deþ cetteþ interaction,þ leþ mouvementþ
desþ électronsþ créeþ uneþ régionþ deþ basseþ densitéþ électroniqueþ dansþ leþ plasmaþ aprèsþ leþ passageþ
duþ laser.þ Lesþ ions,þ étantþ plusþ lourdsþ queþ lesþ électrons,þ sontþ peuþ déplacésþ dansþ l’échelleþ
duþ mouvementþ d’électrons.þ Leþ champþ électriqueþ induitþ parþ cetteþ perturbationþ deþ densitéþ
électroniqueþ faitþ oscillerþ laþ densitéþ àþ l’arrièreþ duþ faisceauþ laser,þ créantþ ainsiþ uneþ ondeþ deþ
plasmaþ quiþ seþ propageþ avecþ leþ faisceauþ laser.þ

L’idéeþ d’utiliserþ unþ plasmaþ commeþ milieuþ d’accélérationþ desþ électronsþ aþ suscitéþ unþ grandþ
intérêtþ parceþ qu’ilþ peutþ supporterþ unþ grandþ champþ accélérateur,þ E0(V/m) = cmeωp/e ≈
96
√
n0(cm−3),þ avecþ ωp laþ longueurþ d’ondeþ deþ l’ondeþ plasma,þ c laþ vitesseþ deþ laþ lumière,þ me laþ

masseþ d’électron,þ e laþ chargeþ électroniqueþ etþ n0 laþ densitéþ deþ plasma.þ Ceþ champþ accélérateurþ
estþ appeléþ leþ champþ électriqueþ limiteþ deþ déferlementþ non-relativisteþ desþ plasmasþ froidsþ [þ48þ].þ Siþ
l’onþ considèreþ n0 = 1018 cm−3,þ E0 ≈ 96GV/m,þ quiþ estþ deþ troisþ ordresþ deþ grandeurþ plusþ élevéþ
queþ celuiþ d’unþ accélérateurþ radio-fréquenceþ linéaireþ conventionnel,þ rendantþ envisageableþ laþ
réalisationþ deþ futursþ accélérateursþ plusþ compacts.þ

Enþ plusþ deþ ceþ champþ accélérateurþ élevé,þ l’ondeþ deþ plasmaþ aþ pourþ uneþ longueurþ d’ondeþ
deþ λp(µm) ≈ 3.3 × 1010/

√
n0(cm−3),þ e.g.þ λp ≈ 33µm pourþ n0 = 1018 cm−3.þ Quantþ àþ laþ

longueurþ duþ faisceauþ d’électronsþ généré,þ elleþ seraþ laþ moitiéþ deþ celleþ dernière.þ Cetteþ longueurþ
estþ deþ deuxþ ordresþ deþ grandeurþ plusþ courteþ queþ celleþ duþ faisceauþ d’électronsþ généréeþ parþ lesþ
photo-injecteurs.þ Celaþ ouvreþ deþ nouvellesþ applicationsþ dansþ lesþ domainesþ quiþ nécessitentþ desþ
faisceauxþ d’électronsþ deþ courteþ durée,þ e.g.þ enþ scienceþ desþ matériaux,þ oùþ laþ courteþ duréeþ duþ
faisceauþ permetþ laþ mesureþ desþ mouvementsþ d’électronsþ enþ échelleþ atomique.þ

Ilþ yþ aþ euþ desþ progrèsþ dansþ cesþ deuxþ dernièresþ décenniesþ surþ l’ASL.þ Lesþ électronsþ ontþ puþ
atteindreþ uneþ énergieþ d’þ1GeV dansþ lesþ canauxþ àþ plasmaþ préformésþ àþ partirþ deþ laþ déchargeþ
dansþ unþ capillaire.þ Celaþ aþ étéþ démontréþ avecþ unþ faisceauþ laserþ deþ 40TW puissanceþ crêteþ
[þ12þ].þ D’autresþ expériencesþ ontþ égalementþ démontréþ uneþ accélérationþ deþ faisceauþ d’électronsþ
> 1GeV dansþ unþ plasmaþ non-préforméþ avecþ unþ laserþ deþ 200TW [þ13þ].þ Enþ utilisantþ lesþ lasersþ
deþ classeþ Petawatt,þ lesþ faisceauxþ d’électronsþ peuventþ atteindreþ 2GeV dansþ uneþ celluleþ deþ gazþ
deþ 7 cm [þ14þ].þ Leþ faisceauþ avecþ uneþ queueþ deþ 3GeV dansþ saþ distributionþ aþ étéþ observéþ dansþ
unþ systèmeþ deþ doubleþ jetsþ deþ gazþ deþ 1.4 cm [þ15þ].þ Leþ dernierþ recordþ estþ détenuþ parþ [þ132þ]þ avecþ
uneþ productionþ deþ faisceauþ d’électronsþ deþ 4.2GeV avecþ unþ laserþ deþ 16 J dansþ unþ canalþ deþ
plasmaþ guidéþ préforméþ parþ uneþ déchargeþ dansþ unþ capillaireþ deþ 9 cm.þ
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Pourþ laþ conceptionþ d’unþ collisionneurþ desþ particules,þ ilþ estþ impératifþ d’avoirþ unþ fais-
ceauþ deþ hauteþ énergieþ etþ deþ bonneþ qualité.þ Dansþ cetteþ optique,þ beaucoupþ d’effortsþ onþ étéþ
verséþ pourþ laþ productionþ desþ faisceauxþ d’électronsþ quasi-monoénergetiqueþ [þ16þ,þ 17þ,þ 18þ].þ Notreþ
groupeþ estþ impliquéþ dansþ l’optimisationþ desþ faisceauxþ d’électronsþ expérimentalementþ etþ viaþ
lesþ simulations.þ Unþ desþ objectifsþ estþ deþ déterminerþ unþ jeuþ deþ paramètresþ laser-plasmaþ pourþ
générerþ unþ faisceauþ d’électronsþ deþ petiteþ dispersionþ enþ énergie,þ convenantþ àþ l’injectionþ àþ unþ
étageþ accélérateurþ laser-plasma,þ avecþ grandeþ chargeþ etþ basseþ émittance.þ Laþ spécificationþ
deþ cesþ propriétésþ dépendþ desþ applications,þ maisþ laþ plupartþ desþ applicationsþ nécessitentþ uneþ
dispersionþ enþ énergieþ deþ < 10%,þ uneþ chargeþ deþ > 10 pC etþ uneþ émittanceþ transverseþ deþ
0.1mmmrad.þ

L’accélérateurþ laser-plasmaþ dansþ unþ schémaþ multi-étagesþ

L’accélérationþ d’unþ faisceauþ d’électronsþ dansþ unþ étageþ accélérateurþ laser-plasmaþ estþ limitéeþ
àþ uneþ longueurþ imposéeþ parþ laþ diffraction,þ l’épuisementþ duþ faisceauþ laser,þ etþ leþ déphasageþ
desþ électrons.þ Pourþ unþ plasmaþ préforméþ deþ 1m àþ n0 = 1017 cm−3,þ avecþ unþ guideþ d’onde,þ unþ
faisceauþ d’électronþ deþ 10GeV devraitþ êtreþ généréþ enþ principe.þ Toutefois,þ cetteþ énergieþ estþ
encoreþ insuffisanteþ pourþ leþ collisionneurþ desþ particules.þ Pourþ arriverþ àþ l’énergieþ suffisanteþ pourþ
unþ collisionneurþ quiþ estþ deþ l’ordreþ deþ quelqueþ TeV,þ laþ solutionþ consisteþ àþ accélérerþ ceþ faisceauþ
d’électronsþ dansþ unþ schémaþ multi-étages.þ Unþ schémaþ multi-étagesþ estþ composéþ d’unþ injecteurþ
oùþ lesþ électronsþ sontþ injectésþ dansþ leþ sillageþ laser,þ d’uneþ ligneþ deþ transportþ oùþ leþ faisceauþ
d’électronsþ deþ l’injecteurþ etþ misþ enþ formeþ etþ transportéþ àþ l’étageþ suivantþ etþ d’unþ accélérateurþ
oùþ leþ faisceauþ d’électronsþ estþ accéléréþ davantageþ àþ uneþ plusþ grandeþ énergie.þ Récemment,þ
Steinkeþ etþ al.þ ontþ réussiþ àþ couplerþ deuxþ étagesþ indépendantsþ d’ASL,þ ceciþ représenteþ uneþ
étapeþ importanteþ dansþ leþ développementþ deþ l’accélérateurþ deþ particulesþ àþ baseþ deþ plasmaþ etþ
pourþ lesþ autresþ applicationsþ nécessitantþ desþ électronsþ d’énergieþ au-delàþ deþ l’énergieþ queþ peutþ
produireþ parþ unþ seulþ étage.þ

Enþ Europe,þ plusieursþ projetsþ quiþ portentþ surþ laþ démonstrationþ d’unþ accélérateurþ multi-
étagesþ fiableþ sontþ enþ cours.þ Leþ projetþ CILEXþ (Centreþ Interdisciplinaireþ Lumièreþ Extrême)þ quiþ
aþ pourþ l’objectifþ deþ mettreþ enþ place,þ surþ leþ siteþ deþ l’Ormeþ desþ Merisiers,þ unþ centreþ deþ rechercheþ
interdisciplinaire,þ auþ meilleurþ niveauþ international,þ autourþ d’unþ laserþ multi-faisceauxþ multi-
PWþ APOLLON.þ Ceþ centreþ seraþ dédiéþ auxþ lasersþ ultra-brefsþ deþ forteþ puissanceþ (þ1PW etþ
10PW,þ ≥ 15fs)þ àþ l’étudeþ deþ l’ASLþ multi-étagesþ parmiþ d’autresþ études.þ Dansþ ceþ projet,þ unþ
premierþ laserþ créeþ uneþ ondeþ plasmaþ nonþ linéaireþ dansþ uneþ celluleþ deþ gazþ pourþ générerþ unþ
faisceauþ d’électrons.þ Ceþ faisceauþ d’électronsþ estþ ensuiteþ misþ enþ formeþ etþ transportéeþ viaþ uneþ
ligneþ deþ transportþ auþ secondþ étage,þ oùþ unþ deuxièmeþ laserþ créeþ uneþ ondeþ deþ plasmaþ quasi-
linéaireþ pourþ éviterþ laþ générationþ deþ faisceauxþ d’électronsþ secondairesþ dansþ unþ capillaireþ
diélectrique.þ Leþ capillaireþ diélectriqueþ sertþ deþ guideþ d’ondeþ laser.þ Leþ secondþ étageþ accélèreþ leþ
faisceauþ d’électronsþ duþ premierþ étageþ àþ uneþ énergieþ plusþ élevée.þ

Leþ projetþ européenþ EuPRAXIAþ [þ21þ]þ enþ estþ unþ autreþ dédiéþ àþ l’étudeþ deþ l’ASL.þ Ceþ projetþ
dureþ 4þ ans,þ débutéþ auþ 1er novembreþ 2015.þ L’objectifþ deþ ceþ projetþ estþ deþ livrerþ unþ rapportþ
d’étudesþ conceptuellesþ pourþ unþ accélérateurþ àþ baseþ deþ plasmaþ capableþ deþ générerþ unþ faisceauþ
d’électronsþ deþ 5GeV deþ qualitéþ industrielle.þ Ilþ agitþ commeþ uneþ étapeþ intermédiaireþ entreþ lesþ
expériencesþ destinéesþ pourþ laþ preuveþ deþ principeþ etþ desþ accélérateursþ ultra-compactsþ pourþ laþ
science,þ l’industrieþ ouþ laþ médecine.þ

Notreþ groupeþ estþ unþ desþ partenairesþ dansþ cesþ deuxþ projets.þ Nousþ sommesþ impliquésþ
dansþ lesþ travauxþ expérimentauxþ etþ numériquesþ surþ l’accélérationþ d’électronsþ dansþ l’ASL.þ Lesþ
expériencesþ sontþ réalisésþ àþ l’installationþ laserþ d’UHI100þ situéeþ auþ CEAþ Saclay,þ enþ France,þ etþ
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auþ centreþ deþ laserþ deþ Lundþ (LLC)þ enþ Suède.þ

Simulationsþ Particle-in-Cellþ (PIC),þ unþ outilþ pourþ l’analyseþ etþ laþ pré-
dictionþ

Troisþ catégoriesþ deþ modèlesþ plasmiquesþ peuventþ êtreþ utiliséesþ pourþ décrireþ lesþ interactionsþ
laser-plasmaþ dansþ leþ casþ d’unþ laserþ deþ hauteþ intensitéþ (deþ l’ordreþ deþ ≥ 1018W/cm2,þ etþ deþ
courteþ duréeþ (þ≤ 1ps).þ Cesþ modèlesþ sontþ lesþ modèlesþ statique,þ fluideþ etþ cinétique.þ Pourþ
décrireþ l’ASL,þ l’approcheþ cinétiqueþ estþ souventþ utilisée.þ L’approcheþ cinétiqueþ détermineþ
laþ distributionþ desþ particulesþ deþ façonþ auto-cohérente.þ Elleþ estþ souventþ utiliséeþ dansþ lesþ
simulationsþ pourþ décrireþ laþ propagationþ deþ laser,þ l’ondeþ deþ plasmaþ fortementþ nonþ linéaireþ
oùþ l’amplitudeþ desþ ondesþ estþ grande,þ avecþ laþ présenceþ desþ interactionsþ entreþ lesþ ondesþ etþ
lesþ particules,þ e.g.þ lesþ phénomènesþ deþ piégeageþ etþ duþ déferlement.þ Laþ méthodeþ PICþ estþ laþ
méthodeþ laþ plusþ utiliséeþ parmiþ toutesþ lesþ méthodesþ dansþ cetteþ approche.þ Ilþ suitþ l’évolutionþ
duþ faisceauþ laserþ surþ uneþ courteþ durée,þ associéeþ àþ laþ périodeþ deþ laserþ etþ simuleþ leþ mouvementþ
desþ particulesþ chargées,þ ouþ duþ plasmaþ enþ conséquence.þ

Dansþ l’ASL,þ laþ physiqueþ quiþ nousþ intéresseþ concerneþ l’ondeþ deþ plasmaþ généréeþ parþ leþ
faisceauþ deþ laser,þ sonþ transportþ dansþ leþ plasmaþ etþ laþ dynamiqueþ desþ électronsþ relativistesþ quiþ
sontþ piégésþ et/ouþ accélérésþ parþ l’ondeþ deþ plasma.þ L’interactionþ entreþ leþ faisceauþ d’électronsþ
etþ leþ sillageþ manifesteþ desþ effetsþ nonþ linéairesþ quiþ neþ peuventþ êtreþ prisþ enþ compteþ queþ parþ leþ
modèleþ cinétique.þ Celle-ciþ constitueþ laþ raisonþ pourþ laquelleþ laþ communautéþ travaillantþ dansþ
laþ conceptionþ etþ l’optimisationþ desþ expériencesþ deþ l’ASLþ aþ optéþ pourþ cetteþ approche.þ

Toutesþ lesþ simulationsþ dansþ cesþ travauxþ deþ thèseþ sontþ effectuéesþ avecþ leþ codeþ PICþ Warpþ
[þ22þ].þ Warpþ estþ unþ codeþ open-source,þ co-développéþ parþ leþ groupeþ menéþ parþ Dr.þ Jean-Lucþ
Vayþ auþ Laboratoireþ Nationalþ deþ Lawrenceþ Berkeleyþ (LBNL).þ C’estþ unþ codeþ tri-dimensionnel,þ
dépendantþ duþ temps,þ etþ capableþ deþ décrireþ plusieursþ espèces,þ avecþ uneþ descriptionþ duþ réseauþ
d’accélérateur.þ Depuisþ cesþ dernièresþ années,þ l’ajoutþ desþ nouveauxþ modulesþ dansþ Warpþ aþ
permisþ uneþ modélisationþ efficaceþ desþ expériencesþ deþ l’ASL.þ

Plusieursþ défisþ seþ présententþ dansþ leþ travailþ deþ laþ modélisation.þ Ilþ estþ surtoutþ importantþ
d’utiliserþ unþ schémaþ numériqueþ quiþ assureþ laþ précisionþ desþ calculsþ carþ laþ présenceþ desþ erreursþ
quiþ sontþ àþ prioriþ petitesþ s’accumulentþ dèsþ lesþ premiersþ pasþ deþ calculþ etþ celaþ pourraitþ avoirþ unþ
effetþ nonþ négligeableþ surþ lesþ propriétésþ finalesþ duþ faisceauþ d’électrons.þ Dansþ cetteþ optique,þ
beaucoupþ d’effortsþ ontþ étéþ consacrésþ pourþ dériverþ desþ nouveauxþ schémasþ numériquesþ cesþ
dernièresþ annéesþ afinþ d’améliorerþ encoreþ laþ précisionþ desþ calculs.þ Laþ plupartþ deþ cesþ schémasþ
optimiséþ sontþ implémentésþ dansþ Warpþ etþ ilsþ sontþ utiliséesþ dansþ nosþ calculs.þ Pourþ unþ schémaþ
numériqueþ donné,þ enþ géométrieþ cylindrique,þ ilþ yþ aþ troisþ paramètresþ principaux,þ quiþ jouentþ
leþ rôleþ deþ réglageþ deþ précisionþ dansþ unþ calcul:þ laþ largeurþ deþ laþ celluleþ numériqueþ ∆z,þ ∆r
dansþ laþ directionþ longitudinaleþ etþ transverse,þ etþ leþ nombreþ deþ macro-particulesþ parþ cellule.þ
Leþ pasþ deþ tempsþ étantþ fixéþ parþ ∆z,þ leþ tempsþ deþ calculþ pourþ unþ calculþ completþ estþ doncþ
proportionnelþ àþ 1/(∆z2 ×∆r).þ Unþ calculþ typiqueþ pourþ l’injecteurþ effectuéþ dansþ cetteþ thèseþ
aþ nécessitéþ ∼ 20000 d’heuresþ CPU.þ Laþ plupartþ desþ calculsþ sontþ effectuésþ avecþ uneþ résolutionþ
deþ ∆z = λ0/30 etþ ∆r = λ0/4,þ avecþ λ0 laþ longueurþ d’ondeþ laser.þ D’aprèsþ cetteþ loiþ d’échelle,þ ilþ
estþ évidentþ queþ lesþ étudesþ paramétriquesþ neþ sontþ plusþ faisablesþ avecþ desþ pasþ ∆z etþ ∆r plusþ
petits.þ Bienþ queþ nousþ puissionsþ obtenirþ quelquesþ indicationsþ àþ partirþ deþ l’expertiseþ accumuléeþ
dansþ laþ communauté,þ laþ forteþ nonþ linéaritéþ deþ notreþ problématiqueþ nousþ empêcheþ àþ obtenirþ
lesþ estimationsþ quantitativesþ deþ laþ précisionþ d’unþ calcul.þ Cetteþ précisionþ neþ peutþ êtreþ miseþ
enþ évidenceþ queþ parþ l’étudeþ deþ convergenceþ surþ unþ exempleþ d’uneþ classeþ deþ configurationþ
donnée.þ Cetteþ étudeþ deþ convergenceþ faitþ l’objetþ d’étudeþ deþ cetteþ thèse.þ Enþ générale,þ nousþ
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pouvonsþ affirmerþ queþ lesþ résolutionsþ choisiesþ dansþ nosþ calculsþ sontþ suffisantesþ pourþ évaluerþ
avecþ uneþ grandeþ précisionþ lesþ propriétésþ duþ premierþ ordreþ d’unþ faisceauþ d’électronsþ tellesþ queþ
l’énergieþ moyenneþ etþ laþ dispersionþ enþ énergie,þ parþ contreþ dansþ l’évaluationþ desþ propriétésþ
duþ secondþ ordreþ tellesþ queþ l’émittance,þ quelquesþ incertitudesþ persistent.þ Certainsþ calculsþ
pourþ desþ configurationsþ spécifiquesþ ontþ étéþ effectuésþ enþ hauteþ résolutionþ pourþ déterminerþ
précisémentþ lesþ propriétésþ duþ secondþ ordre.þ

Coucheþ absorbanteþ parfaiteþ deþ Bérengerþ (PML)þ

Laþ résolutionþ numériqueþ choisieþ aþ déjàþ imposéþ l’utilisationþ d’unþ grandþ nombreþ d’heuresþ CPUþ
pourþ uneþ simulationþ PIC.þ Afinþ deþ réduireþ ceþ nombre,þ laþ tailleþ deþ laþ boîteþ deþ simulationþ devraitþ
êtreþ réduiteþ auþ minimum.þ Pourþ ceþ faire,þ laþ conditionþ àþ frontièresþ ouvertesþ estþ importanteþ
pourþ assurerþ l’absorptionþ deþ toutesþ lesþ ondesþ sortantþ d’unþ domaineþ deþ calculþ sansþ lesþ renvoyerþ
dansþ ceþ domaine.þ Parþ exemple,þ dansþ laþ simulationþ deþ laþ propagationþ d’unþ faisceauþ laserþ deþ
puissanceþ moyenneþ dansþ unþ plasmaþ plusþ longþ queþ laþ longueurþ deþ Rayleigh,þ nousþ verronsþ leþ
faisceauþ laserþ quiþ diffracte,þ uneþ partieþ deþ cetteþ ondeþ vaþ atteindreþ lesþ interfacesþ transversesþ
duþ domaineþ deþ calcul.þ S’ilþ n’yþ aþ pasþ deþ traitementþ spécialþ auxþ interfaces,þ lesþ ondesþ deþ laserþ
seþ réfléchirontþ etþ affecterontþ lesþ composantsþ quiþ sontþ encoreþ dansþ leþ domaineþ deþ calcul.þ Uneþ
desþ implémentationsþ laþ plusþ efficaceþ pourþ résoudreþ lesþ problèmesþ àþ frontièresþ ouvertesþ estþ laþ
coucheþ absorbanteþ parfaiteþ deþ Bérengerþ (PML)þ [þ23þ].þ Laþ propriétéþ essentielleþ d’uneþ PMLþ quiþ
laþ distingueþ d’unþ matériauþ absorbantþ ordinaireþ estþ leþ faitþ qu’elleþ estþ conçueþ deþ telleþ sorteþ
queþ lesþ ondesþ incidentesþ l’atteignantþ depuisþ unþ matériauþ nonþ PMLþ neþ seþ réfléchissentþ pasþ àþ
l’interface.þ Lesþ étudesþ deþ l’efficacitéþ deþ laþ PMLþ dansþ unþ schémaþ standardþ deþ Yeeþ [þ151þ]þ ontþ
étéþ réaliséesþ maisþ nonþ pasþ systématiquementþ auxþ ordresþ élevés.þ Uneþ partieþ deþ cetteþ thèseþ
estþ doncþ dédiéeþ àþ l’étudeþ deþ l’efficacitéþ deþ laþ PMLþ implémentéeþ dansþ laþ méthodeþ FDTDþ auxþ
ordresþ élevésþ etþ dansþ laþ méthodeþ spectrale.þ

Pourþ cetteþ étudeþ deþ l’efficacité,þ nousþ avonsþ mesuréþ àþ partirþ desþ simulationsþ numériques,þ
lesþ coefficientsþ deþ réflexionþ d’uneþ ondeþ quiþ atteintþ laþ PMLþ dansþ deuxþ casþ deþ figure:þ (i)þ
l’ondeþ atteintþ l’interfaceþ deþ laþ PMLþ perpendiculairement,þ (ii)þ l’ondeþ atteintþ l’interfaceþ avecþ
unþ angleþ incident.þ Nousþ avonsþ égalementþ développéþ unþ modèleþ théoriqueþ pourþ estimerþ cesþ
coefficientsþ deþ réflexionþ enþ nousþ basantþ surþ l’interféromètreþ deþ Fabry-Perrot.þ Lesþ résultatsþ
obtenusþ montrentþ qu’ilþ yþ aþ unþ excellentþ accordþ entreþ lesþ résultatsþ numériquesþ etþ théoriques.þ
Deþ plus,þ ilsþ montrentþ aussiþ queþ l’efficacitéþ deþ laþ PMLþ estþ conservéeþ dansþ laþ méthodeþ FDTDþ
auxþ ordresþ élevésþ etþ dansþ laþ méthodeþ spectrale.þ Leþ modèleþ développéþ iciþ permetþ doncþ deþ
prédireþ avecþ uneþ bonneþ précisionþ lesþ coefficientsþ deþ réflexion,þ quiþ pourraþ ensuiteþ êtreþ utiliséþ
pourþ optimiserþ lesþ paramètresþ numériquesþ d’uneþ simulationþ d’ASL,þ e.g.þ leþ pasþ deþ grilleþ etþ deþ
temps,þ ainsiþ queþ l’ordreþ deþ stencilþ afinþ d’effectuerþ unþ calculþ PICþ enþ unþ tempsþ leþ plusþ courtþ
possibleþ toutþ enþ garantissantþ laþ précision.þ

Techniqueþ deþ Lorentz-boostedþ frameþ

Lesþ paragraphesþ précédentsþ nousþ apprennentþ queþ laþ plusþ petiteþ échelleþ dansþ lesþ simulationsþ
d’ASLþ estþ laþ longueurþ d’ondeþ deþ laser,þ alorsþ queþ laþ longueurþ d’ondeþ deþ plasmaþ estþ deþ 2þ àþ 3þ foisþ
plusþ grande.þ Uneþ telleþ différenceþ dansþ lesþ échellesþ poseþ unþ grandþ défiþ dansþ lesþ simulationsþ PIC.þ
Enþ effet,þ uneþ simulationþ PICþ enþ 3Dþ pourþ unþ étageþ deþ 10GeV,þ consistantþ enþ laþ propagationþ
d’unþ laserþ deþ longueurþ d’ondeþ λ0 = 0.8µm dansþ unþ plasmaþ deþ 30 cm àþ uneþ densitéþ deþ plasmaþ
deþ 1017 cm−3 nécessiteþ auþ moinsþ 1 millionþ pasþ deþ calculs.þ Avecþ laþ puissanceþ d’ordinateurþ
dontþ nousþ disposonsþ aujourd’hui,þ nousþ neþ sommesþ pasþ encoreþ enþ mesureþ deþ leþ réaliser;þ desþ
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optimisationsþ numériquesþ s’avèrentþ doncþ nécessaires.þ
Uneþ techniqueþ pourþ réduireþ leþ tempsþ deþ calculþ d’uneþ simulationþ PICþ estþ laþ techniqueþ deþ

Lorentz-boostedþ frameþ (LBF).þ Cetteþ approcheþ tireþ partiþ desþ propriétésþ deþ laþ dilatationþ etþ
laþ contractionþ d’espace-tempsþ associéesþ àþ laþ transformationþ deþ Lorentz,þ sansþ modificationþ
desþ équationsþ fondamentalesþ deþ mouvementþ desþ particulesþ ouþ deþ l’électrodynamique.þ Cetteþ
approcheþ seþ baseþ surþ laþ nonþ varianceþ deþ laþ transformationþ deþ Lorentzþ appliquéeþ auxþ deuxþ
ouþ plusþ deþ composantsþ deþ différentþ ratioþ enþ espaceþ etþ enþ tempsþ quiþ seþ croisentþ àþ uneþ vitesseþ
relativiste,þ leþ nombreþ deþ pasþ deþ calculþ estþ doncþ proportionnelþ auþ ratioþ deþ laþ plusþ grandeþ échelleþ
deþ tempsþ d’intérêtþ surþ laþ plusþ petiteþ échelle.þ Dansþ lesþ simulationsþ d’ASL,þ enþ choisissantþ uneþ
fenêtreþ quiþ seþ déplaceþ àþ laþ vitesseþ duþ groupeþ deþ laser,þ laþ longueurþ d’ondeþ deþ laserþ seraþ
dilatéþ etþ laþ longueurþ deþ plasmaþ seraþ contracté,þ parþ conséquentþ leþ tempsþ deþ croisementþ entreþ
cesþ deuxþ composantsþ seraþ raccourci,þ ainsiþ queþ leþ tempsþ deþ calcul.þ Unþ desþ objectifsþ deþ maþ
thèseþ estþ d’assurerþ queþ cetteþ techniqueþ donneþ desþ résultatsþ précis,þ lesþ étudesþ deþ convergenceþ
sontþ doncþ effectuées.þ Cetteþ étudeþ consisteþ enþ laþ comparaisonþ desþ résultatsþ présentésþ avecþ
desþ figuresþ deþ mériteþ pourþ lesþ simulationsþ effectuéesþ avecþ etþ sansþ laþ techniqueþ deþ Lorentz-
boostedþ frameþ enþ fonctionþ deþ laþ résolutionþ numérique.þ L’étudeþ deþ convergenceþ dansþ leþ régimeþ
linéaireþ etþ nonþ linéaireþ avecþ l’injectionþ externeþ desþ électronsþ aþ étéþ réaliséeþ [þ205þ],þ etþ aþ montréþ
uneþ convergenceþ remarquable.þ Dansþ [þ202þ],þ aþ étéþ réaliséeþ laþ simulationþ deþ l’ASLþ dansþ leþ
régimeþ nonþ linéaireþ avecþ l’auto-injectionþ desþ électrons,þ lesþ résultatsþ obtenusþ montrentþ qu’ilþ
yþ aþ quelquesþ incertitudesþ avecþ laþ techniqueþ deþ Lorentz-boostedþ frame.þ Dansþ leþ cadreþ deþ maþ
thèse,þ jeþ meþ suisþ focaliséþ àþ l’étudeþ deþ convergenceþ dansþ leþ régimeþ nonþ linéaireþ avecþ l’auto-
injectionþ enþ utilisantþ laþ méthodeþ FDTDþ etþ laþ méthodeþ spectrale.þ Avecþ cetteþ étude,þ nousþ
répondonsþ auxþ troisþ problématiques:þ

•þ Est-ceþ queþ lesþ simulationsþ avecþ laþ techniqueþ deþ Lorentz-boostedþ frameþ donnentþ desþ
résultatsþ précisþ dansþ leþ régimeþ nonþ linéaireþ avecþ auto-injection?þ

•þ Est-ceþ queþ lesþ simulationsþ avecþ laþ méthodeþ FDTDþ etþ laþ méthodeþ spectraleþ convergent?þ

•þ Quelleþ estþ l’accélérationþ queþ nousþ pourrionsþ obtenir?þ

Aþ partirþ desþ résultatsþ obtenus,þ nousþ avonsþ démontréþ queþ laþ techniqueþ deþ Lorentz-boostedþ
frameþ permetþ deþ modéliserþ précisémentþ l’évolutionþ duþ champsþ deþ sillage,þ lesþ propriétésþ
duþ faisceauþ d’électronsþ tellesþ queþ l’énergieþ moyenne,þ laþ dispersionþ enþ énergieþ etþ laþ dy-
namiqueþ transverseþ avecþ 99% deþ concordanceþ pourþ lesþ résolutionsþ numériquesþ suffisantes,þ
e.g.þ Nz/λ0 = 64 sontþ obtenues.þ Laþ convergenceþ estþ atteinteþ avecþ uneþ résolutionþ plusþ faibleþ
pourþ laþ méthodeþ spectraleþ comparéeþ àþ laþ méthodeþ FDTD.þ Ilþ yþ aþ aussiþ uneþ concordanceþ àþ 99%
entreþ lesþ résultatsþ obtenusþ pourþ cesþ différentesþ méthodesþ deþ calculþ àþ laþ plusþ hauteþ résolutionþ
longitudinaleþ Nz/λ0 = 128.þ Laþ loiþ d’échelleþ deþ l’accélérationþ deþ calculþ estþ aussiþ confirmée,þ
celaþ aþ validéþ notreþ compréhensionþ deþ laþ techniqueþ deþ Lorentz-boostedþ frameþ enþ fonctionþ desþ
facteursþ relativistesþ deþ laþ fenêtreþ γb etþ Nz/λ0.þ Bienþ queþ lesþ simulationsþ dansþ ceþ régimeþ aientþ
imposéþ desþ contraintesþ surþ leþ choixþ deþ γb,þ nousþ obtenonsþ quand-mêmeþ uneþ accélérationþ sig-
nificative,þ e.g.þ S ≈ 36 avecþ γb = 3 etþ Nz/λ0 = 128 toutþ enþ gardantþ unþ faibleþ écartþ deþ moinsþ
deþ 1%.þ

Simulationþ deþ laþ dynamiqueþ d’injectionþ etþ d’accélérationþ d’électronsþ

L’activitéþ principaleþ deþ notreþ équipeþ estþ centréeþ surþ leþ développementþ desþ programmesþ ex-
périmentauxþ pourþ l’ASLþ afinþ deþ produireþ desþ faisceauxþ d’électronsþ quiþ conformentþ auxþ spéci-
ficationsþ établiesþ dansþ leþ cadreþ duþ projetþ CILEX.þ Desþ expériencesþ ontþ étéþ effectuéesþ aþ Lundþ
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Laserþ Centerþ enþ Suèdeþ etþ àþ l’installationþ d’UHI100þ auþ CEAþ Saclay.þ Lesþ simulationsþ sontþ
réaliséesþ enþ parallèleþ avecþ lesþ expériencesþ pourþ analyserþ lesþ résultatsþ expérimentauxþ etþ pourþ
prédireþ lesþ régimesþ quiþ n’ontþ pasþ encoreþ étéþ explorésþ dansþ lesþ expériences.þ Lesþ régimesþ quiþ
sontþ actuellementþ explorésþ dansþ lesþ expériencesþ sontþ fortementþ nonþ linéairesþ etþ intrinsèque-
mentþ tridimensionnels.þ Pourþ avoirþ uneþ descriptionþ réalisteþ deþ cetteþ interactionþ faitþ appelþ àþ
l’approcheþ cinétiqueþ enþ 3D.þ Lesþ simulationsþ PICþ enþ 3Dþ fournissentþ lesþ informationsþ détailléesþ
deþ l’interactionþ laserþ plasma,þ maisþ ellesþ demandentþ desþ ressourcesþ deþ calculsþ exorbitantes.þ
Uneþ alternativeþ consisteþ doncþ àþ utiliserþ lesþ modèlesþ réduits.þ

Plusieursþ modèlesþ réduitsþ avecþ approximationsþ desþ élémentsþ physiquesþ ontþ étéþ proposésþ
pourþ décrireþ l’interactionþ laser-plasmaþ dansþ leþ cadreþ d’uneþ simulationþ d’ASLþ enþ unþ tempsþ deþ
calculþ accessible.þ Parmiþ cesþ méthodesþ sontþ laþ méthodeþ deþ laþ fenêtreþ glissanteþ [þ24þ],þ lesþ méth-
odesþ quasi-statiquesþ [þ25þ,þ 26þ,þ 27þ],þ laþ méthodeþ pondéromotiveþ centreþ guidéþ (PCG)þ [þ28þ,þ 29þ]þ
pourþ laþ modélisationþ deþ laþ propagationþ duþ faisceauþ laser.þ Dansþ certainsþ cas,þ cesþ méthodesþ seþ
combinent,þ i.e.þ lesþ équationsþ duþ champþ quasi-statiqueþ sontþ intégréesþ dansþ l’approximationþ
PCGþ dansþ QuickPICþ [þ26þ,þ 27þ].þ Chacuneþ deþ cesþ méthodesþ permetþ uneþ accélérationþ parþ rapportþ
àþ laþ simulationþ PICþ complèteþ enþ 3Dþ grâceþ auxþ approximationsþ dansþ laþ descriptionþ physiqueþ
duþ système.þ Cesþ approximationsþ pourraientþ manquerþ desþ élémentsþ importantsþ enþ physique,þ
e.g.þ lesþ méthodesþ quasi-statiquesþ neþ modélisentþ pasþ correctementþ l’auto-injection,þ l’approx-
imationþ PCGþ neþ permetþ pasþ deþ modéliserþ laþ longueurþ d’épuisementþ pourþ lesþ faisceauxþ laserþ
deþ hauteþ intensité,þ l’utilisationþ deþ cesþ approximationsþ dépendraþ doncþ àþ laþ problématiqueþ
étudiée.þ Unþ autreþ modèleþ réduitþ tirantþ partiþ deþ laþ symétrieþ deþ l’interactionþ laser-plasmaþ
dansþ unþ plasmaþ sous-denseþ enþ coordonnéesþ cylindriquesþ (r, z) [þ30þ]þ aþ étéþ proposé,þ appeléþ leþ
modèleþ quasi-3D.þ Cetteþ méthodeþ estþ bienþ adaptéeþ pourþ lesþ simulationsþ d’ASLþ avecþ suppo-
sitionþ queþ leþ faisceauþ laserþ estþ quasi-symétriqueþ parþ rapportþ l’axe.þ Cetþ algorithmeþ faitþ uneþ
décompositionþ Fourierþ enþ directionþ azimutaleþ surþ lesþ champsþ etþ lesþ courantsþ lorsþ deþ laþ ré-
solutionþ desþ équationsþ deþ Maxwell.þ Leþ plusþ grandþ avantageþ deþ cetteþ approcheþ estþ qu’elleþ
permetþ uneþ descriptionþ tri-dimensionnelleþ deþ l’interactionþ laser-plasmaþ àþ unþ tempsþ deþ calculþ
comparableþ àþ celuiþ deþ laþ simulationþ PICþ enþ 2D.þ Vuþ lesþ avantagesþ deþ ceþ nouvelþ algorithme,þ
ilþ estþ utiliséþ dansþ toutesþ lesþ simulationsþ pourþ lesþ travauxþ d’analyseþ etþ d’optimisation.þ

Dansþ unþ premierþ temps,þ uneþ simulationþ avecþ leþ codeþ Warpþ enþ utilisantþ leþ modèleþ quasi-
3D,þ etþ commeþ paramètresþ d’entréesþ lesþ paramètresþ prochesþ deþ ceuxþ utilisésþ dansþ l’expérienceþ
effectuéeþ lorsþ deþ laþ campagneþ d’expériencesþ àþ LLCþ aþ étéþ réalisée.þ Cesþ expériencesþ portaientþ surþ
l’étageþ d’injecteurþ oùþ lesþ électronsþ sontþ piégésþ dansþ leþ sillageþ enþ utilisantþ leþ schémaþ d’injectionþ
parþ ionisation.þ L’expérienceþ consisteþ enþ tirantþ unþ faisceauþ deþ laserþ dansþ uneþ celluleþ deþ gazþ
deþ longueurþ variable,þ appeléeþ ELISAþ [þ32þ]þ remplieþ deþ H2 etþ quelqueþ pourcentageþ deþ N2.þ Sonþ
profilþ deþ densitéþ estþ bienþ caractériséþ expérimentalementþ etþ avecþ lesþ simulationsþ deþ typeþ fluideþ
(openFOAM).þ

Laþ confrontationþ numérique-expérienceþ montreþ queþ lesþ résultatsþ issusþ deþ laþ simulationþ etþ
deþ l’expérienceþ sontþ assezþ semblables.þ Enþ examinantþ laþ distributionþ desþ électronsþ enþ fonctionþ
d’énergieþ duþ faisceauþ d’électronsþ accélérés,þ laþ simulationþ aþ réussiþ àþ reproduireþ laþ tendanceþ
globaleþ deþ cetteþ distribution.þ Nousþ avonsþ aussiþ comparéþ leþ résultatþ d’uneþ sérieþ deþ simulationsþ
correspondantþ àþ différentsþ casþ deþ figureþ réalisésþ enþ expérience,þ ilþ yþ aþ euþ unþ trèsþ bonþ accordþ
entreþ laþ simulationþ etþ l’expérience,þ celaþ montreþ queþ leþ codeþ Warpþ avecþ leþ modèleþ quasi-3Dþ
estþ unþ outilþ fiableþ pourþ laþ modélisationþ deþ l’ASL.þ Uneþ analyseþ détailléeþ deþ laþ simulationþ aþ
égalementþ donnéþ unþ aperçuþ surþ laþ dynamiqueþ deþ piégeageþ etþ daccélérationþ d’électronsþ dansþ
leþ sillageþ dansþ leþ casþ deþ couplageþ deþ deuxþ schémasþ d’injection:þ l’injectionþ parþ ionisationþ
etþ l’injectionþ parþ gradientþ descendant,þ queþ nousþ exploiteronsþ parþ laþ suiteþ pourþ leþ travailþ
d’optimisationþ deþ faisceauþ d’électrons.þ
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Optimisationþ deþ l’injecteurþ laser-plasmaþ

Ilþ existeþ deþ nombreuxþ paramètresþ pouvantþ êtreþ optimisésþ dansþ l’ASL,þ nousþ enþ avonsþ choisiþ
deuxþ quiþ sont:þ l’influenceþ deþ gradientþ descendantþ etþ leþ pourcentageþ d’azote.þ Lesþ paramètresþ
laser-plasmaþ sontþ choisisþ deþ façonþ àþ obtenirþ unþ faisceauþ d’électronþ d’uneþ énergieþ entreþ 50−
200MeV,þ uneþ dispersionþ enþ énergieþ < 10% etþ uneþ émittanceþ normaliséeþ deþ ∼ 1mmmrad etþ
uneþ chargeþ deþ ≥ 10 pC.þ Lesþ paramètresþ laser-plasmaþ sontþ prochesþ deþ ceuxþ deþ l’expérienceþ
àþ LLCþ maisþ pourþ limiterþ laþ dispersionþ enþ énergie,þ laþ longueurþ deþ plasmaþ Lplasma estþ réduiteþ
etþ leþ laserþ estþ focaliséþ auþ gradientþ descendantþ duþ profilþ d’ELISA.þ Cesþ deuxþ ajustementsþ ontþ
pourþ objectifþ retarderþ leþ déclenchementþ deþ l’injectionþ parþ ionisation,þ parþ conséquentþ nousþ
réduisonsþ leþ volumeþ d’injection,þ ainsiþ queþ laþ dispersionþ enþ énergie.þ Laþ simulationþ avecþ ceþ jeuþ
deþ paramètresþ aþ généréþ unþ faisceauþ d’électronþ d’uneþ dispersionþ enþ énergieþ évaluéeþ enþ largeurþ àþ
miþ hauteurþ (FWHM)þ deþ 13.1%,þ uneþ énergieþ deþ pointeþ àþ 65, 7MeV,þ uneþ chargeþ deþ 43.6 pC,þ etþ
desþ émittancesþ normaliséesþ εx,rms = 0.33mmmrad etþ εy,rms = 2.09mmmrad.þ Laþ différenceþ
entreþ εx,rms etþ εy,rms estþ dueþ àþ l’effetþ deþ polarisationþ deþ laserþ selonþ laþ directionþ y,þ cetþ effetþ
aþ menéþ àþ unþ gainþ deþ momentþ desþ électronsþ dansþ cetteþ direction.þ Nousþ avonsþ ensuiteþ séparéþ
laþ partieþ d’injectionþ etþ d’accélération,þ celaþ nousþ donneþ unþ degréþ deþ libertéþ deþ plusþ surþ leþ
contrôleþ desþ propriétésþ deþ faisceauþ d’électrons.þ Enþ modifiantþ leþ profilþ deþ densitéþ longitudinalþ
àþ partirþ deþ laþ positionþ quiþ marqueþ laþ finþ deþ l’injectionþ jusqu’àþ laþ sortieþ deþ laþ celluleþ deþ gaz,þ
nousþ avonsþ puþ réglerþ l’énergieþ deþ pointeþ duþ faisceauþ d’électronsþ accéléréþ toutþ enþ conservantþ
saþ dispersionþ enþ énergie.þ Leþ meilleurþ résultatþ obtenuþ parmiþ tousþ lesþ paramètresþ considérésþ
estþ celuiþ avecþ unþ gradientþ descendantþ dansþ laþ partieþ d’accélérationþ duþ profilþ deþ densité.þ Leþ
faisceauþ d’électronsþ aþ uneþ énergieþ deþ pointeþ deþ 82.6MeV etþ uneþ dispersionþ enþ énergieþ deþ 11%,þ
lesþ autresþ paramètresþ sontþ conservés.þ

Afinþ deþ mieuxþ préparerþ lesþ futuresþ expériencesþ àþ l’installationþ Apollon-10Pþ dansþ leþ cadreþ
duþ projetþ CILEX,þ lesþ expériencesþ sontþ réaliséesþ àþ l’installationþ UHI100þ auþ CEAþ Saclayþ pourþ
explorerþ lesþ configurationsþ laser-plasmaþ capablesþ deþ générerþ unþ faisceauþ d’électronsþ avecþ uneþ
énergieþ deþ pointeþ deþ 200MeV.þ Lesþ simulationsþ sontþ effectuéesþ enþ parallèleþ avecþ lesþ expéri-
ences.þ Dansþ lesþ simulations,þ lesþ paramètresþ sontþ choisisþ deþ telleþ sorteþ qu’ilsþ soientþ prochesþ
deþ ceuxþ deþ l’installationþ UHI100.þ Lesþ étudesþ précédentesþ surþ leþ rôleþ duþ profilþ longitudinalþ deþ
densité,þ leþ pointþ focalþ duþ laserþ etþ laþ longueurþ deþ plasmaþ ontþ amélioréþ notreþ compréhensionþ
surþ laþ dynamiqueþ desþ électronsþ injectésþ parþ ionisationþ dansþ unþ profilþ longitudinalþ deþ densitéþ
réaliste.þ Ensuite,þ nousþ avonsþ étudiéþ l’influenceþ deþ laþ concentrationþ d’azoteþ (þCN2),þ unþ autreþ
paramètreþ cléþ pourþ contrôlerþ lesþ propriétésþ d’électron.þ Aþ partirþ deþ cetteþ étude,þ nousþ avonsþ
montréþ queþ quandþ CN2 estþ élevée,þ celaþ induitþ unþ fortþ effetþ chargeþ d’espaceþ quiþ dégradeþ laþ
dispersionþ enþ énergieþ autourþ deþ l’énergieþ deþ pointe.þ Toutefois,þ ilþ existeþ uneþ concentrationþ
optimale,þ dansþ notreþ cas,þ CN2 = 1.5%.þ Leþ faisceauþ d’électronsþ obtenuþ àþ laþ sortieþ deþ laþ cellule,þ
z = Lplasma aþ uneþ chargeþ deþ 30.7 pC,þ uneþ énergieþ deþ pointeþ deþ 240.9MeV,þ uneþ dispersionþ enþ
énergieþ évaluéeþ àþ FWHMþ deþ 12%,þ etþ uneþ émittanceþ normaliséeþ deþ ∼ 4.3mmmrad dansþ lesþ
deuxþ directionsþ transverses.þ

Perspectivesþ

Cesþ travauxþ deþ rechercheþ ontþ ouvertþ desþ perspectivesþ dansþ laþ physiqueþ etþ laþ modélisationþ
numériqueþ deþ l’injecteurþ laser-plasma.þ

Enþ ceþ quiþ concerneþ l’aspectþ numérique,þ nousþ pourronsþ réduireþ leþ tempsþ deþ calculþ desþ
simulationsþ d’ASLþ enþ appliquantþ laþ techniqueþ deþ Lorentz-boostedþ frameþ etþ enþ implémentantþ
laþ PMLþ enþ coordonnéesþ cylindriques.þ Afinþ deþ décrireþ lesþ structuresþ finesþ duesþ àþ l’interactionþ
laser-plasma,þ nousþ pourrionsþ opterþ pourþ uneþ implémentationþ duþ raffinementþ deþ maillage.þ
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Enþ termeþ deþ physique,þ ilþ estþ essentielþ d’améliorerþ laþ compréhensionþ deþ l’émittanceþ dansþ unþ
injecteurþ laser-plasmaþ pourþ pouvoirþ laþ réduireþ davantage.þ Dansþ lesþ futuresþ simulations,þ nousþ
mettronsþ directementþ leþ profilþ spatio-temporelþ duþ laserþ pourþ étudierþ l’influenceþ desþ défautsþ
deþ laserþ surþ lesþ propriétésþ duþ faisceauþ d’électronsþ généré.þ Parþ laþ suite,þ nousþ simuleronsþ leþ
couplageþ entreþ l’injecteur,þ laþ ligneþ deþ transportþ etþ l’accélérateurþ dansþ leþ schémaþ d’accélérateurþ
multi-étages.þ
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Nomenclatureþ

α theþ ratioþ ofþ laserþ powerþ andþ criticalþ
power,þ PL/PC

αf fineþ structureþ constantþ

σ standardþ deviationþ

A vectorþ potentialþ

a normalizedþ vectorþ potentialþ

B magneticþ fieldþ

Binc incidentþ B−fieldþ

Bref reflectedþ E−fieldþ

E electricþ fieldþ

Einc incidentþ E−fieldþ

Eref reflectedþ E−fieldþ

pf fastþ componentþ momentumþ

ps slowþ componentþ momentumþ

p momentumþ

∆EFWHM energyþ spreadþ atþ full-widthþ atþ half-
maximumþ

∆Erms root-mean-squareþ energyþ spreadþ

δn normalizedþ perturbedþ densityþ

∆t time-stepþ

∆v velocityþ differentialþ

∆x computationalþ gridþ cellþ sizeþ inþ y

∆y computationalþ gridþ cellþ sizeþ inþ y

∆z computationalþ gridþ cellþ sizeþ inþ z

ε0 permittivityþ constantþ

η adjustableþ parameterþ thatþ determinesþ
theþ fractionþ ofþ theþ plasmaþ waveþ toþ beþ
consideredþ whichþ exitsþ theþ plasmaþ atþ
theþ endþ ofþ theþ simulationþ

γ Lorentzþ factorþ

γK Keldyshþ parameterþ

γb Loretnzþ factorþ ofþ theþ Lorentz-boostedþ
frameþ

γg Lorentzþ factorþ ofþ theþ laserþ groupþ veloc-
ityþ

κ factorþ ofþ theþ dephasingþ lengthþ

λ0 laserþ wavelengthþ

λ′0 laserþ wavelengthþ inþ theþ boostedþ frameþ

λC Comptonþ wavelengthþ

λD Debyeþ lengthþ

λp plasmaþ wavelengthþ

〈E〉 meanþ energyþ

E energyþ

Epeak peakþ energyþ

`beam lengthþ ofþ theþ electronþ beamþ

CFL Courant-Friedrichs-Lewyþ

CIC Cloud-In-Cellþ

CK Cole-Karkkainenþ

DC directþ currentþ

FDTD Finite-Differenceþ Time-Dependentþ

LHS left-hand-sideþ

LWFA Laserþ Wakefieldþ Accelerationþ
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NGP Nearest-Grid-Pointþ

NSFD Non-Standardþ Finite-Differenceþ

ODE Ordinaryþ Differentialþ Equationþ

Pioniz ionizationþ probabilityþ

PDE Partialþ Differentialþ Equationþ

PIC particle-in-cellþ

PML Perfectlyþ Matchedþ Layerþ

PSATD Pseudo-Spectralþ Analyticalþ Timeþ Do-
mainþ

PSTD Pseudo-Spectralþ Time-Domainþ

RHS right-hand-sideþ

SVEA Slowlyþ Varyingþ Envelopeþ Approxima-
tionþ

TSC Triangular-Shapedþ densityþ Cloudþ

µ0 permeabilityþ constantþ

∇ nablaþ operatorþ

∇2 Laplacianþ

νc meanþ electron-ionþ collisionþ frequencyþ

ω0 laserþ frequencyþ

ωp plasmaþ frequencyþ

φ scalarþ potentialþ

Ψ wakeþ potentialþ

Ψf wakeþ potentialþ atþ trappedþ positionþ

Ψi wakeþ potentialþ atþ ionizationþ positionþ

τL laserþ durationþ

p̃ normalizedþ momentumþ

εn,rms normalizedþ emittanceþ

ϕ waveþ phaseþ

a0 maximumþ amplitudeþ ofþ theþ normalizedþ
vectorþ potentialþ

BL laserþ magneticþ fieldþ

c speedþ ofþ lightþ

CN2 concentrationþ ofþ N2

Cp Fornbergþ coefficientsþ

e elementaryþ chargeþ

EL laserþ electricþ fieldþ

Ez,max maximumþ electricþ fieldþ amplitudeþ ofþ
theþ plasmaþ waveþ

H Harrisþ functionþ

i imaginaryþ numberþ

Ia electronþ bindingþ strengthþ

K focusingþ constantþ

k0 laserþ wavenumberþ

kB Boltzmannþ constantþ

kp plasmaþ wavenumberþ

l azimuthalþ harmonicþ modeþ

L′
plasma lengthþ ofþ theþ plasmaþ structureþ inþ theþ

boostedþ frameþ

l0 laserþ lengthþ

Ld electronþ dephasingþ lengthþ

Ls densityþ scaleþ lengthþ

Lacc accelerationþ lengthþ

Lcell gasþ cellþ lengthþ

Lpd pumpþ depletionþ lengthþ

Lplasma lengthþ ofþ theþ plasmaþ structureþ

Lz interactionþ lengthþ

me electronþ massþ

n0 plasmaþ densityþ orþ ambientþ electronþ num-
berþ densityþ

nc criticalþ densityþ
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ND Debyeþ numberþ

ne electronþ densityþ

ni ionþ densityþ

NL depthþ ofþ theþ PMLþ

Nr numberþ ofþ grid-pointsþ inþ theþ radialþ di-
rectionþ

Nz numberþ ofþ grid-pointsþ inþ theþ longitudi-
nalþ directionþ

P projectorþ functionþ

PC criticalþ powerþ

PL laserþ powerþ

Q chargeþ

Ql chargeþ inþ theþ linearþ regimeþ

QNl chargeþ inþ theþ nonlinearþ regimeþ

r0 minimumþ laserþ spotþ radiusþ

rb blowoutþ radiusþ

rL laserþ spotþ radiusþ

rm maximumþ blowoutþ radiusþ

rinter−node coefficientþ ofþ reflectionþ atþ theþ gridþ
inter-nodeþ

rnode coefficientþ ofþ reflectionþ atþ theþ gridþ nodeþ

S speedupþ

T totalþ timeþ ofþ theþ simulationþ

Te electronþ temperatureþ

TL laserþ periodþ

Tp plasmaþ periodþ

UH ionizationþ potentialþ ofþ hydrogenþ

UI ionizationþ potentialþ

Up laserþ ponderomotiveþ potentialþ

vb velocityþ ofþ theþ Lorentz-boostedþ frameþ

vg groupþ velocityþ

vφ phaseþ velocityþ

vth thermalþ velocityþ

w0 laserþ waistþ

Z atomicþ numberþ

ZR Rayleighþ lengthþ
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Titre : Modélisation d’un injecteur laser-plasma pour l’accélération multi-étages

Mots clefs : accélération par sillage laser, code PIC, Warp, technique de Lorentz-boosted frame, couche
absorbante parfaite de Bérenger (PML)

Résumé : L’accélération par sillage laser (ASL)
repose sur l’interaction entre un faisceau laser in-
tense et un plasma sous-dense. Au travers de cette
interaction, une onde de plasma est générée avec un
fort champ accélérateur, de trois ordres de grandeur
plus élevé que celui d’un accélérateur convention-
nel, rendant envisageable la réalisation d’accéléra-
teurs futurs plus compacts. Pour la conception d’un
futur accélérateur, un faisceau d’électrons de forte
charge, faible dispersion en énergie et faible émit-
tance doit être accéléré à des grandes énergies. Pour
ce faire, la solution consiste à accélérer ces électrons
dans un schema multi-étages, qui est composé de
trois étages: un injecteur, une ligne de transport et
un accélérateur.
Ce travail de thèse porte sur la modélisation de l’in-
jecteur avec le code PIC Warp et sur les méthodes
numériques telles que la technique de Lorentz-

boosted frame pour diminuer le temps de calcul et
la couche absorbante parfaite de Bérenger (PML)
pour assurer la précision des calculs numériques.
Ce travail de thèse a démontré l’efficacité de la
PML dans les schemas FDTD à des ordres élevés
et pseudo-spectral. Il a aussi démontré la conver-
gence des résultats des simulations réalisées avec
la technique de Lorentz-boosted frame dans un ré-
gime fortement non-linéaire de l’injecteur, permet-
tant d’accélérer les calculs d’un facteur important
(∼ 36) tout en assurant leur précision. La modéli-
sation effectuée dans cette thèse a permis d’analy-
ser et de comprendre les résultats expérimentaux,
ainsi que de prédire les résultats des futures expé-
riences. Plusieurs méthodes d’optimisation de l’in-
jecteur ont également été proposées pour la géné-
ration d’un faisceau d’électrons conforme aux spé-
cifications d’un futur accélérateur.

Title : Modeling of a laser-plasma injector for the multi-stage accelerator

Keywords : laser wakefield acceleration, PIC code, Warp, Lorentz-boosted frame technique, Perfectly
Matched Layer (PML)

Abstract : Laser Wakefield Acceleration (LWFA)
relies on the interaction between an intense laser
pulse and an under-dense plasma. This interaction
generates a plasma wave with a strong accelera-
ting field, which is three orders of magnitude hi-
gher than the one of the conventional accelerator;
more compact accelerator is therefore theoretically
possible. In the design of a future accelerator, a
high quality electron bunch with a high charge, low
energy spread and low emittance has to be accelera-
ted to high energies. A solution for this is a multi-
stage accelerator, which consists of an injector, a
transport line and accelerator stages.
This research work focuses on the modeling of the
injector using the PIC code Warp and on the nu-
merical methods such as the Lorentz-boosted frame

to speedup calculations and the Perfectly Matched
Layer (PML) to ensure the precision in numerical
calculations. The outcome of this thesis has de-
monstrated the efficiency of the PML in the high-
order FDTD and the pseudo-spectral solvers. Be-
sides, it has also demonstrated the convergence
of the results performed in simulations using the
Lorentz-boosted frame technique. This technique
speeds up simulations by a large factor (∼ 36) while
preserving their accuracy. The modeling work in
this thesis has allowed analysis and understanding
of experimental results, as well as prediction of re-
sults for future experiments. This thesis has also
shown ways to optimize the injector to deliver an
electron bunch that conforms with the specifica-
tions of future accelerators.
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