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Chapitre 1

Introduction générale

Les écoulements pétroliers dans les conduites sont, d’un point de vue de la modélisation
physique, d’une grande complexité. En effet, dans la majorité des cas, le pétrole piégé dans
les couches géologiques se trouve sous forme liquide et peut étre accompagné d’eau. Lors
de la remontée dans le puits, les gaz dissous se libérent et I’écoulement devient alors un
mélange de gaz et de liquides, pouvant aussi contenir des particules solides arrachées au
terrain.

Pour le transport des tétes de puits jusqu’aux installations de traitement, deux alter-
natives se présentent alors :

e la séparation des phases et leur transport dans des conduites séparées,
e le transport du mélange polyphasique par une unique conduite.

La premiére solution pose des problémes critiques pour les installations offshores (F1G. 1.1).
Il faut, en effet, concevoir un séparateur pour chaque puits et placer ces installations en
fond de mer, ce qui augmente les risques et les cotits d’intervention. La seconde solution
présente en comparaison de nombreux avantages : minimisation des cotits d’intervention
et d’exploitation, ainsi que des délais de mise en production. Cependant, elle nécessite
une bonne maitrise de la physique de ces écoulements.

La problématique du transport polyphasique est de décrire avec exactitude I’écoule-
ment a l'intérieur des conduites en termes de débits, de pression, de température et de
taux de présence de chaque phase. Ces différentes grandeurs sont fortement corrélées a
ce que 'on appelle la configuration de I’écoulement, c’est-a-dire la répartition de chaque
phase dans la conduite (F1G. 1.2). Pour ce faire, des installations expérimentales et des
essais sur champ sont utilisés pour générer des banques de données et ainsi concevoir des
modeéles physiques. Ceux-ci permettent ensuite une résolution numérique des écoulements
dans les conduites pétroliéres. Cette résolution s’appuie généralement sur une discrétisa-
tion temporelle et spatiale, sur lesquelles sont calculés des bilans de masse, de quantité
de mouvement et d’énergie, permettant des calculs prédictifs des différentes grandeurs
physiques en tout point de la conduite au cours du temps.
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F1G. 1.1: Représentation d’un champ offshore

Ces codes de calcul sont principalement utilisés par les compagnies pétroliéres pour
permettre de garantir ’écoulement du réservoir aux installations de traitement, a tra-
vers un réseau de collecte (maitrise de la veine fluide). En effet, les différentes phases
transportées simultanément peuvent entrainer de graves problémes d’exploitation, pou-
vant méme aller jusqu’a ’abandon du champ. Pendant la phase de design, les compor-
tements hydraulique, hydrodynamique, thermodynamique, thermique, chimique et mé-
canique doivent donc étre modélisés avec le plus d’exactitude possible pour limiter au
maximum les risques. On pense en particulier aux problémes physico-chimiques comme



la formation des hydrates [136], mais surtout aux problémes hydrodynamiques comme
I’engorgement des conduites par des bouchons de liquide qui peuvent endommager les
installations de traitement, réduire les capacités de production, voire tuer le réservoir
(F1G. 1.2 et F1G. 1.3).

Ecoulements polyphasiques

Ecoulements instationnaires

F1G. 1.2: Synoptique des écoulements polyphasiques

En effet, en phase de production normale, la géométrie des conduites polyphasiques
peut conduire & la formation de bouchons a différents endroits. Par exemple, si le champ
est offshore, les conduites peuvent étre divisées en trois catégories : la sea-line qui suit la
topographie du fond de I’océan et contient par conséquent des trongons rectilignes (1) et
des trongons accidentés (2), et le riser, trongon ascendant (3), permettant de ramener les
effluents du fond de la mer aux équipements de surface (par exemple un FPSO). Ainsi,
des bouchons peuvent apparaitre (F1G. 1.3) :

e dans les parties rectilignes horizontales ou faiblement inclinées de la sea-line, sous
la forme de bouchons hydrodynamiques,

e dans les points bas de la sea-line, donnant alors du terrain slugging,

e au pied du riser, formant ainsi le severe slugging.
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FiG. 1.3: Localisation des bouchons

Cette thése est principalement consacrée a la modélisation et au controle du phé-
nomeéne de severe slugging. En effet, ce régime d’écoulement produit les fluctuations de
pression et de débit les plus importantes. De plus, ayant lieu & 1'aval de la sea-line (il
apparait dans le riser), il influence directement 1’écoulement en sortie. Ainsi, le terrain
slugging et les bouchons hydrodynamiques peuvent étre vus comme des perturbations des
conditions d’entrée dans le riser et seront donc sans effet si notre controleur est assez
robuste. De plus, on peut aussi noter I’existence d’outils d’aide & la production, les slugs
catchers [118], sorte de ballons de décantation, placés en un point de la conduite et per-
mettant d’éliminer les bouchons de liquide de taille raisonnable.

Actuellement, différentes techniques sont disponibles pour remédier avec plus ou moins
d’efficacité au probléme du severe slugging :

1. L’augmentation de la pression en amont de la téte de puits

Yocum [170] et Jansen [91] ont observé que le fait d’augmenter la pression en amont
de la téte de puits (en diminuant la section de passage de la duse [85]) permet
d’éliminer le severe slugging. En effet, la pression dans la ligne de transport est
alors plus faible impliquant une vitesse de la phase gazeuse plus importante et
I’écoulement sort ainsi de la région d’occurrence du phénomene. Malheureusement,
cette solution n’est pas utilisable en pratique car elle s’accompagne d’une réduction
importante de la capacité de production du réservoir.

2. La réduction du diamétre de la conduite

Yocum [170] a proposé cette méthode pour permettre d’éliminer le severe slugging.
En effet, diminuer le diamétre permet d’augmenter les vitesses des phases et par
conséquent de passer dans un régime d’écoulement intermittent voire dispersé en
amont du pied de riser interdisant alors au gaz de s’accumuler. Cette technique
a l'inconvénient d’augmenter la perte de charge en augmentant les frottements et
implique par conséquent une forte hausse de la pression en téte de puits, ce qui
réduit d’autant la capacité de production.

3. L’utilisation d’une duse en téte de riser
Schmidt et al. [129, 130, 132| ont montré que, dans un systéme pipeline/riser, le



severe slugging pouvait étre fortement atténué, voire éliminé, en utilisant une duse
en téte de riser, impliquant uniquement quelques petites modifications au niveau des
pressions et des débits. Taitel [143]| a ensuite fourni une explication théorique de la
stabilisation de ’écoulement, puis Fargalhy [54] présenta des exemples d’application
sur champ montrant la faisabilité de cette technique. Malheureusement, elle est
difficile & mettre en ceuvre, car elle nécessite beaucoup de soins pour minimiser la
pression en téte de puits.

. Le gas-lift

Cette méthode d’injection de gaz dans le riser est la plus utilisée actuellement.
Pots et al. [123] 'ont étudiée et ont conclu que 'amplitude du phénoméne était
considérablement réduite pour une injection de l'ordre de 50% du débit de gaz
sortant des puits, mais que le severe slugging ne disparaissait pas complétement
méme pour une injection de 300%. De plus, pour les champs en eau profonde,
Hassanein et Fairhurst [74] ont remarqué que les variations de débits étaient encore
plus importantes a cause de la taille des bouchons et des diamétres utilisés, et que
le volume du systéme pouvait amener des fluctuations de pression beaucoup plus
grandes et brusques. Ils ont alors suggéré d’injecter le gaz au niveau du pied du riser
en y incorporant des émulsifiants. Hill [82, 83| a ensuite décrit des tests effectués
sur le champ S.E. Forties ou 'injection de gaz a trés haut débit a permis d’obtenir
un écoulement annulaire stationnaire dans le riser.

A cause des grandes quantités de gaz nécessaires, le principal probléme du gas-lift
est son prix. En effet, les dépenses d’investissement (CAPEX) sont trés élevées pour
compresser le gaz et pour le transporter jusqu’en pied de riser [38, 130]. De plus,
d’autres problémes peuvent apparaitre. On peut citer en particulier ’effet de Joule-
Thompson mis en évidence pour des champs en offshore profond par Johal et al. [94].
En effet, ce sur-refroidissement associé aux hautes pressions implique de plus grands
risques de formation d’hydrates ou de paraffines dans le riser. Par conséquent, les
opérateurs doivent réchauffer le gaz avant de 'injecter ou bien utiliser des additifs
chimiques. Johal et al. proposérent alors une alternative nommeée Multiphase Riser-
Base Lift, basée sur I'idée de détourner une partie de I’écoulement d’une conduite
polyphasique voisine et de I'injecter au pied du riser ou se produit le severe slugging.
Mais cette méthode demande une autre ligne polyphasique située aux alentours du
systéme posant probléme et nécessite de faire une dérivation. Elle est cependant
préconisée comme une meilleure alternative au gas-lift traditionnel, les fluides ne
créant alors pas de probléme thermique et ne demandant pas d’installation supplé-
mentaire en surface. Mais son champ d’application est trés limité, nécessitant une
autre ligne avec une capacité de production importante.

. L’utilisation combinée du gas-lift et d’une duse en téte de riser

Jansen [93] a étudié différentes techniques d’élimination et en particulier une com-
binaison entre gas-lift et dusage en téte de riser. Il suggéra une modélisation des
phénoménes basée sur le modeéle de Taitel et al. [153] et en déduisit un critére de
stabilité. De plus, il observa expérimentalement que cette combinaison semblait étre
la meilleure méthode pour éliminer le severe slugging, permettant ainsi de réduire
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I'importance du dusage et le débit de gaz a injecter et, par conséquent, limitant
les problémes de sur-refroidissement et d’augmentation de la perte de charge. Mais,
a notre connaissance, cette technique n’a jamais été déployée sur champ et elle
nécessite encore toutes les installations sous-jacentes nécessaires au gas-lift.

. L’insertion d’une conduite de petit diamétre dans le riser

Wyllie et Brackenridge [168] ont proposé une modification a posteriori du riser,
pour réduire les effets du severe slugging. Leur solution nécessite d’y insérer une
conduite de petit diamétre, créant ainsi un espace annulaire qui peut étre utilisé pour
I'injection de gaz. Ceci semble étre une bonne solution quand aucune disposition
contre le severe slugging n’a été mise en ceuvre pendant la phase de design, mais pose
le probléme du pigging [33] fréquemment utilisé en offshore profond pour éliminer
les formations de paraffines et d’hydrates.

. Le pompage polyphasique

Henriot et al. [78] ont étudié plusieurs méthodes pour éliminer le severe slugging sur
le champ de Dunbar. En particulier, ils ont effectué avec le logiciel TACITE [142, 121]
plusieurs simulations transitoires en condition de production, en incluant une pompe
polyphasique [45] située soit en pied de riser soit en téte de riser. Les résultats ont
montré que le severe slugging était trés fortement atténué, voire éliminé pour le
schéma de production avec la pompe en pied de riser. La difficulté réside ici dans le
dimensionnement de cette pompe ainsi que dans son installation, son utilisation et
sa maintenance au fond de la mer.

. Le contrdle de vannes en téte de riser

Hollenberg et al. [86] ont congu un systéme d’élimination du severe slugging basé
sur le controle des débits en sortie de conduite. Le principe était de garder constant
le débit total en jouant sur 'ouverture d’une vanne placée en téte de riser. Mais
les auteurs ont réalisé que son implémentation était trés délicate a cause de la
difficulté pour mesurer la vitesse moyenne de ’écoulement, paramétre principal de
leur régulateur. Ils résolvérent ce probléme en remplagant la vanne par un petit
séparateur commandé, permettant ainsi de mesurer chaque débit individuellement
(aussi étudié par Haandrikman et al. [70]). Ils conduisirent aussi des tests sur une
boucle expérimentale et ont observé que la pression en pied de riser avait triplé
indiquant par conséquent, une pression en téte de puits trés importante.

De plus, Courbot [38] a proposé un schéma de controle pour empécher I’apparition
du severe slugging dans la ligne de transport du champ Dunbar. La pression en
pied de riser était maintenue constante grace a une vanne placée en amont du
séparateur. Cette expérience sur champ a prouvé la faisabilité du régulateur bien
qu’une augmentation importante de la pression en pied de riser ait été observée.

Enfin, plus récemment, I’équipe de Skogestad [137, 140, 141] a mise en avant plu-
sieurs controles actifs basés sur une étude de stabilité de modéles dynamiques sim-
plifiés et permettant de minimiser I’augmentation de la pression dans le systéme.

. La séparation sous-marine
La pente descendante du pipeline séparant naturellement le gaz du liquide pour
les faibles débits propices au severe slugging, Kaasa [96] a proposé une nouvelle
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méthode de controle du phénomeéne, en connectant un second riser entre la sea-
line et les équipements de surface. Ce riser, placé de telle sorte qu’il transporte
la totalité du gaz (le riser principal transportant alors tout le liquide), est équipé
d’une vanne pour réguler les fluctuations de pression. Néanmoins, cette méthode
présente I'inconvénient d’étre cotiteuse, le fait d’ajouter un second riser pouvant ne
pas étre économiquement viable. De plus, le riser principal est toujours rempli de
liquide imposant alors une pression en pied de riser trés grande. Pour pallier & cet
inconvénient, Song et Kouba [138| ont préconisé une réelle séparation sous-marine
en amont du point bas et 1'utilisation d’une pompe sur le riser contenant le liquide
pour diminuer la pression hydrostatique et ainsi empécher les réductions de capacité
de production.

Le self-lifting

Cette technique suggérée par Barbuto [9] et reprise par Tengesdal [154, 155] est une
amélioration de la méthode proposée par Kaasa. Elle consiste a réinjecter le gaz
prélevé & une certaine hauteur dans le riser, ce qui correspond & bipasser le point
bas pour la phase gazeuse. De plus, Barbuto indique que la position de réinjection
doit se trouver environ au tiers de la hauteur totale du riser pour stabiliser au
mieux ’écoulement. Ce processus de transfert permet ainsi de réduire la pression
hydrostatique en pied de riser tout en atténuant ou, dans certains cas, en éliminant
le severe slugging. De nombreux essais ont été menés par Tengesdal sur une boucle
expérimentale de 'université de Tulsa et ont montré que la région d’occurrence du
phénoméne était réduite, mais qu’il était rarement possible d’obtenir une élimination
compléte.

Toutes ces solutions pour remédier au probléme du severe slugging présentent cepen-
dant un ou plusieurs des inconvénients suivants :

une réduction importante de la capacité de production du réservoir,
une mise en ceuvre complexe,

des coiits d’investissement importants,

I'interdiction de certaines opérations de maintenance,

une élimination uniquement partielle,

un champ d’application restreint.

La premiére partie de cette thése est consacrée a la dynamique du severe slugging.
En effet, pour nous familiariser avec le sujet, il nous a semblé important de reprendre la
démarche de Taitel et al. [153] en développant un modele réduit et en construisant une
boucle d’écoulement.

Ainsi le chapitre 2 présente tout d’abord une description générale des écoulements
polyphasiques et s’attarde ensuite sur les différents types d’écoulement & bouchons que ’on
peut rencontrer en phase de production. Ces écoulements sont classiquement décrits par
des modéles mono-dimensionnels basés sur un systéme d’Equations aux Dérivées Partielles
couplé a différentes lois de fermeture. Certes, ils représentent le modéle continu mais ne
peuvent étre utilisés directement pour concevoir des lois de commande.
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Nous développons donc dans le chapitre 3, un modéle réduit dédié au phénoméne de se-
vere slugging dans les systémes de type pipeline/riser, en intégrant en espace les équations
de conservation et en utilisant certaines hypotheses adaptées a ce régime d’écoulement.
Ce modeéle algébro-différentiel nous sert ensuite a concevoir un montage expérimental
de taille réduite (nommé S*L et décrit en annexe A) représentant fidélement la réalité
des systémes industriels ou la longueur des risers est de ’ordre du kilomeétre et celle des
pipelines de quelques dizaines de kilométres.

Dans la seconde partie, nous abordons la question du controle du severe slugging, sujet
essentiel qui a motivé cette thése. Nous souhaitons apporter, a cet égard, deux contribu-
tions qui nous semblent originales et qui, & notre connaissance, n’ont jamais été entreprises
auparavant avec autant de détails : il s’agit plus précisément de deux régulateurs pour
stabiliser ce type d’écoulement. Basés sur les principes de la séparation sous-marine et du
self-lifting, nous y ajoutons une vanne commandée pour nous permettre de nous affran-
chir de la plupart des insuffisances des solutions actuellement utilisées. Ces commandes,
ne nécessitant que la connaissance de la pression en pied de riser et celle du gaz contenu
dans le pipeline, sont de type proportionnel-intégral et sont principalement basées sur la
théorie des perturbations (effet proportionnel rapide, effet intégral lent).

On s’intéresse dans le chapitre 4 au cas particulier d’une réinjection directe dans le
séparateur (F1G. 1.4). A la différence de Kaasa [96] qui régule uniquement les fluctuations
de pression dans le systéme, nous pensons qu’il est plus judicieux de mettre en ceuvre un
algorithme de controéle a double échelle de temps afin de stabiliser la position de I'interface
gaz/liquide dans le pipeline.

séparateur

= riser|principal
gaz prélevement |

pipeline

liquide

F1G. 1.4: Régulateur par prélévement

Pour reproduire le systéme physique, nous développons tout d’abord un modéle réduit basé
sur celui décrivant le severe slugging. La principale caractéristique de ce systéme algébro-
différentiel non-linéaire est son caractére hybride, la dimension de I’espace des états chan-



geant au cours du temps. Une étude de stabilité globale du bouclage proportionnel-intégral
sur I’ouverture de la vanne est ensuite menée par la technique des portraits de phase et des
isoclines, en prenant en compte la saturation de I'ouverture grace a un anti-windup. Enfin,
ce controleur est validé sur notre boucle S*L ainsi que numériquement sur un systéme de
taille industrielle.

Les bons résultats obtenus avec ce régulateur par prélévement nous permettent d’envi-
sager dans le chapitre 5, le systéme de régulation complet avec la réinjection du gaz prélevé
a une certaine hauteur dans le riser (F1G. 1.5). Cette réinjection, qui a pour principal effet
d’introduire un retard correspondant au temps de remontée du gaz dans le riser, a déja été
considérée par Tengesdal [154, 155]. Cependant, il s’agit d’un systéme en boucle ouverte
permettant uniquement d’atténuer le severe slugging sans le supprimer entiérement. Nous
reprenons son principe en y ajoutant une vanne commandée de maniére a supprimer le
phénoméne pour toutes les conditions opératoires pouvant étre rencontrées pendant la vie
d’un champ.

gaz

séparateur

liquide

pipeline

liquide

F1G. 1.5: Régulateur par by-pass

Nous développons tout d’abord le modéle reproduisant ce by-pass sous la forme d’un sys-
téme algébro-différentiel, hybride, implicite et a retard réparti pour lequel les techniques
de I’Automatique sont rares. Par conséquent, nous limitons notre étude au cas d’un riser
rempli de liquide et nous négligeons l'effet de 'expansion du gaz réinjecté pour obtenir
un systéme explicite et a retard constant. Une étude de stabilité locale en boucle ou-
verte basée sur un résultat abstrait de stabilité des E.D.O. linéaires & retard constant,
est ensuite menée pour en déduire un critére de design sur la hauteur minimale de ré-
injection qui garantie la stabilité en boucle ouverte et qui a été vérifiée numériquement
et expérimentalement. Enfin, la commande est développée en utilisant les techniques de
I’Automatique a deux échelles de temps. Ainsi, une étude de stabilité en boucle fermée
(sans prise en compte de I'anti-windup sur l'intégrale) est réalisée a partir du systéme
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a retard constant, pour en déduire une contrainte sur le coefficient intégral de la com-
mande. Enfin, ce contrdleur est validé sur notre boucle S*L ainsi que numériquement sur
un systéme de taille industrielle.



Dynamique du severe slugging






Chapitre 2

Ecoulements polyphasiques

En fonction des conditions opératoires régnant a I'intérieur des conduites polyphasiques,
les différents constituants véhiculés peuvent se trouver, soit a 1’état gazeux, soit a 1’état
liquide, soit méme a 1’état solide, dans des proportions dépendant principalement de la
pression et de la température. Pour déterminer ’agencement de ces différentes phases,
plusieurs techniques expérimentales ont été mises en ceuvre. On peut en particulier citer
les méthodes visuelles comme la photographie [81, 157] et la radiographie par rayon X
[47]. D’autres méthodes sont aussi utilisées comme la technique dite d’atténuation de la
lumiére transmise [95], ainsi que celles basées sur la conductivité électrique [13, 59] ou sur
des mesures de pression [100, 159].

A partir de ces observations, les écoulements ont été regroupés en différentes familles
appelées régimes d’écoulement. Pour un écoulement diphasique gaz/liquide, on trouve
principalement le régime stratifié lorsque les phases sont séparées, le régime dispersé ot
I’écoulement liquide contient des bulles de gaz et le régime intermittent qui est une suc-
cession de poches de gaz et de bouchons de liquide [63, 71, 81, 103, 165]. En écoulement
liquide/liquide, on trouve majoritairement le régime dispersé (aussi appelé émulsion),
I’écoulement & phases séparées étant rare car la différence de densité entre les phases est
faible. La notion importante est alors celle de phase continue, c¢’est-a-dire la phase domi-
nante de ’écoulement et on parle d’inversion de phase lorsque cette phase continue change
|28, 46, 59, 157|. Pour les écoulements triphasiques gaz/liquide/liquide, les différents ré-
gimes correspondent a 'union des régimes rencontrés en gaz/liquide et en liquide/liquide
[2, 115, 119]. Enfin, pour un écoulement contenant des particules solides, la recherche ne
s’est jusqu’a présent, presque totalement intéressée qu’aux écoulements liquide/solide. On
distingue alors quatre grands types de régime. A faible débit, un lit de particules immo-
biles est formé sur le fond de la conduite. Il faut atteindre des vitesses suffisantes pour
commencer a éroder le lit et & remettre en suspension une partie des particules. A partir
d’une valeur critique du débit liquide, le lit se déplace globalement, et une certaine quan-
tité de particules est en suspension dans la phase liquide. Ce régime se poursuit jusqu’a
un seuil ou la hauteur du dépo6t devient nulle, I’ensemble de la phase solide étant alors en
suspension dans le liquide [48].
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Dans cette étude, nous nous limitons aux écoulements diphasiques gaz/liquide. Nous
allons dans un premier temps, introduire quelques grandeurs fondamentales a leur étude,
ainsi que les phénoménes thermodynamiques pouvant se produire. Puis, nous détaillerons
les différents régimes d’écoulement et nous décrirons les principaux résultats permettant
de modéliser leur transport. Enfin, nous nous intéresserons plus en détail aux écoulements
a bouchons.

2.1 Grandeurs fondamentales

Soit une conduite de diameétre D, de périmétre P et de section transverse S. Une notion
importante pour les écoulements diphasiques gaz/liquide est la notion de fraction volu-
mique (aussi appelée fraction surfacique) |65]. Elle représente, sur une section transverse
de la conduite, le taux de présence d’une phase. Ainsi, on appelle la fraction volumique
de gaz (resp. liquide) et on note R (resp. Ry) le rapport entre la surface prise par le gaz
(resp. liquide) et la section de la conduite. Pour une phase K (K = G ou L), on a par
conséquent :

— SK
==

De plus, pour un écoulement a phases séparées, on peut introduire les grandeurs sui-
vantes (FI1G. 2.1) :

Rk

e Pour une phase K, I'angle mouillé 2, est défini par la relation implicite :

QK - sinQK =27 RK

De plus, comme Rg + R;, = 1, on a I'égalité suivante :

QG+QL:27T.

e Le périmétre mouillé est défini par :

Pour une phase K :

D

P; = Dsin <%K)

e La hauteur de liquide dans une section se détermine par la formule géométrique

suivante :
D Qr
hL = 5 |:1 — COS (7)] . (21)

Et pour l'interface, on a :
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F1G. 2.1: Représentation d’une section transverse en régime séparé

2.2 Lois thermodynamiques

Les effluents étant transportés du réservoir aux installations de traitement, ils sont
sujets a d’importantes fluctuations de pression et de température dues aux pertes de charge
ainsi qu’a 'influence du milieu extérieur. De plus, la composition du fluide correspondant a
la proportion de chaque constituant dans le mélange, peut varier au cours de son transport
sous l'influence de la topographie de la conduite (accumulation des constituants lourds
dans les point bas par exemple) ou des conditions opératoires (gaz-lift, injections diverses,
...), impliquant alors des propriétés différentes en fonction du temps et de 1’espace.

Les lois thermodynamiques ont ainsi pour but de déterminer le nombre de phases en
présence, leur proportion relative ainsi que leurs propriétés. Elles sont modélisées par des
relations d’égalité des potentiels chimiques pour chacun des constituants, en supposant
I’équilibre thermo-chimique [109, 161].

Dans notre étude, nous allons considérer les hypothéses suivantes :
1. L’écoulement est isotherme et les fluides sont newtoniens,

Le mélange diphasique est composé de deux constituants,

Le constituant “lourd” est a 1’état liquide,

Le constituant “léger” est a 1’état gazeux,

BN

Il n’y a pas d’échanges de masse entre les phases.

De plus, nous exprimons les différentes propriétés de chaque phase sous la forme de cor-
rélations en fonction de la pression P et de la température 7', sous I’hypothése d’un gaz
parfait et d’un liquide incompressible. Supposons que 1’on connaisse pour une pression
PY et une température TV de référence, la densité p¥ et la viscosité cinématique v¥ de
chaque phase ainsi que la tension superficielle entre le gaz et le liquide o3, [41, 113]. On
peut alors exprimer directement, en supposant que la température constante du mélange
est égale 3 TV :
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La densité du gaz a partir de la loi de Mariotte :

P

p6(P) = Pl o (2.2)
e La densité du liquide qui s’écrit :
pL(P) = py. (2.3)
e La viscosité cinématique du gaz donnée par :
ve(P) = v¥ PG (2.4)
pc(P)
e La viscosité cinématique du liquide qui s’exprime sous la forme :
v (P) = v¥ pL_ (2.5)
pr(P)

e La tension superficielle entre le gaz et le liquide supposée constante :

O'GL(P) = O'évL. (26)

2.3 Régimes d’écoulements

Le gaz et le liquide étant transportés ensemble, ils peuvent se répartir de maniére trés
différente (F1G. 2.2 et F1G. 2.3).

Ecoulement
intermittent —=

Ecoulement
stratifié  —=

Ecoulement Ecoulement

s [
\slranﬁ«. — a petites poches
a vagues

Ecoulement Ecoulement
annulaire —= = abulles —
a gouttelettes ‘ allongées

Ecoulement
dispersé ~—=
a bulles

. Liquide D Gaz

F1G. 2.2: Ecoulements gaz/liquide horizontaux
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! ? ! ? |

Ecoulement Ecoulement Ecoulement Ecoulement Ecoulement
2 bulles intermittent bouillonnant annulaire annulaire a brins

. Liquide |:| Gaz

F1G. 2.3: Ecoulements gaz/liquide verticaux

En général, les écoulements diphasiques gaz/liquide sont classés suivant trois princi-
pales configurations, dont la forme et parfois méme I’existence, dépendent non seulement
de la vitesse de chaque phase et de leurs propriétés thermodynamiques, mais aussi du
diameétre de la conduite et de son inclinaison [22, 80, 88, 165, 167].

2.3.1 Ecoulement stratifié

Les deux phases sont alors séparées par une interface dont la forme moyenne est plus
ou moins incurvée dans une section droite de la conduite. Le frottement du gaz sur le
liquide provoque la formation de vagues lorsque la différence de vitesses entre les deux
phases est grande. On parle alors d’écoulement stratifié & vagues. Dans le cas contraire
ou l'interface gaz/liquide est réguliére, on parle d’écoulement stratifié lisse.

Un cas particulier de ce régime est 'écoulement annulaire, ot I'interface gaz/liquide a
alors une forme cylindrique, sans contact avec la paroi. Le gaz se déplace au centre de la
conduite, entouré par le liquide qui s’écoule sur la paroi sous la forme d’un film. Celui-ci
peut dans certains cas, contenir des bulles de gaz et inversement, la phase gazeuse peut
aussi transporter des gouttelettes.

2.3.2 Ecoulement dispersé

Le gaz est alors transporté par le liquide, appelé phase continue, sous forme de bulles.
Leur répartition sur une section transverse du pipeline varie suivant leur vitesse et l'incli-
naison de la conduite, mais généralement, elle est supposée uniforme. De plus, I’écoulement
sera dit a bulles lorsque le débit liquide est faible. Si au contraire celui-ci est grand, on
parle plutot de dispersé a bulles. On observe dans ce cas un ensemble de bulles plus fines
et aucune d’entre elles n’est de taille plus importante que les autres.
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2.3.3 Ecoulement intermittent

Dans cette configuration d’écoulement, on observe une succession de poches de gaz
séparées par des bouchons de liquide. Dans certains cas, ces derniers sont aérés, ils
contiennent des bulles de gaz qui se concentrent plutot a ’avant des bouchons. Un tel ré-
gime se produit, soit & partir d'un écoulement stratifié & vagues ou l'interface gaz/liquide
déstabilisée vient toucher le haut de la conduite et former un bouchon, soit a partir d’'un
écoulement dispersé lorsque les bulles se détendent ou, plus rarement, se regroupent et
entrent en coalescence.

2.3.4 Transition entre les régimes

Plusieurs critéres permettent de déterminer les transitions entre les différents régimes
d’écoulement gaz/liquide (F1G. 2.4). Ils dépendent par exemple, de la hauteur h;, de la
phase liquide (2.1), d’une vitesse critique de gaz ou de liquide mais aussi de la géométrie
et de la topographie de la conduite [10, 16, 68, 97, 139, 148|.

Stratifié

Intermittent Dispersé

Annulaire

F1G. 2.4: Transitions possibles entre les différents régimes

La premiére étude a été conduite par Baker [8] pour les écoulements horizontaux. Puis,
Taitel et al. [149] présentérent un modéle théorique prédictif, déterminant les transitions
pour des pipelines horizontaux ou faiblement inclinés et dépendant principalement des dé-
bits de chaque phase, des propriétés thermodynamiques des fluides ainsi que du diamétre
et de ’angle d’inclinaison de la conduite. Ensuite, Shoham [135] mena ’étude expérimen-
tale sans doute la plus compléte sur les transitions, I’angle de la conduite utilisée pouvant
varier de 0 & 360° et son diamétre pouvant prendre deux valeurs disctinctes. Il compara
aussi ses résultats avec le modéle de Taitel et al. et en déduisit une extension. Enfin,a
partir de 1982, Barnea s’intéressa a certaines transitions particuliéres [12, 14, 15] puis en
déduisit un modéle [11].

Nous pouvons aussi citer différents travaux axés sur la transition du régime dispersé
vers le régime intermittent [39, 40, 105, 139, 169], ceux permettant de donner différentes
conditions nécessaires de stabilité pour I'existence de l'intermittence [42, 43, 84, 126| ainsi
qu’'une alternative donnée par un critére fondé sur le concept du glissement minimal et
utilisé dans les logiciels du commerce [19, 57].
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2.4 Modéles diphasiques transitoires

Les équations de mouvement de fluides newtoniens visqueux sont données par les
équations de Navier-Stokes [65]. De facon générale, ces équations dépendent des trois
dimensions de l'espace et du temps. Pour simplifier leur intégration, des méthodes de
moyennisation peuvent étre employées pour diminuer la dimension du probléme et par
conséquent sa complexité. Dans le cas d’un écoulement dans un pipeline, le probléme est
généralement formulé en une seule direction, suivant 1’abscisse curviligne z de la conduite
[22, 25, 49, 89, 133]. Les variables caractéristiques de ’écoulement sont alors moyennées
sur une section transverse (droite) du pipeline, que I’on supposera constante dans la suite
de notre étude. Ainsi, les écoulements diphasiques transitoires sont en général modélisés
suivant deux formulations dites bi-fluide ou a flux de dérive.

2.4.1 Modéle bi-fluide

L’approche classique est donnée par le modéle bi-fluide, noté TFM pour Two-Fluid
Model. 11 est construit a I’aide des équations de conservation de la masse et de la quantité
de mouvement de chaque phase et nécessite certaines lois de fermetures pour déterminer
en particulier les différents termes de frottement [44, 50, 90]. Ainsi, les équations de
conservations mises en ceuvre dans ce cas, peuvent étre écrites sous la forme :

( at(pgRG) + az(pgR(;Vg) =0
at(pLRL) + 6;5(,0LRLVL) =0

. (2.7)
at(pGRGVG) + 6:5(,0GRGVC§) = —RG 8wP+Fng+FI—pGRGgSiH9

\ at(pLRLVL) + 8$(pLRLVL2) = —RL 8zP+ FEV - F[ — pLRLgSiIl 0,

ol pk, Ri et Vi représentent respectivement la densité, la fraction volumique et la vitesse
de la phase K, P représente la pression a U'interface (supposée constante sur une section
transverse de la conduite [44]). De plus, on note Fjy le frottement de la phase K sur la
paroi de la conduite, F7 le frottement interfacial et on écrit :

P P
F};V:TK—K et F]:T[—I,

S S

T représentant la contrainte de cisaillement.

Notons que la principale difficulté de ce type de modéle réside dans la complexité
des termes sources et en particulier dans la modélisation des phénoménes d’interaction a
I'interface, notamment dans les cas ou I’écoulement est intermittent ou annulaire. De plus,
d’un point de vue numérique, le modéle ne pouvant pas se mettre sous forme conservative,
sa résolution est complexe.
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2.4.2 Modéle a flux de dérive

Une autre approche, nommée DFM pour Drift-Fluxz Model, traite séparément les lois de
conservation de la masse de chaque phase mais utilise une unique équation de conservation
de la quantité de mouvement pour le mélange [89, 165]. Par conséquent, outre les lois
donnant les termes de frottement pariétal, il faut ajouter & ce modéle une équation de
fermeture de type algébrique dépendante du régime d’écoulement, qui peut étre soit une
corrélation sur la fraction liquide, soit une relation empirique sur la vitesse de gaz, soit
encore une loi de glissement entre les deux phases. Ainsi, ce modéle peut s’écrire :

8t(pgRg) + 8$(pGRGVG) =0
8t(pLRL) + 658(,0LRLVL) =0

6t(pGRGVG + pLRLVL) + aw(P + ,ogRGVé -+ pLRLVLQ) = F(I;V -+ FEV — Pm9 sin 0,
(2.8)
pv = peRe + pr Ry étant la densité moyenne du mélange.

Un des avantages majeurs du modéle a flux de dérive, est d’éluder la modélisation
des phénoménes d’interaction & I'interface entre les deux phases, tels que le transfert de
quantité de mouvement, ou encore les effets dus aux forces de pression agissant sur 'in-
terface [42, 43]. De plus, d’un point de vue numérique, ce modéle peut étre mis sous une
forme conservative et est hyperbolique dans la plupart des cas, ce qui facilite grandement
sa résolution.

Pour les écoulements pétroliers, lorsque le nombre de Mach du mélange est petit, les
termes instationnaires et les termes d’inertie de ’équation de conservation de la quantité
de mouvement peuvent alors étre négligés [163, 164]. Cela correspond physiquement a des
phénoménes transitoires suffisamment lents pour que I'on puisse admettre un équilibre
local des forces [147, 151]. Dans ce modeéle, nommé NPW pour No Pressure Waves [21,
120, 158|, les ondes de pression se propagent avec une vitesse infinie au lieu d’une vitesse
proche de la vitesse du son dans le mélange, supprimant ainsi les phénoménes a hautes
fréquences. De plus, les ondes de taux de vide continuent de se propager avec une vitesse
finie proche de celle du mélange [107]. Il peut s’écrire :

at(pgRg) + 8$(pgRGvg) = 0
8,5(,0LRL) + 8I(pLRLVL) =0 (29)

0P = FY + FY — pygsin6.

2.5 Lois de fermeture hydrodynamiques

Nous décrivons, dans cette partie, les équations de fermeture hydrodynamiques né-
cessaires aux modeéles d’écoulement diphasiques transitoires. En particulier, nous nous
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intéressons aux relations donnant les différents frottements (nécessaires pour tous les mo-
déles) ainsi qu’aux lois de glissement (nécessaires pour DFM et NPW) des trois principaux
régimes d’écoulement précédemment décrits. Notons que dans tous les cas, ces relations
de fermeture sont construites sous ’hypothése d’un écoulement permanent établi.

2.5.1 En stratifié

Une approche classique consiste a utiliser les équations de conservation de la quantité
de mouvement du gaz et du liquide |1, 65, 149, 150|. En régime permanent établi, elles
s’écrivent :

Sg 0,P = 71¢Pg+ 17P; — Sgpggsinf

SL 8$P = TLPL - T[P] - SLpLgsinﬁ.

En multipliant la premiére équation par Ry et la seconde par Rg, on obtient par sous-
traction, la loi de glissement en stratifié sous la forme d’une équation algébrique implicite,
reliant les vitesses des phases a leur fraction volumique en fonction de leurs propriétés
thermodynamiques :

Ry 7¢Pg — Rgm. P, + 1P + SRgR(pr, — pg)gsinf = 0. (2.10)

De plus, les contraintes de cisaillement sont données par les relations suivantes :

e Pour une phase K :
V| V|

Tk = —PK [k .

2

e Pour l'interface :
(Ve — V)|V — Vi

T1 = —pa f1 9 .

Le coefficient de frottement fx peut étre déterminé en utilisant les corrélations monopha-
siques classiques [24] : Hagen-Poiseuille en régime laminaire et en écoulement turbulent,
Blasius pour une conduite lisse et Colebrook pour un pipeline rugueux [65]. Nous utilise-
rons dans la suite, I’équation de Churchill [32] permettant une transition continue entre

le laminaire et le turbulent :
1/12
(2.11)

8 12 a2
fK:2< ) + (A+ B)

RGK
16
7\ | 0.27¢
ReK D

ou :

A = {—2.457 In

16
B - (37530) ,
\ RGK
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Dg|V,
€ étant la rugosité de la conduite et Reyx = M le nombre de Reynolds dépendant du
Vk
. . 45 45
diamétre hydraulique donné par Dg = . pour la phase gazeuse et par Dy = L
Po + Pr Py,

pour la phase liquide. De plus, le coefficient de frottement interfacial f; dépend fortement
de la forme de l'interface (lisse ou a vagues) et sa modélisation reste a ce jour un probléme
ouvert [5, 34, 79, 98]. On peut cependant, en premiére approximation, utiliser la valeur
suivante :

fr=10.014.

Remarque.
Il faut noter que dans le cas du régime annulaire [16, 117], €, = 27 ce qui change
considérablement les valeurs des périmeétres mouillés. Pour les définir correctement, il
faut alors tenir compte de I'équilibre qui s’instaure entre les effets de la pesanteur qui
vont avoir tendance a stratifier les deux fluides et ’entrainement du gaz qui va avoir
pour effet de plaquer le liquide le long de la conduite. Pour cela, les périmétres mouillés
seront pondérés par un paramétre de stratification, correspondant 4 un nombre de Froude
modifié par la densité.

2.5.2 En dispersé

Cette configuration est caractérisée par une suspension de bulles de gaz dans le liquide.
La forme des bulles (sphérique ou ellipsoidale) et leur trajectoire résultent des interactions
entre les forces dues aux effets de la tension superficielle, de la viscosité, de la pesanteur
et des forces inertielles.

La vitesse moyenne de ces bulles dans la phase continue est caractérisée par une loi
empirique de la forme 165, 173| :

Vo = C§#Uy + C%s, (2.12)
ot Uy = RV + R Vy, représente la vitesse superficielle du mélange, C¢* un paramétre
de distribution des bulles dans I’écoulement, (égal & 1 dans le cas uniforme, 1.2 en moyenne
et 1.5 au maximum) et C%* la vitesse a I'infini d’une bulle dans un milieu liquide stagnant
que l'on peut écrire [73, 145, 151] :

C%s = 1.53|goqr " sin 0.

PL — PG] i
2
PrL,

Nous en déduisons donc la loi de glissement en dispersé sous la forme d’une équation
algébrique implicite, reliant les vitesses des phases & leur fraction volumique en fonction

de leurs propriétés thermodynamiques :
Va — Ci*Uy — C& = 0.

De plus, seul le liquide frotte a la paroi. La contrainte de cisaillement est alors donnée
pour un fluide équivalent (liquide plus bulles) par [65] :

Un|Unm|

™ = —pPm fm Ta
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ot le coefficient de frottement fj; est donné par la relation (2.11), le nombre de Reynolds
D|U
moyen du mélange étant égal a Rey; = | M‘.
v

2.5.3 En intermittent

De nombreuses lois ont été proposées dans la littérature pour modéliser ce régime
d’écoulement [20, 44, 56, 110, 111, 144, 173]. L’approche classique appelée “modéle a
cellule unitaire”, consiste a supposer 1’écoulement complétement développé et a idéaliser
I'intermittence comme étant la réunion de deux régions :

e Un bouchon de liquide de longueur /Z modélisé par un écoulement dispersé,

e Une poche de gaz avec son film liquide de longueur [ modélisé par un écoulement
stratifié.

On définit par cellule 'ensemble de ces deux régions et on note 3 = ¥ /(IF +15) sa fraction
de poche.

Remarque.
Dans la suite, on indicera les variables par B pour la partie bouchon et par P pour la
partie poche.

Pour déterminer la loi de glissement de cette configuration, il faut bien str tenir
compte des échanges de matiére entre la poche de gaz et le bouchon de liquide, mais aussi
modéliser le taux d’aération de ce bouchon [4, 58|. On utilisera pour cela la corrélation
de Gregory et al. [66] :

1
RG=1-

139
1 (S
8.66
Remarque.

Une autre approche consiste a déterminer le débit de gaz sortant de la poche et entrant
sous forme de bulles dans le bouchon de liquide [27, 104, 114, 124].

De plus, un bilan de masse sur la cellule et une relation de saut permettent de ramener le
probléme & une équation algébrique implicite, reliant les vitesses des phases a leur fraction
volumique en fonction de leurs propriétés thermodynamiques :

(RGVE — RaVe) — Vr(RG — Rg) = 0,

ou VB est pris égal a la vitesse des bulles de gaz dans un écoulement dispersé (2.12)
et Vr est la vitesse de translation des poches de gaz dans 1’écoulement qui s’exprime
|7, 18, 30, 65, 166, 174] :

Vi = CiMUyp + O (2.13)



24 Ecoulements polyphasiques

Ci™ = 1.05+0.15sin @

avec —
Ct = (0.35sin6 + 0.54 cos ) /gDM.
PL

Enfin, les autres grandeurs caractéristiques (comme les termes de frottement) sont déter-
minées comme la moyenne pondérée par 3 de leur valeur dans la partie poche et dans la
partie bouchon [57].

L’inconvénient de cette approche est qu’une fois les équations de transport discréti-
sées, toutes les grandeurs sont moyennées sur une maille de discrétisation spatiale et par
conséquent, on ne connait pas avec précision la position de chaque bouchon et de chaque
poche dans la conduite.

2.6 Les écoulements a bouchons

Les écoulements a bouchons sont classiquement divisés en trois catégories, suivant les
mécanismes qui les créent [146]. On distingue en effet :

e les engorgements dus a certaines opérations de maintenance,
e les bouchons hydrodynamiques qui se forment dans les pipelines rectilignes,

e les bouchons induits par la gravité qui apparaissent dans les points bas des conduites
accidentées.

Les premiers sont dus a certaines opérations ponctuelles de maintenance des lignes de
production. Par exemple, le passage d’un racleur [33] crée une accumulation de liquide en
amont, qui peut étre de taille trés importante. Mais, ces opérations étant programmeées
dans le temps, il est aisé pour I'exploitant de remédier & son arrivée, en coupant les
équipements dédiés au gaz par exemple.

Existant pour toutes les inclinaisons et pour une large gamme de débits de gaz et de li-
quide, les seconds sont les plus fréquemment rencontrés dans les conduites polyphasiques.
Créés par déstabilisation de I'interface gaz/liquide en régime stratifié ou bien par détente
ou coalescence des bulles de gaz en régime dispersé, ils sont généralement de taille modeste
(classiquement moins d’une centaine de diamétres). Ce sont aussi ceux que ’on modélise
actuellement le moins bien. En effet, les phénoménes dominants sont extrémement com-
plexes, tri-dimensionnels et intrinséquement instationnaires. Ainsi, méme si les débits de
gaz et de liquide sont globalement constants dans le temps, la vitesse de chaque phase
et la pression varient périodiquement & haute fréquence. Le lecteur intéressé pourra par
exemple, se référer aux différents travaux effectués a L’Imperial College pour une synthése
compleéte [72, 160].

De trés grande taille, les bouchons induits par la gravité se forment, eux, a cause de la
différence de densité entre le gaz et le liquide pour certaines configurations géométriques
de conduite. En effet, lorsque la ligne de production contient un ou plusieurs points bas,
il est parfois impossible d’observer un écoulement diphasique stationnaire, c¢’est-a-dire ot



2.6 Les écoulements a bouchons 25

les débits massiques de gaz et de liquide sont constants en tout point et a chaque instant
[51]. C’est le cas, lorsqu’un pipeline est relié a un riser ou encore, lorsque la conduite
suit la topographie d’un terrain accidenté (fond marin, région montagneuse, ...). Méme si
I’écoulement garde un caractére stationnaire (majoritairement stratifié) dans les parties
descendantes, il est observé dans les parties montantes uniquement si les débits d’entrée
sont assez importants. Ainsi, pour des débits de gaz et de liquide trés élevés, les portions
ascendantes sont généralement en régime annulaire (F1G. 2.5).

P séparateur
liquide
gaz gaz
riser L >
liquide liquide
o
L.
“"%
(a) Systéme pipeline/riser (b) Conduite accidentée

Fia. 2.5: Ecoulement annulaire stationnaire

Lorsque I'on diminue ces débits, I’écoulement tend alors a devenir intermittent (F1G. 2.6).

gaz

séparateur

liquide

gaz

pipeline

liquide

(a) Systéme pipeline/riser (b) Conduite accidentée

Fi1G. 2.6: Ecoulement intermittent stationnaire

Mais, pour de faibles débits d’entrée, un écoulement périodique apparait. En effet, des
bouchons de liquide de grande taille se forment dans les parties ascendantes de la conduite
puis sont expulsés violemment par le gaz.

Pour un systéme pipeline/riser, on désigne ce phénoméne dans sa forme la plus sévére
comme étant du severe slugging tandis que dans le second cas, on emploie plutot 1'expres-
sion de terrain slugging. Ces deux types d’écoulement sont fortement instationnaires et
sont généralement associés a de fortes variations de pression et de débits (F1G. 2.7).
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Cycle Cycle

Pression dans le pipeline
Débit massique de liquide en sortie

Temps Temps

FiG. 2.7: Cycle du phénomeéne

La particularité de ces phénomeénes est que la longueur des bouchons de liquide est su-
périeure ou égale a la somme des longueurs des parties ascendantes. En particulier, une
condition nécessaire a ’apparition du severe slugging est que le liquide atteigne le sommet
du riser avant que la poche de gaz atteigne le point bas. Dans le cas contraire, on parle
plutot d’écoulement quasi-stationnaire ou de transition {123, 131, 132, 153]. Ce sont la
encore des écoulements instationnaires, dans le sens oil les débits de gaz et de liquide
oscillent au cours du temps, mais leurs fluctuations sont beaucoup moins accentuées et la
taille des bouchons produits est plus petite.

De nombreuses études expérimentales ont été menées sur ces régimes d’écoulements
[35, 36, 37, 101, 131]. Certains auteurs les ont modélisés de maniére simplifiée [62, 102,
108, 127, 130, 132, 152, 153, 162, 172| et ont comparé leurs résultats par rapport a des
essais expérimentaux |52, 42, 93, 153, 162]. D’autres ont préféré étudier leur stabilité pour
en déduire des critéres d’occurrence |26, 60, 64, 123, 143, 171|. Enfin, plusieurs travaux
ont porté sur I'influence de différents parameétres [52, 93, 123, 153, 162]. Dans tous les cas,
tous s’accordent & dire que ces phénoménes peuvent étre décrits comme suit.

2.6.1 Description du severe slugging

Le graphique FIG. 2.8, extrait de ’article de Hill “Gas Injection at Riser Base Solves
Slugging, Flow Problems” paru dans le Oil and Gas Journal de février 1990 [83], donne
les différents régimes d’écoulement pouvant étre rencontrés dans les sytémes de type pi-
peline/riser en fonction des vitesses superficielles de gaz et de liquide (aussi appelées flux
volumétriques, Ux = R Vk).
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F1G. 2.8: Exemple de carte d’écoulement

Le severe slugging apparait donc pour les faibles débits. Dans un premier temps, le liquide
s’accumule dans le point bas de la conduite et tend a bloquer le passage du gaz. Celui-
ci est comprimé jusqu’au moment ou sa pression dépasse la pression due au poids du
liquide accumulé dans le riser. Un long bouchon de liquide est alors poussé par le gaz en
expansion. Puis, le gaz pénétre dans le riser jusqu’a atteindre son sommet. A ce moment,
la pression chute et le liquide restant dans le riser retombe dans le point bas. Ce processus
est généralement découpé en quatre phases distinctes [143] :

1. Formation du bouchon de liquide

Le liquide s’accumule au pied du riser et bloque le passage du gaz. La pression dans
le pipeline augmente.

gaz

séparateur

liquide

gaz

liquide pipeline

F1G. 2.9: Formation du bouchon de liquide

2. Production du bouchon de liquide

Le niveau supérieur du liquide ayant atteint le sommet du riser, il se déverse dans
le séparateur.
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F1G. 2.10: Production du bouchon de liquide

3. Pénétration de la poche de gaz

Pendant cette phase généralement appelée blow-out, la poche de gaz ayant atteint
le point bas, elle pénétre a l'intérieur du riser. Le bouchon se déverse alors dans le
séparateur avec une vitesse beaucoup plus importante due a une détente rapide du
gaz.

gaz

séparateur

liquide

gaz

liquide pipeline

F1G. 2.11: Pénétration de la poche de gaz

. Chute du liquide

Lorsque la poche de gaz atteint le sommet du riser, la pression au pied de la colonne
chute rapidement. Le liquide retombe alors par la paroi et s’accumule & nouveau au
pied du riser. Un nouveau cycle commence.

gaz

/_,—‘T
séparateur

liquide

riser

gaz

L.

liquide pipeline

F1G. 2.12: Chute du liquide
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2.6.2 Description du terrain slugging

Comme pour le severe slugging, le terrain slugging apparait dans les conduites acci-
dentées pour de faibles débits de gaz et de liquide. Son principe est aussi similaire, la seule
différence étant que tous les trongons se remplissent successivement pendant la premiére
phase [152]. On retrouve donc :

1. Formation du bouchon de liquide

Le liquide remplit chaque trongon les uns aprés les autres et le gaz se trouvant en
amont du premier point bas se comprime. De plus, une partie du gaz piégé entre les
points bas est expulsé par le bouchon en formation. Ainsi, les interfaces gaz/liquide
des parties descendantes s’immobilisent au niveau de leur point bas.

gaz
L‘ gz

liquide

F1G. 2.13: Formation du bouchon de liquide

2. Production du bouchon de liquide

Les portions ascendantes de la conduite accidentée sont maintenant complétement
remplies de liquide et le gaz se trouvant en amont du premier point bas pousse le
bouchon. Notons aussi que les parties descendantes peuvent encore contenir du gaz

piégé.

gaz
L‘ liquide

liquide

F1G. 2.14: Production du bouchon de liquide

3. Pénétration de la poche de gaz

La poche de gaz ayant atteint le premier point bas, elle pénétre dans la suite de la
conduite en se détendant. Le bouchon s’expulse alors violemment.
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gaz
liquide

liquide

F1G. 2.15: Pénétration de la poche de gaz

4. Chute du liquide

Lorsque la poche de gaz atteint le haut du dernier troncon ascendant, la pression
dans la conduite chute rapidement. Le liquide retombe alors par la paroi et s’accu-
mule & nouveau dans les différents point bas. Un nouveau cycle commence.

gaz

liquide

F1G. 2.16: Chute du liquide

Le chapitre suivant est consacré a ’obtention d’'un modéle reproduisant le phénoméne
de severe slugging. Le lecteur intéressé trouvera en annexe B, un modéle plus général
applicable aussi bien au severe slugging qu’au terrain slugging.



Chapitre 3

Modélisation du severe slugging

On souhaite obtenir dans ce chapitre, un modéle physique simple reproduisant le
phénoméne de severe slugging. Basé sur celui développé par Taitel et al. [153, 162], on
va s’attacher & I’écrire sous la forme d’un systéme algébro-différentiel pour chacune des
phases du phénomeéne. Nous allons commencer par la “chute du liquide”, phase supposée
instantanée et qui fera office de condition initiale & chaque nouveau cycle (EQu. 3.6).
Puis, les deux premiéres phases seront modélisées en supposant I’équilibre quasi-statique
des forces (EQu. 3.15 et 3.20) et la troisiéme sera basée sur ’équation fondamentale de
la dynamique (EQU. 3.24). Nous déduirons ensuite de ce modéle (synthétisé TAB. 3.26),
un critére d’occurrence du severe slugging (EQU. 3.27). Enfin, des résultats numériques
et des essais expérimentaux sur la boucle S*L seront présentés (cf. annexe A).

En vue de notre modélisation mathématique, nous allons supposer que :
I’écoulement est isotherme et les fluides sont newtoniens,

le liquide est incompressible et le gaz est un gaz parfait,

le bouchon de liquide est non aéré,

les frottements sont négligeables,

A

les débits d’entrée et la pression de sortie sont constants dans le temps.

3.1 Dimensions du systéme pipeline/riser

Le systéme représenté par la figure FiG. 3.1, comprend un pipeline de longueur /p
incliné de Sp par rapport a I’horizontale et un riser de longueur /g incliné de S par rapport
a ’horizontale. Une condition nécessaire a ’occurrence du phénomeéne de severe slugging
étant de disposer d’un important volume de gaz en amont du riser, la majorité des boucles
expérimentales comme celle utilisée pour cette étude, dispose d’un volume additionnel de
gaz v, en entrée de montage, permettant ainsi de s’affranchir d’une conduite de treés
grande longueur [153, 162|. En effet, ajouter ce volume revient a disposer d’un pipeline
de longueur I = v//S.

Un mélange diphasique gaz/liquide est injecté en amont du pipeline avec les débits
constants QLY et QI et sort en sommet de riser avec les débits QOUT et QPUT. Le gaz est
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a la pression P, le pied de riser a la pression II et la pression de sortie est constante égale
a POUT La position de la langue de gaz est repérée par z¢ et celle du front de liquide par
xr. De plus, 'origine de ces abscisses curvilignes z¢ et z, est située au niveau du point
bas. On a donc z¢ < 0 (resp. 7 < 0) si la langue de gaz (resp. le front de liquide) est
dans le pipeline et zg > 0 (resp. zz > 0) si elle (resp. il) est dans le riser.

Compte tenu de la topographie du systéme, il est légitime de supposer que ’angle
entre le pipeline et ’horizontale est dans [—7,0[ et celui entre le riser et ’horizontale
appartient a ]0, 5], ce qui implique que :

1. sinBp <0,
2. sin B > 0,
3. sin ﬁp 7é sin BR'

lr
TL

e

F1G. 3.1: Dimensions du probléme

3.2 Conditions initiales

Nous allons déterminer les positions de la langue de gaz et du front de liquide a la fin
d’un cycle de severe slugging, servant ainsi de conditions initiales au cycle suivant. Soit
[ty tc] Vintervalle de temps pendant lequel se produit la “chute du liquide”. Cette phase
étant rapide, nous n’allons pas chercher a déterminer sa dynamique. Nous la supposons
donc instantanée et nous allons uniquement déterminer la position des fronts une fois que
le liquide est retombé en pied de riser. Ainsi, ces positions sont nos conditions initiales a



3.2 Conditions initiales 33

chaque nouvelle période de severe slugging :
g = v6(t)

i = zp(t).

Elles sont trés importantes car influencent énormément la durée d’une période de severe
slugging. C’est pourquoi, nous avons ajouté un paramétre de calage au modéle qui permet
d’en augmenter la précision.

La conservation de la masse de liquide entre les instants ¢, et ¢, implique que :
mp(te) = mp(ty).
Le liquide étant incompressible et le diamétre du systéme constant, on peut écrire que :
rh — Rewg + RElp = R lp + Ry,

ou RE (resp. RE) représente la fraction volumique de la phase K a I'intérieur du pipeline
(resp. du riser) et peut étre déterminée par la relation implicite (2.10). On obtient, par
conséquent, une premiére équation reliant les positions des deux fronts :

xh — RExl, = REIR. (3.1)

L’écoulement étant isotherme et le gaz étant un gaz parfait, on peut écrire, en notant
ve le volume occupé par le gaz dans le systéme :

P(t.)vg(t.) = P(ty)ve(ts)- (3.2)

Supposons maintenant que, le liquide commencant & s’accumuler, il empéche immeédiate-
ment et complétement le passage du gaz en pied de riser. En notant v5 = v} + SREIp,
on a alors :

(e (tb) = ’Ug.

On suppose aussi que, a la fin de la troisiéme phase lorsque la poche de gaz arrive en haut
du riser, la pression dans le systéme devient presque égale a la pression de sortie POUT :

P(ty) = (1 +¢.) POUT,

On ajoute ce paramétre de calage ¢, pour des raisons de précision. Mais il est toujours
tres petit devant 1 et peut étre pris égal a 0 en premiére approximation.
De plus, le volume de gaz a 'instant ¢, est égal a :

va(te) = vE + S RE xl,,
et sa pression est donnée par la relation :

P(t.) = povT pgg[sin ﬁRacé — sin ﬁpmé].
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En substituant les différents termes par leur expression dans (3.2), on obtient une seconde
équation reliant les positions des deux fronts :

pY g[sin Bral — sin BpxL][vE + S RE 2L] + S RE POUT gL, = ¢ POUTYE. (3.3)
Les équations (3.1) et (3.3) forment un systéme algébrique 2 x 2 en (z5,z1). La

premiére équation donne directement la position du front de liquide en fonction de la
position de la langue de gaz :

z}, = Rgag + Rig. (3.4)
En l'injectant dans la seconde, on obtient I’équation du second degré en %, suivante :
Kizl? + Kial + K& =0,

avec :

K% = SREpY g(sin BrRE — sin Bp)

Ky = pg gvG(sin SrRE — sin Bp) + SRG R p7 gsin Brlr + SRGPOUT

K¢ = [REplgsinBrlr — e . POUTIE.
Soit A% = (K§)? — 4K4K}. La position de la langue de gaz est donnée par :

_K4 :t A4
1:I B G
— 3-5

et on choisira la solution vérifiant —Ip < xé <0et0< fci < lg.

En conclusion, les conditions initiales d’un cycle de severe slugging, correspondant aux
positions des fronts aprés la chute du liquide dans le riser, sont données par :

b - —KbE VAL
4
21, (3.6)
t = REzl+ RElg.

3.3 Formation du bouchon de liquide

Soit t; le temps initial d’une période de severe slugging et [t;, /] I'intervalle de temps
pendant lequel se produit la premiére phase (i.e. t; est le temps pour que le front de
liquide atteigne le sommet du riser). Nous allons commencer par mettre en place un
systéme d’équations pour en déduire I’évolution des deux fronts zg et z au cours du
temps. Puis, nous déterminerons ¢;.
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3.3.1 Modélisation

Pendant cette premiére phase, le gaz s’accumulant dans le pipeline et le liquide dans
le point bas, les débits en sortie de riser sont nuls (i.e. QYT = 0 et Q9UT = 0). Les lois
de conservation de la masse de gaz et de liquide s’écrivent alors :

ma(t) = QY (3.7)

mr(t) = Q. (3.8)
De plus, la masse de gaz contenue dans le pipeline est donnée par la relation suivante :

ma(t) = pa(t)va(t).

On suppose que le gaz est un gaz parfait. Sa densité est donc régi par la loi (2.2) :

pelt) = 25 Pl1),

et son volume est égal a :
Ug(t) = UG + SRGIG'( )

En supposant que v& >> SRGzg, il peut alors s’écrire :
ve(t) = vg.

Ainsi, on obtient que la masse de gaz est une fonction linéaire de sa pression :

ma(t) = ”lgjjf P(t). (3.9)

Le liquide étant supposé incompressible, sa densité est constante (EQU. 2.3) et sa
masse est donnée par la relation suivante :

my(t) = pp v (t).
De plus, son volume étant égal a :
vp(t) = S[zp(t) — 2g(t)] + SR [lp + ¢ (1)),
la masse de liquide s’exprime en fonction des positions zg et x; par la relation :
my(t) = Spy [2L(t) — RGra(t) + Rilp]. (3.10)

Enfin, en faisant ’hypothése d’un “modéle quasi-statique”, P et II sont directement
données par la hauteur de liquide dans le systéme :

P(t) = T(t) - py gsin Bpac(t), (3.11)

I(t) = POUT + pNgsin Brry(t). (3.12)
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En conclusion, le systéme d’équations s’écrit :

[ mig(t) = QF
mi(t) = QY
molt) = PEYEp()
\ mu®) = Sp¥les(t) - RExo(t) + REL) (3.13)
P(t) = TI(t) — pYgsin fpua(t)
Ht) = POUT+ pYgsin ra(2)
| Q9UT() = o.

On souhaite maintenant modifier ce systéme pour faire apparaitre explicitement 1’évo-
lution des positions zg et ;. En remplagant IT par son expression (3.12) dans I’équation
(3.11), on obtient P en fonction de z¢ et z, :

P(t) = PUT + p} g [sin Brar(t) — sin Bpac(t)].

En injectant cette expression dans la formule donnant la masse de gaz (3.9), on peut alors
I’écrire :
PGVE [ HOUT | N T .
ma(t) = 55 [POU" + pr g [sin Brar () — sin Brza(1)]]
En dérivant cette relation par rapport a ¢ et en injectant le résultat dans 1’équation de
conservation de la masse de gaz (3.7), on obtient une premiére équation reliant les deux

vitesses de déplacement zg et 7, :

PN QéN
PG PY 9V
De plus, en dérivant ’équation (3.10) et en l'injectant dans I’équation de conservation
de la masse de liquide (3.8), on obtient une seconde équation reliant z et z7, :

sin g 2L (t) — sin Bp zg(t) = (3.14)

.Z‘L(t) - Rg .Z‘G(t) = S;N
L

Ces deux équations forment un systéme 2 X 2 que l'on inverse pour donner deux
relations sur zg et xp, :

olt) = 1 (PN & sinfg QiN)
“ pY(RE sin B — sin Bp) * p¥ gvb S
1 RGPV QEY  sinfpQr

rr(t) = (

pY (RE sin Bg — sin fp)

).

PG 9VG S
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On remarque que ces vitesses de déplacement sont toujours définies car on a supposé
que sin 8p < 0 < sin By et qu’elles sont constantes dans le temps. Notons les K} et K} :

o 1 PYQU _sin 5 Q4
“ pY(RE sin Bg — sin fp) ~ p gvE S

o 1 REPY QL sinfp QP
L pY(REsin g —sinBp) " pN gvE S '

Le signe de K}, est indéterminé mais on a toujours Kj > 0 car sin 8p < 0. Cela signifie
que durant cette premiére phase, la langue de gaz peut soit avancer soit reculer, mais que
le front de liquide monte toujours jusqu’a atteindre le sommet du riser.

Le modéle de type algébro-différentiel décrivant les grandeurs physiques pendant la
premiére phase s’écrit en définitive :

[ Talt) = K&
gr(t) = Ki
¢ P@#) = I(t) - pygsin fpaa(t) (3.15)
I(t) = POYT+ pjlgsin Bror(t)
| QFVT() = o

3.3.2 Calcul de t;

iy est le temps pour que le liquide atteigne le sommet du riser. On a donc :
Xy, (tf) = ZR.

En intégrant ’équation différentielle régissant la position du front de liquide dans le riser

entre les instants ¢; et t;, on obtient :

l R — xi
K}

tr=t; + (3.16)

3.4 Production du bouchon de liquide

Soit [tf,t,] I'intervalle de temps pendant lequel se produit la seconde phase (i.e. £, est
le temps pour que la langue de gaz atteigne le pied de riser). Aprés avoir décrit le modéle
donnant I’évolution des différentes grandeurs du systéme, nous déterminerons la valeur
de 1.
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3.4.1 Modélisation

Pendant cette phase, la position du front de liquide reste constante égale a [, le liquide
s’écoule en sortie de riser et le gaz est toujours bloqué en amont du point bas. Les lois de
conservation de la masse de gaz et de liquide s’écrivent par conséquent :

me(t) = QF,

mg(t) = QL — QL7 (1) (3.17)

De plus, en prenant z; = lg, les équations définissant la masse de gaz, la masse de
liquide et les pressions restent inchangées par rapport a celles de la premiére phase. En
notant IIg la valeur de la pression en pied de riser lorsque celui-ci est complétement rempli
de liquide :

Iz = POY" + p} gsin Brlg,

on obtient le systéme d’équations suivant :

((mic(t) = QF
m(t) = QY —QZV"(t)
.’L‘L(t) = lR
PEVE
| me(t) = “EFP() (3.18)

my(t) = Sppllr+ Rilp — RGza(t)]

P(t) = Mg - p7gsinBrrg(t)

it = I

Faisons apparaitre maintenant I’évolution des positions xg et z5. ¢ est directement
solution de la relation (3.14) écrite pour x;, = lg et 27, =0 :

PN QéN
P& PY 9V
Comme p # 0, on peut définir la constante K2 égale a :
PN QéN

PG PL 9 sin Bpug

—sin Bp 26(t) =

K} =

On remarque que K% > 0, ce qui signifie que la langue de gaz avance toujours vers le
point bas pendant cette seconde phase :

Ta(t) = KZ. (3.19)
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De plus, on peut déterminer le débit de liquide sortant du riser pendant cette phase.
En effet, la masse de liquide est donnée par la formule :

En dérivant cette équation par rapport au temps puis en la réinjectant dans I’équation de
conservation de la masse de liquide (3.17), on obtient :

—Spi RG aa(t) = Q1Y — Q7VT (1)

Par conséquent, en remplacant =z par son expression, le débit de liquide sortant du
systéme est égal a :
gUT(t) — £N o SNRg .PN Qé];

oY g sin Bp oF

On obtient en définitive le modéle suivant :

[ 76(t) = K§
J?L(t) = lR
_ _ N
SRP PN IN
QgUT(t) — iN_ - G. QGP‘

\ pg 9 sin Bpug

3.4.2 Calcul de ¢,
tp est le temps pour que la langue de gaz atteigne le pied de riser. On a donc :
.Tg(tp) =0.
En intégrant (3.19) entre ¢; et ¢,, on obtient :
za(ty)
tp =15 — K2 (3.21)

3.5 Pénétration de la poche de gaz

Soit [t,, ts] I'intervalle de temps pendant lequel se produit cette troisiéme phase (i.e.
tp est le temps pour que le gaz atteigne le sommet du riser). Nous allons commencer
par mettre en place le modéle. Puis, nous expliciterons une méthode numeérique afin de
déterminer de fagon discréte, les différentes grandeurs physiques en fonction du temps
pour t € [t,t;]. Enfin, nous donnerons une maniére de calculer le temps .
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3.5.1 Modélisation

Pendant cette phase, la langue de gaz est assimilée & un piston déplacant le liquide
situé au centre du riser sur une surface S RE et ayant une masse miy,, le liquide proche de
la paroi étant supposé rester immobile. Cette méthode, certes peu classique, nous permet
d’obtenir un modéle sous la forme d’un systéme algébro-différentiel.

On peut appliquer a cette colonne liquide, “la relation fondamentale de la dynamique” :

> F@) [mL( )oa(t)],
oll o est la vitesse de la langue de gaz :
oa(t) = za(t).
La masse de liquide se déplacant dans le riser est donnée par la relation suivante :
my(t) = Spy Rg [lr — z6(t)]- (3.22)

En négligeant les termes de frottements, les forces en présence sont le poids de la colonne
de liquide et les forces de pression appliquées sur la surface S RE :

Y F(t) = SRE [P(t) — P°U"] — S RE [lr — za(t)] p7, g sin Bp.
L’écoulement étant isotherme et le gaz étant supposé parfait, on a la relation suivante :
P(t)va(t) = P(tp)va(tp)-

Or on sait que :

P(tp) = lg,
UG(tp) = Uga

Ug(t) = ’UG+SRG.T0()

La pression P s’exprime donc directement en fonction de x4 par la relation :

1
Pt)=11I
() =1z —¢ RE
14 $G(t)
G
P
Or, z étant trés petit devant SRE R, on peut effectuer un développement limité au premier

ordre :
SRRx )
vE ¢ '

Par conséquent, la somme des forces en présence s’écrit :
(S RR)

G

P(t) = IIg [1 .

Y F)= [SRgp’ng sin fr — HR] ra(t).
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S REII
Et, en posant K2, = g sin Sp— #, on obtient I’équation suivante régissant la position
L Va
de la langue de gaz dans le riser :

d

o (e = 26(1)] o6(t) = K z6(1).

De plus, on a z,(t) = lg et le gaz ayant pénétré le riser, la pression II est supposée
égale a la pression du gaz :
I1(t) = P(t).

Enfin, on suppose que le liquide entrant dans la conduite s’accumule dans le pipeline
et donc, que la colonne de liquide en mouvement n’est pas alimentée. Ainsi, I’équation de
conservation de la masse de liquide située au centre du riser my, s’écrit :

m(t) = —QZ" (¢).
En dérivant ’expression (3.22), on obtient que le débit de sortie est égal a :
2UE(t) = Spi Ré o6 (t).

Par conséquent, on obtient le systéme d’équations suivant (qui est plus complexe que
pour les phases 1 et 2) :

( Ta(t) = oq(t)
d l t ) = K} t
7 e —26(t)] 06(t)) = K¢ 6(t)
.IL(t) = lR
$ < (3.23)
P(t) = Ilg [1— Ug%c(t)}
TI(¢) = P(t)
\ 7T () = Spy REog(t).

Pour résoudre ce systéme, il ne suffit pas de connaitre la position de la langue de gaz au
temps t,, sa vitesse est aussi nécessaire. Ainsi, on suppose que le gaz pénétre dans le riser
avec une vitesse égale a la vitesse de la langue de gaz dans le pipeline pendant la seconde
phase. Les conditions initiales sont par conséquent :
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Le systéme algébro-différentiel (3.23) n’étant pas standard, effectuons a présent le

changement de variable suivant :
Ya

wa

(Ir —26)”

Ya-

L’état (yg,we) est donc solution du systéme suivant :

Ya(t)

We(t)

(

raq (t)

Ug(t)

ouT
L

)

\

Ainsi, le modéle s’écrit en définitive :

[ yal(t)
Wa(t)
z6(t)

.’ITL(t)

wa (1)

2KG (Vya(t) — lr)-

De plus, zg étant compris entre 0 et [z pendant toute la durée de la phase 3, on a :

Ir = \/ya(t)

—Wag (t)
2v/ya(t)

—Sp¥RE wq(t)

2 ya(t)
wG(t)
2K (Vya(t) —Ir)
Ir = V/ya(t)
Ir

. (3.24)

Mg [1 — Sﬂg(” xG(t)}
P(t)

—SpY RE wa(t)

2 Vyelt)

Remarque.

Ce modéle implique que og tende vers I'infini lorsque z¢ tend vers [, ce qui est physi-
quement incorrect. Cependant, on peut éviter cela en rajoutant un terme de frottement
dans ’expression de la somme des forces en présence.
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3.5.2 Résolution numérique

Intéressons nous a la partie différentielle du systéme (3.24). Nous avons & résoudre le
probléme de Cauchy suivant :

Y = F(®)
Y(tp) = Y,

Ya wa lr
Y = F(Y) = Y = ;
e (wc)’ ) (2 K¢ (Vya —ZR)> R (—QZRK?;)

A la différence des deux premiéres phases, il n’est pas possible ici de trouver une
solution analytique. C’est pourquoi, nous allons utiliser un schéma numérique de type
Euler explicite d’ordre 1, dont voici la description :

Yn-l-l —_Yyn
— = F(Y"™).
Agn (Ym)
On obtient donc : "
vo. = vet+ AW

witt = Wl + 2K At (VYT — Ig).
Ainsi, les grandeurs physiques du systéme, toutes fonction de yg et wg, seront déterminées
de maniére discréte pour chaque t" € [t,, ).

De plus, le schéma utilisé étant explicite, son pas de temps doit vérifier I'inégalité
suivante :

At < ————,
max (| A7])
A} étant les valeurs propres de la jacobienne de F' calculée en Y". Or, on a :

_ 3
T A

| K? | K3
Les valeurs propres sont donc | —% et —,/ —Z et, par conséquent, le pas de temps
Ve Ve

doit vérifier :

VYG
At" <
K&~

On souhaite aussi que les valeurs successives de yg restent positives. Cela nous implique
donc une seconde condition sur le pas de temps :

-
Atn < w—n.

G
Remarque.

Ces conditions impliquent que lim At" = 0.
n—r0oQ
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3.5.3 Calcul de ¢,

ty est le temps pour que la langue de gaz atteigne le haut du riser :
I(;(tb) = ZR.

Ne pouvant pas résoudre analytiquement le systéme (3.24), il nous est impossible de
donner une relation pour calculer ¢,. Par contre, il est possible d’utiliser la résolution
numérique pour en donner une approximation, avec une précision aussi bonne qu’on le
souhaite. En effet, le pas de temps tendant vers 0 lorsque xg tend vers lg, on prendra t,
égal au temps tel que At est inférieur a4 un € donné :

ty=t,+ » At (3.25)

At>e

De plus, pour obtenir une bonne précision sur ce calcul, il est souhaitable de prendre une
CFL assez petite pour ne pas cumuler trop d’erreurs.

3.6 Reécapitulatif du modéle

Le modéle est composé des systémes (3.15), (3.20) et (3.24) ainsi que des conditions
initiales (3.6). Le tableau suivant en donne une vision synthétique :



Conditions Systéme Systéme
temps initiales différentiel algébrique
_K%? + Aé‘ : 1 N
t € [ti, tf] | za(ti) —Qorl za(t) Kg P(t) 11(t) — pr g sin Bpza(t)
A
(phase 1) | zr(¢;) REzq(t;) + RElR Zr(t) K] T1(¢) POUT + pN gsin Brar(t)
Q2 (t) 0
t €[ty tp] | za(ty) ze(ti) + Koty — ta) | 26(t) K zr(t) Ir
(phase 2) P(t) [y — pYgsin Bpza(t)
M) = g
ooy o SREPQL
- " pigsinfpog
t € [ty ty] | ya(ty) Ir Y (1) we(t) za(t) Ir = V/Ya(t)
(phase 3) wG(tp) —QZRKé wG(t) 2 K% (\/yg(t) — ZR) .’EL(t) lR
R
P(t) Ik [1 _5 RPGacG(t)]
Ya
I1(¢) P(t)
ouUT —Spi RE wa(t)
Lo ()

2 ye(t)

(3.26)

o[epow np jiyeniidedsdy 9'¢

oy
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3.7 Critére d’occurrence

De nombreuses études ont été menées pour définir certains critéres donnant le caractére
stationnaire ou périodique de 1’écoulement dans un systéme pipeline/riser [60, 64, 123,
143|. En particulier, Bge [26] détermina une relation qui sert généralement de référence.
Elle s’exprime sous la forme d’une inégalité faisant intervenir le rapport du débit de gaz
sur le débit de liquide ainsi qu’une constante dépendant des paramétres du systéme et
des conditions d’écoulement. Elle est déterminée en utilisant le fait qu'une condition a
I’occurrence du severe slugging est que le liquide atteigne le sommet du riser avant que
la poche de gaz atteigne le point bas. Ainsi, si la vitesse de la langue de gaz pendant la
premiére phase de formation du bouchon de liquide est négative (K5 < 0), cette condition
est toujours vérifiée. Dans notre cas, on peut I'exprimer sous la forme :

Qd" _ pc g sinBrug

Zakarian [171] s’intéressa lui aussi a la stabilité de ces écoulements. Il présenta une
analyse mathématique basée sur la théorie des perturbations a partir d’un modéle simplifié
transitoire. Ce modéle a été construit en supposant que le pipeline est en régime stratifié
et le riser en régime intermittent ou dispersé. Un calcul de bifurcation lui permet de
déduire une expression analytique de la frontiére séparant les écoulements permanents
des écoulements instationnaires (severe slugging ou transition vers le severe slugging) au
voisinage des valeurs critiques des paramétres. Il a aussi démontré sur quelques exemples,
que la bifurcation a I’origine des instabilités observées est du type Hopf [69]. Cette frontiére
donne, en particulier, une valeur critique maximale du débit liquide pour laquelle on n’a
plus de severe slugging :

149 (D\*?® —
iN < SN <_> +/|sin Bg|.
pr \ 4

Bien que cette derniére inégalité surestime la valeur réelle, la combinaison des deux
critéres définit une région de ’espace des paramétres ol le severe slugging est susceptible

de se produire :

IN N : P
P g sin B vl

G
QiN — SPN
(3.27)

149 (D\?*?
iN < —N(—> +/|sin Bg|.
Spy \ 4

Remarque.
Ce critére d’occurrence (3.27) implique donc que les débits de gaz et de liquide en entrée du
pipeline sont faibles. Cela valide bien ’hypothése quasi-statique prise dans notre modéle
pour les deux premiéres phases.
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3.8 Validations expérimentales

Ce paragraphe est consacré a la validation du modéle que nous venons de développer
par rapport & différentes expériences menées sur notre boucle d’écoulement S*L (cf. an-
nexe A). Dans un premier temps, nous allons tracer plusieurs cartes d’écoulement pour
nous permettre de valider le critére d’occurrence du severe slugging. Puis, on effectuera
une confrontation entre le modeéle et les expériences en comparant les pressions P et 1I.
Enfin, une étude sera menée sur la durée d’un cycle de severe slugging.

3.8.1 Cartes d’écoulement

Commengons par valider le critére d’occurrence (3.27). Pour différentes valeurs des
paramétres fSp et v}, nous allons classifier chaque régime d’écoulement observé sur la
boucle en fonction des débits QLY et QIN. Puis, nous tracerons le critére pour vérifier s’il
délimite bien la zone d’existence du severe slugging.

Régimes rencontrés

Bien que I’écoulement dans la section inclinée de S*L soit toujours en régime stratifié,
plusieurs types d’écoulement ont été observés dans la partie verticale et ont été regroupés
comme suit :

Régime stable

L’écoulement dans le riser est alors intermittent voire bouillonnant. En effet, le débit
de gaz est trop important pour permettre au liquide de former un bouchon a la base
du riser. Par conséquent, il est entrainé par le gaz et se déverse de facon réguliére
dans le séparateur. On ne voit aucun cycle périodique se former et les pressions P
et IT ne subissent que de petites variations (F1G. 3.2).
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F1G. 3.2: P et II en fonction du temps pour le régime stable

Ce régime est représenté par des ronds verts sur les différentes cartes d’écoulement.
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Régime de transition vers le severe slugging

L’écoulement n’est alors plus stationnaire, mais on ne constate pas de severe slugging
au sens strict du terme. En effet, le bouchon de liquide se forme au niveau du point
bas, mais il est éjecté par la poche de gaz avant que le riser ne soit complétement
rempli. On a donc un écoulement périodique d’amplitude plus faible et de fréquence
plus élevée que dans le cas du severe slugging (F1G. 3.3).
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F1G. 3.3: P et II en fonction du temps pour le régime de transition

Ce régime est représenté par des triangles jaunes sur les différentes cartes d’écoule-
ment.

¢ Severe slugging
L’écoulement est alors périodique et chaque cycle est complet. En effet, on observe
distinctement et successivement les quatre phases du phénomeéne (F1G. 3.4).
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F1G. 3.4: P et Il en fonction du temps en conditions de severe slugging

Il est représenté par les losanges rouges sur les différentes cartes d’écoulement.
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Régimes intermédiaires

Entre ces trois principaux régimes ont été observés deux autres types d’écoulement.
Le premier (représenté par des ronds bleus) est une alternance entre le régime stable
et le régime de transition vers le severre slugging. En effet, on observe un écoulement
intermittent entrecoupé de formations et d’expulsions de bouchons de liquide de
petite taille. Le second (représenté par des carrés oranges) est une alternance entre
le severe slugging et le régime de transition vers le severe slugging. On observe alors
successivement un ou plusieurs cycles de severe slugging puis un ou plusieurs cycles
de transition vers le severe slugging, ou le bouchon est expulsé avant que le riser ne
soit complétement rempli.

Cartes d’écoulement

Pour chaque valeur des paramétres Op et v, 'observation nous permet de tracer une
carte d’écoulement en fonction des vitesses superficielles de gaz et de liquide. Chacune de
ces cartes nous indique alors les régions de severe slugging, de transition et d’écoulement
stable. De plus, le critére d’occurrence (3.27) est représenté par la droite de couleur noire.
Seule la premiére inégalité est ici représentée, la pompe & engrenage de S*L ne permettant
pas d’atteindre le débit critique au dessus duquel il n’a plus de severe slugging. Les
graphiques FI1G. 3.5, FiG. 3.6, F1G. 3.7, FI1G. 3.8, F1G. 3.9 et F1G. 3.10 sont les cartes
d’écoulement pour des angles Sp de —10° et —18° et des volumes additionnels de gaz v
de 15.8 1, 25.8 | et 35.8 [.

D.015 4

0.07 017 027 0437 047 057 067 077 0.87 097
Ug [m/s]

F1G. 3.5: Carte d’écoulement pour Ip = 1.08 m, v}, = 15.8 [ et p = —10°
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F1G. 3.6: Carte d’écoulement pour ip = 1.08 m, v}, = 15.8 [ et p = —18°
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F1G. 3.7: Carte d’écoulement pour Ip = 1.08 m, v}, = 25.8 [ et p = —10°
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F1G. 3.8: Carte d’écoulement pour ip = 1.08 m, v}, = 25.8 [ et fp = —18°
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F1G. 3.9: Carte d’écoulement pour Ip = 1.08 m, v}, = 35.8 [ et Bp = —10°
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Fi1G. 3.10: Carte d’écoulement pour [z = 1.08 m, v/ = 35.8 [ et fp = —18°

Interprétation des résultats

Nous avons une bonne concordance entre le critére d’occurrence et les résultats expé-
rimentaux. Nous pouvons aussi observer que le volume de gaz en amont du pied de riser
joue un role trés important pour créer des conditions propices au severe slugging. En effet,
plus v}, augmente, plus la zone de severe slugging est importante, ce que nous pouvons
aussi vérifier sur le critére théorique. Enfin, ces différentes cartes d’écoulement valident le
fait que angle Bp (qui n’intervient pas dans le critére) n’a aucune influence sur la taille

de la région d’existence du phénomeéne.

3.8.2 Comparaison entre le modéle et les expériences

Pour cette étude, nous conservons maintenant constant I’angle Sp a la valeur —18° et
le volume additionnel 'UZS a 35.8 . De plus, les différentes observations faites pendant nos
expériences sur la boucle S*L nous ont conduit & fixer les fractions volumiques de gaz
respectivement & 0.95 pour le pipeline et 0.75 pour le riser. Ainsi, les paramétres utilisés
pour le modéle sont résumés dans le tableau TAB. 3.1.
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D lp lr Bp Br vG

0.015 m 1.50m 1.08 m —18° 90° 0.0358 m?
i N V7 S V7 S L.
101500 Pa 101500 Pa 1.3 kg/m3 1000 kg/m3 0.95 0.75

TAB. 3.1: Parameétres utilisés pour le modéle

Nous allons commencer par quantifier I'influence du paramétre de calage €. pour en-
suite comparer les résultats du modéle (3.26) par rapport aux expériences effectuées sur
S4L.

Influence du paramétre de calage

Le paramétre ¢, sert a ajuster les conditions initiales de notre modéle. En effet, a la fin
de la phase de retombée du liquide, nous souhaitons obtenir les pressions les plus proches
de celles observées expérimentalement, car elles influencent fortement la durée d’un cycle
du phénoméne. Pour déterminer son influence, placons-nous en un point de la carte d’écou-
lement se trouvant au milieu de la région d’existence du phénoméne (i.e. QE¥ = 2 nl/min
et QN =11 1/h correspondant & UZ% = 0.19 m.s ! et U, = 0.0173 m.s1). Les graphiques
Fia. 3.11 et F1G. 3.12 représentent, en fonction du temps, la pression P du gaz dans le
pipeline et la pression II en pied de riser données par ’expérience et le modéle, avec £, = 0
pour le premier et £, optimisé pour le second.

y i [ Va

// [y LV 1 /S

I1 [mbars]

m |

SaVavySvay/av/i
| L0

4 / //

t [s] t [s]

B
I~

ﬁg____ﬁh

F1G. 3.11: Comparaison des pressions pour &, = 0
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F1G. 3.12: Comparaison des pressions pour ¢, = 0.023

Lorsque €. est égal & 0, les pressions & 'instant initial (i.e. les fronts x5 et z1) sont
trés inférieures & celles observées et par conséquent, la période du phénoméne est alors
beaucoup plus grande. De plus, méme si la valeur de ce paramétre reste toujours faible
(en dessous de 0.025 pour toutes nos expériences), il influence énormement les conditions
initiales, montrant ainsi son utilité et la difficulté pour modéliser la phase 4.

Comparaison des pressions

Le volume additionnel v/, étant fixé a sa valeur maximale de 35.8 [, la carte d’écou-

lement FI1G. 3.10 nous indique que nous sommes en présence de severe slugging pour

des débits compris entre 1 et 4 nl/min pour le gaz et entre 3 et 14 I/h pour le liquide.

Ainsi, nous choisissons cinq couples (Q5¥, Q") permettant de bien couvrir la région ou

se produit le phénomeéne (cf. TAB. 3.2).
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TAB. 3.2: Débits de gaz et de liquide retenus pour les expériences

Les graphiques F1G. 3.13, F1G. 3.14, FiG. 3.15, FIG. 3.16 et FIG. 3.17 représentent en
fonction du temps, la pression du gaz P et la pression en pied de riser II données par le
modele et par 'expérience, le paramétre de calage €. étant ajusté a sa meilleure valeur.
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FiG. 3.13: Comparaison de P et IT pour Q%" = 1 nl/min, Q1Y =8 1/h et €. = 0.020
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F1G. 3.14: Comparaison de P et I pour QLY =1 nl/min, QN =11 1/h et €. = 0.024
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F1G. 3.15: Comparaison de P et IT pour Q5" = 2 nl/min, Q1Y =11 1/h et e, = 0.023
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F1G. 3.17: Comparaison de P et II pour QLY = 4 ni/min, QN =14 1/h et e, = 0.025

Nous avons un bon accord entre le modéle et les expériences. En effet, quantitati-
vement, on retrouve bien les 4 phases du severe slugging et les tendances sont tout a
fait correctes. Ainsi, les pressions augmentent en fonction du temps pendant la premiére
phase, la pression en pied de riser reste constante au cours de la seconde, et on retrouve
la chute rapide des pressions lors du blow-out. On remarque aussi que, plus le débit de
gaz augmente, plus les résultats donnés par le modéle correspondent aux expériences.

Cependant, qualitativement, on observe certaines différences. En effet, la phase 4 n’est
pas toujours instantanée comme on I’a supposé dans notre modélisation, surtout pour les
forts débits de gaz. De plus, bien que pendant la phase 2, ’évolution de P corresponde
bien aux expériences, on ne trouve pas les bonnes vitesses des fronts pendant la premiére
phase. En effet, le modéle les sous-estime, ce qui entraine en particulier une augmentation
de la durée d’un cycle de severe slugging. Cela peut étre dii & une imprécision du débit-
métre gaz de notre boucle expérimentale pour les faibles débits. Effectivement, il influence
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énormément la vitesse des fronts pendant la phase 1 et on retrouve les bonnes valeurs en
Paugmentant de 20% dans notre modéle. De plus, ce modéle donne aussi une vitesse
de fronts constante pendant cette premiére phase, alors que 1'on observe expérimentale-
ment qu’elle dépend du temps. Cela est peut-étre dii aux effets thermiques négligés dans
notre modéle, alors que le compresseur délivre du gaz fortemement réchauffé en entrée de
montage.

3.8.3 Etude des temps caractéristiques

Nous gardons maintenant constant le paramétre de calage a sa valeur moyenne ¢, =
0.023. Le tableau TAB. 3.3 donne la période de severe slugging déterminée pour le modéle
et les expériences sur S*L.

A N Expérience | Simulation | Erreur

8 nl/min 11/h 134 s 163 s | 21.65 %
11 nl/min 11/h 134 s 163 s | 21.65 %
11 nl/min 21/h 72 s 82 s |13.88%
11 nl/min 31/h 51 s 55 s | 7.84 %
14 nl/min 41/h 42 s 41 s | 2.38%

TAB. 3.3: Comparaison modéle/expérience sur une période de severe slugging

On remarque que cette période semble étre indépendante du débit liquide, ce qui
est aussi vérifié par toutes nos simulations numeériques. Nous pouvons donc la tracer
uniquement en fonction du débit de gaz. Ainsi, le graphe FIG. 3.18 représente la durée
d’un cycle pour les simulations et les expériences ainsi que le pourcentage d’erreur du
modéle.
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F1G. 3.18: Période et erreur en fonction de QLY

On a une bonne adéquation entre les expériences et les simulations. En effet, ’erreur
maximale est de l'ordre de 20% et elle diminue trés rapidement lorsque ’on augmente le
deébit QLY.

3.9 Conclusions

Le modéle réduit développé au cours de ce chapitre représente de maniére fidéle le
phénomeéne de severe slugging. En effet, il donne de bons résultats par rapport aux ex-
périences, méme si un décalage sur les vitesses des fronts existe lors de la formation du
bouchon de liquide. Les différentes phases du phénomeéne sont bien représentées et les
tendances sont tout a fait correctes. De plus, les résultats numériques sont en adéquation
avec les observations pour le calcul de la période, avec une erreur maximale de I'ordre de
20 % pour les plus faibles débits de gaz. Enfin, ces validations montrent toute I'importance
du paramétre de calage et la complexité pour bien 'ajuster.

Ce modeéle va maintenant servir de base au développement des systémes de régulation
décrits dans la partie suivante.






Controle du severe slugging






Chapitre 4

Controle par prélévement

Nous souhaitons controler le phénoméne de severe slugging en utilisant la capacité
du pipeline & séparer les phases en amont du pied de riser, pour ensuite les tranporter
séparément dans deux risers distincts jusqu’aux installations de traitement. La figure
F1G. 4.1 est une représentation de ce systéme, ol un piquage permet de prélever la totalité
du gaz contenu dans le pipeline et est relié¢ & un riser auxiliaire le transportant jusqu’au
séparateur, son débit étant contrélé par une vanne.

Afin d’obtenir un écoulement stationnaire en empéchant son passage en phase de blow-
out, nous allons nous attacher a stabiliser la langue de gaz dans le pipeline en commandant
I’ouverture de la vanne et ainsi obtenir des débits constants en sortie de chaque riser.

séparateur

liquide

prélevement
riser principal

gaz

L.

liquide

pipeline

F1G. 4.1: Systéme avec prélévement

Ce chapitre est consacré dans un premier temps a ’obtention d’un modéle simplifié
pour simuler ce systéme physique (EQU. 4.9) en utilisant les bilans dynamiques des masses
de chaque phase et en supposant ’équilibre quasi-statique des forces. Il décrit ensuite sa
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mise sous forme explicite (EQU. 4.10) ainsi que son espace des phases (EQU. 4.11) et son
état d’équilibre (EQU. 4.12). Dans un second temps, ce chapitre présente une étude de
stabilité d’un bouclage proportionnel sur 'ouverture de la vanne de prélévement par la
méthode des portraits de phase pour les systémes dans le plan [6], dont le résultat est
présenté figures F1G. 4.12 et F1G. 4.13. La principale difficulté de cette étude provient du
caractére hydride du systéme (la dimension de 1’espace des états changeant au cours du
temps), mais aussi de la saturation de I'ouverture de la vanne. Dans un troisiéme temps,
ce chapitre traite du rajout d’une intégrale lente & notre loi de commande (EQU. 4.15) et
de I’étude de sa stabilité dans le cas ol le systéme est en phase de production, c’est-a-dire
lorsque le front de liquide a atteint le sommet du riser (F1G. 4.16). Enfin, des résultats
numeériques et des essais expérimentaux sur S*L seront présentés.

En vue de la modélisation mathématique, on adopte les hypothéses suivantes :
[’écoulement est isotherme et les fluides sont newtoniens,

Le liquide est incompressible et le gaz est un gaz parfait,

La fraction volumique de liquide dans le pipeline est négligeable,

Le bouchon de liquide est non aéré,

L’écoulement est “quasi-stationnaire” et les frottements sont négligeables,

Les débits d’entrée et la pression de sortie sont constants dans le temps,

A

Le gaz sort uniquement par le prélévement et le liquide par le riser.

4.1 Modélisation

Au chapitre 3, nous avons déja étudié deux systémes algébro-différentiels (3.15) et
(3.20) représentant les deux premiéres phases du severe slugging. Nous souhaitons & pré-
sent, y incorporer le prélévement du gaz.

4.1.1 Dimensions du systéme

Le systéme, représenté par la figure FiG. 4.2, comprend un pipeline de longueur /p
incliné de fBp par rapport & l'horizontale, un riser principal de longueur /g incliné de
Br par rapport a I’horizontale et un volume additionnel v/;. De plus, un second riser,
connecté au pipeline & une distance assez grande du point bas pour ne prélever que du
gaz, le transporte & un débit imposé par I'ouverture u de la vanne.

Un mélange diphasique gaz/liquide est injecté en amont du pipeline avec les débits
constants QLY et QIN et sort en sommet de chaque riser avec les débits QELY et Q9UT.
Le pipeline est a la pression P, le pied de riser a la pression 1l et la pression de sortie est
constante égale 3 PPUT. La position de la langue de gaz est repérée par z¢ et celle du
front de liquide par zp.

Compte tenu de la topographie du systéme, on suppose que fp € [—7,0[ et que
Br €]0, 5], ce qui implique que :
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1. sinBp < 0,
2. sin Bg > 0,
3. sin Bp # sin fg.

POUT
QPLV ouT
e L

F1G. 4.2: Dimensions du probléme

4.1.2 Systéme d’équations

L’équation de conservation de la masse de chaque phase s’écrit :
. IN PLV
mig(t) = Qg — Qg (1), (4.1)

mig(t) = Q" — QL (D). (4.2)

Les autres grandeurs sont données directement par les formules (3.9), (3.10), (3.11) et
(3.12) déterminées dans le chapitre 3 consacré a la modélisation du severe slugging :

PGV
ma(t) = —5r (),
mi(t) = Spplen(t) — Rgza(t) + Rlp),
P(t) = TI(t) — py gsin Bpaa(t), (4.3)

() = POUT 4 plgsin Bra(t)- (4.4)
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Dans l'optique d’un contréle sur la boucle S*L, on remplace v = vl + SRELp par v/, et
on suppose que RE = 1. Si I'on ne fait pas ces hypothéses simplificatrices, le calcul est
certes plus lourd mais repose néammoins sur le méme principe. Les masses de gaz et de
liquide sont ainsi données par les relations suivantes :

molt) = P5Ypy), (4.5
mi(t) = Sp¥las(t) — za(t), (45)

Le débit de liquide sortant du riser est une fonction a priori assez “compliquée” car
il dépend du régime dans lequel se trouve le systéme pipeline/riser. Toutefois, on peut
I’exprimer de facon concise comme :

2V (1) = Z(za, ), (4.7)
la fonction Z étant donnée par :
QI + SpilaG]™  si(z1 =1Ir)
Z(l‘Ga l‘L) =
0 sinon.

En effet, si le front de liquide n’a pas atteint le sommet du riser (i.e. z;, < lg), le débit est
alors nul et dans le cas contraire, on a un débit de sortie uniquement si sa valeur est positive
(i.e. QN +SpYze > 0). Cela correspond au fait que le débit est positif si la langue de gaz
ne recule pas assez pour “compenser” complétement le liquide entrant dans le pipeline. La
figure FIG. 4.3 est une représentation de la fonction Z dans le plan(zz,zg) € Rt x R.

zG

Z_0 o 2 =017+ Spiwe
(070) lR TL

Z=0
N
Spy

. z=0
Z=0 -

F1G. 4.3: Représentation graphique de la fonction Z
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Quant au débit de gaz prélévé, il est donné par 'équation (A.1), relation reliant Q&Y

a Pouverture de la vanne v € [0,100] en fonction de la pression dans le pipeline P :

QEFV (t) = oV u \/[P — POUT]Y ayec of IV = 17(;) v/ ]p;;VPOUT (4.8)

Les équations (4.1), (4.2), (4.5), (4.6), (4.3), (4.4), (4.7) et (4.8) constituent donc un
systéeme algébro-différentiel reliant les différentes grandeurs physiques qui interviennent
dans le controle par prélévement :

(nig(t) = Q¢ —Qc" ()
mi(t) = Q¥ —Q"()
molt) = P& pp)
m(t) = Spplen(t) — ze(t)]
X (4.9)
P(t) = I(t) — pg gsin Bpaa(t)
() = PO+ pygsinfrar(t)
QL) = Z(7g,zL)),
\ gLV (t) — PLV \/[p pOUT]

D’un point de vue mathématique, cette forme implicite n’est pas tout a fait “standard”
dans la mesure o :

1. au second membre figure encore la dérivée x; en argument d’une fonction algébrique,
2. la fonction Z n’est pas continue par rapport a ses variables.

Ces difficultés viennent du fait que nous avons unifié les deux premiéres phases du severe
slugging en un seul modéle, mais nous allons voir que ces deux aspects inhabituels ne
posent pas de probléme majeur pour notre étude.

4.1.3 Modéle & deux fronts

Nous allons maintenant modifier le systéme (4.9) pour faire apparaitre explicitement la
dynamique des positions des deux fronts x4 et x,. Cette nouvelle forme est non seulement
plus “parlante” a I'intuition physique, mais permet aussi d’éluder la premiére difficulté (x
en argument d’une fonction algébrique), et donc d’étudier plus facilement le systéme.

En dérivant par rapport au temps les relations (4.5) et (4.6), on obtient le systéme en
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(¥g, ) suivant :

Py VG P g

pr— (sin frgn(t) = sin fpaa(®) = QF¥ - Q&M ()

S p1 (@ (t) — 26 (1)) = Q" - Q" (.
Une fois ce systéme inversé, nous obtenons :

zg(t) = UG(QSLV)|t + Ve Q2T (1)

wi(t) = U(@c"™)), + VL QL (D),

avec
( Us(QEY) = 1 [PY QG — Q&"Y) _ sin rQLY ]
¢ pY(sinBr —sinBp) | pYgvg; s
U (QELY) = 1 [PY(QF - Qc™) _ sin BrQLY ]
) e Pl (sin B —sinfp) | plgvd s
V N sin ﬁR
¢ SpY (sin Br — sin Bp)
Y, . sin ﬁp
L " SpY(sinfBr —sinfp)’

Les fonctions Ug et U}, et les constantes Vg et Vp, sont toujours définies car sin S > 0 et
sin Bp < 0 et on peut noter que Vg > 0 et V;, < 0.

De plus, nous verrons ultérieurement que le débit prélevé Q&Y peut s’écrire :
Qe"" (t) = oV u(t)y/P(t) — POUT,

ol u est notre commande correspondant au pourcentage d’ouverture de la vanne (cf. an-
nexe A). Le modéle s’exprime par conséquent sous la forme du systéme algébro-différentiel
suivant :

[ we(t) = Us(QE™)), +VeQ2T(1)
a(t) = U(QEM)), +VL@PUT(®)
P(t) = PO+ pyglsin Brar(t) — sin Bpaa(t)]
| () = PO+ ppgsinBrr(t)
PLV(t) = oFVu(t)y/pNglsin Brar () — sin Bpag (L))
| Q27 = Z(@e, @),
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Regardons plus en détail la derniére équation. A premiére vue, elle semble implicite
en QYYT dans la mesure ou Q9UT = Z(z(QPYT),x1). Il est cependant possible de
remplacer Z par une fonction &(zr, QEFY) ne dépendant pas de zg. En effet, si z;, # I
ou si QN 4+ SpNx < 0, alors £ est donnée directement par £ = 0. De plus, si 27, = Iy et
si QN + Sp¥xg > 0, en remplacant 7z par son expression, on obtient :

T () = Q1Y + Sp (Us(QEH)), + Ve QUT()) -

En isolant Q9YT au premier membre, puis en divisant par 1 — SpY¥V;, on arrive (aprés
simplifications) a la valeur de Q¥Y7 :

vty _ g SPYIQU ~ QB ()
t r plgsin fpvl

r

Par conséquent, £ peut s’expliciter par :
+
QIN B SPN(QéN o QgLV)
L N . +
E(wr, QB = P 9sin Bpvg

si (37L = ZR)

0 sinon.

La figure FIG. 4.4 est une représentation de la fonction € dans le plan(zz, QEYY) €

Rt x R, ou QF est donnée par la relation suivante :

Qr = QI — p&gsin fpus QT
G G SPN

QgLV

£=0 /5 =0
QG [

E= QIN _ SPN[Qé'N — QgLV]
-0 - t PN gsin fpug;
(070) lR Xy

F1G. 4.4: Représentation graphique de la fonction £
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Le modéle se raméne en définitive & la forme explicite plus traditionnelle suivante, les

difficultés théoriques qui persistent encore étant uniquement celles liées a la discontinuité
de & :

[ 26(t) = Us(QE™)|, +Ve Q27T (D)
rr(t) = UL(QEFY) o + VL Q2T (¢)
P(t) = POUT+ pllgsinfrar(t) — sin Bpag(t)]
g (4.10)
() = PO+ pigsinBrar(t)
GV () = oV u(t)/py glsin Brar(t) — sin fpza(t)]
L QgUT(t) = E(ZEL, ZLV)|t,

les fonctions Ug, U;, et £ et les constantes Vg et V) étant données par les relations
suivantes :

[ usQrr) = 1 [ PY(QE" — Q")  sinBrQLY]
“ pN(sinBr —sinBp) | plgvs s
UL (QELYY = 1 [PV (QgY — Q&™) _ sin BrQL"]
riwa ~ p¥(sin B —sin Bp) | PN gud S ]
Y N sin ,BR
) ¢ Spy (sin Br — sin Bp)
V N sin ,Bp
g Sp¥ (sin Br — sin Bp)
PN(OIN _ oPLV +
iN—S 1\(/G~ ¢ ) si (zr, = lR)
Elon Q) = pagsin fpvd
\ 0 sinon.

4.1.4 Espace des phases

Soit DPLV Tespace des états du systéme. Etant uniquement valable pour les deux
premiéres phases du severe slugging, il doit par conséquent vérifier :

—lp<$(;< 0

0 SI'LSZR-

Cela implique directement que les masses de chaque phase sont toujours positives et que
la pression du gaz P est toujours inférieure & la pression en pied de riser II.
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De plus, lorsque la pression dans le pipeline est égale a la pression de sortie, P est alors
N AIN
PG VG
impliquant aussi que les débits sont toujours positifs.

strictement positif car égal a . Par conséquent, P et II sont toujours supérieurs
A POUT

Enfin, P s’écrivant P(t) = POUT+ pV g[sin Brz . () —sin Bpz¢(t)], on obtient la relation
suivante reliant les positions xg et x, :

sin g x1, > sin Bp zq.

DPLV

En conclusion, est définie par :

DYV = {(zg,21) € [~1p,0] x [0,1g] \ sinBr 21, > sin Bp z¢} . (4.11)
Remarque.
A lintérieur du domaine DV, on a toujours P > PPUT. Par conséquent, le débit prélevé
PLV

¢~ peut s’écrire :

QEEV (1) = o™V u(t)\/ pf glsin B (1) — sin fpa ()

4.1.5 Etat stationnaire

On note 7g, Tr, P, IT, QEFY, Q9UT et u, les valeurs stationnaires de chaque variable
du systéme. Reprenons le systéme d’équation (4.9). L’état stationnaire est donné par
mig = 0 et miy, = 0. On en déduit directement que QELY = Q& et QYUT = QIV. Or
d’aprés ’équation (4.7), la seule posibilité pour avoir le débit sortant de liquide égal au
débit d’entrée est que le front de liquide ait atteint le sommet du riser. On a donc Ty, = [
ce qui implique que IT = ITg. Il nous reste & déterminer Z¢, P, et @. En imposant la valeur
de g égale a xgef (position de référence on 'on souhaite stabiliser la langue de gaz),
nous pouvons en déduire directement les deux autres grandeurs :

P = II—pYgsin 5p.rgef
Q"

aPLV\/pfg[sin Brlr — sin ,Bpxgef]

&l
|
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Ref

Par conséquent, I’état stationnaire est donné par la famille & un paramétre z5* suivante :
( el — xgef
T, = g
P = lz- pr gsin 5P$gef
ﬁ = HR
{ (4.12)
_ OIN
QG = 0l
QT = o
IN
= & :
\ afLV \/pILVg[sin Brlr — sin Bpxgef]

De plus, il faut bien entendu s’assurer que (zo</,iz) € DPEV pour avoir @ toujours

défini et comme nous souhaitons avoir @ € [0, 100], cela implique la condition suivante sur
Ref

To !

: 2
sin g 1 IN
0> ghel > lg — ¢ :
= %a sin Bp pNgsin Bp \ 100 aPLV

Ainsi, pour “élargir” la gamme des a:gef admissibles, nous pouvons jouer sur la valeur du
Cy de la vanne et par conséquent sur o>, Par exemple, il semble judicieux de le choisir
tel que :

sin Br 1 v 2 o
— ~ —Ip.

sinBp pNgsin Bp \ 100 aPLV

On remarque aussi que % est toujours positif et qu’il est croissant par rapport a QLY.
Par conséquent, si on choisit un :U}Gzef tel que w < 100 pour le plus grand débit de gaz
défini par les conditions opératoires, on aura toujours 7 € [0,100] quelque soit QLY. La
figure F1G. 4.5 donne I'ouverture stationnaire 7 en fonction de z4*/ € [~Ip, 0] pour un jeu
de données correspond & S*L, le débit de gaz étant compris entre 1 et 5 nl/min (débit le
plus faible pour lequel le severe slugging n’a plus été observé).
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120

T

QI¥ =1 nl/min ———
QI¥ = 2 nl/min

110 QI¥ =3 nl/min -

O — 4 nl/min
QI =5 nl/min

100

920

80

70

60

50

40

30

F1G. 4.5: Représentation de u en fonction de xgef pour différents QLY

On remarque que les pentes sont faibles et que si on prend xgef = —0.75 m, on aura

toujours @ € [0, 100] pour la gamme de débit de gaz créant le severe slugging.

4.2 Etude de stabilité d’un controleur proportionnel

Nous allons maintenant étudier comment évoluent les positions zg et z; a I'intérieur
du domaine DFLV en utilisant un contréleur de type proportionnel sur 'ouverture de la
vanne. La difficulté vient du fait que nous avons affaire a un systéme dont la dimension
d’état change en fonction de la position du front de liquide. Nous allons montrer par les
techniques des portraits de phases et des isoclines [6], qu'un bouclage proportionnel avec
saturation permet d’obtenir, sous certaines conditions, la stabilité globale du systéme.

4.2.1 Systéme en boucle fermée

Soit u la commande de notre systéme. Etant borné entre 0 et 100%, le controleur de
type proportionnel par rapport & z¢ (que 1'on souhaite faire tendre vers mgef ) s’écrit :

u(t) = min [Kp(xa(t) — zely+ 100 . (4.13)

De plus, zg et xgef étant négatifs, il est intuitif que Kp soit positif. En effet, lorsque la
langue est en dessous de sa position de référence, on souhaite ouvrir la vanne pour faire
sortir une quantité plus importante de gaz, ce qui a pour effet de remonter la langue dans
le pipeline. Et inversement, si elle est au dessus de sa position de référence, on coupe la
sortie de gaz pour la faire redescendre. On suppose par conséquent dans la suite que :

Kp > 0.
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Le débit prélevé s’écrit donc :

&V () = oY min [KP (xg(t) — :rgef>+ , 100] \/pgg[sin Brrr(t) — sin Bpza(t)].

Afin de mieux mettre en évidence la structure du probléme, introduisons maintenant les
notations suivantes :

( 100
M = =
Kp
\ fvlea,z) = /pYg(sinfrar, —sin fpag)
\ gv(zg,zr) = min [(x(; — :L'gef)J’,M} fv(za,xr)-

M est une constante positive, fy est une fonction continue, positive et croissante par

rapport & chacune de ses variables dans le domaine DFZY. De plus, min [(xG — zhhyt M

étant une fonction continue, positive et croissante a 'intérieur de D¥FV | gy, est aussi une

fonction continue, positive et croissante par rapport & chacune de ses variables dans le
domaine DV Ainsi, on peut écrire le débit prélevé sous la forme :

QEM (t) = oV Kp gy (za, $L)|t-

Convenons-nous également de quelques vocabulaires. Le débit de liquide pouvant
étre soit positif soit nul, on appelle régime saturé lorsqu’il est positif (i.e. zp = Ig et
PLV < Q%) et dans le cas contraire, il est dit non saturé. Par conséquent, les équations

différentielles donnant I’évolution des fronts zg et x s’écrivent :

En régime non saturé

Le débit de liquide étant alors nul, le systéme peut se mettre sous la forme :

$G(t) = AgS - BNS gv(iEg, xL)‘t
rp(t) = ANS - BNS gv(acg,xL)‘t,
avec : NAIN _ N
ANS = 1 P Qg"  sinfrQp
¢ pl (sin Br — sin Bp) | pNgvd s
ANS = 1 [ PYQEY . sin BpQ1Y ]
t pl (sin Br — sin Bp) | pNgvd s
BNS B OéPLVKP PN

pgp]LVg v“GL(sin Br — sin Bp)’
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ces constantes ayant les propriétés suivantes :

ANS <> 0,
ANS >0,
BYS > 0.

En régime saturé

Le front de liquide étant situé en sommet de riser, sa dynamique est naturellement
donnée par :

Le débit de liquide vaut alors :

vty _ g SPYIQ Q2 ()
- r pgsin Bpu

En le reportant dans ’équation donnant I’évolution de la langue de gaz, on obtient :

zq(t) = AZ — B2 gv (7, lR)‘t,

avec : NAIN
pe;PT g sin Bpud;
Bg _ _ aPLV KP PN
P PY gsin Bpug;
ces constantes ayant les propriétés suivantes :
A > 0,
B > 0.
Récapitulatif

Le systéme en boucle fermée est donné par :

Dynamique | Régime non saturé | Régime saturé

Ta(t) Ca(ra, 7)), Va(wa)),

IL(t) @L(IG,.’L‘L)‘t 0
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les fonctions @, @, et U étant définies par :

bg(zg,zr) = AN — BYS gy(zg,zr),
®(zg,zr) = AYS — B gy(zg, L),
\Ifc;(l'g) = .Ag — Bg gv(l'G, lR)

De plus, les coeflicients sont donnés par :

ANS 1 [ PNQLY 3 sin BrQIN ] <> 0
G o N (o o N, .+ S )

pr. (sin Br — sin Bp) | Pc9Vq i
ANS 1 'PNQ{;N B sin BpQiN S 0
L pl (sin Br — sin Bp) | pNgv S ’
BNS _ aPLVKPPN 0
= TN Nt e > )

pe PL gvs (sin Br — sin fp)
TR > 0
PG PY gsin Bpug ’
_ PLVK PN

B = —° r > 0.

PG Py gsin Bpud

Enfin, on remarque que gy étant une fonction continue et croissante, ®g, ¢, et ¥g
sont des fonctions continues et décroissantes par rapport a chacune de ses variables dans
le domaine DPLV,

Malgré la complexité apparente des équations ci-dessus, on peut étudier la stabilité
du controleur proportionnel (4.13), du moins qualitativement, au moyen des portraits de
phase que nous allons maintenant aborder.

4.2.2 Point d’équilibre

Déterminons le point d’équilibre X*# = (z&,z¥) du systéme en boucle fermée. II
vérifie :
Og(zl,2¥) = 0 et @p(z&,z¥) = 0 en régime non saturé
Ue(zl) = 0 et z¥? = lgp  en régime saturé.

Placons-nous en régime saturé. Nous verrons ultérieurement qu’il n’existe pas d’état
stationnaire pour le régime non saturé. On a tout de suite z¥ = Iz et déterminons
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maintenant 2 tel que ¥ (zZ) = 0. L’existence d’un éventuel zZ dépend du comportement
de la fonction :

\Ilg(.’li(;) = .Ag — Bé min (JTG — xgef)+, M fv(.r(;, ZR)

Tout d’abord, remarquons que ¥ = A2 > 0 pour tout zg < xgef .Ensuite, notons
¥ tel que 7Y — xgef = M. On a alors Yg(zg) = A2 — B2 M fy(xq,lg) pour tout
TG > ¥ > xgef . Comme fy est une fonction continue croissante par rapport a zq, si
U (zY) est strictement négatif, la propriété des valeurs intermédiaires nous assure que &
existe et qu’il est compris entre ¢/ et 2. Or Ug(z}) < 0 est équivalent a Q5 > QLY
pour 'ouverture maximale de la vanne. Supposons que c’est le cas, ce qui nous donne une
nouvelle condition sur le design de la vanne et en particulier sur son Cy . Il existe par

conséquent un point d’équilibre X ¥ tel que :
el < 2B < M et 2F = Ip.

En outre, rien n’interdit & ¥ d’étre positif. Cela ne change rien a ce qui suit, étant juste
un cas particulier plus simple. Par contre, il faut s’assurer que & < 0 ce qui implique

.. R
une autre condition sur xGef .

En définitive, en se placant dans la configuration =2 < zZ < zM et zE < 0 et si
le régime saturé est un état attracteur (i.e. 1 (zg,lr) > 0), alors pour tout Kp positif,
’état du systéme tend vers le point d’équilibre X (FI1G. 4.6).

Ref E M
e g L7e] Ta

F1G. 4.6: Portrait de phase en régime saturé

La question qui se pose a présent est de savoir si, en partant d’un état quelconque
(rg,z1) € DY non nécessairement saturé, le systéme finit par tendre vers I'état d’équi-
libre.

4.2.3 Portrait de phases pour AY® > 0

Plagons-nous maintenant en régime non saturé avec AN° > 0 et introduisons trois
courbes particulieres dans le domaine DFZV :

1. D la droite telle que fy(zg,zr) =0,
2. 7, lisocline telle que @ (zg,z1) =0,

3. Zg lisocline telle que ®g(xg, 1) = 0.
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Droite D
Soit (zZ,2zP) € D. On a alors ®g(z2,27) = AN et O (22,27) = AVS, ce qui
implique que :
g > 0
r, > 0.

Par conséquent, D est rentrante dans le domaine DFZV . Autrement dit, les trajectoires ne
coupent jamais cette droite en sortant et fy est toujours définie a “droite” de D (FIaG. 4.7).

Yite]
lr

L

DPLV

9

\

—Ip

FiG. 4.7: Espace des phases DLV

Aprés D qui délimite le domaine DPLY du systéme, passons aux isoclines Zj, et Zg,
qui sont les lieux ou la trajectoire admet une tangente soit horizontale, soit verticale.

Isocline 7;,

Nous allons déterminer ’allure de I'isocline Zy, (celle des tangentes verticales) a 'inté-
rieur du domaine DFV | Elle est définie par :

I, : @ (xq,z) = 0 avec & (zg,x1) = ANS — BNS min |(zg — 22 M| fy(zq,x1).

On rappelle, tout d’abord, que @, est une fonction continue et décroissante par rapport
A chacune de ses variables dans le domaine DLV,

Regardons maintenant ses points d’intersection avec les frontiéres de DXV, Dans un
premier temps, nous allons travailler en omettant le min dans 1’expression de &, (ce qui
correspond & supposer que T est positif) et nous allons regarder son point d’intersection
avec I'axe des abscissses. Soit @9 (x7) = ®1,(0, ). Son expression est donnée par :

@Y (x1) = AYS — BN |28 | £, (0, 21).
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®Y (x1) est une fonction décroissante et on a ®%(0) = AN strictement positif. 1 existe
par conséquent une valeur positive de z, notée 77, telle que ®Y (#7) = 0. Y s’annule donc
si ¥ > 0. Supposons maintenant que z¥ < 0 et reprenons la formulation compléte de
@, avec le min. Sur l'isocline 7, et grace a la monotomie de fy- par rapport a son second
argument, z;, peut étre vu comme une fonction de z, que 1’on note X (z¢) et on appelle
Xc(zr) sa fonction réciproque :

Xe = Xz~

Grace au résultat précédent, on sait qu’il existe une valeur de x; positive supérieure a 7,
telle que Zr, coupe la droite g = x. On appelle cette valeur 27, = x7,(z¥ ). Plagons-nous
en ce point (z¥, 27,) et comparons les pentes a gauche et a droite de Z,.. Soit @7 (zg, z1,) =
ANS —BNS M fy(zg, 1) et O5 (zq,z) = ANS = BNS (2 — 20) fy(zg, ). On a par
conséquent :

&7 (zg,z1) = Pp(zg,71) Vg >z¥

o5 (zg,z1) = Pr(zg,r1) Voe <zl.

De plus, on définie Z7 la droite (de pente égale a celle de D) telle que ®7 (zg,zL) = 0
ainsi que la fonction associée X¢~ (xL), et Z; la courbe vérifiant &5 (zg,z1) = 0 ainsi que
Xe*(zr)-

Enfin, soit P; et P les pentes des isoclines Z; et Z; au point (z , 27,). Elles sont définies
par :

dXa”
P? =
L dﬂ?L ’
dxXa*
P = .
L dﬂ’)L

Le théoréme des fonctions implicites implique que :

07 .
B %j(x](\;’/[a xL)

o0d7 ’
L (J:JG\'/[’ ‘TVL)

Py

a.’I)G

9b5
_ Oz 7T
055 '

(‘TJC\J/Iv ‘TVL)

(‘TJC\;’/Iv xVL)

81‘@
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Les pentes des isoclines Z7 et Z; au point (2, 27) vérifient donc :

ofv

(g;é/[’fL)
P> _ Oz,
L 8fV M .~ ’
(9:17@ (‘/EG ,.’EL)
ofv .
< axL (xg’ fL‘L)
ps = - .
0 M
ofv (z¥,27) + 7fv($(; ’iff)
Ozg oM — z
0 0 .
fr(@d 21) > 0, 2 > Igef, aﬂ(mg[,a&) > 0 et ﬂ(mé",a&) > 0 impliquent par
Ta ory,
conséquent que :
0> PF > P;.

Il existe donc une valeur de z; notée xﬂL, supérieure a x, et par conséquent positive, telle

que Zj, coupe l'axe des abscisses (FI1G. 4.8).

Ta
I Ty lr 21

DPLV

—lp

F1G. 4.8: Positions relatives de acﬁL et 77,

Remarque.
Si zY est positif, alors on a directement qu = 7, qui est toujours positif.
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Déterminons maintenant acﬂ@ valeur de zg telle que Z; coupe la droite z; = [g.

xﬂG existe car Z; n’est pas paralléle a la droite x; = [r et est solution de I’équation

NS
L

@L(xﬂc;, lr) = 0 que I'on peut écrire gv(a:uG, lg) = BNS De plus, au point d’équilibre, nous
. A2
avons 0 = A3, — B2 gy (25, 1z) que 'on peut écrire sous la forme gy (z5,lr) = e. En

B2

remplagant AYS, BNS| A% et B2 par leur expression, on obtient :

gv (26 lr) _ | _ pegsin frug Q1
gv (28, L) sPY QY

sin Bp étant négatif, on a donc :

gV(xﬂG; Ig) > gv(zE, ),

ce qui implique que (gy étant croissante par rapport a z¢) :

i E
T > Tg-

Par contre, nous ne connaissons pas le signe de xﬂG Comme l'isocline 7, est de pente
négative, nous pouvons dire que :

1. Si xﬂG > 0, alors 27, > [ et 'isocline Z;, est en dehors du domaine DFLV,

2. Si 0>k >z alors 2! < Iz mais 27, > I et le domaine DPV

premiére partie de I'isocline, c’est-a-dire Z7,

ne contient que la

3. Sizl >0> xﬂ@ alors 27, < :cﬂL < lg et le domaine ne contient que la seconde partie
de T'isocline, c’est-a-dire I,

4. 510>z > x%, alors :cﬂL < 21, < lg et le domaine contient les deux parties de Z7.

Nous nous plagons dans ce dernier cas, qui est le plus complet mais la suite du raisonne-
ment reste valable pour tous les autres (FI1G. 4.9).
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g
.’L‘L ZR Iy,

IL DPLV

(G In)
L XF
-
R (@Bl 1)
—lp

Fi1G. 4.9: Allure de 7,

Isocline 7,

Intéressons-nous maintenant a l'isocline Zg a l'intérieur du domaine DXV Elle est
définie par :

IG : (I)G(.Ig,CCL) = 0 avec (I)G(CCG',CCL) = Ags — BNS min (iL'G — .Igef)—i—, M fv(.fg, SIJL)

Tout d’abord, ®; est une fonction continue et décroissante par rapport & chacune de
ses variables dans le domaine DF*V. De plus, il est immédiat de constater que Zg et 7,
sont de méme pente, la seule différence entre &5 et & étant les coefficients constants
ANS o ANS,

Déterminons maintenant la position de Zs par rapport a Z;. Pour une valeur de xg
fixée, soit (zg, fo) un point de Zg et (xg,a:%) un point de Z;. On a :

ANS — BNS gv(asg,fo) = 0,
ANS — BNS gv(xg,x?) = 0.

Par conséquent, on peut écrire que :

gV(xG’ l‘%G) _ Ags

gv(g,a) ALY
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ANS < AVS implique que gV(xg,x%G) < gV(xg,fo) et par conséquent que x%G < fo

car gy est une fonction croissante de x;. Dans DPLV | T; se trouve donc a gauche de Z;.

Regardons maintenant ses points d’intersection avec les axes. Dans un premier temps,
enlevons le min de l'expression de ® (ce qui correspond a supposer que z est positif)
et regardons ot Zg coupe 'axe des abscissses. Soit ®%(zz) = ®¢(0,z1). Son expression
est donnée par :

% (xp) = ANS — BNS |zB) £1,(0, 21).

®Y% () est une fonction décroissante et on a ®%(0) = AXNS que I'on a supposé étre
strictement positif. Il existe donc une valeur positive de 7, notée 27, telle que ®% s’annule.
De plus, nous savons que 77, < 7, car Zg se trouve a gauche de Z;. On obtient donc :

O<fL <.T~L.

Remarque.
Nous verrons ultérieurement que x7 < [g.

®% s’annule donc si 2% > 0. Supposons maintenant que ¥ < 0 et reprenons la formula-
tion compléte de @4 avec le min. Sur l'isocline Zg, 1 peut étre vu comme une fonction
de zg. On la note X7, (zg) et on appelle Xg(xr,) la fonction réciproque :

Xe = X1

Gréace au résultat précédent, on sait qu’il existe une valeur de x positive supérieure a
telle que Zg coupe la droite zg = . On appelle cette valeur 27, = X1 (Y ). Plagons-nous
en ce point (z, 21) et comparons les pentes a gauche et a droite de Zg. Soit ®F(z¢g, z) =
ANS —BNS M fy(zg, 1) et B (xq,z) = ANS — BNS (zg — 22) fy(zg,z1). On a par
conséquent :

(I)é(.fg,JIL) = q)G(iEg,.Z'L) V$G>$JG\4
(I)é(xg,.’EL) = (Pg(iL'G,LL'L) V$G<.’L']C\;/I.

De plus, on définie ZZ, la droite (de pente égale & D) telle que @5 (zg, z1,) = 0 ainsi que la
fonction associée X~ (1), et Zy la courbe vérifiant ®5(zg, z1) = 0 ainsi que X¢ (7).
Enfin, soit P5 et P5 les pentes des isoclines Z7 et Z5 au point (z¥, 2°7). Elles sont définies
par :

d ~ >
Pg — XG ,

dﬂ?L

d ~ <

diEL '
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Le théoréme des fonctions implicites fournit :

(p>

026 (o 1)

Py = e,
006 (o1 )

(%G

0D .

< axf (‘,L'gP/EL)
PG =

= 0% . .
G(xﬂG/I’xAL)

33:G

Les pentes des isoclines ZZ, et ZS au point (2, 47) vérifient donc :

0
OV (v ,)
P> = — 2293
¢ 8fV M A ’
%(l’G ,41)
0 .
oIV (4 )
P = - Oz, .
“ 8fV (mM ./I:AL) + fV(xgr/EAL)
Ozg ¢’ aM — g hel
0 0 o
fv(@¥,a1) > 0, 2 > acgef, %(x%,x}) > 0 et a—?;(xg,xl) > 0 impliquent par
conséquent que :
0> P5 > P;.

Il existe donc une valeur de x; notée :va, supérieure a 7, et par conséquent positive, telle

que Zg coupe 'axe des abscisses. De plus, étant donné la position de Z; par rapport a
7Z;, nous avons aussi :

O<x5:<xﬂL.

La figure F1G. 4.10 donne une représentation de x"L et 7 & l'intérieur du domaine
DPLV.
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XL Iy, Xy, ZR Iy,

(an’ lR)

XE

(xgef> ZR)

F1G. 4.10: Positions relatives de z’ et 27

Remarques.

1. Si z est positif, alors on a trivialement z’, = 27, qui est toujours positif.

2. Nous verrons ultérieurement que z’ < Ig.

Déterminons maintenant x'&, valeur de zg telle que Z; coupe la droite z; = [g.

a:"G existe car Zg n’est pas paralléle a la droite z; = [r et est solution de I’équation

NS
BNS

avons 0 = A% — B2, gy (2Z,1z) que 'on peut écrire sous la forme gy (zé, 1) =
G G G

® (2%, 1r) = 0 que I'on peut écrire gv (s, 1g) = De plus, au point d’équilibre, nous

A2
Bg En

remplacant AN°, BNS| A% et B2, par leur expression, on obtient :

gv (s, lr) _ | _ Pagsin Brvg Q1Y
gV("EGalR) SPN QéN

sin g est positif, on a donc :
gV(bea lR) < gV(xga lR)7
ce qui implique que (gy étant croissante par rapport a zg) :

xE < xg
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Nous pouvons aussi maintenant conclure sur le fait que xbL < lg. En effet, z& < 0
implique que 2, < 0 et donc que 0 < 27, < 2, < l. Par conséquent, le domaine DFZV
contient toujours les deux parties de l'isocline Zg (F1G. 4.11).

(xﬂG’ lR)

XE

(be’ ZR)
grtf SR - (@, 1g)
—Ip

Fi1aG. 4.11: Allure de Zg

Remarque.
Les isoclines Zg et Z; étant distinctes et n’ayant aucun point d’intersection, on peut
maintenant conclure sur le fait qu’il n’existe pas d’état stationnaire en régime non saturé
pour AYS > 0.

Trajectoires et fuites

La figure FIG. 4.12 représente les trajectoires dans le domaine DV 11 existe, sur les
frontiéres de ce domaine, une fuite pour g = 0 et z, < 2. Elle est cependant négligeable,
car le front de liquide est alors loin d’avoir atteint le sommet du riser et par conséquent, le
bouchon expulsé sera de petite taille, au maximum égale & 2, . Sinon, toutes les trajectoires
convergent vers le point d’équilibre X¥ pour n’importe quelle valeur positive de Kp, et
par conséquent, le phénoméne de severe slugging est stabilisé et les débits de sortie des
risers sont constants dans le temps.
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Ref

FI1G. 4.12: Portrait de phases pour AY° > 0

4.2.4 Portrait de phases pour AY° <0

Ce cas est le plus fréquent en pratique. En effet, la valeur de AN° correspond a la
vitesse de la langue de gaz pendant la premiére phase du severe slugging comme définie
dans le chapitre 3 et notée K. De plus, une condition nécessaire pour I'occurrence du
severe slugging est que le liquide atteigne le sommet du riser avant que la poche de gaz
n’atteigne le point bas. Cette condition est en particulier toujours vérifiée si la vitesse de
la langue de gaz est négative, c’est-a-dire, dans le cas présent.
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Droite D

Nous souhaitons savoir si les trajectoires issues d’un point de D, sont toujours entrantes
dans le domaine D”"V. Pour cela, prenons un point (z2,z7) de D et comparons la pente

1) D ,.D
de D que l'on note PP au vecteur (27, 2) de pente P7 = C;(m+’$7g).
o @, (zg,7r)

na:
0
O (0, ap)
P’D - _ XL
ofv D D\

%(xa, ry)

SinﬁR
sin Bp’

et : Ags o
PT = A]LVS car fV(xGaa7 ) = 0,

SPNQéN — pgg sin ﬁRvg iN
SPNQIN — pN gsin B QiN
-

Calculons maintenant le rapport D Il est égal a :

SPNQIGN
PT  sinBg
PD - SPNQéN

sin Bp

— P gusQEN

— g gvQr”

1 ]_ PT NAIN
- < = , ce qui implique que — < 1 car 5P Qg
sin Bp sin Br P

D Sin,Bp
conséquent, on obtient PP < P7 car PP < 0 et les trajectoires sont donc rentrantes dans
le domaine DPLV,

Or

— p¥gutQIN < 0. Par

Isocline 7;,

Toute I'étude menée sur Z;, pour AN® > 0 reste valable dans ce cas.

Isocline 7,

Comme AX5 < 0, lisocline Z¢ n’existe pas car la fonction @ est toujours strictement
négative sur tout le domaine DPLV . 1l s’ensuit que z; garde un signe constant sur tout
le domaine. En 'occurrence, il est positif.

Remarque.
On peut la encore conclure sur le fait qu’il n’y a pas d’état stationnaire en régime non
saturé.
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Trajectoires et fuites

La figure FIG. 4.13 représente les trajectoires dans le domaine DPZV. On remarque qu’il
existe une trajectoire de fuite pour x¢ = —Ip. Cependant, elle n’existe pas en pratique, car
on se trouve alors en entrée du pipeline et par conséquent, on a £ = 0 . Sinon, toutes les
trajectoires convergent vers le point d’équilibre X* pour n’importe quelle valeur positive
de Kp, et par conséquent, le phénomeéne de severe slugging est stabilisé et les débits de
sortie des risers sont constants dans le temps.

FI1G. 4.13: Portrait de phases pour AY% <0
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4.3 Rajout d’une intégrale a la commande

Les résultats obtenus sur le bouclage proportionnel impliquent que ’on converge tou-
jours vers 1'état stabilisé X quelque soit Kp positif. Rajoutons maintenant une intégrale
a notre commande, pour permettre de stabiliser la langue de gaz a sa position de référence
a:gef avec précision. Tout d’abord, nous allons étudier la stabilité locale de ce systéme en
boucle fermée et déterminer la valeur de ses gains, puis nous utiliserons & nouveau les

techniques des portraits de phase et des isoclines pour conclure sur sa stabilité globale.

La dimension de ’espace des phases étant maintenant incluse dans R?, une étude du
systéme complet semble étre assez complexe. Aussi, nous allons prendre un gain intégral
petit pour permettre, pendant un certain temps, de ne pas perturber I’effet du bouclage
proportionnel et donc de laisser le systéme converger vers son état saturé (z; = [g). Ainsi,
nous limitons notre étude au systéme saturé, ce qui entraine que la dimension de 1’espace
des états est égale a 2 et que la technique des portraits de phase s’applique & nouveau
facilement. Dans ces conditions, I’évolution de xg vérifie :

P orva - .

Ta(t) =
s{?) pe; P79 sin Bpug

et QELY est donné par la relation suivante :

QEPY (1) = o™ u(t) /o glsin Bl — sin fraa(D)].

De plus, nous ne mesurons expérimentalement que la pression P et la pression II. Or en
notant AP =1II — P, nous avons 1'égalité suivante :

AP(t) = py gsin Bpza(t).

x représente donc la méme chose que AP. Par conséquent, positionner la langue de gaz

N . R , . N . .1, .
a ’abscisse xGef est équivalent & faire tendre la différence de pression AP vers une valeur

de référence APge; = pY gsin Bpxgef . L’évolution de AP est ainsi donnée par :

AP() = 2 [Q5 () - Q1
pevg ¢

et le débit prélevé s’écrit alors :

eV (t) = o Vu(t) \/p]LVg sin Bgrlr — AP(t).

On obtient, en définitive, I’équation suivante :

. pN
AP(t) = —— {aPLVu(t) \/pZLVg sin Brlg — AP(t) — QLY | . (4.14)
PaVa
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4.3.1 Etude de stabilité locale
PN

Notons f(AP,u) = —— [aPLVu(t) \/p]LVg sin Brlgr — AP(t) — QY| et étudions la dyna-
PcVa

mique de I’équation (4.14) au voisinage de son état stationnaire. Pour cela, linéarisons la

autour du point (APg.s, W), U étant définie par la relation (4.12). On a :

of of
OAP

AP(t) (APRefa ) [AP( ) APRef] + (APRefa ) [u( ) ﬂ]a

ce qui donne :

. _oPLV PNy
AP(#) = T [AP(t) — APp)
20808/ pY gsin Brlr — APges
PLVPN
+ T\/pLgsmﬁRlR — APpgey [u(t) —1].
GVa

Introduisons maintenant la commande de type proportionnel-intégral. Elle s’écrit :

ut) = K [APry = AP(O)] + K [ [APrs— AP(9)] do, (4.15)

Kp étant ici égal au gain de I'étude sur le bouclage proportionnel divisé par —p gsin 8p.
Comme sin Bp < 0, on suppose toujours Kp > 0. Posons A(t) = APpgs — AP(t) et
t

O(t) = K1 [ A(o) do. La commande s’écrit alors :
0
u(t) = KpA(t) + O(1).

Autour du point d’équilibre (APg.y,u), ’évolution de A est donc donnée par :

O,/PLVPNﬂ

At) + . A(t)
208vE/pY gsin Brlr — APpey
oPTV PN
+ pi\/pLgsmﬁRlR — APpges [KpA(t) +O(t) —@] = 0.
aVc

En dérivant cette équation par rapport au temps, on obtient :

. oLV pNg oPLV PN Kp _
Aty + - + pY gsin Brlg — APgrer| A(t)
| 208v&+/pY gsin Brlr — APrey POVG \/ L !
PLVPNK
+ | ——=——1\/pY gsin Bgl —APe] A(t) =0.
g \/ L RUR Ref
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C’est une équation du second ordre en A de type oscillateur libre amorti, dont la forme
générale est la suivante :

A(t) + 26w A(t) + W2 A(t) =0,

ou £ est la constante d’amortissement du systéme et w,, est la pulsation propre de 1’oscil-
lateur. Pour obtenir un controle & deux échelles de temps, on se place au dessus du régime
critique (£ > 1) et w, sera a ajuster en fonction du temps caractéristique 7, du systéme a
controler :
27
Wy = —.

Te

Ainsi, le point d’équilibre (AP gy, ) est localement attracteur et les coefficients Kp
et K sont donnés par :

( Not PNQIN
Kp = PeYe 28w, — G
al’tV PN \/P]LVQ sin Brlg — APRey 2pgves (pr g sin Brlr — APgey)
{
o - v

aPLV PN\ /pNgsin frlp — APpes

\

Or, QLY est une inconnue du probléme. Pour calculer Kp, nous utilisons donc un débit
moyen noté QL dépendant des conditions opératoires :

( +

N
Kp Kelle
aPLV PN, /pN gsin Brlp — APpey

B PNQéN
2p8vg (pY gsin Brlg — APpgey)

28wn

o sl |
\ aPLV PN\ /plgsin Brlg — AP ey

Remarque.
Nous avons fait I’hypothése d’un gain intégral petit pour permettre de laisser converger
le systéme vers son état saturé. Cette contrainte sera donc & prendre en compte, au cas
par cas, lors de ’ajustement du coefficient &.

4.3.2 Etude de stabilité globale

Alors que pour I’étude locale, on pouvait supposer étre dans un voisinage autour du
point d’équilibre ou I'ouverture de la vanne restait comprise entre 0 et 100%, nous ne
pouvons plus faire cette hypothése maintenant. Nous devons donc prendre en compte
la saturation sur u grace & un anti-windup, pour la contraindre entre ses bornes. Soit
Sat [x] = min (max (x,0), 100). L’algorithme de cet anti-windup est le suivant :

1. On calcule la commande a appliquer a la vanne :

i(t) = Kp[APges — AP(t)] + O(1).
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2. On la sature pour obtenir I'ouverture réelle et on recale la valeur de O :
u(t) = Sat [u(t)] et O(t) = u(t) — Kp[APrer — AP()].

Ainsi, pour en tenir compte dans notre modéle de maniére continue, 'intégrale © sera
modélisée par I’équation différentielle suivante :

. 1 B
O = K[[APRef — AP(t)] + E[U(t) — U(t)],
€ < 1 étant un temps caractéristique trés court pour permettre de borner la commande
rapidement.
Introduisons les trois constantes positives suivantes :
¢ oPLV pN

a =
N,
PcVa

§ b = pJgsinBglg
PNQLY

cC = .
N, ,+
\ PcVa

Le systéme non-linéaire peut se mettre sous la forme :

((AP(t) = au(t)y/b—AP(t)—c
O() = Ki[APres — AP(t)] + ~[u(t) — a(t)]

$ € (4.16)
fL(t) == KP[APRef - AP(t)] + @(t)

| ut) = Satfa(),

et son état stationnaire est donné par :

(AP = APpy

O = 1u

31
I

a\/b— APRef

gl
I
<

Utilisons maintenant la technique des portraits de phase dans le plan (AP, ©) € [0, b] x
R (la relation (4.11) impliquant ici que 0 < AP < b) pour conclure sur la stabilité du
systéme non-linéaire.



94 Controle par prélévement

Intéressons-nous tout d’abord au domaine défini par % < 0 & l'intérieur duquel u = 0.
Sa frontiére Uy est une droite qui s’écrit © = Kp(AP — APg.s) et qui coupe I’axe des
abscisses en APg.; et I'axe des ordonnées en Oy = —KpAPpg.s. De plus, & I'intérieur de
ce domaine, le systéme (4.16) s’écrit :

AP(t) = —c

O) = Ki[APrs— AP(1)] é [Kp (APps — AP(t)) +O(1)).

On a donc AP < 0 et il existe un critére (supposé toujours vérifié) minimisant  tel que
O < 0.

Intéressons-nous maintenant & la zone définie par u > 100. On a alors u = 100 et
sa frontiére Uqo est la droite définie par © = Kp(AP — APpges) + 100. Elle coupe par
conséquent I’axe des abscisses en APjgg = APges — 100/Kp et I'axe des ordonnées en
©100 = 100 — KpAPges. De plus, le systéme non-linéaire (4.16) s’écrit alors :

AP(t) = 100a+/b— AP(t) —c
O(t) = Ki[APgy— AP(t)]+ é [100 — Kp (APges — AP(t)) — O(t)] -

Etudions le signe de AP. Pour cela, définissons la fonction fA%(AP) =100a+vb— AP —c
et AP, la valeur de AP annulant cette fonction :

2
P(AP) =0 = AP =b— () .
Ainsi, I'isocline )% telle que fAR(AP) = 0 est une droite d’équation AP = AP,. De
o\ 2

plus, en notant ¢ = (%) € [0,1], AP, peut se mettre sous la forme :
AP, =b—¢(b— APgey).
En remarquant que APg.¢ < b, on peut borner son expression par :
APpes < AP, <),
ce qui implique par conséquent que :
AP > 0 si AP€[0,AP]

AP = 0 si AP =AP,

AP < 0 si AP €]AP,b].

Etudions maintenant le signe de ©. Soit la fonction fi%° définie par :

1
(})OO(AP, @) = KI(APRef - AP) + 2[100— KP(APRef - AP) - @]



4.3 Rajout d’une intégrale a4 la commande 95

L’isocline Z§ définie par f3°(AP,©) = 0 est donc une droite d’équation © = 100 +
(Kp —eK;)(AP — APpg.y) coupant la droite Ujgp au point (APg.r, 100), sa pente étant
inférieure a celle de U;p9. Et, on a :

© > 0 si (Kp—eKi)(APges— AP)+6 <100
© = 0 si (AP,©)c T

© < 0 si (Kp—eKi)(APges—AP)+© > 100.

Le graphe F1G. 4.14 représente le champ de vecteurs lorsque la commande est saturée
(en supposant que ©19p < 0 comme c’est le cas pour S*L).

100

6100

F1G. 4.14: Champ de vecteurs pour la commande saturée
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Supposons maintenant que 4 € [0, 100]. Le systéme (4.16) s’écrit alors :
AP(t) = a[Kp[APgey — AP(t)]+ O(t)] /b — AP(t) — ¢
O(t) = K;[APge— AP(t)].

Etudions, dans un premier temps, les trajectoires au niveau des frontiéres du domaine.
Pour AP = b, on a directement :

AP = —c < 0
© = Ki{(APgy—1b) < 0.
Par conséquent, les trajectoires sont rentrantes. Pour AP = 0, le systéme s’écrit :
AP = a[KpAPgys+0|vVb—c

(;) = K[APRef.

On a alors © > 0 et, en notant ©, = Lb — KpAPpges € [Og, O190], le signe de AP est
a
donné par :

AP < 0 si © €[00,
AP = 0 si ©=0,

AP > 0 si 66]9*,@100],

Il existe par conséquent une zone de fuite sur la frontiére AP = 0 pour © € [Og, ©,[. Elle
n’est cependant pas limitative en pratique, car elle ne sera jamais atteinte si on choisit
correctement la valeur initiale de I'intégrale O.

Déterminons maintenant I'allure de lisocline Ze annulant ©. Elle est donnée par
I'équation AP = APg.s ce qui implique directement que AP = a0©,/b— APges — c,
et par conséquent que :

AP > 0 si ©>7

AP < 0 si ©<u.

Enfin, étudions lisocline Zap telle que AP s'annule. Elle a pour équation © =
c

avb— AP
AP est égale a

+ Kp(AP — APpgy). De plus, la dérivée de cette expression par rapport a

c ] 3 3 . . 4
2a(b— APy + Kp qui est toujours strictement positif. Par conséquent,
a J—

’isocline est croissante, partant du point (0, 0,) et tendant vers + oo pour AP = b. De
plus, elle coupe la droite U9 & 'abscisse AP,.

En conclusion, si on néglige la zone de fuites, les trajectoires sont rentrantes dans le
domaine de non-saturation de u et a l'interieur de celui-ci, elles s’enroulent autour du
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point d’équilibre. La figure F1G. 4.15 est une représentation du champ de vecteurs dans
le plan (AP,©) € [0,b] x R.

C)

e
1 / u € [0,100]
Wi

100

b AP

F1G. 4.15: Champ de vecteurs dans le plan (AP, ©)

A présent, il nous reste a vérifier qu’il n’existe pas d’orbite périodique interdisant au
systéme de tendre vers son point d’équilibre. Pour cela, appliquons le critére de Bendixon
[125] au systéme (4.16). Sa divergence, notée d(AP,©), est égale a :

([ —1/¢ si 4<0

Kp(APges —AP)+©
2vb— AP
[ —50a/Vb— AP —1/¢ si @ > 100.

Cette divergence étant de signe constant, il n’existe, de ce fait, pas d’orbite stationnaire
s’enroulant autour de ’état d’équilibre.

si 0<u<100

d(AP,0)={ —a |KpVb— AP +
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En résumé, nous avons :
e un systéme autonome dans le plan (les trajectoires sont bornées en dehors de la
zone de fuite),
e un point d’équilibre localement stable,
e pas d’orbite stationnaire.
Ainsi, le théoréme de Poincaré-Bendixon [125] nous permet de conclure sur la convergence
globale du systéme vers son état d’équilibre a I'intérieur du bassin d’attraction et donc sur

la validité de notre controleur. Le graphique F1G. 4.16 représente les différentes trajectoires
dans le plan (AP,©) € [0,b] x R.

S)

F1G. 4.16: Trajectoires dans le plan (AP, O)

4.4 Validations numériques et expérimentales

Nous avons proposé une commande proportionnelle-intégrale (4.15) permettant d’éli-
miner le phénoméne de severe slugging en prélevant une quantité adéquate de gaz dans
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le pipeline. Pour valider nos résultats, nous allons simuler le modéle de référence (4.10)
associé a cette commande et réaliser plusieurs expériences sur la boucle S*L.

4.4.1 Reésultats pour S*L

Commengons par valider notre contrdleur sur la boucle d’écoulement, S*L (cf. annexe
A). Nous allons tout d’abord, effectuer plusieurs simulations numériques sous MatLab
[106| pour déterminer I’ordre de grandeur des coefficients Kp et K. Puis, nous analyserons
son comportement expérimentalement.

Pour cette étude, nous prenons l'angle Bp égal 4 —18° et le volume additionnel v/,
égal & 35.8 [ pour nous permettre d’avoir une plage de débits propices au severe slugging
la plus importante possible. Nous allons valider notre commande pour les cinq couples
(QEY, QM) utilisés lors de la comparaison expérimentale du modeéle de severe slugging (cf.
TAB. 3.2 du chapitre 3). Ainsi, nous allons effectuer des simulations pour (1 nl/min, 8 [/h),
(1 nl/min,11 1/h), (2 nl/min,11 I/h), (3 nl/min,11 I/h) et (4 nl/min,14 [/h). Nous
testerons aussi la robustesse de notre régulateur en perturbant les débits d’entrée de gaz
et de liquide et en changeant la consigne APp.s au cours du temps.

Simulations

Les différents parameétres de nos simulations correspondent aux données de la boucle
S*L. De plus, nous fixons la valeur de QY & 2.5 nl/min (ce qui correspond environ a
6 x 1075 kg/s), £ a 1 pour étre proche du régime critique et 7. est pris égal a 100 s pour
avoir un temps de réponse de I'ordre de la minute. Cela implique que Kp = 0.0433 Pa~!
et K; =0.0015 (Pa.s)™". Enfin, APg.; est déterminé pour que a:gef soit égal a —0.75 m.
Ces paramétres sont résumés dans le tableau TAB. 4.1.

D ZR BP ﬁR UE}'—

0.015 m 1.08 m —18° 90° 0.0358 m?
Cy W P PG L

0.03 m? 4 x107° 101500 Pa | 1.3 kg/m? 1000 kg/m?
pouT QIGN xgef £ .

101500 Pa | 2.5 nl/min | —0.75 m 1 100 s

TAB. 4.1: Parameétres utilisés pour les simulations

Chaque simulation dure 400 s et débute en régime non saturé. En effet, a 'instant
initial, la langue de gaz dans le pipeline est positionnée & —0.3 m et le front liquide dans
le riser & 0.2 m. De plus, la vanne est alors fermée. Puis, la commande est lancée dés le
premier pas de temps et on s’intéresse a son efficacité pour stabiliser I’écoulement. Les
graphiques F1G. 4.17, F1G. 4.18, F1G. 4.19, FI1G. 4.20 et F1G. 4.21 représentent en fonction
du temps, la position des fronts zg et xr, les pressions P et II, les débits de gaz QLY et
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QELV | les débits de liquide QTN et QPUT, la différence de pression AP et sa valeur de
référence APp.s ainsi que I'ouverture de la vanne w.
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F1G. 4.17: Simulation pour QF¥ =1 nl/min et QN =8 1/h
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FI1G. 4.18: Simulation pour Q&'
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F1G. 4.19: Simulation pour Q%' = 2 nl/min et QN =11 1/h
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F1G. 4.20: Simulation pour QF' = 3 nl/min et QN =11 1/h
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F1G. 4.21: Simulation pour Q%' = 4 nl/min et QN =14 1/h
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Ces différentes simulations montrent que I’on atteint les performances souhaitées. En
effet, le temps de réponse est de 'ordre de 7. et I’erreur entre AP et sa valeur de référence
est nulle. Certes, on peut sans doute encore améliorer les réglages du régulateur pour ré-
duire le dépassement qui se produit principalement & faible débit gaz, mais on est surtout
intéressé par atteindre la consigne avec une erreur nulle tout en conservant la langue de
gaz comprise entre —[p et 0.

Nous allons maintenant tester la robustesse de notre commande en modifiant la consigne
APges au cours du temps et en introduisant des perturbations sur les débits d’entrée.
Pour permettre d’absorber ces changements de consigne, nous réécrivons notre commande
(4.15) sous la forme suivante (appelée dans la suite IP) :

u(t) = —Kp AP(#) + K / [APgo; — AP(0)] do. (4.17)

Ainsi, nous simulons pendant 2000 s le modéle de référence (4.10) associé a cette nouvelle
commande (4.17) suivant le scénario décrit dans le tableau TAB. 4.2.

t 0s 300 s 600 s 900 s 1200 s 2000 s

& | 2nl/min | 2 nl/min | 1 nl/min | 3 nl/min | 1 nl/min | 1 nl/min
A 91/h 12 1/h 121/h 13 1/h 31/h 31/h
el [ 075 m | —03m| -1.125m | —1.125m | —=1.125m | =1.125 m

TAB. 4.2: Scénario du test de robustesse

Le graphique FIG. 4.22 présente en fonction du temps, la position des fronts z¢ et zp,
les pressions P et II, les débits de gaz QLY et QE"Y, les débits de liquide QN et Q9UT,
la différence de pression AP et sa valeur de référence APpg.; ainsi que 'ouverture de la
vanne u.
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F1G. 4.22: Test de robustesse du controleur

Cette simulation montre la robustesse de notre régulateur. En effet, en conservant
constant les réglages de la commande, I’écoulement se stabilise pour toutes les conditions
de fonctionnement, le systéme repassant méme deux fois en régime non saturé.

Expériences

Ce paragraphe décrit les résultats expérimentaux que nous avons obtenus sur notre
boucle d’écoulement S*L pour les cinq couples de débits (Q5", QY). Chaque expérience
est menée suivant le méme scénario. Tout d’abord, on maintient la vanne de prélévement
fermée et on laisse plusieurs cycles de severe slugging se produire. Puis, au début d’une
période, on démarre le régulateur et on attend que I’écoulement se stabilise & la consigne
APges = 15 mbars. Enfin, on modifie deux fois cette consigne pour qu’elle prenne suc-
cessivement les valeurs 10 mbars et 25 mbars et on attend a chaque fois la stabilisation
de I’écoulement. De ce fait, pour permettre d’absorber au mieux ces changements de
consigne, on utilise la commande (4.17) décrite dans le paragraphe précédent.

Remarque.
Pour nous permettre d’avoir la plage de xgef la plus grande possible, nous utilisons le
piquage de prélévement le plus en amont de la conduite, c’est-a-dire le plus loin du point
bas.

La premiére expérience concerne le couple de débits (4 nl/min,14 [/h) et a été utilisée
pour ajuster les coefficients Kp et K de notre régulateur. Ainsi, nous avons conservé les



4.4 Validations numériques et expérimentales 105

valeurs suivantes (EQU. 4.18) :

Kp = 0.02 Pa!
(4.18)
K; = 0.001 (Pa.s) !,

qui sont des valeurs trés proches de celles déterminées numériquement.

Le tableau TAB. 4.3 résume le scénario de cette expérience et le graphique FI1G. 4.23
en présente les résultats ou la différence de pression AP, la consigne APg.; ainsi que
I'ouverture de la vanne u sont tracées en fonction du temps.

Temps 0s 127 s 330 s 013 s
Action | u =0 | APgey = 15 mbars | APy = 10 mbars | APges = 25 mbars

TAB. 4.3: Scénario pour QXY =4 nl/min et Q1N =14 1/h

30 o

—— AP
-~ AP

Différence de presslon [mbars]

D 30

[ ;

100 200 300 400 S10l9] 600
Temps [s]

FI1G. 4.23: Expérience pour Q&' = 4 nl/min et Q1N =14 1/h

Cette expérience montre 'efficacité de notre commande. En effet, la langue de gaz se
e " ™ R
stabilise a sa position de référence :vGef avec une erreur tendant vers 0 dans les temps
souhaités et I’ouverture de la vanne se stabilise bien a sa valeur de commande finale. De
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plus, elle est robuste car, pour chaque changement de consigne, AP revient bien & sa
valeur de référence et ’ouverture de la vanne se restabilise bien a sa valeur .

Regardons maintenant ce que donne ces valeurs de Kp et K; (EQU. 4.18) sur les quatre
autres couples de débits. Les tableaux TAB. 4.4, TAB. 4.5, TAB. 4.6 et TAB. 4.7 résument
chaque scénario et les graphiques F1G. 4.24, F1G. 4.25, F1G. 4.26 et F1G. 4.27 en présentent
les résultats.

Temps 0s 157 s 419 s 658 s
Action | u =0 | APpges = 15 mbars | APges = 10 mbars | AP ges = 25 mbars

TAB. 4.4: Scénario pour QY = 3 nl/min et Q1N =111/h

Temps 0s 224 s 499 s 714 s
Action | u =0 | APpges = 15 mbars | APges = 10 mbars | AP ges = 25 mbars

TAB. 4.5: Scénario pour QLY = 2 nl/min et QIN =111/h

Temps 0s 282 s 587 s 805 s
Action | u =0 | APgey = 15 mbars | APy = 10 mbars | APges = 25 mbars

TAB. 4.6: Scénario pour QLY =1 nl/min et Q1N =111/h

Temps 0s 287 s 641 s 851 s
Action | u =0 | APges = 15 mbars | APy = 10 mbars | APges = 25 mbars

TAB. 4.7: Scénario pour QY =1 nl/min et Q¥ =8 1/h
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F1G. 4.24: Expérience pour Q5" = 3 nl/min et Q1N =11 1/h
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F1G. 4.25: Expérience pour Q5" = 2 nl/min et Qi =11 1/h
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F1G. 4.26: Expérience pour QLY =1 nl/min et QN =11 1/h
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FIG. 4.27: Expérience pour Q¥ =1 nl/min et Q1N =8 1/h

La encore, notre régulateur atteint des résultats a la hauteur de nos attentes en terme
d’erreur sur la consigne et de temps de réponse, bien que les coefficients Kp et K n’aient
pas été réajustés.

Effectuons maintenant un dernier test de robustesse en perturbant les débits en entrée
de montage de maniére & ce qu’ils simulent un écoulement a bouchons. Pendant toute la
durée de I’expérience, la consigne est maintenue constante a la valeur AP,y = 15 mbars
et les coefficients Kp et K; restent une fois de plus inchangés (EQU. 4.18). La figure
F1G. 4.28 représente le scénario mis en place sur les débits d’entrée et le graphique F1G. 4.29
en présente les résultats.
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F1G. 4.28: Scénario sur les débits QL et Q1N
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FI1G. 4.29: Robustesse du controleur
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Cette expérience montre la grande robustesse de notre régulateur. En effet, avec un
seul réglage des coefficients Kp et K, on arrive a atteindre un état stationnaire pour une
large plage de fonctionnement en annulant toujours le phénomeéne de severe slugging.

4.4.2 Reésultats pour un systéme de taille industrielle

Nous allons maintenant valider numériquement notre commande (4.15) en simulant un
systéme d’échelle industrielle. Il est défini par un diamétre de 0.2 m, une hauteur de riser
de 1000 m et un volume de gaz en amont du point bas de 100 m? correspondant environ
a 10 km de conduite. L’angle entre le pipeline et 'horizontale est de —2° et le riser est
supposé vertical. De plus, la vanne de prélévement ayant des caractéristiques classiques,
elle est définie par un Cy de 20 m? et un coefficient vy égal & 12 x 107°.

La densité du gaz est de 6 kg/m> a la pression de référence PN égale a 10° Pa et
celle du liquide est constante égale a 800 kg/m3. De plus, la pression en téte de riser est
supposée égale & 15 x 10° Pa et les débits en entrée sont égaux a 5 kg/s pour le gaz et a
60 kg/s pour le liquide.

Nous déterminons la consigne APpg.; pour obtenir la position de référence xgef égale

a —3000 m, la valeur de QLY est fixée a 4 kg/s, £ a 1 pour étre proche du régime critique
et 7, est pris égal & 1000 s pour avoir un temps de réponse de ’ordre de 15 minutes. Cela
implique que Kp = 3.8 x 107° Pa~! et K; =1.24 x 1077 (Pa.s)™".

Les paramétres de cette simulation sont résumés dans le tableau TAB. 4.8.

D Ix Br Br VG lg

0.2m 1000 m —2° 90° 100 m? 10610 m

Cv W pY Pe L PO

20 m? 12 x 107° 10° Pa 6 kg/m? 800 kg/m?* | 15 x 10° Pa
n A AR T .

5 kg/s 60 kg/s 4 kg/s —3000 m 1 1000 s

TAB. 4.8: Paramétres utilisés pour le systéme industriel

La simulation dure 15000 s et commence en boucle ouverte (u = 0) pendant deux
cycles de severe-slugging. Puis, a ¢ = 5200 s, le controle débute et on laisse I’écoulement
se stabiliser. Le graphique F1G. 4.30 représente en fonction du temps, la position des fronts
Tg et xr, les pressions P et I1, les débits de gaz Q5 et QEXY, les débits de liquide Q1Y et
QYT 1a différence de pression AP et sa valeur de référence AP g ainsi que 'ouverture
de la vanne u.
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F1G. 4.30: Simulation du controleur sur un systéme de taille industrielle

Cette simulation montre 'efficacité de notre régulateur sur un systéme industriel. En
effet, ’écoulement est stabilisé et les résultats sont ceux escomptés en terme d’erreur sur
la consigne et de temps de réponse. Ainsi, en 3000 s, la différence de pression AP se
stabilise & sa valeur de référence avec une erreur nulle et I’ouverture de la vanne atteint
sa valeur de commande finale.

4.5 Conclusions

Ce systéme de régulation est un bon moyen pour controler le phénoméne de severe
slugging. Simple & implémenter, car étant de type proportionnel-intégral et se basant uni-
quement sur la mesure de deux pressions, il tient compte des caractéristiques physiques
du phénomeéne, puisqu’il est congu a partir du modéle réduit développé dans le chapitre
3. Il est aussi trés robuste, car il atteint les performances souhaitées en terme d’erreur sur
la consigne et de temps de réponse pour une large plage de fonctionnement.

Il a cependant I'inconvénient d’imposer une pression importante dans tout le systéme,
pouvant entrainer des réductions de capacité de production. Pour pallier ce désagrément,
une premiére solution consiste a le coupler a une pompe monophasique liquide. Une autre
solution consiste & utiliser le gaz prélevé en le réinjectant & une certaine hauteur dans
le riser pour diminuer la pression hydrostatique. C’est cette seconde méthode que nous

allons développer dans le chapitre suivant.



Chapitre 5

Controéle par by-pass

Ce chapitre présente le systéme complet permettant d’éliminer le phénoméne de severe
slugging. Le gaz prélevé en amont du point bas est maintenant réinjecté & une certaine
hauteur dans le riser (F1G. 5.1).

Afin d’obtenir un écoulement stationnaire en empéchant la phase de blow-out, nous
allons, 1a encore, nous attacher a stabiliser la langue de gaz dans le pipeline en comman-
dant ’ouverture d’une vanne placée sur le by-pass, de sorte & obtenir des débits phasiques
constants en sortie de riser.

gaz

séparateur

liquide

gaz

pipeline

liquide

F1G. 5.1: Systéme avec by-pass

Ce chapitre est consacré dans un premier temps, a ’obtention d’un modéle algébro-
différentiel avec retard reproduisant ce systéme (EQU. 5.19). On utilise pour cela, les bilans
de masse pour chaque phase et on suppose 1’équilibre quasi-statique des forces ainsi qu’une
vitesse constante de remontée du gaz dans le riser, le retard étant alors di a son temps de
séjour. Puis, dans le but d’un controle sur la boucle S*L, on effectue les simplifications sui-
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vantes : On se limite au systéme saturé impliquant alors un retard constant et on néglige
I’expansion du gaz dans le riser pour obtenir une forme explicite de la pression au point
de réinjection et par conséquent un modéle explicite (EQU. 5.25). Ce chapitre présente
ensuite une étude réalisée en boucle ouverte donnant un critére de design sur la hauteur
de réinjection en fonction de la position de référence de la langue de gaz (EQU. 5.32), une
représentation synthétique en étant donnée FI1G. 5.9. Pour cela, on démontre un résultat
abstrait de stabilité des E.D.O. linéaires a retard constant (LEM. 5.1), que nous appli-
quons au linéarisé-tangent de notre systéme, en supposant que l'ouverture de la vanne
reste constante a sa position d’équilibre (EQU. 5.31). Puis, la commande est modélisée en
utilisant les techniques de I’Automatique a deux échelles de temps (EQU. 5.34) et on s’at-
tache a déterminer une condition de stabilité sur les paramétres du controleur (LEM. 5.2).
Enfin, des résultats numériques et des essais expérimentaux sur S*L sont présentés.

Comme au chapitre précédent, on adopte les hypothéses suivantes :

1. L’écoulement est isotherme et les fluides sont newtoniens,

2. Le liquide est incompressible et le gaz est un gaz parfait,

3. La fraction volumique de liquide dans le pipeline est négligeable,

4. Le bouchon de liquide est non aéré avant le point de réinjection du by-pass,
5. L’écoulement est “quasi-stationnaire” et les frottements sont négligeables,
6. Les débits d’entrée et la pression de sortie sont constants dans le temps,

7. Le gaz et le liquide sortent uniquement par le riser.

5.1 Modélisation

Nous souhaitons obtenir un systéme algébro-différentiel regroupant les modéles (3.15)
et (3.20) des deux premiéres phases du severe-slugging et prenant en compte le by-pass
du gaz.

5.1.1 Dimensions du systéme

On réinjecte maintenant le gaz prélevé dans le pipeline a une hauteur /; du riser. Son
débit est noté QE” et le débit de gaz sortant en sommet de riser est égal & Q2YT. On note
aussi P; la pression au point de réinjection. La figure FIG. 5.2 récapitule les différentes
grandeurs caractéristiques du systéme.
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F1G. 5.2: Dimensions du probléme

De plus, on suppose que Sp € [—3,0[ et que Bg €]0, 5], ce qui implique que :
1. sin8p < 0,
2. sin B > 0,

3. Sin/Bp 7é sin ,BR.

Enfin, on découpe le systéme en deux parties : La premiére, appelée “bottom”, com-
prend tout ce qui est placé en amont du point de réinjection, c’est-a-dire le pipeline et la
partie basse du riser (z € [—Ip,;]). La seconde, “top”, correspond & la partie supérieure
du riser dans laquelle circule un écoulement polyphasique (z € [lr,g]). On indice par “B”
les variables de la premiére et par “I” celles de la seconde.

5.1.2 Systéme d’équations

La conservation de la masse de gaz implique les deux équations suivantes :

mB(t) = QI — QB (1), (5.1)

) o
m&(t) = Qg (t) —Qa"" (1). (5.2)
De plus, la loi de conservation de la masse de liquide sur tout le systéme se traduit par :

mg(t) = Q1" — QLT (1), (5-3)
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avec my, = mP +mL. D’autre part, il est facile de voir qu’on peut aussi écrire les relations
algébriques suivantes :

mb) = 251 pp) (5.4
mP(t) = Sp¥lminlly2.(6)] - 3(t) 5.5
P() = TI() - plgsin fraal), (5:6)
) = Pi)+ plgsin fumin i, (0], 6.7
BP() = aBPu(t)/ BP0 — BT, 6.5)

ol aPP est défini par :

Bp _ W Pg
a”t = — V\/—.
100 PN

ouT T HOUT

Pour compléter le systéme, il reste a préciser Qg ", my, Q7" " et Pr. Pour cela,
reprenons le modéle NPW (2.9) dans lequel les frottements a la paroi sont négligés :

Oi(pcRa) + 0Ouz(paRcVe) = 0
8t(pLRL) + 8z(pLRLVL) =0 (59)

Oup = —pmgsin fg.
A ces trois E.D.P. viennent s’adjoindre les lois suivantes :
1. La somme des fractions volumiques est constante égale a 1 :
Re+ R =1.
2. La densité moyenne du mélange s’écrit :
pu = paRg + pLRr.

3. La densité du gaz est donnée par (2.2), celle du liquide par (2.3) :

p
pa(p) = Pgﬁ

or(p) = pf.

4. La vitesse du gaz, donnée par (2.12) en régime dispersé et par (2.13) en régime
intermittent, peut se mettre sous la forme Vg = CyUy + Cw. De plus, on suppose
que la vitesse débitante U, est petite par rapport a Cw,/Cy et par conséquent, que
le gaz avance dans le riser a une vitesse constante C que l'on pourra ajuster en
fonction du systéme a controler :

Vo = Cw.
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Soit )7, le domaine d’intégration, dépendant du temps, défini par :
QL(t) = [l[, max [l[, .Z'L(t)]] .

Nous avons & intégrer sur {17, un systéme de quatre équations aux dérivées partielles &
quatre inconnues P, Rg, Vi et V. Pour ce faire, introduisons tout d’abord les notations

suivantes :
dK(t) = .IK(t) —_ ZI

be(t) = dg—f?.

Chacune des quatres grandeurs Q2UT, mT Q9UT et P; qui manquent pour le moment &
la définition du modéle fera ’objet d’une section de calcul détaillée ci-apres. En préambule
a leur détermination, introduisons un invariant de Riemann et calculons la valeur de mZ,
qui s’avéreront fort utile par la suite.

Invariant de Riemann wg

Notons wg(z,t) = pg(x,t)Re(x,t). En utilisant la loi de fermeture donnant la vitesse
de la phase gazeuse dans le riser, la loi de conservation de la masse de gaz s’écrit :

8wG ng
— + Co—— =0.
ot TG oz
[l l
wg est donc un invariant de Riemann et, en notant 7'(x) = / —dr = L ona:
Coo Coo

I
’w(;(CC, t) = ’w(;(l[, t— T(.’L’))
De plus, Q&7 (t) = SCwws(ls,t), ce qui implique sous certaines conditions sur x, que :
o (t=T(z))
SCy )

Désignons maintenant par xg la position de la plus haute bulle de gaz contenue dans le
riser (qui peut étre de taille nulle si le débit prélevé est nul). Cette position est toujours
élément du domaine €;, et vérifie :

wg(z,t) =

t5(t) > 0.

rp est donc une fonction de z; et peut étre vue comme l’enveloppe décroissante de
la fonction z = x(t) restreinte au domaine [l;,lr|, moyennant une rotation d’angle

1 7r
— arctan <0—> —3 permettant au vecteur Co, d’étre vertical dirigé vers le bas (F1G. 5.3).
o0
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Ir

F1G. 5.3: Caractéristiques = z,(t) et © = zp(t)

Il est facile de voir que sa vitesse est donnée par la formule “complexe” :

(0 si (.%‘L < l[)
0 si(zp=1p) et (£ <0)

¥ si(zp=1xp) et (2L < Cw)

| Cs sinon

que 'on peut noter formellement par :

xp = B(zp,z1,2L). (5.10)
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En définissant le domaine Q2 dépendant du temps par Qp(t) = [l;,2p(t)], on obtient
alors ’expression de wg :

¢ (t—T(z) six € Qp(t
we(z,t) = 5C €l (5.11)

0 sinon.

Utilisons maintenant cet invariant pour déterminer la masse de gaz contenue dans le
riser.

Calcul de la masse de gaz contenue dans la partie haute du riser m{,

La masse de gaz est donnée par la formule :
mg(t) =S / wg(z,t) de.
Qr(t)

Or wg est nul pour z > x5. Donc :

m() = 5 [ wala,t) da,

- o [ eFu-1@) dn (5.12)

En effectuant le changement de variable 7 = ¢t — T'(x), on obtient :

. t=T[zp(t)]
mh) = o4 [ —CnQE() dn
" Ty

t
= / QEF (1) dr. (5.13)
t—tp(t)

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer chacune des quatres grandeurs
ouT T (H)OUT
G amy, Q777 et Pr.
Calcul du débit de gaz sortant du riser Q9UT

En dérivant ’équation (5.13), on obtient :

i) = @20 - (1-29) Q2 ¢ - ate).
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En remplacant mg par son expression donnée par la loi de conservation de la masse de
gaz dans le riser (5.2), on obtient le débit de sortie du gaz :

OUT (1) — (1 _ "”'B(t)) BP (4 t4(1)). (5.14)

Coo

Calcul de la masse de liquide contenue dans la partie haute du riser m?

La somme des masses de gaz et de liquide s’exprime sous la forme suivante :

mZ () + mT(t) = S / (oo, ) R (@, 1) + pu (@ £) Ru (. 1)] da.
Qr(t)

Or, la loi de conservation de la quantité de mouvement du modéle NPW simplifié (5.9)
implique que :

-5 Op
ot () = ——(z,t) d
mG( ) + mL( ) gSinﬁR ax ('/E7 ) z,
Qr(t)
)
= ——[P9YT _ P(1)].
. 10)
Par conséquent, m? s’exprime sous la forme :
S
T oUT T
t) = P(t)y— P — t). 5.15
m(t) = —= [Pt = POU] = (1) (515)

Calcul du débit de liquide sortant du riser Q9Y7

Le débit de liquide sortant du riser est donné par la relation suivante :

[QIY —min(t)]" si (w(t) = Ig)

U7 (1) =
0 sinon.
Oron a:
S
MOy = 50 [ = 26(0)] + = [PA(8) = POUT] =m0,
ce qui implique que :
. S . +
27T 1)y = |QEY + Spa0) = 2 Pa(t) + QB7(1) — Q2T (1)

On obtient par conséquent :

[QF + Spaialt) — —>——Pi0) + Q) — Q37" (®)] i (wult) = Ln)

QUT (1) = gsin fn

0 sinon,



5.1 Modélisation 121

que ’on peut écrire formellement :

OUT() = Z(xp, QEF, 8UT,5L"GaPI)|t' (5.16)

Calcul de la pression au point d’injection P

La densité moyenne p,; du mélange diphasique dans le riser peut s’écrire sous la forme :

pM('r:t) = ’w(;(.T,t) + pivRL(xat)

N
Or, wg = pcRg = %p (1 — Ryp), ce qui implique que :
PN t

RL(x,t) =1- —NwG(x, )

pe p(z,t)

En remplagant w¢ par son expression (5.11), on obtient :

PY Qg (t—T(z))

1 —
SpNCo  p(z,1)

sixz € QB(t)

RL (33, t) =
1 sinon.

Par conséquent, la densité du mélange s’écrit en fonction de la pression dans le riser et
des différents débits QBT :

i+ s (1- AL ) QF - T(@) o e )
on(0,1) = o\ ol

oy sinon,
que ’on peut mettre sous la forme :

log( (=) (1 Py

t) = p¥
,OM(ﬂﬁ, ) PL + Scoo ,ng(x,t)

) @z (e~ 1@,
1p (x) étant défini par :
1 sizeD
]lD (l’) =
0 sinon,

Nous pouvons maintenant calculer la pression p(z, t) en tout point du riser, en résolvant
le probléme de Cauchy formulé a partir de la loi de conservation de quantité de mouvement
du systéme E.D.P. (5.9) (¢ étant alors un paramétre) :

8_p o N ]IQB(t)(x)< _ PgPN) BP(4 }
ott) = —gsinge o + 222000 (1 L) QF (¢ T(w) -

p(zr(t)) = POUT.
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Et la pression de réinjection P; s’obtient, de ce fait, en prenant :

Py(t) = p(ls, 1),

que ’on peut écrire formellement :

Pi(t) = F; ( gp[t_tB(t),tO , (5.18)

Fr étant une fonctionnelle dépendant des différents débits QE” entre les instants ¢ —t(t)
et t et étant solution du probléme de Cauchy en espace (5.17).

Récapitulatif

Le systéme d’équations est donné par les relations (5.1), (5.2), (5.3), (5.10), (5.4),
(5.5), (5.15), (5.6), (5.7), (5.18), (5.8), (5.14) et (5.16) :

[ mEn = Q8 -QE"0)
mEt) = QE°()-Qe"" ()
mP(t)+mli(t) = Q¥ - Q" ()
wa(t) = Blos,owan),
mb) = Lo lpy)
mf() = Spiminir2s(t)] - 26 (1)
Lol = o P - P i) (5.19)
Py = T(t) - plgsinfrac(t)
0t) = Pit)+ pYgsinBxminly, z; ()
Pr(t) = 7 I( gp[t—tBa),t])
B = o ult)y/POPE) - BT
o = (1-722)@E (- i)
| Q9T = 2(e.Q8.Q" a6, Py,
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Remarque.
La seconde équation donnant I’évolution au cours du temps de mZL, est équivalente a
I’équation (5.13) déterminant sa valeur comme l'intégrale des débits du by-pass. On uti-
lisera dans la suite ces deux formulations de maniére équivalente.

5.1.3 Modéle simplifié

La grande complexité du systéme (5.19) nous oblige a faire quelques hypothéses sup-
plémentaires pour pouvoir 1’étudier :

1. Nous nous limitons au régime saturé, dans lequel le front de liquide ainsi que les
bulles de gaz ont atteint le sommet du riser. On suppose par conséquent que :

De plus, pour simplifier I’étude de stabilité du régulateur, on suppose aussi que du
liquide peut rentrer par le sommet du riser, c’est-a-dire que QYT peut trés bien
étre négatif.

En introduisant les notations suivantes :
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le systéme d’équations (5.19) s’écrit alors :

( mB() = QY -QE®)
mG(t) = QBT()—QIT(1)
mb) = P2 p(
mi(t) = Spplli—za(t)]
T _ ) _ pouT| _ T
mi(t) = e [Pilt) = POUT] =m0
|\ Pt = I(t) - p)gsin fpac(t) (5-20)
() = Pi(t)+ pggsinBrls
PI(t) = fl( gp[t—tR,t])
BP(1) = oPPult)VEOPE) - PO
QYUT(t) = QBP(t—tr)
| Q9T = QI + Selelt) - i) + QE7() - Q8T )

2. Pour pouvoir écrire Py explicitement en fonction des variables du systéme, nous sup-
posons que les effets de 1’expansion du gaz sont négligeables (hypothése discutable
pour des risers de grande taille, mais valide pour ceux de petite taille et en particu-
lier pour la boucle S*L). Cela revient donc & prendre la pression p(z,t) constante
égale & POUT dans (5.17) :

) 1 pNPN
Lwt) = —gsinfn | + 5 (1- K ) QE° - T()]
plzr(t)) = POUL.
Notons maintenant :
_ ;P

T) =
p N pouT
peP

r, est toujours strictement supérieur a 1. En effet, soit pOUT la densité du gaz et
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p?YT 1a densité du liquide pris & la pression POUT. Elles sont données par :

pour
our _ N
our _ N
Pr, = PL>
et, par conséquent, on a :
ouT
- PL
P — _OUT’
PG

ce qui impose que 7, > 1 car la densité du liquide est toujours supérieure a celle du
gaz.
Nous sommes maintenant capable de résoudre explicitement ce nouveau probléme

de Cauchy. Pour cela, intégrons 1’équation différentielle sur le domaine [z, [z]. On
a:

lp lr
0 1
[ ity dy=—gsinsi [ o+ g5 0=t~ 1) dy

T T

ce qui implique que :

POUT _ p(z,t) = —pgsinfr / dy — IS0 PRy / QEP(t—T(y)) dy,

T T

pat) = POUT 4 pigsinfnlln - 2) + L5201 1) [ QEP(E-T(w) dy.

Ainsi, la pression de réinjection P;(t) = p(I7,t) est donnée par :

lr
. sin 1
Pi(t) = POUT 4 p¥gsin By dp + g SﬁR(l —7p) C—/Qgp(t—T(x)) dx
lr

gsin B (

= PO 4 plgsin B dp + 5

—Tp) mg (t).

OUT sous la forme :

De plus, nous pouvons maintenant exprimer m? et Q
mi(t) = Sppdr—r,mg(t),

PUT() = QU +Spraa(t) +1,[QeT (1) — Qg ()],
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et le systéme d’équations s’écrit donc :

[ mE() = QF-Q¢")
mb(t) = Q&"(1) - Qg ()
mB) = P8l p)
mP(t) = Sp}llr —za(t)
mi(t) = SpYdn—r,mb()
{ P = I(t) — py gsin fpa(t)
(t) = Pr(t)+ pg gsinBrls
Pit) = POt plgsinadn + SRR ) (s
B = o™ u(t) VP[P - POTF
QT(t) = QEF(t—tn)
L QY7 (t) = Q1Y+ Splaa(t) + 7, [QE7(1) - Q2VT(1)].

Nous allons maintenant modifier ce modéle pour faire apparaitre explicitement la
dynamique des pressions P et II.

Evolution de P

Déterminons I’évolution au cours du temps de P. On a :

N .+
Pa v
mB(t) = f]”DNG P(t).

En dérivant cette équation par rapport au temps et en substituant mg par son expression,
on obtient :

PN
pe v

P(t) = —— [Q — QB (). (5.21)

Evolution de 11

Déterminons I’évolution au cours du temps de la pression en pied de riser II. On a :

T1(t) = Py(t) + p1 g sin Brly.
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En remplacant P; par son expression, on arrive a :

. sin
() = POUT + p gsin Balp + 7 SﬁR(1 —7p) m(t).

En dérivant cette équation par rapport au temps et en substituant mg par son expression,
on obtient :

fi(t) = 250 (1~ ) [QB () - Q276 ~ ta)] (5.22)

Evolution de z4

Déterminons 1’évolution de la langue de gaz x¢ au cours du temps. On a :

11(t) — P(2)

P(t) =T1(t) — p} gsin Bpzg(t) = z6(t) = ¥ gsin Br

En remplacant P et IT par leur expression (5.21) et (5.22), on obtient :

PN BP vt SinBr(l—r1,) ¢ pp Bp
= t) — — t) — t—tg)].
P pY gsin Bpvf; Q6" (1) ¢ |+ Sp sin Bp [Qc"(®) ¢ (t—1r)]

7 (t)

Calcul de Q9T

ouT
L

Le débit de liquide sortant du riser est donné par :

2UT () = Q1N + Sprxa(t) +1, [QeF(t) — QAT (t — tr)] -
En remplagant 2 par son expression (5.23), on obtient :

o IN SPN

77(0) = Q"+ [0 (1)~ @+ (1 + (1= ) 5150} [QF7 () - Q" — )]

sin ﬁp
(5.24)

Conclusion

Le modele s’exprime sous la forme du systéme algébro-différentiel a retard constant
suivant :
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+

PN
v [ - Q2]
G YG

gsin g BP BP
SR~ 1) [QEF(6) — QU (1 — tr)]

1(t) — p7 g sin Brls

1(t) — P(2)

pY gsin Bp

N .+
Po U
< P()

S
gsin Br(l —1,)

Spp [l — v6(t)]

[PI(t) — POUT _ plNgsin ﬂRdR}

Spr dr — 1ymg(t)

o P u(t)y/ P(t)[P(t) — Pr(t)]*

or(t—tg)
spN
IN BP IN
-~ T t) —
L pggSID,BP’Ug |: G ( ) G i|

(rp +(1- Tp)%> [QE" (1) — Q" (t —tr)] -

5.1.4 Espace des phases

(5.25)

Ayant restreint notre étude au régime saturé, la pression au point de réinjection P
atteint sa valeur maximale POUT + p¥ gsin Srdr pour QEY = 0 et lorsque ce débit tend

vers + 0o, Pr tend vers une valeur minimale supérieure a

POUT

, correspondant au fait

qu’il n’y a que du gaz dans la partie supérieure du riser. Par conséquent, en notant
SEP = [POUT + p¥ gsin Brly, POUT + pl gsin Brlg], on a directement :

Il e SEP.

De plus, la langue de gaz étant comprise entre —/p et 0, on a :

H—|—p]LVgsinﬂplp < P<IL

En notant SEF = [POUT + plg(sin Bplp + sin Brl;), POUT + pY gsin Brlg], on obtient :

P e SE*.
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En conclusion, I'espace des phases DBF du systéme (5.25) est défini par :

DB = {(P,11) € SE" x Si" \ 1L+ py gsin Bplp < P <11} (5.26)

5.1.5 Etat stationnaire

On note Zg, m—g, m—g, mB m? P 1, P, ar, QAT Q9UT et u les valeurs a 1'équi-
libre de chaque variable du systéme. L’équation différentielle du modéle (5.25) donnant

I’évolution de P au cours du temps implique que :

QBP _ IN

¢ —Wa -

On en déduit directement que :
oUT _ ()IN
a = Wa
oUT _ ()IN
L = &r -

De plus, I’équation (5.13) (qui est équivalente a 1’équation différentielle de (5.25) donnant
’évolution de IT) nous permet de déterminer la valeur stationnaire de mg; :

T _ IN
mea =1tr Q¢ -
Ainsi, on trouve immédiatement que :

. 1—r
P = povT gsin g (p]LV + pQIGN) dg,

SCx

II = P+ p;gsinBgly,

r

Enfin, comme pour le prélévement, définissons APg.s = II - P = plNgsin Bpa:ge
“position” a laquelle on souhaite stabiliser la langue de gaz. On a alors :

P=T— APg;,

’1a

ce qui implique que :

_ APRef
T¢ = N a0
PV gsin B
B _ pg UE—
mg = py b
— SAP
mP = Sp)ly - ==L,
gsin Sp
IN
U = g

aBP \/ Py [pY gsin Brly — AP gey]
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En définitive, I’état stationnaire est donné par la famille & un paramétre AP g suivante :

( APge.
Tg = : !
pr, gsin Bp
N o+
—B Pc V¢
mg = PNGP
mL = tp QWY
— SAPpes
= Spll; —
m Prit gsin Bp
—T N _ Tp AIN
mz, = (S L — C—QG )dR
P = II-APg
g fief (5.27)
Il = Pr+ppgsinfgls
— ) 1—r7r
P, = P°UT 4 gsin B (pZLV + <0 pQéN> dr
BP _ IN
¢ = Wa
QoUT = QIN
QT = ap
IN
= <

aBP [Py o} gsin Bal; — APpyy]

Pour que % soit toujours défini, il faut s’assurer que pY gsin Bglr — APges > 0 ce qui
est équivalent & :
sin Bgl; > sin ﬁpxgef.

De plus, pour avoir u compris entre 0 et 100%, on impose la condition suivante sur le
couple (zoel 1) -

o2 + B(xEN) I 4+ y(z2 ) > 0,
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avec :
( Q = —Asin (g
B(xgef) = Bsinfg + Asin ﬂpxRef
Ref Ref 1 vy
) Y(zg?) = —BsinfBpzg P (100 aBP)
A — gsing pN+1_T'pQIN
B\™ T sc,, e

Or, la pression de réinjection P; est toujours supérieure & la pression de sortie POUT et

cela doit en particulier étre vrai a 'état d’équilibre : P; > POUT. Cela signifie que :

N —Tp ~IN
> 0. 5.28
IOL + SCOO QG - ( )

On a par conséquent o < 0 et I; doit donc étre compris entre les deux racines I7"(z gef )

et 1M (xR} définies par :
)

. Ref Ref

ey~ D+ f2ED

T
G 2a

—Blxg) — \/Aag)

(@) 5 ;

Ta

2 4Asi Ny
le discriminant étant égal a A(z5) = (B sin B — Asin 3p fURef) - ;L;I;BR (100 C;,BP) :

De plus, on peut montrer que :

Sinﬁp Ref
Im(ghBery > ZToCLpRe
I ( G ) Sin ﬁR G

IM(zBely > g,
En définitive, la condition s’écrit :
I (zEely < 1; < g

Remarque.
Notons que cette condition est un premier critére de design pour notre contréleur et que
nous pouvons jouer sur la valeur du Cy de la vanne pour “élargir” la gamme des (xgef )
admissibles.
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La figure F1G. 5.4 représente, pour différentes hauteurs [;, 'ouverture stationnaire % en
fonction de xgef élément de [—[p, 0], les paramétres correspondant aux données de la
boucle S*L avec un débit de gaz de 1 nl/min. On remarque que la plage de valeurs

admissibles pour :cgef est ici plus restreinte que dans le cas du prélévement.

100 T T T
\ =025 ——
=05
=075
=1

80

60

40 T

20 S

-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

F1G. 5.4: Représentation de u en fonction de a:gef pour différents [;

5.2 Critére de design sur la hauteur de réinjection

Cette partie est consacrée a la détermination d’un critére de design sur la hauteur
d’injection [;. Aprés avoir établi un résultat abstrait de stabilité des E.D.O. linéaires a
retard constant, nous ’appliquerons au linéarisé-tangent de notre systéme en supposant
que 'ouverture de la vanne reste constante a sa position d’équilibre.

5.2.1 Stabilité des E.D.O. linéaires & retard constant
Considérons 1’équation différentielle suivante :
z(t) =a x(t) + b x(t — 1), (5.29)
ou (a,b) € R x R* sont des coeflicients constants, et 7 > 0 représente le retard.

Lemme 5.1. Une condition suffisante, pour que (5.29) soit stable, est que :

{a + |b| < 0} 0u{{a—|—b<0} et {b7'>—1}}.
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Le graphe F1G. 5.5 représente ces conditions dans le plan (ar, b7).

a+b=0 bT

a—b=0

F1G. 5.5: Conditions suffisantes de stabilité sur a7 et bt

Démonstration.
La premiére partie se démontre en utilisant la fonction de Lyapunov définie par :

V (t) = 22(t) + |b] / 7%(0) do.

En effet, nous avons directement V' > 0 et sa dérivée est donnée par :
‘2—‘; = 2022(t) + 2b 2(t) 2(t — 1) + b] [22(8) — 22(t — 7))

< 2a 2?(t) + [b] [22() + 2*(t — 7)] + [b] [2°(t) — 2*(t — 7)]

< 2(a+ b)) 2%(0).

dv
Par conséquent a + [b| < 0 = o <0.



134 Controle par by-pass

La seconde partie peut étre démontrée a partir de la preuve du lemme LEM. C.2 de

I’annexe C, en notant que < 1pour ar < 1. O

€o
sin &
Remarque.
Pour le lecteur intéressé, une étude plus compléte donnant une condition nécessaire et
suffisante de stabilité se trouve en annexe C, dans laquelle nous avons détaillé la démons-
tration de Niculescu [112].

5.2.2 Application au systéme en boucle ouverte

On se propose maintenant de donner des conditions de stabilité sur la hauteur d’injec-
. N e ;02 Ref .
tion [; par rapport a la position de référence z, ' de la langue de gaz. Pour ce faire, nous
allons appliquer le lemme LEM. 5.1 au linéarisé-tangent du modéle de simulation (5.25),
I'ouverture de la vanne étant supposée maintenue constante & sa valeur stationnaire u.
En notant :

PN

o0 = — > 0
PG Ve
gsin 3

B = 5 Ber,—1) > 0,

le modéle (5.25) peut alors se résumer sous la forme suivante (les autres variables pouvant
étre calculées a posteriori) :

AP(t) = a[QF —QE ()] +B[QE (1) — QB (t — tg)]
Pr(t) = —B[QE7()—QE"(t—tr))]
BPt) = oPPu/Pr(t)AP(t)T,

la variable d’état AP; étant définie par :
APy(t) = P(t) — Pi(t) = py g [sin Brlr — sin Bpaa(t)] -

Linéarisation de Qg&”

Linéarisons QBT autour du point d’équilibre (AP;, P;). En notant :

/

Pe = POUT—i-gsinﬁR(pL—i-SCT” )lR > 0

wo= gsinn (o) + QD) . o

0 = —ppgsinfp > 0

[ & = prgsinfPg > 0,
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AP; et P; peuvent s’écrire sous la forme :
FI = Pc— plll

AP] = 5$$g€f + 5ll[.

Remarques.
1. La relation (5.28) implique que p. et p; sont positifs.
oy

2. On note 0 = ,BC— = §; — p; une constante strictement positive. On a alors :
o0

5, —0>0 (5.30)

De plus, QBT peut étre vu comme une fonction de APy et Pr: QBF (t) = Q87 (APr(t), Pr(t)).
En notant :

( anP -
C - aAPI(API’PI)

R

! n = p (B R

5API(t) = AP](t)—A—PI

\ 6PI (t) = Pf(t) - FI’
et en remarquant que QEF (AP, Pr) = QB = QLV,QEF peut se linéariser autour du
point d’équilibre (AP;, P;) sous la forme :

¢ (1) =Qg" + dap,(t) +n dp (1)

Enfin, on a :
¢ = "o
2A Py
IN
n = Q—i > 0.
2Py

Linéarisé-tangent

En remplagant Q8" par son expression linéarisée, on obtient le systéme linéarisé-

tangent suivant :
Sary(t) = (B—0)[C 0ar(t) + 1 6p (1) = B¢ dar,(t — tr) + 1 Op, (t — tr)]

51‘31 (t) = _ﬁ [C 6API (t) +n 5PI (t) - C 5API (t - tR) -n 5PI (t - tR)] :
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Notons a = (8 — a)( — Bn et b = B(n — (), et effectuons le changement de variables
suivant :

2(t) = Coar(t) +ndp (1)

a b
y(t) = a(t) + _[0ar,(t) + 0p, ()] + — [0ap, (t = tr) + Op, (t — tr)].
On peut alors écrire que le systéme différentiel sous la forme :

©(t) = ax(t)+0bz(t—tg)
(5.31)
it = o

y étant constant dans le temps, nous n’avons a étudier que la stabilité de la premiére
équation pour conclure sur la stabilité du systéme linéarisé-tangent.

Conditions de stabilité

Le lemme LEM. 5.1 nous donne une condition suffisante pour que I’équation sur z soit
stable. Elle s’écrit :

{a + |b| < 0} ou{{a+b<0} et {btR>—1}}.

Or a + b = —a( étant toujours négatif, nous pouvons la réécrire dans le cas présent sous
la forme :

{a—b< 0} ou {btg>—1}.
e Etudions dans un premier temps la condition ¢ — b < 0. On a :
a—b=—af—28(n-().
En remplacant ¢ et n par leur expression, et en notant :
vp = —ap +28(6 +p)

Up = 2ﬁ5¢c

Kp = (25 - a)pca

la condition s’écrit alors :

f

vplr + ’prge —Kkp > 0.

Déterminons dans un premier temps les signes des coefficients. On a vp > 0 et en
notant of,(8) = 20, kp vérifie :

kp >0 si a<af(B)

kp <0 si a>ab(f).
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De plus, vp peut se mettre sous la forme suivante :

IN QLN
vp = —ad; + aﬂC—G + 486 — 2ﬂ2C—G.

Dans le plan (o, 8) € R™?, vp(a, 8) = 0 est une conique. Déterminons-en les directions
asymptotiques (en ne gardant que les termes de plus haut degré) :

B0l
-2
b e

=0<4+=

el Sl

1
5
Les directions asymptotiques étant réelles, cette conique est une hyperbole. De plus, son
centre (a*, 5*) est caractérisé comme le point-selle de la forme quadratique associée. Il

peut donc étre déterminé en résolvant le systéme suivant (obtenu en dérivant vp(a, 8) = 0
par rapport a « et ) :

—5, + 89 = 0
IN IN
oY 46— 4B = 0.
On obtient :
o =0
g = G >0

Effectuons maintenant le changement de variables suivant :

a = ao—o = «
el C10051
ﬁ = ﬁ - ﬂ* = ﬁ - IN *
G
vp s’écrit alors sous la forme :
_ Q¢

vp =G (aﬁ —95+ 2,6*2) .

Par conséquent le centre de I’hyperbole (a*, 5*) est a l'intérieur du domaine défini par

1
vp > 0. De plus, on remarque que la droite kp(ca, 8) = 0 est paralléle & 'asymptote é = -
«
et, par conséquent, ne coupe I’hyperbole qu’en un unique point qui est Porigine (0, 0).
Le graphe F1G. 5.6 donne le signe des coefficients vp et kp dans le plan (o, ) :
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B vp =10 I 5 = %
a
vp >0 " S up =0
o @
////
/// vp <0

F1G. 5.6: Signe des coefficients vp et kp

IN IN
Enfin, en remarquant que [ est toujours inférieur a §* (car B%L =&0—p <= ﬁ*%%),
on a a considérer uniquement la branche inférieure de ’hyperbole que 'on peut écrire

sous la forme :
BRAE B — 4C6;)
QéNﬁ - Cooél ’

le numérateur et le dénominateur étant toujours négatifs pour 0 < 8 < *. Par conséquent,
le signe de vp est donné par :

ap(f) =

vp >0 si a<ah(B)
vp <0 si a> a4h(h).

En conclusion, les signes des coefficients en fonction de « et 8 sont donnés par :

o5 (8) a5 (8) .
vp >0 vp >0 vp <0
vp > 0 vp >0 vp >0
kp >0 kp <0 kp <0

Déterminons maintenant la zone de stabilité. Soit la droite D définie par vpl; +

vpree!

—v . . .
— kp = 0 de pente Pp = —2 ¢t on note (zp,0) son point d’intersection avec
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l’axe des absisses et (0,lp) son point d’intersection avec ’axe des ordonnées. On a par
conséquent :

KD
Irp = —
Up
KD
lp = —
Up

De plus, on peut écrire que :

(2,8 - O{)POUT — QﬁélZR

lp=Igr+ o
ce qui implique que :
o (8) a5 () .
Pp <0 Pp <0 Pp >0
O0<lilpslig Ilp<0<lp O0<lp<lp
zp >0 zp <0 zp <0

Les graphes FIG. 5.7 représentent dans le plan (xgef ,1r), la condition de stabilité
a — b < 0 en fonction de « et S.

D

/ \

Ip

IDp

D

D

,,lR

F1G. 5.7: Représentation de la condition de stabilité a — b < 0

Ref
Za

/

B
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e Etudions maintenant la condition b tg > —1. En notant :

( Uy = 2612 — 02
1
Wy = 5(251 — 0)5w

Y vx = (207 + 60 — 20%)Ip + (26, + 0)POUT

Uy = [2POUT + (25l — Q)ZR} 5:5

\ kn = Opclg,
la condition de stabilité est équivalente a :
—2w7{$gefl] — ,LLHZ? + ,Ungef 4+ vyl — Ky >0,

les constantes pg;, wy, V3, Uy et ky étant strictement positives d’aprés (5.30).
Définissons maintenant dans le plan (:cgef ,1r), la conique suivante :

H - —QwH:cgeflI — pnl? + vq{xgef +uvyli —ky =0

Déterminons, dans un premier temps, ses directions asymptotiques. On a :

Ref 0
(e
2(.«)7.[:5‘26”[ + N?—Ll? =0<+= l )
I —ay 1
= =T < O
acgef 27 "

Les directions asymptotiques étant des nombres réels, cette conique est une hyperbole.
De plus, son centre (z%,[5,) est solution du systéme linéaire suivant :

—2&)%[;{ + vy =0
—2(,«)%,’13;{ — 2/1/;{[;{ -+ vy = 0
On obtient par conséquent :
= WV — UnUH
H 2w3,
B, =
H 20)’;.[ .

Déterminons maintenant le signe de z7%,. On peut écrire son numérateur sous la forme :

Oz
WVH — PR = o [4(0 — &) (Ird; + POV (0 + 6)) — POU" 0 — 61567] .
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En utilisant la relation (5.30), il est immédiat que 2%, < 0. De plus, [}, positif, peut s’écrire

sous la forme :
2POUT

20, — 6

l;{:lR-i-

La relation (5.30) implique alors que %, > [.
Effectuons maintenant le changement de variables suivant :

r = zi
S
1 (6,0POUT\? , ,
En notant R}, = -5 <m7 une constante strictement négative, on obtient :
Wy

H o pyl(l — rg{x) + R;, = 0.
Ainsi, la condition de stabilité s’écrit :
pyl(l — rg{x) + R;, <0.

De plus, le centre (z,1) = (0,0) vérifiant cette condition, la région b tg > —1 se trouve a
Iintérieur des deux branches de ’hyperbole H. Et, on remarque que ’origine (xgef ) =
(0,0) se trouve en dehors de la région.

Déterminons maintenant les points d’intersection de I’hyperbole avec les axes. Soit
(xﬂ%, 0) l'unique point d’intersection avec I’axe des abscisses. On a :

Les points d’intersection avec I’axe des ordonnées sont donnés en résolvant I’équation du
second degré suivante :
2
/J"HZI — V'Hl[ + Ky = 0.

Soit Ay son déterminant. Il peut s’écrire sous la forme :

Ay = (6 —0) (86, POUTIR(5, + 0) + 46312,)

+ 202POUT|6, + 621502 + 462POVT? 4 g2 pOUT? | 4 pOUT? 59

La relation (5.30) implique qu'il est positif et par conséquent qu’il existe deux points
d’intersection de I'hyperbole H avec 1’axe des ordonnées, I}, et lgi, définis par :

vy + VA?-L

B, =
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K . . .-
Comme I, > 0 et I}, x lgt = ,U_H > 0, on a aussi lg{ > (. Regardons maintenant sa position
H

par rapport a lg. lg_t peut se mettre sous la forme :

B, = ln+ bn— VAy
2(262 — 62)’

avec ¢y = (0 — 28))0ilr + (26, +0) P°UT. La relation (5.30) implique que le dénominateur
de la fraction est positif. De plus, si ¢y est négatif alors le numérateur est aussi négatif
et on en déduit que lg{ < lg. Si ¢y est positif, alors en utilisant le fait que Ay — ¢2, =
8POUT]16,(267 — 6?) est strictement positif ce qui implique que /Ay > ¢ ,le numérateur
est encore négatif et on en déduit encore que lg_t < lg.

On peut, en définitive, conclure que :

0<ly <lp<ly<l,

ce qui nous permet d’assurer que l’on trouvera toujours un couple (xgef ) € [=1p, 0] x
[0, r] pour lequel on a stabilité du systéme. Le graphique F1G. 5.8 représente la condition
de stabilité dans le plan (z£</,1;).

|| lr # 7‘[

i l
H || wglef =0
i lR
7T
‘ [ LY |
Res
T3 xg/{ TG

F1a. 5.8: Représentation de la condition de stabilité b tg > —1

Conclusion

R , o
Pour un :L"Gef donné, {; doit vérifier :

{I/Dl[ + prgef — Kp > 0} ou {—Zwyacgefl[ — pwl? + UH.Tgef + vyl — Ky > 0} )
(5.32)
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Les différents graphiques de la figure F1G. 5.9 représentent cette condition dans le plan
(xgef ,1r) pour les différentes configurations possibles.

a<a(8)

i a<al(B)

77y
izzy,

/) H H
—lp D ERef —ip D a:gef

F1G. 5.9: Condition de stabilité sur (x5, 1))
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Application au montage expérimental S*L

Pour toute la plage de débit liquide et en choisissant ’angle Sp = —18° et le volume
additionnel de gaz v/, = 35.8 [, nous avons, pour tous les débits de gaz produisant du
severe slugging :

a< a%(ﬁ) et lp > lR,

ce qui implique que la premiére condition vpl; + Up:rgef

— kp > 0 n’est jamais satisfaite.

La seule condition & vérifier est donc donnée par la branche inférieure de I’hyperbole
H. Elle est représentée figure FIG. 5.10(a) dans le plan (x5, 1;) € [~1p, 0] x [0, ] pour
différents débits de gaz. De plus, le graphe FI1G. 5.10(b) donne la valeur de lg_l en fonction
de QY € [0,4 nl/min]. Sa valeur maximum est atteinte pour 4 nl/min, qui est le plus
grand débit produisant du severe slugging sur S*L et cette valeur est inférieure & 30 cm.

0.8 e

0.6 [ e

0.4 e S P

0.2

1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

(a) Branche inférieure de H (b) Valeurs de lg{

F1G. 5.10: Condition de stabilité pour S*L

De ce fait, si on choisit une valeur de [; supérieure a 30 c¢m, on est alors certain d’avoir
une plage de valeurs de :Ugef € [—Ip, 0] vérifiant la condition de stabilité. En pratique, on
choisira dans nos essais expérimentaux la seconde position de réinjection correspondant
a2 =36.5 cm.

Les figures F1G. 5.11 et FIG. 5.12 présentent le résultat de deux simulations effectuées
avec les données de la boucle S*L et de deux expériences, les graphiques de gauche pour
I; = 1} (F1G. 5.11(a) et F1G. 5.12(a)) et ceux de droite pour I; = I? (F1G. 5.11(b) et
F1G. 5.12(b)). L’écoulement n’est stabilisé que dans le second cas, ce qui valide numeéri-
quement et expérimentalement notre condition de stabilité sur les parametres (xgef ).
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F1G. 5.11: Validation numérique de la condition de stabilité
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F1G. 5.12: Validation expérimentale de la condition de stabilité

5.3 Mise en place du controleur

En ne mesurant que la pression dans le pipeline P et la pression en pied de riser I, on
souhaite commander 'ouverture de la vanne située sur le by-pass, pour controler 1’écou-
lement en stabilisant la langue de gaz a la position de référence chef . Pour cela, plutot
que de modéliser une commande directement sur l’ouverture (ce qui nécessite de prendre
en compte 1’équation fortement non-linéaire donnant Q8" en fonction de u), nous allons
travailler directement sur le débit Q& .
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Notons v = é une constante strictement positive, et rappelons que la partie différen-
«

tielle du modele (5.25) s’écrit :
Pt) = a[Qg" - QE" (1)

H(t) = AlQE"(t—tr) —QE" ()]

(5.33)

En prenant PY = POUT e rapport +y est donné par la relation suivante :

_ lEgsin Br(p) — pY)
o pour

Or I, est trés grand pour permettre Poccurrence du severe slugging, ce qui implique que
v > 1 et par conséquent que 3 est grand par rapport a «. En particulier sur S*L, on a le
rapport suivant :

v = 20.

En conséquence, II évolue beaucoup plus rapidement que P. Cette constatation est a la
base de notre commande. En effet, nous allons dans un premier temps faire converger
rapidement P vers une valeur de référence Pg, ce qui stabilisera la langue de gaz, et par
13 méme, I’écoulement. Puis nous modifierons cette valeur de Pg.s lentement au cours du
temps pour faire tendre AP vers sa valeur de référence APpg.s. Ce controleur sera donc

de la forme : %
er(t) = FP [P(t) = Pres ()]
(5.34)

Pres(t) = K;[AP(t) — APpey],

avec Kp et K; deux constantes positives.

Le modéle (5.33) et la commande (5.34) forment un systéme algébro-différentiel dont
nous allons maintenant étudier la stabilité pour voir si ’on retrouve une condition sur K
vérifiant notre intuition physique (i.e. K; < 1). En substituant Q2" par son expression
et en notant z(t) = P(t) — Pres(t) — KiQéN et y(t) = AP(t) — APgey, le modéle en

P

boucle fermée peut s’écrire sous la forme :

z(t) = —Kpx(t) — Kry(t)
(5.35)
y(t) = —vKp[z(t) — 2t = tr)] + Kpz(t),
la variable d’état I1(t) — éP(t) + éP(t — tg) étant indépendante du temps.
e e

Nous allons dans un premier temps calculer son état stationnaire puis nous détermine-
rons une condition suffisante de stabilité sous la forme d’une relation entre les différents
paramétres du modeéle.
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5.3.1 Etat stationnaire

L’état stationnaire est donné par :

8|
I
o

<
I
=

ce qui correspond a :

AP == APRef

-
Pres = P——QL.
Ref KPQG

On peut par conséquent conclure que la position de la langue de gaz se stabilisera bien &
sa position de référence.

5.3.2 Conditions de stabilité

Etudions maintenant la stabilité du systéme (5.35). En notant :

.T(t) —Kp —K] 0 0
Z(t) = , A= et B= ,
y() Kp(l=7) 0 1Kp 0
ce systéme peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

Z=AZ({t)+ BZ(t—tg). (5.36)

Lemme 5.2. Une condition suffisante de stabilité du systéme matriciel (5.36) au sens de

Fourier-Laplace est :
Q

K[<—.

Démonstration.
En prenant Z(t) = ZoeSt, on obtient I’équation caractéristique suivante :

s(Kp+s)+ KpK;(1 —7+fye_8tR) = 0.

On se place dans le cas tg > 0 (le cas tp = 0 étant déja connu). En notant 5 = stp,
Kp = Kptgret K = K;tg, et en multipliant par t%z I’équation caractéristique, on obtient :

3(Kp+3)+ KpKi(1 —y+ve %) =0.

1. Etude des racines réelles (5 € R)
Commengons par étudier le cas réel (s = r € R). Soit la fonction F' de R dans R,
définie par F(r) =r>+ Kpr + KpK(1—y+~ve~"). On a:

F,(T) = 2T+K—P—’)/KPK]€_T,

F'(r) = 2+~yKpKre™ .
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Par conséquent, F"(r) > 0 Vr € R ce qui implique que F' est convexe. De plus, son
extremum, noté F(ry), est un minimum car F(—oc) = F(400) = +00. Le tableau
de variation suivant donne I’évolution de F' sur R :

r —00 ro 400

F'(r) + +

0 +

F’(’f’) /

Fr) +00 \ o / +00

Nous avons donc deux cas a traiter. Si F(rg) est positif, alors il n’existe pas de
racines réelles et par conséquent aucune condition de stabilité n’est a imposer. Par
contre, si F'(rg) est négatif, il existe alors deux racines réelles qui seront négatives
si les conditions suivantes sont vérifiées :

FO) > 0

F'(0) > 0.

Kp et K; étant supposés positifs, la premiére condition est toujours vérifiée et la
seconde implique la condition suivante :

yK; < 1.
En conclusion, I’étude des racines réelles nous donne la condition suivante :
’)/K[tR < 1si F(To) < 0.

2. Etude des racines complexes (5 € C)
Cherchons maintenant les racines complexes de ’équation caractéristique. En posant
S = p+1 q et en séparant la partie réelle de la partie imaginaire, on obtient le systéme

suivant : o
P - +pKp+ KpKi(1—v+~vPcosq) = 0

Nous allons utiliser un argument de continuité pour assurer que p < 0. Intéressons
nous d’abord aux racines imaginaires pures (p = 0). Le systéme dégénére alors en :

—q2+KpKI(1 —y+7ycosq) = 0

(5.37)
¢Kp — KpK;vysing = 0.
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Par conséquent, ¢ doit alors satisfaire (Kp étant strictement supérieur a 0) :

q

yK; = —.
sin ¢

Si cette équation admet une solution (notée alors (v, K;)), on obtient par consé-
quent, avec la premiére équation du systéme (5.37), une relation abstraite entre Kp,
K7 et v qui est une surface notée S(Kp, Kz,v) = 0. Dans 'espace (Kp, K1,7), cette
surface, lorsqu’elle existe, sépare la région stable p < 0 de la région instable p > 0.

Cependant, si YK; < 1, il n’existe pas de solution (7, K;) (cf. démonstration du
lemme LEM. C.2 donné en annexe C), ce qui implique que la surface S(Kp, K7,7) =
0 ne traverse jamais la région vK; < 1. C’est, par conséquent, soit une zone entié-
rement stable soit une zone entiérement instable.

Or, pour le cas limite K; — 0, le systéme est notoirement stable, car il correspond
au cas d’un controleur proportionnel ayant le systéme caractéristique suivant :

- +pKp = 0
q(2p+Kp) = 0,

dont il est “connu” que les racines sont & partie réelle p < 0 si Kp > 0.

La région vK; < 1, qui contient le cas limite K; = 0, est donc stable ce qui implique
en définitive la condition suffisante de stabilité suivante :

(67
K < —.

Remarque.
Le systéme matriciel (5.36) pouvant s’écrire sous la forme :

i) = z(t)

2(t) = —Kpz(t)— KpKz(t) — vKpK; fo z(t+ s) ds,

—tgr
lemme LEM. 5.2 peut aussi étre démontré en utilisant la fonction de Lyapunov suivante :

t

V) = 2(t) + KpKa2(t) + 7Kk / ds / 2(u) du

—tr t+s
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5.3.3 Conclusion

«
La condition suffisante de stabilité K; < Bin permettant & notre commande (5.34)
R

de controler le systéme (5.36) valide bien notre intuition physique. En effet, elle indique

que le gain intégral doit étre petit et par conséquent, que la pression Pg.; doit évoluer

lentement au cours du temps pour faire tendre AP vers sa valeur de référence APg,.
De plus, les durées caractéristiques de ce régulateur & deux échelles de temps vérifient :

1
7- P —_—
P Kp
1
7- = _—
T KI )

Tp étant le temps (rapide) pour stabiliser la langue de gaz dans le pipeline et 7; le temps
(lent) pour que AP atteigne sa consigne. En pratique, 7p sera pris égal & une dizaine de
fois le temps tg de remontée du gaz et 7; a environ cinquante fois :

7 = 10X tg

71 = 50 X tr.

Enfin, nous avons travaillé directement sur le débit de gaz a bypasser. Par conséquent,
il semble préférable, pour la mise en ceuvre de ce controleur, d’utiliser directement un
Flow Regulator Control. Dans le cas ol I’on ne dispose que d’une vanne (comme pour S*L
par exemple), on peut alors utiliser 1’algorithme suivant incluant un anti-windup pour
prendre en compte les effets de saturation sur 'ouverture de la vanne :

1. On détermine la commande QEF par la formule (5.34),

2. On en déduit 'ouverture saturée nécessaire :

—~——

BP
u = Sat G

aBP\/ P[P - P;]"

3. On détermine ensuite le débit réellement passé par le by-pass :

& =a" u\/P[P-P]".

4. On remet a jour la pression Ppey :

[0
Pr.r=P— —QEF.
Ref KPQG

5.4 Validations numériques et expérimentales

Nous avons proposé un régulateur (5.34) permettant d’éliminer le phénoméne de severe
slugging en bypassant une quantité adéquate de gaz au niveau du pied de riser. Pour
valider nos résultats, nous allons simuler le modéle saturé (5.20) (en prenant en compte
Pexpansion du gaz en résolvant numériquement le probléme de Cauchy (5.17)) associé a
notre commande et réaliser plusieurs expériences sur la boucle S*L.
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5.4.1 Reésultats pour S*L

Commencons par valider notre controleur sur la boucle d’écoulement, S*L (cf. annexe
A) pour laquelle leffet de I'expansion du gaz dans le riser n’est pas trés important. Nous al-
lons tout d’abord, effectuer plusieurs simulations numériques sous MatLab pour confirmer
I’ordre de grandeur des coefficients Kp et K. Puis, nous analyserons son comportement
expérimentalement.

Pour cette étude, nous prenons l'angle Bp égal a —18° et le volume additionnel v/,
égal a 35.8 [ pour nous permettre d’avoir une plage de débits propices au severe slugging
la plus importante possible. Nous allons valider notre commande pour les cinq couples
(QLY, QIN) utilisés lors de la modélisation du severe slugging et du contréle par préléve-
ment (cf. TAB. 3.2 du chapitre 3). Nous testerons aussi la robustesse de notre régulateur en
perturbant les débits d’entrée et en modifiant la consigne AP g, ¢, mais aussi en changeant
la hauteur de réinjection au cours du temps.

Simulations

Diverses simulations ont montré que la commande n’arrive pas a stabiliser I’écoulement
si les conditions initiales sont prises quelconques loin de 1’équilibre. Ainsi, les simulations
suivantes débutent par un état stabilisé. De plus, nous souhaitons positionner la langue
de gaz & la consigne :cgef = —0.5 m en réinjectant le gaz prélevé a la hauteur [; = [}, bien
que cela contredise le critére de design (5.32). En effet, il a été construit a partir d’une
étude en boucle ouverte et par conséquent, surestime la valeur critique de la hauteur de
réinjection. Notons quand méme que dans ce cas, nous avons une marge de manoeuvre
sur xgef beaucoup plus restreinte et qu’il en est de méme pour la différence de pression
AP; entre 'amont et 'aval de la vanne.

Les différents paramétres de nos simulations correspondent aux données de la boucle
S*L, sauf pour la valeur du Cy de la vanne que nous prenons ici égal a 0.1 m? pour
obtenir w € [0,100] pour tous les débits de gaz donnant du severe slugging. De plus, les
différentes observations faites pendant nos expériences nous ont conduit a fixer la vitesse
de remontée des bulles de gaz & la valeur moyenne Cy, = 0.5 m.s~! ce qui entraine que
tr = 1.76 s. Ainsi, le coefficient 7p est fixé a4 17.6 s et le coefficient 77 & 88 s, ce qui
implique que v K;tg =~ 0.4. Ces paramétres sont résumés dans le tableau TAB. 5.1.

D lR /BP ﬁR UE}'—

0.015 m 1.08 m —18° 90° 0.0358 m?

Cv W prY PG L

0.1 m? 4x107° 101500 Pa 1.3 kg/m? 1000 kg/m?

POUT Coo l[ Igef (Kp, K[)

101500 Pa 0.5 m/s 20 cm —0.5m (0.0568 s71,0.0114 s71)

TAB. 5.1: Paramétres utilisés pour les simulations
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Chaque simulation dure 600 s et débute par un état stabilisé ol z est égal & —0.25 m.
Les graphiques F1G. 5.13, FiG. 5.14, F1G. 5.15, FI1G. 5.16 et FIG. 5.17 représentent en
fonction du temps, la position de la langue de gaz xq, les pressions P, II, P et Pgey,
les débits de gaz QLY, QBF et QIYT, les débits de liquide Q1N et Q9UT, la différence de
pression AP et sa valeur de référence APg.; ainsi que 'ouverture de la vanne u.
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FI1G. 5.13: Simulation pour Q&Y =1 nl/min et QN =8 1/h
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Ces différentes simulations montrent I’efficacité de notre régulateur. En effet, pour une
large plage de fonctionnement, 1’écoulement est stabilisé et les performances sont celles
escomptées en terme d’erreur sur la consigne et de temps de réponse. Ainsi, en 300 s,
la différence de pression AP se stabilise a chaque fois & sa valeur de référence avec une
erreur nulle pour un unique couple de coefficients Kp et Kj.

Nous allons maintenant tester la robustesse de notre commande en modifiant la consigne
APges au cours du temps et en introduisant des perturbations sur les débits d’entrée de
gaz et de liquide. Cette simulation dure 3000 s suivant le scénario décrit dans le tableau
TAB. 5.2 et la hauteur de réinjection est maintenant égale a /2 pour nous donner une
marge de manceuvre suffisante sur mgef .

t 0s 400 s 900 s 1300 s 1800 s 3000 s
V2 nl/min | 2 nl/min | 1 nl/min | 2.5 nl/min | 1 nl/min | 1 nl/min
N 111/h 12 1/h 12 1/h 131/h 31/h 31/h

el —05m | —03m —1m —1m —1m —1m

TAB. 5.2: Scénario du test de robustesse

Le graphique FI1G. 5.18 présente en fonction du temps, la position de la langue de gaz
Tg, les pressions P, I, Pr et Pg.y, les débits de gaz QF', QEF et Q2UT, les débits de
liquide QY et QPUT, 1a différence de pression AP et sa valeur de référence APge; ainsi
que 'ouverture de la vanne u.
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F1G. 5.18: Test de robustesse du contrdleur

Cette simulation montre la robustesse de notre régulateur. En effet, en maintenant
constants les réglages de la commande, on stabilise I’écoulement pour toutes les conditions
de fonctionnement.

Expériences

De nombreuses expériences ont été menées pour valider notre commande sur la boucle
d’écoulement S*L. En particulier, nous nous sommes intéressés a la hauteur de réinjection
la plus basse (I; = I}). Nous n’avons alors jamais réussi a stabiliser 'écoulement, ce qui
valide expérimentalement le critére (5.32). Par contre, pour toutes les autres hauteurs,
nous sommes arrivés a controler le phénoméne de severe slugging avec des performances
acceptables.

Nous allons maintenant décrire les expériences effectuées pour les cinq couples de débits
(QLY,QIN) en utilisant le second ou le troisiéme point de réinjection (I; = (% ou Iy = [3).
Notons tout d’abord que, pour nous permettre d’avoir une plage de valeurs admissibles la
plus grande possible sur z¢ (et donc conserver le plus possible AP; strictement positif),
le prélévement du gaz ne s’effectue plus dans la partie inclinée mais directement dans le
volume additionnel.

Chaque expérience est menée suivant le méme scénario. Tout d’abord, on maintient la
vanne fermée et on laisse plusieurs cycles de severe slugging se produire. Puis, au début
d’une période, on démarre le controleur et on laisse ’écoulement se stabiliser a la consigne
APges = 15 mbars. On modifie ensuite cette consigne pour qu’elle prenne la valeur de
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10 mbars et on attend la stabilisation. Enfin, en conservant AP g, = 10 mbars, on change
la hauteur de réinjection pour passer de l; = {? & I; = [3 et on laisse la commande stabi-
liser & nouveau 1’écoulement.

La premiére expérience concernce le couple (2 nl/min,11 I/h) et a été utilisée pour
ajuster les coefficients de notre régulateur. Nous avons fixé 7 & 20 s ce qui correspond
environ a dix fois le temps t; et 7; 4 100 s ce qui entraine que v K;tr ~ 0.28. Ainsi, Kp
et K sont pris égaux a :

Kp = 005s!

K; = 0.01s..

Le tableau TAB. 5.3 résume le scénario de cette expérience et les graphiques F1G. 5.19
et F1G. 5.20 en donnent les résultats. Le premier présente en fonction du temps, les
pressions P, II et Ilg,, (cf. annexe A) et le second, la différence de pression AP, la
consigne AP p. s ainsi que 'ouverture de la vanne wu.

Temps 0s 88 s 642 s | 1017 s
Action | u =0 | APge; =15 mbars | APy = 10 mbars | I = I3

TAB. 5.3: Scénario pour Q%' = 2 nl/min et Q¥ =111/h
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FI1G. 5.19: Pressions P, II et I, pour QY = 2 nl/min et Q1N =111/h
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F1G. 5.20: Expérience pour Q5" = 2 nl/min et QN =11 1/h
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Cette expérience montre I'efficacité de notre commande. En effet, la langue de gaz se
stabilise a sa position de référence :vgef avec une erreur tendant vers 0 dans les temps
souhaités et 'ouverture de la vanne atteint sa valeur stationnaire. De plus, elle est robuste
car, pour le changement de consigne ou la modification de la hauteur de réinjection, AP
retrouve sa valeur de référence et 'ouverture de la vanne se restabilise & sa valeur de
commande finale. Nous pouvons aussi remarquer 1'utilité du filtre sur la pression II. En
effet, I’écoulement dans le riser étant intermittent voire bouillonnant, le signal est alors
perturbé par un bruit blanc & haute fréquence. Enfin, on trouve des résultats identiques

(F1G. 5.21) pour le couple (3 nl/min, 11 I/h).
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F1G. 5.21: Expérience pour QLY = 3 nl/min et QN =11 1/h

Pour l'expérience (4 nl/min,14 [/h), 'ouverture stationnaire @ est alors supérieure a
100%, comme c’était déja le cas pour certaines simulations & cause des caractéristiques
de la vanne utilisée. Nous avons tout de méme effectué I'expérience (scénario TAB. 5.4 et
résultats FIG. 5.22) et on observe que le phénoméne de severe slugging est une fois de plus
controlé (boucle ouverte avec u = 100%), la langue de gaz se stabilisant alors & une position
différente de sa position de référence. Puis, une fois la hauteur de réinjection modifiée
(Iy = I13), I'écoulement se stabilise & nouveau avec une ouverture de vanne inférieure a
100%.
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Temps 0s 77Ts | 391 s
Action | u =0 | APpgey =15 mbars | I; =3

TAB. 5.4: Scénario pour Q¥ =4 nl/min et Q1N =14 1/h
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F1G. 5.22: Expérience pour QXY =4 nl/min et Q1N =14 1/h

Intéressons nous maintenant aux expériences (1 nl/min,8 l/h) et (1 nl/min,11 [/h).
Les tableaux TAB. 5.5 et TAB. 5.6 résument chaque scénario et les graphiques F1G. 5.23
et F1G. 5.24 en présentent les résultats.

Temps 0s 298 s 1027 s | 1818 s
Action | u =0 | APge; =15 mbars | APy = 10 mbars | I = I3

TAB. 5.5: Scénario pour QY =1 nl/min et Q¥ =8 1/h
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Temps 0s 616 s 1137 s | 1727 s
Action | u =0 | APge; = 15 mbars | APy = 10 mbars | I =3
TAB. 5.6: Scénario pour QY =1 nl/min et Q1N =111/h
AP,

Différence de presslon [mbars]
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FIG. 5.23: Expérience pour Q5' =1 nl/min et Q1Y =8 1/h
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F1G. 5.24: Expérience pour QLY =1 nl/min et QN =11 1/h

Notre controleur a la encore le comportement escompté en terme d’erreur sur la
consigne et de temps de réponse.

5.4.2 Résultats pour un systéme de taille industrielle

Bien que le modéle servant de base a notre commande (5.34) ne prenne pas en compte
I’expansion du gaz dans le riser, nous allons tout de méme regarder son comportement
sur le systéme pipeline/riser a échelle industrielle décrit dans le chapitre 4 consacré au
controle par prélévement et pour lequel cet effet n’est plus négligeable. Ainsi, le systéme
est défini par un diamétre de 0.2 m, une hauteur de riser de 1000 m et un volume de gaz en
amont du point bas de 100 m? correspondant environ a 10 km de conduite. L’angle entre
le pipeline et ’horizontale est de —2° et le riser est supposé vertical. Le Cy de la vanne est
de 20 m? et le coefficient ~yy est pris égal & 12 x 107°. De plus, la hauteur de réinjection
correspond & la hauteur théorique déterminée par la relation (5.32), c’est-a-dire :

La densité du gaz est de 6 kg/m® a la pression de référence PV égale a 10° Pa et
celle du liquide est constante égale a 800 kg/m3. De plus, la pression en téte de riser est
supposée égale 4 15 x 10° Pa et les débits en entrée sont égaux a 5 kg/s pour le gaz et a
60 kg/s pour le liquide. Enfin, & partir d’une simulation effectuée avec le logiciel TACITE,
la vitesse de remontée de la phase gazeuse dans le riser Cy, est fixée & 20 m/s impliquant
que tgp = 41.5 s.
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La consigne APpg.s est prise pour avoir xgef égal & —3000 m et nous fixons les temps
caractéristiques du régulateur a :

7p = 415 s

1 = 2075 s.

On obtient ainsi des coefficients Kp et K; égaux a :

Kp = 240x 1073 s7!
(5.38)
K = 482x10°*s71,

impliquant que YKtz ~ 0.33.

Les paramétres de cette simulation sont résumés dans le tableau TAB. 5.7.

D lp Iy Bp Br v
0.2m 1000 m 170 m —2° 90° 100 m3
CV v PN pg piv Coo
20 m? 12x107° | 10° Pa 6 kg/m? 800 kg/m? 20 m/s
éN iN pouT mgef Kp K;
5kg/s |60kg/s 15 x 10° Pa | —3000 m | 2.40x 1072 s7' | 4.82x 107 s7!

TAB. 5.7: Paramétres utilisés pour le systéme industriel

La simulation dure 15000 s. A I'instant initial, on part d’un écoulement stabilisé, la
langue de gaz dans le pipeline étant a la position ¢ = —1000 m. Puis, la commande est
lancée dés le premier pas de temps de la simulation. Le graphique FIG. 5.25 représente
en fonction du temps, la position de la langue de gaz ¢, les pressions P, II, Pr et Pgey,
les débits de gaz QLY, QEF et QOUT, les débits de liquide QTN et QPY7, la différence de
pression AP et sa valeur de référence APg.; ainsi que 'ouverture de la vanne u.
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F1G. 5.25: Simulation du controleur sur un systéme de taille industrielle

Cette simulation montre ’efficacité de notre régulateur sur un systéme industriel. En
effet, ’écoulement est stabilisé et les performances sont celles souhaitées en terme d’erreur
sur la consigne et de temps de réponse. Ainsi, en 8000 s, la différence de pression AP se
stabilise a sa valeur de référence avec une erreur nulle et ’ouverture de la vanne atteint
sa valeur de commande finale. Certes, ce temps de réponse peut paraitre long (il est de
I'ordre de 2 h), mais il confirme le critére de stabilité LEM. 5.2 sur I’évolution lente de Pg.
et il est & confronter avec le temps de remontée du gaz dans le riser qui est déja de 'ordre
de la minute. De plus, il semble que I’on puisse utiliser des gains plus forts, mais alors, le
débit de liquide sortant du riser devient négatif et, par conséquent, notre modéle est faux.
Ainsi, il faudrait utiliser le modéle non simplifié pour valider ces nouveaux réglages.

5.5 Conclusions

Ce systeme de régulation, basé sur le by-pass d’une quantité controlée de gaz au niveau
du point bas, permet de stabiliser les écoulements diphasiques dans les conduites de type
pipeline/riser. Simple a implémenter, car faisant partie de la famille des commandes de
type proportionnel-intégral et se basant uniquement sur la mesure de deux pressions, il
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tient compte des caractéristiques physiques du phénoméne, puisqu’il est congu a partir
du modéle réduit développé dans le chapitre 3. De plus, cette solution non intrusive et ne
demandant pas d’équipements de surface, permet de garantir une production maximale
du réservoir, le gaz réinjecté diminuant d’autant la pression hydrostatique dans le riser.

L’étude en boucle ouverte a permis de déterminer un critére de design sur la hauteur
minimale de réinjection en fonction de la consigne xgef . Méme si les simulations numé-
riques nous indiquent qu’elle est surestimée, ce critére a été validé expérimentalement sur
la boucle S*L. En effet, pour une hauteur de réinjection plus petite, le bassin d’attraction
est alors trop réduit pour controler efficacement 1’écoulement. Nous avons ensuite étudié
la stabilité d’'une commande a deux échelles de temps. Robuste, elle atteint les perfor-
mances souhaitées en terme d’erreur sur la consigne et de temps de réponse pour une
large plage de fonctionnement. Cependant, afin de tirer le meilleur parti de ce systéme
de régulation, il serait utile de concevoir une architecture permettant de conserver une
différence de pression AP; toujours suffisante pour permettre au gaz de s’écouler dans le
by-pass.






Chapitre 6

Conclusions et perspectives

Les modéles mono-dimensionnels permettant de simuler le comportement des écoule-
ments polyphasiques dans les conduites pétroliéres sont généralement basés sur un systéme
d’Equations aux Dérivées Partielles couplé a plusieurs lois de fermeture. Ils permettent
ainsi de décrire I’écoulement en termes de débits, de pression, de température et de taux
de présence de chaque phase. Cependant, ils sont difficilement utilisables directement pour
réaliser un controleur temps réel.

Nous avons de ce fait, débuté cette thése par une modélisation du phénoméne de severe
slugging en intégrant en espace les équations de conservation et en utilisant certaines hy-
pothéses adaptées a ce régime d’écoulement. Ce modéle, de type algébro-différentiel pour
chacune des phases du phénoméne, permet le design des installations de production off-
shores. En particulier, nous I’avons employé pour dimensionner un montage expérimental
de taille réduite : notre boucle d’écoulement S*L, qui par la suite a servi a nos différentes
validations. De plus, une extension de ce modéle a été proposée pour permettre de simuler
tous les types d’écoulement a bouchons induits par la gravité.

Un premier systéme de régulation a ensuite été présenté. Utilisant la capacité du
pipeline & séparer les phases sous 'effet de la gravité, un piquage permet d’y prélever la
totalité de la phase gazeuse et est relié & un riser auxiliaire pour la transporter jusqu’aux
installations de traitement, le débit de ce gaz étant controlé par une vanne. Dans un
premier temps, pour simuler ce systéme physique, nous nous sommes attachés a obtenir
un systéme d’équations basé sur le modéle réduit de severe slugging. Dans un second
temps, une étude de stabilité d’'un bouclage proportionnel-intégral sur 'ouverture de la
vanne a été menée par la technique des portraits de phase, les principales difficultés de
ce travail provenant du caractére hydride du systéme (la dimension de 'espace des états
changeant au cours du temps) et de la saturation de I'ouverture de la vanne.

Ce régulateur est un bon moyen pour controler le phénoméne de severe slugging.
Robuste et simple & implémenter, il a cependant l'inconvénient d’imposer une pression
importante dans tout le systéme, pouvant entrainer des réductions de production.

Pour pallier ce désagrément, un second controleur a été mis en ceuvre, dans lequel le
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gaz prélevé est réinjecté a une certaine hauteur dans le riser pour diminuer la pression
hydrostatique. Nous avons tout d’abord, développé le modéle reproduisant ce by-pass
sous la forme d’un systéme hybride, implicite et & retard réparti. Puis, nous nous sommes
limités au régime saturé et avons négligé ’expansion du gaz pour obtenir un systéme
explicite et a retard constant. Une étude de stabilité en boucle ouverte a ensuite été menée
pour en déduire un critére sur la hauteur minimale de réinjection. Enfin, la commande a
été développée en utilisant les techniques & deux échelles de temps.

Ce systéme de régulation, basé sur le by-pass d’une quantité contrélée de gaz au niveau
du point bas, permet de maniére robuste de stabiliser les écoulements diphasiques dans
les conduites de type pipeline/riser. De plus, cette solution simple & implémenter, non
intrusive et ne demandant pas d’équipements de surface, permet de garantir une produc-
tion maximale du réservoir, le gaz réinjecté diminuant d’autant la pression hydrostatique.

Par la suite, il serait intéressant d’améliorer les performances de ce controleur en utili-
sant un modéle prenant en compte ’expansion du gaz dans le riser. En effet, les résultats
numériques obtenus dans le cadre de cette thése pour le systéme industriel (F1G. 5.25)
nous indiquent que ce type de commande semble étre une solution & approfondir. Ainsi,
en se limitant au régime saturé et en supposant que la vitesse de remontée du gaz dans
le riser est constante, I’évolution au cours du temps de la pression au point de réinjection
s’écrit dans sa forme générale :

. 3 N pN
P](t) — g SlnﬁR ( _ IOL

nln (1o B Q8+ 5 Q1)+ [ (et @7 (0)

t—tr

le noyau N,(o,t) étant égal a :

gsinga(, oy P
Ny(ot) = S (1 pXp(lr+Cx (t—0),t) )’

ou p(z,t) représente la pression a 'intérieur du riser a I’abscisse = et au temps ¢. Elle est
solution de I’équation de conservation de la quantité de mouvement du mélange diphasique
en régime permanent dans laquelle les termes d’inertie et les frottements pariétaux ont
été négligés. Le systéme en boucle fermée avec notre commande & deux échelles de temps
s’écrit alors :

(RO = el -]
. g sin Bg p]LVPN BP
b = S5 (- ) 4

< + BQEP(t—tg)+ / O N,(0,t) QEF (o) do
Paos(t) = Ki [Pi(t) — P(t) + pY gsin Brls — APrpy/]
BP(1) = LEP(t) - Pues(t).

«
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Il s’agit d’un systéme intégro-différentiel de type Volterra [31] sur lequel une étude de

stabilité pourrait étre menée pour en déduire des contraintes sur les coefficients Kp et
K;.

Pour I'industrialisation de ce régulateur, il serait souhaitable de concevoir une architec-
ture offshore permettant d’en tirer pleinement bénéfice. Ainsi, une capacité de séparation
intégrée a la base du riser pourrait lui étre adjointe (F1G. 6.1). En effet, les phases liquides
seraient évacuées en partie basse de ce séparateur et le gaz serait recueilli en partie supé-
rieure. Ils seraient ensuite re-combinés dans le riser & une hauteur convenable au dessus
de la base, impliquant alors une différence de pression toujours acceptable entre 'amont
et ’aval de la vanne et donc une plage d’utilisation beaucoup plus importante.

By—pass gaz

Régulateur

Capteur de pression

. / Séparateur

Fond de I’océar

P]aique brise—jet
Conduite polyphasique |

Capteur de pression

F1G. 6.1: Systéme industriel du by-pass

Un travail supllémentaire serait nécessaire pour définir les différents équipements et
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leur arrangement général, dimensionner les principaux éléments et s’assurer que ce dispo-
sitif peut étre installé et maintenu en état de bon fonctionnement.
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Annexe A

Montage expérimental S*L.

Cette annexe présente le montage expérimental eau/air a échelle réduite utilisée pour
valider les différents modéles et controleurs mis en place au cours de cette thése. Cette
boucle d’écoulement nommée S*L pour Small Size Severe Slugging Loop est basée sur
celle utilisée par Taitel et al. [153, 162] et représente un systéme pipeline/riser a l'intérieur
duquel peut se développer le severe slugging. Elle comprend :

e un tube incliné représentant le pipeline,

e un tube vertical faisant office de riser,

e une téte d’injection en entrée de conduite,

e un réservoir servant de séparateur en sortie,

e une bonbonne de gaz,

e un débimeétre gaz,

e un détendeur,

e Un compresseur,

e une pompe a engrenage,

e des piquages pour prélever le gaz dans la partie inclinée,
e des piquages pour réinjecter le gaz dans le tube vertical,
e une vanne pneumatique,

e des capteurs de pression,

e une carte d’acquisition et un ordinateur.

La figure F1G. A.1 donne une représentation de cette boucle d’écoulement.
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i
|
Téte d'injecti -

Capteur I

de pression

Débimetre

d'acquisition

F1G. A.1: Représentation de la boucle S*L
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L’eau et I’air sont introduits simultanément par la téte d’injection en entrée de conduite
(F1G. A.2). Transparente pour permettre de suivre visuellement ’évolution des fronts, son
diamétre est de 1.5 ¢m. La longueur du tube incliné est de 1.5 m et son angle peut étre
ajusté entre 0 et —30°. Le tube vertical a une longueur de 1.08 m et son angle est fixé a 90°.

Un compresseur, un détendeur limitant la pression a 1 bar et un débimétre sont utilisés
pour fixer le débit d’air en entrée sur une plage de 0 & 10 nl/min (normaux-litres par
minute). Avant d’entrer dans la boucle, lair est tout d’abord dirigé dans une bonbonne
dont le volume peut varier de 0 & 35.8 [ en la remplissant d’eau ou en la vidant. Cette
cuve est utilisée a la place d’une conduite de grande longueur, pour produire un volume
satisfaisant de gaz permettant ainsi de générer du severe slugging. Elle est ensuite connec-
tée a la téte d’injection. Notons aussi que le haut de la section verticale est ouverte a la
pression atmosphérique. Le tableau TAB. A.1 précise la longueur de conduite équivalente
I& représentant le volume additionnel v

vg | 35.81 | 2581 | 1581|581 | 01
16 1202m | 146 m | 89 m |33 m | 0m

TaB. A.1: Correspondance entre vg; et I,

Une pompe a engrenage permet d’injecter I’eau du réservoir. Son débit varie de 0 &
14 I/h (litres par heure). Lorsque le liquide atteint le haut de la section verticale, il coule
a nouveau dans le réservoir et on obtient ainsi une circulation d’eau en boucle fermée.

Les pressions sont mesurées dans la bonbonne de gaz, au niveau du point bas et sur
toute la hauteur du tube vertical avec des capteurs de pression relatifs dont le domaine de
fonctionnement est 0 — 100 mbars. En pratique, nous conservons uniquement les informa-
tions de pression au niveau de la bonbonne de gaz et du point bas. Plusieurs vannes sont
fixées sur le haut du tube incliné pour prélever le gaz et d’autres sont placées sur la section
verticale afin de le réinjecter. Ainsi, on peut effectuer un prélévement & un endroit précis
de la section inclinée et réinjecter le gaz a une certaine hauteur dans le tube vertical. No-
tons aussi que cette réinjection induit des oscillations & hautes fréquences sur le capteur
mesurant la pression au niveau du point bas. On utilise alors un filtre passe-bas sur ce
signal. De plus, une vanne pneumatique permet de réguler le débit de cet air bipassé. En
partant du point bas, les différentes hauteurs de réinjection /; sont données par le tableau
TAB. A.2.

Nom | 1" o g I’ i
Iy 200cm | 36.5¢cm | 53.0ecm | 70.0 cm | 86.5 cm

TAB. A.2: Hauteurs de réinjection Iy
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La pompe, le débimétre, les capteurs de pression et la vanne pneumatique sont connec-
tés & un ordinateur via une carte d’acquisition et un programme LabVIEW [99] permet
de les commander et I’enregistrement en temps réel des données.

Réservoir

Compresseur

Détendeur

Débitmetre
—_—

Bonbonne

F1G. A.2: Synoptique de la boucle S*L

Cette boucle reproduit bien le phénoméne de severe slugging comme décrit dans le
chapitre 2. En effet, pour un volume de gaz et des débits adéquats, nous observons dis-
tinctement les quatre phases du phénoméne, c’est-a-dire, la formation du bouchon de
liquide, sa production, la pénétration de la langue de gaz et, enfin, la retombée du liquide
dans le point bas. Puis, lorsque ’on augmente le débit de gaz, il apparait un régime de
transition dans lequel la phase de blow-out commence avant que le riser soit complétement
rempli de liquide. Enfin, pour les grands débits de gaz, ’écoulement dans le riser est alors
intermittent ou annulaire et aucun cycle de pression n’est observé. Les débits de gaz et
de liquide en sortie sont alors constants dans le temps.

Une calibration des différents équipements a aussi été effectuée. Notamment, nous
avons vérifié le volume maximum de la bonbonne, le débit de la pompe et du débimétre
gaz et les offsets des capteurs de pression. De plus, pour la vanne pneumatique, nous avons
utilisé la relation classique reliant son débit & son ouverture et aux pressions en amont et
en aval (F1G. A.3).



177

u € [0,100]

A

P P,

F1G. A.3: Représentation de la vanne

Ainsi, le débit massique de gaz passant par la vanne est donné par la relation suivante :

2% rg +
QG:mCV P—(];V’U, PQ[P]_—PQ], (A].)

pN étant la densité du gaz a la pression PV u l'ouverture de la vanne comprise entre 0
et 100%, P, la pression en amont, P, la pression en aval et vy = 4 x 107° une constante
déterminée expérimentalement. De plus, son Cy est égal & 0.03 m?2.






Annexe B

Modélisation du terrain slugging

Cette annexe est consacrée a 'obtention d’un modéle physique reproduisant le phé-
noméne de terrain slugging, mais aussi applicable au severe slugging. Il est écrit sous la
forme d’un systéme algébro-différentiel pour chacune des phases du phénoméne. Nous al-
lons commencer par la “chute du liquide”, phase supposée instantanée et qui fera office de
conditions initiales & chaque nouveau cycle (EQU. B.4). Puis, les deux premiéres phases
seront modélisées en supposant I’équilibre quasi-statique des forces (EQu. B.12 et B.13).
Enfin, contrairement au modéle de severe slugging décrit au chapitre 3, la troisiéme phase
sera basée sur I’équation de fermeture (2.13) donnant la vitesse de translation d’une poche
de gaz dans un écoulement liquide (EQuU. B.14).

En vue de notre modélisation mathématique, nous allons supposer que :
I’écoulement est isotherme et les fluides sont newtoniens,

le liquide est incompressible et le gaz est un gaz parfait,

les bouchons de liquide sont non aérés,

les frottements sont négligeables,

AN IR

les débits d’entrée et la pression de sortie sont constants dans le temps.

B.1 Dimensions du systéme

La conduite accidentée, représentée par la figure F1G. B.1, comprend 7' troncons nu-
mérotés de 1 = 1 pour celui se trouvant & 'amont de I’écoulement, & 7 = T pour celui se
situant a ’aval. De plus, chacun comprend une portion descendante de longueur [%, incli-
née de 3% par rapport a I’horizontale et une portion ascendante de longueur [ inclinée
de S, par rapport a 'horizontale. Enfin, un volume additionnel v} est ajouté en entrée
pour permettre au gaz de se comprimer.
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Un mélange diphasique gaz/liquide est injecté en amont du premier trongon avec les
débits constants QLY et QLY et sort en fin de dernier trongon a la pression constante POUT
avec les débits QT et QYYT. Le gaz se trouvant en amont du 7™ point bas est & la
pression P’ et la pression au niveau de ce point bas est notée II*. La position de la langue
de gaz dans la 7™ portion descendante est repérée par ¢, et celle du front de liquide
dans la i®™ portion montante par z%. De plus, origine de ces abscisses curvilignes %, et
7% est située au niveau du point bas. On a donc x4, < 0 (resp. 7 < 0) si la langue de gaz
(resp. le front de liquide) est dans la 7™ portion descendante et z, > 0 (resp. = > 0)
si elle (resp. il) est dans la 7™ portion ascendante.

Compte tenu de la topographie de la conduite, il est légitime de supposer que ’angle
entre chaque partie descendante et 'horizontale est dans [—7%,0[ et celui entre chaque

partie montante et I’horizontale appartient a ]0, 5], ce qui implique que :
1. sinf% < 0 Vi € [1,T],
2. sin i, > 0 Vi € [1, T,
3. sin i, # sin B, Vi, j € [1,T].

B.2 Conditions initiales
Nous allons déterminer les positions des différentes interfaces gaz/liquide 4 la fin d’un

cycle de terrain slugging, pour en déduire les conditions initiales au cycle suivant. Pour
ce faire, plagons-nous au niveau du 7*™® troncon et notons . . et .., deux constantes

_ i=j O Oiz;
vérifiant :
1 sit=3
0 sinon.

Soit, [tp, tc] 'intervalle de temps pendant lequel se produit la “chute du liquide”. Cette
phase étant rapide, nous n’allons pas chercher a déterminer sa dynamique. Nous la suppo-
sons donc instantanée et nous allons uniquement déterminer la position des fronts z%,(¢.)
et 2% (t.) une fois que le liquide est retombé dans les différents points bas.

Soit m? la masse de liquide contenue dans le 7™ trongon. La loi de conservation de
la masse entre les instants ¢, et t, implique que :

mi(te) = my (ty)-
Le liquide étant incompressible et le diamétre du systéme constant, on obtient :
oy (te) — 2 (te) + 611 RD (I + 25(te)) = R Uy + Ry,
ou Ry (resp. RY') représente la fraction volumique de la phase K dans la ™ partie

descendante (resp. ascendante) et peut étre déterminée par la relation implicite (2.10).
On a ainsi une premiére équation reliant les positions des fronts :

2y, (te) = (1= 6y R )ag(te) = 60 Ry U + R Uiy (B.1)
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L’écoulement étant isotherme et le gaz étant supposé parfait, on peut écrire, en notant
vl le volume occupé par le gaz en amont du '*™¢ point bas de la conduite :

P'(te)vg(te) = P'(ty)vg (t)- (B.2)

Supposons maintenant que, le liquide commencant & s’accumuler, il empéche immeédiate-
ment et complétement le passage du gaz au niveau de chaque point bas. Ainsi, le volume
de gaz vy, a l'instant ¢, peut s’écrire sous la forme :

vg(ty) = S |RE'G + 0L, RETHITY + 61 v

On suppose aussi que, a la fin de la troisiéme phase lorsque la poche de gaz arrive au
sommet du dernier troncon, la pression dans la conduite accidentée devient presque égale
a la pression de sortie POUT :

Pi(ty) = (1 +¢) POUT.

On ajoute ces T paramétres de calage €’ Vi € [1,T] pour des raisons de précision, le temps
d’un cycle étant fortement dépendant de ses conditions initiales. Mais ils sont toujours
trés petits devant 1 et peuvent étre pris égaux a 0 en premiére approximation.

De plus, le volume de gaz v%, a l'instant ¢, est égal a :

v (te) = S | (1= 6 R (I + i (te)) + 6 (15 — 27 (¢ c))} + 0405,
et sa pression est donnée par la relation :

Pi(t.) = POUT"‘:OLQZ Sm/BU-TL( )_SlnﬂD‘TG‘( )}

] =1

En remplagant les différents termes par leur expression dans 1’équation (B.2), on obtient
une seconde équation reliant les positions des différents fronts :

5 |(1 = SLLRD) (U + ws(te)) + L (7 — i (1)) + 010

x | POUT 4 piYg Y [sin Bl (t) — sin Bhat(t )]] (B.3)

L j=t

_ :5 [Rg Iy + 65, RG U 1] +oT 1%} (1+¢i) POUT,

Par conséquent, les équations (B.1) et (B.3) forment un systéme non-linéaire a 27°
équations et 27 inconnues (x5 (te), zr (te), -+, x5 (te), 2% (te), - - , w6 (te), 21 (t.)), que on
inverse pour obtenir les positions des fronts aprés la chute du liquide dans les points bas.
Notons aussi que ces solutions du systéme non-linéaire doivent satisfaire les conditions

suivantes : , ,
=l < z(t) < 0

0 < zh(t) < .
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De plus, comme expliqué dans le paragraphe décrivant le terrain slugging du chapitre
2, pendant la premiére phase du phénomeéne, le gaz piégé entre les différents points bas
est poussé par le bouchon de liquide en formation. Ainsi, les interfaces z% Vi > 1 se
déplacent jusqu’a atteindre le 7°™° point bas impliquant que les fronts % Vi > 1 remontent
dans les portions ascendantes. Nous n’allons pas chercher a modéliser ces déplacements,
mais nous prendrons directement cet état comme condition initiale & chaque nouveau

cycle du phénoméne. Par conséquent, les positions des différents fronts a I'instant initial

(z" 2L’ - ,xiGI,xiLI, . ,:rgl,xfl) sont données par :

( xél = xé(tC)
x}:I = xp(t)
2" =0
22" = 2 (t) — bt

- (B.4)
T = 0
xil = i (te) — vG(te)
ng =0

[ o' = af(t) - 2(te).

B.3 Formation du bouchon de liquide

Soit t; le temps initial d’une période de severe slugging et [t;, ] I'intervalle de temps
pendant lequel se produit la phase de “formation du bouchon de liquide” (i.e. ¢; est
le temps pour que le bouchon de liquide remplisse entiérement la conduite accidentée).
Notons aussi Atjf le temps que met le 7™ troncon A se remplir de liquide et t} I'instant a
partir duquel il est complétement rempli (ce qui implique que t; = t}:) On a de ce fait :

7
i J
th=ti+ > At

J=1

De plus, nous allons utiliser la convention suivante pour définir I'opérateur ) :

m=n1 0 sinon.

Xn1+"‘+Xm+"'+Xn2 sing < no
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Enfin, soit m%, la masse de gaz piégé juste en amont du 4™ point bas et M} la masse de
liquide présent entre ’entrée de la conduite et le 7*™¢ troncon :

i

i J

M; = E my .
i=1

Supposons que le bouchon de liquide soit en train de remplir le 7™ troncon. Pendant
cette premiére phase, le gaz s’accumulant en amont du premier point bas et le liquide
dans les différentes parties montantes, les débits de sortie sont nuls (i.e. QU7 = 0 et
Q9T = 0). Les lois de conservation des masses mg, et M¢ s’écrivent alors :

mi(t) = QW, (B.5)

Mi(t) = Qi (B.6)

La densité du gaz étant décrite par la loi (2.2), m}; est donné par la relation suivante :

mb(t) = 25 P (0 ub (1)

avec vg(t) = vl + SR [zh(t) + I1]. En notant v* = v} + SR2''I} et en supposant
que vy > SRg’lxé, on obtient que la masse de gaz m¢, est une fonction linéaire de sa

pressmn s
upst

1 pGVE" b
mi(t) = L5 Pi(0) (B.7)
Le liquide étant supposé incompressible et le bouchon remplissant le 71™¢ trongon, M¢
peut s’exprimer en fonction des positions z¢; et % par la relation :

Mi(t) = Sp¥ | i (t) — R2'zL (1) +Zlf +ZR A (B.8)

De plus, en faisant ’hypothése d’un “modéle quasi-statique”, les pressions P7(t) et
I17(t) Vj € [1,T] sont directement données par les différentes hauteurs de liquide :

PO = PO gS fsin bt (1) — sin Bhabi(n)] (B.9)
k=j
TU(t) = PI(t) + p} gsin Bhalk(t). (B.10)
Or, plusieurs interfaces gaz/liquide restent immobiles :
(2L(t) = 0 Vj>i
Qi) = U Vj<i

o (t) = I%I Vi > i
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Par conséquent, la pression au niveau de chaque point bas est égale a :
P (t) = PI(t) + 0;_1py, gsin Bpag(t) Vi€ [1,T].

Et, la pression du gaz piégé en aval du 7®™° troncon est constante égale a :

Pi(t) = POUT—i-pLngmﬁUxL Vi > .
k=3

On appelle P/ cette constante :

P/ = pOUT 4 pN gz sin BUacL .
k=j

insi, ression P en amont du 7' roncon en train remplir ression IT* au
Ainsi, la pression P en amont du 7™ troncon en train de se remplir et la pression II* a
i®me point bas s’expriment sous la forme :

Pi(t) = P+ pp g [sin fyat(t) — 0i sin Bpzg ()]

Hi(t) = ( )+ 5T 1PL gsin /BDmG(t)

Intéressons nous maintenant aux pressions en amont du ™¢ point bas. Pour cela, défi-
nissons la constante suivante :

;= pr gy sin Bl
k=j

Pour tout j € [1,4], on peut alors écrire IIV sous la forme :

IV (t) = P + 10, ; + pf g sin Byat (t).
En particulier, on a :

IIH(t) = P + 11 + pf gsin fyat (2),
et, par conséquent, la pression en amont du premier point bas s’écrit :

P'(t) =P + 1,1 + p g [sin Ba?,(t) — sin Bpag(t)] - (B.11)

En injectant cette expression (B.11) dans I’équation (B.7), on obtient :

upst

VG i ‘ol i .
7nau>—-3%ﬁ%—[PH*-+nn;-+p§g[mnﬁUxLu>—-mnﬁgxé@ﬂ}.

En dérivant cette relation par rapport au temps et en utilisant la loi de conservation (B.5),
on obtient une premiére équation reliant les deux vitesses de déplacement z}, et z% :
PN QLN

sin 3 2 (t) — sin Bl ok (t) = O,
PG IOL 9Vq
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En dérivant I’équation (B.8) et en I'injectant dans la loi de conservation (B.6), on obtient
une seconde équation reliant z}; et z :

¥ D,1 iN
7 (t) = Rg'wb(t) = o
L

Ces deux équations forment un systéme 2 X 2 que Ion inverse pour obtenir I’évolution des
interfaces z¢; et 7, entre les instants ¢ et ¢ :

( .’L’é (t) _ _ 1 ( PN . sin ﬁ%} QiN)
. N . ups
pY (R sin B4 — sin L) pey vap S
<
1 RPN QY sin B}, Q1N
xL (t) = D,1 ( upst - S )
\ PL ( ¢’ sin ﬁU — sin IBD) PG 9Vq

On remarque que ces vitesses de déplacement sont toujours définies car on a supposé
que sin 8} < 0 < sin 8} et qu’elles sont constantes pendant la phase de remplissage du
i®m¢ trongon. De plus, le signe de 5, est indéterminé mais on a toujours % > 0, ce qui
signifie que, durant toute la premiére premiére phase, la langue de gaz en amont du pre-
mier point bas peut soit avancer soit reculer, mais que le front de liquide avance toujours
jusqu’a atteindre la fin du dernier troncon.

En définitive, pour tout ¢ élément de 'intervalle de temps [tjc_l, t}], le modeéle décrivant
Pévolution des différentes interfaces gaz/liquide s’écrit :

( $.1 (t) _ 1 (PNQIN B sinﬁ}']QiN)
G N(pD1 g pi _ i ol upst S
pY (R sin B — sin B) p& g e,
() = 1 (R“PN & sinpp QQN)
- P (R sin B —sin B}) " pg: gv’é”“ S
- (B.12)
2(t) = 0 Vje[2T]
w2t = U Vji<i
j . jI . .
\ ‘TL(t) = I \V/_] > 1,

et les différentes pressions s’obtiennent, & partir de ces positions, par les équations (B.9)
t (B.10).
B.4 Production du bouchon de liquide

Soit [tf,t,] l'intervalle de temps pendant lequel se produit la seconde phase (i.e. %,
est le temps pour que z(; atteigne le premier point bas). Pendant cette phase, le 11qu1de
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ouT
L

s’écoule en sortie de conduite avec le débit @) et toutes les interfaces gaz/liquide sont

immobiles sauf la premiére langue de gaz :
zh(t) = 0 Vie[2,T]
o (t) = 1, Viell,T].
La loi de conservation de la masse de gaz piégé en amont du premier point bas s’écrit :
mg(t) = Qg
Or, m{, est encore donnée par la relation (B.7) :

1 nggp“ 1
me(t) = WP (),
et, en faisant ’hypothése d’un “modéle quasi-statique”, la pression P! est égale 4 :
PY(t) = POUT + Ty, — pp gsin Bpag ().

Cela implique donc que :

upst

N
v .
me(t) = 'OGTJ(\;, [POYT 4 My, — pr gsin Bpze(t)] -

En dérivant cette expression puis en I’injectant dans la loi de conservation, I’évolution de
la langue de gaz z; est donnée par la relation suivante :

. PN QIN
Th(t) = — <G )
¢ PN pN g sin B, veP*

Ainsi, le modéle décrivant ’évolution des différentes interfaces gaz/liquide pendant la
seconde phase s’écrit :

( . PN IN
rg(t) = >

TN N, il ,upst
PG P, 9 Sin Bp vg

w(t) = 0 Vie(2,T] (B.13)

\ xi(t) = l%] Vi e [1,T],

et les différentes pressions se déterminent une fois de plus, & partir des positions de ces
fronts, par les équations (B.9) et (B.10).

On peut aussi déterminer le débit de liquide sortant de la conduite pendant cette
phase. En effet, la loi de conservation de la masse totale de liquide M} s’écrit :

ME(t) = Q1" - QL (1),
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et cette masse de liquide vérifie la relation (B.8) dans laquelle on a pris 27 = [T, :
T .
M (t) = Spy | D (I + R'In) — Rg™ (1)
i=1

En dérivant cette équation par rapport au temps puis en la réinjectant dans ’équation de
conservation de la masse de liquide, on obtient :

~SpY Rk (1) = QN — Q2 ().

En remplagant x}; par son expression, le débit de liquide sortant du systéme est donné
par :

S RO PN
gUT(t) _ NIN _

— WL upst
pG g sin ﬁD

B.5 Pénétration de la poche de gaz

Soit [t,, ts] I'intervalle de temps pendant lequel se produit cette troisiéme phase (i.e.
tp est le temps pour que la poche de gaz atteigne la fin de la conduite). A I'instant initial,
les fronts se trouvent aux positions suivantes :

zh(t,) = 0 Vie[l,T]
zt) = U Vie[LT],
la pression P! a atteint sa valeur maximale :
Pl(tp) = poUT 4 M1,
et, entre les instants ¢, et t;, seul 2§, se déplace du premier point bas jusqu’a la fin de la

conduite pour chasser le bouchon de liquide formé :

T
zL(t) € [0, > (05 + 1)

Vi € [ty ty).
=1

Contrairement au modéle de severe slugging (chapitre 3), nous allons supposer ici que
la vitesse de cette interface est modélisée par I’équation de fermeture (2.13) donnant la
vitesse de translation d’une poche de gaz dans un écoulement liquide. Ainsi, nous avons :

26(t) = CoUnm(t) + Cu,
les coefficients Cj et Cy, étant déterminés en supposant que pg <K pr, :

Cy = 1.05+0.15sin%0

Cx = (0.35sin6 + 0.54cosf)+/gD.
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Uy = Ug + Up représente la vitesse superficielle du mélange. Pour déterminer sa
valeur, nous allons commencer par faire I’hypothése que le liquide entrant dans la conduite
n’intervient pas dans 1’écoulement. Nous avons ainsi :

Un(t) = Ug(t).

De plus, cette phase étant rapide, nous supposons que les termes d’inertie joue un role
prépondérant et, par conséquent, que la pression P! n’évolue que trés peu. Nous la prenons
donc constante égale a sa valeur initiale :

Pl(t) == POUT + ]HT_|_1,1.
Nous pouvons alors calculer Ug par la formule suivante :

PY Qi

t) = '
Us(t) S pN (POUT 4 Tp1,4)

Ainsi, la vitesse de la poche de gaz est, en définitive, donnée par la relation suivante :

CO PN QéN

= + Cw. B.14
Spg (POUT + Mgy 1) ( )

0,

Remarque.
Cette troisiéme phase est ici modélisée difféeremment que dans le cas du severe slugging.
En effet, les angles étant plus petits et la conduite de plus grande taille, il semble que la
vitesse de la poche de gaz tende rapidement vers une valeur critique constante dans le
temps. Ainsi, nous avons préféré la modéliser par une loi de fermeture empirique prenant
alors en compte les frottements visqueux.







Annexe C

Stabilité des E.D.O. linéaires a retard
constant

Considérons 1’équation différentielle suivante :
(t) =a z(t) + b z(t — 7), (C.1)
ou (a,b) € R x R* sont des coefficients constants, et 7 > 0 représente le retard.

Nous allons étudier la stabilité de ce type d’équations en commencant par le cas a = 0
correspondant & une équation & “retard pur”, puis nous étudierons 1’équation générale.

Les résultats qui suivent découlent certes d’un théoréeme plus général de Pontryaguin
[17, 122] mais nous préférons les redécouvrir de fagon élémentaire, dans la mesure ou :

e I'application de la méthode de Pontryaguin n’est pas si immédiate,

e les discussions minutieuses qu’imposent cette démonstration “élémentaire” ne sont
souvent pas détaillées dans les ouvrages de référence [112].

C.1 Cas d’un retard pur
Soit I’E.D.O. linéaire suivante :
#(t) = bzt — 1) (C.2)

Lemme C.1. La condition nécessaire et suffisante pour que (C.2) soit stable au sens de
Fourier-Laplace est que :

—g<b7'<0.

Démonstration.
En faisant passer les fonctions de type z(t) = zo €5 dans (C.2), on obtient équation
caractéristique suivante :

se’® —b=0avec s € C. (C.3)
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Posons fy(s) = s €79 —b. La condition nécessaire et suffisante de stabilité de (C.2) est
que les racines complexes de (C.3) soient & partie réelle strictement négative.

1. Etude des racines réelles (s € R)
Cherchons tout d’abord les racines réelles de (C.3). Pour ce faire, dérivons dans un
premier temps fy. On a :

fo(s)=r1 (% + S) e™s.

Le signe de f est donc celui de % + s. Dans ces conditions, les variations de f; sont
indiquées par le tableau :

s —00 _71 0 +oo
£ — + 1 +
+o00
fo /
—b —b
\ N /

Manifestement, nous avons & traiter trois cas :

o Cas1:b< —%

On a alors fo(%l) > 0. Autrement dit, il n’existe pas de racine réelle de ’équation
fo(S) =0.

o Cas 2:0>bz—é

On a alors deux racines réelles (ou une racine double) négatives car :

fo(—OO) = —b > 0
fol=7) = —5-b <0

e Cas 3:6>0
Dans ce cas, on a une unique racine réelle strictement positive. En effet, on a :

(fo-) = —b <0

o) = -1-b < 0
) 0 = b <0
| fol+0) = 400 > 0
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L’enseignement que nous retirons de 1’étude du cas réel est que I'on doit se trouver
dans le premier ou le second cas. Algébriquement, cela se traduit par la condition
b < 0 que 'on réécrit sous la forme :

br < 0.

2. Etude des racines complexes (s € C)
Cherchons maintenant les racines complexes de 1'équation fy(s) = 0. En posant s =
p+1 q et en séparant la partie réelle de la partie imaginaire, ’équation caractéristique
(C.3) se transforme en le systéme suivant :

pcosTq —qsintg = be TP

psinTq+qcosTq = 0.

En posant X, = 7p et X, = 7¢ et en se souvenant que I’étude sur les racines réelles
implique déja b < 0 ( d’ou —b = |b|), on peut ramener le systéme 4 :

X, = —Xjcot X,
(C4)
X, = [b|7 sinX, eXqcot Xy,

Les racines de 1’équation caractéristique (C.3) sont donc de la forme s = % +1 %,
(Xp, X,) € R x R étant solution du systéme (C.4).
On remarque tout d’abord que l'on peut limiter notre étude aux X, strictement
positifs. En effet, la stabilité est assurée par la condition R(s) < 0 et si s est une
racine de (C.3), son conjugué est aussi une racine (car si X, est solution de (C.4),
alors —X, l'est aussi).
De plus, si s est une racine, le signe de sa partie réelle est égale au signe de X, et
on a sgn [X,] = —sgn[cot X,| car X, est supposé positif. La condition de stabilité
peut donc s’écrire :

cot X, > 0.

Notons @¢(X) = |b|7 sin X eX €Ot X Gy possede les propriétés suivantes (les deé-
monstrations étant laissées au soin du lecteur) :

e ®; est définie sur la réunion des domaines Dy =|kn, (k + 1)7|, k € Z,

e &, tend vers 0 avec une pente nulle lorque X tend vers ((k + 1)7) ",

e &, tend vers (—1)* oo lorque X tend vers (k7)™ pour k # 0,

o ®, est positive sur Dy et négative sur Doy 1,

e &, est croissante sur Dy ;1 et décroissante sur Dy pour k # 0,

e ®(0) =0, ®)(0) = |b| e et Do ((k+ 1)) = [b] 7.

Considérons maintenant les deux courbes suivantes (F1G. C.2) :

B :Y = X,

Co : Y = &y(X).
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Trouver les solutions X, du systéme (C.4) est équivalent & déterminer les X, comme
Vintersection de B et Co. Notons X/ la solution (si elle existe) sur I'intervalle Dj.
Comme @ est positive sur Doy et négative sur Doy 1, il y a une solution uniquement
pour les k pairs. Nous restreignons donc ’étude aux domaines Dy et aux solutions

X2k

s
Sur un domaine |2k, (2k + 1)x[, cot(X) est positive pour X < (2k + 3)7. La
condition de stabilité devient donc :

1
2k
Xq < (2]€+§) .

Définissons la droite Dy, passant par Iorigine et par ((2k + %) 7, Py ((Qk + %) 7r))
Sa pente notée P} est égale a :

D _ b T
2k (Qk—i—%)ﬂl

Intéressons nous dans un premier temps au domaine Dy avec k # 0. On est alors
stir qu’il existe une solution X gk et la condition de stabilité est équivalente au fait
que la pente de Dy, est inférieure & la pente de B, c’est-a-dire :

1
b T < (2k+§) .

Or cette condition doit étre vérifiée pour tout £ > 1. La condition de stabilité s’écrit
par conséquent :

5%
b —.
b T < 5

Intéressons nous maintenant au domaine Dy. Soit Y la fonction définie par :

Yo : [0,7] — R*
Py (X)
~

X +—

Ty est positive décroissante (démonstration laissée au soin du lecteur). Cela signifie
que tout arc partant de l’origine et joignant un point de Cy est en dessous de C
(F1Gc. C.1). En effet, soit A : y = az avec a > 0 un arc partant de lorigine et i
I’abscisse du point d’intersection de cet arc avec Cy. On a alors pour tout x < 7 :

cpoi(z') - %f) = az < Bo(z).
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Po(z) s
/ 4
(i) = ai|-—/
/
az / Co
J‘/

T 1

Fia. C.1: Arc A et courbe Cy

La condition nécessaire et suffisante pour que 1’on ait une racine X g est donc que la
pente a I'origine de Cy soit supérieure a la pente de B c’est-a-dire |b| 7e > 1. Dans
le cas contraire, la condition de stabilité est uniquement donnée par I’étude sur les
domaines Dy, avec k # 0.

Plagons-nous dans le cas |b| 7e > 1. La condition de stabilité est équivalente & :

TG ¢ )
2 Xq
— by
2
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Fia. C.2: Courbes B et C

3. Conclusion

L’étude des racines réelles conduit & la condition b7 < 0. Pour ’étude des racines
complexes, soit [b]7e < 1 et alors X n’existe pas et la condition de stabilité est

donnée par |b| 7 < 3F qui est toujours vérifiée car 1 < 5T soit |b| e > 1 et alors la
o .
condition est |b[7 < 7.

En définitive, la condition de stabilité “globale” s’écrit :

—g<b7'<0.

Remarque.

Le lemme LEM. C.1 exige non seulement b < 0 (ce qui parait normal aprés tout), mais aussi
que le retard 7 ne soit pas trop grand et en particulier inférieur au temps caractéristique
Vs

2 b
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C.2 Cas général
Reprenons I’équation générale (C.1) :
z(t) =a x(t) +bx(t —7).
Lemme C.2. La condition nécessaire et suffisante pour que (C.1) soit stable au sens de
Fourier-Laplace est que :
a+b < 0

ar < 1

|7 < My(ar),

le magorant My(at) étant défini par :

X*
M, = ——
b(a7) [sin X |
ou X* est la racine unique de [’équation :
X*cot X* =ar,

sur Uintervalle |0, 7| si b < 0 et sur 'intervalle |7, 27| si b > 0.

Démonstration.
L’équation caractéristique de (C.1) étant :

s=a+be 75 avec s € C,

on se rameéne au cas précédent en posant s =s—aetb=be 7 :

5 —b=0. (C.5)

Posons f,(8) = § ¢T3 —b. On veut réaliser R(s) < 0 pour toute valeur caractéristique s.
En termes de §, la condition de stabilité s’écrit par conséquent :

R(5) < —a.

ol § représente toute racine complexe de f,(3).

1. Etude des racines réelles (s € R)
Cherchons tout d’abord les racines réelles de (C.5). Pour ce faire, dérivons dans un
premier temps f,. Nous avons comme dans le cas précédent :

i3 =r (l + §> eTs,

T
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Le signe de f! étant celui de %—I— 3, le tableau de variation de f, est donc donné par :

Va3

—00 - 0 —+00

Comme dans le cas du retard pur, nous avons a distinguer trois cas :

e Cas1:b< —é

On a alors fa(%l) > ( ce qui implique qu’il n’existe pas de racine réelle de I’équation
fa(8) =0.

e Cas 2:0>52—%

On a alors deux racines réelles (ou une racine double) négatives. De plus, elles seront
inférieures & —a si et seulement si :

fa(=a) > 0
fo(=a) > 0.

Or fo(=a) = —e™(a +b) et fy(—a) = —e~*" (a7 — 1). La condition & imposer si
0>b> —L(<= 0>b> -2~ 1), s’écrit donc :

—_

3

€

a+b < 0
ar < 1.

e Cas 3:b>0
Dans ce cas, on a une unique racine réelle strictement positive. Par conséquent, s
sera inférieure & —a si et seulement si f,(—a) est positif. La condition de stabilité
est alors :

a+b<0.

En notant @ = ar et b = br, nous pouvons tirer de I’étude du cas réel les conditions
suivantes (représentées sur le graphique F1G. C.3), concernant la stabilité :

a+b < 0 si(Ez—ea_l)

a < 1 si(0>b>-e2"1)
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F1a. C.3: Conditions de stabilité sur @ et b dans le cas réel

2. Etude des racines complexes (§ € C)
Cherchons maintenant les racines complexes de 1’équation f,(8) = 0. En posant § =
p+1 ¢, et en séparant la partie réelle de la partie imaginaire, ’équation caractéristique
(C.5) peut s’écrire sous la forme du systéme suivant en notant X'p =7p et X'q =7q:

X, = —Xq cot Xq
(C.6)

A
~

X, = —br sinX'q quCOtX'I.

q

Les racines de I’équation caractéristique (C.5) sont donc de la forme § = )i” +1 )iq
(X,, X,) € R x R étant solution du systéme précédent (C.6).

Comme dans le cas du retard pur, on peut limiter notre étude des racines aux Xq
strictement positifs. De plus, la condition de stabilité est équivalente & :

)

R(5) < —a < X,cot X, > a.

Sur le domaine Dy =|km, (k + 1)x[, définissons & solution (lorsqu’elle existe) de
I’équation & cot &y, = @. Pour k£ # 0, & existe et est unique sur chaque domaine
Dy. En effet, la fonction X — X cot X est alors décroissante de +oo vers —oo
(vérification aisée). Pour k = 0, cette fonction est alors décroissante de 1 vers —oo.
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On aura par conséquent une solution unique si @ < 1 (condition toujours vérifiée
pour b > —e% ~ 1 d’aprés 1’étude des racines réelles).
Notons aussi €5 = (k + )7 — &. On peut démontrer que :

T
‘8194_1‘ < |5k| < 5

Définissons maintenant sur 'union des domaines D, la fonction
By(X) = —br sin X X COVX

et sa courbe associée C, : Y = ®,(X). Trouver les solutions X, du systéme (C.6) est
équivalent a déterminer les points d’intersection de C, et de la premiére bissectrice

5k
B. Notons X, cette solution (si elle existe) sur 'intervalle Dy. En appelant IC,

Ak
I'ensemble des k tel que X, existe, la condition de stabilité devient alors :
5k
X, <& Vkek.

Nous pouvons montrer que ®, posséde les propriétés suivantes (démonstration lais-
sée au soin du lecteur) :

( lim @,(X) = 0
X—((k+1)m)~
lim @ (X) = 0
X—((k+1)m)~
b\
lim ®,(X) = (—) 0o Vk#0
X—(km)T 4
sgn [®,(X)] = —sgnfb] VX € Dy
<
Sgn [(I)G(X)] = 8sgn [b] VX € D2k+1
sgn [@! (X)] = sgn [b] VX € Dy avec k # 0
sgn [@! (X)] = —sgn[b] VX € Dy avec k#0
3,(0) =0
\ @' (0) = —bre.

Enfin, notons la fonction T, définie par :
Y, : Rt — R
Dq(X)

X
— X
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Nous pouvons montrer que Y, a les propriétés suivantes :

((sgn[Yo(X)] = —sgn[b] VX € Dy
sgn [Yo(X)] = +sgn[b] VX € Dopyy

) sgn [To(X)] = +sgn[b] VX € Dy

[ sgn[Yo(X)] = —sgn[b] VX € Doy

Contrairement au cas a = 0 (retard pur), I'étude des racines réelles n’implique pas
ici que b soit négatif. Différencions par conséquent les deux cas :

e Cas1:b<0

®, étant négative sur les domaines Doy 1 et positive sur les domaines Doy, les
solutions se trouvent obligatoirement sur les domaines pairs. Et, on est certain qu’il
existe des solutions sur les domaines Dy avec k # 0, car ®, est alors positive et
décroissante de +o0 a 0.

T, étant décroissante, la condition de stabilité est dans ce cas équivalente a :

X < g = Taltw) < TuX,)  V2%eKk,

~ 2k

) D, (X,
= ®a(62x) < “(72?,9) Y 2k € K,
ok
q
= b < ,62'“ Y 2k € K,
S1n fgk
— -b < min ( Sk )
2kek \ sin o,
Soit R le rapport défini, pour 2k et 2k + 2 éléments de K, par :
Eak+2
R — sin Eog+2 '
ok
sin §2k
& étant égal & ——, on peut écrire :
cot &
oS
R 56
cos Eop o
ce qui implique que :
sin |
R in |eok|

sin |‘52k—|—2‘ ’
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Or, |eg11| étant strictement inférieur a |ex|, le rapport R est donc strictement supé-
rieur & 1, impliquant alors que :

Eokt2 ok
- > — .
sin &op 10 sin &op,

Par conséquent, en notant k,; le plus petit élément de K, la condition de stabilité
s’écrit :

7 Eku

—b < — .
sin &,

De plus, pour £ = 0, la fonction T, est positive décroissante, ce qui implique que
tout arc partant de ’origine se trouve en dessous de la courbe C,. On aura donc une
racine si la pente a 'origine de C, est supérieure a la pente de la premiére bissectrice
B, c’est-a-dire :

—bre>1 & 5<—ea_1.

Supposons dans un premier temps que c’est le cas (b < —e% — 1). Pour que &, existe,
il faut tout d’abord que @ soit strictement inférieur a 1 (car sinon on a X, cot X, < @
et la racine est instable). De plus, on a alors ky; = 0. La condition de stabilité est
donc donnée par :

a < 1

€o

sin 60 .

b <

Supposons maintenant 0 > b > —e0— 1 n’y a alors pas de solution sur l'intervalle
Dyq et par conséquent, on a kj; = 2. La condition est donc donnée par :

7 &

—b :
< sin &y

e Cas 2:b>0

®, étant positive et décroissante de +oo a 0 pour tout k£ impair et négative pour
tout & pair, il existe une unique racine de 1’équation caractéristique (C.5) sur chaque
domaine Dy 1. K est donc I’ensemble des entiers impairs. T, étant décroissante, la
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condition de stabilite est alors équivalente a :

~ 2k+1 ~ 2k+1
Xy < Gyt = Tall) < To(Xy ) V2k+1eKk,
~ 2k+1
P, P, (X
<“— M < (A 2qk+1 ) V2k+1€’c,
Eok+1 X,
e _pfmbn _ 1 V2k+1eKk,
§2k+1
= b < —%@ﬁL— V2k+1€ek,
s1nakt1
— b < min w1
2k+1€K \ sin £2k:+1 ’

(=

Eok+1
< < — max - .
2k+1€k \ sin Eopy1

Or, on peut démontrer comme précédement que :

.€2k+1 < '5219—1 Vok+lek.
sinfory1 sinéop 1

Cela conduit donc a la condition de stabilité suivante :

. &

b .
< sin 51

3. Conclusion
L’étude des racines réelles fournit les conditions suivantes :

a+b < 0 8152_65—1

a < 1 si0>52—ea_1.

Pour I'étude des racines complexes, la condition de stabilité est donnée par :

( o < 1
& si5<—ea_1
-b <
Sinfo
< . -
b < 2 si0>bh> el 1
sin &
E<—,fl sib> 0.
\ sin &;
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& &

En fait, les conditions h< —— et —b < — s’avérent superflues (vérification
sin &; sin &9

facile) et la condition de stabilité “globale” devient :

( g < 1
¢ si5<—ea_1
b < =2
sin &
) a < 1 ~ B
~ si0>bZ—ea_1
a+b < 0
. a+b < 0 sib>0,

que ’on peut écrire :

(@ < 1 sib<0

) a+b < 0 8152—66_1
& S Gpe_@-1

L sin &

Le graphe Fic. C.4 représente ces conditions dans le plan (@, b).
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a+b=0 by a=1
V-
|1 |@
F=_ea—1
~1
—3
a-b=0

F1G. C.4: Conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sur @ et b

En définitive, elles peuvent étre mises sous la forme :

a+b < 0
ar < 1
bl < My(ar),

My(at) étant défini par :

.50 sib<0
sin &g
|b| 7 =
— ,51 sib>0.
sin &;

Remarques.

1. Si a = 0, on retrouve bien le lemme LEM. C.1.
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On peut multiplier la premiére condition par 7 de sorte a obtenir un ensemble de
conditions portant uniquement sur les paramétres adimensionnés a7 et br.

. Il est parfaitement possible d’avoir @ > 0 ou b > 0. Ainsi, le retard (b < 0) peut

compenser un mauvais coefficient instantané (a > 0), si celui-ci n’est pas trop grand.

On retrouve, sur le graphique F1G. C.4, que la région correspondant a la condition
suffisante de stabilité du lemme LEM. 5.1 est naturellement incluse dans celle de la
condition nécessaire et suffisante de stabilité du lemme LEM. C.2.
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