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Synthése des travaux de recherche
Jean-Marc Hérard
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Préambule :

Les travaux synthétisés dans ce document ont été réalisés au Département Laboratoire National
d'Hydraulique (Direction des Etudes et Recherches - Electricité de France) au cours des années 1991-1997. IIs ont
été effectués en collaboration avec Sylvain Boivin, Thierry Buffard, Laure Combe, Alain Forestier, Thierry
Gallouet, Xavier Louis et Markus Uhlmann. Ce travail comporte deux aspects distincts : modélisation
mécanique, et simulation numérique.

La bibliographie comporte une partie des contributions écrites réalisées avec les auteurs précédents ([i] :

publication, {j} : rapport interne EDF-DER d'accessibilité libre, (k) : note de congrésl), et la bibliographie
externe, qui est clairement incompléte.

Introduction

Deux types de problemes assez distincts apparaissent dans le cadre de la modélisation en Mécanique des
Fluides. Il s'agit tout d'abord en général de proposer un modele continu censé décrire correctement le modele
physique (qui est systématiquement un systeme d'équations aux dérivées partielles). Etant donné l'assez grande
complexité des phénomenes mis en jeu, et corrélativement des systemes d'EDP associés, il faut ensuite examiner
la pertinence thermodynamique, mécanique et si possible mathématique des équations, avant d'envisager de définir
des méthodes numériques adaptées a la résolution de ces systemes. Ces méthodes doivent moralement s'appuyer
sur une bonne compréhension des mécanismes physiques et mathématiques, pour prétendre pouvoir étre
admissibles. Quelques modeles proposés dans la litérature sont partiellement maitris€s, tant du point de vue
physique que mathématique (par exemple, les équations des fluides monophasiques tels que le systéme des
équations d'Euler ou de Navier-Stokes). D'autres par contre sont nettement moins bien élucidés, dans le domaine
par exemple de la modélisation des écoulements turbulents monophasiques adoptant une approche purement
statistique : modeles de turbulence a une ou deux équations, ou modeles de transport des contraintes de Reynolds.
Le domaine qui reste certainement a l'heure actuelle le plus mal connu est celui afférent & la description
Eulérienne des fluides multiphasiques. Le travail présenté€ ici est une contribution a la modélisation en Mécanique
des Fluides.

Le document de synthese est composé de la maniere suivante. Le corps principal comporte trois parties
distinctes associées respectivement a la simulation des écoulements monophasiques laminaires, a la modélisation
et a la simulation numérique des écoulements turbulents monophasiques compressibles ou incompressibles, et
enfin a la modélisation des écoulements diphasiques comportant une phase compressible. La premiére partie de la
bibliographie comporte les documents figurant en annexe II, et une bibliographie dite "externe".

Forme générale des systémes abordés

L'ensemble des systémes d'équations abordés ici est issu de la modélisation en Mécanique des Fluides, en
régime monophasique ou diphasique, incompressible ou compressible, laminaire ou turbulent. Ces systémes se
mettent sous la forme :

i=1

3 3 3
Ao(W) Wi+ Y (BW))i + X AW) Wi= Y (BI(W,YW))i + S'(W) + S*(W,VW)
i=1 i=1

(1a) (1b) (2a) 3 (2b)

La variable W dans IRP désigne (par abus de langage) la variable conservative. Les flux Fi représentent les flux
convectifs. Ici, ils ne dépendent pas explicitement de la variable d'espace x. Ils sont complétés dans certains cas
d'effets convectifs sous forme non conservative (modeles de turbulence, modeles diphasiques bi-fluides,..)

représentés formellement par A; (pour i=1,2,3). Les flux diffusifs FY; sont tels que : F{(W,0) = 0 ; dans tous les

1 Les documents * ne sont pas inclus dans cette synthése.



cas ici, ils sont issus d'une modélisation faisant appel a une loi de premier gradient. Les termes sources S1 sont
différentiels d'ordre O par rapport 2 W (effets de trainée statique, forces de gravité, termes de changement de phase,
...), tandis que S2 est différentiel d'ordre deux et tel que : SZ(W,O) =0 (termes de "production” pour les modeles
de turbulence a une ou deux équations de transport, ...). Ces systémes sont a priori munis d'une condition initiale
sur W , et de conditions aux limites physiques.

On peut schématiquement dire que la plupart des codes de calcul développés dans les organismes a
vocation industrielle sont basés sur une stratégie "terme par terme". On a en effet coutume de traiter distinctement
les effets convectifs (1) des effets diffusifs-dissipatifs (2a ; 2b), et des termes sources (3). Il faut comprendre que
ces systémes sont souvent "évolutifs", et qu'un traitement trés couplé des différents effets pénalise évidemment
I'évolution du code associé. On sait que cette approche n'est pas optimale en termes de précision (voir par
exemple [Sai95] pour le probleme du couplage convection-termes sources dans un modele diphasique bi-fluide a
quatre équations) ; il faut néanmoins comprendre que l'utilisateur n'est pas nécessairement sensible a cet aspect,
mais plutdt au fait que 1'algorithme global est robuste et peu couteux, qu'il respecte le principe (s'il existe) de loi
de conservation, qu'il est simple & mettre en oeuvre, et génére pour tout maillage, et pour tout pas de temps,
méme en régime instationnaire, des valeurs admissibles des grandeurs physiques (par exemple densité positive,
pression positive, principe du maximum pour les concentrations, dans le cadre des équations d'Euler ou de Navier-
Stokes).

Une maniére a priori de satisfaire aux deux premiers critéres consiste a tirer parti des effets stabilisants
des méthodes numériques décentrées "stables" dédiées aux systemes hyperboliques homogenes, les termes
visqueux (généralement naturellement stables) étant discrétisés a l'aide de techniques centrées en espace et
généralement implicites en temps. La prise en compte des termes sources se fait souvent en utilisant des
techniques centrées implicites, méme si 1'on sait dans certains cas qu'elles ne sont pas optimales. Il faut noter que
la concaténation des différents effets physiques n'implique pas obligatoirement le recours a des techniques de pas
fractionnaires (elles peuvent étre des techniques de splitting de flux en espace, de semi implicitation temporelle,
de formulation mixte Volumes-Finis Eléments Finis, ...).

On peut résumer les deux thémes génériques sous jacents dans le travail de la maniére suivante :

1 - Examiner la pertinence de certains des modéles continus proposés dans la littérature et
contribuer dans les cas conjecturaux a l'amélioration de ces modeles. Cet examen inclut les
éléments suivants

- respect des principes d'objectivité,

- respect a priori des principes de positivité intrinseques,

- recherche d'une caractérisation entropique des modeéles,

- recherche d'une solution entropique pour le probléme de Riemann associé aux systemes de
convection sous-jacents.

2 - Obtenir des approximations convergentes des systemes de type (1) sur maillage
structuré et/ou non structuré, permettant les calculs stationnaires ou instationnaires. Les
schémas doivent respecter le principe des lois de conservation, et les principes de
positivité pour les variables ad hoc doivent étre respectés.

11 est clair que pour quelques modeles abordés ici, la partie 1 est déja clairement élucidée, et que seule la
seconde partie de mise en oeuvre numérique est éventuellement originale. La deuxieme remarque du point 1 ne
doit pas étre négligée. Dans le cadre diphasique par exemple, et pour les modeles a deux fluides, il faut s'assurer
avant tout que les systémes continus que 1'on cherche a simuler générent naturellement des solutions vérifiant le
principe du maximum pour la variable taux de présence volumique. Il en est de méme dans le cadre des modeles de
turbulence monophasique (principes de réalisabilité). Si tel n'est pas le cas, on ne peut légitimement pas
demander a la technique numérique mise en oeuvre de vérifier sur le plan discret ce principe. La caractérisation
entropique des modeles est une étape fondamentale conditionnant la paramétrisation des champs VNL dans l'étude
du probleme de Riemann. L'existence d'une solution & ce dernier probleéme est évidemment cruciale. En effet, une
telle solution permet d'envisager la construction d'un solveur de Riemann exact ; elle permet également, et ce
indépendamment du choix fait pour le schéma de convection, de disposer de solutions analytiques de référence
(incluant des solutions avec chocs) autorisant donc une étude numérique de convergence ( qui restera néanmoins
test-dépendante). Enfin, elle autorise la recherche de solveurs de Riemann linéarisés "adaptés"”, qui s'efforcent de
respecter certaines propriétés intrinséquement vérifiées par le solveur de Riemann exact de Godunov (positivité de
variables ad hoc, préservation de certains invariants de Riemann, ...) .

Les contraintes de faisabilité dans un cadre industriel, ajoutées a la complexité des systémes qui sont
abordés ici, conduisent assez naturellement a retenir une approche utilisant les techniques de Volumes Finis (en
variables "colocalisées"), associées a un recouvrement spatial du domaine utilisant, dans le cadre bidimensionnel



par exemple, des triangles, quadrangles ou volumes finis de type INRIA. Cette formulation est bien entendu
totalement impropre dans certains cas, en particulier lorsque les systémes convectifs n'admettent pas de forme
conservative.

Une attention particuliere est portée au traitement des effets convectifs, en se focalisant sur la classe des
solveurs de Riemann, et plus particulierement sur celle des solveurs de Riemann approchés (Roe, VFRoe). Cette
approche n'est d'ailleurs pas originale, de nombreux auteurs ayant choisi cette alternative depuis une vingtaine
d'années. La difficulté provient ici souvent du fait que les systemes convectifs peuvent :

- ne pas admettre de forme conservative naturelle (modeles de turbulence compressible),

- ne pas avoir un domaine d'états admissibles (ou réalisables pour les turbulenciers) s'identifiant a 1'espace des
états hyperboliques - ce dernier n'étant par ailleurs pas nécessairement semblable a I'espace des solutions générées
par le systeme - et étre conditionellement hyperboliques,

- avoir des solutions "pathologiques" (assechement pour les équations de Saint-Venant, apparition du vide pour
les équations d'Euler,...)



Partie 1 :
Méthodes numériques pour la simulation des écoulements
compressibles ou incompressibles laminaires

1.1 Equations de Saint-Venant

Objectif 1.1

11 s'agit de simuler numériquement les équations de Saint Venant, en s'intéressant plus particuliérement a
la faisabilité de la prédiction a un cofit raisonnable de configurations d'écoulement faisant apparaitre des
recouvrements de zones séches ou des zones de découvrement, ce qui pose de réels problémes en pratique dans les

calculs industriels [GoM97].

Principe et résultats :

L'idée de base consiste a utiliser une forme sensiblement distincte du schéma VFRoe de base introduit
dans [GaM96], [MFG97], qui est le schéma VFRoe en variables non conservatives. La forme générique de ce
solveur linéarisé conservatif (qui nécessite une correction entropique aux points "soniques"), est bricvement
rappelée dans le paragraphe 1.2.2, et est décrite plus précisément dans [8], [12], {3*}. Le systéme
unidimensionnel conservatif considéré est :

he+(hU)x =0 (1.1.1)
(hU); +(h U? + P())x =0 (1.1.2)

ol h et U désignent respectivement la hauteur d’eau et la vitesse, et P(h) = 1/2 gh2 la pression. On sait que le
probléme de Riemann associé au systeme (1.1.1-2) et a la condition initiale :

(h, Q) (x<0, t=0) = (hr, Qu) (L1.3)
(h, Q) (x>0, t=0) = (hr, Qr) "

(Q désignant hU) admet une unique solution 2 hauteur d’eau strictement positive dés lors que la condition :

UR-UL<2(CL+CR) (1.1.4)

e - 172 . . . o,
est vérifiée (on note ici: ¢ = (gh) " 7). Le choix des variables non conservatives (u, 2c) est tel que la célérité de
l'unique état intermédiaire numérique est positive dés lors que I'inégalité (1.1.4) est satisfaite.

Synthése et perspectives ([8]) :

Le schéma proposé se comporte bien dans tous les cas considérés, qui font intervenir des solutions de
type choc-détente ou détente-détente, méme si les hauteurs d'eau sont nulles (a 1'initialisation), ou tendent a
s'annuler (asseéchement). Une deuxiéme phase consiste a prendre en compte les termes de "gradient de fond"
(travail en cours), tout en conservant les propriétés du schéma ci-dessus décrit dans le cas des fonds plats, en
s'inspirant des travaux décrits dans [GrL96]. Le principe consiste & intégrer la variable cdte de fond (qui est
supposée étre stationnaire) dans la variable d'état du systeme. Les premiers essais en dimension un d'espace sont
encourageants. Une des difficultés du probléme est dlie au fait qu'il faut obtenir une "équivalence discrete" entre les
opérateurs associés a :

¢ h V(Zst+h) (1.1.5)

g wh?z) +ghV(Zs) (1.L6)

afin de maintenir au repos les plans d'eau ayant une cdte de fond inhomogene. L'algorithme a été€ introduit dans un
code bidimensionnel non structuré utilisant un recouvrement du domaine en Volumes Finis. Un autre algorithme



[Her98] utilisant le principe du schéma de Roe adapté au cadre des systemes n'admettant pas de forme conservative
décrit dans {5} semble a priori intéressant dans le cadre unidimensionnel pour les écoulements a section variable
sur fond quelconque.

1.2 Equations d'Euler ou de Navier-Stokes compressibles en régime laminaire.

Objectif 1.2.1
Le but était de proposer et €valuer des techniques de splitting ou a pas fractionnaires pour la résolution

des équations d'Euler non isentropiques (et éventuellement isentropiques), dans une perspective d'aide a la
modélisation des écoulements diphasiques conditionnellement hyperboliques (modeles Eulériens a deux fluides).

Principe et résultats :

Pour le systeme des équations d'Euler (Wt =(p,p U,E)), qui s'écrit en dimension un en espace, en
notant p, U, P, E, la densité, la vitesse, la pression et I'énergie totale respectivement :

(ple+(pU)x=0 (1.2.1)
(pU)+(pU* )x +Px =0 (12.2)
(E)t+( U(E+P))x =0 (1.2.3)

on peut proposer plusieurs types de décompositions de flux. Les deux décompositions les plus classiques (qui ne
sont d'ailleurs pas consistantes avec la condition d'entropie - Cf. [ViC91] -), consistent a scinder les flux en
espace comme suit:

Fi=(pUpU ,UE ; Fy=(0P,UP) (1.2.4)
ou .

Gi=(pUpU ,UEHP) ; GL=(0,P,0) (1.2.5)

La seconde approche est a l'origine des schémas de type AUSM (voir [Li096], [Lio97]). C'est la premicre

approche qui a été retenue, dans le cadre d'une thermodynamique de gaz parfait (P=(y-1) (E—pU2/2)), pour examiner
les propriétés pratiques des techniques de splitting d'opérateur dans le cadre des systemes hyperboliques. Dans le
cas particulier des équations d'Euler, et pour la décomposition (1.2.4) qui a été retenue, deux points spécifiques
apparaissent. Tout d'abord, le systeme :

(W)e+( Fi(W))x=0 (1.2.6)

est hyperbolique dégénéré (voir [Bar91], [BBD92], [FLF92]). Dans ce cas, pour définir un schéma numérique,
basé sur une technique de décentrement, 1'idée de base proposée dans [BBD92] consiste a revenir a un systéme
hyperbolique classique, en perturbant, a 'aide d'un petit parametre €, le systéme précédent (1.2.6). On considére
alors comme schéma de résolution du systéme initial (1.2.6), la limite, lorsque € tend vers 0, d'un flux numérique
décentré de type Godunov défini sur le systeme perturbé. On vérifie alors que le schéma résultant permet de
préserver discrétement la positivité des variables densité et pression, méme dans le cadre multidimensionnel (et
des fractions massiques dans le cas plus général d'un systéme comportant plusieurs composants inertes).

Une deuxiéme caractéristique de la technique de splitting considérée, est qu'aucun des champs VNL
associés au sous-systeme :

(W)t ( Fo(W))x=0 (1.2.7)

ne peut étre stationnaire. Une conséquence pratique intéressante est que le schéma global associé a (1.2.1-3) ne
nécessite plus de correction entropique aux points soniques, si 1'on considére le schéma de Roe classique
([Roe81]), retenu ici, pour simuler (1.2.7). Il faut noter que le probleme de Riemann associé au sous-systéme
(1.2.7) admet une solution qui préserve la positivité des variables densité et pression.



Synthése et perspectives ([1], [7], (3)) :

Le schéma global de résolution a été testé sur des configurations stationnaires et instationnaires, en
dimension un ou deux d'espace (maillage non structuré avec recouvrement du domaine en cellules triangulaires -
[Buf93] - ). La vitesse de convergence mesurée sur des tests analytiques incluant chocs et détentes montre que le
schéma global se comporte comme le schéma de Roe classique avec correction entropique, si I'on s'intéresse a une
loi d'état de gaz parfait. Le fait de retenir une véritable technique & pas fractionnaires, plutdt qu'une technique de
flux-splitting, apporte plus de stabilité (au sens linéaire), mais rend plus délicate la prise en compte des
conditions aux limites d'entrée-sortie. La synthése est globalement trés satisfaisante, et des tests similaires
réalisés dans le cadre du systéme des équations d'Euler isentropique ([Com97]) confirment cette tendance. Une
extension de la technique WPS (Wave Particle Splitting) utilisée dans le cadre des équations d'Euler a été réalisée
pour simuler un systéme non conservatif issu de la turbulence compressible (modeles a deux équations, voir (3)).

De maniére générique, il semble bien siir essentiel, lorsque 1'on utilise ces techniques de splitting pour
simuler les systémes hyperboliques, de satisfaire a priori les criteres suivants : préservation de la forme
conservative et de l'invariance par rotation, préservation du domaine d'hyperbolicité initial et des états admissibles
au sein de chaque sous-systeéme. Cette analyse a permis d'aborder de maniére originale le traitement de certains
systémes diphasiques (modeles a deux fluides) conditionnellement hyperboliques (voir paragraphe 3.1). Cette
approche a également permis de mettre en oeuvre une technique originale ALE en couplant les approches
Volumes Finis et Eléments Finis ([Pot97]).

Objectif 1.2.2

Il s'agissait de proposer un schéma simple permettant d'effectuer des simulations numériques sur des
maillages de taille industrielle, dans une perspective de modélisation numérique a cofit faible des écoulements dans
les turbines ou dans les organes de robinetterie, et en retenant une thermodynamique de type "gaz réel”.

Principe et résultats :

En retenant les idées principales du schéma VFRoe initialement proposé dans [GaM96], [Mas97],
[MFG97], un schéma générique a été proposé dans {3*}. Ce schéma, qui constitue la base du schéma décrit dans
le paragraphe 1.1, est un solveur de Riemann approché, ot le flux numérique est le flux analytique d'un état
numérique représentant une approximation de 1'état exact obtenu en résolvant le probleme de Riemann associé au
systéme convectif considéré. L'approximation est faite en associant un systeme hyperbolique linéaire "tangent" au
systéme de convection non linéaire initial. Dans 'approche VFRoenc, la linéarisation est effectuée en considérant
préalablement un changement de variables, la matrice de convection étant ensuite "gelée" en un état moyen.

Dans le cas particulier des équations d'Euler rappelées ci-dessus (équations 1.2.1-3), et pour une loi d'état

quelconque:
e (Pp)=E-pUT)/p (1.2.8)

(e désignant 1'énergie interne), la variable considérée est la variable Yt = (t, U, P) , T = 1/p désignant le volume
spécifique. Le systeme linéaire associé est alors :

T(+UTx -T Uy =0 (1.2.9)
U;+U Uy +TPx =0 (1.2.10)
P.+U Py +7P Uy =0 (1.2.11)

Les états intermédiaires numériques de vitesse et pression apparaissant dans la résolution du probleme de Riemann
associé au systéme linéaire (1.2.9-11) sont invariants a la traversée de la discontinuité de contact numérique. De
plus, dans le cas particulier des gaz parfaits, les relations de saut associées a une discontinuité simple de (1.2.9-
11) et (1.2.1-3) sont équivalentes (voir a ce propos [12], mais également [DeV94], [Sal97]). Le schéma final
d'intégration numérique, décrit ici en dimension un d'espace:

b (W - W) + At (F(W (Yie12) - F(W(Yi102)) = 0 (1.2.12)

(At et hij désignant respectivement le pas de temps et le pas d'espace, et Wi la valeur moyenne a I'instant (n At)
de W sur la cellule i) est évidemment conservatif et consistant par construction. Ce schéma s'étend simplement



en dimension deux ou trois d'espace, et des techniques classiques permettent d'augmenter la vitesse de convergence
du schéma de base présenté ici a I'ordre "un" .

Synthése et perspectives ([12], {3*}) :

Une évaluation du schéma VFRoe en variables non conservatives (T, U, P) dans un cadre de lois d'état
classiques (gaz parfait, loi de Van der Waals), avec comparaison avec des schémas classiques (schéma de Roe,
schéma VFRoe, schéma de Godunov) a été effectuée, lorsque cela était réalisable. Cette étude inclut une étude
numérique de la vitesse de convergence (cas d' une loi d'état de gaz parfait), qui parait tout a fait satisfaisante. Le
schéma est raisonnablement applicable dans un contexte industriel, pour lequel le recours a des lois d'état
complexes analytiques ou méme tabulées est nécessaire. Une implémentation a été effectuée dans un tel code
utilisant des maillages non structurés de type INRIA, et les performances du schéma restent visiblement
inchangées. On s'intéresse actuellement 2 la mise en oeuvre de conditions aux limites adéquates. L'examen des
propositions décrites dans [Dub87], étendues au cadre des gaz réels, parait clairement intéressante, et la mise en
oeuvre pratique semble satisfaisante ({6*}). La définition des conditions aux limites de paroi est réalisée en
utilisant la technique classique de 1'état miroir, ce qui permet notamment le traitement des parois violemment
dépressurisées, cas courant lorsque 1'on simule des ouvertures de soupapes de siireté, les phénomenes transitoires
étant dans ce cas particulierement violents. On constate ici encore que l'utilisation de la solution
unidimensionnelle du probléme de Riemann associé est essentielle. L'examen de schémas implicites linéarisés est
également en cours. Une comparaison avec les techniques introduites dans [Kum95], [GKL96] et [In97] serait
souhaitable a court terme. Enfin, on étend actuellement ce schéma au cadre des écoulements turbulents (en
utilisant un modele a deux équations).

1.3 Equations de Navier-Stokes en situation laminaire incompressible.

Objectif 1.3

Il s'agissait de proposer une méthode numérique conservative simple et peu cofiteuse, permettant de
simuler les équations de Navier-Stokes laminaires en régime incompressible pur sur maillage non structuré
triangulaire en dimension deux d'espace (1'élément tétra¢drique correspondant au cas de la dimension trois). Le
respect du principe du maximum discret pour les variables "scalaires passifs" était indispensable, et ceci quelle que
soit la taille du maillage.

Principe et résultats :

La simulation numérique des équations de Navier-Stokes en situation incompressible :

Uii=0 (1.3.1)
(Ui +(UiU)); + (p%) - (WUD=0 13.2)

(U, P et v désignant respectivement la vitesse, la pression et la viscosité dynamique) est effectuée en utilisant
l'algorithme temporel décrit ci-dessous.

Prédicteur : pour une donnée initiale a l'instant (n At) de U et P, on cherche une approximation discréte en temps
a l'instant * du champ de vitesse solution de :

Ul + At (UTUN, - At (VU j = UP - At (pL)" (1.3.3)
0 ,i
Correcteur :
uf'=0
1 " ¢ n+l
U =Ui - At (D) (1.3.4)
Po i

1:,n+1 - Pn + ¢n+1



L'équation (1.3.3) est intégrée sur un volume de contrdle triangulaire, et I'on utilise un schéma décentré pour
l'estimation des flux convectifs, et un schéma a quatre points pour le calcul des flux diffusifs. L'étape (1.3.4)
nécessite une interpolation du champ vitesse normale d'interface, suivie d'une résolution d'une étape elliptique
selon ¢, et d'une reconstruction du champ de vitesse spécifique a 1'élément triangulaire, de sorte que la vitesse
normale d'interface reste continue aux interfaces. Lorsque des effluents inertes sont convectés, le schéma assure
théoriquement le principe du maximum discret sans condition dans le cas convectif pur, et avec une restriction sur
le maillage en présence d'effets de diffusion.

Syntheése et perspectives ([3], [Cay97], [BCH9I8])

Les tests récents décrits dans [Cay97] semblent confirmer que l'utilisation du schéma a quatre points
analysé dans [Her95], [EGH99], n'est pas limitée en pratique aux maillages triangulaires théoriquement
admissibles i.e. respectant la condition d'angle au sommet : 6 < /2. Le schéma initial proposé dans [3] peut
ainsi &tre notablement amélioré : interpolation des champs vitesse et pression d'interface, et évaluation des flux
diffusifs, dans le cadre de maillages quelconques (incluant le découpage de rectangles en triangles pour les
maillages réglés). La perte du principe du maximum discret, dans le cas de maillages non admissibles au sens de
[EGH99], serait méme en quelque sorte "virtuelle", puisqu'une reconstruction d'ordre deux en espace permettrait de
post-traiter la solution discreéte au centre de gravité de chaque élément de maniere a "rétablir" ce principe du
maximum pour les maillages "non-admissibles". Si cette amélioration est confirmée, une extension du schéma au
cadre des écoulements diphasiques a deux phases incompressibles est possible, en se basant sur le schéma & pas
fractionnaires décrit dans le paragraphe 3.1. Ce travail se poursuit actuellement dans le cadre d'une convention
avec I'Université du Québec a Chicoutimi [Cay98].



Partie 2 :
Modélisation mécanique et méthodes numériques
pour la simulation des écoulements turbulents
en régime compressible ou incompressible

2.1 Modéles de turbulence en situation incompressible avec modélisation des équations de
transport des tensions de Reynolds.

Objectif 2.1

11y avait a la base deux objectifs distincts dans ce travail.

Tout d'abord, il s'agissait d'examiner les modeles de turbulence faisant appel a une modélisation des
termes "inconnus” dans les équations de transport des contraintes de Reynolds, afin d'estimer leur adéquation a
priori, en retenant les critéres objectifs (et non phénomenologiques) suivants : objectivité [Spe79] et réalisabilité
([DuV77], [Sch75], [Lum?78], [Lum8&3], [Pop85]). Ces criteres sont d'autant plus incontournables que 1'approche
effectuée en parallele par de nombreux auteurs s'intéressant plus particulicrement a la Simulation Directe des
écoulements turbulents ne peut fournir que des grandeurs moyennes satisfaisant intrinsequement ces différents
critéres (car il s'agit de reconstructions de moments a posteriori).

Dans un second temps, il s'agissait de proposer, pour des modeles satisfaisant ces critéres, des méthodes
numériques adéquates permettant la simulation sur maillage non structuré de tels modeles.

Principe et résultats :
La forme générique des modeles statistiques de turbulence incompressible avec modélisation des

équations d'évolution des moments d'ordre deux est la suivante (si I'on décompose de manidre classique la vitesse
instantanée u; en : u; = Uj + uj, et la pression instantanée p selon : p=P +p ) :

(Upi=0 2.1.1)
Uy, + (Uily),; + &(P )i + Ry),i-(vUp;=0 (2.1.2)
(Rie + Ry Uk + Rix Ujk + Rik Uik =0 + @ - %(%) trace (R) & + (@) (2.1.3)

Uj et P désignent la vitesse et la pression moyennes au sens de Reynolds. Le tenseur symétrique semi-défini
positif R :

Rij = < uj uj > (2.1.4)

est le tenseur des contraintes au sens de Reynolds . Le taux de dissipation mécanique (¢/I), o I représente la trace
du tenseur de Reynolds, est en général obtenu par la résolution une équation d'évolution du taux de dissipation
mécanique, ou par une relation algébrique. Les grandeurs qui doivent faire I'objet d'une modélisation sont, les
corrélations "vitesse fluctuante-gradient de pression fluctuante” et le tenseur de dissipation a I'échelle du
mouvement fluctuant ®3;, ®jj, ainsi que le tenseur du troisieme ordre <I)§ Une analyse des propriétés des modeles
les plus simples est effectuée dans [2], [4], [10]. Seul un modele "lent" extrait de la littérature [Lum78]
correspondant au terme ®jj satisfait aux principes de réalisabilité forte et d'objectivité. Quant au terme "rapide"
dej, les propositions effectuées dans [FLT87] et [ShL85] satisfont le principe de réalisabilité forte, mais pas le
principe d'objectivité.

Si I'on se restreint donc au seul modele admissible ([Lum?78]), dont le modgle associé a la partie "rapide”
est nul, on peut s'intéresser au systéme de convection généralisé suivant:

(U +Uj Uy, +Rij= 0 (2.1.5)
R + Uk Ripx + Rix Ujk + Rx Uik =0 (2.1.6)

qui n'admet pas de forme conservative. Ce systéme est hyperbolique (non strict) si et seulement si le tenseur des
contraintes de Reynolds est effectivement défini positif. On peut méme exhiber une solution approchée au




probléme de Riemann unidimensionnel associé a (2.1.5-6), si les conditions initiales satisfont le critére de
réalisabilité, et si une condition sur 1'écart de vitesse normale de part et d'autre de 'interface initial est vérifiée
([4], [10]). Ce résultat est obtenu en considérant la variable (U, R), et en connectant les états par un chemin
linéaire dans les deux champs VNL ([LeF88], [Col92], [LeL92]). Cette solution satisfait au principe de
réalisabilité, point qui n'était a priori pas évident. On peut ainsi proposer une technique de simulation du modele
complet en utilisant un schéma analogue a celui décrit dans le paragraphe 1.3, qui utilise pour la phase de
prédiction un schéma de convection basé sur l'analyse du systeme différentiel d'ordre un décrit ci-dessus.

Synthese et perspectives ([2], [4], [10], (2%), (4))

On peut donc proposer une classe de modeéles mécaniquement admissibles, pour lesquels les termes
modélisés satisfont les principes d'objectivité ([Spe79]) et de réalisabilité. Paradoxalement, il faut noter que ces
principes ont fait récemment 1'objet de vives polémiques. Il est possible que la mauvaise connaissance de ces
systémes, et (de maniere concomitante) la difficulté & simuler ces systémes, soit en partie a l'origine de cette
remise en cause. La composante fortement hyperbolique de ces modeles n'avait pas fait I'objet d'analyses dédiées
jusqu'alors, ce qui est assez surprenant puisque les répercussions sur le plan numérique sont évidentes, et que les
méthodes numériques associées sont relativement simples 2 mettre en oeuvre, si l'on se restreint a l'utilisation de
solveurs de Riemann approchés. La simulation des modeles admissibles les plus simples ne pose pas de probleme
a priori, si I'on retient une démarche faisant appel a une technique de splitting d'opérateurs. Cette remarque n'est
plus valable dans le cas de certains modeles & matrice convective non diagonalisable dans IR.

Le probleme devient plus délicat lorsque 1'on considére des écoulements a masse volumique variable
(mais en évolution trés faiblement compressible). L'analyse des effets convectifs montre en effet qu'une
modélisation au second ordre des flux de masse turbulents peut vérifier le principe de réalisabilité, mais qu'elle
conduit a priori 2 une perte de principe du maximum pour la variable concentration moyenne, ce qui est
évidemment physiquement inadmissible ((4), [10]). Ce point est a rapprocher de l'analyse effectuée dans le cadre
des modeles diphasiques bi-fluides (paragraphe 3.1). Seule une modélisation des flux de masse turbulents selon
une loi de premier gradient permet de satisfaire au principe du maximum.

2.2 Modéles de turbulence en situation compressible avec modélisation des équations de
transport des tensions de Reynolds.

Objectif 2.2

Les objectifs sont sensiblement les mémes que ceux décrits au paragraphe 2.1. Le cadre d'applications
mettant en jeu de forts effets de compressibilité conduit naturellement a rechercher la solution du probleme de
Riemann associé au systdme convectif associé. Il est de surcroit nécessaire de proposer des algorithmes de
simulation utilisant des techniques de décentrement adaptées.

Principe et résultats :
La forme générique des modeles statistiques de turbulence compressible avec modélisation des

moments d'ordre deux et regroupement au sens de Favre, est, en omettant les notations classiques " et (voir
pour une introduction consistante [Fav65], [FKD76]):

(Pt +(PUDi=0 (2.2.1)

(PUD + (PUiUp, + (P )i + Ry)j + (Zip)j =0 (2.2.2)

(E)s + Uy + (UCP B5+Re)); + (), = ok +ob(E]) + (ﬂ) ()P,
PJi i 2 /x

3

(2.2.3)

(Ri); + (Ry Ui + Rik Ujk + Ry Ui = @jj + @i - %(%) trace (R) 8 + (@), - (ui) P, - (ui) P,
(2.2.4)




p, Q, P et E désignent la densité moyenne, le débit moyen, la pression moyenne et l'énergie totale moyenne au
sens de Reynolds ([Van91][VaH86] ). La vitesse moyenne est : U = Q/p, et n'a de sens qu' en absence de vide au
sens moyen. R désigne le tenseur symétrique semi-défini positif des contraintes au sens de Reynolds :

Rj=<puj uj > (2.2.5)
Le tenseur du second ordre X! correspond 2 la contribution des contraintes visqueuses moléculaires :

2= -1 (Uij + Uji - %Ux,l 3ij) (2.2.6)

Les grandeurs supplémentaires (par rapport au cadre incompressible) qui doivent faire I'objet d'une modélisation
sont les vecteurs "flux de masse turbulent” <u"j>. On s'est limité jusqu'alors au cas du gaz parfait, ce qui
implique qu'au sens de la moyenne statistique considérée, on a :

P = (1) (E- BUZJ—UJ LRy) 227)

Si n désigne un vecteur n de IR3 de norme unitaire, les états physiquement admissibles sont tels que :

Ry (x,t) = n R(x,t) n >0 (2.2.8)
px,t) 20 (2.2.9)
P(x,t) > 0 (2.2.10)

On peut obtenir un modgle complet satisfaisant a I'ensemble des contraintes mécaniques classiques. Si l'on ne
souhaite pas négliger les flux de masse turbulents, seul le modele simple de Ristorcelli [Ris90] (tout au moins
parmi ceux proposés dans la littérature actuelle) semble admissible pour satisfaire les contraintes sus-citées ([11]).
Dans ce cadre, on peut extraire une caractérisation entropique du modele, qui est par ailleurs tout a fait semblable
a celle proposée dans le cadre du paragraphe 2.3. On peut alors examiner le systéme non visqueux différentiel du
premier ordre, qui s'écrit, lorsque 1'on s'intéresse au modéle admissible objectif réalisable de Lumley ([Lum78]):

(P +(PUDi=0 (2.2.11)
(PU, + (pUiUj,; + (P )i + Ry =0 (2.2.12)
B)x + B Up, + (Ui(P 8+Rip)) =0 (2.2.13)
(R« + Ry Uk + Rik Ujk + Rjk Uik =0 (2.2.14)

Si 1'on se restreint au cadre statistiquement bidimensionnel, et si 1'on s'intéresse ensuite au systéme de convection
non conservatif unidimensionnel associé, en utilisant l'invariance par rotation, on peut proposer des relations de
saut approchées obtenues en connectant les états de part et d'autre d'un choc par un chemin linéaire ([Col92],
[DLM95], [LeF88], [LeL92], [Sai95]), en retenant la variable "non conservative" Yt=(t, U, V, P,
Ri1, Ro2, Ri2, R33). On peut alors donner la construction de l'unique solution entropique du probleme de
Riemann unidimensionnel ([13*]) valable pour des sauts d'amplitude faible, qui s'avére respecter le principe de
réalisabilité faible. Ce résultat doit impérativement étre rapproché de celui décrit dans le paragraphe 2.3, et bien
entendu 2 celui inhérent au cadre des équations d'Euler. Il importe de noter que le systéme contient deux ondes
supplémentaires (Linéairement Dégénérées) par rapport au cadre Euler classique.

Plusieurs solveurs de Riemann peuvent alors &tre définis, basés sur une forme dégénérée du schéma de
Roe adaptée au cadre non conservatif [11], ou sur une forme dégénérée de la formulation VFRoenc adaptée au
cadre non conservatif. Markus Uhlmann a parallélement parfaitement illustré numériquement 1'inadéquation des
solveurs de Riemann approchés dérivés du cadre des équations d'Euler, lorsque I'on s'intéresse a la simulation de ce
type de ces systemes ([UhI97]).

Synthése et perspectives ([11], [13*], (7%))

La mise en oeuvre numérique des schémas proposés dans ce cadre est relativement simple, bien que les
systémes soient trés complexes. Les solveurs de Riemann approchés adaptés au cadre non conservatif permettent
de représenter convenablement les invariants de Riemann associés aux champs linéairement dégénérés. Par contre,
les trois discontinuités de contact qui sont contigiies nécessitent un raffinement de maillage assez important si



l'on souhaite avoir une représentation convenable des ondes. L'utilisation de solveurs peu couteux n'en parait que
plus incontournable (schéma VFRoenc adapté au cadre des systémes en forme non conservative, voir [13*]). Dans
un contexte industriel, on peut assez simplement envisager une implicitation partielle du faisceau d'ondes de
maniére 2 augmenter la précision des ondes lentes (trois discontinuités de contact), et la stabilité des ondes rapides
simultanément (voir a ce propos [Gal96], [FaH97]). Dans un travail en préparation (7*), on montre que
l'utilisation de la caractérisation entropique peut permettre d'obtenir une certaine communauté de techniques de
résolution dans le cadre des écoulements compressibles avec modélisation au second ordre ou a l'aide de modeles a
deux équations (paragraphe suivant).

2.3 Modeles linéaires ou non linéaires de turbulence en situation compressible a une ou
deux équations.

Objectif 2.3 :

1l s'agissait dans un premier temps d'examiner les propriétés des modeles de turbulence compressible a
une ou deux équations de transport, puis de proposer des méthodes de résolution numérique de type Volume Finis
adaptées au cadre des systémes considérés, l'objectif étant de ne pas avoir de limitation en terme de nombre de
Mach classique ou de nombre de Mach de turbulence.

Principe et résultats :

En retenant ici encore le formalisme de la moyenne au sens de Favre, en conservant les notations ci-
dessus pour la densité moyenne, la pression moyenne, la vitesse moyenne, I'énergie totale moyenne, et en
introduisant 1'‘énergie cinétique turbulente K:(p u{uf)/ 2 , et la viscosité turbulente L, le systéme global
considéré s'écrit (voir par exemple [BaB90], [JTH93], [Gol94], [MoP95]) :

(ple+(pUi)i=0 2.3.1)

(pUi)e+(pUiUj); +Pi+ % Ki+( Zh+2);=0 (2.32)

(E)e+( Uj(E+P+ i_ K)+ Ui Ch+Zh)  +(yj)=0 (2.3.3)
J

(K)i+ ( UK +6),; +%K(WM=&ppa (2.3.4)

en introduisant :

K/o)?
o= p Cu ERL 23.5)
i = - L (Ui+ Uy - 2015 &)
3 (2.3.6)
T = - W (Uij+Uj - %Uu )
Sk = -Zij (Uji+ Ui ) 2 (2.3.7)
6=-(u+29 (£)
. CI’<K P , (2.3.8)
yi=- (Y () - (obrot) (E)
: o () ~lobo) €,
Dans cette approche, le tenseur de Reynolds R est modélisé de la maniére suivante :
Ry - % K & =- Wt (Ui + Uy, - %Um dij) 2.3.9)

Sk désigne le terme de "production". Les constantes Ok, O sont strictement positives. La constante Y est le
rapport des chaleurs spécifiques ; [ est la viscosité moléculaire. La fonction Cy est strictement positive. Une

équation supplémentaire donne le taux de dissipation turbulente €. On se focalise ici encore sur une loi d'état de
type gaz parfait, la pression moyenne étant donnée par :



P:(Y-l)(E—%pUjUj-K) (2.3.10)

Ces modeles 2 deux pressions (pression moyenne et énergie turbulente) n'admettent pas de forme conservative
physiquement admissible. Une caractérisation entropique de ces modeles a été€ réalisée. La forme naturelle du
terme source dans 1'inégalité d'entropie rappelle notamment que le taux de dissipation a 1'échelle du mouvement
fluctuant n'est pas contraint a respecter une condition de positivité, et que le terme de production, qui est
proportionnel 2 l'intensité de la viscosité turbulente, n'est qu'un terme d'échange entre 1'énergie cinétique a
I'échelle du mouvement moyen (p Ui Ui/ 2), et 1'énergie cinétique K a I'échelle du mouvement fluctuant.
L'entropie 1 n'est d'ailleurs pas une fonction strictement convexe de la variable "conservative " W. Le systéme de
convection non conservatif associé :

(pli+(pUi)i=0 (2.3.11)

(p Ui+ (p Ui Uy); +P,i+%K,i =0 (2.3.12)

(E)e+( Uj<E+P+§—K)> =0 (2.3.13)
J

(K)e+( UjK); "‘%K(Uj),j:() (2.3.14)

est (ici encore) inconditionnellement hyperbolique dés lors que les variables pression, densité et énergie cinétique
turbulente restent positives. Pour un choix de relations de saut approchées particulier (chemin linéaire en retenant

la variable Yt = (1, U, P, K)), on peut ici encore montrer que le probléme de Riemann unidimensionnel associé a
(2.3.11-14) admet une unique solution entropique d&s lors qu'une condition portant sur I'écart de vitesse initial est
satisfait. La encore, la solution respecte la positivité des variables p, P et K.

Synthése et perspectives ([6], (3), (6), (7%), {1}, {2}, {4})

Une analyse partielle des modeles linéaires de turbulence compressible a une ou deux équations a été
réalisée dans {1}, [6]. Contrairement aux modZles de turbulence du second ordre (voir ci-dessus), ils conservent
une composante parabolique forte liée a la présence d'une viscosité turbulente d'amplitude élevée dans les
écoulements cisaillés. Cette intensité est d'ailleurs depuis peu partiellement remise en cause, notamment parce
que leur caractere prédictif au voisinage des points d'arrét est assez médiocre. Il ne faut d'ailleurs pas oublier que
ces modeles sont issus du contexte de la modélisation des écoulements incompressibles d'une part, et que le
calibrage de certaines fonctions ayant de surcroit été effectué dans une configuration d'écoulement particulier, n'a
pas vocation a étre généralisé.

Une analyse du systéme convectif sous jacent a permis de proposer et de tester plusieurs méthodes
numériques pour la simulation de ces modgles. Tous ces schémas sont issus de "schémas-péres" classiques, et ont
été adaptés au cadre des systémes non conservatifs, sans effectuer de reformulation conservative des équations. Un
schéma inspiré du schéma de Godunov a été proposé dans [Lou95], [6], [FHLI98]. Un schéma plus simple a
mettre en oeuvre, s'inspirant des linéarisées de Roe, a été proposé dans {2}. De méme, une adaptation du schéma
VFRoenc au cadre des systémes en forme non conservative semble satisfaisante (6*). Des techniques de splitting
peuvent également étre mises en oeuvre (3). L'implémentation dans des codes industriels ne pose pas de probleme
particulier si on se limite au cadre des solveurs de Riemann approchés, et n'est évidemment pas restreinte au cadre
des maillages structurés. On renvoie également le lecteur a [Ber98], [BeC98] pour une étude approfondie des
travelling waves pour le systéme de convection diffusion associé au modéle.

Dans un autre volet de ce travail ({4}), il s'agissait de proposer une technique de modélisation algébrique
des tensions de Reynolds de maniére 2 satisfaire aux principes d'objectivité et de réalisabilité, ce qui n'est pas le
cas des modeles proposés actuellement dans la littérature (Cf. [SSL94], ...). Seule la phase préliminaire de ce
travail a été réalisée ; les modeles proposés sont non linéaires selon le tenseur vitesse de déformation moyen. Les
axes propres du tenseur de Reynolds modélisé restent néanmoins alignés avec les axes propres du tenseur vitesse
de déformation, tout comme dans le cadre des modeles linéaires.



Partie 3 :
Proposition de méthodes numériques
pour la simulation des écoulements diphasiques
en régime compressible et en description Eulérienne

3.1 Modeles a deux fluides comportant une phase compressible

Objectif 3.1

1l s'agissait de montrer la faisabilité de simulations d'écoulements instationnaires diphasiques gaz-solide
par une approche bi-fluide, en effectuant une mise en oeuvre sur maillage non structuré. Il fallait évaluer
également 1'adéquation de modeles et de méthodes numériques au cadre des écoulements trés denses en particules
(allant jusqu'au niveau de compactage maximal), et dans des configurations d'écoulements ol les vitesses relatives
entre phases peuvent étre élevées. Ce travail, qui comportait donc une composante essentiellement numérique au
départ, a nécessité de s'interroger sur la pertinence de lois de fermetures concernant la pression intergranulaire.

Principe et résultats :

Une des idées de base concernait 1'utilisation de techniques de pas fractionnaires préservant l'espace des
états hyperboliques, la conservativité, et I'objectivité des fermetures. En second lieu, au regard du principe du
maximum pour la variable taux de présence volumique de phase, il est rapidement apparu qu'il fallait distinguer
les écoulements diphasiques gaz-solide ol les deux phases étaient supposées étre totalement incompressibles (dans
ce cas, le principe du maximum est assuré au sens o 1'on est assuré d'avoir : ok € [0,1]), du cas ot la phase
gazeuse (indexée dorénavant par 1) est compressible. C'est ce second cas qui a servi de base a 1' approche
synthétisée ici. Il semble a I'heure actuelle que les seuls modeles admissibles au regard de ce principe du
maximum soient extraits du contexte des milieux granulaires denses (Cf. [GSG96] par exemple) ; on peut en effet
ramener dans un premier temps le probléme du mélange diphasique au cadre d'un milieu constitué de particules
(sphériques, toutes identiques, indéformables, avec des collisions élastiques), le gaz étant totalement absent (p1 =
0) , et s'intéresser au systtme d'évolution du milieu supposé continu et géré par (p, U, P et e désignant
respectivement la densité, la vitesse, la pression et I'énergie interne):

d(cllﬂ_g_gzo (.1.1)

t

%+g—i=0 (3.1.2)
t

d(E/m)  ,dU _, (3.1.3)
dt oh

et en notant : p = pa0iz, (p2 étant constant) , et également :
p=hx

L'énergie interne est alors définie par : e = E/m . Ce systéme correspond aux équations d'Euler munies d'une loi
d'état assez particuliére, 1'équation d'énergie totale comportant un terme source proportionnel a I. Si on néglige I,
et si I'on s'intéresse alors & une configuration de double choc symétrique, associée a une condition initiale (p,
U>0, P) a gauche de la membrane initiale, et (p, -U<0, P) a droite, 'énergie cinétique initiale (2 gauche par
exemple) peut étre prise arbitrairement grande (>A) ; elle se transformera en énergie de pression pure sur la
caractéristique associée 2 la position de la membrane initiale. Il importe donc que cette pression ne soit pas bornée
selon I'argument p. Si I'on réintroduit alors la phase gazeuse, on se trouve alors rapidement en présence de
systémes couplés par des termes d'échange devant faire 1'objet de modélisations supplémentaires. On se restreindra
ici au cadre de modgles a quatre équations : deux équations de bilan de masse et deux équations de bilan de quantité
de mouvement. Pour la phase gazeuse, la loi de pression moyenne au sein de la phase gazeuse est supposée
correspondre & une solution polytropique de I'équation d'énergie totale de la phase gazeuse ; P1 (p1)= Ki p}. L a
loi de pression intergranulaire sera prise sous la forme :
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(3.1.4)

Z(0w) est une fonction monotone croissante de o2. Dans cette 1oi, ec désigne le coefficient d'inélasticité (ec = 1

pour un milieu élastique). o5** désigne le taux de compactage maximal. Pour les écoulements dilués, cette loi est
voisine des lois considérées dans [Sai95].

E(o) = 3lp2 Ky o3 (3.1.5)

Le systéme global s'écrit alors (en notant 0 = 1 - o2 le taux de présence volumique de la phase gazeuse), Ulla
vitesse moyenne dans la phase i :

(ot p1)e+ V(o prUH=0 (3.1.5)
(02 p2) .+ V(012 p2UH) =0 (3.1.6))
(ot p1UN) e+ V(o p1U'®UY) + oy VPi(p1) -ou prg =11 - V.(0uZ1%) 3.1.7
(02p2U2) 1+ V.(02p2U®U?) + 01z VP1(p1) + VE(0i2) - 02p2 g = - 11 - V(002 25*) (3.1.8)

avec les fermetures suivantes :

T = |V V) 2900 1) (3.19)
5= - Mz{V(U2)+ ViUh-2v.) 1} - 22V.(UH) T (3.1.10)

Les forces extérieures d'accélération de pesanteur sont prises en compte. Le terme de transfert de quantité de
mouvement interfacial I1 (loi de trainée statique) est proportionnel a la vitesse relative:

Ii =Koip1 (Uz-Uy) (3.1.11)

Le coefficient de trainée K, qui dépend de la norme de la vitesse relative, du diamétre moyen des particules, de la
viscosité du gaz, est positif.

On peut donner une caractérisation entropique de ce modele bi-fluide, mais on ne peut pas résoudre le
probleme de Riemann associé au systéme convectif non conservatif, pour deux données initiales arbitrairement
distinctes, méme si 1'on adjoint a ce systéme des relations de saut approchées. De surcroit, on ne peut simplement
interpréter 1'inégalité d'entropie, comme on peut le faire par exemple dans le cadre des équations de type Euler. Par
contre, celle-ci peut é&tre utilisée numériquement pour différencier les chocs des zones de fortes détentes. Si 1'on
s'intéresse dans un premier temps au systéme de convection pur (non conservatif) associé au modele complet, a
Savoir :

(ot p1)e+ V.o p1UH=0 (3.1.12)
(02 p2).e+ V.02 p2UP) =0 (3.1.13)
(o1 p1UY 1+ V.(a1 p1U'®UY) + 01 VPi(p1) =0 (3.1.14)
(02p2U) i+ V.(02p20°®U?) + 0p VP1(p1) + VE(ai2) =0 (3.1.15)

on peut donner une expression approchée des valeurs propres de la matrice de convection, en opérant un
développement soit par rapport au taux de présence volumique de la phase dispersée, soit par rapport a la vitesse
relative. Ceci permet d'envisager la construction de solveurs de Riemann approchés, qui peuvent étre utilisés
pour le calcul d'écoulements dilués (voir [Sai96] par exemple). L'approche retenue ici est totalement différente, et
se rapprocherait plus de celle proposée dans [CEG96] pour aborder le traitement des écoulements de type eau-



vapeur, pour des configurations diluées a denses. Le principe est exposé succintement ci-dessous. Considérant un
état discret a l'instant (nAt), considéré alors comme condition initiale, on cherche dans un premier temps une
approximation de la solution du systéme hyperbolique non dégénéré suivant (sous réserve que I'état vérifie les
conditions de positivité p1> 0 ; oize [0,08%]) :

(a1 p1)e =0 (3.1.16)
(02 p2)c+ V(02 p2UH) =0 (3.1.17)
(0 p1UY+ V(o pU'OUY) =0 (3.1.18)
(02p2U%) 1+ V.(02p2U*@U%) + VE(0t2) =0 (3.1.19)

Le probléme (3.1.16-19) découple partiellement les deux phases ; le probléme de Riemann unidimensionnel
associé est solvable pour des conditions initiales (presque) arbitraires. Le point fondamental est que le principe du
maximum pour le taux de présence volumique est satisfait par la solution du PbR, et que par voie de
conséquence, la densité du gaz reste également positive. Il faut noter que ce résultat est di au choix de la pression
intergranulaire particuliere (3.1.4). L'état final de cette premiére étape devient alors la condition initiale pour le
second pas. Ce dernier nécessite d'obtenir une approximation numérique du systéme hyperbolique non conservatif
non dégénéré suivant (toujours conditionné par : p1= 0 ; 0z [0,05%]) :

(o1 p1)t V(o prUH=0 (3.1.20)
(o2 p2)e =0 (3.1.21)
(o1 p1UY), + a1 VPi(pr) =0 (3.1.22)
(02p2U%) e+ 02 VPi(p1) =0 (3.1.23)

Si l'on retient des relations de saut approchées trés simples, le probléme de Riemann unidimensionnel associé est
ici encore solvable pour des conditions initiales arbitraires réalisables, et la solution est telle que : p12 0 ;
ape [0,08%]. L'algorithme n'est pas restreint au cadre des écoulements ol la vitesse relative est faible.

L'implémentation a été effectuée dans un cadre non structuré (Volumes Finis INRIA). Le schéma a été
testé dans de trés nombreuses configurations unidimensionnelles incluant quatre chocs, quatre détentes, deux chocs
et deux détentes, et le plus souvent dans des configuratons trés denses en particules. L'inégalité d'entropie discréte
permet clairement d'identifier les ondes de choc. La plupart des calculs ont été menés en supposant que les effets
de compressibilité de la phase gazeuse étaient non négligeables. Plus récemment, des configurations de lits
fluidisés denses ({8}), faisant intervenir des nombres de Mach (U1 / c1) faibles, ont été simulées a l'aide de cet
algorithme. Dans ces configurations de calcul (voir [Bas93], [Boe97]), on observe par moment des passages dans
des zones non hyperboliques au sein de certaines bulles. L'algorithme utilisé permet de poursuivre naturellement
la simulation ; on renvoie a [BeS97] pour un début d'analyse mathématique de cette configuration qui a fait (et
fait toujours) 'objet de larges débats.

Synthése et perspectives ([5], [9], (8)):

Les résultats obtenus dans le cadre des premiers modeles bi-fluides examinés sont intéressants, et
répondent aux contraintes industrielles sus-citées. L'approche par pas fractionnaires peut €tre vue en fait comme
un artifice pour générer des schémas consistants possédant une certaine stabilité, dés lors évidemment que 1'on
utilise des schémas stables dans chaque sous-pas. En particulier, on peut utiliser cette technique pour former un
schéma de flux-splitting. Cette approche a été également retenue commme alternative dans [Mas97] pour effectuer
des simulations d'écoulements diphasiques pétroliers. Dans ce travail ([Mas97]), cette approche a ét€ comparée a
la technique VFRoe appliquée au systéme complet. De méme,il semble important de rappeler qu'une technique a
pas fractionnaires a été parallelement proposée dans [CEG96], [EIA97], pour simuler un modele bi-fluide non
conservatif conditionnellement hyperbolique d'écoulement eau-vapeur. Cette derniére approche permet elle aussi
d'obtenir numériquement un principe du maximum discret sur la variable fraction volumique, et ce
indépendamment des vitesses relatives dans I'écoulement.

Plusieurs voies de prolongation de ce travail sont engagées. Il s'agit d'une part d'étendre les résultats
obtenus au cadre de modeles gaz-solide bi-fluides plus complexes (et comportant notamment une cinquiéme
équation décrivant les évolutions de la pression granulaire, -voir [Boe97], (8%)-) . On s'efforce d'autre part d'étendre



ce type d'algorithme au cadre des écoulements gaz-solide ol les effets de compressibilité de la phase gazeuse sont
totalement négligeables [Cay98], en se basant sur l'approche décrite ci-dessus (§ 1.3). Enfin, on s'efforce
également actuellement de reposer le probléme fondamental du respect pour les modéles a deux fluides du principe
du maximum pour la variable taux de présence dans le cadre des écoulements eau-vapeur, o les deux phases sont
intrinséquement compressibles. Il semble que 1'on puisse ici encore retrouver ce résultat, si 1'on s'appuie sur les
modeles tels que proposés dans le cadre "pseudo-turbulent” [Sim95].

3.2 Modéles homogeénes

Objectif 3.2 :

11 s'agit ici de proposer des méthodes numériques pour effectuer des simulations de modeles diphasiques
de type eau-vapeur, en retenant une thermodynamique complexe, mais en négligeant les écarts de vitesse entre
phases. Cette hypothése est a priori assez raisonnable, puisque les applications concernent les écoulements dans
les organes de robinetterie, olt la phase omniprésente est 'eau sous forme liquide, celle-ci pouvant se vaporiser
presque instantanément par dépressurisation rapide (passage brusque de cent bar a une atmosphere par ouverture de
vanne). Les tuyauteries sont a section variable en espace, et peuvent méme vibrer (section variable en temps). On
se restreint dans la présentation au cadre des tuyauteries stationnaires.

Principe et résultats :

Le modele considéré pour effectuer les simulations est le modele HRM (Homogeneous Relaxation
Model). C'est un modgle & quatre équations (deux équations de bilan de masse, une équation de bilan de quantité de
mouvement, une équation de bilan d 'énergie totale), qui est a priori bien adapté sur le plan physique, et qui admet
une caractérisation entropique classique. Une difficulté est lie au fait que le modele initialement sous forme
conservative, devient non conservatif (équation de quantité de mouvement), car on décrit les évolutions dans la
tuyauterie de maniére unidimensionnelle (voir le probléme classique de la tuyére). Il faut donc pouvoir traiter des
solutions avec chocs (stationnaires ou non) dans ce type de configuration. De plus, la thermodynamique devient
d'une grande complexité lorsque le fluide passe la courbe de saturation, et le terme de transfert de masse intervient
de maniére brusque. Le systéme s'écrit, avec des notations classiques pour les variables densité, vitesse, pression
et énergie totale (p, U, P, E), et en notant A la section de passage, et X le taux de présence massique de la vapeur

(pPA)+(pPAU)x=0 3.2.1)
(pxA)+(pxAU)x=T (3.2.2)
(PAU)+(pAU” )x +AP =5 (3.2.3)
(AE)+(AU(E+P))x =1 (3.2.4)

la loi d'état étant donnée par :
E=pe(P,p, x)+ ;—p U~ (3.2.5)

La méthode numérique actuellement mise en oeuvre pour discrétiser les termes convectifs fait appel 4 la technique

VFRoe adaptée au cadre non conservatif (voir [Mas97], (6)), en considérant la variable non conservative Yi=(1,
x, U, P). Le systéme convectif pur s'écrit en effet pour les solutions réguliéres comme suit :

Tt+U7Tx -1 Ux =1 U Log(A)x (3.2.6)
xi+Uxyx =0 (3.2.7)
Ui+U Ux +1Px =0 (3.2.8)
P.+UPx +7P Uy =-7UP Log(A)x (3.2.9)

On note en particulier que le principe du maximum pour la fraction massique est respecté par les états
intermédiaires du solveur Volumes-Finis VFRoe. La discrétisation des sections est effectuée sur le maillage centré

sur les interfaces des volumes de contrdle portant la variable physique wt= (p, px, pU, E). L'intégration des



termes sources est faite de maniere implicite sur deux demi-pas de temps, et permet de préserver la positivité des
fractions x et (1-x). Une seconde technique de prise en compte des termes sources proposée dans la littérature et
qui ne fait pas appel a la technique de pas fractionnaires ne semble pas a I'heure actuelle donner de meilleurs
résultats. Ceci s'explique par le fait que le pas de temps associ€ a la condition CFL est plus faible que I'échelle de
temps 6 qui intervient dans la définition du transfert de masse I'.

Synthése et perspectives ([14*], {5}, {6*}, (5%)):

La méthode numérique instationnaire semble se comporter treés correctement, dans le cadre monophasique
pur (calcul en eau, ou en gaz -vapeur d'eau), ou lors des apparitions de "flash". L'extension au cadre des
tuyauteries vibrantes se fait trés naturellement en considérant un pas fractionnaire entropique, qui préserve de
surcroit la positivité des différentes grandeurs thermodynamiques. Parallelement, ce modele est en cours
d'implantation dans un code de calcul bidimensionnel avec recouvrement en Volumes Finis non structurés. Ceci
va permettre de comparer les résultats de 1'approche monodimensionnelle en moyenne, et bidimensionnelle.

Les applications industrielles de ce type de modele sont nombreuses, et d'une grande importance pour les
concepteurs de vannes et soupapes. L'effort doit néanmoins porter sur 'amélioration des modéles de transfert de
masse.

Un second aspect, qui concerne les modeles homogenes dans le cadre des écoulements diphasiques gaz-
solide a été abordé dans (5%*) et {5}.
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