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Introduction générale

L’age de I'acier représente une composante essentielle dans la révolution industrielle et
celui des plastiques a été marqué par le développement de la pétrochimie. Actuellement,
nous venons d’entrer dans une nouvelle tendance, marquée par la maitrise et 'utilisation
massive de nouveaux types de matériaux, combinant & la fois la rigidité des métaux et la
légéreté des plastiques. Ces matériaux sont appelés matériaux composites.

Le domaine des matériaux composites est a la fois ancien et nouveau. Il est ancien car
la plupart des objet naturels, y compris le corps humain, les plantes et les animaux, sont
des composites. Il est nouveau car seulement au début des années 1960, les ingénieurs et
les scientifiques ont commencé a exploiter sérieusement le vaste potentiel de ce type de
matériaux. Grace a leurs trés bonnes propriétés mécaniques spécifiques (rigidité et résis-
tance rapportées a la masse) et leur meilleure tenue aux conditions environnementales par
rapport aux matériaux classiques métalliques, les matériaux composites sont aujourd’hui
largement utilisés dans plusieurs secteurs industriels tels que ’aéronautique, I’automobile,
le ferroviaire et la construction navale. Ces matériaux permettent aussi d’alléger le poids
des structures qui se traduit par des gains significatifs de la consommation du carburant
et des coiits de transport.

Les matériaux composites sont des matériaux hétérogénes composés généralement de
deux phases. Une phase continue appelée matrice renforcée par une phase discontinue
appelée renfort, beaucoup plus rigide que la premiére. La combinaison de ces deux phases
apporte au matériau composite des propriétés mécaniques supérieures a celles des consti-
tuants pris séparément. Le renfort peut étre de différentes natures et différentes échelles
comme les additifs (poudres micro ou millimétriques), les charges ponctuelles (sable, gra-
vier) et en particulier, les fibres (courtes, longues ou tissées). La matrice, qui a le role de
protéger le renfort et lui transmettre les efforts mécaniques, peut étre de type métallique,
céramique, organique ou polymérique. Pour atteindre des propriétés mécaniques élevées,
les renforts de type fibre sont trés couramment utilisés. Dans ce cas, le matériau compo-
site obtenu est dit a renfort fibreuz. Les propriétés élastiques des matériaux composites a

renfort fibreux peuvent étre controlées par plusieurs paramétres comme le choix approprié
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de P'orientation des fibres, de leur longueur et de leur fraction volumique.

D’autre part, il est connu que les matériaux composites, tels que les stratifiés et les
sandwichs, présentent de trés bonnes propriétés mécaniques dans le plan. Cependant, leurs
propriétés effectives hors-plan (direction de I’épaisseur) sont relativement faibles, en plus
des problémes de délaminage souvent pointés dans le cas du comportement inter-laminaire
et en cisaillement. Pour renforcer la rigidité de ces matériaux suivant 1’épaisseur, I’une
des stratégies proposées consiste a introduire un renforcement dans I'épaisseur a travers
I'utilisation d’un systéme de couture et cette solution a montré son efficacité. Dans ce cas,
nous parlons de matériaux ou structures composites cousus.

La détermination des propriétés mécaniques effectives des matériaux composites a
renfort fibreux est réalisée généralement a travers des essais expérimentaux. Ces essais
s’avérent parfois coiliteux et nécessitent généralement un temps de réalisation élevé. Il
est alors nécessaire de disposer d’outils d’analyse qui permettent la prédiction des pro-
priétés mécaniques de ces matériaux. A cet effet, plusieurs méthodes d’homogénéisation
analytiques ont été proposées dans la littérature. Ces modéles permettent de fournir une
prédiction raisonnable du comportement mécanique des matériaux composites pour des
configurations simples de la matrice et du renfort fibreux (matrice isotrope et homogéne
et fibres de forme principalement linéique). Ces modéles visent & remplacer le matériau
composite hétérogéne par un matériau équivalent plutot homogéne. Ceci passe par la
définition d'un Volume Elémentaire Représentatif (VER) formé a partir de 'ensemble
des constituants du matériau composite. Les propriétés élastiques du VER peuvent étre
introduites par la suite dans des modéles numériques afin d’étudier le comportement mé-
canique des structures composites, en évitant ainsi de modéliser la micro-structure des
matériaux utilisés. Cependant, ces modéles micro-mécaniques ne prennent pas générale-
ment en compte la complexité des matériaux composites a renfort fibreux ainsi que leurs
conditions de chargement réelles. A titre d’exemple, ces modéles ne peuvent pas tenir
compte de la présence des coutures suivant ’épaisseur des matériaux composites cousus.
C’est la raison pour laquelle d’autres méthodes numériques, basées en particulier sur la
méthode des éléments finis, ont été également proposées.

Plusieurs modéles éléments finis ont été développés pour représenter, de facon directe
ou discréte, le renfort fibreux au sein d’'un domaine matrice. La méthode des éléments
finis est particuliérement utile d’abord pour étudier des matériaux composites dont le
renfort présente une architecture complexe, tels que les matériaux composites cousus, et
ensuite, pour obtenir des informations sur la distribution des contraintes mécaniques au
sein et autour de la fibre. En général, ces modéles éléments finis sont utilisés selon deux

approches. La premiére repose sur la discrétisation directe de la matrice et des fibres en



respectant la coincidence entre les noeuds des deux maillages. Cette premiére approche
requiert des stratégies de maillage et de re-maillage bien élaborées qui engendrent des cal-
culs trés cotliteux en capacité mémoire et en temps CPU. La deuxiéme approche permet
de tenir compte discrétement de la présence du renfort au sein d’'une matrice sans avoir
besoin de le discrétiser explicitement. Ceci aide a éliminer les problémes de coincidence
des maillages de la matrice et du renfort et évite en conséquence le raffinement du maillage
de la matrice ce qui réduit considérablement les temps de calcul.

C’est dans le cadre de cette deuxiéme approche de modélisation que s’inscrit cette
these. Elle vise & développer une approche numérique par éléments finis multi-échelle
pour modéliser le comportement mécanique des matériaux et structures composites a
renfort fibreux. Cette approche, baptisée Approche de la Fibre Projetée (AFP), permet de
tenir compte de la présence des fibres, longues ou courtes et orientées de facon aléatoire
ou paramétrée, dans un domaine matrice sans les mailler, ce qui réduit considérablement

la taille du systéme d’équations a résoudre.

Le premier chapitre propose d’abord une présentation générale des matériaux compo-
sites et une synthése des différents types de matrice et de renfort. Cette présentation est
suivie d'une synthése bibliographique sur les différentes méthodes de modélisation des ma-
tériaux composites a savoir les modéles d’homogénéisation micromécaniques analytiques

et les modéles numériques.

Le second chapitre présente la nouvelle approche numérique multi-échelle AFP déve-
loppée dans ce travail de thése. Cette approche est basée sur la méthode des éléments
finis et vise & modéliser le comportement des matériaux et structures composites a renfort
fibreux. Ensuite, 'AFP est adaptée aux problémes plans linéaires a travers le développe-
ment de deux éléments finis composites de membrane baptisés PFT3 (élément triangulaire
a 3 noeuds) et PFQ4 (élément quadrilatéral & 4 noeuds). Enfin, quelques tests de valida-
tion linéaires sont présentés pour évaluer la précision de la nouvelle approche AFP dans

I’étude de solides composites 2D.

Le troisiéeme chapitre s’intéresse a l'extension des formulations des éléments compo-
sites de membrane PFT3 et PFQ4 afin de pouvoir analyser le comportement non linéaire
géométrique des solides composites 2D soumis a de grands déplacements accompagnés de
petites déformations. La formulation lagrangienne totale (FLT) est adoptée pour décrire
leur mouvement. Des tests de validation non linéaires sont proposés a la fin de ce troisiéme

chapitre.

Le dernier chapitre est consacré au développement d’un élément fini solide hexaédrique

a 8 noeuds, baptise PFHS8, basé sur 'AFP afin d’étudier des matériaux et structures
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composites tridimensionnels. Les formulations linéaire et non linéaire géométrique de cet
élément sont présentées. Ce quatriéme chapitre est cloturé par un ensemble de tests de

validation linéaires et non linéaires pour montrer 'efficacité de cet élément solide.



Chapitre 1

Etat de Dart : Modélisation des

matériaux composites a renfort fibreux
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1.1. Généralités

1.1 Généralités

Les matériaux composites suscitent un intérét croissant dans de nombreux secteurs
industriels tels que I'aéronautique, I’automobile, le batiment et le sport comme le montre
la figure 1.1. Les matériaux composites possédent une structure géométrique spécialement
congue qui d’abord, leur confére des propriétés élastiques que leurs constituants (renfort
-+ matrice) ne possédent pas individuellement et ensuite, leur permet de remplir de nom-
breuses fonctions techniques. Les principaux avantages des matériaux composites résident
dans leurs caractéristiques mécaniques spécifiques, leur faible conductivité thermique et

leur haute résistance a la corrosion et & 1'usure.

Other
Steel 5%

(b) (c)
FI1GURE 1.1 : Utilisations de matériaur composites dans quelques secteurs : (a) en construction
urbaine sous forme de béton renforcé par des fibres courtes, (b) en construction

aéronautique, en [’occurrence I’Airbus A350 constitué d’environ 50% de matériauz
composites et (c) en isolation thermique en exploitant leurs bonnes propriétés

thermiques.
Matrice D . N
. el N SCRNIAN
;\/' AN /'\l Matériau composite
Renfort

FIGURE 1.2 : Schéma simplifié de la structure d’un matériau composite.

D’une facon générale, un matériau composite est défini comme un mélange d’un ou plu-
sieurs matériaux non miscibles (figure 1.2). La plupart des matériaux composites sont
constitués d'une phase principale, appelée matrice, dans laquelle sont noyées des fibres
dont la résistance mécanique est beaucoup plus importante que celle de la matrice. La ma-
trice et le renfort peuvent étre d’origine naturelle ou le plus souvent d’origine synthétique.
La matrice assure la cohésion du matériau composite et la protection du renfort contre
les conditions environnementales telles que la corrosion, I’humidité et la température. Elle

permet également de transmettre au renfort les sollicitations mécaniques auxquelles sont
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soumises les piéces composites.
Les propriétés physiques associées au matériau composite dépendent principalement des
caractéristiques physiques de chacune de ses phases. Le paragraphe suivant présente les

principaux types de matrices et de renforts et leurs propriétés.

1.1.1 Les matrices

La matrice représente le coeur du matériau composite dans lequel les fibres sont noyées
et arrangées de facon ordonnée ou aléatoire. En particulier, les matrices utilisées dans
les matériaux composites a renfort fibreux peuvent étre décomposées en deux grandes
familles : les matrices organiques et les matrices minérales (figure 1.3). Les matériaux
composites & matrice polymére, appartenant a la famille des matrices organiques, sont
les plus utilisées dans les applications actuelles grace a leur rapport qualité/prix. Cepen-
dant, lorsqu’une forte tenue en température est exigée, les matrices de type minéral sont

considérées.

Thermodurcissable

Organique {
Thermoplastique
Meétallique
Minérale {
Céramique

FIGURE 1.3 : Les deux grandes familles de matrices.

Matrice

Les matrices thermodurcissables

Ces matrices ont la particularité de durcir par apport de chaleur selon une réaction
chimique exothermique appelée polymérisation. Les matrices thermodurcissables ne se
ramollissent pas sous l'effet de la chaleur et conférent au matériau composite, aprés poly-
mérisation, des propriétés physico-chimiques et mécaniques trés intéressantes. Parmi les
matrices thermodurcissables les plus utilisées, nous citons les polyesters, les époxydes et

les polyimides.

Les matrices thermoplastiques

Les matrices polyméres thermoplastiques ont une faible masse volumique et se ramol-
lissent sous l'effet de la chaleur. Le processus de refroidissement leur permet de durcir,

donnant ainsi au renfort la possibilité de conserver ses propriétés géométriques (position

8
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et orientation). A la différence des matrices thermodurcissables, cette transformation est
réversible et ne génére aucune chaleur intrinséque. Le polypropyléne (PP) est parmi les

matrices thermoplastiques la plus utilisées aujourd’hui.

Les matrices métalliques

Les matrices métalliques se présentent sous une forme monophasée (un métal pur ou
une solution solide comme le magnésium et le titane) ou multiphasée (un alliage durci par
précipitation comme Paluminium et ses alliages). Comparativement aux matrices orga-
niques, les matrices métalliques présentent une meilleure tenue en température, permet-
tant ainsi de pousser les limites d’utilisation des matériaux composites aux environnements
a fortes réactions exothermiques. Cependant, les métaux sont plus lourds et plus sensibles

a la dégradation de l'interface fibre-matrice ainsi qu’a la corrosion que les matrices poly-

meéres.

Les matrices céramiques

Une matrice en céramique peut étre constituée d’'une ou de plusieurs phases. [’utilisa-
tion des matrices céramiques a plusieurs phases a pour but d’améliorer les propriétés mé-
caniques du matériau composite. C’est en particulier le cas des matrices auto-cicatrisantes
qui incluent des composés du bore. Le choix des matrices céramiques est justifié princi-
palement par leur résistance a de fortes températures (supérieures a 2000°C), en plus
de leurs propriétés mécaniques intéressantes et leur faible masse volumique. Cependant,
le principal inconvénient des matrices céramiques est leur fragilité, ce qui les rend trés
sensibles aux défauts (fissures). Le carbone, le carbure de silicium et le nitrure de silicium

sont, trois exemples de matrices céramiques.

1.1.2 Les renforts

Le renfort assure la résistance et les performances mécaniques du matériau composite
et il est généralement beaucoup plus rigide et plus résistant que la matrice. Les renforts
peuvent étre classés en deux grandes familles : les renforts organiques et les renforts
IMOTganiques.

En particulier, nous exposons dans les deux paragraphes suivants les propriétés de deux
fibres usuelles largement utilisées dans les applications industrielles, en ’occurrence les

fibres de verre et de carbone.
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Fibres de verre

Les fibres de verre présentent un excellent rapport performance/prix qui les place de
loin au premier rang des renforts utilisés actuellement dans les applications utilisant les
matériaux composites. Elles sont obtenues & partir de sable (silice) et d’additifs (alumine,
carbonate de chaux, magnésie et oxyde de bore). Nous pouvons distinguer trois types de
fibres de verre :

— FE : pour les composites de grande diffusion et les applications courantes;

— R : pour les composites & hautes performances;

— D : pour la fabrication de circuits imprimés.

Fibres de carbone

Les fibres de carbone présentent de trés bonnes propriétés mécaniques et sont élaborées
a partir d’'un polymeére de base, appelé précurseur. Actuellement, les fibres précurseurs
utilisées sont des fibres acryliques élaborées a partir du Polyacrylonitrile. Parmi les fibres
de carbone utilisées dans les applications industrielles, nous citons les fibres T300, T700,
T800, MR40, TR50, IM6 et IMT.

1.1.3 Types de matériaux composites
Composites a fibres courtes

De nombreuses fibres, comme les fibres de verre et de carbone, peuvent étre découpées
en longueurs courtes et ensuite utilisées comme renfort pour fabriquer des piéces com-
posites (figure 1.4). La longueur des fibres et leur orientation aléatoire dans la matrice
rendent le comportement du matériau composite quasi-isotrope. En comparaison avec les
composites & fibres longues et continues, les composites a fibres courtes présentent des
propriétés mécaniques souvent faibles, ce qui limite leur utilisation dans des applications

de structure.

Composites unidirectionnels

Le matériau composite unidirectionnel (UD) est la forme de base des composites a
fibres continues (figure 1.5). La rigidité du matériau composite UD est plus importante
suivant la direction des fibres comparée aux autres directions. Ainsi, les composites UD
sont considérés comme des matériaux isotropes transverses, ce qui signifie qu’ils présentent
une direction (la direction des fibres) ayant des propriétés mécaniques différentes des deux

autres directions principales.
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FIGURE 1.5 : Matériau composite a renfort fibreuz unidirectionnel.

Composites stratifiés

Les composites stratifiés sont constitués de couches (ou plis) UD empilées et renforcées par
des fibres longues dont la direction principale différe d’une couche a lautre (figure 1.6).
Cette architecture confie au matériau composite une rigidité renforcée suivant les diffé-
rentes directions des couches. En particulier, les propriétés efficaces du stratifié varient en
fonction de 'orientation et de I’épaisseur des couches individuelles. L’épaisseur de chaque
pli est généralement trés faible, de 1’ordre de 0,125 mm pour un stratifié carbone/époxyde

utilisé dans la construction aéronautique.

FIGURE 1.6 : Matériau composite stratifié constitué de couches parfaitement liées.
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Composites tissés

Les fibres souples, comme les fibres de verre et de carbone, peuvent étre tissées et en-
suite imprégnées d’une matrice. Ce type de matériaux composites regroupe les composites

tissés de type 2D (renfort & deux directions) et 3D (renfort a trois directions).

Composite tissé 2D Un renfort tissé 2D est composé d’'un entrelacement de fils de
chaine et de fils de trame positionnés perpendiculairement les uns par rapport aux autres
(figure 1.7). L’agencement entre les méches est souvent périodique selon une ou plusieurs
directions. Cette périodicité se décrit d’'une maniére conventionnelle en terme de cellule
de base qui permet de reproduire ’ensemble du tissé par simple translation suivant les

directions chaine et trame.

FIGURE 1.7 : Renfort tissé 2D de type taffetas.

Composite tissé 3D Le tissage angle interlock 3D est une extension de la technologie
de tissage 2D. Il est tissé par trois directions de renforcement : le renfort dans la direction
chaine, le renfort dans la direction trame et le renfort dans la direction de I’épaisseur. Ce
dernier ondule a travers toutes les couches d’empilement des méches sens trame, comme
illustré sur la figure 1.8. Ce type de tissage est connu sous le nom de through-the-thickness

angle-interlock.

Composites sandwichs

Un composite sandwich résulte généralement de 1’assemblage de deux peaux minces et
rigides collées a une ame épaisse et de faible masse volumique (figure 1.9). L’épaisseur de
I’ame permet d’améliorer la rigidité de flexion du matériau sandwich tout en conservant
un poids trés faible. Les peaux, de faible épaisseur et constituées généralement de com-

posites stratifiés, sont sollicitées principalement en traction-compression. .’ame travaille
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FIGURE 1.8 : Renfort tissé 3D (en anglais, through-the-thickness angle-interlock fabric).

principalement en cisaillement et elle est généralement composée d’un matériau alvéolaire

comme les mousses polymeéres.

FIGURE 1.9 : Ezemples de matériaux composites sandwichs.

Par ailleurs, les matériaux sandwichs souffrent des contraintes inter-laminaires au niveau
de l'interface A&me/peau pouvant causer leur ruine. En outre, leurs propriétés mécaniques
transverses sont faibles car elles sont controlées par le matériau constituant ’ame, choisi
plutét pour sa faible masse volumique que ses propriétés mécaniques. L’ajout de renforts

transverses peut dans ce cas renforcer le matériau sandwich suivant 1’épaisseur.

Matériau sandwich cousu L’idée de la couture mise en place sur un empilement
monolithique est reprise dans le cas des composites sandwichs comme illustré sur la figure
1.10. Les coutures ainsi introduites participent a la cohésion entre les couches du sandwich
et soulagent 'interface d’adhésion des efforts de cisaillement. De plus, la qualité de ces

renforts permettent d’envisager des gains non négligeables des propriétés transverses .

Matériau sandwich a renfort en forme de 8 Ces composites présentent une ame

directement tissée avec les peaux par le biais de renforts verticaux sous forme de méches
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FIGURE 1.10 : Matériau sandwich cousu.

en créneaux. Seuls les renforts transversaux assurent 1’écartement des peaux. Ces renforts

qui doivent étre théoriquement verticaux sont en réalité en forme de 8 (figure 1.11).

FIGURE 1.11 : Matériau sandwich renforcé par des fibres transversales en forme de 8.

1.2 Modélisation des matériaux composites

Traditionnellement, les essais expérimentaux sont les premiers a étre considérés pour
étudier et caractériser le comportement mécanique des matériaux composites. Cependant,
ces essais sont souvent onéreux et nécessitent parfois un temps de réalisation trés impor-
tant, ce qui rend la modélisation des matériaux composites plus que primordiale dans de
nombreuses situations.

[’étude du comportement mécanique d’'un matériau composite s’articule autour de
trois échelles différentes : I’échelle microscopique, I’échelle mésoscopique et I’échelle macro-
scopique. Considérée comme l’échelle des constituants élémentaires du composite, I’échelle
microscopique tient compte, en particulier, de la taille caractéristique de la fibre élémen-
taire ainsi que de son diamétre (dimensions de I'ordre du micro-métre). L’échelle méso-
scopique est a son tour 1’échelle des constituants intermédiaires (par exemple, une couche
dans un composite stratifié). A cette échelle, nous ne distinguons plus les fibres de la ma-

trice et le matériau composite est alors modélisé par des milieux homogénes dont 1’ordre
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de grandeur est de quelques dixiémes de millimétres. Enfin, 1’échelle macroscopique est
une échelle correspondante a la taille de la structure composite. Pour cette échelle, la taille
caractéristique est généralement de 'ordre du centimétre ou de dizaines de centimétres.
L’échelle définissant le matériau composite apparait donc comme un parameétre détermi-
nant de sa modélisation.

La détermination, via le concept d’homogénéisation, des propriétés mécaniques effec-
tives d’un matériau composite a partir des caractéristiques de la matrice et du renfort est
historiquement la premiére voie retenue. Ce concept consiste a décrire le comportement
mécanique complexe du matériau composite (milieu hétérogéne) par un milieu homogéne

équivalent.

1.2.1 Milieu homogéne équivalent

Le comportement mécanique effectif d’un matériau composite dépend naturellement
de celui de ses constituants. Par conséquent, les propriétés élastiques et géométriques de
chaque constituant accentue le degré d’hétérogénéité du matériau composite. Il convient
donc de prendre en compte l'effet de chacune de ces hétérogénéités pour modéliser le
comportement effectif du matériau composite. Cette démarche semble étre compromise
par les limites des outils de calcul actuels. La définition d’un milieu homogéne équivalent
au matériau composite permet de contourner ces difficultés. Le matériau composite est
alors représenté par une seule phase homogéne (figure 1.12). Dans ce cas, ’homogénéisa-
tion peut étre interprétée comme une méthode de modélisation qui permet de réaliser la

transition entre 1’échelle microscopique et les échelles mésoscopique et macroscopique.

H

Milieu hétérogene Milieu homogene équivalent

(a) (b)

FIGURE 1.12 : Principe de [’homogénéisation : (a) matériau composite représenté par ses deux
phases discontinues (fibres et matrice) et (b) milieuw homogéne équivalent au
matériau composite représenté par une seule phase continue.

De part son architecture, I'analyse microscopique du matériau composite met en évi-
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dence la discontinuité de la matiére dans son volume. Le milieu équivalent défini pour
analyser le comportement du matériau composite est supposé continu. LLa méthode d’ho-
mogénéisation repose sur cette hypothése de continuité de la matiére qui lui donne la
possibilité de s’affranchir des différents problémes liés a I'hétérogénéité. Il est nécessaire
de souligner que la technique d’homogénéisation ne peut représenter le comportement
du matériau composite que dans le cadre des approximations utilisées lors de son implé-
mentation. Il convient aussi de noter que cette méthode peut étre basée sur des modéles

analytiques, numériques ou bien une combinaison des deux.

1.2.2 Meéthodologie des modéles micromécaniques

L’exploitation de 'homogénéisation par des modéles micromécaniques repose sur un
certain nombre d’hypothéses comme la transition entre I’échelle microscopique des consti-
tuants et I’échelle macroscopique de la structure. Ces hypothéses conditionnent également
le domaine de validité associé a la solution du probléme. Cette méthodologie peut étre

résumeée par les points suivants :

— Simplifier la représentation du milieu hétérogéne représentatif du matériau com-
posite ;

— Estimer ou quantifier le comportement mécanique effectif des matériaux hétéro-
geénes a élaborer;

— Améliorer le caractére prédictif des lois de comportement des structures composites.

Plusieurs modéles d’homogénéisation micromécaniques existent dans la littérature. Ils

sont principalement formulés & partir des deux hypothéses suivantes :

— Les fibres et la matrice présentent un comportement élastique linéaire isotrope ;
— L’interface fibre/matrice est supposée parfaite, ce qui exclut les problémes de dé-

cohésion interfaciale.

Généralement, 'homogénéisation analytique se déroule suivant trois étapes principales :
d’abord, la représentation du milieu hétérogéne étudié, ensuite, la localisation qui permet
d’établir les relations de passage de 1’échelle macroscopique a I’échelle microscopique et
enfin, 'homogénéisation qui reprend les résultats des analyses précédentes et détermine la
réponse moyenne des grandeurs physiques. A partir de cette derniére étape, les relations
de passage de I’échelle microscopique a 1’échelle macroscopique sont établies en mettant

en évidence les propriétés effectives du matériau composite.
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Etape de représentation

La détermination des propriétés effectives d’un matériau composite par la technique
d’homogénéisation passe d’abord par la définition d’un Volume Elémentaire Représentatif
(VER), formé a partir de I’ensemble des phases qui constituent le matériau composite
(figure 1.13). Ce VER doit satisfaire deux conditions [9] :

— Etre plus grand que la taille caractéristique des constituants afin que leur nombre
total soit suffisant pour permettre une représentation statistique correcte du ma-
tériau étudié.

— Etre plus petit que la taille caractéristique d’une structure mécanique pour pouvoir

étre remplacé par un matériau homogéne équivalent lors d’un calcul de structure.

FIGURE 1.13 : Modélisation du comportement effectif d’un matériau composite & partir de la
définition d’un Volume Elémentaire Représentatif (VER).

La connaissance des caractéristiques des phases d’un matériau composite (tenseurs d’élas-
ticité de la matrice et du renfort, répartition spatiale des fibres, fraction volumique des
fibres, diamétre et longueur moyenne des fibres, etc.) est un point trés important dans
le processus d’homogénéisation. Chaque phase 7 est décrite par une loi de comportement

locale :
ot=C": ¢t
o (1.1)
e=58":0"
avec o et g, respectivement, les contraintes et les déformations locales de la phase ¢
a I’échelle microscopique. C* et S* sont, respectivement, les tenseurs de rigidité et de

souplesse de la phase 1.
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Etape de localisation

Cette étape a pour but de lier les grandeurs définies & 1’échelle microscopique (o et €)

aux quantités équivalentes définies a 1’échelle macroscopique (X2 et E) :
ee=A": E' ot=B':X! (1.2)

A et B sont, respectivement, les tenseurs de localisation des déformations et des contraintes,
contenant des informations sur la microstructure du matériau composite. Ces deux ten-
seurs de localisation sont caractéristiques de chaque modéle micromécanique et leurs ex-

pressions différent d’'un modéle & un autre.

Etape d’homogénéisation
Cette étape vise a exprimer le comportement du milieu homogéne équivalent en moyen-
nant les solutions de I’étape de localisation comme suit, :

S =(o), E=I(e) (1.3)

(o) et (e) sont, respectivement, les tenseurs des contraintes et des déformations moyennes
calculés sur le VER.

Ces deux formules peuvent s’écrire aussi en fonction de la fraction volumique f* de chaque

phase :
N=f0C°:e+) fiC:E
ot (1.4)
E:f0€O+Zfi€i
i=1
La combinaison de ces deux derniéres équations donne :
X=C°:E+) f(C'-C°:¢ (1.5)
i=1
et .
E=S8°:X+) f(8-5°:0° (1.6)
i=1

ot fC est la fraction volumique de la matrice, C° et S° sont, respectivement, les tenseurs
de rigidité et de souplesse de la matrice tandis que C*? et S* sont, respectivement, les
tenseurs de rigidité et de souplesse de la phase 1.

En introduisant la relation (1.2) dans les équations (1.5) et (1.6), nous déduisons les ex-
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pressions suivantes des tenseurs de rigidité et de souplesse effectifs du matériau homogéne
équivalent :
Ce=C°+) fi(C'-C"): A
ot (1.7)
§e=8°+> [ (8°-8°:B
i=1

Jusqu’a présent, la démarche présentée est commune a tous les modéles micromécaniques.
L’accés aux tenseurs de rigidité et de souplesse effectifs du composite est conditionné par
la définition des tenseurs de localisation A et B. Nous rappelons que ces deux tenseurs

différent d’'un modéle analytique a un autre.

1.3 Modéles micromécaniques

Les modéles micromécaniques sont principalement des formulations analytiques qui
permettent d’estimer les propriétés élastiques effectives des matériaux composites a partir
des propriétés physiques de leurs microstructures (propriétés élastiques des constituants,
forme du renfort, position et orientation des fibres, etc.). Dans les paragraphes suivants,

nous exposons quelques modéles analytiques de la littérature.

1.3.1 Bornes de Voigt et de Reuss

Les modéles de Voigt [10] et de Reuss [11] sont considérés comme les modéles analy-
tiques les plus simples de la modélisation micromécanique. Ces modéles nécessitent peu
d’informations sur la microstructure du matériau composite et sont donc utilisés lorsque
ces données sont restreintes. Dans cette configuration, seule la connaissance des fractions
volumiques des constituants et leurs propriétés élastiques est nécessaire. Les approxi-
mations de ces deux modéles simples définissent les bornes supérieure et inférieure des
propriétés élastiques effectives du matériau composite comme illustré sur la figure 1.14.
Etant donné que ces deux modéles ne prennent pas en compte la microstructure du ma-
tériau composite, le modéle de Voigt a tendance a surestimer ses propriétés effectives,

tandis que le modéle de Reuss les sous-estime [12].

Borne de Voigt (modéle paralléle)

Dans le modeéle de Voigt, dit aussi modeéle paralléle [10], la déformation est supposée

constante dans tout le VER et égale a la déformation macroscopique € = E. Cette
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hypothése donne lieu & 'approximation suivante du tenseur de rigidité effectif du VER :
Ce=C°+> f(C'-C%) =) fC (1.8)
i=1 i=0

Borne de Reuss (modéle série)

Le modéle de Reuss, dit aussi modéle série [11], est le conjugué du modeéle de Voigt.
Dans ce modeéle, c’est la contrainte qui est supposée constante plutot que la déformation.

Par conséquent, 'approximation du tenseur de souplesse effectif du VER est donnée par :

Se=8°+) (S -8 =) rs& (1.9)
=1 =0

Borne supérieure de Voigt

Borne inférieure
de Reuss

Tenseur des propriétés effectives

>

0 Fraction volumique des fibres

FIGURE 1.14 : Evolution du tenseur d’élasticité effectif du matériau composite estimée par les
modeéles de Voigt et de Reuss.

1.3.2 Modéle d’Halpin-Tsai

Contrairement aux modéles de Voigt et de Reuss, le modéle d’Halpin-Tsai [13, 14]
considére un paramétre ¢ qui prend en compte le rapport de forme L¢/D du renfort (L
et Dy sont, respectivement, la longueur moyenne des fibres et leur diamétre). Le modéle

peut étre exprimé sous la forme suivante :

1 S|
P. =P, (M) avec n= 1;’” (1.10)
L=nf e+ ¢
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f est la fraction volumique du renfort, P, est la propriété élastique effective recherchée
du matériau composite (comme son module d’Young) et Ps et P, sont celles du renfort
et de la matrice, respectivement. ¢ est un parameétre qui dépend de la géométrie, de la

distribution et de la fraction volumique des fibres [13, 14].

1.3.3 Probléme de ’inclusion d’Eshelby

Les travaux d’Eshelby [15] ont permis de résoudre le probléeme de l’inclusion qui vient
perturber localement 1I’équilibre de la matrice. Selon la nature de I'inclusion, deux versions

homogene et hétérogéne de ce probléme existent.

Probléme de I’inclusion homogéne

Dans cette premiére version, Eshelby [15] a étudié I’équilibre mécanique d’une inclusion
de forme ellipsoidale, plongée dans une milieu infini appelé matrice, et possédant les
mémes propriétés élastiques que la matrice (figure 1.15). En particulier, Eshelby a relié
la déformation libre s:f dans une inclusion isolée de son environnement a la déformation
de l'inclusion €7 au sein de la matrice par le biais d’'un tenseur d’ordre 4, appelé tenseur
d’Eshelby et noté Sg :

L
€IZSEZ€I (111)
T T
//// \\\\\\
/// \\\\
.
/// \\\\
// \\
/ \,
/ \

/ \

/ |

/ /
{ /

4

% M ///
\ s

\ 2 . . . .

e - 1:inclusion ellipsoidale

NS 4
\\\ 4 . .
~~ e M : domaine de la matrice

FIGURE 1.15 : [llustration du probléme de l'inclusion homogéne.

Il convient de noter que le tenseur d’Eshelby dépend de la forme de l'inclusion, de son

orientation et du tenseur de rigidité de la matrice Cy.
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Probléme d’Eshelby hétérogéne

D’une fagon générale, le probléme d’Eshelby hétérogéne étudie 1’équilibre d’une inclu-
sion ellipsoidale I qui posséde des caractéristiques mécaniques différentes de celles de la
matrice. L’inclusion, de rigidité Cy, est plongée dans une matrice infinie M de rigidité
Cy. L’ensemble est soumis a une déformation homogéne a 'infini d’intensité E,. Eshelby
[15] a montré que la déformation €; dans I'inclusion est homogéne et dépend linéairement

de la déformation imposée a l'infini :

er=[I+8Sg:S0:(Cr—Cy)] ': Ey (1.12)

[ J/
-~

Ag

I est le tenseur identité d’ordre 4 et Ag s’appelle le tenseur de localisation d’Eshelby.

Il est intéressant de noter que le modéle d’Eshelby ne peut pas étre représentatif d’un
matériau composite dépassant une certaine concentration d’hétérogénéité. En effet, il ne
considére que les perturbations locales des champs de contrainte et de déformation dans la
matrice sans prendre en compte les interactions avec les autres phases. De plus, la fraction

volumique du renfort doit étre inférieure a 1% pour pourvoir utiliser ce modéle [16].

1.3.4 Schéma dilué d’Eshelby

Ce modéle s’applique aux milieux hétérogénes constitués de n inclusions au sein d'une
matrice. Chaque inclusion se comporte comme si elle était seule noyée dans la matrice. Il
s’agit donc d’appliquer le résultat du probléme d’Eshelby hétérogéne (équation (1.12)) a

chaque inclusion afin d’obtenir le tenseur d’élasticité effectif du composite :

n A o
Ce=Co+ Y ['[Sk:So+(C;i—Co)'] (1.13)
i=1
Le schéma dilué ne tient pas compte des interactions entre les inclusions. Il est donc limité

aux matériaux composites ayant une faible fraction volumique de renforts.

1.3.5 Schéma de Mori-Tanaka

Contrairement au schéma dilué d’Eshelby, le schéma de Mori-Tanaka [17] tient compte
de l'interaction entre les différentes inclusions au sein d’une matrice. Ce schéma est basé
sur la solution du probléme d’Eshelby. Les inclusions sont supposées réparties de maniére
isotrope et se comportent, en moyenne, comme des inclusions isolées dans une matrice

infinie. Le tenseur de localisation de Mori-Tanaka de l'inclusion i (i = 1,n), noté Apsr,
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est donné par I'expression suivante [18, 17] :

n

Apr' = AL [Z fﬂ'AfE] (1.14)

j=1

Le tenseur d’élasticité effectif du composite selon le modeéle de Mori-Tanaka s’écrit, :

n
CM" =Co+ > f'(Ci—Co): Ay (1.15)

i=1
Dans le modéle de Mori-Tanaka, 'interaction entre les inclusions est prise en compte
mais de maniére simplifiée. Ainsi, ce modéle s’applique correctement lorsque la fraction

volumique du renfort reste modérée, typiquement inférieure a 25% [1].

1.3.6 Schéma auto-cohérent

Dans le modéle auto-cohérent [19, 20|, chaque phase du matériau composite est assi-
milée & une inclusion ellipsoidale dans un milieu infini possédant les propriétés effectives

C. recherchées. Le tenseur de localisation de la phase i s’écrit, d’apreés la relation (1.12) :
AL =[I+S,:80:(Ci—Cp)] ! (1.16)

En utilisant I’équation (1.7), le tenseur de rigidité effectif du matériau composite est donné
par :
n
Ce=Co+ Y [(Ci—Co): [T+8y:S0:(C;i—Co)] ™" (1.17)
i=1
Contrairement au modéle de Mori-Tanaka, le calcul du comportement effectif du matériau
composite est implicite dans le cas du modéle auto-cohérent. En effet, le milieu de référence
du modéle de Mori-Tanaka est connu (la matrice), mais il est a priori inconnu avec le
modéle auto-cohérent (le milieu homogéne effectif recherché). Généralement, il est difficile
de résoudre le probléme auto-cohérent directement & partir de I'équation (1.17). Il est donc

résolu de maniére numérique a I'aide d’'une méthode itérative.

1.4 Modéles numériques

L’analyse du comportement mécanique des matériaux composites en utilisant les mo-
déles micromécaniques peut s’avérer insuffisante, notamment avec le développement de

nouveaux matériaux composites. Ces derniers se caractérisent par une architecture souvent
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complexe du renfort (comme les composites cousus) introduite pour améliorer les perfor-
mances des matériaux composites classiques. Les hypothéses adoptées dans les modéles
analytiques classiques ne prennent pas en compte la complexité de ces nouveaux maté-
riaux et structures. Avec le développement des outils de calcul, de nombreux modéles
numériques ont été développés pour la prédiction des propriétés effectives des matériaux
composites. En 'occurrence, la méthode des éléments finis est devenu un outil pratique
pour I’étude de leur comportement. Les modéles éléments finis peuvent étre classés en
deux catégories : la premiére sera qualifiée d’approche directe et la deuxiéme d’approche
indirecte. Il convient de noter que la qualification directe ou indirecte concerne la modéli-
sation du renfort au sein de la matrice. En effet, le renfort est discrétisé comme la matrice
dans une approche directe alors qu’il n’est pas explicitement modélisé dans une approche

indirecte.

1.4.1 Modéles numériques basés sur une approche directe

Ce premier type de modeéles numériques permet une représentation directe et explicite
du renfort au sein de I’espace matrice quelles que soient la géométrie des fibres et leur
orientation. Pour estimer les propriétés effectives d’'un matériau composite, il convient de
définir un VER qui le représente au mieux comme considéré avec les approches micro-
mécaniques. La deuxiéme étape d’une modélisation numérique directe consiste a mailler
les fibres et 1’espace matrice du VER. En l'occurrence, deux méthodes de maillage ont
été proposées dans la littérature pour discrétiser le VER : une premiére méthode dite de
maillage libre et une deuxiéme dite de maillage régulier. Ces deux méthodes de maillage

sont illustrées a la figure 1.16.

Méthode de maillage libre

Cette méthode consiste a mailler la matrice et le renfort du VER par le méme type
d’élément en respectant, en particulier, la coincidence entre les noeuds des deux maillages
(figure 1.17). La figure 1.18 montre les étapes suivies pour créer le maillage d'un VER
3D : d’abord, le renfort est maillé et ensuite, ’espace matrice est discrétisé en veillant
a la coincidence entre les noeuds des deux maillages. [’étape de maillage est suivie par
I’application des conditions aux limites et de chargement sur le VER et ces derniéres sont
en général associées a une déformation ou une contrainte macroscopiques homogénes.
Kari et al. [2] ont considéré la méthode de maillage libre pour évaluer les propriétés
effectives d’'un matériau composite constitué d’'une matrice en Aluminium renforcée par

des fibres courtes de Carbure de Silicium (figure 1.18). Ces fibres sont unidirectionnelles et
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(b)

FIGURE 1.16 : Modélisation par éléments finis d’'un VER basée sur une approche directe : (a)
maillage libre utilisant des éléments tétraédriques et (b) maillage régulier utili-
sant des éléments hexaédriques (d’apres [1]).

Renfort

Matrice —

Noeuds
en commun

FIGURE 1.17 : Grossissement sur un maillage 3D libre non régulier mettant en évidence la
jonction (coincidence) entre les noeuds des maillages du renfort et de la matrice

(d’apres [1]).

de forme cylindrique et leur fraction volumique varie entre 10 et 40%. Le VER considéré
a été généré a I'aide d’un algorithme d’adsorption séquentielle aléatoire [21], modifié pour
avoir une distance minimale entre les fibres voisines et une orientation uniformément
répartie des fibres dans le VER. Cet algorithme permet de placer les fibres de maniére
séquentielle, c’est a dire les unes aprés les autres, dans un volume fixe et ce jusqu’a
I'obtention de la concentration de fibres souhaitée. Dans ce modéle, la matrice et les
fibres courtes du VER ont été maillées par des éléments tétraédriques a 10 noends avec

une intégration numérique compléte. Kari et al. [2] ont étudié également I’effet du rapport
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de forme des fibres courtes (allant de 1 & 15) et ont montré que ce paramétre influe peu

sur le module d’Young effectif du matériau composite.

(a) (b)

FIGURE 1.18 : Les étapes de construction du maillage d’un VER 3D par la méthode de maillage
libre d’aprés Kari et al. [2] : (a) maillage libre non régulier des fibres et (b)
maillage libre non régulier des deux phases du VER.

D’autres travaux utilisant la méthode de maillage libre ont été réalisés par Gusev, Hine et
Lusti [22, 23, 24] sur des composites verre/polypropyléyne [23, 24] et verre/époxyde [22].
Ces travaux ont utilisé la méthode de Monte Carlo pour générer les fibres a l'intérieur
du VER. La méthode de Monte Carlo consiste a choisir un arrangement initial des fibres
qui peut étre ajusté en appliquant des perturbations statistiques afin de se rapprocher le

mieux possible de la distribution souhaitée.

Méthode de maillage régulier

Il s’agit d’établir un maillage régulier (un pavage) en fixant le nombre d’éléments
selon une aréte dans le volume du VER. Ce maillage attribue aux éléments finis les
caractéristiques de la phase dans laquelle ils sont situés. Les constituants peuvent étre
discrétisés selon deux méthodes : par élément et par point d’intégration.

Dans le cas de la discrétisation par élément, & chaque élément du maillage sont affectées
les propriétés de la phase dans laquelle se trouve son centre de gravité. Cette méthode est
relativement simple & mettre en ceuvre. Il convient de noter que chaque élément appartient
a une seule phase, ce qui conduit a discrétiser 'interface particule-matrice en marches

d’escalier comme le montre la figure 1.19a.
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(b)

F1GURE 1.19 : Maillage régulier d’un VER : (a) discrétisation par élément et (b) discrétisation
par point d’intégration (d’apres [1]).

Pour la discrétisation par point d’intégration, a chaque point d’intégration d’un élément
du maillage sont affectées les propriétés de la phase dans laquelle il se situe (figure 1.19b).
Ainsi, un élément fini peut appartenir a plusieurs phases. L’interface fibre-matrice est,
quant a elle, décrite par un saut de propriétés dans I’élément fini. Cette technique de

maillage est également appelée méthode des éléments multiphasés |25, 26).

1.4.2 Modéles numériques basés sur une approche indirecte

Comme nous ’avons évoqué précédemment, 'inconvénient majeur des modélisations
basées sur une approche directe est la génération du maillage des fibres et la coincidence
des noeuds des éléments fibres avec ceux des éléments de ’espace matrice du VER. De
plus, lorsque la fraction volumique des fibres est relativement élevée, la matrice présente
des ligaments de faible épaisseur quand la distance entre les fibres devient faible. En
conséquence, la taille des éléments finis doit étre adaptée pour obtenir une précision
acceptable pour les ligaments fins.

Ces limites peuvent étre dépassées si nous nous affranchissons du maillage des fibres.
En l'occurrence, un certain nombre de méthodes numériques, qualifiées d’indirectes dans
ce travail, ont été développées afin de tenir compte discrétement (ou implicitement) de
la présence du renfort au sein de la matrice. Ces méthodes ont l'avantage de réduire
considérablement les problémes de coincidence des maillages de la matrice et du renfort
et d’éviter ainsi le raffinement du maillage, ce qui réduit notablement les temps de calcul.
Phillips et Zienkiewicz [4] et Elwi et Murray [3] ont développé de nouveaux éléments fi-
nis compatibles de membrane qui tiennent compte de la présence du renfort au sein de

I'élément (figure 1.20). Ces éléments sont définis en ajoutant des couches de renforcement
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n
(1) (&m0

-

*——0—‘ n=cst

Deux couches
de renforcement

X

FIGURE 1.20 : Renforcements intégrés le long des lignes de coordonnées locales (d’aprés [3, 4]).

alignées avec I'une des coordonnées locales de I’élément isoparamétrique. Ces représenta-
tions sont limitées & des problémes ayant des couches de renforcement a section droite et
des maillages rectilignes. Cette formulation a été généralisée par la suite par Elwi et Hru-
dey [27] pour des couches de renforcement de forme quelconque, noyées dans un élément
de membrane d’ordre supérieur. La couche de renforcement est exprimée en coordonnées
globales indépendamment du maillage de la matrice. Cette approche est plus avantageuse
que celle proposée par Elwi et Murray [3] car la géométrie de la couche de renforcement n’a
pratiquement aucun impact sur le choix du maillage de la matrice. Dans ce contexte, nous
citons les travaux de Pinto [28] qui a présenté une formulation d’un élément de renforce-
ment intégré (embedded element) encastré et orienté de fagon quelconque. Cependant, la
description de la couche de renforcement est supposée connue dans l’espace isoparamé-
trique local de I’élément, ce qui limite I’étendue de cette approche. En effet, si la couche
de renforcement suit une limite de I’élément, sa position dans 'espace isoparamétrique
local est connue. Par contre, si la couche de renforcement suit une courbe arbitraire &
travers I’élément, il serait alors difficile de déterminer sa position dans le repére global de
I’élément.

Une autre formulation connue sous 'approche de la force de fibre (fiber force approach)
a été introduite par Radtke et al. [5]. Elle consiste & représenter les fibres par des forces
de réaction autour de leurs extrémités comme montré dans la figure 1.21. Dans cette
approche, les fibres sont simplement représentées par leurs réactions sur la matrice. Ces
forces de réaction sont supposées égales aux forces mesurées lors d’un test d’arrachement
sur les fibres et ce en fonction de la distance d’extraction. Si une fibre fait le pont d’une
fissure, une distance de retrait est dérivée de l'ouverture de la fissure et les forces d’ar-

rachement sont appliquées a la matrice (figure 1.21). Cette approche permet donc de ne
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pas discrétiser le renfort, ce qui signifie que le nombre de degrés de liberté du systéme
a résoudre n’augmente pas avec le nombre de fibres. Cependant, il est inhérent & cette
méthode que ni la fibre ni I'interface fibre-matrice ne sont modélisées individuellement.
En outre, il est difficile de connaitre I’état de contrainte le long de la fibre et au niveau

de l'interface fibre-matrice car ni la fibre ni 'interface ne sont modélisées réellement.

Fibre Matrice ~ Maillage EF

Les forces Fissure
qui représentent la fibre

FIGURE 1.21 : L’approche de la force de fibre : la fibre est représentée par ses forces de réaction
appliquées au maillage de la matrice (d’aprés [5]) .

La méthode des éléments finis étendus (XFEM) a été également considérée pour modéliser
les fibres dans un domaine matrice sans la nécessité de les discrétiser. L.’idée principale
de I'approche XFEM est d’enrichir les éléments finis standards qui modélisent 1’espace
de la matrice avec des fonctions nodales capables de représenter les hétérogénéités et les
discontinuités dues a la présence du renfort sans le représenter explicitement [29, 30, 31].
La méthode XFEM est basée sur la méthode de partition de 'unité (PUM : Partition
of Unity Method) proposée par Babuska et Melenk [32, 33|. La méthode PUM repose
sur I'utilisation de fonctions d’enrichissement pour introduire des discontinuités (fibres)
dans des éléments finis standards, représentant I’espace matrice, ainsi que des fonctions
de niveau pour localiser ces discontinuités. En se basant sur la méthode PUM, Radtke et
al. [34] ont proposé un modéle qui représente les fibres par des inclusions élastiques sans
les discrétiser. Dans ce modéle, le champ de déplacement est amélioré par I'information au
niveau de l'interface fibre-matrice, représentant le décollement de la fibre ou la propagation
d’une fissure. L’utilisation d’une fonction d’enrichissement égale a 1 dans la fibre et 0
ailleurs conduit & une formulation qui permet d’inclure un nombre quelconque de fibres
distribuées et orientées arbitrairement dans le maillage de la matrice (figure 1.22).

Les fibres peuvent également étre modélisées par des éléments barres au sein des éléments
standards, représentant ’espace de la matrice. Les degrés de liberté des éléments fibres
sont ensuite exprimés en fonction de ceux des éléments qui représentent I’espace matrice.

Dans ce cas, nous pouvons citer les travaux de Vanalli et al. [6, 7] qui ont développé
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. ) Composite renforcé
Fibres Matrice

______________________________ par des fibres
""" Fibres discrétes Maillage Fibres ne coincident

pas avec le maillage

FIGURE 1.22 : Fibres discrétes réparties dans un espace matrice maillé avec des éléments qua-
drilatérauz (d’aprés [5]).

une formulation par éléments finis qui prend en compte la présence du renfort dans un
domaine matrice plan sans augmenter le nombre total de degrés de liberté du modéle
numérique de base (figure 1.23). L’approche proposée dans ces travaux est basée sur
des considérations cinématiques qui décrivent le déplacement des noeuds des fibres en
fonction de ceux des éléments matrices. Ainsi, chaque fibre ne contribue qu’a ’énergie
de déformation stockée dans le composite, i.e. que I’énergie de déformation du composite
sera la somme des déformations de la matrice et des fibres. Les fibres sont modélisées par
des éléments barres classiques a4 deux noeuds tandis que ’espace matrice est discrétisé par
des éléments triangulaires & dix nceuds. La figure 1.24 montre trois situations différentes
de fibres immergées dans un espace matrice : une fibre longue avec des extrémités dans
deux éléments matrices éloignés, une fibre de taille moyenne avec des extrémités dans
deux éléments voisins et une fibre courte a l'intérieur d’un seul élément matrice. Vanalli
et al. [6, 7| ont remarqué qu’une connexion non conforme se produit le long de 'interface
fibre-matrice lorsqu’un élément de fibre de premier ordre est couplé & un élément matrice
d’ordre supérieur. Récemment, Sampaio et al. [35] ont enrichi la formulation de Vanalli et
al. [6, 7] pour permettre aux éléments fibres d’étre couplés avec des éléments matrices de
n’importe quel ordre, afin d’assurer une adhésion totale entre la fibre et la matrice. Cette

approche a été étendue par la suite pour I’analyse des plaques et coques composites dans
[36].

1.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté une description succincte des matériaux
composites a renfort fibreux et quelques méthodes analytiques et numériques utilisées
pour prédire leur comportement. Bien que l'utilisation des matériaux composites dans
diverses applications soit largement généralisée et diversifiée, les méthodes de calcul et de

simulation jusque la développées présentent encore de nombreuses limites et exigent des
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FIGURE 1.23 : Modélisation d’un matériau composite renforcé par des fibres courtes orientées
de fagon aléatoire sans les discrétiser (d’apres [6, 7]).

FIGURE 1.24 : Trois configurations différentes de fibres immergées dans un maillage de ma-
trice : fibre inter-élémentaire, fibre entre deux éléments voisins et fibre a l'inté-
rieur d’un seul élément (d’apres [6]).

développements supplémentaires.

Le cadre général de la présente étude est d’apporter des éléments de réponse a la modélisa-
tion numérique des matériaux et structures composites basée sur une approche indirecte.
Ainsi, 'objectif principal de notre travail est le développement de nouveaux éléments finis
spéciaux capables de prendre en compte la présence d’un renfort fibreux dans une matrice

sans avoir besoin de le mailler.

Deux points nous ont plus particuliérement intéressés :

— Le développement de modéles éléments finis de membrane et 3D pour la modélisa-
tion des matériaux et structures composites renforcés par des fibres de différentes

longueurs et orientions.
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— L’utilisation d’une formulation éléments finis simple conduisant & des éléments
facilement implémentables dans des codes de calcul industriels comme ABAQUS

et exploitables dans le cadre d’un environnement et une finalité industriels.

Les chapitres suivants sont consacrés a la présentation des formulations linéaire et non-
linéaire géométrique de nouveaux éléments finis spéciaux, basées sur une approche indi-
recte labellisée Approche de la Fibre Projectée (AFP). Cette approche AFP a été récem-
ment proposée par Kebir et Ayad [37].
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour objet le développement d’une approche numérique multi-échelle
simple en vue de modéliser les matériaux et structures composites, en tenant compte de
la présence des fibres dans une matrice continue sans avoir besoin de les mailler. Cette ap-
proche est baptisée Approche de la Fibre Projetée (en anglais, Projected Fiber Approach).
Dans ce chapitre, nous nous proposons d’introduire cette nouvelle approche en dévelop-
pant les aspects géométriques, cinématiques et mécaniques associés. Pour simplifier la mise
en pratique de cette technique, nous ’adapterons en premier lieu aux problémes plans,
a travers le développement de deux éléments finis linéaires de membrane, baptisés PFT3
et PFQ4. Enfin, plusieurs cas tests de validation sont traités pour évaluer la précision de

cette nouvelle approche dans I’étude des structures composites planes.

2.2 Approche de la fibre projetée

L’approche de la fibre projetée, proposée par Kebir et Ayad [37], est basée sur la mé-
thode des éléments finis et représente une alternative numérique simple pour analyser
les structures et matériaux composites. Dans cette approche, nous divisons le matériau
composite en ses deux composantes principales : la matrice et les fibres. Le domaine de
la matrice est maillé par des éléments de membrane ou tridimensionnels standards selon
la modélisation considérée, tandis que les fibres sont représentées, dans cette premiére
étude, par des éléments barres. Les fibres sont traitées comme des entités discrétes et
sont introduites de facon aléatoire ou paramétrée selon leur distribution dans la structure
composite modélisée.

[’approche de la fibre projetée est basée sur des considérations cinématiques qui per-
mettent d’exprimer les variables des fibres en fonction de celles des éléments finis qui
représentent le domaine de la matrice, sans rajouter de nouveaux degrés de liberté au
probléme. Cette approche a la particularité aussi de considérer la fibre comme une partie
intégrée dans la matrice, ot elle est fusionnée a l'intérieur de cet espace pour former le
domaine élémentaire du composite. Elle permet d’étudier facilement les propriétés mé-
caniques et géométriques de la matrice et du renfort, et leur influence sur le comporte-
ment effectif du matériau composite. D’autre part, I’approche de la fibre projetée peut
étre facilement implémentée dans les codes de calcul par éléments finis existants tels que

ABAQUS et ANSYS, a travers les routines utilisateurs comme la routine User ELement
(UEL) d’ABAQUS.
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2.2.1 Le domaine de la matrice

Suivant la modélisation 2D ou 3D adoptée, nous avons choisi de discrétiser le domaine
de la matrice par des éléments triangulaires a trois noeuds (T3) ou quadrilatéraux a quatre
noeuds (Q4) en modélisation plane, et hexaédriques a huit noeud H8 pour les problémes
3D (Figure 2.1).

Q4

FIGURE 2.1 : Eléments finis représentant ’espace de la matrice, en modélisations plane et 3D.

2.2.2 Le renfort

Dans un matériau composite, les fibres sont introduites pour améliorer la rigidité et la
ténacité de la matrice. L’approche de la fibre projetée proposée permet la prise en compte
des fibres courtes ou longues, avec des distributions aléatoires ou paramétrées, a l'intérieur
de la matrice. Dans une premiére approximation, nous proposons de modéliser ces fibres
par des éléments barres a deux noeuds agissant en traction-compression. Les variables des
éléments fibres sont exprimées en fonction de celles de ’élément matrice qui les contient,
pour éviter d’ajouter des variables supplémentaires & celles du domaine de la matrice. Les
fibres sont créées séparément de la matrice et elles peuvent avoir des configurations et des

distributions différentes (voir figure 2.2 dans le cas d’une modélisation plane).

2.2.3 Prise en compte du renfort i l'intérieur de la matrice

Les fibres courtes ou longues sont introduites d’'une maniére discréte dans le domaine
de la matrice et sont représentées par des segments de droite. L’'idée de modéliser les
fibres individuellement et séparément de la matrice permet de tenir compte des différents
paramétres du renfort (longueur, orientation et distribution) dans la matrice, et leur
influence sur le comportement mécanique de la structure composite. Pour un maillage
donné de la matrice, une fibre peut appartenir & un ou plusieurs éléments modélisant
’espace matrice (comme montré sur la figure 2.3). Cela dépend du type de renfort dans
le matériau composite et aussi du raffinement du maillage de la matrice. Les intersections
des fibres avec le maillage de la matrice sont automatiquement effectuées a travers la

plateforme KSP, développée par H. Kebir. Dans ce cas, toutes les fibres (ou parties des
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fibres initiales) traversant un élément matrice sont représentées par des éléments barres
a deux noceuds, et leurs degrés de liberté sont projetés sur ceux de leur élément matrice

correspondant [37]. Ceci permet d’obtenir un systéme d’équations & résoudre équivalent

& celui d’un milieu non renforcé.

Fibres _ — \\/
discontinues — N N=
—— YT

Fibres Fibres
discontinues discontinues

Fibres e A
unidirectionnelles aléatoires

Fibres
continues

Fibres Fibres
continues continues
unidirectionnelles multidirectionnelles

FIGURE 2.2 : Différentes orientations des fibres dans une modélisation plane.

Fibres discrétes Maillage de la matrice Plaque composite

s pd

/ // + :/,\ ////

N I

I:I + Q\Une partie de la fibre initiale modélisée
par un élément barre a deux noeuds
(4]

FIGURE 2.3 : L’approche de la fibre projetée et le traitement des intersections fibre-matrice.
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2.3 Adaptation de ’approche de la fibre projetée aux

problémes plans

2.3.1 Formulation faible de 1’équilibre mécanique

Afin de développer une modélisation simplifiée qui peut représenter les différents
concepts décrits précédemment, une adaptation 2D de I’approche de la fibre projetée
est considérée dans cette section. En 'occurrence, nous considérons un solide composite
2D déformable comme montré sur la figure 2.4. Pour simplifier la discussion, la matrice
et le renfort sont supposés élastiques et isotropes.

Le principe des travaux virtuels (PTV) du composite s’écrit comme pour les solides élas-

tiques déformables, en considérant un champ de déplacements virtuels du comme suit :

\4 , 2% \4 ,
e St

avec dw;, le travail virtuel interne du solide composite et dw.,; le travail virtuel externe

da aux forces surfaciques T et aux forces volumiques de densité f*.

y,V\

xX,u

FIGURE 2.4 : Solide composite 2D.

2.3.2 Approximation par éléments finis

Dans ce qui suit, nous utiliserons les caractéres m et f pour distinguer entre les va-
riables de la matrice et du renfort, respectivement.
[’approximation par éléments finis de I’équation (2.1) est construite en divisant le solide
composite 2D en plusieurs domaines élémentaires. En conséquence, nous présentons dans
cette partie les formulations de deux éléments finis composites de membrane basés sur
’approche de la fibre projetée, baptisés PFT3 (Projected Fiber 3-node Triangle) et PFQ4

(Projected Fiber 4-node Quadrilateral). Ces deux éléments de membrane représentent
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ainsi un élément du domaine de la matrice renforcé par des éléments fibres qui le tra-
versent. Nous rappelons que les fibres qui traversent un élément matrice sont modélisées
par des éléments barres & deux noeuds. Pour simplifier la présentation des formulations
des éléments PFT3 et PFQ4, nous considérons un élément matrice traversé par une seule
fibre comme illustré par la figure 2.5. Sur cette derniére figure, nous remarquons que les
éléments composites PFT3 et PFQ4 résultent de la combinaison des éléments standards
de membrane T3 (ou CST, Constant Strain Triangle) et Q4, respectivement, et 1’élément
barre a deux noeuds qui modélise la fibre traversant I’élément matrice.

Au niveau élémentaire, la forme faible de 1'équilibre (2.1) devient :

dw = dw?, + ow!, — Swen (2.2)

int

avec ow., et 5wzfnt sont les travaux virtuels internes des éléments matrice et fibre, respec-

tivement.

4 3 4 3
b b
Uy a a
2 1 2

U1

(b)

FIGURE 2.5 : Eléments finis composites de membrane basés sur Uapproche de la fibre projetée :
(a) PFT3 et (b) PFQ/.

Matrices de rigidité des éléments T3 et Q4

Dans une modélisation plane, I’espace matrice est discrétisé par les éléments mem-
branes standards T3 ou Q4. Dans cette partie, le nombre de noeuds est désigné par la

lettre n (n = 3 pour T3 et n = 4 pour Q4).
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Le travail virtuel interne d’un élément matrice est donné sous la forme suivante :

own {6} o} av™ (2.3)

int —
Vm

{e} = {ewwyy Yy )" et {0} = {0420,y 04y }" sont les vecteurs des déformations et des
contraintes planes de 1'élément matrice (v,, = 2c,,). Nous introduisons également la
matrice d’élasticité plane [C™] qui lie ces deux vecteurs : {o} = [C™]{e}, ce qui permet

de réécrire le travail virtuel interne dwj, en fonction des déformations :

owp, = /Vm{éa}T[Cm]{e} dav™ (2.4)

Le champ de déplacements de 1I’élément matrice T3 ou Q4 est exprimé sous la forme

{ Z: } — Zm(g,m{ Z%‘: } (2.5)

N;(&,m) sont les fonctions d’interpolation des éléments T3 et Q4, données par les expres-

suivante :

sions suivantes :

Pour T3 : Nl(fﬂ?)zl—f—??a NZ(gan)zga N3(§an):777 Ogganél

1
Pour Q4 : Ni(f,n):1(1+§i§)(1+nm), —-1<¢n<1
(2.6)
En utilisant les approximations (2.5), les déformations de membrane des éléments matrices

sont données par :

Nio 0
{e} =B"{uy} ; [B"]=|--- 0 N ---i=1n (2.7)
Ni,y Ni,x

ou {u"} = { - |uv™---i = 1,n} est le vecteur des degrés de liberté des éléments
matrices.
En utilisant la relation (2.7) liant le vecteur des déformations au vecteur des degrés de

liberté, dw]}, devient :

nt

sulfy = (ot [ (BrTICmBT AV 28)

G

v~

[K™]
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[K™] est la matrice de rigidité des éléments T3 ou Q4, de dimensions 6 x 6 pour T3 et
8 x 8 pour Q4.

Matrice de rigidité de I’élément fibre

Nous rappelons ici que la fibre traversant un élément matrice T3 ou Q4 est modélisée
par un élément barre linéaire (figure 2.6). Le travail virtuel interne de 1’élément fibre
s’écrit donc :

Lz
swl, = / 6e’” (Ey — E,,) eldx (2.9)
—L/2 ———

Ey

L et A sont, respectivement, la longueur initiale et la section (supposée constante le long
de 1'élément) de 1’élément barre et ¢/ est sa déformation axiale. Il est important de no-
ter que, physiquement, un élément barre de matrice doit étre retiré de 1’élément matrice
pour pouvoir ajouter I’élément fibre comme expliqué sur la figure 2.5. Dans ce cas, nous

utilisons le module £ = Ey — E,, dans I’équation (2.9).

FIGURE 2.6 : Elément barre o deux noeuds représentant une fibre traversant un élément matrice.

Le champ de déplacement axial local de ’élément fibre %/ est donné par :

W (2) = NJ (@)l + N (@)l = (V)7 {ul} 2.10)
Ni@ =12 N@=g+T e {al}=(ala])" (2.11)

La déformation axiale ¢/ de 1’élément fibre s’écrit donc :

ul
S=SC (B} (B {11 2.12)
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En utilisant la relation (2.12), le travail virtuel interne de I’élément barre devient :

L/2
L/2{Bf}{Bf}Tdaf {al} (2.13)

J/

suly = (Gul)" Eja [

-~

(K]

loc}

K],

i) est la matrice de rigidité de 'élément barre dans son repére local (t,n) (figure

2.6). dw/,, doit étre ré-exprimé dans le repére global afin de faciliter la projection des
variables de 1’élément barre sur celles de 1’élément matrice correspondant. Pour cela, nous
introduisons une matrice de passage [T'] qui lie les vecteurs degrés de liberté de I’élément

barre dans les repéres local et global :

u

uf te t, 0 0 vf
o b= a N — [THu! 2.14
{%} [OOtx% u (=) (2.14)

M v

t, et t, sont les coordonnées du vecteur tangent ¢ de I’élément barre dans le repére global.
En utilisant la relation (2.14), la matrice de rigidité de I’élément barre dans le repére
global [K gzob] s’écrit, :

L)2
owl,, = {oul}" [T (E;A L/z{Bf}{Bf}le“) (1) {ul} (2.15)

J/

-~

f
[Kglob]

ou plus explicitement

fa_BAl 0 -] 8
K= o) @] 9| ] (2.16)

Stratégie de couplage et technique de projection

Les degrés de liberté de ’élément fibre sont directement projetés sur ceux de 1’élément
matrice T3 ou Q4 correspondant. Par conséquent, le systéme d’équations obtenu est équi-
valent & celui de la matrice sans renfort, ce qui permet de limiter le temps de calcul.

La fusion géométrique des nceuds a et b de I'élément fibre dans I’espace de la matrice est
effectuée en exprimant leurs coordonnées paramétriques (&,, 14, & et 1) en fonction de
celles de ’élément matrice (r;, s;, ¢ = 1,n) par utilisation des fonctions de forme géomé-

triques comme reportée sur la figure 2.7. Le point P de cette derniére figure représente un
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des deux neeuds de ’élément fibre et A; (i = 1,n) sont les surfaces des triangles construits
par le point P et les cotés de 1’élément matrice. Les coordonnées paramétriques £p et np
du point P sont exprimées en fonction des coordonnées naturelles de ’élément matrice en

utilisant les approximations suivantes :

§p = Zﬁbzr@ oM = ZQZ& (2.17)
i=1 i=1

1 2 I 2
Elément Q4 Elément T3

FIGURE 2.7 : Définition des surfaces A; (i = 1,n) utilisées pour calculer les coordonnées para-
métriques d’un noeud de I’élément barre.

Les fonctions de forme ¢; sont données par les expressions suivantes pour les éléments T3
et Q4 :

— Pour T3 :
A A A .
b= 1 =" 1 = 5 A=AtAt Ay ;@:1
(2.18)
— Pour Q4 :
AAy _ AAs _ Asds _ A
¢1 - A 3 ¢2 - A 3 ¢3 - A 3 ¢3 - A
(2.19)

A= (A + A3) (A + Ay)) Z¢z =1

En utilisant ces coordonnées paramétriques de 1’élément barre, il est possible de trouver
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une relation entre {uf} et {u™} a travers une matrice [P] de dimensions 4 x 2n :

Ne o0
... 0 N ..i=1,n
u} = [P{u™} : [P]= ' ’ 2.20
Wy =(rary + wl= |0 (220
0 NP

ou N = N; (&q,m4) et N; sont les fonctions de forme des éléments matrices définies par
les relations (2.6).

En utilisant les équations (2.8), (2.15) et (2.20), le travail virtuel interne de I’élément
composite PFT3 ou PFQ4 devient :

Gty = Suly + Swly = (Guy” | K7+ [PIIKL)IP] [ {ur}  (221)

(K]

[K€] est au final la matrice de rigidité de I’élément composite PFT3 ou PFQ4.

2.3.3 Implémentation numérique des éléments PFT3 et PFQ4

Les éléments finis composites de membrane PFT3 et PFQ4 ont été implémentés dans
le code commercial ABAQUS via la routine utilisateur UEL (User Element) [38] comme
montré sur la figure 2.8. Les fichiers de données (fichiers input) ont été créés par le module
Compo-Sim de la plateforme KSP (Kernal of Simulation Platform), développée au sein
du laboratoire Roberval de 1'Université de Technologie de Compiégne par H. Kebir. Ce
module permet de générer les fibres dans I’espace matrice et de gérer automatiquement
leurs intersections avec le maillage de la matrice. L'implémentation des éléments finis
PFT3 et PFQ4 dans le code ABAQUS est principalement motivé par ['absence d’un
solveur non-linéaire dans la plateforme KSP, ce qui complique la résolution des problémes

non-linéaires géométriques des chapitres 3 et 4.

La plateforme KSP

KSP est une plateforme de calcul numérique qui regroupe plusieurs fonctionnalités
sous forme de modules. Comme évoqué précédemment, le module Compo-Sim de KSP
a été utilisé pour créer la géométrie de l'espace matrice dans un premier temps, puis
I’introduction aléatoire ou paramétrée du renfort selon le type du matériau ou la structure
composite étudiée. Les intersections sont gérées automatiquement grace a un algorithme

intégrée dans le module Compo-Sim.
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Afin de faciliter la création des fichiers de données, nous avons paramétré I'introduction des
différentes propriétés géométriques et mécaniques du composite sous forme d’un tableau
comme montré sur la figure 2.9. Une fois que la structure composite est définie et maillée,
Compo-Sim génére un fichier de données (*.inp) qui sera utilisé par la suite par ABAQUS
Standard pour effectuer le calcul. Un programme de post-traitement a été également
développé pour lire les résultats d’ABAQUS et les afficher sur KSP.

/ Itération \
—
de Newton
CompO' Slm Calcul des matrices UEL
de rigidité des I Pour chaque ¢lément composite
. o . ¢éléments composites
Géométrie de la matrice (PFT3 ou PFQ4) |

Génération des fibres Non

Assemblage des
matrices de rigidité

Application des CLs

élémentaires

Maillage de la matrice Calcul de la Calculdela )
et calcul des intersections matrice de rigidité ) x:natrlcg de rigidité
élémentaire de ¢élémentaire de chaque
1 £
l IRIl < €2 la matrice [K™] élément fibre [K'yq ]

Génération du fichier
input et lancement
des calculs dans ABAQUS Oui

Stockage des

Visualisation s Projection des DDLs des fibres
des résultats et calcul de la matrice de rigidité
\ j \ / \ de I'é1ément composite [K°]

FIGURE 2.8 : Implémentation numérique des éléments finis composites PFT3 et PF Q4.

Implémentation dans ABAQUS

Les éléments composites de membrane PFT3 et PFQ4 ont été implémentés dans ABA-
QUS en utilisant la routine UEL. Dans cette routine, la matrice de rigidité de chaque élé-
ment composite est calculée et stockée dans la matrice prédéfinie AMATRX d’ABAQUS.
Une fois le calcul est terminé, les différentes variables du probléme gérées par ABAQUS
(déplacements nodaux, déformations et contraintes) sont stockées sous une forme vecto-

rielle dans un fichier de résultats.
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Parametres X
Propriétés
géométriques Caractéristiques de |a plague Caractéristugyes des fibres
de la matrice [ s |
Longueur 5
Longueur Moyenne Fibre 0.788 \
Largeur 5
Ecart Type | a
Y™ 2l i Propriétés
Propriétés o IW-
, . yon Fibre . A At
mecaniques ———| Madule de Young 17346 geometrllques ot
de la matrice Module de Young 44520 mecaniques
du renfort
Coeffident d i 0.4 Pty
PEOET R PEEn Coefficent de poisson | 0.12
Fraction volumique Nombre de Fibres [ 18801
des fibres [ { Fraction Yolumique 0.2067
vl IT MbrEle par Fibre 1 )
Maillage NorEley 40 Orientation des fibres
de la matrice Talete [ o [¥ Orientation aléateire Orientation
S des fibres
Post-traitement. 1l Angle en degrés [0
I~ Calcul des Variables internes
OK | Annuler 1

FIGURE 2.9 : Introduction des propriétés géométriques et mécaniques de la matrice et du renfort
dans la plateforme KSP

2.4 Cas tests de validation

Afin d’évaluer la capacité des éléments finis composites de membrane PFT3 et PFQ4 a
estimer les propriétés élastiques effectives des matériaux composites et étudier des struc-
tures composites planes, plusieurs tests de validation linéaires sont considérés dans les

sections suivantes.

2.4.1 Evaluation des propriétés mécaniques d’un matériau com-

posite renforcé par des fibres courtes

Dans ce premier cas test de validation, nous étudions le comportement d’un maté-
riau composite renforcé par des fibres aléatoires. Dans la premiére partie, nous estimons
les propriétés élastiques effectives d’un matériau composite constitué d’une matrice en
magnésium AZ91D (E,,=45 GPa et v, = 0.35) renforcée par 10% en volume de fibres
courtes de carbone T300 (E; = 230 GPa et vy = 0.25) aléatoirement réparties. Les fibres
courtes utilisées ont une forme cylindrique de longueur Ly = 0.15 mm et de diamétre
D¢ =10 pum (Ly/Dy = 15). Afin d’estimer les propriétés élastiques de ce matériau com-
posite, un volume élémentaire représentatif (VER) est considéré. Nous rappelons que le
vrai probléme est tridimensionnel et que les fibres courtes sont orientées d’une maniére

aléatoire le long des trois directions de I'espace. Dans cette étude, nous proposons une mo-
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délisation plane du probléme dans laquelle les extrémités de toutes les fibres courtes sont

projetées sur le plan zy. Un VER de 1x1 mm? est considéré et modélisé par 625 (25x25)
éléments PFQ4 et 944 éléments PFT3. Le VER est soumis & trois types de chargement :

une traction longitudinale pour déterminer F, et v,,, une traction transversale pour dé-

terminer £, et v,, et finalement un test de cisaillement dans le plan pour déterminer le

module de cisaillement G,. La figure 2.10 montre le VER et les conditions aux limites

utilisées pour déterminer ses propriétés effectives. Par exemple, pour la traction suivant

x (figure 2.10a), nous appliquons un déplacement uniforme de 0.1 mm dans la direction

x et nous déduisons ensuite la contrainte uniforme dans la direction x, pour estimer F,,

et le déplacement moyen suivant y pour estimer v,,,.

Yy,v
T,u
- — = v=01mm u=0
~ \\\ =
N — =
v=0

v =0.1 mm

RERREARN

—
~\C
N —

v=20
(b)

% = 0.1 mm

R S S S——

—
~\C
N —

u=v=0

(©)

FIGURE 2.10 : VER du composite magnésium/carbone soumis a trois chargements : (a)traction
simple suivant xz, (b) traction simple suivant y et (c) cisaillement dans le plan

Y.

TABLE 2.1 : Propriétés élastiques effectives du composite magnésium/carbone prédites par
PFT3 et PFQ/ et comparées auz résultats expérimentauz de Tian et al. [39]

Expérience PFQ4 Erreur (%) PFT3 Erreur (%)
[39]
E, (GPa) 50.450 50.945 0.981 48.973 -2.927
E, (GPa) 50.880 0.852 49.092 -2.691
Uy 0.3425 0.348 0.869 0.343 0.145
Vyz 0.348 0.869 0.342 -0.145
Gy (GPa) 19.020 18.910 -0.578 18.310 -3.732

Nous résumons dans le tableau 2.1 les propriétés effectives prédites par les éléments com-

posites de membrane PFT3 et PFQ4 et comparées aux valeurs expérimentales de Tian
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et al. [39]. Nous remarquons que U'estimation des propriétés élastiques effectives par nos
éléments PFT3 et PFQ4 est en parfait accord avec les résultats expérimentaux de Tian
et al. [39]. L’élément quadrilatére PFQ4 semble étre légérement plus précis que PFT3. De
plus, il est clair que le comportement du VER est quasi-isotrope en raison de la distribu-
tion aléatoire des fibres de carbone.

Dans la deuxiéme partie de ce premier cas test, nous analysons 'influence de certains
parameétres microstructuraux, tels que la fraction volumique des fibres et leur rapport
d’aspect, la taille du VER et le nombre d’éléments qui le modélisent, sur les propriétés ef-
fectives du composite magnésium/carbone. Dans cette étude paramétrique, nous utilisons

I’élément quadrilatéral PFQ4 pour simplifier la présentation des résultats.

Influence de la fraction volumique des fibres

Pour commencer, nous proposons de prédire les propriétés élastiques effectives du
composite magnésium /carbone pour différentes fractions volumiques des fibres (5%, 10%
et 15%). Pour cela, nous utilisons I'élément PFQ4 avec le méme maillage et les mémes
sollicitations que la premiére partie de ce cas test. Ensuite, nous faisons une comparaison
avec le modéle analytique de Mori-Tanaka, présenté au chapitre 1, et les résultats numé-
riques de Tian et al. [39]. L’évolution des modules d”Young et de cisaillement effectifs en

fonction de la fraction volumique des fibres sont montrées sur les figures 2.11a et 2.11b,

respectivement.
60 25
Expérience X Expérience X
Mori-Tanaka Mori-Tanaka
Tianetal. O E Tianetal. O
PFQ4 @ PFQ4 @
E )
]
z g
]
% 55 2 it
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e
aa:) g [}
o L
o 5 20 O
3 =
= 2 3
] 5
o 50 ° &
= b ®
k=] )
S =
= 3
=
45 : 15 !
5 10 15 5 10 15
Fraction volumique des fibres (%) Fraction volumique des fibres (%)
(a) (b)

FIGURE 2.11 : Evolution des propriétés effectives du composite magnésium,/carbone en fonc-
tion de la fraction volumique des fibres : (a) Module d’Young et (b) Module de
cisaillement.

Nous remarquons que les résultats de I’élément PFQ4 sont en bon accord avec le modéle

48



2.4. Cas tests de validation

de Mori-Tanaka. Le modéle éléments finis de Tian et al. [40] montre une surestimation des
propriétés élastiques du composite magnésium/carbone (surtout pour la derniére fraction
volumique de 15%) qui peut étre lice a la fonction de distribution aléatoire des fibres

courtes utilisée.

Influence du rapport d’aspect des fibres

Nous étudions maintenant l'influence du rapport d’aspect des fibres de carbone sur
le module d’Young et le coefficient de Poisson du composite. Selon Moussaddy et al.
[41], il existe un rapport d’aspect a partir duquel son augmentation n’aurait aucun effet
considérable sur les propriétés effectives des composites. Nous nous proposons donc de
déterminer le rapport d’aspect seuil a partir duquel les propriétés effectives du composite
restent inchangées. Pour cela, la fraction volumique des fibres est fixée & 10% et le rapport
de forme (L;/Dy) varie de 2 & 60. L’évolution des propriétés effectives du composite en
fonction du rapport de forme du renfort est montrée sur la figure 2.12. Nous remarquons
que les propriétés effectives du matériau composite magnésium/carbone varient notable-
ment pour des faibles valeurs du rapport d’aspect. Ensuite, une stabilisation est observée

a partir d’un rapport d’aspect proche de 15, considéré comme le rapport d’aspect seuil.
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e &
S 0.3465 |- .
=
50 | | | | | 0.346 | | | | |
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FIGURE 2.12 : Evolution des propriétés effectives du composite magnésium, /carbone en fonction
du rapport d’aspect Ly/Dy des fibres : (a) module d’Young et (b) coefficient de
Poisson.

Influence des dimensions du VER

Dans la troisiéme partie de cette étude paramétrique, nous étudions I'influence des

dimensions du VER sur les propriétés élastiques effectives du matériau composite magné-
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sium/carbone. D’abord, pour une fraction volumique des fibres et un rapport d’aspect
fixés, respectivement, & 10% et 15, nous considérons un VER cubique et nous faisons
varier la longueur de son aréte de a = 0.2 mm & 1 mm. Ensuite, nous étudions I'influence
de I’épaisseur du VER, considéré maintenant parallélépipédique, sur les propriétés effec-
tives du composite. Pour cela, nous fixons la longueur et la largeur du VER & 1 mm et
nous faisons varier son épaisseur de e = 0.2 mm a 1 mm. Dans les deux cas, le VER
est modélisé par des éléments PFQ4, avec le méme maillage et les mémes sollicitions uti-
lisés précédemment dans ce cas test. L’évolution des propriétés effectives du composite
magnésium /carbone en fonction des dimensions du VER est montrée sur les figures 2.13
et 2.14. La figure 2.13 montre que la variation des propriétés effectives du composite est
notable lorsque la taille du VER cubique est proche de la longueur des fibres. Au-dela de
cette limite, la variation des propriétés effectives se stabilise. Nous pouvons ainsi déduire
une taille critique du VER qui sera proche de 0.4 mm. Cette valeur est en accord avec
les résultats de Qi al. [42] qui ont constaté que la taille critique minimale du VER pour
représenter correctement la micro-structure des matériaux composites renforcés par des

fibres courtes aléatoirement orientées est de a,,,, = 2,5 X Ly.
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FIGURE 2.13 : Evolution des propriétés effectives du composite magnésium /carbone en fonction
de la longueur de 'aréte du VER supposé cubique : (a) Module d’Young et (b)
coefficient de Poisson.

Influence de la finesse du maillage du VER

Dans la derniére partie de cette étude paramétrique, nous étudions l'influence du

raffinement du maillage sur les propriétés effectives du composite magnésium /carbone.
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FIGURE 2.14 : Evolution des propriétés effectives du composite magnésium /carbone en fonction
de 'épaisseur du VER : (a) Module d’Young et (b) coefficient de Poisson.

Pour cela, nous considérons un VER cubique d’aréte 1 mm. La fraction volumique et
le rapport de forme des fibres sont fixés a 10% et 15, respectivement. L’évolution des
propriétés effectives du composite en fonction du maillage de PFQ4 est montrée sur la
figure 2.15. En particulier, nous remarquons que le module d’Young et le coefficient de

Poisson du composite se stabilisent a partir d’'un maillage de 75 éléments PFQA4.
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FIGURE 2.15 : Evolution des propriétés effectives du composite magnésium/carbone en fonction
du maillage du VER : (a) Modules d’Young et (b) Coefficient de Poisson.
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2.4.2 Etude d’une poutre composite renforcée par des fibres uni-

directionnelles et soumise & une flexion transversale

Nous considérons dans ce deuxiéme test de validation une poutre composite cantile-
ver, constituée d’'une matrice en alliage de Magnésium AZ91D, renforcée par 20 fibres
unidirectionnelles de carbone T300 également espacées et soumise a une force de flexion
transversale F© = 0.5 kN comme montré sur la figure 2.16. Les fibres ont une forme
cylindrique de diameétre d;—0.2 mm et une longueur égale a celle de la poutre. Les pro-
priétés élastiques de la matrice et du renfort sont celles de ’exemple 2.4.1 (E,, = 45 GPa,
Vm = 0.35, By = 230 GPa et vy = 0.25).

A
»y 0.5 mm 0.5 kN
% 10 mm
X, u -
100 mm 1 mm

FIGURE 2.16 : Poutre composite cantilever renforcée par des fibres unidirectionnelles et soumise
a une force de flexion transversale.

Dans un premier temps, nous estimons les propriétés élastiques effectives de cette poutre
composite afin de comparer la fleche prédite par PFT3 et PFQ4 a celles des éléments
CPS3 et CPS4 I’ABAQUS (CPS3 et CPS4 sont les éléments standards de membrane a
trois nceuds et quatre nceuds d’ABAQUS, basés sur ’hypothése des contraintes planes).
Pour cela, nous considérons un VER de 10x10 mm?, modélisé par 625 éléments PFQ4
et 944 éléments PFT3 comme dans I'exemple précédent. Ce VER est ensuite soumis aux
trois chargements simples de la figure 2.10. Les propriétés élastiques effectives prédites
par PFT3 et PFQ4 sont résumées dans le tableau 2.2. Elles sont comparées aux résultats
obtenus par la loi des mélanges. Nous remarquons un trés bon accord entre les propriétés
déterminées par nos éléments finis et celles estimées par la loi des mélanges (I'erreur
relative ne dépasse pas 3%).

Dans un second temps, la poutre composite (figure 2.16) est modélisée par 1000 (100 x 10)
éléments PFQ4 et 2210 éléments PFT3 pour calculer sa fléche. En guise de comparaison
avec CPS3 et CPS4, les propriétés effectives estimées par la loi des mélanges sont utilisées.
Le tableau 2.3 résume les fleches calculées par les quatre éléments finis (pour CPS3 et
CPS4, nous avons utilisé les mémes maillages que PFT3 et PFQ4, respectivement). Les
résultats obtenus indiquent une fois de plus un accord parfait entre les solutions des
éléments composites PFT3 et PFQ4 et celles des éléments d’ABAQUS CPS3 et CPS4.
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TABLE 2.2 : Propriétés élastiques effectives de la poutre composite renforcée par des fibres uni-
directionnelles de carbone prédites par PFT3 et PFQJ et comparées auz résultats
obtenus par la loi des mélanges.

Loi des mélanges PFQ4 Erreur (%) PFT3 Erreur (%)

E, (GPa) 56.624 57.657 1.824 58.130 2.660
E, (GPa) 47.395 47.162 -0.491 47.290 -0.222
Uy 0.344 0.349 1.453 0.346 0.581
Vyz 0.288 0.286 -0.694 0.280 -2.778
Gy (GPa) 17.571 17.055 -2.936 17.121 -2.561

TABLE 2.3 : Fleche de la poutre composite cantilever renforcée par 20 fibres unidirectionnelles
de carbone.

CPS4 PFQ4 Erreur (%) CPS3 PFT3 Erreur (%)

d (mm) 34.817 34.834 0.049 34.449 35.034 1.698

2.4.3 Estimation des propriétés effectives d’une plaque multi-

couche

Nous estimons dans ce troisiéme exemple les propriétés élastiques effectives d’une
plaque composite stratifiée, constituée de quatre couches de magnésium AZ91D renforcées
par des fibres unidirectionnelles de carbone (la séquence d’empilement est [90/0];). La
plaque composite a une épaisseur totale égale & 4 mm (1 mm/couche) et les fibres de
carbone ont une forme cylindrique de diameétre d;=0.2 mm. La matrice et le renfort
présentent les mémes propriétés élastiques utilisées dans les deux exemples précédents.
Pour estimer les propriétés effectives de la plaque multicouche, nous considérons un VER,
de dimensions 10 x 10 x 4 mm® comme montré sur la figure 2.17. Ce VER est modélisé par
625 éléments PFQ4 et 944 éléments PFT3 et est soumis a trois sollicitations simples (figure
2.10). Le tableau 2.4 résume les propriétés élastiques effectives obtenues par les éléments
composites PFT3 et PFQ4, qui sont en trés bon accord avec les résultats analytiques

basés sur la théorie des stratifiés.
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0.5mm
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10mm 4mm

FIGURE 2.17 : VER de la plaque multicouche de dimensions 10 x 10 x 4 mm?.

TABLE 2.4 : Propriétés élastiques effectives de la plaque stratifiée magnésium/carbone estimées
par PFT3, PFQ4 et par la théorie des stratifiés

Théorie des stratifies PFQ4 Erreur (%) PFT3  Erreur (%)

E, (GPa) 52.006 53.522 2915 51.445 -1.079
E, (GPa) 52.006 03.522 2915 51.445 -1.079
Vay 0.316 0.307 -2.848 0.315 -0.316
Vyz 0.316 0.307 -2.848 0.315 -0.316
Gy (GPa) 17.571 16.857 -4.064 16.668 -5.139

2.4.4 Etude du comportement mécanique d’une plaque renforcée

par une fibre centrale

Nous étudions dans cet exemple le comportement d’une plaque carrée renforcée par
une fibre centrale de longueur L; comme reporté sur la figure 2.18. Inspiré des travaux de
Radtke et al. [5], ce cas test est divisé en trois parties : aprés une étude de convergence
des éléments PFT3 et PFQ4, nous étudions d’abord, I'influence de la longueur de la fibre
centrale et ensuite, I'effet de son orientation par rapport a sa position initiale horizontale
sur la rigidité de la plaque composite. Comme montré sur la figure 2.18, la plaque compo-
site carrée de coté 5 mm est encastrée a gauche et est soumise & un déplacement v = 0.5
mm sur 'autre coté libre. La matrice a un module d’Young FE,, = 1735 MPa et un coef-
ficient de Poisson v, = 0.4. La fibre centrale posséde une forme cylindrique de diamétre
dfy = 0.9 mm et de module d’Young E;=500 GPa. Afin de vérifier la convergence des
deux éléments PFT3 et PFQ4, nous faisons varier le nombre d’éléments du maillage de la

plaque et calculons la somme des réactions horizontales sur le c6té encastré. Nous mon-
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trons sur la figure 2.19 ’évolution de la moyenne des réactions en fonction du maillage.

Nous remarquons que les deux éléments convergent vers une solution proche de 1600 N.

\\\\\\\\\e\\\\\\\\\\\\\

A

5 mm v = 0.5 mm

-

5 mm

FIGURE 2.18 : Plaque carrée renforcée par une fibre centrale.

Pour évaluer I'influence de la longueur de la fibre centrale sur la rigidité de la plaque
composite, nous considérons quatre longueurs différentes de la fibre : 1, 2, 3 et 4 mm. La
plaque est modélisée par 225 éléments PFQ4 (maillage régulier de 15 x 15 éléments) et
340 éléments PFT3. La figure 2.19 montre 1’évolution de la réaction horizontale moyenne
du coté encastré en fonction du déplacement imposé. Comme prévu, nous remarquons que
la rigidité de la plaque composite augmente avec la longueur de la fibre centrale et ceci
est bien décrit par les éléments PFT3 et PFQ4 qui présentent des réponses trés proches.
Pour évaluer I'influence de l'orientation de la fibre centrale sur la rigidité de la plaque
composite, nous fixons sa longueur & 4 mm et nous faisons varier son orientation par
rapport a x de 0 a 90°. La plaque est toujours modélisée par 225 éléments PFQ4 et 340
éléments PFT3. La figure 2.21 montre 1’évolution de la réaction horizontale moyenne du
coté encastré en fonction du déplacement imposé pour différentes orientations de la fibre
(0, 15, 30, 45 et 90°). Nous remarquons que 'orientation de la fibre par rapport a sa
position initiale horizontale entraine une diminution de rigidité de la plaque composite et

ceci est bien illustré par nos deux éléments de membrane.

2.5 Conclusion

Dans ce deuxiéme chapitre, nous avons présenté ’approche de la fibre projetée et son
adaptation aux problémes plans. Cette approche peut prendre en compte la présence des

fibres continues et discontinues dans un domaine continu de matrice sans avoir besoin de
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FIGURE 2.19 : Evolution de la force de réaction du coté encastré en fonction de la finesse du

maillage.
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FIGURE 2.20 : Influence de la longueur de la fibre centrale sur la rigidité de la plaque composite
estimée par (a) PFT3 et (b) PFQ4.

les mailler, ce qui limite considérablement la taille du systéme d’équations a résoudre. Nous
avons développé deux éléments finis composites de membrane basés sur cette approche,
baptisés PFT3 et PFQ4. Nous avons considéré les éléments finis de membrane standards
T3 et Q4 pour modéliser I'espace de la matrice et les éléments barres & deux nceuds

pour représenter les fibres. En considérant une technique de projection, proposée par [37],
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FIGURE 2.21 : Influence de ’orientation de la fibre centrale sur la rigidité de la plaque composite

estimée par (a) PFT3 et (b) PFQ4.

les variables de chaque élément barre sont directement exprimés en fonction de ceux de

son élément matrice correspondant. Par conséquent, le systéme d’équations obtenu est

équivalent a celui d’un milieu non renforcé. L’implémentation de ces deux éléments dans

le code ABAQUS via la routine UEL a été aussi présentée. Enfin, quelques cas tests

de validation avec des distributions différentes des fibres ont été étudiés pour évaluer la

précision des éléments proposés et les résultats obtenus sont proches des solutions de

référence.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans ce troisiéme chapitre, nous proposons d’étendre I'approche de la fibre projetée
2D présentée dans le chapitre 2 pour analyser le comportement non-linéaire géométrique
des solides composites 2D soumis a de grands déplacements accompagnés de petites défor-

mations. Nous utiliserons la formulation lagrangienne totale pour décrire leur mouvement.

3.2 Formulation Lagrangienne Totale

Dans un probléme non linéaire géométrique, la détermination directe de la configura-
tion finale d’un solide composite 2D, noté B, soumis & de grands déplacements est une
tache relativement difficile (probléme de convergence de la méthode de résolution), ce qui
nécessite 'introduction de configurations intermédiaires. La détermination de la confi-
guration finale Cy du solide composite B qui occupait initialement la configuration Cj
passe par la supposition que la charge totale est appliquée en petits incréments, de sorte
que le solide occupe plusieurs configurations intermédiaires avant d’atteindre la configura-
tion finale Cy (Figure 3.1). Par conséquent, I’équilibre de B doit étre résolu pour chaque
incrément de chargement. Pour la formulation lagrangienne totale, toutes les variables
sont mesurées par rapport a la configuration initiale Cy qui représente la configuration de

référence.

‘ Intervalle de chargement [t,, ;1] ‘

-- -~ Cn+1
- =~
-
e \\

d \
d \
/
!

Au® = Ay

FIGURE 3.1 : Les différentes configurations d’un solide composite 2D.

Nous considérons l'intervalle de chargement |[t,,t,.1] et nous notons par les indices n et

n + 1 toutes les quantités a l'instant ¢, et ¢,,1, respectivement. Nous supposons que le
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solide B est en équilibre a ¢t = t,, et sa configuration correspondante C,, est connue. Un
incrément de chargement conduit & un incrément de déplacement entre les configurations
C,, et Cpyq (Figure 3.1). Nous désignons par Cfﬁzl = (' la derniére configuration connue
entre C), et C),11 qui n’est pas en équilibre. Une correction du vecteur de déplacement doit
étre déterminée pour atteindre la configuration suivante Cﬁ;l) = (. Pour cette derniére

configuration inconnue Csy, I'équation de I'équilibre s’écrit [43] :

n+1 (k+1 n 1 (k+1) 0
SW = / HLgl s gl )dv—[/

Osg“n 5uid05+/ O ou dOV | =0

%

J

6(g+1 Wext)

(3.1)

sont, respectivement, les composantes du second tenseur des

(k+1) k41
avec OHSJ et P Y

% iJ
contraintes de Piola-Kirchhoff et du tenseur des déformations de Green-Lagrange par

rapport a la configuration initiale Cy, et g“Ti et g“ 1Y sont, respectivement, les forces
surfaciques et volumiques a t = ¢, 1.

Pour simplifier, nous adoptons les notations suivantes :

nt1 a(k) o ol (k) o ntl okl ol (kD)
0+1Si(j =055 0+1Ei(j =By O+1Si(j F=28 0+1Ei(j = 5B (32)
T T T T AV Ly V7
L’équation (3.1) peut donc étre réécrite sous la forme suivante :
W = / § 05 63 E:;) d°V —6(4T W) = 0 (3.3)

5(0 znt)

Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 35;;, le tenseur des déformations de

Green-Lagrange 3E;; et le vecteur déplacement 3u; peuvent se décomposer comme suit :
26, =16+ AS;: ;. (E.=1FE.+AE; ; Z2u=lu+ Au, (3.4)
o~ig 1 % ; 017 1] 1] ; oY o 7 .
Par conséquent, nous obtenons I’expression suivante de la forme faible (3.1) :

/ 0Sii 0(ANE;;) d°V + / NSy 6(A Eij)d°V — 6(0T W) =0 (3.5)
oy

oy

0Sij et §F;; sont donnés par les expressions suivantes :

1
1 _ 1 . 1
09 = CigroLij 5 oBij = (aoxj 99z, 9%, 0,
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avec Cj; sont les composantes du tenseur d’élasticité.
La variation de I'incrément du tenseur des déformations de Green-Lagrange (A E;;) est
divisée en une premiére partie linéaire 6(Ae;;) et une deuxiéme non linéaire 0(An;;) en

fonction des déplacements inconnus Aw; [43] :

ou
1/,06Au;  06Au; Olup 05 Au Olur 05 \u
Ne.) — = i J 0%k k 0%k k -
dse) = 3 0%, 0% 9% 0%, o, 0% ) 68
6(Amyy) = 5( 0z, 80z, 80z, 90, ) (3.9)

D’autre part, il est supposé que I'incrément de déplacement Awu reste suffisamment petit

pour que nous puissions faire I’approximation suivante :
AS;i0(AE;j) = Cijig Newd(Aesj) (3.10)

Aprés avoir substitué les équations (3.7) et (3.10) dans la relation (3.5), nous obtenons
I’expression finale de la forme faible de I’équilibre pour développer I'approximation par

éléments finis basée sur la formulation lagrangienne totale [43] :

/ C’Z-jklAekl 5<A€U) dOV —+ / éSZ] 5(AT]U) dOV + / éSZ] 5(&61]) dOV _5<8+1We:vt> =0
oy oy oy

(3.11)
Afin de prédire le comportement non linéaire géométrique des solides composites 2D,
nous présentons dans les sections suivantes les formulations non linéaires des éléments

finis composites PFT3 et PFQ4 basés sur I’approche de la fibre projetée.

3.3 Formulation non-linéaire des éléments finis compo-
sites PFT3 et PFQ4

[’approximation par éléments finis de I’équation (3.11) est construite en divisant le
solide composite 2D en des domaines élémentaires. Par conséquent, nous présentons dans
cette section, I’extension des formulations des deux éléments finis composites de membrane
PFT3 et PFQ4 pour traiter des problémes non-linéaires géométriques. La formulation non-

linéaire de ces deux éléments est basée sur les mémes hypothéses que les modéles linéaires
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présentés dans le chapitre 2 : le domaine de la matrice est discrétisé par des éléments
triangulaires non-linéaires a trois noeuds (T3) ou des éléments quadrilatéres non-linéaires
a quatre noeuds (Q4), tandis que les fibres sont modélisées par des éléments barres a
deux noeuds non-linéaires. L’approche de la fibre projetée est considérée pour exprimer
les variables nodales des éléments barres, représentant le renfort, en fonction des positions
des nceuds des éléments matrices correspondants.

Pour simplifier la discussion, nous supposons qu’une seule fibre traverse les éléments ma-
trices T3 ou Q4.

3.3.1 Matrices de rigidité tangentes des éléments T3 et Q4

Au niveau élémentaire, la forme faible de 1’équilibre (3.11) devient :

SW =6CGwWm) + 62w/

int int

) = 6(F W) (3.12)

SGWm) et 6CW

A ) sont, respectivement, les travaux virtuels internes de I’élément matrice

et de I'élément fibre & la configuration Cy. Le travail virtuel interne 6(3W/7,) de I’élément

matrice est donné par :

5(3%’&):[ C’Z?klAeZ}ci(Aeg)dOVer[V 55;;5(Ang?)dovm+lv 55;?5(Aey;)d°vm
(3.13)

Le premier terme de I’équation (3.13) s’écrit sous la forme alternative suivante :

0

% o Clalel 6(Ael) d°V™ = Vm{éAem}T[Cm]{Aem}dOVm (3.14)
[C™] est la matrice d’élasticité du domaine de la matrice. Le vecteur des déformations
linéaires {Ae™} est lié & incrément du vecteur des degrés de liberté de 1’élément matrice
T3 ou Q4 {Au"} ={--+ | Au; Avy| ---i=1,n}T (n =3 pour T3 et n = 4 pour Q4) via
une matrice [B] de dimensions 3x6 pour T3 et 3x8 pour Q4 :

YANG

rxr

(Aemy =4 Aem b =B {Au™ (3.15)

vy

2/\e™

zy

Bl = [B1] + [Bp] + [B]] (3.16)
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Les matrices [BY], [BY] et [B?] sont données par :

Niz 0
B =1]--- 0 Ny -- i=1,n (3.17)
Niy, Nia
[ U N . 0 ]
[Br] = umN;, 0 - i=1,n (3.18)
i uf;LNLy + ufZNZ z 0 |
[ 0 UZZNM ]
[Bil= |- 0 VN, i=1n (3.19)
i 0 UZINW + UZNi,x |

,vm:(l)ugb, x ="z et y ="2,.

En utilisant la relation (3.15), le premier terme de ’équation (3.13) devient :

Vm{aAem}T[cm]{Aem}de/m N / Vm[BL]T[cm][BL]de/m{Aunm} (3.20)

G

0

Kp]

[K]'] est la matrice de rigidité linéaire de I’élément matrice de dimensions 6x6 pour T3
et 8x8 pour Q4.

Le deuxiéme terme de I’équation (3.13) est réécrit comme suit :

l 4SO D) dOV™ = {5y /

oy m

[By]" [65] [By] d°V™{ Aup'} (3.21)

G

~~

(KR]
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La matrice des déformations non-linéaires [Byz] et la matrice des contraintes [}S] sont

données par les expressions suivantes :

Nig 0 1S 88, 0 0

[B ] Ni,y 0 [15] éSIy éSyy 0 0
NL| = . 'l: 1,” 7 0 =

0N, 0 0 3See $Swy

0 N I 0 0 (lJSxy (lJSyy

(3.22)
K} ] est la matrice de rigidité non-linéaire de I’élément T3 ou Q4 ayant les mémes
NL

dimensions que la matrice [K7}"].

Le troisiéme terme de I’équation (3.13) s’écrit en utilisant la relation (3.15) :
z mgs;; S(Aef) doVT = {6Luny" ﬁ Vm[BL]T{gsm}dovm (3.23)

{65™} = {055 oSy oS} est le vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff de I'élément

matrice.

En utilisant les relations (3.20), (3.21) et (3.23), le travail virtuel interne de I’élément
matrice (3.13) devient :
sEwin

int
vy

) = {08up T ([K7] + (KR ){Aup'} + {Munm}Tﬁ [Bu) {oS™HV™ (3.24)

Kp]

[K7] est la matrice de rigidité tangente de I’élément T3 ou Q4 de dimensions 6x6 pour
T3 et 8x8 pour Q4.

3.3.2 Matrice de rigidité tangente de I’élément barre

Considérons un élément barre & deux noeuds représentant la partie de la fibre contenue

dans ’élément matrice T3 ou Q4 (figure 3.2). Pour la derniére configuration inconnue Cs,

le travail virtuel interne de I’éléement barre §(2W/ ) s’écrit :
Lo/2

SEWi,) = / SEENST dOVI = A / S(GENGS da (3.25)
ovf —Lo/2

Ly et Ay sont, respectivement, la longueur et la section (supposée constante le long de

I’élément) de I’élément barre & la configuration initiale Cy. 2E/ et 258/ sont, respectivement,
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b,

(k+1)
n+l

T, U

FIGURE 3.2 : Les différentes configurations de [’élément barre.

la déformation de Green-Lagrange axiale et sa contrainte conjuguée a la configuration Cs.

Elles sont données par les expressions suivantes :

L3 — L

2Ef: .
0 2L3 )

0S5 = (E; — E,) 2 E! (3.26)
N’

g
E}

avec Lo, Fy et E,, sont, respectivement, la longueur de 1’élément barre a la configuration
(5, le module de Young de la fibre et le module de Young de la matrice.

L approximation par éléments finis de §(21;/,) s’écrit en fonction de l'incrément du vec-
teur des degrés de libertée de I'élement barre {Auf/}={Auf Av/ Au] Av[}T sous la
forme :

SEWL) = (sul)T [ (K0 + i) ouly + 25y san)

(K]

SBY et Ly sont, respectivement, la déformation de Green-Lagrange axiale et la longueur
de I’élément barre a la configuration C; et {L;} contient les cosinus directeurs de 1’élé-
ment barre ({L;} = {—cos(ay) — sin(ey) cos(ay) sin(ay)}7). [K7] et [KZ,] sont, res-

pectivement, les matrices de rigidité linéaire et non-linéaire de I’élément barre ayant les
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expressions suivantes :

1 0 -1 0
AgExL? AE* 0 1 0 -1
K="l vy o (kL) = —LLlES 3.28
(K] I3 {L1}H{L:} (K] To 0 10 1 o (3.28)
0 -1 0 1

3.3.3 Matrices de rigidité tangentes des éléments composites PFT3
et PFQ4

Les degrés de liberté de I’élément barre sont projetés sur ceux de son élément matrice
T3 ou Q4, de la méme maniére que dans le chapitre 2 en utilisant les fonctions de forme
géométriques. Nous rappelons ici que ces derniéres nous permettent de trouver la matrice

de passage [P] qui lie les variables de I’élément barre au vecteur DDLs de 1’élément, matrice
({Auf} = [P{AuT).

En utilisant les équations (3.24) et (3.27), le travail virtuel interne des éléments composites
PFT3 et PFQ4 a la configuration Cy s’écrit :

SEWin) = {00u)T [([Km + [P IKANP) ) { A+

A ExL
JoymBLIT{AS™} dOV™ + % LEIPIT{L,}
0

] (3.29)

En remplagant la relation (3.29) dans ’équation (3.12), nous obtenons un systéme d’équa-

tions qui nous permet de déterminer la correction {Au"} :

AoE7Ly
(17714 [P IAP) (0} = (B — [ (757 a0V = 222 ey

(. 4

5] (Rea}

J

(3.30)

0t F,.} est le vecteur élémentaire des charges externes, [K7Y] est la matrice de rigidité

tangente équivalente des éléments composites PFT3 et PFQ4 (de dimensions 6 x 6 pour
PFT3 et 8 x 8 pour PFQ4), et { R} est le vecteur résidu élémentaire.

3.4 Cas tests de validation

Les éléments composites PFT3 et PFQ4 non-linéaires ont été implémentés dans le

code commercial ABAQUS via la routine utilisateur UEL. Pour développer les routines
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UEL, la matrice tangente et le vecteur résidu de chaque élément composite doivent étre
stockés dans les variables prédéfinies AMATRX et RHS, respectivement. Nous rappelons
que les modéles numériques des cas tests de validation suivants (fichiers input adaptés au
logiciel ABAQUS) ont été générés par la plateforme KSP.

Pour évaluer la précision des éléments composites dans l’analyse des problémes non-
linéaires géométriques plans, cinq cas tests de validation sont considérés dans les sections
suivantes. Il est important de noter qu’un schéma d’incrémentation automatique de la

charge a été choisi dans ABAQUS, pour obtenir les résultats présentés.

3.4.1 Poutre composite cantilever renforcée par des fibres courtes

soumise a4 une charge de flexion

Dans ce premier cas test, nous étudions le comportement non-linéaire géométrique
d’une poutre composite constituée d’une matrice en alliage de magnésium AZ91D avec
E,, = 45 GPa et v, = 0.35, renforcée par 10% en volume de fibres courtes de carbone
T300 avec By = 230 GPa et vy = 0.25. Les fibres courtes ont une forme cylindrique avec
une longueur Ly = 0.15 mm et un diameétre dy = 10 pm (Ly/d; = 15). La poutre est
encastrée d’un coté et soumise a une force de flexion (F' = 2 kN) sur autre extrémité
libre (figure 3.3). Les propriétés effectives de cette poutre ont été déja étudiées dans le
chapitre 2 et une comparaison entre les résultats de nos éléments composites de membrane
avec les résultats expérimentaux de Tian et al. [39] est donnée dans le tableau 2.1. Afin
de comparer les courbes force-déplacement des éléments PFT3 et PFQ4 avec celles des
éléments CPS3 et CPS4 d’ABAQUS, nous utilisons les propriétés mécaniques isotropes
déterminées expérimentalement par Tian et al. [39]. La poutre composite est modélisée
par 625 éléments quadrilatéres et 714 éléments triangulaires comme montré sur la figure
3.4.

Y,V F =2kN
g — N — ~
S NN — — _— /\ N~ —— \ — h =10 mm
T, U b=1mm
L =100 mm -

FIGURE 3.3 : Poutre en alliage de magnésium renforcée par des fibres courtes de carbone aléa-
toirement réparties soumise a une force de flexion.
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(@)

(b)

FIGURE 3.4 : Modélisation de la poutre en alliage de magnésium renforcée par des fibres courtes
de carbone par : (a) 714 éléments triangulaires et (b) 625 éléments quadrilatéres.

Les figures 3.5 et 3.6 montrent les courbes force-fleche des éléments triangulaires et qua-
drilatéres. Les résultats obtenus indiquent un trés bon accord entre les résultats de PFT3
et PFQ4 et ceux obtenus avec les éléments CPS3 et CPS4 d’ABAQUS en utilisant les

propriétés homogénéisées.

2 T T T T T T
CPS3
PFT3 A

Fleche (mm)

FIGURE 3.5 : Courbe force-fleche de la poutre cantilever renforcée par des fibres courtes de car-
bone obtenue par les éléments triangulaires.

3.4.2 Poutre composite cantilever renforcée par des fibres unidi-

rectionnelles soumise & une charge de flexion

Nous considérons dans ce deuxiéme cas test non-linéaire une poutre composite consti-
tuée de la méme matrice en alliage de magnésium que ’exemple précédent et renforcée par

20 fibres unidirectionnelles (UD) en carbone T300 également espacées comme le montre
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CPs4
PFQ4 @ ]

15 - -

F (kN)

0.5 | _

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Fléche (mm)

FIGURE 3.6 : Courbe force-fléeche de la poutre cantilever renforcée par des fibres courtes de car-
bone obtenue par les éléments quadrilatéres.

la figure 3.7. Les fibres de carbone possédent une forme cylindrique de longueur Ly = 100
mm et de diameétre dy = 0.35 mm. Cette poutre est encastrée du coté gauche et soumise
a une force de flexion F' = 3 kN sur son coté droit. La matrice et les fibres présentent
les mémes propriétés élastiques que ’exemple précédent. Pour comparer les courbes force-
fleche de PFT3 et PFQ4 avec CPS3 et CPS4, nous avons considéré les propriétés élastiques
déduites de la loi des mélanges et résumées dans le tableau 2.2. La poutre composite est

modélisée par 100x10 éléments quadrilatéres ou 1400 éléments triangulaires.

A F =3kN

h =10 mm

Encastré

z,u b=1mm

L =100 mm

FIGURE 3.7 : Poutre en alliage de magnésium renforcée par 20 fibres UD de carbone soumise a
une force de flexion transversale.

Les figures 3.8 et 3.9 montrent les courbes force-fléche des éléments triangulaires et quadri-
latéres. Les résultats obtenus indiquent encore une fois un bon accord entre les résultats de
PFT3 et PFQ4 et ceux obtenus avec les éléments CPS3 et CPS4 d’ABAQUS en utilisant

les propriétés homogénéisées.
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FIGURE 3.8 : Courbe force-fleche de la poutre cantilever renforcée par 20 fibres UD de carbone
obtenue par les éléments triangulaires.
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FIGURE 3.9 : Courbe force-fleche de la poutre cantilever renforcée par 20 fibres UD de carbone
obtenue par les éléments quadrilatéres.

3.4.3 Influence de la longueur des fibres sur la réponse d’une

poutre cantilever renforcée par des fibres unidirectionnelles

Dans ce troisiéme cas test, nous étudions I'influence de la longueur des fibres unidirec-

tionnelles sur la réponse de la poutre composite définie dans I’exemple précédent (figure

3.10). Cet exemple est inspiré du travail de Radtke et al. [5] ou ils ont étudié la réponse

d’un échantillon composite de dimensions 4x4 mm? renforcé par une seule fibre centrale

de longueur variable. Les 20 fibres de carbone sont également espacées et elles ont toujours
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une forme cylindrique de diameétre d; = 0.35 mm et de longueur variable Ly = 30, 50, 70
et 100 mm. La poutre composite est maillée par 1000 éléments PFQ4 ou 1448 éléments
PFT3 et elle est soumise a une force de flexion F' = 3 kN. En raison de la difficulté
d’estimer analytiquement les propriétés élastiques effectives de la poutre composite avec
des fibres de longueur variable (car la distribution des fibres dans la matrice n’est plus
homogéne quand leur longueur est diminuée), nous montrons sur les figures 3.11 et 3.12
uniquement les réponses de PFQ4 et de PFT3, respectivement.

Comme prévu, 'augmentation de la longueur des fibres conduit a une rigidification de la
réponse de la poutre composite et ceci est bien décrit par les deux éléments composites
PFQ4 et PFT3. D’autre part, cet exemple montre que nous pouvons, grace a ’approche
de la fibre projetée, étudier des structures composites dont le renfort n’est pas distribué

d’une maniére uniforme dans la matrice, ce qui est impossible par les modéles analytiques.

A

Y, v Ly F=3kN

h =10 mm

AN

b=1mm

L =100 mm

FIGURE 3.10 : Poutre composite cantilever renforcée par des fibres UD de carbone de longueur
variable, soumise o une force de flexion transversale.

3.4.4 Poutre annulaire en béton renforcée par des fibres en acier

Ce cas test est inspiré du travail de Battini [44]. Nous considérons une poutre annu-
laire mince en béton renforcée par quatre fibres circulaires en acier. Cette poutre mince
est encastrée a ses deux extrémités et soumise a une charge concentrée 2F. Grace a la
symétrie du probléme, nous limitons 1'étude a la moitié de la poutre (figure 3.13). Cet
exemple comporte du flambement par point limite et la courbe charge-déplacement pré-
sente une rigidité négative sans instabilité de type snap-back. Pour pouvoir résoudre ce
probléme en statique, nous utilisons un pilotage en déplacement en imposant au point A
un déplacement vertical maximum de -170 cm et nous déduisons par la suite la force de
réaction F'. Ce probléme peut étre aussi résolu en utilisant un algorithme a longueur d’arc
(Riks) disponible dans ABAQUS et nous obtenons les mémes résultats. Les fibres en acier

ont une section circulaire de diameétre ¢y = 0.5 cm. Comme expliqué dans le chapitre 2,
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I I
Lf=100mm ———
Lf=70mm — —
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FIGURE 3.11 : Courbes force-fleche de la poutre cantilever renforcée par des fibres UD de car-
bone de longueur variable obtenues par l’élément PFQ/.

T T
Lf=100mm ——~—-
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251 Lf=30mm e / .
Sans fibre ]
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FIGURE 3.12 : Courbes force-fleche de la poutre cantilever renforcée par des fibres UD de car-
bone de longueur variable obtenues par l’élément PFTS3.

les fibres sont représentées par des segments de droite avec la version actuelle de ’ap-
proche de la fibre projetée. Par conséquent, les fibres en acier sont modélisées par 10 et
100 segments de droite (figure 3.14a). En guise de comparaison, une courbe de référence
a été obtenue en considérant un modéle 3D utilisant I’élément hexaédrique a 20 noeuds
C3D20 ’ABAQUS comme décrit sur la figure 3.14b (24768 éléments C3D20 avec 360108
DDLs au total). Pour la modélisation 2D, le domaine de la matrice est discrétisé par 2064

éléments quadrilatéres (6993 DDLs). Pour comparer la réponse de PFQ4 avec celle de
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CPS4, les propriétés élastiques effectives de la poutre en béton armée ont été estimées
d’abord par la loi des mélanges et ensuite par ’approche de la fibre projetée en utilisant
I’élément PFQ4. Pour cette derniére estimation, un volume élémentaire représentatif de
la poutre de dimensions 5 x 5 cm? a été maillé par 625 éléments PFQ4 et soumis & trois
chargements séparément comme expliqué dans I'exemple 2.4.1. Les propriétés effectives
de la poutre sont résumées dans le tableau 3.1. Dans ce cas, nous observons un écart
relativement important entre les deux méthodes qui est 1ié a 'hétérogénéité de la poutre

(faible nombre de fibres dans la section).

Symétrie

A

. , E,, =20 GPa
Matrice (béton) v = 0.2
E; =210 GPa
Fibres (acier) vy =0.3
¢y =0.5 cm
Ry =100 cm
Ro =105 cm
b=1cm
v = —170 cm

€T, u Encastrement

FIGURE 3.13 : Demi poutre annulaire en béton renforcée par quatre fibres en acier

La figure 3.15 montre les courbes charge-déplacement des éléments quadrilatéres PFQ4
et CPS4 comparées a la courbe de référence obtenue par C3D20 (il convient de noter que
I’élément PFT3 présente approximativement la méme solution que ’élément PFQ4). Les
résultats obtenus montrent que la réponse de PFQ4 est en trés bon accord avec la réponse
de référence de C3D20. Nous remarquons aussi que la représentation des fibres circulaires
par 10 et 100 segments de droite donne des résultats équivalents. Contrairement a 1’élément
PFQ4, les résultats de CPS4 en utilisant les propriétés homogénéisées du tableau 3.1 sont
imprécis et trés loin de la courbe de référence. Ceci montre que I’homogénéisation n’est

pas appropriée dans le cas d’'un matériau composite a faible nombre de fibres.

3.4.5 Poutre composite cantilever soumise & une charge unifor-

mément répartie

Dans ce cinquiéme exemple proposé par Sampaio et al. [35], nous étudions le compor-

tement non-linéaire géométrique d’une poutre composite cantilever soumise a une charge
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Une des quatre fibres d'acier représentée
ar 10 segments de droite

|1 ’I'
i

P/
e

=
=

s
=
£%

e

(a)

FIGURE 3.14 : Modélisation de la demi poutre annulaire : (a) Modéle 2D maillé par 2064 élé-
ments quadrilateres et (b) Modéle 3D maillé par 24768 éléments C3D20.

TABLE 3.1 : Comparaison entre les propriétés effectives locales de la poutre en béton armé pré-
dites par PFQ/ et la loi des mélanges (1 est la direction locale des fibres et 2 est
la direction radiale).

PFQ4 Loi des mélanges Erreur (%)
E; (GPa) 53.938 49.830 8.244
E, (GPa) 21.519 23.311 -7.687
Vi 0.205 0.216 -5.092
Va1 0.085 0.101 -15.841
Gi2 (GPa)  8.670 9.699 -10.609

uniformément répartie ¢ = 50 N/cm. Comme montré sur la figure 3.16, la poutre est ren-
forcée par deux fibres longues ayant la méme longueur que la poutre L; = 300 cm et une
section transversale Ay = 0.1 x 1 ¢cm?. La poutre composite est maillée par 30x1, 60x2,
90x3 et 150x5 éléments quadrilatéres PFQ4. Le déplacement transversal maximum au
point A appartenant a ’extrémité libre de la poutre, est comparé a la solution non-linéaire
donnée par Sampaio et al. [35]. Ce dernier résultat a été obtenu en discrétisant le domaine
de la matrice par 300 éléments triangulaires de membrane quadratiques (avec 1342 DDLs)
et les fibres par 120 éléments barres linéaires. Le tableau 3.2 résume les fléches maximales
obtenues au point A en utilisant les quatre maillages réguliers et comparées a la solution
de référence. D’autre part, une modélisation 3D utilisant 6000 éléments C3D20 (132234

DDLs) a été aussi considérée pour obtenir une courbe non-linéaire force-déplacement de
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45

I I I I
Référence - C3D20 ——
PFQ4-10SD O |
PFQ4-100SD e
CPS4 -AFP —m—
35 - CPS4-LDM —5—
100% béton - - - - i

F (kN)

0 10 30 50 70 90 110 130 150 170

Déplacement vertical au point A (cm)

FIGURE 3.15 : Courbes force-déplacement de la poutre annulaire obtenues par les éléments qua-
drilatéres (SD : Segments de Droite, AFP : Approche de la Fibre Projetée et

LDM : Loi des Mélanges).

référence étant donné que Sampaio et al. [35] n’en ont pas présenté dans leur article. Nous
montrons sur la figure 3.17 les courbes charge-déplacement de 1’élément PFQ4 en utilisant

les quatre maillages réguliers et comparées a la solution de référence 3D.

q
1:) g 0.1 Cm: 2.5 cm
S1y,v A =1 5 cm
Lﬁ Il 2.5 cm
T, <
b=1cm
L =300 cm
Ef = 2100 GPa
Matrice Em = 21 GPa Fibres 1, = 0.3
Vm =0 Ay =0.1 cm?

FIGURE 3.16 : Poutre composite cantilever renforcée par deuz fibres longues et soumise d une
charge uniformément répartie.

Le tableau 3.2 montre que 1’élément composite quadrilatére PFQ4 converge correctement,
vers le déplacement de référence de Sampaio et al. [35] quand le maillage est affiné. De
plus, les résultats de la figure 3.17 montrent que la solution non-linéaire de PFQ4 avec le

maillage 150x5 est en trés bon accord avec la courbe de référence de C3D20.
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FIGURE 3.17 : Courbes charge-déplacement de la poutre cantilever renforcée par deux fibres
longues et soumise a une charge uniformément répartie.

TABLE 3.2 : Déplacement transversal maxzimum au point A (en cm) (le chiffre entre les paren-
theses indique le nombre total de DDLs dans le modéle)

Maillage Sampaio et al. (2013) PFQ4  Erreur (%)

30 x 1 106.278 89.150  -16.115
(1342) (124)
60 x 2 106.278 102.261  -3.779
(366)
90 x 3 106.278 104.259  -1.899
(728)
150 x 5 106.278 105.914
(1812)
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3.5 Conclusion

Dans ce troisiéme chapitre, nous avons étendu la formulation des éléments finis com-
posites bidimensionnels PFT3 et PFQ4 afin d’analyser le comportement non-linéaire géo-
métrique des solides composites plans. Nous avons adopté la formulation lagrangienne
totale avec de grands déplacements et petites déformations pour décrire leur mouvement.
Cinq cas tests de validation avec différentes distributions des fibres ont été étudiés pour
évaluer la précision des éléments finis non-linéaires développés. Les résultats obtenus sont
en bon accord avec les solutions de référence et montrent en particulier que ’approche de
la fibre projetée permet d’étudier correctement le comportement non-linéaire géométrique
des solides composites 2D & faible densité de fibres.

Dans le chapitre suivant, nous présentons une extension de ’approche de la fibre projetée

afin de pouvoir étudier des structures composites tridimensionnelles.
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Chapitre 4. Formulation tridimensionnelle de ’approche de la fibre projetée

4.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous proposons une extension 3D de ’approche de la fibre
projetée plane présentée dans les chapitres 2 et 3, afin de pouvoir étudier des structures
composites de forme quelconque, et pour lesquelles il est difficile de faire des approxi-
mations planes. Nous présentons en particulier les formulations linéaire et non-linéaire
géométrique d’un nouvel élément fini composite hexaédrique a huit noeuds, baptisé PFHS
(Projected Fiber 8-node Hexahedral element). Dans ce cas, la matrice est modélisée par
des éléments hexaédriques standards a huit noeuds (H8) et le renfort est représenté par

des éléments barres 3D a deux noeuds.

4.2 Formulation linéaire de PFHS8

4.2.1 Formulation faible de I’équilibre mécanique

Considérons un solide composite 3D déformable comme le montre la figure 4.1. Le
principe des travaux virtuels (PTV) correspondant s’écrit en considérant un champ de

déplacements virtuels du :

JV P Jov \4 P
Suin Sueat

/N

~ —

FIGURE 4.1 : Solide composite 3D.

L’approximation par éléments finis de I’équation (4.1) est construite en divisant le solide
composite 3D en plusieurs domaines élémentaires comme illustré sur la figure 4.2. Nous
nous basons sur 'approche de la fibre projetée, introduite au chapitre 2, pour modéliser
le comportement de ce solide composite. En conséquence, nous développons un élément
fini solide composite baptisé PFH8 qui représente une unité du domaine de la matrice et
les fibres qui la traversent. Ces fibres (ou parties des fibres initiales) sont modélisées par

des éléments barres 3D a deux noeuds. Afin de simplifier la présentation des formulations
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linéaire et non-linéaire, nous considérons un élément matrice traversé par une seule fibre

comme le montre la figure 4.3. Sur cette derniére figure, il apparait que I’élément composite

PFHS8 résulte de la combinaison de ’élément standard H8 (hexaédre & huit noeuds) et de

I’élément barre 3D a deux noeuds qui modélise la fibre traversant 1’élément matrice.

Au niveau élémentaire, la forme faible de 1'équilibre (4.1) devient :

Sw = Swl, + dwl , — Sy

(4.2)

Sw!, et dw! , sont les travaux virtuels internes des éléements matrice et fibre 3D, respec-

tivement.

Une partie de la fibre initiale représentée
par un ¢élément barre 3D a deux noeuds

FIGURE 4.2 : Maillage du solide composite 3D basé sur [’approche de la fibre projetée.

b
Ey
Uq
a
U1 Va
V1 Wq,
w
1 Z,w
Y,v
T, u

FIGURE 4.3 : Elément fini composite PFHS basé sur Uapproche de la fibre projetée.
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4.2.2 Matrice de rigidité de I’élément HS8

Le travail virtuel interne dw]’, d’un élément matrice H8 est donné sous cette forme

matricielle :

Swl, = /V {5y o} avm (4.3)

_ T _ T
avec {e} = {€uz Eyy €22 Vay Yoz Yy} €t {0} = {002 0yy 022 00y 042 02} sont les vecteurs
des déformations et des contraintes de 1’élément matrice.

Le champ de déplacements de 1’élément matrice H8 est défini par ’approximation sui-

vante :
u™ 8 u"
Mmooy = Z Ni(r,s,t) < o™ o —1<nrst<l1 (4.4)
w™ =1 w;"

7

N;(r,s,t) sont les fonctions d’interpolation associées a 'élément H8. Elles sont données

par les expressions suivantes :

Ni=31-n(=s)(1=1) 5 Np=11+n(1-s5)(1-1)
Ny =H14 )1 +8)1—1) © Ny={(1-r)(1+s)(1-1) (45)
Ny=11-n(1=s)(1+1) 5 No=1+n1=-s)1+1)
Nyp=g(1+r)(1+s)(1+t) 5 Ns=g1-r)(1+s)(1+1)

En utilisant les approximations (4.4), il est possible de trouver une matrice [B™| de
dimensions (6 x 24) qui lie le vecteur des déformations {e} au vecteur des degrés de

liberté {u'} = {-- - |u* /", wl"|---i = 1,8} de I'élément matrice :

[ N, 0 0 |
0 N, 0
0 0 N, 1=1,8
el = [B™ {u™) ; [B™] = b2 ’ 4.6
E=1B"0) (B v w0 (4.6)
Nz,z 0 Ni,x
0 Ni. Niy

En utilisant la matrice d’élasticité 3D [C™] qui lie le vecteur des contraintes au vecteur

des déformations, le travail virtuel interne de I’élément matrice H8 est approché par :

swll, = {(5ury T /

(G

(B [C™][B™)dV {u;'} (4.7)

m

K™
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[K™] est la matrice de rigidité linéaire de I’élément H8 de dimensions (24 x24).

4.2.3 Matrice de rigidité de 1’élément fibre 3D

La fibre traversant I’élément matrice H8 est modélisée par un élément barre 3D a deux
noeuds comme le montre la figure 4.4. Il convient de noter que I'expression de la matrice
de rigidité d’un élément fibre 3D dans son repére local est la méme que celle de I’élément
fibre 2D donnée dans le chapitre 2 (voir équation (2.9)). Afin de faciliter la projection des
variables de I’élément fibre sur celles de I’élément matrice correspondant, dw? , doit étre
réexprimé dans le repére global. Pour cela, nous introduisons une matrice de passage [T]
de dimensions (2 x 6) pour lier les vecteurs des degrés de liberté de 1’élément barre dans

les repéres local et global ({u/} et {uf}, respectivement) :

p

ul w
{ S‘e}=[t’” SO R a1 (19

tz, t, et t, sont les coordonnées du vecteur tangent ¢ de 1’élément barre dans le repere

global et sont données par :

te = (zp —2a)/L 5 ty=(p—va)/L 5 t:=(2%—2)/L (4.9)

FIGURE 4.4 : Elément fini de barre & deuz noeuds 3D représentant une fibre traversant un
élément matrice HS.
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En utilisant la relation (4.8), le travail virtuel interne de I’élément barre dans le repére

global s’écrit, :

E3A 1 -1
dwhy = {oul}” [TV (KL T {ul}, (K] = —— ] (4.10)
——— L —1 1
[Kglob]

avec B = Fy — Ep,.

4.2.4 Stratégie de couplage et matrice de rigidité de 1’élément
PFHS8

Les degrés de liberté de 1’élément fibre 3D sont projetés directement sur ceux de
I’élément matrice H8 qui les contient pour éviter d’augmenter le nombre de variables du
probléme. La fusion géométrique des noeuds a et b de 1’élément fibre dans 'espace de
’élément matrice H8 passe par I’expression de leurs coordonnées isoparamétriques (&g, 1,
Cas &, M €t (p) en fonction de celles de 1'élément H8 (r;, s;, t;, ¢ = 1,8) en utilisant des
fonctions de forme géométriques. Pour cela, nous utilisons la méthode des coordonnées
volumiques [45], comme illustré sur la figure 4.5. Cette derniére figure montre les six faces
de I’élément HS8 utilisées pour construire les fonctions de forme géométriques et un point
P qui représente un des deux noeuds de I’élément fibre 3D. V;,V5,...,Vs sont les volumes
des six tétraédres construits & partir du point P et les noeuds des six faces de I’élément
HS8. Ces volumes sont utilisés pour construire les fonctions de forme géométriques ¢; de

I’élément H8 comme suit :

o1 =Vax VaxVs)/V 3 ¢a=(VaxVzxV)/V
g3 = (Vi x Vax V3) /V 1 ¢y = (Vi x V3 x Vy) /V (4.11)
g5 = (Vax Vs x Vo) [V 5 ¢ = (Vax V5 xV5)/V
pr=VixVaxVs)/V ; ¢g=(VixVyxV5)/V
avec
V= (Va+ Vi) (Va+ V5)(Vi + Vp) (4.12)

Les coordonnées isoparamétriques du point P ({p, np, (p) sont exprimées en fonction des

coordonnées naturelles de I’élément H8 en utilisant ’approximation suivante :

8 8 8
Ep=Y biri, Mp=) isi, Cp=Y il (4.13)
=1 =1 =1
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Face 3 Face 6
G678 @378

7

Face 4
(2’3 ’7’6)
V, = volume (P,1,2,6,5) V, = volume (P,2,3,7,6)
Face 1 Face 5 V, = volume (P,1,4,8,5) V5 = volume (P,1,2,3,4)
(1,2,6,5) (1,2.3.4) V, = volume (P,5,6,7,8) V= volume (P4,3,7.8)

FIGURE 4.5 : Définition des sixz faces et siz volumes utilisés pour construire les fonctions de
forme géométriques de l’élément HS.

En utilisant les coordonnées isoparamétriques de 1’élément barre, il est possible de trouver

une relation entre {uf} et {u™} & travers une matrice [P] de dimensions (6x24) :

Ne 00
0 N 0
... 0 0 N ...i=1,8
uf — P um , P — v ’ 4]_4:
{uf} = [Pluy}, [P N o o (4.14)
0 N 0
0 0 N?
avec
N =N (€ar1aCa) €6 NY = N; (€., o) (4.15)

N; sont les fonctions de forme de 1’élément matrice H8 définies par les relations (4.5).
En utilisant les équations (4.7), (4.10) et (4.14), le travail virtuel interne de I’élément

composite PFH8 devient :

Sws,, = dwip, + dwl, = {our}” iKmH[P]T[K;Lb][Pl {uy} (4.16)
K]

[K€] est la matrice de rigidité linéaire de I’élément composite PFHS.
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4.3 Formulation non-linéaire géométrique de PFHS8

Dans cette section, nous proposons une extension tridimensionnelle de la formulation
non-linéaire géométrique de 1’élément PFQ4, présentée dans le chapitre 3. Par conséquent,
nous suivrons la méme démarche adoptée dans le chapitre 3 basée sur un formalisme
Lagrangien total. Nous rappelons que le domaine de la matrice est modélisé par des
éléments H8 non-linéaires, tandis que les fibres traversant ces éléments matrices sont

modélisées par des éléments barres 3D non-linéaires.

4.3.1 Formulation faible de I’équilibre mécanique

Considérons un solide composite 3D, noté B, soumis a des grands déplacements et des
petites déformations. Nous rappelons que la détermination de la configuration finale Cy de
ce solide composite, qui occupait initialement la configuration Cj, passe par la supposition
que la charge totale est appliquée en petits incréments (figure 3.1). Nous adoptons une
formulation Lagrangienne totale pour décrire le mouvement de ce solide composite, ce qui
implique que toutes les variables du probléme sont mesurées par rapport a la configuration
initiale Cy. Nous considérons un intervalle de chargement |[t,,t,11] et nous supposons que
le solide B est en équilibre a t = t,,. Pour la derniére configuration inconnue C5 entre C,

et Cy1, la forme faible de I’équilibre de B s’écrit (voir le chapitre 3 pour plus de détails) :

J

/ 0Si; 0(AE;;) d°V +/ NSy 6(A Eij) d°V —5(3  Wew) = 0 (4.17)
oy oy

Il convient de noter que §(AE;;) est divisé en deux parties 6(Ae;;) et d(An;;), linéaire et
non-linéaire en fonction des déplacements inconnus Auw;, respectivement. Nous obtenons
par la suite I’expression finale de la forme faible de I’équilibre de B utilisée pour développer

I’approximation par éléments finis :

/ C’Z-jklAekl 5<A€U) dOV —+ / (I]SZ] 5(AT]U) dOV + / (I]SZ] 5(&61]) dOV _5(8+1W6xt> =0
oy oy oy

5 Win) s,
4.18

L’approximation par éléments finis de I’équation (4.18) est construite en divisant le solide
composite 3D en des domaines élémentaires (figure 4.2). Par conséquent, nous présentons

dans ce qui suit la formulation non-linéaire géométrique de 1’élément PFHS.
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4.3. Formulation non-linéaire géométrique de PFHS

4.3.2 Matrice tangente de 1’élément HS8

Pour simplifier, nous supposons qu’'une seule fibre traverse un élément matrice H8
(figure 4.3). Au niveau élémentaire, la forme faible de 1’équilibre (4.18) s’écrit :

OW = 6(FWin) + 8(EW,

int

) = (5 Wear) (4.19)

) sont, respectivement, les travaux virtuels internes de I’élément matrice

5(3”@%) et 5(8”@%

H8 et de I’élément fibre 3D a la configuration Cs.

Le travail virtuel interne de 1’élément matrice H8 est donné par :

5EWM) = / A S(A) OV /

oy m oy m
(4.20)
Le premier terme de I’équation (4.20) est écrit sous la forme matricielle suivante :
Lvm maAen 6(Ael) dOVT = Ovm{éAem}T[Cm]{Aem}don (4.21)

[C™] est la matrice d’élasticité 3D de I'espace matrice de dimensions (6 x 6). Le vecteur des
déformations linéaires {Ae™} = {Aell Ayt Aell Avyh Ay Avygt}oest 1ié a Pincrément
du vecteur des degrés de liberté de ’élément matrice H8 {Aw'} = {--- | Au; Av; Awy| --

1,8}" via une matrice [Br] de dimensions (6x24) :

0
{Ae™} = [Bi{Auy'y avec  [Br] = [Br]+ [Br] + [Br] + [Br] (4.22)
En utilisant la notation suivante : u™ = ju*, v™ = lul* et w™ = Ju}', les matrices [BY],
[BY], [BY] et [BY] sont données par :
[ N, 0 0 ] [ u N, 00 ]
0 N, 0 W N, 0 0
0 0 N ---i=18 . wNi, 00 --i=1,8
[BL] = , [Br] = o m
N; y Ni,ac 0 U@Ni,y + UﬁyNi,:n 0 0
Ni,z 0 Ni,z UTTILN@Z + UTTZLN%I 0 0
0 N;. Ny uyNi+u7N;y 0 0
(4.23)
o v N 0 ]
0 ’UTZNZ'W 0
v 0 vn;Ni,z 0 - 1= 1, 8
[Br] = N m (4.24)
0 U@Ni,y + /UnyLz 0
0 'UTZNi,z + ’U,’?Ni,m 0
0 ’UTZNLZ + ’U:?Ni’y 0
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Chapitre 4. Formulation tridimensionnelle de ’approche de la fibre projetée

wf;Nm

wZLNi,y

wN; o i=1,8
szi,y + szz,x
wT;LNz,z + wZLNz,a:
i wZLNZ,Z + ’UJZ,LNZ"y ]

En utilisant la relation (4.22), I’équation (4.21) devient :

(4.25)

sy

e

|
o o o o oo
o o o o o o

[ {onemyTICm{AemydV™ = {5 Auy) /

oy m

(BT [C™[BL] d°V™{Au™}  (4.26)

.

Kp)

[K7"] est la matrice de rigidité linéaire de I’élément matrice H8 de dimensions (24 x24).

Le deuxiéme terme de ’équation (4.20) est réécrit comme suit :

A mgsgé(Ang)dovm = {6Aum}T /

oy m

[Buz)"[6S][Byz] V™ { At} (4.27)

~~
m

(KL

.

[Bnr) et [§S] sont données par les expressions suivantes :

Niz O 0
Niy O 0
N;. O 0
0 N, O
[BnL] = 0 Ny O i=1,8 (4.28)
0 N. O
0 0 Nig
0 0 Ny
i 0 0 N ]
et
[S][o] o] 0S2e 052y 05u2
[65] = [0] [S] [o] ; 1S1= (lJSwy (lJSyy (I)Syz (4.29)
0] [o] [S] 652z 05y 5%

[K7;] est la matrice de rigidité non linéaire de ’élément matrice H8 ayant les mémes

dimensions que la matrice [K7}"].
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Le troisiéme terme de I’équation (4.20) s’écrit en utilisant la relation (4.22) :

/ 55;; 5(Ae;;)d°vm = {0Au™}" / (B {5S™}dv™ (4.30)
Ovm

oy m

{8S™} est le vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff de 1’élément H8 donné par :

zZ

T
smy={ bsm ssp asm o dsm bsm s b (4.31)

En utilisant les relations (4.26), (4.27) et (4.30), le travail virtuel interne de 1’élément H8

devient :

J

(W) = {08up}" ([K7) + [KNp){ Ay + {0Aup}" Lvm [Br]"{oS™}d V™ (4.32)

Kp]

[K7'] est la matrice tangente de 1’élément H8 de dimensions (24x24).

4.3.3 Matrice tangente de 1’élément fibre 3D

La formulation non-linéaire d’un élément barre 3D, représentant une fibre traversant
I’élément matrice H8, est une extension tridimensionnelle de la formulation de 1’élément
barre 2D présentée dans le chapitre 3. Le travail virtuel interne d'un élément barre 3D a
la configuration C5 reste le méme que celui de I’élément barre plan :

Lo/2

) = / SGENISTd'VT = A, / S(RENEST dx (4.33)
oy f

—Lo/2

2117 f

5<0Wint

ou Ly et Ag sont, respectivement, la longueur et la section (supposée constante le long de
I’élément) de I’élément barre & la configuration initiale Cy. 3E7 et 257 sont, respectivement,
la déformation axiale de Green-Lagrange et sa contrainte conjuguée a la configuration

inconnue C5. Elles sont données par les expressions suivantes :

L3 —L§
o2

2B = 257 = (B; - E,,) 357 (4.34)
—_————

Ej

avec Lo est la longueur de 1’élément barre & la configuration Cs.

Comme montré dans le chapitre 3, 'approximation de 5(3Wf

LA . .
J.) s’écrit en fonction de

I'incrément du vecteur des degrés de liberté de 1’élément fibre 3D dans le repére global
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comme suit :

S@Wih) = 100ul) [ (1) + Ukl (s + 22702 b ) (4.35)

(K]

SEY et Ly sont, respectivement, la déformation axiale de Green-Lagrange et la longueur
de I’élément barre 3D a la configuration C, tandis que le vecteur {L;} contient les cosinus
directeurs du vecteur tangent de I’élément barre a la configuration C}. [K%] est la matrice
tangente de Pélément barre 3D définie a partir des matrices [K7] et [K7, ], les matrices de
rigidité linéaire et non-linéaire de 1’élément barre 3D, respectivement. Ces deux matrices,

de dimensions (6 x 6), sont définies par :

1 0 -1 0 O
0 1 0 -1 O
* T2 *
L L R I
0 -1 0 1 O
0 0 -1 0 0 1|
(4236)

4.3.4 Matrice tangente de I’élément composite PFHS8

La projection des variables de 1’élément barre 3D non linéaire sur celles de 1’élément
HS se fait exactement de la méme maniére que dans la formulation linéaire en utilisant les
fonctions de forme géométriques définies par les relations (4.11). Nous rappelons que ces
fonctions de forme nous permettent d’abord de trouver les coordonnées isoparamétriques
des noeuds de I’élément barre 3D et ensuite de définir une matrice de passage [P] qui lie
{Auf} a {Au™} (voir la relation (4.14)).

En utilisant les équations (4.32) et (4.35), le travail virtuel interne de I’élément composite

PFHS8 a la configuration Cy s’écrit :

SEWin) = {00u)T [([Km + [P IKANP) ) { A+
. (4.37)
L 6Ef[P]T{L1}]
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En remplacant la relation (4.37) dans 'équation (4.19), nous obtenons le systéme d’équa-

tions suivant qui nous permet de déterminer le vecteur inconnu {Au"} :

Lo

N J/

AoE7Ly
(1771 + PP IAP) 0ur) = (P — [ (a7 0s7y a0V = 2202 P L)

J/

K5 (A7)
(4.38)
[K77] est la matrice de rigidité tangente équivalente de I’élément composite PFHS et { R*/}

est son vecteur résidu.

4.4 Cas tests de validation

Les versions linéaire et non-linéaire géométrique de 1’élément solide composite PFH8
ont, été implémentées dans le code commercial ABAQUS via la routine utilisateur UEL.
Il convient de rappeler que la matrice tangente et le vecteur résidu de PFHS8 sont stockés
dans les variables prédéfinies AMATRX et RHS d’ABAQUS, respectivement. Nous rap-
pelons aussi que les modéles numériques des cas tests de validation considérés dans cette
section, afin d’évaluer la précision de I’élément composite PFHS8, ont été générés par la
plateforme KSP & I’aide d’un algorithme développé par H. Kebir. Ce dernier algorithme
calcule les intersections entre les fibres discrétes initiales et le maillage de ’espace ma-
trice, comme montré sur la figure 4.2, et génére ensuite le fichier de données. Il convient de
noter aussi que nous avons utilisé le logiciel de conception CATTA pour générer la forme

complexe des renforts des exemples 4.4.2 et 4.4.3.

4.4.1 Evaluation des propriétés mécaniques d’un matériau com-

posite renforcé par des fibres courtes

Ce premier cas test d’évaluation est une généralisation tridimensionnelle de I’exemple
2.4.1 (voir chapitre 2) et divisé en deux grandes parties. D’abord, nous estimons le com-
portement effectif d’un matériau composite constitué d’une matrice en magnésium AZ91D
(E,, = 45 GPa et v, = 0.35) renforcée par 10% en volume de fibres courtes de carbone
T300 (Ey= 230 GPa et vy— 0.25) aléatoirement réparties. Ensuite, nous effectuons une
étude paramétrique pour analyser 'influence de quelques paramétres micro-structuraux
sur le comportement de ce composite.

Les fibres courtes utilisées ont une forme cylindrique et un rapport de forme fixe Ly/D; =

15. Afin d’estimer les propriétés élastiques effectives de ce matériau, un volume élémen-
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taire représentatif (VER) est considéré. Celui-ci, de forme cubique de dimensions 1 x 1 x 1
mm?, est soumis & six types de chargement : trois tests de traction uni-axiale dans les
trois directions de I'espace x, y et z, pour déterminer les modules d’Young effectifs F,,
E, et I, et les coefficients de Poisson vy, v,. et v, et trois tests de cisaillement pour
déterminer les modules de cisaillement G, G,. et G,.. La figure 4.6 montre le VER et
les conditions aux limites utilisées pour déterminer ses propriétés élastiques effectives. Par
exemple, pour la traction suivant x, nous appliquons un déplacement uniforme de 0.1 mm
dans la direction z (figure 4.6a) et nous déduisons ensuite la contrainte uniforme dans
cette direction, pour estimer le module d’Young effectif F,, et les déplacements moyens
suivant y et z, respectivement, pour estimer les coefficients de Poisson v,, et v,.. Le VER
est modélisé par un maillage régulier de 10x10x 10 éléments PFH8 comme montré sur la
figure 4.7.

Uy=0.1mm

2 A0
3§0 v Oe
Y /0 \W\m \\0'/
¥ A "
1 Uy=0
z X o ¢
A G 0?4 (é% 2\ 2N
B Ises = N % 4.
o Sy O Yo Sex
B
(d) ©) ®
Ux=Uy=Uz=0 Ux=Uy=0 Ux=Uz=0)

FIGURE 4.6 : VER du matériau composite magnésium/carbone soumis & siz chargements : (a)
traction simple suivant x, (b) traction simple suivant y, (c) traction simple sui-
vant z, (d) cisaillement dans le plan xy, (e) cisaillement dans le plan zz, (f)
cisaillement dans le plan yz.

Nous résumons dans le tableau 4.1 les propriétés effectives prédites par I’élément composite
3D PFHS8 et comparées aux valeurs expérimentales de Tian et al. [39] et aux valeurs de
I’élément membrane PFQ4. Nous remarquons que les propriétés effectives estimées par

PFHS8 sont en parfait accord avec les résultats expérimentaux de Tian et al. [39] et que
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FIGURE 4.7 : VER du matériau composite magnésium/carbone modélisé par 10 x 10 x 10 élé-
ments PFHS.

le comportement du VER est quasi- isotrope en raison de la distribution aléatoire des
fibres courtes. De plus, I’élément PFHS8 semble étre légérement plus précis que I’élément
quadrilatére PFQA4.

TABLE 4.1 : Propriétés élastiques effectives de la poutre en alliage de magnésium renforcée par
des fibres courtes de carbone prédites par PFHS et comparées auz résultats expéri-
mentauz de Tian et al. [39].

Expérience [39] PFH8 Erreur (%) PFQ4 Erreur (%)

E, (GPa) 50.450 50.421  -0.057  50.945 0.981
E, (GPa) 50.468 0.036 50.880 0.852
E. (GPa) 50.428  -0.044
Vay 0.343 0.343 0.000 0.348 0.869
Vi 0.344 0.292
Uy 0.344 0.292
Gy (GPa) 19.020 19.027 0.037 18.910  -0.578
G,. (GPa) 18.991  -0.152
G,. (GPa) 19.032 0.066

Dans la deuxiéme partie de ce cas test de validation, nous proposons une extension 3D
de I’étude paramétrique effectuée dans ’exemple 2.4.1 en vue d’analyser I'influence de
certains parameétres micro-structuraux, tels que la fraction volumique des fibres, le rapport
de forme de la fibre et la taille et le maillage du VER, sur les propriétés effectives du

matériau composite.
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Influence de la fraction volumique des fibres

Nous proposons d’étudier I'influence de la fraction volumique des fibres courtes de
carbone sur les propriétés élastiques du matériau composite magnésium/carbone. Pour
cela, nous avons choisi les fractions volumiques suivantes : 5%, 10% et 15%. Un VER de
dimensions 1 x 1 x 1 mm? est modélisé par un maillage régulier de 10x10x10 éléments
PFHS8 (figure 4.7). Les résultats de PFH8 sont ensuite comparés aux résultats obtenus
par I'élément PFQ4 (présentés dans le deuxiéme chapitre) et les résultats expérimentaux
de Tian et al. [39]. L’évolution des modules d'Young et de cisaillement du composite

en fonction de la fraction volumique des fibres est montrée sur les figures 4.6a et 4.6b,

respectivement.
60 25
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PFHE m PFHE
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5]

5] 55 - g E

= " 3

“ =

8 [

& £ 20| *

[} 5]

2 :

2 K 3 8

£ s 13

= 5

2 5 ¥

= [

2 @ 2

3 =

= E
=

45 ! 15 I
5 10 15 5 10 15
Fraction volumique des fibres (%) Fraction volumique des fibres (%)

(a) (b)

FIGURE 4.8 : Evolution des proprictés effectives du composite magnésium/carbone en fonction
de la fraction volumique des fibres : (a) Module d’Young et (b) Module de cisaille-

ment.

Comme prévu, les propriétés élastiques du composite augmente avec la fraction volu-
mique des fibres. Les résultats de I’élément PFHS8 sont trés proches de ceux de I’élément

composite 2D PFQ4 et sont en bon accord avec ceux de Tian et al. [39].

Influence du rapport d’aspect des fibres

Nous étudions maintenant I'influence du rapport d’aspect des fibres de carbone sur
les modules d’Young et de cisaillement du composite. Pour cela, la fraction volumique
des fibres est fixée a 10% et leur rapport de forme (L;/Dy) varie de 2 & 60. Un VER de
dimensions 1 x 1 x 1 mm? est considéré et modélisé par un maillage régulier de 10x10x10

éléments PFHS. [.’évolution des modules d’Young et de cisaillement du composite en fonc-
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tion du rapport de forme des fibres est montrée sur les figures 4.9a et 4.9b, respectivement.
Nous remarquons que les propriétés effectives du matériau composite magnésium /carbone
varient notablement pour des faibles valeurs du rapport d’aspect des fibres. Ensuite, une
stabilisation est observée & partir d’un rapport de forme proche de 15, considéré comme
le rapport d’aspect seuil. Cette valeur limite est en accord avec le seuil trouvé dans le
chapitre 2 avec I’élément de membrane PFQ4 (voir exemple 2.4.1).
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FIGURE 4.9 : Evolution des propriétés effectives du composite magnésium/carbone en fonction
du rapport de forme des fibres (Ly/Dy) : (a) Module d’Young et (b) Module de

cisaillement.

Influence des dimensions du VER

La taille du VER est un facteur trés important dans la détermination des propriétés
effectives d’'un matériau composite. Cependant, il convient de déterminer avec précision
sa taille minimale pour estimer correctement le comportement du composite. Dans cette
partie, nous étudions 'influence de la taille du VER sur les propriétés effectives du ma-
tériau composite magnésium/carbone. Pour cela, nous fixons la fraction volumique et le
rapport de forme des fibres & 10% et 15, respectivement, et nous considérons un VER cu-
bique d’aréte a qui varie de 0.2 & 1 mm (figure 4.10). Le VER est modélisé par 10x10x10
éléments PFHS (figure 4.7). L’évolution des modules d’Young et de cisaillement du maté-
riau composite en fonction de la taille du VER est montrée sur les figure 4.11a et 4.11b,
respectivement.

Nous remarquons que les modules d’Young et de cisaillement du composite se stabilisent
a partir d’'une aréte du VER égale a4 0.4 mm. Ce résultat est en adéquation avec ceux de
PFQ4 et Qi et al. [42].
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FIGURE 4.10 : VER du matériau composite magnésium/carbone.
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FIGURE 4.11 : Evolution des propriétés du composite magnésium/carbone en fonction des di-
mensions du VER : (a) Module d’Young et (b) Module de cisaillement.

Influence de la finesse du maillage du VER

Un autre paramétre qui peut jouer un role important dans la détermination des pro-
priétés effectives d'un matériau composite est le maillage du VER. Ainsi, nous étudions
I’évolution des propriétés effectives du composite magnésium /carbone en fonction de la
finesse du maillage du VER. Pour cela, nous considérons un VER cubique d’aréte a = 1
mm. La fraction volumique et le rapport de forme des fibres sont fixés a 10% et 15, res-
pectivement. L’évolution des modules d’Young et de cisaillement en fonction du maillage
du VER est montrée sur les figures 4.12a et 4.12b, respectivement.

Nous remarquons que le maillage du VER a une influence sur la prédiction de ses proprié-
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tés effectives. Une stabilisation est obtenue a partir d’un maillage utilisant 64 éléments
PFHS.
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FIGURE 4.12 : Evolution des propriétés effectives du composite magnésium /carbone en fonction
de raffinement du maillage du VER : (a) Module d’Young et (b) Module de
cisaillement.

4.4.2 Estimation des propriétés effectives d’une plaque composite

sandwich cousue

[’ajout de coutures a travers I’épaisseur dans une structure composite sandwich permet
d’abord de résoudre les problémes de délaminage entre son ame et ses peaux, et ensuite
d’augmenter les propriétés en compression de ’ame car elle présente généralement des
propriétés mécaniques relativement faibles par rapport a celles des peaux. Pour quantifier
cette augmentation des propriétés élastiques, deux types de sollicitations sont considérés :
un test de compression et un test de cisaillement hors plan. La structure sandwich étudiée
dans ce test est montrée sur la figure 4.13. Elle est constituée d’'une ame en mousse de
polyuréthane, collée a deux peaux en verre/époxy. Cette plaque sandwich est renforcée
par des coutures en fibre de verre de forme cylindrique ayant un diamétre D; = 2.7
mm, comme décrit sur la figure 4.13. Pour simplifier, nous supposons que les deux peaux
sont parfaitement collées & ’ame. Les propriétés élastiques des composants de la structure
sandwich sont résumées dans le tableau 4.2. La structure sandwich composite est modélisée
par un maillage régulier de 4360 éléments PFH8 comme montré sur la figure 4.13e.

Des essais expérimentaux de compression et de cisaillement ont été réalisés sur cette

plaque sandwich par Lascoup [47]| dans le cadre de son étude doctorale a 'UTC. Pour
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Chapitre 4. Formulation tridimensionnelle de ’approche de la fibre projetée

o

t =22mm

FIGURE 4.13 : Plaque sandwich cousue : (a) propriétés géométriques de la structure composite,
(b) forme des coutures o lintérieur de la plaque sandwich, (c) conditions auz
limites pour le test de compression hors plan, (d) conditions auz limites pour
le test de cisaillement hors plan et (e) maillage de la plaque sandwich par 4360
éléments PFHS.

le test de compression, la plaque sandwich se trouvait entre deux plans rigides et subis-
sait une compression plane. Pour le test de cisaillement hors plan, la plaque se trouvait

également entre deux plaques rigides aussi; le plan inférieur étant encastré et la plaque
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TABLE 4.2 : Propriétés élastiques de l’ame et des peux de la structure sandwich cousue reportées
par Lascoup et al. [46]

Peaux Ame Coutures

E, (MPa) 8000 15 16200
E, (MPa) 8000 - -
E. (MPa) 6000 - -
Vay 02 04 028
Vis 0.35 - -
Vys 0.35 - -

G, (MPa) 2100 - -
G,. (MPa) 2500 - -
G,. (MPa) 2500 - -

supérieure se déplacait dans le plan de la plaque sandwich pour la tester en cisaillement.
Une modélisation de ces conditions aux limites est présentée sur les figures 4.13c et 4.13d.
Pour simplifier, des conditions aux limites en déplacement sont utilisées pour les deux
tests. A la fin de chaque essai, nous récupérons la somme des réactions P sur la peau
inférieure pour estimer les modules de compression F, et de cisaillement GG, de la plaque

sandwich. Les deux modules sont déterminés en utilisant les relations suivantes [47] :

P Pxh

T bhx L xu, ; Gm:bexé (4.39)

z

u; et 0 sont, respectivement, les déformations issues du rapport déplacement relatif sur
I’épaisseur initiale.

Nous résumons dans le tableau 4.4.2 les valeurs des modules E, et G,. de la plaque
sandwich estimées par PFHS8 en utilisant le maillage de la figure 4.13e et comparées aux
valeurs expérimentales de Lascoup et al. [46]. Nous remarquons que les prédictions de
PFHS sont en trés bon accord avec les résultats expérimentaux de Lascoup et al. [46] (&
peu prés 4% d’erreur). Il convient de noter aussi ’amélioration sensible des propriétés de
la plaque sandwich par rapport a la plaque non cousue (augmentation de 286% de E,
et 413% de G,.) grace a l'introduction des coutures suivant I’épaisseur. La figure 4.14
montre la distribution de la réaction suivant y sur la plaque sandwich cousue apreés le test
de compression. Il apparait clairement que les coutures ajoutées subissent la plus grande

partie de la sollicitation.
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TABLE 4.3 : Modules E, et G, de la structure composite cousue estimés par PFHS et comparés
auz valeurs expérimentales de Lascoup et al. [46].

Non Cousue Expérience [46] PFHS8 Erreur (%)

E. (MPa) 15 57.9+4.8  56.04  -3.21
G,. (MPa) 3.1 159407  16.50 3.77

FIGURE 4.14 : Distribution de la réaction suivant y sur la plague sandwich cousue apres le test
de compression.

4.4.3 Estimation des propriétés effectives d’une plaque composite

sandwich tissée

Nous modélisons dans cet exemple le comportement de la plaque composite sandwich
tissée de la figure 4.15. Les peaux de cette plaque sandwich sont en résine époxy (E,, = 3.3
GPa et v,,, = 0.35) et ont une épaisseur égale a 0.6 mm. Son ame est creuse et est constituée
de fils de verre verticaux 3D sous forme de "8" directement tissés aux peaux pour former
la structure sandwich intégrale. Ces fils possédent une forme cylindrique de diamétre
Dy = 0.7 mm et un module d’Young E; = 72 GPa. Sur ce type de structures composites,
deux directions principales sont identifiées : la direction chaine et la direction trame comme
illustré sur les figures 4.15b et 4.15¢. La structure sandwich tissée est soumise a deux types
de sollicitation : un test de compression perpendiculairement aux peaux et ensuite, un test
de cisaillement suivant les directions chaine et trame. Les conditions aux limites utilisées
pour étudier le comportement de cette plaque sandwich sous ces deux sollicitations sont
les mémes que 'exemple 4.4.2 et sont montrées sur la figure 4.13. Les fonctions de forme
utilisées pour modéliser le renfort 3D de la plaque sont données par Vuure et al. [48|.
Les deux peaux sont modélisées par 100x100x1 éléments PFHS. Pour pouvoir modéliser

I’ame creuse qui se trouve entre les deux peaux, nous rajoutons une matrice avec des
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propriétés mécaniques négligeables (un module d’Young de 10™® GPa et un coefficient
de Poisson nul ont été utilisés), celle-ci est maillée par 100x100x 12 éléments PFHS. Les
figures 4.16 et 4.17 montrent, respectivement, 1’évolution des modules de compression F,
et de cisaillement dans les directions chaine et trame en fonction de ’épaisseur de la plaque
sandwich (trois épaisseurs sont considérées : 8, 10 et 12 mm). Les résultats de PFHS8 sont
comparées aux résultats expérimentaux de Sadighi et Hosseini [8]. Nous remarquons que
les résultats de PFH8 sont en bon accord avec les valeurs expérimentales de Sadighi et

Hosseini [8].

3.75mm

SITeEIEe3e%sE TG

(b) (©)

FIGURE 4.15 : (a) Plaque composite sandwich a ame creuse renforcée par des fibres sous forme
de "8". (b) Vue sens chaine. (c) Vue sens trame.

6mm

4.4.4 Poutre composite cantilever 3D renforcée par des fibres

courtes et soumise & une charge de flexion

Dans ce deuxiéme exemple, nous étudions le comportement non-linéaire d'une poutre
composite 3D cantilever soumise a une force de flexion transversale F' = 12 kN, comme
montré sur la figure 4.18. La poutre composite est constituée d’une matrice en alliage de
magnésium AZ91D (E,, = 45 GPa et v, = 0.35) renforcée par 10% en volume de fibres
courtes de carbone (E; = 230 GPa et vy = 0.25). Les fibres courtes de carbone sont
introduites dans le domaine de la matrice de facon aléatoire et possédent un rapport de
forme L;/D;=15. Afin de comparer la courbe force-fleche de I’élément PFHS avec celle de
I'élément C3D8 A’ABAQUS (C3D8 est 1’élément hexaédrique a huit noeuds d’ABAQUS
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Module de compression (MPa)

10 | | | | | | |
8 8.5 9 9.5 10 10.5 1" 11.5 12

Epaisseur (mm)

FIGURE 4.16 : Evolution du module de compression E, de la plaque sandwich tissée en fonction
de épaisseur de ’dme estimée par PFHS et comparée aux résultats expérimen-
tauz de Sadighi et Hosseini [8].
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FIGURE 4.17 : Evolution des modules de cisaillement dans les directions chaine et trame de la
plaque sandwich tissée en fonction de [’épaisseur de l’ame estimée par PFHS et
comparée auz résultats expérimentaur de Sadighi et Hosseini [8].

utilisant une intégration compléte de la matrice de rigidité), les propriétés effectives du
matériau composite homogénéisé (tableau 4.1) sont utilisées. La poutre composite 3D est
modélisée par un maillage régulier de 100x10x4 éléments PFHS8 (figure 4.19). La figure
4.20 compare les courbes force-fleche obtenues par PFH8, PFQ4 et C3D8. Les résultats
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indiquent un bon accord entre la réponse de PFHS8 et celle de C3D8 en utilisant des
propriétés homogénéisées de la poutre. De plus, le résultat de PFHS8 est légérement plus

précis que celui de I’élément membrane PFQ4.

=

X

FI1GURE 4.18 : Poutre composite Mq/Cf cantilever 3D soumise a une force de flexion transver-
sale.

FIGURE 4.19 : Poutre composite Mg/Cf cantilever modélisée par 100x 10x /4 éléments PFHS.

4.4.5 Plaque composite en polypropyléne renforcée par des fibres
UD de verre soumise 4 un chargement de torsion

Nous considérons dans ce troisiéme exemple une plaque composite constituée d’une

matrice en polypropyléne (PP), avec E,, = 1735 MPa et v, = 0.4, renforcée par 20 fibres

UD de verre. Ces fibres longues de verre présentent une forme cylindrique de diamétre

Dy = 0.4 mm et possédent les propriétés élastiques suivantes : £y = 70 GPa et vy = 0.3.
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I
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FI1GURE 4.20 : Courbe force-fleche de la poutre composite Mg/Cf cantilever 3D.

Comme décrit sur la figure 4.21, la plaque est encastrée d’un coté et soumise & un couple
de forces (F,, = F, = 1 N) sur son extrémité libre permettant d’avoir un couple de torsion
par rapport a la direction z. Par analogie avec I’exemple précédent, nous nous proposons
de comparer la courbe force-déplacement de PFHS8 avec celle de C3D8. Nous déterminons
d’abord les propriétés effectives du matériau composite PP /verre avec I’élément PFHS.
Pour cela, nous considérons un VER de 0.5x0.5x0.5 mm? renforcé par une fibre centrale
de rayon Ry = 0.2 mm. Le VER, maillé par 10x10x10 éléments PFHS, est soumis aux
méme types de chargement que I'exemple 4.4.1 pour déterminer ses propriétés effectives.
Le tableau 4.4 résume les propriétés effectives obtenues par 1’élément PFHS et la loi des
mélanges, v, et G, étant déterminés a partir des relations analytiques de Jones [49]. La
comparaison montre un bon accord entre I’estimation de PFHS et les résultats analytiques.
La plaque composite est maintenant modélisée par 100x10x1 éléments PFHS8 et soumise
au chargement de torsion. La figure 4.22 montre 1’évolution du déplacement transversal
du point A appartenant a ’extrémité libre de la plaque en fonction du chargement. Encore

une fois, la courbe de PFHS est en bon accord avec celle de C3DS8.

4.4.6 Poutre circulaire 3D

Nous considérons dans ce cas test une généralisation tridimensionnelle de ’exemple
3.4.4 (voir chapitre 3) concernant une poutre circulaire en béton renforcée par quatre
barres d’acier et soumise a un chargement de flexion (figure 4.23). Les barres en acier ont

une section circulaire de diametre Dy = 0.5 cm et sont représentées par 10 segments de
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TABLE 4.4 : Propriétés élastiques effectives de la plaque en polypropyléne renforcée par des fibres
unidirectionnelles de verre prédites par [’élément PFHS8 et comparées auz résultats

analytiques.
Loi des mélanges PFH8 Erreur (%)
E, (GPa) 36.0487 36.920 2417
E, (GPa) 3.403 3.510 3.143
E. (GPa) 3.403 3.511 3.166
Vzy 0.350 0.375 7.1428
Vg 0.350 0.374 6.857
Vys 0.341 0.365 7.353
Gy (GPa) 1.218 1.239 1.795
G,. (GPa) 1.218 1.240 1.865
Gy. (GPa) 1.270 1.301 2.479

FIGURE 4.21 : Plaque en polypropyléne renforcée par des fibres UD de verre et soumise a un
chargement de torsion.

droite comme expliqué dans le chapitre 3. Grace a la symétrie de ce probléme, la moitié de
la poutre circulaire est modélisée par 27387 éléments PFH8 (116214 degrés de liberté au
total). La courbe force-fleche de PFHS8 est comparée a celle de C3D20 en considérant un
maillage de la matrice et des fibres de 24768 éléments C3D20 et 360108 degrés de liberté,

soit le triple des variables utilisées avec I’élément composite PFHS8. Lors de la flexion de
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FIGURE 4.22 : Courbe force-déplacement de la plaque composite en polypropyléne renforcée par
des fibres UD de verre et soumise a un chargement de torsion.

la poutre, nous avons remarqué un voilement de la structure composite dans le plan zy et
pour cette raison, le déplacement latéral suivant z a été annulé sur une face de la poutre
pour éviter ce probléme. La figure 4.24 montre les courbes charge-déplacement obtenues
au point A de la poutre en utilisant PFH8, PFQ4 (modélisation plane avec I’hypothése
des contraintes planes) et 1’élément C3D20 d’ABAQUS. Un trés bon accord entre les trois

solutions est trouvé encore une fois dans ce test de validation.

Scm

FIGURE 4.23 : Poutre circulaire 3D en béton renforcé par quatre barres en acier.
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FIGURE 4.24 : Courbe force-fleche de la poutre circulaire 3D en béton armé.

4.5 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons présenté les formulations linéaire et non-linéaire
géométrique de 1’élément fini composite hexaédrique PFHS8 basé sur 'approche de la fibre
projetée. Cet élément fini solide résulte de la combinaison entre 1’élément hexaédrique
standard a huit noeuds représentant une unité de ’espace matrice et les éléments barres
3D a deux noeuds qui modélisent les fibres qui la traversent. Il a été montré que I’élément
composite PFHS8 est capable de reproduire efficacement le comportement des matériaux

et structures composites 3D pour différentes distributions et orientations des fibres.
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Conclusion générale

Ce travail de thése s’inscrit dans une démarche de développement d’outils numériques
de dimensionnement des matériaux et structures composites a renfort fibreux. Ces élé-
ments finis spéciaux sont basés sur une approche de modélisation indirecte récemment
introduite par Kebir et Ayad [37], labellisée Approche de la Fibre Projetée (AFP). La
qualification indirecte signifie que le renfort fibreux n’est pas explicitement modélisé (dis-
crétisé), ce qui permet de réduire considérablement le temps de simulation. Ces développe-
ments ont été motivés par la complexité accrue des nouveaux matériaux composites, tels
que les composites cousus, et la difficulté d’étudier leur comportement par les techniques

analytiques et numériques classiques.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté I’adaptation de ’AFP aux problémes
plans linéaires a travers le développement de deux éléments finis composites de mem-
brane, baptisés PFT3 et PFQ4. Il s’agit de deux éléments composites triangulaire & trois
neeuds (PFT3) et quadrilatére a quatre noeuds (PFQ4). Ces éléments sont définis suite
au maillage de la matrice par des éléments finis classiques T3 ou Q4 avec la présence
des fibres dans la matrice. Les fibres sont considérées comme des entités discrétes dans le
volume de la matrice et sont modélisées par des éléments finis barres 4 deux nceuds. Les
éventuelles intersections entre les fibres et les éléments classiques T3 ou Q4 définissent
les nouveaux éléments finis composites PFT3 et PFQ4. Les considérations cinématiques
utilisées dans les hypothéses de ’AFP évitent le rajout de nouveaux degrés de liberté
au systéme d’équations, et ce en exprimant les variables des fibres en fonction de celles
des éléments finis, T3 ou Q4, représentatifs du domaine de la matrice. Cela signifie que
le nouveau systéme d’équations obtenu est équivalent & celui d’un milieu non renforcé
(matrice). Ces deux éléments ont été implémentés dans le code ABAQUS via la routine
UEL. Une partie importante de ce premier chapitre a été consacrée a 1’évaluation et la
validation de ’AFP & travers la modélisation de trois types de solides composites 2D :
un composite renforcé par des fibres courtes aléatoires, un composite a renfort unidirec-
tionnel et un composite multicouche [90/0]s. En particulier, I’étude du composite a fibres

courtes orientées aléatoirement nous a permis de tester la sensibilité des éléments PFT3 et
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PFQ4 a plusieurs paramétres tels que : la taille du VER, le nombre d’éléments, le rapport
d’aspect des fibres, leur fraction volumique ainsi que leur orientation. Nous avons montré
que ces parameétres ont une influence directe sur la prédiction des propriétés effectives du
matériau étudié. Globalement, les résultats obtenus dans le premier chapitre ont été en
bonne concordance avec les résultats de référence, ce qui montre I'efficacité des éléments

composites de membrane proposés.

Le chapitre 2 a été consacré a ’extension des formulations des éléments PFT3 et PFQ4
afin d’étudier des solides composites 2D qui présentent de grands déplacements accompa-
gnés de petites déformations. L’objectif principal de cette étude est de tester la faisabilité
d’étendre I’AFP aux problémes non-linéaires (géométriques dans ce cas). Une description
Lagrangienne totale (FLT) a été adoptée pour décrire le mouvement des solides compo-
sites 2D. Plusieurs cas tests de validation ont été présentés et les résultats obtenus ont été
en bon accord avec les solutions de référence, ce qui montre que I’AFP est valable aussi

pour étudier des problémes non-linéaires géométriques.

Le dernier chapitre a été consacré au développement d’'un élément composite hexa-
édrique a huit noeuds basé sur ’AFP, baptisé PFHS8, pour ’analyse linéaire et non-linéaire
géométrique des solides composites 3D. Cet élément constitue une extension 3D de 1’élé-
ment PFQ4 et résulte ainsi d’une combinaison entre I’élément standard H8, qui modélise
une unité de 'espace matrice, et I’élément barre 3D & deux noeuds qui représente une fibre
qui traverse I’élément H8. Quelques cas tests de validation linéaires et non-linéaires ont
été considérés pour tester 'efficacité de PFHS. En particulier, nous avons mis en exergue
I'intérét de ’AFP pour étudier des structures composites complexes a renfort 3D tels que
les coutures (plaque sandwich cousue) et les renforts en forme de "8" (plaque sandwich
a ame creuse renforcée par des fibres en forme de "8"). Les résultats obtenus ont été en

bon accord avec les solutions de référence.

Ce travail de modélisation présente plusieurs perspectives et nous en citons en parti-
culier trois qui nous paraissent réalisables a court et moyen termes. D’abord, la modéli-
sation des fibres par des éléments poutres permettra de tenir compte de leur rigidité de
flexion. Cette étape est d’une importance capitale pour mieux étudier le comportement
des structures composites soumises a des sollicitations de flexion. Ensuite, la modélisa-
tion de l'interface fibre-matrice apportera une compréhension supplémentaire des modes
de dé-cohésion fibre-matrice et du déchaussement des fibres. Enfin, la modélisation de
I’endommagement de la matrice et des fibres permettra de mieux se rapprocher du com-

portement réel et complexe des structures composites.
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Résumé

La modélisation numérique des matériaux et structures composites a renfort fibreux de
géométrie complexe, comme les composites cousus, constitue un axe de recherche majeur
afin de prédire correctement leur comportement mécanique. Dans ce contexte, I’'étude
menée dans ce travail de thése porte sur le développement de nouveaux éléments finis
spéciaux linéaires et non-linéaires basés sur une approche numérique par éléments finis
multi-échelle, baptisée Approche de la Fibre Projetée (AFP). Cette approche numérique
a 'avantage de tenir compte de la présence des fibres, longues ou courtes et orientées
de facon aléatoire ou paramétrée, au sein d’un espace matrice sans les discrétiser, ce qui
limite considérablement la taille du systéme d’équations a résoudre. Pour analyser les
comportements linéaire et non-linéaire géométrique des structures composites, deux élé-
ments finis de membrane, baptisés PFT3 et PFQ4, et un élément fini solide 3D, baptisé
PFHS, ont été développés et implémentés dans le code ABAQUS via la routine utilisa-
teur UEL. Plusieurs cas tests de validation linéaires et non-linéaires sont considérés pour
tester la précision et 'efficacité des éléments finis proposés et les résultats obtenus sont
globalement en bon accord avec les solutions de référence. De plus, I'intérét de la nouvelle
approche AFP est particuliérement mis en exergue en étudiant des structures composites
complexes a renfort 3D : une plaque sandwich cousue et une plaque sandwich & Ame creuse

renforcée par des fibres en forme de "8".

Mots-clés: Matériaux et structures composites a renfort fibreux, Approche de la Fibre

Projetée, méthode des éléments finis, non-linéarité géométrique.



Abstract

Numerical modeling of composite materials and structures with complex geometry
of fiber reinforcement, such as stitched composites, constitutes a major research axis
in order to correctly predict their mechanical behavior. Within this context, this study
focuses on the development of new linear and nonlinear specific finite elements based
on a multiscale numerical approach, called the Projected Fiber Approach (PFA). This
numerical approach has the advantage of taking into account the presence of fibers, long or
short and distributed randomly or specifically, within a matrix space without discretizing
them. Consequently, the obtained system of equations size is equivalent to that without
reinforcement (matrix), which considerably reduces the computational cost. To analyze
the linear and geometrically nonlinear behaviors of composite structures, two membrane
finite elements, named PFT3 and PFQ4, and a 3D solid finite element, named PFHS, were
developed and implemented into the commercial finite element code ABAQUS via the user
element subroutine (UEL). Several numerical linear and nonlinear tests are considered to
assess the accuracy and efficiency of the proposed composite finite elements, and the
obtained results are globally in good agreement with the reference solutions. Moreover,
the major interest of the PFA approach is particularly emphasized by studying two 3D
complex reinforced composite structures : a stitched sandwich plate and a hollow core

sandwich plate reinforced by "8" shape fibers.

Keywords: Fiber-reinforced composite materials and structures, Projected Fiber Ap-

proach, finite element method, geometric nonlinearity
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