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Introdution générale

L'âge de l'aier représente une omposante essentielle dans la révolution industrielle et

elui des plastiques a été marqué par le développement de la pétrohimie. Atuellement,

nous venons d'entrer dans une nouvelle tendane, marquée par la maîtrise et l'utilisation

massive de nouveaux types de matériaux, ombinant à la fois la rigidité des métaux et la

légèreté des plastiques. Ces matériaux sont appelés matériaux omposites.

Le domaine des matériaux omposites est à la fois anien et nouveau. Il est anien ar

la plupart des objet naturels, y ompris le orps humain, les plantes et les animaux, sont

des omposites. Il est nouveau ar seulement au début des années 1960, les ingénieurs et

les sienti�ques ont ommené à exploiter sérieusement le vaste potentiel de e type de

matériaux. Grâe à leurs très bonnes propriétés méaniques spéi�ques (rigidité et résis-

tane rapportées à la masse) et leur meilleure tenue aux onditions environnementales par

rapport aux matériaux lassiques métalliques, les matériaux omposites sont aujourd'hui

largement utilisés dans plusieurs seteurs industriels tels que l'aéronautique, l'automobile,

le ferroviaire et la onstrution navale. Ces matériaux permettent aussi d'alléger le poids

des strutures qui se traduit par des gains signi�atifs de la onsommation du arburant

et des oûts de transport.

Les matériaux omposites sont des matériaux hétérogènes omposés généralement de

deux phases. Une phase ontinue appelée matrie renforée par une phase disontinue

appelée renfort, beauoup plus rigide que la première. La ombinaison de es deux phases

apporte au matériau omposite des propriétés méaniques supérieures à elles des onsti-

tuants pris séparément. Le renfort peut être de di�érentes natures et di�érentes éhelles

omme les additifs (poudres miro ou millimétriques), les harges pontuelles (sable, gra-

vier) et en partiulier, les �bres (ourtes, longues ou tissées). La matrie, qui a le r�le de

protéger le renfort et lui transmettre les e�orts méaniques, peut être de type métallique,

éramique, organique ou polymérique. Pour atteindre des propriétés méaniques élevées,

les renforts de type �bre sont très ouramment utilisés. Dans e as, le matériau ompo-

site obtenu est dit à renfort �breux. Les propriétés élastiques des matériaux omposites à

renfort �breux peuvent être ontr�lées par plusieurs paramètres omme le hoix approprié
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de l'orientation des �bres, de leur longueur et de leur fration volumique.

D'autre part, il est onnu que les matériaux omposites, tels que les strati�és et les

sandwihs, présentent de très bonnes propriétés méaniques dans le plan. Cependant, leurs

propriétés e�etives hors-plan (diretion de l'épaisseur) sont relativement faibles, en plus

des problèmes de délaminage souvent pointés dans le as du omportement inter-laminaire

et en isaillement. Pour renforer la rigidité de es matériaux suivant l'épaisseur, l'une

des stratégies proposées onsiste à introduire un renforement dans l'épaisseur à travers

l'utilisation d'un système de outure et ette solution a montré son e�aité. Dans e as,

nous parlons de matériaux ou strutures omposites ousus.

La détermination des propriétés méaniques e�etives des matériaux omposites à

renfort �breux est réalisée généralement à travers des essais expérimentaux. Ces essais

s'avèrent parfois oûteux et néessitent généralement un temps de réalisation élevé. Il

est alors néessaire de disposer d'outils d'analyse qui permettent la prédition des pro-

priétés méaniques de es matériaux. A et e�et, plusieurs méthodes d'homogénéisation

analytiques ont été proposées dans la littérature. Ces modèles permettent de fournir une

prédition raisonnable du omportement méanique des matériaux omposites pour des

on�gurations simples de la matrie et du renfort �breux (matrie isotrope et homogène

et �bres de forme prinipalement linéique). Ces modèles visent à remplaer le matériau

omposite hétérogène par un matériau équivalent plut�t homogène. Cei passe par la

dé�nition d'un Volume Élémentaire Représentatif (VER) formé à partir de l'ensemble

des onstituants du matériau omposite. Les propriétés élastiques du VER peuvent être

introduites par la suite dans des modèles numériques a�n d'étudier le omportement mé-

anique des strutures omposites, en évitant ainsi de modéliser la miro-struture des

matériaux utilisés. Cependant, es modèles miro-méaniques ne prennent pas générale-

ment en ompte la omplexité des matériaux omposites à renfort �breux ainsi que leurs

onditions de hargement réelles. A titre d'exemple, es modèles ne peuvent pas tenir

ompte de la présene des outures suivant l'épaisseur des matériaux omposites ousus.

C'est la raison pour laquelle d'autres méthodes numériques, basées en partiulier sur la

méthode des éléments �nis, ont été également proposées.

Plusieurs modèles éléments �nis ont été développés pour représenter, de façon direte

ou disrète, le renfort �breux au sein d'un domaine matrie. La méthode des éléments

�nis est partiulièrement utile d'abord pour étudier des matériaux omposites dont le

renfort présente une arhiteture omplexe, tels que les matériaux omposites ousus, et

ensuite, pour obtenir des informations sur la distribution des ontraintes méaniques au

sein et autour de la �bre. En général, es modèles éléments �nis sont utilisés selon deux

approhes. La première repose sur la disrétisation direte de la matrie et des �bres en
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respetant la oïnidene entre les noeuds des deux maillages. Cette première approhe

requiert des stratégies de maillage et de re-maillage bien élaborées qui engendrent des al-

uls très oûteux en apaité mémoire et en temps CPU. La deuxième approhe permet

de tenir ompte disrètement de la présene du renfort au sein d'une matrie sans avoir

besoin de le disrétiser expliitement. Cei aide à éliminer les problèmes de oïnidene

des maillages de la matrie et du renfort et évite en onséquene le ra�nement du maillage

de la matrie e qui réduit onsidérablement les temps de alul.

C'est dans le adre de ette deuxième approhe de modélisation que s'insrit ette

thèse. Elle vise à développer une approhe numérique par éléments �nis multi-éhelle

pour modéliser le omportement méanique des matériaux et strutures omposites à

renfort �breux. Cette approhe, baptisée Approhe de la Fibre Projetée (AFP), permet de

tenir ompte de la présene des �bres, longues ou ourtes et orientées de façon aléatoire

ou paramétrée, dans un domaine matrie sans les mailler, e qui réduit onsidérablement

la taille du système d'équations à résoudre.

Le premier hapitre propose d'abord une présentation générale des matériaux ompo-

sites et une synthèse des di�érents types de matrie et de renfort. Cette présentation est

suivie d'une synthèse bibliographique sur les di�érentes méthodes de modélisation des ma-

tériaux omposites à savoir les modèles d'homogénéisation miroméaniques analytiques

et les modèles numériques.

Le seond hapitre présente la nouvelle approhe numérique multi-éhelle AFP déve-

loppée dans e travail de thèse. Cette approhe est basée sur la méthode des éléments

�nis et vise à modéliser le omportement des matériaux et strutures omposites à renfort

�breux. Ensuite, l'AFP est adaptée aux problèmes plans linéaires à travers le développe-

ment de deux éléments �nis omposites de membrane baptisés PFT3 (élément triangulaire

à 3 noeuds) et PFQ4 (élément quadrilatéral à 4 noeuds). En�n, quelques tests de valida-

tion linéaires sont présentés pour évaluer la préision de la nouvelle approhe AFP dans

l'étude de solides omposites 2D.

Le troisième hapitre s'intéresse à l'extension des formulations des éléments ompo-

sites de membrane PFT3 et PFQ4 a�n de pouvoir analyser le omportement non linéaire

géométrique des solides omposites 2D soumis à de grands déplaements aompagnés de

petites déformations. La formulation lagrangienne totale (FLT) est adoptée pour dérire

leur mouvement. Des tests de validation non linéaires sont proposés à la �n de e troisième

hapitre.

Le dernier hapitre est onsaré au développement d'un élément �ni solide hexaédrique

à 8 noeuds, baptisé PFH8, basé sur l'AFP a�n d'étudier des matériaux et strutures
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omposites tridimensionnels. Les formulations linéaire et non linéaire géométrique de et

élément sont présentées. Ce quatrième hapitre est l�turé par un ensemble de tests de

validation linéaires et non linéaires pour montrer l'e�aité de et élément solide.
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1.1. Généralités

1.1 Généralités

Les matériaux omposites susitent un intérêt roissant dans de nombreux seteurs

industriels tels que l'aéronautique, l'automobile, le bâtiment et le sport omme le montre

la �gure 1.1. Les matériaux omposites possèdent une struture géométrique spéialement

onçue qui d'abord, leur onfère des propriétés élastiques que leurs onstituants (renfort

+ matrie) ne possèdent pas individuellement et ensuite, leur permet de remplir de nom-

breuses fontions tehniques. Les prinipaux avantages des matériaux omposites résident

dans leurs aratéristiques méaniques spéi�ques, leur faible ondutivité thermique et

leur haute résistane à la orrosion et à l'usure.

(a) (b) (c)

Figure 1.1 : Utilisations de matériaux omposites dans quelques seteurs : (a) en onstrution

urbaine sous forme de béton renforé par des �bres ourtes, (b) en onstrution

aéronautique, en l'ourrene l'Airbus A350 onstitué d'environ 50% de matériaux

omposites et () en isolation thermique en exploitant leurs bonnes propriétés

thermiques.

Figure 1.2 : Shéma simpli�é de la struture d'un matériau omposite.

D'une façon générale, un matériau omposite est dé�ni omme un mélange d'un ou plu-

sieurs matériaux non misibles (�gure 1.2). La plupart des matériaux omposites sont

onstitués d'une phase prinipale, appelée matrie, dans laquelle sont noyées des �bres

dont la résistane méanique est beauoup plus importante que elle de la matrie. La ma-

trie et le renfort peuvent être d'origine naturelle ou le plus souvent d'origine synthétique.

La matrie assure la ohésion du matériau omposite et la protetion du renfort ontre

les onditions environnementales telles que la orrosion, l'humidité et la température. Elle

permet également de transmettre au renfort les solliitations méaniques auxquelles sont
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soumises les pièes omposites.

Les propriétés physiques assoiées au matériau omposite dépendent prinipalement des

aratéristiques physiques de haune de ses phases. Le paragraphe suivant présente les

prinipaux types de matries et de renforts et leurs propriétés.

1.1.1 Les matries

La matrie représente le oeur du matériau omposite dans lequel les �bres sont noyées

et arrangées de façon ordonnée ou aléatoire. En partiulier, les matries utilisées dans

les matériaux omposites à renfort �breux peuvent être déomposées en deux grandes

familles : les matries organiques et les matries minérales (�gure 1.3). Les matériaux

omposites à matrie polymère, appartenant à la famille des matries organiques, sont

les plus utilisées dans les appliations atuelles grâe à leur rapport qualité/prix. Cepen-

dant, lorsqu'une forte tenue en température est exigée, les matries de type minéral sont

onsidérées.

Matrice

Organique

Minérale

Thermodurcissable

Thermoplastique

Métallique

Céramique

Figure 1.3 : Les deux grandes familles de matries.

Les matries thermodurissables

Ces matries ont la partiularité de durir par apport de haleur selon une réation

himique exothermique appelée polymérisation. Les matries thermodurissables ne se

ramollissent pas sous l'e�et de la haleur et onfèrent au matériau omposite, après poly-

mérisation, des propriétés physio-himiques et méaniques très intéressantes. Parmi les

matries thermodurissables les plus utilisées, nous itons les polyesters, les époxydes et

les polyimides.

Les matries thermoplastiques

Les matries polymères thermoplastiques ont une faible masse volumique et se ramol-

lissent sous l'e�et de la haleur. Le proessus de refroidissement leur permet de durir,

donnant ainsi au renfort la possibilité de onserver ses propriétés géométriques (position
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et orientation). À la di�érene des matries thermodurissables, ette transformation est

réversible et ne génère auune haleur intrinsèque. Le polypropylène (PP) est parmi les

matries thermoplastiques la plus utilisées aujourd'hui.

Les matries métalliques

Les matries métalliques se présentent sous une forme monophasée (un métal pur ou

une solution solide omme le magnésium et le titane) ou multiphasée (un alliage duri par

préipitation omme l'aluminium et ses alliages). Comparativement aux matries orga-

niques, les matries métalliques présentent une meilleure tenue en température, permet-

tant ainsi de pousser les limites d'utilisation des matériaux omposites aux environnements

à fortes réations exothermiques. Cependant, les métaux sont plus lourds et plus sensibles

à la dégradation de l'interfae �bre-matrie ainsi qu'à la orrosion que les matries poly-

mères.

Les matries éramiques

Une matrie en éramique peut être onstituée d'une ou de plusieurs phases. L'utilisa-

tion des matries éramiques à plusieurs phases a pour but d'améliorer les propriétés mé-

aniques du matériau omposite. C'est en partiulier le as des matries auto-iatrisantes

qui inluent des omposés du bore. Le hoix des matries éramiques est justi�é prini-

palement par leur résistane à de fortes températures (supérieures à 2000

◦
C), en plus

de leurs propriétés méaniques intéressantes et leur faible masse volumique. Cependant,

le prinipal inonvénient des matries éramiques est leur fragilité, e qui les rend très

sensibles aux défauts (�ssures). Le arbone, le arbure de siliium et le nitrure de siliium

sont trois exemples de matries éramiques.

1.1.2 Les renforts

Le renfort assure la résistane et les performanes méaniques du matériau omposite

et il est généralement beauoup plus rigide et plus résistant que la matrie. Les renforts

peuvent être lassés en deux grandes familles : les renforts organiques et les renforts

inorganiques.

En partiulier, nous exposons dans les deux paragraphes suivants les propriétés de deux

�bres usuelles largement utilisées dans les appliations industrielles, en l'ourrene les

�bres de verre et de arbone.
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Fibres de verre

Les �bres de verre présentent un exellent rapport performane/prix qui les plae de

loin au premier rang des renforts utilisés atuellement dans les appliations utilisant les

matériaux omposites. Elles sont obtenues à partir de sable (silie) et d'additifs (alumine,

arbonate de haux, magnésie et oxyde de bore). Nous pouvons distinguer trois types de

�bres de verre :

� E : pour les omposites de grande di�usion et les appliations ourantes ;

� R : pour les omposites à hautes performanes ;

� D : pour la fabriation de iruits imprimés.

Fibres de arbone

Les �bres de arbone présentent de très bonnes propriétés méaniques et sont élaborées

à partir d'un polymère de base, appelé préurseur. Atuellement, les �bres préurseurs

utilisées sont des �bres aryliques élaborées à partir du Polyarylonitrile. Parmi les �bres

de arbone utilisées dans les appliations industrielles, nous itons les �bres T300, T700,

T800, MR40, TR50, IM6 et IM7.

1.1.3 Types de matériaux omposites

Composites à �bres ourtes

De nombreuses �bres, omme les �bres de verre et de arbone, peuvent être déoupées

en longueurs ourtes et ensuite utilisées omme renfort pour fabriquer des pièes om-

posites (�gure 1.4). La longueur des �bres et leur orientation aléatoire dans la matrie

rendent le omportement du matériau omposite quasi-isotrope. En omparaison ave les

omposites à �bres longues et ontinues, les omposites à �bres ourtes présentent des

propriétés méaniques souvent faibles, e qui limite leur utilisation dans des appliations

de struture.

Composites unidiretionnels

Le matériau omposite unidiretionnel (UD) est la forme de base des omposites à

�bres ontinues (�gure 1.5). La rigidité du matériau omposite UD est plus importante

suivant la diretion des �bres omparée aux autres diretions. Ainsi, les omposites UD

sont onsidérés omme des matériaux isotropes transverses, e qui signi�e qu'ils présentent

une diretion (la diretion des �bres) ayant des propriétés méaniques di�érentes des deux

autres diretions prinipales.
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1.1. Généralités

Figure 1.4 : Matériau omposite renforé par des �bres ourtes aléatoires.

Figure 1.5 : Matériau omposite à renfort �breux unidiretionnel.

Composites strati�és

Les omposites strati�és sont onstitués de ouhes (ou plis) UD empilées et renforées par

des �bres longues dont la diretion prinipale di�ère d'une ouhe à l'autre (�gure 1.6).

Cette arhiteture on�e au matériau omposite une rigidité renforée suivant les di�é-

rentes diretions des ouhes. En partiulier, les propriétés e�aes du strati�é varient en

fontion de l'orientation et de l'épaisseur des ouhes individuelles. L'épaisseur de haque

pli est généralement très faible, de l'ordre de 0,125 mm pour un strati�é arbone/époxyde

utilisé dans la onstrution aéronautique.

Figure 1.6 : Matériau omposite strati�é onstitué de ouhes parfaitement liées.
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Composites tissés

Les �bres souples, omme les �bres de verre et de arbone, peuvent être tissées et en-

suite imprégnées d'une matrie. Ce type de matériaux omposites regroupe les omposites

tissés de type 2D (renfort à deux diretions) et 3D (renfort à trois diretions).

Composite tissé 2D Un renfort tissé 2D est omposé d'un entrelaement de �ls de

haîne et de �ls de trame positionnés perpendiulairement les uns par rapport aux autres

(�gure 1.7). L'agenement entre les mèhes est souvent périodique selon une ou plusieurs

diretions. Cette périodiité se dérit d'une manière onventionnelle en terme de ellule

de base qui permet de reproduire l'ensemble du tissé par simple translation suivant les

diretions haîne et trame.

Figure 1.7 : Renfort tissé 2D de type ta�etas.

Composite tissé 3D Le tissage angle interlok 3D est une extension de la tehnologie

de tissage 2D. Il est tissé par trois diretions de renforement : le renfort dans la diretion

haîne, le renfort dans la diretion trame et le renfort dans la diretion de l'épaisseur. Ce

dernier ondule à travers toutes les ouhes d'empilement des mèhes sens trame, omme

illustré sur la �gure 1.8. Ce type de tissage est onnu sous le nom de through-the-thikness

angle-interlok.

Composites sandwihs

Un omposite sandwih résulte généralement de l'assemblage de deux peaux mines et

rigides ollées à une âme épaisse et de faible masse volumique (�gure 1.9). L'épaisseur de

l'âme permet d'améliorer la rigidité de �exion du matériau sandwih tout en onservant

un poids très faible. Les peaux, de faible épaisseur et onstituées généralement de om-

posites strati�és, sont solliitées prinipalement en tration-ompression. L'âme travaille
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Figure 1.8 : Renfort tissé 3D (en anglais, through-the-thikness angle-interlok fabri).

prinipalement en isaillement et elle est généralement omposée d'un matériau alvéolaire

omme les mousses polymères.

Figure 1.9 : Exemples de matériaux omposites sandwihs.

Par ailleurs, les matériaux sandwihs sou�rent des ontraintes inter-laminaires au niveau

de l'interfae âme/peau pouvant auser leur ruine. En outre, leurs propriétés méaniques

transverses sont faibles ar elles sont ontr�lées par le matériau onstituant l'âme, hoisi

plut�t pour sa faible masse volumique que ses propriétés méaniques. L'ajout de renforts

transverses peut dans e as renforer le matériau sandwih suivant l'épaisseur.

Matériau sandwih ousu L'idée de la outure mise en plae sur un empilement

monolithique est reprise dans le as des omposites sandwihs omme illustré sur la �gure

1.10. Les outures ainsi introduites partiipent à la ohésion entre les ouhes du sandwih

et soulagent l'interfae d'adhésion des e�orts de isaillement. De plus, la qualité de es

renforts permettent d'envisager des gains non négligeables des propriétés transverses .

Matériau sandwih à renfort en forme de 8 Ces omposites présentent une âme

diretement tissée ave les peaux par le biais de renforts vertiaux sous forme de mèhes
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Figure 1.10 : Matériau sandwih ousu.

en réneaux. Seuls les renforts transversaux assurent l'éartement des peaux. Ces renforts

qui doivent être théoriquement vertiaux sont en réalité en forme de 8 (�gure 1.11).

Figure 1.11 : Matériau sandwih renforé par des �bres transversales en forme de 8.

1.2 Modélisation des matériaux omposites

Traditionnellement, les essais expérimentaux sont les premiers à être onsidérés pour

étudier et aratériser le omportement méanique des matériaux omposites. Cependant,

es essais sont souvent onéreux et néessitent parfois un temps de réalisation très impor-

tant, e qui rend la modélisation des matériaux omposites plus que primordiale dans de

nombreuses situations.

L'étude du omportement méanique d'un matériau omposite s'artiule autour de

trois éhelles di�érentes : l'éhelle mirosopique, l'éhelle mésosopique et l'éhelle maro-

sopique. Considérée omme l'éhelle des onstituants élémentaires du omposite, l'éhelle

mirosopique tient ompte, en partiulier, de la taille aratéristique de la �bre élémen-

taire ainsi que de son diamètre (dimensions de l'ordre du miro-mètre). L'éhelle méso-

sopique est à son tour l'éhelle des onstituants intermédiaires (par exemple, une ouhe

dans un omposite strati�é). A ette éhelle, nous ne distinguons plus les �bres de la ma-

trie et le matériau omposite est alors modélisé par des milieux homogènes dont l'ordre
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de grandeur est de quelques dixièmes de millimètres. En�n, l'éhelle marosopique est

une éhelle orrespondante à la taille de la struture omposite. Pour ette éhelle, la taille

aratéristique est généralement de l'ordre du entimètre ou de dizaines de entimètres.

L'éhelle dé�nissant le matériau omposite apparaît don omme un paramètre détermi-

nant de sa modélisation.

La détermination, via le onept d'homogénéisation, des propriétés méaniques e�e-

tives d'un matériau omposite à partir des aratéristiques de la matrie et du renfort est

historiquement la première voie retenue. Ce onept onsiste à dérire le omportement

méanique omplexe du matériau omposite (milieu hétérogène) par un milieu homogène

équivalent.

1.2.1 Milieu homogène équivalent

Le omportement méanique e�etif d'un matériau omposite dépend naturellement

de elui de ses onstituants. Par onséquent, les propriétés élastiques et géométriques de

haque onstituant aentue le degré d'hétérogénéité du matériau omposite. Il onvient

don de prendre en ompte l'e�et de haune de es hétérogénéités pour modéliser le

omportement e�etif du matériau omposite. Cette démarhe semble être ompromise

par les limites des outils de alul atuels. La dé�nition d'un milieu homogène équivalent

au matériau omposite permet de ontourner es di�ultés. Le matériau omposite est

alors représenté par une seule phase homogène (�gure 1.12). Dans e as, l'homogénéisa-

tion peut être interprétée omme une méthode de modélisation qui permet de réaliser la

transition entre l'éhelle mirosopique et les éhelles mésosopique et marosopique.

Milieu hétérogène Milieu homogène équivalent

(a) (b)

Figure 1.12 : Prinipe de l'homogénéisation : (a) matériau omposite représenté par ses deux

phases disontinues (�bres et matrie) et (b) milieu homogène équivalent au

matériau omposite représenté par une seule phase ontinue.

De part son arhiteture, l'analyse mirosopique du matériau omposite met en évi-
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Chapitre 1. État de l'art : Modélisation des matériaux omposites à renfort �breux

dene la disontinuité de la matière dans son volume. Le milieu équivalent dé�ni pour

analyser le omportement du matériau omposite est supposé ontinu. La méthode d'ho-

mogénéisation repose sur ette hypothèse de ontinuité de la matière qui lui donne la

possibilité de s'a�ranhir des di�érents problèmes liés à l'hétérogénéité. Il est néessaire

de souligner que la tehnique d'homogénéisation ne peut représenter le omportement

du matériau omposite que dans le adre des approximations utilisées lors de son implé-

mentation. Il onvient aussi de noter que ette méthode peut être basée sur des modèles

analytiques, numériques ou bien une ombinaison des deux.

1.2.2 Méthodologie des modèles miroméaniques

L'exploitation de l'homogénéisation par des modèles miroméaniques repose sur un

ertain nombre d'hypothèses omme la transition entre l'éhelle mirosopique des onsti-

tuants et l'éhelle marosopique de la struture. Ces hypothèses onditionnent également

le domaine de validité assoié à la solution du problème. Cette méthodologie peut être

résumée par les points suivants :

� Simpli�er la représentation du milieu hétérogène représentatif du matériau om-

posite ;

� Estimer ou quanti�er le omportement méanique e�etif des matériaux hétéro-

gènes à élaborer ;

� Améliorer le aratère préditif des lois de omportement des strutures omposites.

Plusieurs modèles d'homogénéisation miroméaniques existent dans la littérature. Ils

sont prinipalement formulés à partir des deux hypothèses suivantes :

� Les �bres et la matrie présentent un omportement élastique linéaire isotrope ;

� L'interfae �bre/matrie est supposée parfaite, e qui exlut les problèmes de dé-

ohésion interfaiale.

Généralement, l'homogénéisation analytique se déroule suivant trois étapes prinipales :

d'abord, la représentation du milieu hétérogène étudié, ensuite, la loalisation qui permet

d'établir les relations de passage de l'éhelle marosopique à l'éhelle mirosopique et

en�n, l'homogénéisation qui reprend les résultats des analyses préédentes et détermine la

réponse moyenne des grandeurs physiques. À partir de ette dernière étape, les relations

de passage de l'éhelle mirosopique à l'éhelle marosopique sont établies en mettant

en évidene les propriétés e�etives du matériau omposite.
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1.2. Modélisation des matériaux omposites

Étape de représentation

La détermination des propriétés e�etives d'un matériau omposite par la tehnique

d'homogénéisation passe d'abord par la dé�nition d'un Volume Élémentaire Représentatif

(VER), formé à partir de l'ensemble des phases qui onstituent le matériau omposite

(�gure 1.13). Ce VER doit satisfaire deux onditions [9℄ :

� Être plus grand que la taille aratéristique des onstituants a�n que leur nombre

total soit su�sant pour permettre une représentation statistique orrete du ma-

tériau étudié.

� Être plus petit que la taille aratéristique d'une struture méanique pour pouvoir

être remplaé par un matériau homogène équivalent lors d'un alul de struture.

VER

Figure 1.13 : Modélisation du omportement e�etif d'un matériau omposite à partir de la

dé�nition d'un Volume Élémentaire Représentatif (VER).

La onnaissane des aratéristiques des phases d'un matériau omposite (tenseurs d'élas-

tiité de la matrie et du renfort, répartition spatiale des �bres, fration volumique des

�bres, diamètre et longueur moyenne des �bres, et.) est un point très important dans

le proessus d'homogénéisation. Chaque phase i est dérite par une loi de omportement

loale :

σi = Ci : εi

εi = Si : σi
(1.1)

ave σ et ε, respetivement, les ontraintes et les déformations loales de la phase i

à l'éhelle mirosopique. Ci
et Si

sont, respetivement, les tenseurs de rigidité et de

souplesse de la phase i.
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Étape de loalisation

Cette étape a pour but de lier les grandeurs dé�nies à l'éhelle mirosopique (σ et ε)

aux quantités équivalentes dé�nies à l'éhelle marosopique (Σ et E) :

εi = Ai : Ei, σi = Bi : Σi
(1.2)

A etB sont, respetivement, les tenseurs de loalisation des déformations et des ontraintes,

ontenant des informations sur la mirostruture du matériau omposite. Ces deux ten-

seurs de loalisation sont aratéristiques de haque modèle miroméanique et leurs ex-

pressions di�èrent d'un modèle à un autre.

Étape d'homogénéisation

Cette étape vise à exprimer le omportement du milieu homogène équivalent en moyen-

nant les solutions de l'étape de loalisation omme suit :

Σ = 〈σ〉 , E = 〈ε〉 (1.3)

〈σ〉 et 〈ε〉 sont, respetivement, les tenseurs des ontraintes et des déformations moyennes

alulés sur le VER.

Ces deux formules peuvent s'érire aussi en fontion de la fration volumique f i
de haque

phase :

Σ = f 0C0 : ε0 +
n∑

i=1

f i
C

i : εi

E = f 0 ε0 +
n∑

i=1

f i
ε
i

(1.4)

La ombinaison de es deux dernières équations donne :

Σ = C0 : E +

n∑

i=1

f i
(
C

i −C
0
)
: εi

(1.5)

et

E = S0 : Σ+

n∑

i=1

f i
(
S

i − S
0
)
: σi

(1.6)

où f 0
est la fration volumique de la matrie, C0

et S0
sont, respetivement, les tenseurs

de rigidité et de souplesse de la matrie tandis que Ci
et Si

sont, respetivement, les

tenseurs de rigidité et de souplesse de la phase i.

En introduisant la relation (1.2) dans les équations (1.5) et (1.6), nous déduisons les ex-
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pressions suivantes des tenseurs de rigidité et de souplesse e�etifs du matériau homogène

équivalent :

Cc = C0 +

n∑

i=1

f i
(
C

i −C
0
)
: Ai

Sc = S0 +
n∑

i=1

f i
(
S

i − S
0
)
: Bi

(1.7)

Jusqu'à présent, la démarhe présentée est ommune à tous les modèles miroméaniques.

L'aès aux tenseurs de rigidité et de souplesse e�etifs du omposite est onditionné par

la dé�nition des tenseurs de loalisation A et B. Nous rappelons que es deux tenseurs

di�èrent d'un modèle analytique à un autre.

1.3 Modèles miroméaniques

Les modèles miroméaniques sont prinipalement des formulations analytiques qui

permettent d'estimer les propriétés élastiques e�etives des matériaux omposites à partir

des propriétés physiques de leurs mirostrutures (propriétés élastiques des onstituants,

forme du renfort, position et orientation des �bres, et.). Dans les paragraphes suivants,

nous exposons quelques modèles analytiques de la littérature.

1.3.1 Bornes de Voigt et de Reuss

Les modèles de Voigt [10℄ et de Reuss [11℄ sont onsidérés omme les modèles analy-

tiques les plus simples de la modélisation miroméanique. Ces modèles néessitent peu

d'informations sur la mirostruture du matériau omposite et sont don utilisés lorsque

es données sont restreintes. Dans ette on�guration, seule la onnaissane des frations

volumiques des onstituants et leurs propriétés élastiques est néessaire. Les approxi-

mations de es deux modèles simples dé�nissent les bornes supérieure et inférieure des

propriétés élastiques e�etives du matériau omposite omme illustré sur la �gure 1.14.

Étant donné que es deux modèles ne prennent pas en ompte la mirostruture du ma-

tériau omposite, le modèle de Voigt a tendane à surestimer ses propriétés e�etives,

tandis que le modèle de Reuss les sous-estime [12℄.

Borne de Voigt (modèle parallèle)

Dans le modèle de Voigt, dit aussi modèle parallèle [10℄, la déformation est supposée

onstante dans tout le VER et égale à la déformation marosopique ε = E. Cette
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hypothèse donne lieu à l'approximation suivante du tenseur de rigidité e�etif du VER :

C
c = C

0 +
n∑

i=1

f i (Ci −C
0) =

n∑

i=0

f i C i
(1.8)

Borne de Reuss (modèle série)

Le modèle de Reuss, dit aussi modèle série [11℄, est le onjugué du modèle de Voigt.

Dans e modèle, 'est la ontrainte qui est supposée onstante plut�t que la déformation.

Par onséquent, l'approximation du tenseur de souplesse e�etif du VER est donnée par :

S
c = S

0 +
n∑

i=1

f i (Si − S
0) =

n∑

i=0

f i
S

i
(1.9)

Figure 1.14 : Évolution du tenseur d'élastiité e�etif du matériau omposite estimée par les

modèles de Voigt et de Reuss.

1.3.2 Modèle d'Halpin-Tsai

Contrairement aux modèles de Voigt et de Reuss, le modèle d'Halpin-Tsai [13, 14℄

onsidère un paramètre ζ qui prend en ompte le rapport de forme Lf/Df du renfort (Lf

et Df sont, respetivement, la longueur moyenne des �bres et leur diamètre). Le modèle

peut être exprimé sous la forme suivante :

Pc = Pm

(
1 + ζη f

1− η f

)

ave η =

Pf

Pm
− 1

Pf

Pm
+ ζ

(1.10)
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f est la fration volumique du renfort, Pc est la propriété élastique e�etive reherhée

du matériau omposite (omme son module d'Young) et Pf et Pm sont elles du renfort

et de la matrie, respetivement. ζ est un paramètre qui dépend de la géométrie, de la

distribution et de la fration volumique des �bres [13, 14℄.

1.3.3 Problème de l'inlusion d'Eshelby

Les travaux d'Eshelby [15℄ ont permis de résoudre le problème de l'inlusion qui vient

perturber loalement l'équilibre de la matrie. Selon la nature de l'inlusion, deux versions

homogène et hétérogène de e problème existent.

Problème de l'inlusion homogène

Dans ette première version, Eshelby [15℄ a étudié l'équilibre méanique d'une inlusion

de forme ellipsoïdale, plongée dans une milieu in�ni appelé matrie, et possédant les

mêmes propriétés élastiques que la matrie (�gure 1.15). En partiulier, Eshelby a relié

la déformation libre εL
I
dans une inlusion isolée de son environnement à la déformation

de l'inlusion εI au sein de la matrie par le biais d'un tenseur d'ordre 4, appelé tenseur

d'Eshelby et noté SE :

εI = SE : εL
I

(1.11)

Figure 1.15 : Illustration du problème de l'inlusion homogène.

Il onvient de noter que le tenseur d'Eshelby dépend de la forme de l'inlusion, de son

orientation et du tenseur de rigidité de la matrie C0.
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Problème d'Eshelby hétérogène

D'une façon générale, le problème d'Eshelby hétérogène étudie l'équilibre d'une inlu-

sion ellipsoïdale I qui possède des aratéristiques méaniques di�érentes de elles de la

matrie. L'inlusion, de rigidité CI , est plongée dans une matrie in�nie M de rigidité

C0. L'ensemble est soumis à une déformation homogène à l'in�ni d'intensité E∞. Eshelby

[15℄ a montré que la déformation εI dans l'inlusion est homogène et dépend linéairement

de la déformation imposée à l'in�ni :

εI = [I + SE : S0 : (CI −C0)]
−1

︸ ︷︷ ︸

AE

: E∞ (1.12)

I est le tenseur identité d'ordre 4 et AE s'appelle le tenseur de loalisation d'Eshelby.

Il est intéressant de noter que le modèle d'Eshelby ne peut pas être représentatif d'un

matériau omposite dépassant une ertaine onentration d'hétérogénéité. En e�et, il ne

onsidère que les perturbations loales des hamps de ontrainte et de déformation dans la

matrie sans prendre en ompte les interations ave les autres phases. De plus, la fration

volumique du renfort doit être inférieure à 1% pour pourvoir utiliser e modèle [16℄.

1.3.4 Shéma dilué d'Eshelby

Ce modèle s'applique aux milieux hétérogènes onstitués de n inlusions au sein d'une

matrie. Chaque inlusion se omporte omme si elle était seule noyée dans la matrie. Il

s'agit don d'appliquer le résultat du problème d'Eshelby hétérogène (équation (1.12)) à

haque inlusion a�n d'obtenir le tenseur d'élastiité e�etif du omposite :

Cc = C0 +
n∑

i=1

f i
[
SE : S0 + (Ci −C0)

−1]−1
(1.13)

Le shéma dilué ne tient pas ompte des interations entre les inlusions. Il est don limité

aux matériaux omposites ayant une faible fration volumique de renforts.

1.3.5 Shéma de Mori-Tanaka

Contrairement au shéma dilué d'Eshelby, le shéma de Mori-Tanaka [17℄ tient ompte

de l'interation entre les di�érentes inlusions au sein d'une matrie. Ce shéma est basé

sur la solution du problème d'Eshelby. Les inlusions sont supposées réparties de manière

isotrope et se omportent, en moyenne, omme des inlusions isolées dans une matrie

in�nie. Le tenseur de loalisation de Mori-Tanaka de l'inlusion i (i = 1, n), noté AMT ,
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est donné par l'expression suivante [18, 17℄ :

AMT
i = A

i
E
:

[
n∑

j=1

f j
A

j
E

]−1

(1.14)

Le tenseur d'élastiité e�etif du omposite selon le modèle de Mori-Tanaka s'érit :

C
MT
c = C0 +

n∑

i=1

f i (Ci −C0) : A
i
MT (1.15)

Dans le modèle de Mori-Tanaka, l'interation entre les inlusions est prise en ompte

mais de manière simpli�ée. Ainsi, e modèle s'applique orretement lorsque la fration

volumique du renfort reste modérée, typiquement inférieure à 25% [1℄.

1.3.6 Shéma auto-ohérent

Dans le modèle auto-ohérent [19, 20℄, haque phase du matériau omposite est assi-

milée à une inlusion ellipsoïdale dans un milieu in�ni possédant les propriétés e�etives

Cc reherhées. Le tenseur de loalisation de la phase i s'érit, d'après la relation (1.12) :

A
i
E =

[
I + S

i
E : S0 : (Ci −C0)

]
−1

(1.16)

En utilisant l'équation (1.7), le tenseur de rigidité e�etif du matériau omposite est donné

par :

Cc = C0 +

n∑

i=1

f i (Ci −C0) :
[
I + S

i
E
: S0 : (Ci −C0)

]
−1

(1.17)

Contrairement au modèle de Mori-Tanaka, le alul du omportement e�etif du matériau

omposite est impliite dans le as du modèle auto-ohérent. En e�et, le milieu de référene

du modèle de Mori-Tanaka est onnu (la matrie), mais il est à priori inonnu ave le

modèle auto-ohérent (le milieu homogène e�etif reherhé). Généralement, il est di�ile

de résoudre le problème auto-ohérent diretement à partir de l'équation (1.17). Il est don

résolu de manière numérique à l'aide d'une méthode itérative.

1.4 Modèles numériques

L'analyse du omportement méanique des matériaux omposites en utilisant les mo-

dèles miroméaniques peut s'avérer insu�sante, notamment ave le développement de

nouveaux matériaux omposites. Ces derniers se aratérisent par une arhiteture souvent
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omplexe du renfort (omme les omposites ousus) introduite pour améliorer les perfor-

manes des matériaux omposites lassiques. Les hypothèses adoptées dans les modèles

analytiques lassiques ne prennent pas en ompte la omplexité de es nouveaux maté-

riaux et strutures. Ave le développement des outils de alul, de nombreux modèles

numériques ont été développés pour la prédition des propriétés e�etives des matériaux

omposites. En l'ourrene, la méthode des éléments �nis est devenu un outil pratique

pour l'étude de leur omportement. Les modèles éléments �nis peuvent être lassés en

deux atégories : la première sera quali�ée d'approhe direte et la deuxième d'approhe

indirete. Il onvient de noter que la quali�ation direte ou indirete onerne la modéli-

sation du renfort au sein de la matrie. En e�et, le renfort est disrétisé omme la matrie

dans une approhe direte alors qu'il n'est pas expliitement modélisé dans une approhe

indirete.

1.4.1 Modèles numériques basés sur une approhe direte

Ce premier type de modèles numériques permet une représentation direte et expliite

du renfort au sein de l'espae matrie quelles que soient la géométrie des �bres et leur

orientation. Pour estimer les propriétés e�etives d'un matériau omposite, il onvient de

dé�nir un VER qui le représente au mieux omme onsidéré ave les approhes miro-

méaniques. La deuxième étape d'une modélisation numérique direte onsiste à mailler

les �bres et l'espae matrie du VER. En l'ourrene, deux méthodes de maillage ont

été proposées dans la littérature pour disrétiser le VER : une première méthode dite de

maillage libre et une deuxième dite de maillage régulier. Ces deux méthodes de maillage

sont illustrées à la �gure 1.16.

Méthode de maillage libre

Cette méthode onsiste à mailler la matrie et le renfort du VER par le même type

d'élément en respetant, en partiulier, la oïnidene entre les noeuds des deux maillages

(�gure 1.17). La �gure 1.18 montre les étapes suivies pour réer le maillage d'un VER

3D : d'abord, le renfort est maillé et ensuite, l'espae matrie est disrétisé en veillant

à la oïnidene entre les noeuds des deux maillages. L'étape de maillage est suivie par

l'appliation des onditions aux limites et de hargement sur le VER et es dernières sont

en général assoiées à une déformation ou une ontrainte marosopiques homogènes.

Kari et al. [2℄ ont onsidéré la méthode de maillage libre pour évaluer les propriétés

e�etives d'un matériau omposite onstitué d'une matrie en Aluminium renforée par

des �bres ourtes de Carbure de Siliium (�gure 1.18). Ces �bres sont unidiretionnelles et
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Figure 1.16 : Modélisation par éléments �nis d'un VER basée sur une approhe direte : (a)

maillage libre utilisant des éléments tétraédriques et (b) maillage régulier utili-

sant des éléments hexaédriques (d'après [1℄).

Figure 1.17 : Grossissement sur un maillage 3D libre non régulier mettant en évidene la

jontion (oïnidene) entre les noeuds des maillages du renfort et de la matrie

(d'après [1℄).

de forme ylindrique et leur fration volumique varie entre 10 et 40%. Le VER onsidéré

a été généré à l'aide d'un algorithme d'adsorption séquentielle aléatoire [21℄, modi�é pour

avoir une distane minimale entre les �bres voisines et une orientation uniformément

répartie des �bres dans le VER. Cet algorithme permet de plaer les �bres de manière

séquentielle, 'est à dire les unes après les autres, dans un volume �xe et e jusqu'à

l'obtention de la onentration de �bres souhaitée. Dans e modèle, la matrie et les

�bres ourtes du VER ont été maillées par des éléments tétraédriques à 10 n÷nds ave

une intégration numérique omplète. Kari et al. [2℄ ont étudié également l'e�et du rapport
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de forme des �bres ourtes (allant de 1 à 15) et ont montré que e paramètre in�ue peu

sur le module d'Young e�etif du matériau omposite.

Figure 1.18 : Les étapes de onstrution du maillage d'un VER 3D par la méthode de maillage

libre d'après Kari et al. [2℄ : (a) maillage libre non régulier des �bres et (b)

maillage libre non régulier des deux phases du VER.

D'autres travaux utilisant la méthode de maillage libre ont été réalisés par Gusev, Hine et

Lusti [22, 23, 24℄ sur des omposites verre/polypropylèyne [23, 24℄ et verre/époxyde [22℄.

Ces travaux ont utilisé la méthode de Monte Carlo pour générer les �bres à l'intérieur

du VER. La méthode de Monte Carlo onsiste à hoisir un arrangement initial des �bres

qui peut être ajusté en appliquant des perturbations statistiques a�n de se rapproher le

mieux possible de la distribution souhaitée.

Méthode de maillage régulier

Il s'agit d'établir un maillage régulier (un pavage) en �xant le nombre d'éléments

selon une arête dans le volume du VER. Ce maillage attribue aux éléments �nis les

aratéristiques de la phase dans laquelle ils sont situés. Les onstituants peuvent être

disrétisés selon deux méthodes : par élément et par point d'intégration.

Dans le as de la disrétisation par élément, à haque élément du maillage sont a�etées

les propriétés de la phase dans laquelle se trouve son entre de gravité. Cette méthode est

relativement simple à mettre en ÷uvre. Il onvient de noter que haque élément appartient

à une seule phase, e qui onduit à disrétiser l'interfae partiule-matrie en marhes

d'esalier omme le montre la �gure 1.19a.
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(a) (b)

Figure 1.19 : Maillage régulier d'un VER : (a) disrétisation par élément et (b) disrétisation

par point d'intégration (d'après [1℄).

Pour la disrétisation par point d'intégration, à haque point d'intégration d'un élément

du maillage sont a�etées les propriétés de la phase dans laquelle il se situe (�gure 1.19b).

Ainsi, un élément �ni peut appartenir à plusieurs phases. L'interfae �bre-matrie est,

quant à elle, dérite par un saut de propriétés dans l'élément �ni. Cette tehnique de

maillage est également appelée méthode des éléments multiphasés [25, 26℄.

1.4.2 Modèles numériques basés sur une approhe indirete

Comme nous l'avons évoqué préédemment, l'inonvénient majeur des modélisations

basées sur une approhe direte est la génération du maillage des �bres et la oïnidene

des n÷uds des éléments �bres ave eux des éléments de l'espae matrie du VER. De

plus, lorsque la fration volumique des �bres est relativement élevée, la matrie présente

des ligaments de faible épaisseur quand la distane entre les �bres devient faible. En

onséquene, la taille des éléments �nis doit être adaptée pour obtenir une préision

aeptable pour les ligaments �ns.

Ces limites peuvent être dépassées si nous nous a�ranhissons du maillage des �bres.

En l'ourrene, un ertain nombre de méthodes numériques, quali�ées d'indiretes dans

e travail, ont été développées a�n de tenir ompte disrètement (ou impliitement) de

la présene du renfort au sein de la matrie. Ces méthodes ont l'avantage de réduire

onsidérablement les problèmes de oïnidene des maillages de la matrie et du renfort

et d'éviter ainsi le ra�nement du maillage, e qui réduit notablement les temps de alul.

Phillips et Zienkiewiz [4℄ et Elwi et Murray [3℄ ont développé de nouveaux éléments �-

nis ompatibles de membrane qui tiennent ompte de la présene du renfort au sein de

l'élément (�gure 1.20). Ces éléments sont dé�nis en ajoutant des ouhes de renforement
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Figure 1.20 : Renforements intégrés le long des lignes de oordonnées loales (d'après [3, 4℄).

alignées ave l'une des oordonnées loales de l'élément isoparamétrique. Ces représenta-

tions sont limitées à des problèmes ayant des ouhes de renforement à setion droite et

des maillages retilignes. Cette formulation a été généralisée par la suite par Elwi et Hru-

dey [27℄ pour des ouhes de renforement de forme quelonque, noyées dans un élément

de membrane d'ordre supérieur. La ouhe de renforement est exprimée en oordonnées

globales indépendamment du maillage de la matrie. Cette approhe est plus avantageuse

que elle proposée par Elwi et Murray [3℄ ar la géométrie de la ouhe de renforement n'a

pratiquement auun impat sur le hoix du maillage de la matrie. Dans e ontexte, nous

itons les travaux de Pinto [28℄ qui a présenté une formulation d'un élément de renfore-

ment intégré (embedded element) enastré et orienté de façon quelonque. Cependant, la

desription de la ouhe de renforement est supposée onnue dans l'espae isoparamé-

trique loal de l'élément, e qui limite l'étendue de ette approhe. En e�et, si la ouhe

de renforement suit une limite de l'élément, sa position dans l'espae isoparamétrique

loal est onnue. Par ontre, si la ouhe de renforement suit une ourbe arbitraire à

travers l'élément, il serait alors di�ile de déterminer sa position dans le repère global de

l'élément.

Une autre formulation onnue sous l'approhe de la fore de �bre (�ber fore approah)

a été introduite par Radtke et al. [5℄. Elle onsiste à représenter les �bres par des fores

de réation autour de leurs extrémités omme montré dans la �gure 1.21. Dans ette

approhe, les �bres sont simplement représentées par leurs réations sur la matrie. Ces

fores de réation sont supposées égales aux fores mesurées lors d'un test d'arrahement

sur les �bres et e en fontion de la distane d'extration. Si une �bre fait le pont d'une

�ssure, une distane de retrait est dérivée de l'ouverture de la �ssure et les fores d'ar-

rahement sont appliquées à la matrie (�gure 1.21). Cette approhe permet don de ne
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pas disrétiser le renfort, e qui signi�e que le nombre de degrés de liberté du système

à résoudre n'augmente pas ave le nombre de �bres. Cependant, il est inhérent à ette

méthode que ni la �bre ni l'interfae �bre-matrie ne sont modélisées individuellement.

En outre, il est di�ile de onnaître l'état de ontrainte le long de la �bre et au niveau

de l'interfae �bre-matrie ar ni la �bre ni l'interfae ne sont modélisées réellement.

Fibre Matrice Maillage EF

FissureLes forces

qui représentent la fibre

Figure 1.21 : L'approhe de la fore de �bre : la �bre est représentée par ses fores de réation

appliquées au maillage de la matrie (d'après [5℄) .

La méthode des éléments �nis étendus (XFEM) a été également onsidérée pour modéliser

les �bres dans un domaine matrie sans la néessité de les disrétiser. L'idée prinipale

de l'approhe XFEM est d'enrihir les éléments �nis standards qui modélisent l'espae

de la matrie ave des fontions nodales apables de représenter les hétérogénéités et les

disontinuités dues à la présene du renfort sans le représenter expliitement [29, 30, 31℄.

La méthode XFEM est basée sur la méthode de partition de l'unité (PUM : Partition

of Unity Method) proposée par Babuska et Melenk [32, 33℄. La méthode PUM repose

sur l'utilisation de fontions d'enrihissement pour introduire des disontinuités (�bres)

dans des éléments �nis standards, représentant l'espae matrie, ainsi que des fontions

de niveau pour loaliser es disontinuités. En se basant sur la méthode PUM, Radtke et

al. [34℄ ont proposé un modèle qui représente les �bres par des inlusions élastiques sans

les disrétiser. Dans e modèle, le hamp de déplaement est amélioré par l'information au

niveau de l'interfae �bre-matrie, représentant le déollement de la �bre ou la propagation

d'une �ssure. L'utilisation d'une fontion d'enrihissement égale à 1 dans la �bre et 0

ailleurs onduit à une formulation qui permet d'inlure un nombre quelonque de �bres

distribuées et orientées arbitrairement dans le maillage de la matrie (�gure 1.22).

Les �bres peuvent également être modélisées par des éléments barres au sein des éléments

standards, représentant l'espae de la matrie. Les degrés de liberté des éléments �bres

sont ensuite exprimés en fontion de eux des éléments qui représentent l'espae matrie.

Dans e as, nous pouvons iter les travaux de Vanalli et al. [6, 7℄ qui ont développé
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Fibres Matrice
Composite renforcé

 par des fibres

Fibres discrètes Maillage Fibres ne coïncident

 pas avec le maillage 

Figure 1.22 : Fibres disrètes réparties dans un espae matrie maillé ave des éléments qua-

drilatéraux (d'après [5℄).

une formulation par éléments �nis qui prend en ompte la présene du renfort dans un

domaine matrie plan sans augmenter le nombre total de degrés de liberté du modèle

numérique de base (�gure 1.23). L'approhe proposée dans es travaux est basée sur

des onsidérations inématiques qui dérivent le déplaement des noeuds des �bres en

fontion de eux des éléments matries. Ainsi, haque �bre ne ontribue qu'à l'énergie

de déformation stokée dans le omposite, i.e. que l'énergie de déformation du omposite

sera la somme des déformations de la matrie et des �bres. Les �bres sont modélisées par

des éléments barres lassiques à deux noeuds tandis que l'espae matrie est disrétisé par

des éléments triangulaires à dix n÷uds. La �gure 1.24 montre trois situations di�érentes

de �bres immergées dans un espae matrie : une �bre longue ave des extrémités dans

deux éléments matries éloignés, une �bre de taille moyenne ave des extrémités dans

deux éléments voisins et une �bre ourte à l'intérieur d'un seul élément matrie. Vanalli

et al. [6, 7℄ ont remarqué qu'une onnexion non onforme se produit le long de l'interfae

�bre-matrie lorsqu'un élément de �bre de premier ordre est ouplé à un élément matrie

d'ordre supérieur. Réemment, Sampaio et al. [35℄ ont enrihi la formulation de Vanalli et

al. [6, 7℄ pour permettre aux éléments �bres d'être ouplés ave des éléments matries de

n'importe quel ordre, a�n d'assurer une adhésion totale entre la �bre et la matrie. Cette

approhe a été étendue par la suite pour l'analyse des plaques et oques omposites dans

[36℄.

1.5 Conlusion

Dans e premier hapitre, nous avons présenté une desription suinte des matériaux

omposites à renfort �breux et quelques méthodes analytiques et numériques utilisées

pour prédire leur omportement. Bien que l'utilisation des matériaux omposites dans

diverses appliations soit largement généralisée et diversi�ée, les méthodes de alul et de

simulation jusque là développées présentent enore de nombreuses limites et exigent des
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Figure 1.23 : Modélisation d'un matériau omposite renforé par des �bres ourtes orientées

de façon aléatoire sans les disrétiser (d'après [6, 7℄).

Figure 1.24 : Trois on�gurations di�érentes de �bres immergées dans un maillage de ma-

trie : �bre inter-élémentaire, �bre entre deux éléments voisins et �bre à l'inté-

rieur d'un seul élément (d'après [6℄).

développements supplémentaires.

Le adre général de la présente étude est d'apporter des éléments de réponse à la modélisa-

tion numérique des matériaux et strutures omposites basée sur une approhe indirete.

Ainsi, l'objetif prinipal de notre travail est le développement de nouveaux éléments �nis

spéiaux apables de prendre en ompte la présene d'un renfort �breux dans une matrie

sans avoir besoin de le mailler.

Deux points nous ont plus partiulièrement intéressés :

� Le développement de modèles éléments �nis de membrane et 3D pour la modélisa-

tion des matériaux et strutures omposites renforés par des �bres de di�érentes

longueurs et orientions.
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� L'utilisation d'une formulation éléments �nis simple onduisant à des éléments

failement implémentables dans des odes de alul industriels omme ABAQUS

et exploitables dans le adre d'un environnement et une �nalité industriels.

Les hapitres suivants sont onsarés à la présentation des formulations linéaire et non-

linéaire géométrique de nouveaux éléments �nis spéiaux, basées sur une approhe indi-

rete labellisée Approhe de la Fibre Projetée (AFP). Cette approhe AFP a été réem-

ment proposée par Kebir et Ayad [37℄.
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2.1. Introdution

2.1 Introdution

Ce hapitre a pour objet le développement d'une approhe numérique multi-éhelle

simple en vue de modéliser les matériaux et strutures omposites, en tenant ompte de

la présene des �bres dans une matrie ontinue sans avoir besoin de les mailler. Cette ap-

prohe est baptisée Approhe de la Fibre Projetée (en anglais, Projeted Fiber Approah).

Dans e hapitre, nous nous proposons d'introduire ette nouvelle approhe en dévelop-

pant les aspets géométriques, inématiques et méaniques assoiés. Pour simpli�er la mise

en pratique de ette tehnique, nous l'adapterons en premier lieu aux problèmes plans,

à travers le développement de deux éléments �nis linéaires de membrane, baptisés PFT3

et PFQ4. En�n, plusieurs as tests de validation sont traités pour évaluer la préision de

ette nouvelle approhe dans l'étude des strutures omposites planes.

2.2 Approhe de la �bre projetée

L'approhe de la �bre projetée, proposée par Kebir et Ayad [37℄, est basée sur la mé-

thode des éléments �nis et représente une alternative numérique simple pour analyser

les strutures et matériaux omposites. Dans ette approhe, nous divisons le matériau

omposite en ses deux omposantes prinipales : la matrie et les �bres. Le domaine de

la matrie est maillé par des éléments de membrane ou tridimensionnels standards selon

la modélisation onsidérée, tandis que les �bres sont représentées, dans ette première

étude, par des éléments barres. Les �bres sont traitées omme des entités disrètes et

sont introduites de façon aléatoire ou paramétrée selon leur distribution dans la struture

omposite modélisée.

L'approhe de la �bre projetée est basée sur des onsidérations inématiques qui per-

mettent d'exprimer les variables des �bres en fontion de elles des éléments �nis qui

représentent le domaine de la matrie, sans rajouter de nouveaux degrés de liberté au

problème. Cette approhe a la partiularité aussi de onsidérer la �bre omme une partie

intégrée dans la matrie, où elle est fusionnée à l'intérieur de et espae pour former le

domaine élémentaire du omposite. Elle permet d'étudier failement les propriétés mé-

aniques et géométriques de la matrie et du renfort, et leur in�uene sur le omporte-

ment e�etif du matériau omposite. D'autre part, l'approhe de la �bre projetée peut

être failement implémentée dans les odes de alul par éléments �nis existants tels que

ABAQUS et ANSYS, à travers les routines utilisateurs omme la routine User ELement

(UEL) d'ABAQUS.
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2.2.1 Le domaine de la matrie

Suivant la modélisation 2D ou 3D adoptée, nous avons hoisi de disrétiser le domaine

de la matrie par des éléments triangulaires à trois noeuds (T3) ou quadrilatèraux à quatre

noeuds (Q4) en modélisation plane, et hexaédriques à huit noeud H8 pour les problèmes

3D (Figure 2.1).

Figure 2.1 : Éléments �nis représentant l'espae de la matrie, en modélisations plane et 3D.

2.2.2 Le renfort

Dans un matériau omposite, les �bres sont introduites pour améliorer la rigidité et la

ténaité de la matrie. L'approhe de la �bre projetée proposée permet la prise en ompte

des �bres ourtes ou longues, ave des distributions aléatoires ou paramétrées, à l'intérieur

de la matrie. Dans une première approximation, nous proposons de modéliser es �bres

par des éléments barres à deux noeuds agissant en tration-ompression. Les variables des

éléments �bres sont exprimées en fontion de elles de l'élément matrie qui les ontient,

pour éviter d'ajouter des variables supplémentaires à elles du domaine de la matrie. Les

�bres sont réées séparément de la matrie et elles peuvent avoir des on�gurations et des

distributions di�érentes (voir �gure 2.2 dans le as d'une modélisation plane).

2.2.3 Prise en ompte du renfort à l'intérieur de la matrie

Les �bres ourtes ou longues sont introduites d'une manière disrète dans le domaine

de la matrie et sont représentées par des segments de droite. L'idée de modéliser les

�bres individuellement et séparément de la matrie permet de tenir ompte des di�érents

paramètres du renfort (longueur, orientation et distribution) dans la matrie, et leur

in�uene sur le omportement méanique de la struture omposite. Pour un maillage

donné de la matrie, une �bre peut appartenir à un ou plusieurs éléments modélisant

l'espae matrie (omme montré sur la �gure 2.3). Cela dépend du type de renfort dans

le matériau omposite et aussi du ra�nement du maillage de la matrie. Les intersetions

des �bres ave le maillage de la matrie sont automatiquement e�etuées à travers la

plateforme KSP, développée par H. Kebir. Dans e as, toutes les �bres (ou parties des
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�bres initiales) traversant un élément matrie sont représentées par des éléments barres

à deux n÷uds, et leurs degrés de liberté sont projetés sur eux de leur élément matrie

orrespondant [37℄. Cei permet d'obtenir un système d'équations à résoudre équivalent

à elui d'un milieu non renforé.

Figure 2.2 : Di�érentes orientations des �bres dans une modélisation plane.

Figure 2.3 : L'approhe de la �bre projetée et le traitement des intersetions �bre-matrie.
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2.3 Adaptation de l'approhe de la �bre projetée aux

problèmes plans

2.3.1 Formulation faible de l'équilibre méanique

A�n de développer une modélisation simpli�ée qui peut représenter les di�érents

onepts dérits préédemment, une adaptation 2D de l'approhe de la �bre projetée

est onsidérée dans ette setion. En l'ourrene, nous onsidérons un solide omposite

2D déformable omme montré sur la �gure 2.4. Pour simpli�er la disussion, la matrie

et le renfort sont supposés élastiques et isotropes.

Le prinipe des travaux virtuels (PTV) du omposite s'érit omme pour les solides élas-

tiques déformables, en onsidérant un hamp de déplaements virtuels δu omme suit :

δw =

∫

V

σijδεij dV

︸ ︷︷ ︸

δwint

−
(
∫

∂V

Tiδui dS +

∫

V

f v
i δui dV

︸ ︷︷ ︸

δwext

)
(2.1)

ave δwint le travail virtuel interne du solide omposite et δwext le travail virtuel externe

dû aux fores surfaiques T et aux fores volumiques de densité f v
.

Figure 2.4 : Solide omposite 2D.

2.3.2 Approximation par éléments �nis

Dans e qui suit, nous utiliserons les aratères m et f pour distinguer entre les va-

riables de la matrie et du renfort, respetivement.

L'approximation par éléments �nis de l'équation (2.1) est onstruite en divisant le solide

omposite 2D en plusieurs domaines élémentaires. En onséquene, nous présentons dans

ette partie les formulations de deux éléments �nis omposites de membrane basés sur

l'approhe de la �bre projetée, baptisés PFT3 (Projeted Fiber 3-node Triangle) et PFQ4

(Projeted Fiber 4-node Quadrilateral). Ces deux éléments de membrane représentent
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ainsi un élément du domaine de la matrie renforé par des éléments �bres qui le tra-

versent. Nous rappelons que les �bres qui traversent un élément matrie sont modélisées

par des éléments barres à deux noeuds. Pour simpli�er la présentation des formulations

des éléments PFT3 et PFQ4, nous onsidérons un élément matrie traversé par une seule

�bre omme illustré par la �gure 2.5. Sur ette dernière �gure, nous remarquons que les

éléments omposites PFT3 et PFQ4 résultent de la ombinaison des éléments standards

de membrane T3 (ou CST, Constant Strain Triangle) et Q4, respetivement, et l'élément

barre à deux noeuds qui modélise la �bre traversant l'élément matrie.

Au niveau élémentaire, la forme faible de l'équilibre (2.1) devient :

δw = δwm
int + δwf

int − δwext (2.2)

ave δwm
int et δw

f
int sont les travaux virtuels internes des éléments matrie et �bre, respe-

tivement.

Figure 2.5 : Éléments �nis omposites de membrane basés sur l'approhe de la �bre projetée :

(a) PFT3 et (b) PFQ4.

Matries de rigidité des éléments T3 et Q4

Dans une modélisation plane, l'espae matrie est disrétisé par les éléments mem-

branes standards T3 ou Q4. Dans ette partie, le nombre de noeuds est désigné par la

lettre n (n = 3 pour T3 et n = 4 pour Q4).
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Le travail virtuel interne d'un élément matrie est donné sous la forme suivante :

δwm
int =

∫

V m

{δε}T{σ} dV m
(2.3)

{ε} = {εxx εyy γxy}
T
et {σ} = {σxx σyy σxy}

T
sont les veteurs des déformations et des

ontraintes planes de l'élément matrie (γxy = 2εxy). Nous introduisons également la

matrie d'élastiité plane [Cm] qui lie es deux veteurs : {σ} = [Cm]{ε}, e qui permet

de réérire le travail virtuel interne δwm
int en fontion des déformations :

δwm
int =

∫

V m

{δε}T [Cm]{ε} dV m
(2.4)

Le hamp de déplaements de l'élément matrie T3 ou Q4 est exprimé sous la forme

suivante : {

um

vm

}

=
n∑

i=1

Ni(ξ, η)

{

um
i

vmi

}

(2.5)

Ni(ξ, η) sont les fontions d'interpolation des éléments T3 et Q4, données par les expres-

sions suivantes :

Pour T3 : N1(ξ, η) = 1− ξ − η, N2(ξ, η) = ξ, N3(ξ, η) = η, 0 ≤ ξ, η ≤ 1

Pour Q4 : Ni(ξ, η) =
1

4
(1 + ξiξ)(1 + ηiη), −1 ≤ ξ, η ≤ 1

(2.6)

En utilisant les approximations (2.5), les déformations de membrane des éléments matries

sont données par :

{ε} = [Bm] {um
n } ; [Bm] =






Ni,x 0

· · · 0 Ni,y · · · i = 1, n

Ni,y Ni,x




 (2.7)

où {um
n } = {· · · |um

i vmi | · · · i = 1, n} est le veteur des degrés de liberté des éléments

matries.

En utilisant la relation (2.7) liant le veteur des déformations au veteur des degrés de

liberté, δwm
int devient :

δwm
int = {δum

n }
T

∫

V m

[Bm]T [Cm][Bm] dV m

︸ ︷︷ ︸

[Km]

{um
n } (2.8)
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[Km] est la matrie de rigidité des éléments T3 ou Q4, de dimensions 6 × 6 pour T3 et

8× 8 pour Q4.

Matrie de rigidité de l'élément �bre

Nous rappelons ii que la �bre traversant un élément matrie T3 ou Q4 est modélisée

par un élément barre linéaire (�gure 2.6). Le travail virtuel interne de l'élément �bre

s'érit don :

δwf
int

= A

∫ L/2

−L/2

δεf
T
(Ef −Em)
︸ ︷︷ ︸

E∗

f

εfdx (2.9)

L et A sont, respetivement, la longueur initiale et la setion (supposée onstante le long

de l'élément) de l'élément barre et εf est sa déformation axiale. Il est important de no-

ter que, physiquement, un élément barre de matrie doit être retiré de l'élément matrie

pour pouvoir ajouter l'élément �bre omme expliqué sur la �gure 2.5. Dans e as, nous

utilisons le module E∗
f = Ef − Em dans l'équation (2.9).

Figure 2.6 : Elément barre à deux noeuds représentant une �bre traversant un élément matrie.

Le hamp de déplaement axial loal de l'élément �bre ūf
est donné par :

ūf(x̄) = Nf
a (x̄)ū

f
a +Nf

b (x̄)ū
f
b = {Nf}T{ūf

n} (2.10)

ave

Nf
a (x̄) =

1

2
−

x̄

L
, Nf

b (x̄) =
1

2
+

x̄

L
et {ūf

n} = {ūf
a ū

f
b}

T
(2.11)

La déformation axiale εf de l'élément �bre s'érit don :

εf =
dūf

dx̄
= {Bf}{ūf

n} ; {Bf} = {−
1

L

1

L
} (2.12)
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En utilisant la relation (2.12), le travail virtuel interne de l'élément barre devient :

δwf
int = {δūf

n}
T E∗

fA

∫ L/2

−L/2

{Bf}{Bf}
Tdx

︸ ︷︷ ︸

[Kf
loc

]

{ūf
n} (2.13)

[Kf
loc] est la matrie de rigidité de l'élément barre dans son repère loal (t, n) (�gure

2.6). δwf
int doit être ré-exprimé dans le repère global a�n de failiter la projetion des

variables de l'élément barre sur elles de l'élément matrie orrespondant. Pour ela, nous

introduisons une matrie de passage [T ] qui lie les veteurs degrés de liberté de l'élément

barre dans les repères loal et global :

{

ūf
a

ūf
b

}

=

[

tx ty 0 0

0 0 tx ty

]

︸ ︷︷ ︸

[T℄







uf
a

vfa

uf
b

vfb







= [T ]{uf
n} (2.14)

tx et ty sont les oordonnées du veteur tangent t de l'élément barre dans le repère global.

En utilisant la relation (2.14), la matrie de rigidité de l'élément barre dans le repère

global [Kf
glob] s'érit :

δwf
int = {δuf

n}
T [T ]T

(
E∗

fA

∫ L/2

−L/2

{Bf}{Bf}
Tdx

)
[T ]

︸ ︷︷ ︸

[Kf
glob

]

{uf
n} (2.15)

ou plus expliitement

[Kf
glob] =

E∗
fA

L

[

[C] −[C]

−[C] [C]

]

; [C] =

[

t2x tx ty

tx ty t2y

]

(2.16)

Stratégie de ouplage et tehnique de projetion

Les degrés de liberté de l'élément �bre sont diretement projetés sur eux de l'élément

matrie T3 ou Q4 orrespondant. Par onséquent, le système d'équations obtenu est équi-

valent à elui de la matrie sans renfort, e qui permet de limiter le temps de alul.

La fusion géométrique des n÷uds a et b de l'élément �bre dans l'espae de la matrie est

e�etuée en exprimant leurs oordonnées paramétriques (ξa, ηa, ξb et ηb) en fontion de

elles de l'élément matrie (ri, si, i = 1, n) par utilisation des fontions de forme géomé-

triques omme reportée sur la �gure 2.7. Le point P de ette dernière �gure représente un
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des deux n÷uds de l'élément �bre et Ai (i = 1, n) sont les surfaes des triangles onstruits

par le point P et les �tés de l'élément matrie. Les oordonnées paramétriques ξP et ηP

du point P sont exprimées en fontion des oordonnées naturelles de l'élément matrie en

utilisant les approximations suivantes :

ξ
P
=

n∑

i=1

φiri ; η
P
=

n∑

i=1

φisi (2.17)

P

A2

A3
A1 A1

A2

A3

1
2

3

A4

Elément Q4

P

Elément T3

1 2

34

Figure 2.7 : Dé�nition des surfaes Ai (i = 1, n) utilisées pour aluler les oordonnées para-

métriques d'un noeud de l'élément barre.

Les fontions de forme φi sont données par les expressions suivantes pour les éléments T3

et Q4 :

� Pour T3 :

φ1 =
A1

A
; φ2 =

A2

A
; φ3 =

A3

A
; A = A1 + A2 + A3 ;

3∑

i=1

φi = 1

(2.18)

� Pour Q4 :

φ1 =
A1A2

A
; φ2 =

A2A3

A
; φ3 =

A3A4

A
; φ3 =

A4A1

A

A = (A1 + A3)(A2 + A4)) ;

4∑

i=1

φi = 1

(2.19)

En utilisant es oordonnées paramétriques de l'élément barre, il est possible de trouver
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une relation entre {uf
n} et {um

n } à travers une matrie [P ] de dimensions 4× 2n :

{uf
n} = [P ]{um

n } ; [P ] =









Na
i 0

. . . 0 Na
i . . . i = 1, n

N b
i 0

0 N b
i









(2.20)

où Na
i = Ni (ξa, ηa) et Ni sont les fontions de forme des éléments matries dé�nies par

les relations (2.6).

En utilisant les équations (2.8), (2.15) et (2.20), le travail virtuel interne de l'élément

omposite PFT3 ou PFQ4 devient :

δwc
int = δwm

int + δwf
int = {δum

n }
T

[

[Km] + [P ]T [Kf
glob][P ]

︸ ︷︷ ︸

[Kc]

]

{um
n } (2.21)

[Kc] est au �nal la matrie de rigidité de l'élément omposite PFT3 ou PFQ4.

2.3.3 Implémentation numérique des éléments PFT3 et PFQ4

Les éléments �nis omposites de membrane PFT3 et PFQ4 ont été implémentés dans

le ode ommerial ABAQUS via la routine utilisateur UEL (User Element) [38℄ omme

montré sur la �gure 2.8. Les �hiers de données (�hiers input) ont été réés par le module

Compo-Sim de la plateforme KSP (Kernal of Simulation Platform), développée au sein

du laboratoire Roberval de l'Université de Tehnologie de Compiègne par H. Kebir. Ce

module permet de générer les �bres dans l'espae matrie et de gérer automatiquement

leurs intersetions ave le maillage de la matrie. L'implémentation des éléments �nis

PFT3 et PFQ4 dans le ode ABAQUS est prinipalement motivé par l'absene d'un

solveur non-linéaire dans la plateforme KSP, e qui omplique la résolution des problèmes

non-linéaires géométriques des hapitres 3 et 4.

La plateforme KSP

KSP est une plateforme de alul numérique qui regroupe plusieurs fontionnalités

sous forme de modules. Comme évoqué préédemment, le module Compo-Sim de KSP

a été utilisé pour réer la géométrie de l'espae matrie dans un premier temps, puis

l'introdution aléatoire ou paramétrée du renfort selon le type du matériau ou la struture

omposite étudiée. Les intersetions sont gérées automatiquement grâe à un algorithme

intégrée dans le module Compo-Sim.
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A�n de failiter la réation des �hiers de données, nous avons paramétré l'introdution des

di�érentes propriétés géométriques et méaniques du omposite sous forme d'un tableau

omme montré sur la �gure 2.9. Une fois que la struture omposite est dé�nie et maillée,

Compo-Sim génère un �hier de données (*.inp) qui sera utilisé par la suite par ABAQUS

Standard pour e�etuer le alul. Un programme de post-traitement a été également

développé pour lire les résultats d'ABAQUS et les a�her sur KSP.

ABAQUS

UEL

Itération 

de Newton

Calcul des matrices 

de rigidité des

éléments composites 

(PFT3 ou PFQ4)

Assemblage des 

matrices de rigidité 

élémentaires

< ℇ?

Stockage des

résultats

Calcul de la 

matrice de rigidité

élémentaire de

la matrice [Km]

Nombre de 

Géométrie de la matrice

Génération des fibres

Application des CLs

Visualisation 

des résultats

Maillage de la matrice

et calcul des intersections

Compo-Sim

R
Génération du fichier 

input et lancement 

des calculs dans ABAQUS

Non

Oui

Projection des DDLs des fibres

et calcul de la matrice de rigidité

de l'élément composite [Kc]

Calcul de la

matrice de rigidité

élémentaire de chaque 

élément fibre [Kf
glob ]

Pour chaque élément composite

Non

Oui

fibres = 0 ?

Figure 2.8 : Implémentation numérique des éléments �nis omposites PFT3 et PFQ4.

Implémentation dans ABAQUS

Les éléments omposites de membrane PFT3 et PFQ4 ont été implémentés dans ABA-

QUS en utilisant la routine UEL. Dans ette routine, la matrie de rigidité de haque élé-

ment omposite est alulée et stokée dans la matrie prédé�nie AMATRX d'ABAQUS.

Une fois le alul est terminé, les di�érentes variables du problème gérées par ABAQUS

(déplaements nodaux, déformations et ontraintes) sont stokées sous une forme veto-

rielle dans un �hier de résultats.
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{

Propriétés

géométriques

de la matrice

Propriétés

mécaniques

de la matrice {
Fraction volumique

des fibres {

{Maillage

de la matrice

} Propriétés

géométriques et

mécaniques

du renfort

Orientation

des fibres}

Figure 2.9 : Introdution des propriétés géométriques et méaniques de la matrie et du renfort

dans la plateforme KSP

2.4 Cas tests de validation

A�n d'évaluer la apaité des éléments �nis omposites de membrane PFT3 et PFQ4 à

estimer les propriétés élastiques e�etives des matériaux omposites et étudier des stru-

tures omposites planes, plusieurs tests de validation linéaires sont onsidérés dans les

setions suivantes.

2.4.1 Évaluation des propriétés méaniques d'un matériau om-

posite renforé par des �bres ourtes

Dans e premier as test de validation, nous étudions le omportement d'un maté-

riau omposite renforé par des �bres aléatoires. Dans la première partie, nous estimons

les propriétés élastiques e�etives d'un matériau omposite onstitué d'une matrie en

magnésium AZ91D (Em=45 GPa et νm = 0.35) renforée par 10% en volume de �bres

ourtes de arbone T300 (Ef = 230 GPa et νf = 0.25) aléatoirement réparties. Les �bres

ourtes utilisées ont une forme ylindrique de longueur Lf = 0.15 mm et de diamètre

Df = 10 µm (Lf/Df = 15). A�n d'estimer les propriétés élastiques de e matériau om-

posite, un volume élémentaire représentatif (VER) est onsidéré. Nous rappelons que le

vrai problème est tridimensionnel et que les �bres ourtes sont orientées d'une manière

aléatoire le long des trois diretions de l'espae. Dans ette étude, nous proposons une mo-
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délisation plane du problème dans laquelle les extrémités de toutes les �bres ourtes sont

projetées sur le plan xy. Un VER de 1×1 mm

2
est onsidéré et modélisé par 625 (25×25)

éléments PFQ4 et 944 éléments PFT3. Le VER est soumis à trois types de hargement :

une tration longitudinale pour déterminer Ex et νxy, une tration transversale pour dé-

terminer Ey et νyx et �nalement un test de isaillement dans le plan pour déterminer le

module de isaillement Gxy. La �gure 2.10 montre le VER et les onditions aux limites

utilisées pour déterminer ses propriétés e�etives. Par exemple, pour la tration suivant

x (�gure 2.10a), nous appliquons un déplaement uniforme de 0.1 mm dans la diretion

x et nous déduisons ensuite la ontrainte uniforme dans la diretion x, pour estimer Ex,

et le déplaement moyen suivant y pour estimer νxy.

(a) (b) (c)

Figure 2.10 : VER du omposite magnésium/arbone soumis à trois hargements : (a)tration

simple suivant x, (b) tration simple suivant y et () isaillement dans le plan

xy.

Table 2.1 : Propriétés élastiques e�etives du omposite magnésium/arbone prédites par

PFT3 et PFQ4 et omparées aux résultats expérimentaux de Tian et al. [39℄

.

Expériene PFQ4 Erreur (%) PFT3 Erreur (%)

[39℄

Ex (GPa) 50.450 50.945 0.981 48.973 -2.927

Ey (GPa) 50.880 0.852 49.092 -2.691

νxy 0.3425 0.348 0.869 0.343 0.145

νyx 0.348 0.869 0.342 -0.145

Gxy (GPa) 19.020 18.910 -0.578 18.310 -3.732

Nous résumons dans le tableau 2.1 les propriétés e�etives prédites par les éléments om-

posites de membrane PFT3 et PFQ4 et omparées aux valeurs expérimentales de Tian
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et al. [39℄. Nous remarquons que l'estimation des propriétés élastiques e�etives par nos

éléments PFT3 et PFQ4 est en parfait aord ave les résultats expérimentaux de Tian

et al. [39℄. L'élément quadrilatère PFQ4 semble être légèrement plus préis que PFT3. De

plus, il est lair que le omportement du VER est quasi-isotrope en raison de la distribu-

tion aléatoire des �bres de arbone.

Dans la deuxième partie de e premier as test, nous analysons l'in�uene de ertains

paramètres mirostruturaux, tels que la fration volumique des �bres et leur rapport

d'aspet, la taille du VER et le nombre d'éléments qui le modélisent, sur les propriétés ef-

fetives du omposite magnésium/arbone. Dans ette étude paramétrique, nous utilisons

l'élément quadrilatéral PFQ4 pour simpli�er la présentation des résultats.

In�uene de la fration volumique des �bres

Pour ommener, nous proposons de prédire les propriétés élastiques e�etives du

omposite magnésium/arbone pour di�érentes frations volumiques des �bres (5%, 10%

et 15%). Pour ela, nous utilisons l'élément PFQ4 ave le même maillage et les mêmes

solliitations que la première partie de e as test. Ensuite, nous faisons une omparaison

ave le modèle analytique de Mori-Tanaka, présenté au hapitre 1, et les résultats numé-

riques de Tian et al. [39℄. L'évolution des modules d'Young et de isaillement e�etifs en

fontion de la fration volumique des �bres sont montrées sur les �gures 2.11a et 2.11b,

respetivement.

45

50

55

60

5 10 15

Expérience

Mori-Tanaka

Tian et al.

PFQ4

Fraction volumique des fibres (%)

M
o
d
u
le
d
'Y
o
u
n
g
ef
fe
ct
if
(G
P
a)

(a)

15

20

25

5 10 15

Expérience

Mori-Tanaka

Tian et al.

PFQ4

Fraction volumique des fibres (%)

M
o
d
u
le
d
e
ci
sa
il
le
m
en
t
ef
fe
ct
if
(G
P
a)

(b)

Figure 2.11 : Évolution des propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone en fon-

tion de la fration volumique des �bres : (a) Module d'Young et (b) Module de

isaillement.

Nous remarquons que les résultats de l'élément PFQ4 sont en bon aord ave le modèle
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de Mori-Tanaka. Le modèle éléments �nis de Tian et al. [40℄ montre une surestimation des

propriétés élastiques du omposite magnésium/arbone (surtout pour la dernière fration

volumique de 15%) qui peut être liée à la fontion de distribution aléatoire des �bres

ourtes utilisée.

In�uene du rapport d'aspet des �bres

Nous étudions maintenant l'in�uene du rapport d'aspet des �bres de arbone sur

le module d'Young et le oe�ient de Poisson du omposite. Selon Moussaddy et al.

[41℄, il existe un rapport d'aspet à partir duquel son augmentation n'aurait auun e�et

onsidérable sur les propriétés e�etives des omposites. Nous nous proposons don de

déterminer le rapport d'aspet seuil à partir duquel les propriétés e�etives du omposite

restent inhangées. Pour ela, la fration volumique des �bres est �xée à 10% et le rapport

de forme (Lf/Df) varie de 2 à 60. L'évolution des propriétés e�etives du omposite en

fontion du rapport de forme du renfort est montrée sur la �gure 2.12. Nous remarquons

que les propriétés e�etives du matériau omposite magnésium/arbone varient notable-

ment pour des faibles valeurs du rapport d'aspet. Ensuite, une stabilisation est observée

à partir d'un rapport d'aspet prohe de 15, onsidéré omme le rapport d'aspet seuil.
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Figure 2.12 : Évolution des propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone en fontion

du rapport d'aspet Lf/Df des �bres : (a) module d'Young et (b) oe�ient de

Poisson.

In�uene des dimensions du VER

Dans la troisième partie de ette étude paramétrique, nous étudions l'in�uene des

dimensions du VER sur les propriétés élastiques e�etives du matériau omposite magné-
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sium/arbone. D'abord, pour une fration volumique des �bres et un rapport d'aspet

�xés, respetivement, à 10% et 15, nous onsidérons un VER ubique et nous faisons

varier la longueur de son arête de a = 0.2 mm à 1 mm. Ensuite, nous étudions l'in�uene

de l'épaisseur du VER, onsidéré maintenant parallélépipédique, sur les propriétés e�e-

tives du omposite. Pour ela, nous �xons la longueur et la largeur du VER à 1 mm et

nous faisons varier son épaisseur de e = 0.2 mm à 1 mm. Dans les deux as, le VER

est modélisé par des éléments PFQ4, ave le même maillage et les mêmes solliitions uti-

lisés préédemment dans e as test. L'évolution des propriétés e�etives du omposite

magnésium/arbone en fontion des dimensions du VER est montrée sur les �gures 2.13

et 2.14. La �gure 2.13 montre que la variation des propriétés e�etives du omposite est

notable lorsque la taille du VER ubique est prohe de la longueur des �bres. Au-delà de

ette limite, la variation des propriétés e�etives se stabilise. Nous pouvons ainsi déduire

une taille ritique du VER qui sera prohe de 0.4 mm. Cette valeur est en aord ave

les résultats de Qi al. [42℄ qui ont onstaté que la taille ritique minimale du VER pour

représenter orretement la miro-struture des matériaux omposites renforés par des

�bres ourtes aléatoirement orientées est de a
V ER

= 2, 5× Lf .
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Figure 2.13 : Évolution des propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone en fontion

de la longueur de l'arête du VER supposé ubique : (a) Module d'Young et (b)

oe�ient de Poisson.

In�uene de la �nesse du maillage du VER

Dans la dernière partie de ette étude paramétrique, nous étudions l'in�uene du

ra�nement du maillage sur les propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone.
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Figure 2.14 : Évolution des propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone en fontion

de l'épaisseur du VER : (a) Module d'Young et (b) oe�ient de Poisson.

Pour ela, nous onsidérons un VER ubique d'arête 1 mm. La fration volumique et

le rapport de forme des �bres sont �xés à 10% et 15, respetivement. L'évolution des

propriétés e�etives du omposite en fontion du maillage de PFQ4 est montrée sur la

�gure 2.15. En partiulier, nous remarquons que le module d'Young et le oe�ient de

Poisson du omposite se stabilisent à partir d'un maillage de 75 éléments PFQ4.
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Figure 2.15 : Évolution des propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone en fontion

du maillage du VER : (a) Modules d'Young et (b) Coe�ient de Poisson.
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2.4.2 Étude d'une poutre omposite renforée par des �bres uni-

diretionnelles et soumise à une �exion transversale

Nous onsidérons dans e deuxième test de validation une poutre omposite antile-

ver, onstituée d'une matrie en alliage de Magnésium AZ91D, renforée par 20 �bres

unidiretionnelles de arbone T300 également espaées et soumise à une fore de �exion

transversale F = 0.5 kN omme montré sur la �gure 2.16. Les �bres ont une forme

ylindrique de diamètre df=0.2 mm et une longueur égale à elle de la poutre. Les pro-

priétés élastiques de la matrie et du renfort sont elles de l'exemple 2.4.1 (Em = 45 GPa,

νm = 0.35, Ef = 230 GPa et νf = 0.25).

x,u

y,v 0.5 kN

100 mm

�0 mm

� mm

0.� mm

Figure 2.16 : Poutre omposite antilever renforée par des �bres unidiretionnelles et soumise

à une fore de �exion transversale.

Dans un premier temps, nous estimons les propriétés élastiques e�etives de ette poutre

omposite a�n de omparer la �èhe prédite par PFT3 et PFQ4 à elles des éléments

CPS3 et CPS4 d'ABAQUS (CPS3 et CPS4 sont les éléments standards de membrane à

trois n÷uds et quatre n÷uds d'ABAQUS, basés sur l'hypothèse des ontraintes planes).

Pour ela, nous onsidérons un VER de 10×10 mm

2
, modélisé par 625 éléments PFQ4

et 944 éléments PFT3 omme dans l'exemple préédent. Ce VER est ensuite soumis aux

trois hargements simples de la �gure 2.10. Les propriétés élastiques e�etives prédites

par PFT3 et PFQ4 sont résumées dans le tableau 2.2. Elles sont omparées aux résultats

obtenus par la loi des mélanges. Nous remarquons un très bon aord entre les propriétés

déterminées par nos éléments �nis et elles estimées par la loi des mélanges (l'erreur

relative ne dépasse pas 3%).

Dans un seond temps, la poutre omposite (�gure 2.16) est modélisée par 1000 (100×10)

éléments PFQ4 et 2210 éléments PFT3 pour aluler sa �èhe. En guise de omparaison

ave CPS3 et CPS4, les propriétés e�etives estimées par la loi des mélanges sont utilisées.

Le tableau 2.3 résume les �èhes alulées par les quatre éléments �nis (pour CPS3 et

CPS4, nous avons utilisé les mêmes maillages que PFT3 et PFQ4, respetivement). Les

résultats obtenus indiquent une fois de plus un aord parfait entre les solutions des

éléments omposites PFT3 et PFQ4 et elles des éléments d'ABAQUS CPS3 et CPS4.
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Table 2.2 : Propriétés élastiques e�etives de la poutre omposite renforée par des �bres uni-

diretionnelles de arbone prédites par PFT3 et PFQ4 et omparées aux résultats

obtenus par la loi des mélanges.

Loi des mélanges PFQ4 Erreur (%) PFT3 Erreur (%)

Ex (GPa) 56.624 57.657 1.824 58.130 2.660

Ey (GPa) 47.395 47.162 -0.491 47.290 -0.222

νxy 0.344 0.349 1.453 0.346 0.581

νyx 0.288 0.286 -0.694 0.280 -2.778

Gxy (GPa) 17.571 17.055 -2.936 17.121 -2.561

Table 2.3 : Flèhe de la poutre omposite antilever renforée par 20 �bres unidiretionnelles

de arbone.

CPS4 PFQ4 Erreur (%) CPS3 PFT3 Erreur (%)

δ (mm) 34.817 34.834 0.049 34.449 35.034 1.698

2.4.3 Estimation des propriétés e�etives d'une plaque multi-

ouhe

Nous estimons dans e troisième exemple les propriétés élastiques e�etives d'une

plaque omposite strati�ée, onstituée de quatre ouhes de magnésium AZ91D renforées

par des �bres unidiretionnelles de arbone (la séquene d'empilement est [90/0℄s). La

plaque omposite a une épaisseur totale égale à 4 mm (1 mm/ouhe) et les �bres de

arbone ont une forme ylindrique de diamètre df=0.2 mm. La matrie et le renfort

présentent les mêmes propriétés élastiques utilisées dans les deux exemples préédents.

Pour estimer les propriétés e�etives de la plaque multiouhe, nous onsidérons un VER

de dimensions 10×10×4 mm

3
omme montré sur la �gure 2.17. Ce VER est modélisé par

625 éléments PFQ4 et 944 éléments PFT3 et est soumis à trois solliitations simples (�gure

2.10). Le tableau 2.4 résume les propriétés élastiques e�etives obtenues par les éléments

omposites PFT3 et PFQ4, qui sont en très bon aord ave les résultats analytiques

basés sur la théorie des strati�és.
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�0mm

4mm
x,u

y,v

0.�mm

�0mm

Figure 2.17 : VER de la plaque multiouhe de dimensions 10 × 10 × 4 mm

3
.

Table 2.4 : Propriétés élastiques e�etives de la plaque strati�ée magnésium/arbone estimées

par PFT3, PFQ4 et par la théorie des strati�és

Théorie des strati�és PFQ4 Erreur (%) PFT3 Erreur (%)

Ex (GPa) 52.006 53.522 2.915 51.445 -1.079

Ey (GPa) 52.006 53.522 2.915 51.445 -1.079

νxy 0.316 0.307 -2.848 0.315 -0.316

νyx 0.316 0.307 -2.848 0.315 -0.316

Gxy (GPa) 17.571 16.857 -4.064 16.668 -5.139

2.4.4 Étude du omportement méanique d'une plaque renforée

par une �bre entrale

Nous étudions dans et exemple le omportement d'une plaque arrée renforée par

une �bre entrale de longueur Lf omme reporté sur la �gure 2.18. Inspiré des travaux de

Radtke et al. [5℄, e as test est divisé en trois parties : après une étude de onvergene

des éléments PFT3 et PFQ4, nous étudions d'abord, l'in�uene de la longueur de la �bre

entrale et ensuite, l'e�et de son orientation par rapport à sa position initiale horizontale

sur la rigidité de la plaque omposite. Comme montré sur la �gure 2.18, la plaque ompo-

site arrée de �té 5 mm est enastrée à gauhe et est soumise à un déplaement u = 0.5

mm sur l'autre �té libre. La matrie a un module d'Young Em = 1735 MPa et un oef-

�ient de Poisson νm = 0.4. La �bre entrale possède une forme ylindrique de diamètre

df = 0.9 mm et de module d'Young Ef=500 GPa. A�n de véri�er la onvergene des

deux éléments PFT3 et PFQ4, nous faisons varier le nombre d'éléments du maillage de la

plaque et alulons la somme des réations horizontales sur le �té enastré. Nous mon-
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trons sur la �gure 2.19 l'évolution de la moyenne des réations en fontion du maillage.

Nous remarquons que les deux éléments onvergent vers une solution prohe de 1600 N.

Figure 2.18 : Plaque arrée renforée par une �bre entrale.

Pour évaluer l'in�uene de la longueur de la �bre entrale sur la rigidité de la plaque

omposite, nous onsidérons quatre longueurs di�érentes de la �bre : 1, 2, 3 et 4 mm. La

plaque est modélisée par 225 éléments PFQ4 (maillage régulier de 15 × 15 éléments) et

340 éléments PFT3. La �gure 2.19 montre l'évolution de la réation horizontale moyenne

du �té enastré en fontion du déplaement imposé. Comme prévu, nous remarquons que

la rigidité de la plaque omposite augmente ave la longueur de la �bre entrale et ei

est bien dérit par les éléments PFT3 et PFQ4 qui présentent des réponses très prohes.

Pour évaluer l'in�uene de l'orientation de la �bre entrale sur la rigidité de la plaque

omposite, nous �xons sa longueur à 4 mm et nous faisons varier son orientation par

rapport à x de 0 à 90

◦
. La plaque est toujours modélisée par 225 éléments PFQ4 et 340

éléments PFT3. La �gure 2.21 montre l'évolution de la réation horizontale moyenne du

�té enastré en fontion du déplaement imposé pour di�érentes orientations de la �bre

(0, 15, 30, 45 et 90

◦
). Nous remarquons que l'orientation de la �bre par rapport à sa

position initiale horizontale entraîne une diminution de rigidité de la plaque omposite et

ei est bien illustré par nos deux éléments de membrane.

2.5 Conlusion

Dans e deuxième hapitre, nous avons présenté l'approhe de la �bre projetée et son

adaptation aux problèmes plans. Cette approhe peut prendre en ompte la présene des

�bres ontinues et disontinues dans un domaine ontinu de matrie sans avoir besoin de
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Figure 2.19 : Évolution de la fore de réation du �té enastré en fontion de la �nesse du

maillage.
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Figure 2.20 : In�uene de la longueur de la �bre entrale sur la rigidité de la plaque omposite

estimée par (a) PFT3 et (b) PFQ4.

les mailler, e qui limite onsidérablement la taille du système d'équations à résoudre. Nous

avons développé deux éléments �nis omposites de membrane basés sur ette approhe,

baptisés PFT3 et PFQ4. Nous avons onsidéré les éléments �nis de membrane standards

T3 et Q4 pour modéliser l'espae de la matrie et les éléments barres à deux n÷uds

pour représenter les �bres. En onsidérant une tehnique de projetion, proposée par [37℄,
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Figure 2.21 : In�uene de l'orientation de la �bre entrale sur la rigidité de la plaque omposite

estimée par (a) PFT3 et (b) PFQ4.

les variables de haque élément barre sont diretement exprimés en fontion de eux de

son élément matrie orrespondant. Par onséquent, le système d'équations obtenu est

équivalent à elui d'un milieu non renforé. L'implémentation de es deux éléments dans

le ode ABAQUS via la routine UEL a été aussi présentée. En�n, quelques as tests

de validation ave des distributions di�érentes des �bres ont été étudiés pour évaluer la

préision des éléments proposés et les résultats obtenus sont prohes des solutions de

référene.
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3.1. Introdution

3.1 Introdution

Dans e troisième hapitre, nous proposons d'étendre l'approhe de la �bre projetée

2D présentée dans le hapitre 2 pour analyser le omportement non-linéaire géométrique

des solides omposites 2D soumis à de grands déplaements aompagnés de petites défor-

mations. Nous utiliserons la formulation lagrangienne totale pour dérire leur mouvement.

3.2 Formulation Lagrangienne Totale

Dans un problème non linéaire géométrique, la détermination direte de la on�gura-

tion �nale d'un solide omposite 2D, noté B, soumis à de grands déplaements est une

tâhe relativement di�ile (problème de onvergene de la méthode de résolution), e qui

néessite l'introdution de on�gurations intermédiaires. La détermination de la on�-

guration �nale Cf du solide omposite B qui oupait initialement la on�guration C0

passe par la supposition que la harge totale est appliquée en petits inréments, de sorte

que le solide oupe plusieurs on�gurations intermédiaires avant d'atteindre la on�gura-

tion �nale Cf (Figure 3.1). Par onséquent, l'équilibre de B doit être résolu pour haque

inrément de hargement. Pour la formulation lagrangienne totale, toutes les variables

sont mesurées par rapport à la on�guration initiale C0 qui représente la on�guration de

référene.

Figure 3.1 : Les di�érentes on�gurations d'un solide omposite 2D.

Nous onsidérons l'intervalle de hargement [tn,tn+1℄ et nous notons par les indies n et

n + 1 toutes les quantités à l'instant tn et tn+1, respetivement. Nous supposons que le
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solide B est en équilibre à t = tn et sa on�guration orrespondante Cn est onnue. Un

inrément de hargement onduit à un inrément de déplaement entre les on�gurations

Cn et Cn+1 (Figure 3.1). Nous désignons par C
(k)
n+1 ≡ C1 la dernière on�guration onnue

entre Cn et Cn+1 qui n'est pas en équilibre. Une orretion du veteur de déplaement doit

être déterminée pour atteindre la on�guration suivante C
(k+1)
n+1 ≡ C2. Pour ette dernière

on�guration inonnue C2, l'équation de l'équilibre s'érit [43℄ :

δW =

∫

0V

n+1
0 S

(k+1)
ij δ(n+1

0 E
(k+1)
ij ) d 0V −

[ ∫

0S

n+1
0 Ti δui d

0S +

∫

0V

n+1
0 f v

i δui d
0V

︸ ︷︷ ︸

δ(n+1

0
Wext)

]

= 0

(3.1)

ave

n+1
0 S

(k+1)
ij et

n+1
0 E

(k+1)
ij sont, respetivement, les omposantes du seond tenseur des

ontraintes de Piola-Kirhho� et du tenseur des déformations de Green-Lagrange par

rapport à la on�guration initiale C0, et
n+1
0 Ti et

n+1
0 f v

i sont, respetivement, les fores

surfaiques et volumiques à t = tn+1.

Pour simpli�er, nous adoptons les notations suivantes :

n+1
0 S

(k)
ij = 1

0Sij ; n+1
0 E

(k)
ij = 1

0Eij ; n+1
0 S

(k+1)
ij = 2

0Sij ; n+1
0 E

(k+1)
ij = 2

0Eij

n+1
0 u

(k)
i = 1

0ui ; n+1
0 u

(k+1)
i = 2

0ui ; △u
(k)
i = △ui

(3.2)

L'équation (3.1) peut don être réérite sous la forme suivante :

δW =

∫

0V

2
0Sij δ(

2
0Eij) d

0V

︸ ︷︷ ︸

δ(2
0
Wint)

−δ(n+1
0 Wext) = 0 (3.3)

Le seond tenseur des ontraintes de Piola-Kirhho�

2
0Sij , le tenseur des déformations de

Green-Lagrange

2
0Eij et le veteur déplaement

2
0ui peuvent se déomposer omme suit :

2
0Sij =

1
0Sij +△Sij ; 2

0Eij =
1
0Eij +△Eij ; 2

0ui =
1
0ui +△ui (3.4)

Par onséquent, nous obtenons l'expression suivante de la forme faible (3.1) :

∫

0V

1
0Sij δ(△Eij) d

0V +

∫

0V

△Sij δ(△Eij) d
0V − δ(n+1

0 Wext) = 0 (3.5)

1
0Sij et

1
0Eij sont donnés par les expressions suivantes :

1
0Sij = Cijkl

1
0Eij ; 1

0Eij =
1

2

(∂ 1
0ui

∂ 0xj
+

∂ 1
0uj

∂ 0xi
+

∂ 1
0uk

∂ 0xi
·
∂ 1

0uk

∂ 0xj

)

(3.6)
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ave Cijkl sont les omposantes du tenseur d'élastiité.

La variation de l'inrément du tenseur des déformations de Green-Lagrange δ(△Eij) est

divisée en une première partie linéaire δ(△eij) et une deuxième non linéaire δ(△ηij) en

fontion des déplaements inonnus △ui [43℄ :

δ(△Eij) = δ(△eij) + δ(△ηij) (3.7)

où

δ(△eij) =
1

2

(∂ δ△ui

∂ 0xj

+
∂ δ△uj

∂ 0xi

+
∂ 1

0uk

∂ 0xi

·
∂ δ△uk

∂ 0xj

+
∂ 1

0uk

∂ 0xj

·
∂ δ△uk

∂ 0xi

)

(3.8)

δ(△ηij) =
1

2

(∂△uk

∂ 0xi

·
∂ δ△uk

∂ 0xj

+
∂△uk

∂ 0xj

·
∂ δ△uk

∂ 0xi

)

(3.9)

D'autre part, il est supposé que l'inrément de déplaement △u reste su�samment petit

pour que nous puissions faire l'approximation suivante :

△Sijδ(△Eij) ≈ Cijkl△eklδ(△eij) (3.10)

Après avoir substitué les équations (3.7) et (3.10) dans la relation (3.5), nous obtenons

l'expression �nale de la forme faible de l'équilibre pour développer l'approximation par

éléments �nis basée sur la formulation lagrangienne totale [43℄ :

∫

0V

Cijkl△ekl δ(△eij) d
0V +

∫

0V

1
0Sij δ(△ηij) d

0V +

∫

0V

1
0Sij δ(△eij) d

0V

︸ ︷︷ ︸

δ(2
0
Wint)

−δ(n+1
0 Wext) = 0

(3.11)

A�n de prédire le omportement non linéaire géométrique des solides omposites 2D,

nous présentons dans les setions suivantes les formulations non linéaires des éléments

�nis omposites PFT3 et PFQ4 basés sur l'approhe de la �bre projetée.

3.3 Formulation non-linéaire des éléments �nis ompo-

sites PFT3 et PFQ4

L'approximation par éléments �nis de l'équation (3.11) est onstruite en divisant le

solide omposite 2D en des domaines élémentaires. Par onséquent, nous présentons dans

ette setion, l'extension des formulations des deux éléments �nis omposites de membrane

PFT3 et PFQ4 pour traiter des problèmes non-linéaires géométriques. La formulation non-

linéaire de es deux éléments est basée sur les mêmes hypothèses que les modèles linéaires
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présentés dans le hapitre 2 : le domaine de la matrie est disrétisé par des éléments

triangulaires non-linéaires à trois noeuds (T3) ou des éléments quadrilatères non-linéaires

à quatre noeuds (Q4), tandis que les �bres sont modélisées par des éléments barres à

deux noeuds non-linéaires. L'approhe de la �bre projetée est onsidérée pour exprimer

les variables nodales des éléments barres, représentant le renfort, en fontion des positions

des n÷uds des éléments matries orrespondants.

Pour simpli�er la disussion, nous supposons qu'une seule �bre traverse les éléments ma-

tries T3 ou Q4.

3.3.1 Matries de rigidité tangentes des éléments T3 et Q4

Au niveau élémentaire, la forme faible de l'équilibre (3.11) devient :

δW = δ(20W
m
int) + δ(20W

f
int)− δ(n+1

0 Wext) (3.12)

δ(20W
m
int) et δ(

2
0W

f
int) sont, respetivement, les travaux virtuels internes de l'élément matrie

et de l'élément �bre à la on�guration C2. Le travail virtuel interne δ(
2
0W

m
int) de l'élément

matrie est donné par :

δ(20W
m
int) =

∫

0V m

Cm
ijkl△emkl δ(△emij ) d

0V m+

∫

0V m

1
0S

m
ij δ(△ηmij ) d

0V m+

∫

0V m

1
0S

m
ij δ(△emij ) d

0V m

(3.13)

Le premier terme de l'équation (3.13) s'érit sous la forme alternative suivante :

∫

0V m

Cm
ijkl△emkl δ(△emij ) d

0V m =

∫

0V m

{δ△em}T [Cm]{△em}d 0V m
(3.14)

[Cm] est la matrie d'élastiité du domaine de la matrie. Le veteur des déformations

linéaires {△em} est lié à l'inrément du veteur des degrés de liberté de l'élément matrie

T3 ou Q4 {△um
n } = {· · · | △ui △vi| · · · i = 1, n}T (n = 3 pour T3 et n = 4 pour Q4) via

une matrie [BL] de dimensions 3×6 pour T3 et 3×8 pour Q4 :

{△em} =







△emxx

△emyy

2△emxy







= [BL] {△um
n } (3.15)

ave

[BL] = [B0
L] + [Bu

L] + [Bv
L] (3.16)

64



3.3. Formulation non-linéaire des éléments �nis omposites PFT3 et PFQ4

Les matries [B0
L], [B

u
L] et [B

v
L] sont données par :

[
B0

L

]
=






Ni,x 0

· · · 0 Ni,y · · · i = 1, n

Ni,y Ni,x




 (3.17)

[Bu
L] =








um
,xNi,x 0

· · · um
,yNi,y 0 · · · i = 1, n

um
,xNi,y + um

,yNi,x 0








(3.18)

[Bv
L] =








0 vm,xNi,x

· · · 0 vm,yNi,y · · · i = 1, n

0 vm,xNi,y + vm,yNi,x








(3.19)

où um = 1
0u

m
1 , v

m = 1
0u

m
2 , x = 0x1 et y = 0x2.

En utilisant la relation (3.15), le premier terme de l'équation (3.13) devient :

∫

0V m

{δ△em}T [Cm]{△em}d 0V m = {δ△um
n }

T

∫

0V m

[BL]
T [Cm][BL] d

0V m

︸ ︷︷ ︸

[Km
L
]

{△um
n } (3.20)

[Km
L ] est la matrie de rigidité linéaire de l'élément matrie de dimensions 6×6 pour T3

et 8×8 pour Q4.

Le deuxième terme de l'équation (3.13) est réérit omme suit :

∫

0V m

1
0S

m
ij δ(△ηmij ) d

0V m = {δ△um
n }

T

∫

0V m

[BNL]
T [10S] [BNL] d

0V m

︸ ︷︷ ︸

[Km
NL

]

{△um
n } (3.21)
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La matrie des déformations non-linéaires [BNL] et la matrie des ontraintes [10S] sont

données par les expressions suivantes :

[BNL] =













Ni,x 0

Ni,y 0

· · · · · · i = 1, n

0 Ni,x

0 Ni,y













; [10S] =












1
0Sxx

1
0Sxy 0 0

1
0Sxy

1
0Syy 0 0

0 0 1
0Sxx

1
0Sxy

0 0 1
0Sxy

1
0Syy












(3.22)

[Km
NL] est la matrie de rigidité non-linéaire de l'élément T3 ou Q4 ayant les mêmes

dimensions que la matrie [Km
L ].

Le troisième terme de l'équation (3.13) s'érit en utilisant la relation (3.15) :

∫

0V m

1
0S

m
ij δ(△emij ) d

0V m = {δ△um
n }

T

∫

0V m

[BL]
T{10S

m}d 0V m
(3.23)

{10S
m} = {10S

m
xx

1
0S

m
yy

1
0S

m
xy}

T
est le veteur des ontraintes de Piola-Kirhho� de l'élément

matrie.

En utilisant les relations (3.20), (3.21) et (3.23), le travail virtuel interne de l'élément

matrie (3.13) devient :

δ(20W
m
int) = {δ△um

n }
T ([Km

L ] + [Km
NL])

︸ ︷︷ ︸

[Km
T
]

{△um
n }+ {δ△um

n }
T

∫

0V m

[BL]
T{10S

m}d 0V m
(3.24)

[Km
T ] est la matrie de rigidité tangente de l'élément T3 ou Q4 de dimensions 6×6 pour

T3 et 8×8 pour Q4.

3.3.2 Matrie de rigidité tangente de l'élément barre

Considérons un élément barre à deux noeuds représentant la partie de la �bre ontenue

dans l'élément matrie T3 ou Q4 (�gure 3.2). Pour la dernière on�guration inonnue C2,

le travail virtuel interne de l'élément barre δ(20W
f
int) s'érit :

δ(20W
f
int) =

∫

0V f

δ(20E
f)20S

f d 0V f = A0

∫ L0/2

−L0/2

δ(20E
f)20S

f dx (3.25)

L0 et A0 sont, respetivement, la longueur et la setion (supposée onstante le long de

l'élément) de l'élément barre à la on�guration initialeC0.
2
0E

f
et

2
0S

f
sont, respetivement,
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a0

b0

b1

a2

b2

�0

�1 �2

C0

C1 Cn+1
(k)

C2 Cn+1
(k+1)

a1

Figure 3.2 : Les di�érentes on�gurations de l'élément barre.

la déformation de Green-Lagrange axiale et sa ontrainte onjuguée à la on�guration C2.

Elles sont données par les expressions suivantes :

2
0E

f =
L2
2 − L2

0

2L2
0

; 2
0S

f = (Ef − Em)
︸ ︷︷ ︸

E∗

f

2
0E

f
(3.26)

ave L2, Ef et Em sont, respetivement, la longueur de l'élément barre à la on�guration

C2, le module de Young de la �bre et le module de Young de la matrie.

L'approximation par éléments �nis de δ(20W
f
int) s'érit en fontion de l'inrément du ve-

teur des degrés de liberté de l'élément barre {△uf
n}={△uf

a △vfa △uf
b △vfb }

T
sous la

forme :

δ(20W
f
int) = {δ△uf

n}
T

[
(

[Kf
L] + [Kf

NL]
)

︸ ︷︷ ︸

[Kf
T
]

{△uf
n}+

A0E
∗
fL1

L0

1
0E

f{L1}

]

(3.27)

1
0E

f
et L1 sont, respetivement, la déformation de Green-Lagrange axiale et la longueur

de l'élément barre à la on�guration C1 et {L1} ontient les osinus direteurs de l'élé-

ment barre ({L1} = {− cos(α1) − sin(α1) cos(α1) sin(α1)}
T
). [Kf

L] et [Kf
NL] sont, res-

petivement, les matries de rigidité linéaire et non-linéaire de l'élément barre ayant les
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expressions suivantes :

[Kf
L] =

A0E
∗
fL

2
1

L3
0

{L1}{L1}
T ; [Kf

NL] =
A0E

∗
f

L0

1
0E

f









1 0 −1 0

0 1 0 −1

−1 0 1 0

0 −1 0 1









(3.28)

3.3.3 Matries de rigidité tangentes des éléments omposites PFT3

et PFQ4

Les degrés de liberté de l'élément barre sont projetés sur eux de son élément matrie

T3 ou Q4, de la même manière que dans le hapitre 2 en utilisant les fontions de forme

géométriques. Nous rappelons ii que es dernières nous permettent de trouver la matrie

de passage [P ] qui lie les variables de l'élément barre au veteur DDLs de l'élément matrie

({△uf
n} = [P ]{△um

n }).

En utilisant les équations (3.24) et (3.27), le travail virtuel interne des éléments omposites

PFT3 et PFQ4 à la on�guration C2 s'érit :

δ(20Wint) = {δ△um
n }

T

[
(

[Km
T ] + [P ]T [Kf

T ][P ]
)

{△um
n }+

∫

0V m [BL]
T {10S

m} d 0V m +
A0E

∗
fL1

L0

1
0E

f [P ]T{L1}

]
(3.29)

En remplaçant la relation (3.29) dans l'équation (3.12), nous obtenons un système d'équa-

tions qui nous permet de déterminer la orretion {△um
n } :

(

[Km
T ] + [P ]T [Kf

T ][P ]
)

︸ ︷︷ ︸

[Keq
T

]

{△um
n } = {n+1

0 Fext} −

∫

0V m

[BL]
T{10S

m} d 0V m −
A0E

∗
fL1

L0

1
0E

f [P ]T{L1}

︸ ︷︷ ︸

{Req}

(3.30)

{n+1
0 Fext} est le veteur élémentaire des harges externes, [Keq

T ] est la matrie de rigidité

tangente équivalente des éléments omposites PFT3 et PFQ4 (de dimensions 6× 6 pour

PFT3 et 8× 8 pour PFQ4), et {Req} est le veteur résidu élémentaire.

3.4 Cas tests de validation

Les éléments omposites PFT3 et PFQ4 non-linéaires ont été implémentés dans le

ode ommerial ABAQUS via la routine utilisateur UEL. Pour développer les routines
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UEL, la matrie tangente et le veteur résidu de haque élément omposite doivent être

stokés dans les variables prédé�nies AMATRX et RHS, respetivement. Nous rappelons

que les modèles numériques des as tests de validation suivants (�hiers input adaptés au

logiiel ABAQUS) ont été générés par la plateforme KSP.

Pour évaluer la préision des éléments omposites dans l'analyse des problèmes non-

linéaires géométriques plans, inq as tests de validation sont onsidérés dans les setions

suivantes. Il est important de noter qu'un shéma d'inrémentation automatique de la

harge a été hoisi dans ABAQUS, pour obtenir les résultats présentés.

3.4.1 Poutre omposite antilever renforée par des �bres ourtes

soumise à une harge de �exion

Dans e premier as test, nous étudions le omportement non-linéaire géométrique

d'une poutre omposite onstituée d'une matrie en alliage de magnésium AZ91D ave

Em = 45 GPa et νm = 0.35, renforée par 10% en volume de �bres ourtes de arbone

T300 ave Ef = 230 GPa et νf = 0.25. Les �bres ourtes ont une forme ylindrique ave

une longueur Lf = 0.15 mm et un diamètre df = 10 µm (Lf/df = 15). La poutre est

enastrée d'un �té et soumise à une fore de �exion (F = 2 kN) sur l'autre extrémité

libre (�gure 3.3). Les propriétés e�etives de ette poutre ont été déjà étudiées dans le

hapitre 2 et une omparaison entre les résultats de nos éléments omposites de membrane

ave les résultats expérimentaux de Tian et al. [39℄ est donnée dans le tableau 2.1. A�n

de omparer les ourbes fore-déplaement des éléments PFT3 et PFQ4 ave elles des

éléments CPS3 et CPS4 d'ABAQUS, nous utilisons les propriétés méaniques isotropes

déterminées expérimentalement par Tian et al. [39℄. La poutre omposite est modélisée

par 625 éléments quadrilatères et 714 éléments triangulaires omme montré sur la �gure

3.4.

Figure 3.3 : Poutre en alliage de magnésium renforée par des �bres ourtes de arbone aléa-

toirement réparties soumise à une fore de �exion.
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(a)

(b)

Figure 3.4 : Modélisation de la poutre en alliage de magnésium renforée par des �bres ourtes

de arbone par : (a) 714 éléments triangulaires et (b) 625 éléments quadrilatères.

Les �gures 3.5 et 3.6 montrent les ourbes fore-�èhe des éléments triangulaires et qua-

drilatères. Les résultats obtenus indiquent un très bon aord entre les résultats de PFT3

et PFQ4 et eux obtenus ave les éléments CPS3 et CPS4 d'ABAQUS en utilisant les

propriétés homogénéisées.

0
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1

1.5

2

0 10 20 30 40 50 60 70 80

CPS3

PFT3

Flèche (mm)

Figure 3.5 : Courbe fore-�èhe de la poutre antilever renforée par des �bres ourtes de ar-

bone obtenue par les éléments triangulaires.

3.4.2 Poutre omposite antilever renforée par des �bres unidi-

retionnelles soumise à une harge de �exion

Nous onsidérons dans e deuxième as test non-linéaire une poutre omposite onsti-

tuée de la même matrie en alliage de magnésium que l'exemple préédent et renforée par

20 �bres unidiretionnelles (UD) en arbone T300 également espaées omme le montre
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Figure 3.6 : Courbe fore-�èhe de la poutre antilever renforée par des �bres ourtes de ar-

bone obtenue par les éléments quadrilatères.

la �gure 3.7. Les �bres de arbone possèdent une forme ylindrique de longueur Lf = 100

mm et de diamètre df = 0.35 mm. Cette poutre est enastrée du �té gauhe et soumise

à une fore de �exion F = 3 kN sur son �té droit. La matrie et les �bres présentent

les mêmes propriétés élastiques que l'exemple préédent. Pour omparer les ourbes fore-

�èhe de PFT3 et PFQ4 ave CPS3 et CPS4, nous avons onsidéré les propriétés élastiques

déduites de la loi des mélanges et résumées dans le tableau 2.2. La poutre omposite est

modélisée par 100×10 éléments quadrilatères ou 1400 éléments triangulaires.

E

n
ca
st

ré

Figure 3.7 : Poutre en alliage de magnésium renforée par 20 �bres UD de arbone soumise à

une fore de �exion transversale.

Les �gures 3.8 et 3.9 montrent les ourbes fore-�èhe des éléments triangulaires et quadri-

latères. Les résultats obtenus indiquent enore une fois un bon aord entre les résultats de

PFT3 et PFQ4 et eux obtenus ave les éléments CPS3 et CPS4 d'ABAQUS en utilisant

les propriétés homogénéisées.
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Figure 3.8 : Courbe fore-�èhe de la poutre antilever renforée par 20 �bres UD de arbone

obtenue par les éléments triangulaires.
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Figure 3.9 : Courbe fore-�èhe de la poutre antilever renforée par 20 �bres UD de arbone

obtenue par les éléments quadrilatères.

3.4.3 In�uene de la longueur des �bres sur la réponse d'une

poutre antilever renforée par des �bres unidiretionnelles

Dans e troisième as test, nous étudions l'in�uene de la longueur des �bres unidire-

tionnelles sur la réponse de la poutre omposite dé�nie dans l'exemple préédent (�gure

3.10). Cet exemple est inspiré du travail de Radtke et al. [5℄ où ils ont étudié la réponse

d'un éhantillon omposite de dimensions 4×4 mm

2
renforé par une seule �bre entrale

de longueur variable. Les 20 �bres de arbone sont également espaées et elles ont toujours
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une forme ylindrique de diamètre df = 0.35 mm et de longueur variable Lf = 30, 50, 70

et 100 mm. La poutre omposite est maillée par 1000 éléments PFQ4 ou 1448 éléments

PFT3 et elle est soumise à une fore de �exion F = 3 kN. En raison de la di�ulté

d'estimer analytiquement les propriétés élastiques e�etives de la poutre omposite ave

des �bres de longueur variable (ar la distribution des �bres dans la matrie n'est plus

homogène quand leur longueur est diminuée), nous montrons sur les �gures 3.11 et 3.12

uniquement les réponses de PFQ4 et de PFT3, respetivement.

Comme prévu, l'augmentation de la longueur des �bres onduit à une rigidi�ation de la

réponse de la poutre omposite et ei est bien dérit par les deux éléments omposites

PFQ4 et PFT3. D'autre part, et exemple montre que nous pouvons, grâe à l'approhe

de la �bre projetée, étudier des strutures omposites dont le renfort n'est pas distribué

d'une manière uniforme dans la matrie, e qui est impossible par les modèles analytiques.

Figure 3.10 : Poutre omposite antilever renforée par des �bres UD de arbone de longueur

variable, soumise à une fore de �exion transversale.

3.4.4 Poutre annulaire en béton renforée par des �bres en aier

Ce as test est inspiré du travail de Battini [44℄. Nous onsidérons une poutre annu-

laire mine en béton renforée par quatre �bres irulaires en aier. Cette poutre mine

est enastrée à ses deux extrémités et soumise à une harge onentrée 2F . Grâe à la

symétrie du problème, nous limitons l'étude à la moitié de la poutre (�gure 3.13). Cet

exemple omporte du �ambement par point limite et la ourbe harge-déplaement pré-

sente une rigidité négative sans instabilité de type snap-bak. Pour pouvoir résoudre e

problème en statique, nous utilisons un pilotage en déplaement en imposant au point A

un déplaement vertial maximum de -170 m et nous déduisons par la suite la fore de

réation F . Ce problème peut être aussi résolu en utilisant un algorithme à longueur d'ar

(Riks) disponible dans ABAQUS et nous obtenons les mêmes résultats. Les �bres en aier

ont une setion irulaire de diamètre φf = 0.5 m. Comme expliqué dans le hapitre 2,
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Figure 3.11 : Courbes fore-�èhe de la poutre antilever renforée par des �bres UD de ar-

bone de longueur variable obtenues par l'élément PFQ4.
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Figure 3.12 : Courbes fore-�èhe de la poutre antilever renforée par des �bres UD de ar-

bone de longueur variable obtenues par l'élément PFT3.

les �bres sont représentées par des segments de droite ave la version atuelle de l'ap-

prohe de la �bre projetée. Par onséquent, les �bres en aier sont modélisées par 10 et

100 segments de droite (�gure 3.14a). En guise de omparaison, une ourbe de référene

a été obtenue en onsidérant un modèle 3D utilisant l'élément hexaèdrique à 20 noeuds

C3D20 d'ABAQUS omme dérit sur la �gure 3.14b (24768 éléments C3D20 ave 360108

DDLs au total). Pour la modélisation 2D, le domaine de la matrie est disrétisé par 2064

éléments quadrilatères (6993 DDLs). Pour omparer la réponse de PFQ4 ave elle de
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CPS4, les propriétés élastiques e�etives de la poutre en béton armée ont été estimées

d'abord par la loi des mélanges et ensuite par l'approhe de la �bre projetée en utilisant

l'élément PFQ4. Pour ette dernière estimation, un volume élémentaire représentatif de

la poutre de dimensions 5× 5 m

2
a été maillé par 625 éléments PFQ4 et soumis à trois

hargements séparément omme expliqué dans l'exemple 2.4.1. Les propriétés e�etives

de la poutre sont résumées dans le tableau 3.1. Dans e as, nous observons un éart

relativement important entre les deux méthodes qui est lié à l'hétérogénéité de la poutre

(faible nombre de �bres dans la setion).

Figure 3.13 : Demi poutre annulaire en béton renforée par quatre �bres en aier

La �gure 3.15 montre les ourbes harge-déplaement des éléments quadrilatères PFQ4

et CPS4 omparées à la ourbe de référene obtenue par C3D20 (il onvient de noter que

l'élément PFT3 présente approximativement la même solution que l'élément PFQ4). Les

résultats obtenus montrent que la réponse de PFQ4 est en très bon aord ave la réponse

de référene de C3D20. Nous remarquons aussi que la représentation des �bres irulaires

par 10 et 100 segments de droite donne des résultats équivalents. Contrairement à l'élément

PFQ4, les résultats de CPS4 en utilisant les propriétés homogénéisées du tableau 3.1 sont

impréis et très loin de la ourbe de référene. Cei montre que l'homogénéisation n'est

pas appropriée dans le as d'un matériau omposite à faible nombre de �bres.

3.4.5 Poutre omposite antilever soumise à une harge unifor-

mément répartie

Dans e inquième exemple proposé par Sampaio et al. [35℄, nous étudions le ompor-

tement non-linéaire géométrique d'une poutre omposite antilever soumise à une harge
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Figure 3.14 : Modélisation de la demi poutre annulaire : (a) Modèle 2D maillé par 2064 élé-

ments quadrilatères et (b) Modèle 3D maillé par 24768 éléments C3D20.

Table 3.1 : Comparaison entre les propriétés e�etives loales de la poutre en béton armé pré-

dites par PFQ4 et la loi des mélanges (1 est la diretion loale des �bres et 2 est

la diretion radiale).

PFQ4 Loi des mélanges Erreur (%)

E1 (GPa) 53.938 49.830 8.244

E2 (GPa) 21.519 23.311 -7.687

ν12 0.205 0.216 -5.092

ν21 0.085 0.101 -15.841

G12 (GPa) 8.670 9.699 -10.609

uniformément répartie q = 50 N/m. Comme montré sur la �gure 3.16, la poutre est ren-

forée par deux �bres longues ayant la même longueur que la poutre Lf = 300 m et une

setion transversale Af = 0.1× 1 m

2
. La poutre omposite est maillée par 30×1, 60×2,

90×3 et 150×5 éléments quadrilatères PFQ4. Le déplaement transversal maximum au

point A appartenant à l'extrémité libre de la poutre, est omparé à la solution non-linéaire

donnée par Sampaio et al. [35℄. Ce dernier résultat a été obtenu en disrétisant le domaine

de la matrie par 300 éléments triangulaires de membrane quadratiques (ave 1342 DDLs)

et les �bres par 120 éléments barres linéaires. Le tableau 3.2 résume les �èhes maximales

obtenues au point A en utilisant les quatre maillages réguliers et omparées à la solution

de référene. D'autre part, une modélisation 3D utilisant 6000 éléments C3D20 (132234

DDLs) a été aussi onsidérée pour obtenir une ourbe non-linéaire fore-déplaement de
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Figure 3.15 : Courbes fore-déplaement de la poutre annulaire obtenues par les éléments qua-

drilatères (SD : Segments de Droite, AFP : Approhe de la Fibre Projetée et

LDM : Loi des Mélanges).

référene étant donné que Sampaio et al. [35℄ n'en ont pas présenté dans leur artile. Nous

montrons sur la �gure 3.17 les ourbes harge-déplaement de l'élément PFQ4 en utilisant

les quatre maillages réguliers et omparées à la solution de référene 3D.

Figure 3.16 : Poutre omposite antilever renforée par deux �bres longues et soumise à une

harge uniformément répartie.

Le tableau 3.2 montre que l'élément omposite quadrilatère PFQ4 onverge orretement

vers le déplaement de référene de Sampaio et al. [35℄ quand le maillage est a�né. De

plus, les résultats de la �gure 3.17 montrent que la solution non-linéaire de PFQ4 ave le

maillage 150×5 est en très bon aord ave la ourbe de référene de C3D20.
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Figure 3.17 : Courbes harge-déplaement de la poutre antilever renforée par deux �bres

longues et soumise à une harge uniformément répartie.

Table 3.2 : Déplaement transversal maximum au point A (en m) (le hi�re entre les paren-

thèses indique le nombre total de DDLs dans le modèle)

.

Maillage Sampaio et al. (2013) PFQ4 Erreur (%)

30× 1 106.278 89.150 -16.115

(1342) (124)

60× 2 106.278 102.261 -3.779

(366)

90× 3 106.278 104.259 -1.899

(728)

150× 5 106.278 105.914

(1812)
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3.5 Conlusion

Dans e troisième hapitre, nous avons étendu la formulation des éléments �nis om-

posites bidimensionnels PFT3 et PFQ4 a�n d'analyser le omportement non-linéaire géo-

métrique des solides omposites plans. Nous avons adopté la formulation lagrangienne

totale ave de grands déplaements et petites déformations pour dérire leur mouvement.

Cinq as tests de validation ave di�érentes distributions des �bres ont été étudiés pour

évaluer la préision des éléments �nis non-linéaires développés. Les résultats obtenus sont

en bon aord ave les solutions de référene et montrent en partiulier que l'approhe de

la �bre projetée permet d'étudier orretement le omportement non-linéaire géométrique

des solides omposites 2D à faible densité de �bres.

Dans le hapitre suivant, nous présentons une extension de l'approhe de la �bre projetée

a�n de pouvoir étudier des strutures omposites tridimensionnelles.
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Chapitre 4. Formulation tridimensionnelle de l'approhe de la �bre projetée

4.1 Introdution

Dans e dernier hapitre, nous proposons une extension 3D de l'approhe de la �bre

projetée plane présentée dans les hapitres 2 et 3, a�n de pouvoir étudier des strutures

omposites de forme quelonque, et pour lesquelles il est di�ile de faire des approxi-

mations planes. Nous présentons en partiulier les formulations linéaire et non-linéaire

géométrique d'un nouvel élément �ni omposite hexaédrique à huit n÷uds, baptisé PFH8

(Projeted Fiber 8-node Hexahedral element). Dans e as, la matrie est modélisée par

des éléments hexaédriques standards à huit noeuds (H8) et le renfort est représenté par

des éléments barres 3D à deux noeuds.

4.2 Formulation linéaire de PFH8

4.2.1 Formulation faible de l'équilibre méanique

Considérons un solide omposite 3D déformable omme le montre la �gure 4.1. Le

prinipe des travaux virtuels (PTV) orrespondant s'érit en onsidérant un hamp de

déplaements virtuels δu :

δw =

∫

V

σijδεij dV

︸ ︷︷ ︸

δwint

−
(
∫

∂V

Tiδui dS +

∫

V

f v
i δui dV

︸ ︷︷ ︸

δwext

)
(4.1)

Figure 4.1 : Solide omposite 3D.

L'approximation par éléments �nis de l'équation (4.1) est onstruite en divisant le solide

omposite 3D en plusieurs domaines élémentaires omme illustré sur la �gure 4.2. Nous

nous basons sur l'approhe de la �bre projetée, introduite au hapitre 2, pour modéliser

le omportement de e solide omposite. En onséquene, nous développons un élément

�ni solide omposite baptisé PFH8 qui représente une unité du domaine de la matrie et

les �bres qui la traversent. Ces �bres (ou parties des �bres initiales) sont modélisées par

des éléments barres 3D à deux noeuds. A�n de simpli�er la présentation des formulations
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linéaire et non-linéaire, nous onsidérons un élément matrie traversé par une seule �bre

omme le montre la �gure 4.3. Sur ette dernière �gure, il apparaît que l'élément omposite

PFH8 résulte de la ombinaison de l'élément standard H8 (hexaèdre à huit noeuds) et de

l'élément barre 3D à deux noeuds qui modélise la �bre traversant l'élément matrie.

Au niveau élémentaire, la forme faible de l'équilibre (4.1) devient :

δw = δwm
int + δwf

int − δwext (4.2)

δwm
int et δw

f
int sont les travaux virtuels internes des éléments matrie et �bre 3D, respe-

tivement.

Figure 4.2 : Maillage du solide omposite 3D basé sur l'approhe de la �bre projetée.

Figure 4.3 : Élément �ni omposite PFH8 basé sur l'approhe de la �bre projetée.
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4.2.2 Matrie de rigidité de l'élément H8

Le travail virtuel interne δwm
int d'un élément matrie H8 est donné sous ette forme

matriielle :

δwm
int =

∫

V m

{δε}T{σ} dV m
(4.3)

ave {ε} = {εxx εyy εzz γxy γxz γyz}
T
et {σ} = {σxx σyy σzz σxy σxz σyz}

T
sont les veteurs

des déformations et des ontraintes de l'élément matrie.

Le hamp de déplaements de l'élément matrie H8 est dé�ni par l'approximation sui-

vante : 





um

vm

wm







=
8∑

i=1

Ni(r, s, t)







um
i

vmi

wm
i







; −1 ≤ r, s, t ≤ 1 (4.4)

Ni(r, s, t) sont les fontions d'interpolation assoiées à l'élément H8. Elles sont données

par les expressions suivantes :

N1 =
1
8
(1− r)(1− s)(1− t) ; N2 =

1
8
(1 + r)(1− s)(1− t)

N3 =
1
8
(1 + r)(1 + s)(1− t) ; N4 =

1
8
(1− r)(1 + s)(1− t)

N5 =
1
8
(1− r)(1− s)(1 + t) ; N6 =

1
8
(1 + r)(1− s)(1 + t)

N7 =
1
8
(1 + r)(1 + s)(1 + t) ; N8 =

1
8
(1− r)(1 + s)(1 + t)

(4.5)

En utilisant les approximations (4.4), il est possible de trouver une matrie [Bm] de

dimensions (6 × 24) qui lie le veteur des déformations {ε} au veteur des degrés de

liberté {um
n } = {· · · |um

i vmi , w
m
i | · · · i = 1, 8} de l'élément matrie :

{ε} = [Bm] {um
n } ; [Bm] =














Ni,x 0 0

0 Ni,y 0

· · · 0 0 Ni,z · · · i = 1, 8

Ni,y Ni,x 0

Ni,z 0 Ni,x

0 Ni,z Ni,y














(4.6)

En utilisant la matrie d'élastiité 3D [Cm] qui lie le veteur des ontraintes au veteur

des déformations, le travail virtuel interne de l'élément matrie H8 est approhé par :

δwm
int = {δum

n }
T

∫

V m

[Bm]T [Cm] [Bm] dV

︸ ︷︷ ︸

[Km]

{um
n } (4.7)
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[Km] est la matrie de rigidité linéaire de l'élément H8 de dimensions (24×24).

4.2.3 Matrie de rigidité de l'élément �bre 3D

La �bre traversant l'élément matrie H8 est modélisée par un élément barre 3D à deux

noeuds omme le montre la �gure 4.4. Il onvient de noter que l'expression de la matrie

de rigidité d'un élément �bre 3D dans son repère loal est la même que elle de l'élément

�bre 2D donnée dans le hapitre 2 (voir équation (2.9)). A�n de failiter la projetion des

variables de l'élément �bre sur elles de l'élément matrie orrespondant, δwf
int doit être

réexprimé dans le repère global. Pour ela, nous introduisons une matrie de passage [T ]

de dimensions (2× 6) pour lier les veteurs des degrés de liberté de l'élément barre dans

les repères loal et global ({ūf
n} et {uf

n}, respetivement) :

{

ūf
a

ūf
b

}

︸ ︷︷ ︸

{ūf
n}

=

[

tx ty tz 0 0 0

0 0 0 tx ty tz

]

︸ ︷︷ ︸

[T℄







uf
a

vfa
wf

a

uf
b

vfb
wf

b







︸ ︷︷ ︸

{uf
n}

= [T ]{uf
n} (4.8)

tx, ty et tz sont les oordonnées du veteur tangent t de l'élément barre dans le repère

global et sont données par :

tx = (xb − xa)/L ; ty = (yb − ya)/L ; tz = (zb − za)/L (4.9)

Figure 4.4 : Élément �ni de barre à deux noeuds 3D représentant une �bre traversant un

élément matrie H8.
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En utilisant la relation (4.8), le travail virtuel interne de l'élément barre dans le repère

global s'érit :

δwf
int = {δuf

n}
T [T ]T [Kf

loc] [T ]
︸ ︷︷ ︸

[Kf

glob
]

{uf
n}, [Kf

loc] =
E∗

fA

L

[

1 −1

−1 1

]

(4.10)

ave E∗
f = Ef − Em.

4.2.4 Stratégie de ouplage et matrie de rigidité de l'élément

PFH8

Les degrés de liberté de l'élément �bre 3D sont projetés diretement sur eux de

l'élément matrie H8 qui les ontient pour éviter d'augmenter le nombre de variables du

problème. La fusion géométrique des noeuds a et b de l'élément �bre dans l'espae de

l'élément matrie H8 passe par l'expression de leurs oordonnées isoparamétriques (ξa, ηa,

ζa, ξb, ηb et ζb) en fontion de elles de l'élément H8 (ri, si, ti, i = 1, 8) en utilisant des

fontions de forme géométriques. Pour ela, nous utilisons la méthode des oordonnées

volumiques [45℄, omme illustré sur la �gure 4.5. Cette dernière �gure montre les six faes

de l'élément H8 utilisées pour onstruire les fontions de forme géométriques et un point

P qui représente un des deux noeuds de l'élément �bre 3D. V1,V2,...,V6 sont les volumes

des six tétraèdres onstruits à partir du point P et les noeuds des six faes de l'élément

H8. Ces volumes sont utilisés pour onstruire les fontions de forme géométriques φi de

l'élément H8 omme suit :

φ1 = (V3 × V4 × V6) /V ; φ2 = (V2 × V3 × V6) /V

φ3 = (V1 × V2 × V3) /V ; φ4 = (V1 × V3 × V4) /V

φ5 = (V4 × V5 × V6) /V ; φ6 = (V2 × V5 × V6) /V

φ7 = (V1 × V2 × V5) /V ; φ8 = (V1 × V4 × V5) /V

(4.11)

ave

V = (V2 + V4)(V3 + V5)(V1 + V6) (4.12)

Les oordonnées isoparamétriques du point P (ξP , ηP , ζP ) sont exprimées en fontion des

oordonnées naturelles de l'élément H8 en utilisant l'approximation suivante :

ξP =
8∑

i=1

φi ri, ηP =
8∑

i=1

φi si, ζP =
8∑

i=1

φi ti (4.13)
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Figure 4.5 : Dé�nition des six faes et six volumes utilisés pour onstruire les fontions de

forme géométriques de l'élément H8.

En utilisant les oordonnées isoparamétriques de l'élément barre, il est possible de trouver

une relation entre {uf
n} et {um

n } à travers une matrie [P ] de dimensions (6×24) :

{uf
n} = [P ]{um

n }, [P ] =














Na
i 0 0

0 Na
i 0

. . . 0 0 Na
i . . . i = 1, 8

N b
i 0 0

0 N b
i 0

0 0 N b
i














(4.14)

ave

Na
i = Ni (ξa, ηa, ζa) et N b

i = Ni (ξb, ηb, ζb) (4.15)

Ni sont les fontions de forme de l'élément matrie H8 dé�nies par les relations (4.5).

En utilisant les équations (4.7), (4.10) et (4.14), le travail virtuel interne de l'élément

omposite PFH8 devient :

δwc
int = δwm

int + δwf
int = {δum

n }
T

[

[Km] + [P ]T [Kf
glob][P ]

︸ ︷︷ ︸

[Kc]

]

{um
n } (4.16)

[Kc] est la matrie de rigidité linéaire de l'élément omposite PFH8.
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4.3 Formulation non-linéaire géométrique de PFH8

Dans ette setion, nous proposons une extension tridimensionnelle de la formulation

non-linéaire géométrique de l'élément PFQ4, présentée dans le hapitre 3. Par onséquent,

nous suivrons la même démarhe adoptée dans le hapitre 3 basée sur un formalisme

Lagrangien total. Nous rappelons que le domaine de la matrie est modélisé par des

éléments H8 non-linéaires, tandis que les �bres traversant es éléments matries sont

modélisées par des éléments barres 3D non-linéaires.

4.3.1 Formulation faible de l'équilibre méanique

Considérons un solide omposite 3D, noté B, soumis à des grands déplaements et des

petites déformations. Nous rappelons que la détermination de la on�guration �nale Cf de

e solide omposite, qui oupait initialement la on�guration C0, passe par la supposition

que la harge totale est appliquée en petits inréments (�gure 3.1). Nous adoptons une

formulation Lagrangienne totale pour dérire le mouvement de e solide omposite, e qui

implique que toutes les variables du problème sont mesurées par rapport à la on�guration

initiale C0. Nous onsidérons un intervalle de hargement [tn,tn+1℄ et nous supposons que

le solide B est en équilibre à t = tn. Pour la dernière on�guration inonnue C2 entre Cn

et Cn+1, la forme faible de l'équilibre de B s'érit (voir le hapitre 3 pour plus de détails) :

∫

0V

1
0Sij δ(△Eij) d

0V +

∫

0V

△Sij δ(△Eij) d
0V

︸ ︷︷ ︸

δ(2
0
Wint)

−δ(n+1
0 Wext) = 0 (4.17)

Il onvient de noter que δ(△Eij) est divisé en deux parties δ(△eij) et δ(△ηij), linéaire et

non-linéaire en fontion des déplaements inonnus △ui, respetivement. Nous obtenons

par la suite l'expression �nale de la forme faible de l'équilibre de B utilisée pour développer

l'approximation par éléments �nis :

∫

0V

Cijkl△ekl δ(△eij) d
0V +

∫

0V

1
0Sij δ(△ηij) d

0V +

∫

0V

1
0Sij δ(△eij) d

0V

︸ ︷︷ ︸

δ(2
0
Wint)

−δ(n+1
0 Wext) = 0

(4.18)

L'approximation par éléments �nis de l'équation (4.18) est onstruite en divisant le solide

omposite 3D en des domaines élémentaires (�gure 4.2). Par onséquent, nous présentons

dans e qui suit la formulation non-linéaire géométrique de l'élément PFH8.
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4.3.2 Matrie tangente de l'élément H8

Pour simpli�er, nous supposons qu'une seule �bre traverse un élément matrie H8

(�gure 4.3). Au niveau élémentaire, la forme faible de l'équilibre (4.18) s'érit :

δW = δ(20W
m
int) + δ(20W

f
int)− δ(n+1

0 Wext) (4.19)

δ(20W
m
int) et δ(

2
0W

f
int) sont, respetivement, les travaux virtuels internes de l'élément matrie

H8 et de l'élément �bre 3D à la on�guration C2.

Le travail virtuel interne de l'élément matrie H8 est donné par :

δ(20W
m
int) =

∫

0V m

Cm
ijkl△emkl δ(△emij ) d

0V m+

∫

0V m

1
0S

m
ij δ(△ηmij ) d

0V m+

∫

0V m

1
0S

m
ij δ(△emij ) d

0V m

(4.20)

Le premier terme de l'équation (4.20) est érit sous la forme matriielle suivante :

∫

0V m

Cm
ijkl△emkl δ(△emij ) d

0V m =

∫

0V m

{δ△em}T [Cm]{△em}d 0V m
(4.21)

[Cm] est la matrie d'élastiité 3D de l'espae matrie de dimensions (6×6). Le veteur des

déformations linéaires {△em} = {△εmxx△εmyy △εmzz △γm
xy △γm

xz △γm
yz} est lié à l'inrément

du veteur des degrés de liberté de l'élément matrie H8 {△um
n } = {· · · | △ui △vi △wi| · · · i =

1, 8}T via une matrie [BL] de dimensions (6×24) :

{△em} = [BL]{△um
n } ave [BL] = [B0

L] + [Bu
L] + [Bv

L] + [Bw
L ] (4.22)

En utilisant la notation suivante : um = 1
0u

m
1 , v

m = 1
0u

m
2 et wm = 1

0u
m
3 , les matries [B0

L],
[Bu

L], [B
v
L] et [B

w
L ] sont données par :

[B0

L] =














Ni,x 0 0

0 Ni,y 0

· · · 0 0 Ni,z · · · i = 1, 8

Ni,y Ni,x 0

Ni,z 0 Ni,x

0 Ni,z Ni,y














, [Bu
L] =














um
,xNi,x 0 0

um
,yNi,y 0 0

· · · um
,zNi,z 0 0 · · · i = 1, 8

um
,xNi,y + um

,yNi,x 0 0

um
,xNi,z + um

,zNi,x 0 0

um
,yNi,z + um

,zNi,y 0 0














(4.23)

[Bv
L] =














0 vm,xNi,x 0

0 vm,yNi,y 0

· · · 0 vm,zNi,z 0 · · · i = 1, 8

0 vm,xNi,y + vm,yNi,x 0

0 vm,xNi,z + vm,zNi,x 0

0 vm,yNi,z + vm,zNi,y 0














(4.24)
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[Bw
L ] =














0 0 wm
,xNi,x

0 0 wm
,yNi,y

· · · 0 0 wm
,zNi,z · · · i = 1, 8

0 0 wm
,xNi,y + wm

,yNi,x

0 0 wm
,xNi,z + wm

,zNi,x

0 0 wm
,yNi,z + wm

,zNi,y














(4.25)

En utilisant la relation (4.22), l'équation (4.21) devient :

∫

0V m

{δ△em}T [Cm]{△em}d 0V m = {δ△um
n }

T

∫

0V m

[BL]
T [Cm][BL] d

0V m

︸ ︷︷ ︸

[Km
L
]

{△um
n } (4.26)

[Km
L ] est la matrie de rigidité linéaire de l'élément matrie H8 de dimensions (24×24).

Le deuxième terme de l'équation (4.20) est réérit omme suit :

∫

0V m

1
0S

m
ij δ(△ηmij ) d

0V m = {δ△um
n }

T

∫

0V m

[BNL]
T [10S][BNL] d

0V m

︸ ︷︷ ︸

[Km
NL

]

{△um
n } (4.27)

[BNL] et [
1
0S] sont données par les expressions suivantes :

[BNL] =





















Ni,x 0 0

Ni,y 0 0

Ni,z 0 0

0 Ni,x 0

· · · 0 Ni,y 0 · · · i = 1, 8

0 Ni,z 0

0 0 Ni,x

0 0 Ni,y

0 0 Ni,z





















(4.28)

et

[10S] =






[S] [0℄ [0℄

[0℄ [S] [0℄

[0℄ [0℄ [S]




 ; [S] =






1
0Sxx

1
0Sxy

1
0Sxz

1
0Sxy

1
0Syy

1
0Syz

1
0Sxz

1
0Syz

1
0Szz




 (4.29)

[Km
NL] est la matrie de rigidité non linéaire de l'élément matrie H8 ayant les mêmes

dimensions que la matrie [Km
L ].
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Le troisième terme de l'équation (4.20) s'érit en utilisant la relation (4.22) :

∫

0V m

1
0S

m
ij δ(△emij ) d

0V m = {δ△um
n }

T

∫

0V m

[BL]
T{10S

m}d 0V m
(4.30)

{10S
m} est le veteur des ontraintes de Piola-Kirhho� de l'élément H8 donné par :

{10S
m} =

{
1
0S

m
xx

1
0S

m
yy

1
0S

m
zz

1
0S

m
xy

1
0S

m
xz

1
0S

m
yz

}T

(4.31)

En utilisant les relations (4.26), (4.27) et (4.30), le travail virtuel interne de l'élément H8

devient :

δ(20W
m
int) = {δ△um

n }
T ([Km

L ] + [Km
NL])

︸ ︷︷ ︸

[Km
T
]

{△um
n }+ {δ△um

n }
T

∫

0V m

[BL]
T{10S

m}d 0V m
(4.32)

[Km
T ] est la matrie tangente de l'élément H8 de dimensions (24×24).

4.3.3 Matrie tangente de l'élément �bre 3D

La formulation non-linéaire d'un élément barre 3D, représentant une �bre traversant

l'élément matrie H8, est une extension tridimensionnelle de la formulation de l'élément

barre 2D présentée dans le hapitre 3. Le travail virtuel interne d'un élément barre 3D à

la on�guration C2 reste le même que elui de l'élément barre plan :

δ(20W
f
int) =

∫

0V f

δ(20E
f)20S

f d 0V f = A0

∫ L0/2

−L0/2

δ(20E
f)20S

f dx (4.33)

où L0 et A0 sont, respetivement, la longueur et la setion (supposée onstante le long de

l'élément) de l'élément barre à la on�guration initialeC0.
2
0E

f
et

2
0S

f
sont, respetivement,

la déformation axiale de Green-Lagrange et sa ontrainte onjuguée à la on�guration

inonnue C2. Elles sont données par les expressions suivantes :

2
0E

f =
L2
2 − L2

0

2L2
0

; 2
0S

f = (Ef − Em)
︸ ︷︷ ︸

E∗

f

2
0E

f
(4.34)

ave L2 est la longueur de l'élément barre à la on�guration C2.

Comme montré dans le hapitre 3, l'approximation de δ(20W
f
int) s'érit en fontion de

l'inrément du veteur des degrés de liberté de l'élément �bre 3D dans le repère global
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omme suit :

δ(20W
f
int) = {δ△uf

n}
T

[
(

[Kf
L] + [Kf

NL]
)

︸ ︷︷ ︸

[Kf
T
]

{△uf
n}+

A0E
∗
fL1

L0

1
0E

f{L1}

]

(4.35)

1
0E

f
et L1 sont, respetivement, la déformation axiale de Green-Lagrange et la longueur

de l'élément barre 3D à la on�guration C1, tandis que le veteur {L1} ontient les osinus

direteurs du veteur tangent de l'élément barre à la on�guration C1. [K
f
T ] est la matrie

tangente de l'élément barre 3D dé�nie à partir des matries [Kf
L] et [K

f
NL], les matries de

rigidité linéaire et non-linéaire de l'élément barre 3D, respetivement. Ces deux matries,

de dimensions (6× 6), sont dé�nies par :

[Kf
L] =

A0E
∗
fL

2
1

L3
0

{L1}{L1}
T , [Kf

NL] =
A0E

∗
f

L0

1
0E

f














1 0 0 −1 0 0

0 1 0 0 −1 0

0 0 1 0 0 −1

−1 0 0 1 0 0

0 −1 0 0 1 0

0 0 −1 0 0 1














(4.36)

4.3.4 Matrie tangente de l'élément omposite PFH8

La projetion des variables de l'élément barre 3D non linéaire sur elles de l'élément

H8 se fait exatement de la même manière que dans la formulation linéaire en utilisant les

fontions de forme géométriques dé�nies par les relations (4.11). Nous rappelons que es

fontions de forme nous permettent d'abord de trouver les oordonnées isoparamétriques

des noeuds de l'élément barre 3D et ensuite de dé�nir une matrie de passage [P ] qui lie

{△uf
n} à {△um

n } (voir la relation (4.14)).

En utilisant les équations (4.32) et (4.35), le travail virtuel interne de l'élément omposite

PFH8 à la on�guration C2 s'érit :

δ(20Wint) = {δ△um
n }

T

[
(

[Km
T ] + [P ]T [Kf

T ][P ]
)

{△um
n }+

∫

0V m [BL]
T {10S

m} d 0V m +
A0E

∗
fL1

L0

1
0E

f [P ]T{L1}

]
(4.37)
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En remplaçant la relation (4.37) dans l'équation (4.19), nous obtenons le système d'équa-

tions suivant qui nous permet de déterminer le veteur inonnu {△um
n } :

(

[Km
T ] + [P ]T [Kf

T ][P ]
)

︸ ︷︷ ︸

[Keq
T

]

{△um
n } = {n+1

0 Fext} −

∫

0V m

[BL]
T{10S

m} d 0V m −
A0E

∗
fL1

L0

1
0E

f [P ]T{L1}

︸ ︷︷ ︸

{Req}

(4.38)

[Keq
T ] est la matrie de rigidité tangente équivalente de l'élément omposite PFH8 et {Req}

est son veteur résidu.

4.4 Cas tests de validation

Les versions linéaire et non-linéaire géométrique de l'élément solide omposite PFH8

ont été implémentées dans le ode ommerial ABAQUS via la routine utilisateur UEL.

Il onvient de rappeler que la matrie tangente et le veteur résidu de PFH8 sont stokés

dans les variables prédé�nies AMATRX et RHS d'ABAQUS, respetivement. Nous rap-

pelons aussi que les modèles numériques des as tests de validation onsidérés dans ette

setion, a�n d'évaluer la préision de l'élément omposite PFH8, ont été générés par la

plateforme KSP à l'aide d'un algorithme développé par H. Kebir. Ce dernier algorithme

alule les intersetions entre les �bres disrètes initiales et le maillage de l'espae ma-

trie, omme montré sur la �gure 4.2, et génère ensuite le �hier de données. Il onvient de

noter aussi que nous avons utilisé le logiiel de oneption CATIA pour générer la forme

omplexe des renforts des exemples 4.4.2 et 4.4.3.

4.4.1 Évaluation des propriétés méaniques d'un matériau om-

posite renforé par des �bres ourtes

Ce premier as test d'évaluation est une généralisation tridimensionnelle de l'exemple

2.4.1 (voir hapitre 2) et divisé en deux grandes parties. D'abord, nous estimons le om-

portement e�etif d'un matériau omposite onstitué d'une matrie en magnésium AZ91D

(Em = 45 GPa et νm = 0.35) renforée par 10% en volume de �bres ourtes de arbone

T300 (Ef= 230 GPa et νf= 0.25) aléatoirement réparties. Ensuite, nous e�etuons une

étude paramétrique pour analyser l'in�uene de quelques paramètres miro-struturaux

sur le omportement de e omposite.

Les �bres ourtes utilisées ont une forme ylindrique et un rapport de forme �xe Lf/Df =

15. A�n d'estimer les propriétés élastiques e�etives de e matériau, un volume élémen-
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taire représentatif (VER) est onsidéré. Celui-i, de forme ubique de dimensions 1×1×1

mm

3
, est soumis à six types de hargement : trois tests de tration uni-axiale dans les

trois diretions de l'espae x, y et z, pour déterminer les modules d'Young e�etifs Ex,

Ey et Ez et les oe�ients de Poisson νxy, νxz et νyz, et trois tests de isaillement pour

déterminer les modules de isaillement Gxy, Gxz et Gyz. La �gure 4.6 montre le VER et

les onditions aux limites utilisées pour déterminer ses propriétés élastiques e�etives. Par

exemple, pour la tration suivant x, nous appliquons un déplaement uniforme de 0.1 mm

dans la diretion x (�gure 4.6a) et nous déduisons ensuite la ontrainte uniforme dans

ette diretion, pour estimer le module d'Young e�etif Ex, et les déplaements moyens

suivant y et z, respetivement, pour estimer les oe�ients de Poisson νxy et νxz. Le VER

est modélisé par un maillage régulier de 10×10×10 éléments PFH8 omme montré sur la

�gure 4.7.

Uy=0

Ux
=0
.1m
m

Uy=0.1mm

Uz=0

Uy=0

Ux
=0

Uy=0
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Ux
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Figure 4.6 : VER du matériau omposite magnésium/arbone soumis à six hargements : (a)

tration simple suivant x, (b) tration simple suivant y, () tration simple sui-

vant z, (d) isaillement dans le plan xy, (e) isaillement dans le plan xz, (f)
isaillement dans le plan yz.

Nous résumons dans le tableau 4.1 les propriétés e�etives prédites par l'élément omposite

3D PFH8 et omparées aux valeurs expérimentales de Tian et al. [39℄ et aux valeurs de

l'élément membrane PFQ4. Nous remarquons que les propriétés e�etives estimées par

PFH8 sont en parfait aord ave les résultats expérimentaux de Tian et al. [39℄ et que

96



4.4. Cas tests de validation

Figure 4.7 : VER du matériau omposite magnésium/arbone modélisé par 10 × 10 × 10 élé-

ments PFH8.

le omportement du VER est quasi- isotrope en raison de la distribution aléatoire des

�bres ourtes. De plus, l'élément PFH8 semble être légèrement plus préis que l'élément

quadrilatère PFQ4.

Table 4.1 : Propriétés élastiques e�etives de la poutre en alliage de magnésium renforée par

des �bres ourtes de arbone prédites par PFH8 et omparées aux résultats expéri-

mentaux de Tian et al. [39℄.

Expériene [39℄ PFH8 Erreur (%) PFQ4 Erreur (%)

Ex (GPa) 50.450 50.421 -0.057 50.945 0.981

Ey (GPa) 50.468 0.036 50.880 0.852

Ez (GPa) 50.428 -0.044

νxy 0.343 0.343 0.000 0.348 0.869

νxz 0.344 0.292

νyz 0.344 0.292

Gxy (GPa) 19.020 19.027 0.037 18.910 -0.578

Gxz (GPa) 18.991 -0.152

Gyz (GPa) 19.032 0.066

Dans la deuxième partie de e as test de validation, nous proposons une extension 3D

de l'étude paramétrique e�etuée dans l'exemple 2.4.1 en vue d'analyser l'in�uene de

ertains paramètres miro-struturaux, tels que la fration volumique des �bres, le rapport

de forme de la �bre et la taille et le maillage du VER, sur les propriétés e�etives du

matériau omposite.
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In�uene de la fration volumique des �bres

Nous proposons d'étudier l'in�uene de la fration volumique des �bres ourtes de

arbone sur les propriétés élastiques du matériau omposite magnésium/arbone. Pour

ela, nous avons hoisi les frations volumiques suivantes : 5%, 10% et 15%. Un VER de

dimensions 1 × 1 × 1 mm

3
est modélisé par un maillage régulier de 10×10×10 éléments

PFH8 (�gure 4.7). Les résultats de PFH8 sont ensuite omparés aux résultats obtenus

par l'élément PFQ4 (présentés dans le deuxième hapitre) et les résultats expérimentaux

de Tian et al. [39℄. L'évolution des modules d'Young et de isaillement du omposite

en fontion de la fration volumique des �bres est montrée sur les �gures 4.6a et 4.6b,

respetivement.
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Figure 4.8 : Évolution des propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone en fontion

de la fration volumique des �bres : (a) Module d'Young et (b) Module de isaille-

ment.

Comme prévu, les propriétés élastiques du omposite augmente ave la fration volu-

mique des �bres. Les résultats de l'élément PFH8 sont très prohes de eux de l'élément

omposite 2D PFQ4 et sont en bon aord ave eux de Tian et al. [39℄.

In�uene du rapport d'aspet des �bres

Nous étudions maintenant l'in�uene du rapport d'aspet des �bres de arbone sur

les modules d'Young et de isaillement du omposite. Pour ela, la fration volumique

des �bres est �xée à 10% et leur rapport de forme (Lf/Df) varie de 2 à 60. Un VER de

dimensions 1×1×1 mm

3
est onsidéré et modélisé par un maillage régulier de 10×10×10

éléments PFH8. L'évolution des modules d'Young et de isaillement du omposite en fon-
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tion du rapport de forme des �bres est montrée sur les �gures 4.9a et 4.9b, respetivement.

Nous remarquons que les propriétés e�etives du matériau omposite magnésium/arbone

varient notablement pour des faibles valeurs du rapport d'aspet des �bres. Ensuite, une

stabilisation est observée à partir d'un rapport de forme prohe de 15, onsidéré omme

le rapport d'aspet seuil. Cette valeur limite est en aord ave le seuil trouvé dans le

hapitre 2 ave l'élément de membrane PFQ4 (voir exemple 2.4.1).
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Figure 4.9 : Évolution des propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone en fontion

du rapport de forme des �bres (Lf/Df ) : (a) Module d'Young et (b) Module de

isaillement.

In�uene des dimensions du VER

La taille du VER est un fateur très important dans la détermination des propriétés

e�etives d'un matériau omposite. Cependant, il onvient de déterminer ave préision

sa taille minimale pour estimer orretement le omportement du omposite. Dans ette

partie, nous étudions l'in�uene de la taille du VER sur les propriétés e�etives du ma-

tériau omposite magnésium/arbone. Pour ela, nous �xons la fration volumique et le

rapport de forme des �bres à 10% et 15, respetivement, et nous onsidérons un VER u-

bique d'arête a qui varie de 0.2 à 1 mm (�gure 4.10). Le VER est modélisé par 10×10×10

éléments PFH8 (�gure 4.7). L'évolution des modules d'Young et de isaillement du maté-

riau omposite en fontion de la taille du VER est montrée sur les �gure 4.11a et 4.11b,

respetivement.

Nous remarquons que les modules d'Young et de isaillement du omposite se stabilisent

à partir d'une arête du VER égale à 0.4 mm. Ce résultat est en adéquation ave eux de

PFQ4 et Qi et al. [42℄.
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Figure 4.10 : VER du matériau omposite magnésium/arbone.
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Figure 4.11 : Évolution des propriétés du omposite magnésium/arbone en fontion des di-

mensions du VER : (a) Module d'Young et (b) Module de isaillement.

In�uene de la �nesse du maillage du VER

Un autre paramètre qui peut jouer un r�le important dans la détermination des pro-

priétés e�etives d'un matériau omposite est le maillage du VER. Ainsi, nous étudions

l'évolution des propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone en fontion de la

�nesse du maillage du VER. Pour ela, nous onsidérons un VER ubique d'arête a = 1

mm. La fration volumique et le rapport de forme des �bres sont �xés à 10% et 15, res-

petivement. L'évolution des modules d'Young et de isaillement en fontion du maillage

du VER est montrée sur les �gures 4.12a et 4.12b, respetivement.

Nous remarquons que le maillage du VER a une in�uene sur la prédition de ses proprié-
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tés e�etives. Une stabilisation est obtenue à partir d'un maillage utilisant 64 éléments

PFH8.
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Figure 4.12 : Évolution des propriétés e�etives du omposite magnésium/arbone en fontion

de ra�nement du maillage du VER : (a) Module d'Young et (b) Module de

isaillement.

4.4.2 Estimation des propriétés e�etives d'une plaque omposite

sandwih ousue

L'ajout de outures à travers l'épaisseur dans une struture omposite sandwih permet

d'abord de résoudre les problèmes de délaminage entre son âme et ses peaux, et ensuite

d'augmenter les propriétés en ompression de l'âme ar elle présente généralement des

propriétés méaniques relativement faibles par rapport à elles des peaux. Pour quanti�er

ette augmentation des propriétés élastiques, deux types de solliitations sont onsidérés :

un test de ompression et un test de isaillement hors plan. La struture sandwih étudiée

dans e test est montrée sur la �gure 4.13. Elle est onstituée d'une âme en mousse de

polyuréthane, ollée à deux peaux en verre/époxy. Cette plaque sandwih est renforée

par des outures en �bre de verre de forme ylindrique ayant un diamètre Df = 2.7

mm, omme dérit sur la �gure 4.13. Pour simpli�er, nous supposons que les deux peaux

sont parfaitement ollées à l'âme. Les propriétés élastiques des omposants de la struture

sandwih sont résumées dans le tableau 4.2. La struture sandwih omposite est modélisée

par un maillage régulier de 4360 éléments PFH8 omme montré sur la �gure 4.13e.

Des essais expérimentaux de ompression et de isaillement ont été réalisés sur ette

plaque sandwih par Lasoup [47℄ dans le adre de son étude dotorale à l'UTC. Pour
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Figure 4.13 : Plaque sandwih ousue : (a) propriétés géométriques de la struture omposite,

(b) forme des outures à l'intérieur de la plaque sandwih, () onditions aux

limites pour le test de ompression hors plan, (d) onditions aux limites pour

le test de isaillement hors plan et (e) maillage de la plaque sandwih par 4360

éléments PFH8.

le test de ompression, la plaque sandwih se trouvait entre deux plans rigides et subis-

sait une ompression plane. Pour le test de isaillement hors plan, la plaque se trouvait

également entre deux plaques rigides aussi ; le plan inférieur étant enastré et la plaque
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Table 4.2 : Propriétés élastiques de l'âme et des peux de la struture sandwih ousue reportées

par Lasoup et al. [46℄

Peaux Âme Coutures

Ex (MPa) 8000 15 16200

Ey (MPa) 8000 - -

Ez (MPa) 6000 - -

νxy 0.2 0.4 0.28

νxz 0.35 - -

νyz 0.35 - -

Gxy (MPa) 2100 - -

Gxz (MPa) 2500 - -

Gyz (MPa) 2500 - -

supérieure se déplaçait dans le plan de la plaque sandwih pour la tester en isaillement.

Une modélisation de es onditions aux limites est présentée sur les �gures 4.13 et 4.13d.

Pour simpli�er, des onditions aux limites en déplaement sont utilisées pour les deux

tests. A la �n de haque essai, nous réupérons la somme des réations P sur la peau

inférieure pour estimer les modules de ompression Ez et de isaillement Gyz de la plaque

sandwih. Les deux modules sont déterminés en utilisant les relations suivantes [47℄ :

Ez =
P

b× L× ui
; Gxz =

P × h

b× L× δ
(4.39)

ui et δ sont, respetivement, les déformations issues du rapport déplaement relatif sur

l'épaisseur initiale.

Nous résumons dans le tableau 4.4.2 les valeurs des modules Ez et Gyz de la plaque

sandwih estimées par PFH8 en utilisant le maillage de la �gure 4.13e et omparées aux

valeurs expérimentales de Lasoup et al. [46℄. Nous remarquons que les préditions de

PFH8 sont en très bon aord ave les résultats expérimentaux de Lasoup et al. [46℄ (à

peu près 4% d'erreur). Il onvient de noter aussi l'amélioration sensible des propriétés de

la plaque sandwih par rapport à la plaque non ousue (augmentation de 286% de Ez

et 413% de Gyz) grâe à l'introdution des outures suivant l'épaisseur. La �gure 4.14

montre la distribution de la réation suivant y sur la plaque sandwih ousue après le test

de ompression. Il apparaît lairement que les outures ajoutées subissent la plus grande

partie de la solliitation.
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Table 4.3 : Modules Ez et Gyz de la struture omposite ousue estimés par PFH8 et omparés

aux valeurs expérimentales de Lasoup et al. [46℄.

Non Cousue Expériene [46℄ PFH8 Erreur (%)

Ez (MPa) 15 57.9± 4.8 56.04 -3.21

Gyz (MPa) 3.1 15.9± 0.7 16.50 3.77

Figure 4.14 : Distribution de la réation suivant y sur la plaque sandwih ousue après le test

de ompression.

4.4.3 Estimation des propriétés e�etives d'une plaque omposite

sandwih tissée

Nous modélisons dans et exemple le omportement de la plaque omposite sandwih

tissée de la �gure 4.15. Les peaux de ette plaque sandwih sont en résine époxy (Em = 3.3

GPa et νm = 0.35) et ont une épaisseur égale à 0.6 mm. Son âme est reuse et est onstituée

de �ls de verre vertiaux 3D sous forme de "8" diretement tissés aux peaux pour former

la struture sandwih intégrale. Ces �ls possèdent une forme ylindrique de diamètre

Df = 0.7 mm et un module d'Young Ef = 72 GPa. Sur e type de strutures omposites,

deux diretions prinipales sont identi�ées : la diretion haîne et la diretion trame omme

illustré sur les �gures 4.15b et 4.15. La struture sandwih tissée est soumise à deux types

de solliitation : un test de ompression perpendiulairement aux peaux et ensuite, un test

de isaillement suivant les diretions haîne et trame. Les onditions aux limites utilisées

pour étudier le omportement de ette plaque sandwih sous es deux solliitations sont

les mêmes que l'exemple 4.4.2 et sont montrées sur la �gure 4.13. Les fontions de forme

utilisées pour modéliser le renfort 3D de la plaque sont données par Vuure et al. [48℄.

Les deux peaux sont modélisées par 100×100×1 éléments PFH8. Pour pouvoir modéliser

l'âme reuse qui se trouve entre les deux peaux, nous rajoutons une matrie ave des
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propriétés méaniques négligeables (un module d'Young de 10−8
GPa et un oe�ient

de Poisson nul ont été utilisés), elle-i est maillée par 100×100×12 éléments PFH8. Les

�gures 4.16 et 4.17 montrent, respetivement, l'évolution des modules de ompression Ez

et de isaillement dans les diretions haîne et trame en fontion de l'épaisseur de la plaque

sandwih (trois épaisseurs sont onsidérées : 8, 10 et 12 mm). Les résultats de PFH8 sont

omparées aux résultats expérimentaux de Sadighi et Hosseini [8℄. Nous remarquons que

les résultats de PFH8 sont en bon aord ave les valeurs expérimentales de Sadighi et

Hosseini [8℄.

Figure 4.15 : (a) Plaque omposite sandwih à âme reuse renforée par des �bres sous forme

de "8". (b) Vue sens haîne. () Vue sens trame.

4.4.4 Poutre omposite antilever 3D renforée par des �bres

ourtes et soumise à une harge de �exion

Dans e deuxième exemple, nous étudions le omportement non-linéaire d'une poutre

omposite 3D antilever soumise à une fore de �exion transversale F = 12 kN, omme

montré sur la �gure 4.18. La poutre omposite est onstituée d'une matrie en alliage de

magnésium AZ91D (Em = 45 GPa et νm = 0.35) renforée par 10% en volume de �bres

ourtes de arbone (Ef = 230 GPa et νf = 0.25). Les �bres ourtes de arbone sont

introduites dans le domaine de la matrie de façon aléatoire et possèdent un rapport de

forme Lf/Df=15. A�n de omparer la ourbe fore-�èhe de l'élément PFH8 ave elle de

l'élément C3D8 d'ABAQUS (C3D8 est l'élément hexaédrique à huit noeuds d'ABAQUS
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Figure 4.16 : Évolution du module de ompression Ez de la plaque sandwih tissée en fontion

de l'épaisseur de l'âme estimée par PFH8 et omparée aux résultats expérimen-

taux de Sadighi et Hosseini [8℄.
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Figure 4.17 : Évolution des modules de isaillement dans les diretions haîne et trame de la

plaque sandwih tissée en fontion de l'épaisseur de l'âme estimée par PFH8 et

omparée aux résultats expérimentaux de Sadighi et Hosseini [8℄.

utilisant une intégration omplète de la matrie de rigidité), les propriétés e�etives du

matériau omposite homogénéisé (tableau 4.1) sont utilisées. La poutre omposite 3D est

modélisée par un maillage régulier de 100×10×4 éléments PFH8 (�gure 4.19). La �gure

4.20 ompare les ourbes fore-�èhe obtenues par PFH8, PFQ4 et C3D8. Les résultats
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indiquent un bon aord entre la réponse de PFH8 et elle de C3D8 en utilisant des

propriétés homogénéisées de la poutre. De plus, le résultat de PFH8 est légèrement plus

préis que elui de l'élément membrane PFQ4.

Figure 4.18 : Poutre omposite Mg/Cf antilever 3D soumise à une fore de �exion transver-

sale.

X

Y

Z

x

yz

Figure 4.19 : Poutre omposite Mg/Cf antilever modélisée par 100×10×4 éléments PFH8.

4.4.5 Plaque omposite en polypropylène renforée par des �bres

UD de verre soumise à un hargement de torsion

Nous onsidérons dans e troisième exemple une plaque omposite onstituée d'une

matrie en polypropylène (PP), ave Em = 1735 MPa et νm = 0.4, renforée par 20 �bres

UD de verre. Ces �bres longues de verre présentent une forme ylindrique de diamètre

Df = 0.4 mm et possèdent les propriétés élastiques suivantes : Ef = 70 GPa et νf = 0.3.
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Figure 4.20 : Courbe fore-�èhe de la poutre omposite Mg/Cf antilever 3D.

Comme dérit sur la �gure 4.21, la plaque est enastrée d'un �té et soumise à un ouple

de fores (Fy = Fz = 1 N) sur son extrémité libre permettant d'avoir un ouple de torsion

par rapport à la diretion x. Par analogie ave l'exemple préédent, nous nous proposons

de omparer la ourbe fore-déplaement de PFH8 ave elle de C3D8. Nous déterminons

d'abord les propriétés e�etives du matériau omposite PP/verre ave l'élément PFH8.

Pour ela, nous onsidérons un VER de 0.5×0.5×0.5 mm

3
renforé par une �bre entrale

de rayon Rf = 0.2 mm. Le VER, maillé par 10×10×10 éléments PFH8, est soumis aux

même types de hargement que l'exemple 4.4.1 pour déterminer ses propriétés e�etives.

Le tableau 4.4 résume les propriétés e�etives obtenues par l'élément PFH8 et la loi des

mélanges, νyz et Gyx étant déterminés à partir des relations analytiques de Jones [49℄. La

omparaison montre un bon aord entre l'estimation de PFH8 et les résultats analytiques.

La plaque omposite est maintenant modélisée par 100×10×1 éléments PFH8 et soumise

au hargement de torsion. La �gure 4.22 montre l'évolution du déplaement transversal

du point A appartenant à l'extrémité libre de la plaque en fontion du hargement. Enore

une fois, la ourbe de PFH8 est en bon aord ave elle de C3D8.

4.4.6 Poutre irulaire 3D

Nous onsidérons dans e as test une généralisation tridimensionnelle de l'exemple

3.4.4 (voir hapitre 3) onernant une poutre irulaire en béton renforée par quatre

barres d'aier et soumise à un hargement de �exion (�gure 4.23). Les barres en aier ont

une setion irulaire de diamètre Df = 0.5 m et sont représentées par 10 segments de
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Table 4.4 : Propriétés élastiques e�etives de la plaque en polypropylène renforée par des �bres

unidiretionnelles de verre prédites par l'élément PFH8 et omparées aux résultats

analytiques.

Loi des mélanges PFH8 Erreur (%)

Ex (GPa) 36.0487 36.920 2.417

Ey (GPa) 3.403 3.510 3.143

Ez (GPa) 3.403 3.511 3.166

νxy 0.350 0.375 7.1428

νxz 0.350 0.374 6.857

νyz 0.341 0.365 7.353

Gxy (GPa) 1.218 1.239 1.795

Gxz (GPa) 1.218 1.240 1.865

Gyz (GPa) 1.270 1.301 2.479

Figure 4.21 : Plaque en polypropylène renforée par des �bres UD de verre et soumise à un

hargement de torsion.

droite omme expliqué dans le hapitre 3. Grâe à la symétrie de e problème, la moitié de

la poutre irulaire est modélisée par 27387 éléments PFH8 (116214 degrés de liberté au

total). La ourbe fore-�èhe de PFH8 est omparée à elle de C3D20 en onsidérant un

maillage de la matrie et des �bres de 24768 éléments C3D20 et 360108 degrés de liberté,

soit le triple des variables utilisées ave l'élément omposite PFH8. Lors de la �exion de
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Figure 4.22 : Courbe fore-déplaement de la plaque omposite en polypropylène renforée par

des �bres UD de verre et soumise à un hargement de torsion.

la poutre, nous avons remarqué un voilement de la struture omposite dans le plan xy et

pour ette raison, le déplaement latéral suivant z a été annulé sur une fae de la poutre

pour éviter e problème. La �gure 4.24 montre les ourbes harge-déplaement obtenues

au point A de la poutre en utilisant PFH8, PFQ4 (modélisation plane ave l'hypothèse

des ontraintes planes) et l'élément C3D20 d'ABAQUS. Un très bon aord entre les trois

solutions est trouvé enore une fois dans e test de validation.
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Figure 4.23 : Poutre irulaire 3D en béton renforé par quatre barres en aier.
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Figure 4.24 : Courbe fore-�èhe de la poutre irulaire 3D en béton armé.

4.5 Conlusion

Dans e dernier hapitre, nous avons présenté les formulations linéaire et non-linéaire

géométrique de l'élément �ni omposite hexaédrique PFH8 basé sur l'approhe de la �bre

projetée. Cet élément �ni solide résulte de la ombinaison entre l'élément hexaédrique

standard à huit noeuds représentant une unité de l'espae matrie et les éléments barres

3D à deux noeuds qui modélisent les �bres qui la traversent. Il a été montré que l'élément

omposite PFH8 est apable de reproduire e�aement le omportement des matériaux

et strutures omposites 3D pour di�érentes distributions et orientations des �bres.
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Conlusion générale

Ce travail de thèse s'insrit dans une démarhe de développement d'outils numériques

de dimensionnement des matériaux et strutures omposites à renfort �breux. Ces élé-

ments �nis spéiaux sont basés sur une approhe de modélisation indirete réemment

introduite par Kebir et Ayad [37℄, labellisée Approhe de la Fibre Projetée (AFP). La

quali�ation indirete signi�e que le renfort �breux n'est pas expliitement modélisé (dis-

rétisé), e qui permet de réduire onsidérablement le temps de simulation. Ces développe-

ments ont été motivés par la omplexité arue des nouveaux matériaux omposites, tels

que les omposites ousus, et la di�ulté d'étudier leur omportement par les tehniques

analytiques et numériques lassiques.

Dans le premier hapitre, nous avons présenté l'adaptation de l'AFP aux problèmes

plans linéaires à travers le développement de deux éléments �nis omposites de mem-

brane, baptisés PFT3 et PFQ4. Il s'agit de deux éléments omposites triangulaire à trois

n÷uds (PFT3) et quadrilatère à quatre n÷uds (PFQ4). Ces éléments sont dé�nis suite

au maillage de la matrie par des éléments �nis lassiques T3 ou Q4 ave la présene

des �bres dans la matrie. Les �bres sont onsidérées omme des entités disrètes dans le

volume de la matrie et sont modélisées par des éléments �nis barres à deux n÷uds. Les

éventuelles intersetions entre les �bres et les éléments lassiques T3 ou Q4 dé�nissent

les nouveaux éléments �nis omposites PFT3 et PFQ4. Les onsidérations inématiques

utilisées dans les hypothèses de l'AFP évitent le rajout de nouveaux degrés de liberté

au système d'équations, et e en exprimant les variables des �bres en fontion de elles

des éléments �nis, T3 ou Q4, représentatifs du domaine de la matrie. Cela signi�e que

le nouveau système d'équations obtenu est équivalent à elui d'un milieu non renforé

(matrie). Ces deux éléments ont été implémentés dans le ode ABAQUS via la routine

UEL. Une partie importante de e premier hapitre a été onsarée à l'évaluation et la

validation de l'AFP à travers la modélisation de trois types de solides omposites 2D :

un omposite renforé par des �bres ourtes aléatoires, un omposite à renfort unidire-

tionnel et un omposite multiouhe [90/0]s. En partiulier, l'étude du omposite à �bres

ourtes orientées aléatoirement nous a permis de tester la sensibilité des éléments PFT3 et
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Conlusion générale

PFQ4 à plusieurs paramètres tels que : la taille du VER, le nombre d'éléments, le rapport

d'aspet des �bres, leur fration volumique ainsi que leur orientation. Nous avons montré

que es paramètres ont une in�uene direte sur la prédition des propriétés e�etives du

matériau étudié. Globalement, les résultats obtenus dans le premier hapitre ont été en

bonne onordane ave les résultats de référene, e qui montre l'e�aité des éléments

omposites de membrane proposés.

Le hapitre 2 a été onsaré à l'extension des formulations des éléments PFT3 et PFQ4

a�n d'étudier des solides omposites 2D qui présentent de grands déplaements aompa-

gnés de petites déformations. L'objetif prinipal de ette étude est de tester la faisabilité

d'étendre l'AFP aux problèmes non-linéaires (géométriques dans e as). Une desription

Lagrangienne totale (FLT) a été adoptée pour dérire le mouvement des solides ompo-

sites 2D. Plusieurs as tests de validation ont été présentés et les résultats obtenus ont été

en bon aord ave les solutions de référene, e qui montre que l'AFP est valable aussi

pour étudier des problèmes non-linéaires géométriques.

Le dernier hapitre a été onsaré au développement d'un élément omposite hexa-

édrique à huit noeuds basé sur l'AFP, baptisé PFH8, pour l'analyse linéaire et non-linéaire

géométrique des solides omposites 3D. Cet élément onstitue une extension 3D de l'élé-

ment PFQ4 et résulte ainsi d'une ombinaison entre l'élément standard H8, qui modélise

une unité de l'espae matrie, et l'élément barre 3D à deux n÷uds qui représente une �bre

qui traverse l'élément H8. Quelques as tests de validation linéaires et non-linéaires ont

été onsidérés pour tester l'e�aité de PFH8. En partiulier, nous avons mis en exergue

l'intérêt de l'AFP pour étudier des strutures omposites omplexes à renfort 3D tels que

les outures (plaque sandwih ousue) et les renforts en forme de "8" (plaque sandwih

à âme reuse renforée par des �bres en forme de "8"). Les résultats obtenus ont été en

bon aord ave les solutions de référene.

Ce travail de modélisation présente plusieurs perspetives et nous en itons en parti-

ulier trois qui nous paraissent réalisables à ourt et moyen termes. D'abord, la modéli-

sation des �bres par des éléments poutres permettra de tenir ompte de leur rigidité de

�exion. Cette étape est d'une importane apitale pour mieux étudier le omportement

des strutures omposites soumises à des solliitations de �exion. Ensuite, la modélisa-

tion de l'interfae �bre-matrie apportera une ompréhension supplémentaire des modes

de dé-ohésion �bre-matrie et du déhaussement des �bres. En�n, la modélisation de

l'endommagement de la matrie et des �bres permettra de mieux se rapproher du om-

portement réel et omplexe des strutures omposites.
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Résumé

La modélisation numérique des matériaux et strutures omposites à renfort �breux de

géométrie omplexe, omme les omposites ousus, onstitue un axe de reherhe majeur

a�n de prédire orretement leur omportement méanique. Dans e ontexte, l'étude

menée dans e travail de thèse porte sur le développement de nouveaux éléments �nis

spéiaux linéaires et non-linéaires basés sur une approhe numérique par éléments �nis

multi-éhelle, baptisée Approhe de la Fibre Projetée (AFP). Cette approhe numérique

a l'avantage de tenir ompte de la présene des �bres, longues ou ourtes et orientées

de façon aléatoire ou paramétrée, au sein d'un espae matrie sans les disrétiser, e qui

limite onsidérablement la taille du système d'équations à résoudre. Pour analyser les

omportements linéaire et non-linéaire géométrique des strutures omposites, deux élé-

ments �nis de membrane, baptisés PFT3 et PFQ4, et un élément �ni solide 3D, baptisé

PFH8, ont été développés et implémentés dans le ode ABAQUS via la routine utilisa-

teur UEL. Plusieurs as tests de validation linéaires et non-linéaires sont onsidérés pour

tester la préision et l'e�aité des éléments �nis proposés et les résultats obtenus sont

globalement en bon aord ave les solutions de référene. De plus, l'intérêt de la nouvelle

approhe AFP est partiulièrement mis en exergue en étudiant des strutures omposites

omplexes à renfort 3D : une plaque sandwih ousue et une plaque sandwih à âme reuse

renforée par des �bres en forme de "8".

Mots-lés: Matériaux et strutures omposites à renfort �breux, Approhe de la Fibre

Projetée, méthode des éléments �nis, non-linéarité géométrique.



Abstrat

Numerial modeling of omposite materials and strutures with omplex geometry

of �ber reinforement, suh as stithed omposites, onstitutes a major researh axis

in order to orretly predit their mehanial behavior. Within this ontext, this study

fouses on the development of new linear and nonlinear spei� �nite elements based

on a multisale numerial approah, alled the Projeted Fiber Approah (PFA). This

numerial approah has the advantage of taking into aount the presene of �bers, long or

short and distributed randomly or spei�ally, within a matrix spae without disretizing

them. Consequently, the obtained system of equations size is equivalent to that without

reinforement (matrix), whih onsiderably redues the omputational ost. To analyze

the linear and geometrially nonlinear behaviors of omposite strutures, two membrane

�nite elements, named PFT3 and PFQ4, and a 3D solid �nite element, named PFH8, were

developed and implemented into the ommerial �nite element ode ABAQUS via the user

element subroutine (UEL). Several numerial linear and nonlinear tests are onsidered to

assess the auray and e�ieny of the proposed omposite �nite elements, and the

obtained results are globally in good agreement with the referene solutions. Moreover,

the major interest of the PFA approah is partiularly emphasized by studying two 3D

omplex reinfored omposite strutures : a stithed sandwih plate and a hollow ore

sandwih plate reinfored by "8" shape �bers.

Keywords: Fiber-reinfored omposite materials and strutures, Projeted Fiber Ap-

proah, �nite element method, geometri nonlinearity
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