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Notations

De façon générale, les caractères gras représentent des vecteurs ou des matrices tandis

que les caractères non-gras représentent des scalaires.

Acronymes

� aGMM : GMM aligné

� aGMM-D : débruitage basé sur l'aGMM, aGMM Denoising en anglais

� DCT : Discrete Cosine Transform

� EM : algorithme Espérance-Maximisation, Expectation-Maximization en anglais

� EPLL : Expected-Patch-Log-Likelihood

� EPLL-FT : EPLL avec une attache aux données Fisher-Tippett

� GLR : Generalized Likelihood Ratio

� GM : Gaussian Model

� GFM : Gaussian Factor Models

� GMM : Gaussian Mixture Models

� K-SVD : algorithme K-Singular Value Decomposition

� MRF : Markov Random Fields

� MAP : Maximum A Posteriori

� MSE : Mean Square Error, en français : EQM pour écart quadratique moyen

� OMP : Orthogonal Matching Pursuit

� PCA : Principal Component Analysis

� SI-EPLL : Shift-Invariant EPLL

� SSDAI+SI
map : Cartes d'erreurs d'approximation d'une image par un atome où SSD

abrège Sum of Square Di�erences, AI : A�ne-Invariant et SI : Shift-Invariant

De l'image au pixel

� y : image

� w : largeur d'un patch carré

� yj : j-ème patch extrait de y

� Y : matrice dont chaque colonne est un patch de l'image y

� Rjy : Opérateur d'extraction du patch centré sur le j-ème pixel de l'image y tel

que xj = Rjy

� yj : j-ème pixel de l'image y
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10 Notations

Généralités

� ȳ : moyenne de y

� ȳ : y centrée

� ŷ : estimation de y

� I : matrice identité

� 1 : vecteur dont toutes les entrées valent 1

� F [y] : transformée de Fourier (TF) de y

� F [y]∗ : conjuguée de la TF de y (TF inverse de y )

� ∗ : opérateur de convolution
� Bt : transposée de la matrice/vecteur B

� det(B) : déterminant d'une matrice B

Dictionnaires de patchs

� D : dictionnaire avec des atomes sous forme de colonnes

� A : opérateur d'analyse

� d : un atome du dictionnaire

� dk : k-ème atome d'un dictionnaire

� ui : vecteur colonne dont chaque entrée donne le poids d'un atome dans la décom-

position d'un patch

� U : matrice dont chaque colonne est un vecteur ui

GMM

� Ck : la matrice de covariance associée à la k-ème composante d'un GMM

� µk : le vecteur moyen associé à la k-ème composante d'un GMM

� ωk : poids associé à la k-ème composante d'un GMM

Translation et transformation a�ne

� α, β : paramètres scalaires de transformation a�ne du type : αyj + β1

� T p : opérateur de translation 2D entière de paramètre p = (h, v)

� ι : image représentant le support d'un patch de taille w × w

Débruitage Sauf mention explicite :

� x : image sans bruit

� y : image bruitée

� PSNR : mesure de performance de reconstruction d'une image débruitée par rapport

à l'image sans bruit dé�nie par :

10 log10(d2/EQM), où d est la dynamique de l'image.

� SSIM : Structural SIMilarity est une mesure de similarité entre deux images. Elle se

calcule sur plusieurs fenêtres de taille N ×N tirées des deux images avec la formule

suivante : SSIM(x, x̂) = (2µxµx̂+c1)(2σxσx̂+c2)(2covxx̂+c3)

(µ2x+µ2x̂+c1)(σ2
x+σ2

x̂+c2)(σxσx̂+c3)
où µa est la moyenne de a,
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σa est la variance de a, covxx̂ est la covariance de x et x̂ et les ci des constantes

stabilisant la division lorsque le dénominateur est faible.

Paramètres de distributions

� σ2 : variance d'un bruit gaussien

� L : nombre de vues (paramètre du bruit gamma ou Nakagami-Rayleigh)
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

Le début des années 2000 a connu l'essor des approches par patchs en traitement

d'images. On parle de patchs pour désigner des imagettes de petite taille, 8 × 8 pixels

par exemple. Il existe plusieurs manières d'utiliser des patchs dans une méthode de res-

tauration d'image. Parmi les méthodes les plus célèbres, citons les moyennes non-locales

ou NL-Means en anglais [Buades et al. (2005)]. Cette méthode tire pro�t du fait que les

motifs observés dans les images sont répétitifs, ce qui est désigné dans la littérature par

la propriété d'autosimilarité des images. Le principe des NL-Means est de débruiter le

pixel central d'un patch d'intérêt en calculant la moyenne des pixels centraux de patchs

qui lui sont similaires. Bien que cette méthode présente des résultats très satisfaisants,

des résultats signi�cativement meilleurs ont pu être obtenus via des modèles par patchs

plus sophistiqués comme il sera détaillé dans le manuscrit.

Une des ces autres approche est proposée dans [Aharon et al. (2006)] où l'objectif

est de représenter les patchs de façon parcimonieuse avec un dictionnaire d'atomes. Un

dictionnaire est une collection de patchs (atomes) prédé�nie ou apprise, représentant

des contours avec diverses orientations, des cibles, des textures et possiblement des

structures rares dans l'image. L'approximation d'un patch tiré d'une image est alors

donnée par une combinaison linéaire de quelques atomes. Cette combinaison linéaire doit

être parcimonieuse, ou sparse en anglais, c'est à dire que peu de coe�cients de cette

combinaison doivent être non-nuls ou encore que peu d'atomes interviennent dans la

représentation du patch.

Ces deux approches, l'une s'appuyant sur la similarité des patchs et l'autre sur leur

représentation par un dictionnaire ont connu un grand succès en traitement d'images

et ont donné naissance à de nombreuses variantes. Dans ce manuscrit de thèse, nous

présenterons diverses modélisations statistiques de la distribution des patchs et nous

proposerons de nouveaux modèles basés sur des approches par dictionnaires entre autres.
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Conjointement à l'essor des approches de traitement d'images basées sur les patchs,

plusieurs satellites RADAR (RAdio Detection And Ranging) à Synthèse d'Ouverture,

abrégé RSO ou SAR en anglais pour Synthetic Aperture Radar, ont été mis en orbite ces

dernières années. Nous disposons donc de plus en plus de données de ce type à traiter. Ce

sont des images synthétisées à partir d'échos d'ondes électromagnétiques rétro-di�usées

par la scène imagée. Elles ont l'avantage de ne pas dépendre de l'éclairement solaire,

contrairement aux capteurs optiques, et peuvent donc être acquises de jour comme de

nuit et en présence ou non d'une couverture nuageuse. Ce système d'acquisition entraîne

un phénomène de chatoiement, ou speckle en anglais, qui est modélisé par un bruit

multiplicatif. Il est par conséquent nécessaire d'élaborer des approches tenant compte

des statistiques particulières de ces images.

Compte tenu des masses importantes de données à modéliser, nous nous sommes inté-

ressés dans cette thèse à l'introduction de propriétés d'invariances dans les approches par

dictionnaires. Nous considérerons d'une part l'invariance par translation et d'autre part,

l'invariance aux transformations radiométriques a�nes. Ces propriétés sont attrayantes

car les dictionnaires de patchs sont souvent redondants et ils peuvent contenir la même

information d'un atome à l'autre à une translation ou à une transformation a�ne près.

Construire de tels modèles permettra à long terme de pouvoir apprendre des dictionnaires

plus petits représentant au mieux la distribution des patchs du type de données dont ils

ont été extraits.

1.2 Objectifs et contributions

Dans ce contexte, les objectifs de cette thèse sont d'une part de développer des mo-

dèles adaptés au traitement des images SAR et d'autre part d'introduire des propriétés

d'invariance dans ces modèles. Nous avons développé deux types de modèles : première-

ment des modèles basés sur des approches par dictionnaires de patchs, et deuxièmement,

des modèles basés sur des GMM (Gaussian Mixture Models). Nous résumons ci-dessous

les contributions qui seront présentées dans ce manuscrit.

1.2.1 Décomposition parcimonieuses de patchs

Dans le contexte des dictionnaires de patchs, nous avons tout d'abord développé un

critère de similarité invariant par translation et transformation a�ne entre un patch

bruité et un atome sans bruit basé sur le calcul d'une corrélation normalisée. Une

application de ce critère au débruitage a été réalisée. Par ailleurs, un test de rapport de

vraisemblance généralisé évaluant la similarité d'un patch bruité et d'un patch sans bruit

avec invariance par transformation a�ne a été proposé dans [Deledalle et al. (2013)].
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Nous avons étendu ce critère au calcul de carte d'erreur d'approximation d'une image

bruitée par un patch sans bruit avec invariance par transormation a�ne et par translation.

Du point de vue applicatif, une méthode d'apprentissage de dictionnaires dédiée aux

images SAR muni des deux invariances considérées a été développée à partir des cartes

d'erreurs d'approximation mentionnées plus haut [Tabti et al. (2014a)]. L'invariance par

translation étant obtenue grâce à l'aptitude des atomes du dictionnaire à paver (et résu-

mer) l'image de référence sur laquelle il est appris.

1.2.2 Modélisation de la distribution des patchs par un mélange

de Gaussiennes (GMM)

Les modèles de mélanges de Gaussiennes présentent des performances état de l'art

dans diverses applications de traitement d'images comme le débruitage ou encore

l'inpainting. Le principe des approches par patchs basées sur des GMM est de représenter

la distribution d'un patch par la somme pondérée de modèles Gaussiens caractérisés par

un vecteur moyen et une matrice de covariance riche en informations.

Plusieurs travaux ont été menés dans cette thèse avec ce type de modèle. D'un point

de vue méthodologique, nous avons apporté les contributions suivantes :

� Nous avons formulé un a priori basé sur des GMM en introduisant une propriété d'in-

variance par translation. Nous avons utilisé le même principe de pavage de l'image

qu'avec les approches par dictionnaires mentionnées plus haut.

� De plus, nous avons proposé une façon de modéliser statistiquement l'invariance

radiométrique avec un GMM et élaboré une méthode d'apprentissage et une méthode

de débruitage avec une version simpli�ée de GMM muni de cette invariance.

Du point de vue des applications aux images SAR,

� nous avons comparé les performances d'une méthode de restauration d'images SAR

utilisant un GMM appris sur des images naturelles ou un GMM appris sur le lo-

garithme de l'intensité des images SAR. Nous avons constaté que les résultats sont

proches. Les patchs d'une images SAR transformée logarithmiquement auraient donc

une distribution proche des patchs tirés d'images naturelles quand ils sont modélisés

par des GMM.

� Nous avons également adapté l'algorithme EPLL basé sur des GMM [Zoran et Weiss

(2011)] aux images SAR et introduit une propriété d'invariance par translation dans

cette méthode grâce à l'a priori décrit ci-dessus [Tabti et al. (2014b)]. Les résultats

obtenus sont du même ordre que les méthodes état de l'art.

� Finalement, nous avons développé une procédure supervisée de classi�cation

d'images SAR basée sur des GMM [Tabti et al. (2015)]. Ses résultats sont satis-

faisants et elle est rapide et simple à mettre en ÷uvre.
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1.3 Organisation du manuscrit

Quatre chapitres vont suivre cette introduction. Le chapitre 2 est un chapitre biblio-

graphique. Après avoir souligné l'importance de la modélisation du système d'acquisition

d'une image et présenté divers modèles de bruit, nous décrirons plusieurs manières

de modéliser la distribution des patchs tirés d'images naturelles. Nous décrirons égale-

ment comment utiliser ces modèles dans des applications au débruitage de bruit Gaussien.

Le chapitre 3 traite de la modélisation de la distribution des patchs avec des propriétés

d'invariances par translation et transformation a�ne. D'une part, nous décrirons un

état de l'art des méthodes invariantes par translation et invariantes par transformations

radiométriques a�nes respectivement. D'autre part nous décrirons nos contributions

dans l'élaboration de méthodes munies d'invariance par translation et/ou d'invariance

aux transformations radiométriques a�nes.

Le chapitre 4 présente les applications de nos travaux de thèse aux images SAR. Une

première partie expose un état de l'art des méthodes de restauration des images SAR.

Les parties suivantes traitent de nos contributions sur les modèles parcimonieux et les

modèles basés sur les GMM. Après un état de l'art des méthodes de classi�cation d'images

SAR, nous présenterons un algorithme de classi�cation s'appuyant sur les GMM. En�n,

le chapitre 5 récapitule les conclusions de nos travaux et les travaux à venir.



Chapitre 2

Modélisations statistiques des images

La modélisation statistique d'un signal dépend d'une part de la manière dont il est

acquis et d'autre part généralement d'un a priori choisi pour le modéliser. A�n d'illustrer

l'in�uence d'un système d'acquisition, nous en décrirons plusieurs en section 2.1.1, no-

tamment la photographie numérique et plusieurs modes d'imagerie en télédétection. Nous

présenterons en particulier l'imagerie radar sur laquelle la plupart des applications de ce

travail de thèse vont se concentrer.

Un des facteurs qui peut rendre le traitement et l'interprétation des images plus di�ciles

est le bruit lié au système d'acquisition. Il existe de nombreux types de bruit modélisés

par di�érentes lois de probabilités. Nous décrirons les types les plus répandus avec le bruit

de Poisson, le bruit blanc Gaussien et le speckle en section 2.1.2.

En�n, après un bref historique des méthodes de débruitage adaptées au bruit Gaussien,

nous décrirons di�érents a priori. Nous distinguerons les modèles ayant pour objectif de

traiter une image en modélisant l'espace global des patchs (cf. sec. 2.4), puis d'autres

modèles ayant pour objectif de traiter une image en modélisant localement l'espace des

patchs (cf. sec. 2.3).

2.1 Modélisations de signaux

2.1.1 Systèmes d'acquisition

Un signal peut se présenter sous diverses formes. Par exemple, les électrocardio-

grammes (ECG) sont des signaux en une dimension (1D) et les données images qu'on

peut voir comme un tableau de pixels sont en 2D. Elles peuvent être constituées d'un

seul canal lorsqu'il s'agit d'une image en niveaux de gris ou de trois canaux RGB (Red :

rouge, Green : vert, Blue : bleu) lorsqu'il s'agit d'une image couleur ou de plusieurs

canaux pour les images multispectrales et hyperspectrales. Il existe aussi des signaux en

3D comme par exemple : des maillages de polygones. Des exemples de ces signaux sont

illustrés en �gure 2.1.
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Figure 2.1 � Exemples de signaux. De gauche à droite : exemple de signal 1D avec un

ECG, une image couleu et un signal 3D : un maillage.

Dans cette thèse, nous nous concentrerons sur les images mono-canal et plus par-

ticulièrement dans cette section, nous mettrons en évidence la diversité des systèmes

d'acquisition des images dont on doit tenir compte a�n de les traiter convenablement.

Pour illustrer nos propos, nous décrirons brièvement le principe de la photographie

numérique, puis quelques types d'imagerie en télédétection. On parlera des images

issues de satellites optiques, d'images infra-rouge (IR) et d'images SAR pour Synthetic

Aperture Radar ou RSO, en français, pour Radar à Synthèse d'Ouverture.

Le capteur le plus répandu en photographie numérique est le CCD, pour Charged-

Coupled Devices. Il est divisé en plusieurs cellules qui réagissent à la lumière (aux photons)

en accumulant une charge électrique donnant après lecture une valeur de luminance au

pixel. Ces étapes vont être sources d'un bruit thermique généralement modélisé par un

bruit Gaussien et d'un bruit de comptage de photons (typiquement, un bruit de Poisson)

qui seront décrits en section 2.1.2.

Les applications de cette thèse étant tournées vers la télédétection, nous commençons

par mentionner deux exemples en télédétection optique avec les images satellitaires op-

tiques, dont un exemple est présenté en �gure 2.2, et les images IR. Les images issues de

ces satellites sont formées en exploitant soit les données de ré�ectance de l'éclairement

solaire (visible et proche IR),soit le rayonnement propre des sols (IR thermique), soit un

mélange de ces deux propriétés (MIR : moyen infrarouge). Il existe plusieurs types de cap-

teurs de ces deux types d'imageries dont certains suivant le même principe que le capteur

CCD d'un appareil photo numérique.

Les capteurs en imagerie SAR, contrairement aux capteurs optiques, sont dit actifs, ce

qui signi�e qu'ils ont leur propre source d'émission. Ils peuvent ainsi réaliser des mesures

jour et nuit et à travers un couvert nuageux. En e�et, une image SAR est obtenue en

émettant des ondes électromagnétiques puis en enregistrant l'écho rétro-di�usé, elle ne

dépend donc pas de l'éclairement solaire. Les pixels d'une telle image sont des nombres

complexes dont le module et l'argument représentent l'amplitude et la phase de l'onde

rétro-di�usée respectivement. Le carré de l'amplitude fournit une information liée à la

ré�ectivité de la surface, il s'agit de l'intensité.
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Figure 2.2 � De gauche à droite, deux images satellitaires optiques en couleurs naturelles

avant et après des inondations à Ayutthaya en Thaïlande en 2011. Elles ont été acquises

par le satellite Earth Observing-1 (EO-1) Advanced Land Imager (ALI) de la NASA.

Un pixel correspond à une zone au sol qu'on appelle la cellule de résolution. Sa dimension

dépend des paramètres du satellite. La radiométrie d'un pixel correspond donc à la ré-

ponse au rayonnement électromagnétique du radar dans cette cellule, qui est fonction des

paramètres du radar en lui même et de la nature du sol (humidité, rugosité, inclinaison...

etc) [Tupin et al. (2014)].

Les images radar sont le résultat de la sommation cohérente d'ondes rétro-di�usées (on

parle d'imagerie cohérente). Ceci implique qu'au sein d'une cellule de résolution, les ondes

renvoyées par des di�useurs interfèrent et provoquent des �uctuations importantes de

l'intensité mesurée, ce qui produit un phénomène de chatoiement, ou speckle en anglais,

comme on le constate sur la �gure 2.3.

D'après le modèle de Goodman [Goodman (1976)], dans une zone homogène, l'intensité

suit une loi exponentielle et l'amplitude suit une loi de Rayleigh. Il est possible d'atténuer

le speckle en créant des images SAR dites multi-vues. Pour cela, on dégrade la résolu-

tion d'une image radar en calculant pour chaque pixel la moyenne de ses L pixels voisins

dont les valeurs sont considérées comme indépendantes et identiquement distribuées. Le

nombre L est appelé nombre de vues. On peut aussi calculer la moyenne des voisins tem-

porels lorsqu'on dispose d'image multitemporelles, c'est à dire d'une pile d'images de la

même zone à di�érentes dates. Nous décrirons les distributions suivies par les données en

intensité et en amplitude des images multi-vues dans la section suivante.
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Figure 2.3 � De gauche à droite : l'image SAR du satellite TerraSAR-X de la ville de

Lambesc et un zoom de la zone dans le carré vert où on observe du speckle. On observe

que beaucoup de zones sont sombres et qu'il y a quelques structures et points très brillants.

On le constate à travers la �gure 2.4.
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Figure 2.4 � Histogramme de l'image SAR de Lambesc. On observe que la dynamique

des images SAR est grande car elles compotent beaucoup de zones sombres et quelques

structures très brillantes.
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2.1.2 Modèles de bruit

Le paragraphe 2.1.1 a mis en évidence la diversité des systèmes d'acquisition des

images. Ces systèmes doivent être pris en compte si on souhaite traiter les images

convenablement. En particulier, l'étude du système d'acquisition permet dans la plupart

des cas de déterminer le type de bruit qui a�ecte l'image. Ceci permet ensuite de

construire ensuite des traitement e�caces qu'il s'agisse de débruitage, de classi�cation,

de segmentation.

Nous modélisons une image bruitée, notée y, par une réalisation d'un champ de N va-

riables aléatoires. Nous notons x l'image sans bruit et b le bruit. Nous décrirons di�érents

modèles de bi où les bi sont supposés indépendants. En particulier, nous citerons le bruit

de Poisson, le bruit Gaussien et le speckle. Le bruit de Poisson et le bruit Gaussien sont

souvent rencontrés en photographie numérique et avec certains capteurs d'images IR. Le

speckle est observé sur des images médicales ultrasonores et sur des images SAR.

Il existe d'autres types de bruit rencontrés en imagerie tels que le bruit Ricien, Chi-2 (χ2)

et impulsionnel qu'on ne décrira pas dans ce manuscrit.

Le bruit additif Gaussien Le bruit Gaussien est très souvent rencontré sous sa forme

additive, ce qui permet de modéliser l'image bruitée ainsi :

y = x+ b (2.1)

où b représente le bruit et y et x sont des images à valeurs réelles.

On dit qu'il s'agit d'un bruit blanc lorsque la réalisation du bruit en un pixel est indépen-

dante de toutes les autres dans l'image. La distribution Gaussienne de ce bruit permet

d'écrire la distribution conditionnelle suivante :

pN (yj|xj) =

(
1√
2πσ

)
exp

(
−(xj − yj)2

2σ2

)
(2.2)

où σ est l'écart-type du bruit ; xj et yj, j ∈ {1, ..., N}, dénotent le j-ème pixel des images

x et y respectivement et pN (y|x) =
∏N

j=1 pN (yj|xj).

La �gure 2.5 donne un exemple d'une image sans bruit et de deux versions bruitées

avec un bruit Gaussien de di�érents écarts-types permettant d'observer les dégradations

provoquées par le bruit.

Le bruit de Poisson Le bruit de Poisson est un bruit de comptage de photons dans des

dispositifs optiques. Un exemple de simulation numérique d'un bruit de Poisson est pré-

senté dans la �gure 2.5. La distribution de ce bruit conduit à la distribution conditionnelle
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Figure 2.5 � De gauche à droite : exemple de l'image sans bruit de Lena, deux versions

d'elle bruitées avec un bruit Gaussien : l'une avec un écart-type σ = 20, l'autre avec un

écart-type σ = 40 et une version bruitée avec un bruit de Poisson.

suivante :

pP(yj|xj) =
x
yj
j exp(−xj)

yj!
(2.3)

où pP(y|x) =
∏N

j=1 pP(yj|xj) avec y à valeurs entières naturelles et x à valeurs réelles

positives.

Notons que pour certains types d'images le bruit peut être modélisé par la somme d'un

bruit Gaussien et de Poisson ou d'un mélange entre bruit Gaussien et bruit impulsionnel

[Delon et Desolneux (2013)].

Le speckle L'amplitude des images radar sou�re du phénomène du speckle. Celui-ci

est modélisé comme un bruit de nature multiplicative et dépendant du signal, d'où la

modélisation de l'image radar par : yj = bjxj où y,x et b ∈ R
N
+ . En amplitude, le

speckle suivant une loi de Nakagami-Rayleigh, on obtient la distribution conditionnelle

des données suivantes :

pNR(yj|xj) =
2LL

Γ(L)x2L
j

y2L−1
j exp

(
−L

y2
j

x2
j

)
(2.4)

où L correspond au nombre de vues et Γ est la fonction gamma. Cette distribution est

à asymétrique. En notant Yj une variable aléatoire de loi Nakagami-Rayleigh, son espé-

rance et sa variance sont : E(Yj) = Γ(L+0.5)√
LΓ(L)

xj, Var(Yj) =
(

1− Γ(L+0.5)√
LΓ(L)

)
x2
j respectivement.

En intensité le speckle suit une loi gamma qui correspond à la loi du carré d'une variable

aléatoire suivant une loi de Nakagami-Rayleigh :

pG(yj|xj) =
LLyL−1

j

xLj Γ(L)
exp

(
−Lyj

xj

)
(2.5)

C'est aussi une distribution asymétrique et en notant Yj une variable aléatoire de loi

gamma associée à yj, son espérance et sa variance sont : E(Yj) = xj et Var(Yj) =

E(Yj)
2/L = x2

j/L. La �gure 2.6 illustre cette distribution pour di�érentes valeurs de
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Figure 2.6 � Densité de probabilité de la loi gamma pour di�érentes valeurs de L

L. Plus L est grand plus on se rapproche d'une distribution Gaussienne de moyenne xj
et d'écart-type xj/

√
L et meilleur est le rapport signal à bruit.

2.2 Bref état de l'art des méthodes de débruitage

Les modèles présentés dans cette thèse sont dans la majorité des cas appliqués

au débruitage d'images. C'est souvent une étape nécessaire avant de pouvoir réaliser

des opérations de traitement d'images de plus haut niveau. Dans cette section, nous

présentons un bref historique de méthodes de débruitage adaptées au bruit Gaussien.

L'image idéale qu'on souhaite retrouver est x, sa version bruitée est y et l'estimation de

l'image idéale est notée x̂.

Filtrage linéaire La façon la plus intuitive de débruiter un pixel d'une image est de

le remplacer par une moyenne de ses pixels voisins contenus dans une fenêtre glissante

carrée, ce qui va atténuer le bruit. C'est le principe du �ltre moyen ou boxcar �lter. On

peut choisir à la place d'une fenêtre glissante un noyau Gaussien circulaire et symétrique

a�n de calculer une moyenne pondérée des pixels voisins du pixel d'intérêt :

x̂i =

∑
j ω(i, j)yj∑
j ω(i, j)

, où : ω(i, j) = exp

(
−||pj − pi||

2

2h2

)
(2.6)

où x̂i est la valeur du i-ème pixel de l'image débruitée x, yj est la valeur du j-ème pixel

de l'image bruitée y, pi les coordonnées du pixel i et h l'écart-type du noyau Gaussien.

Une autre formulation de ce �ltre est obtenue en considérant que l'image débruitée est
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solution de l'équation de la chaleur :{
∂x(u,t)
∂t

= div(∇x(u, t))

x(u, 0) = y(u)
(2.7)

En e�et, on peut résoudre numériquement cette équation avec un schéma itératif aux

di�érences �nies. Analytiquement, en calculant la transformée de Fourier de x(u, .),

on aboutit à la solution correspondant au �ltre avec un noyau Gaussien de l'équation (2.6).

Filtrage préservant les contours Le �ltrage par noyau Gaussien présenté ci-dessus

suppose que l'image sans bruit est sans discontinuités. En e�et, la solution de l'équation

de la chaleur est lisse et régulière. Cette hypothèse n'est pas véri�ée au niveau d'un

contour ou d'une zone texturée. Dans ce contexte, une bonne alternative au �ltre moyen

est le �ltre de Yaroslavsky [Yaroslavsky (1985)] qui sélectionne les pixels voisins ayant une

intensité proche du pixel d'intérêt avant de calculer leur moyenne. Une autre alternative à

l'approche basée sur l'équation de la chaleur est d'utiliser la di�usion anisotrope [Perona

et Malik (1990)] : {
∂x(u,t)
∂t

= div(g(|∇x(u, t)|)∇x(u, t)

x(u, 0) = y(u)
(2.8)

où g est une fonction décroissante. On peut choisir par exemple, g(u) = exp(−u2/h2)

avec le paramètre h contrôlant l'isotropie : plus h est grand plus la di�usion est isotrope.

Le principe de cette approche est que plus le gradient est faible, plus la zone est homogène

et on autorise une di�usion plus isotrope, a contrario, plus le gradient est élevé, plus il

est probable d'être au niveau d'un contour et la di�usion devient nulle dans la direction

orthogonale au contour. La variation totale, ou Total Variation (TV) en anglais [Rudin

et al. (1992)] est un a priori qui permet également de lisser les zones homogènes en préser-

vant les contours d'une image. Cette approche sera décrite plus en détails en section 2.4.1.

Filtrage préservant les textures Pour préserver les détails d'une image et ses tex-

tures lors de son débruitage, il est possible d'utiliser des approches par dictionnaires.

Ces derniers sont constitués d'éléments dits atomes pouvant représenter des cibles, des

contours, des zones homogènes et des textures. Le principe est d'approcher l'image par

une combinaison linéaire parcimonieuse d'atomes :

min
u
||x−Du||22 tel que φ(u) soit parcimonieux (2.9)

où x est l'image à approcher de taille N × 1, D est le dictionnaire de taille N ×K avec

K le nombre d'atomes qu'il contient, u est un vecteur creux de taille K × 1 représentant
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les coe�cients parcimonieux de cette combinaison, φ est un terme de régularisation

induisant la parcimonie.

Ces atomes peuvent former une base orthonormale, ex : une base de cosinus discrets,

Discrete Cosine Transform (DCT), en anglais ou une base d'ondelettes. Chaque coe�cient

uk s'exprime alors comme la projection de x sur chaque atome tel que le décrit l'équation

suivante :

uk = 〈x,dk〉 (2.10)

où uk est le k-ème élément de u, dk est le k-ème atome de D.

Ces bases sont très utiles dans des applications de compression (standards : JPEG

et JPEG2000) et également en débruitage. En e�et, les coe�cients les plus faibles sont

considérés comme du bruit. En conséquence, seuiller les coe�cients faibles supprime le

bruit. On peut réaliser un seuillage dur (Hard-Tresholding, HT) des coe�cients [Mallat

(2008)] lorsque le terme de l'équation (2.9) pour induire la parcimonie est φ(u) = ||u||0
(nombre d'éléments non nuls dans u) :

ηHT(uk) =

{
uk si |uk| > γ

0 sinon
(2.11)

ou un seuillage doux (Soft-Tresholding, ST) [Donoho et Johnstone (1994)] lorsque φ(u) =

||u||1 :

ηST(uk) = sign(uk) max(0, |uk| − γ) (2.12)

Les ondelettes ne s'adaptant pas à tous les types de structures dans les images, d'autres

bases s'en inspirant ont été développées par la suite, par exemple : les curvelets [Starck

et al. (2002)] et les bandelets [Le Pennec et Mallat (2005)] qui sont adaptées à des

contours arrondis. Néanmoins, une méthode de débruitage parmi les plus célèbres basées

sur les ondelettes est celle de [Portilla et al. (2003)] où on modélise la dépendance entre

les coe�cients d'ondelettes par un modèle de mélange de Gaussiennes. Nous discuterons

dans la section 2.4.2 de modèles parcimonieux par patchs (petites imagettes) où le

dictionnaire n'est pas prédé�ni.

Ce sont d'ailleurs les méthodes dites non-locales utilisant des patchs qui ont détrôné

les approches basées sur les ondelettes notamment avec l'algorithme NL-Means [Buades

et al. (2005)] où le pixel central de chaque patch de l'image bruitée est traité en calculant

une moyenne pondérée des pixels centraux des patchs qui lui sont similaires. Nous

décrirons ces approches en section 2.3.1.

D'autres méthodes par patchs sont très répandues actuellement et modélisent la

distribution des patchs par des modèles Gaussiens [Zoran et Weiss (2011)], [Yu et al.
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(2012)], [Lebrun et al. (2013)]. Elles présentent parmi les meilleures performances en

débruitage et feront l'objet des paragraphes 2.3.2 et 2.4.3.

Nous avons donc vu des méthodes qui débruitent l'image d'intérêt pixel par pixel (ex :

�ltre moyen), des méthodes qui débruitent l'image entière (ex : avec les ondelettes) et

des méthodes toujours très utilisées actuellement basées sur des patchs. Dans la suite de

ce chapitre, nous décrirons divers modèles basés sur des patchs. Plus précisément, nous

décrirons des a priori utilisés notamment dans des méthodes de débruitage tenant compte

soit de la distribution locale de l'espace des patchs soit de la distribution de l'espace

global des patchs. Ceci permettra de distinguer les méthodes construisant un a priori

grâce aux patchs de l'image d'intérêt (modélisation locale) ou les méthodes construisant

un a priori avec un nombre assez grand de patchs pour qu'on considère qu'il s'agisse d'une

modélisation globale de l'espace des patchs.

2.3 Modélisation locale de l'espace des patchs

Cette section décrit des méthodes de débruitage modélisant localement l'espace des

patchs. En section 2.3.1, nous traiterons les méthodes non-locales qui ont constitué les

premières méthodes de débruitage basées sur des patchs au début des années 2000. En sec-

tion 2.3.2, nous traiterons les méthodes modélisant localement la distribution des patchs

avec des modèles Gaussiens.

2.3.1 Premiers modèles basés sur la redondance des patchs d'une

image

Les images naturelles véri�ent généralement une propriété dite "d'autosimilarité" dans

la littérature. En e�et, si on décompose une image en plusieurs patchs, nombreux sont

ceux qui sont très similaires comme il est illustré en �gure 2.7. La méthode de synthèse de

texture proposée dans [Efros et al. (1999)] �gure parmi les premiers travaux à exploiter

cette propriété.

Cela a grandement in�uencé les méthodes de débruitage de l'époque et a notamment

permis l'essor des méthodes non-locales qui ont surpassé les méthodes basées sur les

ondelettes comme [Portilla et al. (2003)]. Par exemple, l'algorithme NL-Means, pour Non-

Local Means (moyennes non-locales en français), a été proposé par plusieurs équipes :

[Buades et al. (2005)], [Awate et Whitaker (2005)], avec quelques di�érences mais c'est

celui de [Buades et al. (2005)] qui a été le plus popularisé. À l'opposé du �ltre moyen qui

suppose que les voisins d'un pixel sont ceux qui ont le plus de chance de lui ressembler, ce

qui n'est vrai que dans une région homogène, l'algorithme NL-means recherche des patchs

similaires au patch d'intérêt dans une fenêtre de recherche (de taille 40×40 par exemple),

ce qui est moins restrictif que le voisinage de petite taille du �ltre moyen et qui tire pro�t
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Figure 2.7 � Illustration de l'autosimilarité dans les images naturelles. En e�et, de

nombreux patchs extraits à di�érents endroits de l'image se ressemblent.

de l'autosimilarité des images. Ensuite, le pixel central du patch d'intérêt est débruité en

calculant la moyenne des pixels centraux des patchs similaires. Un pixel yi est débruité

par les moyennes non-locales comme suit :

x̂i =
1

Z

NS∑
j=1

ω(i, j) yj (2.13)

où x̂i est l'estimation sans bruit du pixel central du patch d'intérêt, yj est un pixel bruité,

Z =
∑NS

j=1 ω(i, j) est une constante de normalisation et NS est le nombre de pixels dans

la fenêtre de recherche. Les poids ω de cette moyenne sont dé�nis comme suit :

ω(i, j) = exp

(
− 1

h2
||yi − yj||22

)
(2.14)

où yi est un patch dont le pixel central est i et h2 un paramètre de régularisation.

Un autre exemple de méthode de débruitage non-local donnant toujours à l'heure

actuelle parmi les meilleures performances est BM3D pour Block-Matching 3D [Dabov

et al. (2007)]. Comme pour les NL-means, son principe réside dans la recherche de patchs

similaires. Cependant, dans cette approche, on ne débruitera pas uniquement les pixels

centraux mais les patchs entiers. Dans une première étape, on réalise un clustering des

patchs de l'image d'intérêt, puis on applique une transformée DCT 3D à chaque pile de

patchs appartenant à un même cluster. Les coe�cients de la DCT de chaque pile sont

ensuite seuillés avant d'appliquer la transformée inverse, ce qui permet de débruiter tous

les patchs du cluster, selon le principe du �ltrage collaboratif. Dans une seconde étape,

on refait la même chose que dans la première étape mais en réalisant le clustering sur

l'image débruitée issue de la première étape. Cet algorithme est proche de l'algorithme

Non-Local Bayes [Lebrun et al. (2013)] qu'on présentera en section 2.3.2. Tous les deux

ont la même architecture à cela près que la façon de �ltrer les clusters de patchs similaires
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Figure 2.8 � De gauche à droite : une image sans bruit, bruitée avec σ = 25 et débruitée

par NL-Means [Buades et al. (2011)] où on observe le phénomène des patchs rares à

travers un halo de bruit au niveau des contours très contrastés (en haut de la cheminée

par exemple).

n'est pas la même. En e�et, dans l'algorithme NL-Bayes on réalise le �ltrage à l'aide de

modèles Gaussiens construit à partir de patchs similaires.

Malgré leurs qualités, ces méthodes présentent quelques défauts. Par exemple les NL-

means sou�rent du phénomène des patchs rares. Il s'agit d'un résidu de bruit qui apparaît

souvent au niveau de contours très contrastés où il est di�cile de trouver des patchs

similaires comme il est montré en �gure 2.8. Certains travaux tentent de résoudre ce

problème notamment en adaptant la forme des patchs [Deledalle et al. (2012b)] et en

combinant le modèle non-local à la variation totale [Louchet et Moisan (2011)], [Sutour

et al. (2014)]. Une autre possibilité est d'utiliser une approche par dictionnaire de patchs

où ce dernier pourrait contenir des structures rares dans l'image.

2.3.2 Modélisation locale de l'espace des patchs avec des modèles

Gaussiens

Les approches modélisant localement la distribution des patchs par des modèles Gaus-

siens sont très répandues dans des applications au débruitage ces dernières années. Par

exemple, le principe des approches proposées par [Deledalle et al. (2011)] et [Zhang et al.

(2010)] réside dans le calcul des ACP (Analyses en Composantes Principales) de groupes

de patchs bruités. Dans [Deledalle et al. (2011)], les patchs sont extraits d'une même

région, tandis que dans [Zhang et al. (2010)] on regroupe des patchs similaires (voir

illustration 2.9). Ensuite, un seuillage est appliqué aux coe�cients dans l'approche de

[Deledalle et al. (2011)] tandis que des [Zhang et al. (2010)] on utilise un �ltre de Wiener

a�n de supprimer le bruit. Contrairement à une approche plus naïve où on calculerait

une ACP sur tous les patchs de l'image et où on supprimerait les axes de faible variance,

l'intérêt de cette approche est de supposer que le bruit se répand uniformément sur tous

les axes. Ainsi, utiliser un seuillage ou un �ltre de Wiener permet de mieux conserver

des structures rares dans l'image [Deledalle et al. (2011)]. L'équation suivante décrit le
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Figure 2.9 � De gauche à droite : une image dont on extrait des patchs de deux zones, les

vecteurs propres associés aux plus fortes valeurs propres de la zone 1, les vecteurs propres

associés aux plus fortes valeurs propres de la zone 2. On observe que ces axes sont bien

similaires aux structures observées dans les zones où les patchs ont été extrait et qu'il est

donc pertinent de réaliser des ACP sur des patchs similaires [Deledalle et al. (2011)].

débruitage d'un patch yi par ce type de procédé :

x̂i = ȳ +
K∑
k=1

η(〈yi − ȳ,fk〉)fk (2.15)

où x̂i est l'estimation sans bruit de yi, ȳ est la moyenne des patchs yi appartenant

à un même cluster de patchs similaires, fk est le k-ème vecteur propre de la matrice

de covariance empirique associée à l'ensemble de patchs similaires, K est le nombre de

vecteurs propres correspondant à la taille d'un patch mis sous forme de colonne et η est

l'opération de seuillage ou de �ltrage de Wiener.

Notons que dans [Zhang et al. (2010)], les auteurs ont choisi de débruiter de manière

pixellique contrairement à [Deledalle et al. (2011)] où les patchs débruités sont agrégés.

Les méthodes proposées dans [Lebrun et al. (2013)] correspondant à l'algorithme

NL-Bayes (Non-Local Bayes) et dans [Yu et al. (2012)] correspondant au PLE (Piecewise

Linear Estimator) sont très proches. Elles se décomposent en deux étapes : une première

estimation de l'image sans bruit et une seconde étape améliorant cette estimation.

Dans le cas du PLE, la première estimation est obtenue grâce à des modèles Gaussiens

appris sur des images synthétiques de contours de di�érentes orientations.

Dans le cas de NL-Bayes, la première estimation est obtenue à partir de l'image bruitée.

Pour ce faire, on commence par créer K clusters de patchs en regroupant les patchs

similaires à un patch d'intérêt. Ensuite, les auteurs proposent de détecter si le patch

d'intérêt est homogène a�n de le traiter séparément, ce qui améliore le rapport signal sur

bruit, en particulier, dans le cas de forts niveaux de bruit.

On évalue si le patch d'intérêt est homogène en calculant la variance de l'ensemble des

patchs similaires à ce patch. Si cette dernière est inférieure à une quantité proportionnelle

à la variance du bruit, alors le patch est considéré homogène et son estimation est une
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moyenne des patchs qui lui sont similaires. Dans le cas contraire, on crée un modèle

Gaussien à partir du groupe de patchs similaires à ce patch en calculant une matrice de

covariance et une moyenne empiriques et on estime la version sans bruit du patch de la

même façon que dans la seconde étape (cf. eq. (2.18)).

C'est dans les secondes étapes respectives du PLE et de l'algorithme NL-Bayes que

ces deux approches di�èrent vraiment. Elles ont des architectures comparables à celle

de l'algorithme EM. Dans l'étape E, chaque patch est débruité et associé à un modèle

parmi K modèles Gaussiens. Dans l'étape M, chaque modèle est mis à jour en calculant

les matrices de covariance empiriques à partir des patchs associés à chaque modèle

k ∈ {1, ..., K}. Nous expliquons en détails l'étape E pour les deux méthodes dans la suite.

Le problème de débruitage d'un patch s'écrit comme suit avec l'algorithme NL-Bayes :

x̂i = argmin
xi

||xi − yi||22 + σ2(xi − µ)tC−1(xi − µ) + σ2 log(det(C)) (2.16)

où σ2 est la variance du bruit, {µ,C} sont respectivement le vecteur moyen et la matrice

de covariance du modèle Gaussien associé au i-ème patch.

Le problème de débruitage s'écrit comme suit pour débruiter un patch avec le PLE :

{x̂i, k̂} = argmin
xi,k

||xi − yi||22 + σ2xtiC
−1
k xi + σ2 log(det(Ck)) (2.17)

Le problème (2.17) est résolu de façon itérative (3 itérations) en trouvant k̂ puis x̂i, ce

qui di�ère par rapport à l'algorithme NL-Bayes. En e�et, cela implique que dans le PLE,

on cherche le meilleur modèle Gaussien parmi ceux appris à l'itération précédente tandis

que l'algorithme NL-Bayes utilise directement le modèle Gaussien appris sur les patchs

similaires au patch d'intérêt.

Les problèmes (2.16) et (2.17) sont résolus en choisissant xi qui annule le gradient, ce qui

donne :

x̂i = µk +Ck(Ck + σ2I)−1(yi − µk) (2.18)

Précisons que pour tous k, les moyennes µk sont nulles dans le cas du PLE.

La résolution en k dans le problème (2.17) s'obtient par recherche exhaustive sur k̂ ∈
{1, ..., K} su problème suivant :

k̂ = argmin
k

xtiC
−1
k xi + log(det(Ck)) (2.19)
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Figure 2.10 � De gauche à droite : image bruitée (8% de bruit), NL-Bayes adapté

[Guillemot et al. (2014)] et NL-Bayes classique. On observe qu'une partie des briques est

totalement lissée avec la version classique de l'algorithme, tandis que la version utilisant

un GMM appris sur une base de patchs et non sur l'image bruitée n'a pas ce défaut.

L'algorithme de débruitage de bruit Gaussien NL-Bayes est parmi les plus performants

actuellement. Un résultat est présenté en �gure 2.11 sur l'image de Barbara. Néanmoins,

des zones d'images présentant des textures peu contrastées, une fois bruitées sont consi-

dérées à tort comme homogènes et sont trop lissées par l'algorithme. Les travaux de

[Guillemot et al. (2014)] proposent une structure d'apprentissage rapide de GMM sur de

larges bases de patchs tirés d'images naturelles et adaptent l'algorithme NL-Bayes a�n

de réaliser un débruitage utilisant ces modèles. Cette adaptation avec une modélisation

globale de l'espace des patchs donne des résultats performants, même dans les zones où

l'algorithme NL-Bayes est moins e�cace comme l'illustre la �gure 2.10. C'est le type de

modélisation que nous décrivons dans la section suivante.

2.4 Modélisation globale de l'espace des patchs

Dans cette section, nous décrivons quelques familles de méthodes représentant la

distribution de l'espace global des patchs appliquées au débruitage. Cela signi�e que

pour un type d'image, ces méthodes vont traiter une image en particulier grâce à une

modélisation de la variété de l'espace global des patchs de ce type d'imagerie. On peut

citer en exemple de ces méthodes une approche qui dans un premier temps apprendrait

des descripteurs sur une très large base de patchs et qui les utiliserait dans un second

temps a�n de débruiter une image.

Nous commençons par aborder les approches par champs de Markov, sec. 2.4.1, puis

par GMM (Gaussian Mixture Models) en section 2.4.3 qi s'expriment dans un cadre

Bayésien décrit par l'équation suivante :

x̂ = argmax
x

p(y|x) p(x) (2.20)

⇔ x̂ = argmin
x

− log p(y|x)− log p(x) (2.21)

où l'attache aux données − log p(y|x) s'écrit : ||y−x||22/2σ2 +C, où C est une constante,

dans le cas Gaussien et l'a priori p(x) sera décrit pour chaque approche.
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Image originale Image bruitée, σ = 20

1-ère étape du débruitage 2-ème étape, PSNR : 30.15 dB

Zoom 1-ère étape Zoom 2-ème étape

Figure 2.11 � Résultats de débruitage avec l'algorithme NL-Bayes sur Barbara. On

observe des résidus de bruit sur le résultat de la première étape du débruitage qui dispa-

raissent après la seconde étape, ce qui illustre l'intérêt de cette architecture de l'algorithme.
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2.4.1 Des champs de Markov aux champs d'experts

Supposons qu'une image soit la réalisation d'un champ aléatoire sur un graphe. Ses

pixels forment les sites du graphe auxquels on peut associer une variable aléatoire. Un

voisinage d'un site est un ensemble de sites étant connectés. On peut dé�nir aussi des

cliques, dont l'ensemble est noté C, qui correspondent à un singleton ou des ensembles

de sites tous voisins les uns des autres. Ce champ est dit de Markov si et seulement si

la probabilité conditionnelle locale en un site n'est fonction que de la con�guration du

voisinage du site considéré.

Le principe des approches par champs de Markov appliquées au traitement d'images est

généralement de chercher l'image de paramètres x̂ qui maximise la distribution a posteriori

comme représenté dans l'équation (2.20). On montre par le théorème d'Hammersley-

Cli�ord que, pour un champ Markovien, l'a priori p s'écrit comme une distribution de

Gibbs :

p(x) =
1

Z
exp

(
−
∑
c∈C

Vc(x(c))

)
(2.22)

où Z est une constante de normalisation et Vc(x(c)) est le potentiel d'une clique x(c).

De nombreuses méthodes considèrent des cliques formées par des paires de pixels voisins

(cliques d'ordre deux). On peut trouver le minimum global de ce type d'énergie par

coupures de graphes (graph-cuts) pour certaines classes de fonctions comme il est montré

dans [Ishikawa (2003)].

L'a priori dit de variation totale, Total Variation (TV) en anglais, ou encore modèle de

ROF (pour Rudin-Osher-Fatemi) [Rudin et al. (1992)], peut être vu comme une approche

considérant des cliques d'ordre deux et se résume par l'équation suivante :

x̂ = argmin
x

1

σ2
||y − x||22 + λ

∑
i

|∇ix| (2.23)

où λ est un paramètre contrôlant la force du terme de régularisation de sorte que plus

λ est grand plus l'image en sortie x tend vers une image constante. En e�et, le terme∑
i |∇ix| s'obtient en réalisant des di�érences �nies sur sur un grille orientée horizonta-

lement et verticalement et pousse à approcher le signal d'entrée par un signal constant

par morceaux. Ceci revient à une parcimonie (grâce à la norme `1) sur les di�érences

calculées et donc à une approche parcimonieuse en analyse. Ce type d'approche est

introduit en section 2.4.2.1.

En résumé, l'a priori TV a donc pour avantage de préserver les contours mais il atténue

des détails dans les images et entraîne un phénomène de staircasing, comme on peut

l'observer sur la �gure 2.12. De plus, il atténue également les textures, et ceci est illustré

dans des exemples de décompositions cartoon-textures proposés dans [Atto et Mercier
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Figure 2.12 � De gauche à droite : l'image sans bruit, bruitée (σ = 20) et l'image dé-

bruitée avec la régularisation TV où on observe l'e�et "marche d'escalier", ou staircasing

e�ect, par exemple au niveau du nez.

.

(2015)]. Certains travaux visent à corriger ces défauts, par exemple : l'a priori TGV

(Total Generalized Variation) [Bredies et al. (2010)] et [Louchet et Moisan (2014)].

On peut également utiliser dans les approches par MRF des cliques de plus grande taille,

ce qui constitue �nalement des patchs.Dans ce contexte, nous décrivons dans la suite de

ce paragraphe une méthode de référence dite des champs d'experts (FoE pour Fields of

Experts en anglais) [Roth et Black (2009)] qui a notamment été appliquée au débruitage

et à l'inpainting.

Les auteurs modélisent un a priori sur une image avec un ensemble de �ltres linéaires et

un potentiel. En e�et, en supposant qu'un voisinage dans le graphe représentant l'image

soit sous la forme d'un carré de taille w×w et qu'il soit centré sur le site i, en dé�nissant

la con�guration d'une clique maximale que l'on note xi, l'a priori proposé s'écrit comme

suit :

p(x) =
1

Z(Θ)
exp

(
N∑
i=1

K∑
k=1

log φ(J tkxi; γk)

)
=

1

Z(Θ)

N∏
i=1

K∏
k=1

φ(J tkxi; γk) (2.24)

où Vc(xi) = −
∑K

k=1 log φ(J tkxi; γk) par rapport à la formulation (2.22). Chaque Jk
est un �ltre linéaire appelé expert et γk est un paramètre associé au k-ème expert.

Θ = {Jk, γk|k = 1, ..., K} représente les paramètres dé�nissant l'ensemble des experts et

Z(Θ) est une fonction de normalisation.

Il est intéressant de pointer, comme il est précisé dans [Chen et al. (2014)], que les

champs d'experts peuvent être vus comme un modèle parcimonieux en analyse (cf. sec.

2.4.2.1) sur des patchs étendu à l'image entière pour tenir compte des patchs qui se

superposent au moment de les recombiner après les avoir restaurés.
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Figure 2.13 � Tracé de la fonction dé�nie par : x 7→ log(1 + x2), à mettre en relation

avec l'équation (2.26) pour γk = 1.

Souvent la distribution utilisée pour modéliser les experts est la loi t-student :

φ(J tkxi; γk) =

(
1 +

1

2
(J tkxi)

2

)−γk
(2.25)

Ainsi par rapport à la formulation (2.21) :

− log p(x) =
N∑
i=1

K∑
k=1

γk log(1 + (J tkxi)
2) + log(Z(Θ)) (2.26)

avec log(Z(Θ)) une constante ne dépendant pas de x dont on ne tient pas compte lors

de l'optimisation.

Le choix de ce type de distribution pour modéliser des images naturelles est justi�é

dans plusieurs articles, notamment dans [Weiss et Freeman (2007)] où est décrite une

expérience simple qui permet de remarquer que les log-histogrammes de dérivées à

di�érentes échelles d'une image naturelle sont représentés par une distribution proche

du logarithme d'une loi t-student illustrée en �gure 2.13. De plus, ces distributions

pénalisant peu les valeurs fortes favorisent la parcimonie.

Les paramètres γk > 0 et les �ltres linéaires Jk sont appris hors-ligne sur une base

d'images naturelles en maximisant la vraisemblance de ce produit d'experts. Pour cela,

les auteurs utilisent des méthodes de Monte-Carlo gourmandes en temps de calcul. La

�gure 2.14 présente des �ltres appris par les FoE présentant des contours et des textures

à di�érentes échelles et orientations.

Dans leur application au débruitage, les auteurs utilisent une descente de gradient pour

résoudre le problème de maximisation de la probabilité a posteriori (cf. éq.(2.20)). Les

performances de cette méthode sont très satisfaisantes mais surpassées par certaines mé-

thodes par patchs plus récentes.
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Figure 2.14 � Exemple de �ltres de taille 5× 5 appris dans [Roth et Black (2009)].

2.4.2 Modèles parcimonieux basés sur les patchs

2.4.2.1 Principe : Synthèse VS analyse

Le principe de la parcimonie basée sur les patchs avec un point de vue de type synthèse

réside dans la représentation de patchs par une combinaison linéaire d'éléments d'une

base dont les coe�cients sont pour la plupart nuls, donc parcimonieux ou creux. Pour

cela, on peut utiliser des bases d'ondelettes ou de cosinus discret (DCT pour Discrete

Cosine Transform) comme nous l'avons mentionné au paragraphe 2.2. Cependant, on

peut également utiliser des dictionnaires qui sont constitués d'un ensemble de patchs

nommés atomes. L'équation suivante formule le problème d'approximation d'un patch

par la combinaison linéaire parcimonieuse d'atomes, qui est le problème dit du sparse-

coding :

u∗i = argmin
ui

||Dui − yi||22 + λφ(ui), xi = Du∗i (2.27)

où D est un dictionnaire de taille w2 × K, avec w2 la taille d'un patch en forme de

colonne et K le nombre d'atomes. Le vecteur de coe�cients ui est de taille K × 1 et

chacune de ses entrées donne le poids de chaque atome de D pour représenter le patch

xi.

La fonction φ est un terme de régularisation induisant la parcimonie et il en existe de

nombreuses. Par exemple, la pseudo-norme `0, où φ(ui) = ||ui||0, dé�nit le degré de

parcimonie du vecteur ui, càd le nombre d'éléments non nuls qu'il contient. Cette fonction

est discontinue, non convexe et rend le problème (2.27) NP-di�cile quandD n'est pas or-

thogonale. Il peut être résolu de façon sous-optimale par des méthodes gloutonnes (greedy

en anglais) comme le Matching Pursuit (MP) [Mallat et Zhang (1993)] ou l'Orthogonal

Matching Pursuit (OMP) [Pati et al. (1993)]. Le principe du MP est de chercher itérati-

vement l'atome du dictionnaire le plus corrélé aux résidus courants qui correspondent à la

di�érence entre le patch et son approximation. La norme `1 est la relaxation convexe de

la pseudo-norme `0, ce qui rend le problème d'optimisation à résoudre plus simple. Plu-

sieurs algorithmes ont été proposés à cet e�et tel que le Basis-Pursuit [Chen et al. (1998)].
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Les dictionnaires adaptatifs sont souvent appris sur une base de patchs tirés d'images

naturelles ou à partir de l'image à traiter. Le nombre d'atomes d'un dictionnaire est le

plus souvent plus grand que w2, la largeur d'un patch au carré (dictionnaire redondant

ou overcomplete en Anglais). Ce nombre est �xé par avance mais il existe des méthodes

d'apprentissage de dictionnaires avec une taille adaptative, comme par exemple [Dang

et Chainais (2015)]. Les approches basées sur l'apprentissage de dictionnaires sont

e�caces dans di�érentes applications comme la compression, la classi�cation ou encore

le débruitage. Leur avantage est qu'elles s'adaptent aux données traitées contrairement

aux dictionnaires paramétriques tels que les bases d'ondelettes.

Un autre point de vue pour introduire la parcimonie est celui de l'analyse, on parle

alors de co-parcimonie qu'on modélise à travers le problème suivant :

argmin
xi

||xi − yi||22 + λφ(Axi) (2.28)

où A est un opérateur d'analyse, yi est l'approximation de xi et φ est un terme de

régularisation induisant la parcimonie.

L'apprentissage d'opérateurs d'analyse a été moins développé que l'apprentissage de

dictionnaire avec un point de vue de type synthèse. Cependant, il connaît un regain

d'intérêt ces dernières années, ex : [Rubinstein et al. (2013)], [Chen et al. (2014)]. La

principale di�érence entre une approche de type synthèse et une approche de type analyse

est que la première a pour objectif de calculer ui parcimonieux et D synthétisant l'image

d'intérêt, tandis que la seconde veille à ce que l'approximation de l'image d'intérêt

soit parcimonieuse à travers A. Les deux approches coïncident si le dictionnaire D en

synthèse est inversible (les problèmes (2.27) et (2.28) sont alors équivalents). Notons que

l'a priori TV et l'a priori FoE (Fields of Experts) sont parcimonieux en analyse comme il

a été précisé au paragraphe 2.4.1.

2.4.2.2 Quelques méthodes d'apprentissage de dictionnaires

Ce paragraphe décrit quelques méthodes de référence basées sur des modèles par-

cimonieux introduits en section 2.4.2.1. Plus précisément, nous décrirons des méthodes

d'apprentissage de dictionnaires par patchs. À la �n des années 90, [Olshausen et al.

(1996)] proposent une méthode d'apprentissage en deux étapes : le codage parcimonieux

des patchs de l'image d'intérêt dans un dictionnaire et la mise à jour de ce dictionnaire

avec les coe�cients calculés à l'étape précédente.

{Û , D̂} = argmin
D,U

||DU −X||2F + λ
∑
i

log(1 + u2
i ) (2.29)
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où X de taille w2 × N est une matrice constituée de patchs extraits d'une ou plusieurs

images mis sous forme de colonnes xi, D de taille w2 ×K est un dictionnaire dont les K

atomes sont sous forme de colonnes, U de taille K × N est la matrice dont les colonnes

notées ui représentent le poids de chaque atome dans la représentation parcimonieuse

d'un patch d'indice i, ||DU−X||2F =
∑

i ||Dui−xi||22 et λ un paramètre de régularisation.

Le terme induisant la parcimonie choisi par les auteurs est φ(x) = log(1 + x2) qui est

di�érentiable, ce qui permet d'obtenir une formule analytique de la mise à jour des ui
en mettant son gradient à zéro. La mise à jour du dictionnaire se fait par descente de

gradient. Les dictionnaires obtenus représentant de façon e�cace les données de la base

d'apprentissage, ce type d'approche connaît un grand succès. Les atomes appris sur des

images naturelles avec cette méthode sont proches d'atomes de Gabor connus pour bien

représenter les images naturelles également.

Une autre méthode de ce type est également répandue, il s'agit de K-SVD pour K-

Singular Value Decomposition [Aharon et al. (2006)]. On y applique itérativement les

mêmes étapes que [Olshausen et al. (1996)] en utilisant la pseudo-norme `0, notée : ||.||0,
pour terme induisant la parcimonie, ce qui rend le problème (2.30) plus délicat à résoudre :

{Û , D̂} = argmin
U ,D

||DU −X||2F + λ
∑
i

||ui||0 (2.30)

Dans la suite, nous expliquons les deux étapes de l'apprentissage d'un dictionnaire par

l'algorithme K-SVD qui sont répétées itérativement. Dans la première étape, on calcule

les coe�cients Û par une OMP [Pati et al. (1993)]. La deuxième étape consiste à mettre à

jour le dictionnaire atome par atome. Ainsi, pour chaque patch d'indice i et pour l'atome

d̂l (l-ème colonne de D) en cours de mise à jour, on détermine l'ensemble des indices des

patchs utilisant d̂l dé�ni par :

Γl = {i, ûi(l) 6= 0}

Puis, on calcule l'erreur commise si cet atome n'était pas pris en compte dans la repré-

sentation des patch d'indices appartenant à Γl comme le décrit l'équation suivante :

eli = Rix− (D̂ûi − d̂lûi(l)) où : i ∈ Γl (2.31)

où eli est un vecteur de taille w2 × 1 et Ri est l'opérateur d'extraction d'un patch centré

sur le pixel i.

En calculant eli pour tout i, on obtient une matrice d'erreur notée El de taille w2×
Card(Γl). Soit uli le vecteur de taille 1× Card(Γl) regroupant les valeurs des coe�cients

ui(l) où i ∈ Γl. Mettre à jour d̂l et û
l
i revient �nalement à minimiser :

{d̂l, ûli} = argmin
dl,û

l
i

||El − dlûli||22 (2.32)
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Figure 2.15 � De gauche à droite : un dictionnaire DCT, un dictionnaire appris sur

des images naturelles avec K-SVD : tous deux sont utilisés pour initialiser le dictionnaire

appris par K-SVD appliqué au débruitage. En�n, un dictionnaire appris lors du debruitage

de Barbara (cf. �g 2.16). On observe que les atomes appris ressemblent bien aux rayures

présentes dans l'image dans di�érentes directions.

Ce qui revient à réaliser une approximation de rang 1 de la matrice El, et par le

théorème d'Eckart-Young, on y parvient en calculant sa SVD : El = HSGt, où H et

G sont des matrices orthogonales et S nulle sauf sa diagonale comportant les valeurs

singulières dans l'ordre décroissant. On remplace ensuite dl par la première colonne de

H et ûli par la première colonne de G multipliée par S(1, 1).

L'algorithme K-SVD est appliqué à plusieurs problèmes tels que la compression et la

classi�cation mais nous présentons dans la suite son application au débruitage de bruit

Gaussien décrite en détails dans [Elad et Aharon (2006)] et [Lebrun et Leclaire (2012)]

où la formulation du problème d'optimisation associé devient :

min
x,D,U

η||x− y||22 +
∑
i

λ||ui||0 + ||Dui −Rix||22 (2.33)

où y est la version bruitée de l'image x, Rix le i-ème patch extrait de x et η une

constante de pénalisation.

Les étapes de résolution du problème (2.33) se résument à travers les points suivants :

� Initialisation : x = y, D : un dictionnaire DCT par exemple (cf. �g. 2.15).

� Répéter J fois :

� Étape de Sparse Coding : ∀ i, utiliser une OMP pour approcher la solution de :

min
ui
||ui||0 tel que ||Rix−Dui||22 6 Cσ2 (2.34)

où C est une constante et σ2 la variance du bruit.

� Étape de mise à jour du dictionnaire : mettre à jour chaque colonne l deD comme

suit :
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Figure 2.16 � Exemple de débruitage avec un dictionnaire K-SVD. De gauche à droite :

l'image originale de Barbara, l'image bruitée par un bruit Gaussien d'écart-type σ = 25,

l'image débruitée, PSNR : 29.56 dB.

� Trouver l'ensemble Γl des indices des patchs qui utilisent cet atome.

� Pour chaque élément de Γl, calculer l'erreur en équation (2.31).

� Appliquer une SVD à la matrice des erreursEl et mettre à jour dl et les éléments

de U concernés.

� Poser la solution analytique du problème (2.33) notée x̂ :

x̂ = (ηI +
∑
i

Rt
iRi)

−1(ηy +
∑
i

Rt
iDui) (2.35)

� Recombiner les patchs débruités pour obtenir l'image reconstruite.

Cette méthode de débruitage est e�cace et les dictionnaires appris s'adaptent aux

données comme on peut l'observer sur l'exemple de débruitage en �gure 2.16 et le

dictionnaire appris en �gure 2.15.

Plusieurs travaux développent l'algorithme K-SVD et s'en inspirent toujours actuel-

lement, par exemple [Sulam et al. (2014)]. Cependant, en particulier dans des conditions

de fort bruit, compte tenu du grand nombre de combinaisons possibles pour décomposer

un patch comme l'illustre la �gure 2.17, il est possible que u ait un support di�érent

d'une application d'OMP à une autre, ce qui nuit à la stabilité de ce modèle. Utiliser la

parcimonie par blocs est une bonne alternative à ce défaut [Yu et al. (2012)].

2.4.3 Modélisation globale de l'espace des patchs avec les GMM

2.4.3.1 Les modèles de mélange de Gaussiennes (GMM)

Les modèles de mélange de Gaussiennes sont des outils e�caces pour modéliser la

distribution des patchs tirés d'images naturelles [Weiss et Freeman (2007)] vu leur �exi-

bilité et la richesse des informations qu'ils peuvent encoder. La distribution d'un patch xi
sous forme de colonne de taille w2 × 1 est représentée par un GMM à travers une somme
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Figure 2.17 � On illustre à travers ce schéma qu'avec la parcimonie par blocs, on a un

nombre de choix possibles plus faible pour représenter un patch. À gauche est représenté

un dictionnaire avec ses Ka atomes mis sous forme de colonnes. On utilise un degré de

parcimonie égal à k pour décomposer un patch, ce qui donne k parmi Ka choix possibles de

représentations. À droite est représenté un dictionnaire de Kb bases. On peut supposer que

chaque base est représentée par les vecteurs propres de matrices de covariance apprises

sur des clusters de patchs similaires mis sous forme de colonnes. On a donc Kb choix

possibles pour sélectionner les atomes qui représentent un patch. Cette sélection est donc

plus stable.

de K composantes Gaussiennes qui le constituent. Ces dernières sont caractérisées par

un vecteur moyen µk, une matrice de covariance Ck et un poids de mélange ωk tel que∑K
k=1 ωk = 1 :

p(xi) =
K∑
k=1

ωk
1

(2π)w2/2 det(Ck)1/2
exp

(
−1

2
(xi − µk)tC−1

k (xi − µk)
)

(2.36)

On ne peut obtenir une expression analytique de l'estimateur du maximum de vraisem-

blance associé à la log-vraisemblance de cette distribution. Cependant, il est proposé

notamment dans [Zoran et Weiss (2011)] de calculer pour chaque composante un poids

de mélange conditionnel puis de sélectionner la composante gaussienne présentant le

poids conditionnel maximal. Ceci revient à réaliser l'approximation suivante de l'équa-

tion (2.36) :

p(xi) ' max
k

ωk
1

(2π)w2/2 det(Ck)1/2
exp

(
−1

2
(xi − µk)tC−1

k (xi − µk)
)

(2.37)

L'algorithme EM : Le plus souvent, on apprend un GMM sur une large base de

patchs avec l'algorithme Expectation-Maximization (EM) [Dempster et al. (1977)]. Cet
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algorithme est une procédure itérative en deux étapes. La première est l'étape E, elle

consiste à trouver le modèle qui explique le mieux chaque patch. La seconde est l'étape M

où on met à jour le poids, la moyenne empirique et la matrice de covariance empirique de

chaque modèle grâce à l'étape précédente. Plus formellement, cette procédure a pour ob-

jectif de déterminer l'ensemble des paramètres Θ = {ωk,θk}k={1,...,K}, où θk = {µk,Ck},
maximisant la log-vraisemblance :

L(x,Θ) =
N∑
i=1

log

(
K∑
k=1

ωkf(xi,θk)

)
(2.38)

où f(xi,θk) = 1

(2π)w
2/2 det(Ck)1/2

exp
(
−1

2
(xi − µk)tC−1

k (xi − µk)
)

En introduisant une variable latente zi qui est un vecteur de taille K × 1 dé�ni comme

suit :

zik =

{
1 si xi ∈ k-ème classe

0 sinon
(2.39)

où zik est la valeur de la k-ème coordonnée de zi, et en écrivant la densité jointe de

(xi, zi) :

p(xi, zi) =
K∏
k=1

ωzikk f(xi,θk)
zik (2.40)

la log-vraisemblance complète des données s'écrit alors :

L((x, z),Θ) =
N∑
i=1

K∑
k=1

zik log(ωkf(xi,θk)) (2.41)

Soit Q l'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance complétée :

Q(Θ,Θ(t)) = Ez

(
L((x, z),Θ)|x,Θ(t)

)
=

N∑
i=1

K∑
k=1

Ez(zik|x,Θ(t)) log(ωkf(xi,θk)) (2.42)

où Θ(t) est l'ensemble des paramètres à l'itération t.

En théorie, la suite Θ(t+1) = argmax
Θ

Q(Θ,Θ(t)) fait tendre L(x,Θ(t+1)) vers un

maximum qui peut être local ou global en choisissant bien la valeur initiale Θ(0) sinon il

est possible qu'elle soit bloquée en un point selle [Krishnan et McLachlan (1997)].

En posant γik = Ez(zik|x,Θ(t)), l'étape E revient à calculer la probabilité a posteriori

pour que xi appartienne à la classe k sachant Θ(t) :

γik =
ω

(t)
k f(xi,θ

(t)
k )∑K

p=1 ω
(t)
p f(xi,θ

(t)
p )

(2.43)
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Figure 2.18 � Cent tirages de patchs avec deux modèles Gaussiens di�érents, l'un re-

présentant une texture rayée (à gauche) et l'autre un contour vertical (à droite).

Dans l'étape M, on détermine :

Θ̂ = argmax
Θ

Q(Θ,Θ(t)) (2.44)

où :

ω̂k =
1

Zk

N∑
i=1

γik , µ̂k =
1

Zk

N∑
i=1

γikxi , Ĉk =
1

Zk

N∑
i=1

γik(xi − µk)(xi − µk)t (2.45)

où Zk est une constante de normalisation.

La richesse des structures encodées par des matrices de covariance : On peut

constater la richesse des informations encodées dans une matrice de covariance Ck en

observant des patchs tirés selon la loi N (µk,Ck). Dans la �gure 2.18, on observe des

patchs de largeur w = 8 générés par un modèle Gaussien représentant bien une texture

rayée. Pour obtenir le tirage d'un patch sous forme de colonne noté p, on calcule la

décomposition de Cholesky de la matrice de covariance : Ck = StS, puis on tire un

vecteur u ∼ N (0
Rw

2 , I), ainsi : p = µk + Stu. On véri�e que la matrice de covariance de

p notée Cp est bien la même que celle du modèle considéré : Cp = StS = Ck. De même

pour la moyenne : µp = µk car u est de moyenne nulle.

Pour illustrer le fait que les GMM représentent bien les structures observées dans

une image, nous présentons ci-dessous un outil que nous utiliserons fréquemment dans

cette thèse qui est la carte de modèles Gaussiens. Un exemple est présenté en �gure

2.19. Chaque couleur est associée à un modèle Gaussien qui représente le mieux un

patch parmi une collection de modèles. Les couleurs proches dans la barre de couleurs

représentent des modèles générant des structures proches. On précise que la barre de

couleur est circulaire, c'est à dire que les deux couleurs extrêmes de la barre représentent
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Figure 2.19 � De gauche à droite : l'image de Barbara, la carte des modèles Gaussiens

utilisés après avoir traité sa version bruitée avec l'EPLL [Zoran et Weiss (2011)] (σ = 20)

qui utilise un GMM de 200 composantes. On observe par exemple qu'au niveau des rayures

ayant la même orientation, ce sont bien les mêmes modèles Gaussiens qui sont utilisés.

des structures proches. Pour obtenir ce classement des modèles Gaussiens, nous calculons

la divergence de Kullback-Leibler entre les modèles pris deux à deux. Ensuite, on utilise

un algorithme résolvant approximativement le problème du voyageur de commerce (décrit

notamment dans [Applegate et al. (2011)]) a�n d'ordonner les classes en une séquence

dont la somme des divergences de proche en proche est faible. Ordonner ainsi les modèles

permet d'obtenir une carte la plus lisse possible. Cet outil se révèle utile pour visualiser

quel modèle Gaussien correspond le mieux à chaque patch dans l'image.

Les Gaussian Factor Models D'autres travaux, comme [Wang (2013)], modélisent

la distribution des patchs avec ce qu'on appelle des GFM pour Gaussian Factor Models

qui, au lieu d'utiliser des matrices de covariance de rang plein, utilisent des matrices

de rang faible, appelées facteurs, a�n de représenter les patchs. On peut comprendre

intuitivement l'utilité de ce principe en remarquant la décroissance des valeurs propres

des matrices de covariance d'un GMM (cf. �g. 2.20).

Plus formellement, un patch sous forme de colonne de taille w2 × 1 est modélisé par

un facteur V ∈ Rw2×q de rang q comme suit :

xi = V t+ µ (2.46)

où t ∼ N (0w2×q, I) et µ est le vecteur moyen associé au facteur V . La matrice de

covariance de xi devient V V
t. Contrairement à une matrice de covariance, un facteur

n'est pas unique.
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Figure 2.20 � Décroissance des valeurs propres de trois matrices de covariance de taille

64× 64 extraites du GMM appris dans [Zoran et Weiss (2011)].

L'utilisation des GFM a plusieurs intérêts. Tout d'abord, ils permettent d'éviter le

problème de modèles Gaussiens dégénérés (quand trop peu de patchs d'une base d'ap-

prentissage sont associés à un modèle Gaussien par exemple). Ensuite, du fait que les

facteurs soient de rang faible, de nombreux calculs où on les manipule deviennent plus

rapides (ex : pseudo-inversion de matrices). Une méthode d'apprentissage de GFM par

un algorithme EM adapté est décrite dans l'annexe 5 du document [Tipping et Bishop

(1999)]. Nous envisageons d'utiliser ce type de modèles dans nos travaux futurs.

2.4.3.2 L'algorithme EPLL

Comme nous l'avons précisé au paragraphe 2.4.2, la parcimonie par blocs évite d'avoir

un trop grand nombre de choix possibles dans la représentation d'un patch comparé à

la parcimonie classique. On illustre cette a�rmation à travers la �gure 2.17. Avec une

approche de débruitage basée sur un GMM, restaurer un patch revient à choisir un

modèle Gaussien (un bloc) pour le représenter au mieux. C'est ce qui est appliqué dans

l'algorithme EPLL, pour Expected Patch Log Likelihood [Zoran et Weiss (2011)], utilisé

dans plusieurs problèmes inverses dont le débruitage. L'idée principale des auteurs est

que l'image restaurée doit être reconstruite de sorte qu'elle soit proche de l'image bruitée

et que chaque patch estimé soit su�samment "probable" pour cette reconstruction en

respectant un a priori basé sur un GMM. Dans l'implémentation de Zoran et al., ce

GMM est constitué de 200 composantes et appris au préalable sur une large base de 106

patchs extraits d'images naturelles à la dynamique entre 0 et 1 avec un algorithme EM

(voir sec. 2.4.3.1). Ces patchs étant centrés et les vecteurs moyens de GMM appris sur

de tels patchs étant faibles, les auteurs ont choisi de mettre les moyennes à zéro. Nous

reviendrons sur ce point en section 3.3.3.

L'EPLL est très proche du Piecewise Linear Estimator [Yu et al. (2012)] et de

l'algorithme Non-Local Bayes [Lebrun et al. (2013)] présentés en section 2.3.2. Les

principales di�érences avec l'EPLL sont :

� Dans l'EPLL, on utilise un GMM appris sur des patchs tirés d'images naturelles
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avec un algorithme EM et non des modèles Gaussiens appris sur des clusters de

patchs similaires dans l'image bruitée.

� Les modèles Gaussiens sont moins nombreux (environ 18) avec le PLE et NL-Bayes,

tandis que dans l'EPLL, 200 modèles sont appris. Peu d'entre eux sont utilisés lors

du débruitage d'une image. Néanmoins, ces modèles riches en information pourraient

contenir des structures rares présentes dans certains types d'image.

� Les modèles Gaussiens appris dans [Lebrun et al. (2013)] ne sont pas de moyennes

nulles.

Dans l'EPLL, le problème d'optimisation à résoudre a�n de débruiter une image y

mise sous forme d'un vecteur s'écrit :

x̂ = argmin
x

λ

2
||x− y||2 −

N∑
i=1

log p(Rix) (2.47)

où x est l'estimation sans bruit de l'image mise sous forme de vecteur, Ri est l'opérateur

d'extraction du i-ème patch vectorisé et centré parmi les N patchs qui se superposent

dans l'image et λ est la constante réglant l'écart entre x et y. L'a priori p est celui dé�ni

dans l'équation (2.37) que nous rappelons ci-dessous en l'appliquant à Rix et avec les

moyennes µk nulles :

p(Rix) ' max
k

ωk
1

(2π)w2/2 det(Ck)1/2
exp

(
−1

2
(Rix)tC−1

k (Rix)
)

(2.48)

Le problème (2.47), n'étant pas convexe en x et en k en même temps, peut être résolu

par une méthode itérative dite de half-quadratic splitting. En e�et, en introduisant une

variable auxilliaire zi qu'on souhaite très proche du patch xi, on peut résoudre le problème

(2.47) de façon alternée :

argmin
x,z

λ

2
||x− y||2 +

∑
i

δ

2
(||Rix− zi||2)− log p(zi) (2.49)

où δ règle l'écart entre Rix et les variables auxiliaires zi.

Pour une valeur de δ �xée, on alterne donc l'optimisation en x et en zi. Pour trouver

le modèle Gaussien qui maximise la vraisemblance (cf. eq. (??)) de zi, on calcule sa

log-vraisemblance Gaussienne par rapport à chacune des composantes du GMM, puis on

sélectionne celle qui présente la vraisemblance maximale dont l'indice est noté k∗. Reste

à résoudre le problème suivant :

ẑi = argmin
zi

δ

2

N∑
i=1

||Rix− zi||2 − log det(Ck∗) + ztiC
−1
k∗ zi (2.50)
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en mettant à zéro le gradient en zi. On aboutit alors à l'équation suivante :

ẑi =
(
Ck∗ + σ2I

)−1
(Ck∗Rix) (2.51)

où Ck∗ est la matrice de covariance associée au modèle gaussien à la plus forte vraisem-

blance, σ2 est la variance du bruit et I la matrice identité.

Pour l'optimisation en x, en calculant le gradient en x puis en le mettant à zéro on

obtient :

x̂ =

(
λI + δ

∑
j

RT
j Rj

)−1(
λy + δ

∑
j

RT
j ẑj

)
(2.52)

L'expression (2.52) revient à réaliser une combinaison linéaire de l'image bruitée y et

des patchs zi se projetant sur un pixel donné. L'algorithme complet est résumé dans le

pseudo-code 1.

Algorithm 1 EPLL

Require: Npa : nombre de patchs

Initialisation : xi = yi,∀i ∈ {1, ..., Npa}
for δ = [1, 4, 8]/σ2 do

for i ∈ {1, ..., Npa} do
k∗ = argmin

k
− 2 log(ωk) + log det(Ck) + ztiC

−1
k zi

zi = (Ck∗ + σ2I)−1Ck∗xi

end for

Mettre à jour x avec l'équation (2.52)

end for

En théorie, en itérant cet algorithme, il converge quand δ → +∞. En pratique, on

obtient une solution raisonnable en augmentant la valeur de δ au �l des itérations. Le

plus souvent 3 ou 4 itérations sont su�santes mais on peut en ajouter une en cas de

fort bruit. Le réglage du paramètre δ reste un problème ouvert, cependant, après étude

expérimentale, la stratégie proposée par les auteurs de poser : δ ∈ {1, 4, 8, 16}/σ2.

Les performances de l'EPLL sont du même ordre que les méthodes état de l'art en

débruitage (cf. �g. 2.21). Plusieurs contributions de cette thèse sont des extensions ou

généralisations de cet algorithme, notamment l'introduction d'une propriété d'invariance

par translation (cf. sec. 3.2.2) et une extension au débruitage de bruit multiplicatif (cf.

sec. 4.3).
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Figure 2.21 � De gauche à droite : l'image originale, bruitée (σ = 20), débruitée avec

l'EPLL (PSNR =29.78 dB).

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les grandes familles de méthodes de débruitage

développées pour le bruit Gaussien, en particulier les modèles utilisant des patchs. La

plupart sont illustrées dans le schéma 2.22. Nous avons présenté des méthodes utilisant

une modélisation locale de l'espace des patchs et d'autres méthodes considérant l'espace

des patchs dans sa globalité. Parmi les méthodes utilisant une modélisation locale de l'es-

pace des patchs, l'algorithme BM3D [Dabov et al. (2007)] présente des performances très

satisfaisantes grâce au principe du �ltrage collaboratif. L'algorithme NL-Bayes [Lebrun

et al. (2013)] utilise aussi ce principe et présente de bonnes performances également. Il

constitue des modèles Gaussiens à partir de clusters de patchs similaires dans l'image

bruitée. Dans [Guillemot et al. (2014)], on constate qu'apprendre un GMM sur une base

de patchs extraits d'images naturelles améliore les résultats de NL-Bayes. Ainsi, compte

tenu du fait qu'une méthode basée sur des modèles Gaussiens peut être améliorée par une

modélisation globale de l'espace des patchs, nous avons étudié l'algorithme EPLL [Zo-

ran et Weiss (2011)], où un GMM est appris sur une large base de patchs tirés d'images

naturelles. Nous avons également présenté des méthodes modélisant l'espace des patchs

parcimonieusement, notamment avec des dictionnaires appris sur des patchs. Nous décri-

rons dans le chapitre 3 di�érentes méthodes introduisant une propriété d'invariance par

translation et d'invariance aux transformations radiométriques a�nes dans des approches

par dictionnaires de patchs et par GMM. Nous verrons ensuite des applications de ces

modèles à l'imagerie radar dans le chapitre 4.



2.5. CONCLUSION 49

Figure 2.22 � Schéma récapitulant les principaux modèles de restauration par patchs

décrits dans ce chapitre. Avec une approche de type synthèse, on peut notamment repré-

senter un patch par une combinaison linéaire parcimonieuse d'atomes dk avec un poids uk.

Deux exemples d'approches de type analyse sont illustrés. Pour les GMM, on sélectionne

un modèle k représentant au mieux le patch d'intérêt puis on lui applique l'opérateur de

blanchiment F k où ce dernier correspond à la décomposition de Cholesky de l'inverse de

la matrice de covariance Ck. Pour les Fields of Experts (FoE), un patch doit être restauré

sous contrainte d'être co-sparse dans {F k}k∈{1,...,K} appris sur une base d'apprentissage.

En�n, nous citons quelques méthodes basées sur la similarité des patchs d'une image.
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Chapitre 3

Propriétés d'invariance des modèles

d'images

Dans ce chapitre, nous traitons de la modélisation d'images avec des propriétés d'in-

variance. Nous nous focalisons sur l'invariance par translation et l'invariance aux trans-

formations radiométriques a�nes. Nous dé�nissons ces invariances et motivons le besoin

de ce type de modèles en section 3.1. Ensuite, nous décrivons les modèles existants munis

de ces invariances aux paragraphes 3.2.1 pour l'invariance par translation et 3.3.1 pour

l'invariance aux transformations radiométriques a�nes. Dans nos contributions, nous pro-

posons des modèles basés sur des dictionnaires de patchs et des modèles basés sur des

mélanges de Gaussiennes (GMM). En section 3.2.2, nous présentons comment introduire

l'invariance par translation dans un a priori basé sur des mélanges de Gaussiennes. Cette

méthode peut être utilisée avec d'autres a priori. Dans la section 3.3.3, nous décrivons un

modèle simpli�é de mélanges de Gaussiennes invariant radiométriquement. Nous montrons

qu'il présente de meilleures performances qu'un GMM classique dans une application au

débruitage. En�n, nous présentons des approches parcimonieuses sur dictionnaire munies

des deux invariances considérées en section 3.4.

3.1 Motivation et dé�nition des invariances considérées

Compte tenu de la quantité massive de données récoltées quotidiennement, qu'il

s'agisse d'images naturelles (photos sur internet, bases de données d'entreprises) ou

d'images satellitaires, développer des modèles munis de propriétés d'invariance peut

avoir plusieurs intérêts. Tout d'abord, en ce qui concerne les approches par dictionnaires

décrites au paragraphe 2.4.2, la plupart apprennent des dictionnaires redondants où un

même motif doit être représenté par des atomes di�érentes à une translation près ou à

une transformation radiométrique a�ne près. Supposons qu'on dispose d'approches qui

n'encoderaient qu'une version d'un motif dans un atome de plus grande taille que les

patchs de l'image. Supposons également connus les paramètres de translation optimaux
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Figure 3.1 � Le carré A est l'image d'intérêt. Les carrés B,C,D représentent les atomes

d'un dictionnaire appris sur cette image qui contiennent donc la même information à une

translation près. L'invariance par translation a pour but d'éviter cette redondance explicite

et de rendre ainsi les dictionnaires plus compacts.

pour mettre en correspondance l'atome et tous les patchs contenant une version translatée

du motif, comme il est illustré en �gure 3.1. Alors, ce type d'approche produirait des

dictionnaires de taille réduite et ainsi une manière plus compacte de représenter les

données. De plus, ce type de méthodes éviterait le cas où un dictionnaire ne contiendrait

pas la translation optimale d'un motif pour le représenter. Le même raisonnement est

valable pour l'invariance aux transformations radiométriques a�nes.

D'un point de vue applicatif, en imagerie satellitaire, les zones urbaines contiennent

beaucoup de structures répétitives pour lesquelles des approches invariantes par trans-

lation seraient très utiles. Par ailleurs, une seule image peut présenter une radiométrie

variable d'une zone à l'autre comme on peut le voir en �gure 3.2 et l'invariance aux

transformations radiométriques a�nes rendrait son traitement plus aisé.

Dans cette thèse, nous proposons d'étudier l'invariance à une transformation notée T

et de paramètre θ comme l'égalité suivante, où p est un a priori exprimé sur une image

ou des patchs :

∀θ, JT θ(x) p(T θ(x)) = p(x) (3.1)

où la distribution de x est la même que la distribution de la transformée de x et JT θ
désigne le jacobien de T θ. Plusieurs types de transformations sont possibles. Nous nous

intéresserons à l'invariance par translation et l'invariance aux transformations radiomé-

triques a�nes.

La translation Nous dé�nissons la translation 2D entière T p de paramètre p = (h, v) à

travers un opérateur linéaire rectangulaire appliqué à une image ou un patch et renvoyant
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Figure 3.2 � Image SAR d'amplitude obtenue par le système ONERA Sethi dans le cadre

du projet TropiSAR présentant une radiométrie variable entre le début de la fauchée (à

gauche) et la �n (à droite) en raison du lobe d'antenne.

une image ou un patch dont le contenu est décalé :

[T px]k = xk′ (3.2)

où x est de taille w×w, p = (h, v) est un vecteur de translation entière, (ik, jk) est l'indice

2D au sein du patch du k-ème pixel, (ik′ , jk′) l'indice 2D au sein du patch du k′-ème pixel

avec k′ tel que ik′ = ik + h modulo w et jk′ = jk + v modulo w.

Les transformations radiométriques a�nes Une transformation a�ne d'un patch

est dé�nie par :

T (xj) = αxj + β1 (3.3)

où xj est le j-ème patch de l'image x, α et β sont les paramètres scalaires de cette

transformation a�ne et 1 un vecteur dont toutes les entrées sont égales à 1. La �gure 3.3

permet de voir l'e�et produit par une transformation a�ne sur une image. Un modèle

muni de la propriété d'invariance aux transformations radiométriques a�nes permet de

traiter de la même manière un patch xi et sa version transformée xj en calculant par

exemple les paramètres α et β optimaux tels que xi = αxj + β1.

Dans la suite de ce chapitre, nous décrivons nos contributions : un a priori invariant par

translation en section 3.2 et un modèle invariant par inversion de contraste en section 3.3.

Ils sont tous deux basés sur des GMM et appliqués séparément au débruitage d'images.

Ils seront fusionnés dans des travaux futurs. En section 3.4, nous proposons également

deux contributions où l'on retrouve les deux types d'invariance considérés dans cette
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Figure 3.3 � E�et produit par un changement de contraste a�ne. De gauche à droite,

l'image originale du cameraman (dynamique : 0-255) notée x et les images transformées :

1.5 × x, 0.5 × x. Pour a�cher les images transformées, ces dernières sont converties

en uint8 (unsigned 8-bits integer), càd que les valeurs hors de l'intervalle [0, 255] sont

tronquées.

thèse. L'une des contributions est basée sur la maximisation d'une corrélation normalisée

et l'autre sur le calcul d'une carte d'erreur d'approximation d'une image par un patch.

Ces deux contributions seront appliquées au débruitage. La méthode de calcul de carte

d'erreur sera également appliquée à l'apprentissage de dictionnaires dans le chapitre 4.

3.2 Approches invariantes par translation

Il existe plusieurs façons d'obtenir des modèles invariants par translation. On décrit

entre autres plusieurs méthodes d'apprentissage de dictionnaires existantes munies de

cette propriété en section 3.2.1. Le plus souvent le problème revient à maximiser une

corrélation entre l'atome en cours d'apprentissage et les patchs de la base d'apprentissage.

Deux choix sont possibles pour éviter les problèmes de bords dus à la translation : soit on

impose que le patch soit de plus grande taille que l'atome ou le contraire. Le premier choix

est illustré en �gure 3.4. Dans nos contributions, nous proposons d'introduire l'invariance

par translation dans la manière de recombiner les patchs restaurés (en section 3.2.2).

D'autres modèles invariants par translation mais aussi invariants par transformations

radiométriques a�nes seront décrits en section 3.4.

3.2.1 État de l'art des approches invariantes par translation

Souvent, les méthodes d'apprentissage de dictionnaires invariants par translation

suivent le même schéma que les méthodes d'apprentissage de dictionnaires classiques

avec deux principales étapes : le codage parcimonieux (ou sparse-coding en anglais)

et la mise à jour des atomes du dictionnaire. La procédure [Olshausen et al. (1996)]

décrite au paragraphe 2.4.2 est rendue invariante par translation dans [Hashimoto

et Kurata (2000)]. Le dictionnaire est appris de la même façon qu'avec la méthode
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,

Figure 3.4 � Illustration de l'application de l'opérateur de translation T où l'opération

? désigne une corrélation. Le patch est de plus grande taille que l'atome pour éviter les

e�ets de bords. Calculer le paramètre optimal de translation 2D entière, noté p, revient à

localiser la corrélation maximale entre le patch et l'atome zéro-paddé. Grâce à ce paramètre

de translation, on est en mesure de découper la portion du patch (de même taille que

l'atome) qui correspond le mieux à l'atome.

originale sauf que les atomes sont d'une taille plus petite que les patchs de l'image a�n

d'éviter des e�ets de bords. Toutes les translations possibles de ces atomes sont consi-

dérées, ce qui engendre une grande complexité. Les auteurs ont élaboré une technique

a�n d'améliorer les temps de calculs de cet algorithme et parviennent à obtenir des

atomes représentant mieux les données considérées qu'avec la procédure d'Olshausen et al.

L'algorithme K-SVD [Aharon et al. (2006)] décrit au paragraphe 2.4.2 a également été

rendu invariant par translation dans plusieurs travaux tels que [Mailhé et al. (2008)] pour

les signaux 1D et [Thiagarajan et al. (2008)] pour les images. L'étape de sparse-coding

est mise en ÷uvre dans [Thiagarajan et al. (2008)] à l'aide d'un algorithme de Matching-

Pursuit rendu invariant par translation décrit dans l'algorithme 2. Il permet de trouver

∀k, le coe�cient uk associé à l'atome dk et le paramètre de translation entière 2D p a�n

de représenter un patch xj de la façon suivante : xj '
∑K

k=1 ukT pdk.

Algorithm 2 Matching-Pursuit invariant par translation

Require: r0 : résidus, xj : patch d'entrée et ∀k,p, u(0)
k = 0

for i = 1 à Nit do

(k(i),p(i)) = argmax
k,p

〈r(i−1),T pdk〉 // Recherche de l'atome et de la translation maxi-

misant la corrélation

γ(i) = 〈r(i−1),T p(i)dk(i)〉/‖T p(i)dk(i)‖ // Calcul du coe�cient d'approximation

u
(i)
k = u

(i−1)
k + γ(i)

∀(k,p) 6= (k(i),p(i)), u
(i)
k = u

(i−1)
k

r(i) = r(i−1) − γ(i)T p(i)dk(i) // Mise à jour des résidus

end for

Quant à la mise à jour d'un atome dk le plus corrélé avec les patchs xn, n ∈ {1, ..., Nk}
avec Nk le nombre de patchs représentés par le k-ème atome, [Thiagarajan et al. (2008)]
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proposent de la réaliser en résolvant le problème suivant en utilisant l'adjoint de T p :

dk = argmax
||d||2=1

Nk∑
n=1

|〈xn,T pnd〉|
2 = argmax

||d||2=1

Nk∑
n=1

|〈T−pnxn,d〉|
2 (3.4)

où pn est le paramètre de translation de l'atome assurant la meilleure corrélation avec le

patch xn.

Pour la minimisation de ce problème, on dé�nit la matrice X dont les colonnes sont

les patchs translatés T−pnxn. Le problème d'optimisation est ensuite reformulé comme

suit :

dk = argmax
||d||2=1

dtXX td (3.5)

ce qui permet de le résoudre par une approximation de rang 1 de X. Pour cela, on

calcule une décomposition en valeurs singulière (SVD) de la matrice X = HSV −1 et

dk = S(1, 1)h1 où S(1, 1) est la plus grande valeur singulière et h1 le vecteur associé

à S(1, 1). D'après [Thiagarajan et al. (2008)], les résultats de l'approche proposée

en débruitage sont proches de l'algorithme K-SVD classique. Le problème majeur de

cette approche est que la translation utilisée est circulaire, ce qui tend à apprendre

des discontinuités dans le dictionnaire qui n'existent pas dans les patchs de la base

d'apprentissage dues à la périodisation créée lors de la translation. Notons que leur

formulation resterait applicable avec des atomes de plus grande taille que les patchs.

L'algorithme MoTIF (Matching of Time Invariant Features) [Jost et al. (2006)]

construit un dictionnaire invariant par translation de façon incrémentale. Il se démarque

des autres approches en assurant que chaque nouvel atome soit décorrélé des atomes

précédemment calculés (dénominateur dans l'équation (3.6)) tout en étant bien corrélé

à la base de patchs sur laquelle il est appris (numérateur dans l'équation (3.6)) tel que

l'exprime l'équation suivante :

dk = argmax
||d||2=1

∑N
n=1 max

pn
c2
n,pn
〈xn,T pnd〉

2∑k−1
l=0

∑
p〈dl,T pd〉2

(3.6)

où N est le nombre de patchs, dk l'atome en cours d'apprentissage, xn le n-ième élément

de la base d'apprentissage qui est d'une taille plus grande que l'atome a�n d'éviter les

problèmes de bords et T pn l'opérateur de translation entière 2D de paramètre pn. En�n,

cn,pn = 1
||x̃n,−pn ||

est un scalaire où x̃n,−pn désigne l'adjoint de T pnxn qui correspond à

la translatée de xn par le vecteur −pn restreinte au support de dk (voir �gure 3.4 pour

illustration).
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Le problème (3.6) se résout itérativement de manière alternée : premièrement on calcule

le paramètre de translation 2D entière optimal pn. Pour cela, on localise la corrélation

maximale dans l'équation (3.7) en utilisant la transformée de Fourier :

〈xn,T pnd〉 =
∑
i,j

x(i− h, j − v)de(i, j) = F−1 [F [x].F [de]
∗] (h, v) (3.7)

où de est l'image de même taille que x contenant uniquement des zéros sauf sur une

fenêtre de taille (w × w) où elle est égale à d à partir de la position en haut à gauche

dans la sous-fenêtre de coordonnée dans l'image i − h en abcisse et j − v en ordonnée.

Pour la mise à jour de l'atome dk, à pn �xé, cela revient à résoudre un problème de

décomposition en valeurs propres généralisées.

En pratique, l'algorithme MoTIF apprend des atomes ressemblant à des détecteurs

de contours.. Selon les auteurs, la forme des atomes est plus due à la contrainte de

décorrélation entre les éléments du dictionnaire qu'à la contrainte de corrélation à la base

d'apprentissage. Cependant, expérimentalement, ces atomes parviennent à représenter

parcimonieusement le type de données sur lequel ils sont appris.

Une façon intéressante d'apprendre un dictionnaire invariant par translation est de

considérer les atomes comme des bancs de �ltres convolutifs tel qu'il est proposé notam-

ment dans [Morup et al. (2008)], [Kavukcuoglu et al. (2010)], [Tartavel (2015)]. Dans ces

approches, on ne décompose pas l'image en patchs et on modélise cette dernière comme

une combinaison linéaire parcimonieuse de tous les translatés possibles des atomes du

dictionnaire. La formulation d'un tel problème peut s'écrire de la façon suivante :

argmin
D,u

||x−
K∑
k=1

dk ∗ uk||22 + ||u||1 (3.8)

où dk est un �ltre, D = {dk} l'ensemble des �ltres, x une image, ∗ l'opérateur de

convolution discrète, et uk la carte des coe�cients parcimonieux associée au k-ème atome

dont la parcimonie est induite par la norme ||u||1 =
∑

k,i,j |uk(i, j)|. Ces approches

utilisent souvent des descentes alternées (block-coordinate) a�n de résoudre le problème

d'optimisation associé. Les dictionnaires appris avec ce type d'approche parviennent à

apprendre des structures plus complexes que des atomes de Gabor (donc plus complexes

que [Jost et al. (2006)] et [Olshausen et al. (1996)]).

Une autre méthode invariante par translation consiste à apprendre un épitome, ou une

collection d'épitomes. Introduit par [Jojic et al. (2003)] et repris notamment dans [Benoît

et al. (2011)], il s'agit d'une imagette de largeur et longueur jusqu'à trois ou quatre fois

plus petites que celles de l'image d'intérêt, représentant un résumé des couleurs, des
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Figure 3.5 � À gauche l'image d'intérêt de taille 128 × 128, à droite l'épitome appris

par [Jojic et al. (2003)] de taille 50× 50 à des �ns de débruitage.

structures et des textures contenues dans une image. Un exemple est présenté en �gure 3.5.

Les méthodes basées sur des �ltres convolutifs et sur les épitomes sont d'un grand

intérêt que ce soit du point de vue des modèles proposés, qu'au point de vue de l'implé-

mentation. En e�et, dans le modèle de �ltres convolutifs, on ne découpe pas l'image en

patchs, ce qui évite l'apprentissage de plusieurs atomes redondants. Quant à l'épitome, il

introduit par essence l'invariance par translation étant donné qu'il n'est pas un ensemble

d'atomes mais une imagette. Nous verrons dans la section suivante comment nous pro-

posons d'introduire la propriété d'invariance par translation dans un a priori exprimé sur

des patchs et basé sur un GMM qui est un outil e�cace pour modéliser la distribution

des patchs.

3.2.2 Un a priori invariant par translation

Dans ce paragraphe, nous proposons de rendre une approche invariante par translation

d'une manière autre qu'à travers l'apprentissage de dictionnaire. La méthode que nous

proposons intervient lors de l'agrégation de patchs restaurés. Elle est décrite dans [Tabti

et al. (2014b)].

Son principe est le même que celui des cartes d'erreurs d'approximations avec invariances

que nous décrirons au paragraphe 3.4.4, qui réside dans la sélection pour chaque pixel du

patch le représentant le mieux parmi tous ceux qui le contiennent (cf. illustration 3.6).

Cette sélection revient à réaliser un pavage de l'image qui induit l'invariance par transla-

tion, ce qui se rapproche du principe des procédures d'apprentissage de dictionnaires se

basant sur l'équation (3.8).

Ce principe est assez général pour être utilisé dans des méthodes de débruitage exis-

tantes où un a priori non-invariant par translation exprimé sur les patchs s'écrirait :
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Figure 3.6 � Illustration de la façon dont est introduite l'invariance par translation.

p(x) =
∏

i p(xi), alors que l'a priori invariant par translation proposé est :

p(x) =
∏
i

max
j∈N (i)

p(xj) (3.9)

où N (i) est le voisinage du pixel i.

Donnons un exemple avec l'EPLL [Zoran et Weiss (2011)] décrit en section 2.4.3 et

récapitulé dans l'algorithme 1. On rappelle tout d'abord la formulation classique du pro-

blème d'optimisation associé :

x̂ = min
x

λ

2
||x− y||2 +

∑
i

min
zi

δ

2
(||xi − zi||2)− log p(zi) (3.10)

où x̂ est l'estimation de l'image x, y est l'image bruitée, xi est le i-ème patch tiré de x, zi
est une variable auxiliaire qu'on souhaite la plus proche possible de xi pour les besoins de

la résolution du problème d'optimisation et p est un a priori de type GMM (voir l'équation

(2.48)). Avec l'a priori invariant par translation proposé, cette formulation est remplacée

par :

x̂ = min
x

λ

2
‖x− y‖2 +

∑
i

min
j∈N (i),zi

{
δ

2
‖xj − zi‖2 − log p(zi)

}
(3.11)

On illustre les améliorations apportées par l'introduction de l'invariance par translation

dans une expérience sur une image synthétique d'un carré.

Pour cela, un GMM d'une dizaine de composantes est appris sur plusieurs translations de

contours horizontaux et verticaux a�n de représenter les côtés du carré. Cinq composantes

représentent les translations verticales et les cinq autres les translations horizontales.

Un second GMM est appris avec seulement 2 composantes, l'une encodant une transition

verticale et l'autre une horizontale.

Pour apprendre ces deux GMM, on génère des centaines de patchs avec des transitions

(verticales ou horizontales) à des positions aléatoires et on calcule la matrice de covariance

empirique qui leur est associée. Les poids des composantes des GMM sont équirépartis.

La �gure 3.7 montre des vecteurs propres de plusieurs composantes de ces deux GMM et

montre qu'on apprend bien les structures verticales et horizontales désirées.

On utilise par la suite ces GMM pour réaliser un débruitage sur bruit gaussien d'écart-type

σ = 20 de l'image synthétique avec l'EPLL et le SI-EPLL (pour Shift-Invariant EPLL).

Les paramètres utilisés sont les mêmes que ceux décrits en section 1. Les résultats sont

présentés sur la �gure 3.8.
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Dictionnaire 1 Dict. 2

· · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · ·

Figure 3.7 � Chaque colonne représente les 4 premiers vecteurs propres des matrices de

covariance des deux dictionnaires. Le premier dictionnaire modélise les contours horizon-

taux et verticaux (avec une précision de ±1 pixel) pour toutes les translations possibles

du patch avec un mélange de 10 gaussiennes de moyennes nulles. Le second dictionnaire

modélise seulement une position de ces contours avec un mélange de deux gaussiennes de

moyennes nulles.

(a) Image originale (c) (e)

(b) Bruitée (d) (f)

Obtenues Obtenues

avec 10 GM avec 2 GM

Figure 3.8 � Les �gures (c-e) représentent les images debruitées sans invariance par

translation et les �gures (d-f), les images débruitées avec invariance par translation.
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On observe sur la �gure 3.8 que la méthode invariante par translation produit de bons

résultats avec les deux GMM tandis que l'EPLL classique ne parvient pas à d'aussi

bonnes performances. Sur le GMM à dix composantes où les coins du carré ne sont

pas encodés, l'EPLL classique ne parvient pas à les restaurer. Sur le GMM à deux

composantes, lorsque l'invariance par translation n'est pas appliquée, toutes les positions

des transitions horizontales et verticales ne sont pas représentées, le carré est alors �ou.

Remarquons que la performance du SI-EPLL est aussi bonne avec deux qu'avec dix

composantes, ce qui laisse supposer qu'il est possible d'apprendre des GMM de plus petites

tailles comme perspective. Nous appliquerons cette méthode d'agrégation de patchs avec

invariance par translation aux images radar en section 4.3.

3.3 Approches invariantes aux transformations radio-

métriques a�nes

Après l'étude de l'état de l'art des méthodes invariantes aux transformations radiomé-

triques a�nes en section 3.3.1, nous proposons de modéliser la distribution des patchs avec

un GMM invariant a�ne en section 3.3.2. Ensuite, en section 3.3.3, nous décrivons un algo-

rithme d'apprentissage d'une version simpli�ée d'un GMM invariant aux transformations

radiométriques a�nes dit GMM aligné. Nous présentons une application au débruitage

utilisant le GMM aligné aux paragraphes 3.3.4 et 3.3.5 et évaluerons ses performances au

pragraphe 3.3.6. En montrant que cette méthode produit des résultats satisfaisants, nous

montrons qu'un GMM traitant un patch et son transformé radiométrique de la même

façon permettrait à terme de mieux modéliser la distribution des patchs et d'apprendre

des GMM de plus petite taille.

3.3.1 État de l'art des approches invariantes aux transformations

radiométriques a�nes

Comme il est mentionné dans [Alexander et al. (2008)], les images naturelles en plus

d'être auto-similaires, présentent aussi une auto-similarité a�ne locale, ce qui signi�e

qu'un patch x1 extrait d'une image peut être proche, au sens de la distance euclidienne par

exemple, d'un patch x2 à une transformation a�ne près : x1 ' αx2 +β1 où α et β sont les

paramètres scalaires de cette transformation a�ne. Pourtant peu de travaux sont dédiés à

l'élaboration de méthodes invariantes aux transformations radiométriques a�nes. Citons

par exemple une extension de l'algorithme NL-Means avec une propriété d'invariance au

changement de contraste proposée dans [Postec (2012)]. L'auteur observe que corriger

le contraste de pixels similaires améliore légèrement les performances en débruitage au

niveau des zones homogènes. Néanmoins, des méthodes et des critères existants sont

intrinsèquement munis de cette invariance comme une corrélation normalisée (cf. sec.3.4.2)
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et les approches par dictionnaires à condition qu'ils contiennent l'atome constant. On le

démontre ci-dessous avec les équations (3.12) à (3.14) en prouvant que le patch xj et sa

version transformée : αxj + β1 sont représentés par un même dictionnaire :
(
D 1

)
=

{d1, ...,dK−1, 1} où les atomes dk sont sous forme de colonnes et 1 est l'atome constant.

argmin
D,u,v

∥∥∥∥∥xj − (D 1

)(u
v

)∥∥∥∥∥
2

2

t.q ∀k ‖dk‖ = 1 (3.12)

= argmin
D,u,v

∥∥∥∥∥αxj + β1− β1−
(
D 1

)(αu
αv

)∥∥∥∥∥
2

2

t.q ∀k ‖dk‖ = 1 (3.13)

= argmin
D,u,v

∥∥∥∥∥αxj + β1−
(
D 1

)( αu

αv + β

)∥∥∥∥∥
2

2

t.q ∀k ‖dk‖ = 1 (3.14)

où

(
u

v

)
sont les coe�cients parcimonieux avec u les coe�cients associés aux K − 1

premiers atomes et v le coe�cient associé à l'atome constant 1.

On constate e�ectivement que les patchs xj et αxj + β1 sont représentés par le même

dictionnaire
(
D 1

)
.

Les approches par GMM présentant des résultats performants dans plusieurs applica-

tions de traitement d'images, nous proposons dans la suite une méthode pour apprendre

un GMM pourvu de cette invariance compte tenu du fait que les approches basées sur des

GMM classiques ne sont pas intrinsèquement invariantes par transformation a�ne.

3.3.2 Modéliser une approche par GMM avec invariance a�ne

La modélisation de la distribution des patchs par des modèles Gaussiens dans

diverses applications de traitement d'images et en particulier de débruitage a prouvé son

e�cacité dans de nombreux travaux comme [Zoran et Weiss (2011)], [Yu et al. (2012)],

[Lebrun et al. (2013)]. Nous décrivons dans la suite nos contributions qui mèneront à

l'apprentissage d'un GMM invariant aux transformations radiométriques a�nes. En e�et,

l'expérience présentée en �gure 3.9 montre que l'EPLL est sensible aux transformations

radiométriques a�nes car ce ne sont pas les mêmes modèles qui représentent les patchs

de l'image d'un changement de contraste à l'autre. Apprendre un GMM qui traiterait un

patch ou son transformé a�ne de la même façon, dans une application au débruitage par

exemple, permettrait à terme d'apprendre des GMM contenant moins de composantes et

donc d'accélérer l'apprentissage et le débruitage.

Dans la suite de cette section nous expliquons l'approche que nous proposons pour mo-

déliser statistiquement un GMM avec invariance radiométrique. Pour cela, on décompose
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Image originale x 1.5× x 0.5× x

Versions bruitées avec σ = 20

Cartes des modèles Gaussiens

Figure 3.9 � E�et du changement de contraste sur la carte des modèles Gaussiens utilisés

lors d'un débruitage avec l'EPLL. On note que les modèles Gaussiens utilisés ne sont pas

les mêmes dans plusieurs zones de l'image, en particulier au niveau du pied de la caméra.
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un patch tiré d'une image sans bruit de cette façon : x = αη, où η suit une distribution

correspondant à un mélange de Gaussiennes dont les paramètres sont représentés par θ :

p(η|θ) =
K∑
k=1

ωk
1

(2π)d/2 det(Ck)1/2
exp

(
−1

2
(η − µk)tC−1

k (η − µk)
)

(3.15)

où θ = {ωk,Ck,µk} et x est sous forme d'une colonne de taille d× 1.

La distribution de x s'écrit alors :

p(x|α,θ) =
K∑
k=1

ωk
1

(2π)d/2|α|d det(Ck)1/2
exp

(
−1

2

(x
α
− µk

)t
C−1
k

(x
α
− µk

))
(3.16)

=
K∑
k=1

ωk
1

(2π)d/2 det(α2Ck)1/2
exp

(
−1

2
(x− αµk)t(α2Ck)

−1(x− αµk)
)

(3.17)

Remarquons que pour simpli�er le modèle, nous modélisons des patchs centrés. Nous

n'avons donc pas représenté un patch de cette manière : x = αη + β1. Dans le cas

d'un patch constant, cela rend la distribution dégénérée et la matrice de covariance non

inversible. Lors de l'apprentissage, ce problème est résolu en ajoutant à la diagonale de

la matrice de covariance avec une constante de faible valeur.

Considérons à présent une observation bruitée du patch x notée y. On a dans le cas

du bruit blanc Gaussien :

p(y|x) =
1

(2π)d/2σd
exp

(
− 1

2σ2
||y − x||2

)
(3.18)

La distribution de y s'écrit :

p(y|α,θ) =
K∑
k=1

ωk
1

(2π)d/2|α2Ck + σ2I|1/2
exp

(
−1

2
(y − αµk)t(α2Ck + σ2I)−1(y − αµk)

)
(3.19)

Dans ce manuscrit nous traiterons d'une version simpli�ée de GMM invariant radio-

métriquement en apprenant un GMM qu'on appellera aligned-GMM (aGMM) ou GMM

aligné en français. Cette approche permet de traiter un patch ou sa version au contraste

inversé avec les mêmes modèles Gaussiens. Le paramètre de transformation a�ne α ne

prend donc que les valeurs 1 ou −1. L'apprentissage de l'aGMM est décrit en section

3.3.3, tandis que la procédure de débruitage associée est décrite en section 3.3.4. En�n, le

paragraphe 3.3.6 décrit les études expérimentales menées a�n d'évaluer les performances

de l'aGMM.
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3.3.3 Apprentissage d'un GMM aligné (aGMM)

Dans l'EPLL [Zoran et Weiss (2011)], les moyennes du GMM appris sont mises à zéro.

En plus d'avoir appris ce GMM sur une base de patchs centrés, ce qui entraîne que les

moyennes de tels modèles Gaussiens sont faibles, ce choix se justi�e du fait qu'un patch

xi et son inverse de contraste −xi sont équiprobables comme le montre ce calcul simpli�é

comparant l'opposé de la log-vraisemblance d'une Gaussienne de moyenne nulle entre xi
et −xi en équation (3.20) :

xtiCkxi = (−1)2 xtiC
−1
k xi = (−xti)C−1

k (−xi) (3.20)

Dans cette sous-section, nous décrivons la procédure d'apprentissage d'un GMM de

moyennes non nulles dit aligné. Nous dé�nissons l'alignement par l'inversion du contraste

de certains patchs a�n que tous les patchs représentant une même structure à une inver-

sion de contraste près soient proches d'un même vecteur moyen µ. Avec la représentation

proposée en section 3.3.2 où : x = αη, les valeurs possibles de α sont 1 et −1.

À terme, notre objectif est que l'alignement, allié au fait d'apprendre un GMM de

moyennes non nulles, permette de mieux modéliser la distribution des patchs et nous

indique qu'apprendre un GMM invariant radiométrique serait fructueux à l'avenir.

Dans la section 2.4.3.1, nous avons décrit l'algorithme EM (Expectation-

Maximization) [Dempster et al. (1977)] utilisé pour apprendre un GMM sur une base

de patchs {xi}i∈{1,...,N}. Nous rappelons que cet algorithme est itératif et a pour objectif

de déterminer :

Θ̂
(t+1)

= argmax
Θ

N∑
i=1

K∑
k=1

γik log(ωkf(xi,θk)) (3.21)

où Θ̂
(t)

= {ω(t)
k ,θ

(t)
k } est l'ensemble des paramètres des modèles Gaussiens à l'itération t

avec θk = {µk,Ck} et où :

γik =
ω

(t)
k f(xi,θ

(t)
k )∑K

k=1 ω
(t)
k f(xi,θ

(t)
k )

dé�ni précédemment en équation (2.43), représente la probabilité a posteriori pour que

xi appartienne au k-ème modèle Gaussien sachant Θ(t).

La di�érence avec un EM classique réside dans la dé�nition de la fonction f . Soit fα la

fonction f adaptée à l'alignement :

fα(xi,θk) =
1

2πd2/2 det(Ck)1/2
exp

(
−1

2
(xi − αµk)tC−1

k (xi − αµk)
)

(3.22)

qui correspond à la modélisation présentée en équation (3.17) mais avec α = {−1, 1}.
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En plus d'estimer à chaque itération les paramètres Θ, avec l'alignement, on doit estimer

également le paramètre α = {−1, 1} pour chaque patch de la base d'apprentissage et

chaque composante du GMM. Le problème (3.21) adapté à l'alignement devient :

Θ̂
(t+1)

= argmax
Θ

N∑
i=1

K∑
k=1

max{γik,α log(ωkf1(xi,θk)), γik,α log(ωkf−1(xi,θk))} (3.23)

où γik,α =
ω
(t)
k fα(xi,θ

(t)
k )∑K

k=1 ω
(t)
k fα(xi,θ

(t)
k )

.

Soit α̂ik le paramètre d'inversion de contraste optimal associé au patch xi pour le k-ème

modèle Gaussien, les paramètres de ces modèles Gaussiens s'écrivent alors :

ω̂k =
1

Zk

N∑
i=1

γik,α̂ik , µ̂k =
1

Zk

N∑
i=1

γik,α̂ik
xi
α̂ik

, Ĉk =
1

Zk

N∑
i=1

γik,α̂ik(xi− α̂ikµk)(xi− α̂ikµk)t

(3.24)

où Zk =
∑N

i=1 γik,α̂ik est une constante de normalisation.

Nous évaluerons les performances d'un GMM aligné dans une application au débrui-

tage en section 3.3.6. Avant cela, nous présentons dans la section suivante comment adap-

ter une approche de débruitage par GMM à l'alignement.

3.3.4 Débruitage par l'aGMM

Une fois qu'un GMM aligné est appris en utilisant l'algorithme EM présenté en section

3.3.3, on peut l'utiliser pour réaliser une tâche de débruitage qu'on abrègera par aGMM-

D, pour aGMM Denoising. Le problème du débruitage d'un patch extrait d'une image et

centré s'écrit comme suit :

x̂i = argmax
xi

p(xi|α,yi,θ) = argmax
xi

p(yi|xi)p(xi|α,θ) (3.25)

En passant à l'opposé de la log-vraisemblance, dans le cas d'un bruit Gaussien et en

utilisant l'a priori du GMM aligné de l'équation (3.17) on obtient :

x̂i = argmin
xi

(
1

σ2
||yi − xi||22 + min

k
[−2 log(ωk) + log det(Ck) (3.26)

+ min
αi∈{−1,1}

(xi − αiµk)tC−1
k (xi − αiµk)]

)
= argmin

xi

(
1

σ2
||yi − xi||22 + min

k
[−2 log(ωk) + log det(Ck) (3.27)

+ min{(xi − µk)tC−1
k (xi − µk), (xi + µk)

tC−1
k (xi + µk)}]

)
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On commence par déterminer le modèle Gaussien et le paramètre d'inversion de contraste

optimaux :

(k∗, α̂i) = argmin
k,αi∈{1,−1}

(
− log(ωk) + log det(Ck) + (xi − αiµk)tCk(xi − αiµk)

)
(3.28)

Le problème devient alors :

x̂ = argmin
x

(
1

σ2
||y − x||22 +

N∑
i=1

(xi − α̂iµk∗)tC−1
k∗ (xi − α̂iµk∗)

)
(3.29)

où α̂i ∈ {−1, 1} est l'estimation du paramètre d'inversion de contraste associé au patch

xi et k∗ le modèle Gaussien lui correspondant le mieux. En mettant le gradient en xi de

cette expression à zéro pour réaliser cette minimisation, on obtient :

1

σ2
(xi − yi) +C−1

k∗ (xi − α̂iµk∗) = 0 (3.30)

⇔ xi = (
1

σ2
I +C−1

k∗ )−1(
1

σ2
yi +C−1

k∗ α̂iµk∗)

⇔ xi = (Ck∗ + σ2I)−1(Ck∗yi + σ2α̂iµk∗)

En débruitant tous les patchs extraits d'une image bruitée de cette manière, on agrège

ces derniers en les moyennant. Remarquons que l'EPLL est un cas particulier de cette

approche avec un GMM de moyenne nulle. On peut donc utiliser la même architecture

que l'EPLL pour débruiter une image avec une approche par GMM aligné. Nous décrivons

cet algorithme dans la section suivante.

3.3.5 L'aEPLL : EPLL + aGMM

Nous adaptons dans cette section l'EPLL a�n d'utiliser un GMM aligné. Rappelons

le problème original de l'EPLL :

x̂ = argmin
x

min
z

λ

2
||x− y||2 −

N∑
i=1

log p(zi) +
δ

2

N∑
i=1

||SiRix− zi||2 (3.31)

où zi est une variable auxillaire proche de SiRix, avec Ri l'opérateur d'extraction

du i-ème patch d'une image et Si l'opérateur qui retire la moyenne du i-ème patch

d'une image. On résout ce problème de façon itérative avec une valeur croissante de δ

proportionnelle à 1/σ2. Pour cela, on alterne l'optimisation en x et en z.

Le problème en z s'écrit :

ẑi = argmin
zi

δ

2

N∑
i=1

||SiRix
(t) − zi||2 − log p(zi) (3.32)
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où l'a priori aGMM s'écrit comme suit :

− log p(zi) = min
k
− 2 log(ωk) + log det(Ck) + min

αi={−1,1}
(zi − αiµk)tC−1

k (zi − αiµk)

(3.33)

= min
k
− 2 log(ωk) + log det(Ck) + min{(zi − µk)tC−1

k (zi − µk), (zi + µk)
tC−1

k (zi + µk)}

Le problème (3.32) est résolu en suivant les étapes décrites dans la section 3.3.4, en

particulier en l'équation (3.30). On obtient alors :

ẑi = (Ck∗ + σ2I)−1(α̂iCk∗x̄i + σ2α̂iµk∗) (3.34)

= α̂i(Ck∗ + σ2I)−1(Ck∗x̄i + σ2µk∗)

où k∗ et α̂i sont l'indice du modèle Gaussien et le paramètre d'inversion de contraste

optimaux du patch d'intérêt respectivement et x̄i est le patch xi centré.

En introduisant les opérateurs R qui extrait tous les patchs de l'image et S qui centre

tous les patchs, le problème en x s'écrit :

x̂ = argmin
x

λ

2
||x− y||2 +

δ

2

N∑
i=1

||SiRix− ẑi||2 (3.35)

= (λI + δRtSR)−1(λy + δRtSẑ)

où l'inverse de (I+σ2δRtSR) peut être calculé par gradient conjugué [Hestenes et Stiefel

(1952)]. Notons que S est un projecteur orthogonal et : S2 = St = S. L'algorithme

complet est résumé dans le pseudo-code 3.

Algorithm 3 aEPLL

Require: Npa : nombre de patchs

Initialisation : xi = yi,∀i ∈ {1, ..., Npa}
for δ = [1, 4, 8]/σ2 do

for i ∈ {1, ..., Npa} do
(k∗, α̂) = argmin

k,α
− 2 log(ωk) + log det(Ck) + (zi − αµk)tC−1

k (zi − αµk)

zi = α̂i(Ck∗ + σ2I)−1(Ck∗x̄i + σ2µk∗)

end for

Mettre à jour x avec l'équation (3.35)

end for

Nous verrons dans la section suivante des résultats de débruitages avec l'aEPLL et des

comparaisons par rapport à l'EPLL classique.
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3.3.6 Apport de l'alignement

Dans cette section nous évaluons les performances du GMM aligné. Tout d'abord, nous

expliquons son protocole d'apprentissage. Ensuite, nous évaluons ses performances dans

une tâche de débruitage et le comparons à un GMM sans alignement.

Protocole d'apprentissage L'algorithme d'apprentissage du GMM aligné est présenté

en section 3.3.3. Nous avons appris des aGMM et des GMM classiques de di�érentes tailles

sur une même base de patchs tirés d'images naturelles que le lecteur peut consulter en

annexe A. Les GMM non-alignés que nous avons appris sont de vecteurs moyens non nuls

contrairement au GMM appris dans [Zoran et Weiss (2011)]. La �gure 3.10 présente des

patchs générés à partir de modèles Gaussiens alignés (aGM) et leurs moyennes respectives.

Voici quelques détails sur l'implémentation de l'algorithme EM et les paramètres utilisés :

� Les di�érentes tailles de GMM sont : 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 200.

� Le nombre de patchs dans la base d'apprentissage est de plus de 2.106.

� Le nombre d'itérations de l'algorithme EM est égal à 200.

� L'initialisation de l'algorithme EM est inspirée de celle de la procédure dite de K-

Means++ [Arthur et Vassilvitskii (2007)] adaptée à l'alignement.

Comparaisons des performances en débruitage Dans ce paragraphe, nous éva-

luons l'apport de l'alignement dans une tâche de débruitage. Pour cela, nous comparons

les performances de l'EPLL et de l'aEPLL en termes de PSNR et de SSIM sur les

images de Lena et Barbara avec des GMM de di�érentes tailles. Les tableaux 3.1, 3.2

résument ces comparaisons sur l'image de Barbara avec des niveaux de bruit σ = 20 et 30

respectivement. On observe que le PSNR et le SSIM sont croissants en fonction de la taille

des GMM. On observe également, quelque soit le niveau de bruit, que les performances de

l'aEPLL et de l'EPLL sont proches pour des dictionnaires de petites tailles mais l'aEPLL

devient meilleur quand la taille des GMM est grande. On le constate visuellement sur

une portion de l'image de Barbara en �gure 3.13. Les conclusions obtenues sur l'image

de Lena étaient similaires. Dans les �gures 3.11, 3.12, on présente des résultats de

débruitages avec l'EPLL et l'aEPLL utilisant des GMM de 200 composantes avec σ = 20

et 30 respectivement sur Lena et Barbara. On remarque que l'écart entre l'EPLL et

l'aEPLL est plus important quand l'image est très texturée comme celle de Barbara.

Ces résultats satisfaisants nous ont encouragé à apprendre récemment un GMM avec

invariance radiométrique (où α est donc réel). En section 5.2, nous présenterons des ré-

sultats préliminaires obtenus avec une version de l'EPLL utilisant un GMM invariant

radiométrique qui présente des performances meilleures que l'EPLL classique et l'aEPLL

sur les images testées (du type de Lena) et permet d'apprendre des GMM de taille deux

fois plus petite qu'un GMM classique.
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Générations de patchs Moyennes des GM

Figure 3.10 � Générations de patchs et patch moyen de di�érents aGM
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Taille des GMM 1 2 4 8 16 32 64 128 200

Barbara, σ = 20 sans 25.53 27.80 28.30 28.85 29.64 29.90 30.34 30.67 30.68

avec 25.52 27.78 28.28 28.98 29.44 29.81 30.46 30.93 31.04

Barbara, σ = 30 sans 23.57 25.60 25.958 26.48 27.49 27.62 28.06 28.36 28.34

avec 23.56 25.59 25.953 26.58 27.10 27.60 28.19 28.61 28.80

Table 3.1 � Tableau de PSNR comparant des débruitages par EPLL avec et sans aligne-

ment avec des GMM de di�érentes tailles sur l'image de Barbara.

Taille des GMM 1 2 4 8 16 32 64 128 200

Barbara, σ = 20 sans 0.797 0.893 0.907 0.914 0.924 0.929 0.935 0.93874 0.93872

avec 0.796 0.837 0.908 0.918 0.923 0.931 0.939 0.945 0.946

Barbara, σ = 30 sans 0.7005 0.833 0.850 0.860 0.881 0.884 0.892 0.895 0.896

avec 0.7001 0.834 0.852 0.863 0.874 0.887 0.897 0.906 0.911

Table 3.2 � Tableau de SSIM comparant des débruitages par EPLL avec et sans aligne-

ment avec des GMM de di�érentes tailles sur l'image de Barbara.

σ = 20 EPLL aEPLL

30.68 dB 31.04 dB

32.58 dB 32.76 dB

Figure 3.11 � Sur chaque ligne, de gauche à droite : image bruitée (σ = 20) et résultats

de débruitages avec 200 GM par l'EPLL et l'aEPLL. En terme de PSNR, avec cette taille

de GMM, l'aEPLL présente autour de 0.2 dB supplémentaires par rapport à l'EPLL.
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σ = 30 EPLL aEPLL

28.34 dB 28.8 dB

30.83 dB 31.01 dB

Figure 3.12 � Sur chaque ligne, de gauche à droite : image bruitée (σ = 30) et résultats

de débruitages avec 200GM par l'EPLL et l'aEPLL. L'aEPLL présente une amélioration

plus notable par rapport à l'EPLL sur l'image de Barbara qui est plus texturée que l'image

de Lena.

Figure 3.13 � De gauche à droite, zoom sur : l'image bruitée de Barbara avec σ = 20, les

débruitages de Barbara avec 200 GM par l'EPLL et l'aEPLL. On observe qu'avec l'EPLL

une partie de la texture de la nappe a été totalement lissée tandis qu'avec l'aEPLL elle est

bien reconstruite.



3.4. APPROCHES 1-SPARSE INVARIANTES AFFINES ET PAR TRANSLATION 73

3.4 Approches 1-sparse invariantes a�nes et par trans-

lation

Cette section détaille nos contributions au niveau de critères basés sur des modèles

parcimonieux munis d'invariances par translation et transformation a�ne. Les deux ap-

proches proposées sont 1-sparse et nous justi�ons ce point en paragraphe 3.4.1. À terme,

nous utiliserons ces méthodes pour apprendre des dictionnaires de patchs. La première

approche proposée est d'utiliser un dictionnaire avec des atomes de taille plus grande que

les patchs d'intérêt. La seconde, étend un GLR-test invariant par transformation a�ne

proposé par [Deledalle et al. (2013)] et y introduit l'invariance par translation en pavant

l'image avec des atomes qui la représentent au mieux.

3.4.1 Étude du degré de parcimonie optimal sous fort bruit

La section 2.4.2 présente le principe des représentations parcimonieuses et quelques

méthodes d'apprentissage de dictionnaires. Nous nous proposons ici un protocole

expérimental a�n d'estimer le degré de parcimonie (voir la desciption de l'équation

(2.27)) optimal dans un contexte de débruitage sous un fort bruit tel qu'on peut

l'observer dans des images radar par exemple. Dans [Chainais (2012)], une extension de

l'algorithme K-means pour apprendre un dictionnaire 1-sparse dédié aux images radar

est proposée. L'hypothèse de 1-sparse-coding est présentée comme une première étape

vers l'apprentissage de dictionnaires sur des données avec un bruit non gaussien. Nous

proposons ici une justi�cation complémentaire fondée sur une étude expérimentale.

On commence par apprendre un dictionnaire contenant 256 atomes avec l'algorithme

K-SVD sur le logarithme de l'intensité d'une image radar 100-vues (donc quasiment sans

bruit) a�n que K-SVD soit adapté à la forte dynamique des images radar. Ensuite, de

nombreux patchs sont extraits de plusieurs versions de cette image bruitée par un bruit

gamma 1-vue (cf. section 2.1.2 pour la dé�nition du bruit gamma) et débruités en étant

décomposés parcimonieusement par une OMP avec di�érents degrés de parcimonie. Cela

nous permet d'évaluer quel degré présentera la plus faible erreur d'approximation, ici un

EQM (Ecart Quadratique Moyen) par rapport aux patchs 100-vues.

Les distributions des EQM des estimations obtenues avec di�érents degrés de parci-

monie sont présentées en �gure 3.14. On observe que la parcimonie égale à 1 produit

en moyenne le plus faible EQM. En e�et, avec un fort niveau de bruit, un grand degré

de parcimonie donne un grand nombre de degrés de liberté et conduit à de plus fortes

variances.

Vu les résultats de cette étude, on peut supposer qu'une approche 1-sparse avec des

propriétés d'invariance qui compenseraient le biais dû à ce faible degré de parcimonie serait
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Figure 3.14 � Distribution des EQM en fonction du degré de parcimonie S. L'EQM aug-

mente avec le nombre d'atomes utilisés dans la combinaison linéaire des patchs hautement

bruités.

e�cace pour des applications au débruitage par exemple. Nous verrons si ces suppositions

sont véri�ées au paragraphe 4.2.2 du prochain chapitre.

3.4.2 Un critère de similarité entre patchs invariant par transla-

tion et transformation radiométrique a�ne

Nous proposons dans ce paragraphe un critère invariant par translation et transfor-

mation a�ne comparant un patch à un atome de plus grande taille tiré d'un dictionnaire

déjà construit. Nous utiliserons ce critère dans une application au débruitage. L'approche

proposée consiste à sélectionner la portion d'atome qui représente le mieux le patch consi-

déré. Pour cela, on calcule le paramètre de translation 2D entière optimal en localisant

le maximum d'une corrélation normalisée entre le patch et l'atome. Ainsi, on parvient à

découper l'atome pour qu'il corresponde au mieux au patch. Cette procédure est proche

de l'algorithme MoTIF [Jost et al. (2006)] à cela près que les atomes sont plus grands que

les patchs et non le contraire. Le problème associé s'écrit comme suit pour un patch xj ,

qu'on note η(xj) une fois centré et normé :

argmin
di,pj ,(α,β)

||αT pjdi + β1− η(xj)||22 (3.36)

où di est un atome centré et normé, T est l'opérateur de translation 2D entière, pj le

paramètre de translation 2D, α, β les paramètres de la transformation a�ne, 1 le vecteur

dont toutes les entrées sont égales à 1 et N le nombre de patchs.

Dans un premier temps, on résout le problème en di et en pj qui concerne l'invariance

par translation :

argmin
di,pj

||T pjdi − η(xj)||22 (3.37)



3.4. APPROCHES 1-SPARSE INVARIANTES AFFINES ET PAR TRANSLATION 75

qui une fois développé s'écrit :

argmax
di,pj

〈T−pjη(xj),di〉√
||T pjdi||22 − (wT pjdi)

2
(3.38)

où un patch de l'image est de taille w × w et T pjdi est la moyenne de T pjdi.

Ce problème revient à maximiser une corrélation normalisée qui se calcule rapidement

par FFT (Fast Fourier Transform). Une fois qu'on a la solution de ce problème on

peut découper le meilleur atome représentant le patch d'intérêt grâce au paramètre de

translation optimal et noter cet atome découpé : d̃i.

Ensuite, on résout pour chaque patch le problème en (α, β) qui apporte l'invariance aux

transformations radiométriques a�nes :

min
(α,β)
||αd̃i + β1− xj||22 (3.39)

Ce problème étant une régression linéaire, on obtient les expressions suivantes pour α et

β :

α =
〈xj − x̄j1, d̃i − ˜̄di1〉
||d̃i − ˜̄di1||22

β = x̄j − α ˜̄di (3.40)

où ˜̄di est la moyenne de d̃i et x̄j la moyenne de xj.

Application au débruitage : Nous avons appliqué ce critère à une tâche de débruitage.

Pour cela, on utilise un dictionnaire prédé�ni (�xe) présenté en �gure 3.15. On l'obtient

en générant une image à l'aide d'un modèle de feuilles mortes transparentes [Galerne

et Gousseau (2012)] avec diverses formes géométriques (lignes, carrés et ronds) à des

positions aléatoires, puis en extrayant des patchs qui constituent les atomes. L'algorithme

de débruitage se résume selon les étapes suivantes :

� On extrait les patchs bruités de l'image.

� Pour chaque patch, on résout le problème (3.36) et on remplace le patch bruité par

l'atome ainsi découpé et dont la radiométrie a été adaptée grâce au couple (α, β)

obtenu en (3.40).

� On calcule une moyenne pondérée des patchs restaurés pour obtenir l'image débrui-

tée.

On présente un exemple de résultat sur Lena dans la �gure 3.16 et sur des images

radar dans les �gures 3.17 et 3.18. Pour adapter l'algorithme présenté aux images radar,

nous avons simplement appliqué une transformation logarithmique à l'image bruitée.

De plus, le dictionnaire radar contient des atomes supplémentaires comparé à l'autre

dictionnaire avec quelques structures typiques telles que des cibles ou des lignes brillantes

(en �gure 3.15). On constate que le débruitage présente des performances en dessous
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Figure 3.15 � À gauche : un exemple de dictionnaire utilisé pour traiter une image ra-

dar avec notre approche. Certains atomes sont extraits d'images radar (ex : cibles, lignes

brillantes parallèles, unique ligne brillante). À droite : un dictionnaire issu uniquement

du modèle de feuilles mortes transparentes de [Galerne et Gousseau (2012)]. Chaque dic-

tionnaire contient 25 atomes de taille 21× 21.

Figure 3.16 � De gauche à droite : l'image originale, avec du bruit gaussien à écart-type

= 20, débruitée avec l'approche proposée, PSNR : 23.65 dB et débruitée avec une OMP

1-sparse, PSNR : 18.42 dB.

de celles des méthodes actuelles. Cependant, comparé à une OMP 1-sparse (OMP en

imposant un degré de parcimonie égal à 1), notre approche 1-sparse invariante présente

un meilleur résultat visuel et en terme de PSNR.

Comme nous utilisons une corrélation normalisée avec des propriétés d'invariance, et

qu'il a été montré dans [Deledalle et al. (2013)] que le GLR-test invariant aux trans-

formations radiométriques est plus robuste au bruit qu'une corrélation normalisée, nous

proposons d'améliorer et développer les idées du critère proposé dans le paragraphe 3.4.4.

Avant cela nous décrivons dans la section 3.4.3 ce GLR-test invariant aux transformations

radiométriques a�nes.
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Figure 3.17 � De gauche à droite : l'image 100-vues, avec un bruit gamma 1-vue syn-

thétique et le résultat de la méthode proposée.

Figure 3.18 � De gauche à droite : l'image 1-vue de Saint-Gervais du satellite TerraSAR-

X (mode stripmap 1m× 2) et débruitée avec notre approche.
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3.4.3 Un GLR-test invariant a�ne

Dans [Deledalle et al. (2013)], un GLR-test (pour Generalized Likelihood Ratio test

ou test de rapport de vraisemblance généralisé en français) comparant des patchs bruités

avec di�érents types de bruit à des atomes d'un dictionnaire à une transformation a�ne

près est proposé. Pour un patch yj observé, xj sa version non bruitée et un atome d d'un

dictionnaire, on dé�nit les hypothèses du GLR-test ainsi :

H0 : ∃ρ x = Tρ(d) (hypothèse nulle),

H1 : ∀ρ x 6= Tρ(d) (hypothèse alternative).
(3.41)

où Tρ est une transformation a�ne appliquée à l'atome d : Tρ(d) = αd + β1 avec le

couple de paramètres scalaires ρ = (α, β) et 1 le vecteur dont toutes les entrées valent 1.

Le rapport est dé�ni par l'expression :

GLR(yj,d) =
supα,β p(yj|xj = Tρ(d),H0)

supt p(yj|xj = t,H1)
=
p(yj|xj = Tρ̂(d))

p(yj|xj = t̂)
(3.42)

où ρ̂ = (α̂, β̂) and t̂ sont les estimateurs du maximimum de vraisemblance des inconnus

ρ = (α, β) et xj respectivement.

Dans le cadre d'un bruit gaussien de variance σ2, en calculant l'estimateur du maximum

de vraisemblance de xj pour t̂ = yj on obtient :

− log GLR(yj,d) = ‖yj − α̂d− β̂1‖2
2/2σ

2 (3.43)

Par la suite, en injectant α̂ et β̂ qui représentent les coe�cients d'une régression linéaire

(voir éq.(3.40)) on obtient :

− log GLR(yj,d) =

{
(1− C(yj,d)2)

‖yj−ȳj1‖2

2σ2 si d 6= d̄1 et yj 6= ȳj1
‖yj−ȳj1‖2

2σ2 sinon

(3.44)

avec C(yj,d) =

∣∣∣∣∣∣
∑w2

k=1(yk,j − ȳj)(dk − d̄)√∑w2

k=1(yk,j − ȳj)2
∑w2

k=1(dk − d̄)2

∣∣∣∣∣∣ la correlation normalisée,

où d̄ et ȳj sont les moyennes empiriques de d et yj respectivement, w2 est le nombre

d'éléments d'un patch, yk,j (resp. dk) est la k-ème valeur du patch yj (resp. d).

Dans le cas où d = d̄1, étant donné que d est colinéaire à 1, alors − log GLR est

l'in�nimum de γ 7→ ||yj − γ1||2/(2σ2) atteint en : γ = ȳj. Quant au cas où yj = ȳj1, le

− log GLR est l'in�nimum de (α, β) 7→ ||(ȳj − β)1− αyj||2/(2σ2) qui est atteint en α = 0
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et β = ȳj et est égal à 0 =
‖yj−ȳj1‖2

2σ2 .

L'a�rmation selon laquelle l'atome optimal est celui maximisant la corrélation est

au c÷ur de beaucoup d'approches gloutonnes tel que le Matching Pursuit. Cependant,

la corrélation seule ne su�t pas vu que l'erreur d'approximation dépend également de

‖yj − ȳj1‖2/2σ2, qui est une quantité dépendante du rapport signal sur bruit de l'ob-

servation yj. Ainsi, la corrélation indique quels atomes expliquent bien un patch donné,

tandis que (3.44) dé�nit quels patchs sont bien expliqués par un atome donné.

3.4.4 Cartes d'erreurs d'approximation d'une image par un

atome avec invariances

Dans cette section, nous décrivons une méthode de calcul de carte d'erreur d'ap-

proximation d'une image bruitée par un atome. Cette méthode de calcul possède

les deux invariances que nous considérons : à la translation et aux transformations

radiométriques a�nes. Il s'agit d'un produit intermédiaire que nous utiliserons pour

élaborer un algorithme d'apprentissage de dictionnaire, de débruitage d'images et de

mise en correspondance d'imagettes dans de plus grandes images. Ces applications seront

dédiées aux images radar et seront décrites en section 4.2.

Notre méthode de calcul utilise le GLR-test [Deledalle et al. (2013)] présenté au para-

graphe 3.4.3 décrivant un critère qui évalue à quel point un patch bruité yj correspond à

un atome d à une transformation a�ne près. Pour mesurer la performance globale d'un

atome d, on a besoin de le comparer rapidement à tous les patchs yj pouvant être extraits

de l'image y. En réécrivant l'équation (3.44) comme suit :

− logGLR(yj,d) = ||yj − ȳj1||22 −
〈yj − ȳj1,d− d̄1〉2

||d− d̄1||22
si d 6= d̄1 et yj 6= ȳj1 (3.45)

et si on veut passer du patch yj à l'image entière y, on doit considérer qu'on convole

l'atome à toute l'image pour obtenir une carte du GLR de la même taille que l'image y.

SSDAI
map(d,y) =

1

2σ2
×

 y2 ∗ ι− w2(y ∗ ι/w2)2 − (y ∗ (d− d̄1))2

‖d− d̄1‖2
si d 6= d̄1

y2 ∗ ι− w2(y ∗ ι/w2)2 sinon

(3.46)

où ι est une image représentant le support d'un patch de taille w × w.
Ainsi, (3.46) est une carte associant à chaque position de pixel l'erreur d'approximation

présentée en équation (3.44) entre l'atome d et l'image y avec le critère SSDAI
map, pour

Sum of Square Di�erences with A�ne Invariance. Cette idée est proche des �ltres

convolutifs comme [Kavukcuoglu et al. (2010)] où l'on calcule des cartes de poids
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Figure 3.19 � De gauche à droite : la carte SSDAI+SI
map calculée sur un atome constant

(plus c'est bleu plus les valeurs du critère à minimiser sont faibles) ; l'atome choisi (coloré

en rouge) sur l'image d'intérêt ; la carte obtenue en ajoutant cet atome ; en rouge : les

parties de l'image bruitée qui ont été mieux expliquées par l'atome choisi.

parcimonieux et non des cartes d'erreurs d'approximation.

Au delà de l'invariance aux transformations radiométriques a�nes, nous souhaitons in-

troduire la propriété d'invariance par translation. Nous procédons pour cela de la même

manière qu'avec l'a priori invariant par translation présenté en section 3.2.2. Au lieu d'ap-

procher tous les patchs de l'image bruitée avec un dictionnaire (i.e. chaque pixel de l'image

a plusieurs représentants en fonction des patchs auxquels il appartient), on impose que

quel que soit le patch qui le contienne, chaque pixel soit bien représenté au moins une fois.

On se place donc dans une optique de pavage d'une image plutôt que d'approximation de

chaque patch extrait. L'erreur d'approximation sélectionnée en un pixel est donc la plus

faible parmi les patchs contenant le pixel en question. La carte donnant pour chaque pixel

l'erreur d'approximation optimale entre un atome et tous les patchs peut être obtenue par

une érosion au sens de la morphologie mathématique de la carte donnée par l'équation

(3.46) :

SSDAI+SI
map (d,y) = erode( SSDAI

map(d,y), ι) (3.47)

où SI signi�e Shift-Invariance pour invariance par translation et erode(·, ι) est l'opérateur
d'érosion avec l'élément structurant ι.

La �gure 3.19 illustre les propriétés d'invariances de notre procédure. En e�et, dans

cet exemple jouet, nous commençons par calculer une carte SSDAI+SI
map initiale sur une

image bruitée par un bruit additif gaussien avec un atome constant. Ensuite, nous avons

sélectionné manuellement un atome dans l'image sans bruit (ici, une portion de contour)

et mis à jour la carte en remplaçant les valeurs de la carte calculée avec l'atome constant

qui étaient supérieures aux valeurs de la carte calculée avec l'atome sans bruit. On observe

qu'il y a bien un gain tout le long du contour ce qui montre l'e�cacité du critère SSDAI+SI
map .

Ce critère s'adapte facilement aux images radar à condition de leur appliquer une transfor-

mation logarithmique. Dans la section 4.2, nous décrivons diverses applications utilisant
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ces cartes d'erreurs et les étudierons plus en détails.

3.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques modèles munis d'invariance aux trans-

formations radiométriques a�nes. Peu de modèles de ce type sont proposés dans la lit-

térature mais certains modèles existants sont intrinsèquement munis de cette propriété

(par exemple : certaines approches par dictionnaires). Nous avons également présenté

des méthodes existantes d'apprentissage d'épitomes et de dictionnaires de patchs avec

une propriété d'invariance par translation. Ci-dessous, un récapitulatif des familles de

méthodes que nous avons abordées :

Maximisation d'un critère basé sur une corrélation normalisée :

� Algorithmes d'apprentissage de dictionnaires à l'architecture classique : codage par-

cimonieux + mise à jour du dictionnaire.

� Calcul explicite du paramètre de translation maximisant le critère.

� Exemple : MoTIF [Jost et al. (2006)], où l'atome est de plus petite taille que les

patchs de la base d'apprentissage.

Filtres convolutifs

� Calcul non explicite de paramètre de translation.

� L'image n'est pas décomposée en patchs.

� Principe : minimiser l'écart entre l'image à représenter et la somme de convolutions

entre les atomes du dictionnaire et des cartes de poids parcimonieux associées.

� Exemple de méthode d'apprentissage de �ltres convolutifs : [Kavukcuoglu et al.

(2010)].

Épitomes

� Calcul non explicite de paramètre de translation.

� Principe : au lieu de construire un dictionnaire composé d'atomes par une méthode

d'apprentissage, on construit une imagette qui résume les structures observées dans

les patchs extraits d'une base d'images.

� Exemple de méthode d'apprentissage d'épitome : [Benoît et al. (2011)].

Nous avons proposé plusieurs contributions dans l'élaboration de critères de similarité

entre patchs et de méthodes d'apprentissage de dictionnaires avec les invariances consi-

dérées. En résumé, nous avons développé :

� un critère de similarité entre un atome et un patch basé sur la maximisation d'une

corrélation normalisée où :

� L'atome est de plus grande taille que le patch pour éviter les problèmes de bords.

� L'atome est extrait d'un dictionnaire �xe existant.
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� Ce critère est invariant par translation et par transformation radiométrique a�ne.

� Il a été appliqué au débruitage.

� Une méthode de calcul de carte d'erreur d'approximation d'une image par un atome :

� Cette méthode de calcul est invariante par translation et transformation radio-

métrique a�ne.

� On proposera en section 4.2 un algorithme d'apprentissage de dictionnaire 1-

sparse basé sur ces cartes d'erreurs et notamment une application au débruitage

d'images SAR.

� Une nouvelle méthode de recombinaison de patchs débruités :

� Elle a été utilisée avec un algorithme de débruitage utilisant un a priori basé sur

des GMM mais peut être utilisée avec d'autres a priori exprimés sur des patchs.

� Cette méthode est invariante par translation.

� Nous la valoriserons en section 4.3 dans une application à la restauration d'images

SAR.

� Le GMM aligné (aGMM) :

� Nous avons proposé une manière de modéliser statistiquement la distribution des

patchs par des GMM avec une propriété d'invariance radiométrique a�ne.

� Nous avons développé un algorithme d'apprentissage de GMM aligné, qui est une

version simpli�ée d'un GMM invariant radiométrique a�ne où un patch et son

inverse de contraste sont proches d'un même vecteur moyen au signe près.

� Nous avons également développé un algorithme de débruitage utilisant l'aGMM.

Ses performances sont meilleures qu'avec un GMM classique.

� Nous discuterons des perspectives de cette approche et montrerons des résultats

préliminaires de débruitage produits avec un GMM invariant radiométrique en

section 5.2. Dans de futurs travaux, on fusionnera l'a priori invariant par trans-

lation que nous avons développé au GMM invariant a�ne, ce qui produira une

méthode de débruitage performante munie des deux invariances considérées dans

cette thèse.



Chapitre 4

Applications à l'imagerie SAR

Ce chapitre présente les di�érentes applications de ce travail de thèse aux images

SAR. Le speckle qu'on observe sur ces images étant modélisé par un bruit multiplicatif,

nous commençons par présenter un état de l'art des familles de méthodes de débruitage

d'images SAR en section 4.1.

Nous présentons ensuite nos contributions dans l'apprentissage de dictionnaires dédiés

aux images SAR. En section 4.2, nous décrivons un algorithme d'apprentissage de dic-

tionnaire 1-sparse utilisant les cartes d'erreurs d'approximation d'une image par un atome

avec invariances par translation et transformation a�ne présentées en section 3.4.4. Cet

algorithme a fait l'objet de la publication [Tabti et al. (2014a)].

Ayant constaté la richesse des dictionnaires de modèles Gaussiens, nous adaptons en sec-

tion 4.3 l'algorithme de débruitage EPLL [Zoran et Weiss (2011)] (décrit en section 2.4.3)

à la restauration d'images SAR [Tabti et al. (2014b)]. De plus, nous introduisons dans

cette adaptation une propriété d'invariance par translation en utilisant l'a priori décrit en

section 3.2.2.

En section 4.4, nous proposons d'évaluer l'apport de l'apprentissage d'un GMM sur des

données SAR comparé à un GMM appris sur des images naturelles dans une tâche de

débruitage.

En�n, après avoir décrit quelques méthodes de classi�cation d'images satellitaires en sec-

tion 4.5.1, nous proposons une méthode de classi�cation d'images radar montrant le po-

tentiel des GMM pour représenter les structures des images SAR en section 4.5.2, [Tabti

et al. (2015)].

4.1 Restauration d'images SAR

En section 2.1, nous avons décrit le principe des images radar et expliqué que le

phénomène de chatoiement, ou speckle, est modélisé par une loi gamma lorsque l'image

SAR est en intensité ou une loi Nakagami-Rayleigh lorsque l'image est en amplitude.

De la même façon que pour les images naturelles, pour de nombreux traitements comme

la détection de cibles et la classi�cation, il est souvent nécessaire de restaurer l'image
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SAR au préalable, c'est à dire de supprimer le speckle en perdant le moins d'information

possible. Nous discuterons en section 4.1.1 de plusieurs attaches aux données possibles à

utiliser a�n de restaurer une image SAR. Ensuite, nous décrirons en section 4.1.2 plusieurs

familles de méthodes de réduction de speckle usuelles.

4.1.1 Plusieurs attaches aux données

Considérons le problème de restauration d'une image en rappelant l'équation (2.21) :

x̂ = argmin
x

− log p(y|x)︸ ︷︷ ︸
attache aux données

− log p(x)︸ ︷︷ ︸
a priori

où y est la version bruitée de x et x̂ est l'estimation de x.

L'attache aux données utilisée pour restaurer une image SAR varie notamment en fonction

du type de données considérées. Comme nous l'avons précisé en section 2.1, d'après le

modèle de Goodman, si l'image est en amplitude, elle est modélisée par une distribution

de Nakagami-Rayleigh dont on rappelle l'équation (2.4) :

pNR(yj|xj) =
2LL

Γ(L)x2L
j

y2L−1
j exp

(
−L

y2
j

x2
j

)
où L correspond au nombre de vues et Γ est la fonction gamma.

Si l'image est en intensité, elle est modélisée par une loi gamma dont on rappelle l'équation

(2.5) :

pG(yj|xj) =
LLyL−1

j

xLj Γ(L)
exp

(
−Lyj

xj

)
D'autres distributions peuvent être considérées comme la loi de Fisher ou encore la

loi K [Nicolas (2006)] mais elles comportent alors de nombreux paramètres à estimer, ce

qui rend le problème de restauration di�cile.

Une manière de supprimer le bruit multiplicatif est de le rendre additif dans le but

d'utiliser des méthodes développées pour du bruit additif. La méthode la plus simple

est d'appliquer une transformation logarithmique à l'image bruitée par un bruit multi-

plicatif, le log transformant la multiplication en addition. On parle d'une approche ho-

momorphique. Ensuite, après application de la méthode dédiée au bruit additif (souvent

considéré comme Gaussien), on inverse la transformation logarithmique en appliquant la

fonction exponentielle. Mais en réalité, la distribution du logarithme d'une loi gamma

n'est pas Gaussienne mais de Fisher-Tippett :

pFT (ỹi|x̃i) =
LL

Γ(L)
eL(ỹi−x̃i)e−Le

ỹi−x̃i (4.1)
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Figure 4.1 � Distribution de Fisher-Tippett avec di�érents nombres de vues L. Plus L

est petit, plus la courbe est dissymétrique.

où ỹi et x̃i sont les i-èmes pixels des images bruitée ỹ et sans bruit x̃ respectivement qui

sont les versions transformées logarithmiquement de y et x respectivement.

Sous hypothèse d'indépendance, l'opposé de la log-vraisemblance associé est :

− log p(ỹ|x̃) = L
N∑
i=1

x̃i + eỹi−x̃i + C (4.2)

où C = −L log(L) + log(Γ(L))− Lỹi est une constante vis à vis de x̃.

La distribution de Fisher-Tippett est illustrée en �gure 4.1. On observe qu'elle est asymé-

trique, ce qui explique un défaut récurrent des méthodes homomorphiques où des pixels

sombres isolés apparaissent. La variance de la distribution de Fisher-Tippett est :

Var[Ỹ ] = ψ(1, L) (4.3)

où Y est une variable aléatoire de loi gamma, Ỹ = log(Y ) est une variable aléatoire de

loi Fisher-Tippett et ψ(m,L) est la fonction polygamma d'ordre m et de degré L, dé�nie

par la dérivée logarithmique m + 1-ème de la fonction gamma. Cette variance étant

indépendante du signal, on constate qu'appliquer le logarithme stabilise bien la variance

du bruit gamma.

La moyenne de Ỹ (mentionnée notamment dans [Xie et al. (2002b)]) est la suivante :

E[Ỹ |x] = log(x) + ψ(L)− log(L) (4.4)

La formule (4.4) permet de prendre conscience que si l'on souhaite appliquer une trans-

formation logarithmique à une image avec du bruit gamma et utiliser une méthode de

débruitage développée pour du bruit Gaussien, l'estimateur de l'espérance est biaisé. Ce

biais est illustré en �gure 4.2. Il peut être corrigé avec la formule suivante (notamment

décrite dans [Xie et al. (2002a)]) après avoir appliqué la fonction exponentielle à l'image
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Image sans bruit, Une réalisation bruitée Son logarithme
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Figure 4.2 � Avec 1000 réalisations d'images de taille 30 × 30 bruitées par une loi

Nakagami-Rayleigh de paramètre L = 1 transformées logarithmiquement, on calcule un

histogramme. On observe que la distribution obtenue est bien similaire à une distribu-

tion de Fisher-Tippett. De plus, en calculant la moyenne théorique des données bruitées

transformées logarithmiquement avec la formule (4.4) et en la comparant avec la moyenne

observée on retrouve bien le biais annoncé.

restaurée :

x̂d =
L

exp(ψ(L))
x̂b (4.5)

où x̂d est l'image restaurée débiaisée, x̂b est l'image restaurée biaisée et ψ est la fonction

polygamma.

4.1.2 Plusieurs familles de méthodes

Dans cette section, nous décrivons brièvement quelques grandes familles de méthodes

de réduction de speckle.
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Filtrage adaptatif Le �ltre proposé par [Lee (1981)] est un cas particulier du �ltre dé-

crit dans [Kuan et al. (1987)] dont le principe réside dans la minimisation de l'écart qua-

dratique moyen entre l'image observée et l'estimation de l'image restaurée sous contraintes

de linéarité et d'absence de biais :

x̂i = ȳi + k(yi − ȳi) (4.6)

où xi et yi sont les valeurs de x l'image sans bruit et y l'image bruitée au pixel i respec-

tivement et ȳi la moyenne des pixels dans une fenêtre autour du i-ème pixel de l'image

x. Le paramètre k ∈ [0, 1] est calculé localement sur une fenêtre glissante et dépend de la

variance locale. Il en résulte que si le pixel d'intérêt est dans une zone homogène, il est

remplacé par la moyenne de ses pixels voisins, et si le pixel est dans une zone très texturée

(de forte variance par rapport à celle du speckle), la valeur bruitée est conservée.

Régularisation par variation totale Dans le but de préserver les contours très pré-

sents dans les images satellitaires, beaucoup d'approches traitent le problème de restau-

ration d'images SAR non texturées avec une régularisation par variation totale, ou Total

Variation (TV) en Anglais, décrite en section 2.4.1. La plupart de ces méthodes utilisent

une attache aux données Fisher-Tippett (4.2). Les di�érences entre ces approches se si-

tuent au niveau de l'a priori TV et au niveau de la façon dont le problème d'optimisation

(plus ou moins di�cile) est résolu. En e�et, [Aubert et Aujol (2008)] utilisent l'a priori

TV sur l'image non transformée logarithmiquement :

x̂ = argmin
x

N∑
i=1

x̃i + eỹi−x̃i +
λ

L
|∇ix| (4.7)

Ce qui donne un problème d'optimisation non convexe. Les auteurs proposent de trouver

un minimum local en utilisant l'équation d'Euler-Lagrange et une descente de gradient.

Un résultat de cette approche est présenté en �gure 4.3.

Dans [Shi et Osher (2008)] et [Bioucas-Dias et Figueiredo (2010)] les auteurs utilisent

l'a priori TV sur l'image transformée logarithmiquement :

ˆ̃x = argmin
x̃

N∑
i=1

x̃i + eỹi−x̃i +
λ

L
|∇ix̃|, x̂ = e

ˆ̃x (4.8)

Ce qui donne un problème d'optimisation convexe. Dans [Shi et Osher (2008)], les auteurs

utilisent l'équation d'Euler-Lagrange et une descente de gradient comme dans [Aubert

et Aujol (2008)]. Dans [Bioucas-Dias et Figueiredo (2010)], les auteurs reformulent (4.8)

comme un problème d'optimisation contraint qu'ils résolvent avec l'algorithme ADMM

(Alternating Directions Method of Multipliers).
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Figure 4.3 � De gauche à droite : une image SAR 100-vues, sa version bruitée 1-vue,

sa version restaurée avec l'approche proposée dans [Aubert et Aujol (2008)]. On observe

qu'il y a beaucoup de bruit résiduel, en particulier au niveau de la construction en haut à

droite de l'image.

Une autre attache aux données est proposée dans [Steidl et Teuber (2010)] avec la

I-divergence de Csiszàr, ou divergence de Kullback-Leibler (KL) généralisée :

− log p(ỹ|x̃) =
N∑
i=1

−eỹix̃i + ex̃i (4.9)

Habituellement réservée au bruit de Poisson, Steidl et al. montrent qu'avec un a priori de

variation totale sur l'image en intensité, le problème (4.8) a le même minimiseur que le

problème de restauration suivant :

e
ˆ̃x = argmin

ex̃

N∑
i=1

−eỹix̃i + ex̃i + λ|∇ie
x̃| (4.10)

Les approches basées sur les champs de Markov décrites en section 2.4.1 sont sou-

vent utilisées pour restaurer des images SAR avec un a priori TV. Cependant, c'est un

problème di�cile à résoudre de façon exacte par optimisation combinatoire à cause des

problèmes de mémoire rencontrés en traitant des images de grande taille. Dans [Denis

et al. (2009)], les auteurs utilisent l'opposé de la log-vraisemblance d'une distribution de

Nakagami-Rayleigh comme attache aux données (non convexe). Pour résoudre ce pro-

blème, ils proposent une méthode d'optimisation non-exacte décomposée en plusieurs

sous-problèmes qui eux ont une solution exacte sur un graphe à deux niveaux. Dans [De-

nis et al. (2010)], un a priori TV-`0 est proposé où les zones homogènes et les contours

d'une image SAR sont restaurés grâce à la variation totale et les cibles brillantes sont

représentées parcimonieusement par la pseudo-norme `0. Ce travail a été étendu à des

images SAR multi-temporelles dans [Lobry et al. (2015)].

Modèles basés sur la redondance des patchs Les méthodes non-locales ont gran-

dement in�uencé le débruitage des images naturelles et il en fut de même pour les images

radar. En e�et, elles permettent de préserver les contours et les textures d'une image
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contrairement aux approches basées sur la variation totale qui préservent les contours

mais atténuent les textures et les cibles brillantes. L'algorithme des NL-means décrit en

section 2.3.1, a été adapté au bruit multiplicatif dans [Deledalle et al. (2009)]. L'algo-

rithme BM3D (également décrit en section 2.3.1) a aussi été étendu au bruit multiplicatif

dans [Makitalo et al. (2010)] et [Parrilli et al. (2012)]. Dans [Makitalo et al. (2010)], une

transformation logarithmique puis l'algorithme BM3D classique sont appliqués à l'image.

Dans [Deledalle et al. (2009)] et [Parrilli et al. (2012)], la modi�cation essentielle par rap-

port aux approches développées pour le bruit Gaussien se situe au niveau du critère de

similarité entre les patchs qui est adapté au speckle. Dans [Deledalle et al. (2009)], on

calcule un estimateur du maximum de vraisemblance pondéré :

x̂i = argmax
xi

ω(i, j) log p(yj|xi) (4.11)

où ω(i, j) mesure la similarité entre les patchs autour de la position i. Ces poids se

décomposent en deux termes : un terme de vraisemblance et un terme d'a priori obtenu

grâce à une version de l'image pré�ltrée.

Cet algorithme a été amélioré dans [Deledalle et al. (2015)]. Les résultats de ces deux

adaptations sont très satisfaisants mais peuvent présenter un phénomène de patchs rares

au niveau de contours très contrastés comme pour les images naturelles.

Modèles parcimonieux De nombreuses approches par dictionnaires ont été dévelop-

pées pour les images SAR. En e�et, les patchs d'une image SAR sont parcimonieux dans

une base telle que les cosinus discrets (DCT), comme l'illustre la �gure 4.4. Parmi les

méthodes basées sur les ondelettes, on retrouve par exemple [Guo et al. (1994)] où les

auteurs appliquent un seuillage des coe�cients d'ondelettes sur des images SAR transfor-

mées logarithmiquement. D'autres méthodes vont plus loin en modélisant la distribution

des coe�cients d'ondelettes des images SAR une fois transformées logarithmiquement.

Par exemple, dans [Achim et al. (2003)], les coe�cients sont modélisés par une famille de

distributions alpha-stables (une famille de distributions à queues lourdes).

D'autres approches sont basées sur des dictionnaires de patchs. L'algorithme K-

SVD, décrit en section 2.4.2, a été adapté aux images SAR dans [Foucher (2008)] qui

applique une transformation logarithmique à l'image puis utilise K-SVD en veillant à

ne pas introduire de biais. Une autre approche est proposée par [Chainais (2012)] a�n

d'apprendre un dictionnaire 1-sparse sur des patchs bruités avec un bruit non-Gaussien.

Il s'agit en fait d'une application de l'algorithme des K-medoids (dont une version est

décrite dans [Park et Jun (2009)]) qui permet d'être plus robuste aux outliers (données

aberrantes) que l'algorithme K-Means en considérant des clusters ou medoids à la place

des centroïdes. Au lieu d'utiliser un écart quadratique comme critère de similarité,

l'auteur utilise un rapport de vraisemblance généralisé (Generalized Likelihood Ratio,
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Figure 4.4 � Histogramme des coe�cients de la décomposition parcimonieuse de patchs

8 × 8 tirés d'une image SAR 1-vue transformée logarithmiquement par une OMP. Le

critère d'arrêt est basé sur l'écart entre les données et la décomposition. Les valeurs sont

concentrées autour de 0. Ainsi, tout comme les images naturelles, les images SAR sont

parcimonieuses dans certaines bases. Il s'agit ici d'un dictionnaire DCT comportant 256

atomes.

GLR, en Anglais) avec une loi gamma tel qu'il est décrit dans [Deledalle et al. (2012a)].

Dans la section 4.2, nous présenterons une autre méthode d'apprentissage de dictionnaire

1-sparse dédiée aux images SAR qui est munie de propriétés d'invariances à la translation

et aux transformations radiométriques a�nes.

Dans la suite de ce chapitre, nous présenterons une contribution de ce travail de thèse

dans l'apprentissage d'un dictionnaire 1-sparse dédié aux images SAR. Nous présenterons

également nos contributions dans des méthodes basées sur les GMM ayant constaté leur

e�cacité sur les images naturelles allant de l'apprentissage de GMM à la classi�cation

d'images SAR en passant par leur restauration.

4.2 Apprentissage d'un dictionnaire 1-sparse avec inva-

riances

Dans le chapitre 3, nous avons motivé l'intérêt d'introduire des propriétés d'invariance

dans des méthodes d'apprentissage de dictionnaires a�n de rendre leurs atomes moins

redondants notamment. Nous avons également décrit une méthode permettant de calculer

une carte d'erreur d'approximation d'une image bruitée par un patch sans bruit avec des

propriétés d'invariance par translation et transformation a�ne en section 3.4.4. Nous

allons décrire dans cette section une application du calcul de ces cartes d'erreur dans

une procédure d'apprentissage de dictionnaire 1-sparse sur des images radar [Tabti et al.

(2014a)]. Nous avons justi�é l'usage de la 1-parcimonie en section 3.4.1 où nous avons
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Figure 4.5 � À gauche : l'image 100-vues de référence y? (Copyright CNES) d'où les

patchs candidats sont extraits. À droite : l'image 1-vue y (Copyright CNES) à résumer

par le dictionnaire.

montré qu'il s'agit du degré de parcimonie optimal en terme d'erreur quadratique moyenne

dans les conditions de fort bruit de l'imagerie radar.

4.2.1 Procédure d'apprentissage

La méthode d'apprentissage de dictionnaire proposée utilise le critère présenté en

section 3.4.4. L'objectif de ce dictionnaire est de fournir un résumé compact d'une

image radar bruitée y. Les atomes de ce dictionnaire sont extraits d'une image 100 vues

(donc quasiment sans bruit) de référence notée y?. Les images y et y? sont toutes deux

transformées logarithmiquement a�n de réduire leur dynamique et de rendre additif le

bruit multiplicatif sur y.

Dans un premier temps, T patchs sont aléatoirement extraits de y?. Ils dé�nissent

un ensemble de candidats pour faire partie du dictionnaire �nal D. Le nombre total

d'éléments du dictionnaire, noté K est dé�ni par l'utilisateur. Le dictionnaire initial est

constitué des K premiers éléments de cet ensemble de candidats noté C.

Rappelons l'équation (3.46) qui décrit comment est calculée la carte d'erreur d'approxi-

mation d'une image bruitée par un patch sans bruit avec invariance a�ne :

SSDAI
map(d,y) =

1

2σ2
×

 y2 ∗ ι− w2(y ∗ ι/w2)2 − (y ∗ (d− d̄1))2

‖d− d̄1‖2
si d 6= d̄1

y2 ∗ ι− w2(y ∗ ι/w2)2 sinon

où ι est une image binaire représentant le support d'un patch de taille w × w.

Rappelons maintenant l'équation (3.47) qui décrit comment est calculée la carte d'erreur

d'approximation d'une image bruitée par un patch sans bruit avec invariance a�ne et

invariance par translation :

SSDAI+SI
map (d,y) = erode( SSDAI

map(d,y), ι)
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Figure 4.6 � Illustration du calcul de la carte d'erreur d'approximation d'une image

par un dictionnaire en équation (4.12). On calcule les cartes d'erreur d'approximation de

y pour tous les atomes puis en chaque pixel on détermine quel atome présente l'erreur

minimale.

où SI signi�e Shift-Invariance pour invariance par translation et erode(·, ι) est l'opérateur
d'érosion avec l'élément structurant ι.

L'approximation d'une image bruitée par les atomes d'un dictionnaire donné peut être

calculée e�cacement par l'équation (3.46) car chaque convolution peut être calculée sé-

parément dans le domaine de Fourier. La complexité du calcul de SSDAI
map(d,y) vaut en

conséquence O(N logN), où N est la taille de l'image, alors qu'appliquer (3.44) en extra-

yant tous les patchs donne une complexité de O(Nw2). On dé�nit ainsi la carte d'erreur

d'approximation de l'image y par le dictionnaire D pour chaque pixel i par :

SSDAI+SI
map (D,y)i = min

ki
SSDAI+SI

map (dki ,y)i (4.12)

où ki est l'indice du k-ème atome associé au pixel i. On illustre ce calcul dans la �gure 4.6.

Le dictionnaire est mis à jour en considérant tous les patchs candidats dans C à la suite

et en remplaçant les atomes du dictionnaire à chaque fois que l'erreur d'approximation

moyenne est réduite. La décision de remplacer dk par un candidat ct issu de l'ensemble C
se fait en calculant une carte de gain local qui peut être positif ou négatif :

SSDAI+SI
map (D,y)i − SSDAI+SI

map (D ∪ {ct} \ {dk},y)i (4.13)

où \{dk} signi�e : privé de l'atome dk. Le patch candidat ct devient un atome du dic-

tionnaire courant s'il existe un atome dk pour lequel l'erreur d'approximation moyenne

(moyenne des gains en chaque pixels) est réduite s'il est remplacé par ct. Ce même

procédé est répété pour ct+1 et ainsi de suite.

Le calcul de gain est optimisé en tenant compte uniquement des deux atomes pré-

sentant les plus faibles erreurs d'approximations. On note leurs indices : k1sti , k2ndi pour
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chaque pixel i de l'image y. Le calcul du gain dé�ni en équation (4.13) nécessite seule-

ment le calcul d'une carte SSDAI+SI
map (ct,y) avec l'équation (3.47). Plusieurs cas peuvent se

présenter :

� L'atome dk n'est pas l'atome optimum au i-ème pixel (i.e., k 6= k1sti ). Dans ce cas,

soit ct améliore l'approximation du pixel i ou ne l'a�ecte pas. Le gain au pixel i est

donc :

max
(
SSDAI+SI

map (D,y)i − SSDAI+SI
map (ct,y)i, 0

)
,

� L'atome dk1sti va être remplacé et dans ce cas deux sous-cas sont possibles :

� Si le candidat ct présente une meilleure erreur d'approximation que le second

meilleur atome dk2ndi
, alors le gain au pixel i est la di�érence :

SSDAI+SI
map (D,y)i − SSDAI+SI

map (ct,y)i ,

� Sinon, le candidat ct est pire que dk2ndi
, ce qui donne le gain suivant au pixel i :

SSDAI+SI
map (D,y)i − SSDAI+SI

map (dk2ndi
,y)i .

Un exemple de dictionnaire produit par notre approche est présenté en �gure 4.7.

Un autre dictionnaire appris avec K-SVD sur la même image radar 1-vue (cf. �g. 4.5)

est également présenté. Ils sont tous deux composés de 64 atomes de taille 8 × 8. On

observe que les atomes du dictionnaire appris avec l'approche proposée résument bien

les structures présentes dans l'image radar (les lignes brillantes, les contours horizontaux

et verticaux par exemple). La courbe de décroissance d'énergie au fur et à mesure

que le dictionnaire est appris l'illustre bien également. Le dictionnaire appris avec

K-SVD représente bien les contours mais contient trop d'atomes homogènes ce qui rend

l'information qu'il contient trop redondante. Cependant, les deux dictionnaires échouent

à encoder des textures.

En �gure 4.8, nous présentons une application utilisant les atomes du dictionnaire ap-

pris et les mettant en correspondance dans une image. Ces atomes sont ordonnés de façon

à ce que deux atomes voisins soient bien corrélés. Pour réaliser ce classement, on doit

maximiser la corrélation entre chaque paire d'atomes, ce qui peut se faire en résolvant

un problème de voyageur de commerce [Applegate et al. (2011)]. A�n de faciliter l'in-

terprétation, nous imposons que le paramètre α de transformation a�ne soit positif. De

plus, on impose également que α > 0.5 pour que les patchs mis en correspondance dans

l'image aient un contraste assez proche de l'atome. On observe que les atomes semblent

correctement mis en correspondance avec des patchs de l'image.

4.2.2 Limites et perspectives

Nous avons montré par étude expérimentale en section 3.4.1, qu'en cas de fort bruit, le

degré de parcimonie optimal dans une tâche de débruitage au sens d'un écart quadratique
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Figure 4.7 � De gauche à droite : dictionnaire appris avec notre approche et le diction-

naire appris avec l'algorithme K-SVD. Tous deux sont composés de 64 atomes de taille

8×8 et appris sur les images de la �gure 4.5. La courbe représente la décroissance d'éner-

gie observée au fur et à mesure qu'on inclut de nouveaux atomes à notre dictionnaire

(celui de gauche).

moyen est égal à un. Nous avons ainsi développé un algorithme d'apprentissage de

dictionnaire 1-sparse muni de propriétés d'invariance par translation et transformation

a�ne. Le dictionnaire obtenu semble bien résumer les structures de l'image sur laquelle

il est appris. Néanmoins, il est di�cile de représenter une ligne brillante ou une cible

et de la texture en même temps avec des patchs car ces structures apparaissent dans

des contextes trop diversi�és dans les images SAR. Pour y parvenir il faudrait des

dictionnaires de très grande taille, ce qui nous éloigne de l'objectif d'apprendre des

dictionnaires plus compacts. Une autre approche serait d'apprendre des dictionnaires de

modèles paramétriques de lignes, de points brillants, de contours ou de végétation plutôt

que des dictionnaires de patchs. C'est ce que nous apportent les approches par GMM

comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre.

De plus, le biais (donc la perte de détails par rapport à l'image idéale) d'une méthode

de débruitage utilisant un dictionnaire 1-sparse reste important comme on l'observe dans

les �gures 4.10, 3.16, 3.17. Nous espérions que ce biais serait su�samment réduit par les

informations apportées par des propriétés d'invariances mais les résultats de débruitage

obtenus, bien que meilleurs qu'une approche 1-sparse classique, ne sont pas à la hau-

teur des méthodes les plus performantes actuellement. Apprendre un épitome avec une

méthode similaire à [Benoît et al. (2011)] et l'utiliser dans une approche de débruitage

k-sparse invariante aux transformations radiométriques a�nes avec k grand dans les zones

texturées et k petit dans les zones homogènes, comme il est illustré en �gure 4.11, serait

une bonne alternative. Une manière simple de décider du degré de parcimonie k serait

d'utiliser un coe�cient de variation, dé�ni entre autres dans [D'Alvise et al. (1999)]. L'in-

variance a�ne serait obtenue en calculant les paramètres α et β optimaux par régression

linéaire. Dans la �gure 4.9, nous présentons un résultat d'apprentissage d'épitome sur

le logarithme d'une image SAR avec l'approche proposée par [Jojic et al. (2003)]. On
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Figure 4.8 � Illustration de l'utilisation du dictionnaire appris pour la mise en corres-

pondance d'atomes dans une image bruitée. En haut : on met en correspondance les atomes

représentant des coins arrondis, en bas : les atomes représentant des lignes verticales.
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Figure 4.9 � Apprentissage d'un épitome de taille 50 × 50 avec l'approche de [Jojic

et al. (2003)] (à droite) sur le logarithme d'une image SAR 100-vues de taille 200× 200

(à gauche). On observe que les structures dans l'épitome sont �oues et qu'il y a peu

de textures. Apprendre un épitome sur des données SAR serait donc une perspective de

recherche à exploiter.

observe que les structures sont �oues, qu'il n'y a pas de textures ni de points brillants.

Une application directe d'une méthode existante sur le logarithme d'une image SAR n'est

donc pas su�sante pour apprendre un épitome adapté à ce type d'images.

4.3 L'EPLL invariant par translation et adapté aux

images SAR

4.3.1 Présentation de la méthode

Cette section décrit l'adaptation de l'EPLL [Zoran et Weiss (2011)], présenté dans la

section 2.4.3, à la restauration d'images SAR avec une propriété d'invariance par trans-

lation [Tabti et al. (2014b)]. Dans la section 4.1.1, nous avons décrit une façon d'adapter

une méthode de débruitage de bruit Gaussien à la réduction de speckle en transformant

logarithmiquement l'image d'intérêt, le bruit étant alors modélisé par une loi de Fisher-

Tippett. Ainsi, on rappelle l'équation (4.2) de l'attache aux données qui n'est plus un

écart quadratique, comme lorsque le bruit est Gaussien mais qui s'écrit comme suit :

− log p(y|x) = λ

N∑
i=1

(
eyi−xi + xi − yi

)
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Figure 4.10 � De gauche à droite : image SAR 100-vues (quasiment sans bruit), image

bruitée 1-vue, image débruitée, avec la même approche que celle décrite en section 3.4.2, en

sélectionnant pour chaque patch l'atome qui lui correspond le mieux au sens du SSDAI+SI
map

avec le dictionnaire appris par l'approche proposée en �gure 4.7.

Figure 4.11 � Carte du degré de parcimonie optimale k au sens de l'écart quadratique

moyen (EQM). Chaque point est associé à un patch et sa couleur représente le degré de

parcimonie optimale k = 1, 2, 3, 4, 5. Cette carte est obtenue après réduction de speckle

d'une centaine de réalisations bruitées de patchs d'une image 100 vues avec une OMP

k-sparse k ∈ {1, ..., 5} en utilisant un dictionnaire K-SVD appris sur des données radar.

Il s'agit du même protocole que l'expérience décrite en section 3.4.1.
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où xi est le i-ème pixel de x.

Nous avons également introduit en section 3.2.2 un a priori invariant par translation.

En utilisant l'attache aux données Fisher-Tippett et cet a priori, le problème de restau-

ration d'une image radar avec l'EPLL devient :

min
x

λ

N∑
i=1

(
eyi−xi + xi − yi

)
+ min

j∈N (i),zi

{
δ

2
‖Rjx− zj‖2 − log p(zj)

}
(4.14)

où Rj est l'opérateur d'extraction du j-ème patch d'une image et p s'écrit :

p(zi) ' max
k

ωk
1

(2π)w2/2 det(Ck)1/2
exp

(
−1

2
(zi)

tC−1
k (zi)

)
(4.15)

Ce problème peut être résolu en alternant la minimisation en x à zi �xé et en zi et j à x

�xé. La résolution de problème en zi est la même qu'avec l'EPLL classique et est rappelée

dans l'algorithme . La résolution du problème en x peut être réalisée e�cacement par

un schéma numérique itératif. Remarquons que la structure particulière des matrices Rj

permet de réécrire la somme de cette façon :

∑
i

‖Rj?i x− zi‖
2 =

∑
i

ci(xi − z̄i)2 (4.16)

où j?i est l'indice du patch couvrant le pixel i convenant le mieux à l'a priori,

z̄ = diag(c)−1
∑

iR
t
j?i
zi est la reprojection uniforme des patchs zi dans le domaine de

l'image, autrement dit, l'image obtenue en moyennant les valeurs des patchs se projetant

en chaque pixel, et ci est le nombre de patchs Rj?i x se projetant sur le pixel i.

Ainsi, résoudre le problème (4.14) revient à minimiser en x la fonction séparable

suivante :

N∑
i=1

[
λ(eyi−xi + xi − yi) +

δ

2
ci(xi − z̄i)2

]
(4.17)

Contrairement au cas de l'attache aux données quadratique, l'équation (4.17) n'a pas

de solution analytique. En e�et les auteurs de [Bioucas-Dias et Figueiredo (2010)] ont

mentionné que cette solution peut s'exprimer avec la fonction Lambert W, dé�nie dans

[Corless et al. (1996)], dont l'évaluation est gourmande en temps de calcul. Au lieu de

cela, puisque (4.17) est strictement convexe et di�érentiable en x, on peut résoudre le

problème par une méthode de Newton accomplissant à l'itération t + 1 la mise à jour

suivante pour chaque pixel i :

x
(t+1)
i = x

(t)
i −

λ(1− eyi−x
(t)
i ) + δci(x

(t)
i − z̄i))

λeyi−x
(t)
i + δci

(4.18)
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Puisque ce problème est séparable, plusieurs itérations peuvent être réalisées avec un

coût négligeable comparé à l'optimisation du problème MAP pour tous les zi. Dans notre

cas, quelques itérations sont su�santes pour atteindre une bonne solution. La procédure

résultante est récapitulée dans l'algorithme 4.

Algorithm 4 SAR-SI-EPLL

Require: Npa : nombre de patchs, Npi : nombre de pixels, Nit : nombre d'itérations,

Initialisation : xi = yi,∀i ∈ {1, ..., Npa}
for δ = [1, 4, 8]/ψ(1, L) (cf. eq. (4.3)) do

for i ∈ {1, ..., Npa} do
k∗ = argmin

k
− 2 log(ωk) + log(det(Ck)) + (Rix)tC−1

k (Rix)

zi = (Ck∗ + σ2I)
−1
Ck∗yi

j∗i = argmin
j∈N (i)

‖Rjx− zj‖2 − log p(zj)

end for

z̄ = diag(c)−1
∑Npa

i=1 R
t
j?i
zi

for t = 0 to Nit − 1 do

for p ∈ {1, ..., Npi} do
Mettre à jour x(t+1)

p avec l'équation (4.18)

end for

end for

end for

4.3.2 Résultats

Nous présentons dans les �gures 4.12 et 4.13 quelques résultats illustrant l'intérêt de

l'invariance par translation et d'une attache aux données adaptée au bruit multiplicatif

pour la restauration d'images SAR haute résolution. Ces résultats sont obtenus à partir

d'une image radar 2-vues en utilisant l'a priori GMM appris dans [Zoran et Weiss

(2011)]. Dans la �gure 4.12, on compare l'EPLL appliqué à l'image log-transformée à

notre méthode avec et sans invariance par translation. Ces résultats sont satisfaisants

et préservent les cibles brillantes, ce qui est nécessaire dans ce type d'imagerie. On

observe que notre méthode ne présente pas le défaut des pixels foncés isolés rencontré

avec des méthodes par transformation logarithmique (zones entourées en rouge). On voit

également que les contours sont mieux restaurés avec invariance tandis qu'ils sont plus

�ous sans (zones entourées en orange).

La �gure 4.13 compare notre approche à quelques méthodes de l'état de l'art telles que

[Deledalle et al. (2015)] et [Makitalo et al. (2010)]. Les PSNR des di�érentes approches

sont très proches et le résultat de notre approche est très proche visuellement de celui de
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[Deledalle et al. (2015)]. Néanmoins on peut observer visuellement un gain par rapport à

[Makitalo et al. (2010)].

4.4 Apprentissage d'un GMM radar

Dans cette section, nous apprenons un GMM sur des images SAR a�n de comparer les

performances en terme de réduction de speckle avec l'EPLL en utilisant le GMM appris

dans [Zoran et Weiss (2011)] ou celui appris sur des données SAR. Cette expérience

permettra d'évaluer dans une tâche de débruitage si des modèles Gaussiens appris sur

des images naturelles représentent aussi bien les images SAR que des modèles appris sur

des images SAR transformées logarithmiquement. Nous commençons par décrire notre

protocole d'apprentissage en section 4.4.1 puis nous évaluons l'apport de ce dernier en

section 4.4.2.

4.4.1 Protocole d'apprentissage

Nous décrivons dans ce paragraphe le protocole d'apprentissage d'un GMM sur des

images SAR avec un algorithme EM (Expectation-Maximization) [Dempster et al. (1977)].

Voici quelques détails sur l'implémentation :

� Notre base d'apprentissage est constituée de patchs extraits de trois images SAR

100-vues (donc quasiment sans bruit) de taille 409 × 409 transformées logarithmi-

quement.

� En vue de réaliser une comparaison avec le GMM appris dans l'EPLL, le GMM

appris est de vecteurs moyens nuls. Les patchs utilisés sont donc centrés au préalable.

� Nous n'avons pas appris un GMM de 200 modèles Gaussiens mais de 98 modèles car

nous avons observé, en débruitant plusieurs images SAR, qu'il s'agissait des seuls

utilisés.

� On initialise l'algorithme EM avec ces 98 modèles issus du GMM appris dans l'EPLL.

� Le nombre d'itérations de l'algorithme EM est égal à 100

Nous avons calculé l'évolution de la divergence de Kullback-Leibler (KL) entre

les Gaussiennes de l'initialisation et celles apprises à chaque itération. Il s'agit de la

�gure 4.14(a). Beaucoup de Gaussiennes (dès les premières itérations) deviennent très

di�érentes de celles apprises par les auteurs de l'EPLL. On observe la même chose sur

l'évolution des poids sur la �gure 4.14(b). On note que peu d'itérations su�sent avant que

les Gaussiennes n'arrêtent d'évoluer. Par contre, ce ne sont pas forcément les Gaussiennes

dont les poids augmentent qui auront des divergences de KL qui vont augmenter. En

e�et, une Gaussienne à poids faible peut tout de même avoir de l'importance si elle

encode des structures rares.
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(a) (b) (c) (d)

Figure 4.12 � (a) Image radar 2 vues de Toulouse c©ONERA c©CNES (Les deux images

en bas sont des zooms de celles du dessus). (b) Résultat de l'EPLL appliqué après une

transformation logarithmique, avec une étape de post-débiaising. Les ellipses rouges dési-

gnent des pixels foncés isolés correspondant à un défaut souvent rencontré avec les mé-

thodes de débruitage développées pour du bruit Gaussien. (c-d) Notre résultat avec une

attache aux données Fisher-Tippett sur les données transformées logarithmiquement sans

et avec invariance respectivement. Les ellipses orange désignent des zones où l'on remarque

le plus l'absence de l'invariance par translation.

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.13 � (a) Deux zooms de la même image radar que dans la Figure 4.12. Compa-

raison de résultats de restauration entre : (b) le �ltre NL-SAR Deledalle et al. (2015) (c)

le �ltre BM3D sur les données transformées logarithmiquement Makitalo et al. (2010), et

(d) notre approche.



102 CHAPITRE 4. APPLICATIONS À L'IMAGERIE SAR

 

 

0.5

1

1.5

2

2.5

(a)

 

 

2

4

6

8

10

12

14

16

(b)

Figure 4.14 � Dans les deux �gures, chaque colonne représente une itération de l'EM et

chaque ligne un modèle gaussien. À gauche : évolution de la divergence de KL à chaque

itération de l'EM entre les gaussiennes de Zoran et al. et les gaussiennes courantes. À

droite : évolution de la di�érence relative entre les poids des modèles gaussiens de Zoran

et al. et les poids courants à chaque itération.

4.4.2 Évaluation de l'apport de ce GMM

Nous montrons en �gure 4.15 des patchs générés par un modèle Gaussien à forte

divergence de KL. Ce modèle est intéressant car la structure générée est une cible

brillante (un sinus cardinal) qui est souvent observée et di�cile à reconstituer dans les

images SAR. Malheureusement, en pratique, dans une application au débruitage, nous

constatons qu'elle n'est pas utilisée pour représenter les points brillants. En e�et, en

�gure 4.18, on observe que l'algorithme préfère utiliser plusieurs Gaussiennes pour les

encoder.

Dans la suite, nous réalisons une comparaison des performances en réduction de

speckle par l'EPLL-FT (l'EPLL avec une attache aux données Fisher-Tippett et sans

invariance par translation, voir section 4.3) entre le GMM appris sur des images SAR,

qu'on appellera SAR-GMM, et le GMM appris dans [Zoran et Weiss (2011)]. Les résultats

obtenus en �gures 4.16 et 4.17 montrent qu'avec le SAR-GMM, le PSNR est légèrement

meilleur. De plus, le léger grain observé dans les zones homogènes de l'image 100 vues est

retrouvé alors qu'il était complètement lissé avec le GMM appris sur des images naturelles.

Compte tenu du peu d'images 100-vues dont nous disposons, nous avons mené des tests

sur une base d'apprentissage élargie. Pour cela, nous avons utilisé des images SAR dont

nous avons atténué le bruit puis appliqué des transformations simples, par exemple des

symétries. Pour atténuer le bruit nous avons calculé une moyenne sur une pile d'images

SAR acquises à di�érentes dates. Cependant, les conclusions obtenues restent les mêmes :
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Figure 4.15 � Patchs générés par un des modèles Gaussiens appris sur des images

radar 100 vues qui présente une forte divergence de KL. Il s'agit d'une signature typique

d'une cible ponctuelle. De tels patchs ne sont pas/peu présents dans les images optiques

naturelles.

apprendre un GMM sur des images SAR améliore les résultats de débruitages en com-

paraison avec ceux obtenus avec un GMM appris sur des images naturelles mais l'écart

observé n'est pas signi�catif.

4.5 Une méthode de classi�cation basée sur les GMM

Dans cette section, nous présentons une contribution de nos travaux de thèse à la

classi�cation d'images SAR en utilisant des GMM [Tabti et al. (2015)]. La classi�cation

d'image est l'association de chaque pixel de l'image d'intérêt à une classe ou label, à ne

pas confondre avec la segmentation d'images qui consiste à la partitionner en plusieurs

régions [Galland et al. (2004)], [Ben Ayed et al. (2005)]. La classi�cation est un domaine

important en télédétection au vu de ses nombreuses applications, par exemple l'évaluation

des conséquences d'une catastrophe naturelle ou encore l'observation de la déforestation.

Nous présentons dans la section 4.5.1 quelques méthodes de classi�cation d'images SAR

en nous concentrant sur celles qui utilisent des mélanges de distributions qui sont plus

proches de la méthode que nous proposons. La section 4.5.2 décrit notre procédure de

classi�cation supervisée divisée en une étape d'apprentissage et une étape de test.
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Image SAR 100-vues Image bruitée 1-vue

EPLL-FT PSNR, = 42.97dB EPLL-FT + SAR GMM, PSNR = 43.38dB

Figure 4.16 � Comparaison des résultats de l'EPLL-FT entre un GMM classique et un

GMM appris sur des données SAR. On observe que le GMM appris sur des données SAR

donne de meilleures performances en terme de PSNR. Néanmoins les deux résultats sont

satisfaisants visuellement.

Figure 4.17 � Zooms sur des protions des images de la �gure 4.16. De gauche à droite :

l'image 100-vues, 1-vue, débruitée par l'EPLL-FT avec le GMM appris dans [Zoran et

Weiss (2011)] et débruitée avec l'EPLL-FT et le GMM appris sur des données SAR où

on observe le même léger grain que dans l'image 100-vues.
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Figure 4.18 � À droite : carte des modèles Gaussiens (dé�nies notamment en �gure

2.19) utilisés au niveau du point brillant sur l'image de gauche entouré en jaune. On

observe qu'un point brillant n'est pas représenté par un unique modèle Gaussien mais

plusieurs.

4.5.1 Quelques méthodes de classi�cation d'images SAR

En télédétection, la classi�cation d'images est un domaine actif. En particulier, la

classi�cation d'une image SAR en amplitude est un problème di�cile à cause du speckle

qui la caractérise et nécessite souvent un pré-�ltrage. Pour éviter cela, plusieurs méthodes

existantes fusionnent les informations de plusieurs canaux d'images polarimétriques

[Lardeux et al. (2009)] ou d'une image en amplitude avec une image optique (ou autre

capteur) [Voisin et al. (2014)] ou encore utilisent des images multi-temporelles.

Les algorithmes de classi�cation d'images SAR visent à modéliser l'amplitude et

la texture observées dans l'image. Ils s'inspirent de di�érents domaines de recherche.

Certains se basent sur des techniques d'apprentissage statistique et apprennent des

descripteurs, que nous décrivons dans la suite de cette section, avec par exemple des

forêts aléatoires [Yang et al. (2009)] ou des Support Vectors Machines (SVM) [Lardeux

et al. (2009)].

La distribution standard modélisant l'amplitude du bruit d'une image SAR est celle

de Nakagami-Rayleigh comme nous l'avons mentionné en section 2.1.2 et c'est le choix

e�ectué dans [Kayabol et Zerubia (2013)]. Dans [Tison et al. (2004)], la distribution de

Fisher est utilisée pour mieux représenter les zones urbaines. Dans [Voisin et al. (2010)],

un dictionnaire de familles paramétriques classiques en imagerie SAR est proposé, il inclut

les distributions log-normal, Weibull, Nakagami-Rayleigh et gamma Généralisée. Dans

[Frery et al. (1997)], une distribution notée G0
A est proposée. La loi K est un cas particulier

de ce type de distribution qui est capable de représenter des zones très hétérogènes.

Des cartes des paramètres de cette distribution constituent des descripteurs utiles en

classi�cation d'images SAR, comme il a été proposé notamment dans [Mejail et al. (2003)].

Parmi les descripteurs utilisés a�n de modéliser la texture des images SAR, citons

le semivariogram qui décrit les propriété spatiales de l'image et qui est calculé avec une

fenêtre glissante. Si i et j sont deux positions de pixels adjacents séparés d'un pas h, il
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est dé�ni par :

S(h) =
∑

(i,j)∈Nh

|xi − xj|2

Nh
(4.19)

où xi est l'intensité du i-ème pixel de l'image x et Nh est l'ensemble de paires d'observa-
tions.

Une matrice de co-occurrence de niveaux de gris, ou GLCM pour Grey Level Co-

occurrence Matrix en anglais, est un descripteur de texture. Il est dé�ni par une matrice

Z × Z, où Z est le nombre de niveaux de gris dans l'image, dont chaque pixel représente

l'estimation de la probabilité qu'un pixel de valeur i soit voisin pour un certain pas h

d'un pixel de valeur j. Les voisins considérés sont en pratique ceux de la 4-connexité.

L'adjacence des pixels peut être dé�nie dans n'importe quelle direction : gauche, droite,

horizontale, verticale, diagonale. La texture est extraite de la matrice en calculant

une variance avec une fenêtre glissante de taille 5 × 5 par exemple. Ce descripteur est

plus adapté aux zones urbaines que les semivariograms d'après [Voisin et al. (2010)] et

fusionné avec un descripteur basé sur des �ltres de Gabor, il présente de bons résultats

de classi�cation dans [Ismail et al. (2014)].

La texture peut également être décrite par un modèle Auto-Régressif (AR) a�n d'intro-

duire l'information contextuelle dans le processus de classi�cation. On l'écrit pour une

classe k :

xn =
∑

n′∈V(n)

αk,n′xn′ + tk,n (4.20)

où V(n) sont les indices des pixels voisins du n-ème pixel d'intensité xn, αk,n′ sont les

coe�cients d'auto-régression, tk,n sont des variables aléatoires t-distribuées représentant

les erreurs de régression.

Ce modèle est utilisé notamment dans [Kayabol et Zerubia (2013)] où l'on observe

une amélioration des performances de classi�cation sur des images contenant plusieurs

textures.

Pour éviter un manque de cohérence spatiale sur la carte de classi�cation, des modèles

de régularisation sont souvent nécessaires. Les modèles markoviens sont le plus souvent

utilisés dans ce but, comme par exemple dans [Tison et al. (2004)], ainsi que des modèles

markoviens hiérarchiques, par exemple dans [Yong et al. (2006)].
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Figure 4.19 � De gauche à droite : une image SAR débruitée par le SAR-EPLL et la

carte des modèles Gaussiens associée. On observe que ces modèles représentent bien les

structures observées dans une image SAR, par exemple, les mêmes modèles Gaussiens

sont utilisés pour représenter les zones homogènes.

4.5.2 Principe de la méthode proposée

Nous proposons d'utiliser les GMM dans une application à la classi�cation. En e�et, les

GMM capturent une information de texture locale et constituent donc de bons candidats

en tant que descripteurs comme il est illustré en �gure 4.19. La procédure de classi�ca-

tion supervisée se divise en deux étapes. La première étape consiste à apprendre deux

descripteurs hors ligne. Le premier est basé sur les GMM et le second sur la radiométrie

des images. Pour cela, on doit disposer d'une base d'images SAR et des cartes de modèles

Gaussiens (dé�nies en section 2.4.3.1). On utilise le GMM de moyenne nulle appris dans

[Zoran et Weiss (2011)] et bien qu'il soit appris sur des images naturelles, comme nous

l'avons montré en section 4.4, il est aussi performant pour restaurer des images SAR qu'un

GMM appris sur des images SAR. On doit disposer également d'une labellisation manuelle

des images de la base d'apprentissage. Ces éléments permettent de calculer les fréquences

de chaque modèle Gaussien du GMM pour chaque label. On procède de la même manière

pour la radiométrie, on calcule pour chaque label la fréquence de chaque radiométrie sur

les images de la base quanti�ées. Dans la deuxième étape on classi�e chaque pixel dans

un cadre Bayesien basé sur le modèle Gaussien et la radiométrie lui correspondant ainsi

que son voisinage.

Apprentissage des descripteurs pour la classi�cation Pour réaliser la phase

d'apprentissage de l'algorithme de classi�cation, on commence par restaurer un ensemble

de huit images d'amplitude avec une résolution d'un mètre du satellite TerraSAR-X

en utilisant l'EPLL-FT (l'EPLL avec une attache aux données Fisher-Tippett et sans

invariance par translation) décrit en section 4.3. Les tailles de ces images sont entre

1000 × 1000 et 2048 × 2048 pixels et elles sont labellisées manuellement en NL = 3
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Figure 4.20 � Illustration de la phase d'apprentissage.

classes : zone urbaine, végétation haute, zone homogène (végétation basse et eau). Ces

images et leurs labellisations manuelles peuvent être consultées en annexe B.

Ensuite la carte des modèles Gaussiens de chacune de ces images introduite en section

2.4.3.1 est utilisée pour calculer pour chaque label L la fréquence d'apparition p(dk|L)

de chaque modèle Gaussien dk dé�ni par une matrice de covariance et un poids :

dk = {Ck, ωk}k∈{1,...,K}. La �gure 4.21 montre ces fréquences pour chaque modèle

Gaussien et pour chaque label.

Puisque le GMM a été appris sur des patchs centrés, il est nécessaire de considérer la

radiométrie des pixels comme second descripteur. Les images de la base d'apprentissage

sont donc quanti�ées en Q = 10 niveaux de gris et le même procédé que pour les

modèles Gaussiens est appliqué pour apprendre la fréquence p(νq|L) de chaque niveau

de radiométrie νq, q ∈ {1, ..., Q}, pour chaque label. La �gure 4.22 montre les fréquences

des niveaux de gris pour pour chaque label.

L'assignation des labels Comme dans la phase d'apprentissage, chaque pixel i de

l'image d'intérêt est représenté par son modèle Gaussien correspondant di (obtenu avec

notre adaptation de l'EPLL) et son niveau de radiométrie quanti�ée νi. Étant données

les fréquences apprises au préalable de chaque modèle Gaussien et de chaque niveau de

gris conditionnellement aux labels et en supposant que la radiométrie d'un patch est in-

dépendante de la structure capturée par son atome correspondant, une log-vraisemblance

pour chaque label peut être assignée à chaque pixel i comme suit :

log p(di = dk,ν
i = νq|L) = log p(dk|L) + log p(νq|L) (4.21)
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Figure 4.21 � Fréquence d'apparition de chacune des 200 Gaussiennes dans le GMM

pour chaque label. On constate que pour chaque label les modèles Gaussiens répondent

di�éremment ce qui permettra de distinguer les classes lors du processus de classi�cation.
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Figure 4.22 � Fréquence d'apparition de chacun des 10 niveaux de gris pour chaque label.

On constate que pour chaque label la plupart des niveaux de gris répondent di�éremment.
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Cette quantité représente la probabilité d'un pixel i d'appartenir à une classe parmi les

labels L.

Pour éviter un manque de cohérence spatiale sur la carte de classi�cation, on suppose

également que la classe d'un pixel dépend de la classe a�ectée à ses pixels voisins. En se

plaçant dans un cadre Bayesien conjointement à une régularisation de Potts, cela mène

à a�ecter le label Li à chaque pixel i maximisant la probabilité a posteriori tel que

l'expression suivante est minimisée :

−
∑
i

log p(di,νi|Li) + λ
∑
i∼j

δ(Li,Lj) (4.22)

où λ > 0, i ∼ j correspondent aux indices des pixels voisins en système de huit-connexité

et δ(Li,Lj) = 1 si Li = Lj et 0 sinon.

Des solutions satisfaisantes de tels problèmes d'optimisation discrète peuvent être

obtenues itérativement par coupure de graphes (graph-cuts) avec la stratégie α− β swap

décrite dans [Boykov et al. (2001)].

Résultats Des résultats de classi�cation sur trois images d'amplitude TerraSAR-X sont

présentés en �gure 4.23. Ils montrent que les descripteurs basés sur un GMM réussissent

à représenter la texture et l'amplitude d'une image radar. Ces résultats préliminaires sont

prometteurs sur les images testées et présentent des pourcentages de pixels correctement

classi�és au dessus de 75% par rapport à une vérité terrain labellisée manuellement. Le

pourcentage de 75% est plus faible que les autres car il comporte une zone urbaine avec peu

de structures brillantes alors que dans notre base d'apprentissage, les zones urbaines en

comportaient toujours beaucoup. Dans nos travaux futurs, nous envisageons donc d'élargir

notre base d'apprentissage et d'utiliser une technique d'apprentissage plus sophistiquée

comme les SVM par exemple.

4.6 Conclusion

Nous avons abordé dans ce chapitre diverses applications aux images SAR des tra-

vaux de thèses présentés dans les chapitres précédents. Dans le cadre des approches par

dictionnaires, nous avons utilisé les cartes d'erreurs d'approximation avec invariances par

translation et transformation a�ne, introduites en section 3.4.4, pour élaborer un algo-

rithme d'apprentissage de dictionnaire 1-sparse. Le problème d'optimisation associé à cet

algorithme n'étant pas facile de premier abord, une stratégie e�cace a été élaborée a�n de

remplacer au fur et à mesure les éléments du dictionnaire courant par des candidats qui

diminuent l'erreur d'approximation moyenne de l'image. Les dictionnaires étant appris
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91.71% 86.71% 75.37%

Légende : Zone urbaine, Végétation haute, Végétation basse et eau, Non labellisé

Figure 4.23 � De la première à la dernière ligne : images d'amplitude TerraSAR-X dé-

bruitées par l'EPLL-FT, la vérité terrain, les résultats de classi�cation et les pourcentages

de pixels correctement classés par rapport aux pixels labellisés dans la vérité terrain.
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sur une image de référence, on observe qu'ils résument bien les structures présentes dans

cette image. Une application à la mise en correspondance de patchs sans bruit dans une

image SAR a été présentée.

Par rapport aux approches basées sur les GMM, plus e�caces en débruitage que des ap-

proches 1-sparse, nous avons montré que les performances en débruitage avec un GMM

appris sur des images SAR étaient légèrement meilleures mais du même ordre que celles

avec un GMM appris sur des images naturelles.

Nous avons également étendu l'algorithme EPLL [Zoran et Weiss (2011)] développé pour

le bruit Gaussien au speckle tout en introduisant une propriété d'invariance par transla-

tion en utilisant l'a priori présenté en section 3.2.2. Les performances de cet algorithme

de réduction de speckle sont du même ordre que les algorithmes de l'état de l'art. On

observe que l'invariance par translation améliore visuellement les résultats, en particulier

au niveau de structures linéaires souvent présentes en milieu urbain.

En�n, malgré la di�culté du problème de classi�cation d'une image SAR en ampli-

tude sans utiliser des informations supplémentaires d'une image satellitaire optique par

exemple, nous avons proposé une méthode supervisée dont les descripteurs sont basés sur

les GMM et qui présentent des résultats satisfaisants. Les descripteurs étant appris hors

ligne, cette méthode est simple et rapide à mettre en ÷uvre une fois que la carte des

modèles Gaussiens de l'image à traiter est calculée.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous résumons les contributions de cette thèse et discutons des

travaux futurs envisagés. Nos contributions se situent à deux niveaux. Premièrement, nous

avons développé de nouveaux modèles munis de propriétés d'invariances pour représenter

la distribution des patchs. Ces modèles sont basés sur l'apprentissage de dictionnaires que

nous traitons en section 5.1, ou de GMM, que nous traitons en section 5.2. Deuxièmement,

nous avons adapté ces modèles au traitement des images SAR. Les applications proposées

sont la réduction de speckle et la classi�cation et les perspectives envisagées sont décrites

en section 5.3.

5.1 Approches parcimonieuses

Suite à une étude expérimentale, nous avons montré que sous des conditions de fort

bruit, si on souhaite minimiser l'écart quadratique moyen entre des données sans bruit

et débruitées avec une approche parcimonieuse, il semblerait que le degré de parcimonie

optimal soit égal à 1. Nous avons donc commencé par élaborer un critère de similarité

invariant par translation et par transformation radiométrique a�ne entre un patch et

un atome de plus grande taille tiré d'un dictionnaire prédé�ni. Ce critère est basé sur la

maximisation d'une corrélation normalisée.

Ensuite, motivés par le GLR-test invariant aux transformations radiométriques a�nes

proposé dans [Deledalle et al. (2013)], nous avons proposé une méthode de calcul de carte

d'erreur d'approximation d'une image par un atome avec invariance par translation et

aux transformations radiométriques a�nes. Nous avons utilisé ces cartes pour élaborer un

algorithme d'apprentissage de dictionnaire 1-sparse [Tabti et al. (2014a)] et de débruitage

d'images SAR. Cependant, bien que le dictionnaire soit proche d'être sémantique, les

résultats de débruitage obtenus ne sont pas à la hauteur des performances des méthodes

actuelles. En e�et, les atomes appris ne parviennent pas à représenter de la texture. Pour

cela il faudrait un dictionnaire de très grande taille, ce que nous souhaitons éviter. Par

ailleurs, l'algorithme que nous avons proposé a�n de résoudre le problème d'optimisation
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associé à l'apprentissage du dictionnaire 1-sparse est assez général pour être réutilisé dans

d'autres problèmes. Par exemple, il pourrait être utilisé a�n d'initialiser des méthodes

d'apprentissage de GMM.

5.2 Approches basées sur les GMM

Ayant constaté l'e�cacité des méthodes de débruitage modélisant la distribution

des patchs par des modèles de mélange de Gaussiennes, nous avons étudié ces modèles

en profondeur pour les exploiter dans plusieurs applications. Par exemple, nous avons

proposé un a priori exprimé sur des patchs et basé sur des GMM muni d'une propriété

d'invariance par translation. Utilisé dans l'EPLL [Zoran et Weiss (2011)], il améliore vi-

suellement la qualité du débruitage, en particulier des structures linéaires dans une image.

Nous avons également proposé une manière de modéliser un GMM muni d'invariance

aux transformations radiométriques a�nes. Ensuite, nous avons développé une procédure

d'apprentissage et de débruitage d'une version simpli�ée d'un GMM muni de cette in-

variance : le GMM aligné (aGMM). Les performances en débruitage de l'aGMM étant

encourageantes, nous avons récemment développé un GMM invariant radiométriquement

qui présente des performances en débruitage encore meilleures que l'aGMM. Les premiers

résultats sont présentés en �gure 5.2. De plus, il permet d'atteindre l'un des principaux

objectifs du développement de modèles avec des propriétés d'invariances. En e�et, en

consultant le tableau 5.1, le PSNR atteint avec un GMM classique composé de 200 mo-

dèles est atteint avec un GMM invariant composé d'une centaine de modèles. On peut

donc apprendre des GMM de taille deux fois plus petite qu'un GMM classique. Nous

envisageons plusieurs perspectives :

� Tout d'abord, nous allons fusionner l'EPLL avec un a priori invariant par translation

à l'EPLL invariant aux transformations radiométriques a�nes (iEPLL).

� Une fois qu'on aura appris un GMM avec invariance radiométrique a�ne sur des

images couleurs, nous envisageons d'évaluer son apport dans une application au

débruitage d'images à grande gamme dynamique, ou HDR (High Dynamic Range)

en anglais. Un exemple de ce type d'image est présenté en �gure 5.1. Un GMM

classique appris sur des images naturelles ne peut être utilisé pour débruiter une

image HDR à cause de sa gamme dynamique trop grande.

5.3 Futures applications aux images SAR

Plusieurs perspectives concernant les applications aux images SAR sont à étudier.

Nous avons vu en section 4.2.2 le résultat d'une application directe de l'apprentissage

d'un épitome avec une méthode de référence sur une image SAR. Améliorer le résultat

obtenu grâce à une méthode d'apprentissage d'épitomes adaptée aux images SAR



5.3. FUTURES APPLICATIONS AUX IMAGES SAR 115

Figure 5.1 � Exemple d'image HDR. Ce type d'image ne peut être a�ché que sur des

écrans adaptés. Pour les visualiser on applique une opération dite de tone-mapping (mise

en correspondance de la palette de couleur d'une image HDR avec une palette de couleur

adaptée aux écrans classiques).

Taille des GMM 1 2 4 8 16 32 64 128 200

Barbara, σ = 20 EPLL 25.53 27.80 28.30 28.85 29.64 29.90 30.34 30.67 30.68

aEPLL 25.52 27.78 28.28 28.98 29.44 29.81 30.46 30.93 31.04

iEPLL 27.22 27.42 28.23 28.69 30.02 30.33 30.78 31.11 31.2

Barbara σ = 30 EPLL 23.57 25.60 25.958 26.48 27.49 27.62 28.06 28.36 28.34

aEPLL 23.56 25.59 25.953 26.58 27.10 27.60 28.19 28.61 28.80

iEPLL 24.78 24.90 25.37 26.01 27.39 27.81 28.42 28.74 28.92

Table 5.1 � Tableau de PSNR comparant des débruitages de l'image de Barbara avec

di�érents niveaux de bruit par l'EPLL classique, avec alignement (aEPLL) et avec in-

variance aux transformations radiométriques a�nes (iEPLL). Les GMM sont appris sur

une même base de patchs (avec et sans invariances) et sont de di�érentes tailles.
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Figure 5.2 � De gauche à droite et de haut en bas : image bruitée (σ = 20), images

débruitées avec l'EPLL classique, l'aEPLL et l'iEPLL. La taille des GMM utilisée est de

200 modèles.
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serait une piste de recherche intéressante, ces derniers étant invariants par translation

et capables d'encoder les structures et les textures des patchs extraits d'images naturelles.

Nous avons adapté l'algorithme EPLL [Zoran et Weiss (2011)] basé sur un GMM appris

hors ligne sur une base de patchs au traitement des images SAR et introduit une propriété

d'invariance par translation à l'aide de l'a priori mentionné plus haut dans [Tabti et al.

(2014b)]. Les performances de cette méthode sont équivalentes aux méthodes état de l'art

telle que celle décrite dans [Deledalle et al. (2015)]. Plusieurs perspectives sont envisagées

pour cette approche :

� Par exemple, on pourrait étudier le potentiel d'un �ltrage d'image SAR guidé par

des données optiques.

� En ce qui concerne l'apprentissage d'un GMM invariant aux transformations radio-

métriques a�nes sur des images SAR, les premiers résultats de réduction de speckle

obtenus avec l'iEPLL muni d'une une attache aux données Fisher-Tippett sont du

même ordre que les méthodes état de l'art. Une autre perspective de ce travail est

de développer l'iEPLL sur des images SAR multi-canal.

Une application à la classi�cation supervisée des images SAR avec un descripteur

basé sur des GMM a été proposée dans [Tabti et al. (2015)]. Il s'agit d'une méthode

simple et rapide fournissant des résultats encourageants. Des améliorations peuvent

lui être apportées telle que l'utilisation de méthodes d'apprentissage statistique plus

sophistiquées. On pourrait également étudier la complémentarité du descripteur basé

sur des GMM avec d'autres descripteurs proposés dans la littérature. Deux autres axes

de recherche sont d'étudier la possibilité d'une approche multi-résolution et de la fusion

d'information apportées par di�érents types de capteurs. En�n, il serait également

intéressant de comparer des cartes de modèles Gaussiens d'images SAR d'une même zone

acquises à di�érentes dates a�n d'étudier le potentiel des GMM dans une application à

la détection de changements [Dellinger et al. (2014)], [Prendes et al. (2015)].
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Annexe A

Base d'apprentissage de l'aGMM

Images de la base d'apprentissage du GMM aligne présenté en section 3.3.3.
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Annexe B

Base d'images de l'algorithme de

classi�cation

Nous présentons dans cette annexe dans chacune des pages suivante, en première

ligne, les images SAR 1-vue, en deuxième ligne, les images débruitées par l'EPLL-FT et

en troisième ligne, les cartes de modèles Gaussiens associés. Ces images constituent la

base d'apprentissage et de test de la procédure de classi�cation présentée en section 4.5.2.
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Images de Toulouse : taille 409× 409. Images acquises par l'ONERA (aéroportées

1m× 1m).
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Images de Marseille : taille : 2001×2001. Images TerraSAR-X, résolution : 1m×1m.

L'image de gauche fait partie de la base de tests.
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Image de tests, Lambesc (à gauche) et Toulouse (à droite) : tailles : 2048×2048

et 1872× 1872 resp. Images TerraSAR-X, résolution : 1m× 1m.
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Images de Paris : tailles : 2001× 2001 et 1800× 1800. Images TerraSAR-X en mode

spotlight 1m× 1m du DLR (projets : MTH0232, LAN 2708 et LAN1746).
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Modélisation des images par patchs pour leur restauration et leur interprétation
Applications à l’imagerie SAR

Sonia TABTI

RESUME : Le traitement des images satéllitaire est un enjeu important dans notre société où l’on a besoin de sur-
veiller la planète pour évaluer la déforestation ou encore réaliser le bilan d’une catastrophe naturelle. Les images radar
sont utiles pour cela car elles sont obtenues par un système actif et donc indépendamment de l’éclairement solaire et
du couvert nuageux. Ce système d’acquisition entraîne le phénomène de speckle modélisé par un bruit multiplicatif.
C’est donc un véritable défi d’adapter à ces données les outils de traitements classiques souvent développés pour du
bruit additif.

Nous nous sommes intéressés dans cette thèse à des approches utilisant une décomposition de l’image en patchs
(petites imagettes d’une dizaine de pixels de côté). Le premier type d’approche est basé sur l’apprentissage de diction-
naires. Un dictionnaire est un ensemble de patchs, appelés atomes, représentant les structures de base d’une image,
par exemple des contours et des textures. Chaque patch d’une image peut être représenté par une combinaison linéaire
de peu d’atomes du dictionnaire et une fois tous les patchs recombinés, ils constituent une approximation de l’image
d’intérêt. Nous nous sommes également intéressés à un second type d’approche modélisant la distribution des patchs
des images par des modèles de mélange de gaussiennes ou Gaussian Mixture Models (GMM) en anglais.

La problématique au coeur de cette thèse porte sur la modélisation de la distribution des patchs avec des propriétés
d’invariance. Pour cela, nous avons proposé plusieurs manières d’introduire l’invariance par translation et l’invariance
aux transformations radiométriques affines dans l’apprentissage de dictionnaires et dans l’apprentissage de GMM. Nous
avons également appliqué les méthodes proposées au débruitage d’images naturelles et à la réduction de speckle dans
les images radar. La méthode de restauration proposée basée sur les GMM présente des performances du même ordre
que les méthodes état de l’art. Enfin, une procédure de classification supervisée d’images radar basée sur les GMM a
été élaborée et montre leur potentiel à bien représenter la distribution des patchs des images radar.

MOTS-CLEFS : images radar, réduction de speckle, débruitage, classification, approches par patchs, apprentissage
de dictionnaires, modèles de mélange de gaussiennes, propriétés d’invariance.

ABSTRACT : Satellite image processing is an important issue in our society because of the need to monitor the pla-
net, for example, to evaluate the effects of a natural disaster. SAR (Synthetic Aperture Radar) images are useful for this
purpose because they can be acquired day and night and through clouds since they are the result of a backscaterred
echo from earth’s surface. This acquisition system produces the speckle phenomenon modeled by a
multiplicative noise wich makes it diffucult to adapt traditional image processing methods often
developed to reduce additive noise.

In this thesis, we focused on approaches based on patches which are small windows extracted from
images. The first type of appraoch used is dictionary-based. A dictionary is a set of patches named
atoms representing the basic textures and structures observed in images such as edges or targets. Each
patch of an image can be approximated by a linear combination of few atoms. Once the approximated
patches are combined, we obtain an approximation of the image. The second type of approach used is
based on Gaussian Mixture Models (GMM) that model the distribution of patches efficiently.

The main problem adressed in this thesis is how to model the distribution of the patches with invariance
properties ? To this end, we propose several methods in order to learn dictionaries and GMMs with
shift-invariance and affine radiometric transform invariance properties. We applied these methods in
denoising and despeckling tasks and the GMM based method provided similar results as state of the
art methods. Finally, we proposed a supervised SAR image classification algorithm based on GMM which
shows their potential in modeling the distribution of patches extracted from SAR images.

KEY-WORDS : radar images, speckle reduction, denoising, classification, patch-based approaches,
dictionnary learning, gaussian mixture models, invariance properties.
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