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❝♦♥"❡♥✉❡ ❞❛♥+ ❧❡+ ♣♦#♦+✐"0+ +♦♥" ♣#✐+ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ♣❛# ❧✬✐♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❞0♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥"#❡ ❧❡ "❛✉① ❞❡ +❛"✉#❛"✐♦♥ ❡♥ ❡❛✉ ❡" ❧❛ ❞0❢♦#♠❛"✐♦♥ ✐♥0❧❛+"✐5✉❡✳

▲❛ ♣#♦❝0❞✉#❡ ❞✬✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ❞❡+ ♣❛#❛♠*"#❡+ ❞✉ ♠♦❞*❧❡ ❡+" ♣#0+❡♥"0❡✳ ❊♥✜♥✱

❧❡ ♠♦❞*❧❡ ❡+" ✈❛❧✐❞0 ❡♥ #❡♣#♦❞✉✐+❛♥" ❧❡ ❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥" 5✉❛+✐✲+"❛"✐5✉❡ ❞✉ ❜0"♦♥

❧♦#+ ❞❡ ❞✐✛0#❡♥"+ ❡++❛✐+✳

▲❛ ❞❡✉①✐*♠❡ ♣❛#"✐❡ ❞❡ ❝❡ "#❛✈❛✐❧ ❡+" ❝♦♥+❛❝#0❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦#"❡♠❡♥" ❞②♥❛✲

♠✐5✉❡ ❞✉ ❜0"♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝"✐❢ ❡+" ❞✬0"❡♥❞#❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛"✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞*❧❡ ❡♥ +✐♠✉✲

❧❛♥" ❞❡+ ❡++❛✐+ ❞✬✐♠♣❛❝"+✳ ▲❡+ ❡✛❡"+ ❞❡ ✈✐"❡++❡ +♦♥" ♣#✐+ ❡♥ ❝♦♠♣"❡+ ❡" ❞❡+

+✐♠✉❧❛"✐♦♥+ ❞✬✐♠♣❛❝" +✉# ❞❡+ ❞❛❧❧❡+ ❡♥ ❜0"♦♥ ❞❡ ❞✐✛0#❡♥"❡+ 0♣❛✐++❡✉#+ +♦♥"

❡✛❡❝"✉0❡+✳ ▲❡+ #0+✉❧"❛"+ ♦❜"❡♥✉+ +♦♥" ❡♥ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦#❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡+ #0+✉❧"❛"+

❡①♣0#✐♠❡♥"❛✉①✳

▼♦"# ❝❧&# ✿ ▼!"❤♦❞❡ ❞❡' ➱❧!♠❡♥"' ❉✐'❝/❡"'✱ ❜!"♦♥✱ ❝♦♠♣❛❝"✐♦♥✱ ❡✛❡" ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ♣♦/♦'✐"!✱

✐♠♣❛❝"✱ ❞②♥❛♠✐8✉❡✱ ❡✛❡" ❞❡ ✈✐"❡''❡✳

✐



✐✐ ❘!"✉♠!



❆❜"#$❛❝#

❚❤✐# $❤❡#✐# ❝♦♥❝❡)♥# $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❝)❡$❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝)❡$❡ #$)✉❝$✉)❡#

#✉❜❥❡❝$❡❞ $♦ #$)❡##❡# )❛♥❣✐♥❣ ❢)♦♠ 3✉❛#✐✲#$❛$✐❝ $♦ ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✱ $❛❦✐♥❣

✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ♣)❡#❡♥❝❡ ♦❢ ❢)❡❡ ✇❛$❡) ✐♥ ♣♦)❡#✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✐# $❤❡ ❞❡✈❡✲

❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ♣)❡❞✐❝$✐✈❡ #✐♠✉❧❛$✐♦♥ $♦♦❧ ❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡#❝)✐❜✐♥❣ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢

❝♦♥❝)❡$❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝)❡$❡ #$)✉❝$✉)❡#✱ $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❡✛❡❝$# ♦❢ #❛$✉)❛✲

$✐♦♥ )❛$✐♦✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐#❝)❡$❡ ❡❧❡♠❡♥$# ❢♦) ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐# ❥✉#$✐✜❡❞ ❜② $❤❡

❞✐#❝♦♥$✐♥✉♦✉# ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ $❤❛$ ❛♣♣❡❛) ✐♥ $❤❡ ❝♦♥❝)❡$❡✱ #✉❝❤ ❛# ❝)❛❝❦✐♥❣✱ ❢)❛❣✲

♠❡♥$❛$✐♦♥✱ #♣❛❧❧✐♥❣ ❛♥❞ #❝❛❜❜✐♥❣✳ ❉✐#❝)❡$❡ ❊❧❡♠❡♥$# ❝❛♥ )❡♣)♦❞✉❝❡ )❡❧✐❛❜❧②

❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥$❧② $❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐#❝♦♥$✐♥✉♦✉# ❜❡❤❛✈✐♦) ❛♥❞ $❤❡ ♦✈❡)❛❧❧ )❡#♣♦♥#❡ ♦❢

$❤❡ #$)✉❝$✉)❡✳

❚❤❡ ✜)#$ ♣❛)$ ♦❢ $❤✐# ✇♦)❦ ❝♦♥❝❡)♥# $❤❡ #✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ 3✉❛#✐✲#$❛$✐❝ $❡#$#

✉♥❞❡) ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥✜♥❡❞ $)✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣#✱ $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡

❝♦♠♣❛❝$✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝$# ♦❢ $❤❡ ❢)❡❡ ✇❛$❡) ❝♦♥$❛✐♥❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣♦)❡#

❛)❡ $❛❦❡♥ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ ❜② ✐♥$)♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✇❛$❡) #❛$✉✲

)❛$✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ $❤❡ ✐♥❡❧❛#$✐❝ ❞❡❢♦)♠❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ♣)♦❝❡## ♦❢ $❤❡

♠♦❞❡❧ ♣❛)❛♠❡$❡)# ✐# ♣)❡#❡♥$❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐# ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ❜② )❡♣)♦❞✉✲

❝✐♥❣ $❤❡ 3✉❛#✐✲#$❛$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ ❝♦♥❝)❡$❡ ✐♥ ❞✐✛❡)❡♥$ $❡#$#✳

❚❤❡ #❡❝♦♥❞ ♣❛)$ ♦❢ $❤✐# ✇♦)❦ ❝♦♥❝❡)♥# $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ ❝♦♥❝)❡$❡✳

❚❤❡ ❛✐♠ ✐# $♦ ❡①$❡♥❞ $❤❡ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② #✐♠✉❧❛$✐♥❣ ✐♠♣❛❝$ $❡#$#

♦♥ ❝♦♥❝)❡$❡ #❧❛❜# ♦❢ ❞✐✛❡)❡♥$ $❤✐❝❦♥❡##✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝$# ❛)❡ $❛❦❡♥ ✐♥$♦

❛❝❝♦✉♥$ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝$ #✐♠✉❧❛$✐♦♥# ♦♥ ❝♦♥❝)❡$❡ #❧❛❜# ♦❢ ❞✐✛❡)❡♥$ $❤✐❝❦♥❡## ❛)❡

♠❛❞❡✳ ❚❤❡ )❡#✉❧$# ❛)❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣)❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡)✐♠❡♥$❛❧ )❡#✉❧$#✳

❑❡②✇♦%❞' ✿ ❉✐"❝$❡&❡ ❊❧❡♠❡♥& ▼❡&❤♦❞✱ ❈♦♥❝$❡&❡✱ ❈♦♠♣❛❝&✐♦♥✱ ❙❛&✉$❛&✐♦♥✱ ❋$❡❡ ❲❛&❡$

❊✛❡❝&"✱ 8♦$♦"✐&②✱ ■♠♣❛❝&✱ ❙&$❛✐♥ ❘❛&❡

✐✐✐



✐✈ ❆❜"#$❛❝#



❙②♠❜♦❧❡' ❡( ❝♦♥✈❡♥(✐♦♥'

❆❜"#✈✐❛'✐♦♥*

❘✸✵❆✼ ❇&'♦♥ ❞❡ ,&❢&,❡♥❝❡ ✭fc28 = 30MPa✱ ❛✛❛✐44❡♠❡♥' 7cm✮

❇❍8 ❇&'♦♥ ❍❛✉'❡ 8❡,❢♦,♠❛♥❝❡

❇❆❊ ❇&'♦♥ ; ❆✐, ❊♥',❛<♥&

❈❙ ❊44❛✐ ❞❡ ❝♦♠♣,❡44✐♦♥ 4✐♠♣❧❡

❚❘ ❊44❛✐ ❞❡ ',❛❝'✐♦♥

❍❨❉✻✵✵ ❊44❛✐ ❤②❞,♦4'❛'✐G✉❡ ❥✉4G✉✬; ✻✵✵▼8❛ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥'

❚❘❳✻✵✵ ❊44❛✐ ',✐❛①✐❛❧ ; ✻✵✵▼8❛ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥'

❖❊❉❖ ❊44❛✐ ❖❡♦❞♦♠&',✐G✉❡

❉❊▼ ▼&'❤♦❞❡ ❞❡4 &❧&♠❡♥' ❞✐4❝,❡'

❊❉ ❊❧&♠❡♥' ❞✐4❝,❡'

Sr ❉❡❣,& ❞❡ 4❛'✉,❛'✐♦♥ ✭✪✮

✈



✈✐ ❙②♠❜♦❧❡' ❡( ❝♦♥✈❡♥(✐♦♥'

◆♦"❛"✐♦♥& ❣(♥()❛❧❡&

❊ ▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✭▼-❛✮

● ▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐2❛✐❧❧❡♠❡♥4 ✭▼-❛✮

σn, σs ❈♦♥46❛✐♥4❡ ♥♦6♠❛❧❡✱ ❈♦♥46❛✐♥4❡ ❞❡ ❝✐2❛✐❧❧❡♠❡♥4 ✭▼-❛✮

σx, σt ❈♦♥46❛✐♥4❡ ❛①✐❛❧❡✱ ❈♦♥46❛✐♥4❡ ♦64❤♦6❛❞✐❛❧❡ ✭▼-❛✮

σm ❈♦♥46❛✐♥4❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭▼-❛✮

p -6❡22✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥4 ✭▼-❛✮

q ❉=✈✐❛4❡✉6 ❞❡2 ❝♦♥46❛✐♥4❡2 ✭▼-❛✮

ν ❈♦❡✣❝✐❡♥4 ❞❡ -♦✐22♦♥

Φ ❆♥❣❧❡ ❞❡ ❢6♦44❡♠❡♥4 ✭❘❛❞✐❛♥2✮

ϕ -♦6♦2✐4=

Fn, Fs ❋♦6❝❡ ♥♦6♠❛❧❡✱ ❋♦6❝❡ ❡♥ ❝✐2❛✐❧❧❡♠❡♥4 ✭◆✮

Un, Us ❉=♣❧❛❝❡♠❡♥4 ♥♦6♠❛❧✱ ❉=♣❧❛❝❡♠❡♥4 ❡♥ ❝✐2❛✐❧❧❡♠❡♥4 ✭♠✮

εn, εs ❉=❢♦6♠❛4✐♦♥ ♥♦6♠❛❧❡✱ ❉=❢♦6♠❛4✐♦♥ ❞❡ ❝✐2❛✐❧❧❡♠❡♥4 ✭✪✮

εx, εt ❉=❢♦6♠❛4✐♦♥ ❛①✐❛❧❡✱ ❉=❢♦6♠❛4✐♦♥ ♦64❤♦6❛❞✐❛❧❡ ✭✪✮

◆♦"❛"✐♦♥& ♠❛"❤(♠❛"✐.✉❡&

−→• ❱❡❝4❡✉6

|−→• | ◆♦6♠❡ ❞✉ ✈❡❝4❡✉6

−→•

∆t -❛2 ❞❡ 4❡♠♣2

•⊙ ❱❛❧❡✉6 ❛✉ ♣❛2 ❞❡ 4❡♠♣2 ❛❝4✉❡❧

•⊖ ❱❛❧❡✉6 ❛✉ ♣❛2 ❞❡ 4❡♠♣2 ♣6=❝=❞❡♥4

•⊕ ❱❛❧❡✉6 ❛✉ ♣❛2 ❞❡ 4❡♠♣2 2✉✐✈❛♥4

∅ ❊♥2❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡

❈♦♥✈❡♥"✐♦♥& ❡" &✐❣♥❡&

σ ≥ 0 ❊♥ ❝♦♠♣6❡22✐♦♥

ε ≥ 0 ❊♥ ❝♦♠♣6❡22✐♦♥



❚❛❜❧❡ ❞❡& ♠❛(✐*+❡&

❘!"✉♠! ✐

❆❜"()❛❝( ✐✐✐

❙②♠❜♦❧❡" ❡( ❝♦♥✈❡♥(✐♦♥" ✈

■♥()♦❞✉❝(✐♦♥ ❣!♥!)❛❧❡ ✶

✶ ➱(✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣)❛♣❤✐:✉❡ ✼

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷ ▲❡ ❜0$♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
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♥✉❝❧#❛✐+❡'✱ ♦✉ ❧❡' ❜❛++❛❣❡' ❤②❞+❛✉❧✐5✉❡'✳

❆ ❧✬#❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ '$+✉❝$✉+❡✱ ❧❡' ❡①♣#+✐♠❡♥$❛$✐♦♥' '♦♥$ $+:' ❝♦N$❡✉'❡' ❡$

$+:' ❧✐♠✐$#❡' ♣♦✉+ ❞❡' ♣+♦❜❧:♠❡' #✈✐❞❡♥$' ❞❡ $❛✐❧❧❡✳ ❈✬❡'$ ♣❛+$✐❝✉❧✐:+❡♠❡♥$ ❧❡

❝❛' ♣♦✉+ ❞❡' ❡♥❝❡✐♥$❡' ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥$ ♥✉❝❧#❛✐+❡' ❛②❛♥$ ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' ❞❡

5✉❡❧5✉❡' ❞✐③❛✐♥❡' ❞❡ ♠:$+❡' ❡$ ✉♥❡ #♣❛✐''❡✉+ ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞✉ ♠:$+❡✳ ▲❡ +❡❝♦✉+'

B ❧❛ ♠♦❞#❧✐'❛$✐♦♥ ♥✉♠#+✐5✉❡ ❛♣♣❛+❛Q$ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♥#❝❡''✐$# ♣♦✉+ ♣+#❞✐+❡ ❧❡

❝♦♠♣♦+$❡♠❡♥$ ❞❡ ❝❡' ♦✉✈+❛❣❡' ♣♦✉+ ❧❡' ❞✐✛#+❡♥$' $②♣❡' ❞❡ +✐'5✉❡' ❛✉①5✉❡❧'

✶
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✐❧# #♦♥& ❡①♣♦#*#✳

❆✐♥#✐✱ ❧✬❛♠❜✐&✐♦♥ ❞❡ ❝❡ &4❛✈❛✐❧ ❞❡ &❤7#❡ ❡#& ❞❡ ♣4♦♣♦#❡4 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞7❧❡

❞❡ ❝♦♠♣♦4&❡♠❡♥& ❞✉ ❜*&♦♥✱ 4♦❜✉#&❡ ❡& ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ 4❡♣4♦❞✉✐4❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦4&❡✲

♠❡♥& ❞✉ ❜*&♦♥ #♦✉# ✉♥❡ ❧❛4❣❡ ❣❛♠♠❡# ❞❡ #♦❧❧✐❝✐&❛&✐♦♥# ❡♥ &❡♥❛♥& ❝♦♠♣&❡

❞❡# ❡✛❡&# ❞✉ &❛✉① ❞✬❤✉♠✐❞✐&* ✐♥&❡4♥❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣4*❞✐4❡ ❧❛ 4*♣♦♥#❡ ❞❡ ❞❛❧❧❡# ❞❡

❜*&♦♥ #♦✉♠✐#❡# = ✉♥ ✐♠♣❛❝&✳ ❈❡ &4❛✈❛✐❧ ❡#& ♦4❣❛♥✐#* ❡♥ ?✉❛&4❡ ❝❤❛♣✐&4❡#✳

@♦✉4 ♠♦❞*❧✐#❡4 ❧❡ ❝♦♠♣♦4&❡♠❡♥& ❞✉ ❜*&♦♥✱ ✐❧ ❡#& ♥*❝❡##❛✐4❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♣4❡♥❞4❡ ❧❡# ❞✐✛*4❡♥&# ♠*❝❛♥✐#♠❡# ❡& ♣❤*♥♦♠7♥❡# ♠✐# ❡♥ ❥❡✉ ❛✜♥ ❞❡ ❝❤♦✐#✐4

✉♥❡ ❛♣♣4♦❝❤❡ ❛❞❛♣&*❡✳ ▲❡ ♣4❡♠✐❡4 ❝❤❛♣✐&4❡ ❡#& ✉♥❡ *&✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣4❛♣❤✐?✉❡#✱

❞❛♥# ❧❛?✉❡❧❧❡ ♦♥ #✬❛&&❛❝❤❡ = ❝❛4❛❝&*4✐#❡4 ❧❡ ❝♦♠♣♦4&❡♠❡♥& ❞✉ ❜*&♦♥ ❡♥ ?✉❛#✐✲

#&❛&✐?✉❡✱ ❧❡ ♣❤*♥♦♠7♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝&✐♦♥✱ ❧✬❡✛❡& ❞✉ &❛✉① ❞❡ #❛&✉4❛&✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦4&❡♠❡♥& ❞②♥❛♠✐?✉❡✱ ❧❡# ❡✛❡&# ❞❡ ✈✐&❡##❡ ❡& ❧❛ ♣❤*♥♦♠*♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡# ✐♠♣❛❝&#

#✉4 ❧❡ ❜*&♦♥✳ @✉✐#✱ ♥♦✉# ♣❛##♦♥# ❡♥ 4❡✈✉❡ ❧❡# ♠*&❤♦❞❡# ♥✉♠*4✐?✉❡# ❡①✐#&❛♥&❡#

♣♦✉4 ♠♦❞*❧✐#❡4 ❝❡# ♣4♦❜❧7♠❡#✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉# ❝♦♥❝❧✉♦♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐&4❡ ❡♥ ❥✉#&✐✜❛♥&

❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠*&❤♦❞❡# ❞❡# ➱❧*♠❡♥&# ❉✐#❝4❡&#✳ ▲❡# ➱❧*♠❡♥&# ❉✐#❝4❡&#✱ ❜✐❡♥

?✉❡ 4*❝❡♥&#✱ #♦♥& ❢4*?✉❡♠♠❡♥& ❡♠♣❧♦②*# ♣♦✉4 4❡♣4*#❡♥&❡4 ❧❡# ♠❛&*4✐❛✉① ❣4❛✲

♥✉❧❛✐4❡# ❡& ❝♦♠♠❡♥❝❡♥& = H&4❡ ❛##❡③ ✉&✐❧✐#*# ♣♦✉4 ❧❡# ♠❛&*4✐❛✉① ❝♦❤*#✐❢# &❡❧#

?✉❡ ❧❡ ❜*&♦♥✳ ■❧ ♦♥& ❧✬❛✈❛♥&❛❣❡ ❞❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥& 4❡♣4*#❡♥&❡4 ❧❡# ❞✐#❝♦♥&✐♥✉✐&*# ❞❡

♣❛4 ❧❡✉4 ♥❛&✉4❡ ❞✐#❝♦♥&✐♥✉❡✳

▲❡ #❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐&4❡✱ ✐♥&✐&✉❧* ✧●*♥*4❛❧✐&*# #✉4 ❧❛ ♠*&❤♦❞❡ ❞❡# *❧*♠❡♥&#

❞✐#❝4❡&#✧✱ ❡#& ❝♦♥#❛❝4* = ❧❛ ♠*&❤♦❞❡ ❞❡# ➱❧*♠❡♥&# ❉✐#❝4❡&#✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐&4❡

♦♥ ❛❜♦4❞❡ ❧❡# ♠*&❤♦❞❡# ❞❡ ❞✐#❝4*&✐#❛&✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❛ ❢♦4♠✉❧❛&✐♦♥ ❞❡#

♣4♦❜❧7♠❡#✱ ❛✐♥#✐ ?✉❡ ❞✐✛*4❡♥&❡# ♥♦&✐♦♥# &❡❧❧❡# ?✉❡ ❧❛ ❢♦4♠❡ ❞❡# *❧*♠❡♥&#✱ ❧❛

❝♦❤*#✐♦♥ ❡& ❧❛ ❢4❛❝&✉4❛&✐♦♥✱ ❧❛ ❞*&❡❝&✐♦♥ ❞❡# ❝♦❧❧✐#✐♦♥✱ ❧❛ ❝4*❛&✐♦♥ ❞❡# ✐♥&❡4❛❝✲
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Chapitre 1

➱!✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣*❛♣❤✐.✉❡

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

▲❡ "❡❝♦✉"& ' ❞❡& &✐♠✉❧❛-✐♦♥& ♥✉♠/"✐0✉❡& &✬❛✈3"❡ ❧❡ ♣❧✉& &♦✉✈❡♥- ♥/❝❡&&❛✐"❡

❧♦"&0✉✬✐❧ &✬❛❣✐- ❞❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❡" ❞❡& ♦✉✈"❛❣❡&✳ ❊✛❡❝-✉❡" ❞❡& ❡①♣/"✐♠❡♥-❛-✐♦♥&

' ❝❡--❡ /❝❤❡❧❧❡ ♣"/&❡♥-❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧-/& ❡♥ -❡"♠❡ ❞❡ ♣"♦❝/❞✉"❡& ❡- ❞❡

❝♦=-✳

❉❡ ♥♦♠❜"❡✉&❡& ♠/-❤♦❞❡& ♥✉♠/"✐0✉❡& ♦♥- /-/ ❞/✈❡❧♦♣♣/❡& ♣♦✉" ♣"/❞✐"❡

❧❡ ❝♦♠♣♦"-❡♠❡♥- ❞❡& ♦✉✈"❛❣❡& &♦✉& ❞✐✈❡"&❡& &♦❧❧✐❝✐-❛-✐♦♥&✳ ▲✬♦❜❥❡❝-✐❢ ❞❡ ❝❡

-"❛✈❛✐❧ ❡&- ❞❡ ❞/✈❡❧♦♣♣❡" ✉♥ ♠♦❞3❧❡ ♣❡"♠❡--❛♥- ❞✬/✈❛❧✉❡" ❧❛ "/&✐&-❛♥❝❡ ❞✬✉♥

♦✉✈"❛❣❡ ❡♥ ❜/-♦♥ ' ✉♥ ✐♠♣❛❝- -♦✉- ❡♥ ♣"❡♥❛♥- ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞❡❣"/

❞❡ &❛-✉"❛-✐♦♥ ❞✉ ❜/-♦♥ 0✉✐ ❧❡ ❝♦♥&-✐-✉❡✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣"❡♥❞"❡ ❧❡& ♣❤/♥♦♠3♥❡& ♠✐& ❡♥ ❥❡✉ ❡- ♣♦✉✈♦✐" ❧❡& ♠♦❞/❧✐&❡"✱

✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥- ❞❡ ❝♦♥♥❛E-"❡ ❧❡& ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡& ❝❛"❛❝-/"✐&-✐0✉❡& ❞✉ ♠❛-/"✐❛✉ ❜/-♦♥

❡- ❝❤♦✐&✐" ❧✬/❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞/❧✐&❛-✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉& ❛❞❛♣-/❡ ' ❧✬/-✉❞❡✳ ❉❛♥& ❝❡--❡
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'②♣❡ ❞❡ ♣♦/♦)✐', ❞❛♥) ❧❡ ❜,'♦♥ '❡❧ 8✉❡ ❞,♠♦♥'/, ♣❛/ ❩✐♥❣❣ ❡' ❛❧✳ ❬✽✷❪✳ ❊♥

❡✛❡'✱ ❧❛ ♣♦/♦)✐', ❝❛♣✐❧❧❛✐/❡ ❡)' ❢❡/♠, ❡♥ ♣/❡♠✐❡/✱ )✉✐✈✐❡ ♣❛/ ❧❛ ♣♦/♦)✐', ♦❝❝❧✉)❡

✭'❛✐❧❧❡ ❞❡) ♣♦/♦)✐',) ♣❧✉) ❣/❛♥❞❡) ❡' ❢♦/♠❡) ♣❧✉) /,❣✉❧✐Y/❡)✱ ❞♦♥❝ ♣❧✉) ❞✐✣❝✐❧❡

: ❝♦♠♣❛❝'❡/✮✳ ❈❡❝✐ ❛ ,❣❛❧❡♠❡♥' ,', ❞,♠♦♥'/, ❞❛♥) ❧✬❛♥❛❧②)❡ '♦♠♦❣/❛♣❤✐8✉❡

♣❛/ /❛②♦♥) ❳ ❡✛❡❝'✉, ♣❛/ M♦✐♥❛/❞ ❡' ❛❧✳ ❬✺✹❪✳













ε̇

10−1 s−1 1 s−1

101 s−1

ε̇



✷✹ ➱!✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣*❛♣❤✐.✉❡

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✼ ✕ ❊''❛✐ ❞❡ ,-❛❝,✐♦♥ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛-❣❡ ❡①♣❧♦'✐✈❡ ❬✹✷❪

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✽ ✕ ❊''❛✐ ❛✉① ❜❛--❡' ❞✬❍♦♣❦✐♥'♦♥ ❡♥ ,-❛❝,✐♦♥ ✭❞✐♠❡♥'✐♦♥' ❡♥ ♠♠✮

❬✻✺❪

❊♥ ,-❛❝,✐♦♥✱ ▲✬❛❞❛♣,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡''❛✐ ❛✉① ❜❛--❡' ❞❡ ❍♦♣❦✐♥'♦♥ ♣❡-♠❡,

❞✬❛,,❡✐♥❞-❡ ❞❡' ,❛✉① ❞❡ ❞H❢♦-♠❛,✐♦♥ ε̇ H❧❡✈H'✳ ▲❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥'✐',❡ J ❛♣♣❧✐3✉❡-

✉♥❡ ✐♠♣✉❧'✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣-❡''✐♦♥ '✉- ✉♥❡ ❞❡' ❢❛❝❡' ❞❡ ❧✬H❝❤❛♥,✐❧❧♦♥✱ ❝❡,,❡ ♦♥❞❡✱

❡♥ '❡ -H✢H❝❤✐''❛♥, '✉- ❧❛ ❢❛❝❡ ❧✐❜-❡ '❡ ,-❛♥'❢♦-♠❡ ❡♥ ♦♥❞❡ ❞❡ ,-❛❝,✐♦♥ ❡,

❡♥❣❡♥❞-❡ ❧✬H❝❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬H❝❤❛♥,✐❧❧♦♥✳ ▲✬✐♠♣✉❧'✐♦♥ ❡', ❣H♥H-H❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛-❣❡

❡①♣❧♦'✐✈❡ ❬✹✷❪ ✭❋✐❣✉-❡ ✶✳✶✼✮✱ ♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡' ♣-♦❥❡❝,✐❧❡' ❡♥ ❛❝✐❡- ❬✹✾❪ ♣❡-♠❡,,❛♥,

❞✬❛,,❡✐♥❞-❡ ❞❡' ,❛✉① ❞❡ ❞H❢♦-♠❛,✐♦♥ ❛❧❧❛♥, ❥✉'3✉✬J 25 s−1
✳

▲✬❡''❛✐ ❛✉① ❜❛--❡' ❞❡ ❍♦♣❦✐♥'♦♥ ♠♦❞✐✜H ✭▼❙❍❇ ✿ ▼♦❞✐✜❡❞ ❙♣❧✐, ❍♦♣✲

❦✐♥'♦♥ ❇❛-'✮ ✭❋✐❣✉-❡ ✶✳✶✽✮✱ ❝♦♥'✐',❡ J ❝❤❛-❣❡- ❧✬H❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❞❛♥' ✉♥ H,❛, ❞❡

❝♦♥,-❛✐♥,❡ 3✉❛'✐✲✉♥✐✲❛①✐❛❧✳ ❯♥❡ ❡①,-H♠✐,H ❞❡ ❧✬H❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❡', ❡♥ ❝♦♥,❛❝, ❛✈❡❝

❧❛ ❜❛--❡ ❞✬❡♥,-H❡ ,❛♥❞✐' 3✉❡ ❧✬❛✉,-❡ ❡①,-H♠✐,H ❡', ❧✐❜-❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡,,❡ ,❡❝❤♥✐3✉❡✱

❧❡' ,❛✉① ❞❡ ❞H❢♦-♠❛,✐♦♥ '♦♥, ❞❡ ❧✬♦-❞-❡ ❞❡ 20 s−1
J 200 s−1

'♦♥, ❛,,❡✐♥,' ❬✻✺❪



✶✳✷✳ ▲❡ ❜&'♦♥ ✷✺

◗✉❡ ❝❡ &♦✐) ❡♥ )+❛❝)✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❝♦♠♣+❡&&✐♦♥✱ ❧❡& +1&✉❧)❛)& ❡①♣1+✐♠❡♥)❛✉①

♠♦♥)+❡♥) 3✉❡ ❧❛ +1&✐&)❛♥❝❡ ❞✉ ❜1)♦♥ ❛✉❣♠❡♥)❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐)❡&&❡ ❞❡ ❞1❢♦+♠❛✲

)✐♦♥ ε̇✳ ◆1❛♥♠♦✐♥&✱ ❝❡) ❛❝❝+♦✐&&❡♠❡♥) +❡&)❡ ♣❧✉& ✐♠♣♦+)❛♥) ❡♥ )+❛❝)✐♦♥✳ ▲❛

+1&✐&)❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❡♥ )+❛❝)✐♦♥ ❡&) ✺ > ✼ ❢♦✐& ♣❧✉& ✐♠♣♦+)❛♥)❡ ❡♥ )+❛❝)✐♦♥

✭❋✐❣✉+❡ ✶✳✶✾✮ ❬✹✼❪✱ ❬✹✻❪✱ )❛♥❞✐& 3✉❡ ❧❛ +1&✐&)❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐3✉❡ > ❧❛ ❝♦♠♣+❡&✲

&✐♦♥ ♣❡✉) ❞♦✉❜❧❡+ ✭❋✐❣✉+❡ ✶✳✷✵✮✳ ■❧ ❡&) ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❝♦✉+❛♠♠❡♥) ❛❞♠✐& 3✉❡

❝❡))❡ ❛♣♣❛+❡♥)❡ ❛✉❣♠❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +1&✐&)❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡&&✐♦♥ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❡&)

❞✉❡ > ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐&❡ ✐♥)❡+♣+1)❛)✐♦♥ ❞❡& +1&✉❧)❛)& ❞❡ ❧✬❡&&❛✐✱ ❡♥ ❡✛❡)✱ ❞✉& ❛✉①

❡✛❡)& ✐♥❡+)✐❡❧&✱ ❧✬1♣+♦✉✈❡))❡ &✉❜✐) ❞❡& ❡✛♦+)& ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥) 3✉✐ )❡♥❞❡♥) >

❛✉❣♠❡♥)❡+ ❧❛ +1&✐&)❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡&&✐♦♥✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥) ❞✬❡✛❡❝)✉❡+ ✉♥❡ ❛♥❛❧②&❡

)+✐❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡&&❛✐✱ ❧✬❡✛❡) ❞❡ ✈✐)❡&&❡ ❛♣♣❛+❛✐) ❛❧♦+& ♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❬✶✹❪✱

❬✶✼❪✱ ❬✸✵❪✳

▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡&) ♠✐&❡ ❡♥ 1✈✐❞❡♥❝❡ ♣♦✉+ ❡①♣❧✐3✉❡+ ❧✬❛✉❣♠❡♥)❛)✐♦♥

❞❡ ❧❛ +1&✐&)❛♥❝❡✳ ▲❡& +1&✉❧)❛)& ❞❡& ❡&&❛✐& ❡♥ )+❛❝)✐♦♥ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❡✛❡❝)✉1& ♣❛+

❘♦&&✐ ❡) ❛❧✳ ❬✻✵❪ ♠♦♥)+❡♥) ❝❧❛✐+❡♠❡♥) 3✉❡ ❧❛ +1&✐&)❛♥❝❡ ❞✉ ❜1)♦♥ ❡&) ❜❡❛✉✲

❝♦✉♣ ♣❧✉& &❡♥&✐❜❧❡ > ❧❛ ✈✐)❡&&❡ ❞❡ ❞1❢♦+♠❛)✐♦♥ ♣♦✉+ ❧❡& 1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥& ❤✉♠✐❞❡&

3✉❡ ♣♦✉+ ❧❡& 1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥& &❡❝&✳ ▲❡& ❢♦+❝❡& ❞✬✐♥❡+)✐❡ ♣❡✉✈❡♥) ❛✉&&✐ ❛✈♦✐+ ✉♥

❡✛❡) ❡) ♥❡ ♣❡✉✈❡♥) ♣❛& R)+❡ ♥1❣❧✐❣1❡& ❞❛♥& ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡& +1&✉❧)❛)&✳ ■❧ &❡ ♣❡✉)

1❣❛❧❡♠❡♥)✱ 3✉❡ ❧❡& &♣1❝✐♠❡♥& &❡❝& ♥❡ ♣❡✉✈❡♥) ♣❛& R)+❡ ❝♦♥&✐❞1+1& ❝♦♠♠❡

)♦)❛❧❡♠❡♥) &❡❝&✳ ❊♥ ❞✬❛✉)+❡& )❡+♠❡&✱ ✐❧ ♣❡✉) ❡♥❝♦+❡ +❡&)❡+ ✉♥❡ ♣❛+)✐❡ ❞✬❡❛✉

❧✐❜+❡ ❞❛♥& ❧❡& 1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥& ❛♣+T& &1❝❤❛❣❡✳ ❈❡))❡ ❤②♣♦)❤T&❡ &❡♠❜❧❡ )♦✉) > ❢❛✐)

♣❧❛✉&✐❜❧❡ &✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥&✐❞T+❡ ❧❛ ♠✐❝+♦&)+✉❝)✉+❡ ❞✉ ❜1)♦♥✱ ❝❛+ ✐❧ ❡&) ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬1❧✐✲

♠✐♥❡+ )♦✉)❡ ❧✬❡❛✉ ❝♦♥)❡♥✉❡ ❞❛♥& ❧❡& ♠✐❝+♦✲♣♦+❡& ♠R♠❡ ❛♣+T& ❞❡& ❞✉+1❡& ♣+♦✲

❧♦♥❣1❡& ❞❡ &1❝❤❛❣❡✳ ❈❛❞♦♥✐ ❡) ❛❧✳ ❬✽❪ ♦♥) ♠❡♥1 ✉♥❡ ❧❛+❣❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬❡&&❛✐&

❞②♥❛♠✐3✉❡& ❡♥ )+❛❝)✐♦♥ &✉+ ✉♥ &②&)T♠❡ ♠✉❧)✐✲❜❛++❡& ❞❡ ❍♦♣❦✐♥&♦♥ ✭❍❇❇ ✿

❍♦♣❦✐♥&♦♥ ❇❛+ ❇✉♥❞❧❡✮✳ ▲❡& ❡&&❛✐& ❞❡ ❝❡))❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡✱ ❛①1❡ &✉+ ❧✬❡✛❡) ❞❡



✷✻ ➱!✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣*❛♣❤✐.✉❡

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✾ ✕ ➱✈♦❧✉+✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝+❡✉3 ❞②♥❛♠✐6✉❡ ✭❉■❋✮ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣❛✲

3✐+❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡??❡ ❞❡ ❞@❢♦3♠❛+✐♦♥ ❬✹✻❪



✶✳✷✳ ▲❡ ❜&'♦♥ ✷✼

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✵ ✕ ❆✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 234✐4,❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦♠♣2❡44✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✈✐,❡44❡ ❞❡ ❞3❢♦2♠❛,✐♦♥ ❬✻❪

❧✬❤✉♠✐❞✐,3 ✐♥,❡2♥❡ ❞✉ ❜3,♦♥✱ ♦♥, 3,3 23❛❧✐434 4✉2 ,2♦✐4 ,②♣❡4 ❞✬3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥4 A

❞✐✛32❡♥,4 ,❛✉① ❞❡ 4❛,✉2❛,✐♦♥ ❡, A ❞✐✛32❡♥,4 ,❛✉① ❞❡ ❞3❢♦2♠❛,✐♦♥ ❛❧❧❛♥, ❞✉

D✉❛4✐ 4,❛,✐D✉❡ ε̇ ≈ 10−6 s−1
❛✉ ❝❤♦❝ ❞✉2 ε̇ ≈ 10 s−1

✳ ▲❡4 234✉❧,❛,4 ♦❜,❡♥✉4

✭❋✐❣✉2❡ ✶✳✷✶✮ ♠♦♥,2❡♥, ❝❧❛✐2❡♠❡♥, D✉❡ ❧✬❛❝❝2♦✐44❡♠❡♥, ❞❡ ❧❛ 234✐4,❛♥❝❡ ❡4, ❧✐3

❛✉ ,❛✉① ❞❡ ❞3❢♦2♠❛,✐♦♥ ♠❛✐4 ❛✉44✐ ❛✉ ,❛✉① ❞❡ 4❛,✉2❛,✐♦♥✳ ❈❡,,❡ ❛❝❝2♦✐44❡✲

♠❡♥, 4❡2❛✐, ❧✐3 4❡❧♦♥ ❧❡4 ❛✉,❡✉24 ❛✉ ❢❛✐, D✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥,❡ ❞✉2❛♥, ❧❡ ,❡4,✱

❡4, ,♦,❛❧❡♠❡♥, 23✢3❝❤✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣♦2♦4✐,3 ❞❛♥4 ❧❡4 ❜3,♦♥4 4❡❝4 ✭❞❡♥4✐,3

❞❡ ❧✬❛✐2 ♥✉❧❧❡✮✱ ❝❡ D✉✐ ❧❡ ❢2❛❣✐❧✐4❡✱ ❝♦♥,2❛✐2❡♠❡♥, A ✉♥ ❜3,♦♥ 4❛,✉23 ♦L ❝❡,,❡

♦♥❞❡ ❡4, ,2❛♥4♠✐4❡✳

❉✬❛✉,2❡4 ❡44❛✐4 ❞②♥❛♠✐D✉❡4 ♠❡♥34 4✉2 ❞❡4 3♣2♦✉✈❡,,❡4 43❝❤3❡4 ♣✉✐4 23✲

✐♥✜❧,23❡4 ❞✬❡❛✉ ♦♥, ❞3♠♦♥,23 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐4❝♦4✐,3 ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❧✐❜2❡ ❬✷✵❪✱

❬✷✶❪✳ ▲❛ ❋✐❣✉2❡ ✶✳✷✷ ♠♦♥,2❡ ❧❡4 234✉❧,❛,4 ♦❜,❡♥✉4 4✉2 ❞❡4 3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥4 4❡❝4 ❡,



ε̇ ≈ 1 s−1 ε̇ ≈ 10 s−1



✶✳✷✳ ▲❡ ❜&'♦♥ ✷✾

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✷ ✕ ❘&'✉❧*❛*' ❡①♣&/✐♠❡♥*❛✉① '✉/ ❜&*♦♥ ❘✸✵❆✼ ❡* ▼❇✺✵ ✭❛✮ ❘&✲

'✐'*❛♥❝❡ ❉②♥❛♠✐B✉❡ C ❧❛ */❛❝*✐♦♥ ❜&*♦♥ '❡❝ ❡* '❛*✉/& ✭❜✮ ♣/♦✜❧ ❞❡ ✈✐*❡''❡ ❞❡

❧❛ ❢❛❝❡ ❧✐❜/❡ ❜&*♦♥ '❡❝ ❡* '❛*✉/& ❬✷✶❪

'❛*✉/&'✳

J❧✉'✐❡✉/' ❢♦/♠✉❧❡' ❡♠♣✐/✐B✉❡' B✉✐ ❞&❝/✐✈❡♥* ❧✬❡✛❡* ❞✉ *❛✉① ❞❡ ❞&❢♦/♠❛✲

*✐♦♥ ♦♥* &*& ❞&✈❡❧♦♣♣&✳ ▲❡ ❈❊❇ ✭❈♦♠✐*& ❊✉/♦✲■♥*❡/♥❛*✐♦♥❛❧ ❞✉ ❇&*♦♥✮ ❛

&*❛❜❧✐ ✉♥❡ ❢♦/♠✉❧❡ ❡♠♣✐/✐B✉❡ ✭➱B✉❛*✐♦♥ ✶✳✶✮ ❜✐❧✐♥&❛✐/❡ ❞❛♥' ❧❛B✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ♣❡♥*❡ ✐♥*❡/✈✐❡♥* C ♣❛/*✐/ ❞❡ ε̇ = 30 s−1
✭❋✐❣✉/❡ ✶✳✶✾✮✳ ❈❡**❡

❢♦/♠✉❧❡ ❜❛'&❡ '✉/ ❧❡' */❛✈❛✉① ❞❡ ❘❡✐♥❤❛/❞* ❬✺✾❪ ❞&❝/✐* ✉♥✐B✉❡♠❡♥* ❧✬❡✛❡* ❡♥

*/❛❝*✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♠♣/❡''✐♦♥✱ ❧✬❡✛❡* ❞❡ ✈✐*❡''❡ ❡'* ❡''❡♥*✐❡❧❧❡♠❡♥* ✉♥ ❡✛❡* ❞❡

'*/✉❝*✉/❡ ✭❡✛❡* ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥* ✐♥❡/*✐❡❧✮ ❬✷✾❪✱ ❧✬❛❝❝/♦✐''❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ /&'✐'*❛♥❝❡

❞✉ ❜&*♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐*❡''❡ ♥✬❡'* ❞♦♥❝ ♣❛' ♣/✐' ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❛♥' ❧❡

♠♦❞V❧❡ ♥✉♠&/✐B✉❡✳

DIF =
ft

ft static



















(
ε̇

ε̇static
)
δ

if ε̇static ≤ 1 s−1

β(
ε̇

ε̇static
)

1

3

if ε̇static ≥ 1 s−1

✭✶✳✶✮



✸✵ ➱!✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣*❛♣❤✐.✉❡

❆✈❡❝ ✿

✖ ft ❂ ❧❛ +,-✐-/❛♥❝❡ ❡♥ /+❛❝/✐♦♥ ❞②♥❛♠✐5✉❡

✖ ft static ❂ ❧❛ +,-✐-/❛♥❝❡ ❡♥ /+❛❝/✐♦♥ -✐♠♣❧❡ 5✉❛-✐✲-/❛/✐5✉❡

✖ ε̇static ❂ ❧❛ ✈✐/❡--❡ ❞❡ ❞,❢♦+♠❛/✐♦♥ 5✉❛-✐✲-/❛/✐5✉❡ ❞❡ +,❢,+❡♥❝❡ ✭10−6 s−1
✮

✖ log(β) = 6δ − 2

✖ δ = 1

1+8 fcs
fc0

✖ fcs ❂ ❧❛ +,-✐-/❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡--✐♦♥ -✐♠♣❧❡ 5✉❛-✐✲-/❛/✐5✉❡

✖ fc0 ❂ ✶✵▼>❛

✶✳✷✳✹ $❤&♥♦♠&♥♦❧♦❣✐❡ ❧♦./ ❞✬✉♥ ✐♠♣❛❝6 /✉. ✉♥❡ /6.✉❝6✉.❡ ❡♥

❜&6♦♥

▼?♠❡ -✐ ❧❡- ❡--❛✐- ❞②♥❛♠✐5✉❡- ♣❡✉✈❡♥/ ❡①♣❧✐5✉❡+ ❧✬❡✛❡/ ❞❡ ❧❛ ✈✐/❡--❡ ❞❡

❞,❢♦+♠❛/✐♦♥ -✉+ ❧❡ ❝♦♠♣♦+/❡♠❡♥/ ❞✉ ❜,/♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦+/❡♠❡♥/ ❞✬✉♥❡ -/+✉❝/✉+❡

❡♥ ❜,/♦♥ ❧♦+-5✉✬❡❧❧❡ ❡-/ -♦✉♠✐-❡ E ✉♥ ✐♠♣❛❝/ +❡-/❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ■❧ ❞,♣❡♥❞ ♥♦♥

-❡✉❧❡♠❡♥/ ❞❡- ♣+♦♣+✐,/,- ❞✉ ♠❛/,+✐❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡/ ❞❡ ❧❛ ✈✐/❡--❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝/✱

♠❛✐- ❛✉--✐ ❞✉ ♠❛/,+✐❛✉ ❞✉ ♣+♦❥❡❝/✐❧❡ ❡/ ❞❡ -❡- ❝❛+❛❝/,+✐-/✐5✉❡- /❡❧ 5✉❡ ❧❛

❢♦+♠❡ ❞✉ ♥❡③ ✭❈❛❧✐❜❡+✲❘❛❞✐✉-✲❍❡❛❞✱ ❈❘❍✮ ❬✹✵❪✳

❯♥❡ ♠✉❧/✐/✉❞❡ ❞❡ ♠♦❞Q❧❡- ❡♠♣✐+✐5✉❡- ❡/ ❛♥❛❧②/✐5✉❡- ♦♥/ ,/, ❞,✈❡❧♦♣♣,-

❛✜♥ ❞❡ ♣+,❞✐+❡ ❧❛ ♣+♦❢♦♥❞❡✉+ ❞❡ ♣,♥,/+❛/✐♦♥ ❡/ ♣❧✉-✐❡✉+- /+❛✈❛✉① ❞❡ -✐♠✉❧❛✲

/✐♦♥ ♦♥ ,/, ♠❡♥,-✳ ▲✐ ❡/ ❛❧✳ ❬✹✸❪ ♦♥/ +❡❣+♦✉♣, ✉♥❡ ❣+❛♥❞❡ ♣❛+/✐❡ ❞❡- ❢♦+♠✉✲

❧❛/✐♦♥- ❡/ ❧❡- ♠♦❞,❧✐-❛/✐♦♥- ❞❡- ❡✛❡/- ❞✬✐♠♣❛❝/ ❞❛♥- ❧❡ ❜,/♦♥ ❬✸✾❪✱ ❬✸✸❪✱ ❬✶❪✱

❬✷✷❪✳ ❉❡- /+❛✈❛✉① ♣❧✉- +,❝❡♥/- ♦♥/ ,/, ♠❡♥,- ❞❛♥- ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❬✷❪✱ ❬✶✹❪✱ ❬✹❪✱

❬✽✵❪✱ ❬✺❪✳





✸✷ ➱!✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣*❛♣❤✐.✉❡

✖ ✭❡✮ ➱❝❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ➱❥❡❝.✐♦♥ ❞❡ ♠❛.✐34❡ ❡♥ ❢❛❝❡ ❛44✐34❡ ✭.4❛❝.✐♦♥✱ ❝✐7❛✐❧❧❡✲

♠❡♥.✮

✖ ✭❢✮ 9❡4❢♦4❛.✐♦♥ ✿ 9❛77❛❣❡ ❞✉ ♣4♦❥❡❝.✐❧❡ < .4❛✈❡47 ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ▲❡ ♣4♦❥❡❝.✐❧❡

♣❡✉. ❛✈♦✐4 ✉♥❡ ✈✐.❡77❡ 4A7✐❞✉❡❧❧❡✳

✖ ✭❣✮ ❘A♣♦♥7❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ 7.4✉❝.✉4❡ ✿ ❊♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥. ❡♥ ❝✐7❛✐❧❧❡♠❡♥.

❞D < ❧❛ ✈✐❜4❛.✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳

■❧ ❡7. ❞♦♥❝ ♥A❝❡77❛✐4❡ F✉❡ ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❞A✈❡❧♦♣♣A ♣✉✐77❡ ✐♥.A❣4❡4 ❝❡7 ♣❤A♥♦✲

♠3♥❡7 ❡. 4❡♣4♦❞✉✐4❡ ❧❡7 ❝❤❡♠✐♥7 ❞❡ ❝❤❛4❣❡♠❡♥.7 ❛77♦❝✐A7✳

✶✳✸ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞✉ ❜&+♦♥

■❧ ❡①✐7.❡ ♣❧✉7✐❡✉47 ♠A.❤♦❞❡7 ♣♦✉4 ♠♦❞A❧✐7❡4 ❧❡ ❝♦♠♣♦4.❡♠❡♥. ❞✉ ❜A.♦♥✳

❘❛♣♣❡❧♦♥7 F✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝.✐❢ ❞❡ ❝❡ .4❛✈❛✐❧ ❞❡ .❤37❡ ❡7. ❞❡ ♠♦❞A❧✐7❡4 ❧✬❡✛❡. ❞✉ .❛✉①

❞❡ 7❛.✉4❛.✐♦♥ 7✉4 ❧❡ ❝♦♠♣♦4.❡♠❡♥. ❞✉ ❜A.♦♥ 7♦✉7 ✐♠♣❛❝.✳ ◆♦✉7 ❛❧❧♦♥7 ❞❛♥7 ❝❡

♣❛4❛❣4❛♣❤❡ ♣❛77❡4 ❡♥ 4❡✈✉❡ ❞✐✛A4❡♥.❡7 ♠A.❤♦❞❡7 ❞❡ ♠♦❞A❧✐7❛.✐♦♥✳ ❚♦✉.❡❢♦✐7✱

❧❡ .4❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡..❡ .❤37❡ ♥✬A.❛♥. ♣❛7 ❧❡ ♣❛77❛❣❡ ❡♥ 4❡✈✉❡ ❞❡ .♦✉.❡7 ❧❡7 ♠A.❤♦❞❡7

❞❡ ♠❛♥✐34❡ ❞A.❛✐❧❧A❡✱ ♥♦✉7 ❛❧❧♦♥7 ♥♦✉7 ✐♥.A4❡77❡4 ❛✉① ♠A.❤♦❞❡7 ❝♦♥.✐♥✉❡7 ❡.

❞✐7❝43.❡7 ❡. ❞A❧✐❜A4A♠❡♥. ❢❛✐4❡ ❛❜7.4❛❝.✐♦♥ ❞❡7 ♠A.❤♦❞❡7 ❝♦✉♣❧A❡7✱ ❧✬✐♥.A4M.

❞❡ ❝❡7 ❞❡4♥✐34❡7 ❡7. ❛✈A4A ♣♦✉4 ❧❛ ♠♦❞A❧✐7❛.✐♦♥ ❞❡7 ❣4❛♥❞❡7 7.4✉❝.✉4❡7 ❡. ♥♦✉7

♥♦✉7 ❧✐♠✐.♦♥7 ❞❛♥7 ❝❡ .4❛✈❛✐❧ ❞❡ .❤37❡ < ❞❡7 ♣❡.✐.❡7 7.4✉❝.✉4❡7 ♣♦✉4 ✈❛❧✐❞❛.✐♦♥

❞✉ ♠♦❞3❧❡✳



✶✳✸✳ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞✉ ❜&+♦♥ ✸✸

✶✳✸✳✶ ▼$%❤♦❞❡* ❝♦♥%✐♥✉❡*

■❧ ❡$% ♣♦$$✐❜❧❡ ❞✬❛❞♦♣%❡- ✉♥❡ ♠♦❞1❧✐$❛%✐♦♥ ❝♦♥%✐♥✉❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥% 3✉❡ ❧❛

%❛✐❧❧❡ ❞❡$ ❤1%1-♦❣1♥1✐%1$ ❝♦♥$%✐%✉❛♥% ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠♦❞1❧✐$1 ❡$% ♣❡%✐%❡ ♣❛- -❛♣♣♦-%

❛✉① ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ❝❛-❛❝%1-✐$%✐3✉❡$ ❞✉ ♣-♦❜❧7♠❡✳ 9♦✉- ❧❡ ❜1%♦♥✱ ❡% ; ❧✬1❝❤❡❧❧❡

❞❡ ❧✬♦✉✈-❛❣❡✱ ❝❡%%❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ❡$% ❞♦♥❝ ❥✉$%✐✜1❡ ❝❛- ♦♥ ♥❡ ♣❡✉% ❞✐$%✐♥❣✉❡-

❧❡$ ❣-❛♥✉❧❛%$✳ ▲❡$ ❞1❢♦-♠❛%✐♦♥$ $♦♥% $✉♣♣♦$1❡$ ♣❡%✐%❡$ ❞❡✈❛♥% ❧❡$ ❣-❛♥❞❡✉-$

❝❛-❛❝%1-✐$%✐3✉❡$ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭❤②♣♦%❤7$❡ ❞❡$ ♣❡%✐%❡$ ♣❡-%✉-❜❛%✐♦♥$✮✳
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❛$♠- ❬✸✶❪✳ ❈❡ ♠L♠❡ ♠♦❞2❧❡ ❛ ❡♥,✉✐)❡ -)- $❡♣$✐, ♣❛$ ❋$❛♥❣✐♥ ❬✷✸❪✱ ❘♦✉,,❡❛✉
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Chapitre 2
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✷✳✷ ❉✐$❝&'(✐$❛(✐♦♥

▲❛ ♣❤❛$❡ ❞❡ ❣4♥4.❛(✐♦♥ ❞❡$ 4❝❤❛♥(✐❧❧♦♥$ ♥✉♠4.✐;✉❡$ ❡$( ❢♦♥❞❛♠❡♥(❛❧❡✳ ▲❡
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P̃i P̃j

Pi Pj

∀x ∈ R3 : x ∈ Pi ⇒ x ∈ P̃i

∀x ∈ R3 : x ∈ Pj ⇒ x ∈ P̃j

(Pi ∩ Pj) 6= ∅ ⇒ (P̃i ∩ P̃j) 6= ∅

(P̃i ∩ P̃j) = ∅ ⇒ (Pi ∩ Pj) = ∅
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D0

D0 = |C0
i − C0

j |

D0

Kn

Ks Ei
∗ Ej

∗

i j

Kn =
Ei

∗riEj
∗rj

Ei
∗ri + Ej

∗rj



Aeq E∗

i j

Kn = E∗
Aeq

D0

Aeq = π ×min(r1
2, r2

2)

ϕ = min(ϕ1, ϕ2) ϕ = ϕ1+ϕ2

2
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❛✉❣♠❡♥)8 ♣♦✉( ❛♠8❧✐♦(❡( ❧✬✐%♦)(♦♣✐❡ ❡) ❧✐♠✐)❡( ❧❡ ❝♦♠♣♦()❡♠❡♥) ❢(❛❣✐❧❡✱ ❧❛

♥♦)✐♦♥ ❞❡ ❘❛②♦♥ ❞✬■♥)❡(❛❝)✐♦♥ Ri ♣❡✉) 5)(❡ ✉)✐❧✐%8❡✳ Ri ❡%) ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥)

✉♥✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧✱ ❡) @♦✉( Ri = 1✱ ❧✬✐♥)❡(❛❝)✐♦♥ ❡%) ❝(88❡ ✉♥✐A✉❡♠❡♥) ❡♥)(❡

❧❡% %♣❤4(❡% A✉✐ %❡ )♦✉❝❤❡♥)✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❞✬✐♥)❡(❛❝)✐♦♥ ❡♥)(❡ ❞❡✉① %♣❤4(❡% ❡%)

♥♦)8❡ ✿

D0 ≤ Ri(ra + rb) ✭✷✳✼✮

✷✳✸✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡+ ❞,❢♦/♠❛1✐♦♥+ ❡1 ❞❡+ ❝♦♥1/❛✐♥1❡+
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❞❡ ❝♦♥)(❛✐♥)❡✳ ▲❛ ♠❛❥♦(✐)8 ❞❡% ❧♦✐% ❝♦♥%)✐)✉)✐✈❡% ❞8✈❡❧♦♣♣8❡% %♦♥) ❡①♣(✐♠8❡%

❡♥ %✬❛♣♣✉②❛♥) %✉( ✉♥❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❡♥ ❢♦(❝❡ ❞8♣❧❛❝❡♠❡♥) ❬✶✶❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✸✵❪✱ ❬✻✼❪✳ ▲❛

❧♦✐ ❝♦♥%)✐)✉)✐✈❡ ❞8✈❡❧♦♣♣8❡ ❞❛♥% ❝❡))❡ )❤4%❡ ❡) ❞8)❛✐❧❧8❡ ❞❛♥% ❧❡ ❈❤❛♣✐%&❡

✸ %✬❛♣♣✉✐❡ %✉( ✉♥❡ ♣(8%❡♥)❛)✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥)(❛✐♥)❡ ❞8❢♦(♠❛)✐♦♥✳ ◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ✐❝✐

❡①♣❧✐A✉❡( ❝❡ A✉❡ ♥♦✉% ❛♣♣❡❡❧♦♥% ❝♦♥)(❛✐♥)❡ ❡) ❞8❢♦(♠❛)✐♦♥ ❡♥ ❞8✜♥✐%%❛♥) ❝❡%

)❡(♠❡%✳

❉❛♥% ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡✉① %♣❤4(❡% ♦, ❝❤❛❝✉♥❡ ❛ ✻ ❞❡❣(8% ❞❡ ❧✐❜❡()8
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)(❛♥%❧❛)✐♦♥% ❡) ✸ (♦)❛)✐♦♥%✮✳ ❈❡% ❉▲ %♦♥) ♠♦♥)(8% ❞❛♥% ❧❛ ✜❣✉(❡ ✷✳✻✳ ▲❛

❞8❢♦(♠❛)✐♦♥ ♥♦(♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥)❡(❛❝)✐♦♥ ✭✶ ❉▲✮ %✉(✈✐❡♥) %✉✐✈❛♥) ❧❛ ♥♦(♠❛❧❡

−→n

❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬✐♥)❡(❛❝)✐♦♥✳ ▲❛ ❞8❢♦(♠❛)✐♦♥ ❡♥ ❝✐%❛✐❧❧❡♠❡♥) ✭✷ ❉▲✮ %✉(✈✐❡♥) ❞❛♥%
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−→n ✳ ▲❡* ✸ ❉▲ (❡*/❛♥/* ❝♦((❡*♣♦♥❞❡♥/

7 ❧❛ /♦(*✐♦♥ ✭✶ ❉▲✮ ❡/ 7 ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ✭✷ ❉▲✮ ❡/ *❡(♦♥/ ❛❜♦(❞)* ❡♥ ❞)/❛✐❧ ❞❛♥* ❧❡

❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳

▲❡ ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥/ ♥♦(♠❛❧ Un ❡*/ ❞)✜♥✐ ♣❛( ✿

Un = (|Ci − Cj |)−D0) ✭✷✳✽✮

❆✐♥*✐✱ ❧❛ ❞)❢♦(♠❛/✐♦♥ ♥♦(♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥/❡(❛❝/✐♦♥ ♣❡✉/ F/(❡ ❡①♣(✐♠)❡ ♣❛( ✿

εn =
Un

D0
= (

|Ci − Cj |

D0
− 1) ✭✷✳✾✮
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Fn = −KnUn ✭✷✳✶✵✮

❆ ♣❛4/✐4 ❞❡ ❧✬.0✉❛/✐♦♥ ✷✳✻ ❡/ ✷✳✶✵✱ ♦♥ ♣❡✉/ .❝4✐4❡ ✿

σn = E∗εn ✭✷✳✶✶✮

❆✈❡❝ σn ❧❛ ❝♦♥/4❛✐♥/❡ ♥♦4♠❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥/❡4❛❝/✐♦♥✳
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%♣❤A4❡% ❡♥/4❡ ❧❡%0✉❡❧❧❡% ❡❧❧❡% ❡%/ ❞.✜♥✐❡✱ %❡✉❧% ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬✐♥/❡4❛❝/✐♦♥ ❡/ ❧❛ ♥♦4✲

♠❛❧❡

−→n %♦♥/ ❞.✜♥✐❡% ✭♣❛% ❞❡ ❝♦♦4❞♦♥♥.❡% ❧♦❝❛❧❡%✮ ✭❋✐❣✉4❡ ✷✳✼✮✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐0✉❡

0✉❡ ❧❛ ❞.❢♦4♠❛/✐♦♥ ❡♥ ❝✐%❛✐❧❧❡♠❡♥/ ❞♦✐/ H/4❡ ❞.✜♥✐❡ ❞❛♥% ❧❡% ❝♦♦4❞♦♥♥.❡% ❣❧♦✲

❜❛❧❡% ❡♥ %❛/✐%❢❛✐%❛♥/ ❧❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ Us ⊥ n J /♦✉/ ♠♦♠❡♥/✳ ❯♥ ❛❧❣♦4✐/❤♠❡

✐♥❝4.♠❡♥/❛❧ ❡%/ ❧❛4❣❡♠❡♥/ ✉/✐❧✐%. ❞❛♥% ❝❡ ❝❛% ❬✹✺❪✳

▲❛ ❞.❢♦4♠❛/✐♦♥ ❡♥ ❝✐%❛✐❧❧❡♠❡♥/ ❡%/ ❡①♣4✐♠.❡ ♣❛4 ✿

εs =
∆Us

D0
✭✷✳✶✷✮

▲❛ ❢♦4❝❡ ❞❡ ❝✐%❛✐❧❧❡♠❡♥/ Fs ❡%/ ❡①♣4✐♠.❡ ✿



Fs = Ks∆Us

Ks

Kn
= ν

σs = G∗εs

G∗ G∗ = νE∗ σs

G∗

G∗ =
E∗

2(1 + ν)
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.❡♠♣$ ❧❡$ ♥♦✉✈❡❧❧❡$ ♣♦$✐.✐♦♥$ U⊕
4 ♣❛0.✐0 ❞❡$ ♣♦$✐.✐♦♥$ ❛❝.✉❡❧❧❡$ U⊙

❞❡$

'❧'♠❡♥.$ ❝♦♥$✐.✉.❛♥.$ ❧✬'❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ♥✉♠'0✐6✉❡✳

❆ ♣❛0.✐0 ❞❡$ ✐♥.❡0❛❝.✐♦♥$ ❞'.❡0♠✐♥'❡$ ❞❛♥$ ❧✬'.❛♣❡ ❞❡ ❞'.❡❝.✐♦♥$ ❞❡$ ❝♦❧✲

❧✐$✐♦♥$✱ ❧❛ ❢♦0❝❡ 0'$✉❧.❛♥.❡ $✉0 ❝❤❛6✉❡ $♣❤=0❡ ❡$. ❝❛❧❝✉❧'❡ ♣✉✐$ ❡$. ✉.✐❧✐$'❡

❞❛♥$ ❧❡ $❝❤'♠❛ ❞✬✐♥.'❣0❛.✐♦♥ ♣♦✉0 ❝❛❧❝✉❧❡0 ❧✬❛❝❝'❧'0❛.✐♦♥ Ü⊙
✳ ▲✬❛❝❝'❧'0❛.✐♦♥

❡$. $✐♠♣❧❡♠❡♥. ❝❛❧❝✉❧'❡ 4 ♣❛0.✐0 ❞❡ ❧❛ 0'$✉❧.❛♥.❡ F ❡. ❞❡ ❧❛ ♠❛$$❡ m ❞❡ ❧❛

$♣❤=0❡ ✿

Ü⊙ =
F

m
✭✷✳✶✻✮

❯♥❡ ❛♣♣0♦①✐♠❛.✐♦♥ ❡♥ ❞✐✛'0❡♥❝❡$ ✜♥✐❡$ ❞✬♦0❞0❡ ✷ $✉0 ✉♥ ♣❛$ ❞❡ .❡♠♣$

∆t ❞♦♥♥❡ ✿

Ü⊙ ≈
U⊖ − 2U⊙ + U⊕

∆t2
✭✷✳✶✼✮

▲✬✐♥.'❣0❛.✐♦♥ ♣❛0 ✉♥ $❝❤'♠❛ ❡①♣❧✐❝✐.❡ ❞✐✛'0❡♥❝❡$ ❝❡♥.0'❡$ ❞♦♥♥❡ ✿



















U̇⊕ = U̇⊙ + ∆t
2 (Ü⊙ + Ü⊕)

U⊕ = U⊙ +∆t(U̇⊙ + ∆t
2 Ü⊙)

✭✷✳✶✽✮
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∆t✳
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(♦♥- (✐♠✐❧❛✐*❡( < ❝❡❧❧❡( ♦❜-❡♥✉❡( ♣♦✉* ✉♥ ❛((❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ (②(->♠❡( ♠❛((❡✲

*❡((♦*- ✭♠❛((❡ ♠ ❡- *❛✐❞❡✉* ❦✮ < ✉♥ ❞❡❣*0 ❞❡ ❧✐❜❡*-0✳ D♦✉* ✉♥ (②(->♠❡ ♠❛((❡✲

*❡((♦*- ✉♥✐7✉❡✱ ❧❛ ❢*07✉❡♥❝❡ ♣*♦♣*❡ ❞✉ (②(->♠❡ ❡(- ✿

ωmax =

√

K

m
✭✷✳✶✾✮

❊- ❧❡ -❡♠♣( ❝*✐-✐7✉❡ ❡(- ✿

∆tcritique =
2

ωmax
✭✷✳✷✵✮

■❧ ❡(- ❡((❡♥-✐❡❧ ❞❡ ♥♦-❡* 7✉❡ ωmax ❞♦✐- M-*❡ (-*✐❝-❡♠❡♥- ♣♦(✐-✐✈❡✳ ❈❛* ♠M♠❡

(✐ ♣❤②(✐7✉❡♠❡♥- ❧❛ ❢*07✉❡♥❝❡ ♣❡✉- M-*❡ ♥✉❧❧❡✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐7✉❡ 7✉❡ ♥✉♠0*✐7✉❡✲

♠❡♥- ❧❡ ♣❛( ❞❡ -❡♠♣( -❡♥❞❡ ✈❡*( ❧✬✐♥✜♥✐✳

❉❛♥( ✉♥ ❝❛( ❣0♥0*❛❧ ♦P ♦♥ ❛ ✉♥ ❛((❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ (♣❤>*❡(✱ ❡- ♦P ❝❤❛7✉❡

(♣❤>*❡ ❡(- ✐♠♣❧✐7✉0❡ ❞❛♥( ♣❧✉(✐❡✉*( ✐♥-❡*❛❝-✐♦♥(✱ ✉♥❡ *❛✐❞❡✉* 07✉✐✈❛❧❡♥-❡ Kiw

♣❡✉- M-*❡ ❝❛❧❝✉❧0❡ ♣❛* (♣❤>*❡ ✿
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Kiw =
∑

j

(Knj −Ksj)|
−→nj |

2 +Ksj ✭✷✳✷✶✮

❆✈❡❝ w ∈ {x, y, z} ❡+ j ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥+❡1❛❝+✐♦♥✳ ▲❡ ♣❛6 ❞❡ +❡♠♣6 ❝1✐+✐8✉❡

❡6+ ❡♥6✉✐+❡ ❞:+❡1♠✐♥: 6❡❧♦♥ ❧✬:8✉❛+✐♦♥ ✷✳✷✵✳

❈❡++❡ ❛♣♣1♦❝❤❡ ❡6+ 6✐♠♣❧✐✜:❡✱ ❝❛1 ❡❧❧❡ ♥❡ ♣1❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥6✐❞:1❛+✐♦♥ 8✉❡ ❧❡6

♠♦✉✈❡♠❡♥+6 ❡♥ +1❛♥6❧❛+✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛♣♣1♦❝❤❡ A ✻ ❉▲ 6✐♠✐❧❛✐1❡ A ❧✬❛♣♣1♦❝❤❡

C❋❈✸❉ ❬✺✻❪ ❡6+ ❞♦♥❝ ✉+✐❧✐6:❡✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❞❡ 6:❝✉1✐+: ❡6+ ♣1✐6❡ ❡♥

❝♦♠♣+❡✱ ❡+ ❧❡ ♣❛6 ❞❡ +❡♠♣6 ❝1✐+✐8✉❡ ❡6+ ✿

∆tcritique = min(p

√

m

Kiw
) ✭✷✳✷✷✮

❖L p ❡6+ ✉♥ ♣❛1❛♠M+1❡ ❞❡ ♣♦♥❞:1❛+✐♦♥ 0 < p < 1✳
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❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧, ✉♥❞❡$

❤✐❣❤ ,"$❡,, ❧❡✈❡❧,✳ ❆ ❞✐,❝$❡"❡

❡❧❡♠❡♥" ❝♦♥,"✐"✉"✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦$

❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❝♦♥❝$❡"❡
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Chapitre 3

❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥

❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧, ✉♥❞❡$ ❤✐❣❤

,"$❡,, ❧❡✈❡❧,✳ ❆ ❞✐,❝$❡"❡ ❡❧❡♠❡♥"

❝♦♥,"✐"✉"✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥

❝♦♥❝$❡"❡

❚❤❡ ❝♦♥&❡♥& ♦❢ &❤✐) ❝❤❛♣&❡, ✇✐❧❧ ❜❡ )✉❜♠✐&&❡❞ &♦ ▼❡❝❤❛♥✐❝) ♦❢ ▼❛&❡,✐❛❧) ❏♦✉,♥❛❧

❍✳ ❇❡♥♥✐♦✉✱ ❨✳ ▼❛❧❡❝♦&✱ ▼✳ ❇,✐✛❛✉&✱ ▲✳ ❉❛✉❞❡✈✐❧❧❡

❯♥✐✈✳ ●,❡♥♦❜❧❡ ❆❧♣❡)✱ ✸❙❘ ✕ ❯▼❘ ✺✺✷✶✱ ❇H✺✸ ✸✽✵✹✶ ●,❡♥♦❜❧❡ ❈❡❞❡① ✾✱ ❋,❛♥❝❡

❈◆❘❙✱ ✸❙❘ ✕ ❯▼❘ ✺✺✷✶✱ ❇H✺✸✱ ✸✽✵✹✶ ●,❡♥♦❜❧❡ ❈❡❞❡① ✾✱ ❋,❛♥❝❡

✻✾
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❚❤❡ ♣&♦♣♦(❡❞ ♥❡✇ ❉✐(❝&❡/❡ ❊❧❡♠❡♥/ ▼♦❞❡❧ ✭❉❊▼✮ ✐♥ /❤✐( ♣❛♣❡& ❛❞✲

❞&❡((❡( /❤❡ ♠❛❝&♦(❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♥❝&❡/❡ /❛❦✐♥❣ ✐♥/♦ ❛❝❝♦✉♥/ /❤❡ ♣&❡(❡♥❝❡

♦❢ ❢&❡❡ ✇❛/❡& ✐♥ ♣♦&❡(✳ ❚❤❛♥❦( /♦ ✐♥/❡&❛❝/✐♦♥( ❜❡/✇❡❡♥ (♣❤❡&✐❝❛❧ ❞✐(❝&❡/❡ ❡❧❡✲

♠❡♥/( ✭❉❊✮ ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥/ &❛❞✐✐ ❛♥❞ ♠❛((❡(✱ ❉❊▼ ❛❧❧♦✇( ❛♥ ❡❛(② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

♦❢ ❝&❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ♦&❞❡& /♦ &❡♣&❡(❡♥/ /❤❡ ♠❛❝&♦(❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♥❝&❡/❡✳ ■♥

/❤✐( ♥❡✇ ❝♦♥(/✐/✉/✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❝&❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝/✐♦♥ ❛&❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛/ /❤❡

✐♥/❡&❛❝/✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❜❡/✇❡❡♥ ❉❊(✱ ❢&❡❡ ✇❛/❡& ❡✛❡❝/( ❛&❡ /❛❦❡♥ ✐♥/♦ ❛❝❝♦✉♥/ ❜② ✐♥✲

/&♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ✇❛/❡& (❛/✉&❛/✐♦♥ &❛/✐♦ ❛♥❞ /❤❡ ✐♥❡❧❛(/✐❝

❞❡❢♦&♠❛/✐♦♥ ❞✉❡ /♦ /❤❡ ♣♦&❡ ❝❧♦(✉&❡✳

❚❤❡ ♣&❡(❡♥/ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛( ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥/❡❞ ✇✐/❤✐♥ /❤❡ ❨❆❉❊

✭❨❡/ ❆♥♦/❤❡& ❉②♥❛♠✐❝ ❊♥❣✐♥❡✮ ❝♦❞❡ ✐♥ ♦&❞❡& /♦ ❞❡❛❧ ✇✐/❤ ❧♦❛❞✐♥❣ (✐/✉❛✲

/✐♦♥( ❧❡❛❞✐♥❣ /♦ ❢&❛❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ♦& ❧❛&❣❡ ❞❡❢♦&♠❛/✐♦♥ (✉❝❤ ❛( ❛♥ ✐♠♣❛❝/✳ ❚❤❡

♠❛❝&♦(❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♥❝&❡/❡ ❝❛♥ ❜❡ &❡♣&♦❞✉❝❡❞ /❤❛♥❦( /♦ /❤✐( ❞✐(❝&❡/❡

❡❧❡♠❡♥/ ♠♦❞❡❧✳ ❚❡(/( ♣❡&❢♦&♠❡❞ ❛/ ❧❛❜♦&❛/♦✐&❡ ✸❙❘ ✉♥❞❡& /&✐❛①✐❛❧ ❛♥❞ ♦❡♦✲

❞♦♠❡/&✐❝ (/&❡(( ♣❛/❤( ♦♥ ♦&❞✐♥❛&② ❝♦♥❝&❡/❡ (❛♠♣❧❡( ✇❡&❡ (✐♠✉❧❛/❡❞ ✇✐/❤ /❤❡

♣&♦♣♦(❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♠♣❛&✐(♦♥( ♦❢ ❡①♣❡&✐♠❡♥/❛❧ ❛♥❞ (✐♠✉❧❛/✐♦♥ &❡(✉❧/( ♦❢ /❡(/(

♣❡&❢♦&♠❡❞ ♦♥ (♣❡❝✐♠❡♥( ❛/ ❞✐✛❡&❡♥/ (❛/✉&❛/✐♦♥ &❛/✐♦( (❤♦✇ ❣♦♦❞ ❝♦♥❝♦&❞❛♥❝❡

✳
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)❛*✐♦✱ ❜✉* ✜♥✐*❡ ❡❧❡♠❡♥* ♠♦❞❡❧+ ❛)❡ ♥♦* ✇❡❧❧ ❛❞❛♣*❡❞ ❢♦) ❧❛)❣❡ ❞✐+❝♦♥*✐♥✉✐*②

❛♥❞ ♣❡)❢♦)❛*✐♦♥ +✐♠✉❧❛*✐♦♥+✳

❚❤❡ ❨❆❉❊ ❝♦❞❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐+ ✐♠♣❧❛♥*❡❞ *❤❡ ♣)♦♣♦+❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐+ ❛♥ ♦♣❡♥



✼✷ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

"♦✉%❝❡ ❝♦❞❡ ❬✹✶❪✳ ❲✐0❤ 0❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝%❡0❡ "0%✉❝0✉%❡" "✉❜❥❡❝0❡❞ 0♦

✐♠♣❛❝0"✱ ❉❊▼ ❤❛" "❡✈❡%❛❧ ❛❞✈❛♥0❛❣❡"✳ ■0 ❝❛♥ ❡❛"✐❧② %❡♣%❡"❡♥0 ❞✐"❝♦♥0✐♥✉✐0✐❡"

❝❛✉"❡❞ ❜② ❝%❛❝❦✐♥❣ ♦% ❢%❛❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❛♥❞ %❡♣%♦❞✉❝❡ 0❤❡ ♠❛❝%♦"❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦%

♦❢ ❝♦♥❝%❡0❡ ❬✺✹✱ ✶✼❪✳

❚❤✐" ♣❛♣❡% ❞❡"❝%✐❜❡" ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥"0✐0✉0✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦% ❢♦% ❉❊▼ 0❤❛0 ❛0✲

0❡♠♣0" 0♦ 0❛❦❡ ✐♥0♦ ❛❝❝♦✉♥0 0❤❡ "❛0✉%❛0✐♦♥ %❛0✐♦ ♦❢ ❝♦♥❝%❡0❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐" ✈❛✲

❧✐❞❛0❡❞ ✉"✐♥❣ %❡"✉❧0" ❢%♦♠ "❡✈❡%❛❧ ❧❛❜♦%❛0♦%② 0❡"0" ♣❡%❢♦%♠❡❞ ✇✐0❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝❛✲

♣❛❝✐0② 0%✐❛①✐❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ✭●■●❆ K%❡""✮✱ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ♦♥ ♦%❞✐♥❛%② ❝♦♥❝%❡0❡ "❛♠♣❧❡"✳

❚❤❡ ❝♦♥"✐❞❡%❡❞ 0❡"0 %❡"✉❧0" ✐♥❝❧✉❞❡ ❯♥✐❛①✐❛❧✱ ❖❡♦❞♦♠❡0%✐❝ ❛♥❞ 0%✐❛①✐❛❧ "0%❡""

♣❛0❤" ❛♥❞ ❞✐✛❡%❡♥0 "❛0✉%❛0✐♦♥ %❛0✐♦"✳

✸✳✸ ❉✐$❝&❡(❡ ❡❧❡♠❡♥( ❜❛❝❦❣&♦✉♥❞

❚❤❡ ❉❊" ❛%❡ %✐❣✐❞ "♣❤❡%❡" ♦❢ ❞✐✛❡%❡♥0 %❛❞✐✐✳ ■♥ 0❤❡ ❡❧❛"0✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛

❝❧❛""✐❝❛❧ ❢♦%❝❡✲❞✐"♣❧❛❝❡♠❡♥0 ❝♦♥"0✐0✉0✐✈❡ %❡❧❛0✐♦♥ ✭✸✳✶❛✮ ✐" ✉"❡❞✳ ◆❡0✇0♦♥✬"

"❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦0✐♦♥ ❞❡"❝%✐❜❡" 0❤❡ ♠♦0✐♦♥ ✭✸✳✶❜✮✱✭✸✳✶❝✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥0✳ ❚❤❡

❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦% ♦❢ 0❤❡ "②"0❡♠ ✐" "♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡%✐❝❛❧❧② ❜② ❛ 0✐♠❡ ❛❧❣♦%✐0❤♠ ✐♥

✇❤✐❝❤ 0❤❡ ✈❡❧♦❝✐0✐❡" ❛♥❞ 0❤❡ ❛❝❝❡❧❡%❛0✐♦♥" ❛%❡ ❝♦♥"0❛♥0 ❛0 ❡❛❝❤ 0✐♠❡ "0❡♣✳ ❚❤❡

"②"0❡♠ ❡✈♦❧✈❡" ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐0 ✜♥✐0❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❛❧❣♦%✐0❤♠ ✐" ✉"❡❞ 0♦ %❡♣%♦❞✉❝❡

0❤✐" ❡✈♦❧✉0✐♦♥✳

Fi ✐" 0❤❡ %❡"✉❧0✐♥❣ ❢♦%❝❡ ❛""♦❝✐❛0❡❞ 0♦ 0❤❡ ith ❡❧❡♠❡♥0✳ Ki 0❤❡ ❝♦♥0❛❝0

"0✐✛♥❡""✱ ✐0 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦"❡❞ ✐♥ Kn ❛♥❞ Ks✱ 0❤❡ "0✐✛♥❡""❡" ✐♥ 0❤❡ ♥♦%♠❛❧

❛♥❞ 0❛♥❣❡♥0 ❞✐%❡❝0✐♦♥ %❡"♣❡❝0✐✈❡❧②✳ Ui ✐" 0❤❡ 0♦0❛❧ ❞✐"♣❧❛❝❡♠❡♥0✱ m ✐" 0❤❡

♠❛""✱ Üi ❛♥❞ ω̇i ❛%❡ 0%❛♥"❧❛0✐♦♥❛❧ ❛♥❞ %♦0❛0✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡%❛0✐♦♥" %❡"♣❡❝0✐✈❡❧②✳



✸✳✸✳ ❉✐$❝&❡(❡ ❡❧❡♠❡♥( ❜❛❝❦❣&♦✉♥❞ ✼✸

gi ✐# $❤❡ ❣(❛✈✐$❛$✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡(❛$✐♦♥✳ Mi ✐# $❤❡ $♦(0✉❡ ❛❝$✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ith ❡❧❡♠❡♥$

❛♥❞ I ✐# $❤❡ ♠♦♠❡♥$ ♦❢ ✐♥❡($✐❛✳

❚❤❡ ❡0✉❛$✐♦♥# ♦❢ ♠♦$✐♦♥ ❛(❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

Fi = KiUi ✭✸✳✶❛✮

Fi = m(Üi − gi) ✭✸✳✶❜✮

Mi = Iω̇i ✭✸✳✶❝✮

❉✉(✐♥❣ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ❝②❝❧❡✱ ❛$ ❡❛❝❤ #$❡♣✱ ♥♦(♠❛❧✱ #❤❡❛( ❢♦(❝❡# ❛♥❞

$♦(0✉❡# ❛(❡ ❝♦♠♣✉$❡❞✳ ❘❡#✉❧$✐♥❣ ❢♦(❝❡ Fi ✐# $❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛$ $❤❡ ❝♦♥$❛❝$ ♣♦✐♥$

$♦ ❜♦$❤ ❡❧❡♠❡♥$# ✐♥ ❝♦♥$❛❝$✳ ❊❛❝❤ ♣❛($✐❝❧❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛$❡# ❣❡♥❡(❛❧✐③❡❞ ❢♦(❝❡#

✭❢♦(❝❡# ❛♥❞ $♦(0✉❡#✮ ❢(♦♠ $❤❡ ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥# ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐$ ♣❛($✐❝✐♣❛$❡#✳ ❚❤❡#❡ ❣❡✲

♥❡(❛❧✐③❡❞ ❢♦(❝❡# ❛(❡ $❤❡♥ ✉#❡❞ $♦ ✐♥$❡❣(❛$❡ ♠♦$✐♦♥ ❡0✉❛$✐♦♥# ❢♦( ❡❛❝❤ ♣❛($✐❝❧❡

#❡♣❛(❛$❡❧②✳ ■♥$❡❣(❛$✐♥❣ ♠♦$✐♦♥ ❝♦♥#✐#$# ✐♥ ✉#✐♥❣ ❝✉((❡♥$ ❛❝❝❡❧❡(❛$✐♦♥ Üi ♦♥

❛ ♣❛($✐❝❧❡ $♦ ✉♣❞❛$❡ ✐$# ♣♦#✐$✐♦♥ ❢(♦♠ $❤❡ ❝✉((❡♥$ ✈❛❧✉❡ U0
i $♦ ✐$# ✈❛❧✉❡ ❛$

$❤❡ ♥❡①$ $✐♠❡#$❡♣ U+
i ✳ ❆❝❝❡❧❡(❛$✐♦♥ ✐# ❝♦♠♣✉$❡❞✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ❝✉((❡♥$ ❢♦(❝❡# Fi

❛❝$✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ♣❛($✐❝❧❡ ✐♥ 0✉❡#$✐♦♥ ❛♥❞ ✐$# ♠❛## m✳

✸✳✸✳✶ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣

❙✐♥❝❡ $❤❡ ❝♦♥#$✐$✉$✐✈❡ ❧❛✇ ✐♥ $❤✐# ♠♦❞❡❧ ❞♦❡# ♥♦$ ✐♥❝❧✉❞❡ ✈❡❧♦❝✐$② ❜❛#❡❞

❞❛♠♣✐♥❣✱ ❦✐♥❡$✐❝ ❡♥❡(❣② ♦❢ ❉❊# ✐# ❞✐##✐♣❛$❡❞ ✐♥ 0✉❛#✐✲#$❛$✐❝ #✐♠✉❧❛$✐♦♥# ✉#✐♥❣

♥✉♠❡(✐❝❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣✳

❚❤❡ ❢♦(♠✉❧❛$✐♦♥ ✉#❡❞ ✐♥ ❨❆❉❊ ✐# ❛ #❧✐❣❤$❧② ❛❞❛♣$❡❞ ✈❡(#✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢♦(✲



✼✹ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

♠✉❧❛&✐♦♥ ✉*❡❞ ✐♥ -❋❈✸❉ ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ❢♦8❝❡* ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❉❊ ❛8❡ ❞❡❝8❡❛*❡❞

❜② (∆F )d

(∆F )dw
Fw

= −λd sgn Fw (u̇⊖w +
ü⊙w ∆t

2
) ✭✸✳✷✮

❲❤❡8❡ λd ✐* &❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥&✳ ❚❤✐* ❢♦8♠✉❧❛&✐♦♥ ❛❝&* ♦♥ ❢♦8❝❡*

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥* &❤❛& ✉♥✐❢♦8♠ ♠♦&✐♦♥ ✐* ♥♦& ❝♦♥*&8❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐&✐♦♥✱ ❛❧❧ ❉❊*

❛8❡ ❞❛♠♣❡❞ ❡G✉❛❧❧② ❛♥❞ ♦♥❧② &❤❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥❧❡** ❝♦❡✣❝✐❡♥& λd ✐* ♥❡❡❞❡❞✳

✸✳✹ ❈♦♥&'✐'✉'✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡&❝0✐♣'✐♦♥

❆& ♠❛❝8♦*❝♦♣✐❝ *❝❛❧❡✱ &❤❡ ❝♦♥❝8❡&❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥*✐❞❡8❡❞ ❛* ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉*

✐*♦&8♦♣✐❝ ♠❛&❡8✐❛❧✳ ●❛❜❡& ❬✷✼❪ *&✉❞✐❡❞ &❤❡ &8✐❛①✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦8 ♦❢ ❝♦♥❝8❡&❡ ✉♥❞❡8

❛ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥& ✉♣ &♦ ✻✺✵ ▼-❛✳ ❯♥❞❡8 ✐♥❝8❡❛*✐♥❣ ♠❡❛♥ *&8❡** ❧❡✈❡❧*✱ ❝♦♥❝8❡&❡

✜8*& ❢♦❧❧♦✇* ❛ ❧✐♥❡❛8 ❜❡❤❛✈✐♦8✱ &❤❡♥ ✐&* *&✐✛♥❡** ❞❡❝8❡❛*❡* ❞✉❡ &♦ &❤❡ ❞❛♠❛❣❡

♦❢ ❝❡♠❡♥& ♠❛&8✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞* &♦ ♣♦8♦*✐&② ❝❧♦*✉8❡✳ ❆* &❤❡ ♣♦8♦*✐&② ✐* ❝❧♦*✐♥❣✱

&❤❡ *&✐✛♥❡** ♦❢ &❤❡ ❝♦♥*♦❧✐❞❛&❡❞ ♠❛&❡8✐❛❧ ✐♥❝8❡❛*❡* ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ &❡♥❞* &♦ &❤❡

❡❧❛*&✐❝ *&✐✛♥❡** ♦❢ &❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥*♦❧✐❞❛&❡❞ ♠❛&❡8✐❛❧✳

❚❤✐* ❜❡❤❛✈✐♦8 ❛& &❤❡ ♠❛❝8♦*❝♦♣✐❝ *❝❛❧❡ ❝❛♥ ❜❡ 8❡♣8♦❞✉❝❡❞ &❤8♦✉❣❤ *✐♠♣❧❡

✐♥&❡8❛❝&✐♦♥ ❧❛✇* ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ❞✐*❝8❡&❡ ❡❧❡♠❡♥&*✳ ❙❤✐✉ ❬✻✻❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ✐♥&❡8✲

❛❝&✐♦♥ ❧❛✇ ❢❡❛&✉8✐♥❣ ❛♥ ❡❧❛*&✐❝ G✉❛*✐✲❜8✐&&❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦8 ✐♥ &❡♥*✐♦♥✱ ❛♥❞ &❤8❡❡

❧✐♥❡❛8 ❜❡❤❛✈✐♦8 ✐♥ ❝♦♠♣8❡**✐♦♥✱ ❜✉& &❤✐* ♠♦❞❡❧ ❞♦❡* ♥♦& &❛❦❡ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥&

&❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢ *❛&✉8❛&✐♦♥ 8❛&✐♦ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥❝8❡&❡✳



✸✳✹✳ ❈♦♥&'✐'✉'✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡&❝0✐♣'✐♦♥ ✼✺

■♥ $❤✐' ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✱ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ❢2❡❡ ✇❛$❡2 ✐' $❛❦❡♥ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ ❜② ✐♥✲

$2♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡$✇❡❡♥ ✇❛$❡2 '❛$✉2❛$✐♦♥ 2❛$✐♦ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛'$✐❝ ❞❡❢♦2✲

♠❛$✐♦♥' ❞✉❡ $♦ ♣♦2❡ ❝❧♦'✉2❡✳ ■♥✐$✐❛❧ ♣♦2♦'✐$② ✐' ❞❡✜♥❡❞ ❛' ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❛2✐❛❜❧❡

❛$ $❤❡ ✐♥$❡2❛❝$✐♦♥ ✉'✐♥❣ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❞✐'$❛♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ❉❊'✳ ❆ ♥❡✇ ♠❛①✐♠✉♠

'❤❡❛2 '$2❡'' ❝2✐$❡2✐♦♥ ✐' ❛❧'♦ ✐♥$2♦❞✉❝❡❞ $♦ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❝♦22❡❧❛$✐♦♥

❜❡$✇❡❡♥ ❧✐♠✐$ '❤❡❛2 '$2❡♥❣$❤ ❛♥❞ '❛$✉2❛$✐♦♥ 2❛$✐♦✳

✸✳✹✳✶ ■♥&❡(❛❝&✐♦♥ ❧❛✇

■♥ $❤✐' ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ✐♥$❡2❛❝$✐♦♥' ❜❡$✇❡❡♥ ❞✐'$❛♥$ ♥❡✐❣❤❜♦✉2' ❜② ✐♥✲

$2♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥$❡2❛❝$✐♦♥ 2❛❞✐✉' ❝♦❡✣❝✐❡♥$ Ri✳ ❚❤✉' ✇❡ ❞❡✜♥❡ $✇♦ $②♣❡' ♦❢

✐♥$❡2❛❝$✐♦♥' ✿ ✐♥✐$✐❛❧ ▲✐♥❦ ❛♥❞ 2❡'✐❞✉❛❧ ❈♦♥$❛❝$✳ ✭❋✐❣✉2❡ ✸✳✶✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ri ✐♥✢✉❡♥❝❡' ❞✐2❡❝$❧② $❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ✐♥$❡2❛❝$✐♦♥' ♣❡2 '♣❤❡2❡✳

❘♦✉''❡❛✉ ❬✻✸❪ '❤♦✇❡❞ $❤❛$ ✐♥ ♦2❞❡2 $♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ 2❡❛❧✐'$✐❝ ♣♦'$✲♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦2

♦❢ ❝♦♥❝22❡$❡✱ $❤✐' ♥✉♠❜❡2 '❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛2♦✉♥❞ ✶✷ ✐♥$❡2❛❝$✐♦♥'✳ ❚❤❡ ✐♥$❡2❛❝$✐♦♥

2❛❞✐✉' ❝♦❡✣❝✐❡♥$ Ri ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❥✉'$❡❞ ❛❝❝♦2❞✐♥❣❧②✳

❆' ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ✐' ♣2♦❝❡❡❞❡❞ ❞✉2✐♥❣ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ❝②❝❧❡✱ ❞✉❡ $♦ ❡①$❡2♥❛❧

❧♦❛❞✐♥❣✱ ❝❤❛♥❣❡' ✐♥ ❉❊' ❛22❛♥❣❡♠❡♥$ ♦❝❝✉2 ❛♥❞ ♥❡✇ ✐♥$❡2❛❝$✐♦♥' ❝♦✉❧❞ ❜❡

❝2❡❛$❡❞✳

❈♦❤❡$✐✈❡ ✐♥(❡)❛❝(✐♦♥$

▲✐♥❦ ✐♥$❡2❛❝$✐♦♥' ❛2❡ ❝2❡❛$❡❞ ❜❡$✇❡❡♥ ❉❊' ✇✐$❤✐♥ $❤❡ '❛♠❡ 2❛♥❣❡ ❛$ $❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ $❤❡ '✐♠✉❧❛$✐♦♥✳ ❋♦2 ✐♥'$❛♥❝❡✱ ❛ ❧✐♥❦ ✐' ❝2❡❛$❡❞ ❜❡$✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥$'



✼✻ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

a✱ ❛♥❞ b ♦❢ (❛❞✐✉+ Ra ❛♥❞ Rb (❡+♣❡❝/✐✈❡❧② ✐❢ ✿

Ri(R
a +Rb) ≥ D0

✭✸✳✸✮

❲❤❡(❡ D0
✐+ /❤❡ ✐♥/✐❛❧ ❞✐+/❛♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ❝❡♥/(♦✐❞+ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥/+ a ❛♥❞

b✳ D0
✐+ ❛❧+♦ /❤❡ (❡❢❡(❡♥❝❡ ❞✐+/❛♥❝❡ ✉+❡❞ ❧❛/❡( /♦ ❝♦♥✈❡(/ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥/ /♦ ❞✐✲

♠❡♥♥+✐♦♥❧❡++ +/(❛✐♥✳ ■❢ C0
a ❛♥❞ C0

b ❛(❡ ✐♥✐/✐❛❧ ♣♦+✐/✐♦♥ ❝❡♥/(♦✐❞+ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥/+

a ❛♥❞ b ❝❡♥/(♦✐❞+ (❡+♣❡❝/✐✈❡❧②✱ /❤❡♥ ✿

D0 = |C0
a − C0

b| ✭✸✳✹✮

❚❡♥+✐❧❡ +/(❡++ ❛♣♣❡❛(+ ✇❤❡♥ ❞✐+/❛♥❝❡ Da,b = |Ca − Cb| ❜❡/✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥/+

a ❛♥❞ b ✐+ ❣(❡❛/❡( /❤❛♥ D0
❜❡❝❛✉+❡ /❤❡ ✐♥/❡(❛❝/✐♦♥ ✐+ ❝♦❤❡+✐✈❡✳

❈♦♥#❛❝# ✐♥#❡(❛❝#✐♦♥

❈♦♥/❛❝/ ✐♥/❡(❛❝/✐♦♥+ ❛(❡ ❝(❡❛/❡❞ ❡✐/❤❡( ❜❡/✇❡❡♥ ❉❊+ ❛❢/❡( /❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ /❤❡ +✐♠✉❧❛/✐♦♥✱ ♦( ✇❤❡♥ ❛ ❝♦❤❡+✐✈❡ ▲✐♥❦ ✐♥/❡(❛❝/✐♦♥ ✐+ ❜(♦❦❡♥✳ ❈♦♥/❛❝/ ✐+

❝(❡❛/❡❞ ✇❤❡♥ /✇♦ ❉❊+ ❛(❡ ✐♥ ❝♦♥/❛❝/✳



✸✳✹✳ ❈♦♥&'✐'✉'✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡&❝0✐♣'✐♦♥ ✼✼

■♥#❡%❛❝#✐♦♥

❈♦♥#❛❝#

✲ ◆♦♥ ❝❡❤❡.✐✈❡ ✐♥#❡%❛❝#✐♦♥

✲ ◆♦ #❡♥.✐❧❡ .#%❡♥❣#❤

❈♦❤❡.✐✈❡

✲ ❈♦❤❡.✐✈❡ ✐♥#❡%❛❝#✐♦♥

✲ ❍❛✈❡ ❛ #❡♥.✐❧❡ .#%❡♥❣#❤

❇%♦❦❡♥ ❝♦❤❡.✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ■♥#❡%❛❝#✐♦♥ #②♣❡.

✸✳✹✳✷ ❊❧❛'(✐❝ ✐♥(❡-❛❝(✐♦♥ ❧❛✇

❘❡.✉❧#✐♥❣ ❢♦%❝❡ Fi ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦.❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦%♠❛❧ ❢♦%❝❡ Fn ❛♥❞ .❤❡❛%

❢%♦❝❡ Fs ✿

Fn = KnUn ✭✸✳✺❛✮

Fs = KsUs ✭✸✳✺❜✮

Un ❛♥❞ Us ❛%❡ %❡.♣❡❝#✐✈❡❧② ♥♦%♠❛❧ ❛♥❞ .❤❡❛% ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥# ✭❙❡❡ ❈❤❛♣#❡%

✷✮✳ Kn ❛♥❞ Ks ❛%❡ %❡.♣❡❝#✐✈❡❧② ♥♦%♠❛❧ ❛♥❞ .❤❡❛% .#✐✛♥❡..❡.✱ ❜♦#❤ ❡①♣%❡..❡❞

✉.✐♥❣ E∗
❛♥ ❡J✉✐✈❛❧❡♥# ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉. ❛♥❞ G∗

❛♥ ❡J✉✐✈❛❧❡♥# .❤❡❛% ♠♦❞✉❧✉.

❢♦% #❤❡ ❧✐♥❦ ✿

Kn =
E∗Aeq

D0
✭✸✳✻❛✮

Ks =
G∗Aeq

D0
✭✸✳✻❜✮



✼✽ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

Aeq ✐# $❤❡ ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ❝(♦##✲#❡❝$✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇# ✿

Aeq = π ×min(Ra, Rb)
2

✭✸✳✻❝✮

❚❤✉#✱ $❤❡ ❢♦(❝❡# ❛(❡ ✇(✐$$❡♥ ❛# ❢♦❧❧♦✇# ✿

Fn = σnAeq ✭✸✳✼❛✮

Fs = σsAeq ✭✸✳✼❜✮

❲✐$❤ ✿

σn = E∗εn ✭✸✳✼❝✮

σs = G∗εs ✭✸✳✼❞✮

❲❤❡(❡ εn ❛♥❞ εs ❛(❡ $❤❡ ♥♦(♠❛❧ ❛♥❞ #❤❡❛( #$(❛✐♥ (❡#♣❡❝$✐✈❡❧②

ε =





εn

εs





✭✸✳✼❡✮

C0
✐# $❤❡ ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ❝❡♥$❡( ♣♦✐♥$ ❛♥❞ ~n ✐# $❤❡ ❝♦♥$❛❝$ ♥♦(♠❛❧ $♦ $❤❡

❝♦♥$❛❝$ ♣❧❛♥❡ $❤❛$ ♣❛##❡# $❤(♦✉❣❤ C0
✭❛❧✇❛②# ♣❡(♣❡♥❞✐❝✉❧❛( $♦ $❤❡ ❝♦♥$❛❝$

♣❧❛♥❡✮✳ Un ✐# ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐$❤ n✳ ❚❤❡ #❤❡❛( ❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥$ Us ♠✉#$ ❜❡ ❡①♣(❡##❡❞

✐♥ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♦(❞✐♥❛$❡# ✇❤✐❧❡ #❛$✐#❢②✐♥❣ $❤❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ Us ⊥ n✳ ❚❤✐# ✐# ❞✉❡

$♦ $❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝♦♦(❞✐♥❛$❡ #②#$❡♠✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥$❛❝$ ❞❡✜♥❡#

♦♥❧② $❤❡ ❝♦♥$❛❝$ ♥♦(♠❛❧ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦♥$❛❝$ ♣❧❛♥❡ ✭❋✐❣✉(❡ ✸✳✷✮✳

❆# ❧❛(❣❡ #$(❛✐♥# ❛(❡ ❡①♣❡❝$❡❞✱ ❧♦❣❛(✐$❤♠✐❝ ♥♦(♠❛❧ #$(❛✐♥ ✭❡H✉✳ ✭✸✳✽✮✮ ✐#



✸✳✹✳ ❈♦♥&'✐'✉'✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡&❝0✐♣'✐♦♥ ✼✾

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ■♥(❡*❛❝(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ (✇♦ ❡❧❡♠❡♥(3✳ ❋♦*❝❡ ❛♥❞ ❞✐3♣❧❛❝❡♠❡♥(

❝♦♠♣♦♥❡♥(3

✉3❡❞✳ ❚❤✐3 ❛❧❧♦✇3 (❤❡ 3(*❛✐♥ (♦ (❡♥❞ (♦ −∞ ✐♥3(❡❛❞ ♦❢ −1 ❛3 ❝❡♥(❡*3 ♦❢ 3♣❤❡*❡3

❛♣♣*♦❛❝❤✱ ♦(❤❡*✇✐3❡ 3♣❤❡*❡3 ❝♦✉❧❞ ♣❡♥❡(*❛(❡ (❤*♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ♦(❤❡* ❬✽✹❪✳

ε =





εn

εs



 =





log(Un

D0 )
∑

δUs

D0





✭✸✳✽✮

❋♦* (♦*C✉❡ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥ ✿

Mb =
∑

δθbKb ✭✸✳✾❛✮

Mt =
∑

δθtKt ✭✸✳✾❜✮

❲✐(❤ θb ❛♥❞ θt ❛*❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ (✇✐3(✐♥❣ *♦(❛(✐♦♥ ❛♥❣❧❡ *❡3♣❡❝(✐✈❡❧②✱ Kb

❛♥❞ Kt ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ (✇✐3(✐♥❣ 3(✐✛♥❡33❡3✳ αb ❛♥❞ αt ❛*❡ (✇♦ ❞✐♠❡♥3✐♦♥❧❡33

♣❛*❛♠❡(❡*3 ✉3❡❞ (♦ ❧✐♠✐( (❤❡ (♦*C✉❡✳ αb, αt (✇♦ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ♣❛*❛♠❡(❡*3

∈ [0, 1]✳



✽✵ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

✸✳✹✳✸ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛* ✐♥+❡*❛❝+✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦*

❆# #❤♦✇♥ ✐♥ ❡*✉❛-✐♦♥# ✭✸✳✼❝✮ ❛♥❞ ✭✸✳✼❞✮✱ σn ❛♥❞ σs ❛6❡ ❢✉♥❝-✐♦♥# ♦❢ εn

❛♥❞ εs 6❡#♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ❞❡#❝6✐❜❡ -❤❡ ✐♥-❡6❛❝-✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦6 ✐♥ ❜♦-❤ -❡♥#✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♠♣6❡##✐♦♥✳

❚❡♥#✐♦♥

❇❡②♦♥❞ -❤❡ ❡❧❛#-✐❝ ❧✐♠✐- ǫ0✱ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦6 ✐# ❞❡#❝6✐❜❡❞ ✐♥ -❡♥#✐♦♥✳

◆♦6♠❛❧ #-6❡## σn ✐# ❢♦6♠✉❧❛-❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇# ✿

σn = [1− ω(k)❍(ε0)]E
∗εn ✭✸✳✶✵✮

ω(k) ✐# -❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥✱ ❛♥❞ ❍(ε0) ✐# ❛ ❍❡❛✈✐#✐❞❡ ❢✉♥❝-✐♦♥

♦❢ εn -❤❛- ❞❡❛❝-✐✈❛-❡# ❞❛♠❛❣❡ ❡✛❡❝- ✐❢ εn < ε0✳

❉❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥ ω ✐# ❞❡#❝6✐❜❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇# ✿

ω(k) =
1− ε0

κ

1− ε0
εf

✐❢ ε0 ≤ κ ≤ εf ✭✸✳✶✶✮

κ ❛❧❧♦✇# #❛✈✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ✿

κ = max(εn) ✭✸✳✶✷✮



✸✳✹✳ ❈♦♥&'✐'✉'✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡&❝0✐♣'✐♦♥ ✽✶

εf ✐# ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❢♦,♠❛-✐♦♥ ❝♦,,❡#♣♦♥❞✐♥❣ -♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♠❛❣❡ (ω = 1

✇❤❡♥ εn = εf )✳ ❆- -❤✐# ♣♦✐♥-✱ -❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ #♣❤❡,❡# ✐# ❞❡❧❡-❡❞ ❛♥❞ ❛

❝♦♥-❛❝- ✐♥-❡,❛❝-✐♦♥ ✐# ❝,❡❛-❡❞ ♦♥❧② ✐❢ -❤❡#❡ -✇♦ #♣❤❡,❡# -♦✉❝❤ ❛❣❛✐♥✳

❋✐❣✉,❡ ✸✳✸ #❤♦✇# -❤❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❡♥#✐❧❡ #-,❡## ✐♥ -❤❡ ♥♦,♠❛❧ ❞✐,❡❝-✐♦♥

❛♥❞ -❤❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❚♦♣ ✿ ❉❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦❤❡#✐✈❡ ✐♥-❡,❛❝-✐♦♥ ✲ ❇♦--♦♠ ✿

❚❡♥#✐❧❡ #-,❡## ✐♥ ❛ ❝♦❤❡#✐✈❡ ✐♥-❡,❛❝-✐♦♥



✽✷ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

❈♦♠♣$❡&&✐♦♥

❙✐♥❝❡ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ✐- '♦ -✐♠✉❧❛'❡ ❤✐❣❤ -'3❡-- ❧❡✈❡❧-✱ ❝♦♠♣3❡--✐✈❡ -'3❡-- ✐-

❢♦3♠✉❧❛'❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② '❤❛' ❛❧❧♦✇- '❤❡ -✐♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ ♣♦3♦-✐'② ❝❧♦-✉3❡✳ ❚❤✉-✱ ❛-

-❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉3❡ ✸✳✹ ✇❡ ❞❡✜♥❡ '❤3❡❡ ❧✐♥❡❛3 ♣❤❛-❡- ✐♥ ❝♦♠♣3❡--✐♦♥ ✿

A❤❛-❡ ❬❆ ❇❪ ✿ ✜3-' ❧✐♥❡❛3 ♣❤❛-❡ '❤❛' 3❡♣3♦❞✉❝❡- '❤❡ ❡❧❛-'✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦3✳ ❲✐'❤

εel '❤❡ ❧✐♠✐' ❡❧❛-'✐❝ -'3❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣3❡--✐♦♥✳

σn = E∗εn ❢♦3 εn < εel ✭✸✳✶✸✮

A❤❛-❡ ❬❇ ❈❪ ✿ -❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡❛3 ♣❤❛-❡✱ ✇✐'❤ ❛ ❧♦✇❡3 -'✐✛♥❡--✱ ❞❡-❝3✐❜✐♥❣ ♣♦3♦✲

-✐'② ❝❧♦-✉3❡✳ ▲❡' ✉- ♥♦'❡ ❛' '❤✐- ♣♦✐♥' '❤❛' ♣♦3♦-✐'② ✐- ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❤❡3❡♥'❧②✱ ✇✐'❤

εpl '❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❢♦3♠❛'✐♦♥ ❝♦33❡-♣♦♥❞✐♥❣ '♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡'❡ ♣♦3♦-✐'② ❝❧♦-✉3❡✳

A❧❛-'✐❝ 3❡❧❛'✐✈❡ ♠♦❞✉❧✉- kp✱ ✐- ❛❧-♦ ✐♥'3♦❞✉❝❡❞✳

σn =
E∗

kp
(εn − εel) + σelmax

❢♦3 εel < εn < εpl ✭✸✳✶✹✮

A❤❛-❡ ❬❈ ❉❬ ✿ '❤✐3❞ ❧✐♥❡❛3 ♣❤❛-❡✳ kh ❛ ❝♦♥-♦❧✐❞❛'❡❞ 3❡❧❛'✐✈❡ ♠♦❞✉❧✉- ✐-

✐♥'3♦❞✉❝❡❞✳ ❆' '❤✐- ♣♦✐♥' '❤❡ ♠❛'❡3✐❛❧ ✐- ❝♦♠♣❛❝'❡❞ ❛♥❞ '❤❡ 3❡-♣♦♥-❡ ✐-

❞❡-❝3✐❜❡❞ ❜② ✿

σn = E∗kh(εn − εpl) + σplmax
❢♦3 εpl < εn ✭✸✳✶✺✮

❋✐❣✉3❡ ✸✳✹ -❤♦✇- ❛ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ♥♦3♠❛❧ ❞✐3❡❝'✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ '✇♦

❉❊- ✭✐♥'❡3❛❝'✐♦♥ ❧❡✈❡❧✮✳





✽✹ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

❙❤❡❛$

❊❧❛%&✐❝ %❤❡❛+ %&+❡%% ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇% ✿

σs = G∗εs ✭✸✳✶✻✮

❚❤❡ %❤❡❛+ +❡%♣♦♥%❡ ✐% ❧✐♠✐&❡❞ ❜② &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ %❤❡❛+ %&+❡%% %✉+❢❛❝❡ ✭❋✐✲

❣✉+❡ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡ %❤❡❛+ %&+❡%% ❝+✐&❡+✐♦♥ σsmax ❝❤❛+❛❝&❡+✐③❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ❝♦✲

❤❡%✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❧✐♥❦ C0✱ ❢+✐❝&✐♦♥ ❛♥❣❧❡ Φ✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ %❤❡❛+ %&+❡%% λ.C0

❛❧❧♦✇✐♥❣ %❧✐❞✐♥❣ ✭♣❧❛%&✐❝ %❧✐♣✮ ❜❡&✇❡❡♥ %♣❤❡+❡%✳

❲❤❡+❡ σsmax ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜② &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡H✉❛&✐♦♥ ✿

σsmax = (1− ω)C0 +
λC0σntan(Φ)

σntan(Φ) + (λ+ 1− ω)Ft
✭✸✳✶✼✮

❲❤❡+❡ ω ✐% &❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝&✐♦♥✱ Ft &❤❡ &❡♥%✐❧❡ %&+❡%% ❛♥❞ λ ❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥✲

❧❡%% ♣❛+❛♠❡&❡+ &❤❛& ❛❧❧♦✇% ❝♦♥&+♦❧❧✐♥❣ &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ %❤❡❛+ %&+❡%%✳

✸✳✹✳✹ ❊✛❡❝' ♦❢ *❛'✉-❛'✐♦♥ -❛'✐♦ ♦♥ '❤❡ ❝♦♠♣-❡**✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦-

❙❛&✉+❛&✐♦♥ +❛&✐♦ ✐% ✐♥&+♦❞✉❝❡❞ ❛% ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❛& &❤❡ ✐♥&❡+❛❝&✐♦♥ ❧❡✈❡❧

❜❡&✇❡❡♥ %♣❤❡+❡% ❛♥❞ ✐% ❧✐♥❦❡❞ &♦ &❤❡ ♣♦+♦%✐&② ❝❧♦%✉+❡ ❞✉+✐♥❣ &❤❡ ❝♦♠♣❛❝✲

&✐♦♥ ♣❤❛%❡ ✭❡H✉✳ ✭✸✳✶✹✮✮✳ ■♥✐&✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉% %❛&✉+❛&✐♦♥ +❛&✐♦ ❞✐%&+✐❜✉&✐♦♥ ✐%

❛%%✉♠❡❞ ✐♥ &❤❡ %❛♠♣❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡+ ❛ %&+✉❝&✉+❛❧ ❤❡&❡+♦❣❡♥❡✐&② ❝♦✉❧❞ ❡❛%✐❧② ❜❡



✸✳✹✳ ❈♦♥&'✐'✉'✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡&❝0✐♣'✐♦♥ ✽✺

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ▼❛①✐♠✉♠ +❤❡❛. +/.❡++ +✉.❢❛❝❡



✽✻ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

"❛❦❡♥ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥"✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ 0❛"✉1❛"✐♦♥ 1❛"✐♦ ✐0 "❛❦❡♥ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ✐♥ "❤❡

❝♦♠♣1❡00✐✈❡ 0"1❡00 ♦♥❧②✳

❚❤❡ ❈♦♥0♦❧✐❞❛"✐♦♥ ♣♦✐♥" ✐0 ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦1❞✐♥❣ "♦ ♥♦1♠❛❧ 0"1❛✐♥✱ ❛♥❞ ✐"

❝♦11❡0♣♦♥❞0✱ ✐♥ ❛ ❞1② ❧✐♥❦ ✭Sr = 0%✮✱ "♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡"❡ ♣♦1♦0✐"② ❝❧♦0✉1❡ ✭εn =

εpl✮✳ ■♥ "❤✐0 ♠♦❞❡❧✱ 0❛"✉1❛"✐♦♥ Sr ✐0 ✐♥"1♦❞✉❝❡❞ ❛0 ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❛1✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐" ✐0

❛00✉♠❡❞ "❤❛" "❤❡ ❤✐❣❤❡1 "❤❡ 0❛"✉1❛"✐♦♥ 1❛"✐♦ ✐0✱ "❤❡ ❡❛1❧✐❡1 "❤❡ ❝♦♥0♦❧✐❞❛"✐♦♥

♣♦✐♥" ✐0 1❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ ❢❛❝"✱ ❛ 0♠❛❧❧❡1 ❞❡❢♦1♠❛"✐♦♥ ✐0 ♥❡❡❞❡❞ "♦ ❝❧♦0❡ ❛ ♣❛1"✐❛❧❧②

0❛"✉1❛"❡❞ ♣♦1♦0✐"② ❛0 ❛ ❢1❛❝"✐♦♥ ♦❢ ✐" ✐0 ❛❧1❡❛❞② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ✇❛"❡1✳

❚❤✉0✱ "❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥0♦❧✐❞❛"✐♦♥ ♣♦✐♥" εn,plC ✐0 ❞❡✜♥❡❞ ❛0 ❢♦❧❧♦✇0 ✿

εn,plC = εel + (εpl − εel)(1− Sr) ✭✸✳✶✽✮

❲❤❡1❡ Sr ✐0 "❤❡ 0❛"✉1❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❧✐♥❦✳

❋1♦♠ ❡F✉❛"✐♦♥ ✸✳✶✽✱ ✐" ✐0 ❝❧❡❛1 "❤❛" ✐❢ "❤❡ ❧✐♥❦ ✐0 ❞1② ✭Sr = 0✮✱ εn,plC

✐0 "❤❡♥ ❡F✉❛❧ "♦ εpl✳ ❖♥ "❤❡ ♦"❤❡1 ❤❛♥❞✱ ✐❢ "❤❡ ❧✐♥❦ ✐0 ❝♦♠♣❧❡"❡❧② 0❛"✉1❛"❡❞

✭Sr = 1✮✱ "❤❡♥ εn,plC ✐0 ❡F✉❛❧ "♦ εel✳

❊✛❡❝"✐✈❡ 0"1❡00 ✐0 ✐♥"1♦❞✉❝❡❞ "♦ "❛❦❡ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" "❤❡ ✇❛"❡1 ❝♦♥"1✐❜✉"✐♦♥

✐♥ "❤❡ "♦"❛❧ 0"1❡00✳ ■" ✐0 ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦1❞✐♥❣ "♦ εv ✐0 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐0 ❛♣♣1♦①✐♠❛"❡❞

❢1♦♠ "❤❡ ♥♦1♠❛❧ 0"1❛✐♥ ❛0 "❤❡ ❧✐♥❦ ✐0 ✉♥✐❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ ✭εv ≈ 3εn✮✳ ϕi ✐0 "❤❡

✐♥✐"✐❛❧ ♣♦1♦0✐"② ♦❢ "❤❡ 0❛♠♣❧❡✳ ❚❤✉0 ✇❡ ✇1✐"❡ ✿

σntotal
= σn + 3ϕi(εn − εn,plC)σnwater ✭✸✳✶✾✮



✸✳✹✳ ❈♦♥&'✐'✉'✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡&❝0✐♣'✐♦♥ ✽✼

ϕi ❜❡✐♥❣ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ♣♦-✐.✐'② ♦❢ '❤❡ .❛♠♣❧❡✱ ✐' ✐. ❝❧❡❛- '❤❛' '❤❡ ❤✐❣❤❡-

'❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ♣♦-♦.✐'②✱ '❤❡ ♠♦-❡ ✐♠♣♦-'❛♥' ✐. '❤❡ ✇❛'❡- ❝♦♥'-✐❜✉'✐♦♥✱ ❛. ♠♦-❡

♣♦-♦.✐'② ✐. ✜❧❧❡❞ ✇✐'❤ ✇❛'❡-✳

❆ ▼✐❡✲●&✉♥❡✐)❡♥ ❧✐❦❡ ❡,✉❛.✐♦♥ ♦❢ ).❛.❡ ✐. ✉.❡❞ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ '❤❡ ✇❛'❡-

❝♦♥'-✐❜✉'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ '♦'❛❧ .'-❡.. ❬✶✺❪✳

σwater =
ρ0C

2
w0(εv − εv,ps)

(1− s(εv − εv,ps))2
[1−

Γ0(εv − εv,ps)

2
] + Γ0ρ0Em ✭✸✳✷✵✮

❲❤❡-❡ Cw0 ✐. .♦✉♥❞✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐'②✱ ρ0 ✐. ✈♦❧✉♠✐❝ ♠❛..✱ s ❛♥❞ Γ0 ❛-❡ '✇♦

▼✐❡✲●-✉♥❡✐.❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥'.✱ ❛♥❞ Em ✐. '❤❡ ✐♥'❡-♥❛❧ ❡♥❡-❣② ♣❡- ♠❛.. ✉♥✐'

✭♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✮

❋✐❣✉-❡ ✸✳✻ .❤♦✇. '❤❡ ♥♦-♠❛❧ ❝♦♠♣-❡..✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦- ♦❢ ❛ ❞-② ❧✐♥❦ ❛♥❞ ♦❢

❛ ✇❡' ❧✐♥❦ ❛♥❞ '❤❡ ❝♦--❡.♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛'❡- ♣-❡..✉-❡ ❝♦♥'-✐❜✉'✐♦♥✳ ■' ✐. .❤♦✇♥

'❤❛' '❤❡ ❝♦♥.♦❧✐❞❛'✐♦♥ ♣♦✐♥' ✐. -❡❛❝❤❡❞ ❡❛-❧✐❡- ✐♥ '❤❡ ✇❡' ❧✐♥❦✳ ❖♥❝❡ '❤❡

❝♦♥.♦❧✐❞❛'✐♦♥ ♣♦✐♥' ✐. -❡❛❝❤❡❞ '❤❡ ✇❛'❡- ❝♦♥'-✐❜✉'✐♦♥ ✐. ❛❞❞❡❞✳ ■♥ '❤❡ ❞-②

❧✐♥❦✱ -❡❛❝❤✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥.♦❧✐❞❛'✐♦♥ ♣♦✐♥' ❞♦❡. ♥♦' ❛❞❞ ❛♥② ✇❛'❡- ❝♦♥'-✐❜✉'✐♦♥

.✐♥❝❡ '❤❡-❡ ✐. ♥♦ ✇❛'❡- ✐♥ '❤❡ .❛♠♣❧❡✳

✸✳✹✳✺ ❊✛❡❝( ♦❢ +❛(✉.❛(✐♦♥ .❛(✐♦♥ ♦♥ (❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ +❤❡❛. +(.❡++

■♥ ♦-❞❡- '♦ ❝♦♥'-♦❧ '❤❡ ♣❧❛.'✐❝ .❧✐❞✐♥❣ '❤-❡.❤♦❧❞ ♦❢ ✐♥'❡-❛❝'✐♦♥.✱ ❛ ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥' λ ✇❛. ✐♥'-♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡M✉❛'✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮✳ ❚❤✐. ❝♦❡✣❝✐❡♥' ✐. ✐♥'❡♥❞❡❞ '♦



✽✽ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ❚♦♣ ✿ ❲❛+❡- ❝♦♥+-✐❜✉+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ♥♦-♠❛❧ ❝♦♠♣-❡66✐✈❡ 6+-❡♥❣+❤

❛♥❞ +❤❡ ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥6♦❧✐❞❛+✐♦♥ ♣♦✐♥+ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ +❤❡ 6❛+✉-❛+✐♦♥ -❛+✐♦ ✲

❇♦++♦♠ ✿ ❘❡6✉❧+✐♥❣ ♥♦-♠❛❧ ❝♦♠♣-❡66✐✈❡ 6+-❡66 ❢♦- ❞✐✛❡-❡♥+ 6❛+✉-❛+✐♦♥ -❛+✐♦6



✸✳✺✳ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥ ✽✾

❝♦♥%&♦❧ %❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❧✐♠✐% .❤❡❛& .%&❡♥❣%❤ ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ✭λC0✮ ♦♥❝❡ %❤❡ ♠❛%❡&✐❛❧

✐. ❢✉❧❧② ❝♦♥.♦❧✐❞❛%❡❞✳ ❚✇♦ ♣❛&❛♠❡%❡&.✱ λ0 ✇❤✐❝❤ ✐. ❝❛❧✐❜&❛%❡❞ ❢♦& ❛ ❞&② ❧✐♥❦✱

❛♥❞ λ100 ✇❤✐❝❤ ✐. ❝❛❧✐❜&❛%❡❞ ❢♦& ❛ .❛%✉&❛%❡❞ ❧✐♥❦✱ ❛&❡ ✐♥%&♦❞✉❝❡❞ %♦ ❡①♣&❡..

λ ❛. ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ .❛%✉&❛%✐♦♥ &❛%✐♦✳

λ = (λ0 − λ100)(1− Sr) + λ100 ✭✸✳✷✶✮

❚❤✉.✱ ✇❤❡♥ λ = λ0 %❤❡♥ εplC = εpl ❛♥❞ ✇❤❡♥ λ = λ100 %❤❡♥ εplC = εel✳

❋✐❣✉&❡ ✸✳✼ .❤♦✇. %❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ %❤❡ ♥❡✇ ❝&✐%❡&✐♦♥ ♦♥ %❤❡ .❛%✉&❛%✐♦♥ &❛%✐♦✳

■% ✐. .❤♦✇♥ %❤❛% %❤❡ ❤✐❣❤❡& %❤❡ .❛%✉&❛%✐♦♥ &❛%✐♦✱ %❤❡ ❧♦✇❡& ✐. %❤❡ .❤❡❛& .%&❡..

❧✐♠✐%✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥. %❤❛% .❧✐❞✐♥❣ ❜❡%✇❡❡♥ ❉❊. ✐. ❛❝%✐✈❛%❡❞ ❡❛&❧✐❡&✳

✸✳✺ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥

❈❛❧✐❜&❛%✐♦♥ ✐. ❞♦♥❡ ❜② &✉♥♥✐♥❣ .✐♠✉❧❛%✐♦♥. ♦♥ .✉✣❝✐❡♥%❧② ❧❛&❣❡ .♣❡❝✐♠❡♥

%♦ ❣✐✈❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ .✐♠✉❧❛%✐♦♥. ✇❡&❡ &✉♥ ✉.✐♥❣ ❛ .❛♠♣❧❡ ♦❢

♠✉❧%✐♣❧❡ .♣❤❡&❡.✳ ❚❤❡ .❛♠♣❧❡ ✉.❡❞ ❢♦& .✐♠✉❧❛%✐♦♥. ❤❛. %♦ ❜❡ ✐.♦%&♦♣✐❝ ❬✻✸❪✱

%❤✐. ❡♥.✉&❡. ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉. ❝♦♥%❛❝% ❞✐.%&✐❜✉%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ .❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣&❡✈❡♥%.

%❤❡ ❢♦&❝❡. ❢&♦♠ ❜❡✐♥❣ ❞✐&❡❝%❡❞ ✐♥ ♣&✐✈✐❧❡❣❡❞ ❞✐&❡❝%✐♦♥.✳

❚❤❡ .❛♠♣❧❡ .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✽ ♦♥ %❤❡ &✐❣❤%✱ ✐. %❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥%❛❧ .❛♠♣❧❡✳

■% ✐. ❝②❧✐♥❞&✐❝❛❧ .❤❛♣❡❞ 70mm ✐♥ ❞✐❛♠❡%❡& ❛♥❞ 140mm ✐♥ ❤❡✐❣❤%✳ ❚❤❡ ♥✉✲

♠❡&✐❝❛❧ .❛♠♣❧❡ ✉.❡❞ ✐. ❛ 70mm × 70mm × 140mm ❝✉❜♦✐❞✲.❤❛♣❡❞ ♣❛❝❦✐♥❣

♦❢ ❛♣♣&♦①✐♠❛%❡❧② ✹✵✵✵ .♣❤❡&❡. ✭❚❤❡ .✐③❡ ♦❢ %❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥%❛❧ .❛♠♣❧❡ ✉.❡❞ ✐♥

●■●❆ ♣&❡..✮✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡%❤♦❞ ✭✐.♦%&♦♣✐❝ ❝♦♠♣&❡..✐♦♥✮ ✐. ✉.❡❞ %♦ ❣❡♥❡&❛%❡



✾✵ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ▼❛①✐♠✉♠ *❤❡❛- *.-❡** *✉-❢❛❝❡ ❢♦- ❞✐✛❡-❡♥. *❛.✉-❛.✐♦♥ -❛.✐♦*
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✾✷ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

Ri ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥ &❛❞✐✉, ✭❝❛❧✐❜&❛$❡❞ $♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡ ♦❢ ✶✷

✐♥$❡&❛❝$✐♦♥, ♣❡& ❡❧❡♠❡♥$✮

❊❧❛,$✐❝ ❛♥❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&,

E∗
❊9✉✐✈❛❧❡♥$ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉, ❝❛❧✐❜&❛$❡❞ ❢&♦♠ ♠❛$❡&✐❛❧

♣&♦♣❡&$✐❡,

G∗
❊9✉✐✈❛❧❡♥$ ❙❤❡❛& ♠♦❞✉❧✉, ❝❛❧✐❜&❛$❡❞ ❢&♦♠ ♠❛$❡&✐❛❧

♣&♦♣❡&$✐❡,

ϕi ✐♥✐$✐❛❧ ♣♦&♦,✐$② ♦❢ $❤❡ ,❛♠♣❧❡

ρ ❉❡♥,✐$② ♦❢ $❤❡ ❝♦♥❝&❡$❡

❉❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝$✐♦♥ ♣❛&❛♠❡$❡&,

ε0 ❧✐♠✐$ ❡❧❛,$✐❝ ,$&❛✐♥ ✐♥ $❡♥,✐♦♥

εf ❧✐♠✐$ ❞❛♠❛❣❡ ,$&❛✐♥ ✭❝♦&&❡,♣♦♥❞✐♥❣ $♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛✲

♠❛❣❡✮

εel ❧✐♠✐$ ❡❧❛,$✐❝ ,$&❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣&❡,,✐♦♥

εpl ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣❛❝$✐♦♥ ,$&❛✐♥

kp ❘❡❧❛$✐✈❡ ♣❧❛,$✐❝ ♠♦❞✉❧✉, ❢♦& ,❧♦♣❡ ❝♦♥$&♦❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝✲

$✐♦♥ ♣❤❛,❡

kh ❘❡❧❛$✐✈❡ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉, ❢♦& ,❧♦♣❡ ❝♦♥$&♦❧ ✐♥ ❝♦♥,♦✲

❧✐❞❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❤❛,❡

C0 ,❤❡❛& ❝♦❤❡,✐♦♥

Φi ✐♥✐$✐❛❧ ❢&✐❝$✐♦♥ ❛♥❣❧❡

Φc ❝♦♥$❛❝$ ❢&✐❝$✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✭,❛♠❡ ❛, Φi✮

λ100 ,❛$✉&❛$❡❞ ❧✐♥❦ ,❧✐❞✐♥❣ $❤&❡,❤♦❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥$

λ0 ❞&② ❧✐♥❦ ,❧✐❞✐♥❣ $❤&❡,❤♦❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥$

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙✉♠♠❛&② ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛&❛♠❡$❡&,



E∗ ν Φc C0

ε0 εf



✾✹ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

"❛$❛♠❡'❡$( ❱❛❧✉❡(

E∗
✭●"❛✮ 30
ν 0.16
ε0 1e−4

εf 20ε0
Φc ✭$❛❞✐❛♥(✮ 0.52
C0 ✭▼"❛✮ 4

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ▼♦❞❡❧ ♣❛$❛♠❡'❡$( ❝❛❧✐❜$❛'✐♦♥ ❢$♦♠ ✉♥✐❛①✐❛❧ '❡('

❝♦♠♣$❡((✐♦♥ '❡(' ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ '❡♥(✐♦♥ '❡(' $❡(♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❖❜'❛✐♥❡❞ ❢❛✐❧✉$❡ ✐♥

❝♦♠♣$❡((✐♦♥ ✐( ❛ ❝♦♥❡ ❢❛✐❧✉$❡ '②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ❛ '②♣✐❝❛❧ ❝♦♥❝$❡'❡ ❢❛✐❧✉$❡ ♠♦❞❡

♦❜(❡$✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣$❡((❡❞ (♣❡❝✐♠❡♥(✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ '❡♥(✐♦♥ ❛ ❜❛♥❞ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐(

♦❜(❡$✈❡❞ ❛' '❤❡ ♠✐❞♣❧❛♥❡✳ ❚❡('( ♦♥ ❜♦'❤ ✇❡' ❛♥❞ (❛'✉$❛'❡❞ (❛♠♣❧❡( ✇❡$❡

❝❛$$✐❡❞ ♦✉'✳ ❋✐❣✉$❡( ✸✳✶✶ ❛♥❞ ✸✳✶✷ (❤♦✇ '❤❡ ♥♦$♠❛❧ ('$❡((✲('$❛✐♥ $❡❧❛'✐♦♥(❤✐♣

❢♦$ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣$❡((✐♦♥ '❡(' ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ '❡♥(✐♦♥ '❡(' $❡(♣❡❝'✐✈❡❧② ❢♦$

'❤❡ ✈❛❧✉❡( ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❲❡ ❝❧❡❛$❧② ♦❜(❡$✈❡ '❤❛' '❤❡$❡ ✐( ♥♦ ❡✛❡❝' ♦❢

(❛'✉$❛'✐♦♥ $❛'✐♦ ♦♥ '❤❡(❡ '❡('( ❛( '❤❡$❡ ✐( ♥♦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥'✳ ❚❤❡ ♦❜'❛✐♥❡❞

❜❡❤❛✈✐♦$ ✐( $❡❛❧✐('✐❝ ❛♥❞

fc
ft

$❛'✐♦ ✐( ❛♣♣$♦①✐♠❛'❡❧② ✾✳

✸✳✺✳✷ ❚%✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣%❡//✐♦♥ 1❡/1/

❚❡('( ❛' ✻✵✵ ▼"❛ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥' ❛$❡ ✉(❡❞ '♦ ❝❛❧✐❜$❛'❡ kp✱ kh✱ εel ❛♥❞ εpl✳ ❚❤❡

(❛♠♣❧❡ ✐( ♣❧❛❝❡❞ ❜❡'✇❡❡♥ (✐① $✐❣✐❞ ❢$✐❝'✐♦♥❛❧ ✇❛❧❧(✳ ❚$✐❛①✐❛❧ ❝❛❧✐❜$❛'✐♦♥ '❡('(

❛$❡ $✉♥ ♦♥ ❞$② ✭❙$ ❂ ✵✪✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡'❡❧② (❛'✉$❛'❡❞ ✭❙$ ❂ ✶✵✵✪✮ ♥✉♠❡$✐❝❛❧

(❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ '❡('( ❛$❡ ❝♦♥❞✉❝'❡❞ ✐♥ '✇♦ ('❡♣( ✿

❛✮ ❍②❞#♦%&❛&✐❝ ❝♦♠♣#❡%%✐♦♥ ('❡♣✱ ✇❤❡$❡ ❛❧❧ '❤❡ ✇❛❧❧( ('$❛✐♥ $❛'❡ ✐( ❝♦♥'$♦❧✲

❧❡❞ ✉♥'✐❧ '❤❡ '❛$❣❡' ❝♦♥✜♥❡♠❡♥' ✐( $❡❛❝❤❡❞ σx = σy = σz = σiso✳ ❚❤✐(



kp kh εel εpl

σy = σz = σiso

lambda100 λ0



✾✻ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶ ✕ ❙'(❡** ✈*✳ *'(❛✐♥ ❢♦( ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ '❡♥*✐♦♥ '❡*'

4❛(❛♠❡'❡(* ❱❛❧✉❡*

kp 2
kh 1
εel 20ε0
εpl 200ε0

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ▼♦❞❡❧ ♣❛(❛♠❡'❡(* ❝❛❧✐❜(❛'✐♦♥ ❢(♦♠ ❍②❞(♦*'❛'✐❝ ❝♦♠♣(❡**✐♦♥

'❡*'

4❛(❛♠❡'❡(* ❱❛❧✉❡*

λ100 1
λ0 5

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ▼♦❞❡❧ ♣❛(❛♠❡'❡(* ❝❛❧✐❜(❛'✐♦♥ ❢(♦♠ ❉❡✈✐❛'♦(✐❝ ❝♦♠♣(❡**✐♦♥ '❡*'

❋✐❣✉(❡ ✸✳✶✸ *❤♦✇* '❤❡ (❡*✉❧'* ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢♦( ❛♥ ❍②❞(♦*'❛'✐❝ ❝♦♠♣(❡**✐♦♥

❢♦( Sr = 0% ❛♥❞ Sr = 100%✳ ❋✐❣✉(❡ ✸✳✶✹ ♦♥ '❤❡ ♦'❤❡( ❤❛♥❞ *❤♦✇* '❤❡ (❡✲

*✉❧'* ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢♦( ❛♥ ❍②❞(♦*'❛'✐❝ ❝♦♠♣(❡**✐♦♥ ❢♦( ❞✐✛❡(❡♥' *❛'✉(❛'✐♦♥ (❛'✐♦*✳



✸✳✺✳ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥ ✾✼

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷ ✕ ❙()❡++ ✈+✳ +()❛✐♥ ❢♦) ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣)❡++✐♦♥ (❡+(

❙❛(✉)❛(✐♦♥ )❛(✐♦♥ ❡✛❡❝( ✐+ ❝❧❡❛)❧② +❤♦✇♥ ✐♥ (❤❡+❡ ✜❣✉)❡+ ❛+ (❤❡ ❤✐❣❤❡) (❤❡

+❛(✉)❛(✐♦♥ )❛(✐♦ ✐+✱ (❤❡ ❤✐❣❤❡) (❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ +()❡++ ❜❡❝♦♠❡+✳

❋✐❣✉)❡ ✸✳✶✺ +❤♦✇+ (❤❡ )❡+✉❧(+ ❢♦) (❤❡ ❉❡✈✐❛(♦)✐❝ ❝♦♠♣)❡++✐♦♥ ♣❤❛+❡ ♦❢ (❤❡

(❡+(✳ ❋✉)(❤❡) (❡+(+ ✇❡)❡ )✉♥ ♦♥ +❛♠♣❧❡+ ✉♥❞❡) ❧♦✇❡) ❝♦♥✜♥❡♠❡♥(+ ✭✶✵✵ ▼G❛

❛♥❞ ✷✵✵ ▼G❛✮✳ ❋✐❣✉)❡ ✸✳✶✻ +❤♦✇ +✐♠✉❧❛(✐♦♥ )❡+✉❧(+ ❢♦) (❤❡ ❉❡✈✐❛(♦)✐❝ +()❡++ ❛(

✶✵✵ ▼G❛ ❛♥❞ ✷✵✵ ▼G❛ ❝♦♠♣❛)❡❞ (♦ ❡①♣❡)✐♠❡♥(❛❧ )❡+✉❧(+ ♦❜(❛✐♥❡❞ ❜② ❩✐♥❣❣

❬✽✶❪✳ ❚❤❡ +✐♠✉❧❛(✐♦♥ )❡+✉❧(+ ❛)❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣)❡❡♠❡♥( ✇✐(❤ (❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥(❛❧

)❡+✉❧(+✳ ❋)♦♠ (❤❡+❡ ✜❣✉)❡+✱ ✐( ✐+ +❤♦✇♥ (❤❛( (❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ +❛(✉)❛(✐♦♥ )❛(✐♦

❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥( ♦♥ (❤❡ ❧✐♠✐( +()❡++ ✐+ ✇❡❧❧ )❡♣)♦❞✉❝❡❞✱ ❛+ (❤❡ ❧✐♠✐( +()❡++ ✐+

❞❡❝)❡❛+✐♥❣ ✇❤❡♥ (❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥( ✐+ ❞❡❝)❡❛+✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐( +()❡++ ❛❧+♦ ❞❡❝)❡❛+❡+

✇❤❡♥ (❤❡ +❛(✉)❛(✐♦♥ )❛(✐♦ ✐♥❝)❡❛+❡+ ❛( ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥(✳



✾✽ ❙❛"✉$❛"✐♦♥ $❛"✐♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡♠❡♥"✐"✐♦✉, ♠❛"❡$✐❛❧,

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ ✕ ❍②❞)♦+,❛,✐❝ ♠❡❛♥ +,)❡++ ✈❡)+✉+ ✈♦❧✉♠❡,)✐❝ +,)❛✐♥

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹ ✕ ❍②❞)♦+,❛,✐❝ ♠❡❛♥ +,)❡++ ✈❡)+✉+ ✈♦❧✉♠❡,)✐❝ +,)❛✐♥ ❢♦) ❞✐✛❡)❡♥,

+❛,✉)❛,✐♦♥ )❛,✐♦+



✸✳✺✳ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥ ✾✾
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Triaxial test 600MPa - Comparaison

Sr=0%
Expt. Sr=0%

Sr=100%
Expt. Sr=100%

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✺ ✕ ❉❡✈✐❛+♦-✐❝ /+-❡// ✈❡-/✉/ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ -❛❞✐❛❧ /+-❛✐♥ ✉♥❞❡- ✻✵✵▼8❛

❝♦♥✜♥❡♠❡♥+✳ ❈❛❧✐❜-❛+✐♦♥ +❡/+/ ✭❉-② ❛♥❞ ❙❛+✉-❛+❡❞ /❛♠♣❧❡/✮

✸✳✺✳✸ ❖❡♦❞♦♠❡()✐❝ (❡,(,

❖❡❞♦♠❡+-✐❝ +❡/+/ ❛-❡ -✉♥ ❢♦- ❢✉-+❤❡- ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥✳ ❙+-❛✐♥ ❝♦♥+-♦❧❧❡❞ +❡/+/

✐/ ❝♦♥❞✉❝+❡❞ ✉/✐♥❣ +❤❡ ♣-❡✈✐♦✉/❧② ✐❞❡♥+✐✜❡❞ ♣❛-❛♠❡+❡-/✳ ❚❤❡ /❛♠♣❧❡ ✇❛/

♣❧❛❝❡❞ ❜❡+✇❡❡♥ /✐① -✐❣✐❞ ❢-✐❝+✐♦♥❛❧ ✇❛❧❧/✳ ❚❤❡ /+-❛✐♥✐♥❣ ✇❛/ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ +❤❡

❧♦♥❣❡/+ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ✭+♦♣ ❛♥❞ ❜♦++♦♠ ✇❛❧❧/✮ ✇❤✐❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛❧❧ ❢♦✉- ♦+❤❡- ✇❛❧❧/

+♦ /✐♠✉❧❛+❡ ❛♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♥✜♥❡❞ ❝♦♠♣-❡//✐✈❡ +❡/+✳

❋✐❣✉-❡ ✸✳✶✼ /❤♦✇/ ♣-❡❞✐❝+✐✈❡ ❛✈❡-❛❣❡ /+-❡// ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❢♦- ❞✐❢✲

❢❡-❡♥+ /❛+✉-❛+✐♦♥ -❛+✐♦/✳ ❆♥ ❡①♣❡-✐♠❡♥+❛❧ -❡/✉❧+ ♦❜+❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞-② /❛♠♣❧❡ ✐/

❛❧/♦ /❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦- ♦❢ +❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ /❛♠♣❧❡ ❢♦- Sr = 0% ✐/ ✈❡-② ❝❧♦/❡

+♦ +❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥+❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦-✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝+ ♦❢ ❢-❡❡ ✇❛+❡- ✐/ ❛❧/♦ ❝❧❡❛-❧② /❤♦✇♥

❛/ +❤❡ /❛♠♣❧❡ ❜❡❝♦♠❡/ /+✐✛❡- +❤❡ ♠♦-❡ /❛+✉-❛+❡❞ ✐+ ✐/✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✻ ✕ ❉❡✈✐❛+♦-✐❝ /+-❡// ✈❡-/✉/ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ -❛❞✐❛❧ /+-❛✐♥ ❢♦- ❞✐✛❡-❡♥+

/❛+✉-❛+✐♦♥ -❛+✐♦/✳ ✲ ❚♦♣ ✿ ✶✵✵▼<❛ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥+ ✲ ❇♦++♦♠ ✿ ✷✵✵▼<❛ ❝♦♥✜♥❡✲

♠❡♥+



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✶✵✶

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✼ ✕ ❆✈❡)❛❣❡ ,-)❡,, ✈❡),✉, ✈♦❧✉♠❡-)✐❝ ,-)❛✐♥ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❢♦) ❞✐✛❡)❡♥-

,❛-✉)❛-✐♦♥ )❛-✐♦, ❢♦) 9❞♦♠❡-)✐❝ ❝♦♠♣)❡,,✐♦♥ -❡,-

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣)♦♣♦,❡❞ ✐♥ -❤✐, ✇♦)❦ -❛❦❡, ✐♥-♦ ❛❝❝♦✉♥- -❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

❢)❡❡ ✇❛-❡) ❞✉)✐♥❣ ♣♦)♦,✐-② ❝❧♦,✉)❡✳ ❚❤✐, ✇❛, ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥-)♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡-✇❡❡♥ ❜♦-❤ ✇❛-❡) ,❛-✉)❛-✐♦♥ )❛-✐♦ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛,-✐❝ ❞❡❢♦)♠❛-✐♦♥, ♦❢

❝♦♥❝)❡-❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♠❛①✐♠✉♠ ,❤❡❛) ,-)❡,, ❝)✐-❡)✐♦♥ -♦ )❡♣)♦❞✉❝❡ -❤❡ ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥❝② ♦❜,❡)✈❡❞ ❡①♣❡)✐♠❡♥-❛❧❧② ❜❡-✇❡❡♥ ❧✐♠✐- ,❤❡❛) ,-)❛✐♥ ❛♥❞ ,❛-✉)❛-✐♦♥

)❛-✐♦✳

❚❤❡ )❡,✉❧-, ,❤♦✇ -❤❛- -❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐, ❛❜❧❡ ❞❡ )❡♣)♦❞✉❝❡ -❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ )❡❛✲

❧✐,-✐❝ ❝♦♥❝)❡-❡ ❝♦♥❝)❡-❡ ,❛♠♣❧❡, ♦❢ -❤❡ ,✐③❡ ♦❢ -❤❡ )❡❛❧ ❡①♣❡)✐♠❡♥-❛❧ ,❛♠♣❧❡,✳

❚❤✐, ✇❛, ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥-)♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✐♥-❡)❛❝-✐♦♥ ❧❛✇ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❉❊,✳

❚❤❡ ♣❛)❛♠❡-❡) ✐❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ♣)♦❝❡❞✉)❡ ❤❛, ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✐- ✐, ❝❧❡❛)❧② ,❤♦✇♥
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#❤❛# #❤✐' ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♣0❡❞✐❝# #❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦0 ♦❢ ❝♦♥❝0❡#❡ ❢♦0 ❞✐✛❡0❡♥# '❛#✉0❛#✐♦♥

0❛#✐♦'✳

❚❤❡ '✐♠✉❧❛#✐♦♥ 0❡'✉❧#' ♦❜#❛✐♥❡❞ ❞❡♠♦♥'#0❛#❡ #❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ #❤❡ ❛♣✲

♣0♦❛❝❤ #♦ #❛❦❡ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢0❡❡ ✇❛#❡0 0❛#✐♦✳ ❆' ❛ ♣❡0'♣❡❝✲

#✐✈❡✱ '✐♠✉❧❛#✐♦♥' ❛# ❛ ❧❛0❣❡0 '❝❛❧❡ ♦♥ ❛ #0✉❡ ❝♦♥❝0❡#❡ '#0✉❝#✉0❡ ✐' ♣♦''✐❜❧❡✱ #❤✐'

✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ #❤❡ ❡✈❛❧✉❛#✐♦♥ ♦❢ '❛#✉0❛#✐♦♥ 0❛#✐♦ ❡✛❡❝#' ❛# #❤❡ '#0✉❝#✉0❛❧ '❝❛❧❡✳

❆❧'♦✱ #❤❡ ✐♥#0♦❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ '#0❛✐♥ 0❛#❡ ❡✛❡❝#' ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉' #♦ '#✉❞② #❤❡ ❡✛❡❝#'

♦❢ '❛#✉0❛#✐♦♥ 0❛#✐♦ ❞✉0✐♥❣ ✐♠♣❛❝# ♦♥ ❝♦♥❝0❡#❡ '#0✉❝#✉0❡'✳
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Chapitre 4

❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧

❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

❚❤❡ ❝♦♥&❡♥& ♦❢ &❤✐) ❝❤❛♣&❡, ✇✐❧❧ ❜❡ )✉❜♠✐&&❡❞ &♦ &❤❡ ■♥&❡,♥❛&✐♦♥❛❧ ❏♦✉,♥❛❧ ♦❢

■♠♣❛❝& ❊♥❣✐♥❡❡,✐♥❣

❍✳ ❇❡♥♥✐♦✉✱ ❨✳ ▼❛❧❡❝♦&✱ ▼✳ ❇,✐✛❛✉&✱ ▲✳ ❉❛✉❞❡✈✐❧❧❡

❯♥✐✈✳ ●,❡♥♦❜❧❡ ❆❧♣❡)✱ ✸❙❘ ✕ ❯▼❘ ✺✺✷✶✱ ❇K✺✸ ✸✽✵✹✶ ●,❡♥♦❜❧❡ ❈❡❞❡① ✾✱ ❋,❛♥❝❡

❈◆❘❙✱ ✸❙❘ ✕ ❯▼❘ ✺✺✷✶✱ ❇K✺✸✱ ✸✽✵✹✶ ●,❡♥♦❜❧❡ ❈❡❞❡① ✾✱ ❋,❛♥❝❡

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ❛✐♠# '♦ ❢✉)'❤❡) #'✉❞② '❤❡ ♣)❡❞✐❝'✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐'② ♦❢ '❤❡ ♥❡✇

♣)♦♣♦#❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛' '❤❡ #❝❛❧❡ ♦❢ '❤❡ #')✉❝'✉)❡ ❝♦♥❝❡)♥✐♥❣ ♣❡♥❡')❛'✐♦♥ ❛♥❞

♣❡)❢♦)❛'✐♦♥ '❡#'#✱ ❛♥❞ '♦ ❢✉)'❤❡) #'✉❞② ♥✉♠❡)✐❝❛❧❧② '❤❡ #❛'✉)❛'✐♦♥ )❛'✐♦ ❡✛❡❝'#

♦♥ ❝♦♥❝)❡'❡ ✐♥ #✉❝❤ '❡#'#✳ ❚❤✐# ✐# ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② #✐♠✉❧❛'✐♥❣ ✐♠♣❛❝' '❡#'# ♦♥

✉♥)❡✐♥❢♦)❝❡❞ ❝♦♥❝)❡'❡ #❧❛❜# ❞♦♥❡ ❜② ❈❊❆ ●)❛♠❛'✳ ❚❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ #❡'✉♣

✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡#❝)✐❜❡❞ ❛♥❞ '❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ )❡#✉❧'# ♦❜'❛✐♥❡❞ ✉#✐♥❣ '❤❡ ♣)♦♣♦#❡❞

✶✵✺



✶✵✻ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧ ❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛+❡❞ ,♦ ,❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥,❛❧ +❡1✉❧,1✳

■♥ ✷✵✵✹✱ ✸❙❘ ❧❛❜♦+❛,♦+② ❛♥❞ ❈❊❆ ●+❛♠❛, ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛ +❡1❡❛+❝❤ ♣+♦❣+❛♠

♦♥ ,❤❡ ♣❡♥❡,+❛❜✐❧✐,② ♦❢ ❝♦♥❝+❡,❡ ✐♥❢+❛1,+✉❝,✉+❡1✳ ■♥ ,❤❡ ❡❛+❧② 1,❛❣❡1 ♦❢ ,❤✐1

♣+♦❣+❛♠✱ ●❛❜❡, ❬✷✼❪ 1,✉❞✐❡❞ ,❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛,❤ ♦♥ ❝♦♥❝+❡,❡ ❜❡❤❛✲

✈✐♦+ ✉1✐♥❣ ,❤❡ 1❛♠❡ ❜❛1❡❧✐♥❡ ♠❛,❡+✐❛❧ ✭❘✸✵❆✼✮✳ ❱✉ ❬✼✾❪ 1,✉❞✐❡❞ ,❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ 1❛,✉+❛,✐♦♥ +❛,✐♦✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝, ,❡1,1 ♣+❡1❡♥,❡❞ ✐♥ ,❤✐1 ❝❤❛♣,❡+ ✇❡+❡ ❛❧1♦ ♣❛+,

♦❢ ,❤✐1 ♣+♦❣+❛♠✳ ❈♦♥1❡O✉❡♥,❧②✱ ,❤❡ ,❛+❣❡,1 ✐♥ ,❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥,1 ✇❡+❡ ❝❛1, ✉1✐♥❣

,❤❡ 1❛♠❡ ❘✸✵❆✼ ♠✐①,✉+❡✱ ,❤✐1 ❛❧❧♦✇1 ,♦ ✉1❡ ,❤❡ 1❛♠❡ ♣❛+❛♠❡,❡+1 ✐❞❡♥,✐✜❡❞

♣+❡✈✐♦✉1❧②✳

✹✳✷ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ .❡+✉♣ ❞❡.❝'✐♣+✐♦♥

❆ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡+✐♠❡♥,❛❧ ,❡1,1 ✇❛1 ❝♦♥❞✉❝,❡❞ ❜② ❈❊❆✲●+❛♠❛, ✐♥

✷✵✵✾✱ ✇❤❡+❡ ❛ ✷✳✹❦❣✱ ✺✷♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡,❡+ ❛♥❞ ✸✵✵♠♠ ✐♥ ❧❡♥❣,❤ ♦❣✐✈❡✲♥♦1❡❞

1,❡❡❧ ♣❡♥❡,+❛,♦+ ✇❛1 ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❝②❧✐♥❞+✐❝❛❧ ❝♦♥❝+❡,❡ ,❛+❣❡,1✳ ❚❤✐1 ♣+♦❥❡❝,✐❧❡

✇❛1 ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✉1✐♥❣ ❛ ❣❛1 ❧❛✉♥❝❤❡+ ✭❋✐❣✉+❡ ✹✳✶ ♦♥ ,❤❡ ❘✐❣❤,✮✳ ❆♥ ❛❝❝❡❧❡+♦✲

♠❡,❡+ ✇❛1 ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐,❤✐♥ ,❤❡ ♣+♦❥❡❝,✐❧❡ ,♦ ♠❡❛1✉+❡ ,❤❡ ❛①✐❛❧ ❞❡❝❡❧❡+❛,✐♦♥

✐♥ ❛❞❞✐,✐♦♥ ,♦ ❤✐❣❤ 1♣❡❡❞ ✈✐❞❡♦ ❝❛♠❡+❛1 ,♦ ♦❜1❡+✈❡ ,❤❡ ✐♥,❡+❛❝,✐♦♥ ❜❡,✇❡❡♥

,❤❡ ♣+♦❥❡❝,✐❧❡ ❛♥❞ ,❤❡ ,❛+❣❡,✳ ❋✐❣✉+❡ ✹✳✶ ✭▲❡❢,✮ 1❤♦✇1 ,❤❡ ♣+♦❥❡❝,✐❧❡ ❛♥❞ ,❤❡

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥1,+✉♠❡♥,❛,✐♦♥✳ ❋✐❣✉+❡ ✹✳✷ 1❤♦✇1 1✉❝❝❡11✐✈❡ ♣❤❛1❡1 ❞✉+✐♥❣ ❛ ♣❡+✲

❢♦+❛,✐♦♥ ,❡1, ♦♥ ❛ ✸✵✵♠♠ ❜❧♦❝ ♦❢ ❝♦♥❝+❡,❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜1❡+✈❡ ❜♦,❤ 1♣❛❧❧✐♥❣ ❛♥❞

1❝❛❜❜✐♥❣✳

❚❤❡ ❝②❧✐♥❞+✐❝❛❧ ❝♦♥❝+❡,❡ 1❧❛❜1 ♦❢ ✸✵✵♠♠ ❛♥❞ ✽✵✵♠♠ ✐♥ ,❤✐❝❦♥❡11 ❛♥❞

✽✵✵♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡,❡+✱ ❝♦♥✜♥❡❞ ✇✐,❤ ✶✺♠♠ 1,❡❡❧ 1❧❡❡✈❡1 ✇❡+❡ ✉1❡❞✳ ❋✐❣✉+❡ ✹✳✸
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ▲❡❢) ✿ +,♦❥❡❝)✐❧❡ ✇✐)❤ ✐)4 ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥4),✉♠❡♥)❛)✐♦♥ ✲ ❘✐❣❤) ✿

●❛4 ❧❛✉♥❝❤❡,

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❙✉❝❝❡44✐✈❡ ♣❤❛4❡4 ❞✉,✐♥❣ ♣❡,❢♦,❛)✐♦♥ )❡4) ♦♥ ❛ ✸✵✵♠♠ ❜❧♦❝ ♦❢

❝♦♥❝,❡)❡



✶✵✽ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧ ❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❈♦♥❝+❡-❡ ❜❧♦❝❦1 ✲ ▲❡❢- ✿ ✸✵✵♠♠ -❤✐❝❦♥❡11 ✲ ❘✐❣❤- ✿ ✽✵✵♠♠

-❤✐❝❦♥❡11

1❤♦✇1 1❧❛❜1 ♦❢ ✸✵✵♠♠ ❛♥❞ ✽✵✵♠♠ ❛❢-❡+ ✐♠♣❛❝-✳ ❙✐♥❝❡ -❤❡ -✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ -♦ ❞+②

1✉❝❤ ❝♦♥❝+❡-❡ ❜❧♦❝❦1 ❛- -❤❡✐+ ❝❡♥-❡+ ♠❛② ❡①❝❡❡❞ 1❡✈❡+❛❧ ②❡❛+1✱ -❤❡ -❡1-1 ✇❡+❡

❝♦♥❞✉❝-❡❞ ♦♥ ✇❛-❡+✲1❛-✉+❛-❡❞ ❝♦♥❝+❡-❡ -❛+❣❡-1 ❛♥❞ -❤❡ ❜❧♦❝❦1 ✇❡+❡ ❤❡❧❞ ✐♥

✇❛-❡+ ✉♥-✐❧ -❡1-1✳ ◆♦-❡ -❤❛- ✐♥ ❛❧❧ -❤+❡❡ -❡1-1✱ ✈❡❧♦❝✐-② ❛♥❞ ♣❡♥❡-+❛-✐♦♥ ❞❡♣-❤

✇❡+❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥-❡❣+❛-✐♥❣ -❤❡ ♣+♦❥❡❝-✐❧❡✬1 ❞❡❝❡❧❡+❛-✐♦♥ ♦♥❝❡ ❛♥❞ -✇✐❝❡

+❡1♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ -❡1-1 ✉1❡❞ ✐♥ ♦✉+ 1-✉❞② ❛+❡ ✿

❚❡"# ✶ ✿ ✸✵✵♠♠ -❤✐❝❦♥❡11✱ ✸✸✸♠✴1 ✐♥✐-✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐-② ■♥ -❤✐1 -❡1-✱ ❛ ❤♦❧❡ ✇❛1

❛❧1♦ ❞+✐❧❧❡❞ ❛❧♦♥❣ -❤❡ ❛①✐1 ♦❢ -❤❡ ❝♦♥❝+❡-❡ 1❧❛❜ ✭❉✐❛♠❡-❡+ ❂ ✶✷♠♠✮✳ ❋✐❣✉+❡

✹✳✹ ✐❧❧✉1-+❛-❡ -❤❡ ♣+♦❥❡❝-✐❧❡ ❞❡❝❡❧❡+❛-✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐-② ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♣+♦✜❧❡1 ❛♥❞ -❤❡

♣❡♥❡-+❛-✐♦♥ ❞❡♣-❤✳ ❋✐❣✉+❡ ✹✳✼ 1❤♦✇1 -❤❡ -♦♣♦❣+❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②1✐1 ❛❢-❡+ ✐♠♣❛❝-✳

❚❡"# ✷ ✿ ✽✵✵♠♠ -❤✐❝❦♥❡11✱ ✸✹✼♠✴1 ✐♥✐-✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐-② ❋✐❣✉+❡ ✹✳✺ ✐❧❧✉1-+❛-❡

-❤❡ ♣+♦❥❡❝-✐❧❡ ❞❡❝❡❧❡+❛-✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐-② ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♣+♦✜❧❡1 ❛♥❞ -❤❡ ♣❡♥❡-+❛-✐♦♥

❞❡♣-❤✳ ❋✐❣✉+❡ ✹✳✽ 1❤♦✇1 -❤❡ -♦♣♦❣+❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②1✐1 ❛❢-❡+ ✐♠♣❛❝-✳

❚❡"# ✸ ✿ ✽✵✵♠♠ -❤✐❝❦♥❡11✱ ✷✷✼♠✴1 ✐♥✐-✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐-② ■♥ -❤✐1 -❡1-✱ ❛ ❤♦❧❡ ✇❛1

❞+✐❧❧❡❞ ❛❧♦♥❣ -❤❡ ❛①✐1 ♦❢ -❤❡ ❝♦♥❝+❡-❡ 1❧❛❜✳ ❚❤✐1 ❤♦❧❡ ✭❉✐❛♠❡-❡+ ❂ ✷✵♠♠✮ ✇❛1

✉1❡❞ ❢♦+ ✈❡❧♦❝✐-② ♠❡❛1✉+❡♠❡♥-✳ ❋✐❣✉+❡ ✹✳✻ ✐❧❧✉1-+❛-❡ -❤❡ ♣+♦❥❡❝-✐❧❡ ❞❡❝❡❧❡+❛✲
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#❛%❛♠❡(❡%) ❚❡)( ✶ ❚❡)( ✷ ❚❡)( ✸

❚❤✐❝❦♥❡)) ✭♠♠✮ ✸✵✵ ✽✵✵ ✽✵✵

■♥✐(✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐(② ✭♠✴)✮ ✸✸✸ ✸✹✼ ✷✷✼

❘❡)✐❞✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐(② ✭♠✴)✮ ✼✶ ✵ ✵

#❡♥❡(%❛(✐♦♥ ❞❡♣(❤ ✭♠♠✮ ✭♣❡%❢♦%❛(❡❞✮ ✷✻✾ ✶✾✸

❋%♦♥( ❢❛❝❡ ❝%❛(❡% ❞✐❛♠❡(❡%

✭♠♠✮

✹✵✵ ✼✵✵ ✹✵✵

❇❛❝❦ ❢❛❝❡ ❝%❛(❡% ❞✐❛♠❡(❡%

✭♠♠✮

✻✵✵ ✴ ✴

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❚❡)() ♣❛%❛♠❡(❡%) ✿ ❡①♣❡%✐♠❡♥(❛❧ ❞❛(❛

(✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐(② ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♣%♦✜❧❡) ❛♥❞ (❤❡ ♣❡♥❡(%❛(✐♦♥ ❞❡♣(❤✳ ❋✐❣✉%❡ ✹✳✾ )❤♦✇)

(❤❡ (♦♣♦❣%❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②)✐) ❛❢(❡% ✐♠♣❛❝(✳

■♥ ❚❡)( ✶✱ (❤❡ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡ )(%✐❦❡) (❤❡ ✸✵✵♠♠ (❤✐❝❦ ❝♦♥❝%❡(❡ ❜❧♦❝❦ ❛( ✸✸✸

♠✴)✳ ❆♥ ✐♥❝%❡❛)❡ ✐♥ ❞❡❝❡❧❡%❛(✐♦♥ ❞✉%✐♥❣ (❤❡ ✜%)( 300 µs✱ ❝♦%%❡)♣♦♥❞✐♥❣ (♦ (❤❡

♥♦)❡ ♣❡♥❡(%❛(✐♦♥ ♣❤❛)❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜)❡%✈❡❞✳ ❆ )❤♦%( ♣❧❛(❡❛✉ ✐) (❤❡♥ ♦❜)❡%✈❡❞

✭300 µs < T < 500 µs✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝%❡❛)❡ ✐♥ ❞❡❝❡❧❡%❛(✐♦♥ ✉♥(✐❧

♣❡%❢♦%❛(✐♦♥ ✭T = 2000 µs✮

■♥ ❚❡)( ✷✱ (❤❡ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡ )(%✐❦❡) (❤❡ ✽✵✵♠♠ (❤✐❝❦ ❝♦♥❝%❡(❡ (❛%❣❡( ❛( ✸✹✼

♠✴)✳ ❆ )✐♠✐❧❛% ❜❡❤❛✈✐♦% (♦ ❚❡)( ✶ ❞✉%✐♥❣ (❤❡ 300 µs ✐) ♦❜)❡%✈❡❞✱ ♣%✐♦% (♦ ❛

❧♦♥❣❡% (✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❤❛)❡ ✭300 µs < T < 1350 µs✮✱ ✇❤❡%❡ (❤❡ ❞❡❝❡❧❡%❛(✐♦♥

✐) ❛❜♦✉( 30000g✳

■♥ ❚❡)( ✸✱ (❤❡ ♣%♦❥❡❝(✐❧❡ )(%✐❦❡) (❤❡ ✽✵✵♠♠ (❤✐❝❦ ❝♦♥❝%❡(❡ (❛%❣❡( ❛( ✷✷✼

♠✴)✳ ❚❤❡ ♦❜)❡%✈❛(✐♦♥) ❛%❡ )✐♠✐❧❛% (♦ ❚❡)( ✷✱ ❛❧(❤♦✉❣❤ (❤❡ ❞❡❝❡❧❡%❛(✐♦♥ ♣❧❛(❡❛✉

)✐() ❧♦✇❡% ❛( ≈ 20000g

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛%❛♠❡(❡%) ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠♣❛❝( (❡)( ❛%❡ ❣❛(❤❡%❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ❚❡'( ✶ ✿ ❊①♣❡-✐♠❡♥(❛❧ -❡'✉❧(' ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡-❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣-♦✲

❥❡❝(✐❧❡ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ■♥(❡❣-❛(❡❞ ✈❡❧♦❝✐(② ♦❢ (❤❡ ♣-♦❥❡❝(✐❧❡ ✲ ❇♦((♦♠ ✿ ■♥(❡❣-❛(❡❞

B❡♥❡(-❛(✐♦♥ ❞❡♣(❤ ♦❢ (❤❡ ♣-♦❥❡❝(✐❧❡
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ❚❡'( ✷ ✿ ❊①♣❡.✐♠❡♥(❛❧ .❡'✉❧(' ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡.❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣.♦✲

❥❡❝(✐❧❡ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ■♥(❡❣.❛(❡❞ ✈❡❧♦❝✐(② ♦❢ (❤❡ ♣.♦❥❡❝(✐❧❡ ✲ ❇♦((♦♠ ✿ ■♥(❡❣.❛(❡❞

C❡♥❡(.❛(✐♦♥ ❞❡♣(❤ ♦❢ (❤❡ ♣.♦❥❡❝(✐❧❡
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❥❡❝)✐❧❡ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ■♥)❡❣/❛)❡❞ ✈❡❧♦❝✐)② ♦❢ )❤❡ ♣/♦❥❡❝)✐❧❡ ✲ ❇♦))♦♠ ✿ ■♥)❡❣/❛)❡❞

D❡♥❡)/❛)✐♦♥ ❞❡♣)❤ ♦❢ )❤❡ ♣/♦❥❡❝)✐❧❡
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ❚❡() ✶ ✿ ❚♦♣♦❣.❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②(✐( ❛❢)❡. ✐♠♣❛❝)

❋✐❣✉$❡ ✹✳✽ ✕ ❚❡() ✷ ✿ ❚♦♣♦❣.❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②(✐( ❛❢)❡. ✐♠♣❛❝)
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E 30 ●"❛

ν 0.16

ε0 1e−4

εf 20ε0
Φc 0.52 $❛❞✐❛♥(

C0 4 ▼"❛

kp 2

kh 1.5

εel 20ε0
εpl 200ε0
λ100 1

λ0 5
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DIF =
ft

ft static































1 if ε̇ ≤ ε̇static

(
ε̇

ε̇static
)
αδ1

if ε̇static ≤ ε̇ ≤ 1

e(6δ1−2)(
ε̇

ε̇static
)
δ2

if 1 ≤ ε̇

✭✹✳✶✮

❲❤❡'❡ ✿

✖ ft ❂ ❉②♥❛♠✐❝ *❡♥-✐❧❡ -*'❡♥❣*❤

✖ ft static ❂ ❙*❛*✐❝ *❡♥-✐❧❡ -*'❡♥❣*❤

✖ ε̇static ❂ ❘❡❢❡'❡♥❝❡ -*'❛✐♥ '❛*❡ ❝♦''❡-♣♦♥❞✐♥❣ *♦ ❛ J✉❛-✐✲-*❛*✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣

✭10−6 s−1
✮

✖ α ❂ ✶✳✺

✖ δ1 ❂

1
30

✖ δ2 ❂

1
3

■♥ *❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ❞'② ❝♦♥❝'❡*❡✱ ❛♥❞ ❛- -❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣*❡' ✶✱ *❤❡ ✐♥❝'❡❛-❡ ✐♥

*❡♥-✐❧❡ '❡-✐-*❛♥❝❡ ✐- ❧❡-- ✐♠♣♦'*❛♥*✳ ❚❤❡-❡ ♣❛'❛♠❡*❡'- ♥❡❡❞ *♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜'❛*❡❞

❛❣❛✐♥✳ ❆ -*✉❞② ✐- ❞♦♥❡ ❧❛*❡' ✐♥ -❡❝*✐♦♥ ✹✳✺ *♦ ✐♥✈❡-*✐❣❛*❡ *❤❡ -❛*✉'❛*✐♦♥ '❛*✐♦

❡✛❡❝* ❛* -*'✉❝*✉'❛❧ -❝❛❧❡✳



✹✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ,❡)✉♣ ✶✶✾

✹✳✸✳✸ ■♥%❡'❛❝%✐♦♥ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ♣'♦❥❡❝%✐❧❡ ❛♥❞ %❤❡

❝♦♥❝'❡%❡ 4❧❛❜

■♥ ❝❤❛♣(❡* ✸ (✇♦ (②♣❡/ ♦❢ ✐♥(❡*❛❝(✐♦♥/ ❛*❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ (❤❡ ✐♠♣❛❝( /✐♠✉✲

❧❛(✐♦♥/✱ (❤❡ ✐♥(❡*❛❝(✐♦♥/ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ♣*♦❥❡❝(✐❧❡ ❛♥❞ (❤❡ ❉❊/ ♦❢ (❤❡ ❝♦♥❝*❡(❡

/❧❛❜ ❛*❡ ❝*❡❛(❡❞ ❛/ ✧❈♦♥(❛❝(/✧✳

❚❤❡/❡ ✐♥(❡*❛❝(✐♦♥/ ♥❡❡❞ E∗
❛♥❞ G∗

(♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝*❡❛(❡❞✱ ❛♥❞ ❛/

(❤❡ ❉❊/ ♦❢ (❤❡ ♣*♦❥❡❝(✐❧❡ ❛♥❞ (❤❡ /❧❛❜ ❛*❡ ❢*♦♠ ❞✐✛❡*❡♥( ♠❛(❡*✐❛❧/✱ ❛ ♥❡✇

❞❡✜♥(✐♦♥ ♦❢ E∗
❛♥❞ G∗

✐/ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✉/✱ ❢♦* a ❛♥❞ b (✇♦ ❉❊/ *❡/♣❡❝(✐✈❡❧②

❞❡✜♥❡❞ ❛/ /(❡❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥❝*❡(❡✱ ✇❡ ✇*✐(❡ ✿

E∗ =
2 Ea Eb

Ea + Eb
✭✹✳✷✮

G∗ =
Ea Eb

Ea(1 + νb) + Eb(1 + νa)
✭✹✳✸✮

❲✐(❤ νa ❛♥❞ νb I♦✐//♦♥✬/ *❛(✐♦ ❢♦* ♠❛(❡*✐❛❧ a ❛♥❞ b *❡/♣❡❝(✐✈❡❧②✳

❚❤✐/ ❞❡✜♥(✐♦♥ ✐/ ✉/❡❞ ❢♦* ♦(❤❡* ❈♦♥(❛❝( ✐♥(❡*❛❝(✐♦♥/ ❛❧/♦✱ ❛/ ❡K✉❛(✐♦♥/

✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸ ❝❛♥ ❜❡✱ ✐❢ ♠❛(❡*✐❛❧/ a ❛♥❞ b ❛*❡ (❤❡ /❛♠❡✱ /✐♠♣❧② ✇*✐((❡♥ ✿

E∗ = Ea ✭✹✳✹✮



✶✷✵ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧ ❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

G∗ =
Ea

2Ea(1 + νa
✭✹✳✺✮

✹✳✹ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ +❡-✉❧(-

❚❤❡ +❤,❡❡ +❡-+- ❞❡-❝,✐❜❡❞ ✐♥ -❡❝+✐♦♥ ✹✳✷ ✇❡,❡ -✐♠✉❧❛+❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡,✐❝❛❧

-❛♠♣❧❡- ✉-❡❞ ❛,❡ ❞❡-❝,✐❜❡❞ ✐♥ -❡❝+✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡,❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣,♦❥❡❝+✐❧❡✱

✐+- ✈❡❧♦❝✐+② ❛♥❞ +❤❡ ♣❡♥❡+,❛+✐♦♥ ❞❡♣+❤ ✐♥ ❡❛❝❤ -✐♠✉❧❛+✐♦♥ ✇❡,❡ ❝♦♠♣✉+❡❞ ❛♥❞

❝♦♠♣❛,❡❞ +♦ +❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥+❛❧ ❞❛+❛ ✭❈♦♠♣❛,✐-♦♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✮✳

❋♦, ❚❡-+ ✶✱ +❤❡ ♣,♦❥❡❝+✐❧❡ ✐- ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛+ ❛ ✈❡❧♦❝✐+② ♦❢ ✸✸✸ ♠✴-✳ ❆ ❣♦♦❞

❝♦,,❡-♣♦♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜-❡,✈❡❞ ❜❡+✇❡❡♥ -✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡,✐♠❡♥+❛❧ ,❡✲

-✉❧+- ✭❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✷✮✳ ❲❡ ♦❜-❡,✈❡ +❤❡ -❛♠❡ ✐♥❝,❡❛-❡ ✐♥ ❞❡❝❡❧❡,❛+✐♦♥ ♦❜-❡,✈❡❞

❡①♣❡,✐♠❡♥+❛❧❧② ❞✉,✐♥❣ +❤❡ ✜,-+ 300 µs ❝♦,,❡-♣♦♥❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ♥♦-❡ ♣❡♥❡+,❛+✐♦♥

♣❤❛-❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛+❡❛✉ 300 µs < T < 1350 µs✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜-❡,✈❡

❛ ❞❡❝,❡❛-❡ ✐♥ ❞❡❝❡❧❡,❛+✐♦♥✳ I♦-+ ♣,♦❝❡--✐♥❣ ✭❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✺✮ -❤♦✇- +❤❛+ ❞✉,✐♥❣

+❤❡ ✜,-+ 300 µs ❝♦,,❡-♣♦♥❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ♣❡♥❡+,❛+✐♦♥ ♣❤❛-❡✱ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣-

✐♥ ✈✐❝✐♥✐+② ♦❢ +❤❡ ♣,♦❥❡❝+✐❧❡ ♥♦-❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥ +❤❡ ❢,♦♥+ ❢❛❝❡ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥❝,❡+❡

❜❧♦❝❦✳ ❙+❛,+✐♥❣ ❢,♦♠ 500 µs ❝♦♥✐❝❛❧ ❢,❛❝+✉,✐♥❣ ❛♣♣❡❛,- ♦♥ +❤❡ ❢,♦♥+ ❢❛❝❡ ♥❡❛,

+❤❡ ♣,♦❥❡❝+✐❧❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❛♣♣❡❛,- ♦♥ +❤❡ ❜❛❝❦ ❢❛❝❡ ♦❢ +❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✻

❛♥❞ ✹✳✶✼ -❤♦✇ +❤❡ +♦♣♦❧♦❣② ♦❢ +❤❡ ♥✉♠❡,✐❝❛❧ -❛♠♣❧❡ ❛❢+❡, ♣❡,❢♦,❛+✐♦♥✱ +❤❡

❜❧✉❡ ❛,❡❛ ✐♥❞✐❝❛+❡ +❤❛+ +❤❡ ❧✐♥❦- ❜❡+✇❡❡♥ ❉❊- ✐♥ +❤✐- ♣❛,+ ♦❢ +❤❡ -♣❡❝✐♠❡♥

❛,❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❡✐+❤❡, ❝♦♠♣❧❡+❡❧② ♦, ♣❛,+✐❛❧❧②✱ ❢♦,♠✐♥❣ -♠❛❧❧ ❝❤✉♥❦- +❤❛+ ❛,❡

❞❡+❛❝❤❡❞ ❢,♦♠ +❤❡ -❧❛❜✳ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✽ -❤♦✇- +❤❡ ✈❡❧♦❝✐+② ♦❢ +❤❡ ❉❊- ❞✉,✐♥❣

♣❡,❢♦,❛+✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛,❧② -❡❡ ❢,♦♠ +❤✐- ✜❣✉,❡ ✇❤❡,❡ -♣❛❧❧✐♥❣ ❛♥❞ -❝❛❜❜✐♥❣

♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛♣♣❡♥ ❛- +❤❡ ❉❊- ❢,♦♠ +❤❡ ♣,♦①✐♠❛❧ ❢❛❝❡ ❛,❡ ❡❥❡❝+❡❞ ❜❛❝❦✇❛,❞



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ +❡-✉❧(- ✶✷✶

❛♥❞ %❤❡ ❉❊* ❢,♦♠ %❤❡ ❞✐*%❛❧ ❢❛❝❡ ❛,❡ ❡❥❡❝%❡❞ ❢♦,✇❛,❞✳ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✾ *❤♦✇*

❝❧❡❛,❧② %❤❛% ❝♦♠♣,❡**✐✈❡ *%,❡** ✐* ❝♦♥❝❡♥%,❛%❡❞ ✐♥ ✈✐❝✐♥✐%② ❛♥❞ ❛% %❤❡ ♥♦*❡ ♦❢

%❤❡ ♣,♦❥❡❝%✐❧❡✱ ✇❤✐❧❡ *❤❡❛, *%,❡** ✐* ♣,❡❞♦♠✐♥❛♥%✳

❋♦, ❚❡*% ✷✱ %❤❡ ♣,♦❥❡❝%✐❧❡ ✐* ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛% ❛ ✈❡❧♦❝✐%② ♦❢ ✸✹✼ ♠✴*✱ ❛♥❞ *✐✲

♠✐❧❛,❧② %♦ ❚❡*% ✶✱ ❞❡❝❡❧❡,❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣,♦❥❡❝%✐❧❡✱ ✐%* ✈❡❧♦❝✐%② ❛♥❞ %❤❡ ♣❡♥❡✲

%,❛%✐♦♥ ❞❡♣%❤ ❛,❡ *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✸✳ ■♥ %❤✐* %❡*%✱ %❤❡ ✜,*% 300 µs ❝♦,,❡*✲

♣♦♥❞ %♦ %❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥%❛❧ %❡*%✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ %❤❡ ♣❧❛%❡❛✉ ♦❜*❡,✈❡❞ ❡①♣❡,✐♠❡♥%❛❧❧②

✭300 µs < T < 1350 µs✮ ✐* ♥♦% ♦❜%❛✐♥❡❞ ✐♥ %❤❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥✳ ■♥*%❡❛❞✱ %❤❡

❞❡❝❡❧❡,❛%✐♦♥ ✐* ❞❡❝,❡❛*✐♥❣ ✉♥%✐❧ %❤❡ ♣,♦❥❡❝%✐❧❡ *%♦♣* ❝♦♠♣❧❡%❡❧②✳ ❆* ❛ ,❡*✉❧%✱

%❤❡ ♣,♦❥❡❝%✐❧❡ ❛,,✐✈❡ ❛% ❛ ❢✉❧❧ *%♦♣ 1100 µs ❧❛%❡, %❤❛♥ ✐♥ %❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥%❛❧ %❡*%✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡♥❡%,❛%✐♦♥ ❞❡♣%❤ ✐* ✈❡,② ❝❧♦*❡ %♦ %❤❡ ♣❡♥❡%,❛%✐♦♥ ❞❡♣%❤ ,❡❛❝❤❡❞

❡①♣❡,✐♠❡♥%❛❧❧② ❜✉% ✐* ♦❜%❛✐♥❡❞ 1100 µs ❧❛%❡,✳ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✷✵ *❤♦✇ %❤❡ %♦♣♦❧♦❣②

♦❢ %❤❡ ♥✉♠❡,✐❝❛❧ *❛♠♣❧❡ ❛❢%❡, ♣❡,❢♦,❛%✐♦♥✱ %❤❡ ❜❧✉❡ ❛,❡❛ ✐♥❞✐❝❛%❡ %❤❛% %❤❡

❧✐♥❦* ❜❡%✇❡❡♥ ❉❊* ❛,❡ ❞❛♠❛❣❡❞✳

❋♦, %❤❡ ❧❛*% %❡*% ✭❚❡*% ✸✮✱ ❛ *%,♦♥❣ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ✐* ♥♦%❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡,❛%✐♦♥

♣,♦✜❧❡ ✐* ❧♦✇❡, %❤❛♥ %❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥%❛❧ ,❡*✉❧%* ❛♥❞ ❞♦❡* ♥♦% ❝♦,,❡*♣♦♥❞ %♦ %❤❡

❡①♣❡❝%❡❞ ,❡*✉❧%*✳ ❆* ❛ ❝♦♥*❡N✉❡♥❝❡✱ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ♣,♦✜❧❡ ❛♥❞ %❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡♥❡✲

%,❛%✐♦♥ ❞❡♣%❤ ❛,❡ ❤✐❣❤❡, ❛♥❞ %❤❡ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ ✇❛* ❡♥❞❡❞ ❜❡❢♦,❡ %❤❡ ♣,♦❥❡❝%✐❧❡

❛,,✐✈❡❞ %♦ ❛ ❢✉❧❧ *%♦♣ ✭❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✹✮✳ O♦**✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛%✐♦♥* ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✿

✖ ❋,✐❝%✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✐* *❡% %♦ ③❡,♦

✖ ❚❤❡ ♣,❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✷✵♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡%❡, ❤♦❧❡ ✐♥ %❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐,❡❝%✐♦♥ ♦❢

%❤❡ *❧❛❜✳ ❲❤✐❧❡ %❤❡,❡ ✐* ♥♦ ❤♦❧❡ ✐♥ ❚❡*% ✷ ❛♥❞ ✐% ✐* ♦♥❧② ♦❢ ✶✷♠♠

✐♥ ❞✐❛♠❡%❡, ✐♥ %❤❡ ❚❡*% ✶✱ %❤❡ ♣,❡*❡♥❝❡ ♦❢ %❤✐* ❤♦❧❡ ✐♥ ❚❡*% ✸ ❝♦✉❧❞

❛✛❡❝% %❤❡ ❞❡❝❡❧❡,❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣,♦❥❡❝%✐❧❡✱ *✐♥❝❡ %❤❡,❡ ✐* ♥♦ ❢,✐❝%✐♦♥ ❛♥❞

%❤❡ ♦♥❧② ❢♦,❝❡* ❞❡❝❡❧❡,❛%✐♥❣ %❤❡ ♣,♦❥❡❝%✐❧❡ ,❡*✉❧% ❢,♦♠ ❧✐♥❦ ❜,❡❛❦❛❣❡✳



✶✷✷ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧ ❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

❋✐❣✉&❡ ✹✳✷✶ *❤♦✇* &❡*✉❧/* ♦❜/❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ ❞✐✛❡&❡♥/ ❤♦❧❡ ❞✐❛♠❡/❡&*✳ ■/

✐* ❝❧❡❛&❧② *❤♦✇♥ /❤❛/ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡*✉❧/* ♦❜/❛✐♥❡❞ ❢♦& ❛ ♣❧❛✐♥ *❧❛❜ ✭◆♦

❤♦❧❡✮ ❛&❡ ❝❧♦*❡& /♦ /❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥/❛❧ &❡*✉❧/*✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ /❤❡ &❡*✉❧/*

/❛❦❡♥ ✐♥/♦ ❛❝❝♦✉♥/ ❞♦♥✬/ ❢❡❛/✉&❡ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ /❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ *❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ &❡*✉❧/* ♦❜/❛✐♥❡❞ ❛&❡ *✉♠♠❛&✐③❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛&❡❞ /♦ /❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥/❛❧

&❡*✉❧/* ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ +❡-✉❧(- ✶✷✸

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷ ✕ ❚❡() ✶ ✿ ❝♦♠♣❛0✐(♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ ❡①♣❡0✐♠❡♥)❛❧ ❛♥❞ (✐♠✉❧❛)✐♦♥

0❡(✉❧)( ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡0❛)✐♦♥ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ❱❡❧♦❝✐)② ✲ ❇♦))♦♠ ✿ ?❡♥❡)0❛)✐♦♥ ❉❡♣)❤



✶✷✹ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧ ❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ❚❡() ✷ ✿ ❝♦♠♣❛0✐(♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ ❡①♣❡0✐♠❡♥)❛❧ ❛♥❞ (✐♠✉❧❛)✐♦♥

0❡(✉❧)( ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡0❛)✐♦♥ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ❱❡❧♦❝✐)② ✲ ❇♦))♦♠ ✿ ?❡♥❡)0❛)✐♦♥ ❉❡♣)❤



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ +❡-✉❧(- ✶✷✺

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹ ✕ ❚❡() ✸ ✿ ❝♦♠♣❛1✐(♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ ❡①♣❡1✐♠❡♥)❛❧ ❛♥❞ (✐♠✉❧❛)✐♦♥

1❡(✉❧)( ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡1❛)✐♦♥ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ❱❡❧♦❝✐)② ✲ ❇♦))♦♠ ✿ @❡♥❡)1❛)✐♦♥ ❉❡♣)❤



300 µs

500 µs

ε̇static 10−6 s−1

α

δ1
1
30

δ2 0.3





500 µs

300 µs





✶✸✵ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧ ❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✶ ✕ ❚❡)* ✸ ✿ ❊✛❡❝* ♦❢ *❤❡ ❤♦❧❡ ❞✐❛♠❡*❡7 ♦♥ *❤❡ ♣7♦❥❡❝*✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦7

✲ ❚♦♣ ✿ ❱❡❧♦❝✐*② ♦❢ *❤❡ ♣7♦❥❡❝*✐❧❡ ✲ ❇♦**♦♠ ✿ A❡♥❡*7❛*✐♦♥ ❉❡♣*❤





✶✸✷ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧ ❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✸ ✕ ❚❡() ✶ ✿ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ 3❡(✉❧)( ❢♦3 (❛)✉3❛)❡❞ ❛♥❞ ❞3② ❝♦♥❝3❡)❡ ✲

❚♦♣ ✿ ❱❡❧♦❝✐)② ✲ ❇♦))♦♠ ✿ <❡♥❡)3❛)✐♦♥ ❉❡♣)❤



✹✳✺✳ ❙❛%✉'❛%✐♦♥ '❛%✐♦ ❡✛❡❝% ✶✸✸

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✹ ✕ ❚❡() ✷ ✿ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ 3❡(✉❧)( ❢♦3 (❛)✉3❛)❡❞ ❛♥❞ ❞3② ❝♦♥❝3❡)❡ ❛♥❞

❢♦3 ❞✐✛❡3❡♥) ✐♥✐)✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐)✐❡( ✲ ❚♦♣ ✿ ❱❡❧♦❝✐)② ✲ ❇♦))♦♠ ✿ >❡♥❡)3❛)✐♦♥ ❉❡♣)❤



✶✸✹ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧ ❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

❋♦% ❚❡() ✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜(❡%✈❡ ❢%♦♠ )❤❡ ✈❡❧♦❝✐)② ✜❣✉%❡( )❤❛) ❞✉%✐♥❣ )❤❡ ✜%()

♣❤❛(❡ ✭T < 400 µs✮✱ ❜✉♥❧✐❦❡ )❤❡ ❑❙❚✲❉❋❍ ♠♦❞❡❧✱ ♦)❤ (❛)✉%❛)❡❞ ❛♥❞ ❞%②

❝♦♥❝%❡)❡ ❜❡❤❛✈❡ (✐♠✐❧❛%❧②✳ ❚❤✐( ♣❤❛(❡ ✐( ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ (❧✐❣❤)❧② ❣%❡❛)❡% ❞❡❝❡❧❡✲

%❛)✐♦♥ ✐♥ ❞%② ❝♦♥❝%❡)❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ )♦ ❛ ❧♦✇❡% %❡(✐❞✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐)② ♦❢ )❤❡ ♣%♦❥❡❝)✐❧❡✳

❚❤✐( ❛❧(♦ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜(❡%✈❡❞ ❢%♦♠ )❤❡ ♣❡♥❡)%❛)✐♦♥ ❞❡♣)❤ ✜❣✉%❡(✱ ❛( )❤❡ ♣%♦❥❡❝✲

)✐❧❡ ✐♥ )❤❡ (❛)✉%❛)❡❞ (❛♠♣❧❡ ❣♦❡( ❞❡❡♣❡% )❤❛♥ )❤❡ ♣%♦❥❡❝)✐❧❡ ✐♥ )❤❡ ❞%② (❛♠♣❧❡

❛) ❛ ❣✐✈❡♥ )✐♠❡✳ ❚❤❡(❡ ♦❜(❡%✈❛)✐♦♥( ❛%❡ ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ♠♦%❡ ♣%♦♥♦✉♥❝❡❞ ♦♥ ❚❡()

✷✳ ■♥ ❢❛❝)✱ ❛ ❣%❡❛)❡% ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ ✈❡❧♦❝✐)✐❡( ❛♥❞ ♣❡♥❡)%❛)✐♦♥ ❞❡♣)❤( ✐♥

❞%② ❛♥❞ (❛)✉%❛)❡❞ ❝♦♥❝%❡)❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜(❡%✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦% ♦❢ )❤❡

♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣♦((✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛)✐♦♥✱ ❛( (❤❡❛% ()%❡(( ✐( ♣%❡❞♦♠✐♥❛♥)✱ ❛♥❞ )❤❡

)❡♥(✐❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦❝❝✉%%✐♥❣ ❞✉%✐♥❣ )❤❡ (❡❝♦♥❞ ♣❤❛(❡ ❛) )❤❡ %❡❛% ❢❛❝❡ ♦❢ )❤❡ (❧❛❜

❛♣♣❡❛%( )♦ ❜❡ ✐♥(✉✣❝✐❡♥) )♦ ❞❡❝%❡❛(❡ )❤❡ ❞❡❝❡❧❡%❛)✐♦♥ ✐♥ ❞%② ❝♦♥❝%❡)❡✳

❚❡() ✷ ✇❛( (✐♠✉❧❛)❡❞ ✇✐)❤ ❞✐✛❡%❡♥) ✐♥✐)✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐)✐❡(✳ ❲❡ ❝❛♥ (❡❡ ❢%♦♠

❋✐❣✉%❡ ✹✳✷✹ ✭❜♦))♦♠✮ )❤❛) )❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ♣%♦❥❡❝)✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐)✐❡(

❛♥❞ ♣❡♥❡)%❛)✐♦♥ ❞❡♣)❤( ✐♥ (❛)✉%❛)❡❞ ❛♥❞ ❞%② ❝♦♥❝%❡)❡ (❧❛❜( ✐( ❝♦%%❡❧❛)❡❞

)♦ )❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐)② ♦❢ )❤❡ ♣%♦❥❡❝)✐❧❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡% )❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐)②✱ )❤❡

❣%❡❛)❡% ✐( )❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡✳

❋✐❣✉%❡ ✹✳✷✺ (❤♦✇( )❤❡ ♣♦() ♣%♦❝❡((✐♥❣ %❡(✉❧)( ♦❢ )❤❡ ❞%② ❛♥❞ (❛)✉%❛)❡❞

✸✵✵♠♠ (❧❛❜ ❛) 500 µs✳ ❲❡ ❝❧❡❛%❧② ♦❜(❡%✈❡ )❤❛) (❤❡❛% ()%❡(( ❧❡✈❡❧( ❛%❡ ❤✐❣❤❡%

✐♥ )❤❡ ❞%② (❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ )❤❡ ❞%② (❛♠♣❧❡ ✐( ♠♦%❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❞✉❡ )♦ ❛ ❧♦✇❡%

)❡♥(✐❧❡ ()%❡♥❣)❤✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉(✐♦♥✱ )❤✐( ♠♦❞❡❧ ♣%❡❞✐❝)( )❤❛) ❞✉%✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❛❝) ♦♥

❛ ❝♦♥✜♥❡❞ (❧❛❜✱ ❞%② ❝♦♥❝%❡)❡ ❛♣♣❡❛%( )♦ ❜❡ (❧✐❣❤)❧② ♠♦%❡ %❡(✐()❛♥)✳





✶✸✻ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝& &❡-&- ♦♥ -♠❛❧❧ ❝♦♥❝.❡&❡ -&.✉❝&✉.❡-

❧❡%% ❛❝❝✉)❛*❡✳ ❆ ♣♦%%✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛*✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ )❡❧❛*❡❞ *♦ ❛ ❧♦✇ %❤❡❛) ❧✐♠✐*✳ ❆

♠♦)❡ ❞❡*❛✐❧❡❞ ♣❛)❛♠❡*)✐❝ %*✉❞② %❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝*❡❞ *♦ ✜♥❡ *✉♥❡ *❤❡ ♠♦❞❡❧

✐♥ *❤✐% )❡❣❛)❞✳

■♥ ❛ ♣✉)❡❧② ♣)❡❞✐❝*✐✈❡ ❛**❡♠♣*✱ *❤❡ ❡✛❡❝* ♦❢ %❛*✉)❛*✐♦♥ )❛*✐♦ ♦♥ *❤❡ ❜❡❤❛✲

✈✐♦) ♦❢ %*)✉❝*✉)❡% %✉❜❥❡❝*❡❞ *♦ ✐♠♣❛❝* ✇❛% %*✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛% ♣)♦♣♦%❡❞

✐♥ ❝❤❛♣*❡) ✸✱ *❛❦❡% ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* *❤❡ ❡✛❡❝* ♦❢ %❛*✉)❛*✐♦♥ )❛*✐♦ ❜✉* ❞♦❡% ♥♦*

❞❡✜♥❡ ❛ )❡❧❛*✐♦♥%❤✐♣ ❜❡*✇❡❡♥ *❤✐% )❛*✐♦ ❛♥❞ %*)❛✐♥ )❛*❡ ❡✛❡❝*%✳ ❆ ❉■❋ ♣❛✲
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▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ❝❡ '+❛✈❛✐❧ ❞❡ '❤01❡ 2'❛✐' ❞❡ ❢♦✉+♥✐+ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞0❧❡ ❞❡

❝♦♠♣♦+'❡♠❡♥' ❞✉ ❜2'♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣+❡♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧✬❡✛❡' ❞✉ '❛✉① ❞❡

1❛'✉+❛'✐♦♥ ♣♦✉+ ♠✐❡✉① +❡♣+♦❞✉✐+❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦+'❡♠❡♥' ❞❡ 1'+✉❝'✉+❡1 ❡♥ ❜2'♦♥

1♦✉♠✐1❡1 9 ❞❡1 1♦❧❧✐❝✐'❛'✐♦♥1 ❞②♥❛♠✐;✉❡1 ❡①'+<♠❡1 ❞✉ '②♣❡ ✐♠♣❛❝'✳

❉❛♥1 ✉♥ ♣+❡♠✐❡+ '❡♠♣1 ❧✬2'✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣+❛♣❤✐❡ ♥♦✉1 ❛ ♣❡+♠✐1 ❞❡ ❝♦♥1'❛'❡+

❧✬❡✛❡' ❞✉ '❛✉① ❞❡ 1❛'✉+❛'✐♦♥ 1✉+ ❧❡ ❝♦♠♣♦+'❡♠❡♥' '+✐❛①✐❛❧ ❞✉ ❜2'♦♥✳ ❈❡' ❡✛❡'

❛♣♣❛+❛✐' ❧♦+1;✉❡ ❧❡ ❜2'♦♥ ❡1' ❢♦+'❡♠❡♥' ❝♦♥✜♥2✳ ❈❡''❡ 2'✉❞❡ ♥♦✉1 ❛ 2❣❛❧❡♠❡♥'

♣❡+♠✐1 ❞❡ ❝♦♥1'❛'❡+ ❧❡1 ❞✐✛2+❡♥'1 ♣❤2♥♦♠0♥❡1 ♠✐1 ❡♥ ❥❡✉ ❧♦+1 ❞✬✉♥ ✐♠♣❛❝'

❡' ❞❡ ♥♦✉1 ✐♥'2+❡11❡+ ❛✉ ❝♦♠♣♦+'❡♠❡♥' ❞②♥❛♠✐;✉❡ ❞✉ ❜2'♦♥✳ ◆♦'+❡ ❝❤♦✐① ❞❡

♠♦❞2❧✐1❛'✐♦♥ 1✬❡1' ♣♦+'2 1✉+ ❧❡1 ➱❧2♠❡♥'1 ❉✐1❝+❡'1✳ ❈❡''❡ ♠2'❤♦❞❡ ❛ ❢❛✐' 1❡1

♣+❡✉✈❡1 ❞❛♥1 ❧❡1 ♣+♦❜❧2♠❛'✐;✉❡1 ❞②♥❛♠✐;✉❡1✳ D❛+ ❧❡✉+ ♥❛'✉+❡ ❞✐1❝♦♥'✐♥✉❡✱

❧❡1 ➱❧2♠❡♥'1 ❉✐1❝+❡'1 ♣❡+♠❡''❡♥' ❞❡ ♣+❡♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡1 ❞✐1❝♦♥'✐♥✉✐'21

❡' 1♦♥' ❝❛♣❛❜❧❡1 ❞❡ +❡♣+♦❞✉✐+❡ ❞❡1 ❝♦♠♣♦+'❡♠❡♥' ❝♦♠♣❧❡①❡1 9 ♣❛+'✐+ ❞✬✉♥

♥♦♠❜+❡ +2❞✉✐' ❞❡ ♣❛+❛♠0'+❡1✳ ▲❡1 ♣❛+❛♠0'+❡1 ❞✉ ♠♦❞0❧❡ ❞2✈❡❧♦♣♣2 ♦♥' 2'2

♣❛+ ❧❛ 1✉✐'❡ ❝❛❧✐❜+21 ❡♥ 1✐♠✉❧❛♥' ❞❡1 ❡11❛✐1 9 ❧✬2❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝+♦1❝♦♣✐;✉❡ ❡♥ ;✉❛1✐✲

1'❛'✐;✉❡✳

▲❛ ♠❛❥♦+✐'2 ❞❡1 ❧♦✐1 ❝♦♥1'✐'✉'✐✈❡1 ❞2✈❡❧♦♣♣2❡1 1♦♥' ❡①♣+✐♠21 ❡♥ 1✬❛♣✲

♣✉②❛♥' 1✉+ ✉♥❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ❡♥ ❢♦+❝❡ ❞2♣❧❛❝❡♠❡♥' ❬✶✶❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✸✵❪✱ ❬✻✼❪✳ ▲❡1 +❡✲
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❡✛❡❝*✉❡- ❞❡& ❡&&❛✐& ❞❡ ❝✐&❛✐❧❧❡♠❡♥* ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❝♦♥✜♥.✳ ▲❡& -.&✉❧*❛*& ♦❜*❡♥✉&

♣♦✉--❛✐❡♥* I*-❡ ✉*✐❧❡& ♣♦✉- ✈❛❧✐❞❡- ♦✉ ❛♠.❧✐♦-❡- ❧❡ ♠♦❞C❧❡ ♣-♦♣♦&.✳

▲❡& ♣❤.♥♦♠C♥❡& ♣-✐& ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❛♥& ❝❡ ♠♦❞C❧❡ &♦♥* ❧✐♠✐*.& ♣❛- ❧✬.❝❤❡❧❧❡

❝❤♦✐&✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ♥♦*-❡ .*✉❞❡ ❡&* ❡✛❡❝*✉. 8 ❧✬.❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝-♦&❝♦♣✐3✉❡✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐*

♦♥ ❝♦♥&✐❞C-❡ 3✉❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡&* ❤♦♠♦❣C♥❡ ❡* 3✉❡ ❧❛ ♣♦-♦&✐*. ❛✐♥&✐ 3✉❡ ❧❡ *❛✉①

❞❡ &❛*✉-❛*✐♦♥ ♥❡ &♦♥* 3✉❡ ❞❡& ✈❛-✐❛❜❧❡& ✐♥*❡-♥❡&✳ ▲❡ *❛✉① ❞❡ &❛*✉-❛*✐♦♥ ❡&*

❝♦♥&✐❞.-. ❧❡ ♠I♠❡ ❞❛♥& ❧✬✐♥*.❣-❛❧✐*. ❞❡ ❧✬.❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ❣.♥.-.✳ ❯♥❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ 8

❧✬.❝❤❡❧❧❡ ♠.&♦&❝♦♣✐3✉❡ ♣❡-♠❡**-❛ ❧❛ ♣-✐&❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❡& ❤.*.-♦❣.♥.✐*.& ✭❣-❛✲

♥✉❧❛*& ❞❡ ❞✐✛.-❡♥*❡& *❛✐❧❧❡&✱ ♣♦-♦&✐*.✱ ❣-❛❞✐❡♥* ❞❡ *❛✉① ❞❡ &❛*✉-❛*✐♦♥✱ ❡*❝✳✮✳

■❧ ❡&* .❣❛❧❡♠❡♥* ♣♦&&✐❜❧❡ 8 ❝❡**❡ .❝❤❡❧❧❡ 3✉❡ ❧✬❡❛✉ &♦✐* ♣-✐&❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❣-P❝❡

8 ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥*-❡ ♥♦*-❡ ♠♦❞C❧❡ ❡* ✉♥ ♠♦❞C❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✳ ❈❛*❛❧❛♥♦ ❬✾❪ ❛

❞.❥8 ✉*✐❧✐&. ✉♥❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ &✐♠✐❧❛✐-❡ ❞❛♥& ❧❡ ❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❞✬✉♥ ♠♦❞C❧❡ ❤②✲

❞-♦❞②♥❛♠✐3✉❡ ❝♦✉♣❧. ♣♦✉- ❧❡& ♠✐❧✐❡✉① ❣-❛♥✉❧❛✐-❡& &❛*✉-.&✳ ▲❡ ♠♦❞C❧❡ ❛&&♦❝✐❡



✶✹✷ ❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❡) ♣❡+&♣❡❝)✐✈❡&

❧❛ ♠&'❤♦❞❡ ❞❡, ➱❧&♠❡♥', ❉✐,❝2❡', ♣♦✉2 ❧❛ ♠♦❞&❧✐,❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛,❡ ,♦❧✐❞❡✱

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦2♠✉❧❛'✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡, ✜♥✐, 9 ❧✬&❝❤❡❧❧❡ ❞❡, ♣♦2❡, ✭ <♦2❡✲,❝❛❧❡ ❋✐✲

♥✐'❡ ❱♦❧✉♠❡✮ ❞✉ ♣2♦❜❧B♠❡ ❞❡ ❧✬&❝♦✉❧❡♠❡♥'✳ ❯♥❡ '❡❧❧❡ ❛♣♣2♦❝❤❡ ❛♣♣❧✐E✉&❡ 9

✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦❤&,✐❢ '❡❧ E✉❡ ❧❡ ❜&'♦♥ ♣❡2♠❡''2❛✐' ❞❡ ,✐♠✉❧❡2 ❧❡, ❡,,❛✐, ❞❡ ♠❡,✉2❡

❞❡ ❧❛ ♣2❡,,✐♦♥ ✐♥'❡2,'✐'✐❡❧❧❡ ❛✉ ❝♦✉2, ❞❡ ❝❤❛2❣❡♠❡♥', '2✐❛①✐❛✉①✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❍✳ ❆❞❡❧✐ ❛♥❞ ❆✳▼✳ ❆♠✐♥✳ ▲♦❝❛❧ ❡✛❡❝23 ♦❢ ✐♠♣❛❝2♦63 ♦♥ ❝♦♥❝6❡2❡ 326✉❝✲

2✉6❡3✳ ◆✉❝❧❡❛& ❊♥❣✐♥❡❡&✐♥❣ ❛♥❞ ❉❡-✐❣♥✱ ✽✽✭✸✮ ✿✸✵✶✕✸✶✼✱ ✶✾✽✺✳

❬✷❪ ❆✳▼ ❆❤♠❛❞✲❩❛✐❞✐✱ ■✳ ▲❛2✐❢✱ ■✳ ❆❜❞✉❧✲❘❛❤♠❛♥✱ ❛♥❞ ▼✳❨ ■3♠❛✐❧✳ ❉❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥2 ♦❢ ❡♠♣✐6✐❝❛❧ ♣6❡❞✐❝2✐♦♥ ❢♦6♠✉❧❛ ❢♦6 ♣❡♥❡26❛2✐♦♥ ♦❢ ♦❣✐✈❡ ♥♦3❡ ❤❛6❞

♠✐33✐❧❡ ✐♥2♦ ❝♦♥❝6❡2❡ 2❛6❣❡23✳ ❆♠❡&✐❝❛♥ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡-✱

✼✭✺✮ ✿✼✶✶✕✼✶✻✱ ✷✵✶✵✳

❬✸❪ ❊✳ ❆③Q♠❛✳ ➱6✉❞❡ ♥✉♠7&✐8✉❡ ❞❡- ♠❛67&✐❛✉① ❣&❛♥✉❧❛✐&❡- : ❣&❛✐♥- ♣♦❧②✲

7❞&✐8✉❡- ✿ &❤7♦❧♦❣✐❡ 8✉❛-✐✲-6❛6✐8✉❡✱ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ✈✐❜&❛6♦✐&❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ❛✉

♣&♦❝7❞7 ❞❡ ❜♦✉&&❛❣❡ ❞✉ ❜❛❧❧❛-6✳ R❤❉ 2❤❡3✐3✱ ❯♥✐✈❡63✐2Q ▼♦♥2♣❡❧❧✐❡6 ■■ ✲

❙❝✐❡♥❝❡3 ❡2 ❚❡❝❤♥✐V✉❡3 ❞✉ ▲❛♥❣✉❡❞♦❝✱ ✷✵✵✼✳

❬✹❪ ❏✳ ❇❛6♦2❤✱ ▲✳ ❉❛✉❞❡✈✐❧❧❡✱ ❛♥❞ ❨✳ ▼❛❧❡❝♦2✳ ❆❜♦✉2 ❡♠♣✐6✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧3

♣6❡❞✐❝2✐♥❣ 2❤❡ ♠✐33✐❧❡ ♣❡6❢♦6❛2✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝6❡2❡ ❜❛66✐❡63✳ ❊✉&♦♣❡❛♥ ❏♦✉&♥❛❧

♦❢ ❊♥✈✐&♦♥♠❡♥6❛❧ ❛♥❞ ❈✐✈✐❧ ❊♥❣✐♥❡❡&✐♥❣✱ ✶✻✭✾✮ ✿✶✵✼✹✕✶✵✽✾✱ ✷✵✶✷✳

❬✺❪ ❍✳ ❇✐❛♥✱ ❨✳ ❏✐❛✱ ❏✳ ❙❤❛♦✱ ❛♥❞ ❈✳ R♦♥2✐6♦❧✐✳ ◆✉♠❡6✐❝❛❧ 32✉❞② ♦❢ ❛ ❝♦♥❝6❡2❡

2❛6❣❡2 ✉♥❞❡6 2❤❡ ♣❡♥❡26❛2✐♦♥ ♦❢ 6✐❣✐❞ ♣6♦❥❡❝2✐❧❡ ✉3✐♥❣ ❛♥ ❡❧❛32♦♣❧❛32✐❝

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❊♥❣✐♥❡❡&✐♥❣ ❙6&✉❝6✉&❡-✱ ✶✶✶ ✿✺✷✺✕✺✸✼✱ ✷✵✶✻✳

❬✻❪ R✳ ❍✳ ❇✐3❝❤♦✛ ❛♥❞ ❙✳ ❍✳ R❡66②✳ ❈♦♠♣6❡33✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉6 ♦❢ ❝♦♥❝6❡2❡ ❛2

❤✐❣❤ 326❛✐♥ 6❛2❡3✳ ▼❛6❡&✐❛❧- ❛♥❞ ❙6&✉❝6✉&❡-✱ ✷✹✭✻✮ ✿✹✷✺✕✹✺✵✱ ✶✾✾✶✳

❬✼❪ ◆✳ ❇✉6❧✐♦♥✱ ❋✳ ●❛2✉✐♥❣2✱ ●✳ R✐❥❛✉❞✐❡6✲❈❛❜♦2✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉❛✉❞❡✈✐❧❧❡✳ ❈♦♠✲

♣❛❝2✐♦♥ ❛♥❞ 2❡♥3✐❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❝♦♥❝6❡2❡ ✿ ❝♦♥32✐2✉2✐✈❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞

❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ 2♦ ❞②♥❛♠✐❝3✳ ❈♦♠♣✉6❡& ▼❡6❤♦❞- ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝- ❛♥❞

❊♥❣✐♥❡❡&✐♥❣✱ ✶✽✸ ✿✷✾✶✕✸✵✽✱ ✷✵✵✵✳

❬✽❪ ❊✳ ❈❛❞♦♥✐✱ ❑✳ ▲❛❜✐❜❡3✱ ❈✳ ❆❧❜❡62✐♥✐✱ ▼✳ ❇❡66❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ●✐❛♥❣6❛33♦✳

❙26❛✐♥✲6❛2❡ ❡✛❡❝2 ♦♥ 2❤❡ 2❡♥3✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉6 ♦❢ ❝♦♥❝6❡2❡ ❛2 ❞✐✛❡6❡♥2 6❡❧❛2✐✈❡

❤✉♠✐❞✐2② ❧❡✈❡❧3✳ ▼❛6❡&✐❛❧- ❛♥❞ ❙6&✉❝6✉&❡-✱ ✸✹ ✿✷✶✕✷✻✱ ✷✵✵✶✳

❬✾❪ ❊✳ ❈❛2❛❧❛♥♦✳ ❆ ♣♦&❡✲-❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❤②❞&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦& ❜✐♣❤❛-✐❝

❣&❛♥✉❧❛& ♠❡❞✐❛ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ 6♦ ❣&❛♥✉❧❛& -❡❞✐♠❡♥6 ❤②❞&♦❞②♥❛♠✐❝-✳ R❤❉

2❤❡3✐3✱ ❯♥✐✈❡63✐2Q ❉❡ ●6❡♥♦❜❧❡✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✵❪ ❏✳❙✳ ❈❤❡♥✱ ❙✳❲✳ ❈❤✐✱ ❈✳❍✳ ▲❡❡✱ ❙✳R✳ ▲✐♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼❛6♦❞♦♥✳ ❆ ♠✉❧2✐3❝❛❧❡

♠❡3❤❢6❡❡ ❛♣♣6♦❛❝❤ ❢♦6 ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢6❛❣♠❡♥2 ♣❡♥❡26❛2✐♦♥ ✐♥2♦ ✉❧26❛ ❤✐❣❤✲

✶✹✸



✶✹✹ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

"#$❡♥❣#❤ ❝♦♥❝$❡#❡✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ $❡♣♦$#✱ ❯✳❙✳ ❆$♠② ❊♥❣✐♥❡❡$ ❘❡"❡❛$❝❤ ❛♥❞

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ❈❡♥#❡$✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✶❪ A✲❆✳ ❈✉♥❞❛❧❧ ❛♥❞ ❖✲❉✲▲✳ ❙#$❛❝❦✳ ❆ ❞✐"❝$❡#❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ ❣$❛✲

♥✉❧❛$ ❛""❡♠❜❧✐❡"✳ ●❡♦#❡❝❤♥✐(✉❡✱ ✷✾ ✿✹✼✕✻✺✱ ✶✾✼✾✳

❬✶✷❪ ●✳ ❈✉"❛#✐"✱ ❉✳ A❡❧❡""♦♥❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼❡♥❝❛$❡❧❧✐✳ ▲❛##✐❝❡ ❞✐"❝$❡#❡ ♣❛$#✐❝❧❡

♠♦❞❡❧ ✭❧❞♣♠✮ ❢♦$ ❢❛✐❧✉$❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ ❝♦♥❝$❡#❡✳ ❈❡♠❡♥# ❛♥❞ ❈♦♥❝.❡#❡

❈♦♠♣♦0✐#❡0✱ ✸✸✭✾✮ ✿✽✽✶✕✾✵✺✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✸❪ ●✳ ❆✳ ❉✬❆❞❞❡##❛✱ ❋✳ ❑✉♥✱ ❊✳ ❘❛♠♠✱ ❛♥❞ ❍✳ ❏✳ ❍❡$$♠❛♥♥✳ ❈♦♥#✐♥✉♦✉0
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♥❡❡/✐♥❣ ❛♥❞ ❉❡-✐❣♥✱ ✼✼✭✶✮ ✿✷✸✕✸✺✱ ✶✾✽✹✳

❬✸✹❪ ■❈●✳ P❢❝✸❞ ✭♣❛/$✐❝❧❡ ✢♦✇ ❝♦❞❡ ✐♥ ✸❞✮ $❤❡♦/② ❛♥❞ ❜❛❝❦❣/♦✉♥❞ ♠❛♥✉❛❧✱

✈❡/-✐♦♥ ✸✳✵✳ ■2❛4❝❛ ❈♦♥4✉❧2✐♥❣ ●*♦✉♣✱ ✷✵✵✸✳

❬✸✺❪ /✳ ❏❛♠❡2✱ ❆✳ ▼✐❧❧❛*❞✱ ❛♥❞ ● ◆❛❤❛4✳ ❚*✐❛①✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉* ♦❢ ❛ ♠✐❝*♦✲

❝♦♥❝*❡2❡ ❝♦♠♣❧❡2❡ 42*❡44✲42*❛✐♥ ❝✉*✈❡4 ❢♦* ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣*❡44✉*❡4 *❛♥❣✐♥❣

❢*♦♠ ✵ 2♦ ✶✵✵ ♠♣❛✳ ■♥ P/❡--❡- ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡/-✐$+ P❛✉❧ ❙❛❜❛$✐❡/ ✭■♥$❡/♥❛✲

$✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡/❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♥❝/❡$❡ ✉♥❞❡/ ▼✉❧$✐❛①✐❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥-✮✱ ✶✾✽✹✳
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❬✸✻❪ ❏✲❋✳ ❏❡+✐❡+✱ ❉✳ ■♠❜❛✉❧5✱ ❱✲❋✳ ❉♦♥③:✱ ❛♥❞ <✳ ❉♦+❡♠✉=✳ ❆ ❣❡♦♠❡5+✐❝

❛❧❣♦+✐5❤♠ ❜❛=❡❞ ♦♥ 5❡5+❛❤❡❞+❛❧ ♠❡=❤❡= 5♦ ❣❡♥❡+❛5❡ ❛ ❞❡♥=❡ ♣♦❧②❞✐=♣❡+=❡

=♣❤❡+❡ ♣❛❝❦✐♥❣✳ ●!❛♥✉❧❛! ▼❛''❡!✱ ✶✶✭✶✮ ✿✹✸✕✺✷✱ ✷✵✵✾✳

❬✸✼❪ ❏✲❋✳ ❏❡+✐❡+✱ ❱✳ ❘✐❝❤❡❢❡✉✱ ❉✳ ■♠❜❛✉❧5✱ ❛♥❞ ❋✲❱✳ ❉♦♥③:✳ <❛❝❦✐♥❣ =♣❤❡+✐✲

❝❛❧ ❞✐=❝+❡5❡ ❡❧❡♠❡♥5= ❢♦+ ❧❛+❣❡ =❝❛❧❡ =✐♠✉❧❛5✐♦♥=✳ ❈♦♠♣✉'❡! ▼❡'❤♦❞/ ✐♥

❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝/ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣✱ ✶✾✾✭✷✺✲✷✽✮ ✿✶✻✻✽✕✶✻✼✻✱ ✷✵✶✵✳

❬✸✽❪ ❲✳❙✳ ❏♦❞+❡② ❛♥❞ ❊✳▼✳ ❚♦+②✳ ❈♦♠♣✉5❡+ =✐♠✉❧❛5✐♦♥ ♦❢ ✐=♦5+♦♣✐❝✱ ❤♦♠♦✲

❣❡♥❡♦✉=✱ ❞❡♥=❡ +❛♥❞♦♠ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❡W✉❛❧ =♣❤❡+❡=✳ 5♦✇❞❡! ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

✸✵✭✷✮ ✿✶✶✶✕✶✶✽✱ ✶✾✽✶✳

❬✸✾❪ ❘✳<✳ ❑❡♥♥❡❞②✳ ❆ +❡✈✐❡✇ ♦❢ ♣+♦❝❡❞✉+❡= ❢♦+ 5❤❡ ❛♥❛❧②=✐= ❛♥❞ ❞❡=✐❣♥ ♦❢

❝♦♥❝+❡5❡ =5+✉❝5✉+❡= 5♦ +❡=✐=5 ♠✐==✐❧❡ ✐♠♣❛❝5 ❡✛❡❝5=✳ ◆✉❝❧❡❛! ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣

❛♥❞ ❉❡/✐❣♥✱ ✸✼✭✷✮ ✿✶✽✸✕✷✵✸✱ ✶✾✼✻✳

❬✹✵❪ ❆✳❘✳ ❑❤♦♦❣❛+✱ ▼✳❆✳ ▼♦❤❛❞❡=✱ ❛♥❞ ❑✳ ❱❛❤❡❞✐✳ ❆ ♥♦✈❡❧ =5✉❞② ♦❢ ♣❡✲

♥❡5+❛5✐♦♥ ✐♥5♦ ❝♦♥❝+❡5❡ 5❛+❣❡5= ❜② ♦❣✐✈❡ ♥♦=❡ ♣+♦❥❡❝5✐❧❡=✳ ■♥'❡!♥❛'✐♦♥❛❧

❏♦✉!♥❛❧ ❖❢ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❉❡/✐❣♥ ❆♥❞ ▼❛♥✉❢❛❝'✉!✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✻✭✸✮ ✿✶✕✼✱

✷✵✶✸✳

❬✹✶❪ ❏✳ ❑♦③✐❝❦✐✳ ❨❛❞❡ ♦♣❡♥ ❞❡♠ ✿ ❛♥ ♦♣❡♥ =♦✉+❝❡ =♦❢5✇❛+❡ ✉=✐♥❣ ❛ ❞✐=❝+❡5❡ ❡❧❡✲

♠❡♥5 ♠❡5❤♦❞ 5♦ =✐♠✉❧❛5❡ ❣+❛♥✉❧❛+ ♠❛5❡+✐❛❧✳ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ❈♦♠♣✉'❛'✐♦♥/✱

✷✻ ✿✼✽✻✕✽✵✺✱ ✷✵✵✾✳

❬✹✷❪ ❏✳ ❲✳ ▲❛♥❞♦♥ ❛♥❞ ❍✳ ◗✉✐♥♥❡②✳ ❊①♣❡+✐♠❡♥5= ✇✐5❤ 5❤❡ ❤♦♣❦✐♥=♦♥ ♣+❡==✉+❡

❜❛+✳ ❚❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡'②✱ ✶✵✸✭✼✷✸✮ ✿✻✷✷✕✻✹✸✱ ✶✾✷✸✳

❬✹✸❪ ◗✳▼✳ ▲✐✱ ❙✳❘✳ ❘❡✐❞✱ ❍✳▼✳ ❲❡♥✱ ❛♥❞ ❆✳❘✳ ❚❡❧❢♦+❞❝✳ ▲♦❝❛❧ ✐♠♣❛❝5 ❡✛❡❝5=

♦❢ ❤❛+❞ ♠✐==✐❧❡= ♦♥ ❝♦♥❝+❡5❡ 5❛+❣❡5=✳ ■♥'❡!♥❛'✐♦♥❛❧ ❏♦✉!♥❛❧ ♦❢ ■♠♣❛❝'

❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣✱ ✸✷✭✶✲✹✮ ✿✷✷✹✕✷✽✹✱ ✷✵✵✺✳

❬✹✹❪ ❘✳ ▲✐♣5♦♥✳ ❈♦❤❡=✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝= ❛♥❞ ❜+✐55❧❡ ❢+❛❝5✉+❡✳ ❏♦✉!♥❛❧ ♦❢ ❊❧❛/'✐❝✐'②✱

✶✷✹✭✷✮ ✿✶✹✸✕✶✾✶✱ ✷✵✶✺✳

❬✹✺❪ ❙✳ ▲✉❞✐♥❣✳ ■♥5+♦❞✉❝5✐♦♥ 5♦ ❞✐=❝+❡5❡ ❡❧❡♠❡♥5 ♠❡5❤♦❞=✳ ❉✐/❝!❡'❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

♦❢ ❣❡♦♠❛'❡!✐❛❧/✱ ✶✷✭✼✮ ✿✼✽✺✕✽✷✻✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✻❪ ▲✳ ▼❛❧✈❛+ ❛♥❞ ❏✳❊✳ ❈+❛✇❢♦+❞✳ ❉②♥❛♠✐❝ ✐♥❝+❡❛=❡ ❢❛❝5♦+= ❢♦+ ❝♦♥❝+❡5❡✳

■♥ 5!♦❝❡❡❞✐♥❣/ ♦❢ '❤❡ ❚✇❡♥'②✲❊✐❣❤'❤ ❉♦❉ ❊①♣❧♦/✐✈❡/ ❙❛❢❡'② ❙❡♠✐♥❛!✱

❖!❧❛♥❞♦✱ ✶✾✾✽✳

❬✹✼❪ ▲✳❏✳ ▼❛❧✈❛+ ❛♥❞ ❈✳❆ ❘♦==✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ =5+❛✐♥ +❛5❡ ❡✛❡❝5= ❢♦+ ❝♦♥❝+❡5❡ ✐♥

5❡♥=✐♦♥✳ ▼❛'❡!✐❛❧/ ❏♦✉!♥❛❧✱ ✾✺✭✻✮ ✿✼✸✺✕✼✸✾✱ ✶✾✾✽✳

❬✹✽❪ ❏✳ ▼❛③❛+=✳ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠E❝❛♥✐F✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥' ❛✉ ❝♦♠✲

♣♦!'❡♠❡♥' ♥♦♥ ❧✐♥E❛✐!❡ ❡' H ❧❛ !✉♣'✉!❡ ❞✉ ❜E'♦♥ ❞❡ /'!✉❝'✉!❡✳ <❤❉ 5❤❡=✐=✱

❯♥✐✈❡+=✐5: ❞❡ <❛+✐= ❱■✱ ✶✾✽✹✳
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❬✹✾❪ ❋✳▼✳ ▼❡❧❧✐♥❣❡. ❛♥❞ ❉✳▲✳ ❇✐.❦✐♠❡.✳ ▼❡❛6✉.❡♠❡♥86 ♦❢ 68.❡66 ❛♥❞ 68.❛✐♥

♦♥ ❝②❧✐♥❞.✐❝❛❧ 8❡68 6♣❡❝✐♠❡♥6 ♦❢ .♦❝❦ ❛♥❞ ❝♦♥❝.❡8❡ ✉♥❞❡. ✐♠♣❛❝8 ❧♦❛✲

❞✐♥❣✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ .❡♣♦.8✱ ❉❊C❆❘❚▼❊◆❚ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘▼❨✱ ❖❤✐♦ ❘✐✈❡.

❉✐✈✐6✐♦♥ ▲❛❜♦.❛8♦.✐❡6✱ ❈♦.♣6 ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡.6✱ ✶✾✻✻✳

❬✺✵❪ ●✳ ▼♦❧❧♦♥ ❛♥❞ ❏✳ ❩❤❛♦✳ ✸❞ ❣❡♥❡.❛8✐♦♥ ♦❢ .❡❛❧✐68✐❝ ❣.❛♥✉❧❛. 6❛♠♣❧❡6

❜❛6❡❞ ♦♥ .❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞6 8❤❡♦.② ❛♥❞ ❢♦✉.✐❡. 6❤❛♣❡ ❞❡6❝.✐♣8♦.6✳ ❈♦♠♣✉%❡'

▼❡%❤♦❞+ ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝+ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡'✐♥❣✱ ✷✼✾ ✿✹✻✕✻✺✱ ✷✵✶✹✳

❬✺✶❪ ❆✳ ❖♠❛.✳ ❉5✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❡% ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞8❧❡ ❛✉① 5❧5♠❡♥%+ ❞✐+❝'❡%+

❞❡ ❝♦♠♣♦'%❡♠❡♥% ❞✉ ❜5%♦♥ +♦✉+ ❝❤❛'❣❡♠❡♥% ❞②♥❛♠✐<✉❡✳ C❤❉ 8❤❡6✐6✱

❯♥✐✈❡.6✐8Y ❞❡ ●.❡♥♦❜❧❡✱ ✷✵✶✺✳

❬✺✷❪ ▼✳ ❖.8✐③ ❛♥❞ ❆ C❛♥❞♦❧✜✳ ❋✐♥✐8❡✲❞❡❢♦.♠❛8✐♦♥ ✐..❡✈❡.6✐❜❧❡ ❝♦❤❡6✐✈❡ ❡❧❡✲

♠❡♥86 ❢♦. 8❤.❡❡✲❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧ ❝.❛❝❦✲♣.♦♣❛❣❛8✐♦♥ ❛♥❛❧②6✐6✳ ■♥%❡'♥❛%✐♦♥❛❧

❏♦✉'♥❛❧ ❋♦' ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ▼❡%❤♦❞+ ■♥ ❊♥❣✐♥❡❡'✐♥❣✱ ✹✹ ✿✶✷✻✼✕✶✷✽✷✱ ✶✾✾✾✳

❬✺✸❪ ❆✳❆✳ C❡♥❛✱ ❖❧❛.8❡✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ C❛'%✐❝❧❡ ❙❤❛♣❡ ♦♥ %❤❡ ●❧♦❜❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❘❡+♣♦♥+❡ ♦❢ ●'❛♥✉❧❛' C❛❝❦✐♥❣+ ✿ ▼✐❝'♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ■♥✈❡+%✐❣❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❈'✐%✐❝❛❧ ❙%❛%❡ ✐♥ ❙♦✐❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝+✳ C❤❉ 8❤❡6✐6✱ ■♥68✐8✉8 ❢]. ●❡♦8❡❝❤♥✐❦

❞❡. ❯♥✐✈❡.6✐8^8 ❙8✉88❣❛.8✱ ✷✵✵✽✳

❬✺✹❪ ❈✳ C♦✐♥❛.❞✱ ❊✳ C✐♦8.♦✇6❦❛✱ ❨✳ ▼❛❧❡❝♦8✱ ▲✳ ❉❛✉❞❡✈✐❧❧❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ▲❛♥❞✐6✳
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✸✳✻ ❚♦♣ ✿ ❲❛,❡* ❝♦♥,*✐❜✉,✐♦♥ ✐♥ ,❤❡ ♥♦*♠❛❧ ❝♦♠♣*❡44✐✈❡ 4,*❡♥❣,❤

❛♥❞ ,❤❡ ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥4♦❧✐❞❛,✐♦♥ ♣♦✐♥, ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ,❤❡ 4❛✲

,✉*❛,✐♦♥ *❛,✐♦ ✲ ❇♦,,♦♠ ✿ ❘❡4✉❧,✐♥❣ ♥♦*♠❛❧ ❝♦♠♣*❡44✐✈❡ 4,*❡44

❢♦* ❞✐✛❡*❡♥, 4❛,✉*❛,✐♦♥ *❛,✐♦4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✼ ▼❛①✐♠✉♠ 4❤❡❛* 4,*❡44 4✉*❢❛❝❡ ❢♦* ❞✐✛❡*❡♥, 4❛,✉*❛,✐♦♥ *❛,✐♦4 ✳ ✾✵

✸✳✽ ▲❡❢, ✿ ❚❤❡ ✉4❡❞ 4❛♠♣❧❡ ✲ ❘✐❣❤, ✿ ❊①♣❡*✐♠❡♥,❛❧ 4❛♠♣❧❡ ❛❢,❡*

,❡♥4✐♦♥ ,❡4, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✾ ❚♦♣ ✿ ■♥,❡*❛❝,✐♦♥4 ❤✐4,♦❣*❛♠ ✲ ❇♦,,♦♠ ✿ ❈♦♥,❛❝,4 ❞✐4,*✐❜✉,✐♦♥ ✾✸
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✸✳✶✵ ❉❛♠❛❣❡ ✈✐,✉❛❧✐③❛0✐♦♥ ❢♦4 ✉♥✐❛①✐❛❧ 0❡,0✳ ❉❛♠❛❣❡ ✐, ,❤♦✇❡❞ ❜②

❝♦❧♦4✱ ❜❧✉❡ ❡❧❡♠❡♥0, ❧✐♥❦, ❛4❡ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞✱ 4❡❞ ❡❧❡♠❡♥0, ❧✐♥❦,

❛4❡ ❝♦♠♣❧❡0❡❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ✲ ▲❡❢0 ✿ ❈♦♠♣4❡,,✐♦♥ ✲ ❘✐❣❤0 ✿ ❚❡♥,✐♦♥ ✾✺

✸✳✶✶ ❙04❡,, ✈,✳ ,04❛✐♥ ❢♦4 ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ 0❡♥,✐♦♥ 0❡,0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✸✳✶✷ ❙04❡,, ✈,✳ ,04❛✐♥ ❢♦4 ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣4❡,,✐♦♥ 0❡,0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✸✳✶✸ ❍②❞4♦,0❛0✐❝ ♠❡❛♥ ,04❡,, ✈❡4,✉, ✈♦❧✉♠❡04✐❝ ,04❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✶✹ ❍②❞4♦,0❛0✐❝ ♠❡❛♥ ,04❡,, ✈❡4,✉, ✈♦❧✉♠❡04✐❝ ,04❛✐♥ ❢♦4 ❞✐✛❡4❡♥0

,❛0✉4❛0✐♦♥ 4❛0✐♦, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✶✺ ❉❡✈✐❛0♦4✐❝ ,04❡,, ✈❡4,✉, ❛①✐❛❧ ❛♥❞ 4❛❞✐❛❧ ,04❛✐♥ ✉♥❞❡4 ✻✵✵▼O❛

❝♦♥✜♥❡♠❡♥0✳ ❈❛❧✐❜4❛0✐♦♥ 0❡,0, ✭❉4② ❛♥❞ ❙❛0✉4❛0❡❞ ,❛♠♣❧❡,✮ ✳ ✾✾

✸✳✶✻ ❉❡✈✐❛0♦4✐❝ ,04❡,, ✈❡4,✉, ❛①✐❛❧ ❛♥❞ 4❛❞✐❛❧ ,04❛✐♥ ❢♦4 ❞✐✛❡4❡♥0

,❛0✉4❛0✐♦♥ 4❛0✐♦,✳ ✲ ❚♦♣ ✿ ✶✵✵▼O❛ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥0 ✲ ❇♦00♦♠ ✿

✷✵✵▼O❛ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✶✼ ❆✈❡4❛❣❡ ,04❡,, ✈❡4,✉, ✈♦❧✉♠❡04✐❝ ,04❛✐♥ ♦❜0❛✐♥❡❞ ❢♦4 ❞✐✛❡4❡♥0

,❛0✉4❛0✐♦♥ 4❛0✐♦, ❢♦4 U❞♦♠❡04✐❝ ❝♦♠♣4❡,,✐♦♥ 0❡,0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✹✳✶ ▲❡❢0 ✿ O4♦❥❡❝0✐❧❡ ✇✐0❤ ✐0, ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥,04✉♠❡♥0❛0✐♦♥ ✲ ❘✐❣❤0 ✿

●❛, ❧❛✉♥❝❤❡4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✷ ❙✉❝❝❡,,✐✈❡ ♣❤❛,❡, ❞✉4✐♥❣ ♣❡4❢♦4❛0✐♦♥ 0❡,0 ♦♥ ❛ ✸✵✵♠♠ ❜❧♦❝ ♦❢

❝♦♥❝4❡0❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✸ ❈♦♥❝4❡0❡ ❜❧♦❝❦, ✲ ▲❡❢0 ✿ ✸✵✵♠♠ 0❤✐❝❦♥❡,, ✲ ❘✐❣❤0 ✿ ✽✵✵♠♠

0❤✐❝❦♥❡,, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✹✳✹ ❚❡,0 ✶ ✿ ❊①♣❡4✐♠❡♥0❛❧ 4❡,✉❧0, ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡4❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♣4♦✲

❥❡❝0✐❧❡ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ■♥0❡❣4❛0❡❞ ✈❡❧♦❝✐0② ♦❢ 0❤❡ ♣4♦❥❡❝0✐❧❡ ✲ ❇♦0✲

0♦♠ ✿ ■♥0❡❣4❛0❡❞ O❡♥❡04❛0✐♦♥ ❞❡♣0❤ ♦❢ 0❤❡ ♣4♦❥❡❝0✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
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✹✳✺ ❚❡'( ✷ ✿ ❊①♣❡.✐♠❡♥(❛❧ .❡'✉❧(' ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡.❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣.♦✲

❥❡❝(✐❧❡ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ■♥(❡❣.❛(❡❞ ✈❡❧♦❝✐(② ♦❢ (❤❡ ♣.♦❥❡❝(✐❧❡ ✲ ❇♦(✲

(♦♠ ✿ ■♥(❡❣.❛(❡❞ C❡♥❡(.❛(✐♦♥ ❞❡♣(❤ ♦❢ (❤❡ ♣.♦❥❡❝(✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✹✳✻ ❚❡'( ✸ ✿ ❊①♣❡.✐♠❡♥(❛❧ .❡'✉❧(' ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡.❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣.♦✲

❥❡❝(✐❧❡ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ■♥(❡❣.❛(❡❞ ✈❡❧♦❝✐(② ♦❢ (❤❡ ♣.♦❥❡❝(✐❧❡ ✲ ❇♦(✲

(♦♠ ✿ ■♥(❡❣.❛(❡❞ C❡♥❡(.❛(✐♦♥ ❞❡♣(❤ ♦❢ (❤❡ ♣.♦❥❡❝(✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✼ ❚❡'( ✶ ✿ ❚♦♣♦❣.❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②'✐' ❛❢(❡. ✐♠♣❛❝( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✽ ❚❡'( ✷ ✿ ❚♦♣♦❣.❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②'✐' ❛❢(❡. ✐♠♣❛❝( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✾ ❚❡'( ✸ ✿ ❚♦♣♦❣.❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②'✐' ❛❢(❡. ✐♠♣❛❝( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✹✳✶✵ ▲❡❢( ✿ ✸❉ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣❡♥❡(.❛(♦. ✲ ❘✐❣❤( ✿ ❙❡❝(✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ (❤❡

♣❡♥❡(.❛(♦. ✐♥ ❨❆❉❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✶✶ ▲❡❢( ✿ ✸✵✵♠♠ (❤✐❝❦♥❡'' ❝♦♥❝.❡(❡ '❧❛❜ ✐♥ ❨❛❞❡ ✲ ❘✐❣❤( ✿ ✽✵✵♠♠

(❤✐❝❦♥❡'' ❝♦♥❝.❡(❡ '❧❛❜ ✐♥ ❨❛❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✹✳✶✷ ❚❡'( ✶ ✿ ❝♦♠♣❛.✐'♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ ❡①♣❡.✐♠❡♥(❛❧ ❛♥❞ '✐♠✉❧❛(✐♦♥ .❡✲

'✉❧(' ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡.❛(✐♦♥ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ❱❡❧♦❝✐(② ✲ ❇♦((♦♠ ✿ C❡✲

♥❡(.❛(✐♦♥ ❉❡♣(❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✶✸ ❚❡'( ✷ ✿ ❝♦♠♣❛.✐'♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ ❡①♣❡.✐♠❡♥(❛❧ ❛♥❞ '✐♠✉❧❛(✐♦♥ .❡✲

'✉❧(' ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡.❛(✐♦♥ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ❱❡❧♦❝✐(② ✲ ❇♦((♦♠ ✿ C❡✲

♥❡(.❛(✐♦♥ ❉❡♣(❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✶✹ ❚❡'( ✸ ✿ ❝♦♠♣❛.✐'♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ ❡①♣❡.✐♠❡♥(❛❧ ❛♥❞ '✐♠✉❧❛(✐♦♥ .❡✲

'✉❧(' ✲ ❚♦♣ ✿ ❆❝❝❡❧❡.❛(✐♦♥ ✲ ▼✐❞❞❧❡ ✿ ❱❡❧♦❝✐(② ✲ ❇♦((♦♠ ✿ C❡✲

♥❡(.❛(✐♦♥ ❉❡♣(❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✶✺ ❚❡'( ✶ ✿ ❉❛♠❛❣❡ ✐♥ (❤❡ ✸✵✵♠♠ '❧❛❜ ✲ ▲❡❢( ✿ ❛( 300 µs ✲ ❘✐❣❤( ✿

❛( 500 µs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✶✻ ❚❡'( ✶ ✿ ❚♦♣♦❧♦❣② ♦❢ (❤❡ '♣❡❝✐♠❡♥ ❛❢(❡. ✐♠♣❛❝( ✲ ❋.♦♥( ❢❛❝❡

❛♥❞ ❜❛❝❦ ❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
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✹✳✶✼ ❚❡'( ✶ ✿ ●❡♦♠❡(-② ♦❢ (❤❡ '♣❡❝✐♠❡♥ ❛❢(❡- ✐♠♣❛❝( ✲ ❈-❛(❡-✐♥❣

❛♥❞ '♣❛❧❧✐♥❣ ✲ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇ ❝♦♠♣❛-✐'♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ✭❧❡❢(✮

❛♥❞ ❡①♣❡-✐♠❡♥(❛❧ ✭-✐❣❤(✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✹✳✶✽ ❚❡'( ✶ ✿ ❱❡❧♦❝✐(② ❞✐-❡❝(✐♦♥ ♦❢ ❉❊' ❞✉-✐♥❣ ♣❡-❢♦-❛(✐♦♥ ✭500 µs✮
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